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Résumé - La caractérisation thermomécanique par imagerie infrarouge nécessite un traitement inverse
du champ de température afin de reconstruire les sources de la chaleur volumique. Par des mesures
cinématiques (déplacements-vitesses), le phénomene d’advection thermique peut-étre pris en compte
pour I’inversion. Nous proposons ici une méthode de reconstruction de source 1D (éprouvettes élancées)
a I’aide d’une base de Branche. Les vitesses locales de déformation lors des instabilités plastiques peu-
vent €tre importantes pour un polymere thermoplastique et sont maintenant accessibles par corrélation
d’images. On présentra le probleme de Branche généralisé, puis la technique de régularisation utilisée :
1)Troncature des modes 2)Méthodes des temps futurs. L’algorithme conduit a une inversion rapide en
temps de calcul et ses performances seront analysées sur un cas-test pour lequel une source stationnaire
en temps mais présentant des discontinuités sera considérée.

Nomenclature

T  température, K V, V* modes de branche propre et adjoint

k  conductivité thermique, W/m/K z, 2* valeurs propres correspondantes a V, V'*
¢ chaleur volumique, J/m?3/K nyy nombre de pas de temps futurs

vo  vitesse d’advection constante, m/s Symboles grecs

h1, ho coefficient d’échange, W/m?2/K ¢ nombre de Steklov

g  source thermique, W/m? 0  distribution de Dirac

v vitesse d’advection variable, m/s o écart-type du bruit de mesure

1. Introduction

Le probleme consistant a mesurer la fonction source associée a un opérateur de type EDP
est difficile et a fait 1’objet de nombreuses études. Toutes apparaissent comme spécifiques selon
I’opérateur considéré, la géométrie du probleme, la nature des observables produits, et surtout
les méthodes utilisées (pour la résolution directe ou inverse) de sorte qu’il est encore diffi-
cile d’imaginer disposer de techniques relativement standard et trasnposable. Pour les appli-
cations thermomécaniques, les données expérimentales sont toujours fournies par des images
infrarouges et diverses méthodes ont été utilisées, en général sous I’hypotheése d’un transfert
de diffusion pure [1, 2, 3]. Pour les matériaux fortement déformables comme les polymeres
semi-cristallins (PEHD), il convient d’€valuer si un phénomene d’advection lié aux instabilités
plastiques et non pris en compte dans le modele d’inversion ne conduit pas a un biais trop impor-
tant sur la source identifiée. Nous proposons ici une méthode spectrale basée sur les modes de
branche qui prend en compte ce phénomene. Nous présenterons d’abord le probleme physique
(Section 2) et la "méthode de branche” en Section 3. La section 4 sera consacrée a la résolution
du probleme inverse. A ce stade, deux types de modes de branche seront comparés. L’algorithme



sera appliqué dans un cas-test particulier et les résultats numériques obtenus seront donnés en
Section 5 avant de discuter des perspectives de ce travail en cours de réalisation.

2. Probléeme physique direct

Dans le cadre d’une reconstruction de source volumique pour un probleme de transfert 1D
(éprouvette élancée), nous considérons le modele d’advection suivant :

B oT(X,t)  T(X,t) oT(X,t)
VXED—[O,L] c ot =k X2 —C’U(X,t)a—X—FQ(X,t)
or
or
kg (L) = haT
T(X,0) =0

ou les parametres c, k, hy, ho, v sont a définir. Le champ de vitesse v peut étre décomposé en
une composante constante vy et une fluctuation vy, soit v(X,t) = vy + v1(X,t). La prise en
compte des échanges convectifs sur les surfaces libres de I’éprouvette n’est pas explicitée ici (la
réduction dimensionnelle du probleme 3D— 1D les reporte éventuellement sur le terme source
a identifier ¢( X, t) selon I’approche classique de type ailette).

3. Probleme de Branche

Notre objectif est d’identifier la source avec une méthode spectrale comme dans des travaux
antérieurs [3] avec une base d’approximation différente et la prise en compte de I’advection.
L’idée est ici de tester I’approche par modes de Branche qui peuvent permettre d’éliminer les
incompatibilités aux limites (a I’aide de la Condition de Steklov) et sont susceptibles de fournir
une base correcte de décomposition en présence d’un transfert par advection [4, 5]. Deux bases
de branche, calculées respectivement pour un opérateur purement diffusif et advectif-diffusif,
seront comparées. Compte-tenu de 1’application envisagée, la reconstruction de la source ther-
mique par un modele d’advection-diffusion sera testée pour des nombres de Péclet de 1’ordre
de I'unité ou inférieur. A ce sujet, notons qu’il a ét€ montré [5] qu'une base de branche cal-
culée en situation de Péclet faible ou nul (opérateur diffusif pur) est relativement performante
pour décomposer la solution d’un probleme d’advection-diffusion pour des Péclets modérés. 11
s’agira donc de voir s’il en est de méme dans un objectif de reconstruction de source. Dans les
paragraphes suivants, nous présentons les bases de branche obtenues analytiquement dans les
deux cas de figure : Modes diffusifs purs 3.1. et Modes Advectifs-Diffusifs 3.2.

3.1. Modes Diffusifs (MD)

Cette base est déterminée par I’équation caractéristique suivante :

V(X)) _
OVi(X)
kA ey = Ve 3)
OVi(X)
_k(()—X’X:L = zi(V; 4)



ou les V; désignent les Modes de Branche et z; les valeurs propres associées. Le parametre
¢ apparaissant dans les conditions aux limites est indispensable pour assurer 1’homogenéité
dimensionnelle des valeurs propres z;. Il est directement lié a I’introduction de ces valeurs
propres dans les conditions aux limites, a 1’origine de la spécificité de la base de branche. Du
point de vue dimensionnel, ce coefficient est en [M][L][T2][©~!].Dans le systeme SI, ces
unités sont en Jm 'K~ et traduisent le fait qu'un effet “capacitif” est introduit au niveau
des frontieres du domaine. Pour le cas 1D, il est possible de montrer que ce parametre appelé
"Nombre de Steklov’ correspond a ( = ¢ * L/2. La résolution du probleme est basée sur une
approche Volumes Finis avec une précision sur le maillage en O(AX?). Comme I’opérateur
est auto-adjoint, les valeurs propres sont réelles. Les modes sont réels aussi et ils vérifient la
condition d’orthogonalité suivante :

GV V) = [ VX + LVDVL) + VOV;(0) = &,

3.2. Modes Advectifs-Diffusifs (MAD)

La seconde base de branche considérée sera celle produite en prenant en compte un terme
advectif dans I’opérateur. Les modes seront solutions du systeme suivant :

0%V, Vi
vX eD A’}W - CUOa—X = CZZ“/; (5)
Vi
e: —k:aX|X:0 = —(2:( + cvy)V;
ov;
S _kaX|X:L = ziCV;

ol vy est défini en section 2.Pour un probléme non auto-adjoint, deux spécificités sont a con-
sidérer pour calculer la base spectrale de branche :
— Seule une condition de flux advectif ’entrant’ est a considérer dans la conditions aux lim-
ites de Steklov
— Les modes propres n’établissent pas une famille orthogonale et il est nécessaire de définir
des modes de branche adjoints pour lesquels un flux advectif est considérée cette fois dans
la condition aux limites de Steklov ’sortante’.

o*Vy Ve e
vXeD k@XlQ —|—C’UOaX =cz'V, (6)
oV
€: _k a)} |X:0 - _Z:C‘/z*
oV
st —khosrlx—r = (50 cw)Vy

La famille de fonctions (V;, V;*) forme alors un systtme biorthogonal, la condition de bi-
orthogonalité s’écrivant :

GV VF) = / VVHAX + CVID)VT (L) + VIOV (0)) = 6,

Dans ce probléme 5,6, les modes propres et adjoints peuvent étre calculés analytiquement grace
a leur équation transcendante :

(Pe — Pe*/4+ 5%)f

—B2— (82— Pe2/4+ Pe)2/4’ @

tanh(B) =



4. Méthode Inverse

Le champ T’ peut s’écrire comme une décomposition modale :

T(X,t) = Z x;(t)Vi(x) (8)

Pour V;, on pourra considérer indifféremment les modes diffusifs ou les modes advectifs-diffusifs
(propres ou adjoints). Introduite dans la formulation variationnelle faible du probleme initial
(avec les conditions aux limites réelles), cette décomposition conduit a un systeme d’équations
permettant de calculer les états x(¢) :

1. Base de Branche Diffusive :

Vmel,--- N
N N N
=1 i=1 =1

%mzam—gﬁﬂmuamw+me%mQ

Qim = hQV;(L)Vm(L) + hﬂ/;(O)Vm(O)
P (t) = / cu(X, t)%vde

2. Base de Branche Advective :

Ymel,---, N
N N N
> &) im = ZmTm(t) = > 2i(t)Qim — Y wi(t) P (t) + / VmdX  (10)
i=1 i=1 i=1 D

%m:@m—coqmwym»+wmuﬁm0

Qim = haVi(L)V,5 (L) + haVi(0)V;5,(0)
oV
Pon(t) / con(X, ) 20 dX — cugVi(0)V (0)
D 0X
Le champ de source thermique ¢ est décomposable aussi sur la base de branche du domaine
D. Compte-tenu des systemes différentiels en temps (9), (10), on propose de mettre en ceuvre
une méthode des temps futurs pour identifier la source dans un processus séquentiel (et donc
recouvrer sa dépendance temporelle). On posera :

X0 = Y Be(X) an

En fonction de la complexité du champ source (présence de discontinuités en particulier) il faut
conserver un nombre plus ou moins grand de modes pour en rendre compte. A I’opposé, la
présence de bruit sur le signal de mesure (images infrarouges) impose une régularisation de la



reconstruction inverse qui s’obtient par réduction modale (troncature plus forte sur le nombre
de modes). Il faut donc trouver un compromis. Les valeurs propres modales correspondent
aux fréquences temporelles. Les modes ayant de petites constantes de temps sont associés aux
hautes fréquences spatiales et s’ils sont conservés, vont étre tres sensibles au bruit de mesure
et ne peuvent donc participer a la reconstruction du champ de température expérimental sans
introduire un énorme biais sur la source. Reconstruire une discontinuité nécessitant un nombre
de modes infinis, il est évident que ce genre de probleme test est tres difficile pour 1’inversion.
Notons qu’on a pondéré par la capacité dans (11). Ce n’est pas indispensable, mais cela permet
en utilisant I’orthogonalité, de simplifier I’écriture.

En injectant la décomposition (11) dans I’équation d’état (9) et (10), on réécrit le systeme
sous la forme matricielle :

X =Xx—Qx — P(t)x ++B

ou Xx=7"'Sx—~7'Qx -7y 'P(t)x +B 12)
avec
X = (@1(t), - on () %= (1(8), - in (1)
B = (bi(t), -, bn(1)"
Y= (Vim) yo s Q= (Qim) v, P(t) = (Pim) v, & = diag(z1,- - , 2x)
Pour simplifier, @
x=D(t)x+B
x(0) = xq (13)

~1
D(t) =~ (X - Q+P()).

Par un schéma implicite, on obtient le vecteur des états x a partir de la contribution due a la
condition initiale x, et celle due a la présence d’un terme source B (Convolution en temps).
Dans le cas présent, I’opérateur D “traduit” la composante cinétique du transfert en faisant
jouer les valeurs propres zj :

<L _ xk

At

ot x(#;) = x*. On peut réécrire I’équation ci-dessus sous la forme

Xk+1 _ Ek+lxk +AtEk+1Bk+1 (14)

— Dk’-i—lxk—‘rl + Bk+1

en supposant que E*t! = (I — AtD*™)~!. Pour régulariser le calcul (filtrage), on applique
classiquement une méthode de pas de temps futurs comme suggéré initialement par Beck [7].
On écrit r relations donnant les r états pour les r pas de temps suivant ’instant ¢; en ayant
considéré une source constante (mémes coefficients B, hypothese dite Hy) :

Xk+1 — Ek—‘rlxk —|—AtEk+1Bk+1

2
Xk+2 _ H Eixk + AtEk+2<Ek+1 + I)Bk+1
i=1

3
. 15
Xk+3 _ H szk + AtEk+3(Ek+2<Ek+l + I) + I)BkJrl ( )

i=1

r  pas



La sortie du modele est donnée directement par Y(k + 1) = Vx*™L. Pour le r-vecteur Y =

T N LI . ) . LR 4 tX)
(Y(k+1),Y(k+2),--- ,Y(k + 7)), nous allons chercher & minimiser I’estimateur “écart
entre températures mesurées
~ <kl o k42 < ktr\ T . < . .y Y
Y = (Y Y oY T) et températures recalculées pour une source identifiée, soit ||[Y —

Y|. La minimisation de ce critere pour les B*™! conduit & une expression matricielle formelle

) . Lokt s ¢
permettant de les calculer (fonction des r températures mesurées Y Z, 1 = 1...r etdeI’état
k
x").

5. Résultats Numériques

On étudie ici un cas test pour lequel la source est invariante en temps ¢(x), continue mais
de classe C'; . Ce probleme est issu de [6] et nous sert a valider la méthode bien que les
données numériques ne refletent pas spécifiquement le cas d’une application thermomécanique.
Les points de discontinuité de la source sont localisés en X = 0.6m m et X = 0.8m (unité
de longueur en metres). Les autres parametres de la modélisation directe sont les suivants :
c=1J/m*/K,k = 0.03W/m/K,hy = 0.1W/m?/K,hy = 0.02W/M?/K,tina = 150s,
L =15m,D =0, L] etv(X,t) = cx0.1xt/t pinaxtanh(t/t fina*3%(X—L/2)), vy = 0.01m/s.
L’important de toutes facons est de raisonner sur les grandeurs adimensionnelles (Péclet, Biot,
Fourier) qui permettent de garantir la similtude du probmeme étudié avec les cas pratiques en-
visagés. Le champ de température expérimental simulé est ici produit par un calcul éléments
finis 1D transitoire basé sur le logiciel FlexPDE®.
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Figure 1 Profil de Température synthétique Figure 2 Champ de vitesse temporel bruité (2%
bruité at = 100s, bruitoc = 1 K de MAX(v))

Dans le processus d’inversion, un bruit synthétique (aléatoire) est superposé au calcul direct
pour simuler des températures mesurées bruitées. Il est donc additif, a distribution gaussienne
et de moyenne nulle et d’écart-type o. En présence d’un rapport Signal sur Bruit (ou SNR selon
I’acronyme anglosaxon) non infini, la qualité de reconstruction de la source ne peut €tre que
dégradée (perte de I'unicité de la solution notamment). Le principe méme d’une approche spec-
trale, séparant les variables temps et espace, conduit a une régularisation du probleme inverse
agissant sur deux “leviers”. Considérer un nombre de modes réduits (typiquement N,, = 14
modes) permet de régulariser la solution vis-a-vis de la reconstruction spatiale. La méthode des
temps futurs va permettre de lisser I’effet du bruit sur quelques pas de temps successifs n,.

Les figures 1, 3 et 4 correspondent aux résultats d’inversion obtenus pour notre cas test
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Figure 3 Source identifiée par MD (3.1.) a t = Figure 4 Source identifiée par MAD (3.2.) at =
100s 100s

avec les conditions suivantes : ¢ = 100s, At = 0.1s, Bruit 0 = 1K ; N,,, = 14, n;y = 20,
Oresiduals = 0.999. La figure 2 donne les profils de vitesse utilisés pour la reconstruction
(mesurés par corrélation d’image dans I’application pratique). Leur forme mathématique cor-
respond exactement a ce qui a pu €tre mesuré réellement sur une éprouvette en cours de trac-
tion. Un biais/bruit de 2% a été ajouté sur ces fonctions idéalisées v(X,t). La figure 3 mon-
tre la source reconstruite a partir des modes diffusifs purs, la figure 4 a partir des modes
advectif-diffusifs. Dans les deux cas, les résidus d’identification sur le profil de température
sont identiques et correspondent a ceux présentés en fig. 1. Les commentaires qu’appellent les
précédentes figures sont les suivants :

— (1) Les résidus d’identification (fig.1) apparaissent comme non signés et leur écart-type
correspond a I’écart-type du bruit introduit en entrée sur les profils de température générés
par le calcul direct. On peut donc qualifier la reconstruction de non biaisée.

— (i1) La source reconstruite correspond tres bien a la source exacte imposée dans le calcul
direct que ce soit en utilisant les modes diffusifs purs ou advectif-diffusifs. Les erreurs
maximales se localisent au point de discontinuité (en X = 0.6) et aux bords du domaine.
L’erreur au point de discontinuité est moindre (tres légerement) en utilisant les MAD.

— (ii1) L’écart moyen approximatif entre source exacte et source reconstruite est dans les
deux cas inférieur a 2.5%. Il semble légérement plus important pour MAD ce qui peut étre
imputable a une précision moindre au niveau du respect de la condition d’orthogonalité.

6. Conclusion

Nos études portent sur I’application d’une méthode spectrale basée sur les modes de branche
pour reconstruire la source thermique dans un systeme de diffusion-advection. L’algorithme
mis au point est tres rapide. Nous présenterons lors du congres des résultats portant sur la
reconstruction d’une source variable temporellement et spatialement. La possibilité de combiner
des techniques de régularisation différentes (SVD, pénalisation de Tikhonov...) avec la méthode
présente sera vérifiée. Une analyse plus poussée de I'influence sur la solution des biais inhérents
aux parametres mesurés comme la vitesse ou aux parametres connus (comme hq, hy pour les
conditions aux limites de bord) sera faite.
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