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Introduction

Ce mémoire porte sur ’étude détaillée d’un article de James Maynard [?], ou 'auteur a permis une avancée im-
portante dans la théorie analytique des nombres, en particulier sur la conjecture des nombres premiers jumeaux.

Le mémoire sera divisé en plusieurs chapitres.

Le premier chapitre se bornera a des notions de théorie analytique des nombres qui seront utiles pour les
démonstrations de I'article, en particulier les principales notations utilisées dans I'article et quelques définitions,
comme les fonctions arithmétiques et leurs propriétés, ainsi que des formules asymptotiques et des théoremes
qui seront admis.

Le deuxieme chapitre introduira des notions plus spécifiques a ’article, fera un résumé historique des résultats
découverts avant Maynard et énoncera tous les résultats que ce dernier démontrera dans la suite de son article.

Le troisieme chapitre sert a voir 'amélioration que Maynard fait de la méthode GPY, une méthode inventée
quelques années auparavant par Goldston, Pintz et Yildirim, ainsi que les techniques de Zhang, et a donner les
idées clés de toute la démonstration de Maynard.

Le quatrieme chapitre donne quelques notations nouvelles qui ne pouvaient étre introduites avant car elles
découlent des chapitres précédents.

Le cinquieme chapitre énonce deux propositions dont on démontre que si on les admet, alors les théoremes du
début de ’article en découlent.

Le reste de l'article se borne alors a démontrer ces deux propriétés : les chapitres 7 et 8 contiennent la
démonstration de la premiere propriété, et les deux derniers contiennent la démonstration de I'autre résultat.



Chapitre 1
Préliminaires

Commengons par quelques notions de théorie analytique des nombres avec quelques notations, définitions,
propriétés et théoremes qui sont admis et qui jouent un role important dans les résultats exposés. La plupart
des notions abordées dans ce chapitre provient de 'ouvrage [?] :

1.1 Notations

Dans tout le mémoire, concernant les notations asymptotiques, la notation de Landau f = O(g) et la notation de
Vinogradov f < g sont utilisées indifféremment pour signifier que |f| < Clg| avec C une constante positive, qui
peut quelquefois dépendre de quelques parametres, auquel cas la dépendance sera notée en indice (par exemple
f <a gsile C concerné dépend de A).

Tous les sommes, produits et bornes supérieures sont supposés comme étant indicés par des variables de 1’en-
semble N* = {1,2, ...} sauf mention contraire. L’exception se fait quand les sommes et les produits sont indicés
par p, qui est dans I’ensemble des nombres premiers, noté P .

Voici un inventaire de notations qui sont utilisées dans ce mémoire :
e 7.(n) désigne le nombre de fagons d’écrire un entier n € N en un produit de r entiers naturels strictement
positifs.
¢ est, a chaque fois qu’il apparait, un réel strictement positif, et a certains moments, il est supposé assez petit.
#A désigne le cardinal de ’ensemble A, dans le cas ou celui-ci est fini.
Pour a et b entiers avec a < b, [[a, b]] désigne ’ensemble des entiers compris entre a et b.
Pour x € R, |z| désigne la partie entiére de z, i.e. le plus grand des entiers n tels que n < z, et [z] le plus
petit des entiers n tels que n > x.
e Pour a, b entiers, (a,b) désigne le pged de a et de b.
e Pour a,b réels, [a,b] désigne le segment de la droite réelle d’extrémités a et b, sauf dans le chapitre 6, ol [a, b]
désignera le ppcm de a et de b si a et b sont des entiers.
e Pour a, b entiers, on note :
Sap = { é sia=>b

sinon

1.2 Fonctions arithmétiques

Définition 1.1.
e Une fonction [ est dite arithmétique si f est une fonction définie sur N* et o valeurs dans C.
e Une fonction arithmétique f est dite multiplicative si

{ =1
fimn) = f(m)f(n) si m et n sont premiers entre euz

e Une fonction arithmétique f est dite complétement (ou totalement) multiplicative si

fmn) = f(m)f(n)  V¥(m,n) €N



Définition 1.2. Les fonctions définies ici sont toutes arithmétiques.
e La fonction indicatrice d’Euler est la fonction ¢ définie par

p(n) = (Z/nZ)"|
e La fonction de Mobius est la fonction p définie par :

(n) = 0 si n est divisible par le carré d’un entier.
pin) = (=1)“™  sinon

w(n) désigne le nombre de facteurs premiers distincts de n.
e La fonction de Van Mangoldt est la fonction A définie par

| Inp sin=7p” pourunv >1
Aln) = { 0 sinon (i.e. si w(n) > 2)

Propriété 1.3. Toutes les fonctions de la définition précédente sont des fonctions multiplicatives.

Propriété 1.4. Pour tout entiern > 1, on a :
[ ]

n=> ¢(d)

d|n

p(n) :nH (1 - %)

Propriété 1.5.
1 stnm=1
Z,u(d) o { 0 sinon
d|n
Propriété 1.6. Soit f une fonction multiplicative. On note, pour u € N*, P¥(u) son plus grand facteur premier.

Alors, pour R € N* :
> v =[] 0+ fw)

u <R
PH(u)<R P

Propriété 1.7. Soient n un entier sans facteur carré et f une fonction multiplicative. Alors :

[T+ rw)=> @
d|n

pln

1.3 Nombres premiers

Théoréme 1.8. La suite des nombres premiers est infinie.

Notation.
e Pourn € N*, on note p, le n-iéme nombre premier. Ainsi, p1 = 2,po = 3,p3 =5,...
e Pour x € RY, on note w(x) le nombre des nombres premiers n’excédant pas x.

Remarque. Pour tout entier n, 7(p,) = n.
Propriété 1.9 (Théoréme des nombres premiers).

r—+oo0 T
7T(Z') ~ m

Définition 1.10. Soient a,q deuzx entiers, x € R
[ ]

m(x;a,q) = #{p < x,p premier, p=a (mod q)}

d(wia,q)= >, An)

n<x
n=a (mod q)

Définition 1.11. On définit les formules sommatoires de Tchébychev :



D’apres [?], le théoréme des nombres premiers entraine les résultats suivants :

Propriété 1.12. On a les formules asymptotiques suivantes :
e [l existe une constante ¢ > 0 telle que

W) =x+ O(xe_cm)

A
Zﬂ =lnz —v+o0(1)
ot 7y est la constante d’Fuler.

Z Tk(n) = .prk_l(lnx) + Ok(xl—ék)

n<

ot Py_1 est un polynéome de degré k — 1 et 0y une constante positive.

1.4 Théorémes admis

La formule de Mertens sera utile pour majorer certaines formules dans les preuves.
Théoréme 1.13 (Formule de Mertens). On note v la constante d’Euler. Pour x > 2, on a :

11 (1 - ;) = Lo}

pP<T

Le théoreme de Bombieri-Vinogradov est un résultat fondamental dans les travaux de Maynard. Voici son
énoncé :

Théoréme 1.14 (Bombieri-Vinogradov). Soit § < 1. Pour tout A > 0, alors

, m(y)
max max |7(y;a,q) —
y<o 1<a<q ¢(q)
q<w (a,q)=1

<A (Inz)A

1.5 Conjecture des nombres premiers jumeaux

Cette conjecture est un résultat auquel les travaux de Maynard ont permis d’avancer, dans le but de pouvoir
un jour démontrer ou réfuter ces résultats.

Conjecture 1.15 (des nombres premiers jumeaux). Il existe une infinité de nombres premiers p telle que p+ 2
soit aussi premier.

Plusieurs théoremes ont permis d’avancer sur cette conjecture. On va noter deux résultats importants :

Théoréeme 1.16 (Brun (1924)).

1
E - <00
D p
p+2 premier

Théoréme 1.17 (Chen (1973)). Il existe une infinité de nombres premiers p tels que p + 2 ait au plus deux
facteurs premiers.

Néanmoins, ces résultats n’interviendront pas dans les travaux de Maynard.



Chapitre 2

Résultats principaux

Commencons par une définition fondamentale dans la suite de cet exposé.

Définition 2.1. Soit k € N* et H = {hy,--- , hi} un ensemble de k nombres positifs deuz d deuz distincts.
H est dit admissible si

Vp premier, 3a, € Z tel que a, Zh (mod p) Yh € H
Cette définition nous permet alors de nous intéresser a la conjecture suivante, avec k un entier strictement
positif :

Conjecture 2.2 (Conjecture des k-uplets de nombres premiers). Soit H = {hq, ..., hx.} un ensemble admissible.
Alors il y a une infinité d’entiers n telle que ¥j € [[1; k]|, n+ h; est premier.

Remarque 2.3. Si k = 2 et H = {0,2} (qui est bien admissible), on retrouve la conjecture des mombres
Premiers jumeaut.

Dans tous les cas ou k > 1, la Conjecture 2.2 n’a pas été démontré. Cependant, ’étude des approximations de
cette conjecture a eu plus de succes, principalement en montrant ’existence de petits écarts entre les nombres
premiers.

Nous allons maintenant faire un historique des résultats qui ont abouti a ceux de Maynard.

2.1 Historique

Pour commencer, notons
d, = Pn+1 — Pn

La conjecture des nombres premiers jumeaux implique qu’il y a une infinité d’entiers n tels que d,, = 2, c’est-a-
dire que liminf,, d,, = 2. Comme il est assez compliqué de majorer directement liminf,, d,, les mathématiciens
ont préféré chercher & majorer un terme plus faible, qui est :

A = lim inf dn
n 1 Pn

Cette expression est en effet plus facile & majorer car par le théoréeme des nombres premiers, on sait déja que

A < 1. Les chercheurs ont alors conjecturé que
A=0

Les avancées principales qui ont permis de réduire la borne de majoration de A dans le but de démontrer cette
conjecture ont été les suivantes :

e En 1926, Hardy et Littlewood ont montré que si on admet ’hypothése de Riemann généralisée, alors A < %
e En 1940, Erdos a montré qu’il existe ¢ < 1 tel que A < c.

e En 1966, Bombieri et Davenport ont établi que ¢ < %

e En 1988, Maier a montré que ¢ < i



Mais c’est a partir de 2009 que cette conjecture sera démontrée et que d’autres résultats suivront :

e Dans un article devenu célebre [?] , Goldston, Pintz et Yildirim ont développé en 2009 une méthode permettant
de compter les n-uplets de nombres premiers vérifiant certaines conditions, ce qui leur a ainsi permis de montrer
que

(2.1) A=0

e Zhang, en avril 2013, avec article [?] a fait une percée extraordinaire qui a permis d’améliorer le résultat
précédent en montrant que

(2.2) lim inf d,, < 70000000

Ce résultat constitue un véritable changement dans le domaine de la conjecture des nombres premiers jumeaux
car il permet désormais d’affirmer qu’il existe une borne M telle que la Conjecture 5 soit vraie pour H =
{0, M}. (i.e. 3M < 7.107 tel qu’il y a un nombre infini de nombres premiers p tels que p + M soit aussi

premier).
De plus, une conséquence du théoréme de Zhang (qui s’énonce ainsi : pour H = {hq, ..., hx} admissible avec
k > 3,5.105, il y a une infinité de nombres positifs n telle que le k-uplet {n + hy,...,n + h;} contienne au

moins 2 nombres premiers) est que le nombre d’ensembles admissibles de taille 2 inclus dans [1,z]? vérifiant
la conjecture des 2-uplets de nombres premiers est > x? pour z assez grand. Ce qui signifie qu’il y a une
proportion strictement positive d’ensembles admissibles de taille 2 qui vérifient la conjecture des 2-uplets de
nombres premiers.

e Le récent projet Polymath [?] a permis de réduire la borne de l'inéquation (2.2) & 4680 en affinant les

démonstrations de Zhang et en introduisant des nouvelles améliorations.

Tous les résultats énoncés ci-dessus qui ont été démontrés apres 2009 ont été obtenus en utilisant la méthode
dite "méthode GPY” (pour Goldston-Pintz-Yildirim) dans le but d’étudier les uplets de nombres premiers et les
petits écarts entre les nombres premiers. Cette méthode repose principalement sur la distribution des nombres
premiers dans les progressions arithmétiques.

Définition 2.4. Pour 0 > 0, on dit que les nombres premiers ont un niveau de distribution 0 siVA > 0,

T
2.3 max |m(x;q,a)—
(2:3) (a,q)=1 (wig,a) plg)| 7 (i)

Le théoréeme de Bombieri-Vinogradov permet d’affirmer que les nombres premiers ont un niveau de distribution
0 pour tout 6 < %

Une conjecture publiée dans [?] en 1969 vient étendre ce résultat :

Conjecture 2.5 (Elliott-Halberstam). Les nombres premiers ont un niveau de distribution 6 pour tout 6 < 1.

De plus, Friedlander et Granville [?] ont montré en 1989 que (2.3) ne serait plus vraie si on remplagait z? par
ﬁ pour tout entier B fixé, et qu’ainsi, la conjecture d’Elliott-Halberstam est en un certain sens le résultat
le plus fort de ce type que l'on puisse espérer.

Si on admet cette conjecture, elle entraine d’autres résultats. Ainsi, les travaux de Goldston, Pintz et Yildirim
ont permis de montrer qu’il existe une borne finie d’écarts entre les nombres premiers si la majoration (2.3) est
vraie pour un certain 6 > % De plus, si la conjecture d’Elliott-Halberstam est admise, alors on obtient comme
résultat liminf,, (pr+1 —prn) < 16. La percée importante des résultats de Zhang a permis d’établir qu’une version
plus faible de 'équation (2.3) est valide pour un 6 > 1.

Si on cherche des intervalles de longueur finie contenant deux ou plusieurs nombres premiers, alors la méthode
GPY ne permet pas de démontrer des résultats aussi forts. On est seulement capable sans aucune condition
d’améliorer la borne triviale du théoréeme des nombres premiers, qui énonce que liminf, % < 1, d'un
facteur constant (i.e. remplacer 1 par « avec 0 < « < 1), d’apres [?]. Méme en admettant la conjecture

d’Elliott-Halberstam, le meilleur résultat possible, d’apres [?] p.823, est

(2.4) lim inf 222 —Pn
n np,

Finissons maintenant I'historique par les résultats de James Maynard qui sont énoncés dans son article. En
novembre 2013, il réussit a réduire la borne de I'inéquation (2.2) & 600, et sait méme la réduire a 12 si on admet
la conjecture d’Elliott-Halberstam.



L’espoir des mathématiciens désormais est, apres les résultats de Maynard, de pouvoir réduire encore plus cet
écart pour arriver a 2, ce qui permettrait de démontrer completement la conjecture des nombres premiers ju-
meaux.

Terminons cet historique par un passage d’un article du site Techno-science.net [?] qui traite d’une possible
amélioration des résultats de Maynard grace a sa méthode :

Arrivera-t-on un jour a démontrer la véracité de la conjecture des nombres premiers jumeaux en
employant la ”méthode Maynard” ? [Pour Maynard,] ”J’adorerais ¢a, mais je pense que non. Il y a
de grosses difficultés pour résoudre ce probleme. Avec ma méthode, on devrait pouvoir atteindre un
écart de 6. Mais il faudra une autre approche pour arriver a 2. Je suis persuadé que I’hypothese est
vraie, il y a de trés bonnes raisons de le penser.”

2.2 Résultats de Maynard

Le but de l'article de Maynard est d’introduire une amélioration de la méthode GPY qui puisse permettre de
franchir le seuil du 0 = % pour pouvoir établir des écarts bornés entre les nombres et ainsi permettre de montrer
I’existence de plusieurs nombres premiers dans des intervalles bornés quelconques. Ces résultats permettront
alors de répondre & la deuxiéme et & la troisiéme question posées dans le document [?] sur les extensions de
la méthode GPY (la premiére question ayant été résolue par les résultats trouvés par Zhang). Cette nouvelle
méthode a aussi I’avantage de donner des résultats numériquement supérieurs aux approches précédentes.

Voici le premier résultat que 'on démontrera dans la suite :

Théoréme 2.6. [Maynard] Soit m € N. Alors :

liminf (py4m — pn) < m3et™
n

On peut remarquer que la borne du Théoreme 2.6 est assez loin de celle prédite approximativement a mInm
par la conjecture des m-uplets de nombres premiers (cette borne est due au fait que, comme on le verra plus
tard, {Pr(m)+1s- - > Pr(m)+n} st admissible, d’olt lim inf,, prim — Pr < Pr(m)4+m — Pr(m)+1 <K mInm).

La démonstration se généralise de fagon naturelle (mais avec une borne plus faible) & des sous-suites de nombres
premiers qui ont un niveau de distribution 6 > 0. Par exemple, on peut montrer des résultats équivalents pour
les nombres premiers qui sont contenus dans des intervalles de la forme [N; N + N T72+5] pour tout € > 0 ou
dans des progressions arithmétiques modulo ¢ < (In N)4. En particulier, cette méthode donne aussi quelques
résultats pour le cas des nombres premiers qui sont les images de fonctions linéaires et qui présentent un certain
intérét. Ainsi : pour k fonctions linéaires distinctes L;(n) = a;n + by, avec ¢ € [[1;k]], & coefficients dans N*,
telles que le produit II(n) = Hle L;(n) n’ait pas de diviseur premier fixé (i.e. fip premier tel que p|II(n) ¥n), la
méthode présentée dans 'article montre qu’il y a une infinité d’entiers n telle qu’au moins (4 + 0p—+00(1)) Ink
des L;(n) soient premier.

Le deuxieme résultat de Maynard est le suivant :

Théoreme 2.7. Soit m € N. Soit r € N assez grand et dépendant de m. Soit A = {ay,as,...,a,} un ensemble
de r entiers distincts. Alors :

#{{h1,...,hm} C A : pour une infinité de n, tous les n + h;,i € [[1;m]] sont premiers}

>>m1

Ainsi une proportion strictement positive de m-uplets admissibles satisfait la conjecture des m-uplets de nombres
premiers pour tout m dans un sens approprié.

Le troisieme résultat est :

Théoréme 2.8. On a :
lim inf(pn-l-l - pn) < 600



Soulignons toutefois que le résultat ci-dessus n’utilise pas les techniques mises en place par Zhang pour démontrer
I’existence d’écarts bornés entre les nombres premiers. La démonstration, dans I’ensemble, est assez élémentaire,
et s’appuie surtout sur le théoréeme de Bombieri-Vinogradov.

Si on admet que les nombres premiers ont un niveau de distribution plus grand que dans le théoreme de
Bombieri-Vinogradov, on peut obtenir des résultats plus forts, en particulier ceux énoncés dans le théoreme
suivant, qui constitue le dernier résultat de Maynard :

Théoréme 2.9. On admet ici que les nombres premiers ont un niveau de distribution 6 pour tout @ < 1. Alors :
liminf(ppy1 — pn) < 12
n

liminf(py,42 — pn) < 600

Maynard pensait que si la constante 12 dans ce théoréeme semble optimale a travers la méthode employée sous sa
forme actuelle, autant la constante 600 qui apparait dans ce théoreme et dans le Théoreme 2.8 ne I’est siirement
pas. Il estimait aussi qu’en améliorant un peu plus les calculs numériques, notre méthode pourrait produire une
borne plus forte, et la plupart des idées des travaux de Zhang (et ainsi que des précisions apportées par le projet
Polymath) pourraient étre fusionnées avec cette méthode pour réduire cette constante.

Le projet Polymath8b a en réalité depuis réussi a réduire ces deux constantes : selon larticle [?], la borne du
Théoreme 2.8 a été réduite a 270 et celle du Théoreme 2.9 a 6.

Remarquons pour terminer que 'hypothese de la conjecture d’Elliott-Halberstam permet de réduire la majora-
tion de la borne O(m3e*™) dans le Théoréme 2.6.



Chapitre 3

Une amélioration de la méthode du
crible de Goldston, Pintz et Yildirim

Avant de démontrer complétement les résultats énoncés dans la partie précédente, on va d’abord donner une
explication de I'idée principale qui se trouve derriére cette nouvelle approche.

L’idée de départ de la méthode GPY est d’étudier, pour H = {hq, ..., hi}, la somme

k
(3.1) s = 3 (Lt -,

Nn<2N “i=1

ou xp désigne la fonction caractéristique des nombres premiers (i.e. xp(n) = 1 si n est premier et 0 sinon),
p € R% et les wy, sont des coefficients positifs, qui seront appelés dans la suite des poids.

On remarque vite que si on sait montrer que S(N, p) > 0, alors :
k
In € [[N,2N —1]] : (Zx]p(n—F hi) — p)wn >0
i=1

Or par hypotheése, w,, > 0, donc Zle xe(n+ h;)) —p >0, ie. Zle xe(n + h;) > p. Comme Zle xp(n + h;)
est entier, alors Zle xp(n + h;) = [p+ 1]. Cette inégalité signifie qu’il y a au moins [p + 1] nombres parmi
les n + h; qui sont premiers. Ce qui, en résumé, nous donne : il existe n € [[V,2N]] tel qu'au moins |[p + 1|
éléments de l’ensemble {n + hq,...,n + hy} soient premiers.

On en déduit alors que si on a S(N, p) > 0 pour tout N assez grand (i.e. pour un nombre infini de N), alors il
y a une infinité d’entiers n pour lesquels au moins |p + 1] éléments de ensemble {n + hq,...,n + hy} soient
premiers (et de 13, il y a une infinité d’intervalles de longueur finie contenant au moins | p+1] nombres premiers).

Les poids w, sont en général choisis pour imiter ceux utilisés dans le crible de Selberg. Estimer (3.1) peut
étre interprété comme un probleme de crible ” k-dimensionnel”. Les poids k-dimensionnel habituels du crible de
Selberg (lesquels peuvent se révéler optimaux dans certains contextes) sont :

(3.2) wn< > /\d)Q, Adu(d)(ln(§)>

A TT5_y (nthe)
d<R

k

Avec le choix de tels poids dans notre contexte, on ne parvient pas & montrer 'existence d’écarts bornés entre
nombres premiers si on admet la conjecture d’Elliott-Halberstam. La nouvelle idée essentielle de I’article de
Goldston, Pintz et Yildirim [?] a été de considérer des poids de crible plus globaux de la forme

(3.3) Aa = u(d)F(ln (?))

avec F une fonction C* convenable. Goldston, Pintz et Yildirim ont choisi de prendre F(z) = z¥* avec un

¢ € N qui convient, lequel s’est révélé assez optimal lorsque k est assez grand. Ce qui a permis de gagner un
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facteur d’environ 2 pour k assez grand par rapport aux choix précédents de poids de crible. Par conséquent si
on ne sait pas montrer les écarts bornés en utilisant juste le fait que les nombres premiers ont un niveau de
distribution € pour tout 6 < %, on y arrive par contre si on admet le fait qu’ils ont un niveau de distribution
0> 1.

2

Le nouvel ingrédient dans I’approche de Maynard est de considérer une forme plus générale des poids de crible :

(3.4) wn< > /\dl,.“,d,e)2

Utiliser des poids tels que Aq4,... .4, est la caractéristique essentielle de la méthode utilisée dans I’article de
Maynard. Cela permet d’améliorer le choix précédent des poids de crible par un facteur assez grand pris de
facon arbitraire, a condition que k soit suffisamment grand. C’est 'extréme flexibilité gagnée en permettant
aux poids de dépendre des diviseurs de chaque facteur individuellement, qui nous donne cette amélioration.
L’idée d’utiliser de tels poids n’est pas entierement nouvelle. Ainsi, Selberg ([?], page 245) lavait déja suggéré
en voulant utiliser des poids similaires dans ses travaux sur les approximations de la conjecture des nombres
premiers jumeaux, et Goldston et Yildirim [?] avaient ensuite considéré des poids similaires dans un travail
antérieur a la méthode GPY, mais avec un support restreint a d; < R¥ pour tout 3.

On peut d’ailleurs remarquer que le choix utilisé ici des Ag, ... 4, ressemblera a

k

k
(35) IR0 | )

i=1

avec f fonction C* qui convient dans notre cas. Pour le choix précis de Aq, .. 4, (qui sera donné dans la Pro-
position 5.1), on trouvera pratique de donner une forme légerement différente de Ay, ... 4, , mais les poids de la
forme (3.5) devraient donner & peu pres les mémes résultats.

Afin de démontrer ses résultats, Maynard utilise les mémes moyens que Goldston, Pintz, et Yildirim, mais avec
Pamélioration du crible citée précédemment. Pour cela, il commence par décomposer S(V, p) en la mettant sous
la forme S(N, p) = S2 — pSy, avec

Ss= 3 ( 3 vAdl,.A.,dk>2 L S= Y (éxﬂm(nmi))( > i)

N<n<2N i N<n<2N di|n+h; Vi
n=vg (mod W) n=vg (mod W)

On remarque que Sy et S; peuvent étre vues comme des formes quadratiques en les A4, ... q,. Maynard, en
reprenant les idées de la méthode du crible de Selberg, fait un changement de variables y,, ..., pour écrire les
deux sommes comme des expressions en deux formes quadratiques diagonales (i.e. qui peuvent s’écrire comme
une somme de carrés des y,, .., ). Tous ces calculs feront 'objet du chapitre 6. En particulier, le calcul de Sy
nécessite le fait que les nombres premiers ont un certain niveau de distribution 6, sans préciser pour le moment
I'intervalle de définition de 6.

Ensuite, en reprenant une idée de Goldston, Pintz, et Yildirim, il généralise ’expression de ¥y, ..., par rapport
a une fonction F', ce qui veut dire qu’au lieu d’écrire y comme une fonction F' a une variable, F' est ici & k
variables. Maynard utilise alors un lemme démontré par Goldston, Pintz, et Yildirim afin d’écrire S et Ss en
une expression ou les sommes disparaissent. Ces transformations feront I’objet du chapitre 7. On peut remarquer
qu’au lieu d’une intégrale pour les travaux de Goldston, Pintz, et Yildirim, ceux de Maynard feront apparaitre
k intégrales, ceci étant du a sa généralisation.

Le rapport des termes principaux de S; et Sy devient tout simplement une expression de la forme ‘I]:((?)) On

choisit alors un ensemble de fonctions Sy, tel que cette fraction soit bien définie et ne s’annule pas (de maniére
a vérifier la remarque faite au début de ce chapitre). On va ensuite minorer le mieux possible

Ji(F)
M, = su
T pes Tn(F)

pour les valeurs de k qui se réveleront étre les plus intéressantes a prendre.
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Les calculs sur Sy entrainent que R doit étre défini par rapport a N et 6, ce qui entraine que p doit aussi étre
choisi comme dépendant de 6. Ainsi, tous les résultats de Maynard ne dépendent que de la valeur 6 et de la
minoration de M.

Concernant la minoration de My, on choisit des valeurs de k pour lesquelles il existe bien un ensemble admissible
a k éléments et pour que M}, soit minoré par des nombres entiers convenables, c’est -a-dire que cette borne ne
soit pas trop faible pour éviter que |p+ 1] soit trop faible (par exemple que p < 1) ou trop forte, afin de pouvoir
avoir |p 4+ 1] soit égal & 2 ou 3 selon les résultats & démontrer (pour &k = 5, on a M), > 2, et pour k = 105,
My, > 4). Les calculs de ces minorations seront faits au chapitre 9. On obtient alors les troisieme et quatrieme
théoremes de Maynard selon qu’on a besoin que 6 < % (et on utilise le théoreme de Bombieri-Vinogradov) ou
que 6 < 1 (et on admet la conjecture d’Elliott-Halberstam).

Le premier résultat portant sur une majoration asymptotique de lim inf,, (pp4m —pn) avec m € N fixé, il convient
de chercher a minorer My dans le cas ou k est assez grand. Le chapitre 8 traite des calculs pour ce cas. La
démonstration finale de ce résultat ne nécessite également que le théoréeme de Bombieri-Vinogradov.

Enfin le deuxieme théoreme de Maynard peut étre démontré en utilisant un résultat de la démonstration
précédente puis des arguments combinatoires.
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Chapitre 4

Notations

Dans tout cet exposé, on fixe k un entier strictement positif, et % = {hq, ..., hx} un ensemble admissible. En
particulier, aucune des constantes implicites par la notation asymptotique o, O ou < ne dépendra de k ou de H.

Pour n € N, on notera H,, = {n+ hy,...,n+ hg}.

N est un entier assez grand, et chaque notation asymptotique se réfere toujours a la limite N — +oc.
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Chapitre 5

Etapes de la démonstration

On jugera dans la suite pratique de choisir les poids w,, tels que w, = 0 quand n ¢ v (mod W), olt v est une
classe résiduelle fixée et W = ]_[p <Dy D- Cette modification minime permet d’éviter des complications techniques
dans le traitement de ’effet des petits facteurs premiers. Le choix précis de Dy n’est pas trés important, mais
il suffit de choisir

(5.1) Dy =Inlnln N

On remarque que ¥9(Dy) = InW, donc par le théoréme des nombres premiers, W = ePo(l+o(1)) « 2P0 —
(Inln N)?, donec W < (Inln N)?.

Comme H est admissible, alors Vp < Dy, Ja, / ap, # h; (mod p) Vi € [[1,k]], alors, avec W = szlpj, on
étudie le systeme
r = ap (modpr)

r = ap, (mod py)

On choisit vy tel que Vi € [[1,k]], vo + h; et W soient premiers entre eux. Un tel choix est possible : en effet,
comme les p; sont premiers entre eux, par le théoréme chinois, 3! y (mod W) tel que y = a, (mod p) Vp < Dy,
ce qui signifie que Vi € [[1,k]], Vp < Do, y # h; (mod p), i.e. —y + h; Z0 (mod p). On prend alors vy = —y.

Quand n = vy (mod W), on choisit alors nos poids w,, de la forme (3.4).

On va maintenant chercher & estimer les sommes suivantes :

(5.2) Sy = > ( > M, dk)Q

N<n<2N di|n+h; Vi
n=vg (mod W)

(5.3) =3 (ixp(nmi))( 3 )\dl,...,dk)Q

N<n<2N di|n+h; Vi
n=vo (mod W)

Remarque. L’expression S(N,p) défini par (3.1) vaut alors S(N, p) = Sy — pSi.

On évalue ces sommes a partir de la propriété suivante :

Proposition 5.1. Ici, les nombres premiers ont un niveau de distribution 8 > 0; soit R = N33 quec § > 0
fizé. Soit Aq, ..., défini en fonction de F', une fonction C*, par :

Ady,.ody = (ﬁ,u(d')d) Z M(H?:1 Ti)QF(thl lnrk)
L@l T L A e
' i=1 T1yeensTk Hi:l w(ri) InR InR
d;|ri, Vi
(ri, W)=1, Vi

quand (Hf:l di, W) =1, et Mg, .....a, =0 sinon.

,,,,,
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De plus, on suppose que F est a support dans Ry = {(z1,...,zx) € [0,1]* Zz 12 < 1}, Alors on a -

(1 + 0(1)p(W)* N (In R)*+1 z’“: (F

Wktlln N

(L+0(1)e(W)*N(In R)* |

S1= Wkt

(F) et 52:

sous les conditions Iy, (F) # 0 et Ym € [[1; k]], J(m)(F) # 0, avec :

/ / t17 ot dtl .dty,
( ) 2
m / / / (t1,... ,tk)dtm) dty ... Aty 1ty ... dty

On rappelle que si Sy > S, alors, d’apres Pégalité (3.1), en utilisant la méthode GPY, on peut montrer qu’il
y a une infinité d’entiers n tels que plusieurs entiers parmi les n + h; soient premiers. La propriété suivante
montre cette affirmation de fagon plus précise :

Proposition 5.2. Ici, les nombres premiers ont un niveau de distribution 8 > 0. Soit H = {hy,...,hgx} un
ensemble admissible. Soient I, (F) et Jém)(F) définis comme dans la proposition précédente. Soit Sy ’ensemble
des fonctions Riemann-intégrables F : [0,1]* — R & support dans Ry = {(x1,...,7x) € [0,1]* Z o xp < 1}
avec I,(F) # 0 et Vm € [[1; K]], J,im)(F) # 0. Soit

Sk () Pml
M, = sup =m=t"k TR = | ——
B Fegk I.(F) b 2

Alors il y a une infinité de n tels qu’au moins ry éléments de l’ensemble H,, soient premiers. En particulier, on
a:
limninf(pn”k,l —pn) < max (h; — hj).

1<i,5<k

On va maintenant démontrer la Proposition 5.2 en admettant la Proposition 5.1.

Démonstration de la Proposition 5.2. On pose S = Sy — pS;. Alors

S = Z (iw(n—i—hi) —p)( Z /\dl,...,dk>2

N<n<2N i=1 d;|(n+h;) Vi
n=vy (mod W)

On rappelle, d’apreés ce qui a été vu au début du chapitre 3 sur S(V,p) et par hypothese sur le support de
_____ di» que si on montre que S > 0 pour N assez grand, alors il y a une infinité d’entiers n tels qu’au moins
|p+ 1] éléments de la famille (n + h;)1<i<k soient premiers. Commencgons donc par montrer que S > 0 pour N
assez grand.

)
Soit R = N%—9 pour § > 0 petit. Par définition de My, IFy € S/ Mp—6 < w Donc E 1 J(m)(Fo) >

(M —0) x I (Fy) > 0. De plus, comme Fj est une fonction Riemann-intégrable et que
—— ~——
>0 >0
par définition et par hypothese
les fonctions C'°° sont denses dans les fonctions Riemann-intégrables, alors il existe une fonction C'°°, F; telle

que an 1 J(m)( F1) > (My, — 26)I(Fy) > 0. D’apres la Proposition 5.1, on peut choisir A, 4, tel que

k

o k n k+1 o k n k
g _ O+ (1){);%)1111]\;(1 R) Z_ljzim)(Fﬁ‘P(H (1))}?%)1 NI R oy
k n k n k m
S () L S I B CRet) FAT

_ o(W)*N(InR)* (InR
B Whkt1 InN

k
S M) —plk(Fl)—l—o(l))

> (M —28)1 (F1)

k n k n

5 #W) NV(Vlkﬁ) I(FY) (;ﬂﬁ(Mk_g(;)_ijo(n)
kN (In R)* 1

> AN (0 yar, o) g o)
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Pour la derniere ligne, I’expression est due au fait que R = N%"s, donc que In R = (g —d)InN.

On va maintenant définir plus explicitement p. Comme on ’a défini des le début de cette démonstration, il ne
dépend pas de J, et on a méme a la place la dépendance de § par rapport a p. On pose alors p = 91\24"' —¢;en
prenant ¢ suffisamment petit (et qui dépend donc de €), on obtient bien : S > 0 pour N suffisamment grand.
Donc il y a une infinité d’entiers n tels qu’au moins |p+ 1] éléments de la famille (n+ h;)1<;<k solent premiers.
Or [p+1) = [+ 41 —¢] = [280%] pour € assez petit. La propriété 5.2 est ainsi démontrée. O

Remarque 5.3. Le cas particulier énoncé a la fin de la proposition se déduit assez naturellement, dans le
sens ou : si on change la numérotation des h; pour les ranger par ordre croissant, et si on prend la famille
(n + hi)igigr, telle que chaque élément de cette famille soit premier, alors si py, = hi + n pour un certain
m € N, nécessairement pyyr,.—1 < N+ hy, . Dot iminf, (ppyr,—1 — Pn) < (n+ hy) — (R + hy) = hy, — by, ce
qui donne bien le résultat.

Ainsi, si les nombres premiers ont un niveau de distribution 6 fixé, pour montrer ’existence de plusieurs éléments
de la famille (n+h;)1<igkr comme étant premiers pour une infinité de n € N, on a besoin d’une bonne minoration
de M. La proposition suivante établit une telle minoration pour différentes valeurs de k.

Proposition 5.4. Soit k € N ; soit My comme dans la Proposition 5.2. Alors :
1. My > 2.

2. Mygs >4

3. Pour k suffisamment grand, My > Ink —2Inlnk — 2.

La fin de cette partie sera consacrée a la démonstration des Théoremes 2.6, 2.7, 2.8 et 2.9 a partir des Propositions
5.2 et 5.4.

Commencgons par le Théoreme 2.8.

Démonstration du Théoréme 2.8. On choisit ici k = 105. Par la Proposition 5.4, on a donc Mig5 > 4.

—e,Ve > 0.

Par le théoreme de Bombieri-Vinogradov, les nombres premiers ont un niveau de distribution 6 = %

Si on prend ¢ suffisamment petit, on a GM% > 1. Donc, en reprenant les notations de la propriétés 5.2, rp < 2.
D’ot ppy1 — Pn < Pntr,—1 — Pn. Par la propriété 5.2, on a alors

.. _ < o
hmnlnf(pn+1 pn) X 1<IZ,171]?2(105(}% hj)

pour tout ensemble admissible H = {hy,...,h105}. En reprenant des opérations mises au point par Thomas
Engelsma (non publié), on peut alors prendre H tel que 0 < hy < ... < hygs et hios — h1 = 600 L. Ceci conclut
la démonstration. O

Passons a la démonstration du Théoreme 2.9. Pour ce théoreme, on rappelle que la conjecture d’Elliott-
Halberstam est admise.

Démonstration du Théoréme 2.9. Comme la conjecture d’Elliott-Halberstam est admise, les nombres premiers
ont un niveau de répartition 6 < 1. 8 est donc de la forme 6 =1 — ¢, avec € > 0.

Pour démontrer le second résultat, on prend k = 105 et H comme dans la démonstration précédente. Or pour
¢ suffisamment petit, et parce que Mig5 > 4 par la Proposition 5.4, on a OM% > 2. On peut donc utiliser la
Proposition 5.2 avec ry = 3, ce qui donne liminf,, (pp42 —pn) = liminf, (Pryr,—1 —Pn) < maxigi j<ios(hi —hj).
Dans notre cas, maxi<; j<ios(hi —hj) = 600, d’ott lim inf,, (p,,+2 —pn) < 600. Le deuxiéme résultat du Théoréme
2.9 est démontré.

Pour démontrer le premier résultat, on prend k = 5 et H = {0, 2,6, 8, 12}. Ici, comme M5 > 2 par la Proposition
5.4, on obtient % > 1 pour ¢ suffisamment petit. On applique alors la Proposition 5.2 avec rp, = 2, et on
obtient liminf, (pn41 — pn) = liminf, (Pryr,—1 — Pn) < maxig; j<s(hi — hj) = 12. Le premier résultat est
démontré. O

On va maintenant démontrer le Théoreme 2.6. Pour cette démonstration et la suivante, on va prendre le cas ou
k est suffisamment grand, et les constantes implicites dans les notations asymptotiques qui seront utilisées dans
chaque démonstration seront indépendantes de k.

1. De fagon explicite, on prend H = {0, 10, 12, 24, 28, 30, 34, 42, 48, 52, 54, 64, 70, 72, 78, 82, 90, 94, 100, 112, 114, 118, 120, 124, 132, 138, 148,
154,168, 174, 178, 180, 184, 190, 192, 202, 204, 208, 220, 222, 232, 234, 250, 252, 258, 262, 264, 268, 280, 288, 294, 300, 310, 322, 324, 328, 330, 334,
342,352, 358, 360, 364, 372, 378, 384, 390, 394, 400, 4002, 408, 412, 418, 420, 430, 432, 442, 444, 450, 454, 462, 468, 472, 478, 484, 490, 492, 498, 504,
510,528, 532, 534, 538, 544, 558, 562, 570, 574, 580, 582, 588, 594, 598, 600}
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Démonstration du Théoréme 2.6. Par le théoréme de Bombieri-Vinogradov, on peut prendre 6 = % — € avec
€ > 0. Par la Proposition 5.4, on a, pour k assez grand :

% > (%_g)x%x(lnk—lnlnk—Q)
> (2 S)nk -2k - 2)
> 1 3 n nin

et on observe alors que oM’“ > (-3 )(Ink—2Inlnk—2). En ch0151ssant k tel que k > Cm?2et™

On prend ¢ =

k)
avec C indépendant de m et de k, on a alors —% > — Cm%e‘”n et comme z — In(%z W I)Q ) est une fonction croissante
si z > €2, on a alors (lnkk)2 > ln(%fzg:;) sim>1letC > =. Donc
1 1 1 1 k
. 1k—211k—2) - (7_7)(1 —2)
(4 2k>( . e 1~ 2n) ()
11 Cm?2etm
> -— =) (In(————=)—2
(4 Qk) (n((ln(cm2e4m))2) )
oL N Cm N N2
= 4 20'm2edm (111(07’712647”))2 C'medm
>1 pour C assez grand
> m.

2e4m et C bien choisi donc f“fﬂ > m+1. Ce qui implique, par la propriété 5.2, que
pour tout ensemble admissible # = {hq,...,h;} avec k = Cm?e*™ il y a une infinité d’entiers n telle qu’an
moins m + 1 éléments de H,, soient premiers.

On va maintenant choisir un ensemble admissible qui nous convient. Prenons H = {p,T )41y - - 7p,,(k)+k} qui
est ’ensemble des k premiers nombres premiers qui sont plus grands que k par définition de (k).

Cet ensemble est admissible : en effet, aucun des éléments de H n’est un multiple d’un nombre premier plus
petit que k puisqu’ils sont tous premiers et supérieurs a k (pour p < k premier, on peut prendre a, = 0 en
reprenant les notations de la définition d’un ensemble admissible) ; de plus, comme il n’y a que k éléments dans
H, pour p > k premier, on obtient alors le fait que le cardinal de H qui est ’ensemble des éléments de H réduits
modulo p, est strictement plus petit que p = #Z/pZ, donc Pexistence des a, est établie pour chaque p > k.

H a pour diametre (le diametre étant la plus grande différence entre deux éléments de H) pr(x)+k — Pr(k)+1- OF
Pr(k)+k — Pr(k)+1 < Pr(k)+k < (m(k) + k) In(m(k) + k) < kInk. Donc lim inf,, (py4m — pn) < kInk. Enfin, si on
prend k = [Cm?2e*™] (qui vérifie bien notre hypothese sur k), on obtient :

Elnk < (Cm?e*™ +1)In(Cm2e?™ 4+ 1) < Cm2e*™(InC + 2Inm + 4m)

< m2e* x dm = m3e*™

On obtient au final iminf, (p,4m — pn) < m3el™, qui est le résultat attendu. O

Terminons cette partie par la démonstration du Théoreme 2.7 qui se fait grace a un simple argument de
comptage.

Démonstration. Pour m fixé, on pose k = [Cm?e*™| comme dans la partie précédente. Si H = {h1,...,h} est
un ensemble admissible, d’apres ce qu’on a déja vu, il y a une infinité d’entiers n tels qu’au moins m éléments
de H,, soient premiers. Réécrit autrement, 3{h},..., hl } C {h1,...,hi} tel qu'il y a une infinité d’entiers n

pour lesquels tous les n + h} soient premiers avec ¢ € [[1, m]].

On note A 'ensemble {a1,...,a,}. On enléve a cet ensemble tous les éléments de la classe résiduelle modulo p,
qui contient le plus petit nombre d’entiers. On fait ensuite la méme chose pour ps, et ainsi de suite pour tous
les nombres premiers qui sont plus petits que k. On note As ’ensemble obtenu au final.

/ . 1 .
On peut alors montrer par récurrence sur le rang des nombres premiers que #A; > Hpgk(l — 5). En effet, si
on note Az ; 'ensemble A apres avoir fait 'opération pour les j premiers nombres premiers inférieurs ou égaux
& k, on remarque que #Azj > # Az 51 —# Az 1 X - = Az 1(1— —) pour j > 2 car & chaque operatlon on

retire au maximum #As ;1 X 1% éléments de I’ ensemble précédent ; de meéme, # Az =1 — le =r(l- o 1. De
J

plus, Hpgk(l — %) >, 1 car k est fixé et ne dépend que de m. On a également que tous les sous-ensembles de
Ao formés de k éléments sont admissibles car ils ne peuvent couvrir toutes les classes résiduelles modulo p pour
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tout nombre premier p < k par définition de As, et ils ne recouvrent pas non plus toutes les classes résiduelles
modulo p pour tout nombre premier p > k par cardinalité.

On pose s = #As, et comme r est supposé suffissamment grand, on peut supposer que s > k.

On remarque qu’il y a (Z) ensembles H C Ay de taille k. Comme chacun de ces ensembles est admissible,

ils contiennent tous au moins un sous-ensemble {h},..., hl } C A, qui vérifie la conjecture des m-uplets de
nombres premiers. Or tout ensemble admissible B C As de taille m est contenu dans (Z::Z) ensembles H C Ay

de taille k. Il y a donc au final (Z) (Z:%) ~! ensembles admissibles B C As de taille m qui vérifient la conjecture

. oy —1 _
des m-uplets de nombres premiers. Or (J)(;_7) = % >y, 8™ > r™; comme on a () ensembles
{h1,...,hi} C Aet que (T;) < r™. On obtient bien le résultat demandé. O

Notre travail se résume donc maintenant a démontrer les Propositions 5.1 et 5.4.
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Chapitre 6

Les manipulations du crible de Selberg

Dans cette partie, on va perfectionner les manipulations initiales dans le but de démontrer la Proposition 5.1.
Les arguments utilisés sont des généralisations & plusieurs dimensions des arguments de crible utilisés dans [?].
En particulier, notre approche va étre basée sur les idées combinatoires élémentaires de Selberg. Notre but va
étre ici d’introduire un changement de variables pour réécrire les sommes S et Sy sous une forme plus simple.
Pour cela, on s’inspire de la méthode du crible de Selberg. En effet, on peut remarquer que S; et Sy peuvent
étre vues comme des formes quadratiques en les Ag, ... 4,. Grace au changement de variables, ces deux sommes
pourront apparaitre comme des formes quadratiques diagonales (i.e. en une somme de carrés).

Dans toute la suite de ce rapport, on supposera que les nombres premiers ont un niveau de distribution 6 fixé,
[ P
et on pose R=Nz79. Adi,...,d, est supposé a support dans

{(dy,...,dp)) d= Hd c(d,W) =1; p(d)? =1}

Remarquons que la condition p(d)? = 1 implique que d est sans facteur carré, et donc que (di,d;) = 1 pour
tout i, j avec i # j.

6.1 Etude de S

Lemme 6.1. Soit, pour (r1,...,7;) € (N*)F,

k
Ady,....d
Yro o = <H N(Ti)SD(Ti)) > Tt
i di,...,di Hi:l d;
S0it Ymax = SUP., .y [Yry |- On a alors :

yTl yrQnax(p(W)kN(ln R)k )
S = —reeth 4O (
W ;rk z 1 (,0(7"1) Wk+1DO

Démonstration. On commence par développer le carré dans Sy :

(61) Sl = Z ( Z )‘dh...,dk)Q = Z Z )\dl,...7dk)\el,...,ek

N<Ln<2N di|n+h; Vi NLn<2N di|(n+h;) Vi
n=vg (mod W) n=vo (mod W) e;|(n+h;) Vi

E E )‘dl,-u,dk/\el,m,ek

N<n<2N [dises][(n+hs) Vi
n=vo (mod W)

On rappelle que dans cette partie [a, b] désigne le ppcm de a et b pour a,b entiers.
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On échange maintenant 'ordre de sommation, ce qui nous donne :

(6.2) Sl = Z Z Adl,...,dk)\el,“.,ek

di,...d, ~N<n<2N
€158k n=wg (rnod W)

Z Ady,osdi Aer, ... en Z 1

dy,.. NLn<2N
€1,.. Ek n=vg (mod W)

Dans le cas ol les entiers W, [dy, e1], .. ., [dg, ex] sont deux & deux premiers entre eux, par le théoréme des restes
chinois, la somme interne peut étre écrite comme une somme indicée par une seule classe de résidus modulo
q=WTII,_,[di,e;]. Pour a € [[0, ¢ — 1]] un représentant de cette classe, cette somme interne devient :

Z 1= Z 1=#{N<n<2N/n=a (modgq)} =B
N<n<2N N<n<2N
n=vg (mod W) n=a (mod q)
[dl,el]|(n+h1) Vi

Or les n comptés dans cette somme sont du type a + Aqg avec N < a+\¢ < 2N, donc B< ¥ — ¢ + 1< q +1,
donc cette somme interne vaut % + O(1).
Dans le cas ol les entiers W, [dy, e1], ..., [dk, ex] ne sont pas deux & deux premiers entre eux, la somme interne

est nulle. Pour justifier cette affirmation, on va distinguer deux cas :

o Il existe i tel que (W, [d;,e;]) # 1
Il existe alors p premier tel que p|W et p|[d;, e;], ce qui implique que p|n + h; par hypothése sur la somme
interne. De plus, n = vg (mod W) ; comme p|W, alors n = vy (mod p). Comme p|n + h; et plvg — n, alors
pln+ h; + (vo — n) = vo + hy, donc (v + h;y, W) # 1, ce qui est impossible car vy avait été choisi de telle
maniére que (vg + h;, W) = 1.

o Il existe i et j avec i # j tels que ([d;, e;], [d;, e;]) # 1.
Il existe donc p premier tel que p|([d;, e;], [d;, €;]), i.e. p|(n+ h;;n+ h;). Ainsi, p|h; — h;, ce qui est impossible
car p > W.

On obtient donc pour S,

A - /
(6.3) — Z dl’ Mt Nessosen o ST Dy e e )

dl, ITi- 1[d7761] di,...,ds
e1,.. ﬁk €1,...,€k
s ! . e s s s . . . .
ol Y ' est une notation utilisée ici pour exprimer le fait que 'on impose que W, [dy,e1],. .., [d, ex] solent deux

a deux premiers entre eux. Pour simplifier les notations on pose Amax = supg, 4, [Ady,...dil-

Par hypothese, A4, ... 4, 7# 0 seulement si Hle d; < R, et le terme d’erreur qui est dans 1’équation (6.3) est :

<A S 1=02 (3 1)

dy,...,d di,...,dg
€l ek
Or
LD ERED LIRS
dy,...,dg d<R di,...,d d<R
Hz 1di 7R
en utilisant la Propriété 1.12.
Le terme d’erreur est donc un
(6.4) 0N B (In R)%)

terme qui sera négligeable, comme on le verra dans la suite.

Concernant la somme principale, on va chercher a supprimer la dépendance entre les d; et les e;. Pour cela, on
va se servir de 1’égalité

1 1
(6.5) del = e > e(u)

ui|(di,ei)
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qui se justifie par le fait que [d;, e;](d;, e;) = d;e;, donc que [djei = %(di, ei) = ﬁ 2| (dver) P (W)

- 1 (o
Le terme principal, que ’on va noter S£ ), peut alors se réécrire :

k
N / 1
6.6 s - S W
( ) 1 Wdlg.:,dk di,...,dx \eq, ’k-];[l[divei]
€1;.-,€k

N / k
= W Z Ady,.odiy Ner ..., ]_;[( Z ga(m))

dy,...,dg uz‘(duW)
€1,...,€k
= Z )\dl,...,dkAel,...,ek i H( Z )
W di (Hi:l d )(H'L 1€ w;|d;,e;
61, 7ek

N / 1
— E A A . g i
Wdl’m,dk di,...,di Ne1,....ex (Hle di)(Hi-C:l €i) ( e 21;[1 @(U ))

€1,..,€k uj|(dj,e;) Vi

On échange l'ordre de sommation, ce qui nous donne :

s % 3 Z/ Ndyodi e en : ll : ‘H<P(u¢)

€1,k
uj|(dj.ej) Vi

Au final, le terme principal peut donc s’écrire :

! Ady,.dy Ner, .. en
o) I S | D S e
W Up e Ug =1 di,...,dy (ITim1 di)(T L=y €:)

€1,..,€k .
uj|(dj,e;) Vi

Rappelons ici que Aq, ... q, est a support dans

k

{(d1,...,dg) € N¥/ (di, W) = 1 Vi; (di,dj) = 1Vi# j}.

On peut donc laisser tomber la condition que W soit premier avec chacun des [d;, ¢;] dans la somme, puisque
ces termes n’apportent aucune contribution : en effet, si cette condition n’est pas respectée alors A4, . 4, = 0.
De méme, on peut laisser tomber la condition que les entiers d; soient deux a deux premiers entre eux; on peut
laisser tomber la méme condition pour les e;. Ainsi, la seule condition restante par rapport a la primalité entre
W, [dy,e1], ..., [dk, ex] est celle qui nous dit que (d;,e;) =1 Vi # j.

On va laisser également tomber cette condition en multipliant, a I'intérieur de la somme interne de I’équation
(6.7), par -, ldies) M w(s; ), expression dont on rappelle qu’elle vaut 1 si (d;,e;) = 1 et 0 sinon. On fait cette

multiplication pour tout ¢ # j, ce qui transforme Sil) en l'expression suivante :

68 s = Z et Y Deetdooe T3 0

Uk =1 Z}""’g}f (ITiz1 di )(Hz 1 ez) 1<;7g§k si5(dises)
yeee€k 7
uyl(dyres) Vi !

k
N Ady,dy Nen, .. en
= w2 Iew) > =T > 1(siz)-
Wuly---,umzl dy,...,dp (Hizldi)(ni:lei) 81,2558k, k—1  1<4,j<k
€1,..€k sijl(dise;) Vi i)
uj|(dj,e;) Vj

On échange a nouveau 'ordre de sommation et on obtient :

)\dlv-wdk)\el;uwek
6.9 s = Z H@uz) DR | INICH DS ; P
1oy Uk =1 51,255k, k—1 14,5 <k di,...,di (Hizl di)(Hizlei)
i#j €1,...,€k
uj|(dj.e5) Vi
si,j|(dise;) Vigj
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On peut maintenant restreindre les s; ; aux conditions (s; ;j,u;) = 1 et (s;j,u;) =1 Vi # j car les termes avec
s;,; qui vérifient (s; ;,u;) # 1 pour un certain ¢ et un certain j ou (s; j, u;) # 1 pour un certain ¢ ou un certain j
5 b . . -
n’apportent aucune contribution a notre somme car dans ce cas, (d;,d;) # 1, ce qui veut dire que Ag, ... 4, = 0.
De la méme maniére, on peut restreindre les s; ; aux conditions (s; ;,8;4) = 1 et (s; j, ;) = 1 Va # j et Vb # i.

On va noter la somme d’indices s1 2, . ..,k k-1 avec les restrictions évoquées précédemment par 3*.

On va maintenant introduire un changement de variables pour faire une estimation de la somme de fagon plus
simple. On pose pour cela :

k
Ady,....d
(6.10) vrire = ([T ntroetra)) 30 Thee.
i=1 dy,...,dx Hi:l i
r1|d7V2
Remarquons d’abord que par définition du support de Ag, .. 4., Yri,...r, €St & support dans {(r1,...,rg) €
Nk, r = H?Zl r; sans facteur carré, r < R, (r,W) =1}.
Ce changement de variables est inversible. En effet, pour dy, ..., dy avec Hle d; sans facteur carré, on obtient :
y : A
@) ¥ e 3 ([ Y )
s [y (1) TleTh =1 eryer 1li=1€i
di|ri Vi di|r; Vi rile; Vi

Or

(6.12) Aerver  _ Aev,oen
. . = z )
e1,....e Hi:l €i €1,...,€k Hi:l i
rileiVi rileiVi
Hi;l e; sans facteur carré

par définition du support de A, . .. On a alors, en échangeant ’ordre de sommation de I’équation (6.11) :

(6.13) Z ykrl,...,rk _ Z 61, .e Z HM”

Tl Tk Hi:l @(rl) €1,:,€k H =16 ri,ork =1
di|ri Vi [1F_, e; sans facteur carré di|ri Vi
Tilei Vi

On va maintenant simplifier I’expression

> T et

T1,-Tk =1
di‘Ti Vi
m\ei Vi

k ) - . ,
Comme [, e; est sans facteur carré, chaque indice 7; de la somme est aussi sans facteur carré. Comme d;|r;
Vi et que r;]e; Vi, on peut poser r; = 7t et e; = 5, ce qui nous donne :
T T

k
(6.14) Yo IIuerd = X de

1Tk 4=1 Tl’ TR b
dil"'i Vi |P Vi
ri|e7; Vi z

Or d;|rq, 7ile; et p2(e;) = 1 done (d;, e}) = 1. Ainsi pour tout 7%|e}, (r},d;) = 1. Ceci nous donne :

(6.15)

k k & .
S 1= M= (IDiw) T Toed= () IT(Z )
g o S ST

- ([wa)(fTo) = (v (fT)



les derniéres égalités venant du fait que : (e = 1 < d; = ¢;).

Finalement, ’égalité (6.11) est devenue :

(6.16)
k k
y”’h Tk )\el,‘..,ek
2 = 2 T @) [ L oace,
1, Lli=1 @(ri) €1,...,€x Hi:l i j=1 i=1
di|r; Vi [1%_, e: sans facteur carré

N(dl) /\dl dy
)‘dl ..... d I | _ see 0k
* i=1 d; Hf:1 p(d;)d;

la derniere égalité venant du fait que les d; sont sans facteur carré, et donc que p(d;)? = 1.

Ainsi chaque choix de y,,,...», qui sera & support dans {(r1, ..
R, (r,W) = 1} nous donnera un choix convenable de Ag, 4
I’ensemble que nous avions défini au début de ce chapitre.

k

On note Ymax = SUP,, o [Yry .o |-

Pour le calcul suivant, on aura besoin de 1’égalité ci-dessous, avec d sans

-

eld

_d
w(d)

1
ple)

Cette égalité se justifie ainsi : comme

=Y o)=Y e(%)

eld eld

et que pour e|d, (4,e) =1 (sinon d a un facteur carré), on a

LZZLQP(@):Z&:
pld)  Sreld) e’ Lo pkfiple) L2
On aura aussi besoin de poser " = [[,_; -
En reprenant 1’égalité (6.16), on a :
(6.17)
: Yrs.r :
Nyt] < (TT i) >2 Ll < (]
i=1 21\,,@5 Hi:l @(TZ) i=1
i|Ti 3
k k 2
/”’(H’:l Ti)
< ( I1 di) Ymmax > 5
=1 T1yeees Hi:l @(Ti)
dil"'i Vi
Hi'c:l ri<R
Hle r; sans facteur carré
Ainsi :
k
(618) >\max < sup (H di)ymax Z
dl,.u,dk =1 T1y..3Tk
Hle d; sans facteur carré di|r; Vi
[Tisiri<R
k
< Ymax s (H di) )
yees Ak — ’
Hf=1 d; salns facteur carré =l < Hfj dj
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.,rk) € NF =TI, r; sans facteur carré, r <
c’est-a-dire avec Aq, ... q, qui sera & support dans

facteur carré :

1

()

d‘) Z [——
? k
Ty T [Tizy (i)
d'ilri Vi
[1F_, ri<R

[1F_, 7 sans facteur carré

k

I

i=1

2

p(ri)
@(ri)




On utilise ici le fait que les r; solent sans facteur carré et que (r;,rj) =1sii¢#j:

: u(r')? 7y ald)?
)\max < Ymax sup ( H dz) Z Z 7 H d
di,....dy =1 e T o(r') i o(d;)
Hf,l d; sans facteur carré r nk_,a;  dilry Vi
= §:1 L%
< D100 ICD S=a) o
S sup i
- di,...,dk i=1 ' i=1 pldi) |, —, (') 1Tk
Hle d; sans facteur carré r< Hi?:l d;
(7"/71—[?:1 d;)=1 =7 (r")
k . /\2 /
< Ymax sup 7“?1 d > ) Tl T/k(r)
ey e(ILi=: di) , e(r’)
Hle d; sans facteur carré ms h_, 4
(T/7H'L;1 d;)=1
1 )27 (r!
< o sup v oL T pr) Tlr')
di,....dy 0 d o(d) , = o(r')
Hle d; sans facteur carré Tz di < mk_, d;
(T/’Hle dl):1
< v sup 3 (d)* 3 pu(r")? (1)
X max
di,....dy - o(d) , = o(r’)
d|TTi=q di LN
I d4
(' ITi, di)=1
d)? p(r") 2 (dr’
ST SR SI s
15--+50k d‘H§:1 d; T/<H§:; i
(" [Tz, di)=1
Or pour tout dy, ..., d; fixé, on a :
() purPri(dr) ()P
(6.19) < 2R TR
2 2 p(d) () > p(u)

Au final, on obtient :

M(U)Qﬂc(u) M(U)QTk(U) _ 7%(p)
(620) )‘max g ymax d SUpd Z QD(U) g ymax Z U) - ymax H (1 + )

1eodi o P <R o( p<R ©(p)
k
g Ymax H (1 + )
oty ¢ (p)
avec PT(u) étant le plus grand facteur premier de u et I’égalité venant du fait que n > T;((:)) est une fonction

multiplicative. On a :
k 1\*
e (14 ]
p

¢(p)
Ainsi :
1\ %
(621) /\max < Ymax H (1 + *) < ymax(ln R)k
p<R p
car

() = -2 I0-5)

p<R p p<R

convergent

< InR par la formule de Mertens
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En utilisant la formule (6.4) et avec la formule ci-dessus, on a :

(A2 R2(In R)*") < (y2, R*(In R)*%)

Le terme d’erreur est donc un O(y2,, R?(In R)**).

Continuons les calculs pour le terme principal de S, en reprenant I’expression (6.9) :

Sil) = ﬁ (ﬁs@(w)) Z* H w(si ;) Z Ail""’dk)\el}c'"’ek
w -1 (ITizy di) Ty €)

81,2558k, k—1 14, <k dy,...,ds i=1 % i=16i

i2j €1,k
ui|(di,ei) Vi

si,jl(di,ej) Vi#j

- XY (Mew) ¥ 0 (X M)( P> (Aﬂk))

S
£
e
=
Il

UL, Uk  G=1 81,255k, k—1 1<i,5 <k dy,....d, i=14i)/ N\ e, ek i=16i
i#] wild; Vi uilei V"L )
sijldi Vi#j sijle; Vi#j
k
_ N )\dl ..... dk )\81 ..... €k
= w2 Uletw) Z II wen > == > T
Ulyesug =1 Sk, k—1 1<i,j<k di,eydy (ITiz1 ds) erimern (ILizi€)
7] wi [T, s6,51di uj [1;5 si,5les
Vi#j Vi)

La derniere égalité est due aux restrictions que nous avons posés sur les s; ; et les u;. On pose a; = u; [, 25 54
et b; = u; [[;; si,5. On fait alors le changement de variables (6.10) ce qui donne :

Uls-- Uk \1=1 ~oSk,k—11<14,5<k dy,...,dg
i#£] a;|d; Vi

st = % > (ﬁww)) Z 11 ”@W( 2 M)(Z (AH’“)>
i o =

k

N (H yal ag Yby,...,bg,

S N0 COOND S | (I

Wul,u-,mc i=1 ) 51,28k, k-1 1<4,5<k ITi- 1#(‘11)@(%) [Tizy p(bi)(bi)
i#j

k
a; bi
u(sm)) [T 2ai®) e+ QR (0 R)™).
<k i=1

Grace aux restrictions sur les s; ; et sur les u;, on a :

= u(uy) [T i) elay) = o(uj) [T e(sia);  nlby) = puy) [T ulsis);  o(b;) = oluj) [T olsis)

i#] i#] i#] i#]

Cela donne pour S :

N
(623) &1 = o Z (

5 (i) (1T 51) ) (T (1))

im1 \(u;)? ( I W(Si,j)) (H#i ‘P(Sj,i))

>ya17~~7akyb1,»---,bk

2
! ) (ngi,jgkﬂ(si,j)
e o
= Z Z ( H M(S’L’J>) H (12)) x = Zyalv“’akyblf‘“’bk
coUk S1,25-98k,k—1 N1 i Pl (ngi,jgk@(&‘,j))
J#i

+O0(Ymax B (I R)*F)
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k 2 N Y
(6.24) S = % Z Hu(ui,) > A (1H M)ym war Wb, + O B2 (I R)™F).

<ij<k 90(5171)

On remarque qu’il n’y a aucune contribution des s;; qui vérifient (s; ;,W) # 1 & cause du support de
Yar,....axYbe,....by- On a donc juste besoin de considérer les cas ol s; ; = 1 et s; ; > Dy.

La contribution des s; ; quand s; ; > Do dans I’équation (6.24) est :

(6.25) < Z H“ Y ( 1T M)yal,...,akybl,m,bk

2
Uk 4=1 51,21~~’5k,k—1 1<i,j<k go(sw)
si,5>Do i#£j
k 2
N pi(u;) * Sw
< W E (u) E : H Yar,...,arYby,....by
ULy Uk =1 PN sy Tk 1<4,5< ('0 ’3
ITF, wi<R si,5>Do i#]

(5o wi,W)=1
Hle u; sans facteur carré
Cette derniere inéquation est due au fait qu’a cause du support de Y, ,....a), Yb;,....b,, ON & Hi:l Us; Hj;éi 855 < R;

ce produit est sans facteur carré, et il est premier avec W. On pose dans la suite v = [[;_; u;, ce qui nous
donne :

N p(w)?\* u u
<w( T 4y iR LY .
Yp ©J 1<aﬁ<ksa5>1

(u?‘;):l a#i,B#]

u sans facteur carré

<) T z&zz:;iﬁ(zz&zii)“"““
(u,W)=1

De la méme maniere que pour 1’équation (6.21) et en reprenant les notations de cette équation, on a :

o ¥ o? 0t

u<R 90 P+(u)<R w(u) Do<p<R (p(p)
(u,W)=1 (u,W)=1
1\—1 1 1
< H(1+7)H(1+7) < H(1+7)H<1—7)
p<R p<Do p <R <D p
1 e(W)
p|W
On a aussi :

plsig)? 1
(6.27) —_— e L —
qu;Do e(sij)> Do

En effet, (cp&))2 = Zd‘n A(d) avec \(d) = p(d)? [ % < u(d)Qﬁ, ce qui fait que 'on a :

1 Ald 1 Ald 1
C O = Y m< Y ma<m L d <

i J>DU d>1 m> 20 d>1 d>1

ce qui nous donne bien (6.27).
La troisiéme somme est une constante indépendante de tous les termes non fixés.
La contribution au final est donc

Yimax Vo (W)* (In R)*

(6.28) < D,
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Il reste maintenant a se focaliser sur le cas ol s;; = 1 pour tout ¢ # j. Le calcul est évident et on obtient
finalement pour 57 :

N Yoo Ymax No(W)* (In R)* 2 2 4k
(6.29) S o= — Yy et o mex + 2. R*(InR)
w ULy Uk Hi:l o(ui) ( W+ Do )
De plus, R? = N9=20 < N1=20 ot W <« N° par hypotheése sur W, donc
WD RPWHFHDy(InR)**  WEDg(InR)3* 1
y12r1axR2(lnR>4k X 2 k;O k = 0(21 ) 0( nk ) x NG
Ynax Ve(W)*(In R) Ne(W) (W) N

qui est majoré par croissances comparées. Donc le premier terme d’erreur de 1'expression (6.29) domine. On a
donc le résultat demandé pour S;. O

6.2 FEtude de So

On va maintenant s’intéresser & Ss. Pour cela, on réécrit S ainsi : Sy = anzl ng)’ ou :
2
(6.30) sim = S et X M)
N<n<2N dyse.d
n=vg (mod W) di|n+h; Vi

On va réécrire ng) de la méme maniere qu’on l’a fait pour S;. Pour plusieurs parties de la démonstration
suivante, on se référera a la démonstration précédente.

Lemme 6.2. Soit

A
(m) _ (H ) . di,...,di
y urgr)) > =
e i=1 di,...,ds [Tizy ¢(ds)
7'i|d'i Vi
=1

ot g est la fonction totalement multiplicative définie sur les nombres premiers par : g(p) = p — 2. Soit yr(nn% =

SUD,, iy |y7(71n)rk| Alors pour tout A > 0 fixé, on a :

smo Ny <y£’:??.,m>2+O(<y£?;i>2so<w>k-2N<lnN>’f-2) o Yy

SD(W) In N 1oy Tk Hi’c:l g(’r?) WkJrlDO

(In N)4

’ . s s m . s . .
Démonstration. On commence par développer le carré dans Sg ) puis on échange I'ordre de sommation, ce qui
donne

(6.31) sim S et Y st )

N<n<2N di,...,dg
n=vo (mod W) €14,k
di|n+h; Vi

- Z Z XP(N 4+ B ) Ady o di Aer,.en

di,..d, ~ N<n<2N
€158k n=vg (mod W)

= E : Ady,edi Aer e E xe(n + i)
di,...,dg N<n<2N
€1,--,Ck n=vg (mod W)

[di,e;]|n+h; Vi

De la méme maniere que pour Si, la somme intérieure peut étre réécrite comme une somme sur une seule classe

de résidus modulo ¢ = W]_[le[di, e;] & condition que W, [dy,e1], ..., [dk, ex] soient 2 & 2 premiers entre eux.
Dans ce cas, ’entier n + h,, est dans une classe résiduelle premier avec ¢ si et seulement si d,, = e,, = 1. En
effet, le fait que (n + hy,,q) = 1 entraine 1 = (n + Ay, [dm, em]) = [dm, €m] car [dpm, em]|n + A ; on a bien

dm = ey = 1; et réciproquement, on sait déja que (n+ hy,, W) =1 car n = vg (mod W) par hypothese sur vg.
Concernant (n + hy, [d;, €;]) avec @ # m, si ce nombre était différent de 1, alors il existerait un nombre premier
p tel que n+h,, =0 (mod p) et par hypothese sur [d;, e;], n+h; =0 (mod p) ce qui veut dire que p|(hy, — h;),
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mais p > Dy puisque (p, W) = 1 a cause des hypotheses ([d;,e;], W) = 1 et pl|[d;, e;] ; comme les h; sont fixés,
on peut choisir Dy assez grand pour que la chose soit impossible.

Dans ce cas, la somme intérieure peut se réécrire, par le théoreme chinois :

Z xp(n+hm) = Z xe(n + hm)

NLn<2N N<n<2N
n=vg (mod W) n=a (mod q)
[di.ei]ln+h; Vi

N+hogp <n+hpm <2N+hpy,
n+hm=a+h, (mod q)

avec a dépendant de H et de vy. D’aprés ce qu’'on a pu voir précédemment, si on prend a’ = a + h,,,, comme
n+ hy, =d (mod q), alors (a,q) = 1.

Avec le changement de variables n’ = n + h,,, cette somme devient :

> xp(n)

N+4hpm<n'<2N+h,
n’=a’ (mod q)

En retirant un élément fini de n’ de la somme, cette dernieére devient :

C+ Z xp(n)
N<n<2N
n=a’ (mod q)

avec C une constante. Au final :

Y wmrh) - 3 web| < 14 X wm-—s 3 )

N<n<2N (P(Q) N<n<2N NLn<2N ga(q NLn<2N
n=a (mod q) n=a’ (mod q)
1
< 1+ sup ’ Z xe(n) — 2@ Z XIP(”)‘
(@a)=1"  N<n<on Ly N<n<2N
n=a (mod q)
Finalement, la somme intérieure de S; est de la forme f(—g’) + O(E(N,q)) avec
1
(6.32) E(N.g) = 14 sw | 3 el - s D )
(a.9)=1"  N<n<on P Nnzon
n=a (mod q)
(6.33) X = Y xe(n)
N<n<2N
Dans le cas ou deux entiers de la famille (W, [dy,e1],. .., [dk, ex]) ont un facteur commun ou si d,, ou e, sont

différents de 1, alors leur contribution pour la somme est nulle. En effet :

o Lecas (W, [d;, e;]) # 1 adéja été vu dans la démonstration du lemme 6.1. Idem pour le cas ([d;, e;], [d;, e;]) # 1.

e Sid,, # 1 (et on aura la méme chose pour e,, # 1), alors 1 # [dm, em] | (n + hy). Donc n + hy, n’est pas
premier, et xp(n + hy,;,) = 0.

A ce stade-ci, S{™ est de la forme :

m / XN
(6.34) SS = Myd e —+O(E(N,q))
ot (q)
1y:-30Kk
€1,..,€k
dm=em=1
XN Z/ )\d d A
15--dg7\e1,...,ek
- Sl L 03 Mg BV, Q)
k 15-5diNer,...,ek ’
pW) = Tz e(dised]) (dl,.i.,dk )

€15--+,Ck €1;--+,€k
dm=em=1

La décomposition de (W) est permise grace aux conditions sur W et les [d;, e;].
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Traitons maintenant de la contribution des termes d’erreur. Remarquons d’abord qu’avec le support de Ag, ... 4, Ae,,
ona:q= WHle[di, ei] < VV(H?=1 di)(Hle e;) < WR?; de plus q est sans facteur carré car W les d; et les
e; sont sans facteur carré. On a donc juste besoin de considérer q sans facteur carré et vérifiant ¢ < R2W. Si
on prend un entier r sans facteur carré, et en remarquant que r = WHle( i djlfe " (di,e;) T I 3, on en déduit

quil y a au plus 735(r) choix de dy, ..., dg,e1,...,ex telsque r =W Hle[di, e;]. Rappelons aussi, si on reprend
'équation (6.21), que Apax < Ymax(In R)¥. Le terme d’erreur devient :
(6.35) ST i Aered[E(N,q) = > Ad,oodi Aer e [ E(N, @)
di,...,dg di,...,dg
€1,..,€k €1,.--,€k
q<R*W

q=W [T}_, [diei]
q sans facteur carré

2
< > > AmaxE (N, 7)
r<R?W dy,...,dy
r sans facteur carré €154,k

w Hf:l [di,6i]=7"

< M. > E(N,r) > 1

r<R*W di,....dg
r sans facteur carré il)“wek
WIIi_[diei]=r

< (s RP) Y BN
r<RZW

On applique I'inégalité de Cauchy-Schwarz, ce qui nous donne :

(NI

1
2

< PR wmPEmEND) (Y BN, )

r<RZW r<RZW

N
Or E(N,r) < g, donc

o=

1
2

2 2 2.2 N
< ymax(ln R) F ( r<;w M(T) T3k (T) (,0(7’) )

(> ueEW.)

r<R2W

Remarquons que

T(N) ’

e(q) I

En utilisant le fait que les nombres premiers ont un niveau de distribution 6 > 0, pour tout A > 0 fixé, on a :
2N N N

T;;Wu(r)zE(N, r) < 2N + V)7 < TN

m(2N) + max ’T((N;CL,L])—

E(N,r) <1+ max ‘7‘(’ 2N;a,q) —
() ( ) e(g) I (aa)=1

(a1Q):1

En réutilisant ce que nous avons vu avec I’égalité (6.21), on a :

3 u(r)%gk(r)% < (ln(RQW))%N < (InR)*N.

r<R2W (
Enfin, In R < In N, donc au final,
(nN)z  (InN)A

(636) Z |>‘d1,-~~,dk)‘€1,-~-,€k|E(NaQ) < yrznax

Intéressons-nous maintenant a la somme principale. De la méme maniére que nous l'avons fait pour S; dans
la démonstration du Lemme 6.1, on réécrit les conditions (d;,e;) = 1 en multipliant notre expression par
Zsi‘jl(du@j) ,u(sm-). De la méme facon, on restreint s; ; a étre premier avec u;, uj, Siq, Sp,j pour tout a # j et
b # i. La somme restreinte sera notée Y_". Dans la suite, on utilisera 1’égalité ci-dessous qui n’est valable que
pour d; et e; sans facteur carré :

1 1
(6.37) el = pdele) 2 o)




ol g est la fonction totalement multiplicative définie sur les nombres premiers par g(p) = p — 2. Cette égalité
se vérifie facilement : il suffit de voir que ¢(d;)p(e;) = p([d;, ei])@((di, e;)) du au fait que les d; et les e; soient
sans facteur carré, et ensuite de vérifier que ¢((ei,di)) = >, (4, ;) 9(wi), Vérification qui se fait en montrant
par récurrence sur [ que o(d) = Zu‘ 49(d), ou d est le produit de [ nombres premiers différents.

En faisant a peu pres les mémes opérations que dans la démonstration précédente, le terme principal devient

k
1 *
(638) E >‘d1, dk €1,..,€k | I ( d. - § : g(ul)) § I | /J‘(Si,j)
di,...,d 1 90( 1)90(61) N es Cds e id
1;- k 1= uil|(di,eq) si,jl(dise;) 1§7,7,£7§k
917 €k i#£]

dfn:(?m,:l

X Ady,coidi Aeree *
=0 2 Z H @ > I w6

di,. dk Hz 1‘P( p(e:) wp si|(diye;) 1<i,j<k
€1 ull(dwel) i#]
dm—em—l
)\d1 dkAe1 €k
= Z (HM) Z [T wtsi) > gt
QO( ..... Uk Sk k-1 1<4,5<k di,....dy Hi:l w(di)p(es)
i#] €1,..:,€k

si,jl(disej) ViZj
dm=em=1

Maintenant que nous avons séparé les dépendances entre les variables e et d, on peut alors faire une nouvelle
substitution. On pose :

k
Ady,...d
(6.39) u e = HM(W)Q(M) Z —
" (i—l ) dy,...,d ITiz1 w(di)
dm=1

)

On remarque que yﬁinrk = 0 sauf si 7, = 1. Ici, comme les calculs sont exactement les mémes que pour le
Lemme 6.1, nous allons les passer en se référant a ceux du lemme du précédent. Le terme principal devient :

(6.40) Xy 3 ( 5w )2) 3 ( I u(sm)) (m) o, (m)
' o(W) 7 )Yar s anYby, b
o) ULy Uk = ui) 81,2558k, k-1 1<4,j<k 9(si.j)
i#£]
ou aj = uj Hz‘;éj sji et by = uj H#J s;; pour tout j € [[1;k]]. Et comme avant, on remplace p(a;) par

() [ Ly #e(ss) (idem pour g(aj), p(bj) et g(b;)). Cela est possible car les termes en a; et b; qui ont un
facteur carré n’apportent aucune contribution.

Pour la contribution des s; ; # 1, les calculs sont aussi les mémes. On obtient au final que la contribution des
si,5 7 1 est de taille

(6.41) < (yﬁn”;ilnN( M ) ( Mi )k(k o > MS”).

Si J>D0 ©J

(uW) 1

En réutilisant & nouveau les résultats de la démonstration précédente avec les inégalités (6.26) et (6.27), on

obtient : (V)
wlu w p(sij)? 1
71 R . ; —
g(u) < %% ’ g(s5)? 2 < Dy
Sq J>D0 k

(u, W)

L’inégalité (6.41) devient

(6.42) o )N (P4 ) L (v 2o (W)F—2N (In R)+~1

e(W)InN\ W Dy Wk=1DgIln N
Tout ceci nous donne pour Sém) I’égalité suivante :
X (m) 32 (m) WYF—2 N (In R)F—1 2 N
(643 M = S (ykl, ) +O((y )? w(k_f (In R) )+O(ymax A).
(W) S T, 9(w) Wr=1DgIn N (InN)
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Par le théoreme des nombres premiers,

Xy=m2N-1)—-n(N-1)=

La contribution du terme d’erreur est :

N (W) ) N(ysex)? ()2 k1
(644) < NP, 2 115, glun) NP 2 )
(u,W)=1
N(ya)? (W) k-1
< Tnpaan(w 1“R>
(m) 2
o WE)%e(W)F > N(n R)*~

Wk—1

Ce terme peut alors étre inséré dans le premier terme d’erreur de 1’équation (6.43), ce qui conclut notre
démonstration. O

6.3 Lien entre S; et 5

. . . m . o ’ . .
On va maintenant relier les variables yﬁ»l,?,,,,-k qui ont été définies avec S, aux variables y,, . . de Si.

Lemme 6.3. Sir,, =1, alors

(m) — yTl7-~-77‘m717am;T7n+17---;Tk O(ymax@(w) th)
W =2 () * W Do

Am

Démonstration. On va supposer durant toute cette démonstration que r,, = 1. Reprenons d’abord la définition
(6.39) de 4 .

k

A
(m) _ (H N (o d,..d
uer plrglrs)) - st
' i=1 dyyeydi [Tiz: (i)
rild; Vi
dm=1

En utilisant I’expression (6.16) pour réécrire Ag, .. 4, , on obtient :

ya1
615 i = ([Tuas) 50 5 e .
e diyody, @1k 1= 1‘»0(“7) i=1 p(di)

ri|d; i dilaq Vi

dm=1

On échange l'ordre de sommation entre les d et les a, et notre expression devient :

k k
ya1 N(dZ)dz
(61 i = (Meost)) ¥ 3 e
' ’ =1 0 a1, Ak gy ... 1 1¥ az) i=1 (p(di)
7‘1‘“1 Vi rild; VZ
dila; Vi
dp=1
- Y, ,U
= (rtroe) 30 gisies 2 1"
i=1 @, Hz 1 plaq) dy =1
rila; Vi rl\d Vi
m=1
On va maintenant chercher & évaluer explicitement la somme sur dy,...,dx. Rappelons d’abord qu’a cause du

support de y, les a; sont sans facteur carré, donc tout diviseur d’un des a; est aussi sans facteur carré :

k
p(di)di p(di)d;
s - s

dyyeody, i=1 p(di)

rild; Vi 1#Em o |d;
di\ai Vi di|ai
dm=1
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Maintenant on pose, pour i € [[1;k]], d; = «;r;. Pour toute fonction multiplicative f, on a alors f(d;) =
fla;)f(r;) du au fait que d; est sans facteur carré. De plus comme n % est multiplicative, on pourra
utiliser la Propriété 1.7. La somme devient alors

u rz n Z n a; @ _ u(ri)ri I (1+ u(p);v> _ plriri 11 (1 - L)

i) e(ri) o e(p e(ri) o p—1
7‘7\d P|ﬁ |ﬁ
dila;
o) H 1(p) m ri  PGE) plad)rs
X —o = .
o(ri) elp)  wlr) () ela)
Cela nous donne pour yﬁj”)rk
: y 5 p(ai)r
(6.47) g L= (Hu(m)g(n)) y e [ =75
e i=1 a1|7 - ak Hz 1 ‘P(GZ) ;‘;1 plai)
rila; Vi iEm

On remarque, d’apres le support de yq, ....,q,, qu'on peut restreindre la sommation indicée par a; a (aj, W) =1,
ie. ( ,W) = 1 pour tout diviseur r; de a;. Dans ce cas, on a soit =L = 1, 501t > Dy, c’est-a-dire que soit
aj; = 7"], soit a; > Dgr;. Alors pour j # m, la contribution totale des aJ quand a; ;é r; est :

k
(6.48) < (Hu(m)Qg(m)) > X X ykah, Hﬂfp

a;>Dor; am<R a1,..,Qk Hz 190@Z z:l

rila; (am,W)=1ai ¢{‘I‘J s@m } i#
k u a: /'L(am)2 k M(ai)z
< ymaX(H/u‘(Ti) T 7‘) ( Z ] ) ( Z (a ) ) Z ( H (a»)Q)
=1 a;>Dor; am<R p\am) 7 o an e pla;
TJ‘U'J (am,W)=1 7,¢{04‘J Jam}  iFjm
: # wlam) ,u
< ymax(HU(T‘i )( )( Z (m) ) H ( )
i=1 CL]>D0r] an<pr Pldm nlal
rjla; (am,W)=1 175_] m

La premiére somme est un O( Dlo) la deuxieme est un O (55 W) 1n R) et la troisieéme est une somme convergente.
Cette contribution est alors :

1L (W)

k
2 Ymax(W)In R
(6.49) < ymax(ilj[lu(n) g(n)rl> Dy W IhR<« —/———FF7-—.

W Dy

On remarque donc que la principale contribution se fait quand a; = r; pour tout j # m. On obtient alors :

(ﬁMg(rl)) Z yTl7...,rm717ar],:,7‘m+1,.4.,1‘;“ W n O(?JmaxQD(W) In R)
i=1

an Plam) Hi;sj o(r:) i o(ri) W Dy

=

(6.50)  ym) |

Wi
I~

k
g(ri)r; Yry, o rm—1,Gm Tmg1,o7 Ymax (W) In R
(IGR) 2y~ o™ n, )

am

On remarque que
gp)p _ (p—2)p 1 o
= =1-—==140 .
e(p)?  (p—1) @)
g(r:)

De plus, comme la contribution est nulle sauf si Hle r; est premier a W, alors le produit Hle o o(r;)? peut

étre remplacé par 1 4+ O( D%)? car chaque facteur premier de 7; pour tout ¢ est premier a W donc > Dy, et

comme Hle r; est sans facteur carré, on va noter Hle T = Hle pgl) ou pour tout i € [[1,4]], p

et > Dg; et donc

Z ) est premier

k £ () (1
g(ri)rs 9(p;
Ew(r :E (<1> E(HO rD)2 ))_H_O(DO)
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La contribution du terme d’erreur est donc de taille :

1 Yri,iPom—1,am Tm41sTk Ymax ,U/(a’m)Q ymaxw(W) th
6.51 <L = = 2 = KL < .
(6:5) Dy 2 () Do 2 plan) WDy
(am,W)=1

Ce terme d’erreur peut donc étre inséré dans celui de 'expression (6.50). Cela nous donne le résultat souhaité. [
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Chapitre 7

Choix lisses de y

Dans cette partie, on va choisir des valeurs appropriées a nos variables y et compléter la démonstration de la
Proposition 5.1.

Commencgons par donner quelques commentaires de ce que nous allons faire pour motiver notre choix des
variables y, dont nous pensons qu’elles sont quasiment optimales. On aimerait choisir y de fagon a maximiser
le rapport des termes principaux de Sy et de S;. Si on utilise les multiplicateurs de Lagrange pour maximiser
ce rapport (en traitant tous les termes d’erreur comme étant nuls), on arrive a la condition

k k
QD(TZ) g(rm) (m)
7.1 AYr R ( ) Yr r r r
( ) 1 k ZI:II 9(7“1') mZ=1 SO(Tm) LeTm—1,1,"m41,.- Tk

avec A une constante fixée. Les termes en y sont a support sur les entiers sans petits facteurs premiers, et pour
la plupart des entiers r sans petit facteur premier, on a g(r) ~ ¢(r) ~ r, et ainsi la condition ci-dessus se réduit
a:

k
(72) )\y’flwu;’fk = Z yf‘zrf.)“,rm,l,1,rm+1,...,’r;€'
m=1

Cette condition semble lisse (il n’y a pas de dépendance par rapport a la décomposition en produit de facteurs
premiers des ;) et doit étre en mesure d’étre satisfaite si y,,, ., est une fonction lisse par rapport aux variables
r;. Motivés par tout ce que nous avons vu dans les parties précédentes, on choisit, quand le produit r = Hle T
satisfait aux conditions (r, W) =1 et u(r)> =1

Inrq Inrg
. r T = F(ia BERE) )7
(7:3) Yrome mR IR
avec F' : R¥ — R une fonction lisse & support dans Ry = {(x1,...,2x) € [0,1]* : Zle z; < 1}. Comme on

I’avait noté précédemment, on suppose que ¥y, ..., = 0 si le produit r soit n’est pas premier avec W, soit a un
facteur carré. Avec un tel choix de y, on peut obtenir des estimations asymptotiques appropriées pour S; et Ss.
On va utiliser le lemme suivant pour pouvoir estimer les sommes S; et Sy avec de tels choix de y.

Lemme 7.1. Soient Ay, As, L > 0. Soit v une fonction multiplicative vérifiant

et
In z
L < Z m,hlngz
P w
w<p<z
pour tout 2 < w < z. Soit g1 la fonction totalement multiplicative définie sur les nombres premiers par gi(p) =

#p()p). Enfin, soit G : [0,1] — R une fonction lisse et s0it Gmax = sup,cjo11(|G(t)] + |G'(t)]). Alors :

1
3 M(d)le(d)G(M) — Gz / G(2)da + Oy, 1, (SLGrma)
Inz 0

d<z

o-TI(-22)"(-1)

Ici la constante implicite du terme en O est indépendant de G et de L.
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Démonstration. La démonstration est faite dans le document [?] avec le Lemme 4, ou il faut prendre k = 1 et
faire quelques modifications de notation, c’est-a-dire prendre G, Gmax, © et g1 a la place de F(1—.), M(F), ¢,
et g respectivement. O

On va maintenant terminer nos estimations de Sy et de Sém) pour compléter la démonstration de la Proposition
5.1. Commencons par estimer S7.

Lemme 7.2. Soit y,, ... donnée & partir des termes de la fonction lisse F' par Uezpression (7.3) avec F a
support dans Ry = {(x1,...,zx) € [0,1]% : Zle x; < 1}. Soit

Frax = sup |F(t1, ..., tk)| + ‘ (t1,...,t )’
* (t1,...,tr)€[0,1]% Z
Alors on a : ( )k ( )k ) ( )k ( )k
_ p(W)*N(InR Fr «o(W)*N(InR
S = S ) + 0P =)

ou

/ F (t1, ... tp)2dty ... dty,

0

Démonstration. On remplace le choix de y que nous avons écrit dans ’expression (7.3) dans lexpression de S;

en fonction de ¥y, ..., donné par le Lemme 6.1. Cela nous donne :

N Yoo y2 o(W)*N(In R)*
(74) Sl = P — 1,---,UK +O( max
w ul,--z-,uk H?:l <p(u2) Wk+1DO
Hle u; sans facteur carré
Hi-c:l u; <R
(ui,W)=1 Vi
o k
W UL yeen, Uk Hi:l QO(UZ) Wk+1D0
(uiyuy)=1 Vi#j
Hi-c:l u; <R
(u; ,W)=1 Vi
k
N D2\ g 1 F2,..0(W)*N(In R)*
N T | AP T L RE S
w UL,eens Uk i1 Qo(ui) InR InR w Dy
(uq,uj)=1 Vi#j
(ui ,W)=1 Vi

La condition Hle u; < R a disparu a cause du support de F'.

On peut remarquer que si on a deux entiers a et b tels que (a, W) = (b, W) = 1, mais que (a,b) # 1, alors a
et b ont un facteur premier p commun, mais comme (a, W) = 1, alors nécessairement p > Dg. Ceci permet de
laisser tomber la condition (u;, ;) = 1, car le cotit de Perreur pour la condition (u;,u;) # 1 est de taille :

(7.5) < L5 5 H“

p>Dg up,..., upr<R t=1

pl(wi,uy)
(ui,W)=1 Vi
Or
1 Uz u( uz 1 w(u)?\k
(7.6) - ( ) .
Uq,. Zu:k<R H 2 Z]:E u;R p o 1)2 u<R w(u)
p|(ui,uy) (ui,W)=1 (u,W)=1

(u ,W)=1 V1

Le terme d’erreur devient de taille :

F2. N w(u)?\F F2 N 1 e(W) k
(7.7) < ma N > max— N In R)
W (p ((u‘;?l o(u) ) W e =120 W
< Faxp(W) "N (In R)*
Wk+1DO

35



Il me reste a évaluer la somme

(7.8) > (

ULy Uk
(ui ,W)=1 Vi

ﬁu(ui)2 F(lnm lnuk>2
b o(uq) mR’"'InR/

Pour cela, il suffit de faire k£ applications du Lemme 7.1 en traitant la somme sur chacun des u; & leur tour.
Pour chacune de ces applications, on prend :

B 1 siptW
(79) = g a
1
(7.10) L < 1—|—ZM<<1HDO
p|W b

La derniere inégalité est due a 'une des formules asymptotiques admises au début de ce rapport. De plus A; et
As sont choisis de taille convenable.

On va faire 'application pour u; et les autres applications se feront par itération. Pour cela, G est ici la fonction

In ug Inug 2
av»—>F(;v,—lnR,...7 lnR) ,
et pour tout p premier, avec (p, W) =1,
Y(p 1 1
g1(p) = ®) __ = ;

1

de plus, g1 et % sont des fonctions multiplicatives; pour u; sans facteur carré, gi(u;) = EOnE

Comme ¢g; est
nulle pour tout p|W, on peut retirer la condition (p, W) = 1.

Enfin, calculons & avec notre choix de 7.

S=TI( 7)) - IO 5) = 5

p|lW

La somme devient :

k 2 2

w(u;) ) p(ug) Inwu, In w2

7.11 ) F

( ) Ug,..., up <R <g SD(UZ) ur <R @(Ul) (lnR th)
(ui.W)=1 Vi

k w(u;)? ! In ugy In g\ 2 9
- ¥ <H A))<GIHR/O F(xﬁﬁ) dx+0A1,A2(GLFmaX))

(ui,,W):1 Vi
k 1
e(W)InR w(u;)? / In uy In ug \ 2
= F — ..., —— ] d
W ”Z_ < 1;[2 ow) ) Jo (“" MR’ ’lnR) v
(ul’,VV,)ZI Vi

) x Oa, i, (% In Dy Fﬁlax).

k 1)
v Y (H i
Uy yupg <R N i=2 p(us)
(us,W)=1 Vi

Or en reprenant I’expression (6.26), on obtient :

: )2 w2\ ! n Ry k-1
o (s - (e

ug,... up<R  1=2 QO(U)
(ui,W)=1 Vi (u,W)=1
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Donc la somme devient :
k 1
e(W)InR w(u;)? / In ug Inug\ 2
(7.13) Ty (H 4 ) i F(x,—lnR,..., lnR) dx

p(W)* (In R)* :
T In DO Fmax)

+OA1,A2(

En faisant ces calculs pour chacune des variables u;, on obtient :

o) G )

w1 <R

(7.14) 3 (H

U2,..., up <R 1=2
(u; ,W)=1 Vi

P(W)*(In R)*

= o () + O (

p(W)*(In R)* 2
T In -DO Fmax)

On combine maintenant ’expression précédente avec les expressions (7.4) et (7.7), et on obtient :

(7.15)8, = %XW@(FHO(

(W) (In R)**
Wk

max (W) N (In R)’“)

£, o Bt

Or In DyDg < In R, donc le premier terme d’erreur peut étre inséré dans le second terme d’erreur. On obtient
alors le résultat souhaité. O

Estimons maintenant Sém).

Lemme 7.3. Soient yr,... r., F' et Fpnax comme dans le lemme précédent. Alors :

(m) @(W)kN(hl R)kJrl (m) FI%aX(p(W)kN(IH R)k
S = E ey )+ Oy =)

JM(F / / /Ftl,... )dt )dtl...dtm_ldthrl...dtk.

Démonstration. L’estimation de Ss est similaire a celle de S;. On va d’abord estimer y&n)rk On rappelle que

yﬁ’ln) ., est & support dans {(r1,...,7) € N¥/r,, =1, (HZ 1T W) =1, p(r )2 = 1}. Dans ce cas, yxn) 7y, €st

ol

donné en fonction de y,,,.. . comme dans le Lemme 6.3. On va d’abord s’attarder sur le cas ol yr1 e 7 0.
Pour cela on remplace notre choix de y du (7.3) dans Iexpression du Lemme 6.3. Ceci nous donne :

(7.16)
(m) _ Yre, oo Pim—1,8m Tt 15--:Tm O(ymaX‘P(W) lnR)
Yrilors QEW: (p(am) + W Dy
Am Hi?ﬁm r; sans facteur carré
(am Hi#wL ri,W)=1
Qm Hi;ﬁm ri<R
_ Z w(am H#m ri)? F(ln r Inry,—1 Ina, Inrg,. In rk) 40 (Fmaxcp(W) In R)
N ‘e o(am) InR’>"" InmR "InR’> InR '~~~ "InR WDy

(am H?:l ri,W)=1
am [15., ri<R

_ Z f(w)

u
(w,W 1=, ro)=1

Inrq Inry,—1 Inu Inrp,g Inry Fraxp(W)In R
F(lnR""’ mR 'R IR ""’1nR>+O< WDy )
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. 7 7 InR . .
On peut immédiatement remarquer que Ymax 2. On va maintenant estimer la somme sur u dans
lexpression (7.16). Pour cela, on va & nouveau appliquer le Lemme 7.1 avec

(m) (W) Fnax
S

L pt WL m
7.7 = ’ o
( ) 'y(p) { 0, sinon,
1 1 L
115) Leas Y Roylry oy v
p>In R T h“TT décroissante

a partir d’un certain rang

Inp Inln R
g -
> 5t X g
p<In R p|W Hle i
p>In R
Inp InlnR b
< Z ?—F R 7$£{p/p|VV1_[7"i7 p>InR} <lnln N
p<InR i=1
< Do
et avec Ay et Ay constantes fixées convenables.
On prend
Inry Inr,_1 Inry,41 Inrg
G: F( e , T, e )
v InR InR . InR InR
On obtient, pour p premier avec (p, W Hle r;) =1,
1(p) 1

et 0 sinon.

De méme que précédemment, ici,

WH?:lri w =1 i
Cela donne pour yi™ . :
(7.19)
L' /lnr Inr,_ Inr Inr E (W)lnR
(m) :61R/F Lo, = mil gy 4 o( PR AR B L O(GLG
Yri,or ey (mR’ "R " IR’ ’lnR> ut ( WDy )+ (GLGmax)
Fraxp(W)In R
+o(==55 =)
k
_ @(W) Sp(ri) (m) Fmax@(W) In R @(W) Inln N Fnax
= 5y (1;[1 ) 0= ) +0( W )
avec
1
Inr Inr,_ Inr Inr
(m) _ 1 m—1 m-+1 k
(7.20) Fm /OF(lnR""’ L b ,...,th)dtm

Orlnln N <« % < %. Donc le second terme d’erreur s’insere dans le premier terme d’erreur. On obtient :

m oW) (5 )\ i Fune(W)In R
(7.21) u e = MRS (1;[1 COVED,, + O P )

Ainsi, on a montré que si 7, = 1 et si, r = Hle r; satisfait p(r)? = 1 et (r, W) = 1, alors y£1">

par Pexpression (7.21) et yffln)rk = 0 sinon. On va maintenant remplacer cette expression dans celle du Lemme

6.2. On avait trouvé :

N
(122) S = —
2 o(W)In N n;m 15, g(r)

.re €st donné

W) )2 (o) 2o (W)= 2N (In N)+—2 YN
+O( Wh+1 Dy )+O((lnN)A)
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On obtient :

k
m N W) L1 (i) 2(rs)?
7.23) Si™ = In R)2 Fm) 2
(7:28) 52 LT In N 7.1;7% (In &) w2 1;[1 12g(r:) (FR )
(’I“iW)fl
(rs,r5)=1 Vi#£j
rm=1

. 2
iy 2 () mm e o et
(7’7577",;’)‘/:[/:1):\117@

4o Bhae (WP MRy O((yfn“;b POV ONUN)RY | o SamelV

W2D2 WEHLD, (In N)
Or
7.24 T 1) () ulr < Ly 2@\
(7.24) Th.;&R (11:[1 rig(rs) ) ( Z}% ) < <D0£)[<R( +m))
(rs,W)=1 (r,W)=1

(ri;ry)=1 Vi#j

T =

< (D0£)[<R(1 + %))k_1 < (%hﬂ{{)k_l

Tout ceci prouve que la deuxieme somme de Sém) dans Pexpression (7.23) est un

O(Fdego(W)kN(lnR)k)
WE+LDyg
Sém) est donc devenu de la forme :
k
m N P(W)E 5 u(ri)2e(r,)? )

(ri,W)=1
(ri,rj)=1 Vi#j

Tm=

F2..¢(W)*N(In R)* F2_ o(W)2(In R)?

e G o e B Gt 7
(yinax) %@ (W) =2 N (In N)*—2 Pax N
+0( WD, ) +O(W)

On va maintenant rassembler tous les termes d’erreur en un seul terme d’erreur :

e Le deuxieme terme d’erreur peut clairement étre inséré dans le premier terme d’erreur.

e Comme on 'a déja vu, yr(,?;z( < “"WV)F%M, donc le troisieme terme d’erreur s’insere dans le premier terme
d’erreur.

e On a W'Dy < (Inln N)?**2Inlnln N < (In N)*, donc pour tout A > 0, W Rl)AH, < WkilDo’ donc on

peut intégrer le quatrieme terme d’erreur dans le premier.

Finalement,
W)N(In R)? w(ri)?o( F2_  o(W)EN(In R)*
7.26 S(m) = (P(— E Il ¢ F(m) 2 O( max )
(7205 W2in N = I riven) WEH1D,
(TzaW)*
(Tiﬂ”j):illv#j

On retire la condition (r;,7;) = 1 de la méme maniere qu’on I’a fait pour S;. A la place de I'expression (7.7),
on a ici une erreur qui est de taille :
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<

W2 lnN . X Tlyeee 4t g(ry)r’?
(ri,W)=1 Vi
(ri,rj)#1 pour un ¢ # j
Tm=1
k
< W Z Z (F(m) )21—[ M

2 3Tk N2

W2 N p>Dg T1,. o, TE<R w_/ i=1 g<rl)ri
(ri,W)=1 Vi <Fmax

pl(rsr;) pour un j # i

k
p)2)2 S erLe)?
2 .
p>Do g(p)p TR <Roi=1 ( i

e(W)N(In R)*F2,. 3 <u(p)<p(

< W2ln N

<

o(W)N(In R)*F2,,. o) T u(r) (i)’
W2In N p)2p4H( Z )

o(W)N(In R)*F2,, p(p)* u(r)2p(r)>\ "
< W2n N (g;o 9(p)*p* ( 2 )

2 g
(r,W)=1
Or .
¢(p) 1
g(p)?p* — p?
donc .
¢(p) 1
e g(p)?p* Do
De plus,
wr)?e(r)? 1 o(W)
> < ] (1+7> <R
N2
( TVI</§31 <T r Do<p<R p W

L’erreur est donc de taille

e(W)EN(In R)*F?

max

Wk+1D,

(7.28) <

Cette erreur peut donc s’intégrer dans le terme d’erreur déja existant dans (7.26).

Il nous reste maintenant a évaluer la somme

(7.29) > 1T “(2372 F

T1lyeesTm—1Tm+1,5--3Tk j:l
(ry,W)=1 i#m

Pour cela, on va a nouveau utiliser le Lemme 7.1 et "appliquer k — 1 fois pour chaque variable de sommation
une par une. Pour chaque application, on prend :

2—3p+1
(7.30) W) = { LT Eeeme PEW
0 sinon
1 In D
(7.31) L < 14 2F<it 5= 3 1<Dy
ow P p<Do

et Ay et As des constantes fixées de taille convenable. On va faire 'application pour r; et les autres applications
se feront par itération.
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Tout d’abord, pour p premier avec (p, W) =1,

(P-1?2  ¢op)?

g p = =
1 (2) PP(p—2)  g(p)p?
De plus,
Inry Inr 2
Fa )
/ "R’ lnR)dt
et
1 (p—1)2 -1 1
o = II(-))*I1 (- 5= =) (-)
—p* =2 1
oW p oW p p D+ p
—1)2 -1 1
- wg[/;/) H (17p3—(£2—;p—|—1) (175)
p>Do
<1
En appliquant notre lemme et en fixant ro,...,7%_1,7k+1,. .., 7k, O obtient :
) 20(r )2
(732 S HOAT e gr = S e ) (PSR
m r1g(r1) <R

1
— &hR / G(2)dz + O(BLGrma)
0

De la méme maniere qu’on I’a fait pour les termes d’erreur avec Sy, on majore

2

k
B L s X 3 H ”2) (Fm, )

T g 7’
T2 sTm—1,Tm+15--Tk ¢ ?
(ri,W)=1 751

et on fait la méme chose pour le terme d’erreur qu’entraine & dans la somme, et on en déduit que

k

k 2 2 1
w(ry)?e 9 e(W)InR wu(ri)2po(r;)?
(7.33) FQ”_)__ 2 o= D G(x)dx

rl,...,rm,;,lJrl,...,rk 1;[1 rfg ;) TLseoTh w m’m,rmi;whw,k ll;I T?Q(T 0

(Ti,W):l (T‘i,W):l 7’5
En faisant pareil pour 7o et ainsi de suite, on obtient au final :

W)FN (In R)*+1 F2 o(W)*N(InN)*
— s = SOVENGRRST | )N I V)
Wktlin N Wkt1Dg
ou
() 1 1 1 9
(7.35) Jm = / / (/ F(tl,...,tk)dtm> Aty ... dty1dtmsr - . dty
0 0 0

On obtient le résultat demandé. O
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Chapitre 8

Choix de poids lisses pour k£ assez
grand

Dans cette partie on démontrera le troisieme point de la propriété 5.4. Commencons par quelques notations.

Soit Sy, I’ensemble des fonctions Riemann-intégrables F : [0,1]¥ — R & support dans Ry = {(z1,...,7%) €
[0,1]% : Zle x; < 1} qui vérifient Ij,(F) # 0 et J,gm) (F) # 0 pour tout m. On aimerait alors avoir une borne
plus faible pour

SF I (F)
8.1 M, = sup ==—FL ~ ~
( ) F Fegk Ik<F)

On obtient une borne plus faible pour M} quand on construit une fonction F' = F} qui rend la fonction

k (m)
%ﬁ grande a la condition que k soit grand. On choisit F' de la forme :
k .k
(8.2) Pty 1) = { [licyga(kts) sl D ti <L
0 sinon

avec g2 : R — R une fonction lisse & support dans [0,7] avec T > 0. On remarque qu’avec un tel choix, F' est

symétrique et qu’alors J,gm)(F) est indépendant de m. On a dons seulement besoin de considérer J, = J,El)(F).
Pour simplifier, on va aussi écrire dans la suite I au lieu de Iy (F).

. . . > 2d . e
L’observation principale que I’on peut faire est que le centre de masse % de g3 est strictement inférieur
0

a 1, donc pour k assez grand, on s’attend a ce qu’on laisse tomber les contraintes Zle t; < 1 dont le cotit
d’erreur serait petite. Cela est du (par concentration de la mesure) & la contribution principale des intégrales

non restreintes
o0 oo k
I,gz/ / [ o2(kti)?dty ... dt
0 0 =1

et
J! :/ / (/ Hgg(kti)dtl) dto ... dty
0 0 0 3
qui proviendra principalement de (¢1,...,tx) tels que Zle t; soit proche du centre de masse. En conséquence

on espérera que la contribution quand Zle t; > 1 est en effet petite si le centre de masse est < 1 et qu’ainsi I,
et Ji solent bien approchées par I}, et J;. dans ce cas.

Pour faciliter les notations, on posera v = fu>0 g2(u)?du et on restreint notre attention & go tel que v > 0.
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Commencgons par majorer . On a :

/ /tl,..., )2dt .. dtk—/ /Hggkt )2dty ... dty,

/0 /O £[192(kti)2dtl"'dtk = (/0 gz(kt)th)k = (/Okgz(u)zc?y
([ o) s

Maintenant, mlnorons Ji. Comme les carrés sont positifs, on obtient une borne plus faible pour Jj si on restreint
I'intégrale a Zl ot <1—+ (et dans ce cas 0 < t; < k) Cette restriction a ’avantage que, grace au support
de go, il n’y a pas de nouvelleb restrictions pour l'intégrale intérieure. Ainsi :

1 1 1 9
(8.4) I = // /F(tl,...,tk)dtl) dts . .. dty

(8.3) I

N

N

> / / / tl,...,tk)dt1)2dt2...dtk
to,...,t 20
POUIIES B
Bk )
farestn =0 0 =

k T
Zi:Z tigl_?

On réécrit le coté droit de I'inégalité (8.4) de la forme J, — Ej, ou J), est :

(8.5)/.../(/f(ﬁgz(kti))dtlfdtg...dtk - /- /ngkt (/0

to,...,tp =0 - to,...,t 20 =2

)
= (/000 gg(kt)dt)k_l(/Ooogz(ul)du1)2k2
= ([ tan) ([ getan)’
_ kk17k1(/00092(u)du>2

Dans les égalités précédentes, on a utilisé le fait que go est & support dans [0, T et fait le changement de variables
u = kt deux fois.

=3

2
gZ(ktl)dtl) dtg ... dtg

Ej, quand a lui, est de la forme :

(8.6) By, = // (/f(ﬁgz(kti))dtl)zdtz...dtk

to,... tr =0 i=1
k T
Yisati>1-7%

- (/fgg(ktl)dtl)g // (ﬁgg(kti))2dt2...dtk

toyesty20 T2
>k L ti>1-L

r duq\ 2
= (/o 92(u1)71) / / Hgg ul duz...dukk_("”‘_l)

U2, uk 20
Sk ui>k—T

_ k—k—l(/ODOQQ(ul)dul)z/ / Hgguz dus .. . duy,

a0 =2
f 2u1>k T
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Tout d’abord on veut montrer que l'erreur d’intégrale Fj est petit. On va faire cela par comparaison avec un
deuxiéme terme. On s’attend & ce que la borne de la majoration de Ej (qui sera dans 'expression (8.16)) soit
petit si le centre de masse de g3 est strictement plus petit que % En conséquence on introduit la restriction
sur go que

(8.7) §= Jo_uglwdu | T

fooo g(u)2du k
Pour simplifier les notations, on pose n = % — p qui est strictement positif car

k=T k=T T _ k=T _
k-1 M7k k- k(k—1)

Si El s u; >k —T, alors 2222 u; > (k—1)(u+n) car k=T = (n+ p)(k — 1), donc (71 Zf:z wi — p)? = n?,
ce qui au final donne

(5.8) L Y pP?

Puisque le coté droit de (8.8) et positif pour tout wu;, on obtient une borne plus grande pour Ej si on multiplie
Dintégrante par n~2(15 Zfﬁ u; — p)? et qu'on abandonne alors la condition Zle u; > k — T. Ce qui nous
donne :

(8.9) E. < 772kk1</000 gg(ul)du1)2 / . / (ﬁ Xk:uZ — u)2<ﬁg2(ui)2)duz .. dug

u2,...,ur 20
Z?:z w; >k—T

On développe le carré :

1 k
(8.10) (ﬁ Zu -

=
~_
N
|

k
(e 33w - 2 Dt
i=1

11]1

2

k
_ - 1 = ZU 22<7<]<k Uil 2M Zi:2 Uj ny

—1)? k—1

Tous les termes qui ne sont pas de la forme u? peuvent étre calculés explicitement comme une expression en
fonction de p et de . Faisons ces calculs terme par terme.

Tout d’abord,

oo 00 k k 00

(8.11) / .. / ,u2<Hgg(ui)2)du2 cooduy, = P H (/ gg(ui)Qdui) = p2yFt
0 0 =2 i=2 /0

Ensuite :

(8.12)

_2MZ . o koo o  k
/ / 1= 2 Z(l_Igg Uz )dUQ...duk- = _HZ/ / uiHQQ(uj)Qdui
i=2 /0 0 j=2
k k %) [eS)
= —%ZH (/0 gz(uj)2duj) X/o ;g2 (u;)*du;

i=2 j=2
i

k
21 _ _
= _716—15 ,yk 1><,u7:—27k 12
i=2
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Enfin,

(8.13) _1/ / 3 uu](Hggul ?)dus ... duy

2<i<j<k
k
2 o0 o0 o0
T (k-1)2 > (/ ui92(“i)2d“i)</ “j92(“j)duj) 1T (/ gz(ul)duz>
2<i i<k V0 0 =2 0

i,
2 B ,ylcfl,LLQ k—9
e, e =T

2<i,j <k

On somme maintenant les égalités (8.11), (8.12) et (8.13), et on obtient :

Pk =2)

814 2 k71_2 k—1 2 - _
(8.14) ny YT A+ ) )

Il reste les termes en u? On va essayer de les majorer pour obtenir aussi une expression en fonction de p et de
~. Pour cela, on remarque que u?gz (u;)? < Tu;ga(u;)? & cause du support de g. Donc :

(8.15) / / Hgg (u;) )dug...duk T/Ooo.../Ooouj(ﬁgg(ui)Q)duQ...duk
k %) = 0o

T(H/O gg(ui)zdui) X/O ujgg(uj)zduj
=

< T xopy = pTy*!

N

N

Apres tous ces calculs, I'inégalité (8.9) est devenu :

o< ([ (T

—2 —k—1.k—1 e s}
n_pl'k Y / 2
< g2(u)du
k—1 ( 0 )

La derniere inégalité est due au fait que p > 0.
On a

1

(k= ? = —

(=T~ u(k—l))2>%(k—T—uk)2>k(1—%—u)2

De plus, i < 1. Ces deux inégalités nous seront utiles pour les calculs suivants.
En reprenant les expressions (8.3) et (8.4), on a

kJy S k(J;, — Ey)

Avec les expressions (8.5) et (8.16), on a :

Bl (K1 galu)au)® — 2T o)) )
o fo—Fk
(Jg* g2(w)du)? T
0 v (1_(k_1)772)
(foo<> g2(u)du 2 B T
Jo~ g2(uw)?du (1 E(1-L — H)Q)

k

(8.18)

WV

WV

La derniere inégalité provient des deux inégalités évoquées précédemment.

Pour maximiser le minorant de ’expression (8.18), on cherche a maximiser fo g2(u)du sous les contraintes

T T
fo go(u)?du = v et fo uge (u)?du = .
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En utilisant les multiplicateurs de Lagrange, on remarque que cela revient a maximiser I’expression

T

(8.19) / " gatu)du—af / " gaupau— ) - B / ugs(u)?du — 17

par rapport aux variables a, 3 et go. Par I’équation d’Euler-Lagrange, cela se produit quand %(gg(t) —ags(t)?—
Btg(t)?) = 0 pour tout ¢ € [0, 7], ce qui nous donne 1 — 2ago(t) — 2tBga(t) = 0, et donc

1

Comme la fraction que I'on cherche n’est pas affectée si on multiplie go par une constante positive, on restreint
notre attention sur les fonctions g qui sont de la forme
1

9>(t) = 1+ At

vt € [0,T]

avec A > 0 constante. Pour un tel choix de go, on obtient :

(8.21) /ng(u)du - %[ln(l—i—At)]g:WTAﬂ

r ) 1 1 1 1
62 [ m@ide = Gl - 50- )

g 2 1 T T 1 1 1
(8.23) /0 ugz(u)“du = Z</0 1+ﬁdu—/O mdu)zﬁOn(l—kAT)—l—&-m)

Maintenant, on va choisir T tel que 1 + AT = e?, ce qui fait que nos expressions de g, deviennent :

T
/gg(u)du = 1
0
T 1 A
2 —
du = —(1—
| mrae = Fa—e
T 1 N
/ uge(u)?du = E(A—l—ke* )
0
On a également
M_jz(ln(1+AT)1+1+1AT)_1(A_1+ 1 )X RS SR SN SR
x(1= 777 A L+AT) l—gpm l-gpm A 1
et N N
et —1 e
T = < —
A A
Ainsi,
T e 1 11 A e 1, A e A e?
l-——p>1-—— 4= (A " )= (1) =A1(1- -
st s s e ) = 2 Ta ) (o %)

On va maintenant utiliser nos trois expressions de g, et I'inégalité précédente pour les appliquer dans I’expression
(8.18). On obtient alors :

kJy 1 T
8.24 —_— = 1-—
e LT )
A (eA —1)A
= 1-
1—e4 ( k(1 eAA71 _ 6’:)2)

Or comme le coté droit est positif, on peut minorer

1_’2,/4 par A et majorer (e* —1)A par e* A, donc

k?Jk ABA
— > All —
Iy ( k(1 — A — @;“)2)

eA—1

(8.25)
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Pour terminer, on choisit A =Ink — 2Inlnk > 0. Pour k assez grand, on a :

(8.26) 1_I_M > A‘l(l— A _f):A_l(l_(1nk)3_(1nk)21n(1nk)2_ 1 )

k eA—1 &k k— (Ink)? (Ink)?
Or
(Ink)? — (Ink)?In(ln k)2 (In k)3
8.27 <
(8.27) k— (Ink)? k
. . (Inz)®—(Inz)? In(In ) (Inz)?
par comparaison des fonctions x +— T (2] et o
En étudiant la fonction x +— 1 — (ln]f )’ _ ﬁ, on remarque que
Ink)2 — (Ink)?In(Ink)? 1
(8.28) A-i(1 = k)7 = (nk)" In(nk)” ) > 0

k— (Ink)? (In k)2

pour k assez grand. De plus , p < 1 — % d’apres (8.7). Par le choix que nous avons fait sur A, on obtient :

K (Ink — 2Inln k) (A

(8.29) My, > T > (Ink—2knlnk) <1 T (1= mE2hink) _ 15
()1~ Wiy

Ink
> (lnk—21nlnk)<1— >
(In k)2 — (lnk)Q(klnkk 2Inlnk) 1
(In k)2 -1
=0(1)

> (lnk721nlnk)(1f Ink )

(Ink)2 +0(1)
(Ink)? —2Inlnk
(Ink)2 4+ O(1)

—1
si k—+o00

Ink —2Inlnk — 2 pour k assez grand

> Ink—-2lnlnk —

WV

On a ainsi démontré le troisieme point de la Proposition 5.4. Il reste donc a montrer les deux premiers points
de cette proposition.
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Chapitre 9
Choix de poids pour k petit

Dans cette partie, on va prouver les points 1 et 2 de la Proposition 5.4. Pour pouvoir avoir une borne pour Mj
assez faible et convenable, on va s’intéresser a des approximations de la fonction optimale F' de la forme

(9.1) Flty,.o b)) = {P“l"o“”*k’ St (b, Bk) € R

sinon

avec P un polynéme. Par symétrie de E’:n J (m)( F) et It(F), on restreint notre attention aux polynoémes
qui sont des polynomes symétriques en t1, .. tk De tels polynémes peuvent s’écrire comme une expression
polyndémiale en identités de Newton P; = Z

111

Lemme 9.1. Soit P; = Z ' la j-éme somme de Newton. Alors on a

7,1L

a!
/ /17131 )IPdty ...ty = s ba)G ;(k),

ol

Gb,j(ff):b!zb:G) > ﬁlb'

r=1 bl,...,b,,.glz
S bi=b
est un polynéme de degré b qui ne dépend que de b et de j.

Démonstration. Montrons d’abord par récurrence sur k que pour tout (a,as,...,a) € NF+1 .

b o aHk a;!
9.2 // 1-) thidty ... dty, = L
v R, (1=2n) Trran o= G2 Sk

Notons H(k,a(a1,...,ax)) le terme de gauche.

Commencgons par le cas k=1 :

I'(ay +1)I(a+1) ayla!
Fa+a+2)  (a+a;+1)

1
9.3) /(l—tl)“t‘fldtl ~ Blai+1,a+1) =
0

On a le résultat pour k = 1. Avant de continuer la récurrence, faisons une remarque qui nous sera utile pour la
suite :

0<t; <1-F ¢
9.4 t1,...,l5) € R — i=1
( ) ( ' k) g { (tZa '7tk) € ,R'kfl

ty

>,y U qui, par
oo ti

Regardons alors l'intégration par rapport a ¢;. Faisons le changement de variables v =

la remarque précédente, est entre 0 et 1. Ainsi,
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alay!

Au final, H(k,a, (a1, ... = (akar it

7ak))

(9.6) H(k,a,(a1,...,a))

L’égalité (9.2) est donc bien démontrée.

Par le théoreme binomial,

b
P;

(9.7)

On applique I'égalité (9.2), et on obtient :

(9.8) /.../(1—P1)“ijdt1...dtk
R

H(k—-1,a+a +1,(ag,...

- T

(ﬁt?) /01 (1 - gtz — v(l - gti))a<v(l — §t1)>aldv<l — Xk:tz>
(f[tf) (1 _ iti)lﬁ_aﬁ_l /01(1 B U)avaldv
atai+1

alay! (a+ar+TTT[, a!
lotar+T(k—1+a+a+1+35 ,a)
a! Hle ai!

(k+a+YF a)

BT,
T E

b1,...,bk it =1
?:1bi:b
> o Soe)' (T1e)
th;
S [ [ o) (T
b1,....bk Hz:lbz' i=1 i=1
§=1bi:
3 b! al T, (jibs)!
[T, bi! -
s, T (ke on)!
=1
k .
bla! (7bi)!
ey YY)
bl,..,bk 1=1
i‘c:1bi:b

,ai)) Par hypothese de récurrence,

1...dtg

Pour les calculs, b sera petit, et on jugera plus convenable de diviser la somme comme dépendant du nombre
de b; qui ne sont pas nuls. Si on prend un entier 7, il y a (f) manieres de choisir r éléments parmi by, ..., b qui

soient non nuls. Ainsi :

Z ﬁ(]

b;)!
.|
by,....by i=1 bil

i bi=b

(9.9)

I

N
*

G

k
b)) eNYRfe LR £0y =1 S]]

bi,.by =1
!

S0y bi=b

jb;)!
Z H (Jbi!)

seeyby =1

" bi=b

On a obtenu le résultat demandé dans I’énoncé du lemme.
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11 est facile d’étendre le Lemme 9.1 a des combinaisons plus générales des identités de Newton. Dans la suite, on
va se concentrer sur le cas ou P est une expression polynémiale ne dépendant que de P; et de P, afin de simplifier
les choses. On remarque que les polynémes G} ; ne sont pas problématiques pour calculer numériquement dans
le cas de petites valeurs pour b. On utilise maintenant le Lemme 9.1 pour avoir une expression convenable
concernant I, (F') et J,gm) (F) avec ce choix de P.

Lemme 9.2. Soit F' une fonction donnée en fonction de P par la formule (9 1) Soit P donnée en fonction d’une
expression polynémiale des sommes de Newton P, = Zle t; et Py = ZZ L2 par P = ZZ Lai(l — Py)bipg
avec a; € R et (b;,¢;) € N2, Alors pour tout m € [[1,k]], on a

(b + b;)1Gepre, 2(k)
I(F) = ite,2
k(F) > wa Tk + bs + b; + 2¢; + 2¢;)!

1<i,j<d
i\ Voibjciresich iy Ger e 2(k — 1)
W) = 33 (5) () siatins
1<i,j<d ¢ =05=0 k+b;+bj + 2¢;i + 2¢; + 1)!

ot
. bl'bjl(ch — 26/1)!(20]' - 20/2)'(@ + bj +2¢c; + 2¢5 — 26/1 — 26/2 + 2)'
Thisbysciresseinch = (bs + 2¢; — 2¢, + 1)I(b; + 2¢; — 2y 4 1)!

ou G est le polynome donné dans le Lemme 9.1.

Démonstration. On va commencer par étudier Iy (F').

Par définition de F, on a :

(9.10) / / (tr, ... t,)%dt .. dtk—/ /Ptl,... )2dty . .. dty

Or P? = (Y ai(1— P)Y P52 =3 ;o cqaia(1 — Pl)bi+bjpzci+cj- Donc

9.11 I(F) = aza; | ... [ (1= Pt pSiteiqr, . dt
J 2

On utilise le Lemme 9.1 avec a = b; +b;, b =¢; +¢; et j = 2 (ici, le j est celui du lemme précédent, pas I'indice
de la somme). On obtient :

b + b')'GCHrc] (k)

+b; + b + 2¢; + 2¢;)!

(9.12) L(F) = Y agq C

1<4,j<d

Etudions maintenant .J ’gm) (F). Comme F est symétrique dans tq, ..., ¢, on remarque que J,gm) (F) est indépendant
de m. Il suffit donc d’étudier J,il)( F). Pour cela, étudions d’abord fl Yt (1 - Py)bPsdty

<

(9.13) P = (t§+§;t?)czi( )(Zﬁ) (12)°

Donc
=35 .t c k o 1=kt )
I R L 0 09 [0 30 B ATV
0 a0 \°© i=2 0
On poseu:#}:w.AinSi:

-3k, t , k bt2c—2¢/+1 1 ,
(9.15) / (1— P1)bt%6725 dt, = (1 _ th) / (1— u)bu2c—20 du
0 0

b+2c—2c"+1
- (1— ti) B(2c—2¢ +1,b+1)

/ bl(2¢ — 2¢)!
1 — plyb+2e—2¢/+1
( ) (b+2c—2¢ 4+ 1)!
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avec P| = Z?:z t;. On pose en plus Pj = Zf:z P2. On obtient donc

c

bl(2¢ — 2¢)!

1-k ot . .
9.16 1— P bPCdt — 24 c 1—pP b+2¢c—2¢"+1
o [ a-mrran = 3 (5@ a-m s

c/'=0

Avec (ta,...,tx) € Rg—1, 0n a :

(9.17) (/Olet1)2 _ (/Ol_ﬂji P(t1,...,tk)dt1)2

1->F 4 1= ot .
= > aiaj/ (1—P)"Psdty X/ (1— Py Py dty
0 0

1<d,5<d

Cq C'L' C’ ci— CI
= Y an( X (§) et pypeecn

S

X( : Gy (P/)C; (1 _ Pl)b+2cj72c'2+1 b!(2Cj — 26,2)' )
2 ! (b+2c; — 2ch + 1)!

/
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ci G
C; Cy ! 1ol 4D . .—2¢) —2¢! !
_ a;a; ( z) ( ]) (Pé)cl+c2<1 _ P{)b’+b7+261+2c-7 2¢) —2c5+2)!

/
— Cy
1<i,5<d c¢)=0c4L=0

bilb;!(2¢; — 2¢7)!(2¢; — 2¢5)!

s + 26, — 26, + 1)\(b; + 20, — 25 + 1)

Pour éviter des formules trop longues, on pose

4 bilb;!1(2¢; — 2¢1)!1(2¢; — 265)!
Y (b + 2¢i — 2¢) + 1)!(by + 2¢ — 2 + 1)!

On voit que Jél)(F) est de la forme
C’Z/.../(l—Pl’)b(Pé)cdtg...dtk
b,c Ri_1

pour certaines valeurs de b et ¢ et avec C' une constante. Or d’apres le Lemme 9.1,

b!

(918) //(]. —Pll)b(PQI)CdtQ...dtk = ch,Q(k— 1)
Rr—1

Donc

i el . .
Z aitt; Z Z (?) (Zf)di,j
1 2

1<i,j<d ¢, =0 ¢, =0

x / / (Pj)itea(1 — Py)betbot2etae =2 =204 Dlge,
Rr—1

(9.19) I (F)

ci & C; Cj;
= Y a3 () ()
1<4,j<d ¢/ =0c,=0
% (bi+bj+2ci+20j—20’1—20’24-2)!
k—1+0b;+b; +2c; +2c; — 2 —2c,, + 2+ 2c, + 2¢}
j 3 1 2 1 2

On obtient bien le résultat annoncé dans 1’énoncé.

(bl + 2¢; — 20/1 + 1)'

!Gc’l+c’2,2(k - 1)

O

On remarque d’apres le Lemme 9.2 que I (F) et Zle J,im) (F) peuvent s”exprimer comme des formes qua-
dratiques par rapport aux coefficients a = (aq,...,aq) du polynéme P. De plus, ces formes quadratiques sont

réelles définies positives. En particulier, on a :

SE_LIT(F) tadsa

m=1 —

I.(F) ~ taAja

(9.20)
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avec A1, Ay € My(R) matrices symétriques définies positives, qui peuvent étre calculées explicitement par
rapport k pour n’importe quel choix des exposants b; et ¢;. Maximiser les expressions de cette forme a une
solution connue.

Lemme 9.3. Soient Ay, Ay des matrices réelles symétriques définies positives. Alors

tadsa
tadia

est maximisé quand a est un vecteur propre de A;lAg pour la valeur propre maximale de AIIAQ, La valeur
mazximale de cette fraction vaut cette valeur propre.

Démonstration. On remarque que multiplier a par un scalaire non nul ne modifie pas la fraction, ce qui fait
qu’on peut supposer sans perte de généralité que tad;a = 1. Or par la théorie des multiplicateurs de Lagrange,
taAsa est maximisé sous la contrainte ‘ad;a = 1 quand

(9.21) L(a,\) = 'adsa— A('ad;a—1)

est stationnaire. Cela implique nécessairement que

oL )
(9.22) 0 = 9a, Vi
Or par symétrie de A; et de Asg,
(9.23) g(f = ((242—2)A))a), Vi

Comme A; est définie positive, elle est inversible. Donc
(9.24) 0= ((2142 — 2)\141)&)1. Vi <— (A2 — )\Al)a =0

— A'Aa=)a

Donc A est valeur propre de Al_lAQ dont a est un vecteur propre non nul. De plus, on a bien tadsa = AaA;a.
On a bien le résultat demandé. O

Apres ces deux lemmes, nous allons pouvoir conclure ce mémoire en démontrant complétement la Proposition

5.4.

Démonstration des parties 1 et 2 de la Proposition 5.4. Pour cette démonstration, on aura recours a des calculs
sur ordinateur pour calculer une borne plus faible pour M. Ces calculs seront admis.

Soit F' en fonction de P comme dans 'expression (9.1). Soit P écrit comme une expression polynomiale en
les P = Zle t; et Py = Zle t? et qui est une combinaison linéaire de tous les mondmes (1 — Pp)°P§ avec
b+ 2c < 11. Or il y a 42 mondémes de cette sorte!. Avec k = 105, on peut calculer les matrices symétriques

rationnelles de taille 42 x 42 A; et Ay correspondant aux formes quadratiques I (F) et Zle J,gm)(F ). Apres
calcul sur logiciel, on trouve que la plus grande valeur propre de Al_lAg, en reprenant les notations du lemme
précédent, est

(9.25) A~ 4.0020697... > 4.

Or Migs > A par définition de M}, donc M1g5 > 4. Le deuxieme point de la proposition est démontrée.
Pour le premier point de la proposition, on prend k =5 et

7 5 1 3
(9.26) P = (1-P)P+5(1-P)*+ P — (1 Py)
Avec un tel choix, on trouve :
Sk JUM(F) 1417255
9.27 My > m=. = =
(9.27) > I(F) 708216
On a ainsi terminé la démonstration de la Proposition 5.4, ce qui conclut notre mémoire. O

1. Les paires (b, ¢) possibles sont : (0, 0), (0
(37 0 ) (37 1)7 (37 2)7 (37 3)7 (37 4)7 (4’ 0)7 (47 1)7 (4

| ; ),((0,2),(073):(0:‘?:(075)7(
(10,0), (11,0)

1 1 1 1
+2),(4,3),(5,0),(5,1), (5,2), (5,3), (6,0), (6,
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Annexe

Fonction Béta
Définition 1. Pour tous x,y € R}, on pose :
I(z) = / t* e tdt
0

1
B(z,y) = /Otzfl(l—t)yfldt

Propriété 2. Vo >0, T(z+1)=z[(x). En particulier, Yn € N*, T(n+ 1) =nl(n).
Propriété 3. Pour tous z,y > 0,

L(z)C(y)
Blx,y) =
(#9) I(z+y)
Sommes de Newton
Définition 4. Soient ti,...,t; des variables. Pour j € [[1,k]], on appelle j-iéme somme de Newton le

k tj

i=1"1"

polynéme P; =3

Théoréme 5. Pour tout polynome symétrique R a k indéterminées, il existe un polynome Q a k indéterminées
tel que R(tl, <o ,tk) = Q(Pl(tl, . ,tk), e ,Pk(tl, e ,tk))

Multiplicateurs de Lagrange

L’énoncé est repris de 'ouvrage [?]

Théoréme 6. Soient f,g1,...,g, des fonctions réelles de classe C' sur un ouvert U de R", et X l’ensemble

défini par les équations
g1(x) =0,...,9p(z) =0 Ve e U

Si la restriction de f ¢ X admet un extremum local en a € X, et si les différentielles Dgi(a),. .., Dgp(a) sont
des formes linéaires indépendantes sur R™, alors nécessairement les formes linéaires D f(a), Dgi(a), ..., Dgp(a)
sont liées.

Donc 3(A1, ..., Ap) € RP, appelés multiplicateurs de Lagrange, tels que

k
Df(a) = Z XiDgi(a)
i=1

Equation d’Euler-Lagrange
Théoréme 7. Soit J la fonction définie par : pour toute fonction x de classe C*,
J(z) = b flt,x(t), z(t))dt
t
Une condition nécessaire pour que J soit stationna(;re est que l'on ait :

o5 _ 0 01,
dr Ot 0ox

53



Bibliographie

[1]

2]

[13]
[14]

Régis De la Breteche. Petits écarts entre nombres premiers et polymath : une nouvelle maniere
de faire de la recherche en mathématiques? Gazette des mathématiciens, (140) :19-31, avril 2014.
http ://smfd.emath.fr/Publications/Gazette/2014/140/smf_gazette_140_19-31 .pdf.

Peter D.T.A. Elliott and Heini Halberstam. A conjecture in prime number theory, volume IV (INDAM,
Rome, 1968-1969) of Symposia Mathematica, chapter 23, pages 59-72. Academic Press, 1970. MR 0276195.
Zbl 0238.10030.

John Friedlander and Andrew Granville. Limitations to the equi-distribution of primes. I. Annals of
Mathematics, 129 :363-382, 1989. MR 0986796. Zbl 0671.10041. http ://dx.doi.org/10.2307/1971450.

Daniel Goldston, Sidney Graham, Jédnos Pintz, and Cem Yildirim. Small gaps between products
of two primes. London Mathematical Society, 98 :741-774, 2009. MR 2500871. Zbl 1213.11171.
http ://dx.doi.org/10.1112/plms/pdm046.

Daniel Goldston, Jéanos Pintz, and Cem Yildirim. Primes in tuples. III. on the difference p,4+, — pp.
Functiones et Approzimatio Commentarii Mathematici, 35 :79-89, 2006. MR 2271608. Zbl 1196.11123.
http ://dx.doi.org/10.7169/facm/1229442618.

Daniel Goldston, Janos Pintz, and Cem Yildirim. Primes in tuples. I. Annals of Mathematics, 170 :819-862,
2009. MR 2552109. Zbl 1207.11096. http ://dx.doi.org/10.4007/annals.2009.170.819.

Daniel Goldston and Cem Yildirim. Higher correlations of divisor sums related to primes. III. small
gaps between primes. London Mathematical Society, 95 :653-686, 2007. MR 2368279. Zbl 1118.11040.
http ://dx.doi.org/10.1112/plms/pdm021.

Isabelle. www.techno-science.net, janvier 2014. http ://www.techno-science.net/ ?onglet=news&
news=12383.
James Maynard. Small gaps between primes. Annals of Mathematics, 181 :383-413, 2015.

http ://dx.doi.org/10.4007/annals.2015.181.1.7.

D. H. J. Polymath. New equidistribution estimates of zhang type, and bounded gaps between primes.
preprint. arXiv 1402.0811.

Francgois Rouviere. Petit guide de calcul différentiel. Cassini, 2009.

Atle Selberg. Collected Papers, volume II. Springer-Verlag, New York, 1991. with a foreword by K.
CChandrasekharan. MR 1295844. Zbl 0729.11001.

Gérald Tenenbaum. Introduction a la théorie analytique et probabiliste des nombres. Belin, 2008.

Yitang Zhang. Bounded gaps between primes. Annals of Mathematics, 179 :1121-1174, 2014. MR
3171761.Zbl 06302171. http ://dx.doi.org/10.4007/annals.2014.179.3.7.

54



Résumé et mots clés

Résumé

Le but de ce rapport est d’étudier en détail 'article de James Maynard publié en 2013. Cet article constituait
une étape supplémentaire dans la démonstration de la conjecture des nombres premiers jumeaux. En effet, si on
note p,, le n-ieme nombre premier et d,, = pn+1 — Pn, cette conjecture serait équivalente a liminf, d, = 2. Or
avant la publication de cet article, on avait su prouver que liminf, d,, < 7.107. Maynard, quand & lui, réussit
a réduire la majoration a 600 en montrant d’abord que liminf,, (py+m — pn) est fini. Pour cela, il reprend une
méthode mise en place par Goldston, Pintz et Yildirim, appelée méthode GPY, et qui utilise le crible de Selberg.
L’originalité de l'auteur est de généraliser ce crible a une dimension supérieure. On peut noter que la méthode
GPY nécessite le théoreme de Bombieri-Vinogradov. Maynard a su également montrer dans cet article que si
on admet une généralisation de ce théoréme, appelée conjecture de Elliott-Halberstam, alors la borne 600 peut
étre réduite a 12 et liminf,, (pr12 — prn) < 600.

Mots-clés : crible, nombres premiers.
Small gaps between primes

Abstract

The aim of this report was to study in detail Maynard’s article which was published in 2013. In this article, the
author introduced a refinement of a method created by Goldston, Pintz and Y ildirim based on sieve methods,
called GPY sieve method, for studying prime k-tuples and small gaps between primes. This refinement avoids
previous limitations of the method and allows to show that for each k, the prime k-tuples conjecture holds for
a positive proportion of admissible k-tuples. In particular, lim inf,, (p,tm — pn) < 00 fot every integer m. In this
article, it was also showed that lim inf,, (p,+1 — pn) < 600 and, if the Elliott-Halberstam conjecture if assumed,
then liminf, (pp+1 — pn) < 12 and liminf,, (p,4r2 — prn) < 600.
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