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Résumé

L’objectif de ce mémoire, dont l’outil mathématique principal est l’un des champs aléa-
toires gaussiens anisotropes, est, premièrement, de présenter le drap Brownien fractionnaire
en citant ses propriétés, deuxièmement, d’étudier ses variations d’ordre supérieur en mon-
trant en particulier un théorème limite central, troisièmement, d’introduire les modèles
mixtes à deux paramètres et d’étudier le comportement asymptotique de ses variations
d’ordre supérieur et, finalement, de montrer l’équivalence entre ce modèle mixte et un
drap Brownien dans le cas où ses paramètres de Hurst sont plus grands que 3/4.

Mots clés : Drap Brownien fractionnaire, modèles mixtes à deux paramètres, variations
d’ordre supérieur, théorème ergodique, théorème limite, paramètres de Hurst, mesures
équivalentes.
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Introduction

Ces dernières années, beaucoup d’attentions ont été accordées à l’étude des variations
de puissances pondérées des processus stochastiques vu qu’elles jouent un rôle crucial dans
le monde de la statistique et des équations différentielles stochastiques (EDS en abrégé).
En effet, plusieurs propriétés statistiques ont été déduites. Par exemple, l’étude des va-
riations de puissances pondérées a été utilisée par Barndorff-Nielsen et Shephard dans [6]
et [7] pour résoudre certains problèmes économétriquement financiers (les applications à
l’économétrie sont également données par [8]). Ces résultats théoriques ont également été
utilisés dans plusieurs domaines d’applications tels que l’estimation de la volatilité intégrée
(voir par exemple [29]), les estimations stochastiques pour le mouvement brownien frac-
tionnaire (mBf en abrégé) et les processus multi-fractionnaires [4], ainsi que pour tester les
sauts d’un processus observé en temps discret comme par exemple dans [28]. De plus, ces
variations servent aussi à étudier les EDS dirigées par un mBf comme dans [19] et [21].

Rappelons-nous du cas du mouvement Brownien fractionnaire introduit par Kolmo-
gorov et developpé par Mandelbrot et Van Ness. On considère BH = (BH

t )t≥0 un mBf de
paramètre de Hurst H ∈ (0, 1). Alors BH est le seul processus vérifiant :

1. gaussien avec EBH
1 = 0 et E

[

BH
1

]2
= 1. Sa fonction de covariance est

RH(t, s) =
1

2
(s2H + t2H − |t− s|2H)

2. autosimilarité : ∀a > 0, (a−HBH
at)t≥0 a la même loi que (BH

t )t≥0 au sens des lois
fini-dimensionnelles.

3. accroissements stationnaires : ∀h > 0, (BH
t+h − BH

h )t≥0 et (BH
t )t≥0 ont la même loi

au sens des distributions fini-dimensionnelles.

Les variations de p -puissance pondérées du BH sont définies par :

Vn :=

n
∑

i=1

f(BH
i−1
n

)(BH
i
n

−BH
i−1
n

)p,

où f une fonction à valeurs réelles suffisamment régulière. L’étude du comportement asymp-
totique de ce type de variations est un problème relativement ancien dans la littérature.
On cite à titre d’exemple : [5], [11], [31], [19], [21]...
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Dans ce contexte, l’étude de ce comportement (pour le cas f = 1) se résume comme
suite :

– Cas r pair :
• Si H ∈ (0, 3

4),

n−
1
2

n
∑

i=1

((nH(BH
i
n

−BH
i−1
n

))r − µr) =⇒ N (0, σ2
H,r),

où :
µr = E(N(0, 1))r,

σ2
H,r =

r
2

∑

q=1

(q!)2

(2q)!((r − 2q)!!)2

∑

i∈Z

ρ2q
H (i),

et

ρH(i) =
1

2
(|i+ 1|2H + |i− 1|2H − 2|i|2H).

• Si H = 3
4 ,

(n log n)−
1
2

n
∑

i=1

((nH(BH
i
n

−BH
i−1
n

))r − µr) =⇒ N (0, σ2
3
4
,r
).

• Si H ∈ (3
4 , 1),

n1−2H
n

∑

i=1

((nH(BH
i
n

−BH
i−1
n

))r − µr) =⇒ ζH,r,

où ζH,r est une variable aléatoire de ”Rosenblatt”.
– Cas r impair :

• Si H ∈ (0, 1
2 ],

n−
1
2

n
∑

i=1

(nH(BH
i
n

−BH
i−1
n

))r =⇒ N (0, σ2
H,r),

où

σ2
H,r =

(r−1)
2

∑

q=0

(r!)2

(2q + 1)!((r − 2q − 1)!!)2

∑

i∈Z

ρ2q+1
H (i).

• Si H ∈ (1
2 , 1),

n−H
n

∑

i=1

(nH(BH
i
n

−BH
i−1
n

))r =⇒ N (0, µ2
r+1).
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Fig. 1 – Trajectoires du mBf pour H = 0.2, H = 0.5 et H = 0.7.

Le mouvement Brownien fractionnaire est un sujet d’étude en soi passionnant mais,
du point de vue des applications à la modélisation des phénomènes rugueux, c’est un mo-
dèle trop pauvre. Expliquons cela à partir d’un exemple tiré du traitement de l’image.
Dans ce domaine les trajectoires du mBf ont été utilisées pour simuler le profil d’un massif
montagneux. Si l’on se reporte à l’encadré, la figure où H = 0.7 semble convenir pour un
massif plus ancien que celles pour H = 0.5 et H = 0.2. Plus le massif est ancien, plus les
profils des montagnes sont réguliers. Si on raffine cette démarche on peut se souvenir que
plus la roche du sol est dure, plus le massif est escarpé et plus grande sera l’irrégularité
de la trajectoire. Dans ce cas, on autorise le paramètre H à dépendre de la position du
point x. En fait la fonction x 7→ H(x) est souvent la fonction d’intérêt car elle traduit la
nature géologique du sous-sol. Cependant, quand on revient à la présentation mathéma-
tique du mBf, on s’aperçoit que H ne peut pas varier. Plus grave, l’auto-similarité est une
propriété d’invariance qui concerne l’ensemble de la trajectoire. Des raisons plus profondes
issues notamment de l’étude de la turbulence ont conduit un certain nombre d’auteurs à
proposer une généralisation du mBf : le mouvement Brownien multifractionnaire.

Dans ce contexte, une simple approche de ce type de processus, qui nous parait in-
téressante, a été étudiée par M. Dozzi et al. dans [10], dite modèle mixte, qui consiste en
une combinaison linéaire de mBf indépendants avec des paramètres de Hurst différents.
Plus précisément, il s’agit d’une combinaison linéaire d’un mBf de paramètre de Hurst
égale à 1

2 et un mBf qui, lui est indépendant et s’écrit sous cette forme :

MH
t = aBH

t + bWH
t , t ≥ 0,

où a et b sont des coefficients non nuls.
Ce type de modèle, ainsi que ses applications ont été abordés par plusieurs mathématiciens,
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citons quelques références : [9], [2], [12], [16], [17].
L’étude du comportement asymptotique de variations de puissance Sn de MH :

Sn :=

n
∑

i=1

(nrH+ p

2 (W i
n
−W i−1

n
)p(BH

i
n

−BH
i−1
n

)r − µpµr),

a été abordée par M. Dozzi et al. (voir [10]), dans l’intention de construire des estimateurs
fortement consistants des paramètres de ce modèle. Cette étude se résume comme suite :

– Si p et r sont pairs, r ≥ 2, alors, lorsque n→ ∞,
• pour H ∈ (0, 3

4) on a

n−
1
2Sn ⇒ N(0, σ2

H,rµ
2
p + σ2

p,r),

où
σ2

p,r = µ2r(µ2p − µ2
p).

• pour H = 3
4 ,

(n log n)−
1
2Sn ⇒ N(0, σ2

3
4
,r
µ2

p + σ2
p,r),

• pour H ∈ (3
4 , 1),

n1−2HSn ⇒ ζH,p,r.

– Si p est impair, alors pour tout H ∈ (0, 1),

n−
1
2Sn ⇒ N(0, µ2pµ2r).

– Si p est pair et r est impair, alors, lorsque n→ ∞,
• pour H ∈ (0, 1

2), on a

n−
1
2Sn ⇒ N(0, σ2

H,rµ
2
p + σ2

p,r),

• pour H ∈ (1
2 , 1),

n−HSn ⇒ N(0, µ2
pµ

2
r+1).

Vu son rôle important dans la modélisation des champs aléatoires anisotropes avec une
dépendance à long terme et son apparition remarquable dans l’étude des équations aux dé-
rivées partielles stochastiques, nous avons pensé nous intéresser au mBf à deux paramètres,
connu par drap Brownien fractionnaire (dBf) introduit par A. Kamont en 1996 dans [15],
Ayache et al. en 2002 dans [1], et étendre les résultats concernant le cas du mBf à un seul
paramètre (au début de l’introduction).

Ainsi, l’objectif de ce mémoire est d’étudier le comportement asymptotique des va-
riations d’ordre supérieur dans un premier lieu, du dBf, puis ceux d’un modèle mixte à
deux paramètres, en d’autres termes, étendre les résultats obtenus dans le cas d’un pro-
cessus à un seul paramètre mentionnés dans [10], dans le but de construire des estimateurs
fortement consistants des paramètres du modèle à deux paramètres.
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Le premier chapitre est réservé à des rappels concernant quelques notions et résul-
tats utiles le long du rapport.

L’introduction au dBf fera l’objet du deuxième chapitre : il s’agit d’une version bi-
dimensionnelle du mBf, c’est à dire indexé par un paramètre bidimensionnel. Comme le
mBf, le dBf est un processus gaussien, centré, auto-similaire, dont les accroissements sont
stationnaires. Ce processus, contrairement au mouvement Brownien à deux paramètres,
permet, via la corrélation entre les réalisations, de prendre en compte les valeurs passées
du bruit dans la modélisation. Les trajectoires seront influencées par les paramètres de ce
processus dits de Hurst et au point de vue modélisation, le dBf, contrairement au mBf,
tient compte des caractéristiques géométriques et probabilistes du modèle étudié, selon les
différentes directions.

Dans le troisième chapitre, nous nous intéressons, en premier lieu, à la loi des grands
nombres d’un dBf, en d’autres termes, nous prouvons le théorème ergodique usuel appliqué
à un dBf (voir théorème 3.1.1) en utilisant les polynômes d’Hermite, et plus précisément,
leur propriété d’orthogonalité. En fait, il s’agit d’une extension du théorème ergodique tel
qu’il est formulé par I.Nourdin (voir théorème 2.1 du chapitre 2 dans [24]) tout en sui-
vant le même raisonnement, grâce à la forme de la fonction de covariance du dBf comme
produit de deux fonctions de covariance de deux mBf. Puis, nous étudions les variations
d’ordre supérieur d’un dBf tout en commençant par prouver une extension du théorème de
Breuer-Major [20] appliquée à notre cas, en utilisant le remarquable théorème du moment
quatrième et quelques outils du calcul de Malliavin (section 3.2).

Le quatrième chapitre est consacré, premièrement, à l’étude des variations d’ordre su-
périeur appliquées au modèle mixte à deux paramètres (section 4.1.2) : Nous démontrons
une convergence en loi des variations d’ordre supérieur, convenablement normalisées, en
se basant sur les résultats de l’étude des variations d’ordre supérieur du dBf (section 3.2).
Puis, nous abordons le problème d’équivalence entre un modèle mixte à deux paramètres
et le drap Brownien tout en généralisant l’un des résultats étudiés par Cheridito dans [9] :
la mesure induite par un modèle mixte à deux paramètres est équivalente à celle d’un drap
Brownien pour paramètres de Hurst dans l’intervalle (3

4 , 1). Par conséquent, on ne pourra
pas trouver des estimateurs fortement consistants à partir de l’observation des trajectoires
de notre modèle mixte dans ce cas. Ce qui nous permettra de minimiser les cas d’estimation
des paramètres.

On finira par une conclusion et quelques perspectives.
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Chapitre 1

Préliminaires

Il nous a semblé intéressant de consacrer un chapitre au rappel de certaines notions et
résultats assez importants et utiles ultérieurement.

1.1 Bruit blanc

Définition 1.1.1 – Soit ν la mesure de Lebesgue de R
2 et F un ensemble de boréliens,

de mesure de Lebesgue finie. Un bruit blanc de R
2 est une fonction

W : Ω ×F → R

vérifiant :
• Pour tout A ∈ F , la variable aléatoire W (., A) est guaussienne de moyenne nulle et

de variance ν(A).
• Si A,C ∈ F sont disjoints, alors W (., A) et W (., C) sont indépendantes et on a

presque sûrement
W (., A ∪ C) = W (., A) +W (., C)

– L’intégrale stochastique d’une fonction φ ∈ L2(R2) par rapport au bruit blanc W
est une variable aléatoire guaussienne centrée de variance || φ ||22. De plus, on a la
proporiété d’orthogonalité et d’isométrie suivante :

E(
[∫

R2 f(x, y)1A(x, y)dWx,y

] [∫

R2 g(x, y)1C(x, y)dWx,y

]

) =
∫

R2(gf)(x, y)1A∩C(x, y)dxdy.

En particulier, lorsque A ∩ C = ∅,

E(

[∫

R2

f(x, y)1A(x, y)dWx,y

] [∫

R2

g(x, y)1C(x, y)dWx,y

]

) = 0,

et comme il s’agit de variables aléatoires guaussiennes centrées,
∫

R2 f(x, y)1A(x, y)dWx,y

et
∫

R2 g(x, y)1C(x, y)dWx,y sont indépendantes.
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1.2 Un lemme de D. Feyel et A. De La Pradelle

Soit (Xs,t)(s,t)∈R+2 un processus gaussien à deux paramètres, nul sur les axes, tel que :

∀s, t, h, k ∈ (0,+∞),∃p > 1,∃x, y ∈ (1
p
,+∞),

‖Xs+h,t+k −Xs+h,t −Xs,t+k +Xs,t‖p
≤ C|h|x|k|y

Alors, ce processus admet une modification
∽

X dont les trajectoires sont continues.

De plus, les trajectoires de
∽

X sont holderiennes d’exposant (x′, y′),∀x′ ∈ (0, x− 1
p
),

∀y′ ∈ (0, y − 1
p
) au sens suivant :

∀ω ∈ Ω,∃Cω > 0 telle que ∀s, s′, t, t′,
∣

∣

∣

∣

∽

Xs,t(ω) −
∽

Xs′,t(ω) −
∽

Xs,t′(ω) +
∽

Xs′,t′(ω)

∣

∣

∣

∣

≤ Cω

∣

∣s− s′
∣

∣

x′∣

∣t− t′
∣

∣

y′

.

(Voir [13] poue la preuve).

1.3 Les polynômes d’Hermite

Commmençons par définir la famille des polynômes d’Hermite :

Définition 1.3.1 Pour tout k ≥ 1, on définit le kème polynôme d’Hermite Hk comme
suit :

Hk = δk1,

où 1 est la fonction constante égale à 1 et δ : C1(R) → C0(R) est un opérateur linéaire
défini par :

(δϕ)(x) = xϕ(x) − ϕ′(x), x ∈ R.

Et on a, par convention, H−1 = 0 et H0 = 1. De plus, H1 = x,H2 = x2 − 1
et H3 = x3 − 3x sont les premiers polynômes d’Hermite.

Citons, maintenant, quelques propriétés importantes de ces polynômes.

Proposition 1.3.1 Soit (Hk)k∈N ⊂ R [X] une famille de polynômes d’Hermite. Alors :

1. La famille ( 1√
k!
Hk)k∈N est une base orthonormale de L2(R, 1√

2π
e

−x2

2 dx).

2. Soit (U, V ) un vecteur gaussien, avec U, V ∼ N(0, 1). Alors, pour tout k, l ∈ N,
on a :

E [Hk(U)Hl(V )] =

{

k!(EUV )k si k = l
0 sinon.
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1.4 Le théorème du moment d’ordre quatrième et sa version
multidimensionnelle

Dans un article fondateur publié en 2005 ([22]), Nualart et Peccati ont découvert un
théorème limite centrale impressionnant (appelée le théorème de moment quatrième) pour
l’ensemble des intégrales stochastiques multiples d’un ordre fixé : dans ce contexte, la
convergence vers une loi normale centrée réduite est seulement équivalente à la conver-
gence du moment quatrième. Un peu plus tard, Peccati et Tudor ont donné une version
multidimensionnelle de cette caractérisation (voir [30]).

On commence par citer quelques définitions et notations utiles ( [23]) :

Définition 1.4.1 1. Soit H un espace de Hilbert séparable. Pour tout q ≥ 1, on définit
H⊗q le q ème produit tensoriel de H et on note par H⊙q le q ème produit tensoriel
symétrique de H muni de la norme

√
q!‖.‖H⊗n. Soit X = {X(h);h ∈ H} un processus

gaussien isonormal sur H, càd il s’agit d’un processus gaussien centré indexé par H
défini sur un espace de probabilité (Ω,F , P ) et tel que, pour tout h, k ∈ H

E [X(h)X(k)] = 〈h, k〉H .

2. On note par Hn la fermeture du sous-espace vectoriel de L2(Ω,F , P ) engendré par :

{Hn(X(h)), h ∈ H; ‖h‖H = 1}

dit le n ème Chaos de Wiener associé à X.

3. Soit q ≥ 1 et f ∈ H⊙q. L’intégrale multiple par rapport à X, le processus isonormal
sur H, est définie par :

Iq(f) = δq(f),

avec δ l’opérateur linéaire défini dans 1.3.1.

On énonce, maintenant, les deux théorèmes surprenants correspondant à notre cas, sans
reprendre les preuves détaillées (voir [30]).

Théorème 1.4.1 (Nualart-Peccati 2005) Soit q ≥ 2 un entier. Soit (fn,m)n,m∈N une
suite des fonctions tel que :

∀n,m; fn,m ∈ H⊙q,

et
lim

n,m→∞
E

[

IX
q (fn,m)

]2
= σ2 > 0.

Alors, les assertions suivantes sont équivalentes :

8



(i) IX
q (fn,m)

L→ N ∼ N(0, σ2).

(ii) E
[

IX
q (fn,m)

]4 → EN4;n,m→ ∞.
(iii) ‖fn,m⊗rfn,m‖H⊗2(q−r) →

n,m→∞
0,∀r = 1, .., q − 1, où

fn,m⊗rfn,m(x1, ..., x2q−2r) = 〈fn,m(x1, ..., xq−r, .), fn,m(xq−r+1, ..., x2q−2r, .)〉H⊗r.

On termine par citer :

Théorème 1.4.2 (Peccati-Tudor, 2005) On considère l entiers q1, ..., ql ≥ 1, avec
l ≥ 2. Supposons que tous les qi sont deux à deux différents.
Soit l’ensemble

{

(f1
n,m, ..., f

l
n,m);n,m ∈ N

∗} tel que f i
n,m ∈ H⊙i,∀i = 1, ..., l et verifiant :

lim
n,m→∞

∥

∥f i
n,m

∥

∥

2

H⊙i = σ2
i > 0,

et ∀1 ≤ i < j ≤ l,

lim
n,m→∞

E
[

IX
qi

(f i
n,m)IX

qj
(f j

n,m)
]

= 0.

Alors les assertions suivantes sont équivalentes :

(i) ∀1 ≤ i ≤ l; IX
qi

(f i
n,m)

L→ N ∼ N(0, σ2
i ).

(ii) (IX
q1

(f1
n,m), ..., IX

ql
(f l

n,m))
L→ N(0, diag(σ2

1, ..., σ
2
l )); n,m→ ∞.
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Chapitre 2

Le drap Brownien fractionnaire

De nombreux ensembles de données provenant de divers domaines scientifiques, tels
que le traitement de l’image, l’hydrologie, la géostatistique et les statistiques spatiales
ont la nature anisotrope dans le sens où elles n’ont pas les mêmes caractéristiques géo-
métriques et probabilistes selon des directions différentes, d’où le mouvement Brownien
fractionnaire n’est pas suffisant pour modéliser ces phénomènes. Dans ce cadre, plusieurs
classes de champs aléatoires gaussiens anisotropiques ont été introduites. Parmi lesquelles,
on s’intéresse, dans ce chapitre, au drap Brownien fractionnaire introduit par A. Kamont
dans [15] et défini comme une double intégrale fractionnaire d’un bruit blanc (voir aussi [1]).

2.1 Définition et existence du drap Brownien fractionnaire
(dBf)

On définit le drap Brownien fractionnaire sur (R+)2 par

Bα,β
s,t =

∫

R2

fα(s, u)fβ(t, v)dWu,v, (2.1)

où

fα(s, u) = (s − u)
α− 1

2
+ − (−u)α− 1

2
+ , fβ(t, v) = (t − v)

β− 1
2

+ − (−v)β− 1
2

+ et α, β sont deux
paramètres rélles à valeurs dans (0, 1).

Remarque 2.1.1 – Les deux paramètres α, β sont bien choisis de tel sorte que, pour
tout (s, t) ∈ (R+)2, fα(s, .)fβ(t, .) ∈ L2(R2).

– fα et fβ sont les intégrandes (aux constantes près) d’un mBf classique de paramètres
respectifs α et β.

Proposition 2.1.1 1. Le champ Bα,β est un champ aléatoire gaussien centré nul sur
les axes et de fonction de covariance
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E(Bα,β
s,t B

α,β
s′,t′) =

cα
2

(|s|2α +
∣

∣s′
∣

∣

2α −
∣

∣s− s′
∣

∣

2α
)
cβ
2

(|t|2β +
∣

∣t′
∣

∣

2β −
∣

∣t− t′
∣

∣

2β
) (2.2)

où

cα =

∫

R

f2
α(1, u)du, cβ =

∫

R

f2
β(1, v)dv.

2. Si α = β = 1
2 , alors le dBf n’est qu’un drap Brownien.

Preuve.

1. Soit α, β ∈ (0, 1), Bα,β est un processus guaussien par construction. Notons que

V ar(Bα,β
s,t ) = (

∫

R

f2
α(s, u)du)(

∫

R

f2
β(t, v)dv) = cαs

2αcβt
2β .

Alors,
Bα,β

s,t ∽ N(0, cαcβt
2βs2α).

En calculant la fonction de covariance de Bα,β :

E(Bα,β
s,t B

α,β
s′,t′) = (

∫

R

fα(s, u)fα(s′, u)du)(
∫

R

fβ(t, v)fβ(t′, v)dv),

on obtient le produit de deux covariances du mBf classique de paramètres respectifs
α et β.
Pour achever la preuve, il suffit de remarquer que :

Bα,β

(s,0) = Bα,β

(0,t) = Bα,β

(0,0) = 0.

2. Comme dans le cas du mBf, il suffit de remarquer que la fonction de covariance de
B

1
2
, 1
2 est réduit à ((s, t), (s′, t′)) 7→ (s ∧ t)(s′ ∧ t′).

�

Remarque 2.1.2

– comme dans le cas du mBf, si (α, β) 6= (1
2 ,

1
2), le dBf n’est pas une semi-martingale.

– Les deux processus s 7→ Bα,β
s,t et t 7→ Bα,β

s,t sont des mBf d’indices de Hurst, respec-

tivement, α et β, ayant les mêmes lois que s 7→ sαBα et t 7→ tβBβ, respectivement,
où pour γ = α, β, Bγ := Bγ

1 .
– On dit que Bα,β est un dBf standard si cα = cβ = 1.
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2.2 Stationnarité et auto-similarité

Dans cette section, nous présentons deux propriétés très importantes du dBf.

2.2.1 La stationnarité

Nous définissons, ici, la premième propriété du dBf.

Définition 2.2.1 Soit T ⊂ R
2. Un processus gaussien X = (Xs,t, (s, t) ∈ T ) est dit

stationnaire si, ∀n ∈ N
∗,∀((s1, t1), (s2, t2), .., (sn, tn)) ∈ Tn, la loi de

(Xs+s1,t+t1 , Xs+s2,t+t2 , .., Xs+sn,t+tn)

ne dépend pas de (s, t).

On définit les accroissements rectangulaires du processus Bα,β par :

∆s,tB
α,β
h,k = Bα,β

s+h,t+k −Bα,β
s+h,t −Bα,β

s,t+k +Bα,β
s,t .

Alors, on a la proposition suivante :

Proposition 2.2.1 Le pocessus Bα,β est à accroissements stationnaires.

Preuve. Il faut montrer que, pour tout (s, t) ∈ R
+2

, les lois de dimension finie du proces-

sus accroissements (h, k) 7→ ∆s,tB
α,β
h,k ne dépendent pas de (s, t), c’est à dire que

∀n ∈ N
∗,∀((h1, k1), (h2, k2), .., (hn, kn)) ∈ (R+2)n, le vecteur (∆s,tB

α,β
h1,k1

,∆s,tB
α,β
h2,k2

, ..,∆s,tB
α,β
hn,kn

)

est de même loi que le vecteur (∆0,0B
α,β
h1,k1

,∆0,0B
α,β
h2,k2

, ..,∆0,0B
α,β
hn,kn

).

Et comme ∆s,tB
α,β
h,k est gaussien (sa loi est entièrement déterminée par sa moyenne et sa

fonction de covariance), il suffit de montrer que

E(∆s,tB
α,β
hi,ki

), V ar(∆s,tB
α,β
hi,ki

) et E(∆s,tB
α,β
hi,ki

∆s,tB
α,β
hj ,kj

) ne dépendent pas de s et t, pour
tout hi, ki et pour tout hj , kj .

Pour cela, nous allons commencer par expliciter ∆s,tB
α,β
h,k :

∆s,tB
α,β
h,k =

∫

R2

[fα(s+ h, u)fβ(t+ k, v) − fα(s, u)fβ(t+ k, v) − fα(s+ h, u)fβ(t, v) + fα(s, u)fβ(t, v)] dWu,v

=

∫

R2

[fα(s+ h, u) − fα(s, u)] [fβ(t+ k, v) − fβ(t, v)] dWu,v

=

∫

R2

[

(s+ h− u)
α− 1

2
+ − (s− u)

α− 1
2

+

] [

(t+ k − v)
β− 1

2
+ − (t− v)

β− 1
2

+

]

dWu,v.
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1. E(∆s,tB
α,β
h,k ) = 0 par définition de l’iintégrale par rapport au bruit blanc.

2. Calculons maintenant V ar(∆s,tB
α,β
h,k ) :

V ar(∆s,tB
α,β
h,k ) = (

∫

R

[

(s+ h− u)
α− 1

2
+ − (s− u)

α− 1
2

+

]2

du)(
∫

R

[

(t+ k − v)
β− 1

2
+ − (t− v)

β− 1
2

+

]2

dv).

On réalise le changement de variable : hx = u− s et ky = v − t, et l’on obtient :

V ar(∆s,tB
α,β
h,k ) = cαh

2αcβk
2β .

Donc, V ar(∆s,tB
α,β
h,k ) ne dépond pas de s et t.

3. Calculons la fonction de covariance E(∆s,tB
α,β
h,k )(∆s,tB

α,β
h′,k′), pour tout

h, h′, k, k′ ∈ R
+ :

E(∆s,tB
α,β
h,k )(∆s,tB

α,β
h′,k′)

= (

∫

R

[

(s+ h− u)
α− 1

2
+ − (s− u)

α− 1
2

+

] [

(s+ h′ − u)
α− 1

2
+ − (s− u)

α− 1
2

+

]

du)

× (

∫

R

[

(t+ k − v)
β− 1

2
+ − (t− v)

β− 1
2

+

] [

(t+ k′ − v)
β− 1

2
+ − (t− v)

β− 1
2

+

]

dv).

On obtient le produit de deux covariances d’accroissements de deux mBf de para-
mètres respectifs α et β, c-à-d :
E(∆s,tB

α,β
h,k )(∆s,tB

α,β
h′,k′) =

cαcβ

4 (|h|2α+|h′|2α−2|h− h′|2α)(|k|2β+|k′|2β−2|k − k′|2β),
et la covariance ne dépond ni de s ni de t.

�

Notation :
On notera par ∆Bα,β l’accroissement qui définit un processus indépendant de (s, t) et qui
vérifie le corollaire suivant :

Corollaire 1 Le processus accroissement ∆Bα,β est un champ aléatoire gaussien centré
de fonction de covariance

1

4
cαcβ(|h|2α +

∣

∣h′
∣

∣

2α − 2
∣

∣h− h′
∣

∣

2α
)(|k|2β +

∣

∣k′
∣

∣

2β − 2
∣

∣k − k′
∣

∣

2β
).
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2.2.2 L’auto-similarité

D’après Benoit Mandelbrot, 1999 : (Un objet est dit auto-similaire si le tout, c’est-à-
dire l’objet tout entier, peut être découpé en parties, dont chacune se déduit du tout par
une similitude, c’est-à-dire une réduction ou compression linéaire. Du point de vue mathé-
matique, le processus de réduction peut être répété indéfiniment. Il s’ensuit nécessairement
qu’un objet mathématique auto-similaire contient des détails infinitésimaux). Mathémati-
quement, cela s’écrit :

Définition 2.2.2 Un processus stochastique à deux paramètres X = (Xt,s, (t, s) ∈ T ),

T ⊂ (R+)2 est dit auto-similaire d’ordre (α, β) si, pour tout h, k > 0, le processus (
∽

Xs,t)(s,t)∈T

∽

Xs,t := hαkβX s
h

, t
k

a la même loi que le processus X.

Nous allons montrer que le champ Bα,β est statistiquement auto-similaire de la même façon
que le champ Brownien fractionnaire.

Proposition 2.2.2 Le drap brownien fractionnaie Bα,β est un processus auto-similaire

dans le sens où : si ∀h, k ∈ R
+
∗ , le processus

∽

B
α,β

défini par

∽

B
α,β

s,t = hαkβBα,β
s
h

, t
k

,

est de même loi que Bα,β.

Preuve. Il est évident que
∽

B
α,β

s,t est un champ gaussien. Donc, pour montrer que les deux
champs aléatoires ont la même loi, il suffit de montrer qu’ils ont la même moyenne et la
même fonction de covariance. Pour cela, il suffit d’appliquer les deux propriétés de base du
dBf.

�

2.3 Régularité des trajectoires

Comme dans le cas du mouvement Brownien fractionnaire, le drap Brownien fraction-
naire admet des trajectoires continues pour tout α, β ∈ (0, 1). La preuve est basée sur un
lemme de D. Feyel et A. De La Pradelle (section 1.2).
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Proposition 2.3.1 Si α, β ∈ (0, 1), Bα,β admet une modification
∽

B
α,β

dont les trajectoires

sont continues sur (R+)2. De plus, les trajectoires de
∽

B
α,β

sont Holderiennes d’exposants
(α′, β′),∀α′ ∈ (0, α), β′ ∈ (0, β) au sens défini dans 1.2.

Preuve. D’après le corollaire 1, ∆Bα,β suit une loi gaussienne N(0, cαcβh
2αk2β). Or

les moments des lois gaussiennes sont liés par la relation :

E(|X|r) =
2

r
2 Γ( r+1

2 )

Γ(1
2)

‖X‖r
2,

pour tout r > 0 (r paire). Donc,

E(
∣

∣

∣
∆Bα,β(h, k)

∣

∣

∣

r

)
1
r = (

2
r
2 Γ( r+1

2 )

Γ(1
2)

)
1
r
√
cαcβh

αkβ = cα,β,rh
αkβ,

où cα,β,r =
√
cαcβ(

2
r
2 Γ( r+1

2
)

Γ( 1
2
)

)
1
r . En choisissant r > sup( 1

α
, 1

β
), on conclut avec le lemme

de D. Feyel et A. La Pradelle (1.2) car α, β ∈ (0, 1).

�

2.4 Réprésentations intégrales du dBf

Rappelons qu’un mBf d’indice de Hurst α, Bα admet une représentation intégrale sous
la forme suivante (voir [3]) :

Bα
t =

∫ t

0
Kα(t, s)dWs,

où W est un mouvement Brownien standard et le noyau Kα est donné par :

Kα(t, s) =

[

dα(t− s)α− 1
2 + dα(

1

2
− α)

∫ t

s

(u− s)α− 3
2 (1 − (

s

u
))

1
2
−αdu

]

1[0,t](s)

avec dα est la constante de normalisation suivante :

dα = (
2αΓ(3

2 − α)

Γ(α+ 1
2)Γ(2 − 2α)

)
1
2 .

En tenant compte de l’expression précédente au cas du mBf, on peut définir le dBf comme
suit :

Bα,β
t,s =

∫ t

0

∫ s

0
Kα(t, u)Kβ(s, v)dWu,v.
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Chapitre 3

Etude des variations d’ordre

supérieur du dBf

Nous débutons ce chapitre avec des énoncés d’intérêt propre, le théorème ergodique,
qui affirme que la loi des grands nombres est applicable dans le cas de notre processus
envisagé ici (dBf standard). Dans la suite, nous étudions le comportement asymptotique
de ses variations puissance, inspiré des résultats faits par I.Nourdin dans [24].

3.1 Théorème ergodique

Par analogie au théorème 2.1 dans [24] et en remplaçant le mBf avec un dBf, nous
obtenons :

Théorème 3.1.1 Soit G ∽ N(0, 1). Soit f : R → R une fonction mesurable tel que
Ef(G)2 < ∞. Soit Bα,β un dBf standard de paramètres de Hurst α, β ∈ (0, 1). Alors,
quand n,m→ ∞, on a :

1

nm

n
∑

i=1

m
∑

j=1

f(∆i,jB
α,β)

L2

→ Ef(G), (3.1)

où
∆i,jB

α,β := Bα,β(i, j) −Bα,β(i, j − 1) −Bα,β(i− 1, j) +Bα,β(i− 1, j − 1).

Remarque 3.1.1 En utilisant la propriété d’autosimilarité de Bα,β, on déduit du théorème
précédent que :

1

nm

n
∑

i=1

m
∑

j=1

f(nαmβ∆n,m
i,j Bα,β)

L2

→ Ef(G); n,m→ ∞ (3.2)
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où

∆n,m
i,j Bα,β := Bα,β(

i

n
,
j

m
) −Bα,β(

i

n
,
j − 1

m
) −Bα,β(

i− 1

n
,
j

m
) +Bα,β(

i− 1

n
,
j − 1

m
).

Preuve.

– Cas α = β = 1
2 , on a bien évidemment la convergence par la loi des grands nombres

([27]) du à la propriété d’indépendance des accroissements d’un drap Brownien.
– Cas (α, β) 6= (1

2 ,
1
2) :

Comme Ef(G)2 <∞, on peut exprimer f en fonction des polynôme d’Hermite
(voir la proposition 1.3.1) et on obtient ainsi,

f(x) =

∞
∑

l=0

cl√
l!
Hl(x). (3.3)

La propriété d’orthogonalité des polynômes d’Hermite (1. prop 1.3.1) implique :

∞
∑

l=0

c2l = Ef(G)2 <∞.

Aussi, en choisissant x = G et en prenant l’espérance de (3.3), on obtient :

c0 = Ef(G).

Donc :
1

nm

∑n
i=1

∑m
j=1 f(∆i,jB

α,β) − Ef(G) = 1
nm

∑n
i=1

∑m
j=1

∑∞
l=1

cl√
l!
Hl(∆i,jB

α,β).

Etant donné que ∆i,jB
α,β

∽ N(0, 1) et d’après la proposition (2.prop 1.3.1), on
déduit :
E

[

( 1
nm

∑n
i=1

∑m
j=1 f(∆i,jB

α,β) − Ef(G))2
]

= E



(
1

nm

n
∑

i=1

m
∑

j=1

f(∆i,jB
α,β) − Ef(G))(

1

nm

n
∑

i′=1

m
∑

j′=1

f(∆i′,j′B
α,β)) − Ef(G))





=
1

(nm)2

∞
∑

l=1

c2l
l!

n
∑

i,i′=1

m
∑

j,j′=1

E(Hl(∆i,jB
α,β)Hl(∆i′,j′B

α,β))

=
1

(nm)2

∞
∑

l=1

c2l

n
∑

i,i′=1

m
∑

j,j′=1

(E
[

∆i,jB
α,β∆i′,j′B

α,β
]

)l.

Or on a, d’après l’inégalité de Cauchy-Schwartz :

∣

∣

∣E
[

∆i,jB
α,β∆i′,j′B

α,β
]∣

∣

∣ ≤
√

E(∆i,jBα,β)2
√

E(∆i′,j′Bα,β)2 = 1.
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Ainsi,

E
[

( 1
nm

∑n
i=1

∑m
j=1 f(∆i,jB

α,β) − Ef(G))2
]

≤ 1

(nm)2
(
∞

∑

l=1

c2l )
n

∑

i,i′=1

m
∑

j,j′=1

∣

∣

∣
E

[

∆i,jB
α,β∆i′,j′B

α,β
]∣

∣

∣

=
1

(nm)2
V ar(f(G))

n
∑

i,i′=1

m
∑

j,j′=1

∣

∣

∣
E

[

∆i,jB
α,β∆i′,j′B

α,β
]∣

∣

∣
.

Et comme
E

[

∆i,jB
α,β∆i′,j′B

α,β
]

= ρα(i− i′)ρβ(j − j′),

où pour γ = α, β, on a

ργ(x) = ργ(|x|) =
1

2
(|x+ 1|2γ + |x− 1|2γ − 2|x|2γ).

D’où,

E
[

( 1
nm

∑n
i=1

∑m
j=1 f(∆i,jB

α,β) − Ef(G))2
]

≤ 1

(nm)2
V ar(f(G))

n
∑

i,i′=1

m
∑

j,j′=1

∣

∣ρα(i− i′)ρβ(j − j′)
∣

∣

=
1

(nm)2
V ar(f(G))(

n
∑

i,i′=1

∣

∣ρα(i− i′)
∣

∣)(

m
∑

j,j′=1

∣

∣ρβ(j − j′)
∣

∣).

De plus,

n
∑

i,i′=1

∣

∣ρα(i− i′)
∣

∣ =

n
∑

i=1

n−i
∑

i′=1−i

∣

∣ρα(i′)
∣

∣

=

n−1
∑

i=0

|ρα(i)| +
n

∑

i=2

n−i
∑

i′=1−i

|ρα(i)|

≤ 2n
n−1
∑

i=0

|ρα(i)| .

De même,
m

∑

j,j′=1

∣

∣ρβ(j − j′)
∣

∣ ≤ 2m

m−1
∑

j=0

|ρβ(j)| .

Ainsi,

E



(
1

nm

n
∑

i=1

m
∑

j=1

f(∆i,jB
α,β) − Ef(G))2



 ≤ 4

nm
V ar(f(G))(

n−1
∑

i=0

|ρα(i)|)(
m−1
∑

j=0

|ρβ(j)|).

18



Pour conclure, on a besoin du comportement asymptotique de

k−1
∑

i=0

|ργ(i)| ,

où k = n,m et γ = α, β.
On a bien

ργ(i) ∽
i→+∞

γ(2γ − 1)i(2γ−2).

∗ Si γ < 1
2 , alors :

k−1
∑

i=1

|ργ(i)| −→
k→∞

∞
∑

i=1

|ργ(i)| < +∞.

Ce qui implique :

1

k

k−1
∑

i=0

|ργ(i)| −→
k→∞

0.

On en déduit le résultat.
∗ Si 1

2 < γ < 1, alors on a, quand k → ∞,

k−1
∑

i=1

|ργ(i)| ∽ γ(2γ − 1)

k−1
∑

i=1

i(2γ−2)
∽ γk2γ−1,

et on en déduit le résultat car γ < 1.

�

Comme un résultat directe du théorème précédent, on déduit les p-variations du dBf :

Corollaire 2 Soit Bα,β un dBf d’indices de Hurst (α, β) ∈ (0, 1)2, et soit p ∈ [1,+∞) .
Alors, quand n,m→ ∞ :

n
∑

i=1

m
∑

j=1

∣

∣

∣
∆n,m

i,j Bα,β
∣

∣

∣

p L2

→ l

où :

l =











































0 si







p > 1
α

et p > 1
β

p = 1
α

et α < β
p = 1

β
et β < α

E|G|p si p = 1
α

= 1
β
, avec G ∽ N(0, 1)

∞ si







p < 1
α

et p < 1
β

p = 1
α

et α > β
p = 1

β
et β > α
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Fig. 3.1 – p-variations d’un dBf (cas n 6= m).

Remarque 3.1.2 Si on suppose que n = m, c’est à dire, on considère une même discré-
tisation de l’intervalle [0, 1] dans les deux directions, on aura un résultat plus précis du
comportement de p−variation du dBf, quand n→ ∞

n
∑

i,j=1

∣

∣

∣
∆n,n

i,j B
α,β

∣

∣

∣

p L2

→







0 si p > 2
α+β

E|G|p si p = 2
α+β

∞ sinon
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Fig. 3.2 – p-variations d’un dBf (cas n = m)

Nous verrons plus loin (chapitre 5) que le théorème ergodique, en particulier le résultat
suivant, sera un outil nécessaire dans l’étude du comportement des variations puissance du
modèle mixte.

Théorème 3.1.2 Soient ξ et ς deux variables aléatoires i.i.d ∽ N(0, 1).
Soient f, g : R → R deux fonctions mesurables tels que E[f2(ξ)] <∞ et E[g2(ς)] <∞.

Soit Bα,β =
{

Bα,β
s,t , (s, t) ∈ (R+)2

}

un dBf d’indices de Hurst (α, β) ∈ (0, 1)2, et soit

W =
{

Ws,t, (s, t) ∈ (R+)2
}

un drap Brownien indépendant de Bα,β.
Alors, on a, lorsque n,m→ ∞ :

1

nm

n
∑

i=1

m
∑

j=1

f(∆i,jB
α,β)g(∆i,jW )

L2

→ Ef(ξ)Eg(ς). (3.4)

Preuve. On procède comme dans la preuve du théorème précédent : Par hypothèse,
on a Ef2(ξ) < +∞ et Eg2(ς) <∞, ce qui implique qu’on peut exprimer f et g en fonction
des polynômes d’Hermite :

f(x) =
∑

k≥0

akHk(x).

g(x) =
∑

k′≥0

bk′Hk′(x).

21



En utilisant la proposition 1.3.1, on obtient :

E( 1
nm

∑n
i=1

∑m
j=1 f(∆i,jB

α,β)g(∆i,jW ) − Ef(ξ)Eg(ς))2

= E





1

(nm)2

n
∑

i=1

m
∑

j=1

(a0 +
∑

k≥1

akHk(∆i,jB
α,β))(b0 +

∑

k′≥1

bk′Hk′(∆i,jW )) − a0b0





2

:= (1) + (2) + (3) + (4) + (5) + (6),

avec :

(1) :=
1

(nm)2
E(a0

n
∑

i=1

m
∑

j=1

∑

k′≥1

bk′Hk′(∆i,jW ))2

= a2
0E(

1

nm

n
∑

i=1

m
∑

j=1

g(∆i,jW ) − Eg(ς))2.

Comme le drap Brownien est à accroissements indépendants, on a, d’après la loi des grands
nombres :

(1) −→
n,m→∞

0.

(2) :=
1

(nm)2
E(b0

n
∑

i=1

m
∑

j=1

∑

k≥1

akHk(∆i,jB
α,β))2

=
b20

(nm)2

n
∑

i,i′=1

m
∑

j,j′=1

∑

k≥1

a2
k(E

[

∆i,jB
α,β∆i′,j′B

α,β
]

)k

=
b20

(nm)2

n
∑

i,i′=1

m
∑

j,j′=1

∑

k≥1

a2
kρ

k
α(i− i′)ρk

β(j − j′)

≤ 4b20
nm

V ar(f(G))(

n−1
∑

i=0

|ρα(i)|)(
m−1
∑

j=0

|ρβ(j)|) −→
n,m→∞

0.

(3) := 2a0b0
(nm)2

∑n
i,i′=1

∑m
j,j′=1

∑

k,k′≥1 akbk′E(Hk(∆i,jB
α,β)Hk′(∆i′,j′W ))

=
2a0b0
(nm)2

n
∑

i,i′=1

m
∑

j,j′=1

∑

k≥1

akbk(E
[

∆i,jB
α,β∆i′,j′W

]

)k = 0.

Car (∆i,jB
α,β) et (∆i,jW ) sont deux processus gaussiens centrés indépendants.

(4) := 1
(nm)2

E
[

∑n
i=1

∑m
j=1(

∑

k≥1 akHk(∆i,jB
α,β))(

∑

k′≥1 bk′Hk′(∆i,jW ))
]2

=
1

(nm)2

n
∑

i,i′=1

m
∑

j,j′=1

∑

k,k′≥1

a2
kb

2
k′(E

[

∆i,jB
α,β∆i′,j′B

α,β
]

)k(E
[

∆i,jW∆i′,j′W
]

)k′ −→
n,m→∞

0.
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(5) :=
2a0

(nm)2

n
∑

i,i′=1

m
∑

j,j′=1

∑

k,k′≥1

akb
2
k′E

[

Hk(∆i,jB
α,β)Hk′(∆i,jW )Hk′(∆i′,j′W )

]

= 0.

Enfin,

(6) :=
2b0

(nm)2

n
∑

i,i′=1

m
∑

j,j′=1

∑

k,k′≥1

a2
kbk′E

[

Hk(∆i,jB
α,β)Hk(∆i′,j′B

α,β)Hk′(∆i′,j′W )
]

= 0.

D’où :

E(
1

nm

n
∑

i=1

m
∑

j=1

f(∆i,jB
α,β)g(∆i,jW ) − Ef(ξ)Eg(ς))2 −→

n,m→∞
0.

�

3.2 Le comportement asymptotique des variations d’ordre
supérieur du dBf

Dans cette section, nous abordons l’étude des variations puissances du dBf tout en
commençant par prouver un théorème limite central clé, qui présente une extension du
théorème Breuer-Major appliqué à un processus stationnaire gaussien centré.

Théorème 3.2.1 (Breuer-Major) Soit Bα,β un dBf de paramètres de Hurst
(α, β) ∈ (0, 1)2 défini dans un espace de probabilité complet (Ω,F , P ) où F = σ(Bα,β).
Soit P ∈ R[X] de degré N qui s’écrit sous la forme :

P (x) =

N
∑

q=d

aqHq(x),

où Hq est le qème polynôme d’Hermite et d ≥ 1 est le rang d’Hermite de P .

Supposons que
∑

(k,k′)∈Z2 |ρ(k, k′)|d < +∞ où ρ est la fonction de covariance de nαmβ∆n,m
i,j Bα,β

donnée par :

ρ(k, k′) =
1

2
(|k + 1|2α + |k − 1|2α − 2|k|2α) × 1

2
(
∣

∣k′ + 1
∣

∣

2β
+

∣

∣k′ − 1
∣

∣

2β − 2
∣

∣k′
∣

∣

2β
).

Alors, lorsque m,n tendent vers l’infini, on a :

Vn,m :=
1√
nm

n
∑

i=1

m
∑

j=1

P (nαmβ∆n,m
i,j Bα,β) =⇒ N (0, σ2), (3.5)
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où :

σ2 =

N
∑

q=d

q!aq
2

∑

(k,k′)∈Z2

ρ(k, k′)q ∈ [0,∞) .

Preuve. La preuve de ce théorème est inspirée de celle du théorème de Breuer-Major dans
le cas d’un procesus gaussien stationnaire centré, détaillée dans [20].

Par autosimilarité de Bα,β , on a :

nαmβ∆n,m
i,j Bα,β L

= ∆i,jB
α,β.

Vérifions, tout d’abord, la limite de variation de Vn,m :

EV 2
n,m =

1

nm
E(

n
∑

i=1

m
∑

j=1

N
∑

q=d

aqHq(∆i,jB
α,β))2

=
1

nm

N
∑

q,q′=d

aqa
′
q

n
∑

i,i′=1

m
∑

j,j′=1

E(Hq(∆i,jB
α,β)Hq′(∆i′,j′B

α,β))

=
1

nm

N
∑

q=d

q!aq
2

n
∑

i,i′=1

m
∑

j,j′=1

ρ(i− i′, j − j′)q

=
1

nm

N
∑

q=d

q!aq
2

∑

r,r′∈Z

ρ(r, r′)q
(n− |r|)(m−

∣

∣r′
∣

∣)1|r|<n1|r′|<m

D’autre part, on a :

1

nm
q!aq

2ρ(r, r′)q
(n− |r|)1|r|<n(m−

∣

∣r′
∣

∣)1|r′|<m −→
n,m→∞

q!aq
2ρ(r, r′)q

.

Et on a :

1

nm
q!aq

2
∣

∣ρ(r, r′)
∣

∣

q
(n− |r|)1|r|<n(m−

∣

∣r′
∣

∣)1|r′|<m ≤ q!aq
2
∣

∣ρ(r, r′)
∣

∣

d
.

De plus, on a par hypothèse :

(
N

∑

q=d

q!aq
2)

∑

r,r′∈Z

∣

∣ρ(r, r′)
∣

∣

d
= E(P (Bα,β

(1,1))
2)

∑

r,r′∈Z

∣

∣ρ(r, r′)
∣

∣

d
< +∞

Alors, d’après le théorème de convergence dominée, on a :

EV 2
n,m −→

n,m→∞

N
∑

q=d

q!aq
2

∑

r,r′∈Z

ρ(r, r′)d
.

La preuve de convergence en loi se fait en deux étapes :
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– Cas où P = Hq, (q ≥ d)

– Cas où P ∈ R[X]

On commence par montrer la convergence dans le premier cas.
– Cas où P = Hq(q ≥ d) :

Réduction du problème : On note par Hα,β l’espace d’Hilbert généré par le processus
gaussien Bα,β défini comme la fermeture de l’espace vectoriel engendré par les fonctions
indicatrices dans [0, 1]2, muni du produit scalaire

〈

1[0,s]×[0,t],1[0,s′]×[0,t′]

〉

Hα,β = EBα,β
s,t B

α,β

(s′,t′) =
1

2
(s2α + s′2α −

∣

∣s− s′
∣

∣

2α
)
1

2
(t2β + t′2β −

∣

∣t− t′
∣

∣

2β
)

= ρα(s, s′)ρβ(t, t′).

D’une façon générale, pout tout f, g ∈ Hα,β tel que

∫

[0,1]4

∣

∣f(u, v)g(u′, v′)
∣

∣

∣

∣u− u′
∣

∣

2α−2∣
∣v − v′

∣

∣

2β−2
dudvdu′dv′ <∞,

on a :

〈f, g〉Hα,β = a(α)a(β)

∫

[0,1]4
f(u, v)g(u′, v′)

∣

∣u− u′
∣

∣

2α−2∣
∣v − v′

∣

∣

2β−2
dudvdu′dv′.

Et on note par Hn le nème Chaos de Wiener associé à Bα,β .
Il existe une isométrie entre le produit tensoriel symétrique (Hα,β)⊙n muni de la norme√
n!‖.‖H⊗net Hn muni de la norme L2(Ω) (voir théorème 2.7.7 de [23]), donnée par :

In(h⊗n) = n!Hn(Bα,β(h)),

où In est l’intégrale multiple d’ordre n > 1 définie dans définition 1.4.1.
De plus, on peut écrire ∆i,jB

α,β comme suit :

∆i,jB
α,β = I1(1∆i,j

),

où ∀i, j > 0, ∆i,j = [i− 1, i] × [j − 1, j].
D’où

Hq(I1(1∆i,j
)) =

1

q!
Iq(1

⊗q
∆i,j

),

et

Vn,m =
1

q!
Iq(fn,m),

où

fn,m =
1√
nm

n
∑

i=1

m
∑

j=1

1⊗q
∆i,j

.
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On a vérifié précédemment que EV 2
n,m −→

n,m→∞
σ2. Donc, par le théorème 1.4.1, il suffit de

vérifier que pour tout r = 1, ..., q − 1, on a :

‖fn,m⊗rfn,m‖
(Hα,β)⊗2q−2r −→

n,m→∞
0.

On a :

fn,m⊗rfn,m =
1

nm

n
∑

i,i′=1

m
∑

j,j′=1

1⊗q
∆i,j

⊗r1
⊗q
∆i′,j′

=
1

nm

n
∑

i,i′=1

m
∑

j,j′=1

〈

1⊗r
∆i,j

,1⊗r
∆i′,j′

〉

(Hα,β)⊗r
1⊗q−r

∆i,j
⊗1⊗q−r

∆i′,j′

=
1

nm

n
∑

i,i′=1

m
∑

j,j′=1

〈

1∆i,j
,1∆i′,j′

〉r

Hα,β
1⊗q−r

∆i,j
⊗1⊗q−r

∆i′,j′

=
1

nm

n
∑

i,i′=1

m
∑

j,j′=1

ρr(i− i′, j − j′)1⊗q−r
∆i,j

⊗1⊗q−r
∆i′,j′

.

D’où :
‖fn,m⊗rfn,m‖2

(Hα,β)⊗2q−2r

= 1
(nm)2

∑n
i,i′,k,k′=1

∑m
j,j′,l,l′=1 ρ

r(i− i′, j − j′)ρr(k − k′, l − l′)
〈

1⊗q−r
∆i,j

⊗ 1⊗q−r
∆i′,j′

,1⊗q−r
∆k,l

⊗ 1⊗q−r
∆k′,l′

〉

(Hα,β)⊗2q−2r

= 1
(nm)2

∑n
i,i′,k,k′=1

∑m
j,j′,l,l′=1 ρ

r(i− i′, j − j′)ρr(k − k′, l − l′)
〈

1∆i,j
,1∆k,l

〉q−r

(Hα,β)

〈

1∆i′,j′
,1∆k′,l′

〉q−r

Hα,β

= 1
(nm)2

∑n
i,i′,k,k′=1

∑m
j,j′,l,l′=1 ρ

r(i−i′, j−j′)ρr(k−k′, l−l′)ρq−r(i−k, j−l)ρq−r(i′−k′, j′−l′)
= 1

(nm)2
∑n

i,i′,k,k′=1

∑m
j,j′,l,l′=1

ρr
α(i− i′)ρr

β(j − j′)ρr
α(k − k′)ρr

β(l − l′)ρq−r
α (i− k)ρq−r

β (j − l)ρq−r
α (i′ − k′)ρq−r

β (j′ − l′).

Or, on a, d’après l’inégalité de Young, pour k = n,m et γ = α, β

|ργ(t− s)|r|ργ(s− k)|r−q ≤ |ργ(t− s)|q + |ργ(s− k)|q,
et on a

1

k

k
∑

s,s′=1

∣

∣ργ(s− s′)
∣

∣

q ≤
∑

s∈Z

|ργ(s)|q,

1

k

k
∑

s,s′=1

∣

∣ργ(s− s′)
∣

∣

r ≤
∑

|s|<k

|ργ(s)|r.

Ainsi,
‖fn,m⊗rfn,m‖2

(Hα,β)⊗2q−2r

≤ 1
(nm)2

∑n
i,i′,k,k′=1

∑m
j,j′,l,l′=1

[

ρr
α(i− i′)(ρq

α(i− k) + ρq
α(k − k′))ρq−r

α (i′ − k′)
]

×
[

ρr
β(j − j′)(ρq

β(j − l) + ρq
β(l − l′))ρq−r

β (j′ − l′)
]
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≤ ( 2
n

∑

k∈Z |ρα(k)|q ∑

|i|<n |ρα(i)|r ∑

|i′|<n |ρα(i′)|q−r)

×( 2
m

∑

k∈Z |ρβ(k)|q ∑

|j|<m |ρβ(j)|r ∑

|j′|<m |ρβ(j′)|q−r)

≤ 4(
∑

k,k′∈Z |ρα(k)|d|ρβ(k′)|d)(n−
q−r

q
∑

|i|<n |ρα(i)|r)(n r
q

∑

|i′|<n |ρα(i′)|q−r)

×(m
− q−r

q
∑

|j|<m |ρβ(j)|r)(m r
q

∑

|j′|<n |ρβ(j′)|q−r).

Pour achever la preuve, il suffit de vérifier que :

Sn(r) := n
− q−r

q
∑

|i|<n |ρα(i)|r −→
n→∞

0, r = 1, ..., q − 1,

Sm(r) := m
− q−r

q
∑

|i′|<m |ρα(i′)|r −→
m→∞

0, r = 1, ..., q − 1.

Soit r = 1, ..., q − 1. Fixons δ ∈ (0, 1).

Sk(r) = k
− q−r

q
∑

|i|<k |ργ(i)|r = S1,k(δ, r) + S2,k(δ, r),
où :

S1,k(δ, r) = k
− q−r

q

∑

|i|<[kδ]

|ργ(i)|r,

et
S2,k(δ, r) = k

− q−r

q

∑

[kδ]≤|i|<k

|ργ(i)|r.

Par l’inégalité de Holder, on a :

S1,k(δ, r) ≤ k
− q−r

q (
∑

|i|<[kδ](|ργ(i)|r) q

r )
r
q (

∑

|i|<[kδ])
q−r

q ≤ c1δ
q−r

q ,

S2,k(δ, r) ≤ k
− q−r

q (
∑

[kδ]≤|i|<k(|ργ(i)|r) q

r )
r
q (

∑

[kδ]≤|i|<k)
q−r

q ≤ c2(
∑

[kδ]≤|i|(|ργ(i)|r) q

r )
r
q .

D’où,

Sk(r) ≤ c1δ
q−r

q + c2(
∑

[kδ]≤|i|
(|ργ(i)|r) q

r )
r
q −→

k→∞
0,

avec c1 et c2 des constantes.

– Cas où P ∈ R[X] de degré N :
En combinant les résultats du premier cas et le théorème 1.4.2, on obtient :
( 1√

nm

∑n
i=1

∑m
j=1Hd(∆i,jB

α,β), .., 1√
nm

∑n
i=1

∑m
j=1HN (∆i,jB

α,β)) =⇒ N (0, diag(σ2
d, .., σ

2
N )),

avec
σ2

i = q!a2
q

∑

k,k′∈Z

(ρ(k, k′))q.

On déduit le résultat.

�

En appliquant le théorème précédent sur P : x 7→ xr − µr où µr = E(N(0, 1))r, r ∈ N,
on obtient le résultat suivant :

Proposition 3.2.1 – Cas r pair : Si α, β ∈ (0, 3
4),

(nm)
−1
2

n
∑

i=1

m
∑

j=1

((nαmβ∆n,m
i,j Bα,β)r − µr) =⇒ N (0, σ2

α,β,r), (3.6)
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où
µr = E(N(0, 1))r

et

σ2
α,β,r =

r
2

∑

q=1

(q!)2

(2q)!((r − 2q)!!)2

∑

(i,j)∈Z2

ρ2q(i, j)

– Cas r impair : Si α, β ∈ (0, 1
2),

(nm)
−1
2

n
∑

i=1

m
∑

j=1

(nαmβ∆n,m
i,j Bα,β)r =⇒ N (0, σ2

α,β,r), (3.7)

où

σ2
α,β,r =

(r−1)
2

∑

q=0

(l!)2

(2q + 1)!((r − 2q − 1)!!)2

∑

(i,j)∈Z2

ρ2q+1(i, j).

Preuve. Il suffit de voir que :
– Si r est pair, on a d = 2 et

P (x) =

r
∑

q=2

( q
2)!

q!(r − q)!!
Hq(x).

– Si r est impair, on a d = 1 et P s’écrit comme suit :

P (x) =

r
∑

q=1

( q−1
2 )!

q!(r − q)!!
Hq(x).

De plus, on peut tirer la condition sur α et β à partir de l’hypothèse :

∑

(k,k′)∈Z2

∣

∣ρ(k, k′)
∣

∣

d
< +∞

.
En effet, on a

∣

∣ρ(k, k′)
∣

∣

2
∽

k,k′→∞
16α2(2α− 1)2β2(2β − 1)2|k|4α−4

∣

∣k′
∣

∣

4β−4

alors
∑

(k,k′)∈Z2

∣

∣ρ(k, k′)
∣

∣

2
< +∞,

si α, β ∈ (0, 3
4).

Et
∣

∣ρ(k, k′)
∣

∣ ∽
k,k′→∞

4α(2α− 1)β(2β − 1)|k|2α−2
∣

∣k′
∣

∣

2β−2
.
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D’où si α, β ∈ (0, 1
2),

∑

(k,k′)∈Z2

∣

∣ρ(k, k′)
∣

∣ < +∞.

�
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Chapitre 4

Modèle mixte à deux paramètres

Les propriétés d’auto-similarité et la stationnarité du dBf ont restreint l’application
de ce processus à la modélisation de plusieurs phénomènes de la vie courante. Pour cette
raison, dans notre étude, nous envisageons des processus qui ne sont pas intrinsèquement
auto-similaires et bien précisément, nous introduisons ce qu’on appelle modèle mixte.

Dans ce chapitre et en suivant le même raisonnement et les mêmes démarches utilisés
dans [10], nous ouvrons la porte devant l’extension d’étude du comportement asymptotique
des variations d’ordre supérieur d’un modèle mixte, faite dans le cas d’un champ à un seul
paramètre, au cas d’un champ à deux paramètres, ainsi qu’au problème d’équivalence entre
ce type de processus et un drap Brownien.

4.1 Etude des variations d’ordre supérieur d’un modèle mixte
à deux paramètres

Soit W = {Ws,t, s, t ≥ 0} un drap Brownien standard et Bα,β =
{

Bα,β
s,t ; s, t ≥ 0

}

un

dBf standard de paramètres de Hurst (α, β) ∈ (0, 1)2 independant de W définis sur un
espace de probabilité complet (Ω,F , P ). On considère le processus à deux paramètres sui-
vant :

Mα,β
s,t = aBα,β

s,t + bWs,t; s, t ≥ 0.

Cette partie est consacrée à étudier le comportement asymptotique des variations d’ordre
supérieur de ce modèle mixte suivantes, lorsque n,m→ ∞,

n
∑

i=1

m
∑

j=1

(∆n,m
i,j W )p(∆n,m

i,j Bα,β)r,

où p ≥ 0, r ≥ 0 sont des entiers fixés. Par autosimilarité de W et Bα,β , la suite
{

((nm)
1
2 ∆n,m

i,j W,nαmβ∆n,m
i,j Bα,β), 1 ≤ i ≤ n; 1 ≤ j ≤ m

}

est équivalente en loi à

{(ξi,j , ζi,j), 1 ≤ i ≤ n; 1 ≤ j ≤ m}, où {ξi,j , i, j ≥ 0} une famille de variables gaussiennes
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standards indépendants à deux paramètres et {ζi,j , i, j ≥ 0} une suite stationnaire de va-
riables gaussiennes standards, indépendante de {ξi,j , i, j ≥ 0}, de fonction de covariance

ρ(i, j) = E [ζ0,0ζi,j ] = ρα(i)ρβ(j) =
1

4
(|i+ 1|2α+|i− 1|2α−2|i|2α)(|j + 1|2β+|j − 1|2β−2|j|2β).

4.1.1 Centralisation des variations

En appliquant le résultat du théorème ergodique (théorème 3.1.2) avec f : x 7→ xr

et g : x 7→ xp, nous obtenons une limite au sens de L2 des variations d’ordre supérieur
mixte bien centré :

nrα+ p

2
−1mrβ+ p

2
−1

n
∑

i=1

m
∑

j=1

(∆n,m
i,j W )p(∆n,m

i,j Bα,β)r −→
n,m→∞

µpµr,

où, pour tout m ≥ 0,

µm = E [N(0, 1)m] = (m− 1)!!1{m pair}

le moment d’ordre m d’une loi normale cetrée réduite. Alors, on étudiera, bien évidemment,
la somme centrée suivante :

Sn,m :=

n
∑

i=1

m
∑

j=1

(nrα+ p

2mrβ+ p

2 (∆n,m
i,j W )p(∆n,m

i,j Bα,β)r − µpµr). (4.1)

4.1.2 Etude du comportement asymptotique des variations d’ordre su-

périeur mixtes

Le théorème suivant présente une extension d’étude du comportement asymptotique
des variations d’un modèle mixte à un seul paramètre résumé comme suit :

Théorème 4.1.1 – Si p et r sont pairs, r ≥ 2, alors, pour α, β ∈ (0, 3
4) on a

(nm)−
1
2Sn,m ⇒ N(0, σ2

α,β,rµ
2
p + σ2

p,r), (4.2)

où

σ2
α,β,r =

r
2

∑

q=1

(q!)2

(2q)!((r − 2q)!!)2

∑

(i,j)∈Z2

ρ2q(i, j), σ2
p,r = µ2r(µ2p − µ2

p).

– Si p est pair et r est impair, alors, pour α, β ∈ (0, 1
2) on a :

(nm)−
1
2Sn,m ⇒ N(0, σ2

α,β,rµ
2
p + σ2

p,r), (4.3)
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où

σ2
α,β,r =

(r−1)
2

∑

q=0

(q!)2

(2q + 1)!((r − 2q − 1)!!)2

∑

(i,j)∈Z2

ρ2q+1(i, j).

– Si r et p sont impairs et (α, β) ∈ (0, 1)2, on a :

(nm)−
1
2Sn,m ⇒ N(0, µ2pµ2r). (4.4)

Preuve.
– Supposons que p et r sont pairs.

L’idée principale est d’écrire la somme comme suit :

Sn,m = S′
n,m + S′′

n,m,

où
S′

n,m = nrαmrβ
∑n

i=1

∑m
j=1(∆

n,m
i,j Bα,β)r(n

p

2m
p

2 (∆n,m
i,j W )p − µp) = nrαmrβRn,mKn,m,

S′′
n,m = µp

n
∑

i=1

m
∑

j=1

(nrαmrβ(∆n,m
i,j Bα,β)r − µr),

et,

Rn,m =
1

Kn,m

n
∑

i=1

m
∑

j=1

λn,m
i,j (n

p

2m
p

2 (∆n,m
i,j W )p − µp),

Kn,m = ((µ2p − µ2
p)

∑n
i=1

∑m
j=1(λ

n,m
i,j )2)

1
2 ; λn,m

i,j = (∆n,m
i,j Bα,β)r,

et d’appliquer les résultats concernant le comportement asymptotique de S′′
n,m donnés par

la proposition 3.2.1, et on étudie S′
n,m conditionnellement au dBf.

On écrit
(nm)

−1
2 Sα,β,p,r

n,m = A′
n,m +A′′

n,m

où
A′

n,m = (nm)
−1
2 S′

n,m

et
A′′

n,m = (nm)
−1
2 S′′

n,m.

∗ Etude de A′′
n,m :

D’après la proposition (3.2.1), on a pour n,m→ ∞,

A′′
n,m ⇒ N(0, µ2

pσ
2
α,β,r).

∗ Etude de A′
n,m :

Bα,β est uniformement continue comme fonction continue au sens de Holder sur un compact
[0, 1], alors max1≤i≤n max1≤j≤m λn,m

i,j → 0, n,m → ∞. Par indépendance de W et Bα,β et

par un calcul simple, on montre que, conditionnellement à Bα,β , V ar(Rn,m) = 1. Et comme
le drap Brownien est un processus à accroissements indépendants, on a, d’après le théorème

32



limite central (TLC), que la distribution de Rn,m, conditionnellement à Bα,β , converge vers
celle d’une loi normale standard, lorsque n,m→ ∞.
D’autre part, d’après le théorème (3.1.1), on a, dans L2 :

1

nm

n
∑

i=1

m
∑

j=1

(nαmβ∆n,m
i,j Bα,β)2r −→

n,m→∞
µ2r.

Ce qui donne,

nrα− 1
2mrβ− 1

2Kn,m
L2

→ (µ2r(µ2p − µ2
p)

1
2 ) := σp,r.

Alors, d’après le théorème de Slutsky, la distribution conditionnelle à Bα,β de A′
n,m tend

vers N(0, σ2
p,r) lorsque n,m→ ∞.

D’où, pour tout t ∈ R :
∫

R

eitxP ((nm)
−1
2 S′

n,m ∈ dxBα,β) −→
n,m→∞

e−
t2

2
σ2

p,r . (4.5)

Pour achever la preuve du premier cas, il suffit de vérifier que pour tout t ∈ R :

ψ
(nm)

−1
2 S

α,β,p,r
n,m

(t) −→
n,m→∞

ψX(t),

où
X ∽ N(0, σ2

α,β,rµ
2
p + σ2

p,r),

et ψX la fonction caractéristique de X. On écrit :

E

[

eit(nm)
−1
2 Sn,m

]

= E

[

E

[

eit(nm)
−1
2 (S′

n,m+S′′
n,m)/Bα,β

]]

= E

[

eit(nm)
−1
2 S′′

n,m

∫

R

eitxP ((nm)
−1
2 S′

n,m ∈ dx/Bα,β)

]

.

D’où :

∣

∣

∣

∣

E

[

eit(nm)
−1
2 Sn,m

]

− e
−t2

2
(σ2

p,r+µ2
rσα,β,r)

∣

∣

∣

∣

≤
∣

∣

∣

∣

E

[

(

∫

R

eitxP ((nm)
−1
2 S′

n,m ∈ dx/Bα,β) − e
−t2

2
σ2

p,r)eit(nm)
−1
2 S′′

n,m

]∣

∣

∣

∣

+ e
−t2

2
σ2

p,r

∣

∣

∣

∣

E

[

eit(nm)
−1
2 S′′

n,m

]

− e
−t2

2
µ2

rσα,β,r

∣

∣

∣

∣

=: E1 + E2.

Or, d’après (4.5) et le théorème de convergence dominée, on a

E1 −→
n,m→∞

0,

E2 −→
n,m→∞

0.
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– Supposons que p est pair et r est impair.

Dans ce cas, Sn,m est sous cette forme

Sn,m =
n

∑

i=1

m
∑

j=1

nrα+ p

2mrβ+ p

2 (∆n,m
i,j W )p(∆n,m

i,j Bα,β)r,

et on écrit
(nm)−

1
2Sn,m = nrα− 1

2mrβ− 1
2Rn,mKn,m + Zn,m,

oùRn,m etKn,m définis précédemment, et Zn,m = nrα− 1
2mrβ− 1

2µp

∑n
i=1

∑m
j=1(∆

n,m
i,j Bα,β)r.

D’après la proposition (3.2.1), on a, pour α, β ∈ (0, 1
2)

Zn,m ⇒ N(0, µ2
pσ

2
α,β,r); n,m→ ∞.

En procédant de la même manière que dans le premier cas, on peut conclure.

– Supposons que r et p sont impairs et (α, β) ∈ (0, 1)2. Dans ce cas, Zn,m = 0. D’où le
résultat est immédiat.

�

Remarque 4.1.1 Ce qui concerne les autres cas, c’est à dire, les cas qui n’ont pas été
mentionné dans notre étude, le comportement asymptotique des variations du dBf, ainsi
que le modèle mixte reste une question ouverte.

4.2 Equivalence entre un modèle mixte et un drap Brownien

Nous commençons par rappeler le concept d’entropie qui sera utile dans la démonstra-
tion du notre résultat d’équivalence.

Définition 4.2.1 Soient Q1 et Q2 deux mesures de probabilité dans un espace mesurable
(Ω, E). On note par P l’ensemble des partitions finies de Ω,

Ω = ∪n
j=1Ej

où Ej ∈ E et Ei ∩ Ej = ∅ si i 6= j.
L’entropie de Q1 relativement à Q2 est donnée par :

H(Q1\Q2) := sup
P

n
∑

j=1

log(
Q1 [Ej ]

Q2 [Ej ]
)Q1 [Ej ] ,

où on suppose que : 0
0 = 0 log(0) = 0.

Pour tout n ∈ N, on définit Yn : C [0, 1]2 → R
n2

par :
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Yn(ω) =























(ω( 1
n
, j+1

n
) − ω( 1

n
, j

n
) − ω(0, j+1

n
) + ω(0, j

n
))t

0≤j≤n−1

(ω( 2
n
, j+1

n
) − ω( 2

n
, j

n
) − ω( 1

n
, j+1

n
) + ω( 1

n
, j

n
))t

0≤j≤n−1
...

(ω( i
n
, j+1

n
) − ω( i

n
, j

n
) − ω( i−1

n
, j+1

n
) + ω( i1

n
, j

n
))t

0≤j≤n−1
...

(ω(1, j+1
n

) − ω(1, j
n
) − ω(n−1

n
, j+1

n
) + ω(n−1

n
, j

n
))t

0≤j≤n−1























,

et Bn = σ(Yn). On note que
∨∞

n=1 Bn est égale au σ−algèbre B géneré par "cylinder sets".
On note par QMα,β la mesure induite par Mα,β sur (C [0, 1]2 ,B) et QW la mesure de Wie-
ner sur (C [0, 1]2 ,B). De plus, pour tout n ∈ N, on définit les restrictions de QMα,β et QW

à Bn respectivement par Qn
Mα,β et Qn

W .

Sans perte de généralité, on s’intéresse, dans la suite, au modèle mixteMs,t = aBα,β
s,t +bWs,t

avec b = 1 et (s, t) ∈ (0, 1)2.
Enonçons, maintenant, le résultat d’équivalence :

Théorème 4.2.1 Si (α, β) ∈ (3
4 , 1)2, alors Mα,β est équivalent à un drap brownien.

Preuve. L’idée de preuve est inspirée de la section 5 dans [9] qui est basé sur des concepts
liés à la notion d’entropie définie ci-haut.
Commençons la démonstration par énoncer le lemme suivant :

Lemme 4.2.2 Si
sup

n
H(Qn

Mα,β\Qn
W ) <∞,

alors QMα,β et QW sont équivalentes.

Preuve :
On a Bn −→

n→∞
B, alors, d’après le lemme 6.2 de Hida−Hitsuda ([14] page 123), on a QMα,β

est absolument continue par rapport à QW . Supposons que QMα,β et QW sont disjointes.
Or d’après le lemme 6.3 de Hida−Hitsuda [14], on a QMα,β est absolument continue par
rapport à QW . Ce qui implique que QMα,β = 0 (par propriétés des mesures disjointes).Ce
qui est absurde. Alors, d’après le théorème de Hida−Hitsuda ([14] page 128), on a bien
l’équivalence entre les deux mesures.

Pour achever la preuve, il suffit de prouver le lemme suivant :

Lemme 4.2.3
sup

n
H(Qn

Mα,β\Qn
W ) <∞.
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Preuve :
Pour tout n ∈ N, Yn est un vecteur gaussien centré sous les deux mesures Qn

Mα,β et Qn
W :

∗ Sous Qn
Mα,β :

Yn = (∆n,n
1,1M

α,β,∆n,n
1,2M

α,β, ..,∆n,n
1,nM

α,β, ..,∆n,n
n,1M

α,β, ..,∆n,n
n,nM

α,β)t ∈ R
n2

et la matrice de covariance est donnée par :

EQn

Mα,β
(YnY

t
n) =

1

n2
In2 + a2Cn

où
Cn = (Cov(∆n,n

ij Bα,β,∆n,n
i′j′B

α,β))(i,j),(i′,j′)∈{1,..,n}2 ∈ Mn2(R)

∗ Sous Qn
W :

Yn = (∆n,n
1,1W,∆

n,n
1,2W, ..,∆

n,n
1,nW, ..,∆

n,n
n,1W, ..,∆

n,n
n,nW )t ∈ R

n2
,

et la matrice de covariance est donnée par :

EQn
W

(YnY
t
n) =

1

n2
In2 .

Comme Cn est symétrique, il existe une matrice orthogonale Un ∈ Mn2(R), telle que :

UnCnUn
t = Dn = diag(λn

1,1, .., λ
n
1,n, λ

n
2,1, .., λ

n
2,n, .., λ

n
n,1, .., λ

n
n,n).

On pose Xn = nUnYn. Il s’agit d’un vecteur gaussien centré sous les deux mesures Qn
Mα,β

et Qn
W , et sa matrice de covariance est donnée par :

EQn

Mα,β
(XnX

t
n) = n2UnEQn

Mα,β
(YnY

t
n)U t

n = In2 + (na)2Dn,

EQn
W

(XnX
t
n) = In2 .

Soient Rn
Mα,β et Rn

W les mesures induites par Mα,β et W respectivement dans (C [0, 1]2 ,
∽

B),
avec :

∽

B =

∞
∨

n=1

∽

Bn,

et
∽

Bn = σ(Xn).

Il s’agit de deux mesures gaussiennes non dégénérées, et par suite elles sont équivalentes.
On note par ϕn la dérivée Radon−Nikodym de Rn

Mα,β par rapport à Rn
W . De plus, on a

H(Qn
Mα,β\Qn

W ) = H(Rn
Mα,β\Rn

W ).
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Alors, on a par le lemme 6.1 de [14],

H(Rn
Mα,β\Rn

W ) =

∫

Ω
log(ϕn(ω))ϕn(ω)Rn

W (dω)

=

∫

Ω
log(ϕn(ω))Rn

Mα,β (dω)

= ERn

Mα,β
(logϕn)

=
1

2

n
∑

i,j=1

((nα)2λn
i,j − log(1 + (nα)2λn

i,j)).

D’autre part, pour tout x ≥ 0, on a

x− log(1 + x) =

∫ x

0

u

1 + u
du ≤

∫ x

0
udu =

1

2
x2.

D’où

H(Rn
Mα,β\Rn

W ) ≤ (nα)4

4

n
∑

i,j=1

(λn
i,j)

2.

Ainsi, pour terminer la preuve, il suffit de vérifier que :

sup
n
n4

n
∑

i,j=1

(λn
i,j)

2 <∞. (4.6)

On procède exactement de la même façon que dans [9] :
Par orthogonalité de la matrice Un, on a :

n
∑

i,j=1

(λn
i,j)

2 = ‖Dn‖2
HS = ‖Cn‖2

HS

=
n

∑

i,j=1

n
∑

i′,j′=1

(cov(∆n,n
i,j B

α,β,∆n,n
i′,j′B

α,β))2,

où ‖.‖HS est la norme de Hilbert-Schmidt. Et comme
cov(∆n,n

i,j B
α,β,∆n,n

i′,j′B
α,β) = cov(∆n

i B
α,∆n

i′B
α) × cov(∆n

jB
β,∆n

j′B
β),

où Bα et Bβ sont des mBf d’indice de Hurst respectivement α et β, et pour γ = α, β,

∆n
i B

γ = Bγ
i
n

−Bγ
i−1
n

,

on a
n

∑

i,j=1

(λn
i,j)

2 = (

n
∑

i,i′=1

(cov(∆n
i B

α,∆n
i′B

α))2)(

n
∑

j,j′=1

(cov(∆n
jB

β,∆n
j′B

β))2).
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Par stationnarité de ∆n
i B

γ , on a

n
∑

i,j=1

(λn
i,j)

2 ≤ (2n

n
∑

i=1

(cov(∆n
i B

α,∆n
1B

α))2)(2n
n

∑

j=1

(cov(∆n
jB

β,∆n
1B

β))2)

=

[

2nn−4α(1 + (
22α

2
− 1)2) + 2n

n
∑

i=3

(cov(∆n
i B

α,∆n
1B

α))2

]

×



2nn−4β(1 + (
22β

2
− 1)2) + 2n

n
∑

j=3

(cov(∆n
jB

β ,∆n
1B

β))2



 .

Comme 3
4 < γ = α, β < 1,

n22nn−4γ(1 + (
22γ

2
− 1)2) −→

n→∞
0.

Donc, pour prouver (4.6), il suffit de vérifier que

sup
n
n3

n
∑

k=3

(cov(∆n
kB

γ ,∆n
1B

γ))2 <∞. (4.7)

Or pour tout k ≥ 3, on a :

cov(∆n
kB

γ ,∆n
1B

γ) =
n−2γ

2
(k2γ − 2(k − 1)2γ + (k − 2)2γ)

≤ n−2γ

2
(
∂

∂k
k2γ − ∂

∂k
(k − 2)2γ)

= γn−2γ(k2γ−1 − (k − 2)2γ−1)

≤ γn−2γ2
∂

∂k
(k − 2)2γ−1 = 2γ(2γ − 1)n−2γ(k − 2)2γ−2.

Ainsi, on obtient :

n3
n

∑

k=3

(cov(∆n
kB

γ ,∆n
1B

γ))2 ≤ 4γ2(2γ − 1)2n3−4γ
n−2
∑

k=1

k4γ−4

≤ 4γ2(2γ − 1)2n3−4γ

∫ n−2

0
x4γ−4dx

=
4γ2(2γ − 1)2

4γ − 3
n3−4γ(n− 2)4γ−3

≤ 4γ2(2γ − 1)2

4γ − 3
.

Par conséquent, (4.7) est vérifié et le lemme est bien prouvé.
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Remarque 4.2.1 On peut considérer l’estimation des paramètres du modèle mixte comme
une application du résultat du théorème 4.2.1. En effet, pour (α, β) ∈ (3

4 , 1)2, la mesure

induite par Mα,β dans C [0, 1]2 est équivalente à celle de W . D’où, la propriété de conver-
gence presque sure dans ce cas est indépendante de (α, β). Par conséquent, on ne pourra
pas trouver des estimateurs fortement consistants à partir de l’observation des trajectoires
de Mα,β.
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Conclusion

Dans ce mémoire, nous nous sommes attachés à montrer l’intérêt de l’utilisation du drap
Brownien fractionnaire, un champ aléatoire gaussien anisotropique et du modèle mixte à
deux paramètres comme un processus qui n’est pas intrèsequement auto-similaire.

En premier lieu, nous avons présenté une extension du mouvement Brownien frac-
tionnaire ordinaire, à savoir le drap Brownien fractionnaire. Cet outil constitue le coeur
mathématique de ce mémoire. Nous avons cité ses différentes propriétés, parmi lesquelles
nous nous concentrons sur l’auto-similarité et la stationnarité des accroissements qui sont
considéré comme des points faibles de ce processus. Ce sont des propriétés mathématiques
souhaitables, mais ne sont pas toujours satisfaites en réalité. En effet, l’autosimilarité, par
exemple, est une propriété d’invariance qui concerne l’ensemble de la trajectoire du proces-
sus. Ainsi du point de vue modélisation, il s’agit d’un modèle qui présente une irrégularité
uniforme sans tenir compte des spécificités du problème modélisé. Cela a motivé l’intro-
duction du mouvement Brownien multifractionnaire (à plusieurs paramètres).

Dans ce contexte, et pas loin de ce type de processus, nous avons introduit le mo-
dèle mixte à deux paramètres à la fin de ce rapport.

Ensuite, nous avons étudié les variations d’ordre supérieur du drap Brownien fraction-
naire tout en commençant par prouver la loi des grands nombres, ou encore le théorème
ergodique usuel appliqué au processus gaussien stationnaire centré à deux paramètres.
Cette preuve a été basée sur les propriétés de polynômes d’Hermite.

Finalement, nous avons également étudié les variations d’ordre supérieur du modèle
mixte à deux paramètres en utilisant les résultats obtenus au cas du drap Brownien frac-
tionnaire.

Mais, on note que nous n’avons pas distingué tous les cas dépendant des valeurs des pa-
ramètres de Hurst dans notre étude à cause d’ambiguïté au niveau de possibilité d’étendre
les outils utilisés pour un processus à un seul paramètre parmi lesquels : le théorème du
Dobrushin-Major dans [11]. Ces cas sont :
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• Cas r pair et α = β = 3
4 ,

• Cas r impair et α, β ∈ (1
2 , 1),

• cas où α, β n’appartiennent pas au même intervalle.

Notre étude engendre certaines questions que nous énonçons et qui nous permettent
également de donner des pistes de réflexion :

– Au niveau de construction du modèle mixte, peut-on se débarrasser de la condition
d’indépendance des deux processus, le drap Brownien fractionnaire et le drap Brow-
nien, tout en la remplaçant par une condition imposée sur l’espace sur lequel on va
travailler ?

– L’étude des variations pondérées (cas f 6= 1) d’un modèle mixte à deux paramètres.
– Pour construire des estimateurs consistants des paramètres de notre modèle mixte à

deux paramètres, peut-on procéder de la même manière que dans [10] tout en fixant
à chaque fois l’un des paramètres de Hurst ?

– Peut-on trouver d’autres conditions sur les paramètres de Hurst d’un dBf afin d’avoir
l’équivalence entre un modèle mixte à deux paramètre et un drap Brownien ? et sous
quelles conditions ?

– L’étude des variations en puissance pondérées pour un mouvement Brownien multi-
fractionnaire (mBm) à deux paramètres.

– Il n’existe pas, à notre connaissance, d’études théoriques des EDS dirigées par un
mBm à deux paramètres.

Nous pensons que certains points devraient probablement être résolus, en partie du
moins, dans les mois ou années à venir car la recherche au niveau de l’étude des variations
du drap Brownien fractionnaire a été déclenchée. En 2010, Réveillac et al. ont publié un
article [26] qui porte sur les variations d’Hermite du dBf.
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