
HAL Id: hal-01871069
https://hal.univ-lorraine.fr/hal-01871069

Submitted on 10 Sep 2018

HAL is a multi-disciplinary open access
archive for the deposit and dissemination of sci-
entific research documents, whether they are pub-
lished or not. The documents may come from
teaching and research institutions in France or
abroad, or from public or private research centers.

L’archive ouverte pluridisciplinaire HAL, est
destinée au dépôt et à la diffusion de documents
scientifiques de niveau recherche, publiés ou non,
émanant des établissements d’enseignement et de
recherche français ou étrangers, des laboratoires
publics ou privés.

Géométrie spinorielle et surfaces de R3
Christophe Desmonts

To cite this version:
Christophe Desmonts. Géométrie spinorielle et surfaces de R3. Mathématiques [math]. 2012. �hal-
01871069�

https://hal.univ-lorraine.fr/hal-01871069
https://hal.archives-ouvertes.fr


 
 
 
 
 
 
 

 
 
 
 

AVERTISSEMENT 
 
 

Ce document est le fruit d'un long travail approuvé par le jury de 
soutenance et mis à disposition de l'ensemble de la 
communauté universitaire élargie. 
 
Il est soumis à la propriété intellectuelle de l'auteur. Ceci 
implique une obligation de citation et de référencement lors de 
l’utilisation de ce document. 
 
D'autre part, toute contrefaçon, plagiat, reproduction  illicite 
encourt une poursuite pénale. 
 
Contact : ddoc-memoires-contact@univ-lorraine.fr 
 
 
 
 
 

LIENS 
 
 
Code de la Propriété Intellectuelle. articles L 122. 4 
Code de la Propriété Intellectuelle. articles L 335.2- L 335.10 
http://www.cfcopies.com/V2/leg/leg_droi.php 
http://www.culture.gouv.fr/culture/infos-pratiques/droits/protection.htm 
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Introduction

Ce mémoire constitue le rapport du stage que j’ai effectué au second semestre de ma

deuxième année de Master Mathématiques Fondamentales et Appliquées à l’Université de

Lorraine, Nancy. Son sujet m’a été proposé par Oussama Hijazi pour préparer le doctorat

que je débute en septembre 2012 à l’Institut Elie Cartan de Nancy, sous sa direction et celle

conjointe de Benôıt Daniel. Ce document contient l’ensemble des éléments de géométrie

différentielle et d’algèbre nécessaires à l’introduction de la notion de variété spinorielle et

de l’opérateur de Dirac. Ces outils spinoriels servent par la suite à donner des propriétés

géométriques de certaines variétés.

Dans le premier chapitre, nous nous appuyons sur [N] pour étudier les différentes notions

de fibré à travers beaucoup d’exemples, et pour voir comment associer un fibré vectoriel à un

fibré principal et réciproquement. Nous utilisons ensuite ces structures et les références [N]

et [Hij] pour y définir les concepts de connexion et de dérivée covariante, que nous mettons

là encore en correspondance. Nous terminons le deuxième chapitre par le cas de la courbure

associée à une connexion sur un fibré principal.

Nous faisons ensuite une parenthèse algébrique pendant laquelle nous étudions l’algèbre

de Clifford d’un espace quadratique au travers de l’étude de [LM] et [Hij]. Dans le troisième

chapitre, nous en donnons les propriétés de base et introduisons les notions de groupe spinoriel

et de représentation adjointe. Dans le quatrième chapitre, nous traitons le cas particulier des

algèbres de Clifford sur Rn muni de son produit scalaire canonique, et de Cn muni de la forme

gC(x, y) =
∑n

i=1 xiyi, les résultats étant majoritairement issus des 2 références précédentes et

de [Rau].

Si tous les résultats de ce dernier chapitre ne sont pas directement utilisés par la suite, ils

permettent d’introduire la notion de représentation spinorielle, qui est capitale pour définir le

fibré des spineurs d’une variété spinorielle. A la manière de [Hij] et [Rau], on définit alors la

multiplication de Clifford, qui est une action de l’ensemble des formes différentielles sur une

variété M sur l’ensemble des sections du fibré des spineurs ΣM (encore appelées simplement

champs de spineurs). Par un jeu de commutativité et de fibrés associés, la connexion de Levi-

Civita riemannienne sur une variété spinorielleM donne naissance à une unique connexion sur

le fibré des spineurs ΣM , compatible avec la métrique et avec la multiplication de Clifford :

c’est la connexion de Levi-Civita spinorielle. Elle permet à son tour d’introduire l’opérateur

de Dirac, qui agit sur les champs de spineurs. Cet opérateur d’ordre 1, pouvant être vu comme

la racine carrée du Laplacien, permet d’énoncer la formule de Schrödinger-Lichnerowicz, de

laquelle nous déduirons la première application géométrique de la théorie des spineurs : le

théorème de Lichnerowicz, qui affirme que l’opérateur de Dirac associé à une métrique d’une

variété riemannienne orientée spinorielle compacte à courbure scalaire strictement positive a

un noyau trivial.
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Le dernier chapitre de ce mémoire est une étude de l’article [Fri1] de Thomas Friedrich sur

la géométrie spinorielle des sous-variétés de R3, souvent avec l’aide de [Mor]. Plus précisément,

étant donnée une variété riemannienne spinorielle orientableM2 de dimension 2, cette section

propose la démonstration d’un théorème faisant le lien entre l’existence de spineurs sur M2

solution de l’équation de Dirac Dψ = Hψ (où H : M2 −→ R est une fonction lisse) et

l’existence d’une immersion isométrique de M2 dans R3. On donnera également une formule

pour cette immersion, qui fournit une généralisation de la représentation de Weierstrass pour

les surfaces minimales.

Enfin, deux annexes concluent ce rapport en donnant les connaissances de base sur les

notions de groupe et d’algèbre de Lie d’une part, de revêtement d’un groupe topologique

et de relèvement d’une application d’autre part. En effet, elles sont très présentes dans le

sujet traité ; je me suis néanmoins limité tant que possible aux résultats les plus utiles au

traitement du problème initial.

De façon générale, j’ai essayé de n’introduire que les éléments nécessaires à l’étude de

mon sujet, en démontrant systématiquement les résultats étant au cœur de celui-ci, et en

renvoyant à la bibliographie pour les résultats périphériques. J’ai voulu également donner le

plus d’exemples et d’explications possibles pour que ce mémoire puisse profiter à des lecteurs

qui, comme moi, découvriraient la géométrie spinorielle.

Dans tout ce mémoire, les variétés différentielles considérées seront connexes. Nous désignerons

par f ′ la différentielle d’une application différentiable définie entre deux variétés différentielles.

En l’absence de précision, toutes les applications seront supposées de classe C∞. Pour un

champ de vecteur X défini sur une variété M et une application différentiable f : M −→ R

ou C, on note X(f) l’application de M dans R ou C définie par

X(f)(m ∈M) = f ′(m)(X(m)).

Je remercie ici Oussama Hijazi pour avoir accepté d’encadrer ce stage, ainsi que pour

sa disponibilité et sa gentillesse. J’ai essayé de mener ce travail de la façon la plus autonome

possible, mais la clarté, la qualité et la vitesse de ses réponses m’ont souvent permis d’avancer

dans les moments les plus difficiles.
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1 Notion de fibré

Pour l’essentiel de cette section, on pourra consulter également [N].

1.1 Fibré

Définition 1.1.1 Un fibré (différentiel) est un 5-uplet (E, π,M, F,G) dont les éléments sont

les suivants :

– Une variété différentielle E appelée espace total ;

– Une variété différentielle M appelée espace de base ;

– Une variété différentielle F appelée fibre ;

– Une surjection π : E → M appelée projection telle que pour tout m ∈ M , l’image

réciproque Fm = π−1(m) soit en bijection avec F ; on appelle Fm la fibre en m ;

– Un groupe de Lie G appelé groupe de structure, agissant à gauche sur F :

G× F −→ F

(a, f) 7−→ a · f

– Un recouvrement ouvert (Ui)i∈N de M et une famille (φi)i∈N de difféomorphismes de

Ui × F dans π−1(Ui) vérifiant :

π(φi(m, f)) = m (m ∈ Ui).

Les applications φi sont appelées trivialisations locales ;

– Comme pour tout m fixé, l’application φi(m, ·) := φi,m : F → Fm (pour m ∈ Ui) est un
difféomorphisme, on peut considérer, si m ∈ Ui ∩ Uj , l’application

tij(m) = φ−1
i,mφj,m : F −→ F.

On impose que ces applications soient dans G (au sens de l’action de G sur F définie

précédemment).

Les trivialisations locales sur des ouverts se chevauchant sont donc liées sur leur inter-

section par la relation :

φj(m, f) = φi(m, tij(m) · f)

pour tous m ∈ Ui ∩ Uj et f ∈ F.
Les fonctions tij : Ui∩Uj → G sont appelées fonctions de transition. On leur impose

de plus de vérifier les 3 relations suivantes pour tout i, j et k dans N :

(1)

(2)

(3)

tii(m) = idF (m ∈ Ui)
tij(m) = tji(m)−1 (m ∈ Ui ∩ Ui)

tij(m)tjk(m) = tik(m) (m ∈ Ui ∩ Uj ∩ Uk).
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Remarquons que ces 3 propriétés ne sont a priori pas vérifiées d’office.

En pratique, on notera seulement E
π−→M pour désigner le fibré (E, π,M, F,G).

Remarque 1.1.1 : – Cette définition n’est pas intrinsèque et dépend du choix du recou-

vrement ouvert et des trivialisations locales. En fait, on peut définir une notion de fibré

intrinsèque en utilisant une relation d’équivalence sur les fibrés définis précédemment,

et en considérant les classes d’équivalence, mais ce n’est pas notre propos.

– On a dimE = dimM + dimF .

– Visuellement, l’espace total E est localement trivial, c’est à dire localement difféomorphe

à un produit direct M ×F . Par contre, ce n’est pas forcément le cas globalement. Si ça

l’est, le fibré est dit trivial ; ceci équivaut à la possibilité de prendre toutes les fonctions

de transition égales à l’identité.

Exemple 1.1.1 On se donne un fibré E
π−→ S1 avec pour fibre F = [−1, 1], et le recou-

vrement de S1 par les ouverts U1 = {eiθ | θ ∈ ]0, 2π[} et U2 = {eiθ | θ ∈ ] − π, π[}. On a

U1 ∩ U2 = {eiθ | θ ∈ ]0, π[} ∪ {eiθ, θ ∈ ]π, 2π[} = A ∪ B. Les trivialisations sont supposées

être définies sur A par

φ−1
1 (eiθ) = (θ, t) et φ−1

2 (eiθ) = (θ, t) (t ∈ [−1, 1]).

Il y a alors deux possibilités évidentes pour ces trivialisations sur B :

• φ−1
1 (eiθ) = (θ, t) et φ−1

2 (eiθ) = (θ, t).

Les fonctions de transition sont triviales, le fibré l’est donc aussi : E est difféomorphe

au cylindre S1 × [−1, 1]. Le groupe de structure peut donc être pris égal au groupe à

un élément.

• φ−1
1 (eiθ) = (θ, t) et φ−1

2 (eiθ) = (θ,−t).
Pour eiθ ∈ A, t12(eiθ) = idF et pour eiθ ∈ B, t12(e

iθ) = −idF . Le groupe de structure

peut donc être pris égal à Z2, groupe à deux éléments. On obtient ainsi pour E le ruban

de Möbius.

Remarquons qu’en toute rigueur, Z2 est un groupe discret, donc pas un groupe de Lie.

Exemple 1.1.2 Le fibré tangent TM = ∪m∈M{m}× TmM d’une variété différentielle M de

dimension n est un fibré de fibre Rn de groupe de structure GLn(R) : soit (Ui, ϕi)i∈N un atlas

de M et soit π : (m, v) ∈ TM 7−→ m ∈M , qui est clairement surjective et différentiable. On

définit alors les trivialisations locales φi par :

φ−1
i : π−1(Ui) −→ Ui × Rn

(m, v) 7−→ (m,ϕ′
i(m)(v)).
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1.2 Fibré vectoriel

Dans tout ce rapport, l’entier n désignera la dimension de la variété de base M .

Définition 1.2.1 Un fibré vectoriel est un fibré dont la fibre F est un espace vectoriel. Les

fonctions de transition sont alors forcément des éléments de GLn(R) (ou de GLn(C) si F est

un espace vectoriel sur C).

Exemple 1.2.1 Le fibré tangent TM d’une variété différentielle M de dimension n est un

fibré vectoriel de fibre R
n. Soit u ∈ TM tel que π(u) = m ∈ Ui ∩ Uj , où π est la fibration

donnée dans l’exemple 1.1.2. On note xµ (respectivement yµ) les coordonnées issues de la

carte ϕi (respectivement ϕj). On a des trivialisations locales données par (cf exemple 1.1.2

toujours)

φ−1
i (u) =

(
m,
∑

V µ ∂

∂xµ

)
, φ−1

j (u) =

(
m,
∑

Ṽ µ ∂

∂yµ

)
.

Les fonctions de transition sont donc bien données par les matrices de changement de

base :

tij(m) =

(
∂xµ

∂yµ
(m)

)
∈ GLn(R).

Exemple 1.2.2 Le fibré tangent TS2 de la sphère unité de R3. Un atlas de S2 est donné

par (UN , φN) et (US, φS), où UN = S2\{Pôle Nord} et US = S2\{Pôle Sud} et ϕN , ϕS

sont les projections stéréographiques correspondantes. On note (X, Y ) les coordonnées de la

projection du point m(x, y, z) ∈ UN par φN et (U, V ) les coordonnées de la projection du

point m(x, y, z) ∈ US par φS.

Pour m ∈ US ∩ UN , on montre que l’on a

U =
X

X2 + Y 2
V =

−Y
X2 + Y 2

.

Soit u ∈ TS2 tel que π(u) = m ∈ US ∩ UN . On note φN et φS les trivialisations locales,

notées ainsi :

φ−1
N (u) = (m, VN) φ−1

S (u) = (m, VS).

Alors

tSN(p) =
∂(U, V )

∂(X, Y )
=

1

r2


− cos 2θ − sin 2θ

sin 2θ − cos 2θ


 ,

où X = r cos θ, Y = r sin θ.
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Exemple 1.2.3 Soit M une sous-variété de dimension n de Rn+k. Pour m ∈ M , on note

NmM = TmM
⊥ ≃ Rk, et on considère le fibré normal

NM =
⋃

m∈M
{m} ×NmM.

C’est un fibré vectoriel de fibre Rk. Par exemple, visuellement, le fibré normal de S2 ⊂ R3

est un “hérisson”.

La notion de section existe pour tout fibré ; néanmoins, dans le cas d’un fibré vectoriel,

l’ensemble des sections est un espace vectoriel. Rappelons la définition :

Définition 1.2.2 Soit E
π−→ M un fibré quelconque. Une section de E est une application

(lisse) σ :M → E vérifiant π ◦ σ(m) = m pour tout m ∈M .

On définit également la notion de section locale sur un ouvert U de M de la même

façon.

On note Γ(M,E) (respectivement ΓU(M,E)) l’ensemble des sections (respectivement des

sections locales sur U ⊂ M) de E.

Exemple 1.2.4 Un champ de vecteurs sur une variété est une section de son fibré tangent.

Si E
π−→ M est un fibré vectoriel, Γ(M,E) a donc une structure d’espace vectoriel, de

même dimension que la fibre de E. En effet, pour deux sections σ et σ̃ de E et un réel

λ, on définit ponctuellement la section σ + λσ̃ ainsi : pour m ∈ M , comme σ(m) et σ̃(m)

appartiennent à π−1(m) = Fm, qui est difféomorphe à l’espace vectoriel F , on peut définir :

(σ + λσ̃)(m) = σ(m) + λσ̃(m).

On définit bien ainsi une section de E. La multiplication par une fonction de C∞(M,R)

est alors définie ponctuellement par

(fσ)(m) = f(m)σ(m).

On obtient là encore une section de E.

Enfin, remarquons que tout fibré vectoriel admet une section globale, en l’occurrence la

section nulle σ0 définie par φ−1
i (σ0(m)) = (m, 0) indépendamment de la trivialisation.

Exemple 1.2.5 Soient (E1, π1,M) et (E2, π2,M) deux fibrés vectoriels au dessus d’une même

variété M , de fibres respectives F1 et F2. On définit E1 ⊗ E2 par

E1 ⊗E2 =
⋃

m∈M
{m} × (π−1

1 (m)︸ ︷︷ ︸
≃F1

⊗ π−1
2 (m)︸ ︷︷ ︸
≃F2

).
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Alors E1 ⊗ E2 est un fibré vectoriel au dessus de M , de fibre F1 ⊗ F2, et la projection π

est claire vue la définition.

Remarquons également que si σ1 ∈ Γ(M,E1) et σ2 ∈ Γ(M,E2) sont des sections, alors

σ1 ⊗ σ2 : m ∈M 7−→ σ1(m)⊗ σ2(m) est une section de E1 ⊗E2.

On peut ainsi définir par récurrence le fibré des tenseurs de variance v par

(v)⊗
TM =

⋃

m∈M
{m} ×

(v)⊗
TmM.

Un tenseur de M est une section du fibré des tenseurs de M .

Définition 1.2.3 Soient (E1, π1) et (E2, π2) deux fibrés vectoriels sur une même variété de

base M . Un morphisme de fibrés vectoriels de E1 dans E2 est une application F : E1 −→ E2

telle que π2 ◦ F = π1 et que pour tout m ∈ M , F soit une application linéaire de π−1
1 (m)

dans π−1
2 (m).

Un isomorphisme de fibrés vectoriels est un morphisme bijectif.

1.3 Fibré principal

Définition 1.3.1 Un fibré principal est un fibré dont la fibre F est munie de la structure de

groupe du groupe de structure G. Un fibré principal P
π−→ M est noté P (M,G).

On va définir à présent une action à droite de G sur P , ou plus précisément sur l’ensemble

π−1(m) = Fm pour tout m ∈M .

Remarquons qu’on a toujours une action de G sur F à gauche par définition d’un fibré ;

à présent, on a également une action à droite, donnée par la multiplication de groupe ⋆ de

G. Soit une trivialisation locale φi : Ui × G → π−1(Ui) donnée par φ−1
i (u) = (m, ai) pour

u ∈ π−1(Ui) et m = π(u). On définit alors l’action par :

π−1(m)×G −→ π−1(m)

(u, a) 7−→ ua = φi(m, ai ⋆ a).

Ceci est bien défini, c’est à dire indépendant du choix de la trivialisation locale : en effet,

si m ∈ Ui ∩ Uj ,

ua = φj(m, aj ⋆ a) = φj(m, tij(m) · (ai ⋆ a)) = φi(m, ai ⋆ a)

puisque tij(m) · ai = aj et que les actions à droite et à gauche de G sur F commutent.

Remarquons ensuite que cette action est transitive, puisque c’est le cas de l’action à

droite de G sur F (multiplication de groupe), et que Fm est difféomorphe à F , lui même

isomorphe à G. Ainsi, pour tout u ∈ π−1(m), {ua, a ∈ G} = π−1(m).
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Elle est également libre : si ua = u pour un u ∈ π−1(m) et un a ∈ G, on a

ua = φi(m, ai ⋆ a) = φi(m, ai)a = u = φi(m, ai).

Puisque φi est bijective, ai ⋆ a = ai, c’est à dire a = eG.

Ceci se résume ainsi : ∀u1, u2 ∈ π−1(m), ∃!a ∈ G tel que u1 = u2a.

Dans la suite, on omettra systématiquement les symboles · et ⋆ pour les actions à gauche

et à droite de G sur F .

On va maintenant définir une famille de trivialisations (φi)i∈N à partir d’un recouvrement

ouvert (Ui)i∈N de M et d’une famille de sections σi ∈ ΓUi(M,E). On définit φi ainsi :

φ−1
i : π−1(Ui) −→ Ui ×G
u ∈ π−1(m) 7−→ (m, au)

où au est tel que u = σi(m)au.

au existe et est uniquement déterminé puisque l’action de G sur π−1(m) est libre et

transitive et que u et σi(m) appartiennent à π−1(m).

Ces trivialisations locales sont appelées trivialisations locales canoniques. Remar-

quons que pour tout m ∈ M , g ∈ G, on a

σi(m) = φi(m, eG)

φi(m, a) = φi(m, e)a = σi(m)a.

Enfin, si m ∈ Ui ∩ Uj , les sections σi et σj sont reliées via les fonctions de transition des

trivialisations précédemment définies :

σi(m) = φi(m, e) = φj(m, tji(m)e) = φj(m, tji(m)) = φj(m, e)tji(m) = σj(m)tji(m).

Exemple 1.3.1 Soit P un fibré principal de fibre U(1) = S1 d’espace de base S2. On pose

UN l’hémisphère nord de S2 et US l’hémisphère sud, soit

UN = {(cos θ sinϕ, sin θ sinϕ, cosϕ) tels que 0 ≤ ϕ ≤ π
2
+ ε, 0 ≤ θ < 2π}

US = {(cos θ sinϕ, sin θ sinϕ, cosϕ) tels que π
2
− ε ≤ ϕ ≤ π, 0 ≤ θ < 2π}.

Pour simplifier, on peut considérer que UN ∩US est constitué de l’équateur. Etant donné

des trivialisations locales φN et φS sur UN et US respectivement, on peut les écrire sous la

forme

φ−1
N (u) = (m, eiαN ) et φ−1

S (u) = (m, eiαS ),

avec m = π(u).
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Les fonctions de transition évaluées en un point m doivent appartenir à U(1), c’est à dire

∀m ∈M, ∃µm ∈ R | tNS(m) = eiµm .

Le choix µm = kϕ(m), où ϕ(m) est la longitude de m et k ∈ Z, convient. Choisir k ∈ Z

est nécessaire pour que TNS soit bien définie quand on fait un tour d’équateur.

On obtient ainsi une suite de fibrés principaux ; si k = 0, on a le fibré trivial P = S2×S1.

Exemple 1.3.2 Montrons que S3 un fibré U(1)-principal au dessus de S2. On peut voir la

sphère S3 comme la sphère unité de R
4

S3 = {(x1, x2, x3, x4) ∈ R
4 | x21 + x22 + x23 + x24 = 1}

ou comme la sphère unité de C2

S3 = {(z1, z2) ∈ C
2 | |z1|2 + |z2|2 = 1}.

On considère l’application de Hopf

π : S3 −→ S2

(x1, x2, x3, x4) 7−→




2(x1x3 + x2x4)

2(x2x3 − x1x4)
x21 + x22 − x23 − x24


 .

On peut facilement vérifier qu’elle est bien à valeurs dans S2, et surjective. On considère

à présent les projections stéréographiques de S2. La projection par rapport au pôle nord PN

d’un point (ξ1, ξ2, ξ3) = π(x1, x2, x3, x4) autre que ce pôle est (notations complexes)

PN(ξ1, ξ2, ξ3) =
ξ1 + iξ2
1− ξ3

=
x1 + ix2
x3 + ix4

=
z1
z2
,

avec z1 = x1 + ix2 et z2 = x3 + ix4. De même, la projection par rapport au pôle sud PS

conduit à

PS(ξ1, ξ2, ξ3) =
z2
z1
.

On note US et UN les hémisphères sud et nord de S2 comme à l’exemple 1.3.1. On définit

alors les trivialisations locales

φ−1
S : π−1(US) −→ US × U(1)

(z1, z2) 7−→
(
P−1
N

(
z1
z2

)
,
z2
|z2|

)
,

φ−1
N : π−1(UN) −→ UN × U(1)

(z1, z2) 7−→
(
P−1
S

(
z2
z1

)
,
z1
|z1|

)
.
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Ce sont bien des trivialisations (ou plus précisément leurs inverses en sont) d’après le calcul

précédent qui montrait que π(z1, z2) = P−1
N ( z1

z2
), et elles sont bien définies sur leurs domaines

de définition : en effet, z2 = 0 implique x3 = x4 = 0, soit ξ1 = ξ2 = 0 et u = pôle nord. De

même pour le pôle sud.

Sur US ∩ UN , qui est essentiellement l’équateur, on a ξ3 = 0, donc |z1| = |z2| = 1√
2
, d’où

sur US ∩ UN :

φ−1
S (z1, z2) =

(
P−1
N

(
z1
z2

)
,
√
2z2

)
, φ−1

N (z1, z2) =

(
P−1
S

(
z2
z1

)
,
√
2z1

)
.

D’où les trivialisations locales pour m ∈ US ∩ UN :

φS(m, f) =

(
f√
2
PN(m),

f√
2

)
, φN(m, f) =

(
f√
2
PS(m),

f√
2

)
.

Sur l’équateur, PN(m) = PS(m), donc les fonctions de transition y sont donc données par

tNS(ξ) =

√
2z1√
2z2

= ξ1 + iξ2 ∈ U(1).

1.4 Fibré associé

Dans cette section, nous voyons comment construire un fibré associé à un fibré principal

P (M,G).

On suppose que G agit à gauche sur une variété F ; on définit une action de G sur P ×F
par

G× (P × F ) −→ P × F
(a, (u, f)) 7−→ (ua, a−1f).

On définit alors le fibré associé (E, πE ,M, F,G, P ), où E est l’espace quotient (P ×F )/G.
On note [u, f ] un élément de ce quotient, où (u, f) ∈ P × F est un représentant de la classe

d’équivalence [u, f ]. La projection πE est donnée par πE([u, f ]) = π(u), bien définie puisque

G agit sur π−1(m) pour tout m ∈M . On définit des trivialisations locales par

ψ−1
i : π−1

E (Ui) −→ Ui × F
[u, f ] 7−→ (π(u), aiuf),

où l’élément aiu ∈ G est défini comme vérifiant φ−1
i (u) = (π(u), aiu) ∈ Ui × G, où les φi

sont les trivialisations locales à partir desquelles est définie l’action de G sur P .

Il faut vérifier que la définition des ψi est indépendante du choix du représentant ; soit

donc (u′, f ′) un autre représentant de [u, f ] : il existe a1 ∈ G tel que u′ = ua1 et f ′ = a−1
1 f .

Alors par définition de l’action de G sur P , φ−1
i (u′) = φ−1

i (ua1) = (π(u), aiua1), et puisque

π(ua1) = π(u), on a φ−1
i (u′) = (π(u′), aiua1), donc a

i
u′ = aiua1 et

13



(π(u′), aiu′f
′) = (π(u), aiua1a

−1
1 f) = (π(u), aiuf).

La définition est donc cohérente, et on a bien des trivialisations locales.

Le calcul des fonctions de transition est immédiat par définition de aiu : si m = π(u)

appartient à Ui ∩ Uj , on pose

ψ−1
i ([u, f ]) = (m, aiuf) et ψ−1

j ([u, f ]) = (m, ajuf).

Alors aju = tij(m)aiu, et les fonctions de transition sont les tij .

Dans le cas particulier où F est un espace vectoriel V de dimension finie k, on peut

considérer une représentation de groupe

ρ : G −→ GL(V ).

Le fibré vectoriel associé P ×ρ V est alors le fibré d’espace total l’espace E égal à

P × V où sont identifiés les points (u, v) et (ua, ρ(a)−1v), avec a ∈ G, u ∈ P et v ∈ V . La
construction précédente s’adapte facilement à ce cas de figure.

Remarque 1.4.1 : 1. Les fonctions de transition valent alors ρ(tij), où les tij sont les

fonctions de transition associées au fibré P surM . En toute rigueur, le groupe structural

du fibré associé E est ainsi un sous-groupe de GL(V ) isomorphe à G.

2. Avec les notations précédentes, la fibre du fibré associé est F , la dimension de (P×F )/G
(respectivement de P ×ρ V ) est donc dimM +dimF (respectivement dimM +dimV ).

Exemple 1.4.1 Si P =M ×G est le fibré G-principal trivial, on a (M ×G)×ρ Σ ≃ M ×Σ

pour toute représentation ρ : G −→ GL(Σ).

Réciproquement, à tout fibré vectoriel E
π−→M est associé un fibré principal noté GLE,

de fibre GL(KN) (où K est R ou C selon si la fibre de E est RN ou CN).

Nous allons prouver un fait plus général : étant donnés une variété de base M , un recou-

vrement (Ui)i∈N, un groupe G, des fonctions de transition tij (c’est à dire des fonctions telles

que tij(m) ∈ G pour tout m ∈ M et vérifiant les 3 équations (1), (2) et (3)) et une fibre F

(quelconque), il existe un unique fibré (P, π,M, F,G) ayant ces fonctions de transition.

Il faut donc trouver des uniques π, P et φi (trivialisations) qui conviennent.

On pose

X =
⋃

i∈N
Ui × F

et on définit la relation d’équivalence suivante sur X :
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(m, f) ∈ Ui × F ∼ (m′, f ′) ∈ Uj × F ⇐⇒ m = m′ et f ′ = tij(m)f.

On pose alors

P = X/ ∼
ainsi que

π : P −→M, [m, f ] 7−→ m

et

φi : Ui × F −→ π−1(Ui)

(m, f) 7−→ [m, f ].

On vérifie alors sans peine que ces éléments conviennent, et que le fibré obtenu est unique

(à difféomorphisme près).

Dans le cas qui nous intéressait au départ, il faut vérifier en plus qu’on obtient un fibré

G-principal (avec G ⊂ GL(KN)) lorsque l’on prend F = G et les fonctions de transition du

fibré vectoriel de départ E (inclues dans G) comme fonctions de transition.

Remarque 1.4.2 : Si E est un fibré vectoriel de fibre KN , on considère le fibré principal

associé GLE précédemment construit. Par l’action naturelle de GL(KN) sur KN , on peut

associer un fibré vectoriel de fibre KN à GLE. Alors ce fibré vectoriel est difféomorphe à E.

Exemple 1.4.2 On définit le fibré GLM par

GLM = ∪m∈M{m} × LmM,

où LmM est l’ensemble des bases de l’espace tangent TmM . On définit la projection

πGL : GLM −→ M par πGL(m,B) = m. Soit Ui un ouvert de M , et (∂/∂xµ) une base de

TmM sur Ui. Une base B = (X1, ..., Xn) de TmM s’écrit

Xα =
n∑

µ=1

Xµ
α

∂

∂xµ
,

avec (Xµ
α)α,µ ∈ GL(n,R). On définit les trivialisations locales ainsi :

φ−1
i : π−1(Ui) −→ Ui ×GL(n,R)

u 7−→ (m, (Xµ
α)α,µ).

L’action de GL(n,R) sur les bases est claire, et elle est transitive et libre. Enfin, les

fonctions de transition correspondent aux matrices de changement de bases d’une carte à

l’autre. En particulier, ce sont les mêmes fonctions de transition que celles du fibré tangent ;

GLM est donc le fibré principal associé au fibré vectoriel TM .
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Remarque 1.4.3 : D’après la remarque 1.4.2 et l’exemple 1.4.2, on peut voir le fibré tangent

à une variété différentielle comme un fibré vectoriel associé à GLM , c’est à dire que l’on a

TM
difféo.≃ GLM ×̺ Rn, où ̺ est la représentation qui à une matrice de GLn(R) associe

l’endomorphisme qu’elle représente dans la base canonique.

De même, on peut définir le fibré SOM par

SOM = ∪m∈M{m} × {bases positives de TmM},

et montrer que TM
difféo.≃ SOM ×̺ Rn.
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2 Connexions et dérivées covariantes

Cette section s’appuie sur le contenu des références [Hij] et [N] de la bibliographie.

2.1 Connexion sur un fibré principal

Dans toute cette partie, P (M,G) est un fibré G-principal, u est un élément de P , et la

fibre en m = π(u) ∈ M est Gm. Rappelons que n désigne la dimension de la variété de base

M .

Définition 2.1.1 Soient a ∈ G, u ∈ P ; on définit la translation à droite Ra : P −→ P

de a par u par

Rau = ua.

Définition 2.1.2 L’action adjonction de G sur G est l’application

ad : G −→ GG

a 7−→ ada : b ∈ G 7−→ aba−1.

La différentielle de ada en e fournit un automorphisme Ada de TeG ≃ g (algèbre de Lie

de G ; cf annexe A) défini par A ∈ g 7−→ aAa−1.

En effet, si γ(t) est une courbe dans G telle que γ(0) = e et γ′(0) = X ∈ g,

d

dt
ada(c(t))

∣∣∣
t=0

=
d

dt
ac(t)a−1

∣∣∣
t=0

1

= aXa−1

= Ada(X)

On obtient de même que la différentielle en u de Ra appliquée au vecteur X ∈ TuP est

R′
a(u)X = Xa.

Définition 2.1.3 Le sous-espace vertical en u ∈ P , noté VuP , est le sous-espace vectoriel
de TuP constituant l’espace tangent à Gm en u.

Construisons explicitement VuP : soit A un élément de l’algèbre de Lie g de G. On définit

une courbe dans P passant par u en t = 0 par la formule :

Rexp (tA)u = u exp (tA).

1. Par définition, aX est le vecteur de g tel que si γ est une courbe dans G admettant X comme vecteur

tangent au point e, la courbe aγ admette aX comme vecteur tangent en e ; de même pour la multiplication

à droite.
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Comme π(u) = π(u exp (tA)) = m (par définition de l’action de G sur les fibres de P ),

on a même une courbe dans Gm.

On définit alors A♯ ∈ TuP par

A♯ =
d

dt
(u exp (tA))

∣∣∣
t=0
.

En particulier, pour toute f ∈ C∞(P,R),

A♯(f)(u) =
d

dt
f(u exp (tA))

∣∣∣
t=0
.

Alors A♯ est tangent à Gm en u, et appartient donc à VuP . On construit ainsi point par

point un champ de vecteurs A♯ sur P , appelé champ de vecteur fondamental engendré

par A.

On vérifie facilement que pour tout u ∈ P , l’application ♯ : g −→ VuP, A 7−→ A♯ est un

isomorphisme.

Définition 2.1.4 Le sous-espace horizontal HuP est un supplémentaire de VuP dans

TuP . Noter qu’il n’est donc pas défini de manière unique en général.

Remarque 2.1.1 : 1. Pour X ∈ VuP , π′(u)(X) = 0.

En effet, soit u ∈ P ; comme X ∈ VuP , il existe un unique A ∈ g tel que X = A♯.

Alors

π′(u)(X) = π′(u)

(
d

dt
(u exp (tA))

∣∣∣
t=0

)
=

d

dt
π(u exp (tA))

∣∣∣
t=0

=
d

dt
(u)
∣∣∣
t=0

= 0.

2. On a même que VuP = ker π′(u). En effet, on a localement au voisinage de u que π◦φ =

π1, où φ est une trivialisation locale et π1 est la projectionM×G −→ M . Comme φ est

par définition un difféomorphisme, elle induit un isomorphisme entre Tπ(u)M × TeG ≃
Tπ(u)M × VuP et TuP . Le résultat en découle en passant aux différentielles en φ−1(u).

3. Montrons que pour tout u ∈ P , et pour tout A, B ∈ g, [A♯, B♯](u) = [A,B]♯(u).

Pour t ∈ R, on pose

σt(u) = Rexp (tA)(u) = u exp (tA).

Alors σ cöıncide avec le flot ϕA
♯

du champ A♯ puisque

d

dt
(σt(u))

∣∣∣
t=0

=
d

dt
(u exp (tA))

∣∣∣
t=0

= A♯(u).
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Ainsi, en utilisant la formule

[A♯, B♯](u) =
d

dt
ϕA

♯

t ∗(B
♯)(u)

∣∣
t=0

=
d

dt
((ϕA

♯

t )−1)′(u)(B♯(ϕA
♯

t (u)))
∣∣
t=0
,

on obtient

[A♯, B♯](u) = lim
t→0

σ′
t(u exp (−tA)) · B♯(u exp (−tA))− B♯(u)

t

= lim
t→0

R′
exp (tA)(u exp (−tA)) · B♯(u exp (−tA))− B♯(u)

t
.

On pose τu(a) = Ra(u) = ua pour u ∈ P , a ∈ G ; remarquons que pour tout X ∈ g,

X♯(u) =
d

dt
(u exp (tX))

∣∣∣
t=0

=
d

dt
τu(exp (tX))

∣∣∣
t=0

= τ ′u(e)(X),

et de plus

R′
exp (tA)(u exp (−tA)) · B♯(u exp (−tA)) = B♯(u exp (−tA)) · exp (tA)

=
d

ds
(u exp (−tA) exp (sB))

∣∣∣
s=0

exp (tA)

=
d

ds
(u exp (−tA) exp (sB) exp (tA))

∣∣∣
s=0

=
d

ds

(
τu(adexp (−tA)(exp (sB)))

) ∣∣∣
s=0

= τ ′u(e)Adexp (−tA)(B).

D’où

[A♯, B♯](u) = lim
t→0

τ ′u(e)Adexp (−tA)(B)− τ ′u(e)(B)

t

= τ ′u(e)

(
lim
t→0

Adexp (−tA)(B)− B
t

)

2

= τ ′u(e) ([A,B])

= [A,B]♯(u).

Définition 2.1.5 Une connexion sur le fibré G-principal P (M,G) est la donnée d’une

famille (HuP )u∈P de sous-espaces vectoriels de TuP de dimension n tels que pour tout u ∈ P ,

(i) TuP = HuP
⊕

VuP ;

(ii) Hua = R′
a(u)(HuP ) pour tout a ∈ G.

2. Pour cette égalité, j’ai utilisé que G était un groupe de matrices, afin qu’on ait G ⊂ g et qu’alors

exp (−tA) =∑∞

k=0
(−tA)k

k! , d’où le calcul de la limite. D’après [Rod], cela reste vrai pour tout groupe G.
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Remarque 2.1.2 : 1. La propriété (ii) établit que la connaissance d’un espace horizontal

en un point entrâıne la connaissance de tous les espaces horizontaux sur la fibre de ce

point.

2. D’après le second point de la remarque 2.1.1, pour tout u ∈ P , π′(u)
∣∣∣
Hu

: Hu −→ Tπ(u)M

est un isomorphisme.

Définition 2.1.6 Une 1-forme de connexion ω est une 1-forme à valeurs dans g (c’est à

dire ω : u ∈ P 7−→ ω(u) ∈ L(TuP, g)) telle que pour tout u ∈ P , ω(u) soit une projection de

TuP sur VuP ≃ g :

ω(u) : TuP = VuP ⊕HuP
proj.−→ VuP

♯−1

−→ g,

et qui vérifie les deux propriétés ci-dessous :

(i) ω(u)(A♯) = A ∈ g (u ∈ P,A♯ ∈ TuP ) ;
(ii) R∗

aω(u)(X)
def.
= ω(ua)(R′

a(u) ·X) = Ada−1ω = a−1ωu(X)a (u ∈ P, a ∈ G,X ∈ TuP ).

Dorénavant, nous noterons ωu au lieu de ω(u) pour éviter un excès de parenthèses.

En posant, pour tout u ∈ P ,

HuP = kerωu = {X ∈ TuP tels que ωu(X) = 0},

la proposition à venir montre qu’on obtient une famille d’espaces horizontaux.

Proposition 1

R′
a(u)(HuP ) = HuaP.

Démonstration. Déjà, pour X ∈ HuP , ωua(R
′
a(u)(X)) = R∗

aωua(X) = a−1ωu(X)a = 0

puisque ωu(X) = 0. Donc R′
a(u)(HuP ) ⊂ HuaP .

On conclut en constatant que tous les espaces horizontaux ont même dimension, en l’oc-

currence dimM , puisque les ωu sont des projections de TuP sur VuP , donc leurs noyaux ont

tous la même dimension dimP − dimG = dimM , d’où le résultat.

Nous avons donc montré que la donnée d’une connexion est équivalente à la donnée d’une

1-forme de connexion, les espaces horizontaux étant alors les noyaux des ωu. La 1-forme de

connexion ainsi définie est appelée connexion de Ehresmann.
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2.2 Dérivée covariante sur un fibré vectoriel

Définition 2.2.1 (E, π,M) un fibré vectoriel. Une dérivée covariante est une application

linéaire

∇ : Γ(M,E) −→ Γ(M,T ∗M ⊗ E)

vérifiant la règle de Leibniz : ∀f ∈ C∞(M,R), ∀ψ ∈ Γ(M,E),

∇(fψ) = f ′ ⊗ ψ + f∇ψ.

Remarquons que T ∗M ⊗ E est bien un fibré vectoriel sur M d’après l’exemple 1.2.5.

Remarque 2.2.1 : Pour m ∈ M , on peut également voir (∇ψ)(m) comme un élément de

L(TmM,π−1(m)). On retrouvera ce point de vue dans la preuve de la proposition 4.

Etant donné X ∈ Γ(M,TM), on peut également définir

∇X : Γ(M,E) −→ Γ(M,E)

ψ 7−→ ∇Xψ : m 7−→ (∇ψ)(m)(X(m), .).

L’élément ∇Xψ(m) appartient ainsi en toute rigueur au bidual π−1(m)∗∗, que l’on identifie

à π−1(m) ⊂ E.

L’application ∇X est linéaire et vérifie également la règle de Leibniz :

∇X(fψ)(m) = (∇(fψ))(m)(X(m), .)

= f ′(m)(X(m))× ψ(m) + f(m)(∇ψ)(m)(X(m), .)

= (f ′(X)⊗ ψ + f∇Xψ)(m)

pour toutes f ∈ C∞(M,R) et ψ ∈ Γ(M,E).

De plus, si Y est un autre champ de vecteurs sur M , on a, pour toutes f, g ∈ C∞(M,R)

∇fX+gY ψ = f∇Xψ + g∇Y ψ.

Réciproquement, si pour tout X ∈ Γ(M,TM) est donnée une application ∇X vérifiant la

règle de Leibniz et la relation précédente, on définit une connexion ∇ par

∇ : Γ(M,E) −→ Γ(M,T ∗M ⊗E)

ψ 7−→ ∇ψ : m 7−→





(∇ψ)(m) : TmM × E∗ −→ R

(v, µ) 7−→ µ(∇vψ(m)).

La donnée de ∇ ou de ∇X pour tout X ∈ Γ(M,TM) est donc équivalente.
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2.3 Lien entre connexion et dérivée covariante

Nous allons maintenant étudier une correspondance entre les connexions sur un fibré

principal P (M,G) et les dérivées covariantes sur le fibré vectoriel associé E.

2.3.1 D’une connexion à une dérivée covariante, première version

On suppose que G agit à gauche sur un espace vectoriel Σ (cf paragraphe 1.4), on se

donne une représentation ρ : G −→ GL(Σ), et on note E = P ×ρ Σ le fibré vectoriel associé

à P (M,G). On suppose également que P (M,G) est muni d’une connexion ω.

Soit ψ ∈ Γ(M,E) une section de E ; vue la définition de la projection πE : E −→M , une

telle section est localement de la forme m ∈ M 7−→ [σ(m), s(m)] sur un ouvert U de M , où

σ ∈ ΓU(M,P ) et s : U −→ Σ est une fonction.

Comme

TU
σ′−→ TP

ω−→ g
ρ′(e)−→ gl(Σ) = End(Σ),

(puisque gl(Σ) = End(Σ), cf Annexe A, exemple A.3.1), on définit une dérivée covariante

sur E par

∇Xψ = [σ,X(s) + ρ′(e) ◦ ω ◦ σ′(X)(s)] (X ∈ ΓU(M,TM),

où X(s) désigne l’action de X sur les fonctions composantes de s. On vérifie facilement

qu’elle vérifie la règle de Leibniz et la C∞(M,R)-linéarité par rapport aux champs de vecteurs,

et qu’elle est donc bien une dérivée covariante.

2.3.2 D’une connexion à une dérivée covariante, seconde version

Nous allons voir maintenant une autre façon d’associer une dérivée covariante sur le

fibré associé à un fibré principal, une connexion sur ce fibré étant donnée. Nous gardons les

notations du paragraphe 2.3.1.

Définition 2.3.1 Soit γ : [0, 1] −→ M une courbe dans M . Une courbe γ̃ : [0, 1] −→ P est

dite relèvement horizontal de γ si π ◦ γ̃ = γ et que pour tout t ∈ [0, 1], le vecteur tangent

à γ̃(t) appartient à Hγ̃(t)P .

Théorème 1 Soit γ : [0, 1] −→M une courbe dans M et u0 ∈ π−1(γ(0)). Il existe un unique

relèvement horizontal γ̃ de γ tel que γ̃(0) = u0.

Démonstration. Consèquence du théorème de Cauchy-Lipschitz pour les équations différentielles

ordinaires.
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Corollaire 2.3.1 Soient γ̃ et γ̂ deux relèvements horizontaux d’une courbe γ : [0, 1] −→ M

tels que γ̂(0) = γ̃(0)a pour un a ∈ G. Alors γ̂(t) = γ̃(t)a pour tout t ∈ [0, 1].

Démonstration. Soit γ̃ un relèvement horizontal de γ. Alors γ̃a : t 7−→ γ̃(t)a est également

un relèvement horizontal de γ d’après la proposition 1. D’après le théorème précédent, γ̂ est

l’unique relèvement horizontal ayant pour condition initiale γ̃(0)a, d’où le résultat.

Exemple 2.3.1 On considère le fibré R-principal trivial P (M,R) sur M = R2\{0}. On note

φ : ((x, y), a) 7−→ u ∈ P une trivialisation locale. On pose

ω =
ydx− xdy
x2 + y2

+ da.

On peut facilement vérifier que ω est une 1-forme de connexion :

– Soit A un élément de l’algèbre de Lie de R, c’est à dire A ∈ R ; alors par définition de

l’action à droite de G sur les fibres de P , si u = φ((x, y), a) ∈ P , on a

u exp (tA) = φ((x, y), a+ exp (tA)),

d’où

A♯ =
d

dt
(u exp (tA))

∣∣∣
t=0

= A
∂

∂a
,

et

ωu(A
♯(u)) = 0 +

d

dt
(a+ exp (tA))

∣∣∣
t=0

= A.

– Raω(u)(X) = ωua(R
′
a(u)(X)) = ωua(X) = ωu(X) = a−1ωu(X)a.

En effet, Ra est une translation donc sa différentielle en tout point est l’identité, et

ωua = ωu, et R est abélien.

Soit le cercle unité dans M = R
2\{0} décrit par γ : t ∈ [0, 1] 7−→ (cos (2πt), sin (2πt)).

Construisons le relèvement horizontal γ̃ de γ passant par ((1, 0), 0) : soit

X =
dx

dt

∂

∂x
+
dy

dt

∂

∂y
+
da

dt

∂

∂a

le vecteur tangent à γ̃(t). Il est horizontal si et seulement si ωγ̃(t)(X) = 0, soit

dx

dt

y(t)

x2(t) + y2(t)
− dy

dt

x(t)

x2(t) + y2(t)
+
da

dt
= −2π︸︷︷︸

car π◦γ̃=γ

+
da

dt
= 0.

D’où a = 2πt+ constante, et γ̃(t) = ((cos (2πt), sin (2πt)), 2πt) : c’est une hélice au dessus

du cercle unité.
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Définition 2.3.2 Soit E le fibré associé à P et ψ = [σ, s] ∈ Γ(M,E) une section de E, et

X un champ de vecteurs sur M . On construit point par point la section ∇Xψ ainsi : pour

m ∈ M fixé, on considère une courbe γ : [0, 1] −→ M telle que γ(0) = m et γ′(0) = X(m).

Soit également γ̃ un relèvement horizontal de γ, d’origine u0 ∈ π−1(m). On a ψ(γ(t)) =

[σ(γ(t)), s(γ(t))] et π ◦ σ(γ(t)) = γ(t) donc σ(γ(t)) ∈ π−1(γ(t)) ∋ γ̃(t) donc pour tout

t ∈ [0, 1], il existe a(t) ∈ G tel que σ(γ(t)) = γ̃(t)a(t).

Par définition de la relation d’équivalence sur E, on a donc

ψ(γ(t)) = [σ(γ(t)), s(γ(t))] = [γ̃(t)a(t), s(γ(t))]

= [γ̃(t), ρ(a(t))s(γ(t))].

Alors par définition,

(∇Xψ)(m) =

[
γ̃(0),

d

dt
ρ(a(t))s(γ(t))

∣∣∣
t=0

]
.

Remarque 2.3.1 : 1. Il y a beaucoup de choses à vérifier dans cette définition, en parti-

culier qu’elle ne dépend pas du choix du chemin γ (mais cela est clair), ni du choix du

relèvement horizontal γ̃ : soit donc γ̂ un autre relèvement horizontal de γ, de condition

initiale γ̂(0) = v0. Il existe a0 ∈ G tel que u0 = v0a0 puisque u0 et v0 sont dans la même

fibre π−1(m).

D’après le corollaire 2.3.1, γ̂ = γ̃(t)a0 pour tout t, d’où

[
γ̃(0),

d

dt
ρ(a(t))s(γ(t))

∣∣∣
t=0

]
=

[
γ̂(0)a−1

0 ,
d

dt
ρ(a(t))s(γ(t))

∣∣∣
t=0

]

=

[
γ̂(0), ρ(a−1

0 )
d

dt
ρ(a(t)s(γ(t))

∣∣∣
t=0

]

=

[
γ̂(0),

d

dt
ρ(a(t)a−1

0 )s(γ(t))
∣∣∣
t=0

]
.

Il faudrait de plus vérifier que la définition définit bien une dérivée covariante.

2. Par le calcul, on obtient que cette définition est équivalente à la définition de la section

2.3.1 (où l’on avait pris en fait le relèvement horizontal γ̃ tel que γ̃(0) = σ(m)).

Cette deuxième définition ne fait pas apparâıtre explicitement la connexion ω, mais elle

est “cachée” dans la notion de relèvement horizontal, qui demande que soient définis

les espaces horizontaux. On retrouve ω en développant le calcul : cf [N], pages 348-349.

2.3.3 D’une dérivée covariante à une connexion

Réciproquement, étant donnés un fibré vectoriel (E, π,M) sur un corps K, de fibre KN ,

et une dérivée covariante ∇, on peut définir une 1-forme de connexion ω sur GLE, fibré

GL(KN)-principal associé : on a déjà vu que l’ensemble des sections de E formait un espace
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vectoriel de dimension N : on peut donc considérer N sections locales de E linéairement

indépendantes

s = (ψ1, ..., ψN) : U −→ GLE (U ⊂M).

On définit alors N2 1-formes ωβα par

∇Xψα =

N∑

β=1

ωβα(X)ψβ

pour tout X ∈ ΓU(M,TM).

On utilise maintenant le théorème suivant pour conclure.

Théorème 2 Soit P (M,G) un fibré G-principal. Soit (Ui)i∈N un recouvrement ouvert de M ,

et σi une section locale définie sur Ui pour tout i. Soient des 1-formes Ai sur chaque Ui à

valeurs dans g vérifiant, pour tout i 6= j, m ∈ Ui ∩ Uj et X ∈ TmM :

Aj(m)(X) = t−1
ij (m)Ai(m)(X)tij(m) + t−1

ij (m)dtij(m)(X),

où les tij sont les fonctions de transition du fibré.

Alors il existe une unique 1-forme de connexion ω sur P telle que Ai = σ∗
iω pour tout i.

On applique alors ce théorème à GLE(M,GL(KN )) et à la 1-forme A = (ωβα)1≤α,β≤N à

valeurs dans g = gl = End(KN ) sur U , ce qui prouve l’existence et l’unicité de la 1-forme de

connexion ω sur GLE.

Remarque 2.3.2 : A priori, la 1-forme de connexion donnée par le théorème dépend du

choix du recouvrement ouvert et des sections σi. Dans notre cas, on peut vérifier que pour

toute section locale σ ∈ ΓU(M,GLE), on a σ∗
ω = (ωβα)1≤α,β≤N ; en effet, le changement de

section va agir sous forme d’un changement de base sur (ωβα)1≤α,β≤N , et la matrice changera

mais pas l’endomorphisme de End(KN ).

Démonstration du théorème 2. La démonstration étant assez longue et technique, je renvoie

à [N], pages 332 à 335.

Remarque 2.3.3 : 1. D’après la remarque 1.4.3, si on a une dérivée covariante sur le

fibré tangent TM d’une variété M , on obtient donc une unique 1-forme de connexion

sur GLM . De la même façon, si (M, g) est une variété riemannienne, la donnée d’une

dérivée covariante sur TM conduit à une 1-forme de connexion sur le fibré SOn(R)-

principal SOM . Nous reviendrons à cela dans la partie 5.1.
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2. Si le fibré vectoriel E est une variété différentielle munie d’une métrique g et d’une

dérivée covariante∇ compatible avec la métrique, c’est à dire telle que ∀ψ, ϕ ∈ Γ(M,E)

et X ∈ Γ(M,TM), on ait

X(g(ψ, ϕ)) = g(∇Xψ, ϕ) + g(ψ,∇Xϕ),

alors pour toute base orthonormée s = (ψ1, ..., ψN) : U −→ SOE, pour tout m ∈ M ,

la matrice de (ωβα(m))α,β dans cette base est antisymétrique (c’est donc un élément de

l’algèbre de Lie soN ≃ Ω2(RN ) de SON(R) : cf annexe A, exemple A.3.1).

En effet, soit X ∈ Γ(M,TM) ; pour tout β, α ∈ {1, ..., N},

ωβα(X) = g(
∑

γ ωγα(X)ψγ, ψβ)

= g(∇Xψα, ψβ)

= −g(ψα,∇Xψβ)

= −ωαβ(X).

2.4 La courbure

M une variété différentielle. On note Ωk(M) = {η : TM ∧ ... ∧ TM︸ ︷︷ ︸
k fois

−→ R} l’ensemble

des k-formes différentielles sur M . On généralise cette définition aux k-formes η à valeurs

dans un espace vectoriel V de dimension finie p, ce que nous notons η ∈ Ωk(M) ⊗ V . Une
telle application η s’écrit

η =

p∑

α=1

ηα ⊗ eα,

où (eα)1≤α≤p est une base de V et avec ηα ∈ Ωk(M) pour tout α.

On note Ω∗(M)⊗V = ⊕∞
k=0Ω

k(M)⊗V = ⊕pk=0Ω
k(M)⊗V . Cet ensemble est muni d’une

structure de fibré vectoriel surM telle que ses sections soient les formes différentielles sur M .

On suppose connue la notion de dérivée extérieure, que l’on notera d (et qui à un

élément de Ωr(M) associe un élément de Ωr+1(M) pour tout r ∈ N).

Définition 2.4.1 Soit P (M,G) un fibré G-principal muni d’une 1-forme de connexion ω, et

η ∈ Ωk(P )⊗ V . La dérivée covariante de η est l’élément Dη de Ωk+1(P )⊗ V défini par

Dη(X1, ..., Xk+1) = dη(XH
1 , ..., X

H
k+1) (X ∈ Γ(P, TP )),

où dη =
∑
dηα ⊗ eα et XH est la composante selon HuP du vecteur X ∈ TuP .

Remarque 2.4.1 : On vérifie facilement que l’appellation est justifiée, et qu’on a bien une

dérivée covariante au sens de la définition 2.2.1.
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Définition 2.4.2 Soit P (M,G) un fibré G-principal muni d’une 1-forme de connexion ω.

La 2-forme de courbure Ω est la dérivée covariante de ω :

Ω = Dω ∈ Ω2(P )⊗ g.

Proposition 2 La 2-forme de courbure vérifie, pour tout a ∈ G,

R∗
aΩ = a−1Ωa.

Démonstration. Par définition, pour u ∈ P et X, Y ∈ TuP , on a

(R∗
aΩ)u(X, Y ) = Ωua(R

′
a(u)(X), R′

a(u)(Y )).

Ainsi,

(R∗
aΩ)u(X, Y ) = dωua((R

′
a(u)(X))H , (R′

a(u)(Y ))
H)

= dωua(R
′
a(u)(X

H), R′
a(u)(Y

H))

= d(R∗
aω)u(X

H , Y H)

= d(a−1
ωa)u(X

H, Y H)

= a−1dωu(X
H , Y H)a

= a−1Ωu(X, Y )a.

(propriété 1)

(définition 2.1.6)

On définit le produit extérieur ∧, associatif, multilinéaire et alterné sur Ω∗(M)⊗ V par

dxµ1 ∧ ... ∧ dxµr =
∑

σ∈Sr

sign(σ)dxµσ(1) ⊗ ...⊗ dxµσ(r).

En particulier, si R et S sont deux formes différentielles de degré r et s respectivement,

R ∧ S est de degré r + s et on a

R ∧ S = (−1)rsS ∧ R.

Remarquons que R ∧ R 6= 0 en général ; par contre c’est vrai si R est d’ordre 1.

On va maintenant définir le commutateur de deux formes différentielles à valeurs dans g.

Soit donc (Tα) une base de g et

η =

dim g∑

α=1

ηα ⊗ Tα ∈ Ωq(M)⊗ g, ξ =

dim g∑

α=1

ξα ⊗ Tα ∈ Ωp(M)⊗ g.
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On pose

[ξ, η] = ξ ∧ η − (−1)pqη ∧ ξ
=

∑
α,β Tα · Tβξα ∧ ηβ − (−1)pqTβ · Tαηβ ∧ ξα

=
∑

α,β[Tα, Tβ]⊗ ξα ∧ ηβ.
Dans le cas où ξ = η, on a

[ξ, ξ] = 2ξ ∧ ξ.

On obtient ainsi une (p+ q)-forme à valeurs dans g.

Lemme 1 Soit u ∈ P et X, Y ∈ VuP ; alors [X, Y ] ∈ HuP .

Démonstration. Si γ est une courbe dans G engendrant le champ de vecteurs Y (VuP ≃ g),

et u ∈ P , on a (d’après une formule déjà mentionnée à la remarque 2.1.1)

[Y,X ](u) = lim
t→0

t−1
(
R′
γ(t)(uγ(t)

−1)X(uγ(t)−1)−X(u)
)
.

D’après la proposition 1,

R′
γ(t)(uγ(t)

−1)X(uγ(t)−1) ∈ Huγ(t)−1γ(t) = HuP,

donc [Y,X] ∈ HuP .

Ce lemme permet de démontrer le théorème suivant :

Théorème 3 Soient X, Y ∈ TuP . Alors Ω et ω vérifient l’équation de structure de

Cartan

Ω(X, Y ) = dω(X, Y ) + [ω(X),ω(Y )].

Cette relation s’écrit encore

Ω = dω + ω ∧ ω.

Démonstration. Montrons déjà que la deuxième formule égale bien la première : soient

X, Y ∈ TuP ,

[ω,ω](X, Y ) =
∑

α,β[Tα, Tβ]ω
α ∧ ω

β(X, Y )

=
∑

α,β[Tα, Tβ][ω
α(X)ωβ(Y )− ω

β(X)ωα(Y )]

= [ω(X),ω(Y )]− [ω(Y ),ω(X)] = 2[ω(X),ω(Y )].
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Donc

Ω(X, Y ) =

(
dω +

1

2
[ω,ω]

)
(X, Y ) = (dω + ω ∧ ω)(X, Y ).

Prouvons à présent la première formule. On distingue trois cas de figure :

• X, Y ∈ HuP ; par définition, ω(X) = ω(Y ) = 0, et Ω(X, Y ) = dω(XH, Y H) =

dω(X, Y ).

• X ∈ HuP , Y ∈ VuP ; alors Y H = 0 donc Ω(X, Y ) = 0. On a également ω(X) = 0, donc

il faut montrer que dω(X, Y ) = 0. Or la dérivée extérieure d’une 1-forme est donnée

par

dωu(X, Y ) = X(ωu(Y ))− Y (ωu(X))− ωu([X, Y ]),

soit ici

dωu(X, Y ) = X(ωu(Y ))− ωu([X, Y ],

où X(ωu(Y )) correspond bien sûr à l’action de X sur les composantes réelles du vecteur

ωu(Y ) ∈ g. L’application u ∈ P 7−→ ωu(Y ) est en réalité u ∈ P 7−→ ωu(Ỹ (u)), où Ỹ

est le champ constant à valeurs dans V P = ∪u∈P{u} × VuP ≃ g qui vaut Y .

Comme Y ∈ VuP , il existe (un unique) V ∈ g tel que Y = V ♯, et alors d’après la

définition 2.1.6, ωu(Ỹ (u)) = V est constant, donc X(ωu(Y )) = 0.

Enfin, d’après le lemme, [X, Y ] ∈ HuP donc ω([X, Y ]) = 0.

• X, Y ∈ VuP ; alors Ω(X, Y ) = 0 et X(ω(Y )) = Y (ω(X)) = 0 comme précédemment,

d’où

dω(X, Y ) = −ω([X, Y ]).

D’après le deuxième point de la remaque 2.1.1, [X, Y ] ∈ VuP : il existe A ∈ g tel que

ω(X, Y ) = A et A♯ = [X, Y ]. Si de plus B♯ = X et C♯ = Y , on a

[ω(X),ω(Y )] = [B,C] = A

puisque [B,C]♯ = [B♯, C♯] = [X, Y ] = A♯. Donc [ω(X),ω(Y )] = ω([X, Y ]) et

0 = dω(X, Y ) + ω([X, Y ]) = dω(X, Y ) + [ω(X),ω(Y )].

Par linéarité et antisymétrie de Ω, l’étude de ces 3 cas suffit à prouver le théorème.

Définition 2.4.3 Soit (E, π,M) un fibré vectoriel muni d’une dérivée covariante ∇ compat-

ible avec la métrique. On définit le tenseur de courbure par

R : Γ(M,E)
∇−→ Γ(M,T ∗M ⊗ E) ∇̃−→ Γ(M,Ω2(T ∗M)⊗E),
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où

∇̃(α⊗ ψ) = dα⊗ ψ − α ∧ ∇ψ.

Proposition 3 Soit (E, π,M) et ∇ comme précédemment. On se donne une section locale

σ = (ψ1, ..., ψN) ∈ ΓU(M, SOE), et on note (ωβα)1≤α,β≤N la connexion définie dans la section

2.3.3. Alors on a

Rψα =
N∑

β=1

Ωβα ⊗ ψβ

pour tout α ∈ {1, ..., N}, où Ω est la 2-forme de courbure associée à ω.

Démonstration.

∇̃(∇(ψα)) = ∇̃(
∑

β

ωβα ⊗ ψβ) =
∑

β

∇̃(ωβα ⊗ ψβ)

=
∑

β

(
dωβα ⊗ ψβ − ωβα ∧

(∑

γ

ωγβ ⊗ ψγ
))

=
∑

β

(dωβα ⊗ ψβ)−
∑

γ

∑

β

ωβα ∧ ωγβ ⊗ ψγ (Fubini)

=
∑

β

(dωβα ⊗ ψβ)−
∑

β

∑

γ

ωγα ∧ ωβγ ⊗ ψβ (Changement d’indices)

=
∑

β

(
dωβα −

∑

γ

ωγα ∧ ωβγ
)
⊗ ψβ

=
∑

β

(
dωβα +

∑

γ

ωβγ ∧ ωγα
)
⊗ ψβ

=
∑

β

Ωβα ⊗ ψβ.

Proposition 4 On a la relation usuelle

RX,Y = [∇X ,∇Y ]−∇[X,Y ] (X, Y ∈ Γ(M,TM)).

Remarque 2.4.2 : Pour tous m ∈M , ψ ∈ Γ(M,E) et X, Y ∈ TmM ,

(RX,Y ψ)(m) = (Rψ)(m)(X, Y, .) ∈ π−1(m)∗∗ ≃ π−1(m).
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Démonstration. Soient X, Y ∈ Γ(M,TM) et ψ ∈ ΓU(M,E) une section locale. Avec les ψβ

comme dans la démonstration précédente, il existe des αi ∈ ΓU(M,T ∗M), i = 1, ..., n telles

que

∇ψ =
∑

i,β

αi ⊗ ψβ .

Alors, pour tout m ∈ M et toute section locale ψ ∈ ΓU(M,E), en considérant (Rψ)(m)

comme un élément de Ω2(TmM,π−1(m)) (applications bilinéaires antisymétriques définies sur

(TmM)2 à valeurs dans π−1(m)), on a

∇̃(∇ψ)(X, Y ) =
∑

i,β

(dαi ⊗ ψβ)(X, Y )− (αi ∧ ∇ψβ)(X, Y )

=
∑

i,β

(X(αi(Y ))− Y (αi(X))− αi([X, Y ]))ψβ − αi(X)∇Y ψβ + αi(Y )∇Xψβ

=
∑

i,β

∇X(αi(Y )ψβ)−∇Y (αi(X)ψβ)− αi([X, Y ]))ψβ

= (∇X∇Y −∇Y∇X −∇[X,Y ])ψ.
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3 Groupes pinoriel et spinoriel

Dans toute cette partie, V désignera un espace vectoriel de dimension n sur un corps

K, et q une forme quadratique sur V . On notera indifféremment la forme quadratique q et

la forme bilinéaire symétrique associée. C’est volontairement qu’est choisie la même lettre n

que pour la dimension de la variété M dans les parties précédentes vue l’utilisation qui sera

faite plus tard de cette section. De plus, il n’y aura aucune ambiguité dans cette section ni

dans la suivante puisqu’il ne sera question que d’algèbre, et qu’on ne parlera pas du tout de

variété différentielle.

On pourra également consulter [Hij] et [LM] pour l’essentiel de cette section.

3.1 Algèbre de Clifford

Définition 3.1.1 L’algèbre de Clifford Cl(V, q) associée à l’espace vectoriel V et à la

forme quadratique q est l’algèbre associative unitaire

Cl(V, q) = T (V )/I(V, q),

où T (V ) est l’algèbre des tenseurs sur V , et I(V, q) l’idéal de T (V ) engendré par les

tenseurs de la forme v ⊗ v + q(v)1 pour v ∈ V .

Théorème 4 (Propriété universelle) Soit A une algèbre associative unitaire et f : V −→ A

une application linéaire vérifiant

f(v)2 = −q(v)1

pour tout v ∈ V . Alors f s’étend uniquement en un morphisme de K-algèbres

f̃ : Cl(V, q) −→ A.

De plus, Cl(V, q) est l’unique K-algèbre associative ayant cette propriété.

Remarque 3.1.1 : 1. D’après cette propriété, l’algèbre de Clifford de V est également

l’algèbre engendrée par V et la relation v2 = −q(v)1, qui définit le produit interne de

l’algèbre.

Si la caractéristique de K est différente de 2, c’est également l’algèbre engendrée par V

et la relation x · y + y · x = −2q(x, y)1 pour tous x, y ∈ V .
2. La dimension de l’espace vectoriel sous-jacent de Cl(V, q) est 2n, et si {e1, ..., en} est

une base de V , une base de Cl(V, q) est donnée par la famille

{ei1 · ... · eik | 1 ≤ i1 < ... < ik ≤ n, 0 ≤ k ≤ n}.
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3. On a un isomorphisme d’espaces vectoriels entre l’espace Ω∗V des formes différentielles

sur V et Cl(V, q), donné indépendamment du choix de la base {e1, ..., en} de V par

Θ : Ω∗V −→ Cl(V, q)

ei1 ∧ ... ∧ eik 7−→ ei1 · ... · eik .

Exemple 3.1.1 On se place sur V = Rn et on prend pour q le produit scalaire canonique et

on note {e1, ..., en} la base canonique. On note également Cln l’algèbre de Clifford associée.

– Pour n = 1, e21 = −1 d’après la relation définissant le produit sur l’algèbre de Clifford.

Comme on a vu qu’une base de l’algèbre de Clifford est donnée par {1, e1}, on en déduit

que

Cl1
algèbre≃ C.

– Pour n = 2, de même e21 = e22 = (e1 · e2)2 = −1, et e1 · e2 = −e2 · e1 ; une base de Cl2

étant donnée par {1, e1, e2, e1 · e2}, on a

Cl2
algèbre≃ H,

où H est l’algèbre des quaternions, avec i = e1 · e2, j = e1, k = e2.

– Pour n = 3, une base de Cl3 est {1, e1, e2, e3, e1 · e2, e2 · e3, e3 · e1, e1 · e2 · e3}. On peut

de même identifier ces vecteurs avec des éléments du corps des quaternions :

(1, e1 · e2, e2 · e3, e3 · e1) ≃ (1, i, j, k)

et

(e1, e2, e3, e1 · e2 · e3) ≃ (i, j, k,−1).

D’où

Cl3
algèbre≃ H⊕H.

On peut faire le lien entre le produit extérieur dans l’algèbre extérieure et la multiplication

de l’algèbre de Clifford par la proposition suivante :

Proposition 5 Soient v ∈ Rn et ϕ ∈ Ωp(Rn). Alors

v ·Θ(ϕ) = Θ
(
Θ−1(v) ∧ ϕ−Θ−1(v) y ϕ

)

et

Θ(ϕ) · v = Θ
(
(−1)p(Θ−1(v) ∧ ϕ+Θ−1(v) y ϕ)

)
.
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Pour plus de clarté, on identifiera à présent les éléments de Ω∗(Rn) et leurs images par

l’isomorphisme Θ.

Démonstration. Rappelons d’abord la notion de produit intérieur y : si ϕ ∈ Ωp(Rn), on définit

v y ϕ ∈ Ωp−1(Rn) par

(v y ϕ)(u1, ..., up−1) = ϕ(v, u1, ..., up−1).

Puisque les assertions sont linéaires en v et en ϕ, il suffit de les prouver pour v = ej et

ϕ = ei1 ∧ ... ∧ eip .
• S’il existe ik tel que j = ik, on a v ∧ ϕ = 0 et pour tout (u1, ..., uk−1) ∈ Rk−1,

(v y ϕ)(u1, ..., up−1) = ei1 ∧ ... ∧ eip(ej , u1, ..., up−1)

= (−1)k−1ei1 ∧ ... ∧ eip(u1, ..., uk−1, ej , uk, ..., up−1)

= (−1)k−1ei1 ∧ ... ∧ eik−1
∧ eik+1

∧ ... ∧ eip(u1, ..., uk−1, uk, ..., up−1).

Donc v y ϕ = (−1)k−1ei1 ∧ ... ∧ eik−1
∧ eik+1

∧ ... ∧ eip, d’où

v y ϕ ≃ (−1)k−1ei1 · ... · eik−1
· eik+1

· ... · eip
= (−1)kei1 · ... · eik−1

· eik · eik︸ ︷︷ ︸
=−1

·eik+1
· ... · eip

= (−1)2k−1eikei1 · ... · eip
= −v · ϕ
= (−1)pϕ · v.

• Si j /∈ {i1, ..., ip}, v y ϕ = 0 et

v ∧ ϕ = ej ∧ ei1 ∧ ... ∧ eip
≃ ej · ei1 · ... · eip
= v · ϕ
= (−1)pϕ · v.

Le théorème de propriété universelle admet le corollaire suivant :

Corollaire 3.1.1 Si u est une isométrie vectorielle entre les 2 espaces (V, q) et (W, g), elle

s’étend uniquement en un morphisme de K-algèbres

u : Cl(V, q) −→ Cl(W, g).
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En particulier, l’isométrie −Id de (V, q) se prolonge en l’application

α : Cl(V, q) −→ Cl(V, q)

ei1 · ... · eik 7−→ (−1)kei1 · ... · eik .

Posant Cli(V, q) = {ϕ ∈ Cl(V, q) | α(ϕ) = (−1)iϕ} pour i, j ∈ {1, 2}, on obtient une

décomposition en somme directe

Cl(V, q) = Cl0(V, q)⊕ Cl1(V, q),

avec de plus Cli(V, q) ·Clj(V, q) ⊂ Cli+j(V, q) pour i, j ∈ Z2. La décomposition en somme

directe d’espaces propres est claire puisque α est une involution, donc diagonalisable (si K

est de caractéristique différente de 2). Ceci muni l’algèbre de Clifford Cl(V, q) d’une structure

d’algèbre graduée.

Le sous-espace Cl0(V, q) est appelé la partie paire, et Cl1(V, q) est appelé partie im-

paire. Notons que Cl0(V, q) est une sous-algèbre de Cl(V, q), mais Cl1(V, q) est seulement un

sous-espace vectoriel. Ces deux espaces vectoriels sont isomorphes : étant choisi ϕ ∈ Cl1(V, q)
inversible (par exemple ϕ = e1 où e1 est un vecteur unitaire de V ), l’application

fϕ : Cl0(V, q) −→ Cl1(V, q)

v 7−→ ϕ · v
est un isomorphisme d’espaces vectoriels.

Proposition 6 On note ‖.‖ le produit scalaire canonique sur R
n. Alors Cln = Cl(Rn, ‖.‖)

et Cl0n+1 = Cl(Rn+1, ‖.‖)0 sont isomorphes (isomorphisme d’algèbres).

Démonstration. Soit {e1, ..., en+1} la base canonique de Rn+1, et {e1, ..., en} celle de Rn (après

plongement). On définit une application linéaire f par

f : Rn −→ Cl0n+1

ei 7−→ ei · en+1.

On a f(ei)
2 = −1 pour tout i donc par la propriété universelle, f se prolonge en un

morphisme d’algèbres f̃ de Cln dans Cl0n+1. L’application f̃ est injective ; en effet, si on

regarde les images des vecteurs de base de Cln par f̃ , on obtient :





f̃(ei1 · ... · ei2k) = ±ei1 · ... · ei2k
f̃(ei1 · ... · ei2k+1

) = ±ei1 · ... · ei2k+1
· en+1.

(avec ij ∈ {1, ..., n} ∀j). Ces images constituent clairement une famille libre, d’où l’injec-

tivité. Comme les deux espaces ont la même dimension 2n, f̃ est un isomorphisme.
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Définissons enfin la transposition ; sur l’espace T (V ) des tenseurs sur V , la transposition

( )t est l’application linéaire sur T (V ) définie à partir de (xi1 ⊗ ... ⊗ xik)t = xik ⊗ ... ⊗ xi1 .
L’image par ( )t de I(V, q) est incluse dans I(V, q) donc on peut définir la transposition sur

le quotient par (xi1 · ... · xik)t = xik · ... · xi1 .

3.2 Groupe pinoriel et groupe spinoriel

On note Cl×(V, q) le groupe multiplicatif des éléments inversible de l’algèbre Cl(V, q) :

Cl×(V, q) = {ϕ ∈ Cl(V, q) | ∃ϕ−1 ∈ Cl(V, q) tel que ϕ · ϕ−1 = ϕ−1 · ϕ = 1}.

Ce groupe contient en particulier les éléments v de V tels que q(v) 6= 0 : si v2 = −q(v) =
λ 6= 0, v−1 = −v

λ
. Si K = R ou C, c’est un groupe de Lie de dimension 2n. De plus, un résultat

concernant les algèbres de Lie nous dit que si A est une algèbre associative unitaire sur R

ou C, alors le groupe des éléments inversibles A× de A est muni d’une structure de groupe

de Lie et que son algèbre de Lie a× est isomorphe à A. Dans le cas des algèbres de Clifford

réelles, on a donc que cl× est un groupe de Lie dont l’algèbre de Lie est Cln munie du crochet

de Lie [ϕ1, ϕ2] = ϕ1 · ϕ2 − ϕ2 · ϕ1.

Définition 3.2.1 La représentation adjointe est le morphisme

Ad : Cl×(V, q) −→ GL(Cl(V, q))

x 7−→ Adx : ϕ 7−→ x · ϕ · x−1.

Remarquons l’analogie avec la définition 2.1.2.

Etudions sa différentielle en 1 : si γ est un chemin dans Cl×(V, q) tel que γ(0) = 1 et

γ′(0) = ϕ0 ∈ cl×(V, q),

Ad′(1) : cl×(V, q) −→ gl = L(Cl(V, q))
y 7−→ (Ad′)(1)(ϕ0) : ϕ ∈ Cl(V, q) 7−→ [ϕ0, ϕ].

En effet, Ad′(1)(ϕ0)(ϕ) est le vecteur tangent en 0 à Ad(γ(t))(ϕ) = γ(t) · ϕ · γ(t)−1, soit

Ad′(1)(ϕ0)(ϕ)
3

= γ′(0) · ϕ · γ(0) + γ(0) · ϕ · (γ−1)′(0)

= ϕ0 · ϕ− ϕ · ϕ0 = [ϕ0, ϕ].

3. Le produit d’un élément de g par un élément de G est défini comme dans la définition 2.1.2, donc ici

de même pour le produit d’un élément de cl×(V, q) par un élément de Cl(V, q).
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Jusqu’à la fin de cette section (et même du rapport), la caractéristique du

corps de base sera toujours supposée être différente de 2.

On va s’intéresser maintenant aux éléments de Cl×(V, q) dont l’image par Ad envoie V

sur V . L’ensemble de ces éléments est appelé groupe de Clifford.

Proposition 7 Si v ∈ V ⊂ Cl(V, q) est tel que q(v) 6= 0, alors l’image de V par Ad est

exactement V ; plus précisément, dans ce cas, −Adv
∣∣
V
est la réflexion orthogonale par rapport

à v⊥ :

−Adv(w) = w − 2
q(w, v)

q(v)
v (w ∈ V ).

Démonstration. v−1 = v
q(v)

donc pour tout w ∈ V ,

−q(v)Adv(w) = −q(v)v · w · v−1 = v · w · v
= −v2w − 2q(v, w)v = q(v)w − 2q(v, w)v.

Cette propriété montre donc que {v ∈ V | q(v) 6= 0} est inclus dans l’ensemble des

éléments ϕ de Cl(V, q) tels que Adϕ(V ) = V . Ceci nous invite à considérer le sous-groupe

P (V, q) de Cl×(V, q) engendré par les éléments v de V vérifiant q(v) 6= 0.

Proposition 8 On a un morphisme surjectif

Ad
∣∣
P (V,q)

: P (V, q) −→ O(V, q),

où O(V, q) = {F ∈ GL(V ) | ∀v ∈ V, q(F (v)) = q(v)}.

Démonstration. Conséquence du théorème de Cartan-Dieudonné.

Définition 3.2.2 Le groupe pinoriel Pin(V, q) est le sous-groupe de P (V, q) engendré par

les éléments v de V vérifiant q(v) = ±1 :

Pin(V, q) = {v1 · ... · vr | r ≥ 1 et ∀i, vi ∈ P (V, q) et q(vi) = ±1}.
Le groupe spinoriel Spin(V, q) est défini par

Spin(V, q) = Pin(V, q) ∩ Cl0(V, q)
= {v1 · ... · vr | vi ∈ P (V, q) et r pair}.
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Proposition 9 Les morphismes suivants sont surjectifs :

Ad
∣∣
Pin(V,q)

: Pin(V, q) −→ O(V, q),

Ad
∣∣
Spin(V,q)

: Spin(V, q) −→ SO(V, q),

où SO(V, q) = {F ∈ O(V, q) | detF = 1}.

Démonstration. Conséquence des théorèmes de réduction des endomorphismes orthogonaux

sur un espace quadratique.

3.3 Cas de l’espace euclidien R
n

On s’intéresse dans cette section au cas de Rn, muni de son produit scalaire canonique

(·, ·).

3.3.1 Propriétés de Spinn

On note Pinn et Spinn les groupes pinoriel et spinoriel associés ; alors

Pinn = {v1 · ... · vr | r ≥ 1 et ∀i, vi ∈ R
n et ‖vi‖ = 1}.

Spinn = {v1 · ... · v2k | ∀i, vi ∈ R
n et ‖vi‖ = 1}.

Remarque 3.3.1 : L’inverse d’un élément a = v1 · ... · v2k ∈ Spinn est at.

Proposition 10 1. Si n ≥ 2, Spinn est connexe par arcs.

2. Si n ≥ 3, Spinn est simplement connexe.

Démonstration. 1. Soient a = v1 · ... · v2k 6= b = w1 · ... ·w2l ∈ Spinn, avec k, l ∈ N tels que

k ≥ l, et (x1, ..., x2k, y1, ..., y2l) ∈ (Sn−1)2(k+l).

Comme n ≥ 2, la sphère unité Sn−1 de Rn est connexe par arcs : soient donc

ci : [0, 1] −→ Spinn, i = 1, ..., 2l

des chemins dans Sn−1 joignant respectivement vi à wi dans S
n−1.

Pour j ∈ {2l + 1, ..., 2k}, on utilise de nouveau la connexité par arcs de Sn−1 pour

considérer les chemins

dj : [0, 1] −→ Spinn, j = 2l + 1, ..., 2k

tels que d2p+1 joigne v2p+1 à v1 et d2p joigne v2p à −v1 dans Sn−1.
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On obtient ainsi par produit un chemin joignant v1 · ... · v2k à w1 · ... · w2l · v1 · (−v1) ·
... · v1 · (−v1) dans Spinn, c’est à dire joignant a à b dans Spinn.

2. On admet la simple connexité de Spinn pour n ≥ 3.

Remarque 3.3.2 : Le premier résultat de la proposition subsiste pour une forme quadra-

tique de signature différente de (1, 1) sur un espace quadratique quelconque (de dimension

supérieure ou égale à 2).

Le résultat fondamental de cette partie est le suivant, qui permet d’identifier Spinn au

revêtement universel de SOn(R) (cf annexe B pour des rappels sur la notion de revêtement).

Théorème 5 On a la suite exacte suivante :

0 −→ Z2 −→ Spinn
Ad−→ SOn(R) −→ 1.

Ainsi, si n ≥ 2, Ad est un revêtement (topologique) non trivial à deux feuillets de SOn(R).

De plus, si n ≥ 3, c’est son revêtement universel.

Remarque 3.3.3 : Ce résultat se généralise au cas d’une forme quadratique non dégénérée

de signature (r, s) sur un R-espace vectoriel de dimension supérieure ou égale à 2, excepté

pour le cas de la signature (1, 1) sur R2.

Démonstration du théorème 5. Tout élément a ∈ Spinn ⊂ Cl0n peut s’écrire a = a0+e1 ·a1, où
a0 ∈ Cl0n et a1 ∈ Cl1n sont des combinaisons linéaires de produits d’éléments ej ne contenant

pas e1. Puisque les produits apparaissant dans l’écriture de a0 sont des produits de nombres

pairs de ej, e1 · a0 = a0 · e1.
De même, puisque les produits apparaissant dans l’écriture de a1 sont des produits de

nombres impairs de ej , e1 · a1 · e1 = −e1 · e1 · a1 = a1.

Supposons de plus que a ∈ kerAd : en particulier, ∀v ∈ R
n, a ·v ·a−1 = v. Le choix v = e1

amène à

(a0 + e1 · a1) · e1 = e1 · (a0 + e1).

Soit encore

a0 · e1 + a1 = e1 · a0 − a1.

Donc a1 = 0, soit a = a0, c’est à dire que a ne contient pas e1. En procédant de même

pour tous les ei, on obtient kerAd
∣∣
Spinn

⊂ {−1, 1}, et l’inclusion réciproque est triviale ; donc

kerAd
∣∣
Spinn

= {−1, 1}, et on a bien une suite exacte.
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Le morphisme Ad
∣∣
Spinn

fournit clairement un revêtement à 2 feuillets de SOn(R) d’après

ce qui précède. Pour montrer qu’il est non trivial, il faut montrer qu’il n’existe pas

d’homéomorphisme entre Spinn et le revêtement trivial SOn(R) × Z2. Le revêtement triv-

ial est donné par

p : SOn(R)× Z2 −→ SOn(R)

(F, k) 7−→ F.

Les antécédents de Id sont donc (Id, 1) et (Id,−1), qui sont dans deux composantes

connexes distinctes de SOn(R)× Z2.

Les antécédents de Id par le revêtement Ad : Spinn −→ SOn(R) sont −1 et 1 ; si on prouve

qu’ils sont dans la même composante connexe, il ne pourra pas exister d’homéomorphisme

de revêtements entre Spinn et SOn(R)× Z2.

On choisit e1 et e2 deux vecteurs unitaires orthogonaux de Rn (possible car n ≥ 2) et on

considère la courbe :

γ : [0, π
2
] −→ Spinn

t 7−→ (e1 sin t+ e2 cos t) · (e1 sin t− e2 cos t).
C’est bien un chemin continu dans Spinn joignant γ(0) = 1 à γ(π

2
) = −1.

D’après la proposition 10, Spinn est simplement connexe si n ≥ 3, donc d’après le

théorème 18 de l’annexe (avec SOn(R) connexe par arcs), Spinn est le revêtement universel

(topologique) de SOn(R) pour n ≥ 3.

Corollaire 3.3.1 Spinn est compact.

En effet, c’est une conséquence directe de la cinquième assertion de la proposition 48 de

l’annexe B, puisque SOn(R) est compact et que les fibres ont deux éléments.

Remarque 3.3.4 : Le groupe Cl×n des éléments inversibles de l’algèbre de Clifford Cln est

un groupe de Lie (déjà vu) ; Spinn en est un sous-groupe, fermé car compact, donc c’est un

groupe de Lie (cf théorème 15 de l’annexe A). En particulier, on peut regarder si, mieux

qu’un revêtement topologique, Spinn est un revêtement de groupe de Lie de SOn(R). C’est

effectivement le cas, la démonstration est absolument analogue à la précédente en utilisant

le théorème 20 de l’annexe. D’après la proposition 50 de l’annexe, les algèbres de Lie spinn

et son sont isomorphes, donc Spinn est de même dimension que son, à savoir n(n−1)
2

.

3.3.2 Spinn en petite dimension

• Spin1 = {−1, 1} ≃ Z2. En particulier, le revêtement de SO1(R) = {1} par Spin1 a

encore deux feuillets, mais est evidemment trivial.
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• Spin2 ≃ S1 (isomorphisme de groupes de Lie) ; d’après l’exemple 3.1.1 et la proposition

6, Cl02 ≃ Cl1 ≃ C (isomorphismes d’algèbres). Spin2 est donc un sous-groupe de Lie

connexe de C.

Pour poursuivre, nous allons présenter le groupe Spinn à partir d’une condition de

normalisation. On définit N : Cl02\{0} −→ R∗
+ · 1 ≃ R∗

+ par

N(ϕ = λ11 + λ2e1 · e2) = ϕ · ϕt

= (λ11 + λ2e1 · e2) · (λ11 + λ2e2 · e1)
= (λ11 + λ2e1 · e2) · (λ11− λ2e1 · e2).

où λ1 et λ2 sont des réels.

L’application N est bien à valeurs dans R∗
+ ·1 car pour tout ϕ ∈ Cl02, N(ϕ) = (λ21+λ

2
2)1.

En particulier, N est un morphisme de groupes puisque pour tout ϕ1, ϕ2 ∈ Cl02,

N(ϕ1 · ϕ2) = ϕ1 · ϕ2 · (ϕ1ϕ2)
t = ϕ1 · ϕ2 · ϕt2 · ϕt1 = ϕ1 ·N(ϕ2)︸ ︷︷ ︸

=µ1

·ϕt1

= ϕ1 · ϕt1N(ϕ2) = N(ϕ1)N(ϕ2).

Montrons que

Spin2 = kerN = {ϕ ∈ Cl02 | N(ϕ) = 1}.

Si ϕ ∈ Spin2, N(ϕ) = ϕ · ϕt = ϕ · ϕ−1 = 1 d’après la remarque 3.3.1.

Réciproquement, si z = λ11 + λ2e1 · e2 ∈ kerN , on a λ21 + λ22 = 1 et

ϕ = e1︸︷︷︸
∈S1

· (−λ1e1 + λ2e2)︸ ︷︷ ︸
∈S1

∈ Spin2.

Donc Spin2 = kerN , soit

Spin2 ≃ S1.

Remarquons que S1 n’est pas simplement connexe (son revêtement universel est R, voir

l’exemple B.1.1 de l’annexe B), le théorème 5 est donc en défaut pour n = 2.

• Spin3 ≃ S3 (isomorphisme de groupes de Lie), où S3 est la sphère unité de l’algèbre H

des quaternions ; toujours d’après l’exemple 3.1.1, on sait que Cl03 ≃ Cl2 ≃ H.

Rappelons un résultat sur les quaternions ; notant H0 le sous-espace de H des quater-

nions purs, c’est à dire H0 = {xi + yj + zk, x, y, z ∈ R} ≃ R3, on a un morphisme de

groupes

∆ : S3 −→ SO(H0) ≃ SO3(R)

u 7−→ su : x ∈ H0 7−→ u · x · u−1.
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Ce morphisme est surjectif, de noyau R ∩ S3 = {−1, 1}. Il constitue un revêtement à

2 feuillets de SO3(R), qui est universel puisque la sphère unité de H est simplement

connexe. Donc Spin3 ≃ S3 par unicité.

• Spin4 ≃ S3 × S3 (isomorphisme de groupes de Lie) : le raisonnement est absolument

identique au cas n = 3 en considérant le morphisme de groupes

∆ : S3 × S3 −→ GL(H)

(x, y) 7−→ s(x,y) : u ∈ H 7−→ x · u · y−1.

Ce morphisme a pour noyau {−1, 1} et pour image SO4(R) : il constitue donc un

revêtement de SO4(R), et par simple connexité et unicité, Spin4 ≃ S3 × S3.

Pour terminer, nous allons déterminer l’algèbre de Lie du groupe spinoriel Spinn.

Théorème 6 L’application
(
Ad
∣∣
Spinn

)′
(1) : spinn −→ son(≃ Ω2(Rn)) est un isomorphisme

d’espaces vectoriels vérifiant

(
Ad
∣∣
Spinn

)′
(1)(ei · ej)(v) = 2(ei ∧ ej)(v) = 2(ei, v)ej − 2(ej, v)ei

pour tout v ∈ Rn, {e1, ..., en} désignant toujours la base canonique de Rn.

Démonstration. Soient i, j ∈ {1, ..., n}. On considère le chemin dans Spinn

γ : [0, 2π] −→ Spinn

t 7−→
(
ei cos

(
t
2

)
+ ej sin

(
t
2

))
·
(
−ei cos

(
t
2

)
+ ej sin

(
t
2

))
.

Alors γ(0) = 1 et d
dt
γ(t)

∣∣∣
t=0

= ei · ej. Comme spinn ≃ T1Spinn, les éléments ei · ej
appartiennent tous à spinn pour i, j ∈ {1, ..., n}.

On a, pour v ∈ Rn :

(
Ad
∣∣
Spinn

)′
(1)(ei · ej)(v) = [ei · ej, v] (cf définition 3.2.1)

= ei · ej · v − v · ei · ej
= ei · ej · v − (−ei · v − 2(ei, v))ej

= ei · ej · v + ei · (−ej · v − 2(v, ej)) + 2(ei, v)ej

= 2(ei, v)ej − 2(ej , v)ei.

Voyant son comme Ω2(Rn), pour v, w ∈ R
n,

(ei ∧ ej)(v, w) = ei(v)ej(w)− ej(v)ei(w) = (v, ei)(w, ej)− (v, ej)(w, ei).
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D’où

(ei ∧ ej)(v) = (ei, v)ej − (ej , v)ei.

Donc
(
Ad
∣∣
Spinn

)′
(1) est surjective puisqu’elle est linéaire et que Ω2(Rn) est engendré par

les formes ei ∧ ej. Les dimensions de spinn et Ω2(Rn) étant égales à

(
n

2

)
=
n(n− 1)

2
toutes

les deux,
(
Ad
∣∣
Spinn

)′
(1) est un isomorphisme.
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4 Classification et représentations des algèbres de Clif-

ford réelles et complexes

Cette section n’étant pas au coeur du sujet, mais les résultats étant importants, on ne

donnera pas toutes les démonstrations. On pourra consulter également [LM], [Hij] et [Rau].

4.1 Classification

4.1.1 Algèbres de Clifford réelles

Dans cette partie, nous considérons les algèbres de Clifford Cln sur Rn muni du produit

scalaire canonique.

Théorème 7 Pour tout n ∈ N, Cln+8
algèbre≃ Cln ⊗ Cl8.

Remarque 4.1.1 : D’après ce théorème, la connaissance des 8 premières algèbres de Clifford

permet de toutes les connâıtre. D’après l’exemple 3.1.1,

Cl1 ≃ C, Cl2 ≃ H, Cl3 ≃ H⊕H.

On obtient également que

Cl4 ≃ M2(H) Cl5 ≃ M4(C)

Cl6 ≃ M8(R) Cl7 ≃ M8(R)⊕M8(R)

Cl8 ≃ M16(R),

oùMk(K) désigne l’algèbre des matrices carrées de taille k × k dont les coefficients sont

dans le corps K.

Démonstration du théorème 7. La démonstration étant longue et demandant des résultats

intermédiaires, je renvoie à [Rau].

4.1.2 Algèbres de Clifford complexes

Dans cette partie, nous considérons les algèbres de Clifford Cln sur Cn muni de la forme

quadratique

gC : x, y ∈ C
n 7−→

n∑

i=1

xiyi.

Remarquons que c’est bien une forme bilinéaire symétrique, et non une forme hermitienne.
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Proposition 11 Cln est isomorphe à l’algèbre complexifiée de l’algèbre de Clifford réelle

Cln :

Cln
algèbre≃ Cln ⊗R C.

Remarque 4.1.2 : Par définition, si A est une algèbre réelle, l’algèbre complexifiée de A est

l’algèbre A×R C, dont le produit interne est donné par

(a1 ⊗ z)(a2 ⊗ w) = (a1a2)⊗ (zw) (a1, a2 ∈ A, z, w ∈ C).

Démonstration. Comme Rn ⊂ Cn ⊂ Cln, on peut définir l’injection canonique i : Rn −→ Cln.

Par définition de l’algèbre Cln, i vérifie les conditions du théorème 4 de propriété universelle,

donc s’étend en un morphisme d’algèbres ĩ : Cln −→ Cln.

On définit alors le morphisme d’algèbres

iC : Cln ⊗R C −→ Cln

a⊗ z 7−→ ĩ(a)z.

Pour montrer qu’il est bijectif, on cherche son inverse. Soit donc l’application C-linéaire

j : Cn −→ Cln ⊗R C

v 7−→ ℜ(v)⊗ 1 + ℑ(v)⊗ i.
Alors pour tout v ∈ Cn,

j(v) · j(v) = (ℜ(v)⊗ 1 + ℑ(v)⊗ i) · (ℜ(v)⊗ 1 + ℑ(v)⊗ i)
= ℜ(v)2 ⊗ 1−ℑ(v)2 ⊗ 1 + (ℜ(v)ℑ(v) + ℑ(v)ℜ(v))⊗ i
= −gC(Re(v))⊗ 1 + gC(ℑ(v))⊗ 1− 2gC(ℜ(v),ℑ(v))⊗ i
= −gC(v).

D’après le théorème 4 de propriété universelle, j se prolonge en un morphisme d’algèbres

jC de Cln dans Cln ⊗R C. Et alors si el est un vecteur de la base canonique de Cn,

iC ◦ jC(el) = iC(ℜ(el)⊗ 1 + ℑ(el)⊗ i)
= ĩ(ℜ(el)) · 1 + ĩ(ℑ(el)) · i
= ℜ(el) · 1 + ℑ(el) · i
= el.

Puisque iC et jC sont des morphismes d’algèbres et que les ei1 · ... · eik constituent une

base de Cln (où {e1, ..., en} est la base canonique de Cn), ceci prouve que jC est l’inverse à

droite de iC. On procède de même pour montrer que c’est l’inverse à gauche.
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Théorème 8 (i) On a un morphisme canonique d’algèbres entre Cln+2 et Cln ⊗ Cl2.

(ii) On a des isomorphismes d’algèbres entre les algèbres suivantes :

Cl2m
algèbre≃ M2m(C) et Cl2m+1

algèbre≃ M2m(C)⊕M2m(C).

Démonstration. (i) On considère {e1, ..., en+2} la base canonique de Cn+2 et on identifie

C
n (respectivement C

2) à l’espace vectoriel engendré par {e1, ..., en} (respectivement

par {en+1, en+2}). On pose alors

f : Cn+2 −→ Cln ⊗ Cl2

ek 7−→





ek ⊗ ien+1 · en+2 si 1 ≤ k ≤ n

1⊗ ek si k ∈ {n+ 1, n+ 2}.

On vérifie facilement par un calcul sur les vecteurs de base que f vérifie les hypothèses

de la propriété universelle du théorème 4, et se prolonge donc en une application f̃

définie sur Cln+2.

Il est clair que f̃ est surjective ; en effet, tous les éléments de la base

B = {ei1 · ... · eik ⊗ ijµ, 1 ≤ k ≤ n, 1 ≤ ik ≤ n, j ∈ {0, 1}, µ ∈ {en+1, en+2, en+1 · en+2}}

de Cln ⊗ Cl2 sont atteints ; par exemple,

ek ⊗ ien+2 = (−1⊗ en+1) · (ek ⊗ ien+1 · en+2)

= f̃(−en+1) · f̃(ek)
= f̃(−en+1 · ek).

Les deux algèbres étant de même dimension 2n+2 sur C, on en déduit que f̃ est un

isomorphisme d’algèbres.

(ii) Il suffit de montrer les isomorphismes pour Cl1 et Cl2 ; en effet, si n = 2m par exemple,

le point (i) implique que

Cl2m ≃ Cl2 ⊗ ...⊗ Cl2︸ ︷︷ ︸
m fois

≃M2(C)⊗ ...⊗M2(C) ≃M2m(C).

Et de même pour le cas m = 2n+ 1.

• Pour n = 1, Cl1 ≃ Cl1 ⊗R C ≃ C⊗R C ≃M1(C)⊕M1(C).

• Pour n = 2, Cl2 ≃ Cl2 ⊗R C ≃ H⊗R C.

Il faut donc montrer que H⊗R C ≃M2(C). Considérons l’application R-bilinéaire

φ : H× C −→ EndC(H)

(q, z) 7−→ φq,z : x ∈ H 7−→ q · x · z.
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On utilise à présent la propriété universelle du produit tensoriel suivante :

Soient E, F et G trois espaces vectoriels sur un corps K. Si χ : E × F → G est

une application bilinéaire, alors χ se factorise de manière unique en une application

linéaire χ̃ de E ⊗K F dans G.

En particulier, pour tout représentant a ⊗ b de (a, b) ∈ E × F dans E ⊗K F , on a

χ̃(a⊗ b) = χ(a, b).

On obtient ainsi une application R-linéaire φ̃ : H ⊗R C −→ EndC(H). On a de plus

que pour tous (q ⊗ z), (q′ ⊗ z′) ∈ H⊗R C et pour tout x ∈ H,

φ̃((q ⊗ z) · (q′ ⊗ z′))(x) = φ̃((qq′)⊗ (zz′))(x)

= (qq′)xzz′

= qq′xz′z (commutativité de C)

= φ̃(q ⊗ z) ◦ φ̃(q′ ⊗ z′)(x).

On a donc même un morphisme de R-algèbres. Montrons qu’il est injectif.

Soit q ⊗ z ∈ ker (φ̃) : φ̃(q ⊗ z)(x) = 0 pour tout x ∈ H. Choisissant x = q, on a

qqz = N(q)z = 0, d’où z = 0 ou N(q) = 0, c’est à dire q = 0. Dans tous les cas,

q ⊗ z = 0 et φ̃ est injectif.

Comme dim (EndC(H)) = dim (H⊗R C) = 8, c’est un isomorphisme, et on a donc

Cl2 ≃ EndC(H). Enfin, H est un C-espace vectoriel de dimension 2 puisque tout

quaternion a+bi+cj+dk s’écrit également (a+ib)+(c+id)j, donc EndC(H) ≃M2(C).

4.2 Représentations

4.2.1 Notion de représentation d’une algèbre

Définition 4.2.1 Soit k ⊂ K deux corps. Une K-représentation d’une algèbre A sur un

k-espace vectoriel V est la donnée d’un k-morphisme d’algèbres ρ : A −→ EndK(W ), où W

est un K-espace vectoriel de dimension finie. L’espace W est appelé un A-module sur K.

Définition 4.2.2 Une K-représentation est dite réductible si W peut s’écrire comme la

somme directe non triviale de sous-espaces vectoriels W1 et W2 et telle que pour tout a ∈ A,
on ait ρ(a)(Wj) ⊂Wj pour j = 1, 2. On écrit alors ρ = ρ1 ⊕ ρ2, où ρj(a) = ρ(a)

∣∣
Wj

.

Une K-représentation est dite irréductible si elle n’est pas réductible.

Proposition 12 Toute K-représentation ρ d’une algèbre A se décompose en somme directe

de représentations irréductibles ρ = ρ1 ⊕ ...⊕ ρn.
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Définition 4.2.3 Deux K-représentations ρj : A −→ EndK(Wj), j = 1, 2, sont équivalentes

s’il existe un isomorphisme K-linéaire F : W1 −→ W2 tel que ∀a ∈ A, F ◦ρ1(a)◦F−1 = ρ2(a).

Théorème 9 K = R,C ou H. La représentation naturelle ρ de la R-algèbreMn(K) sur Kn

est, à équivalence près, la seule représentation irréductible deMn(K). De ce fait, la somme

directeMn(K)⊕Mn(K) a exactement deux classes de représentations irréductibles données

par ρ1(ϕ1, ϕ2) = ρ(ϕ1) et ρ2(ϕ1, ϕ2) = ρ(ϕ2).

Démonstration. Conséquence du fait qu’une algèbre simple a une unique représentation

irréductible, à équivalence près. On rappelle qu’une algèbre (unitaire associative) sur un

corps commutatif est dite simple si son anneau sous-jacent est simple, c’est-à-dire s’il n’ad-

met pas d’idéal bilatère autre que {0} et lui-même, et si de plus il n’est pas réduit à {0}.
Voir [Lang] pour la preuve.

4.2.2 Algèbres de Clifford réelles

Dans cette partie, nous considérons de nouveau des algèbres de Clifford Cln sur Rn muni

du produit scalaire canonique.

Par distributivité du produit tensoriel par rapport à la somme directe, le théorème 7 et

la remarque 4.1.1 nous permettent de montrer par récurrence que les algèbres de Clifford de

la forme Cl4k+3 sont isomorphes à une somme directe du typeMp(R)⊕Mr(R). En effet, on

a un isomorphisme d’algèbre entre Mn(R) ⊗R H et Mn(H), qui découle directement de la

propriété universelle du produit tensoriel appliquée à l’application bilinéaire

Mn(R)×H −→ Mn(H)

(M, a+ bi+ cj + dk) 7−→ aM + bMi + cMj + dMk.
.

De plus,Mn(H) est lui même isomorphe àM4n(R) puisque H est un R-espace vectoriel

de dimension 4. Ainsi, on a par exemple

Cl11 ≃ Cl8 ⊗ Cl3 ≃M16(R)⊗ (H⊕H)

≃ (M16(R)⊗H)⊕ (M16(R)⊗H)

≃ M64(R)⊕M64(R),

et ainsi de suite.

Les autres algèbres de Clifford Cln avec n 6≡ 3[4] sont de même isomorphes à unMm(R).

D’après le théorème 9, il y a donc :

– 2 classes de représentations irréductibles pour les algèbres de Clifford Cln avec n ≡ 3 [4] ;

– 1 classe de représentations irréductibles pour les algèbres de Clifford Cln avec n 6≡ 3 [4].

On introduit maintenant un élément de volume qui va permettre d’étudier les équivalences

des représentations précédemment introduites.
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Définition 4.2.4 Etant donnée une base orthonormée {e1, ..., en} de Rn, on définit l’élément

de volume ω par

ω = e1 · ... · en.

Remarque 4.2.1 : Cette définition est indépendante du choix de la base orthonormée directe

B = {e1, ..., en} ; si B′ = {e′1, ..., e′n} est une autre base orthonormée directe de Rn, et que h est

l’endomorphisme de changement de base de B à B′, alors e′1·...·e′n = det (h)e1·...·en = e1·...·en.
Par contre, ω change de signe si on change l’orientation de la base ; l’appelation “élément de

volume” est donc cohérente.

Proposition 13 (1) On a ω2 = 1 si n ≡ 0 ou 3 [4] et ω2 = −1 si n ≡ 1 ou 2 [4] ;

(2) On a v · ω = (−1)n−1ω · v pour tout v ∈ Rn. En particulier, si n est impair, ω est

central.

Lemme 2 On suppose que n ≡ 0 ou 3 [4] et on pose

π+ =
1

2
(1 + ω) et π− =

1

2
(1− ω).

Alors on a :

(1) π+ + π− = 1 ;

(2) (π+)2 = π+ et (π−)2 = π− ;

(3) π+π− = π−π+ = 0.

Proposition 14 On suppose que n ≡ 3 [4]. Alors si on pose

Cl+n = π+ · Cln et Cl−n = π− · Cln,

on a une décomposition de Cln en somme directe de sous-algèbres isomorphes :

Cln = Cl+n ⊕ Cl−n .

De plus, α(Cl±n ) = Cl∓n (α est toujours l’application définie au corollaire 3.1.1).

Démonstration. On a n ≡ 3 [4] donc n est impair donc ω est central donc π+ et π− sont

centraux. De plus, pour tout ϕ ∈ Cln, ϕ = 1ϕ = (π++ π−) ·ϕ = π+ ·ϕ+π− ·ϕ, et la somme

est directe d’après la deuxième assertion du lemme précédent.

Enfin, toujours car n est impair, α(ω) = −ω donc α(π±) = π∓ donc α(Cl±n ) = Cl∓n .

Comme α est un isomorphisme, les deux sous-algèbres sont isomorphes.
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Proposition 15 On suppose que n ≡ 3 [4]. Soit ρ : Cln −→ EndR(W ) une représentation

irréductible. Alors ρ(ω) = Id ou ρ(ω) = −Id.
De plus, les deux possibilités se réalisent et donnent des représentations non-équivalentes.

Démonstration. ρ(ω)2 = ρ(ω2) = ρ(1) = Id, donc ρ(ω) est une involution, donc diagonalis-

able (la caractéristique de R étant nulle) : W = W+ ⊕W−, où W+ et W− sont les espaces

propres associés aux valeurs propres 1 et −1 de ρ(ω). Montrons qu’ils sont Cln-invariants.

Soit ϕ ∈ Cln et v ∈ W+ (et de même pour W−). Alors ρ(ω)(v) = v et comme ω est central,

ρ(ϕ)(v) = ρ(ϕ)(ρ(ω)(v))

= ρ(ϕ · ω)(v)
= ρ(ω · ϕ)(v)
= ρ(ω)(ρ(ϕ)(v)).

W+ est donc un sous-Cln-module de W , et comme W est irréductible, W = W+ ou

W =W−, ce qui prouve la première assertion.

Il est alors clair que les représentations ρ+ et ρ− définies à valeurs dans EndR(W ) et

EndR(W
′) respectivement à partir de ρ±(ω) = ±Id ne sont pas équivalentes ; en effet si

F : W −→W ′ est un isomorphisme, F ◦ ρ+(ω) ◦ F−1 = Id 6= ρ−(ω).

On admet que les 2 possibilités se réalisent.

Proposition 16 On suppose que n ≡ 0 [4]. Soit V un Cln-module (cf définition 4.2.1). Alors

V se décompose en somme directe de sous-espaces vectoriels V = V + ⊕ V −, où les espaces

V + et V − sont les espaces propres pour l’application linéaire de multiplication par ω, c’est à

dire

V + = π+ · V et V − = π− · V.

De plus, pour tout e ∈ Rn\{0}, la multiplication par e donne un isomorphisme de V + sur

V −.

Remarque 4.2.2 : 1. Cette proposition ne dit pas que les sous-espaces V + et V − sont

Cln-invariants, ce qui conduirait manifestement à une absurdité en itérant le processus.

Il dit juste que tout Cln-module peut s’écrire comme somme directe de sous-espaces

propres pour la multiplication par ω.

2. On appelle “multiplication par ω” l’application ρ(ω), où ρ : Cln −→ EndR(V ) est la

représentation considérée, et de même la multiplication par e. Le terme π± · V désigne

également ρ(π±)(V ).
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Démonstration. La décomposition en somme directe d’espaces propres est claire puisque la

multiplication par ω est une involution, donc diagonalisable. Puisque ω · π± = ±π±, les

espaces V + et V − ont bien la forme annoncée dans l’énoncé de la proposition, et enfin le

fait que la multiplication par e soit un isomorphisme provient du fait que e · π+ = π− · e,
e · π− = π+ · e et e · e = −‖e‖1.

Proposition 17 On suppose que n ≡ 0 [4]. Soit ρ : Cln −→ EndR(W ) une représentation

irréductible, avec W = W+ ⊕W− d’après la proposition précédente. Alors W+ et W− sont

Cl0n-invariants. Via l’isomorphisme entre Cl0n et Cln−1 (cf proposition 6), ces espaces corre-

spondent aux deux classes de représentations irréductibles de Cln−1.

Démonstration. Soit ϕ ∈ Cl0n, et v ∈ W+ (et de même pour W−) : ρ(ω)(v) = v. D’après la

proposition 13, ω (à défaut d’être central puisque n est pair) commute avec tous les éléments

de Cl0n, et la preuve donnée pour la proposition 15 reste valable pour des éléments de Cl0n.

L’isomorphisme f̃ : Cln−1 −→ Cl0n donné dans la démonstration de la proposition 6

envoie l’élément de volume ω′ = e1 · ... · en−1 de Cln−1 (après plongement de Rn−1 dans Rn)

sur ω ∈ Cl0n (vérification calculatoire simple). On en déduit l’existence d’une représentation

ρ′ = ρ
∣∣
Cl0n
◦ f̃ : Cln−1 −→ EndR(W ).

La décomposition W = W+⊕W− étant Cl0n-invariante, et comme ρ′(ω′) = ρ(ω) = Id sur

W+ et −Id sur W−, on déduit de la proposition 15 (puisqu’alors n− 1 ≡ 3 [4]) que ρ′
∣∣
W+ et

ρ′
∣∣
W−

sont bien des représentants des deux classes de représentations irréductibles de Cln−1.

Définition 4.2.5 La représentation spinorielle réelle de Spinn est le morphisme (de

groupes)

∆n : Spinn −→ GL(S)

donné par le choix d’une représentation réelle irréductible de Cln −→ EndR(S) restreinte

à Spinn ⊂ Cl0n.

Remarque 4.2.3 : La notion de représentation de groupe est en tout point similaire à celle

de représentation d’algèbre. Voir [Pey].
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Théorème 10 Si n ≡ 3 [4], la définition de ∆n est indépendante du choix de la repré-

sentation irréductible de Cln (ça l’est aussi évidemment pour n 6≡ 3 [4] puisqu’alors Cln n’a

qu’une classe de représentations irréductibles). De plus,

• Pour n 6≡ 0 [4], la représentation (de groupe) ∆n est irréductible, sauf si n ≡ 1 ou 2 [8]

où elle est somme directe de deux représentations irréductibles équivalentes.

• Pour n = 4m, on a une décomposition

∆4m = ∆+
4m ⊕∆−

4m,

où ∆−
4m et ∆−

4m sont deux représentations (de groupe) irréductibles et non-équivalentes

de Spin4m.

Démonstration. Elle est essentiellement un résumé des résultats de cette section ; voir [LM],

page 36.

4.2.3 Algèbres de Clifford complexes

Nous revenons aux algèbres de Clifford Cln sur Cn muni de la forme quadratique

gC : x, y ∈ C
n 7−→

n∑

i=1

xiyi.

Les résultats de cette section étant très similaires à ceux de la partie précédente, je les

donne sans démonstration.

Comme dans la partie précédente, on obtient que les algèbres de Clifford Cln ont :

– 2 classes de représentations irréductibles si n est impair ;

– 1 classe de représentations irréductibles si n est pair.

Définition 4.2.6 Etant donnée une base orthonormée {e1, ..., en} de Rn, on définit l’élément

de volume ωC par

ωC = i[
n+1
2 ]e1 · ... · en,

où [.] désigne la partie entière.

Remarque 4.2.4 : Cette définition est évidemment encore indépendante du choix de la base

orthonormée directe.

Proposition 18 (1) On a ω2
C
= 1 pour tout n ;

(2) On a v · ωC = (−1)n−1ωC · v pour tout v ∈ R
n ≃ R

n ⊗R 1 ⊂ Cln.
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Lemme 3 On pose

π+ =
1

2
(1 + ωC) et π− =

1

2
(1− ωC).

Alors on a :

(1) π+ + π− = 1 ;

(2) (π+)2 = π+ et (π−)2 = π− ;

(3) π+π− = π−π+ = 0.

Proposition 19 On suppose que n est impair. Soit ρ : Cln −→ EndC(W ) une représentation

irréductible. Alors ρ(ωC) = Id ou ρ(ωC) = −Id.
De plus, les deux possibilités se réalisent et donnent des représentations non-équivalentes.

Proposition 20 On suppose que n est pair. Soit V un Cln-module. Alors V se décompose

en somme directe de sous-espaces vectoriels V = V +⊕ V −, où les espaces V + et V − sont les

espaces propres pour l’application linéaire de multiplication par ωC, c’est à dire

V + = π+ · V et V − = π− · V.

De plus, pour tout e ∈ Cn\{0}, la multiplication par e donne un isomorphisme de V + sur

V −.

Lemme 4 Cln et Cl0n+1 = Cl(Cn+1, gC)
0 sont isomorphes (isomorphisme d’algèbres).

Démonstration. La démonstration est exactement la même que celle de la proposition 6.

Proposition 21 On suppose que n est pair. Soit ρ : Cln −→ EndC(W ) une représentation

irréductible, avec W = W+ ⊕W− d’après la proposition précédente. Alors W+ et W− sont

Cl0n-invariants. Via l’isomorphisme entre Cl0n et Cln−1, ces espaces correspondent aux deux

représentations irréductibles de Cln−1.

Définition 4.2.7 La représentation spinorielle complexe de Spinn est le morphisme

(de groupes)

∆C

n : Spinn −→ GLC(S)

donné par le choix d’une représentation complexe irréductible de Cln −→ EndC(S) re-

streinte à Spinn ≃ Spinn ⊗R 1 ⊂ Cl0n.
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Théorème 11 Si n est impair, cette définition de ∆C

n est indépendante du choix de la

représentation irréductible de Cln, et elle donne de plus une représentation (de groupes)

irréductible.

Si n = 2m est pair, la définition de∆C
n est toujours indépendante du choix de la représenta-

tion irréductible de Cln puisqu’alors Cln n’a qu’une classe de représentations irréductibles.

De plus, on a une décomposition

∆C

2m = ∆C +
2m ⊕∆C −

2m ,

où ∆C +
2m et ∆C −

2m sont deux représentations complexes irréductibles et non-équivalentes

de Spin2m dont les Spinn-modules sont donnés respectivement par S+ = π+ ·S et S− = π− ·S
et sont isomorphes via σ ∈ S± 7−→ v · σ ∈ S∓ pour tout v ∈ Rn\{0}.

Supposons n pair. On va chercher plus précisément un Cln-module S = Σn tel qu’on

obtienne une représentation complexe irréductible comme dans la définition 4.2.7. Mieux ;

nous allons exhiber un isomorphisme ρ de Cln dans EndC(Σn) ; ρ sera alors nécessairement

irréductible (seule la surjectivité est importante) car si Σn = V ⊕W avec ρ(ϕ)(V ) ⊂ V pour

tout ϕ ∈ Cln, cela veut dire que f(V ) ⊂ V pour tout f ∈ EndC(Σn), donc que V = {0} ou
V = Σn (immédiat en raisonnant sur une base de V ).

Soit donc n = 2m pair et soit {e1, ..., e2m} la base canonique de R2m. On considère la

famille (zj, zj)j=1,...,m définie par

zj =
1

2
(ej ⊗ 1− ej+m ⊗ i) et zj =

1

2
(ej ⊗ 1 + ej+m ⊗ i).

On voit immédiatement que c’est une base de R2m ⊗R C ≃ C2m. De plus, pour tous

j, k ∈ {1, ..., m}, on a

gC(zj , zk) = gC(zj , zk) = 0

gC(zj , zk) = gC(zj , zk) =
1

2
δjk.

Puisque pour tout x, y ∈ C2m ⊂ Cl2m, on a x ·C y + y ·C x = −2gC(x, y), on a

(1)





zj ·C zk + zk ·C zj = 0

zj ·C zk + zk ·C zj = 0

zj ·C zk + zk ·C zj = −δjk1.
On pose ω = z1 ·C ... ·C zm. On remarque que zk ·C ω = 0 pour 1 ≤ k ≤ m d’après ce qui

précède. Pour tout r-uplet Lr = (l1, ...lr) d’éléments croissants 1 ≤ l1 < ... < lr ≤ m, on note

zLr = zl1 ·C ... ·C zlr .
On définit alors

Σ2m = VectC{zLr ·C ω | 1 ≤ l1 < ... < lr ≤ m, 0 ≤ r ≤ m}.
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On peut vérifier que la famille {zLr ·C ω , 1 ≤ l1 < ... < lr ≤ m, 0 ≤ r ≤ m} est libre ;

c’est un peu pénible à écrire mais c’est direct. L’espace Σ2m est donc de dimension le cardinal

de cette famille, soit

dimC (Σ2m) =
m∑

i=0

(
m

i

)
= 2m.

On définit maintenant

ρ : Cl2m −→ EndC(Σ2m)

ϕ 7−→ ρ(ϕ) : ς 7−→ ϕ ·C ς.
On voit immédiatement que c’est un morphisme d’algèbres à condition qu’il soit bien

à valeurs dans EndC(Σ2m). Pour le voir, on remarque que ρ peut également être vue comme

l’application linéaire définie par

ρ : Cl2m −→ EndC(Σ2m)

ϕ = zJp ·C zKq 7−→ ρ(ϕ) : ς = zLr ·C ω 7−→ zJp ·C zKq ·C zLr ·C ω,

où Jp = (j1, ...jp), 1 ≤ j1 < ... < jp ≤ m et Kq = (k1, ...kq), 1 ≤ k1 < ... < kq ≤ m.

Ceci définit bien uniquement ρ car :

1. l’ensemble des éléments de la forme zJp ·C zKq engendre l’espace vectoriel sous-jacent

de Cl2m = Cl(R2m ⊗R C, gC). En effet, on voit Cl2m comme Cl2m ⊗R C et alors (par

exemple) on a

e1 · ... · em ⊗R i = (e1 · ... · em)⊗R (i.1....1)

= (e1 ⊗R i) ·C (e2 ⊗R 1) ·C ... ·C (em ⊗R 1)

= (z1 − z1) ·C (z2 + z2) ·C ... ·C (zm + zm).

On met ensuite ce résultat sous la forme voulue en utilisant les relations (1), et on

procède de même pour tous les vecteurs de la base

{ei1 · ... · eip ⊗R i
j , 1 ≤ p ≤ 2m, {i1, ..., ip} ∈ {1, ..., 2m}, j = 0, 1}.

2. l’ensemble des éléments de la forme zLr ·C ω engendre Σ2m par définition.

3. zJp ·C zKq ·C zLr ·C ω est un élément de Σ2m (vérification simple mais fastidieuse : on

déplace le terme zKq à gauche du ω grâce aux relations (1) et il reste une combinaison

linéaire d’éléments de la forme zMs ·C ω).

Montrons que ρ est surjectif.
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Soit ϕ = zj ·C z1, 1 ≤ j ≤ m. Alors

ρ(ϕ)(z1 ·C ω) = zj ·C z1 ·C z1 ·C ω
= zj ·C (−z1 ·C z1 − 1) ·C ω
= −zj ·C z1 ·C z1 ·C ω︸ ︷︷ ︸

=0

−zj ·C ω

= −zj ·C ω.

Et pour 2 ≤ l ≤ m,

ρ(ϕ)(zl ·C ω) = zj ·C z1 ·C zl ·C ω
= zj ·C (−zl ·C z1) ·C ω
= 0.

En itérant ce processus, on montre que l’image par ρ(ϕ) d’un vecteur de base de Σ2m ne

contenant pas z1 dans son écriture est nulle, alors que l’image par ρ(ϕ) d’un vecteur contenant

z1 dans son écriture est le même vecteur où z1 est remplacé par zj .

Ainsi, si on note ω = z1 ·C ... ·C zm et que l’on pose

ϕ = zJp ·C ω ·C ω ·C zKq = zj1 ·C ... ·C zjp ·C ω ·C ω ·C zk1 ·C ... ·C zkq ,
on a ρ(ϕ)(zk1 ·C ... ·C zkq) = ±zj1 ·C ... ·C zjp, et l’image par ρ(ϕ) de tout autre vecteur de

base de Σ2m est nulle. En combinant les ρ(ϕ), on peut donc reconstruire tout endomorphisme

de Σ2m donc ρ est surjectif.

Comme dimC (Cl2m) = dimC (EndC(Σ2m)) = 22m, ρ est un isomorphisme d’algèbres.

Le cas n impair en découle immédiatement. En effet, étant donné ρ : Cl2m −→ EndC(Σ2m)

précédemment défini, on utilise le théorème 8 pour définir un isomorphisme d’algèbres

Cl2m+1
thm 8−→ Cl2m ⊕ Cl2m

(ρ,ρ)−→ EndC(Σ2m)⊕ EndC(Σ2m).

On note ρ̂ : Cl2m+1 −→ EndC(Σ2m) la projection de cet isomorphisme sur la première

composante. Une projection étant surjective, ce morphisme d’algèbre est surjectif, donc ρ̂ est

une représentation irréductible.

Définition 4.2.8 On note toujours ρ : Cln −→ EndC(Σn) la représentation irréductible

obtenue précédemment. La multiplication de Clifford est définie comme suit :

– Si n = 2m est pair, c’est l’application

m : Cl2m ⊗ Σ2m −→ Σ2m

ϕ⊗ τ 7−→ ϕ · τ = ρ(ϕ)(τ) ;
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– Si n = 2m+ 1 est impair, c’est l’application

m : Cl2m+1 ⊗ Σ2m −→ Σ2m

ϕ⊗ τ 7−→ ϕ · τ = ρ̂(ϕ)(τ).

En pratique on notera toujours ρ la représentation de Cln dans la multiplication de

Clifford.

Proposition 22 Il existe un produit scalaire hermitien (·, ·) sur Σn tel que pour tout w ∈ Rn

de norme 1 et pour tous ς, τ ∈ Σn, on ait

(ς, τ) = (w · ς, w · τ).

Démonstration. Soit {e1, ..., en} une base orthonormale de R
n et Γn le sous-groupe de Cl×n

qu’elle engendre. C’est un groupe défini par générateurs et relations de la manière suivante :

Γn =
〈
e1, ..., en

∣∣∣(−1)2 = 1, e2i = −1, ei · ej = −ej · ei, i 6= j
〉
.

Il est fini de cardinal 2 ×∑
(
n

k

)
= 2n+1. On se donne un produit hermitien quelconque

〈·, ·〉 sur Σn (existe toujours sur un C-espace vectoriel). On définit alors le produit scalaire

hermitien en question par

(ς, τ) =
1

|Γn|
∑

ν∈Γn
〈ν · ς, ν · τ〉 .

Alors pour ei ∈ Γn,

(ei · ς, ei · τ) =
1

|Γn|
∑

ν∈Γn

〈ν · ei · ς, ν · ei · τ〉

=
1

|Γn|
∑

ν∈Γn
〈ν · ς, ν · τ〉

= (ς, τ).

(changement de variable)

A présent pour un w ∈ Rn unitaire, on écrit w =
∑
wiei, avec

∑
w2
i = 1, et on obtient

(w · ς, x · τ) =
∑

i

w2
i (ei · ς, ei · τ) +

∑

i6=j
wiwj(ei · ς, ej · τ)

=
∑

i

w2
i (ς, τ) +

∑

i<j

wiwj ((ei · ς, ej · τ) + (ej · ς, ei · τ))

= (ς, τ).
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En effet, pour i < j,

(ei · ς, ej · τ) = (ei · ei · ς, ei · ej · τ)
= −(ς, ei · ej · τ)
= −(ej · ς, ej · ei · ej · τ)
= (ej · ς, ei · ej · ej · τ)
= −(ej · ς, ei · τ).

Corollaire 4.2.1 Pour tout w ∈ Rn, pour tous ς, τ ∈ Σn, on a

(w · ς, τ) = −(ς, w · τ).

Démonstration. C’est clair pour w = 0, et si w ∈ Rn\{0}, on a d’après la proposition

précédente

(w · ς, τ) =
(
w · w

‖w‖ · ς,
w

‖w‖ · τ
)
,

d’où

(w · ς, τ) = 1

‖w‖2
( w · w︸ ︷︷ ︸
=−‖w‖2

·ς, w · τ) = −(ς, w · τ).
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5 Structures spinorielles et l’opérateur de Dirac

Dans toute cette section, on notera ρ : Cln −→ GLC(Σn), où Σn est l’espace vectoriel

défini à la fin de la section précédente. On notera également ρ sa restriction à Spinn (c’est à

dire la représentation spinorielle complexe).

On note N = dimΣn = 2[
n
2
].

Le fil conducteur de cette section est issu de [Hij] et [Rau].

5.1 Fibré des spineurs et connexions

Définition 5.1.1 On considère une variété riemannienne (M, g) de dimension n. Une struc-

ture spinorielle sur M est un couple (SpinM , η) où SpinM est un fibré Spinn-principal sur

M et η un revêtement à deux feuillets du fibré SOn(R)-principal SOM de M (voir la fin de

la section 1.4) tels que le diagramme suivant commute :

SpinM × Spinn

η×Ad

��

// SpinM

η

��

π

##GG
GG

GG
GG

G

M,

SOM × SOn(R) // SOM

π

;;wwwwwwwww

les flèches horizontales représentant les actions des groupes Spinn et SOn(R) sur les fibrés

principaux SpinM et SOM . En particulier, on a η(κa) = η(κ)Ad(a) pour tous κ ∈ SpinM et

a ∈ Spinn.

Une variété riemannienne ne peut a priori pas toujours être munie d’une structure

spinorielle.

On appelle variété spinorielle une variété munie d’une structure spinorielle (SpinM , η).

On pourra consulter [LM] pour voir des caractérisations des variétés spinorielles.

Définition 5.1.2 Le fibré des spineurs complexe associé à la structure spinorielle SpinM

sur M est le fibré vectoriel complexe

ΣM = SpinM ×ρ Σn.

Une section ψ ∈ Γ(M,ΣM) est donnée localement par une classe d’équivalence

ψ
∣∣
U
= [σ̃, s],

avec σ̃ ∈ ΓU(M, SpinM) (U ⊂M) et s : U → Σn est une fonction.
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Remarque 5.1.1 : D’après la remarque 1.4.3, le fibré tangent est difféomorphe au fibré

vectoriel SOM ×̺ Rn, où ̺ est le morphisme qui à une matrice de SOn(R) associe son

endomorphisme canoniquement associé. Considérons l’application suivante :

SpinM ×Ad Rn −→ SOM ×̺ Rn

[κ, v] 7−→ (η(κ), v)

où la barre horizontale désigne la classe d’un élément (B, v) de SOM×Rn dans SOM×̺Rn.

Cette application est bien définie ; elle est injective (vérification immédiate) et surjective

(car η l’est puisque c’est un revêtement de SOM). Elle fournit donc un difféomorphisme

(même un isomorphisme) entre SpinM ×Ad Rn et SOM ×̺ Rn, d’où :

TM ≃ SpinM ×Ad Rn.

Définition 5.1.3 La multiplication de Clifford sur ΣM est l’application suivante :

m : Γ(M,TM)⊗ Γ(M,ΣM) −→ Γ(M,ΣM)

X ⊗ ψ = [σ̃, χ]⊗ [σ̃, s] 7−→ [σ̃, χ · s] = X · ψ,
où χ · s est la multiplication de Clifford définie à la définition 4.2.8.

On a utilisé TM ≃ SpinM ×AdRn, difféomorphisme mentionné à la remarque précédente.

Un champ de vecteurs X ∈ Γ(M,TM) s’écrit donc X = [σ̃, χ], avec σ̃ ∈ Γ(M, SpinM) et

χ ∈ C∞(M,Rn).

Remarque 5.1.2 : On peut généraliser la multiplication de Clifford aux k-formes, de la

même façon qu’à la définition 4.2.8, puisqu’on a vu dans la troisième section que l’algèbre

de Clifford d’un espace vectoriel V était isomorphe (en tant qu’espace vectoriel) à l’ensemble

Ω∗V des formes différentielles sur V . Ainsi, toute k-forme ω ∈ Ωk(M), avec 1 ≤ k ≤ n, agit

sur le fibré des spineurs par la formule :

ω · ψ =
∑

1≤i1≤...≤ik≤n
ω(ei1, ..., eik)ei1 · ... · eik · ψ,

où ψ ∈ Γ(M,ΣM) et {e1, ..., en} ∈ SOM est quelconque.

On donne ainsi par exemple du sens à l’expression (e1 · e2) · ψ = e1 · (e2 · ψ), et caetera.

Définition 5.1.4 On définit un produit hermitien sur ΣM de la façon suivante :

(·, ·) : Γ(M,ΣM) × Γ(M,ΣM) −→ C∞(M,C)

(ψ1, ψ2) 7−→ (ψ1, ψ2) : m ∈M 7−→ (ψ1(m), ψ2(m))Σn ,

où (·, ·)Σn est le produit hermitien sur Σn défini à la proposition 22.
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Plus précisément ; pour m ∈ M et ψ1, ψ2 ∈ Γ(M,ΣM), ψ1(m) et ψ2(m) appartiennent à

π−1
ΣM(m) par définition d’une section. Comme πΣM([κ, ς]) = πSpinM(κ) (voir la section 1.4),

il existe des éléments κ ∈ SpinM et ς, τ ∈ Σn tels que ψ1(m) = [κ, ς] et ψ2(m) = [κ, τ ]. Alors

(ψ1(m), ψ2(m))Σn = (ς, τ)Σn .

Remarque 5.1.3 : 1. Pour tous X ∈ Γ(M,TM) et ψ1, ψ2 ∈ Γ(M,ΣM), on a

(X · ψ1, ψ2) + (ψ1, X · ψ2) = 0.

C’est en effet une conséquence directe du corollaire 4.2.1.

2. Si X, Y ∈ Γ(M,TM) et ψ1, ψ2 ∈ Γ(M,ΣM), on a

(X · ψ1, Y · ψ2) = −(Y ·X · ψ1, ψ2)

= ((X · Y + 2g(X, Y )) · ψ1, ψ2)

= −(Y · ψ1, X · ψ2) + 2g(X, Y )(ψ1, ψ2).

Donc si ψ1 = ψ2, ℜ(X · ψ1, Y · ψ1) = g(X, Y ) ‖ψ1‖2, ℜ désignant la partie réelle.

Rappelons que comme (M, g) est une variété riemannienne, il existe une connexion

“privilégiée” sur M , appelée connexion de Levi-Civita. Elle est l’unique dérivée covariante

sur le fibré tangent TM symétrique et compatible avec la métrique g, c’est à dire que pour

tous X , Y et Z des champs de vecteurs sur M , la dérivée covariante associée ∇ vérifie

[X, Y ] = ∇XY −∇YX

X(g(Y, Z)) = g(∇XY, Z) + g(Y,∇XZ)

(symétrie);

(compatibilité).

Comme la connexion de Levi-Civita est une dérivée covariante (attention au vocabulaire)

sur TM , il lui est associé une unique 1-forme de connexion sur le fibré SOM , notée ω.

Si U ⊂ M est un ouvert simplement connexe, toute section locale σ ∈ ΓU(M,SOM) se

relève en une section σ̃ ∈ ΓU(M, SpinM) :

SpinM

η

��
U ⊂M

σ //

σ̃

;;vvvvvvvvvvvvvvvvvvv

SOM.

En effet, on applique le corollaire B.3.1 de l’annexe B à p = η, E = SpinM , B = SOM

et X = U puisque U est supposé simplement connexe.
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On définit la 1-forme de connexion ω̃ sur SpinM comme étant l’unique 1-forme de con-

nexion telle que le diagramme suivant commute :

TSpinM ω̃ //

η′

��

spinn

(
Ad

∣∣
Spinn

)
′

(1)

��
TU ⊂ TM

σ̃′

99sssssssssssssssssssss
σ′ // TSOM

ω // son,

L’existence et l’unicité de ω̃ est claire puisque
(
Ad
∣∣
Spinn

)′
(1) est un isomorphisme d’es-

paces vectoriels d’après le théorème 6. On a donc, pour tout m ∈ U :

ω̃m =
(
Ad
∣∣
Spinn

)′
(1)−1 ◦ ωm ◦ η′.

On va expliciter la dérivée covariante ∇S sur ΣM associée à ω̃. Cette dérivée covariante

est appelée connexion de Levi-Civita spinorielle, ou juste connexion spinorielle. On fera

attention à ne pas confondre la connexion de Levi-Civita riemannienne ∇ et la connexion de

Levi-Civita spinorielle ∇S.

Etant donnée une section σ = (e1, ..., en) ∈ ΓU(M, SOM) (U ⊂M), on note

ω = σ∗
ω = −∑i<j ωijei ∧ ej

Ω = σ∗Ω = −∑i<j Ωijei ∧ ej ,
où la famille des ei ∧ ej : (y, z) 7−→ ei(y)ej(z)− ei(z)ej(y) constitue une base de l’espace

vectoriel son ≃ Ω2(Rn), Ω est la 2-forme de courbure associée à ω et où σ∗
ω est la tirée en

arrière de ω, c’est à dire

(σ∗
ω)m(X) = ωσ(m)(σ

′(m)(X)) (m ∈M,X ∈ ΓU(M,TM)).

Comme ω est une 1-forme définie sur M à valeurs dans son ≃ Ω2(Rn), on pourra utiliser

la notation ωm(X)ei pour désigner le vecteur de TmM associé par le théorème de Riesz à la

forme linéaire y ∈ TmM 7−→ ω(ei, y).

Alors pour X ∈ Γ(M,TM),

ω(X)(ei, ·) = −
n∑

j=1,j 6=i
ωij(X)(ei ∧ ej)(ei, ·) = −

n∑

j=1,j 6=i
ωij(X)ej(·).
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Donc

ω(X)ei = −
n∑

j=1,j 6=i
ωij(X)ej,

vecteur de TmM (lorsqu’évaluée au point m ∈ M), de composante nulle selon ei, et donc

−g(ω(X)ei, ej) = ωij(X)

= −g(∇Xei, ej) (4)

... puisque ω est la 1-forme de connexion obtenue à partir de ∇ (voir la section 2.3.3, et

en particulier les remarques 2.3.2 et 2.3.3).

Proposition 23 (1) La 1-forme de connexion ω̃ vérifie, pour X ∈ Γ(M,TM) :

ω̃(σ̃′(X))
def.
= ω̃ = −1

2

∑

i<j

ωij(X)ei · ej .

(2) Soit {τ1, ..., τN} une base orthonormée de Σn. On définit une section locale (ψα)1≤α≤N

de SU(ΣM) 4 par

ψα = [σ̃, τα] ∈ ΓU(M,ΣM).

Alors la dérivée spinorielle de ψα est déterminée pour tout α par

∇S
Xψα =

1

4

n∑

i,j=1

g(∇Xei, ej)ei · ej · ψα. (5)

Démonstration. (1) Pour tout X ∈ Γ(M,TM), on a

ω̃(X) = (Ad′(1)−1 ◦ ω ◦ η′ ◦ σ̃′)(X)

= (Ad′(1)−1 ◦ ω ◦ σ′)(X) (cf diagramme précédent)

= −
∑

i<j

ωij(X)Ad′(1)−1(ei ∧ ej)

= −1
2

∑

i<j

ωij(X)ei · ej (théorème 6).

4. De la même façon qu’on a construit le fibré SOM , SU(ΣM) est un fibré SUn(C)-principal sur ΣM , où

SUn(C) est le groupe spécial unitaire.
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(2) L’application ρ étant linéaire, elle est égale à sa différentielle en tout point, donc

∇S
Xψα = [σ̃, X(τα) + ρ′(e)(ω̃ ◦ σ̃′(X))(τα)]

=

[
σ̃,−1

2

∑

i<j

ωij(X)ρ (ei · ej) (τα)
]

(τα est constant)

=

[
σ̃,−1

2

∑

i<j

ωij(X)ei · ej · τα
]

(multiplication de Clifford)

= −1
2

∑

i<j

ωij(X)ei · ej · [σ̃, τα]

= −1
2

∑

i<j

ωij(X)ei · ej · ψα

=
1

2

∑

i<j

g(∇Xei, ej)ei · ej · ψα (d’après (4))

=
1

4

∑

i,j

g(∇Xei, ej)ei · ej · ψα.

Remarque 5.1.4 : Soit ψ = [σ̃, s] ∈ Γ(M,ΣM) un champ de spineurs quelconque. La

dérivée spinorielle de ψ est donnée pour tout champ de vecteurs X sur M par

∇S
Xψ = X(ψ) +

1

4

n∑

i,j=1

g(∇Xei, ej)ei · ej · ψ. (6)

En effet, la preuve du second point de la proposition précédente s’adapte immédiatement

(la différence étant que s n’est plus une fonction constante égale à τα).

Proposition 24 Pour tous X, Y ∈ Γ(M,TM) et ψ1, ψ2 ∈ ΓU(M,ΣM), on a

X((ψ1, ψ2)) = (∇S
Xψ1, ψ2) + (ψ1,∇S

Xψ2) (7)

∇S
X(Y · ψ1) = (∇XY ) · ψ1 + Y · ∇S

Xψ1, (8)

le produit scalaire étant le produit scalaire hermitien sur ΣM introduit à la définition

5.1.4.
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Démonstration. On garde (e1, ..., en) et ψα comme précédemment.

1. On a

(∇S
Xψα, ψβ)

(6)
= 1

4

∑
i,j g(∇Xei, ej)(ei · ej · ψα, ψβ)

def. 5.1.4
= 1

4

∑
i,j g(∇Xei, ej)(ψα, ej · ei · ψβ)

= 1
4

∑
i,j g(∇Xej , ei)(ψα, ei · ej · ψβ)

= −1
4

∑
i,j g(∇Xei, ej)(ψα, ei · ej · ψβ)

= −(ψα,∇S
Xψβ).

(changement d’indices)

(compatibilité de ∇)

Puisque (ψα, ψβ) = δαβ est constant, on en déduit (7) pour ψα et ψβ . Le cas général

s’ensuit puisque pour toute f ∈ C∞(M,C), on a

X((fψ1, ψ2)) = (X(f))× (ψ1, ψ2) + f ×X((ψ1, ψ2))

= (X(f))× (ψ1, ψ2) + f × (∇S
Xψ1, ψ2) + f × (ψ1,∇S

Xψ2)

= (∇S
X(fψ1), ψ2) + (fψ1,∇S

Xψ2).

2. Remarquons que

ei · ej · ek = ei · (−ek · ej − 2δjk) = ek · ei · ej + 2δikej − 2δjkei.

Alors pour Y = ek et ψ = ψα, on a

∇S(ek · ψα) =
1

4

∑

i,j

g(∇ei, ej)ei · ej · (ek · ψα)

=
1

4

∑

i,j

g(∇ei, ej)ek · ei · ej · ψα +
1

2

∑

j

g(∇ek, ej)ej · ψα

−1
2

∑

i

g(∇ei, ek)ei · ψα

=
1

4

∑

i,j

g(∇ei, ej)ek · ei · ej · ψα +
∑

j

g(∇ek, ej)ej · ψα

= ek · ∇Sψα + (∇ek) · ψα.

On conclut comme précédemment le cas général de ce cas particulier.

La première assertion de cette proposition montre que ∇S est compatible avec la métrique

hermitienne introduite à la définition 5.1.4. On peut donc considérer sa courbure.
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Proposition 25 Soit R le tenseur de courbure associé à la connexion de Levi-Civita rie-

mannienne. Alors le tenseur de courbure RS associé à la connexion de Levi-Civita spinorielle

est donné par

RS
X,Y ψ =

1

4

n∑

i,j=1

g(RX,Y ei, ej)ei · ej · ψ

pour tous ψ ∈ ΓU(M,ΣM) et X, Y ∈ Γ(M,TM). Le tenseur RS est appelée courbure

spinorielle.

Démonstration. D’après la proposition 4, pour X , Y ∈ Γ(M,TM),

RS
X,Y ψ = [∇S

X ,∇S
Y ]ψ −∇S

[X,Y ]ψ.

On déduit immédiatement le résultat à partir de (6).

5.2 L’opérateur de Dirac

On considère dans toute cette partie une section σ = (e1, ..., en) ∈ ΓU(M, SOM), où U

est un ouvert de M .

Définition 5.2.1 L’opérateur de Dirac est l’application

D = m ◦ ∇S : Γ(M,ΣM) −→ Γ(M,ΣM).

Localement,

D : Γ(M,ΣM)
∇S−→ Γ(M,T ∗M ⊗ ΣM)

m−→ Γ(M,ΣM)

ψ 7−→ ∑n
i=1 e

∗
i ⊗∇S

ei
ψ 7−→ ∑

ei · ∇S
ei
ψ

d’après les définitions 2.2.1 et 5.1.3.

Lemme 5 Pour f ∈ C∞(M,C) et ψ ∈ Γ(M,ΣM), on a

[D, f ]ψ = f ′ · ψ.

Démonstration.

[D, f ]ψ = (Df − fD)ψ =
∑n

i=1 ei · ∇S
ei
(fψ)− fDψ

=
∑n

i=1 f
′(ei)ei · ψ + fDψ − fDψ = f ′ · ψ.
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Lemme 6 On suppose que M est une variété compacte sans bord. Alors l’opérateur de Dirac

est un opérateur différentiel du premier ordre autoadjoint par rapport au produit hermitien

(·, ·)L2(M) :=
∫
M
(·, ·)νg, où νg désigne l’élément de volume sur M .

En particulier, les valeurs propres de D sont réelles.

Démonstration. On se place dans un système de coordonnées normales au pointm ∈M , c’est

à dire telles que (∇eiej)(m) = 0 pour tous i, j ∈ {1, ..., n}. Rappelons qu’il existe toujours

un système de coordonnées normales, unique à isométrie linéaire près. On les obtient sur la

boule ouverte B(m, inj(m)) (inj(m) étant le rayon d’injectivité de M en m) en composant

exp −1
m avec des coordonnées cartésiennes sur TmM : cf [Pan].

On a alors, pour ψ1, ψ2 ∈ Γ(M,ΣM) :

(
Dψ1, ψ2

)
=

( n∑

i=1

ei · ∇S
ei
ψ1, ψ2

)

= −
n∑

i=1

(
∇S
ei
ψ1, ei · ψ2

)

= −
n∑

i=1

[
ei ·
(
ψ1, ei · ψ2

)
−
(
ψ1,∇S

ei
(ei · ψ2)

)]

d’après la formule (7) de la proposition 24. Appliquée au point m, en utilisant cette fois

la propriété (8) de la proposition 24, cette formule devient

(
Dψ1, ψ2

)∣∣∣
m
=

(
−

n∑

i=1

ei ·
(
ψ1, ei · ψ2

)
+
(
ψ1,Dψ2

)) ∣∣∣
m
.

Montrons que la somme dans le membre de droite est la divergence d’un certain champ de

vecteurs complexe. Pour cela, on définit X1 et X2 des éléments de Γ(M,TM) par la relation

suivante :

g(X1, Y ) + ig(X2, Y ) = (ψ1, Y · ψ2) (Y ∈ Γ(M,TM)).

Les champs de vecteurs X1 et X2 sont ainsi uniquement définis par unicité des parties

réelles et imaginaires, et car pour tout m ∈M , l’application v ∈ TmM 7−→ (ψ1(m), v ·ψ2(m))

est une forme linéaire sur un espace de dimension finie n, d’où l’existence d’un unique vecteur

complexe X1 + iX2 vérifiant les hypothèses.

Alors

divX1 + i divX2
def.
=

n∑

k=1

g(∇ekX1, ek) + i

n∑

l=1

g(∇elX2, el)

=

n∑

k=1

[ek · g(X1, ek)− g(X1,∇ekek)] + i

n∑

l=1

[el · g(X2, el)− g(X2,∇elel)].
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Appliquée en m ∈M , cette formule donne :

(divX1 + i divX2)(m) =

(
n∑

k=1

ek · [g(X1, ek) + ig(X2, ek)]

)∣∣∣
m

=

(
n∑

k=1

ek · (ψ1, ek · ψ2)

)∣∣∣
m
.

D’où

(Dψ1, ψ2) = −divX1 − i divX2 + (ψ1,Dψ2).

Cette expression étant indépendante du choix des coordonnées, on intègre sur M (com-

pacte). Par le théorème de la divergence, avec ∂M = ∅, on a :

∫

M

(Dψ1, ψ2)νg =

∫

M

(ψ1,Dψ2)νg.

Définition 5.2.2 D’après le théorème 11, on a Σ2m = Σ+
2m ⊕ Σ−

2m, où Σ+
2m et Σ−

2m sont

stables par ρ. On définit donc l’ensemble des spineurs positifs (respectivement négatifs) Σ+M

(respectivement Σ−M) par

Σ+M = {[κ, τ ], κ ∈ SpinM, τ ∈ Σ+
2m};

Σ−M = {[κ, τ ], κ ∈ SpinM, τ ∈ Σ−
2m}.

La stabilité par ρ de Σ+
2m et Σ−

2m assure l’indépendance du choix des représentants.

Ainsi un champ de spineurs ψ ∈ Γ(M,ΣM) se décompose en ψ = ψ+ + ψ−, avec





ψ+ ∈ {ψ ∈ Γ(M,ΣM) | ωC · ψ = ψ}
ψ− ∈ {ψ ∈ Γ(M,ΣM) | ωC · ψ = −ψ}.

Remarque 5.2.1 : La somme directe est orthogonale. En effet, si ψ+ ∈ Γ(M,Σ+M) et

ψ− ∈ Γ(M,Σ−M), alors

(ψ+, ψ−) = (ωC · ψ+, ψ−) = −(ψ+, ωC · ψ−) = −(ωC · ψ+, ψ−),

puisque (pour m = 1 par exemple)

(ψ+, ie1 · e2 · ψ−) = −i(ψ+, e1 · e2 · ψ−) = −i(e2 · e1 · ψ+, ψ−) = (ωC · ψ+, ψ−).

Remarque 5.2.2 : Si Y ∈ Γ(M,TM) et ψ ∈ Γ(M,Σ±M), alors Y · ψ ∈ Γ(M,Σ∓M). En

effet, ωC · Y · ψ = −Y · ωC · ψ (proposition 18).
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Lemme 7 On suppose que n = 2m est pair. Pour tout X ∈ Γ(M,TM), on a

∇S
X(Σ

±M) = Σ±M.

Démonstration. On considère des coordonnées normales. Pour tout i, j ∈ {1, .., n} et tout

ψ ∈ Γ(M,ΣM),

∇S
ei
(ej · ψ) = ∇ei(ej)︸ ︷︷ ︸

=0

·ψ + ej · ∇S
ei
ψ = ej · ∇S

ei
ψ.

En itérant ce processus, on montre que ∇S
ei
(ωC · ψ) = ωC · ∇S

ei
ψ pour tout i, et donc

∇S
X(ωC · ψ) = ωC · ∇S

Xψ, d’où l’assertion.

Proposition 26 On suppose que n = 2m est pair.

1. D : Γ(M,Σ±M) −→ Γ(M,Σ∓M) : l’opérateur de Dirac envoie les spineurs positifs sur

les spineurs négatifs, et réciproquement.

2. Si λ est valeur propre de D, alors −λ l’est aussi.

Démonstration. 1. On a Σ±
n = 1

2
(1± ωC) · Σn donc comme ω2

C
= 1, Σ+

n est le sous-espace

propre associé à la valeur propre 1 de l’endomorphisme de Σn de multiplication par ωC,

et Σ−
n celui associé à la valeur propre −1. Ainsi, pour ψ ∈ Γ(M,Σ+M),

ωC · Dψ = ωC ·
∑n

i=1 ei · ∇S
ei
ψ = −∑n

i=1 ei · ωC · ∇S
ei
ψ

= −∑n
i=1 ei · ∇S

ei
(ωC · ψ︸ ︷︷ ︸

=ψ

) = −Dψ,

et de même pour ψ ∈ Γ(M,Σ−M).

2. Soit ψ ∈ Γ(M,ΣM) et λ ∈ R tels que Dψ = λψ. On écrit ψ = ψ+ + ψ−, avec

ψ± ∈ Σ±M . Alors d’après ce qui précède, Dψ = Dψ+

︸ ︷︷ ︸
∈ Σ−M

+ Dψ−
︸ ︷︷ ︸
∈ Σ+M

= λψ+ + λψ−, d’où

par identification : Dψ+ = λψ− et Dψ− = λψ+.

Posant ψ̃ = ψ+ − ψ−, on a

D(ψ̃) = Dψ+ −Dψ− = λψ− − λψ+ = −λψ̃,

donc ψ̃ est vecteur propre associé à la valeur propre −λ.
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Exemple 5.2.1 Pour M = Rn, on a ΣRn = Rn × CN . En effet, on a SpinM ≃ Spinn × Rn

puisque SOM ≃ SOn(R)× Rn, et on utilise l’exemple 1.4.1. Le fibré étant trivial, un champ

de spineurs ψ ∈ Γ(Rn,ΣRn) est en fait une application ψ : Rn −→ CN , puisque la première

composante de l’application à valeurs dans ΣRn = Rn×CN doit être l’identité par définition

d’une section.

Comme la connexion de Levi-Civita sur R
n muni de son produit scalaire canonique est

(X, Y ) 7−→ Y ′(X) (X et Y étant des applications de C∞(Rn,Rn)), on a

D =

n∑

i=1

ei · ∂i.

Ainsi,

D2 =

(
n∑

i=1

ei · ∂i
)(

n∑

j=1

ej · ∂j
)

=
∑

i,j

ei · ej · ∂i∂j

= −
∑

i

∂2i +
∑

i<j

ei · ej · ∂i∂j +
∑

i>j

ei · ej · ∂i∂j

= −
∑

i

∂2i +
∑

i<j

ei · ej · ∂i∂j +
∑

i<j

ej · ei · ∂j∂i

= −
∑

i

∂2i +
∑

i<j

ei · ej · (∂i∂j − ∂j∂i)

= −
∑

i

∂2i .

L’opérateur de Dirac est donc ici la racine carrée du Laplacien.

Dans le cas de la dimension 2, on a Cl2 = M2(C) et Σ2 = Σ+
2 ⊕ Σ−

2 = C ⊕ C, avec

Σ+
2 = VectC(e1+ie2) et Σ

−
2 = VectC(1−ie1 ·e2). Ainsi, tout champ de spineurs ψ ∈ Γ(M,ΣM)

se décompose sous la forme

ψ = (e1 + ie2)f + (1− ie1 · e2)g,

où f et g sont deux fonctions de R2 dans C. Sur Rn, toutes les coordonnées sont des

coordonnées normales, donc on obtient

Dψ = (e1 · ∂1 + e2 · ∂2)((e1 + ie2)f + (1− ie1 · e2)g)
= e1 · (e1 + ie2)∂1f + e2 · (e1 + ie2)∂2f + e1 · (1− ie1 · e2)∂1g + e2 · (1− ie1 · e2)∂2g
= −(∂1 + i∂2)f × (1− ie1 · e2) + (∂1 − i∂2)g × (e1 + ie2)

= −2∂zf × (1− ie1 · e2) + 2∂zg × (e1 + ie2),

avec ∂z =
1
2
(∂1 + i∂2) et ∂z =

1
2
(∂1 − i∂2).
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On a donc

D =


 0 2∂z

−2∂z 0


 .

dans la base (e1 + ie2, 1− ie1 · e2) de Σ2 ; on peut donc voir l’opérateur de Dirac comme

une généralisation de l’opérateur de Cauchy-Riemann.

5.3 La formule de Schrödinger-Lichnerowicz

Définition 5.3.1 (i) On étend le produit scalaire hermitien (·, ·) de la définition 5.1.4 à

des sections de Γ(M,T ∗M ⊗ ΣM) par

(·, ·) : Γ(M,T ∗M ⊗ ΣM)× Γ(M,T ∗M ⊗ ΣM) −→ C∞(M,C)

(α⊗ ψ, β ⊗ ϕ) 7−→ g(α, β)(ψ, ϕ),

où g(α, β) prend son sens grâce au théorème de Riesz.

Remarquons qu’alors pour ω, η ∈ Γ(M,T ∗M⊗ΣM) et {e1, ..., en} une base orthonormée

de TmM (m ∈ M), on a

(ω, η) =

n∑

i=1

(ω(ei), η(ei)).

(ii) On note ∇S∗ l’adjoint (formel) de ∇S pour le produit hermitien canonique sur L2M ,

c’est à dire que

∇S∗ : Γ(M,T ∗M ⊗ ΣM) −→ Γ(M,ΣM)

vérifie

(∇S∗Ψ, ϕ)L2(M) = (Ψ,∇Sϕ)L2(M)

(Ψ ∈ Γ(M,T ∗M ⊗ ΣM))

(ϕ ∈ Γ(M,ΣM)).

Lemme 8 Soit m ∈ M et {e1, ..., en} une base orthonormée de TmM . Alors pour tout

ψ ∈ Γ(M,ΣM),

∇S∗∇Sψ =
n∑

k=1

∇S
ek
∇S
ek
ψ.

Démonstration. Soit ψ ∈ Γ(M,ΣM). Pour tout ψ̂ ∈ Γ(M,ΣM), on a

(
∇S∗∇Sψ, ψ̂

)
L2(M)

=
(
∇Sψ,∇Sψ̂

)
L2(M)

=

n∑

k=1

(
∇S
ek
ψ,∇S

ek
ψ̂
)
L2(M)

.
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Comme dans la preuve du lemme 6, on a

n∑

k=1

(
∇S
ek
ψ,∇S

ek
ψ̂
)

=
n∑

k=1

ek ·
(
∇S
ek
ψ, ψ̂

)
−
(
∇S
ek
∇S
ek
ψ, ψ̂

)

= divX1 + i divX2 −
n∑

k=1

(
∇S
ek
∇S
ek
ψ, ψ̂

)
.

En intégrant, et grâce au théorème de la divergence, on obtient :

n∑

k=1

(
∇S
ek
ψ,∇S

ek
ψ̂
)
L2(M)

= −
n∑

k=1

(
∇S
ek
∇S
ek
ψ, ψ̂

)
L2(M)

.

D’où

(
∇S∗∇Sψ, ψ̂

)
L2(M)

=
(
−

n∑

k=1

∇S
ek
∇S
ek
ψ, ψ̂

)
L2(M)

.

Ceci étant valable pour tout ψ̂ ∈ Γ(M,ΣM), on a le résultat.

Proposition 27 Soit R̃S = 1
2

∑n
i,j=1 ei ·ej ·RS

ei,ej
: Γ(M,ΣM) −→ Γ(M,ΣM), où RS désigne

la courbure spinorielle. Alors le carré de l’opérateur de Dirac est donné par

D2 = ∇S∗∇S + R̃S.

Démonstration. En prenant de nouveau des coordonnées normales en m ∈M (et {e1, ..., en}
une base orthonormée de TmM), et en utilisant de nouveau la formule (8), on a au point m :

D2 =

(
n∑

i=1

ei · ∇S
ei

)(
n∑

j=1

ej · ∇S
ej

)

=
n∑

i,j=1

ei · ej · ∇S
ei
· ∇S

ej

= −
n∑

i=1

∇S
ei
∇S
ei
+

n∑

i,j=1;i6=j
ei · ej · ∇S

ei
∇S
ej

= −
n∑

i=1

∇S
ei
∇S
ei
+

n∑

i<j

ei · ej · (∇S
ei
∇S
ej
−∇S

ej
∇S
ei
)

= ∇S∗∇S +
1

2

n∑

i,j=1

ei · ej · RS
ei,ej

= ∇S∗∇S + R̃S

où on a utilisé que le crochet [ei, ej ] était nul.
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Donnons à présent quelques rappels de définition avant d’énoncer et de démontrer la

formule de Schrödinger-Lichnerowicz. On ne donne que les définitions et on ne rappelle pas

les propriétés élémentaires de symétrie et d’antisymétrie qui découlent des propriétés du

tenseur de courbure, supposées connues.

Définition 5.3.2 Le tenseur de Ricci Ric de M est le champ de tenseurs sur M défini,

pour m ∈M et x, y ∈ TmM , par

Ricm(x, y) = Tr(v ∈ TmM 7−→ Rv,xy).

Si {e1, ..., en} est une base orthonormée de TmM , on a donc :

Ricm(x, y) =
n∑

i=1

g(Rei,xy, ei).

On note parfois Ricm(x) = Ricm(x, x) pour x ∈ TmM .

Remarquons enfin que Ricm(x, y) = Ricm(y, x) pour tous x, y ∈ TmM .

Définition 5.3.3 Soit m ∈M . La courbure scalaire de M en m est

S(m) =

n∑

i=1

Ricm(ei) = Tr(Ricm)

=
∑

i,j

g(Rei,ejei, ej),

où {e1, ..., en} est une base orthonormée de TmM .

Remarque 5.3.1 : 1. Le signe du tenseur de Ricci peut varier d’un ouvrage à l’autre :

ainsi, on peut lire Ricm(x, y) = Tr(v ∈ TmM 7−→ Rx,vy) dans [DoCa2] ou [GHL], alors

que la définition que nous donnons peut être vue dans [KN] ou [Pau1]. Bien entendu,

le signe de la courbure scalaire varie en conséquence. Le choix que nous avons fait

conduit à un signe “plus” devant la courbure scalaire dans la formule de Schrödinger-

Lichnerowicz à suivre, alors que le choix contraire conduirait à un signe “moins”.

2. Dans certains ouvrages (par exemple [DoCa2]), le tenseur de Ricci et la courbure

scalaire sont définis avec un coefficient multiplicateur supplémentaire par rapport aux

définitions précédentes (en l’occurrence 1
n−1

et 1
n
respectivement). Néanmoins, les con-

ventions que nous avons choisies ont l’avantage de ne pas faire apparâıtre la dimension

n dans la formule de Schrödinger-Lichnerowicz que nous allons maintenant donner.
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Théorème 12 (Formule de Schrödinger-Lichnerowicz) Si S désigne la courbure scalaire de

M , on a

D2 = ∇S∗∇S +
1

4
SIdΓ(M,ΣM).

Démonstration. D’après la proposition 27, il suffit de montrer que R̃S = 1
4
SIdΓ(M,ΣM).

On a

R̃S =
1

2

∑

i,j

ei · ej ·RS
ei,ej

=
1

2

∑

i,j

ei · ej ·


1

4

∑

k,l

g(Rei,ejek, el)︸ ︷︷ ︸
=Rijkl

ek, el




=
1

8

∑

l

(∑

i,j,k

Rijklei · ej · ek
)
· el

=
1

8

∑

l


∑

i6=j 6=k
Rijklei · ej · ek +

∑

{i=j}∪{i=k}∪{j=k}
Rijklei · ej · ek


 · el

=
1

8

∑

l


1

3

∑

i6=j 6=k
(Rijkl +Rjkil +Rkijl)︸ ︷︷ ︸

=0 (Bianchi)

ei · ej · ek

+
∑

i,j

g(Rei,ejei, el)ei · ej · ei +
∑

i,j

g(Rei,ejej, el)ei · ej · ej
)
· el

=
1

8

∑

i,j,l

(
g(Rei,ejei, el)ej − g(Rei,ejej , el)ei

)
· el

=
1

8

(∑

j,l

−Ric(ej , el)ej · el −
∑

i,l

Ric(ei, el)ei · el
)

= −1
4

∑

i,j

Ric(ei, ej)ei · ej

= −1
4

(∑

i>j

Ric(ei, ej)ei · ej +
∑

i<j

Ric(ei, ej)ei · ej −
∑

i

Ric(ei, ei)

)

= −1
4

(∑

i>j

Ric(ei, ej)ei · ej −
∑

i<j

Ric(ej , ei)ej · ei −
∑

i

Ric(ei)

)

= −1
4

(∑

i>j

Ric(ei, ej)ei · ej −
∑

i>j

Ric(ei, ej)ei · ej − Tr(Ric)

)

=
1

4
S.
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Concluons par une application importante de la formule de Schrödinger-Lichnerowicz.

Théorème 13 Soit (M, g) une variété riemannienne orientée spinorielle compacte de di-

mension n ≥ 2, et soit λ une valeur propre (réelle) de l’opérateur de Dirac D. On pose

également S0 = infm∈M S(m), que l’on suppose positif. Alors

λ2 ≥ 1

4
S0,

Si on suppose de plus que S0 > 0, alors

λ2 >
1

4
S0.

Remarque 5.3.2 : Ce théorème affirme en particulier que si M est telle que S0 > 0, alors

0 n’est pas valeur propre de l’opérateur de Dirac, c’est à dire que kerD = {0}.

Démonstration. On a donc pour tout ψ ∈ Γ(M,ΣM) :

∫

M

(D2ψ, ψ)dνg =

∫

M

(∇S∗∇Sψ, ψ)dνg +
1

4

∫

M

S(ψ, ψ)dνg.

Soit λ une valeur propre de D et ψ un spineur propre de λ. Alors

∫

M

(λ2|ψ|2 − 1

4
S|ψ|2)dνg =

∫

M

|∇Sψ|2dνg ≥ 0.

D’où λ2 ≥ 1

4
S0.

Si S0 > 0, supposons que l’égalité ait lieu : λ2 =
1

4
S0, c’est à dire que

∫
M
|∇Sψ|2dνg = 0.

Alors ∇Sψ = 0, d’où Dψ = m ◦ ∇Sψ = 0, c’est à dire λ = 0, soit S0 = 0 : absurde.

Remarque 5.3.3 : D’après le difficile théorème de l’indice d’Atiyah-Singer, si on note D±

la restriction de D à Γ(M,Σ±M), la quantité dimD+−dimD− est un invariant topologique.

Ainsi, d’après le théorème précédent, si le noyau de l’opérateur de Dirac est nul, il n’existe

aucune métrique riemannienne sur M telle que l’infimum de ses courbures scalaires soit

strictement positif.
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6 Géométrie spinorielle des sous-variétés de R
3

Cette section est une étude de l’article [Fri1] de Thomas Friedrich. Certains éléments

de preuves sont issus de [Mor]. Le but est de démontrer le théorème suivant concernant

les variétés différentielles de dimension 2. Il donne des conditions spinorielles nécessaires et

suffisantes pour qu’une telle variété s’immerge isométriquement dans R3 :

Théorème 14 (Friedrich) Soit (M, g) une variété riemannienne orientée de dimension 2 et

H :M −→ R une fonction lisse. Alors les assertions suivantes sont équivalentes :

1. Il existe une immersion isométrique du revêtement universel de M dans R3, et H est

alors sa courbure moyenne.

2. Il existe une solution ψ ∈ Γ(M,ΣM) de longueur constante égale à 1 de l’équation de

Dirac Dψ = Hψ.

3. Il existe ψ ∈ Γ(M,ΣM) et E un endomorphisme symétrique de TM tels qu’on ait

Tr(E) = −H et ∇Xψ = E(X) · ψ pour tout X ∈ Γ(M,TM).

6.1 Structure spinorielle sous-jacente d’une hypersurface

Dans ce paragraphe nous voyons comment une hypersurface orientable M d’une variété

riemannienne spinorielle orientée (N, g) de dimension n+1 hérite d’une structure spinorielle

grâce à celle de N . Déjà, (M, g
∣∣
M
) est une variété riemannienne ; on notera g = g

∣∣
M
. Comme

M est orientable, on peut choisir un champ de vecteurs normal unitaire global, noté ν, et

définir l’application

Π : SOM −→ SON

{e1, ..., en} 7−→ {e1, ..., en, ν}.
Π étant un difféomorphisme sur son image, SOM s’identifie à un sous fibré de la restriction

à M de SON , notée SON
∣∣
M

= ∪m∈M{m} × {bases orthonormées directes de TmN}.
De la même façon que dans la preuve de la proposition 6, on considère l’isomorphisme

d’algèbre Υ de Cln sur Cl0n+1 défini pour tout w ∈ Rn par

Υ(w) = w · ν

(où ν est ici le dernier vecteur de la base canonique de Rn). En restreignant Υ à Spinn,

on obtient le diagramme commutatif suivant :

Spinn

Adn

��

Υ // Spinn+1

Adn+1

��
SOn

⊂ // SOn+1

,
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où Adi est la représentation adjointe de Spini, et l’inclusion de SOn dans SOn+1 est celle

qui consiste à fixer le dernier vecteur de base sous l’action de SOn+1 sur Rn+1. Pour plus de

clarté on notera parfois f̂ ce prolongement d’une fonction f ∈ SOn (donc f̂ = f sur Rn et

f̂(ν) = ν), qui est clairement bien dans SOn+1.

On vérifie simplement la commutativité du diagramme : pour tout a = v1 · ... ·v2k ∈ Spinn
et tout w ∈ R

n,

Adn+1
Υ(a)(w) = Υ(a) · w ·Υ(a)−1

= v1 · ν · ... · v2k · ν · w · ν · v2k · ... · ν · v1
= v1 · ... · v2k · w · v2k · ... · v1
= Adna(w) = Âdna(w).

Et

Adn+1
Υ(a)(ν) = v1 · ν · ... · v2k · ν · ν · ν · v2k · ... · ν · v1

= ν

= Âdna(ν).

Donc Adn+1 ◦Υ = Âdn et le diagramme commute.

On note SpinN
∣∣
M

la restriction àM de SpinN et η le revêtement à deux feuillets de SON

provenant de la structure spinorielle de N . Lorsqu’il est restreint à SpinN
∣∣
M
, η est à valeurs

dans SON
∣∣
M
, et on pose

SpinM = η−1(Π(SOM)),

qui est un sous-fibré de SpinN
∣∣
M
.

Si on note πSpinN : SpinN −→ N la projection du fibré SpinN sur N , on pose

πSpinM := πSpinN
∣∣
SpinM

et

η′ = Π−1 ◦ η
∣∣
SpinM

.

Avec ces définitions, on obtient que SpinM est un fibré Spinn-principal sur M et que

η′ : SpinM −→ SOM est un revêtement à deux feuillets. Reste à vérifier que le diagramme

suivant commute :

SpinM × Spinn

η′×Adn

��

// SpinM

η′

��

πSpinM

##GG
GG

GG
GG

G

M,

SOM × SOn
// SOM

πSOM

;;vvvvvvvvv
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sachant que ce diagramme ci commute :

SpinN × Spinn+1

η×Adn+1

��

// SpinN

η

��

πSpinN

##GG
GG

GG
GG

G

M.

SON × SOn+1
// SON

πSON

;;vvvvvvvvv

• Partie droite : si κ ∈ SpinM ,

πSpinM(κ) = πSpinN
∣∣
SpinM

(κ)

= π
SON

∣∣
M

(η(κ))

= πSOM(Π−1(η(κ)))

car η(κ) est de la forme {e1, ..., en, ν} et Π−1(η(κ)) = {e1, ..., en}.

• Partie gauche : Déjà, pour tous {e1, ..., en} ∈ SOM et f ∈ SOn, on a

Π({e1, ..., en}f) = Π({e1, ..., en})f̂ .

En effet, {f(e1), ..., f(en), ν} = {f̂(e1), ..., f̂(en), f̂(ν)}.

Alors pour tout a ∈ Spinn et κ ∈ SpinM ,

η′(κa) = Π−1(η(κa)) = Π−1(η(κ)Adn+1
a )

= Π−1(η(κ)Adn+1
Υ(a))

= Π−1(η(κ))Adna

= η′(κ)Adna ,

(Spinn ⊂ Spinn+1)

où on a utilisé que Adn+1
Υ(a) = Adn+1

a pour a ∈ Spinn.

SpinM définit donc bien une structure spinorielle sur M : on peut définir le fibré des

spineurs de M , qui est ΣM = SpinM ×ρn Σn, avec ρn : Spinn −→ GLC(Σn) la représentation

spinorielle complexe de Spinn. Ce fibré vectoriel ayant été construit à partir d’une structure

spinorielle de N , on aimerait que les restrictions à M de spineurs de N soient des spineurs

de M , et que les multiplications de Clifford cöıncident.

Soit U un ouvert de N et Ψ ∈ ΓU(N,ΣN). On a Ψ = [σ̃, s], avec σ̃ ∈ ΓU(N, SpinN) et

s : U −→ Σn+1 une fonction, la classe d’équivalence étant prise pour a ∈ Spinn+1.

Avec les notations précédentes, η(σ̃) est une section locale de SON , et quitte à changer

de représentants pour Ψ, on peut supposer qu’elle a ν comme dernier vecteur de base. En

effet, si on change σ̃ par σ̃a pour a ∈ Spinn+1, alors η(σ̃) devient η(σ̃)Ad
n+1
a , et on choisi a

pour que Adn+1
a soit la bonne isométrie.
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Alors

Ψ
∣∣
M

= [σ̃
∣∣
U∩M , s

∣∣
U∩M ],

où la classe d’équivalence est prise pour la représentation ρn+1 ◦Υ et sur les éléments de

Spinn (puisque les éléments a de Spinn+1 tels que Ad
n+1
a préserve ν sont exactement les Υ(b)

pour b ∈ Spinn).

Définition 6.1.1 Le fibré des spineurs extrinsèque S est la restriction à M du fibré des

spineurs complexe de N , c’est à dire S = ΣN
∣∣
M

= SpinM ×ρn+1◦Υ Σn+1. On note également

S± = Σ±N
∣∣
M
.

Définition 6.1.2 Soit X = [σ̃M , χ] ∈ Γ(M,TM), soit m ∈ M , et soit X = [σ̃N , χ] une

extension lisse de X sur un voisinage U de m dans N ; soit également ψ = [σ̃M , s] ∈ Γ(M, S)

tel que ψ = Ψ
∣∣
M
, avec Ψ = [σ̃N , s] ∈ Γ(N,ΣN). La multiplication de Clifford de ψ par X est

un élément de ΓU∩M(M, S) défini sur M par

X � ψ = [σ̃M , χ] � [σ̃M , s] = [σ̃M , ρn+1(α(χ)︸︷︷︸
χ·ν

)(s)] = (X · ν ·Ψ)
∣∣
M
.

Cette définition a du sens car la multiplication de Clifford sur N ne fait intervenir que les

valeurs ponctuelles de X et Ψ au point voulu.

Dans la suite on confondra toujours X et X, et on notera plus simplement X · ν · ψ au

lieu de (X · ν ·Ψ)
∣∣
M
.

Proposition 28 Si n est pair, il existe un isomorphisme entre le fibré des spineurs ex-

trinsèque S et ΣM , qui envoie tout spineur ψ ∈ S sur un spineur ψ∗ ∈ ΣM , qui préserve

les décompositions en parties positive et négative, et qui commute avec la multiplication de

Clifford : pour tous ψ ∈ S et X ∈ Γ(M,TM),

X · ψ∗ = (X � ψ)∗ = (X · ν · ψ)∗.

Si n est impair, il existe un isomorphisme entre S+ et ΣM , qui envoie tout spineur ψ ∈ S+

sur un spineur ψ∗ ∈ ΣM et qui commute avec la multiplication de Clifford.

Démonstration. Je renvoie à [Mor], pages 36-37.

On aimerait que l’isomorphisme précédent soit même une isométrie entre (S, (·, ·)ΣN
∣∣
M
)

(respectivement (S+, (·, ·)ΣN
∣∣
M
)) et (ΣM, (·, ·)ΣM), c’est à dire que pour tous ψ1, ψ2 ∈ S, et

avec Ψ1,Ψ2 ∈ ΣN tels que Ψi

∣∣
M

= ψi on ait

(Ψ1,Ψ2)ΣN
∣∣
M

= (ψ1, ψ2)ΣN = (ψ∗
1, ψ

∗
2)ΣM .
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Ceci est vérifié si on définit (·, ·)ΣM par

(ϕ1, ϕ2)ΣM
def.
= (Ψ1,Ψ2)ΣN

∣∣
M

= (Ψ1

∣∣
M
,Ψ2

∣∣
M
)ΣN

pour tous ϕ1, ϕ2 ∈ ΣM , et avec ψ1, ψ2 ∈ S tels que ψ∗
i = ϕi, mais il faut encore voir si

cette définition vérifie bien la remarque 5.1.3 ; pour X ∈ Γ(M,TM) et ψ1, ψ2 ∈ S, on a

(X ·M ψ∗
1, ψ

∗
2)ΣM = ((X ·N ν · ψ1)

∗, ψ∗
2)ΣM

= (X ·N ν · ψ1, ψ2)ΣN
X⊥ν
= −(ψ1, X ·N ν ·N ψ2)ΣN

= −(ψ∗
1 , X ·M ψ∗

2)ΣM .

On a donc bien une isométrie.

A présent on va voir comment se comportent les connexions de Levi-Civita riemannienne

∇ et spinorielle ∇S de (M, g) par rapport à celles de (N, g) (notées ∇ et ∇S
).

Dans la suite je ne ferai plus la différence entre un spineur ψ ∈ S et son image ψ∗ ∈ ΣM .

Dans un premier temps, pour pouvoir “comparer” les connexions, il faut donner du sens

à ∇XY lorsque X, Y ∈ Γ(M,TM).

Proposition 29 Soient X et Y des champs de vecteurs surM , et soitm ∈M . Soient X et Y

des extensions lisses de ces champs sur un voisinage U de m dans N . On pose ∇XY = ∇XY

sur U ∩M . Alors cette définition est indépendante du choix de l’extension.

Remarque 6.1.1 : On définit ainsi un champ de vecteurs lisse ∇XY de M sur N .

Démonstration. On se place dans un système de coordonnées et on pose Y =
∑

i f
iei. Alors

∇XY =
∑

i

X(f i)ei +
∑

i

f i∇X(ei).

Or pour p ∈ U ∩M ,

X(f i)(p) = (f i)′(p)(X(p)) = (f i)′(p)(X(p)) = X(f i)(p).

De plus, ∇X(ei)(p) ne dépend que de X(p) = X(p) (et des valeurs de ei sur un voisinage

de p), ce qui prouve l’indépendance du choix de l’extension.

Proposition 30 (Formule de Gauss riemannienne) Pour tous X, Y ∈ Γ(M,TM),

∇XY = ∇XY + g(h(X), Y )ν,

où h := −∇ν est le tenseur de Weingarten de M .
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Remarque 6.1.2 : 1. Même en prenant X, Y ∈ Γ(M,TM), il n’y a pas de raison a

priori que ∇XY soit un champ de vecteurs tangent à M . C’est ce qu’on retrouve dans

la formule de Gauss : il y a une composante ∇XY tangente à M et une composante

g(h(X), Y )ν normale à M .

2. L’application (X, Y ) ∈ Γ(M,TM)2 7−→ g(h(X), Y )ν est C∞(M,R)-bilinéaire et

symétrique, appellée seconde forme fondamentale, notée aussi II.

Démonstration. Je renvoie à [O] pages 99-100.

Proposition 31 (Formule de Gauss spinorielle) Pour tous X ∈ Γ(M,TM) et Ψ ∈ Γ(N,ΣN),

(∇S

XΨ)
∣∣
M

= ∇S
X(Ψ

∣∣
M
) +

1

2
h(X) ·M Ψ

∣∣
M
.

Remarque 6.1.3 : Là encore il faut donner du sens à ∇S

XΨ ; on le définit en fait par la

formule

∇S

XΨ = ∇S

XΨ,

où X est une extension locale lisse de X à N . L’indépendance du choix de l’extension se

prouve comme pour la connexion riemannienne.

Démonstration. Soit {e1, ..., en, en+1 = ν} un repère orthonormé direct local de SON . Pour

X ∈ Γ(M,TM), on a (localement)

∇S

XΨ = X(Ψ) +
1

4

n+1∑

i,j=1

g(∇Xei, ej)ei ·N ej ·N Ψ

∇S
X(Ψ

∣∣
M
) = X(Ψ

∣∣
M
) +

1

4

n∑

i,j=1

g(∇Xei, ej)ei ·M ej ·M Ψ
∣∣
M

= X(Ψ
∣∣
M
) +

1

4

n∑

i,j=1

g(∇Xei, ej)ei ·N ν ·N ej ·N ν ·N Ψ
∣∣
M

= X(Ψ)
∣∣
M

+
1

4

n∑

i,j=1

g(∇Xei, ej)ei ·N ej ·N Ψ
∣∣
M
.
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Alors

∇S

XΨ = X(Ψ) +
1

4

n+1∑

i,j=1

g(∇Xei, ej)ei ·N ej ·N Ψ

= X(Ψ) +
1

4

n∑

i,j=1

g(∇Xei, ej)ei ·N ej ·N Ψ+
1

4

n+1∑

i=1

g(∇Xei, ν)ei ·N ν ·N Ψ

+
1

4

n+1∑

j=1

g(∇Xν, ej)ν ·N ej ·N Ψ

= X(Ψ) +
1

4

n∑

i,j=1

g(∇Xei, ej)ei ·N ej ·N Ψ+
1

4

n∑

i=1

g(∇Xei, ν)ei ·N ν ·N Ψ

+
1

4

n∑

i=1

g(∇Xν, ei)ν ·N ei ·N Ψ.

D’après la formule de Gauss riemannienne, et la proposition 28, on obtient

(∇S

XΨ)
∣∣
M

= X(Ψ)
∣∣
M

+
1

4

n∑

i,j=1

g(∇Xei + g(h(X), ei)ν, ej)ei ·N ej ·N Ψ
∣∣
M

−1
4

n∑

i=1

g(∇Xν, ei)ei ·N ν ·N Ψ
∣∣
M

+
1

4

n∑

i=1

g(∇Xν, ei)ν ·N ei ·N Ψ
∣∣
M

= X(Ψ)
∣∣
M

+
1

4

n∑

i,j=1

g(∇Xei, ej)︸ ︷︷ ︸
=g(∇Xei,ej)

ei ·N ej ·N Ψ
∣∣
M
− 1

2

n∑

i=1

g(∇Xν, ei)ei ·N ν ·N Ψ
∣∣
M

= (∇S
XΨ)

∣∣
M

+
1

2
h(X) ·N ν ·N Ψ

∣∣
M

= (∇S
XΨ)

∣∣
M

+
1

2
h(X) ·M Ψ

∣∣
M
.

6.2 L’opérateur de Dirac d’une hypersurface

On se donne une variété riemannienne orientée ambiante (M, g) de dimension 3, munie

d’une structure spinorielle, et on considère une surface (M, g = g
∣∣
M
) immergée isométri-

quement dans M . La variété M est donc munie d’une structure spinorielle selon la construc-

tion du paragraphe précédent (et son fibré des spineurs extrinsèque est isomorphe au fibré des

spineurs intrinsèque). Le but de ce paragraphe est de montrer que 1.⇒ 2. dans le théorème

de Friedrich.

Le fibré des spineurs complexe de M , noté ΣM , se décompose en

ΣM = Σ+M ⊕ Σ−M,
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avec

Σ±M = {ψ ∈ ΣM | ie1 · e2 · ψ = ±ψ},
où {e1, e2} est une base orthonormale de TM . Comme dans l’algèbre de Clifford de M

on a e1 · e2 = e3, on a encore, en posant e1 · e2 =
−→
N ,

Σ±M = {ψ ∈ ΣM | i−→N · ψ = ±ψ}.
On considère un champ de spineurs Ψ sur M . D’après ce qui précède, sa restriction

Ψ
∣∣
M

= ψ est un champ de spineurs sur M , qui se décompose sous la forme ψ = ψ+ + ψ−,

avec

ψ+ =
1

2
(ψ + i

−→
N · ψ), ψ− =

1

2
(ψ − i−→N · ψ).

A présent, on notera ∇ et ∇ les connexions spinorielles de M et M respectivement, et on

ne fera plus de distinction de notation avec les connexions riemanniennes.

D’après les formules de Gauss précedemment énoncées, l’opérateur de Dirac D de M

s’exprime en fonction de ∇ par

Dψ = e1 · ∇e1ψ + e2 · ∇e2ψ = e1 · ∇e1ψ + e2 · ∇e2ψ −H
−→
N · ψ,

oùH est la courbure scalaire moyenne deM . En effet, d’après la remarque 6.1.2, l’applica-

tion (X, Y ) ∈ Γ(M,TM)2 7−→ g(h(X), Y )
−→
N est symétrique, donc dans une base orthonormée

de diagonalisation on obtient

e1 · h(e1) · ψ + e2 · h(e2) · ψ = −(g(e1, h(e1)) + g(e2, h(e2))ψ = −Tr(II) = −2H.

Voyons quelques cas particuliers.

On suppose que le champ Ψ sur M est un champ de Killing réel, c’est à dire qu’il existe

λ ∈ R tel que pour tout T ∈ Γ(M,TM),

∇TΨ = λT ·Ψ.
Alors on obtient immédiatement

Dψ = −2λψ −H−→N · ψ.

Proposition 32 Si M est une surface minimale dans M (H = 0), alors la restriction

ψ = Ψ
∣∣
M

de tout spineur de Killing réel Ψ sur M fournit un spineur propre de longueur

constante de l’opérateur de Dirac :

Dψ = −2λψ.
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On suppose maintenant de plus que Ψ est parallèle sur M , c’est à dire que λ = 0. En

utilisant la décomposition ψ = ψ+ + ψ− et la proposition 26, on a le système équivalent

suivant :




Dψ+ = −iHψ−

Dψ− = iHψ+

On introduit le spineur ψ∗ = ψ+ − iψ− ; alors Dψ∗ = Hψ∗.

De façon explicite, le spineur ψ∗ est donné par

ψ∗ =
1

2
(1− i)ψ +

1

2
(−1 + i)

−→
N · ψ,

et sa norme au carré est (d’après les remarques 5.2.1 et 5.2.2)

‖ψ∗‖2 = ‖ψ‖2 .
Comme Ψ est parallèle, ∇Ψ = 0, donc

∇Xψ = −1
2
h(X) ·M ψ =

1

2
∇X

−→
N ·M

−→
N ·M ψ

pour tout X ∈ Γ(M,TM) d’après la formule de Gauss spinorielle.

Ainsi,

(∇Xψ, ψ) =
1

2
(∇X

−→
N · −→N · ψ, ψ)

= −1
2
(
−→
N · ψ,∇X

−→
N · ψ)

rem. 5.1.3
= −1

2
g(
−→
N ,∇X

−→
N )(ψ, ψ).

Or
−→
N est de norme constante égale à 1 donc pour tout X ∈ Γ(M,TM),

X · ||−→N || = 0 = g(
−→
N ,∇X

−→
N ) + g(∇X

−→
N ,
−→
N ).

Donc g(
−→
N ,∇X

−→
N ) = 0, et donc (∇Xψ, ψ) = 0 pour tout X , c’est à dire que ψ est de

longueur constante ; en effet,

ψ est de longueur constante ⇐⇒ X(‖ψ‖2) = 0, ∀X ⇐⇒ (∇Xψ, ψ) = 0, ∀X.

Proposition 33 Soit Ψ un champ de spineurs parallèle défini sur M . Si ψ = Ψ
∣∣
M
, le champ

de spineurs défini par

ψ∗ =
1

2
(1− i)ψ +

1

2
(−1 + i)

−→
N · ψ

est une solution de l’équation de Dirac Dψ∗ = Hψ∗ de longueur constante, où H est la

courbure moyenne de M .
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6.3 L’équation de Dirac sur M

Dans cette section (M, g) est une variété riemannienne orientée de dimension 2 munie

d’une structure spinorielle. On considère également une fonction lisse H : M −→ R. Nous

allons étudier l’implication 2.⇒ 3. du théorème de Friedrich. Soit donc un champ de spineurs

ψ sur M solution de l’équation de Dirac

Dψ = Hψ.

Toujours en utilisant la décomposition ΣM = Σ+M⊕Σ−M du fibré des spineurs complexe

de M , on obtient le système équivalent




Dψ+ = Hψ−

Dψ− = Hψ+.

On associe à ψ deux formes différentielles sur M définies pour X, Y ∈ Γ(M,TM) par

F+(X, Y ) = ℜ(∇Xψ
+, Y · ψ−) et F−(X, Y ) = ℜ(∇Xψ

−, Y · ψ+).

Proposition 34 1. F± sont des formes bilinéaires symétriques.

2. Tr(F±) = −H ‖ψ∓‖.

Remarque 6.3.1 : La trace d’une forme quadratique est la trace de la matrice de cette forme

dans une base orthonormée pour g. Elle est indépendante du choix de la base orthonormée.

Démonstration. 1. La bilinéarité est évidente. Ensuite, on a

ℜ(∇e1ψ
+, e2 · ψ−) = ℜ(e1 · ∇e1ψ

+, e1 · e2 · ψ−) = ℜ(Hψ− − e2 · ∇e2ψ
+, e1 · e2 · ψ−)

= Hℜ(ψ−, e1 · e2 · ψ−) + ℜ(∇e2ψ
+, e2 · e1 · e2 · ψ−)

= 0 + ℜ(∇e2ψ
+, e1 · ψ−).

D’où la symétrie.

2. Le calcul de la trace de F± donne

Tr(F±) = ℜ(∇e1ψ
±, e1 · ψ∓) + ℜ(∇e2ψ

±, e2 · ψ∓) = −ℜ(Dψ±, ψ∓) = −H
∥∥ψ∓∥∥2 .
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Proposition 35 Soit ψ un champ de spineurs sur M solution de l’équation Dψ = Hψ non

nulle et de longueur constante. Alors les formes F± vérifient

∥∥ψ+
∥∥2 F+ =

∥∥ψ−∥∥2 F−.

Démonstration. Soit m ∈ M . Si ψ+ ou ψ− s’annule en m, la relation est claire. Sinon, il

existe un voisinage V de m dans M sur lequel ψ+ et ψ− ne s’annulent pas.

Le couple de spineurs

(
e1 · ψ−

‖ψ−‖ ,
e2 · ψ−

‖ψ−‖

)

constitue une base orthonormée de ΓV (M,Σ+M) pour le produit scalaire euclidien

ℜ(·, ·). En effet on voit immédiatement que ces deux champs sont orthogonaux et normés, et

la dimension du R-espace vectoriel Γ(M,ΣM) est la dimension réelle de la fibre de ΣM , soit

dimR Σ2 = 2× 2[
2
2
] = 4, donc la dimension de Γ(M,Σ+M) est 4

2
= 2.

Ainsi, pour X ∈ ΓV (M,TM),

∇Xψ
+ = ℜ

(
∇Xψ

+,
e1 · ψ−

‖ψ−‖

)
e1 · ψ−

‖ψ−‖ + ℜ
(
∇Xψ

+,
e2 · ψ−

‖ψ−‖

)
e2 · ψ−

‖ψ−‖
=

1

‖ψ−‖2
{F+(X, e1)e1 + F+(X, e2)e2}ψ−.

De même,

∇Xψ
− =

1

‖ψ+‖2
{F−(X, e1)e1 + F−(X, e2)e2}ψ+.

On prend les produits scalaires ℜ(·, ·) de ces deux équations, respectivement par ψ+ et

ψ−, puis on somme :

ℜ(∇Xψ
+, ψ+) + ℜ(∇Xψ

−, ψ−) =
1

2
ℜ(X(

∥∥ψ+
∥∥2 +

∥∥ψ−∥∥2))

=
1

2
X(‖ψ‖2)

= ℜ(A(X) · ψ−, ψ+),

avec A : TM −→ TM l’endomorphisme défini par

A(X) =

{
F+(X, e1)

‖ψ−‖2
− F−(X, e1)

‖ψ+‖2
}
e1 +

{
F+(X, e2)

‖ψ−‖2
− F−(X, e2)

‖ψ+‖2
}
e2.

A est symétrique car F± le sont, et sa trace est donnée par

TrA =
1

‖ψ−‖2
TrF+ −

1

‖ψ+‖2
TrF− = −H +H = 0.
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Comme ψ est de longueur constante, X(‖ψ‖2) = 0, et donc

ℜ(A(X) · ψ−, ψ+) = 0 (X ∈ Γ(M,TM)).

Le rang de A est au plus 1 ; en effet s’il était de rang 2, A serait surjectif, et on aurait

donc ℜ(Y · ψ−, ψ+) = 0 pour tout Y ∈ Γ(M,TM). En particulier ψ+ serait orthogonal aux

deux spineurs composant la base orthonormée de Σ+M présentés plus haut, et on aurait donc

ψ+ = 0 ce qui est absurde.

De plus, sa trace est nulle, donc A ≡ 0, c’est à dire en identifiant sur les vecteurs de base

que

F+

‖ψ−‖2
=

F−

‖ψ+‖2
.

On pose F = F+ + F−. D’après ce qui précède, lorsque ψ+ 6= 0 ou ψ− 6= 0, on a

F

‖ψ‖2
=

F+ + F−

‖ψ+‖2 + ‖ψ−‖2
=

(
‖ψ−‖2
‖ψ+‖2 + 1

)
F−

‖ψ+‖2 + ‖ψ−‖2
=

F−

‖ψ+‖2

ainsi que

F

‖ψ‖2
=

F+ + F−

‖ψ+‖2 + ‖ψ−‖2
=

1 +

(
‖ψ+‖2
‖ψ−‖2

)
F+

‖ψ+‖2 + ‖ψ−‖2
=

F+

‖ψ−‖2
.

On définit alors l’endomorphisme E : TM −→ TM par

E :=
F

‖ψ‖2
.

Bien sur il s’agit de l’endomorphisme associé à la forme bilinéaire symétrique F , c’est à

dire que pour X, Y ∈ Γ(M,TM), g(E(X), Y ) =
F (X, Y )

‖ψ‖2
, soit encore

E(X) =
1

‖ψ‖2
{F+(X, e1)e1 + F−(X, e2)e2}

pour tout X ∈ Γ(M,TM).

Proposition 36 Pour tout X, Y ∈ Γ(M,TM), on a

F (X, Y ) = ℜ(∇Xψ, Y · ψ).
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Démonstration.

ℜ(∇Xψ, Y · ψ) = ℜ(∇Xψ
+ +∇Xψ

−, Y · ψ+ + Y · ψ−)

= ℜ(∇Xψ
+, Y · ψ+)︸ ︷︷ ︸
=0

+ℜ(∇Xψ
+, Y · ψ−) + ℜ(∇Xψ

−, Y · ψ+)

+ℜ(∇Xψ
−, Y · ψ−)︸ ︷︷ ︸
=0

= F+(X, Y ) + F−(X, Y ) = F (X, Y ).

Proposition 37 Soit ψ un champ de spineurs non nul sur M et de longueur constante

solution de l’équation Dψ = Hψ, et H : M −→ R une fonction lisse. On définit un endo-

morphisme E de TM par

g(E(X), Y ) =
1

‖ψ‖2
ℜ(∇Xψ, Y · ψ) (X, Y ∈ Γ(M,TM)).

Alors E est symétrique et vérifie :

1. ∇Xψ
+ = E(X) · ψ− et ∇Xψ

− = E(X) · ψ+ ;

2. Tr(E) = −H.

On obtient donc que ψ est une solution de ∇Xψ = E(X) · ψ sur M , ce qui implique

certaines conditions d’intégrabilité :

Proposition 38 Soit (M, g) une variété riemannienne de dimension 2 munie d’une structure

spinorielle, et soit E : TM −→ TM un endomorphisme symétrique. On suppose qu’il existe

une solution non triviale de l’équation ∇Xψ = E(X) · ψ.
Alors les deux équations ci-dessous ont lieu :

1. (Equation de Codazzi) ∇X(E(Y ))−∇Y (E(X))− E([X, Y ]) = 0.

2. (Equation de Gauss) detE = 1
4
G, où G est la courbure de Gauss de (M, g).

Démonstration. On va calculer le tenseur de courbure spinorielle RS de M . Soient X et Y

deux champs de vecteurs sur M ;

RS
X,Y ψ = ∇X∇Y ψ −∇Y∇Xψ −∇[X,Y ]ψ

= ∇X(E(Y ) · ψ)−∇Y (E(X) · ψ)− E([X, Y ]) · ψ
= {∇X(E(Y ))−∇Y (E(X))− E([X, Y ]) + E(Y ) · E(X)− E(X) ·E(Y )} · ψ

où on a utilisé la proposition 24. On pose B(X, Y ) = ∇X(E(Y ))−∇Y (E(X))−E([X, Y ]).
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Comme E est un endomorphisme symétrique, on peut l’écrire (en tout point) sous la

forme d’une matrice

E =


a b

b c


 .

Alors

E(e2) · E(e1)−E(e1) · E(e2) = (be1 + ce2) · (ae1 + be2)− (ae1 + be2) · (be1 + ce2)

= (−ab + b2e1 · e2 − ace1 · e2 − bc)
−(−ab + ace1 · e2 − b2e1 · e2 − bc)

= (2b2 − 2ac)e1 · e2
= −2 det (E)e1 · e2.

Donc pour le moment on a

RS
e1,e2

= {B(e1, e2)− 2 det (E)e1 · e2},

soit encore

B(e1, e2) = RS
e1,e2

+ 2det (E)e1 · e2. (9)

La proposition 25 nous donne une autre expression pour RS :

RS
e1,e2

=
1

4

2∑

i,j=1

g(Re1,e2ei, ej)︸ ︷︷ ︸
=R12ij

ei · ej =
1

2
R1212e1 · e2.

On décompose ψ en ψ = ψ+ + ψ−. Avec ωC = ie1 · e2 et ωC · ψ± = ±ψ±, on obtient

e1 · e2ψ± = ∓iψ±, d’où en appliquant l’équation (9) en ψ− et en ψ+, on obtient le système

suivant :





−B(e1, e2) · ψ− = i

(
R1212

2
+ 2 det (E)

)
· ψ+

B(e1, e2) · ψ+ = i

(
R1212

2
+ 2 det (E)

)
· ψ−

On fait la multiplication de Clifford de la première équation par B(e1, e2) ; comme on a

z · z = −‖z‖2 pour tout z ∈ Rn, et d’après la seconde équation, on obtient

‖B(e1, e2)‖2 ψ− = −
(
2 det (E) +

R1212

2

)2

ψ−.

Si ψ− est constant égal à 0, on peut refaire le calcul en faisant cette fois la multiplication

de Clifford de la seconde équation par B(e1, e2), ce qui fait apparâıtre ψ+ dans l’équation

finale, et ψ+ ne peut pas être toujours nul car ψ est non trivial. Ceci permet d’affirmer que
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



B(e1, e2) = 0

2 det (E) +
R1212

2
= 0,

De plus, pour i = 1, 2, B(ei, ei) = 0 ; en effet, Rei,ei = 0 et E(ei) ·E(ei)−E(ei) ·E(ei) = 0,

d’où





B(X, Y ) = 0

detE = −R1212

4
def.
=

G

4
.

soit




∇X(E(Y ))−∇Y (E(X))− E([X, Y ]) = 0

detE = −R1212

4
def.
=

G

4
.

Faisons un petit résumé de ce que l’on a vu ; on note K(M, g, E) l’espace des champs

de spineurs ψ sur la variété riemannienne spinorielle M de dimension 2 qui sont solution de

l’équation ∇Xψ = E(X)·ψ pour tout X ∈ Γ(M,TM), avec E un endomorphisme symétrique

du fibré tangent. Si on note Tr(E) = −H , on vient de montrer que tout champ de spineurs

de ker (D −H) de longueur constante était dans un K(M, g, E) pour un E bien choisi de

trace −H .

Réciproquement, on a K(M, g, E) ⊂ ker (D −H) pour tout endomorphisme symétrique

E de trace −H ; en effet, supposons que {e1, e2} soit une base orthonormée de diagonalisation

de E ; si ∇Xψ = E(X) · ψ pour tout X ∈ Γ(M,TM), on a

Dψ = e1 · (E(e1) · ψ) + e2 · (E(e2) · ψ)
= −Tr(E)ψ
= Hψ.

6.4 Immersions des variétés spinorielles de dimension 2 dans R
3

Dans cette section on va prouver que 3. ⇒ 1. dans le théorème de Friedrich. En fait, on

va faire mieux que cela : on va expliciter une immersion. En effet, l’existence de l’immersion

isométrique est directement due aux équations de Gauss-Codazzi de la proposition 38 (sous

réserve de simple connexité, d’où le fait qu’on ait une immersion du revêtement universel

de M dans R3 (cf corollaire B.1.1)) : pour cela, on pourra consulter par exemple [DoCa1].

Avant de se lancer dans le coeur du sujet, je fais quelques rappels sur la notion de structure

quaternionique. On pourra consulter [Fri2] pour plus de détails.

90



6.4.1 Structure quaternionique sur Γ(M,ΣM)

On muni Σ2 d’une structure quaternionique, c’est à dire d’un endomorphisme R-linéaire

α : Σ2 −→ Σ2 vérifiant :





α2 = −Id
α(iτ) = −iα(τ). (τ ∈ Σ2).

Il suffit pour cela de considérer (puisque Σ2 ≃ C2) l’application α :


z1
z2


 7−→


−z2
z1


.

On a même :

α(v · τ) = v · α(τ) (v ∈ R2, τ ∈ Σ2).

En effet, d’après le théorème 8, Cl2 ≃M2(C). Grâce aux relations sur l’algèbre de Clifford

e21 = e22 = −1 et e1 ·e2+e2 ·e1 = 0, on obtient que les images de e1 et e2 par cet isomorphisme

sont respectivement

g1 =


i 0

0 −i


 , g2 =


0 i

i 0


 .

Et alors on a bien α ◦ g1(τ) = g1 ◦ α(τ) pour tout τ , et de même pour g2.

En itérant cette propriété, on voit directement que α(ωC · τ) = −ωC · α(τ) (attention α
n’est pas C-linéaire), et donc que α(Σ±

2 ) = Σ∓
2 .

On étend naturellement cette structure quaternionique en un morphisme de fibrés vecto-

riels α : ΣM −→ ΣM , les propriétés restant inchangées, en particulier la commutativité avec

la multiplication de Clifford, et α(Σ±M) = Σ∓M .

Je donne maintenant deux propriétés de α qui seront utiles pour la suite.

Proposition 39 Soit ψ ∈ Γ(M,ΣM). Alors on a, pour tout X ∈ Γ(M,TM) :

∇X(α(ψ)) = α(∇Xψ).

Démonstration. On applique la propriété 23 :

∇X(α(ψ)) =
1

4

2∑

i,j=1

g(∇Xei, ej)ei · ej · α(ψ)

=
1

4

2∑

i,j=1

g(∇Xei, ej)α(ei · ej · ψ)
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= α

(
1

4

2∑

i,j=1

g(∇Xei, ej)ei · ej · ψ
)

= α(∇Xψ).

Proposition 40 Pour tous ψ1, ψ2 ∈ Γ(M,ΣM), on a

(ψ1, α(ψ2)) = −(α(ψ1), ψ2).

Démonstration. Il suffit de remarquer que pour (z1, z2, y1, y2) ∈ C4,


z1
z2


 ·


−y2
y1


 = −z1y2 + z2y1 = −z1y2 − z2y1 = −


−z2
z1


 ·


y1
y2


 .

Remarque 6.4.1 : La construction de α ainsi que ses propriétés (exceptée α(Σ±
2 ) = Σ∓

2 ,

qui n’a du sens qu’en dimension paire) s’adaptent aisément à la dimension 3. En effet, on

sait que l’espace Σ3 reste isomorphe à C2, et la multiplication de Clifford est définie sur R3

à partir de

ρ(e1) =


i 0

0 −i


 , ρ(e2) =


0 i

i 0


 , ρ(e3) =


 0 1

−1 0


 .

6.4.2 Immersion de M dans R3

On se donne donc à présent un champ de spineurs ψ sur une surface riemannienne (M, g)

vérifiant

∇Xψ = E(X) · ψ (X ∈ Γ(M,TM)),

avec E un endomorphisme symétrique de TM .

Notons que dans ce cas, d’après le lemme 7 et la remarque 5.2.2, on a aussi le système

équivalent suivant :




∇Xψ

+ = E(X) · ψ−

∇Xψ
− = E(X) · ψ+ (X ∈ Γ(M,TM)),

avec ψ = ψ+ + ψ− ∈ Γ(M,Σ+M ⊕ Σ−M).
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A tout champ de spineurs ψ on associe les 1-formes différentielles suivantes :

ξψ(X) = 2(X · ψ+, ψ−), ξψ+ = (X · ψ+, α(ψ+)), ξψ− = (X · ψ−, α(ψ−))

pour tout X ∈ Γ(M,TM).

On décompose également ξψ en parties réelle et imaginaire :

ξψ = wψ + iµψ.

Enfin, on définit

Λψ = ξψ+ − ξψ−.

Proposition 41 (M, g) une surface riemannienne spinorielle, E : TM −→ TM un en-

domorphisme symétrique de trace −H, et ψ un champ de spineurs solution de l’équation

∇Xψ = E(X) · ψ pour tout X ∈ Γ(M,TM). Alors

1. dwψ = 0 ;

2. dµψ = 2H{‖ψ−‖2 − ‖ψ+‖2}dM , où dM est le plan hyperbolique, c’est à dire la forme

différentielle d’ordre 2 dont la matrice en tout point M ∈ M dans toute base or-

thonormée de TmM est


0 −1
1 0


 ;

3. dΛψ = 0.

Démonstration. 1. Pour X, Y ∈ Γ(M,TM), on a

dwψ(X, Y ) = X(wψ(Y ))− Y (wψ(X))− wψ([X, Y ])

= 2X(ℜ(Y · ψ+, ψ−))− 2Y (ℜ(X · ψ+, ψ−))− 2ℜ([X, Y ] · ψ+, ψ−).

Et

X(ℜ(Y · ψ+, ψ−)) = ℜ(∇X(Y · ψ+), ψ−) + ℜ(Y · ψ+,∇Xψ
−)

= ℜ(∇XY · ψ+, ψ−) + ℜ(Y · ∇Xψ
+

︸ ︷︷ ︸
=E(X)·ψ−

, ψ−) + ℜ(Y · ψ+,∇Xψ
−)

= ℜ(∇XY · ψ+, ψ−)− g(Y,E(X))
∥∥ψ−∥∥2 + g(Y,E(X))

∥∥ψ+
∥∥2 .
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En remplaçant, on obtient

dwψ(X, Y ) = 2{g(X,E(Y ))− g(Y,E(X))} ‖ψ−‖2

+2{g(X,E(Y )− g(Y,E(X))} ‖ψ+‖2

+2ℜ((∇XY −∇YX) · ψ+, ψ−)− 2ℜ([X, Y ] · ψ+, ψ−)

= 0

puisque E est symétrique, et en utilisant les propriétés de la connexion de Levi-Civita

riemannienne.

2. Le calcul précédent nous conduit de même à

dµψ(X, Y ) = 2ℑ{(Y ·E(X) · ψ−, ψ−) + (Y · ψ+, E(X) · ψ+)}
−ℑ{(X ·E(Y ) · ψ−, ψ−)− (X · ψ+, E(Y ) · ψ+)}

= 2ℑ((Y · E(X)−X · E(Y )) · ψ−, ψ−)

+2ℑ((E(Y ) ·X − E(X) · Y ) · ψ+, ψ+)

Dans une base orthonormée {e1, e2} de diagonalisation de E (où λ1 et λ2 sont les valeurs

propres réelles associées), on obtient





dµψ(e1, e1) = dµψ(e2, e2) = 0

dµψ(e1, e2) = 2ℑ((λ1e2 · e1 − λ2e1 · e2) · ψ−, ψ−)

+2ℑ(λ2e2 · e1 − λ1e1 · e2) · ψ+, ψ+)

= 2Tr(E)ℑ{(e2 · e1 · ψ−, ψ−) + (e2 · e1 · ψ+, ψ+)}
dµψ(e2, e1) = −dµψ(e1, e2).

Or

ℜ(e2 · e1 · ψ±, ψ±) = −g(e2, e1)
∥∥ψ±∥∥2 = 0

donc (e2 ·e1 ·ψ±, ψ±) est imaginaire pur, donc sa partie imaginaire est −i(e2 ·e1 ·ψ±, ψ±),

d’où

dµψ(e1, e2) = 2H{(ωC · ψ−, ψ−) + (ωC · ψ+, ψ+)}
= 2H{‖ψ+‖2 − ‖ψ−‖2}.

Donc finalement,

dµψ = 2H{
∥∥ψ−∥∥2 −

∥∥ψ+
∥∥2}


0 −1
1 0


 .
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3. D’après les propriétés 39 et 40, on a

dξψ−(X, Y ) = (Y ·E(X) · ψ+, α(ψ−)) + (Y · ψ−, α(E(X) · ψ+))

−(X · E(Y ) · ψ+, α(ψ−))− (X · ψ−, α(E(Y ) · ψ+))

= −(α(Y ·E(X) · ψ+), ψ−)− (E(X) · Y · ψ−, α(ψ+))

+(α(X · E(Y ) · ψ+), ψ−) + (E(Y ) ·X · ψ−, α(ψ+))

= −(Y · E(X) · α(ψ+), ψ−)− (E(X) · Y · ψ−, α(ψ+))

+(X ·E(Y ) · α(ψ+), ψ−) + (E(Y ) ·X · ψ−, α(ψ+))

= −(E(X) · Y · ψ−), α(ψ+))− (E(X) · Y · ψ−, α(ψ+))

+(E(Y ) ·X · ψ−, α(ψ+)) + (E(Y ) ·X · ψ−, α(ψ+)).

De même,

dξψ+(X, Y ) = (Y · E(X) · ψ−), α(ψ+))− (E(X) · Y · ψ+, α(ψ−))

−(X · E(Y ) · ψ−, α(ψ+)) + (E(Y ) ·X · ψ+, α(ψ−)).

Et on obtient alors

d(ξψ− − ξψ+)(X, Y ) = 0

de nouveau par symétrie de E.

Rappelons que l’on cherche actuellement une immersion isométrique du revêtement uni-

versel de M dans R3. Comme on sait que cette immersion existe, on va supposer que M est

simplement connexe, et donc isométriquement immergée dans R3.

Soit Ψ un spineur parallèle sur R
3 ; en particulier il est de longueur constante. On note

〈·, ·〉 le produit hermitien sur Γ(R3,ΣR3). Soit ψ = Ψ
∣∣
M
, et ψ∗ le champ de spineurs déjà

introduit défini sur M par

ψ∗ = ψ+ − iψ− =
1

2
(1− i)Ψ

∣∣
M

+
1

2
(−1 + i)

−→
N ·Ψ

∣∣
M
.

Alors pour X ∈ Γ(M,TM) on a

wψ
∗

(X) = 2ℜ(X · ψ∗+, ψ∗−)

= 2ℜ(X · ψ+,−iψ−)

= 2ℜ(i(X · ψ+, ψ−))

= −2ℑ(X · ψ+, ψ−).
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D’un autre côté,

(X · ψ, ψ) = (X · ψ+, ψ−) + (X · ψ−, ψ+)

= (X · ψ+, ψ−)− (ψ−, X · ψ+)

= 2iℑ(X · ψ+, ψ−)

Donc

wψ
∗

(X) = −ℑ(X ·Ψ
∣∣
M
,Ψ
∣∣
M
).

De même,

Λψ
∗

(X) = (X ·Ψ
∣∣
M
, α(Ψ

∣∣
M
)).

Les 1-formes wψ
∗

et Λψ
∗

sont exactes ; en effet, on définit f : R3 −→ R et h : R3 −→ C

par

f(v) = −ℑ〈v ·Ψ,Ψ〉, h(v) = 〈v ·Ψ, α(Ψ)〉 . (v ∈ R
3).

Ici on a défini α sur ΣR3 conformément à ce qui avait été annoncé dans la remarque 6.4.1.

Alors on a d(f
∣∣
M
) = wψ

∗

et d(h
∣∣
M
) = Λψ

∗

: pour v ∈ R3 et X ∈ Γ(R3,R3),

(df)v(X(v)) = f ′(v)(X(v))

= f(X(v))

= −ℑ〈X ·Ψ,Ψ〉(v)
= wψ

∗

v (X(v))

(dh)v(X(v)) = h′(v)(X(v))

= h(X(v))

= −〈X ·Ψ, α(Ψ)〉 (v)
= Λψ

∗

v (X(v)),

où on a utilisé que les applications f et h étaient linéaires. On conclut en utilisant l’i-

sométrie entre (S, 〈·, ·〉
∣∣
M
) et (ΣM, (·, ·)ΣM).

On rappelle que dimΓ(R3,ΣR3) = dimΣ3, donc dimR Γ(R
3,ΣR3) = 2×2[ 32 ] = 4. L’orthog-

onal ∆3(Ψ) du champ de spineurs Ψ dans l’espace vectoriel réel Γ(R3,ΣR3) est donc un

R-espace vectoriel de dimension 3 :

∆3(Ψ) = {Φ ∈ Γ(R3,ΣR3) | ℜ〈Φ,Ψ〉 = 0}.

On suppose que la norme constante de Ψ vaut 1 ; alors (Ψ, α(Ψ)) forme une base hilber-

tienne du C-espace vectoriel Γ(R3,ΣR3). En effet,

〈Ψ, α(Ψ)〉 prop. 40= −〈α(Ψ),Ψ〉 = −〈Ψ, α(Ψ)〉 = 0

et

‖α(Ψ)‖2 = 〈α(Ψ), α(Ψ)〉 = −〈α(α(Ψ)),Ψ〉 = −〈−Ψ,Ψ〉 = ‖Ψ‖2 = 1.
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On obtient ainsi immédiatement que l’application Φ 7−→ (−ℑ 〈Φ,Ψ〉 , 〈Φ, α(Ψ)〉) est une
isométrie de ∆3(Ψ) sur R⊕ C = R3.

Comme M est inclus dans R3, l’application

m ∈ M 7−→ m ·Ψ ∈ ∆3(Ψ)

est bien définie et fournit une isométrieM →֒ R
3 en composant avec l’isométrie précédente.

Cette application est plus simplement l’application (f
∣∣
M
, h
∣∣
M
). On peut également l’écrire

sous forme intégrale avec la formule

m ∈M 7−→
(∫ m

m0

wψ
∗

,

∫ m

m0

ℜ(Λψ∗

),

∫ m

m0

ℑ(Λψ∗

)

)
∈ R

3,

où m0 est un point quelconque de M (simplement connexe). Cette expression est appelée

représentation de Weierstrass. Elle généralise la représentation de Weierstrass pour les sur-

faces minimales ; en effet, une surface minimale Mmin de R3 s’immerge localement de façon

conforme dans R3 par la formule

x :Mmin −→ R
3

m 7−→ ℜ
(∫ m

m0

1− g2
2

µ,

∫ m

m0

i
1 + g2

2
µ,

∫ m

m0

gµ

)
,

où g est une fonction méromorphe et µ une 1-forme holomorphe sur Mmin telles que

tout zéro d’ordre k de µ corresponde à un pôle d’ordre 2k de g. Le couple (g, µ) peut être

vu comme un champ de spineurs ψ sur Mmin d’après l’exemple 5.2.1, et les conditions de

Cauchy-Riemann s’écrivent Dψ = 0.

Terminons par quelques résultats issus de l’étude des 1-formes précédentes. Soit un champ

de spineurs ψ surM solution de∇Xψ = E(X)·ψ pour tout champ de vecteurs X surM . Cette

solution est dite exacte si les 1-formes différentielles associées wψ et Λψ sont exactes. D’après

ce qui précède, il existe toujours des solutions exactes non triviales dans les K(M, g, E).

On rappelle la définition de la Hessienne d’une fonction h : M −→ R ou C : pour

X, Y ∈ Γ(M,TM),

Hess(h)(X, Y ) =
1

2
{g(∇X

−−→
grad(h), Y ) + g(X,∇Y

−−→
grad(h))}.

Proposition 42 Soit ψ un champ de spineurs sur M étant une solution exacte de l’équation

∇Xψ = E(X) · ψ pour tout X ∈ Γ(M,TM), et f : M −→ R et h : M −→ C telles que

df = wψ, dh = Λψ. Alors

1. Hess(f) = 2(‖ψ+‖2 − ‖ψ−‖2)E.

2.
∥∥∥−−→grad(f)

∥∥∥
2

= 4 ‖ψ+‖2 ‖ψ−‖2.
3. Hess(h) = −4(ψ−, α(ψ+))E.
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4.
∥∥∥−−→grad(f)

∥∥∥
2

= (‖ψ+‖2 − ‖ψ−‖2).

Démonstration. 1. Par définition, pour tout X ∈ Γ(M,TM), wψ(X) = g(
−−→
grad(f), X),

donc pour tous X, Y ∈ Γ(M,TM),

Y (wψ(X)) = g(∇Y

−−→
grad(f), X) + g(

−−→
grad(f),∇YX).

Ainsi,

2Hess(f)(X, Y ) = X(wψ(Y )) + Y (wψ(X))−g(−−→grad(f),∇XY )− g(
−−→
grad(f),∇YX)︸ ︷︷ ︸

=−wψ(∇XY,∇YX)

.

Et comme on l’a vu dans la preuve de la proposition 41,

X(wψ(Y )) = 2ℜ(∇XY · ψ+, ψ−)− 2g(Y,E(X))
∥∥ψ−∥∥2 + 2g(Y,E(X))

∥∥ψ+
∥∥2 .

D’où

2Hess(f)(X, Y ) = 4g(Y,E(X))(‖ψ+‖2 − ‖ψ−‖2) + 2ℜ((∇XY +∇YX) · ψ+, ψ−)︸ ︷︷ ︸
=wψ(∇XY+∇YX)

−wψ(∇XY +∇YX).

Soit

Hess(f)(X, Y ) = 2(
∥∥ψ+

∥∥2 −
∥∥ψ−∥∥2)g(E(X), Y ).

2. On a
∥∥∥−−→grad(f)

∥∥∥
2

= g(
−−→
grad(f),

−−→
grad(f)) = wψ(

−−→
grad(f)).

Or
∥∥∥−−→grad(f)

∥∥∥ est également la norme de l’opérateur X 7−→ g(
−−→
grad(f), X). De plus, on

a, pour tout X ∈ Γ(M,TM)

g(
−−→
grad(f), X) = wψ(X)

= 2ℜ(X · ψ+, ψ−)

≤ 2 ‖X · ψ+‖ ‖ψ−‖
= 2 ‖X‖ ‖ψ+‖ ‖ψ−‖ .

Ainsi,
∥∥∥−−→grad(f)

∥∥∥ ≤ 2 ‖ψ+‖ ‖ψ−‖. Pour montrer l’égalité, il faut montrer qu’il existe un

X ∈ Γ(M,TM) tel que l’égalité soit réalisée dans ℜ(X · ψ+, ψ−) ≤ ‖X‖ ‖ψ+‖ ‖ψ−‖.
On utilise pour cela ce qui a été dit au début de la section 6.4.1 sur les structures

quaternioniques. Nous avions montré que
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ρ(e1) =


i 0

0 −i


 , ρ(e2) =


0 i

i 0


 .

Ainsi on voit que

Σ+
2 =






 z1

iz1


 | z1 ∈ C





et

Σ−
2 =






iz2
z2


 | z2 ∈ C



 .

En posant

ψ = [σ̃, s+ + s−] et X = [σ̃, χ],

avec

s+ =


 z1

iz1


 , s− =


iz2
z2


 , χ = ae1 + be2,

on cherche a, b ∈ R tels que

ρ(ae1 + be2)(s
+) = s−,

c’est à dire


ai bi

bi −ai




 z1

iz1


 =


iz2
z2


 .

Ainsi on prend a et b tels que a + ib =
z2
z1

(si z1 = 0, c’est que ψ+ = 0, et l’égalité est

vraie). On a ainsi construit un X vérifiant X · ψ+ = ψ−, d’où

ℜ(X · ψ+, ψ−) = ‖X‖
∥∥ψ+

∥∥ ∥∥ψ−∥∥ .

Et donc
∥∥∥−−→grad(f)

∥∥∥ = 2 ‖ψ+‖ ‖ψ−‖, soit
∥∥∥−−→grad(f)

∥∥∥
2

= 4 ‖ψ+‖2 ‖ψ−‖2.
3. et 4. se prouvent par des méthodes analogues.

On a immédiatement que

det (Hess(f)) = 4(
∥∥ψ+

∥∥2 −
∥∥ψ−∥∥2)2 det (E) = (

∥∥ψ+
∥∥2 −

∥∥ψ−∥∥2)2G

puisqu’on a vu que det (E) =
G

4
à la proposition 38 (équation de Gauss).
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Corollaire 6.4.1 Soit M une variété riemannienne compacte et spinorielle, et soit ψ un

élément non trivial de K(M, g, E). Alors ψ+ ou ψ− s’annule en au moins un point m0 en

lequel la courbure de Gauss est positive ou nulle.

Démonstration. M est compacte donc f précedemment introduite atteint son maximum en

un point m0 de M en lequel

−−→
grad(f)(m0) =

−→
0 et det (Hess(f)(m0)) ≥ 0.

D’après la propriété et la remarque précédente, cela prouve que ψ+(m0) ou ψ−(m0) est

nul, et que G(m0) ≥ 0.

On admet le résultat suivant :

Proposition 43 Pour toute variété riemannienne (M, g) de dimension 2 et toute fonction

lisse h :M −→ R, la 2-forme différentielle

{2 det (Hess(h))−
∥∥∥−−→grad(h)

∥∥∥
2

G}dM

est exacte, et peut donc s’écrire dµ pour une certaine 1-forme µ.

On rappelle une version du théorème de Stokes : si M est une variété orientée compacte

sans bord de dimension n et que α ∈ Ωn−1(M), alors

∫

M

dα = 0.

Utilisant la propriété et le théorème précédents dans le cas d’une solution exacte ψ de

K(M, g, E), en supposant M compacte, on obtient

∫

M

(
∥∥ψ+

∥∥2 −
∥∥ψ−∥∥2)2G = 2

∫

M

∥∥ψ+
∥∥2 ∥∥ψ−∥∥2G,

soit encore :

Proposition 44 Soit (M, g) une variété riemannienne compacte spinorielle et soit une so-

lution exacte ψ ∈ K(M, g, E). Alors

∫

M

(‖ψ‖4 − 6
∥∥ψ−∥∥2 ∥∥ψ+

∥∥2)G = 0.

Dans le cas où la solution exacte est le spineur ψ∗ défini à partir de la restriction à M

d’un spineur parallèle Ψ de R3 comme vu précedemment, la formule précédente devient

∫

M

G = 3

∫

M

(i
−→
N ·Ψ,Ψ)2G.
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A Groupes de Lie, algèbres de Lie

Pour cette section, on se réfère à [Da], [Mas] et [Pau1].

A.1 Groupes de Lie

Définition A.1.1 Un groupe de Lie G est une variété différentielle munie d’une structure

de groupe telle que les opérations de produit et d’inversion soient différentiables.

Le théorème suivant, difficile, permet de donner beaucoup d’exemples de groupes de Lie.

Théorème 15 Un sous-groupe fermé d’un groupe de Lie est un groupe de Lie.

Exemple A.1.1 1. (R∗
+,×) ;

2. (S1,×) ;
3. (On(R),×), (SLn(R),×), (SOn(R),×) ;
4. (Un(C),×), (SLn(C),×), (SUn(C),×).

A.2 Algèbres de Lie

Dans tout ce paragraphe, G est un groupe de Lie pour la loi “ · ” ; on omettra néanmoins

d’écrire “ · ” à chaque fois, et on notera e son élément neutre.

Définition A.2.1 Soient a, g ∈ G ; on définit la translation à gauche La : G −→ G de g

par a par

Lag = ag.

Par définition d’un groupe de Lie, La est un difféomorphisme de G dans G. Sa différentielle

en g, notée L′
a(g), est donc un automorphisme de TaG dans TgaG.

Définition A.2.2 Soit X un champ de vecteurs sur G ; X est dit invariant à gauche si

L′
a(g)(X(g)) = X(ag) (a, g ∈ G).
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Proposition 45 Il existe une correspondance bijective entre les vecteurs de TeG et l’ensemble

g des champs de vecteurs invariants à gauche, donnée par

TeG ←→ g

v 7−→ Xv : g 7−→ L′
g(e)(v)

X(e) 7→ X.

De plus ces applications sont réciproques l’une de l’autre.

En particulier, l’espace g est un espace vectoriel de dimension dimG.

Proposition 46 L’espace g est une partie de l’espace vectoriel χ(G) des champs de vecteurs

sur G stables par le crochet de Lie. Ainsi, (g,+, ., [., .]) est muni d’une structure d’algèbre,

appelée algèbre de Lie associée au groupe G.

D’après la proposition 45, l’algèbre de Lie de G peut aussi être vue comme étant

(TeG,+, ., [., .]).

On notera toujours par des caractères gothiques l’algèbre de Lie d’un groupe

de Lie.

A.3 Cas d’un groupe de matrice

Le but de cette sous-section et de préciser l’algèbre de Lie de G lorsque G est un sous-

groupe fermé de GLn(K), K = R ou C, sachant que c’est le cas de tous les groupes “clas-

siques”. On pourra en particulier déterminer l’algèbre de Lie de SOn(R). Comme ces con-

sidérations ne constituent pas le principal objectif de ce rapport, les résultats sont donnés

sans démonstrations : elles sont néanmoins consultables dans [Da].

Définition A.3.1 G un groupe topologique quelconque. Un sous-groupe à un paramètre

de G est un morphisme de groupes topologiques λ : (R,+) −→ G.

Théorème 16 Soit V un K-espace vectoriel de dimension finie et soit λ : R −→ GL(V )

un sous-groupe à un paramètre. Alors il existe un unique endomorphisme x ∈ L(V ) tel que

λ(t) = exp(tx) (où l’exponentielle est l’exponentielle usuelle, définie sur un espace de Banach)

pour tout t ∈ R. En particulier, λ est C1 et déterminé par sa dérivée x = λ′(0).

Définition A.3.2 Soit V de dimension finie sur K. Pour u, v ∈ L(V ), on pose [u, v] = uv−vu,
et on l’appelle crochet de Lie de u et v. En notation matricielle, cela donne [X, Y ] = XY −Y X
pour X, Y ∈Mn(K).
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Lemme 9 Soient X et Y deux éléments deMn(K). Alors

1. lim
k→+∞

(
exp

(
X

k

)
exp

(
Y

k

))k
= exp (X + Y ) ;

2. lim
k→+∞

(
exp

(
X

k

)
exp

(
Y

k

)
exp

(−X
k

)
exp

(−Y
k

))k2
= exp ([X, Y ])

Corollaire A.3.1 Soit G un sous-groupe fermé de GLn(K). L’ensemble

g = {X ∈Mn(K) | ∀ t ∈ R, exp (tX) ∈ G}

est un sous-R-espace vectoriel deMn(K), stable par le crochet de Lie, ce qui le munit d’une

structure d’algèbre.

Théorème 17 Soit G un sous-groupe fermé de GLn(K). L’espace g précédemment défini

est canonique, c’est à dire ne dépend pas du plongement de G dans un GLn(K), puisque

c’est également l’ensemble des sous-groupes à un paramètre de G. Cette définition cöıncide

également (à isomorphisme près) avec celle de la partie A.2.

Remarque A.3.1 : Lorsque K = C, g n’est pas nécessairement un K-sous-espace vectoriel

deMn(K).

Exemple A.3.1 • D’après cette définition de l’algèbre de Lie, on a

son = {M ∈Mn(R) | exp (tM) ∈ SOn(R), ∀ t ∈ R}
= {M ∈Mn(R) | exp (tM) exp (tM)t = In, ∀ t ∈ R}.

Or comme l’exponentielle vérifie exp (M)t = exp (M t) (vérification simple par passage

à la limite), on a

son = {M ∈Mn(R) | exp (t(M +M t)) = In, ∀ t ∈ R}
= {M ∈Mn(R) | M +M t = 0}
= An(R) ≃ Ω2(Rn).

• On obtient de même :

gln(R) = Mn(R);

sln(R) = {M ∈Mn(R) | tr(M) = 0}.
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B Revêtements

B.1 Revêtements d’espaces topologiques

Dans cette section nous définissons les notions de revêtement et de revêtement universel,

ainsi que certaines de leurs propriétés, sans démonstration. Les espaces considérés sont tou-

jours supposés séparés et localement connexes par arcs ; en particulier, les notions

de connexité et de connexité par arcs cöıncident. Ce contexte permet d’appliquer tous les

résultats qui suivent à des variétés différentielles, ce qui est le cadre de notre étude. Voir [A],

[Pau1] et [Pau2]

Définition B.1.1 Soit B un espace topologique. Un revêtement de B est la donnée d’un

espace topologique E et d’une application continue p : E −→ B tel que pour tout b ∈ B,

il existe un ouvert Vb de b dans B, un espace discret non vide Fb et un homéomorphisme

φ : p−1(Vb) −→ Vb × Fb tels que πb(φ(u)) = b pour tout u ∈ p−1(Vb), où πb est la projection

de B × Fb sur Fb.

B est appelée la base, E l’espace total, F la fibre et φ une trivialisation locale du

revêtement au dessus de Vb.

Proposition 47 Soit p : E −→ B un revêtement d’un espace connexe par arcs B. Soient b

et b′ deux points de B. Il existe une bijection entre les fibres p−1(b) et p−1(b′). En particulier

ces fibres ont le même cardinal. S’il est fini, ce cardinal est appelé le nombre de feuillets

du revêtement.

Cette propriété nous autorise à écrire simplement F et π, sans préciser le point b.

Exemple B.1.1 – Le revêtement trivial est la projection B × F −→ B, où F est un

espace discret. La propriété de trivialité locale est ici globale.

– L’application t ∈ R 7−→ exp (2iπt) de R dans S1 est un revêtement, de fibre Z.

Proposition 48 (1) La projection d’un revêtement est une application surjective : en effet,

p−1(b) est en bijection avec b× F .
(2) Si E est compact (respectivement connexe, connexe par arcs), alors B est compact

(respectivement connexe, connexe par arcs).

(3) Si B est séparé, alors E est séparé.

(4) Si A ⊂ B, alors p
∣∣
p−1(A)

: p−1(A) −→ A est un revêtement.

(5) Si B est compact, alors E est compact si et seulement si les fibres de p sont finies.

(6) Un revêtement est un homéomorphisme local.
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Définition B.1.2 Si p : E −→ B et p′ : E ′ −→ B′ sont deux revêtements, on appelle

morphisme de revêtements de p dans p′ un couple d’applications continues H : E −→ E ′

et h : B −→ B′ telles que le diagramme

E

p

��

H // E ′

p′

��
B

h // B′

commute.

Un isomorphisme de revêtements est un morphisme de revêtements dans lequelH et h sont

des homéomorphismes. Si E = E ′, B = B′ et h = Id, on dit que H est un automorphisme.

On appelle alors Aut(E) l’ensemble des automorphismes de revêtements.

Proposition 49 L’ensemble Aut(E) est un groupe muni de la composition des applications,

qui opère sur E et sur les fibres p−1(b).

Définition B.1.3 Un revêtement p : E −→ B est galoisien si E est connexe par arcs et si

le groupe Aut(E) opère transitivement sur les fibres de E.

Un revêtement p : E −→ B est universel s’il est galoisien et si, pour tout revêtement

connexe q : D −→ B, il existe un morphisme de revêtements h au dessus de B :

E

p

��@
@@

@@
@@

@@
@@

@@
@@

@

h // D

q

��
B

Théorème 18 (1) S’il existe, un revêtement universel est unique à isomorphisme de revêtements

près.

(2) Soit p : E −→ B un revêtement. Si B est localement connexe par arcs et si E est

simplement connexe, alors p est universel.

Définition B.1.4 Un espace B est semi-localement simplement connexe si tout point b ∈ B
possède un voisinage U tel que tout lacet de base b dans U soit homotope dans B au lacet

constant.

Remarque B.1.1 : C’est en particulier le cas des variétés différentielles puisqu’alors chaque

point de la variété est inclus dans un ouvert difféomorphe à un ouvert de Rn. Elles sont même
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localement simplement connexes : si M est une variété différentielle, chaque point m ∈ M
possède un voisinage U tel que tout lacet de base m dans U soit homotope dans U au lacet

constant (puisque c’est le cas de Rn).

Théorème 19 Soit B un espace connexe localement connexe par arcs. Pour qu’il existe un

revêtement simplement connexe de B, il faut et il suffit que B soit semi-localement simplement

connexe.

Corollaire B.1.1 Toute variété différentielle M admet un revêtement universel M̃ , et on a

dim M̃ = dimM .

Définition B.1.5 Soit G un groupe topologique. Un groupe de revêtement de G est un

groupe topologique G̃ qui est un revêtement de G en tant qu’espace topologique et tel que

l’application du revêtement π : G̃ −→ G soit un morphisme de groupes.

B.2 Revêtements de groupes de Lie

Définition B.2.1 Soient G et G′ deux groupes de Lie ; une application f : G −→ G′ est un

morphisme de groupes de Lie si c’est un morphisme de groupe de classe C∞ pour les

structures différentielles de groupes de Lie de G et G′.

Définition B.2.2 Considérons G et G′ deux groupes de Lie, d’éléments neutres respectifs e

et e′. Un revêtement de groupes de Lie de G′ dans G est un morphisme de groupes de

Lie de G′ dans G, qui est un revêtement (entre les variétés sous-jacentes).

Un (iso)morphisme (de revêtements de groupes de Lie) d’un revêtement de groupes de

Lie p : G′ −→ G dans un revêtement de groupes de Lie p′ : G′′ −→ G est un (iso)morphisme

de groupes de Lie ψ : G′ −→ G′′ qui est un (iso)morphisme de revêtements (c’est-à-dire tel

que p′ ◦ ψ = p).

Proposition 50 Un morphisme f : G −→ H de groupes de Lie est un revêtement si et

seulement si sa différentielle f ′ : g −→ h est un isomorphisme d’algèbres de Lie.

Théorème 20 Soit G un groupe de Lie connexe. Il existe un revêtement de groupes de Lie

π̃ = π̃G : G̃ −→ G, unique à unique isomorphisme (de revêtements de groupes de Lie) près,

tel que G̃ soit simplement connexe.

De plus, le sous-groupe Γ = π̃−1(e) de G̃ est distingué, discret, central, et le groupe de Lie

G est isomorphe au groupe de Lie quotient Γ/G̃.

Si H est un groupe de Lie connexe et f : G −→ H est un morphisme de groupes de Lie,

alors il existe un et un seul morphisme de groupes de Lie f̃ : G̃ −→ H̃ tel que le diagramme
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G̃

π̃G

��

f̃
// H̃

π̃H

��
G

f
// H

commute.

Une application π̃ : G̃ −→ G comme ci-dessus, et par abus G̃, est appelée un revêtement

universel (de groupes de Lie) de G.

B.3 Relèvement d’applications

Dans toute cette section, E et B désignent des espaces topologiques et p : E −→ B

désigne un revêtement.

On suppose connue la notion de groupe fondamental, ainsi que ses propriétés de base (en

particulier sa structure de groupe) : si X est un espace topologique, on note π1(X, x0) son

groupe fondamental au point de base x0 ∈ X (ou simplement π1(X) si X est connexe par

arcs). Rappelons juste que π1(X, x0) est l’ensemble des classes d’homotopies de lacets de base

x0 dans X ; on note [c] la classe d’homotopie du lacet c de base x0.

Proposition 51 Soient X et Y deux espaces topologiques, x0 ∈ X et f : X −→ Y une

application continue. L’application

f∗ : π1(X, x0) −→ π1(Y, f(x0))

[c] 7−→ [f ◦ c]
est bien définie et est un morphisme de groupes.

Définition B.3.1 Soit X un espace topologique, et f : X −→ B une fonction continue. Un

relèvement de f à E est une application continue F : X −→ E telle que p ◦ F = f .

Proposition 52 Pour tout chemin c : [0, 1] −→ B d’origine b0 et pour tout x0 ∈ p−1(b0), il

existe un unique chemin γ : [0, 1] −→ E tel que γ(0) = x0 et p ◦ γ = c.

Lemme 10 Soit X un espace topologique connexe et localement connexe, et f, g : X −→ E

deux fonctions continues telles que p ◦ f = p ◦ g.
S’il existe x0 ∈ X tel que f(x0) = g(x0), alors f = g.
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Théorème 21 Soit X un espace topologique et f : X −→ B une fonction continue. Soit

également x0 ∈ X, b0 = f(x0) et e0 ∈ p−1(b0).

(1) Si X est connexe et localement connexe par arcs, il existe F : X −→ E relèvement de

f tel que F (x0) = e0 si et seulement si f∗(π1(X, x0)) ⊂ p∗(π1(E, e0)).

(2) Si X est connexe, le relèvement précédent, s’il existe, est unique.

Démonstration. Je donne ici une ébauche de preuve car elle est importante pour le corollaire

suivant, qui est le plus utile pour notre travail initial.

Le second point est immédiat grâce au lemme 10. Pour le premier point, on vérifie que

le candidat suivant convient : pour x ∈ X , on définit F (x) comme étant l’extrémité du

relèvement γ̃ d’origine e0 du chemin γ = f ◦ c, où c est un chemin quelconque de x0 à x :

F (x) = f̃ ◦ c(1).
Il faut vérifier que la définition est cohérente (indépendante du choix de c), et que F est

bien un relèvement de f .

Corollaire B.3.1 E, B et p comme précédemment et soient X un espace topologique simple-

ment connexe (en particulier connexe par arcs) et q : X −→ B tels que q soit un revêtement

de X, et σ : X −→ B une section (continue) de Γ(X,B) : q ◦ σ = idX . Alors σ se relève en

une section σ̃ ∈ Γ(X,E) (pour le revêtement q ◦ p : E −→ X) :

E

p

��
X

σ //

σ̃

>>}}}}}}}}}}}}}}}}
B.

q
oo

Démonstration. Puisque X est supposé simplement connexe, σ∗(π1(X)) = eπ1(E) et l’hy-

pothèse du théorème 21 est vérifiée. La section σ se relève bien en σ̃, reste à vérifier que c’est

une section : si x ∈ X ,

(q ◦ p) ◦ σ̃(x) = q(p ◦ σ̃(x)) = q ◦ σ(x) = x

puisque p ◦ σ̃ = idX car σ̃ est un relèvement de σ.
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[Pau2] Frédéric Paulin, Topologie algèbrique élémentaire, Cours de première année de Master,

ENS Ulm, 2009.
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Résumé : Ce mémoire présente les notions nécessaires à l’introduction du concept de la

géométrie spinorielle, ainsi que des premières utilisations pour l’étude de la géométrie des

surfaces de R3. A ce titre, on définit et on donne des propriétés des différents types de fibrés

au dessus d’une variété différentielle, ainsi que de nombreux exemples. Les connexions sur

les fibrés principaux et les dérivées covariantes sur les fibrés vectoriels sont ensuite mises en

correspondances.

Une parenthèse algèbrique vient introduire les algèbres de Clifford sur un espace quadra-

tique. Les principales propriétés sont données et démontrées, et les algèbres de Clifford sur

Rn et Cn sont ensuite classifiées.

Ces notions permettent alors de définir des structures spinorielles sur une variété. On

présente ensuite l’opérateur de Dirac ainsi que la formule de Schrödinger-Lichnerowicz. La

dernière partie consiste en l’étude du théorème de Friedrich, qui donne des conditions spino-

rielles nécessaires et suffisantes pour qu’une variété de dimension 2 s’immerge dans R3.

Mots clés : Fibré principal, fibré vectoriel, connexion, dérivée covariante, algèbre de Clif-

ford, représentation spinorielle, structure spinorielle, connexion de Levi-Civita riemannienne,

connexion de Levi-Civita spinorielle, champs de spineurs, multiplication de Clifford, opérateur

de Dirac, formule de Schrödinger-Lichnerowicz, sous-variétés de R3.
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