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Introduction

Soit (Q, F, P) un espace de probabilité
(Ft)tso une filtration de F.

B= (B;)o<t<1Un mouvement Brownien standard réel la théorie
d’Itd permet de définir I’intégrale stochastique pour un processus

0st<1
u=(u;) mesurable vérifiant :

fol u? dt < oo p.setu adapté a la filtration de B le probléme — a

présent- est de définir une intégrale stochastique pour des processus

non adaptés ;

Plusieurs méthodes ont été développées dans ce sens; Citons-en

quelques-unes :

1. “Le grossissement de filtration °’ qui consiste a introduire
une nouvelle filtration (G;)o<t<;  de sorte que u; suit G-
mesurableVt, et B une G- semi martingale

- voir pour cela, [Je] comme référence-.

2. Le developpement de u; en chaos de Wiener, a ¢€té la base
de P’introduction des intégrales stochastiques des processus non

adaptés, et cette approche constitue la théorie de Skorohod.

Références : [Sk], [Be].
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3. Si {e; };>0 est une base orthonormée compléte de L?[0,1],

PPN |
I’approche d’Ogawa consiste a définir | o Ut dBy comme la somme de

. 1 . , .
séries);s; < u,e; > fo e; (t)dB;. Ce qui illustre donc une séparation

des variables.

Références : [Ma], [oga].
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Représentation intégrale des martingales et
développement en séries orthogonales

B= (B;)tso désigne un mouvement Brownien standard sur
(Q,F,P): un espace de probabilité complet. (F;);so désigne la

filtration Brownienne.

Théoréme : (Rappel)

Soit F une variable aléatoire de carré intégrable, 1l existe alors un
unique processus u adopté et élément de L*(T X ), ou T= [0,t,] u
R,, tel que :

F=E(F)+ [,u;dB,

Si pour s fixé, u(s) est une variable aléatoire F;- mesurable et

donc :

S

u(s) = E[u(s)] + j 1y (ty, $)B(dty)

0
Et posant f;(t;) = E[u(t;)], alors

to to rty
F=EF) + | fi (&) B + j j w, (t, &) B(dty)B(dt,)
0 0 0

Par itération, on obtient :

F=E(F) +Z;=J0to fotm...fotzE(um (ty, . t,))B(dty) ... B(dt,,)

to rtnta ty
+f f j Uoy (b1 o tro)B(dEy) o B(dter)
0 0 0

Posons f, = E(u,) ;
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Alors f,(t4, ... t,) est une fonction déterministe définie sur les
points (tq, ... ty) telsque t; < -+ <t,.

En outre, f,, est de carré intégrable sur T™.

Pour de telles fonctions- choisies mesurables- on introduit

I’intégrale stochastique multiple par :

L(£) =n!joojon... Ozfn (t, . t.)B(dty) ... B(dt,)

Si f,est symétrique, I,,(f;,) a la méme expression, ainsi prendrait-

on- pour commodité- des fonctions symétriques.

Les propriétés principales de I’intégrale stochastique multiple sont

les suivantes :

E(In(fn)lm(fm) ):0 pourn #m
E(y(f)?) = ()2 [0 [T o [ 2 fo (b e t)? dty . dty

= @2l 2 uny

Théoreme :

Toute variable aléatoire F de carré intégrable, peut-Etre

développée en séries d’intégrales multiples.
Soit :

F=EF)+Ym-1l.(fin) Références : [Me], [Ma], [Nu]
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. L’opérateur dérivation sur I'espace de

Wiener

Cadre théorique :

T =1[0,t,] ou R, : intervalle des temps.

(Q, F, P) désignera I’espace canonique de probabilité associé¢ au

mouvement Brownien standard sur T,ie :

Q = &%T) = Espace des fonctions continues sur T.
P = la mesure de Wiener sur Q.

F = la tribu Borélienne sur (), complete.

Une variable aléatoire définie sur le t espace de probabilité sera

appelée une fonctionnelle Brownienne : F (w)
Et on veut introduire la dérivée de F par rapport a w.
Soit :
$p (RM) = {f:R" - R, &%, aux dérivées a croissance polynomiale.

S': la classe des variables aléatoires F de la forme F = f (B4, ... Ben)

ol fECEL (RM) et (ty, ... ty)e T.

Il est facile de voir que S est un sous-espace dense dans L?((2).

CALCUL STOCHASTIQUE POUR DES PROCESSUS NON ADAPTES- RAKI Radouane 8



Définition

La dérivée d’une fonctionnelle F € S de la forme

F = (B4, ... Bsy) est le processus stochastique (D, F);»o donné par :

D.F =Y 1a (Btl Bin) 1 (Ooeg  (1.1)
Exemple :
DBs = 1 (t)[0,s]
Remarque :

A premicre vue, il n’est pas clair que DF est une dérivée de F, et

pour P’interpréter comme dérivée directionnelle, on considere I’espace

d’Hilbert H = L*(T) pour h € H ;

Le produit scalaire < DF, h >p= f D; Fh(t)dt coincide avec la

dérivée directionnelle de F dans la direction de [ o h(s)ds ; ie:

< DF,h >y= ?16 (Bt1 - Btn)fotih(s)ds

d .
= EF((U + ejoh(s)ds| £=0

= lim L?
-0

(F(w + ¢ [ heds) — F(w))

&
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Analogie avec le cas R™.
df h = Zl 0 a

L’opérateur D est ainsi définie sur un sous-espace dense de L% ()

et a valeurs dans L?(T X ()
Question : D est-il un opérateur clos ?
Lemme : Soient F,G € Seth € L*(T)
Alorson a:
E(G < DF,h >) =E(~F <DG,h > +FG [ h dB;) (1.2)
Preuve :
Pour € > 0, on a par la formule de GIRSANOY.
E[G(w)(F(w + € [; h(s)ds) = F (@))]
= E[F(w)G(w — € [,h(s)ds) — G(w)) + F(w)G(w —
e [, h(s)ds)(exp[e fol hdB — %fol h?(s)ds] — 1)]

En divisant par ¢ et faisant tendre € vers zéro, on obtient le

résultat

Le lemme est connu sous le nom de la formule d’intégration par

parties.
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Conséquence

Si (F,)n=1 st une suite d’¢éléments de S qui converge vers zéro

dans L2(Q) et telle que (DFE,),»; converge vers n dans L?(T X Q) ;
Alors n=0

Ce qui traduit que D est bien un opérateur clos.

On notera D" le domaine de D.

Remarque

1,2 4 \ 4 .
D™“est égale a I’adhérence de S muni de la norme ||. ||, avec,

IFll12 = IFlli2) + IDFl 27 xay
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Quelques propriétés de I'opérateur D

Proposition :

Soit

F =Y _oln(fy) une variable aléatoire de carré intégrable,

alors :

Fei2 o mmlllfull? 2qomm <o (13)

m=1

Ailnsi

DF = ) miys(fnl,0)  (14)

EtE fol(Dt F)2dt coincide avec la somme des séries de (1.3)

Preuve :

Supposons que :

F =I,(fm), T=[0,1]

Alors pour tout h

< DF,h >p= 2= {In(f) (@ + & [, (s)dsY e=o
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_d
de

+gh(tm)dtm)}| e=0

=m J fin(ty, o tm)dBy, ... dBy _ h(ty,) dtn,
0,1|m

= [ My (fin (., O)R(DE .

Donc : D,F = mlm_l(fm(., t)).

Proposition :

Soit @ : R™ - R &1 a dérivées partielles bornées
Supposons
F = (F,..E) ou (F)L, e D2
Alors : @(F)e D12

Et

[0 (F)] =za—‘p (F)DF,
i=1

it U[ ] fin (t1, ...tm> (dB;, + €h(ty)dty) ... (dB,,
0,1]™m
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Preuve :
Immédiate, en approchant F par des ¢léments de I’ensemble S.

Dérivée d’une espérance conditionnelle :

Soit A un Borélien de T

F, = la tribu engendrée par les variables aléatoires
W(B) = [, 14 (t)dB; ou BcAetborné

On verra que si Fe D12 et F,-mesurable

Alors DiF =0 p.psurA X

Ce qui rejoint le cas particulier des processus adaptés.

Résultat technique :

Soit F une variable aléatoire de carré intégrable ;

F= ZO I (fin)

Et A un Boréliende T

Alors

EF /g Z Lo (£ 18™)  (L5)
m=1

CALCUL STOCHASTIQUE POUR DES PROCESSUS NON ADAPTES- RAKI Radouane
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Preuve :

Il suffit de supposer que F = I,(f) ou les f, sont les

symétrisassions des produits tensoriels de la forme :

1p, ® 15, ® ...&Q 1 ou B .. By, sont des intervalles bornés et

disjoints. Dans ce cas on a :

G B(B,)B(B,) ... B(B,,)
Fa) = E( ! 2o m/TA)

=B(ByNA).. BB, NA)

= m(l(BlnA)x....x(anA))

B étant toujours le mouvement Brownien réel standard.

Proposition :

Soit Fe D12 et ACR,

Alors E(F/?A) e D12 et D, <E(F/7:A) > = FE (DtF/g:A) T4(t)

p.s.dans R, X (.
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Preuve :
C’est une conséquence immeédiate des formules (1.4) et (1.5).
Si Fe D12 et F est F c-mesurable
AlorsD.F =0 p.sdansA X (.

Commentaires :

La dérivation dans I’espace de Wiener a €té étudi¢e par plusieurs
auteurs : Krée [k]; Malliavin [Ma]; Shigekawa [Shi]; Watanabe
[Wa] ; [Boa,Hiy] .

Sugita [sug] a montré le résultat suivant:

Une variable aléatoire de carré intégrable Fe D2 si et seulement si,

elle vérifie :

i. Pour tout he H, il y a une version du processus {F (a) +
t o s ds), te ]R} avec des trajectoires continues.

ii. Il existe une fonction DFe L*(T X Q) telle que

t—0

1 .
? (F(a) tt j hs ds) — F(w)> probabilité < DF,h >y
0

Pour tout he H.
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I1. Intégrale de SKOROHOD

Définition

Soit & I’adjoint de D'opérateur D, & est un opérateur clos de

L*(T x ) - L?(Q) tel que :
i. Le domaine de &, noté Dm & est la classe des processus
ue L2(T x Q) ;
E [ D;Fucdt| < c|lFll, VFeS (21)
ii. Si ue Pm J, alors &(u) est I’élément de L2 ()

Caracterisé par

E(F6(w)=E[ D FuudtV FeS (2.2)

L’ opérateur 6 est appelé :

L’intégrale stochastique de Sokorohod du processus u, il
transforme des processus de carré intégrable en variable aléatoire.

SOlt S(U) - fT utdBt
Par ailleurs, le fait que le domaine de I’opérateur D suit dense dans

L?(Q) , entraine que I’opérateur adjoint § est clos.
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Lemme :

Soit u un processus mesurable tel que E [ u(t)*dt < oo, il

existe alors une famille de fonction { f S QS {)} déterministes,
mq

mesurables et de carrés intégrables, telle que f,, est symétrique par

rapport aux m premieres variables

Et

U =Yoo m(fmnC,O)VE=0  (2.3)
Références [Ma], [Sko].

Proposition :

Soit u € L2(T X Q)un processus de carré intégrable quise développe

selon (2.3)
Alors ue Pmd & Yoo oLyt (fn) converge dans L2(Q) (2.4)

Ou f,, est la symétrisée de f,,, , ie :

fn (s, o t) =

m
— [fmtl, vt + z fo (e timgs bty o b 1)
i=1
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Preuve :

Supposons : G = I,,(g) est une intégrale stochastique multiple d’ordre

n;alorsona:

EJTut D.G dt = ;OLE[Im(fm(.,t))nln_l(g(.,t))] dt

- —[T E [tn—l (fn—l(' , t)nln—l(g(' ’ t)))] dt

=n(n-—1)! j < fae1 (1), 9(, ) >p2(px-1y

T

=n! < fn-1,9 >12(77%)
=n! < fo_1,9 >20m
= E[In(fn—l)ln(g)]

Pour ue Pm § , ceci se traduit par :

E[6(w)G] = E[I,(fn-1)G] VG = L,(9)

Donc I, ( fn—l) coincide avec la projection de §(u)sur le n'“™ chaos

de Wiener, par conséquent, la série (2.4) converge dans L?(Q) vers
6 (u).

Conséquence immediate :

E(5(u)2) — Z (m+1)! ”fm” L2(T™M+1)
m=0
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Il. Propriétés de I'intégrale de SKOROHOD

Nous allons monter -a présent- que I’intégrale de SKOROHOD,
admet des propriétés similaires a 1’intégrale d’Itd6 pour les processus
adaptés.

i. E(6w)) =0 siuedmgqS.
ii. & est un opérateur linéaire dans Dm §.

ii1.  Intégration des processus ¢lémentaires de S :

Soit

n
Sy =3u(t) = z F; hj(t); FjeS et hjeH
j=1

De la formule d’intégration par parties, on déduit :

() = ;FjjThj(t)dBt —;LDtF}-hj(t)dt.

Preuve :
Prenonsu=Fhet T=[0,1]et G € S.

E[GS(w)] = j E(FhD,G)dt
T

1
_ J E[R(D,(FG) — GD.F)] dt
0

Car D,(GF) = FD,G + GD,F

1 1
= E[ j hD,(FG)dt — G j thth]
0 0

1
=E [(F(S(h) - J h(t)D, F> G]
0
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Pour établir d’autres propriétés de I’intégrale de Skorohod, nous allons

introduire une nouvelle classe du processus contenue dans Dm & .

Définition

L}2= la classe des processus u € L*(T X Q), u(t)eD¥? et il existe

une version mesurable Dgu; vérifiant

Ej J (Dyu)?dsdt <oo  (2.8)
T YT

Ce qui revient a dire, en termes de développement chaotique :

(00]
2
> mmd il sy < o0
m=1

Pour

u = mZO b (fin, ).

ILY2 est un espace d’Hilbert avec la norme

2 2
llZs = Nulloreqy + DUl (29)
A présent, nous allons voir la covariance entre deux intégrales de

Skorohod.

Par souci de simplification des notations :

Le mouvement Brownien standard sera noté dorénavant w = (W¢)¢so-
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Proposition :

Soient u et v deux processus dans L2
Alors, E(§(w)8(v)) = [, E(uevydt + [ . E(Dsu,Dyvs)dsdt (2.10)
Conséquence :

Si u et v sont des processus adaptés, le second terme a droite est
nul et I’on retrouve donc la propriété d’isométrie usuelle de I’intégrale

d’1to.
Preuve :

On peut supporter u=v et par une polarisation on se ramene au cas
général, supposons que u ait un développement chaotique de Wiener

de la forme :

W) = ) n(fnl. )
m=0

Ainsi: E(6(w)?) = [ E(u(t))* dt

& 1
+ Z(m+1)!j =g 0
Tm
m=1

m
+ Z fon (b timt, o tieg, et ) || dts_dtmdt
=
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m!
- f Eu(®)?dt + ) —[(m 1 | fulty ot Dt dtnd
T m + 1 Tm+1
m=1
+m(m+1) fm (s v tmo1, S, O fin(Ey, ot 5, 0)dty dty,_1dsdt

Tm+1

- fTE(ul%) dt + fT fTE(DsutDtus)det .

Relation de commutation entre D et o :

Soit u € L2 tel que {D;ug}ss0
Soit Skorohod intégrable pour presque tout t, et il y ait une

version du processus{fT(Dtus) dws, t = 0} € L2(T X Q),
Alors §(u) € D2 eton a :

Ds(8(w) = [(Drus)dws +ue (2.11)

Preuve

Soit v € LY?un processus arbitraire, on a :

E(8(w)5(v)) = j

T

([t s [ ([ o)
([ o+ [ ot )

Le résultat en découle car 6 = D* et .12 est dense dans L?(T X Q).

E(utvt)dt+f fE(DtuSDSvt) dsdt
T YT
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Intégrale de Skorohod d’un processus multiplié par une v. a.

Soit u Skorohod intégrale

F € DV est tel que E(F* [ uf dt) < oo alors :
Jp(Fu)dw, = F [ u; dw, — [(DeF) uedt . (2.12)
Preuve :

Soit G €S ;G = g(wsyq, ..., Wy ); NOUS AVONS

E j (D.G)Fu, dt = j E(u;(D,(FG) — GD.F))dt
T T

=E (G <F5(u) —J U; Dtht>>

Intégrales stochastiques adaptées comme cas particulier :

Lemme :

soit A un Borélien borné de T et F une v. a de carré intégrale

mesurable—F 4 .

Alors, F1, est un processus Stokorohod intégrable, avec,

5(F1,) = Fw(4)  (2.13)
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Preuve :
Supposons d’abord que F « D2, ainsi
§(F1y) = Fw(A) — [ DeF 1,4(D)dt
= Fw(A)

6 ¢tant un opérateur clos, le résultat est donc étendu par un argument

de limite
Conséquence
Un processus ¢lémentaire adapté est donc Skorohod intégrale 1.e

Ec Dom &

Et ’intégrale d’It6 coincide avec celle de Skorohod,

n n
2 (Z F n]ti,tiﬂ](t)) = ) Fi (@41 — 1)
i=1 =1

Comme 6 est un opérateur clos ; on obtient
L% (T x Q) c Dom & (a : adapté)

L’intégrale d’1t6 et celle de Skorohod coincident donc sur L4 (T X ().
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lll. Relation entre les intégrales de Skorohod
et de STRATONOVICH.

SoitT =[0,1], T={0 =t, < t; < :-» < t,, = 1} une partition de

Tet |T| = supg<i<n—1 (tiz1 — t;) = diamétrede T .
Lemme :

Soit Sy une famille d’éléments d’un espace métrique complet vy,
indexé par la classe des partitions de T. d(X, y) étant la distance entre x

et y ¢léments de v.
Supposons que pour toute partition T, fixée, on ait :

limy o d(Styr,, St) = 0 ou MV, est la partition induite par

MTUT, :laréunion, alors (Sy) converge vers S si et seulement si :

pour toute suite croissante de partitions (T (x)),>o de T telle que

|T (x)| = 0, Sy¢,converge vers S.
(x) g
Référence : [Ma] ;

Pour tout processus ueL?([0,1] X Q)et toute partition Tde [0,1],

on introduit les processus :

Ty — yn—1_ 1 tiv (1)
u'(t) =) -g——— u et
( ) 1=0 tl+1_tl ftl S ]tlltl+1]
n—1
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Lemme :

Les processus u" et @i "convergent vers u dans L%([0,1] X Q).
En plus, si u € LY?, la convergence est dans L2,

Argument :

/4 \ . . 7 . n
Théoréme de convergence des martingales, ie, essayer d’écrire u" et
~Tn , ..

%" sous forme d’espérances conditionnelles dans 1’espace de

probabilité L?([0,1] x Q).

Ou T™ est une suite croissante de partitions de [0,1] telle que

|| — 0.

A présent, on considere les sommes de Riemann associées aux

processus u" et i :

n—1
1 liv1
sT= | usds (s - @0
i tiyq = L Jy
n—1 t:
S~1T 1 ] l+1E us/ g ( )
= S(wiy1 — w;
Litin—ti ), Flevtisal AR

D’apres le lemme :

F de carré intégrable et F,-mesurable.

Alors § (F 1) = Fw(A)
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On ne déduit que : ©i"est Skorohod intégrable et ST = §(@i™).

Par ailleurs : pour que u'"suit Skorohod intégrable, il faut des
conditions supplémentaires ; par exemple si u € L2 alors u" €

L2 cPmdetl’ona:

n-1

1 tiv1 rlit+1
ST = ST — z - j j D.u,dsdL.

i=0
Conclusion :

i. Sila famille ST converge dans L?(Q) vers une limite alors u est
Skorohod intégrable et la limite est & (u).
ii. Réciproquement, si u € L¥? alors ST =6({") et S(u™)

convergent tous les deux vers 6 (u) dans L?((Q).
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Définition

Un processus mesurable u tel que E fol u? dt < ooest Stratonovich
intégrable si la famille ST converge en probabilité quand |T| — 0, la

limite est fol u, 0dws.
Remarque :
D’aprés ’expression 6(u") :
u € L1? # u est Stratonovich intégrable.

\ 1,2 . . .
I" ou la classe L. des processus u € L1 tels qu’il existe une version

de Du vérifiant :

i. Les trajectoiress — D,u, sont continuées de de [0,1] — L?(Q).

Uniformément par rapport a t, et idem sur [t, 1]

1,2
c,loc

ii. esssupg, E(|Dsusl?) < oo. LL est I’espace des processus qui

sont localement dans L2
Pour ue[[.i’z, on définit les limites suivantes, dans L?([0,1] X Q) :
Dfu; =limDyu
¢ Ue =AM Drlleye
D;uy = lim Dyu,_
t U = M LDlr—g

Etl’on pose V=D% + D~
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Théoreme :

Siu el alors, u est Stratonovich intégrable et

cloc9
1 1 1 (1

jutodwtzj utda)t+—j (Vu), dt
0 0 2Jo

Preuve :

: < e o 1,2
Quitter a faire une localisation, on peut supposer uel.“. Alors

d’aprés I’expression de §(u™) il suffit de montrer que :

ti+1 rlit1 |T|=0 1
z j J D.u,dsdt — — (Vu) sds
Liv1 — t; ti 2 Jo

i=0
En probabilité

Pour ce faire, on va monter que :

fants tiv1 lit1 1 1
Z—j dtj (D, ut)ds——j DFu, dt| ——>
— Liv1 2 Jo

Idem pour D~. D’ou le résultat.

| |—0

E

On majore cette espérance par :

(|

tiv1 lit1
Z j dt j (Dyu, — Difuy)ds
l+1 t; t;

i=0
ti+1 it tiva —t 1 1

+E j ZL D}u,dt ——j D}u, dt
(¢ Lt t 24

+
< SUDt<s,|s—t|<|T| E|Diug — D uel

n-1

1
tiv1— ¢ . 1
D E e L N I
.[0 t Ut ( ti+1 _ ti 1titivql 2

i=0

+E

CALCUL STOCHASTIQUE POUR DES PROCESSUS NON ADAPTES- RAKI Radouane 30



, e 1,2
Le 17 terme tend vers zéro par définition de L,

Pour le second terme, on sait que :

n—1ti+1=t (1) 1 . .
izo tioi—t; Jtotici] — - pour la topologie faible.

Ainsi donc

n— 1t1+1_t 1) _1 N
fo Dirue (Bisgh B2 0y = 2)de —— 0

Finalement, la convergence dans L?(Q) découle de 1’uniforme

intégrabilité, en utilisant la définition de I’espace L2
Remarque :

1. Siles trajetions (s, t) — Dsu, sont continues de
[0,1]? - L?(Q), le second terme % fol(Vu)t dt est réduit a
) 01 D,u, dt.

i1.  Siu est un processus adapté de carré intégrable et en plus, c’est

une semi martingale dont la décomposition canonique est
ut - uO + mt + vt

. 1 .
Alors on sait que | usodw; existe, en plus
o 't t

1 1 1
j urodwy =j wudw: += <u,w >,
0 0 2

Ou < u,w >jest le processus covariation quadratique de u et du

mouvement Brownien.
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Si en plus, uEILi’2 dans ce cas D; u; = 0 (adapté)

Et alors :

1
J, Diuedt =<u, 0 >

[T -0 £

n-1
= lim > (i — u(t) (@, — or)
1=0
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IV. lintégrale de SKOROHOD comme
processus stochastique

Supposons que u = {u(t),0 <t < 1} est un processus Skorohod
intégrable, pour définir 1’intégrable de Skorohod indéfinie-la premicre
pathologie rencontrée est qu’en général-les processus de la forme

u 15 ¢1 ne sont pas forcément Skorohod intégrable.

L5 désigne la classe des processus u tels que u 1y soit Skorohod

intégrable V t € [0,1].
Remarque :
LY? c LS.
On définit le processus X par :
X, =6(ullpgy) = fotusda)s .

Propriété :

Vs<t E Xt_XS/g: =0.
[s,t]€

Ou Fs e désigne —comme d’habitude- la g-algebre engendrée par
acroissement du mouvement Brownien dans I’intervalle ]0, s]réuni a

I’intervalle ¢, 1].
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Preuve :

1 suffit de prendre une v. a FeD'* et F g ,c-mesurable. Ainsi on a :

st

t 1
E(F] U, dw, = EJ Uy Dy F 1 g q(r)dr = 0
S 0

Car DF=0
Ce processus X est continu dans L?et s’annule en zéro.
On étudie a présent deux propriétés de ses trajectoires :

1. Existence d’une version continue.

ii.  Variation quadratique.

Soit Sk la classe des processus de la forme X(t) = fot U, dwgou u est

un processus Skorohod intégrable sur tout intervalle.

Pour I’étude de (i), d’autres pathologies surgissent, en effet, il existe
des processus u € SKtels que D’intégrale X(t) n’a pas de version
continue, et c’est plutét raisonnable puisque le processus X n’est pas
une martingale et I’on ne dispose pas d’inégalités maximales pour
monter 1I’Existence d’une version continue.

L’idée est de partir d’un processus u € L1'? et imposer ensuite
quelques conditions techniques pour pouvoir monter 1’existe,ce d’une
version continue par € biais du critere de continuité de Kolmogorov et

les LPinégalités de Meyer.
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1. LP Estimation pour 1’intégrale de Skorohod.

Proposition :

Soitu € LY et p = 2, alors :

(Jljl(Dsut)z dsdt)l/2
0 Jo

1 1/2
Is@llp = Cp O (Eur)? dt> +
0

p
Ref. [Ma]

2. Continuité et variation quadratique de ’intégrale Skorohod

Proposition :

Soit u € .12

Supposons que pour p > 2 on ait :
P
E fol (fol(Dsu,;)2 ds) dt < oo, alors le processus

t : :
{ fo usdw,, 0 <t < 1} admet une version continue.

Preuve :

Supposons E(u;) =0 Vt, puisque le processus Gaussien

t . . .
) o E (us)dws a toujours une version continue.
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Par la proposition précédente et 1’'inégalit¢ de Holder, on obtient :

Zp) <C,E (|fst fol(Daur)zdadrr)

1/ 01 p
< (t- S)p_lEj (j (Daur)zda> dr
o \Jo

Juste avant d’attaquer la variation quadratique de notre processus,

E (|fst u, dw,,

nous avons un lemme qui sera utile pour ce faire.
Lemme :

Soit Y un processus mesurable élément de LP([0,1] X Q) pour

p > 2.
Soit  T={0=t}<tP << bien) = 1}une suite de
partitions de [0,1] telle que | T*| — 0, alors

n 2
B () W comers

=0 2
' (tﬁ-l_tln) t

LY(Q) vers| 01 YZds.

Ref : [Ma], [Sko].
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Théoreme :

: 1,2
Soitu € I,/ ., alors
n-—1 ] 2
tit1 |'n'_)0| 1 2
z u, dW, | — usds
i=0 \ti 0

Probabilité

En plus si u € LY?, la convergence est dans L1 (Q) .
Preuve :

Comme d’habitude, quitt¢ a faire une localisation, on

supposerau € L12 .
En fait, on établira le résultat uniquement pour

u € LY2 n L*([0,1] X Q)qui est dense dans L1? , ensuite on considére
de nouveau le processus

n-1

1 lit1
u-"-(t) - Z —j u(s)ds 1 1titiv1] (t)
it — i Jy,
=0 L
Qui converge en norme dans L2 vers u, quand |T— 0|.

Par ailleurs :
ol Lit1 2 tit1 2
E Z (j usdws> — (j u}TdS>
=0 L i

m m
< flu—u"|lpz Jlu+u"|lg12 |1T|——>()>
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Reste donc a considérer le terme

not Li+1 2
Z <j u' (S)dWs> )
i=0 \li
Soit donc
ol Lit1 2
Z (J ul (S)dWS>
i=0 7l
ol 1 Lit1 2
= Z [5 <ﬁ ( J urdr> Megtiea] (t)>]
=0 1+1 l ti
nol 1 ti+1
= Z — j w.dr | (we,, , —wy,)
: tiv1 — ti \Jy, ik :
=0 l
2
1 ti+1 rlit1
— —j j Du,.dsdr
tiv1 — G t; t;
n-1 n-1
= z(ai —b)? = z ai+bi—2a;b;
i=0 n=0
Ou

1 tit1
Qi=T—_ <J qur) (Wti+1 B Wti)
t

Liv1 — L \Jy,

1 ti+1 rlit1
b; = —j j D.u,.dsdr
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On a utilisé :

](Fut) dw; = Fjut dw; — J(DtF) u.dt.

D’une part :
lit+1 lit+1 Ll(Q)
t; t
Et
n-—1 n-—1 tire 2
2
Cl <J qur) (Wti+1 - Wti)
- l+1
=0 i=0

Qui converge vers f , Us ds dans L' (Q)et d’aprés le lemme.

Finalement :
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3. La formule d’1t6 :

Théoreme :

Soit un processus de la forme :

t t
X = j usdws+j ved
0 0

Ou

2,4
{ uel’”
1,4
vEI[‘loc

On suppose que X admet une version continue

Soit F: R — R deux fois continiment différentiable, alors, on a :

L 1t
FOOAX, +5 [ FOOT,usd,
0

F(X) = F(Xo) + j

0
Ou V=D*+D~

Remarque :

L’espérance V est bien défini pour X, en effet :

t t

Dsv,. dr + j Dsu, dwr

DsX; = ug 1 (s<t} T j
0 0

D’ou:

t t

Div, dr + 2 j Diu, dwr

(VX); =ut+2j
0

0

. . , r qoise 2 1
Par ailleurs, si les processus u et v sont adaptés (VX),est réduit a 5 Ut

et I’on obtient donc la formule d’It6 classique.
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Idée de la preuve :

On posera U, = fot usdwg et V, = fot ved .
Comme d’habitude 1’argument de base est le développement de Taylor
jusqu’a m’ordre 2.

Soit :F(X;) =
F(0) + Y10 F (X)) (Xy,,, — Xe,) + X7 11F(X )(Xe,, — Xe,)
Ou X; = E(Xti+1 _Xti)

La premicre étape consiste a montrer que :

2 n—+o00

Z F,()?i)(XtHl - th probaj F(Xs)us ds

La seconde étape :

n-1
, n-+oo t ,
Z F(Xe,)) Ve, = Vi) ps J F (X,) vsds.
i=0 0
La troisiéme étape :
D’apres les propriétés de 1’intégrale de Skorohod, on déduit

) Lit1 ti+1 tit1 )
F(X,) U, dwg = ] F(X¢,) us dws + j Ds|F (X¢,)] us ds
t t

ti i i
Et
DF(X;,) = F(X;)DsX,

ti

ti
t t
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Donc :

) lit1
F (Xti) U dwg

ti

li+1

tit1 3 ti
= j F(Xti)us dw; + J F(X¢,) (j Dsurdwr> ugdg
t 0

i ti
tiv1 ti
+ J F(X¢,) (j D.v,.d, |usdg
t; 0

- Cl + C2 + C3
On montre ensuite que :

cy —— f(t) F(Xs) (fos Dgu,dw, )ugds en proba.

n—+oo

c3 —— f(t) F(Xs) (fos Dgv,d, )ugds en proba.

n—+oo

t -
C1 m fO F(Xs)us dWS.

Théoreme :

Soit F:R > R &2
Soit X; = f;usodws + fot veds

\ S 1,4
Ou uelly,, et vell;). .

Supposons que X admette une version continue, alors on a:

t

t
F(X,) = F(0) + j F(X)usdg + j |F (Xs)ug| odwy
0 0
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Preuve :

On sait que X admet la décomposition :

t t tl
X, = j Ug dWS+J Vg ds+j —(Vu)ds.
0 0 0 2

(X;) vérifier les hypothéses du théoréme précédent, d’ou

t 1t
F(X)v,d + Ej F(X;) (Vu).ds
0

F(X) = F(0) + j

0

t 1t ,
+ ] FO) usdw, + 5 j F(X.)(Vu), ds
0 0

Or

t

[ 1FCtu odws = [ Feo usdws +3 [ VGG uyas
0 0 2 0

Et (V(F (x)u))t = F(X)Vu; + F(X)u.(VX),

D’ou le résultat.
Commentaires

Les résultats présentés dans ces chapitres sont applicables a 1’étude
des Equations différentielles Stochastiques ou les solutions sont des
processus non adaptés. Réf. [Pa].

Comme exemple, il y a les équations différentielles stochastiques du
type SKOROHOD dont I’existence et I'unicité de sa solution sont
I’ceuvre des techniques développées par BUCKDAHN ; Réf. [Buc].
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Théoreme :

Soit ’ED.S:0<t<1

t

t
X =X, +J o(s,X;)dWs +] b(s,Xs)ds
0

0

Ou Xyn — F; —mesurables
oet b sont des fonctions déterministes, mesurables définies sur

[0,1] X R telles que
gest&lenx
{b est&lenx
Si en plus
L Supys [|ox (@ X)| + |owx (6, 2)| + |br(E 0)|] < o0
ii.  Sup¢lla(t,0)|+ |b(t,0)]] <
Alors il existe en plus une solution de I’E.D.S dans 1’espace

]]_‘2,4 N ILl’8

Réf. [Ma]. [Buc]
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