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Introduction  

 

Soit (Ω, �, P) un espace de probabilité 

�ℱ�����  une filtration de �.  

B= �����	�	
Un mouvement Brownien standard réel la théorie 

d’Itô permet de définir l’intégrale stochastique pour un processus 

u=���� mesurable  vérifiant : 

� ��		�
� ��	 < ∞	   p.s et u adapté à la filtration de B le problème – à 

présent- est de définir une intégrale stochastique pour des processus 

non adaptés ;  

Plusieurs méthodes ont été développées dans ce sens ; Citons-en 

quelques-unes : 

1. ‘’Le grossissement de filtration ‘’ qui consiste à introduire 

une nouvelle filtration �����	�	
  de sorte que �� suit ��- 
mesurable∀�, et B une �- semi martingale 

- voir pour cela, [Je] comme référence-. 

 

2. Le développement de ��  en chaos de Wiener, a été la base 

de l’introduction des intégrales stochastiques des processus non 

adaptés, et cette approche constitue la théorie de Skorohod. 

Références : [Sk], [Be]. 

 

0≤t≤1  
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3. Si {��	}��� est une base orthonormée complète de ��[0,1], 

l’approche d’Ogawa consiste à définir � ��
� ��� 	comme la  somme de 

séries∑ < �, �� > � ��
���
 ������. Ce qui illustre donc une séparation 

des variables. 

 Références : [Ma], [oga]. 
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Représentation intégrale des martingales et 
développement en séries orthogonales 

B= ������� désigne un mouvement Brownien standard sur   

�Ω, ℱ, P� : un espace de probabilité complet. (ℱ�)���  désigne la 

filtration Brownienne.  

Théorème : (Rappel) 

Soit F une variable aléatoire de carré intégrable, il existe alors un 

unique processus u adopté et élément de ��(� × Ω�, où T= [0,��] u ℝ", tel que : 

       # = %�#� + � ��	' ���    
 

Si pour s fixé, u(s) est une variable aléatoire ℱ(- mesurable et 

donc :  

��)� = %*��)�+ + , ����
(
� , )�����
� 

Et posant  -
��
� = %*���
�+ , alors 

# = %�#� + , -
�.
� ��
�	����
� + , , ���/

�
�.
� ��
, ���	����
������� 

Par itération, on obtient : 

# = %�#� +0 , , …, %��2�/
�

�3
�

�.
�

4
25
 ��
, …	�2������
�… 	����2�

+ , , …, �4"
�/
�

�678
�

�.
� ��
…	�4"
�����
�… 	����4"
� 

Posons  		-4 = %��4� ; 
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Alors -4��
, …	�4� est une fonction déterministe définie sur les 

points ��
, …	�4� tels que  �
 < ⋯	< �4 . 

En outre, -4 est de carré intégrable sur   �4. 

Pour de telles fonctions- choisies mesurables- on introduit 

l’intégrale stochastique multiple par : 

:4�-4� = ;!, , …, -4�/
�

�6
�

�.
� ��
…�4�����
�… 	����4� 

Si -4est symétrique, :4�-4� a la même expression, ainsi prendrait-

on- pour commodité- des fonctions symétriques. 

 

Les propriétés principales de l’intégrale stochastique multiple sont 

les suivantes : %�:4�-4�:2�-2� )=0           pour ; ≠ > 

	%�:4�-4��� = �;!�� � � …� -4�/��6��.� ��
…�4��	��
…	��4  

= �;!��‖-4‖@/�ℝ76	�																																												 
Théorème : 

      Toute variable aléatoire F de carré intégrable, peut-être 

développée en séries d’intégrales multiples. 

Soit : 

# = %�#� + ∑ :2�-2�A25
 		                    Références : [Me], [Ma], [Nu] 
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I. L’opérateur dérivation sur l’espace de 

Wiener                                                             

 Cadre théorique : 

� = *0, ��+ ou ℝ" : intervalle des temps. 

(Ω, �, P) désignera l’espace canonique de probabilité associé au 

mouvement Brownien standard sur T,ie : 

Ω = C�(�) = %)DEF� ��) -G;F�HG;) FG;�H;��) )�I �.  
K = LE >�)�I� �� MH�;�I )�I Ω.   
ℱ = LE �IHN� �GIéLH�;;� )�I Ω, FG>DLè��.  

Une variable aléatoire définie sur le t espace de probabilité sera 

appelée une fonctionnelle Brownienne : F (Q) 

Et on veut introduire la dérivée de F par rapport à Q. 

Soit : 

  CRA(ℝ4) = {-: ℝ4 → ℝ, CA,  aux dérivées à croissance  polynomiale. 

S : la classe des variables aléatoires F de la forme # = -(��
, … ��4) 

où -VWCRA(ℝ4) et (�
, … �4)V �.  

Il est facile de voir que S est un sous-espace dense dans ��(Ω). 
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Définition  

La dérivée d’une fonctionnelle # ∈ Y de la forme  

# = -���
, … ��4�	est le processus stochastique �Z�#���� donné par : 

Z�# = ∑ [\[4]4�5
 ���
…	��4� ���*�,�]+						�1.1�  
Exemple : 

Z��( = ���*�,(+						  
Remarque :  

A première vue, il n’est pas clair que DF est une dérivée de F, et 

pour l’interpréter comme dérivée directionnelle, on considère l’espace 

d’Hilbert _ = ����� pour ℎ ∈ _	; 
 Le produit scalaire < Z#, ℎ >a= � Z�	' #ℎ����� coïncide avec la 

dérivée directionnelle de F dans la direction de � ℎ�)��).� 	; ie: 

< Z#, ℎ >a= ∑ [\[4]4�5
 ���
…	��4� � ℎ�)��)�]�   

= ��b #�Q + b,ℎ�)��)⎸d5�																									.
�  

= limd→��� h#�Q + b � ℎ(�)� − #�Q�
.� b j	 
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Analogie avec le cas ℝ4. 

 �-. ℎ = ∑ [\[4]4�5� 	ℎ� 
L’opérateur D est ainsi définie sur un sous-espace dense de ���Ω� 

et à valeurs dans ���� × Ω� 
Question : D est-il un opérateur clos ? 

Lemme : Soient #, k ∈ Y et ℎ ∈ 	����� 
Alors on a : 

%�k < Z#, ℎ >� = %�−# < Zk, ℎ > +#k � ℎ�	' ����    (1.2) 

Preuve : 

Pour  b > 0 , on a par la formule de GIRSANOY. 

%lk�Q�m#�Q + b � ℎ�)��)� − #�Q�.� no  
= %*#�Q�k�Q − 	b � ℎ�)��)� − k�Q�� + #�Q�k�Q −.�
b � ℎ�)��)��exp	*b � ℎ�� − d/�
�.� � ℎ��)��)+ − 1�+
�   

En divisant par b et faisant tendre b vers zéro, on obtient le 

résultat 

Le lemme est connu sous le nom de la formule d’intégration par 

parties. 
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Conséquence 

Si �#4�4�
 est une suite d’éléments de S qui converge vers zéro 

dans ���Ω� et telle que �Z#4�4�
 converge vers ɳ dans ���� × Ω� ; 
Alors ɳ≡0 

Ce qui traduit que D est bien un opérateur clos. 

On notera s
,�
 le domaine de D. 

Remarque 

s
,�
est égale à l’adhérence de S muni de la norme ‖. ‖
,� avec, 

‖#‖
,� = ‖#‖@/(Ω) + ‖Z#‖@/('×Ω)   
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Quelques propriétés de l’opérateur D  

Proposition :  

Soit 

 # = ∑ :2A25� �-4� une variable aléatoire de carré intégrable, 

alors : 

# ∈ Z
,� ↔ 0 >>!‖-2‖�A
25
 	@/�*�,
+3� < ∞					�1.3� 

Ainsi 

Z�# = 	 0 >:2v
m-2�. , ��n													�1.4�A
25
  

Et % � �Z�
� #���� coïncide avec la somme des séries de (1.3) 

Preuve : 

Supposons que : 

 	# = :2�-2� , T= [0,1] 

Alors pour tout ℎ	
< Z#, ℎ >a= xxd 	{:2�-2��Q + b � ℎ�)��)}⎸d5�.�   
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= ��b 	y, -2��
, …	

	*�,
+3 �2j m���8 + bℎ��
���
n… ����3  

																												+bℎ��2���2�}⎸d5�  

						= >, -2��
, …	
	*�,
+3 �2����8 …	���3z8ℎ��2�	��2 

														= � >:2v
m-2�. , ��nℎ�����
�  . 

Donc : Z�# = >:2v
m-2�. , ��n.  
 

Proposition : 

Soit { : ℝ4 → ℝ   C
 à dérivées partielles bornées 

Supposons 

 # = (#
 … #4) où (#�)�5
 4 V s
,� 

Alors :         {(#)V s
,� 

Et  

Z*{(#)+ = 0 |{|}�
4

�5

(#)Z#�                                                        
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Preuve : 

Immédiate, en approchant F par des éléments de l’ensemble S. 

Dérivée d’une espérance conditionnelle :  

Soit A un Borélien de T 

ℱ~�	= la tribu engendrée par les variables aléatoires 

M��� = � 1�		' ������  où  B⊂A	et borné 

On verra que si #V	Z
,� et ℱ~�˓zmesurable 

Alors Z�# = 0      p. p sur A × Ω 

Ce qui rejoint le cas particulier des processus adaptés. 

Résultat technique : 

Soit F une variable aléatoire de carré intégrable ; 

# = 0 :24
25� �-2� 

Et A un Borélien de T 

Alors  

%�# ℱ�� =� 0 :2A
25
 m-2	1�⊗2n												�1.5� 
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Preuve : 

Il suffit de supposer que # = :2�-2� où les -2 sont les 

symétrisassions des produits tensoriels de la forme :  

1�8 ⊗1�/ ⊗…⊗1�3  où �
…	�2 sont des intervalles bornés et 

disjoints. Dans ce cas on a : 

%�# ℱ�� = %�	���
������… 	���2� ℱ���� 	  

= ���
 ∩ ��… 	���2 ∩ ��																																												 
= :2m1��8∩��×….×��3∩��n																																														 

B étant toujours le mouvement Brownien réel standard. 

 

Proposition : 

Soit #V	s
,�  et A⊂ℝ"		
Alors	%(# ℱ�)� V	Z
,�		et	Z� h%(# ℱ�)	� j = 	% �Z�# ℱ�� � �(�)	
p.	s.	dans	ℝ" × Ω.	
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Preuve : 
C’est une conséquence immédiate des formules (1.4) et (1.5). 

Si #V	Z
,�  et F est  ℱ��zmesurable 

Alors	Z�# = 0			p.	s	dans	� × Ω.	
Commentaires : 

La dérivation dans l’espace de Wiener a été étudiée par plusieurs 

auteurs : Krée [k] ; Malliavin [Ma] ; Shigekawa [Shi] ; Watanabe 

[Wa] ; [Boa,Hiy] . 

Sugita [sug] a montré le résultat suivant: 

Une variable aléatoire de carré intégrable #V	s
,�   si et seulement si, 

elle vérifie : 

i. Pour tout		ℎV	_, il y a une version du processus �#mQ +
� � ℎ(.� �)n, �V	ℝ� avec des trajectoires continues. 

ii. Il existe une fonction 		Z#V	��(� × Ω) telle que  1� h#(Q + �,ℎ(.� �)) − #(Q)j 		R���������é�→.																						������������  	< Z#, ℎ >a 

Pour tout ℎV	_. 
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II.	Intégrale de SKOROHOD	

Définition : 

Soit δ l’adjoint de l’opérateur D, δ est un opérateur clos de ���� × Ω� → ���Ω� tel que : 

i. Le domaine de δ, noté DDDDm δ est la classe des processus 

�V	���� × Ω�	; 
¡% � Z�			' #����¡ ≤ F‖#‖�						∀		#	V	Y					�2.1� 

ii. Si 	�V     DDDDm δ, alors δ(u) est l’élément de ���Ω� 
Caractérisé par  

 EmF	δ�u�n = E� Z�			' #����		∀		#	V	Y			�2.2�	 
 

L’opérateur	δ est appelé : 

L’intégrale stochastique de Sokorohod du processus u, il 

transforme des processus de carré intégrable en variable aléatoire. 

Soit δ�u� = � �����			'  

Par ailleurs, le fait que le domaine de l’opérateur D suit dense dans ���Ω� , entraîne que l’opérateur adjoint δ est clos. 
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Lemme : 

Soit u un processus mesurable tel que % � �����			' �� < ∞, il 

existe alors une famille de fonction �->��1, … �>, ᵼ��28déterministes, 

mesurables et de carrés intégrables, telle que -2 est symétrique par 

rapport aux m premières variables  

Et 

 �� = ∑ :2m-2�. , ��n	∀	� ≥ 0	A25� 								(2.3) 

Références [Ma], [Sko]. 

 

Proposition : 

Soit � ∈ ���� × Ω�un processus de carré intégrable quise développe 

selon (2.3) 

Alors �V     DDDDm δ		⟺ 	∑ :2"
A25� �-«2� converge dans ���Ω�   (2.4) 

Où -«2 est la symétrisée de	-2 , ie : 

-«2��1, … �>� = 1> + 1 ¬->�1, … �> +0 ->
>
H=1

��1, … �H−1, �, �H+1, … �>, �1�­ 
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Preuve : 

Supposons : k = :4�®� est une intégrale stochastique multiple d’ordre 

n ; alors on a : 

%, ��		
' Z�k	�� = 0 ,%l:2m-2�. , ��n;:4v
m®�. , ��no	

'
A
25� �� 

																												= , % ¯�4v
 °-4v
�. , ��;:4v
m®�. , ��n±² ��	
'  

																														= ;�; − 1�!,< -4v
	
' �. , ��, ®�. , �� >@/�'³z8� 

= ;! < -4v
, ® >@/�'³�											 = ;! < -«4v
, ® >@/�'³�											 = %l:4m-«4v
n:4�®�o											 
Pour �V     DDDDm δ		, ceci se traduit par : 

%*´���k+ = %l:4m-«4v
nko		∀k = :4�®� 
 

Donc :4m-«4v
n coïncide  avec la projection de ´���sur le n
ième

 chaos 

de Wiener, par conséquent, la série (2.4) converge dans ���Ω� vers ´���. 
Conséquence immédiate : 

%�´����� = 0�> + 1�! µ-«2µA
25� 	@/�'378� 

 

 

I.  
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II. Propriétés de l’intégrale de SKOROHOD 

Nous allons monter -à présent- que l’intégrale de SKOROHOD, 

admet des propriétés similaires à l’intégrale d’Itô pour les processus 

adaptés. 

i. %m´���n = 0  si �V     DDDDmq S.	 
ii. δ	est un opérateur linéaire dans DDDDm δ. 

iii. Intégration des processus élémentaires de S : 

Soit 

Ya = ¶���� =0#·4
·5
 ℎ·���; #·VY	��	ℎ·V_¹ 

De la formule d’intégration par parties, on déduit : 

´��� =0#·,ℎ·������	
'

4
·5
 −0,Z�	

'
4
·5
 #·ℎ·�����. 

Preuve : 

Prenons u = Fh et T= [0,1] et k ∈ Y. 

%*k´���+ = ,%�#ℎZ�k���	
' 																																				

= , %*ℎ�Z��#k� − kZ�#�+

� �� 

Car  Z��k#� = #Z�k + kZ�# 

= % º, ℎZ��#k��� − k, ℎZ�#��

�



� » 

= % ºh#´�ℎ� − , ℎ���Z�

� #jk»							 
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Pour établir d’autres propriétés de l’intégrale de Skorohod, nous allons 

introduire une nouvelle classe du processus contenue dans DDDDm δ	. 
Définition 

¼
,�= la classe des processus		� ∈ ���� × Ω�, ����Vs
,� et il existe 

une version mesurable		Z(�� vérifiant 

%, , 	�	Z(�����)		
'

	
' �� < ∞											�2.8� 

Ce qui revient à dire, en termes de développement chaotique : 

0>>!‖-2‖@/�'378�� < ∞A
25
  

Pour 

�� = 0 :2m-2�. , ��n.A
25�  

 ¼
,� est un espace d’Hilbert avec la norme ‖�‖
,�� = ‖�‖@/�'×Ω�� + ‖Z�‖@/�'×Ω�� 														�2.9� 
A présent, nous allons voir la covariance entre deux intégrales de 

Skorohod. 

 

 

 

Par souci de simplification des notations : 

Le mouvement Brownien standard sera noté dorénavant ¿ = �¿�����. 
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Proposition : 

Soient u et v deux processus dans ¼
,�  

Alors, %�´���´�À�� = � %���À���� + � %�Z(��Z�À(��)��	'×'		'  (2.10) 

Conséquence : 

Si u et v sont des processus adaptés, le second terme à droite est 

nul et l’on retrouve donc la propriété d’isométrie usuelle de l’intégrale 

d’Itô. 

Preuve : 

 On peut supporter u=v et par une polarisation on se ramène au cas 

général, supposons que u ait un développement chaotique de Wiener 

de la forme : 

���� = 0 :2�-2�. , ���A
25�  

Ainsi : %�´����� = � %�������	' �� 
+ 0�> + 1�!A
25
 , Á 1> + 1Â-2��
, … �2, ��	

'378

+0-22
·5
 ��
, … �·v
, �, �·"
, … �2, �·�ÃÄ

�
��
…��2�� 
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= , %��������� + 0 >!> + 1

	
25


	
' º�> + 1�, -2��
, … �2 , ����
…��2��	

'378
+>�> + 1�, -2��
, … �2v
, ), ��-2��
, … �2v
, ), ����
…��2v
�)��	

'378 » 
										= � %����	' �	�� + � � %�Z(��Z��(��)��	'	'   . 

 

Relation de commutation entre D et δ : 

 

Soit � ∈ ¼
,�	tel	que		{Z��(}(��		Soit	 Skorohod	 intégrable	 pour	 presque	 tout	 t,	 et	 il	 y	 ait	 une	version	du	processus�� �Z��(�	' �Q(, � ≥ 0� ∈ ���� × Ω�, 
Alors ´��� ∈ s
,� et on a : 

Z(�´���� = � �Z��(	' ��Q( + ��		 (2.11) 

Preuve 

Soit À ∈ ¼
,�un processus arbitraire, on a : 

%�´���´�À�� = , %���À���� + , ,%�Z��(Z(À��	
'

		
'

	
' �)�� 

																							= % h,��À�	
' �� + , h,Z��(�Q(	

' j		
' À(��j 

					= h, À� h�� +,Z��(�Q(	
' j	

' ��j 

Le résultat en découle car ´ = Z∗ et ¼
,� est dense dans	���� × Ω�.		
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Intégrale de Skorohod d’un processus multiplié par une v. a. 

Soit u Skorohod intégrale 

# ∈ s
,�	est tel que %m#� � ���	' ��n < ∞ alors : 

� �#����Q�	' = # � ��	' �Q� − � �Z�#�	' ���� .   (2.12) 

Preuve : 

Soit k ∈ Y ; k = ®(Q�
, … , Q�4); nous avons 

% , (Z�k)#��
 

' �� = , %m��(Z�(#k) − kZ�#)n�� 
'  

                                    = % Îk h#´(�) − , ��
  

' Z�#��jÏ 

Intégrales stochastiques adaptées comme cas particulier : 

Lemme :  

soit A un Borélien borné de T et F une v. a de carré intégrale 

mesurable−�Ð˓ . 

Alors, #Ñ� est un processus Stokorohod intégrable, avec,  

´�#Ñ�� = #Q���       (2.13) 
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Preuve : 

Supposons d’abord que # ← s
,�, ainsi 

´�#Ñ�� = #Q��� − � Z�#	Ñ��t�dt							'         

															= #Q���	  
´ étant un opérateur clos, le résultat est donc étendu par un argument 

de limite 

Conséquence 

Un processus élémentaire adapté est donc Skorohod intégrale i.e 

E⊂ DDDDom δ 

Et l’intégrale d’Itô coïncide avec celle de Skorohod, 

´ Î0#�4
�5
 Ñ+�],�]78+(�)Ï =0#�4

�5
 (Q�"
 − Q�)	 
Comme ´ est un opérateur clos ; on obtient 

��� (� × Ω) ⊂ DDDDom δ (a : adapté) 

L’intégrale d’Itô et celle de Skorohod coïncident donc sur ��� (� × Ω). 
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III. Relation entre les intégrales de Skorohod 
et de STRATONOVICH. 

Soit	� = *0,1+, ⫪= {0 = �� < �
 < ⋯ < �4 = 1}	une partition de 

T et |⫪| = sup�	�	4v
		���"
 − ��� = �HE>è�I�	�� ⫪	 . 
Lemme : 

Soit Y⫪ une famille d’éléments d’un espace métrique complet γ, 

indexé par la classe des partitions de T. d(x, y) étant la distance entre x 

et y éléments de γ. 

Supposons que pour toute partition ⫪� fixée, on ait : 

lim⫪⎸⟶� ��Y⫪∨⫪. , Y⫪� = 0		où ⫪∨⫪�		est la partition induite par 

⫪∪⫪� 	:la réunion, alors (Y⫪�	converge vers S si et seulement si :  

pour toute suite croissante de partitions �⫪ �}��4�� de T telle que |⫪ �}�| → 0, Y⫪�Ø�converge vers S. 

Référence : [Ma] ; 

Pour tout processus �V���*0,1+ × Ω�et toute partition ⫪de [0,1], 

on introduit les processus : 

�⫪��� = ∑ 
�]78v�] � �(	 +�],�]78+�]78�]4v
�5�   

�Ù⫪��� = 0 1��"
 − �� , % h�( ℱ*�],�]78+˓� j�]78
�]

4v

�5� �)	 +�],�]78+ 
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Lemme :  

Les processus �⫪ et �Ù⫪convergent vers u dans ���*0,1+ × Ω�. 
En plus, si � ∈ ¼
,�, la convergence est dans ¼
,�. 

Argument : 

Théorème de convergence des martingales, ie, essayer d’écrire �⫪6 et 

�Ù⫪6 sous forme d’espérances conditionnelles dans l’espace de 

probabilité ���*0,1+ × Ω�. 
Où ⫪4 est une suite croissante de partitions de [0,1] telle que |⫪4| ⟶ 0. 

A présent, on considère les sommes de Riemann associées aux 

processus �⫪ et �Ù⫪ : 
Y⫪ = 0 1��"
 − ��

4v


�5�
, �(�)(Q�"
 − Q�)�]78

�]
 

Y«⫪ = 0 1��"
 − �� , % h�( ℱ*�],�]78+˓� j �)(�]78
�]

4v


�5�
Q�"
 − Q�) 

D’après le lemme : 

F de carré intégrable et ℱ�˓zmesurable. 

Alors ´ °# �± = #Q(�) 
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On ne déduit que : �Ù⫪est Skorohod intégrable et Y«⫪ = ´��Ù⫪�. 
Par ailleurs : pour que �⫪suit Skorohod intégrable, il faut des 

conditions supplémentaires ; par exemple si � ∈ ¼
,�		alors �⫪ ∈¼
,� ⊂    DDDDm δ et l’on a : 

´(�⫪) = Y⫪ −0 1��"
 − ��
4v

�5� , , Z(���)��.�]78

�]
�]78
�]  

Conclusion : 

i. Si la famille	Y«⫪ converge dans ���Ω� vers une limite alors u est 

Skorohod intégrable et la limite est ´���. 
ii. Réciproquement, si � ∈ ¼
,� alors Y«⫪ = ´��Ù⫪� et ´��⫪� 

convergent tous les deux vers ´��� dans ���Ω�. 
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Définition : 

Un processus mesurable u tel que % � ���
� �� < ∞est Stratonovich 

intégrable si la famille Y⫪ converge en probabilité quand |⫪| → 0, la 

limite est � ��
� 0�Q�. 
Remarque : 

D’après l’expression ´��⫪� : 
� ∈ ¼
,� ⇏ � est Stratonovich intégrable. 

Γ où la classe ¼Û
,�
 des processus � ∈ ¼
,� tels qu’il existe une version 

de Du vérifiant : 

i. Les trajectoires) ⟶ Z��( sont continuées de de *0,1+ ⟶ ��(Ω). 

Uniformément par rapport à t, et idem sur [t, 1] 

ii. �)) )�D(,�  %(|Z(��|�) < ∞. ¼Û,��Û
,�
 est l’espace des processus qui 

sont localement dans ¼Û
,�
. 

Pour �V¼Û
,�
, on définit les limites suivantes, dans ��(*0,1+ × Ω) : 

Z�"�� = limℇ↘� Z���"ℰ 

Z�v�� = limℇ↘� Z���vℰ 

Et l’on pose  ∇= Z" + Zv 
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Théorème :  

Si	� ∈ ¼Û,��Û	
,�
, alors, u est Stratonovich intégrable et 

, ��G�Q�

� = , ���Q�


� + 12, �∇���

� �� 

Preuve : 

Quitter à faire une localisation, on peut supposer 		�V¼Û
,�. Alors 

d’après l’expression de ´��⫪�	il suffit de montrer que : 

0 1��"
 − ��
4v

�5� , , Z(���)�� |⫪|→���� �]78

�]
�]78
�]

12, �∇��(

� �) 

En probabilité 

Pour ce faire, on va monter que : 

% à0 1��"
 − ��
4v

�5� , ��, �Z(����) −12, Z�"��


�
�]78
�]

�]78
�] ��à |⫪|⟶�����  0 

Idem pour		Zv.   D’où le résultat. 

On majore cette espérance par : 

% Îà0 1��"
 − ��
4v

�5� , ��, �Z��( −�]78

�]
�]78
�] Z�"����)àÏ 

+% Îà, 0 ��"
 − �	��"
 − ��
4v

�5�

�]78
�] 	Z�"���� − 12, Z�"��


� ��àÏ 

≤ )�D�á(,|(v�|	|⫪|		%|Z��( − Z�"��| 
+% à, Z�"�� Î0 ��"
 − �	��"
 − ��

4v

�5� +�],�]78+ − 12Ï��


� à 
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Le 1
er

 terme tend vers zéro par définition de 	¼Û
,�. 

Pour le second terme, on sait que : 

∑ �]78v�	�]78v�]4v
�5� +�],�]78+ → 
� pour la topologie faible. 

Ainsi donc 

 � Z�"�� °∑ �]78v�	�]78v�]4v
�5� +�],�]78+ − 
�± ��
� 	 |⫪|⟶�����  0 

Finalement, la convergence dans		���Ω�	découle de l’uniforme 

intégrabilité, en utilisant la définition de l’espace			¼Û
,�. 

 

Remarque : 

 

i. Si les trajetions �), �� ⟼ Z(��		sont continues de  

*0,1+� → 		���Ω�	, le second terme 

�� �∇���
� �� est réduit à 

� Z���
� 	dt. 

ii. Si u est un processus adapté de carré intégrable et en plus, c’est 

une semi martingale dont la décomposition canonique est �� = �� +>� + À� 
Alors on sait que	� ��G�Q�	
� 	 existe, en plus  

, ��G�Q�	

� = , ���Q�	 + 12


� 	< �, Q >
 

Où < �,Q >
est le processus covariation quadratique de u et du 

mouvement Brownien. 
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Si en plus, 	�V¼Û
,�  dans ce cas Z�v�� = 0 (adapté) 

Et alors : 

� Z�"���� =< �,Q >

�   

= lim|⫪|→�0�����"
 − ������4v

�5� mQ�]78 − Q�]n 
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IV. l’intégrale de SKOROHOD comme 
processus stochastique 

Supposons que � = {����, 0 ≤ � ≤ 1} est un processus Skorohod 

intégrable, pour définir l’intégrable de Skorohod indéfinie-la première 

pathologie rencontrée est qu’en général-les processus de la forme  � +(,�+ ne sont pas forcément Skorohod intégrable. 

¼( désigne la classe des processus u tels que	� *�,�+  soit Skorohod 

intégrable ∀	� ∈ *0,1+. 
Remarque : 

	¼
,� ⊂ ¼(. 
On définit le processus X par : 

ã� = ´m� *�,�+n = � �(�Q(��   . 

Propriété : 

∀) < �				% Âã� − ã( ℱ*(,�+�� Ã = 0. 

Où ℱ*(,�+� désigne –comme d’habitude- la ä-algèbre engendrée par 

acroissement du mouvement Brownien dans l’intervalle +0, )+réuni à 

l’intervalle +�, 1+. 
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Preuve : 

Il suffit de prendre une v. a #Vs
,� et ℱ*(,�+�zmesurable. Ainsi on a : 

%�#, ���Q��
( = %, ��


� Z�# *(,�+�I��I = 0 

Car DF=0 

Ce processus X est continu dans ��et s’annule en zéro. 

On étudie à présent deux propriétés de ses trajectoires : 

i. Existence d’une version continue. 

ii. Variation quadratique. 

Soit Sk la classe des processus de la forme ã��� = � �(�� �Q(où u est 

un processus Skorohod intégrable sur tout intervalle. 

Pour l’étude de (i), d’autres pathologies surgissent, en effet, il existe 

des processus � ∈ Yåtels que l’intégrale X(t) n’a pas de version 

continue, et c’est plutôt raisonnable puisque le processus X n’est pas 

une martingale et l’on ne dispose pas d’inégalités maximales pour 

monter l’Existence d’une version continue. 

L’idée est de partir d’un processus		� ∈ ¼
,� et imposer ensuite 

quelques conditions techniques pour pouvoir monter l’existe,ce d’une 

version continue par e biais du critère de continuité de Kolmogorov et 

les �vR inégalités de Meyer. 
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1. �vR  Estimation pour l’intégrale de Skorohod. 

Proposition : 

Soit � ∈ ¼
,� et D ≥ 2, alors : 

‖)���‖R = æR Âh, �%����

� ��j
/� + èh, , �Z(����


� �)��

� j
/�è

R
Ã 

Ref. [Ma] 

 

2. Continuité et variation quadratique de l’intégrale Skorohod 

Proposition : 

Soit � ∈ ¼
,� 

Supposons que  pour D > 2	on ait : 

% � °� �Z(����
� �)±R �� < ∞
� , alors le processus 

 é� �(�Q(,�� 0 ≤ � ≤ 1ê		admet une version continue. 

Preuve :  

Supposons		%���� = 0			∀	�	, puisque le processus Gaussien 

� %��(��Q(��  a toujours une version continue. 
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Par la proposition précédente et l’inégalité de Hölder, on obtient : 

% �ë� ���Q�,�( ë�R� ≤ æR	% °ë� � �Zì�����í�I
��( ëR±  
																			≤ �� − )�Rv
%, h, �Zì�����í


� jR

�

	 �I 

Juste avant d’attaquer la variation quadratique de notre processus, 

nous avons un lemme qui sera utile pour ce faire. 

Lemme : 

Soit Y un processus mesurable élément de �R�*0,1+ × Ω�	pour D > 2. 

Soit 	⫪4= �0 = ��4 < �
4 < ⋯ < Nî�4�4 = 1�	une suite de 

partitions de [0,1] telle que |	⫪4| → 0	, alors 

∑ 
m�]786 v�]6n/
Ø�4�v
�5� °� ï(�]786�]6 �)±� �M�"
4 −M�4��	converge dans 

�
�Ω� vers� ï(��)
� .  

Ref : [Ma], [Sko]. 
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Théorème : 

Soit	� ∈ ¼��Û
,� , alors  

0h, �(�M(�]78
�] j�4v


�5�
|⫪→�|��� 		, �(��)


�  

Probabilité  

En plus si	� ∈ ¼
,�	, la convergence est dans	�
�Ω�  . 
Preuve : 

Comme d’habitude, quitté à faire une localisation, on 

supposera	� ∈ ¼
,�	 . 
En fait, on établira le résultat uniquement pour  

� ∈ ¼
,�	 ∩ �"�*0,1+ × Ω�qui est dense dans ¼
,�	, ensuite on considère 

de nouveau le processus 

�⫪��� = 0 1��"
 − ��
4v

�5� , ��)��)�]78

�] 	 +�],�]78+	��� 
Qui converge en norme dans ¼
,�	vers u, quand |⫪→ 0|. 
Par ailleurs : 

%0 ¬h, �(�¿(�]78
�] j� − h, �(⫪�(�]78

�] j�­4v

�5� ≤ ‖� − �⫪‖¼8,/	‖� + �⫪‖¼8,/	 |⫪|→����  0 
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Reste donc à considérer le terme 

0h, �⫪�]78
�] �)��¿(j�4v


�5� ; 
Soit donc  

0h, �⫪�]78
�] �)��¿(j�4v


�5�
= 0 º´ h 1��"
 − �� h, ���I�]78

�] j	 +�],�]78+	���j»�4v

�5�  

															= 0 ÁÂ 1��"
 − �� h, ���I�]78
�] j	m¿�]78 −¿�]nÃ4v


�5�

− 1��"
 − �� , , Z(���)�I�]78
�]

�]78
�] Ä

�
 

= 0�E� − N���4v

�5� = 0E��+N��−2E�N�4v


45�  

Où 

E�5 1��"
 − �� h, ���I�]78
�] j	m¿�]78 −¿�]n 

 

N� = 1��"
 − ��, , Z(���)�I�]78
�]

�]78
�] 									 
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On a utilisé : 

,�#��� �¿� = #,�� �¿� −,�Z�#� ����. 
D’une part : 

0N��4v

�5� ≤ 0, , �Z(�����)�I�]78

�]
�]78
�] 		|⫪|→�			ð8�Ω������ 		�4v


�5� 								 
Et  

0E��4v

�5� = 0 1���"
 − ���� h, ���I�]78

�] j� 	m¿�]78 −¿�]n�4v

�5�  

Qui converge vers  � �(�
� �) dans �
�Ω�et d’après le lemme. 

Finalement : 

à0 E�N�4v

�5� à ≤ Î0E��4v


�5� Ï

� Î0N��4v


�5� Ï

� 		@8�Ω�����  	0 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



CALCUL STOCHASTIQUE POUR DES PROCESSUS NON ADAPTES- RAKI Radouane 

 
40 

3. La formule d’Itô : 

Théorème : 

Soit un processus de la forme : 

ã� = , �(�¿(�
� +, À(�(			�

�  

Où  

	�V¼��Û�,ñ   

ÀV¼��Û
,ñ   

On suppose que X admet une version continue 

Soit #:ℝ → ℝ deux fois continûment différentiable, alors, on a : 

#�ã�� = #�ã�� + , # ́�ã(��ã( + 12�
� , # ̋�ã(��∇ã�(�

� �(�( 
Où 		∇= Z" + Zv 

 

Remarque : 

 

L’espérance ∇ est bien défini pour X, en effet : 

Z(ã� = �( {(	�} +, Z(À��
� �I + , Z(���

� �¿I 

D’où : 

�∇ã�� = �� + 2, Z�À��
� �I + 2, Z����

� �¿I 

Par ailleurs, si les processus u et v sont adaptés �∇ã��est réduit à 

���, 

et l’on obtient donc la formule d’Itô classique. 
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Idée de la preuve : 

On posera ô� = � ���¿(		�� et õ� = � À��(		�� . 

Comme d’habitude l’argument de base est le développement de Taylor 

jusqu’à m’ordre 2. 

Soit :#�ã�� =
#�0� + ∑ # ́mã�]nmã�]78 − ã�]n4v
�5� + ∑ 
�# ̋�ãö��mã�]78 − ã�]n�4v
�5�  

Où ãö� = 
� mã�]78 − ã�]n 
La première étape consiste à montrer que : 

0# ̋�ãö��mã�]78 − ã�]n� 	R����6→7÷�����  , # ̋�ã(��(��
� �) 

La seconde étape : 

0# ́mã�]nmõ�]78 − õ�]n4v

�5� 	R.(6→7÷����� , # ́�ã(��

� À)�). 
La troisième étape : 

D’après les propriétés de l’intégrale de Skorohod, on déduit 

# ́mã�]n, �(�]78
�] �¿( = , # ́mã�]n	�(�]78

�] �¿( +, Z(l# ́mã�]no	�(�]78
�] �( 

Et  

Z(# ́mã�]n = # ̋�ã�]�Z(ã�]  
= # ̋�ã�]� º *�,�]+�( +, Z(���¿��]

� +, Z(À����]
� » 
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Donc : 

# ́mã�]n, �(�]78
�] �¿(
= , # ́mã�]n�(�]78

�] �¿( +, # ̋�ã�]��]78
�] h, Z(���¿��]

� j�(�(
+, # ̋�ã�]��]78

�] h, Z(À����]
� j�(�( 
= F
 + F� + Fø 

On montre ensuite que : 

F� 4→"A����  � # ̋�ã(��		� m� Z(���¿�(� n�(�(	 en proba. 

Fø 4→"A����  � # ̋�ã(��		� m� Z(À���(� n�(�(		 en proba. 

F
 4→"A����  � # ́�ã(��(�� �¿(. 
 

Théorème :  

Soit #:ℝ → ℝ				C� 

Soit ã� = � �(ù�¿(�� + � À(�)��  

Où �V¼��Û			( et ÀV¼��Û			
,ñ
. 

Supposons que X admette une version continue,  alors on a : 

#�ã�� = #�0� + , # ́�ã(��(�
� �( +, l# ́�ã(��(o�

� ù�¿( 
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Preuve : 

On sait que X admet la décomposition : 

ã� = , �(�
� �¿( +, À(�

� �) + , 12�� �∇��(�). 
 �ã��	 vérifier les hypothèses du théorème précédent, d’où 

#�ã�� = #�0� + , # ́�ã(�À(�
� �( + 12, # ́�ã(��

� �∇��(�)
+ , # ́�ã(��

� u(�¿( + 12, # ̋�ã(��∇��(�)�	
	�  

Or  

, l# ́�ã(��(o�
� ù�¿( = , # ́�ã(��

� u(�¿( + 12, ∇�# ́�ã(��
� u(��) 

Et m∇�# ́�}���n� = # ́�ã��∇u� + # ̋�ã�����∇ã�� 
D’où le résultat. 

 

Commentaires 

 

Les résultats présentés dans ces chapitres sont applicables à l’étude 

des Equations différentielles Stochastiques où les solutions sont des 

processus non adaptés. Réf. [Pa]. 

Comme exemple, il y a les équations différentielles stochastiques du 

type SKOROHOD dont l’existence et l’unicité de sa solution sont 

l’œuvre des techniques développées par BUCKDAHN ; Réf. [Buc]. 
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Théorème :  

Soit L’E.D.S : 0 ≤ � ≤ 1 

ã� = ã� +, ä�), ã(��M) + , N�), ã(�
�

�
� ��) 

Où ã�;	 − ℱ
 −mesurables äet N sont des fonctions déterministes, mesurables définies sur *0,1+ × ℝ telles que ä	�)�	C�	�;	}  N	�)�	C
	�;	}  

Si en plus 

i. Y�DØ,�	l¡äǾ��, }�¡ + ¡äØØ̋ ��, }�¡ + ¡NǾ��, }�¡o < ∞ 

ii. Y�D�*|ä��, 0�| + |N��, 0�|+ < ∞ 

Alors il existe en plus une solution de l’E.D.S dans l’espace ¼�,ñ ∩ ¼
,ú 

Réf. [Ma]. [Buc] 
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