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Résumé

On s’intéresse dans ce mémoire à l’étude du problème de contrôle en temps
optimal. Ce problème est fortement lié aux différentes notions de contrôlabilité, du
principe du maximum de Pontriaguine et de la propriété de bang-bang.
Numériquement, on peut trouver le temps minimal en utilisant des méthodes directes
ou des méthodes indirectes basées sur le principe du maximum. Du point de vue
théorique, il est difficile de trouver une formule pour le temps minimal. Mais on
peut au moins déterminer le module de continuité de la fonction temps minimal par
l’étude du taux d’explosion du coût du contrôle.

Ce travail consiste une synthèse des articles et il n’est pas original.

Mots clés : contrôle en temps optimal, contrôlabilité, observabilité, prin-
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Notations

∀ : pour tout.
∃ : il existe.
| ou t.q. : tel que.
p.p. : presque partout.
R : ensemble des nombres réels.
R+ : ensemble des nombres réels positifs.
C : ensemble des nombres complexes.
N : ensemble des entiers naturels.
Z : ensemble des entiers relatifs.
Re z : partie réelle d’un nombre complexe z.
Im z : partie imaginaire d’un nombre complexe z.
Ran : l’image d’un opérateur.
Ker : le noyau d’un opérateur.
inf : l’infimum.
sup : le supremum.
min : le minimum.
max : le maximum.
lim : la limite.
Vect : espace vectoriel engendré par.
int X : l’intérieur d’un ensemble X.
∂X : la frontière d’un ensemble X.
X̄ : l’adhérence d’un ensemble X.
X ′ : le dual d’un espace X.
X⊥ : l’orthogonal de X.
A∗ : l’adjoint d’un opérateur A.
σ(A) : le spectre d’un opérateur A.
µ(e) : la mesure de Lebesgue d’un ensemble e.
Mn×m(K) : ensemble des matrices à n lignes et m colonnes, à coefficients dans K.
Mn(K) : ensemble des matrices carrées d’ordre, à coefficients dans K.
| | : valeur absolue ou module.
〈 , 〉X′,X : le produit scalaire dans la dualité X ′, X.
‖ ‖X : norme associée à un espace de Banach.
L(E,F ) : ensemble des opérateurs linéaires continues de E dans F .
Cp(Ω,K) : ensemble des applications mesurables de Ω dans X de classe Cp.
Lp(Ω;K) : ensemble des applications mesurables de Ω dans X de puissance p
intégrables.
L∞(Ω;K) : ensemble des applications mesurables bornées de Ω dans X.
Lp(Ω) : Lp(Ω;C).
Hk(Ω) : ensemble des applications mesurables t.q. les dérivées d’ordre plus petite
que k sont dans L2(Ω).
H1

0 (Ω) : ensemble des applications f ∈ H1(Ω) t.q. f s’annule sur ∂Ω.
z(t, z0, u) = S(t)z0 + Φtu : la trajectoire de la solution engendrée par le contrôle u.
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Les opérateurs :

∇ : gradient.
4 : laplacien.
χe : la fonction indicatrice d’un ensemble e.
S(t) : le semigroupe fortement continu engendré par l’opérateur A.
Φtu : voir (2.3).
Φt,eu : voir (3.3).
Ψt : l’opérateur d’observation en temps t > 0, voir (3.4).
Ψt,e : l’opérateur d’observation en temps t > 0 sur e ⊂ [0, t] de mesure strictement
positive, voir (3.5).
Ψd
t : l’opérateur d’observation pour le couple (A∗, B∗) en temps t > 0, voir (3.8).

Ψd
t,e : voir (3.9).
Rt : l’opérateur de réflexion sur L2([0, t];U), voir (3.9).

Rt : le Gramien de contrôlabilité, voir le lemme 3.13.
T∞ : la fonction temps minimal, voir (5.4).
E∗∞ : la fonction L∞-norme minimale, voir (5.7).
E∗p : la fonction Lp-norme minimale, voir (5.8).
Ct, Ct,e : coût du contrôle, voir section III.3.

Les ensembles admissibles pour le contrôle :

LK(t) : voir (2.2).
L1(t) : voir (3.24).
At,e,z0 : voir (3.30).
At,z0 : voir (5.5).
At,z0,p, p ∈K1,+∞J : voir (5.6).

Les ensembles accessibles :

R∞K (t) : voir (2.5).
R∞(t) : voir (3.25).
B∞1 (t) : voir (3.26).

Les ensembles contrôlables à zéro :

R∞0 (t) : voir (5.2).
R∞0 : voir (5.3).
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I Introduction

L’objectif d’un problème de contrôle est d’amener le système d’un état initial
le plus près possible d’un état final en respectant certaines contraintes. On dit qu’un
système est contrôlable si on est capable de l’amener d’un point initial arbitraire
vers un point final souhaité.

Dans un problème de contrôle optimal on souhaite atteindre l’objectif ci-
dessus en minimisant (ou maximisant) un critère d’optimisation. Historiquement, le
problème de contrôle optimal est apparu à la continuation de la recherche du calcul
des variations aux XVI- XVII siècles. Il est fortement lié à la mécanique classique
(principe de Fermat, problème de la brachistochrone, équations d’Euler-Lagrange
etc). On se réfère au livre de H. Herman Goldstine [15] pour le développement de la
théorie du calcul des variations.

La théorie moderne du contrôle optimal a commencé dans les années 50 avec le
principe du maximum de Pontriaguine, découvert par L.S. Pontryagin en 1956
[28], qui donne une condition nécessaire d’optimalité (voir par exemple l’article de
R.V. Gamkrelidze [14] pour la découverte de ce principe). Cette théorie est déve-
loppée plus tard dans différentes branches mathématiques : le problème de contrôle
optimal d’équations aux dérivées partielles, la théorie de contrôle stochastique, la
théorie des jeux... De nos jours, la théorie de contrôle optimal a de nombreuses appli-
cations : les guidages aérospatiaux et aéronautiques, automobile, robotique, réseaux
informatiques, bioréacteurs, contrôles des procédes chimiques, etc.

Dans un problème de contrôle en temps optimal, on cherche le temps
minimal pour qu’un contrôle admissible amène un système dynamique d’un point
initial arbitraire au point final prescrit. Ce problème est classique en dimension finie
et il est connu qu’un contrôle en temps optimal possède des propriétés intéressantes :
le principe du maximum de Pontriaguine et la propriété de bang-bang. Ces
résultats ont été découverts dans l’article de R. Bellman, I. Glicksberg et O. Gross
[3].

L’extension en dimension infinie est premièrement apparue dans l’article de
H.O. Fattorini [10] et est beaucoup développée dans le livre de J.L. Lions [23] et le
livre de H.O. Fattorini [11].

Notre but dans ce mémoire est d’étudier l’existence et l’unicité d’un contrôle en
temps optimal et de donner des conditions pour lesquelles le principe du maximum
et la propriété de type bang-bang sont satisfaits.

On énonce le problème sous une forme générale pour les systèmes linéaires :
Soient X,U deux espaces de Hilbert, A ∈ L(X) et B ∈ L(U,X).
On considère l’équation suivante :

ż(t) = Az(t) +Bu(t), t ∈ [0, T ], z(0) = z0 ∈ X, (1.1)

où u ∈ L∞([0, T ];U) et ‖u(t)‖L∞([0,T ];U) ≤ 1 pour t ∈ [0, T ] p.p..
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Définition 1.1.

On dit qu’un élément z f ∈ X est accessible si il existe τ > 0 et

u ∈ L∞([0, τ ];U) avec ‖u(t)‖L∞([0,τ ];U) ≤ 1 pour t ∈ [0, τ ] p.p.. (1.2)

t.q. la solution de (1.1) satisfasse

z(τ) = zf . (1.3)

L’objectif est de trouver le contrôle u∗ qui vérifie (1.2) et (1.3) avec le temps
final τ ∗ le plus petit possible.

Le présent travail est divisé en cinq parties, organisées de la manière suivante :
En section II, on présente des résultats en dimension finie, en se réfèrant au

livre de E.D. Sontag [30] et au livre de H.O. Fattorini [11].
Dans la section III, on présente les notions préliminaires sur la contrôlabilité et

l’observabilité. On voit la dualité entre elles et aussi la notion du coût de contôle.
Dans la section IV, on présente des résultats en dimension infinie par deux pistes

différentes. Premièrement, en suivant les mêmes idées qu’en dimension finie, on peut
obtenir la propriété de bang-bang pour le contôle en temps optimal en passant par le
principe du maximum. La condition pour qu’un contrôle en temps optimal satisfasse
le principe du maximum est la contrôlabilité exacte du système. on se réfère à
l’article de J. Lohéac et de M. Tucsnak [24] pour les résultats de cette partie.

Deuxièmement, on sait que pour certaines équations, comme pour l’équation
de la chaleur, la contrôlabilité exacte n’est pas vérifiée. C’est pour cette raison
qu’on étudie d’autres conditions pour qu’un contrôle en temps optimal satisfasse
la propriété de bang-bang sans passer par le principe du maximum. On voit qu’en
supposant un type de L∞-contrôlabilité à zéro, on peut établir la propriété de
bang-bang. on se réfère à l’article de M. Tucsnak, S. Micu et de I. Roventa [25]
et à l’article de G. Wang [37] pour cette partie. On voit aussi les applications aux
équations de type Schrödinger et à l’équation de la chaleur.

En section V, on présente le lien entre le module de continuité de la fonc-
tion temps minimal et le taux d’explosion de la fonction norme minimale.
Ceci nous donne une piste pour étudier le comportement de la fonction temps mi-
nimal autour de zéro à l’aide du taux d’explosion du coût du contrôle en zéro. On
se réfère à l’article de F. Gozzi et de P. Loreti [16] pour les résutats obtenus dans
cette section.

La dernière section est consacrée à présenter deux méthodes numériques pour
la résolution du problème de contrôle en temps optimal : les méthodes directes et
les méthodes indirectes. On utilise le logiciel matlab pour simuler la solution de
quelques exemples simples. On se réfère au livre de E. Trélat [34] pour la présentation
de deux méthodes et sa mise en oeuvre.
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II Contrôle en temps optimal en dimension finie

On considère la même équation que celle décrite dans l’introduction avec X =
Rn et U = Rm :

ż(t) = Az(t) + Bu(t), t ∈ [0, T ], z(0) = z0 ∈ Rn, (2.1)
où A ∈Mn×n(R), B ∈Mn×m(R) et u ∈ L∞([0, T ];Rm).

On suppose que u(t) ∈ K, pour presque tout t ∈ [0, T ], où K est un voisinage
compact convexe de 0 dans Rm.

On note également 〈., .〉 le produit scalaire euclidien de Rn (et de Rm).
Pour simplifier l’écriture , on note LK(t) l’ensemble admissible des contrôles :

LK(t) = {u ∈ L∞([0, t];Rm) ;Ranu ∈ K}. (2.2)

On sait que la solution z de (2.1) s’écrit sous la forme :
z(t) = S(t)z0 + Φtu, t ∈ [0, T ] (2.3)

avec Φtu =
∫ t
0 S(t− σ)Bu(σ)dσ, où S(t) = etA.

On note z(t, z0, u) = S(t)z0 + Φtu la trajectoire de la solution engendrée par
u.

On définit aussi deux ensembles accessibles à partir du point 0 :
R∞(t) = {z ∈ Rn | z = Φtu, u ∈ L∞([0, t];Rm)}, (2.4)
R∞K (t) = {z ∈ Rn | z = Φtu, u ∈ LK(t)}. (2.5)

On énonce ensuite un théorème qui donne des propriétés sur l’ensemble des
éléments accessibles :
Proposition 2.1. R∞K (t)est un compact convexe de Rn.

Démonstration.
La convexité est claire car K est convexe et Φt est une fonction linéaire.
Pour la compacité, prenons une suite (zk)k de R∞K (t). On sait qu’il existe une

suite (uk)k de LK(t) t.q. pour tout k ∈ N, zk = Φtuk.
Comme K est compact, on sait que la suite (uk)k est bornée dans L∞([0, t];Rm).

Donc on peut extraire une sous-suite qui converge faiblement dans L∞([0, t];Rm) vers
u ∈ LK(t).

Pour tout z ∈ Rn on définit χ(σ) = B∗S(t− σ)∗z ∈ L1([0, t];Rm) t.q. :

〈z, zk〉 = 〈z,
∫ t

0
S(t− σ)Buk(σ)dσ〉 =

∫ t

0
〈χ(σ), uk(σ)〉dσ

−→
∫ t

0
〈χ(σ), u(σ)〉dσ = 〈z,

∫ t

0
S(t− σ)Bu(σ)dσ〉.

Si on pose z∗ = Φtu, on obtient alors zk → z∗ ∈ R∞K (t). D’où la compacité.
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On définit par la suite le problème de contrôle en temps optimal :

Définition 2.2.

Soit z0, z
f ∈ Rn, avec zf accessible (définition 1.1). On dit qu’un contrôle u∗ ∈

LK(τ ∗) avec zf = S(τ ∗)z0 + Φτ∗u
∗ est optimal en temps, si

pour tout u ∈ LK(t) t.q. la solution de l’équation (2.1) vérifie z(t) = zf , on a t ≥ τ ∗.

La partie suivante traite l’existence d’un contrôle en temps optimal.

1 Existence

Théorème 2.3 (Existence).
Si zf est accessible, alors il existe un contrôle en temps optimal.

Démonstration.
Prenons τ ∗ = inf

{
t > 0 | zf − S(t)z0 ∈ R∞K (t)

}
.

On sait qu’il existe une suite minimisante (tn)n ⊂ R+, tn ↘ τ ∗ et une suite
(un)n ⊂ LK(tn) t.q. : ∀n ∈ N, zf = z(tn, z0, un).

Ensuite, on prend s > t1 > 0 et on étend (un)n sur l’intervalle [0, s] en po-
sant un(σ) = 0 (σ ∈ [tn, s]). Comme (un)n est une suite bornée de LK(s) et K
est compact, on peut extraire une sous-suite (un)n qui converge faiblement dans
L∞([0, s];Rm) vers un élément u∗ ∈ LK(s).

Pour tout z ∈ Rn, on définit ensuite les fonctions :

χn(σ) =

B∗S(tn − σ)∗z si 0 < σ ≤ tn

0 sinon
et χ(σ) =

B∗S(τ ∗ − σ)∗z si 0 < σ ≤ τ ∗

0 sinon.

On sait χn(.)→ χ(.) dans L1([0, s];Rm).
Donc, on obtient pour tout z ∈ Rn :

〈z, zf − S(tn)z0〉 = 〈z,
∫ tn

0
S(tn − σ)Bun(σ)dσ〉

=
∫ tn

0
〈B∗S(tn − σ)∗z, un(σ)〉dσ =

∫ s

0
〈χn(σ), un(σ)〉dσ.

Prenons la limite n→ +∞, on obtient :

〈z, zf − S(τ ∗)z0〉 =
∫ s

0
〈χ(σ), u∗(σ)〉dσ =

∫ τ∗

0
〈B∗S(τ ∗ − σ)∗z, u∗(σ)〉dσ

= 〈z,
∫ τ∗

0
S(τ ∗ − σ)Bu∗(σ)dσ〉, ∀z ∈ Rn.

Cela implique que zf − S(τ ∗)z0 = Φτ∗u
∗, u∗ ∈ LK(s) ⊂ LK(τ ∗).

D’où l’existence d’un contrôle en temps optimal.
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2 Principe du maximum et la propriété de bang-bang

On énonce d’abord le principe du maximum de Pontriaguine :

Définition 2.4 (Principe du maximum).
On dit qu’un contrôle u∗ ∈ LK(t) vérifie le principe du maximum si il existe

η ∈ Rn, η 6= 0 t.q. :

〈B∗S(t− σ)∗η, u∗(σ)〉 = max
u∈K
〈B∗S(t− σ)∗η, u〉 pour σ ∈ [0, t] p.p. . (2.6)

Par la suite, on verra qu’un contrôle en temps optimal satisfait le principe du
maximum, autrement dit, c’est une condition nécessaire de l’optimalité en temps.
De plus, en ajoutant une condition supplémentaire, il possède la propriété de bang-
bang. On verra qu’en supposant des conditions sur le point initial ou le point final,
le principe du maximum devient une condition suffisante d’optimalité en temps.

On commence par énoncer deux lemmes utiles pour le théorème principal.

Lemme 2.5. On a des équivalences entre les trois assertions suivantes :

(a) ∀ t > 0, intR∞K (t) 6= ∅
(b) ∀ t > 0, R∞(t) = Rn

(c) (∀σ > 0, B∗S(σ)∗η = 0)⇒ η = 0. (2.7)

Démonstration.
* (b) ⇐⇒ (c)

On fait une preuve par contraposition.
Prenons t>0, supposons qu’il existe η ∈ Rn , η 6= 0 t.q. pour tout y ∈
R∞(t), 〈η, y〉 = 0. Ceci équivaut à :

∀u ∈ L∞([0, t];Rm), 0 = 〈η,
∫ t

0
S(t− σ)Bu(σ)dσ〉 =

∫ t

0
〈B∗S(t− σ)∗η, u(σ)〉dσ,

qui est équivalent à :

B∗S(t− σ)∗η = 0 ⇐⇒ B∗S(σ)∗η = 0 (0 ≤ σ ≤ t).

Comme η 7→ B∗S(σ)∗η est analytique, on sait donc que cette propriété est
indépendante de t. Autrement dit, on a montré que :

∀ t > 0, R∞(t) 6= Rn ⇐⇒ ∃ η ∈ Rn , η 6= 0, B∗S(σ)∗η = 0.

D’où l’équivalence.
* (a) ⇐⇒ (b)

On montre d’abord que (a) entraîne (b). En effet, si (a) est vrai, comme 0 ∈
int R∞K (t) il existe une boule contenue dans R∞K (t), i.e.,

∃ r > 0, B(0, r) ⊂ R∞K (t).

13
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Or, pour tout z ∈ Rn, il existe k > 0 t.q. z
k
∈ B(0, r). Donc, z = Φt(ku), avec

u ∈ LK(t). Comme ku ∈ L∞([0, t];Rm), on a z ∈ R∞(t). D’où (a) implique
(b).
Réciproquement, si (b) est vrai, prenons z ∈ Rn et ρ > 0 quelconques. On a :

∀z̃ ∈ B(z, ρ) ⊂ Rn, ∃u ∈ L∞([0, t];Rm), z̃ = Φtu.

Comme K est un voisinage de 0, il existe r > 0 t.q. B(0, r) ⊂ K. Il nous suffit
de montrer que int R∞B(0,r)(t) 6= ∅ pour conclure.
Si on pose

M := inf

{
M > 0 | ∀z̃ ∈ B(z, ρ), ∀u ∈ L∞([0, t];Rm) t.q. z̃ = Φtu, on a

∥∥∥∥∥u(.)
M

∥∥∥∥∥ ≤ r

}
,

alors, on obtient B( z
M
, ρ
M

) ⊂ R∞B(0,r)(t). Donc, intR∞B(0,r)(t) 6= ∅. On en déduit
que (a) implique (b).

Remarque 2.6.

Si (A,B) est exactement contrôlable (voir Def 3.1), alors on a évidemment
(2.7).

Lemme 2.7.

Supposons que (2.7) est vraie. Alors, on peut définir une norme dans R∞(t) =
Rn par

‖z‖R∞(t) = inf
{
‖u‖L∞([0,t];Rm) | z = Φtu, u ∈ L∞([0, t];Rm)

}
. (2.8)

Cette norme est équivalente à toutes les normes de Rn.
De plus, si on définit pour tout t > 0 une constante Ct > 0 par

Ct = sup
z 6=0, z∈Rn

{
‖z‖R∞(t)

‖z‖X

}
, (2.9)

alors t 7→ Ct est décroissante.

Démonstration.
La première partie est claire et on montre juste la décroissance de t 7→ Ct.
Soit z ∈ Rn. Alors d’après la définition de Ct, il existe u ∈ L∞([0, t];Rm) t.q.

z = Φtu et ‖u‖L∞([0,t];Rm) ≤ ‖z‖XCt.
Prenons t′ > t > 0. On remarque que :

∫ t

0
S(t− σ)Bu(σ)dσ =

∫ t′

t′−t
S(t′ − σ)Bu(σ − (t′ − t))dσ.
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Donc, si on définit ũ(σ) = χ[t′−t,t′](σ)u(σ − (t′ − t)), on a

Φt′ũ = z et ‖ũ‖L∞([0,t′];Rm) = ‖u‖L∞([0,t];Rm).

Or, ‖z‖XCt ≥ ‖u‖L∞([0,t];Rm) = ‖ũ‖L∞([0,t′];Rm) ≥ ‖z‖R∞(t′).
Passons au suprémum en z sur X. On en déduit que Ct ≥ Ct′ .

On a aussi besoin d’un théorème de séparation qui est une conséquence du
théorème de Hahn-Banach [5].

Définition 2.8.

Soit C un sous ensemble, convexe et non vide d’un espace de Hilbert X.
On dit que x̃ ∈ C est un point d’appui de C si il existe f ∈ X ′ t.q. :

sup{f(x), x ∈ C} = f(x̃).

Théorème 2.9.

Soit C un sous ensemble convexe d’un espace de Hilbert X.
Si int C 6= ∅, alors pour tout x ∈ ∂C, x est un point d’appui de C.

Démonstration.
Voir par exemple le théorème 1.13 du livre de V. Barbu et T. Precupanu [1].

On peut maintenant énoncer le théorème le plus important de cette section qui
montre que le principe du maximum est une condition nécessaire d’optimalité en
temps.

Théorème 2.10 (Principe du maximum, condition nécessaire).
Si u∗ ∈ LK(τ ∗) est un contrôle optimal en temps τ ∗, alors u∗ vérifie le principe

du maximum (2.6).

Démonstration.
Il suffit de montrer le résultat en supposant que la propriété (2.7) est vraie. En

effet, si (2.7) n’est pas satisfaite, il existe η 6= 0, t.q. B∗S(τ ∗ − σ)∗η = 0. Donc, il
n’y a rien à montrer car avec ce η, tout contrôle (optimal ou non) satisfait (2.6).

Supposons que (2.7) est vraie. On va montrer d’abord que zf − S(τ ∗)z0 est
sur le bord de R∞K (τ ∗).

Par l’absurde, si zf − S(τ ∗)z0 n’est pas sur le bord, alors il existe ρ > 0, t.q.
B(zf − S(τ ∗)z0, ρ) ⊂ R∞K (τ ∗). Comme 0 ∈ R∞K (τ ∗), il existe donc r < 1 t.q. 1

r
(zf −

S(τ ∗)z0) ∈ R∞K (τ ∗). Cela est équivalent à dire qu’il existe û ∈ LK(τ ∗) t.q. zf −
S(τ ∗)z0 = Φτ∗(rû).

On pose ũ = rû. Alors ‖ũ‖ = r‖û‖ < ‖û‖ et zf − S(τ ∗)z0 = Φτ∗(ũ). De plus,
comme K est convexe et 0 appartient à K, on a ũ ∈ LK(τ ∗).
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Soit 0 < t < τ ∗. On a :

zf − S(t)z0 = S(τ ∗)z0 − S(t)z0 +
∫ τ∗

0
S(τ ∗ − σ)Bũ(σ)dσ

=
∫ t

0
S(t− σ)Bũ(σ)dσ + S(τ ∗)z0 − S(t)z0 +

∫ τ∗

t
S(τ ∗ − σ)Bũ(σ)dσ

+
∫ t

0
(S(τ ∗ − σ)− S(t− σ))Bũ(σ)dσ

=
∫ t

0
S(t− σ)Bũ(σ)dσ + ϕ(t, τ ∗),

où ϕ(t, τ ∗) := S(τ ∗)z0 − S(t)z0 +
∫ τ∗

t
S(τ ∗ − σ)Bũ(σ)dσ +

∫ t

0
(S(τ ∗ − σ)− S(t− σ))Bũ(σ)dσ.

C’est facile de voir que limt→τ∗ ϕ(t, τ ∗) = 0.
Comme la fonction t 7→ Ct est décroissante d’après le lemme 2.7, pour tout

ε > 0 on peut trouver t < τ ∗ et un contrôle v ∈ LK(t) t.q. Φtv = ϕ(t, τ ∗) et
‖v‖L∞([0,t];Rm) ≤ Ct‖ϕ(t, τ ∗)‖Rn ≤ ε‖û‖L∞([0,τ∗];Rm).

On sait que Ran ũ ⊂ int K, car 0 ∈ K, Ran û ⊂ K et ũ = rû avec 0 < r < 1.
L’objectif est de prendre ε pour que ũ + v soit bien dans l’ensemble admissible,
LK(t). Il suffit de prendre un ε suffisament petit t.q. :

B(ũ, ε‖û‖L∞([0,τ∗];Rm)) ⊂ K où B(u, r) := {x ∈ Rm | ∃ σ, ‖x− u(σ)‖Rm ≤ r}.

On a enfin que zf−S(t)z0 = Φt(ũ+v) avec ũ+v ∈ LK(t). Cela est contradictoire
avec le fait que u∗ est le contrôle optimal en temps τ ∗. Donc, on a montré que
zf − S(τ ∗)z0 ∈ ∂R∞K (τ ∗).

On montre par la suite que u∗ satisfait le principe du maximum.

En utilisant le théorème 2.9, comme int R∞K (τ ∗) 6= ∅ (lemme 2.5) et zf −
S(τ ∗)z0 ∈ ∂R∞K (τ ∗), on sait que zf − S(τ ∗)z0 est un point d’appui de R∞K (τ ∗).
Par le théorème de représentation de Riesz, ceci équivaut à :

∃ η ∈ Rn , η 6= 0, 〈η, z〉 ≤ 〈η, zf − S(τ ∗)z0〉 (z ∈ R∞K (τ ∗))
⇐⇒ 〈η,Φτ∗u〉 ≤ 〈η,Φτ∗u

∗〉, ∀u ∈ LK(τ ∗)

⇐⇒
∫ τ∗

0
〈B∗S(τ ∗ − σ)∗η, u(σ)〉dσ ≤

∫ τ∗

0
〈B∗S(τ ∗ − σ)∗η, u∗(σ)〉dσ (u ∈ LK(τ ∗)).

(2.10)

La dernière inégalité (2.10) est équivalente au principe du maximum (2.6). Pour
voir cela, il suffit de prendre :

∀σ ∈ [0, τ ∗] , v(σ) = argmaxu∈K {〈B∗S(τ ∗ − σ)∗η, u〉} ,

où argmaxu∈K{f(u)} est un élément de K réalisant le maximum de f .
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En prenant ce v, on obtient clairement que

〈B∗S(τ ∗ − σ)∗η, u∗(σ)〉 = max
u∈K
〈B∗S(τ ∗ − σ)∗η, u〉 pour σ ∈ [0, τ ∗] p.p. .

D’où le résultat.

On énonce ensuite le théorème concernant la propriété de bang-bang :

Corollaire 2.11 (Propriété de bang-bang).
Si on a (2.7) et si u∗ est un contrôle optimal en temps τ ∗, alors

u∗(t) ∈ ∂K pour t ∈ [0, τ ∗] p.p.. (2.11)

Démonstration.
On remarque que le lemme 2.7 nous assure que B∗S(τ ∗ − σ)∗η 6= 0 si η 6= 0.
D’après le théorème 2.10, on sait qu’il existe η ∈ Rn, η 6= 0 t.q. u∗ vérifie (2.6).
Nous pouvons définir pour tout σ ∈ [0, τ ∗]

ũ(σ) = B∗S(t− σ)∗η
‖B∗S(t− σ)∗η‖ et ρ(σ) = maxρ∈R+ {ρ | ρũ(σ) ∈ K} . (2.12)

Il est clair que ρ(σ)ũ(σ) ∈ ∂K.
De plus, comme u∗ vérifie (2.6), on obtient que pour tout σ ∈ [0, τ ∗] :

〈B∗S(τ ∗ − σ)∗η, u∗(σ)〉 ≥ 〈B∗S(τ ∗ − σ)∗η, ρ(σ)ũ(σ)〉 = ρ(σ)‖B∗S(t− σ)∗η‖.
(2.13)

Pour σ fixé, on peut projeter u∗(σ) selon la direction ũ(σ). Alors,

u∗(σ) = rũ(σ) + v avec 〈ũ(σ), v〉 = 0 et r ≤ ρ(σ). (2.14)

Par (2.13) et (2.14), on a :

ρ(σ)‖B∗S(t− σ)∗η‖ ≤〈B∗S(τ ∗ − σ)∗η, u∗(σ)〉 = 〈B∗S(τ ∗ − σ)∗η, rũ(σ)〉
= r‖B∗S(t− σ)∗η‖ ≤ ρ(σ)‖B∗S(t− σ)∗η‖.

Donc u∗(σ) = ρ(σ)ũ(σ) ∈ ∂K, pour σ ∈ [0, τ ∗] p.p..

Remarque 2.12.

Dans la démonstation du théorème 2.11, on voit que si u satisfait le principe
du maximum (2.6) et si la propriété (2.7) est vraie, alors u possède la propriété de
type bang-bang (2.11). Cela pour être étendu en dimension infinie si on suppose un
type de contrôlabilité approchée (voir théorème 4.9).
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On donne dans le théorème suivant une condition suffisante pour qu’un contrôle
u∗ soit optimal en temps.

Théorème 2.13 (Principe du maximum, condition suffisante).
Supposons qu’on a la propriété (2.7). Si un contrôle u∗ ∈ LK(τ ∗) vérifie le

principe du maximum (2.6) et si on a z0 = 0 ou zf = 0, alors u∗ est un contrôle en
temps optimal.

Démonstration.
Supposons qu’on a zf = 0.
Si u∗ n’est pas optimal en temps, il existe t < τ ∗ et un contrôle ũ ∈ LK(t) t.q.

0− S(t)z0 = Φtũ.
Posons u(σ) = χ[0,t](σ)ũ(σ) pour σ ∈ [0, τ ∗].
On sait que u entraîne z0 à 0 en temps τ ∗.
Comme on a vu dans la démontration du théorème 2.10 que u∗ satisfait le

principe du maximum est équivalent à

∃ η 6= 0, 〈η, z〉 ≤ 〈η, zf − S(τ ∗)z0〉 (z ∈ R∞K (τ ∗)),

cela implique que zf − S(τ ∗)z0 = −S(τ ∗)z0 ∈ ∂R∞K (τ ∗).
De plus, on sait que −S(τ ∗)z0 = Φτ∗u.
Donc u vérifie aussi le principe du maximum.
On a vu dans la remarque 2.12 que u doit possèder la propriété de bang-bang.

Autrement dit, u(σ) ∈ ∂K pour σ p.p.. Or u s’annule sur l’intervalle [t, τ ∗], et
0 ∈ int K. Contradiction.

Si on a z0 = 0, il suffit d’inverser le système et d’utiliser un argument similaire
en posant v(σ) = χ[τ∗−t,τ∗](σ)ũ(σ − (τ ∗ − t)) (σ ∈ [0, τ ∗]).

On vérifie de nouveau que v vérifie le principe du maximum, donc il possède
la propriété de bang-bang. Cela entraîne la contradiction comme v s’annule sur
[0, τ ∗ − t].

3 Unicité

On commence par définir la notion de convexité stricte.

Définition 2.14.

On dit qu’un ensemble C est strictement convexe si

∀x, y ∈ C, x 6= y ⇒ ∀ t ∈ ]0, 1[, tx+ (1− t)y ∈ int C.

Proposition 2.15.

Si K ⊆ Rm est strictement convexe et si la propriété (2.7) est vraie, alors le
contrôle en temps optimal est unique.
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Démonstration.
Supposons u, v deux contrôles optimaux en temps t.
D’après le théorème 2.11, u, v possèdent la propriété de bang-bang, i.e. u(σ), v(σ) ∈

∂K pour σ ∈ [0, t] p.p.. Si u 6= v, alors il existe e ⊂ [0, t] de mesure strictement
positive, t.q. u(σ) 6= v(σ), pour tout σ ∈ e.

On pose w = u+v
2 . C’est aussi un contôle en temps optimal.

Or par la convexité stricte de K, pour tout σ ∈ e, w(σ) est à l’intérieur de K,
ce qui est contradictoire avec la propriété de bang-bang. D’où l’unicité.

On énonce finalement une propriété d’optimalité :

Proposition 2.16 (Principe d’optimalité).
Supposons que u∗ est un contrôle optimal en temps τ ∗.
Pour t ∈ [0, τ ∗], on considère le problème de contrôle en temps optimal avec le

même point initial z0 et zf = z(t, z0, u
∗).

Alors, u∗ est aussi le contrôle optimal en temps t, qui entraîne z0 à z(t, z0, u
∗).

Démonstration.
Supposons que u∗ n’est pas le contrôle optimal en temps t < τ ∗, c’est-à-dire

qu’il existe δ > 0 et un contrôle v ∈ LK(t− δ) t.q.

z(t, z0, u
∗) = z(t− δ, z0, v).

Posons ũ(σ) =

v(σ) 0 ≤ σ ≤ t− δ
u∗(σ + δ) t− δ < σ ≤ τ ∗ − δ.

Alors, on a :

zf = z(τ ∗, z0, u
∗) = z(τ ∗ − δ, z0, ũ).

Donc, u∗ n’est pas le contrôle optimal en temps τ ∗. Contradiction.
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III Préliminaires : Notions de contrôlabilité et d’observabi-
lité

On considère le système linéaire suivant en dimension infinie.
Soient X U et deux espaces de Hilbert. On identifie U et U ′ (respectivement X

et X ′) dans toute la suite, où U ′ est le dual de U .
On considère le système :

ż(t) = Az(t) +Bu(t), t ∈ [0, T ], z(0) = z0 ∈ X, (3.1)

où A : D(A) → X est un opérateur qui engendre un semigroupe S(t) fortement
continu, B est un opérateur dans L(U,X) et u ∈ L2([0, T ];U).

On sait que la solution de (3.1) s’écrit :

z(t) = S(t)z0 + Φtu, t ∈ [0, T ]

avec Φtu =
∫ t

0
S(t− σ)Bu(σ)dσ, Φt ∈ L(L2([0, t];U), X). (3.2)

Dans la partie suivante, on présente des résultats préliminaires concernant les
notions de contrôlabilité et d’observabilité classiques (voir par exemple les chapitres
6 et 11 du livre de G. Weiss et M. Tucsnak [35]). On voit aussi quelques notions
particulières dont on a besoin plus tard.

1 Définitions

Définition 3.1.

• On dit que le système (3.1) (ou (A,B)) est exactement contrôlable en
temps t si Ran Φt = X.
• On dit que (A,B) est approximativement contrôlable en temps t si
Ran Φt est dense dans X.
• Soit e ⊂ [0, t] un ensemble de mesure de Lebesgue strictement positive. On
dit que (A,B) est approximativement contrôlable en temps t sur e si
l’image de la fonction Φt,e ∈ L(L2([0, t];U), X) définie par :

Φt,e =
∫ t

0
χe(σ)S(t− σ)Bu(σ)dσ (3.3)

est dense dans X, où χe est la fonction indicatrice de l’ensemble e.

On présente ensuite les notions d’observabilités :

Définition 3.2.

Supposons que C ∈ L(X,U). On définit un opérateur d’observation en
temps t, noté Ψt par :

(Ψtz0)(σ) = CS(σ)z0, ∀z0 ∈ X, ∀σ ∈ [0, t]. (3.4)
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On sait que Ψt ∈ L(X,L2([0, t];U)).
De plus, on peut aussi définir un opérateur d’observation en temps t sur

e, avec e ⊂ [0, t] de mesure strictement positive noté Ψt,e, par :

Ψt,e = χeΨt , Ψt,e ∈ L(X,L2([0, t];U)). (3.5)

Définition 3.3.
• On dit que (A,C) est exactement observable en temps t si Ψt est borné
inférieurement, i.e. :

∃ c > 0, ∀x ∈ X, ‖x‖X ≤ c‖Ψtx‖L2([0,t];U).

• On dit que (A,C) est approximativement observable en temps t si
Ker Ψt = {0} .
• Soit t > 0 et e ⊂ [0, t] de mesure strictement positive. On dit que (A,C) est

approximativement observable en temps t sur e si Ker Ψt,e = {0}.

On a besoin d’introduire les notions de contrôlabilité à zéro :

Définition 3.4.
• On dit que (A,B) est contrôlable à zéro en temps t > 0 si Ran S(t) ⊂
Ran Φt.
• On dit que (A,B) est L∞-contrôlable à zéro en temps t > 0 si RanS(t) ⊂

Φt (L∞([0, t];U)).
Soit e ⊂ [0, t] de mesure strictement positive.
• On dit que (A,B) est contrôlable à zéro en temps t > 0 sur e si
Ran S(t) ⊂ Ran Φt,e.
• On dit que (A,B) est L∞-contrôlable à zéro en temps t > 0 sur e si
Ran S(t) ⊂ Φt,e (L∞([0, t];U)).

Remarque 3.5.

Si (A,B) est exactement contrôlable en temps t alors pour tout zf ∈ X, on sait
qu’il existe u ∈ L2([0, t];U) t.q. S(t)z0 + Φtu = zf . Autrement dit, pour tout point
initial arbitraire z0 ∈ X, on peut trouver un contrôle u ∈ L2([0, t];U) qui entraîne
z0 à zf en temps t.

De même, si (A,B) est contrôlable à zéro en temps t, alors pour tout point
initial arbitraire z0 ∈ X, on peut trouver un contrôle u ∈ L2([0, t];U) qui entraîne
z0 à 0 en temps t.

2 Dualité entre la contrôlabilité et l’observabilité

Avant de présenter la dualité entre la contrôlabilité et l’observabilité, on a besoin
d’introduire le lemme comme suit :
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Lemme 3.6.

Soient X1, X2 et X3 trois espaces de Banach, G : D(G) ⊆ X2 → X3 un
opérateur linéaire, fermé et de domaine dense et F ∈ L(X1, X3). Alors, on a les
équivalences (i) ⇐⇒ (ii), (iii) ⇐⇒ (iv) et (v) ⇐⇒ (vi), où :
(i) RanF ⊂ RanG,
(ii) ∃ c1 > 0, {Fz | z ∈ X1, ‖z‖X1 ≤ c1} ⊂ {Gx | x ∈ D(G), ‖x‖X2 ≤ 1}.
(iii) ∃ c2 > 0, ∀ x ∈ X3, ‖F ∗x‖X1 ≤ c2‖G∗x‖X2.
(iv) ∃ c3 > 0, {Fz | z ∈ X1, ‖z‖X1 ≤ c3} ⊂ {Gx | x ∈ D(G), ‖x‖X2 ≤ 1}.
(v) RanF ⊂ RanG,
(vi) Ker G∗ ⊂ Ker F ∗.

Si on a de plus que X2 est réflexif, alors (i) ⇐⇒ (iii).

Démonstration.
L’équivalence entre (v) et (vi) vient du simple fait que :

(
Ran F

)⊥
= Ker F ∗ et que

(
Ran G

)⊥
= Ker G∗.

Donc, on obtient que :

(v) ⇐⇒
(
Ran G

)⊥
⊂
(
Ran F

)⊥
⇐⇒ (vi).

(i) ⇐⇒ (ii) et (iii) ⇐⇒ (iv) viennent d’un résultat dans l’article de R. G.
Douglas [9], on se réfère au théorème 2.2 de l’article de O. Carja [6] et aux théorèmes
2.1 et 2.2 ch.2, Part IV du livre de J. Zaczyk [38] pour la démonstration.

Remarque 3.7.

Dans le cas où X1, X2 et X3 sont des espaces de Hilbert et G ∈ L(X2, X3), on
a évidemment (i) ⇐⇒ (ii) ⇐⇒ (iii) ⇐⇒ (iv) et (v) ⇐⇒ (vi).

Corollaire 3.8.

Soient Z, Y deux espaces de Hilbert et L ∈ L(Z, Y ).
Alors on a les deux équivalences suivantes :

L est sujectif ⇐⇒ L∗ est borné inférieurement. (3.6)
Ran L est dense dans Y ⇐⇒ L∗ est injectif. (3.7)

Démonstration.
Il suffit d’appliquer le lemme 3.6 en posant X1 = X3 = Y,X2 = Z, F = IdY et

G = L pour conclure ((i) ⇐⇒ (iii) et (v) ⇐⇒ (vi)).
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On note Ψd
t l’opérateur d’observation pour (A∗, B∗) en temps t > 0, et Ψd

t,e =
χeΨd

t , i.e. :

Ψd
t (σ) = B∗S(σ)∗, ∀ σ ∈ [0, t]. (3.8)

Ψd
t,e(σ) = χe(σ)B∗S(σ)∗, ∀ σ ∈ [0, t]. (3.9)

On note aussi Rt l’opérateur de réflexion sur L2([0, t];U) défini par Rtu(σ) =
u(t− σ) pour tout σ ∈ [0, t]. On remarque que Rt est autoadjoint et unitaire.

On énonce ensuite un théorème concernant la dualité entre la contrôlabilité et
l’observabilité.

Théorème 3.9.
1. (A,B) est exactement contrôlable en temps t > 0 si et seulement si

l’opérateur Φ∗t où Φ∗t ∈ L (X,L2([0, t];U)) défini par :

(Φ∗t z)(σ) = RtΨd
t (σ) = B∗S(t− σ)∗z, ∀z ∈ X, ∀σ ∈ [0, t] (3.10)

est borné inférieurement.
2. Soit t > 0 et e ⊂ [0, t] de mesure strictement positive. On note e′ := {t− σ | σ ∈ e}.

Alors, on a Φ∗t,e ∈ L (X,L2([0, t];U)) et :

(Φ∗t,ez)(σ) = RtΨd
t,e′(σ) = χe(σ)B∗S(t− σ)∗z, ∀z ∈ X, ∀σ ∈ [0, t]. (3.11)

De plus, (A,B) est approximativement contrôlable en temps t sur e si
et seulement si (A∗, B∗) est approximativement observable en temps t
sur e′.

Démonstration.
* On montre d’abord (3.11).

En fait, pour tout v ∈ L2([0, t];U) et tout z ∈ X on a :

〈z,Φt,ev〉X = 〈z,
∫ t

0
χe(σ)S(t− σ)Bv(σ)dσ〉X =

∫ t

0
〈B∗S(t− σ)∗χe(σ)z, v(σ)〉Udσ

=
∫ t

0
〈 RtB∗S(σ)∗χe′(σ)z, v(σ)〉Udσ = 〈 RtB∗S(.)∗χe′(.)z, v(.)〉L2([0,t];U).

Donc, on en déduit que (Φ∗t,ez)(σ) = ( RtΨd
t,e′)(σ)z.

Si de plus, on prend e = [0, t] dans (3.11), on obtient (3.10).
* On pose Z = L2([0, t];U), Y = X et L = Φt dans (3.6), et on obtient que Φt

est surjectif si et seulement si Φ∗t est borné inférieurement. D’où la première
dualité.
Pour la deuxième dualité, on pose Z = L2([0, t];U), Y = X et L = Φt,e.
D’après (3.7), on sait que Ran Φt,e est dense dans X si et seulement si RtΨd

t,e′

est injectif. Or, cela équivaut au fait que Ψd
t,e′ est injectif ou que (A∗, B∗) est

approximativement observable en t sur e′. D’où la deuxième dualité.
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Remarque 3.10.
* Dans la deuxième assertion du théorème 3.9 , en prenant e = [0, t], on aura
le résultat classique pour la dualité. Autrement dit, (A,B) est approximative-
ment contrôlable en temps t si et seulement si (A∗, B∗) est approximativement
observable en temps t.

* Dans la première assertion, on a montré :

(A,B) est exactement contrôlable en temps t > 0,
⇐⇒ ∃ Kt > 0, ∀z ∈ X, Kt‖Φ∗t z‖L2([0,t];U) ≥ ‖z‖X . (3.12)

On appelle Ct le coût du contrôle, la plus petite constante Kt pour que (3.12)
soit vraie.

* Dans toute la suite de la section III, on va voir plusieurs notations pour le
coût du contrôle. On choisit de les noter par la façon suivante :

* Si c’est pour le problème concernant la norme L∞([0, t];U), on rajoute
un indice +∞ au dessus, i.e. C∞t .

* Si c’est pour le problème où on cherche à amener le système à zéro, on
rajoute un indice 0 au dessus, i.e. C0

t .
* Si c’est pour le problème où le support de contrôle est inclus dans e ⊂ [0, t]
de mesure strictement positive, on rajoute un indice e au dessous, i.e. Ct,e.

Quant aux sections plus tard (section IV), pour simplifier l’écriture, on choisit
d’éliminer l’indice 0 (respectivement +∞), si le problème traité est clairement
assosié à une contrôlabilité à zéro (respectivement à la L∞-norme).

On présente par la suite un théorème concernant la dualité entre la contrôlabilité
à zéro et une inégalité d’observabilité.

Théorème 3.11.

Soient t > 0, e ⊂ [0, t] de mesure strictement positive et e′ := {t− σ | σ ∈ e}.
Alors, on a l’équivalence entre :

(i) (A,B) est contrôlable à zéro en temps t sur e,
(ii) ∃ Kt,e > 0, ∀z ∈ X, Kt,e‖Ψd

t,e′z‖L2([0,t];U) ≥ ‖S(t)∗z‖X.
On appelle les inégalités de type (ii) inégalité d’observalité et appelle C0

t,e

côut de contrôle, la plus petite constante Kt,e pour que l’inégalité d’observabilité
soit vraie.

Démonstration.
Il suffit de prendre X1 = X3 = X,F = S(t), G = Φt,e et X2 = L2([0, t];U) dans

le lemme 3.6 pour conclure.
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Remarque 3.12.
* Prenons e = [0, t] dans le théorème précédent. On obtient la dualité classique
entre la contrôlabilité à zéro et une inégalité d’observabilité, i.e. :

(A,B) est contrôlable à zéro en temps t > 0,
⇐⇒ ∃ Kt > 0, ∀z ∈ X, Kt‖Φ∗t z‖L2([0,t];U) ≥ ‖S(t)∗z‖X . (3.13)

On note par analogie à la remarque 3.10, C0
t la plus petite constante Kt pour

que l’inégalité (3.13) soit vraie et on l’appelle le coût du contrôle.
* Pour le problème de contrôle dans l’espace L∞([0, t];U), comme L∞([0, t];U)
n’est pas un espace de Banach réflexif, on ne peut pas appliquer le lemme 3.6
pour déduire la dualité.
On présente dans la section suivante quelques propriétés de coût du contrôle,
puis on voit un résultat similaire au théorème 3.11 qui donne la dualité entre
la L∞-contrôlabilité à zéro et un type d’inégalité d’observabilité.

3 Coût du contrôle

On commence par un lemme concernant le Gramien de contrôlabilité :

Lemme 3.13.

Définissons Rt ∈ L(X) le Gramien de contrôlabilité pour (A,B) par :

Rtz = ΦtΦ∗t z, ∀z ∈ X. (3.14)

Si (A,B) est exactement contrôlable, alors Rt est un opérateur inversible,
autoadjoint et positif.

De plus, on peut trouver un unique opérateur R
1
2
t ∈ L(X), autoadjoint et positif

et R−
1
2

t ∈ L(X) est aussi un opérateur autoadjoint et positif.

Démonstration.
On montre d’abord que Rt est inversible. D’après la contrôlabilité exacte de

(A,B), on sait que Ran Φt = X. D’après (3.6), cela implique que Φ∗t est borné
inférieurement. On obtient que :

∀x ∈ X, C2
t ‖ΦtΦ∗tx‖X‖x‖X ≥ C2

t 〈ΦtΦ∗tx, x〉X = C2
t ‖Φ∗tx‖2

L2([0,t];U) ≥ ‖x‖2
X ,

où Ct est le coût du contrôle.
Donc ΦtΦ∗t = (ΦtΦ∗t )∗ est borné inférieurement. Cela équivaut au fait que ΦtΦ∗t

est sujectif. De plus, comme Rt est borné inférieurement, il est injectif. Donc Rt est
inversible.

Par un simple calcul, on a :

Rtz =
∫ t

0
S(s)BB∗S(s)∗z ds, ∀z ∈ X.
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On montre ensuite que Rt est un opérateur autoadjoint positif. En effet, on
calcule :

〈Rtz, y〉X =
∫ t

0
〈S(σ)BB∗S(σ)∗z, y〉X dσ

=
∫ t

0
〈z, S(σ)BB∗S(σ)∗y〉X dσ = 〈z,Rty〉X , ∀ z, y ∈ X.

〈Rtz, z〉X =
∫ t

0
‖S(σ)BB∗S(σ)∗z‖2

Xdσ ≥ 0, ∀z ∈ X.

La dernière assertion est un résultat classique dès que Rt est un opérateur
inversible, autoadjoint et positif.

D’où le résultat.

On donne ensuite une proposition qui donne une caractérisation du coût du
contrôle :

Théorème 3.14.

Supposons que (A,B) est exactement contrôlable en tout temps t > 0.
Soit z ∈ X fixé. Alors, on peut définir un opérateur F (t) ∈ L(X,L2([0, t];U))

t.q. pour tout z ∈ X,

ũt,z := F (t)z (3.15)

est l’unique solution d’un problème de contrôle en norme minimale :

min
{
‖u‖L2([0,t];U) | u ∈ L2([0, t];U), Φtu = z

}
. (3.16)

On sait de plus que F (t)z = Φ∗tR−1
t z où Rt est le Gramien de contrôlabilité

(défini en (3.13) et on a Ct = ‖F (t)‖L(X,L2([0,t];U)).

Démonstration.
On commence par remarquer une propriété utile :

* Soit z ∈ X. On a :

‖Φ∗t z‖2
L2([0,t];U) =

∫ t

0
‖B∗S(t− σ)∗z‖2

Xdσ =
〈∫ t

0
S(t− σ)BB∗S(t− σ)∗zdσ, z

〉
X

= 〈Rtz, z〉X = ‖R
1
2
t z‖2

X . (3.17)

On montre par la suite l’existence et l’unicité de la solution.

En effet, comme L2([0, t];U) est un espace de Hilbert, d’après le théorème V.2
du livre de Brezis [5], on sait que Ker Φt admet un supplémentaire topologique dans
L2([0, t];U). Autrement dit, comme X = Ran Φt, il existe un unique u ∈ (Ker Φt)⊥
t.q. Φtu = z.
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En plus, par un simple calcul, on a :

Φtũt,z = ΦtΦ∗tR−1
t z = z.

Soit u ∈ L2([0, t];U) t.q. Φtu = z. On a u = u1 + u2, une décomposition
orthogonale où u1 ∈ Ker Φt et u2 ∈ (Ker Φt)⊥.

D’après le raisonnement ci-dessus, on sait que u2 = ũt,z.
On a aussi :

‖u‖2
L2([0,t];U) = ‖u1‖2

L2([0,t];U) + ‖ũt,z‖2
L2([0,t];U) ≥ ‖ũt,z‖2

L2([0,t];U).

D’où l’existence et l’unicité de la solution.
On montre ensuite que ‖F (t)‖L(X,L2([0,t];U)) = Ct.

Pour tout z ∈ X, d’après (3.17), on obtient :

‖F (t)z‖L2([0,t];U) = ‖Φ∗tR−1
t z‖L2([0,t];U) = ‖R

1
2
t R
−1
t z‖X = ‖R−

1
2

t z‖X . (3.18)

Donc, cela implique que :

‖F (t)‖L(X,L2([0,t];U)) = Ct ⇐⇒ ‖R−
1
2

t ‖L(X) = Ct, (3.19)

où Ct est la plus petite constante Kt t.q.

Kt‖Φ∗t z‖L2([0,t];U) = Kt‖R
1
2
t z‖X ≥ ‖z‖X , ∀ z ∈ X. (3.20)

On montre ensuite que ‖R−
1
2

t ‖L(X) ≤ Ct et que ‖R
− 1

2
t ‖L(X) ≥ Ct.

On calcule, pour tout z dans X :

‖R−
1
2

T z‖2
X =

〈
R
− 1

2
t z,R

− 1
2

t z
〉
X

=
〈
z,R−1

t z
〉
X

≤ ‖z‖X‖R−1
t z‖X ≤ ‖z‖XCt‖R

− 1
2

t z‖X(d’après (3.20)).

Donc, pour tout z dansX on a ‖R−
1
2

t z‖X ≤ ‖z‖XCt. Cela implique que ‖R−
1
2

t ‖L(X) ≤
Ct en passant au supremum.

De plus, on peut calculer pour tout z dans X :

‖R−
1
2

t ‖L(X)‖R
1
2
t z‖X ≥

‖R−
1
2

t z‖X‖R
1
2
t z‖X

‖z‖X
≥

〈
R
− 1

2
t z,R

1
2
t z
〉
X

‖z‖X
= ‖z‖X .

Donc ‖R−
1
2

t ‖L(X) ≥ Ct. D’où ‖R−
1
2

T ‖L(X) = Ct et par suite Ct = ‖F (t)‖L(X,L2([0,t];U)).
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Remarque 3.15.
* Le problème (3.16) est un problème de contrôle en norme optimale pour le
sytème partant d’un point initial 0 arrivant au point final z.
Dans la section V, on va présenter plus de détails pour un problème similaire
de contrôle en norme optimale d’un système qui part du point initial z0 et
arrive au point final 0.

* Par analogie à la démonstration ci-dessus, on peut montrer que si (A,B) est
contrôlable à zéro en tout temps t > 0, alors on a :

C0
t = ‖F0(t)‖L(X,L2([0,t];U)), (3.21)

où F0 est en effet l’opérateur donnant l’unique contrôle qui amène un système
du point initial z0 au point final 0 en norme mininale. Plus précisément, ũt,z0 =
F0(t)z0 est l’unique solution du problème :

min
{
‖u‖L2([0,t];U) | u ∈ L2([0, t];U), S(t)z0 + Φtu = 0

}
. (3.22)

On remarque que comme le système n’est plus exactement contrôlable, le Gra-
mien de contrôlabilité Rt n’est pas inversible, autrement dit, on ne peut pas
écrire la formule suivante :

F0(t)z0 = −Φ∗tR−1
t (S(t)z0) . (3.23)

Cependant, l’écriture ci-dessus n’est pas totalement fausse, il faut avoir S(t)z0 ∈
Ran Rt. On remarque que par exemple pour z0 assez proche de zéro, la formule
(3.23) est juste. On verra l’usage de cette écriture à la fin de la section V.

* Dans le cas plus général où p ∈K1,+∞J, on peut aussi montrer l’existence et
l’unicité de la solution d’un problème de contrôle en Lp-norme minimale de
type ci-dessus (avec point initial 0 ou point final 0). Il suffit de remarquer que
Lp([0, T ];U) est un espace de Hilbert et d’utiliser le théorème V.2 du livre de
Brezis [5].

On présente quelques résultats utiles pour contrôler le système par des contrôles
dans L∞([0, t];U) au lieu de L2([0, t];U).

Proposition 3.16.

Si (A,B) est exactement contrôlable en t > 0, alors Φt(L∞([0, t]; U)) = X.

Démonstration.
Pour tout z0 ∈ X, on peut définir une fonction u ∈ L2([0, t];U) par :

u(σ) = Φ∗t (σ)R−1
t z0, ∀σ ∈ [0, t].

On peut aussi vérifier que : Φtu = ΦtΦ∗tR−1
t z0 = z0.

Il reste à montrer que u ∈ L∞([0, t];U).
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D’après (3.10), on peut écrire u comme :

u(σ) = B∗S(t− σ)∗R−1
t z0, ∀σ ∈ [0, t].

De plus, on a :

‖u(σ)‖U = ‖B∗S(t− σ)∗R−1
t z0‖U ≤ ‖B∗‖L(X,U)Mt‖R−1

t ‖L(X)‖z0‖X , ∀σ ∈ [0, t],

où Mt := supσ∈[0,t] ‖S(t− σ)∗‖L(X).
D’où le résultat.

Pour simplifier l’écriture, on définit un ensemble de contrôles admissibles, que
l’on note L1(t) par :

L1(t) =
{
u ∈ L∞([0, t];U) | ‖u‖L∞([0,t];U) ≤ 1

}
. (3.24)

On définit deux autres ensembles accessibles à partir du point 0 :

R∞(t) = {z ∈ X | z = Φtu, u ∈ L∞([0, t];U)} , (3.25)
B∞1 (t) = {z ∈ X | z = Φtu, u ∈ L1(t)} . (3.26)

Lemme 3.17.

On définit une norme pour l’espace R∞(t) par :

‖z‖R∞(t) = inf
{
‖u‖L∞([0,t];U) | u ∈ L∞([0, t];U) , Φtu = z

}
(z ∈ R∞(t)). (3.27)

Alors,
(
R∞(t), ‖.‖R∞(t)

)
est un espace de Banach.

De plus, pour tout 0 < s < t, on a les inclusions continues suivantes :

R∞(s) ⊂ R∞(t) ⊂ X.

Démonstration.
On admet que R∞(t) est complet. on se réfère au lemme 2.1.1 de [11].
Ensuite, les inclusions sont claires, il suffit de montrer qu’elles sont continues.
Comme Φt ∈ L(L2([0, t];U), X), on sait qu’il existe M > 0 t.q. pour tout

x ∈ R∞(t) et pour tout u ∈ L∞([0, t];U) avec Φtu = x, on a ‖x‖X ≤M‖u‖L∞([0,t];U).
En prenant l’infimum en u sur L∞([0, t];U), on en déduit que ‖x‖X ≤M‖x‖R∞(t).

Donc l’inclusion R∞(t) ⊂ X est continue.
Pour la continuité de l’inclusion R∞(s) ⊂ R∞(t), on remarque d’abord que pour

tout 0 < s < t et tout x ∈ R∞(s) avec x = Φsu, u ∈ L∞([0, s];U), on a :∫ s

0
S(s− σ)Bu(σ)dσ =

∫ t

t−s
S(t− σ)Bu(σ − t+ s)dσ.

Donc, en posant ũ(σ) = χ[t−s,t](σ)u(σ− t+s) (σ ∈ [0, t]), on a Φtũ = x avec ũ ∈
L∞([0, t];U) et ‖ũ‖L∞([0,t];U) = ‖u‖L∞([0,s];U). Donc, on obtient ‖x‖R∞(t) ≤ ‖x‖R∞(s).
D’où la continuité.
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En supposant que (A,B) est exactement contrôlable, on a montré dans la pro-
position 3.16 que R∞(t) = Φt(L∞([0, t];U)) = X.

On peut donc énoncer le lemme suivant :
Lemme 3.18.

Si (A,B) est exactement contrôlable en temps t, alors les normes ‖.‖X et ‖.‖R∞(t)
sont équivalentes.

De plus, si on définit C+∞
t par :

C+∞
t = sup

z 6=0, z∈X

{
‖z‖R∞(t)

‖z‖X

}
, (3.28)

alors t 7→ Ct,+∞ est décroissante en temps.

Démonstration.
D’après la proposition 3.16, on sait que R∞(t) = X. Prenons l’application

identité, Id :
(
X, ‖.‖R∞(t)

)
→ (X, ‖.‖X). On a montré dans le lemme 3.17 qu’il existe

M > 0 t.q. ‖x‖X ≤ M‖x‖R∞(t). Donc on sait que Id ∈ L
(
(X, ‖.‖R∞(t)), (X, ‖.‖X)

)
.

Par une conséquence du théorème de l’application ouverte (voir Corollaire II.6 de
[5]), cela implique que Id−1 est continue. D’où l’équivalence entre les deux normes.

Afin de montrer que t 7→ C+∞
t est décroissante, on reprend exactement la même

démarche que dans la démonstration du lemme 2.7.
Remarque 3.19.

* Si on restreint l’opérateur Φt sur l’espace L∞([0, t];U), la constante C+∞
t s’in-

téprète comme le coût du contrôle par le fait que C+∞
t est en effet la plus petite

constante Kt t.q. :

∀z ∈ X, Kt‖Φ∗t z‖L1([0,t];U) ≥ ‖z‖X . (3.29)

* Il est clair qu’on peut montrer que t 7→ Ct et t 7→ C0
t sont toutes décroissants

en temps.

Supposons que (A,B) est L∞-contrôlable à zéro en temps t sur e. Alors pour
tout z0 ∈ X, on peut définir un ensemble At,e,z0 non vide par :

At,e,z0 := {u ∈ L∞([0, t];U) | S(t)z0 + Φt,eu = 0} . (3.30)

On peut par analogie définir le coût du contrôle comme une constante :

C+∞,0
t,e = sup

z0 6=0, z0∈X

 infu∈At,e,z0
{
‖u‖L∞([0,t];U)

}
‖z0‖X

 . (3.31)

Il est clair que t 7→ C+∞,0
t,e est décroissante.

On donne ensuite la dualité entre la L∞-contrôlabilité à zéro en temps t > 0
sur e ⊂ [0, t] de mesure strictement positive et un type d’inégalité d’observabilité.
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Théorème 3.20.

Soient t > 0, e ⊂ [0, t] de mesure strictement positive et e′ := {t− σ | σ ∈ e}.
Alors, on a l’équivalence entre :
(i) (A,B) est L∞-contrôlable à zéro en temps t sur e et le coût du contrôle

C+∞,0
t,e est plus petit qu’une constante Kt,e,

(ii) ∀z ∈ X, Kt,e‖Ψd
t,e′z‖L1([0,t];U) ≥ ‖S(t)∗z‖X .

Démonstration.
On montre d’abord que (ii)⇒ (i).
Définissons un sous-espace Z de L1([0, t];U) par :

Z :=
{

RtΨd
t,e′φ | φ ∈ X

}
.

Soit z0 ∈ X. On considère la fonction F : Z → R définie par :

F( RtΨd
t,e′φ) = −〈z0, S(t)∗φ〉X . (3.32)

On montre d’abord que F est bien définie. En effet, soient φ 6= φ′ et RtΨd
t,e′φ =

RtΨd
t,e′φ

′. D’après l’inégalité (ii), on obtient que S(t)∗φ = S(t)∗φ′. Donc F est bien
définie.

De plus, d’après l’inégalité (ii) et (3.32), on obtient :

|F(v)| ≤ Kt,e‖z0‖X‖v‖L1([0,t];U), ∀v ∈ Z.

D’après le théorème de Hahn-Banach (voir le théorème I.1 de [5]), on peut
prolonger F sur L1([0, t];U) (on note l’extension par F̃) de manière à ce que :{

F̃(v) = F(v), ∀v ∈ Z,
|F̃(v)| ≤ Kt,e‖z0‖X‖v‖L1([0,t];U), ∀v ∈ L1([0, t];U).

Par le théorème de représentation de Riesz, ceci implique qu’il existe u ∈
L∞([0, t];U) t.q. :{

‖u‖L∞([0,t];U) ≤ Kt,e‖z0‖X ,
〈u, v〉L∞,L1 = F(v), ∀v ∈ Z.

Prenons v = RtΨd
t,e′φ. On obtient que pour tout φ ∈ X :

−〈S(t)z0, φ〉X = −〈z0, S(t)∗φ〉X = F̃(v) =
〈
u, RtΨd

t,e′φ
〉
L∞,L1

= 〈Φt,eu, φ〉X .

Donc Φt,eu+ S(t)z0 = 0, pour tout z0 ∈ X. D’où (i) est vrai.
Pour la réciproque, on pose z0 = S(t)∗ϕ ∈ X où ϕ ∈ X. Comme le coût

du contrôle est plus petit que Kt,e, cela implique qu’il existe u ∈ L∞([0, t];U) t.q.
u ∈ At,e,z0 et que ‖u‖L∞([0,t];U) ≤ Kt,e‖z0‖X .

Ensuite, on calcule :
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‖S(t)∗ϕ‖2
X = 〈z0, S(t)∗ϕ〉X = 〈S(t)z0, ϕ〉X

= −〈Φt,eu, ϕ〉X = −
〈
u, RtΨd

t,e′ϕ
〉
L∞,L1

≤ ‖u‖L∞([0,t];U)‖ RtΨd
t,e′ϕ‖L1([0,t];U) ≤ Kt,e‖z0‖X‖Ψd

t,e′ϕ‖L1([0,t];U).

D’où (ii) est vrai.

Remarque 3.21.

* Le théorème précédente implique que C+∞,0
t,e est la plus petite constante qui

réalise l’inégalité d’observabilité (ii).
* Prenons e = [0, t] dans le théorème précédent. On obtient la dualité entre la
L∞-contrôlabilité à zéro et un type d’inégalité d’observabilité :

(A,B) est L∞-contrôlable à zéro en temps t
et le coût du contrôle C+∞,0

t est plus petit qu’une constante Kt,

⇐⇒ ∀z ∈ X, Kt‖Φ∗t z‖L1([0,t];U) ≥ ‖S(t)∗z‖X , (3.33)

où on définit par analogie :

C+∞,0
t = sup

z0 6=0, z0∈X

 infu∈At,z0
{
‖u‖L∞([0,t];U)

}
‖z0‖X

 , (3.34)

avec At,z0 := {u ∈ L∞([0, t];U) | S(t)z0 + Φtu = 0}.
* Toutes les différentes notions de coût du contrôle ont des propriétés communes
suivantes :
• C’est la plus petite constante qui réalise une inégalité d’observabilité.
• C’est la norme d’un opérateur F̃ : X → Lp([0; t];U), p ∈K1,+∞K où
ũ = F̃ z est la solution d’un type de problème de contrôle en L∞-norme
minimale.
• Ils sont décroissants en temps.

Le comportement de C0
t pour un problème de contrôle d’un système contrôlable

à zéro est un sujet vivement étudié dans ces dizaines d’années. Il est connu que
limt→0 C

0
t = +∞. On présente par la suite quelques résultats obtenus dans différents

articles concernant le taux d’explosion de C0
t quand t tend vers zéro.

* En dimension finie (où X = Rn et U = Rm), Thomas I. Seidman et Jiongmin
Yong ont montré dans l’article [29] :

C0
t v t−(k+1/2), t→ 0, (3.35)

où k est le plus petit nombre entier t.q. Ran [B, AB, ... , AkB] = n.
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* Dans le cadre de la section IV.4, on suppose A = A∗ < 0, diagonalisable
avec une base orthornormée formée par les vecteurs propres (ϕk)k de A où
les valeurs propres assosiées (−λk)k sont t.q. pour tout k ≥ 1, λk > 0 et
limk→+∞ |λk| = +∞ et que la résolvante de A est compacte. Si on suppose de
plus que pour tout ζ > 0, (A,B) vérifie l’inégalite :

∃ d0, d1 > 0, ∀ϕ ∈ Vζ , ‖ϕ‖X ≤ d0e
d1ζ‖B∗ϕ‖U , (3.36)

où Vζ = vect
{
ϕk | λ

1
2
k ≤ ζ

}
, on va voir que le système est L∞-contrôlable à

zéro en tout t > 0 sur tout e ⊂ [0, t] de mesure strictement positive.
Dans ce cas, G. Tenenbaum et M. Tucsnak ont montré dans l’article [33]
(théorème 1.2) que :

C0
t < t−

1
2 e

c
t , t→ 0 où c > 4d2

1. (3.37)

On peut appliquer cette estimation du coût du contrôle à l’équation de la
chaleur avec un contrôle interne, décrite dans (3.54)-(3.56).

* Supposons que Ω ⊂ Rn, borné et que ∂Ω est de la classe C∞.
On considère l’équation de Schrödinger avec un contrôle sur le bord :

ż(x, t) = −i4z(x, t), x ∈ Ω, t ≥ 0, (3.38)
z(x, t) = u(x, t), x ∈ Γ, t ≥ 0, (3.39)

z(x, t) = 0, x ∈ ∂Ω \ Γ̄, t ≥ 0, (3.40)
z(x, 0) = z0(x), x ∈ Ω, (3.41)

où z0 ∈ L2(Ω) et Γ ⊂ ∂Ω et Γ satisfait la condition d’optique géométrique
décrite dans l’article de C. Bardos, G. Lebeau et J. Rauch [2].
Alors, G. Tenenbaum et M. Tucsnak ont montré dans l’article [32] (proposition
6.1) que :

C0
t < e

3L2
Γ

2t , t→ 0, (3.42)

où LΓ est une constante dépendant de Γ (voir [32]).
G. Tenenbaum et M. Tucsnak ont montré aussi dans l’article [32] (proposition
6.3) que pour l’équation de la chaleur avec un contrôle sur le bord, i.e. :

ż(x, t) = 4z(x, t), x ∈ Ω, t ≥ 0, (3.43)
z(x, t) = u(x, t), x ∈ Γ, t ≥ 0, (3.44)

z(x, t) = 0, x ∈ ∂Ω \ Γ̄, t ≥ 0, (3.45)
z(x, 0) = z0(x), x ∈ Ω, (3.46)

on a :

C0
t < e

3L2
Γ

4t , t→ 0, (3.47)
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où LΓ est une constante dépendant de Γ.
On peut obtenir des estimations plus précises en dimension 1 ou dans le cas où
Ω est un rectangle. on se réfère à l’article de G. Tenenbaum et de M. Tucsnak
[32], et à l’article de L. Miller [26] pour plus de détails.

* Dans la plupart du temps en dimension infinie, le coût du contrôle explose
exponentiellement quand t tend vers zéro comme on l’a illustré dans les cas
précédents. Il existe quelques cas particuliers où on peut montrer que le coût
du contrôle explose avec une vitesse polynomiale.
Par exemple, dans l’article de I. Lasiecka and R. Triggiani [20], où ils consi-
dèrent un système hyperbolique non-linéaire, il existe des cas où le coût du
contrôle explose polynomialement (Section 4, thérorème 4.1.1 cas 2).
De plus, considérons par exemple l’équation de la chaleur dans un intervalle
avec le contrôle dans tout l’intervalle. On peut montrer par un simple calcul
que le coût du contrôle explose avec une vitesse polynomiale.

On va voir dans la section V le lien entre le taux d’explosion de coût du contrôle
et le module de continuité de la fonction temps minimal.

4 Exemples

(1) Les équations de type Schrödinger

On présente les équations de type Schrödinger avec un contrôle interne. Plus
précisément, on considère l’équation :

ż(x, t) = −i4z(x, t) + ia(x)z(x, t) + u(x, t)χO(x), x ∈ Ω, t ≥ 0, (3.48)
z(x, t) = 0, x ∈ ∂Ω, t ≥ 0, (3.49)

z(x, 0) = z0(x) ∈ L2(Ω), x ∈ Ω, (3.50)

où Ω ⊂ Rn est un ouvert, O est un ouvert de Ω non vide, a ∈ L∞(Ω,R) et u est un
contrôle vérifiant que pour tout t > 0, ‖u(., t)‖L2(O) ≤ 1.

On écrit d’abord le système (3.48)-(3.50) sous une forme formelle :
Posons X = L2(Ω), U = L2(O). On définit l’opérateur A par :

A =
{
D(A) = H2(Ω)⋂H1

0 (Ω) → X
ϕ 7→ Aϕ = −i4ϕ+ ia(x)ϕ (3.51)

et l’opérateur B ∈ L(U,X) par Bu = χOu, u ∈ L2(O).
Avec les notations ci-dessus, le système (3.48)-(3.50) s’écrit sous la forme :

ż(t) = Az(t) +Bu(t), z(0) = z0. (3.52)

On rappelle ensuite un résultat connu :
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Proposition 3.22.

Soit X un espace de Hilbert de dimension infinie et A : D(A) → X un opé-
rateur autoadjoint avec résolvante compacte. Alors, A est diagonalisable avec une
base orthonormale (ϕk)k∈I de vecteurs propres de A (I ⊂ Z) et les valeurs propres
associées (λk)k∈I vérifient lim|k|→+∞ |λk| = +∞.

Démonstration.
Voir par exemple la proposition 3.2.12 de [35].

Notons A = iA0, où A0ϕ = −4ϕ+ a(x)ϕ.
On commence par donner quelques propriétés de l’opérateur A0 :

Proposition 3.23.

A0 est un opérateur autoadjoint, diagonalisable et le spectre de A0 est
borné inférieurement.

Démonstration.

* A0 est symétrique :
On remarque d’abord que pour tout ϕ, ψ ∈ D(A0) = D(A) on a :

〈A0ϕ, ψ〉L2(Ω) =
∫

Ω
(−4ϕ+ a(x)ϕ)ψdx =

∫
Ω
∇ϕ∇ψ + a(x)ϕ ψdx

=
∫

Ω
ϕ
(
−4ψ̄ + a(x)ψ

)
dx = 〈ϕ,A0ψ〉L2(Ω) .

Donc A0 est symétrique.
* A0 est autoadjoint :

Comme A0 est symétrique, il suffit de montrer qu’il existe λ ∈ R t.q. A0 + λI
est surjectif pour déduire que A0 est autoadjoint. Puisque a ∈ L∞(Ω,R), il
existe λ ∈ R et a0 > 0 t.q. a(x) +λ > a0 ≥ 0 pour tout x ∈ Ω. Prenons ce λ et
notons a′ = a + λ, on veut montrer que A0 + λI = −4 + a′ est un opérateur
sujectif. Autrement dit, on veut montrer que pour tout f ∈ L2(Ω) il existe
z ∈ D(A0 + λI) = D(A0) t.q. (A0 + λI)z = f .
Pour cela, on écrit la forme variationnelle :

b(z, ϕ) = l(ϕ), ∀ϕ ∈ H1
0 (Ω),

où b(z, ϕ) = 〈(A0 + λI)z, ϕ〉L2(Ω) et l(ϕ) = 〈ϕ, f〉L2(Ω).
On sait que :

b(z, z) = 〈∇z,∇z〉L2(Ω) + a′(x) 〈z, z〉L2(Ω) ≥ min {1, a0} ‖z‖2
H1

0 (Ω).

Donc, la forme bilinéaire b est coercive et il est clair que b et l sont continues.
D’après le théorème de Lax-Milgram, on établit l’existence d’un unique z ∈
H1

0 (Ω) t.q. (A0 + λI)z = f .
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On note D(Ω) les fonctions C∞ à support compact sur Ω. Il est clair que :

−4z + a′(x)z = f, dans D′(Ω).

Puisque f ∈ L2(Ω), on a z ∈ H2(Ω). Donc, z ∈ D(A0) = H2(Ω)⋂H1
0 (Ω) avec

(A0 + λI)z = f . D’où la sujectivité de A0 + λI.
* A0 est diagonalisable avec le spectre borné inférieurement :

Par le fait que l’injection D(A0) ↪→ L2(Ω) est compacte, On en déduit que A−1
0

est compact. D’après la proposition 3.22, on sait que A0 est diagonalisable et
que lim|k|→+∞ |λk| = +∞.
De plus, pour tout ϕ ∈ D(A0) on a :

〈A0ϕ, ϕ〉L2(Ω) = ‖∇ϕ‖2
L2(Ω) + a(x)‖ϕ‖2

L2(Ω) ≥ KΩ‖ϕ‖2
L2(Ω),

où KΩ = 1
CΩ

+ a0 − λ avec a(x) + λ > a0 ≥ 0 pour tout x ∈ Ω et CΩ est la
constante d’inégalité de Poincaré.
Donc, le spectre de A0 est borné inférieurement.

On peut aussi écrire les opérateurs adjoints de (A,B) par :{
A∗ϕ = i4ϕ− iā(x)ϕ,
B∗x = x|O.

(3.53)

On donne par la suite le premier résultat de la controlabilité du système (3.48)-
(3.50) :

Théorème 3.24.

Supposons que l’une des 2 hypothèses suivantes est vérifiée :
1. Ω est borné, ∂Ω est de la classe C2, a ∈ L∞(Ω,R) et O satisfait la condition

d’optique géométrique, comme celle décrite dans l’article de C. Bardos, G.
Lebeau et J. Rauch [2].

2. Ω est un rectangle, a est une constante et O est un ouvert quelconque non vide
de Ω.

Alors, (A,B) est exactement contrôlable en tout temps t > 0.

Démonstration.
En utilisant la remarque 7.4.4 et le théorème 6.7.2 de [35], on remarque d’abord

que si on a la contrôlabilité exacte pour l’équation des ondes, alors on aura la
contrôlabilité exacte pour l’équation de Schrödinger.

Sous la première hypothèse, la contrôlabilité exacte pour l’équation des ondes
est établie dans [2]. Quant à la deuxième hypothèse, la contrôlabilité exacte pour
l’équation des ondes est montrée dans l’article de S. Jaffard [18] et dans l’article de
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V. Komornik [19]. Donc, on conclut que (A,B) est exactement contrôlable en tout
temps t > 0.

On va construire la contrôlabilité approchée en tout temps t > 0 sur tout
e ⊂ [0, t] de mesure strictement positive plus tard dans la section IV.3.2.

(2) L’équation de la chaleur

Supposons que Ω ⊂ Rn est un compact connexe, ∂Ω est de la classe C∞ et que
O ⊂ Ω est un ouvert non vide.

On considère le système :

ż(t, x) = 4z(t, x) + χO(x)u(t, x), x ∈ Ω, t ≥ 0, (3.54)
z(t, x) = 0, x ∈ ∂Ω, t ≥ 0. (3.55)

z(0, x) = z0 ∈ L2(Ω), x ∈ Ω, (3.56)

où u est un contrôle vérifiant que pour tout t > 0, ‖u(., t)‖L2(O) ≤ 1.
Posons X = L2(Ω), U = L2(O). On définit l’opérateur A par :

A : =
{
D(A) = H2(Ω)⋂H1

0 (Ω) → X
ϕ 7→ Aϕ = 4ϕ, (3.57)

et l’opérateur B ∈ L(U,X) par Bu = χOu, u ∈ L2(O).
Avec les notations ci-dessus le système (3.54)-(3.56) s’écrit sous la forme :

ż(t) = Az(t) +Bu(t), z(0) = z0.

De plus, d’après la proposition 3.23, il est clair que A = A∗ < 0, diagonalisable
avec une base orthornormée formée par les vecteurs propres (ϕk)k de A où les valeurs
propres assosiées (−λk)k sont t.q. pour tout k ≥ 1, λk > 0 et limk→+∞ |λk| = +∞
et que la résolvante de A est compacte.

Il est connu que l’équation de la chaleur ne possède pas la contrôlabilité exacte
(voir par exemple l’article de G. Lebeau et E. Zuazua [22]). On verra dans la section
IV.4, que l’on peut établir la L∞-contrôlabilité à zéro en tout t > 0 sur tout e ⊂ [0, t]
de mesure strictement positive pour le système (3.54)-(3.56) en s’appuyant sur une
technique introduite par G. Lebeau et L. Robbiano [21].
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IV Contrôle en temps optimal en dimension infinie

1 Introduction

On commence par décrire le système en dimension infinie.
Soient X,U deux espaces de Hilbert. On identifie U et U ′ (respectivement X et

X ′) dans toute la suite, où U ′ est le dual de U .
On considère le système suivant :

ż(t) = Az(t) +Bu(t), t ∈ [0, T ], z(0) = z0 ∈ X, (4.1)

où A : D(A) → X est un opérateur qui engendre un semigroupe S(t) fortement
continu, B est un opérateur dans L(U,X) et u ∈ L∞([0, T ];U).

On sait que la solution de (4.1) s’écrit :

z(t) = S(t)z0 + Φtu, t ∈ [0, T ]

avec Φtu =
∫ t

0
S(t− σ)Bu(σ)dσ, Φt ∈ L(L2([0, t];U), X). (4.2)

On rappelle que l’on note z(t, z0, u) = S(t)z0+Φtu la trajectoire de la solution.
On garde les notations pour les ensembles LK(t) (2.2), R∞(t) (3.25) et B∞1 (t)

(3.26).
On redéfinit la notion de l’optimalité en temps, comme dans la définition 2.2.

Définition 4.1.

On dit qu’un point z ∈ X est accessible en temps t > 0 si z−S(t)z0 ∈ B∞1 (t).
Soient z0, z

f ∈ X, avec zf accessible. On dit qu’un contrôle u∗ ∈ L1(τ ∗) avec
zf = S(τ ∗)z0 + Φτ∗u

∗ est optimal en temps si :

∀u ∈ L1(t) t.q. la solution de l’équation (4.1) vérifie z(t) = zf , on a t ≥ τ ∗.

On redéfinit aussi le principe du maximum et la propriété de bang-bang.

Définition 4.2.

On dit qu’un contrôle u∗ vérifie le principe du maximum si il existe η ∈
X, η 6= 0 t.q. :

〈B∗S(t− σ)∗η, u∗(σ)〉 = max
u∈U, ‖u‖U≤1

〈B∗S(t− σ)∗η, u〉 pour σ ∈ [0, t] p.p. . (4.3)

Définition 4.3.

On dit qu’un contrôle u ∈ L1(t) possède la propriété de bang-bang si

‖u(σ)‖U = 1 pour σ ∈ [0, t] p.p. . (4.4)

On établit dans la section suivante l’existence d’un contrôle optimal en temps.
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2 Existence

Théorème 4.4 (Existence).
Soient z0, zf ∈ X, avec zf accessible. Alors, le contrôle en temps optimal existe.

Démonstration.
On note τ ∗ = inf

{
t > 0 | zf − S(t)z0 ∈ B∞1 (t)

}
.

On sait qu’il existe une suite minimisante (tn)n ⊂ R+, tn ↘ τ ∗ et une suite
(un)n de L1(tn) t.q. : ∀n ∈ N, zf = z(tn, z0, un).

Prenons s > t1. On étend (un)n par 0 sur l’intervalle [tn, s]. On remarque d’abord
que L∞([0, s];U) = (L1([0, s];U))′ et d’après le théorème de Banach-Alaoglu-Bourbaki
(voir le théorème III.15 de [5]), on sait que la boule unité fermée de L∞([0, s];U) est
relativement compacte. Donc, on peut extraire une sous-suite de (un)n faiblement
convergente dans L∞([0, s];U) vers un élément u∗ ∈ L1(s).

Puis, pour tout z ∈ X, on définit les fonctions χn et χ par :

χn(σ) =

B∗S(tn − σ)∗z si 0 < σ ≤ tn

0 sinon
et χ(σ) =

B∗S(τ ∗ − σ)∗z si 0 < σ ≤ τ ∗

0 sinon.

On sait que χn(.) converge vers χ(.) dans L1([0, s];U).
On écrit ensuite pour tout z ∈ X :

〈z, zf − S(tn)z0〉X =
∫ s

0
〈χn(σ), un(σ)〉Udσ.

Prenons la limite n vers +∞. On obtient :

〈z, zf − S(τ ∗)z0〉X =
∫ s

0
〈χ(σ), u∗(σ)〉Udσ = 〈z,Φτ∗u

∗〉X , ∀z ∈ X.

Cela implique que zf − S(τ ∗)z0 = Φτ∗u
∗.

D’où l’existence d’un contrôle en temps optimal.
Remarque 4.5.

Il existe un résultat d’existence dans un cas plus général (voir le théorème 3.1.2
de [11]).

Supposons que X,U sont des espaces de Banach.
Si on a

L∞([0, t];U) = (L1([0, t];U ′))′, (4.5)
alors il existe un contrôle en temps optimal.

Remarquons que (4.5) est vérifié si U réflexif ou U est séparable (voir par
exemple le théorème 8 du livre de A.I. Tulcea et C.I. Tulcea [17]).

Dans le cas des espaces de Hilbert, la condition (4.5) est automatiquement vé-
rifiée car tout espace de Hilbert est réflexif.
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3 Principe du maximum et la contrôlabilité exacte

Dans cette section, en s’inspirant de la dimension finie, on voit qu’en supposant
la contrôlabilité exacte du système, le contrôle optimal en temps vérifie le principe du
maximum (théorème 4.7). De plus, en supposant un type de contrôlabilité approchée
du système, on peut établir la propriété de bang-bang (théorème 4.9). On voit aussi
à la fin (section IV.3.2) un moyen d’établir ce type de contrôlabilité approchée pour
les équations de type Schrödinger. Ces résultats sont obtenus dans l’article de J.
Lohéac et M. Tucsnak [24].

Dans toute la suite de la section IV.3, on note Ct au lieu de C+∞
t pour simplifier

l’écriture.

(1) Résultat principal

Avant d’énoncer le résultat principal, on commence par un lemme du livre de
Fattorini (lemme 2.2.1 de [11]).

Lemme 4.6.

Soit U un espace de Banach.
On dit qu’une fonction f où f(σ) ∈ U ′ pour tout σ ∈ [0, t] est U faiblement

mesurable si pour tout y ∈ U , t 7→ 〈f(t), y〉U ′,U est mesurable.
Soit f une fonction U faiblement mesurable. Alors, on a :

sup
u∈L∞([0,t];U), ‖u‖L∞≤1

{∫ t

0
〈f(σ), u(σ)〉U ′,Udσ

}
=
∫ t

0
‖f(σ)‖U ′dσ,

si
∫ t

0 ‖f(σ)‖U ′dσ est fini.

On peut maintenant énoncer le résultat principal qui montre qu’un contrôle
optimal en temps doit satisfaire le principe du maximum.

Théorème 4.7. (Principe du maximum)
Supposons que (A,B) est exactement contrôlable en tout t > 0. Si u∗ est

un contrôle optimal en temps τ ∗, alors u∗ vérifie le principe du maximum (4.3).

Démonstration.
La démonstration ressemble à celle en dimension finie (théorème 2.10).
On montre d’abord que zf − S(τ ∗)z0 ∈ ∂B∞1 (τ ∗).
Par l’absurde, si zf−S(τ ∗)z0 /∈ ∂B∞1 (τ ∗), alors on sait qu’il existe 0 < r < 1 t.q.

1
r
(zf − S(τ ∗)z0) ∈ B∞1 (τ ∗). Cela implique qu’il existe ũ ∈ L1(τ ∗) , ‖ũ‖L∞([0,τ∗];U) ≤
r < 1 t.q. zf = z(z0, τ

∗, ũ).
Pour tout 0 < t < τ ∗, on écrit :
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zf − S(t)z0 = S(τ ∗)z0 − S(t)z0 +
∫ τ∗

0
S(τ ∗ − σ)Bũ(σ)dσ

=
∫ t

0
S(t− σ)Bũ(σ)dσ + S(τ ∗)z0 − S(t)z0 +

∫ τ∗

t
S(τ ∗ − σ)Bũ(σ)dσ

+
∫ t

0
(S(τ ∗ − σ)− S(t− σ))Bũ(σ)dσ

=
∫ t

0
S(t− σ)Bũ(σ)dσ + ϕ(t, τ ∗),

où

ϕ(t, τ ∗) = S(τ ∗)z0 − S(t)z0 +
∫ τ∗

t
S(τ ∗ − σ)Bũ(σ)dσ +

∫ t

0
(S(τ ∗ − σ)− S(t− σ))Bũ(σ)dσ.

Il est clair que ϕ(t, τ ∗) t→τ∗−→ 0 dansX et on sait que pour tout z ∈ X et tout t > 0
il existe un contrôle v ∈ L∞([0, t];U) t.q. z = Φtv et que ‖v‖L∞([0,t];U) ≤ Ct‖z‖X .
Comme t 7→ Ct est décroissante (lemme 3.18), en prenant z = ϕ(t, τ ∗), on peut
donc trouver un t suffisament proche de τ ∗ et un contrôle v ∈ L∞([0, t];U) t.q.
Φtv = ϕ(t, τ ∗) et ‖v‖L∞([0,t];U) ≤ 1− r.

On obtient alors zf = z(z0, t, ũ+v). Comme ‖ũ+v‖L∞([0,t];U) ≤ 1, ũ+v est donc
un contrôle admissible. Cela est contradictoire avec l’optimalité de u∗ en temps τ ∗.

On a montré que zf − S(τ ∗)z0 ∈ ∂B∞1 (τ ∗). On remarque que, par un raisonne-
ment analogue au lemme 2.5, on obtient int B∞1 (τ ∗) 6= ∅ car R∞(τ ∗) = X. Puis, en
utilisant le théorème 2.9 et le théorème de représentation de Riesz, on déduit qu’il
existe η ∈ X, η 6= 0 t.q. :

〈η, z〉X ≤ 〈η, zf − S(τ ∗)z0〉X , ∀z ∈ B∞1 (τ ∗)
⇐⇒ 〈η,Φτ∗u〉X ≤ 〈η,Φτ∗u

∗〉X , ∀u ∈ L1(τ ∗)

⇐⇒
∫ τ∗

0
〈B∗S(τ ∗ − σ)∗η, u(σ)〉Udσ ≤

∫ τ∗

0
〈B∗S(τ ∗ − σ)∗η, u∗(σ)〉Udσ, ∀u ∈ L1(τ ∗).

(4.6)

Puisque l’on sait que t 7→ B∗S(τ ∗ − t)∗η est mesurable, d’après le lemme 4.6,
on obtient :

sup
u∈L1(τ∗)

∫ τ∗

0
〈B∗S(τ ∗ − σ)∗η, u(σ)〉Udσ =

∫ τ∗

0
‖B∗S(τ ∗ − σ)∗η‖Udσ.

Donc, on peut en déduire avec (4.6) que :∫ τ∗

0
〈B∗S(τ ∗ − σ)∗η, u∗(σ)〉Udσ =

∫ τ∗

0
‖B∗S(τ ∗ − σ)∗η‖Udσ.

Or, il est évident que pour σ ∈ [0, τ ∗] p.p., on a :

〈B∗S(τ ∗ − σ)∗η, u∗(σ)〉U ≤ ‖B∗S(τ ∗ − σ)∗η‖U , car ‖u∗‖L∞≤1.
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Cela implique au final que :

〈B∗S(τ ∗ − σ)∗η,u∗(σ)〉U = ‖B∗S(τ ∗ − σ)∗η‖U
= max

u∈U,‖u‖U≤1
〈B∗S(τ ∗ − σ)∗η, u〉 pour σ ∈ [0, τ ∗] p.p..

Donc u∗ vérifie le principe du maximum.

Avec le théorème précédent, on peut facilement déduire un résultat concernant
la propriété de bang-bang.

Définition 4.8.

Soit (U, ‖.‖) est un espace normé.
On dit que U est strictement convexe si :

∀x, y ∈ U, x 6= y, (‖x‖ = ‖y‖ = 1) ⇒
∥∥∥∥x+ y

2

∥∥∥∥ ≤ 1.

Théorème 4.9. (Propriété de bang-bang)
Supposons que (A,B) est exactement contrôlable en tout t > 0 et que u∗ est un

contrôle optimal en temps τ ∗.
Si (A,B) est approximativement contrôlable en temps τ ∗ sur tout

sous-ensemble e ⊂ [0, τ ∗] de mesure strictement positive, alors u∗ possède la
propriété de bang-bang (4.4).

Enfin si de plus U est strictement convexe, alors le contôle optimal en temps
est unique.

Démonstration.
Par le théorème 4.7, on sait qu’il existe η ∈ X, η 6= 0 t.q. u∗ vérifie le principe

du maximum (4.3).
De plus, si il existe un ensemble e de mesure strictement positive t.q. B∗S(τ −

σ)∗η = 0 pour σ ∈ e, alors d’après le théorème 3.9, (A,B) n’est pas approximative-
ment contrôlable en τ ∗ sur e′. Ceci est une contradiction.

On en déduit que pour σ ∈ [0, τ ∗] p.p. on a B∗S(τ ∗ − σ)∗η 6= 0. Cela nous
permet de définir une fonction n par n(σ) := B∗S(τ∗−σ)∗η

‖B∗S(τ∗−σ)∗η‖U pour σ ∈ [0, τ ∗] p.p..
D’après le principe du maximum, on sait que :

〈B∗S(τ ∗ − σ)∗η,u∗(σ)〉U = ‖B∗S(τ ∗ − σ)∗η‖U pour σ ∈ [0, τ ∗] p.p..

Projectons u∗(σ) sur la direction n(σ), i.e. :

u∗(σ) = ρ(σ)n(σ) + v(σ) pour σ ∈ [0, τ ∗],

où 〈n(σ), v(σ)〉U = 0 et ρ(σ) ∈ R+.
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Puisque l’on sait que u∗ ∈ L1(t), on obtient :

‖u∗(σ)‖2
U = ρ(σ)2 + ‖v(σ)‖2

U ≤ 1 pour σ ∈ [0, τ ∗] p.p..

On peut aussi calculer :

‖B∗S(τ ∗ − σ)∗η‖U = ρ(σ)‖B∗S(τ ∗ − σ)∗η‖U pour σ ∈ [0, τ ∗] p.p. .

Donc, on a ρ(σ) = 1 et v(σ) = 0 pour σ ∈ [0, τ ∗] p.p..
Ainsi u∗ possède la propriété de bang-bang.
Quant à l’unicité, supposons que u, v ∈ L1(τ ∗), où u 6= v sont deux contrôles

optimaux en temps τ ∗. On a ‖u(t)‖U = ‖v(t)‖U = 1 pour t ∈ [0, τ ∗] p.p.. Prenons
w = 1

2(u + v), w ∈ L1(τ ∗). Il est clair que w est aussi un contrôle optimal en
temps, donc w possède la propriété de bang-bang. Or, par la stricte convexité de
U, on a ‖w(t)‖U < 1 pour t p.p.. Cela est une contradiction avec la propriété de
bang-bang.

Remarque 4.10.

Dans cette section, on a vu qu’en supposant la contrôlabilité exacte du système,
un contrôle en temps optimal doit satisfaire le principe du maximum. En s’appuyant
sur le principe du maximum, si on suppose en plus que :

∀η ∈ X, η 6= 0⇒ B∗S(t− σ)∗η 6= 0,

alors le contrôle en temps optimal possède la propriété de bang-bang.
Il est possible d’établir la propriété de bang-bang sans passer par le principe du

maximum. On donne deux exemples ici :

* Dans [11], Fattorini considère un système de contrôle total, c’est-à-dire,
B = Id.
Dans ce cas, on peut montrer qu’un contrôle en temps optimal possède toujours
la propriété de bang-bang sans la condition de contrôlabilité exacte. Quant
au principe du maximum, il faut toujours supposer la contrôlabilité exacte du
système.
En plus, dans ce cas, en ajoutant une condition supplémentaire ‖Az0‖ < 1
ou ‖Azf‖ < 1, le principe du maximum devient une condition suffisante pour
l’optimalité en temps.

* On sait qu’il existe des équations, par exemple, l’équation de type de la chaleur
(3.54)-(3.56), qui ne possèdent pas la contrôlabilité exacte.
On va voir dans la section IV.4 qu’en supposant un type de L∞-contrôlabilité
à zéro le contrôle en temps optimal possède la propritété de bang-bang. Ce-
pendant, sous cette condition, le principe du maximum n’est pas clair. On va
expliciter ce cas dans la suite.
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(2) Application aux équations de type Schrödinger

On rappelle l’équation de Schröndinger décrite dans (3.48)-(3.50) :

ż(x, t) = −i4z(x, t) + ia(x)z(x, t) + u(x, t)χO(x), x ∈ Ω, t ≥ 0, (4.7)
z(x, t) = 0, x ∈ ∂Ω, t ≥ 0, (4.8)

z(x, 0) = z0(x) ∈ L2(Ω), x ∈ Ω, (4.9)

On rappelle aussi que l’on peut écrire (4.7)-(4.9) sous la forme :

ż(t) = Az(t) +Bu(t), z(0) = z0, (4.10)

où les opérateurs A,B et A∗, B∗ sont décrits dans (3.51) et (3.53).
Notre but est d’appliquer le théorème 4.7 et le théorème 4.9 au système (4.7)-

(4.9). On a déjà vu qu’il est exactement contrôlable dans le théroème 3.24. On
présente par la suite quelques résultats utiles afin d’établir la contrôlabilité approchée
en tout t > 0 sur tout e ⊂ [0, t] de mesure strictement positive du système (4.7)-(4.9).

On admet d’abord un lemme utile qui est une version simplifiée du théorème
de la réprésentation unique de Privalov.

Lemme 4.11.

Soit z 7→ u(z) une fonction analytique sur D := {z ∈ C | |z| < 1}. Si u est conti-
nue sur D̄ et admet la limite nulle sur un ensemble e ⊂ ∂D de mesure strictement
positive, alors u = 0 dans D.

Démonstration.
Voir par exemple le chapitre XIV, théorème 1.9 de [39].

En s’appuyant sur le lemme 4.11, on peut en déduire le lemme suivant :

Lemme 4.12.

Soit I ⊂ Z, (λn)n∈I une suite réelle bornée inférieurement (ou supérieurement),
e ⊂ R un ensemble de mesure strictement positive et (an)n∈I ⊂ l1(I,C). Si∑

n∈I
ane

iλnt = 0, ∀ t ∈ e,

alors on a ∑
n∈I

ane
iλnt = 0, ∀ t ∈ R.

Démonstration.
Comme (an)n∈I ⊂ l1(I,C), la série est normalement convergente. Cela nous

permet d’écrire la somme.
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On définit l’ensemble C+ := {s ∈ C | Im s > 0} et l’application

f :=

C+ → C
s 7→ ∑

n∈I ane
iλns.

On peut écrire pour tout s = α + iβ, β > 0 :

f ′(s) =
∑
n∈I

iλnane
−λnβeiλnα.

On suppose que (λn)n ⊂ [−m,+∞] et on pose λ′n = λn +m. Alors, on obtient :

f ′(s) = emβ
∑
n∈I

ian(λ′n −m)e−λ′nβeiλnα.

Puisque (an)n ⊂ l1(I,C) et β > 0, λ′n > 0, la série est normalement convergente.
Cela montre que f est une fonction analytique sur C+ et qu’elle est continue jusqu’au
bord de C+ (∂ C+ = R).

Faisons le changement de variable z = eis pour tout s ∈ ∂ C+ = R. On définit
une fonction u : D → C par :

u :=

D → C
z 7→ ∑

n∈I anz
λn ,

où D est défini dans le lemme 4.11.
On sait que f s’annule sur e ⊂ R, donc u s’annule sur un ensemble e′ ⊂ ∂D de

mesure strictement positive. D’après le lemme 4.11, u s’annule sur {z ∈ C | |z| = 1}.
Ceci implique que f s’annule sur R. D’où le résultat.

Dans le cas où (λn)n est bornée supérieurement, on prend par analogie l’en-
semble C− qui contient les complexes de parties imaginaires négatives.

En s’appuyant sur le lemme précédent, on obtient le résultat suivant qui nous
aide à montrer la contrôlabilité approchée t sur tout e ⊂ [0, t] de mesure strictement
positive de (A,B) :

Lemme 4.13.

Soient X, Y deux espaces de Hilbert, A0 un opérateur autoadjoint diagonalisable
sur X, et C ∈ L(X, Y ). On suppose en plus que le spectre de A0, σ(A0) vérifie
σ(A0) ⊂ [m,+∞[ où m ∈ R (ou σ(A0) ⊂]−∞,m]). Soit z0 ∈ X, z ∈ C0(R, X) et
y ∈ C0(R, Y ) satisfaisant :

ż(t) = iA0z(t), t ∈ R, z(0) = z0, (4.11)
y(t) = Cz(t), t ∈ R. (4.12)

Si il existe un ensemble e ⊂ R de mesure strictement positive t.q. :

y(t) = 0 ∀t ∈ e,
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alors on a,

y(t) = 0 ∀t ∈ R.

Démonstration.
Puisque A0 est autoadjoint et diagonalisable, on sait qu’il existe une base or-

thorgonale formée par les vecteurs propres (ϕn)n∈I de A0 associés aux valeurs propres
(λn)n∈I t.q. pour tout n ∈ I, λn ∈ [m,+∞[. La solution de (4.11) s’écrit :

z(t) =
∑
n∈I

ane
iλntϕn, où an = 〈z0, ϕn〉X .

On peut aussi écrire :

y(t) =
∑
n∈I

ane
iλntCϕn.

Pour tout v ∈ Y , on a :

〈y(t), v〉Y =
∑
n∈I

ane
iλnt〈Cϕn, v〉Y =

∑
n∈I

ane
iλnt〈ϕn, C∗v〉X .

Comme (an)n, (〈ϕn, C∗v〉X)n ⊂ l2(I,C), on a donc (an〈ϕn, C∗v〉X)n ⊂ l1(I,C).
On sait de plus que pour tout t ∈ e, 〈y(t), v〉Y = 0. En appliquant le lemme

4.12, On en déduit que pour tout v ∈ Y , et tout t ∈ R, on a 〈y(t), v〉Y = 0. Donc,
y(t) = 0 pour tout t ∈ R.

On peut maintenant énoncer le résultat principal.

Corollaire 4.14.

Supposons que Ω vérifie l’une des 2 hypothèses décrites dans le théorème 3.24.
Alors, pour tout z0, z

f ∈ L2(Ω) , z0 6= zf , il existe un unique contrôle en
temps optimal u∗ entraînant la solution de (4.7)-(4.9) du point initial z0 au point
final zf en temps minimal τ ∗.

De plus, il existe η ∈ L2(Ω), η 6= 0 t.q. :∫
O
w(x, t)ū∗(x, t)dx = max

v∈L2(O),‖v‖L2(O)≤1

∫
O
w(x, t)v̄(x)dx, t ∈ [0, τ ∗] p.p., (4.13)

où w est la solution du système adjoint avec une condition finale :

ẇ(x, t) = −i4w(x, t) + iā(x)w(x, t), x ∈ Ω, t ≥ 0, (4.14)
w(x, t) = 0, x ∈ ∂Ω, t ≥ 0, (4.15)

w(x, τ ∗) = η(x), x ∈ Ω. (4.16)

De plus, u∗ vérifie la propriété de bang-bang, i.e. :

‖u∗(., t)‖L2(O) = 1, t ∈ [0, τ ∗] p.p. . (4.17)
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Démonstration.
D’après le théorème 3.24, on sait que le système est exactement contrôlable en

tout t > 0. On peut donc appliquer le théorème 4.7 pour obtenir (4.13).
On montre ensuite la contrôlabilité approchée du système (4.7)-(4.9) en τ ∗ sur

tout ensemble e ⊂ [0, τ ∗] de mesure strictement positive. D’après le théorème 3.9, il
nous suffit de montrer l’observabilité approchée du système adjoint (4.14)-(4.16)
en τ ∗ sur tout sous-ensemble e ⊂ [0, τ ∗] de mesure strictement positive.

En termes d’EDP, cela s’écrit comme : si la solution w du système adjoint
(4.14)-(4.16) vérifie :

w(x, t) = 0, x ∈ O, t ∈ e,

alors on a,

w(x, t) = 0, x ∈ Ω, t ∈ R.

D’après la proposition 3.23, A = iA0, où A0 est un opérateur autoadjoint et
diagonalisable de spectre borné inférieurement. Donc, on peut appliquer le lemme
4.13 pour obtenir :

w(x, t) = 0, x ∈ O, t ∈ R.

On utilise ensuite l’observabilité exacte de (A∗, B∗), qui est équivalente à :

∀z ∈ X, C2
t

∫ τ∗

0
‖B∗S(σ)∗z‖2

Udσ ≥ c‖z‖2
X ,

où on rappelle que Ct est le coût du contrôle.
On sait que w(., t) = S(τ ∗ − t)∗η, η ∈ L2(Ω). On obtient au final que :

C2
t

∫ τ∗

0

∫
O
| Rtw(x, σ)|2dxdσ ≥

∫
Ω
|η(x)|2dx.

Du fait que w(x, t) = 0 pour tout x ∈ O et tout t ∈ R et que w(., t) = S(τ ∗−t)∗η,
on a η(x) = 0 pour tout x ∈ Ω. Donc w(x, t) = 0 pour tout x ∈ Ω et tout t ∈ R. D’où
l’observabilité approchée en τ ∗ sur tout e ⊂ [0, τ ∗] de mesure strictement positive.

Enfin, on peut appliquer le théorème 4.9 pour obtenir (4.17). D’où le résultat.

4 Propriété de bang-bang et un type de L∞-contrôlabilité
à zéro

Dans cette section, on verra qu’en supposant la L∞-contrôlabilité à zéro
en tout temps t > 0 sur tout e ⊂ [0, t] de mesure strictement positive, le
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contrôle en temps optimal possède la propriété de bang-bang (théorème 4.15). On
établit à la fin une condition suffisante (théorème 4.17 et proposition 4.18) pour que
le système possède ce type de la L∞-contrôlabilité à zéro dans le cas A = A∗ < 0,
diagonalisable avec résolvante compacte. On s’est fortement inspiré de l’article [25]
et de l’article de G. Wang [37] où la propriété de bang-bang est établie pour le
contrôle optimal en temps de l’équation du type de la chaleur en s’appuyant sur une
technique introduite par G. Lebeau et L. Robbiano [21].

Dans toute la suite de la section IV.4, on note Ct,e au lieu de C+∞,0
t,e pour

simplifier l’écriture.

(1) Résultat principal

On énonce tout de suite le résultat principal :

Théorème 4.15.

Supposons que (A,B) est L∞-contrôlable à zéro en tout t > 0 sur tout
e ⊂ [0, t] de mesure strictement positive et que U est strictement convexe.

Soient z0, z
f ∈ X avec zf accessible. Alors, il existe un unique contrôle

optimal u∗ en temps τ ∗ et u∗ possède la propriété de bang-bang (4.4).

Démonstration.
L’existence d’un contrôle optimal en temps est déjà montrée dans la section

précédente (le théorème 4.4).
L’unicité vient simplement du fait que u∗ vérifie la propriété de bang-bang et

que U est strictement convexe comme on l’a vu dans le théorème 4.9.
Il reste donc à montrer la propriété de bang-bang (4.4). Par l’absurde, supposons

que u∗ est le contrôle optimal en temps τ ∗ et qu’il existe ε > 0 et e ⊂ [0, τ ∗] de mesure
strictement positive t.q. :

‖u∗(σ)‖U ≤ 1− ε, ∀σ ∈ e.

On note z∗(t) = z(t, z0, u
∗) la trajectoire engendrée par u∗ à partir du point z0

au temps t.
On remarque d’abord qu’il existe δ0 > 0 t.q. :

e0 a une mesure positive où e0 = {t ∈ [δ0, τ
∗ − δ0] | t ∈ e} .

Il est clair que z∗(t) t→0−→ z0. Donc il existe 0 < δ < δ0 t.q. :

‖z0 − z∗(δ)‖X ≤
ε

M
, où M = sup

0<δ<δ0
{Cτ∗−δ,e0−δ} . (4.18)
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D’après la L∞-contrôlabilité à zéro en temps τ ∗−δ sur e0−δ, on sait qu’il existe
un contrôle v ∈ L∞([0, τ ∗];U) t.q. le support de v est inclus dans e0 − δ et que :

0 = S(τ ∗ − δ)(z0 − z∗(δ)) + Φτ∗−δ,e0−δv

= S(τ ∗ − δ)(z0 − z∗(δ)) +
∫ τ∗−δ

0
χe0−δ(σ)S(τ ∗ − δ − σ)Bv(σ)dσ

= S(τ ∗ − δ)(z0 − z∗(δ)) +
∫ τ∗

δ
χe0−δ(σ − δ)S(τ ∗ − σ)Bv(σ − δ)dσ, (4.19)

avec ‖v(σ)‖U ≤ Cτ∗−δ,e0−δ‖z0 − z∗(δ)‖X ≤ Cτ∗−δ,e0−δ
ε

M
≤ ε (σ ∈ e0 − δ). (4.20)

Notons ṽ(σ) = v(σ − δ). Puisque le support de v est inclu dans e0 − δ, on en
déduit que ṽ(σ) = v(σ − δ) est non nul si σ − δ ∈ supp v ⊂ e0 − δ. Autrement dit,
le support de ṽ est inclu dans e0.

On peut également écrire (4.19) et (4.20) comme suit :

0 = S(τ ∗ − δ)(z0 − z∗(δ)) +
∫ τ∗

δ
χe0(σ)S(τ ∗ − σ)Bṽ(σ)dσ, (4.21)

‖ṽ(σ)‖U ≤ ε, pour σ ∈ e0. (4.22)

On montre ensuite que u∗ n’est pas le contrôle optimal en temps τ ∗
pour en déduire la contradiction.

Posons ũ(t) = u∗(t+ δ) + ṽ(t+ δ) pour t ∈ [0, τ ∗ − δ].
On vérifie d’abord que ũ ∈ L1(τ ∗ − δ). En effet, si t + δ ∈ e0, d’après (4.22)

on obtient que ‖ũ(t)‖U ≤ ‖u∗(t + δ)‖U + ‖ṽ(t + δ)‖U ≤ (1 − ε) + ε = 1. Et pour
t+ δ /∈ e0, on a que ‖ũ(t)‖U = ‖u∗(t+ δ)‖U ≤ 1.

Puis, en utilisant que le support de ṽ est inclu dans e0 et (4.21), on obtient :

S(τ ∗ − δ)z0 + Φτ∗−δũ

= S(τ ∗ − δ)(z0 − z∗(δ)) + S(τ ∗ − δ)
(
S(δ)z0 +

∫ δ

0
S(δ − σ)Bu∗(σ)dσ

)
+ Φτ∗−δṽ(.+ δ) + Φτ∗−δu

∗(.+ δ)
= S(τ ∗ − δ)(z0 − z∗(δ)) + Φτ∗−δṽ(.+ δ)

+ S(τ ∗)z0 +
∫ δ

0
S(τ ∗ − σ)Bu∗(σ)dσ +

∫ τ∗−δ

0
S(τ ∗ − δ − σ)Bu∗(σ + δ)dσ

= S(τ ∗ − δ)(z0 − z∗(δ)) +
∫ τ∗−δ

0
S(τ ∗ − δ − σ)Bṽ(σ + δ)dσ

+ S(τ ∗)z0 +
∫ δ

0
S(τ ∗ − σ)Bu∗(σ)dσ +

∫ τ∗

δ
S(τ ∗ − σ)Bu∗(σ)dσ

= S(τ ∗ − δ)(z0 − z∗(δ)) +
∫ τ∗

δ
χe0(σ)S(τ ∗ − σ)Bṽ(σ)dσ + S(τ ∗)z0 + Φτ∗u

∗

= 0 + zf .

Donc ũ entraîne z0 au zf en temps τ ∗− δ. C’est contradictoire avec l’optimalité
en temps τ ∗ de u∗.
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D’où u∗ vérifie la propriété de bang-bang.

(2) Technique de Lebeau-Robbiano

Dans cette section, on s’appuie sur une méthode introduite par G. Lebeau et
L. Robbiano [21] pour obtenir la contrôlabilité à zéro de l’équation de la chaleur.
On s’est fortement inspiré de l’article de S. Micu, I. Roventa et M. Tucsnak [25], de
l’article de G. Wang [37] et de l’article de L. Miller [27].

On verra une condition suffisante pour que (A,B) possède la L∞-contrôlabilité
à zéro en tout temps t > 0 sur tout e ⊂ [0, t] de mesure strictement positive, ce qui
est similaire au théorème 3.2 de [25].

On suppose que dans cette section A = A∗ < 0 et que A est diagonalisable avec
une base orthornormée formée par les vecteurs propres (ϕk)k de A où les valeurs
propres assosiées (−λk)k sont t.q. pour tout k ≥ 1, λk > 0 et limk→+∞ |λk| = +∞.
On suppose de plus que la résolvante de A est compacte.

Avec les hypothèses ci-dessus, on peut écrire :

Aψ = −
∑
k≥1

λk 〈ψ, ϕk〉ϕk, ∀ ψ ∈ D(A) (4.23)

et S(t)z =
∑
k≥1

e−λkt 〈z, ϕk〉ϕk, ∀ t > 0, ∀ z ∈ X. (4.24)

On énonce d’abord un lemme de la théorie de la mesure :

Lemme 4.16.

Soit e ⊂ R un ensemble de mesure strictement positive.
Alors il existe 0 < ρ < 1 et c > 0 t.q. pour presque tout t ∈ e, on peut trouver

une suite (tn)n strictement croissante t.q. limn→+∞ tn = t et t.q. elle vérifie les deux
conditions suivantes :

µ([ti, ti+1]
⋂
e) ≥ ρ(ti+1 − ti) (4.25)

et ti+1 − ti
ti+2 − ti+1

≤ c. (4.26)

Démonstration.
Voir la page 274 du livre de J.L. Lions [23].

Pour ζ > 0 on définit le sous-espace Vζ de X par :

Vζ = vect
{
ϕk | λ

1
2
k ≤ ζ

}
. (4.27)

On note Pζ la projection de X sur Vζ .
On énonce par la suite le théorème principal de cette section :
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Théorème 4.17.

Soit τ > 0 et e ⊂ [0, τ ] un ensemble de mesure strictement positive.
Supposons qu’il existe d0 > 0 et d1 > 0 t.q. pour tout ζ > 0 et tout 0 < s < t ≤ τ ,

on a :

‖S(τ)∗ϕ‖X ≤
d0e

d1ζ

µ(E) ‖Ψ
d
τ,E ′ϕ‖L1([0,τ ];U), ∀ϕ ∈ Vζ , (4.28)

où E := {σ ∈ e | s ≤ σ ≤ t} et E ′ := {τ − σ | σ ∈ E}.
Alors (A,B) est L∞-contrôlable à zéro en temps τ sur e.

Démonstration.
Soit z0 ∈ X. Prenons t̃ ∈ e t.q. l’on peut construire une suite (tn)n ayant les

propriétés décrites dans le lemme 4.16 et on définit t0 = 0. On note aussi :

rk+1 = tk+1 − tk et ζk = 1
rp2k

où p sera précisé plus tard. (4.29)

On définit ensuite pour tout k ≥ 0 les fonctions z̃k ∈ C([t2k, t2k+2];X) et ũk ∈
L∞([t2k, t2k+2];U) par :

z̃−1(0) = z0,

ũk(σ) =
{

0 pour σ ∈ [t2k, t2k+1]
vk(σ) pour σ ∈ [t2k+1, t2k+2],

z̃k(σ) = S(σ − t2k)z̃k−1(t2k) +
∫ σ

t2k
χe(σ)S(σ − s)Bũk(σ)dσ, pour σ ∈ [t2k, t2k+2],

(4.30)

où (vk)k ⊂ L∞([t2k+1, t2k+2];U) est t.q.
Pζk z̃k(t2k+2) = 0,
le support de vk ⊂ e

⋂[t2k+1, t2k+2],

‖vk‖L∞([t2k+1,t2k+2];U) ≤
d0e

d1ζk

ρr2k+2
‖z̃k(t2k+1)‖X .

(4.31)

On pose Ek = e
⋂[t2k+1, t2k+2]. Alors d’après (4.25) on obtient que µ(Ek) ≥

ρr2k+2.
On montre ensuite pour tout k ≥ 0 l’existence d’un contrôle vk qui vérifie

toutes les propriétés de (4.31). En effet, en prenant E = Ek et ζ = ζk dans
(4.28) et d’après l’équivalence entre (i) et (ii) dans la proposition 3.20 (en prenant
X = Vζk), on obtient que pour tout z̃k(t2k+1) on peut trouver un contrôle vk dont
le support de vk est inclu dans e⋂[t2k+1, t2k+2] qui "entraîne z̃k(t2k+1) à zéro dans
Vζk en temps τ − t2k+1" (c’est-à-dire, Pζk z̃k(τ) = 0). Or, comme le support de vk est
inclu dans Ek, on sait que Pζk(zk(t)) = 0 après le temps t2k+2. Autrement dit, vk
entraîne z̃k(t2k+1) à zéro dans Vζk en temps r2k+2.
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De plus, puisque le coût du contrôle est plus petit que d0e
d1ζk

µ(Ek)
, on a :

‖vk‖L∞([t2k+1,t2k+2];U) ≤
d0e

d1ζk

µ(Ek)
‖z̃k(t2k+1)‖X ≤

d0e
d1ζk

ρr2k+2
‖z̃k(t2k+1)‖X . (4.32)

D’où l’existence de vk vérifiant les propriétés dans (4.31).
On remarque ensuite que comme A est un opérateur négatif, il est donc m-

dissipatif (voir la proposition 3.3.5 de [35]). D’après le théorème de Lumer-Phillips,
S(t) est un semigroupe contractant. De plus, d’après (4.30) et (4.32) il est clair que
pour tout k ≥ 0, on a :

z̃k(t2k+1) = S(r2k+1)z̃k−1(t2k),

‖z̃k(t2k+2)‖X ≤ ‖S(t2k+2 − t2k)z̃k−1(t2k)‖X + ‖
∫ t2k+2

t2k+1
S(t2k+2 − s)Bvk(s)ds‖X

≤ ‖S(r2k+2)S(r2k+1)z̃k−1(t2k)‖X + r2k+2‖B‖L(U,X)‖vk‖L∞([t2k+1, t2k+2];U)

= ‖S(r2k+2)z̃k(t2k+1)‖X + ‖B‖L(U,X)
d0e

d1ζk

ρ
‖z̃k(t2k+1)‖X

≤ ‖z̃k(t2k+1)‖X
(

1 + d0e
d1ζk

ρ
‖B‖L(U,X)

)
. (4.33)

Puisque Pζk(z̃k(t2k+2)) = 0, on peut écrire :

S(r2k+3)z̃k(t2k+2) =
∑
λn≥ζ2

k

e−λnr2k+3 〈z̃k(t2k+2), ϕn〉X ϕn.

On obtient donc que :

‖z̃k+1(t2k+3)‖X = ‖S(r2k+3)z̃k(t2k+2)‖X ≤
∑
λn≥ζ2

k

‖e−λnr2k+3 〈z̃k(t2k+2), ϕn〉X ϕn‖X

≤ e−ζ
2
kr2k+3

∑
λn≥ζ2

k

‖ 〈z̃k(t2k+2), ϕn〉X ϕn‖X = e−ζ
2
kr2k+3‖z̃k(t2k+2)‖X .

(4.34)

En combinant (4.33) et (4.34), on obtient qu’il existe d′0 > d0 t.q. pour tout
k ≥ 0 :

‖z̃k+1(t2k+3)‖X ≤ d′0e
(−ζ2

kr2k+3 + d1ζk)‖z̃k(t2k+1)‖X . (4.35)

Notre but est de montrer qu’il existe L > 0 t.q. pour tout k ≥ 0 on a :

‖vk‖L∞([t2k+1,t2k+2];U) ≤ L‖z0‖X . (4.36)

Notons ak := d′0e
d1ζk

ρr2k+2
‖z̃k(t2k+1)‖X . On sait que ‖vk‖L∞([t2k+1,t2k+2];U) ≤ ak.
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D’après (4.35) et (4.26), on obtient que :

ak+1

ak
= d′0e

d1ζk+1‖z̃k+1(t2k+3)‖X
ρr2k+4

ρr2k+2

d′0e
d1ζk‖z̃k(t2k+1)‖X

≤ ed1ζk+1r2k+2

ed1ζkr2k+4
d′0e

(−ζ2
kr2k+3 + d1ζk)

= d′0e
(−ζ2

kr2k+3 + d1ζk+1) r2k+2

r2k+4

≤ d′0c
2e(−ζ2

kr2k+3 + d1ζk+1) . (4.37)

On regarde le terme au-dessus l’exponentielle :

−ζ2
kr2k+3 + d1ζk+1 ≤ −

( 1
r2k

)2p
r2k+3 + d1

(
1

r2k+2

)p

≤ − 1
c3

( 1
r2k

)2p−1
+ d1c

2p
( 1
r2k

)p
. (4.38)

On remarque que si on a une suite (Xk)k → +∞ et deux réels n1, n2 t.q. n1 > n2
et n1 > 1, alors il existe N > 0 et k′ > 0 t.q. pour tout k > k′ on a :

−αXn1
k + βXn2

k ≤ −NX
n1
k , (4.39)

où α, β sont deux constantes fixées.
En appliquant ceci à (Xk)k = ( 1

r2k
)k, α = 1

c3
, β = d1c

2p, n1 = 2p − 1 et n2 = p

dans (4.39), où p > 1, on sait qu’il existe k1 > 0 et N > 0 t.q. pour tout k > k1 on
a :

−ζ2
k+1r2k+3 + d1ζk+1 ≤ −N

( 1
r2k

)2p−1
.

On obtient donc pour tout k > k1 :

ak+1

ak
≤ d′0c

2e
−N

(
1
r2k

)2p−1

.

Donc il existe k2 > k1 > 0 t.q. pour tout k > k2, on a : ak+1
ak
≤ 1.

Si on définit une constante L par :

L := max
1≤k≤k2

a0

Πk−1
j=0

aj+1

aj
‖z0‖X

 ,
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alors on en déduit que pour tout k > 0, on a :

‖vk‖L∞([t2k+1,t2k+2];U) ≤ ak = a0Πk−1
j=0

aj+1

aj

≤
{
a0Πk2−1

j=0
aj+1
aj

Πk−1
j=k2

aj+1
aj
≤ L‖z0‖X , si k > k2,

L‖z0‖X , si k ≤ k2.
(4.40)

Enfin, on pose :

z(t) =
+∞∑
k=0

z̃k(t)χ[t2k,t2k+2]

et u(t) =
+∞∑
k=0

ũk(t)χ[t2k,t2k+2].

Comme Pζkz(t2k+2) = 0 pour tout k > 0 et t2k+2
k→+∞−→ t̃, on obtient Pζkz(t̃) = 0.

Comme u(σ) = 0 pour σ ∈ [t̃, τ ], on a donc Pζkz(τ) = 0 pour tout k ∈ N. De plus,
on sait que ζk k→+∞−→ +∞, donc on conclut que z(τ) = 0.

En conclusion, on a montré que pour tout z0 ∈ X il existe u ∈ L∞([0, τ ];U) où
le support de u est inclu dans e t.q. u entraîne z0 à zéro en temps τ . De plus, on sait
qu’il existe L > 0 t.q. ‖u‖L∞([0,τ ];U) ≤ L‖z0‖X . Donc le système est L∞-contrôlable
à zéro en temps τ sur e.

Si l’inégalité (4.28) est vraie pour t et e, on peut établir la L∞-contrôlabilité
à zéro en t > 0 sur e. Le problème reste à savoir pour quels types de systèmes
l’inégalité (4.28) a lieu pour tout t > 0 et pour tout e ⊂ [0, t] de mesure strictement
positive.

Pour ζ > 0, on définit le même espace Vζ comme dans (4.27).
On introduit une inégalité dans le lemme suivant pour établir la L∞-contrôlabilité

à zéro en tout t > 0 sur tout e ⊂ [0, t] :
Proposition 4.18.

Si pour tout ζ > 0, (A,B) vérifie l’inégalite :

∃ d0, d1 > 0, ∀ϕ ∈ Vζ , ‖ϕ‖X ≤ d0e
d1ζ‖B∗ϕ‖U , (4.41)

alors (A,B) vérifie l’inégalité (4.28). Le système est donc L∞-contrôlable à zéro
en tout t > 0 sur tout e ⊂ [0, t] de mesure strictement positive.

Démonstration.
Pour tout τ > 0 et tout e ⊂ [0, τ ] de mesure strictement positive, on considère

le système adjoint de (4.1), c’est-à-dire :{
ẇ(t) = −A∗w(t), t ∈ [0, τ ],
w(τ) ∈ Vζ .

(4.42)
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On peut exprimer w(τ) = ∑
k,ϕk∈Vζ αkϕk où (αk)k ⊂ R et (ϕk)k sont les vecteurs

propres de A assosiés aux valeurs propres (λk)k. Il est aussi clair que la solution de
(4.42) s’écrit :

w(t) =
∑

k,ϕk∈Vζ
e−λk(τ−t)αkϕk. (4.43)

L’inégalité (4.41) implique que pour tout (ak)k ⊂ R on a :

‖
∑

k,ϕk∈Vζ
akϕk‖X ≤ d0e

d1ζ‖B∗
∑

k,ϕk∈Vζ
akϕk‖U . (4.44)

Prenons ak = e−λk(τ−t)αk dans (4.44) et intégrons cette inégalité sur l’intervalle
E := e

⋂[s, t] pour 0 < s < t ≤ τ . On obtient que pour tout (αk)k ⊂ R, on a :∫
E
‖

∑
k,ϕk∈Vζ

e−λk(τ−t)αkϕk‖Xdt ≤ d0e
d1ζ
∫
E
‖B∗

∑
k,ϕk∈Vζ

e−λk(τ−t)αkϕk‖Udt

⇐⇒
∫
E
(
∑

k,ϕk∈Vζ
e−2λk(τ−t)|αk|2) 1

2dt ≤ d0e
d1ζ‖χE(.)B∗

∑
k,ϕk∈Vζ

e−λk(τ−.)αkϕk‖L1([0,τ ];U)

⇒µ(E)‖
∑

k,ϕk∈Vζ
e−λk(τ)αkϕk‖X ≤ d0e

d1ζ‖χE ′(.)B∗
∑

k,ϕk∈Vζ
e−λk(.)αkϕk‖L1([0,τ ];U),

où E ′ := {τ − t | t ∈ E}.
La dernière inégalité implique que pour tout ϕ ∈ Vζ , si on pose ϕ = ∑

k,ϕk∈Vζ αkϕk,
on a :

‖S(τ)∗ϕ‖X ≤
d0e

d1ζ

µ(E) ‖χE
′(.)B∗S(.)∗ϕ‖L1([0,τ ];U) = d0e

d1ζ

µ(E) ‖Ψ
d
τ,E ′ϕ‖L1([0,τ ];U).

Donc l’inégalité (4.28) est vraie. Et comme les hypothèses du théorème 4.17 sont
toutes satisfaites, on obtient la L∞-contrôlabilité en tout τ > 0 sur tout e ⊂ [0, τ ]
de mesure strictement positive du système (A,B).

Remarque 4.19.

On peut obtenir un résultat plus général pour l’opérateur fractionnaire A =
(−4)θ, B = χO où θ > 1

2 . La démarche pour établir la L∞-contrôlabilité à zéro
en tout τ > 0 sur tout e ⊂ [0, τ ] de mesure strictement positive est la même que
celle du théorème 4.17. On s’appuie toujours sur la technique de Lebeau-Robbiano
et on pose à nouveau pour γ ∈]0, 1[ l’espace Vζ,γ := vect {ϕk | λγk ≤ ζ} pour obtenir
une inégalité similaire à (4.28). Il reste à obtenir une inégalité dy type (4.41) pour
conclure. On se réfère au théorème 2.1 de l’article [27] qui montre que (4.41) est
satisfait pour A = (−4)θ et B = χO où θ > 1

2 .

(3) Application à l’équation de la chaleur

On applique la proposition 4.18 à l’équation de la chaleur avec un contrôle
interne décrite dans (3.54)-(3.56).
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Corollaire 4.20.

On considère l’équation de la chaleur décrite dans (3.54)-(3.56) en gardant
toutes les hypothèses sur Ω.

Alors, pour tout z0, z
f ∈ L2(Ω), z0 6= zf , il existe un unique contrôle

optimal en temps u∗ ∈ L∞([0, τ ∗];L2(O)) entraînant la solution de (3.54)-(3.56)
du point initial z0 au point final zf en temps minimal τ ∗.

De plus, u∗ vérifie la propriété de bang-bang, i.e. :

‖u(., t)‖L2(O) = 1, t ∈ [0, τ ∗] p.p.. (4.45)

Démonstration.
On rappelle que l’on peut écrire (3.54)-(3.56) sous la forme :

ż(t) = Az(t) +Bu(t), z(0) = z0, (4.46)

où A = 4 et B = χO.
On a vu dans la partie III.4.2 que A est négatif, diagonalisable avec une base

orthornormée formée par les vecteurs propres (ϕk)k de A où les valeurs propres
assosiées (−λk)k sont t.q. pour tout k ≥ 1, λk > 0 et limk→+∞ |λk| = +∞ et que la
résolvante de A est compacte.

Pour pouvoir appliquer le théorème 4.15 pour obtenir l’existence, l’unicité du
contrôle en temps optimal et la propriété de bang-bang (4.45), il nous suffit d’établir
l’inégalité (4.41) et d’utiliser la proposition 4.18 pour conclure.

On se réfère au théorème 3 de l’article de G. Lebeau et E. Zuazua [22] qui
montre que l’inégalité (4.41) est vraie pour l’opérateur A = 4 et B = χO. D’où le
résultat.
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V Fonction temps minimal et fonction norme minimale

Dans cette section, on va présenter des résultats concernant le lien entre la
régularité de la fonction temps minimal, la régularité de la fonction norme minimale
et la L∞-contrôlabilité à zéro du système. Ces résultats sont obtenus dans l’article
de F. Gozzi et P. Loreti [16] et dans l’article de O. Carja [7].

1 Définitions

Soient X,U deux espaces de Hilbert que l’on identifie à ses duals. On considère :

ż(t) = Az(t) +Bu(t), t ∈ [0, T ], z(0) = z0 ∈ X, (5.1)

où A est un opérateur qui engendre un semigroupe S(t) fortement continu, B ∈
L(U,X) et u ∈ L∞([0,+∞[;U).

Soit p ∈ J1,+∞J. On dit qu’un point z0 est Lp-contrôlable à zéro en temps
t > 0 si on peut trouver un contrôle dans Lp([0, t];U) qui amène le système (5.1) du
point initial z0 à zéro.

On dit aussi que le système est Lp-contrôlable à zéro en temps t > 0 si tout
point de X est Lp-contrôlable à zéro en temps t > 0.

On note deux ensembles L∞-contrôlables à zéro avec des contrôles admissibles
comme suit :

R∞0 (t) := {z0 ∈ X | S(t)z0 + Φtu = 0, u ∈ L1(t)} , (5.2)
R∞0 := ∪t≥0R∞0 (t). (5.3)

On présente dans la définition suivante la notion de la fonction temps minimal.

Définition 5.1.

Soit z0 ∈ R∞0 . On définit une fonction T∞ : X → R+ qui représente le temps
minimal pour que le système (5.1) parte du point z0 et arrive à 0 avec un contrôle
admissible.

Plus précisément, on définit :

T∞(z0) := inf { t ≥ 0 | S(t)z0 + Φtu = 0, u ∈ L1(t)} . (5.4)

On appelle T∞ la fonction temps minimal (ou la fonction de Bellman).

Pour simplifier l’écriture, on définit deux ensembles représentant les ensembles
admissibles du contrôle pour le problème de la norme minimale.

At,z0 := {u ∈ L∞([0, t];U) | S(t)z0 + Φtu = 0} , (5.5)
At,z0,p := {u ∈ Lp([0, t];U) | S(t)z0 + Φtu = 0} , pour p ∈K1,+∞J. (5.6)

59



Contrôle en temps optimal Fonction temps minimal et fonction norme minimale

On rappelle aussi que l’on note z(t, z0, u) = S(t)z0 + Φtu, la trajectoire de la
solution en temps t engendrée par le contrôle u.

On définit ensuite le problème de la norme minimale (ou de l’énergie minimale).

Définition 5.2.

Soient t > 0 et z0 ∈ X.
On définit E∗∞, la fonction norme minimale comme :

E∗∞(t, z0) := inf
u∈At,z0

‖u‖L∞([0,t];U). (5.7)

En effet, E∗∞ représente la norme minimale qu’un contrôle doit avoir pour ame-
ner le système (5.1) du point z0 à 0 en temps t.

On définit également la fonction Lp-norme minimale pour p ∈K1,+∞J
comme :

E∗p (t, z0) := inf
u∈At,z0,p

‖u‖Lp([0,t];U). (5.8)

Notre but est d’étudier le lien entre la L∞-contrôlabilité à zéro du système et
la régularité de la fonction temps minimal et de la fonction norme minimale autour
de zéro. On présente ces résultats dans la section suivante.

Remarque 5.3.

On considère dans toute la section V, les problèmes de contrôle en temps mini-
mal et les problèmes de contrôle en norme minimale avec le point final 0. Dans le
cas général où zf est un point fixé dans X, les résultats obtenus plus tard sont tous
valables en considérant par exemple " le module de continuité de T∞ en zf ", " la
L∞-contrôlabilité à zf " et " T∞(z0) := inf

{
t ≥ 0 | ∃ u ∈ L1(t), S(t)z0 + Φtu = zf

}
" etc.

2 Quelques propriétés

Le premier résultat important concerne la continuité de la fonction temps mi-
nimal et la L∞-contrôlabilité à zéro du système.

Théorème 5.4.

Le système (5.1) est L∞-contrôlable à zéro en tout temps t > 0 si et
seulement si la fonction temps minimal T∞ est continue en zéro.

Démonstration.
Soit t > 0. En prenant G = Φt, F = S(t), X1 = X3 = X et D(G) = X2 =
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L∞([0, t];U) dans le lemme 3.6 ((i) ⇐⇒ (ii)), on obtient :

(5.1) est L∞-contrôlable à zéro en temps t > 0
⇐⇒ Ran S(t) ⊂ Ran Φt

⇐⇒ ∃ k(t) > 0, {S(t)z | ∀z ∈ X, ‖z‖X ≤ k(t)} ⊆ {Φtu | u ∈ L1(t)}
⇐⇒ ∃ k(t) > 0, ∀z ∈ X, ‖z‖X ≤ k(t)⇒ T∞(z) ≤ t.

Donc, on a enfin :

(5.1) est L∞-contrôlable à zéro en tout temps t > 0
⇐⇒ ∀t > 0, ∃ k(t) > 0, ∀z ∈ X, ‖z‖X ≤ k(t)⇒ T∞(z) ≤ t

⇐⇒ ∀ε > 0, ∃ k(ε) > 0, ∀z ∈ X, ‖z − 0‖X ≤ k(ε)⇒ T∞(z) = T∞(z)− T (0) ≤ ε

⇐⇒ T∞ est continue en zéro .

D’où le résultat.

On énonce ensuite un théorème d’existence de la solution du problème de la
Lp-norme minimale, pour p ∈K1,+∞K.

Théorème 5.5 (Existence).
Soit p ∈ K1,+∞K.
Supposons que le système (5.1) est Lp-contrôlable à zéro en tout temps t > 0.
Alors, pour tout t > 0 et tout z0 ∈ X, le problème

min
{
‖u‖Lp([0,t];U) | S(t)z0 + Φtu = 0

}
admet au moins une solution.

Autrement dit, il existe au moins un contrôle dans Lp([0, t];U) qui possède la
Lp-norme minimale E∗p (t, z0) et qui entraîne la solution du système du point initial
z0 au point final 0 en temps t.

Démonstration.
On sait qu’il existe une suite minimisante (ρn)n ⊂ R+, ρn ↘ E∗p (t, z0) et

une suite (un)n ⊂ Lp([0, t];U) t.q. pout tout n ∈ N, S(t)z0 + Φtun = 0 et que
‖un‖Lp([0,t];U) = ρn.

On remarque ensuite comme (un)n est une suite bornée (par ‖u1‖Lp([0,t];U)) dans
Lp([0, t];U). En appliquant le théorème de Banach-Alaoglu-Bourbaki et le fait que
Lp([0, t];U) = (Lq([0, t];U))′ (où 1

p
+ 1

q
= 1 et q = 1 si p = +∞), on peut extraire

une sous-suite de (un)n faiblement convergente dans Lp([0, t];U) vers un élément
u∗ ∈ Lp([0, t];U).

Pour tout z ∈ X, on pose une fonction χ dans Lq([0, t];U) comme χ(σ) =
B∗S(t− σ)∗z, σ ∈ [0, t].
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On écrit ensuite que pour tout z ∈ X :

〈z,−S(t)z0〉X = 〈z,Φtun〉X =
∫ t

0
〈χ(σ), un(σ)〉U dσ.

Passons à la limite quand n tend vers +∞. On obtient :

〈z,−S(t)z0〉X =
∫ t

0
〈χ(σ), u∗(σ)〉U dσ = 〈z,Φtu

∗〉X .

Cela implique que S(t)z0 + Φtu
∗ = 0.

De plus, comme ρn ↘ E∗p (t, z0), on sait que pour tout ε > 0, il existe N ∈ N
t.q. ‖un‖Lp([0,t];U) ≤ E∗p (t, z0) + ε pour tout n > N . En passant à la limite quand n
tend vers +∞, on en déduit que pour tout ε > 0, ‖u∗‖Lp([0,t];U) ≤ E∗p (t, z0) + ε. Donc,
‖u∗‖Lp([0,t];U) = E∗p (t, z0).

D’où l’existence de la solution pour le problème de la Lp-norme minimale.

Remarque 5.6.

On a vu dans la remarque 3.15 que pour le problème de la Lp-norme minimale
où p ∈K1,+∞J, on a l’unicité de la solution. Dans le cas p = +∞, on a seulement
l’existence de la solution.

On présente ensuite une proposition concernant deux propriétés de la fonction
norme minimale.

Proposition 5.7.

Supposons que le système (5.1) est L∞-contrôlable à zéro en tout temps t > 0.
Alors, on a :

(a) E∗∞(t, .) est homogène de degré 1, i.e., E∗∞(t, λz0) = λE∗∞(t, z0) (∀λ > 0),
(b) E∗∞(., z0) est strictement décroissante pour tout z0 dans X.

Démonstration.
Pour montrer le point (a), il suffit de remarquer que :

At,λz0 = λAt,z0 , ∀λ > 0.

On montre ensuite l’assertion (b).
Soient 0 < t1 < t2 et z0 ∈ X. D’après le théorème 5.5, on sait qu’il existe un

contrôle u0 qui possède la norme minimale E∗∞(t1, z0) et qui entraîne le système du
point initial z0 à 0.

De plus, d’après la L∞-contrôlabilité à zéro du système en temps t2− t1, on sait
que Ran S(t2 − t1) ⊂ Ran Φt2−t1 . Cela équivaut (d’après l’assertion (i) ⇐⇒ (ii)
dans le lemme 3.6) au fait que pour tout ε > 0, il existe δ > 0 t.q. :

S(t2 − t1) ({‖z‖X < δ}) ⊂ Φt2−t1

({
‖u‖L∞([0,t2−t1];U) ≤ ε

})
. (5.9)

62



Contrôle en temps optimal Fonction temps minimal et fonction norme minimale

Choisissons ε t.q. 0 < ε < ‖u0‖L∞([0,t1];U) et notons ẑ := λS(t1)z0 pour λ ∈]0, 1[.
On peut trouver λ ∈]0, 1[, t.q. ‖ẑ‖X ≤ δ.

D’après (5.9), on sait qu’il existe un contrôle û ∈ At2−t1,ẑ t.q. ‖û‖L∞([0,t2−t1];U) ≤
ε.

Définissons un contrôle ũ par :

ũ(σ) =

(1− λ)u0(σ), ∀ σ ∈ [0, t1],
û(σ − t1), ∀ σ ∈]t1, t2].

Notre but est de montrer que z(t1, z0, ũ) = 0 et que ‖ũ‖L∞([0,t2];U) ≤ ‖u0‖L∞([0,t1];U)
afin de conclure que E∗∞(t2, z0) < E∗∞(t1, z0).

En effet, puisque ‖û‖L∞([0,t2−t1];U) ≤ ε < ‖u0‖L∞([0,t1];U), on sait :

‖ũ‖L∞([0,t2];U) ≤ max
{

(1− λ)‖u0‖L∞([0,t1];U), ‖û‖L∞([0,t2−t1];U)
}

< ‖u0‖L∞([0,t1];U).

Puis, on calcule :

S(t2)z0 + Φt2ũ = S(t2 − t1)S(t1)z0 + (1− λ)
∫ t1

0
S(t2 − σ)Bu0(σ)dσ

+
∫ t2

t1
S(t2 − σ)Bû(σ − t1)dσ

= S(t2 − t1) (S(t1)z0 + (1− λ)Φt1u0) + Φt2−t1û

= (1− λ)S(t2 − t1) (S(t1)z0 + Φt1u0) + S(t2 − t1)ẑ + Φt2−t1û = 0.

D’où la décroissance stricte de la fonction E∗∞(., z0).

On rappelle que dans le théorème 4.15, on a montré qu’en supposant la L∞-
contrôlabilité à zéro en tout temps t > 0 et sur tout ensemble e ⊂ [0, t] de mesure
strictement positive, le contrôle optimal en temps doit posséder la propriété de bang-
bang. Ici, on voit un résultat similaire mais avec une autre notion de propriété de
bang-bang faible.

Théorème 5.8 (Propriété de bang-bang faible).
Supposons que le système (5.1) est L∞-contrôlable à zéro en tout temps t > 0.
Alors, pour tout contrôle optimal u∗ ∈ L1(τ ∗) en temps τ ∗ , on a :

‖u∗‖L∞([0,τ∗];U) = 1. (5.10)

On dit aussi qu’un contrôle possède la propriété de bang-bang faible si il
vérifie (5.10).
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Démonstration.
Supposons par l’absurde que ρ = ‖u∗‖L∞([0,τ∗];U) < 1.
On calcule pour tout 0 < s < τ ∗ :

Φτ∗u
∗ =

∫ τ∗−s

0
S(τ ∗ − σ)Bu∗(σ)dσ +

∫ τ∗

τ∗−s
S(τ ∗ − σ)Bu∗(σ)dσ

= S(s)Φτ∗−su
∗ + Φs (u∗(τ ∗ − s+ .)) . (5.11)

Notons z̃(s) = S(τ ∗−s)z0 +Φτ∗−su
∗−z0 et ũ(σ) = u∗(τ ∗−s+σ) pour σ ∈ [0, s].

D’après (5.11), on obtient :

0 = S(τ ∗)z0 + Φτ∗u
∗

= S(s)z0 + S(s) (S(τ ∗ − s)z0 − z0) + S(s)Φτ∗−su
∗ + Φsũ

= S(s) (S(τ ∗ − s)z0 + Φτ∗−su
∗ − z0) + S(s)z0 + Φsũ

= S(s)z0 + Φsũ+ S(s)z̃(s). (5.12)

Puis, par la L∞-contrôlabilité à zéro en temps s > 0 et d’après le lemme
3.6((i) ⇐⇒ (ii)), on sait que pour tout ε > 0 il existe δ > 0 t.q. :

S(s) ({‖z‖X ≤ δ}) ⊂ Φs

({
‖u‖L∞([0,s];U) ≤ ε

})
. (5.13)

Prenons ε = 1−ρ
2 et 0 < s < τ ∗ t.q. ‖z̃(s)‖X ≤ δ (ce qui est toujours possible

car lims→τ∗ z̃(s) = 0 ).
Alors, d’après (5.13), on sait qu’il existe un contrôle û ∈ L∞([0, s];U) t.q.

Φsû = S(s)z̃(s) et que ‖û‖L∞([0,s];U) ≤ ε.
On obtient enfin que :

0 = S(s)z0 + Φsũ+ S(s)z̃(s) = S(s)z0 + Φs (ũ+ û) .

On vérifie que :

‖ũ+ û‖L∞([0,s];U) ≤ ρ+ ε = 1
2 + ρ

2 < 1.

Donc, ũ+ û est un contrôle admissible. C’est une contradiction avec l’optimalité
de u∗ en temps τ ∗. D’où le résultat.

En utilisant le théorème 5.5 et le théorème 5.8, on peut obtenir une relation
entre la fonction temps minimal et la fonction norme minimale.

Théorème 5.9.

Supposons que le système (5.1) est L∞-contrôlable à zéro en tout temps t > 0.
Alors, on a pour tout z0 ∈ X,

E∗∞(T∞(z0), z0) = 1.
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Démonstration.
On suppose d’abord que E∗∞(T∞(z0), z0) > 1. Cela implique que tout contrôle

qui entraîne le système du point initial z0 au point final 0 doit avoir une norme
plus grande que 1. C’est une contradiction avec l’existence d’un contrôle optimal en
temps dans L1(T∞(z0)) (théorème 4.4).

Dans l’autre sens, on suppose que E∗∞(T∞(z0), z0) < 1.
D’après le théorème 5.5, on sait qu’il existe un contrôle u ∈ AT∞(z0),z0 qui

possède la norme minimale E∗∞(T∞(z0), z0) < 1. Ceci est en contradiction avec la
propriété de bang-bang faible (théorème 5.8).

D’où le résultat.

Remarque 5.10.

Le théorème précédent implique que :{
E∗∞(T, z0) ≤ 1 si T > T∞(z0),
E∗∞(T, z0) ≥ 1 si T < T∞(z0).

3 Le module de continuité de T∞

Dans cette section, on présente un résultat concernant le module de continuité
de T∞ à l’aide du principe d’optimalité de Bellman. Ces résultats sont obtenus dans
l’article de O. Carja [7].

Proposition 5.11 (Principe d’optimalité de Bellman).
Soit z0 ∈ R∞0 .
Alors, pour tout 0 < t < T∞(z0), on a :

T∞(z0) = inf {t+ T∞(z(t, z0, u)) | u ∈ L1(t)} . (5.14)

Démonstration.
On commence par montrer que T∞(z0) ≤ t + T∞(z(t, z0, u)) pour tout

u ∈ L1(t).
Si z(t, z0, u) n’est pas dans R∞0 , i.e., il n’est pas L∞-contrôlable à zéro par

un contrôle admissible, tout est évident. Sinon, il existe s > 0 et v ∈ L1(s) t.q.
S(s)z(t, z0, u) + Φsv = 0.

Ensuite, on calcule :

0 = S(s)z(t, z0, u) + Φsv

= S(t)S(s)z0 + S(s)Φtu+ Φsv

= S(t+ s)z0 +
∫ t

0
S(t+ s− σ)Bu(σ)dσ +

∫ t+s

t
S(t+ s− σ)Bv(σ − t)dσ

= S(s+ t)z0 + Φt+sw,
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où w(σ) =

u(σ) σ ∈ [0, t]
v(σ − t) σ ∈]t, t+ s]

, w ∈ L1(t+ s).

Donc, T∞(z0) ≤ s + t. Les calculs ci-dessus sont valables pour tout s > 0 où
z(t, z0, u) est L∞-contrôlable à zéro en temps s avec un contrôle dans L1(s). Prenons
s = T∞(z(t, z0, u)). On a montré que T∞(z0) ≤ t+T∞(z(t, z0, u)) pour tout u ∈ L1(t).

Ensuite, afin de conclure, on veut montrer que pour tout ε > 0, il existe un
contrôle u ∈ L1(t) t.q. t+ T∞(z(t, z0, u)) ≤ T∞(z0) + ε.

En effet, on sait qu’il existe s > 0 t.q. T∞(z0) ≤ s < T∞(z0) + ε et z0 ∈ R∞0 (s).
Autrement dit, il exite un contrôle v ∈ As,z0 .
On calcule ensuite que :

0 = S(s)z0 + Φsv

= S(s− t)S(t)z0 + S(s− t)Φtv +
∫ s

t
S(s− σ)Bv(σ)dσ

= S(s− t)z(t, z0, v) +
∫ s−t

0
S(s− t− σ)Bv(t+ σ)dσ.

Donc, z(t, z0, v) appartient àR∞0 (s−t). On obtient au final que T∞(z(t, z0, u)) ≤
s− t. Donc, t+ T∞(z(t, z0, u)) ≤ s ≤ T∞(z0) + ε.

D’où le résultat.

On voit dans le théorème suivant qu’en s’appuyant sur le principe d’optimalité
de Bellman, on peut obtenir le module de continuité de T∞ dans R∞0 , l’ensemble
qui contient tous les points L∞-contrôlables à zéro à l’aide du module de continuité
de T∞ en zéro.

Théorème 5.12.

Supposons que le système (5.1) est L∞-contrôlable à zéro en tout temps t > 0.
Alors on a :

(a) R∞0 est un ouvert de X.
(b) Si T∞ est bornée dans un voisinage de zéro, alors T∞ est localement bornée

dans R∞0 .
(c) Si T∞ est continue en zéro, alors T∞ est localement uniformément continue

dans R∞0 .
(d) Si T∞ est localement lipschitzienne en zéro, alors T∞ est localement lipschit-

zienne dans R∞0 .

Démonstration.
On montre d’abord l’assertion (a).
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Prenons z0 ∈ R∞0 . On sait qu’il existe t > 0 t.q. z0 ∈ R∞0 (t). Autrement dit, il
existe un contrôle u ∈ L1(t) t.q. z(t, z0, u) = 0. Comme S(t) ∈ L(X) et 0 ∈ int R∞0 ,
il existe V un voisinage de z0 t.q. :

S(t)(x− z0) ∈ R∞0 , ∀x ∈ V .

Donc, on obtient z(t, x, u) = S(t)x+ Φtu = S(t)(x− z0) ∈ R∞0 .
Puis, on sait qu’il existe s > 0 et un contrôle v ∈ L1(s) t.q. S(s)z(t, x, u)+Φsv =

0. En posant ũ(σ) = χ[0,t]u(σ) + χ[t,t+s]v(σ − t), on peut calculer :

S(s+ t)x+ Φs+tũ = S(s)S(t)x+ S(s)Φtu+ Φsv = S(s)(z(t, x, u)) + Φsv = 0.

On en déduit que pour tout x ∈ V , on a x ∈ R∞0 . D’où R∞0 est un ouvert.
L’assertion (b) vient du principe d’optimalité de Bellman (proposition 5.11).

En effet, pour tout z0 ∈ R∞0 , il existe un voisinage V de z0 inclus dans R∞0 (car R∞0
est un ouvert).

Prenons t = T∞(z0). On sait qu’il existe un contrôle u ∈ L1(t) t.q. S(t)z0+Φtu =
0. D’après le principle d’optimalité de Bellman, pour tout x ∈ V ⊂ R∞0 , on a :

T∞(x) ≤ T∞(z0) + T∞(z(T∞(z0), x, u)) = T∞(z0) + T∞ (S(T∞(z0))(x− z0)) .

De plus, puisque T∞ est bornée dans un voisinage de zéro, on sait qu’il existe
un voisinage de z0, V ′ ⊆ V et une constante M > 0 t.q. pour tout x ∈ V ′ on a
T∞(S(T∞(z0))(x− z0)) ≤M . Cela implique que T∞(x) ≤ T∞(z0) +M, pour tout x
dans V ′. D’où le résultat.

On montre ensuite l’assertion (c).
Prenons z0 ∈ R∞0 . On sait qu’il existe un voisinage de z0, V inclus dans R∞0 .

D’après les calculs ci-dessus, si y ∈ V est L∞-contrôlable à zéro en temps t avec un
contrôle admissible, on a :

T∞(x) ≤ t+ T∞(S(t)(x− y)), ∀x ∈ V . (5.15)

Prenons t = T∞(y), on en déduit que :

T∞(x)− T∞(y) ≤ T∞ (S(T∞(y))(x− y)) , ∀ x, y ∈ V. (5.16)

En changant le rôle de x et y, on obtient :

T∞(y)− T∞(x) ≤ T∞ (S(T∞(x))(y − x)) . (5.17)

D’après l’hypothèse que T∞ est continue en zéro, on sait que pour tout ε > 0 il
existe δ > 0 t.q. pour tout y dans X, ‖y‖X ≤ δ on a T∞(y) ≤ ε. De plus, comme T∞
est localement bornée dans R∞0 (car elle est bornée dans un voisinage de zéro), on
en déduit qu’il existe un voisinage de z0, V ′ ⊆ V et une constante M > 0 t.q. pour
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tout x dans V ′ on a ‖S(T∞(x))‖L(X) ≤M . On en déduit que pour tout x, y dans V ′
t.q. ‖x− y‖X ≤ δ

M
= δ

′ , on a :

‖S(T∞(y))(x− y)‖X ≤M‖x− y‖X ≤ δ,

‖S(T∞(x))(y − x)‖X ≤M‖x− y‖X ≤ δ.

Autrement dit, on a montré que pour tout z0 ∈ R∞0 , tout ε > 0, il existe V ′, un
voinsinage de z0 et une constante δ′ = δ

M
t.q. pour tout x, y ∈ V ′, ‖x− y‖X ≤ δ

′ on
a :

|T∞(x)− T∞(y)| ≤ max {T∞ (S(T∞(y))(x− y)) , T∞ (S(T∞(x))(y − x))} ≤ ε.

D’où la continuité uniforme locale de la fonction T∞.
Quant à l’assertion (d), d’après les calculs ci-dessus, on sait que pour tout

z0 ∈ R∞0 , il existe un voisinage de z0, V ⊂ R∞0 t.q. pour tout x dans V on a :

|T∞(x)− T∞(z0)| ≤ max {T∞ (S(T∞(z0))(x− z0)) , T∞ (S(T∞(x))(z0 − x))} .

D’après la continuité lipschitzienne locale en zéro de la fonction T∞, on sait
qu’il existe δ > 0 et une constante K > 0 t.q. pour tout y ∈ X, ‖y‖X ≤ δ on a
T∞(y) ≤ K‖y‖X .

Ensuite, il est clair qu’il existe un voisinage de z0, V ′ ⊆ V t.q. pour tout x dans
V on a :

‖S(T∞(z0))(x− z0)‖X ≤ δ,

‖S(T∞(x))(z0 − x)‖X ≤ δ.

Donc, pour tout x ∈ V ′ on a :

|T∞(x)− T∞(z0)| ≤ max {T∞ (S(T∞(z0))(x− z0)) , T∞ (S(T∞(x))(z0 − x))}
≤ K max

{
‖S(T∞(z0))‖L(X), ‖S(T∞(x))‖L(X)

}
‖x− z0‖X ≤ K ′‖x− z0‖X .

D’où le résultat.

Remarque 5.13.
* D’après le théorème 5.4 et le théorème 5.12, si le système est L∞-contrôlable à
zéro en tout temps t > 0, alors T∞ est localement uniformément continue
dans R∞0 .

* Le principe de Bellman n’est plus valable pour le problème en temps optimal
où on cherche le contrôle dans l’espace Lp([0, t];U) avec p ∈K1,+∞J. Dans
l’article [16] (section 5.2), ils ont donné un résultat similaire au principe de
Bellman qui aide aussi à étudier le module de continuité de la fonction temps
minimal dans l’ensemble de points Lp-contrôlables à zéro.
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4 Le taux d’explosion de la fonction norme minimale

Il est clair que limz→0 T∞(z) = 0 et que limt→0 E∗∞(t, z0) = +∞ pour tout
z0 6= 0 ∈ X. Dans la suite de la section, on s’intéresse au lien entre le taux d’explosion
de la fonction norme minimale quand t tend vers zéro et le module de continuité de
la fonction temps minimal en zéro.

On commence par présenter le théorème principal qui nous aide à étudier le lien
entre eux.

Théorème 5.14.

Supposons que le système (5.1) est L∞-contrôlable à zéro en tout temps t > 0.
On considère une fonction f : R+ → R+, continue, strictement décroissante et t.q.
limt→0 f(t) = +∞.

Alors, on a l’équivalence entre :
(i) Il existe T0 > 0 t.q. E∗∞(T, z0) ≤ f(T )‖z0‖X pour tout z0 ∈ X et tout T ∈

]0, T0].
(ii) T∞(z0) ≤ f−1( 1

‖z0‖X
) pour z0 appartenant à un voisinage de 0.

Démonstration.
On montre d’abord que (i)⇒ (ii).
Soient 0 < T ≤ T0 et z0 ∈ X. D’après le théorème 5.5, on sait qu’il existe un

contrôle u ∈ AT,z0 t.q. ‖u‖L∞([0,T ];U) ≤ f(T )‖z0‖X .
Notons T = f−1( 1

‖z0‖X
). On remarque d’abord que pour tout z0 ∈ B(0, 1

f(T0)),
un voisinage de zéro dans X, on a T ≤ T0.

En effet, d’après la décroissante stricte de la fonction f , on a :

f(T ) = 1
‖z0‖X

≥ f(T0) ⇐⇒ T ≤ T0.

Autrement dit, pour tout z0 ∈ B(0, 1
f(T0)), il existe un contrôle u ∈ AT,z0 t.q.

‖u‖L∞([0,T ];U) ≤ f(T )‖z0‖X = 1. Donc, T∞(z0) ≤ T = f−1( 1
‖z0‖X

) pour tout z0 ∈
B(0, 1

f(T0)), un voisinage de 0.

On montre ensuite que (ii)⇒ (i).
On sait qu’il existe r > 0 t.q.

∀z0 ∈ X, ‖z0‖X ≤ r ⇒ T∞(z0) ≤ f−1
(

1
‖z0‖X

)
.

Soit t > 0. On remarque que :

f−1
(

1
‖z0‖X

)
≤ t ⇐⇒ ‖z0‖X ≤

1
f(t) .
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Donc, si z0 ∈ X t.q. ‖z0‖X ≤ r et ‖z0‖X ≤ 1
f(t) , on peut trouver un contrôle

admissible qui amène le système du point initial z0 à 0 en temps t.
En prenant T0 > 0 t.q. 1

f(T0) ≤ r (ce qui est toujours possible car f est
décroissante et que limt→0 f(t) = +∞ ), on obtient que pour tout T ∈]0, T0],

1
f(T ) ≤

1
f(T0) ≤ r et que :

S(T )
({
‖z0‖X ≤

1
f(T )

})
⊂ ΦT

({
‖u‖L∞([0,T ];U) ≤ 1

})
⇐⇒ S(T ) ({‖z0‖X ≤ α}) ⊂ ΦT

({
‖u‖L∞([0,T ];U) ≤ αf(T )

})
, ∀α > 0.

La dernière inclusion implique l’assertion (i). D’où le résultat.
Remarque 5.15.

* Si on change le sens des deux inégalités dans (i) et (ii), on peut aussi
montrer l’équivalence entre elles.
Plus précisément, notons
(i’) Il existe T0 > 0 t.q. E∗∞(T, z0) ≥ f(T )‖z0‖X pour tout z0 ∈ X et tout

T ∈ ]0, T0].
(ii’) T∞(z0) ≥ f−1( 1

‖z0‖X
) pour z0 appartenant à un voisinage de 0.

Soient 0 < T < T0 et z0 ∈ X. D’après l’assertion (i′), on sait que tout contrôle
u entraînant le système du point initial z0 à zéro en temps T doit avoir une
norme plus grande que f(T )‖z0‖X . Ensuite, pour tout z0 ∈ B(0, 1

f(T0)), si on
note T = f−1( 1

‖z0‖X
), on sait T ≤ T0. Cela implique que T∞(z0) ≥ T =

f−1( 1
‖z0‖X

) pour tout z0 ∈ B(0, 1
f(T0)). D’où l’assertion (ii′).

Dans l’autre sens, en gardant les mêmes notations dans la démonstration, on
sait qu’il existe r > 0 t.q.

T∞(z0) ≥ f−1( 1
‖z0‖X

), ∀z0 ∈ X, ‖z0‖X ≤ r.

Supposons par l’absurde que l’assertion (i′) n’est pas vraie. Autrement dit, pour
tout T0 > 0, il existe T ∈ ]0, T0] et z0 dans X t.q. E∗∞(T, z0) < f(T )‖z0‖X .
Prenons, T0 = f−1(1

r
). Comme E∗∞(t, .) est homogène de degré 1 (proposition

5.7), on sait que pour tout λ > 0, E∗∞(T, λz0) < λf(T )‖z0‖X .
Prenons λ > 0 t.q. λf(T )‖z0‖X = 1. L’inégalité ci-dessus implique que λz0 est
L∞-contrôlable à zéro en temps T avec un contrôle de la L∞-norme strictement
plus petite que 1. Donc, d’après la propriété de bang-bang faible, T∞(λz0) < T .
Or, il est clair que λ‖z0‖X ≤ r. On en déduit que T∞(λz0) ≥ f−1( 1

λ‖z0‖X
) = T .

C’est une contradiction. D’où (ii′)⇒ (i′).
* Prenons par exemple f(t) = Ct−β pour certains C > 0 et β > 0. En s’appuyant
sur le théorème précédent, on en déduit :

E∗∞(T, z0) ≤ f(T )‖z0‖x, pour T dans un voisinage de 0 et z0 dans X,

⇐⇒ T∞(z0) ≤ C0‖z0‖
1
β

X , pour z0 dans un voisinage de 0 et CC−β0 = 1.
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Autrement dit, le taux d’explosion de la fonction norme minimale E∗∞(T, z)
autour de T = 0 donne le facteur höldérien de la fonction temps minimal
autour de z = 0.

* Si on note u∗T,z0 la solution du problème de la L2-norme minimale en temps
T > 0 avec point initial z0, on sait que E∗∞(T, z0) ≤ ‖u∗T,z0‖L∞([0,T ];U).
Donc, on peut trouver une majoration de E∗∞(T, z0) en étudiant la L∞-norme
de u∗T,z0.

Supposons que le système (5.1) est contrôlable à zéro en tout temps T > 0.
Alors, on a déjà montré dans le théorème 3.14 et dans la remarque 3.15 que le

problème de la L2-norme minimale admet une unique solution comme :

u∗T,z0 := F0(T )z0, . (5.18)

On sait aussi que C0
t = ‖F0(T )‖L(X,L2([0,T ];U)) et E∞2 (T, z0) = ‖F0(T )z0‖X .

On a vu dans la remarque 3.15 que l’on peut écrire :

F0(T ) = −Φ∗TR−1
T S(T ) (5.19)

sous l’hypothèse S(T )z0 ∈ Ran RT .
Pour z0 assez proche de zéro, il est clair que S(T )z0 ∈ Ran RT . Donc, la

formule (5.19) est vraie au moins dans un voisinage de zéro.
On arrive donc à calculer la L∞-norme de la solution du problème de la L2-

norme minimale. Cela nous donne une majoration de la fonction norme minimale
E∗∞.

Plus précisément, pour tout T > 0 et z0 dans un voisinage de zéro, on sait :

‖u∗T,z0‖L∞([0,T ];U) = sup
σ∈[0,T ]

‖B∗S(T − σ)∗R−1
T S(T )z0‖U

≤ ‖B‖L(U,X)‖R
− 1

2
T ‖L(X) sup

σ∈[0,T ]
‖S(T − σ)∗‖L(X)‖R

− 1
2

T S(T )z0‖X

≤ K‖R−
1
2

T S(T )‖L(X)‖z0‖X = KC0
T‖z0‖X (voir (3.18)).

Donc, si on peut déterminer le comportement de C0
T quand T tend vers zéro,

on peut déterminer le module de continuité de la fonction temps minimale T∞ en
zéro.

Par exemple, si on sait qu’il existe M > 0, β > 0 t.q. C0
T ≤ MT−β pour T

dans un voisinage de zéro, d’après le théorème 5.14, on en déduit qu’il existe une
constante M ′ > 0 t.q. :

E∗∞(T, z0) ≤ ‖u∗T,z0‖L∞([0,T ];U) ≤M ′T−β‖z0‖X ,

pour T dans un voisinage de zéro et z0 dans un voisinage de zéro.
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Donc, on a T∞(z0) ≤ M ′′‖z0‖
1
β

X pour z0 dans un voisinage de zéro. Cela nous
donne le facteur höldérien de T∞ en zéro.

On a vu quelques résultats du taux d’explosion du coût du contrôle en zéro dans
la section III.3. On peut donner par exemple un corollaire suivant :

Corollaire 5.16.
• En dimension finie (où X = Rn et U = Rm), on sait que T∞ est locale-
ment 1

β
-höldérienne où β = k + 1

2 , k est le plus petit nombre entier t.q. Ran
[B, AB, ... , AkB] = n.
• Pour l’équation de la chaleur avec un contrôle interne, décrite dans (3.54)-
(3.56), on a qu’il existe c > 0 t.q. :

T∞(z0) < f−1( 1
‖z0‖X

), pour z0 dans un voisinage de zéro, (5.20)

où f(t) = t−
1
2 e

c
t .

Démonstration.
Il suffit d’utiliser les résultats dans (3.35) et (3.37) en appliquant le théorème

5.14 pour conclure.
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VI Méthodes numériques

On présente ici deux types de méthode numérique pour résoudre le problème
de contrôle optimal en temps : les méthodes directes et les méthodes indi-
rectes. Ces méthodes peuvent traiter un problème de contrôle optimal plus général
qui cherche par exemple à minimiser une fonction non linéaire. Les méthodes di-
rectes consistent à discrétiser la solution du système et le contrôle en transformant
le problème de contrôle optimal en un problème d’optimisation non linéaire sous
contraintes. Les méthodes indirectes sont basées sur une méthode de tir en appli-
quant le principe du maximum de Pontriaguine.

Dans la suite, on présente juste deux méthodes : la discrétisation totale pour
les méthodes directes et la méthode de tir simple pour les méthodes indirectes.
on se réfère au livre de Emmanuel Trélat [34] et à l’article de O. Von Stryk et R.
Bulirsch [36] pour plus de détails sur les différentes méthodes numériques.

1 Présentation des méthodes

On présente par la suite les principes de deux méthodes numériques.

(1) Méthodes directes : la discrétisation totale

C’est la méthode la plus évidente pour traiter un problème de contrôle optimal.
On discrétise la solution du système et le contrôle en un vecteur Z = (z1, ..., zN , u1, ..., un),
et on se ramène à résoudre un problème d’optimisation non-linéaire de la forme :

min
Z∈C

F (Z), (6.1)

où C = {Z | gi(Z) = 0, i ∈ J1, rK, gj(Z) ≤ 0, j ∈ Jr + 1,mK}.
Plus précisément, on choisit les contrôles dans un espace de dimension finie, puis

on intègre le système en utilisant une méthode d’intégration numérique sur chaque
intervalle [ti, ti+1] où 0 = t0 < t1 < ... < tN = tf . On peut choisir par exemple
des contrôles linéaires sur chaque subdivision [ti, ti+1]. Par ailleurs, on choisit une
discrétisation de l’équation différentielle, par exemple, si on choisit le schéma d’Euler
explicite, on obtient :

zi+1 = hif(ti, zi, ui), où hi = ti+1 − ti.

L’ensemble C représente les conditions initiales, finales du système, les contraintes
sur la solution du système et les contraintes sur le contrôle. F est la fonction à op-
timiser. Dans le cas du problème en temps optimal, on prend F (Z) = tf . De plus,
dans notre cas où le temps final tf n’est pas connu, on rajoute une variable tf au
vecteur Z et une équation supplémentaire tf ≥ 0 à l’ensemble de contraintes C.

On se ramène à résoudre un problème d’optimisation non linéaire sous contraintes
(6.1). Ce problème peut être résolu par exemple par la méthode de SQP. Dans ce
mémoire, on utilise la fonction fmincon.m en matlab pour la mise en oeuvre de
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la méthode directe. On se réfère aux livres de R. Fletcher [12] et [13] pour plus de
détails sur la méthode SQP et sur d’autres méthodes d’optimisation non linéaire.

En résumé, il existe une infinité de variantes pour les méthodes directes selon le
choix de l’approximation du contrôle sur chaque subdivision du temps, le choix de
la méthode d’intégration de l’équation différentielle, et le choix de la méthode de la
discrétisation de l’équation différentielle. On se réfère à l’article de M. Diehl, H.G.
Bock, H. Diedam et P.-B. Wieber [8] pour d’autres méthodes directes et au livre de
J.T. Betts [4] pour la mise en oeuvre des méthodes directes.

(2) Méthodes indirectes : la méthode de tir simple

Le principe du maximum de Pontriaguine nous donne une condition nécessaire
d’optimalité. Si on est capable, à partir du principe du maximum, d’exprimer le
contrôle optimal en fonction de (z(t), p(t)), où p(t) est la solution du système adjoint,
la solution du problème en temps optimal s’écrit sous la forme :{

ż(t) = F (t, z(t)),
R(z0, z(tf )) = 0, (6.2)

où R représente les conditions initiales et finales du système.
A l’aide des méthodes numériques, on peut trouver z(t, z0) la solution du pro-

blème de Cauchy : {
ż(t) = F (t, z(t)), t ∈ [0, tf ],
z(0) = z0.

(6.3)

Notons Z = (z0, tf ) et posons une fonction G(Z) = R(z0, z(tf , z0)). Le problème
en temps optimal (6.2) est équivalent à résoudre G(Z) = 0. Il s’agit donc de trouver
un zéro de la fonction G et on peut utiliser par exemple la méthode de Newton. On
se réfère par exemple au livre de J. Stoer et R. Bulirsch [31] pour plus de détails sur
la méthode de Newton.

Il existe d’autres types de méthode indirecte, par exemple, la méthode de tir
mutiple qui découpe le système en N intervalles [ti, ti+1] et résout le sous-système
optimal sur chaque intervalle [ti, ti+1] en prenant en compte la continuité de z(t, z0)
en chaque instant ti. On se réfère au livre de J. Store et R. Bulirsch [31] pour des
détails sur la méthode de tir multiple.

Dans ce mémoire, on utilise la fonction fsolve.m en matlab pour trouver un
zéro de la fonction G. On précisera les mises en oeuvre de ces deux méthodes dans
la section suivante en traitant des exemples concrets en dimension finie et dimension
infinie.

En résumé, les méthodes directes sont plus simple à implémenter, plus robustes
et moins sensibles au choix de la valeur initiale. En revanche, les méthodes indirectes
peuvent donner une solution plus précise mais il faut être capable de deviner de
bonnes valeurs initiales. On se réfère à la section 9.3 du livre de E. Trélat [34] pour
la comparaison entre les deux méthodes.
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2 Dimension finie

On commence par expliciter les mises en oeuvre de deux méthodes en s’appuyant
sur les fonctions fmincon.m et fsolve.m en matlab.

Pour la méthode directe, on choisit N , le nombre de discrétisation en temps et
on note t1 = 0 < t1 < .... < tN+1 = tf la discrétisation du temps. On prend des
valeurs initales pour le temps final tf et pour le contrôle [u1, ..., uN ] où ui ∈ Rm,
pour tout i ∈ J1, NK. On cherche à minimiser le temps final, en prenant en compte
la condition finale z(tf ) = zf , la contrainte sur le contrôle, i.e., pour tout i ∈ J1, NK,
‖ui‖Rm ≤ 1, et le fait que le temps final doit être positif. Sur chaque subdivision du
temps [ti, ti+1], on intègre le système par la méthode d’Euler explicite.

On crée une fonction methodedirecte.m (voir l’Annexe A.1) qui donne les
résultats et les dessins pour la trajectoire de la solution et du contrôle. Le principe
est d’utiliser fmincon.m pour mininiser la fonction principal.m qui prend une va-
riable X contenant les discrétisations du contrôle U et le temps final tf sous les
contraintes écrites dans la fonction contrainte.m. On choisit ici la méthode SQP
pour la méthode d’optimisation non linéaire.

Quant à la méthode de tir, on rappelle que dans le corollaire 2.11, on a montré
qu’en supposant la contrôlabilité exacte du système, le contrôle optimal en temps a
la forme :

u∗(σ) = B∗S(t− σ)∗η
‖B∗S(t− σ)∗η‖Rm

, σ ∈ [0, tf ], (6.4)

pour un η 6= 0, η ∈ Rn.
Notons p(t) la solution du système adjoint avec une condition finale :

ṗ(t) = −A∗p(t), t ∈ [0, tf ], (6.5)
p(tf ) = η. (6.6)

Il est clair que l’on peut reécrire (6.4) comme :

u∗(σ) = B∗p(σ)
‖B∗p(σ)‖Rm

, σ ∈ [0, tf ]. (6.7)

Notons, X = (p(0), tf ). Le principe de la méthode de tir est de trouver un zéro
de la fonction F.m (Voir Annexe 1 (b)) qui prend X comme variable et qui rend
la valeur z(tf ) − zf . On utilise la fonction ode113.m pour calculer la solution du
système z(t) et la solution du système adjoint p(t).

On teste les deux méthodes par un exemple pris du livre de E. Trélat [34]
(exemple 9.3.1) où on est capable de calculer le temps minimal exact.

On considère le système suivant :{
ẋ(t) = y(t), x(0) = 0,
ẏ(t) = u(t), y(0) = 0, (6.8)
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où |u(t)| ≤ 1.

Notons z(t) =
(
x(t)
y(t)

)
, z0 =

(
0
0

)
, A =

[
0 1
0 0

]
et B =

(
0
1

)
.

Avec les notations ci-dessus, le système (6.8) s’écrit sous la forme :

ż(t) = Az(t) +Bu(t), z(0) = z0, t ∈ [0, tf ]. (6.9)

On remarque que Ran [AB, B] = Ran

[
1 0
0 1

]
= 2 = n. Donc, (A,B) est

exactement contrôlable.
D’après les calculs dans [34], on peut obtenir la fonction temps minimal comme :

T∞(xf , yf ) =

 2
√
xf + 1

2y
2
f − yf si xf ≥

y2
f

2 signe(yf ),
2
√
−xf + 1

2y
2
f + yf si xf ≤

y2
f

2 signe(yf ).
(6.10)

On cherche par la suite le problème de contrôle en temps optimal avec la condi-

tion finale zf =
(
xf
yf

)
=
(

0
−1

)
.

D’après la formule (6.10), on a : tfexact = 1 +
√

2 ≈ 2.4142. On présente les
résultats obtenus en matlab dans l’Annexe B.2. On remarque que pour la méthode
directe, si on augmente le nombre de discrétisation, le temps final numérique est
plus proche du temps final exact. De plus, le résultat obtenu par la méthode de tir
est très précis par rapport à celui obtenu par la méthode directe, mais si on prend
une valeur initiale tf trop loin du temps final exact, on obtient un résultat mauvais.

3 Dimension infinie

On essaie la méthode directe pour résoudre l’équation de la chaleur avec un
contrôle interne dans [0, 1].

Plus précisément, on considère l’équation :

ż(t, x) = 4z(t, x) + χ[ 1
3 ,

2
3 ](x)u(t, x), x ∈ [0, 1], t ∈ [0, tf ], (6.11)
z(t, x) = 0, x = 1 ou 0, t ∈ [0, tf ]. (6.12)

On utilise la méthode des différences finies pour discrétiser le système ci-dessus.
On choisit aussi le schéma d’Euler implicite pour la discrétisation en temps. Prenons
0 = t0 < t1 < .. < ti < .. < td = tf la discrétisation en temps par d intervalles, et
0 = x0 < x1 < .... < xk < ... < xN+1 = 1 la discrétisation en espace par N + 1
intervalles.

Notons zi,k = z(ti, xk) la valeur de la solution en temps ti et au point xk où
i ∈ J0, dK et k ∈ J0, N + 1K. On prend les approximations comme suit :

ż(ti, xk) ≈
zi,k − zi−1,k

th
et 4z(ti, xk) ≈

zi,k+1 + zi,k−1 − 2zi,k
h2 , (6.13)
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où th = tf
d
et h = 1

N+1 .

Notons aussi Zi =


zi,1
zi,2
...

zi,N

. On peut donc écrire le système discrétisé de (6.11)-

(6.12) par :

Zi+1 − Zi
th

= Ah ·Zi+1 +Bh ·Ui+1, (6.14)

où Ah = 1
h2



−2 1 0 . . . 0
1 −2 . . . ...
0 . . . . . . . . . 0
... . . . −2 1
0 . . . 0 1 −2


de taille N × N , Bh = diag(Xind) une

matrice diagonale de taille N ×N avec comme diagonale Xind =


ε1
...
εN

,

εi =
{

1 si 1
3 ≤ xi ≤ 2

3
0 sinon et Ui+1 =


ui,1
...

ui,N

 avec ui,k est valeur choisie pour le

contrôle en temps ti et au point xk.
Par un simple calcul, (6.14) revient à résoudre le système :

CZi+1 = Zi + th ·Bh ·Ui, (6.15)

où C = IdN×N − th ·Ah.
Donc, en chaque pas du temps, on inverse la matrice C pour calculer Zi+1 par

les valeurs de Zi et Ui.
Notons X une variable qui contient tous les valeurs ui,k, i ∈ J1, dK, k ∈ J1, NK et

le temps final tf . On rappelle que le principe de la méthode directe est de minimiser
une fonction F (X) qui rend tf avec les contraintes sur le contrôle, i.e., ‖Ui‖l2([ 1

3 ,
2
3 ]) ≤

1, ∀ i ∈ J1, dK et avec la condition finale : Z(tf ) = Zf .
On considère ici la condition initiale et la condition finale comme : z0(x) =

sin(πx) et zf = 0. On prend aussi d = N dans la simulation.
On crée en matlab une fonction chaleur.m qui prend N comme variable et

qui utilise fmincon.m pour minimiser la fonction principal.m sous les contraintes
décrites dans la fonction contrainte.m (voir l’Annexe A.3).

On présente les résultats obtenus dans l’Annexe B.3. Le temps final numérique
est environ 0.6. On voit aussi l’évolution de la norme l2 du contrôle en temps, qui
n’est pas toujours égale à 1. Théoriquement, le contrôle devrait possèder la propriété
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de bang-bang. Ceci implique que la solution obtenue n’est peut-être pas bonne même
si la condition finale est bien satisfaite pour tout N .

On choisit Euler implicite pour la discrétisation en temps car concernant les
résultats obtenus par la méthode d’Euler explicite, si on augmente la taille de la
discrétisation, on n’arrive pas de trouver un minimum qui satisfait la condition
finale. Cela vient probablement de l’instabilité du schéma numérique de la méthode
d’Euler explicite.
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Conclusion

L’objectif de ce mémoire est d’étudier des résultats liant le problème de contrôle
en temps optimal avec le principe du maximum et la propriété de bang-bang. Pour
des systèmes possèdant la contrôlabilité exacte, le principe du maximum est une
condition nécessaire de l’optimalité en temps. Pour obtenir la propriété de bang-
bang d’un contrôle en temps optimal, il faut examiner si le système possède un type
de contrôlabilité approchée.

Quant aux systèmes qui ne possèdent pas la contrôlabilité exacte, on tente
d’établir un type de L∞-contrôlabilité à zéro en s’appuyant sur la technique de
Lebeau-Robbiano pour obtenir la propriété de bang-bang d’un contrôle en temps
optimal.

Le principe du maximum nous donne la possibilité de construire des algorithmes
numériques pour résoudre le problème de contrôle en temps optimal. On s’intéresse
aussi dans la dernière section au lien entre les problèmes de contrôle en temps optimal
et de contrôle en norme optimale qui nous permet d’estimer le module de continuité
de la fonction temps minimal.

On discute par la suite de quelques problèmes ouverts qui sont liés avec le sujet
de notre mémoire :

* Est-ce que le principe du maximum est toujours valable pour un système qui
ne possède pas la contrôlabilité exate ?

* Considérons par exemple l’équation des plaques :

z̈(x, t) = −i42z(x, t) + χO(x)u(x, t), x ∈ Ω, t ≥ 0, (6.16)
z(x, t) = 4z(x, t) = 0, x ∈ ∂Ω, t ≥ 0, (6.17)

où Ω est un ouvert de Rn, et O est un ensemble ouvert non vide de Ω.
Ce système est exactement contrôlable mais semble ne pas possèder la contrô-
labilité approchée sur tout ensemble e ⊂ [0, t] de mesure positive. Est-ce qu’un
contrôle en temps optimal possède toujours la propriété de bang-bang ? Est-ce
qu’il existe donc d’autres moyens pour établir la propriété de bang-bang pour
un système exactement contrôlable ?

* Le problème de contrôle en temps optimal où on cherche un contrôle dans
L1([0, t];U), un espace de Banach non réflexif, est un sujet intéressant mais
qui semble difficile.
Les méthodes que l’on a utilisé ne sont pas valables dans le cadre d’un espace
de Banach, est-ce qu’on peut toujours obtenir le principe du maximum et la
propriété de bang-bang pour un contrôle en temps optimal ?

* Dans le livre de H.O. Fattorini [11], en considérant B = Id, on voit beaucoup
de résultats concenant le lien entre les problèmes de contrôle en temps optimal
et en norme optimale. Par exemple, dans ce cas, un contrôle en temps optimal
est nécessairement en norme optimale. Le lien entre les deux problèmes dans
le cas B 6= Id peut-être un sujet très intéressant.
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* On a vu dans la section V, comment obtenir une majoration de la fonction
norme minimale E∗∞ par l’étude du coût du contrôle. Est-ce qu’il existe d’autres
pistes pour majorer E∗∞ au lieu de passer par l’étude de ‖u∗T,z0‖L∞([0,t];U) où u∗T,z0
est l’unique solution du problème L2-norme minimale en temps T > 0 et avec
un point inital z0 ∈ X ?

En résumé, ce mémoire consacre la plus grande partie à présenter des résultats
théoriques. L’étude de la convergence et de la stabilité des méthodes numériques est
aussi un domaine intéressant pour le problème de contrôle en temps optimal.
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Appendices
A Annexe 1- Programmation en matlab

(1) Méthode directe - Dimension finie

function [tf,U] = methodedirecte(N)
% N : le nombre de discrétisation en temps, tf : le temps final, U : les valeurs du contrôle.

A=[0 1 ;0 0] ; B=[0 ;1] ; n=2 ; m=1 ; tf=5 ;

% n : la dimension de l’espace X, m : la dimension de l’espace U.

U=2*rand(m,N)-1 ; X0=[reshape(U,N*m,1) ;tf] ;

z0=zeros(n,1) ; zf =[0 ;-1] ; % z0 : l’état initial, zf : l’état final souhaité.

options=optimset(’Algorithm’,’sqp’) ;

% On choisit la méthode sqp comme méthode d’optimisation non linéaire.

[X,tf]= fmincon(@principal,X0,[],[],[],[],[],[],@(X) contrainte(X,A,B,m,N,z0,zf),options) ;

% Dessins

U=X(1 :(end-1)) ; U=reshape(U,m,N) ; z=zeros(n,N+1) ; h=tf/N ;

for i=1 :N

z( :,i+1)=z( :,i)+h*(A*z( :,i)+B*U( :,i)) ;

end

subplot(121) ; plot(z(1, :),z(2, :),’r’) ; axis square ;

subplot(122) ; plot(linspace(0,tf,N),U,’r’) ; axis square ;

function [c,ceq] =contrainte(X,A,B,m,N,z0,zf)

tf=X(end) ; U=X(1 :(end-1)) ; U=reshape(U,m,N) ; h=tf/N ;

c = [sum(abs(U).∧m, 1).∧(1/m)− 1,−tf ]; z=z0 ;

% c représente la contrainte qu’en chaque instant ti, ‖U(ti)‖Rm ≤ 1 et tf >= 0.

for i=1 :N

z=z+h*(A*z+B*U( :,i)) ; % On utilise le schéma d’Euler explicite pour résoudre le système.

end

ceq= z-zf ;

% ceq représente la condition finale.

function t = principal(X)

t=X(end) ;
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(2) Méthode de tir - Dimension finie

function [r,tf,u]= methodeindirecte

z0=[0 ;0] ; A=[0 1 ; 0 0] ; B=[0 ;1] ; p0=[1 ;1] ; tf=100 ;

% On prend des valeurs initiales de p(0) et de tf.

n=2 ; m=1 ; zf=[0 ;-1] ;

% n : la dimension de l’espace X, m : la dimension de l’espace U.

options=optimset(’Display’,’iter’,’LargeScale’,’on’) ;

[potf,r]=fsolve(@(X) F(X,A,B,z0,zf,n,m),[p0 ;tf],options) ;

% On utilise fsolve.m pour trouver un zéro de F.

% Dessin

tf=potf(end) ; p0=potf(1 :end-1) ; x0=[z0 ;p0] ;

options = odeset(’AbsTol’,1e-9,’RelTol’,1e-9) ;

[Tx,x]=ode113(@(t,x) state(t,x,A,B,n,m), [0 tf], x0,options) ;

x=x’ ; z=x(1 :n, :) ; p= x((n+1) :end, :) ; q=B’*p ; u=zeros(m,length(Tx)) ;

for i=1 :length(Tx)

u( :,i)=q( :,i)/norm(q( :,i),m) ;

end

subplot(121) ; plot(z(1, :),z(2, :),’r’) ; axis square ;

subplot(122) ; plot(Tx,u,’r’) ; axis square ;

function res =F(X,A,B,z0,zf,n,m)

% F rend la distance entre z(tf) et zf.

tf=X(end) ; p0=X(1 :(end-1)) ; x0=[z0 ;p0] ;

options = odeset(’AbsTol’,1e-9,’RelTol’,1e-9) ;

[Tx,x]=ode113(@(t,x) state(t,x,A,B,n,m), [0 ;tf], x0,options) ;

% x représente les valeurs de z et p en chaque instant. On utilise ode113 pour résoudre le problème de Cauchy
(6.3).

res = x(end,1 :n)’-zf ;

function r =state(t,x,A,B,n,m)

z= x(1 :n) ; p= x((n+1) :end) ;

q=B’*p ; u=q/norm(q,m) ; % On rappelle que u(t) = B∗p(t)
‖B∗p(t)‖Rm

si il est en temps optimal.

r=[(A*z+B*u) ; (-A’*p)] ;
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(3) Méthode directe - Dimension infinie

function [tf,U] = chaleur(N)

tf=10 ; d=N ; u=2*rand(N,d)-1 ; h=1/(N+1) ;

% N : nombre de discrétisation en espace, d : nombre de discrétisation en temps.

d0 = −2/h∧2 ∗ ones(N, 1) ; d1 = 1/h2 ∗ ones(N, 1) ;

A = spdiags([d1 d0 d1],−1 : 1, N, N) ; % A représente la discrétisation de l’opérateur laplacien.

x = linspace(h, 1−h, N) ; xind = (x >= 1/3).∗(x <= 2/3); B = spdiags(xind′, 0, N, N) ;

% xind représente la discrétisation de la fonction indicatrice χ[ 1
3 ,

2
3 ] et B est la matrice diagonale comme

diagonale xind.

u = B ∗ u ; X0=[reshape(u,d*N,1) ;tf] ; T = linspace(0, tf − th, d);

options=optimset(’Algorithm’,’interior-point’,’MaxFunEvals’,10000000,’MaxIter’,100000) ;

% On choisit la méthode "point intérieur" comme méthode d’optimisation non linéaire.

[X,f]=fmincon(@principal,X0,[],[],[],[],[],[],@(X) contrainte(X,A,B,d,N),options) ;

% Dessin

tf=X(end) ; d=(length(X)-1)/N ; U=reshape(X(1 :end-1),N,d) ;

z0 = sin(pi ∗ linspace(h, 1− h, N)′) ; z=zeros(N,d+1) ; z( :,1)=z0 ;

th = tf/d; C = eye(N, N)− th ∗A ; normcontrol=zeros(d,1) ;

for k=1 :d

z(:, k + 1) = C\(z(:, k) + th ∗B ∗ U(:, k)); normcontrol(k)=norm(U( :,k),2) ;

end

subplot(121) ; plot([0 x 1],[0 ;z( :,end) ;0],’r’,[0 x 1],zeros(N+2,1),’b’) ; axis square ;

subplot(122) ; plot(T,normcontrol,’r’) ;axis square ;

function [c,ceq] =contrainte(X,A,B,d,N)

tf=X(end) ; U=X(1 :end-1) ; U=reshape(U,N,d) ; th=tf/d ; h=1/(N+1) ; U=B*U ;

c = [sum(abs(U).∧2, 1).∧(1/2)− 1,−tf ];

% c représente la contrainte sur le contrôle : ‖U(ti, .)‖l2([ 1
2 ,

2
3 ]) ≤ 1 et que tf>=0.

z0 = sin(pi ∗ linspace(h, 1− h, N)′); C = eye(N,N)-th*A ;

% On considère la condition initiale : z0(x) = sin(x).

for k=1 :d

z0 = C\(z0 + th ∗B ∗ U(:, k)); % On choisit le schéma d’Euler implicite pour discrétiser le système.

end ;

ceq= z0- zeros(N,1) ; % ceq représente la condition finale z(tf)=zf=0.
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B Annexe 2- Simulation numérique

(1) Méthode directe -dimension finie

N 10 20 40 100
tf 2.2581 2.3333 2.3729 2.3973

Table 1 – temps final numérique

Figure B.1 – N=10

Figure B.2 – N=20
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Figure B.3 – N=40

Figure B.4 – N=100
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(2) Méthode de tir -dimension finie

tf
P0init = [1; 1], tfinit = 5 2.4142
P0init = [1; 1], tfinit = 100 -2.4142

Table 2 – temps final numérique

Figure B.5 – P0init = [1; 1], tfinit = 5

Figure B.6 – P0init = [1; 1], tfinit = 100
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(3) Méthode directe - l’équation de la chaleur sur [0, 1]

N 5 10 20 30
tf 0.6029 0.6769 0.6600 0.6010

Table 3 – temps final numérique

Dans la suite, on présente dans la figure de gauche la solution finale z(tf ) obtenue
par la méthode directe (ligne rouge) et la solution finale exacte zf = 0 (ligne bleue).
Dans la figure de droite, on présente l’évolution de l2-norme du contrôle en temps.

Figure B.7 – N=5

Figure B.8 – N=10
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Figure B.9 – N=20

Figure B.10 – N=30
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