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Controéle en temps optimal Résumé & Remerciements

Résumé

On s’intéresse dans ce mémoire a ’étude du probléme de controle en temps
optimal. Ce probleme est fortement lié aux différentes notions de contrdlabilité, du
principe du maximum de Pontriaguine et de la propriété de bang-bang.
Numériquement, on peut trouver le temps minimal en utilisant des méthodes directes
ou des méthodes indirectes basées sur le principe du maximum. Du point de vue
théorique, il est difficile de trouver une formule pour le temps minimal. Mais on
peut au moins déterminer le module de continuité de la fonction temps minimal par
I’étude du taux d’explosion du cofit du controle.

Ce travail consiste une synthese des articles et il n’est pas original.

Mots clés : controle en temps optimal, controlabilité, observabilité, prin-
cipe du maximum de Pontriaguine, propriété de bang-bang, contrdle en norme
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Notations
V : pour tout.
3 : il existe.

| ou t.q. : tel que.

p.p- : presque partout.

R : ensemble des nombres réels.

R, : ensemble des nombres réels positifs.

C : ensemble des nombres complexes.

N : ensemble des entiers naturels.

Z : ensemble des entiers relatifs.

Re z : partie réelle d’'un nombre complexe z.

Im z : partie imaginaire d’'un nombre complexe z.

Ran : I'image d'un opérateur.

Ker : le noyau d’un opérateur.

inf : 'infimum.

sup : le supremum.

min : le minimum.

max : le maximum.

lim : la limite.

Vect : espace vectoriel engendré par.

int X : I'intérieur d’un ensemble X.

0X : la frontiére d'un ensemble X.

X : ladhérence d’un ensemble X.

X' : le dual d’un espace X.

X+ : Torthogonal de X.

A* : Tadjoint d'un opérateur A.

o(A) : le spectre d’'un opérateur A.

p(e) : la mesure de Lebesgue d’un ensemble e.

M, (K) : ensemble des matrices a n lignes et m colonnes, a coefficients dans K.
M,,(K) : ensemble des matrices carrées d’ordre, a coefficients dans K.

| | : valeur absolue ou module.

(, )xr.x * le produit scalaire dans la dualité X', X.

| ||x : norme associée & un espace de Banach.

L(E, F) : ensemble des opérateurs linéaires continues de £ dans F.

C?(Q2,K) : ensemble des applications mesurables de {2 dans X de classe CP.
LP(2;K) : ensemble des applications mesurables de €2 dans X de puissance p
intégrables.

L*>(Q;K) : ensemble des applications mesurables bornées de € dans X.
LP(QQ) : LP(Q; C).

H*(Q) : ensemble des applications mesurables t.q. les dérivées d’ordre plus petite
que k sont dans L?(€2).

H} () : ensemble des applications f € H' () t.q. f s’annule sur 9.

2(t, z0,u) = S(t)zo + Pru : la trajectoire de la solution engendrée par le contrdle .
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Les opérateurs :

V : gradient.

A : laplacien.

Xe : la fonction indicatrice d’un ensemble e.

S(t) : le semigroupe fortement continu engendré par 1'opérateur A.

v : voir (2.3).

®, cu : voir (3.3).

U, : Popérateur d’observation en temps ¢ > 0, voir (3.4).

U, . : Vopérateur d’observation en temps ¢ > 0 sur e C [0, ¢] de mesure strictement
positive, voir (3.5).

U : opérateur d’observation pour le couple (A*, B*) en temps t > 0, voir (3.8).
¢, : voir (3.9).

Ty : Popérateur de réflexion sur L%([0,t]; U), voir (3.9).

R; : le Gramien de controlabilité, voir le lemme 3.13.

T : la fonction temps minimal, voir (5.4).

EX : la fonction L*™-norme minimale, voir (5.7).

&, : la fonction LP-norme minimale, voir (5.8).

Ct, Cie : colit du contrdle, voir section III.3.

Les ensembles admissibles pour le controle :
Lk (t) : voir (2.2).

L1(t) : voir (3.24).

At ez voir (3.30).

A, 2 voir (5.5).

At zopy D €]1, +00[ : voir (5.6).

Les ensembles accessibles :

R®(t) : voir (2.5).
R>(t) : voir (3.25).
B (t) : voir (3.26).

Les ensembles controlables a zéro :

RP(t) : voir (5.2).
R : voir (5.3).
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I Introduction

L’objectif d'un probléeme de controle est d’amener le systeme d’un état initial
le plus pres possible d'un état final en respectant certaines contraintes. On dit qu’un
systeme est contrdlable si on est capable de 'amener d’un point initial arbitraire
vers un point final souhaité.

Dans un probleme de contréle optimal on souhaite atteindre 1’objectif ci-
dessus en minimisant (ou maximisant) un critéere d’optimisation. Historiquement, le
probleme de controle optimal est apparu a la continuation de la recherche du calcul
des variations aux XVI- XVII siécles. Il est fortement lié a la mécanique classique
(principe de Fermat, probleme de la brachistochrone, équations d’Euler-Lagrange
etc). On se réfere au livre de H. Herman Goldstine [15] pour le développement de la
théorie du calcul des variations.

La théorie moderne du controle optimal a commencé dans les années 50 avec le
principe du maximum de Pontriaguine, découvert par L.S. Pontryagin en 1956
[28], qui donne une condition nécessaire d’optimalité (voir par exemple I'article de
R.V. Gamkrelidze [14] pour la découverte de ce principe). Cette théorie est déve-
loppée plus tard dans différentes branches mathématiques : le probleme de contréle
optimal d’équations aux dérivées partielles, la théorie de contrdle stochastique, la
théorie des jeux... De nos jours, la théorie de controle optimal a de nombreuses appli-
cations : les guidages aérospatiaux et aéronautiques, automobile, robotique, réseaux
informatiques, bioréacteurs, controles des procédes chimiques, etc.

Dans un probleme de contréle en temps optimal, on cherche le temps
minimal pour qu'un contrdle admissible amene un systeme dynamique d’un point
initial arbitraire au point final prescrit. Ce probleme est classique en dimension finie
et il est connu qu’'un controle en temps optimal possede des propriétés intéressantes :
le principe du maximum de Pontriaguine et la propriété de bang-bang. Ces
résultats ont été découverts dans 'article de R. Bellman, 1. Glicksberg et O. Gross

[3].
L’extension en dimension infinie est premicrement apparue dans l'article de

H.O. Fattorini [10] et est beaucoup développée dans le livre de J.L. Lions [23] et le
livre de H.O. Fattorini [11].

Notre but dans ce mémoire est d’étudier I'existence et 'unicité d’un contréle en
temps optimal et de donner des conditions pour lesquelles le principe du maximum
et la propriété de type bang-bang sont satisfaits.

On énonce le probleme sous une forme générale pour les systeémes linéaires :
Soient X, U deux espaces de Hilbert, A € L(X) et B € L(U, X).

On considere I'équation suivante :

2(t) = Az(t) + Bu(t), t € [0,T], 2(0) = 2o € X, (1.1)

)

ot u € L®([0,T];U) et ||u(t)| roe o,y < 1 pour t € [0,T] p.p..
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Définition 1.1.

On dit qu’'un élément ¥ € X est accessible si il existe T > 0 et
u € L*([0,7];U) avec ||u(t)| om0y < 1 pourt € [0,7] p.p.. (1.2)
t.q. la solution de (1.1) satisfasse

2(1) = 2. (1.3)

L’objectif est de trouver le controle u* qui vérifie (1.2) et (1.3) avec le temps
final 7* le plus petit possible.

Le présent travail est divisé en cinq parties, organisées de la maniere suivante :

En section II, on présente des résultats en dimension finie, en se réferant au
livre de E.D. Sontag [30] et au livre de H.O. Fattorini [11].

Dans la section III, on présente les notions préliminaires sur la controlabilité et
I’observabilité. On voit la dualité entre elles et aussi la notion du cotit de contole.

Dans la section IV, on présente des résultats en dimension infinie par deux pistes
différentes. Premiérement, en suivant les mémes idées qu’en dimension finie, on peut
obtenir la propriété de bang-bang pour le contole en temps optimal en passant par le
principe du maximum. La condition pour qu'un contrdle en temps optimal satisfasse
le principe du maximum est la contrdlabilité exacte du systeme. on se réfere a
l'article de J. Lohéac et de M. Tucsnak [24] pour les résultats de cette partie.

Deuxiemement, on sait que pour certaines équations, comme pour l’équation
de la chaleur, la contrdlabilité exacte n’est pas vérifiée. C’est pour cette raison
qu’on étudie d’autres conditions pour qu’un controle en temps optimal satisfasse
la propriété de bang-bang sans passer par le principe du maximum. On voit qu’en
supposant un type de L*°-contrdlabilité a zéro, on peut établir la propriété de
bang-bang. on se réfere a l'article de M. Tucsnak, S. Micu et de 1. Roventa [25]
et a l'article de G. Wang [37] pour cette partie. On voit aussi les applications aux
équations de type Schrodinger et a ’équation de la chaleur.

En section V, on présente le lien entre le module de continuité de la fonc-
tion temps minimal et le taux d’explosion de la fonction norme minimale.
Ceci nous donne une piste pour étudier le comportement de la fonction temps mi-
nimal autour de zéro a 'aide du taux d’explosion du colit du controle en zéro. On
se réfere a Particle de F. Gozzi et de P. Loreti [16] pour les résutats obtenus dans
cette section.

La derniere section est consacrée a présenter deux méthodes numériques pour
la résolution du probleme de controle en temps optimal : les méthodes directes et
les méthodes indirectes. On utilise le logiciel matlab pour simuler la solution de
quelques exemples simples. On se référe au livre de E. Trélat [34] pour la présentation
de deux méthodes et sa mise en oeuvre.

10



Controéle en temps optimal Dimension finie

II Controéle en temps optimal en dimension finie

On considere la méme équation que celle décrite dans l'introduction avec X =
R"et U =R™:

2(t) = Az(t) + Bu(t), t € [0,T7, 2(0) = zp € R", (2.1)
ot A € Myxn(R), B € Mym(R) et we L>([0,T];R™).

On suppose que u(t) € K, pour presque tout ¢ € [0,7], ou K est un voisinage
compact convexe de 0 dans R™.

On note également (.,.) le produit scalaire euclidien de R" (et de R™).

Pour simplifier I’écriture , on note Lk (¢) 'ensemble admissible des contrdles :

Li(t)={ue L>®([0,t;R™) ; Ranu € K}. (2.2)

On sait que la solution z de (2.1) s’écrit sous la forme :
z(t) = S(t)zo + Pyu, te€]0,T] (2.3)
avec u = [} S(t — o) Bu(o)do, on S(t) = et

On note z(t, zg,u) = S(t)zo + ®,u la trajectoire de la solution engendrée par

On définit aussi deux ensembles accessibles a partir du point 0 :
R®(t)={z€eR" | z = du,u € L>([0,t];R™)}, (2.4)
RR(t)={z€R"| z=du,u € Lk(t)}. (2.5)

On énonce ensuite un théoreme qui donne des propriétés sur ’ensemble des

éléments accessibles :

Proposition 2.1. R (t)est un compact convere de R™.

Démonstration.
La convexité est claire car K est convexe et O, est une fonction linéaire.

Pour la compacité, prenons une suite (zj)r de R2(t). On sait qu’il existe une
suite (uy)r de Lk (t) t.q. pour tout k € N,z = ®yuy.

Comme K est compact, on sait que la suite (ug)x est bornée dans L>°([0, ¢t]; R™).
Donc on peut extraire une sous-suite qui converge faiblement dans L>([0, t]; R™) vers

u € EK(t)
Pour tout z € R™ on définit x (o) = B*S(t — 0)*z € L*([0,t];R™) t.q. :

(2.24) = (z,/ S(t — o) Buy(o)do) :/Ot(x(a),uk(a»da

0

— /Ot<X(U)7 u(o))do = (z, /Ot S(t — o)Bu(o)do).

t

Si on pose z* = ®,u, on obtient alors z — 2* € RP(t). D’ou la compacité. [

11
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On définit par la suite le probleme de controle en temps optimal :
Définition 2.2.

Soit 2,2/ € R, avec 2/ accessible (définition 1.1). On dit qu’un controle u* €
Ly (%) avec 2/ = S(7%)29 + ®~u* est optimal en temps, si

*

pour tout u € L (t) t.q. la solution de Iéquation (2.1) wvérifie z(t) = 2/ on a t > 7*.
La partie suivante traite I’existence d’'un controle en temps optimal.

1 Existence

Théoréeme 2.3 (Existence).

Si 27 est accessible, alors il existe un controle en temps optimal.

Démonstration.
Prenons 7 =inf {t >0]2" = S(t)z € R‘}?(t)}.

On sait qu’il existe une suite minimisante (¢,), C R ¢, N\, 7° et une suite
(un)n C L (ty) tuq. : Vn €N, 25 = 2(t,, 20, up).

Ensuite, on prend s > ¢t; > 0 et on étend (uy), sur U'intervalle [0, s] en po-
sant u, (o) = 0 (0 € [t,,s]). Comme (u,), est une suite bornée de Lx(s) et K
est compact, on peut extraire une sous-suite (u,), qui converge faiblement dans
L>([0, s]; R™) vers un élément u* € Lg(s).

Pour tout z € R™, on définit ensuite les fonctions :

B*S(t,—o)'z si0<o<t,
xn<a>:{ (tn =) et x(0) =

0 sinon.

B*S(t* — o)z si0<o <7
0 sinon

On sait x,(.) = x(.) dans L*([0, s]; R™).

Donc, on obtient pour tout z € R" :

ln

(2,20 — S(ta)z) = (=, / S(t, — o) Buy(o)do)

0

= /Otn<B*S(tn —0)z,uy(0))do = /08<Xn(0), un(0))do.

Prenons la limite n — +o00, on obtient :
(5,21 = (7)) = [ (o), w(0))do = [ (BS(" = o)z, u(0))do
0

0

*

= (z, /OT S(r* — o)Bu*(0)ds),  VzeR™

Cela implique que zf — S(7%)2g = ®r-u*, u* € Li(s) C Li(77).

D’ou l'existence d’un contrdle en temps optimal. O

12
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2 Principe du maximum et la propriété de bang-bang

On énonce d’abord le principe du maximum de Pontriaguine :

Définition 2.4 (Principe du maximum).
On dit qu’un controle u* € Lk (t) vérifie le principe du maximum si il existe
neR"n+#0tgq. :

(B*S(t —o)'n,u*(0)) = r&a}%{(B*S(t —o)'n,u) pour o € [0,t] p.p. . (2.6)

Par la suite, on verra qu'un contrdle en temps optimal satisfait le principe du
maximum, autrement dit, c¢’est une condition nécessaire de 'optimalité en temps.
De plus, en ajoutant une condition supplémentaire, il possede la propriété de bang-
bang. On verra qu’en supposant des conditions sur le point initial ou le point final,
le principe du maximum devient une condition suffisante d’optimalité en temps.

On commence par énoncer deux lemmes utiles pour le théoréme principal.
Lemme 2.5. On a des équivalences entre les trois assertions suivantes :
(a) Vit >0, int RZ(t) #0
(b)yVt>0, R°(t) =R"
(¢) Vo >0, B*S(0)'n=0)=n=0. (2.7)

Démonstration.
*(b) = (¢
On fait une preuve par contraposition.

Prenons t>0, supposons qu’il existe n € R™, n # 0 t.q. pour tout y €
R>(t), (n,y) = 0. Ceci équivaut a :

Yu € L*([0,t]; R™), 0 = (n, /Ot S(t — o)Bu(o)do) = /;(B*S(t —0)'n,u(o))do,

qui est équivalent a :
B*S(t—0)'n=0 <= B*S(o)'n=0(0<0 <t).

Comme 71 — B*S(0)*n est analytique, on sait donc que cette propriété est
indépendante de t. Autrement dit, on a montré que :

V>0, RP(t) #R" < IneR", n#0,B"S(c)'n=0.

D’ou I’équivalence.

* (a) = (b)
On montre d’abord que (a) entraine (b). En effet, si (a) est vrai, comme 0 €
int R32(t) il existe une boule contenue dans R (1), i.e.,

Jr>0,B(0,r) C R¥(t).

13
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Or, pour tout z € R”, il existe k > 0 t.q. 7 € B(0,7). Donc, z = ®,(ku), avec
u € Lk(t). Comme ku € L>([0,t];R™), on a z € R>(t). D’ou (a) implique
(b).

Réciproquement, si (b) est vrai, prenons z € R" et p > 0 quelconques. On a :
VZ e B(z,p) CR", Jue L*([0,t;R™), 2 = Du.

Comme K est un voisinage de 0, il existe r > 0 t.q. B(0,r) C K. Il nous suffit
de montrer que int R, () # 0 pour conclure.

Si on pose

u(.)

M :=inf {M >0|Vz e B(z,p), Yue L>([0,t;R™) t.q. Z= d;u, on a i

)

alors, on obtient B(
que (a) implique (b).

» %7) C R0 (t). Donc, int R, (t) # 0. On en déduit

SE

]

Remarque 2.6.
Si (A, B) est exactement controlable (voir Def 3.1), alors on a évidemment
(2.7).
Lemme 2.7.
Supposons que (2.7) est vraie. Alors, on peut définir une norme dans R*(t) =
R™ par
I2llrey = inf {lull=qogmm) | 2 = P, w € L2((0,;R™)} . (2.8)

Cette norme est équivalente a toutes les normes de R™.
De plus, si on définit pour tout t > 0 une constante Cy > 0 par

Cy = sup {”Z“Rw(t)}, (2.9)

2#0, zeR" ||z||X

alors t — C} est décroissante.

Démonstration.
La premiere partie est claire et on montre juste la décroissance de t +— C}.

Soit z € R™. Alors d’apres la définition de C}, il existe u € L*([0,t];R™) t.q.
z = @tu et Hu”Loc([O,t};Rm) S HZHXCt
Prenons ¢’ > ¢ > 0. On remarque que :
t/

/Ot S(t — o) Bu(o)do = /t S(t — o) Bulo — (' — 1))do.

'—t

14
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Dong, si on définit (o) = xp—p(0)u(c — (' — 1)), on a

Dyt = z et |G pooo,0mm) = Nll poo o g1smm)-
Or, [[2]|xCt = [Jull poo (o,g.mm) = 18l oo (o,eqrmy = 1121 Roe 41y
Passons au suprémum en z sur X. On en déduit que C; > Cy. O

On a aussi besoin d'un théoreme de séparation qui est une conséquence du
théoreme de Hahn-Banach [5].

Définition 2.8.
Soit C' un sous ensemble, convexe et non vide d’un espace de Hilbert X.

On dit que T € C est un point d’appui de C si il existe f € X' t.q. :
sup{f(z), x € C} = f(2).

Théoréme 2.9.

Soit C' un sous ensemble convere d’un espace de Hilbert X .

Siint C # 0, alors pour tout v € dC, x est un point d’appui de C.

Démonstration.

Voir par exemple le théoréme 1.13 du livre de V. Barbu et T. Precupanu [1]. O

On peut maintenant énoncer le théoreme le plus important de cette section qui
montre que le principe du maximum est une condition nécessaire d’optimalité en
temps.

Théoréme 2.10 (Principe du maximum, condition nécessaire).

Siu* € Lk (") est un controle optimal en temps T, alors u* vérifie le principe
du maximum (2.6).

Démonstration.

I1 suffit de montrer le résultat en supposant que la propriété (2.7) est vraie. En
effet, si (2.7) n’est pas satisfaite, il existe n # 0, t.q. B*S(7* — 0)*n = 0. Donc, il
n'y a rien a montrer car avec ce 7, tout contrdle (optimal ou non) satisfait (2.6).

Supposons que (2.7) est vraie. On va montrer d’abord que 2/ — S(7%)z est
sur le bord de R3(7").

Par l'absurde, si z/ — S(7%)zp n’est pas sur le bord, alors il existe p > 0, t.q.
B(zl — 5(7%)z, p) C RE(7*). Comme 0 € RF(r*), il existe donc r < 1 t.q. 2(zf —
S(1%)20) € R2(7*). Cela est équivalent a dire qu’il existe 4 € Ly (7*) t.q. 2/ —
S(1%)z0 = P (121).

On pose @ = ri. Alors ||a|| = r||a]| < ||a|| et 2/ — S(7%)20 = ®,(@). De plus,
comme K est convexe et 0 appartient a K, on a @ € L (7%).
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Soit 0 <t < 7*. Ona:
Sz = S()z0 — S( zo+/ (r* — o) Bi(o)do
_/ (t — 0)Bia(o)do + S(r%)z — S ZO+/ (+* — ¢)Bi(o)do
+/ (+* — o) — S(t — 0))Bii(o)do

_ /0 S(t — o)Bii(o)do + o(t, ),

ot p(t, ) = S(7%)z0 z0+/ (r* — o) Ba(o da+/ (+* — o) — S(t — o)) Bi(o)do.

C’est facile de voir que limy . p(t,7*) = 0.

Comme la fonction ¢ — C; est décroissante d’apres le lemme 2.7, pour tout
e > 0 on peut trouver ¢ < 7* et un controle v € Lg(t) t.q. ®v = @(t,7*) et
[0l Lo o.mm) < Cello(t, 7) [[Rr < €l oo (po,rpimm)

On sait que Ran @ C int K, car 0 € K, Rantu C K et & = rt avec 0 < r < 1.
L’objectif est de prendre € pour que @ + v soit bien dans I’ensemble admissible,
L (t). I suffit de prendre un e suffisament petit t.q. :

B, €t 1= o.rj5em) C K ot Blu,r) = {x € R" | 3o, [l — u(o)[lan < r}.

On a enfin que 2/ —S(t)zy = ®;(ii+v) avec t+v € L (t). Cela est contradictoire
avec le fait que u* est le contrdle optimal en temps 7*. Donc, on a montré que
2l — S(7%)29 € ORE (7).

On montre par la suite que u* satisfait le principe du maximum.

En utilisant le théoréme 2.9, comme int R2(7*) # 0 (lemme 2.5) et z/ —
S(7%)20 € ORE(7*), on sait que z/ — S(7%)zp est un point d’appui de R (7*).
Par le théoreme de représentation de Riesz, ceci équivaut a :

AneR", n#£0, (n,2) < (2" = S(m)z0) (z € RR(T))
— (n,Pru) < (n, Pu”), Yu € Lg(T¥)
— /0 "B S(r* = o), u(o))do < OT (B*S(7* — o)n,u*(0))do (u € Li(r*)).
(2.10)

La derniere inégalité (2.10) est équivalente au principe du maximum (2.6). Pour
voir cela, il suffit de prendre :

Vo € [0,7%], v(o) = argmax,cx {(B*S(7" — o)™ n,u) },

ot argmazyex{f(u)} est un élément de K réalisant le maximum de f.
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En prenant ce v, on obtient clairement que

(B*S(t" —o)'n,u*(0)) = Irlea%(B*S(T* —o)*n,u) pour o € [0,7"] p.p. .

D’ou le résultat. O

On énonce ensuite le théoréme concernant la propriété de bang-bang :

Corollaire 2.11 (Propriété de bang-bang).

Sion a (2.7) et si u* est un contrdle optimal en temps 7, alors
u*(t) € OK pourt €[0,7] p.p.. (2.11)

Démonstration.
On remarque que le lemme 2.7 nous assure que B*S(7* — o)*n # 0 sin # 0.
D’apres le théoreme 2.10, on sait qu’il existe n € R™, n # 0 t.q. u* vérifie (2.6).
Nous pouvons définir pour tout o € [0, 7*]

B*S(t — o)™

W) = 55— o)

et p(0) = maz,cr+ {p| pi(o) € K}. (2.12)

Il est clair que p(o)u(o) € OK.

De plus, comme u* vérifie (2.6), on obtient que pour tout o € [0, 7*] :

(B*S(1" = o)'n,u(0)) = (B*S(7" = o)™, p(o)u(o)) = p(o) || B"S(t — o)™ n]|.
(2.13)

Pour o fixé, on peut projeter u*(o) selon la direction (o). Alors,

u* (o) = ru(o) +v avec (t(o),v) =0etr < p(o). (2.14)

Par (2.13) et (2.14), on a :

p(o)|B*S(t — o) nll <(B*S(7" — a)"n,u*(0)) = (B*S(7" — o)™, ru(0))
= r||B*S(t — o)™ nll < p(o) | B*S(t — o)l

Donc u*(0) = p(o)u(o) € 0K, pour ¢ € [0,7*] p.p.. O
Remarque 2.12.

Dans la démonstation du théoréeme 2.11, on voit que si u satisfait le principe
du mazimum (2.6) et si la propriété (2.7) est vraie, alors u posséde la propriété de
type bang-bang (2.11). Cela pour étre étendu en dimension infinie si on suppose un
type de controlabilité approchée (voir théoréme 4.9).
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On donne dans le théoreme suivant une condition suffisante pour qu’un controle
u* soit optimal en temps.

Théoréme 2.13 (Principe du maximum, condition suffisante).

Supposons qu’on a la propriété (2.7). Si un controle u* € Lk (T%) vérifie le
principe du mazimum (2.6) et si on a 2o =0 ou 2f =0, alors u* est un controle en
temps optimal.

Démonstration.
Supposons qu’on a 2/ = 0.

Si u* n’est pas optimal en temps, il existe ¢ < 7 et un controle @ € L (t) t.q.

Posons u(c) = xp(0)a(o) pour o € [0,77].
On sait que u entraine zp a 0 en temps 7*.

Comme on a vu dans la démontration du théoreme 2.10 que u* satisfait le
principe du maximum est équivalent a

In#0,  (n2) < (n2f = S(r")z20) (2 € RR(T)),
cela implique que z/ — S(7%)zy = —S(7%)20 € ORZ (7).
De plus, on sait que —S(7%)zg = ®~u.
Donc u vérifie aussi le principe du maximum.

On a vu dans la remarque 2.12 que u doit posseder la propriété de bang-bang.
Autrement dit, u(oc) € 0K pour o p.p.. Or u s’annule sur Uintervalle [t, 7], et
0 € int K. Contradiction.

Sion a zy = 0, il suffit d’inverser le systeme et d’utiliser un argument similaire
en posant () = Xjre—1,1(0)io — (+* — 1)) (o € [0,7]).

On vérifie de nouveau que v vérifie le principe du maximum, donc il possede
la propriété de bang-bang. Cela entraine la contradiction comme v s’annule sur
[0, 7" —t]. O

3 Unicité
On commence par définir la notion de convexité stricte.
Définition 2.14.
On dit qu’un ensemble C' est strictement convexe si
Ve,ye C, x#¢y =Vtel0,1], tv+ (1 —t)y € int C.
Proposition 2.15.

Si K C R™ est strictement conveze et si la propriété (2.7) est vraie, alors le
controle en temps optimal est unique.
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Démonstration.
Supposons u, v deux controles optimaux en temps t.

D’apres le théoreme 2.11, u, v possedent la propriété de bang-bang, i.e. u(o),v(o) €
OK pour o € [0,t] p.p.. Si u # v, alors il existe e C [0,¢] de mesure strictement
positive, t.q. u(o) # v(o), pour tout o € e.

u+v
2

On pose w = . C’est aussi un contole en temps optimal.

Or par la convexité stricte de K, pour tout o € e, w(co) est a 'intérieur de K,
ce qui est contradictoire avec la propriété de bang-bang. D’ou 1'unicité. O

On énonce finalement une propriété d’optimalité :

Proposition 2.16 (Principe d’optimalité).
Supposons que u* est un controle optimal en temps 7.

Pourt € [0,7*], on considére le probléme de contrile en temps optimal avec le
méme point initial zy et 2/ = z(t, 2o, u*).

Alors, u* est aussi le controle optimal en temps t, qui entraine zy d z(t, zo, u*).

Démonstration.

Supposons que u* n’est pas le controle optimal en temps t < 7%, c¢’est-a-dire
qu'il existe 0 > 0 et un contrdle v € Lk (t —0) t.q.

2(t, 2o, u*) = z(t — 0, 29, ).

v(o 0<o<t—9
Posons u(o) = (o) -
u(o+460) t—d<o<T1"—0.
Alors, on a :
2l = 2(1%, 20, u*) = 2(TF — 6, 20, 10).
Donc, u* n’est pas le controle optimal en temps 7*. Contradiction. O]
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IIT Préliminaires : Notions de controlabilité et d’observabi-
lité

On considere le systeme linéaire suivant en dimension infinie.

Soient X U et deux espaces de Hilbert. On identifie U et U’ (respectivement X
et X’) dans toute la suite, ou U’ est le dual de U.

On considere le systeme :

#(t) = Az(t) + Bul(t), t € [0,T], 2(0) = 29 € X, (3.1)

ou A : D(A) — X est un opérateur qui engendre un semigroupe S(t) fortement
continu, B est un opérateur dans L(U, X) et u € L*([0,T]; U).

On sait que la solution de (3.1) s’écrit :
2(t) = S(t)zo + Pyu, t € 0,7
t
avec Oyu = / S(t — o)Bu(o)do, ®, € L(L*([0,t];U), X). (3.2)
0

Dans la partie suivante, on présente des résultats préliminaires concernant les
notions de controlabilité et d’observabilité classiques (voir par exemple les chapitres
6 et 11 du livre de G. Weiss et M. Tucsnak [35]). On voit aussi quelques notions
particulieres dont on a besoin plus tard.

1 Définitions

Définition 3.1.

e On dit que le systeme (3.1) (ou (A, B)) est exactement contrélable en
temps t si Ran &, = X.

e On dit que (A, B) est approximativement contrélable en temps t si
Ran ®,; est dense dans X.

e Soit e C [0,t] un ensemble de mesure de Lebesque strictement positive. On
dit que (A, B) est approximativement contrélable en temps t sur e si
Uimage de la fonction ®,. € L(L*([0,t];U), X) définie par :

t
o, = / Yo(0)S(t — o) Bu(o)do (3.3)
0
est dense dans X, ou x. est la fonction indicatrice de [’ensemble e.

On présente ensuite les notions d’observabilités :
Définition 3.2.

Supposons que C € L(X,U). On définit un opérateur d’observation en
temps t, noté V; par :

(Wy20)(0) = CS(0)z, V2 € X, Vo € [0,t]. (3.4)
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On sait que U, € L(X, L*([0,];U)).

De plus, on peut aussi définir un opérateur d’observation en temps t sur
e, avec e C [0,t] de mesure strictement positive noté U, ., par :

\I/t,e - Xeqjt ) \Ijt,e S E(Xa L2<[07 t]; U)) (35)

Définition 3.3.

e On dit que (A,C) est exactement observable en temps t si ¥, est borné
inférieurement, i.e. :

Je>0, Vo € X, ||:L“||X < CH\I/txHL?([O,t];U)-

e On dit que (A,C) est approrimativement observable en temps t si
Ker ¥, ={0} .

e Soitt >0 et e C [0,t] de mesure strictement positive. On dit que (A, C') est
approximativement observable en temps t sur e si Ker U, = {0}.

On a besoin d’introduire les notions de controlabilité & zéro :

Définition 3.4.

e On dit que (A, B) est contrélable a zéro en temps t > 0 si Ran S(t) C
Ran 9,.

e On dit que (A, B) est L>-contrdlable a zéro en tempst > 0 si RanS(t) C
@ (L([0,t; U)).
Soit e C [0,t] de mesure strictement positive.

e On dit que (A, B) est contrélable a zéro en temps t > 0 sur e si
Ran S(t) C Ran ®y..

e On dit que (A, B) est L*-contrélable a zéro en temps t > 0 sur e si
Ran S(t) C ;. (L>([0,t];U)).

Remarque 3.5.

Si (A, B) est evactement contrélable en temps t alors pour tout z/ € X, on sait
qu’il existe u € L*([0,t];U) t.q. S(t)z0 + ®ou = /. Autrement dit, pour tout point
initial arbitraire zg € X, on peut trouver un controle u € L*([0,t];U) qui entraine
20 a 2/ en temps t.

De méme, si (A, B) est controlable a zéro en temps t, alors pour tout point
initial arbitraire zo € X, on peut trouver un controle u € L*([0,t];U) qui entraine
z0 a 0 en temps t.

2 Dualité entre la controlabilité et ’observabilité

Avant de présenter la dualité entre la controlabilité et ’observabilité, on a besoin
d’introduire le lemme comme suit :
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Lemme 3.6.

Soient X1, Xy et X3 trois espaces de Banach, G : D(G) C Xy — X3 un
opérateur linéaire, fermé et de domaine dense et F € L(X1, X3). Alors, on a les
équivalences (i) <= (i), (iit) < (iv) et (v) <= (vi), ot :

(i) RanF C RanG,
(ii) 31 >0, {Fz|ze€ Xy, |z2|lx, <a} C{Gz |z € D(G), ||z|x, <1}
(i) e >0, Ve Xs, [|[Frr|x, < clGx|x,-
(iv) Fe3 >0, {Fz|z€ Xy, |z]|lx, <3} C{Gx |z € D(G), ||z]x, <1}.
(v) RanF C RanG,
(vi) Ker G* C Ker F*.
Si on a de plus que Xo est réflexif, alors (i) <= (iii).

Démonstration.

L’équivalence entre (v) et (vi) vient du simple fait que :
1 — 1
(Rcm F) = Ker F* et que (Rcm G) = Ker G*.
Donc, on obtient que :
Lo\
(v) = (Rcm G) C (Ran F) — (vi).

(1) <= (ii) et (iii) <= (iv) viennent d’un résultat dans l'article de R. G.
Douglas [9], on se réfere au théoreme 2.2 de 'article de O. Carja [6] et aux théoremes
2.1 et 2.2 ch.2, Part IV du livre de J. Zaczyk [38] pour la démonstration.

]

Remarque 3.7.

Dans le cas oi X1, X et X3 sont des espaces de Hilbert et G € L( X2, X3), on
a évidemment (i) <= (ii) <= (iti) <= (v) et (v) <= (vi).
Corollaire 3.8.

Sotent Z,Y deuz espaces de Hilbert et L € L(Z,Y).

Alors on a les deux équivalences suivantes :

L est sujectif <= L* est borné inférieurement. (3.6)

Ran L est dense dans Y <= L* est injectif. (3.7)
Démonstration.

I1 suffit d’appliquer le lemme 3.6 en posant X; = X3 =Y, Xo =7, F = Idy et

G = L pour conclure ((i) < (iii) et (v) <= (vi)). O
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On note ¢ I'opérateur d’observation pour (A*, B*) en temps t > 0, et \Ifﬁe =
d .
XUy, ie.

V(o) = B*S(0)*, VYoel0t. (3.8)
U (0) = xe(0)B*S(0)*, Vo el0,1].

On note aussi fI; 'opérateur de réflexion sur L*([0,¢]; U) défini par fu(o) =
u(t — o) pour tout o € [0,t]. On remarque que f; est autoadjoint et unitaire.

On énonce ensuite un théoréme concernant la dualité entre la controlabilité et
I’observabilité.

Théoréeme 3.9.

1. (A, B) est exactement contrélable en temps t > 0 si et seulement si
Uopérateur ®; ou ®; € L (X, L*([0,t];U)) défini par :

(®r2)(0) = N\ V(o) = B*S(t — 0)*z, Yz € X, Yo € [0, 1] (3.10)

est borné inférieurement.

2. Soitt > 0 ete C [0,t] de mesure strictement positive. On note e’ :=={t —o | o € e}.
Alors, on a ®;, € L (X, L*([0,t];U)) et :

(D;.2)(0) =N, V) (0) = xe(0)B*S(t — o)z, V2 € X, Vo € [0,8].  (3.11)

De plus, (A, B) est approximativement contrdlable en temps t sur e si
et seulement si (A*, B*) est approximativement observable en temps t
sur €.

Démonstration.

* On montre d’abord (3.11).
En fait, pour tout v € L*([0,];U) et tout 2 € X on a :

(z, P 0) x = (2, /Ot Xe(0)S(t — o) Bv(o)do) x = /Ot(B*S(t —0)"Xe(0)z,v(0))pdo
= /Ot(HtB*S(a)*XEI(J)z,v(a)}Uda = (L,B*S(.)"xe ()2, v(.)) L2(0,4:0)-

Donc, on en déduit que (®;,.2)(0) = (A, ¥, )(0)z.
Si de plus, on prend e = [0,¢] dans (3.11), on obtient (3.10).

* On pose Z = L*([0,t];U),Y = X et L = &, dans (3.6), et on obtient que ®,
est surjectif si et seulement si ®; est borné inférieurement. D’ou la premiere
dualité.

Pour la deuxieme dualité, on pose Z = L*([0,t];U),Y = X et L = ®,.
D’apres (3.7), on sait que Ran @, . est dense dans X si et seulement si Ht\lff,e,
est injectif. Or, cela équivaut au fait que \I/ge, est injectif ou que (A*, B*) est
approximativement observable en ¢ sur ¢’. D’ou la deuxieme dualité. O
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Remarque 3.10.

* Dans la deuxiéme assertion du théoréme 3.9 , en prenant e = [0,t], on aura
le résultat classique pour la dualité. Autrement dit, (A, B) est approrimative-
ment contrdlable en temps t si et seulement si (A*, B*) est approximativement
observable en temps t.

* Dans la premiére assertion, on a montré :

(A, B) est ezactement controlable en temps t > 0,
— dK,>0,Vze X, KtH(I):ZHL%[O,t];U) > HZHX (312)

On appelle Cy le cotit du contrdle, la plus petite constante K; pour que (3.12)
soit vraze.

* Dans toute la suite de la section III, on va voir plusieurs notations pour le
cout du controle. On choisit de les noter par la fagon suivante :
* Si c’est pour le probléme concernant la norme L*>([0,t];U), on rajoute
un indice +00 au dessus, i.e. CP°.

* Si c’est pour le probléme ot on cherche a amener le systéme a zéro, on
rajoute un indice 0 au dessus, i.e. Cy.

* Si c¢’est pour le probléme o le support de contrile est inclus dans e C [0, ]
de mesure strictement positive, on rajoute un indice e au dessous, i.e. C .

Quant auz sections plus tard (section IV), pour simplifier l’écriture, on choisit
d’éliminer l'indice O (respectivement +00), si le probléme traité est clairement
assosié a une controlabilité a zéro (respectivement a la L*°-norme).

On présente par la suite un théoreme concernant la dualité entre la contrélabilité
a zéro et une inégalité d’observabilité.

Théoreme 3.11.
Soient t > 0, e C [0,t] de mesure strictement positive et ¢ := {t —o | o € e}.
Alors, on a ’équivalence entre :
(i) (A, B) est contrélable a zéro en temps t sur e,
(ii) 3 Kie >0, Yz € X, Kol P z|20.05u) > [S(t)z]|x.

On appelle les inégalités de type (ii) inégalité d’observalité et appelle C,
cout de controle, la plus petite constante K., pour que l'inégalité d’observabilité
soit vrazie.

Démonstration.
1 suffit de prendre X; = X3 = X, F = S(t),G = &, et Xy = L*([0,t]; U) dans
le lemme 3.6 pour conclure. O]
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Remarque 3.12.

* Prenons e = [0,t] dans le théoréme précédent. On obtient la dualité classique
entre la controlabilité a zéro et une inégalité d’observabilité, i.e. :

(A, B) est contrdlable a zéro en temps t > 0,
< 3 Kt > O, Vz € X, Kt||q)>tkz||L2([O,t];U) 2 HS(t)*Z”X (313)

On note par analogie d la remarque 3.10, C la plus petite constante K; pour
que l’inégalité (3.13) soit vraie et on lappelle le codt du contréle.

* Pour le probléme de contrdle dans l’espace L>([0,t];U), comme L>([0,t];U)
n’est pas un espace de Banach réflexif, on ne peut pas appliquer le lemme 3.6
pour déduire la dualité.

On présente dans la section suivante quelques propriétés de cott du controle,
puis on voit un résultat similaire au théoréeme 3.11 qui donne la dualité entre
la L*°-controlabilité a zéro et un type d’inégalité d’observabilité.

3 Coit du controle

On commence par un lemme concernant le Gramien de contrélabilité :

Lemme 3.13.
Définissons R, € L(X) le Gramien de contrélabilité pour (A, B) par :

Rz =08z, VzeX. (3.14)

Si (A, B) est exactement controlable, alors R, est un opérateur inversible,
autoadjoint et positif.

1
De plus, on peut trouver un unique opérateur R} € L(X), autoadjoint et positif
1

et R, 2 € L(X) est aussi un opérateur autoadjoint et positif.

Démonstration.

On montre d’abord que R; est inversible. D’apres la controlabilité exacte de
(A, B), on sait que Ran ®; = X. D’apreés (3.6), cela implique que ®; est borné
inférieurement. On obtient que :

Vo€ X, C2|@iaxllallx > CF (@i, 2 = CHI0 3o ) > el
ou C} est le cotlt du controle.

Donc @@ = (P;P;)* est borné inférieurement. Cela équivaut au fait que ¢, P}
est sujectif. De plus, comme R; est borné inférieurement, il est injectif. Donc R; est
inversible.

Par un simple calcul, on a :

t
Rz = / S(s)BB*S(s)*z ds, Vz e X.
0
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On montre ensuite que R; est un opérateur autoadjoint positif. En effet, on
calcule :

t
(Roz, )y = /0 (S(0)BB*S(0) 2, y) 5 do
t
= | (2:8(0)BB"S(0)" Y} do = (. Ruy) . ¥ 2y € X.
t
(Ryz,2)y = / 1S(0)BB*S(0)*2||%do > 0, ¥z € X.
0

La derniére assertion est un résultat classique des que R; est un opérateur
inversible, autoadjoint et positif.

D’ou le résultat. O

On donne ensuite une proposition qui donne une caractérisation du cotit du
controle :

Théoréeme 3.14.
Supposons que (A, B) est exactement controlable en tout temps t > 0.

Soit 2 € X firé. Alors, on peut définir un opérateur F(t) € L(X, L*([0,t];U))
t.q. pour tout z € X,

Uy, = F(t)z (3.15)
est l'unique solution d’un probleme de controle en norme minimale :
min { ul 2o | v € L2([0,8];U), P =z} (3.16)

On sait de plus que F(t)z = ®;R; 'z ou R, est le Gramien de contrélabilité
(défini en (8.13) et on a Cy = || F(t)|| c(x.22([0.4:0))-

Démonstration.

On commence par remarquer une propriété utile :

* Soit z € X.On a:

t ¢
197 21|72 0.0.0) = /0 |B*S(t — 0)*z||3do = </0 S(t—o)BB*S(t — o) zdo, z>

1
= (Riz,2)x = IR 2% (3.17)

X

On montre par la suite ’existence et 'unicité de la solution.

En effet, comme L?([0,]; U) est un espace de Hilbert, d’aprés le théoréme V.2
du livre de Brezis [5], on sait que Ker ®; admet un supplémentaire topologique dans
L%([0,t]; U). Autrement dit, comme X = Ran ®,, il existe un unique u € (Ker ®;)*
t.q. Pu = z.
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En plus, par un simple calcul, on a :

O, = O,P*R72 = 2.
tUt,z t XLl

Soit w € L*([0,t];U) t.q. ®u = 2. On a u = u; + U, une décomposition
orthogonale ot u; € Ker ®; et uy € (Ker ®;)*.

D’apres le raisonnement ci-dessus, on sait que uy = Uy ..

On a aussi :
[ullZ20.9.0) = luallZ2qog0y + NezllT2 o0y = N zllT2q0.g.0v:

D’ou lexistence et 'unicité de la solution.
On montre ensuite que ||F(t)|zx 2040y = Ci-

Pour tout z € X, d’apres (3.17), on obtient :
1 _1
1F®) 2l r20a0) = 195 R 2l 200y = |1 B2 Ry 2llx = 1Ry *2]lx (3.18)
Donc, cela implique que :
_1
IE (@l cexc2qoavy = Cr = IRy *llecx) = C, (3.19)
ou C; est la plus petite constante K; t.q.
1
K19 2l o) = Kl RE2lLx > [lzllx, ¥ 2 € X, (320)
1 _1
On montre ensuite que ||R; *||zx) < Cy et que ||R; *||zx) = Cy.
On calcule, pour tout z dans X :
~3 1|12 -3, p-3 -1
1Bl = (R 2 R ) = (2 R2)

_1
< llzllx 1B 2llx < [12llxCill R, * 2| x (d"apres (3.20)).

X

_1 1
Donc, pour tout z dans X on a || R, *z||x < ||z]|xC;. Cela implique que ||R; *||z(x) <
C} en passant au supremumn.

De plus, on peut calculer pour tout z dans X :

1 1
_1 1 -2 2
Imfth¥ﬁx><& “ltiz)

I2l1x B 1] x

_1 1
18 Mool e 2] x = £ = lzx-

1 1
Donc [|R; *||zx) = Cr. Dot ||Rp? || (x) = Cy et par suite Cy = || F(2) || £ex,L2(0,4:0))-
[
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Remarque 3.15.

* Le probléme (3.16) est un probléme de contréle en norme optimale pour le
sytéme partant d’un point initial 0 arrivant au point final z.

Dans la section 'V, on va présenter plus de détails pour un probléme similaire
de controle en norme optimale d’un systéme qui part du point initial zo et
arrive au point final 0.

Par analogie a la démonstration ci-dessus, on peut montrer que si (A, B) est
controlable a zéro en tout tempst > 0, alors on a :

Cf = HFo(t)Hz:(x,m([o,ﬂ;U)), (3.21)

ou Fy est en effet l'opérateur donnant l’'unique controle qui ameéne un systéme
du point initial zy au point final 0 en norme mininale. Plus précisément, i ,, =
Fo(t)zo est l'unique solution du probléme :

min {||ull 2o | u € L2([0,8];U), S(t)z0 + Ppu =0} (3.22)

On remarque que comme le systéme n’est plus exactement controlable, le Gra-
mien de controlabilité R, n’est pas inversible, autrement dit, on ne peut pas
écrire la formule suivante :

Fy(t)z = — @} R (S(t)=0) (3.23)

Cependant, ’écriture ci-dessus n’est pas totalement fausse, il faut avoir S(t)zy €
Ran R;. On remarque que par exemple pour zo assez proche de zéro, la formule
(3.23) est juste. On verra l'usage de celte écriture d la fin de la section V.

Dans le cas plus général ot p €]1,+oo[, on peut aussi montrer ’existence et
l'unicité de la solution d’un probléeme de controle en LP-norme minimale de
type ci-dessus (avec point initial 0 ou point final 0). Il suffit de remarquer que
LP([0, T];U) est un espace de Hilbert et d’utiliser le théoréme V.2 du livre de
Brezis [5].

On présente quelques résultats utiles pour controler le systeme par des controles
dans L>([0,¢]; U) au lieu de L*([0,t]; U).

Proposition 3.16.
Si (A,B) est exactement controlable en t > 0, alors ®+(L>([0,t]; U)) = X.

Démonstration.

Pour tout 2o € X, on peut définir une fonction u € L2([0,¢];U) par :

u(o) = & (0)R; 2, Vo € [0,1].

On peut aussi vérifier que : ®,u = <I>t<I>;th’120 = 2p.

Il reste & montrer que u € L*([0,¢]; U).
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D’apres (3.10), on peut écrire u comme :
u(o) = B*S(t — o) R 2, Vo € 0, 1].
De plus, on a :
[u(@)llo = [|B*S(t — o) Ry ' 20llu < 1B cex.on Mell Ry e |20l x, Yo € [0,1],
olt My := sup,¢jo 1St — o) ||leex)-

D’ou le résultat. O

Pour simplifier I’écriture, on définit un ensemble de contrdles admissibles, que
I'on note £4(t) par :

Ly(t) = {u € L=((0,4; U) | [[ull (o) < 1} - (3.24)
On définit deux autres ensembles accessibles a partir du point 0 :

R®(t)={z€ X | 2= P, ue L=([0,t];U)}, (3.25)

B (t)={z€ X | z=du, ue Li(t)}. (3.26)

Lemme 3.17.

On définit une norme pour l’espace R*®(t) par :

120l gy = inf {Ilull ooy | w € LX((0,2;U) , ®u =z} (2 € R(t).  (3.27)

Alors, (Roo(t), ||.||Roo(t)) est un espace de Banach.
De plus, pour tout 0 < s < t, on a les inclusions continues suivantes :

R™(s) € R®(t) C X.

Démonstration.
On admet que R*(t) est complet. on se réfere au lemme 2.1.1 de [11].
Ensuite, les inclusions sont claires, il suffit de montrer qu’elles sont continues.

Comme ®;, € L(L*([0,t];U), X), on sait qu’il existe M > 0 t.q. pour tout
x € R*(t) et pour tout u € L>([0,t]; U) avec ®u = x, on a ||z||x < Mul|reo.4:0)-

En prenant I'infimum en u sur L*>°([0,t]; U), on en déduit que ||z| x < M||z||goe ).
Donc l'inclusion R*(t) C X est continue.

Pour la continuité de 'inclusion R*(s) C R>(t), on remarque d’abord que pour
tout 0 < s <t et tout z € R®(s) avec z = Pyu, u € L>([0,s];U), on a :
s t
/ S(s — o)Bu(o)do = / S(t —o)Bu(oc —t + s)do.
0 t—s
Donc, en posant (o) = Xj—sq(0)u(c —t+s) (o € [0,t]), on a &t = x avec @ €
LOO([O,t]; U) et HﬁHLoo([O’ﬂ;U) = ”UHLOO([QS];U). DOI]C, on obtient HQZHRoo(t) < HQJHRoo(S).
D’ou la continuité. O
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En supposant que (A, B) est exactement controlable, on a montré dans la pro-
position 3.16 que R>®(t) = &,(L>([0,t];U)) = X.
On peut donc énoncer le lemme suivant :

Lemme 3.18.

Si (A, B) est exactement controlable en tempst, alors les normes ||| x et ||.|| g
sont équivalentes.

De plus, si on définit C;™° par :

Cj‘x’ = sup {HzHRw(t) } , (3.28)

240, z€X ||Z||X

alors t — C} 4o est décroissante en temps.

Démonstration.
D’apres la proposition 3.16, on sait que R*(t) = X. Prenons I'application
identité, Id : (X, H.HRoo(t)) — (X, ||-]lx)- On a montré dans le lemme 3.17 qu'il existe

M >0 t.q. [|z]|x < M|z||geq). Donc on sait que Id € £ ((X, |- gee ), (X, HHX)>
Par une conséquence du théoreme de I'application ouverte (voir Corollaire I1.6 de
[5]), cela implique que ITd~! est continue. Dot I'équivalence entre les deux normes.

Afin de montrer que t — C;™*° est décroissante, on reprend exactement la méme
démarche que dans la démonstration du lemme 2.7. n

Remarque 3.19.

* Si on restreint Uopérateur ®; sur l'espace L>([0,t]; U), la constante C;7>° s’in-
téprete comme le cotit du contréle par le fait que C;™° est en effet la plus petite
constante K, t.q. :

Vz € X, Kth):ZHLl([Oﬂ;U) > HZHX (329)

* 1l est clair qu’on peut montrer que t — Cy et t — C? sont toutes décroissants
en temps.

Supposons que (A, B) est L>®-controlable a zéro en temps ¢ sur e. Alors pour
tout zp € X, on peut définir un ensemble A, ., non vide par :

Apery i={u e L>([0,t];U) | S(t)zo + Preu=0}. (3.30)

On peut par analogie définir le colit du contréle comme une constante :

ifue g { 0llz(o.0) } }

|20 x

CH% = sup { (3.31)

2070, zo€X

C+O0,0

Il est clair que t — C, ., est décroissante.

On donne ensuite la dualité entre la L°-controlabilité a zéro en temps ¢ > 0
sur e C [0,t] de mesure strictement positive et un type d’inégalité d’observabilité.

31



Controéle en temps optimal Préliminaires

Théoréme 3.20.

Soient t > 0, e C [0,t] de mesure strictement positive et € := {t —o | o0 € e}.
Alors, on a l’équivalence entre :

(i) (A, B) est L°-contrélable d zéro en temps t sur e et le coit du contrile

C;feoo’o est plus petit qu’une constante K,

(i) Vz € X, Ky || V2|l og0) = 1S() 2] x-
Démonstration.
On montre d’abord que (ii) = (7).

Définissons un sous-espace Z de L'([0,];U) par :

Z = {AVi.6]¢cX}.

Soit zg € X. On considere la fonction F : Z — R définie par :

F(LY] L 0) = —(20,5(t)¢)x - (3.32)

On montre d’abord que F est bien définie. En effet, soient ¢ # ¢’ et Ht\lfgemb =
1,0¢ ¢ D'apres 'inégalité (ii), on obtient que S(t)*¢ = S(t)*¢'. Donc F est bien
définie.

De plus, d’apres I'inégalité (i7) et (3.32), on obtient :

[F()] < Kiellzoll x [0l oy, Vo€ 2.

D’apres le théoreme de Hahn-Banach (voir le théoreme 1.1 de [5]), on peut
prolonger F sur L'([0,¢];U) (on note 'extension par F) de maniére a ce que :

{ F) = F(v), Yv e Z,
IF()] < Keellzollxlolloiqomey, Yo € LH([0,8;0).

Par le théoreme de représentation de Riesz, ceci implique qu’il existe u €
L>([0,t];U) t.q. :

wll oo o9,y < Kiellzo]|x
(U, ) oo 11 = F(v), Yo € Z.

Prenons v = Htwge,¢. On obtient que pour tout ¢ € X :

—(S(8)20,8)x = — (20, S(£)* 6} = F(v) = (u, AW} 0) | = (@peu,0) .

Lo L1

Donc @, .u + S(t)z = 0, pour tout 2, € X. D’ou (i) est vrai.

Pour la réciproque, on pose zp = S(t)*p € X ou ¢ € X. Comme le coiit
du contrdle est plus petit que K., cela implique qu’il existe u € L*([0,¢]; U) t.q.
u e At,e,zo et que ”uHL"o([O,t];U) S Kt,e

ZQHX.

Ensuite, on calcule :
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1S(#)*@ll% = (20, ()" @) x = (S(t)20, ) x
@b = (0 A)

< Nl oo 18 ¥E ol 1o,y < Kie

Loo L1

20l x11W¢ ol o.g:0)-

D’ou (7i) est vrai.

Remarque 3.21.

0 est la plus petite constante qui

* Le théoréme précédente implique que C’;;OO
réalise l'inégalité d’observabilité (ii).

* Prenons e = [0,t] dans le théoréme précédent. On obtient la dualité entre la
L -controlabilité a zéro et un type d’inégalité d’observabilité :

(A, B) est L™-contrélable a zéro en temps t

et le coit du controle C;F° est plus petit qu’une constante K,

= Vz e X, Kil|®¢z| oy = [1S() 2| x, (3.33)

ot on définit par analogie :

infuea, . 9 lwllLoeqonv
Co0_ { et {8l<(00 >}}7 @.aa)

2070, 20€X [

avec Ay, = {u € L>([0,t];U) | S(t)zo + Pru = 0}.

* Toutes les différentes notions de cott du controle ont des propriétés communes
sutvantes :

o (est la plus petite constante qui réalise une inégalité d’observabilité.

e C’est la morme d’un opérateur F: X — L2([0;t];U), p €]1,+x] ot
u = Fz est la solution d’un type de probleme de controle en L*-norme
minimale.

e [lIs sont décroissants en temps.

Le comportement de C? pour un probléme de controle d’'un systéme controlable
a zéro est un sujet vivement étudié dans ces dizaines d’années. Il est connu que
limy_,o CY = +00. On présente par la suite quelques résultats obtenus dans différents
articles concernant le taux d’explosion de C? quand ¢ tend vers zéro.

* En dimension finie (o1 X = R" et U = R™), Thomas I. Seidman et Jiongmin
Yong ont montré dans l'article [29] :

CO ot~ (kF1/2) 0, (3.35)

otl k est le plus petit nombre entier t.q. Ran [B, AB, ..., A*B] =n.
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* Dans le cadre de la section IV.4, on suppose A = A* < 0, diagonalisable
avec une base orthornormée formée par les vecteurs propres (pg)r de A ou
les valeurs propres assosiées (—Ag)r sont t.q. pour tout k > 1, \y > 0 et
limg sy oo |Ak| = 400 et que la résolvante de A est compacte. Si on suppose de
plus que pour tout ¢ > 0, (A, B) vérifie I'inégalite :

I do, dr > 0, Yo € V¢, [lellx < doe™ || B*¢llur, (3.36)

1
ou Ve = vect {gpk | A2 < C}, on va voir que le systeme est L>°-contrdlable a
zéro en tout t > 0 sur tout e C [0,¢] de mesure strictement positive.

Dans ce cas, G. Tenenbaum et M. Tucsnak ont montré dans larticle [33]
(théoreme 1.2) que :

CO <t zef, t >0 ol c > 4d>. (3.37)

On peut appliquer cette estimation du cotit du controle a I’équation de la
chaleur avec un controle interne, décrite dans (3.54)-(3.56).

Supposons que 2 C R", borné et que 02 est de la classe C*.
On considere ’équation de Schrodinger avec un contréle sur le bord :

(z,1), reN, t>0,
z(x,t) = u(x,t), rel, t>0,
z(z,t) =0, redQ\T, t>0,
2(2,0) = 2zo(x), x €,

oll 29 € L*(Q) et T' C 9N et T satisfait la condition d’optique géométrique
décrite dans l'article de C. Bardos, G. Lebeau et J. Rauch [2].

Alors, G. Tenenbaum et M. Tucsnak ont montré dans 'article [32] (proposition
6.1) que :

2
3L1"

C)<e=, t—0, (3.42)
ou Lr est une constante dépendant de I' (voir [32]).

G. Tenenbaum et M. Tucsnak ont montré aussi dans I'article [32] (proposition
6.3) que pour 1’équation de la chaleur avec un contréle sur le bord, i.e. :

Z(x,t) = Az(z,t), xref t>0, (3.43)
2(x,t) = u(z, ), zel, t>0, (3.44)
2(z,t) =0, 1€dQ\T, t>0, (3.45)
2(z,0) = zo(x), x €, (3.46)
ona:
3L2
Cl<em, t—0, (3.47)
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ou Lr est une constante dépendant de I'.

On peut obtenir des estimations plus précises en dimension 1 ou dans le cas ot
Q2 est un rectangle. on se réfere a 'article de G. Tenenbaum et de M. Tucsnak
[32], et a 'article de L. Miller [26] pour plus de détails.

Dans la plupart du temps en dimension infinie, le colit du controle explose
exponentiellement quand ¢ tend vers zéro comme on 1’a illustré dans les cas
précédents. Il existe quelques cas particuliers ou on peut montrer que le cotit
du contrdle explose avec une vitesse polynomiale.

Par exemple, dans l'article de I. Lasiecka and R. Triggiani [20], ou ils consi-
dérent un systeme hyperbolique non-linéaire, il existe des cas ou le colit du
controle explose polynomialement (Section 4, théroréme 4.1.1 cas 2).

De plus, considérons par exemple 1’équation de la chaleur dans un intervalle
avec le controle dans tout l'intervalle. On peut montrer par un simple calcul
que le colit du controle explose avec une vitesse polynomiale.

On va voir dans la section V le lien entre le taux d’explosion de cotit du controle
et le module de continuité de la fonction temps minimal.

4 Exemples

(1) Les équations de type Schrédinger

On présente les équations de type Schrodinger avec un controle interne. Plus
précisément, on considere 1’équation :

2z, t) = —ilz(z,t) + ia(z)z(x, t) + u(z, t)xo(x), reQ, t>0, (3.48)
2(z,t) =0, €0, t>0, (3.49)
2(1,0) = z(x) € L*(9), x € (), (3.50)

ou 2 C R™ est un ouvert, O est un ouvert de 2 non vide, a € L>(Q,R) et u est un
controle vérifiant que pour tout ¢ > 0, [Ju(.,t)||r20) < 1.

On écrit d’abord le systeme (3.48)-(3.50) sous une forme formelle :
Posons X = L%(Q), U = L*(0). On définit 'opérateur A par :

_ [ DA) = QNH(Q) — X
4= { @ — Ap = —ilNp +ia(z)p (3.51)

et I'opérateur B € L(U, X) par Bu = xou, u € L*(0).

Avec les notations ci-dessus, le systeéme (3.48)-(3.50) s’écrit sous la forme :

2(t) = Az(t) + Bu(t), z(0) = 2. (3.52)
On rappelle ensuite un résultat connu :
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Proposition 3.22.

Soit X un espace de Hilbert de dimension infinie et A : D(A) — X un opé-
rateur autoadjoint avec résolvante compacte. Alors, A est diagonalisable avec une
base orthonormale (r)re; de vecteurs propres de A (I C 7) et les valeurs propres
associées (Ap)rer vérifient im0 |Ax| = +00.

Démonstration.

Voir par exemple la proposition 3.2.12 de [35]. ]

Notons A = iAj, ot Agp = —Ap + a(z)p.
On commence par donner quelques propriétés de 'opérateur Ay :

Proposition 3.23.

Ag est un opérateur autoadjoint, diagonalisable et le spectre de A, est
borné inférieurement.

Démonstration.

* Ay est symétrique :
On remarque d’abord que pour tout ¢, ¢ € D(Ap) = D(A) on a :

(Ao, ¥sa0) = | (~Dp+ala)p)dda = [ VoV +ala)e P

B /Q P (—A@ + a(x)@) dr = (. Ao¥)) 12(q)

Donc Aq est symétrique.

Ay est autoadjoint :

Comme A est symétrique, il suffit de montrer qu’il existe A € R t.q. Ag + A
est surjectif pour déduire que Ag est autoadjoint. Puisque a € L>®(Q,R), il
existe A € Ret ap > 0 t.q. a(x) + X > ap > 0 pour tout x € Q). Prenons ce A et
notons a’ = a + A, on veut montrer que Ag + Al = —A + a’ est un opérateur
sujectif. Autrement dit, on veut montrer que pour tout f € L*(Q) il existe
z€ D(Ag+ M) = D(Ap) t.q. (Ag+ M)z = f.

Pour cela, on écrit la forme variationnelle :
b(z, ) =l(p), Ve € Hy(9),

ot b(z, ) = (Ao + M)z, 9) 120y €t Lp) = (@, f)r2(0)-
On sait que :

b(z,2) = (Vz,Vz) 12 + d'(x) (2,2) 12(q) 2 min{1, a0} “ZH%@(Q)-

Donc, la forme bilinéaire b est coercive et il est clair que b et [ sont continues.
D’apres le théoreme de Lax-Milgram, on établit 1'existence d'un unique z €
Hi(Q) t.q. (Ag+ M)z = f.
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On note D() les fonctions C*° a support compact sur 2. Il est clair que :
—Nz+d(x)z = f, dans D'(92).

Puisque f € L*(Q2), on a z € H*(Q). Donc, z € D(Ag) = H*(Q) N H () avec
(Ao + Al)z = f. D’ou la sujectivité de Ay + M.

Ay est diagonalisable avec le spectre borné inférieurement :

Par le fait que I'injection D(Ag) < L%(£2) est compacte, On en déduit que Ay*
est compact. D’apres la proposition 3.22, on sait que Ay est diagonalisable et
que limg -4 o0 [Ax] = +00.

De plus, pour tout ¢ € D(Ap) on a :

(Ao, 90>L2(Q) = ||V90||%2(Q) + a(ﬂf)”‘PH%‘Z(m > KQ||90||%2(Q)7

ou Kq = C%Q—i-ao—)\avec a(x) + XA > ag > 0 pour tout x € Q et Cq est la
constante d’inégalité de Poincaré.
Donc, le spectre de Ay est borné inférieurement.

m
On peut aussi écrire les opérateurs adjoints de (A, B) par :
Arp =ilp —ia(z)e,
{ Br —zlo. (3.53)

On donne par la suite le premier résultat de la controlabilité du systeme (3.48)-
(3.50) :

Théoréme 3.24.

Supposons que l'une des 2 hypotheses suivantes est vérifiée :

1. Q est borné, O est de la classe C?, a € L®(Q,R) et O satisfait la condition
d’optique géométrique, comme celle décrite dans l’article de C. Bardos, G.
Lebeau et J. Rauch [2].

2. Q) est un rectangle, a est une constante et O est un ouvert quelconque non vide
de Q.

Alors, (A, B) est exactement contrélable en tout temps t > 0.

Démonstration.

En utilisant la remarque 7.4.4 et le théoréeme 6.7.2 de [35], on remarque d’abord
que si on a la contrélabilité exacte pour 1’équation des ondes, alors on aura la
controlabilité exacte pour I’équation de Schrodinger.

Sous la premiere hypothese, la controlabilité exacte pour I’équation des ondes
est établie dans [2]. Quant a la deuxieme hypothese, la contrdlabilité exacte pour
I'équation des ondes est montrée dans 'article de S. Jaffard [18] et dans I'article de
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V. Komornik [19]. Donc, on conclut que (A, B) est exactement contrdlable en tout
temps t > 0.

]

On va construire la controlabilité approchée en tout temps ¢t > 0 sur tout
e C [0,t] de mesure strictement positive plus tard dans la section 1V.3.2.

(2) L’équation de la chaleur

Supposons que 2 C R™ est un compact connexe, 0€) est de la classe C'*° et que
O C € est un ouvert non vide.

On considere le systeme :

Z(t,x) = Az(t, z) + xo(x)u(t, x), r el t>0, (3.54)
z(t,x) =0, r €0, t>0. (3.55)
2(0,z) =z € L*(Q), z€Q, (3.56)

olt u est un controle vérifiant que pour tout ¢ > 0, [Ju(.,t)||r20) < 1.

Posons X = L%(Q), U = L*(O). On définit 'opérateur A par :

{mm:mmm%m>%x (3.57)

© = Ap = Ap,

et opérateur B € L(U, X) par Bu = xou, u € L*(O).

Avec les notations ci-dessus le systéme (3.54)-(3.56) s’écrit sous la forme :

2(t) = Az(t) + Bu(t), z(0) = .

De plus, d’apres la proposition 3.23, il est clair que A = A* < 0, diagonalisable
avec une base orthornormée formée par les vecteurs propres (¢ ), de A ot les valeurs
propres assosiées (—\)x sont t.q. pour tout & > 1, Ay > 0 et limg_, o [A\i| = +00
et que la résolvante de A est compacte.

Il est connu que I'équation de la chaleur ne possede pas la controlabilité exacte
(voir par exemple l'article de G. Lebeau et E. Zuazua [22]). On verra dans la section
IV.4, que I'on peut établir la L>°-controlabilité a zéro en tout ¢ > 0 sur tout e C [0, ¢]
de mesure strictement positive pour le systéme (3.54)-(3.56) en s’appuyant sur une
technique introduite par G. Lebeau et L. Robbiano [21].
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IV Contréle en temps optimal en dimension infinie

1 Introduction

On commence par décrire le systéme en dimension infinie.

Soient X, U deux espaces de Hilbert. On identifie U et U’ (respectivement X et
X') dans toute la suite, ou U’ est le dual de U.

On considere le systeme suivant :

At) = Az(t) + Bu(t), t € [0,T],  2(0) = 2 € X, (4.1)

ou A : D(A) — X est un opérateur qui engendre un semigroupe S(t) fortement
continu, B est un opérateur dans L(U, X) et uw € L>([0,T];U).

On sait que la solution de (4.1) s’écrit :
2(t) = S(t)z + Ppu, t € [0,7T]
t
avec yu = / S(t — o) Bu(o)do, ®, € L(LX([0,1];U), X). (4.2)
0

On rappelle que I'on note z(t, 29, u) = S(t)zo+P;u la trajectoire de la solution.

On garde les notations pour les ensembles L (t) (2.2), R*(t) (3.25) et B (t)
(3.26).

On redéfinit la notion de 'optimalité en temps, comme dans la définition 2.2.
Définition 4.1.
On dit qu’un point z € X est accessible en tempst > 0 si z— S(t)zy € B(t).

Soient 29, 2/ € X, avec 27 accessible. On dit qu’un controle u* € Li(7*) avec
2l = S(7%)20 + ®~u* est optimal en temps si :

Yu € Li(t) t.q. la solution de l'équation ({.1) wvérifie 2(t) = 2/, on a t > 7*.

On redéfinit aussi le principe du maximum et la propriété de bang-bang.
Définition 4.2.

On dit qu’un controle u* vérifie le principe du maximum si il existe n €
X, n#0tgq. :

(B*S(t—o)'n,u*(c)) = max (B*S(t—o)"n,u) pouro € [0,t] p.p.. (4.3)

uel, |lullu <l
Définition 4.3.

On dit qu’un controle u € L1(t) posséde la propriété de bang-bang si

|lu(o)||lv =1 pour o € [0,t] p.p. . (4.4)

On établit dans la section suivante 'existence d'un controle optimal en temps.
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2 Existence

Théoréme 4.4 (Existence).

Soient 2y, 27 € X, avec 2/ accessible. Alors, le contréle en temps optimal existe.

Démonstration.
On note 7" =inf {t >0z —S(t)2 € Bfo(t)}.

On sait qu'il existe une suite minimisante (¢,), C R*, ¢, \, 7" et une suite
(Un)y de L1(t,) tq. : Vn € N, 2/ = 2(t,, 20, un).

Prenons s > t;. On étend (uy),, par 0 sur l'intervalle [t,, s]. On remarque d’abord
que L>=([0, s]; U) = (L(]0, s]; U))’ et d’apres le théoreme de Banach-Alaoglu-Bourbaki
(voir le théoreme I11.15 de [5]), on sait que la boule unité fermée de L>°([0, s|; U) est
relativement compacte. Donc, on peut extraire une sous-suite de (u,,), faiblement
convergente dans L>([0, s|; U) vers un élément u* € L£4(s).

Puis, pour tout z € X, on définit les fonctions y,, et x par :
B*S(t, —o0)z si0<o<t B*S(t* —o0)'z si0<o<7*
xn<a>={ ) —"etx<a>:{ oo :

0 sinon 0 sinon.

On sait que x,(.) converge vers x(.) dans L'([0, s]; U).

On écrit ensuite pour tout z € X :
(2,2 = S(ty)z)x = /0 (Xa(0), 1 (o))l

Prenons la limite n vers +o0o. On obtient :

(2,20 — S(r")z20)x = /Os(x(a),u*(o)>Uda — (2, ®ut)yx,  VzeX.

Cela implique que 2/ — S(7%)zp = ®,u*.
D’ou l'existence d'un controle en temps optimal. O
Remarque 4.5.

Il existe un résultat d’ezistence dans un cas plus général (voir le théoréme 3.1.2
de [11]).
Supposons que X,U sont des espaces de Banach.
Si on a
L([0,¢);U) = (L'([0,¢; U")), (4.5)
alors il existe un controle en temps optimal.

Remarquons que (4.5) est vérifié si U réflexif ou U est séparable (voir par
exemple le théoréme 8 du livre de A.1. Tulcea et C.1. Tulcea [17]).

Dans le cas des espaces de Hilbert, la condition (4.5) est automatiquement vé-
rifiée car tout espace de Hilbert est réflexif.
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3 Principe du maximum et la contrélabilité exacte

Dans cette section, en s’inspirant de la dimension finie, on voit qu’en supposant
la controlabilité exacte du systeme, le controle optimal en temps vérifie le principe du
maximum (théoreme 4.7). De plus, en supposant un type de controlabilité approchée
du systeme, on peut établir la propriété de bang-bang (théoréme 4.9). On voit aussi
a la fin (section IV.3.2) un moyen d’établir ce type de controlabilité approchée pour
les équations de type Schrodinger. Ces résultats sont obtenus dans 'article de J.
Lohéac et M. Tucsnak [24].

Dans toute la suite de la section IV.3, on note C; au lieu de C;"* pour simplifier
I’écriture.

(1) Résultat principal

Avant d’énoncer le résultat principal, on commence par un lemme du livre de
Fattorini (lemme 2.2.1 de [11]).
Lemme 4.6.

Soit U un espace de Banach.

On dit qu’'une fonction f ot f(o) € U’ pour tout o € [0,t] est U faiblement
mesurable si pour tout y € U, t — (f(t),y)vrv est mesurable.

Soit f une fonction U faiblement mesurable. Alors, on a :

swp A [ u@hwvdeh = [[15(0)odo

ue Lo ([0,t];U), |lullLee <1
si Jo 1f(0)l|urdo est fini.

On peut maintenant énoncer le résultat principal qui montre quun contrdle
optimal en temps doit satisfaire le principe du maximum.
Théoréme 4.7. (Principe du mazimum)

Supposons que (A, B) est exactement contrélable en tout t > 0. Si u* est
un controle optimal en temps T*, alors u* vérifie le principe du maximum (4.3).

Démonstration.
La démonstration ressemble a celle en dimension finie (théoreme 2.10).
On montre d’abord que 2/ — S(7%)zy € IB (7).

Par I'absurde, si 2/ —S(7%)2g ¢ B (7*), alors on sait qu'il existe 0 < r < 1 t.q.
L(zf = S(17)20) € B*(7%). Cela implique qu’il existe @ € L1(7%) , ||@|zoo (o, r50) <
r<1t.q. 2/ = 2(z, 7", 0).

Pour tout 0 <t < 7%, on écrit :
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o = S(t)z = S(77)z0 — Zo+/ (" = 0)Bi(o)do
_/ (t - 0)Bii(o)do + S(r*)z — ZO+/ (+* — 0) Bi(o)do
+/ (7" — o) — S(t — 0)) Bii(o)do
:/0 S(t — o) Bi(o)do + o(t, 7),

o(t, ") = S(7%)20 — S(t)20 +/ (" — o)Bu(o)do +/ (1" —0) — S(t — o))Bu(o)do.

Il est clair que o(t, 7) 270 0 dans X et on sait que pour tout z € X et tout ¢ > 0
il existe un contréle v € L*>([0,t];U) t.q. z = v et que ||v||zeo(oq,0) < Cell 2]l x-
Comme t — C; est décroissante (lemme 3.18), en prenant z = ¢(¢,7*), on peut
donc trouver un t suffisament proche de 7* et un controle v € L*([0,¢];U) t.q.
Qv = (t, 7) et ||v|| ooy <1 -1

On obtient alors 2/ = z(zq, ¢, @+ v). Comme ||a+ || zo(po,9,0) < 1, @+ est donc
un contrdle admissible. Cela est contradictoire avec 'optimalité de v* en temps 7*.

On a montré que 2/ — S(7%)zy € B°(7*). On remarque que, par un raisonne-
ment analogue au lemme 2.5, on obtient int B°(7*) # () car R®(7*) = X. Puis, en
utilisant le théoreme 2.9 et le théoreme de représentation de Riesz, on déduit qu’il
existe n € X, n# 0 t.q. :

<777 Z>X < <777 Zf - S<T*)ZO>X7 Vz € Bfo(T*)
— n,Pu)x < (n, Pu)x, YVu € Lq(77)

<~ /OT* <B*S<T* _ 0)*77’ u(O’))UdO' < /OT* <B*S(7‘* _ 0')*?77u*(0')>(]d0', Yu € El(T*)-
(4.6)

Puisque l'on sait que t — B*S(7* — t)*n est mesurable, d’apres le lemme 4.6,
on obtient :

sup (B*S(1* — o) n,u(o))ydo = / |B*S(t* — o) n]||vdo.
u€Ly(r*) /0 0

Donc, on peut en déduire avec (4.6) que :
/0 (B*S(* — o), u*(0))vdo = /0 IB*S(* — o) n||vdo.

Or, il est évident que pour o € [0, 7*] p.p., on a :

(B*S(m" —o)'n,u*(0))u < [B*S(" = o)y, car |[u"[|r~<.
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Cela implique au final que :

(B*S(r" — o) nu’(0))v = [ B*S(7" — o) nllu
= max (B*S(t" —o)™n,u) pour o € [0,7*] p.p..
uel [lullv<i
Donc u* vérifie le principe du maximum. O
Avec le théoreme précédent, on peut facilement déduire un résultat concernant

la propriété de bang-bang.

Définition 4.8.
Soit (U, ||.||) est un espace normé.

On dit que U est strictement convezxe si :

r+y

veye U x#y. (ol = ol =1 = |54 <1

Théoréme 4.9. (Propriété de bang-bang)

Supposons que (A, B) est exactement controlable en tout t > 0 et que u* est un
controle optimal en temps T*.

Si (A, B) est approxrimativement contrdlable en temps 7 sur tout
sous-ensemble e C [0,7*] de mesure strictement positive, alors u* posséde la
propriété de bang-bang (4.4).

Enfin si de plus U est strictement convezxe, alors le contdle optimal en temps
est unique.

Démonstration.

Par le théoreme 4.7, on sait qu’il existe n € X, n # 0 t.q. u* vérifie le principe
du maximum (4.3).

De plus, si il existe un ensemble e de mesure strictement positive t.q. B*S(7 —
o)*n =0 pour o € e, alors d’apres le théoreme 3.9, (A, B) n’est pas approximative-
ment contrdlable en 7% sur €. Ceci est une contradiction.

On en déduit que pour o € [0,7*] p.p. on a B*S(7* — o)*n # 0. Cela nous

permet de définir une fonction n par n(o) := m pour o € [0,7*] p.p..

D’apres le principe du maximum, on sait que :

(B*S(t* — o)'nu*(0))y = ||B*S(t* — o)*n||y pour ¢ € [0,7*] p.p..

Projectons u*(o) sur la direction n(o), i.e. :
u(o) = plo)n(o) +v(e)  pour o e (0,77,

ot (n(o),v(0))y =0et p(o) € R,
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Puisque l'on sait que u* € L£;(t), on obtient :

lu*(o)lIE = p(o)* + [lv()]I; <1 pour o € [0,77] p.p..

On peut aussi calculer :

|B*S(t* — o) n|lv = p(o)||B*S(7" — o)™ ||y pour ¢ € [0, 7] p.p. .

Donc, on a p(o) =1 et v(o) = 0 pour o € [0,7*] p.p..
Ainsi u* possede la propriété de bang-bang.

Quant a 'unicité, supposons que u,v € L1(7%), ou u # v sont deux controles
optimaux en temps 7. On a [|u(t)||y = ||[v(t)||y = 1 pour ¢t € [0,7*] p.p.. Prenons
w = %(u + ), w € Ly(7%). 1l est clair que w est aussi un contréle optimal en
temps, donc w possede la propriété de bang-bang. Or, par la stricte convexité de
U, on a ||w(t)|[y < 1 pour ¢ p.p.. Cela est une contradiction avec la propriété de
bang-bang. O]

Remarque 4.10.

Dans cette section, on a vu qu’en supposant la controlabilité exacte du systéme,
un controle en temps optimal doit satisfaire le principe du maximum. En s appuyant
sur le principe du maximum, si on suppose en plus que :

Vne X,n#0= B*S(t—o0)'n#0,

alors le controle en temps optimal possede la propriété de bang-bang.

1l est possible d’établir la propriété de bang-bang sans passer par le principe du
maximum. On donne deux exemples ici :

* Dans [11], Fattorini considére un systéme de contrdle total, c’est-da-dire,
B =1d.

Dans ce cas, on peut montrer qu’un controle en temps optimal possede toujours
la propriété de bang-bang sans la condition de controlabilité exacte. Quant
au principe du maximum, il faut toujours supposer la controlabilité exacte du
systéme.

En plus, dans ce cas, en ajoutant une condition supplémentaire ||Az| < 1
ou ||Az7|| < 1, le principe du mazimum devient une condition suffisante pour
l'optimalité en temps.

On sait qu’il existe des équations, par exemple, I’équation de type de la chaleur
(3.54)-(3.56), qui ne possédent pas la controlabilité exacte.

On va voir dans la section IV.4 qu’en supposant un type de L>°-controlabilité
a zéro le controle en temps optimal possede la propritété de bang-bang. Ce-
pendant, sous cette condition, le principe du mazimum n’est pas clair. On va
expliciter ce cas dans la suite.
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(2) Application aux équations de type Schridinger

On rappelle 'équation de Schrondinger décrite dans (3.48)-(3.50) :

2z, t) = —ilz(z,t) + ia(z)z(x, t) + u(z, t)xo(x), r e t>0, (4.7)
z(z,t) =0, x €0, t>0, (4.8)
2(z,0) = z(x) € L*(Q), x € €, (4.9)

On rappelle aussi que I'on peut écrire (4.7)-(4.9) sous la forme :
2(t) = Az(t) + Bu(t), z(0) = 2o, (4.10)

ou les opérateurs A, B et A*, B* sont décrits dans (3.51) et (3.53).

Notre but est d’appliquer le théoreme 4.7 et le théoreme 4.9 au systeme (4.7)-
(4.9). On a déja vu qu'il est exactement contrélable dans le théroeme 3.24. On
présente par la suite quelques résultats utiles afin d’établir la controlabilité approchée
en tout ¢ > 0 sur tout e C [0, t] de mesure strictement positive du systeme (4.7)-(4.9).

On admet d’abord un lemme utile qui est une version simplifiée du théoreme
de la réprésentation unique de Privalov.

Lemme 4.11.

Soit z = u(z) une fonction analytique sur D := {z € C | |z| < 1}. Siu est conti-
nue sur D et admet la limite nulle sur un ensemble e C 0D de mesure strictement
positive, alors u =0 dans D.

Démonstration.

Voir par exemple le chapitre XIV, théoreme 1.9 de [39]. ]

En s’appuyant sur le lemme 4.11, on peut en déduire le lemme suivant :

Lemme 4.12.

Soit I C 7Z, (An)ner une suite réelle bornée inférieurement (ou supérieurement),
e C R un ensemble de mesure strictement positive et (ap)ner C 11(I,C). Si

Z anet =0, Vitce,

nel

alors on a
Z anet =0, VteR.
nel

Démonstration.

Comme (a,)ner C 1M(I,C), la série est normalement convergente. Cela nous
permet d’écrire la somme.
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On définit I'ensemble C, := {s € C | Im s > 0} et I'application

f::{«:+ ~C

S Y her Aneitnt,

On peut écrire pour tout s = a+i8, >0 :
f'(s) = Z idpaye B etrne
nel
On suppose que (\,), C [—=m, +oo] et on pose X,, = A, + m. Alors, on obtient :
f'(s) = em? Z ian( N — m)e_’\/"ﬂeu”o‘.

nel

Puisque (a,,), C I}(I,C) et 8 > 0, N,, > 0, la série est normalement convergente.
Cela montre que f est une fonction analytique sur C, et qu’elle est continue jusqu’au
bord de C, (0 C; = R).

Faisons le changement de variable z = €% pour tout s € 9 C, = R. On définit
une fonction u : D — C par :

{D — C
u .=

A
2 Y oner n20T,

ou D est défini dans le lemme 4.11.

On sait que f s’annule sur e C R, donc u s’annule sur un ensemble ¢ C 9D de
mesure strictement positive. D’apres le lemme 4.11, u s’annule sur {z € C | |z| = 1}.
Ceci implique que f s’annule sur R. D’ou le résultat.

Dans le cas ou (A,), est bornée supérieurement, on prend par analogie 1’en-
semble C_ qui contient les complexes de parties imaginaires négatives. O

En s’appuyant sur le lemme précédent, on obtient le résultat suivant qui nous
aide & montrer la contrdlabilité approchée ¢ sur tout e C [0, t] de mesure strictement
positive de (4, B) :

Lemme 4.13.

Soient X, Y deux espaces de Hilbert, Ay un opérateur autoadjoint diagonalisable
sur X, et C € L(X,Y). On suppose en plus que le spectre de Ay, o(Ay) vérifie
o(Ag) C [m,+oo| ot m € R (ou o(Ay) C] —oo,m]). Soit z0 € X, z € C°(R, X) et
y € C°(R,Y) satisfaisant :

2(t) = iApz(t), t € R, 2(0) = 2o, (4.11)
y(t) = Cz(t), teR. (4.12)

Si il existe un ensemble e C R de mesure strictement positive t.q. :

y(t) =0 Vt € e,
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alors on a,

y(t) =0 vVt e R.

Démonstration.

Puisque A, est autoadjoint et diagonalisable, on sait qu’il existe une base or-
thorgonale formée par les vecteurs propres (¢, )ner de Ag associés aux valeurs propres
(An)ner t.q. pour tout n € I, A\, € [m,+oo|. La solution de (4.11) s’écrit :

2(t) =Y ane™ o, ot a, = (20, Pn) x-
nel

On peut aussi écrire :

y(t) =D ane™'Coy.

nel

Pour tout v € Y, on a :

(y(t),v)y = Z aneM”t(C’gon, v)y = Z anei’\"t<gpn, C*v) x.

nel nel

Comme (ap)n, ({¢n, C*v)x)n C I3(I,C), on a donc (ay{p,, C*v)x), C I(I,C).

On sait de plus que pour tout t € e, (y(t),v)y = 0. En appliquant le lemme
4.12, On en déduit que pour tout v € Y, et tout ¢ € R, on a (y(t),v)y = 0. Donc,
y(t) = 0 pour tout ¢ € R. O

On peut maintenant énoncer le résultat principal.
Corollaire 4.14.

Supposons que ) vérifie ['une des 2 hypothéses décrites dans le théoreme 3.2/.

Alors, pour tout zp, 27 € L2(Q) , 2z # 2/, il existe un unique contréle en
temps optimal u* entrainant la solution de (4.7)-(4.9) du point initial zy au point
final 2/ en temps minimal 7.

De plus, il existe n € L*(), n #0 t.q. :

/Ow(x,t)ﬁ*(x,t)dx = max /Ow(x,t)i_)(:v)dx, te[0,7] p.p., (4.13)

veL2(0)|[v]| 20y <1

ou w est la solution du systéeme adjoint avec une condition finale :

w(x,t) = —iAw(z, t) + ia(z)w(z, t), reQt>0, (4.14)
w(x,t) =0, x €00, t>0, (4.15)
w(z, ") = n(x), x € . (4.16)

De plus, u* vérifie la propriété de bang-bang, i.e. :

() zoy =1, t€[0,7] pop. . (4.17)

47



Controéle en temps optimal Dimension infinie

Démonstration.

D’apres le théoreme 3.24, on sait que le systeme est exactement controlable en
tout ¢ > 0. On peut donc appliquer le théoréme 4.7 pour obtenir (4.13).

On montre ensuite la controlabilité approchée du systeéme (4.7)-(4.9) en 7* sur
tout ensemble e C [0, 7*] de mesure strictement positive. D’apres le théoréme 3.9, il
nous suffit de montrer I’observabilité approchée du systeme adjoint (4.14)-(4.16)
en 7" sur tout sous-ensemble e C [0, 7*] de mesure strictement positive.

En termes d’EDP, cela s’écrit comme : si la solution w du systeme adjoint
(4.14)-(4.16) vérifie :

w(z,t) =0, re O, tee,
alors on a,

w(z,t) =0, reqQ telR

D’apres la proposition 3.23, A = ¢4y, ou Ay est un opérateur autoadjoint et
diagonalisable de spectre borné inférieurement. Donc, on peut appliquer le lemme
4.13 pour obtenir :

w(z,t) =0, reO, teR.
On utilise ensuite I'observabilité exacte de (A*, B*), qui est équivalente a :
7_*
vze X, CF " |B'S(0) 2llfdo > eI,
0

ou on rappelle que C} est le coflit du contréle.

On sait que w(.,t) = S(7* — t)*n, n € L*(Q). On obtient au final que :

o2 / ’ / (e, o) *dedo > / In(z)|2dz.
0 O Q

Du fait que w(z,t) = 0 pour tout x € O et tout t € Ret que w(.,t) = S(7*—t)*n,
on an(x) =0 pour tout x € Q. Donc w(z,t) = 0 pour tout = € Q et tout ¢t € R. D’out
I'observabilité approchée en 7* sur tout e C [0, 7*] de mesure strictement positive.

Enfin, on peut appliquer le théoréme 4.9 pour obtenir (4.17). D’ou le résultat.
]

4 Propriété de bang-bang et un type de L>*-controlabilité
a zéro

Dans cette section, on verra qu’en supposant la L°°-controélabilité a zéro
en tout temps ¢ > 0 sur tout e C [0,f{] de mesure strictement positive, le
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contréle en temps optimal possede la propriété de bang-bang (théoreme 4.15). On
établit a la fin une condition suffisante (théoréme 4.17 et proposition 4.18) pour que
le systéme possede ce type de la L*°-controlabilité a zéro dans le cas A = A* < 0,
diagonalisable avec résolvante compacte. On s’est fortement inspiré de Particle [25]
et de l'article de G. Wang [37] ou la propriété de bang-bang est établie pour le
contrdle optimal en temps de I’équation du type de la chaleur en s’appuyant sur une
technique introduite par G. Lebeau et L. Robbiano [21].

Dans toute la suite de la section IV.4, on note C;. au lieu de C’;;OO’O pour

simplifier ’écriture.
(1) Résultat principal
On énonce tout de suite le résultat principal :

Théoréme 4.15.

Supposons que (A, B) est L>-contrélable a zéro en tout t > 0 sur tout
e C [0,t] de mesure strictement positive et que U est strictement conveze.

Soient zy, 2 € X avec 2! accessible. Alors, il existe un unique controle
optimal u* en temps 7 et u* posséde la propriété de bang-bang (4.4).

Démonstration.

L’existence d’un controle optimal en temps est déja montrée dans la section
précédente (le théoreme 4.4).

L’unicité vient simplement du fait que u* vérifie la propriété de bang-bang et
que U est strictement convexe comme on I’a vu dans le théoreme 4.9.

Il reste donc a montrer la propriété de bang-bang (4.4). Par ’absurde, supposons
que u* est le controle optimal en temps 7* et qu’il existe € > 0 et e C [0, 7*] de mesure
strictement positive t.q. :

|u(o)]|lv <1 —F¢, Vo € e.

On note z*(t) = z(t, 29, u*) la trajectoire engendrée par u* a partir du point z
au temps t.

On remarque d’abord qu’il existe o9 > 0 t.q. :

ep a une mesure positive ot eg = {t € [0y, 7" — do] | t € e} .

11 est clair que 2*(t) =3 2. Donc il existe 0 < § < dy t.q. :

HZO — Z*<5)HX < M’ ou M = sup {C *,57607(5} . (418)
0<6<dg
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D’apres la L>°-controlabilité a zéro en temps 7 —d sur ey — d, on sait qu’il existe
un controle v € L>®([0, 7*]; U) t.q. le support de v est inclus dans ey — § et que :

0= S<T* - 5)(’20 - Z*((S)) + (I)T *—§,e0—6U
T*—=§
= S(7" = 6)(z0 — ° +/ Xeo_5(0)S(r* — § — o) Bu(o)do
=8(7" = 6)(20 — 27(9)) + / Xeo—s(0 — 6)S(7" — U)Bv(o —0)do, (4.19)

avec ||v(0)||lv < Cre—sep—sllzo — 27 (0) || x < Cregeg—s— <€ (0 €ey—9). (4.20)

M

Notons 9(0) = v(o — §). Puisque le support de v est inclu dans ey — d, on en
déduit que 0(0) = v(o — J) est non nul si 0 — 6 € supp v C ey — §. Autrement dit,
le support de v est inclu dans eg.

On peut également écrire (4.19) et (4.20) comme suit :

0=295(7"=08)(z0 — 27(0)) + / Xeo(0)S(7" — 0)Bo(0)do, (4.21)

[o(o )IIU <¢, pour o € eq. (4.22)

On montre ensuite que u* n’est pas le controle optimal en temps 7*
pour en déduire la contradiction.

Posons a(t) = u*(t + 0) + 0(t + ) pour t € [0, 7* — ¢].

On vérifie d’abord que @ € L1(7* — §). En effet, si t + 0 € ey, d’apres (4.22)
on obtient que ||a(t)|ly < ||u*(t +0)|jv + ||0(t + )|l < (1 —€) + € = 1. Et pour
t+06 ¢ ep,onaque |a(t)y = |u*(t+0)||v < 1.

Puis, en utilisant que le support de ¢ est inclu dans e et (4.21), on obtient :

S(T* — 5)20 + & 51
=S(1" = 0)(20 — 2"(9)) + S(7% = 9) < Zo—l—/ d —o)Bu*(o )da)

+ & 50(. 4 0) + Dresu*(. 4 0)
= S(7" = 0)(20 — 27(6)) + Prv50(. +9)

4 T*=§
+S(7) zo—i-/ ST*—U)Bu* o da—i—/ S(t* =6 — o)Bu*(o + d)do
0
= S(7" = 6)(z0 — 27( +/ S(t" — 0 — o)Bo(o + 0)do
+ S(1) 20 +/ S(t* — o)Bu*(0)do +/ S(t* — o)Bu*(o)do

= S(1t" = 0)(2 — 2 +/ Xeo(0)S(T* — 0)Bv(o)do + S(7%)zp + P
=0+ 2

Donc 7 entraine 2z au 27 en temps 7* — 8. C’est contradictoire avec 'optimalité
en temps 7 de u*.
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D’ou u* vérifie la propriété de bang-bang. O]
(2) Technique de Lebeau-Robbiano

Dans cette section, on s’appuie sur une méthode introduite par G. Lebeau et
L. Robbiano [21] pour obtenir la contrdlabilité & zéro de 1'équation de la chaleur.
On s’est fortement inspiré de 'article de S. Micu, I. Roventa et M. Tucsnak [25], de
l'article de G. Wang [37] et de l'article de L. Miller [27].

On verra une condition suffisante pour que (A, B) posseéde la L*>°-contrdlabilité
a zéro en tout temps t > 0 sur tout e C [0,¢] de mesure strictement positive, ce qui
est similaire au théoreme 3.2 de [25].

On suppose que dans cette section A = A* < 0 et que A est diagonalisable avec
une base orthornormée formée par les vecteurs propres (¢x)r de A ou les valeurs
propres assosiées (—Ag)x sont t.q. pour tout £ > 1, A\ > 0 et limy_, 1 [ Ax| = +00.
On suppose de plus que la résolvante de A est compacte.

Avec les hypotheses ci-dessus, on peut écrire :

A== N (b, o) or, Vb € D(A) (4.23)
k>1

et SMHz=> e Mz o),  VE>0,VzeX. (4.24)
E>1

On énonce d’abord un lemme de la théorie de la mesure :

Lemme 4.16.
Soit e C R un ensemble de mesure strictement positive.

Alors il existe 0 < p < 1 et ¢ > 0 t.q. pour presque tout t € e, on peut trouver
une suite (t,), strictement croissante t.q. lim,_, 1o t, =t et t.q. elle vérifie les deux
conditions suivantes :

p([ti,tin](e) = pltivs — i) (4.25)
—
et <. (4.26)
lito — tiy1
Démonstration.
Voir la page 274 du livre de J.L. Lions [23]. O

Pour ¢ > 0 on définit le sous-espace V; de X par :
1
Ve = vect{sok Y= C}. (4.27)

On note P la projection de X sur V.

On énonce par la suite le théoreme principal de cette section :
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Théoreme 4.17.
Soit 7> 0 et e C [0, 7] un ensemble de mesure strictement positive.

Supposons qu’il existe dy > 0 et dy > 0 t.q. pour tout ( > 0 ettout0 < s <t <,
on a :

0€d1C

. d
ISty el < s

ou€:={oce|s<o<tlet&  ={r—0|oecl}.

1% el 1o, Vi € Vg, (4.28)

Alors (A, B) est L>*-contrélable a zéro en temps T sur e.

Démonstration.

Soit 2y € X. Prenons t € e t.q. 'on peut construire une suite (tn)n ayant les
propriétés décrites dans le lemme 4.16 et on définit t; = 0. On note aussi :

1
Tht1 = Lip1 — tg et (x = —5— ol p sera précisé plus tard. (4.29)
Tok

On définit ensuite pour tout & > 0 les fonctions Z, € C([tar, tors2]; X) et Uy €
L ([tok, tors2); U) par :

2—1(0) = %0,
- 0 pour o € [t2k, t2k+1]
(o) =
(9) { v (0) pour o € [tog+1, takta],
5:(0) = S(0 — tor) Bt (t2x) + /t o(0)S(0 — 8)Biip(0)do, pour o € [ta, tora),
2k
(4.30)
olt (vg)x C L([tart1, tant2); U) est t.q.
P 2k (tary2) = 0,
le support de v, C eﬂggzczlc;tgﬂg], (4.31)
0 ~
”Uk’|L°°([t2k+17t2k+2]?U) < sz(t%Jrl)HX'
PT2k+2

On pose & = eN[tar+1,tart2]. Alors d’apres (4.25) on obtient que u(&) >
Prok+2-

On montre ensuite pour tout £ > 0 I’existence d’un controle v, qui vérifie
toutes les propriétés de (4.31). En effet, en prenant &€ = & et ( = (} dans
(4.28) et d’apres 'équivalence entre (i) et (i7) dans la proposition 3.20 (en prenant
X =V,,), on obtient que pour tout Zj(tox+1) on peut trouver un contrdle v, dont
le support de v est inclu dans e [togr1, tor+2] qui "entraine Z(tori1) & zéro dans
Ve, en temps 7 — topiq" (c'est-a-dire, P, Z;(7) = 0). Or, comme le support de vy, est
inclu dans &, on sait que P, (z;(t)) = 0 apres le temps to42. Autrement dit, vy
entraine 2 (tox41) & zéro dans Vi, en temps ropo.
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LSk
De plus, puisque le cotit du contréle est plus petit que & on a :
HACk
doedlgk. ~ doedICk 5
[0kl 2o (ftan i1 tans20) < mﬂzk(t%ﬂ)ﬂx < Doten 12k (Ton+1) | x - (4.32)

D’ou lexistence de vy vérifiant les propriétés dans (4.31).

On remarque ensuite que comme A est un opérateur négatif, il est donc m-
dissipatif (voir la proposition 3.3.5 de [35]). D’apres le théoreme de Lumer-Phillips,
S(t) est un semigroupe contractant. De plus, d’apres (4.30) et (4.32) il est clair que
pour tout £k > 0, on a :

Zk(tok+1) = S(rog+1)Zr—1(tak),

togt2
12k (Barv2) [ x < (1S (Fakso — tor) Zu—1(tar) || x + || / S(topr2 — s)Bug(s)ds| x

tog41

< S (rare2) S(rar1) Ze—1 (tar) || x + T2k+2\|BH£(U,X)||"UkHLOO([

doedle

tok+1, tokta); U)

= [|S(rart2) Ze(torsr) | x + | Bl 2w, x) | 2k (tonr1)| x

d06d1Ck

susamkﬂnb((1+ HBHuaxQ- (133)

Puisque P, (Z(t2k4+2)) = 0, on peut écrire :

S(T2k+3)5k (t2k+2) = Z e AnT2k+3 <5k (t2k+2)a <Pn>X Pn-

An>(}
On obtient donc que :
1201 (torss) | x = 1S (ranss) B (banr2) [x <D e 2543 (Z(tansa), ©n) x ©nllx
>
< eTSrets N || (B (taran), Pn) x nllx = €K 2 (baga) | x -

An>(2

(4.34)

En combinant (4.33) et (4.34), on obtient qu’il existe df, > dy t.q. pour tout
k>0:

_2 ~
1z (barss) | < dpet k7208 T A1) |15, (501 )] (4.35)

Notre but est de montrer qu’il existe L > 0 t.q. pour tout £ > 0 on a :

HvkHLOO([tQk+17t2k+2]§U) < LHZOHX (436>
d.-ehCk )
Notons ay, := J—W%H | 2k (torg1) || x - On sait que || || oo ([topr tonrolit) < G-
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D’apres (4.35) et (4.26), on obtient que :

Ak+1 _ dpe S| 2 (farrs )| x PTok+42
ag PT2k44 0Dk || Zg (tan 1) | x
d
N okt (—CPrangs + i)
el ropy O
_ d6e(—C;3T2k+3 + d1Grpr) T2k2
Tok+4
< @2 =G + i) (4.37)

On regarde le terme au-dessus ’exponentielle :

) 1\% 1Y
—Cprokts + diCrp1 < — <> Tokt3 + dy ( )
Tok T2k+2

1/ 1\ 1\”
<—= () + dyc*P ( ) . (4.38)
C” \T2k Tok

On remarque que si on a une suite (X )r — +00 et deux réels ny, ns t.q. ny > no
et n; > 1, alors il existe N > 0 et £ > 0 t.q. pour tout £ > k" on a :

—aX!" + BX? < —NX, (4.39)

ou «, 3 sont deux constantes fixées.

En appliquant ceci a (Xp)p = (=2 )p, 0 = C%,ﬂ =dic®n =2p—1etny =p

T2k

dans (4.39), ot p > 1, on sait qu'il existe k; > 0 et N > 0 t.q. pour tout k > k; on
a:

1 2p—1
_<13+17’2k+3 + diCey1 < =N <> i
T2k

On obtient donc pour tout k& > ky :

2p—1
1 D
a -N
k+1 r 2 T2k
< dyc’e .
Qg

Donc il existe ky > k; > 0 t.q. pour tout k > ko, on a : %+ < 1.

ag

Si on définit une constante L par :

j=0 a;
L := max {ay————— ;,
1<k<ks |20l x
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alors on en déduit que pour tout £ > 0, on a :
a/.
_ k—1%j+1
||Uk’|’L°°([t2k+17t2k+2]§U) <ap = aOHj:O 0
j
ko—lajt117k—1 aj4+1 :

4.40
L||z]| x, sik < k. ( )

Enfin, on pose :

+oo

,Z(t) = Z Zk (t)X[t2k7t2k+2]

k=0

+oo
et u(t) = Z ak<t)x[t2k7t2k+2]'
k=0

Comme P, z(tor+2) = 0 pour tout k > 0 et top 4o 210 1 on obtient P z(t) = 0.
Comme u(o) = 0 pour o € [t,7], on a donc P, 2(7) = 0 pour tout k € N. De plus,

on sait que (y, hodge +00, donc on conclut que z(7) = 0.

En conclusion, on a montré que pour tout zg € X il existe u € L*([0,7];U) ou
le support de u est inclu dans e t.q. u entraine 2y a zéro en temps 7. De plus, on sait
quiil existe L > 0 t.q. ||u|| g (o707 < L|20]|x- Donc le systeme est L>°-controlable
a z€ro en temps 7 sur e.

]

Si l'inégalité (4.28) est vraie pour t et e, on peut établir la L*>°-controlabilité
a zéro en t > (0 sur e. Le probléeme reste a savoir pour quels types de systemes
I'inégalité (4.28) a lieu pour tout ¢t > 0 et pour tout e C [0,¢] de mesure strictement
positive.

Pour ¢ > 0, on définit le méme espace V; comme dans (4.27).

On introduit une inégalité dans le lemme suivant pour établir la L>°-controlabilité
a zéro en tout ¢ > 0 sur tout e C [0,1] :

Proposition 4.18.
Si pour tout ¢ > 0, (A, B) vérifie l'inégalite :
do,dy >0, Vo € Ve, |lollx < doe™||B*ol|v, (4.41)
alors (A, B) vérifie l'inégalité (4.28). Le systéme est donc L™ -contrélable a zéro
en tout t > 0 sur tout e C [0,t] de mesure strictement positive.
Démonstration.

Pour tout 7 > 0 et tout e C [0, 7] de mesure strictement positive, on considere
le systeme adjoint de (4.1), ¢’est-a-dire :

{ w(t) - _A*w<t)7 le [077-]7

w(r) € V. (4.42)
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On peut exprimer w(7) = Y o v, @rpr 0 (ax)r C Ret (p)x sont les vecteurs
propres de A assosiés aux valeurs propres (Ag)x. Il est aussi clair que la solution de
(4.42) s’écrit :

wt)y= Y e Doy (4.43)

kpr€Ve

L’inégalité (4.41) implique que pour tout (ax), C R on a :

I >0 awprllx <doe™ | B* Y anprllu. (4.44)
k,ngGVC k,ngGVC

Prenons a; = e (") q,, dans (4.44) et intégrons cette inégalité sur l'intervalle
E :=eN]s,t] pour 0 < s <t < 7.0On obtient que pour tout (ay)r C R, on a :

> e_Ak(T_t)OéksﬁkHthSdoedlc/||B* S e ooy |pdt
E £

k,por€Ve kypr€Ve
1
— /( > ey 2dt < doe|Ixe (VBT YD e M ]| o)
€ k,‘,(kaVC k,(kaVC
=uE) > e MDapprllx < doe™|xer ()BT Y e Yawor]lpoos

k,(pkEVC k,tpkEVC
ou& ={r—t|tef}.

La derniere inégalité implique que pour tout ¢ € V¢, sion pose p = 37 eV, OkPk;
on a :

« doedlc % « do@dlC
1S(7) ellx < WHX&(-)B S(.) SOHLI([O,T];U) = TS)H‘I’?&SOHLI([O,T};U)-

Donc 'inégalité (4.28) est vraie. Et comme les hypotheses du théoreme 4.17 sont
toutes satisfaites, on obtient la L*-contrdlabilité en tout 7 > 0 sur tout e C [0, 7]
de mesure strictement positive du systeme (A, B). O

Remarque 4.19.

On peut obtenir un résultat plus général pour l'opérateur fractionnaire A =
(=AY, B = xo ou 8 > L. La démarche pour établir la L*-contrélabilité a zéro
en tout T > 0 sur tout e C [0,7] de mesure strictement positive est la méme que
celle du théoreme 4.17. On s’appuie toujours sur la technique de Lebeau-Robbiano
et on pose a nowveau pour y €]0,1[ Uespace Ve, := vect {py, | A} < C} pour obtenir
une inégalité similaire a (4.28). 1l reste a obtenir une inégalité dy type (4.41) pour
conclure. On se référe au théoréme 2.1 de Uarticle [27] qui montre que (4.41) est
satisfait pour A = (—N\)? et B = xo ou 0 > %

(3) Application a I’équation de la chaleur

On applique la proposition 4.18 a 1’équation de la chaleur avec un controle
interne décrite dans (3.54)-(3.56).
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Corollaire 4.20.

On considére ’équation de la chaleur décrite dans (3.54)-(3.56) en gardant
toutes les hypothéses sur ).

Alors, pour tout 2,z € L*(Q), 20 # 2/, il existe un unique contréle
optimal en temps u* € L>([0,7*]; L*>(O)) entrainant la solution de (3.54)-(3.56)
du point initial zy au point final 2! en temps minimal 7*.

De plus, u* vérifie la propriété de bang-bang, i.e. :
u(., )| z2(0) = 1, t € [0,77] p.p.. (4.45)

Démonstration.

On rappelle que I'on peut écrire (3.54)-(3.56) sous la forme :
2(t) = Az(t) + Bu(t), z(0) = 2o, (4.46)

ou A=Aet B=xo.

On a vu dans la partie 111.4.2 que A est négatif, diagonalisable avec une base
orthornormée formée par les vecteurs propres (¢x)r de A ou les valeurs propres
assosiées (—Ag)x sont t.q. pour tout k > 1, A, > 0 et limg_, ;o |A\x| = +00 et que la
résolvante de A est compacte.

Pour pouvoir appliquer le théoréme 4.15 pour obtenir I'existence, 'unicité du
controle en temps optimal et la propriété de bang-bang (4.45), il nous suffit d’établir
I'inégalité (4.41) et d’utiliser la proposition 4.18 pour conclure.

On se réfere au théoreme 3 de larticle de G. Lebeau et E. Zuazua [22] qui
montre que l'inégalité (4.41) est vraie pour 'opérateur A = A et B = yo. D’ou le
résultat.

]
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V Fonction temps minimal et fonction norme minimale

Dans cette section, on va présenter des résultats concernant le lien entre la
régularité de la fonction temps minimal, la régularité de la fonction norme minimale
et la L*°-controlabilité a zéro du systeme. Ces résultats sont obtenus dans I'article
de F. Gozzi et P. Loreti [16] et dans l'article de O. Carja [7].

1 Définitions
Soient X, U deux espaces de Hilbert que I'on identifie & ses duals. On considere :
2(t) = Az(t) + Bu(t), t €[0,7T], 2(0) = 20 € X, (5.1)
ou A est un opérateur qui engendre un semigroupe S(t) fortement continu, B €
LU, X) et ue L>®([0,+oo[;U).

Soit p € [[1,+oo[. On dit qu'un point 2z est LP-contrélable & zéro en temps
t > 0 si on peut trouver un contréle dans LP([0,¢]; U) qui amene le systeme (5.1) du
point initial zy a zéro.

On dit aussi que le systeme est LP-controlable a zéro en temps ¢t > 0 si tout
point de X est LP-controlable a zéro en temps ¢ > 0.

On note deux ensembles L>°-controlables a zéro avec des controles admissibles
comme suit :

RE(t) :={20€ X | S(t)z0 + Pru =0, u € L4(t)}, (5.2)
RSO = UtZQRSO(t). (53)
On présente dans la définition suivante la notion de la fonction temps minimal.

Définition 5.1.

Soit zo € RYP. On définit une fonction T, : X — RT qui représente le temps
minimal pour que le systéme (5.1) parte du point zy et arrive d 0 avec un contrile
admissible.

Plus précisément, on définit :
Tool(z0) :==1nf{t > 0] S(t)zo + Pru =0, u € Ly(t)}. (5.4)
On appelle T, la fonction temps minimal (ou la fonction de Bellman).

Pour simplifier I’écriture, on définit deux ensembles représentant les ensembles
admissibles du contréle pour le probléeme de la norme minimale.

Ay ={ue L=(0,t;U) | S(t)zo + ®u = 0}, (5.5)
At o p = {u € LP([0,];U) | S(t)zo + ®u = 0}, pour p €]J1, +oo[. (5.6)
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On rappelle aussi que 'on note z(t, zg, u) = S(t)zo + Pu, la trajectoire de la
solution en temps ¢ engendrée par le controle u.

On définit ensuite le probléme de la norme minimale (ou de 'énergie minimale).

Définition 5.2.
Soientt >0 et zg € X.

On définit £, la fonction norme minimale comme :

Esolt,20) i= it lulli=(o.:0)- (5.7)
320

En effet, EX représente la norme minimale qu’un controle doit avoir pour ame-
ner le systéme (5.1) du point zo a 0 en temps t.

On définit également la fonction LP-norme minimale pour p €]1,+o0[
comme :

5;(t, ZO) = qunf ||U||Lp([07t];U). (5.8)

ue t,2(,p

Notre but est d’étudier le lien entre la L*°-contrélabilité a zéro du systeme et
la régularité de la fonction temps minimal et de la fonction norme minimale autour
de zéro. On présente ces résultats dans la section suivante.

Remarque 5.3.

On considere dans toute la section V, les problémes de contrdle en temps mini-
mal et les problémes de contréle en norme minimale avec le point final 0. Dans le
cas général ou 27 est un point fixé dans X, les résultats obtenus plus tard sont tous
valables en considérant par exemple " le module de continuité de Toy en zf ", " la
L>®-controlabilité a zt " et " Ty (z) := inf {t >0 |Jue Ly(t), S(t)zo + Pru = zf}
"etc.

2 Quelques propriétés

Le premier résultat important concerne la continuité de la fonction temps mi-
nimal et la L*-controlabilité a zéro du systeme.

Théoréme 5.4.

Le systéme (5.1) est L>-contrélable a zéro en tout temps t > 0 si et
seulement si la fonction temps minimal Ty, est continue en zéro.

Démonstration.

Soit ¢ > 0. En prenant G = &, F = S(t),X; = X5 = X et D(G) = X, =
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L>([0,t];U) dans le lemme 3.6 ((i) <= (i7)), on obtient :

(5.1) est L*-contrdlable a zéro en temps t > 0
<= Ran S(t) C Ran ®,
< Jk(t) >0, {St)z|Vze X, ||z]|lx <k(t)} C{Pwu|ueLi(t)}
<~ Jk(t) >0, Vze X, |z]lx <k(t) = Tw(z) <t

Donc, on a enfin :

(5.1) est L*-contrdlable a zéro en tout temps ¢t > 0
= VE>0, 3k(t) >0, V2 e X, |2]|lx <k(t) = Tx(z) <t
<= Ve>0, 3k(e) >0, Vze X, ||z —0||x <k(e) = T(z) =To(2) = T(0) <€

<= T, est continue en zéro .

D’ou le résultat. O

On énonce ensuite un théoreme d’existence de la solution du probleme de la
LP-norme minimale, pour p €]J1, +oc].
Théoréme 5.5 (Existence).

Soit p € |1, +0o0].

Supposons que le systéme (5.1) est LP-controlable a zéro en tout temps t > 0.

Alors, pour toutt > 0 et tout zy € X, le probleme
min { ||| rqo.g0) | S(t)z0 + ®ru = 0}

admet au moins une solution.

Autrement dit, il existe au moins un controle dans LP([0,t];U) qui posséde la
LP-norme minimale &; (t,20) et qui entraine la solution du systéme du point initial
zo au point final 0 en temps t.

Démonstration.

On sait qu'il existe une suite minimisante (p,), C R*, p, \ & (t, 20) et
une suite (u,), C LP([0,t];U) t.q. pout tout n € N, S(t)zy + ®,u,, = 0 et que
[unllze o) = pn-

On remarque ensuite comme (u,,),, est une suite bornée (par ||u1||Lr(jo,q;0)) dans
LP([0,t];U). En appliquant le théoréeme de Banach-Alaoglu-Bourbaki et le fait que
LP(]0,t]; U) = (L([0,t];U))" (ou %%—% =1let ¢g=1sip=+00), on peut extraire
une sous-suite de (u,), faiblement convergente dans LP([0,¢];U) vers un élément
u* e LP([0,t]; U).

Pour tout z € X, on pose une fonction y dans LI([0,t];U) comme x(o) =
B*S(t —o)*z, o € 0,t].
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On écrit ensuite que pour tout z € X :

(24 =S(0)20)x = (2 Butn) = [ (@) w0y do
Passons a la limite quand n tend vers +c0. On obtient :

(2 =S(0)20)x = [ (x(0), u*(0))yrdo = (2, B}

Cela implique que S(t)zy + ®,u* = 0.

De plus, comme p,, N\, & (t, 20), on sait que pour tout ¢ > 0, il existe N € N
t.q. [[unllzroa) < &5 (t, 20) + € pour tout n > N. En passant a la limite quand n
tend vers +o0, on en déduit que pour tout € > 0, ||u*|| r(po,0,0) < & (%, 20) + €. Donc,
[u*] e o0y = &5 (t, 20)-

D’ou l'existence de la solution pour le probleme de la LP-norme minimale. [
Remarque 5.6.

On a vu dans la remarque 3.15 que pour le probleme de la LP-norme minimale
ot p €]1,+o0[, on a Punicité de la solution. Dans le cas p = +00, on a seulement
l'existence de la solution.

On présente ensuite une proposition concernant deux propriétés de la fonction
norme minimale.
Proposition 5.7.

Supposons que le systéme (5.1) est L>-contrélable a zéro en tout tempst > 0.

Alors, on a :
(a) EX(t,.) est homogéne de degré 1, i.e., EX(t, Azp) = AEL(t, z0) (YA >0),

(b) (., 20) est strictement décroissante pour tout zy dans X.

Démonstration.

Pour montrer le point (a), il suffit de remarquer que :

At,)\zo == )\At720, V)\ > 0

On montre ensuite Iassertion (b).

Soient 0 < t; < ty et 29 € X. D’apres le théoreme 5.5, on sait qu’il existe un
controle ug qui possede la norme minimale £ (¢, 29) et qui entraine le systéeme du
point initial 2y a 0.

De plus, d’apres la L*>-contrélabilité a zéro du systeme en temps to — 1, on sait
que Ran S(ty — t1) C Ran &y, 4. Cela équivaut (d’apres lassertion (i) <= (i)
dans le lemme 3.6) au fait que pour tout € > 0, il existe 6 > 0 t.q. :

S(t2 = 1) ({[lzllx <)) € @epy ({ullv(orrmgey < f) . (5.9)
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Choisissons € t.q. 0 < € < ||uo|| oo ([o,e1);0) €t nOtons 2 := AS(t1)zo pour A €0, 1[.
On peut trouver A €]0, 1], t.q. ||2]|x < 6.

D’apres (5.9), on sait qu'il existe un controle @ € Ay, ;s t.q. ||0]| Lo (0,t2—t1:0) <

Définissons un contréle @ par :

—tl) VO' G]tl,tg].

(o) = {<( Nfo), Vo €[04,

Notre but est de montrer que z(t;, 2o, %) = 0 et que ||| Lo (jo,t21,0) < |[to | oo (o,t1350)
afin de conclure que EX (t2, 20) < X (t1, 20).

En effet, puisque [|@| 2o (o,t,—t:3,0) < € < [[uol| (0,010, 00 sait :

1l e 0.ty < max { (1 = Mol oo, 18l 2 0121110 }

< Juollzo (0,110

Puis, on calcule :
t1

S(tQ)ZO + (I)t2INL = S(tQ — tl)S(tl)Zo + (]. — )\) 0 S(tg — O')BUO(O')dO'

+ / (to — o)Biu(o — ty)do

== S(tQ — tl) (S(tl)Zo + (1 — A)@tlu[)) + (I>t2_t1ﬁ
- (1 - )\)S(tQ - tl) (S(tl)ZO + @tlu()) + S(tQ - t1)2 + @tz_tlﬁ - 0

D’ou la décroissance stricte de la fonction £ (., zp). O

On rappelle que dans le théoreme 4.15, on a montré qu’en supposant la L>-
controélabilité & zéro en tout temps ¢ > 0 et sur tout ensemble e C [0,t] de mesure
strictement positive, le contrdle optimal en temps doit posséder la propriété de bang-
bang. Ici, on voit un résultat similaire mais avec une autre notion de propriété de
bang-bang faible.

Théoréme 5.8 (Propriété de bang-bang faible).
Supposons que le systéme (5.1) est L>°-contrélable a zéro en tout temps t > 0.

Alors, pour tout contréle optimal u* € L1(7*) en temps 7" , on a :

Hu*HLOO([O,T*];U) =1. (510)

On dit ausst qu’un controle posséde la propriété de bang-bang faible si il
vérifie (5.10).
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Démonstration.
Supposons par I'absurde que p = |[u*|| Lo (jo,)0) < 1.

On calcule pour tout 0 < s < 7*

*

o —/ S(t* — o)Bu*(0)do + ’ S(t* — o)Bu*(0)do

T*—5

S(8)Prs_su” + Py (u (7" —5+.)). (5.11)

Notons Z(s) = S(7*— )20+ P« _u*— zp et u(0) = u*(7* —s+0) pour o € [0, s].
D’apres (5.11), on obtient :

0= S(T*)ZO + @T*U*

= S(8)z0 + S(s) (S(7" — 8)z0 — 20) + S(8)Prr_su™ + P
S(s) (S(7* = 8)20 + Pre_u”™ — 29) + 5(8)20 + Dyt
S(

$)zo + ®su + S(s)Z(s). (5.12)

Puis, par la L*-controlabilité a zéro en temps s > 0 et d’apres le lemme
3.6((i) < (1)), on sait que pour tout € > 0 il existe 6 > 0 t.q. :

S(s) {llzllx < 61 € @ ({Ilull o < €}) - (5.13)

Prenons € = 122 et 0 < s < 7" t.q. [|Z(s)||x < d (ce qui est toujours possible

car limg_,,« 2(s) =0 ).

Alors, d’apres (5.13), on sait qu’il existe un controle & € L*([0,s];U) t.q.
Q.0 = S(s)Z(s) et que [|d| Lo (jo,5;0) < €.

On obtient enfin que :

0=5(s)z0 + D5t + S(s)2(s) = S(s)z0 + Ps (u+ 1) .

On vérifie que :

A 1 p
!W+UMWMWUSP+€:§+*

< L
2

Donc, @+ est un controle admissible. C’est une contradiction avec I'optimalité
de u* en temps 7*. D’ou le résultat. n

En utilisant le théoréme 5.5 et le théoreme 5.8, on peut obtenir une relation
entre la fonction temps minimal et la fonction norme minimale.
Théoréme 5.9.

Supposons que le systéme (5.1) est L>=-controlable a zéro en tout tempst > 0.

Alors, on a pour tout zg € X,

SSO(TOO(Z()) Zo) 1.
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Démonstration.

On suppose d’abord que €% (T (20),20) > 1. Cela implique que tout controle
qui entraine le systeme du point initial zy au point final 0 doit avoir une norme
plus grande que 1. C’est une contradiction avec I'existence d’un controle optimal en
temps dans £1(Tx(20)) (théoreme 4.4).

Dans l'autre sens, on suppose que X (T (20), 20) < 1.

D’apres le théoreme 5.5, on sait qu’il existe un contrdle u € Ag (). qui
possede la norme minimale 5 * (Two(20), 20) < 1. Ceci est en contradiction avec la
propriété de bang-bang faible (théoreme 5.8).

D’ou le résultat. O]
Remarque 5.10.
Le théoréeme précédent implique que :

EX (T, z0) <1 siT > Ty(z0),
g:O(T, Zo) > 1 st < Too<20)

3 Le module de continuité de 7},

Dans cette section, on présente un résultat concernant le module de continuité
de T, a l'aide du principe d’optimalité de Bellman. Ces résultats sont obtenus dans

l'article de O. Carja [7].

Proposition 5.11 (Principe d’optimalité de Bellman).
Soit zp € Ry
Alors, pour tout 0 <t < Tw(20), on a :

Too(z0) = inf {t + Too (2(t, 20,u)) | u € L1(t)} . (5.14)

Démonstration.

On commence par montrer que 7, (z) < t + T (2(t, 20,u)) pour tout
u € El (t)

Si z(t, z0,u) n'est pas dans R, i.e., il n'est pas L>-contrdlable & zéro par
un controle admissible, tout est évident. Sinon, il existe s > 0 et v € L4(s) t.q.
S(s)z(t, z0,u) + Psv = 0.

Ensuite, on calcule :

$)z(t, zo,u) + Psv
t)S(s)zo + S(s)Pru + Psv

(
(
(t + 5)z0 + /OtS(t +5— o) Bu(o)do + /tt+sS(t +s—0)Bu(o —t)do
(s +t)z0 + Prysw,

» »n U» O»
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o w(o) = w e Li(t+s).

{u(a) o €10,

v(io—t) o €lt,t+s]

Donc, Tw(z) < s+ t. Les calculs ci-dessus sont valables pour tout s > 0 ou
2(t, 20, u) est L>°-contrdlable a zéro en temps s avec un contrdle dans £4(s). Prenons
s = Tuo(2(t, 20, w)). On a montré que Th(20) < t+T(2(t, 20, u)) pour tout u € L4(t).

Ensuite, afin de conclure, on veut montrer que pour tout € > 0, il existe un
controle u € L1(t) t.q. t + Too(2(t, 20, 1)) < Too(20) + €.

En effet, on sait qu'il existe s > 0 t.q. Tho(20) < 8 < Too(20) + € €t 29 € RP(5).
Autrement dit, il exite un controle v € A, .

On calcule ensuite que :

0=.5(s)zp + Psv
— S(s — 1)S(t)z0 + S(s — )y + /t S(s — o) Bu(0)do

= S(s —1t)z(t, 20,v) + /Os_t S(s —t —o)Bu(t + o)do.

Donc, z(t, 29, v) appartient a Rg°(s—t). On obtient au final que T (2(t, 29, u)) <
s —t. Donc, t + T (2(t, 20, 1)) < s < Tio(20) + €.

D’ou le résultat. O

On voit dans le théoreme suivant qu’en s’appuyant sur le principe d’optimalité
de Bellman, on peut obtenir le module de continuité de 7T, dans R{°, 'ensemble
qui contient tous les points L*°-contrdlables a zéro a ’aide du module de continuité
de T, en zéro.

Théoreme 5.12.
Supposons que le systéme (5.1) est L>-contrélable a zéro en tout tempst > 0.
Alors on a :

(a) Ry est un ouvert de X.

(b) Si T est bornée dans un voisinage de zéro, alors T, est localement bornée
dans Rg°.

(c) Si T est continue en zéro, alors Ty, est localement uniformément continue
dans Rg°.

(d) Si Ty est localement lipschitzienne en zéro, alors Ty, est localement lipschit-
zienne dans Rg°.

Démonstration.

On montre d’abord l’assertion (a).
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Prenons z, € RY. On sait qu’il existe ¢ > 0 t.q. zp € RY(t). Autrement dit, il
existe un controle u € L£4(t) t.q. z(t, zo,u) = 0. Comme S(t) € L(X) et 0 € int R,
il existe V un voisinage de 2z t.q. :

S(t)(z — z0) € Ry°, Vo e V.

Donc, on obtient z(t, z,u) = S(t)x + ®u = S(t)(z — 20) € RE°.

Puis, on sait qu'il existe s > 0 et un controle v € L£;(s) t.q. S(s)z(t, x,u)+Psv =
0. En posant (o) = xjo,qu(c) + Xje+s0(0 — t), on peut calculer :

S(s+t)x + Pspu = S(s)S(t)x + S(s)Pru + Pv = S(s)(2(t, z,u)) + Psv = 0.

On en déduit que pour tout x € V, on a x € R§°. D’ou R est un ouvert.

L’assertion (b) vient du principe d’optimalité de Bellman (proposition 5.11).
En effet, pour tout zy € Ry°, il existe un voisinage V de zp inclus dans Ry (car R
est un ouvert).

Prenons t = T, (20). On sait qu’il existe un controle u € L£4(t) t.q. S(t)zo+Pu =
0. D’apres le principle d’optimalité de Bellman, pour tout z € ¥V C R{°, on a :

Too(7) < Teo(20) + Too(2(Teo(20), 7, 1)) = Too(20) + Too (S(Too(20)) (2 — 20)) -

De plus, puisque T, est bornée dans un voisinage de zéro, on sait qu’il existe
un voisinage de zg, V' C V et une constante M > 0 t.q. pour tout x € V' on a
Too(S(Tso(20))(x — 29)) < M. Cela implique que T () < Too(20) + M, pour tout z
dans V'. D’ou le résultat.

On montre ensuite ’assertion (c).

Prenons zy € Ry°. On sait qu’il existe un voisinage de 2y, V inclus dans Rg°.
D’apres les calculs ci-dessus, si y € V est L*™-controlable a zéro en temps ¢ avec un
controle admissible, on a :

To(z) <t+To(S(t)(x —y)), Vr e V. (5.15)

Prenons t = T (y), on en déduit que :
Too() = Too(y) < Too (S(Ts(y)) (@ — 9)), VH,y € V. (5.16)
En changant le role de x et y, on obtient :

Too(y) — Too(x) < Too (S(Too())(y — ) - (5.17)

D’apres I’hypothese que Ty, est continue en zéro, on sait que pour tout € > 0 il
existe d > 0 t.q. pour tout y dans X, ||y||x < 0 on a T (y) < €. De plus, comme T,
est localement bornée dans R5° (car elle est bornée dans un voisinage de zéro), on
en déduit qu’il existe un voisinage de zg, V' C V et une constante M > 0 t.q. pour
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tout « dans V' on a ||S(Ts(2))|z(x) < M. On en déduit que pour tout z,y dans V'
b o —yllx < 4 =6 ona:

1S(To(y))(z — y)||x < Mllz—yllx <4,
15(Too(2))(y — 2)||x < M|z —yllx <.

Autrement dit, on a montré que pour tout 2y € R, tout € > 0, il existe V', un
voinsinage de zy et une constante § = L t.q. pour tout z,y € V', |lz —y| x < § on
a:

Too () = Too(y)| < maz {To (S(Too(y)) (& = ¥)) , Too (S (Too () (y — @)} < €.

D’ou la continuité uniforme locale de la fonction 7.

Quant a l’assertion (d), d’apres les calculs ci-dessus, on sait que pour tout
2o € R{°, il existe un voisinage de 2y, V C R§° t.q. pour tout = dans V on a :

[Too () = Too(20) < max {Too (5(Too(20))(x = 20)) , Too (S(Too(2)) (20 — @) } -

D’apres la continuité lipschitzienne locale en zéro de la fonction T, on sait
qu'il existe 6 > 0 et une constante K > 0 t.q. pour tout y € X, [|y]lx < J on a

Two(y) < Klly|lx-

Ensuite, il est clair qu’il existe un voisinage de 29, V' C V t.q. pour tout x dans
YVona:

15(Too (20)) (= = 20)[|x <6,
[15(Too(2)) (20 — )| x < 0.

Donc, pour tout z € V' on a :

T () — T (20)| < maz {To (S(Too(20)) (& — 20)) , Too (S(Too () (20 — 7))}
< K max {||S(Two (20))ll 20y, 1S (Too ()| 200 } 12 = 20]lx < K'JJ2 = 20]]x-

D’ou le résultat. O

Remarque 5.13.

* D’apres le théoréme 5.4 et le théoréme 5.12, si le systéme est L°°-controlable a
zéro en tout tempst > 0, alors Ty, est localement uniformément continue
dans R .

* Le principe de Bellman n’est plus valable pour le probléeme en temps optimal
ot on cherche le contrdle dans U'espace LP(]0,t];U) avec p €]1,+oc[. Dans
Varticle [16] (section 5.2), ils ont donné un résultat similaire au principe de
Bellman qui aide aussi a étudier le module de continuité de la fonction temps
minimal dans 'ensemble de points LP-controlables a zéro.
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4 Le taux d’explosion de la fonction norme minimale

Il est clair que lim, 0T (2) = 0 et que limy 0 &% (t,20) = +oo pour tout
20 # 0 € X. Dans la suite de la section, on s’intéresse au lien entre le taux d’explosion
de la fonction norme minimale quand ¢ tend vers zéro et le module de continuité de
la fonction temps minimal en zéro.

On commence par présenter le théoreme principal qui nous aide a étudier le lien
entre eux.

Théoréme 5.14.

Supposons que le systéme (5.1) est L>®-contrélable a zéro en tout temps t > 0.
On considére une fonction f : RT™ — R, continue, strictement décroissante et t.q.

Alors, on a l’équivalence entre :

(i) 1l existe Ty > 0 t.q. EX (T, z0) < f(T)||z0llx pour tout zo € X et tout T €
]OaTO]'

(7i) Too(20) < f_1(||z01||x) pour zy appartenant a un voisinage de 0.

Démonstration.
On montre d’abord que (i) = (i7).

Soient 0 < T < Ty et z5 € X. D’apres le théoreme 5.5, on sait qu’il existe un
controle u € Ap, t.q. [Jul|zee o,y < f(T) |20l x-

Notons T' = f‘l(m). On remarque d’abord que pour tout zy € B(0, f(lTO)),

un voisinage de zéro dans X, on a T' < Tj.

En effet, d’apres la décroissante stricte de la fonction f, on a :

1
f(T) = > f(Ty) <= T <Tp.
120l x
Autrement dit, pour tout zy € B(0, —f(%,b)), il existe un contrdle u € A, t.q.
||u||L°°([O:T]§U) S f(T)HZOHX =1 DOHC, Too(z()) S T = fﬁl(m) pour tout 20 €

B(0, ﬁ), un voisinage de 0.
On montre ensuite que (i) = (i).

On sait qu’il existe r > 0 t.q.

1
Vi € X, aollx < 1= Tao(z0) < £ ( ) |
Tollx

Soit ¢ > 0. On remarque que :

L s
/ (nzouX) st llallx <
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Dong, si zp € X t.q. ||20]|x < 7 et ||20]|x < ﬁ, on peut trouver un controle

admissible qui améne le systéme du point initial 25 a 0 en temps t.

En prenant 75 > 0 t.q. f(l < r (ce qui est toujours possible car f est

To)
décroissante et que lim; .o f(t) = 400 ), on obtient que pour tout 7' €]0,Ty],

1 1 .
f(T)gmgretque.

1
S(T) ({”ZOHX < f(T)}> C Or ({IIUI|L°°([0,T1;U) < 1})
< S(T) ({{[z0llx < a}) C O ({HUHL‘X’([O,T};U) < ozf(T)}) , Ya > 0.

La derniére inclusion implique I’assertion (z). D’ou le résultat. ]

Remarque 5.15.

* Si on change le sens des deux inégalités dans (i) et (ii), on peut aussi
montrer [’équivalence entre elles.
Plus précisément, notons

(i’) Il existe Ty > 0 t.q. EL(T,z0) > f(T)||z0llx pour tout zo € X et tout
T €10, Ty).

(77°) Too(20) > f‘l(”ZOlHX) pour zy appartenant d un voisinage de 0.

Soient 0 < T < Ty et z9 € X. D’apres Uassertion (i), on sait que tout controle

u entratnant le systeme du point initial zy a zéro en temps T doit avoir une

norme plus grande que f(T)||z0||x. Ensuite, pour tout zy € B(0, ﬁ), st on

note T = f~ (=), on sait T < Ty. Cela implique que To(20) > T =

llzoll x

f‘l(—”ZOlHX) pour tout zy € B(0, 7)‘(;’0))
Dans lautre sens, en gardant les mémes notations dans la démonstration, on

sait qu’il existe r > 0 t.q.

Tool20) > [ (5

IIZon

. D’ot lassertion (ii').

), \V/Zo S X, ||ZO||X S r.

Supposons par l'absurde que 'assertion (i) n’est pas vraie. Autrement dit, pour
tout Ty > 0, il existe T € 10, Ty] et zo dans X t.q. EX (T, z0) < f(T)|20]|x-
Prenons, Ty = f~(). Comme EX(t,.) est homogéne de degré 1 (proposition
5.7), on sait que pour tout X > 0, EX (T, Az9) < Af(T)||z0|x-

Prenons X > 0 t.q. \f(T)||20l|x = 1. L’inégalité ci-dessus implique que Azq est
L*>-controlable a zéro en temps T avec un controle de la L>°-norme strictement
plus petite que 1. Donc, d’apreés la propriété de bang-bang faible, Too(Azo) < T'.
Or, il est clair que \||zo||x < r. On en déduit que To(Nzo) > f_l(m) =T.
C’est une contradiction. D’ou (ii') = (i).

Prenons par exemple f(t) = Ct= pour certains C > 0 et 3 > 0. En s’appuyant
sur le théoreme précédent, on en déduit :

E (T, z0) < f(D)|lzol|lwy pour T dans un voisinage de 0 et zy dans X,

1
= T(20) < Collzoll%, pour zo dans un voisinage de 0 et CCy" = 1.
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Autrement dit, le tauz d’explosion de la fonction norme minimale EX (T, z)
autour de T = 0 donne le facteur holdérien de la fonction temps minimal
autour de z = 0.

* Si on note uy, la solution du probleme de la L?-norme minimale en temps
T > 0 avec point initial zy, on sait que EX (T, z0) < ||uf ||~ (o.1)50) -
Donc, on peut trouver une majoration de EX (T, zy) en étudiant la L*°-norme
de up, .

Supposons que le systeme (5.1) est controlable & zéro en tout temps 7' > 0.

Alors, on a déja montré dans le théoreme 3.14 et dans la remarque 3.15 que le
probléme de la L?-norme minimale admet une unique solution comme :

U;JO = F0<T)Zo, . (518)

On sait aussi que CY = || Fo(T) || rox,r2(o. 010y €t E°(T, z0) = || Fo(T)zo]| x-

On a vu dans la remarque 3.15 que 'on peut écrire :
Fo(T) = =5 R S(T) (5.19)

sous I'hypothese S(T")zy € Ran Rr.

Pour z, assez proche de zéro, il est clair que S(T)zp € Ran Rp. Dong, la
formule (5.19) est vraie au moins dans un voisinage de zéro.

On arrive donc & calculer la L°-norme de la solution du probléme de la L2-
norme minimale. Cela nous donne une majoration de la fonction norme minimale
Ex.

Plus précisément, pour tout 7' > 0 et zy dans un voisinage de zéro, on sait :

g2 |2 o,110) = sup I1B*S(T — o) Ry S(T)z0lw
oel0,

_1 _1
< IBllewxlBr® e sup ST = o) |l [ Br* S(T) 20l x

oe|0,

< K|[Ry* S(T)llcexollzollx = KCrllz0]lx (voir (3.18)).

Dong, si on peut déterminer le comportement de C% quand T tend vers zéro,
on peut déterminer le module de continuité de la fonction temps minimale T, en
Z€ro.

Par exemple, si on sait qu’il existe M > 0,8 > 0 t.q. C% < MT? pour T
dans un voisinage de zéro, d’apres le théoreme 5.14, on en déduit qu’il existe une
constante M’ > 0 t.q. :

Ex (T, 20) < [, |l oo oy < M'T| 2]l x,

pour 1" dans un voisinage de zéro et zy dans un voisinage de zéro.
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1
Donc, on a Tu(29) < M"||2]|% pour 2o dans un voisinage de zéro. Cela nous
donne le facteur holdérien de T, en zéro.

On a vu quelques résultats du taux d’explosion du cotit du contréle en zéro dans
la section II1.3. On peut donner par exemple un corollaire suivant :
Corollaire 5.16.

e En dimension finie (ot X = R" et U = R™), on sait que Ty, est locale-
ment %—hdlde’rienne ou B =k—+ %, k est le plus petit nombre entier t.q. Ran

[B, AB, ..., A*B] =n.

e Pour l’équation de la chaleur avec un contréle interne, décrite dans (3.54)-
(3.56), on a qu’il existe ¢ >0 t.q. :

Too(20) < f7(

), pour zy dans un voisinage de zéro, (5.20)
120l x

ot f(t) =t 2et.

Démonstration.

Il suffit d’utiliser les résultats dans (3.35) et (3.37) en appliquant le théoreme
5.14 pour conclure. O]
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V1 Méthodes numériques

On présente ici deux types de méthode numérique pour résoudre le probleme
de contrdle optimal en temps : les méthodes directes et les méthodes indi-
rectes. Ces méthodes peuvent traiter un probleme de controle optimal plus général
qui cherche par exemple a minimiser une fonction non linéaire. Les méthodes di-
rectes consistent a discrétiser la solution du systéme et le controle en transformant
le probléeme de contréle optimal en un probléeme d’optimisation non linéaire sous
contraintes. Les méthodes indirectes sont basées sur une méthode de tir en appli-
quant le principe du maximum de Pontriaguine.

Dans la suite, on présente juste deux méthodes : la discrétisation totale pour
les méthodes directes et la méthode de tir simple pour les méthodes indirectes.
on se réfere au livre de Emmanuel Trélat [34] et a l'article de O. Von Stryk et R.
Bulirsch [36] pour plus de détails sur les différentes méthodes numériques.

1 Présentation des méthodes

On présente par la suite les principes de deux méthodes numériques.
(1) Meéthodes directes : la discrétisation totale

C’est la méthode la plus évidente pour traiter un probleme de contrdle optimal.
On discrétise la solution du systéme et le contrdle en un vecteur Z = (21, ..., 2y, U1, ..., Uy ),
et on se ramene a résoudre un probleme d’optimisation non-linéaire de la forme :

Iznencl F(2), (6.1)

ouC={Zg(Z)=0,ie][l,r], g;(Z) <0, je[r+1,m]}.

Plus précisément, on choisit les controles dans un espace de dimension finie, puis
on integre le systeme en utilisant une méthode d’intégration numérique sur chaque
intervalle [t;,t;41] o 0 = ¢y < t; < ... < ty = ty. On peut choisir par exemple
des controles linéaires sur chaque subdivision [¢;,¢;,1]. Par ailleurs, on choisit une
discrétisation de I’équation différentielle, par exemple, si on choisit le schéma d’Euler
explicite, on obtient :

Zig1 = hif (ti, 23, u), ot hy =ty — ;.

L’ensemble C' représente les conditions initiales, finales du systéme, les contraintes
sur la solution du systeme et les contraintes sur le controle. F' est la fonction a op-
timiser. Dans le cas du probleme en temps optimal, on prend F(Z) = t;. De plus,
dans notre cas ou le temps final ¢y n’est pas connu, on rajoute une variable t; au
vecteur Z et une équation supplémentaire t; > 0 a I’ensemble de contraintes C'.

On se ramene a résoudre un probléme d’optimisation non linéaire sous contraintes
(6.1). Ce probléme peut étre résolu par exemple par la méthode de SQP. Dans ce
mémoire, on utilise la fonction fmincon.m en matlab pour la mise en oeuvre de
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la méthode directe. On se réfere aux livres de R. Fletcher [12] et [13] pour plus de
détails sur la méthode SQP et sur d’autres méthodes d’optimisation non linéaire.

En résumé, il existe une infinité de variantes pour les méthodes directes selon le
choix de 'approximation du contréle sur chaque subdivision du temps, le choix de
la méthode d’intégration de ’équation différentielle, et le choix de la méthode de la
discrétisation de I’équation différentielle. On se réfere a 'article de M. Diehl, H.G.
Bock, H. Diedam et P.-B. Wieber [8] pour d’autres méthodes directes et au livre de
J.T. Betts [4] pour la mise en oeuvre des méthodes directes.

(2) Méthodes indirectes : la méthode de tir simple

Le principe du maximum de Pontriaguine nous donne une condition nécessaire
d’optimalité. Si on est capable, a partir du principe du maximum, d’exprimer le
contrdle optimal en fonction de (z(t), p(t)), ou p(t) est la solution du systeéme adjoint,
la solution du probléme en temps optimal s’écrit sous la forme :

£(t) = F(t, 2(1)),
{ R(z0,2(t;)) = 0. (6.2)

ou R représente les conditions initiales et finales du systeme.

A Taide des méthodes numériques, on peut trouver z(t, zy) la solution du pro-
bleme de Cauchy :

2(t) = F(t,2(1)), t e [0,tf],

{ 2(0) = zo. (6:3)

Notons Z = (2o, ty) et posons une fonction G(Z) = R(zo, 2(ts, 20)). Le probleme

en temps optimal (6.2) est équivalent a résoudre G(Z) = 0. Il s’agit donc de trouver

un zéro de la fonction G et on peut utiliser par exemple la méthode de Newton. On

se réfere par exemple au livre de J. Stoer et R. Bulirsch [31] pour plus de détails sur
la méthode de Newton.

Il existe d’autres types de méthode indirecte, par exemple, la méthode de tir
mutiple qui découpe le systéme en N intervalles [t;,1;11] et résout le sous-systéme
optimal sur chaque intervalle [t;,¢;,1] en prenant en compte la continuité de z(t, zo)
en chaque instant ¢;. On se réfere au livre de J. Store et R. Bulirsch [31] pour des
détails sur la méthode de tir multiple.

Dans ce mémoire, on utilise la fonction fsolve.m en matlab pour trouver un
zéro de la fonction G. On précisera les mises en oeuvre de ces deux méthodes dans
la section suivante en traitant des exemples concrets en dimension finie et dimension
infinie.

En résumé, les méthodes directes sont plus simple a implémenter, plus robustes
et moins sensibles au choix de la valeur initiale. En revanche, les méthodes indirectes
peuvent donner une solution plus précise mais il faut étre capable de deviner de
bonnes valeurs initiales. On se réfere a la section 9.3 du livre de E. Trélat [34] pour
la comparaison entre les deux méthodes.
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2 Dimension finie

On commence par expliciter les mises en oeuvre de deux méthodes en s’appuyant
sur les fonctions fmincon.m et fsolve.m en matlab.

Pour la méthode directe, on choisit /N, le nombre de discrétisation en temps et
on note t; = 0 < ¢ < ... < tyq1 = ty la discrétisation du temps. On prend des
valeurs initales pour le temps final ¢; et pour le controle [uq,...,uy] ot u; € R™,
pour tout i € [1, N]. On cherche & minimiser le temps final, en prenant en compte
la condition finale z(ty) = 2/, la contrainte sur le controle, i.e., pour tout i € [1, N],
||ug||lgm < 1, et le fait que le temps final doit étre positif. Sur chaque subdivision du
temps [t;, t;11], on integre le systéme par la méthode d’Euler explicite.

On crée une fonction methodedirecte.m (voir ’Annexe A.1) qui donne les
résultats et les dessins pour la trajectoire de la solution et du controle. Le principe
est d’utiliser fmincon.m pour mininiser la fonction principal.m qui prend une va-
riable X contenant les discrétisations du controle U et le temps final ¢ sous les
contraintes écrites dans la fonction contrainte.m. On choisit ici la méthode SQP
pour la méthode d’optimisation non linéaire.

Quant a la méthode de tir, on rappelle que dans le corollaire 2.11, on a montré
qu’en supposant la contrélabilité exacte du systeme, le controle optimal en temps a
la forme :

B*S(t — o)™

W O) = 550 =) nlan

(S [O,tf], (64)

pour un n # 0, n € R".
Notons p(t) la solution du systéme adjoint avec une condition finale :

p(t) = —A'p(t),  t€0,ty], (6.5)
p(ty) = 1. (6.

S Ot
~—

Il est clair que I'on peut reécrire (6.4) comme :

(o) = B*p(o)

- Bpole °© [0, /). (6.7)

Notons, X = (p(0),ts). Le principe de la méthode de tir est de trouver un zéro
de la fonction F.m (Voir Annexe 1 (b)) qui prend X comme variable et qui rend
la valeur z(t;) — 2/. On utilise la fonction ode113.m pour calculer la solution du
systeme z(t) et la solution du systéme adjoint p(t).

On teste les deux méthodes par un exemple pris du livre de E. Trélat [34]
(exemple 9.3.1) ou on est capable de calculer le temps minimal exact.

On considere le systeme suivant :

{g;«(t)—y(t), z(0) =0, (6.8)
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ou |u(t)| < 1.

S ) IS ) P L PP

Avec les notations ci-dessus, le systeme (6.8) s’écrit sous la forme :

A(t) = Az(t) + Bu(t), 2(0) = zo, t € [0,2]. (6.9)

10

On remarque que Ran [AB, B] = Ran [ 01

] = 2 = n. Donc, (A, B) est
exactement controlable.

D’apres les calculs dans [34], on peut obtenir la fonction temps minimal comme :

2
T ) 2y + %yfc —Yr sixp > %fsz'gne(yf),
NORAES S A L S (6.10)
2v/—xp +3yftyp sixy < SFsigne(yy).

On cherche par la suite le probleme de controle en temps optimal avec la condi-

tion finale z/ = ( v ) = ( 0 )
Yy -1

D’apres la formule (6.10), on a : tfepeer = 1+ V2 ~ 2.4142. On présente les
résultats obtenus en matlab dans I’Annexe B.2. On remarque que pour la méthode
directe, si on augmente le nombre de discrétisation, le temps final numérique est
plus proche du temps final exact. De plus, le résultat obtenu par la méthode de tir
est tres précis par rapport a celui obtenu par la méthode directe, mais si on prend
une valeur initiale ¢ trop loin du temps final exact, on obtient un résultat mauvais.

3 Dimension infinie
On essaie la méthode directe pour résoudre 1’équation de la chaleur avec un
controle interne dans [0, 1].
Plus précisément, on considere 1'équation :
it ) = DAz(t @) + X g (@)ult, z), 2 €0,1], £ €[0,ty], (6.11)
z(t,x) =0, r=1o0u0, te€0,tf]. (6.12)
On utilise la méthode des différences finies pour discrétiser le systeme ci-dessus.
On choisit aussi le schéma d’Euler implicite pour la discrétisation en temps. Prenons
0=ty <t <. <t <. <ty=tsladiscrétisation en temps par d intervalles, et

0 =290 <21 < ... <2 < .. <2xnys1 =1 la discrétisation en espace par N + 1
intervalles.

Notons z;;, = z(t;, xx) la valeur de la solution en temps ¢; et au point xj ou
i € [0,d] et k € [0, N + 1]. On prend les approximations comme suit :

Zik — Zi-1k Zik1 + Zik—1 — 22k
T et Az(ty, ap) & 5 ,
t, h
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out,=eth= N%rl
21
Zi7 7 . N . JOR ’
Notons aussi Z; = '2 . On peut donc écrire le systeme discrétisé de (6.11)-
Zi,N
(6.12) par :
Zig1 — 4
HT = Ay Ziw1 + By Ui, (6.14)
-2 1 0 ... 0
1 -2 . :
ot A, = 35| o . . .0 de taille N x N, B, = diag(X;,q) une
Lo =2 1
0 0o 1 =2
€1

matrice diagonale de taille N x N avec comme diagonale X;,q = N

EN
U1
1 sit<ag <2 ] .
€ = { 0 sin30 0 =3 et Uy = : avec u; ) est valeur choisie pour le
U; N
controle en temps ¢; et au point xy.
Par un simple calcul, (6.14) revient a résoudre le systéme :
CZi—i-l - ZZ +th'Bh'Ui7 (615)

ou O:]deN —th'Ah.

Donc, en chaque pas du temps, on inverse la matrice C' pour calculer Z;,; par
les valeurs de Z; et U,.

Notons X une variable qui contient tous les valeurs u; x, @ € [1,d], k € [1, N] et
le temps final t;. On rappelle que le principe de la méthode directe est de minimiser
une fonction F(X) qui rend ¢; avec les contraintes sur le contrdle, i.e., ||U¢ng([%%]) <

1, Vi € [1,d] et avec la condition finale : Z(t;) = Z7.

On consideére ici la condition initiale et la condition finale comme : zo(z) =
sin(rx) et 2/ = 0. On prend aussi d = N dans la simulation.

On crée en matlab une fonction chaleur.m qui prend N comme variable et
qui utilise fmincon.m pour minimiser la fonction principal.m sous les contraintes
décrites dans la fonction contrainte.m (voir I’Annexe A.3).

On présente les résultats obtenus dans I’Annexe B.3. Le temps final numérique
est environ 0.6. On voit aussi I’évolution de la norme [? du contrdle en temps, qui
n’est pas toujours égale a 1. Théoriquement, le contrdle devrait posseder la propriété
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de bang-bang. Ceci implique que la solution obtenue n’est peut-étre pas bonne méme
si la condition finale est bien satisfaite pour tout N.

On choisit Euler implicite pour la discrétisation en temps car concernant les
résultats obtenus par la méthode d’Euler explicite, si on augmente la taille de la
discrétisation, on n’arrive pas de trouver un minimum qui satisfait la condition
finale. Cela vient probablement de 'instabilité du schéma numérique de la méthode
d’Euler explicite.
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Conclusion

L’objectif de ce mémoire est d’étudier des résultats liant le probléeme de controle
en temps optimal avec le principe du maximum et la propriété de bang-bang. Pour
des systémes possedant la contrélabilité exacte, le principe du maximum est une
condition nécessaire de l'optimalité en temps. Pour obtenir la propriété de bang-
bang d’un contrdle en temps optimal, il faut examiner si le systeme possede un type
de contrdlabilité approchée.

Quant aux systemes qui ne possedent pas la controlabilité exacte, on tente
d’établir un type de L°°-contrdlabilité a zéro en s’appuyant sur la technique de
Lebeau-Robbiano pour obtenir la propriété de bang-bang d’un controle en temps
optimal.

Le principe du maximum nous donne la possibilité de construire des algorithmes
numériques pour résoudre le probleme de contrdle en temps optimal. On s’intéresse
aussi dans la derniere section au lien entre les problémes de controle en temps optimal
et de contréle en norme optimale qui nous permet d’estimer le module de continuité
de la fonction temps minimal.

On discute par la suite de quelques problémes ouverts qui sont liés avec le sujet
de notre mémoire :

* Est-ce que le principe du maximum est toujours valable pour un systéme qui
ne possede pas la controlabilité exate ?

* Considérons par exemple I’équation des plaques :
Ha,t) = —ilN*z(z,t) + xo(x)u(z, 1), reQ, t>0, (6.16)
2(x,t) = Nz(x, t) =0, x e i, t>0, (6.17)

ou €2 est un ouvert de R", et O est un ensemble ouvert non vide de €.

Ce systeme est exactement contrélable mais semble ne pas posseder la contro-
labilité approchée sur tout ensemble e C [0, t] de mesure positive. Est-ce quun
controle en temps optimal possede toujours la propriété de bang-bang ? Est-ce
qu’il existe donc d’autres moyens pour établir la propriété de bang-bang pour
un systeme exactement contrélable ?

Le probleme de contrdle en temps optimal ou on cherche un contréle dans
L'([0,t]; U), un espace de Banach non réflexif, est un sujet intéressant mais
qui semble difficile.

Les méthodes que 'on a utilisé ne sont pas valables dans le cadre d’un espace
de Banach, est-ce qu’on peut toujours obtenir le principe du maximum et la
propriété de bang-bang pour un contréle en temps optimal ?

Dans le livre de H.O. Fattorini [11], en considérant B = Id, on voit beaucoup
de résultats concenant le lien entre les problemes de contréle en temps optimal
et en norme optimale. Par exemple, dans ce cas, un contrdle en temps optimal
est nécessairement en norme optimale. Le lien entre les deux problemes dans
le cas B # Id peut-étre un sujet tres intéressant.
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* On a vu dans la section V, comment obtenir une majoration de la fonction
norme minimale £ par I’étude du cotit du contrdle. Est-ce qu’il existe d’autres
pistes pour majorer £ au lieu de passer par I'étude de || ., || oo (jo,0:07) O U7,
est 'unique solution du probléme L2-norme minimale en temps 7" > 0 et avec
un point inital zop € X 7

En résumé, ce mémoire consacre la plus grande partie a présenter des résultats
théoriques. L’étude de la convergence et de la stabilité des méthodes numériques est
aussi un domaine intéressant pour le probleme de contrdle en temps optimal.
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Appendices

A Annexe 1- Programmation en matlab

(1) Méthode directe - Dimension finie

function [tf,U] = methodedirecte(IN)

% N : le nombre de discrétisation en temps, tf : le temps final, U : les valeurs du controle.
A=[01;0 0]; B=[0;1]; n=2; m=1; tf=5;

% n : la dimension de 'espace X, m : la dimension de I'espace U.
U=2*rand(m,N)-1; X0=[reshape(U,N*m,1) ;tf];

z0=zeros(n,1) ; zf =[0;-1]; % 20 : V'état initial, zf : I'état final souhaité.
options=optimset(’Algorithm’,’sqp’) ;

% On choisit la méthode sqp comme méthode d’optimisation non linéaire.

[X,tf]= fmincon(@principal, XO0,[],[],[][],[],[,@(X) contrainte(X,A,B,m,N,z0,zf) options) ;
% Dessins

U=X(1 :(end-1)) ; U=reshape(U,m,N) ; z=zeros(n,N+1) ; h=tf/N;

for i=1 :N

z( i41)=z( ;i) +h*(A*z( :,1)+B*U( :,i));

end

subplot(121) ; plot(z(1, :),z(2, :),’r’) ; axis square;

subplot(122) ; plot(linspace(0,tf,N),U,’r’) ; axis square ;

function [c,ceq] =contrainte(X,A,B,m,N,z0,zf)

tf=X(end) ; U=X(1 :(end-1)) ; U=reshape(U,m,N); h=tf/N;

¢ = [sum(abs(U)."m,1).N1/m) — 1, —tf]; z=20;

% c représente la contrainte qu'en chaque instant t;, |U(t;)|[gm < 1 et tf >= 0.

for i=1:N

z=7+h*(A*z+B*U( :,i)) ; % On utilise le schéma d’Euler explicite pour résoudre le systéme.
end

ceq= z-zf;

% ceq représente la condition finale.

function t = principal(X)

t=X(end);
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(2) Méthode de tir - Dimension finie

function [r,tf,u]= methodeindirecte

z0=[0;0]; A=[0 1; 0 0] ; B=[0:1]; pO0=[1;1]; tf=100;

% On prend des valeurs initiales de p(0) et de tf.

n=2; m=1; zf=[0;-1];

% n : la dimension de 'espace X, m : la dimension de I'espace U.
options=optimset(’Display’,’iter’,’LargeScale’’on’) ;
[potf,r]=fsolve(Q(X) F(X,A,B,z0,zf,n,m),[p0 ;tf],options) ;

% On utilise fsolve.m pour trouver un zéro de F.

% Dessin

tf=potf(end) ; p0=potf(1 :end-1) ; x0=[z0 ;p0] ;

options = odeset(’AbsTol’,1e-9,’RelTol’,1e-9) ;
[Tx,x]=0del13(Q(t,x) state(t,x,A,Bn,m), [0 tf], x0,0ptions);
x=x"; z=x(1 :n, :); p= x((n+1) :end, :); q=B*p; u=zeros(m,length(Tx));
for i=1 :length(Tx)

u( 5i)=q( :,i)/norm(q( :,i),m);

end

subplot(121) ; plot(z(1, :),z(2, :),’r’) ; axis square;

subplot(122) ; plot(Tx,u,’r’) ; axis square;

function res =F(X,A,B,z0,zf,n,m)

% F rend la distance entre z(tf) et zf.

tf=X(end) ; p0=X(1 :(end-1)) ; x0=[z0 ;p0] ;

options = odeset(’AbsTol’,1e-9,’RelTol’,1e-9) ;
[Tx,x|=0del13(Q(t,x) state(t,x,A,Bn,m), [0;tf], x0,options);

% x représente les valeurs de z et p en chaque instant. On utilise ode113 pour résoudre le probléme de Cauchy
res = x(end,1 m)’-zf;

function r =state(t,x,A,B,n,m)
z= x(1 :n); p= x((n+1) :end);
B*p(t)

q:B7*p ; u:q/norm(q,m) ; % On rappelle que u(t) = 5

t
B3 T
r=[(A*z+B*u); (-A”p)];

si il est en temps optimal.
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(3) Méthode directe - Dimension infinie

function [tf,U] = chaleur(N)

tf=10; d=N; u=2*rand(N,d)-1; h=1/(N+1);

% N : nombre de discrétisation en espace, d : nombre de discrétisation en temps.

d0 = —2/h"2 x ones(N,1); d1 = 1/h? * ones(N,1);

A = spdiags([d1l dO d1],—1: 1, N, N); % A représente la discrétisation de I'opérateur laplacien.

x = linspace(h,1—h, N); zind = (x >=1/3).x(x <= 2/3); B = spdiags(zind’,0, N, N);

% xind représente la discrétisation de la fonction indicatrice X ] et B est la matrice diagonale comme

12
3°'3

diagonale xind.
u = B *u; X0=[reshape(u,d*N,1);tf] ; T = linspace(0,tf — th,d);
options=optimset(’Algorithm’,’interior-point’,"MaxFunEvals’,10000000,"MaxIter’,100000) ;
% On choisit la méthode "point intérieur" comme méthode d’optimisation non linéaire.
[X,f]=fmincon(@principal, X0,[],[],[],[],[],[,@(X) contrainte(X,A,B,d,N),options) ;
% Dessin
tf=X(end) ; d=(length(X)-1)/N; U=reshape(X(1 :end-1),N.,d);
20 = sin(pi * linspace(h,1 — h, N)"); z=zeros(N,d+1) ; z( :,1)=20;
th=tf/d;C = eye(N, N) — th x A; normcontrol=zeros(d,1);
for k=1 :d
2(:;,k+1) = C\(2(:, k) + th* B+ U(:, k)); normcontrol(k)=norm(U( :,k),2);
end
subplot(121) ; plot([0 x 1],[0;z( :,end) ;0],’r’,[0 x 1],zeros(N+2,1),’b’) ; axis square ;
subplot(122) ; plot(T normcontrol,’r’) ;axis square ;
function [c,ceq] =contrainte(X,A,B,d,N)
tf=X(end) ; U=X(1 :end-1) ; U=reshape(U,N,d) ; th=tf/d; h=1/(N+1); U=B*U;
¢ = [sum(abs(U).2,1).2(1/2) — 1, —tf);

% c représente la contrainte sur le contréle : ||U (¢, .)ng([ 2)) < 1 et que tf>=0.
3

3.
20 = sin(pi * linspace(h,1 — h, N)'); C = eye(N,N)-th*A ;

% On considere la condition initiale : zo(z) = sin(z).

for k=1 :d

20 = C\(20 +th * BxU(:,k)); % On choisit le schéma d’Euler implicite pour discrétiser le systeme.

end ;

ceq= z0- ZGI"OS(N,l) ; % ceq représente la condition finale z(tf)=z{=0.
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B Annexe 2- Simulation numérique
(1) Méthode directe -dimension finie
(N[ 10 [ 20 | 40 [ 100 |
|ty [ 2.2581 | 2.3333 | 2.3729 | 2.3973 |
TABLE 1 — temps final numérique
Tra]ecto]re dela sollut'\on - leéthode dinlecte . L‘é:volution dlu contréle‘en temps ‘
o4l 0.8
0.6
0.2r
0.4
o 02
02+ o
o4l 0.2
0.4
-06F
06
-08¢ 08
b i 05 15 25

FI1GURE B.1 — N=10

Trajectoire de la solution - Méthode directe

L'évolution du contréle en temps
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nsf 08
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nz

O
i}

02F
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04t
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06f 06
nak 1 -0.8
4 . -

il 0.1 nz 03 0.4 ns

05

FiGURE B.2 — N=20
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Trajectoire de la solution - Méthode directe , L'évolution du contrle en temps

0g

01 0.2 03 0.4 05 0 0s 1 15 ] 25

FIGURE B.3 — N=40

Trajectoire de la solution - Méthode directe L"évolution du contrdle en temps
o0& 1 T T T
06F B 08} 1
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0.2 4
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0
of 1
02r 1
02}) ]
04t B
0.4 b
06t g sl |
0ar 4 osk i
1 . . . . 4 .
o 0.1 0z 03 0.4 0s o 0s 1 18 2 25

FI1GURE B.4 — N=100
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(2) Méthode de tir -dimension finie

by
POipit = [1; 1), tfinie =5 || 2.4142
POiniz = [1;1], tfinie = 100 || -2.4142

TABLE 2 — temps final numérique

Trajectoire de la solution - Méthode indirecte . L'évolution du contréle en temps
[iR=)
06 1 08
04p 06
04
02r
D' 02
o
02k
02
04t
04
06F 06
08k q 08
1 -1
0 o1 0z 03 0.4 s o s 1 18 2 25
FIGURE B.5 — POy = [1; 1], tfinit =5
. Trajectoire de la solution - Méthode indirecte ] L'évolution du contréle en temps
0s
06
04
0z
0
-02
-0.4
-06
-08
12 -1
05 0.4 -03 032 -01 a o1 02 25 -2 -1.5 -1 05 [1}

FIGURE B.6 — P0jpi; = [1;1], tfinie = 100
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(3) Méthode directe - ’équation de la chaleur sur [0, 1]

'N|] 5 | 10 | 20 [ 30 |
| t;]0.6029 | 0.6769 | 0.6600 | 0.6010 |

TABLE 3 — temps final numérique

Dans la suite, on présente dans la figure de gauche la solution finale z(t ;) obtenue
par la méthode directe (ligne rouge) et la solution finale exacte z/ = 0 (ligne bleue).
Dans la figure de droite, on présente I’évolution de [>-norme du controle en temps.

S 10™ La solution en temps final (r) et la solution finale exacte (b) . L'évolution en temps de la norme 142 du contréle
18 08
16 08
14 07
12 06
1 05
03 04
06 03
04 02
02 a1
E 01 02 03 04 a5 06 07 08 09 EIEI EI‘EIS EIIW EI‘WE EI‘Z EII25 D‘E D‘ES D‘ﬂ D‘QS as

FIGURE B.7 — N=5

14" 1™ La solution en temps final (r) et la solution finale exacte (b) . L'évolution en temps de la norme 142 du contréle
T T T T T T T T T T T
09
121
038
! 07
0B
08r
05
0Br
04
04t 03
02
02r
01
0 " . .
01 02 03 04 05 06 o7 08 08 0 a1 02 03 o7

FIGURE B.8 — N=10
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w10 La solution en temps final (r) et la solution

10 T T T T T

L*évolution en temps de la norme 142 du contréle

finale exacte (b)
T 1 T T T T T T

o o1 02 03 04 05

x10° Lasolution en temps final () et la solution finale exacte (b)

06

07

08 09 1

07

FIGURE B.9 — N=20

25 T T T T

L'évolution en temps de la norme 142 du contréle
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F1GURE B.10 — N=30
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