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Résumé

L’objectif est de démontrer les équations de la dynamique relativiste des fluides a partir de celles connues
en physique classique, a I'aide d’un un nouveau postulat. Dans un premier temps, nous devons présenter
ces derniéres sous forme de deux tenseurs énergie-impulsion. Leur transformation dans un repére inertiel
guelconque assure la covariance des équations. Nous avons besoin de deux tenseurs énergie-impulsion
parce que la dynamique classique des fluides est définie par trois bilans : de matiére, de quantité de
mouvement et d’énergie. De plus, I'énergie interne n’est connue qu’a une valeur additive prés, ce qui
nécessite, en relativité, I'écriture d’un nouveau bilan. Nous obtenons les équations de la dynamique des
fluides multicomposants, chargés, dipolaires, visqueux et/ou élastiques en écoulement dans des champs
électromagnétiques et de gravitation, et soumis a des réactions chimiques, des phénomenes diffusionnels
et un transfert de chaleur. Une telle complexité est nouvelle en relativité.

1 Introduction et contexte de I'étude

Nous présenterons une méthode originale permettant de transformer les équations de la physique
classique en relations de la relativité restreinte. La covariance sera assurée par la structure des
transformations mises en jeu. Nous ferons apparaitre deux tenseurs énergie-impulsion indispensables a la
résolution complete de la dynamique. Le fait que, en relativité, bien des auteurs ne considerent qu’un seul
tenseur énergie-impulsion de type cinétique (voir I'ensemble des références) vient du fait qu’ils se placent
dans un cas d’écoulement tres simplifié. Certains [1] soulignent cependant une certaine difficulté a définir
les forces qui s’exercent sur le systeme. Ceci est du au fait que certains spécialistes de la relativité associent
le bilan d’énergie totale au bilan de quantité de mouvement pour construire le tenseur énergie-impulsion,
[2] p. 1917. C’est possible dans certains cas simples, mais impossible dans un cas plus général, que nous
souhaitons aborder. Pour montrer cela, nous nous appuierons sur la physique classique qui montre que la
résolution de la dynamique des fluides nécessite le bilan d’énergie totale (ou de masse-énergie), le bilan
de quantité de mouvement et le bilan de masse Newtonienne, [3] p. 86-88. En fait, le premier tenseur
énergie-impulsion associe le bilan de masse Newtonienne (énergie nucléaire principalement) au bilan de



guantité de mouvement. Le deuxiéme associe le bilan d’énergie totale a un bilan d’impulsion (totale) qu’il
conviendra de définir. Nous admettrons cependant que les phénomeénes quantiques se réduisent a des
effets thermodynamiques, et que les réactions nucléaires peuvent étre approximées comme des cas
particuliers de réactions chimiques ordinaires moyennant une fonction définissant les sections efficaces,
le fluide étant toujours considéré comme un milieu continu.

En section 2 nous rappellerons les équations de |'électromagnétisme et de la gravitation en physique
classique. Dans ce dernier cas, les sections 3 et 4 présentent les deux tenseurs énergie-impulsion
nécessaires. Des éléments de la relativité restreinte sont rappelés en section 5, utiles a la section 6
définissant le postulat permettant de passer de la physique classique a la relativité restreinte. En section
7 nous démontrons des éléments de cinétique relativiste des mélanges fluides, et en section 8 certaines
transformations des forces. La section 9 aborde les phénomenes électromagnétiques et gravitationnels en
relativité restreinte. Dans ces mémes conditions, la section 10 présente les lois qui régissent les deux
tenseurs énergie-impulsion. Les conclusions et les perspectives font I’objet de la section 11. Nous avons
choisi d’écrire les équations selon les notations de I’analyse vectorielle et matricielle, et non selon la forme
compacte des notations tensorielles, sauf en Partie 2. Nous appliquons une représentation utilisant a la
fois des nombres réels et des imaginaires purs, qui présente la particularité de faire disparaitre la notion
de signature en relativité restreinte, et de faire apparaitre un tenseur métrique a déterminant positif en
relativité générale. Les tenseurs d’ordre deux que nous rencontrerons seront symétriques ou

—a ial
antisymétriques. Par exemple, un tenseur d’ordre deux symétrique sera représenté suivant ( = 7 )
id

ou la matrice symétrique 3x3 A est formée de nombres réels, tout comme le vecteur de dimension 3 d. Le
scalaire —a est un nombre réel, le signe moins provenant de i2 = —1. Une position dans 'espace-temps

-
sera définie par un quadrivecteur XT = (jct %T) dans un repére inertiel (Galiléen) dont tous les axes
spatiaux sont orthogonaux entre eux et d’échelles identiques, ol t est le temps, X un vecteur formé des
trois coordonnées spatiales et ¢ la vitesse de la lumiére dans le vide. L’axe du temps est orthogonal a tous

_
les axes spatiaux. Les quadrivecteurs (comme X) et les matrices 4x4 seront écrites en lettres grasses. Un
vecteur, ou tenseur d’ordre 1, est surmonté d’une fleche, alors qu’une matrice, ou tenseur d’ordre 2, I'est
par deux traits. Un accroissement de position dans I’espace-temps correspond a :

dX" = (icdt dxT) = (ic @Ndt=u"dt  (I-1)
Ou 1 est la vitesse et U la quadri-vitesse. La dérivation spatio-temporelle, ou quadri-gradient, s’écrit :

grad’(-)=(z%2 grad’¢-)) (2

Ou grad(---) est 'opérateur gradient (spatial) usuel.

2 Electromagnétisme et gravitation Newtonienne en physique classique

M. Von LAUE [4] obtient les équations des milieux continus par transposition des équations de
I’électromagnétisme. Nous commencerons donc par la présentation tensorielle des phénoménes



électromagnétiques. Cependant, si I’électromagnétisme dans le vide est bien connu, celui dans la matiere

fluide fait apparaitre des moments dipolaire P et magnétique M.

Les champs électromagnétiques sont formés de deux vecteurs, le champ électrique E etle champ

o
magnétique B. Ceux-ci peuvent étre rassemblés dans deux tenseurs antisymétriques d’ordre 2 :

0 LE‘)T _ . DT
= .. < | and §=< 0 __wBa> (1-3)
_EE —W(B) —icB mat(E)

=l

Ou l'opérateur mat(---) permet de construire une matrice antisymétrique a partir d’un vecteur. En

= - - . . ’N
particulier, mat(a)b = d A b est un produit vectoriel. De méme nous avons :

i

_ BT _ 0 =MT
p=< 0_ L’L) ad M= ,. |
—icP  mat(M) ~-M —mat(P)

Les équations de MAXWELL régissant les phénoménes électromagnétiques s’écrivent [5] :

grad’(eyc?’E +P) = —C"

grad’(B) =0 (-2)

Ou Cestle quadri-courant électrique, avec gyuoc? = 1. Le tenseur soczf' + P est antisymétrique, or le
double quadri-gradient d’un tenseur antisymétrique est nul, donc:

grad” ((gradT(soczf' + I?))T> =0=—grad’(C) (I-6)

-
Qui représente le bilan de charges électriques. Le quadri-courant C sera détaillé plus loin.

Le bilan d’énergie éIectromagnétique est connu. Sa forme la plus intéressante fait appel a I'énergie
sOE E

+ J_ MTB et au vecteur de POYNTING E A (—— M), car elle est adaptée a une
0

interprétation thermodynamique des équations d’évolution de P et M rencontrées dans bien des ouvrages

volumique

[6] [7] [8]. Le tenseur énergie-impulsion électromagnétique devient :

T

_ _SoETE_ﬁ+MT§ <EA(__M)>

Tg = 2 2o Ho (1-7)
%EA(——M) —SO(EET+CZ§§T)+£0§(ETE+CZET§)+6E

Or I'expression (I-7) peut étre décomposée en deux parties (Tg = Tgq + Tg2). Tgq correspond a ce que
I'on obtiendrait dans le vide, appelé noyau du tenseur énergie-impulsion électromagnétique, et T,
appelé extension du tenseur énergie-impulsion électromagnétique. lls sont donnés par :



T'El = 82_0 (CZE'E'T + §§T)

— = i - —\T
_ M'B  —--(EAM) (I-8)
Tp; = ¢
—<EAM 0y

Ou O est une matrice 3x3 actuellement inconnue, mais qui sera définie en relativité restreinte (1-40).

Certains auteurs disent qu’il y a incompatibilité entre la gravitation Newtonienne et la relativité. Pourtant
son adaptation a été mentionnée par plusieurs auteurs [5] [9] [10] [11] [12] [13] [14].

Afin de préparer le passage a la relativité restreinte, nous présenterons ici la gravitation Newtonienne en
nous inspirant des équations de MAXWELL vues équation (I-5). Les champs gravitationnels sont formés de

deux vecteurs, le champ de gravitation Hetle champ magnéto-gravitationnel K. Ceux-i peuvent étre
rassemblés dans deux tenseurs antisymétriques d’ordre 2 :

— 0 %ﬁT _ < 0 iKT )
H = . . and K=|_.p _¢ =13 (1-9)
—%H —47;266 mat(K) ik 4nG, mat(H)
L’équivalent des équations de MAXWELL s’écrit ici :
grad’(H) = ZpaT
g —-—(——)) _ c2 Pr (|-10)
grad’(K) =0

Ou G, est la constante universelle de la gravitation. Introduire le vecteur K n’est pas génant car son effet
est négligeable a I’échelle terrestre. Le double quadri-gradient d’un tenseur antisymétrique est nul :

T
= 4G, ——
grad’ ((gradT(H)) ) =0= CzcgradT(p,ﬁ’) (I-11)

Qui représente le bilan de masse, ol p; est la masse volumique conservative. Cependant, comme nous
ferons apparaitre, dans le cadre de la relativité, une masse-énergie volumique différente de p;, nous lui
donneront le nom de masse volumique intrinseque, I'énergie intrinséque étant I'énergie nucléaire. Notons
qu’en physique classique la masse conservative s’appelle aussi masse Newtonienne. En effet, nous nous
plagons dans le cas ou la variation de masse due aux réactions chimiques est négligeable (I-14) et ou la
masse des électrons est considérée comme nulle, comme indiqué apres I'équation (I-15).

) s . . o HTH
L’énergie volumique de gravitation — Py

The

216G, 272 L , . .
— %KTK est négative [10]. C'est normal si elle est nulle loin

de toute masse et diminue a I'approche d’'une masse. Le tenseur énergie-impulsion de gravitation est :



7 = i — —\T
HH 2R “(KAH)
T 8mG, ¢ c
G~ — —> ﬁﬁT—lﬁﬁTﬁ —— =3 =
L(RAH) L 25 (RRT - 15K"K)
anG, c 2 (1-12)
= 2 == ==
T¢ = ———HH" - Z*KK"
— = [ T 2 =, 4 GC N —\T —T =
grad’(Tg) = — (ip,uTH pHT + Zz pi(@WAK) ) = pu"H|

Oou flp,ﬁ’ est la quadri-force de gravitation s’exercant sur I'unité de volume de fluide.

3 Tenseur énergie-impulsion « intrinseéque » en physique classique

En pratique, le fluide est un mélange composé de n constituants. La composition du fluide en constituant
i est définie par son titre massique x;, c'est-a-dire la masse intrinseque de i par masse intrinseque unité

de mélange, avec };/-; x; = 1. Sur une position de I'espace-temps, le flux de transfert de i est p;x;u +fi
(masse intrinséque de i traversant I'unité de surface par unité de temps), ou p;x;u est le flux de transport
et fl le flux de diffusion, tel que Z?zl(p,xiﬁ +fl) = p;U. Le quadrivecteur flux de transfert est
( lcprx;

— > - 0 2 4
o +f> =pixju+]Ji,oujf; = <+> avec )., J; = 0. Le bilan du constituant i s’écrit :
Prxiu T Ji

Ji
gradT(p,xiﬁ +il) =T (|-13)

Ou 7; est la vitesse de production (pouvant étre négative) de masse intrinséque de i par unité de volume
et unité de temps, due aux réactions. La somme des n équations (I-13) doit donner (I-11), donc :

=0 (-14)

Cette relation traduit la conservation de la masse intrinseque totale par les réactions chimiques. Des
réactions nucléaires peuvent étre prises en compte dans (I-13) si elles respectent cette conservation.

Le constituant i peut avoir une charge a; par unité de masse intrinséque de i (ions). Le courant électrique

induit par le flux de transfert des ions i est p,;x;a; U +il-al-. Le bilan de charges i est :
gradT(p,xiaiﬁ +iial-) =1a; (|-15)

Car les a; sont des constantes. La somme des n équations (I-15) ne donne pas (I-6), car Y/, r;a; # 0. Le
courant électrique induit par le flux de transfert de tous les ions n’est donc pas le courant total C.En effet,
il existe des électrons libres dont la masse est considérée comme nulle, mais disposant d’une charge

donnant un courant 85. Ce courant 65 est la somme du transport des électrons par le fluide et d’un
courant de conduction respectant la loi d’'OHM [15] [16] :

Z:E = plaEﬁ + /‘{Ef'ﬁ)

n — 2 — =_, (|'16)
C= Zi:1(P1xiaiu +]iai) + pagu+ AgEu



Ou ay est la charge des électrons libres par unité de masse intrinséque de fluide et Ag la conductivité
électrique du fluide. L’équation (I-16), la somme de (I-15) pour tout i et (I-6) donnent :

grad” (3%, (pyxai + Jia;) + pragi + AgEd) = 0

no A (1-17)
Y ria; + grad’(Cg) =0

Ainsi, — X" 1;a; est la vitesse de production de charges électrique, correspondant aux électrons libres,
par unité de volume et unité de temps. La charge totale massique du fluide est @ = ap + X7, x; @;.

Les différentes forces s’exercant sur le fluide par unité de volume sont :

P A K : les forces de gravitation vues équation (I-12),

o pHH+ 47;66

2

e —grad(P):lapression (P : force par unité de surface),
. \T _
. (gradT(f)) : la contrainte mécanique, ol T est le tenseur des contraintes rhéologiques,

. p,aﬁ + C A B :laforce de LAPLACE, somme des forces électrique et magnétique,

o (ﬁTgrad)ﬁ + (MTgrad)ﬁ : la force dipolaire due a la polarisation et I'aimantation du fluide.

L. LANDAU et E. LIFCHITZ [17] présentent des expressions des forces dipolaires électrique et magnétique
relativement différentes de celles rencontrées dans les autres documents. M. BERTIN, J.P. FAROUX et J.
RENAULT [6] proposent comme force exercée la somme de la pression électrostatique et de la pression
magnétostatique. E. DURAND [18] propose (MTW)ﬁ pour la force dipolaire magnétique s’exercant sur
I'ensemble du mélange fluide multiconstituant. F. FER [19] présente une expression apparemment
différente, correspondant a la somme de —m(ﬁT)E - W(M)T)l—?) et du gradient d’un tenseur dont
il ne précise pas la nature. Or nous remarquons que :

(PTgrad)E + (M"grad)B = grad(PTE + M"B) — grad(PT)E — grad(M")B (-18)

Nous retrouvons ici la force a distance signalée par F. FER et une force de contrainte caractérisée par le
> N =

tenseur (PTE + MTB)(S correspondant a la pression électrostatique et la pression magnétostatique. Nous

pouvons maintenant écrire le bilan de forces dans le fluide :

grad” (pii") + grad™(P — PTE — MTB) — grad™ (%) = Ff (-19)

Fy =pH + 47CTZGC pii AK + p;aE +C AB — grad(PT)E — grad(M")B
Oou ﬁV est une force volumique. L’association de I’équation (I-19) avec (I-11) conduit a :
grad’(Ty) = grad” (p,ﬁﬁ’T +(P—PTE — M"B) (0 2) - ?) =(0 E)
0 & (1-20)

Gl

=( %)

Ou & est la matrice 3x3 unité de KRONECKER, et ol nous voyons apparaitre le tenseur énergie-impulsion

intrinséque Tp; (masse conservative), qui est la somme de son noyau T4 et de son extension Ty :



— _ ——T
Tyy = pjuu

Tz = (P~ PrE-i7B) (0 9)-z| Y

Ce tenseur énergie-impulsion joue un réle crucial lors du calcul de la dynamique des fluides, non seulement
en physique classique mais aussi relativiste, comme nous le verrons plus loin.

4 Tenseur énergie-impulsion totale en physique classique

Nous savons que |’énergie totale par unité de volume du fluide continu est la somme de [20] :

e Son énergie nucléaire, ou énergie liée a sa masse intrinséque, p;c? (que I'on trouve dans T y4),
, s aTi
e Son énergie cinétique p; >

e Son énergie interne p;U, ol U est I'énergie interne du mélange par unité de masse intrinséque,
, . " gETE BTBE  —rm
e L’énergie électromagnétique OT o MTB,
0
. . . N HTH  2nmG
e L’énergie « potentielle » de gravitation — 5 i

K"K.

TG c?

Le bilan d’énergie cinétique volumique est obtenu en multipliant scalairement le bilan de quantité de
mouvement volumique par la vitesse. Tous calculs faits en tenant compte de (I-11), nous obtenons :

grad’ (p,%ﬁﬁ) + gradT” ((P — PTE — M"B)ii - ‘?17) =(P—P"E -~ M"B)grad" (@) —ToD + u"F, (1-22)

Ou D est le tenseur des déformations, et o le produit scalaire de deux matrices (somme des produits
membre a membre). Le flux de transfert d’énergie totale du fluide (impulsion totale) est la somme de :

e Son impulsion intrinséque p;c%t déduite de (1-20),

LT = — —> -
e Sonimpulsion cinétique (justifiée par (I-22)) p; uz—uﬁ’ +(P-PTE - M"B)u — Tii,
e Sonimpulsion interne (transport d’énergie interne et flux de chaleur) p, Ut + ¢,

e L'impulsion électromagnétique (vecteur de POYNTING) EA (E - ﬁ),

Ho

e L'impulsion gravitationnelle KA 17, déduite de (I-12).

Notons que le flux de transfert de chaleur g est la somme du flux d’enthalpie du a la diffusion de chaque
constituant et du flux de chaleur par conduction.

Des considérations ci-dessus concernant les énergies et les impulsions, nous déduisons que le tenseur
énergie-impulsion totale T (énergie-impulsion étant ici un seul mot) est la somme des tenseurs énergie-

impulsion intrinséque T‘M, cinétique T'C, interne T',, électromagnétique T‘E et de gravitation T‘G :
T'T = T'M+T'C+T'E+T'G+T'I (|'23)

Cette expression est liée au fait que I’énergie totale est la somme de toutes les énergies de la matiere.



En ce qui concerne Ty = T¢q + T3, nous nous référons a I’énergie et I'impulsion cinétique pour écrire :
c c1 c2

7iT57
Tey = PluﬁﬁT
= > o — = zoT | 2 T= (|_24)
Tc, = (P—PTE— M'B) <(1 0) + —) -

0 0 c?
Le tenseur énergie-impulsion interne T, T,1 + le est donné par:

T =p C%WT
T'IZ _ g +iig" N (() =() ) (1-25)
c? 0 o

Le premier terme de T‘,Z est le « tenseur thermodynamique » proposé par C. ECKART [21], puis cité par
Charles-Michel MARLE [22], par Pham MAU QUAN [23], et par J. GARIEL [24]. Le second correspond a une
incertitude sur la connaissance de T',, qui se répercute bien entendu sur T‘T. Cette incertitude sera en
partie levée par le premier principe de la thermodynamique, comme nous le verrons plus loin. Le reliquat
de cette incertitude ne pourrait étre totalement levé que par une extension, a définir (mais ce n’est pasici
notre propos), du second principe de la thermodynamique. Rappelons que 65 est ici supposée connue
bien qu’elle ne le sera réellement qu’en relativité restreinte.

Nous pouvons maintenant écrire le tenseur énergie-impulsion totale Tt = T4 + Ty, ol nous faisons
apparaitre la masse-énergie volumique en mouvement (non conservative) du fluide (nous différencions la
masse-énergie volumique p de la masse intrinseque conservative Newtonienne volumique p;) :

= ——> ==T ==T 2 ——T (:==T -
TT1=PuuT+g—°(czEE +BB)— “_an - ZERK
2 8nG, 4
T T T T T ﬁTﬁ i(EAﬁ)T
= —-T—» —T— = uu sopl  oels —=T | = —_-
T12=(P—PE—MB)(6+—“’;)——“‘“Z“’”—?N“Z“" o (1-26)
‘ ‘ ¢ —-EAM  ©;+6,
c
u u U
p=p(1+55+5) _

Usuellement, dans le cas d’un fluide continu, le premier principe de la thermodynamique indique que la
production volumique d’énergie totale est nulle (la relation classique dU = -+ est démontrable a partir de
(1-27) et (1-22)). Comme 6, est une matrice 3x3 symétrique non définie, nous pouvons étendre ce premier
principe a :

grad’(T;) =0 (1-27)

De cette expression nous pouvons déduire le bilan d’impulsion totale qui fournit 3 équations (1 équation
vectorielle) pour déterminer une partie des 6 inconnues de 6, (matrice symétrique). Comme dans Jean-
Frangois BENNOUN [25], I’énergie interne de la matiére est incluse dans pc?, tout comme I'énergie
cinétique. L'unification de la masse et de I’énergie est importante, mais a des limites. Certains auteurs sont
conscients de I'existence de la « masse conservative », mais s’interdisent de |'utiliser. lIs semblent éluder



ce probléme [26] [27] [28] [29] ou le contourner en ne parlant pas de masse, mais plutét de nombre de
particules [1] [24] [30]. Cependant, de nombreux auteurs utilisent la masse intrinseque (en I'appelant
conservative) quand cela leur semble nécessaire [2] [17] [22] [31] [32] [33] [34] [35] [36] [37] [38].

En physique classique, nous utilisons toujours une différence d’énergie interne qui est I’écart entre I'état
étudié et un état standard du fluide arbitrairement choisi. C’est la valeur de U relative a I'état standard
choisi qui est utilisée dans p (connue a une constante additive pres). Si U, est I’énergie interne massique
standard, I'énergie interne massique réelle est U + U, et le tenseur énergie-impulsion totale réel est :

T'T + Pr %WT = T'T + %?Ml (|'28)

Nous pourrions croire que |’expression (I-27) n’est pas respectée lorsque nous remplagons Ty par Tt +
Ug ——s . (4 . = n L=
Pr C—;’uuT. Il n’en est rien car les éléments (fonctions) de ©; ne sont pas les mémes. En fait, ©; dépend du

choix de I’état standard. Lorsque ce choix est fait, les équations (I-20), (1-26) et (I-27) sont toutes exactes

et 6, en découle. Ceci justifie I'introduction de cette matrice symétrique dans (I-25). Le calcul de la
dynamique des fluides en physique classique se fait par la résolution de (I-20) et (1-27).

5 Premiers éléments de relativité restreinte

Comme le préconise MINKOWSKI [39], nous appliquerons un principe absolu en relativité : « L’espace et
le temps sont indissociables. » Tenter de les dissocier conduit souvent a une erreur de calcul.

C’est pour cette raison, entre autres, que nous avons opté pour une représentation d’une position dans
I’espace-temps définie dans un repere inertiel (référentiel « Galiléen » en espace non vide, avec

gravitation) R par un quadrivecteur X défini en section 1. L’équation (I-1) est toujours valide. Donc, si une
information allant de X & X + dX met le temps dt pour parcourir cette distance a la vitesse c, alors
dXTdX = 0. Plus généralement nous pouvons définir un indicateur ds d’arrivée en X +dX de

I'information partie de )7, appelé souvent intervalle entre XetX+ d?, voire pseudo-norme de dX :
ds? = dXTdX = —c?dt? + dxTd% (1-29)

Cetindicateur ds? est nul si I'information vient juste d’arriver. Il est positif si I'information n’est pas encore

arrivée, et négatif si elle est déja parvenue en X +dX depuis un certain temps. Dans la définition de ds?
le temps est précédé d’'un signe moins, et les 3 coordonnées d’espace par un signe plus : la signature
est — 4+ 4+ +. C'est le sighe moins de cette signature qui explique I'utilisation du nombre imaginaire pur
défini par i2 = —1, et la définition de la position d’un point dans I’espace-temps déja abordée en physique
classique. La valeur de I'indicateur ds est indépendante du repere inertiel utilisé.



Figure 1 : Repéres Entrainé et Inertiel Tangent

Nous appellerons point matériel un mobile de trés petites dimensions, approximable a un point, mais
ayant une masse finie non nulle. Soit un point matériel M se déplacant dans un repére inertiel R selon une
trajectoire donnée par ¥ = X,(t). Ce repérage est tout a fait possible car il donne une position X =
(ict xI'(t)) en fonction du paramétre de repérage t. Afin d’illustrer les notions de repére inertiel tangent
et de repere entrainé, placons nous dans un espace a 2 dimensions. La figure 1a montre la trajectoire de
M dans R de centre O, et un repere centré sur M a I'instant t dans R. La figure 1b indique la position M’ du
point matériel a t’ # t, et le repére inertiel tangent Ry, centré sur T a 'instant t’ dans R. Ce dernier s’est
déplacé de M a T a vitesse constante égale a la vitesse de M dans R a l'instant t. Ainsi, T se déplace sur la
droite tangente a la trajectoire du point matériel en M, a vitesse constante. Le repére R. dont le centre M’
a suivi la trajectoire du point matériel est le repére entrainé. Ici les directions des axes restent paralleles a
celles de R, mais ce n’est pas le cas en relativité. L’équation (I-34 correspond au cas le plus simple. Il est
clair que les vitesses du point matériel en M sont nulles dans Rt et Re. Par contre, les accélérations, et donc
les forces ne sont pas les mémes dans ces deux reperes.

Les définitions des repéres inertiel tangent et entrainé doivent étre étendues a un espace-temps a 4
dimensions. Soit un point matériel se déplacant dans R de X a X + dX, pendant dt. Soit le repére entraing,
Re, lié au point matériel, c'est-a-dire centré sur ce point. Dans R. le point matériel est immobile car on a
toujours X, = 0. Le temps écoulé correspondant dans R. est d7. Les coordonnées du point dans Re
sont )_(Z = (ict 0) ou T est le temps propre du point matériel, et )7T dans Rr. Si nous considérons un
espace infiniment petit autour de X et un temps proche de t, dans ce petit espace-temps R. peut étre
considéré comme un repere localement inertiel, et il est alors appelé repére inertiel tangent Ry (RIT), ou
repere inertiel local (RIL) [20]. L'écoulement du temps dt est localement le méme dans Rr que dans Re:

dX; = (icdt 0) (1-30)

Le temps propre T est celui vécu par le point matériel et le temps t est celui vécu par un observateur situé
a I'origine du repére inertiel R. Nous avons donc, pour I'indicateur ds?, entre les repéres R et Ry :

ds? = —c?dr? = —c?dt? + dXTdx (1-31)

En effet, nous avons dit plus haut que la valeur de ds? est indépendante du repére inertiel utilisé pour

définir la position X du point matériel (invariant cinématique). Ainsi, le début de I'’équation (I-31) montre



que I’écoulement du temps propre (dt) est indépendant du choix du repeére inertiel R. La vitesse de
déplacement du point matériel dans R est i, définie par (I-1), ce qui donne avec (I-31) :

(1-32)

Ainsi dt < dt, ce qui signifie que le temps propre s’écoule moins vite que celui d’'un observateur lié a R.
Ce temps propre est aussi appelé temps d’univers. Au point de tangence, le quadrivecteur vitesse dans R

ax ic . dax ic
= = (ﬁ) = U et celui dans R =< = (
dt u dt 0

est ) = Uy. Le passage de R 3 Ry se fait par :

dX; = PApdX  (1-33)

. 1 0 . = . N .
Ou P = (0 13) avec la matrice 3x3 P définissant les nouvelles directions spatiales par rapport aux

premieres, et 1=\T correspondant aux seuls effets relativistes (matrice de transformation de Lorentz).
Comme nous avons précisé plus haut que nous simplifierons les équations grace a P=25,0u6 estla
matrice unité de KRONECKER. Ceci implique P=56.

La matrice de transition de R vers le RIT est une constante ot %® = % au point de tangence (Figure 1) :

0 _ EI—iOT
=X c
Ar . B 00T (1-34)

dX)T == KTdX)
- dx = dtdX = , —
Ur = —*=Ar_—— = Ar(ytd) (1-35)
dir _ = dyu)
ar VAT

Oou 1=\7Tw est une matrice 4x4 a coefficients constants (le RIT se déplace a vitesse constante par rapport a R).
Le quadri-gradient a été défini en (I-2), et sa transformation se fait par :

grady(-) = Apgrad(--)  (I-36)

SidxT = (d(®¥); d(*), d(%)3),dans le cas d’un hypervolume hypercubique orienté suivant les axes
d’un repére orthonormé nous avons dV = icdtd(x),d(X),d(X);. Nous constatons donc que dV est un
nombre imaginaire pur. Le changement de repére inertiel (de R a Ry) conserve les hypervolumes :

dVy = det(Ag)dV = dV (1-37)

Ou I'opérateur det(---) est le déterminant d’une matrice (1=\T étant orthonormée det(1=\T) =1).



6 Postulat original pour le passage de la physique classique a la relativité restreinte

La plupart des équations présentées dans la littérature ont été obtenues par trois méthodes différentes :

e Elaboration par induction en modifiant les équations de la dynamique classique des fluides, en
suivant certaines regles permettant de les adapter aux exigences de la physique relativiste,

e Démonstration des équations de I’hydrodynamique relativiste des fluides a I'aide de I’équation
de BOLTZMANN relativiste,

e Démonstration des équations de I’"hydrodynamique relativiste des fluides a I'aide du principe de
moindre action et du Lagrangien.

Or O. COSTA de BEAUREGARD [28] juge la premiére en ces termes : « I’extension relativiste d’une théorie
classique est un probleme inductif, et soumis comme tel a un certain arbitraire oli se manifeste le golit
personnel de I'auteur. Il est donc rigoureusement impossible de donner raison a un auteur et tort aux
autres, ou vice versa ». Pourtant, c’est une méthode souvent utilisée, et qu’il utilise lui-méme.

La deuxieme technique consiste a bien poser I'équation de BOLTZMANN, et de bien choisir les distributions
correspondantes, car le résultat obtenu est totalement dépendant de |’écriture choisie pour cette
équation. Charles-Michel MARLE [40] est un des auteurs appliquant cet outil, qu’il commente de la fagon
suivante : « Mais dés que, dans la théorie, on tente d’introduire des phénoménes dissipatifs tels que
transfert de chaleur, viscosité ou diffusion, des difficultés se présentent. Il est possible de trouver de
nombreuses équations différentes pour décrire ces phénomeénes, qui toutes, dans le cas limite ol la vitesse
de la lumieére tendrait vers I'infini, se réduisent aux équations classiques. Les auteurs qui ont étudié ce
probléme ne s’accordent pas tous sur le choix méme des équations a adopter. » Cet auteur considére que
la dissipation inélastique est prise en compte par les frottements du fluide sur lui-méme, ce qui est aussi
notre cas. Par ailleurs, si faire tendre la vitesse de la lumiére vers I'infini est discutable, c’est une méthode
souvent utilisée et que nous appliquerons aussi, du fait de son utilité.

Henri ARZELIES [1] juge la méthode du Lagrangien en ces termes : « On écrit une intégrale d’action avec
un Lagrangien densitaire ; les équations du mouvement sont alors les équations d’EULER — LAGRANGE
correspondantes. Bien entendu, on choisit le Lagrangien pour obtenir les équations cherchées. Autant de
Lagrangiens, autant d’équations. Il y a la une source inépuisable de théories. » Cette méthode est trés
utilisée, mais les auteurs ne s’accordent pas sur un Lagrangien unique, ce qui limite la portée des
démonstrations correspondantes, ainsi que des résultats qui s’en déduisent.

Afin d’éviter les écueils de ces méthodes, nous énoncerons un postulat original conduisant a une
démonstration des expressions de la dynamique des fluides continus en relativité restreinte : « Dans le
Repére Inertiel Tangent d’un espace-temps plat, les équations de la dynamique relativiste des
mélanges fluides continus et celles de la physique classique sont identiques. »

Ceci est du au fait que la physique classique, valable dans un repere inertiel (Galiléen), a été développée
localement a I’échelle terrestre, pour des vitesses trés faibles devant celle de la lumiere. Ainsi, tout s’est
passé comme si les scientifiques s’étaient placés dans un repére inertiel (presque) tangent a I’échelle de
I’'univers. Nous considérons donc que les équations de la physique classique sont identiques a celles écrites



dans le repére inertiel tangent en relativité restreinte (espace-temps plat). Le fait de se placer dans le
repere inertiel tangent, ou la vitesse est localement nulle (mais pas ses dérivées temporelle ou spatiales),
élimine le probleme de la définition de I’énergie cinétique (différentes en physiques classique et
relativiste). Plusieurs auteurs signalent I'importance du RIT [1], mais I'un d’entre eux [30] dit que les
équations de la physique classique sont valables dans le RIT pres de la position considérée.
Malheureusement, il n’utilise pas cette hypothése. Ensuite, nous devrons passer du repeére inertiel tangent
a un repére inertiel quelconque R. Pour différentier les expressions dans le RIT de celles dans R, nous y
ajouterons un T en indice, comme dans Rr. Toutes les équations vues dans les sections précédentes sont
T

uTuT

valables dans le RIT, a la condition que U} = (ic  u%) = (ic 0), etdoncquey; =1 — = 1. Ainsi,

la deuxieme ligne de (I-35) s’écrit yTﬁT=1=\T(yﬁ) Les termes a rendre covariants relévent de

I’électromagnétisme, comme les pressions électrostatique et magnétostatique PTET + M%BT (1-19). Pour
cela, nous remarquons que :

—%I?T oEp = PIE; + %mat(MT) omat(By) = PLEr + MEFBy (1-38)

Ou l'opérateur o est le produit scalaire de deux matrices : la somme des produits des éléments de méme

position dans les deux matrices. Les forces volumiques dipolaires —gradT(ﬁf)ﬁT - gradT(M?)l_?)T sont

aussi a définir (I-19). Commengons par exprimer autrement (

T-Tﬁ,:( 0 icPT >(£>:(9)
c? —icﬁT mat(ﬁr) 0 Pr

10
=, waP\—— (@Fh\=_ _ (0 O\( =3 o= (0 0 0y 0
(5 t e )gradT( c? )ETuT - (0 E) (g%:r;) (0 PD)Eriy = (0 gradT(ﬁTT)) (ET) - (gradr(ﬁ;)ﬁr)

radT(PT )ET)

(1-39)

De la méme fagon nous obtenons ( )gradT(uTMT) Britr _ (grad (MT)B ) Suivant la méme
r\Mr )BT

méthode, il reste a déterminer Ogr, ou plutdt Tgoyp (1-8), 3 'aide de :

—c2BIM; 0

LT = By Mupul
icEp A My 0) e

BTMT( ) Gic 0)=<

(ic 0)BrMy (‘5) = —c2BLM, = ulBy My (1-40)
_ — — =T = =T _ _ — =T
Tgor = _BTMTuZ# - %MTBT - ( uTBTMTuT) T

L’expression (I-39) conduit a §ET = 0 (pas en relativité). Pour simplifier T‘TZT (I-26), nous poserons :

=(08) e

@l

7 Eléments de cinétique relativiste des fluides




Afin de réaliser la transformation des différentes grandeurs lors du passage du repeére inertiel tangent (RIT)
a un repére inertiel quelconque (R), nous aborderons quelques éléments de cinétique des fluides en
relativité restreinte. Il s’agit d’'une théorie cinétique des gaz, qui ne présuppose, ni utilise, aucune
distribution statistique. En effet, F. FER [19] écrit : « L’obtention d’équations de mécanique macroscopique
exigerait donc, pour se prononcer en toute certitude, de passer par la mécanique (non statistique d’ailleurs)
des corpuscules, et d’effectuer ensuite des moyennes précises. »

Ce type de théorie se réfere a un hypervolume élémentaire représentatif (HER) du fluide qui doit
comprendre un grand nombre de molécules. Ainsi, la valeur locale, au sein du HER, d’une certaine
grandeur sera la moyenne sur toutes les molécules situées a I'intérieur de ce HER. Parler de HER est
conforme au principe d’indissociabilité du temps et de I'espace, et a la conservation des hypervolumes
vue en (I-37). Un point important est que nous n’étudierons pas les collisions entre molécules. En effet,
une collision entre deux molécules ne modifie ni la quantité de mouvement, ni I'énergie, de I'ensemble
des molécules du HER, donc du fluide. Cela impose donc que les distances de déplacement des molécules
gue nous envisagerons sont petites devant leur libre parcours moyen. Un HER est défini par son
hypervolume et le nombre de molécules de chaque constituant qu’il contient. Soit K; le nombre de
molécules de constituant i dans le HER, chacune de ces molécules ayant une masse intrinseque m;.
L’hypervolume du HER est dV dans Rr et dV dans R (I-37). La masse intrinseque de i dans le HER est :

av

avy
Kim; = prrx; Tedt

lCdT

= prx; (1-42)
. dvr av g N .
Oou o est le volume du HER dans le RIT, et ot dans R. En effet, il s’agit des mémes molécules vues dans

deux repéres inertiels différents. Compte tenu de (1-32), (I-37) et (1-42) nous avons :
P1
=£L -43
pPir ” (1-43)

av
L=p — ” (pour les n

La masse intrinséque totale de mélange fluide dans le HER est Y,i~; Kim; = pjr—- P —”

constituants), ce qui montre bien que :

Kim;

X; =
DY ¢!

(1-44)

Est un invariant cinématique (indépendant du repére utilisé), et que Y,j—; x; = 1.

Soit Ulyy = (ic  u%;) la quadri-vitesse de la k®™¢ molécule de type i dans le RIT, sa quadri-quantité de
mouvement est m;U;r. En effet, nous avons vu en section 3 que la quantité de mouvement est définie 3
I'aide de la masse intrinseque et non de la masse-énergie. La quadri-quantité de mouvement totale du
constituant i dans le HER est (ce qui permet de définir son flux de diffusion dans le RIT) :

Z avr 1 «wK; = 7 dvr
m; k=1 ulkT PrrX; icdt K k=1 Uikt = pITxl ]lT icdt
. ' . -45
Jit 1 oK; = — 1 i Lc 1 0 ( )
—— = = Yoy Wikr — Ur = N NALE T =—\7
PITXi K; K; “k=1 ikT 0 prrXxi \Jir

La quadri-quantité de mouvement par unité de volume du fluide dans le RIT est donc :



pITuT = pir Xi- Zk 1 Uikt

i= 1K
i n o (u Jir \ _2 1 yn F 1-46
Zk 1u1kT - Zllel (uT + PIT’Q’) ur + oIT 1:1]1T ( )

n Jior=0 and ¥,y =0

ﬁ’_
T_llK

La transformation des vitesses selon (I-35), lors du passage du RIT a R, donne :

— X — — = —
Ur = Aryu and Uyr = Aryuyy,

ilT = pITxL Zk 1 Uikt — prrXiy = %Kr ZI;:i:l Uy — PIXiKTﬁ = 1=\T_)i =Ap (%) (1-47)
nJi=0 and Y*,Ji=0 and u'J; = “7"7\?” = %(ic 0) (f?r> =0=ulJ;
Nous pouvons poser :
G = Ty + 2L+ W and g =1 + L + U8,

PITXi PIXi
K —> _,
LUy =0 and Z Uy =0

(1-48)

L’énergie hors champs de la k™€ molécule de type i dépend du repere inertiel utilisé. Sa masse-énergie
au repos est définie localement dans un repére inertiel tangent a sa trajectoire, la vitesse de la molécule
étant nulle dans un tel repere. Cela veut dire qu’il y a autant de repéres inertiels tangents dans

I’hypervolume élémentaire représentatif que de molécules dans cet HER. Soit m; (1 + 0”‘) la masse-
énergie au repos de la k**™€ molécule de type i, sa masse-énergie en mouvement dans le RIT du HER est

(1 + 0”‘) Yirr, oU Up;x estI’énergie interne au repos de cette molécule par unité de masse intrinséque

et—-—= —"‘Z—?'"T (1-32). L'énergie hors champs (électromagnétiques et gravitationnels) du fluide dans

Yikr
I’hypervolume élémentaire représentatif est donc, avec (1-42) :

K; av i
Yimamy XL (e 4 UgiYikr = cd: s 1p11:x Z L+ cWur — D + VierUoix) (1-49)

Ou nous pouvons définir I’énergie interne par unité de masse intrinséque du constituant i dans le RIT :
1 vKi (.2 —
;izk:l(c Yier — D + vierUoir) = Uir (1-50)

1 wK; . . R . o S
En effet, K—Z’,flzl c2(yixr — 1) est I'énergie de I’agitation Brownienne par unité de masse intrinséque du
i

constituant i, celle-ci faisant partie de I’énergie interne de ce constituant. Comme la masse-énergie dans
R est la masse-énergie au repos multipliée par y, nous obtenons I’énergie hors champs du HER dans R :

av av
wd’;Zl 1oirxi(c? + Uip) = dtPI(CZV +y X% Uir) = (1-51)

EPI(CZV +yUr) = EPI(CZ +cEy-D+U)



Ur = X, x; Uir est 'énergie interne par unité de masse intrinséque du fluide dans le RIT, et U = yUy
est I’énergie interne par unité de masse intrinséque du fluide dans R. Dans la derniére partie de (I-51), p;c?
est I’énergie intrinséque (nucléaire) du fluide par unité de volume, p;c2(y — 1) I'énergie cinétique par
unité de volume et p;U I'énergie interne du fluide par unité de volume.

L'expression U = yUr nous indique que I'énergie interne est covariante, or la chaleur étant une
composante importante de I'énergie interne, nous pouvons penser que ce passage d’un repére a un autre
estidentique pour I’énergie interne et la chaleur. Or il existe trois principaux modeles pour rendre compte
d’un échange de chaleur, noté AQ+ dans le RIT et AQ dans R. Albert EINSTEIN et Louis de BROGLIE [26]
[41] [42] [43] ont proposé AQ = AQ;/y, alors qu’Henri ARZELIES [44] [45] préfére la forme covariante
AQ = yAQr. FRONTEAU [29] [46] et B. ROTHENSTEIN et I. ZAHARIE [47] comparent ces modeles a AQ =
AQ+r sans trancher. Nous avons vu plus haut que I'énergie interne massique U était covariante, donc nous
admettrons qu’il en est de méme d’un échange de chaleur, mais aussi de I’enthalpie massique H. Ainsi le
passage de I’enthalpie par unité de masse intrinséque du RIT vers R s’écrit, en se servant de (I-43) :

H=yHy =y (Ur+ pT) U+”’T U+— (1-52)

P1

Ou Py est la pression dans le RIT et P la pression dans R. Ceci impose :
P =y%pP; (1-53)

Ceci est normal car dUy = —Prd (i) +48Qr = —%d (ﬁ) + 670 ( Pd( )+ 6Q) =— compte

tenu de (I-43), (1-51) et (I-53), y étant considéré comme une constante dans une position donnee.

Le flux de quadri-quantité de mouvement (tenseur d’ordre 2, ou matrice 4x4) de constituant i dans
I’hypervolume élémentaire représentatif dans le RIT est, a I'aide de (I-48) :

=4 =T ]1 —06T
ikT) (uT+ L+ lkT)

dVT 1 Ki —
m; Zk 1u1kTulkT = PiTX; T

icdt k; “k=1 PITXi (1-54)
avr (— ul Jirtip+tigf ]y jirjiTT 28,7107 )
u + Z u;
= pirXx ll dr ( TUr DITXi (PITxi)z lkT ikT

Ce qui donne le flux de quadri-quantité de mouvement du mélange dans le RIT, compte tenu de (I-46) :

nom Y5 Uity = 2L prtipul + X, TinJix + 4 0 pnx o 70 7T (I-55)
L . . . n L u U )
i=1 M Ly—1 WikTUikT = lCd PirUrUr PITxL icar \ 0 Z Z UigTUikT

Or, en physique classique (théorie cinétique des gaz) nous savons que :

PITXi — — s W
i1 I,:L, LYl Wty = Prd + My (I-56)

Ou My une matrice symétrique correspondant a des forces thermodynamiques dues a I'anisotropie de la

distribution des vitesses des molécules. Nous généraliserons (I-56) en (@ = titre volumique de i) :

Pit

O Sl Wiy = B PrS + Mir - (1-57)




Ou p;r est la masse intrinseque de i par unité de volume de i a I'intérieur du mélange dans le RIT. A I'aide
de (1-42) et (I-46), nous pouvons transformer (1-55) et obtenir I’expression correspondante dans R:

]l][ pPIx —’5 —’5
=1y Zk 1u1kTulkT & EAT (p,uuT+Z” +Zl ) ;LZ T)AT

zd_V n pm —§ =0T\ T _ 0 0 0 O
V" car (Z Z lkulk)A _yPT(() 5)+y(0 MT

(1-58)

. . 0 0 _x,. 1 ic . _ uTuT
Ce qui donne, compte tenu de (I-53) et du fait que (0 E) =46+ p (0) (ic 0)= P e e

i —8 — P 3 =
y S, 2T wdall = £ (5 + L) + M

M=AT (0 0 )& (-59)

Le flux d’énergie hors effets de champs de la k**™€ molécule de type i dans le RIT est le produit de son
énergie volumique par sa quadri-vitesse, c'est-a-dire, compte tenu de (1-49), m;(c? + Ugpix)Vikr Wikr- Le
flux d’énergie, hors champs, dans le RIT en est déduit, puis modifié grace a (I-46), (I-48) et (I-50) :

pirxi wkK; - — > pIT¥i wK; -,
Yty %Zkzl(cz + Uoi)Virer tarer = prr(c? + Up)tir + X1ty (]iTUiT + %Zkzl(cz + UOik)YikTu?kT) (1-60)

La vitesse ;1 est trés petite devant celle de la lumiére (RIT), c’est le cas aussi en physique classique ou

T =
.y UikTUi .
Yikr €st approximé par 1 + ”‘#;"T, donc nous développerons y;,r en :

3 1 + I.kTulkT + 6 — 1 + j::l;']iT + j;l;wﬁ?kT + fkTuLkT + (|_61)
Yikr = 202 Yikr 2¢2(prx)? | prrxic? 22 ]/lkT
Car iy = 0. Comme J7 = (0 ﬁ;) etufer = (0 @d%.), nous écrirons :
_ j -Trj iT j iTTﬁ"skT 6kTu ikT
Vier = 1+ ZCZ(lplTxi)z pITxliCZ 12021 + ]/lkT (-62)

Ce qui donne le flux d’énergie du fluide dans le RIT hors p;r(c? + Uy )y, compte tenu de (1-48) et (I-57) :

- PITX; K Jhi Wt | Ul u,
Z?ﬂ(]iTUiT*‘%ZkLl(CZ*' DUy DKy BUTRIE 4 2y + Vier Uik ) Ulr ) =

2(pirx)?  prTXi

0 0 ji i vKi f i
ie1 (]lT (UlT + py T) + (0 ﬁ,T>—T + _p,;'x P ( Ha + 2Yfr + ]/lkTUOlk> fkT)
i i

PITXi i

(1-63)

. . . . P
Or nous savons que dans le RIT I'enthalpie massique du constituant i est H;r = U;r + p—T. Dans (1-63) le
iT

- 0 O
terme Y.i-, JirH;r correspond au transfert de chaleur par diffusion d’enthalpie et )7~ ( ) Jir
0 MlT PITXi

travail de forces d’interaction entre constituants qui, avec les réactions chimiques, déforment leurs profils

PITXi

u N . Zaz
i=1 g, Z ( (T o2 ylkT + ylkTU01k> ufkT peut étre interprété comme un transfert

de vitesse. 2.

de chaleur par conduction dans le RIT. Compte tenu de (I-47), nous obtenons :



T =
_YikT%ikT

=T — T = =T—
A Mgl _ _ WirArArliRr _ 2 _ (1-64)
Vi ¢ c?y? v? Viier??

Yik = YVikr

Le flux d’énergie hors champs du mélange dans R est, avec (I-43) et (I-47) :

Z?ﬂpf{ti ZI;:i:l(Cz + Uou)Yixtar = YAL ?=1plljixi Zl;fi:l(cz + Uoir)Yikr Wikt (1-65)
Ainsi, chaque élément de (I-60) ou (I-63) doit étre multiplié a gauche par ]/1=\7Tw pour passer du Repere
Inertiel Tangent a R. En particulier yAkp,r(c2 + Up)tir = p;(yc? + U) (flux de transport d’énergie liée
a la matiere). Le flux de chaleur par diffusion d’enthalpie dans R est égal a y1=\§ Z?:JiTHiT = Z?:Jl-Hl-,
en tenant compte de (I-47). Le quadri-flux de transfert de chaleur (somme des transferts par diffusion
d’enthalpie et par conduction) doit suivre la méme loi, donc :

— 3T— by 0
q = yATqr = yA} (a )
T
. . 0 (1-66)
YATqr = drgr = (ic  0) (aT) =0

—T=
urlA
ﬁ’Ta’ — Yrir

8 Transformation des forces de la physique classique a la relativité restreinte

Dans I’équation (I-19), nous voyons apparaitre cing quadri-forces volumiques, dont deux sous quadri-
gradient. La premiére est grad%(?T) = (0 gradg(‘?T)). La derniere expression de (I-35) indique que la
quadri-force par unité de masse intrinséque dans le RIT est égale a celle dans R multipliée a gauche par

yAr. Cette transformation correspond a celle déja rencontrée en (I-65). Comme la masse intrinséque est
. . o . . NN Af A
un invariant cinématique, la quadri-force dans R est celle dans le RIT multipliée a gauche par 7’, ou par y—T

a droite pour la transposée. La quadri-force (dans le HER) dans le RIT devient dans R, avec (I-36) :

AV ———=71 = A AV —— 1 =1— A av S
(iC—T grad? (rT)> 7’ = (y P grad’ (ATT“[T)> 7’ = grad” (AT A7) (1-67)

Car 1=\T est une matrice orthonormée constante (transition entre repéres inertiels). L'équation (1-67) nous

montre que la quadri-force par unité de volume dans R est gradT(T\g?TT\T) = grad’(7), donc que :

T =A% A (1-68)

T rTrit
Le tenseur Ty étant symétrique, il est évident que T est aussi un tenseur symétrique. Ce résultat est
contraire a ce qu’obtient H. ARZELIES [1] pour ce tenseur. Ce probléme vient du fait qu’il dissocie le temps
et I'espace, erreur dont il fait le reproche a Von LAUE [48] environ cent pages plus loin dans le cas de
I’exercice de la barre coudée. Yvonne BRUHAT [35] dit que de nombreuses tentatives ont été faites pour
symétriser le tenseur électromagnétique T‘E (I-7), et interpréter le terme ajouté comme interaction entre
I'impulsion-énergie matérielle et le champ électromagnétique. C'est le cas rencontré par Guy PICHON [33].



Cependant, le tenseur des contraintes ne lui pose pas de probléme, I'auteur se plagant dans le cas d’un
fluide Newtonien. Nous ne verrons que des tenseurs d’ordre 2 symétriques ou antisymétriques.

Le deuxiéme cas de quadri-force volumique provenant d’un quadri-gradient est celle due aux pressions
totale, électrostatique et magnétostatique. Pour les mémes raisons que pour le tenseur des contraintes
de cisaillement, la transformation vue en (1-68) s’applique, en tenant compte de (1-20), (1-38) et (I-53) :

AL (P; +1ProEy) (8 g)AT (yi 1PoE) (§+Z—jﬁﬁT) (1-69)

Qui est bien conforme a (I-59). Nous verrons un peut plus loin que I?T o E'T =PoE. Il s’agit d’'une
propriété du produit scalaire de deux matrices o quand ces deux matrices se transforment suivant (1-68).

La quadri-force volumique suivante dans (I-19) est la force de gravitation Newtonienne (y compris
magnéto-gravitationnelle) qui s’écrit fITp,Tﬁ’T dans le RIT. Elle devient dans R (dans le HER) :

At

= al = o= ——— =\
T (oo Hrprmtiy) = 21 (v oo Hr 2 Agyii) = 20 (BRHrRp)pii - (1-70)

icdt

A I'aide de (I-32), (I-37), (I-43) et (I-35). Le terme de droite de (I-70) est la quadri-force (dans le HER) de

gravitation dans R, 50|t Hp,u donc:
H=ALHA; (1-71)

La force volumique dans R est Hp;1i, c'est-a-dire semblable a celle dans le RIT, Hyp,rir. Par ailleurs, Hy

étant une matrice antisymétrique, H est aussi une matrice antisymétrique.

La quadri-force volumique électromagnétique suit une loi proche de celle concernant la gravitation : f’T?T
dans le RIT, ou Z‘} est le quadri-courant électrique total donné en (I-16). Avant d’envisager la

transformation de la force nous devons aborder celle de Z‘} duRITversR:

- — 2 — = — P = — = 2
Cr = X (prrxiaitiy + Jira;) + prragtiy + AgrEqtiy = X1y (fxiaiATVu + ArJia; )
Ar

+
Pr = — = = — = n — 4 — 3T * = - (|_72)
7“EATVu + AgrErAryu = AT(Zizl(pIxiaiu + ]iai) + pragu + VAETATETATu) c

A I'aide de (1-43), (I-35) et (I-47). Le fait d’écrire que le quadri-courant électrique total dans R, a soit tel

que Z‘} = 1=\T8 nécessite le fait que ag soit un invariant cinématique ainsi que I’hypothése :
E=ALE;A; and Ap = yAgr (1-73)

Hypothése que nous devrons vérifier. Comme dans (I-70), nous avons pour la force de LAPLACE :

() - 5 1 2 B ) - 5 (A~ B 079



Ce qui confirme I'hypothése que E= 1=\§1=5T7\T, la quadri-force volumique électromagnétique dans R étant
EC, tout a fait semblable 3 E;Cy dans le RIT. Ainsi, € = > (ol +ii)al- + pagi + AgEl, c'est-a-
dire, la somme du transfert des ions, du transport des électrons et de la conduction.

0
gradT(ﬁT)ET gradT(M )BT)
)E + grad (@t ML) B’) i;. Ces derniéres

La derniere quadri-force volumique de (I-19) est dipolaire, soit F,,; = ( dans leRIT,

c'est-a-dire avec (I-39) et ce qui suit, Fpy=-— (§+ﬁ2—f;) (gradT( o

expressions deviennent, lors du passage du RIT a R, compte tenu de (I-35), (I-36), (I-73), (I-84) et (I-85) :

(5+ 2K, AL Apgrad (y A 3

A’fmf,y""‘ vy (8+y*75) grad(y ETPT)EE (1-75)

ATBATyATu

(8 +y2Ar —AT) ATgrad(yuTAgA MTAY) YAy (8 +y 7) grad(yu'™m") %

= , S>e\T .
Finalement, la quadri-force volumique Fy, transformée de (0 FJ) , S’écritdans R :

2 _TiT

Fy = Hpju+EC — Cy—z (3 +1 ) (grad(yu'P")E + grad(yu"M")B)u (1-76)

9 Les phénomeénes gravitationnels et électromagnétiques en relativité restreinte

Les équations (I-9) et (I-71) permettent aisément de montrer que (via un calcul vectoriel) :
K = ALK A; (1-77)

Les relations permettant de calculer H et K sont, compte tenu de (I-10), (I-35), (I-36), (I-43) et (I-71) :

(Argrad) (A;HA}) = grad’(H)R} = 2% By uT A = (52 p ") A
grad’(H) = 47;265 pu’ (1-78)
grad’(K) =0

Comme H est un tenseur antisymétrique, nous avons :

grad’ ((gradT(fI))T> =0= gradT( ) = grad” (p;u) (1-79)

Correspondant a (I-11). Le tenseur énergie-impulsion de gravitation T‘GT, (I-12), se transforme en :

CZI?IT?I; 27TGCI=(TI=(; sz\Tﬁf\;f\TﬁTﬁT 27TGc1=\TI=Q=\T1=\TI=(TI=\T /=\ ( CHE ZnGCT{I:(T) 1=\T
876, c? 87Gc ¢ RS « (1-80)
— c?2 == 2nG
To=— HHT — CKKT ATTGTAT

8mG,

Avec la transformation de la derniére ligne de (I-12), a I'aide de (I-36) et (I-70) :

grady(Ter)Ar = (T\Tgrad)T(T\T?GT\”T\T = grad"(Tg) = pd"H"  (1-81)



En ce qui concerne les phénomeénes électromagnétiques, nous pouvons reproduire la procédure allant de
(1-77) a (1-79), en partant de (I-72) et (I-73), et utilisant les définitions (I-3) et (I-4), ce qui donne :

B =ALB;A; and grad”(B) =0 (1-82)
Par ailleurs, la premiére équation (I-5) devient lors du passage duRITaR:
(Argrad) (eoc?ArENL + Py) = —CTAL = grad” (eoc’E + ALP,A;)AL  (1-83)
Ce qui nous conduit a écrire, y compris la nullité du double quadri-gradient de soczf' +P:

I=) = 1=\77‘~I=JT1=\T
grad”(eyc?E + P) = —CT (1-84)
grad™(C) =0

Par analogie avec la démonstration de la transformation donnant K et B nous obtenons :
M = KTTZMTI_\T (|'85)

Le noyau du tenseur énergie-impulsion électromagnétique est, suivant (I-8) :

(1-86)

T'El = 82_0 (CZE'E'T + §§T) = Kg?EITKT

L’extension du tenseur énergie-impulsion électromagnétique est donnée par (I-40) dans le RIT, et devient
dans R, tous calculs faits a I'aide de (I-35), (I-82) et (I-85) :

T 2

T T

= 2 I — 2==T
MB - (Z—z ﬁTBMﬁ) re

T'Ez = —§1=V1 ! = Kg?EZTT\T

c? c?

_oe Nt (1-87)
Tp=Tg1+ Tey = AfTgrAr

10 Les tenseurs énergie-impulsion totale et intrinséque en relativité restreinte

Nous avons vu, équation (I-21), que le noyau du tenseur énergie-impulsion de masse intrinséque s’écrivait

prUrir dans le RIT, ce qui donne %T\Tyzﬁ’ﬁ’TT\T, en se servant de (I-35) et de (I-43). Ceci correspond a

la premiére partie de (I-55) et (I-58). L’extension du tenseur énergie-impulsion de masse intrinseque a déja
été calculée dans (1-68) et (I-69). Nous avons donc dans R :

- _ sy P 1= = b ]/2 ——y = _ ATT =
Ty = pyyut! + (ﬁ +1PoF) (s +Luu’) -7 =MTysAr  (1-88)
Ainsi, la premiere équation de (I-20) devient dans R, en utilisant entre autres (I-76) :

grad™(Ty,) =F,  (1-89)



Notons que p;yc? est la somme de I'énergie intrinséque et de I’énergie cinétique volumiques du fluide.

Le noyau et I’extension du tenseur énergie-impulsion totale dans le RIT sont donnés par (I-26). A I'aide de
(1-35), de (1-43), de la covariance de I’énergie interne par unité de masse intrinseque, et sachant que ﬁ’¥ =
(ic 0) (ﬁ? = 0), nous obtenons le noyau du tenseur énergie-impulsion totale dans R :

pir (1 + Uz)ﬁ’Tﬁ’¥ = —’(1 +0+ Lz) 1=\Ty2ﬁ’ﬁ’T1=\T =Ar (p, (y + C%) ﬁ’ﬁ’T) AL

Try = puu® +2 (CZEET

ZZZGC KK" = AfTrirAr (1-90)
P = pi (V + C_z)

Ou p est la masse-énergie volumique en mouvement du fluide (I-51). Certains éléments de I’extension du
tenseur énergie-impulsion totale (I-26) forment I’extension des tenseurs énergie-impulsion intrinseque et
électromagnétique, dont nous avons déja vu la transformation en (I-88) et (1-87). Deux autres sont :

?TﬁTﬁ;+ﬁTﬁ;?T ATTATAT]/ TAT +AT]/2_)_)TATATTAT K 2 Tuu!l +uu'z KT
c2 c2 Y c2 T ( )
- ST -91
X9 =THT —q" =T
— =T, — =T h? i N
Grip+ipgy _ ArVW AT +ATyuyAT -2 qu” +ug" o
c2 - c2 Y c2 T

Que I'on a transformé a I'aide de (I-35), (I-64) et (I-66). Tous les éléments autres que §,T du tenseur
énergie-impulsion totale se transforment de la méme facon du RIT vers R. Nous considérerons donc qu’il

en est de méme pour ?)m c'est-a-dire 6, = KT}(T),TKT, et donc que, a I'image de (I-26) :

TT = T' 1t T'Tz = Kg?TTT\T = Kg?TlTT\T + Kg?TZTT\T
= P 1= =\[(= V%o - Tuul +uult  qul +ugt
Tro=(jz+3PoE) (8 +5uu") -7 - y2 = mr 4 28 (1-92)
== 25T 25T == 20T
~BMEE T g (Lut B ) o + 8
c c

A I'aide des mémes relations que précédemment, la transformation de (I-27) donne [20] :
grad’(T;) =0 (1-93)

Cette équation correspond au premier principe de la thermodynamique, tel que nous I’avions formulé en
physique classique : les expressions en physique classique et en relativité restreinte sont identiques.

Comme nous passeront, en Partie 2, de la relativité restreinte a la relativité générale, nous pouvons déja

définir le tenseur énergie-impulsion T‘E, (sans qualificatif), grace aux équations (1-93) et (I-81) :

grad’(Tg) = grad’(T; —T¢) = FL = (p,flﬁ’)T (1-94)

11 Conclusions et perspectives




Nous avons atteint I’objectif que nous nous étions fixé, a savoir écrire les équations de la dynamique des
mélanges fluides en relativité restreinte dans des conditions trés générales, ce qui est original. Plus
précisément nous avons obtenu des relations valables dans un repére inertiel quelconque, ce qui assure
la covariance des équations (I-78), (I-79), (1-82), (1-84), (1-89), (I-93). Toutes ces équations de la relativité
restreinte sont identiques a celles correspondantes de la physique classique (parfois au facteur de
LORENTZ y pres dans R, ce qui n’est pas génant puisque yr = 1 dans le repére inertiel tangent, ou en
physique classique) (I-5), (I-6), (I-10), (I-11), (I-20) et (I-27). Ce méme phénomeéne est démontrable pour
I’équation (I-13), car r; est égal dans les deux physiques puisqu’il s’agit d’une production volumique de
masse intrinseque par unité de temps, c'est-a-dire de masse par unité d’hypervolume et que ceux-ci sont
égaux (1-37). Les transformations (1-68), (1-69), (1-71), (1-73), (1-77), (1-80), (1-82), (1-84), (I-85), (I-86), (1-87),
(1-88), (1-90), (1-91) et (I-92) ont toutes une méme structure confirmant le caractére tensoriel des matrices
4x4 correspondantes. La démonstration a été faite localement, mais est valable en toute position de
I’espace-temps. Un point important est que les tenseurs d’ordre 2 symétriques (ou antisymétriques) en
physique classique restent symétriques (ou antisymétriques) en relativité restreinte, ce qui constitue un
point nouveau (voir les commentaires apres I’équation (I1-68)).

Les champs électromagnétiques et gravitationnels se calculent de la méme facon dans les deux physiques.
Les 3 composantes de la vitesse et la pression sont obtenues grace a (I-89), et la température absolue,
ainsi que 3 contraintes sur (?),, a I'aide de (1-93) ou (I-94). Rappelons que cette matrice est liée au fait que
I’énergie interne massique, et donc la masse-énergie volumique p, n’est connue qu’a un terme additif
inconnu prés. Nous avons précisé, en fin de section 4, que la masse intrinséque (conservative) doit étre
maintenue aux cotés de la masse-énergie, chacune des deux faisant apparaitre, ce qui est nouveau, un
tenseur énergie-impulsion, les deux étant indispensables a la résolution de la dynamique des mélanges
fluides continus. Le passage de la température dans le Repere Inertiel Tangent au repére inertiel
guelconque R est possible si nous admettons, comme tous les auteurs que I’entropie massique est égale
dans les deux repéres (invariant cinématique). Alors, nous partirons de G = H — TS, ou G est I'enthalpie
libre de GIBBS par unité de masse intrinseque de fluide, H I’enthalpie massique et S I’entropie massique.
L’enthalpie libre de GIBBS est une énergie, comme |'enthalpie, et se transforme comme tel (1-52), soit G =
yGr, H =yHr etS = St, ce qui donne :

G=H_T5=]/GT=]/HT_]/TTST=]/HT_TST

I'= T, (1-95)

Ce qui veut dire que la température absolue est covariante [44] [45].

Pour résoudre la dynamique des fluides, plusieurs fonctions doivent étre connues, comme |’énergie
interne massique (un état de référence étant choisi) ou la masse intrinseque volumique p;. Les expressions
deiiT et g sont définies, en physique classique, par le deuxiéme principe de la thermodynamique, celles
de il- et g par (1-47) et (I-66). Une perspective de ce travail serait d’étudier ce deuxiéme principe de la
thermodynamique en relativité restreinte, et une seconde d’aborder le probléme de CAUCHY : calcul des
vitesses de déplacement des ondes de concentrations, de pression et de température [2] [33] [35] [48]
(vérification que ces vitesses n’excedent pas celle de la lumiére dans le vide). En physique classique, les



vitesses de diffusion et de conduction sont tres faibles par rapport a celle du fluide (qui est négligeable
devant celle de la lumiére dans le vide).

Une autre extension de ces recherches consisterait a démontrer les relations de la dynamique des
mélanges fluides continus en relativité générale a partir de celles obtenues en relativité restreinte. Ceci
fera I’objet de la Partie 2, ou, aprés avoir présenté certaines caractéristiques de la relativité générale, nous
aborderons un nouveau changement de variable et ses propriétés. Une d’entre elle est de permettre une
écriture des équations, soit sous forme tensorielle, soit sous forme matricielle. Nous montrerons comment
retrouver, a partir de ces dernieres, les symboles de CHRISTOFFEL a travers les dérivées de certaines
matrices. Les propriétés de cette transformation locale nous permettront d’énoncer un postulat original
conduisant a démontrer les équations de la dynamique des fluides continus en relativité générale, ce qui
est scientifiqguement nouveau (dans les mémes conditions que le présent papier).
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Appendice A: La matrice de transition (1-34), matrice de transformation de LORENTZ

Les équations (I-29), (1-30), (I-31) et (I-33) montrent que :

ds? = dXTdX = dXFdX; = dXTALPTPA;dX (A-1)

@)
C/
=l
I

(1 %), avec PPT = PTp = 5, la matrice unité de Kronecker 3x3, ce qui implique :

My =KL =3=(" (A-2)

o
Oy ©
—

- , ic ,
A . , . .. ax 1 N —
Soit u la vitesse d’'un mobile, sa quadrivitesse dans R est — = —(Lccit) = (dx) = (Lf) =1u, et sa
dt dt \ dx u

dXr _

qguadrivitesse dans Rt est o

ic ic - .
(0) = (Ti ) = Uy ou T est le temps propre de ce mobile. Remarquons
T

que U est variable le long de la trajectoire du mobile, mais nous considérons seulement sa vitesse en une
position donnée. Donc, c’est aussi la vitesse constante de Ry dans R, et nous ne devons pas oublier que u

dans Ay est une constante, comme toute la matrice Ay. La matrice de transition peut donc s’écrire Ay =
a e’ -

(E _ ), ou a, , € et @ doivent étre déterminés. Par ailleurs, I’équation (I-35) donne (avec la
i o

simplification P= E) :

ﬁT = Ar(yu)
i Alair (A-3)
14
Ces relations fournissent :

ica

. . _’T . - —
(lf):1<a lfg )(w)= r = a=y and é=--2 (A-4)

u Y\;¢g 57" 0 —ce c

v
La seconde équation de (A-3) conduit a, avec le résultat de (A-4) :

' y =22\ ey (iey? — iy EE ) i 51
c - c - u'u 4 ou
(0)=y< C)(Ti)=< C) = p=1l-"7 and f=-7 (A-5)

iﬁ o —ycﬁ +you

Avec I’équation (A-2) nous obtenons :

L_ﬁTﬁT _i arl 2 u'a"au —iv? url n iﬁT?Tﬁ
14 B 14 Y=\ _ (1 0) Y Py ) S B (A-6)
— =— - ) — — =T==— —=T -
.u = .ou = . u .0 o0u uu =T =
—iy= &’ i— & 0 & —iy?E 4 2By 5T
Cc Cc Cc Cc Cc

Les différents termes de (A-6) impliquent :



=T=_ 7 2 Uil
c'ag=4 +y ey
——T—
FTE =1 +y? =Ti+y21—i(1—%) =21 (A7)
=T,,2 =T
— .2 yu_ 2 uu
oy (1
Or nous constatons que :
(§+V_217_17T)(= V_Zﬁ_ﬁT)==+iﬁ_ﬁT yPmal |yt u@wat
y+1 c? y+1 c? y+1 c? y+1 c? (y+1)2 c*
1
soead V05t s awt | plrone (A-8)
y+1 c? y+1)2 2 y+1 c? y+1? c?
= y2(2+y-1) uul = 5 Ul =T=
o+ TC—Z =0+ Y C—z =0 0
Ce qui nous permet de poser :
= = (= y2 qul
F=0(5+/5"%) (A-9)
== = = = = 2 72T r2(1-=
ouuUT =0TU = ,et,avec(6+y—%)ﬁ’=ﬁ’+ ( y2)17f= A+y—-Di=vyu:
Y+1 ¢ y+1
i i
1=\T _ Y o Y c N _ (1 0=) ]/_) Y C_)_) (A_lo)
iﬁ(§+y_2u_ﬂ)z ﬁ(§+y_2u_uT) 0 U/\ % §yrmt
y+1 ¢2 /¢ y+1 c2 c y+1 c2

s L L . 1 0
Mais il s’agit 1a de la combinaison de deux changements de repére inertiel, et (0 (7) correspond au

changement de repere purement spatial P= ((1) %) dans I’équation (A-1). Nous pouvons donc prendre

U= P, parce que P prend en compte le changement de repeére spatial. Ainsi :

.oul
= 14 -
AT = 7 = y? wul (A'll)
y— o+ mc—z

Qui est I’équation (1-34).

Appendice B: Transformation des champs électromagnétiques (sections 8 et 9)

Les définitions des tenseurs E et B sont les mémes en physique classique et en relativité restreinte :

0 LET _ . DT
i = ¢ o et §:< _0—> LB_)> (B'l)
_EE —W(B) —icB mat(E)

ol
I



L’équation (I-73) donne:

z -T i 27 . z -T
E‘ _ y c 0 Cc ET y c (B_z)
_rg §+(y—1)mT —-Ep —mat(ﬁT) Ly, §+(y—1)mT
c uly c uly
W o1 _ YETu ifzr _ ETuu
o : Z (B 05 (8-3)
= _ - R . -
Y= g uu i - ETl = BrAl)U
——u 0+ -V /\-L(E; +Bp AT _VL:I"ZU —mat(By) — (v 1)(2“3
_ L L5 (B, + By A1) V(B4 (- DI I (5 aw)) 6.4)
E=| . c c u ~ .
wcuf;u ly(ET‘i'BT/\u)__(Y—l)ﬂTQ(ET+BT/\u) X
ST(E A=\ 1 uTa a'y 1 y+1)(y-1)
Remarquons que i’ (By Atl) = 0 etﬁ =1—-3"Donc,nousavons—- =1 — =T qui s’écrit
y—1 v?
aussi —r— = peTowy Nous obtenons :
0 & (BF + (B, nu) + LEEE _rTET)
E= c \7T T c2(y+1) 2 (B-5)
\ wraEfn w (E + B A 7) - iy y?ual By F
c3 c T T AU c c2(y+1)
Le premier résultat est :
— Y y+1 S yﬁﬁT = =g —
E = y(Er + By AlD) + —uuTET (m - m) =y <(6 - Cz(y+1)) Er+Br A u) (B-6)

Nous devons maintenant déterminer X :

F=C(E+ 0 - DI 5 (By) - - DI - DI () TS (By) - (- D e (- 1) P
(B-7)

Rappelons que la matrice de transition du RIT vers R est constante (repéres inertiels), et c’est le donc cas
de y et U (cC’est pourquoi, dans I’équation 1-34, nous les avons noté y° et %°). Nous savons, de part la

définition de E que le résultat doit étre X = —mat (E), nous devons donc faire apparaitre I'opérateur mat

o
en facteur dans I’expression (le dernier terme est nul a cause du produit scalaire TiT(BT A Ti) =0):

o B\l 2B i)
s o =T VZE';I:IY =T V T'U. ==T\ = F =4 _ VZ(BTAu)u 14 u(BTAu) _
X =5 (uET Eu" + el St ) mat(By) peTo— 201D (B-8)
=, = _,, 7 _ T _
Nous pouvons appliquer ba’ — dbT = mat(a A b) et (mat(a)) = —mat(d) :
)?:W(Z—ZETAﬂ)—W(ﬁT)—mat( o H)A(BT/\u)) = —mat( TAEr+ B + =0 H)/\(BT/\u)) (B-9)

Avecu A (UAW) = d(UT™Ww) — @Tu)wW et i AW = —W A U, nous avons :



B3 _ Yo, = v2il = -\ _ 3B V=1 (0for= = A
B = C—zuAET + By +m/\ (BT Au) = By —ﬁ,(u(uTBT) - (uTu)BT) +C—2uAET

— — 24T B - = qul — TNE
B=yB, ~LECl LunE, = V<(5— o) Br +‘uAET>

cZ(y+1) c? cZ(y+1) c?

(B-10)

Ce résultat est le méme suivant le méme raisonnement a partir de B.



