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Avant-Propos
Cet ouvrage d’enseignement (sans prétention)eestgpus forme papier il y a une vingtaine d’anngées seules
modifications qui lui ont été apportées ne concermgie quelques ajouts, la mise en page et laatmmede
nombreuses coquilles. Se voulant avant tout efficibouvrage est assez dépouillé en ce sens que &
(volontairement) évité I'aspect historique ou andmue aux profit des points fondamentaux. On sibstenu de
procéder a des développements mathématiques tnépagsx ou trop élaborés en leur préférant une apprplus
simple et plus pragmatique. L'originalité de lag@dtation réside dans de nombreux exercices elgpnels (dont
on trouve la solution a la fin de chaque chapig) chaque fois que cela est possible, se substitu'exposé
traditionnel. Ainsi, la consultation de ce manueVicit étre interactive. En outre, une vingtaingdzblémes de
synthése, accompagnés de leur correction, est pgepaen fin d’ouvrage.
Nécessairement, un tel ouvrage ne saurait étraustihat s'adresse plus spécialement a des étisdiknthimie-
physique. Il est consacré aux premiéres notionsméeanique quantique (fonctions d'onde, équation de
Schrédinger de premiere espeéce, oscillateur, tatatgome a un électron et extension a I'atomeuaig@lirs
électrons) mais également & des notions plus @abdtraitement multiélectronique des atomes, ndétltes
perturbations, systemes dépendant explicitementethps). L'accent est mis sur les atomes, les mtdécu
n'intervenant qu'au travers d’exemples illustratifs d’applications (interactions et spectroscopiesniques et
moléculaires).
DC, juillet 2020
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Chapitre 1

LES PRINCIPES DE LA MECANIQUE QUANTIQUE



1.1 Description probabiliste d'un systeme microsqaque. Principe n° 1 de la mécanique quantique

La mécanique classique, qui est fondée sur le fadsku= my et qui fournit & chaque instant la position et la

trajectoire d’'un systémenacroscopique ne permet pas en général de prévoir ou mémeedirdter le
comportement d’'un systenmicroscopique On appellera systéme la plus petite entité, ggpliquée a N
exemplaires (copies) indépendants les uns dessaatrastituent un échantillon (exemples : I'atoraasdun gaz
monoatomique, la molécule dans un échantillon diguétc...). On concoit qu'il n’est plus possibé&emévoir le
comportement de chaque copie, mais plutdt d'évatiesproportionss’appliquant d'échantillon tout entier
Cette notion de proportion se transformepesbabilité s'il s’agit d’'une seule copieDe méme, unebservablene
pourra étre déterminée qu’en valeur moyenne.

La mécanique quantique est une généralisatiornfmalisation) de la mécanique ondulatoire qui ddéseloppée
en prenant appui sur le concept de dualité ondeéecpbr de L. de Broglie (1926) ; il généralisa aittgystéeme
particulaire la dualité onde lumineuse-photon :n& particule d’'énergi& et de quantité de mouvement (ou

pulsation)p, on peut associer une onde de fréquaneede longueur d’ondé obéissant aux relations :

E=hv (1.1)
_h
p=- (1.2)

oU h est la constante de Plandk = 6,6262 16* Joule seconde.

La mécanique quantique repose sur plusieurs axigmeprincipes) qui se substituent a I'axiome urigie la
mécanique classiqueF(= mjy). Ces axiomes ne concernent que I'aspect probabiévoqué plus haut, par

opposition a la notion de position et de trajeetaie la mécanique classique.

Principe n° 1
La description de I'état d’'une particule a l'instarse fait au moyen d’une fonction compleggx,y,z,}, appelé¢
fonction d’onde, dont le carré du module a pounification physique la probabilité de trouver lartaule 3

l'instantt dans I'élément de volundxdydzcentré surx,y,? :

dP(% ¥,2,t) =|@ (% v, zt)|*dxdydz (1.3)

Toute superposition linéaire de fonctions d’ondeues fonction d’onde possible.

Nous verrons plus loin que cette fonction obéiha équation trés générale (équation de Schrodinger)
La notion de fonction d’onde provient de I'équatide propagation des ondes (conséquence des éaudgon
-1 9% o -1 9%H -
Maxwell) : 4E =——— pour le champ électrique etH =———— pour le champ magnétique. Pour une
2 32 2 42
Ve a Ve a
" . ) NN . .12 2
onde polarisée rectilignemerix(noté ¢ ; E, =E=0), la densité d’énergie est proportlonneIIPEQ‘ (ou |z//| ),
elle-méme proportionnelle & la densité de photooa se référe a la dualité onde lumineuse-phot®nscongoit
alors que|(,1/(x Y, z,t)|2 puisse représenter la densité de probabilité deepo® dans I'élémedidydz sans que

ces considérations ne constituent une « démonstratdu principe n°1.



Propriétés des fonctions d’onde

Dans la suite, il arrivera que I'on utilise le terra vecteur » pour désigner la fonction d’onftde

1) Une fonction d’onde est définie a un facteurndedule 1 prés. En effet, soit'=expfa)y , ol a est
indépendant des variables {ét=-1) :

. 2 2 2 2
(% v, 2,0 =|exp(a) @ (% v, z.b)|“ =@ (x y, z.t)|
2) La probabilité de trouver la particule danspase est égale a 1. Il en résulte que :
2
j (% y,2,t)| dxdydz=1 (1.4)
tout |'espace

La fonctiony est donc « de carré sommable ». De plus, l'intégia carré de son module sur tout I'espace étant

égale a l'unité, elle est dite normée (ou normajis€ela impliqgue que tende rapidement vers zéro lorsqu’une

des variable, y ou z tend vers l'infini. Lorsqu’un calcul conduira a aufonction d’onde a un coefficient
multiplicatif prés, il sera judicieux de fixer laleur de ce coefficient pour que la relation (%2} satisfaite. Cette
opération sera désignée sous le nom de normation.

3) Lorsque la variable temps n'intervient pas eifdment dans la fonction, on dira que I'on a aéfa@ un systéeme
dans un état stationnaire (ce seront les seulgatisihs envisagées dans la premiére partie de we celles
correspondent a des systemes dont les interagt@sssbles avec I'extérieur ne dépendent pas dusgmp

4) La notion de fonction d’onde peut étre génééalia d’autres variables que celles définissanbsitipn d’'une
seule particule (exemples : variables de spinabas angulaires définissant I'orientation du euat variable
d’élongation d'un oscillateur, ensemble de varialile position d’un systéme multiparticulaire, €xc..

5) Les fonctions d’onde définissent un espace dlgeHiavec comme définition du produit scalaire :

W)= Jorgar (1.5)

espace desgariables

Y désigne le conjugué complexe de la fonctipalors que la notatio(wbra| ket> (de l'anglais « bracket ») est

appelée notation de Dirac. On peut immédiatemenarguer quey’|¢) =(|¢)* et que le carré de la norme

2
(produit scalaire de la fonctiopr par elle-méme) est conforme a ce qui a été dit paut(y|¢) = I|¢/| dr

Formellement, le vecteug d’'un espace de Hilbert a n dimensions est défari yn ensemble de nombres

complexes, X;, X,,..X, qui vérifie les propriétés suivantes :

» Il existe un vecteur nul pour lequegt0 pour tout i.

» Deux vecteurgyet ' sont égaux sij=x; pour tout i.

» Le vecteurnyest égal a la somme de deux vectearet ¢" (¢ = '+ ") sixj=xi+x"j pour tout i.
» Levecteury' est égal aly (¢'=A ¢) sixi= A xj pour tout i.

» Lesxj sont appelés composantes du vecteur

Exercice 1.1



———>

0 L

Figure 1.1
Soit une particule confinée sur un segment deeldstiongueur L comme indiqué figure 1.1 (modékeélectrons
libres dans un métal ; des électrardes polyénes conjugués). Le calaidié infra) conduit a une fonction d’'onde

du type :
.k .
Y= CsmT k = 123.. pour 0<x<L, ¢=0 en dehors du segment de droite

1) Pourquoii convient-elle comme fonction d’onde ?
2) Que représente le coefficiedt? Le calculer.

3) Représenter la densité de probabilité peudr,2 et 3. Commenter.

1.2. Mesure d'une grandeur physique. Principes n°, 2 et 4 de la mécanique quantique.

Principe n° 2
A tout observablé,, mesuré sur le systeme étudié, est associé uatepé;&, linéaire et hermitique, tel que|le
résultat de la mesure dedans un état représenté par le vectiast égal a :

(A)= <¢/‘A¢/> = jz,//* (Aw)dr (1.6)

espacealesvariables
<A> sera appelée valeur moyenne ou moyenne quantgue €xpectation value »).

h o

L’'opérateurX est la fonctiorx elle-méme alors qu@, = Tx
i dx

La notation (A(//) ou ﬁ{w) ou encore‘ A(//> signifie qu'il s’agit de I'action de I'opérateuusle vecteury

(transformation dey sous I'effet deA . Exemple A opérateur de dérivation).

Un opérateurA est dit linéaire siA et étant des nombres complexes indépendants desleaia
NG+ i) = AN) + k).
Un opérateurA est dit hermitique si
jw* (Az//')dr = I(Aw)’w'dr
ou en notation de Dirac
(] )=o) @
Il résulte de cette définition de I'hermiticité qQA) est un réel pourvu qué soit hermitique :

(A = (| Au ) =(Aulw) = (v | Au) = (A



A propos de la définition de la valeur moyennepent remarquer que

(=[_ Al dr

espace

|1,1/|2 représentant la densité de probabilité. Cetteiéleris’apparente a une fonction de distributiooretetrouve

la définition classique d’'une moyenne.

Opérateurs usuels

La premiére étape du passage a la mécanique queminsiste a remplacer dans toute expressiomdesleurs
classiques par leurs opérateurs associés. Comiggiéndans I'énoncé du postulat précédent :
- Aux grandeurs de positionsy,z sont associées les fonctiorng,z elles-mémes. Les opérateurs
interviennent alors de fagon purement multiplioativ
X=X (1.8)
- A la composantpy de la quantité de mouvement est associé I'opérateur

. _ho
= 1.9
P =T 1.9)
La forme de cet opérateur peut se justifier (saresagla ne constitue une démonstration) a l'aidende

relation de de Brogliep =h/Aet de I'équation de propagation d’'une onde élecagmétique

, d 2in hd h
W Oexp2in(x/A—-u).llvienten effet—w =(—)¢ dou _——l/l =—yY=py.
dx A I dx A
Il en résulte que I'opérateur associé a I'énergiét@ue qui, en mécanique classique, peut s’écrire
1
T =%(pi +p3+p?)

est de la forme :

. 2 2 2 2 2
T:—h_ d_+d_+d_ :—h_A (1_10)
2m\ x® &* ar? 2m
L'opérateur associé a I'énergie totdleV est appelé opérateur hamiltonieh :
A h2 A
H=-—A4+V (1.12)
2m

ol V est 'opérateur associé a I'énergie potentiell#eou en remplacant, dans cette derniere, les guasd

classiques par leurs opérateurs associés.

Exercice 1.2
Donner la forme de I’opérateu}

1) pour la particule confinée sur un segment déelr

2) pour l'oscillateur (particule subissant unecide rappel proportionnelle & son élongationr —r,;
r, re: distances entre la particule et un point fixespectivement pour une position quelconque etaliliére ; la

constante de proportionnalité sera notée k).

3) pour I'électron dans I'atome d’hydrogéne.



Exercice 1.3.
On reprend I'exemple de la particule confinée susegment de droite de longueur L et la fonctiomnde de
I'exercice 1.1.

1) Calculer la valeur moyenne de la position ebcenter.

2) Calculer la valeur moyenne de la quantité devament et commenter.

Etats propres

Principe n° 3

Si I'état d’un systéme est décrit par un vectgir tel queﬁ{wk> =a,|¢ ), on dira quely, ) est un vecte

=

propre de I'opérateuA associé a la valeur propae Alors, la mesure da dans cet état conduit toujours (ppur
tout systeme) a la méme valeaur L'observable est alors définie par une valeuquaiet non plus en valeur

moyenne.

Les propriétés démontrées ci-dessous sont liéepérxipe :

- Les valeurs propres d'un opérateur hermitiquet sofelles. Ng[/k>:ak|<//k>entraTne que
ay =<¢/kW¢/k> (pour simplifier, on supposera que le vectguest normé) dona, =a, .

- Si |(//k> est un vecteur proprel|¢/k> I'est également. En choisissant convenablemeiitsera donc

toujours possible de normer un vecteur propre.
- Les vecteurs propres d’'un opérateur hermitiqu& srthogonaux s'ils sont associés a des valeurs

propres distinctes.
Soient Ay, ) =a,|¢,) et Ay, )=a |y, ). On peut alors écrire

(W [Aw) =a () et |Aw) =a (Wi w).

En prenant le conjugué complexe de cette derng@agion, il vient (puisque, est réelle) :

(W |'841//k> =a (W )
Il en résulte quda, —a, i [, ) =0. Commeacta, les deux vecteury, ) et|y,) sont orthogonaux. Cette
propriété peut étre étendue au cas de valeursgzopultiples (dites encore valeurs propres « dégéaé).

- Soient deux opérateuré et B indépendants, c'est-a-dire agissant sur des fumetde nature
différente. Si on désigne pgk et ¢ les vecteurs propres des opérate&ret B, associées aux valeurs propags

eth, alors les vecteurs propres da+ B sont obtenus en effectuant tous les produits plessihg, les valeurs

propres correspondantes étant égalestd :

(A+ B)”M =(ac +h i (1.12)
- Les vecteurs propres de l'opérateur hamiltoriermespondent a des états pour lesquels I'énemgie d

chaque systéme est parfaitement définie. Il siayitc_d'états stationnaires (le systéme ne subitreaimteraction

susceptible de modifier son énergie au cours dpsgnh’équation aux valeurs propres de I'hamiltonie

10



Hy =Ey (1.13)

peut également s’écrire pour un systéme ne dépeqdardes variables d’espace

2
Ly RV (1.14)
2m

connue sous le nom d’équation de Schrddinger dmipre espéece. C'est I'équation de base de toutigmubdde

physico-chimie faisant appel a la mécanique quartigonsistant a caractériser les états propreslpsguels

I'énergie du systéme est parfaitement définie.

Principe n° 4
L'ensemble des vecteurs propres de I'hamiltonienstitue un systéme orthonormé complet de I'espase d

fonctions d’onde.

Probléme 1.1 : Particule confinée sur un segmeultgige

1) Ecrire I'équation de Schrddinger pour la patgcconfinée sur un segment de droite (voir exertid)
et résoudre I'équation différentielle corresponéafoin noteraz? la quantitéZmE/h2 )

2) Utiliser la condition aux limites er=0 pour déterminer une relation entre les deux teonss
d’intégration de la solution trouvée en (1).

3) A l'aide de la condition aux limites ex¥L, retrouver la fonction d’onde de I'exercice 1.luelle est
la valeur de I'énergie en fonction du nombre quarek?

4) Montrer que I'on peut se limiter aux valeunscs¢ment positives du nombre quantidue

5) Montrer que dans le cas d’'un systeme macroguepin et L de I'ordre de l'unité)k doit étre trés
grand. En déduire que la densité de probabilité&iegbrme sur le segment de droite et que I'énengst plus
quantifiée.

6) Le comportement des électramdes polyénes conjugués peut étre interprétédel’dis modéle de la
particule confinée sur un segment de droite. Sachaa pour une molécule de N carbones, N/2-1 niveau
d’énergie sont occupés (en partant du niveau le Iphs), qu’une transition électronique (spectrapsbrption) a
lieu entre le dernier niveau occupé et le premiezau vide et que la fréquence de cette transithmit a la relation
de Bohr ZE = hv, établir la relation entrd (longueur d’onde associée a cette transitioml éistance carbone-
carbone. On utilisera une valeur de 1,35 A poet on calculerad pour I'hexa-2,4-diéne (N=6, que I'on peut
schématiser par C-C=C-C=C-C), la valeur expérinlerdé@anti=227 nm.

(m=9,11 16" kg ; ¢ = 3 16 m s?; h=6,63 16 Js).

7) On considére maintenant que la particule esfim®e dans un cube de c6té L. Ecrire I'Hamiltonien

systéme et, aprés avoir remarqué qu'il se compedeois termes indépendants, donner I'expressisrvdkurs

propres et fonctions propres.

1.3 Opérateurs commutables. Grandeurs compatible®rincipe d’incertitude
On définit le commutateur de deux opérateérs:té par

[A B]= AB- BA (1.15)

11



Ce commutateur n'a de sens que s'il est appliqguéeafonctiony. Lorsque_ce commutateur est nul, les deux

grandeurs A et B sont dites compatibles, puisqamnce cela est démontré ci-dessous, les opéraﬁew!;é

possédent le méme ensemble de vecteurs propres.

Supposons donc que&[, B ]=0 et queAgl/k =a (¢, vecteur propre de\ associé a la valeur propre dg).
On peut donc écrire :

BAY, = A(éélfk): ak(é‘//k)
Il résulte de la derniére égalité qug(/k) est vecteur propre da associé a la valeur propre dg. S'il existe

un seul type de vecteur propre associ& les différents vecteurs propres ne se distinggastpar un facteur
multiplicatif), autrement dit si, n’est pas dégénérée, annég(/k) est proportionnel &, :

(Byy) = b ¢,
ce qui signifie quey, est également vecteur propre Be En d’autres termes, un état propref&ie(pour lequel

la mesure de la grandeficonduit aa, pour tout systéme) est encore état proprédeles grandeura etB sont

donc déterminables conjointement avec une précisifinie, d'ou la notion de compatibilité de cesude

grandeurs. (Le raisonnement qui vient d'étre dgymégpeut étre généralisé au cas de valeurs propgenérées).

Exercice 1.4

Calculer les commutateufs, p,] et [% p,]

L’incompatibilité de ces deux dernieres grandeposition et quantité de mouvement) peut étre éesdwémoyen
de la relation d’incertitude de Heisenberg :
AxAp, =h (1.16)
qui indique que les incertitudes commises sur lsureede la position et de la quantité de mouveswrtcorrélées
(six pouvait étre mesuré avec une précision infidie0, alorsdp=«0, et la quantité de mouvement est totalement

indéterminée).

1.4 Matrice associée a un opérateur
Soit un vecteuhl/) , décrivant un état du systéme, développé sur ase brthonorméérg} :

n

@) =2 xla)

i1
De méme, le vectedy') résultant de I'action d’un opératedr sur|g) (@)= ﬁ{w) peut s'écrire :

@)= xle)

Il est clair qu'ay et ¢' peuvent étre associées deux matrices coloXredX ' :

X X1

X X'
X = 2 X'= 2

X X

12



Compte tenu des propriétés d’orthonormation deaimfxq} , on déduit dey'= Az// une relation entr& ' etX:

%= 2 (@ o)

J
On définira alors une matrice (n/A) associée a I’opératelfx et construite sur la ba§¢j} d’élementsa,; égaux

a

a =(%|Ag) (1.17)
ce qui conduit a I'écriture matricielle suivante :
X' =AX (1.18)

La matriceA est telle que Ia"?me colonne représente I'image ggsous l'action deA, exprimée dans la base

{a}.

Cette matrice est dotée des propriétés suivantes :

1) si I'opérateurA est hermitique, sa matrice associée 'est auagi = aij .
2) I'action successive de deux opératelyrst A,se traduit par le produit matriciahA2 .
3) si, a partir dgy') = ﬁ{w) , On peut écrirgy) = A"1|¢/'>, la matrice associée &! est l'inverse de la

matrice associée A .

4) la valeur moyenne d’une grandeur a dans urdéfati par la fonctiony,

<a>=;x*xj<¢%|/34¢j>,

s’écrit sous forme matricielle :

(a)=x"AX (1.19)

oux’ représente la transposée conjuguée complexe datteencolonneX . On peut noter que de fagon
générale le produit scalaifg/|¢/') peut se mettre sous la fornyg|¢') = x"x.

5) changement de base : considérons deux basiemd!is{q;} et {Ok} avec :

O = Z Sk4 -
i
{ peut étre développée sur chacune de ces deux bases
l//zzxiﬂ ZZYka zzyk(ZSkﬂ) ZZ(ZSikykm
i k k i ik
ce qui conduit par identification a la relation i(gimplique pas que les bases soient orthonormées)

i =ZSKY|<
k

qui s’écrit sous forme matricielle :
X=8Y (1.20)
S est appelée matrice de passage de Ia{zﬁa}seers la basé@k} .
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Si la base{q} est orthonorméeS;, =<q|@k> et la K*™€ colonne des est constituée des composantes

de &k sur la base{q} .

SoitB la matrice associée a 'opératedirdans la bas¢o, } .

En reportant (1.20) dans (1.18), il vient :

SY'=ASY,

y=(stAa9Y.

Par conséquent,

B=stAs (1.21)

Comme les deux baséﬁ} et {Ok} sont orthonormées :

S =(a| o) els™ ) = (o [a)
Donc

-1

st=gl (1.22)

Il en résulte quédet(S)| =1. La matriceS est dite unitaire.
6) La notion de valeur propre et fonction proprerdbpérateur est paralléle a celle de valeur prepre

vecteur propre d’'une matriceA|¢/> = /1|¢/> (ou |¢/> est le vecteur propre associé a la valeur prdpre

peut également s’écrir@&—Aé]gﬁ) =0 ol E est I'opérateur identité.

En développamzl/=2xi¢; sur la base{q}, la relation précédente peut se mettre sous lador
i

matricielle :

(A-JE)X =0 (1.23)

qui nest autre que I'équation aux valeurs proptegecteurs propres de la matricassociée a I'opérateur

A.
De maniére a échapper a une solution identiquemaiet pour le systéme linéaire (1.23), ce qui nadtur
aucune signification physique, on se doit de siagsr ce systéeme et par conséquent d’annuler son

déterminant. (1.23) donne donc naissance a I'énjuairactéristique eh:

all - /] alz . aln
a1 Az =4 A

-0 (1.24)
Ay v 8pp—A

qui posséde au plus n solutions distinctes appebesrs propres. A chaque valeur profikest associé
un vecteur propre de composanigsx,,...,X, que I'on noteraS , S, ,...S, - L'équation caractéristique

(1.24) implique la singularité du systéme linédir23) enxy, X,,...,X, ; une relation supplémentaire doit
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donc étre ajoutée de fagon a résoudre (1.23). @d#kon est arbitraire ; on optera généralement fa

" . 2 : .
condition de normatlorE|xi| =1. La fonction propra/ correspondant a la valeur prophepeut se
i

mettre sous la forme
n

Yy = ZSk¢i :
i=1

La matrice Q,n) S construite a partir des élémeigg définie ci-dessus n’est autre que la matrice de

passage de la baéqé,} vers la baségl/k} (on peut montrer que les fonctiogg sont indépendantes).

La matriceB obtenue a partir da sous I'effet de ce changement de baBe=:S* A S, est une matrice

diagonale (sa'ﬁmecolonne représente I'image de la fonctignsous I'effet de I’opérateuﬁ) :

M

» 0

0

On a ainsi diagonalisé la matriée
On retrouvera, a propos de leurs matrices assodesegropriétés des opérateurs hermitiques :

» les valeurs propres sont réelles.

e a deux valeurs propres distinctes sont associés\dmieurs propres orthogonaux. L'ensemigg) (

constitue alors une base orthonormée et la matdsesecteurs propres est telle $]Je: sh,

Les invariants d’une matrice sont la trace et keiddinant. Ave® = S*A S, il vient :

©OTE) =X S AS = XS (ST)A = D Bk A = TrH(A)

ikl k] k.l

« detB) = det(S™)det(A) det(S) = det(SS) det(A) = det(A)

Exercice 1.5 : Déterminer les valeurs propres ®ivkcteurs propres des trois matrices ci-dessoafi¢ms de

Pauli)
01
o

Probléme 1.2 : I'effet tunnel

1) Soit un flux de particules libres sur une draitéfinie x (allant dece a +0) sans aucune position privilégiée.

a) Ecrire I'équation de Schrodinger et résoudéguation différentielle correspondante (on notela

quantitéﬁZmIﬂh2 . Exceptionnellement, du fait de 'incommensura®itiu systéme, on ne pourra pas déterminer

les constantes d'intégration et/ou de normation).
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b) Montrer que chacun des deux termes de la saltbuvée ci-dessus est fonction propre de I'dpéra

P, (opérateur quantité de mouvement). En déduiredigmification physique ainsi que I'expression delénsité

de particules associée a chacun de ces deux téeméanction des constantes d’intégration).

2) Soit une particule (ou un flux de particules)dgéplacant de la gauche vers la droite et soumiggogentiel
représenté par la figure 1.2. On supposera qupddiules de la zon® (ou la probabilité de présence d’'une
particule dans la zon®) proviennent de la zon® apres franchissement de la barriere de potedgieDn
désignera paE I'énergie totale de la particule, qui, bien entersg¢ conserve dans les zories@ et ®. On

supposera qui < Vo, d'ou I'expression « effet tunnel ».

Vv

@ @ ®

X

0 L

Figure 1.2
a) Ecrire et résoudre I'équation de Schrodinger phbacune des 3 zones (en plus de la quamtii&finie
2 0 - E

plus haut, on utilisergB = >
h

).

b) Indiquer pourquoi I'une des 6 constantes djraéion peut étre considérée comme nulle. En aiitis
et en justifiant les conditions de raccordement=ehet x=L, montrer que les 5 constantes restatnsliées par
4 relations.

3) De facon a éviter au lecteur des calculs saéséh(qui découlent des équations établies précéumt), on
donne le rapport des coefficients associés auicpbas se déplacant vers les x positifs dans igiené® et® :

G _ 1 2_(ia-BL _ (i »_ )2 (ia+ﬁ)L]
c. “hap ia+p)e ia-p)e

a) Pourquoi la quantité = |C3|2/|C1|2 est-elle appelée coefficient de transmission ? Bohexpression

de 1fren utilisant le résultat ci-dessus et vérifier quel sil - 0.
b) Donner une expression simplifiée déen fonction deE, Vo, m etL) en faisant les approximations
suivantes € >> 24 @24 552
c) A l'aide de I'expression trouvée en (b), catouf pour les deux situations ci-dessous (et commenter
le résultat trouveé)

- une personne de 80 kg se déplacant a la vitesgenul s et se heurtant & un mur de 2 m de hauteur et

de 10 cm d’épaisseur,
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- un électron d'énergie 13,6 eV (énergie d'ionmatie I'atome d’hydrogene) se heurtant a une barrie
de potentiel de 20 eV et d’épaisseur égale a 1 A.
4) Le schéma de la figure 1.3 se référe au prindipenicroscope par effet tunnel : une électrodaqaidlle on
appliqgue une tension E est déplacée au-dessus dlunf@éce conductrice rugueuse (a I'échelle atomigue

moléculaire)

Déplacement
—_—

SN

Figure 1.3
a) Que sont, dans cette expériengesgt 7 ?

b) Montrer alors que I'intensitévarie selon une loi du type exf(:) ouL est la distance entre I'électrode

et la surface. Pourquoi la mesurel deurnit-elle une image trés précise de la surface

Probléme 1.3 : L'oscillateur harmonique

m
7 @
| 1
I 1
'
'

v><

»

e

Figure 1.4
Soit une particule de masse m assujettie a sea#malon la direction X et dont la position pgpart & un point

fixe O est notée r 1. distance a I'équilibre ; voir figure 1.4). Enties de cette position d'équilibre, la particule
est soumise a une force de rappet -kx ol X = — I, (x est appelée variable d'élongatiok est appelée

constante de rappel ou constante de force).

1) Rappeler brievement le résultat essentiel daeiment classique ( fréquence d’oscillation dssoet, ).
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2) Exprimer I'énergie cinétique et I'énergie potel¢ en fonction de la variable de m et de k. Définir ce que
'on entendra, en mécanique quantique, par syserpar variable. Définir I'hamiltonien et écriréduation de
Schrddinger.

3) On procede au changement de variables suivant :

{:27‘[ mx ’/]:E
V h hv,

Réécrire I'équation de Schrédinger selon ces néesehriables et redéfinir I'hamiltonieH .

4) L'opérateur « de montée est défini paré = _di£+ & alors que l'opérateur de descereest défini par

D= d + &. Exprimer les produits d’opérateué D etD C en fonction deH et de I'opérateur identit& .

dé
5) On postule (ce qui sera justifié a posterioug des valeurs proprek de H sont simples et on noteta les

fonctions propres correspondanteb]zp, = A ¢, . Déterminer I'action deC D etdeD C surla fonctiong,

puis en appliquant le produit d’opératelfbsé D a (%, montrer quef) Y est a nouveau une fonction propre de
H (qui n’est pas nécesssairement normée) assotaéeateur proprel-2. (Un calcul du méme type montre que
C W est fonction propre dél associée a la valeur propie-2).

6) Soityp la fonction propre associée a I'état fondamemdtagtifier le fait quel3 o =0 ; en déduirey et do. La
valeur trouvée poul, est-elle en accord avec le principe d'incertitddeHeisenberg ?

7) Donner I'expression générale Been fonction dew (noter que les niveaux d’énergie sont équidisjaetisa
I'aide de I'opérateur de montée, donner la formefdactionsy et ¢».

8) En vue de I'établissement de la matrice assacié@pérateur x (utile dans la suite de ce cows)procédera

selon les étapes ci-dessous :
+o0 +oo d
a) Calculer par parties I’intégral§<,1/id<,1/j et en déduire que; = J-z//i ({_d_f}//jd{ =D; (éléments
des matrices associées aux opératéJBt D ).
b) En utilisant le fait queé et D sont des opérateurs de montée et de descenteremque les seuls

éléments non nuls des matrices associé@sei D sont du typ&r+1r = Dy r+1.

c¢) En se fondant sur la forme des opératé:uret D et en utilisantDC = H + E , montrer gue les seuls

éléments non nuls de la matrice associgesant du type
Xeitr = X pa = XV +1

Calculer x, .
9) Sachant gu’une transition (de vibration) ne peewdir lieu entre les niveaux et r' que si <z//, |xz//r.> z0,

montrer que la transition-01 est permise (on calculera sa fréquence a I'aédda celation de BohdE=hv), alors

gue la transition 0 2 est interdite.
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10) On considére une molécule diatomique (deux esode masses respectiveset m, et dont la position est
repérée par les abscisses respectives % ). En notaniX le déplacement du centre de gravitg ®ix- x; (figure
1.5), montrer que I'énergie cinétique (en mécanigjassique) se compose de deux termes, I'un camelsmt au
déplacement du centre de gravité, I'autre corred@ona I'énergie cinétique de vibration. Ce dertéeme fait
apparaitre une masse rédyitejue I'on exprimera en fonction de;rat my et qui se substitue simplement a la

masse m de l'oscillateur étudié dans les quesfioésédentes. Calculer alors enctw, =1/ : inverse de la

longueur d’onde) la fréquence de la transitionileation 0~ 1 du monoxyde de carbone:gx18,7 16dynes/cm).

! ' o >
—@ : e
X1 .2
S >
X
Figurre 1.5

On trouvera dans I'annexe 1.2 une généralisatianvduations moléculaires dans une molécule polyédqoe.

Probléme 1.4 : L’oscillateur « anharmonique »

kx® . . . _ . -
Le potentleIT (avecx=r-re; r :distance interatomiqueg : distance interatomique a I'équilibré ; constante

de force) ne permet pas de rendre compte de ttedesaractéristiques d’'un spectre de vibrationptemiére
harmonique, en particulier, n'apparait pas exacteraedeux fois la fréquence fondamentale. Cettervbsion

peut s’expliquer en considérant une forme plusstatiu potentiel : lorsquetend vers l'infini, il doit étre égal a
I'énergie de dissociatiobe (de la molécule diatomique qui sera prise commeéaigodans cette étude) et tendre

vers l'infini lorsque r devient nul. Le potentied dlorse (figure 1.6)
V(¥ = D fL-e ]

. L ke L
est certainement plus proche de la reahtque. Pourx - o, V(X) —» De alors que pour des valeurs négatives

dex, V(x) tend plus rapidement vers I'infini qlke12/2.
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Figure 1.6

Comme on s'intéresse aux vibrations moléculaigsatiablex demeure suffisamment petite pour &/({g) fasse

I'objet d'un développement limité jusqu’au terme>é1rque I'on pourra formellement exprimer selon :
1
V(X) ZEKXZ + i3 + gx*

1) En effectuant un développement limité g(l—e_ax)z, exprimera, f etg en fonction dé& etDe. (Pour cela on

développera les deux exponentielle8e™® et e ?® jusqu'a I'ordre quatre).

2) Dans le probleme 1.3, il a été démontré quesdeds éléments non nuls de la matrice associésoat de la

forme X.,i, =X ;10 =XVr +1 0ol Xy :4i 2h (m pouvant figurer la masse réduiteletla fréquence de
' T

Vo

l'oscillateur en mécanique classique :2— — ) et our est un entier positif ou nul associé a un niveau
T\im
d’énergie de l'oscillateur simple. On se souviendue, pour l'oscillateur simple, les valeurs denéegie

(considérées ici comme les valeurs a I'ordre zéoo} égales %.E}O) = (r +Ejh Vo - On appliquera la méthode des

perturbations de I'annexe 1.1, en considérann‘mﬁjetgx4 sont deux termes de faible amplitude venant stajou
a I'namiltonien de I'oscillateur simple.

a) Montrer qu’il n'y a pas de correction de I'éniergqu premier ordre due au terme *éh Dans ce but, on

recherchera la valeur des termes diagonaux de facsassociée & en les écrivant sous forme d'un produit

matriciel faisant intervenir trois fois la matriassociée & (on tiendra compte de la structure particuliereetée

derniere matrice).

b) On devra donc effectuer un calcul au secondequdur le terme e et, par voie de conséquence, un calcul au

premier ordre pour le terme aff (ces deux calculs représentant une correction @memiveau). On calculera

donc les éléments non nuls du typ%),@ et (x4)rr.
c) Déterminer alors la correction de I'énergie &apliquant les formules de la méthode des pertiarist et

I'exprimer en fonction de/, etDe.

d) Application: La fréquence fondamentale de Wibra du chlorure dhydrogéne vaut

2885,9 crit alors que la premiere harmonique apparait a 56ﬁﬁ',b Evaluer I'énergie de dissociation que I'on

exprimera en kJ mal.

Annexe 1.1 : La méthode des perturbations (ne dépdant pas du temps)
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Il s’agit d’un calcul approché permettant d’accé@ene solution acceptable de I'équation de Schgadilorsque
cette derniere ne peut s’accomoder d’un traiteraralytique exact. Cette méthode s'applique a denslitions :

- 'hamiltonien du systeme étudié peut se metiiesda forme :

H=H,+V (A.1.1)
V est SuUpposé « petit » devaﬁ() (autorisant I'utilisation de développements limsjtét sera considéré comme
une perturbation du systéme régi p;h@;
- on sait résoudre I'équation de Schrédinger faigaervenir I:|0.
L'énergie du systéme étant bien définie, on s’adrésl’'équation de Schrodinger de premiéere espéce :
Hy, = E, (A.1.2)
On recherché&; et ¢4 sachant que :
Ho© = EOp© (A.1.3)
On écriraV sous la forme :
V=W (A.1.4)
et on développergs etEy selon :

e =y +epd + ey

(A.1.5)
E =EQ +&£® +£2EP

Calcul au premier ordreE® et ¢ ®

En reportant (A.1.5) et (A.1.4) dans (A.1.2) enenconservant que les termessgnn obtient :
Hop® +Wy© = EOy@ +EOp P (A.L1.6)
1) E est une valeur propre simple

En multipliant (A.1.6.) a gauche paxﬁo)* et en integrant sur tout I'espace des variablegemt :

EY =W, =(p© W|g©) (A17)

La correction de I'énergie au®lordre est donc simplement égale@ V

E =E9 +V, (A.1.7.bis)

Remarqgue : le calcul de la valeur moyenne de lgiresur un état qui serait défini par la fonctiqbﬁo) conduit

a:
(E)=(y® ‘ﬁo +\7‘<,//r(°>> =EO® +v, (A.1.8)
qui n'est autre que I'énergie corrigée au premigir@ Par conséquent, si on se contente d’une atmmede
I'énergie au premier ordre, on pourra consen){/éq’ comme fonction d’onde décrivant le systeme.
La détermination dd/r(l) fait appel au développement sur le systéme corfqleté par les fonctions propres de

Hg :
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D=3 Cotp? (A.1.9)
.

La fonction d’onde corrigée au premier ordre doi¢ @ormée :
O +cw®p® +ew®)=(pO o)+ el ) o

1 —

0))=1

(en négligeant le terme eﬁ).

Il s’ensuit quey P ety © sont orthogonales et que le développement deqpnk. fera intervenir que les valeurs

de k' différentes de. En reportant (A.1.9) dans (A.1.6), en multipliargauche paw,((o)* et en intégrant sur tout

I'espace, on obtient le coefficie@y :

Wkr

Cw = EO_g® EO (A.1.10)
et la fonction d’onde, corrigée au prenvedre, s'écrit :
(0) (0) .
ZEr(O) © (A.1.10.bis)

2) E[9 est une valeur propre dégénérée d’ordre n
Soient{ (0)}un ensemble de n fonctions propres corresponddatvaleur propreE(O) La perturbation est
susceptible de lever la dégénérescence, partigiiecween totalitéA priori, on ne sait pas vers quelle fonction
r(0) le systéeme, représenté par une fonctipntendrait pour une perturbation devenant nulle p@uat tout au

plus écrire :

o - Z d, g (A.1.11)

qui, reporté dans (A.1.6) et aprés multiplicatiogaache par¢§i°)*, suivie d’'une intégration sur tout I'espace,
conduit a n équations du type (péat a n) :
> W -e®s;)d; =0 (A1.12)
j
Les relations (A.1.12) correspondent a la rechedgsevaleurs propres et vecteurs propres d’'undaeatrotée
[w], construite sur le sous espa{;éio)}. [w] est en fait un bloc de la matrice [W] congieusur 'ensemble des

fonctions propres ddﬁo. Les valeurs propres de [w] sont les correctiomféhergie au premier ordre. A &

valeur propreE,(il) est associée la fonctioqar(io) = zdij ﬂ(io) (les dijj sont les composantes du vecteur propre
i

correspondant &Y).

Ainsi, si [w] comporte n valeurs propres distingtes trouve n corrections de I'énergie & drdre (SE,(il)) et la

dégénérescence est totalement levée. Elle negliespartiellement si certaines valeurs propres saitiples.
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Remarque 1 : Les valeurs propres et vecteurs papedw] different de celles de [W] et il faut sarder de

considérer Ieswr(io) comme des fonctions propres \de

Remarque 2 : L’énergie moyenne calculée pour ungétiaserait défini pay” est égale 2@ +£EY . En

effet :

o) =0 +[a [w]a]

(E)=(wn

i Y — 0]

Ho +£\N‘t//2> =g© +£z d; d;- <qorg ) ’\N
i

ou [d] représente une matrice colonne contenant les osampeslij. Comme[w][d] =g{ [d]

(E)=EQ +eEY
Finalement, on constate que I'on se raméne au’'cag daleur propre simple en choisissaomme fonctions
d’onde non perturbées I’ensemt{kg(io} défini & partir des vecteurs propres de [w].

Ceci est vrai en particulier pour la déterminaiilenla correction au premier ordre de la foncticonde :

o M) kri 2
Z (0) E(O) (A.1.13)
kDrl

Calcul au deuxiéme ordreE®

Avec H = I—AlO +&W, en utilisant les développements (A.1.5) et ecamservant que les termesagnon obtient :
Wy +Hoyp@ = ERy@ + ERy® + EOp® (A.1.14)
(Si on a affaire & une valeur de I'énergie dégénérg substituera g © lesw/© définis plus haut).

En multipliant (A.1.14) & gauche pa®" ou ¢®", et en intégrant sur tout I'espace, on peut catcif?

W, W,

2 — rk Y Vkr

E _z—(o) ) (A.1.15)
k#r Er Ek

Finalement, I’opérateuY? étant hermitique, I'énergie du systéme perturbéejgée jusqu’au deuxiéme ordre,

s'écrit :

V)|

Er = EI’(O) +(V)rr +z (0) (0)
EQ -E

k#r

(A.1.16)

On peut associer a I'énergie corrigée au deuxiemie= pune fonction d’onde corrigée au premier ardre

Annexe 1.2 : Spectrométrie de vibration (complémes)

Modes normaux
La position de I'atomé dans une molécule polyatomique de N atomes estéegear 3 coordonnée¥ . 3N

coordonnées sont donc nécessaires pour définiédandtrie de cette molécule. Si on ne s'intéressaugu
vibrations moléculaires, il faut soustraire de 88scoordonnées tout ce qui a trait aux mouvemeantssdmble,

soit 3 coordonnées pour les mouvements de rotgfiocoordonnées s'il s'agit d’'une molécule linéaiet)3
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coordonnées pour les mouvements de translation. hesvements de vibration relevent donc de 3N-6
coordonnées dans le cas général et de 3N-5 codédsrttans le cas d’'une molécule linéaire. On paleggnt
concevoir que ces mouvements peuvent étre déarim@en de 3N-6 (3N-5 pour une molécule linéaire)
oscillateurs indépendants, chacun d’eux condugsamntmode de vibration appet®de normalPour caractériser

les modes normaux, on aura tout d’abord recourcaaxdonnées cartésiennes pondérées

g =/mx (A2.1)

L'énergie potentielle peut alors s’écrire

N = Z K o0 (A2.2)
i

avecK; = kij [yymm. kij étant une généralisation de la constante de fodeel'oscillateur simple.

La matriceK de dimension (3N,3N) peut alors étre diagonaletéses 3N-6 (ou 3N-5 dans le cas d’'une molécule

linéaire) valeurs propres non nulles (notd&s) conduisent aux fréquences des modes normaux

1
vi=o K| (A2.3)

Les composantes; du vecteur propre correspondant permettent d'étioordonnée normalassociée a la

fréquenceV,
Q=289 (A2.4)

Chaque mode normal est équivalent & un oscillaieople de fréquenck, et de variable d’élongatio), avec
comme fonctions d’onde (correspondant respectivém@anombres quantiques v=0 et v=1)

W, U exp(—u,lez)

¥, U Q| eXp(—U|2Q,2)

oul, =7, /h.

(A2.5)

Cette approche peut étre illustrée par I'exempleladenolécule diatomique (probleme 1.3) dont I'énerg

potentielle 2V = K(X, — X,)? peut se mettre sous la forme

K
= (m,q; +mya; —+/mm,0,q, —/Mm,q,q,)

mm,
ou encore sous la forme (A2.2) avec comme maltice
kK
= ™ Jmm,
__k LS
m,m, m,

Les valeurs propres de cette matrice sont O (quoretant au mouvement de translation) ket 4 (avec

—_mm

= , masse réduite). Le vecteur propre associé a dett@ére valeur propre a pour composantes
m, +m
2

24



. Finalement la fréquence du (seul) mode normal @shme prévu, égale a
+ m, + m,

V= 2— K/ i et la coordonnée normale correspondante, expriméeretion des composantes du vecteur
T

propre, s'écrit Q = (\/m_2 |~ \/qu)/,/ml +m, = \/Z(Xl =X,). (X, —X,)est appelée coordonnée

interne.

Régles de sélection

Une transition entre deux niveaux d'énergie, agsoaiix fonctions d’'ond¢/ et ¢, n'est possible que si deux

conditions sont réalisées :

- la fréquence/ de I'onde électromagnétique susceptible d'indu@ttectransition doit obéir a la relation
de BohrAE = hv ou AE est la différence d’énergie entre les deux niveaux.

- Le produit scalaire{l// |\7| (0> (appelé moment de transition) est différent de,z‘éj(rétant I'opérateur qui
représente I'énergie d'interaction entre I'oscélat et 'onde électromagnétique.

Spectroscopie infra-rouge (IR): il s'agit de I'interaction entre le moment élégtie 2/ de la molécule et le champ

éIectriqueE de I'onde électromagnétiqu®/ = —[ECOSQIM). En ne prenant en compte quel " mode

normal, on peut toujours écrireﬂ:ﬂO Q| +...00 ,erst le moment électrique permanent

0Q

—

(éventuellement nul) et og— représente la variation du moment électrique setfet des vibrations du mode

normaIQ . Les fonctions d’onde (fonctions propres de I'hiémnien) étant orthogonales, seul le second terene d

[ peut de conduire & un résultat non nul

<wo|%q ) 0 [ Texpey?Q?IQIQ expey’QdIdQ n26)

L'intégrand étant une fonction paire, le momentrdesition est bien différent de zéro.
Diffusion Raman: le systéme est a nouveau soumis a une ondecttegnétique, mais dont la fréquebe se
situe dans l'ultra-violet (fréquence trés différede celles de I'infrarouge). Il apparait un monéettrique induit

o= gE (gétant le tenseur de polarisibilité) de telle sogigen plus de la diffusion Rayleigh a la fréquence

V, , on observe deux raies aux fréquenkgs™V, (raie anti-Stokes) &, +V, (raie Stokes), dues aux vibrations

moléculaires. La raie anti-Stokes étant la plusrigg, c’est cette derniére a laquelle on s’intérasse moment

—

Jda Oda
de transition dépendant cette foisdé= . —— étant différent dei, certains modes actifs en IR ne le sont
0Q,  0Q 0Q,

pas en Raman (généralement du fait de la syméuniéamlaire) evice versa
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Solution des exercices et problémes du chapitre 1

Exercice 1.1.

1) Fonction de carré sommable ;@2¥ +/2/L ; 3) courbes ci-dessous (figure 1.7). On consfaée contrairement

a un systéme macroscopique, la densité de protgabiéist pas uniforme et dépend du nombre quankgBeur
certains points, la densité de probabilité estenull

l'- I” \\\ ! \\
\‘ , \ " 1Y
| I'4 v \
/ "\ \
\‘ I N \ A}
,‘ / " \ \‘
v / A \ \
II I : \ I‘
N h \ \
. /I ;! Vo
II , \ N
' / ) Vo
' ! : \ t
'I I ) \ v
\I ! .' \ "
Vo , v
! ) Vo
' I’ , Vo
') ! \\ \
[ ' Vo
I‘\ ' \ Iu
I’\ . VL
Iy ! \\
’ \I .l \ ‘\
I N N \ \.
/’ \ N vl
i l\ .. \ I'
\ , \
. 'I N R \\“
" ." \\ .7 N N )é
o [L/3 "2 [2L/3 L
Figure 1.7

Les densités de probabilité peuvent faire pendardistribution électronique dans les polyenes ugngs (voir
probleme 1.1.).
Exercice 1.2.

1) V=0 pour @&x<L, V infini en dehors du segment ; \&kx/2 ; 3)V = -e? /(47 r)

Exercice 1.3.

1) (x>:2/L_[OLsin2(km/L)xdx: L/2, la distribution est symétrique par rapport autreermiu segment; 2)

(py)= E (kn/Lz)IEsin(Z ki L)dx = 0 ; il existe le méme nombre de particules se dépladans les deux sens.
| 0

Probléme 1.1. Particule confinée sur un segmedtoite
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i
2m dx?

1) - =EY ;¢ =Ce™+Cye™
2) () =0 d'oti C; = -C;' et ¢ = Csinax (C=2C,)
3) L)=0 d'ouk entier avea? =K/K/L et E, = kh?/8mL?. Se reporter a la fonction d’'onde de I'exercick 1.

2 krx
=.|—sin—.
¥ = 3 L

4) k et k conduisent a la méme valeur de I'énergie et datetions d’onde qui ne différent que par leur sig
s’agit donc du méme état=0 conduit & une fonction d’onde nulle, donc a tat Emexistant.
5) Pour une énergie non nulle, k doit étre nécesysaint trés grand pour compenser la constanteade®Pligurant

dans I'expression de I'énergie (de I'ordre deddnc 16%). Les oscillations d#//|2 sont d’autant plus rapprochées

qguek est grand (exercice 1.1.) ce qui conduit & unteildigion quasi uniforme. Ecart entre deux nivediénergie

consécutifs l{k +ZI)2 - kzlh2 =2h (quasi continuum).

2
6) AE:h—2 dou —m(N -1d?et (A)py =33N 1)(0'/::)
8m(N -1)d?

Pour N=6 et d=1,35 AAd = 300 NM; I'ordre de grandeur est respecté malgré le tamasimpliste du modéle.
Un calcul analogue pour la molécule de caroténetrait que I'absorption se situe dans le bleu. Pentenu
de la largeur des bandes d'absorption (telles setont observées en spectroscopie uv-visible)séeiles

longueurs d’onde qui subsistent se situent dansuige, d’ou la couleur des Iégumes contenant oediécule.

. 2 2 2
7H=-— d_+ d +d—) trois termes indépendants. Les fonctions propoes donc tous les produits
2m dx? dy? dz?
k k, 72
possibles des fonctions propres de chacun deasddrmes : wkx,k K, 2;,/,: L Sln yLWsin ZI_ .
L

Les valeurs propres sont la somme des vaIeursegsaqmrrespondantesEkx,ky’kz = (kf + k)% + kzz)h2 /8mL?.

Exercice 1.4.

W oy 0o _

i il 0:

{2200

Iﬁ{ dof d(élfx)}—lhw dou [X,px] HE(E : opérateur identité)
Exercice 1.5.

0 1) (0
j est diagonale ; valeurs propres : 1, -1 ; vectptopres {0] (J

0 é] valeurs propres : 1, -1 ; vecteurs prop{iyff] et( ]g/\/\;_J

_Oi (I)] valeurs propres : 1, -1 ; vecteurs pro;{ |/\/_] [??\/\/g]
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Ces trois matrices étant hermitiques, elles poseétis valeurs propres réelles. On pourra égalevéeifier que
les vecteurs propres sont orthonormés.
Probléme 1.2.

2 2 . .
]_) a) _h—d—(éj—E(//:O ;w:Cela’x+C-e—|a'x
2m dx
b) he'™ :,Edi(e"”x) =hae™ et pe '™ = -ha e ™. Le premier terme dg est fonction propre de
i dx

f)x avec une valeur propre positi{ga) ; il correspond donc a des particules de vitessitige (se déplacant
vers les x positifs). La densité de particules egpondante est obtenue en calcu|¢ﬂ% avec C'=0, soiiC|2 .

Le second terme correspond a des particules sagddflvers les x négatifs (densité de particul@é}%).

2 42
2) a) Equation de Schrddinger pour les zobest® : —Z—i—‘f -E¢=0;
m dx

n? d%y
our la zone® : —— +(\V,-El =0
p u z om dX2 (O )/I
Y1 = Ce'™ + Ce ™
W, = Ce+ Ce”
Y3 = Ce!™ + Ce '™

b) c, =0 car il n'existe pas dans la régi@ de particules allant vers les x négatifs. En xt@=g,

continuité de :
- la probabilité de présence d'qa(0) = ¢2(0) ; L) = (L)

- la vitesse des particules (donc de leur quardiéé mouvement représentée pard—) d’ou
i dx

dys (0) _ dg,(0) . dysp(L) _ dyg(L)
dx dx ' dx dx
Il subsiste nécessairement un coefficient, par ke, associé au flux de particules incidentes (quipda été

spécifié).

3) a) r est égal au rapport de la densité de particulastdyanchi la barriére sur la densité de partgule
incidentes

N

si L0, alorse?®, &2 _. 1 ; il ne subsiste que le deuxiéme terme du croéuet a 16°4.

b) r :%ex —Z—f:',IZn_iVO - E)}

0
c) E= %mvz, Vo, =mgh et 7=0,0000Q... (systtme macroscopique)

28



« T = 026 (systéme microscopique pour lequel I'effet turpelt exister).

4) a)Vo : potentiel entre I'électrode et la surfageest proportionnel B intensité du courant di aux électrons
franchissant la barriere par effet tunnel.

b) formule (3b) ou L représente la largeur dedaibre donc la distance électrode-surface ; mesése
sensible puisque la loi de variation est une expbelte.
Probléme 1.3.

d?x e o . . .
1) md—2=—kx, équation différentielle du second ordre a coiffits constants, qui conduit & une solution
t

. . , L 1 |k
sinusoidale avec comme fréquence caracterlswquez— —
7\ m

2
2)T= (1/2){%} , V = (1/2)kx?. Systéme : oscillateur ; variable : I'élongation x

Ao hPd® 1, o m2dW 1, L,
H= _ZmﬁJr_kX ; équation de Schrodinger 0 + > kxw =Ey .
d?y . .2 5 d?
. =A H=—-——
) dg? +EY =AY d£2+5
rx o d dy _ _d%  .dy d¢ | ;2. wan
4 =|-— e =- Ty -1 ,d
) CDy ( d£+f][d£+fl//] de? +«:‘dgr Y fd£+<‘l// ou

A

5) Cf)wr :(Ar _])% ; 6Cl//r :(ﬂr +])¢r équivalents 3y, = Ay,
66(6‘/4):(4 —1)(6414) donc |3(//r est fonction propre de I'hamiltonien avec pourwalproprei;-2.

6) L'application de I'opérateur de descerile conduit & un état inexistant, d'oby, =0 (fonction d’onde

d
indiquant une probabilité de présence nulle), ce s traduit parﬂﬂfwozo qui a pour solution

d¢
_g2 ~
Yo =Ae &2 (A : constante d’integration). En reportastdansH ¢, = A, , On obtientle=1, SoitE, = % hv,

. Cette énergie est non nulle. Dans le cas coat@&j=0) on aurait affaire a une particule immobieQ) ; position
et vitesse seraient donc parfaitement définiesésaatord avec le principe d’incertitude.

7) Chaque fois que l'on applique l'opérateur de téen I'énergie augmente de 2 (en unité AJed’ou

E, =(r+1/2)hv,. Ctlpy conduit g O &€/2 . Cyy conduit A, D(zgz _1)9-52/2 _

+00 +oo
8) a) jwidwj = —[(//iz//j ]f: + jdwi ; le terme entre crochets est nul car les fonstigret ¢4 tendent vers zéro

—00

+00
a l'infini. Il en résulte queCij peut s’écrire sous la form§z//j(f+di}pi dé qui n’est autre quBj;.

é
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b) C et D étant des opérateurs de montée et de descerpediigement), seuls les éléments du t@per r et

Dr,r+1 sont non nuls. Le produit scalaifg, |c§|5(//r > =y, Ay, >+<¢/r ||§¢/r> peut aussi s’exprimer comme

Cr+1r Drr+1= 2(r+1). D’ou, d’'apres (@),Cr+1r =Dryr+1 = 2(|' +1)

1 4
2\ uvy arr\ uv,

+0o

c) Commef = %(C‘ + D) et commex = — |—— , il vientxr+1y =Xr+1 =X~/I +1 avecx, = 1 |2nh

9) (Wo|xy,) O Ifze“‘zdf (#0 puisque lintégrand est pair) ; en revancfie, |xy, ) 0 I(ES ~&e <" d¢e (=0

puisque l'intégrand est impair). La fréquence dedasition 0- 1 est simplement égalela

10) Avec le systeme de deux équations ci-dessous
(my +m,)X = myx +myx,

X = X2 _Xl’

2 2
dxj + 1(dxj ou ,u:m (masse réduite).

oo 1
ilvient T ==(m +m,) — | +=| =
2 dt 2\ dt m, +m,
c étant la vitesse de la Ilumiere, la fréquence dansition peut s'écrire comme

\/E =2150cm™* pour le monoxyde de carbone (spectroscopie detii).
U

3/2
k 1 2
1) a= k : f :—(—) —_— ; g :lk_

- valeurs deé conduisant a un élémex{ non nul :
r+1 r-1

- valeurs dg conduisant a un élémexj non nul :

pouri=r +1 j=r+2
j=r

pouri =r-1 j=r
j=r-2

suit :

- les valeurs possibles filsont dona + 2,r etr - 2 ; aucune d’elles ne permet d’aboutir a un éiéingy différent

de zéro.

La correction de I'énergie, au premier ordre, @stadnulle en ce qui concerne le termexgr(puisqu'elle fait

intervenir é(s)rr ; systeme ne présentant pas de dégénérescencaleles de I'énergie).
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b) (Xg)rk = Z Xi Xij Xk
i

valeurs de k conduisant a un résultat non nul

k=1 +30C) 10 =% ek sareaX s =X T+D0+2)(+3)

<) I
k=r+ 1(X )r r1 =X X 2% 2r
XX ey X ra
+Xr,r—1)§ =1r 1Xr,r+1
= xg[(r +2Wr +1+(r +Dr +1+r4/r +1]
3} _
k=r-1 (X )r R ot TR ]

XX -y X
XX -2 %20
:xg[(r +INT +rdr +(r —1)\/F]

k=r-3 (Xs)r 3= X raXar-2%-2r3 = ngl’(l’ —l)(l’ _2)

Par des procédures similaires, on obtient :

(x“)rr =3xg (2r 24 2r +1)

6
c) Le calcul de perturbation au deuxieme ordre peuerme en® conduit él—hx—o(30r2 +30r +11) ; en lui
Vo

adjoignant la correction au premier ordre provedanterme e|x4, on aboutit a une valeur approchée de I'énergie

d’un oscillateur soumis au potent(eg ko + £x3 + gx4j :

2,22
Er:r+lhv0—r+l hv
2 2) “ap,

d) Soitv' la quantitéhv? /4D, . On peut écrire

Vo —2V'=28859
v, —6v'=5668

d’ou 1o : 2885,9 crit ety = 51,9 cm®. On en déduibe = 480 kJ mo'll, alors gue la valeur habituellement

retenue est de 'ordre de 430 kJ MolCe résultat est donc satisfaisant compte tenocadactére approché du

modeéle.
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Chapitre 2

LE MOMENT CINETIQUE EN MECANIQUE QUANTIQUE
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Ce chapitre ne comporte aucune nouveauté quargrapoipes. Cependant, I'importance des problénéssdiix
mouvements de rotation fait que I'on a éprouvéelsdin de développer des outils adéquats : ce s@opérateurs
associés au moment cinétique. Outre la forme depé&steurs, on étudiera leurs propriétés de coatrontet on

déterminera leurs valeurs propres et vecteurs psopr

2.1. Expression des opérateurs associés aux conguss du moment cinétique et
propriétés de commutation
En mécanique classique, le moment cinétique pedeearactériser le mouvement de rotation d’'un negbdr
rapport a un point fixe. Si on désigne |d7ar le ®actui spécifie la position du mobile par rapmartpoint fixe

etpar P sa quantité de mouvement, le moment ciné@igpour expression :

L=rOp (2.1)

Il s’agit du moment de la quantité de mouvemens. d@érateurs associés aux trois composantés det oltenus

en substituant a chaque grandeur apparaissant ldamduit vectoriel son opérateur associé (ixe—x;

p Ei)
Tk
[ =tfy2_,9
iU #/
~ w3 @
L, =2 22 -xZ |, 2.2
y i[zo”x Xo”‘zj (2:2)
[ =2x9 -y2
il & X

Exercice 2.1. : Calculer le commutate{Luz,LyJ

On s’apercoit donc que ces opérateurs ne commpiéant aprés avoir caIcu(éX,LyJ , on déduit les deweautr

commutateurs par permutation circulaire :

.G [=int,
[ 2.3)
[

L'opérateur associé au carré du moment cinétique jm réle primordial :
=2 +2+2
On peut démontrer & 'aide des considérations st@gaqu’il commute aveci.x, T_y ou ﬁz . En multipliant a
gauche la deuxiéme des relations (2.3) i)gr éndditionnant a la méme relation multipliée a chqiar[y
, On obtient :
(20, -C,02 =in(C, 0, +C,0,)

En procédant de maniére similaire avec la troisiéstegion, multipliée cette fois par, , il vient
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20 2 et e
(20, -2 =-inlC, 0, + L0, )
A l'aide de ces deux derniéres relations, combirées (2, - [,[2=0 (L, commute avec lui-méme, donc

avec son carré), on obtient

L2,L,[=0. (2.4)

2.2. Expression des opérateurg , (2 @& en coordonnées sphériques

L, IA.XetI:y

Z A

Figure 2.1

Exercice 2.2. : Exprimer I'opérateur dérivée pdiﬂieo% en fonction des coordonnées cartésiennes xgey,de

leurs opérateurs dérivées partielles (I'angkest défini figure 2.1).

A l'aide des résultats de I'exercice précédenbetpte tenu de la définition habituelle des anglgaipes (figure

2.1), on peut mettre& ,  sous la forme :

~ h o
L, = —— .
: = T3 (2.5)
En définissant les anglés et g1 comme ci-dessous, on peut écrlr.g en fonctionatgleg; :
~ hJd
L, =———
=T 2, (2.6)
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X A

Figure 2.2

(2.6) doit étre exprimé en fonction dket deg grace aux relations suivantes et aux angles débiai la figure
2.2:

X =rsingdcosp =r cosf,

y =rsingdsing =r sing, cosp,

z=rcosd =rsing; sing,
d'ou tang = tang, cosp, etcosf, = singsing;

i ttent d [ |d¢etd— A J =ﬁi+ﬁi btient tant d 2.6):
qui permetten ecacu% o, .v% op, 09 98, 96 , On obtienteportant dans (2.6) :

~ h(cosp @ . , O

Ly=—— —_+sing— :
x itm&% m¢w] @7

~ T
L'expression del, se déduit de (2.7) en transforngeert [¢—EJ :

~ h(sing o0 J

L, =——| —-=—-cosp— .
Yoo (tane op 0 o"Hj 28)

L2 =2+ (2 + 12 etle Laplaciend

Le calcul del, l:y et’, apartir de (2.6), (2.7) et2@&nduit a :

L2 =-n2A
2
avec /1= 12 J + _1 i(sineij (2.9)
sin’6 dg>  siné 90 o6

N est parfois appelé Laplacien angulaire.

L2 peut étre calculé en coordonnées cartésiennetiades expressions de, L, &t établies en (2.2):
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) 2 2 2
L2:—hz{(xz+y2+22)A—{x2%+yzd—+zzd—

2 2
oz
A (2.10)
2 2 2
+2xi+2yi+221+2xy g + 2Xz g +2yz o
X oy oz oy oxoz oyoz
! ! a2+ 2
OUA représente I'opérateur Laplacien égalg + — + —
p p p 9 K A i
oxX _ . X .
En remarquant qu%? =sindcosg =— , on peut écrire :
r
J__ 0 V74 V74
—=X—+y—+z2—
a X & &
(2.10) peut alors étre mis sous la forme :
2
|:2 — _hz rZA_[rij _(ri] (211)
o o

La comparaison des relations (2.9) et (2.11) perdiebtenir I'expression du Laplacien en coordonnées

4 1
(rzgj”—zﬂ (2.12)

sphériques :

2.3. Propriétés générales des opérateurs asso@ésmoment cinétique

Les propriétés qui vont étre démontréegproviennent pas de la forme analytique desaipérs L, , Ly etL

z
mais s’appliquent a tout moment cinétique obéisaartrégles de commutation suivantes :

|C..L,|=int, (2.13)

|C,.C2|=0 (2.14)
ainsi que les autres relations qui s’en déduisanpprmutation circulaire.
Ces regles de commutation définissent en fait umemt cinétique dans son acception la plus géné&tale
globalement, aussi bien le moment cinétique «alrbit qui décrit un mouvement de rotation d’ensembl

(paragraphe 2.2), que le moment cinétique de spinest parfois considéré comme décrivant le mowrerde

rotation d’'une particule sur elle-méme.

Opérateurs de montée et de descente

Soient les opérateuns,  (appelé ultérieurement tqérde montée) ei . (appelé ultérieurement opéraeeu

descente) définis par
L. =L, £iL, (2.15)
lIs obéissent aux régles de commutation ci-apres

|C..C,)= L, (2.16)
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Exercice 2.3. Détailler le calcul du commutat{ﬁu, [Z]

On désignera pagm une fonction propre commune £ ieg associée alexinsapropresi n? et sans

faire aucune hypothése sor et A. On supposera cependant qeiiste une seule fonction propre normée

correspondant au couplelfn). Par application de (2.16) @, il vient:

[Z(ﬁ_wm): [_(Ezz//m)—h([_wm): (m—l)h(l:_wm) (2.17)
Il en résulte quel_y,, est fonction propre de avec paleur propre (m-1) C'est la raison pour laquelle
L_ est appelépérateur de descent®n montre de méme quey,,  est fonction propre gde c poer valeur
propre (m+1)2. On peut donc écrire :

I:—wm = ha—,mwm—l

X (2.18)
L+wm = ha+,ml/j m+1

Commel, etl_ commutent avdd |, les fonctioghs_;,  ¥el, dejZorrespondent & la méme valeur

propreAn2de L? . Deplus._ [, ef, [_ peuvent étre exprimées en fomete L? [2 et

L.L, =L2-L2-7L, (2.19)
Ll =2-L2+nL,

On fait alors I'hypothése qu’il existe une valeuaximum () et une valeur minimunm{’) de m, ce qui est
Iégitime, puisque la projection du moment cinétiquel’axe z ne peut excéder la longueur du vecti®&ierminée
par A. On peut en outre noter que'  doit étre égalnat gpeid'orientation de I'axe z est arbitraire. Il en
résulte que :

Ly =0 et Ly, =0 (2.20)
On fait également I'hypothése que, &t sont les seules fonctions qui satisfont & (2.20).
En combinant (2.19) et (2.20) (i.e.L,¢,, =0 ), on obtient :

A=m(m +1) (2.21)
On peut parcourir la plagen(,m) a I'aide de I'opérateur de montée par pas derilprocédera nécessairement a

k applications de cet opérateur et on s’apercoit(qiten’) doit étre un entier positif ou nul. Alors :
m=-m'=/ et A=AH1) (2.22)

/(égal &k/2) étant un entier ou un demi-entier, positif @l n

Probléme 2.1.

1) Montrer que, de facon généra{e‘/,|li+(//'> = <I:_(// ‘1//>
2) En calculant le produit scalaire<wm_l|[_wm> , montrer qu'éxiste une relation entre

a, 1 €ta. m (voir (2.18) pour la definition des coefficierds eta.).
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3) En appliquant__L, (formule 2.19)#. et en tenant compte du fait qyg est fonction propre a la fois de,

et L2, eten supposant que les coefficienteta. sont réels, calculexy m.

4) En déduire une formulation générale de I'acties opérateur§, @t_ surla fonctign .,
En tenant compte des résultats du probléme prétéddemion des opérateuts, L2 €t, sur les fonctions

propresy, ., (communes B, &f ) s’établit comme suit :

I:z\t/ll,m> = m’i\l/h,m> (2.23)

L2‘¢’I,m> :((ﬁ +1)h2‘wl,m> (2.24)
-/<m< +/par pas d'une unité
/: entier ou demi-entiex 0

W) =00+ =m(m2)| ¢, s ) (2.25)

L.

2.4. Le moment cinétique orbital. Harmoniques sphé&ues
On considére le moment cinétique défini au pardwdg.2), pour lequel on dispose de la forme aitpigtdes

opérateurs (en fonction des angtest ¢). L'objectif de ce paragraphe est de détermindofae analytique des

fonctions propre$w|,m> qui seront notées (4, ¢) et qui néaoatnes que les harmonigues sphériques.

La partie eng des harmonigues sphériques

D’aprés (2.5) et (2.23), on peut écrire ;

LY"(©.¢) :iﬁo.,%nm 6.6) =Y (6.9)

L’équation différentielle e, que représente la derniere égalité, a pour soluti

Y™(6,¢) :%e‘w’ ™) (2.26)

P, (8) esticila constante d’intégration et sera appelé&ieurement polynéme associé de Legendre.gtedr

1
\/2— a été introduit pour des raisons de commoditéderf & rejeter la condition de normation dafs ).
T
Dans tous les casy," (8,9 + 2m) doit étre identiquer &(4,¢) , defi¥ =eM?@*27 e qui entraine :

em@m) =1

Il en résulte quen est un entier ; par voie de conséquer@st également un entier. Cette propriété s’apel

moment cinétique orbital. Les valeursrdet /peuvent étre des demi-entiers si on se référecament cinétiqu

de spin.

La partie en@des harmoniques sphériques : polynémes de Legendre

La combinaison de (2.7) et (2.8) conduit a :
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¢

et permet de calculep,’  en appliquant la reIathm/ @,¢)=0

2 i J . J
L, =he?| + = +icotand— 2.27
R a—Y oo

Cette derniére relation se traduit par I'équation :
iang| AP/ :
he'(*D? [d_é - ¢ cotard P/ } =0

Il existe une équation différentielle relativeRi(¢) ui @ pour solution :C/sin*# olC, est une constante

d’intégration. Par conséquent :

Y/ (6,¢)=C/ L %sin' e (2.28)

Vorr

La constante d’intégration peut étre fixée en inapbjue chague harmonique sphérique soit normée ksur

sphére unité » (ou plus simplement normée par rappses variables),
2m o1t 2
4 H —
J'O J'O v/ [ sin6 dgdo =1
ou J'O”(P/ @) sinato =1
Le signe deCc; sera par convention celui de'(-1)

Les autres fonctions de type™ , aves/, se déduisent de la formule (2.25) par applicaoocessive de

I'opérateur de descente_ et normation sur la spingité.

Trois propriétés importantes des harmonigues spjués

1) Etant fonctions propres, a la fois de, et Hé es lharmoniques sphériques sont nécessairement
orthonormées (tout couplém définit un état non dégénéré) et constituent wgtesyge orthonormé complet par

rapport a toute fonction dépendant des deux vasadhgulaireg et ¢.

[ [/vrie.g) v @ )sin6 dpd6 = 5,8, (2.29)

2) Si on considére le conjugué complexe de laiogla2.23) et en tenant compte de I’expressionl.cteen

coordonnées sphériques, on obtient :
(Lszm ) = mh(Yzm )
noler] anfo)
i dp !
ou encore Izd%n[ = —rTVz(ng)*

qui peut s’écrire
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et peut étre comparée a :
LY, ™ = —may, ™™
Il s’ensuit que :
) = vm) (2.30)
ol £= +1 ou -1 reste a déterminer. Pour des raisonsdgatibilité avec le mode d’action des opératelars

montée et de descente, on peut s’apercevoieqgiog étre égal a (-I) ce qui permet d’écrire finalement

1 .
Y"(6,9) =——€e™P"(6)
V2n (2.31)

Y™ (6,¢) = (—1)"‘%6‘”” P"()

3) Le produitcos @ Y,” étant une fonction angulaire peufjdars étre décomposé sur la base des harmoniques

sphériques :

gime
cosdY," = > a, nY,* = ¥ a, , —PR™(6) (2.32)
/bzrnl 1 ‘1 /bzrnl 1 '\/ZT 1

Chaque coefficient de ce développement peut saleakk I'aide des propriétés d’orthonormation dasitoniques
sphériques :
Wy = fO" fozn Yl’lnl*(cos 0Y™) sin 8dOde =

21 eitm=m1)e

Iy F——de x [ BI""(8)P["(8) cos 0 sin 6 df (2.33)
L'intégrale eng n'est différente de zéro quersFmy ; il en résulte que le développement (2.32) sédimux
valeurs dem; égalesmet se simplifie en

cosOY" =¥, a, V! (2.34)
On a coutume de dire que™(8)  est un « polyndme deéédegri.e. composé de termesas'™" 6 sin” 6 (avec

0<r</), donc pouvant se mettre sous la forme

l
P"(@)= he'’
r=—¢
On peut se convaincre de cette propriété en Camidli(gf (qui est effectivement esin’ 6 ; voir (2.28)kat

lui appliquant par pas successifs 'opérateur deeiate.,_ = he ¥ (—;—9 + icotand %) ;—9 . ;—9 ne modifie pas

o
%% est de

sin 6

le « degré du polyndme » puisqu’il transforme umusien cosinus ou vice versa. De mémen 6 =

« degré zéro » :

cosé

= =cos'*" gsin" o
sing

cos’ " Gsin" @

En revanchegos §  pouvant s’écri(e"g + e‘if’)/z cos@ P est une combindiséaire de deux polyndmes

de degré&+1 et de degré-1, avec pour conséquence une nouvelle réductiaédeloppement (2.34) :
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cos@Y," = a,, Y +a,,Y" (2.35)

Table des premiéres harmoniques sphériques
Probléme 2.2.

1) A I'aide des procédures décrites précédemmaéati|iél'expression de, ¥ etY,

2) En utilisant d’une part la forme analytique de (I:_ = he"i¢(—%+ icotan@o%]) et d'autre part la formule

représentant I'action de._  sur une harmonique sqbér(ﬁ_ng =h\/€(€ +1)-m(m-1)Y," "), en déduire
I'expression de ¥, ¥ ety,

3) Compléter la liste des harmoniques sphériques {xd et/=2 en utilisant la relation qui existe entyg" et
Yo"

4) Soient deux fonctions d’onde orthonormées (et Montrer que(y +¢')/v2 ety -y')/v/2 sont deux

nouvelles fonctions orthonormées.

a) Utiliser cette propriété pour construire aipate ;! ety,* deux nouvelles fonctions orthonormées

et réelles que I'on pourra notex}{et {y} par référence av,° que l'on pourrait notez.{Pourquoi cette

dénomination ? Les fonctiong}{et {y} sont-elles encore fonctions propres Hé Let ?
b) Procéder de la méme maniére avec Y,?, d'unegpart , v,* d'autre part. Montrer que I'on

construit ainsi 3 fonctions d’'une méme famille, djoa peut noter &y}, { xz et {yz. S’assurer que la quatrieme
fonction peut étre notéed-y?}.

5) A l'aide de la relation (2.35) et des propriédésthonormation des harmoniques sphériques, Elbes deux

coefficientsa, eta, intervenant dans le développerdentosgY,’ .
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1 1
Yo =———— 2.36
ey (2.36)
\ =$ie*i¢£sin9
2ir 2
T (2.37)
Y =—=—.|= cos#
2\ 2
V32 __ 1 e Esinz P
21T 4
1 ; 15 .
Vit =5——_e*"? Y sinfcoss (2.38)
2 N2 2
vp =1 Y10 30241
2mr 4

Le rotateur

Probléme 2.3.

1) On considére une particule de massa une distanced’un point fixeO et tournant a la vitesse angulaive
Exprimer le module du moment cinétique en fonctitenew, puis I'énergie cinétique en fonction du carré du
moment cinétique et du moment d’inetti@=mr?). En déduire la forme de I'opérateur hamiltonien.

2) Quelles sont les valeurs de I'énergie et lestions propres qui leur sont associées. Indiquetelgré de
dégénérescence de chaque niveau d’énergie.

3) Sachant qu’une transition peut avoir lieu edegax niveaux auxquels sont associées les fonatiomsle ¢ et

¥ a condition que le produit scalai(e’ [cos 8¢ ) soit différdatzéro (les fonction &' dépendent des

angles polaire® et ¢ des coordonnées sphériques), déterminer si upetri@hsition est possible entre le niveau
fondamental et le premier état excité. Le cas éuhéapliciter la fréquence de cette transitiorserfondant sur
la relation de Bohr4E=hv).

4) On considéere alors la rotation d’une moléculgatique de longueur En désignant pam etm, les masses
des atomes, montrer que I'on se raméene au prold@sguestions précédentes a condition de subdatnessse
réduites=mump/(my+np) & la massen. Calculer la fréquence de la transition de rotatle la question (3) dans le
cas de la molécule de monoxyde de carbare=0,128R). A quelle région du spectre électromagyueti

correspond-elle ? Quel peut étre I'intérét de cgtiectroscopie de rotation ?

2.5. Le moment cinétique de spin
Probléme 2.4,
Le moment de spin est le moment cinétique propueaparticule (qui peut étre considérée comme iiatrie
mouvement de rotation de cette particule sur efeag). On ne connait pas la forme analytique desmtpés
associés a ses composan.ﬁgs’,?y, S,, ni, par voie de conséquence, la forme analytipsefonctions d’onde. En

revanche, on connait les valeurs propres de chdesropérateurs ci-dessus et on particularise générat
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l'opérateurs, . On s'intéresse en premier lieu an sigil'électron, ce dernier est dit de spin ¥z pgreeles deux
valeurs propres de |'opératesr, sofft et #/2. On noterdqa) €fB) les vecteurs propres correspagada

1) Ces deux valeurs propres sont-elles en accad lag propriétés générales du moment cinétiqumésanique
quantique ? En déduire que) ¢p)  sont egalementiémiscpropres de I‘opérateLﬁ:S2 = éf +§§ + ézz et
indiquer la valeur propre correspondante.

2) La matrice associée a un opératédur , conssuiteine base orthonormég}, a pour élémens; le produit

scalaire(g |,5{ @; > . Construire sur la ba@mﬁ) la matrice #ssdcl'opérateurs, (I'une des trois matrices de

Pauli).

3) Déterminer I'action des opérateuls =S, + IS, sur leseuerst| ) et |B) . En déduire les deux autres

matrices de Pauli, associées respectivement a Sy et

4) A tout moment de spi  est associé un momenhgtagie 2 qui lui est colinéaire et proportionngl = 5

(yest appelé rapport gyromagnétique et dans lewcapid électronique est égalei2m ; e : charge électrique de

I'électron , en modulem: masse de I'électron). Sachant que, classiquerntiénergie d’interaction entre un

moment magnétiqué et un champ magnétiéue est fberhe -1 B , établir I'expression de I'hamiltonien

H régissant le comportement d'un spin électroniquemss a un champ magnétique statidsedirigé selonz
En déduire les valeurs propres et les fonctionpnesodeH . Sachant que de fagon générale une imanséut
avoir lieu entre deux niveaux associés aux fonstipat @s'il existe un opératem? tel qye |\7| p)  soitdifférent

de zéro, déterminer le (ou les) opérateur(s) resdalas d’une transition entre les niveaux d’éngoggeédemment
établis (résonance magnétique).

5) On étend les considérations de la question gefté au cas d'un spin 1 (que possédent certayasuro

atomiques commé&H ou 14N). Les vecteurs propres de I'opératesy seronését) , [0) et|-1) et

correspondent respectivement aux valeurs prapre®t #.

a) Calculer les valeurs de I'énergie lorsqu’ursfih est placé dans une induction magnétiquedBigée selon z.

b) A l'aide des opérateurs de montée et de descemstrer que<1|§x|0> et<0|éx| —1> sont non nulles et en

déduire I'existence de deux transitions dont oouwdata la fréquence.
6) On revient au spin 1/2 et plus particulieremmntspin des deux protons de la molécule d’eau.uppasera
que la transition qui a été considérée en (4) domigsance a une raie fine constituant le speetri@ébonance

Magnétique Nucléaire (RMN) des deux protons deul'edoit un cube rempli d’eau placé dans un champ
magnétiqueBp.

a) Quel est le spectre RMN pour un champ magnéBgymrfaitement homogéne ?
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b) Quel est le spectre RMN pour un champ magnétigueariant linéairement dans la direction d’'une déses

du cube Bo(X)=Boot+gX ; la quantitgy est dénommée gradient de champ). Montrer quesigtrgpest une réplique

de la forme de I'objet.
c) L’expérience précédente correspond au princgé€lahagerie par Résonance Magnétique (IRM). Qutle

spectre obtenu pour un tube rempli d’eau et comapbgn son centre un cylindre d’'un matériau dépodesspins
nucléaires (simulation d’'un membre) et un chaBy{X)=BootgX (On supposera que la directiof est

perpendiculaire a I'axe du cylindre) ? Comment paitdon obtenir une image a trois dimensions ?
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Solution des exercices et problémes du chapitre 2

Exercice 2.1.

De facon a éviter toute erreur, il est recommaridgpdiquer le commutateur a une fonction quelcongue

_hz(ya _]( W _ aij( a_xzj(yﬂ_w_zﬂ_w]:
a2 "IN X & )\ x &

hz{_yd_l//_ oy, O, 2O _ O O 0% O

yz + Xy - Xz +yz -z - Xy

X Xz 72 ox¥ ooz Xz Xy or?
+xdw+xzdw} Ih[dyd]w
& oyor & kK

dou  |C,L,|=inl,

Exercice 2.2.

+

Avecx =r sindcosp ety =r sindsing, eti = (ﬁJi (ﬂ]i , il vient :

op \dp)ok \dp)H
J J d__ 0 0
e =(- rsm«95m¢)& +(r smecosyﬁ)g = XE v
Exercice 2.3.

Le commutateur possédant la propriété de linéamitdgeut écrire

Co L= [ L6, £ =—inE, ~L, =40
Probléme 2.1.
1) Comme L Etliy sont hermitiques, on peut écrige|(L, +iI:y)tﬂ'>:<I:Xw‘zﬂ'>+i<liyw‘w'> et en regroupant
(=il wlw)=(Colp).
2) <Iﬂm-1||:-lﬂm> =ha_,, que I'on peut également écrire :

< NI/ ‘wm l//m|L+wm—1> _ha+ midota_ = a:—,m—l :

3) Ly =h’a, ga_ ., =i, m|2, qui  peut également  s'écrire  (formule  2.19)

(I:2 -2 —h[z}pm = hzlé(ﬁ +1)-m? - mJ dou: a,n = J0(¢+1) —-m(m+1) (en faisant le choix de quantités

réelles pour les coefficients eta.)

) Ly o =000+ -m(M£D) ¢, 1

Probléme 2.2.
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1 1
1) vl =coh/y aveccO) [singde=1 dolVy =——=——
) Yo Cotl/ ZIT) (O)IOSII’I 0 \/ZT\/E
De fagon généraIeC|| est tel qu&,')zjoﬂ(sin6)2'+1d6 soit égal a 1. OtermoA, lintégrale

J'Oﬂ(sine)z' Sin&@ . Par intégration par partiesi (= (sin 8)% ev=SIiNGd@ ), on montre shfiisulté

aue A_2|+1

A_ .CommeA, = 2 ,onendéduitqde = 4/3 A, =16/15

: 1_ . , .
Yl = C11(1/,/2n)e'¢ sing avec C; —\/§/2 et comme le signe @  est celu{d¢' , iltvien

Yl=- e'? \/_sme
! \/277
Y2 = c2(/Var p?* sin? 6 avecC? =15/4 | douv? = e?? \/_sm 26

\/57
) 1 1
2) Lyt =n2y? et he""’(—% + icotarﬂg—;} = h@/@)\@ cosd

dou Y, = %\/gcose

. 2 2 .
LY2 =20y} et he™ - %% L icotarg 22 =—h—1_e? [15singcoss
a6 g var
dou Yy = N \/_smecose
Nam
ol oG o3 s V15
L vl =neyl et he'?| —ZZ +jcotard—2 |=h——e'Y X==|Z0s H-1
dou Yy =— 1 \/_(3005 0- 1)
N2 4
- * o 1 g3 a1 .15
Y, "==D"Y,") s douY,t=——e" Xsing, Y, =——e? X ZsinGcosh
) / (k ) 1 \/ZT 2 2 \/ET
etY,? = e 2 \/_sm 2g

_\/Er

4) <% W +u) ‘% W +¢-)> =1 sachant quéy [y = (y'lp)=0 (méme raisonnement py:%v(lﬂ -¢) A

l'aide de considérations similaires, on montre gee deux nouvelles fonctions sont orthogonales :

1 NE PN
<E(lﬂ+lﬂ)\/§(l// l//)>
a) Y\/:Yl :\/_ 3S|nt9cos¢ {x}

46



YEHYE

R

alors queY,’ = — 3 5 cost = {z

r

On a utilisé, quand il le fallait, un facteur deduate 1 de maniére a rendre réelles les nouvellestitms (et a

3 —sindsing = { }

s'affranchir d’un signe -). Ces trois fonctions &g mémes coefficients et présentent la mémeitonangulaire

que X, y, z exprimés en coordonnées sphériques,ldio nomenclature. On a combiné des fonctionpresode

~

L2 correspondant a la méme valeur propre ; elleemedbnc fonctions propres d¢ .En revanche, dgistie

fonctions propres deﬁZ correspondant a des valeomes différentes. {x} et {y} ne sont donc plusnfdions
propres del,

b) En procédant de fagon similaire

Yz_ _Y2 15
= sm&cos¢cos€ { }
\/_ ,/
Y2 +Y, 1 1 |15
= S|n95|n¢cost9 {yz}
\/_ ,/
Y Y2 - 1 15s|n€s|n¢SInHCOS¢ { }
iz

YZ+Y,2 1 1 150, a2 2 2
2 2 -_— = |=(sin?@cos® ¢ —sin®Gsin® g |=1x> -y

5) cos@Y. = a,Y. +a,Yy, ou, en faisant intervenir les polyndmes de drefye correspondants :

\/;c 6= az\/4_(3:oszt9 1)+a0\/_

2= \f 0 cos? 6(z0s 6 - ])sin@d@:%
ag = J'\/i—coszﬁsmé?dé?—\/5

Probléme 2.3.

Du fait de I'orthonormation des polynémes de Lredye :

1) Moment cinétique L = rm(ar) = mr?w  (voir figure 2.3); Energiedtique :E, = (1/2)m(ar)?

2 L2

r = L doncE; = >
mr 2mr 2I
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v=r (do/dt)=cr

a -
\5 ____________
O=Z 3 m
Figure 2.3
"2

L'énergie potentielle étant nulld =E

2) Valeurs de I'énergie : valeurs propreslAdQe miitgs par (1/D :

_ (0 +Dn?

E,
¢ ol ,

¢=0,1,2...

Fonctions propres associées a cette valeur dadjiney,” pour £<m< +¢ ; d’ol une dégénérescence de degré

(20+1).

3) Transition entr&o,=0 et E, = #2/I si I'un au moins des trois produits scalag@isants est différent de zéro :

<Y0° ‘cosé?{ll> ,<Y0° |cos«9¥1°> , <Y0° ‘coséN{l> . Le premier et le dernier de ces produitsastes sont nuls du fait

1 37 . 2
de l'intégrale eng. En revanche<Y00 ‘COS@Y10> :E%Io cos’ HSIHHdHL d¢ =1/4/3 ; Ia transition est donc

permise et a pour fréquence= h/(47)

4) Soientr; etr» les distances enti@ (centre de gravité) et les deux atomes de nrasstm, respectivement.

E. :%ml(rla))2 +%m2(r2a))2. AVEC I1+1,=T et myri=mpry, il vient ry=mpr/(my+my) et r=mur/(my+my) et pour

I'énergie cinétique E_ = (1/2)u(wr)®  offFFmume/(mu+my). Pour le monoxyde de carbone, on troww&16 GHz

(domaine des microondes). Ayant déterminé expétiabement cette fréquence, on peut en déduire leenbm
d’inertie, donc la distance interatomique. La spestiopie de rotation ou spectroscopie microondesaypratique
a l'état gazeux (puisqu’on fait I'hnypothése d'unelétule isolée) constitue la méthode la plus peégisur
atteindre la géométrie des molécules. On peut ggadenoter que des spectres de rotation ont puléteetés au
moyen de radiotélescopes sensibles permettant diiggintifier certaines molécules existant danspace

intersidéral.

Probléme 2.4.

1)m=-1/2 et +1/2. Comme’ < m< +/ et varie par pas de [ly) |gf)  sont tous deux vexigopres des?

avec pour valeur propre (3/4)

2)<a|§z| a)=nl2 <a|§z|ﬁ> =0, <,B|§Z|a>; <,3|éz|ﬁ> =—h/2 d’ol la matrice associée &,  construite sur la
1 0
base &,5) : [SZ]=(h/2){0 _J
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3) §+|a'>:0; é+|18>:h| a S|a> il B); S|,3> 0. 0n en déduis, | = ( h/z{ } e[IS] h/z{ _OI}

4) H =-yB,S,qui a pour fonctions proprefr)  €B) associéesentsgment aux niveaux d’énergie

( =By /2) et (;Boh 12) . (U|S |,6’> #0 , une transition peut donc étre induite par einde électromagnétique (ou

plutdét un champ magnétique alternatif) polarisé@sel ouy, les opérateurs responsables d'une telle transitio

pouvant étreS,  ouS,
5) a) les niveaux d’énergie ont respectivement paleur yBo#, 0 et)Bofi.

b) é+|0> =\/E|1> et é+| —1> =\/_2| 0> d’ou deux transitions identiques de frémes/, = y B, /27 .
6) a) un seul pic fin.

VBoo + WX

5 erinayaue I'abscissk corresponde
n

b) une succession de pics a la fréquenge&) =

a une tranche élémentaire perpendiculaire a lactiire X. Comme chacune de ces tranches élémentaires
correspond a la méme quantité d’eau, ces pics ssie@nt la méme intensité. En fait, il s’agit @’continuum

et le spectre se présente sous la forme d'un mgetafou d'un carré) compris entre les fréquences

Vo = M et vy, :M ouXz et X2 sont les abscisses des deux faces opposées dycfube
T /4
figure 2.4).
BotgX
~\”‘\\1300
<€ <€ t
X X2 X1 0 VvV Vo2 Vo1 Vo
X 0
Figure 2.4

¢) En utilisant le raisonnement précédent et esetant que les tranches élémentaires correspoadent
des quantités d’eau différentes, on constate gspdetre d’'un tube totalement rempli d’eau se mtéssous la
forme d’'un demi-cercle. Avec un cylindre en sontomnce demi-cercle comporte une interruption dant
dimension correspond au diamétre du cylindre. Wmage tridimensionnelle peut en principe étre retraite a

partir d’expériences effectuées a I'aide de gradide champ appliqués dans les trois directiod®dpace.

49



Chapitre 3

L’ ATOME
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3.1. L’atome a un électron
A priori le systéme est constitué d’'un noyau dergbalectriqueZe (Z=1 pour I'atome d’hydrogéné, > 1 pour
les ions hydrogénoides) et d'un seul électron degeh-e. Compte tenu de la différence de masse royrau et

électron et de la nécessité de faire intervenimésse réduitey = Mmy(m+M) (o et m sont les masses

respectives du noyau et de I'électrgmalse raméne & avec pour conséquence que I'on peut considéresyau
comme fixe et, partant, ne s'intéresser qu’au cateptent de I'électron (approximation de Born-Oppsnter).
Le systéme a prendre en compte est donc I'électaumis a la seule interaction coulombienne (éstdtique)
de la part du noyau ; les variables ne sont agueses variables de position de I'électron paposipau noyau
(pour des raisons de commodité, on utilisera lesdamnées sphériques). L'objectif de ce chapittee@sre autres,
la détermination des valeurs propres et fonctiongnes de I'hamiltonien qui a été établi au chapltrexercice
1.2) et qui peut s’écrire

n? . Zé

H=-——24
2m  ArEgr

(3.1)

Les valeurs de I'énergie (valeurs propresi:ﬂe ) pent en particulier de calculer les fréquencesdmsitions
électroniques alors que les fonctions propres, gesisous le nom d’orbitales, interviennent dart®iestruction
de fonctions d’onde approchées qui permettent deoarles propriétés des atomes a plusieurs électoo des
molécules.

L’équation de Schrddinger issue de (3.1) s’exprphes simplement par le biais des unités atomiques)(qui

sont essentiellement :

- le Bohr pour I'unité de longuela, = 47,72 /mée? = 5310 'm aq: rayon de la premiére orbite de
Bohr)

- le Hartree pour l'unité d’énergie, égal a deoisfl'énergie d’ionisation de I'atome d’hydrogéne :
me*/ [(47150)2h2] = 43591087
Exercice 3.1. : Exprimer en unités atomiques I'égmade Schrddinger décrivant le comportement die¢tron

dans I'atome a un électron.

On aboutit &

1 z
MY ERY (3.2)

3.2. Apercu sur la résolution de I'équation de Sabdinger (atome a un électron sans tenir compte
du spin)

En insérant I'expression deen coordonnées sphériques (formule 2.12) dangdt@n précédente, il vient
111 9( ,0 z 1 ~
- = |rce=||l-=+—L =E 3.3
{ z[rz d’( d’ﬂ r 2h2I’2 }‘/l Y ( )

Exercice 3.2. En se fondant, entre autres, suptéssion (3.3), montrer quél, iz etl?>  commutent.
Comme H, f_z etL? commutent, ces trois opérateurs doivent tidmle méme systeme de fonctions propres. Les

fonctions propres communes g et L2 étant les harmonigpkériques, on peut envisager comme fonction
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propre de [I'hamiltonien: ¢ = R(r)Y,"(6,¢) , ou [I'harmonique sphéeq Y,"(6,4) est telle que

L2Y™ = n20(0 +2)Y,™ et LY, =#mY™ . En reportangdans (3.3), il vient

{%i[rzm}[zg 2z _de+ )}R( )}Y/ 6.4)=0 (3.4)
re dr dr r?

qui conduit & une équation différentielle relat&v&(r), justifiant ainsi la solutiony = R(r)Y,"(6,¢) . On peut

montrer que la résolution de cette équation difféele enR(r) ne conduit a des solutions physiquement

acceptables (fonction non infinie pous © et nulle pour £ «) que si I'énergie est de la forme

2
E=-1Z

2 n? (3.5)
oun(entier>0)=/+1

La partie radiale des fonctiong dépend donc des deux entierst 7 ; un calcul complet fournit les fonctions

suivantes pour les premiéres valeursi@¢/¢ (ces fonctions sont exprimées implicitement en)u.a

1 _
=29 L o-21)
1 _
2\/_( )
R, =z32_1 (1—EZr+£erzje_Z”3 (3.6)
30 3/30 37 27
Ry, = 232 8 Zr_Zznz o213
* 27J6 6
4 )
R _Z3/2 erz Zr 13
peze i)

3.3. Nomenclature des états de I'atome a un éleatr. Orbitales atomiques

Les fonctions d’onde ainsi obtenues :

Wosm = R (NY(6,9) (3.7

sont appelées orbitales atomiques. Elles sontiforepropres a la fois déd, LZ etl? . Elles sont orthonorneges

comme par construction

7T 27T m 2 .
jo jo ‘Y/ (9,¢)\ sing dodg =1,
la partie radiale doit étre telle que :
roRn((r)zrzdrzl (3.8)
A

Les coefficients de normation de (3.6) sont cakgléice aux intégrales eulériennes de formule géner

o - al
Io poePdp = e (3.9)

ou a est un entier positif ou nul.
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Exercice 3.3.

1) Dériver par rapport al'intégrale du membre de droite de (3.9) puis,yacalcul itératif, démontrer le résultat
donné par (3.9).

2) En partant deR;y = Njge ™ @R, = N, (2-2Zr)e™®/? , calculer les coefficientsidenationN,, etN
gue I'on retrouve dans (3.6).

Un état dépend donc de 3 nombres quantiques enti€etm qui sont déduits respectivement des valeurs psopre

de I'hamiltonien, de celles dé et de cellesf.ge

* n: nombre quantique principah;> 0, déduit de la valeur de I'énergie ;
* ¢ : nombre quantique azimutal ¥ < n-1, déduit de la valeur propre de I’opératé:ﬁr ;

* m: nombre quantique magnétique¢ <-m< ¢, déduit de la valeur propre de I’opérateﬂy

On utilise généralement la nomenclature suivante :
N Xm
oux=s,p,d,f pour/=0,1,2,3.
A I'exception du niveau fondamental € 1,/ = 0), I'énergie est dégénérée.

Plutét que les orbitalgs, p_, i, , on peut utiliserddstales

p, = (P - py)/V2

py =i(ps+p4)/V2 (3.10)
Pz = Po
(voir probléme 2.2) qui sont toujours fonctionspmes deH etdé® mais qui, a 'exceptiongle  , nésos

fonctions propres déz P, €, sontcependant fonefwopres des opérateuf§ fq,t respectivement.

De méme pour les orbitales d :

dy, = (dy —dy)/V2
dy, =i(d; +d)/v2

4,y =(d;-)/[V2) (3.11)
de_p =(dy +d)/2
d.=dg

(voir probleme 2.2).

Exercice 3.4. : En se référant au probleme 2.2(216, montrer que

1) 2p, 2py et 2, ont le méme comportement vis-a-vis, respectiventsg axes, y etz
2) qu'il en va de méme poudgy, 3dxz 3dyz vis-a-vis, respectivement, des platysxz, etyz Montrer enfin que
dxz_y2 se comporte du point de vue des variables angalammme X?-y?) mais qued_. se comporte en fait

comme 82-1).
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Enfin, pour tenir compte du spin électronique, mnaduira un quatrieme nombre quantigue= +1/2 ou -1/2, ce

qui conduit aux spin-orbitales :
W e mm, = Ro (0.Y,"(6,0) 771, (3.12)

a pourmg=1/2

ot 77 représente une fonction de spiny, = {ﬁ 12
pourmg= -

Le diagramme des niveaux d’'énergie électroniques dicas de I'atome d’hydrogéne est représentéssals
(figure 3.1)

E A
O _________
n=3 -1/1€ 3s, {3p}, {3 d}
n=2 -1/8 2s, 2p1, 2po, 2p1
n=1 -1/2 1s
Fugure 3.1

On peut remarquer que
1) plusn augmente, plus les niveaux se reserrent, I'éneegtant toujours négative,
2) le niveau & est trés profond ce qui correspond a un étatstedsde lorsque I'atome d’hydrogéne est impliqué

dans une liaison chimique.

3.4. Représentation des orbitales atomiques
Il est important de connaitre (de visualiser) |lasi électronique, déduite du carré des orbitatemiques,
puisque celles-ci seront utilisées lors de I'édifiocn des orbitales (moléculaires, de liaisonui)germettent de
décrire les liaisons chimiques. L’existence d’ua&sbn chimique est en effet gouvernée par la t&gtctronique
entre les atomes impliqués dans ces liaisons.
La forme des orbitales atomiques - produit d’unecfmn radiale et angulaire - permet, dans un pgememps,
d'étudier :
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« ['évolution de la densité électronique en fonctida la distance au noyau par I'intermédiaire de
IRy (1)

» les propriétés directionnelles de cette distribugétectronique, par I'intermédiaire du carré du oled
de la partie angulaire, so‘vfm(e,;ﬁ)‘z . Elles sont primdefialors de I'édification d’'édifices

moléculaires puisque ceux-ci ne relevent plus deylaétrie sphérique effective qui caractérise
I'atome isolé.
Enfin, on envisagera des représentations « glolatiescarré de la fonction d’'onde, qui traduisesmi@la la fois

les propriétés directionnelles et 'importance @eénsité électronique en fonction de la distancecyau.

Etude de la partie radiale

La quantitéRn/(r)2 représente la densité de probabilité corresponddat présence de I'électron selon une

direction donnée.
Elle est représentée sur la figure 3.2, en fonadem exprimé en u.a., pour les fonctions d’ondeespondant a
n=1 et 2 (a I'aide des expressions (3.6)) pot, atome d’hydrogéne

n RP10 (18)

0.45 -
0.4
0.35 -+
0.3 +
0.25 -

0.15

> r(ua.)
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On constate :

R22,1

0.025

0.015

0.005

Figure 3.2

que la densité électronique au noyau est non palle Iset 5 ; cette propriété, inconciliable avec le
modéele de Bohr, est vraie pour tous les é&ats

qu'il peut exister des noeuds de probabilité.

que la courbe de densité de probabilité est pktalée » poun=2 que poun=1. Cette propriété est
générale : plus le nombre quantique principal &stés plus I'électron est en moyenne éloigné du

noyau.

Exercice 3.5.: Calculer la valeur moyennerddistance noyau-électron dans I'atome d’hydrogéngour les
états &, 2s, 2p et 3.

Une autre représentation, peut-étre plus figuratiuesqu'elle fait abstraction des propriétés dimutelles,

consiste a calculer la probabilité de présenceeatdnx sphéres de rayanstr+dr. Cette quantité, notg#r) et

appelée densité de probabilité radiale, s’exprimmpement par :
P(r) = r*Ry, ()’ (3.13)

La simplicité dep(r) tient au fait que les harmoniques sphériquessomhées par rapport a leurs varialfie ¢

(voir paragraphe 2.4). La densité de probabilitkale est représentée figure 3.3 pour les premintsales. On

remargue que(r) est nulle au noyau pour les états s, ce quitestrdplement au facteuf dans (3.13).

r2R?
A
0.6 -

0.5 +

0.4

0.3 +

0.2

0.1 +
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Figure 3.3

On peut noter que le maximum de la probabilité aledipour une orbitaleslse situe a 1 u.a., distance égale
précisément au rayon de la premiére orbite de Bdhipeut également remarquer que la longueur awlécule
d’hydrogéne (H-H : 0,74 A ; valeur expérimentals) égale a une fois et demi le rayon de la prentgsite de
Bohr.

Etude de la partie angulaire

La représentation polaire est la plus utiliséee Ellest cependant pas figurative en ce sens quidligue
exclusivement les propriétés directionnelles dégales. Elle consiste a définir un segment domohgueur est
proportionnelle au carré du module de la partiauaige et & donner a ce segment I'orientati@g), & et ¢ étant
les angles dont dépend la partie angulaire denletifin d’onde (figure 3.4). On joindra ensuite éagrémités de
ces segments de facon a obtenir une courbe (owsunfece) continue. Du point de vue directionnellsées
nombres quantiquesetm importent, le nombre quantiquene figurant pas dans la partie angulaire desaidsit
Les considérations qui suivent s'appliquent dotmudes les orbitalesquelle que soit la valeur ahe a toutes les
orbitalesp quelle que soit la valeur dheet a toutes les orbitalesguelle que soit la valeur ae
4 . 2

partie

«— | angulaire

\ 4
<

Figure 3.4

Orbitales s

La partie angulaire étant constante (égaﬂ,é@‘r sutface joignant les segments, dont la longueuésemte

son carré, est tout simplement une sphére. Lahlitiin électronique est de symétrie sphérique.

Orbitales p

On a vu précédemment que les comportements detéiterp; par rapport a I'axe, de I'orbitalepy par rapport a
I'axey et de I'orbitalepy par rapport a I'axe, étaient identiques. Il suffit donc d’étudier leide ces orbitales, par
exemplepz, et de transposer le résultat ainsi obtenu aux detres directions. On remarque que, a un facteur
numérique pres, la partie angulaire|¢§|2 est égadmzé?. Il'y a donc symétrie cylindrique par rapportaxg

z et il suffit de tracer la courbe correspondargesdun demi-plan (par exemple le plan xz), uneéssptation
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spatiale étant obtenue par rotation autour de Eagar ailleurs, commeos? 8 = cos? (71— 6) , il suffira d’établir

la représentation polaire dans le quadrant xzfetefer une symétrie par rappork.aOn obtient le tracé de la
figure 3.5. Il convient d'insister sur le peu d@rsfication physique de ces lobes. Leur extensiigmifie
simplement la direction de plus grande probabi{ité.peut également remarquer, pour les orbifglésxistence
d’'un noeud de densité de probabilité au noyaudinlé totalité du plam, y est nodale). On a coutume d’indiquer
dans chaque lobe le signe de la fonction elle-méme.

z
0 cos? ©
D =  |pz|?
X
N
A
Pz
Figure 3.5

Orbitales d

Les orbitalegiyy, dxz et dyz présentent le méme comportement par rapport aex aui les indicent. Il suffira
P . . 2

d’étudier une seule de ces fonctions, par exerbtlpy%a On se placera tout d’abord dans le pbay) (sachant que

pour tout autre plan contenant I'axe il suffit de multiplier la densité de probabilifgar sif'g puisque

d 2 O sin* @sin? gcos’ ¢ . Dans le plan xy, on peut remarquer qu'il exisedymétries suivantes (figure 3.6) :

Xy

e par rapport X et par rapport & ;

« par rapport & la bissectrice de chaque quadrasgpesin® ¢ cos’ ¢ =

.2
L}Z(é) , d’oll symétrie par

rapport ag=774.
Le signe de la fonction dans chaque lobe se dédwstgne dexy.
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dxy

Figure 3.6

L'orbitale dxz_y2 peut étre représentée dans le plaisachant que, dans tout autre plan contenety, il suffira

de multiplier le résultat obtenu (dans le pighpar sif6. Une étude des symétries analogue a celle pré&senté
dessus amene a la conclusion qu'il suffit de careidle premier quadranty] et de faire intervenir une symétrie
par rapport a cgsgﬁ- sin2¢: 0, donc pour cos@®=0, autrement dit poup = 774 (bissectrice du quadrant

considéré). En outre, la densité électronique estimmale le long de I'axe, d'une part, et le long de I'axg

d’autre part (figure 3.7).

Figure 3.7
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La distribution électronique associée a l'orbitelg se comporte c:omm(aﬁ:os2 9—1) . Il existe une symétrie de

révolution par rapport a I'axe z. Il suffira done définir sa représentation dans le demi-plan {xizgxiste

également, dans ce plan, une symétrie par rapfiasteax, d’'ou une étude simplement dans ce prequedrant.
On remarque que la fonction s’annule pourzébs 1/3, ce qui correspond a une valeur de 'arijtke 54°74,

parfois appelé « angle magique » (figure 3.8).

Figure 3.8

Ces représentations polaires trouveront tout letérét lorsqu'’il s’agira de construire des orbisateprésentant
une liaison chimique. On sait qu’une liaison chin@g’accompagne d’un accroissement de la densité@hique
entre les deux atomes considérés. On pourra daoppiiésenter par une combinaison de deux orbigddesiques,
associées a chacun des atomes, telle qu’entredessabyaux, 'amplitude de la fonction d’onde s'aigsse. Cette

propriété est schématisée ci-dessous (figure @) guelques situations typiques.

1s 1s 2p 2p

liaisons o liaison =
2p 1s
+
H

Figure 3.9
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On peut remarquer que la facilité de créer desdig avec I'atome hydrogéne est due a la symginiérisjue de
l'orbitale (1s) qui peut par conséquent étre « utilisée » quelesoit la direction de la liaison. Cette progriést
accentuée par le fait que I'énergie de I'état €d)la plus basse de toutes, conduisant ainsi édiféses de plus
grande stabilité.

Quant aux orbitaled, I'existence de « lobes » dans différentes dioastiexplique la variété géométrique des
complexes des métaux de transition.

Représentations globales

Il s’agira ici de représenter I'évolution de la dité électronique aussi bien avec la distance gawnqgu’avec
I'orientation du rayon-vecteur électron-noyau ggpport a un systeme d’axes fixes.

Une premiéere approche consiste a utiliser le candegourbes (ou surfaces) d'isodensité qui sonstitnées a
partir de 'ensemble des points correspondant anuéme densité électronique. Cette représentatbmveérson
équivalent avec les courbes de niveau des campegitaphiques. Dans le cas d’orbitased s’agit, dans un plan

donné, de cercles concentriques. Le cas d’'uneatepit requiert une étude préalable de la coldf® associée a

la variation de la densité électronique avec ltadise noyau-électron.

D(r)

0.025 -+
* O1
0.020 o 6
-
0.015 o,/

0.010

v
x

r (u.a)

Figure 3.10

C'est le long de I'axa que cette densité électronique est maximale (f8Qj. La densité électronique le long
d’'un autre axe du plarx@ faisant I'angled avecz est obtenue en multipliant la courbér) par coé6. Pour

différentes valeurs dé, on obtient une série de courbes comme le moatfiglire 3.10. Pour des raisons de

symétrie, une courbe d’isodensité sera tracée ldgremier quadrant du plary) ; des symétries par rapport a
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puis ax conduisent a une représentation dans tout I'esplaee différents points constituant une courbe
d’isodensité (de densif@) sont obtenus en portant sur une droite, faisangle 8 avec 'axez, la distance .
Celle-ci est déduite de lintersection de la coubhg) associée a cette valeur dk avec une horizontale
correspondant a la densi Pour chaque valeur d& on trouve généralement deux points d'intersecsitues
de part et d'autre de la valeur deorrespondant au maximum de la densité de protéalles deux points se
confondent pour une certaine valeur de l'an@lgui définit I'axe venant tangenter la courbe disosité
considérée. En deca de cette valeur particuliemg; & plus d’intersection. A partir de ces corsations, on peut
établir les courbes d’isodensité de la figure 3Ll seront complétées par des symétries par rappet ax. Ces
courbes sont concentriques. Elles partent d'unseiult de I'axe z. Plus on s’éloigne de ce poihispa densité
électronique est faible. Pour certaines de cesbesyon a indiqué la probabilité de présence dapsition de
I'espace qu’elles englobent. On représente panfoésorbitale p au moyen de la courbe d’isodensitéespondant

a une probabilité de présence 0,9.

--0,4
- 0,9

x,y (ua)

Figure 3.11

Finalement, on peut envisager d'éditer des diagrasnem densité de points qui sont le reflet exada dkensité

électronique. Cette approche est illustrée pafigeses 3.12 a 3.15.
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2p: zua.
- 12

Figure 3.12

3dxy

3d22 zZua.
N

l 30

X ua.

Figure 3.13

30

Figure 3.14

7 xua.
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3dx2. y2

X u.a.

Figure 3.15

Probléme 3.1. : Effet Zeeman

Atout moment cinétiqué  est associé un moment étigre 2z qui lui est colinéaire et proportionngl = y L

ou ) la constante de proportionnalité, est appelé adpgyromagnétique. Soieny, efs les rapports
gyromagnétiques correspondant respectivement auemiocmétique orbital et au moment cinétique de sla

I'électron dans I'atome & un électron ; il a peétabli quey, = ys/2=-e/(2m,) ,eetmeétant respectivement
la charge et la masse de I'électron. Par ailldimggraction entre un moment magnétique et unedtidn B (dont
la direction définira ici 'axe z) s’exprime clagsiement selon- /i.B

1) Ecrire I'hamiltonienH régissant le comportemeat’dlectron dans I'atome a un électron soumisralliction
B.

2) Montrer que les spin-orbitales définies plusttsaunt encore fonctions propres de cet hamiltor@Gadculer les
valeurs propres correspondantes et exprimer ldtaégen Joules) en fonction d& (énergie d’ionisation de
'atome d’hydrogéne), du magnéton de Bahy (ug =€ /(2m,)) et aesbres quantiqguas metme.

3) On considere les niveaux d’énergie correspondantl etn=2. Quel est leur degré de dégénérescence en
I'absence de champ magnétique ?

Schématiser les levées (partielles) de dégénémesenprésence de 'induction magnétigue
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4) Les transitions électroniques dans l'atome dleéis aux regles de sélection suivantes :
|4¢) = 1,|4m = 0oul, 4mg = 0. Que devient la transitiors. 2p en présence de linduction magnéti®igiéduire

le résultat du schéma établi en (3)) ?

Probléme 3.2. : Polarisabilité de I'atome d’hydnoge
1) Rappeler I'expression de I'hamiltoniér@) deffea@’hydrogene (en unités atomiques). On sounrststeme

a un champ électrique uniformgsupposé dirigé selon l'axe IZénergie d'interaction est de la form@  ou

H=er; i représente le dipble électrigmstantanéprovenant de I'existence d'une charge positivadiau) et

d'une charge négative (I'électron), le rayon-vacféujoignant le noyau a I'électron. Ecrigg en fooectdes
coordonnées sphériques qui définissent la positéolélectron par rapport au noyau (supposé fikenaléduire
le terme que I'on doit ajouterlé0 pour obtenirfiiitonien total H (on affectera a ce terme un factepour
tenir compte des unités).

2) a) L'orbitale (%) = @/\/ETXZe"r)n'est évidemment plus fonction propre de ['tinmien H (pour I'état
fondamental). On pourra s'en convaincre en répdndax gquestions suivantes: Quelle est la symétidad
distribution électronique correspondant a une ahbit(ls)? Quelle doit étre la symétrie de la distribution

électronique correspondant a une fonction propréidk

b) Expliquer alors, a l'aide de considérations itpiales, que l'on peut envisager comme fonctiomak
approchée = c'(1s) + ¢(2pz). ¢' étant choisi positif, quel doit étre le signec@eCalculerc’ en fonction de.

3) a) Sans faire de calcul, montrer, qu'en l'abselecchamp électrique, le dipdle électrique permiaest nul. On
définira le dipble permanent par les valeurs mogsrimoyenne quantique) de ses trois composaniesébisira

ici d'exprimery en fonction des coordonnées cartésiennes repadgdatposition de I'électron par rapport au
noyau. Ce résultat s'applique a tout état de I'ataran électron et, en particulier, a I'état fonelatal décrit par
l'orbitale (1s) auquel on se référera pour effectuer la démaitstra

b) Montrer également que si le systéme est déaritgpfonctiony (donc en présence d'un champ électrique), l'une

des composantes du dipble permanent devient nés nul

4) On rappelle I'expression de I'orbita(lbpz) = @/@X@)cos&(llzx/g)r(e_”z).

a) Montrer, en utilisant la décomposition te , tiéeergie moyenndE) = (w|H|¢) , pour I'état décrit gar
peut s'exprimer en fonction d&=(1572p,)

b) c' étant assimilé a 1, déduiced'un calcul variationnel (qui consiste a recherdééeminimum de<E> , valeur

moyenne de I'énergie ; voir annexe 3.2) et, enepentant a (3,b), donner I'expression du dipblenaeent en

présence d'un champ électrique.

Probléme 3.3. : Le couplage spin-orbite (ou couplag)

Il s’agit de 'interaction entre moment cinétiquebital L et moment cinétique de sp®  qui peut &taéée

comme une perturbation. Elle est de la forme :
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. .1 . . . .
A est proportionnel a r ¢ distance électron-noyau). Cette expression rdeste que le premier terme de
r

et on sait qu'a

. . L. . _ ~ (i, (i) (i,
linteraction entre deux moments (magnétiques ectébues)z, eti, ko (4 )5(,U2 )

r3 r
tout moment cinétique est associé un moment magreetjui lui est proportionnel (voir probléme 3 LN’y a

aucune raison pour que le moment de spin soit lécaé rayon-vecteur et on peut en déduire qu’epemae

le produit scalaire(ér) est nul, ce qui autorise I'éfiation du deuxieme terme de I'expression ci-des6us
noteraAza/r3 . On s'intéresse ici & 'atome a un électron

1) Montrer que, moyennant l'introduction des opguas de montée et de descehte, peut se mettradouse :
N 1(~ - PN PN
V= > LS. + LS, )+ LS,
et que tous les éléments de matrige ou l'indiest associé a une spin-orbitalsont nuls. En déduire qu'a

l'issue d'un calcul de perturbation au premier erd€nergie des étatn’est pas modifée.

2) On cherche alors s'il y a levée de dégénérescgmuur le niveau d’énergie correspondant a n=2nen
considérant que les spinorbitales suivargies (2pl)a » = (2pl)ﬁ &3 (2 po)a O 5 (2p0),8 & =,(2p_l)a
B = (2 p—1),3-
a) Construire la matrice (6x6) nécessaire a la miseeuvre d'un calcul de perturbation au premidreorOn

: C o BPare 1
désignera pai I’mtegralez—aj-0 Ril(r)(?jdr

b) A l'aide des valeurs propres et vecteurs profeesette matrice, en déduire les nouvelles valdel®nergie
ainsi que les fonctions d’onde a I'ordre zéro.

3) En se référant au probleme 3.1. (Effet Zeemapyendre ces calculs lorsque I'atome est souris éhamp

magnétiqueBg dirigé selonz. Déterminer les nouvelles valeurs de I'énergie désignera pang la quantité

en/2m, ) et montrer que les fonctions d’'onde a I'ordreozsont différentes de celles obtenues en (2,b).

3.5. Etat fondamental de I'atome d’hélium dans I'aproximation monoélectronique

L’atome d’hélium, qui comporte deux électrons (dbamme le plus simple aprés I'atome d’hydrogene),
servira a mettre en évidence les difficultés inhtae a tout systéme multiélectronique. De facorégade, si on
considéere un atomergélectrons, on doit définir le systéeme comme étanstitué de I'ensemble dalectrons

si, toutefois, on se place dans le cadre de I'appration de Born-Oppenheimer (ou le noyau est sa@piae). |l
s’ensuit que I'espace des variables compantdithensions : 8 variables de positionq,y;,z} et n variables de

spin, dont dépendra toute fonction d’'onde décritartomportement du systéeme. Le produit scalairelale

fonctions d’'ondé¥k etW/s’explicite donc de la fagcon suivante :

@lw)=| [ oulbwzho, @ vz oxdydz . dxdyadz, (7 )7,) (3.14)

3n
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ou ¥ a été décomposé selon le produit d'une fonatiespace®@ par une fonction de spgin
Quant a I'hamiltonien, il peut s’exprimer commetsui

Rl T

[ ioj>
ou chaque H; représente un hamiltonien du type «a#omun électron» (ou encore hamiltonien

monoélectronique). Le termeril/rend compte de l'interaction de répulsion entsediectrons etj (rjj : distance

entre les électronisetj). Deux problémes se posent ; I'un est de naturerpent mathématique et provient de la
non séparabilité des variables du fait des termesrépulsion interélectronique. Le second provieat d
l'indiscernabilité des électrons et ne peut pas ptis directement en compte dans le cadre derbappation
monoélectronique. Toutefois I'application du primeide Pauli permet de s’affranchir de cette deerdéficulté.
De maniére a rendre moins abstraites ces consm#sabn considére I'atome d’héliurd«2) tout en laissant de
cOté le spin qui, au demeurant, n’intervient pagdieitement dans I'hamiltonien. Ce dernier s'écrit

1

A=A +A,+ L (3.16)
o

Premiére approche : électrons indépendants

Cette hypotheése revient tout simplement a néglagtmarme de répulsion électronique dans (3.16juceonstitue

une approximation trés grossiére. L’hamiltoniempiiEsente alors sous la forme d’une somme de detratmurs

indépendants, les hamiltoniens monoélectroniqﬁgst I:Ize On sait que, dans ce cas, les fonctions pregmes
obtenues en écrivant tous les produits possiblesaietions propres dél dﬁz , la valeur proprel:de antét

égale a la somme des valeurs propres corresponsdwtél etI—A|2 E1 etEp. L'état de plus basse énergie (état

12° . :
fondamental) est donc obtenu poly = E, = 57 awet et, ici,Z=2, ce qui correspond &; =1s() et
n

¢, =15(2) . 15(1) est une fonction d’onde de typsdépendant des coordonnées de I'électron 1. Doaqurél

(3.6) et en faisant abstraction du spin :

- 1 12 0075, 1
w@Q2) =|z%%2e7%| —— ||| 2322077 — (3.17)
{ Namr Namr
avec Z=2
et E=E1+E2>=-4 u.a.

Ce dernier résultat est évidemment trés éloigné daleur expérimentale de I'énergie électronigaesd’atome
d’hélium qui est de -2,905 u.a. (déduite des émsrdiionisation). On peut néanmoins considérerlgdenction

(3.17) représente une fonction d’onde a I'ordr@sdrappliquer la technique du calcul des pertishat(annexe

1.1). Le terme de perturbation étant 2/il vient pour I'énergie corrigée au premier ordre

E'=E, +<s(1)1s(2)|ri| B (1)1s(2)) (3.18)
12
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avecEg = -4 u.a. (voir ci-dessus). Le deuxiéme terme 31&8) se calcule grace a un développement sur les

harmoniques sphériques (explicité dans I'annexee.an obtient

<s(1)1s(2)|ri| B (1)1s(2)) :gz (u.a.) (3.19)
12

On constate alors que est égal a -2,75 u.a., ce qui représente unda@atidn considérable.

Modele a charge nucléaire effective

Ce résultat encourageant suggere de conservepnaioh d’'onde du type (3.17) en la paramétransdaspoir
d’améliorer encore la valeur de I'énergie. La seglantité que I'on puisse envisager de modifier Zstn
considérant que la répulsion due a I'autre éleda@récran a I'attraction du noyau. On sera dane@é a définir
une charge effective noté&® qui devra étre inférieure a 2. Un critere doiperdant étre établi pour déterminer la
valeur optimale d&*. Il peut résulter d’'un théoréme qui est a la bdesda méthode variationnelle explicitée dans
'annexe 3.2. Ce théoréme stipule que la valeuranog de I'énergie calculée pour une fonction d’caqgierochée
est toujours supérieure a la valeur exacte deripaele I'état fondamental. On en déduit que lzwabptimale
du (ou des) paramétres intervenant dans la fonaionde approchée doit minimiser la valeur moyedee
I'énergie.

On peut alors appliquer cette procédure a I'atothéldm dans son état fondamental en écrivant tection

d’onde approchée sous la forme

W12, 7% =1s* (1).1s* (2) (3.20)

oul (15)*:(2*)3/22€-z*r( ﬁ J

(NB : l'astérisque _ne signifie évidemment pas «jegué complexe »). * est fonction propre de I’hamiltonien

~ *
H* = —%A—Z— avec comme valeur propreZ *? /2 . Il est donc appropeidétomposer I'hamiltonien total
r
comme suit
ﬁ:ﬁ;+ﬁ;+(z—z*)[i+iJ+i (3.21)
h fa) T
Exercice 3.6

1) A l'aide de la décomposition (3.21), montrer c(lE(Z*)> , valeur moyenne de I'énergie calculée a I'aidéade

fonction d’onde (3.20), peut s’exprimer en fonctidm(l/r> valeur moyenne de 1/r calculée a l'aide de la

1s+ ’

fonction d’'onde (1s*), et dév(z*))  (formule (3.19)).

2) Calculer alorg1/r), , et en dédui(&( Z*))

on trouve< EZz" )> =Z7*?-277*+(5/8)Z* eten annulant la dérivée(d&Z*)) par ragpar, il vient
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Z* =7 - (5/16) =16875 (3.22)
et (E) =-2848u.a. (3.23)

qui est tres proche de la valeur expérimental®@2u.a.) tout en lui étant supérieure (conforméraanhéoréme

donné plus haut{E)w 2 E, ). La quantité (5/16) qui abaiasealeur deZ est appelée coefficient d’écran. On

s'apercoit donc que la forme approchée (3.20) qubiste a exprimer la fonction d’onde a 'aide dpnoduit

d’orbitales atomiques (d’ou la terminologie_d'apxmation orbitale) conduit a un résultat trés gatsant.

Cependant quelles que soient les améliorationd’qoepourrait apporter, il subsistera toujours uhférence
d’énergie par rapport a la valeur expérimentaldteGdifférence, appelée énergie de corrélationyipra du fait

que de telles fonctions n'interdisent pas aux ddagtrons de se trouver exactement au méme endroit.

3.6. Les orbitales de Slater. Configuration électmique des atomes.
La généralisation des considérations précédentasafome quelconque peut étre envisagée dangre ca

d’'un traitement monoélectronique et du principePdeli, qui stipule gqu’a chaque électron sera adfeat jeu de
4 nombres quantiques ¢, m, ms et que deux électrons ne peuvent étre caractgrisde méme jeu de ces quatre

nombres quantiques. En outrectanfiguration électroniqud’un atome dans son état fondamental est obtamue e
peuplant progressivement les couches et les saudies de plus basse énergie (principe d'édificationt en
respectant le principe de Pauli. La hiérarchideestiivante :

1s<2s<2p<3s<3p<4s<3d<4p<..

Par rapport a la hiérarchie des niveaux d'énergid’alome a un seul électron, on remarque les reiffées
suivantes :

« les étatsip sont d’énergie supérieure aux étadsCette propriété peut s’expliquer qualitativememt
comparant les distributions électroniques des aldsts et p. Un électrons a une probabilité plus
grande de se rapprocher du noyau et, de ce featnseins sensible a la répulsion interélectronique.

« ily ainterversion des étata(1)s etnd, ce qui est & I'origine des propriétés des métmutransition
et notamment de leurs complexes.

Lorsqu’un état dégénéré n’est pas entierement iglapkgle de Hund (dont la justification théorgest déduite
de I'étude des systémes multiélectroniques) stiguke la configuration la plus stable est celle ®@plus grand

nombre d’orbitales différentes est utilisé. Parnegke, la configuration électronique de I'atome didé dans
son état fondamental es'sﬁ alors que celle du carbonz=g) sera notée @2(23)2(2p)2.

De maniéere a effectuer certains calculs, il eshaiiable de disposer d’orbitales approchées, adsgté&chaque
configuration électronique et qui représententextension des calculs qui ont été effectués dacedae I'atome
d’hélium. On a souvent recours aux orbitales dée§lalus simples, dans leur forme analytique, lgaerbitales
de I'atome a un électron et qui, dans leur pagtiale, comporte les deux paramée#ést n* traduisant I'effet

d'écran des autres électrons :

Yoy m(r.6.0) = [Nr”*‘l exp{—z—:rﬂY}" 6.6) (3.24)

n

N étant le coefficient de normation de la partidaked
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Ces fonctions constituent une bonne approximatiotost a la périphérie de I'atome et sont bien &&zepa I'étude

de la liaison chimique.

Détermination de Z*, régles de Slater

Une étude systématique des valeurs optimale® deconduit aux régles suivantes :
1) Les électrons sont répartis en groupes commaguadi-dessous :

1 2 3 4 5 6 7
|m |am |$m |w |%@ |m |ﬁ | ......

2) Zi* , pour un électron appartenant au groupe ntakrile a partir du numéro atomique réelu moyen de la

relation :
Z/=2-3 5
i

3) Le coefficient d’écrasjj, qui rend compte de l'interaction de I'électrongtoupei avec un électron du groupe

j, se calcule de la fagon suivante :

i §=0;
j=i  sj=0,35sauf pour I'étatslot I'on prends, :1_56 =031
j<i

a) si I'électron est dans un étatoup

sj = 0,85 pour tout électron de nombre quantigimediatement inférieur ;

sj = 1 pour les électrons des couches les plus pdefon
b) si I'électroni est dans un étatouf,
sj = 1 dans tous les cas.

4) Ces regles sont valables quel quesait condition d’apporter aux valeurs élevées deorsbre quantique une
correction et de le remplacer p#r

n = 1 2 3 4 5 6

n= 1 2 3 3,7 4 4,2
En outre, on peut montrer que, comme dans le ckatdme d’Hélium, I'énergie électronique totaleypse mettre

sous la forme :
__152Ze
E=-22. %
k Nk

la sommation portant sur tous les électrons derfiat Il convient de signaler que les valeursZdeet n* ont été
optimisés par référence a I'énergie électroniqteeo

Exercice 3.7 : A l'aide de la systématique deeB|atalculer I'énergie de premiére ionisation ddism (Z=11),

ainsi que celle du chlor&@€17). Comparer.

70



Probléme 3.4. L’expérience de Stern et Gerlachg)192

Il est relativement facile de vaporiser des atodiagent (en amenant le métal a une températufisante) puis,

a l'aide de diaphragmes, de réaliser un jet atomi&iice jet atomique traverse un champ magnétaqudyi est
orthogonal et qui présente un gradient dans cétetibn B(2) = Bp + z.G), on constate qu’il se sépare en deux

faisceaux d'égale intensité comme le montre leypaich sur une plaque sensible. Ce phénomeéne est lié
I'existence du spin électronique.
1) Le numéro atomique de I'argent est 47. Pourgiwopoint de vue du spin électronique, 'argent@@porte-t-

il comme un atome a un électron ?

2) On considére le moment magnétigie  associéiaiélgtronique’ = y,.S (Ol:éz a pour valeurs propres

nl2 et #/2 ; cf. probleme 2.4). En se souvenant que I'éeepgtentielle d’'interaction entre moment et champ

magnétique est de la formeiz.B , en déduire la forées’guerce sur le moment magnétique compte tenu du

gradient de champ.

3) Expliquer alors I'existence des deux faisceaux.

3.7. Traitement multiélectronique de I'atome d’hélum
Parmi les différentes approximations envisagéegujis, I'indiscernabilité des électrons a fait et

d’un palliatif au moyen d’une expression simplifie principe de Pauli selon laquelle deux électrmmpeuvent
étre caractérisés par le méme jeu de nombres quasti), /, m etmg). Il est relativement aisé d’aller au-dela de

cette approche en considérant une forme plus petténdu principe de Pauli tout en conservant I'apijpnation
orbitale (qui implique qu’'une fonction d’onde apphée puisse se mettre sous la forme d’'un proddibrigions
du type orbitales atomiques). Nous verrons que atnarche conduit a une description plus finenilesaux

d’énergie d’'un systéme multiélectronique et, parséguent, a une caractérisation plus précise tfésathits états.

Forme générale du principe de Pauli

Soit un systeme constitué de n particules indistdes. La fonction d’onde décrivant le comportenamice

systeme, noté®(1,2,...n) est telle qud;ll/|2 ne soit pas modifiée si on perrdate quelconques de ces particules

(par exemple | (J,Z...,ne)|2 =¥ (2;I,...,ne)|2 ). Il en résulte qué doit étre soit symétrique (bosons), soit

antisymétrique (fermions) par rapport a toute ofgmade permutation. Les particules de spin erg@t des

bosons ; celles de spin 1/2, comme les électroms$,des fermions. D’ou I'énoncé du principe de Paul

Les fonctions représentant les états d’'un systeuatigshectronique doivent étre antisymétriques refament a la

permutation de deux électrons quelconques.

Etat fondamental de I'atome d’hélium. DéterminaatSlater

Dans le cadre de I'approximation monoélectronicuexrdgraphe 3.5), la configuration électronique eleétat
fondamental est du types()f avec une fonction d’'onde approchée

Pmono = B(1)1(2) (3.25)
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ou 15(1) représente une orbitale de typdéventuellement paramétrée gay appliquée aux variables de position
de I'électron 1. Il est bien évident q&énonone satisfait pas au principe de Pauli sous saddanplus générale.
En premier lieu, il convient de considérer, non gasimples orbitales atomiques, mais plutétgpesorbitales
qui prennent en compte les deux états de spingeptés par les fonctiomset 5. Cela implique qu’au lieu d’'une
orbitale (¥), nous devons faire appel aux deux spinorbitalggr(et (15)3. On peut noter que la premiere forme
du principe de Pauli implique gu’'un électron sand I'état de spimr alors que le deuxiéme soit dans I'état de
spin 5. Cependant, méme si I'on écrit la fonction d’of8&5) sous la forme

1(1) a(1) 1s(2) A2),
celle-ci ne satisfait toujours pas au principePa@li sous sa forme la plus générale. En revarstha fonction

d’'onde approchée est mise sous la forme
v =V s s @lr 0B - B0 Q)] (3.26)
(ou 1/\/5 est un facteur de normation), nous pouvonsteter que’ est bel et bien antisymétrique par rapport a

la permutation des électrons 1 et 2. On peut dieelg fonction¥monoa étéantisymétriséeOn peut noter que, si
I'on s’en tient a I'hamiltonien (3.16) qui ne compaucun opérateur de spin, I'énergie (moyenniulge au
moyen de¥ ne différe pas de celle a laquelle conddiiono(cette propriété s’étend sans difficulté a touess |

couches complétes). Néanmoins, (3.26) est confaum@arincipe de Pauli sous sa forme la plus génétateus
devrons nous attacher a construire désormais dedidos d’onde antisymétrisées pour des situatipins
complexes ou pourraient intervenir certaines modifons échappant a I'approximation monoélectromiqu
Construire de telles fonctions antisymétriséedamslitée par la technique du déterminant de Slaigrosée ci-

dessous.
Soientg la fonction (k) a et @ la fonction (¥)S. Il apparait de fagon évidente que (3.26) peuwt éfitenue en
développant de déterminant

1]a® a@
21302 Q)

Un tel calcul, faisant intervenir utéterminantdit de Slater, peut étre généralisé en vue de I'obtention d’'une

= % 55 2fa 0BQ) - BOa ) (3.27)

fonction d’onde antisymétrisée correspondant acaméiguration électronique quelconque. Soigntg... ¢, les

ne spinorbitales construites a partir des’Z) orbitales associées a la configuration éleaguos considérée et

multipliée para ou S, pour rendre compte des deux états de spin pessibé déterminant

a0 a@ .. an)
vo 1|20 2@ . &0
S|

(3.28)

%@ %@ ... @)

possede toutes les propriétés d’'une fonction d’'cattesymétrisée donc obéissant au principe de Rt

I'énoncé est donné ci-dessus. En effet, on saitlgymermutation de deux colonnes (ou de deux ligdam

déterminant se traduit par un simple changemergigiee. Cette permutation de colonnes correspordaldat
permutation de deux électrons, il en va de méme [@ftonction d’'onde obtenue en développant (3.2

ailleurs, le développement de ce déterminant caadibian:! termes, et chacun de ces termes étant normés, le
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facteur]/w/ne! est tel que la fonctio# soit normée. Finalement, comme chaguest associée a un état de

I'atome a un électron (i.e. : défini par les quatpenbres quantiques ¢, m, mg), on retrouve la forme traditionnelle

du principe de Pauli selon laquelle deux électrmmpeuvent occuper le méme état. Dans ce casfetndsux
des lignes du déterminant de Slater seraient igieesi et devient nulle. On pourra utiliser la notation aj#é

ci-apres :

v =l

Configuration (13%(25)1 de 'atome d’hélium. Etats singulet et triplet

Des atomes d’hélium soumis a une décharge éleetpguvent étre amenés dans des états excités. latemdnt
aprées I'état fondamental (de configuration éledtioe (Js)z), on peut envisager la configuratiorrs.)(]:(Zs)1 et
chercher a combien de niveaux d’énergie elle cpard. Pour cela, on construit tous les détermindatSlater
possibles sachant que les fonctions d’'onde (appex)hainsi obtenues doivent décrire le comporteaenteux
électrons a partir des quatre spinorbitaled1(1s) S5, (29)a, (25)5.

_1|0a@ B@a@)|_ 1

= | sen mEe@” 7z P0PO " 208Rk 0@ (3.29)

1[S00 BS@AR)|_ 1

¥, =— =—=|BM2s(2) - 31 (LMLE2 3.30
2= T e m@pe)|” T EOS@ - 205CIE050 (3.30)
_ 1 S@Qa@) Isa(2) _ 1 _

Y%= Slanpn sope) - 5L 030060 - 2050 (3.31)
_ 1 [3000) 3@a@)_ 1 _

S supn s T5 2 CE@T0F@ - 50350 (3.32)

Ces déterminants ont été construits de telle spréele produit des orbitalesgjlet (%) figurent impérativement
dans la partie d’espace de la fonction d’onde, @farmité avec la configuration électronique étedik sera

démontré au paragraphe suivant que les fonctiarsle’ approchées doivent étre fonctions proprempérhteur

A

LZ, associé au carré du moment cinétique total. ttaeve que¥, ¥4 ainsi que la somme et la différence de

¥, et ¢, (affectées d’'un nouveau factelﬁr\/i pour de®maisle normation) satisfont a cette propriété. On

retiendra donc les fonctions ci-dessous

e %[3(1)23(2) - 30022

¥, = %[5(1)25(2) - 305QIBOBER (3.33)

W, = %[B 0252) - 3W1sQ)][o0 WBQ) + LOa ()]
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v, =502 + 30 0FQ -a Q)] (3:34)

qui se décompose en deux sous-ensembles :

- I'un constitué de trois fonctions (3.33) de mémeipal’espace (antisymétrique) et dont la partiespia est
nécessairement symeétrique. Ces trois fonctionsidéént’état triplet.

- l'autre constitué d’'une seule fonction (3.34) destparties d’espace et de spin sont respectivesyamdtrique
et antisymétrique. Cette fonction défitiétat singulet

Comme I'hamiltonien (3.16) ne comporte que desamess d’espace, les fonctions (3.33) correspondante

méme valeur de I'énergie, différente de celle ageo& la fonction (3.34). Seul le terme de répulgilectronique

(1/r12 dans (3.16)) contribue a cette différence d’émerigivient :

wH ) - (@A) = | sM)2s(2) S 2 (1)s(2)dr,dr, (3.35)
Mo

Cette intégrale porte évidemment sur les six véegb d'espace (r1,6,,0,);(r,,60,,95) avec

dr, =r?sin6,drdé,dg, . On peut constater que I'intégrand est presquieuesi positif. Un calcul exact montre
que (3.35) est effectivement positive et d'égat triplet est d’énergie plus basse que I'ésangulet On peut
remarquer que, dans le cadre de I'approximationaélectronique, une seule valeur de I'énergie aatéiaffectée
a la configuration électroniquesjt)f(Zs)l (voir paragraphe 3.6). Cet exemple peut étre géinéra de nombreuses

situations (deux électrons venant s’ajouter a seele de couches complétes) pour lesquelles sagasi’'un
électron dans un état excité (du fait, par exernglee réaction photochimique) implique I'appanitid’'un état

triplet.

3.8. Classification des états des systemes mult@teniques (application aux atomes a plusieurs
électrons).

Deés que I'on introduit dans I'hamiltonien des tesmle répulsion électronique, il devient impossilde
résoudre analytiquement I'’équation de Schrodingigpa voie de conséquence, d’'accéder de facorsprada
valeur de I'énergie. L'objectif qui est poursuivi iest néanmoins la caractérisation des différétdss d'un
systeme multiélectronique. La démarche qui va@ilisée consiste a contourner la difficulté deacériser les

différents niveaux d'énergie en s’appuyant suvkdeurs propres des opérateurs moment cinétiqueneocela a

pu étre fait a propos de I'atome a un électronp@ut rappeler que les nombres quantigii@s ms proviennent

respectivement des valeurs propres des opéraféuf@ et éz On procédera de fagcon similaire dans le cas d'un

systeme multiélectronique en définissant des opératglobaux associés aux moments cinétiques gitobau

(moment cinétique orbital et moment cinétique da)sp
N, ~ 2
2= L (3.36)

L, =) Ly (3.37)
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2
52 {Z ék] (3.38)

5,=) Sk (3.39)
k=1

ol les sommations portent sur lesélectrons constituant le systéme multiélectroniquest démontré dans
'annexe 3.3. que ces opérateurs commutent entreteque chacun d’eux commute avec I'hamiltonidaltél .

Par conséquent, cet ensemble d’'opérateurs admeree systéme de fonctions proptes valeurs propres des
opérateursﬁ2 ,ﬁz $2 ,3’2 permettront de caractériser ehaat du systeme. Les nombres quantiques

correspondant conduisent a la définition des terspestraux, un concept utilisé en spectroscopimigtee avec
pour objectif le dénombrement des niveaux d’énerigier hiérarchie et I'existence éventuelle de gittons
électroniques.

Fonctions propres communesH, 22, £, , §2 et S, .Dégénérescence de I'énergie.

Les valeurs propres d&*  sont nécessairement @ermaf_(L+1)h2 (L entier), celles deﬁz sont alors égales a
M# avec L<M<+L. De méme, les valeurs propres §& sont de la fﬁxaﬂ)hz, celles de§Z sont égales a

Mgh avec S<Ms<+S. Il va étre démontré que I'énergie ne dépend Vide deMs Par conséquertiput couple
(L,S) s'accompagne d’'une dégénérescence de I'énéggle a (2L+1) (2S+1)

Pour ce faire, on peut considérer deux fonctionpmas communesB 72 4, $> €  quine se différencient
gue par la valeur propre déz . On notéfg et ¥4+1 ces deux fonctions en supposant M=th et

L, WM+1=(M+1)aW\+1. D'aprés la relation (2.25) :

(£x+i2y)’UM = LWy =hy[L+M +1[L-M)¥),

Donc:
(W |[H| ) = hiz[(l_ M+ -M) LWy F| 2wy (3.40)
Comme de facon générale{¢7|2+‘l/> :<2_¢7|9U> (voir probléme 2.1) et u commute aved_  (puisqu'il
commute ave<ix ef;y ), (3.40) peut s’écrire :
(Wt |[H| ) = hiz[(L +M +1L-M)| Wy [HL_L,| %) (3.41)
et d'aprés la relation (2.19) :

(oo [ 400) = LM LM (22 - )

1 B ) i , (3.42)
:h—z[(L+M +1)(L - M)Wy Ay )7 [L(L+1)—M —M]

Dans (3.42), les deux quantités entre crochetsidentiques et
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(W [H[%s0) = (#a [A] ¥ ) (3.43)
On ferait une démonstration analogue pour deuxtimms propres ne différant que par la valeur prapfe Il en

résulte que I'énergie ne dépend niMai deMs

Détermination des valeurs propres d8, z,, S%ets,.

Ces valeurs propres sont quantifiées et demeurehangées si on fait tendre les termes de répulsiog) vers
zéro. Elles peuvent par conséquent étre détermipasir de fonctions d’onde qui seraient fondipnopres des

opérateurs’ £, §2 S, etH, ouH, représente lasomme des hamiltoniens mecto@hiques :
~ 1 Z ~
Ho=) |-=4 -=1[=) H 3.44
oﬁk)(zakrkakjw (3.49)
Ces fonctions doivent en outre satisfaire au ppgae Pauli. Les fonctiori8j obtenues par le déterminant de

Slater (3.28) et symbolisées daf)(pg)..rps)‘ satisfont au jménde Pauli et sont fonctions propres I&g & ,

étant fonction propre del ok - Sont-elles égalemerttfons propres de? ﬁz §7 & 2

La spin orbitalewj(i) est associée a un ensemble de resnojiantiques not&y;, /5, mj, msj (fonction d’onde de

I'atome a un électron). Par ailleurs, le caIculfqui peut étre décomposé selon chacun des termesetmitédnt

de Slater :

(tl)[z ﬁkjlﬂ oV (k')] (3.45)

chaque valeur possible des indige®t k' n’intervenant qu’une fois et une seule (le facteuprovient du

développement du déterminant). L'indik@st rencontré une fois et une seule dans le prﬂk/fji.)(k') pour
It
¢ (k) , ce qui permet d'écrire (3.45) sous la forme :

(il)(z m; Jl |‘| o (k')] (3.46)

Le méme raisonnement s’applique a chacun des tedmdéterminant de Slater et :
LY = [z m, ]t,ui (3.47)
j

La fonction ¥ obtenue a partir d’'un déterminant de Slater estaléonction propre deﬁZ avec pour valeur

propre M = Z m; , les métant les nombres quantiques magnétiques assaiespinorbitales qui apparaissent
i

dans le déterminant de Slater considéré

Un raisonnement similaire s’applique§a
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5402 Dmy (K =Ms¥, (3.48)
i

Cependant, les fonction®, ne sont pas forcémentitorscpropres deg? ef? et les fonctions proptes

communes &2 £, §2 §,etH,,sontnécessairement des combinaisons linéees, ne faisant intervenir
qgue les fonctions correspondant au méme coudl®g). Cette propriété provient de (3.47) et (3.48) gnai
également du fait que les fonctions propresl:tbe dépendent ni d¥, ni deMs,

On recherchera tout d’abord les fonctions propessratrices associéesa et construites sur leesmesnble
des {i} correspondant a un méme jeu de valdtgsM, Mg, (Eg étant une valeur propre d&o ). Du fait de la
commutation der? aveéi0 EZ étz , la matrice associ¢é ae décompose en effet en blocs indépendants,
chacun d’eux correspondant a un j&g,(M, Mg). Soit {‘.U,} I'ensemble des fonctions propres de I'opgra?

qui ne sont pas nécessairement fonctions propres dées {cpi} seront alors les fonctions propres des oesri

associées &2  construites sur{@é} correspondant@oe jeu de valeurs @, L, M, Ms

Dans la pratique, plutdt que d’écrire intégralemesidéterminants de Slater, on établira la liseabmbinaisons

(mj, msj) conduisant a une fonctio# non nulle (c’est a dire satisfaisant a I'énoneglitionnel du principe de
Pauli). On en déduira les valeurs possibledds Mg puis celles dé& etSen se référant aux inégalitdsM<L

et S<<Ms<S. Les niveaux d'énergie (ne dépendant nMiei deMsg) seront « étiquetés » par les termes spectraux
dont la structure est :

28+1X

X=SpourL=0 ; X=P pourL=1 ; X=D pourL=2, etc...

(2S+1) définit la multiplicité du niveau :

S=0 Sr1=1 singulet
S=1/2 St1=2 doublet
S1 2S+1=3 triplet

On rappelle que le degré de dégénérescence d’'eauniyénergie est égal a521)(2L+1).

On peut également remarquer que les couches canpidhterviennent pas lors de la déterminationtdeses
spectraux puisque leur contributiovidetMs est nulle. Les considérations précédentes conuuasene méthode

trés simple pour déterminer les termes spectraaoc#s a une configuration électronique donnéd¢e@ebcédure

est illustrée par les deux exemples ci-dessous.
Exemple 1 : configuration (s).z de I'atome d’hélium

m my mp ms, M Ms

0 1/2 0 -1/2 0 0
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Il en résulte qué=0 etS=0 et on a affaire a un terms

Exemple 2 : configuration (7§2s) de I'atome d’hélium

my my mp m, M Ms
0 2 0 2 0
0 172 0 112 0
0 112 0 12 0
0 112 0 112 0 1

Il est évident qu&é=0 commeMVs est compris entre -1 et +1, on peut déja retenarime valeur possible &ce

qui conduit a 3 valeurs dds: 1, O, -1. Il restera une valeur W& non utiliséeMs=0, qui ne peut étre associée
qu'aS=0.

Finalement, on trouve deux termes spectra:)t&etls

Intervention du couplage spin-orbite et hiérarcis niveaux d’énergie

Les opérateurg’? flz $° eiz ne commutent plus avec flt@men, celui-ci comportant l'interaction entre

moment cinétique orbital et moment cinétique de,spili est supposée de la forme. s (voir problere.3.

En revanchej étant défini pgr= £+ 5,2 }zt commutent dibhamiltonien. On considérera néanmoins

le couplage spin-orbite comme une perturbation,qué ne modifie par la caractérisation des étaassmqui est

susceptible de lever Bégénérescence des nivedogci est parfaitement justifié dans le cas demas légers :
couplagd_-Sou de Russell-Saunders). Comméj peut égalemenettee sous la forme :
ALS= 252 - 22 - 57) (3.49)
La modification d’énergie peut étre évaluée pair(dmnexe 1.1.) :
4E =(@5|7% = L7 - 5% Dis) =§ AIQ+D-L(L+D - IS+ (3.50)
ou @ ¢ est une fonction d’onde approchée associéeplede valeuk etS (obtenue par les méthodes décrites

plus haut) et 0|J(J+1)h2 est une valeur propre de J pouvant prendre les valeurs entiéres (ou demerss)

comprises entre ¢S) et(DL-S (variant par pas de une unité entre ces deux radadrémes). Il y aura donc levée

de dégénérescence en fonction de la valeur @éest la raison pour laquelle les termes spegtsmiont notés :
2s+1XJ '

La dégénérescence des niveaux d’'énergie, défimis'grmemble J, L, S est de (2+1) et I'écart entre deux
niveaux consécutifs est égaAéh2 (intervalles de Landé).

La hiérarchie des niveaux se déduit des trois sédgeHund :
1) La plus grande stabilité correspond a la phasde multiplicité (I'énergie croit lorsquBdécroit).

2) Pour une méme valeur 8¢l’énergie croit lorsque décroit.
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3) Pour une méme valeur &eetL, I'énergie décroit lorsqué décroit si la sous-couche considérée est

moins qu’a moitié remplie. Dans le cas contraimesthbilité augmente avec la valeurdde
Les deux premiéres régles ont pour origine la spolentre électrons. Une justification de la rédle dans un
cas particulier, a été donnée lors du calcul aedgrale (3.35). La régle (2) peut se comprendretinement en
considérant que plus le moment cinétique est impbriplus les électrons tendent a se déplacergpgort au
noyau selon la méme direction, ce qui contribuéndirdier leur répulsion (cf. : des particules seldégnt au
hasard sur un plan auront plus de chance de sentac que si elles sont astreintes a se dépladen sles
directions paralléles). La troisieme régle se gfclusivement au couplage spin-orbite et peetjéstifiée en

considérant le signe de(dans I'expression (3.50)).

Exercice 3.8 : Reprendre les résultats du prob@&@iécouplage LS dans I'atome a un électron). @afdes deux
valeurs possibles d& (donner les termes spectraux correspondant) aetreragu’elles sont associées aux deux
valeurs de I'énergie {2° question du probléme 3.3). Pourquoi leur ordredégénérescence est-il également

indiqué par le nombre de valeurs propreg«te

Probléme 3.5. L’atome de carbone dans son étabfoadtal

La configuration électronique du carbone dans sanhféndamental est $)L2(23)2(2p)2. Les couches §) et (%)

étant complétes, on ne se préoccupera, en vueteleniiéer les termes spectraux, que des spinorbigale

1) Etablir le tableau de toutes les valeurs possildem, Mg m mg chaque jeu étant construit & partir de

deux spinorbitalesf2et correspondant a un déterminant de Slater nbrEnudéduire les termes spectraux et la
hiérarchie des niveaux d’énergie qui leur sonteéso

2) A partir de ces déterminants de Slater, étdddirfonctions d'onde a I'ordre zéro qui sont foort propres

communes 3, £, S, z2 ef? .Dans ce but, on se souviengréeg déterminants de Slater issus du tableau

établi en (1) sont fonctions propres d%b EZ, S"gt .dewxra donc rechercher des combinaisons linéaires

associées a un méme jeu de valdliestMs,
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Annexe 3.1 : Calcul de(V) = <1s(1)1s(2){

1s(1)]5(2)> dans le cas de I'atome dlném
l2

En explicitant la forme des orbitales 1 vient

6/7T J- J- .[ZHJ-ZH'[ J.O r—smel5|n02d61d02d¢1d¢2r1 rz erle_zzrzdrldrz
12

La quantité Irh 2 dépendaninter alia des angle#h, &, ¢1 et @2 peut étre décomposée sur la base constituée de

tous les produits possibleg'lrh(é?l,;ﬁl)Y;:12 (6,.9,)

Ur,= z a0, mm, (M rz)Y/rlnl (‘5’11¢1)Y(:IZ (62.4,)

L4, 5,m,my
D'autre part,+/477 Y =1 , ce qui permet de faire intervees harmoniques sphériqued(6,,4,)  Y§6,.4,)
dans(V)

6 T T
<V> = 4i Z L _[02 Yoo(é’11¢1)Y/Tl (91,¢1)5in91d91d¢1

L,0 5, m,my

2
I Yo ‘921¢2)Y (‘92,¢2)5'n92d92d¢2
_[0 Laflfzmw (ry, rp)rle ?1r2e 2% dr.dr,

Gréace aux propriétés d’'orthonormation des harmcm;'tnphériques{,\/) se simplifie en :
6
<V> o j J- 0000 (M1, rz)rl erlr € erzdrldr

; -1/2 R
1/r12 peut également s’écrirelfr,, = (rl +r7=2r1, cosa) , atest I'angle entre les deux rayons-vecteurs
fpetr,.Oraggoe peut étre considéré comme le terme arkoréro (le premier terme) d’'un développement de
1/r12 par rapport &1 et/ou &2 (toutefois multiplié par #puisquel/ 477= Y, (6, 8,)Ys (65.4,) ). Par conséquent

4l sirg >r,
4mlr, sir, >r;

a0000(1:12) = {

ce qui conduit & décomposfy)  comme suit :

o I
(v)=162° H re 2% [ j " t2e 2, }drl
0 0
+ j ’ rlze—ZZrl [I ) rze—ZZrz dr, }drl}
0 n

Les intégrales ci-dessus se calculent par padiebjen sont des intégrales eulériennes, et ontiafioalement a
5

<V>:gz
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Annexe 3.2 La méthode variationnelle

Soit une fonction d’ondéV quelconque, normée, et soi, la valeur proprells jpasse de I’opératj:r
hamiltonien H , alors la valeur moyenne de I'énergmur un état défini pary  obéit a linégalité
(E)y, =(#[|H|¥)2E,.

Si ¥ constitue une approximation de la fonction dewle I'état fondamental et¥  dépend de un (osiglus

\%J

parameétre(s), la valeur optimale de ce(s) paraifs@test donc obtenue en cherchant le minimur(nE))% ‘est-

a-dire en annulant la dérivée partielle( w papoapa ce(s) parameétre(s).

La propriété ci-dessus se démontre aisément emypsant sur la base ¢} des fonctions propres dél

4/=Zn:ci(g (avecI-A|¢i =Eq) :

i=0

(¥|H -Eol|¥)=(E), ~E

A

ou | est I'opérateur identité. Cette derniére refapeut encore s'écrire

<W|I:|—Eof|w>=<ici¢i icj¢j>
= i|ci|2(Ei ‘Eo)

Comme par hypothéd® > E, , on aboutit bien & lnégdli,, = E,.

Annexe 3.3 : Commutation des opérateurdi 72 §? 4, eff, dusystéme multiélectronique

Si on fait abstraction du couplage spin-orbiteafifiltonien du systéme est de la forme :

b= [_ljk_£j+zi
S 1 ol

Compte tenu des expressions (2.12) et (2.9) :

~ 1 d( 02*) 1. o
==—lk—5 |+ et Ly =-h°/
4( rkz dk[kdkz] rk2 k k

H peut s’écrire :
- A 1 -~ 1
H = F(rk)+—Lk}+ —
2.2
Zk:[ 2n“ry k<l "
Il est évident que les opérateurs glob@x Sét cotanttavec H puisque ce dernier ne comporte aucun

opérateur de spin. Le cas ﬁg (opérateur globaye@iss immédiat. Si on I'écrit sous la forme (Vaxpression

(2.5))

- ~ h o0
L, = Ly = e
Zk: K I d¢k
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et si on tient compte du fait quézk commute aveccwehades termes de la partie monoélectronique de

I'hamiltonien. Il suffit de se préoccuper des contaeurs du type :

~ ~ 1
|:sz + I-zI '_:|
M

Figure 3.16

A

Or rZ2 =u?+v? (figure 3.16); dansl:Z|< ek, minterviennent quedeérivées par rapporigk et ¢,. Comme

v n’en dépend pas, il suffit de considéuequi est en fait une fonction dg, —¢,) Par conséquentgoorra

écrire :i = g(¢k —¢,) et
Ma

R A A N I 1O R T
{sz+Lzlva}_T|:T¢k+7¢|ig(¢k ¢|)} ( J 0

Par conséquen{H ,ﬁzjz 0 . Comme aucune direction n’estigmige, 'hamiltonien commute également avec

[2, L), 22 et, par conséquent, avét
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Solution des exercices et problémes du chapitre 3

Exercice 3.1. La seule difficulté concerne le La@a. Six' est exprimé en unités atomiques, on peut écrxréa,

o (&Y , . 9% [, )%
et——[—j— , dou——(]/ao)ﬁ
Exercice 3.2.[|:2,I:Z]=O (propriété générale des opératemrsant cinétique). L'expression de I'hamiltonien
(entre accolades dans (3.3)) ne comporte que dasselépendant deou de 2. Commel:z etl? ne dépendent

gue des variables angulaires, ils commutent a¥ec

Exercice 3.3.

1, = _Eop"e_”pdp et%’ = —I:p””e_”pdp ==l .Orly= I:e_”pdp :Al

dl 1 dl 2 dl 23 . .
dou I, =——9%=— |, =—1=2% |, =-—2 =2 gt qui conduit au résultat donné d&h8
ST YR T R < IR AT B TR X
2) N[ rfedr=1 dlou Ny =222
0

3/2

22

N2, ) (4r2 —4Zr3+22r4)e‘zrdr =1 d’'od N,q =

Exercice 3.4.
On s’apercoit que (1§2px): f( )sianos¢,(2py): f( )sianin¢,(2pZ): f ( )cosf

Z5/2 _ ) ) )
avec f(f)=mre zz et (2) (3dxy)=g(r)sm295|n¢cos¢ ., (3d,,)=g(r)sin@coshcosp ,
(3d,,)=g (r )singcosssing avecg(r) =8il‘/32 T2y2g2el3
T

Ces propriétés s’étendent sans difficulté a toleesrbitales de typp etd quelle que soit la valeur de

On constate également qde_ . [ sin? 6?(c052 ¢ —sin? ¢) alors gyel] (3:052 9—1)

Exercice 3.5.
Y] 2 2 0
De fagon générale{r>=j0 rsRﬁj(r)er’TL”‘Y(m(e, ¢X sin9d6d¢=jo r®RZ, (r)dr puisque les harmoniques

sphériques sont normées. En utilisant (3.6) etdandle générale des intégrales eulériennes, onvdrou

<r>ls = ],5u.a.,<r>ZS =6u.a.,<r>2p =5u.a.,<r>3d =105u.a..

Probléme 3.1.

1) H= I—A|O —yLBI:Z - Vs Béz ou I—A|O est I'hamiltonien classique de I'électroand I'atome & un électron (

~

Ho = —EA—E enu.a.)
2 r
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2) Y,"(6,¢) etn(m) étant respectivement fonctions propreﬁget ézegl/nﬂmms = an(r)Y/m(H,qp)/](ms) est

. 2
encore fonction propre dd  avec comme valeur Prén@m = —% + tgB(m+2m,)
n

3) et 4) schéma ci-dessous (figure 3.17)

atome isolé avec induction magnétique
2p10£
2ppe; 2s0
Nz ——— e 2p1B; 2p-1
2s0; 25B; 2p1a; 2pB; \“_ i ; 2poB; 2B
2poa; 2poB; 2p—1la; 2p 1B P
k ]r i 2p_1B
Pl | :»BB
> J J y 1sa
n=1 -~
1sa; 1sp
1sp
transitions

Figure 3.17

Probléme 3.2.

1)

) L rsin @ cos ¢

H, = —EA_; i =—e{rsinfsing ;H=Hy,— ke rcosf
rcosf

2) (1s) est de symétrie sphérique; la fonction d'onde@gpge doit étre de symétrie cylindrique par rappoz
(figure 3.18).

? ‘ ... déformation du _____

b TN > ©
nuage électronique

1s 2pz
Figure 3.18

On peut donc choisir une combinaison linéaire & €1 (%), cette derniére étant affectée du signe moins de
facon a renforcer la densité électronique verg lesgatifs done<0.

¢'=+v1-c? : condition de normation poup.
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3) a) (4, ) 0(1941s) =0 du fait de la symétrie sphérique de I'olleita

donc (4y) =(py) = () =0

0) {14) D2 (19pf15)+2(2p, 4 26, ) + 2602, [ {19

Ces trois produits scalaires sont nuls du fait de plarité des fonctions a intégrer. Par exemple,

(2p,|A1s) = jjwfw U_m(z P, )(ls)xdx}dydz comme (P2)(19)x est une fonction impaire vis a visxjé'intégrale

correspondante surest égale a zéro.

Donc (4,) =0 avec le méme résultat pc(t,uy>

(u,)=2cc(2p, | z1s)) . Il s'avere que (@)z(1s) est une fonction paire eneny ou enz. Donc son intégrale est
non nulle, et par conséquép@ #0 , ce que I'on pouvéitqir par des considérations de symétrie (voir 2).

4)a)H=Hy— ke z

(EYy = (|H|p) = (c'(15) + c(2p,)|Hy — ke “z|Hy — ke 'z) = ¢'>(1s|H,|1s) — kec'? “(1s]z|1s) +
cc'(1s|Hy|2p,) — ke cc’ (1s|z|2p,) + cc'(2p,|Ho|1s) — ke o cc' (2p,|z|1s)+c?(2p,|Ho|2p,) -ke
c*(2p,|z12p,)

(E)=c"? (— %) —ke cc' A+ c*(— g)

061 - () -2k -

2
UE) _ 0 dotl —2ke A — (5) =0 etc=—8ked
dc 4

c) (u,) =~ —16ke2A%

Probléme 3.3.
A A 1 A A A A A A A A
1) LXszz(LS++ LS +LS + LS_)
A A 1 A A A A PN PN
LS, =_E(L+S+ -LS_-LS,+ LS_)
Dans tous les cas, le résultat de I’applicatiorﬁge I:+ oul_ aune orbitales) est une fonction identiquement

nulle. Il en résulte que I'énergie d’un niveau a&ss@ une orbitales( n'est pas modifiée au premier ordre et que
les orbitalesq) sont fonctions d’'onde a 'ordre zéro. Par exemfgeniveau correspondantnal est dégénéré
d’ordre 2 (puisqu'il correspond aux spinorbitalés) & et (15)0). La matrice (2,2) qui doit étre construite pour
effectuer un calcul de perturbation (voir annexXg ést identiquement nulle. Elle est donc (triviaéat) diagonale.

Il s’ensuit que ses deux valeurs propres sont sigll@ue les fonctionsgir et (1s) 5 sont fonctions propres donc

fonctions d’onde a 'ordre zéro.
2) Le niveau d’énergie=2 est dégénéré d’'ordre 8 avec, en plus des forsafio..¢@s, les deux spinorbitales gy

et (19)5. La matrice (8,8) nécessaire a un calcul de pmation au premier ordre se scinde en deux blocs

indépendants :
- un bloc (6,6) construit sur les fonctiogs..gs (voir ci-dessous)

- un bloc (2,2) construit sur g, (2s)5, identiquement nul. (Les éléments hors-diagonannectant
ces deux blocs sont évidemment tous nuls ; vol: (IL¥’ensuit que I'énergie associée &)@ (2s)5 n'est pas

modifiée et que ces spinorbitales conviennent corfemetions d’onde a I'ordre zéro.
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a) Il reste a construire une matrice (6,6) sundaeg...¢s. Chaque élément de cette matrice est de la

forme
Vi = a.[ : Rgl(r)(risjr 2dr<Y1m ©.9)m ‘ :La Y, 6.9, >

ou Y, est I'harmonique sphérique intervenant dgret ot/ représenter ou A3 (fonction de spin de). On

obtient la matrice ci-dessous

1 0 0 0 0 O

0 -14J2 0 0 o0
|0 J2 0 0 0 o0 350
00 0 0 V20 '
0 0 0 2 -10

00 0 0 0 1]

b) La recherche des valeurs propres de cetteaaatanduit & une équation séculaire du sixiemeédegr
(en unité det)

A-2)2(N+1-22%=0
qui peut se mettre sous la forme :
Q-2 A(A+2)-(A+2)* =0
ce qui se traduit par une levée partielle de dégénénce puisque la valeur progrel est de multiplicité 4 et que

la valeur proprel = -2 est double. Les fonctions d’onde a I'ordreoz&mnt rassemblées ci-dessous :

A=1 A=-2
a
% o —20)/ V3
o +V20)/ V3 o -2 )3
@ +20,)/V3

Tableau 3.1

3) Une induction magnétique, dirigée se@n leve partiellement la dégénérescence sans quédsse intervenir

le couplagelS (voir probleme 3.1)@1, @,...@ sont encore fonctions propres de I'hamiltonien portant les

termes Zeeman BO(yLI:Z +yS§Z) . Les valeurs de I'énergie deviermart (/5 défini dans le probléeme 3.1
@ - Ep+2ugB
% - Ep
@ - E,+upB
o - E,-—ugB
% - Ep
@ - Ep—2ugB

Ep etant I'énergie du niveguen I'absence d’'induction magnetique.
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Un calcul de perturbation, analogue au précédent, gors étre mis en ceuvre pour tenir compte dplageL,S.

Il ne subsiste plus qu'une dégénérescence d'ordo ¢, ¢) et il se trouve qué,; =0 . Les spinorbitales

(e, @, @3, @, @, @) conviennent donc comme fonction d’onde a 'orzieo ; les valeurs de I'énergie corrigées

au premier ordre sont rassemblées dans le tabielssous :

fonctions énergies

o Ep +2ugB+A
* E, +ugB

& E,-A

& Ep —2ugB+A

Tableau 3.2

Exercice 3.6.
1)

(E@))=-22+@Z —Z)[<1s* (U)1s” (2)‘1/ rl‘ls* m1s (2))+ (15" @1s’ (2)‘1/ rz‘ls* m1s' (2))1+

(15" aus’ 1/ rg1s” @is’ ()

Les deux produits scalaires dans le crochet soatnégEn effet, puisque les variables sont sépasable
(1s* (s * (| W/ rylLs* (WLs* () = (15 * )| (1/r1)‘1s* (1)><1s* @hs (2)> =(11)ge

Quant au dernier produit scalaire, il s'agit sinmpéant de<V(Z*)> =(5/8)z*

2) Le facteur(l,/\/ 47'[) dansstreprésente la partie angulaire qui est normésiffit donc de considérer I'intégrale
enr: (1/r) :4(Z*)3j re24""dr =z * (voir (3.9)).
s 0

Dot (E(Z¥))=-Z**+2Z*(Z*-Z)+ (5/8)Z*

Exercice 3.7.
Configuration électronique du sodium{ ) (2s)? (2p)° (3s)*
I(Na) = E(Na*) - E(Na) = E(3s dans N3;Z * (3s) =11- 8085-2= 22
d'oil I(Na) = (1/2)(22/3)2 = 027u.a.= 734e.v.
Configuration électronique du chlore(® Y (&) (2p)° (35)? 3p)°

I(Cl)= E[(Sp)"']— E[(3p)5J . SoitEjnt I'énergie électronique de la configuratidis)? (2s)? (2p)°

ElGp)*|= En + 60/2)(-2;2/0)= £,y - 1386
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avec :Z, =17- 5(035) - 8(085) - 2
ElGp)®|= En + 7W2)(- 27 /9)= £,y - 1447
avec : Z; =17- 6(035) - 8(085) -2

I(Cl) = 061lu.a.=166e.v

Il est donc, comme prévu, plus facile d’obteba” queCl *.

Probléme 3.4

1) Configuration électronique de I'argent :

ej @F @7 BF @Y @Y 31)°@4p)° @) 6y
Pour toutes les couches saturées, le spin élegtremglobal est nul. L'électron périphérique dediaé d’argent

est un seul électrancomme pour I'atome a un électron.

2) Fd/ =-dV = u,dB

Fdx+ Fdy+ F,dz= 1,Gdz, d’'ot Fx=Fy=0 etF=1,G

3) Compte tenu des deux états possibles de Bpin =Gy (7/2) ’ou,les deux faisceaux correspondant aux
deux forces de signe opposeé.

Exercice 3.8
J=L+Sa|L-§ :2 valeurs possiblds3/2 et)=1/2.

J=3/2 correspond a la valeur propie=1 (voir probl&r® dégénérée d'ordre 4 (ordre de dégénérescence :
(23+1)). Terme spectral2P;,,

J=1/2 correspond a la valeur propte= -2 dégénérée d@dTerme spectral’P,,,

La hiérarchie des niveaux d’énergie est conformeragles de Hund.

Probléme 3.5

1)
n° m My m; m, M Mg
1 1 1/2 1 -1/2 2 0
2 1 1/2 0 1/2 1 1
3 1 1/2 0 -1/2 1 0
4 1 -1/2 0 1/2 1 0
5 1 -1/2 0 -1/2 1 -1
6 1 1/2 1 1/2 0 1
7 1 1/2 -1 -1/2 0 0
8 1 -1/2 -1 1/2 0 0
9 1 -1/2 -1 -1/2 0 -1
1C 0 1/2 0 -1/2 0 0
11 0 1/2 -1 1/2 -1 1
12 0 1/2 -1 -1/2 -1 0
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13 0 -1/2 -1 1/2 -1 0

14 0 -1/2 -1 -1/2 -1 -1
15 -1 1/2 -1 -1/2 -2 0
Tableau 3.3

Les 15 fonctions obtenues a partir des détermimdmtSlater, issues de chacune des lignes de eaatatdont
fonctions propres def,z e§32 , avec pour valeurs pedgdieet Mgh.

On remarque que les valeurs maximaMiet Ms sont 2 et 1 respectivement mais gila2 est associ®s=0
(fonction n°1). On en déduit immédiatement I'existe d’un terméD, qui correspond a 5 fonctions. La fonction
n°2 M=1 ; Ms=1) implique un termgP, qui correspond a 9 fonctions. Il reste donc aveo le jeu de valeurs de
M et deMs inutilisé par les terme¥D et 3P. Ces derniers font intervenir les couplés Mg) suivants : (2,0) ;
(1.0); (0.0) ; (-1,0) ; (-2,0) poulD et (1,1) ; (1,0) ; (1,-1); (0.1) ; (0.0) (0,-1f-L,1) ; (-1,0) ; (-1.-1) poutP.
Apreés leur élimination du tableau ci-dessus, iteste qu’un jeu de valeurs1€0, Ms=0) correspondant a 1 terme
13 ce qui était évident a priori puisqﬁﬁest le seul terme correspondant a une fonctiogueni

La mise en pratique des régles de Hund conduit, fetome de carbone, a la hiérarchie des niveadiqués ci-

dessous (figure 3.19).

sans tenir compte en tenant compte
du couplagé.-S du couplage-S
Figure 3.19

Les fonctions propres communes:léb 22 ,52 , £2, Sét  fonstibonde a I'ordre zéro, sont obtenues & partir

des déterminants de Slater en recherchant lesdosqiropres des sous-matrices associées a §2 et truites

sur les déterminants de Slater correspondant a&umenjeu de valeurs dé et deMs

2) De facon a limiter les diagonalisations de ncaj on remarque (en se fondant sur I'étude dmntiatd’hélium
dans la configuration (511(25)1) que S2 a pour fonctions propre$l)32), A1)A2), %[a mB©2) +ﬁ(1)a(2)]
associée a la méme valeur propﬁz@ at %[a DL - ,8(1)0'(2)] associée a la valeur propre 0. Chaque fois que

ces fonctions de spin ne figurent pas dans legdétants de Slater issus du tableau ci-dessus (@& ci-

aprés), on essaiera de les construite a I'aideaddbimaisons linéaires de fonctions correspondant&ue couple
de valeur 1,Mg). On aboutit ainsi a un ensemble de fonctionsr[azs){sui'} communes éz 3’2 et
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Y =y, = %[2 P 2P, 2]l WB@ - BV (2)]

W, =y, = %[2 P (2P, (2) - 2P, W2p, ()] [0 WBER) + LWa(2)]

w, = %(%, +,)= = [2p, 02002 - 200 020, ][0 0@ + A0 2]

jE(% w,)= [2p1(1)2po (2) +2p, W2p, ()] [0 WBQ) - BWa ()]

W, =
Y=y = 3[2 P ()2 (2) - 2P, (1)2p, ] [BWB(2)]

¥ =¥, = 120 02042) 201 02, @]la 2]

¥ = +44)= 512m 020.42) ~20.1 020, @lla 05 + A @)

ji(% W)= [2p1 M2p_; (2) +2p 02p, (][0 WBE@) - BOa ()]

Yy =
Yo =4p = 3[2 P (2P () - 2p_; (12, Q)] [BWA Q)

Yo =tho = %[2 po 020, 0][a WB@ - BWA ()]

W=, = [2p0 2P @ - 2p M2p, )][a Wa )]

v, = %(%2 +5)= 2 [200 @222 -2, 2P @l VB @ + WA @)
Via= 5 WVha = %ha)= 5200 0205 @)+ 202 0200 @) la O5Q) - B 2)]
¥ia =10 =200 020400 -2 020 @150

Vs =¥1s = 1202 020,42l 05Q) - Sa )

Il reste a construire a partir d({isf,} les fonctiorsppes dez® qui seront les fonctions d’onde & I'omée
{o}.
Commer? =2+ 2+ L, L_,+L,l,,+2L,L,, eten utilisant les formules (2.23), (2.24) e2§), on s'apercoit

que toutes les fonction®, , & l'exception®g &4 ont fonctions propres dé? . La recherche des valeurs

propres et vecteurs propres de la sous-matriceigssa L’ construite su.tfs' @rl'o ZEZL}E \/25} conduit
a:
2
Pg = \/— "Ulo
2
Py = \/— Wlo

On peut alors établir les valeurs propresﬁ;e S £?, t S%correspondant & chacune des fonctigns et

déterminer le terme spectral auquel elles se néifere

90



Terme spectral

Ms

Fonction

@, =

®, =Y,
®, =Y,
®,=Y,
O, =Y,
Oy =¥,
Py, =¥,
Py =W,
Dy = "U1‘4
Py =Ws

Tableau 3.4
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Chapitre 4

SYSTEMES DEPENDANT EXPLICITEMENT DU TEMPS
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4.1. Equation de Schrédinger
Il s’agit d’'un axiome de la mécanique quantiquenpettant de décrire I'évolution d’un systéme doanérgie

n'est pas constante (c’est-a-dire lorsque le systélest pas stationnaire).
AulieudeHy = Ey oUuH ne dépendait pas du temps (équatoBchrodinger dite de premiére espéce), on
écrira I'équation de Schrddinger sous une forme gkenérale :

. hoo
Ho=-22%
S (4.1)

@ dépendant des variables du syst@&ingu temps

Compatibilité avec I'’équation de premiére espéce

Comme (4.1) représente I'équation la plus génétagesolutions deHy = Ey Ié indépendant du temps)

doivent étre encore solutions de I'équation de &tihger la plus générale. Comme la fonction d'onfle

n'intervient que par le carré de son module, edledéfinie & un facteur pres, ce facteur étant ddute 1. Si on

le suppose de la form@®  etsion repgite ye'e dan} (4.étant indépendant du temps), on s’apercoit que
' est solution de cette équation avee —E/h . Par comséqu
. iEt
v =wex;{—7] (4.2)

est a la fois solution de I'équation de Schrodingeplus générale et de I'équation de Schrodingepreémiére

espece.

Probléme 4.1 : Emission stimulée et laser (lighpkfination by the stimulated emission of radiaion

On considére un systéme ne possédant que deustatisinaired a) etb) d’'énergigy etEp (Ea < Ep) et

décrits par les fonctions d’ondg, et ¢n. Un laser est capable de produire une radiatitenge, cohérente,
directionnelle et monochromatique a la fréquelﬁE@—Ea)/h Cette radiation a pour origine le phénomene
d’émission stimulée qui va étre détaillé ci-dessoagjui implique i) que le niveau supériep) ait été totalement

peuplé (ce qui est généralement réalisé par ddsoghés de pompage optique dans des systéemes aurgisatre
niveaux d’énergie), ii) que cette émission stimwdéit amplifiée et entretenue grace a une cavééméante).
1) On suppose que le systéme a deux niveaux esisauine interaction supplémentaire, dépendatemps et
représentée par un terme additionnel dans I'haméto H'(t) tel que(y, |H'|¢.)=(w,|H'|¢,)=0 et
WalH'l@o)={w,|H'|¢.)=-U cosat . La fonction d'onde traduisant le comportementsystéme peut se
mettre sous la forme :

o(t) = at)exd—iE t/Al, +b ¢ )exd-iEt/nky,
En appliquant I'équation de Schrddinger sous senéota plus générale, écrire les équations difféztes
régissani(t) etb(t) en fonction des pulsations suivantes, : g, = (Eb - Ea)/h , & =U/h . De ces équations

différentielles, on éliminera le terme éw + w,)t qui oscille suffisamment rapidement pour que lmrisse

négliger sa contribution.

93



2) De maniere a obtenir des équations différeeSell coefficients constants, on effectue le chaegerde

variables suivant :
At) =at)exd—i(e—aot/2]
B(t) =b ¢ )exdi(e - ao)t /2]
On établira les équations différentielles régisggttet B(t).

3) On rappelle que les équations différentiellesyge

(:j—'?: i(— rA+sB)
98 _ i(sA+rB)

ont pour solution
A(t) = ¢1 exp(iQt) + ¢, exp(—iQt)
B(t) = d, exp(iQt) + d, exp(—iQt)
AvecQ = (r? + s?)'/2 | Etablir 'expression d& en fonction deu, wo etw1. On suppose que, immédiatement

avant I'application de la perturbatiéfi(t), le systeme était dans I'étgs) . Etablir 'expiessieA(t) et deB(t)

que I'on déduira i) des conditions initiales, ig tidentification par rapport a exigt) et a exp(Qt) dans I'une
des équations différentielles ci-dessus.

4) Calculer la probabilité de la transition) — |a)  (ériossstimulée). Pour quelle valeur deet det le systéme

est-il revenu dans I’éta}h) ?

4.2. Calcul de perturbation fonction du temps

On suppose que I'hamiltonien du systéme étudié @eetmis sous la forme :
H=Hy,+H'(t) (4.3)
H, étant indépendant du temps.

On recherche les fonctions d’ondgqui dépendent des variables du systéme et dushesafisfaisant a I'équation

de Schrédinger (4.1) en se plagant dans I'hypotbélm laquelle on connait tout de I'hamiltonig fongtions
propres et valeurs propres).

Soit ¢ une fonction indépendante du temps telle By, = E, 1, , la fonctiomp,.e "t5r/" est & la fois solution
des deux équations de Schrodinger (relative,a I'erlﬂemble{zpre“'tEr/h } constitue un systéme orthonormé
complet sur lequel on pourra décomposer la fonoion

=) aye=" (4.4)

Si on applique (4.1) au développement ci-dessasa@t suppose qugi‘ est une fonction explicite chpte(ne

comportant pas d’opération de dérivation), il vient

~ : h dar .
a Hl e ItEr/h = e ItEr/fl
Z u ‘//r i ZE‘/Q
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ce qui conduit & (aprés multiplication & gauche gparet intégration sur tout I'espace des variablesyhieme

régi part, )

dak — _i bt
RO L e
avec : h“kr = thI’ = Ek - Er (4.6)

et H, étantI'élément (kr) de la matrice associéél'a construite sur la bas{dﬂr}

Si maintenant on suppose que I'amplitudetdé diemdevant celle deio , On est autorisé a dévelogper

selon les puissances daprés avoir écritl’  sous la forme :

H'=gH" (4.7)
(cf. calcul de perturbation ne dépendant pas dpsemannexe 1.1)
=a® +ca +£%a? + .., (4.8)

a

En reportant dans (4.5) et en identifiant par rapae :

dg” _
ot =0 donca(® =cte
et
dg® i .
=-13 a0 Hy gt 49
dt h - ar kr ( . )

On suppose que la perturbation débute a l'insteditle systeme étant dans un état défini gjar_es relations

(4.9) deviennent :

ad (t) = 9
et
daél) i iat
=——H,e¥ _
d a9 (4.10)

Y 2 , . . . e
La quant|te|ak| E‘Ea‘ﬁl)‘ représente la probabilité pour queytéme soit dans I'ét&ta l'instantt et par

conséquent définit Iprobabilité de transitionde I'étatj vers I'étatk sous l'effet de la perturbatiori:l'

L’évaluation de cette probabilité de transition Iigpe le calcul de

a(t) = —%I;H (DT dr (4.11)

S'il y a dégénérescence, le calcul Idf'q s'effectl@nsles procédures décrites dans I'annexe 1.1.

4.3. Cas patrticulier de I'interaction avec une ondélectromagnétique : spectroscopie
Une onde électromagnétique se compose d’'un chagafrique et d'un champ magnétique, perpendiculdinas
a l'autre et tous deux perpendiculaires a la dveale propagation. Selon la nature du systéemeé&tlidteraction

onde-matiére aura pour origine le champ électr{gpectroscopie électronique, spectroscopie de tidora) ou
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le champ magnétique (résonances magnétiques, @apt). Dans tous les cas, 'hamiltonien de pestion H'
pourra se mettre sous la forme

H = “coswtl (4.12)
ou ¢ figure 'amplitude du champ électrique (ou magnét), wla pulsation de I'onde électromagnétiquéjet

'opérateur d'interaction (indépendant du tempsgcsigue du systéme étudié. On peut toujours écrire

cosat = %(e““ + e'”“) et le calcul qui suit ne fera intervenir que lerte e (appelé terme résonnant pour des

raisons qui apparaitront clairement plus bas poaitfun calcul similaire pour le terng? | appelérésonnant).
On utilisera donc comme hamiltonien d’interaction
B = e it (4.13)
qui, reporté dans (4.11), conduit &
0 () = =L Uy fL i@ (4.14)
et finalement a la probabilité de transition dddté vers I'étatk (on peut dire qu'il s’agit des états du systéeme

stationnaire), obtenue en calculant le carré duuteodea(t) :

1 e 2 . Wi i—w
Wisi = G ()2 |Usy| "t [sine(—2—=1)]? (4.15)

ou sinc est la fonction « sinus cardinalirc x = % On sait que cette fonction est maximale (et vawytalrx

tendant vers 0 et qu’elle décroit rapidement de¢ @ad’autre dex = 0 (avec ensuite une série d'oscillations

amorties ; voir la figure 4.1). Dans le présentteate, deux conséquences de (4.15) sont essestielle

- La probabilité de transition est maximum paeur aj donc pouthv= Ec-Ej;, qui n'est autre quia
relation de Bohr

- La possibilité d’'une transition repose sur lamullité del'’élément de matrice{(,l/k |U|¢/i >

(Cette derniere propriété avait été anticipée échsion des problémes proposés dans les chapifedsdents).

“/_vj—ak

wkj w

Figure 4.1
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On pourra cependant s’étonner die _ soit propore'bamz, donc puisse croitre indéfiniment, ce qui est
impossible puisqu’il s’agit d’'une probabilité darsition (donc inférieure ou égale a 1). Il faufahse souvenir
que ce résultat est issu d’un calcul de perturbattaqu’il n’a de sens quesk< /(" Uy;).

On peut maintenant se convaincre que le premimet(@r‘“") decosat correspond a une transition pour laquelle
W= Wy, donc tel quehy = E;-E¢ il s'agit donc de la transitioa IBtat k vers I'étatj, encore appelée
émission stimulée dans la mesure ou la transifion k était une transition d’absorption (donc corresponada

un phénomeéne de résonance ; figure 4.2).

k) [)

1) [3)
absorption émission
(terme résonnant) (« stimulée », term@éstdnnant)

Figure 4.2

Les coefficients d’Einsteirsont trés utilisés par les spectroscopistes ;snotépectivemenBjk et Bk pour
I'absorption et I'émission stimulées, ils sont itgnes, a un coefficient pres, |€1 kj|2 . Les développésnen

théoriques ci-dessus ne permettent cependant padcld du troisieme coefficient d’Einsteifyj, qui concerne

I'émission spontanée (transitida - | en I'absenceadiéation électromagnétique).

4.4. Transitions électroniques dans I'atome
Comme cela a été vu au chapitre précédent (voircpample le probléme 3.1), l'interaction avec umrop

électrique fait intervenir le moment électriquetamgéané (i =ef our est le rayon-vecteur noyau-électron) e
s'écrit —ﬁ7. Si on suppose que le champ électrique est pélatlon la direction, la quantité|u kj|2 de
I'expression (4.15) s’écri'ez\xkj‘2 . Si, maintenant, ompose le rayonnement isotrope, il faut additioneer
probabilités de transition correspondant a chadasadirections de I'espace ; par conséquent

UREE (AR (416)
que I'on écrit généralement
‘2

Wjak D‘pkj (4'17)

en ayant introduit lenoment de transitionz; = (‘,Uk |,E/| ¥, >

Régles de sélection dans le cas de 'atome a urréie

1) en fonction du nombre quantique de spin
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Les fonctions d’'onde (spinorbitale®), et sont fants propres de 'opérately,  avec pour valeurpa®
ms(K) oums(j) qui sont égales a +(1/2) ou -(1/2). Comse conenavec X, you zetqug,  est hermitique :

vi),

W |s, ><|c/J )= (|3

et
m (K%, [])) = me () (¥ []¥)
donc  [mg(k) - m (i) |>A<| Y > =0
Il en résulte que, si(k) est différent dens(j), (¥ |>2|‘#j> est nécessairement nul ; donc la transitjon kKt es

interdite.

2) en fonction des nombres quantiquesm
Les regles de sélection relatives au spin étabtiég il convient de calculer les quantités inegrant dans (4.16)

en considérant les fonctions d’espace. A I'étaini@fark dans (4.16) et (4.17), on associera l'orbitale :

¥nem = R (NPT(O) 3; (4.18)
et a celui défini pay, I'orbitale
L md
P = Rap (NP (6) Ton (4.19)
On aura a calculer :
o i(m'-m)g
O v = [, PR (DR (0[S compdg['sin? 6PM(@)PI (616 (4.20)
i(m-m)¢
) = J, PR (DR () [S———sing g "sir? 6P ()P (6)d0 (4.21)
(G2 Jp—— =j: r3RM(r)Rn.j.(r)drI el(m i S dg j sindcosd PM(6)P™ (8)d@ (4.22)

Il n'y a aucune raison pour que l'intégraleresoit nulle. En revanche, les intégralesgame sont différentes de 0
gue pour des valeurs bien définiesnden :
1

|m-m| =1 pour (4.20) et (4.21) ; l'intégrale ghvaut alorsa

m=m pour (4.22) ; I'intégrale eg vaut alors 1.

Les intégrales e dans (4.20) et (4.21) peuvent alors étre évalaéeartir de (4.22) en considérant qu'il y a

isotropie de I'espace, ce qui entraine :
2

|(Z) n,/,,m;n',/',m|2 = |(X) n/,m;n'/',m—l|2 + |(X) n/ mn'/' \m+l , (4.23)

2
= |(Y) n/mn ',/',m—1| + |(y) ng.min'e,m+l

De facon a établir les régles de sélection duaraagrales erd, il suffit de considérer (4.22) sachant aqoe= m.
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j 0” P,"(8)P," (8)sin & cosd dO (4.24)

Les conditions pour lesquelles cette intégraled#$érente de zéro peuvent étre déduites de laioalade
récurrence cos0Y," = a,,,Y, 7 +a,.,Y,7, (voir paragraphe2.4, propriétés des harmoniqubgrigpes). (4.24)

devient :
_[Onsin 6P"(&)|a, 1P/ (0) +a,_,P (O)[dE

L’orthogonalité des harmoniques sphériques fait(@u22) ne sera différent de zéro que pkﬁ'rrﬂ =1

En conclusion :

Les transitions électroniques dans I'atome a ucti&le sont soumises aux regles de sélection s@sant
4m, =0
lad =1 (4.25)

|an{ =00ut

Le spectred’absorptionde I'atome d’hydrogéne (en admettant que le systéait initialement dans son état

fondamental, c’est-a-diresfLest donc constitué des transiticl&s— Np n =(2 a 5, au-dela le recouvrement des

orbitales est trop faible pour que la probabiligétchnsition soit appréciable). Ces transitionsexgondent a la
série de Lyman.

Le spectre d’émission est obtenu en créant de ldg&he atomique dans différents états, a I'aideeldécharge
électrique appliquée a un gaz d’hydrogéne moléaukdus trés faible pression. Les transitions agiimon et

d’émission sont schématisés dans le diagramme mjjiene-dessous (figure 4.3) :

Figure 4.3

Le spectre de raies apparait comme indiqué ddigule 4.4 :
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Pfund
(n=5) Brackett

(n=4)
Paschen Balmer
M (n=3) (n=2) Lyman (n=1)
'_|'='-II—I . T T . 1 T L 1
65 456 3 456 2 3 45 n(niveau superieur)
A - S
o o o o o o o o
o o o o o o o o
o o o o o o o o
— ~ ™ ~ © o)) ‘9' :

nombre d’onde (crd)

Figure 4.4

Exercice 4.1 a) Montrer que les transitions del&esd.yman se situent dans l'ultra-violet lointé@m utilisera les
. . , R , 122
valeurs de I'énergie de I'atome a un électia(u.a.) = —E—z )-
n
b) Chacune des raies de la série Lyman obsedafes des conditions de haute résolution se
présente sous forme d'un doublet (de séparaticﬁ‘rS(t;Bil pour 2 - 1s). En se référant au probléme 3.3, montrer

que ce doublet est attribuable au couplagé.e. qu'il provient de I'éclatement du niveap &t qu’une transition

partant de chacun de ces niveaux vers le nivearheure permise) et exprimer la séparation speabservée
(0,365 crﬁl) en fonction de la constante de couplage spint@rbi

¢) En se référant au paragraphe 3.8, détermaxsetielmes spectraux de chacun de ces niveaux

2p ainsi que celui du niveaus¥t montrer que ces deux transitions sont conforenés régle de sélection

~ ~ A

|AJ| =01 (ouJ est tel queJ(J +1)#2 soit la valeur propre dé I’opératgu: L +S étant associé au

moment cinétique total ; voir ci-dessous).

Regles de sélection dans le cas de 'atome a pitssidectrons

Il a été établi au paragraphe 3.8 qu’'un niveau efgie était caractérisé par les nombres quanti@®t
éventuellemend (ce qui conduisait a la définition d’'un terme dp&i§. Les regles de sélection ne peuvent donc
porter que sur ces nombres quantiques. L'établissene ces regles sort du cadre de ce manuelsst barnera

a les énoncer (on pourra néanmoins s’apercevoillga’s’apparentent a celles obtenues dans leeckatdme a
un électron).

AS=0,
AL = 0 (a I'exception d&=0-L=0),+1

éventuellemenfJ = 0 (a I'exception dé=0-, J=0), £1.

La premiére de ces regles de sélection indiqué @’'peut y avoir de transition entre état singatettat triplet.
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Exercice 4.2 On rappelle (paragraphe 3.8) que iidigiaration (]s)2 de I'atome d’hélium correspond a un terme

spectralls alors que la configuration $}E(25)1 correspond aux termes spectrégL‘B(et 1s Entre guels niveaux

d’énergie peut avoir lieu une transition?

4.5. Spectroscopie de rotation
Il s’agit de transitions entre niveaux d'énergierdtateur (voir probléeme 2.3). Seule l'interactemtre le moment
électrigue (moment dipolaire) de la molécule etliamp électrique de I'onde électromagnétique peet &
I'origine de transitions de rotation. On peut rdppgue la rotation d’'une molécule ne modifie @mrson moment
dipolaire ; I'existence d'un tel moment dipolairgt €onc une condition nécessaire a I'observatiospdetres de

rotation.

Exercice 4.3 En se fondant sur I'expression (4dajs laquellez sera assimilé @ , moment dipolaire
permanent d'une molécule diatomique hétéronuclgadte en désignant (comme cela est I'habitude en
spectroscopie de rotation) une harmonique spherplzp.neYJ et non pas paYgm , déterminer les régles de

sélection (on s’appuiera sur la démarche suivie the I'étude des transitions électroniques dansriia a un

électron).

4.6. Spectroscopie de vibration
Une étude compléte de l'oscillateur simple a éténde au chapitre 1 (probléme 1.3). Pour une maécul
comportant N atomes, on peut montrer que le moumedevibration le plus général se décompose stib6

(ou 3N-5 si la molécule est linéainepdes normaugle vibration. Chaque mode nornagbeut étre assimilé a un
oscillateur simple avec une fréquence spécifiqueiblation v5 et une variable notégy (coordonnée normale)
s'apparentant a la variable d’élongation ; les fanms d’onde sont du méme type que celles de Naseur simple
et dépendent du nombre quantigge: 0,1,2... (voir probleme 1.3).

9(9,.r, =0)0 exp{—%qe?j

2n

9(g..r,=1)0q, ex{-%cﬁ j (4.26)

On peut remarquer que la premiére de ces foncfigr®) est paire vis-a-vis di, la deuxiémerg=1) impaire,

la troisiéme paire, etc...
Les modes normaux étant indépendants, la fonctiondd totale s’exprime sous la forme d’'un produsd

fonctions d’onde relatives aux différentes coordmsinormalegs :
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3N-6

v=[]elar) (4.27)

de telle sorte que pour I'état fondamental :

W, = #(..0) (4.28)

avec comme énergig, = Z hl/a/2 et pour un « premier » étatideinepliquant le modé :

W, =¢(a, l)r! ¢(a, 0) (4.29)

avec comme énergiE, =3hv,/2+> hv,/2

azb

Le calcul du moment de transition (4.17) fait apgelproduit scalaire

(Wol ;)

sachant que, cette fois, le moment électrique esteptible de varier avec les coordonnées normidlfesidra

donc écrire

- - au
(Wo i Wy) = <w0|ﬂ0|wb>+z<wO|Qa|qu>dq_lu (4.30)
a a

Ho étant le moment électrique permanent (donc unstaote vis-a-vis des variables de vibration).
Comme <(o(qb,0)‘¢(qb, rb)> = 0 pourvu quep soit différent de zéro, puisque les fonctions pespde
I'hamiltonien de I'oscillateur simple (qui intervieent sous forme de produit daHg etWp) sont orthonormées,

le premier terme de (4.30) est nul. On peut exglida quantité<%‘qa‘ ‘Pb> (intervenant dans le deuxiéme

terme de (4.30)) comme suit :

(¢(02.9)|ac] (4. 9)(¢( @.9] @l #( @, 1)) |_|b<¢’( 00/9( 6e0) @3y

Tant quea est différent dé <¢)(qa ,0)‘qa‘ ¢)(qa,0)> est nul du fait de la parité des fonctions impégs dans

le produit scalaire. (Il en va de méme pe{up (qb ,0)‘Qa‘¢(%, rb)> du dai I'orthogonalité des fonctions

d’onde de l'oscillateur simple. Cependant pasb, (4.31) devient :

(ol 0)|a] &6 )} [ ] (2l 0| ¢(ac0) (4.32)

czb

Le produit I_l ... estégal a1 du fait de la normatios fdections d’onde impliquées dans les produittages

considérés. Quant au premier terme de (4.32)t ihes nul si la fonctiongqp,rp) est impaire (voir 4.26). Par

conséquent,

la transitionry, =0 — ry =1 est permisecondition que— — soit différent de zéro

20,
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alors que la transition, =0 - r, = 2 estinterdite. Cette dmmrégle de sélection cesse de s’appliquer si on

considére le terme du deuxiéme ordre dans le dgwetoent (4.30) qui fait intervenir la dérivée dardieux,

I,
qﬁﬁ Cette harmonique rf =0 - rpy =2 ) est, de toute fagon, de daibitensité puisque
Ob

020 __[ on
‘ << . Les considérations ci-dessus s’appliquent adatspscopie infrarouge (observation directe

a4,

des transitions de vibration, voir probléme 2.3).

Exercice 4.4 : La diffusion Raman

Un atome ou une molécule sont polarisables ennseg&il apparait un dipole (ou moment dipolaire, ou moment
électrique) induit par application d'un champ éliegte ; u = a/~ ou a est appelé polarisabilité (voir probléme
3.2).

1) Le champ électrique est supposé de la formeps(2mv,t) (la fréquence, se situant par exemple dans le

visible). Par ailleurs, la polarisabilité évoluausd’effet des vibrations moléculaires et on peuiré
a=ay+a; co{vabt) (aveca; << ayq )
ol y est une fréquence de vibration (la fréquence diode normal). Montrer de facon classique (c’estra-eh

utilisant la variation temporelle dg ), que la lénei diffuse a trois fréquences,: (diffusion Rayleigh)(v, —

vp) (diffusion Raman Stokes) ét,+) (diffusion Raman anti-Stokes).

2) Montrer que I'établissement des régles de sélean spectroscopie infra-rouge se transpose féunsidin

Jda Jdu
Raman a condition de substitug’q— ;aq—
b b

Probléme 4.2 : La résonance de Fermi
L’hamiltonien de vibration (pour une molécule comtpat N atomes donc (3N-6) modes normaux, ou (3&i5)

elle est linéaire) peut se mettre sous la forme

3N-6 2 2
n he 0 1
HO = E - ——+-,02
( 2 o"qg 2 aqa

a=1l

ga est la coordonnée normale (relative au mode nagjrali se substitue a la variable d’élongation dsdillateur
. . . 1 2> _ . .
simple (voir probléme 1.3), alors que le ternieiaqa réepnte I'énergie potentielle relative au mode rabam

avec /]a = 4772 I/a2 ¢ : fréquence spécifigue du mode norraglLes fonctions propres del @ sont de la

forme

WO = |_| (”(qa’ra)
a
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ou qa(qa,ra) est une fonction d’'onde du méme type que cdiieboscillateur simple, le nombre quantiquge

pouvant étre égal a 0, 1, 2... On rappelle qusdats éléments non nuls de la matrice assodgecnstruite sur

la base deqﬂ(qa, ra) , sont tels qu(;qa)ra,raJrl = (qa)ra+1,ra = %,/ra +1 ouk est une constante. On
a

pourra également se souvenir qiigs,0) est paire vis a vis dg, fda, 1) impaire,¢{da,2) paire etc...

1) Ecrire les fonctions propres d (@ ainsi que Bswrs propres correspondantes pour les étatsngsiva

|0) : r, = 0 pour touta
|b,]> : Iy = O pour toutab ; rp=1
|C,2> . Iy = 0 pour touts#c ; re=2

On les notera respectivememéo) ,LIJélol) ,Wé%) Eéo) , Eé,()l) , Eéf)z)

2) A I'énergie potentielle(]/Z)Z Aaqg , on adjoint le termE fa,b,cQaCIb 0. Ce terme provient d'une
q a,b,c

généralisation de I'ajout intervenant dans l'ost¢dur « anharmonique » traité dans le probleme(illty a

aucune restriction sur les indicash, c) et sera considéré comme une perturbation. Mogtrerla correction de

I'énergie au premier ordre est nulle (voir annexg.1

0) (0)

3) Dans la suite, on supposera qig; etE; sont prochgaeste sont les seules valeurs de I'énergie

possedant cette propriéte. On effectuera alorsalaulede perturbation au deuxieme ordre pé&iy; etE , en
. . 0 (0
ne retenant que les termes faisant intervehip 1 - E¢ 2

4) En faisant la méme approximation, établir larection au premier ordre a appliquer aux fonctions

thE’Ol) et Wc(’oz). En déduire que la transitiol’D) - |C,2> est permise etigupt ainsi I'apparition d'un

doublet (résonance de Fermi) au lieu de la seal‘fsimion|0> — |b,]> .

4.7. Résonance Magnétique
Dans le probleme 2.4, il a été démontré pourquathleamp magnétique alternatif (susceptible d’indules
transitions entre niveaux d’énergie d’'un systemespias) devait étre polarisé perpendiculairementltzamp
magnétique statique. L'exemple auquel on va setdimést celui d’'un systéme aespins 1/2 (par exemple

'ensemble des protons d’'une méme molécule), chdeures sping, étant dans un environnement différent, de

telle sorte que le champ magnétique statique gafi¢oit n’est pas exactemeddyg mais plutdéBo(1-4;). gi, appelé

coefficient d’écran, est une quantité sans dimensie I'ordre de 18. Si on fait abstraction de tout couplage
entre spins, I’hamiltonien du systéme, exprimé en $¥crit ¢ étant la direction selon laquelle est appliqué le

champBy)
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=]

I
o
11

Vilyi (4.33)
i=1
B N N 1 ~ 1
%(l— Ui) et ot I'opérateurl ;i est tel qubzi‘a’i> = E‘ a; > é§i|ﬁ> = _§|ﬁ> (voir
probleme 2.4).

ou Vi =

On s'apercoit sans difficulté que les fonctionspres deHy sont de la form@®, = I_l (k) o (k)
i

représente sott, soitf3.

On peut alors considérer I'opérateur
=)0, (4.34)
i
qui commute aved‘|0 . Par conséquent, les fonctiomsdd @) = |_| ), (k) sont encore fonctions propres
i

de Fz . On noterd les valeurs propres correspondantes.

Exercice 4.5 : Montrer que pour un systéme de dpins, les fonctions propres dd; sona, a5 [a,

et 5,3, . En déduire les valeurs propreslde  efge

Une transition peut étre induite par un champ magune alternatif perpendiculaireBy (par exemple polarisé

selon la directior) ; lopérateur de perturbation est dofg = Z I = %Z (IA+i +1 ) , exprint@ide
i

a)=4) e

(. ‘ﬁ> =0 (voir paragraphe 2.3). Une transition entre nixed@nergie associés aux fonctioig et ®k' ne

des opérateurs de montée et de descente qui mmumfﬂ ‘ai > =0, |A+i ‘/}’> = ‘ag > ,|A_i

peut donc avoir lieu que si
(@i [P @) 20 (4.35)

Ce produit scalaire peut se mettre sous la forme

2T []aco)+([]aw|i []a0 (4.39)
j i i i i

Compte tenu de l'orthogonalité des fonctions denspés seuls termes non nuls du développement )(4.36

proviennent de fonction®Py = _l (k) &b = I_l 72;(K')  qui ne différent gae une seule fonction
i i

de spinp; (k) et n7; (k') - Dans ces conditions :
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F o) =FJo )+l

d’'ou la régle de sélectioAM |, = +1

Exercice 4.6 : Reprendre I'exemple du systéme de épins de I'exercice 4.5 ; déterminer quellest des

transitions possibles et calculer leur fréquence.

Exercice 4.7 : On suppose que les deux spins desiess précédents ont méme fréquence de résonance
A9 42 2)\2

(v1=12=1p). A l'aide des propriétés générales des opérataoraent cinétique, montrer que” =11 +1,

commute avec I'’hamiltonien. En déduire qu’une titdos ne peut avoir lieu qu’entre états correspoidala

méme valeur propre de?

Finalement, on pourrait montrer que les considénatiprécédentes s’appliquent de facon plus généraie
systeme de spins couplés, ce qui a pour conséquanteeme d’interaction supplémentaire dans I'’hamien

(couplage spin-spin).
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Solution des exercices et problémes du chapitre 4

Probléme 4.1.

1) (Ho + H')d = ~(/i) 9®/3t avecd = E g, + Epthy Hota = Eatla etHothh = Enthh
On dérive par rapport au temps le second membFégleation de Schrédinger et on calcule le prodaélaire, a

gauche, pags. On fait de méme avagy. On obtient, en négligeant le termearup :

o =ilasedi(o-akp
%: i(a;l/z)exr{—i(a)—wo)t]a t)

2) En explicitant etb en fonction dé\ et deB, en dérivant par rapport au temps et en repodiams les équations

ci-dessus, il vient :

R Jifo-a)/2a+ /e

% = (i /2)A+[i(w- wp)/2]B

3) Le calcul des valeurs propres de la matricecds@ux équations différentielles ci-dessus cdraui
12
_ 2 2
Q —(]/2) (a)—a)o) + o
Avec A(0)=0 et B(0)=1:

A(t) = dexp(iQt)- exptiQt )
B(t) = dexp(iQt)+ (L— d)expEiQt )

dA
En reportant les expressions ci-dessus dans l'iéqudifférentielle en—— et en identifiant par rappar

dt
exp(Qt ) d'une part, et par rapport@xp(-iQt )  d’'autre part, oriestt

¢ = 06y/(4Q) etd = (1/2) +(w-awp)/(4Q)

4) Py 1o = A = /20)° sin?(Qy)

Compte tenu de 'expression e Rb%\a} =1 pourw = w, et aqt /2 =71/ 2, donct = 71/ g

Exercice 4.1

a) n=1 - n=2 : AE=3/8 u.a. soit 8.23 foem*
n=1 - n=3 : AE=4/9 u.a. soit 9.75 fom®
1 - n=4 : AE=15/32 u.a. soit 10.29 fem*



qui se situent dans l'ultra-violet lointain (vo@d caractéristiques des différentes zones spexctrdf& page).

b) Le niveau d'énergia=2 éclate en deux niveaux situés, par rapport aeani d'énergie initial, a £ et +A' ou
A' figure la constante de couplage spin-orbite. Cemenchacun de ces niveaux d’énergie, sont assde&s

orbitales » (ou des combinaisons linéaires d’orbitalg®, des transitions verssldemeurent permises. La

séparation du doublet observé est égah'adBou A'=0,122 crit (figure 4.5).

n=2 tox

I 2A

n=1

v

sans coupla¢s avec couplags
Figure 4.5

¢) 1s:L=0,S=1/2 ,J=1/2 ; terme spectral%%/z

20 :L=1,S=1/2 ,J=3/2 ; terme spectral2:P3/2

doncAJ=1 en conformité avec la régle de sélection mengéerdans I'énoncé.

Exercice 4.2
Configuration (:15)2 : 1s L=0,S=0,J=0

3

Configuration (:15)1(25)1 : S L=0, S=1, J=0 (triplet)

s L=0,5=0, =0 (singulet)

Aucune transition n’est autorisée entre ces trivieaux d'énergie.

Exercice 4.3

Se référer aux régles de sélection dans I'atome élactron, celles-ci provenant des propriétéshdesoniques

sphériques.

AJ =1 /AM[=0o0u 1
Exercice 4.4
1) M= [ao + alcos(Zm/bt)]f coéZm/Ot)

aoE CcoS2mvyt : diffusion Rayleigh
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NE co&(vabt) cos(2nv0t) = if[ cozﬂ(vo + Vb)t+ c@ﬂ(vo - Vb)t] : diffusion Raman

da au
2) Le moment dipolaire étant proportionnel a lagpishbilité, il suffit en principe de remplacgq— r q
b b

. En fait, la polarisabilité est une quantité teredte et I'établissement des régles de sélectiécensiterait une

étude plus compléte.

Probléme 4.2.

1) Etat|0) : LIJéO) = |_| ¢)(qa,0) E(()O) = Zhva /2
a a
Etat|b,1> ; Wég) = go(qb,l) I_I qo(qb,O) éol) = 3hvb/2+z hv,/2
azb azb
Etat|C,2) ‘P(O) = ¢(qc, )I_I ¢(qa,0) 02 =5hy, /2+Zhva/2
azc azc

2) La correction de I'énergie au premier ordre fgéitrire :
D fap |_|¢ T Ol |_|¢ Gas T
a\b,c
a'zb'zc' : gg' n'agit que sur¢7(qav ) ra-) et intervient dans I'expressiomessus par le produit scalaire

<¢7 Qa' \qa ‘(0 qa.r )> qui est égal & zéro du fait des propriétés déépdes différents termes. La

correction de I'énergie est donc nulle.

a'=b'zc' : la correction de I'énergie est a nouveau ndilidait de c'.

a'=b'=c': ce qui conduit au terméa~,a-’a'<¢ Ja:la |qa |¢ qa.r )> Commquv est impaire

2
(par rapport @g') alors que[ qo(qa- ) I‘a-)] est paire, l'intégrale sy est nulle.

Dans tous les cas, la correction de I'énergie amjar ordre est nulle.
3) De fagon générale, lorsque la correction desfgie au premier ordre est nulle, I'énergie coeigé deuxieme

ordre s’écrit (voir annexe 1.1)

E, = Er(o) +Z’Vk—r‘2
K£r EY(O) - ElEO)

ouV esticide laforme ) f,} 0,0,0c . On ne retiendra dans la satiom ci-dessus que les termes dont le
a,b,c

dénominateur est égal:ﬁ(Eél) E((:%) , Ce qui conduira a ungiéneorrigée de la forme

Epi= ESQ +A et Eg, = ES -A



'V(b 1),(c, 2)‘

avec (O) E(O)

Les seuls termes désusceptibles de conduire a une valeuf dwn nulle sont :

-fh,b,c; th.c,b; fe,b,b qui font intervenir les produits scalaires

<¢ (qb ,O)‘qé‘(o(qb,l» <(o(qc,0)‘ qc‘ (0( qc,2)>. Chacun de ces produits scalaires est nul.

-fh,c.c: feb,c; fe,c,b qui font intervenir les produits scalaires

<(0 (qb ,0)‘qb‘ Q@ (q,J 1)> <(o(qc,0)‘ q%‘ ¢)( qc,2)>. Chacun de ces produits scalaires est

différent de zéro, conduisant a une valeuAd®n nulle.

Les corrections de I'énergie sont schématiséesssalis (figure 4.6) :

(0) e 4

Epi 2 i tA
Ef ( 0)
Ec2" -

(0) :

Eo E E 0 y
transition permise transition interdite
_— . ammsmmmng >

Figure 4.6

4) De facon générale, une fonction d’onde corrigéepremier ordre est de la forme (voir annexe 1.1)
V
—_ w0 kr (0)
=% +Z EO _ E(O)qJ
k#r —r

En conformité avec (3) Wy ; = W(O) + ulP(o) ., =W, (0) - uLIJ(O)

- Vib1).(c.2)
avecu — ﬁ
E((b.1> - E((c,)2>

LPC 2 comporte une contribution dw( ) ce qui autorisedadition |0> - |C,2> en plus de la transition

0> - |b,]> ; on observe donc un doublet (doublet de Fernégaltement2 (voir figure 4.6)

Exercice 4.5

1 A
>=§(V1+V2)|af’2> Flama,) = @)|aw,)

Aas)=S(n-vagy  Flas)=0las)
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|:|o|:3102> = %(‘ Vit V2)|/8p2>

|'A|o|ﬂﬂ2> = _%(Vl"' V2)|:3]ﬁ2>

Exercice 4.6

En vertu de la régle de sélectidM | = +1
\ava,) — |a.B,) de fréquences
\ava,) — | Byar,) de fréquencen.
\auB,) — | BiB,) de fréquencen.
) o

‘,B_La'z ‘ ,51,82> de fréquences.

Exercice 4.7

A

F,|Aa,) = (0| Bay)

F|BB) = ()| B,

, On observadEsitions :

Ho = Wy, . L'opérateur associé au carré du moment cinéticpramute séparément avec les opérateurs

associés a chacune de ses composa{1t‘é§ ; Ifz] =0 et péquen{ F? , H 0] = 0 ;lesfonctions propres

de HO sont également fonctions propres B . Confné  mnuge également avec I'opérateur de

« transition »,Fy , les transitions ne peuvent alieir qu'a I'intérieur d’'un sous espace correspon@aa méme

valeur propre deF 2 (voir probléme de synthése 5.8).
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Chapitre 5

PROBLEMES DE SYNTHESE

Les problémes 1 a 4 (inclus) ne requierent quedemaissances du chapitre 1.

Les problémes 5 a 9 (inclus), des chapitres 1 et 2.
Les problémes 10 a 14 (inclus), des chapitres L e

Les problémes 15 a 20 font appel aux connaissateds totalité de I'ouvrage.
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Probleme n° 1 : Double puits de potentiel
On considére le double puits de potentiel schégmégsire 5.1 (celui-ci peut étre utilisé comme mledérs de

I'étude de l'inversion d'une molécule pyramidaleo® I'ammoniac). Le potentiel est infini aux abses=-a-
b/2 etx=a+b/2. On s'intéresse au comportement d'un systemerdiéE<V.

G M D
a b a
<< > < > <& >
S - D>
L ) ( ]
0 X X" 0
Figure 5.1

| - On établira I'expression des fonctions d'oligg Wp etW\ pour chacune des trois régidBsD etM en
procédant comme indiqué ci-dessous et en utilisantotationsi et v :

u? = 2mE/n2 v2 = 2m(Vo-E)/n2
On ne cherchera pas a normer ces fonctions.

1) Pour la régiors, on fera le calcul par rapport a la coordonXéguis on effectuera le changement
de variableX ' x.

2) On procedera de fagon similaire pour la rédioen utilisant d'abord la coordonn¥é.

3) On utilisera directement la variabd@our la régiorM.

Il - On tiendra compte de la symétrie du potergaal rapport X=0.
1) Montrer que le coefficientp intervenant dand’p est :

- soit identique a celui d€g : I=Ap=AgG (solution symétrique)
- soit égal a son opposd=Ap=-AG (solution antisymétrique)

2) Montrer que ces mémes considérations de syarigtgosent deux familles de fonctidiigg, l'une
symeétrique par rapport a la transformation-x, I'autre antisymétrique. On écrira alors ces fiomstde la fagcon
la plus simple possible.

[l - Etablir les relations qui résultent des cdratis de raccordement aux abscissed/2 etx=b/2 pour la
famille de fonctions symétriques et pour la familieefonctions antisymétriques. Vérifier ce résuttatfaisant

tendreVq vers l'infini. En déduire que, lorsqifg est fini, les fonctions symétriques et antisynugteis

correspondent a des valeurs distinctes de I'énergie
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Solution

| En se référant aux probléemes 1.1 et 1.2

1) Y =Ag sinuX'= YG = AG sinu (x+a+h/2)

2) Yp =Ap sinux" = Yp = Ap sinu (-x+a+b/2)
3) WYy =C'eX+CreVX

1) WGlP=Wpl =  Jip=tic
WM = WM(X2 = Cc"=zC’

2) Solution symétrique
Wa =Asinu(x +a+b/i2) Wpm =meV*+eVX)  Wp =Asinu(-x + a+b/2)

Solution antisymétrique
Wa = Asinu(x + a+b/2) Wpm = u(evVX - evX) Wp = -A sinu(-x + a+b/2)

11
On obtiendra le méme résultat en considérant leditons de raccordement paur -b/2 etx = b/2.

Solution symétrique :
Wg (-b/2) = Wy (~b/ 2) entraine/ sinua = u &2 + ¢92)
d d Vvb/2 b/2
awG(—bIZ) :aLIJM (-b/ 2) entraineA ucosua= /Jv(e -d ) dou

us1+e™? ug eV +1
tanus a= T . - = Y

vi-e ve"-1
Solution antisymétrique :

uyl-e"® uye*P-1
tanuA a= T b = Y

Vite™ v e+l
pourVg — », v — et tanuga = tanup a = 0.Par conséquettg = Uy = k7z/ @ ; comme
E= h2u2 /(2m) (cf. I) on a affaire & la méme valeur de I'éneygie qui se congoit parfaitement du fait que
G et D deviennent identiques et indépendantesefamnche, sV est fini tanug a# tanua a et les énergies

correspondant aux deux types de fonction sontreiffes.
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Probleme n° 2 : Puits de potentiel dissymétrique

On s'intéresse a la stabilité du deutéron. On dpetleutéron le noyau de deutérium qui est cagstitun
neutron et d'un proton supposés ponctuels, erattten sous I'effet des forces nucléaires. Les gheuticules
ont la méme masdd. Leur déplacement relatif est repéré par la caunder (figure 5.2). Le potentiel

d'interaction proton-neutron est isotrope et p&ufrie :

0<r<rg V=-Vp région 1 Vp>0
r>rp V=0 région 2
r=0 V =00

Figure 5.2

| - On considére le niveau fondamental li¢ au deutéla fonction d'onde correspondante est de sy@nét

sphérique, sok = W(r). Ecrire I'équation de Schrodinger dans les régibet 2 (on notera que le systéme est
- | 19%(r¥)
constitué de deux particules et on rappelle Qi = FT
r
Il - Pour la résolution de I'équation de Schrodmge utilisera la fonctiom définie par

u(r) =r W(r). Donner I'expression des solutiar(s) dans les régions 1 et 2. On considéreraufjedoit étre
nulle au point=0 et I'on s'intéressera uniquement aux étatgHi€e et E|<V().

[l - Montrer que la recherche du niveau fondamigpgait se ramener a la résolution de I'équatiotKiqy) = -

K/k et I'on donnera les expressionskdetk.

IV - L'expérience permet d'accéder a la valeuEdsoitE = -2,23 Mev. Aprés avoir formulé I'équation

précédente sous une forme maniable, on déduirapgpmoches numériques successives, la plus pateéende
Vo (en Mev) solution de cette équation.

On donne M = 1,67261 17/ kg,rg= 1,7 1015 m, 72 = 1,054 1034 Js, 1 ev = 1,6021 189 J

Solution
M
| masse réduitén = ?
regon1. | E[dPW 2d)
eglon = 2m\ dr2 rdr) 077
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o h2 d’y L2dv
Région 2 : =EY

dr? r dr

u d¢ 1du wu

WY=— —_— =

! r drrdr 2

dLP 1du 2du 2u

+
a2 rdr? r2dr (3

d2U 2
Région 1 d—Z:—(Zm/h )(E+\b)u (E+Vg)>0
r
2
dcu
Région 2 — = —(2m/ hz) Eu
dr
- iKr -iIKr 2 _ i
=u=A1e" +B1e avecK _(E+V0)h2
commeu;(0) =0 - u = AsinKr
ME
= U= AxeKT + By &Kl avec k2 = —h—z
Y(r) - 0 pour - WO exp() qui I'emporte sur doncA2 =0

- Be—kr

1 ul(ro) = u2 (ro) = AsinKrg = Be K10

du, Zkr
(dr)r ‘fo_( )r -r, = AKcosKry=—Bke ™"

dou tan(Krg ) = K

IV L'équation précédente peut se mettre sousriada

/ V
{0\/ ——1} —Eo—l ou tanax = —x

r V
avecq :;O\/— ME = 0,3943 et X:‘/_EO -1

Comme tarax < 0, la plus petite valeur de x satisfaisant guation ci-dessus est telle que
—< ax < m donc telle que3,98< x < 7,97

X | 4 5 4.t 4,€ 4,5t 4,54 4,58

tan ax | -15¢€ -2,3¢€ -4,8¢4 -4,0¢ -4,4C -4,4¢ -4,57 = X=4,5¢

V,
On en déduit que = 4,53 d’oﬁrEo =2152 My =48Mev
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Probléme n° 3 : Les deux formes de la molécule d’amoniac

On considére la molécule d'ammoniac qui peut exstels deux formes équivalentes G ou D schématisées

figure 5.3.
H\u _ M/H
H\\‘ll ; I\l\':,H ;(
H H
G D
Figure 5.3

(I'origine de la variable x correspond a la positibe I'atome d’'azote ; le passage d’'une formeitrkareléve

d’'un processus du type « effet tunnel »). Les fiomstd’onde décrivant ces deux états seront notées
1
Y = E(lﬂs 4 A)
et Yp = % (lﬂs +y A)
s et Y étant les fonctions propres d’un hamiltonien siﬁéoll-AloteI que
Hots = (Eg — a)s
Hotva = (Eq + 8¢

| - Expliquer pourquoiG et ¢, combinaisons linéaires ds et ¢a, ne peuvent pas étre fonctions propres de
Ho.

Il - Etablir la matrice associée B

1) dans la base/, ¢n)
2) dans la base/G, ¢D)

Il - Le moment dipolairez de 'ammoniac est orienté selonet +x pour les forme& etD, respectivement. On

applique un champ électrigueselon .

1) Sachant que I'énergie d’interactigrentre un champ électriqué et un moment dipokstale la
formeV = -/ E , établir la forme de la matrice associ&edans la base/, ¢p). On supposera que

<lﬂG M lﬂG> = <(/ID M l//D> = L (dans les produits scalairgsn’est pas signé) et on désignera paa

quantitéio E.
2) Construire la matrice associée a I'hamiltortal Hg +V sur la basey, ¢b). En supposant

n>>a (champ fort), indiquer la valeur de I'énergie tdt fondamental ainsi que la fonction d’onde Igiiest

associée. Commenter ce résultat.



3) A l'aide de la matrice de passagi#s(¢p) —» (¢s,¢n), établir la matrice associée a I’hamiltonien tota
dans la baseys ¢n). Rechercher les valeurs propres de cette madticetrouver le résultat de la question

précédente (en ce qui concerne I'énergie).

Solution

| ¢s et yn correspondent & deux valeurs propiiégrentesde Hp ce qui interdit que la somme ou la différence

de ces fonctions soit fonction propre ti,

1)
Eo—a 0
( 0 Eo"'a)
o 1 1
2) Hoyi =E(Eo‘a)lﬂs‘ﬁ(50+ AY A

1 1
Comme (/g :E(wD‘F‘/’G) ety n :E(wD ~YG) .

Hots = Eot¥s ~ ap
De mémeI:IOIﬂD = Eo¢p — Y

D’ou la matrice associée glo dans la bags ¢D)
Eo -
5 &)
[l
(6 5
1) 0 -

(E0+/7 —aj~(E0+/7 Oj
? -a Ey-n/ \ 0 Eg-7n

L'état fondamental d’énergigo-77 est associé gp. L'application d’'un champ électrique favorise ¢arhe pour

laquelle il est colinéaire au moment dipolaire.

oy 7)ot 1
3) matrice de passag*e\/j 1 1 ,d = -7 Eo +

qui a pour valeurs proprelsg — 4/ a2 + /72 By ++/ a2 + 172

Si r7>>a, la premiére de ces valeurs propres est trés proeBo-77.
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Probleme n° 4 : Modeéle de deux oscillateurs pourdtude de l'interaction de Van der Waals
On considére un oscillateur pour legueeprésente la position instantanée d'une partdrii@assen par
rapport a un point fixe O et tel que sa positi@ydilibre correspondexx0 (on ne se préoccupe dans tout ce

probléme que des déplacements selon la seuleiditegt On désignera pérla constante de force.
| - Ecrire I'hnamiltonien de ce systeme.

Il - On recherche une fonction d'onde de la forme
Y =N exp(— ax2)

Aprés avoir indiqué la signification d¢ calculera. En supposant qug décrit I'état fondamental, déterminer
I'énergie correspondante et I'exprimer en fonadiem, fréquence caractéristique de l'oscillateur enaniguie

classique.

[Il - On considére alors deux oscillateurs idengisjau précédent dont les points fixgsddOp sont séparés par

la distanceR. On suppose que ces deux oscillateurs sont copptésne interaction d'origine électrique de la
formeAx1x2/R3 (ouxq etxo représentent respectivement I'élongation de llatmirr 1 et de l'oscillateur 2 est
une constante).

1) Ecrire I'namiltonien complet de ce nouveau systéconstitué des deux oscillateurs couplés).
2) Montrer que, moyennant le changement de vasable x1+x2; v=x2-x1), I'hamiltonien total peut se mettre

AN

sous la formeH (u) + A (V) ol ed”  sont des hamiltoniens du mgpeedue celui établi en (1).

Indiquer la masse effective et la constante desfeftective pour chacun de ces deux hamiltoniens.

IV - Déduire des résultats précédents la valeUuédergie de I'état fondamental (pour ce systemededs
oscillateurs couplés). En effectuant un développenmmité au deuxieme ordre par rapport &3 /montrer

gu'elle différe de celle du systéme sans interagiar un terme en RP (interaction de Van der Waals).

a(a-1
On rappelle qudl* x)9 = 1+ ax+% ..

Solution

II' N : coefficient de normation
2
v _ 2.2, o L
d—2 = -2ay + 4a” XY ; en reportant dans I'équation de Schrodinger :
X
n? [k 2n%a?
E=—a+x| 7 —-——
m 2 m



i

E ne doit pas dépendre gel'ou a =

2h
1 1 |k
FinalementE = E hvg aved = ZT E
2 2 2 2
N he d 1., n°d 1. 5, A
1 H=z=—-——F5+=-k{{f —— 5 +=-kx5 +—5 x4 X
) 2mdx12 21 2mdx§ 272 T g3

2) X1 = (U-v)/2 ;X2 = (U+v)/2
d2 5> 92 Vi d2 5> 92 Vi
= + -2 : = + +2

d¢ ¥ Jdv: T duwiv’' dx I Jv:  dudv
.~ h? 9% 1( A) , h? 9? 1( A) ’
N o T RN T el TR
dou H=H (u+H (v)

m 1 A 1 A
avec  mi=m=s sz(‘”ﬁj K ZE("‘FJ

H se décomposant selon la somme de deux hamiltomiéépendants, I'énergie de I'état fondamentalgegeé

a la somme des énergies de I'état fondamentalspamelant a chaque hamiltonien :

E_L( k, A E_LJ
“4ar\\m MR \m mR3

Développement au second ordre :
h o A2
8k2R®

E=h|/0—
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Probléme n° 5 : Structure fine de rotation dans lespectres de vibration
L'orientation d'une molécule diatomique, de longuewest définie par les angles polaigst . On suppose

gue son centre de gravité coincide avec l'origin&iddre de référence.

| - Ecrire (sans démonstration) I'hamiltonien detion en y faisant apparaitre le moment d'ine@ieelles en
sont les fonctions propres et les valeurs prop@esPappelera que ces dernieres dépendent d'uncelire
quantique (noté icl) alors que les fonctions propres dépendent de dembres quantiques (notéetM). On

indiquera les valeurs possiblesdetM ainsi que I'ordre de dégénérescence de chaquauniénergie.

Il - Rappeler la forme de I'hamiltonien de vibrati®©n noterd\u I'élongation et le nombre quantique dont
dépendent ses fonctions propres.
(@=0 L] exp [-02 (Au)?] et ¢=1 L] (Au) exp [-a2 (Au)?], a étant une constante)

Quelles sont les valeurs propres correspondantes?

[l - On considére un hamiltonien gouvernant &oia fa rotation et les vibrations d'une molécukgainique. En
supposant qu'il n'existe aucun terme de couplatgecms deux mouvements, quelles sont les valeopses et
les fonctions propres de cet hamiltonien? Monttex ges dernieres sont caractérisées par les toibnes

quantiques, J etM.

IV - Une transition entre deux états définis garg m ety 31 M' peut avoir lieu si I'une des composantes de :
<l//r,J,M ‘AU‘ e 3m > est non nulle. Montrer que la transitiar@, J=0, M=0) — (r=1,J=1, M=0) est
permise. On indiquera, au moyen de calculs apgFspguelle est la composante concernée. Calculemehn

l'inverse de la longueur d'onde de la radiatiomisaint cette transition pour la molécule de ®@ (8,7 18

dynes/cmp= 1,161 A h =1,054 1¢erg.s).

V - De fagon générale, I'évaluation de ces inté&grabnduit aux regles de sélection (transitionmjsas)

suivantes Ar = 1,AJ = £ 1. Donner l'expression de la fréquence dessitians pour lesquellaspasse de 0 a 1.
Sachant que leur intensité est proportionneNg axp(E€kT), ouNj etEj représentent respectivement la

multiplicité (ordre de dégénérescence) et I'énedigiaiveau rotationnel le plus élevé (pour la tiizors
considérée), prévoir que le spectre de rotationatitin se compose de deux familles de raies syquétsi par

rapport avp. Quelles grandeurs moléculaires permet-il d'attei®

Solution

| Hyop = 2 /(21); valeurs propresE ot = (h2 /21)3(J+1) ,olestle moment d'inertie.
Fonctions propres : harmoniques sphérithé\g 6,9) aved,1,2...; I<M<J.Dégénérescence d’ordre
(23+1)
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2

I Hyip, = (72 1 2m) +(k/ 2)(Au)?

d(Au)?

k
Valeurs propre& = (r + 1/2)hvp avecr = 0,1,2... ety = (1/ 277)\/; ro :masse réduite).

% 3m= @) YM(6,8) : E= (+12hwp + (¢2/21) J3+1)

IV Pour la composante selarde AU le produit scalai|<a//r,‘] M ‘AU‘ Gy 3m > peut se mettre sous ladgorm
(& un facteur prés, avh(go = cte ¥10 Ocosf ):
+0oo T 2T
f (Au)? exp[—2a? (Au)?]d(Auw) f f (8, 9)sin8dbde
—0 0 Jo0

ol f (8, ) représente la composante setpy ouz d’'un vecteur unitaire colinéaire/ai.

Les produits scalaires relatifs aux composantemsel etz ne différent que par les intégralesé@et ¢.

pour X : f: sin? @ cos Ad# fozn cos pdg

poury : f: sin? @ cos Ad# fozn sin pd¢

pourz: [ sin6 cos?6do f[)zﬂ do

L'intégrale emdu n'a aucune raison d'étre nulle (intégrand pags. intégrales angulaires ne sont non nulles que
pour la composante enFréquence de la transitiofE=hy) :

v=16,44 133+ 1,09 181 =645 181 Hz d'o 14 = 2150 cm!

\Y AJ=1 :v=1p+BJ+1)J=0,1,2...
AJ=-1 :v=1p-BJ J=12,..
avecB = h/(4772 I) (d'ot détermination possible de la distance aitanique)
- | | \ -h% J(3+1) _
Intensité des raies proportionnell¢2d+1) exp WT pour la branche P (figure 5.4).
. J=2 J=3
J=1 J=2
J: \]:1
B B
4 |
v | | I | |
Vo I
branche R brancl P)
Figure 5.4
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Probleme n° 6 : Opérateurs de rotation (cas d'un sp 1/2)

On considére un opératdyy  dont les fonctions pa)pmtéesi a} 4&]8> , correspondent aux valeurs propres

+1/2 et -1/2, respectivement.

| - Etablir la matrice associéel.:;;z sur la balsﬁ>{ ‘ﬂ> }

Il - Les opérateur£+ ek _ possedent les propriétésusies :
|A+|a>=0 IA+ ‘,3> =la)
o) =|p) - 1p) =0

Sachantqud:, -J:X +ﬁy ot J;X IAS, , en déduire les masrassociées aux opératenli;gs |A§t

[l - Etablir la matrice associée E)% , puii;)%\ IA)? .efQuelle(s) est(sont) la(les) valeur(s) proprees)

I‘opérateurIA2 = IAX2 + IAg +IAZ2 ?

IV - On définit I'opérateurﬁ = GIHI X par
C g\ 2 f 3
(i6)" o (0)” o3
I X + - I X+- -
2! 3
ou E est l'identité. ExprimeFAQ en fonction (’E |Ae;g udhisant les résultats de (lll). On rappelle que :
U3 U5 U2 U4

sinu = u—§+a+... et cCOu :1_E+I+

R=E+igi, +

V - Retrouver ce résultat en exprimaﬁ%tgI X

a) dans la base des fonctions propresfgle

b) puis dans la base initialéq) |f) }.

A A I~
VI - En s'appuyant sur I'expression précédemmetetnaie pourR et en ayant remarqué qugl ; = _EI y

A A |l A

etlyly ZEI , montrer que
o160 |Axei9rx =1,
e 100x iye Ox = cosd iy +sind1,
e 10x [,dOx = cosg 1, ~sing1
Ces relations traduisent les propriétés de rotatinfbpérateurﬁ

Solution
I
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[]=ar2(g %

=23 Y []=02§ 3

i

)% =(1/ 4)[E] ([ E] : matrice identité)

F=wand: [if]=aeE: [1f]=ae0 ..
K+l 1120, et(2X =1/ 2)%KE

|= [I 22] =(1/ 4)[E] 12 = (3/ 4E (valeurs propres dé 3/4)

=

d'ou IA)%

Comme

<N

340"
oS0 40"

dou R=cos@ /2)E+ 2isin(@/2)iy,

ia,]_ g a12 . _
a) e = o ol g/2 | (du fait des valeurs propresige 1/2, - 1/2)

b) matrice des vecteurs propr&s= :I/\/EG _1

dans la baseq) ‘ﬂ> ):

oot A S (0 )

doi: €8x = cos@ 12)E+ 2isin@ 1 2)1,

dou|e'f'x

VI La premiére relation est évidente (tous les afgrrs commutent). La deuxieme et la troisiemdioslae
traitent de facon similaire.

Deuxiéme relation :

(cos@ 12)E - 2isin@ 1 2)i ), (cos@ /1 2E + 2sin@/ A
=coS @ 12)y +4sin® (@1 2)( 'y~ 2sin@/ Jcos@ /2) | ,+i2sin@/ JcosP [ DI,

=cosdl +sindl,
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Probleme n° 7 : Zero-field splitting

On considére un systeme de deux spins 1/2 rédihpaniltonien :
H=D(&-2&/3+ {5~ §
éx , éyet éz représentent les opérateurs associés aux camjes du moment de spin total

(i.e.: Sy = 9y + Sy ) etE Tlopérateur identitd. etE sont des constantes relatives a l'interactionlaiggmo
des deux spins. On notefa( >, |3, >) et (a, >,|8, >) les fonctions propres des opératels  Seg

respectivement (dans tout ce probléme, on omettiacteur:; i.e. :

élz‘a'l> =(1/ 2)‘a1>, S,z‘ ,Bl> =(-V 2‘ ,B]> On rappelle quélx e‘ély peuvent s'exprimer a l'aide
des opérateurs de montée et de descéme él_etSlX = ( A§+ + ASI_)/Z Sy = ( A%Jr - ASI_)/(Z )

| - On considére les trois fonctions de base sués(etat triplet) 71 = ‘alaz>,

= (UN2)|ap) + Baz) 1= BB

Déterminer I'action de éy & sur chacune de ces tooictions puis celle déf %2, 822
Déterminer également I'action (ﬁ% §52, §§ sur lestfons (]/\/E) (mtn-1) et (]/\/E) 711-n-1)-

Exprimer chaque résultat a I'aide des fonctigns

Il - En déduire les fonctions propres et les vadqumopres ("zero-field splitting") déq . Etablirdeagramme
des énergied) > 0,E < 0 etP| > E|) et en déduire les fréquences des transitionegpeuvent intervenir que
Si <l/l‘§u‘ ¢)> #Z 0 aveau = x, y ouz et ouy et greprésentent deux fonctions proprestde

Solution
I

Sc= 8+ 5=V + '8+ 5+ 5
éx|ala2>_(]/2)(|a]182> |,3102>):(1/\/_2)/70

S WV |ase) +1Bara)) = (1N 882 +la @ 2) = (1N A 1+ 1- )
8188) = (W2)|asy) +| Bar2) = (15 2ng
SSm=Wm+n1)  Smw=n0  $n1=W2)(m+ny)

éy= Sy+ Sy=2)'s-"8+"8-"5
0’10'2> ('/\/_)/70
S, (WV2)|mp,) +| Baa) = (YWD~ 882 +|a @ 3) = (/¥ 2n- 1)
8,|88) = (- V2)n,
ssm=W2m-n-1)  Sw=m  $7-1=W2(n-1-m)
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S,=5,+%;

é‘z‘671672> =mn

8, (UV2)|auy) +|Baz) = 0
S|AB)=-n-1

SEm=m

S(YV2)m+na)=(UN(m+n-r)  SHIVIm-n1)=0 $mo=no
SWV2)m-n-1)=(¥V(m-n-1)  S(IVIm+na)= 0
SWV2)m+n-a)=(UV)(m+n1) SN m-n-1)= (I Am-n-1)

=0  $n1=n

avec/iz=10; flx = (3/ \/E) (m.+n-1etny= (3/ \/E) (m-n-1
Hro =(-2D/3n, ; An, =(D/3-E)n, ; Hn,=(D/3+ E)n,

D/3-E—& Ny
[S]
(-26)
D/I3+E A Nx (entre crochets : opérateur a l'origine de
la transition correspondante)
[S] S
(D-E) (D+E)

(-2D/3)

Nz

Figure 5.5

A%’?o =1o

"$70= 0
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Probleme n° 8 : Systeme de deux spins équivalents

| - On rappelle que les opératedrg let (assoemzectivement au carré du moment cinétique et a sa
composante selon I'axe z) commutent.

Qu’en résulte-t-il pour leurs fonctions propres ?

Quelles relations existent entre les valeurs plfi)phseL2 etdel, 2

I‘Z

Il - On considére un opératell, = ——  (associé au mowespin) dont les seules fonctions propres notées

|a> et |,3> correspondent respectivement aux valeurs gsap® et -1/2. Quelles sont les fonctions proptes

"2
N L
les valeurs propres de I’opérateb? = h_2 ?
1l - On considére un systéme comportant deux @aes. On désignera par, = | 2 +1 2 I'opérateur associé
A0 Y-
a la composante seladu moment de spin total et p&r” = (I 1+ 2) I'opérateur agsauicarré du

moment de spin totaIlAZl eIAtZ2 possédent les mémesigr@pque I’opérateuF2 de (I1).

a) Quelles sont les fonctions propres et les valptopres ddfz (on se souviendra cﬁe se présarddaso
forme d’une somme de deux opérateurs indépendants)

b) Déterminer les fonctions propres communds & lfzeainsi que les valeurs propres B . Pour cela, on
développeraF 2 = (Iil + |:2)2 en faisant intervenlAr+(1|A_2 + |A_1|A+2 ) et on I'agpéira aux fonctions

propres deF, , ce qui permettra d’établir la matassociée & 2 (on rappelle que les opérateurs deémont

A

IA+ = IAX +iIAy etl_=I X —iIAy sont tels quef+‘,3> =|a) d?_|a> = ‘,[)’> ). Relier ce résultat aux

propriétés rappelées en (I).

A A
-

IV - On considére I'hamiltonien intervenant en néaoce magnétiqueld = I/(I 7t I ) +Jl4, atestla

fréquence de résonance commune aux deux sping, Egkune constante de couplage entre 1 et 2. Monter qu
les fonctions propres définies en (lllb) sont eedonctions propres dél . Calculer les valeurs gepeH
En admettant que les seules transitions permigdgearentre états correspondant a la méme valeyre de

A

F 2, gue peut-on en déduire quant a la déterminagahpdr spectroscopie ?

Solution
I Il existe un systeme de fonctions propres comrawe deux opérateurs. Les valeurs proprek%le dsdat

forme£(£+1)h ou/ est un entier ou un demi-entier alors que leswalpropres dd_ sont de la formg

avec ¥ < m< /, mvariant par pas de une unité dans cet intervalle.

Il ¢ ne peut étre égal qu’a 1/2 ; la valeur proprelA&evaut donc 3/4.



i a) Systéme possible de fonctions propresde ‘0'10'2> avec pour valeur propre iall[)’2> et
‘ﬂla’z> avec pour valeur propre d,B_L,BZ> avec pour valeur grep. Ces fonctions ne sont pas forcément

fonctions propres d& 2

b)F?2 =12+ 12 + 201, = I? + 2 + 2[,,0,, + (I,,11_, + I_,I,,) (les opérateurs notéget [,sont en
fait des vecteurs).
F2 0'10'2> = 2‘ alaz> ; Ifz‘,@ﬁz> = 2‘ ,[)’1,[)’2> . Il en résulte qu¥0'10'2> 4ﬁﬁ2> sont fonctions
propres deF? avec 2 comme valeur propre.

En revanche,lfz‘alﬁ2> =‘0’1ﬂ2> +‘,6’10'2> elfz‘ﬂla'2> = ‘0'1,82> +‘ﬂ10'2> ‘ﬂ1ﬂ2> 43]810'2> ne

A

sont donc pas fonctions propres Eez

Trouver les fonctions propres de? issues‘ dg[)’2> ‘,Bfnz> pligue que I'on recherche les vecteurs

propres de la matrice associédE construite sm‘de—espac{:‘ 01,32> ‘,810' 2>}

11
(1 ]] dont les valeurs propres sont obtenues en réddiggnation séculaird1— /1)2 -1=0

A=2 avec pour composantes du vecteur prc(ﬁ,/e/i; J/ \/_2)
La fonction propre associée peut donc set%ir/ex/i)(‘ 0'1,82> + ‘ ,810’2>)
A=0 avec pour composantes du vecteur pr((ﬁ/a/a;— J/\/_Z) etfpoation propre

associé%l/\/z)(‘ 0'1,32> + ‘ ﬂ102>)

Les fonctions propres communesFé\2 Fet ainsi quedkesirs propres correspondantes (en conformité ave

les propriétés générales rappelées en |) sontmidéSes dans le tableau 5.1.

valeur propre de- 2 valeur propre ddfz
état triplet (J/ \/E)(‘ al[?2> + ‘ ﬁ1a2>) 2 0

état singulet (],/\/E)(‘ a'l,82> - ‘ ,8102>) 0 0

Tableau 5.1
v H peut se mettre sous la formél,, + I,) + J I, + J/2) (il o +1415)
et étre ainsi facilement appliqué aux fonctiondessus :
Etattiplet:  H|aya,) =(v+ 3/4) a@,)

A(YV2) (o) +|Ba2) = (9/ A(1V2) ((as82) +] B4 2)
H|BB) = (-v+3/4) BB

Ces trois fonctions sont donc également fonctionpnes de I'Hamiltonien

Etat singulet : ﬁ(]/\/i) (|a'1,32> —|,310'2>) = (_ 31/ 4)( 1\/_3 (|a1ﬂ2>_|/8f7 2>)

12¢



Les seules transitions possibles ne peuvent étrgemes a I'état triplet. Comme/é) figure dans chacune des
valeurs de I'énergie J{4) disparait lors du calcul de la fréquence desiteon (différence entre deux valeurs de
I'énergie). Il en résulte que la constante de caggl) ne peut étre déterminée. Il s'agit la d'une préigrbien
connue de spins dits « magnétiquement équivalerits ¢ou les) couplage(s) interne(s) au sous-enkedw®

spins magnétiquement équivalents n’intervient (eliviennent) pas dans le spectre de résonance tiagné



Probléme n° 9 : Résonance magnétique de noyaux quagolaires
LU'hamiltonien H = vyl , +Q|cos® 12 +sin® @I 2 +sind COS9(IA I )] est exprimé en Hz. Il

régit le comportement d’'un noyau de spin supé@elf2, soumis a une interaction Zeeman (premietdget a
une interaction quadrupolaire. On s’intéresse aayau de spih=1, dont les vecteurs de base, ndl@ (ici :

1D, |0), |- Z|>) sont tels que :

Lim>=mlm>Pm>=2m>; I, [m>=v2|m+1>0u0
On indique également qu’une transition est perisiise condition<¢/‘li‘(/l'> #Z 0 estréaliségety’
représentant deux vecteurs propres de I’hamiltonien

| - Construire, sur la base définie ci-dessus, ddrite associée au deuxieme terme de I’hamiltonien.
Il - Etablir le diagramme des énergies pQ#0 et déterminer les transitions permises. Caldalarfréquence.

[l - On considére alors le second terme de I'htomien comme une perturbationf@®mais faible devanip).

Corriger I'énergie au premier ordre et en dédweegerouvelles fréquences de transition.

IV - Pour des valeurs plus élevées@eon corrigera I'énergie au second ordre et lestfons d’onde au
premier ordre. Quelles sont les modifications aoajgp aux régles de sélection déterminées enBl@uler les

fréquences de toutes les transitions permisesn@@ara I'apparition d’'une harmonique).

Solution
|
5(0 1 0 1/2 0 12
[|X]=£ 10 1 [12]=] 0 1 o0
210 1 0 1/2 0 1
1 2 1
cog 0+§ sirf @ % sird coé 5 shé
2 2
[Ho| =0 %sin@ cod sift 6 —% s cad
1 2 1
Esinze —%sin& co¥ co%6?+§ sihe

Il etlll Les calculs ne présentent aucune diffiéy leurs résultats sont indiqués dans le diagrarmi-dessous
(figure 5.6).

/'y 3COS2 -1

% | eotordsma) [T 2 ©
02 3cos? 61
0 T+ Vi Qsin” @ _
1) S T oo s I Q(Cos2 0+ ESin2 Hj
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Figure 5.6

IV D'apres les expressions générales du calculedibation (annexe 1.1) :

2
(Ho)
Q
E=E0+() * 2o @
o), T
Ha),,
( Q (0)
v=00 ) 5
k#r E( ) - E
On obtient :
Q?
E =Vt C{cos2 0+= su?@j + 2 GiRg cko+ T st
2vy 8%
Q2
:D— v 2 S|n6cos9|0>+4 Ve sif 6|2
EO = QSin2 7]
2
o =10+ 2 Y2 g cow (1) +1- 1)
Vo 2
E, =-V, +Q(cosz g+t sir?@j 9 sif @ co%,e—Q—2 sthg
1= v 2 2V, 8
iy Q2 _Q Jzal-
Wy =) o 2 sin@ co|0) 2, sif 6] -2
Transitions permises et fréquences de résonance :
_ 3co6-1_ Q? Q> .
W - Wy Vo S Q+ el fcog O+ &, sit @
Q? Q
W - Y_q: e+——sin’ Bcos 8+~ sit @
Vo 4y,
3cos -1 2
Yo - Yoy Vgt Q—Q sii? 0co2 -2 sifl 0
2 2, 8,

On notera que le terme principal de la transif$p — (J/_; est égal a deux fois la fréquence de résonance

(2wp). Cette transition correspond donc a une harmeaniqu
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Probleme n° 10 : Extinction du moment cinétique orkial

On considéere un atome d'hydrogéne et on supposktpetron est dans un état. 2

| - a) Si on écrit les orbitalgssous la formey = uf(r), py = Vi(r), pz = wf(r), ouf(r) est une fonction
réelle, que représentemtv etw?
b) Quelle est la symétrie de la distribution élecique d'une orbitalp?

¢) Quelle est I'énergie (en u.a.) de ces troiseta
d) Comment passe-t-on dg py etpzapi, po etp-1? Quelle est la signification de ces trois indices?

Il - On place alors une chargg aux points de coordonnées(,0) et (a,0,0) et une charge

-q aux points de coordonnéesg0) et (0,a,0), l'origine du référentiel coincidant avec Isigion du noyau. On

fera l'approximation selon laquelle les orbitalpg, 2py et 2z restent fonctions propres du nouvel hamiltonien.
a) Sans faire de calcul et en se fondant sur desidérations de symétrie, déterminer la hiérardbie

niveaux d'énergie associés a ces trois fonctions.

b) On suppose que I'électron occupe le plus bagsli&rois niveaux. Quelle est la valeur moyenne de
Lz, composante selon z du moment cinétique orbital?

Solution

| a)u, v,w: parties angulaires
ulsin@dcos¢g; vsingsing; wlcosd
b) symétrie axiale

c)-1/8
d) p+1=(px+ipy)/\/§; Po= Py p_1=( Py — ipy)/\/z;(ﬂLQ—])h:valeurspropresdéz

La répartition des charges est schématisée ci-degfigure 5.7).

V4
+
_q >
\ 4 L 2 y
/ A
+q
X
Figure 5.7

a) attraction poupy (distribution électronique principalement selgrépulsion poupy, d'ou le diagramme des

énergies (figure 5.8) :
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2py

ET — 2P

_— 2Py
Figure 5.8

b)<LZ> = <2px‘ IA_Z‘ 2px> = %<2 pl‘ IA_JZ pl> +%<2 p_l‘ ALJ[Z p1>= 0 (extinction du moment cinétique)
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Probléme n° 11 : coefficient d'écran définissant ldéplacement chimique en Résonance Magnétique
Nucléaire

On considére un atome isolé placé dans une indumhgnétiqueé (dirigée suivant I'a®z d'un repere fixe).
Chaque électron, du fait de la précession du "nééggronique”, crée une induction secondaire ajuniveau
du noyau, est de la forme :

B'=KrO(BO7)]/r®

I est le rayon vecteur noyau-électrork eine constante égale a -0,26946ir est exprimé en unités atomiques.

| - Calculer la valeur moyenne des trois composadmé' (dans le repére défini plus haut), exprinmée e
fonction de <1r>. On utilisera le fait que la distribution éleatigue d'un atome isolé est nécessairement de

symétrie sphérique, ce qui implique, entre autyas,:
(frx2)=(t(ny?)=(rz2)=(f(r?)/3

ouf(r) est une fonction quelconque.

Il - En déduire que l'induction magnétique effeetivue par le noyau, peut s'écrirééff = |§(1— o)

Expliciter oa l'aide d'une seule intégrale radiale.

[l - Calculer o pour I'atome d'hydrogéne dans son état fondamedtationne I'expression de I'orbitale

atomique correspondante:
19 = (¥Var)(27)

ainsi que le ésultat d'une intégrale eulérienne :
+oo o -Ap _ a!
J_, pfe P dp =

A+l

Solution
I
-XZ
Bl_ kB
= r3 - yZ
X2 + y2

Dans le cas d'une distribution de symétrie sphériqu
el )= (4 ) =0
et <(x2 + yz)/r3> =(2/ 3)<:1[r> d'ol

(@)=l
(2xB/3) (1)

134



[ole)
o= (— 2k/ 3)j RZ( r) rdrot R(r) est la partie radiale de l'orbitale considérée.
0

I o=-2k/3=+179 106(n0mbre sans dimension)
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Probleme n° 12 : Couplage quadrupolaire
Lorsque la distribution électrique d'un noyau (cogrimchlore) n'est pas de symétrie sphérique,-cepossede
un moment quadrupolaire qui interagit avec un @naidile champ électrique. Cette interaction est b
expérimentalement.
| - Le gradient de champ électrique peut s'expriaemoyen de six grandeurs du type:
Y
Uop = KXz

ouV est le potentiel électrique d aux électrons etgteprésente l'une des trois directiong ou z.

a) Montrer qu'il est toujours possible de trouversysteme d'axes tels qygg soit nul sixg # Xg.

b) Justifier le fait qu'une couche saturée, datsrhe isolé, correspond & une distribution éledte
qui est globalement de symétrie sphérique.

c) A l'aide de I'équation de Laplad®/= 0), de (a) et de (b), montrer que les couchieséss ne

contribuent pas au gradient de champ électrique.

, e Beofe-1
Il - Montrer que l'opérateur associ€g s'écrit (& un facteur constant pres)T rast la distance
r

électron-noyau e I'angle que fait le rayon-vectelir  avec l'ax@Pour cela, on considérera le potentiel
- . , IV o
électrique au noyau dd a un seul électron et arutah 5 en coordonnées sphériques).

Il - En vue d'évaluer le gradient de champ élgetei au niveau d'un noyau chlore
(Z =17) dans une molécule de symétrie axiale, oh, pauypremiére approximation, ne tenir compte ceee d

orbitales atomiques du chlore intervenant dansileiales moléculaires. Montrer que la contributitences

30052 G- (3pz)

différentes orbitales atomiques est, soit nullé, caiculable a partir deqg = (3 pz) 3
r

(on fera I'hypothése que les orbitales corresparalancouches ou aux sous-couches saturées se dentpo

comme dans l'atome isolé).
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Solution
I a) Il s’agit d'une matrice symétrique (3,3) gst @ar conséquent toujours diagonalisable.
b) Aucune direction n'est privilégiée ce qui ingpke une symeétrie sphérique.
¢) En supposant la matrice diagonale
Oxx + dyy + dzz= 0 etdxx = dyy = dzz(symétrie sphérique).

Figure 5.9

1 oN 1
Champ électrique au noyau da a l'électrdn L1 — contme ——— , V U T

' a
r
N _ N d\/ﬂ@ d\/o”¢ N o
a drdz 26 oz d¢o"z & a

o
avecr 2 =x2 + y2+ ZZZE :?ZZ cosf (figure 5.9).
g d\/Dcosﬁ
OI"ILE r2
oN 9
dzz o,r(c sé?/r )E+%(c0§/r )o"z

avectanﬁ_m/z 5’9 _s|_ng
D(3COSZ6?—])/r3

d'ou

Il ClI: (192 (292 (2p)° (39)2 (3p)°
Les couches saturées ou les orbitalesnt de symétrie sphérique et ne contribuent gasau gradient de

champ électrique. Seules les orbitalps8nt a considérer
3py = R(r)sing cosp
3py = R(n)sindsing
3p, = R(r)cosd
oN N  10%

En notant z 'axe de symétrie, on peut constatengyx5=0 pourxg#xget que— 5 =~ 5" =~ -

(équation de Laplace). Il restera donc a calculer



a=| - dr[ “ap[ (3cos 6-1) sirw codoas
o r 0 0

4 = j: s drIjﬂco§¢ d¢joﬂ(3co§ 6-1 sif 9do

r3
wprlp?2

0 = j R drI;ﬂsin2¢d¢I 0"(3cos2 6-1 sif §do

or3

3cos?6-1

00q1,2=<3px.3py pe |3px.3py>

En calculant les intégrales éret eng, on constate qug] etgo peuvent s'exprimer en fonction gg
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Probleme n° 13 : Adaptation des orbitales d a un coplexe octaédrique déformé

| - On donne I'expression des harmoniques sphéridaeang deux :

Y2 = /1587 V Isin® Gexfz 29)
Y571 = 7,19 87sind cod exfr ig)
Y0 = 1587 17§ 2oL 6- )

Rappeler le mode de construction des orbitﬁkz-:@ dxg _y2 dyy Az, dysz

Il - On considére un atome métallique au centre damplexe octaédrique (figure 5.10; les ligandariés par

des points sont supposés chargés négativement).

V4 . . s .
Expliquer, sans faire de calcul, les propriétésantes :

a) La dégénerescence des niveaux d est partigitdmese.
b) Les trois orbitaledyy, dxz dyzcorrespondent a la méme valeur de

I'énergie.
c¢) Ce niveau d'énergie est plus profond que cgluest associé dzz

ouad .
X2 - y2

Figure 5.10

[l - On étudie I'effet d'une distortion du compéeselon la directio@ ', définie par un vecteur de composantes
identiques selon les trois ax€sY, Z (figure 5.11).

AZ Pour cela, on définira un repéXe, Y', Z' obtenu par une rotation
7' d'anglea (COSO = ]/\/TB)autour deY, suivie d'une rotation de'4

autour de I'axeZ.

a) Calculer les composantes des vecteurs unitaires

i, 7K du repéreX ', Y', Z' dans le repérx, Y, Z (de vecteurs

g unitairesr, I,IZ ). On pourra s'aider des matrices deioota

b) En déduire I'expression dgy, z en fonction de, y', Z

oux,y, zetx,y, Z représentent les composantes d'un vedteur

guelconque dans les deux repéeres mentionnés aisless

Figure 5.11

c) Exprimer la quantit&éy+xz+yz en fonction dez et der,

longueur du vectedy

IV - Montrer que les fonctions :
do = (dxy +dy, + dyz)/\/§; ¢1= (d xz~ d y}/\/E , $2= (2d xy dxz d M\/%
sont orthonormées et déduire de 1ll,c) gigeest analogue a une orbita([t;-2 , adaptée a I'étuttedistortion

du complexe.



Solution

| d =Ry2(0¥ O(3c0f6-1)
dys = Rnp (M) (Y2 — Y, 1) /W2 \/g (v/2) cos 6 sin 6 cos ¢
dy, = Rn, (M) (Y3 + Y5/ (—iv2) « \/g(\/i) cos 6 sin 0 sin ¢
dry = Rna () (Y2 — Y572)/(iV2) \/Z—i(\/i) sin @ cos ¢ sin 6 sin ¢

dy2_y2 = Ry, (r) (Y7 + Y, 2) V2 « \/g (1/v/2)(sin? @ cos? ¢ — sin? @ sin? @)

Il a) L'interaction supplémentaire (répulsion) daex ligands est susceptible de modifier I'énergie.

b) Les ligands jouent un réle identique par rappak trois axes, y etz ainsi que par rapport aux trois
plansxy, xz, etyz dxy, dxzetdyzsubissent donc les mémes répulsions de la pafigdesis.

c) le maximum de distribution électronique estlehors des axes pour l'orbitalg, d'ot une répulsion
moins importante que pour les orbitakégz d))l(]z _ y2 guieur maximum de densité électronique selon

les axes qui correspondent a leur indice.

i a) De fagon a amener l'aXeselonZ' (cosa = ]/\/§ ;sina=—+/2/3), on peut utiliser la matrice de

rotation ci-dessous

{cosa 0 - sim] { J/\/§ 0 \/Zl?j
Ry(a)=| 0 1 0 |= 0 1 0
-J2/3 0 23

sina 0 cosx

V212 =212
R,(m/4)=|~212 212 0
0 0o 1

YV6  -1UV2 IV
Row = R (/) R(a)=| YV6  UV2 V-
-J213 0 Yo

le vecteur unitaire de I'ax2' a bien 3 composantes identiques sp¥ etZ :

16 -YV2 13
il YVve | YV2 k| Y3
373 |0 13
b) V=xT+y J+Z K= xi+ yj+ zk
x= x/\6- y/2+ I3
y=x/6+y/V2+2/y3
z=-J2 x/\3+ 2/V3

14C



c) (xy+ XzZ+ y}:(— }(2/2— 3?/2+ 'Z)=(1/2)(3'§— %)=(1Q(§—1Jr2

r
IV Le coefficient de normation d'une somme alggthei de n fonctions du typg:, &; ¢; avecg== 1 est égal

a ]/\/ﬁ (¢i orthonormées). Le produit scalaike,|¢,) est égal a (4+1+1) d'ou le coefficient de nornrate

16
(dy +dg+dyldy-d)=1-1=0

(dy +d+dyJ2d, - d - d h=2-1-1= 0
(dy - dy,

La fonctiongg est identique &:lz,z puisqu’elle s’exprime se((82'2 - r2) camontré en lli(c). Elle est

2d - d,~ d )= -1+1= 0

donc adaptée a I'étude d’'un complexe présentantist@rtion selorz .
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Probleme n° 14 : Interaction de Van der Waals entreleux atomes d’hydrogene

| - On rappelle que 'hamiltonien de I'atome d’hgdene s’écrit, en unités atomiques :

N 1 1
HO = —EA—F

1 _
et que l'orbitale () est de la forme (1S) = —— Ne '
varmr
a) Calculer le coefficient de normation N.
b) Ecrire I’hamiltonien|:| du systeme constitué @exdatomes d’hydrogéne en supposant les noyaux

A et B fixes et en utilisant les notations de tufie 5.12:

Figure 5.12

Il - Mettre H sous la forme H = |:|0 +H'= I:|O(l) + I:IO(Z) +H'
R étant supposé grand devary etrop, H' sera considéré comme un terme de perturbation.

a) Ecrire la fonction propregp de |:|0 en faisant I'hypothése qu’en I'absence deeqedtturbation, les
deux électrons; ete sont dans I'étatsl

b) Exprimerr, ra etr1g en fonction des coordonnées des deux électrates Bt Effectuer un

développement limité permettant de metkrle soudamee analogue a I'opérateur d'interaction eng |

deux moments électriques instantagiés= €l [gt= €hp (avet errunités atomiques):
udly _o(AR)(AR)
3 ° 5
R R

A

H' ne dépendra alors que Reet des produitgixo, y1y2 etz1zo.

a\a —
On rappelle quél+ x)? = 1+ ax+% X+

[l - Effectuer un calcul de perturbation au prenvedre.

IV - Soit Eg I'énergie de I'état fondamental du systéme nomupké. On fera I'approximatiot=g — E,, = Eg

(En figurant I'énergie d’'un état excité) et on effeata un calcul de perturbation au deuxiéme ordrar(pela,
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on pourra remarquer, en le justifiant, OIE HocHko = (HIZ)
k#0

00 et goey un systéme de symétrie

sphérique, la moyenne ot est égale au tiers de la moyenne%)eOn en déduira que I'énergie d’interaction de

Van der Waals est proportionnelle &

Solution

| a)NZI re?dr=1 N=2
0

A 1 1 1 1 1 1 1 1
e SRl
2 fia 2 e g roa R T

=( Fo@® + Ho@ )+ H' )

Il a) w - le_rlA e_rZB
0 T

[ {1 i R\ i1, F
b ﬂ;glz _3(ﬂ1 I)q(élz R) :%(xlx2+ Y1Y2‘22122)

a(a-1
avec(1+x)? = 1+ax+% X +...

1 2 2 2]-V2
P (Xl_XZ) +(y1—y2) +(é_ i+ 93]
i 2 2 277V2
_1 1+2(22_21)+(X1_X2) +(y1—y2) +(21_sz
R R R R R
i 2 2 2 2
1, z-a 1la-x) +(u-w) +(z-3)  s(a-2)
R R 2 R2 2 R?
i _ 2 2 _:UZ
2.2 20V2_ 1|, 2z X +yi+Z
—=|X7 + + - =—|1- +
e LA (2 P)] Rli R R2
2.2 2
_l,,a 1kd+yi+z 37
R R 2 R2 2 R?
~1/2
vz 1 22, X2+Vyi+ 2
1 o[22y +2] _L %2 et
fy X2 T Y2 (22 @ R R R2

R

1), 2 1%+y+% 37
R 2 R? 2 R?

En regroupant ces trois expressions, on trouve frbur.

"A|'=%(X1X2 +tyi1y,—2 2122)
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(o |[H'[1po) = =5 (154 (D1sp (2) | 215, + 3172 = 22,2, | 154 (D155 (2))

Le premier terme du produit scalaire ci-dessus p@&atire

(1sa(D155(2] %) L5(3 18 3 = La( W % 150K 18 )2 ok 16 )2

La moyenne de x pour 'état 1s est nulle (syméspiecrique). Il en va de méme de la moyenne dalg et La

correction de I'énergie au premier ordre est darlten

IV Correction de I'énergie au deuxiéme ordre :
Z HyoHok

Eo—E
k2o O K

: 1 1
Eo=-12ua. Eg= —2n—I2 - o'

avec n' et/ou n" supérieurs a 1.

1
NégligerEx devantEg revient a négliger—-  (pour> 1) vis-a-vis de 1.
n

CommeHy, = (o |H'|tho) = 0 (voir II).

> HiaHo = 3 HioHi = (H )

kz0 k

52 Z%(XIZX% + V¥ +47 %+ termes croisés du typg x y y)

1
Comme<(//0 ‘Xlxz ylngl/0> =0 (voir Ill), et que{ls| X2| 1§ = §< r2>13 , la correction de I'égier au
deuxiéme ordre devient :
__6(1,, )2
AE = - R( 3<r >1S
® 4 4!
<r2> = 4J. r'e™®dr=4—=3
1s 0 2

6
FinalementAE = -——5 u.a.
R
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Probléme n° 15 : Formation d’hydrogéne moléculaire

En vue de I'étude de la formation d’hydrogéne moligice a partir d’hydrogéne atomique adsorbé attase
d’un solide, on utilise le modéle décrit ci-apré@s. suppose qu’a l'instait0, un atome d’hydrogéne se trouve
dans un siteg de la surface du solide et on cherchera a éviymrssibilité qu’a cet atome de se trouver dans
un des quatre sites équivalestssp, s3, 4 répartis régulierement autour sfg Si cet événement se réalise,
I'atome d’hydrogene est susceptible de renconimeauire atome d’hydrogéne, donc de former, aveteosier,
une molécule d’hydrogéne. Les cing skgss1, s2, S3, 4 sont strictement identiques et on nothj@ i=0@ 4)
la fonction d’'onde décrivant le comportement d'tonee d’hydrogéne adsorbé sur le sigtEg I'énergie

correspondante ; celle-ci est valeur propre d’unilianien Hg traduisant le seul phénomeéne d’adsomptio
Ainsi les fonctions‘ ¢{> iE0 & 4) sont des fonctions propres kdg) , orthonospassociées a la méme valeur

propre deEp.

La possibilité de passage d’'un site a I'autre @seen compte par I'adjonction |§0 d’'un terme de
perturbation not67 qui posséde les propriétés atega

Vig)=-d|a)+|e) +| @)+ o)

/ ¢]> = —al%> pouri=l a4

\%
a est une quantité positive.

| - En effectuant un calcul de perturbation au pegrardre, calculer les corrections possible&geOn devra

trouver deux niveaux d’énergie non dégénérés.

Il - Parmi les fonctions d’onde a I'ordre zéro,mms’intéressera qu'a celles associées aux deeaumvnon

dégénérés. On les noté¥a etW. et on les exprimera en fonction c{e{@>

[l - En supposant qu'a l'instat0 I'atome d’hydrogéne est décrit par la fonct‘%> écrire la fonctiort(t)
qui définit son état au tempsPour cela on exprime4%> en fonction\He etW. et on invoquera la

compatibilité entre I'équation de Schrédinger denpiere espeéce et I'équation de Schrédinger sofmise la

plus générale en faisant I'hypothése gueet ¢, aussi bien que les énergies corrigées trouvéds, esont

effectivement fonctions propres et valeurs propieeshamiltonien total.

IV - On exprimera alor®(t) sur la base de‘s(q> et on en déduira la probapiité que I'atome d’hydrogene

soit
- ou bien resté dans le sfigau tempg,

- ou bien passé vers I'un des quatre autres sites.

Trouver la plus petite valedrdet, pour laquelle I'atome d’hydrogéne a quitté e sitde facon certaine.

Solution
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| CommeEg est dégénérée d'ordre 5, les corrections de kpaeu premier ordre sont obtenues en recherchant
les valeurs propres de la matrice associ¥e a  redessur le sous—espat(% NN, ,¢3,¢4)
0O -a —-a —-a —-a

-a 0 0 0 O
[V]=|-a 0 0 0 O
-a 0 0 0 O
-a 0 0 0 O

L’équation caractéristiquaﬂS(/12 -4a 2) =0 posséde deux racire® et = +2a.

Il subsiste une dégénérescence d’ordre 3 sansctiorrele I'énergie. Il apparait deux niveaux nogé&térés,

d’énergie
E, = Ey+2a
E_.=EF-2a

I On élimine la premiére des équations du systiméaire conduisant aux composantes du vecteur@rop
associé &+ et on la remplacera par
Co+Cl+G+ G+ G =1
On trouve pour les quatre équations suivantes
C=CG=G=G=-G/2
dou W+:i[¢b‘l(¢i+¢’z+¢’3+¢)}
V217 2 :

de méme W_ =%[%+%(¢1+¢’2+¢’3+¢4)}

1
n WO =g = E(LH + LP_). Comme la perturbation dépend en réalitéetags, la fonction d’onde

doit étre solution de I'équation de Schrodingersssai forme la plus générale :

o o o . o

v () = exf - iEhOt){ cob ')+ b5 (e et 404)}

2 2at
dans|L|J(t)| . e coefficient dep : C0527 : probabilité de rester dans le sige

1

. o 2at
« coefficient depy.. @ : Zsm2 7 : probabilité de saut vers I'un des quatre ausites.

L’atome d’hydrogéne a quitté le sitg avec certitude au temsel queCOS2 (2aT/h) =0 :T=nh/da
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Probleme n° 16 : Transitions entre niveaux d'énerg d’'un systeme de deux spins 1/2 avec couplage

dipolaire
L’opérateur associé au moment cinétique de spmrsaté/il . On ne considérera que des S}E'ns (valeur

A
—

N 3 ~ ~
propre del 2= Z ; valeurs propres dig . +1/2 et -1/R)d€signera payl = Vi le moment magnétique

associé au moment de spjn apport gyromagnétique).
Soit un systeme comportant deux spins. Placé damfduction magnétique statiqBg dirigée selorOz ce
systéme est supposé régi par 'hamiltonien :
HO = VlI 7z + I/2| %

A ¥1Bo y2Bo
si Hg est exprimé en unités de fréquencéy = ——— Vo = ———
(si Ho p quences o7 2 o7
| - Quelles sont les fonctions propres et les valguopres ddHy 2 On distinguera les deuxygas)) et 1 #

J2. On indiquera éventuellement les dégénérescelezefofictions propres dbzl é’gz seront notées

respectivemeniia; > , |8, > etla, >, (8, > ).

Il - Le systéme est soumis a une induction maguoétajternative dirigée selon x. L’hamiltonien cependant
peut s'écrire :
A= (Val, +Val,, | cosat

H' sera considéré comme une perturbation.
Quelles sont, dans les deux cas préciggs)p et 1# )p), les transitions permises et leur fréquence paurra
utiliser les opérateurs de montée et de descepte | , +il y I_ =1, il y Qui sont tels que :

lLa)=0 1,8 =a. i_la)=8.,i_|g)=0

Il - L’énergie d'interaction dip6le-dipble s’écrilassiquement :

e sy (AT i)

rs ro

(r : distance séparant les deux dipdles).
En déduire que I'hamiltonien d’interaction, exprier unités de fréquence, entre les deux momenteétigges

peut se mettre sous la forme :



AzllAZZ(l— 3cod 9)

T
o
I
>

= (Ml #1744 o)(1- 3008 6)

[
oo

(I:LllAZ2 + IA21|A+2) sind cosgke 717

N

3~ ~ i
—E(I_ll22 IZl 2)5|n6?cos9e

3,0~ 7
—=1l,sin’de 29
4

S 7
‘Z|—1|—25'n de }

y1yoh

(A= 53 Bet gl1: angles polaires du rayon-vectdlr ).
ATPr

IV - Hy est considéré comme une perturbationtdig edifier un calcul de perturbation au premier ordre
danslesdeuxcag # Vo ¢4 =)>»

V - De quelle fagon sont modifiés les résultatglfe?

Solution

I L’hamiltonien étant constitué de deux terme®pehdants, ses fonctions propres sont obtenuesnsidérant

tous les produits possibles des fonctions propeeshdcun de ces deux termes. Celles-ci, ainsiegedleurs

propres, sont rassemblées dans le tableau 5.2.

fonctions propres valeurs propreg/; # ) valeurs propre¢/; = )
Ei Ej
) (1 +v)/2 v
s =| ) (n-v,)/2 0
)
)

1—‘0102

1/13—‘,3102 (_V1+V2)/2
s =| BB, ‘(V1+V2)/2 -V

Tableau 5.2

o

Il Une transition peut av0|r Ileu entre deux niveassociés aux fonctions d’ongg et ¢ si la quantité

Uy —V1<l//k ‘M“/f >+V2<l//k ‘%I_Z‘U/J

est non nulle. Ces transitions et leur fréquencog isdliquées dans le tableau 5.3.

transitions permisi fréquence f1 # V5 ) fréquence/f =), )
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1-2 ] v

1-3 n %
2.4 n v
3.4 ] v
Tableau 5.3
i 1
il ,ul,u2 - zl 22 ){ yz k 3 2( +h 2"} J1 +2)

(.7) (i ¥) - (IAXl singcogp +1°,, sindsing +1°, cosﬁ)

(fXZSinecos;é+l singsing +1 ,, cosH)

NN 1/~ - A A A A A A
Iy, 5, ZZ(I T R R I P —|1+2)

A

- 1 A A a
|y1|y2:‘z( B I P Y —|1+2)

A A A A i [~ ~ A A
Ly, 1yl % ZE(I_ll ~2 =14 +2)
A A ~A A _1 ~A A ~A A A A A A
IX1I22+I21IX2—§IJ1+2+I [1_2+I 4 é-ﬁ 14 z
A~ A PN | ~ A ~ A nA A nA A
+ =—[- + - +
Nl + T, 2( [PPSR OV TR
En regroupant tous ces termes et en exprimantrtjénd’interaction en Hz, on aboutit a 'hamiltonidonné

dans I'énoncé.

IV 1) y1 # ¥, : le systéme initial (sans couplage dipaine présente aucune dégénérescence. La comrectio
de I'énergie du™niveau est obtenue en calcul%lﬂi ‘I-Ald ‘l//i > . Compte teniodbdgonalité des fonctions

A A

la > et|p >, seul letermel ;| ;,  dély  conduit & un résultat non nul

E, = (l/l + l/z)/2+ a
E, =(v1—|/2)/2—a
Es= (— Vi + VZ)/Z— a
E, = —(V1+ Vz)/2+ a
aveca = A(l— 3cos «9)/4

Les fonctionsy; conviennent comme fonctions d’onde a I'ordre zéro.
2) Y1 = Vo :lly adégénérescence palar et ¢3. Il faut donc diagonaliser la matrice associéel @

construite sur la base/, ¢r) :

R

valeur propre : 0 correspondant au vecteurrpro(ﬂ/\/z "~ 1/\/_2 )
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valeur propre : -2a correspondant au vecteurrpro(i/ V2, J/ V2)

Pour les niveaux 1 et 4, on est ramené au casdaBtd.es nouvelles fonctions d’onde, ainsi quedi§ie

correspondante (corrigée au premier ordre), somiées dans le tableau 5.4.

Fonction d’onde a I'ordre zé Energie corrigée au® ordre

¢15‘//1=‘0'102> v+a
@ = (‘a1/5’2> “/310'2»/\/5 0

@ = (‘%32> +‘ﬂ1az>)/\/§ 2a
W=, =‘ﬂ1/32>

v+a

Tableau 5.4

V 1) y1 # J» : comme les fonctions a I'ordre zéro sonniitgues auxy, les regles de sélection définies

précédemment subsistent. Les fréquences des toasssiont modifiées (figure 5.13).
1-2 : v+2a

1-3: yt+2a
2—»4 . Vl_b
3-4 : »L-2a

1-3 2-4 1.2 3.4

< §(3c052 0- 1) > <

Figure 5.13
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2=y

Uj3=Ug, :%(alaz‘ I, L[)’g ;}+%<a 74 iIAJr \Za B >¢ 0 ; U1z etUp4 deviennent nulst23 le

reste.

Seules transitions permises (figure 5.14) :
1-3 : v+3A
3-4 : v-3a

1-3 3.4

%(3 cos?9—1)

<

Figure 5.14
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Probleme n° 17 : Transitions induites par une perttbation aléatoire
On considére un systéme stationnaire comportant nigeaux d’'énergi€&a etEp (Ep > Eg) décrits par les

fonctions d’'ondeg et ¢. Une perturbatioh?(t) lui est appliquée ; elle edetque
<q% N(t)‘ ¢’a> = <¢O‘\7(t)‘ (00> =0et <q% N(t)‘ ¢0> = <¢0‘\7(t)‘ ¢a> = uf(1). La nature dé (supposée

réelle) sera précisée plus loin.

| - La solution de I'équation de Schédinger soutane la plus généraIeI-Ad(D = —(h/i)ﬂ(D/o"t ) peut
s'écrire P = C, (t)l//a + G (t)l//b ol et ¢y sont proportionnelles g et ¢, respectivement. Que sont ces

facteurs de proportionnalité ?

Il - Ecrire les équations différentielles régisseqietcp en introduisant la notatiotyy = (Eb - Ea)/h

[Il - On suppose qu’a I'instant initial, le systérst dans I'état décrit pgg. Que valent respectivemery(0) et
cp(0) ?

-

En considérant que I'on peut toujours écig( T) = G,(0) +I (d(.‘b/ db dt  ieitgr cette derniére
0

relation en faisant 'hypothése, (t) = C;(0) poO<t<T (alors {tevarie rapidement durant ce

méme laps de temps).

IV - Calculer alors, au temps T, la probabilitétdnsition entre I'état décrit pag et I'état décrit pagp. On
notera P, |, cette probabilité de transition. On formaile résultat au moyen d'une intégrale doublegart

sur deux variables d’intégratidn ettz en se souvenant qu’une probabilité de transitdmritervenir le carré

d’'un module.

V - Effectuer dansP, |, les changements de variablest, t 7 ®1; —1, etintroduire la fonction de
corrélationG(7) = f(t+7) f(t) ou la barre indique une moyenne smsemble des systémes constituant

I'échantillon (cette notion de moyenne confére aractére macroscopique a la probabilité de tramgiti

VI - La fonctionf(t) est de nature aléatoiref:(t) =0 f;2(0) =1 @&r)= exd—lrl/rc) o0 est

appelé temps de corrélation. On pourra remarquefajtonction de corrélation est paire et ne déppralde

l'intervalle 7 et non pas de l'origine
T

Soit alors P = I h(t)dt ; montrer, en utilisant comme interraéei de calcul la primitivél deh, que
0

dP/dT= K 7). En déduire que la partie réelle d&, |,/ dT  peut s'expriselon I'intégrale

J. G(7) COE{a)O T) d7 en prenant en compte la décroissance rapid& jeavecr.
0
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VII - Calculer lintégrale J(ah) = I G(7) co{a)or)dr (cette quantité est apge densité spectrale). Quelle
0

est la dépendance, vis-a-visdg deJ(ap) dans le domaine de fréquend2s ao/Zn < 500MHz pour

Ic=1 ps etrc=1 ns ?

Solution

_ aiEatlh L it
| Ya=€ @ Yp=e "¢

- A hoop
Il Avec ® =c,e 'Eat/h% +ge 'Ebt/h% ,en développar([Ho +V)<D =TT ot (sachant que
I—AIO(Q.1 = E.¢, ISIO(OD = E ) et en calculant le produit scalaire & gauchegpait vient :
dc, [ i
—2 = ——yf ()’
a - Ut ®

De méme, en calculant le produit scalaire a gapeney :

dg, _ 1 jaf
e huf(t)é o}

. LT _
Il ca(0)=1 ;cn(0)=0 etCy(T) = —'guJ. f(t)e“* dt
0

|u|2 TeT ,
vV Pi_p :_h2 I I f(tl)f(tz)e'%(tl_tz) dt,db
0J0

V t=t, doncdt, = dt ; tvarie entre 0 €f.

r=t; -t dt; =dr,tétant fixé ; par conséquenvarie entret-etT-t. Finalement
T T-t

— l-uZJ G —iwotd d
P,p = 7 (D)e tdt

0 -t

avec  G(1)= f(t) F(t) = F(t+1) (D)

dP
Vi g = OIT[H(T) H(0)] = h(T), d'oi

2 —
Re (ddT Pa_.bj = |u| G(J‘ G(T)éwordfj avech(t) = ;l' tG(T)é.(‘brdr

d u?
et Re(ﬁ P, bj u j G(r)coﬁwor) d7 (compte tenu de la parité des fonctions)

VI J(C‘)O):%J. e 7/ é%rd+%f gl/Tc gl g
0 0
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1 1 N 1 _ I
T2l 1 1| 1+ a2
2 — Tl —tlw I+apre

z-C C

Pour =102 S, a)grcz << 1 et)(wp) est indépendant de la fréquence dans la zonérajgeconsidérée. En
revanche, pourc=10'10 s eta)o/(ZlT) =500MHz a)grcz = 7T2(= 10) . Dans ce ca¥{ap) décroit d’un
facteur 10 entre O et 500 MHz.
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Probleme n° 18 : Effet Stark de I'atome d’hydrogéne
On applique a un échantillon constitué d’atomeydrbgene un champ électrique statiqﬁg dont latime

définit l'axez

| - A l'aide d’un calcul de perturbation au premadre, déterminer I'énergie des états correspdralianl et

n=2 (effet Stark).

Il - Quelles sont, & I'ordre zéro, les fonctionsmtie qui leur sont associées ?

[l - En plus du champ électrique statiqlffb , onrsetle systeme & un champ électrique alternatimPlas

niveaux d'énergie déterminés en (1), indiquer elgsguels une transition peut avoir lieu ? On doarte
réponse en fonction de la polarisation du chamgtridgie alternatif (selo®x, Oy ouO2) et on indiquera la

fréquence de la (ou des) transition(s) correspaedshn

On rappelle I'expression des orbitales)(12s) et (207 de I'atome d’hydrogene (en unités atomiques)iajne

le résultat du calcul d’une intégrale eulérienne :

(9= oe)
(29) = (ﬁj (Z_jij (2-1) "2
(2p,) = (%T\E cos@j (2—\1/3 re"/2

wrae—)lr - a!
0 /]a+1

Solution
| Terme de perturbationV = €Eq Z

Correction au premier ordre poorl
eQSO(lSi 71 $= 0 puisque la moyenne dgpour un étas (symétrie sphérique) est nulle.

Correction au premier ordre pok2 :
il y a dégénérescence d’ordre 4. Il faut donc aqoirgt la sous-matrice associég, &ur la base & 2pz, 2py,
2py) :
- la moyenne de pour chacun de ces quatre états est nulle. Lese@ks diagonaux de cette matrice
sont donc identiguement nuls.
- de méme, pour des raisons de symétrie ou di phas fonctions intervenant dans les produits

scalaires (voir par exemple le probléme (3.2)) :

(2s142p)=(28p2 p)=(2 9 |2 g=(2 p|2 p=(2 p| 2 p= 0
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- Les seuls éléments non nuls de cette matrice: son

(2slez, *2 9> = <2 9‘ € |2)s
T 00
(e£0/16)J' cos sird dHI r*(2-r)e™ dr=-3ex,
0 0
Il reste a diagonaliser la matrice (2,2), consgrsitr (2,2p,) :

[V] = —3%0(2 (])') qui a pour valeurs propres :

1 1
— 3eE, (vecteur propre +—=,——
o ( prop \/E \/E

1 1
3eE (vecteur propre:\/—i,—ﬁ )

Les modifications de I'énergie sont schématisépadi 5.15 :

A
1 =2 4 I 3eE,,
— g 4“ 2p x> 2p y
I v,
1 2| 3
_ l n=1 1s
2
Figure 5.15

Il Fonctions d’onde & I'ordre zéro :
Les orbitales (4), (2px), (2py) conviennent d’'emblée, auxquelles il faut ajolgsrfonctions issues des vecteurs
propres deV] et de (3) et (%) :

v. = 529+ (2p.)

v-=[29-(2p)]

Il La regle de sélectiom()=1 s’applique.

- Polarisation selom: la regle de sélection correspondafi®=0, provient de la valeur non nulle des quantités

<¢{Z‘ ¢'>. Ici, grace a la contribution depd dansys et ¢ :

R )

@9 -g vp=(3 e
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Il ne peut y avoir de transition entge et (. car

1
Sl@9+(2p) 2(23-(2p))= 0
- Polarisation selon x ou y : la regle de sélectiorrespondanteA(m)=1 provient de la valeur non nulle des
quantités<(0|x| ¢'> 01.<¢|y| ¢'>
La transition(ls) - (2 px),(Z py) est la méme que sans champ éleetridlg [ (3/8)
Les transitions 4 et 4' enty et (2 px),(Z py) d’une part et entré’Z px),(Z py) gt d’autre part, sont

également permises gréace a la contribution ded@nsyx et ¢.(qui assure le respect de la régle de sélection

(A0)=1). De plus, I'intégrale sur r dans I'expressimla probabilité de transition est non nulle :
00
4 -r —
I r(2-r)e  dr=-72
0

V4 = V4' =3EEO



Probleme n° 19 : Structure hyperfine du niveaun=1 de I'atome d’hydrogéne
Lorsque I'on prend en compte le moment de spinrdtop, 'hamiltonien qui régit le comportement diseme
électron-noyau de I'atome d’hydrogéne (le noyaatetivient ici que par son spin) doit étre compfzdeé:
A An AP é.f F§ 2a
G2 By XNED 8] Ges
r r r

N
—

L représente le moment cinétique orbithl, St lemens de spin nucléaire et électronique,
respectivement{  le rayon-vecteur noyau-élect®a,fonction de Dirac O (I') est telle que

f(r)o (rdr = f (0). Les constantes b, ¢ sont positives et ne dépendent que des unitésiekdV/ sera
espace

traité comme une perturbation. On supposera gsgsteéme non perturbé se trouve dans I'&dot rappelle

1
. . o . -r
que l'orbitale (¥) s’exprime en unités atomiques sel?: 2e ).
ar

| - Caractériser les états du systéeme non pertaub@oyen de cing nombres quantiques (derf en tenant
compte des spins électronique et nucléaire ; él@srénctions d’'onde correspondantes (on utilisreotation

a, S pour les fonctions de spin).

Il - Que représentent les deux premiers terme¥ d2 Montrer qu’ils ne conduisent & aucune correatien
I'énergie au premier ordre. On écrira ces deux ésrae facon a faire apparaitre les opérateurs dé&met de

descente, et, le cas échéant, les variables arggilai

1l - Effectuer un calcul de perturbation au prenoedre pour le troisiéme terme ¥ (« terme deamirde
Fermi»). Montrer que les fonctions d’onde a I'ordéeo sont fonctions propres de I’opérat@? (demt
valeurs propres seront notéEs( F+ ].)h2 atec | +S ) et que cliEEmunouveaux niveaux d'énergie

peut étre caractérisé par une valeuFde

IV - Démontrer la possibilité de transitions magmées entre les niveaux ainsi obtenus sans qutihgezessaire
d’appliquer un champ magnétique statique. Cettesttian pourra étre induite par un champ magnétique
alternatif By (t) , avec comme opérateur de perturbatight B, (t) 0 fio= )| | + y<S (4 etys: rapports

gyromagnétiques du proton et de I'électron, respectent).

Solution

I n=1, /=0, M0, mg=+1/2, m=+1/2

(S: spin électroniquel;: spin nucléaire)

Fonctions correspondant aux quatre jeux possildeschbres quantiques :
@ =15asa, ;  =15ash ; =195, ;¢ =1955
Le systéme non perturbé présente une dégénérestente 4.

Il Le premier terme d¥  est 'homologue du cogplapin-orbite ; il s’agit ici du spin nucléaire :
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alL

(0]> =0, les éléments de la matrice associés e‘nme,té{l? ] > , sont tous nuls.

¢7,->= L.

Le deuxiéme terme d¢  correspond a l'interactigdlei-dipdle entre les deux moments magnétiquesEsso

CommelL,

aux moments de spin. Il peut s’écrire (voir prokdehs)

-[rzéz-%(us . S)}(l— 3c02 6)

3/ra - .
+§(IiSZ + IZSi)sinH cod €'

3/~ 4 :
2 +2i
+Z(I 1231)5'” X
Seule I'expression opérationnelle en facteu(]je 3C052 9) t sesceptible de conduire a des éléments non

nuls de la matrice associéd/a . Le calcul de éesdiits fera intervenir l'intégrale

7l
j (30052 G- 1) sind co® = 0. Par conséquent, tous les éléments de la madridp(Construite sur le
0

sous-espace deg}) sont nuls et aucune correction de I'énergiefeamier ordre), due a ces deux premiers
termes, n'est a envisager.
Il Le terme de contact provient de l'interactientre le spin électronique et le champ magnétiyisgtant a
l'intérieur du proton (qui est différent de celuéé a I'extérieur par le spin nucléaire). Du fatld fonctiond, ce
terme n’est différent de zéro que si des orbitaleserviennent.
Les éléments de la matrice associée a ce termendact sont de la forme, avge= a ou .

Vij = {0 18] (1m$);) [ pace (1) P8 dT

= C((’?ms)i|i§|(771775)j)|15(7' = 0)|2 = ﬁ((nms)ilfﬁl(nms),’)
(ou les opérateudset S doivent étre également considérées comme desitfisavectorielles).

On obtient alors pour la matrice V, construite lsuisous-espace degf

(14 0 0 o
ch’l'0 -14 U2 0
210 12 -14 0

0o o 0 14

qui a pour valeurs propres :

1
A= Ch2/477 associée aux fonctions d’onde a I'ordre Zé@ﬁ\/_z((ﬂz + Q),) N

1
etA= —30h2/477 associée a la fonction d'onde a l'ordre zé':?-zr(@ - %)

Vis-a-vis des variables de spins, 'ensemble dastfonsg constitue un systéeme orthonormé complet ; les

fonctions, a l'ordre zéro, données ci-dessus sont donctions propres deS et par conséquent famstio
propres de I'opérateul 2=124+824+2|8

avec pour valeurs propres

(3 3 1 1
h Z+z+§ pourq,ﬁ(@+%) N



et h2(§+§—§) 0 ri( - )
47a PR\
correspondant respectivemerf=al etF=0.

D’ou le diagramme de la figure 5.16Eq(: énergie du systéme non perturbé)

= 1
) = ¢1af(¢z +¢3),¢4
Fo ch®
2
_ 1
PO E((ﬁz - ¢3)
Figure 5.16

IV Perturbation dépendant du temps, apte a induigetransition :— /1. L3>1(t) . Il'y a transition si
<¢/k ‘/7‘ ¢IK> (moment de transition) est différent de zéro avec
Vi = 55 (B2 — B3) = = (@Bs — Bras)(1s)
et Y, = ¢1>1 = a;as(1s) )
o 1= 5 (92 + b3) = 75 (@ps + Bias)(1s)

ou encore Y, = ¢3 = BiBs(1s)
Pour un champ magnétique polarisé selon x ou g¢tions arbitraires puisque le systéme ne compoitane

1
direction privilégiée), le moment de transitionskant intervenirﬁ(@ - ¢3) d’une pargg ou ¢q d’autre part

est non nul.

La transition entre les états étiquetéskp=l etF=1 est donc permise. Elle est utilisée dans le MRSE
(Microwave Amplifier by Stimulated Emission of Ratlbn) & hydrogene : les atomes d’hydrogéne drétat
sont sélectionnés au moyen d’'un dispositif de §feen et Gerlach (voir probléeme 3.4) et stockés dee
cavité résonnante. Par émission induite (transdi®@R=1 aF=0), le systeme oscille. La fréquence, trés stable
trés pure de cet oscillateur, est égatehg /4773

Par ailleurs, une émission spontanéé&de aF=0 (longueur d'onde de 21 cm) d’atomes se troudans I'état

excitéF=1 permet de détecter par radio-astronomie lesewidipydrogéne interstellaire.
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Probleme n° 20 : L'opérateur densité

Soit la fonction d’ondél d’un systéme dépendant du temps, développée bastorthonormé ¢k} des

fonctions propres de I'hamiltonien du systéme stataire :

W(t) = D Cu (e
K

Les fonctions de basg sont strictement indépendantes du temps (i.ecedr exponentiel assurant la

compatibilité entre I'équation de Schrédinger ssagorme la plus générale et I'équation de Schgtide

premiére espece a été intégré daré)).

*
On définit la matrice-densité par son élémenk(L) : Ok, = Cx C_ ou la barre représente une moyenne sur

'ensemble des systémes constituant I'échantil@mnoterad I'opérateur-densité, associé a la neattensité.

A 1
L’équation de Schrédinger s’écril® = _ETW si ’hamiltoniest exprimé en unités de fréquence. On

retiendra cette convention dans tout le probléme.

dG, dC
| - A l'aide de I'équation de Schrddinger, calcuieat— et dtL et les exprimer en fonction d’éléments de la
. . . . doy, .
matrice associée a I’hamiltonien. Exprimer alorsdt— n fanction de I'élément{,L) du commutateur

[ﬁ, I:I] . En déduire I'équation de Liouville-von Neumann :

- a6 )

Il - On définira la moyenne d’une grandeur quelaonG par<G(t)> = <l/l‘dl//> oué est 'opérateur

associé a cette grandeur. Montrer que :

(G(v)=Tré6)

[l - On considére maintenant un systeme statigen@mportant deux niveaux d’énergie correspondant

fonctionsa et B et régi par les opérateurs de spig | | gt quiguEs# les propriétés suivantes :

y!
A A A 1 A 1
by =i o= (31 g =) 1
Surlabaséd) ‘,8> , les matricesassociéd?&é\ ryet rgieeqt comme suit :
2Afo 1, _ifo -
x“9ol1 0]y 2/1 O

En vue de traiter la suite du probléme, on devraaidrer les propriétés suivantes :

2 _r2_r2_E . . Y e g
a)ly =1y =1, :Z ol E représente I'opérateur identitél gl \ = =1 || , =l >
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12 13
N U
b) Si on définit 'opérateur exponentieXpU ) Er+ U+—+—+.. meniue :

exdfial’y) = ¢ :{ ) E+2i sn-(;) Iy

IV - Ce systéme est maintenant soumis a des intensocdépendant du temps telles qu’en se placars aia
référentiel approprié (référentiel tournant a ugfiencas par rapport a la directiaz), 'hamiltonien peut
sécrire 1 H = —I/llAX

a) En se référant a 'équation d’évolution de  (wpiestion (1)), vérifier queJ  a pour solution :

61(t) = expl 2 mtl'y ) 6(0) exp— 2 741", )

b) En utilisant les propriétés démontrées en étlgn supposant qué’(O) = AIAZ (Atest une

constante), explicited(t)  en fonction dAg I%}

V - En se référant a la propriété démontrée enc(ﬂbculer<| Z(O)> el<| y(O)> . Déduire de (IV) le laps de

temps pendant lequel I'interaction représentéetdar —V; |, doit étre appliquée pour que :

a) o(t) = —AIAZ en calculan{l Z(t)> 4ﬂ y('[)> , montrer qu'il s’agit daimversion.

.0) 41y

, montrer qu'il s’agit dairotation de 90°.

o
~

b) g(t) = Ary ; en calculan

Solution
|

dCK
27T = _HZCK%

d
4Gk = 2mZCK Hi ; dt 2|ﬂZCK HiL

d
Pl ZIHZ Hyk Okl — UKKHKL) AmcH -Ho)

doot —=2 77[0’, H

Il (G() =L CL¢L|6| Yk Cxdr) = X1k C/Cx <¢L|6|¢K)
= ZL,K OkLGx = Tr(0G)
1|
1 A A A~ 1 A
a)l, = E[é _O} ; en effectuant les produits matriciels appnérpril)% = 5 =| 22 = ZE :

A

A A a
De méme pourl I y = -1 I XZEIZ
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b)

=B1-7 4

. . a ala o (B
d’ou exp(lal x) = CO{E) E+2i S”{E) I«

a) %—U—Zlm/ll -2, dl —277[0’ v ]
b) aveca = 27wt

2 3
exdialAX) = E +ial , —%(fx)z —j %(fx)3 *

Bl | ag)-

3

= A(cosE E +2isina | jIA (cosE E - 2isinaf j
- 2 2 %) 2 2 2 X

A, A . ansn . a _as s
=co§—|z—2|cos—sm—lzlX+2ism—cos§leZ

2 2 2

L@ A
+4sin Elxlzlx

Apartlrdelxly I)JX =i >
4

(1,0) =Tr(6(O1,) = aTr (2) = /2

@yw»:AnUJQ:—Eﬂu|g:o

1 N Al
a) pour 274t = 7T (t = —j ,o(t) =-Al, don(<| Z(t)
2V

b) pour 27t :]ET (t = ij ,o(t) = —Afy donc<| Z(t)> =0

4y,

I
y4
—— et par permutations C|rcula|rels |

=), =i

frr:—[quz—iédw:&:qadmwﬂg+mdmmﬂgl

2 d,0)=0
ef1,()) = -

) (0 P
Ca G

3

A

A
2
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Constantes fondamentales

Quantité Symbole ou définition _Valeur et unites
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Facteurs de conversion
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Spectre électromagnétique

Ondes | Microondes Lml.li?:ges | Infrarouge | Visible | uv ‘ uv |Rayons | Rayons
radio i étriques proche proche | lointain| X Y
infrarouge
lointain
mm 300 3 1 0,5
nm 50000. 770 390 200 1,0 0,05
GHz 1. 1100 300 600 6000
em™’ 0033 - 33 10 20 200 13000 26000 50000 107
eV 6 1200
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