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Ensembles de petite somme

RIBLET Robin

Abstract

Ruzsa a démontré une minoration précise de la mesure de la somme de deux ensembles
bornés de réels A et B faisant intervenir le ratio A(4)/A(B). De Roton a établi un résultat
de structure a propos des ensembles critiques de cette minoration. Ici, nous prouvons une
généralisation du travail de de Roton en établissant un résultat dans un voisinage du cas
d’égalité.

1 Introduction et résultat

Si A et B sont deux ensembles bornés non vides de réels, il est bien connu (cf. [3]) que
AMA+ B) =2 AA) + X(B).

Si cette inégalité est optimale pour certains ensembles A et B (si ce sont des intervalles par
exemple), il est en revanche possible d’étre plus précis en toute généralité en faisant intervenir
le ratio A(A)/A(B) et le diametre de B.

Dans la suite, A et B seront deux ensembles fermés bornés de réels de mesures non nulles.
On notera Dp = sup B — inf B le diametre de B et on désignera par (K,¢§) 'unique couple
défini par

MA) _ K(K=1) | s (L.1)

KeNetO<do<1
XB) — 2

Ruzsa [5] a démontré le théoreme suivant.

Théoréme 1.1 (Ruzsa). Soient A, B C R deux ensembles bornés non vides tels que \(B) # 0.
Notons Dp le diamétre de B et (K,0) défini par (L.1). On a

AMA + B) > AMA) + min (Dg, (K 4+ §)A\(B)).

La minoration du théoréme est également optimale et de Roton a étudié I'un des cas
d’égalité (cf. [2]).

Théoréme 1.2 (de Roton). Soient A, B C R deuz fermés bornés tels que A(A), \(B) # 0.
Notons Dp le diamétre de B et (K,§) défini par (1.1). Si

AMA+B)=XA)+ (K+)AB) < AXA)+ Dg,
alors B et A sont des translatés d’ensembles By et Ag de la forme

By =[0,04]U[Dp — b, Dp],

Ag =

=

[(k—1)(Dp —b_),(k—1)Dp+ (K — k)by + 6A(B)],

_=X(B).
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Dans cet article, nous nous intéressons au voisinage de ce cas d’égalité, lorsque
MA+ B)=XA)+ (K +d+¢e)\B),

pour un petit € > 0. Nous verrons alors que, si € est suffisamment petit, A et B sont respec-
tivement inclus dans des translatés de voisinages de Ay et By (ou Ag et By sont les ensembles
définis dans le théoréme [1.2)). Ce résultat fait 'objet du théoreme ci-apres.

Théoréeme 1.3. Soient A, B C R deux ensembles fermés, bornés, de mesures non nulles et tels
que A\(B) < AM(A mod Dg), ot Dp désigne le diamétre de B. Soit (K, ) définis par (L.1). Si
MA+B)=XNA)+ (K+d+¢e)A(B) et

(K +6+ (K?log K + 12)e)A\(B) < Dp

pour € > 0 tel que

CSMNSK ) " K3log K KAB) )



.1 x 1071549 qalors B est inclus dans un translaté de [0,by] U [Dp —b_,Dpg], ou
et by +b_ < N(B)(1+¢), et A est inclus dans un translaté de Ay + [0,e\(B)], ou

S w

K
Ag=J [(k=1)(Dp —b_),(k—1)Dp + (K — k)by + 6A(B)] .
k=1

Remarque 1.4. Ay et A sont de méme mesure donc Ag+ [0,eA(B)] est un voisinage métrique
assez fin de A.

La borne ¢ < % provient d’un théoréeme de Candela et de Roton [I] (théoréme ci-
apres) dont nous allons nous servir dans ce travail, et qui étend le théoréeme de Kneser [4] aux
ensembles presque critiques dans le tore T = R/Z.

On note p la mesure de Haar intérieure sur le tore T (T = R/Z) et pour tout ensemble E
et tout scalaire n, on pose nE = {ne | e € E}.

Théoréme 1.5 (Candela et de Roton). Soit p € [0, po] ot pg = 3,1 x 1071549, Sojent A, B C T
satisfaisant

WA+ B) = u(A) + p(B) + p < 5 (u(A) + u(B) +1),

et p < uw(B) < p(A). Alors il existe trois intervalles I, J, K C T, avec I,J fermés et K ouvert,
et un entier naturel n non nul tels que nA C I, nB C J, K Cn(A+ B), et u(I) < p(A4) + p,

w(J) < w(B) + p, p(K) = p(A) + u(B).

Toute amélioration de la borne py qui provient d'un résultat dans Z, (le corps fini & p
éléments) de Grynkiewicz, améliorera automatiquement le domaine de validité de notre résultat.
On conjecture que py peut atteindre 1.

Remarque 1.6. Dans le théoreme nous avons supposé A et B fermés mais quitte a con-
sidérer des ensembles fermés A, C A et B, C B tels que A(A,) — A(A), \(Bn) — A\(B) et
Dp, — Dp, on peut supposer A et B seulement Lebesgue-mesurables.

2 Preuve du théoréme [1.3

La démonstration qui reprend les idées et la structure de la preuve développée par de Roton
dans le cas d’égalité [2], comportera principalement trois étapes. La premieére consistera a tra-
vailler modulo le dimagétre de B puis a utiliser I'inégalité de Ruzsa et le Théoréme afin de
montrer que nos ensembles sont proches de progressions arithmétiques d’intervalles. La deux-
iéme consistera a prouver que B est finalement proche de 'union de deux intervalles seulement.
La troisieme permettra de dégager la structure de A. Dans le cas d’égalité, les sous-ensembles
sont des intervalles, alors que nous avons des "erreurs", les sous-ensembles ne remplissent pas
entierement les intervalles et il pourra y avoir des décalages, ce qui complique chaque étape et
ajoute des contraintes. Notamment pour la derniere étape, il nous faudra établir la structure
de A en trois temps. Tout d’abord, nous dégagerons la structure principale de A, qui contient
la grande majorité des éléments de A, puis nous exhiberons des informations sur le reste des
éléments de A. Nous finirons par affiner ces informations en retrouvant un point de vue plus
global.

2.1 Hypotheses

Notons tout d’abord que quitte & translater A et B et normaliser B, on peut supposer que A
et B sont deux fermés de mesure non nulle tels que min B = 0, Dg = supB —inf B = 1, et



min A € [0,1[. Soient K € N* et 0 < J < 1 tels que

MA) KK —1)
B~ 3 the (2.1)

Remarque 2.1. Notons que K est nécessairement supérieur ou égal a 2 car A\(A) = \(B) par
hypothése.

On suppose que \(A + B) = A(A) + (K + 0 + ) A(B), ou ¢ est un réel positif tel que

) 3
1-9
€< gk (2.3)
Po
e < KB’ (2.4)

et (K+0+ (K?log K +12)e)A(B) < Dp = 1. En fait nous n’aurons besoin que de 'hypothese
plus faible suivante

(K+ 6+ (K?log(K) — K(K(1+log4) —log K — 7+ log4) + 8)6))\(3) <1, (2.5)

ce qui entraine en particulier
(K+d+2)A(B) < 1. (2.6)
2.2 Mesures modulo le diametre de B

Posons S = A + B. Pour tout entier positif £ et tout sous-ensemble E' de Ry on définit
Ey={zcl01 | #{neN|n+2c B} >k} et Kp=sup{k € N| By # o}

Notons que Ek+1 CE,et By = 7(E), ou 7 désigne la projection de R dans T. Tout au long de
la preuve du théoréme nous allons utiliser le fait que pour tout ensemble borné E C R,
on a

AE) = S u(By). (2.7)
Ruzsa (cf. [5] ou le lemme 1 dans [2]) a utilisé cette égalité afin de prouver 'inégalité suivante.
SiAN(A+ B) < A(A)+ Dp, on a

Ky+1 Kjq+1
A
Ky (4) + 2

AA+B) > A(B). (2.8)

Remarque 2.2. Comme Dp = 1, on utilisera indifféremment \(B) et u(B) pour désigner la
mesure de B. On pose

Nous sommes désormais préts a entamer la premiere étape. Tout d’abord, montrons que
Kis=K, (2.9)

ou K est défini par (2.1)).



Preuve. D’une part comme Ay + B C Sy pour tout k € {1,..., K4}, on a N(Sk) > u(flk) +bet
donc

Ks Ky K4
MA+B) =) =D ulSk) = > 1u(Sk) =D (u(Ax) +b) = A(A) + Kab,
k=1 k=1 k=1
d’'ou K4 < K + 0 + €. Or par ’hypothese (2.2) on a e <1 —§ et donc K4 < K. D’autre part,
par hypothese et par (2.1)), on a

WV

K+1 K+1
MA+B) = MA) + (K +5+e)b = —Z-\A) + = —b+eb,

Ainsi par la minoration (2.8]), on a

K+1 K+1 Kiqg+1 Ky+1
— A 71) eb > AA b
A+ b eb > =) + =4,
ce qui entraine
K— Ky
> —— - (K—-Ky—1+20),
TR A= 1+2)
. 5 1)
or ’hypothese ([2.2) implique € < K N , et donc K, > K — 1. ]
A

Cette premiéere égalité va nous permettre, en reprenant la preuve de l'inégalité de Ruzsa,
d’obtenir des controles sur les inégalités entre les mesures d’ensembles modulo Dg. Ainsi nous
saurons que ces inégalités sont proches du cas d’égalité, ce qui nous permettra d’utiliser le
théoreme [T.5] et ainsi obtenir des informations de structure modulo Dpg sur nos ensembles.

2.2.1 Structures de A et B modulo Dpg, premiéres informations

Par I'hypothese (2.1)) et d’apres (2.9)), on a
Ky+1 Ky+1
Ky 2

AA) +

b= \A) + (K + 6)b.

Définissons 5,14, 5% et 52 par

p(S0) = n(Ag1) +elb (2 <k <K +1)
p(Sk) = p(Ay) + p(B) + exb (1 <K) , (2.10)
(S = b (k> K +2)
Comme flk 1 C 5 (car 0,1 € B) et comme /ik + B C gk on a E}; > 0 pour tout ¢ et k. De plus
en utilisant K4 = K
Ks
NA+B) =3 1u(Sh)
k=1
K+1 Kg
=> p(Ap1) +epb) + —F——— (u(Ag) + b+ eib } + Y eib
k=1 [ Ka ( ) Ka ( ) k=K +2
Ky+1 Kaq+1 3 Kk 1 2
A(A) bt | D et D = (Eher +ERaik) | b
Ka 2 k>K+2 im0 & ( )
Kk
=MA) (K +0+| > Y - (ks + heris) |
k>K+2 k=0




Ainsi nécessairement
K

k
e= Y €2+ZE<E,1€+1+5%(+1,,€). (2.11)
E>K+2 k=0
donc en particulier
Z 3 <e (2.12)
k>K+2
et donc pour tout £ > K + 2 )
1(Sy) = e3b < eb. (2.13)
Pour tout k € {2,..., K + 1}, on a également
K
1 < 2.14
€k b — 1° ( )
et pour tout k € {1,..., K} on a
K
2
<— - 2.15
kS g 1o L ( )
Enfin plus brutalement, on a aussi
e < Ke< K22 <2 (2.16)

Kb~ b’
ou la ~cleuxiérne inégalité provient de ’hypothese (2.4). Comme pour tout k € {1, ..., K}, Ay, +
B C Sk, on a d’apres la deuxiéme ligne de (2.10))

(A + B) < u(Sk) < p(Ag) + b+ €3b.

Gréace aux hypotheses (2.2)), (2.3)), (2.4) et (2.6, nous pouvons appliquer le théoréme et

ainsi, pour tout k € {1,..., K}, il existe un entier my > 0 et deux intervalles Ij et Ji dans T
tels que mp Ay C I, mpB C J avec
p(Iy) < p(Ag) + b
1(Jx) < b+etb '
On choisira pour I, Penveloppe convexe de myAy, et pour Jj, celle de my B dans T. Ceci termine
la premiere étape de la preuve. Dans la suite, nous allons montrer que m; = 1 pour tout k, ce
qui implique que B mod 1 est contenu dans un intervalle de T qu’il remplit presque.

2.3 B modulo Dg est proche d’un intervalle

Commencgons par prouver que my ne dépend pas de k. C’est a dire, montrons que m; = my
pour tous k et [ appartenant a {1, ..., K'}.

Lemme 2.3. Il existe un entier m > 0 tel que pour tout k € {1,...,K} on ait mA, C I,
mB C J ou I et Ji sont des intervalles tels que

p(Iy) < p(Ag) +e3b
w(Jp) < w(B) +eib

Preuve. 1l s’agit de prouver que my = my pour tout k,l € {1,..., K'}. Tout d’abord par (2.15]
puis par (2.6)), on a

1+ Ke 1

< W< (1+K — - <
p(Jg) <b+egb < (14 €)b<K—|—5—|—25 5

. (2.17)



On va supposer qu’il existe des entiers k et [ tels que mg < m;. On sait que mpB C Ji et
m;B C J; avec

() < u(B) +egb
wl) < pu(B) + <3

Comme mgle et mflJl contiennent tous deux B, on a
-1 -1
" (mk Jp Nmy, Jl) >b.

Ainsi d’une part, on a
L ((m,;ljk) A (ml_lJl» < e2b + b (2.18)

D’autre part dans T, mI;IJk est composé de my, intervalles de taille p(Jx)/my uniformément
espacés (deux centres consécutifs sont distants de 1/my). De méme ml_IJl est composé de m;
intervalles plus petits (de taille p(J;)/my;) dont les centres sont distants de 1/my; (< 1/my).
Pour obtenir une absurdité, on montre qu'une proportion importante des centres des intervalles
composant mflJl ne sont pas dans m,;le, ce qui provient du fait que la taille de T\mgljk est
supérieure a celle de m,;le (cf. (2.17)). On utilise ensuite que si un centre d’un intervalle I de
m; 1 J; est dans T\ mj ' Jy, alors p (I \ m,;le) > 1u(I)/2, ce qui provient du fait que la distance
entre deux intervalles consécutifs de m,?le est supérieure a la taille d’un intervalle I de mfl,]l.
On obtient ainsi I'inégalité (non optimale mais suffisante) ((mgle> A (ml_lJl)) > b/8, ce
qui contredit (par ’hypothese )

La premieére étape est moins immédiate que les suivantes. Deux cas sont en effet a distinguer.
Si deux centres consécutifs d’intervalles de mflJl sont dans ml;le (sinon, la moitié au moins
des centres est dans m,;ljk), alors soit ces deux centres sont dans le méme intervalle de m,;le,

auquel cas un ensemble de centres consécutifs dans T\ m,;le succede a un ensemble de centres
consécutifs dans m,;ljk

. -1
centres des intervalles formant m; " J;

N

m;ljp

soit ces deux centres sont dans deux intervalles consécutifs de m,;le, auquel cas les centres
vont se décaler vers le bord droit des intervalles de m,;le jusqu’a sortir de m;le et il faudra
alors au moins presque autant de décalages (donc de centres consécutifs) hors de m,;le pour



atteindre & nouveau mgljk.

S mi

NS -

. -1
centres des intervalles formant m; ~J;

O

On montre ainsi que m ne dépend pas de Commencons par estimer p(J), u(Ay) et u(I;).

K
Posons J = () Jj. Par construction m~'.J contient B, et de plus on a

k=1
< in &2
w(J) < b+ . 711}K51b,
doit par (215)
u(J) < (1+¢)b. (2.19)
Enfin comme p(J;) < 1/2 (cf. preuve du lemme , on a également
1
) < 3. (2.20)
Lemme 2.4. On a
i 1 & 1 2
i (A) =004 o2 3k (ks — b)) b
k=1
Preuve. D’apres (2.10)), on a pour tout k =2,..., K
n (Ak—l) + 5%() =u (S’k) =u (Ak) +b+ 6%1),
donc ) .
" (Ak_1> =pu (Ak) +b+ EZb — E,lﬁb,
d’ou en itérant,
K
u(Ar) = (Ak) + (K —kp+ > (2 —el)b. (2.21)

i=k+1
K K K
MA) = (Ar) =3 | (Ak) + (K =k)b+ Y (F-¢l)b
i=k+1

=Ku (AK> + K(KQ_l)b—FKz:lk (5i+1 —5,1€+1> b,
k=1

£
Il
—
£
Il
—

Le lecteur intéressé pourra consulter https://hal.univ-lorraine.fr/tel-03368154v1 oi1 les détails de cette étape
sont donnés.



ainsi

K-1
M(AK)I)\(KA)—Kz_l _izk(gk-l—l_gk—‘rl)b
1 o k=1
=0b+ >k (ks — ki) b
k=1

d

Un encadrement précis de la mesure de I découle directement de ce lemme et fait I'objet
du corollaire suivant.

Corollaire 2.5. On a

1 K-1
0 — K (log K —1)eb < pu(Ix)) < 0b+ k; B (ehit — ) b+ kb,

et donc en particulier

1 (Ix) < 8b + 2eb.

Preuve. La minoration provient du fait que Ax C I, donc par le lemme

p K-l K-1 K
Ik) > p(A) =00 — — D ke k
k) “(K) K,; St 2 Z K+1-(k+1)°
ou la derniére inégalité est obtenue grace a (2.15)). Ainsi
E-1 K-1 /g
wu(Ig) = 0b — be >5b—b52(—1)25b—b€K(logK—1).
o K-k PN

La majoration est immédiate par le lemme puisque p (1) < i (fl K) + E%(b. Ainsi on a par
BT et @15)

K-1

1
p (k) < 6b+ I kzl k (5i+1 - 5i+1) b+ kb < db+ — Z Ehr1b — Kb + b

<Ob+ — Zek+1b+ st b + 2eb.

O]

A présent afin de simplifier Pargumentation, on va translater A afin qu’il soit suffisamment
loin de 0. Maintenant que nous savons que m ne dépend pas de k, et comme Ay, C A, quel
que soit k € {1,..., K — 1}, on a

m[lK g mflK_l g g m;lg g m[ll.
Ainsi, comme Ij, est Penveloppe convexe de mAy, quel que soit k € {2,..,K} ona

Ii C Iy (2.22)



Par (2.21)), le lemme et I'hypothese (2.6), on a
p(Ay) +e3b <1 —b—e?b,
donc d’apres le lemme on a

p(l) <1—b—e?b<1—b.
L . b . . a
Ainsi il existe a € T tel que d (0,11 +a) > 3 et donc, quitte a translater A par —, on peut
m
b
supposer que d (0,1) > 7 En effet, quel que soit k € {1,..., K}, on a

m(A—l—a) :m<a—|—/~lk> :a—l—mflkga—i—lk
m) g m

De cette maniere, et par (2.22)), on peut supposer que

d(0,1;) > -, (2.23)

N o

quel que soit k € {1,..., K}. En particulier, 0 ¢ I et 0 ¢ Ag.
Nous allons désormais montrer que m = 1.

2.3.1 Premieres informations et début de la stratégie pour montrer que m =1

Rappelons que 7 désigne la projection de R sur T. Pour plus de lisibilité, posons J' = 7= (J)N
[0,1] et I} = 7~ (I;)N[0,1] . Ecrivons J' = J,LUJ_ ot J; est un intervalle fermé de [0,1/2[ et .J_
un intervalle fermé de [1/2, 1] (bien définis car 0 € B par hypothese, B C J' et A(J') = pu(J) < %
d’apres (2.20])). On pose by = p(J4) et b = p(J_). Supposons que m > 1. Comme 0 € B

m J J 4+m—1 I+ (JoU(J —1
B= ) Biot By = Bn*, B, = Bn =™~ " ot B, = BN (J+ U )
=0 m m m

(0<l<m).

L
Par (2.23), 0 ¢ I; et donc I] est un intervalle de R. On a donc simplement A = | ] A; ou
=0

I+ 1
m

. L+m
Ecrivons A+ B=S= |J S ousS; = (A+ B)
1=0

A =AnN et L=max{l | A # &}.

I+ (Jru(Jo—1 I
N + (J+ U( ) + L Remarquons
m

que pour tout (i,7) € [O,m]2 tel que A; # @, Bj # @ eti+j =1 ona A;+ B; C 5. Enfin
posons Ly ={l>0| A # 2} et Lp={l>0]| B # @}. On rappelle que max %4 = L, que
max.%g = m et que min.%g = 0.

10



4 contient tous les morceaux non vides de A mais donc également ceux de trés petite mesure.
Nous allons également avoir besoin de nous concentrer sur les morceaux offrant une certaine
contribution au niveau de la mesure. Pour cela, on pose

L= {120 AA) > M(qu) _ f(E,K)b}’

m

ou f (e, K) est une fonction qu’on optimisera, iy = min L4, I4 = max L4 et By est le plus
gros "morceau" de B, c’est a dire tel que \(Bys) = max{\(B;) | i € LB}

L4

Ap A Ap

Remarque 2.6. Pour que A; soit de mesure strictement positive quel que soit | € L4, il faut
que u(Ix) — f (e, K)b > 0. Or rappelons que par le corollaire

nlx) = f (e, K)b> (6 — K (log(K) —1)e — f (e, K))b.

Il suffit donc que (6 — K (log(K) —1)e — f (e, K)) soit strictement positif. On sera amenés d
choisir soit f (e, K) = Ke'/? soit f (e, K) = Ke'/3 et on imposera donc

§— K (log(K)—1)e — Ke'/3 > 0,

5 3
ce qui est assuré par Uhypothése [2.2), € < (?;K) )

1 e, K . .
Ainsi grace a cette hypothese, on a bien k) - 1 )b > 0. Finalement, quel que soit
m m

11



i € L4, on a bien A\(A4;) > 0, donc A(Siyj) = A(A;) + A(B;) pour tout j € Zp. Ainsi on a

L+m
MA+B)=MA) + (K+5+¢e)b= i A(S)
=0

ia+M Ia+M Ia+m L+m
Z)\ SO+ D AS+ Y S+ > AS)+ DD AS)
l=i4+1 l=ipa+M+1 I=Ip+M+1 I=Ip+m+1
ia Ia
Z M By + Ap) + Z MAiy, +B)+ > ABu+4)
= =1 l=is+1
ZEXA leZp l€La
m L
+ > AMAL+B)+ D MBm+ A)
I=M+1 I=I4+1
leXB l€ZLA

iA

M Ia
> D (MBo) + M) + Do (MAi) +AB)) + Y (MBar) + A(A))
=1

=0 = l=is+1
l€EL) le¥p l€EZLA
L
+ Z A[A +)\<Bl + Z ) —i—)\(Al))
I=M+1 I=I4+1
e’ l€ZLx

> MA) + b+ MBu) x # (La 0 [ia + 1, 1a]) + MAs,) x # (Lp N [1,M])
+ MAr,) X # (LN [M +1,m])

>MNA) + b4+ #(LanTia+1,I4) MBu) + (#ZL — 1) (u(if«) _ f(a,K)b>

> MA) b+ (#La — 1) ABur) + (# %5 — 1) (

Ainsi, on a

I K
)\(A + B) > )\(A) +b+ (#EA — 1) )\(BM) + (#XB — 1) <M<mK) — / (i;L )b> . (2.24)
Pour pouvoir conclure avec cette stratégie, nous avons besoin d’une minoration de A(Byy), de
#.%5 et de #L4. Ce qui nous amene aux lemmes de la partie suivante.

2.3.2 Minoration de \(Byy), #.Z5 et #L4

Les minorations de A(Bjy) et #.2p font chacune I'objet de I'un des deux lemmes suivants mais
pour obtenir le moins de contraintes possible, nous différencierons deux cas pour la minoration
de #L 4. Ainsi nous allons établir deux minorations de #.L 4, une valable quand m est grand
et lautre valable quand m est petit. Elles feront I'objet des deux derniers lemmes de cette
partie. Nous n’aurons alors qu’a appliquer la minoration correspondante suivant la taille de m
afin d’obtenir une absurdité dans le cas m > 2 en ayant le moins de contraintes possible.

Lemme 2.7. Sim > 2 et By est le plus gros "morceau” de B, c’est a dire tel que
ABu) = max {u(B;) | i € Zp}, on a

1_
b
m

AN Bar) =

12



Preuve. Rappelons qu’on a supposé m > 2. De plus, B C m~'J et A\(J) < (1 +¢)b. D’ou

AN By) = max {u(B;) | i € L} > max{u(B;) | i € L\ {0,m}}
1+e

_ b— b _
AJ)/m > m >b<1_ € >> 1 Eb.
m—1 m—1 m m

-1 m
O
Lemme 2.8. Sim>2et Zp={l>0| Bi# 9}, ona
#Lp > 1+m<1— c )
Bz l+e/)’
1 I+J
Preuve. Ona B Cm™J, u(J) <b+ebet Bp=BN—— (0 <l <m), donc A(By) + A(Bp) <
m
1 1
+€b et A(B;) < jb pour tout [ € {1,...,m — 1} et ainsi
m m
1 1
b= 3" A(B) = A(Bo) + A(Bm) + 3 AB) < —b+ 3 — 5,
€% €% €%
1#0,m 1#0,m
d'ou # (L5 \ {0,m}) + % Comme 0,1 € B, on a 0,m € Zp et donc finalement
m 5
LB = 1>1 1-— .
#LB 1+€+ —I—m( 1+€>
O

Pour établir les deux minorations de #L4 (suivant la taille de m), nous allons avoir besoin
de quelques estimations. Commengons par quelques définitions. On pose

/
° Al[{:AKﬂl+IK

- (0 <1 <m),oull =7mtIg)N|0,1];

.zz{»oyﬁl[{#@}euv:#g;

e rp= {1z 0 0 (i) > pllie) f%K)b} et ny = #Ly:

o Q(A%) :{i€$A| (A; mod 1)ﬂ/~llK7é®},pourtoutlE$;

o o1 (Al) = #0 (4Y).

13



A A2 A%

Q(A%)

Nous allons donner une minoration de o (fllK), de N puis de ny. Par définition de A, pour
tout [ € £, on a
o1 (Ag) > K. (2.25)

D’autre part

. I
u(lx) — kb < p (Ax) < yHlK)
m
d’on ,
e4-b
N>ml|1-—£"|. 2.26
< M(IK)> (2.26)

14



De plus

m—1

() —ekb < p(Ak) = 3 p(Af)
=0

< nf“’(;K) +(m—ny) <.U(IK) _feK) b>

m m

K
<nEB e~ re .
dounr>m— i et donc finalement
= F e K)b/m’
npsm(1- -k (2.27)

Nous allons également avoir recourt a la majoration de #.£4 suivante.
# L4 < Km. (2.28)
En effet, on a
MA)+(K+0+¢e)b=AA+ B)
> ANBo) + ... + AM(By—1) + #Z%a X AM(Byr) + AM(A) + A(Bar+1) + .. + A(Bm)
= )\(A) +b— /\(BM) + #. L4 X /\(BM).
1
Or A\(By) > Jb, donc
m

K—1+46 K+1)+6—1
m ( 1; 8 < gm 4 ML 1+_); ) 1.

#L) <

_ e\ 2
1 car par hypothese ¢ < (K) et K > 2 (cf. remarque [2.1)). Ainsi e(K +
1)+0—1<0et donc #.Z4 < Km + 1. D’ou finalement #.£4 < Km.
Nous pouvons désormais établir les deux minorations de #£ 4. Le lemme suivant va nous
donner une bonne minoration de #L 4 quand m est assez petit.

Mais ¢ <

1 1 K
Lemme 2.9. Si2<m < 'M(QK) et L4 = {l >0 MA) > mle) _ (& )b}, on a
exb m m

2
HLp>Km|[1—- —K .
f (e, K)
i -1 i 2 ecb
Prewve. Ax Cm™ Ik et p(Ix) < p(Ag)+ejib. Par (2.26), ona N >m (1 - u(ﬁd) , et donc
px)

e2.b

N>m—1lcarm < par hypothése du lemme. De plus, comme N est un entier inférieur

ou égal & m par définition, on a

N =m. (2.29)
Ainsi les m morceaux de Ak sont non vides et ils résultent chacun d’une contribution d’au moins
K morceaux de A (par définition de Ag) et donc #.£4 va contenir au moins Km éléments. En

effet, par , on a
#HLN > Z o1 (AIK) > NK,
le”

15



d'ott, d’apreés (2.29)

#L4 = Km. (2.30)
Ainsi, d’apres (2.30) et (2.28]), on a
#L4 = Km. (2.31)
De cette maniére, en reprenant nos calculs, on a Km = #2414 = Y. o1 (AZK) , et donc néces-
e’

sairement, comme N = m d’apres (2.29)), pour tout [ € £ on a o0} (fllK) = K, ce qui implique
finalement, pour tout i € Q (fllK)
AA:) > p (Al). (2.32)

En particulier, pour tout [ € Ly, on a pour tout 7 € 2 (fllK>

)\(Az) > M(IK) - ]‘;(671{)1)7

et donc ¢ € L4. De cette maniere #L4 > >, 01 (AZK>, d’ou

lELf
2
Finalement, avec (2.27)), on obtient la minoration #L4 > Km (1 — 7 (gKK)> . H
&,

Nous pourrons utiliser cette minoration de #L 4 si m est suffisamment petit et il nous restera
donc a traiter le cas ou m est grand. Pour cela, nous utiliserons une autre minoration de #.L4
qui fait I'objet du lemme suivant.

I I K
Lemme 2.10. Sim > M(2K) et L= {l >0 M4 > #Ix) — I (e, )b}, on a
e5b m m

4> Ko (1~ ?Eig e <g<;K> B u(id)) !

ot g est telle que 0 < g(e, K) < f(e, K) et est a optimiser.

Preuve. On a Ax C m 1 et u(lg) < u(flK) + €%.b. Nous allons avoir besoin de définir
des objets similaires & ceux apparaissant dans la preuve du lemme précédent. On pose Al =
. I+ 1
AN ik
g(e, K) < f(e, K) que nous déterminerons plus tard. Rappelons que n, = #L, et que par (2.25)),
pour tout [ € Ly, on a o1 (AZK) > K. Ainsi pour tout [ € Ly, on définit t; = o4 (AZK) — K. Par

Km > #%24 > 201 (AZK)—I-K(N—ng)

(0 <1 <m),oull) =mr"1Ixk)N0,1]. Soit g(e, K) une fonction positive telle que

leLy
>Y (K+t)+K(N—ng)>Eng+ Y ti+K(N-ng)>KN+ > t.
l€Ly lEL, leLy,
Ainsi Y ¢ < K (m — N) et, en utilisant (2.26)), on obtient
IEL,

2b

S < ng% (2.34)

leLy nlx)

16



Enfin on pose pour tout [ € L,

m

oy (Af) = #{Ai | (A mod 1)N Al #2 et A(A;NAL)> “(?;K) - f(s’K)b}.
Ainsi pour tout [ € L, on a

K(ﬂ(IK)_Q(gvK)b>< Z A AemAlK)

m m

teQ(AL))
< (o0 (Al) — o (A1) (M) LEED) o, (1) 1)
< (Koo () (M0 - TSR o () #0

d’ou

Et finalement

leLy leLy

e K) plg) = f(eK)b
f(e,K)b le%tl

(
)
ek fe,K)—g(e,K) u(lg)—f(s,K)b maﬁ(b
2’”(1 o >>K - K) .

2
€ g, K )) ( 1 b ) 9
>m|l- —L | K (1 -] - — Kmet,
< g(EvK)> f(EvK) f(EvK) N(IK) K
ou la troisieme inégalité utilise (2.27)) et la quatrieme (2.34]). Ainsi

_g(E,K) _62 1 _ 1 1 _ b
#£A>Km<1 & K) K(g(g,K) f(ng)_‘_f(g,K) M(b{)))
K)

f(

g, 2 ( 1 b ))
f(€7K) g(f—:,K) /’L(IK)
Enfin on conclut en utilisant (2.15)

4> Kom (1~ ffig e <g<;K> B u(id)) |

>Km<1

Cette minoration de #L 4 est moins bonne que la précédente mais nous ne 1'utiliserons que

1 1
lorsque m est supérieur a ,ub( 21( ) et nous pourrons donc utiliser 'inégalité m > ,ub( 21( )
€k K

pallier cette perte.

Toutes nos minorations sont établies, nous sommes désormais en mesure de conclure. Comme
nous ’avons expliqué dans la partie précédente, nous allons distinguer deux cas suivant la taille

de m.

17



(k)

2.3.3 Preuve de m =1 lorsque m < —;
5572

Nous allons raisonner par ’absurde et on suppose donc dans cette partie que 2 < m <

et nous pourrons donc utiliser le lemme Rappelons U'inégalité (2.24))

AA+B) 3 AA) 4 ($La~ DABa) + (25— 1) (MK TEH),),

m

et donc avec les lemmes et ’hypothese A(A+ B) = A(A) + (K 4 d + )b, on obtient

2 1— 1—
(K+6—|—s)b>b+Km<1— 5K> b —5p

fEK)) m m
+m(1_ 1i5) (u(ﬁ) B f(f;;K)b)_

Ainsi en utilisant le corollaire on a

ek (1. ¢k 11—
(K+d+¢) > 1+K< 7 K) <1 f(a,K))) —
e K)—1)8 feK)
n(i-2) (5 -5
g2 N g2 o 1-e
1+K< &K G f@KQ) m

( (6 — K (log(K) — 1) ¢ — f (¢, K)).
Finalement, on a donc

g2 g2 1—¢
0=t K((ﬁﬁ+50_fé}»>_ m
—<1 5) (log(K) = )& + f (. K)) = 0

>1-K< Kk +5> - lﬂ_f—(K(log(K)—l)erf(s,K))—55—5.

_l’_

Ainsi par (2.15)

et comme on a supposé m > 2

[\D\H

Ke

K <+5> + K (log(K)—1)e+ f(e,K) +de+¢e >
f (e K)

Pour aboutir a une absurdité, on voudrait que le terme de gauche soit le plus petit possible, ce

qui nous conduit & choisir f (e, K) = y/eK (ce qui ne pose pas de souci, cf. remarque . On

obtient alors

(2.35)

l\D\*—‘

e(KlogK+6+1)+2Ke >

18



5 3
Or d’autre part, € < <3K> par ’hypothese (2.2]), donc
5 3 5 3/2
KlogK 1 2K — KlogK 1 2K | —

e(KlogK +6+1)+ \@<<3K> (Klog K +0+1)+ (3K)
Klog K +2 2 1
- <z
27TK3 V3K 2

ce qui contredit (2.35) et nous donne donc I'absurdité. On ne peut donc pas avoir m > 2 et
donc nécessairement m = 1.

quel que soit K > 2,

1
2.3.4 Lecasm > 'U(QK) est impossible
e4b
.. L. , o w(Ik) .
On suppose donc ici que m est supérieur ou égal a —; 2 et on pourra donc utiliser le lemme
€

K

Rappelons I'inégalité ([2.24])

MA+B) 2 MA) +b+ (#£4 — 1) MBy) + (#L5 — 1) (u(;m _ [ K) b) 7

m

donc avec les lemmes et 'hypotheése A(A + B) = A(A) + (K + 6 4 ¢)b, on obtient

(K +6+e)b>b+Km <1— fc((ig ~ Ke (g(;K) - M(ZI’K)» 17;81)— 1;%
+m<1_ 1i€) (M(TInK) _ f(;K)b)

Ainsi en utilisant le corollaire on a

g (e, K) Ke KEb)_l—E
m

(K +a+0)> 14 K0 -9 (1= 7005~ 25+ oS
€ d—K(log(K)—-1)e f(e,K)
() )

14¢ m m

g(e, K) Ke Ke l1—¢
>1+K(1_6)(1_f(5,K) _g(E,K)+5+26)_

+ (1— 1;) (6 — K (log(K) — 1) e — f (e, K)).

m

Finalement, on a donc

g(e,K) Ke Ke 1—¢
021_[{(1_5)(1"(5,[() T e K _5+25> T m
_ (1_ 1—T—e> (K (105(K) = D)+ f (2. K)) — 07— —¢
g (e, K) Ke Ke 1—¢
>1_K(1_6)<f(5 SRICNS _5+25>_ m

— (K (log(K) — 1);+f(€,K)) —de—e.

g(e,K) Ke  Ke
fEe,K) g, K) 042

1i
)+K(1og(K)—1)a+f(a,K)+5a+e>1— me,
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- MUk)

et comme on a supposé¢ m > —; p on a
€
K

1— 2b K
S>1-(1-e)—K <
m n(Ik)

ou la derniére inégalité provient de (2.15) et du corollaire Ainsi

K(1—¢) (?E‘Zg + géi{)) —(K—1)(1—s)5fZE+K(1og(K) ) et f e, K)+0ete > 1.

Pour aboutir a une absurdité, on voudrait que le terme de gauche soit le plus petit possible, ce
qui nous conduit & choisir f (e, K) = Ke'/3 et g (e, K) = Ke2/3.

Remarque 2.11. On peut faire ce choix car on a bien pour tout K > 2 et tout € > 0
° g(e,K) < [f(eK).
o u(Ig)— f(e,K)b>0, cf. remarque[2.6

De cette maniére on a

Ke
0+ 2¢

3KeP(1—¢)— (K —1)(1—¢) + K (log(K) —1)e+de+¢e>1,

or ceci est absurde par la remarque et les hypotheses (2.2)) et (2.3).
Ainsi m = 1, et donc B est inclus dans un intervalle de T. Comme il contient 0, nous
connaissons la structure de B dans R :

B = By U By,
ou By C[0,b4], B1 C[1—b_,1], {by,1 —b_} C Bet by +b_ <b+ min_ eb.

i=1,...,

Voici un exemple de ce a quoi peut ressembler B :

D’aprés (2.15)), en particulier on a min _e?b < eb et donc

i=1,...,

by +b_<b+eb (2.36)

by < A(By) +¢b (2.37)
et

b_ < A(Bi1) + ¢€b. (2.38)
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2.4 Structure principale de A

Comme conclu précédemment, on a B = BolIBy, ou By C [0,b4],B1 C[1—b_,1],b4,1-b_€ B
et by +b_ < b+ min e?h. De méme, Ak est inclus dans un intervalle de T, qui lui, ne contient

=1,...,
pas 0 (cf. (2:23)). Ainsi Ag C [z;(z;} , ol {z;(z;} C Ak, etif—iyg = p(Ix) < p (AK)—i-e%(b.
On rappelle que £y = {I > 0| A; # @}, que pour tout z € Ay, £, = {neN|n+zc A} et
que pour tout k € {1,..., K}, on a défini Q (flk) par

Q(Ak>:{’LE$A| (Al mod 1)ﬂ/~1k75®}.

Nous utiliserons fréquemment la remarque suivante. Pour tout ensemble ¥ C R mesurable et

borné, on a
ME+{0,1}) = ME) + p(n(E)). (2.39)

Nous allons commencer par déterminer ’emplacement des éléments de A se projetant modulo
1 sur Ag. Par définition, chaque élément de Ag s’exprime dans K étages différents de A. Ici, on
appelle "étage", tout segment entre deux entiers consécutifs. Il s’agit de déterminer ces étages
en premier lieu.

Dans un second temps, nous résoudrons la méme question pour tous les ensembles Ay, jusque
k = 1 afin d’obtenir la structure principale de A.

2.4.1 Etape 0 : contribution de Ax dans A
Lemme 2.12. [ existe a € N tel que 2 (AK) = Ja,a+ K —1].
Preuve. On a Ay C [z,},z}}] yot i —ig = pu(lk) < p (/NXK> + €%b. Donc pour tout z € Ag,

il existe y € Ak tel que y # z et |z —y| < e%b. Soit un tel y et supposons sans perdre en
généralité que =z < y. Soit | € (L, U.Z),), on a d'un cdté

p(l+ [y, 2+ b)) NS = —(y — @) + u(Bo),

4+ (T4 U= 1)) +1}
m

ou on rappelle que S; = (A+ B)N . De lautre coté,

p((L+l+ly—b,z]) N Si1) 2 —(y — 2) + p(Ba).

Notons que le fait que les segments puissent étre vides ou que les membres de droite puissent
étre négatifs ne pose pas de probleme pour la suite de 'argumentation. Ainsi

I (5’#%%@,)) > —(y—a)+u(Bo) — (y — @) + u(B1) 2 b—2(y — x) > b—2b.

Or d’apres (2.10) et le lemme , on a

i (Sicer) = i (Ak) + ek = db+ % Kf k(ehin —fi1) b+ ekb.
k=1

Ainsi

M (5#($xu.zy)> — K (§K+1) > (1 -0 - %6% — ek — II(KZ_:I k€11g+1>b >0,
k=1
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par (2.11), [@2.14), (2.15) et I'hypothése (2.3). Ainsi # (£, U.%,) < K. Mais 2,y € Ax donc
#2, > K et #.2, > K. Donc

L=y = &,

et de proche en proche, on obtient L= % quel quesoit € Ag. Comme 0,1 € B,l+Axg C S
et |+ 14+ Axg C S;+1 quel que soit | € .Z, alors

1% (g#(fu(.f—i-l))) 2 (AK) :

D’autre part u (SK+2) = b b < p ([lK) ydou# (LU (ZL+1)<K+1=#2+1, ce qui
implique que .Z est composé d’entiers consécutifs. Et donc finalement, il existe a € N tel que
Q(Ax) = [o,a+ K —1]. O

Nous venons de montrer que [a,a + K — 1] 4+ A C A.

NS S NS¢
Afin de traduire sur A et S les informations dont nous disposons sur { Ay et {5, g
k=1

k=1’
nous définissons les "projetés inverses' 7@1 et ng comme suit : Pour tout sous-ensemble E de
T on pose

i (E)={zrcA|x modlcFE},

et 7g' (E) ={r €S|z mod 1€ E}. Avec ces définitions, on a directement

et avec le lemme 2.12
it (Ak) +{0,1}) = (K + Dp (Ak) - (2.41)

Ces égalités sont claires car K = K4 mais pour tout entier k € {1, ..., K — 1}, 'égalité devient

M (A) = k() + 30 0 (A). 2.0

I=k+1

En effet WZI ([lk> est I'ensemble des éléments de A qui se répeétent au moins k fois modulo
1, c’est donc la réunion disjointe, pour [ variant de k & K4, des ensembles des éléments de A
qui se répetent exactement [ fois modulo 1. La mesure de I’ensemble des éléments de A qui se
répetent exactement ! fois modulo 1 est égale a lu(fll \Al_ﬁrl), et ainsi on a

Ka Ka Ka Ky
A (7721 (Ak» => lp (Az \AHI) => I (Al) -l (Al+1) =kp(Ap)+ > n (Al) ,
I=k I=k I=k 1=kt

ce qui prouve la formule car K4 = K.
De méme, pour tout entier £ > 1, on a la formule

(st (Sk)) =k () + Ki:l n(S)+ Y & (2.43)
i=k+1

i>K+2
Preuve. 11 suffit de suivre le méme procédé puis d’utiliser (2.13)
At (5) =k (5) + 3 w(8) =kn(S)+ 3 n(s)+ X <o
i=k+1 i=k+1 i>K+2
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Nous pouvons écrire 7721 (flk) sous différentes formes
e ([lk> :{xeA | z mod leflk}:{xeA | #({z+ N} N A) >k} :{:c+.§fw \ a:eflk},

et donc en particulier on a 7" (AK) = [a,a+ K — 1] + Ag.

2.4.2 Stratégie et Etape 1 : k= K
. K . . -~ -
Ecrivons A = || Ay, ot Ax = mj" (AK) = Ja,a+ K — 1] + Ax et quel que soit k €
k=1
{1,.,K -1}
Ak = WEI (zzlk \ Ak+1) = {.’IJ S A ‘ #gm == k’} = WZI (Ak) \ﬂgl (AkJrl) .
K
Nous allons comparer A & l'ensemble A’ = || A}, ot A% = [a,a + K — 1] + Ik, et pour tout
k=1
Ee{l,..,K -1}
= (o a+k =10+ I+ (K = k) ([0, ] U1 = b_,1])) \ Ajpy.

Voici une représentation de A’ pour K =5 :

i_ it
a \1 / a-+1

Al
" Al
Y
a+1 a+2
a+2 a+3
Al
a+3 a+4
—4b A/I"\'—l - ‘4(1
VRN

a+4

Al est Ie au K étages de () (AK), puis pour tout k < K, Aj_, est 'ajout de [0,b,] & droite
de chacun des k — 1 premiers étages de Aj et de [—b_, 0] & gauche de chacun des k — 1 derniers
étages de Aj.. 1l faut le voir comme un ensemble "idéal" (sans petit trou) proche de ’ensemble

Ag des théorémes [1.2] et [T.3]

Pour comparer A et A’, nous montrerons que pour tout k € {1,...,K}, A;c et Ak sont tres
proches. Tout d’abord, on a Ax C I et Q(Ag) = [a,a + K — 1] donc Axg C A et donc

A (Afe N Ak ) = A(Ak). (2.44)

De plus p(Ix) < p (AK> + &2:b donc A (A’K \ A'K) < Ke2%-b. Pour les autres indices, le raison-
nement sera similaire bien que plus technique.
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2.4.3 Etapes suivantes.
Soit k € {2,..., K}, on a Apq = 7r21 (flk_l \ Ak) , et
i1 = (lasa+ k=2 + I + (K =k +1) ([0, ]U[1 = b, 1])) \ 45,

Pour montrer que ces deux ensembles sont proches, nous commencons par montrer que Aj_; =
Ag—1 +{0,1} est proche de

1= ;_1+{0,1}:([[a,a+/-e—1]]+IK+(K—k+1)([o,b+]u[1—b_,1]))\( r+{0,1})
= (AL + (0,64 ] UL =b-,1])) \ (4, +{0,1}).

En effet, (2.10)) impliquera que chacun de ces deux ensembles est proche de S, = 7T§1 (Sk \ 5’k+1>.
Nous allons donc contrdler A (A;;_l N S’k> puis A (A%—1 N Sk> pour pouvoir controler )\((A’k/_l N

Sk) N (Ag—1 N Sk)) et finalement \ (AZ—1 N Akz_l). Lors des premiére et troisiéme étapes, nous
utilisons le fait que si F et F' sont deux ensembles bornés tous deux inclus dans H (borné
également) alors

MENF) = XE) + AF) = ME UF) > ME) + AF) — \(H). (2.45)
1. Minoration de A (A;;'_l N Sk> :
Comme 0,1 € B, 7, (Ag) + {0,1} C 75! (Sk+1) donc d’une part
Sk =751 (5k) \ 75" (Ske1) S 75 () \ (72" (Ax) +{0,1}),
et d’autre part Ay, = Ap_1 + {0,1} C ng(gk). De plus par définition
A1 =13t (Apr) Nyt (Ag) = mt (Apea \ ),

donc (Ak‘_l + N) N (flk + N) = @, ainsi Aj_1 N (ﬂgl(flk) + {0, 1}) =& (car m;' (Ar) +
{0,1} C A, +N), d’on

Aia gt (SN (72 (Ax) +{0,1}) .

On peut & présent utiliser ([2.45) avec H = mg"(Sk) \ (Wzl(zzlk) + {0, 1}), E = Aj_; et
F = S). On obtient

MA N Sk) = A (A1) + A (Sk) = A5 () \ (72 (Ax) + {0,1}) ).
MA 0 Se) = A (A1) + A (k) = A(751 (k) + 2 (7' (Ax) + {0,1}),

et par (2.39))
A (ngl(ixk) + {0, 1}) >\ (wgl(ﬁk)) +u (flk) ,
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donc
A (Algfl N Sk) Z A (Al;;l) +A (Sk) - (A(ng (Sk)) - A(ﬂzl(flk)>> + (flk) :
De plus et impliquent
Mg (Sk)) = A (w;(fik))

=ku (Sk> + I_(z;l 1 ( ) 3b ku (Ak> _ik(: n (Az)
-3 (+(5m) - (8 rin (50 ; (s ()
- f:elﬂb ki (S0) + — D (4y),

>K+2

d’ou

A(AE1 718 2 2 (A0 A (50) + b () b (80 - Sebb— Y e
i=k i>K+2
et finalement

M40 0086 5 ki (A1) 3 (8) ke (S) —Soebb— 30 o (240
i=k i2K+42

prisane A (47 1) = (i (Ax1) — p (44)).

. Minoration de X\ (A;c'_l N Sk) :
Sy = 7r§1 (Sk \ Sk+1) = 7r§1 (Sk) \7r§1 (SkH) donc
A(AL 0 8) = A (AL Pt (51)) A (AL st (Skn).
Or 7r21 (Ak) +{0,1} C 7751 <§k+1) car 0,1 € B et (7721 (flk) + {0, 1}) NA)J_, =@, donc
MAf_ nmg () <At (Sern)) = A (w2t (Ax) +{0,1})
(7 (5er) A (700) ()
par (2.39)). De plus par et (2.43), on a

K+1

A (77§1 (5k+1)> —A (W,Zl(flk)) =(k+1p (Sk+1> + > n (5) + Y b

i=k+2 i2K+2

(i) + 32 u(a))

S (Ak) + (k+ D)ejyrb + Z eib+ Z e3b.

i=k+2 i>2K+2
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D’autre part, comme i — (K —k — 1)b_, i} + (K —k — 1)by. € Ay, puisque iy, i} € A,
et by,1 —b_ € B (donc les bords sont atteints a chaque étape), on a

A ( o nmg! (Sk)) > kb,

donc finalement

K+1
MALNS) 2 kb= (h+Debyab— Y elb— > el (2.47)

i=k+2 i>K+2
. Minoration de X\ ((A;c’_l N Sk) N (A]:_l N S’k)) :
Drapres ([75), puis €18) ot €17, on a

(A7 08k 0 (Ax18k)) = A(AR_y 1 Sk) + A(Ax1 0 Sk) = A(Sk)

K+1
>kb— (k+1epb— > eib— > elb+kp (flk,1>
i=k+2 i>K+2
. ~ K .
+A(Sk) — ki (S) =D elb— > efb—A(Sk)
i=k i>K+2
K+1
>kb— (k+2)epb—2 > gb—2 Y &b
i=k+2 i>K+2
+ kp (flk—1> —kp (5k> ;
d’ott, comme pu(Ap_1) < pu(Sk) pour tout k > 2, on obtient
. .. . K+1
M(AL_1NSk) N (A1 NSE)) > kb—ketb— (k+2)ek1b—2 Y elb—2 > efb. (248)
i=k+2 i>2K+2

. Minoration de A\ (A;c_l N Ak._l) :

Soit € Ap_1 \ Sgy1. Comme z + .2, C Aet 0,1 € B, onaz+ .2 +{0,1} C S.
De plus, #.%, =k — 1 donc # (£ +{0,1}) > k. Or = ¢ Sk41 donc # (£ +{0,1}) < k
et donc finalement

# (L +{0,1}) =k =#L+1,

et donc nécessairement %, est composé d’entiers consécutifs. Or Akfl est également
composé d’éléments a des étages consécutifs par construction et A} _; = Aj_; + {0, 1},
doncsii > 1

u(xEAk_1\§k+1 | #{(3;4-3&:—1—{0,1})(714/,{/71}:1')
<p(re i\ Sen | #{(@+Z)n A} =i—1).
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Finalement
(Ao 0 A8) 2 A (Ao 0 A0 Sy)
> MAL NSk N A) = p((Af_ N SN A1) mod 1)
> MNAL_ NSenA) — (1+ I?lﬂan€2)b

IR

K+1
>kb—kepb— (k+2ebb—2 > elb—2 3 &b—(1+ min )b
i=k+2 i>K+2 i=1,....K

=1

K+1
1 1 3 2
> (k—1)b— (k:ek+(k+2)€k+1+2‘ > 5141—1—2' > &+ manel) b.
i=k+2 i>K+2

Ainsi pour tout k € {1,..., K — 1}
K+1
/\(AzﬂAk) > kb — ((k+1)€k+1+(k+3)€k+2+2 dooe+2 > e+ I}lané‘Q) b,
i=k+3 i>K+2
et donc
K+1
A (A?C ﬂAk) > \(A4) — (k:siﬂ +epp1 + (b4 Depig +2 Z el +2 Z e+ '_Iflinst) b

i=k-+2 i>K+2 =R
(2.49)

car AN(Ag) = k(1 +e2; — e441)b par (2.10).

2.4.4 Conclusion : Structure principale de A.

Nous sommes désormais en mesure de donner une localisation précise de la majorité des éléments

K . K
de A. Rappelons que A = || Ay et qu A’ = || A}. Par (2.44)) et (2.49), on a
k=1 k=1

K K-1
AANA) =3 AMAen AL = MAk) + > AR N 4p)

k=1 k=1
K-1 K+1
2
—Z k5k+1+€k+l+(k+ )6k+2+2 Z 8 +2 Z 5 + rlnane b.
k=1 i=k+2 izK+2

Or apres calculs et en utilisant (2.11]) on peut obtenir l'inégalité

LK /4]
AMANAY) 2 NA) —3Ke+ Y (K —4k)ekeyy g
k=1
et donc
LK /4]
AMA) = ANANA) <3Ke+ > (K —4k)ek 14
k=1
Enfin par (2.15)), on obtient
MANAY) > M\A) = (K log (K) — K (K(1+log4) — 7) )eb. (2.50)
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On a donc montré que A était principalement inclus dans

K-1
Al=d + || [k—kb_,k+p(Ix)+ (K —k—1)bg].
k=0
Or par le corollaire puis par (2.11))
1 = 1 2 2 1 = 1 1 2
M(IK)<5b+K;k(sk+1—sk+1)b+st<6b+K ;kek+1b+?st< (5 +&)b.
Ainsi p(Ix) < (6 +¢)b et
K-1
ACd+ || [k—kb_k+ O +e)b+ (K —k—1)by],
k=0

ot @/ = min Ag. Notons que 'hypothése (2.6) implique que la réunion est bien disjointe. Pour
plus de clarté, nous redéfinissons A’ en ce nouvel ensemble :
K-1
A=d+ || [k—kb_,k+(64¢)b+ (K —k—1)by].
k=0

Voici une représentation de A’ pour K = 5.

db b+ b+ b+ b+
LU/J all | | | | | | la/J+1
: :(H: i T T I
: feh
b Lo
la' J+1 ‘ : : la’ [+2
| I I
la’ J-2 | - la']+3
: Do /
w0 A
o’ J+3 - g b la')+4
: Lo
| I I
| I I
| I I
a4 ]

2.5 Structure totale de A
2.5.1 Stratégie et premiers résultats

La partie précédente démontre qu’il existe un réel a’ tel que
MANAY) > MA) = (K log (K) — K (K(1+log4) — 6))eb,
ou
K—1
Al=d+ || [k—kb_,k+6b+eb+ (K —k—1)by].
k=0

28



Ainsi D'essentiel de A se concentre dans cette réunion d’intervalles A’. Nous allons désormais
prouver que tous les éléments de A sont inclus dans un petit voisinage métrique de A’. Com-
mengons par établir une minoration de la mesure de (AN A’) + B.

Lemme 2.13. On a
MANAY+B) 2 MANA)+ (K + )b,

oud =86 — (Klog(K)— K(1+1log4)+7)e.
Preuve. D’apres (2.50)), on a
MANA) > MA) — (K log (K) — K (K(1+log4) - 7) )eb,

donc

MANA)  aa)  (K2log(K) — K(K(1+logd) —7))eb
b7 b b

> K(K2— 1)

K(K — 1)

2 )

+ K8 — (K2 log (K) — K (K(1+log4) - 7))e

ou la derniére ligne est assurée par I’hypothese (2.2)). D’autre part,

AMANA -
ANA) ) _ KK s

Ainsi il existe ¢’ tel que
0<d— (Klog(K)— K(1+logd)+7)e <& <5 <1,

et
AMANA) K(K-1
b 2
Donc finalement, comme (K + ¢")b < (K + 0)b < 1 par (2.6), on peut utiliser le théoreme de

Ruzsa (théoreme [1.1)), et on a

MANA)Y+B) 2 NANA) + (K + ),

ot ¢ > 68— (Klog(K)— K(1+1log4) + 7)e. En redéfinissant naturellement ¢, on obtient le
lemme. O

Etablissons maintenant un contrdle de la contribution de (A\ A’) + B & S.

Lemme 2.14. Soit 7 = K(K + 1)log(K) — K (K (1 +log4) — 6 +log4) +7. On a
AM((A\A) + B)\ (AN A) + B)) < 7xeb.
Preuve. Par hypothése, on a A(A+ B) = A(A) + (K 4 6 + &) b. De plus
AMA+B) =A((AnA)U(A\ 4)) + B)

= M(ANA) + B) +A(((A\ 4) + B)\ (AN 4) + B)),
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ainsi, directement par le lemme [2.13] on obtient
AM((ANA) + B)\ (AN A) + B)) S MA) + (K +5+2)b— (\ANA) + (K +5')b)
—ANANA)+ (66 +¢e)b
—MANA) + (Klog (K) — K(1 +log4) + 7)eb,
et donc finalement par , on a
AM((A\4) + B)\ (AN 4) + B))
< (K?log (K) — K (K(1+log4) = 7))eb+ (K log (K) — K (1 + log4) + 7)eb
< K((K +1)log(K) — K(1+log4) + 6 —log4)eb + Teb.
O

Le lemme nous donnera un controle de I’erreur commise en remplagant A par AN A’.
Il permettra en particulier pour z € A\ A’ de contrdler la contribution de = + B hors de A’ + B
et de conclure que x est proche de A’. Nous sommes donc parés pour exhiber une région limite
autour de A’ en dehors de laquelle aucun élément de A ne peut se trouver. Commencgons par
établir une région limite autour de [min A’, max A’|.

2.5.2 Le cas des éléments de A\ [min A, max A’]

On rappelle que

K-1
Al=d+ || [k—kb_k+ (O +e)b+ (K —k—1)by],
k=0

et on pose pour tout k € {0,..., K — 1}
=d +k—kb_,k+(5+e)b+ (K —k—1)by],
K—1

de sorte que A’ = || A) (on peut voir A) comme le k-¢me étage de A’).
k=0

/
AO

Ay
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Nous allons commencer par montrer que les éléments de A\ A’ ne peuvent pas étre trop inférieurs
a min A’

Lemme 2.15. Soit x € A tel que x < min A’, on a nécessairement

x> min A’ — (7x + 1)eb,
ou on rappelle que Tk = (K(K + 1)log(K) — K (K (1 +log4) — 6+ log4) + 7.
Preuve. Soit z € A tel que x < min A’. D’aprés le lemme on a

M(z+B)\ (A4 + B)) < A(((A\ A) + B)\ (AN A) + B)) < 7cbe < b, (2.51)

3
car par I'hypothese (2.2)), on a ¢ < (3%) < i Ainsi nécessairement (z + B) N (A" + B) # 2.
De plus, comme z < min A’ e¢ B C [0,1], z + B C [z,min A’ + 1] et donc = + B ne peut
intersecter que les deux premiers morceaux de A’ + B

(z+ B)N (A + B) = (z+ B) N ((A) + Bo) U (A} + Bo)),
(car on a par construction Ay + By C A} + By). Aussi,  + B = (x + By) U (z + B;) donc
((x+ Bo) U (z + B1)) N ((Ap + Bo) U (A} + By)) # &,
et comme x < min A’, (x + By) N (A} + By) = &, et donc on a
((z + Bo) N (Ag + Bo)) U ((z + Br) N (A5 + Bo)) U ((z + B1) N (A} + Bo)) # 2.

Nous allons discuter selon la taille de By. Commencons par une remarque : sous I’hypothese

3
(2.2), on a e < (%) , ce qui implique quel que soit K > 2

1

e ——m—.
2(7‘](—1—1)

(2.52)

A) Premier cas : \(By) > 7xeb.

Si A(By) > Tieb, par , on a
A(z+ Bo) N (A" + B)) = \(By) — Tkeb,
or comme (z + By) C x4 [0,b4], (A’ + B) C [min A’, +00[ et < min A’, on a
A [min A,z +b1]) = A([z,z 4+ by] N [min A, +00[) = A(By) — Ticeb.
Ainsi comme by < A(Bo) + b par (2.37)), on a
x> M By) — Tkeb — (by —min A") > min A" — (7 + 1)eb.

B) Second cas : A\(Bp) < 7xeb.

Si AM(By) < 7keb, alors A(B1) > b — 7xeb > 7xeb par (2.52) et donc nécessairement par le
lemme on a
(x+By)N (A + B) # 2.
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On rappelle que par construction Aj + By C A} + By, il y a donc trois possibilités :
a) (x+B1)N(Ay+ Bo) # D et (x+ B1) N (A} + By) # &
b) (x + B1) N (AL + Bo) # D et (x+ B1)N(Aj+ By) =@
¢) (x+ B1)N(Ay+ Bo) =D et (x + By) N (A} + By) # @

que nous allons traiter séparément.

a) le cas (x + B1) N (A + Bo) # @ et (x + By1) N (A} + By) # @ est impossible.

Al + By Al + By

J’+Bl

En effet, pour qu’on soit dans cette configuration, il faudrait que I’écart entre les deux premiers
morceaux de A’ soit inférieur au diametre de By, or nous sommes dans le second cas et A(By)
est petit donc les deux premiers morceaux Af, et A} sont petits et donc I'écart entre eux est
grand. C’est I'idée que nous allons développer ici.

On suppose donc que (z + By1) N (A) + By) # @ et (x + B1) N (A} + By) # &. Ainsi
nécessairement, [max Af, + by, min Aj] C x + [1 — b_, 1] et donc par ([2.45)

AM(z+ B1)\ (A" + B)) = A((z + B1) N [max Ay + by, min A7] )
([max Aj + by, min A1) ) + M@+ B1) — Az + [1 —b_,1])

>
> A( [max Afj + by, min A7] ) — eb.

A
A
Or

A [max A) + by, min A}]) =1— (6b+eb+ (K — 1)by +by) —b_  par définition de A’
— (6b+eb+ (K —1)by) — (b+¢eb) par
(6b+£b—|— —1)(b—b_ +¢b)) — (b+eb) par (2.36)
—(K4+d42)b+ (K —1)b_ — (K —1)eb

K —1)b_ —2(K —1)eb par

K —1)(b_ — 2¢b)

b_ —2eb) car K > 2 (cf. remarque [2.1]).

VoV WV VWY \\/
~ A~ A~ =

Ainsi
M +B)\ (A +B)) 2 X(z+ B1)\ (4 + B)) > b_ — 2¢b,

et donc finalement par le lemme et parce qu’on est dans le cas B
Treb =2 b — Tieb — 2¢eb,
ce qui contredit (2.52). Ce cas de figure est donc impossible.
b) le cas (x + B1) N (A + Bo) # @ et (z + B1) N (A} + Bg) = @ est impossible.
On suppose par 'absurde que x € A est tel que x < min A’; A\(By) < 7x¢eb et

(x + B1) N (AL + By) # @
(x+B)N(A+By)=2
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Al + By Al + By

T + Bl
Commengons par voir que (z+ By)N(A’+ B) = &. Supposons que ce ne soit pas le cas. Comme
(x + B1) N (Aj + Bo) # 9, la distance entre By et By est inférieure a la mesure de Aj + By car

A + By est un intervalle.

AL+ By

v

x+ By x+ B,

'
v

distance entre By et By

Or d(Bo,B1) 21—by —b_>1—b—eb, et \(Aj+ Bo) < b+ Keb+ Kby. Donc
1-b—ecb<ob+ Keb+ Kby < (0+2Ke+ K)b— Kb_,
par (2.36]), donc comme (K+8+¢)b < 1—eb par I'hypothese (2.6, on a en utilisant A(Bo) < 7xeb,
(K(1—7rge)—1)b< Kb_ —b < (2K — 1)eb,

ce qui contredit 'hypothese ([2.2)) quel que soit K > 2. Ainsi on a bien (z+ By)N(A'+ B) =
Donc d’apres le lemme

> M(z+ B)\ (A + B)) = A(z + Bo) \ (A" + B)) + A((z + B1) \ (A" + B))
> M(Bo) + A(z + B1) \ (Aj + Bo)) = MBo) + A(B1) — A((Ay + Bo) N (z + B1))
> b— A(Ap + Bo),

TKd)

or par construction de A" puis par (2.37)) puis parce qu’on est dans le cas B, on a

(A + Bo) < b+ Keb+ (K = 1)by + by < 3b+ Keb+ K(A(Bo) +&b)
< b+ (K + K(7x + 1)eb.

Ainsi
Treb > (1 —0)b— (K + K (7 + 1)eb,

ce qui contredit ’hypothese (2.3). Finalement, on doit donc avoir :

c) (x+ B1) N (A + Bo) = @ et (x + By) N (A} + Bg) # .

Aj+ By Al + By

\J

r+ By

Le lemme assure que A((z + B) \ (A’ + B)) < 7rxeb mais comme (z + By) N (4 + By) = &
et (x + B1) N (A} + By) # &, on a

A(z +B)\ (A" + B)) = A(z + Bo) \ (A + Bo)) + A((z + B1) \ (4] + Bo)).
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Ainsi

> M(z + Bo) \ (Ay + Bo)) + A((z + Bi) \ (4] + By))
> A(Bo) — (($+Bo) (45 + Bo)) + A(B1) = A((z + B1) N (41 + Bo))
>b—A[z,z+by]N[min A’ 4oo[) = A(1+2z—b_,14+2] N[l +min A" —b_,+o0[).

TKd)

Finalement, soit [z, + b4+] N [min A’, +00[ est non vide et

>b— AN [mind,z+by]) = A([l+min A" —b_,1+2])
>b—(r+by —minAd)— (1+2—(1+minA" —b))

> 2(min A’ — x) —eb  d’apres (2.36),

TK€b

d’ou 1
x> min A’ — §(TK£ + ¢€)b.

Soit [z, + by ] N [min A’, +00[ est vide et

—AM[1+minA —b_,1+2z])
—(1+z—(1+minA" —b_))

TKEb

A\AR\VARR\VARR\V]

d’ou
z > min A" — (7xe + €)b.

Cette inégalité est donc valable dans tous les cas, ce qui termine la preuve. O
Traitons désormais le cas des éléments supérieurs & max A’.
Lemme 2.16. Soit x € A tel que x > max A’, on a nécessairement
r <max A" + (7x + 1)eb,
ou on rappelle que T = (K(K + 1)log(K) — K(K(1 +log4) — 6 + log4) + 7.
Preuve. La preuve est immédiate en utilisant la transformation x définie par

x : P(R) — P (R)
Er—supFl - F

et le lemme Il faut simplement veiller & ce que x(A') = x(A)’, ce qui est bien le caf] O

2.5.3 Le cas des éléments = de A\ A’ dans }max Az,minAZH[ pour k € {0,..., K — 1}

Lemme 2.17. Sik € {0,..., K — 1} et si x est un élément de A tel que x € }max A, min A} [,
alors

d(z,A") < (tx + 1)eb,
ou on rappelle que T = (K(K + 1)log(K) — K(K(1 +log4) — 6 +log4) + 7.

2Pour plus de détail voir https://hal.univ-lorraine.fr/tel-03368154v1 oll argument y est développé.
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Preuve. Soit k € {0,.... K —1}etx € A ﬂ}max Aj,min A, { On peut supposer que A(By)
b/2. Sinon cela signifie que A\(B1) = b/2 et donc quitte a appliquer x, on se raméne a x(Bp)
b/2. Nous allons raisonner par 1’absurde, supposons que d (x, A’") > (7x + 1)eb, ce qui implique
que

>
>

A(]max Ay, min A, [) > 2(7x + 1)eb,

et donc
z € |max Ay, + (7 + 1)eb,min A} — (7x + 1)eb|.

On a
A((z+ Bo) \ (A" + B)) > A((z + Bo) N |max 4}, + by, min A, [ ). (2.53)

Or on rappelle que le lemme donne la majoration
AM((A\ ) + B)\ (AN A) + B)) < mxceb.

Nous allons voir que ces deux derniéres inégalités sont en contradiction. Pour cela nous allons
distinguer les quatre configurations possibles :

e (x+ By)N]—oo,max A) + b [ = et (ac—i—Bo)ﬁ:minA;Hl,—l—oo:: @
e (x+ By) N]—oo,max A) + by [# O et (x—}—Bo)ﬂ:minA;Hl,—l—oo:# @

e (x+ By) N]—oo,max Aj + by [ # @ et (x + By) ﬂ:minAk_H,—koo:: %)

e (x+ By) N]—oo,max A + by [ =& et (x + By) ﬂ:minAﬁngl,Jroo:;é @

et nous allons voir que quelle que soit la configuration dans laquelle on se trouve, A( (z + By) \
(A" + B)) est supérieur a Txeb ce qui nous conduira donc & une absurdité.

Cas1: (x+ Bg)N|—oo,max A}, + by[ = T et (:E—{—Bo)ﬂ]minA;H_l,—l—oo[:@

x+ By

ax A/ in A
max Aj, + by min A4}

| | I |
A+ B x T+ by

Dans ce cas on a alors x + By C ]max Al + by, min A}, {, et donc

)\((x—i—Bo) N Jmax Aj, +b+,minA§€+1[) > A(Byp) =

N o

b ) 3 ) N ) 3 1 . ..
Or § > 7geb, car € < (37() par ’hypothese (2.2)) et (37() < 5 quel que soit K > 2. Ainsi
finalement

)\((x + Bp) N |max A}, + b+,minA§€+1[) > TRED.

Cas 2 : (z + Bg) N|—oo,max A) + by # & et (:U—I—Bo)ﬂ]minA;H_l,—l—oo # O

max Aj + by min A,
| |

A/+B I+B()
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On rappelle ici que By C [0,b4] et by < b+ eb (cf. (2.37)), donc
)\((a: + By) N ]max Aj, + b+,minA§€+1[> > A([x,x+b+] N Jmax A}, + b+,minA§€+1[>
~M([e, 2+ 4]\ (& + Bo) )
> )\(]maxAk—i—bJr,minA;gH[) — b,
or
A(Jmax Ap + by, min A1[) = 1= (k+1)b_ — (K — k)by — 6b—eb

>1—(b+eb) —kb_(K —k—1)by —6b—eb par (2.36)
>1—K(b+eb)—6b—eb par (2.37) et
>1— (K+06+ (txk + K+ 1)e)b+ 7eb

> TieD,

ou la derniére ligne provient de I'hypothese (2.5)). Ainsi finalement

A((x + Bp) N |max A}, + b+,minA§€+1[) > TRED.

Cas 3: (z + Bg) N |—oo, max A}, + by [ # O et (az—l—Bo)ﬁ]minA;H_l,—l-oo =g

max A} + by min A} |,
| |

T |

A+ B x + By

)\((x + By) N Jmax Aj, + b+,minA§€+1[)
> )\((x +[0,b4]) N Jmax A}, + b+,minA§€+1[) — A((az+ [0,b4]) \ (93+Bo))
> A(Jmax 4j, + b,z + b ] ) = (M[0,64]) = A(Bo)),

et comme x € }max Aj + (tx + 1)eb,min A} | — (175 + 1)eb [, By C[0,by] et by <b+eb,ona

)\((x—i—Bo) N Jmax Aj, +b+,minA§€+1[) > (1 + 1)eb — b,

c’est a dire
)\( (z + By) N Jmax A}, + by, min A}, [) > TRED.

Cas 4: (x + Bg) N|—oo,max A} +by[ = et (m—l—Bo)ﬁ]minA;H_l,—koo # O

, .
max A, + b, min A,
| |

A'+ B z+ By
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Ce cas est similaire au précédent et on a
)\( (z + Bo) N Jmax A}, + by, min A}, [) > TReb.

Ainsi quel que soit le cas dans lequel on se trouve, on obtient toujours une contradiction
du lemme et donc labsurdité. Ainsi d (z, A’) < (7x + 1)eb ce qui termine la preuve de ce
lemme. O

Finalement les lemmes [2.15| [2.16] et [2.17] nous ameénent & la conclusion suivante

AC A + [~(1x + 1)eb, (1K + 1)eb],
ol 7 = (K(K 4 1)log(K) — K(K(1 +log4) — 6+ log4) + 7 et
K-1
A=a+ || [k—kb_,k+ (0+e)b+ (K —k—1)by].
k=0
2.5.4 Affinement

Pour tout ¢ € {1,..., K +1}, on pose S; = (A+ B)N (a/ — Kb_ + [i —1,i[) et pour tout
i€{l,..., K}, on pose

A= A0 (i = b — (ric + 1)eb,i+ (K — i = 1)y + 8b+ (i + 2)eb])

et

fi(e)b = A(4i) — (K — i)A(Bo) — (i — 1)A(B1) — 6b.
On a donc

K K

AA) = AA) =D (K )+ (i — D)X(B1) + 0b + fi(e)b)
i=1 i=1
_ K(K2_1)b + Kb+ fj Fi(e)b = A(A) + fj (o)
=1 =1

K
et donc Y fi(e) = 0. Ainsi il existe ig € {1, ..., K} tel que f;,(¢) > 0.
i=1

Lemme 2.18. Quel que soit k € {1,..., K}, Ay est inclus dans un intervalle de mesure (K —
E)N(Bo) + (k — 1)\(B1) + 6b + ¢b.

Prewve. Soit k € {1,..., K}. Commencons par donner une majoration de la mesure de Aj. Par
Ihypothese (2.5)), pour tout ¢ € {1,..., K}, ona A; + By C S; et A; + B; C S; 1. De plus, quel
que soit i € {1,..., K}, a’ + i+ Ax C A; et donc en particulier A; # &. Ainsi

K+1 k K
MA+ B) = Z)\ > AAi+ Bo) + > AA;i + By)
=1 i=k
k
> AMAi) + kA(Bo) +Z/\ + (K —k+1)A(By)
=1 i=k

> MA) + kX(Bo) + (K — k+ 1)A(B1) + A(Ag),
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or A(A+ B) = A(A) + (K + 6 4 )b par hypothese, donc

Fu(€)b = M(Ay) — (K — k)MBo) — (k — 1)A(B1) — 6b < eb.

K
De plus, comme Y fi(e) = 0, on a fx(e) = — > fi(e) = —(K — 1)e. Ainsi, par I'hypothese
i=1 i#k
(2.4), on a
0<eb— fr(e)b < Keb < pp. (2.54)

D’autre part, on a

K+1 K
MA+B)= > A(S) =D MAi+ Bo) + Y_ A4 + By)
=1 =1 i=k
k K
> A(Ai) + ENBo) + A(Ak + Br) + > AMA) + (K — k)A(B1)
i=1 i=k+1
> MA) + EX(Bo) + (K — k)A(BL) + AM(Ay + By).

Or encore une fois, A\(A + B) = A(4) 4+ (K + § + &) A\(B) par hypothese, donc
MAg + B1) < (K — k)A(Bo) + kA(By) + b + b,
d’ou par
AMAg + B1) < MAg) — fr(e)b+ A(B1) +eb < MAg) + AN(B1) + po. (2.55)

De méme, on a les inégalités

K+1 k K
MA+B)= > A(S) =D MAi+Bo) + Y A4 + By)

) i=1 i=k

T~
|
==

K
A(Ay) + (k= DA(Bo) + A(Ax + Bo) + > AA) + (K — k + 1)A(By)
1 i=k
A) + (k — DA(Bo) + (K — k + 1)A(B1) + A(Ay, + By),

qui entrainent par ([2.54))

A(Ak + Bo) < A(Ag) + AM(Bo) + (e = frl(€))b < AM(Ax) + A(Bo) + po- (2.56)

>

(]

<.
I

>

=

Comme max (A(By), A(B1)) = b/2 > Keb > (e — fx(e))b, au moins I'une des inéquations
et (2.56) nous permet d’utiliser le théoreme . Sans perdre en généralité, supposons donc
que \(By) > Keb. Par et d’apres le théoréme il existe nj € N* tel que ngBy C Jj,
niAg C I, p(Jg) < p(Bo)+(e— fr(e))bet u(ly,) < p(Ax)+ (e— fr(e))b. Cependant, By C [0, by ]
donc d’apres le lemme nécessairement ny, = 1. Finalement, Ay C I; et par définition de
fr(e), on a

p(I;) < p(Ag) + (g = fe(e))b < (K — k)A(Bo) + (k — 1)A(By) + 0b + ¢b.
O

Ce lemme signifie que chaque morceau de A ne peut pas étre plus gros que le morceau
de Ap correspondant plus eb. Il reste & montrer plus précisément que A C o' + Ag + [0, €b].
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Commencons par donner une majoration de A(Ax + By) pour tout k € {1,..., K}, ce sera 'objet
du lemme [2.20] ci apres.

Quel que soit k € {1,..., K}, on rappelle qu’on a posé fi(£)b = A(A;) — (K — k)A(Bo) +
(k — 1)\(By) + 6b), on pose également g ()b = diam(Ay) — M\(Ax). Rappelons qu’on a

—(K —1)e < fy(e) <e.

Ainsi, par le lemme [2.18] on a
0 < gir(e) < Ke. (2.57)

Ruzsa [5] a prouvé le lemme suivant.

Lemme 2.19 (Ruzsa). Soient E et F' deuz ensembles bornés, non vides de réels. On a soit
ME+ F) > ANE) + diam(F)

soit a1 b1
ME+F) > = A(B) + =~

; A(F)

ou k est l’entier naturel défini par
k = max {k' € N| 3z € [0,diam(F)[,# {n € N| z + ndiam(F) € E} > k'} .
Quitte a appliquer x, on peut supposer que by > b_.
Lemme 2.20. Quel que soit k € {1,...,K}, on a
AMAg + Bo) = A(Ak) + AM(Bo) + gk(e)b.
Preuve. Soit k € {1,..., K — 1}, nous traiterons le cas k = K a part. Par hypothese § > ¢, donc
diam(Ay) > MAg) > AN(Bo) + €b > diam(By).
Ainsi
max {k' € N| 3z € [0,diam(A)[,# {n € N |z + ndiam(A;) € By} > k'} =1,
et donc le lemme [2.19| implique
A(Ay, + Bo) = min (A(By) + diam(Ag), A(Ag) + 2X(By)).

Or gi(e) < Ke (cf. (2.57)) et Ke < A(Byp) par hypothese (et parce qu’on a supposé by > b_),
donc A(Bp) + diam(Ay) < A(Ag) + 2A(By), et

MAg + By) = AM(By) + diam(Ag) = MAg) + A(Bo) + gk (e)b.
Il ne reste qu’a traiter le cas k = K. Posons
| =max {k' € N| 3z € [0,diam(Ag)[,#{n € N|z + ndiam(Ax) € Bo} > k'} .

Si [ = 1 alors il suffit de reprendre le stratégie précédente. Supposons donc désormais que [ > 2.
Par le lemme [2.19] on a

1 1
MAg + Bo) > min (A(Bo) + diam(4y), l%)\ Lt

(Ak) + T)\(BO)).
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Or comme [ > 2, on a

M) + EAB0) = A(Ak) + GAAR) + A(Bo).

De plus
MAg) = (K = D)A(B1) + b+ fr(e)b = b — Keb,

et § > (3K + 2)e par P'hypothese (2:2). Ainsi $(6 — Ke)b > (K + 1)eb et donc

/\(AK) (K +1)eb > gx(e)b.
Finalement on a bien également
MAgk + Bo) 2 MAk) + A(Bo) + gk ()b
O

Nous sommes désormais préts a conclure. Comme (A4; + Bo) U ((Ai—1+ B1) \ (4i+ By)) C S;
pour tout i € {2,..., K}, on a

A(S;) = A(A; + By) + A((Ai—1 + B1) \ (A; + By)).

Ainsi par hypothese, on a

K+1
MA) + (K +35+e)b=MNA+DB) = ZA

K K
> AAi+ Bo) + Y A(Aim1 + B1) \ (4i + Bo)) + AM(Ag + By),
i=1 i=2

et donc par le lemme et par définition de fx(e)

MA) + (K+6 4 €)b

K K
> (A(A) + A(Bo) + gi(e)b) + Y A((Ai—1 + B1) \ (4 + Bo)) + MAk) + A(By)
=1 1=2
K K
> MA)+ (K +6)b+ Y A(Ai—1 + B1) \ (Ai + Bo)) + > _ gi(e)b + fx(e)b.
=2 =1

Ceci entralne

K
<D A((Aim1 + Bi) \ (Ai + Bo)) 55—2% )b — fr(e
=2

et donc il existe des réels positifs €3, ..., 6}1( tels que

K K
doet=c=> aile) - fxle), (2.58)
=2 =1
et pour tout i € {2, ..., K'}
AM(Aj—1 + B1) \ (A; + By)) < £b. (2.59)



De plus pour tout i € {2,..., K}, on a

(Aifl + Bl) N ( [Hlin(Az‘fl + Bl), mln(AZ + B(])] (| [HlaX(Ai + Bo), maX(Ai,l + Bl)] )
C ((Ai—1 + B1) \ (4i + Bo)),

notons que les intervalles peuvent étre vides. On peut donc définir deux réels positifs ou nuls

e et g7 tels que
A((Ai—l + Bl) N [min(Ai_l + B1>7 H11n<14Z + Bo)] ) = €i<b7 (260)
et
A((Ai—1 + B1) N [max(A; + By), max(A;_1 + By)]) = &;b. (2.61)
On a alors
ef +ef <ef, (2.62)

On rappelle que diam(A;—1) = A(A;—1) + gi—1(e)b. Comme A; 1 +1 —b_ C (A1 + By),
Ai_1+1C (Ai—l + Bl) et

d( [min(4; 1 + Br), min(4; + By)], [max(4; + By), max(A; 1 + B1)] ) = diam(4; + Bo)
>b,
il existe deux réels positifs g;= ,(g) et g7, (¢) tels que
)\((Ai—l +1-— b_) N [min(A,'_l + Bl), min(Ai + Bo)])
= /\( [min(A;—1 + B1), min(A; + By)] ) - gf_l(E)lL
A((Ai—1 + 1) N [max(A; + By), max(A;_1 + B1)])
> A [max(4; + By), max(A;—1 + B1)]) — ¢71(e)b,

et
9:1(8) + 91 (e) < gi-1(e). (2.63)
Or soit min(A;—; + B1) > min(4; + Bp) soit

)\( [min(Ai,l + Bl), mln(AZ + Bo)] ) = Inll’l(Al + Bo) — min(A@;l + Bl)
=minA4; — (minA4;_1 +1—0_),

et donc par (2.60)
min A; — (min 4;_1 +1—b_) <e~b+ g~ (e)b.

Finalement comme &b et g~ ()b sont positifs, dans tous les cas on a

min A;_1 > min A; — 1 +b_ —e5b— g=(g)b. (2.64)
De la méme maniere, par on établit 'inégalité

max A;_1 <maxA; —1+by +e7b+ g7 1(e)b. (2.65)

Ces deux derniéres inégalités étaient le maillon manquant afin de terminer cette preuve. En
effet, en posant

K K—-1
ap=min Ag — > e7b— Y g (e)b,
=2 i=1
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on a diam(Ag) = (K — 1)A(B1) + 6b+ fx ()b + gk ()b et donc par (2.62)), (2.63)) puis (2.58)

K K-1
diam(Agx) + A([ap, min Ag]) = diam(Ag) + Zsfb + Z g:-(e)b
=2 i=1
K K—1
< diam(Ag) + Ze?b + Z gi(e)b
=2 i=1

diam(Ag) +¢eb — (fx(e)b+ gk (€)b)

<
< (K — 1)A(B1) + 6b + eb.

Ainsi
Ag Cap+ [K—1— (K —1)b_,K — 1+ b+ ¢b],

et donc Axg C ag+ A’ + [0,£b]. De méme, par (2.64) et (2.65)), quel que soit k € {1,..., K — 1}
on a
Ap Cag+ A +10,¢eb],

et donc finalement A est inclus dans un translaté de A’ + [0,¢eb], ce qui termine la preuve du
théoréme .31

3 Remarques

Dans le cas symétrique A = B le théoreme [1.3| rejoint la conclusion d’un précédent résultat de
Candela et de Roton ([I] théoréeme 4.1).

Théoréme 3.1 (Candela et de Roton). Soit 0 < ¢ < 1/3 tel que e < 1074, Soit A C [0,1]
un ensemble fermé, de diamétre 1, de mesure non nulle et tel que AN(A+ A) < (3 +¢e)A(A) et

AA) < ﬁ Alors A mod 1 est inclus dans un intervalle I C T tel que u(I) < (1 +¢e)A(A).

Méme en dehors du cas symétrique, la conclusion du théoréme [1.3| est en fait optimale en
un certain sens car si nous prenons B = [0, \(B)] U {1} et pour tout i € {1,..., K} et tout
0<e <e,

Ai(e) = AU (i = 1+ (K = )b+ 8b+ [0,6'6] ) U ((i = 1) + [~( = )b, 0] ),

ou on rappelle que b = A(B) et

K
Ao=J k=1 k—1+ (K —k)b+0b],
k=1

chaque couple d’ensembles (A;(¢’), B) respecte les conditions du théoréme (en particulier on
a bien A\(4;(¢') + B) = (K + 0 +¢)b) et le plus petit ensemble (au sens de I'inclusion) contenant
tous les A;(¢’) a translation pres est bien Ag + [0, €b].

Il est toutefois possible d’améliorer le théoreme [1.3| en affaiblissant les hypotheses sur €. En
ce sens, pour plus de lisibilité nous considérons 'hypothese (K +6+(K?log K +12)e)\(B) < Dp
alors que dans la démonstration, nous n’utilisons que ’hypothese plus faible

(K + 0+ (K log(K) — K(K(1 +log4) —log K — 7+ log4) + 8)e)A(B) < Dp.

42



Références

[1] P. Candela and A. de Roton. On sets with small sumset in the circle. Q. J. Math., 70(1):49-
69, 2019.

[2] A. de Roton. Small sumsets in R: full continuous 3k — 4 theorem, critical sets. J. Ec.
polytech. Math., 5:177-196, 2018.

[3] J. H. B. Kemperman. On products of sets in a locally compact group. Fund. Math., 56:51-68,
1964.

[4] M. Kneser. Summenmengen in lokalkompakten abelschen Gruppen. Math. Z., 66:88-110,
1956.

[5] I. Z. Ruzsa. Diameter of sets and measure of sumsets. Monatsh. Math., 112(4):323-328,
1991.

43



	Introduction et résultat
	Preuve du théorème 1.3
	Hypothèses
	Mesures modulo le diamètre de B
	Structures de A et B modulo DB, premières informations

	B modulo DB est proche d'un intervalle
	Premières informations et début de la stratégie pour montrer que m=1
	Minoration de (BM), #LB et #LA
	Preuve de m=1 lorsque m< repstopdf(IK)2K b
	Le cas m repstopdf(IK)2K b est impossible

	Structure principale de A
	 Étape 0 : contribution de K dans A
	Stratégie et Étape 1 : k=K
	Étapes suivantes.
	Conclusion : Structure principale de A.

	Structure totale de A
	Stratégie et premiers résultats
	Le cas des éléments de A[minA',maxA']
	Le cas des éléments x de AA' dans ]maxA'k,minA'k+1[ pour k"4266308 0,...,K-1 "5267309 
	Affinement


	Remarques

