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Résumé 

Dans le présent papier nous nous posons des questions concernant les hypothèses d’existence de la 

matière noire et de l’énergie sombre. La première est : a-t-on vraiment besoin de faire appel à une 

matière noire pour justifier la stabilité des galaxies spirales ? En section 5, nous montrons que la 

réponse devrait être non, car si cela est vrai dans le cas de la stricte gravitation Newtonienne, cela ne 

l’est plus dans le cadre de la gravitation compatible avec la relativité, en particulier du fait des forces 

magnétogravitationnelles. La deuxième question est de savoir si l’énergie sombre est indispensable 

pour justifier l’accélération de l’expansion de l’univers ? En section 6, nous revenons au premier 

principe de la thermodynamique appliqué au mélange fluide continu car nous acceptons une 

importante simplification : l’univers est approximé par un tel fluide. La résolution de la dynamique du 

système formé par l’univers nécessite le calcul d’une solution simultanée des équations (105) et (108). 

Les conditions aux limites et initiales de ce système différentiel font apparaître le tenseur 𝑌 vérifiant 

(106). Ce tenseur peut être considéré comme relevant des théories scalaire-vecteur-tenseur, ce qui 

permet d’envisager une expansion de l’univers sans énergie sombre. Cependant, l’énergie totale 

apparaissant dans 𝑇̿𝑇 (terme supérieur gauche) comprend toutes les énergies, comme l’énergie de 

masse plus l’énergie cinétique, l’énergie interne, l’énergie électromagnétique, l’énergie 

gravitationnelle et magnétogravitationnelle. La totalité de ces énergies pourrait constituer l’énergie 

sombre, y compris la valeur à l’origine (0°K, 0 Pa) de l’énergie interne. 

 

1 Introduction et contexte de l’étude 

Les hypothèses de la matière noire et de l’énergie sombre ont suscité bon nombre de publications. Les 
recherches semblant loin d’être terminées, nous proposerons ici des explications qui pourraient être 
intéressantes. En ce qui concerne l’énergie sombre, nous avons besoin de la relativité générale dans le 
cas des mélanges fluides continus. En effet, nous ferons l’importante simplification que l’espace et les 
galaxies peuvent être approximés par un fluide continu, ce qui nous permet d’appliquer deux 
postulats : le premier permettant de passer les équations de la physique classique à la relativité 
restreinte et le deuxième de la relativité restreinte à la relativité générale (FONTEIX et al. 2020a) 
(FONTEIX et al. 2020b). Il s’agit d’écrire les bilans d’énergie, de quantité de mouvement et de matière 
en relativité restreinte, pour les mélanges fluides continus (ARZELIES 1971), puis ces bilans en relativité 
générale. Contrairement aux habitudes, ces bilans ont été démontrés à l’aide de 2 principes. Le premier 
est bien connu, il s’agit de l’inséparabilité de l’espace et du temps lors d’un changement de repère 
inertiel (MINKOWSKI 1907). Le deuxième est notre proposition originale : dans le Repère Inertiel 
Tangent d’un espace-temps plat, les équations de la dynamique relativiste des mélanges fluides 
continus et celles de la physique classique sont identiques. Grâce à cela, nous avons pu intégrer la 
gravitation relativiste (BRAGINSKY et al. 1977) (Mc DONALD 1997) (TARTAGLIA et al. 2004) en espace-
temps plat (non courbé) et l’électromagnétisme. Cependant, nous n’avions pas pris en compte les 



réactions nucléaires et les phénomènes quantiques (SCHULMAN 1980), ni abordé la thermodynamique 
relativiste (ARZELIES 1965) (De BROGLIE 1968) (STRUCHTRUP 1998).  

En section 2 nous présenterons des rappels de dynamique classique des mélanges fluides continus, et 
en section 3 des rappels de dynamique des fluides en relativité restreinte. En section 4, cette même 
dynamique est obtenue en relativité générale. La matière noire est abordée section 5, puis l’énergie 
sombre en section 6 sera suivi d’une conclusion 7. Dans ce qui suit, nous choisirons autant que possible 
d’utiliser des notations matricielles, cependant nous passerons en notation tensorielles lorsque cela 
sera nécessaire. 

 

2 Rappels de dynamique classique des mélanges fluides continus 

Comme nous partons de la physique classique pour démontrer les expressions de la relativité 

restreinte, nous nous placerons dans l’espace-temps, avec une notation semi réelle où le temps 

apparaitra sous la forme 𝑖𝑐𝑡. Le repère utilisé est donc formé de 3 axes spatiaux orthogonaux deux à 

deux et de même échelle, et d’un axe symbolisant le temps, orthogonal à chaque axe spatial et de 

même échelle où 𝑖 est l’imaginaire pur de norme unitaire, 𝑐 est la vitesse de la lumière dans le vide et 

𝑡 le temps (FONTEIX et al. 2022) (FONTEIX et al. 2023). Conformément à (FONTEIX et al. 2020a), le 

tenseur énergie-impulsion se présentera comme une matrice symétrique semi réelle telle que 

(−𝛼 𝑖𝑎⃗𝑇

𝑖𝑎⃗ 𝐴̿
), où la matrice symétrique 3x3 𝐴̿ est formée de nombres réels, tout comme le vecteur 𝑎⃗ 

de dimension 3. Le scalaire −𝛼 est un nombre réel, le signe moins provenant de 𝑖2 = −1. La dérivation 

spatio-temporelle, ou quadri-gradient, s’écrit : 

𝒈𝒓𝒂𝒅⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ 𝑻(⋯ ) = (1
𝑖𝑐

𝜕(⋯ )

𝜕𝑡
𝑔𝑟𝑎𝑑⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗𝑇(⋯ ))          (1) 

Où 𝑔𝑟𝑎𝑑⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗(⋯ ) est l’opérateur gradient (spatial) usuel. Conformément au premier principe de la 

thermodynamique, nous devons avoir, avec 𝑻̿ le tenseur d’ordre deux symétrique énergie-impulsion : 

𝒈𝒓𝒂𝒅⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ 𝑻(𝑻̿) = 𝒈𝒓𝒂𝒅⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ 𝑻 (−𝛼 𝑖𝑎⃗𝑇

𝑖𝑎⃗ 𝐴̿
) = 0

𝑖

𝑐

𝜕(𝛼)

𝜕𝑡
+ 𝑔𝑟𝑎𝑑⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗𝑇(𝑖𝑎⃗) = 0

1

𝑐

𝜕(𝑎⃗⃗𝑇)

𝜕𝑡
+ 𝑔𝑟𝑎𝑑⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗𝑇(𝐴̿) = 0 }

 
 

 
 

          (2) 

Où 𝑔𝑟𝑎𝑑⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗𝑇(𝑎⃗) est une divergence. Le quadri-gradient du tenseur énergie-impulsion doit être construit 
à partir des équations permettant le calcul complet de la dynamique des mélanges fluides continus, 
puisque c’est ce modèle très simplifié des galaxies ou du cosmos que nous adopterons. Notons que les 
2 dernière ligne de (2) peuvent être simplifiées en : 

𝜕(𝛼)

𝜕𝑡
+ 𝑔𝑟𝑎𝑑⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗𝑇(𝑐𝑎⃗) = 0

𝜕(𝑐𝑎⃗𝑇)

𝜕𝑡
+ 𝑔𝑟𝑎𝑑⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗𝑇(𝑐2𝐴̿) = 0}

 

 
          (3) 

La première équation de la mécanique des fluides est le bilan de masse, appelé équation de continuité : 

𝜕𝜌

𝜕𝑡
+ 𝑔𝑟𝑎𝑑⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗𝑇(𝜌𝑢⃗⃗) = 0          (4) 

Où 𝜌 est la masse volumique du fluide et 𝑢⃗⃗ sa vitesse locale. La deuxième équation est vectorielle, c’est 
le bilan de quantité de mouvement, qui prend en compte les forces de surface et de volume s’exerçant 
sur le fluide. Pour écrire ce bilan, nous devons faire la liste des forces volumiques : 



• 𝜌𝐻⃗⃗⃗ : la pesanteur, où le vecteur 𝐻⃗⃗⃗ est le champ de gravitation, 

• −𝑔𝑟𝑎𝑑⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗(𝑃) : la pression, 

• (𝑔𝑟𝑎𝑑⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗𝑇(𝜏̿))
𝑇

 : la contrainte mécanique, où 𝜏̿ est le tenseur des contraintes rhéologiques, 

• 𝜌𝛼𝐸⃗⃗ : la force électrique, où 𝛼 est la charge par unité de masse et 𝐸⃗⃗ le champ électrique, 

• 𝐶⃗ ∧ 𝐵⃗⃗ : la force magnétique, où 𝐵⃗⃗ est le champ magnétique, et 𝐶⃗ le courant électrique. 

• 𝑔𝑟𝑎𝑑⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗(𝑃⃗⃗𝑇𝐸⃗⃗ + 𝑀⃗⃗⃗𝑇𝐵⃗⃗) − 𝑔𝑟𝑎𝑑⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗(𝑃⃗⃗𝑇)𝐸⃗⃗ − 𝑔𝑟𝑎𝑑⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗(𝑀⃗⃗⃗𝑇)𝐵⃗⃗ : les forces dipolaires électriques et 

magnétiques, où 𝑃⃗⃗ est le vecteur polarisation ou moment dipolaire électrique et 𝑀⃗⃗⃗ le moment 
dipolaire magnétique. 

La dérivée particulaire est 
𝐷(⋯ )

𝐷𝑡
=

𝜕(⋯ )

𝜕𝑡
+ 𝑢⃗⃗𝑇𝑔𝑟𝑎𝑑⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗(⋯ ), et le bilan de quantité de mouvement s’écrit : 

𝜌
𝐷𝑢⃗⃗⃗

𝐷𝑡
= 𝜌𝐻⃗⃗⃗ − 𝑔𝑟𝑎𝑑⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗(𝑃 − 𝑃⃗⃗𝑇𝐸⃗⃗ − 𝑀⃗⃗⃗𝑇𝐵⃗⃗) + (𝑔𝑟𝑎𝑑⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗𝑇(𝜏̿))

𝑇

+𝜌𝛼𝐸⃗⃗ + 𝐶⃗ ∧ 𝐵⃗⃗ − 𝑔𝑟𝑎𝑑⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗(𝑃⃗⃗𝑇)𝐸⃗⃗ − 𝑔𝑟𝑎𝑑⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗(𝑀⃗⃗⃗𝑇)𝐵⃗⃗
          (5)  

Usuellement les mécaniciens des fluides se contentent des équations (4) et (5) pour calculer la pression 
𝑃 et les 3 coordonnées spatiales de la vitesse 𝑢⃗⃗ à chaque instant dans tout l’espace considéré. Ceci 
nécessite plusieurs hypothèses simplificatrices : l’écoulement est isotherme et les phénomènes 
électromagnétiques sont absents ou négligeables. Pour déterminer la température en chaque point 
de l’espace-temps il faut une équation supplémentaire, que la thermodynamique désigne comme le 
bilan d’énergie totale. L’écriture de ce bilan s’appuie sur le premier principe de la thermodynamique : 
la production volumique d’énergie totale est nulle au sein d’un mélange fluide continu . L’énergie 
totale est la somme de l’énergie cinétique, de l’énergie interne 𝑈 (J/kg), de l’énergie 
électromagnétique et de l’énergie de gravitation, dont l’équation est, avec 𝑞⃗ le flux de chaleur :  

𝜕

𝜕𝑡
(𝜌𝑈 +

𝜌

2
𝑢⃗⃗𝑇𝑢⃗⃗ +

𝜀0 𝐸⃗⃗
𝑇𝐸⃗⃗

2
+
𝐵⃗⃗𝑇 𝐵⃗⃗

2𝜇0
− 𝑀⃗⃗⃗𝑇𝐵⃗⃗ −

𝐻⃗⃗⃗𝑇 𝐻⃗⃗⃗

8𝜋G
) +

𝑔𝑟𝑎𝑑⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗𝑇 (𝜌𝑈𝑢⃗⃗ + 𝑞⃗ + 𝑢⃗⃗
𝜌

2
𝑢⃗⃗𝑇𝑢⃗⃗ + 𝐸⃗⃗ ∧ (

𝐵⃗⃗

𝜇0
− 𝑀⃗⃗⃗) + 𝐾⃗⃗⃗ ∧ 𝐻⃗⃗⃗)

−𝑔𝑟𝑎𝑑⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗𝑇(𝜏̿𝑢⃗⃗ − (𝑃 − 𝑃⃗⃗𝑇𝐸⃗⃗ − 𝑀⃗⃗⃗𝑇𝐵⃗⃗)𝑢⃗⃗) = 0

          (6) 

L’énergie totale par unité de volume est donc 𝜌𝑈 +
𝜌

2
𝑢⃗⃗𝑇𝑢⃗⃗ +

𝜀0 𝐸⃗⃗
𝑇 𝐸⃗⃗

2
+
𝐵⃗⃗𝑇 𝐵⃗⃗

2𝜇0
− 𝑀⃗⃗⃗𝑇𝐵⃗⃗ −

𝐻⃗⃗⃗𝑇 𝐻⃗⃗⃗

8𝜋G
, avec 

𝜀0𝜇0𝑐
2 = 1, et où 

𝜀0 𝐸⃗⃗
𝑇 𝐸⃗⃗

2
+
𝐵⃗⃗𝑇 𝐵⃗⃗

2𝜇0
− 𝑀⃗⃗⃗𝑇𝐵⃗⃗ est l’énergie électromagnétique volumique. Notons que 𝐺 est 

la constante universelle de la gravitation et que l’énergie volumique de gravitation −
𝐻⃗⃗⃗𝑇 𝐻⃗⃗⃗

8𝜋G
 est négative, 

ce qui est logique puisque cette énergie volumique est nulle dans une région très loin de toute masse, 
et que cette énergie de gravitation diminue à l’approche d’une masse effective. Le calcul du champ 

magnétogravitationnel 𝐾⃗⃗⃗ se fait grâce à des équations dérivées de celles de MAXWELL. Si 𝜑 est le 
potentiel local de gravitation, l’équation de POISSON s’écrit (FONTEIX et al. 2020c) :  

(𝑔𝑟𝑎𝑑⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗𝑇𝑔𝑟𝑎𝑑⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗)𝜑 = 4𝜋G𝜌           (7) 

Où 𝑔𝑟𝑎𝑑⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗𝑇𝑔𝑟𝑎𝑑⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗ le Laplacien. Les champs de gravitation sont alors donnés par : 



𝐻⃗⃗⃗ = −𝑔𝑟𝑎𝑑⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗(𝜑)

𝑔𝑟𝑎𝑑⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗𝑇(𝐻⃗⃗⃗) = −4𝜋G𝜌

𝑟𝑜𝑡(𝐻⃗⃗⃗) = 0

𝑟𝑜𝑡⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗⃗(𝐾⃗⃗⃗) = −𝜌𝑢⃗⃗ +
1

4𝜋G
 
𝜕𝐻⃗⃗⃗

𝜕𝑡

𝑔𝑟𝑎𝑑⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗𝑇(𝐾⃗⃗⃗) = 0 }
  
 

  
 

          (8) 

Comme dans (FONTEIX et al. 2020c) nous obtenons le bilan d’énergie volumique gravitationnelle : 

𝜕

𝜕𝑡
(−

𝐻⃗⃗⃗𝑇 𝐻⃗⃗⃗

8𝜋G
) + 𝑔𝑟𝑎𝑑⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗𝑇(𝐾⃗⃗⃗ ∧ 𝐻⃗⃗⃗) = −𝜌𝑢⃗⃗𝑇𝐻 ⃗⃗⃗⃗  ⃗         (9) 

Il parait logique de construire le tenseur énergie-impulsion à partir de l’équation (6), alors il s’agit du 

tenseur énergie-impulsion totale avec 𝛼𝑇1 =
𝜌

2
𝑢⃗⃗𝑇𝑢⃗⃗ + 𝜌𝑈 +

𝜀0 𝐸⃗⃗
𝑇 𝐸⃗⃗

2
+

𝐵⃗⃗𝑇 𝐵⃗⃗

2𝜇0
− 𝑀⃗⃗⃗𝑇𝐵⃗⃗ −

𝐻⃗⃗⃗𝑇 𝐻⃗⃗⃗

8𝜋G
, et aussi 

𝑐𝑎⃗𝑇1 = 𝜌𝑈𝑢⃗⃗ + 𝑞⃗ + 𝑢⃗⃗
𝜌

2
𝑢⃗⃗𝑇𝑢⃗⃗ + 𝐸⃗⃗ ∧ (

𝐵⃗⃗

𝜇0
− 𝑀⃗⃗⃗) + 𝐾⃗⃗⃗ ∧ 𝐻⃗⃗⃗ − 𝜏̿𝑢⃗⃗ + (𝑃 − 𝑃⃗⃗𝑇𝐸⃗⃗ − 𝑀⃗⃗⃗𝑇𝐵⃗⃗)𝑢⃗⃗, soit : 

𝑻̿𝑻𝟏 = (
−𝛼𝑇1 𝑖𝑎⃗𝑇1

𝑇

𝑖𝑎⃗𝑇1 𝐴̿𝑇1
)         (10) 

Cependant l’équation (10) appelle deux commentaires. Le premier est que la matrice symétrique 3x3 

𝐴̿𝑇1 est inconnue en physique classique et le deuxième est que, pour préparer ce tenseur au passage 
à la relativité, il manque l’énergie volumique 𝜌𝑐2 qui est l’énergie de la masse Newtonienne, c’est-à-

dire essentiellement l’énergie nucléaire. Or il est possible de construire le tenseur 𝑻̿𝑵 avec les 
équations (4) et (5). Nous avons alors 𝛼𝑁 = 𝜌𝑐

2 et 𝑎⃗𝑁 = 𝜌𝑐𝑢⃗⃗, et : 

𝜌
𝜕(𝑢⃗⃗⃗)

𝜕𝑡
+ 𝜌𝑢⃗⃗𝑇𝑔𝑟𝑎𝑑⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗(𝑢⃗⃗)  = 𝜌𝐻⃗⃗⃗ − 𝑔𝑟𝑎𝑑⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗(𝑃 − 𝑃⃗⃗𝑇𝐸⃗⃗ − 𝑀⃗⃗⃗𝑇𝐵⃗⃗) + (𝑔𝑟𝑎𝑑⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗𝑇(𝜏̿))

𝑇

+𝜌𝛼𝐸⃗⃗ + 𝐶⃗ ∧ 𝐵⃗⃗ − 𝑔𝑟𝑎𝑑⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗(𝑃⃗⃗𝑇)𝐸⃗⃗ − 𝑔𝑟𝑎𝑑⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗(𝑀⃗⃗⃗𝑇)𝐵⃗⃗ =
𝜕(𝜌𝑢⃗⃗⃗)

𝜕𝑡
+ 𝑔𝑟𝑎𝑑⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗𝑇(𝜌𝑢⃗⃗)𝑢⃗⃗ + 𝜌𝑢⃗⃗𝑇𝑔𝑟𝑎𝑑⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗(𝑢⃗⃗)

=
𝜕(𝜌𝑢⃗⃗⃗)

𝜕𝑡
+ 𝑔𝑟𝑎𝑑⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗𝑇(𝜌𝑢⃗⃗𝑢⃗⃗𝑇) }

 
 

 
 

          (11) 

En ajoutant l’équation (4) multipliée par 𝑢⃗⃗ et en multipliant (11) par 𝑐, nous obtenons : 

1

𝑐

𝜕(𝜌𝑐 𝑢⃗⃗⃗)

𝜕𝑡
+𝑔𝑟𝑎𝑑⃗⃗ ⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗⃗𝑇(𝜌𝑢⃗⃗𝑢⃗⃗𝑇 + (𝑃 − 𝑃⃗⃗𝑇𝐸⃗⃗ − 𝑀⃗⃗⃗𝑇 𝐵⃗⃗)𝛿̿ − 𝜏̿) = 𝜌𝐻⃗⃗⃗ + 𝜌𝛼𝐸⃗⃗ + 𝐶 ∧ 𝐵⃗⃗ − 𝑔𝑟𝑎𝑑⃗⃗ ⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗⃗(𝑃⃗⃗𝑇)𝐸⃗⃗ − 𝑔𝑟𝑎𝑑⃗⃗ ⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗⃗(𝑀⃗⃗⃗𝑇)𝐵⃗⃗          (12) 

Nous retrouvons ici 𝑎⃗𝑁 = 𝜌𝑐𝑢⃗⃗, auquel s’ajoute 𝐴̿𝑁 = 𝜌𝑢⃗⃗𝑢⃗⃗
𝑇 + (𝑃 − 𝑃⃗⃗𝑇𝐸⃗⃗ − 𝑀⃗⃗⃗𝑇𝐵⃗⃗)𝛿̿ − 𝜏̿, selon (2). Ceci 

permet d’écrire le tenseur énergie-impulsion de masse Newtonienne 𝑻̿𝑵 : 

𝑻̿𝑵 = (
−𝜌𝑐2 𝑖𝜌𝑐𝑢⃗⃗𝑇

𝑖𝜌𝑐𝑢⃗⃗ 𝜌𝑢⃗⃗𝑢⃗⃗𝑇 + (𝑃 − 𝑃⃗⃗𝑇𝐸⃗⃗ − 𝑀⃗⃗⃗𝑇𝐵⃗⃗)𝛿̿ − 𝜏̿
)

𝒈𝒓𝒂𝒅⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ 𝑻(𝑻̿𝑵) = (0 𝜌𝐻⃗⃗⃗𝑇 + 𝜌𝛼𝐸⃗⃗𝑇 + (𝐶⃗ ∧ 𝐵⃗⃗ − 𝑔𝑟𝑎𝑑⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗(𝑃⃗⃗𝑇)𝐸⃗⃗ − 𝑔𝑟𝑎𝑑⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗(𝑀⃗⃗⃗𝑇)𝐵⃗⃗)
𝑇
)

}          (13) 

La deuxième équation de (13) est nécessaire à la résolution du problème de l’écoulement du fluide. 
Cependant, la valeur 0 qui y apparait est vraie si les phénomènes quantiques se réduisent à des effets 
thermodynamiques, et si les réactions nucléaires peuvent être approximées comme des cas 
particuliers de réactions chimiques ordinaires moyennant une fonction définissant les sections 
efficaces (conservation de la masse totale), le fluide étant toujours considéré comme un milieu 
continu. Dans un cas plus général, où la masse peut se transformer en chaleur par exemple, il faut faire 
apparaître un terme supplémentaire qui remplace 0. Quant au tenseur énergie-impulsion totale, il 
devient finalement : 



𝑻̿𝑻 = 𝑻̿𝑻𝟏 + 𝑻̿𝑵 = (
−𝛼𝑇 𝑖𝑎⃗𝑇

𝑇

𝑖𝑎⃗𝑇 𝐴̿𝑇
)

𝛼𝑇 = 𝜌𝑐
2 +

𝜌

2
𝑢⃗⃗𝑇𝑢⃗⃗ + 𝜌𝑈 +

𝜀0 𝐸⃗⃗
𝑇 𝐸⃗⃗

2
+
𝐵⃗⃗𝑇 𝐵⃗⃗

2𝜇0
− 𝑀⃗⃗⃗𝑇𝐵⃗⃗ −

𝐻⃗⃗⃗𝑇 𝐻⃗⃗⃗
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𝑐𝑎⃗𝑇 = 𝜌𝑐2 𝑢⃗⃗ + 𝑢⃗⃗
𝜌

2
𝑢⃗⃗𝑇𝑢⃗⃗ + 𝜌𝑈𝑢⃗⃗ + 𝑞⃗ + 𝐸⃗⃗ ∧ (

𝐵⃗⃗

𝜇0
− 𝑀⃗⃗⃗) + 𝐾⃗⃗⃗ ∧ 𝐻⃗⃗⃗ − 𝜏̿𝑢⃗⃗ + (𝑃 − 𝑃⃗⃗𝑇𝐸⃗⃗ − 𝑀⃗⃗⃗𝑇𝐵⃗⃗)𝑢⃗⃗}

 
 

 
 

         (14) 

Là encore 𝐴̿𝑇 n’est pas connu, mais est calculable si on étend le premier principe de la 
thermodynamique présenté en gras plus haut dans la présente section, avant l’équation (6) : 

𝒈𝒓𝒂𝒅⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ 𝑻(𝑻̿𝑻) = 0         (15) 

La deuxième équation de (14) montre une somme de différentes énergies. Ainsi, 𝜌𝑐2  est l’énergie 

volumique de masse Newtonienne, 
𝜌

2
𝑢⃗⃗𝑇𝑢⃗⃗ est l’énergie cinétique volumique, 𝜌𝑈 est l’énergie interne 

volumique, 
𝜀0 𝐸⃗⃗

𝑇 𝐸⃗⃗

2
+
𝐵⃗⃗𝑇 𝐵⃗⃗

2𝜇0
− 𝑀⃗⃗⃗𝑇𝐵⃗⃗ est l’énergie électromagnétique volumique et −

𝐻⃗⃗⃗𝑇 𝐻⃗⃗⃗

8𝜋G
 est l’énergie 

volumique de gravitation. Puisque l’énergie volumique totale est la somme de cinq énergies 
différentes, nous considèrerons que le tenseur énergie-impulsion totale est la somme de cinq tenseurs 

correspondants. Ainsi 𝑻̿𝑵, en équation (13), correspond à l’énergie volumique de masse Newtonienne, 

𝑻̿𝑪 = (
−
𝜌

2
𝑢⃗⃗𝑇𝑢⃗⃗

𝑖𝑢⃗⃗⃗𝑇

𝑐
(
𝜌

2
𝑢⃗⃗𝑇𝑢⃗⃗𝛿 ̿ − 𝜏̿ + (𝑃 − 𝑃⃗⃗𝑇𝐸⃗⃗ − 𝑀⃗⃗⃗𝑇𝐵⃗⃗)𝛿̿)

𝑖 (
𝜌

2
𝑢⃗⃗𝑇𝑢⃗⃗𝛿̿ − 𝜏̿ + (𝑃 − 𝑃⃗⃗𝑇𝐸⃗⃗ − 𝑀⃗⃗⃗𝑇𝐵⃗⃗)𝛿̿)

𝑢⃗⃗⃗

𝑐
𝐴̿𝐶

) est le 

tenseur énergie-impulsion cinétique (𝛿̿ = matrice de KRONECKER), 𝑻̿𝑰 = (
−𝜌𝑈 𝜌𝑈

𝑢⃗⃗⃗𝑇

𝑐
+

𝑞⃗⃗𝑇

𝑐

𝜌𝑈
𝑢⃗⃗⃗

𝑐
+

𝑞⃗⃗

𝑐
𝐴̿𝐼

) est 

le tenseur énergie-impulsion interne, 𝑻̿𝑬 =

(

 
 −

𝜀0 𝐸⃗⃗
𝑇𝐸⃗⃗

2
−
𝐵⃗⃗𝑇 𝐵⃗⃗

2𝜇0
+ 𝑀⃗⃗⃗𝑇𝐵⃗⃗

𝑖

𝑐
(𝐸⃗⃗ ∧ (

𝐵⃗⃗

𝜇0
− 𝑀⃗⃗⃗))

𝑇

𝑖

𝑐
𝐸⃗⃗ ∧ (

𝐵⃗⃗

𝜇0
− 𝑀⃗⃗⃗) 𝐴̿𝐸

)

 
 

 

correspond au tenseur énergie-impulsion électromagnétique et 𝑻̿𝑮 = (

𝐻⃗⃗⃗𝑇 𝐻⃗⃗⃗
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𝑖

𝑐
(𝐾⃗⃗⃗ ∧ 𝐻⃗⃗⃗)

𝑇

𝑖

𝑐
𝐾⃗⃗⃗ ∧ 𝐻⃗⃗⃗ 𝐴̿𝐺

) est le 

tenseur énergie-impulsion de gravitation. Ceci donne : 

𝑻̿𝑻 = 𝑻̿𝑵 + 𝑻̿𝑪 + 𝑻̿𝑰 + 𝑻̿𝑬 + 𝑻̿𝑮         (16) 

 Cette décomposition du tenseur énergie-impulsion totale en plusieurs tenseurs énergie-impulsion est 
générale et s’applique aussi bien à la relativité restreinte qu’à la relativité générale, comme nous le 
verrons plus loin. Tous les éléments de chaque tenseur ont la même unité : énergie par unité de 
volume. Cependant, l’énergie des trois premiers tenseurs de l’équation (16) permet de définir une 
masse volumique relativiste 𝜌𝑅  : 

𝜌𝑅 = 𝜌 (1+
𝑢⃗⃗⃗𝑇 𝑢⃗⃗⃗

2𝑐2
+

𝑈

𝑐2
)         (17) 

Le problème que pose cette masse volumique relativiste, ainsi que le tenseur énergie-impulsion 
interne (donc le tenseur énergie-impulsion totale), est que leur valeur effective n’est pas calculable. 
En effet, nous ne pouvons calculer que des variations d’énergie interne entre deux états connus, la 
valeur exacte de cette énergie interne massique 𝑈 est inconnue (POINCARE 1901). C’est une des 
raisons pour lesquelles nous préférons parler de masse volumique Newtonienne que de masse 
volumique relativiste, d’autres raisons étant données dans (FONTEIX et al. 2020a). 

 



3 Rappels de dynamique des mélanges fluides continus en relativité restreinte 

Dans (FONTEIX et al. 2020a), nous avons proposé un principe original permettant de transformer les 
relations de la physique classique en équations de la relativité restreinte : dans le Repère Inertiel 
Tangent d’un espace-temps plat, les équations de la dynamique relativiste des mélanges fluides 
continus et celles de la physique classique sont identiques. Cela nécessite une transformation 
permettant le passage du repère inertiel tangent à un repère inertiel quelconque. De plus, il faut 
considérer que, à l’échelle terrestre, les vitesses restent négligeables par rapport à celle de la lumière 
dans le vide, et qu’un repère lié à la terre peut, dans un intervalle de temps limité, être considéré 
comme inertiel tangent par rapport au cosmos. Ainsi, il suffira de poser les vitesses égales à 0 (vitesse 
locale à l’origine du repère inertiel tangent) dans les équations de la physique classique et d’effectuer 
la transformation pour obtenir les équations correspondantes en relativité restreinte. Bien entendu, 
nous verrons par la suite les ajustements nécessaires, comme le cas de la gravité Newtonienne qui est 
inacceptable en l’état en relativité restreinte. Notons que, comme en physique classique, le repère 
utilisé est formé de 3 axes spatiaux orthogonaux deux à deux et de même échelle, et d’un axe 𝑖𝑐𝑡 
symbolisant le temps, orthogonal à chaque axe spatial et de même échelle où 𝑖 est l’imaginaire pur de 
norme unitaire, 𝑐 est la vitesse de la lumière dans le vide et 𝑡 le temps 

La transformation s’effectue à l’aide d’une matrice de transition dont la démonstration est donnée 

dans (FONTEIX et al. 2022). Cette matrice 𝚲̿𝑻, permettant le passage d’un repère inertiel quelconque 

au repère inertiel tangent, est semi-réelle, orthogonale et normée, ce qui correspond à 𝑑𝑒𝑡(𝚲̿𝑻) = 1 

et 𝚲̿𝑻
𝑻 = 𝚲̿𝑻

−𝟏. Son équation est : 

𝚲̿𝑻 = (
𝛾0 −

𝑖𝛾0

𝑐
𝑢⃗⃗0𝑇

𝑖𝛾0

𝑐
𝑢⃗⃗0 𝛿̿ + (𝛾0− 1)

𝑢⃗⃗⃗0 𝑢⃗⃗⃗0𝑇

𝑢⃗⃗⃗0𝑇 𝑢⃗⃗⃗0

)         (18) 

Avec 𝛾0 = 𝛾 (facteur de LORENTZ) et 𝑢⃗⃗0 = 𝑢⃗⃗ au point de tangence (par la suite nous n’utiliserons plus 

la puissance 0 qui indique une valeur au point de tangence : une constante). La notion de tangence est 
précisée dans (FONTEIX et al. 2020a) et (FONTEIX et al. 2022). Il s’agit de la tangence de la trajectoire 
du repère inertiel tangent à la trajectoire de l’objet considéré, au point considéré. Un élément 
important est de respecter scrupuleusement le principe de MINKOWSKI qui stipule que le temps et 
l’espace ne peuvent pas être dissociés (MINKOWSKI 1907), le risque étant de faire de grosses erreurs. 

Nous mettrons un indice T aux grandeurs dans le repère inertiel tangent, comme 𝚲̿𝑻. La transformation 

des vitesses se fait grâce à 𝒖⃗⃗⃗𝑻 = 𝚲̿𝑻(𝛾𝒖⃗⃗⃗) et celle des accélérations par 𝒂⃗⃗⃗𝑻 = 𝚲̿𝑻(𝛾
2𝒂⃗⃗⃗). Tous les 

tenseurs d’ordre deux, matrices 4x4 semi-réelles symétriques ou antisymétriques, se transforment du 
repère inertiel tangent vers un repère inertiel quelconque à l’aide de : 

𝑻̿ = 𝚲̿𝑻
𝑻𝑻̿𝑻𝚲̿𝑻         (19) 

Comme la masse Newtonienne est un invariant (identique en physique classique et en relativité 
restreinte) la transformation des accélérations s’applique aux forces. L’important ici est de rendre 
covariantes toutes les expressions, c’est-à-dire de structure invariante lors d’un changement de repère 
inertiel, y compris pour le repère inertiel tangent, donc pour les équations de la physique classique. 
Ainsi, pour être sûr de ne pas faire d’erreur lors du passage de la physique classique à la relativité 
restreinte, le plus simple est de présenter les expressions de la physique classique comme un ensemble 
de tenseurs d’ordre 2 (liés par des multiplications et des additions), sauf pour certaines forces  (alors 
vecteurs de dimension 4). Cette façon de procéder n’est pas habituelle pour élaborer les équations en 
relativité restreinte et la simplification des fluides parfaits est souvent utilisée (GOURGOULHON 2006). 
D’ailleurs, nous avons montré dans (FONTEIX et al. 2020a) que la plupart des méthodes employées 
posaient problème.  



Avant d’aborder les forces, et même les tenseurs énergie-impulsion, nous devons réécrire les 
équations de MAXWELL (THOMAS 1927) sous la forme de matrices antisymétriques semi-réelles : 

𝑬̿ = (
0

𝑖

𝑐
𝐸⃗⃗𝑇

−
𝑖

𝑐
𝐸⃗⃗ −𝑚𝑎𝑡̿̿ ̿̿ ̿̿ (𝐵⃗⃗)

)        𝑎𝑛𝑑       𝑩̿ = (
0 𝑖𝑐𝐵⃗⃗𝑇

−𝑖𝑐𝐵⃗⃗ 𝑚𝑎𝑡̿̿ ̿̿ ̿̿ (𝐸⃗⃗)
)         (20) 

Où l’opérateur 𝑚𝑎𝑡̿̿ ̿̿ ̿̿ (⋯ ) permet de construire une matrice antisymétrique 3x3 à partir d’un vecteur. 

En particulier, 𝑚𝑎𝑡̿̿ ̿̿ ̿̿ (𝑎⃗)𝑏⃗⃗ = 𝑎⃗ ∧ 𝑏⃗⃗ est un produit vectoriel. De même nous avons : 

𝑷̿ = (
0 𝑖𝑐𝑃⃗⃗𝑇

−𝑖𝑐𝑃⃗⃗ 𝑚𝑎𝑡̿̿ ̿̿ ̿̿ (𝑀⃗⃗⃗)
)        𝑎𝑛𝑑       𝑴̿ = (

0
𝑖

𝑐
𝑀⃗⃗⃗𝑇

−
𝑖

𝑐
𝑀⃗⃗⃗ −𝑚𝑎𝑡̿̿ ̿̿ ̿̿ (𝑃⃗⃗)

)         (21) 

Les équations de MAXWELL régissant les phénomènes électromagnétiques s’écrivent : 

𝒈𝒓𝒂𝒅⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ 𝑻(𝜀0𝑐
2𝑬̿ + 𝑷̿) = −𝑪⃗⃗⃗𝑻

𝒈𝒓𝒂𝒅⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ 𝑻(𝑩̿) = 0
]         (22) 

(HEAVISIDE 1912) où 𝑪⃗⃗⃗ est le quadri-courant électrique. Afin de préparer le passage à la relativité 

restreinte, nous présenterons ici la gravitation Newtonienne en nous inspirant des équations ci-dessus. 

Les champs gravitationnels sont formés de deux vecteurs, le champ de gravitation 𝐻⃗⃗⃗ et le champ 

magnéto-gravitationnel 𝐾⃗⃗⃗ (POINCARE 1906). Ceux-ci peuvent être rassemblés dans deux tenseurs 

antisymétriques d’ordre 2 : 

𝑯̿ = (
0

𝑖

𝑐
𝐻⃗⃗⃗𝑇

−
𝑖

𝑐
𝐻⃗⃗⃗ −

4𝜋𝐺

𝑐2
𝑚𝑎𝑡̿̿ ̿̿ ̿̿ (𝐾⃗⃗⃗)

)        𝑎𝑛𝑑       𝑲̿ = (
0 𝑖𝐾𝑇

−𝑖𝐾⃗⃗⃗
𝑐

4𝜋𝐺
𝑚𝑎𝑡̿̿ ̿̿ ̿̿ (𝐻⃗⃗⃗)

)         (23) 

Tous ces tenseurs se transforment grâce à (19). L’équivalent des équations de MAXWELL s’écrit : 

𝒈𝒓𝒂𝒅⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ 𝑻(𝑯̿) =
4𝜋𝐺

𝑐2
𝜌𝒖⃗⃗⃗𝑻

𝒈𝒓𝒂𝒅⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ 𝑻(𝑲̿) = 0
]         (24) 

Où 𝐺 est la constante universelle de la gravitation. Introduire le vecteur 𝐾⃗⃗⃗ n’est pas gênant car son 
effet est totalement négligeable à l’échelle terrestre, mais est nécessaire en relativité restreinte 
(surtout à l’échelle de l’univers). Notons que ces deux vecteurs, comme leurs équivalents de 
l’électromagnétisme, permettent l’existence d’ondes, qualifiées d’ondes de gravitation. La force 
apparaissant équation (13) devient (FONTEIX 2020a) la quadri-force : 

𝑭⃗⃗⃗𝑽 = 𝑯̿𝜌𝒖⃗⃗⃗ + 𝑬̿𝑪⃗⃗⃗ −
𝛾

𝑐2
(𝜹̿ +

𝛾2 𝒖⃗⃗⃗𝒖⃗⃗⃗𝑻

𝑐2
) (𝒈𝒓𝒂𝒅⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ (𝛾𝒖⃗⃗⃗𝑻𝑷̿𝑻)𝑬̿ + 𝒈𝒓𝒂𝒅⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ (𝛾𝒖⃗⃗⃗𝑻𝑴̿𝑻)𝑩̿)𝒖⃗⃗⃗         (25) 

Le tenseur énergie-impulsion de masse Newtonienne s’écrit, où ∘ est le produit scalaire de deux 
matrices (somme des produits des éléments correspondants dans les deux matrices) : 

𝑻̿𝑵 = 𝜌𝛾𝒖⃗⃗⃗𝒖⃗⃗⃗
𝑻 + (

𝑃

𝛾2
+
1

2
𝑷̿ ∘ 𝑬̿) (𝜹̿ +

𝛾2

𝑐2
𝒖⃗⃗⃗𝒖⃗⃗⃗𝑻) − 𝝉̿

𝒈𝒓𝒂𝒅⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ 𝑻(𝑻̿𝑵) = 𝑭⃗⃗⃗𝑽
𝑻

}         (26) 

Ici le tenseur 𝑻̿𝑵 est la somme des tenseurs 𝑻̿𝑵 et 𝑻̿𝑪 de la physique classique car le facteur de LORENTZ 

𝛾 correspond à 1 +
𝑢⃗⃗⃗𝑇 𝑢⃗⃗⃗

2𝑐2
 de (17). De plus, certaines parties de 𝑻̿𝑰, liées au flux de chaleur 𝑞⃗ et à 𝐴̿𝐼  sont 

directement intégrées à l’expression du tenseur énergie-impulsion totale (30). Ainsi, l’équation (16) 

est conservée à condition de faire disparaitre les tenseurs énergie-impulsion cinétique 𝑻̿𝑪 et interne 



𝑻̿𝑰, car, selon (29), l’énergie cinétique et l’énergie interne sont intégrées grâce à la masse volumique 
relativiste 𝜌𝑅 . Ceci étant, avec ces modifications, l’équation (15) est conservée en relativité restreinte. 
Le tenseur énergie-impulsion électromagnétique devient : 

𝑻̿𝑬 =
𝜀0
2
(𝑐2𝑬̿𝑬̿𝑻 + 𝑩̿𝑩̿𝑻) − 𝑩̿𝑴̿

𝛾2 𝒖⃗⃗⃗𝒖⃗⃗⃗𝑻

𝑐2
−

𝛾2 𝒖⃗⃗⃗𝒖⃗⃗⃗𝑻

𝑐2
𝑴̿𝑩̿ − (

𝛾2

𝑐2
𝒖⃗⃗⃗𝑻𝑩̿𝑴̿𝒖⃗⃗⃗)

𝛾2 𝒖⃗⃗⃗𝒖⃗⃗⃗𝑻

𝑐2
         (27) 

De même le tenseur énergie-impulsion de gravitation est égal à : 

𝑻̿𝑮 = −
𝑐2

8𝜋𝐺
𝑯̿𝑯̿𝑻 −

2𝜋𝐺

𝑐2
𝑲̿𝑲̿𝑻         (28) 

La masse volumique relativiste est en relativité restreinte : 

𝜌𝑅 = 𝜌 (𝛾 +
𝑈

𝑐2
)         (29) 

Finalement le tenseur énergie-impulsion totale est donné par (FONTEIX et al. 2020a) : 

𝑻̿𝑻 = 𝜌𝑅 𝒖⃗⃗⃗𝒖⃗⃗⃗
𝑻 +

𝜀0

2
(𝑐2𝑬̿𝑬̿𝑻 + 𝑩̿𝑩̿𝑻) −

𝑐2

8𝜋𝐺𝑐
𝑯̿𝑯̿𝑻 −

2𝜋𝐺𝑐

𝑐2
𝑲̿𝑲̿𝑻 +

(
𝑃

𝛾2
+
1

2
𝑷̿ ∘ 𝑬̿) (𝜹̿ +

𝛾2

𝑐2
𝒖⃗⃗⃗𝒖⃗⃗⃗𝑻) − 𝝉̿ − 𝛾2

𝝉̿𝒖⃗⃗⃗𝒖⃗⃗⃗𝑻+𝒖⃗⃗⃗𝒖⃗⃗⃗𝑻𝝉̿

𝑐2
+
𝒒⃗⃗⃗𝒖⃗⃗⃗𝑻+𝒖⃗⃗⃗𝒒⃗⃗⃗𝑻

𝑐2

−𝑩̿𝑴̿
𝛾2 𝒖⃗⃗⃗𝒖⃗⃗⃗𝑻

𝑐2
−
𝛾2 𝒖⃗⃗⃗𝒖⃗⃗⃗𝑻

𝑐2
𝑴̿𝑩̿ − (

𝛾2

𝑐2
𝒖⃗⃗⃗𝑻𝑩̿𝑴̿𝒖⃗⃗⃗)

𝛾2 𝒖⃗⃗⃗𝒖⃗⃗⃗𝑻

𝑐2
+ 𝚯̿𝑰 }

 
 

 
 

         (30) 

Là encore la matrice 4x4 𝚯̿𝑰 est inconnue. Il reste à voir la transformation de quelques vecteurs et 

scalaires comme le quadri flux de chaleur 𝒒⃗⃗⃗, le quadri courant électrique 𝑪⃗⃗⃗ , l’énergie interne massique 
𝑈, la masse volumique Newtonienne 𝜌, La pression 𝑃 et la température absolue 𝑇 : 

𝒒⃗⃗⃗ = 𝛾𝚲̿𝑻
𝑻 𝒒⃗⃗⃗𝑻     𝑎𝑛𝑑     𝑪⃗⃗⃗𝑻 = 𝚲̿𝑻𝑪⃗⃗⃗     𝑎𝑛𝑑     𝑈 = 𝛾𝑈𝑇

𝜌 = 𝛾𝜌𝑇      𝑎𝑛𝑑     𝑃 = 𝛾
2𝑃𝑇     𝑎𝑛𝑑      𝑇 = 𝛾𝑇𝑇

}         (31) 

Les démonstrations et explications sont présentées dans (FONTEIX et al. 2020a). 

 

4 Rappels de dynamique des mélanges fluides continus en relativité générale 

La relativité générale ajoute à la relativité restreinte le fait que l’espace-temps soit déformé, courbé 
par la matière (DAMOUR 2006) (ROMERO 2013). Malgré la courbure de l’espace-temps, pour 
POINCARE « nous pourrions énoncer les faits mécaniques en les rapportant à un espace non 
euclidien qui serait un repère moins commode, mais tout aussi légitime que notre espace ordinaire  » 
(POINCARE 1901). Dans (FONTEIX et al. 2020b), nous appliquons les recommandations de POINCARE 
et gardons le même repère qu’en relativité restreinte : le repère utilisé est formé de 3 axes spatiaux 
orthogonaux deux à deux et de même échelle, et d’un axe 𝑖𝑐𝑡 symbolisant le temps, orthogonal à 
chaque axe spatial et de même échelle où 𝑖 est l’imaginaire pur de norme unitaire, 𝑐 est la vitesse de 
la lumière dans le vide et 𝑡 le temps. Ces axes sont rectilignes, et donc virtuels mais servent à se 
repérer, ce sont les trajectoires de la lumière et des objets stellaires qui sont courbes. Cette courbure 

se traduit par un tenseur métrique 𝑮̿ pouvant être représenté par une matrice symétrique semi-réelle 

4x4 tel que 𝑮̿ = (
1 −

𝑔

𝑐2
−
𝑖𝑔⃗⃗𝑇

2𝑐2

−
𝑖𝑔⃗⃗

2𝑐2
𝛿̿ +

𝑔

𝑐

) = 𝜹̿ + (
−

𝑔

𝑐2
−
𝑖𝑔⃗⃗𝑇

2𝑐2

−
𝑖𝑔⃗⃗

2𝑐2
𝑔

𝑐

).  

Dans (FONTEIX et al. 2020b), nous avons proposé un principe permettant un passage de la relativité 

restreinte à la relativité générale : Si le repère utilisé dans l’espace-temps courbe est inertiel, 
alors nous admettrons, sans démonstration, que le repère correspondant dans l’espace-

temps V plat est inertiel. Ainsi, les équations de la dynamique des fluides continus en 



relativité restreinte, dans lesquelles les phénomènes Newtoniens ont été effacés, 
s’appliquent dans l’espace-temps V (virtuel). Ces mêmes équations s’écrivent en relativité 

générale grâce au changement de variables local 𝑑𝑿⃗⃗⃗∗ = 𝑮̿
𝑻

𝟐𝑑𝑿⃗⃗⃗ soumis aux conditions 
𝑣⃗⃗𝑇𝑔𝑣⃗⃗

𝑣⃗⃗𝑇 𝑣⃗⃗
+ 𝑐 > 0  ∀𝑣⃗ ≠ 0

𝑐2 − 𝑔 > 0
] dans un repère inertiel quelconque (ce qui assure leur covariance), où 

𝑿⃗⃗⃗∗ est une position dans l’espace-temps V et 𝑿⃗⃗⃗ la position correspondante dans l’espace-temps réel 

courbe. Compte tenu des conditions indiquées, le tenseur métrique est une matrice 
symétrique définie positive admettant : 

𝑮̿ = 𝑮̿
𝟏

𝟐𝑮̿
𝑻

𝟐     𝑎𝑣𝑒𝑐     𝑮̿𝟏

𝑻

𝟐 =

(

 
 √1−

𝑔

𝑐2
+

1

4𝑐4
𝑔⃗𝑇 (𝛿̿ +

𝑔

𝑐
)
−1
𝑔⃗ 0

−
𝑖

𝑐
(𝛿̿ +

𝑔

𝑐
)
1

𝑇

2 (𝛿̿ +
𝑔

𝑐
)
−1 𝑔⃗⃗

2𝑐
(𝛿̿ +

𝑔

𝑐
)
1

𝑇

2

)

 
 

         (32) 

Où (𝛿̿ +
𝑔

𝑐
)
1

1

2 (𝛿̿ +
𝑔

𝑐
)
1

𝑇

2
= 𝛿̿ +

𝑔

𝑐
 (décomposition obtenue par CHOLESKI inversé, donnant (𝛿̿ +

𝑔

𝑐
)
1

𝑇

2
 sous 

la forme d’une matrice triangulaire inférieure). Sachant que 𝑑𝑒𝑡(⋯ ) indique le déterminant d’une 
matrice, nous pouvons remarquer que :  

𝑑𝑒𝑡(𝑮̿) = (1 −
𝑔

𝑐2
+

1

4𝑐4
𝑔⃗𝑇 (𝛿̿ +

𝑔

𝑐
)
−1
𝑔⃗)𝑑𝑒𝑡 (𝛿̿ +

𝑔

𝑐
) > 0         (33) 

Ce qui est contraire au résultat usuel, et est dû à l’usage de matrices semi-réelles. L’intérêt de ceci est 

de pouvoir considérer l’espace-temps V (localement plat) comme assimilable à celui de la relativité 

restreinte. En effet, nous savons que 𝑑𝑿⃗⃗⃗ est un tenseur contravariant d’ordre 1. Par contre 𝑑𝑿⃗⃗⃗∗ n’est 

pas un tenseur, et il n’est ni contravariant ni covariant, il a le comportement d’un vecteur ordinaire : 

nous le qualifierons de vecteur neutre (l’étoile correspond ici à la relativité restreinte). Soit un vecteur 

contravariant (tenseur d’ordre 1) 𝒇⃗⃗𝑪, le vecteur neutre correspondant est : 

𝒇⃗⃗𝑵 = 𝑮̿
𝑻

𝟐𝒇⃗⃗𝑪         (34) 

En théorie des tenseurs, les dérivées covariantes ont une place importante. Cependant, une dérivée 

covariante n’a pas la même expression si elle s’applique à un vecteur covariant, un vecteur 

contravariant, ou des tenseurs covariants ou contravariants (LANDAU et al. 1989). Pour illustrer ce fait, 

rappelons les différentielles covariantes du vecteur contravariant 𝒇⃗⃗𝑪 et du tenseur covariant 𝑮̿ : 

𝑫(𝒇⃗⃗𝑪)
𝑖
= 𝑑(𝒇⃗⃗𝑪)

𝑖
+ 𝑑𝑿⃗⃗⃗𝑻𝚪̿𝒊𝒇⃗⃗𝑪

𝑫(𝑮̿𝛼𝛽) = 𝑑(𝑮̿𝛼𝛽) − ∑ (𝚪̿𝒊𝑑𝑿⃗⃗⃗)
𝛼
𝑮̿𝑖𝛽

3
𝑖=0 −∑ 𝑮̿𝛼𝑖(𝚪̿

𝒊𝑑𝑿⃗⃗⃗)
𝛽

3
𝑖=0 = 0

}         (35) 

Où 𝑫(⋯ ) est une différentielle covariante, 𝑑(⋯ ) = (𝑑𝑿⃗⃗⃗𝑻𝒈𝒓𝒂𝒅⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ )(⋯ ) une différentielle ordinaire avec 

𝒈𝒓𝒂𝒅⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  défini en (1), et 𝚪̿𝒊 une matrice symétrique semi-réelle (si i>0 et multipliée par 𝑖 si i=0) formée à 

l’aide des symboles de CHRISTOFFEL (REZZOLLA et al. 2013) (LANDAU et al. 1989). Le terme (𝒇⃗⃗𝑪)
𝑖
 

indique le 𝑖è𝑚𝑒 élément du vecteur 𝒇⃗⃗𝑪, et (𝑮̿)
𝛼𝛽
= 𝑮̿𝛼𝛽 l’élément de la 𝛼è𝑚𝑒 ligne et de la 𝛽è𝑚𝑒 

colonne de 𝑮̿. Dans (35), 𝑖 = 0 indique le temps et 𝑖 > 0 une des coordonnées spatiales. La matrice 𝚪̿𝒊 

est donnée par 𝜕𝑗 ((𝑮̿
𝑻

𝟐)
𝑘𝛽
) = (𝑮̿

𝑻

𝟐)
𝑘𝑖
(𝚪̿𝒊)

𝛽𝑗
 et la différentielle covariante par 𝑫(𝒇⃗⃗𝑪) = 𝑮̿−

𝑻

𝟐𝑑(𝒇⃗⃗𝑵). 

Nous avons vu en (34) la transformation des vecteurs, pour les matrices nous avons : 



𝑨̿𝑵 = 𝑮̿
𝑻

𝟐𝑨̿𝑪𝑮̿
𝟏

𝟐         (36) 

Où 𝑨̿𝑵 est une matrice neutre et 𝑨̿𝑪 un tenseur contravariant. 

Les transformations de base effectives sont, d’abord pour les quadri-vitesses :  

𝒖⃗⃗⃗∗ =
1

Γ
𝑮̿
𝑻

𝟐 𝒖⃗⃗⃗     𝑎𝑣𝑒𝑐     
𝑑𝑡∗

𝑑𝑡
= Γ        (37) 

Ensuite les facteurs de LORENTZ locaux et le flux de chaleur : 

𝛾∗

𝛾
=

Γ

√1−
𝑔

𝑐2

     𝑒𝑡     𝒒⃗⃗⃗∗ =
Γ𝑮̿

𝑻
𝟐 𝒒⃗⃗⃗

√(1−
𝑔

𝑐2
)𝑑𝑒𝑡(𝑮̿)

        (38) 

Les volumes élémentaires et les masses Newtoniennes volumiques : 

𝑑𝑉∗ = √𝑑𝑒𝑡(𝑮̿)𝑑𝑉     𝑒𝑡     𝜌∗ = 𝛾 ∗
𝜌

𝛾
√

1−
𝑔

𝑐2

𝑑𝑒𝑡(𝑮̿)
        (39) 

Les réactions chimiques 𝑟𝑖 = 𝑟𝑖
∗√𝑑𝑒𝑡(𝑮̿), et la pression : 

𝑃 =
𝑃∗

Γ2
√(1 −

𝑔

𝑐2
)𝑑𝑒𝑡(𝑮̿)        (40)  

Si nous admettons l’hypothèse généralement admise que l’entropie est un invariant, c’est que la 

température absolue (donc en °K) suit une loi identique à celle suivie par tous les types d’énergie, celle 

proposée par (ARZELIES 1971) (covariance) 𝑇𝑇 =
𝑇∗

𝛾∗
=

𝑇

𝛾
. Également, si 𝑭⃗⃗⃗∗ est une quadri-force 

volumique dans l’espace-temps V (relativité restreinte) et 𝑭⃗⃗⃗ la quadri-force volumique correspondante 

dans l’espace-temps réel courbe, nous avons (FONTEIX et al. 2020b) : 

𝑭⃗⃗⃗∗√(1−
𝑔

𝑐2
)𝑑𝑒𝑡(𝑮̿) = 𝑮̿

𝑻

𝟐 𝑭⃗⃗⃗         (41) 

Le tenseur des contraintes de cisaillement 𝝉̿∗ se transforme en : 

𝝉̿∗ =
𝑮̿
𝑻
𝟐 𝝉̿𝑮̿

𝟏
𝟐

√(1−
𝑔

𝑐2
)𝑑𝑒𝑡(𝑮̿)

         (42) 

Comme tous les tenseurs, dont les tenseurs énergie-impulsion. Pour le tenseur électromagnétique : 

𝑬̿ = √1 −
𝑔

𝑐2
𝑮̿−

𝑻

𝟐𝑬̿∗𝑮̿−
𝟏

𝟐   𝑒𝑡   𝜆𝐸 = 𝜆𝐸
∗
√𝑑𝑒𝑡(𝑮̿)

Γ√1−
𝑔

𝑐2

         (43) 

Où 𝑬̿ est un tenseur d’ordre 2 antisymétrique et contravariant, 𝑬̿∗ étant une matrice antisymétrique 
neutre, et 𝜆𝐸  la conductivité électrique moyenne du mélange fluide continu. Le courant électrique 

total est 𝑪⃗⃗⃗ = ∑ 𝜌𝐼𝑥𝑖𝛼𝑖 𝒖⃗⃗⃗
𝑛
𝑖=1 +∑ 𝛼𝑖 𝑱⃗𝒊

𝑛
𝑖=1 + 𝜌𝐼𝛼𝐸 𝒖⃗⃗⃗ + 𝜆𝐸𝑬̿𝑮̿𝒖⃗⃗⃗, avec : 

𝑪⃗⃗⃗∗ =
𝑮̿
𝑻
𝟐 𝑪⃗⃗⃗

√𝑑𝑒𝑡(𝑮̿)

     𝑒𝑡     𝑷̿ = 𝑮̿−
𝑻

𝟐𝑷̿∗𝑮̿−
𝟏

𝟐

𝑩̿ = √1−
𝑔

𝑐2
𝑮̿−

𝑻

𝟐𝑩̿∗𝑮̿−
𝟏

𝟐   𝑒𝑡   𝑴̿ = 𝑮̿−
𝑻

𝟐𝑴̿∗𝑮̿−
𝟏

𝟐
}
 
 

 
 

         (44) 



Les équations de MAXWELL s’écrivent en relativité générale (notation tensorielle) : 

𝜀0𝑐
2 (𝑬̿;𝑖

𝑖𝑚 −
1

2
𝑬̿𝑖𝑚𝜕𝑖 (𝑙𝑛 (1−

𝑔

𝑐2
)))+ √1−

𝑔

𝑐2
𝑷̿;𝑖
𝑖𝑚 = −𝑪⃗⃗⃗𝑚√

1−
𝑔

𝑐2

𝑑𝑒𝑡(𝑮̿)

𝑩̿;𝑖
𝑖𝑚 =

1

2
𝑩̿𝑖𝑚𝜕𝑖 (𝑙𝑛 (1 −

𝑔

𝑐2
)) }

 
 

 
 

         (45) 

Le tenseur énergie-impulsion électromagnétique devient, avec 𝑼⃗⃗⃗ =
𝛾𝒖⃗⃗⃗

√𝑐2−𝑔
 : 

𝑻̿𝑬 =
𝜀0

2 √
𝑑𝑒𝑡(𝑮̿)

1−
𝑔

𝑐2
(𝑐2𝑬̿𝑮̿𝑬̿𝑻 + 𝑩̿𝑮̿𝑩̿𝑻) − √𝑑𝑒𝑡(𝑮̿)(𝑩̿𝑮̿𝑴̿𝑮̿𝑼⃗⃗⃗𝑼⃗⃗⃗𝑻+ 𝑼⃗⃗⃗𝑼⃗⃗⃗𝑻𝑮̿𝑴̿𝑮̿𝑩̿ + (𝑼⃗⃗⃗𝑻𝑮̿𝑩̿𝑮̿𝑴̿𝑮̿𝑼⃗⃗⃗)𝑼⃗⃗⃗𝑼⃗⃗⃗𝑻)         (46) 

Le tenseur énergie-impulsion de masse Newtonienne se transforme en : 

𝑻̿𝑵 = 𝜌𝐼𝛾𝒖⃗⃗⃗𝒖⃗⃗⃗
𝑻 + ((1 −

𝑔

𝑐2
)
𝑃

𝛾2
+
1

2
√𝑑𝑒𝑡(𝑮̿)(𝑮̿𝑷̿𝑮̿) ∘ (𝑬̿))(𝑮̿−𝟏 + 𝑼⃗⃗⃗𝑼⃗⃗⃗𝑻) − 𝝉̿         (47) 

Le bilan correspondant au tenseur énergie-impulsion Newtonienne s’écrit : 

𝑻̿𝑵;𝑖
𝑖𝑚 −

1

2
𝑻̿𝑵
𝑖𝑚𝜕𝑖 (𝑙𝑛 ((1 −

𝑔

𝑐2
)𝑑𝑒𝑡(𝑮̿))) = 𝑬̿𝑚𝑖 𝑪⃗⃗⃗𝑖 + 𝑭⃗⃗⃗𝑫

𝑚

𝑭⃗⃗⃗𝑫 = −√𝑑𝑒𝑡(𝑮̿)(𝑮̿
−𝟏 + 𝑼⃗⃗⃗𝑼⃗⃗⃗𝑻)(𝒈𝒓𝒂𝒅⃗⃗ ⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ (𝑼⃗⃗⃗𝑻𝑮̿𝑷̿𝑻𝑮̿

𝟏

𝟐) 𝑮̿
𝑻

𝟐𝑬̿ + 𝒈𝒓𝒂𝒅⃗⃗ ⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ (𝑼⃗⃗⃗𝑻𝑮̿𝑴̿𝑻𝑮̿
𝟏

𝟐) 𝑮̿
𝑻

𝟐𝑩̿) 𝑮̿𝑼⃗⃗⃗
}
 
 

 
 

         (48) 

Le tenseur énergie-impulsion totale est, avec le tenseur énergie-impulsion de gravitation 𝑻̿𝑮 : 

𝑻̿𝑻 = 𝜌𝒖⃗⃗⃗𝒖⃗⃗⃗
𝑻 +

𝜀0
2 √

𝑑𝑒𝑡(𝑮̿)

1−
𝑔

𝑐2
(𝑐2𝑬̿𝑮̿𝑬̿𝑻 + 𝑩̿𝑮̿𝑩̿𝑻) + 𝑻̿𝑮 − 𝝉̿ − 𝝉̿𝑮̿𝑼⃗⃗⃗𝑼⃗⃗⃗

𝑻 − 𝑼⃗⃗⃗𝑼⃗⃗⃗𝑻𝑮̿𝝉̿

+((1 −
𝑔

𝑐2
)
𝑃

𝛾2
+
1

2
√𝑑𝑒𝑡(𝑮̿)(𝑮̿𝑷̿𝑮̿) ∘ (𝑬̿)) (𝑮̿−𝟏 + 𝑼⃗⃗⃗𝑼⃗⃗⃗𝑻)

−√𝑑𝑒𝑡(𝑮̿)(𝑩̿𝑮̿𝑴̿𝑮̿𝑼⃗⃗⃗𝑼⃗⃗⃗𝑻 + 𝑼⃗⃗⃗𝑼⃗⃗⃗𝑻𝑮̿𝑴̿𝑮̿𝑩̿ + (𝑼⃗⃗⃗𝑻𝑮̿𝑩̿𝑮̿𝑴̿𝑮̿𝑼⃗⃗⃗)𝑼⃗⃗⃗𝑼⃗⃗⃗𝑻) +
𝒒⃗⃗⃗𝒖⃗⃗⃗𝑻+𝒖⃗⃗⃗𝒒⃗⃗⃗𝑻

𝑐2
+ 𝚯̿𝑰}

 
 
 

 
 
 

         (49) 

Nous avons vu qu’en physique classique et qu’en relativité restreinte l’équation (15) s’applique, 

𝒈𝒓𝒂𝒅⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ 𝑻(𝑻̿𝑻) = 0, étant l’expression du premier principe de la thermodynamique. Ce principe doit 

toujours s’appliquer en relativité générale, mais les dérivées sont plus complexes, comme celles 
intervenant dans la première équation (48). En fait, dans (FONTEIX et al. 2020b) nous avons simplifié 

le problème en posant 𝑻̿𝑻 = 0, ce qui avait permis de démontrer l’équation d’EINSTEIN, 𝑻̿𝑻 − 𝑻̿𝑮 =
𝑐4

8𝜋𝐺
𝑮̿𝑬, où 𝑮̿𝑬 est le tenseur symétrique contravariant d’EINSTEIN, écrit sous la forme d’une matrice 

symétrique semi-réelle, calculable à partir du tenseur métrique 𝑮̿,en utilisant 𝑮̿𝑬 = 𝑹̿ −
𝑮̿∘𝑹̿

2
𝑮̿−𝟏 où 𝑹̿ 

est le tenseur symétrique contravariant de RICCI sous sa forme de matrice symétrique semi-réelle. 
Cependant, les théories scalaire-vecteur-tenseur ajoutent un tenseur symétrique contravariant à 

l’expression de 𝑮̿𝑬.  

Dans (FONTEIX et al. 2020b), en section 10 (Calcul de la dynamique des fluides continus en relativité 

générale), nous signalons qu’une connaissance de 𝑮̿ en toute position de l’espace-temps dans le 

domaine étudié peut être utilisée pour résoudre les équations de la dynamique sauf celles donnant de 

nouvelles valeurs de 𝑮̿. Bien entendu, les conditions aux limites et à l’origine sont nécessaires, en 

particulier, pour la détermination des champs électromagnétiques, mais aussi de la courbure de 



l’espace-temps. Pour intégrer les équations (45) et (48), nous pourrions être tentés de proposer 

initialement 𝑮̿ = 𝜹̿ dans le domaine d’étude, mais serait une erreur. Il est préférable de résoudre 

préalablement la dynamique des fluides en relativité restreinte, AVEC les phénomènes 

gravitationnels, et d’en déduire 𝑻̿𝑻 − 𝑻̿𝑮 puis 𝑮̿ pour toute position de l’espace-temps. Cette 

connaissance de 𝑮̿ dans tout le domaine étudié est le point de départ de la procédure itérative. Encore 

faut-il s’assurer de la convergence de la méthode. Le fait que les phénomènes gravitationnels 

Newtoniens apparaissent dans les bilans de quantité de mouvement et d’énergie totale en relativité 

restreinte peut accélérer l’obtention de la métrique en relativité générale. Le tenseur 𝑻̿𝑻 − 𝑻̿𝑮 obtenu 

permet de déterminer une première expression du tenseur métrique, par l’intermédiaire du tenseur 

d’EINSTEIN. Comme indiqué plus haut les valeurs de 𝑮̿ obtenues permettent de résoudre les équations 

de la dynamique en relativité générale, et d’en déduire un nouveau 𝑻̿𝑻 − 𝑻̿𝑮, puis une nouvelle 

expression de 𝑮̿, et ainsi de suite. Ceci va influencer le tenseur énergie-impulsion et déclencher la 

courbure de l’espace-temps. Le calcul de la matrice 𝑮̿
𝑻
𝟐 ayant les propriétés nécessaires, et de ses 

dérivées, est relativement complexe, mais faisable. 

 

5 Matière noire et autres hypothèses 

Bien des galaxies spirales ont, en première approximation, la forme d’un disque plus ou moins épais 

ayant une sphère en leur centre. Il a été constaté que la vitesse (dans le sens de rotation) de chaque 

élément de ces galaxies ne dépendait pas de la distance de cet élément à l’axe de rotation de la galaxie 

correspondante (SOFUE et al. 2001) (Mc GAUGH et al. 2001).  

 

Figure 1 : Vitesse radiale en fonction de la distance au centre de la galaxie (SOFUE et al. 2001) 

De ce fait, la force centrifuge s’exerçant sur les éléments périphériques de ces galaxies devrait causer 

la dispersion dans l’espace de ces éléments, et la disparition de ces galaxies. Or nous constatons que 

ces galaxies sont stables, il existe donc une force centripète qui s’oppose à la force centrifuge. Le 

problème est de déterminer quelle est cette force, et quelle est son origine. De nombreuses 



hypothèses ont été proposées (TAILLET 2010) (MBELEK 2003). La théorie la plus présentée est celle de 

la matière noire. C’est la masse de cette matière qui stabilise les galaxies et empêche leur dislocation, 

mais pour cela, cette matière doit englober ces galaxies et bien au-delà. C’est pour ceci que la matière 

noire est la matière la plus répandue dans l’univers, et pourtant nous ne la détectons pas malgré tous 

les efforts déployés (De BLOK et al. 1997) (GUO et al. 2019). Cependant certains auteurs pensent avoir 

prouvé son existence (CLOWE et al. 2006) et même la possibilité de la mesurer (OPPENHEIMER et al. 

2001). D’ailleurs, le télescope spatial EUCLID a été lancé avec cette ambition. Ceci montre l’importance 

de la matière noire pour les chercheurs (GUO et al. 2019), cependant cette masse ne suit pas toujours 

la masse de la matière visible (Van DOKKUM et al. 2018). Certains auteurs relèvent même un manque 

de matière noire dans certains cas (Van DOKKUM et al. 2019) (HAMMER et al. 2019) (ALMEIDA et al. 

2019), jusqu’à conduire, parfois, au rejet de l’existence de la matière noire froide (Van WAERBEKE et 

al. 2023). 

La principale théorie concurrente de la matière noire est MOND (MOdified Newtonian Dynamics), 

basée sur l’exitance d’une accélération de gravité (fonction de 𝐻⃗⃗⃗ en relativité restreinte) minimale 

(BEKENSTEIN 2005) (MILGROM 2008) (GENTILE et al. 2010) (SCHIRBER 2021) (SKORDIS 2021) (CHAE et 

al. 2022) (DUERR et al. 2023). Cette valeur minimale peut avoir une origine quantique, mais elle est 

trop faible pour avoir eu une confirmation sur terre. Il existe une théorie semble-t-il équivalente : le 

modèle de gravité thermodynamique, correspondant à une modification de la loi de Poisson (PSZOTA 

et al. 2023). (BROWNSTEIN et al. 2005) proposent une autre modification de la gravité, plus 

précisément de son accélération, qui explique la stabilité des galaxies sans faire appel à la matière 

noire. 

(VERLINDE 2010) fait l’hypothèse que la gravité émerge de l’entropie, puis qu’elle émerge, en même 

temps que l’espace-temps, de la structure intriquée d’une théorie microscopique sous-jacente 

(VERLINDE 2016). (DIEZ-TEJEDOR et al. 2018) comparent la théorie de VERLINDE avec MOND. 

Un problème est la constitution de la matière noire, et les particules massives à interaction faible 

(WIMP : Weekly Interacting Massive Particles) sont recherchées (ARCHAMBAULT et al. 2009). Voyager-

1 est un des outils pouvant être utilisés (BOUDAUD 2019). Cependant, les particules de matière noire 

peuvent être détruites par les antiprotons (NIPPEL et al. 2022) (CHOLIS et al. 2019). Il existe d’autres 

candidats pour les particules de matière noire, comme les axions hadroniques (ASAKA 1998), ou 

comme les trous noirs primordiaux (BOUDAUD et al. 2019). En fait, ces trous noirs primordiaux sont 

très anciens et peuvent s’être transformés en trous blancs (VIDOTTO 2018) (ROVELLI et al. 2018) 

(ROVELLI 2023). En effet, un trou noir en fin de vie voit son noyau s’effondrer sur lui-même, du fait de 

la gravité, jusqu’à une taille de quelques longueurs de PLANCK (ce qui les rend indétectables aux 

télescopes malgré leur effet gravitaire local), alors il devient un objet quantique appelé trou blanc. La 

petite taille de ces trous blancs en fait des candidats acceptables comme matière noire. Mais il y a bien 

d’autres candidats, comme le fluide de poussières (LE TIEC 2017), ou le superfluide (FERREIRA et al. 

2019) (ZLOSHCHASTIEV 2022) (ZLOSHCHASTIEV 2023) qui explique aussi l’énergie sombre 

(ZLOSHCHASTIEV 2020), bien qu’il ne soit pas toujours fluide (MARKEVITCH 2004).  L’inhomogénéité de 

l’univers peut aussi expliquer la matière noire (VIGNERON et al. 2019). 

Il existe bien d’autres théories censées remplacer l’hypothèse de la matière noire, dont celle de l’éther 

cristallin (GREMAUD 2021), mais aussi les phénomènes magnétiques peuvent avoir un effet (MIGNON-

RISSE et al. 2021a) (MIGNON-RISSE et al. 2021b) (COMMERCON et al. 2022), ou encore les théories 

scalaire-tenseur-vecteur peuvent avoir un rôle semblable à la matière noire (MOFFAT 2005). La 

stabilité des galaxies spirales est peut-être due au gravitomagnétisme (MASHHOON et al. 1999) 

(MASHHOON 2000) (CLARK et al. 2000) (BEZERRA et al. 2005) (MASHHOON 2008) (YAVARI 2014) 

(ROUMI et al. 2016) (MASHHOON 2021). Nous allons vérifier si cela est possible, dans la suite. 



A la fin de la section 4 nous avons montré que le calcul du tenseur métrique était compliqué en 

relativité générale, or les matrices 𝚪̿𝒊 formées à l’aide des symboles de CHRISTOFFEL doivent être 

calculées à partir du tenseur métrique local. Ces matrices permettent de calculer les dérivées 

covariantes, et donc faire apparaître les forces de gravitation. Nous avons aussi signalé que ce calcul 

était itératif et nécessitait la résolution préalable du problème en relativité restreinte. C’est donc dans 

ce cadre que nous allons faire apparaître les forces de gravitation : ces forces induisent la dynamique 

du mélange fluide continu et donc finalement son comportement en relativité générale. Nous pouvons 

donc en déduire que les forces de gravitation en relativité restreinte induisent les conséquences de la 

courbure de l’espace-temps, c’est-à-dire les forces de gravitation en relativité générale. 

Nous partirons donc des équations (23), (24) et (25) pour exprimer les forces de gravitation. En effet, 

nous savons que la courbure de l’univers est faible et donc que, localement, l’essentiel des forces de 

gravitation est dû à la répartition des masses de matière. Ainsi, équation (25) la quadri-force de 

gravitation est, sachant que 𝒖⃗⃗⃗𝑻 = (𝑖𝑐 𝑢⃗⃗𝑇) (FONTEIX et al. 2020a) : 

𝑯̿𝜌𝒖⃗⃗⃗ = (
0

𝑖

𝑐
𝐻⃗⃗⃗𝑇

−
𝑖

𝑐
𝐻⃗⃗⃗ −

4𝜋𝐺

𝑐2
𝑚𝑎𝑡̿̿ ̿̿ ̿̿ (𝐾⃗⃗⃗)

)𝜌 (
𝑖𝑐
𝑢⃗⃗
) = (

𝑖𝜌𝐻⃗⃗⃗𝑇𝑢⃗⃗

𝜌𝐻⃗⃗⃗ −
4𝜋𝜌𝐺

𝑐2
𝑚𝑎𝑡̿̿ ̿̿ ̿̿ (𝐾⃗⃗⃗)𝑢⃗⃗

)         (50) 

La force liée à la gravitation est formée de deux éléments, 𝜌𝐻⃗⃗⃗ la force de gravitation Newtonienne et 

−
4𝜋𝜌𝐺

𝑐2
𝑚𝑎𝑡̿̿ ̿̿ ̿̿ (𝐾⃗⃗⃗)𝑢⃗⃗ = −

4𝜋𝜌𝐺

𝑐2
𝐾⃗⃗⃗ ∧ 𝑢⃗⃗ =

4𝜋𝜌𝐺

𝑐2
𝑢⃗⃗ ∧ 𝐾⃗⃗⃗ la force magnétogravitationnelle (équivalente à la 

force magnétique de l’électromagnétisme). Pour déterminer la force magnétogravitationnelle nous 

devons calculer les champs 𝐻⃗⃗⃗ et 𝐾⃗⃗⃗ à l’aide des équations (24).  

𝒈𝒓𝒂𝒅⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ 𝑻(𝑯̿) =
4𝜋𝐺

𝑐2
𝜌𝒖⃗⃗⃗𝑻 = (

1

𝑖𝑐

𝜕(⋯ )

𝜕𝑡
𝑔𝑟𝑎𝑑⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗𝑇(⋯ ))(

0
𝑖

𝑐
𝐻⃗⃗⃗𝑇

−
𝑖

𝑐
𝐻⃗⃗⃗ −

4𝜋𝐺

𝑐2
𝑚𝑎𝑡̿̿ ̿̿ ̿̿ (𝐾⃗⃗⃗)

)

= (−
𝑖

𝑐
𝑔𝑟𝑎𝑑⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗𝑇(𝐻⃗⃗⃗)

1

𝑐2
𝜕(𝐻⃗⃗⃗𝑇)

𝜕𝑡
−
4𝜋𝐺

𝑐2
𝑔𝑟𝑎𝑑⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗𝑇 (𝑚𝑎𝑡̿̿ ̿̿ ̿̿ (𝐾⃗⃗⃗))) =

4𝜋𝐺

𝑐2
𝜌(𝑖𝑐 𝑢⃗⃗𝑇) }

 
 

 
 

         (51) 

Pour la première équation, et pour la deuxième : 

𝒈𝒓𝒂𝒅⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ 𝑻(𝑲̿) = 0 = (
1

𝑖𝑐

𝜕(⋯ )

𝜕𝑡
𝑔𝑟𝑎𝑑⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗𝑇(⋯ ))(

0 𝑖𝐾𝑇

−𝑖𝐾⃗⃗⃗
𝑐

4𝜋𝐺
𝑚𝑎𝑡̿̿ ̿̿ ̿̿ (𝐻⃗⃗⃗)

)

= (−𝑖𝑔𝑟𝑎𝑑⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗𝑇(𝐾⃗⃗⃗)
1

𝑐

𝜕(𝐾𝑇)

𝜕𝑡
+

𝑐

4𝜋𝐺
𝑔𝑟𝑎𝑑⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗𝑇 (𝑚𝑎𝑡̿̿ ̿̿ ̿̿ (𝐻⃗⃗⃗))) = (0 0) }

 

 

         (52) 

Nous avons donc les 4 équations de la gravitation en relativité restreinte : 

𝑔𝑟𝑎𝑑⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗𝑇(𝐻⃗⃗⃗) = −4𝜋G𝜌

𝑟𝑜𝑡(𝐻⃗⃗⃗) = −
4𝜋𝐺

𝑐2
𝜕𝐾⃗⃗⃗

𝜕𝑡

𝑟𝑜𝑡⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗⃗(𝐾⃗⃗⃗) = −𝜌𝑢⃗⃗ +
1

4𝜋G
 
𝜕𝐻⃗⃗⃗

𝜕𝑡

𝑔𝑟𝑎𝑑⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗𝑇(𝐾⃗⃗⃗) = 0 }
 
 

 
 

         (53) 

Nous avons là 2 équations scalaires et 2 équations vectorielles, soit 2+2x3=8 équations au total. Le 

nombre d’inconnues est 6 puisque les deux vecteurs cherchés, 𝐻⃗⃗⃗ et 𝐾⃗⃗⃗, ont trois coordonnées chacun, 

toutes étant des fonctions de 3 variables spatiales (que nous présenterons plus loin). 

Pour simplifier le problème nous ferons plusieurs hypothèses simplificatrices :  



• Une galaxie spirale est formée d’un noyau sphérique et d’un disque spiralé. Le noyau 

comprend, en son centre, un trou noir. Nous simplifierons en considérant le noyau comme 

homogène, et de rayon 𝑟0, et le disque comme plein, cylindrique de rayon 𝑅 et de faible 

épaisseur 𝑒. 

• Nous appliquerons le principe de superposition en attribuant l’indice 1 au noyau et 2 au disque. 

• Nous considérons que la galaxie est en rotation autour de son axe de symétrie. Pour simplifier 

nous nous placerons dans un repère dans lequel cette galaxie est fixe. Cela veut dire que ce 

repère est en rotation par rapport à un repère inertiel suivant un vecteur rotation 𝜔⃗⃗⃗.   

Selon (FONTEIX et al. 2022) un changement de repère inertiel en relativité restreinte se fait grâce à 

deux transformations, une prenant en compte l’effet relativiste à l’aide d’une matrice semi-réelle 

orthogonale et normée 𝚲̿, l’autre 𝑷̿ = (
1 0

0 𝑃̿
), où 𝑃̿ est une matrice réelle 3x3 orthogonale et normée 

prenant en charge les changements d’axes spatiaux. Nous pouvons considérer que 𝑃̿ puisse rendre 

compte des rotations, car 
𝜕𝑃̿

𝜕𝑡
= 𝑃̿𝑚𝑎𝑡̿̿ ̿̿ ̿̿ (𝜔⃗⃗⃗) et 

𝜕𝑃̿𝐻⃗⃗⃗

𝜕𝑡
= 𝑃̿

𝜕𝐻⃗⃗⃗

𝜕𝑡
+
𝜕𝑃̿

𝜕𝑡
𝐻⃗⃗⃗ = 𝑃̿ (

𝜕𝐻⃗⃗⃗

𝜕𝑡
+ 𝜔⃗⃗⃗ ∧ 𝐻⃗⃗⃗) en physique 

classique de la cinématique du point matériel (changement d’un repère fixe à un autre en rotation). 

Ainsi, dans les équations (53) les dérivées temporelles doivent être remplacées par 𝜔⃗⃗⃗ ∧ 𝐾⃗⃗⃗ et 𝜔⃗⃗⃗ ∧ 𝐻⃗⃗⃗, et 

comme l’axe de rotation du repère est supposé fixe il n’y a pas de dérivée temporelle.  

En fait, nous devons étudier séparément le cas du noyau galactique sphérique et le disque spiralé. En 

ce qui concerne le noyau, nous utiliserons les coordonnées sphériques (𝑟 𝜃 𝜓), où 𝜃 est l’angle 

que fait le segment allant du centre du noyau à 𝑟, noté 𝑟⃗, avec 𝜔⃗⃗⃗ et où 𝜓 est l’angle que fait une 

projection de 𝑟⃗ sur le plan orthogonal à 𝜔⃗⃗⃗, passant par le centre du noyau, avec un axe fixe, passant 

par le centre du noyau, dans ce plan. Le gradient est dans ce cas (
𝜕

𝜕𝑟

1

𝑟

𝜕

𝜕𝜃

1

𝑟𝑠𝑖𝑛(𝜃)

𝜕

𝜕𝜓
) et le 

rotationnel : 

𝑟𝑜𝑡⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗⃗(𝐻⃗⃗⃗1) =

(

  
 

1

𝑟𝑠𝑖𝑛(𝜃)

𝜕(𝐻1𝜓𝑠𝑖𝑛(𝜃))

𝜕𝜃
−

1

𝑟𝑠𝑖𝑛(𝜃)

𝜕𝐻1𝜃
𝜕𝜓

1

𝑟𝑠𝑖𝑛(𝜃)

𝜕(𝐻1𝑟𝑠𝑖𝑛(𝜃))

𝜕𝜓
−
1

𝑟

𝜕(𝑟𝐻1𝜓)

𝜕𝑟

1

𝑟

𝜕(𝑟𝐻1𝜃)

𝜕𝑟
−
1

𝑟

𝜕𝐻1𝑟
𝜕𝜃 )

  
 

         (54) 

En coordonnées sphériques la 1ère équation de (53) devient, pour le noyau central de la galaxie (car le 

produit scalaire du gradient et d’un vecteur est une divergence)  : 

𝑔𝑟𝑎𝑑⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗𝑇(𝐻⃗⃗⃗1) =
1

𝑟2
𝜕(𝑟2𝐻1𝑟)

𝜕𝑟
+

1

𝑟𝑠𝑖𝑛(𝜃)

𝜕(𝐻1𝜃𝑠𝑖𝑛(𝜃))

𝜕𝜃
+

1

𝑟𝑠𝑖𝑛(𝜃)

𝜕𝐻1𝜓

𝜕𝜓
= −4𝜋𝐺𝜌1          (55) 

Nous avons vu, équation (50), que 𝜌𝐻⃗⃗⃗ est la force volumique d’attraction que produit le noyau central 

sur un corps extérieur. Or cette force d’attraction est forcément colinéaire à −𝑟⃗, donc 𝐻1𝑟  est non nul 

sauf si 𝑟 tend vers l’infini, cependant, dans ce cas nous sommes à l’extérieur du noyau et : 

𝑠𝑖 𝑟 > 𝑟0   
1

𝑟2
𝜕(𝑟2𝐻1𝑟)

𝜕𝑟
= 0     ⇒      𝑟2𝐻1𝑟 = 𝑎     ⇒      𝐻1𝑟 =

𝑎

𝑟2
     𝐻1𝜃 = 0 = 𝐻1𝜓         (56) 

Or nous savons que dans ce cas 𝐻1𝑟 = −
𝐺𝑀

𝑟2
 où 𝑀 =

4

3
𝜋𝑟0

3𝜌1 est la masse du noyau central de la 

galaxie, 𝑟0 étant son rayon. Mais l’objectif de ce papier est d’exprimer le champ magnétogravitationnel 

au sein du disque galactique, ce qui nécessite l’expression du champ gravitationnel Newtonien. A 



l’intérieur du noyau galactique nous avons aussi  𝐻1𝜓 = 𝐻1𝜃 = 0, ainsi que 
𝜕(𝑟2𝐻1𝑟)

𝜕𝑟
= −4𝜋𝐺𝜌1𝑟

2  et 

𝑟2𝐻1𝑟 = −4𝜋𝐺𝜌1
𝑟3

3
+ 𝐴(𝜃, 𝜓). Ceci donne (𝐻⃗⃗⃗1 ne varie pas avec 𝑡) : 

𝑠𝑖 𝑟 ≤ 𝑟0   𝐻1𝑟 = −𝐺𝑀
𝑟

𝑟0
3 +

𝐴(𝜃,𝜓)

𝑟2
     𝐻1𝜓 = 𝐻1𝜃 = 0         (57) 

En 𝑟 = 𝑟0 nous devons avoir, par continuité de (56) à (57), −𝐺𝑀
1

𝑟0
2 +

𝐴(𝜃,𝜓)

𝑟0
2 = −

𝐺𝑀

𝑟0
2 , ce qui impose 

𝐴(𝜃,𝜓) = 0. Nous pouvons maintenant aborder la 2ème équation de (53), cependant il convient de 

déterminer le produit vectoriel remplaçant 
𝜕𝐾⃗⃗⃗

𝜕𝑡
 , avec 𝜔⃗⃗⃗ constant (le noyau central tourne en bloc). Le 

plus simple est de calculer le vecteur 𝐾⃗⃗⃗1 en coordonnées sphériques : 

𝜔⃗⃗⃗ = (

𝜔𝑟
𝜔𝜃
𝜔𝜓
) = (

𝑠𝑖𝑛(𝜃)𝑐𝑜𝑠(𝜓) 𝑠𝑖𝑛(𝜃)𝑠𝑖𝑛(𝜓) 𝑐𝑜𝑠(𝜃)

𝑐𝑜𝑠(𝜃)𝑐𝑜𝑠(𝜓) 𝑐𝑜𝑠(𝜃)𝑠𝑖𝑛(𝜓) −𝑠𝑖𝑛(𝜃)

−𝑠𝑖𝑛(𝜓) 𝑐𝑜𝑠(𝜓) 0

)(
0
0
𝜔
) = (

𝜔𝑐𝑜𝑠(𝜃)

−𝜔𝑠𝑖𝑛(𝜃)
0

)        (58) 

Car en coordonnées cartésiennes 𝜔⃗⃗⃗𝑇 = (0 0 𝜔), et 
𝜕𝐾⃗⃗⃗

𝜕𝑡
 est remplacé par : 

(
𝜔𝑐𝑜𝑠(𝜃)

−𝜔𝑠𝑖𝑛(𝜃)
0

) ∧(

𝐾1𝑟
𝐾1𝜃
𝐾1𝜓

) = (

−𝜔𝐾1𝜓𝑠𝑖𝑛(𝜃)

−𝜔𝐾1𝜓𝑐𝑜𝑠(𝜃)

𝜔𝐾1𝜃𝑐𝑜𝑠(𝜃) + 𝜔𝐾1𝑟𝑠𝑖𝑛(𝜃)

)        (59) 

Ainsi la 2ème équation de (53) devient, avec (54), (57), (59) : 

𝑟𝑜𝑡⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗⃗(𝐻⃗⃗⃗1) = (
0
0
0
) = −

4𝜋𝐺

𝑐2
(

−𝜔𝐾1𝜓𝑠𝑖𝑛(𝜃)

 −𝜔𝐾1𝜓𝑐𝑜𝑠(𝜃)

𝜔𝐾1𝑟𝑠𝑖𝑛(𝜃) + 𝜔𝐾1𝜃𝑐𝑜𝑠(𝜃)

)         (60) 

Nous en déduisons 𝐾1𝜓 = 0 et 𝐾1𝜃 = −𝐾1𝑟𝑡𝑔(𝜃). Commençons par la 4ème équation de (53) : 

𝑔𝑟𝑎𝑑⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗𝑇(𝐾⃗⃗⃗1) =
1

𝑟2
𝜕(𝑟2𝐾1𝑟)

𝜕𝑟
+

1

𝑟𝑠𝑖𝑛(𝜃)

𝜕(𝐾1𝜃𝑠𝑖𝑛(𝜃))

𝜕𝜃
+

1

𝑟𝑠𝑖𝑛(𝜃)

𝜕𝐾1𝜓

𝜕𝜓
= 0

2𝐾1𝑟
𝑟
+
𝜕𝐾1𝑟
𝜕𝑟

−
1

𝑟𝑠𝑖𝑛(𝜃)

𝜕(𝐾1𝑟
𝑠𝑖𝑛2(𝜃)

𝑐𝑜𝑠(𝜃)
)

𝜕𝜃
= 0

𝑡𝑔(𝜃)

𝑟

𝜕𝐾1𝑟

𝜕𝜃
+

𝐾1𝑟

𝑟𝑠𝑖𝑛(𝜃)
(2𝑠𝑖𝑛(𝜃) + 𝑠𝑖𝑛(𝜃)𝑡𝑔2(𝜃)) =

2𝐾1𝑟

𝑟
+

𝜕𝐾1𝑟

𝜕𝑟 }
 
 

 
 

         (61) 

C’est-à-dire : 

𝐾1𝑟𝑡𝑔
2(𝜃) +

𝜕𝐾1𝑟
𝜕𝜃

𝑡𝑔(𝜃) = 𝑟
𝜕𝐾1𝑟
𝜕𝑟

         (62) 

En ce qui concerne la 3ème équation de (53), nous avons 𝑢⃗⃗ = (
0
0

𝜔𝑟𝑠𝑖𝑛(𝜃)
), car 𝑢⃗⃗ et 𝜔⃗⃗⃗ sont des vecteurs 

orthogonaux, et 𝑢⃗⃗ est en direction de 𝑑𝜓 avec un rayon 𝑟𝑠𝑖𝑛(𝜃). Ceci s’applique à : 

𝑟𝑜𝑡⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗⃗(𝐾⃗⃗⃗1) = −𝜌1 𝑢⃗⃗ +
1

4𝜋G
𝜔⃗⃗⃗ ∧ 𝐻⃗⃗⃗1         (63) 

Pour obtenir le produit vectoriel de (63), il suffit de remplacer 𝐾1 par 𝐻1 dans le vecteur à droite de 

(60) et 𝐻1 par 𝐾1 dans l’expression du rotationnel de (54), et tenir compte de la relation après (60) : 



(

 
 

1

𝑟𝑐𝑜𝑠(𝜃)

𝜕𝐾1𝑟

𝜕𝜓

1

𝑟

𝜕𝐾1𝑟

𝜕𝜓

−
𝐾1𝑟

𝑟
𝑡𝑔(𝜃) −

𝜕𝐾1𝑟

𝜕𝑟
𝑡𝑔(𝜃) −

1

𝑟

𝜕𝐾1𝑟

𝜕𝜃 )

 
 
= −𝜌1 (

0
0

𝜔𝑟𝑠𝑖𝑛(𝜃)
) +

1

4𝜋G
(

−𝜔𝐻1𝜓𝑠𝑖𝑛(𝜃)

−𝜔𝐻1𝜓𝑐𝑜𝑠(𝜃)

𝜔𝐻1𝜃𝑐𝑜𝑠(𝜃) + 𝜔𝐻1𝑟𝑠𝑖𝑛(𝜃)

)         (64) 

En tenant compte de (56), nous constatons que ceci impose 
𝜕𝐾1𝑟

𝜕𝜓
= 0. Donc, après simplification il ne 

nous reste qu’une équation, compte tenu de (62) :  

−
𝐾1𝑟

𝑟
𝑡𝑔(𝜃) −

𝜕𝐾1𝑟

𝜕𝑟
𝑡𝑔(𝜃) −

1

𝑟𝑡𝑔(𝜃)
(𝑟

𝜕𝐾1𝑟
𝜕𝑟
−𝐾1𝑟𝑡𝑔

2(𝜃)) = −𝜌1𝜔𝑟𝑠𝑖𝑛(𝜃)+
𝜔𝑠𝑖𝑛(𝜃)

4𝜋G
(−𝐺𝑀

𝑟

𝑟0
3)        (65) 

Mais 𝐾1𝑟  est indépendant de 𝜓. C’est-à-dire : 

𝜕𝐾1𝑟

𝜕𝑟
(𝑡𝑔(𝜃) +

1

𝑡𝑔(𝜃)
) = 𝜔𝑠𝑖𝑛(𝜃) (𝜌1𝑟+

𝑀𝑟

4𝜋𝑟0
3)= 𝜌1𝜔𝑠𝑖𝑛(𝜃)

4𝑟

3
         (66) 

Après intégration il apparaît le terme 𝐵(𝜃), qui prend en compte la condition initiale de 𝑟 : 

𝐾1𝑟 = 𝜌1𝜔𝑠𝑖𝑛
2(𝜃)𝑐𝑜𝑠(𝜃)

2𝑟2

3
+𝐵(𝜃)         (67) 

Ainsi le résultat est en coordonnées sphériques, pour l’intérieur du noyau galactique (𝑟 ≤ 𝑟0) : 

𝑠𝑖 𝑟 ≤ 𝑟0   𝐾⃗⃗⃗1 = (

𝐾1𝑟
𝐾1𝜃
𝐾1𝜓

) = (

𝜌1𝜔𝑠𝑖𝑛
2(𝜃)𝑐𝑜𝑠(𝜃)

2𝑟2

3
+ 𝐵(𝜃)

−𝜌1𝜔𝑠𝑖𝑛
3(𝜃)

2𝑟2

3
− 𝐵(𝜃)𝑡𝑔(𝜃)

0

)         (68) 

Cependant, nous avons besoin de 𝐾⃗⃗⃗1 à l’extérieur du noyau galactique, au niveau du disque de la galaxie, 

donc pour 𝑟 > 𝑟0  et 𝑟 ≤ 𝑅. L’équation (60) est inchangée car 𝜔 s’élimine et la variation de cette vitesse 

de rotation n’influe pas sur le résultat, ce qui conserve (62), par contre l’avant dernière relation de (53) 

doit être modifiée. En effet, la vitesse de rotation n’est plus 𝜔, mais celle du disque galactique, c’est-

à-dire 
𝑢

𝑟
 comme indiqué après (77). En 𝑟 = 𝑟0 on doit avoir 𝜔 =

𝑢

𝑟0
, ce qui donne en 𝑟 la vitesse de 

rotation 𝜔
𝑟0
𝑟

. Ainsi, (64) devient pour 𝑟0 < 𝑟 ≤ 𝑅 : 

(

 
 

1

𝑟𝑐𝑜𝑠(𝜃)

𝜕𝐾1𝑟

𝜕𝜓

1

𝑟

𝜕𝐾1𝑟

𝜕𝜓

−
𝐾1𝑟

𝑟
𝑡𝑔(𝜃) −

𝜕𝐾1𝑟

𝜕𝑟
𝑡𝑔(𝜃) −

1

𝑟

𝜕𝐾1𝑟

𝜕𝜃 )

 
 
= (

0
0
0
)+

1

4𝜋G

(

 
 

−𝜔
𝑟0
𝑟
𝐻1𝜓𝑠𝑖𝑛(𝜃)

𝜔
𝑟0
𝑟
𝐻1𝜓𝑐𝑜𝑠(𝜃)

𝜔
𝑟0
𝑟
𝐻1𝜃𝑐𝑜𝑠(𝜃) + 𝜔

𝑟0
𝑟
𝐻1𝑟𝑠𝑖𝑛(𝜃)

)

 
 

         (69) 

Comme pour (64), ceci impose 
𝜕𝐾1𝑟

𝜕𝜓
= 0 et : 

−
𝐾1𝑟

𝑟
𝑡𝑔(𝜃) −

𝜕𝐾1𝑟

𝜕𝑟
𝑡𝑔(𝜃) −

1

𝑟𝑡𝑔(𝜃)
(𝑟

𝜕𝐾1𝑟
𝜕𝑟
−𝐾1𝑟𝑡𝑔

2(𝜃)) =
𝜔
𝑟0
𝑟
𝑠𝑖𝑛(𝜃)

4𝜋G
(−

𝐺𝑀

𝑟2
)

𝜕𝐾1𝑟

𝜕𝑟
(𝑡𝑔(𝜃) +

1

𝑡𝑔(𝜃)
) = −𝜌1𝜔

𝑟0
𝑟
𝑠𝑖𝑛(𝜃)

𝑟0
3

3𝑟2
= −𝜌1𝜔𝑠𝑖𝑛(𝜃)

𝑟0
4

3𝑟3

}        (70) 

Après intégration, nous obtenons : 

𝐾1𝑟 = 𝜌1𝜔𝑠𝑖𝑛
2(𝜃)𝑐𝑜𝑠(𝜃)

𝑟0
4

6𝑟2
+𝐵1(𝜃)        (70) 

Or si 𝑟 → ∞, il faut que 𝐾1𝑟 → 0 donc 𝐵1(𝜃) = 0. Si 𝑟 = 𝑟0  la continuité du champ impose 

𝜌1𝜔𝑠𝑖𝑛
2(𝜃)𝑐𝑜𝑠(𝜃)

2𝑟0
2

3
+ 𝐵(𝜃) = 𝜌1𝜔𝑠𝑖𝑛

2(𝜃)𝑐𝑜𝑠(𝜃)
𝑟0
2

6
, c’est-à-dire 𝐵(𝜃) = −𝜌1𝜔𝑠𝑖𝑛

2(𝜃)𝑐𝑜𝑠(𝜃)
𝑟0
2

2
. Le 

champ magnétogravitationnel à l’extérieur du noyau est donc :  



𝑠𝑖 𝑟 > 𝑟0   𝐾⃗⃗⃗1 = (

𝐾1𝑟
𝐾1𝜃
𝐾1𝜓

) = (

𝜌1𝜔𝑠𝑖𝑛
2(𝜃)𝑐𝑜𝑠(𝜃)

𝑟0
4

6𝑟2

−𝜌1𝜔𝑠𝑖𝑛
3(𝜃)

𝑟0
4

6𝑟2

0

)         (71) 

Ainsi un objet stellaire de masse 𝑚 circulant sur une orbite circulaire, à la vitesse 𝑢⃗⃗, à la distance 𝑟 >

𝑟0 du centre du noyau, subit une force égale à (sans compter le disque de la galaxie) : 

𝑚𝐻⃗⃗⃗1 +
4𝜋𝑚𝐺

𝑐2
𝑢⃗⃗ ∧ 𝐾⃗⃗⃗1 = 𝑚(

−
𝐺𝑀

𝑟2

0
0

) +
4𝜋𝑚𝐺

𝑐2
(
0
0
𝑢
)∧ (

𝜌1𝑢𝑠𝑖𝑛
2(𝜃)𝑐𝑜𝑠(𝜃)

𝑟0
3

6𝑟2

−𝜌1𝑢𝑠𝑖𝑛
3(𝜃)

𝑟0
3

6𝑟2

0

)

=

(

 
−
𝐺𝑀𝑚

𝑟2
+
4𝜋𝑚𝐺

𝑐2
𝜌1𝑢

2𝑠𝑖𝑛3(𝜃)
𝑟0
3

6𝑟2

4𝜋𝑚𝐺

𝑐2
𝜌1𝑢

2𝑠𝑖𝑛2(𝜃)𝑐𝑜𝑠(𝜃)
𝑟0
3

6𝑟2

0 )

 =

(

 
−
𝐺𝑀𝑚

𝑟2
+
𝐺𝑀𝑚

2𝑟2
𝑢2

𝑐2
𝑠𝑖𝑛3(𝜃)

𝐺𝑀𝑚

2𝑟2
𝑢2

𝑐2
𝑠𝑖𝑛2(𝜃)𝑐𝑜𝑠(𝜃)

0 )

 

}
 
 
 
 

 
 
 
 

         (72) 

Nous constatons que le mobile subit, en plus de la force de gravitation Newtonienne, une force 

supplémentaire en 
𝑢2

𝑐2
. Cependant il convient de vérifier l’influence du disque galactique. 

Il reste donc à déterminer les champs 𝐻⃗⃗⃗2 et 𝐾⃗⃗⃗2 correspondant au disque de la galaxie, mais pour 

modéliser ce disque, nous devons utiliser un système de coordonnées cylindriques et non plus 

sphériques. Comme nous devons ajouter les champs donnés en (56) et (71) à ceux du disque 

galactique, il faut les présenter en coordonnées cylindriques (les passer de coordonnées sphériques à 

cylindriques). Pour déterminer la matrice de transition permettant ce changement de coordonnées, le 

plus simple est de passer par les coordonnées cartésiennes. Nous avons vu équation (58) la matrice de 

transition des coordonnées cartésiennes aux coordonnées sphériques. Cette matrice étant 

orthogonale et normée, c’est sa transposée qui permet le changement inverse de coordonnées  : 

𝐻⃗⃗⃗1 = (

𝐻1𝑥
𝐻1𝑦
𝐻1𝑧

) = (

𝑠𝑖𝑛(𝜃)𝑐𝑜𝑠(𝜓) 𝑐𝑜𝑠(𝜃)𝑐𝑜𝑠(𝜓) −𝑠𝑖𝑛(𝜓)
𝑠𝑖𝑛(𝜃)𝑠𝑖𝑛(𝜓) 𝑐𝑜𝑠(𝜃)𝑠𝑖𝑛(𝜓) 𝑐𝑜𝑠(𝜓)
𝑐𝑜𝑠(𝜃) −𝑠𝑖𝑛(𝜃) 0

)(
−
𝐺𝑀

𝑟2

0
0

)         (73) 

Nous avons là 𝐻⃗⃗⃗1 en coordonnées cartésiennes, sauf que celles-ci sont exprimées en coordonnées sphériques 

(𝑟 𝜃 𝜓). Cependant, nous ne ferons pas la transformation des coordonnées sphériques en 

coordonnées cartésiennes, car nous devons finalement avoir les transformées en coordonnées 

cylindriques (𝑟𝑐 𝜓 𝑧). Le passage de 𝐻⃗⃗⃗1 en coordonnées cylindriques se fait à l’aide de la transformation  : 

(

𝐻1𝑟𝑐
𝐻1𝜓
𝐻1𝑧

) = (
𝑐𝑜𝑠(𝜓) 𝑠𝑖𝑛(𝜓) 0
−𝑠𝑖𝑛(𝜓) 𝑐𝑜𝑠(𝜓) 0

0 0 1

) (

𝐻1𝑥
𝐻1𝑦
𝐻1𝑧

)         (74) 

Ce qui donne la transformation de 𝐻⃗⃗⃗1 des coordonnées sphériques en coordonnées cylindriques : 

(
𝑐𝑜𝑠(𝜓) 𝑠𝑖𝑛(𝜓) 0
−𝑠𝑖𝑛(𝜓) 𝑐𝑜𝑠(𝜓) 0

0 0 1

) (

𝑠𝑖𝑛(𝜃)𝑐𝑜𝑠(𝜓) 𝑐𝑜𝑠(𝜃)𝑐𝑜𝑠(𝜓) −𝑠𝑖𝑛(𝜓)

𝑠𝑖𝑛(𝜃)𝑠𝑖𝑛(𝜓) 𝑐𝑜𝑠(𝜃)𝑠𝑖𝑛(𝜓) 𝑐𝑜𝑠(𝜓)

𝑐𝑜𝑠(𝜃) −𝑠𝑖𝑛(𝜃) 0

) = (
𝑠𝑖𝑛(𝜃) 𝑐𝑜𝑠(𝜃) 0
0 0 1

𝑐𝑜𝑠(𝜃) −𝑠𝑖𝑛(𝜃) 0
)         (75) 

Ce qui conduit à 𝐻⃗⃗⃗1 exprimé en coordonnées cylindriques (à partir des coordonnées sphériques) : 

(

𝐻1𝑟𝑐
𝐻1𝜓
𝐻1𝑧

) = (
𝑠𝑖𝑛(𝜃) 𝑐𝑜𝑠(𝜃) 0

0 0 1

𝑐𝑜𝑠(𝜃) −𝑠𝑖𝑛(𝜃) 0

)(
−
𝐺𝑀

𝑟2

0
0

) = (

−
4

3
𝜋𝑟0

3𝜌1
𝐺

𝑟2
𝑠𝑖𝑛(𝜃)

0

−
4

3
𝜋𝑟0

3𝜌1
𝐺

𝑟2
𝑐𝑜𝑠(𝜃)

)         (76) 



La conversion utile des coordonnées sphériques en cylindriques est donnée par 𝑟2 = 𝑟𝑐
2 + 𝑧2, 

𝑐𝑜𝑠(𝜃) =
𝑧

√𝑟𝑐
2+𝑧2

 et 𝑠𝑖𝑛(𝜃) =
𝑟𝑐

√𝑟𝑐
2+𝑧2

, ce qui donne 𝐻1𝑟𝑐 = −
4

3
𝜋𝑟0

3𝜌1
𝐺𝑟𝑐

(𝑟𝑐
2+𝑧2)

3/2, 𝐻1𝜓 = 0 et 𝐻1𝑧 =

−
4

3
𝜋𝑟0

3𝜌1
𝐺𝑧

(𝑟𝑐
2+𝑧2)

3/2. Nous appliquons la même procédure pour 𝐾⃗⃗⃗1 : 

(

𝐾1𝑟𝑐
𝐾1𝜓
𝐾1𝑧

) = (
𝑠𝑖𝑛(𝜃) 𝑐𝑜𝑠(𝜃) 0

0 0 1
𝑐𝑜𝑠(𝜃) −𝑠𝑖𝑛(𝜃) 0

)(

𝜌1𝜔𝑠𝑖𝑛
2(𝜃)𝑐𝑜𝑠(𝜃)

𝑟0
4

6𝑟2

−𝜌1𝜔𝑠𝑖𝑛
3(𝜃)

𝑟0
4

6𝑟2

0

)

= (

0

0

𝜌1𝜔𝑠𝑖𝑛
2(𝜃)

𝑟0
4

6𝑟2

) = (

0

0

𝜌1𝜔
𝑟𝑐
2

𝑟𝑐
2+𝑧2

𝑟0
4

6(𝑟𝑐
2+𝑧2)

)

}
 
 
 

 
 
 

         (77) 

Dans le cas des galaxies spirales, au sein du disque galactique ‖𝜔⃗⃗⃗‖𝑟𝑐 = ‖𝑢⃗⃗‖, ou encore 𝜔 =
𝑢

𝑟𝑐
 où 𝑢 est 

une constante pour 𝑟𝑐 > 𝑟0. Les équations (53) proviennent de (51) et (52), or nous savons que ces 

équations conservent leur structure lors d’un changement de repère inertiel (FONTEIX et al. 2020a). 

Nous étendrons ce fait au cas d’un changement de repère quelconque (la démonstration est la même, 

il suffit de remplacer 𝚲̿𝑻 par 𝑷̿𝚲̿𝑻) (FONTEIX 2022). En pratique, chaque élément de chaque équation 

de (53) est multiplié par 𝑃̿, ce qui fait que nous pouvons éliminer cette matrice de ces équations, 

cependant il faut ajouter 𝜔⃗⃗⃗ ∧ 𝐻⃗⃗⃗2 en effaçant la dérivée temporelle (voir les explications au-dessus de 

(54)), car le système est localement fixe dans le repère tournant et l’équation (53) devient : 

𝑔𝑟𝑎𝑑⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗𝑇(𝐻⃗⃗⃗2) = −4𝜋G𝜌2

𝑟𝑜𝑡⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗⃗(𝐻⃗⃗⃗2) = −
4𝜋𝐺

𝑐2
𝜔⃗⃗⃗ ∧ 𝐾⃗⃗⃗2

𝑟𝑜𝑡⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗⃗(𝐾⃗⃗⃗2) = −𝜌2 𝑢⃗⃗ +
1

4𝜋G
𝜔⃗⃗⃗ ∧ 𝐻⃗⃗⃗2

𝑔𝑟𝑎𝑑⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗𝑇(𝐾⃗⃗⃗2) = 0 }
 
 

 
 

         (78) 

En réalité, il faut envisager un repère rotatif autour de l’axe de la galaxie pour chaque rayon 𝑟𝑐 car nous 

avons vu que 𝜔 =
𝑢

𝑟𝑐
 avec 𝑢 constant. Du fait de la symétrie cylindrique du disque galactique nous 

choisissons les variables (𝑟𝑐 𝜓 𝑧) où 𝜓 est l’angle formé par à 𝑟𝑐⃗⃗⃗ et une direction origine. Le gradient 

est alors 𝑔𝑟𝑎𝑑⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗𝑇(⋯ ) = (
𝜕⋯

𝜕𝑟𝑐

1

𝑟𝑐

𝜕⋯

𝜕𝜓

𝜕⋯

𝜕𝑧
) et 𝑟𝑜𝑡⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗⃗(𝐻⃗⃗⃗2) =

(

  
 

1

𝑟𝑐

𝜕𝐻2𝑧

𝜕𝜓
−
𝜕𝐻2𝜓

𝜕𝑧

𝜕𝐻2𝑟
𝜕𝑧

−
𝜕𝐻2𝑧
𝜕𝑟𝑐

𝐻2𝜓

𝑟𝑐
+

𝜕𝐻2𝜓

𝜕𝑟𝑐
−

𝜕𝐻2𝑟

𝜕𝜓 )

  
 

. En coordonnées 

cylindriques l’équation (53) devient pour 𝑟0 ≤ 𝑟𝑐 ≤ 𝑅 : 

𝜕𝐻2𝑟
𝜕𝑟𝑐

+
𝐻2𝑟
𝑟𝑐
+

1

𝑟𝑐

𝜕𝐻2𝜓

𝜕𝜓
+
𝜕𝐻2𝑧
𝜕𝑧

= −4𝜋G𝜌2          (79a) 

(

  
 

1

𝑟𝑐

𝜕𝐻2𝑧
𝜕𝜓

−
𝜕𝐻2𝜓

𝜕𝑧

𝜕𝐻2𝑟
𝜕𝑧

−
𝜕𝐻2𝑧
𝜕𝑟𝑐

𝐻2𝜓

𝑟𝑐
+
𝜕𝐻2𝜓

𝜕𝑟𝑐
−

𝜕𝐻2𝑟

𝜕𝜓 )

  
 
= −

4𝜋𝐺

𝑐2
(

0
0
𝑢

𝑟𝑐

)∧ (

𝐾2𝑟
𝐾2𝜓
𝐾2𝑧

) = −
4𝜋𝐺

𝑐2
(

−
𝑢

𝑟𝑐
𝐾2𝜓

𝑢

𝑟𝑐
𝐾2𝑟

0

)         (79b) 

L‘axe de rotation 𝜔⃗⃗⃗ est en effet l’axe 𝑧, alors que la vitesse 𝑢⃗⃗ a comme direction celle de 𝜓 : 



(

  
 

1

𝑟𝑐

𝜕𝐾2𝑧
𝜕𝜓

−
𝜕𝐾2𝜓

𝜕𝑧

𝜕𝐾2𝑟

𝜕𝑧
−

𝜕𝐾2𝑧

𝜕𝑟𝑐
𝐾2𝜓

𝑟𝑐
+
𝜕𝐾2𝜓

𝜕𝑟𝑐
−

𝜕𝐾2𝑟
𝜕𝜓 )

  
 
= −𝜌2 (

0
𝑢
0
)+

1

4𝜋G
(

0
0
𝑢

𝑟𝑐

)∧ (

𝐻2𝑟
𝐻2𝜓
𝐻2𝑧

) =

(

 

−
𝐻2𝜓

4𝜋G

𝑢

𝑟𝑐

−𝜌2𝑢 +
𝐻2𝑟
4𝜋G

𝑢

𝑟𝑐

0 )

          (79c) 

𝜕𝐾2𝑟
𝜕𝑟𝑐

+
𝐾2𝑟
𝑟𝑐
+

1

𝑟𝑐

𝜕𝐾2𝜓

𝜕𝜓
+
𝜕𝐾2𝑧
𝜕𝑧

= 0         (79d) 

Le long d’un cercle de rayon 𝑟𝑐 dans le disque galactique (dans son plan), il n’est pas possible de 

différencier un point d’un autre. Donc les dérivées par rapport à 𝜓 de 𝐻⃗⃗⃗2 et 𝐾⃗⃗⃗2 sont forcément nulles. 

L’équation de (79a) s’écrit : 

𝜕𝐻2𝑟
𝜕𝑟𝑐

+
𝐻2𝑟
𝑟𝑐
+

𝜕𝐻2𝑧
𝜕𝑧

= −4𝜋G𝜌2 =
1

𝑟𝑐

𝜕(𝑟𝑐𝐻2𝑟)

𝜕𝑟𝑐
+

𝜕𝐻2𝑧
𝜕𝑧

         (80) 

Une galaxie spirale n’est pas un disque homogène, mais nous ferons cette approximation. Pour cela la 

masse volumique moyenne doit varier avec 𝑟𝑐. Un anneau de rayon 𝑟𝑐, de largeur 𝑑𝑟𝑐 et d’épaisseur 𝑒 

a un volume égal à 𝑑𝑉 = 2𝜋𝑟𝑐𝑒𝑑𝑟𝑐 , qui contient une masse de matière 𝑑𝑀 = 𝜌2𝑑𝑉. Ainsi, la masse 

volumique locale est 𝜌2 =
𝑑𝑀

2𝜋𝑟𝑐𝑒𝑑𝑟𝑐
. L’accroissement de masse 𝑑𝑀 correspondant à 𝑑𝑟𝑐 dépend du 

nombre de branches (qui est constant) et non de 𝑟𝑐, donc 
𝑑𝑀

𝑑𝑟𝑐
 doit être une constante et 

𝑑𝑀

2𝜋𝑒𝑑𝑟𝑐
= 𝜇 

aussi. Donc 𝜌2 =
𝜇

𝑟𝑐
, car plus 𝑟𝑐 augmente plus les branches s’écartent et plus 𝜌2  diminue, en moyenne. 

Nous pouvons maintenant aborder (79b), les trois équations correspondantes s’écrivent : 

−
𝜕𝐻2𝜓

𝜕𝑧
=

4𝜋𝐺

𝑐2
𝑢

𝑟𝑐
𝐾2𝜓

𝜕𝐻2𝑟
𝜕𝑧

−
𝜕𝐻2𝑧
𝜕𝑟𝑐

= −
4𝜋𝐺

𝑐2
𝑢

𝑟𝑐
𝐾2𝑟

𝐻2𝜓

𝑟𝑐
+

𝜕𝐻2𝜓

𝜕𝑟𝑐
= 0 =

1

𝑟𝑐

𝜕(𝑟𝑐𝐻2𝜓)

𝜕𝑟𝑐 }
 
 

 
 

         (81) 

La relation (79c) devient : 

−
𝜕𝐾2𝜓

𝜕𝑧
= −

𝐻2𝜓

4𝜋G

𝑢

𝑟𝑐
𝜕𝐾2𝑟
𝜕𝑧

−
𝜕𝐾2𝑧
𝜕𝑟𝑐

= −𝜌2𝑢 +
𝐻2𝑟
4𝜋G

𝑢

𝑟𝑐
= −

𝜇𝑢

𝑟𝑐
+

𝐻2𝑟
4𝜋G

𝑢

𝑟𝑐

𝐾2𝜓

𝑟𝑐
+

𝜕𝐾2𝜓

𝜕𝑟𝑐
= 0 =

1

𝑟𝑐

𝜕(𝑟𝑐𝐾2𝜓)

𝜕𝑟𝑐 }
 
 

 
 

         (82) 

L’équation (79d) conduit à : 

𝜕𝐾2𝑟
𝜕𝑟𝑐

+
𝐾2𝑟
𝑟𝑐
+
𝜕𝐾2𝑧
𝜕𝑧

= 0 =
1

𝑟𝑐

𝜕(𝑟𝑐𝐾2𝑟)

𝜕𝑟𝑐
+

𝜕𝐾2𝑧
𝜕𝑧

         (83) 

Nous devons déterminer les champs 𝐻⃗⃗⃗2 et 𝐾⃗⃗⃗2 à l’intérieur du disque galactique pour déterminer les 

forces volumiques s’exerçant sur des parties élémentaires de ce disque. Nous commencerons par 

l’intégration de la troisième ligne de (81), ainsi que celle de la troisième ligne de (82)  : 

𝜕(𝑟𝑐𝐻2𝜓)

𝜕𝑟𝑐
= 0     ⇒      𝐻2𝜓 =

𝐴(𝑧)

𝑟𝑐
     ;     

𝜕(𝑟𝑐𝐾2𝜓)

𝜕𝑟𝑐
= 0     ⇒      𝐾2𝜓 =

𝐵(𝑧)

𝑟𝑐
         (84) 

Ce qui donne avec la première ligne de (81) et la première ligne de (82) : 

1

𝑟𝑐

𝜕𝐵(𝑧)

𝜕𝑧
=

𝐴(𝑧)

4𝜋G

𝑢

𝑟𝑐
2      ;       

1

𝑟𝑐

𝜕𝐴(𝑧)

𝜕𝑧
= −

4𝜋𝐺

𝑐2
𝑢

𝑟𝑐
2𝐵(𝑧)         (85) 



Les fonctions A et B étant indépendantes de 𝑟𝑐, les deux équations de (85) n’ont pas de solutions 

différentes de zéro (il n’est pas possible d’éliminer 𝑟𝑐), donc 𝐻2𝜓 = 𝐾2𝜓 = 0.  

L’épaisseur 𝑒 d’une galaxie (hormis le noyau) est très petite devant son rayon 𝑅, donc 𝑧 varie dans le 

domaine 
𝑒

2
≥ 𝑧 ≥ −

𝑒

2
. Dans ce domaine (mais également à l’extérieur) 𝐻2𝑧  s’applique dans des 

directions opposées et symétriques par rapport à l’axe 𝑧 = 0. Ainsi nous admettrons l’expression 

𝐻2𝑧 =
1

𝑟𝑐

𝜕𝑎2𝑧(𝑟𝑐)

𝜕𝑟𝑐
𝑧 +

1

𝑟𝑐

𝜕𝑏2𝑧(𝑟𝑐)

𝜕𝑟𝑐
𝑧3. En ce qui concerne 𝐻2𝑟, sa variation en fonction de 𝑧 admet aussi la 

symétrie par rapport à 𝑧 = 0 mais sans changer de signe. Nous accepterons donc 𝐻2𝑟 =
𝑎2𝑟(𝑟𝑐)

𝑟𝑐
+

𝑏2𝑟(𝑟𝑐)

𝑟𝑐
𝑧2, ce qui conduit (80) à : 

𝜕(𝑟𝑐𝐻2𝑟)

𝜕𝑟𝑐
=

𝜕(𝑎2𝑟(𝑟𝑐)+𝑏2𝑟(𝑟𝑐)𝑧
2)

𝜕𝑟𝑐
= −4𝜋G𝜇 −

𝜕𝑎2𝑧(𝑟𝑐)

𝜕𝑟𝑐
− 3

𝜕𝑏2𝑧(𝑟𝑐)

𝜕𝑟𝑐
𝑧2

𝐻2𝑟 =
𝑎2𝑟(𝑟𝑐)

𝑟𝑐
+
𝑏2𝑟(𝑟𝑐)

𝑟𝑐
𝑧2 = −4𝜋G𝜇 −

𝑎2𝑧(𝑟𝑐)

𝑟𝑐
− 3

𝑏2𝑧(𝑟𝑐)

𝑟𝑐
𝑧2+

𝑐2𝑟+𝑐2𝑟
′ 𝑧2

𝑟𝑐

}         (86) 

Où 𝑐2𝑟  et 𝑐2𝑟
′  sont des constantes d’intégration. On obtient 𝑎2𝑟(𝑟𝑐) = −4𝜋G𝜇𝑟𝑐 − 𝑎2𝑧(𝑟𝑐) + 𝑐2𝑟  et 

𝑏2𝑟(𝑟𝑐) = −  3𝑏2𝑧(𝑟𝑐) + 𝑐2𝑟
′ .  La deuxième relation de (81) fournit : 

𝐾2𝑟 = −
𝑐2𝑟𝑐
4𝜋𝐺𝑢

(
𝜕𝐻2𝑟
𝜕𝑧

−
𝜕𝐻2𝑧
𝜕𝑟𝑐

) = −
𝑐2𝑟𝑐
4𝜋𝐺𝑢

((−6
𝑏2𝑧(𝑟𝑐)

𝑟𝑐
+
2𝑐2𝑟

′

𝑟𝑐
) 𝑧 −

𝜕(
1

𝑟𝑐

𝜕𝑎2𝑧(𝑟𝑐)

𝜕𝑟𝑐
)

𝜕𝑟𝑐
𝑧 −

𝜕(
1

𝑟𝑐

𝜕𝑏2𝑧(𝑟𝑐)

𝜕𝑟𝑐
)

𝜕𝑟𝑐
𝑧3)     (87) 

Ou 𝐾2𝑟 = −
𝑐2𝑟𝑐
4𝜋𝐺𝑢

((−
6𝑏2𝑧(𝑟𝑐)

𝑟𝑐
+

2𝑐2𝑟
′

𝑟𝑐
+

1

𝑟𝑐
2

𝜕𝑎2𝑧(𝑟𝑐)

𝜕𝑟𝑐
−

1

𝑟𝑐

𝜕2𝑎2𝑧(𝑟𝑐)

𝜕𝑟𝑐
2 ) 𝑧 + (

1

𝑟𝑐
2

𝜕𝑎2𝑧(𝑟𝑐)

𝜕𝑟𝑐
−

1

𝑟𝑐

𝜕2𝑏2𝑧(𝑟𝑐)

𝜕𝑟𝑐
2 ) 𝑧3).  

L’équation (83) fournit de ce fait : 

𝜕𝐾2𝑧
𝜕𝑧

= −
1

𝑟𝑐

𝜕(𝑟𝑐𝐾2𝑟)

𝜕𝑟𝑐
=

𝑐2

4𝜋𝐺𝑢𝑟𝑐

𝜕

𝜕𝑟𝑐
(𝑟𝑐(−6𝑏2𝑧(𝑟𝑐) + 2𝑐2𝑟

′ )𝑧 − 𝑟𝑐
2
𝜕(

1

𝑟𝑐

𝜕𝑎2𝑧(𝑟𝑐)

𝜕𝑟𝑐
)

𝜕𝑟𝑐
𝑧 − 𝑟𝑐

2
𝜕(

1

𝑟𝑐

𝜕𝑏2𝑧(𝑟𝑐)

𝜕𝑟𝑐
)

𝜕𝑟𝑐
𝑧3)  (88) 

Ou 𝐾2𝑧 =
𝑐2

4𝜋𝐺𝑢𝑟𝑐

(

  
 

(

 
 
−6

𝜕(𝑟𝑐𝑏2𝑧(𝑟𝑐))

𝜕𝑟𝑐
+ 2𝑐2𝑟

′ −

𝜕(𝑟𝑐
2
𝜕(

1
𝑟𝑐

𝜕𝑎2𝑧(𝑟𝑐)
𝜕𝑟𝑐

)

𝜕𝑟𝑐
)

𝜕𝑟𝑐

)

 
 𝑧2

2
−

𝜕(𝑟𝑐
2
𝜕(

1
𝑟𝑐

𝜕𝑏2𝑧(𝑟𝑐)
𝜕𝑟𝑐

)

𝜕𝑟𝑐
)

𝜕𝑟𝑐

𝑧4

4
+ 𝑐2𝑧(𝑟𝑐)

)

  
 

. 

La deuxième expression de (82) s’écrit donc, compte tenu de (87) et après (88) : 

−
𝑐2𝑟𝑐
4𝜋𝐺𝑢

(−6
𝑏2𝑧(𝑟𝑐)

𝑟𝑐
+
2𝑐2𝑟

′

𝑟𝑐
−
𝜕(

1

𝑟𝑐

𝜕𝑎2𝑧(𝑟𝑐)

𝜕𝑟𝑐
)

𝜕𝑟𝑐
− 3

𝜕(
1

𝑟𝑐

𝜕𝑏2𝑧(𝑟𝑐)

𝜕𝑟𝑐
)

𝜕𝑟𝑐
𝑧2) −

𝑐2

4𝜋𝐺𝑢

𝜕

𝜕𝑟𝑐

(

  
 

(

 
 
−

6

𝑟𝑐

𝜕(𝑟𝑐𝑏2𝑧(𝑟𝑐))

𝜕𝑟𝑐
+

2𝑐2𝑟
′

𝑟𝑐
−

1

𝑟𝑐

𝜕(𝑟𝑐
2
𝜕(

1
𝑟𝑐

𝜕𝑎2𝑧(𝑟𝑐)
𝜕𝑟𝑐

)

𝜕𝑟𝑐
)

𝜕𝑟𝑐

)

 
 𝑧2

2
−

1

𝑟𝑐

𝜕(𝑟𝑐
2
𝜕(

1
𝑟𝑐

𝜕𝑏2𝑧(𝑟𝑐)
𝜕𝑟𝑐

)

𝜕𝑟𝑐
)

𝜕𝑟𝑐

𝑧4

4
+
𝑐2𝑧(𝑟𝑐)

𝑟𝑐

)

  
 

= −
𝜇𝑢

𝑟𝑐
+

𝑢

4𝜋G
(−

4𝜋G𝜇

𝑟𝑐
−

𝑎2𝑧(𝑟𝑐)

𝑟𝑐
2 − 3

𝑏2𝑧(𝑟𝑐)

𝑟𝑐
2 𝑧2 +

𝑐2𝑟+𝑐2𝑟
′ 𝑧2

𝑟𝑐
2

) }
 
 
 
 

 
 
 
 

     (89) 

Nous constatons que les équations indépendantes de z (90a), en 𝑧2 (90b) et en 𝑧4 (90c) sont : 

−
𝑐2𝑟𝑐

4𝜋𝐺𝑢
(−6

𝑏2𝑧(𝑟𝑐)

𝑟𝑐
+
2𝑐2𝑟

′

𝑟𝑐
−
𝜕(

1

𝑟𝑐

𝜕𝑎2𝑧(𝑟𝑐)

𝜕𝑟𝑐
)

𝜕𝑟𝑐
)−

𝑐2

4𝜋𝐺𝑢

𝜕(
𝑐2𝑧(𝑟𝑐)

𝑟𝑐
)

𝜕𝑟𝑐
= −

2𝜇𝑢

𝑟𝑐
−

𝑢

4𝜋G

𝑎2𝑧(𝑟𝑐)

𝑟𝑐
2 +

𝑢

4𝜋G

𝑐2𝑟

𝑟𝑐
2          (90a) 



3𝑐2𝑟𝑐

4𝜋𝐺𝑢

𝜕(
1
𝑟𝑐

𝜕𝑏2𝑧(𝑟𝑐)

𝜕𝑟𝑐
)

𝜕𝑟𝑐
+

𝑐2

4𝜋𝐺𝑢

𝜕

𝜕𝑟𝑐

(

 
 3

𝑟𝑐

𝜕(𝑟𝑐𝑏2𝑧(𝑟𝑐))

𝜕𝑟𝑐
−
𝑐2𝑟
′

𝑟𝑐
+

1

2𝑟𝑐

𝜕(𝑟𝑐
2
𝜕(

1
𝑟𝑐

𝜕𝑎2𝑧(𝑟𝑐)

𝜕𝑟𝑐
)

𝜕𝑟𝑐
)

𝜕𝑟𝑐

)

 
 
=

𝑢

4𝜋G
(−

3𝑏2𝑧(𝑟𝑐)

𝑟𝑐
2 +

𝑐2𝑟
′

𝑟𝑐
2 )      (90b) 

𝜕

𝜕𝑟𝑐

(

 
 1

𝑟𝑐

𝜕(𝑟𝑐
2
𝜕(

1
𝑟𝑐

𝜕𝑏2𝑧(𝑟𝑐)
𝜕𝑟𝑐

)

𝜕𝑟𝑐
)

𝜕𝑟𝑐

)

 
 
= 0         (90c) 

L’équation (90c) donne : 

𝜕(𝑟𝑐
2
𝜕(

1
𝑟𝑐

𝜕𝑏2𝑧(𝑟𝑐)
𝜕𝑟𝑐

)

𝜕𝑟𝑐
)

𝜕𝑟𝑐
= 𝑑2𝑧𝑟𝑐     ⇒     

𝜕(
1

𝑟𝑐

𝜕𝑏2𝑧(𝑟𝑐)

𝜕𝑟𝑐
)

𝜕𝑟𝑐
=

𝑑2𝑧
2
+
𝑑2𝑧
′

𝑟𝑐
2     ⇒     

𝜕𝑏2𝑧(𝑟𝑐)

𝜕𝑟𝑐
=

𝑑2𝑧
2
𝑟𝑐
2 − 𝑑2𝑧

′ + 𝑑2𝑧
′′ 𝑟𝑐     (91) 

Ce qui se traduit par 𝑏2𝑧(𝑟𝑐) =
𝑑2𝑧

6
𝑟𝑐
3 − 𝑑2𝑧

′ 𝑟𝑐 +
𝑑2𝑧
′′

2
𝑟𝑐
2 + 𝑑2𝑧

0 . Nous en déduisons la relation de (90b) : 

3𝑐2𝑟𝑐
4𝜋𝐺𝑢

(
𝑑2𝑧
2
+

𝑑2𝑧
′

𝑟𝑐
2
) +

𝑐2

4𝜋𝐺𝑢

𝜕

𝜕𝑟𝑐

(

 
 
2𝑑2𝑧𝑟𝑐

2 +
9𝑑2𝑧

′′

2
𝑟𝑐 − 3𝑑2𝑧

′ +
3𝑑2𝑧

0

𝑟𝑐
−

𝑐2𝑟
′

𝑟𝑐
+

1

2𝑟𝑐

𝜕(𝑟𝑐
2
𝜕(

1
𝑟𝑐

𝜕𝑎2𝑧(𝑟𝑐)
𝜕𝑟𝑐

)

𝜕𝑟𝑐
)

𝜕𝑟𝑐

)

 
 
=

−
𝑢

4𝜋G
(
𝑑2𝑧
2
𝑟𝑐 +

3𝑑2𝑧
′′

2
−
3𝑑2𝑧

′

𝑟𝑐
+
3𝑑2𝑧

0

𝑟𝑐
2 −

𝑐2𝑟
′

𝑟𝑐
2
) }

  
 

  
 

   (92a) 

C’est-à-dire : 

1

2

𝜕

(

 
 
 
1

𝑟𝑐

𝜕(𝑟𝑐
2
𝜕(

1
𝑟𝑐

𝜕𝑎2𝑧(𝑟𝑐)

𝜕𝑟𝑐
)

𝜕𝑟𝑐
)

𝜕𝑟𝑐

)

 
 
 

𝜕𝑟𝑐
= −

𝑢2

𝑐2
(
3𝑑2𝑧

2
𝑟𝑐 +

3𝑑2𝑧
′

𝑟𝑐
+ 4𝑑2𝑧𝑟𝑐 +

9𝑑2𝑧
′′

2
−
3𝑑2𝑧

0

𝑟𝑐
2 +

𝑐2𝑟
′

𝑟𝑐
2 +

𝑑2𝑧

2
𝑟𝑐 +

3𝑑2𝑧
′′

2
−

3𝑑2𝑧
′

𝑟𝑐
+
3𝑑2𝑧

0

𝑟𝑐
2 −

𝑐2𝑟
′

𝑟𝑐
2
)           (92b) 

Que l’on intègre en : 

1

2𝑟𝑐

𝜕(𝑟𝑐
2
𝜕(

1
𝑟𝑐

𝜕𝑎2𝑧(𝑟𝑐)
𝜕𝑟𝑐

)

𝜕𝑟𝑐
)

𝜕𝑟𝑐
= −

𝑢2

𝑐2
(3𝑑2𝑧𝑟𝑐

2 + 6𝑑2𝑧
′′ 𝑟𝑐 + 𝑎2𝑧

′ )           (93a) 

𝜕(
1

𝑟𝑐

𝜕𝑎2𝑧(𝑟𝑐)

𝜕𝑟𝑐
)

𝜕𝑟𝑐
= −

𝑢2

𝑐2
(
3

2
𝑑2𝑧𝑟𝑐

2 + 4𝑑2𝑧
′′ 𝑟𝑐 + 𝑎2𝑧

′ +
𝑎2𝑧
′′

𝑟𝑐
2
)           (93b) 

Ce qui fournit finalement : 

𝜕𝑎2𝑧(𝑟𝑐)

𝜕𝑟𝑐
= −

𝑢2

𝑐2
(
1

2
𝑑2𝑧𝑟𝑐

4 + 2𝑑2𝑧
′′ 𝑟𝑐

3 + 𝑎2𝑧
′ 𝑟𝑐

2 − 𝑎2𝑧
′′ + 𝑎2𝑧

0 𝑟𝑐)           (94a) 

𝑎2𝑧(𝑟𝑐) = −
𝑢2

𝑐2
(
1

10
𝑑2𝑧𝑟𝑐

5 +
1

2
𝑑2𝑧
′′ 𝑟𝑐

4 +
1

3
𝑎2𝑧
′ 𝑟𝑐

3 +
1

2
𝑎2𝑧
0 𝑟𝑐

2 − 𝑎2𝑧
′′ 𝑟𝑐 + 𝑎2𝑧

00)           (94b) 

Où 𝑑2𝑧, 𝑑2𝑧
′ , 𝑑2𝑧

′′ , 𝑑2𝑧
0 , 𝑎2𝑧

′ , 𝑎2𝑧
′′ , 𝑎2𝑧

0 , 𝑎2𝑧
00, 𝑐2𝑟  et 𝑐2𝑟

′  sont des constantes. L’expression (90a) s’écrit, en 

tenant compte de (93b), (94b) et de la relation après (91) : 



𝜕(
𝑐2𝑧(𝑟𝑐)

𝑟𝑐
)

𝜕𝑟𝑐
= 𝑑2𝑧𝑟𝑐

3 (1 −
8

5

𝑢2

𝑐2
) − 6𝑑2𝑧

′ 𝑟𝑐 + 3𝑑2𝑧
′′ 𝑟𝑐

2 (1 −
11

6

𝑢2

𝑐2
) + 6𝑑2𝑧

0 − 2𝑐2𝑟
′

+
𝑢2

𝑐2
(
8𝜋𝐺𝜇

𝑟𝑐
−

4

3
𝑎2𝑧
′ 𝑟𝑐 −

1

2
𝑎2𝑧
0 −

𝑎2𝑧
00

𝑟𝑐
2 −

𝑐2𝑟
𝑟𝑐
2
)

}         (95a) 

𝑐2𝑧(𝑟𝑐) =
𝑑2𝑧𝑟𝑐

5

4
(1 −

8

5

𝑢2

𝑐2
) − 3𝑑2𝑧

′ 𝑟𝑐
3 + 𝑑2𝑧

′′ 𝑟𝑐
4 (1 −

11

6

𝑢2

𝑐2
) + 6𝑑2𝑧

0 𝑟𝑐
2 − 2𝑐2𝑟

′ 𝑟𝑐
2 + 𝑐2𝑧

′ 𝑟𝑐

+
𝑢2

𝑐2
(8𝜋𝐺𝜇𝑟𝑐𝑙𝑛(𝑟𝑐) −

4

3
𝑎2𝑧
′ 𝑟𝑐

3 −
1

2
𝑎2𝑧
0 𝑟𝑐

2 + 𝑎2𝑧
00 + 𝑐2𝑟)

}         (95b) 

Les expressions (95b), (94b) et après (91) permettent d’écrire l’équation après (88) sous la forme : 

𝐾2𝑧 =
𝑐2

4𝜋𝐺𝑢𝑟𝑐
(
𝑑2𝑧𝑟𝑐

5

4
(1 −

8

5

𝑢2

𝑐2
) − 3𝑑2𝑧

′ 𝑟𝑐
3+ 𝑑2𝑧

′′ 𝑟𝑐
4 (1 −

11

6

𝑢2

𝑐2
) + 6𝑑2𝑧

0 𝑟𝑐
2 − 2𝑐2𝑟

′ 𝑟𝑐
2 + 𝑐2𝑧

′ 𝑟𝑐)

+
𝑐2

4𝜋𝐺𝑢𝑟𝑐
(
𝑢2

𝑐2
(8𝜋𝐺𝜇𝑟𝑐𝑙𝑛(𝑟𝑐) −

4

3
𝑎2𝑧
′ 𝑟𝑐

3 −
1

2
𝑎2𝑧
0 𝑟𝑐

2 + 𝑎2𝑧
00 + 𝑐2𝑟) − 𝑑2𝑧𝑟𝑐  

𝑧4

4
)

+
𝑐2

4𝜋𝐺𝑢𝑟𝑐
(−4𝑑2𝑧 (1 −

3

2

𝑢2

𝑐2
) 𝑟𝑐

3 + 12𝑑2𝑧
′ 𝑟𝑐 − 9𝑑2𝑧

′′ 𝑟𝑐
2 − 6𝑑2𝑧

0 + 2𝑐2𝑟
′ +

𝑢2

𝑐2
(12𝑑2𝑧

′′ 𝑟𝑐
2 + 2𝑎2𝑧

′ 𝑟𝑐))
𝑧2

2}
 
 

 
 

          (96) 

De même l’expression (87) devient, à l’aide de (93b), (91) et après (91) : 

𝐾2𝑟 = −
𝑐2𝑟𝑐

4𝜋𝐺𝑢
((−𝑑2𝑧 (1 −

3

2

𝑢2

𝑐2
) 𝑟𝑐

2 + 6𝑑2𝑧
′ − 3𝑑2𝑧

′′ (1 −
4

3

𝑢2

𝑐2
) 𝑟𝑐− 6

𝑑2𝑧
0

𝑟𝑐
+

2𝑐2𝑟
′

𝑟𝑐
+

𝑢2

𝑐2
(𝑎2𝑧

′ +
𝑎2𝑧
"

𝑟𝑐
2 ))𝑧)

+
𝑐2𝑟𝑐

4𝜋𝐺𝑢
(
𝑑2𝑧

2
+
𝑑2𝑧
′

𝑟𝑐
2 ) 𝑧

3

}
 
 

 
 

          (97) 

Les deux équations après (86) donnent, avec (94b) et après (91) : 

𝑎2𝑟(𝑟𝑐) = −4𝜋G𝜇𝑟𝑐 +
𝑢2

𝑐2
(
1

10
𝑑2𝑧𝑟𝑐

5 +
1

2
𝑑2𝑧
′′ 𝑟𝑐

4 +
1

3
𝑎2𝑧
′ 𝑟𝑐

3 +
1

2
𝑎2𝑧
0 𝑟𝑐

2 − 𝑎2𝑧
" 𝑟𝑐 + 𝑎2𝑧

00) + 𝑐2𝑟           (98a) 

𝑏2𝑟(𝑟𝑐) = −
𝑑2𝑧
2
𝑟𝑐
3 + 3𝑑2𝑧

′ 𝑟𝑐 −
3

2
𝑑2𝑧
′′ 𝑟𝑐

2 − 3𝑑2𝑧
0 + 𝑐2𝑟

′           (98b) 

Nous en déduisons, compte tenu des relations avant (86) et de (91), (98a) et (98b) : 

𝐻2𝑟 = −4𝜋G𝜇 +
𝑢2

𝑐2
(
1

10
𝑑2𝑧𝑟𝑐

4 +
1

2
𝑑2𝑧
′′ 𝑟𝑐

3 +
1

3
𝑎2𝑧
′ 𝑟𝑐

2 +
1

2
𝑎2𝑧
0 𝑟𝑐 − 𝑎2𝑧

′′ +
𝑎2𝑧
00

𝑟𝑐
) +

𝑐2𝑟
𝑟𝑐

+(−
𝑑2𝑧
2
𝑟𝑐
2 + 3𝑑2𝑧

′ −
3

2
𝑑2𝑧
′′ 𝑟𝑐 −

3𝑑2𝑧
0

𝑟𝑐
+

𝑐2𝑟
′

𝑟𝑐
)𝑧2

}          (99a) 

𝐻2𝑧 = −
𝑢2

𝑐2
(
1

2
𝑑2𝑧𝑟𝑐

3 + 2𝑑2𝑧
′′ 𝑟𝑐

2 + 𝑎2𝑧
′ 𝑟𝑐 −

𝑎2𝑧
′′

𝑟𝑐
+ 𝑎2𝑧

0 ) 𝑧 + (
𝑑2𝑧
2
𝑟𝑐 −

𝑑2𝑧
′

𝑟𝑐
+ 𝑑2𝑧

′′ ) 𝑧3          (99b) 

Dans ce modèle très simplifié des deux champs de gravité dus au disque galactique, nous avons, au 

total, 10 constantes. Pour simplifier, nous ne calculerons les forces qu’au plan central de la galaxie, 

c’est-à-dire en 𝑧 = 0. De plus, nous négligerons toutes les constantes d’intégration, en effet nous 

pensons que les champs dus au disque galactique lui-même ne peuvent pas augmenter fortement au 

sein de ce disque, et par ailleurs ces constantes d’intégration nous sont inconnues . Nous prendrons 

tout de même 𝑐2𝑟 = −8𝜋𝐺𝜇𝑟𝑐𝑙𝑛(𝑟0) pour des questions d’unité : 

𝐻2𝑟 = −4𝜋G𝜇     ;     𝐻2𝜓 = 0     ;     𝐻2𝑧 = 0

𝐾2𝑟 = 0     ;     𝐾2𝜓 = 0     ;     𝐾2𝑧 = 2𝜇𝑢𝑙𝑛 (
𝑟𝑐

𝑟0
)
}          (100) 

Les champs 𝐻⃗⃗⃗ et 𝐾⃗⃗⃗ produits par la galaxie entière sont les sommes de ceux induits par le noyau et le 

disque galactique. Nous ne les envisagerons que pour les objets situés à la périphérie de la galaxie, 

donc pour 𝑟𝑐 = 𝑅 et 𝑧 = 0. Ainsi, compte tenu de (76), (77) et (100) nous avons : 



𝐻⃗⃗⃗ = (
−
𝐺𝑀

𝑅2
− 4𝜋G𝜇

0
0

)         (101) 

Où 𝑀 =
4

3
𝜋𝑟0

3𝜌1 . Et pour le champ magnétogravitationnel, en considérant que 𝜔 =
𝑢

𝑅
 : 

𝐾⃗⃗⃗ = (

0

0

𝜌1
𝑢𝑟0

4

6𝑅3
+ 2𝜇𝑢𝑙𝑛(𝑅)

) = (

0
0

𝑀𝑢𝑟0

8𝜋𝑅3
+ 2𝜇𝑢𝑙𝑛 (

𝑅

𝑟0
)
)         (102) 

Au point (𝑅, 𝜓, 0) du disque galactique, la force de gravitation volumique totale est :  

𝜇

𝑅
(
−
𝐺𝑀

𝑅2
− 4𝜋G𝜇

0
0

)+
4𝜋𝜇𝐺

𝑅𝑐2
(
0
𝑢
0
) ∧ (

0
0

𝑀𝑢𝑟0

8𝜋𝑅3
+ 2𝜇𝑢𝑙𝑛 (

𝑅

𝑟0
)
) =

(
−
𝐺𝑀𝜇

𝑅3
−
4𝜋G𝜇2

𝑅
+
𝜇𝐺𝑢2

𝑅𝑐2
(
𝑀𝑟0

2𝑅3
+ 8𝜋𝜇𝑙𝑛 (

𝑅

𝑟0
))

0
0

)

}
 
 
 

 
 
 

         (103) 

Cette force s’exerce dans la direction de 𝑟⃗𝑐 ou de son opposée. Nous considérerons que la périphérie 

de la galaxie est stable si la force volumique de gravitation compense la force volumique centrifuge. 

Cette force volumique centrifuge en périphérie de la galaxie est 
𝜇

𝑅

𝑢2

𝑅
=

𝜇𝑢2

𝑅2
, ce qui donne : 

−
𝐺𝑀𝜇

𝑅3
−

4𝜋G𝜇2

𝑅
+

𝜇𝐺𝑢2

𝑅𝑐2
(
𝑀𝑟0

2𝑅3
+ 8𝜋𝜇𝑙𝑛 (

𝑅

𝑟0
)) +

𝜇𝑢2

𝑅2
= 0         (104) 

En principe ce type d’équation a au moins une solution puisque (104) correspond à l’intersection d’une 

courbe décroissante en R, 
𝐺𝑀𝜇

𝑅3
+

4𝜋G𝜇2

𝑅
, et d’une courbe faiblement décroissante en R, surtout à cause 

du terme 
𝑙𝑛(

𝑅

𝑟0
)

𝑅
 : 
𝜇𝐺𝑢2

𝑅𝑐2
(
𝑀𝑟0

2𝑅3
+ 8𝜋𝜇𝑙𝑛 (

𝑅

𝑟0
))+

𝜇𝑢2

𝑅2
. Cette relation (104) prouve surtout qu’il existe une 

relation entre la masse (M) du noyau, les caractéristiques du disque galactique ((𝜇, 𝑢) et le rayon de 

la galaxie spirale (R). Par exemple, si nous ne conservons que les termes en 
𝑙𝑛(

𝑅

𝑟0
)

𝑅
 et 

1

𝑅
 de (104), nous 

obtenons 
𝑐2

2𝑢2
= 𝑙𝑛 (

𝑅

𝑟0
), c’est-à-dire 𝑅 = 𝑟0𝑒

𝑐2

2𝑢2 . Si 
𝑐2

2𝑢2
≫ 1 cela veut dire que le rayon du disque 

galactique est très supérieur à celui du noyau. Notons que dans le raisonnement ci-dessus la force 

centrifuge est considérée comme négligeable devant certains forces magnétogravitationnelles.  Bien 

entendu, ce modèle est très simplifié, mais il tend à montrer que l’hypothèse de l’existence de la 

matière noire n’est pas nécessaire pour expliquer la stabilité des galaxies spirales, les divers aspects 

de la gravité suffisent (y compris la force magnétogravitationnelle). 

 

6 Et l’énergie sombre ? 

Historiquement, c’est A. FRIEDMANN qui a montré que si l’univers ne s’effondrait pas sur lui-même 
sous l’effet de la gravité c’est qu’il existait une force contraire. Vers 1920 V. SLIPHER et G. LEMAITRE 
ont cherché à justifier ce fait, qui fut prouvé en 1929 par E. HUBBLE. Ce dernier a observé que le taux 
d’augmentation de la distance entre les galaxies était proportionnel à cette distance. En 1998, il fut 
trouvé que l’expansion de l’univers s’accélérait, ce qui pourrait être dû à l’existence d’une matière à 
masse négative. (HOSSENFELDER 2006) (PETIT et al. 2014) (BOUDON et al. 2020) (CHUNG 2020) et 



(PETIT et al. 2021) ont publié leurs travaux concernant cette matière à masse négative. En fait, certains 
auteurs font la différence entre masse inerte (positive) et masse gravitationnelle (pouvant être 
négative) : (MBAREK S. et al. 2014) (LE CORRE 2018) (FARNESS J.S. 2018) (LE CORRE 2020). D’autres 
auteurs en sont encore à prouver la réalité de l’accélération de l’expansion de l’univers (RUBIN et al. 
2020), ou à la mesurer (GLAZEBROOK et al. 2005). En fait, il existe un nombre important d’hypothèses 
pour expliquer ce phénomène (MBELEK 2003), comme par exemple que l’univers se comporte comme 
un superfluide (ZLOSHCHASTIEV 2020). Pour certains auteurs, l’expansion de l’univers est dû à des 
phénomènes quantiques (DUPAYS et al. 2013) (COHEN-TANNOUDJI 2019), liés à des gravitons produits 
par l’expansion de De SITTER (FERREIRA et al. 2016). Eric LINDER indique qu’actuellement « on tente 
de lier l’énergie noire aux dimensions supplémentaires, à des modifications de la gravitation et à tout 
un bestiaire de champs scalaires simples et à couplage non minimal » (LINDER 2003). Une autre 
hypothèse est que l’énergie cherchée est celle du vide (KAWKA et al. 2010) (KAWKA 2011) (VALENT 
2017). A l’inverse, (LUDWIG et al. 2015) (MINAZZOLI 2020) (ARRUGA et al. 2020) (MINAZZOLI 2021) et 
(ARRUGA et al. 2022) pensent que le vide total ne peut exister car il y a de la matière partout dans 
l’univers, et ils ont élaboré une nouvelle théorie générale de la relativité appelée relativité intriquée 
(qui n’a rien à voir avec l’intrication quantique) qui explique l’expansion de l’univers. Une autre 
explication proposée est l’inhomogénéité de l’univers, surtout quand on l’approxime par un fluide 
(BUCHERT 2001) (HOSOYA et al. 2004) (BUCHERT 2010) (OSTROWSKI et al. 2013) (ALLES 2016) 
(ROUKEMA et al. 2016) (ATREYA et al. 2018). De même, la matière noire froide est un candidat pour 
représenter l’énergie sombre, dans le cadre d’une théorie appelée quintessence (Wang et al. 1998) 
(LARENA et al. 2006).  

Un modèle différent des autres est basé sur une modification de l’expression de la gravité (BERNARDO 
et al. 2023). Mais le modèle le plus courant est celui appelé tenseur-vecteur-scalaire (SANDERS 2005) 
(MINAZZOLI et al. 2013) (SCULTHORPE 2014) (LANGLOIS 2018). Nous allons suivre cette dernière 
théorie en recherchant son origine, sa justification. Nous avons présenté équation (49) le tenseur 

énergie-impulsion total 𝑻̿𝑻, qui comprend les formes d’énergie de masse Newtonienne, cinétique, 
interne, électromagnétique et de gravitation. Le fait que ce tenseur inclue l’énergie de gravitation, 

sous la forme d’un tenseur énergie-impulsion de gravitation 𝑻̿𝑮,  est important. En effet, dans (FONTEIX 

et al. 2020b) nous avons simplifié le problème en posant 𝑻̿𝑻 = 0, ce qui avait permis de démontrer 

l’équation d’EINSTEIN, 𝑻̿𝑻 − 𝑻̿𝑮 =
𝑐4

8𝜋𝐺
𝑮̿𝑬, où 𝑮̿𝑬 est le tenseur symétrique contravariant d’EINSTEIN, 

écrit sous la forme d’une matrice symétrique semi-réelle, calculable à partir du tenseur métrique 𝑮̿,en 

utilisant 𝑮̿𝑬 = 𝑹̿ −
𝑮̿∘𝑹̿

2
𝑮̿−𝟏 où 𝑹̿ est le tenseur symétrique contravariant de RICCI sous sa forme de 

matrice symétrique semi-réelle. En fait, en physique classique et en relativité restreinte le premier 
principe de la thermodynamique s’écrit selon l’équation (15) dans les deux cas (FONTEIX et al. 2020a). 
Si nous souhaitons transformer cette équation (15) au cas de la relativité générale, alors il faut 
appliquer le principe écrit en gras avant l’équation (32) (1er principe de la thermodynamique dans le 
cas d’un fluide continu) au tenseur énergie-impulsion totale (expression (32) en relativité restreinte). 
Les relations (II-31) et (II-40) dans (FONTEIX et al. 2020b) se traduisent par :  

𝒈𝒓𝒂𝒅⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ 𝑻∗(𝑻̿𝑻
∗ )√(1−

𝑔

𝑐2
)𝑑𝑒𝑡(𝑮̿)𝑮̿−

𝟏

𝟐 = 𝑻̿𝑻;𝒊
𝒊𝒎 − 𝑻̿𝑻

𝒊𝒎𝝏𝒊 (𝑙𝑛 (√(1−
𝑔

𝑐2
)𝑑𝑒𝑡(𝑮̿))) = 0         (105) 

Il s’agit du premier principe de la thermodynamique appliquée à un mélange fluide continu  en relativité 
générale, et à gauche de l’équation l’étoile * indique des termes relevant de la relativité restreinte 

alors que √(1 −
𝑔

𝑐2
)𝑑𝑒𝑡(𝑮̿)𝑮̿−

𝟏

𝟐 est une expression formée d’éléments de la relativité générale. De 

plus, ce terme de gauche est écrit sous la forme vecteur-matrice alors que celui de droite l’est en 
écriture tensorielle (le ; en indice indique une dérivée covariante). Il est donc clair que (105) 
correspond toujours à une expression égale à 0, c’est le premier principe de la thermodynamique  des 

fluides en relativité générale. Nous pouvons en déduire que 𝑻̿𝑻 ≠ 0 et plutôt 𝑻̿𝑻 = 𝒀̿ avec : 



𝒀̿;𝒊
𝒊𝒎 −

1

2
𝒀̿𝒊𝒎𝝏𝒊 (𝑙𝑛 (1 −

𝑔

𝑐2
) + 𝑙𝑛 (𝑑𝑒𝑡(𝑮̿))) = 0         (106) 

Où 𝒀̿ est une solution de l’équation (105) incluant les conditions aux limites et les conditions aux limites 

et initiales. Or 𝑻̿𝑻 − 𝑻̿𝑮 =
𝑐4

8𝜋𝐺
𝑮̿𝑬 implique 𝑻̿𝑮 = 𝒀̿ −

𝑐4

8𝜋𝐺
𝑮̿𝑬 = 𝒀̿ − 𝑹̿ +

𝑮̿∘𝑹̿

2
𝑮̿−𝟏, où 𝒀̿ vérifie (106). 

Attention, les signes peuvent être différents de ceux rencontrés généralement car les tenseurs sont ici 

écrits sous la forme de matrices semi-réelle, ce qui conduit à un tenseur métrique 𝑮̿ à déterminant 

positif par exemple. Notons que 𝒀̿ entre dans le cadre des théories de type tenseur-vecteur-scalaire.  

Pour ceux qui ne son pas familiarisés avec la notation de l’équation (106), son équivalent (à un facteur 
multiplicatif près) en notation vectorielle-matricielle est : 

𝒈𝒓𝒂𝒅⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ 𝑻(𝒀̿) + (𝒀̿𝑻𝒈𝒓𝒂𝒅⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ )
𝑻
(

𝑮̿
𝟏
𝟐

√(1−
𝑔

𝑐2
)𝑑𝑒𝑡(𝑮̿)

)√(1−
𝑔

𝑐2
)𝑑𝑒𝑡(𝑮̿)𝑮̿−

𝟏

𝟐 −𝒈𝒓𝒂𝒅⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ 𝑻 (𝑮̿−
𝑻

𝟐) 𝑮̿
𝑻

𝟐𝒀̿ = 0       (107) 

Cependant, il faut préciser que la résolution de la dynamique des fluides nécessite un tenseur énergie-

impulsion de masse Newtonienne 𝑻̿𝑵, qui fait partie intégrante du tenseur énergie-impulsion totale, 

et dont le gradient est égal à un vecteur 4D incluant les forces volumiques à distances 

(électromagnétiques, car la gravitation apparait en relativité restreinte et est incluse dans la dérivée 

covariante en relativité générale). Dans (FONTEIX et al. 2020b) nous avons obtenu : 

𝑻̿𝑵;𝑖
𝑖𝑚 −

1

2
𝑻̿𝑵
𝑖𝑚𝜕𝑖 (𝑙𝑛 ((1 −

𝑔

𝑐2
)𝑑𝑒𝑡(𝑮̿))) = 𝑬̿𝑚𝑖 𝑪⃗⃗⃗𝑖 + 𝑭⃗⃗⃗𝑫

𝑚         (108) 

Où 𝑪⃗⃗⃗𝑖 est le courant électrique induit par l’espèce 𝑖, et 𝑭⃗⃗⃗𝑫
𝑚 la quadri-force volumique dipolaire. Cette 

dernière est donnée par, avec la vitesse réduite 𝑼⃗⃗⃗ =
𝛾𝒖⃗⃗⃗

√𝑐2−𝑔
 : 

𝑭⃗⃗⃗𝑫 = −√𝑑𝑒𝑡(𝑮̿)(𝑮̿
−𝟏 + 𝑼⃗⃗⃗𝑼⃗⃗⃗𝑻)(𝒈𝒓𝒂𝒅⃗⃗ ⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ (𝑼⃗⃗⃗𝑻𝑮̿𝑷̿𝑻𝑮̿

𝟏

𝟐) 𝑮̿
𝑻

𝟐𝑬̿ + 𝒈𝒓𝒂𝒅⃗⃗ ⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ (𝑼⃗⃗⃗𝑻𝑮̿𝑴̿𝑻𝑮̿
𝟏

𝟐) 𝑮̿
𝑻

𝟐𝑩̿) 𝑮̿𝑼⃗⃗⃗         (109) 

 Or les hypothèses simplificatrices de (FONTEIX et al. 2020a) et (FONTEIX et al. 2020b) font que les 

phénomènes quantiques se réduisent à des effets thermodynamiques, et que les réactions nucléaires 

peuvent être approximées comme des cas particuliers de réactions chimiques ordinaires moyennant 

une fonction définissant les sections efficaces, le fluide étant toujours considéré comme un milieu 

continu. Il est clair que la modélisation de l’expansion de l’univers doit inclure les réactions nucléaires 

de fission et de fusion. Or ces réactions produisent ou absorbent des flux de neutrons, par exemple, 

ce qui impose de modifier les bilans de masse, entre autres, donc le tenseur énergie-impulsion de 

masse Newtonienne et le résultat de son gradient. Comme ce tenseur fait partie intégrante du tenseur 

énergie-impulsion totale, ce dernier doit donc également être modifié (ce qui ne modifie pas le résultat 

de son gradient, ou plutôt de l’expression (106)). 

En conclusion, la résolution de la dynamique du système nécessite le calcul d’une solution 
simultanée des équations (105) et (108). Les conditions aux limites et initiales de ce système 

différentiel font apparaître le tenseur 𝒀̿ vérifiant (106). Ce tenseur peut être considéré comme 
relevant des théories scalaire-vecteur-tenseur, ce qui permet d’envisager une expansion de l’univers 

sans énergie sombre. Cependant, l’énergie totale apparaissant dans 𝑻̿𝑻 (terme supérieur gauche) 
comprend toutes les énergies, comme l’énergie de masse Newtonienne (plus l’énergie cinétique), 
l’énergie interne (dont la valeur origine n’est pas connue), l’énergie électromagnétique, l’énergie 
gravitationnelle et magnétogravitationnelle. Cette dernière peut-elle être ce qu’on appelle énergie 
sombre, avec l’énergie interne ? 



 

7 Conclusion 

Si nous nous limitons à la seule gravitation Newtonienne le seul champ à prendre en compte est 𝐻⃗⃗⃗, et 

pour le disque galactique la seule équation est (80). En négligeant 
𝜕𝐻2𝑧

𝜕𝑧
, le résultat est 𝐻2𝑟 = −4𝜋G𝜇 à 

𝑟0
𝑅

 près pour le disque galactique. Cette force d’attraction vers le centre de la galaxie est alors égale à 

−
4𝜋G𝜇2

𝑅
, ce qui limiterai le rayon de la galaxie à 

𝜇𝑢2

𝑅2
=

4𝜋G𝜇2

𝑅
 c’est à dire 𝑅 =

𝑢2

4𝜋𝐺𝜇
. Bien entendu, les 

forces magnétogravitationnelles sont très négligeables à l’échelle terrestre et sûrement aussi à celle 

du système solaire, mais ce n’est plus le cas à celle d’une galaxie. Le modèle très simplifié que nous 

avons utilisé a donné 𝑅 = 𝑟0𝑒
𝑐2

2𝑢2  comme rayon d’une galaxie, ce qui est très certainement plus réaliste, 

le rayon du noyau étant 𝑟0. Bien entendu, ce modèle est très simplifié comme nous l’avons dit, mais il 

tend à montrer que l’hypothèse de l’existence de la matière noire n’est pas nécessaire pour expliquer 

la stabilité des galaxies spirales, les divers aspects de la gravité suffisent, en particulier la force 

magnétogravitationnelle.  

En ce qui concerne l’hypothèse de l’existence de l’énergie sombre, la résolution de la dynamique du 

système formé par l’univers nécessite le calcul d’une solution simultanée des équations (105) et (108). 

Les conditions aux limites et initiales de ce système différentiel font apparaître le tenseur 𝑌 vérifiant 

(106). Ce tenseur peut être considéré comme relevant des théories scalaire-vecteur-tenseur, ce qui 

permet d’envisager une expansion de l’univers sans énergie sombre. Cependant, l’énergie totale 

apparaissant dans 𝑻̿𝑻 (terme supérieur gauche de la matrice symétrique semi-réelle à qui le signe – a 

été remplacé par +) comprend toutes les énergies, comme l’énergie de masse Newtonienne plus 

l’énergie cinétique (celle-ci n’apparait pas explicitement car elle est fusionnée avec l’énergie de masse 

Newtonienne), l’énergie interne (inconnue), l’énergie électromagnétique, l’énergie gravitationnelle et 

magnétogravitationnelle. Cette dernière peut-elle être ce qu’on appelle énergie sombre, avec l’énergie 

interne ?  

Finalement, les théories de la relativité (restreinte et générale) suffisent à expliquer les phénomènes 

cosmiques, et il n’est pas nécessaire de faire appel à des matières ou énergies inconnues.  Ajoutons 

cependant qu’il faut prendre en compte le premier principe de la thermodynamique appliqué à un 

mélange fluide continu qui utilise des énergies volumiques. 
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