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Résumé

L’objectif de cette étude est la modélisation, ’analyse mathématique et la simu-
lation de quelques modeles épidémiologiques de métapopulations basées sur quelques
approches modernes de la mobilité (mouvement) des individus. Ensuite d’examiner
I'influence de la mobilité des humains sur la propagation de certaines maladies in-
fectieuses. Enfin de s’attaquer a la difficile question de I'existence de la stabilité des
équilibres endémiques pour des modeles de métapopulations.

Nous proposons des modeles de métapopulations qui étendent sur plusieurs
patches des modeles épidémiologiques déja connus sur un seul patch pour certaines
maladies infectieuses telles que le Paludisme, la Tuberculose et certaines maladies
sexuellement transmissibles qui ne conférent aucune immunité.

Nos modeles sont basés sur des modeles de mobilité des humains qui prennent
des formes différentes conduisant a plusieurs approches de la modélisation des mé-
tapopulations : les formulations d’Euler, de Lagrange du mouvement des particules
(ici des humains) empruntées a la Mécanique des Fluides et une derniere formulation
statistique plus récente prenant en compte les degrés des patches du réseau de mé-
tapopulations. Nous en donnons chaque fois une analyse mathématique rigoureuse.

Le cadre théorique mathématique sur lequel nous nous appuyons pour donner une
analyse complete de nos modeles est celui des systemes dynamiques triangulaires,
monotones ou anti-monotones et 1'usage des techniques de Lyapunov-Lasalle est
indispensable.

Dans les deux premieres parties de ce travail, nous prouvons que les solutions
stationnaires (équilibres) des modeles obtenus sont globalement asymptotiquement
stable lorsque le nombre de reproduction de base Ry < 1 (pour 1'équilibre sans
maladie) et lorsque Ry > 1 (pour l'unique équilibre endémique).

Dans la derniere partie, nous construisons un modele de propagation de la tu-
berculose en s’appuyant sur les deux types forces d’infections les plus utilisées en
modélisation mathématique des épidémies : la transmission fréquente-dépendante et
la transmission densité-dépendante. Nous donnons pour chaque type de modele, la

formule explicite du nombre de reproduction de base. Nous montrons ensuite pour

Thése de Doctorat: Berge TSANOU 1 Etude de quelques Modeles Epidémiologiques
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le modele a transmission fréquente-dépendante, que I’équilibre sans maladie est glo-
balement asymptotiquement stable lorsque Ry < 1. Et pour le modele a transmis-
sion densité-dépendante, nous prouvons l’existence d’un équilibre endémique lorsque
Ro > 1.

A la fin de chaque partie, des simulations numériques sont effectuées pour exa-
miner 'influence de la mobilité des individus sur le nombre de reproduction de base
Ro, sur les solutions de nos systemes et par conséquent sur la propagation de la

maladie en étude.

Mots clés : Modélisation, métapopulation, réseau, distribution, systemes dyna-
miques, monotones, Lyapunov, nombre de reproduction de base , stabilité globale,

maladies infectieuses, Paludisme, Tuberculose, simulation numérique.

Abstract

The objective of this thesis is first the modeling, the mathematical analysis and
numerical simulations of the metapopulation models of infectious diseases based on
some modern approaches of the mobility patterns of humans. secondly to examine
the influence of the mobility (movement) of people on the spread of some human
infectious diseases. Finally to deal with the difficult question of the existence and
stability of endemic equilibria of metapopulation models.

For certain diseases such as Malaria, Tuberculosis or some Sexually Transmitted
Diseases that do not confer any immunity, we give some metapopulation models that
extend to multiple patches the well known epidemiological models in one patch.

Our models are based on the mobility patterns of humans which can take different
forms leading to numerous approaches of modeling metapopulations : the Euler
approach of the movement of particles (here humans) as in Fluid Mechanics, is used
in the first part. The Lagrange approach of the movement of particles (here humans)
as in Fluid Mechanics, is used in the second part. The last and more recent approach

based on Statistical Mechanics, which takes into account the degree distribution of

Thése de Doctorat: Berge TSANOU 2 Etude de quelques Modeles Epidémiologiques
de Métapopulations : Application
au Paludisme et a la Tuberculose.



TABLE DES FIGURES

the network of the metapopulation is used in the third and last part of this work.
For each approach, we build a metapopulation model for a chosen disease, and give
its mathematical analysis.

The theoretical framework we use to analyze our models is that of triangu-
lar, monotone or anti-monotone non-linear dynamical systems. We also use some
Lyapunov-Lasalle techniques.

In the first two parts of our work, we prove that the steady solutions (called
equilibria) of the given systems are globally asymptotically stable when the basic
reproduction number Ry is less than or equal to the unity (for the disease free
equilibria), and when Ry is greater than one (for the endemic equilibria).

In the last part, we build a model to describe the spreading of tuberculosis hinging
on the two most used forces of infection in mathematical modeling of epidemics : the
frequency-dependent transmission and the density-dependent transmission. For each
type of transmission model, we give the explicit formula for the basic reproduction
number. We prove for the frequency-dependent transmission model, that the disease
free equilibrium is globally asymptotically stable when Ry is less than one. And for
the density-dependent transmission model, we prove the existence of an endemic
equilibrium when Ry is greater than one.

Numerical simulations are performed at the end of each part to examine the in-
fluence of human’s mobility on the the basic reproduction number, as well as on the
behavior of the solutions and consequently on the spreading patterns of the diseases

under study.

Keywords : Modeling, metapopulation, network, distribution, dynamical systems,
monotone, Lyapunov methods, basic reproduction number, global stability, infec-

tious diseases, malaria, tuberculosis, numerical simulation.
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Introduction générale

Les hétérogénéités jouent un role indéniable dans les mécanismes de transmis-
sion des maladies infectieuses. En 'occurrence, les hétérogénéités et la structure de
I’espace dans lequel évolue une maladie sont tres déterminantes pour comprendre la
maniere dont les épidémies se propagent.

Dans le procédé de modélisation des effets de I'espace dans la dynamique des ma-
ladies, une distinction est généralement faite entre les modeles de diffusion et de

dispersion.

Dans la plupart des modeles de diffusion, la propagation a lieu entre les régions
qui sont suffisamment proches entre elles de sorte que ’espace est considéré comme
une variable continue, ainsi le phénomene de vagues progressives peut apparaitre. Ces
modeles utilisent traditionnellement les équations aux dérivées partielles. Toutefois,
il y a des situations importantes ou ces effets ne peuvent pas étre modélisés par
les équations aux dérivées partielles. C’est le cas lorsque 'espace est discret : par
exemple lorsque nous devons considérer des zones géographiques distantes les unes
des autres et éparpillées dans lesquelles vivent les populations humaines. Les humains
et moustiques sont traditionnellement organisés en de unités sociales bien définies
telles que les familles, les villages, les villes, les pays, ou bien les régions qui sont des

bons exemples de patches.

Un exemple de propagation d’une épidémie a travers des régions distantes est
donné par le SRAS en 2003 [85]. Un autre exemple est donné dans ’étude de la
trypanosomiase [23], ou le moustique responsable, la mouche tsé-tsé pique rarement
les humains a domicile et plus souvent dans les plantations de caféiers ou les vil-

lageois vont travailler pendant la journée. Pour de tels exemples ou les humains
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et/ou les moustiques peuvent parcourir relativement de longues distances pendant
un temps relativement court, les modeles de dispersions (ou encore selon les auteurs,

des modeles de réaction-diffusion discréte en temps continue) sont plus appropriés.

A ce niveau, en considérant 1’élaboration des modeles de dispersion, il y a une
approche basée sur le concept de métapopulation. La population est subdivisée en
un nombre fini de sous-population discretes appelées patches qui sont supposées
homogenes et bien mélangées. Puis, dans chaque patch, la population est subdi-
visée en compartiments correspondant aux différents statuts épidémiologiques. Ce
qui conduit aux systemes multi-patch, multi-compartimentaux. Il y a donc trois

formulations possibles.

La premiere suppose qu’un individu infectieux dans un patch peut infecter un
individu susceptible dans 'autre patch. Cette approche suppose qu’il y a un cou-
plage spatial entre les patches, mais que les individus (humains ou moustiques) ne
migrent pas entre les patches (ils peuvent faire de breves visites suffisantes pour
la transmission). Cette hypothése donne lieu a des modeles qui ont été sérieuse-
ment étudiés [42,43,61]. Le modele légendaire de Lajmanovich et Yorke [61] est le
prototype de tels modeles.

La deuxieme formulation considere la mobilité des individus entre les patches et
distingue deux formes de mobilité :

- la migration ; c’est-a-dire le changement définitif du patch de résidence. La situation
est celle d'un graphe de mouvement orienté.

- des courtes visites ou courts séjours ; c’est a dire des voyages des individus étiquetés
dans un autre patch et des retours d’un certain nombre dans leur patch de résidence :
c’est la mobilité «Mover-Stayer» de Satttenspiel et Dietz [89]. Ici, le graphe de
connectivité des patches est orienté. Récemment, il y a eu de plus en plus d’'intéréet
pour ce type de modeles [4,7,9,28 38,55,85,104,105].

La troisieme formulation est plus récente et prend en compte la structure du
réseau de métapopulations, c’est- a -dire la maniere dont les patches (populations
locales) sont connectés entre eux. Cette formulation prend en compte les degrés
de connectivité (nombre de liens qui existent entre un patch et ses voisins) d'un
These de Doctorat: Berge TSANOU 6 Etude de quelques Modeles Epidémiologiques
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patch et modélise la mobilité des individus en terme de diffusion discrete entre
les patches : ¢’est une approche statistique ou les états du systeme sont les densités
moyennes des populations locales ayant le méme degré de connectivité dans le réseau
de métapopulations. La situation est celle d'un graphe de connectivité non orienté.
[24,25,27,57,88].

Dans cette these, nous nous intéressons a des modeles de métapopulations. Afin
d’apporter notre modeste contribution a la modélisation spatiale des maladies in-
fectieuses, et de s’attaquer a la difficile analyse mathématique des modeles qui en
découlent, notamment les questions d’existence, d’unicité et de stabilité d’équilibres
endémiques, nous articulons notre travail en trois parties.

Dans la premiere partie, nous construisons et analysons mathématiquement une
extension sur plusieurs patches du modele de Ross-Macdonald lorsque les humains
migrent entre les patches. Nous montrons qu’il existe un seuil en dessous duquel la
maladie disparait et au dessus duquel la maladie se maintient dans la métapopula-
tion. Il est appliqué au paludisme et plus généralement a des maladies infectieuses
a transmission vectorielle.

Dans la deuxieme partie, nous analysons mathématiquement le modele présenté
dans [7]. La mobilité dans ce modele est Mover-Stayer. Nous confirmons analytique-
ment la conjecture énoncée par les auteurs de [7] sur I'existence et la stabilité globale
d’un équilibre endémique. Cette partie apporte une contribution mathématique no-
table a ’analyse rigoureuse de certains types de modeles de métapopulation ou des
résultats de stabilité globale sont plutot assez rares.

Dans la troisieme partie, nous construisons un modele de métapopulation avec
une dispersion type réaction-diffusion discrete en temps continu et nous I’appliquons
a la tuberculose. La spécificité de ce modele est qu’il prend explicitement en compte
la distribution des degrés de connectivité des patches dans le réseau de métapo-
pulations. Nous y avons considéré deux types de lois de transmissions : 'incidence
standard et la simple loi d’action de masse. Une analyse mathématique assez com-
plete du modele est donnée dans le cas d’un réseau non corrélé ou il n’y a pas de

corrélation degré-a-degré entre les patches.
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Premiere partie

Etude d’'un Modele de Métapopulation de Type
Ross-Macdonald : Formulation Eulerienne et
Application au Paludisme






Chapitre 1

Construction d’un modele de type
Ross-Macdonald sur n patches

1.1 Introduction

Dans cette premiere partie, nous construisons et analysons mathématiquement
un modele de propagation spatio-temporelle des maladies épidémiques a transmis-

sion vectorielle appliqué au paludisme.

Les mouvements des humains sont un facteur essentiel dans la transmission
de plusieurs maladies infectieuses a transmission vectorielle puisqu’ils influencent
I'exposition aux vecteurs et par conséquent aux agents pathogenes responsables de
ces maladies. Les mouvements des hommes transcendent les échelles d’espace et de
temps affectant ainsi a différents niveaux la dynamique des maladies. Comprendre le
mouvement facilitera I'identification des individus et des zones clés dans la transmis-
sion de ces maladies et pourra orienter des mesures d’intervention, de surveillance
et améliorer la prévention.

Nous développons ainsi un modele mathématique pour évaluer 'influence des
mouvements des humains sur la transmission du paludisme.

Dans ce chapitre, nous construisons un modele mathématique déterministe pour
la transmission du paludisme sur un réseau de plusieurs patches basé sur les hypo-
theses de Ross [83] : ¢’est une généralisation du modele classique de Ross-Macdonald

présenté en (1.2). Le type de modele de mobilité que nous utilisons ne tient pas
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compte de lieu de résidence et du lieu de provenance d’un individu, mais tient compte

seulement de ’endroit ou ce dernier se trouve a un instant ¢ donné. Autrement dit
les individus ne sont pas étiquetés : c’est la formulation Eulerienne de mouvement

des particules (ici les humains) empruntée a la Mécanique des Fluides.

Pour cela, les hypotheses suivantes sont prises en compte : nous supposons que les
taux de migration ne dépendent pas des statuts épidémiologiques de I’hote humain,
autrement dit, que les susceptibles et les malades se déplacent avec le méme taux
de migration. Nous incorporons dans notre modele le fait que dans certaines zones
il n’y a pas de moustiques. Nous supposons aussi que les hotes humains migrent (ou

se déplacent) entre les patches et que les moustiques ne migrent pas.

La carte de répartition du paludisme dans le monde qui justifie une étude de sa
propagation dans plusieurs zones géographiques du monde est donnée ci-dessus pour

l'année 2011.

Paludisme OMS 2011

BN pays ou zones de transmission du paludisme
pays ou zones & risque de transmission limitée du paludisme

Seurte SVWHO 201 | A4 rhes reserved

Le paludisme, maladie potentiellement mortelle, est transmissible dans plus de 100 pays, lesquels sont visités par plus de 125 millions de voyageurs chaque année.
Ceux-ci sont a risque aggravé en raison d’une absence d'immunité acquise (touristes, personnels nomades ou expatriés, enfants de migrants nés en pays non impaludé)

ou d’'une perte de cette immunité (migrants en visite familiale au pays d'origine).

Les voyageurs qui développent un paludisme dans le pays de destination ont souvent des difficultés a trouver un recours médical fiable; ceux qui le développent au retour

peuvent avoir des difficultés a trouver un centre médical rompu a la paludologie (OMS).

FI1GURE 1.1 — Répartition mondiale par pays de la présence du Paludisme. Source :
Rapport OMS 2011.
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1.2. RAPPEL DU MODELE CLASSIQUE DE ROSS-MACDONALD

1.2 Rappel du modele classique de Ross-Macdonald

Ici, nous rappelons pour cette construction, les définitions et les hypotheses simpli-

ficatrices.

Définition 1

— H est le nombre total des humains dans la population.

— V est le nombre total des moustiques dans la population.

— Sy est le nombre des humains sains ou susceptibles.

— I, est le nombre des humains malades ou infectieu.

—- S, est le nombre des moustiques sains ou susceptibles.

— I, est le nombre des moustiques malades ou infectieut.

— a est le taux de repas sanguin des moustiques sur [’humain.

— by est la proportion des piqures infectantes sur ’humain qui conduisent a une
infection effective.

— by est la proportion des piqures par des moustiques non malades (susceptibles)
sur l’humain qui produisent une infection effective.

— w est le taux par individu et par unité de temps de mortalité naturelle des
moustiques.

— v est le taux par indiwidu et par unité de temps de guérison des humains.
Pour construire son modele, Ross a fait les hypotheses suivantes :

Hypothese 1

La population totale des humains H est constante. Méme hypothése pour la po-
pulation totale des moustiques.

Le temps de guérison du moustique est négligé par rapport a son espérance de
vie. En effet, puisque la durée de vie du moustique est trés courte (entre 10 et 20
jours), il est supposé dans toute la littérature entomologique qu’un moustique infecté
demeure infecté toute sa vie.

Le taux de mortalité des humains est négligé devant le taux de natalité naturelle.

Les naissances et les déces dus a la maladie sont aussi négligés.
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Avec toutes ces considérations, Ross décrit I’évolution dynamique du paludisme par

le systeme d’équations différentielles suivant :

H— 1,

jh = bla_fv —’}/Ih

(1.1)
I, = b Ih(v L) —pl
v QCLH v Ly

On passe aux proportions en posant :

~

1, v \%
Fha Z/:V; mzﬁa ﬁlzblaa BQZbZCL

Alors le systeme (1.1) devient :
T = pfml—x)y—~vyx
gy = B(l-ylz—py

Remarque 1
Dans le systeme, nous n’avons pas inclus explicitement les équations en Sy, et S,
puisqu’elles s’obtiennent de Sh =H-— fh et SU =H-— fv car H et V sont constants.
Le systeme (1.1) admet deux points d’équilibres : (0,0) appelé équilibre sans

maladie (DFE) et un autre équilibre (I, I,) appelé équilibre endémique définie pour

Ro > 1 par :
_ (Ry—-1H ~ (Ry—-1)H
=" L=—="av
Ro+ —— Ro+ —
Ju vH
La quantité :
R0:a2bleV
py H

est appelée le taux ou nombre de reproduction de base. Elle est définie comme
le nombre moyen de cas secondaires d’une maladie infectieuse, engendrés par un
individu infectieux typique dans une population constituée entierement d’individus
susceptibles, durant toute sa période infectieuse (période maximale pendant laquelle
un individu malade peut transmettre U'infection a d’autres individus). Le théoreme

suivant, est bien connu sous le nom de "théoréme du moustique”.
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1.3. MODELE DE ROSS-MACDONALD SUR N PATCHES

Théoreme 1
St Ry < 1, alors la maladie disparait complétement de la population au bout
d’un certain temps.

St Ro > 1, alors la maladie reste endémique dans la population.

1.3 Modele de Ross-Macdonald sur n patches

Dans cette section, nous construisons un modele de type métapopulation, pour
étendre sur plusieurs zones géographiques (patches) le modele classique de Ross-
Macdonald.

Pour cela, nous aurons besoin d’'un modele de migration des humains entre les dif-

férents patches.

1.3.1 Le Modele de migration

Le type de modele de migration que nous utilisons dans ce chapitre ne tiendra
pas compte du patch de résidence d’un individu et par conséquent ne met pas en
évidence d’ou vient un individu considéré, mais considérera seulement le lieu ot il se
trouve a un instant ¢ donné : le taux avec lequel les individus deviennent infectieux
dépend uniquement du patch dans lequel ils se trouvent a l'instant ¢. C’est une
approche Eulerienne du mouvement empruntée a la Mécanique des Fluides. Cette
approche a été utilisée en épidémiologie dans bien de modeles [7,28,89,99, 104, 105].

Une description de la mobilité des humains qui consistera a étiqueter les individus
et a les suivre dans leurs mouvements depuis leurs patches de résidence jusqu’au lieu
ou ils se trouveront a l'instant ¢ sera utilisée dans le chapitre 3 : ¢’est une approche
dite Lagrangienne aussi empruntée a la Mécanique des Fluides.

Comme dans le cas du modele classique de Ross, la démographie sera négligée,
c’est a dire que I’'on négligera les naissances et les déces. Cela est justifiable en faisant
une étude sur quelques années seulement.

On désignera par N;, la population des humains du patch ¢ pour touti =1, ..., n.
Le taux de migration ou de transfert du patch ¢ au patch j est noté par m; > 0.

On fait 'hypothese essentielle selon laquelle I'infection n’a pas lieu au cours du
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voyage d'un humain mais seulement dans la région ou celui-ci se trouve a un instant

t donné.
Ainsi, pour tout ¢ = 1,...,n, la dynamique du mouvement des humains est donnée

par le systeme d’équations linéaires suivant :
n n
J=1j#i j=1j#i

Ce systeme peut s’écrire sous forme vectorielle de la maniere suivante :

N=MN (1.2)
olt N désigne le vecteur colonne (Ny, - -+, N,,)T, Pexposant T désignant la transposée,
et la matrice M définie par :

M(i,j) = my, i#j, M@ii)=- Y m
j=1,j#1

Le modele (1.2) sera analysé dans les prochaines sections.

1.3.2 Modele épidémique de Ross-Macdonald sur n patches

Nous adoptons les notations suivantes :

— I, est la population des humains infectieux du patch <.

— p est le nombre de patches avec moustiques.

— 1I,,;, Vi sont respectivement, la population des moustiques infectieux et la po-
pulation totale des moustiques (supposée constante) du patch i.
Sii > p, il n'y a pas de moustiques dans le patch ¢, c¢’est-a-dire que V; = 0.

— a est le taux de repas sanguin des moustiques sur I’humain.

— by est la proportion des piqures infectantes sur 'humain qui conduisent a une
infection.

— by est la proportion des piqures par des moustiques non malades (susceptibles)
sur I’humain qui produisent une infection.

— p est le taux par individu et par unité de temps de mortalité naturel des

moustiques.
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— 7 est le taux par individu et par unité de temps de guérison des humains.

Comme dans le modele classique de Ross-Macdonald, la population totale des hu-
mains dans tous les n patches est constante. Par ailleurs, puisque les moustiques ne
se déplacent pas (leur migration est nulle), alors la population totale des moustiques

de chaque patch est constante.

Hypothese 2

Pour des raisons de simplifications mathématiques, nous supposons que :

1. Les parametres épidémiologiques by, ba, 7y, 1 sont identiques dans tous les patches.
Toutefois, I'analyse faite ici peut s’étendre sans difficultés au cas ou ces para-

metres sont distincts.

2. Le taux de migration est constant et indépendant du statut épidémiologique
des humains. Cette hypothése est raisonnable dans le cas d’une maladie non
sévere qui n’affecte pas significativement le mouvement des malades comme le

paludisme.

3. L’échelle de temps du phénomene de migration est la méme que celle du phé-
nomene épidémiologique, c’est-a-dire que les deux phénomenes ont lieu simul-

tanément.

Nous numérotons les patches de sorte que seuls les p premiers, 1 < p < n portent
les moustiques. Dans les patches ¢ pour lesquels ¢ > p, on a V; = 0. Puisque nous
connaissons déja la dynamique de la population des humains sur les patches en
vertu du systeme (1.2), il est suffisant de modéliser la dynamique de la population
des humains infectieux. De la méme maniere, puisque la population des moustiques
est constante dans chaque patch, nous avons juste besoin d’étudier la dynamique de
la population des moustiques infectieux.
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Pour les patches tels que i < p, c’est-a-dire les patches ayant les moustiques, on

a.
( Ni—1 . .
; i —dhgi
Ini=b alv,iT — Y Ini + Z M Inj — In; Z myji
J=Lj# J=Lj#1 (1.3>
I;=bya(Vi—1 )I’“' I
vi = 02a\Vi = Lyi) 7= — Hly;
L ) 2 ’ NZ M ’
L o : Ni — In,
Dans les équations pour les humains infectieux, le terme b, a I, ,————— cor-

N;
respond a l'infection des susceptibles humains piqués par les moustiques infectieux,

lorsque la transmission est modélisée par 'incidence standard, avec une population
variable des humains dans le patch i. Le terme —v I}, ; correspond a la guérison. Les
autres termes modélisent la migration entre les patches.

Dans les équations de 1’évolution des infectieux moustiques, by a (V; — [M)%: re-
présente 'infection des susceptibles moustiques, lorsque ceux-ci piquent les humains
infectieux. Le terme —pu I, ; correspond a la mortalité des moustiques.

Pour les patches tels que ¢ > p, il n'y a pas de moustiques dans le patch 7 et
les équations pour les infectieux humains prennent en compte seulement la guérison
et la migration. Ainsi I’équation qui gouverne I'évolution des I, ; pour i > p est la
suivante :

n n
Dyi=—=7Ina+ Y myly—Ty > my. (1.4)
J=1,j#i j=1,ji

Le systeme complet constitué de 2n + p équations est obtenu en couplant les
équations précédentes et les n équations N = MN correspondant & la migration.

Nous allons maintenant écrire le modele complet sous forme vectorielle. Pour cela
nous définissons les vecteurs de R™ suivants :

I, = (Ih,1,"' 7]h7n)T7 I, = (]v,h... ,]v’mo’... ’o)T et V = (Vh"' 7vp70’... 70)T_

On pose par la suite : S = by a; et B3 = bya. Si X est un vecteur, avec X € RP
ou bien X € R? on désigne par diag(X,p,q) la matrice de type (p x ¢q) dont la

diagonale est donnée par les composantes de X et les autres termes sont nuls. Ainsi,
la notation diag(X) désigne tout simplement diag(X,p,p) si X € RP.
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Nous désignons par 7 la projection canonique de R” sur RP, p < n; c’est-a-dire :

(T, ,xn)Tr—> (1, - ,a:p)T.

1.3.3 Modele complet

Il s’agit ici du couplage du systeme obtenu pour le phénomene de migration et du
systeme obtenu en tenant compte du phénomene épidémiologique. Nous obtenons
le systeme complet (migration plus épidémiologique) qui fera I'objet d’une analyse
complete dans le chapitre suivant.

En effet, a ’aide des ces notations et conventions, le systeme complet devient :

N = MN
Iy = pBidiag(N)'diag(N — 1) I, —y I, + M1, (1.5)
rl, = pBydiag(wN) ' diag(n(V — L))l — prl,

n
Ce systeme évolue sur 'hyperplan affine de R?**P défini par ’équation : Z N; = H,
i=1
ou H désigne la population totale des humains dans tous les patches.
Remarque 2
Dans le cas ou les paramétres épidémiologiques By, Ba, 7y, 1 ne sont pas les mémes

dans tous les patches, ils sont remplacés par des matrices diagonales positives et cela

ne change pas la structure fondamentale du systéeme.

1.3.4 Existence globale des solutions et propriétés

Le modele est tel que la population totale H = N7 + --- + N,, est constante.
Dans ce qui suit, nous noterons :
x <ysi,pour tout i, z; <y x<ysiz<yetxr £y;x <Ky six <y pour tout i.
Soit 1 le vecteur (1,---,1)T de R™. Le vecteur (H,--- , H) sera noté H 1.

Proposition 1

Le parallélépipede

P={(N,I),I,) eR*™| 0<N<HL;, 0<I,<H1; 0<I, <V}
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est positivement invariant pour le systéme (1.5).

Preuve

Il est suffisant en vertu du théoreme de la barriere, de considérer le systeme sur
les faces de P et de montrer que sur chaque face, le champ de vecteurs associé au
systeme pointe vers 'intérieur de I'orthant positif.

Si Ip; = 0 alors

jh,i =bial,; + Z m; I ; > 0.
i=Lj#i
Si Iy, = H alors pour tout j # 4, on a I, ; = 0, car la population totale est égale
a H et .
jh,i: —’}/H—H Z mj; < 0.
=1

Sil,; =0, alors

Iy
L= byaV;

1

> 0.

Sil,; =V, alors I,; = —pV; <O0.

Finalement, puisque M est une matrice de Metzler [14], Porthant positif est
positivement invariant pour le systeme N = MN. Ce qui achéve la preuve de la
proposition. [

Le théoreme suivant est une conséquence immédiate de la proposition 1 et donne

'existence globale en temps des solutions du systéeme (1.5).

Théoréme 2 [Existence des solutions/

Soient données les conditions initiales (N;(0), I;(0), I, ;(0)) dans l'orthant po-
sitif RYP de R¥™P telles que N(0) > 0, alors le systéme (1.5) posséde une unique
solution (N;(t), In(t), I,:(t)) pour toutt > 0. De plus, P est un ensemble compact

positivement invariant pour le systéeme (1.5).

1.4 Réduction du systeme

Nous allons réduire I'analyse de la stabilité du systeme (1.5), a I’étude d’un

systeme plus petit en dimension et plus simple.
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Pour cela, montrons que 1'on peut supposer que la matrice M est irréductible,
en d’autres termes, nous pouvons supposer que le graphe du réseau des patches est
fortement connexe [14]. Si M n’est pas irréductible, alors quitte & re-numéroter les
patches, la matrice M peut s’écrire sous la forme blocs triangulaires suivante :

My O - 0

M — M.Ql Mzz '0 0 |

Mg My -+ Mg
ol les blocs diagonaux sont des matrices carrées irréductibles.

Considérons maintenant les blocs M;; correspondant aux blocs pieges, c’est-a-dire
les groupes de compartiments pour lesquels il n’y a pas de transfert vers I’environne-
ment extérieur. Il est aisé de voir qu’au bout d’un certain temps toute la matiere sera
transférée dans les blocs pieges du systeme. A partir de ce moment les blocs pieges
vont se comporter comme des groupes irréductibles. Par conséquent, pour analyser
le comportement asymptotique de notre systeme, il est suffisant de restreindre notre
étude aux blocs pieges. Ceci montre que 1'on peut supposer que M est irréductible.

Le théoreme suivant nous permettra de réduire ’analyse de la stabilité de notre

systéme & celle d'un systéme plus petit (en dimension).

Théoréeme 3 (Vidyagasar [103])

Considérons le systeme de classe C* suivant admettant un point d’équilibre (x*,y*).

I
~
—~

8

) reR", yeR™,
(x,y) , (1.6)
=0, g(a*,y")=0 :

T
Y
f
Si x* est globalement asymptotiquement stable (GAS) dans R™ pour le systéme

g
x")

—~

T = f(x), et si y* est GAS dans R™, pour le systéeme y = g(x*,y), alors le point
d’équilibre (z*;y*) est (localement) asymptotiquement stable pour le systéeme (1.6).
De plus, si toutes les trajectoires de (1.6) sont positivement bornées, alors (z*;y*)
est GAS pour (1.6).

Si nous montrons que le systeme N = MN admet un équilibre qui est globale-

ment asymptotiquement stable, alors nous pouvons appliquer le théoreme 3.
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On rappelle que le module de stabilité o(M) d’une matrice M est la plus grande

partie réelle des éléments du spectre Spec(M) de cette matrice. C’est a dire :

a(M)= max Re(\).

XeSpec(M)

Il est bien connu ( [95] corollaire 4.3.2), que si M est une matrice de Metzler irré-
ductible, alors il existe un vecteur propre positif w > 0 de M tel que Mw = a(M)w,
et tout autre vecteur propre positif est un multiple de w. De plus la multiplicité de
la valeur propre a(M) est 1.

La matrice de Metzler M satisfait la relation : 17 M = 0, ce qui équivaut encore &
MT1 = 0. On en déduit que a(M) = 0 et que toutes les autres valeurs propres sont
a parties réelles strictement négatives. Une conséquence immédiate de la relation
17 M = 0 est que chaque trajectoire du systéme N = MN reste dans I’hyperplan
affine orthogonal au vecteur 1 et contenant la condition initiale N (0).

De la précédente remarque sur les matrices de Metzler, il existe w > 0 tel que

Mw = 0. Dans la suite, nous notons w 1'unique vecteur propre w > 0 défini par :

Mw =0 et Zwizl. (1.7)
i=1

Ainsi Hw = (Hwy,- -+, Hwy)T appartient & 'hyperplan affine orthogonal a 1

et contenant N(0). C’est 'unique point d’équilibre du systéme dans cet hyperplan.
Comme toutes les valeurs propres non nulles de M sont a parties réelles strictement
négatives, cet équilibre est globalement asymptotiquement stable sur cet hyperplan.
Dans la suite du chapitre, nous notons cet équilibre par N = Hw. En appliquant

le théoreme 3, I'analyse de la stabilité de (1.5) se réduit a l'analyse de la stabilité

du systeme suivant :

I, = 5 diag(N) "' diag(N — I,) I, — v I, + M1,
(1.8)
nl, = pydiag(nN) tdiag(r(V — 1)) wl}, — puwly.
Il est & noter que la dimension (nombre d’équations indépendantes) de ce systeme
est réduit a n + p. Puisque les populations sont maintenant constantes dans chaque
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patch, nous allons réécrire le systeme en utilisant les nouvelles variables sous forme

de prévalence en posant :

(2 NZ 9 (2 ‘/;
L : . Vi
et la densité vectorielle sur chaque patch sera notée m; = —. Naturellement, les

densités vectorielles sur les n — p derniers patches sont nulles. Les vecteurs x,y et
m appartiennent a R™. A T'aide de ces notations le systeme réduit (1.8) peut étre
réécrit comme suit :
t = pidiag(m)diag(l —z)y —yx+ Dx
(1.9)
my = [odiag(l — my)mr — puwy.

La matrice D est définie par :

- 1 .
D(Z7]) = ﬁM(%])Nﬂ

En d’autres termes,

D = diag(N)~' M diag(N).

Comme Mw = MN = 0, il s’ensuit que
D1 = diag(N)™' M diag(N)1 = 0.

Autrement dit, si on désigne par d;; I'entrée d’indices (4, j) de D pour i # j et par
d;; < 0 lentrée d’indices (4,7) de D, on a

JF#i
Sous cette derniere forme, le systeme (1.9) est clairement une généralisation sur
n patches du modele classique de Ross-Macdonald, avec D x représentant le terme
de migration.

La proposition suivante est immédiate. C’est une conséquence de la proposition 1.

Proposition 2
Le cube unité [0,1]"*7 de R"P est positivement invariant pour le systéme (1.9).
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Nous allons simplifier davantage 1’écriture du systeme.

Nous notons X = (z, 7y) € R*™P [, la matrice identité d’ordre (n xn) et définissons

les matrices blocs suivantes :

0 0 I,
B = 0 I,—, Of,
I, 0 0
(D — ~1I, 0
A - )
0 —pl,
61 diag(m) 0
A =
B 0 B2 [p

B est une matrice positive, A est positive et diagonale, A est une matrice de

Metzler stable.

Remarque 3
Les propriétés des matrices B, A et A restent inchangées si nous considérons

différents parametres épidémiologiques 1, P2,y et p dans chaque patch.

Avec ces dernieres notations, le systeme (1.9) s’écrit :
X = Adiag(l — X)BX + AX = [Adiag(l — X) B+ A] X. (1.10)

Nous considérons ’évolution du systéme dans le cube unité de R™*?,
Les propriétés du systeme (1.10) énoncées dans la proposition suivante seront essen-

tielles pour I'analyse de la stabilité globale de notre systeme.

Proposition 3

Le systeme (1.10) est coopératif et fortement monotone dans le cube unité [0, 1]"P.

Preuve

Nous utilisons la théorie de systemes dynamiques monotones. Cette théorie a été
initiée dans une série de publications par Hirsch [44-48]. Des développements plus
Thése de Doctorat: Berge TSANOU 24 Etude de quelques Modeles Epidémiologiques

de Métapopulations : Application
au Paludisme et a la Tuberculose.



1.4. REDUCTION DU SYSTEME

approfondis peuvent étre trouvés dans [95].
Pour prouver la monotonie du systeme, nous allons montrer que sa Jacobienne est
une matrice de Metzler en tout point du cube unité [0, 1]"P.

La Jacobienne J(X) du systeme (1.10) dans R"P est
J(X) = Adiag(l — X) B+ A — Adiag(B X).

J(X) est clairement une matrice de Metzler lorsque 0 < X < 1, ce qui prouve que

le systeme est coopératif dans le cube unité.

Nous allons d’abord montrer que la Jacobienne J(X) est une matrice irréduc-
tible dans (0,1)""?. Ce qui induira la fortement monotonie du systeme a U'intérieur
du cube unité. Pour parvenir a cette fin, nous avons besoin d’examiner plus profon-
dément la Jacobienne. En utilisant les notations diag(X, p, ¢), introduites dans la
section 1.3.2, on peut décomposer J(X) en blocs n X n,n X p,p X n et p x p de la
maniere suivante :

D —~ I, — (5 diag(m) diag(y) [ diag(m m,n,p) diag(1l — 7 z)
J(z,my) =
P diag(1l — my, p,n) —p I, — By diag(m x)

Pour prouver l'irréductibilité, il est suffisant de montrer que le graphe orienté
associé a la Jacobienne J(X) est fortement connexe [14]. Pour des besoins de sim-
plifications, nous allons aussi noter z;, i = 1,...,mn et y;, j =1,...,p, les sommets
(ou noeuds) du graphe associé a J(X). L'irréductibilité de D découle directement
de lirréductibilité de M. Par suite, l'irréductibilité de D et la structure de J(X)
impliquent que le sous-graphe engendré par les z; est fortement connexe.

Maintenant, si y < 1, le bloc de type p xn donné par 3, diag(1—m y, p, n) montre
que pour tout sommet y; avec j < p, il y a un chemin qui relie y; a ;.

De la méme fagon, si x < 1, il y a un chemin qui relie chaque sommet x; a un
sommet y; (nécessairement j < p). Il est désormais clair que entre deux sommets
quelconques, il existe un chemin qui relie I'un a l'autre. Ce qui prouve la forte
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connexité et par conséquent la forte monotonie dans le cube unité a 'exception

peut-étre de ses faces, c’est-a-dire, les points du cube tels que &« 1 ou tels que
y < 1. Par ailleurs, si une condition initiale appartient a I'une de ces faces du cube,
alors la trajectoire du systeme issue de ce point quitte immédiatement celle-ci. Ce

qui prouve la forte monotonie du flot du systeme. ]

1.5 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons élaboré un modele pour la propagation spatio-
temporelle du paludisme dans une métapopulation constituée de plusieurs zones
géographiques appelées patches interconnectées par la migration des humains. Nous
sommes partis du modele classique de Ross-Macdonald sur un seul patch et nous
I’avons étendu sur plusieurs patches a I'aide d’'un modele de migration des individus
humains basé sur la formulation Eulerienne des mouvements. Nous avons par la suite
donné quelques propriétés mathématiques spécifiques de ce modele qui ont permis
sa réduction a un systeme plus petit en dimension, préparant ainsi le terrain a I’ana-
lyse mathématique complete de ce dernier dans le chapitre suivant. Pour accroitre
I'hétérogénéité, nous avons supposé que certaines zones sont sans moustiques (ce qui
est une hypothese tres réaliste) et que les moustiques ne migrent pas. Nous avons
aussi supposé pour simplifier, que les parametres épidémiologiques sont les mémes
dans toutes les zones. Toutefois, les résultats obtenus peuvent étre aisément étendus
aux cas ou les moustiques migrent et/ou lorsque les parametres épidémiologiques

sont différents.
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Chapitre 2

Analyse mathématique de la
stabilité

2.1 Introduction

Dans ce chapitre, nous allons donner une expression analytique de Ry et faire
une analyse complete de la stabilité du systeme (1.9). Nous allons aussi analyser

I'effet de la migration sur la propagation de la maladie.

2.2 Calcul du nombre de reproduction de base R

Comme d’habitude p(M) désignera le rayon spectral de la matrice M. Pour le
calcul du nombre de reproduction de base Ry, nous aurons besoin d’une notation
qui nous permettra d’extraire les blocs dans les matrices. Si M est une matrice, on
note M(1 : p,1 : q) la sous matrice de M formée des p premieres lignes et des ¢
premieres colonnes de M.

Avec cette notation on a le résultat suivant :

Proposition 4

L’origine est le point d’équilibre sans maladie (DFE) du systéme (1.9) et

,Rg _ ﬁl 62
ol

p(=diag(rm)Z),
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ouwZ = (D —~1,)"'(1:p,1:p), cest-a-dire la sous-matrice carrée constituée des

p premiéres lignes et p premiéres colonnes de (D — v I,,)7 L.

Preuve
Nous utilisons les résultats de [32,101]. La Jacobienne, évaluée au DFE est donnée
par A B+ A. La partie de celle-ci représentant I'infection est A B et celle venant de

tout autre transfert est A. Ainsi
RO = p(—AB A_l).

Si I, est la matrice identité de type (p X n), nous posons :

0 p1 diag(m m, n, p)
F = )
_62 Ip,n 0
D—~I, 0
vV =
| 0 —plp

En vertu des résultats de [101], nous avons p(—FV 1) = p(—V~'F). La présence
du signe moins est justifiée par le fait qu’ici, nous avons considéré les matrices de
Metzler au lieu des M-matrices. Nous remarquons que le produit I, (D — v 1I,)™!

est une matrice bloc (p x n) extraite de la matrice (D — v I,)~!. Aussi avons nous :

0 b diag(m m, n, p)
—FV! = a

—B2(D —~I1)7(1:p,1:n) 0

Si A et B sont deux matrices de types (n X p) et (p X n) respectivement, on a la
relation :
A, —A
det = \""Pdet(\* I, — BA) = X" det(\* I, — AB).
—-B )\,
Cette derniere relation implique que le polynome caractéristique de AB ad-
met n — p valeurs propres nulles. Par conséquent, en se servant de la structure
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de diag(m, n, p), on démontre grace a la réduction de Hamilton Cayley, que 'on on

a

Rg =) (_ 61}?2

ot (D—~1,)"*(1:p,1:p)estlebloc formé des p premicres lignes et des p premieres

diag(mm)(D — v I,)"*(1 : p, 1 :p)) .

colonnes de (D — ~ I,,)~!. Ce qui achéve la preuve de la proposition. ]

On sait que pour le modele classique de Ross-Macdonald, cette formule donne le
2
ma* 31 By

résultat attendu, a savoir R3 =
T

Remarque 4

L’expression de Rg peut s’écrire plus simplement sous une forme géométrique si
nous utilisons la projection canonique w. Ceci est utile si ['on n’a pas ré-ordonné les
coordonnées. On confond l'application w et sa matrice dans les bases canoniques de

R™ et RP. Ainsi on a

RS =p (—BllfQ diag(mm)m(D — 7In)_17rT) :

Finalement, en utilisant la définition de D et le fait que les matrices diagonales

commutent, nous avons l’expression suivante de Ry pour le systeme original (1.5) :

B Ba
1

RS = p (—diag(7V)diag(7rN) >m(M — v I,) "' diag(7N)) . (2.1)

Dans [32,101], il est prouvé que si Ry < 1 alors 1’équilibre sans maladie est lo-

calement asymptotiquement stable, et si Ry > 1 alors le DFE est instable.

Notre résultat principal est la démonstration de la stabilité globale du DFE
lorsque Rg < 1 et d’un résultat sur 'existence et la stabilité globale d’un unique

équilibre endémique lorsque Ry > 1.

2.3 Stabilité des équilibres

Théoréme 4
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Si Ro < 1, alors toutes les trajectoires de (1.10) tendent vers [’équilibre sans
maladie, qui est globalement asymptotiquement stable dans le cube unité.

Si Ro > 1, alors il existe un unique équilibre endémique (z,y) > 0 et toutes les
trajectoires du cube unité, moins l’origine, tendent vers cet équilibre qui est globale-

ment asymptotiquement stable dans le cube unité.

Preuve

Nous rappelons le systeme (1.10).
X = Adiag(l — X) BX + AX = [Adiag(1 — X) B+ A] X.

Pour la preuve de la premiere assertion, nous supposons que p(—ABA™!) < 1.

La Jacobienne a l'origine est J = AB + A. Puisque A est une matrice de Metzler
inversible et A > 0, cette expression est une décomposition réguliere de .J. Par
ailleurs, il est bien connu qu’il y a équivalence entre o(J) < 0 et p(—ABA™!) < 1
[14,101,102).

Nous avons montré plus haut que la Jacobienne a 1’origine est une matrice de Metzler

irréductible et par conséquent il existe un vecteur strictement positif ¢ > 0 tel que
' J=c"(AB+A)=a(J)c".
Définissons dans le cube unité la fonction propre de Lyapunov suivante :

V(X) = <c|X>,

ou (|) désigne le produit scalaire usuel de R™.
Comme ¢ > 0, cette fonction est définie positive dans 'orthant positif. Calculons la

dérivée V de V le long des trajectoires de (1.10).
V(X) = <c |(Adiag(1 — X)B + A)X> < <c (AB + A)X>,

- <(AB + A)Tc|X> - <a(J)c\X> = a(J) <c|X> <0.
Ce qui prouve la stabilité du DFE.
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Maintenant, considérons la stabilité asymptotique du DFE.
V(X) = <c (Adiag(1 — X)B + A)X> - <c| (AB + A)X> - <c | Adiag(X)BX>.
Si Ry < 1, alors a(AB 4+ A) < 0 et par suite
V(X) < <c| (AB + A)X> — o(AB + A)<c yx> <0,

ce qui prouve la stabilité asymptotique du DFE quand Ry < 1.

Si maintenant on a Ry = 1, alors a(AB 4+ A) = 0, et la dérivée V se réduit a
V(X) = —<c | Adiag(X)BX> <0.

Considérons I'ensemble € = {X € [0, 1]""?| V(X) = 0}.
Comme ¢ > 0 et Adiag(X)BX > 0, cet ensemble est composé des points pour
lesquels z; y; = 0 pour tous les indices ¢ < p. Nous allons montrer que le plus grand
ensemble invariant £, contenu dans £ est réduit au singleton {0}, c’est-a-dire le
DFE. La preuve repose essentiellement sur I'irréductibilité du systeme. Il existe au
moins un point de L tel que z; = 0 ou y; = 0 avec ¢ < p.

Si z; = 0, alors I’équation en x; devient :

n
T = Pimi(1 — x;)y; — yo + (Mz); = Bimuy; + Zmijxj =0.
J#i
Ce qui implique que y; = 0, et que tous les x; pour lesquels m;; # 0 (c¢’est-a-dire, tous
les x; connectés a x;) sont nuls. Une récursivité finie et I'hypothese de I'irréductibilité
permettent de conclure que tous les z; et les y; sont égaux a zéro. L’ensemble L est
donc réduit a l'origine.

Si y; = 0, considérons ’équation

Ui = Bo(1 — yi)ai — py; = Po; = 0.

L’invariance de £ montre que z; = 0, et on revient a la situation précédente ou
x; = 0. En vertu du principe d’invariance de Lasalle [63], nous déduisons la stabilité
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globale du DFE.

Considérons la seconde assertion du théoreme, supposons maintenant que Rqy > 1.
Nous allons d’abord montrer qu’il existe un équilibre endémique. L’hypothese sur
Ro implique que le DFE est instable [31,32,101]. Alors il existe, a l'intérieur du
cube unité, une condition initiale X, tel que la trajectoire issue de Xy ne tend pas
vers l'origine. Cette trajectoire est positivement bornée. L’ensemble oméga limite
w(Xp) de Xy admet au moins une borne supérieure Y dans [0, 1] pour l'ordre
classique de R™. Notons ¢;(Y") la trajectoire de (1.10) issue de Y. Soit Z un point de
w(Xo), puisque w(Xp) est invariant, ¢_(Z) € w(Xy) pour tout ¢t > 0. D’autre part,
puisque ¢ est un flot monotone, nous déduisons de ¢_;(Z) <Y que Z < ¢,(Y) pour
tout ¢ > 0. Ce qui prouve que ¢(Y") est un majorant de 'ensemble w(X,). D’ou
Y < ¢(Y). Si Y est un point d’équilibre, c’est terminé, sinon Y < ¢,(Y), et par
forte monotonicité du flot ¢ (proposition 3) nous déduisons que, pour tout 7' > 0,
on a Y < ¢r(Y). Dans le vocabulaire des systemes monotones, on dit que Y est
en relation avec ¢7(Y). En vertu du théoreme 2.1 de [44], puisque le systeme est
coopératif (voir proposition 3) et les trajectoires sont bornées, on déduit que ¢;(Y")
converge vers un équilibre lorsque t — 400. Ce qui prouve 'existence d’un équilibre
P. En vertu de la forte monotonicité du systeme on a nécessairement P > 0.

Nous allons prouver que P est globalement asymptotiquement stable, ce qui
prouvera qu’il est unique.

Soit P un point d’équilibre, alors
Adiag(l — P)BP + AP = 0.
Faisons le changement de coordonnées suivant Z = X — P € —P + [0, 1]""?, alors

Z = [Adiag(1 — P — Z)B + A — Adiag(BP)| Z = A(Z)Z.

A(Z) = Adiag(1 — P — Z)B + A — Adiag(BP).
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est encore une matrice de Metzler irréductible si x = 7 + P <« 1.

On aura alors

A(-P)P = [AB+ A — Adiag(BP)] P,
= (AB)P + AP — Adiag(BP)P,
— (AB)P + AP — Adiag(P)BP,
= Adiag(l — P)BP + AP =0.

Comme il existe P > 0 tel que A(—P)P = 0, alors la matrice A(—P) qui est de
Metzler et irréductible satisfait a(A(—P)) = 0. Il s’ensuit qu’il existe un vecteur

strictement positif d > 0 tel que
dTA(—P) =0.

On a alors

dTA(Z) =dTA(Z + P — P) = —d"Adiag(Z + P)B.

Par conséquent, puisque d > 0, sur le disque unité nous aurons
dTA(Z) = —dTAdiag(Z + P)B < 0.

Pour conclure, nous donnons le théoreme suivant, dont la preuve sera donnée

dans la section suivante.

Théoreme 5

On considére le systéme de classe C' suivant © = A(z)z, ot A(z) est une matrice
de Metzler.

On suppose que le systéme est défini sur un domaine contenant la fermeture
(adhérence) G d’un ensemble ouvert G. l’ensemble G est positivement invariant
pour le systeme considéré et contient [’origine.

On suppose qu’il eziste d > 0 tel que dTA(z) < 0 pour tout point x € G.

Soit E ’ensemble des points de G pour lesquels dTA(z) < 0, autrement dit I’en-
semble des points de G pour lesquels il existe au moins un indice j, tel que la j-éme
composante (AT A(z)); = 0. Soit L le plus grand ensemble invariant contenu dans
E. On peut écrire L = Ly U {0}.
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Si aucune trajectoire issue d’un point dans G n’approche Ly, alors l'origine est

globalement asymptotiquement stable relativement a G.
Pour utiliser ce théoreme, nous devons considérer I’ensemble

E={ZeG, dTA(z) £« 0},

ou
dTA(z) = —dTAdiag(Z + P)B
Puisque
[Adiag(Z + P)B](p+1:n,p+1:n)=0 et d>0,
nous avons

E={Ze€G,3j¢[p+1,n|]|(d"Adiag(Z + P)B); = 0}.

Considérons le plus grand ensemble invariant contenu dans E. Comme, B > 0 et
inversible, A et diag(Z + P) des matrices diagonales et la structure de B montrent
que E contient ” I’ancien origine”, ¢’est-a~-dire Z+ P = 0 et les points Z pour lesquels
Z; = —P; pour au moins un indice j ¢ [|p+1,n|]. En d’autres termes, E est composé
des points X = Z+ P, pour lesquels il existe une coordonnée z; ou y;, correspondant
a l'indice j du patch avec moustiques, tel que z; = 0 ou y; = 0. Comme X est
un point d’équilibre, un argument similaire a celui développé ci-dessus pour le cas
Ro = 1, utilisant l'irréductibilité montre que toutes les coordonnées de X sont nulles.
D’ot, Le plus grand ensemble invariant contenu dans FE se réduit au DFE et a {P}.
Puisque Ry > 1, aucune trajectoire qui commence dans le cube ouvert n’approche le
DFE. Ce qui prouve que I'équilibre endémique P est globalement asymptotiquement
stable dans l'intérieur du cube. Comme les faces sont répulsives, a l'exception du
DFE, I'équilibre endémique est globalement asymptotiquement stable dans le cube

unité moins le DFE. m

Remarque 5
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2.3. STABILITE DES EQUILIBRES

L’existence de [’équilibre endémique est essentielle en systemes épidémiologiques.
Dans les modeles mathématiques en épidémiologie, 'existence et ['unicité d’un équi-
libre endémique sont toujours des questions difficiles. Dans beaucoup de cas dans la
littérature, ces résultats sont obtenus grice a des théorémes du point fize [/3, 61].
Dans notre cas, la forte monotonicité et le théoréme de Hirsch [}4] sont les ingré-

dients essentiels.

2.3.1 Un théoréme de la stabilité

Le théoreme suivant est comme une version duale du théoreme de Lasalle [63].

Théoréme 6

On considére le systéeme de classe C' suivant © = A(z)z, ot A(z) est une matrice
de Metzler.
On suppose que le systeme est défini sur un domaine contenant la fermeture (adhé-
rence) G d’un ensemble ouvert G. L’ensemble G est positivement invariant pour le
systeme considéré et contient [’origine.
On suppose qu’il existe d > 0 tel que dTA(z) < 0 pour tout point x € G.
Soit E lensemble des points de G pour lesquels dTA(z) %« 0, autrement dit I’en-
semble des points de G pour lesquels il existe au moins un indice j, tel que la j-éme
composante (AT A(z)); = 0. Soit L le plus grand ensemble invariant contenu dans
E. On peut écrire L = Lo U {0}.
St aucune trajectoire issue d’un point dans G n’approche Ly, alors l'origine est glo-

balement asymptotiquement stable relativement a G.

Preuve :

Nous considérons sur G la fonction propre de Liapounov suivante :
n
Vi)=Y diz.
i=1
Définissons e, = sign(z), ou ce qui revient au méme |z;| = €,; x;.
Cette fonction est localement de Lipschitz. Sa dérivée a droite le long des trajectoires
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CHAPITRE 2. ANALYSE MATHEMATIQUE DE LA STABILITE

peut étre définie [63]. On a le résultat suivant :

n n
E E dl Ex; Aij Ty,

i=1 j=1

V(@)

n n n
E dl Ex; Ty = E dz Ex; E Q5 Tj =
=1 =1 7j=1

n n n n
E Ex; Ly E dz Ex; Ex; Aij = E Ex; Ly dj Qjj + E dz Ez; €x; Aij | 5
j=1 i=1 j=1

i)

IN

stj x; [dj ajj + Z di aij] = Z ;] (T A4); <0.
j=1 =1

i

Puisque (dTA); < 0 dans G, la fonction V est négative. Ce qui prouve la sta-
bilité dans G. L’attractivité est une conséquence directe des hypotheses de notre
théoreme 6 et du principe d’invariance de Lasalle. Et le théoreme est entierement

démontré. ]

2.4 Application a deux patches et effet de la mi-
gration

Dans cette section, nous allons particulariser nos résultats au cas de deux patches.

En gardant les notations des sections précédentes, on a :

(0 0 mifpi 0 —(y+mar) M 0 0
0 0 0 mo 51 mo1 —(”}/ + m12) 0 0
F — s V =
By 0 0 0 0 0 —u 0
0 8 0 0 | 0 0 0 —p
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2.4. APPLICATION A DEUX PATCHES ET EFFET DE LA MIGRATION

0 0 my B4 0
1
0 0 o m2b
Ju
—FV=
Ba (v + mi2) B2 M2 0
Y(y +maz +mar) (v + maz + ma)
52 ma1 52 may 0 0
Ly (y + mag +mar) (Y + mag + mar) J
Si on pose :

§ =mqy7y + myy + mim + mgma,

alors on obtient immédiatement

L BB |+ V@ = Aymims (7 + mas + ma)
2

2.2
29 (v + mag + moq) (22)

Il est & remarquer tout de suite que, lorsque les deux patches sont isolés (les
termes de migration sont nuls : mys = mg; = 0), on obtient

B1 B2 (my + ma + |my — ma|) _ B1 B2
2y p YW

R2 = max (mq, mg) = max (Rio 7733,0)'

C’est le maximum de Rio et de 72%70 qui sont respectivement le nombre de re-
production de base dans les patches 1 et 2 lorsque ceux-ci ne sont pas interconnectés
par la migration des humains.

Lorsqu’il n’y a pas de moustiques infectieux dans le patch 2 ( c¢’est-a-dire qu’il
n’y a pas de transmission de la maladie dans le patch 2 ), alors my = 0 et le nombre
de reproduction de base devient

R2 — B B2 my (v + ma2) _ 52 (v + maz)
0 Yoo (Y +mag 4+ mar) 1.0 (v + Mg +may)

Remarquons que le nombre de reproduction de base dans ce cas est inférieure au
nombre de reproduction de base du patch 1 ou la transmission a lieu. On peut donc,

en fonction des taux de migration avoir trois situations possibles.
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Dans un premier temps, si Rio < 1 (i.e pas de transmission dans le patch 1)

alors R2 < 1 et la maladie disparait dans les deux patches.

Dans le second temps, si R%,o > 1 et pas tres grand devant 1, alors la maladie est
endémique dans le patch 1 et d’apres I'expression de R2 ci-dessus, on peut choisir

les taux de migration mqq,mo; et précisément mo; de telle maniere a rendre Rg
(v + mi2)
(7 + mag + may)

plus petit que 1 (puisque < 1), ainsi la maladie disparaitra dans la

métapopulation.

Et enfin dans le troisieme temps, on peut choisir une migration faible du patch 1
(v + ma2)

(”}/ + mqg + m21)
R?,o > 1 et la maladie s’établira aussi dans le patch 2 qui était sans maladie lorsque

vers le patch 2 (i.e pour my; faible) de sorte que ~ 1, ainsi RZ ~
les patches étaient isolés.
Nous concluons que la migration humaine peut avoir un effet favorable a l'ex-

tinction ou a I’établissement de la maladie dans une métapopulation.

L’expression générale (2.2) donnant le nombre de reproduction de base d'un
modele a deux patches reste une fonction complexe des taux de migration mqy et moq,
car les densités vectorielles m; dépendent non-linéairement de ces taux de migration.

En effet, si on revient sur les définitions de m; = L et My = :2, et on note
par H la population totale des humains dans les deux patlches alors un 2caulcul simple

montre que

Vi (mag + mo1) — Va (Mg + moy)
) 2 — .

my =

mia H mo1 H

Par suite, un calcul simple montre aussi que (2.2) devient

B Bo (maz + maq) [( Y ) ( Y ) }
R§ = I+ —— Vit (1+—— )V
0 2H vy p(y+ miz+ mo) mia ! Moy ?

2
+ \/KHi)Vl— <1+l>v2} 4V Ve
mio may
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2.5. SIMULATIONS ET ROLE DE LA MIGRATION

L’interprétation biologique de cette formule de Rg n’est pas du tout facile. Tou-

tefois, si nous revenons au cas ou Vo = 0 (i.e mg = 0), alors on obtient

Rgzﬁlﬁzﬁ 14 Y m21
yu H mag (7 + miz2 + may)

De cette derniere expression, on conclue que, si toute la population est concentrée
sur un patch (patch 1 par exemple) contenant des moustiques, et si les individus
de ce patch décident de se mouvoir entre ce patch et le patch ne contenant pas des
moustiques, alors le nombre de reproduction de base du systeme des patches croit :

précisément il augmente de :

BB Vi Y Moy
vy H | mis (7 + mig + moay)

De ce point de vue, nous insistons que la formule de Ry donnée par la propo-
sition 4 est valide uniquement pour des valeurs strictement positives et constantes
des taux de migration. Aussi le modele de Ross-Macdonald n’est valide que pour des
populations dont les tailles sont ni tres faibles, ni tres grandes.

En effet, si la population totale approche zéro, I'expression de Rq, méme dans
le cas du modele classique sur un seul patch tend vers I'infini. De maniere similaire,
en se servant de la formule (2.2), on voit aisément que le nombre de reproduction
de base tend vers l'infini lorsque my; — 400, parce que dans un tel systeme, la

population du patch 2 tend vers zéro.

2.5 Simulations et role de la migration

Dans cette section, nous présentons quelques simulations numériques pour es-
sayer d’en déduire quelques apercus épidémiologiques en utilisant la proposition 7
et plus précisément ’expression du nombre de reproduction de base dans la propo-
sition 4.

Nos simulations sont effectuées sur un modele de structuration des patches appelé
"petit monde”(small-world en Anglais) introduit par Watts et Strogatz [106], et

modifié par Newman [78]. Nous considérons un anneau de 24 patches dont chacun est
Thése de Doctorat: Berge TSANOU 39 Etude de quelques Modéles Epidémiologiques

de Métapopulations : Application
au Paludisme et a la Tuberculose.



CHAPITRE 2. ANALYSE MATHEMATIQUE DE LA STABILITE

connecté a ses six plus proches voisins. Nous supposons que les chemins qui lient les
six plus proches voisins ne sont pas orientés. Les chemins orientés supplémentaires,
appelés 'raccourcis’ sont ajoutés entre les paires de patches choisies arbitrairement.
Nous choisissons la probabilité de ces liens comme étant 1/6. On peut voir par
exemple sur la figure (2.1) ci-dessous que le graphe de ce réseau de patches est

symétrique a l’exception des raccourcis.

FIGURE 2.1 — Petit monde (small-world)

Nous prenons le jour pour unité de temps. Les parametres épidémiologiques
choisis sont ceux qui correspondent au P. falciparum et a I’anophele gambiae. Plus
précisément pour les figures (2.3) et (2.2) on a les parametres suivants :

1 1 1 1
h=h=gi 0=g BE5 Ty
c’est a dire que la probabilité d'une infection apres une piqure de moustique est
de 1/2, le temps moyen entre deux piqures de moustiques est de 5 jours, la durée

moyenne de guérison est de 30 jours.
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2.5. SIMULATIONS ET ROLE DE LA MIGRATION

Les taux de migration sont choisis de tel maniere que :
Miy14 = 005, myi+2 = 0025, miy3: = 0.03.

Le taux de migration sur les raccourcis est constant et vaut 0.025. La population
totale des moustiques de 900 est équitablement répartie dans les sites (patches) 3,9
et 16. La population totale des humains est de 2400. L’équilibre démographique (ou
de migration) pour la population hote est N= (121, 133, 140, 152, 178, 154, 171, 137,
118, 105, 87, 52, 64, 57, 38, 53, 57, 60, 52, 75, 91, 93, 107, 105). Le temps maximal
de simulation est de deux années (730 jours)

La formule (2.1) nous donne Ry = 3.2679.

Initialement, on introduit 10 moustiques infectieux dans le patch 3. On obtient les

0.25

i /" \ patch 16
0.20 / \
] .";‘ I“‘\
/ \\_ patch 9
8 0.15-
5 / tch 3
o 010 ——
0.05 patch 20

0.00 =
0 100

T T T
200 300 400 500 600 700 800

FIGURE 2.2 — Courbes des prévalences

courbes donnant le nombre d’humains infectieux dans chaque site (patch) comme
illustre la figure (2.3) et les courbes de prévalence données par la figure (2.2). Nous
avons observé qu’avec la formule (2.1), on peut explorer quelques effets de la migra-
tion sur le comportement asymptotique de la maladie.

Par exemple, si I'on augmente simultanément les taux m; ;42 a 1, et le taux de

migration sur les raccourcis a 0.5, et on diminue la population de moustiques sur le
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CHAPITRE 2. ANALYSE MATHEMATIQUE DE LA STABILITE

patch 3 a V(3) = 100 et sur le patch 16 a V' (16) = 10, alors le nombre de reproduction
de base passe de 3.2679 a 0.8767. Ainsi 'on a une situation ou la migration des
humains permet de passer d’un état d’équilibre endémique a un nouveau état ou la
maladie disparait de la métapopulation . Ceci indique que cette formule de Ry peut
dans une certaine mesure permettre d’explorer 'efficacité de certaines politiques de
santé publique, bien que cela nécessite encore une étude plus approfondie du nombre
de reproduction de base en fonction de ses parametres épidémiologiques et surtout

des coefficients de migration.

Humains infectieux
20 _O
18 —

16

14

12

10 -

8 -

6 -

4 3 :

0 ) -

QWMWO

2 9 @6 3 0

1 goo 700 600 %0

Numéro de patch Temps (jours)

FIGURE 2.3 — Nombres d’humains infectieux

2.6 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons poursuivi I’étude du modele élaboré dans le cha-
pitre 1. Nous avons obtenu une formule pour le calcul du nombre de reproduction de
base mettant en relation complexe, les parametres épidémiologiques du paludisme
et les taux de migration des individus. Nous avons ensuite fait une analyse mathé-
matique complete de ce modele : nous avons montré que 1'équilibre sans maladie
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2.6. CONCLUSION

(DFE) est globalement asymptotiquement stable et nous avons prouvé l'existence
et 'unicité d’un point d’équilibre endémique et montré qu’il est aussi globalement
asymptotiquement stable. Pour parvenir a ces résultats, la forte monotonicité de
notre systeme a joué un role essentiel. Il faut mentionner comme dans [5], que pour
des modeles multi-groupes au rang desquels on compte notre modele, I'unicité d'un
équilibre endémique n’est pas toujours réalisée et est tres souvent un probléeme ma-
thématique difficile [39,40, 101], que les conditions garantissant cette unicité sont
souvent tres compliquées [93]. Aussi les analyses de tels modeles sont encore a leurs
débuts [5]. Toutefois, méme dans une situation ou l'investigation par des méthodes
analytiques n’est pas possible, on peut se servir des simulations numériques pour pro-
poser quelques stratégies de controles de ces modeles, basées sur 'ajustement des

parametres (taux) de migration comme illustré dans les simulations précédentes.

En guise de perspectives, il y a plusieurs possibilités d’étendre le modele de Ross-
Macdonald étudié dans cette premiere partie pour accroitre le réalisme. Par exemple,
on peut supposer que les taux de migration dépendent du statut épidémiologique de
I’humain et méme de son état d’infection, que le taux de contact infectieux dépend
de certains effets de saturation, inclure méme plusieurs compartiments et mettre
en évidence la démographie (naissance, déces). Malheureusement, les méthodes ap-
pliquées dans ce travail pour 'analyse mathématique ne seront plus directement

applicables a ces modeles plus généraux.

En bref, pour les deux chapitres 1 et 2, nous avons utilisé un modele de mobi-
lité qui ne tient pas compte du lieu de résidence et de la provenance d’un individu,
mais tient compte seulement de I’endroit ot ce dernier se trouve a l'instant t. Ce
type de modélisation est assimilable a la formulation Eulerienne des mouvements en
Mécanique des Fluides. Nous avons ainsi construit un modele spatio-temporel pour
examiner 'effet des mouvements des humains dans un environnement hétérogene
multi-patch sur la transmission des maladies vectorielles. Plus spécifiquement, nous
avons étudié comment la maladie peut s’établir dans les régions de faible transmis-
sion a cause des mouvements des humains entre des régions de forte transmission et
faible transmission ou bien a cause de 'immigration des humains dans des régions
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CHAPITRE 2. ANALYSE MATHEMATIQUE DE LA STABILITE

de faibles transmissions venant des régions de forte transmission. Notre étude de ce
phénomene a été motivé par le cas spécifique du paludisme, mais peut aussi étre
valable pour d’autres maladies a transmission vectorielle comme la fievre dengue, le
chikungunya, etc...

Les résultats de cette premiere partie de notre travail ont fait I’'objet d’une com-
munication parue dans les actes de la conférence internationale CARI [10] et d’un

article [9] parue dans Mathematical Biosciences.
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Deuxieme partie

Etude d’un Modele SIS de Métapopulation :
Formulation Lagrangienne et Application aux
Maladies Sexuellement Transmissibles

45






Chapitre 3

Présentation et réduction du
modele SIS de métapopulation

3.1 Introduction

Pour situer l'intéret de cette partie, rappelons tout d’abord que le modele pré-
senté et analysé dans les chapitres 1 et 2 est un modele de métapopulation de type
SIS avec vecteurs (modele hotes-vecteurs) avec une mobilité des individus humains

décrite par une approche Eulerienne du mouvement .

Dans ce chapitre, a la différence des précédents, nous allons présenter une autre
approche de la mobilité des humains. Cette modélisation consiste a identifier les
individus (humains) en tant que résidents d’un patch donné et de supposer que
ceux-ci passent la plus grande partie de leur vie dans ce patch, mais peuvent ef-
fectuer assez souvent des courtes visites ou de courts séjours dans d’autres patches
pendant un temps suffisant pour transmettre ou acquérir I'infection. Cette approche
de la modélisation des mouvements qui consiste a étiqueter les individus et a les
suivre au cours de leurs mouvements est assimilable a ’approche Lagrangienne en
Mécanique des Fluides. Elle a déja été utilisé en épidémiologie par beaucoup d’au-

teurs [5,7,28,35,41,85,99].

Notre contribution dans cette partie est essentiellement mathématique pour confir-

mer un résultat conjecturé numériquement par les auteurs de [7]. Nous présentons
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le modele tel qu’il a été construit dans [7], nous lui trouvons une forme réduite qui

nous permettra de faire une analyse mathématique rigoureuse grace a de bonnes pro-
priétés de ce modele que nous aurons décelées et démontrées. Nous nous appuyons
surtout sur le célebre théoreme de M. W. Hirsch [45] sur les systémes dynamiques

fortement monotones.

Dans [7], un modele de métapopulation de type SIS est construit pour décrire
I’évolution spatio-temporelle d’une maladie qui ne confére pas d’'immunité (exemple :
la blennorragie ou toute autre maladie sexuellement transmission). La mobilité est
inspirée de [89] et les auteurs de [7] ont ré-adapté la mobilité "Mover-Stayer” de [89]
en y ajoutant la démographie (naissance, déces). Ils ont donné une expression du
nombre de reproduction de base Ry qui est le nombre moyen de nouveaux cas d’in-
fectieux causés par un infectieux typique introduit dans une population constituée
uniquement de susceptibles [31,32, 101]. Les bornes sur Ry ont été données. Les
simulations numériques ont indiqué que Ry = 1 agissait comme un seuil, tel que la
maladie disparait des que Ry < 1 et se maintient lorsque Rg > 1.

Notre contribution dans cette partie consiste a confirmer analytiquement cette
conjecture. Nous montrons que lorsque Ry < 1 la maladie s’éteint au bout d'un
temps fini dans la population entiere (i.e, I'équilibre sans maladie est globalement
asymptotiquement stable), et lorsque Ry > 1 la maladie s’installe définitivement
(i.e, il existe un équilibre endémique qui est globalement asymptotiquement stable).

Le chapitre est organisé de la maniere suivante :
la Section 3.2, nous rappelle le modele de mobilité. Dans la section 3.3, nous rappe-
lons le modele complet (mobilité plus épidémie) et nous le mettons sous une forme
réduite vectorielle mieux exploitable dans le chapitre 4. Le chapitre s’acheve par une

bréve conclusion a la section 3.4.

3.2 Le modele de mobilité

Nous rappelons ici le modele de mobilité construit par les auteurs de [7]. C’est

une adaptation du modele phare de L. Sattenspiel et K. Dietz [89] en ajoutant la
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3.2. LE MODELE DE MOBILITE

démographie (naissance, déces). On considére une métapopulation constituée de n

régions (patches) et on désigne par :

Résidents du patch 7 : les individus qui sont nés et résident normalement dans
le patch 7.

Voyageurs : les individus qui, a 'instant ou ils sont considérés ne sont pas dans
leur région (ou patch) d’origine.

N;;(t) : le nombre de résidents du patch i présents dans le patch j a I'instant ¢.
Ni(t) =27, Nij(t) : la population totale des résidents du patch 7 a l'instant ¢.
N7 (t) = >75_; Nji(t) : la population du patch i a 'instant ¢, i.e., le nombre d’indi-

vidus qui sont physiquement présents dans le patch ¢ a l'instant ¢, i.e., les résidents
et les voyageurs qui sont présents dans le patch ¢ a 'instant ¢.

g; > 0 : le taux par individu avec lequel les résidents du patch ¢ quittent celui-ci

par unité de temps.

m;; > 0 : la proportion des individus quittant le patch j pour le patch i.
gi mj; : le taux de transfert par individu du patch ¢ dans le patch j.
ri; > 0 : le taux par individu avec lequel les résidents du patch j retournent dans

leur patch d’origine 7.

d : le taux de mortalité ou de déces des individus dans les patches (supposé identique

pour tous les patches). m;; donne la probabilité conditionnelle de visiter d’autres
patches j # i lorsque les individus quittent leur patch d’origine i (i.e., lorsque

g; > 0). Ainsi, avec la convention : my; =0, r;; = 0, si g; > 0, alors Z?Zl m;j; = 1.

Nous supposons que le taux de naissance et de déces est le méme dans tous les
patches afin de pouvoir travailler avec une population totale constante. De plus, nous
supposons que les naissances éventuelles des individus ont lieu uniquement dans leur
patch de résidence et jamais pendant leurs voyages, et que les déces peuvent avoir

lieu partout.
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Avec ces notations et hypotheses, le modele de mobilité est le méme que celui

considéré dans [7], a savoir :

( n
Ny = Z 7ij Nij — gi Niz + d (N] — Ny),
j=1
(3.1)
et pour j # 1,

\ Nz] = gimyi Niy — 135 Nij — d Nij.
Puisque le modele décrit la mobilité des individus, il est naturel de supposer
que si les individus voyagent d’une région pour une autre, alors certains d’entre eux

retournent & la maison.

Désignons la matrice de retour par R, avec R(i,j) = r;; et la matrice de voyage
par M, avec M (i,j) = g; m;;. Nous supposons que ces deux matrices ont la méme
matrice signe (i. e., sign(R) = sign(M)), car elles représentent respectivement le
retour dans la région ¢ venant de la région j et le voyage de 7 vers j. Nous supposons
aussi que ces deux matrices sont irréductibles. Ce qui voudrait dire que les n patches
ne peuvent pas étre séparés en deux groupes de tel sorte qu’il n’y ait aucun mou-
vement de I'un vers l'autre. Sinon, il est toujours possible de réduire I’étude globale
a celui d’une composante irréductible (voir chapitre 1). Ainsi, notre hypothese sur

I'irréductibilité n’est pas restrictive et n’affecte pas la généralité de nos résultats.
Il est immédiat que NZ?" = 0, c’est-a-dire que la population des résidents de
chaque patch est constante. Il s’ensuit que la population totale est aussi constante.

Toutefois, le nombre N! d’individus physiquement présents dans le patch i est en

général variable. Le résultat suivant est démontré dans [7].

Théoréme 7

Le systéme donné par l'équation (5.1), pour les conditions initiales N;j(0) > 0,
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3.3. LE MODELE COMPLET

admet un unique équilibre qui est globalement asymptotiquement stable.

— 1
Ny = —— N/,
1+4,C;

p

No—gi L
1) »

gid—i‘ﬂ'j 1+g,C; "

o

- M
CZ': .
; d+ 1

L’état du systéme est donné par les n? composantes N;;, c’est donc un élément de

I'orthant positif Rf .

\

Désignons par N le vecteur colonne suivant :
N = (Ny1, Ni2, ..., Niny Noiy Nag, ..o, Noy oo y Not, Nogy ooy Nyg) T
Avec cette notation le modele de mobilité s’écrit
N=MN, (3.3)

ou M = diag(M,;) est une matrice bloc diagonale, dont les blocs diagonaux M,

sont donnés par : pour tout i = 1,...,n

__gi Tio +d ris+d ... T’m—l—d_
gima; —Tip—d 0 0
M = | 9imsi 0 —ri3—d ... 0

3.3 Le Modele complet

Dans le cas des maladies peu séveres qui ne conferent aucune immunité, il est
raisonnable de supposer que le mouvement des individus ne dépend pas de leur
statut épidémiologique. Ainsi les individus infectieux et sains ont le méme taux de
transfert. Avec cette hypothese, la mobilité des individus, qu’ils soient infectieux ou
susceptibles est encore modélisée par le systeme (3.3).
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CHAPITRE 3. PRESENTATION ET REDUCTION DU MODELE SIS DE
METAPOPULATION

Soient S;; et I;; le nombre respectif des individus susceptibles et infectieux dans

le patch ¢ qui sont présents dans le patch j a I'instant ¢, alors N;; = S;;+1;; pour tout
1,7 = 1,...,n. La transmission de la maladie est modélisée par I'incidence standard,
qui, pour les maladies humaines, semble étre plus précise que la simple action de
masse.

Nous désignons par 3;;; > 0 la proportion des contacts adéquats dans le patch j
entre un susceptible du patch i et un infectieux venant du patch k£ qui résulte a la
transmission de la maladie, et x; > 0 est le nombre moyen de tels contacts dans le
patch j par unité de temps [30,42]. En conséquence, le taux d’infection des individus

dans le patch j est donné par :

Iy
Z Kj Bikj Sij N;'

Désignons par v le taux guérison de la maladie. On suppose que 7 est le méme dans
tous les patches. Ainsi le modele complet épidémique (épidémie plus mobilité) est

donné par :

Z Tik Izk gi Iu + Z R 57,]67, [ Ikl - ( + d) [ii7

n

. I
S - Z Tik Szk gz i Z Ri szz i Np d (N: Sm) + Y ]ii’
k=1

et pour j # i, (3.4)

Izg = giMyj; Izz Tij Iz] + Z Rj /Blkj - (7 + d) Iij7

k=1

l] Np

. n I
Sij = GiMy; Sii — Tij Sij - Z Rj 5ikj ij Np dSzj + ’YIU
=1

Remarque 6

Il est important de remarquer que la somme des équations du systéme (3.4) donne
le systéme de mobilité (3.3). De plus, comme S;j = Nyj—1;;, Uétude du systéme (3.4)
est équivalente au couplage des équations différentielles en I;; et du systéme (3.3).
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3.3. LE MODELE COMPLET

Ainsi un systéme équivalent & (3.4) est donné par le couplage de (3.3) et des

équations en [;; suivante :

( n n
: Iy
I, = Z Tik ik — 9; I; + Z R szz (Nn' - [n') W - (’V + d) I,
k=1 k=1 @
et pour j # i, (3.5)
iy — s Ly
i = iy Ly =1y Ly + Y Ky By (Nyg — L) ~r ~ () L.
k=1 J

\
Mettons ces dernieres équations sous forme vectorielle. Pour cela désignons par

NP le vecteur de R™ défini par :
NP = (NP, NJ,--- NP NP NP ... NP ...... NP NP, ... ,Nﬁ)T.

Toutes les composantes de ce vecteur sont strictement positives, donc d’apres les
notations du chapitre 1, sous-section 1.3.4 on a N? > 0. On définit I de la méme

maniere que N plus haut.

Le systeme donné par (3.5) s’écrit alors sous la forme vectorielle suivante :
I=DI—(y+d) I+ diag(NP)"'diag(N — I) B 1I. (3.6)

La matrice D vient tout simplement du terme de mobilité. En d’autres termes,
D est une matrice bloc-diagonale (D = diag(D;;)) dont les blocs diagonaux sont des

matrices D;; qui sont a leurs tours définies par :
Dii<i7k) = Tik, Dn’(k,i) = gi Mk, Dii(’i,i) = —0i, Dii(ka /ﬂ) = —Tik.

Plus précisément on a :

—Gi T2 T3 - Tip
gimai —riz 0
Dy= |9ms 0 —rig - 0
EC A U U Y
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CHAPITRE 3. PRESENTATION ET REDUCTION DU MODELE SIS DE
METAPOPULATION

Définissons la matrice B par les relations suivantes :
si e;; est la base canonique de R™, ¢’est-a-dire que eq; est le premier vecteur de la
base canonique de R”Q, e le second vecteur ,..., et e, le dernier vecteur, alors on
définit la matrice B par : i

Bei; = Z Kj Bikj €kj-
k=1

Par conséquent B a la forme
Bii -+ Bin
B=|: -
B, - B,,

Par suite, la matrice B s’écrit sous la forme bloc suivante B = (B,y), ou chaque
bloc Bj; est une matrice (n x n) diagonale. L’entrée (i,7) de By, pour tout i est
égale a k; Byri, et pour tout j # k l'entrée (i,7) de Bj, pour tout ¢ est x;[0p;;.

De facon précise, on a pour tout k,

K1Bekr - 0
By, = : : ;
0 Tt /{nﬁkkn
et pour tout (j, k), avec j # k,
I‘ilﬁkﬂ T 0
Bj, = : :
0 e finﬁkjn

Finalement le systeme complet équivalent a (3.4) se met sous la forme vectorielle

suivante :

N= MN,
‘ (3.7)
I= DI—(y+d)I+diag(N?)~'diag(N — I) BI.

3.4 Conclusion

Dans ce chapitre nous avons rappelé le modele que nous allons étudié théorique-
ment dans le chapitre suivant. Nous avons donné sa forme réduite vectorielle qui
sera mieux exploitable mathématiquement.
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Chapitre 4

Propriétés et analyse globale du
modele

4.1 Introduction

L’analyse mathématique du modele rappelé au chapitre 3 est conduite dans ce
chapitre qui est organisé comme suit :

Dans la Section 4.2 nous donnons quelques propriétés importantes du modele
complet. La Section 4.3 présente la preuve du résultat central. Nous montrons que,
lorsque Ry < 1, I'équilibre sans maladie (DFE) est globalement asymptotiquement
stable, et lorsque Ry > 1, il existe un unique équilibre dans 'orthant positif moins
la variété stable du DFE qui est globalement asymptotiquement stable. Quelques
simulations et discussions sur l'effet des mouvements sur I’évolution de la maladie

sont faites dans la Section 4.4. Finalement la Section 4.5 conclut le chapitre.

4.2 Propriétés du modele

Rappelons 'ordre classique définie sur R’} au Chapitre 1, Sous-section 1.3.4.

x <wysi, pour tout 7, x; <y;;rx<ysizx<yetrF#y;r<ysir <y; pour tout 7.

4.2.1 Un ensemble positivement invariant

Définissons le vecteur
ro__ r r r r r T r r T
N _<N17N17'” 7N1,N2’N2’... 7N27"' S 7Nn7Nn7"' ,Nn) .

95



CHAPITRE 4. PROPRIETES ET ANALYSE GLOBALE DU MODELE

Proposition 5

Définissons l’ensemble
K={(N,I) : 0<N<N;0<I<N}
Alors IC est un compact positivement invariant pour le systéme (3.7).

Preuve
Nous allons montrer en vertu du théoreme de la barriere que le champ de vecteurs

du systeme (3.7) pointe vers 'intérieur sur les faces de K.
n

Si N; =0, alors Nii:dN{+ ri; Nij > 0.
j=1

Si \V/] 7é i, Nij = 0, alors NZJ = giMmj; Nu Z 0.
Si N; = Nj , alors Vj, N;; = 0 et Nu = —dN;; — g; N;; < 0.
SiVj #i,N;; = NI, alors Nj =0 et Njj = —r;; Ny — d Ny < 0.

Si I; = 0,Vi, alors

n

I = Z ik Lot + Z Ki Biki Nii % > 0.

k=1 k=1 i
SiVy #14,1;; =0, alors

LT

[Z] = GiMy; 17,7, + Z Rj B’ij i Np sl

k=1

Sil;; = N/, alors I;; = 0,Vj # 1, et I, = —giLii — (v+d) I; <0, car r;; = 0.

Si VJ 7é ialij = NZT, alors Iu = O, Nij — [ij = Nij — Nir S 0, et

Iij = —rij Iy + Z i Biry (Nij = NI) 53— (7 + d) I; < 0.

) Np
D’ou le champ de vecteurs associé a (3.7) pointe vers l'intérieur sur les faces de
KC. On conclut par le théoreme de la barriere que I est positivement invariant sous

, , 2 . <
le flot de (3.7). De plus, K est un sous ensemble fermé et borné de R**". Ceci achéve
la preuve de la proposition. [ |
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4.2. PROPRIETES DU MODELE

4.2.2 Réduction du systeme

Le systeme (3.7) est triangulaire. Le théoreme de Vidyasagar [103] énoncé au
chapitre 1 (théoreme 3) va nous permettre de réduire l'analyse de la stabilité de
notre systeme (3.7) a celui d’un systeme de plus petite dimension.

Afin d’utiliser le théoreme de Vidyasagar, vérifions ses hypotheses.

Considérons le systeme dans le compact positivement invariant K, alors en vertu
du théoréme 7, le sous-systeme N = M N admet un unique équilibre globalement
asymptotiquement stable. Notons par N cet équilibre, et par N’ le vecteur similaire
a N? et correspondant & N. On peut donc appliquer le théoréme 3 pour réduire

I’étude de la stabilité au systeme de plus petite dimension suivant :

I=DI—(y+d) I+ diag(N")"' diag(N — I) B1I. (4.1)

4.2.3 Expression du nombre de reproduction de base R,

Pour le calcul de Ry, nous utilisons le formalisme classique de [31,32] et plus
précisément la méthode exposée dans [101].

Pour cela définissons les vecteurs et matrices ci-dessous :
F = diag(N") "' diag(N — I) B,

est la fonction d’apparition de nouvelles infections dans les compartiments d’infec-
tieux et par V = D I — (v +d)I la matrice de transfert dans ces compartiments par
tout autre moyen autre que 'infection.

La matrice Jacobienne F' de F évaluée a I’équilibre sans maladie est
F = diag(N")"!diag(N) B
et la matrice Jacobienne V' de V évaluée a 1’équilibre sans maladie est
V=D—(y+4d) L.

ot 1,2 est la matrice carrée identité de R,
La matrice D est de Metzler [54](ses éléments hors diagonaux sont positifs).

La somme de chacune de ses colonnes est nulle. Ce qui implique que 0 est une
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CHAPITRE 4. PROPRIETES ET ANALYSE GLOBALE DU MODELE

valeur propre simple de D, et toutes les autres valeurs propres sont a parties réelles
strictement négatives [54]. Les valeurs propres de V sont celles de la matrice D
translatées de —(y + d), d’out V' est une matrice de Metzler stable car son module
de stabilité est —(y + d). On conclut que V' est non-singuliere (inversible). Nous
pouvons donc appliquer les résultats de [101] pour obtenir 'expression suivante du

nombre de reproduction de base.

Proposition 6

Le nombre de reproduction de base est donnée par
p(—FV™Y) = p (= diagN")"" diag(N) B(D — (v +d) I,2) ") .

ou p(A) désigne le rayon spectral de la matrice A.

4.3 Résultat Central

Ici, nous analysons le comportement global de notre systeme. Plus précisément,
nous prouvons la stabilité globale et asymptotique des solutions stationnaires (équi-

libres) de notre systeme. On a le résultat central suivant.

Théoreme 8
Soit donné le systeme (3.7) dans K.
- 51 Ro <1 alors le systeme est globalement asymptotiquement stable a I’équi-
libre sans maladie.
~ Si Ry > 1 alors il existe un unique équilibre endémique (N, I) dans K tel que
1> 0 (i.e un équilibre fortement endémique) qui est globalement asymptoti-

quement stable dans K\ {(N,0),N € Rf}.

Preuve
11 est suffisant d’étudier le systéme (4.1). Ce systéme peut se réécrire comme
suit :

[ =(F+V)I— diag(N") 'diag(I)B1. (4.2)

Pour démontrer le théoreme 8, nous allons nous servir du puissant théoreme de
Hirsch [45] pour des systémes dynamiques monotones donné ci-apres.
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Théoréme 9 ( Hirsch [45], Theorem 6.1 )

Soit F un champ de vecteurs de classe C' sur R™, dont le flot ¢ préserve R? pour
t >0 et fortement monotone dans R’}y. Suppose que l'origine est un point d’équilibre
et que toutes les trajectoires dans R’} sont bornées. Suppose aussi que la fonction

matricielle DF : R™ — R™ x R™ est strictement anti-monotone, en ce sens que,
Si x<wy, alors DF(x)> DF(y).

Alors, soit toutes les trajectoires dans R’ \ {0} tendent vers l'origine, ou bien il
existe un unique équilibre p € Int R’y (p > 0) et toutes les trajectoires dans R} \ {0}

tendent vers p.

La conclusion et la preuve de ce théoréme sont similaires si R} est remplacé par

un ensemble compact et positivement invariant K de R’}. Soit
X(I)=(F+V)I - diag(N")"'diag(I) BI,

le champ de vecteurs de classe C! dans K.
Le flot de ce champs préserve K pour ¢ > 0 car K est positivement invariant. La

différentielle DX est donnée par :
DX(I) =D — (y+d) I> + diag(N") " diag(N — I) B — diag(N")~" diag(B I).

C’est une matrice de type (n? x n?) irréductible et de Meztler, d’oti le flot de X est
fortement monotone dans C. Puisque chaque ligne de B est positive et non nulle, et
DX une fonction décoissante de I, alors DX est strictement anti-monotone. C’est-
a-dire qu’on a :

I, < I, = DX(I,) > DX(I,).

En appliquant le théoreme 9 de Hirsch ci-dessus, nous déduisons que, soit toutes
les trajectoires dans K tendent vers 'origine (qui est ici I’équilibre sans maladie),
soit il existe un unique équilibre a l'intérieur de K et toutes les trajectoires dans

K\ {(N,0),N € Rf} tendent vers cette équilibre.
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Dans ce qui suit, nous allons montrer que 1'on a la premiere situation lorsque

Ro < 1 et la deuxieme lorsque Ry > 1.
Le module de stabilité (M) de la matrice M est la plus grande partie réelle des
éléments de son spectre noté Spec(M).
a(M)=  max  Re(M).
xe Spec(M)

La Jacobienne J(0) du systeme (4.1) évaluée a I’équilibre sans maladie est J(0) =
F+V.Comme F' > 0 et V est une matrice de Metzler stable, F' 4+ V est une dé-
composition réguliere de J(0). D’ou en vertu de [102], on a I’ équivalence entre
p(=FV™Y < 1et a(F + V) < 0. Par conséquent, I’équilibre sans maladie est (lo-
calement) asymptotiquement stable. Ceci implique, grace au précédent théoréeme de

Hirsch, que I’équilibre sans maladie (ici I'origine) est globalement asymptotiquement
stable si Rg = p(—FV ') < 1.

Maintenant, si Ry > 1, ce qui est équivalent a «(J(0)) > 0 alors 1’équilibre sans
maladie est instable, et il existe un unique équilibre endémique attractif 7 > 0. Cet

équilibre endémique I satisfait la relation
D — (v + d)]T + diag(N") "' diag(N — 1) BT = 0.

En exploitant cette relation, la non-négativité de B et le fait que I est fortement

endémique (I > 0), on a

DX(I)T = — diag(N") "' diag(BT) T < 0.

Comme DX (I) est une matrice de Metzler et irréductible, cette derniére re-
lation implique que DX (I) est stable [14] (critere I,g du Théoreme 6.2.3) et par

conséquent le module de stabilité satisfait a(DX (1)) < 0. Ce qui prouve la stabilité
(locale) asymptotique de I, et en appliquant le théoréme 9 une fois de plus, nous

déduisons que I est globalement asymptotiquement stable si Ry = p(—FV 1) > 1.

Pour terminer la preuve de notre théoreme, il reste le cas ot Ry = 1. On sait que
Ro = 1 est équivalent a a(F' 4+ V) = 0. Puisque F' 4+ V est une matrice de Metzler et
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irréductible, il existe un vecteur strictement positif v > 0 tel que (F + V)T v = 0.

Considérons sur K la fonction de Lyapunov suivante :
V(I)={(I|v).
La dérivée de cette fonction le long des trajectoires de notre systeme donne
V = —(diag(N") " diag(I) BI |v) < 0.

Ce qui prouve la stabilité (locale) de 1’équilibre sans maladie si Ry = p(—FV 1) = 1.
En appliquant encore le théoreme 9 de Hirsch, nous sommes nécessairement dans le
cas ou l'équilibre sans maladie est attractif, c¢’est-a-dire que cet équilibre est globa-

lement asymptotiquement stable. Ce qui acheve la preuve du théoreme. ]

4.4 Simulations et discussions

Nous effectuons les simulations dans le cas de deux patches. Les parametres
épidémiologiques choisis sont proches de ceux d’une maladie comme la gonnorrhée.
L’unité de temps choisie est le jour. Ainsi le taux de guérison est v = 0.04, I'espérance
de vie moyenne est de 75 années, et par conséquent le taux de mortalité naturelle
est d = 1/(75 x 365). Supposons que ¢;,¢g> > 0 si bien que mjy = mg; = 1. Dans
la suite les autres parametres seront choisis convenablement. Supposons que les
coefficients de transmission de la maladie sont identiques dans chaque patch pour
tous les contacts (i.e fix; = Bk, Vi,j = 1,2). Alors, en utilisant les notations des

sections précédentes, on a
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-Hlﬂlwnﬁg 0 Fﬁlﬂlwnﬁg 0
0 /‘6252N12N11) 0 /4252N12N117
F = o= ~ -
N1 N2 /€151N21N12) 0 N151N21N127 0
0 Hzﬁzwmwf 0 5252N22 N f
Fll Fll
- 1
NIND |
Foyy  Fy
d — 0 0
g +7+ 12 Vi 0
-V = —0 r2t+y+d —go =
0 0 —ry1 g2 +y+d 0 Vo
1 -T12 + Y + d T12 i 1 .
Vit = ==V
Al A1
. % g1+ +d]
L [ety+d e ]
V' = o =+ Vo
AQ A2
| T2 o147y 4 d]
. Ay Fn ‘A/ﬁl AN Fn ‘7251
—FV-t =

A1 Ay NY NG Azﬁmvﬁl A11322‘7251
ou Ay =(y+d)(y+d+g1+7r12) and Ay = (y+d) (v +d + g2 + 721).

Comme —FV ™! est une matrice (4 x 4) de rang deux, nous allons prouver un
résultat général qui permettra de réduire le calcul du rayon spectral de cette matrice

a celui d’une matrice (2 x 2) non singuliére (inversible).

Proposition 7
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Soit
Py P

P =
P21 P22

une matrice de rang n avec Pyy, Pio, Pa1, Pay des matrices carrées de type (n X n).

Suppose que Py est inversible, et que Pig Pyy — Pio Poo P1_21 Py =0. Alors
p(P) = max {O; p (PH + Py Py szl) }
De plus, si Pio commute avec Py alors,
p(P) =max {0; p (P11 + P) }.

Preuve

Dans cette preuve, nous allons nous servir du complément de Schur et des pro-
priétés du déterminant a chaque fois que le besoin se fera sentir.

Soit A € Spec(P), alors

Py — A, ISP Py Py — A,
det(P—A\Iy,) = det = (—=1)" det
P Py — AT, Py — AT, Py

Py est inversible, le complément de Schur donné par
Py — (Pay — A, Pyt (P — AL).

nous conduit a la factorisation suivante :

[ P Py — A, I, 0
= X
| P — A, Py (Poy — A1) Pf21 I,
_P12 0 ]n P1_21(P11 - /\In)
X
| 0 Py — (Pyy — M) szl (P11 — AlL,) 0 I,

Par conséquent,

det(P — Ay,) = (—1)"det(Pi) det [Por — (Par — AL,) P! (P — ML),
(=1)™ det [Pia Py — Pia Pao P3' Piy + A (Piy + Pia P P3Y)]
(=A™ det [Py + Pia Poa Pry' — A1, .
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Les conclusions de notre proposition s’en déduisent immédiatement. [ ]

L’application de cette proposition 7 & la matrice (—F V1) nous conduit &

1

Ro— —
T A AN AL

<F11 [A2 Vﬁl + Ay ‘7251 F22 FﬁID :
De maniere précise

1 .

Ro = A, A, NP NP P(Ds Vi Fiy 4 Ay Vig' Fy). (4.3)
1 2

A Taide de la formule (4.3), le calcul de Ry est direct puisque nous avons a faire a

une matrice (2 x 2) inversible. Posons
A=A, Vﬁl Fi+ A ‘7251 Fy,

alors

tr(A) + (tr(A)? — 4 det(A))Y/?
2A; Ay NP N? '

Maintenant, nous allons faire quelques simulations afin de déceler 'effet de la mo-

Ro = (4.4)

bilité (mouvement) des individus sur la dynamique de la métapopulation. Pendant
ces simulations, Ry sera calculé a l'aide de la formule (4.4).

Le premier jeu de parametres que nous utilisons est extrait de [7] :

k1 =1, ko =1, g1 =0.35, go = 0.05, B =0.02, S5 =0.05, ro =0.2

ro1 = 0.05, N7 = 1500, N5 = 1500, v = 1/25, d = 1/(75 % 365).

Lorsque les deux patches sont isolés, ce jeu de parametres nous permet d’avoir,
Ry =05 <1et R =1.25>1, ot R et R3 sont les nombres de reproduction de
base dans les patch 1 et patch 2 respectivement. Ainsi la maladie va disparaitre dans
le patch 1 et sera endémique dans le patch 2. Toutefois, lorsque ces deux patches sont
par la suite connectés selon le jeu de parametres choisi plus haut, alors le nombre de
reproduction de base de la métapopulation devient Ry = 0.96 < 1. Comme Ry < 1,
toutes les solutions tendent vers zéro dans la métapopulation, voir figure 4.1-(A).
Ceci suscite la question suivante : doit-on toujours isoler un patch ou la maladie est

endémique ?
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Infecticux Infecticux

9 150

12

122

121

0 500 1000 1500 0 500 1000 1500
Temps en jours (A) Temps en jours (B)

FIGURE 4.1 — (A) g1 = 0.35, go = 0.05, £1 =0.02, By =0.05, 115 =0.2: R(l) <1, R% >1, Ro < 1.
(B) g1 = 0.35, go = 0.05, B1 =0.02, By = 0.05, r12 = 0.02: R(l) <1, R% >1, Ry > 1.

Dans la figure 4.1-(B), nous gardons le méme jeu de parametres que dans (A)
sauf que nous faisons décroitre significativement 15 de 0.2 a 0.02. Ainsi, le nombre de
reproduction de base de la métapopulation augmente a Ro = 1.1035 > 1, alors que
R} et R2 restent inchangés puisqu’ils ne sont affectés par aucune modification des
coefficients de mobilité (g;, m;;, 7;). Par conséquent la maladie devient endémique
dans la métapopulation. Ce phénomene est compréhensive puisque, faire décroitre 715
revient a augmenter la durée du séjour des individus dans le patch 2 ot la maladie est
initialement endémique, en d’autres termes, les individus venant du patch 1 passent

la plus grande partie de leur temps dans le patch 2 ot la maladie est endémique.

Le méme phénomene s’observe et les mémes explications tiennent lorsque, a
partir de la figure 4.1-(A), nous augmentons ¢; de 0.35 a 0.85 (Ry = 1.032 )
uniquement, ou bien, lorsque nous augmentons g; = 0.65 et diminuons r15 = 0.02
(Ro = 1.1158) simultanément, puisque augmenter g; revient a augmenter le flot de
sortie des individus du patch 1 (qui est sans maladie) vers le patch 2 ou la maladie

est endémique. Ce phénomene est illustré par la figure 4.2-(C) et (D).

La figure 4.3-(A) illustre le fait que la métapopulation reste sans maladie lorsque
tous les patches sont sans maladie, c’est ce qui est démontré dans le théoreme 8. Ici,
nous gardons les méme parametres que dans la figure 4.1-(A) et faisons décroitre (3,
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FIGURE 4.2 — (C) g1 = 0.85, go = 0.05, B1=0.02, By =0.03, r1o =0.2: R(l) <1, R(QJ >1, Rg > 1.
(D) g1 = 0.65, g2 = 0.05, B1 =0.02, By =0.03, r1o = 0.02: R(l) <1, R(Q) >1, Rg > 1.

de 0.05 a 0.03.

La figure 4.3-(B) illustre le fait que la métapopulation reste endémique lorsque
tous les patches sont initialement endémiques. Ceci est simplement la conséquence
du théoreme 8. Pour cette simulation, nous gardons les méme parametres que dans

la figure 4.1-(A) et faisons croitre 5, de 0.02 a 0.08.

Infecticux Infecticux
89 350

3007

2504

T T T T T T T T T o T T T T T T T T T J
] so 100 150 200 250 300 350 400 450 500 o S0 100 150 200 250 300 350 400 450 500

Temps en jours (A) Temps en jours (B)

FIGURE 4.3 — (A) g1 = 0.35, go = 0.05, 81 = 0.02, B = 0.03, 712 = 0.2: RE <1, RZ< 1, Rg < 1.
(B) g1 = 0.35, go = 0.05, B1=10.08, By =0.05, r1o =0.2: R(lJ > 1, R% >1, Ry > 1.
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4.5 Conclusion

Dans [7] un modele de métapopulation a été construit et son analyse mathéma-
tique a été partiellement faite. L’analyse de la stabilité locale du systeme y était
faite et le comportement global de ce systeme y était présenté seulement par les
simulations numériques. En particulier, les auteurs de [7] ont conjecturé la stabilité
des équilibres selon les valeurs du nombre de reproduction de base.

Dans ce chapitre, nous avons completement résolu cette question analytique-
ment. Nous avons utilisé les propriétés monotones de ce modele de Arino et van
den Driessche pour obtenir une analyse complete de la stabilité globale asympto-
tique. Il n’existe pas beaucoup de résultats dans cette direction pour des systemes
épidemiques généraux. De plus 'analyse complete de la stabilité des modeles épidé-

miologiques de métapopulation est encore assez peu développée [9,42,98,105].

Les résultats de cette deuxieme partie de notre travail ont fait I'objet d'une
publication dans les actes de la conférence internationale CARI [51] et d’un article

[52] accepté pour publication dans Mathematical Populations Studies.
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Chapitre 5

Construction du modele

5.1 Introduction et épidémiologie de la tubercu-
lose

En dépit des avancées significatives en Médecine, les maladies infectieuses conti-
nuent d’affecter les populations humaines dans beaucoup de régions du monde. La
tuberculose (en abrégé TB) est une maladie infectieuse courante causée par Mycobac-
terium tuberculosis. Elle attaque essentiellement les poumons (pour la tuberculose
pulmonaire), mais peut aussi affecter le systéeme nerveux central, le systeme circu-
latoire, le systeme urinaire génital, les os, les articulations et méme la peau.

La tuberculose peut se propager a travers la toux, les éternuements, le baiser, le
crachat des personnes souffrant de la tuberculose pulmonaire active. Elle peut aussi
étre propagée a travers l'utilisation des ustensiles (plats, verre a boire) non stérilisés
d’une personne infectée. Dans des cas assez rares une femme enceinte souffrant d’une
tuberculose active peut infecté le foetus (transmission verticale) [107,108].

Seules les personnes souffrant d’une tuberculose active peuvent transmettre la
maladie. Les infectés latents ne la transmettent pas. La transmission d’une personne
a une autre dépend du nombre de goulettes infectées et expulsées par le malade,
de leffectivité de la ventilation du milieu, de la durée d’exposition au risque de
contamination et de la virulence de la souche du Mycobacterium tuberculosis (MTB).

La chaine de transmission de cette maladie peut étre tout de méme brisée par

I'isolation (mise en quarantaine) des malades actifs et par le démarrage effectif d’un
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traitement anti-tuberculeux [17, 34,97, 107, 108]. Récemment, environ 95% des 8
millions des nouveaux cas de TB qui se produisent chaque année sont dans les
pays en voies de développement, parmi lesquels 80% de cas se produisent chez les

personnes agées de 15 a 59 ans [107].

En Afrique Sub-saharienne, la tuberculose est la principale cause de mortalité
dans beaucoup de pays en voies de développement, elle représente environ 2 millions
de déces et donc le quart des déces évitables chez les adultes [107]. Il est bien connu
que les facteurs tels que la réactivation endogene, I'émergence des résistances au
médicaments contre la tuberculose, la croissance de l'incidence du HIV dans les
récentes années appellent a une amélioration des stratégies de controle de cette

maladie mortelle.

Le bacille de Koch, nom donné au Mycobacterium tuberculosis (MTB), depuis
1882 par le médecin Allemand Robert Koch est un grand voyageur. Grace a I'intro-
duction des antibiotiques (streptomycine 1944, isoniazide 1952, rifampicine 1966),
la propagation de l'infection et la mortalité due a la tuberculose ont été mis sous
controle dans la majorité des pays d’Occident au cours de la derniere demie du siecle
dernier. Cependant, avec I’'augmentation des voyages internationaux et la migration
intercontinentale, la tuberculose connait de nouvelles flambées la ot on la croyait
disparue [94]. La répartition mondiale de I'infection & la tuberculose en 2006 est

donnée par la figure (5.1).

Une compréhension complete de Veffectivité du traitement et du controle de la
tuberculose dans différentes régions du monde a été et reste donc une nécessité. Il
est important d’insister que ’analyse mathématique des modeles biomédicales et de
transmission de la cette maladie peut contribuer significativement a la maitrise des
mécanismes de ces processus et de concevoir les thérapies potentielles (voir [18,21,
36,73]).

Par ailleurs, I'analyse de la propagation des maladies infectieuses sur des ré-
seaux de populations est devenue une question moderne en épidémiologie [59]. Cette
question a été I'une des motivations principales du développement de la théorie de

percolation [76]. Alors que 'approche initiale se focalisait sur les contacts des ré-
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seaux locaux [25,60,67,80], c’est-a-dire, les réseaux dans les populations singulieres
(villages, centres urbains, pays), une nouvelle approche a été récemment introduite
pour traiter de la propagation des maladies dans un ensemble de populations (lo-
cales) dont la structuration et la configuration spatiales sont complexes et qui sont
interconnectées par les flux migratoires des individus. Rappelons que de tels en-
sembles de populations connectées et évoluant dans un environnement multi-patch
sont appelés métapopulations en écologie, et que leur étude a commencée en 1967

avec la théorie de la biogéographie des iles (theory of island biogeography [71]).

Récemment, il y a eu un intérét grandissant pour ces modeles épidémiologiques de
métapopulation. Par exemple, dans certains modeles de propagation des épidémies
récents, la localisation des patches dans l'espace est traité explicitement, mais ne
prend pas en compte le nombre de connections k (degré) que chaque patch pourrait
avoir dans le réseau avec d’autres patches [9,24]). Dans [25, 26, 80], toutefois, une
approche alternative basée sur un formalisme utilisé en Mécanique Statistique des

réseaux complexes est présenté dans ce chapitre.

Considérant cette approche, la structure du réseau spatial des patches (nceuds ou
sommets) est abrégée par le moyen de la connectivité ou degré de distribution p(k)
définie comme étant la probabilité qu'un patch (nceud) arbitrairement choisi ait une
connectivité (un degré) k. Dans [57,88], les auteurs considerent que les processus de
réaction (ici, épidémiologique) et de diffusion (ici, mobilité) ont lieu simultanément.
Ce qui semble étre une hypothese raisonnable pour une formulation convenable des
modeles de métapopulation en temps continue pour la propagation des maladies

infectieuses.

Dans ce chapitre, nous considérons la propagation de la tuberculose dans un ré-
seau de métapopulations, c’est-a-dire un réseau de populations connectées par les
flots migratoires dont la configuration est décrite en termes de probabilités condition-
nelles parmi les classes de nceuds ayant le méme degré. Nous construisons un modele
dont la force d’infection est, soit fréquence-dépendante, soit densité-dépendante. Ce

qui nous donne deux modeles différents a étudier.

Nous donnons un résultat d’existence globale et de positivité des solutions. Enfin,
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pour des réseaux non corrélés nous donnons une forme naturelle de la probabilité

conditionnelle en fonction de la distribution p(k) des patches du réseau.

Estimated new cases (per 100 000)
[ | <=100

| I 101 - 300
Bl - o0

6,000 Kilometers

FIGURE 5.1 — Répartition mondiale par pays et par prévalence de 'infection a My-
cobacterium tuberculosis (MTB), vecteur de la Tuberculose. Source : Rapport OMS
2006.

5.2 Formulation statistique du modele de la tu-
berculose

5.2.1 Définitions pratiques

Nous donnons ici, quelques définitions empruntées a la théorie des réseaux (ou
théorie des graphes).
Définition 2

On appelle degré d’un sommet (ou nceud) dans un réseau représenté par un
graphe, le nombre d’arétes dont ce sommet est une extrémité.
Définition 3

On dit qu’un réseau est invariant d’échelle (scale-free en Anglais) lors-
qu’aucune échelle ne caractérise le réseau.
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5.2.2 Le modele

Ici, nous nous intéressons a la propagation de la Tuberculose dans un réseau de
métapopulations. Le modele que nous allons construire prend en compte 1’architec-
ture du réseau de métapopulations.

La figure 5.1 ci-dessus montre la répartition et la prévalence de la tuberculose
dans presque toutes régions et tous les pays du monde. Ce qui justifie notre modé-
lisation de cette maladie dans un réseau complexe de métapopulations. Il y est a
remarquer que I’Afrique reste le continent le plus forte touché.

Nous considérons donc la propagation de la tuberculose dans un réseau com-
plexe de métapopulations. Nous supposons que le réseau admet n degrés deux a
deux distincts ki, ka, - -+ , k,. On procede a une sorte d’agrégation (groupage) des
populations de patches de méme degré. Le modele peut donc étre considérer comme
un modele de métapopulation a n patches. Nous supposons que l’architecture du
réseau des patches (nceuds, sommets) dans lesquels les populations locales vivent
est codée mathématiquement par la distribution des degrés (connectivités) notée
p(k). Cette distribution p(k) est définie comme étant la probabilité qu’un patch ar-
bitrairement choisi soit de degré k. A chaque instant donné, dans chaque patch, des
individus sont soit susceptibles, soit infectés latents (exposés a la TB), soit infectieux
(souffre de la TB active) ou guéris. Ces états sont ps(t), per(t), pre(t) et pri(t)
respectivement, ot pax(t), A= (S, E, I, R) est par définition la densité relative des
individus du type A dans les patches de degrés k : c’est la probabilité qu'un patch
de degré k soit a I’état A de la maladie. La densité totale de la population a l'instant

t est donc donnée par

pr(t) = psk(t) + pei(t) + pri(t) + pri(t). (5.1)

On suppose que les naissances se recrutent dans chaque classe de la population
avec un taux constant A par individu. La transmission du Mycrobacterium tubercu-
losis se fait suivant un contact adéquat entre un susceptible et un infectieux dans

chaque population locale.

. . . . . P1.kPS k
Le taux avec lequel les susceptibles deviennent infectieux est donné par f————
Pk
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pour la transmission fréquence-dépendante (incidence standard) et par B p;rpsk
pour la transmission densité-dépendante (simple action de masse). 3 est la pro-
babilité pour qu'un contact adéquat produise effectivement un individu malade (il

désigne aussi le degré de contagiosité de la maladie).

Apres un contact adéquat avec un individu souffrant de la tuberculose active,
un individu susceptible devient un infecté latent et pas directement un infectieux.
Une fraction ¢ des nouveaux infectés passe directement dans la classe des individus
infectieux et la fraction restante (1 —q) est latente et entre dans la classe des infectés
latents. Les latents sont supposés acquérir une certaine immunité comme étant le
résultat de 'infection, qui va réduire leur risque a une infection subséquente, mais

ne les protege pas totalement de la contamination.

Nous supposons que la chimioprophylaxie des infectés latents réduit leur réacti-
vation avec un taux constant € et que l'initiation immédiate d'un traitement thé-
rapeutique les enleve de I’état de malade actif pour les placer dans I’état d’infecté
latent. Les individus latents, qui ne recoivent pas de chimioprophylaxie effective pro-
gressent vers 'état de malade actif (tuberculose active) avec un taux a(l —6) ou «
est le taux avec lequel les infectés latents deviennent infectieux (ce taux a un rapport

étroit avec le temps moyen de I'incubation de la maladie).

Une fois malades, grace a leur immunité, les individus peuvent guérir naturelle-
ment et quitter la classe des infectieux pour la classe des infectés latents au taux ~.
De méme apres traitement, les infectieux peuvent guérir spontanément de la mala-
die et rentrer dans la classe R des guéris au taux d. Les guéris R peuvent seulement
avoir une immunité partielle, ainsi ils peuvent rechuter et rentrer dans la classe des
infectieux I avec un taux constant £. Le taux de déces naturel est u, ainsi 1/ est la
durée moyenne de vie de chaque individu. Les individus infectieux peuvent mourir

a cause de la maladie avec un taux d.

Nous nous inspirons des modeles construits dans [57,87] pour la propagation
des maladies infectieuses dans un réseau de métapopulations en temps continu. Le

diagramme de transmission de ce modele est donné par la figure (5.2.2) ci-dessous.

Thése de Doctorat: Berge TSANOU 76 Etude de quelques Modéles Epidémiologiques
de Métapopulations : Application
au Paludisme et a la Tuberculose.



5.2. FORMULATION STATISTIQUE DU MODELE DE LA TUBERCULOSE

Psi

pR,k

v

FIGURE 5.2 — Diagramme de transmission de la TB dans les patches de degré k.

En supposant le cas de la transmission fréquence-dépendante, le systeme d’équa-
tions différentielles ordinaires gouvernant la dynamique de la propagation de la tu-

berculose est donné comme suit :

(

psp = NA— 5% — ppsk — Dspsn +kDs » P(kl|k)psz/7
k/

PER = p(1— Q)% +YPrk — [+ a(l — ‘9)]pE,k — Dgpek
k

kD S P(K!|k) 22
k;/

K
(5.2)
prr = ﬁq% +a(l=0)per— (L+d+~v+0)prr+&pra
~Drprp+kDr )] P(k"lk)pg,k/ ;
k/
. 111 PR
pri = FOprx— (+&) pri — Drpri +kDrY_ Pk ‘@7
\ K’

ou k est le degré du patch ot habitent les populations locales (k = ki, .. ., kmaz = kn),
et P(K'|k) est la probabilité conditionnelle qu’un patch de degré k soit directement
Thése de Doctorat: Berge TSANOU 77 Etude de quelques Modéles Epidémiologiques

de Métapopulations : Application
au Paludisme et a la Tuberculose.



CHAPITRE 5. CONSTRUCTION DU MODELE

relié & un patch de degré k'.

Comme dans les processus classique de réaction-diffusion (ici, épidémie-migration),
le systeme (5.2) décrit la variation en fonction du temps des individus susceptibles,
infectés latents, infectieux et guéris comme la somme de deux contributions indépen-
dantes : réaction (représentée ici par le phénomene épidémiologique) et diffusion (ici
le phénomene migratoire). En particulier, le terme diffusion renvoie au flot sortant
des individus (particules qui diffusent) des patches de degré k et au flot entrant des
individus qui migrent & partir des patches voisins de degré k’'.

Dans le but de simplifier, nous allons dans toute la suite, considérer des coeffi-
cients de diffusion strictement positifs (Ds, Dg, Dy, Dr > 0).

Pour le modele a transmission densité-dépendante (simple action de masse), nous
PIkPS,k

remplagons tout simplement dans I’équation (5.2) le terme de transmission /3
Pk

par 3 pripsk-

5.3 Existence globale et positivité des solutions

Nous allons montrer que, chaque modele admet des solutions pour tout ¢ > 0,
et que ces solutions sont positives pour des conditions initiales positives. Nous al-
lons alors prouver 'existence d’'un ensemble €2 compact, absorbant et positivement
invariant pour notre modele. Nous allons conduire cette étude pour le modele a
transmission fréquence-dépendante.

Le méme résultat tient pour le modele a transmission densité-dépendante et
pour le méme ensemble €2 compact, absorbant et positivement invariant. Ce qui
nous autorisera a étudier nos deux modeles dans cet méme ensemble €.

Signalons que, puisque les naissances et les déces sont pris en compte dans le
modele (5.2), la population totale des individus présents dans la métapopulation est
variable.

La proposition suivante donne 'existence globale des solutions de notre systeme.

Proposition 8
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Soient données les conditions initiales (psr(0), pri(0), prx(0), pri(0)) dans l'or-
thant positif RY™ de R*™ telles que p(0) > 0, alors le systéme (5.2) posséde une unique
solution (psx(t), pex(t), pri(t), prik(t)) pour toutt > 0. De plus, il existe un compact

positivement invariant 0 qui absorbe toutes les solutions du systéme.

Preuve

Il est évident que l'orthant positif R est invariant pour notre systeme : il suffit
pour cela de vérifier que sur chacune de ses faces, le champ de vecteurs donné par
le membre de droite de (5.2) pointe vers l'intérieur de R%".

Par ailleurs, il est immédiat que ce membre de droite définie une fonction C*.
D’ou lexistence locale des solutions du systeme (5.2).

Pour l'existence globale, nous allons montrer que les solutions (5.2) sont bornées
pour tout ¢ > 0.

Pour cela, multiplions les équations du systeme (5.2), par p(k), et en sommant
sur tous les k, nous obtenons un nouveau systeme d’équations en pg, pg, pr et pr,
décrivant I’évolution du nombre moyen par patch des individus susceptibles, infectés

latents, infectieux et guéris respectivement. Ce systeme s’écrit :

(ps = A—ﬁzp(k)%—ﬂps—l)sps
P

+Ds Y2 3 kp(k) P (K k)2
k K

b = 5(1—q>§p<k>%+m— i+ a(1 = 0)pe — Dpprs

D 3 S hp(R) PR )P (5.3)

pr = PBq ;p(k)% +a(l—=0)pg — (u+d+v+8)p;

+ng—sz1+DfZka(k)P(’f’|’f)%a
kK

PR = 5p1—(/L‘f‘f)pR_DRPR"‘DRZka(k)P(k,‘k)%’
KK

\
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ot p;(t) = p(k)pjk(t) , j=SE LR

Maintenant, C(fmme le nombre de liaisons partant des nceuds de degré k vers les
nocuds de degré k' doit étre égal au nombre de liaisons partant des noeuds de degré
k' vers les nceuds de degré k dans un graphe non-orienté, nous avons la relation

naturelle suivante entre p(k) et P(k'|k) [19] :
kP (K |k)p(k) = K P(k|K )p(K). (5:4)

Comme de plus on a ), P(k|k’) = 1, en intervertissant 1'ordre des sommations,

les équations du systeme (5.3) deviennent :

. PIkPS k
(ps = A—ﬁzp(k)T—Mps,
k

pr = B —q) S p(R)ELEE o [t a1~ 0)]os,
k Pk (5.5)

pr = ﬁq;p(lﬁ)%Jra(l—@)pE—(u+d+7+5)P1+§PR7

{ pr = Opr—(n+&)pr-

En sommant entre elles les expressions du membre de droite du systeme (5.5)
nous sommes conduit a
dp

LA~ pp—dp;. 5.6
= pp — dpr (5.6)

Comme p; < p, nous en déduisons alors que
d
A= (p+d)p< d—’; <A — pp.
On montre classiquement en intégrant que

A A
0)e ™ 4+ —— (1 —e ) < p(t) < p(0)e ™™ + = (1 — e ).
p(0)e +u+d( e ) < p(t) < p(0)e +u( e)

d’ott on déduit que

min (p(0). ) < pl0) < max (0). ).
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Ce qui prouve que les solutions sont bornées pour tout ¢ > 0, et d’ou 'existence

globale des solutions de (5.2).

A
Maintenant si  p(0) < —, alors p(t) <
i

d A d
d—f < 0. Ainsi, a chaque instant t; tel que p(t;) > —, on a d—/; 1, < 0. On en déduit

par conséquent, que toutes les solutions du systeme (5.5) finirons par rentrer dans

==

. . A
, si plutot on a p(0) > —, alors
1

le domaine 2 ci-dessous et n’en ressortirons plus.

- {<ps,k<t> Prt) s pralt) prs(®)) €RY | p(t) < %} (5.7)

Ainsi toutes les trajectoires possibles du systéme (5.5) qui commencent dans
y restent. L’ensemble €2 est le domaine de faisabilité biologique, il est compact, ab-
sorbant et positivement invariant pour le flot induit par systeme (5.5). De plus, on
peut montrer, en utilisant la théorie de permanence [88] que toutes les solutions pour
des conditions initiales sur la frontiere de €2 rentrent éventuellement dans 2. Ce qui

acheve la preuve de la proposition. [ ]

Ainsi, le systeme (5.2) est bien posé mathématiquement et épidémiologiquement
et il suffit de considérer la dynamique du flot généré par ce systeme dans (2.

Les mémes conclusions sur €2 sont valables pour le modele a transmission densité-
dépendante (simple action de masse).

Pour la métapopulation ou la connectivité est caractérisée par un ensemble de
probabilités conditionnelles P(k’|k), on définit les éléments de la matrice de connec-

tivité C' comme suit :

k
Crp = Ep(k’]k)

Notons que cet élément Cyys est le nombre moyen des individus que les patches
de degré k recoivent des patches voisins de degré k' lorsqu’un seul individu quitte
ces patches en choisissant arbitrairement 1'une des k" connections [18].

On devrait remarquer que, pour ceux des degrés k qui ne sont pas présents dans

le réseau de métapopulation, on a tout naturellement P(k'|k) = 0, VK’
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Ainsi dans toute la suite de ce travail, lorsque nous parlerons de degrés, nous
ferions ainsi implicitement référence a des degrés qui sont présents dans le réseau de
métapopulation. De plus , le cas ou tous les patches ont la méme connectivité (i.e.
le méme degré) est exclu de notre étude parce que, dans ce cas, les équations du

modele se réduisent a celles d'un modele SEIR classique sur un seul patch.

5.3.1 Equilibre sans maladie (DFE) générique pour les deux
modeles

Il est clair que, pour les deux modeles : transmission fréquence-dépendante et
transmission densité-dépendante on a le méme équilibre sans maladie. Par consé-
quent il suffit pour le calculer de s’appesantir sur un seul des deux modeles.
L’équilibre sans maladie du modele (5.2) est donné par (0% , Px » P4 PRp)s O
Pek s Pl Py €t PRy sont les solutions des équations :

(

A ﬁp”;pSk—,upSk DgpSkJrkDSZPMk ps’“’:o,
k

P? kpgk
B(1— Q)BT + 900 — [0+ a(l = 0)]ph,
k

~Diply+kDy S P(k'vf)p“ =0,

(5.8)

0 0
Pr.xPs.k
Bq—po +a(l=0)pY e — (u+d+v+08)p7, + Ep%
k

, P
—D101k+kDIZP(k|k) 2 =0,

=0.

ka
/

5P?,k_(ﬂ+f)0%k DRPRk+kDRZP(k/|k) 2

\

Rappelons tout de méme que pour 'analyse des systemes dynamiques décrivant
la propagation des maladies infectieuses, I’équilibre sans maladie est une solution
stationnaire particulierement importante. Par définition, il est obtenu en posant
prr = 0 dans I'équation (5.2), ce qui nous conduit a une expression explicite de
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la densité relative des individus susceptibles dans les patches de degré k s’écrivant
comme suit :
(1 + Ds)psy = A+ Ds Z Chk 3 -
k/

Puisque Z P(K'| k) = 1, il vient, pour les deux modeles que I'on a,
k./

1 k
0 — A—f-D v 0> ’
P M+Ds( KOs
ou (k)= Z kp(k) est la moyenne des degrés du réseau.
P

Notons que ’équation (5.6) évaluée a I’équilibre sans maladie donne

A
0 0

P =pPs= —-

S
Ainsi I’équilibre sans maladie est donné par la formule

A Ds k
0 S 0 0 0
PS.k i+ Ds ( 7 <k>> PEk = Prk = PRk (5.9)

Remarque 7

Comme nous 'avons dit plus haut, la formule (5.9) est aussi l’équilibre sans
maladie pour le modéle a transmission densité-dépendante (simple action de masse).

Dans le prochain chapitre, nous aurons besoin de la définition suivante :
Définition 4

On dit qu’un réseau est corrélé lorsque la probabilité qu’un sommet de degré k
soit connecté a un sommet de degré k' dépend de k.

On dit qu’un réseau est non corrélé dans la cas contraire, c’est-a-dire que, la
probabilité qu’'un sommet de degré k soit connecté a un sommet de degré k' ne
dépend pas de k. Dans ce cas il n’ y a pas de corrélation degré-degré entre les neeuds

connectés.
Dans le cas des réseaux sans corrélation degré-degré, nous avons
P(K'|k) = K'p(K')/{k).
C’est-a-dire que la probabilité conditionnelle P(k’|k) qu’'une aréte donnée pointe

sur un sommet de degré k&’ est indépendante de k et est égale a k'p(k’) /(k) (voir [79]).
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5.4 Conclusion

Nous avons construit un systeme d’équations différentielles ordinaires non li-
néaires décrivant la propagation spatio-temporelle de la tuberculose dans un réseau
de métapopulations. Ce modele obtenu est originale en ce sens qu’il prend en compte
la structuration en termes de degré des nceuds du réseau de métapopulations. Cette
structuration est donnée par la distribution p(k) des degrés de patches et des pro-
babilités conditionnelles P(k'/k).

Notre modele a été élaboré grace a une formulation statistique de la densité re-
lative des populations. Nous avons pris en compte les deux types de modélisation de
la transmission des maladies infectieuses les plus utilisées en épidémiologie. Notam-
ment : la transmission fréquence-dépendante et la transmission densité-dépendante.

Apres avoir prouvé 'existence globale des solutions et donné le domaine de faisa-
bilité biologique et mathématique de nos modeles, nous avons achevé ce chapitre par
le calcul de I’équilibre sans maladie générique des types de modeles. Cet équilibre est
d’une importance capitale dans I’analyse mathématique qui va suivre dans le pro-
chain chapitre, en ce sens qu’il intervient dans le calcul d'un seuil épidémiologique :

le fameux nombre de reproduction de base R.
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Chapitre 6

Analyse mathématique : cas des
réseaux non correélés

6.1 Introduction

Dans ce chapitre, nous faisons une analyse mathématique pour nos deux modeles
dans le cas d’un réseau non-corrélé de métapopulation. Ainsi, sous 'hypothese de
la transmission fréquence-dépendante (incidence standard) [42], nous calculons ri-
goureusement et donnons la valeur exacte du nombre de reproduction de base Ry
en fonction des parametres épidémiologiques et de diffusion. Nous prouvons que

I’équilibre sans maladie est globalement asymptotiquement stable lorsque Ry < 1.

De méme, toujours dans le cas d’'un réseau non-corrélé et sous I’hypothese de la
transmission densité-dépendante (simple action de masse) [42], dans 'impossibilité
de donner la formule explicite du nombre de reproduction de base Ry en fonction
des parametres épidémiologiques et de diffusion, nous donnons deux conditions suffi-
santes d’instabilité de I’équilibre sans maladie : I'une en terme de la densité moyenne
des patches de plus grande connectivité et I’autre en terme de la densité des patches

de plus faible connectivité.

L’existence d’au moins un équilibre endémique est aussi prouvée. Enfin, grace
aux simulations numériques nous observons que, la prévalence de l'infection n’est

pas constante, mais croit avec la connectivité (degré) du patch.

Plus intéressant encore, au voisinage du seuil, il existe toujours des patches avec
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de faibles connectivités ou la tuberculose ne peut pas progresser a moins que les

infectieux y arrivent en provenance des patches ayant de fortes connectivités.

Comparant les résultats qui existent déja dans la littérature, notre contribution
traite d’une maladie spécifique qui n’est pas considérée dans les références [57,87,88].
Relevons que dans ces références, les auteurs ont négligé certains aspects épidémio-
logiques importants a la description de la propagation de la tuberculose tels que, les
naissances, la mortalité naturelle, la mortalité due a la maladie et leur modele est de
dimension 2 (2 variables d’état). Par ailleurs, les auteurs de [57,87,88] ont supposé
que la population totale est constante, ce qui n’est pas le cas dans notre modele.
Tout cela a notre avis facilite I’analyse mathématique de leur modele.

Notre modele de base est de dimension 4 et incorpore les aspects biologiques
et épidémiologiques essentiels de la dynamique de la tuberculose tels que les nais-
sances, les déces dues a la maladie, la progression lente et rapide, 'effectivité de la
chimioprophylaxie des infectés latents, le traitement et la rechute apres guérison.
Dans [16], 'auteur a étudié un modele de TB prenant en compte la chimioprophy-
laxie et le traitement mais sur un seul patch. Nous pensons que notre étude est
originale et représente le premier travail sur la propagation de la tuberculose sur
un réseau complexe de métapopulations utilisant la distribution des degrés et les
probabilités conditionnelles.

Dans le but d’obtenir des résultats analytiques pour notre modele de métapopu-
lation, nous devons donner une forme précise a la probabilité conditionnelle P(k’|k).
L’hypothese la plus simple et la plus utilisée est de se restreindre aux cas d'un réseau

non-corrélé (voir définition 4).

6.2 Analyse du modele a transmission
fréquence-dépendante

Rappelons ici que, puisque nous faisons une analyse pour un réseau non-corrélé

(réseau sans corrélation entre les degrés des noeuds), on a
P(K'|k) = K'p(K')/{k).
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En remplagant expression de P(k'|k) dans I’équation (5.2), 'on obtient les équa-

tions suivantes pour la propagation de la TB dans une métapopulation décrite par

un réseau non corrélé et la transmission fréquence-dépendante.

¢

. PI KPS, k
psk = A—BEEEEE _yipg) — Dg <Ps,k - —Ps) ;
Pk (k)

pn = Bl— q)% +yprk — [+ a1 = 0)]pp

k
—Dp (pE,k - —PE> ;
(k)
(6.1)
5QM

Pk

—Dy (Pl,k — %/JI) :

) k
prr = 0prp— (L+E&) prr— Dr (PR,k - @PR) :

ou (k) = Z kp(k) est la moyenne des degrés du réseau.
k

pre = +a(l=0)ppr — (w+d+v+0)prr +Epri

\

Dans cette forme d’écriture des équations du modele, il est clair que le terme
de migration (diffusion) est simplement donné par la différence entre le flot sortant
des individus susceptibles, infectés latents, infectieux et guéris dans les patches de
connectivité k, Dsps i, Depei, Dipri et Drpri et le flot total entrant des individus
susceptibles, infectés latents, infectieux et guéris a travers toutes les k£ connections,
qui est k fois le flot moyen des individus a travers une aréte dans le réseau, Dg ps/(k),
Dgpr/{k), Drpr/{k) et Dgpr/{k). Notons que cette moyenne a travers une aréte
ne dépend pas du degré k£ du patch considéré puisque nous avons supposé que 1’ar-
chitecture de la métapopulation est décrite par un réseau non-corrélé.

Dans un tel réseau, les éléments de la matrice de connectivité C' sont simplement

donnés par
kp(k')

Cov = =)

(6.2)
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Remarque 8
Il est évident que la matrice C' est de rang 1 et que le vecteur v dont les compo-
santes sont v, = k est un vecteur propre de C' correspondant la valeur propre 1.
Ainsi, s’il y a n degrés différents dans le réseau, alors les valeurs propres de la
matrice C' sont : X =0, qui a une multiplicité algébrique n — 1 et X = 1, qui est

une valeur propre simple.

Cette remarque sera tres utile dans la suite pour l'analyse de la stabilité des
équilibres des modeles.

Afin de conduire plus aisément notre analyse, nous allons écrire notre systeme (6.1)
sous une forme vectorielle. Pour cela définissons les vecteurs de R™ suivants :

S = (PSk1s PSar - - -2 PSdn) s B = (PE Rt PERzs s PEJen) s T = (PLiers PLikas - PLEn) s
R = (pRky» PRIz -+ s PREn) s N =(p1,p2,...,pn)T et L= (1,1,...,1)T.

Si X € R™ est un vecteur, nous désignons par diag(X) la matrice carrée diagonale
de type (n x n) dont les éléments diagonaux sont les composantes de X. Avec ces

notations et conventions, le systéme (6.1) devient
(S = AI— Bdiag(N) 'diag(I)S — (i + Dg)S + DsC'S,
E = B(1—q)diag(N) 'diag(I)S + ~I
—lu+a(l —=0)+ DglE + DpCE,
: (6.3)
I = pPqdiag(N) 'diag(l)S + a(1 —0)F

—(u+d+v+6+ DI+ ER+ DC,

| R = 61— (u+&+Dr)R+DrCR,

ou C' est la matrice de connectivité donnée par I’équation (6.2).

Remarque 9
Signalons que, dans le cas ou les paramétres B, q, v, i, o, 6, 6, & et d ne sont
pas les mémes dans tous les patches, ils sont tout simplement remplacés dans le

systéme (6.3) par des matrices diagonales positives et cela ne change pas fondamen-

Thése de Doctorat: Berge TSANOU 88 Etude de quelques Modéles Epidémiologiques
de Métapopulations : Application
au Paludisme et a la Tuberculose.



62.ANAD@EDUAKMEEEAJFANﬁwwﬂON
FREQUENCE-DEPENDANTE

talement la structure du systeme. Par conséquent, les techniques utilisées ci-dessous

pour son analyse ne changent pas aussi.

6.2.1 Nombre de reproduction de base et stabilité globale
du (DFE)

6.2.1.1 Nombre de reproduction de base

Le comportement global de notre systeme dépend inévitablement du nombre de
reproduction de base, ¢’est-a-dire, le nombre moyen de cas secondaires produits par
un individu infectieux qui est introduit dans une population constituée uniquement
de susceptibles.

Le systéme (6.1) admet un équilibre évident donné par @y = (S°,0,0,0) avec
SR = p%,, défini dans I'équation (5.9) et 0 le vecteur nul de dimension n lorsqu’il n’y
a pas de maladie dans la métapopulation.

Nous allons calculer le nombre de reproduction de base R, en utilisant I’approche
de la matrice de seconde génération développée dans [101].

En utilisant les notations de [101], les matrices F' et V', pour les nouvelles infections

et des autres transferts sont respectivement données par

F=10 F 0 et V=|-a(l-0)1, A/l —-DC —¢I, ,
0 0 0 0 -0, Agrl, — DrC

ou I,, est la matrice carrée identité de dimension n et

Ar=p+d+v+6+D;, Ap=pu+E&+ Dg.

Posons
Fll F12
F = ,
F21 F22
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CORRELES
ou
0 F 0
Fip = ) Fiy = ; Fy = [0, 0] et Fy = 0.
0 F 0
Soit
Vi Va
V= ;
Vs Vy
Agl, — D C —~1I, 0
Vi = > ‘/2 = )
—O[(]_—Q)]n A[In—D[O _Sln

Va=[0, =6L,] et Vi=Agl,— DgC.

Puisque V est une M-matrice et stable, on peut déduire que V=1 > 0.

Maintenant nous allons de calculer explicitement l'inverse de V. Pour cela, sup-

posons que cet inverse se met sous la forme suivante :

Wir Wi
Vo= ,
War Wa
ou Wiy et Wyy sont des matrices carrées de dimension (2n X 2n) et (n X n), respec-
tivement.
Observons par ailleurs que
A B
FV—!=
ou

A:FH WH et B:FH ng.

Ainsi, le nombre de reproduction de base est défini, en vertu de [101] comme le

rayon spectral de la matrice de seconde génération F'V ! :
Ro=p(FV™") = p(A) = p(Fi1 Wh). (6.4)

Pour le calcul explicite de I'inverse de V', nous avons besoin du lemme suivant

prouvé en Annexe A.1
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Lemme 1
Soit N une matrice carrée bloc ayant la forme suivante :

Ny N,
N= ,
Ny N,

ou Ny et Ny sont aussi des matrices carrées.
Si Ny et D = Ny — Nj Nfl Ny sont inversibles, alors linverse de N est donné

par
1 N'+ N7'NoD'Ng Nyt =N PNy, D1
N1 =
—D "Ny N;! D!

Notons que la matrice V; a la forme de N définie dans le Lemme 1 avec
Nl:AE[n_DEOa NQZ—"}/In, Ngz—a(l—Q)[n et N4:A][n—D]C.

Notons aussi que la matrice V' a la forme de la matrice N définie dans le Lemme 1
avec Ny = Vi, Ny = Vo, N3 = V3 et Ny = V,. Ainsi, si toutes les hypotheses du
Lemme 1 sont satisfaites pour les matrices V; et V', le Lemme 1 peut étre utilisé
pour le calcul explicite de V1.

On montre alors aisément que V,™* a la forme suivante :

Vii Vi
Vit= :
Var Voo

ou le Lemme 1 implique (pourvu que Ag I,, — D C et Vay soient inversibles) que

Vii = (AEIn—DEC)_1+7(AEIn—DEC)_l Var,
Vie = ’Y(AEIn—DEC)_l Vaa,

Voo = a(l—0) Ve (Agl, —DpC)™",

-1

Voo = [Arl,—D;C—a~(1-0)(Apl, — DpC)]

Des expressions ci-dessus, il apparait que, pour calculer explicitement les matrices
Vi1, Via, Vo1 et Voo, nous aurons besoin d’inverser les matrices (Ag I, — Dg C) et
Vao. Pour y parvenir, nous allons donner le Lemme 2 ci-dessous dont la preuve sera

faite en Annexe A.2.
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Lemme 2
Soit R = U + XW Z une matrice carrée de type n X n inversible. Supposons
que les matrices U, W et W= + ZU~' X sont inversibles, alors linverse de R est

donnée par [’expression
R'=U''-U'XWt+zU X' ZzUu ™ (6.5)

En vertu de ce Lemme 2 et du fait que C™ = C, Vm € N* nous prouvons
aisément que

_ 1 Dg
Apl, — D L= = |+ —2E

1

17— 1 b
[AIIn—D[O—ay(l—0)(AEIn—DEC’) 1} :a |:In+m0:|,

ol
A;(u+ Dg) +a (1l —0)(u+d+ Dy)

Ag
ApDilp+ a1l —=0)] +~va(l —0) Dg
Aglp+a(l —0)] '
En gardant ce résultat a ’esprit, et apres quelques substitutions, nous obtenons :

b:

a a—>b
= Qq In +b00
a(l —0) { b+ a(l —0)] +aDg }
Vs — |1, C
BT Tady [T - a(l—0)]
= a1 In+b10
Y b+ a(l—6)]+aDg ]
Vies = — |1, C|,
2T A [ T a— B+ al—0)
v aAg+ya(l—0) {I Yol —0)Apblp+ ol — 0)] + aDg] C]
" a A% " ala—b)laAp+ya(l—0)][pn+a(l—0)>2
N aAp+ya(l—0) [a(a—b) Dglp+a(l—0)][aAs +ya(l —(9)]0]
a A2 ala—0b)laAg+va(l—0)][p+ a(l—0)]?
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ol (1-9)
all —
“o= CLAE
b a(l=0)bju+ a(l —0)] +aDg
. =

aAp (a=b)[p+a(l—-0)]"
Le calcul de V; ! est ainsi achevé.

Maintenant calculons V!, pour cela nous devons calculer et inverser la matrice
D=V,—V; V1_1 V5. De simples substitutions donnent :
D = Vy—0&Va,

_ (AR—%)IH—{DR+ 06b }O,

a(a —b)
= Q9 ]n - b2 C.
En vertu du Lemme 2, I'inverse de D est donnée par :
Dot {In—i— b2 C] ,
Q2 az — by

ou 4 5

a

—b)Dr+0ED

by — ala —b) Dr+0¢ - 0.

a(a — b)
Comme V; et D sont inversibles, ’application du Lemme 1, donne apres un calcul
simple :
Wn = Vi'=Vi' Ve D VsV,
Vit +6&EVie D™ Way Vig 4+ 6E Vi D71,

Va1 +0&Vay D™ Way Vag 4+ 0 E Vay D71
A ce niveau, nous devons calculer 'expression de A. Remarquons que A peut s’écrire

comme suit :

A = FnWy
Fy (Vor +0& Vs D71V21) Fy (Vag + &V D71VQ2)
Fy (Vay + 6 & Vi D_1V21) Fy (Vag + & Vay D_1V22)
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D’autre part, pour avoir une formule explicite du nombre de reproduction de base,

rappelons le résultat suivant qui est déja prouvé au Chapitre 4 dans la Proposition 7.

Lemme 3

Soit M une matrice carrée de la forme :

M, M,
M = ,
Ms M,

ot My, My, Mz et My sont aussi des matrices carrées.

1. 51 M, est inversible et MyMs — Moy My M2_1 M; =0, alors

p(M) = max{0, p(M; + My M, My ")} (6.6)

2. De plus, st on a My My = My Ms, alors

p(M) = max{0, p(M; + M,)}. (6.7)

A = F;1 Wiy a la forme de la matrice M du Lemme 3, avec
My = Fy (Vo + 6 & Voo D™'Way), My = Fy (Vag 4 0 & Vay D™'Vay),
Mz = Fy (Va1 + 6 & Vay D™ 'Way) et My = Fy (Vag + 0 € Vay D™'Vig).
Puisque Fy = (1 —q) I, et Fy = ¢, sont des matrices diagonales (multiples de

la matrice identité), 'on déduit que :

MyMy = F (‘/22‘1‘55‘/221)_1‘/22) Fy (Voo 4+ 6 & Vg D_1V22)
= I (‘/22—1—55‘/221)71‘/22)}71 (Vg + 0 & Vg Dilvm),
= M4 M27
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et par suite,

My My — My My Myt My = My My — My My Myt M,
= My Mz — My M,
= F (Voo +8& Voo D 1Viao) Fy (Var + 6 & Vay D™ MWVay)
— F(Vag +0&Vay D™ Wag) Fy (Va1 + 0 E Ve D™1Voy)
= FiF (Vag +0&Vay D Wa) (Vo + 6 & Vg D™ 1Vy)
— Fy Fy (Voo +0& Vo D™ W) (Var + 0 Vay D™V,

= 0.
Comme A > 0, alors en vertu du Lemme 3, la relation (6.4) devient :

Ro = p(My+ M),
= p[F (Va1 +0&Vay D™y ) + Fo (Vo + 0§ Var D™ )]
= Bp[(1—q) (Var +6EVaa D7 War) + Bq (Voo + 0§ Voo D™1Vis)],  (6.8)
= Bp([(1—q)Var+qVay + € Vaa D7((1 — q) Var + ¢ Van)])

= p([(1=q) Va1 + q Vo] [In + 0§ Va2 D7)

En observant les expressions ci-dessus , il est évident que a —b > 0, ag — by > 0
de sorte que Vi1, Via, Var, Vag, D™1 > 0. Signalons que, puisque Vi, et Vay sont des
matrices positives et irréductibles, A est aussi irréductible. Par suite, nous appliquons
le théoreme de Perron-Frobenius [14], pour conclure que p(A) est une valeur propre
strictement positive de A.

D’autre part, un calcul simple montre que

l—q¢@a(l—-60)+qA
(EVIPERTSIEEES e
CLAE
a(a—b)AE(AE—DE) ’
= das [n + b3 C.
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ou
_ (1-qa(l-0)+qAp
as = ;
CLAE
(6.9)
b — (1-qga(l—=0)[aDg+b(Ag — Dg)| + qbAg (Ag — Dg)
’ a(a—b)Ag (A — Dg) ‘
et que
. 1 b by
I, +6& Vs D = I, +0¢§— |1, + Cl |1, + Cl,
as a a—2b as — by
B a2a+5£ (G,Q—bg)b—i‘abQ
B as a In+aga(ag—bg)(a—b)c7
= a4In+b4C7
ou
as a + 0§ aAgr
a, = =

asa  aAp—06¢&
(6.10)
(Cl2 —bz)b+abQ
asa(as —by) (a—0b)

Finalement on a :

B((1—q)Var+q Vi) (I, + 6 E Ve DY) =
B (azl, +b3C) (ag I, + by C) =

ﬁ [a3a4ln+(agb4+b3a4+b3b4)0].

Maintenant, en vertu de la Remarque 8, C' est une matrice de rang 1 et le réel 1 est
une valeur propre simple de cette matrice. La plus grande valeur propre de la matrice
as ay In + ((13 b4 + bg a4 + b3 b4) C est as a4 + as b4 + b3 a4 + bg b4 et par suite, le rayon
spectral de 3 [(1 — q) Vay + q Vao] [I, + 8 € Voo D7 est B (a3 aq + az by + by ay + b3 by).
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Finalement, le nombre de reproduction de base du modele (6.1) est donné par :

Ro = (agas+azby + bzas+ bsby) = 5 (az + bs) (as + ba),

(1-q)a(l1-0)+qAr aApg

=# aAp aAp—0¢
ﬂ(l —qQ)a(l—0)+qAg (a2 —Dby)b+aby
aAp asa(as — by) (a—0b)
a(a—0b)Ag (Ag — Dg) asa(as — by) (a—0b)
6 a(a—b)AE(AE—DE) aAR—ch
(6.11)

Remarque 10

Observons que, dans ce cas ot modéle a transmission fréquence-dépendante, ce
nombre de reproduction de base dépend uniquement des parameétres épidémiologiques
de la TB et des coefficients de diffusion (migration) Dg, D; et Dg des infectés
latents, des infecticuxr et guéris et ne dépend pas des coefficients de diffusion des
susceptibles Dg. Ce qui pourrait prédire que la diffusion (migration) des susceptibles
n’auraient aucun effet sur l'atténuation ou l’aggravation de la maladie.

1l faut remarquer aussi que, si l'on avait négligé la classe des infectés latents, ce
nombre de reproduction de base dépendrait uniquement de coefficients de diffusion
des individus infectieuxr et guéris. Ces importantes observations pourrons justifier
une étude du modeéle en prenant les mémes coefficients de diffusion dans toutes les

classes d’individus.

6.2.1.2 Stabilité globale du DFE

Le résultat suivant est prouvé dans [101] et assure la stabilité locale asymptotique

du DFE.

Lemme 4
L’équilibre sans maladie Qo du systéme (6.1) est localement asymptotiquement

stable lorsque Ry < 1, et instable lorsque Ry > 1.
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Biologiquement, le Lemme 4 implique que la TB peut étre éliminée dans la

communauté (lorsque Ry < 1) si la taille initiale de la population est dans le bassin

d’attraction de I’équilibre sans maladie ().

Théoreme 10
Si Ro <1, alors (S(t), E(t), I(t), R(t)) — (5°,0,0,0) = Qo lorsque t — +o00.
Autrement dit, I’équilibre sans maladie Qo du systéme (6.1) est globalement asymp-

totiquement stable dans [’orthant positif.

Preuve

Supposons que Ry < 1. Nous allons nous servir du principe de comparaison pour
montrer que (E(t), I(t), R(t)) — (0,0,0) lorsque t — +o0.

Pour commencer, remarquons que pg, < pp pour tout & et que pour les trois

dernieéres équations de (6.3) nous avons les inégalités suivantes :
E < B—q)I+~I—[u+a(l —0)+ Dg|E+ DpCE,
I < Bql+a(l1—0)FE—(u+d+~v+0+D)+ER+D,CI,  (6.12)
R < 6I—(u+&+Dr)R+DrCR

Ou ce qui revient au méme a écrire (6.12) sous la forme :

E E
I <(F-V)|I (6.13)
R R

ou les matrices F' et V' sont données dans la Sous-section 6.2.1.1. Soit le systeme

linéaire comparatif suivant :

g =(F-V) , with  (2(0),y(0), 2(0)) = (£(0), 1(0), R(0)). (6.14)

INEINSE

Toutes les valeurs propres de ce systeme sont a parties réelles strictement néga-
tives parce que Ry < 1 (voir van den Driessche and Watmough [101]). Par conséquent
(x(t),y(t), z(t)) — (0,0,0) lorsque t — +oc0.

Thése de Doctorat: Berge TSANOU 98 Etude de quelques Modéles Epidémiologiques

de Métapopulations : Application
au Paludisme et a la Tuberculose.



6.3. ANALYSE DU MODELE A TRANSMISSION
DENSITE-DEPENDANTE

En vertu du principe de comparaison [95], on conclut que :

E(t) =0, I(t)—0 et R(t)—0, lorsque t— 400

En vertu de la théorie des systemes dynamiques asymptotiquement autonomes [22],
remplacons [(t) par le vecteur nul 0 dans la premiere équation du systeme (6.3). Nous

obtenons alors I’équation différentielle asymptotiquement autonome suivante :

S(t)=A1~-[(up+ Ds) I, — DsC] S(t). (6.15)

Observons d’abord que la matrice [(p + Dg) I,, — Dg C|] est une M-matrice stable
car ses valeurs propres sont —u et —p — Dg. Elle est donc inversible et vérifie par

ailleurs les hypotheses du Lemme 2 ci-dessus. Cet inverse est donné par

[(n+ Dg) I, — DsC] ' = ﬁ [Jn + %(J] .

D’autre part 1’équation (6.15) admet une solution particuliere qui n’est autre

chose que sa solution stationnaire S* donnée par

Dg

S*=—A[(u+Dg) I, — DsC| "1 = In+70}]l:S°.

(k+ Ds) {
Nous concluons, puisque les valeurs propres de [(1 + Dg) I, — Dg C] sont stric-

tement négatives que  S(t) — SY, lorsque ¢ — +oo. D’apres le principe de
comparaison des systémes dynamiques [95] et la théorie des systémes dynamiques
asymptotiquement autonomes [22], on déduit la preuve de la stabilité globale asymp-

totique de 1’équilibre sans maladie Q). [ ]

Remarque 11
Cette stabilité globale asymptotique du DFE lorsque Ro < 1 implique qu’il ne peut
avoir d’équilibre endémique dans ce cas. Par conséquent, pour controler la maladie

on a tout simplement a rendre Ro plus petit que ['unité.

6.3 Analyse du modele a transmission
densité-dépendante

Dans cette section, nous nous intéressons a l’analyse de la propagation de la TB
dans un réseau non-corrélé de métapopulations en supposant que la transmission est
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CORRELES

densité-dépendante (simple action de masse). Sous ces hypotheses, le systéme (6.1)

peut se réécrire sous la forme

;

. k
psk = N—PBprepsk — ppsk — Ds (Ps,k — @/)S) ,

. k
per = B —q)prepsk+vprk— 1+ a(l —0)|ppr — Dg (PE,k - @ﬂE) ,

@Pl

) k
pre = Baprrpsp+a(l—80)ppr— (n+d+~v+0)pre+E&prr — D (pI,k -
) k
prie = O0prx— (u+E&) prr— Dr <PR,k — @ﬂR) .
\ (6.16)

En utilisant les mémes notations et conventions que dans le systeme (6.3), le

systeme (6.16) peut s’écrire sous la forme compacte vectorielle suivante :
(S = AlI— Bdiag(I)S — (u+ Dg)S + DsCS,
E = B(1—q)diag(I)S +~I — [u+ (1 — ) + Dg|E + DgC E,

I = Bediag(I)S+a(l —O)E — (u+d+~+5+ D)l +ER+ DO,

(R = 61— (u+&+ Dr) R+ DrCR,
(6.17)

ou S, E, I, R et diag([) sont définis comme le systeme (6.3).

6.3.1 Bornes sur R, et stabilité locale du DFE

Dans ce paragraphe, nous donnons une expression de Ry du systeme (6.3), puis
des bornes sur Ry en termes de connectivité de patches. Enfin on enduit des condi-
tions suffisantes pour l'instabilité de ’équilibre sans maladie.

Le systeme (6.17) admet le méme DFE que le systeme (6.3) :
a savoir S = (p 1, %9, -, p%,)" ot p, est donné par 'équation (5.9).
En vertu de la méthode de [101] les matrices F' et V', pour les nouvelles infections

et pour le reste de transfert sont définies de fagon analogue au cas du modele a
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transmission fréquence dépendante, avec :
Fy = (1 — q)diag(S°) et F, = Bqdiag(SY).

De facon similaire, les techniques utilisées dans la Sous-section précédente peuvent
servir a calculer le nombre de reproduction de base du modele densité-dépendant (6.16).
Ainsi, les Lemmes 1, 2 et 3 permettent de donner le rayon spectral de la matrice

suivante :

L = pBdiag(S°) [(1 —q) Var + qVao] [I,, + 6 E Vau D7Y]

(6.18)
= (3 [asas diag(S°®) + (as by + bs ag + b3 by) diag(S°) C7,
ou ag, b, ay, by sont définies comme dans (6.9) et (6.10). Par suite,
RO = 5 14 |:CL3 ay dlag(SO) + (a3 b4 + bg a4 + bg b4) dl&g(S(]) C] . (619)

Comme le rayon spectral de L est tres difficile a calculer, nous nous contentons
grace aux bonnes propriétés de L de le borner.

Remarquons que L est la somme d'une matrice diagonale az a4 diag(S?) et d'une
matrice de rang 1, (a3 by + bg aq + b3 by) diag(S°) C. De plus les éléments diagonaux
de a3 a4 diag(SY) sont tous strictement positifs et rangés dans 'ordre décroissant sur
la diagonale. L peut donc étre prise comme une matrice diagonale perturbée par une
matrice de rang 1.

Maintenant, en vertu du théoreme général sur ’entrelacement des valeurs propres

des matrices diagonales perturbées par des matrices de rang 1 [2], les valeurs propres

Mgy < Ak, < oo < A, = Ak, de L s’entrecroisent avec les valeurs propres
Bazay Sy, < fagas Sy, < ... < Bazay Sy, de fazaydiag(S°) de la maniere sui-
vante :

0 0 0
ﬁ&3a45k1 <)\k1 <ﬁa3a45k2 <)\k2 < ... <ﬁa3a45kn <)\kn :)\kmax'

Ainsi, il s’ensuit que les valeurs propres de L sont réelles, simples, strictement
positives et la plus grande est Ay . = Ro. Par suite, on en déduit l'estimation
suivante pour Ry :

(1—Q)a(1—9)+qAEpo
AE (aAR—5§) S kmasx”

Ro > Bazay Pos,kmax = B Ar
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Rappelons que p&kmw est donné par :
A
0
P = ——————— (k) + kmazDs].
S7kmaz ,U/<k>(IU/+DS>[ < > ]

Par conséquent, une condition suffisante pour I'instabilité de 1’équilibre sans ma-

ladie est donnée par A\ > 0. Nous avons ainsi démontré le lemme suivant :

max

Lemme 5
Si
BANAR (k) + koo Ds] [(1 — g) a (1 — 0) + q Ag]
Ap(a A — 6 &) pik)(p + Ds)

alors l'équilibre sans maladie du modeéle a transmission densité dépendante est in-

stable.

> 1. (6.20)

La condition (6.20) implique que Rg > 1, qui est une condition suffisante d’instabilité
du DFE.
En réarrangeant cette condition (6.20) on est conduit a :
0 AE (a AR - 55)
PS max ~ :
BAR[1—q)a(l—=0)+qAg]

Cette condition (6.21) dit simplement que : sil’on considere le nombre d’individus

(6.21)

résidents dans les patches de fortes connectivités dans la métapopulation, pour des
valeurs fixées de u, v, Dg, Dy, Dg, 0, &, q, 0, B, d, v et «, une densité pg,km
suffisamment élevée, garantie I'instabilité de 1’équilibre sans maladie. Ceci implique
que la maladie atteint tous les patches dans la métapopulation.

Remarquons que le cas limite de tres large réseaux (i.e. avec kpax — 00) ol
la moyenne (k) est bornée, cette condition suffisante est toujours vérifiée et par
conséquent implique 'absence d’un seuil épidémiologique (i.e., la maladie existera
toujours dans la population) pour toute distribution de degrés telle que kpax — 00,

puisque que 1’'on aura dans ce cas :

A
0
DSk = T LK) + EnaxDs| — +00.
S, kmax M<k>(M+DS)[ < > S]

Maintenant, prouvons que R est borné inférieurement et supérieurement et don-
nons une condition suffisante d’instabilité du DFE en termes de la densité moyenne
des patches de faibles connectivités.
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Observe que L est positive (L > 0) et S est une fonction croissante de la

connectivité k. Il s’ensuit que
B [az as (ming SP) I, + (a3 by + bs as + by by) diag(S°) C] < L
< B laz ay (maxy SY) I, + (a3 by + by ay + by by) diag(S°) C].
Puisque S} = p%,, on a :
B [SE agasl, + (azbs + byas + byby) diag(S°)C] < L
< B [Sh azaql, + (agby + by as + by by) diag(S°) C] .
et I'on peut en déduire que :
Bp[Sy azasl, + (azbs + by as + bsby) diag(S°) C < p(L)
< Bp[Sy azasl, + (azbs + bsas + by by) diag(S°) C],
impliquant que :
I6; [Clg ay S,gmm + (a3 by + by as + b3 by) >, 5P C’kk} < p(L)
< B lasas S+ (agbs + by as + bsby) >, Sh Chr] -

Nous avons ainsi établi le lemme suivant donnant de bornes précises sur Ry et
par conséquent une condition suffisante pour l'instabilité du DFE en termes de la

densité moyenne des patches de faibles connectivités.

Thése de Doctorat: Berge TSANOU ]_03 Etude de quelques Modéles Epidémiologiques
de Métapopulations : Application
au Paludisme et a la Tuberculose.



CHAPITRE 6. ANALYSE MATHEMATIQUE : CAS DES RESEAUX NON
CORRELES

Lemme 6

Le nombre de reproduction de base du modéle densité-dépendent satisfait

kp(k
B |:CL3 a4 S]gmin + ((13 by + b3 ay + b3 b4) E & Slg %} <Ry
(6.22)

< B |asas Sy + (asbs+bsas +bsbs) 3, S

kp(/f)]
(k)

La preuve de ce Lemme est directe puisque (a3 by + bz ay + b3 by) diag(S°)C' est
une matrice de rang 1, et par conséquent, la seule valeur propre non nulle de cette

matrice est sa trace (a3 by + bs ay + b3 by) Z S0 k?}il;)
k

donnée par la somme de ses

éléments diagonaux.
De ce Lemme 6, vient une condition suffisante de I'instabilité du DFE en termes

de la densité moyenne des patches de faibles connectivités exprimée ainsi qu’il suit :

kp(k
ﬁ [(Ig Qay S]gmin + (a3 b4 + b3 ag + b3 b4) Z Sl(c) %] > 1. (623)
k

Comme S = p%,, la condition (6.23) devient :

1 |1 kp(k)
0 - — by +0b b3 b Q 2 6.24
PS kmin = s s [6 (a3 by + b3 as + bs by) zk:ﬂs,k %) ] (6.24)

Cette condition (6.24) dit simplement que : si l’on considere le nombre d’individus
résidents dans les patches de faibles connectivités dans la métapopulation, pour des
valeurs fixées de u, v, Dg, Dy, Dgr, 6, &, q, 0, B, d, 7 et a, une densité pgkmm
suffisamment élevée, garantie I'instabilité de I’équilibre sans maladie. Ceci implique
que la maladie atteint tous les patches dans la métapopulation.

En résumé, il est classiquement connu que si Ry < 1, alors le DFE est localement
asymptotiquement stable et si Ry > 1, alors ce DFE est instable. Ensuite, avec
I'encadrement de Ry donné par la condition (6.20) et la condition (6.24), nous avons
établi le résultant suivant garantissant des conditions suffisantes d’instabilité du

DFE.
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Théoreme 11
Pour le modéle densité-dépendent (6.16), si la densité moyenne des patches de

fortes connectivités satisfait

1 AE (a AR - (55)
o > : 6.25
Pk > G, [T=q)a(1-0) + 4 Ad (6:29)
ou, st la densité moyenne des patches de faibles connectivités satisfait
1 |1 kp(k)
0 — —(agbys+0 bs b 0 2
PS kin = was | B (a3 by + bz ay + b3 by) gps,k & | (6.26)

alors, le DFE est instable.

Des modeles de ce type montrent clairement 'existence d’un seuil d’infection.
Dans le cas ou un seuil est établi, I’éradication de la maladie exige la réduction de
ce seuil en dessous d’un niveau critique ou la stabilité de I’équilibre sans maladie
est assurée. Dans le langage épidémiologique, le seuil d’infection peut étre exprimé
en terme du nombre de reproduction de base Ry : le nombre moyen de cas d’in-
fection produit par un individu malade dans une population constitué uniquement
d’individus susceptibles.

De cette définition, il apparait clairement que I'infection a la TB se propagera
seulement si Ry > 1.

En conclusion, d'une part, le Théoreme 11 garantie la propagation de la TB
dans les patches ayant soit les plus grands degrés de connectivité soit les petits
degré de connectivités et qui, a leurs tours, permettent éventuellement a la maladie
d’atteindre tous les autres patches dans la métapopulation. D’autre part, rendre le
seuil Ry plus petit que 1 permettra de prévenir la propagation de I'infection dans le

réseau de métapopulations.

6.3.2 Existence d’un équilibre endémique

Dans cette section, nous étudions 'existence d’un équilibre endémique du sys-
teme (6.17). Pour y parvenir, il est plus convenable d’écrire le systeme (6.17) dans
Thése de Doctorat: Berge TSANOU ]_05 Etude de quelques Modéles Epidémiologiques

de Métapopulations : Application
au Paludisme et a la Tuberculose.



CHAPITRE 6. ANALYSE MATHEMATIQUE : CAS DES RESEAUX NON
CORRELES

une forme plus compacte. Ainsi le modele (6.17) peut se réécrire sous la forme :

&= Al —diag(By)z + [DsC — (u+ Dg)] z,

y:i<€i’ By><6i’ af>/Ci—Vy,

=1

(6.27)

onz=S€eRY, y=(FI, R)T € R;’g, K; € R3 sont des vecteurs constants définis

par :

e;, 1 =1,...,n est la base canonique de R",
B =[0,51,,0] avec 0 la matrice nulle de type (n x n), le vecteur 1 défini comme

dans I’équation (6.17) et V' est la matrice de type (3n x 3n) constante donnée par :

V= —Oé(l—‘g) [n A[]n—D]C —éfn
0 —0l, Arl, — DrC

Signalons que la matrice —V est de Metzler, c’est-a-dire une matrice dont les
entrées extra-diagonaux sont positives [14,54, 58].
A Taide de ces nouvelles notations, et en appliquant la méthode de [101], le

nombre de reproduction de base (6.19) satisfait la relation :

Ro=p [2”: < e | x0> BV K, eiT] . (6.28)

i=1

Posons Q* = (z*,y*) un équilibre endémique positif (un équilibre tel que y* > 0)
du systeme (6.27). Alors, ce dernier équilibre est obtenu en égalant le membre de
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droite du systéme (6.27) a zéro. On obtient alors

Al —diag(By*) v* + [Ds C — (p+ Dg)I,]z* = 0,

zn:<ei|By*><ei|m*>ICi—Vy* = 0.

i=1

(6.29)

La multiplication de la seconde équation de (6.29) par V! donne

y* = i<ei | By*><ei | x*>V‘llCi.

1=

L’utilisation de la premiere équation de (6.29), donne
z* = [diag(By*) — [Ds C — (u + Ds) L)' AL,

Ainsi, nous pouvons déduire que

v =3 (el By ) er | Wing(By)~ [Ds €~ (us DL ML) V7 K (630)

=1

Rappelons qu’a I’équilibre sans maladie, l'on a
Al = —[DsC — (u+ Dg)L,] 2° > 0.
Posons ensuite :
P(By") = diag(By*) — [Ds C' — (u+ Ds)I].

Insérant ces expressions dans 1'équation (6.30) on obtient

Y = zn: < e | By*>< e;| —[P(By)] ' [DsC — (1 + Ds)I,] x0> VLK.

i=1
Multiplions cette derniere équation par B et

posons z* = By*, alors l'on est conduit a
=) < e | Z>< ei| =P 1(2*)[DsC — (u+ Dg)1,] x°> BV-'K:,  (6.31)
i=1

ou
P(2") = diag(2") — [Ds C' = (n + Ds) 1.
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Nous donnons ici une expression explicite de 'inverse de la matrice P(z*) car

nous en aurons besoin dans la suite de la preuve. Pour cela, remarquons que P(z*)

a la forme de la matrice R = U + XW Z donnée dans le Lemme 2 avec

U =diag[z* + (u+ Dg)1], X = [k, ka,... , kn],

W=1, et Z= % p(k1), pka), - . ., pln)] .

Par suite, en appliquant ce Lemme 2, et en faisant de simples calculs, mais assez
longs , nous obtenons
Dg C'di L
iag | ————
S g 2+ pu+ Ds

Dg kp(k)
- MY

1
ZZ—F/L—FDS

P71(z*) = diag { } I, + (6.32)

Maintenant, de I’équation (6.31), on a pour j =1,2,...,n,
<ej | z*> = zn:<e,~ | z*><ei | P(z*)P(0) x0><e]~ | BV /Ci>, (6.33)
i=1
ou P(0) = —[DsC — (u+ Dg)I,).
De cette derniere équation, nous déduisons que
2”: < e; | z*> = Zn: < e | z*>< e; | P~1(z*)P(0) x0> <Zn:ej | BV ICi> . (6.34)
= i= j=1

Ainsi, pour rechercher les équilibres endémiques du systeme (6.17), il suffit de

chercher les solutions de 1’équation suivante :

H(z") =1, (6.35)
ol
Z < e; | z*>< e; | P7H(z*)P(0) x0> < Z ej | BV ICi>
H(z) =2 _ = . (6.36)
> < € | Z*>
j=1
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avec la matrice P~!(z*) définie comme & 1’équation (6.32). Notons que les solutions

éventuelles z* de cette équation sont les points d’intersection des courbes de la fonc-

tion H(z*) et de la fonction constante d’équation f(z*) = 1.

A partir de 'équation (6.36), il vient que la fonction H(z*) satisfait les égalités

lim H(z") =0,

z* =400

et

n n

: « 0 -1
Zl*lgoH(z ) :Z<ei | z > <Zej | BV ICZ->.
i=1 j=1
Nous déclarons que nous avons le résultat suivant, et nous allons donner une

preuve.
Lemme 7

Nous avons l'inégalité suivante donnant une minoration du nombre de reproduc-

tion de base.

lim H(z") > Ry.

z*—0

Preuve

Posons
n

A= Z<€i | xO>BV_1ICZ-eiT.
i=1
Ainsi de I’équation (6.28), on a Rg = p(A).

n
Comme A est une matrice positive, si r; = E A;; est la somme de la colonne

(]
d’indice j de A, alors on a le résultat classique suivant :
min{r,} < p(A) < max{r;}.

J j

Si (ej,j=1,..,n) désigne la base canonique de R", alors 1 = (e;+ea+---+ e,)".
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Puisque e/1 = 1, Vi, 'on est conduit &

rp=e Al = el <Z<€i’$O>BV_1ICi€ZT> 1,

i=1

— e;r <i<€i | xO>BV_1ICi) ,
i=1

= <ej | g<ei | x0>BV_1ICZ->,

= > (el (e BVIK)

1=

Avec toutes ces remarques et résultats a l’esprit, nous en déduisons que

n n

er = ZejrA]l,
j=1 j=1
= i<€i|l’0><i€j|BV_1’Ci>,
i=1 Jj=1
= zl*iglo H(z").

Par suite, nous avons
n
Ro = pld) < max{r} < 3,
J

ce qui nous conduit a limo H(z*) > Ry. Cette derniere remarque acheve la preuve.
2=

Nous avons utilisé I'expression de V! pour insister sur le fait que V1 > 0 parce
que —V est une matrice de Metzler. Comme lim H(z*) > Rpet lim H(z*) =0,
z*—=0 2*—+00
alors H(z*) est une fonction positive. Par conséquent, les solutions positives de
I'équation (6.35) existent si lim0 H(z*) > Ry > 1. D’une part, de la premieére équa-
2¥—
tion de (6.29), on a x* = A P7!(z*) 1. Comme P~!(2*) est une matrice positive, on
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a x* > 0. D’autre part, comme les solutions z* sont les points d’intersection de la
courbe de H(z*) et de la fonction constante f(z*) = 1, on conclut que z* > 0. Ainsi,
lorsque Ry > 1, les équilibres sont endémiques.

Nous avons ainsi prouvé qu’il existe au moins un équilibre endémique du mo-
dele (6.17) lorsque Ry > 1. Aussi, puisque que la correspondance z* = B y* n’est pas
une bijection (elle est surjective, et non injective), nous pouvons conclure que notre
modele de la TB avec transmission densité-dépendante (simple action de masse) peut
admettre plusieurs équilibres endémiques lorsque Rg > 1. Toutefois, pour connaitre
le nombre de ces équilibres endémiques, une analyse plus approfondie de la fonction
H(z*) est nécessaire. Malheureusement 1’équation (6.35) est tres difficile (voire im-
possible) a résoudre analytiquement car H est une fonction fortement non linéaire.
Néanmoins, on peut représenter numériquement cette courbe et observer comment
ses points d’intersection avec la fonction constante f(z*) = 1, changent en fonction
des parametres du modele.

Nous avons donc prouvé le théoreme suivant sur l'existence d’'un équilibre endé-

mique :

Théoreme 12
Pour le systéme (6.17), si Rg > 1,

alors il existe au moins un équilibre endémique.

6.4 Analyse par simulations numériques

Pour illustrer les différents résultats théoriques des sections précédentes, le sys-

teme (6.16) est simulé en utilisant les valeurs des parametres du Tableau 1.
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Table 1 : Description et estimation des parametres
Parametre Description Valeur estimée  Source
A Taux de recrutement 1001 année~! [20]
I3 Coefficient de transmission Variable
L Taux de natalité par individu 0.017 année~! [54]
q Transmission rapide de la TB active 0.015 année~! [75]
o' Transmission lente de la TB active 0.0024 année™ ! [20]
0 Taux par indiv de chimioprophylaxie effective ~ 0.001 année ~* [75]
) Taux de guérison des infectieux 0.7372 année™!  [20]
y Taux par indiv de la thérapie effective 0.7372 année~!  Admis
d Taux par indiv de la mortalité due & la maladie 0.0012 année™!  [20]
13 Rechute des individus guéris 0.0986 année™!  [20]

La Figure 6.1 montre les effets du taux de transmission 3 et de la connectivité
(degré) k des patches sur le nombre de reproduction de base Ry donné dans la
formule (6.19). Nous avons considéré un réseau de métapopulations avec une archi-
tecture donnée par distribution p(k) ~ k=3 ot la moyenne (k) = 6, kpin = 3 et les
coefficients de diffusion sont Dg = Dg = Dy = Di = 1 par an. Tous les autres
parametres sont comme dans le Tableau 1. La partie de la figure au dessus de I'unité
correspond a la région d’instabilité de I’équilibre sans maladie, alors que la partie en
dessous de 'unité représente la région de la stabilité de cet équilibre. Il ressort de
cette figure que : Ry décroit si 5 décroit méme dans les cas ot 'on a de fortes valeurs
de k (puisque Ry dépend linéairement de (). Ceci indique que si le coefficient de
transmission [ est suffisamment petit, alors la Tuberculose peut étre éliminée dans
la population méme lorsque les connectivités (degrés) k des patches sont élevées.
Toutefois, il est tres difficile de controler .

La dépendance du taux de reproduction de base R en fonction du taux de gué-
rison ¢ est fortement non linéaire. La Figure 6.2 illustre les effets combinés de la
connectivité des patches k et du taux de guérison ¢ sur le taux de reproduction de
base R lorsque 8 = 0.0017. Elle suggere que le taux de reproduction de base décroit
dans le méme sens que § et croit dans le sens contraire de la connectivité k pour de
faibles valeurs de 9. Par conséquent, le traitement de la Tuberculose aura un effet
favorable a I’éradication de la maladie si le taux de guérison est suffisamment élevé.
La Figure 6.3 donne ’évolution du modele (6.16) lorsque 8 = 0.0002 (de sorte que
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FIGURE 6.1 — Nombre de reproduction de base donné par la formule (6.19) comme fonction du
taux de transmission § et de la connectivité k des patches lorsque Dg = D = Dy = D = 1.
Tous les autres parametres étant comme dans le Tableau 1.
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FIGURE 6.2 — Nombre de reproduction de base donné par la formule (6.19) comme fonction du
taux de guérison § et de la connectivité k des patches lorsque § = 0.0017, Dg = Dg = Dy =
Dpgr = 1. Tous les autres parametres étant comme dans le Tableau 1.
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Ro < 1). Tous les autres parametres sont donnés comme dans la Figure 6.1.
La Figure 6.3(a) présente les courbes de prévalence du modele, pendant que, 1’évo-
lution temporelle du nombre des individus infectieux dans chaque patch est donnée
par la Figure 6.3(b).

De toutes ces figures, il apparait clairement que la maladie disparait dans la
population méme pour des valeurs élevées de la connectivité des patches.

La Figure 6.4 donne ’évolution du modele (6.16) lorsque S = 0.002 (si bien que
Ro > 1). Tous les autres parametres sont donnés comme dans la Figure 6.1.
On observe sur cette figure que la maladie persiste dans la population. De plus,
on peut remarquer que la prévalence de l'infection croit avec la connectivité des
patches. On peut aussi noter grace a des simulations numériquement que ’équilibre
endémique peut étre unique et stable (la preuve analytique de cette conjecture est
une question ouverte et tres difficile a répondre).

Maintenant, examinons l'influence de la migration sur la propagation de la TB
dans la métapopulation.

la Figure 6.5 présente la prévalence de l'infection du modele (6.16) dans les
neeuds (patches) de degré k dans le cas des réseaux non corrélés de métapopulations
pour de différentes valeurs des taux de diffusion (migration). Sur la Figure 6.5,
le role des coefficients de migration Dg, Dg, D; et Dpg est remarquable. Ainsi,
on remarque que l'augmentation des coefficients Dg, Dg, D; et Dy entraine une
réduction de la prévalence de l'infection. C’est le seul phénomene notable que nous
avons observé dans lequel la prévalence de l'infection change non uniformément a

travers la métapopulation lorsque les valeurs des parametres varient.

6.5 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons fait une analyse mathématique pour des réseaux non
corrélés. Ainsi, sous I'hypothese de la transmission fréquence-dépendante (incidence
standard) [42], nous avons calculé explicitement et donné la valeur exacte du nombre
de reproduction de base Ry. Nous avons prouvé que l'équilibre sans maladie est

globalement asymptotiquement stable lorsque Ry < 1. De méme pour les réseaux
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FIGURE 6.3 — Evolution du modeéle (6.16) lorsque = 0.0002 et Dg = D = Dy = D =1 (si
bien que Rg < 1). Tous les autres parametres sont donnés comme dans la Figure 6.1. (a) courbes
de prévalence et (b) Evolution temporelle du nombre des individus infectieux dans chaque patch
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FIGURE 6.4 — Evolution du modele (6.16) lorsque 8 = 0.002 et Dg = Dp = Dy = D =1 (si
bien que Rp > 1). Tous les autres parametres sont donnés comme dans la Figure 6.1. (a) Courbe
de prévalence et (b) Evolution temporelle du nombre des individus infectieux dans chaque patch.
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FIGURE 6.5 — Prévalence de l'infection du modele (6.16) dans les patches de degré k dans
le cas d’un réseau non-corrélé de métapopulations lorsque 5 = 0.001 (si bien que Rg > 1).
Tous les autres parametres sont comme dans la Figure 6.1. Dg =0.1et D = Dy = Dr =1
(bleue); Dy = 0.1 et Dg = Dy = Dr = 1 (rouge); Dy = 0.1 et D = Dy = D =1
( );DRZO.letDE:D[:DSZI( )etDS:DE:D[:DRzl(HOiI“e).
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non corrélés et sous I'hypothese de la transmission densité-dépendante (simple action
de masse), [42], nous avons donné des conditions suffisantes d’instabilité de 1’équilibre
sans maladie.

Plus précisément, nous avons donné des conditions suffisantes d’instabilité de
I’équilibre sans maladie. Ce qui nous a permis de borner le nombre de reproduction de
base Ry. Nous avons aussi montré que si le nombre de reproduction de base Ry > 1,
alors pour le modele a transmission densité-dépendante, il existe analytiquement au
moins un équilibre endémique et que ce modele peut en avoir plusieurs. A 'aide
des simulations numériques, nous avons observé que la prévalence de l'infection
augmente avec les degrés des patches. Aussi avons nous observé que I'augmentation
des coefficients de migration (diffusion) cause une diminution de la prévalence de
I'infection.

Les résultats de cette troisieme partie de notre travail ont fait ’objet d’une pré-
sentation a une école d’été organisée en juillet 2010 a 1’Université Gaston Berger
(U.G.B.) de Saint-Louis au Sénégal et d'un manuscrit [100] en révision dans Ma-

thematical and Computer Modelling.
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Conclusion et perspectives

Tout au long de cette these, nous avons passé en revue des types de modeles
de métapopulations. Certes nous n’avons pas la prétention d’avoir parcouru tous les
types de modeles multi-patch, mais nous avons tout au moins visité ’essentiel de tels
modeles déterministes. Pour y parvenir, nous avons articulé le travail en trois parties
presque indépendantes, mais aminées par le méme objectif : celui de proposer un
modele d’un type particulier, de I’appliquer a une maladie ou une classe de maladies
infectieuses et d’en donner une analyse mathématique rigoureuse. Ainsi dans les
deux premieres parties nous avons donné une analyse complete des modeles grace a
la propriété de monotonie de ceux-ci. Par contre dans la troisieme partie, le modele
que nous y avons a été partiellement analysé, notamment, la question d’existence
d’un équilibre endémique a été examinée, mais celle de son unicité de sa stabilité
est restée ouverte, confirmant la difficulté a résoudre mathématiquement de telles

questions pour des modeles de métapopulation.

Plus précisément, dans la premiere partie, nous avons proposé un modele de
métapopulation de type Ross-Macdonald pour la propagation des maladies infec-
tieuses a transmission vectorielle. Nous avons opté pour la formulation Eulerienne
du mouvement des humains en s’intéressant a 1’état d’un individu seulement a I'en-
droit ou il se trouve a un instant donné et faisant fis de I’endroit d’otu il vient. Cette
fagon de modéliser les mouvements des particules (ici humains) est empruntée a
la Mécanique des Fluides. Ce modele déterministe, appliqué au paludisme est 1’ex-
tension sur plusieurs patches du modele classique de Ross-Macdonald. Une analyse
mathématique, rigoureuse et complete de ce modele a été faite. Partant du calcul

du fameux nombre de reproduction de base, qui agit comme un seuil pour notre
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modele, nous avons montré qu’ils existent un unique équilibre sans maladie et un

unique équilibre endémique qui sont tous globalement asymptotiquement stables.
Les ingrédients essentiels pour cette analyse mathématique ont été les propriétés
particulieres du systeme d’équations différentielles du modele : notamment la forme
triangulaire et la forte monotonie du systéeme qui nous ont permis d’appliquer les
théoremes de décomposition de Vidyasagar [103] sur les systémes triangulaires et le

théoreme de Hirsch [49] sur les systemes dynamiques monotones.

Dans la deuxiéme partie, nous avons repris un modele de Arino et al. [7] déja
existant dans la littérature décrivant la propagation des maladies infectieuses qui
ne confere aucune immunité a l'instar des maladies sexuellement transmissibles.
L’une des principales différences de ce modele de type SIS avec celui de la premiere
partie est qu’il modélise le mouvement des individus humains différemment. En effet,
I'individu est étiqueté par son lieu de résidence et suivi dans son mouvement a chaque
instant donné : c¢’est la formulation Lagrangienne des mouvements des particules (ici

humains) empruntée a la Mécanique des Fluides.

Notre importante contribution a été d’user des bonnes propriétés du systeme des
équations du modele pour le réduire. Ensuite de nous servir d'un célebre théoreme
de Hirsch [45] sur les systeémes dynamiques monotones a Jacobiennes anti-monotones
pour résoudre analytiquement la question de stabilité globale des équilibres jusque
14 conjecturée numériquement dans [7]. Nous avons ainsi montré que lorsque Ry < 1,
I’équilibre sans maladie est globalement asymptotiquement stable et lorsque
Ro > 1, il existe un unique équilibre endémique qui est globalement asymptotique-

ment stable.

Dans la troisieme partie, nous avons construit un systeme d’équations différen-
tielles ordinaires non linéaires décrivant la propagation spatio-temporelle de la tu-
berculose dans un réseau de métapopulations. Ce modele obtenu est originale en ce
sens qu’il a pris en compte la structuration en termes de degré des nocuds du réseau
de métapopulations. Cette structuration est donnée par la distribution des degrés
de patches p(k) et des probabilités conditionnelles P(k’ | k). Notre modele a été
élaboré grace a une formulation statistique de la densité relative des populations.
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Nous avons pris en compte les deux types de modélisation de la transmission des
maladies infectieuses les plus utilisées dans la modélisation mathématique en épi-
démiologie. Notamment : la transmission fréquence-dépendante et la transmission
densité-dépendante. Nous avons calculé I'équilibre sans maladie commun au deux
types de modeles. Sous 'hypothese de la transmission fréquence-dépendante (inci-
dence standard) [42], nous avons donné la valeur exacte du nombre de reproduction
de base Ry et montré que I’équilibre sans maladie est globalement asymptotiquement

stable lorsque Ry < 1.

De méme, sous '’hypothese de la transmission densité-dépendante (simple action
de masse) [42], nous avons dégagé des conditions suffisantes d’instabilité de I’équilibre
sans maladie. Ce qui nous a permis de borner le nombre de reproduction de base
Ro. Nous avons ensuite montré que si le nombre de reproduction de base Rg > 1,
alors il existe analytiquement au moins un équilibre endémique et que ce modele
peut en avoir plusieurs. A l'aide des simulations numériques, nous avons observé
que la prévalence de 'infection augmente avec les degrés des patches. Aussi avons
nous observé que 'augmentation des coefficients de migration (diffusion) cause une

diminution de la prévalence de I'infection.

En guise de perspectives, il y a plusieurs possibilités d’étendre nos modeles pour
accroitre le réalisme et poursuivre, voire améliorer les travaux de cette these. Par
exemple, on peut supposer que les taux de migration dépendent du statut épidémio-
logique de 'humain et méme de son état d’infectiosité, de la saisonnalité (périodicité)
et que le taux de contact infectieux dépend de certains effets de saturation, inclure
méme plusieurs compartiments et mettre en évidence la démographie (naissance,
déces). Malheureusement, les méthodes appliquées dans ce travail ne seront plus
directement applicables a I'analyse mathématique de ces modeles plus généraux.
En prenant en compte toutes ces hypotheses qui accroitraient le réalisme dans nos
modeles, cela pourrait conduire a 1’épineuse question qui veut que les modeles de
métapopulations soient tres difficiles a analyser mathématiquement et qui a motivé

les travaux de cette these.

Une autre perspective et non des moindres sera de mieux examiner le compor-
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CHAPITRE 6. ANALYSE MATHEMATIQUE : CAS DES RESEAUX NON
CORRELES

tement du nombre de reproduction de base Ry en fonction des taux de migration.

Ensuite de faire une analyse de sensibilité de Ry afin de déceler ses parametres im-
portants et proposer aux décideurs politiques et aux spécialistes de la santé publique
des méthodes de controle et de lutte contre ces maladies en étude dans ce travail.
Nous pourrons explorer la possibilité d’appliquer ces techniques de modélisation
multi-patch et leurs méthodes d’analyses mathématiques a d’autres maladies infec-
tieuses. Enfin pour des maladies aérobics comme la Tuberculose (qui se propagent a
travers l'air, donc en milieu continu), il serait intéressent de penser a les décrire par

des modeles d’Equations aux Dérivées Partielles.
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Annexe A

Preuve des Lemmes 1, 3

A.1 Preuve du lemme 1

Ici, nous donnons une preuve du lemme 1. Notons que la matrice N peut s’écrire

sous la forme

N, N,
N = :
N3 N,
Ny 0] [I NN,
N, I| [0 D
Alors, nous pouvons conclure que
T N7'N,] T[N 0]
Nfl == )
0 D Ny I
[ —N;'NyD™! NP0
0 D! —N3N; T
[N+ N[ 'NoD7'Ns Nyt — Ny YN, D!
I —D~'N3N;! D!
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A.2 Preuve du lemme 3

Ici, nous donnons une preuve du lemme 2. Il suffit pour cela de vérifier que

RR ' =1,. En effet, 'on a

RR™ = UU—X[W 4 ZU' X' 2U' + XWZU !
— XWZU'X W'+ ZzUu X ZzU,
= L= X|W 42U W - WU W 20X 20
= I~ XW [W—l W'+ ZUX] ™ — I, + ZU X W+ ZU—lx]ﬂ ZU-!
= I, - XW [[W‘l L ZUX| W ZU X - In] 20U,

= I,— XW(I, - IL,)ZU™",
= I,

Thése de Doctorat: Berge TSANOU ]_36 Etude de quelques Modéles Epidémiologiques
de Métapopulations : Application
au Paludisme et a la Tuberculose.



Annexe B

Préalables Mathématiques

L’analyse mathématique des systemes dynamiques résultant de la modélisation
en épidémiologique fait appel a des matrices d'un type bien particulier. Les systemes
différentielles étudiés dans cette these sont non linéaires, et parfois monotones. Nous
allons présenter la plupart des résultats qui ont été utilisés dans ce travail. Ces
résultats sont classiques. Ainsi les notions de systeme dynamique, de stabilité des
solutions d'un systeme dynamique, de matrice de Metzler, de matrice irréductible,
de matrice a diagonale dominante, de systeme dynamique monotone, systeme trian-
gulaire seront revisités. Enfin nous allons présenter la méthode de van den Driessche
et Watmough pour le calcul du nombre de reproduction de base Ry.

Dans la suite nous aurons besoin des définitions et notations suivantes :

Définition 5

Soit v = (1,29, ,x,) ER" , A = (a;;) € M, (R)

— On dit que le vecteur x, (respectivement la matrice A) est strictement positif,
et on note x > 0 (respectivement A >0 ), si pour tout i, 1 < i < n,z; >0
(respectivement pour tout i, j, 1 < i < n,1 < j < n, a; > 0).

— On dit que le vecteur x, (respectivement la matrice A) est positif, et on note
x > 0 (respectivement A > 0), si pour touti, 1 < i < n,z; > 0; et il existe
au moins un i tel que x; > 0 ( respectivement pour tout i, j, 1 < 1,7 < n,
a;; > 0 et pour au moins un couple (1,j), a;; > 0).

— On dit que le vecteur x, (respectivement la matrice A ) est positif (largement)
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et on note x > 0 (respectivement A > 0), siz > 0 oux = 0 (respectivement
A>0o0uA=0)

B.1 Généralités en systemes dynamiques

Définition 6 (Systéme dynamique a temps continu)
On appelle systeme dynamique a temps continu sur un ensemble ), une famille
d’applications {¢;t € Ry}, paramétrée, soit par ['ensemble R, des réels positifs ou

nuls, soit par l’ensemble R de tous les réels, et vérifiant les propriétés suivantes :
1. chaque application ¢, est définie sur une partie U, de §2 et a valeurs dans §2 ;
Uapplication ¢y définie sur §) tout entier est l'application identité sur (idg) ;

Si0 <ty <ty alors Uy, C Uy, ;

Soient t et s deux éléments de l'ensemble Ry (ouR). Soit x € Uy ; alors ¢s(x)
est un élément de U, si et seulement si x est un élément de Ugyy et lorsque

c’est le cas, on a
¢t(¢s($)) = ¢s+t(x)

L’ensemble Q2 est appelé espace de phases du systéme dynamique.

B.1.1 Systemes autonomes

Soit €2 un sous ensemble de R™. Considérons I’équation différentielle autonome
définie par :

i = X(z) (B.1)

On suppose que X : Q C R" — R" est continue et satisfait des conditions telles
qu'une solution du systéme (B.1) existe en tout point, est unique et dépend de
maniere continue des conditions initiales. Les états stationnaires ou points d’équilibre
du systeme (B.1) sont les points xy € ) satisfaisant X (z9) = 0. Pour chaque x € €,
nous notons par X;(z) la solution du systeme (B.1) satisfaisant Xo(z) = z. Nous

supposons que X satisfait des conditions telles que X;(z) est continue en (¢, x).
Définition 7 (Trajectoire, orbite)
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— On appelle tragectoire d’un point x de Q Uapplication X, : t — X;(z);

— on appelle orbite d’un point x de Q) la partie v(x) = {Xi(x),t € R} de
l’espace des phases ;

— Dorbite d’un point x de Q) est dite périodique si x n’est pas un point d’équilibre
et s’il existe T € Ry tel que Xr(x) = x. On dit alors que T est une période

de lorbite périodique considérée.

Définition 8

On appelle orbite positive v (xg) issue de xqo 'ensemble
{Xi(xo); t > 0}

Définition 9 (Ensembles limites)
Les hypotheses et les notations sont celles de la définition précédente, nous sup-
posons que §2 est un espace topologique séparé. Soit x un point de € ;
soit I, = {t € R; Xy(x) est défini} ;
— on suppose que I, est non borné a droite.
On appelle ensemble w-limite de x et on note w(x) l’ensemble des valeurs
d’adhérence de la trajectoire t — X, () de x , lorsque t tend vers +0oo
— on suppose que I, est non borné a gauche. On appelle ensemble a-limite de x
et on note a(x) l’ensemble des valeurs d’adhérence de la trajectoire t — X, ()

de x, lorsque t tend vers —oo

Définition 10 (Bassin d’attraction d’un point d’équilibre)
Soit xo € Q2 un point d’équilibre du systéme (B.1).
— On appelle bassin d’attraction du point xq € ) l’ensemble des éléments

x € Q tels que pour tout t € Ry |, Xy(x) soit défini et que

lim X;(x) = xo
t—-+o0

— On appelle bassin de répulsion du point xo € ), ’'ensemble des éléments

x € Q tels que pour tout t € R_, Xy(x) soit défini et que

lim X;(z) = x

t——o0
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Définition 11 (Ensemble absorbant)

Supposons que le systéme (B.1) est tel que X est de classe C' et que Q2 est un
ouvert de R™. Supposons de plus que cette équation admet des solutions quel que soit
t > 0. Un sous-ensemble D de Q) est dit absorbant suivant le systéme (B.1) si tout
sous-ensemble borné K de Q) satisfait x(t, K) C D pour tout temps t suffisamment
grand. De méme, D est dit absorbant lorsque pour toute condition initiale xo € €2,

il existe t > 0 tel que Xy (zo) € D.

Définition 12 (Ensemble invariant)

Un sous-ensemble K de ) est dit positivement (resp. négativement) in-
variant relativement a (B.1) si z(t, K) C K pour toutt > 0 (respt <0), K est
dit invariant si x(t, K) = K pour tout t.

Les ensembles v — limite et w — limite sont des exemples d’ensembles invariants et

absorbants.

Théoréme 13

Soit le systeme défini sur R™ par
T = Alx)z (B.2)

Si pour tout x € R", A(z) est une matrice de Metzler, alors le systéme (B.2) laisse

positivement invariant 'orthant positif R} .

Preuve :
Supposons que pour tout z € R™ A(x) soit une matrice de Metzler ( c’est a
dire , a;j(x) > 0 pour tout 7, j tel que i # j); soit ¢ un indice quelconque tel que

1 <17 < n; soit I’ensemble

Sur H;, on a

J=1
n
= E a;j(x)x; >0
J=Lj#i
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Autrement dit, sur les ensembles H; qui sont en fait les diverses faces de la fron-
tiere de R, la restriction du systeme (B.2) a un champ de vecteurs qui pointe vers
I'extérieur de R”;. Donc par continuité du flot, aucune trajectoire de ce systeme qui
commence dans R’} n’en ressort. Ce qui démontre I'invariance positivité de I'orthant

positif. Ce qui acheve la preuve du théoreme. [ ]

Théoréme 14 (Théoréme de la barriere)
On considére une fonction H : R™ — R. Soit Q un ouvert de R™. On suppose

qu’en tout point x € Q tel que H(z) =0, on a
VH(z)#0 et (X(z)| VH(z)) <0.

Alors aucune trajectoire de X issue d’un point tel que H(x) < 0 ne peut sortir

par l’ensemble

{z€Q|VH(z)=0}.

On dit qu’en I'ensemble des points = ou (X(z) | VH(z)) < 0, le champ de
vecteurs est rentrant dans I’ensemble {x | VH(x) = 0}. Ce théoreme est évident si
le champ est strictement rentrant, le point délicat est quand le champ est tangent.
On a alors besoin que le champ soit de Lipschitz pour prouver qu’il ne traverse pas
la barriere.

On en déduit le corollaire suivant qui est tres utilisé, par exemple pour montrer

que l'orthant positif est invariant.

Corollaire 1
On considere un ensemble G fermé et dont la frontiére est constituée de morceauz
d’hyperplans. Alors si le champ est rentrant dans G en tout point de sa frontiére,

lensemble G est positivement invariant pour le systéeme (B.1).

B.1.2 Notion de stabilité et point d’équilibre
Définition 13 (Stabilité d’un point d’équilibre)
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Soit xg € Q un point d’équilibre du systéme (B.1).
On dit que o est un point d’équilibre stable pour (B.1) ou que le systeme (B.1)
est stable en xy si pour tout € positif, il existe un mombre réel positif & tel que
pour tout x € § avec ||x(0) — x| < 0 , la solution X (x(0)) = xz(t) vérifie
la(t) — woll < =
Si de plus il existe dy tel que 0 < g < O et

|2(0) — xo] < o = tlim z(t) = w9

—+00

xo est dit asymptotiquement stable.

Le systéeme est dit instable en xy s’il n’est pas stable en xy.

Définition 14 (Point d’équilibre attractif)

— Le point d’équilibre xy est dit attractif (on dira aussi que le systéme B.1
est attractif en xy) s’il existe un voisinage D C Q de xq tel que pour toute
condition initiale x commencant dans D, la solution correspondante Xi(x) du
systeme (B.1) est définie pour tout t > 0 et tend vers xo lorsque t tend vers
Uinfini. En d’autres termes,

lim Xy(x) = xg

t—o00

pour toute condition initiale x € D ;
— le point xq est dit globalement attractif si lim; .., X;(x) = xo pour toute

condition initiale z € €).

Définition 15
xo est un point asymptotiquement stable pour le systéme (B.1) s’il est stable

et attractif.

Définition 16 (Equilibre globalement asymptotiquement stable)

Soit xg € Q un point d’équilibre du systéme (B.1).

Ce systeme est dit globalement asymptotiquement stable en xy dans §2 s’il est
a la fois stable, attractif et son basin d’attraction est €2 tout entier.
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B.1.3 Systemes monotones

Définition 17 [49]
Considérons le systéme (B.1) avec X de classe C* et Q un ouvert de R™.
- X est de type K dans Q si pour tout i ; X;(a) < X;(b) quel que soit a et b
dans Q vérifiant ap < by et a; = b, (i ket ik = 1,2,--- ,n);
— on dira que Q est p-convexe sitx + (1 —t)y € , pour tout t € [0, 1],
chaque fois que x,y € Q et x <y ;
— on dira que le systéme (B.1) est un systéme coopératif si ) est p-conveze

et
&%’j

> 0,047,z €

— On dira que le systeme (B.1) est un systéme compétitif si ) est p-conveze

et
833]-

<0,i47j,z€

Définition 18 (Systéme dynamique monotone)
Soit un systeme dynamique dont le flot est ¢y = x — ¢y(x).
Ce systeme dynamique est dit monotone s’il est défini sur un espace métrique

ordonné et s’il posséde la propriété suivante :

t20, 2<y = ¢uz) < duly).
Il est dit fortement monotone si

t>0, <y = ¢() < Pe(y).
Il est dit anti-monotone st

t>0, <y = ¢(z) > d(y).
1l est dit strictement anti-monotone si

t>0, z<y = ¢u(z) > du(y).
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B.2 Systéme triangulaire

On considere un systeme triangulaire, plus précisément il s’agit d’un systeme sur

{ B = hin) (B.3)

Ty = fowy, 22)

ol fi est une application de R” dans R" et f5 de R” xR™ dans R™. On supposera que

R™ x R™ ayant la forme

les conditions sont vérifiées pour 'existence et 1'unicité des solutions (par exemple,
f1 et fy de classe C1).

Les trajectoires ont toutes la méme projection sur R™ x {0}, ce sont celles du
systeme. On voit bien pourquoi on a donné le nom de triangulaire. En fait la Ja-
cobienne du systeme est triangulaire inférieure par blocs. Ces systemes sont aussi
appelés systemes hiérarchiques. Nous allons démonter un résultat de stabilité du
théoreme de Vidyasagar [103]. La version que nous présentons ici est dans le cas
des systemes autonomes. Elle est beaucoup plus simple que celle donnée dans le cas

général par Vidyasagar.

Théoreme 15
On considére un systéme de classe C!

{ 1= filn) (B.4)

Ty = fo(wy, 22)

tel que l'origine de R™ est globalement asymptotiquement stable (GAS) pour le sys-
teme @y = fi(x1) sur R™ et tel que lorigine de R™ est GAS pour o = f5(0,x5) sur
R™,

alors l'origine de R™ x R™ est asymptotiquement stable.

Si de plus toutes les trajectoires sont bornées, alors l'origine est GAS sur R" xR™.

Preuve
On va prouver la stabilité.
Soit le voisinage suivant de l'origine B(0,¢) = {(z1,22) | || z1]] <e, || 22| <e}.
Comme les équilibres des systemes isolés sont GAS, et que les systemes sont de

classe C!, on peut appliquer la réciproque du théoréme de Lyapunov. Il existe des
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fonctions de classe C! définies positives Vi (z;) et Va(xy) telles que
Vi= (VW) file) 0, Vo= (VVa(aa)| (0, 22)) <0,

Les fonctions V; et V5 sont définies négatives sur B(0, ) pour ¢ pris suffisamment
petit. Puisque f; et V; sont de classe C!, posons

L= max = —=(z , L),
(z1,22)€B(0,¢) 8:1:1( 1)

M= max VV(z).

(z1,22)€B(0,¢)
Comme V5 est une fonction de Lyapunov, on peut choisir 6; < § suffisamment
petit tel que

max VVi(ze) < min  VVi(xs).

llz2[|<81 §<lw2ll<e
Va(2) = (VVa(ma)| folwr, 22)) = (VVa(@a)| f2(0, 22) )+ (VVa(22)| fo(a1, 22) = f2(0, 32)).
En vertu de la formule de Taylor, on a la relation

Lo
fa(z1,x2) — f2(0,22) = a—(t$17$2)xldt.
0o 0%1

Ainsi sur B(0,¢) on a

[f2(1, 22) = f2(0, 22) || < Ll

et 'inégalité de Cauchy Schwarz donne
Va(2) < (VVa(2)| fo(0,2)) + LM || ]. (B.5)

Comme la fonction (VVa(z2)| f2(0,22)) est négative, si I'on définit la fonction ¢
par :

p(c) = min_ (~(VVi(z2)| fol0.22)))

c<|lz2l|l<e
Cette fonction ¢, définie sur R, est continue, croissante et tend vers 0 lorsque
¢ — 0. Elle vérifie en plus ¢(c) > 0 pour tout ¢ > 0.
Puisque le systeme @7 = fi(x1) est asymptotiquement stable, on peut choisir d < d;
tel que pour toute condition initiale vérifiant ||z1(0)| < d9, alors pour tout ¢ > 0,
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on a l'inégalité ||z1(t)| < % Par ailleurs, si l'on a ||z1]| < d2 et ||z2]| > 61, avec

'inégalité (B.5), on en déduit la relation
(VVa(22)| f2(0,22)) + L M [|z1]| < 0. (B.6)
Soit maintenant 0 < d3 < &5 tel que
max Vi(z1) < min Vi(zy).

l[z1]|<ds d2< ||z | <e

Considérons 'ouvert U défini par
U = {(z1,22) | [lza]] < 02, [|22]l <05}

Siz1(0) < d3, comme V) est décroissante, I'inégalité précédente montre que ||z (¢)|| <
do (aucune trajectoire ne peut atteindre la sphere de rayon ds sur R™).

Soit 25(0) < 3. Comme

max Va(ze) < max Vi(xe) < min  Va(xg).

2
l|2]|<d3 l[2]|<61 5<lz2ll<e

La trajectoire issue de (x1(0), x2(0)) vérifiant ||z2(¢)|| < 0, entraine

< ' .
Va(xy) < &SIﬁl;;ﬁSE‘@(Iz)

On a vu ci-dessus que l'on a ||z1(t)]| < d2. Ceci entraine, des que ||z2(t)]| > d1,
en vertu de V'inégalité (B.6) V, < 0.

Comme V5 est décroissante sur les trajectoires contenues dans 'anneau ||z || < da,

£
2

|z2]] < §, on en déduit qu'une trajectoire ne peut atteindre la sphere de rayon
dans R™. Nous avons prouvé que [|z1(t)|| < 02 < e et |lz2(t)]| < 5. Ce qui acheve la
démonstration de la stabilité.

On va maintenant, démontrer I'attractivité locale par le principe d’invariance de
Lasalle. Puisque l'origine est stable, il existe un voisinage compact U/ de cette origine
qui est positivement invariant. On va donc se restreindre a cet invariant .

On considere la fonction V;. C’est une fonction de Lyapunov-Lasalle. Par hypo-
these

Vi = (VVi(1)| fi(21)) 0.
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Soit
E:{(xl,xg)EU\mzo}.

On considere dans ’ensemble FE, le plus grand ensemble invariant. C’est évi-
demment ({0} x R™) NU. Par hypothese le systeme @5 = f5(0, 25) est globalement
asymptotiquement stable sur {0} x R™. Ceci implique que toute trajectoire négative
du systeme de U \ {0} sort de U.

En effet, si cela n’est pas le cas, il existe une trajectoire complete v dans U.
L’ensemble des points a-limites de v est invariant. Par stabilité asymptotique et
invariance, cet ensemble contient l'origine. Cela signifie que la trajectoire part aussi
pres de 'origine que I'on veut pour y retourner. La fermeture ce cette trajectoire
étant compacte, cela contredit la stabilité. La propriété énoncée est donc vraie.

Cela signifie que le plus grand invariant contenu dans E est réduit a {0}. Ceci
montre 'attractivité dans U.

Si une trajectoire est relativement compacte, alors les points w-limites sont dans
{0} x R™.

En effet, pour ¢, — oo, on a 1(t,) — 0. Si toutes les trajectoires sont compactes,
alors ’ensemble des points w-limites sont dans {0} x R™. Par asymptotique stabilité
sur {0} x R™ Dorigine est un point w-limite. Toute trajectoire s’approche aussi pres
que l'on veut de l'origine. Par stabilité elle est piégée dans I'ouvert U défini ci-dessus.

Elle tend donc vers l'origine par asymptotique stabilité. ]

B.3 Méthodes de Lyapunov

Les fonctions de Lyapunov jouent un grand role dans I’étude de la stabilité des
systemes dynamiques. Cette section est consacrée a quelques résultats dus a Lyapu-

nov. Soit V' :  C R™ — R une fonction continue;

Définition 19
— La fonction V' est dite définie positive dans un voisinage €y de xg st
V(zg) = 0 et V() > 0 pour tout x # xo dans ce voisinage.
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— La fonction V' est dite définie négative si —V est définie positive.
— La fonction V' est dite semi-positive si V(xy) = 0 et V(z) > 0 dans un

voisinage Sy de xg.

Définition 20 (Fonction de Lyapunov [63])

Une fonction V : Q@ — R est une fonction de Lyapunov pour le systéeme (B.1)
si elle est décroissante le long des trajectoires du systéme. Si V est de classe C!,
cela revient & dire que sa dérivée V. par rapport au systéme (B.1) est négative sur

Q, c-a-d, V(z) < 0 pour tout z € Q.

Théoréme 16 (Théoréme de Lyapunov)
— i la fonction V est définie positive et V semi-définie négative sur Q, alors le
point d’équilibre xq est stable pour le systéeme (B.1).
— Si la fonction V est définie positive et V' définie négative sur Q, alors zo est

un point d’équilibre asymptotiquement stable pour le systeme (B.1).

Ce théoreme affirme que pour montrer qu'un point d’équilibre xy est stable, il
suffit de trouver une fonction de Lyapunov en ce point. Par ailleurs, pour utiliser le
théoreme original de Lyapunov pour montrer la stabilité asymptotique d’un systeme
donné, nous devons déterminer une fonction V définie positive dont la dérivée V est
définie négative. Dans le cas général, ceci n’est pas évident. La condition sur la
dérivée V peut étre allégée en utilisant le principe de LaSalle qui sera énoncé

dans la section suivante.

B.3.1 Le principe d’invariance de LaSalle

Théoréme 17 (Principe d’invariance de LaSalle [63,64])
Soit 0 un sous-ensemble de R™, supposons que §) est un ouvert positivement
invariant pour le systéme (B.1) en xy. Soit V : Q — R une fonction de classe C*

pour le systeme (B.1) en xq telle que :
Y% <0 sur €.

2. soient E = {x € Q| V(x) = 0} et L le plus grand ensemble invariant par X

et contenu dans E.
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Alors, toute solution bornée commencant dans ) tend vers l’ensemble L lorsque le

temps tend vers linfini.

Ce théoreme est un outil tres puissant pour I'analyse des systemes; a la diffé-
rence de Lyapunov, il n’exige ni de la fonction V' d’étre définie positive, ni de sa
dérivée V d’étre définie négative. Cependant, il fournit seulement des informations
sur l'attractivité du systeme considéré au point d’équilibre xy. Par exemple, il ne
peut étre utilisé pour prouver que les solutions tendent vers un point d’équilibre que
lorsque 'ensemble L est réduit a ce point d’équilibre. Il n’indique pas si ce point
d’équilibre est stable ou pas. Lorsqu’on veut établir la stabilité asymptotique d'un
point d’équilibre x( de €2, on utilise le corollaire suivant qui est une conséquence du

principe d’invariance de LaSalle.

Corollaire 2 (Lasalle [64])

Supposons que 2 C R™ est un ouvert connexe tel que xg € €.

Soit V : U — R une fonction définie positive et de classe C* telle que V < 0
sur U. Soit E = {x € U | V(x) = 0}; supposons que le plus grand ensemble
positivement invariant contenu dans E est réduit au point x.

Alors xg est un point d’équilibre asymptotiquement stable pour le systeme (B.1).
St ces conditions sont satisfaites pour U = €2, si de plus V' est propre sur €2, c’est
a dire si limV(z) = 4oo lorsque ||z]] — 400, alors toutes les trajectoires sont
bornées pour tout t > 0 et xy est un point d’équilibre globalement stable pour le

systéme (B.1).

Corollaire 3
Sous les hypotheses du théoréme précédent, si I’ensemble L est réduit au point

xo € Q, alors xy est un point d’équilibre globalement asymptotiquement stable pour
le systeme (B.1) défini sur Q.

B.4 Quelques matrices particulieres

Définition 21 (Module de stabilité, rayon spectral)

Thése de Doctorat: Berge TSANOU ]_49 Etude de quelques Modéles Epidémiologiques
de Métapopulations : Application
au Paludisme et a la Tuberculose.



ANNEXE B. PREALABLES MATHEMATIQUES

Soit A une matrice carrée, si on désigne par Spec(A) l’ensemble des valeurs
propres de A.
On appelle Module de stabilité de la matrice A, le nombre défini par :

a(A) = max{Re(\); A € Spec(A)}

La matrice A est dite stable si a(A) < 0.
On appelle rayon spectral le nombre réel p(A) défini par

A) = A
p(A) Aeg;gg&)\ |

On dit qu’une matrice A est stable si ses valeurs propres ont des parties réelles

strictement négatives. On dit aussi que la matrice A est de Hurwitz.

Théoréme 18 (Théoréme de Gershgorin)

Soit A € M,(R). Le spectre de A est contenu dans la réunion des disques dont
les centres sont les coefficients diagonauz a; de la matrice A et dont les rayons
respectifs sont les sommes des valeurs absolues des coefficients extra-diagonauz des

lignes correspondantes.
n

En d’autres termes, pour tout indice i , 1 < i < n, st on pose r; = E lai;],

=1
alors

Spec(A) C U Blai, i)

Lemme 8
Soit A € M, (R) une matrice carrée.
Si A est une matrice singuliere, alors il existe un indice iy tel que

n

|@igio| < Z |@igj]-

=1,
Preuve du lemme
Soit n un entier naturel quelconque fixé ; on va supposer que A est une matrice
singuliere. Par abus, nous allons noter la matrice A et 'endomorphisme de R"™ cor-
respondant par le méme symbole A. Puisque A est singuliere, Ker(A) # {0} ; soit
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r = (x1,29,+,2,)" € Ker(A); soit ip 'indice de la composante de z telle que x;,
réalise la norme maximum de x (c’est a dire |z;,| = maxi<i<, |2i| = ||7]|00)
n
Ax =0 — (Al’)io = E ai0j$j = O,
Jj=1
n
= —QiyiyTiy = E : Qg Ty,
J=Li#i

n

:>|aioi0||$i0| < Z |ai0j||$j|’
J=1,j#i

VAN
Bl
s
B
o
=

Puisque z;, # 0 , il vient que

n

@igi] <> laigl

j=1,j#i

ce qui met fin a la preuve du lemme. [ ]

Le Corollaire suivant est mieux adaptée a la preuve du Théoreme 18 que le

Lemme 8.

Corollaire 4
Soit A € M, (R) une matrice carrée.
Si A est une matrice singuliére, alors il existe un indice ig tel que

n

|ai0i0| < Z |aji0|'

j=Lj#i
La preuve de ce corollaire est identique a celle du lemme précédent, cependant
on remplace la matrice A par sa transposée AT qui a les propriétés de régularité
identiques a celles de la matrice A.
Preuve du théoréme 18
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Soit la matrice A € M, (R); alors pour tout A € Spec(A), A — Al est une
matrice singuliere. Le Lemme 8 implique que pour tout A € Spec(A), il existe i) € N,

1 <1y, <n tel que

laiiy, =A< ) aigl.

J=1,j#ix
Si on pose r; = > =1 jtis la;, ;| ; Uinégalité précédente est équivalente a : pour
tout A € Spec(A) , il existe iy € N, 1 < iy < n, tel que A € B(a;,i,,7i,). Si on
considere les boules B(a;;, ;) pour tout i, 1 < i < n, il vient que tout A € Spec(A)
est dans I'une d’entre elles; on peut donc dire que A € U B(a;;, ;).

Ce qui met fin a la preuve du théoreme de Gershgorin. [ ]

Corollaire 5

Soit A = (a;;) € M,(R) une matrice carrée
Le spectre de la matrice A est contenu dans la réunion des disques dont les centres
sont les coefficients diagonaux a; de la matrice A et dont les rayons respectifs sont

les sommes des valeurs absolues des coefficients extra-diagonauz des colonnes corres-
n

pondantes. En d’autres termes, pour tout 1, 1 < i < n, st on pose r; = Z lajil,

alors

Spec(A) C Ui, Blai, 74).

Définition 22 (Matrice a diagonale dominante)
— Une matrice A = (a;j) € M,(R) est a diagonale dominante colonne si pour
tout v tel que 1 < i < n, on a

n

E =
J=Lj#
— Une matrice A = (a;;) € M, (R) est a diagonale dominante ligne si pour tout

i tel quel <1 < n, ona

n

|ai| > j{: |aj].

=1,
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— On parle de matrice a diagonale dominante stricte colonne (respectivement

stricte ligne) lorsque les inégalités dans les relations précédentes sont strictes.

Corollaire 6

St une matrice A est a diagonale dominante stricte, alors elle est inversible.

C’est une conséquence immédiate du théoreme 18 (on pourra raisonner par 1’ab-
surde).
Preuve

Il s’agit d’une conséquence du théoreme 18 et du corollaire 4.

En effet A est a diagonale dominante stricte, alors pour tout ¢ tel que 1 <1 < n,

n
=1,

i = D5 s laij| sice sont les lignes qui sont concernées). Donc aucune des boules

B(aj;, ;) ne contient 'origine de C. Par conséquent aucune valeur propre de A ne

on a lag| > 1 (r = >, laj;|, si ce sont les colonnes qui sont concernées, ou

peut étre nulle. [ ]

Définition 23 (Matrice réductible, matrice irréductible)
Soit A = (a;j) € M, (R) une matrice carrée.
On dit que la matrice A est réductible , s’il existe une matrice de permutation P

tel que

T [ An Ap
P AP = ( 0 Ay | (B.7)

La matrice A est dite irréductible si et seulement si elle n’est pas réductible.

B.5 Les matrices de Metzler

Définition 24
On appelle matrice de Metzler, toute matrice A = (a;;) € My(R) dont tous les
coefficients extra-diagonaux sont positifs. C’est-a-dire a;; > 0 pour tout les i et j

avec i # j.
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Le théoreme suivant du a Perron-Frobenius sera tres utile dans 1’étude de la

stabilité des modeles que nous allons étudier.

Théoréme 19 (Perron - Frobenius [14])

Soit A € M(R™) une matrice positive ;

— alors le rayon spectral p(A) de la matrice A est une valeur propre de A et il
existe un vecteur propre v > 0 qui lui est associé;

— si de plus la matrice A est irréductible, alors p(A) > 0 etv > 0 et p(A) est
une valeur propre simple et si uw > 0 est un autre vecteur propre de A, il existe
s > 0 tel que u = sv ;

— si B est une matrice telle que B > A, alors p(B) > p(A).

- si A > 0, alors |A| < p(A) pour tout autre valeur propre A de A.

Corollaire 7
Soit A € M(R™) une matrice de Metzler.
— Le module de stabilité a(A) est une valeur propre de A et il existe un vecteur

v > 0 tel que Av = a(A)v. De plus Re(\) < a(A) pour tout
A € Spec(A) \ {a(A)}.
— Si de plus A est irréductible, alors
1. a(A) est une valeur propre simple ;
2. v > 0 et tout autre vecteur propre positif de A est un multiple de v ;
3. Si B est une matrice vérifiant B > A, alors a(B) > a(A);

4. sia(A) < 0, alors —A™1 > 0.

Preuve :

Il existe un C' > 0 assez grand tel que A+ C'I > 0. par conséquent le théoreme
précédent de Perron-Frobenius peut s’appliquer a A + CI pour un tel C' > 0. En
particulier, le rayon spectral p(A + CI) > 0. On remarque que Spec(A + CI) =
C' + Spec(A); ce qui implique que

a(A+ CI) = p(A + CI) = C + «oA).
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et par conséquent, o(A) est une valeur propre de A. Si A est irréductible, A + CT
est aussi irréductible. Le théoreme de Perron-Frobenius appliqué a A + C'I implique
les propriétés 1, 2, 3. Par ailleurs , comme —A™" = [ e!4dt > 0, (4) est vérifié.

|
Le théoreme suivant est important pour I’étude de la stabilité des points d’équilibres

et la construction de certaines fonctions de Lyapunov.

Théoréeme 20 (Matrice de Metzler stable)

Si A = (a;;) € My(R) est une matrice de Metzler, les assertions suivantes sont

équivalentes :
1. La matrice de Metzler A est stable,
2. la matrice A est inversible et —A™1 > 0,
3. S1b> 0, alors 'équation Ax + b = 0 admet une solution x > 0,
4. il existe un vecteur ¢ > 0, tel que Ac < 0,

5. il existe un vecteur ¢ > 0, tel que Ac < 0.

Nous donnons une preuve de ce théoréeme qui est une adaptation d’une preuve simi-
laire trouvée dans [14].
Preuve :

1) =2)

La matrice A est stable, alors elle est inversible et a(A) < 0; il existe un scalaire

k tel que pour tout

2o €R", |le! A x| < K e®|0].

On en déduit que l'intégrale fooo e!4 2y dt est normalement convergente pour tout
point xy. Par suite I'intégrale fooo e 4dt est absolument convergente.

En effet, la fonction t € R, — €' € M,,(R) est dans L'(0, o) et
B= / e'tdt = —A7".
0
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Nous allons déterminer le signe de chacun des coefficients de la matrice B = (b;;).

Pour cela considérons la base canonique (e;) de R™, nous remarquons que :

bij = <B€j7 €i> (Bej)i <f0 etAdte;, €i>

= [ < e],el>dt

= [ )idt > 0.
D’ou la matrice —A~!' = B > 0.
2) = 3)
Soit b un vecteur tel que b > 0; soit x = —A~'b; alors > 0 comme produit

de deux matrices strictement positives. D’ou Az + b = 0.

3) = 4)

Soit b > 0 un vecteur de R’} ; soit ¢ = —A~1b; il est clair que Ac = —b < 0.
On peut donc conclure qu’il existe un vecteur ¢ > 0 tel que Ac < 0.

4) = 5)

Il suffit de perturber un peu la prgpriété 4.

En effet, soit ¢ > 0 et ¢y :c—l—é?Zel- > 0.
i=1

n
Ainsi Acy = Ac+e¢ Z Ae;. Par continuité, on peut choisir € > 0 suffisamment petit
tel que Ac; < 0. =

5) =1)

Considérons dans 'orthant positif I'équation différentielle # = ATz. On définit
la fonction V' par :

V(z) = (c, x).

Comme par hypothese ¢ > 0, alors V' est définie positive sur R” et on a

V(z) = (¢, ATz) = (Ac, z) <0,

V(x) = 0 si et seulement si z = 0. Ce qui prouve, en vertu tu théoreme de Lyapunov
que la matrice AT est asymptotiquement stable et par suite que A est stable puisque
A et AT ont les mémes valeurs propres.

Thése de Doctorat: Berge TSANOU ]_56 Etude de quelques Modéles Epidémiologiques

de Métapopulations : Application
au Paludisme et a la Tuberculose.



B.5. LES MATRICES DE METZLER

Ce qui acheve la démonstration du théoreme. [ ]

Théoréme 21

Soit A € M,, (R) une matrice de Metzler.

1. Le module de stabilité o(A) de A est une valeur propre de A a laquelle est
associ€ un vecteur propre positif; c’est a dire qu’il existe v € R} tel que v # 0
et Av = a(A) v.

2. Si de plus la matrice A est irréductible, alors a(A) est une valeur propre simple
de la matrice A a laquelle est associée un vecteur propre strictement positif;

c’est a dire qu’il existe v € RY} tel que v > 0 et Av = a(A)v.
Preuve

Soit m = min { 11<1le Qg O}; alors A — m I > 0. En applicant a la matrice
<i1<n

A — m1 le théoreme de Perron-Frobenius, il vient que :
il existev e R} ; (A — mI)v = p(A — mI)wv.
d’ou il existe v € R’} tel que
Av = (p(A — mI) + m) v.

Le vecteur v est donc un vecteur propre de la matrice A associé a la valeur propre
p(A —mlI)+ m.

Il est a remarquer que pour une matrice carrée B donnée,

Spec(B + kI) = k + Spec(B)

Or
A—ml) = Re(\).
p( m ) )\ESpgcl(iiélemI) 6( )
D’ou
A—mI - Re(\) = Re(M\) = a(A).
A= D) T = ottt o TN =, J32%, e = o)
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Donc v est un vecteur propre de A associé a la valeur propre
a(A) = p(A —mlI) +m €R.

[
La preuve de I'important théoreme qui suit peut étre trouvé dans [58]. Mais compte

tenu de son importance dans cette these, nous la redonnons intégralement ici.

Théoréme 22 (Caractérisation des matrices Metzler stables)

Soit M une matrice de Metzler se mettant sous la forme
A B
M= ( ab )
M est stable si et seulement si A et D — C A~ B sont Metzler stables.

Preuve

Prouvons d’abord la condition nécessaire.
Puisque toute sous matrice principale d’'une matrice de Metzler stable est encore
une matrice de Metzler stable (voir Varga [102]), alors A et D sont Metzler stables.
Comme M est Metzler stable, il existe un vecteur ¢ = (¢q, co— > 0, tel que Mec < 0
(condition Isg du théoreme 2.3 de [14]). Ce qui signifie que

ACl + BCQ < 0,

Cc; + Dey < 0.
Comme A est Metzler stable, on —A™! > 0 et C est positive. Multiplions
Acy + Bey < 0 par —CA™!, on obtient —C'¢; — CA™'Bey < 0 et par suite (D —
CA™'B)cy < 0. Ce qui prouve, en vertu de lrs que (D —CA™B) est Metzler stable.

Ceci montre la nécessité.

Montrons enfin que la condition est suffisante.

Puisque A et (D — CA™!'B) sont Metzler stables, il existe un vecteur ¢, > 0 tel que

(D—CA'B)e, < 0.
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Soit maintenant c5 = —A~!'Bcy, comme A est Metzler stable, on a —A~! > 0.

Comme B est positive et ¢y > 0, on en déduit que c3 > 0 et les inégalités
CCg + DCQ < 0, AC3 + BCQ < 0.

A étant Metzler stable, il existe un vecteur v > 0 tel que Av < 0 (cf. théoreme 20).

Maintenant, on choisit ¢; = c¢3 + v > 0, pour € > 0. On a
Cci+ Dey = Ces + Deg + eCho.
On peut choisir £ > 0 suffisamment petit pour que C'c¢; + Dey < 0. A ce moment 1a,
Ac; + Beg = Acg + Beg + e Av < 0.

On a donc trouvé ¢ = (¢, ¢2) > 0 tel que Mc¢ < 0, ce qui prouve que M est Metzler

stable (voir théoreme 20). Et la condition suffisante est prouvée. |

Dans le résultat qui suit nous allons montrer que le module de stabilité est une

fonction croissante sur les matrices de Metzler.

Théoréme 23 (Ordre et module de stabilité [14])

Soit A une matrice de Metzler,
1. 8%l existe v > 0 tel que Av < pv alors a(A) < 5.

2. Si de plus A est irréductible alors v > 0 et Av < v entrainent a(A) < B. En

fait on a obligatoirement v > 0.
3. S’il existe v > 0 tel que Av < Av alors A < a(A).

4. Si de plus A est irréductible alors Av < Av entraine A < a(A).

B.5.1 Matrices de Metzler irréductibles

On va caractériser par une propriété dynamique l'irréductibilité des matrices de
Metzler.
Une matrice de Metzler laisse positivement invariant I'orthant positif.
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On va d’abord démontrer un premier résultat sur l'irréductibilité.
La définition de lirréductibilité, pour les matrices de Metzler est équivalente a la

propriété de la proposition suivante.

Proposition 9 (Matrices de Metzler irréductibles)
La matrice de Metzler A est irréductible si et si seulement si, pour tout vecteur

n

x > 0 appartenant a une face F' de R}, o F' est définie par :
F={z=20[3iel (e]|z)=0}
il existe un indice i € I tel que {e; | x) =0 et (e; | Az) > 0.

Preuve

D’apres le théoreme 24, l'irréductibilité d’une matrice ne dépend que de ses
termes hors diagonaux. On peut toujours remplacer A par A + A\l pour A suffisam-
ment grand. La condition d’irréductibilité est équivalente, comme condition de la
proposition. Sil existe ¢ tel que (e; | ) = 0 et (e; | Azx) > 0, alors c’est équivalent &
(ei|x)=0¢et (e | (A+ A)zx) > 0.
On va donc supposer sans nuire a la généralité que A > 0.

La condition est suffisante.
En effet, supposons par I'absurde que pour tout i tel que (e; | ) = 0 , on ait
(e; | Az) = 0.

Soit F, = R*[0, x] la face engendrée par x. Puisque A > 0, on a AF, = R*[0, Az].
La face F, est caractérisée par un ensemble d’indices J.
OnaF, ={z>0]3ie€ I, {e|x)y =0} Pour ces indices on a (¢; | Az) = 0. Par
suite AF, C F, et la matrice A n’est pas irréductible.

La condition est nécessaire.
Si A est réductible, il existe une face, notée par F,, telle que AF, C F,. Pour tout

indice tel que (e; | ) = 0 on a donc (e; | Ax) = 0. n

Définition 25
Un graphe orienté G = (X, U) est un couple constitué par un ensemble

X ={xz,...,x,} et une partie U de X x X.
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Les éléments de X s’appellent les sommets (ou neeuds) du graphe. Un élément

(x,y) € U s’appelle un arc, x est l'origine et y est l'extrémité.

Un graphe orienté (resp. non orienté) est donc un ensemble de sommets avec des

arcs orientés (resp. non orientés) joignant les sommets.

Définition 26

Un chemin est une suite d’arcs (uy, ..., u,) telle que chaque arc u; ait pour extré-
mité l'origine de u;1. On dit que le chemin joint lorigine uy a l'extrémité w,.

Un graphe est dit fortement connexe si tout couple de sommets distincts peut étre

joint par un chemin.

On peut associer a toute matrice carrée un graphe orienté.

Définition 27
On considére une matrice carrée A = (a;;). On considere le graphe avec n som-
mets donnés par l’ensemble X = {1,...,n}.

Un arc joint le sommet © au sommet j si aj; # 0.

Réciproquement, a tout graphe d’ordre n, on associe une matrice carrée n x n,

ou a;; = 1 s'il existe un arc qui lie ¢ et j et a;; = 0 sinon.

On peut caractériser l'irréductibilité d’'une matrice de fagon élégante, par une

propriété de son graphe orienté associé.

Théoréme 24 (Caractérisation d’une matrice irréductible)
La matrice A est irréductible si et seulement si son graphe noté G(A) est forte-

ment connexe.

Preuve

Condition nécessaire.

Supposons que la matrice A soit irréductible. Soit ¢ un sommet, on définit [
I’ensemble des sommets différents de ¢ que I'on peut atteindre a partir du sommet <.
C’est a dire ’ensemble des sommets j # ¢ tels qu’il existe un chemin joignant i a j.
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L’ensemble I est non vide. En effet, si on considere I’ensemble J, le complémen-
taire du singleton {i}, comme A est irréductible il existe k ¢ J et j € J tel que
a;i, 7 0. Mais vu la définition de J, cela veut dire qu'il existe j # i tel que a;; # 0,
car forcément k = i. Autrement dit il existe un arc allant de ¢ a j, ainsi j € I.

Supposons par 'absurde que I # {1,...,n}. Par lirréductibilité de A, il existe
jgeletk¢l tels que ag; # 0. Il y a un arc allant de j a k. Mais comme j € I, il

est accessible depuis 7, donc k est accessible depuis i. C’est une contradiction.

Condition suffisante.

On suppose par I’absurde que le graphe associé est fortement connexe et que A
est réductible. Il existe alors un sous ensemble propre d’indices I, tel que si ’'on note
J son complémentaire, on ait a;; = 0 pour tout ¢ € I et j € J. On choisit un indice
i € I et un indice j € J. C’est toujours possible puisque I est propre. De la forte
connexité du graphe, il existe un chemin joignant 7 a j. Il existe donc un ensemble

d’indices {ki,--- ,k,} tels que les coefficients suivants soient tous non nuls :

A Ky s Qhey gy * 5 Aoy i

Avec les hypotheses sur I et sur J, on en déduit, puisque ay,; # 0 et i € I que
ky, ¢ J, et donc k, € I. Mais si k, € I, le méme raisonnement appliqué a ay,_, ,
prouve que k,_; € I . Un raisonnement par récurrence finie montre que j € I, ce

qui est une contradiction. [

Proposition 10

Si A est une matrice de Metzler irréductible alors aucune trajectoire du systéme
& = Ax ne peut rester sur une face.
Plus précisément A est une matrice de Metzler irréductible si seulement si pour tout

t>0, ona:e”>0.

Preuve

On suppose que cela est faux. Il existe donc ¢ > 0 tel que et € GRT. Mais pour

A (t—s)A

tout s, telque 0 < s <t,onae =e e*4. La matrice e*=*)4 est positive car (A

est de Metzler). Elle est inversible. Par conséquent si ¥4 > 0 cela entraine e/ > 0.
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s4 n’est pas fortement positive pour tout 0 < s < ¢. 1l

A

On vient de montrer que e
existe un z > 0 appartenant & la frontiere de I'orthant, tel que ez appartienne a
la frontiere de 'orthant. D’apres la proposition précédente, il existe un indice 7 tel
que {e; | et'x) =0 et (e; | Aetz) > 0.

La fonction ¢(s) = (e; | e¥4z) est positive pour tout s. Elle s’annule en t = s.

C’est un minimum, donc sa dérivée s’annule en t. Or
o(t) = (e; | Aettz) > 0.

C’est la contradiction cherchée.

Réciproquement, si A est réductible, alors A peut se mettre sous la forme :

A A
Tap _ |Ar A2
prap= [t 4]
d’out
et M(t)
Plettp =
0 et

La matrice e est réductible et positive, il existe donc un vecteur de la frontiere

A

x > 0 tel que ez soit dans la frontiere de 'orthant. e ne peut vérifier e*4 > 0. m

B.5.2 Décomposition réguliere d’une matrice de Metzler

Nous allons démontrer un résultat dia a Varga [102] dont 'utilité est avérée dans

la méthode de calcul du nombre de reproduction de base R.

Définition 28
Soit une matrice de Metzler A inversible. On appelle décomposition réguliere de

A, toute décomposition de la forme
A=F+YV,
ou "' >0 et V est une matrice de Metzler stable.

On a le théoréme suivant démontré par Varga dans [102]. Vu son importance,

nous donnerons cette preuve.
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Théoréeme 25
Soit une matrice de Metzler A inversible. Pour toute décomposition réguliere de
A de la forme A= F 4V, les deux assertions suivantes sont équivalentes.

1)- A est une matrice stable.

2 p(—FV~1) <1.

Preuve
Supposons que A est une matrice stable, alors d’apres le théoreme 20, on a
—A"t>0.

Les matrices V = A — F et A étant inversibles, on peut écrire
~FV'l'=-FA-F)'=-FA Y (I-FAH

On note G = —FA~!. C’est une matrice positive. Pour chercher son rayon spectral,
d’apres Perron-Frobenius, il suffit de se restreindre aux vecteurs propres positifs.
Soit donc v > 0 un vecteur propre de GG correspondant a une valeur propre A > 0,
alors Gv = Av. On a :

A

—FVw=G(I “ly=—"—u.
Vie=GU+G) v e

La matrice —FV ™! est positive. Réciproquement soit p > 0 une valeur propre
relativement & un vecteur propre v > 0. Alors G (I + G) 'v = pw. Les matrices G
et (I + G)~!' commutent, on en déduit que Gv = u(I + G)v.

Ce qui entraine que nécessairement p # 1 et v est un vecteur propre de G

relativement a la valeur propre 1

x
La fonction de R* dans [0, 1], définie par = 7 est une bijection entre les

+x
valeurs propres de G = —FA™! sur celles de —FV~! = G(I + G)~!. Clest une

fonction monotone. Par conséquent on a

p(—FV ™) = % < 1.

Réciproquement supposons p(—FV™!) < 1. Alors la matrice —1 — FV ™1 est
inversible, c’est en plus une matrice de Metzler. Puisque p(—FV 1) < 1,
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on a a(—I — FV™') < 0. C’est donc une matrice de Metzler stable. Par suite en

vertu du théoreme 20, on a —(—I — FV )1 = (I + FV )71 >0et - V! >0cet

par conséquent
AT =V T -FV Y = (Vv H(I+ FVH 1t >0.

Ce qui montre que A est une matrice de Metzler stable d’apres le théoreme 20.

Cela termine la démonstration. ]

B.6 Calcul de R : Méthode de van den Driessche
et Watmough

Pour cette technique de calcul, Ry est définie comme le rayon spectral d’une
certaine matrice positive appelée « opérateur de la prochaine génération ». La
détermination de cet opérateur exige la répartition des états du systeme en deux
compartiments : le compartiment des infectés (latents, infectieux...) et le comparti-
ment des individus non infectés.

Cette technique a été élaborée d’abord par Diekmann et Heesterbeek dans [31] et
puis reprise par Van den Driessche et Watmough dans [101] pour les systémes en
dimension finie.

On considere un modele épidémiologique comportant n classes ou compartiments
homogenes. Le vecteur x représente 1'état du systeme et z; est le nombre (ou la
concentration) d’individus dans le compartiment j. Les compartiments sont ordonnés
de tel sorte que les derniers sont des infectés (latents, infectieux...). Les k premiers
compartiments sont les individus libres de l'infection (susceptibles...).

Soit le vecteur x = (x;);, 7 = 1,--- ,n, ol z; est le nombre (ou concentration)
des individus dans le compartiment j.

Soit Fj(x) la vitesse d’apparition des infectieux dans le compartiment j. On note
par Vj+ la vitesse de transfert des individus dans le compartiment j par tout autre
moyen et V; la vitesse de transfert hors du compartiment j. La dynamique définie

dans ce compartiment j est donnée par I’équation différentielle :
;= Fj(z) + Vi (x) = V; (o).
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On suppose que les fonctions sont au moins C*.
Si on pose
Vi(x) =V () =V (),

J

alors le systeme précédent devient :
;= Fi(x) + Vi(2).

Un état xy du systeme est sans maladie, si les compartiments des « infectés »
sont vides. C’est I’équilibre sans maladie (Disease Free Equilibrium (DFE) en
Anglais), c’est a dire que pour tout j > k, on a (z9); = 0.

Pour des raisons biologiques on a les propriétés suivantes :

Lo >0, Fi(x) >0, VS (x) >0, Vy(x) > 0 car les flots de matieres sont des

quantités positives.
Si un compartiment est vide, alors il n’y a pas de transfert d’individus hors du

compartiment par la mort, I'infection ou par tout autre moyen. Ainsi,

2. si zj = 0 alors V; = 0. En particulier si 'on pose
Xo={r >0, 2;=0,i=1,---,n} etsize X,alorsV; =0. En d’autre
termes il ne peut rien sortir d’'un compartiment vide.

3. Sij <k alors F;(z) = 0. Cela signifie par définition qu’il ne peut rentrer des

infectés dans les compartiments non infectés.

4. Si xg est un état sans maladie alors Fj(zo) = 0 et pour j > k, V; () = 0.
Quand il n’y a aucun infecté, il ne peut y avoir de maladie, donc on reste sans

infection.

Nous allons maintenant essayer de définir le nombre moyen de ré-infections pro-
duites par un individu typique infecté dans un voisinage du DFE.
Considérons la dynamique du systeme linéarisé au voisinage du point d’équilibre

sans maladie, alors
i = DV(xo)(z — x9) = DV (z0)(x — x0) — DV~ (20)(x — 20).

Le résultat suivant précise la structure du systeme linéairisé DX (x) au voisinage
de I’équilibre sans maladie x.
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Lemme 9

Si xg est un DFE, alors les matrices DF (xy) et DV(z) se décomposent en blocs,

Df(xo):[o 0 }

0 F
Sy
DV(%):[O1 V?}

F >0 etV est une matrice de Metzler stable.

La preuve détaillée de ce lemme se trouve dans [101].
La matrice —FV ™! est appelée la « matrice/opérateur de seconde généra-

tion »(en Anglais « next generation matrix/operator »).

Définition 29 [31]
Le nombre de reproduction de base Ry est le rayon spectral de la matrice de
seconde génération : 4 savoir

Ro = M = p(—=FVh).
0 Aeg;gg%m\ | = p( )

L’interprétation suivante est donnée & la matrice —FV ! :
Considérons un individu infecté introduit dans un compartiment m > k d’une

L est le temps moyen

population sans maladie. L’entrée (i, m) de la matrice —V~
que l'individu passera dans le compartiment ¢ au cours de sa vie, en supposant que
I'on a bloqué la ré-infection. L” entrée (j,7) de la matrice F' est la vitesse a laquelle
un infecté dans le compartiment ¢ produit des infections dans le compartiment j.
Ainsi Uentrée (j,m) de —FV ™! est le nombre espéré de nouvelles infections dans le
compartiment j produit par un individu infecté introduit originellement dans le com-
partiment k. Le rayon spectral de la matrice —FV ~! est le nombre de reproduction

de base. C'est a dire Rg = p(—FV ).
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