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Notations

Les notations utilis�ees pour une quantit�e X sont les suivantes :

 vecteur : X � X i

 tenseur d'ordre 2 : X
�

� X ij

 tenseur d'ordre 4 : X
�

� X ijkl

La convention d'Einstein sur les op�erations alg�ebriques est utilis�ee.

La partie incompatible d'un tenseur d'ordre 2 X
�

est not�ee X ?
�

.

La partie compatible d'un tenseur d'ordre 2 X
�

est not�ee X k
�

.

Le tenseur unit�e d'ordre 2 est I ij = � ij o�u � ij = 1 si i = j et � ij = 0 si i 6= j .

Le tenseur unit�e d'ordre 4 est I ijkl = 1
2 (� ik � jl + � il � kj ).

\ �" repr�esente le produit simplement contract�e entre :

 deux vecteursA et B , A � B � A i B i ,

 deux tenseurs d'ordre 2A
�

et B
�

, A
�

� B
�

� A ij B jl ,

 un tenseur d'ordre 2 A
�

et un vecteur B , A
�

� B � A ij B j .

\:" repr�esente le produit doublement contract�e entre :

 deux tenseurs d'ordre 2A
�

et B
�

, A
�

: B
�

� A ij B ij ,

 un tenseur d'ordre 4 A
�

et un tenseur d'ordre 2 B
�

, A
�

: B
�

� A ijkl Bkl ,

 deux tenseurs d'ordre 4A
�

et B
�

, A
�

: B
�

� A ijkl Bklmn .

\ 
 " repr�esente le produit dyadique tel que A 
 B � A i B j .
L'op�erateur \permutation" est not�e 2 ilm avec 2123= 2231= 2312= 1,
2321= 2213= 2132=  1 et 2 ilm = 0 si deux indices sont identiques.

L'op�erateur \gradient" est not�e r tel que (r X ) ij = X i;j .

L'op�erateur \divergence" est not�e div tel que (div X
�

) i = X ij;j .
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L'op�erateur \laplacien" est not�e � tel que (� X
�

) ij = ( div (r X )) ij .

L'op�erateur \rotationnel" est not�e Rot tel que (Rot X
�

) ij = 2 jlm X im;l .

Le \produit vectoriel" est not�e � tel que (X
�

� y) ij = 2hni X jh yn .

La d�eriv�ee temporelle (eul�erienne) de A
�

est not�ee _A
�

.

Le saut d'un champ m�ecanique ou d'une propri�et�e mat�eria u g
�

�a une interface

entre des cristauxI et II orient�ee par n � x2 et dirig�e de I vers II est not�ee

[] tel que
�

g
�

�
= gII

�
(x2 ! 0+ )  gI

�
(x2 ! 0 ).

La moyenne d'un champ m�ecanique ou d'une propri�et�e mat�e riau g
�

�a travers

une interface entre des cristauxI et II orient�ee par n est not�ee �� tel que

� g
�

� = 1
2

�
gI

�
(x2 ! 0 ) + gII

�
(x2 ! 0+ )

�
si n � x2.

La moyenne d'un champ m�ecanique ou d'une propri�et�e mat�e riau g
�

sur un

volume V est not�ee hiV tel que hg
�

i V = 1
V

R

V
g
�

dV.

Pour des raisons de commodit�e, la notation contract�ee de Voigt [Voi28]
(11 ! 1; 22 ! 2; 33 ! 3; 23 ! 4; 31 ! 5; 12 ! 6) est parfois adopt�ee
concernant les op�erations portant sur des tenseurs d'ordre 2 et 4. Le pro-
duit contract�e entre les tenseurs A

�
et B

�
s'�ecrit alors A

�
: B

�
� ApqBq o�u p

et q prennent des valeurs allant de 1 �a 6. Dans ce cas, pour des raisons de
coh�erence, une convention ing�enieure est consid�er�ee pour les composantes
des d�eformations, i.e., "4 = 2"23; "5 = 2"31; "6 = 2"12. En notation matri-
cielle, la loi de Hooke s'�ecrit ainsi :

2

6
6
6
6
6
6
4

� 1

� 2

� 3

� 4

� 5

� 6

3

7
7
7
7
7
7
5

=

2

6
6
6
6
6
6
4

c11 c12 c13 c14 c15 c16

c12 c22 c23 c24 c25 c26

c13 c23 c33 c34 c35 c36

c14 c24 c34 c44 c45 c46

c15 c25 c35 c45 c55 c56

c16 c26 c36 c46 c56 c66

3

7
7
7
7
7
7
5

2

6
6
6
6
6
6
4

"e
1

"e
2

"e
3

"e
4

"e
5

"e
6

3

7
7
7
7
7
7
5

(1)

2

6
6
6
6
6
6
4

"e
1

"e
2

"e
3

"e
4

"e
5

"e
6

3

7
7
7
7
7
7
5

=

2

6
6
6
6
6
6
4

s11 s12 s13 s14 s15 s16

s12 s22 s23 s24 s25 s26

s13 s23 s33 s34 s35 s36

s14 s24 s34 s44 s45 s46

s15 s25 s35 s45 s55 s56

s16 s26 s36 s46 s56 s66

3

7
7
7
7
7
7
5

2

6
6
6
6
6
6
4

� 1

� 2

� 3

� 4

� 5

� 6

3

7
7
7
7
7
7
5

(2)

o�u � i sont les contraintes de Cauchy,"e
i les d�eformations �elastiques, cij

les composantes du tenseur des modules �elastiques etsij les composantes du
tenseur des complaisances �elastiques qui inclut les facteurs multiplicatifs 2
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et 4 [Voi28].

On utilise �egalement la notation de Schmid et Boas telle qued�ecrit dans
le tableau 1 pour nommer les 12 syst�emes de glissement de type (111) [0�11]
dans les cristaux CFC.

Syst�eme Plan Direction

A2 (�111) [0�11]

A3 (�111) [101]

A6 (�111) [110]

B2 (111) [0�11]

B4 (111) [�101]

B5 (111) [�110]

C1 (�1�11) [011]

C3 (�1�11) [101]

C5 (�1�11) [�110]

D1 (1�11) [011]

D4 (1�11) [�101]

D6 (1�11) [110]

Table 1 { Notations de Schmid et Boas des syst�emes de glissement des cristaux CFC.
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Introduction

La d�eformation plastique des mat�eriaux cristallins peut se r�ev�eler d'une
tr�es grande complexit�e en raison des interactions �a di��erentes �echelles entre
d�efauts de la microstructure (dislocations, joints de grains, joints de phase,
grains, macles, pr�ecipit�es) et de l'anisotropie de la d�eformation �a l'�echelle
du cristal. Il en r�esulte g�en�eralement une grande h�et�e rog�en�eit�e des champs
m�ecaniques (contraintes, d�eformations, rotations) ainsi qu'un comportement
dans le temps pas forc�ement continu et pouvant pr�esenter une certaine inter-
mittence même �a l'�echelle macroscopique [MVZ+ 01, LL08]. L'am�elioration
des connaissances concernant l'�evaluation de l'h�et�erog�en�eit�e des champs
m�ecaniques en lien avec l'�evolution des d�efauts microstructuraux est un en-
jeu industriel majeur, notamment vis-�a-vis de la conception de nouveaux
mat�eriaux aux propri�et�es optimis�ees, de la mâ�trise d es proc�ed�es de mise en
forme ou de la pr�ediction de la tenue en service des structures.

Ces derni�eres d�ecennies, la mod�elisation de la plasticit�e a fortement
progress�e en tenant compte du fait qu'elle r�esultait de glissements sur des
plans cristallins sp�eci�ques [HR72, Asa83, REH+ 10] et en liant l'�ecrouissage
�a l'�evolution des densit�es de dislocations [FBZ80, KE90, KM03, KDH08].
Cependant, �a l'heure actuelle, ces approches dites de plasticit�e cristalline,
qu'elles soient en champs moyens [MCA87, LT93, MZ99, LTP07,BFB07,
MB15] ou en champs complets [BDJC01, BFC01, REH+ 10, LKE12], n'ar-
rivent pas encore �a rendre compte de mani�ere totalement satisfaisante de
la distribution des contraintes au sein d'un mat�eriau. En e�et, certains pa-
ram�etres mat�eriaux sont mal connus, tels que les cissionscritiques ou les co-
e�cients d'interactions entre syst�emes de glissement. Deplus, l'organisation
spatio-temporelle des d�efauts est souvent d�ecrite de mani�ere trop grossi�ere,
comme par exemple au travers d'une densit�e homog�ene de dislocations statis-
tiques par grain et par syst�eme. De fait, ces approches se r�ev�elent incapables
de rendre compte de l'�emergence des e�ets de taille, comme par exemple ce-
lui de la taille des grains sur la limite d'�elasticit�e [Hal 51, Pet53], et des
lois d'�echelles, telles que les distributions en loi puissance des avalanches de
dislocations signi�catives de comportements invariants d'�echelle [MVZ + 01].
En particulier, un point cl�e concerne la mod�elisation des m�ecanismes de
d�eformation �a proximit�e des interfaces mat�erielles co mme les joints de grains,
les joints de phase ou les interfaces entre di��erents constituants dans un com-
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posite. Ces interfaces internes jouent en e�et un rôle tr�es important dans la
d�eformation des mat�eriaux cristallins. Elles sont souvent le si�ege de fortes
concentrations de contraintes en raison du d�eveloppementde contraintes
d'incompatibilit�e, n�ecessaire pour assurer la coh�esion de la mati�ere entre
deux r�egions qui, pris s�epar�ement, se d�eformeraient di��eremment en r�eponse
�a une même sollicitation macroscopique. De plus, ces interfaces interagissent
fortement avec le mouvement des dislocations, pouvant soitles bloquer, soit
les absorber, soit autoriser des transmissions partiellesou totales [Pri06], ce
qui engendre �a chaque fois des modi�cations di��erentes des champs m�ecaniques.
La complexit�e de ces m�ecanismes d'interaction commencent seulement �a
pris partiellement en compte dans les approches de mod�elisation actuelles
[MRR06, CGF+ 12, vBMKG13]. Or la �ssuration d'un mat�eriau s'initie tr�e s
souvent au niveau d'une de ses interfaces internes. Evaluercorrectement les
concentrations de contraintes qui s'y d�eveloppent est donc primordial pour
une pr�ediction correcte de la rupture.

Les m�etaux qui poss�edent une structure cristallographique hexagonale,
comme les alliages de Ti, de Zr, de Mg ou de Zn, sont particuli�erement sen-
sibles aux e�ets �enonc�es ci-dessus en raison de leur tr�esforte anisotropie plas-
tique qui est li�ee �a la faible sym�etrie de la structure hex agonale. Ces m�etaux
se d�eforment g�en�eralement �a la fois par glissement et par maclage [CM95],
avec des cissions critiques tr�es di��erentes entre familles de syst�emes. L'�etude
des macles est ainsi utile pour un meilleur contrôle des microstructures et
donc des propri�et�es m�ecaniques de ces mat�eriaux. De plus, outre ceux de
structure hexagonale, d'autres mat�eriaux peuvent pr�esenter des densit�es im-
portantes de macles comme les aciers TWIP (\twinning-induced plasticity")
ou les mat�eriaux nanomacl�es obtenus par �electrod�eposition (Cu par exemple
[LSC+ 04]). Les mat�eriaux nanomacl�es sont justement tr�es prometteurs du
point de vue des propri�et�es m�ecaniques puisque qu'ils poss�edent une limite
�elastique tr�es �elev�ee et, en comparaison des mat�eriaux �a grains ultra-�ns,
disposent g�en�eralement d'une ductilit�e et d'une r�esis tance �a la rupture bien
meilleures [LSC+ 04, BAS08].

Ce sont justement ce type de mat�eriaux fortement anisotropes auxquels
je me suis int�eress�e jusqu'�a pr�esent, �a savoir les alli ages de Ti et de Mg uti-
lis�es notamment dans le secteur du transport a�n d'all�eger les structures, les
mat�eriaux pr�esentant des structures lamellaires de macles �3(111) comme
les aciers TWIP, les composites �a matrice m�etallique maisaussi la glace qui
n'est pas un m�etal mais qui poss�ede une structure cristalline hexagonale. De
par ses propri�et�es (bir�efringence, taille de grains tr�es �elev�ee, anisotropie plas-
tique vraiment tr�es prononc�ee, etc.), la glace peut être consid�er�ee comme un
mat�eriau mod�ele pour l'�etude des alliages m�etalliques . Par ailleurs, son �etude
pr�esente �egalement de nombreux int�erêts en g�eophysique, tel l'�ecoulement
des glaciers ou l'interpr�etation des signaux climatiquescontenu dans les ca-
rottes de glace pr�elev�ees en Antarctique.
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L'int�erêt port�e �a la glace comme mat�eriau mod�ele date de l'�epoque de ma
th�ese e�ectu�e au LGGE (Laboratoire de Glaciologie et G�eop hysique de l'En-
vironnement) �a Grenoble sous la direction de J�erôme Weiss et Fran�cois Lou-
chet et s'est maintenu grâce �a mon implication dans le projet ANR DREAM
sur la recristallisation dynamique dont le LGGE est porteur. L'int�erêt d'�etudier
les m�etaux hexagonaux trouve lui son origine dans la cr�eation de l'�equipe
APLI (Auto-organisation Plasticit�e Longueurs Internes) qui a r�euni des cher-
cheurs du LETAM (Laboratoire d'Etude des Textures et Applic ation aux
Mat�eriaux) s'int�eressant aux m�ecanismes de d�eformati on dans les m�etaux
hexagonaux avec des microm�ecaniciens et physiciens du LPMM (Laboratoire
de Physique et M�ecanique des Mat�eriaux) lors de la naissance du LEM3 (La-
boratoire d'Etude des Microstructures et de M�ecanique desMat�eriaux) en
2011. Les premi�eres discussions autour de cette cr�eationont co•�ncid�e avec
ma candidature au CNRS. Apr�es mon embauche en octobre 2008,j'ai alors
soumis un projet ANR Jeunes Chercheurs et Jeunes Chercheuses (projet
PHIRCILE �nalement accept�e en 2010) centr�e sur les th�ema tiques de la fu-
ture �equipe APLI.

Comme de nombreuses �equipes de recherche de part le monde, mes tra-
vaux de recherche s'int�eressent donc aux liens microstructure - propri�et�es
m�ecaniques avec comme objectif d'am�eliorer la pr�ediction des champs
m�ecaniques. Cette probl�ematique a �et�e abord�ee selon di��erentes approches
de mod�elisation et a permis de d�evelopper di��erents outi ls en lien avec les
membres de l'�equipe APLI.

La premi�ere approche, d�ecrite dans le Chapitre 1, consiste en des simu-
lation en champs complets de plasticit�e cristalline r�esolues par �el�ements �nis
qui int�egrent le couplage avec le transport des dislocations g�eom�etriquement
n�ecessaires selon la th�eorie initi�ee par Acharya [Ach01]. Cette th�eorie permet
de rendre compte en partie de l'organisation spatio-temporelle des disloca-
tions et de leurs interactions mutuelles (annihilation notamment).

La deuxi�eme approche (Chapitre 2) consiste en le d�eveloppement de
formules analytiques explicites des contraintes et rotations �elastiques aux
interfaces planes dans le cadre d'une thermo�elasticit�e anisotrope h�et�erog�ene
en pr�esence de distorsions plastiques et de glissement au joint. De telles
formules donnent des e�ets de premier ordre et permettent detester un tr�es
grand nombre de con�gurations du fait de l'imm�ediatet�e de s r�esultats.

La troisi�eme approche (Chapitre 3) consiste en des mod�eles de transition
d'�echelles susceptibles de traiter des volumes de plusieurs milliers de grains.
Deux voies de mod�elisation microm�ecanique ont ainsi �et�e propos�ees a�n de
lever l'hypoth�ese restrictive de champs de d�eformation plastique uniformes
dans les grains lors des proc�edures d'homog�en�eisation.En introduisant la
physique des processus intra-granulaires, ces approches permettent alors de
capter des e�ets de taille des grains. Un mod�ele microm�ecanique statique
muni d'une topologie �a double inclusions a �egalement �et�e d�evelopp�e a�n d'ex-
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pliquer la s�election des macles secondaires. En�n, un mod�ele auto-coh�erent
�elasto-viscoplastique dot�e d'une formulation a�ne r�ec emment d�evelopp�ee
au LEM3 [MB15] a �et�e utilis�e a�n d'�etudier l'anisotropi e et l'�ecrouissage
d'�echantillons Ti de puret�e commercial en conditions de t raction notam-
ment �a partir d'une hypoth�ese de viscosit�es di��erentes entre familles de
glissement.

Le bilan de mes principales activit�es de recherche depuis mon entr�ee au
CNRS est d�ecrit au travers des trois chapitres �enonc�es. Le reste du manus-
crit est constitu�e de mes perspectives de recherche ainsi que d'un curriculum
vitae accompagn�e de la liste exhaustive de mes publications et communica-
tions. Dans les chapitres relatifs au bilan de mes activit�es de recherche, les
r�ef�erences not�ees en gras sont celles dont je suis co-auteur.
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Chapitre 1

Th�eorie continue des
dislocations et conditions de
continuit�e aux interfaces
mat�erielles

Di��erentes approches sont adopt�ees dans la communaut�e scienti�que
pour traiter les probl�emes de plasticit�e �a longueurs int ernes. Parmi les ap-
proches continues, il existe notamment les mod�eles dits �agradients de va-
riable interne o�u les lois de comportement sont a�ect�ees par l'introduction
de gradients de variables internes comme la d�eformation plastique cumul�ee
[Aif84, Aif87], ainsi que les mod�eles continus g�en�eralis�es qui poss�edent des
degr�es de libert�e suppl�ementaires ind�ependants par rapport au milieu clas-
sique de Cauchy [FBC00, For09]. A une �echelle inf�erieure,il se d�eveloppe
�egalement des m�ethodes discr�etes comme la dynamique desdislocations qui
permet de simuler l'�evolution d'un ensemble de dislocations discr�etes au
cours du temps et de remonter au comportement m�ecanique [KD97, VFG98].
Ce chapitre concerne une voie que l'on peut quali�er d'interm�ediaire : la
\M�ecanique des Champs de Dislocations", th�eorie initi�e e par Acharya [Ach01]
et d�evelopp�ee au LPMM/LEM3 par Claude Fressengeas [Fre10]. Il s'agit
d'une th�eorie continue dans le milieu classique de Cauchy.Les lois de com-
portement d�ependent toutefois du tenseur densit�e de dislocationsous�

�
et

donc des gradients de distorsion �elastique ou plastique. Le tenseur �
�

, ini-

tialement introduit par Nye [Nye53], est une mesure de l'incompatibilit�e du
r�eseau cristallin. Il est �a la base de la th�eorie �elastiq ue statique des dislo-
cations continument distribu�ees, d�ev�elopp�ee par Kr•o ner [Kr•o58, Kr•o81] et
di��erents autres chercheurs : Bilby et al. [BBS55], Mura [Mur63], Indenbom
[Ind66], Willis [Wil68], Kosevich [Kos79] entre autres. Il y a quelques ann�ees,
Acharya et ses collaborateurs [Ach01, Ach04, AR06, RA06, RPA07, PDA11]
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ont repens�e la th�eorie �elastique statique des dislocations continument dis-
tribu�ees en int�egrant �egalement la d�eformation perman ente r�esultant du
d�eplacement des dislocations. C'est cette nouvelle th�eorie qui est appel�ee
\Field Dislocations Mechanics"(FDM) en anglais, ou \M�eca nique des Champs
de Dislocations" en fran�cais [Fre10].

La premi�ere partie de ce chapitre correspond un travail e�ectu�e �a mon
entr�ee au CNRS et inscrit dans mon programme de recherche : l'impl�ementation
d'un mod�ele FDM dans le logiciel �elements �nis commercial Abaqus. Ce
mod�ele a �et�e appliqu�e �a l'�etude de l'�ecrouissage des composites �a matrice
m�etallique. Ce chapitre traite aussi des conditions de continuit�e sur les
champs m�ecaniques aux interfaces mat�erielles qui peuvent se d�eduire de
la continuit�e du vecteur de Burgers. La pertinence de ces conditions a no-
tamment �et�e test�ee aux joints de macle dans des �echantil lons de Ti de pu-
ret�e commercial. En�n, la derni�ere partie de chapitre a �e t�e r�ealis�ee plus
r�ecemment dans le cadre du post-doctorat de Lu Tuan Le int�egr�e au pro-
jet ANR DREAM portant sur la recristallisation dynamique de s mat�eriaux
fortement anisotropes. Un mod�ele de \M�ecanique des Champs de Disloca-
tions" consid�erant le transport des densit�es de dislocations sur les syst�emes
de glissement a �et�e d�evelopp�e a�n d'�etudier la mise en p lace des m�ecanismes
de relaxation dans la glace comme la formation de bandes en genou, la mi-
gration de joints de grains ou la germination de nouveaux grains.

Ce chapitre rassemble les r�esultats de 3 articles :[RWF11] , [RB12] et
[RLC + 17], auxquels sont associ�ees les contributions des coll�egues suivants :
Lu Tuan Le, Guofeng Wang, Claude Fressengeas, Thomas Chauve, St�ephane
Berbenni, Maurine Montagnat, Marc Bernacki, Lei Bao, Jean-S�ebastien Le-
comte et Christophe Schuman.

1.1 Th�eorie

1.1.1 Tenseur densit�e de dislocations

Il existe di��erentes d�e�nitions du tenseur densit�e de di slocations�
�

[AB00,

CG01, APBB04] dans le cadre du formalisme des transformations �nies o�u le
tenseur gradient de transformationF

�
est la compos�ee d'un tenseur gradient

de transformation �elastique F e
�

et d'un tenseur gradient de transformation

plastique F p
�

:

F
�

= F e
�

� F p
�

: (1.1)

Dans ce manuscrit, la d�e�nition donn�ee par Acharya et Bassani [AB00]
est adopt�ee :

�
�

=  Rot F e
�

 1; (1.2)
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�a laquelle est associ�ee la d�e�nition du vecteur de Burgers r�esultant b de
toutes les dislocations per�cant une surfaceS de vecteur normaln et d�elimit�ee
par un circuit ferm�e C :

b =  
I

C
F e
�

 1dx: (1.3)

En e�et, le th�eor�eme de Stokes montre alors que :

b =
Z

S
�
�

� ndS: (1.4)

Le tenseur �
�

s'exprime donc comme un rapport entre une longueur de

vecteur de Burgers r�esultant et une surface, tandis que sa mesure d�epend
de l'�echelle de r�esolution donn�ee par C et S. Si la taille des circuits C
est si petite que jamais plus d'une seule dislocation ne les traverse, alors
chaque dislocation individuelle peut être r�esolue au travers du tenseur �

�
.

Si les circuits C sont su�samment grands pour être travers�es par plusieurs
dislocations, on distingue :

� les dislocations qui se compensent statistiquement pour donner un
vecteur de Burgers r�esultant nul ; ces dislocations ne cr�eent aucune
imcompatibilit�e de r�eseau �a l'�echelle de r�esolution c onsid�er�ee et sont
appel�ees dislocations statistiquement stock�ees (\SSD"en anglais),

� les dislocations qui cr�eent collectivement une incompatibilit�e de r�eseau
li�ee �a un vecteur de Burgers r�esultant non nul ; ces dislocations sont
appel�ees dislocations g�eom�etriquement n�ecessaires (\GND" en anglais
[Ash70]), ou dislocations en exc�es ou encore dislocationspolaris�ees.

En�n, il est �a noter qu'en termes de composantes, le tenseurdensit�e de
dislocations peut s'�ecrire � ij = bi t j � (S) pour une dislocation individuelle de
vecteur de ligne unitaire t (convention inverse �a celle de Kr•oner [Kr•o81] o�u
� ij = t i bj � (S)).

1.1.2 M�ecanique des Champs de Dislocations

Les principales �equations de la \M�ecanique des Champs de Dislocations"
sont donn�ees ci-dessous dans le cadre du formalisme des petites pertur-
bations (th�eorie lin�eaire) et �a une �echelle de r�esolut ion interm�ediaire o�u
coexistent �a la fois des GND et des SSD. A une telle �echelle,Acharya a
d�enomm�ee sa th�eorie \Phenomenological Mesoscopic Field Dislocation Me-
chanics" (PMFDM) [AR06, RA06, RPA07, PDA11].

Si l'on a�ecte une vitesseV aux GND, une analyse cin�ematique [Ach01,
Fre10] montre que leur mouvement g�en�ere des vitesses de distorsion plas-
tique repr�esent�ees par le tenseur�

�
� V . Consid�erons un instant que �

�
et V

soient donn�es �a une �echelle permettant de r�esoudre individuellement chaque
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dislocation et R un domaine assez grand pour inclure plusieurs dislocations.
Il est alors important de noter que :

h�
�

� V i R 6= h�
�

i R � h V i R : (1.5)

En e�et, par exemple dans le cas d'une expansion r�eguli�erede boucle de
dislocation �a l'int�erieur de R, h�

�
i R = 0

�
mais h�

�
� V i R 6= 0

�
. Par cons�equent,

le tenseur des vitesses de distorsions plastiques li�e aux mouvements des
dislocations statistiquement distribu�ees �a l'�echelle de r�esolution R est d�e�ni
comme :

L p
SSD
�

= h�
�

� V i R  h �
�

i R � h V i R : (1.6)

Dans la suite, la notation hiR est abandonn�ee, les valeurs �etant consid�er�ees
par d�efaut comme des valeurs moyennes �a l'�echelle de r�esolution consid�er�ee.
A une �echelle o�u il peut exister �a la fois des GND et des SSD,le tenseur des
vitesses de distorsions plastiques s'�ecrit donc comme :

_� p = �
�

� V + L p
SSD
�

: (1.7)

Par ailleurs, la mati�ere est suppos�ee continue sur tout le volume V
consid�er�e. Autrement dit, la distorsion totale d�erive d 'un gradient de
d�eplacement : �

�
= r u, et v�eri�e donc l'�equation de compatibilit�e :

Rot �
�

= 0
�

: (1.8)

De plus, sous l'hypoth�ese des petites d�eformations,�
�

peut se d�ecomposer

additivement en parties �elastique � e

�
et plastique � p

�
:

�
�

= � e

�
+ � p

�
: (1.9)

En raison de leur incompatibilit�e, les tenseurs de distorsion �elastique et
plastique ne sont pas des gradients et donc leur rotationnelest non nul.
D'apr�es la d�ecomposition orthogonale de Stokes-Helmholtz (pour plus de
d�etails, voir [Ach01, Ach04, AR06, Fre10]), il est possible de les d�ecomposer
entre parties compatibles (� e

k
�

, � p
k

�

) et parties incompatibles (� e
?

�
, � p

?
�

) :

� e

�
= � e

k
�

+ � e
?

�
; (1.10)

� p

�
= � p

k
�

+ � p
?

�
; (1.11)

tel que :
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Rot � e
k

�

= Rot � p
k

�

= 0
�

; (1.12)

et :

div � e
?

�
= div � p

?
�

= 0 : (1.13)

Compte tenu des �equations 1.8 et 1.9, il est �a noter que l'ona :

� e
?

�
=  � p

?
�

: (1.14)

A�n d'assurer l'unicit�e des d�ecompositions 1.10 et 1.11, la condition sui-
vante est impos�ee �a la fronti�ere @Vde V :

� e
?

�
� n = � p

?
�

� n = 0 ; (1.15)

o�u n est la normale unitaire de@V. En cons�equence de ces d�ecompositions,
le tenseur �

�
peut s'�ecrire uniquement �a partir du rotationnel des part ie in-

compatibles :

�
�

= Rot � e
?

�
=  Rot � p

?
�

: (1.16)

Ces densit�es de GND sont actualis�ees au travers de la r�esolution d'une
�equation de transport, initialement formul�ee par Mura [M ur63], qui s'�ecrit
ici comme :

_�
�

=  Rot
�

�
�

� V + L p
SSD
�

�
: (1.17)

En�n, le tenseur sym�etrique des contraintes de Cauchy �
�

est obtenu �a

partir de la loi de Hooke (eq. 1) qui, compte tenu des sym�etries du tenseur
des modules �elastiquesC

�
, peut s'�ecrire directement :

�
�

= C
�

: � e

�
: (1.18)

�
�

satisfait l'�equilibre statique sans force de volume :

div �
�

= 0 ; (1.19)

auquel s'ajoutent des conditions aux limites standards en traction et/ou
en d�eplacement sur@V.

A�n de d�eterminer les contraintes �a l'aide des �equations 1.18 et 1.19,
Acharya et ses collaborateurs [AR06, RA06, RPA07, PDA11] proposent de
calculer la distorsion �elastique comme :
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� e

�
= r u  r z + � e

?
�

; (1.20)

o�u le vecteur continu z est tel quer z = � p
k

�

. L'incr�ement r _z est d�etermin�e

par r�esolution du syst�eme ci-dessous (cf. eqs. 1.7 et 1.13) :
8
>><

>>:

div r _z = div
�

�
�

� V + L p
SSD
�

�

r _z � n =
�

�
�

� V + L p
SSD
�

�
� n sur @V:

(1.21)

� e
? est donn�ee par les �equations 1.13, 1.15 et 1.16 qui se ram�enent �a la

r�esolution d'une �equation de Poisson :
8
><

>:

� � e
?

�
=  Rot �

�

� e
?

�
� n = 0 sur @V:

(1.22)

Une autre mani�ere de faire est d'�ecrire :

� e

�
= r u  � p

�
; (1.23)

o�u � p

�
est r�esolue incr�ementalement �a partir de l'�equation 1. 7. Ce type de

mod�ele est appel�e \Reduced Phenomenological MesoscopicField Dislocation
Mechanics" (RPMFDM) [RPA07]. Dans ce cas, si l'on consid�ere une densit�e
initialement nulle de GND ( �

�
= 0

�
), la d�ecomposition orthogonale de Stokes-

Helmholtz des distorsions �elastique et plastique en parties compatible et
incompatible n'est pas n�ecessaire pour d�eterminer les champs de contrainte
et de d�eplacement.

1.1.3 Condition de saut

A une interface parfaite de discontinuit�e mat�erielle (jo int de grains, joint
de macle, etc.), �xe et plane de normalen, on peut montrer que l'�equation
d'incompatibilit�e (eq. 1.2) devient [Ach07, BFG + 09, MBA10, Fre10] :

� S
�

=
h
F e 1

�

i
� n; (1.24)

o�u � S
�

est le tenseur densit�e de dislocations surfaciques dont les com-

posantes s'expriment comme un rapport adimensionnel entreun module
de vecteur de Burgers r�esultant et une longueur. Les dislocations de sur-
face sont con�n�ees �a l'interface ( � S

�
� n = 0 ) et forment des ensembles de

deux dimensions. Compte tenu de la compatibilit�e de la distorsion totale
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Figure 1.1 { Sch�ema de deux circuits de Burgers C+ et C  , d'�epaisseur respective h+

et h , qui sont adoss�es �a une interface plane de normale n le long de l (l �etant un vecteur
arbitraire dans le plan de l'interface).

(eq. 1.8), l'�equation 1.24 peut �egalement s'�ecrire dans le cadre des petites
d�eformations :

� S
�

=
�
� p

�

�
� n: (1.25)

Cette �equation exprime le fait que n'importe quel saut du tenseur de dis-
torsion plastique �a l'interface de deux cristaux peut être accommod�e par une
distribution appropri�ee et singuli�ere de dislocations d e surface. Or d'apr�es
l'�equation 1.3, la continuit�e du vecteur de Burgers r�esu ltant b des disloca-
tions de volume �a travers l'interface peut s'�ecrire :

I

C+
F e
�

 1dx =
I

C  
F e
�

 1dx; (1.26)

o�u C+ et C  sont deux circuits de Burgers adoss�es �a l'interface comme
d�ecrit sur la �gure 1.1. Si l'on fait tendre les �epaisseurs h+ et h de ces cir-
cuits vers z�ero, on obtient alors la condition

h
F e
�

 1
i
� l = 0 o�u l est un vecteur

appartenant �a l'interface (�gure 1.1), c'est �a dire � S
�

= 0
�

d'apr�es l'�equation

1.24, ou encore en petites d�eformations [MBA10, Fre10][RWF11] :
�
� p

�

�
� n = 0

�
: (1.27)

Physiquement, la continuit�e du vecteur de Burgers devrait toujours être
assur�ee. Cependant, la satisfaction de cette continuit�ed�epend de l'�echelle de
r�esolution consid�er�ee car les joints de grains sont en r�ealit�e d'�epaisseur non
nulle et ceux-ci peuvent absorber des dislocations ou stocker des vecteurs
de Burgers r�esiduels au passage d'une dislocation d'un grain �a un autre.
En revanche, la quantit�e de dislocations qu'un joint de grains peut stocker
n'est pas in�nie contrairement �a ce qui peut arriver au cours des simula-
tions de plasticit�e cristalline. En particulier, dans le c as d'un joint de grains
compl�etement imp�en�etrable, la condition de saut 1.27 devient :
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� p+

�
� n = � p 

�
� n = 0

�
: (1.28)

Si l'on veut capter l'�echelle de longueur associ�ee �a l'empilement des dislo-
cations sur un joint imp�en�etrable, il est n�ecessaire de respecter la condition
1.28 dans une certaine mesure. En e�et, autrement, tout l'empilement de
dislocations sera concentr�e dans l'interface et sera repr�esent�e par un vecteur
de Burgers r�esultant �egal �a la somme des vecteurs de Burgers des disloca-
tions de l'empilement. Num�eriquement, le respect de la condition saut 1.28
implique cependant que chaque variable repr�esente une moyenne sur un vo-
lume su�samment petit (au moins inf�erieur �a la longueur d' un empilement).

Interface entre deux cristaux se d�eformant par glissement si mple

Supposons maintenant que l'interface plane de normalen s�epare deux
cristaux se d�eformant par glissement simple, la conditionde saut 1.27 peut
alors s'�ecrire sous sa forme dynamique comme :

 
_
 + m+ 
 n+  _
  m 
 n �

� n = 0
�

; (1.29)

o�u _
 + et _
  sont les taux de glissement de part et d'autre de l'interface,
m+ et m les vecteurs unitaires des directions de glissement etn+ et n 

les vecteurs unitaires des normales aux plans de glissement. Si l'on se place
dans un rep�ere orhtonorm�e

 
e1; e2; e3

�
o�u n � e3, l'�equation 1.29 conduit

aux relations suivantes[RB12] :

_
 + m+
1 n+

1  _
  m 
1 n 

1 = 0 ;

_
 + m+
2 n+

1  _
  m 
2 n 

1 = 0 ;

_
 + m+
3 n+

1  _
  m 
3 n 

1 = 0 ;

_
 + m+
1 n+

2  _
  m 
1 n 

2 = 0 ;

_
 + m+
2 n+

2  _
  m 
2 n 

2 = 0 ;

_
 + m+
3 n+

2  _
  m 
3 n 

2 = 0 :

(1.30)

De mani�ere �evidente, les relations 1.30 sont satisfaitespour di��erents cas
particuliers :

� (i) _
 + = _
  = 0 ,

� (ii) _
 + = 0 et n = n ou _
  = 0 et n+ = n ,

� (iii) n+ = n = n ,

� (iv) m+ = m , n+ = n et _
 + = _
  .
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Dans le cas plus g�en�eral o�u _
 + 6= 0 et n+ 6= n, avec par exemplen+
1 6= 0,

les trois premi�eres relations de 1.30 permettent d'�ecrire :

m+
i

m 
i

=
_
  n 

1

_
 + n+
1

si m 
i 6= 0 ;

m+
i = m 

i = 0 sinon:

(1.31)

Comme m+ et m sont des vecteurs unitaires, on am+ = m ou bien
m+ =  m , c'est �a dire que les deux syst�emes poss�edent la même direction
de glissement. Sans perte de g�en�eralit�e, on peut donc consid�erer que m+ =
m . La condition de saut 1.29 impose alors[RB12] :

m+ = m = m et _
 +  
n+ � n

�
= _
   

n � n
�

: (1.32)

Cette derni�ere relation indique que n+ , n et n appartiennent �a un
même plan et donc que la direction de glissement communem est dans le
plan de l'interface. Si les taux de glissement sont �egaux, la seconde condition
de 1.32 aboutit �a deux types de con�gurations possibles pourles plans de
glissement :

� la con�guration \identique" d�ej�a incluse dans le cas part iculier (iv),

� la con�guration \miroir" o�u les plans de glissement sont en postion de
sym�etrie orthogonale par rapport au plan de l'interface, comme dans
le cas d'un joint de macle [CM95] ou plus g�en�eralement pourdes joints
de 
exion sym�etrique (\symmetric tilt grain boundary").

Un �ecart �a ces con�gurations id�eales est possible en fonction du rapport
des taux de glissement (eq. 1.32). Finalement, le tableau 1.1 r�ecapitule les
di��erentes possibilit�es de satisfaire la condition de saut 1.27 pour le cas d'un
glissement simple de part et d'autre d'une interface plane.Dans le tableau
1.1, les cas D et E permettent la transmission du glissement �a l'interface. Il
est int�eressant alors de comparer ces cas avec les crit�eres g�eom�etriques de
transfert �etablis exp�erimentalement. Il existe deux pri ncipaux facteurs qui
sont suppos�es être corr�el�es avec la probabilit�e de transmission du glissement
�a une interface [BEZ+ 14] : les param�etresM [CWZS+ 92, SWC88, LRB89]
et m0 [LM95] :

M =
 
L + � L  �  

m+ � m �
; (1.33)

m0 =
 
n+ � n �  

m+ � m �
; (1.34)

o�u L + et L  sont les vecteurs unitaires des lignes d'intersection des plans
de glissement incident et sortant avec le plan de l'interface. Si bien entendu
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M = m0 = 1 pour le cas D, le cas E donne toujoursM = 1 mais pas
n�ecessairementm0 = 1. Par exemple, la con�guration \miroir" du cas E a
d�ej�a �et�e observ�ee lors du glissement d�evi�e des dislo cations vis parfaites aux
joints de macle �3(111) [ZWL + 11, ZLW12, LAI + 13, IKMD14, HS14]. Dans
ce cas,M = 1 mais m0 = 0 :78. Inversement,m0 = 1 implique la satisfaction
de la condition de saut 1.27, ce qui n'est pas forc�ement vraipour M = 1.

Pas de transmission

A _
 + = _
  = 0 Glissement bloqu�e
de part et d'autre de l'interface

B _
 + = 0 et n  = n Glissement bloqu�e d'un côt�e et
ou _
  = 0 et n+ = n parall�ele �a l'interface de l'autre

C n+ = n  = n Glissement parall�ele des deux côt�es

Transmission

D m+ = m  , n+ = n  Coincidence des deux
_
 + = _
  syst�emes de glissement

E

Direction commune de glissement
m+ = m  et dans l'interface et plans de

_
 +  
n+ � n

�
= _
   

n  � n
�

glissement proches d'une con�guration
\identique" ou \miroir"

Table 1.1 { Di��erentes possibilit�es de satisfaire la condition de sa ut 1.27 pour le cas
d'un glissement simple de part et d'autre d'une interface pl ane.

1.2 Ecrouissage des composites �a matrice m�etallique

1.2.1 Description d'un mod�ele RPMFDM

A�n d'�etudier l'e�et des conditions aux interfaces sur l'� ecrouissage des
composites �a matrice m�etallique, un mod�ele RPMFDM a �et� e impl�ement�e en
utilisant les ressources du logiciel �el�ements �nis Abaqus/Standard. L'archi-
tecture de ce mod�ele est bas�ee sur celle des mod�eles standards de plasticit�e
cristalline [HR72, Asa83, PAN83, Hua91] et utilise le formalisme des pe-
tites d�eformations. Ainsi au niveau des lois constitutives, la vitesse moyenne
des SSD mobiles sur leur syst�eme de glissement (s) est suppos�ee suivre une
relation en loi puissance :

v(s) = v(s)
0

�
�
�
�
�
� (s)

� (s)
c

�
�
�
�
�

n ( s)

sgn (� (s) ); (1.35)

o�u v(s)
0 est une vitesse de r�ef�erence,n(s) l'inverse de la sensibilit�e �a la

vitesse,� (s) la cission r�esolue (� (s) = R(s)
ij � ij , avecR

�
(s) le tenseur sym�etrique

d'orientation de Schmid) et sgn (� (s) ) le signe de� (s) . � (s)
c repr�esente une
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cission critique due aux interactions avec des obstacles �acourte distance.
Elle s'�ecrit comme la somme d'une contrainte de friction de r�eseau � (s)

0 et
une loi de Taylor �etendue prenant en compte les interactions courte-distance
entre dislocations de di��erents syst�emes [FBZ80] :

� (s)
c = � (s)

0 + �b (s)
s X

l

a(sl ) � (l )
f : (1.36)

a(sl ) est un coe�cient qui est reli�e �a la force des interactions entre les
dislocations des syst�emes (s) et ( l ). � est le module de cisaillement isotrope.
b(s) est la magnitude du vecteur de Burgers du syst�eme (s). � (l )

f repr�esente
les densit�es de SSD immobiles sur le syst�eme (l). Concernant le vecteur
vitesseV des GND, sa direction est impos�ee a�n d'assurer une dissipation
positive (seconde loi de la thermodynamique) ainsi qu'une incompressibilit�e
plastique (interdisant par cons�equent la mont�ee des dislocations) [AR06].
En revanche, un choix original a �et�e fait concernant son amplitude V a�n de
tenir compte, dans une certaine mesure, du caract�ere cristallographique de
la plasticit�e. V a �et�e calcul�ee comme la moyenne des vitesses des SSD sur les
di��erents syst�emes pond�er�ee par l'activit�e des GND su r chaque syst�eme :

V =
P

s j _� (s) jj v(s) j
P

s j _� (s) j
: (1.37)

Dans la relation 1.37, _� (s) repr�esente la contribution des GND au taux
de glissement _
 (s) du syst�eme (s) tel que :

�
�

� V =
X

s

_� (s)m(s) 
 n(s) ; (1.38)

et :

_
 (s) = � (s)
m b(s)v(s) + _� (s) ; (1.39)

avec � (s)
m la densit�e de SSD mobiles. Ce formalisme permet d'�ecrire,

de mani�ere classique, _� p en fonction des taux de glissement des di��erents
syst�emes :

_� p =
X

s

_
 (s)m(s) 
 n(s) : (1.40)

Pour une structure cubique �a faces centr�ees (CFC) avec 12 syst�emes
de glissement (111)[�101], les valeurs des_� (s) sont d�etermin�ees �a partir de
l'�equation 1.38 qui est r�e�ecrite sous la forme d'un syst�eme lin�eaire de 8
�equations �a 8 inconnues [RWF11] . En e�et, du fait de l'incompressibilit�e
plastique, les �equations donnant les composantes (�

�
� V )11, (�

�
� V )22 et

(�
�

� V )33 sont li�ees par une relation lin�eaire. De plus, pour chacun des 4
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plans (111), il y a 3 directions de glissement et chaque direction est une
combinaison lin�eaire des 2 autres. Pour chacun des 4 plans (111), les valeurs
des _� (s) sont ainsi consid�er�ees comme nulles sur le syst�eme avec le plus faible
facteur de Schmid local. Au �nal, l'�equation 1.38 devient a insi un syst�eme
lin�eaire de rang 8 qui permet d'obtenir de mani�ere unique les valeurs des
_� (s) [RWF11] . Par ailleurs, les lois d'�evolution suivantes sont adopt�ees pour
_� (s)
m et _� (s)

f , en adaptant les travaux originaux de Kubin et Estrin [KE90],
Kral et Lukac [KL97] et Kubin et al. [KDH08] :

_� (s)
m

� m0

=

0

@K m  K f +
C1

p
� m0

X

j

q
� (j )

f  
C2

� m0

X

j

q
� (s)

m � (j )
f

1

A j _
 (s) j; (1.41)

_� (s)
f

� m0

=

0

@K f +
C0

p
� m0

s
j�
�

� n(s) j

b(s)
+

C2

� m0

X

j

q
� (s)

m � (j )
f  

C3

� m0

� (s)
f

1

A j _
 (s) j:

(1.42)
K m est reli�e �a la multiplication des dislocations mobiles sur des obstacles

initiallement pr�esent dans le cristal et K f �a l'immobilisation des disloca-
tions sur ces obstacles.C1 re
�ete la contribution des dislocations immobiles
comme sources pour la nucl�eation des dislocations mobiles. C2 rend compte
de l'immobilisation des dislocations mobiles par interaction avec des disloca-
tions immobiles. Le termeC0 est introduit a�n de prendre en consideration
la contribution des GND �a l'�ecrouissage latent, j�

�
� n(s) j=b(s) �etant une me-

sure de la densit�e de GND per�cant le plan (s) (cf. eq. 1.3). Ces lois sont
relativement complexes mais permettent de reproduire assez bien les e�ets
d'orientations cristallines sur l'�ecrouissage des monocristaux d'Al [HFB60]
[RWF11] (�gure 1.2) et de Cu [Tak54].

1.2.2 Impl�ementation num�erique sous Abaqus

L'�equation de transport 1.17 a �et�e r�esolue grâce �a la f ormulation explicite
Galerkin/Moindres carr�es de Varadhan et al. [VBF06] qui est impl�ement�ee
pour un maillage r�egulier au sein d'une UMAT de plasticit�e cristalline [Hua91]
qui fonctionne avec le logiciel �el�ements �nis (EF) commercial Abaqus. Ce
sch�ema de r�esolution implique l'utilisation de trois par am�etres num�eriques :
� qui donne le poids des termes Galerkin par rapport aux termes moindres
carr�ees, � un coe�cient de di�usion isotrope arti�cielle (voir plus lo in eqs.
1.59 et 1.60) etc le nombre de Courant. La condition de Courant pour la
stabilit�e nnum�erique �etablit une valeur maximale pour l 'incr�ement de temps
� t :

� t � c
� h

vmax ; (1.43)
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Figure 1.2 { Comparaisons des courbes contrainte-d�eformation de monocristaux d'Al
de di��erentes orientations obtenues par Hosford et al. �a 273 K [HFB60] (cercles ouverts)
avec les r�esultats des simulations �el�ements �nis du Mod� ele 1a (traits pleins).

o�u vmax est la vitesse maximale des GND et �h la taille du maillage.
Les valeurs de� , � et c sont donn�ees dans le tableau 1.2.

� � c

1 0.005 0.15

Table 1.2 { Param�etres utilis�es dans la r�esolution de l'�equation de transport.

Des simulations d'essais de cisaillement simple par �el�ements �nis ont �et�e
r�ealis�ees sur des composites Al/SiC �a partir de 3 mod�eles di��erents :

� Mod�ele 1a qui est un mod�ele de plasticit�e cristalline conventionnelle
(�

�
= 0

�
). Aucune condition sp�eci�que n'a �et�e impl�ement�ee aux inter-

faces.

� Mod�ele 1b qui est similaire au Mod�ele 1a sauf que la condition de saut
1.27 a �et�e impl�ement�ee aux interfaces Al/SiC.

� Mod�ele 2 qui est un mod�ele RPMFDM avec impl�ementation de l a
condition de saut 1.27 aux interfaces Al/SiC.

Le comportement des inclusions de SiC a �et�e consid�er�e purement �elastique
tandis que la matrice d'Al a �et�e prise monocristalline et o rient�ee avec les di-
rections cristallographiques [111] et [10�1] suivant les directionse3 et e1 du
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rep�ere global. Des conditions p�eriodiques ont �et�e impo s�ees sur les surfaces
lat�erales alors qu'une vitesse de d�eplacement non nulle suivant e1 a �et�e
impos�ee sur les faces sup�erieures et inf�erieures de normale e3. Avec cette
con�guration, seul le syst�eme de glissementB 4 (cf. Notations) est actif au
d�ebut de la d�eformation plastique. Des propri�et�es �ela stiques isotropes ont �et�e
consid�er�ees pour la matrice d'Al ( E = 69 GPa et � = 0 :33) et les particules
de SiC (E = 420 GPa et � = 0 :17).

L'impl�ementation de la condition de saut 1.27 aux interfaces Al/Sic
s'est faite de mani�ere simpli��ee en consid�erant la sp�ec i�cit�e d'une interface
imp�en�etrable de type �elastique/plastique et en imposan t �a la fois

�
�
�

� V
�

�

n = 0
�

et L p
SSD
�

� n = 0
�

pour le Mod�ele 2 et juste L p
SSD
�

� n = 0
�

pour le

Mod�ele 1b. Si l'on suppose que la normale �a l'interface estde normale e3,
que la vitesse des dislocations est non nulle, et qu'il y a incompressiblit�e
plastique, il est possible de montrer que la condition

�
�
�

� V
�

� n = 0
�

im-

pose la forme suivante au tenseur�
�

dans la matrice plastique �a proximit�e

imm�ediate de l'interface :

�
�

=

0

B
@

� 11 � 12 0

� 21 � 22 0

0 0 0

1

C
A ; (1.44)

ainsi que la condition V3 = 0 [RWF11] . Les seules dislocations auto-
ris�ees �a proximit�e de l'interface ont donc leurs ligne et vecteur de Burgers
dans le plan de l'interface et ne peuvent se d�eplacer que parall�element �a lui.
De mani�ere analogue, la conditionL p

SSD
�

� n = 0
�

peut être satisfaite en n'au-

torisant que du glissement parall�ele �a l'interface. Cela peut être r�ealis�e en
consid�erant que le seul plan de glissement disponible �a proximit�e imm�ediate
de l'interface est le plan de l'interface lui-même et en y projetant les direc-
tions de glissement.

Les valeurs des param�etres mat�eriau sont donn�ees dans letableau 1.3. Les
coe�cients d'interaction a(ij ) ont �et�e estim�es par Kubin et ses collaborateurs
[MDK + 03, HDK04, DHK05, DKH06, KDH08] par dynamique des disloca-
tions discr�etes dans des cristaux CFC. Ici, on s'est content�e de consid�erer
deux types d'interaction : les interactions colin�eaires (acoli ) qui sont report�ees
être les plus fortes et qui correspondent aux r�eactions entre dislocations de
vecteurs de Burgers parall�eles mais glissant dans des plans di��erents, et les
autres types d'interaction a6= coli pour lesquelles les di��erences sont moins si-
gni�catives [MDK + 03, HDK04, DHK05, DKH06, KDH08]. Ces coe�cients
ainsi que les constantes adimensionnellesK m , K f , C1, C2 et C3 ont �et�e
d�etermin�es par ajustement des courbes contrainte-d�eformation de monocris-
taux d'Al de di��erentes orientations cristallines obtenu es par Hosfordet al.
�a 273 K [HFB60] (�gure 1.2). Les autres param�etres mat�eri au � m0 , � f 0 , v0 et
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C0 ont �et�e choisis de telle sorte que la densit�e de GND autour des particules
soit du même ordre de grandeur que la densit�e de dislocations statistiques
mobiles, si bien que l'in
uence des GND sur l'�ecrouissage des composites est
non n�egligeable [RWF11] .

n v 0 � m 0 � f 0 acoli a6= coli

20 5:12 � 10 17 ms 1 2 � 109 m 2 2 � 109 m 2 0:12 1:265

K m K f C 0 C 1 C 2 C 3

2:8 � 104 1:4 � 104 2:2 � 104 2:2 � 104 80 500

Table 1.3 { Param�etres mat�eriau utilis�es dans les simulations.

1.2.3 R�esultats de la mod�elisation

Il a �et�e montr�e que l'impl�ementation de la condition de s aut 1.27 et la
prise en compte du transport des GND accentuait l'e�et de morphologie et
conduisait �a un e�et Bauschinger plus important (�gures 1. 3 et 1.4).

Figure 1.3 { Courbes contrainte-d�eformation obtenues par les 3 mod�el es pour
di��erentes morphologies de particules de fraction volumi que 2:4%.

En particulier, le mod�ele RPMFDM permet d'interpr�eter l' e�et Bau-
shinger en termes de microstructure polaris�ee de dislocations form�ee lors du
chargement direct, son annihilation puis son inversion lorsdu chargement in-
verse ou de mani�ere �equivalente comme une cons�equence dud�eveloppement
des contraintes internes lors du chargement direct, leur relaxation puis leur
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Figure 1.4 { Courbes contrainte-d�eformation obtenues par les 3 mod�el es pour des par-
ticules de fraction volumique 0 :8% et de taille 20 � 20 � 20� m3 (haut) et 10 � 10 � 10� m3

(bas). Le sens de cisaillement est invers�e apr�es 0:1%. Pour faciliter les comparaisons, les
courbes inverses sont r�e
�echies dans le domaine direct.

reconstruction avec une polarisation inverse lors du chargement inverse. En
e�et, lorsque le sens de cisaillement est invers�e, la vitesse des dislocations
change de signe. En raison de leur distribution spatiale autour des parti-
cules, des dislocations de signe oppos�e vont alors s'annihiler. Ensuite, une
nouvelle microstructure de dislocations ayant une polarisation invers�ee par
rapport au chargement direct va se reconstruire autour des particules. Ceci
est illustr�e sur la �gure 1.5 o�u l'on constate que le changement de polarit�e
entre les deux distributions de dislocations a lieu de mani�ere tr�es soudaine
entre 0:012 et 0:013% de d�eformation inverse.

1.3 Relations entre maclage et glissement

1.3.1 Condition de saut �a un joint de macle

Des interfaces planes coh�erentes peuvent apparâ�tre lors du maclage ou
pour certaines transformations martensitiques. Par construction, on peut
consid�erer que la densit�e de dislocations de surface assign�ee �a ces interfaces
est nulle : � S

�
= 0

�
(cf. 1.24 et 1.25) [CC80]. En e�et, le cisaillement de ma-

clage laisse le plan de macle invariant [CM95]. Les joints demacle coh�erents
peuvent toutefois aussi être formellement d�ecrits commedes joints de 
exion
sym�etriques en utilisant des dislocations de surface [CC80, HL82, CM95].
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Figure 1.5 { Distribution des densit�es � 11 et � 12 (en mm  1) lors du chargement inverse
autour d'une particule de taille 20 � 20 � 20� m3 . Les 
�eches indiquent les directions des
vitesses de dislocations.

La majorit�e des joints de macle poss�edant une tr�es forte d�esorientation, une
telle description impose cependant des densit�es de dislocation si grandes que
les coeurs de celles-ci se chevauchent de mani�ere irr�ealiste. Pour ces raisons,
on s'est int�eress�e dans ce travail aux interactions entreglissement et maclage
en assignant une densit�e nulle de dislocations surfaciques au joint de macle.
A une �echelle m�esocopique o�u il est raisonnable de consid�erer un glissement
cristallographique moyen, l'�etude a port�e sur les situat ions o�u du maclage
s'initie en pr�esence d'un glissement simple dans le grain parent. On a alors
analys�e quelles �etaient les cons�equences de supposer valide la condition de
saut 1.27 entre la distorsion plastique due au syst�eme actif dans le grain
parent et la distorsion plastique due �a la transform�ee de ce syst�eme dans la
macle. Autrement dit, on a regard�e les cas o�u la cr�eation d'un joint de macle
pr�eserve la continuit�e du vecteur de Burgers.

Le processus de maclage est acompli par un cisaillement simple d'une
r�egion du cristal, de telle sorte que le nouveau r�eseau macl�e soit l'image
miroir du r�eseau original parent [CM95]. Ce cisaillement peut être d�ecrit
par un tenseur S

�
de la forme [Nie10] :

S
�

= I
�

+ � T � 1 
 nK 1 ; (1.45)

o�u � T est la magnitude du cisaillement de maclage,� 1 la direction uni-
taire du cisaillement et nK 1 la normale unitaire au plan de macleK 1 o�u le
cisaillement a lieu. Le tenseur vitesse de distorsion plastique dû au glisse-
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ment simple dans le cristal parent peut lui s'�ecrire :

_� p

�
= _Nb 
 h; (1.46)

o�u _N repr�esente le 
ux de dislocations tandis que b et h sont des vec-
teurs colin�eaires aux direction et normale au plan de glissement et dont les
longueurs correspondent au module du vecteur de Burgers et �a l'inverse de
la distance entre plans adjacents, respectivement. En supposant que le 
ux
de dislocations _N reste continu au joint de macle, la condition de saut 1.27
entre un syst�eme de glissement et son transform�e par maclage s'�ecrit sous
sa forme dynamique (voir aussi eq. 1.29) :

�
b
 h  S

�
� b
 h � S 1

�

�
� nK 1 = 0

�
: (1.47)

La satisfaction de la relation 1.47 peut s'analyser au regard des di��erents
cas du tableau 1.1 permettant la satisfaction de la condition de saut avec
un glissement simple de part et d'autre d'une interface plane. Le cas A cor-
respond au cas particulier o�u _N = 0. Sinon, les cas B, C, D et E impliquent
tous que la direction de glissement soit dans le plan de macle puisque le ci-
saillement de maclageS

�
a lieu dans le plan de l'interface. On a doncS

�
� b = b

et la relation 1.47 devient :

h � nK 1 =
�

h � S 1
�

�
� nK 1 ; (1.48)

De par la d�e�nition de S
�

(eq. 1.45), cette derni�ere relation est en fait

toujours vraie [RB12] . En conclusion, a�n de satisfaire la condition de saut
1.27 entre un syst�eme de glissement et son transform�e par maclage, il est
n�ecessaire et su�sant que le vecteur de Burgers du syst�emeactif appartienne
au plan de macle.

1.3.2 R�esultats pour les structures HC et confrontations � a
des mesures EBSD sur du Ti

Les correspondances admissibles entre syst�emes de glissement et de ma-
clage bas�ees sur la relation 1.47 ont �et�e analys�ees pourles syst�emes couram-
ment rencontr�es dans les cristaux de structure hexagonalecompacte (HC)
[RB12] . De mani�ere int�eressante, les modes de maclage (10�12) et (10�13)
sont uniquement compatibles avec du glissement ayant lieu le long de la di-
rection < a > de la maille hexagonale. Inversement, les modes de maclage
(11�21) et (1�1�12) sont uniquement compatibles avec du glissement ayant lieu
le long de la direction< c + a > de la maille hexagonale. Le mode de maclage
(10�11) est lui compatible �a la fois avec les directions< a > et < c + a > .

Ces conditions de compatibilit�e ont �et�e confront�ees �a des mesures EBSD
obtenues apr�es un essai de compression plane sur des tôlesde titane commer-
cialement pur (T40) �a gros grains (150 �a 250� m) [BSL+ 10] [RB12] (�gure
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Figure 1.6 { Cartes d'orientations EBSD d'�echantillons de T40 obtenue s �a l'�etat initial,
apr�es 8% et 16% de r�eduction (de gauche �a droite).

1.6). Plus de 80 grains ont �et�e analys�es et ont permis de mettre en �evidence
la pr�esence de macles primaires et secondaires d'extension (T) (10 �12) [�1011]
et de contraction (C) (11�22) [11�2�3] de l'axe< c > . De mani�ere remarquable,
les macles d'extension T ont �et�e observ�ees uniquement dans des cristaux (A)
pr�esentant un facteur de Schmid sup�erieur �a 0.46 sur un syst�eme prisma-
tique tandis que les macles de contraction C ont �et�e observ�ees uniquement
dans des cristaux (B) dont le facteur de Schmid sur les syst�emes prisma-
tiques ne d�epasse pas 0.15 (voir tableaux 1.4 et 1.5). Etantdonn�e qu'il est
raisonnable de supposer que les grains A se sont d�eform�es initialement par
du glissement prismatique< a > vu que ce glissement est reconnu comme
le plus facile dans le Ti [Chu54, PSHE95, SKS05, Zae03, WKNS07, GW09,
GKS11, LMB+ 13, WJRD12, BBB+ 13, GOL+ 13, BDC+ 15] et que les grains
B �etaient orient�es tr�es favorablement pour du glissement < c + a > , ces obser-
vations sont en plein accord avec les pr�edictions th�eoriques li�ees �a la relation
1.47. Toutefois, dans la population A, les syst�emes prismatiques compatibles
avec les syst�emes de maclage observ�es ne sont jamais ceux qui pr�esentent le
plus haut facteur de Schmid (voir tableaux 1.4 et 1.5). Cela laisse conjec-
turer que le maclage, en tant que m�ecanisme de relaxation des contraintes,
n'intervient pas pendant la phase de glissement facile maisplutôt lorsque
d�ebute le glissement secondaire ou en pr�esence de glissement di�cile comme
le < c + a > dans le Ti.

Selon ces r�esultats, les macles devraient seulement s'initier dans des
r�egions o�u des syst�emes de glissement admissibles sont actifs (ou bien o�u
aucun syst�eme n'est actif). L'application d'une telle r�e gle aurait notamment
des cons�equences en termes de mod�elisation car elle restreint les possibilit�es
d'activit�e simultan�ee de glissement et de maclage en un même point.
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Cristal
FS maximum

Macles observ�ees
FS max. parmi

B P � <a>
1 � <c + a>

1 � <a>
2

les syst�emes
admissibles

Grain 1
parent 0.06 0.48 0.44 0.45 0.40 T : (0�112) [01�11] 0.12

Grain 2
parent 0.07 0.50 0.46 0.46 0.46 T : (0�112) [0�111] 0.12
macle 0.30 0.05 0.16 0.50 0.49 C : (�1�122) [�1�12�3] 0.50

Grain 3

parent 0.16 0.47 0.46 0.48 0.49
T : (01 �12) [0�111] 0.34
T : (0 �112) [01�11] 0.34

macle 0.31 0.06 0.19 0.49 0.48 C : (11�22) [11�2�3] 0.50
Grain 4

parent 0.05 0.49 0.45 0.45 0.46 T : (0�112) [01�11] 0.33
macle 0.32 0.07 0.21 0.48 0.46 C : (1�212) [1�21�3] 0.46

Grain 5
parent 0.36 0.09 0.24 0.48 0.44 C : (1�212) [1�21�3] 0.46

Grain 6
parent 0.33 0.06 0.18 0.50 0.48 C : (1�212) [1�21�3] 0.49

Grain 7
parent 0.30 0.06 0.18 0.48 0.48 C : (�12�12) [�12�1�3] 0.48
macle 0.13 0.49 0.47 0.48 0.47 T : (0�112) [01�11] 0.28

Grain 8
parent 0.36 0.08 0.19 0.50 0.47 C : (2�1�12) [2�1�1�3] 0.50
macle 0.20 0.46 0.49 0.50 0.44 T : (0�112) [01�11] 0.15

Table 1.4 { Dans les grains parent o�u du maclage a �et�e observ�e et dans les macles
primaires o�u il y a eu du maclage secondaire : valeurs des facteur de Schmid (FS) maximum
sur les di��erentes familles de glissement, variantes de macle identi��ees et FS maximum
parmi les syst�emes de glissement admissibles avec la variante de macle observ�ee selon
la relation 1.47. B : (0001) [1�210], P : (�1010) [1�210], � <a>

1 : (�1011) [1�210], � <c + a>
1 :

(10�11) [2�1�1�3], � <c + a>
2 : (2�1�12) [2�1�1�3].

1.4 Transport des densit�es de dislocations sur les
syst�emes de glissement

1.4.1 Description du formalisme par syst�eme

Transport par syst�eme

Le formalisme qui consiste �a a�ecter un unique vecteur vitesse aux GND
(eq. 1.7) est acceptable dans les cas de glissement simple dans un monocris-
tal [AR06, RA06, RPA07, TVC + 07] o�u dans les mod�eles FDM, si l'�elasticit�e
cristalline non lin�eaire est prise en compte pour incorporer la p�eriodicit�e
et la sym�etrie du r�eseau cristallin [Ach03, Ach04]. Cependant, les mod�eles
(R)PMFDM utilisent l'�elasticit�e lin�eaire standard et l e caract�ere cristallo-
graphique de la plasticit�e est partiellement perdu en situation de glisse-
ment multiple [PDA11] [RWF11] . En particulier, la vitesse des dislocations
d�epend de la cission r�esolue et donc les GND ne doivent pas glisser avec
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Cristal
FS maximum

Macles observ�ees
FS max. parmi

B P � <a>
1 � <c + a>

1 � <a>
2

les syst�emes
admissibles

Grain 9
parent 0.43 0.15 0.30 0.46 0.38 C : (�1�122) [�1�12�3] 0.38
macle 0.11 0.49 0.46 0.47 0.47 T : (01�12) [0�111] 0.31

Grain 10
parent 0.40 0.12 0.26 0.48 0.42 C : (1�212) [1�21�3] 0.45
macle 0.01 0.50 0.44 0.44 0.42 T : (01�12) [0�111] 0.24

Grain 11
parent 0.38 0.11 0.26 0.48 0.43 C : (1�212) [1�21�3] 0.43
macle 0.01 0.49 0.43 0.43 0.44 T : (0�112) [01�11] 0.34

Grain 12
parent 0.40 0.13 0.29 0.46 0.40 C : (1�212) [1�21�3] 0.40
macle 0.08 0.50 0.46 0.47 0.45 T : (01�12) [0�111] 0.26

Grain 13

parent 0.12 0.01 0.06 0.46 0.49
C : (�2112) [�211�3] 0.46
C : (1�212) [1�21�3] 0.48

Grain 14

parent 0.16 0.01 0.08 0.47 0.49

C : (11�22) [11�2�3] 0.49
C : (�2112) [�211�3] 0.44
C : (�1�122) [2�1�1�3] 0.46
C : (�12�12) [�12�1�3] 0.49

Grain 15

parent 0.35 0.08 0.20 0.49 0.47

C : (�2112) [�211�3] 0.44
C : (�1�122) [�1�12�3] 0.49
C : (1�212) [1�21�3] 0.47
C : (2�1�12) [2�1�1�3] 0.49

Table 1.5 { Suite du tableau 1.4.

la même vitesse selon qu'elles sont localis�ees sur un syst�eme fortement ou
faiblement contraint. Dans les mat�eriaux de structure HC, la nature cris-
tallographique de la plasticit�e est encore plus cruciale puisque la les lois de
vitesse sont suppos�ees d�ependre de param�etres propres �a chaque famille, tels
les cissions critiques ou les sensibilit�es �a la vitesse. A�n de pallier �a cette
insu�sance, un mod�ele RPMFDM a �et�e d�evelopp�e o�u les de nsit�es de GND
sont reli�ees aux syst�emes de glissement et poss�edent desvitesses sp�eci�ques.
L'�equation de transport 1.17 est ainsi r�e�ecrite de la man i�ere suivante :

_�
�

=
X

s

 Rot
�

_
 (s)m(s) 
 n(s)
�

=
X

s

_�
�

(s) ; (1.49)

o�u _�
�

(s) est le tenseur densit�e de GND associ�e au syst�eme de glissement

(s). En introduisant k(s) = m(s) � n(s) le vecteur unitaire tangent �a la ligne
des dislocations coins du syst�eme (s) [APBB04], _�

�
(s) peut se d�ecomposer

comme[RLC + 17] :

_�
�

(s) = _� (s)
vis m(s) 
 m(s) + _� (s)

coin m(s) 
 k(s) ; (1.50)
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o�u _� (s)
vis et _� (s)

coin , respectivement, les taux de densit�e de GND vis et coin
sur le syst�eme (s), sont donn�es par :

_� (s)
vis =

@_
 (s)

@k(s)
; (1.51)

_� (s)
coin =  

@_
 (s)

@m(s)
: (1.52)

Avec ce formalisme, il est suppos�e que les GND ne peuvent pasquitter
leur syst�eme de glissement,i.e., la mont�ee et le glissement d�evi�e des dis-
locations ne sont pas pris en compte dans les �equations de transport 1.51
et 1.52. Ces m�ecanismes pourraient être pris en compte en consid�erant les
mouvement hors-plan dans une �equation de transport plus g�en�erale pour _�

�
(s)

[Ach03]. Cependant, il est quelque peu illusoire d'essayerde reproduire ces
m�ecanismes �el�ementaires au travers d'une �equation de transport �a l'�echelle
de nos simulations puisque celles-ci sont destin�ees �a mod�eliser des ensembles
de plusieurs grains.

Lois constitutives pour la glace

La glace poss�ede une tr�es grande anisotropie plastique avec une forte
pr�edominance du glissement basal [DAA83]. De forts gradients de distorsion
plastique et donc des densit�es �elev�ees de GND accompagnent la d�eformation
des polycristaux de glace [MBP+ 11], ce qui en fait un mat�eriau id�eal pour ap-
pliquer des mod�eles de type (R)PMFDM. De plus, du fait de sa bir�efringence,
de la possibilit�e de travailler proche du point de fusion et sur des mi-
crostructures contrôl�ees, la glace peut être consid�er�ee comme un mat�eriau
mod�ele, notamment a�n d'�etudier la recristallisation dy namique. En condi-
tions de laboratoire, ce m�ecanisme apparâ�t en e�et �a de tr�es faibles taux
de d�eformation ( � 1%) [GMC+ 12, CMV15].

Dans la glace, la mont�ee et le glissement d�evi�e des dislocations sont
invoqu�es pour expliquer la multiplication des dislocations basales [AW88,
MWD + 11]. Dans le mod�ele d�evelopp�e, ces ph�enom�enes ont �et�e pris en compte
indirectement au travers de la loi constitutive pour l'�evo lution des SSD mo-
biles � (s)

m [EK86] :

_� (s)
m =

"
C(s)

1

b(s) 2  C(s)
2 � (s)

m

# �
�
� _
 (s)

�
�
� ; (1.53)

o�u la multiplication des SSD mobiles est reli�ee au param�etre C(s)
1 tandis

que C(s)
2 caract�erise leur annihilation. De plus, par souci de simplicit�e, la

même amplitude v(s) est consid�er�ee pour tous les types de dislocations (vis,
coin et SSD) appartenant �a un même syt�eme, ce qui est plutôt justi��e pour
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les dislocations basales dans la glace [SW91, OHM99]. En supposant que la
vitesse des dislocations est proportionnelle �a la projection de la force motrice
(analogue �a la force de Peach-Koehler appliqu�ee �a une ligne discr�ete [Ach01])
sur le plan de glissement, l'expression suivante de _
 (s) est obtenue sous la
forme d'une relation classique d'Orowan [Ach03][RLC + 17] :

_
 (s) =
�

� (s)
m b(s) +

q
� (s)

vis

2
+ � (s)

coin

2
�

v(s) ; (1.54)

o�u b(s) est l'amplitude du vecteur de Burgers. Dans cette �etude, v(s)

suit �a nouveau une loi puissance fonction de la cission r�esolue (eq. 1.35) et
d�epend de plus de l'activation thermique [BA82] :

v(s) = v(s)
0 e G

kT

�
�
�
�
�
� (s)

� (s)
c

�
�
�
�
�

n ( s)

sgn (� (s) ); (1.55)

o�u k est la constante de Boltzmann etG l'�energie d'activation reli�ee �a la
temp�erature T. La cission critique � (s)

c est toujours donn�ee par une �equation
de Taylor �etendue (eq. 1.36) :

� (s)
c = � (s)

0 + �b (s)
s X

l

a(sl ) � (l )
t ; (1.56)

mais exprim�ee dor�enavant en fonction de � (l )
t la densit�e totale de dislo-

cations du syst�eme (l), correspondant �a la somme des SSD et des GND :

� (l )
t = � (l )

m + � (l )
f + � (l )

GND avec � (l )
GND =

q
� (l )

vis

2
+ � (l )

coin

2

b(l )
: (1.57)

Par ailleurs, un formalisme similaire �a celui �etabli par K ubin et al.
[KDH08] dans les cristaux CFC est adopt�e concernant l'�equation d'�evolution
des SSD immobiles :

_� (s)
f =

2

4 C3

b(s)

s X

l2 foret

a(sl ) � (l )
f +

C4

b(s)

0

@
q

a(ss) � (s)
f +

X

l2 copl

q
a(sl ) � (l )

f

1

A  C5� (s)
f

3

5
�
�
� _
 (s)

�
�
� :

(1.58)
Ce formalisme fait la distinction entre le stockage des dislocations dû aux

interactions avec les syst�emes de la forêt (formation de jonctions d�ecrit par
la constante C3) et le stockage dû aux auto-interactions et aux interactions
coplanaires (constanteC4). Le stockage dû aux interactions colin�eaires n'est
pas pris en compte ici puisque celles-ci produisent essentiellement des anni-
hilations [KDH08]. En�n, la constante C5 permet de d�ecrire la restauration
dynamique.
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1.4.2 Impl�ementation num�erique sous freefem++

Le mod�ele int�egre le transport des GND par syst�eme (eqs. 1.51 et 1.52) et
les lois constitutives 1.53-1.58 dans une formulation de plasticit�e cristalline
[Asa83] [RLC + 17]. Les �equations du mod�ele sont r�esolues par la m�ethode
des �el�ements �nis grâce �a l'utilisation du logiciel lib re freefem++ [Hec12].
La formulation explicite Galerkin/Moindres carr�es [VBF0 6] est �egalement
adopt�ee pour la r�esolution du transport par syst�eme. Ell e correspond �a
[RLC + 17] :

R
V � (s)

vis (t + � t)w1dV =
R

V � (s)
vis (t)w1dV + � t

R
V

@_
 ( s)

@k( s) w1dV

+ � t2

1+ �

� R
V V (s)

3
@w1
@k( s)

@_
 ( s)

@k( s) dV +
R

V V (s)
1

@w1
@k( s)

@_
 ( s)

@m( s) dV
�

 � � h2
R

V

�
@w1

@m( s)
@�( s)

screw
@m( s) + @w1

@k( s)
@�( s)

screw
@k( s)

�
dV; (1.59)
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@m( s) w2dV
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� R
V V (s)

1
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@m( s)
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 ( s)
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V V (s)
3

@w2
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R

V

�
@w2

@m( s)

@�( s)
edge

@m( s) + @w2
@k( s)

@�( s)
edge

@k( s)

�
dV; (1.60)

o�u w1 et w2 sont des fonctions test.V (s)
3 et V (s)

1 correspondent, respecti-
vement, aux vitesses des densit�es vis et coin sur le syst�eme (s). Les valeurs
de � , � et c utilis�ees pour cette �etude sont donn�ees dans le tableau 1.6.

� � c

1 0.01 0.15

Table 1.6 { Param�etres utilis�es dans la r�esolution des �equations de transport.

Le glissement sur les familles basaleB , prismatique P et pyramidale
� <c + a>

2 (cf. Tableau 1.4) ont �et�e pris en compte [CDMB08, MBP + 11]. Ce-
pendant, du fait de la tr�es forte anisotropie plastique de la glace et par souci
de simplicit�e, seules les GND sur les syst�emes basaux ont �et�e consid�er�ees.
Aux joints de grains, les �equations de transport 1.51 et 1.52 sont r�esolues
en choisissant pour chaque syst�eme de glissement donn�e dans un grain, un
syst�eme correspondant dans le grain adjacent. Ce choix ne va pas a�ecter la
valeur de _�

�
mais va modi�er la distribution _�

�
(s) sur les di��erents syst�emes.

Dans le mod�ele actuel, les joints de grains correspondent juste �a une forte
variation de l'orientation cristalline. Dans le cadre d'une premi�ere approche
simpli��ee, il a ainsi �et�e d�ecid�e de r�esoudre les �equa tions de transport pour
tous les syst�emes portant le même label (1, 2 ou 3), qu'ils se trouvent ou
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non dans un même grain. En cons�equence, une nouvelle num�erotation des
syst�emes basaux a �et�e r�ealis�ee au travers des 12 rotations �equivalentes de
la maille hexagonale de sorte que les syst�emes labellis�es1 aient toujours le
facteur de Schmid initial (positif) le plus �elev�e et les syst�emes labellis�es 2 le
second (positif) plus �elev�e.

1.4.3 Torsion de monocristaux de glace

Les valeurs de certains param�etres du mod�ele correspondent directe-
ment �a des mesures exp�erimentales comme les constantes �elastiques et les
param�etres de maille [GKCD83] (tableau 1.7), la valeur de la sensibilit�e �a la
vitesse des dislocations basales [SW91, OHM99], ou celle del'�energie d'ac-
tivation G prise pour tous les syst�emes comme �egale �a la valeur mesur�ee
pour les dislocations vis basales [OHM99] (tableaux 1.8 et 1.9). Les coe�-
cients d'interaction entres syst�emes basaux et prismatiques sont ceux cal-
cul�es par dynamique des dislocations dans un monocristal de glace [Dev13]
(tableau 1.10). Les autres param�etres sont d�etermin�es en tenant compte
des mod�elisations d�ej�a r�ealis�ees sur la glace [TVC + 07, CDMB08, GMC+ 12]
[TRC + 08] et en ajustant les courbes de 
uage en torsion de deux mono-
cristaux de glace (A and B) ayant leur axec parall�ele �a l'axe de torsion (voir
les d�etails exp�erimentaux dans [MWD + 11, TVC+ 07, Che08]). Pour ces deux
essais de torsion, la cission maximale appliqu�ee est la même (0:1 MPa) mais
la temp�erature (A :  10:5� C, B :  13:5� C) et la taille de l'�echantillon (A :
46 mm (diam�etre) � 50 mm (hauteur), B : 30 mm � 40 mm) sont di��erentes
et le sens de torsion est invers�e apr�es 5% (A) et 4% (B) de cisaillement.
Les essais de torsion sont id�eals pour calibrer les param�etres d'un mod�ele
(R)PMFDM puisque la cission appliqu�ee augmente depuis l'axe central jus-
qu'�a la surface externe du cylindre, ce qui g�en�ere un gradient de distorsion
plastique et donc une densit�e signi�cative de GND [TVC + 07]. De plus, la
pr�ediction des courbes inverses de 
uage ne peut se faire que si l'annihilation
de densit�es de dislocations polaris�ees est incluse dans le mod�ele.

c=a b<a> b<c + a> �

1.629 4:52�A 8:63�A 3:00 GPa

C 11 C 33 C 44 C 12 C 13

12:93 GPa 15:01 GPa 3:01 GPa 7:08 GPa 5:76 GPa

Table 1.7 { Param�etres cristallins de la glace �a  16� C.

La �gure 1.7 compare les courbes de 
uage exp�erimentales etsimul�ees.
L'acc�el�eration de la vitesse de 
uage durant le 
uage dire ct s'interpr�ete
comme �etant caus�ee par la multiplication des GND dû �a l'e xistence d'un
gradient de d�eformation permanent dans l'�echantillon. Le s courbes de 
uage
inverse montrent un ralentissement de la vitesse de 
uage qui est suivi par
une r�e-acc�el�eration. Ce comportement est globalement bien reproduit par
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B P P y

� 0 0:04 MPa 0:1 MPa 0:5 MPa

n 1 2.85 4

C 1 8 � 10 9 1 � 10 9 1 � 10 9

� f 0 1 � 106 m 2 1 � 105 m 2 1 � 105 m 2

� m 0 8 � 107 m 2 8 � 106 m 2 8 � 106 m 2

Table 1.8 { Param�etres sp�eci�ques aux familles de glissement. B : (000 1) [11�20], P :
(1�100) [11�20], Py : (11�22) [11�2�3].

v0 G C 2 C 3 C 4 C 5

1:2 � 108 ms 1 0:76 eV 17 2� 10 2 1 � 10 3 10

Table 1.9 { Param�etres non sp�eci�ques aux familles de glissement.

le mod�ele actuel bien que la r�eponse m�ecanique soit en r�ealit�e tr�es sensible
aux conditions initiales comme l'orientation cristalline, la temp�erature et la
densit�e de dislocations. Des disparit�es dans ces param�etres peuvent expliquer
les di��erences entre courbes exp�erimentales et simul�ees. Quand la torsion
est invers�ee, des GND de signe oppos�e �a celles issues du 
uage direct se
forment. Ces GND s'annihilent ainsi avec les GND de signe oppos�e d�ej�a
pr�esentes, ce qui conduit �a une quasi disparition de la densit�e de GND
(�gure 1.7). Ensuite, une nouvelle microstructure de GND �emerge et induit
une r�e-acc�el�eration de la vitesse de 
uage. Il est �a note r que le monocristal
B poss�ede un rayon plus petit que le monocristal A. Par cons�equent, la
production de GND y est plus importante, ce qui est normalement associ�e
�a une vitesse de 
uage plus grande [TVC+ 07]. Cependant, le monocristal
B est aussi d�eform�e �a une temp�erature plus basse qui conduit �a une plus
faible mobilit�e des dislocations (eq. 1.55). Ce dernier e�et est pr�edominant
puisque le monocristal B pr�esente une plus faible vitesse de 
uage.

Figure 1.7 { A gauche : courbes de 
uage exp�erimentales et simul�ees pour les mono-
cristaux A et B. 
 respr�esente la d�eformation de cisaillement macroscopiqu e. A droite :
�evolution des densit�es moyennes � m , � f , � GND et � t cumul�ees sur tous les syst�emes de
glissement au cours de l'essai A.
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aBP aP B aP P acoli aBB aP y

0.034 0.082 0.1 0.65 0.04 0.15

Table 1.10 { Valeurs des coe�cients d'interaction ent entre syst�emes de glissement.
aBP : basal-prismatique, aP B : prismatique-basal, aP P : prismatique-prismatique, acoli :
interactions colin�eaires basal-prismatique, aBB : basal-basal,aP y : interactions impliquant
un syst�eme pyramidal.

1.4.4 Compression d'un multicristal de glace

Proc�edure exp�erimentale

A�n de tester le mod�ele, un multicristal de glace (15 grains) (�gure 1.8),
de forme rectangulaire (48� 47:7 � 12:1mm3), a �et�e sp�eci�quement d�eform�e
en compression �a 4� C sous une contrainte de 
uage de 0:25MPa jusqu'�a
1:9% de d�eformation macroscopique puis d�echarg�e. L'�echantillon, d�ecoup�e
dans de la glace columnaire (voir d�etails de la m�ethode dans [GMC+ 12]),
contient un seul grain dans l'�epaisseur et les joints de grains sont quasi-
perpendiculaires aux deux faces de l'�echantillon. Les coordonn�ees des axes
c sont mesur�ees sur toute la surface de l'�echantillon avant et apr�es le test
grâce �a un analyseur automatique (AITA) (voir �gure 1.8 et d�etails de la
m�ethode dans [WRhS03]). L'orientation compl�ete du r�ese au cristallin est elle
mesur�ee initialement dans chaque grain �a l'int�erieur de zones repr�esentatives
par cryo-EBSD �a G�eosciences Montpellier (voir d�etails d e la m�ethode dans
[MCB + 15]). Au cours de l'essai, des mesures 2D des champs de d�eplacement
sont obtenues par DIC avec une r�esolution spatiale de 0:51mm=pix (voir
d�etails de la m�ethode dans [GMC+ 12]).

Figure 1.8 { A gauche : orientations de l'axe c mesur�ees avant et apr�es d�eformation
par AITA. Les lignes rouges en pointill�es indiquent la pr�es ence d'une bande en genou qui
traverse les grains 3 et 7. Les 
�eches rouges repr�esentent les projections des directions de
glissement basal labellis�ees 1 dans le plan de la �gure. Les
�eche noires en tirets indiquent
les directions suppos�ees des migrations de joint de grains. A droite : maillage utilis�e dans
la simulation EF du multicristal.
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R�esultats des simulations

Cet essai est simul�e en utilisant 106152 �el�ements triangulaires de typeP1
(lin�eaire) pour le maillage d'une structure de 47:7 � 48� 1:2mm3 (�gure 1.8)
et en reprenant les mêmes param�etres que ceux d�etermin�es pour les essais de
torsion. La �gure 1.9 montre qu'il y a des di��erences entre l a courbe de 
uage
ainsi simul�ee et la courbe exp�erimentale. Alors que la vitesse de 
uage est
plus ou moins constante, il y a une ac�el�eration du 
uage dans la simulation
qui pr�ec�ede une vitesse plus stable. Les distributions des champs" yy , " xx et
" xy sont en revanche en bon accord avec celles mesur�ees par DIC[RLC + 17]
(�gure 1.10). Il y a toutefois une plus forte localisation de la d�eformation
dans les grains 3 et 7 mais cela s'explique par la pr�esence d'une large bande
en genou qui traverse ces deux grains et qui est orthogonale �a la direction
de glissement labellis�ee 1 (�gure 1.8). La pr�esence de cette bande en genou
est con�rm�ee par des mesures de d�esorientation de l'axec : en moyenne 6�
dans le grain 7 et 4� dans le grain 3 [RLC + 17]. Si par construction le
mod�ele ne permet pas de d�ecrire compl�etement la formation d'une bande en
genou, il est tr�es int�eressant de constater que la position observ�ee co•�ncide
particuli�erement bien avec une zone de forte d�esorientation de l'axe c pr�edite
par le mod�ele (�gure 1.11). La continuit�e de la d�esorient ation au travers des
grains 3 et 7 est notamment �a souligner. De plus, il est remarquable que
la position observ�ee de la bande en genou soit d�elimit�ee dans la simulation
par des densit�es oppos�ees de dislocations coins (�gure 1.11), tel que cela est
attendu d'apr�es la th�eorie [FS52, CGF + 12] et les observations des bandes
en genou [YHiI+ 13, PMG+ 15].

Figure 1.9 { A gauche : courbes de 
uage exp�erimentale et simul�ee pour le multicristal.
A droite : �evolution des densit�es moyennes � m , � f , � GND et � t cumul�ees sur tous les
syst�emes de glissement au cours de la compression du multicristal.

La comparaison de la microstructure avant et apr�es d�eformation (�gure
1.8) permet de mettre en �evidence deux autres m�ecanismes de relaxation :
la migration de joints de grains et la germination de nouveaux grains. Ces
m�ecanismes engendrent une redistribution des champs m�ecaniques locaux
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Figure 1.10 { Distribution de " xy �a  1% de d�eformation macroscopique : mesures DIC
(�a gauche) et simulation RPMFDM (�a droite). Les positions initiales des joints de grains
sont indiqu�ees en noir ou en vert.

[CMV15] et le fait que le mod�ele n'en tienne pas compte peut expliquer une
partie des di��erences constat�es avec l'exp�erience. De m̂eme, les conditions
aux limites simul�ees peuvent être plus ou moins loin de la r�ealit�e, par exemple
en raison de la friction entre la presse et l'�echantillon oud'un possible mau-
vais parall�elisme des faces de l'�echantillon[RLC + 17], et peuvent a�ecter la
r�eponse m�ecanique d'autant plus que l'�echantillon est l oin d'être un volume
repr�esentatif. Malgr�e tout, l'acc�el�eration irr�eali ste du 
uage semble reli�ee �a
l'augmentation de la densit�e de GND (�gure 1.9), de mani�er e similaire �a ce
qui a �et�e observ�e dans les essais de torsion. En e�et, si l'on consid�ere que la
densit�e totale de dislocations varie presque comme la densit�e de GND (�gure
1.9), le taux de glissement _
 (s) varie, en premi�ere approximation, comme

� (s)
GND

1 n ( s)

2 d'apr�es les �equations 1.54, 1.55, 1.56, 1.57, c'est �a dire que pour

les syst�emes basaux on aurait en premi�ere approximation _
 (s) �
q

� (s)
GND .

La �gure 1.12 montre la distribution spatiale des di��erent es densit�es� m ,
� f , � GND et � t au sein l'�echantillon. La densit�e de SSD mobiles suit les
zones de fortes viteses de distorsion plastique, tout commela densit�e de
SSD immobiles. En raison de leur �equation d'�evolution 1.58, ces derni�eres
se localisent aussi dans les zones o�u le glissement multiple devient prononc�e,
notamment autour des joints de grains. Comme attendu, la densit�e de GND
d�ebute par crô�tre �a partir des jonctions triples et des j oints de grains puis
s'�etend progressivement vers l'int�erieur des grains. Etant donn�e la distribu-
tion de la densit�e totale de dislocations, il est �a noter que la mobilit�e des
dislocations (eqs. 1.35 et 1.36) est fortement r�eduite �a proximit�e de certains
joints de grains. Par ailleurs, selon les th�eories de la recristallisation et des
mouvements de joints de grains [BH62], la distribution des densit�es de dis-
locations est parfaitement coh�erente avec les mouvementsobserv�es de joints
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Figure 1.11 { A gauche : distribution simul�ee de la d�esorientation de l' axe c en degr�es
par rapport �a l'orientation initiale �a  1% de d�eformation macroscopique. A droite : dis-
tribution de la densit�e de GND coins en m  2 associ�ee au syst�eme basal labellis�e 1.

de grains, c'est �a dire que les joints migrent depuis les zones de faible densit�e
vers les zones �a forte densit�e (�gures 1.8 et 1.12). Les jonctions triples o�u
de la germination de grains est observ�ee sont caract�eris�ees par des densit�es
�elev�ees de GND (�gure 1.12), ainsi que par de forts gradients de la densit�e
d'�energie �elastique [RLC + 17].

Ecrouissage cin�ematique

S'il y a une tendance �a ce que la vitesse de glissement basaleaugmente
avec la densit�e de GND, cette derni�ere d�epend �egalement de l'�ecrouissage
cin�ematique au travers de l'�evolution de � (s) (eq. 1.55). Un �ecrouissage
cin�ematique signi�catif est en e�et pr�esent dans la simul ation comme l'illustre
la �gure 1.13 qui repr�esente l'�evolution de � (1) . Par construction, � (1) est po-
sitif partout au d�ebut de l'essai de 
uage. Dans la plupart d es endroits,� (1)

d�ecrô�t au cours de la simulation et devient même n�egatif dans certains
grains. Par cons�equent, � (1) est essentiellement n�egatif dans l'�echantillon
apr�es la d�echarge (�gure 1.13), ce qui provoque une plasticit�e inverse. En
e�et, apr�es la d�echarge, la d�eformation axiale augmente continûment sous
chargement nul, tandis que la densit�e de GND d�ecrô�t en raison de l'anni-
hilation de dislocations de signes oppos�es (�gure 1.9). Ilse construit donc
bien un champs de contraintes internes qui s'oppose au glissement des dislo-
cations lors de la charge. Malgr�e tout, la d�eformation inv erse �a la d�echarge
est bien plus faible que celle mesur�ee, ce qui semble signi�er que le ni-
veau de l'�ecrouissage cin�ematique simul�e n'est pas assez important. Ce ni-
veau d�epend notamment de la mani�ere dont sont mod�elis�es les interactions
entre dislocations et joints de grains et comment est r�esolu le transport
aux joints de grains. Même si la mobilit�e des dislocations est fortement
r�eduite proche de certains joints de grains, le traitementsimpli��e actuel de-
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Figure 1.12 { Distribution des densit�es � m , � f , � GND et � t en m  2 cumul�ees sur tous
les syst�emes de glissement �a  1% de d�eformation macroscopique (de gauche �a droite et
de haut en bas, respectivement).

vra sans aucun doute être am�elior�e �a l'avenir. Par exemple, une r�esistannce
additionnelle au glissement pourrait être introduite en fonction de la dis-
tance aux joints de grains, comme dans [MRR06], ou bien une contrainte
cin�ematique ph�enom�enologique pourrait être ajout�ee dans la loi de vitesse
comme dans [TVC+ 07, PDA11, BBG06, vBMKG13]. Les syst�emes de glisse-
ment impliqu�es dans la r�esolution du transport aux joints pourraient aussi
être mieux s�electionn�es, par exemple en suivant les crit�eres g�eom�etriques
de transmission �etablis exp�erimentalement [SWC88, LRB90, LR85]. Cepen-
dant, il n'est pas certain qu'un tel mod�ele am�elior�e soit su�sant pour repro-
duire compl�etement la d�echarge exp�erimentale �etant do nn�e que la contrainte
cin�ematique simul�ee est d�ej�a du même ordre de grandeur que la contrainte
appliqu�ee [RLC + 17]. La di��erence de cin�etique entre l'exp�erience et la si-
mulation doit aussi être consid�er�ee : une d�eformation p lastique inverse quasi-
instantan�ee compar�ee �a un saut purement �elastique tr�e s faible suivi d'une
d�eformation plastique inverse progressive (�gure 1.9). En e�et, le mod�ele
consid�ere la même loi de vitesse que durant la charge alorsque les disloca-
tions semblent repartir avec une vitesse extrêment �elev�ee dans l'exp�erience.
Cela pourrait être li�e au comportement avalencheux des dislocations dans la
glace [MVZ+ 01] [RWL05] , ou �a des m�ecanismes non inclus dans le mod�ele,

40



Figure 1.13 { Distribution de la cission r�esolue sur le syst�eme basal lab ellis�e 1, � (1) ,
en MP a , juste apr�es le chargement, �a  1% de d�eformation macroscopique, juste avant la
d�echarge �a  1:9% et juste apr�es la d�echarge.

comme les e�ets inertiels et/ou de tension de ligne [HSZG14], qui pourraient
pr�evaloir lors de la d�echarge.

1.5 Conclusions

Deux applications de mod�eles RPMFDM ont �et�e vues dans ce chapitre.
Par rapport �a des mod�eles EF de plasticit�e cristalline st andard, les champs
m�ecaniques sont modi��es mais dans des proportions plus oumoins impor-
tantes selon la taille du maillage et le choix des lois constitutives. En e�et,
le tenseur densit�e de dislocations�

�
d�epend, par construction, de l'�echelle de

r�esolution consid�er�ee et donc du maillage. L'e�et des GN D sur les champs
m�ecaniques d�epend �egalement de leurs lois de mobilit�e et de la mani�ere
dont elles sont int�egr�ees dans le durcissement isotrope.Selon les situations,
la pr�esence de GND peut ainsi induire un plus fort durcissement ou au
contraire augmenter la valeur du taux de glissement. En revanche, lors-
qu'il y a des changements de trajets, les mod�eles RPMFDM se distinguennt
des mod�eles de plasticit�e cristalline standard car ils rendent naturellement
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compte de l'annihilation des dislocations de signes oppos�es. La pertinence de
ces e�ets a �et�e d�emontr�ee avec plusieurs exemples : e�et Bauschinger dans
des composites �a matrice m�etallique (�gure 1.4 et 1.5), torsion inverse de
mononocristaux de glace (�gure 1.7), plasticit�e inverse �a la d�echarge d'un
multicristal de glace (�gure 1.9). Un autre b�en�e�ce impor tant de ces mod�eles
est qu'ils permettent de donner une id�ee de l'arrangement des dislocations
dans le mat�eriau, notamment quand les densit�es sont reli�ees aux syst�emes de
glissement. Un exemple convaincant a �et�e montr�e o�u des densit�es oppos�ees
de dislocations coins d�elimitent la position observ�ee d'une bande en genou
(�gure 1.11). Bien entendu, suivant l'�echelle de r�esolut ion consid�er�ee, ces
pr�edictions restent assez grossi�eres par rapport �a celles issues de simulations
de dynamique des dislocations discr�etes car elles ne rendent pas compte de la
plupart des m�ecanismes �a courte distance telle la formation de jonctions. En
revanche, les simulations de dynamique des dislocations nesont elles pas en-
core capables de traiter les milieux avec une �elasticit�e anisotrope h�et�erog�ene
et sont g�en�eralement limit�ees �a des volumes et des temps physiques plus
petits que ceux des simulations RPMFDM.

Ce chapitre a �egalement permis de mettre en avant les di��erents cas pos-
sibles pour lesquels deux syst�emes de glissement restent compatibles �a une
interface plane (tableau 1.1). Il y a notamment le cas o�u lesdeux syst�emes
poss�edent la même direction de glissement, que celle-ci se trouve dans le plan
de l'interface et que les plans de glissement respectifs sont en position de
sym�etrie orthogonale par rapport au plan de l'interface, comme dans le cas
d'un joint de macle ou plus g�en�eralement des joints de 
exion sym�etrique.
Pr�ecis�ement pour les joints de macle, il a �et�e montr�e qu 'un syst�eme de glis-
sement reste compatible avec son transform�e par maclage, �a la condition
n�ecessaire et su�sante que son vecteur de Burgers appartienne au plan de
macle. Dans les cristaux HC, il existe ainsi des modes de maclage unique-
ment compatibles avec du glissement selon< a > ou < c + a > ou les deux.
Dans le cadre de la mod�elisation du maclage, ces conditionspeuvent servir
de crit�eres compl�ementaires pour la s�election des variantes et montrent que
les joints de macle n'agissent pas toujours comme des barri�eres au glissement
des dislocations.
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Chapitre 2

Champs �elastiques aux
interfaces planes

Dans les polycristaux, des contraintes d'incompatibilit�e apparaissent en
raison des interactions entre les grains adjacents dont lesd�eformations ani-
sotropes sont fonction de l'orientation cristalline. Pour la même raison, la
pr�esence de macles �a l'int�erieur des grains induit �egalement des contraintes
d'incompatibilit�e. Ces contraintes d'incompatibilit�e peuvent être respon-
sables de l'initiation de �ssures, notamment lors de sollicitations en fatigue
[TW56, VLD87, HN90, BT03, VNM04]. Elles peuvent être estim�ees direc-
tement dans des polycristaux grâce �a des simulations en champs complets
r�esolues par EF [BDJC01, BFC01, REH+ 10] ou par FFT [MS98, LKE12].
A�n d'am�eliorer la compr�ehension du rôle sp�eci�que de c haque type de joints
de grains dans la d�eformation des polycristaux, il est �egalement int�eressant
de se focaliser sur des probl�emes avec une seule interface.De fait, plusieurs
�etudes exp�erimentales et th�eoriques portent sur le comportement des bi-
cristaux [Hir72, RZ80, RZ82, VLD87, GPK89, SAS+ 98, VNM04, LD66,
OBP+ 09].

Ce chapitre a lui pour objectif principal de d�evelopper des expressions
analytiques explicites des champs �elastiques (i.e., contrainte et rotation)
en pr�esence d'interfaces planes dans le cadre d'une thermo�elasticit�e ani-
sotrope h�et�erog�ene et en pr�esence de distorsions plastiques uniformes par
morceaux (ou qui 
uctuent uniquement le long de la normale �a l'interface),
ainsi qu'�eventuellement d'un glissement au joint (sous l'hypoth�ese de gra-
dient constant). L'int�erêt des formules analytiques r�e side dans l'imm�ediatet�e
des r�esultats et donc dans la possibilit�e d'�etudier l'in 
uence de di��erent pa-
ram�etres : fraction volumique, orientation de l'interfac e, chargement ma-
croscopique, orientations cristallines, valeurs des constantes �elastiques, sans
passer par des simulations EF ou FFT. Cela permet �egalementde voir l'e�et
des di��erentes sources d'incompatibilit�e et leur coupla ge �eventuel.

Dans la deuxi�eme partie du chapitre, les formules th�eoriques d�evelopp�ees
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sont appliqu�ees �a l'�etude de la d�eformation d'un bicris tal r�eel, un micropilier
bicristallin de Ni. Ce travail a �et�e r�ealis�e dans le cadr e de la th�ese d'Idriss
Tiba [Tib15] en co-tutelle avec l'Universit�e de la Sarre. Une autre �etude
num�erique a �et�e r�ealis�ee �a partir des formules d�evel opp�ees. Elle concerne
l'in
uence de l'�elasticit�e anisotrope sur l'initiation du glissement en pr�esence
de structures lamellaires de joints de macle �3(111).

Ce chapitre rassemble les r�esultats de 4 articles :[RB13] , [RB14] ,
[RTBB15] et [TRM + 15], auxquels sont associ�ees les contributions des
coll�egues suivants : St�ephane Berbenni, Idriss Tiba, Christian Motz, Horst
Veho� et Olivier Bouaziz.

2.1 Interface plane quelconque

2.1.1 Formulation du probl�eme

Dans un milieu continu, une interface plane, �xe, in�nie, qu i s�epare deux
cristaux I et II est consid�er�ee (�gure 2.1). Nous nous pla�cons dans le cadre
d'une approche statique, et toujours dans le cadre de l'hypoth�ese des petites
d�eformations o�u �

�
= � e

�
+ � p

�
. Le vecteur unitaire normal �a l'interface n

est suppos�e être orient�e du cristal I vers le cristal II suivant la direction
e2 (�gure 2.1). Dans ce chapitre, l'exposant I sera utilis�e pour nommer les
variables dans le cristal I (x2 < 0) et l'exposant II les variables dans le
cristal II (x2 > 0). V , V I et V II d�esignent ainsi, respectivement, le volume
total (in�ni) du bicristal, celui du cristal I et celui du cristal II . Les fractions
volumiques des cristauxI et II sont d�enot�ees, respectivement, f I = V I

V et

f II = V II

V . Ce bicristal est suppos�e s'être d�eform�e en l'absence de force
de volume et sous l'action de chargements macroscopiques homog�enes en
d�eformation E

�
et en rotation 


�
appliqu�es sur sa fronti�ere externe repouss�ee

�a l'in�ni, ainsi que d'une variation de temp�erature � T suppos�ee homog�ene
dans tout le volume V . E

�
et 


�
v�eri�ent les th�eor�emes des moyennes des

d�eformations et des rotations, respectivement :

E
�

= h�
�

i V ; (2.1)



�

= h!
�

i V : (2.2)

De même, le tenseur des contraintes macroscopiques �
�

est suppos�e ho-

mog�ene et correspond �a la moyenne des contraintes :

�
�

= h�
�

i V : (2.3)
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Figure 2.1 { Bicristal in�ni avec interface plane.

Le tenseur des complaisances �elastiques isothermess
�

, le tenseur sym�etrique

des dilatations thermiques� T
�

et le tenseur des distorsions plastiques� p

�
sont

suppos�es uniformes dans chaque cristal, ce qui permet d'�ecrire :

s
�

= sI
�

+
h
s
�

i
H (x2); (2.4)

� T
�

= � T I

�
+

h
� T
�

i
H (x2); (2.5)

� p

�
= � pI

�
+

�
� p

�

�
H (x2); (2.6)

o�u H (x2) est la fonction �echelon d'Heaviside. Le probl�eme statique de la
�gure 2.1 consid�ere l'existence de champs de contrainte etde distorsion dans
un volume in�ni. Du fait de la g�eom�etrie de ce probl�eme et d es hypoth�eses
concernant les propri�et�es thermo-�elastiques (eqs. 2.4et 2.5) et la plasticit�e
(eq. 2.6), les champs de contrainte et de distorsion sont forc�ement invariants
le long dex2 et x3 :

�
� ;1

= �
� ;3

= 0 ; (2.7)

�
� ;1

= �
� ;3

= 0 : (2.8)

45



Compte tenu des �equations 2.7 et 2.3, l'�equilibre des contraintes conduit
�a la condition suivante :

� i 2 = � i 2: (2.9)

Ainsi, seules les composantes plan� 11, � 33 et � 31 sont inconnues. Etant
donn�e les invariances de�

�
(eq. 2.8), la compatibilit�e des distorsions (eq. 1.8)

est donn�ee par (Rot � ) ij = 2 j 2m � im; 2 = 0. A l'aide des �equations 2.6 et 2.5,
il est alors possible d'�ecrire :

8j 6= 2, � e
ij = � ij  � p

ij  � T
ij � T = K ij  

�h
� p

ij

i
+

�
� T

ij

�
� T

�
H (x2); (2.10)

o�u K ij sont des constantes uniformes dans l'espace. Les composantes
� e

ij (j 6=2) sont donc �egalement uniformes par morceaux. D'apr�es l'�equation
2.9 et la lin�earit�e de la loi de Hooke �ecrite pour les composantes � e

11, � e
33

et � e
31, les composantes inconnues des contraintes sont donc aussiuniformes

par morceaux :

�
�

= � I
�

+
h
�
�

i
H (x2); (2.11)

avec [� i 2] = 0 (continuit�e du vecteur contrainte). Par cons�equent, d'apr�es
l'�equation 2.3, le tenseur des contraintes macroscopiques v�eri�e la relation
suivante :

�
�

= f I � I
�

+ f II � II
�

: (2.12)

Les contraintes �etant uniformes par morceaux, la loi de Hooke don-
nant les composantes� e

12, � e
22 et � e

23 montre que toutes les composantes
des d�eformations �elastiques sont uniformes par morceaux. De plus, ! e

13 =
1
2 (� e

13  � e
31), alors que les composantes 21 et 32 des rotations �elastiques

peuvent s'�ecrire : ! e
21 =  � e

12 + � e
21 et ! e

32 = � e
23  � e

23, c'est �a dire �egalement
comme la somme de champs uniformes par morceaux. Toutes les rotations
�elastiques sont donc uniformes par morceaux. Du fait de la d�ecomposition en
partie �elastique et plastique, il en est de même des rotations totales. D'apr�es
l'�equation 2.2, ces derni�eres v�eri�ent alors :



�

= f I ! I
�

+ f II ! II
�

: (2.13)

2.1.2 Contraintes d'incompatibilit�e

Dans cette sous-section et les suivantes, la notation contract�ee de Voigt
[Voi28] (cf. Notations) est adopt�ee pour les tenseurs sym�etriques d'ordre 2
et 4. A partir de la loi de Hooke et des �equations 2.10 et 2.9, nous obtenons :
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s11 � 1 + s13 � 3 + s15 � 5 + s12 � 2 + s14 � 4 + s16 � 6 = K 1  
�

[" p
1 ] +

h
� T

1

i
� T

�
H (x2);

s13 � 1 + s33 � 3 + s35 � 5 + s23 � 2 + s34 � 4 + s36 � 6 = K 3  
�

[" p
3 ] +

h
� T

3

i
� T

�
H (x2);

s15 � 1 + s35 � 3 + s55 � 5 + s25 � 2 + s45 � 4 + s56 � 6 = K 5  
�

[" p
5 ] +

h
� T

5

i
� T

�
H (x2):

(2.14)

En �ecrivant l'expression des constantesK i en fonction de � II
�

dans le

cristal I (grâce �a l'�equation 2.12) et dans le cristal II , puis en �egalisant
membre �a membre et en multipliant par f I on obtient :

�
f II sI

11 + f I sII
11

�
� II

1 +
�

f II sI
13 + f I sII

13

�
� II

3 +
�

f II sI
15 + f I sII

15

�
� II

5

=  f I
�

[" p
1 ] +

h
� T

1

i
� T + [ s12 ] � 2 + [ s14 ] � 4 + [ s16 ] � 6

�
+ sI

11 � 1 + sI
13 � 3 + sI

15 � 5 ;
�

f II sI
13 + f I sII

13

�
� II

1 +
�

f II sI
33 + f I sII

33

�
� II

3 +
�

f II sI
35 + f I sII

35

�
� II

5

=  f I
�

[" p
3 ] +

h
� T

3

i
� T + [ s23 ] � 2 + [ s34 ] � 4 + [ s36 ] � 6

�
+ sI

13 � 1 + sI
33 � 3 + sI

35 � 5 ;
�

f II sI
15 + f I sII

15

�
� II

1 +
�

f II sI
35 + f I sII

35

�
� II

3 +
�

f II sI
55 + f I sII

55

�
� II

5

=  f I
�

[" p
5 ] + +

h
� T

5

i
� T [s25 ] � 2 + [ s45 ] � 4 + [ s56 ] � 6

�
+ sI

15 � 1 + sI
35 � 3 + sI

55 � 5 :

(2.15)

A�n d'exprimer ce syst�eme sous une forme plus compacte, lesnotations
suivantes sont adopt�ees :

~s
�

= f II sI
�

+ f I sII
�

= sI
�

+ f I
h
s
�

i
; (2.16)

h
"?
�

i
=

h
s
�

i
: �

�
+

h
"p
�

i
+

h
� T
�

i
� T: (2.17)

Le syst�eme 2.15 peut alors s'�ecrire de mani�ere plus condens�ee :

~s11
 
� II

1  � 1
�

+ ~s13
 
� II

3  � 3
�

+ ~s15
 
� II

5  � 5
�

=  f I ["?
1] ;

~s13
 
� II

1  � 1
�

+ ~s33
 
� II

3  � 3
�

+ ~s35
 
� II

5  � 5
�

=  f I ["?
3] ;

~s15
 
� II

1  � 1
�

+ ~s35
 
� II

3  � 3
�

+ ~s55
 
� II

5  � 5
�

=  f I ["?
5] :

(2.18)

Le syst�eme 2.18 est un syst�eme lin�eaire �a 3 �equations et 3 inconnues (� II
1 ,

� II
3 , � II

5 ) qui peut être r�esolu analytiquement, �a l'aide de la r�eg le de Cramer
par exemple. Les contraintes dans le cristalI (� I

1, � I
3, � I

5) se d�eduisent ensuite
directement �a patir de l'�equation 2.12. Au �nal, il est pos sible d'exprimer
les contraintes dans les cristauxI et II de la fa�con suivante :

� I
�

= �
�

 f II G
�

:
h
"?
�

i
et � II

�
= �

�
+ f I G

�
:
h
"?
�

i
; (2.19)
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ou bien de mani�ere compl�etement explicite dans le cristal I :

� I
1 = � I

1  f II (G11 ["?
1] + G13 ["?

3] + G15 ["?
5]) ;

� I
2 = � I

2;

� I
3 = � I

3  f II (G13 ["?
1] + G33 ["?

3] + G35 ["?
5]) ;

� I
4 = � I

4;

� I
5 = � I

5  f II (G15 ["?
1] + G35 ["?

3] + G55 ["?
5]) ;

� I
6 = � I

6;

(2.20)

et dans le cristal II :

� II
1 = � II

1 + f I (G11 ["?
1] + G13 ["?

3] + G15 ["?
5]) ;

� II
2 = � II

2 ;

� II
3 = � II

3 + f I (G13 ["?
1] + G33 ["?

3] + G35 ["?
5]) ;

� II
4 = � II

4 ;

� II
5 = � II

5 + f I (G15 ["?
1] + G35 ["?

3] + G55 ["?
5]) ;

� II
6 = � II

6 ;

(2.21)

o�u les composantes non-nulles du tenseur symm�etriqueG
�

sont donn�ees
par :

G11 =
 
~s33~s55  ~s2

35

�
=D ,

G33 =
 
~s11~s55  ~s2

15

�
=D ,

G55 =
 
~s11~s33  ~s2

13

�
=D ,

G13 = G31 = (~s15~s35  ~s13~s55) =D ,

G15 = G51 = (~s13~s35  ~s15~s33) =D ,

G35 = G53 = (~s13~s15  ~s35~s11) =D ,

avecD = ~s11~s2
35 + ~s33~s2

15 + ~s55~s2
13  ~s11~s33~s55  2~s13~s15~s35:

(2.22)
Les autres composantes deG

�
sont nulles, i.e., GAA = GAP = GP A = 0

avecP les composantes plan (1; 3; 5) et A les composantes anti-plan (2; 4; 6).
Ainsi, nous pouvons noter que les composantes anti-plan de ["?

�
] n'induisent

aucune contrainte d'incompatibilit�e telles que d�e�nies ci-dessous :

� ? I
�

=  f II G
�

:
h
"?
�

i
et � ? II

�
= f I G

�
:
h
"?
�

i
: (2.23)

Dans la suite, nous noterons �egalement :

� ? ?
�

= G
�

:
h
"?
�

i
=

h
�
�

i
: (2.24)

Les contraintes principales du tenseur� ? ?
�

sont :
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� ? ?
I =

� ? ?
1 + � ? ?

3

2
 

s
� ? ?

1
2 + � ? ?

3
2

2
+ � ? ?

5
2;

� ? ?
II = 0 ;

� ? ?
III =

� ? ?
1 + � ? ?

3

2
+

s
� ? ?

1
2 + � ? ?

3
2

2
+ � ? ?

5
2:

(2.25)

On en d�eduit les valeurs maximales du cisaillement induit par les incom-
patibilit�es de d�eformation :

� ? I
max = f II

s
� ? ?

1
2 + � ? ?

3
2

2
+ � ? ?

5
2;

� ? II
max = f I

s
� ? ?

1
2 + � ? ?

3
2

2
+ � ? ?

5
2:

(2.26)

Ces cisaillements additionnels s'exercent dans les deux cristaux sur un
même plan qui est orthogonal �a l'interface et selon des directions oppos�ees
qui sont parall�eles au plan de l'interface. Leur amplitude relative est l'in-
verse du rapport des fractions volumiques. Par ailleurs, onpeut noter que
la pression hydrostatique induit par les incompatibilit�e s de d�eformation est
de signe oppos�e d'un cristal �a l'autre et vaut :

P? I =  f II
�

� ? ?
1 + � ? ?

3

�
et P? II = f I

�
� ? ?

1 + � ? ?
3

�
: (2.27)

Les expressions des contraintes d'incompatibilit�e donn�ees par les �equations
2.20 et 2.21 ont �et�e valid�es num�eriquement en simulant p ar EF le compor-
tement m�ecanique d'un bicristal auquel des conditions p�eriodiques ont �et�e
impos�ees sur les surfaces lat�erales[RB13] . Ces expressions montrent l'exis-
tence d'e�ets de couplage entre incompatibilit�es �elastique et plastique, ainsi
qu'entre incompatibilit�es �elastique et thermique. Elle s ont ainsi �et�e utilis�ees
a�n de quanti�er les e�ets de di��erentes sources d'incompa tibilit�e (�elastique
seule, plastique seule et couplage �elastique/plastique)au cours de simula-
tions EF [RB13] . Par ailleurs, il est important de noter que les contraintes
obtenues dans le cas du bicristal de la �gure 2.1 sont �egalement valables pour
une structure lamin�ee p�eriodique avec propri�et�es ther mo-�elastiques et dis-
torsions plastiques uniformes dans chaque phase (�gure 2.2) [RTBB15] . En
e�et, les �equations de champs d'une structure lamin�ee p�eriodique (�equations
de compatibilit�e, �equilibre des contraintes, invarianc e du probl�eme) restent
les mêmes que celles du bicristal in�ni [OFSH00, SP02, FB07] et donc les
expressions des contraintes� I

�
et � II

�
donn�ees par les �equations 2.19 sont

�egalement valables dans les phasesI et II de la structure lamin�ee de la
�gure 2.2.
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Figure 2.2 { Structure lamin�ee p�eriodique.

2.1.3 Module e�ectif

L'�ecriture des contraintes telle que donn�ee dans l'�equation 2.19 �a l'aide du
tenseurG

�
permet �egalement d'obtenir une expression relativement compacte

du tenseur des complaisances e�ectivessef f
�

, d�e�ni pour un comportement

�elastique par E
�

= sef f
�

: �
�

. Dans le rep�ere des �gures 2.1 et 2.2, on obtient

ainsi pour un bicristal ou une structure lamin�ee p�eriodiq ue :

sef f
�

= < s
�

> + f I f II
h
s
�

i
: G

�
:
h
s
�

i
; (2.28)

c'est �a dire en notation indicielle et avec la notation contract�ee de Voigt :
sef f

ij = < s ij > + f I f II [sik ] Gkl [slj ].

2.1.4 Rotations �elastiques

Dans cette sous-section, nous cherchons �a obtenir l'expression du tenseur
des rotations �elastiques! e

�
. En raison de sa nature anti-symm�etrique, seules

trois composantes sont �a rechercher.
La d�ecomposition des rotations en partie �elastique et plastique permet de

r�e�ecrire l'�equation 2.13 sous la forme 

�

= f I
�

! eI
�

+ ! pI
�

�
+ f II

�
! eII

�
+ ! pII

�

�
.

Ainsi, il est possible d'exprimer les tenseurs des rotations �elastiques dans les
cristaux I et II en fonction du saut des rotations �elastiques

h
! e
�

i
et des ten-

seurs de rotation macroscopique et rotation plastique danschaque cristal
qui sont des donn�ees d'entr�ee du probl�eme :
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! eI
�

=

�

 f II
h
! e
�

i
 f I ! pI

�
 f II ! pII

�
;

! eII
�

=

�

+ f I
h
! e
�

i
 f I ! pI

�
 f II ! pII

�
:

(2.29)

Or, d'apr�es l'�equation 2.10, les composantes plan des sauts de distorsion
�elastique sont connues :

8j 6= 2,
�
� e

ij

�
=  

h
� p

ij

i
 

�
� T

ij

�
� T: (2.30)

Les composantes anti-plan peuvent elles s'exprimer comme la combinai-
son d'un saut de d�eformation �elastique

h
"e
�

i
et d'une composante plan. Au

�nal, les sauts de rotation �elastique sont alors donn�es par :

[! e
32] = [ "e

23] + [ � p
23] +

�
� T

23

�
� T;

[! e
13] =  [! p

13] ;

[! e
21] =  ["e

12]  [� p
21]  

�
� T

12

�
� T:

(2.31)

Les sauts de d�eformation �elastique se d�eduisent eux de laloi de Hooke
et de l'�equation 2.19 :

h
"e
�

i
=

h
s
�

i
: �

�
+ ~s

�
: � ? ?

�
: (2.32)

Ainsi, pour les rotations �elastiques aussi, il existe des e�ets de couplage
entre incompatibilit�es �elastique, plastique et thermiq ue. Ensuite, par combi-
naison des �equations 2.29 et 2.31, nous obtenons les expressions d�e�nitives
des rotations �elastiques dans chaque cristal :

! e
32

I =
 32  f II ["e
23]  f II [� p

23]  f II �
� T

23

�
� T  f I ! p

32
I  f II ! p

32
II ;

! e
13

I =
 13  ! p
13

I ;

! e
21

I =
 21 + f II ["e
12] + f II [� p

21] + f II �
� T

12

�
� T  f I ! p

21
I  f II ! p

21
II ;

(2.33)

! e
32

II =
 32 + f I ["e
23] + f I [� p

23] + f I �
� T

23

�
� T  f I ! p

32
I  f II ! p

32
II ;

! e
13

II =
 13  ! p
13

II ;

! e
21

II =
 21  f I ["e
12]  f I [� p

21]  f I �
� T

12

�
� T  f I ! p

21
I  f II ! p

21
II ;

(2.34)

avec :

["e
23] =

1
2

["e
4] =

1
2

�
[si 4] � i + ~si 4Gij

�
[sjk ] � k +

h
"p

j

i
+

�
� T

j

�
� T

��
;

["e
12] =

1
2

["e
6] =

1
2

�
[si 6] � i + ~si 6Gij

�
[sjk ] � k +

h
"p

j

i
+

�
� T

j

�
� T

��
:

(2.35)
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2.1.5 Cas isotrope

Dans cette section, les propri�et�es thermo-�elastiques de chaque cristal sont
suppos�ees isotropes. L'�elasticit�e de chaque cristal est caract�eris�ee par un
module de cisaillement� I;II et un coe�cient de Poisson � I;II , tandis que le
tenseur des coe�cients de dilatation thermique est pris sph�erique : �

�
T I;II =

� T I;II I
�

. A�n de simpli�er certaines expressions, on introduit �ega lement les

modules d'Young E I;II = 2 � I;II (1 + � I;II ).

Elasticit�e et expansion thermique homog�enes

Si l'�elasticit�e et l'expansion thermique sont suppos�ees homog�enes, nous
avons ~s

�
= s

�
et

h
"?
�

i
=

h
"p
�

i
. Dans le cas d'une �elasticit�e isotrope, les com-

posantes non-nulles du tenseur symm�etriqueG
�

se r�eduisent alors �a :

G11 = G33 =
 2�

(1  � )
, G13 =

 2��
(1  � )

et G55 =  �: (2.36)

Nous en d�eduisons ensuite directement l'expression des contraintes plan
dans chaque cristal, ainsi que celle des rotations �elastiques :

� I
1 = � 1 + f II 2�

1  �
(["p

1] + � ["p
3]);

� I
3 = � 3 + f II 2�

1  �
(["p

3] + � ["p
1]);

� I
5 = � 5 + f II � ["p

5];

(2.37)

� II
1 = � 1  f I 2�

1  �
(["p

1] + � ["p
3]);

� II
3 = � 3  f I 2�

1  �
(["p

3] + � ["p
1]);

� II
5 = � 5  f I � ["p

5];

(2.38)

! e
32

I =
 32  f II [� p
23]  f I ! p

32
I  f II ! p

32
II ;

! e
13

I =
 13  ! p
13

I ;

! e
21

I =
 21 + f II [� p
21]  f I ! p

21
I  f II ! p

21
II ;

(2.39)

! e
32

II =
 32 + f I [� p
23]  f I ! p

32
I  f II ! p

32
II ;

! e
13

II =
 13  ! p
13

II ;

! e
21

II =
 21  f I [� p
21]  f I ! p

21
I  f II ! p

21
II :

(2.40)
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Ces expressions des contraintes peuvent être retrouv�eespar l'interm�ediaire
d'autres techniques comme les transform�ees de Fourier dans [RS76] et le
potentiel des contraintes de Kr•oner [Kr•o81] dans [Ber80,RZ80]. Il est �a no-
ter que dans ce dernier cas, contrairement �a la d�emarche propos�ee ici, la
r�esolution du calcul n�ecessite l'utilisation de l'hypot h�ese d'incompressibilit�e
plastique. Par ailleurs, nous pouvons noter que les rotations �elastiques ne
d�ependent plus des constantes �elastiques en �elasticit�e homog�ene isotrope.

Elasticit�e et expansion thermique h�et�erog�enes

Dans le cas d'une �elasticit�e et d'une expansion thermiqueisotropes mais
h�et�erog�enes, les composantes non-nulles du tenseur symm�etrique G

�
se

r�eduisent �a :

G11 = G33 =  
 
f I E I + f II E II �

E I E II =Q;

G13 =  
 
f I � II E I + f II � I E II �

E I E II =Q;

G55 =  
� I � II

f I � I + f II � II ;

avecQ = f I 2
E I 2

�
1  � II 2

�
+ f II 2

E II 2
�

1  � I 2
�

+ 2 f I f II E I E II  
1  � I � II �

:

(2.41)

Nous donnons alors ci-dessous les expressions des composantes � I
5 et � II

5
qui sont relativement compactes :

� I
5 =

� I � 5 + f II � I � II ["p
5]

f I � I + f II � II ; (2.42)

� II
5 =

� II � 5  f I � I � II ["p
5]

f I � I + f II � II : (2.43)

Par ailleurs, nous notons que sous ces hypoth�eses, ["e
4] = 1

2

�
1

� II  1
� I

�
� 4

et ["e
6] = 1

2

�
1

� I  1
� II

�
� 6, ce qui simpli�e les expressions des rotations

�elastiques (eqs. 2.33 et 2.34). Ces derni�eres ne comportent alors plus d'e�ets
de couplage entre incompatibilit�es �elastique, plastique et thermique.

En�n, il est int�eressant de constater que les expressions des composantes
1 et 3 des contraintes se simpli�ent grandement si l'on consid�ere un coef-
�cient de Poisson identique pour les deux cristaux (� I = � II = � ). Dans
ce cas en e�et,Q =

 
1  � 2

�  
f I E I + f II E II

� 2 (eq. 2.41) et par suite des
�equations 2.20 et 2.21, nous obtenons :
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� I
1 =

E I � 1 + f II �
1 �

 
E II  E I �

� 2 + f II E I E II

1 � 2

 
[" p

1 ] + � [" p
3 ] + (1 + � )

�
� T �

� T
�

f I E I + f II E II
;

� I
3 =

E I � 3 + f II �
1 �

 
E II  E I �

� 2 + f II E I E II

1 � 2

 
[" p

3 ] + � [" p
1 ] + (1 + � )

�
� T �

� T
�

f I E I + f II E II
;

� II
1 =

E II � 1 + f I �
1 �

 
E I  E II �

� 2  f I E I E II

1 � 2

 
[" p

1 ] + � [" p
3 ] + (1 + � )

�
� T �

� T
�

f I E I + f II E II
;

� II
3 =

E II � 3 + f I �
1 �

 
E I  E II �

� 2  f I E I E II

1 � 2

 
[" p

3 ] + � [" p
1 ] + (1 + � )

�
� T �

� T
�

f I E I + f II E II
:

(2.44)

A partir des expressions ci-dessus, nous observons que le probl�eme de-
vient purement unidirectionnel dans le cas d'un chargementuniaxial selon la
direction 1 ou 3 en �elasticit�e pure. En confondant E I et E II avec les modules
d'Young directionnels selon la direction de chargement dans les cristaux I
et II , nous retrouvons d'ailleurs les contraintes dans un bicristal donn�ees
par Hook et Hirth [HH67]. Par exemple, pour un chargement uniaxial selon
la direction 3 en �elasticit�e pure, on a :

� I
3 =

E I

f I E I + f II E II � 3 , � I
1 = � I

2 = � I
4 = � I

5 = � I
6 = 0 ;

� II
3 =

E II

f I E I + f II E II � 3 , � II
1 = � II

2 = � II
4 = � II

5 = � II
6 = 0 :

(2.45)

Ces expressions scalaires simples sont souvent utilis�eesen science des
mat�eriaux pour une �evaluation rapide des contraintes d'i ncompatibilit�e d'ori-
gine �elastique [Khe12]. Bien qu'elles n�egligent l'e�et Poisson, elles peuvent
constituer une bonne approximation si l'interface est bienparall�ele �a l'axe
de chargement. En revanche, elles produisent des erreurs importantes dans
le cas d'une interface inclin�ee.

2.1.6 Fluctuation normale de la plasticit�e

Contraintes d'incompatibilit�e

Dans cette sous-section, nous consid�erons �a nouveau l'anisotropie et
l'h�et�erog�en�eit�e des propri�et�es �elastique et ther mique et introduisons des va-
riations possibles des distorsions plastiques le long de la normale �a l'interface
(�gure 2.3). Ces variations sont suppos�ees continues danschaque cristal. De
plus, on suppose �egalement que les moyennes des distorsions plastiques dans
chaque cristal sont des champs �nis,i.e., qu'on peut d�ecomposer les distor-
sions plastiques sous la forme suivante :
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� pI

�
(x2) = � p1 I

�
+ �� pI

�
(x2);

� pII

�
(x2) = � p1 II

�
+ �� pII

�
(x2):

(2.46)

avec :

� p1 I

�
= h� pI

�
(x2)i V I ;

� p1 II

�
= h� pII

�
(x2)i V II ;

(2.47)

et :

h�� pI

�
(x2)i V I = h�� pII

�
(x2)i V II = 0 : (2.48)

Figure 2.3 { Bicristal in�ni avec interface plane et variations possibl es des distorsions
plastiques le long de la normale �a l'interface.

Par construction, � p1

�
(= � p1 I

�
si x2 < 0 ; � p1 II

�
si x2 > 0) est uniforme

par morceaux, tandis que�� p

�
(= �� pI

�
si x2 < 0 ; �� pII

�
si x2 > 0) varie avec

x2 et est en moyenne nul dans chaque cristal. Il est �a noter que� p1

�
et

�� p

�
peuvent tous les deux être discontinus �a l'interface (�gure 2.3). Les
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invariances du probl�eme restent les mêmes que pr�ec�edemment (eqs. 2.7 et
2.8), ainsi que reste valable la relation� i 2 = � i 2 (eq. 2.9) [RB14] . La
compatibilit�e des distorsions totales (eq. 1.8) conduit cependant maintenant
aux relations suivantes :

8j 6= 2, � e
ij (x2) = K ij  

�h
� p1

ij

i
+

�
� T

ij

�
� T

�
H (x2)  �� p

ij (x2); (2.49)

o�u K ij sont toujours des constantes uniformes dans l'espace. Ainsi, h� eI

�
(x2)i V I

et h� eII

�
(x2)i V II sont des champs �nis, tout commeh� I

�
(x2)i V I et h� II

�
(x2)i V II

par lin�earit�e de la loi de Hooke. Il est alors possible de d�ecomposer les tenseur
des contraintes sous la forme suivante :

� I
�

(x2) = � 1 I
�

+ �� I
�

(x2);

� II
�

(x2) = � 1 II
�

+ �� II
�

(x2);
(2.50)

avec :

� 1 I
�

= h� I
�

(x2)i V I et � 1 II
�

= h� II
�

(x2)i V II ; (2.51)

et :

h�� II
�

(x2)i V I = h�� II
�

(x2)i V II = 0 : (2.52)

En cons�equence des eqs. 2.48 and 2.52, les tenseurs de 
uctuations, �� p

�
et ��

�
, tendent forc�ement vers z�ero �a l'in�ni :

�� pI

�
(x2 !  1 ) = �� pII

�
(x2 ! + 1 ) = 0 ;

�� pI

�
(x2 !  1 ) = �� pII

�
(x2 ! + 1 ) = 0 :

(2.53)

Etant donn�e les �equations 2.3, 2.9, 2.51 et 2.50 nous avonsaussi :

�� i 2 = 0 ; (2.54)

ainsi que :

� =
1
2

(� 1 I
�

+ � 1 II
�

): (2.55)

L'�equation 2.49 et la loi de Hooke permettent alors d'obtenir le syst�eme
suivant d'�equations :
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s11 � 1 + s13 � 3 + s15 � 5 + s12 � 2 + s14 � 4 + s16 � 6 = K 1  
�

[" p1
1 ] +

h
� T

1

i
� T

�
H (x2)  �" p

1 ;

s13 � 1 + s33 � 3 + s35 � 5 + s23 � 2 + s34 � 4 + s36 � 6 = K 3  
�

[" p1
3 ] +

h
� T

3

i
� T

�
H (x2)  �" p

3 ;

s15 � 1 + s35 � 3 + s55 � 5 + s25 � 2 + s45 � 4 + s56 � 6 = K 5  
�

[" p1
5 ] +

h
� T

5

i
� T

�
H (x2)  �" p

5 :

(2.56)

Le tenseur � 1
�

est obtenu en �ecrivant ce syst�eme enx2 !  1 et x2 !

+ 1 . Il correspond au tenseur des contraintes quand la plasticit�e est suppos�ee
uniforme par morceaux (eq. 2.19). Par di��erence, le tenseur ��

�
est ainsi

solution du syst�eme d'�equations suivant :

s11�� 1 + s13�� 3 + s15�� 5 =  �" p
1;

s13�� 1 + s33�� 3 + s35�� 5 =  �" p
3;

s15�� 1 + s35�� 3 + s55�� 5 =  �" p
5;

(2.57)

qui peut être r�esolu ais�ement par analogie avec la r�esolution du syst�eme
2.18. Au �nal, les tenseurs des contraintes dans chaque cristal peuvent s'ex-
primer de la mani�ere suivante :

� I
�

(x2) = �
�

 f II G
�

:
h
"?1

�

i
+ GI

�
: �" pI

�
(x2);

� II
�

(x2) = �
�

+ f I G
�

:
h
"?1

�

i
+ GII

�
: �" pII

�
(x2);

(2.58)

avec :
h
"?1

�

i
=

h
s
�

i
: �

�
+

h
"p1

�

i
+

h
� T
�

i
� T; (2.59)

et :

GI;II
11 =

�
sI;II

33 sI;II
55  sI;II

35
2
�

=D I;II ,

GI;II
33 =

�
sI;II

11 sI;II
55  sI;II

15
2
�

=D I;II ,

GI;II
55 =

�
sI;II

11 sI;II
33  sI;II

13
2
�

=D I;II ,

GI;II
13 =

�
sI;II

15 sI;II
35  sI;II

13 sI;II
55

�
=D I;II ,

GI;II
15 =

�
sI;II

13 sI;II
35  sI;II

15 sI;II
33

�
=D I;II ,

GI;II
35 =

�
sI;II

13 sI;II
15  sI;II

35 sI;II
11

�
=D I;II ,

D I;II = sI;II
11 sI;II

35
2

+ sI;II
33 sI;II

15
2

+ sI;II
55 sI;II

13
2

 sI;II
11 sI;II

33 sI;II
55  2sI;II

13 sI;II
15 sI;II

35 ;
(2.60)

pour les composantes non-nulles des tenseurs symm�etriques GI;II
�

, celles

de G
�

�etant donn�e par l'�equation 2.22. On note que les termes �a longue-

distance � 1
�

sont non-locaux dans le sens o�u ils d�ependent des sauts
h
s
�

i
,

h
"p1

�

i
et

h
� T
�

i
, tandis que les termes�� I;II

�
= GI;II

�
: �" pI;II

�
(x2) sont pure-

ment locaux puisqu'ils ne d�ependent que des propri�et�es �elastiques locales et
des valeurs locales de la d�eformation plastique.
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Saut de contrainte

A partir du cadre d�evelopp�e, il est �egalement int�eressa nt de regarder
l'expression du saut de contrainte car celui-ci intervient dans le calcul du
saut de la densit�e d'�energie �elastique we = 1

2 �
�

: s
�

: �
�

dont d�epend la

thermodynamique des processus aux joints de grains comme lamigration
[BPC13]. En e�et, on a (cf. Notations) :

[we] = � �
�

� :� s
�

� :
h
�
�

i
+

1
2

� �
�

� :
h
s
�

i
:� �

�
� : (2.61)

D'apr�es les �equations 2.58, le saut de contrainte �a l'int erface vaut :

h
�
�

i
= G

�
:
�h

s
�

i
: �

�
+

h
� T
�

i
� T

�
+

�
G
�

 GII
�

�
: "p1 II

�

 
�

G
�

 GI
�

�
: "p1 I

�
+ GII

�
: "pII

�
(0+ )  GI

�
: "pI

�
(0 ):

(2.62)

En thermo-�elasticit�e homog�ene,
h
s
�

i
= 0,

h
� T
�

i
= 0 et G

�
= GI

�
= GII

�
, ce

qui conduit �a :

[we] = � �
�

� : s
�

:
h
�
�

i
; (2.63)

h
�
�

i
= G

�
:

h
"p
�

i
: (2.64)

Dans ce cas, le saut de contrainte d�epend uniquement du sautde d�eformation
plastique �a l'interface alors que si l'�elasticit�e est h�et�erog�ene, il d�epend �egalement
des valeurs moyennes des d�eformations plastiques dans chaque cristal ainsi
que du chargement.

Si la condition de saut sur la continuit�e du vecteur de Burgers �a une
interface �xe est satisfaite (eq. 1.27), on a"p

P
I (0 ) = "p

P
II (0+ ) = "p

P (0),
d'o�u :

h
�
�

i
= G

�
:
�h

s
�

i
: �

�
+

h
� T
�

i
� T

�
+

�
G
�

 GII
�

�
: "p1 II

�

 
�

G
�

 GI
�

�
: "p1 I

�
+

�
GII

�
 GI

�

�
: "p

�
(0);

(2.65)

et
h
�
�

i
= 0

�
en thermo-�elasticit�e homog�ene.

Rotations �elastiques

En pr�esence de variations des distorsions plastiques le long de la normale
�a l'interface, les rotations �elastiques sont obtenues �a partir de l'�equation 2.49
et en �ecrivant la relation de moyenne suivante :
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f I h! eI
�

i V I + f II h! eI
�

i V II = 

�

 f I ! p1 I
�

 f II ! p1 II
�

(2.66)

Celles-ci peuvent alors s'exprimer comme :

! e
32

I = 
 32  f II ["e1
23 ]  f II [� p1

23 ]  f II �
� T

23

�
� T

 f I ! p1
32

I  f II ! p1
32

II + �" e
23

I (x2) + �� p
23

I (x2);

! e
13

I = 
 13  ! p1
13

I  �! p
13

I (x2);

! e
21

I = 
 21 + f II ["e1
12 ] + f II [� p1

21 ] + f II �
� T

12

�
� T

 f I ! p1
21

I  f II 1 ! p
21

II  �" e
12

I (x2)  �� p
21

I (x2);

(2.67)

! e
32

II = 
 32 + f I ["e1
23 ] + f I [� p1

23 ] + f I �
� T

23

�
� T

 f I ! p1
32

I  f II ! p1
32

II + �" e
23

II (x2) + �� p
23

II (x2);

! e
13

II = 
 13  ! p1
13

II  �! p
13

II (x2);

! e
21

II = 
 21  f I ["e1
12 ]  f I [� p1

21 ]  f I �
� T

12

�
� T

 f I ! p1
21

I  f II ! p1
21

II  �" e
12

II (x2)  �� p
21

II (x2);

(2.68)

avec :

"e1 I;II
�

= sI;II
�

: � 1 I;II
�

;

�" eI;II
�

(x2) = sI;II
�

: �� I;II
�

(x2):
(2.69)

Les sauts de rotations �elastiques restent identiques aux expressions 2.31.
Par ailleurs, si la condition de saut sur la continuit�e du vecteur de Burgers
�a l'interface est satisfaite (eq. 1.27), ces sauts deviennent :

[! e
32] = [ "e

23] +
�
� T

32

�
� T;

[! e
13] = 0 ;

[! e
21] =  ["e

12]  
�
� T

21

�
� T;

(2.70)

et
h
! e
�

i
= 0

�
en thermo-�elasticit�e homog�ene. Il est �a noter que cette

derni�ere condition a �et�e impl�ement�ee dans un code de pl asticit�e cristalline
avec une formulation purement viscoplastique par Machet al. [MBA10]. Ils
ont montr�e qu'une telle condition conduisait �a des textur es moins marqu�ees
et plus proches de la r�ealit�e par rapport �a un mod�ele de Ta ylor [Tay38] et
un mod�ele �a champs complets sans condition de saut.
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2.2 Cas d'une sym�etrie de maclage

2.2.1 Macles de type I et de type II

Dans cette section, les interfaces planes des �gure 2.1 et 2.2 sont sup-
pos�ees être des joints de macle o�u le cristalI repr�esente la phase parent et
le cristal II la phase macl�ee. Dans la r�ealit�e, les macles ont des dimensions
�nies et le cisaillement de maclage lui-même induit des contraintes d'in-
compatibilit�e. Cependant, dans la con�guration actuelle , les macles sont de
dimensions in�nies et leur cisaillement n'induit aucune contrainte d'incom-
patibilit�e puisqu'il a lieu dans le plan des interfaces. Nous d�e�nissons alors
(e�

1; e�
2; e�

3) les vecteurs de base d'un rep�ere orthonorm�e rattach�e au joint de
macle (�gure 2.4). e�

1 et e�
2 sont colin�eaires, respectivement, �a � 1 et �a nK 1

(cf. section 1.3.1). Dor�enavant, s�
ij d�esignera les complaisances �elastiques

du cristal I dans le rep�ere du joint de macle, tandis quesij d�esignera les
complaisances �elastiques dans le rep�ere du monocristal.

Figure 2.4 { Joint de macle plan in�ni.

Type I

Pour du maclage de type I, l'orientation du r�eseau macl�e par rapport au
r�eseau parent correspond �a une rotation de 180� par rappor t �a nK 1 [CM95].
Ainsi, dans le rep�ere attach�e au joint de macle, le tenseurdes complaisances
�elastiques du cristal II (i.e., le cristal macl�e), SII

�
, se d�eduit du tenseur des

complaisances �elastiques du cristalI , SI
�

= s�
�

, par une rotation de 180�

autour de e�
2 :
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SII
�

=

2

6
6
6
6
6
6
6
6
6
4

s�
11 s�

12 s�
13  s�

14 s�
15  s�

16

s�
12 s�

22 s�
23  s�

24 s�
25  s�

26

s�
13 s�

23 s�
33  s�

34 s�
35  s�

36

 s�
14  s�

24  s�
34 s�

44  s�
45 s�

46

s�
15 s�

25 s�
35  s�

45 s�
55  s�

56

 s�
16  s�

26  s�
36 s�

46  s�
56 s�

66

3

7
7
7
7
7
7
7
7
7
5

: (2.71)

Les composantes deSII
�

sont identiques ou juste de signes oppos�ees �a

celles deSI
�

. Par cons�equent, les composantes plan de
h
"
�

?
i

(eq. 2.17) se

r�eduisent �a :

["?
1] =  2s�

14� 4  2s�
16� 6 + [ "p

1] +
�
� T

1

�
� T;

["?
3] =  2s�

34� 4  2s�
36� 6 + [ "p

3] +
�
� T

3

�
� T;

["?
5] =  2s�

45� 4  2s�
56� 6 + [ "p

5] +
�
� T

5

�
� T:

(2.72)

Ainsi, des 6 composantes de �
�

exprim�ees dans le rep�ere du joint de

macle, seules �4 et � 6 interviennent dans l'expression des contraintes d'in-
compatibilit�e. � 6 correspond directement �a la cission r�esolue macroscopique
sur le syst�eme de maclage. �4 est l'autre composante de cisaillement anti-
plan. Elle agit dans le plan K 1, mais selon une direction orthogonale �a� 1.
Par cons�equent, pour un chargement uniaxial, les contraintes d'incompati-
bilit�e dues �a une di��erence de modules �elastiques sont i nsigni�antes si le
plan K 1 est quasi-parall�ele ou quasi-perpendiculaire �a l'axe dechargement.
Inversement, si le planK 1 se rapproche d'une orientation �a 45� de l'axe de
chargement, les contraintes d'incompatibilit�e seront favoris�ees. Concernant
le tenseurG

�
(eq. 2.22), nous pouvons �egalement noter que la simpli�cation

due �a une sym�etrie de maclage de type I conduit �a G
�

(~s) = G
�

(s� ). Cela

signi�e que la fraction volumique n'a aucune in
uence sur l'orientation du
tenseur des contraintes d'incompatibilit�e. La fraction v olumique in
uence
uniquement l'amplitude des contraintes d'incompatibilt�e.

Type II

Pour du maclage de type II, l'orientation du r�eseau macl�e par rapport au
r�eseau parent correspond �a une rotation de 180� par rappor t �a � 1 [CM95].
Ainsi, SII

�
se d�eduit de SI

�
par une rotation de 180� autour de e�

1 :

61



SII
�

=

2

6
6
6
6
6
6
6
6
6
4

s�
11 s�

12 s�
13 s�

14  s�
15  s�

16

s�
12 s�

22 s�
23 s�

24  s�
25  s�

26

s�
13 s�

23 s�
33 s�

34  s�
35  s�

36

s�
14 s�

24 s�
34 s�

44  s�
45 s�

46

 s�
15  s�

25  s�
35  s�

45 s�
55 s�

56

 s�
16  s�

26  s�
36 s�

46 s�
56 s�

66

3

7
7
7
7
7
7
7
7
7
5

: (2.73)

De nouveau, les composantes deSII
�

sont identiques ou juste de signes

oppos�ees �a celles deSI
�

. Cependant, contrairement au type I, les 6 compo-

santes de �
�

interviennent dans l'expression des contraintes d'incompatibilit�e,

comme cela peut être constat�e au travers des composantes plan de
h
"?
�

i
:

["?
1] =  2s�

15� 5  2s�
16� 6 + [ "p

1] +
�
� T

1

�
� T;

["?
3] =  2s�

35� 5  2s�
36� 6 + [ "p

3] +
�
� T

3

�
� T;

["?
5] =  2s�

15� 1  2s�
25� 2  2s�

35� 3  2s�
45� 4 + [ "p

5] +
�
� T

5

�
� T:

(2.74)

2.2.2 Joint de macle �3(111)

Contraintes d'incompatibilit�e

L'interface plane de la �gure 2.4 est maintenant suppos�eeêtre un joint
de macle �3(111) qui est le joint de macle le plus fr�equemment rencontr�e
dans les m�etaux CFC [CM95]. Ce joint de macle satisfait les relations de
sym�etrie �a la fois des macles de type I et des macles de type II. Le plan
K 1 correspond �a un plan cristallographique (111), tandis quela direction
� 1 correspond �a une direction cristallographique

�
112

�
. Dans le rep�ere du

monocristal, le tenseur des complaisances �elastiques associ�e �a un r�eseau de
sym�etrie cubique s'�ecrit :

s
�

=

2

6
6
6
6
6
6
6
6
6
4

s11 s12 s12 0 0 0

s12 s11 s12 0 0 0

s12 s12 s11 0 0 0

0 0 0 s44 0 0

0 0 0 0 s44 0

0 0 0 0 0 s44

3

7
7
7
7
7
7
7
7
7
5

: (2.75)

Le tenseur des complaisances �elastiques du cristalI dans le rep�ere du
joint de macle peut alors être obtenu �a partir de la rotatio n qui trans-
forme les vecteurs 1p

6
[112] et 1p

3
[111] en [100] and [010], respectivement. En

cons�equence, l'expression deSI
�

dans le rep�ere du joint de macle est :
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SI
�

=

2

6
6
6
6
6
6
6
6
6
4

s�
11 s�

12 s�
13 0 0 s�

16

s�
12 s�

22 s�
12 0 0 0

s�
13 s�

12 s�
11 0 0  s�

16

0 0 0 s�
44  2s�

16 0

0 0 0  2s�
16  2(s�

13  s�
11) 0

s�
16 0  s�

16 0 0 s�
44

3

7
7
7
7
7
7
7
7
7
5

: (2.76)

o�u les s�
ij sont reli�ees aux 3 complaisances ind�ependantess11, s12 et s44

de la mani�ere suivante :

s�
11 = s11  A 1

4 s44; s�
16 =  

p
2

6 (A  1) s44;

s�
12 = s12 + A 1

6 s44; s�
22 = s11  A 1

3 s44;

s�
13 = s12 + A 1

12 s44; s�
44 = 2A+1

3 s44;

(2.77)

avecA le facteur d'anisotropie �elastique :

A =
2 (s11  s12)

s44
=

2c44

c11  c12
: (2.78)

En combinant les �equations 2.19, 2.22, 2.71 (ou 2.73), 2.72(ou 2.74) et
2.76, l'expression du tenseur des contraintes d'incompatibilit�e se simpli�e
prodigieusement pour un joint de macle �3(111). Dans le rep�ere du joint de
macle, les composantes plan de� ? ?

�
sont :

� ? ?
1 =

 2s�
16

s�
13  s�

11
� 6 +

s�
11

 
["p

1] +
�
� T

1

�
� T

�
 s�

13

 
["p

3] +
�
� T

3

�
� T

�

s� 2
13  s� 2

11
;

� ? ?
3 =

2s�
16

s�
13  s�

11
� 6 +

s�
11

 
["p

3] +
�
� T

3

�
� T

�
 s�

13

 
["p

1] +
�
� T

1

�
� T

�

s� 2
13  s� 2

11
;

� ? ?
5 =

2s�
16

s�
13  s�

11
� 4 +

["p
5] +

�
� T

5

�
� T

2 (s�
13  s�

11)
:

(2.79)

Concernant les contributions reli�ees aux di��erences de d�eformation plas-
tique et de dilatation thermique, nous pouvons noter la sym�etrie entre les
composantes 1 et 3, ainsi que le fait que la contrainte de cisaillement ne
d�epend que des composantes de cisaillement plastique et thermique. Concer-
nant les contributions reli�ees au tenseur des contraintesmacroscopiques, la
pr�esence d'un pr�e-facteur commun est �a souligner. En �elasticit�e pure, l'ex-
pression de� ? ?

�
dans le rep�ere du joint de macle devient en e�et tr�es simple

en tenant compte de l'�equation 2.77 :

� ? ?
�

= 2
p

2
A  1
A + 2

2

6
4

 � 6 0 � 4

0 0 0

� 4 0 � 6

3

7
5 : (2.80)
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Ce tenseur est purement d�eviatorique. Ses contraintes principales sont
2
p

2A 1
A+2 ( T; 0; T) avec T =

p
� 2

4 + � 2
6. T est la composante tangentielle

du vecteur traction macroscopique agissant sur le plan de macle. Ainsi, � ? ?
�

correspond juste �a un simple �etat de cisaillement dans le rep�ere d�eduit du
rep�ere principal par rotation de 45� autour de la direction principale e�

2.
Dans un tel rep�ere, les tenseurs des contraintes d'incompatibilit�e dans le
cristal parent ( I ) et dans la macle (II ) s'�ecrivent alors :

�
�

? I;II =

2

6
4

0 0 � I;II

0 0 0

� I;II 0 0

3

7
5 avec

(
� I =  2

p
2A 1

A+2 T f II

� II = 2
p

2A 1
A+2 T f I

: (2.81)

L'ensemble du tenseur des contraintes d'incompatibilit�eest contenu dans
un scalaire qui correspond �a la valeur maximale du cisaillement du cas
g�en�eral ( cf. eq. 2.26). La direction sp�eci�que des ces cisaillements addition-
nels d�epend seulement du cisaillement macroscopique r�esolu dans le plan de
macle.

La remarquable simplicit�e de ce r�esultat scalaire avait �et�e en premier lieu
�etabli par Neumann [Neu99] dans le cas de fractions volumiques �egales. Neu-
mann s'int�eressait �a l'initiation des �ssures de fatigue . Puisque ces derni�eres
apparaissent pr�ef�erentiellement aux surfaces libres, Neumann utilisa ce r�esultat
en volume a�n d'estimer les contraintes d'incompatibilit�e aux joints de macle
en surface grâce �a plusieurs approximations [NT87, Neu99, HN90].

Module e�ectif

Le tenseur des complaisances e�ectivessef f
�

(eq. 2.28) se simpli�e lui

aussi grandement dans le cas d'un joint de macle �3(111). Dans le cas de
fractions volumiques �egales (f I = f II ), sef f

�
adopte une sym�etrie transverse

isotrope o�u la normale au joint de macle constitue l'axe de sym�etrie :

sef f

�
=

2

6
6
6
6
6
6
6
6
4

s11  A  1
4 s44 s12 + A  1

6 s44 s12 + A  1
12 s44 0 0 0

s12 + A  1
6 s44 s11  A  1

3 s44 s12 + A  1
6 s44 0 0 0

s12 + A  1
12 s44 s12 + A  1

6 s44 s11  A  1
4 s44 0 0 0

0 0 0 3A
A +2 s44 0 0

0 0 0 0 A +2
3 s44 0

0 0 0 0 0 3A
A +2 s44

3

7
7
7
7
7
7
7
7
5

:

(2.82)

Il est int�eressant de mettre en parall�ele ce r�esultat avec la transforma-
tion martensitique " qui op�ere dans les aciers et qui transforme une structure
CFC en une structure HC. Cette transformation est en e�et tr�es similaire
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au maclage puisque les plans d'habitat sont les plans (111) et qu'elle s'e�ec-
tue �egalement �a partir du glissement des dislocations partielles de Shockley
a=6 < 112 > [All12]. La transformation martensitique " aboutit ainsi �a une
relation d'orientation (111) 
 ==(0001)" . De plus, dans cette transformation,
le glissement

�
112

�
s'op�ere uniquement tous les deux plans (111) [All12],

ce qui coh�erent avec le fait que la sym�etrie transverse isotrope de sef f
�

est

obtenue uniquement pourf I = f II . Certains auteurs ont d'ailleurs observ�e
la co-existence des macles �3(111) et des variantes de martensite " au sein
d'une même bande de d�eformation [Bra07].

Cissions r�esolues en �elasticit�e

Figure 2.5 { � est l'angle entre l'axe de chargement et la normale au joint de macle
�3(111).  est un angle de rotation autour de la normale au joint de macle.

Il est �egalement possible d'obtenir des expressions simples des cissions
r�esolues sur les syst�emes (111) [0�11] dans les phases parent et macl�ee dans
le cas d'un chargement uniaxial � u en �elasticit�e. Pour cela, on introduit �
l'angle entre nK 1 et l'axe de chargement (0� � � 90�), ainsi que  , un
angle de rotation autour de nK 1 (0 �  � 360�) (�gure 2.5). On consid�ere
que le plan K 1 est un plan B dans les notations de Schmid et Boas (cf.
Notations). Dans le rep�ere associ�e au chargement, on anK 1 = [cos �; 0; sin � ]
et T = (cos � sin � ) � u . Le cas = 0 correspond �a � 1 = [sin �; 0;  cos� ]. A
partir de l'�equation 2.80 ou 2.81, on obtient alors :

� (s) I
= R(s) I

�
: �

�
 f II 8

p
3

9
A  1
A + 2

T � (s) I
;

� (s) II
= R(s) II

�
: �

�
+ f I 8

p
3

9
A  1
A + 2

T � (s) II
;

(2.83)

o�u les fonctions � (s) I;II
d�ependent seulement de l'angle . Avec les no-

tations de Schmid et Boas, ces fonctions s'�ecrivent :
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� A2I =
p

3 cos
 
  5�

6

�
;

� A3I = cos ( + � ) ;

� A6I = cos
 
 + �

3

�
;

� B 2I = 0 ;

� B 4I = 0 ;

� B 5I = 0 ;

� C1I = cos
 
  2�

3

�
;

� C3I = cos
 
 + 2�

3

�
;

� C5I =
p

3 cos
 
  �

2

�
;

� D 1I = cos ( + � ) ;

� D 4I =
p

3 cos
 
 + 5�

6

�
;

� D 6I = cos
 
  �

3

�
;

� A2II =
p

3 cos
 
 + �

2

�
;

� A3II = cos
 
 + �

3

�
;

� A6II = cos
 
  �

3

�
;

� B 2II = 0 ;

� B 4II = 0 ;

� B 5II = 0 ;

� C1II = cos
 
 + 2�

3

�
;

� C3II = cos ( ) ;

� C5II =
p

3 cos
 
 + 5�

6

�
;

� D 1II = cos
 
 + �

3

�
;

� D 4II =
p

3 cos
 
 + �

6

�
;

� D 6II = cos ( + � ) :

(2.84)

De mani�ere int�eressante, on constate que les syst�emes deglissement
peuvent se classer en 3 groupes en fonction des expressions de � (s) :

� groupe (1) : les syst�emesB 2, B 4 et B 5 pour lesquels� (s) = 0,

� groupe (2) : les syst�emesA2, C5 et D4 pour lesquels� (s) s'�ecrit commep
3 fois une fonction cosinus de ,

� groupe (3) : les syst�emesA3, A6, C1, C3, D1, D6 pour lesquels� s

s'�ecrit juste comme une fonction cosinus de .

Pour les syst�emes du groupe (1), les contraintes d'incompatibilit�e n'ont
pas d'e�et sur les cission r�esolues, �etant donn�e que le plan B est parall�ele
au plan de macle. De même, le glissement peut s'y d�evelopper librement
sans induire aucune incompatibilit�e plastique (cf. cas C du tableau 1.1).
Le groupe (2) rassemble les paires de syst�eme ayant la même direction de
glissement et qui est contenue dans le plan du joint de macle,�a savoir :
A2I =D4II , C5I =A2II et D4I =C5II . Ces paires de syst�emes autorisent ainsi
le glissement d�evi�e des dislocations vis parfaites au joint de macle [ZWL+ 11,
ZLW12]. Elles correspondent �a la con�guration \miroir" du cas E du tableau
1.1. Du glissement sur une paire de syst�emes du groupe (2) neg�en�erera donc
non plus aucune contrainte d'incompatibilit�e. L'activat ion de telles paires de
syst�eme a �et�e r�ecemment mise en �evidence exp�erimentalement grâce �a des
essais sur des micropiliers de Cu avec un joint de macle �3(111) parall�ele
�a l'axe de compression [LAI+ 13, IKMD14, HS14]. Quand la d�eformation
plastique s'e�ectue par du glissement sur une de ces paires,aucun e�et de
durcissement ou d'�ecrouissage li�e �a la pr�esence du joint de macle n'a �et�e
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observ�e par rapport au cas monocristallin, ce qui est en parfait accord avec
l'absence de contrainte d'incompatibilit�e d'origine pla stique dans ce cas.

Les expressions 2.84 montrent que la partie des cissions issue du ten-
seur des contraintes d'incompatibilit�e augmentera plus rapidement avec le
chargement pour les syst�emes du groupe (2) en raison du facteur

p
3. Par

cons�equent, il est int�eressant de souligner que le glissement d�evi�e peut être fa-
voris�e au joint de macle par rapport �a d'autres m�ecanismes grâce �a l'�elastict�e
anisotrope et les contraintes d'incompatibilit�e induite s.

2.3 Glissement au joint de grains

2.3.1 Relations de compatibilit�e

Nous reprenons le probl�eme de la section 2.1 (�gure 2.1) en introdui-
sant le glissement au joint de grains comme m�ecanisme de d�eformation
suppl�ementaire au travers d'un tenseur de distorsion � S

�
. Les incompati-

bilit�es de d�eformation li�es �a du glissement au joint de g rains ont d�ej�a �et�e
calcul�ees par Mussot et al. dans le cas d'un joint plan et d'un joint courb�e
[MRZ85]. Nous poursuivons ce travail a�n d'�evaluer les champs �elastiques
induits par ces incompatibilit�es dans le cas du joint plan. De mani�ere ana-
logue �a l'expression du tenseur de distorsion plastique induit par la formation
d'une boucle de dislocation [Kos79], le tenseur� S

�
est singulier au niveau de

l'interface et pour un joint de grains plan de normale unitaire n � e2 (�gure
2.1), il peut s'exprimer comme :

� S
ij = gi (x1; x3)nj � (x2); (2.85)

o�u le vecteur g = [ u] repr�esente le saut de d�eplacement �a l'interface dû
au glissement au joint de grains. Par contruction, nous avons :

n1 = n3 = 0 et n2 = 1 : (2.86)

L'absence de d�ecoh�esion de l'interface impose de plus [MRZ85] :

g2 = 0 : (2.87)

Ainsi, les seules composantes non nulles de� S

�
sont � S

12 et � S
32. Les com-

plaisances �elastiques, les dilatations thermiques et lesdistorsions plastiques
sont toujours suppos�ees uniformes dans chaque cristal. Nous consid�erons
aussi toujours la continuit�e du vecteur contrainte �a l'in terface. De plus, nous
faisons �egalement l'hypoth�ese que les gradientsgi;j sont uniformes. Ainsi, la
distorsion totale est maintenant donn�ee par :
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� ij (x1; x2; x3) = � e
ij (x1; x2; x3) + � p

ij
I +

h
� p

ij

i
H (x2)

+
�

� T
ij

I
+

�
� T

ij

�
H (x2)

�
� T + gi (x1; x3)� j 2� (x2):

(2.88)

Le tenseur de Nye�
�

(eq. 1.16) peut alors être �evalu�e compte-tenu de la

compatibilit�e des distorsions totales (eq. 1.8) et des conditions 2.86 :

� ij =  2 j 2m
 
[� p

im ] +
�
� T

im

�
� T

�
� (x2) 2 jl 2 gi;l � (x2): (2.89)

Avec nos hypoth�eses, le tenseur�
�

ne d�epend donc que dex2. Il en est

donc de même pour� e
?

�
la partie incompatible de la distorsion �elastique (cf.

eq. 1.22). On peut ainsi �ecrire :

� e

�
= r z + � e

?
�

(x2); (2.90)

o�u z est un vecteur continu tel quer z = � e
k

�

. D'apr�es la relation 2.90, on

alors :

8j 6= 2, � e
i 2;j = zi; 2j = zi;j 2: (2.91)

En appliquant �a nouveau la compatibilit�e des distorsions totales �a l'�equation
2.88 et en tenant compte de la relation 2.91, on obtient :

8i 6= 2 ; 8j 6= 2, � e
ij; 2 = zi;j 2  

�h
� p

ij

i
+

�
� T

ij

�
� T  gi;j

�
� (x2) = 0 ; (2.92)

ce qui devient par int�egration par rapport �a x2 :

8i 6= 2 ; 8j 6= 2, � e
ij = zi;j  

�h
� p

ij

i
+

�
� T

ij

�
� T  gi;j

�
H (x2) + K ij ; (2.93)

o�u K ij sont des constantes uniformes dans l'espace. Par d�e�nition, on a
[zi ] = 0, d'o�u 8j 6= 2, [ zi;j ] = 0 et par cons�equent :

8i 6= 2 ; 8j 6= 2,
�
� e

ij

�
=  

h
� p

ij

i
 

�
� T

ij

�
� T + gi;j : (2.94)

Les relations 2.94 sont en accord avec les conditions de compatibilit�e
�etablies par Mussot et al. [MRZ85, DB16]. Elles indiquent que le glissement
au joint de grains peut engendrer des incompatibilit�es de d�eformation et
de rotation �a partir du moment o�u celui-ci est non-uniform e, comme cela a
par exemple �et�e observ�e r�ecemment dans le Ti [DB16]. En e�et, les termes
gi;j ( j 6=2) sont directement reli�es au gradient de � S

12 et � S
32 via les relations :

8j 6= 2, � S
12;j = g1;j � (x2);

8j 6= 2, � S
32;j = g3;j � (x2):

(2.95)
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2.3.2 Sauts de contrainte

En reprenant la notation contract�ee de Voigt [Voi28], les relations 2.94
permettent d'�ecrire le syst�eme suivant :

["e
1] = [ s1j � j ] =  ["p

1]  
�
� T

1

�
� T + gg1;

["e
3] = [ s3j � j ] =  ["p

3]  
�
� T

3

�
� T + gg3;

["e
5] = [ s5j � j ] =  ["p

5]  
�
� T

5

�
� T + gg5;

(2.96)

o�u les composantes du tenseur sym�etriquegg
�

sont telles que :

gg1 = g1;1;

gg3 = g3;3;

gg5 = g1;3 + g3;1;

gg2 = gg4 = gg6 = 0 :

(2.97)

En utilisant les relations
h
s
�

: �
�

i
=

h
s
�

i
:� �

�
� + � s

�
� :

h
�
�

i
et

[� A = 0] (continuit�e du vecteur contrainte), le syst�eme 2.96 d evient :

� s11 � [� 1 ] + � s13 � [� 3 ] + � s15 � [� 5 ] =  [s1j ] � � j �  [" p
1 ]  

h
� T

1

i
� T + gg1 ;

� s13 � [� 1 ] + � s33 � [� 3 ] + � s35 � [� 5 ] =  [s3j ] � � j �  [" p
3 ]  

h
� T

3

i
� T + gg3 ;

� s15 � [� 1 ] + � s35 � [� 3 ] + � s55 � [� 5 ] =  [s5j ] � � j �  [" p
5 ]  

h
� T

5

i
� T + gg5 :

(2.98)

En introduisant la notation :
h
"??
�

i
=

h
s
�

i
:� �

�
� +

h
"p
�

i
+

h
� T
�

i
� T  gg

�
; (2.99)

le syst�eme 2.98 devient analogue au syst�eme 2.18, ce qui permet d'obtenir
directement les solutions des sauts de contrainte :

h
�
�

i
= G

�
:

h
"??
�

i
; (2.100)

o�u les composantes non nulles du tenseurG
�

sont donn�ees par les relations

2.22 en rempla�cant ~s
�

par � s
�

� (ou bien en prenant f I = f II = 0 :5). Au

travers de l'�equation 2.99, on voit que le glissement au joint de grains est un
m�ecanisme qui permet de relaxer les contraintes d'incompatibilit�e d'origine
�elastique, plastique ou thermique bien que celles-ci n'agissent pas sur les
cissions r�esolues dans le plan de l'interface qui sont g�en�eralement consid�er�ees
comme la principale force motrice du glissement au joint [RA71].
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2.3.3 Sauts de rotations �elastiques

A partir des relations 2.94, les sauts de rotation �elastique en pr�esence de
glissement au joint de grains s'expriment comme :

[! e
32] = [ "e

23] + [ � p
23] +

�
� T

23

�
� T;

[! e
13] =  [! p

13] +
1
2

(g1;3  g3;1) ;

[! e
21] =  ["e

12]  [� p
21]  

�
� T

12

�
� T;

(2.101)

avec
h
"e
�

i
=

h
s
�

i
:� �

�
� + � s

�
� :

h
�
�

i
. On voit ainsi que le glissement

au joint de grains peut in
uencer l'�evolution des textures cristallographiques.

2.4 Applications

2.4.1 D�ebut de plasticit�e dans des micropiliers bicrista llins

Proc�edure exp�erimentale

Dans le cadre de la th�ese d'Idriss Tiba [Tib15], e�ectu�ee en collaboration
avec l'Universit�e de la Sarre, les formules analytiques pr�ec�edentes des champs
�elastiques aux interfaces planes ont �et�e utilis�ees pour pr�edire les cissions
r�esolues sur les syst�emes de glissement ainsi que l'�evolution des rotations de
r�eseau dans des bicristaux de Ni de tr�es haute puret�e (99:999%). Le choix de
ce mat�eriau CFC s'explique d'une part, par le fait que lignes de glissement
�emergeant �a la surface sont ais�ement observables et d'autre part, en raison
de son facteur d'anisotropie �elastique relativement �elev�e avec A = 2 :37. Trois
micropiliers bicristallins de Ni ont ainsi �et�e usin�es pa r canon �a ions focalis�es
(FIB) le long d'un joint de grain particulier, choisi sur une plaque polycristal-
line de Ni de 2mm d'�epaisseur. Cette plaque avait auparavant subie un trai-
tement thermique complexe a�n d'obtenir des grains de taille millim�etrique,
des joints plus ou moins perpendiculaires �a la surface et des contraintes
r�esiduelles n�egligeables[TRM + 15]. Les joints de macles �3(111), nombreux
en raison du traitement thermique, ont �et�e syst�ematique ment �ecart�es �etant
donn�e nos r�esultats montrant que les contraintes d'incompatibilit�e �elastique
sont nulles pour un chargement parall�ele �a un joint de macle de type I (eq.
2.72). Au �nal, un joint de grains g�en�eral de d�esorientat ion 55:1� a �et�e choisi
(�gure 2.6) en raison des �ecarts attendus sur les pr�edictions des syst�emes
actifs entre une loi de Schmid macroscopique (� s = Rs

�
: �

�
) et une loi de

Schmid tenant compte des contraintes d'incompatibilit�e.
Les trois micropiliers cylindriques fabriqu�es le long de ce joint de grains

ont ensuite subi une compression uniaxiale en contrôle de d�eplacement
(1nms 1) �a temp�erature ambiante �a l'aide d'un nanoindenteur mun i d'un
poin�con plat. Chaque essai a �et�e arrêt�e �a trois taux de d�eformation a�n
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Figure 2.6 { (a) Cartographie EBSD des deux cristaux choisis pour usiner les bicris-
taux. Leurs orientations sont donn�ees dans le triangle inve rse standard. (b) Micrographie
MEB du micropilier avec le joint de grains inclin�e de 10� par rapport �a l'axe de compres-
sion.

de pouvoir r�ealiser des observations microscopiques. Lestrois micropiliers
d�eform�es poss�edent un diam�etre �a mi-hauteur de � 10�m , une hauteur
moyenne de� 20�m et une assez faible conicit�e (2:6� �a 3 :7�). Pour ces
trois bicristaux, les angles� des joints de grains avec l'axe de chargement
sont de 10�, 9� et 4�. Pour une question de simplicit�e, les r� esultats sont
uniquement pr�esent�es pour le micropilier avec le joint de grains inclin�e �a
10� (�gure 2.6), les r�esultats obtenus sur les deux autres piliers �etant tr�es
similaires. La fraction volumique du cristal not�e I de ce micropilier est de
0:25 [Tib15].

Caract�erisation des syst�emes de glissement activ�es

A chaque taux de d�eformation, des observations microscopiques ont �et�e
r�ealis�ees a�n d'identi�er les syst�emes de glissement actifs par comparaison
de l'orientation de leurs marches laiss�ees �a la surface avec celles calcul�ees
�a partir des orientations cristallines initiales. En e�et , ce type d'exp�erience
permet d'avoir acc�es �a une vue en 3 dimensions des micropiliers et donc de
caract�eriser, en plus des plans de glissement, �egalementles directions de glis-
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sement. Ces observations ont conduit aux conclusions suivantes [TRM + 15] :

� le premier cristal �a être entr�e en plasticit�e est le cris tal I , les lignes de
glissement y �etant beaucoup plus prononc�es �a 1:5%,

� la plasticit�e dans le cristal I s'e�ectue par du glissement simple sur le
syst�eme D6,

� la plasticit�e dans le cristal II s'e�ectue par du glissement sur les
syst�emes A3 et B 4,

� apr�es 3% de d�eformation, on observe �egalement du glissement sur un
plan C dans le cristal II et cela uniquement �a proximit�e du joint de
grains (l'identi�cation de la direction n'a pas �et�e possi ble car les traces
�etaient trop peu visibles).

E�ets des contraintes d'incompatibilit�e en �elasticit�e

Dans un premier temps, le calcul des contraintes a �et�e appliqu�e �a par-
tir des formules 2.19 en �elasticit�e pure (d�eformations p lastiques et dila-
tations thermiques nulles). Les constantes �elastiques anisotropes utilis�ees
sont r�epertori�ees dans le tableau 2.1. Ce calcul prend en compte une par-
tie de la g�eom�etrie sp�eci�que du micropilier au travers d e la fraction volu-
mique (f I = 0 :25) et de l'inclinaison du joint de grains (� = 10�). A�n
d'�etudier l'e�et de ces param�etres, trois cas suppl�ementaires ont �egalement
�et�e consid�er�es : (i) f I = 0 :5 et � = 0�, (ii) f I = 0 :5 et � =  10�, et
(iii) f I = 0 :25 et � = 0�. Deux rapports ont �et�e introduits, R1 a�n de
caract�eriser quel cristal entre le premier en plasticit�e :

R1 =
� I

max  � II
max

� u
; (2.102)

o�u � I
max et � II

max sont les cissions r�esolues maximales dans les cristaux
I et II et � u la valeur de la contrainte macroscopique uniaxiale appliqu�ee,
ainsi queR2 le rapport entre le premier et le second maximum de la cission
r�esolue dans un cristal :

R2 =
� max 1

� max 2
: (2.103)

Si R2 est proche de l'unit�e, alors le cristal se d�eformera certainement en
glissement multiple. Inversement, siR2 est tr�es �elev�e, alors le cristal aura
une forte probabilit�e de se d�eformer en glissement simple. Une orientation
monocristalline bien connue donnant du glissement simple lors d'un charge-
ment uniaxial est [123] [Tak54] et correspond �aR2 = 1 :33. En fait, la valeur
la plus �elev�ee possible deR2 lors d'un chargement uniaxial est 1:38 obtenue
avec l'orientation [13 21 34] [Fin74]. Le tableau 2.2 regroupe les valeurs des
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param�etres R1 et R2, ainsi que les valeurs maximales des cissions r�esolues
sur les syst�emes de glissement dans les cristauxI et II dans le cas d'une loi
de Schmid tenant compte des contraintes d'incompatibilit�e ainsi que celui
d'une loi de Schmid macroscopique.

C 11 C 12 C 44

244 GPa 158 GPa 102 GPa

Table 2.1 { Constantes �elastiques cubiques du Ni.

Avec contraintes d'incompatibilit�e Loi de

f = 0 :5 f = 0 :5 f = 0 :25 f = 0 :25 Schmid

� = 0 � � =  10 � � = 0 � � =  10 � macroscopique

R 1 0:16 0:17 0:20 0:21  0:07

Cristal I

R 2 1:13 1:13 1:20 1:22 1:04

j � s =� u j

D 6 0:53 0:54 0:62 0:63 0:41

D 1 0:47 0:47 0:52 0:52 0:42

B 2 0:28 0:31 0:33 0:37 0:26

Cristal II

R 2 1:15 1:12 1:07 1:05 1:01

j � s =� u j

B 4 0:37 0:37 0:42 0:42 0:49

A 3 0:32 0:33 0:39 0:40 0:49

B 2 0:27 0:26 0:29 0:29 0:33

C 1 0:29 0:27 0:30 0:28 0:32

D 1 0:22 0:22 0:27 0:27 0:33

A 2 0:24 0:23 0:27 0:27 0:32

Table 2.2 { Pr�edictions des deux mod�eles concernant les valeurs des param�etres R1 et
R2 , ainsi que celles des cissions r�esolues normalis�ees sur les trois et six premiers syst�emes
de glissement dans les cristauxI et II , respectivement. Les valeurs des cissions normalis�ees
pr�esentent un erreur de � 0:01 en tenant compte d'une variation de � 1� dans les mesures
des angles d'Euler.

D'apr�es le tableau 2.2, des di��erences en signe et en amplitude sont
observ�ees au niveau du crit�ere d'entr�ee en plasticit�e entre une loi de Schmid
tenant compte des contraintes d'incompatibilit�e ( R1 = 0 :21 dans le cas r�eel
f I = 0 :25 et � =  10�) et une loi de Schmid macroscopique (R1 =  0:07).
Cela signi�e que la loi de Schmid classique pr�evoit que le cristal II se d�eforme
plastiquement tr�es l�eg�erement avant le cristal I , tandis que la prise en compte
des contraintes d'incompatibilit�e indique clairement un d�ebut de plasticit�e
dans le cristal I , en parfait accord avec les observations e�ectu�ees �a 1:5%.

Par ailleurs, en accord avec les caract�erisations exp�erimentales avant 3%
de d�eformation, les mod�eles avec et sans prise en compte des contraintes d'in-
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compatibilit�e pr�evoient tous les deux du glissement double sur les syst�emes
A3 et B 4 dans le cristalII �etant donn�e les faibles valeurs deR2 : R2 = 1 :05
et R2 = 1 :01 respectivement. En revanche, seule la prise en compte des
contraintes d'incompatibilit�e permet de pr�edire du glis sement simple sur
le syst�eme D6 dans le cristal I avec une valeur �elev�ee du param�etre R2 :
R2 = 1 :22. La loi de Schmid macroscopique pr�edit elle du glissement double
sur les syst�emesD1 et D6 dans le cristal I (R2 = 1 :04), ce qui est en
d�esaccord avec les observations.

En�n, les r�esultats du tableau 2.2 permettent d'�etudier l 'e�et de la frac-
tion volumique et de l'inclinaison du joint. Nous pouvons constater qu'une
variation de � de 0� �a  10� n'in
uence que tr�es l�eg�erement les pr�edictions
du mod�ele dans le cas �etudi�e. En revanche, l'e�et de fract ion volumique
est beaucoup plus net quandf I passe de 0:25 �a 0:5. En e�et, l'amplitude
des contraintes d'incompatibilit�e dans un cristal est quasi-proportionnelle �a
la fraction volumique du cristal voisin (eq. 2.19). C'est vraisemblablement
pour cette raison que les pr�edictions de la loi de Schmid macroscopique sont
meilleures dans le cristalII qui poss�ede la fraction volumique la plus �elev�ee
(f II = 0 :75).

Figure 2.7 { Variation des cissions r�esolues sur les syst�emesA3 et B 4 dans le cristal
II en fonction de l'amplitude du glissement sur le syst�eme D 6 dans le cristal I � 
 D 6I

.
Comparaison entre les pr�edictions des formulations anisotrope et isotrope.

De surcrô�t, des calculs de contrainte ont �egalement �et�e e�ectu�es en pre-
nant en compte une �evolution de la plasticit�e dans le cristal I due �a du
glissement simple sur le syst�emeD6. Les formulations anisotrope (eqs. 2.20
et 2.21) et isotrope (eqs. 2.37 et 2.38) ont �et�e compar�ees(�gure 2.7). Toutes
les deux pr�edisent des cissions r�esolues maximales sur les syst�emes A3 et
B 4 dans le cristal II avec une l�eg�ere pr�edominance du syst�eme A3 qui a
�et�e con�rm�ee exp�erimentalement �a 1 :5%. Contrairement �a la formulation
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isotrope, la formulation anisotrope montre cependant un croisement des va-
leurs des cissions r�esolues des syst�emesA3 et B 4 pour un glissement d'en-
viron 0:07% sur le syst�emeD6 dans le cristal I . Au niveau de ce point de
transition, les valeurs des cissions r�esolues sur les deuxsyst�emes valent ap-
proximativement 0:52j� u j, ce qui est inf�erieur �a la valeur de la cission sur
le syst�eme D6 dans le cristal I (0:63j� u j). Cela signi�e que cette transition
se produit vraisemblablement avant le d�ebut de la plasticit�e dans le cristal
II , en coh�erence avec les observations.

Validation par �el�ements �nis

L'essai de compression du micropilier bicristallin de Ni �etudi�e a aussi �et�e
simul�e en �elasticit�e par EF �a l'aide du logiciel Abaqus dans le cas� = 0�
[Tib15] (�gure 2.8). Les composantes du tenseur des contraintes ont �et�e
compar�ees �a celles donn�ees par les formules analytiques2.19 (�gure 2.9).
Une excellente correspondance a �et�e trouv�ee entre la solution analytique
de la composante pr�edominante du tenseur des contraintes (� 22 dans le
rep�ere de la simulation EF qui correspond �a la composante de compres-
sion le long de l'axe de chargement) et celle calcul�ee par EFau niveau d'un
pro�l �a mi-hauteur du micropilier. En e�et, les surfaces li bres lat�erales n'ont
qu'une in
uence minime, due �a la conicit�e du micropilier, sur cette com-
posante. Ceci explique vraisemblablement la capacit�e desformules analy-
tiques �a pr�edire correctement les syst�emes de glissement actifs. Concernant
les autres composantes, les formules analytiques permettent de retrouver
correctement les sauts de contrainte au joint de grains �a mi-hauteur du mi-
cropilier. En revanche, pour ces composantes, les solutions EF s'�ecartent
clairement des solutions analytiques en s'�eloignant du joint de grains. Par
ailleurs, il y a �egalement une in
uence grandissante des conditions limites
sur toutes les composantes quand on se rapproche du haut et dubas du
micropilier. En particulier, les simulations EF montrent l 'existence d'une
singularit�e des contraintes au point d'intersection entre le joint de grains et
la face sup�erieure du micropilier.

Comparaison avec les crit�eres g�eom�etriques de transmission

Les observations et les calculs indiquent que la plasticit�e commence dans
le cristal I sur le syst�eme D6 et est suivie par l'activation du syst�eme A3
dans le cristal II . Ce sc�enario sugg�ere que la d�eformation plastique peutêtre
transmise au joint de grains du syst�emeD6 au syst�eme A3. A�n d'�etablir
une connection entre les pr�edictions bas�ees sur le calculdes contraintes d'in-
compatibilit�e et les processus de transmission du glissement, les param�etres
g�eom�etriques de transmission habituellement utilis�es dans la litt�erature ont
�et�e d�etermin�es. Tout d'abord, le param�etre de transfe rt M a �et�e consid�er�e
(eq. 1.33). La transmission du glissement est suppos�ee avoir lieu avec le
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Figure 2.8 { G�eom�etrie du micropilier utilis�ee dans la simulation EF .

syst�eme sortant maximisant la valeur de M [CWZS+ 92, SWC88, LRB89],
autrement dit avec le syst�eme minimisant les angles entreL + et L  et entre
m+ et m . Lee et al. [LRB90] et Kim et Raj [LR85] ont propos�e un crit�ere
suppl�ementaire a�n de prendre en compte l'e�et des empilements de dislo-
cations dans le plan incident sur la cission r�esolue du syst�eme sortant. Cette
condition est bas�ee sur la minimisation du vecteur de Burgers r�esiduel jbr j
laiss�e �a l'interface. Le tableau 2.3 reporte les valeurs des angles d'intersection
au joint de grains entre les plans incident et sortant� = arccos

 
L I � L II

�
, et

entre les directions de glissement� = arccos
 
mI � mII

�
, ainsi que les valeurs

de M et de jbr j.
Le tableau 2.3 montre que l'angle� est minimal entre le plan de glis-

sement incident D et celui transmis C avec � = 4�. En outre, parmi les
directions possibles appartenent �a ce plan de glissement,celle qui poss�ede
le plus grand facteur M et le plus faible vecteur de Burgers r�esiduel est
le syst�eme C3, avec M = 0 :98 et jbr j=b = 0 :19. D'apr�es les observations
exp�erimentales, le plan de glissementC a �et�e e�ectivement observ�e pr�es du
joint de grains, mais seulement apr�es un certain taux de d�eformation (4:5%).
Cependant, la direction de glissement sur ce plan n'a pas pu ^etre identi��ee.
Par ailleurs, le tableau 2.3 apporte des informations sur les syst�emesA3 et
B 4 qui ont �et�e les premiers observ�es dans le cristal II et qui pr�esentent les
plus fortes cissions r�esolues : le syst�emeA3 a �egalement des param�etres de
transmission tr�es favorables avecM = 0 :93 et jbr j=b= 0 :19 au contraire du
syst�eme B 4 qui pr�esentent des param�etres tr�es d�efavorables avecM = 0 :03
et jbr j=b= 1 :37.
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Figure 2.9 { Simulation EF du comportement du micropilier en �elasticit �e pure. Varia-
tions des contraintes � 11 (a,b) et � 22 (c,d) le long de di��erents pro�ls et comparaison avec
la solution analytique.

Evolution moyenne des orientations cristallines

L'�evolution des orientations cristallines a pu être mesur�ee par EBSD
apr�es 4:5% de d�eformation grâce �a des d�ecoupes successives du micropilier
[Tib15]. Les derni�eres mesures se situent �a une distance de 3 4�m du som-
met du pilier �etant donn�ee l'inclinaison de la coupe (10�) . Ces mesures ont
notamment �et�e utilis�ees a�n de rechercher les valeurs optimales des taux de
glissement sur les syst�emes du cristalII �a partir des formules des rotations
�elastiques (eqs. 2.33 et 2.34). Pour cela, la 
�eche entre l'orientation initiale
et �nale dans chaque cristal a �et�e consid�er�ee, ie., le vecteur normalis�e entre
les deux orientations sur la �gure de pôle inverse. Puis, ensupposant unique-
ment du glissement sur le syst�emeD6 dans le cristal I , nous les glissements

 A3II , 
 B 4II et 
 C3II (le syst�eme C3 �etant fortement suspect�e d'avoir �et�e
activ�e d'apr�es nos observations et les crit�eres de transmission) dans le cris-
tal II ont �et�e ajust�es a�n que la somme des deux produits scalaires entre
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Cristal I Cristal II � � � � M jbr j=b

D6

B 2

59

71 0:17 1:16

B 4 86 0:03 1:37

B 5 67 0:20 1:10

D 1

87

54 0:03 0:91

D 4 86 0:00 1:37

D 6 49 0:04 0:83

A2

18

71 0:31 1:16

A3 11 0:93 0:19

A6 49 0:62 0:83

C1

4

54 0:58 0:91

C5 67 0:40 1:10

C3 11 0:98 0:19

Table 2.3 { Valeurs des param�etres g�eom�etriques caract�erisant le p rocessus de trans-
mission pour le micropilier �etudi�e. Le vecteur de Burgers r�esiduel est normalis�e par l'am-
plitude du vecteur de Burgers des dislocations parfaites dans le Ni. Toutes ces valeurs
ont �et�e calcul�ees �a partir des angles d'Euler avant d�ef ormation. Une erreur de � 1� sur les
angles d'Euler induit une erreur de � 1� sur les valeurs de� et � .

les 
�eches exp�erimentales et th�eoriques des deux cristaux soit maximis�ee. A
chaque test de triplet de valeurs, le glissement
 D 6I a lui �et�e d�etermin�e de
sorte �a obtenir une d�eformation plastique moyenne de 4:5%. La �gure 2.10
repr�esente une �gure de pôle inverse associ�ee �a l'axe decompression. Les
points en bas correspondent �a des orientations dans le cristal II et ceux en
haut �a droite �a des orientations dans le cristal I . Les croix vertes repr�esentent
les orientations initiales et les losanges bleus les orientations moyennes me-
sur�ees �a 4:5%. Les points rouges correspondent aux valeurs donn�ees par
les �equations 2.33 et 2.34 apr�es optimisation des taux de glissement sur les

�eches entre orientations initiale et �nale. Les taux de gl issement ainsi ob-
tenus valent :


 A3II = 0 :042, 
 B 4II = 0 :049, 
 C3II = 0 :003 et 
 D 6I = 0 :11.

La même proc�edure d'optimisation en �elasticit�e isotro pe �a l'aide des for-
mules 2.39 et 2.40 donne :


 A3II = 0 :044, 
 B 4II = 0 :049, 
 C3II = 0 :005 et 
 D 6I = 0 :10.

Ces valeurs montrent un e�et peu prononc�e de l'anisotropie�elastique sur
l'�evolution des orientations cristallines dans ce cas optimis�e. D'autre part,
elles sont qualitativement tr�es coh�erentes par rapport aux observations :
pr�edominance du glissement D6 dans le cristal I , glissement �a peu pr�es
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Figure 2.10 { Figure de pôle inverse associ�ee �a l'axe de compression : orientations
moyennes mesur�ees �a l'�etat initial (croix), apr�es 4 :5% (losanges) et pr�edites avec les valeurs
optimis�ees des taux de glissement (disques) (cf. texte).

de même niveau sur les syst�emesA3 et B 4 et faible sur le syst�eme C3
dans le cristal II . Cependant, il est �a noter que même si les tendances en
termes de directions des 
�eches sur la �gure de pôle inverse apparaissent
satisfaisantes, il y a un certain �ecart avec les points exp�erimentaux en terme
de d�esorientation (�gure 2.10). Ces di��erences peuvent venir du fait que
les valeurs exp�erimentales sont moyenn�ees sur toute la surface du bicristal
incluant les zones proches des surfaces libres qui ne sont pas prises en compte
dans les formules d�evelopp�ees.

2.4.2 Structures lamellaires de macles

Les expressions 2.83 des cissions r�esolues sur les syst�emes (111) [0�11] ont
permis de r�ealiser une �etude de l'initiation du glissement dans les mat�eriaux
pr�esentant des structures lamellaires avec des joints de macle �3(111), comme
les aciers TWIP ou les mat�eriaux nanomacl�es obtenus par �electrod�eposition.
Concernant les aciers TWIP, il est g�en�eralement admis quele maclage est
s�equentiel : un syst�eme de maclage primaire est d'abord activ�e avant l'ac-
tivation d'un syst�eme secondaire aux plus fortes d�eformations [All04]. Pour
un acier TWIP Fe-22Mn-0.6C wt.%, Allain [All04] a observ�e q ue la pro-
portion de grains avec un seul syst�eme de maclage augmentait jusqu'�a 50%
�a 15% de d�eformation, puis diminuait et se stabilisait aut our de 20% jus-
qu'�a la �n de l'essai. Pour un acier similaire �a 30% et 40% de d�eformation,
Gutierrez-Urrutia et Raabe [GUR11] ont mis en �evidence que30% des grains
poss�edaient une unique structure lamellaire de macles tandis que 60% des
grains �etaient concern�es par l'activation de deux syst�emes de maclage. Ainsi,
l'analyse num�erique s'est uniquement concentr�ee sur le cas de structures la-
mellaires de joints de macle �3(111) issue d'un seul syst�eme, pour lesquelles
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l'approximation d'une structure lamin�ee p�eriodique est directement perti-
nente (cf. �gure 2.2). Pour un chargement uniaxial en �elasticit�e, le s cissions
r�esolues sur les syst�emes (111) [0�11] ont donc pu être directement estim�ees
�a partir des �equations 2.83 en fonction des angles� et  (cf. �gure 2.5), du
facteur d'anisotropie �elastique A et de la fraction volumique de maclef II .
Dans la suite, on consid�ere donc toujours des situations o�u le plan de macle
correspond �a un plan B .

Figure 2.11 { Variations des cissions r�esolues dans le cristal parent (�a gauche) et dans
la macle (�a droite) en �elasticit�e en fonction de  pour � = 45�, dans un cas sans contrainte
d'incompatibilit�e ( A = 1) et un cas avec (A = 3 et f II = 0 :5).

La �gure 2.11 montre les variations de toutes les cissions r�esolues, dans les
phases parent et macl�ee, pour la situation typique de joints de macles inclin�es
�a 45� de l'axe de chargement. Dans le cas sans contrainte d'incompatibilit�e
(A = 1), les plus fortes cissions ne sont pas syst�ematiquementsur les plansB
selon les valeurs de , et quand c'est le cas, celles-ci ne sont pas tellement plus
�elev�ees que des cissions sur d'autres plans. Dans le casA = 3 et f II = 0 :5,
on constate que les contraintes d'incompatibilit�e ont pour e�et d'abaisser
consid�erablement les cissions qui �etaient auparavant les plus �elev�ees sur les
plans autres que les plansB tandis que les cission sur les plansB restent
identiques au casA = 1 ( cf. eq. 2.84). D�es lors, les cissions les plus �elev�ees
sont maintenant syst�ematiquement sur des plansB et avec des valeurs bien
plus �elev�ees que sur les autres plans. Par cons�equent, unglissement planaire
parall�ele au plan de macle est fortement favoris�e dans ce cas et la probabbilit�e
de glissement simple est �egalement tr�es grande.

La promotion du glissement simple parall�ele au plan de macle, �a la fois
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dans les phases parent et macl�ee, est un cas particuli�erement int�eressant
puisqu'alors le mouvement des dislocations n'est plus contraint par les joints
de macle. De plus, dans ce cas, le glissement s'e�ectue sur unmême syst�eme
dans tout le grain �etant donn�e que le plan de macle est un plan invariant.
Une question est de savoir avec quelle fr�equence des situations similaires �a
celle de la �gure 2.11 peuvent se rencontrer suivant l'orientation du joint
de macle et les valeurs deA et f II . La �gure 2.12 fournit ainsi une carte
donnant les fr�equences de situations de glissement simpleparall�ele au plan
de macle en fonction deA et de f II . Ces fr�equences ont �et�e calcul�ees en
faisant varier les angles� et  et en ne tenant compte que des orientations
initialement favorables �a l'activation du maclage a�n d'^etre autant r�ealiste
que possible[RTBB15] . Parmi ces orientations (28:1� � � � 77:9� et
 25:7� �  � 0�), la �gure 2.12 repr�esente la proportion des orientatio ns
qui sont caract�eris�ees, simultan�ement dans les phases parent et macl�ee, �a la
fois par R2 > 1:2 (eq. 2.103) et une cission r�esolue maximale sur un planB .
La �gure 2.12 montre une grande zone avec des fr�equences sup�erieures �a 25%
pour approximativement 3 < A < 6 et 0:2 < f II < 0:4. Pour comparaison,
le même calcul bas�e sur la loi de Schmid macroscopique donne une fr�equence
nulle.

Figure 2.12 { Cartes indiquant la proportion des orientations caract�eri s�ees, simul-
tan�ement dans les phases parent et macl�ee, �a la fois par R2 > 1:2 et une cission r�esolue
maximale sur un plan B (carte de gauche) ou seulement par une cission r�esolue maxi-
male sur un plan B (carte de droite). Seules les orientations initialement fa vorables �a
l'activation du maclage sont prises en compte dans le calcul (28:1� � � � 77:9� et
 25:7� �  � 0�).

Des calculs similaires ont �egalement �et�e e�ectu�es sans prendre en compte
la condition R2 > 1:2 (�gure 2.12). La carte correspondante indique donc la
probabilit�e d'avoir du glissement parall�ele au plan de macle, simultan�ement
dans les phases parent et macl�ee, en fonction deA et de f II . Dans ce cas,
des fr�equences sup�erieures �a 60% ou même 70% sont atteintes pour ap-
proximativement 2 < A < 7 et 0 < f II < 0:5 alors que la loi de Schmid
macroscopique donne elle une valeur de 17%. Les valeurs obtenues deA
et de f II pour la promotion du glissement (simple) parall�ele au plan de
macle sont plutôt tr�es r�ealistes compte tenu des donn�ees de la litt�erature
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sur les aciers TWIP [GUR11, PNM+ 13, GMK+ 11, DDR+ 12]. Il faut tou-
tefois noter que des fractions de macles sup�erieures �a 0:2 dans des grains
avec un seul syst�eme de maclage ne peuvent être atteintes qu'assez loin en
d�eformation, quand plusieurs autres grains pr�esentent certainement d�ej�a un
deuxi�eme syst�eme de maclage. Le facteur d'anisotropie �elastique des aciers
TWIP est lui souvent suppos�e comparable aux aciers aust�enitiques ordi-
naires (A � 3:3  3:9) malgr�e le manque de mesures exp�erimentales sur des
monocristaux. Suivant la composition, certaines �etudes rapportent des fac-
teurs d'anisotropie �elastique autour de 2 [PNM+ 13] quand d'autres �etudes
sugg�erent des facteurs allant de 4 �a plus de 7 [GMK+ 11].

Si le glissement a lieu parall�element aux plans de macle, les joints de
macle ne r�eduisent pas le libre parcours moyen des dislocations. Si de plus,
il s'agit de glissement simple (avec des valeurs deR2 pouvant th�eoriquement
aller jusqu'�a 2 [RTBB15] ), les grains en question devraient pr�esenter un
premier stade d'�ecrouissage avec tr�es peu de durcissement latent en rai-
son de la faible densit�e de dislocations dans les autres syst�emes. Ces grains
devraient donc être tr�es ductiles. Par ailleurs, leur forte anisotropie plas-
tique devrait induire un fort �ecrouissage cin�ematique par interaction avec
les grains voisins et des empilements de dislocations aux joints de grains
sont tr�es probables. Par cons�equent, les r�esultats expos�es ci-dessus sont
coh�erents avec la grande ductilit�e et le fort �ecrouissage cin�ematique ob-
serv�es dans les aciers TWIP [BAS08]. Ils sont �egalement enaccord avec
les tr�es r�epandus mod�eles d'�ecrouissage composite propos�es pour les aciers
TWIP [LK09, DDR + 12]. Selon ces mod�eles, un glissement planaire parall�ele
au plan de maclage le plus actif a lieu dans les grains fortement macl�es,
�etant donn�e que les joints de macle empêchent le mouvement des disloca-
tions le long des autres plans, et est accomod�e par du glissement multiple
dans les grains voisins [LK09, DDR+ 12]. Ce type de mod�ele est en parti-
culier recommand�e pour capter la formation des textures des aciers TWIP
[LK09, DDR + 12].

2.5 Conclusions

Ce chapitre a tout d'abord permis de d�etailler les calculs analytiques
des champs �elastiques en pr�esence d'interfaces planes in�nies dans le cadre
d'une thermo�elasticit�e anisotrope h�et�erog�ene et d'u ne plasticit�e uniforme
par morceaux. Les solutions en contrainte donn�ees par les �equations 2.20
et 2.21 recouvrent celles originellement pr�esent�ees parGemperlova et al.
[GP85, GPK89] sous la forme d'un syst�eme lin�eaire avecf I = f II et sans
les termes d'origine thermique. Ces solutions avaient �et�e �egalement donn�ees
par Peralta et al. [PLBL94, PL97] et Blochwitz et al. [BT03, BT05], tou-
jours sous la forme d'un syst�eme lin�eaire �a r�esoudre num�eriquement. L'e�et
de fraction volumique avait d�ej�a �et�e pris en compte dans les travaux de
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Stupkiewicz et Petryk [SP02] appliqu�es aux mat�eriaux lamin�es et repris par
Berbenni et al. [BPC13] dans le cas d'un bicristal. Le caract�ere explicitede
ces solutions est donc original et il s'est r�ev�el�e utile pour faire le lien avec les
solutions d�ej�a connues en �elasticit�e isotrope homog�e ne ainsi qu'avec celles
donn�ees par Hook et Hirth en fonction des modules d'Young directionnels
[HH67]. Il a �egalement servi �a faire apparâ�tre des expression simpli��ees
des contraintes d'incompatibilit�e pour des sym�etries particuli�eres : joints de
macle de type I et II ainsi que joint de macle �3(111). Par aill eurs, il a �et�e
montr�e que le cadre g�en�eral construit permet aussi de consid�erer une 
uctua-
tion normale de la plasticit�e et d'autres sources d'incompatibilit�es comme
comme une di��erence d'expansion thermique ou un glissement au joint. Ce
cadre a �egalement rendu possible la d�erivation des expressions analytiques
explicites des rotations �elastiques en �elasticit�e anisotrope h�et�erog�ene (eqs.
2.33 et 2.34) qui sont, �a notre connaissance, elles compl�etement originales. Le
plus souvent en e�et, l'�evolution des orientations crista llines est d�etermin�ee
�a partir du cas monocristallin ou d'un mod�ele de Taylor [Ta y38] ou plus ra-
rement �a partir d'un mod�ele en �elasticit�e isotrope homo g�ene avec plasticit�e
[Ber80]. Toutefois, les calculs e�ectu�es montrent que l'e�et de l'h�et�erog�en�eit�e
�elastique sur l'�evolution des orientations cristalline s est faible.

Il se pose �evidement la question de la validit�e des formules d�evelopp�ees
dans des mat�eriaux r�eels. Dans des mat�eriaux polycristallins, il est attendu
que ces formules analytiques soient uniquement pertinentes en volume, dans
des zones relativement proches des joints de grains et loin des points triples
[GPK89, PSL93]. A proximit�e imm�ediate des joints de grain s, plusieurs e�ets
non pris en compte par l'approche continue de ce chapitre peuvent toutefois
pr�edominer : structure atomique du joint, e�et des coeurs de dislocations,
empilement des dislocation au joint, concentration de la plasticit�e dans des
bandes de glissement, glissement d�evi�e, etc. Ces e�ets peuvent être impor-
tant vis-�a-vis des conditions de transmission du glissement au joint. Dans
la th�ese d'Idriss Tiba [Tib15], un bicristal a justement �e t�e mod�elis�e �a l'aide
d'un mur double in�ni de dislocations coins rectilignes a�n de rendre compte
du caract�ere discret de la plasticit�e sous forme de bandesde glissement. Dans
ce cas, il est �etabli que les formules continues des contraintes et des rotations
�elastiques sont retrouv�ees �a longue distance et que de fortes 
uctuations sont
pr�esentes autour du joint, dans une zone de l'ordre de grandeur de l'espace-
ment entre bandes. Pour autant, la confrontation avec l'�etude du glissement
et de la d�esorientation dans un bicristal r�eel de Ni a d�emontr�e la pertinence
d'utiliser de telles formules. En e�et, �a la di��erence de l a loi de Schmid ma-
croscopique, la prise en compte des contraintes d'incompatibilit�e a permis
de pr�edire correctement l'ordre d'activation des premiers syst�emes de glis-
sement et peut donc être vu comme un outil compl�ementaire aux crit�eres
g�eom�etriques de transmission. Les r�esultats des simulations EF attestent
cependant que les formules d�evelopp�ees ne peuvent être valables que dans
une zone �a mi-hauteur du micropilier et �eloign�ee des surfaces libres, sauf
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en ce qui concerne la composante pr�edominante du tenseur des contraintes
(composante de compression le long de l'axe de chargement) sur laquelle
les surfaces libres lat�erales n'ont que peu d'in
uence. Cela explique vrai-
semblablement la capacit�e du mod�ele analytique �a pr�edi re correctement les
syst�emes de glissement actifs.

En�n, on peut souligner la remarquable simplicit�e des expressions des
contraintes d'incompatibilit�e en pr�esence d'un joint de macle �3(111) et
leurs int�erêts pour la conception de nouveaux mat�eriaux par des m�ethodes de
\twin boundary engineering" [LSC + 04, PLL13]. Dans la th�ese d'Idriss Tiba
[Tib15], elles ont eu une utilit�e imm�ediate en permettant d'�eliminer ces joints
de macle dans la s�election des bicristaux d'�etude puisqueces expressions
montrent qu'il n'y a pas d'e�et de l'anisotropie �elastique si le joint de macle
est parall�ele �a l'axe de compression. Ce dernier cas a d'ailleurs �et�e r�ecemment
�etudi�e par une autre �equipe dans un bicristal de Cu ( A = 3 :26) [LAI + 13]
et une activation des syst�emes de glissement conforme �a laloi de Schmid
macroscopique a �et�e observ�ee. Les calculs th�eoriques aux joints de macle
�3(111) collent �egalement tr�es bien avec deux autres �etu des exp�erimentales
ind�ependantes e�ectu�ees a posteriori qui ont mis en �evidence du glissement
parall�ele aux plans de macle comme sugg�er�e. La premi�ere�etude concerne des
essais de compression sur des micropiliers de Cu avec des joints de macle
inclin�es par rapport �a l'axe de chargement et montre une pr�edominance
des mouvements de dislocations le long des joints de macle [IKD15]. La
deuxi�eme �etude concerne des mesuresin situ de champs de d�eformation �a
l'�echelle microscopique dans des aciers TWIP et montre desd�eformations
plastiques intenses le long des joints de macle [YDZ16].
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Chapitre 3

Mod�elisations
microm�ecaniques

Les mod�eles de transition d'�echelles font g�en�eralement l'hypoth�ese de
champs plastiques moyens dans les grains. A�n de bâtir de nouvelles lois
d'accommodation pour les mat�eriaux polycristallins qui contiennent plus de
physique, il est n�ecessaire de lever cette hypoth�ese. En e�et, l'hypoth�ese de
champs plastiques uniformes �a l'int�erieur des grains est�eloign�ee de la r�ealit�e :
la d�eformation plastique intra-granulaire se concentre �a l'int�erieur de bandes
de glissement plus ou moins r�eguli�erement espac�ees qui elles-mêmes peuvent
être fortement h�et�erog�enes, en raison par exemple de l'empilement des dislo-
cations aux joints de grains. De plus, sous l'hypoth�ese de champs uniformes,
les lois d'accommodation sont forc�ement ind�ependantes de la taille des grains
et un e�et de taille sur le comportement global ne peut être obtenu que
par l'introduction de termes ph�enom�enologiques suppl�ementaires. Les deux
premi�eres parties de ce chapitre portent ainsi sur deux approches permettant
de lever cette hypoth�ese de micro-homog�en�eit�e. La premi�ere a �et�e initi�ee lors
de mon post-doctorat dans le cadre de l'ANR LIOM et consiste �a consid�erer
une plasticit�e en bandes de glissement dans les grains. La deuxi�eme approche
permet elle de consid�erer des gradients de d�eformation plastique �a l'int�erieur
des grains.

La troisi�eme partie de ce chapitre est consacr�ee au d�eveloppement d'un
mod�ele microm�ecanique a�n d'expliquer la s�election des macles secondaires
de double extensions (10�12) (10�12) lors d'essais de compression s�equentiels
sur des alliages de magn�esium AZ31. Ce travail a �et�e e�ectu�e dans le cadre
du post-doctorat de Zhang-Zhi Shi int�egr�e au projet ANR MA GTWIN por-
tant sur le comportement plastique des alliages de Mg. Les approches mi-
crom�ecaniques classiques, type Eshelby [Esh57], n'arrivant pas �a expliquer
les observations de macles secondaires, un sch�ema muni d'une topologie �a
double inclusions a �et�e introduit.

En�n, la derni�ere partie de ce chapitre concerne l'�etude de l'anisotropie
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et de l'�ecrouissage du Ti-� en conditions de traction qui �etait au coeur du
projet ANR PHIRCILE. Deux th�eses ont port�e sur cette �etud e, la th�ese
d'Amandine Roth [Rot14] et celle de K�ek�eli Amouzou [Amo15 ]. Ce cha-
pitre concerne essentiellement la partie mod�elisation decette �etude. Un
mod�ele auto-coh�erent �elasto-viscoplastique et dot�e d 'une formulation af-
�ne r�ecemment d�evelopp�ee au LEM3 [MB15] a �et�e utilis�e . L'originalit�e de
l'approche vient de la prise en compte, en plus des cissions critiques, de
di��erentes propri�et�es sp�eci�ques aux familles de glis sement a�n d'expliquer
le comportement particulier observ�e de l'�ecrouissage duTi- � en traction.

Ce chapitre rassemble les r�esultats de 6 articles :[BBR08] , [RBB09] ,
[RB14] , [RLL + 14], [ZZSZW + 15] et [ARR + 16], auxquels sont associ�ees
les contributions des coll�egues suivants : St�ephane Berbenni, K�ek�eli Amou-
zou, Amandine Roth, Mikhail Lebyodkin, Zhang-Zhi Shi, Marcel Berveiller,
Tatiana Lebedkina, Pierre-Alexandre Juan, Jean-S�ebastien Lecomte, Fran-
cis Wagner, Laurent Capolungo et Yudong Zhang.

3.1 Plasticit�e intra-granulaire distribu�ee en bandes
de glissement

3.1.1 Contrainte cin�ematique moyenne

Une premi�ere lev�ee de l'hypoth�ese de micro-homog�en�eit�e a �et�e e�ectu�ee
en calculant les contraintes et l'�energie �elastique associ�ee �a une con�guration
de boucles de dislocations de glissement contraintes �a l'interface d'un grain
sph�erique I de rayon a et de volume Vg qui est lui-même noy�e dans dans
une matrice purement �elastique de volume in�ni V [BBR08] . En e�et, un
processus de plasti�cation sous la forme d'un glissement simple concentr�e
dans des bandes de glissement parall�eles et s�epar�ees d'une distance h �a
l'int�erieur du grain peut alors être consid�er�e (�gure 3 .1). Ces bandes sont
en fait d�ecrites par des boucles de super-dislocations, demême vecteur ap-
parent B = kb o�u k repr�esente le nombre de boucles dans un même plan. Le
glissement moyen correspondant �a ces super-dislocationss'�ecrit :

h
 i I = B

NP

n=1
S(n)

Vg
; (3.1)

o�u S(n) est l'aire form�ee par la super-boucle (n). Il est �a noter que la
formation possible d'empilements de dislocations n'est pas pris en compte
avec cette con�guration o�u les super-dislocations restent contraintes au joint
de grains. Suite �a une variation de h
 i I par une modi�cation du vecteur de
Burgers apparent et/ou du nombre de bandes, l'�energie �elastique par unit�e
de volume� e va être modi��ee. D'apr�es [BBR08] , cette derni�ere peut s'�ecrire
en �elasticit�e homog�ene :
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avec toujours E
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�

i V . Le dernier terme qui contient les contraintes internes correspond �a

l'�energie �elastique interne par unit�e de volume, � int = 1
V � int , avec donc :

� int =  
1
2

Z

V

�
�
�

 �
�

�
: "p

�
dV: (3.3)

La variation de l'�energie �elastique interne � int avech
 i I permet de d�e�nir
une contrainte cin�ematique (\backstress") moyenne sur legrain, � � , telle que
[RBB09] :

� � =  
1
Vg

@� int

@h
 i I

: (3.4)

A�n de calculer � � , il est suppos�e que les longueurs internesa et h ne
varient pas pendant la d�eformation plastique, ce qui constitue toutefois une
description grossi�ere de la r�ealit�e au vu des observations montrant une forte
h�et�erog�en�eit�e spatio-temporelle du d�eveloppement des bandes de glissement
[Neu83]. � � peut alors être calcul�ee �a partir de l'expression analytique de
l'�energie �elastique associ�ee �a une distribution p�eri odique de boucles de dis-
locations concentriques �etablie dans[BBR08] :

� � = �
7  5�

15(1 � )
h
 i I + �� (h; a)h
 i I : (3.5)

o�u � (h; a) est une fonction complexe d�ependant deh et de a dont l'ex-
pression compl�ete est donn�ee dans[RBB09] . Au travers de cette fonction
� (h; a), � � d�epend naturellement de la taille de grain a alors que sous l'hy-
poth�ese d'une d�eformation plastique homog�ene dans le grain (approche �a
champ moyen d'Eshelby [Esh57]),� � se r�eduit au premier terme de l'�equation
3.5 qui est ind�ependant de a. Ce terme est naturellement retrouv�e quand
les boucles de dislocations tapissent compl�etement la surface du grain, i.e.,
h=a ! 0 ) � (h; a) = 0.

3.1.2 Mod�elisation polycristalline

A partir du r�esultat sur la contrainte cin�ematique moyenn e (eq. 3.5),
il est possible de mod�eliser un e�et de taille de grain sur le comporte-
ment m�ecanique d'un polycristal en supposant un processusde plasti�cation
sous la forme d'un glissement simple concentr�e dans des boucles de super-
dislocations pour chaque grain. Pour cela, un sch�ema de transition d'�echelles

87



Figure 3.1 { Grains sph�eriques en concentration dilu�ee dans une matrice au comporte-
ment purement �elastique. Dans chaque grain, la plasti�catio n s'e�ectue sous la forme d'un
glissement simple concentr�e dans des boucles de super-dislocations r�eguli�erement espac�ee
d'une distance h.

tr�es simple est utilis�e o�u seule une petite partie des grains se plasti�ent de
sorte que ceux-ci peuvent être consid�er�es comme dilu�esdans une matrice pu-
rement �elastique (�gure 3.1). Cette hypoth�ese peut correspondre aux tous
premiers stades de d�eformation au cours du r�egime de micro-plasticit�e. On
s'est donc limit�e aux tr�es petites d�eformations et la rot ation du r�eseau cris-
tallin n'est pas prise en compte. L'�elasticit�e est suppos�ee isotrope et ho-
mog�ene dans tout le volume et les grains de forme sph�eriqueavec un un
comportement �elasto-plastique. Dans chaque grainI , il est donc suppos�e
qu'au maximum un seul syst�eme de glissement peut devenir actif et cela si :

(
� I

ef f = � I
c

_� I
ef f = _� I

c

; (3.6)

o�u :

� I
ef f = RI

�
: �

�
= RI

�
: �

�
 �

�
7  5�

15(1 � )
 � (h; a)

�
h
 i I ; (3.7)

et � I
c est une cission critique suppos�ee constante au cours du temps. Par

cons�equent la loi de consistance se r�eduit �a :

h_
 i I =
RI
�

: _�
�

�
; (3.8)

avec � =  �
�

7 5�
15(1 � )  � (h; a)

�
, coe�cient constant au cours de la

d�eformation �etant donn�e nos hypoth�eses. Ce mod�ele ne consid�ere donc qu'un
durcissement d'origine cin�ematique via une relation lin�eaire entre l'incr�ement
de glissement sur le syst�eme actif et l'incr�ement de cission r�esolue appliqu�ee.
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Figure 3.2 { Courbes contrainte-d�eformation plastique simul�ees pour di��erentes tailles
de grain a. La courbe not�ee \Eshelby" repr�esente la r�eponse du mod�e le Eshelby dilu�e. En
encart : contraintes d'�ecoulement macroscopique en foncti on de 1=a pour trois niveaux de
d�eformations plastiques.

Ce mod�ele a alors servi �a mod�eliser un essai de traction suivant la direc-
tion 1 du rep�ere global �a partir de 1000 grains d'orientati ons al�eatoires et de
structure CFC. Les coe�cients de Lam�e du Cu ont �et�e utilis �es : � = 42 GPa
et � = 0 :324.� � a �et�e �x�ee �a 2 MPa et h �a 0 :1 � m. La �gure 3.2 montre que le
comportement m�ecanique global du polycristal ainsi mod�elis�e d�epend de la
taille de grain. Contrairement aux approches �a champs moyens, l'�ecrouissage
cin�ematique augmente quand la taille de grain diminue. L'e�et de taille de
grain simul�e provient directement des contraintes internes induites par la
microstructure intra-granulaire au travers de la fonction � (h; a). Pour h
�xe, cette fonction varie comme l'inverse de la taille de grain [RBB09] .
L'encart de la �gure 3.2 montre que cette loi d'�echelle est retrouv�ee au ni-
veau macroscopique avec une relation inverse entre �11 et a. On retrouve
bien �egalement que le comportement du polycristal converge vers le r�esultat
d'Eshelby quand la taille de grain augmente (h=a ! 0).
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3.2 Gradients intra-granulaires de d�eformation plas-
tique

3.2.1 Principe de la m�ethode de superposition des bicrista ux

Toujours dans le but de lever l'hypoth�ese de micro-homog�en�eit�e, une ap-
proche a �et�e d�evelopp�ee a�n de traiter des probl�emes d' inclusion sph�erique
avec des d�eformations plastiques non-uniformes. Il s'agit d'une m�ethode de
superposition qui est bas�ee sur les solutions g�en�eralesdu probl�eme du bicris-
tal avec 
uctuation normale de la plasticit�e (eq. 2.58). Le cas d'une inclusion
sph�erique de rayon a avec une d�eformation plastique "

�
p(int ) qui est noy�ee

dans dans une matrice de volume in�ni V avec une d�eformation plastique
"
�

p(ext ) est ainsi consid�er�e. Le volume entier est soumis �a un chargement ma-

croscopique homog�ene �
�

et l'�elasticit�e est suppos�ee homog�ene et isotrope.

L'id�ee est que les solutions en contrainte de ce probl�eme peuvent être ob-
tenues par une sommation appropri�ee des solutions du bicristal grâce au
principe de superposition des contraintes en �elasticit�e lin�eaire homog�ene.
En e�et, l'enveloppe externe d'une sph�ere peut être d�e�n ie �a partir de l'in-
tersection d'un nombre in�ni de plans qui lui sont tangents (�gure 3.3).

Figure 3.3 { Coupe 2D d'une sph�ere d�e�nie par l'intersection de plans c ontinûment
superpos�es et sch�ema illustrant le probl�eme bicristall in pour un des plans tangents �a la
sph�ere.

Selon ce principe, le probl�eme de l'inclusion sph�erique est d�ecompos�e en
une in�nit�e de probl�emes de bicristaux d�e�nis par les poi nts d'intersection
entre les interfaces planes de ces bicristaux et la surface de la sph�ere (en
coordonn�ees polaires :r = a;0 � � � �; 0 � � � 2� , voir �gure 3.3). Chaque
interface plane s�epare deux milieux I et II de même fraction volumique
et de d�eformations plastiques "

�
p(Bi  I ) et "

�
p(Bi  II ) , avec la convention que
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l'inclusion sph�erique est toujours incluse dans le milieu I (�gure 3.3). A
chaque bicristal est �egalement associ�e un chargement homog�ene �

�
Bi . Dans

un premier temps, le principe de la m�ethode de superposition consiste �a
trouver des champs �

�
Bi , "

�
p(Bi  I ) et "

�
p(Bi  II ) qui permettent de reconstruire,

par sommation sur la surface de la sph�ere, les champs �
�

, "
�

p(int ) et "
�

p(ext ) .

Ainsi, les relations suivantes doivent être satisfaites (voir �gure 3.4) :

�
�

=

2�Z

0

�Z

0

�
�

Bi (� 0; � 0) sin � 0d� 0d� 0; (3.9)

"
�

p(int ) (r < a; �; � ) =

2�Z

0

�Z

0

"
�

p(Bi  I ) (( � 0; � 0); d) sin � 0d� 0d� 0; (3.10)

"
�

p(ext ) (r > a; 0; 0) =

2�Z

0

arccos( a
r )Z

0

"
�

p(Bi  II ) (( � 0; � 0); d) sin � 0d� 0d� 0

+

2�Z

0

�Z

arccos( a
r )

"
�

p(Bi  I ) (( � 0; � 0); d) sin � 0d� 0d� 0;

(3.11)

Figure 3.4 { Pour un point ext�erieur M (r; 0; 0), tous les plans tangents avec 0< � < 2�
et 0 < � < � � = arccos( a

r ) contribuent avec "
�

p( Bi  II ) .

o�u la distance d entre la position en (r; �; � ) et l'interface plane a �et�e
introduite (�gure 3.4) a�n de souligner que "

�
p(Bi  I ) et "

�
p(Bi  II ) peuvent va-

rier le long de la normale �a l'interface. Ensuite, les champs de contraintes �a
l'int�erieur et �a l'ext�erieur de l'inclusion se d�eduise nt des champs de contraintes
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associ�es aux probl�emes bicristallins�
�

Bi  I et �
�

Bi  II par les mêmes op�erations

de sommation :

�
�

( int ) (r < a; �; � ) =

2�Z

0

�Z

0

�
�

Bi  I (( � 0; � 0); d) sin � 0d� 0d� 0; (3.12)

�
�

(ext ) (r > a; 0; 0) =

2�Z

0

arccos( a
r )Z

0

�
�

Bi  I (( � 0; � 0); d) sin � 0d� 0d� 0

+

2�Z

0

�Z

arccos( a
r )

�
�

Bi  II (( �; � ); d) sin �d�d�;

(3.13)

o�u �
�

Bi  I et �
�

Bi  II sont donn�es par l'�equation 2.58. Dans le cas pr�esent

o�u les fractions volumiques sont �egales et l'�elasticit�e est isotrope homog�ene,
leurs expressions explicites en coordonn�ees polaires sont :

� Bi  I
�� = � Bi
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(3.14)

� Bi  II
�� = � Bi

��  
�

1  �
([" p1 ( Bi )

�� ] + � [" p1 ( Bi )
�� ])  

2�
1  �

(�" p( Bi  II )
�� (d) + ��" p( Bi  II )

�� (d)) ;

� Bi  II
�� = � Bi

��  
�

1  �
([" p1 ( Bi )

�� ] + � [" p1 ( Bi )
�� ])  

2�
1  �

(�" p( Bi  II )
�� (d) + ��" p( Bi  II )

�� (d)) ;

� Bi  II
�� = � Bi

��  � [" p1 ( Bi )
�� ]  2��" p( Bi  II )

�� (d);

� Bi  II
rr = � Bi

rr ;

� Bi  II
r� = � Bi

r� ;

� Bi  II
r� = � Bi

r� :
(3.15)

3.2.2 Application au probl�eme d'Eshelby-Kr•oner

Cette m�ethode de superposition a tout d'abord �et�e appliq u�ee au probl�eme
de l'inclusion sph�erique d'Eshelby [Esh57] et Kr•oner [Kr•o61] o�u les champs
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"
�

p(int ) et "
�

p(ext ) sont uniformes [RB14] . Les contraintes int�erieures �
�

( int )

et ext�erieures �
�

(ext ) associ�ees �a ce probl�eme sont retrouv�ees �a partir des

�equations 3.12 et 3.13 en consid�erant, par exemple, le jeusuivant de champs
bicristallins :

�
�

Bi =
1

4�
�
�

;

"
�

p1 (Bi  I ) =
1

4�
"
�

p(int ) ;

"
�

p1 (Bi  II ) =
1

4�
(2"

�
p(ext )  "

�
p(int ) );

�"
�

p(Bi  I ) (d) = 0 ;

�"
�

p(Bi  II ) (d) =
(n  1)an

2� (a + d)n ( "
�

p(ext )  "
�

p(int ) ) avec n ! 1 :

(3.16)

Il est �a noter que la solution �
�

( int ) est donc ind�ependante ded (cf. eqs.

3.12 et 3.14). Ainsi, la propri�et�e remarquable que les contraintes sont uni-
formes �a l'int�erieur de l'inclusion sph�erique [Esh57] s e retrouve par cette
m�ethode du fait que �

�
( int ) est donn�e en tout point �a l'int�erieur de l'inclusion

par une même int�egrale de champs uniformes.

3.2.3 Inclusion avec plasticit�e non-uniforme

La m�ethode de superposition a ensuite �et�e utilis�ee pour traiter des probl�emes
d'inclusion sph�erique avec plasticit�e non-uniforme. Dans une premi�ere ap-
proche, on s'est uniquement int�eress�e aux champs m�ecaniques �a l'int�erieur de
l'inclusion et aux cas o�u "

�
p(ext ) = 0

�
et o�u "

�
p(Bi  I ) est identique pour tous les

bicristaux. Dans ces conditions, la m�ethode d�evelopp�eeest particuli�erement
bien adapt�ee pour traiter des d�eformations plastiques "

�
p(int ) pr�esentant des

variations spatiales sous forme polynomiale avec des exposants pairs ou pou-
vant se d�evelopper en s�eries enti�eres avec uniquement des exposants pairs
comme cosx, coshx, sin x

x , sinh x
x [RB14] .

Les expressions analytiques explicites des contraintes int�erieures corres-
pondant �a une d�eformation plastique dans l'inclusion de forme "

�
p(int ) (r ) =

"
�

p0r 2n (avec n entier positif) ont ainsi �et�e d�etermin�ees [RB14] . Ces ex-

pressions montrent notamment qu'une d�ependance enr 2n est retrouv�ee au
niveau des contraintes comme indiqu�e par Asaro et Barnett [AB75], mais
que celles-ci perdent la sym�etrie sph�erique de"

�
p(int ) puisqu'elles d�ependent

de � et � [RB14] .
Ensuite, une forme de"

�
p(int ) permettant, �a la fois, d'appliquer ais�ement

la m�ethode de superposition et de d�ecrire de mani�ere assez r�ealiste les gra-
dients de d�eformation plastique se formant �a l'int�erieu r des grains dû �a
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l'empilement des dislocations au joint a �et�e recherch�ee. La forme suivante,
caract�eris�ee par une longueur interne l, a ainsi �et�e adopt�ee :

"
�

p(int ) (r ) = "
�

p0
a
l 

sinh a
l  a

l

�
�

sinh a
l

a
l

 
sinh r

l
r
l

�
: (3.17)

Quand l ! 0, une d�eformation plastique uniforme est retrouv�ee et quand
l ! + 1 , une d�eformation plastique variant avec le carr�e de la distance ra-
diale est obtenue (�gure 3.5). Au travers del, il est donc possible de d�ecrire
di��erents types de gradients (�gure 3.5). Si la forme choisie pour "

�
p(int ) reste

une description grossi�ere de la r�ealit�e, elle constitue toutefois une avan�c�ee par
rapport �a un champ compl�etement uniforme. De plus, pour l 6= 0, il y a conti-
nuit�e compl�ete de la d�eformation plastique �a l'interfa ce matrice/inclusion
(�gure 3.5), de mani�ere similaire aux conditions d'interf ace g�en�eralement
requises dans les th�eories avec milieux �a gradient [Aif84, Gud04] ou mi-
lieux continus g�en�eralis�es [CGF + 10]. Ces conditions sont cependant plus
restrictives que la condition de saut 1.27 qui impose seulement la continuit�e
tangentielle de la distorsion plastique.

Figure 3.5 { Pro�l de " p( int )
12 (eq. 3.17) le long d'un diam�etre du grain et de � 12  � 12

le long de x3 pour di��erentes valeurs de l .

Les contraintes �a l'int�erieur de l'inclusion, consid�er �ee dor�enavant comme
�etant un grain, ont �et�e d�etermin�ees de mani�ere explic ite par la m�ethode
de superposition[RB14] . A titre d'illustration, � 12 est trac�e le long de x3

dans le grain pour di��erentes valeurs de l (�gure 3.5). Pour l 6= 0, de tr�es
fortes concentrations de contrainte sont constat�ees proche des bords, avec des
valeurs pouvant exc�eder celle de la contrainte macroscopique appliqu�ee en
d�epit de la relaxation plastique �a l'int�erieur de l'incl usion. A partir du champ
de contraintes, il est �egalement possible d'obtenir une expression explicite
de � int (eq. 3.3). Dans le cas d'un glissement simple mod�elis�e en consid�erant
uniquement la composante"p(int )

12 comme non nulle, son expression est :

� int =
8��a 3

45(1 � )
�

�
l
a

� �
"p0

12

� 2
; (3.18)

avec :
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�
�

l
a

�
=

(14  10� ) cosh
 

2a
l

�
 (63  45� )

sinh ( 2a
l )

a
l

+ (84  60� )
cosh ( 2a

l )  1

( a
l )2  (56  40� )

2 cosh
 

2a
l

�
 8a

l sinh
 

a
l

�
 2 + 4

 
a
l

� 2 :

(3.19)

Puis, tout comme dans la section 3.1.1, une contrainte cin�ematique � � ,

due au glissement moyenh
 i I = 2h"p(int )
12 i

I
, est calcul�ee en consid�erant le

param�etre l comme constant par souci de simplicit�e :

� � =  
�

15 (1 � )
�

 l
a

�

 2
 l

a

� h
 i I ; (3.20)

avec :

 
�

l
a

�
=

1
sinh a

l  a
l

!

sinh
a
l

 3

!
cosha

l
a
l

 
sinh a

l a
l

� 2

""

: (3.21)

Figure 3.6 { Evolution de � � avec le rapport l=a dans un diagramme log-log. La ligne
noire horizontale repr�esente la solution d'Eshelby.

Bien entendu, en r�ealit�e, l doit certainement �evoluer avec la d�eformation
puisque les dislocations s'empilent progressivement au joint de grains. La �-
gure 3.6 repr�esente l'�evolution de � � avec le rapport l=a dans un diagramme
log-log. Une allure suivant une fonctiontanh est observ�ee avec deux plateaux
de saturation. Cette allure rappelle les courbes de formetanh qui sont obte-
nues par des th�eories avec milieux continus g�en�eralis�es quand la contrainte
d'�ecoulement d'un polycistal ou d'un composite �a 2 phasesest trac�ee en fonc-
tion de la longueur interne microstructurale du mod�ele [CGF+ 10, CFB+ 12].
Suivant les travaux de [CGF+ 10], une valeur critique du rapport l=a, not�e
(l=a)c est d�e�nie comme le point d'in
exion de la courbe de forme tanh. A
proximit�e de ce point d'in
exion, une loi d'�echelle est ob tenue

95



eq. 3.17 p = 2 p = 4 p = 6 p = 8 p = 10
 

l
a

�
c

0.20 0.51 0.28 0.20 0.16 0.12

m 0.14 0.24 0.32 0.32 0.29 0.28

Table 3.1 { Valeurs de (l=a)c et de m d�eduites de la relation entre � � et l=a quand
"
�

p( int ) est directement donn�e par l'�equation 3.17 ou bien quand la fo nction sinh r=l
r=l est

approxim�ee par des d�eveloppements de Taylor �a di��erents o rdres p.

� � /
�

l
a

� m

; (3.22)

o�u m d�e�nit la pente du r�egime lin�eaire dans le digramme log-log. Dans le
cas pr�esent, (l=a)c = 0 :20 et m = 0 :14. La forme choisie pour"

�
p(int ) permet

ainsi de d�ecrire un e�et de taille de grain du moment que l n'est pas pris
proportionnel �a a. Si l est ind�ependant de a, un exposant de type Hall-Petch
de  0:14 est obtenu, ce qui est faible compar�e �a l'exposant id�eal de  0:5
[Hal51, Pet53]. Cela signi�e qu'il est n�ecessaire de calibrer des relations
d'�evolution de l avec h
 i I et a. Par ailleurs, des lois d'�echelle di��erentes
peuvent être obtenues �a partir de la même con�guration en consid�erant
des d�eveloppements de Taylor de la fonction sinh r=l

r=l �a di��erents ordres p
[RB14] . Le tableau 3.1 rassemble les valeurs de (l=a)c et dem ainsi calcul�ees.
Une valeur maximum de m = 0 :32 est notamment obtenue pourp = 4 et
p = 6, montrant que la distribution de la plasticit�e �a l'int�e rieur du grain
in
uence directement l'e�et de taille de grain. En�n, ces so lutions explicites
pourraient être utilis�ees a�n de construire un mod�ele po lycristallin rendant
naturellement compte d'un e�et de taille de grains, comme cela a �et�e fait
dans la section 3.1.1.

3.3 Mod�ele de s�election des macles secondaires

La succession de di��erents �etats de compression peut se rencontrer dans
certains proc�ed�es de mise en forme, comme l'extrusion ou le cintrage, et
induire la formation de macles de double extensions (10�12)  (10�12) dans
les alliages de Mg. Au contraire des macles secondaires de contraction aux-
quelles de nombreuses �etudes ont �et�e consacr�ees [Bar07,BKBM08, MCJJ10,
AKS10], les macles d'extension ne se forment quasiment jamais �a l'int�erieur
de macles primaires d'extension lors d'un chargement uniaxial en raison de la
r�eorientation du r�eseau cristallin (86 :3�). En comparaison, leur m�ecanisme
de formation a donc �et�e peu �etudi�e [PHLL12, LLWZ14].
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3.3.1 Observations exp�erimentales dans l'alliage AZ31

Le mat�eriau �etudi�e est un alliage commercial AZ31 (Mg{3A l{1Zn en
wt.%) qui a subi un laminage suivi d'un recuit �a 400� C pendant 2 h. La
direction suivant le sens de laminage, la direction transverse et la direction
normale sont respectivement not�ees RD, TD et ND. Des essaisde com-
pression sur des cubes de 10 mm de côt�e ont �et�e r�ealis�es�a une vitesse de
10 3 s 1, soit uniquement selon RD, soit uniquement selon TD, soit selon
RD jusqu'�a 1 :8% puis, apr�es une d�echarge, selon TD jusqu'�a 1:3%. La �gure
3.7 montre les courbes contrainte-d�eformation ainsi obtenues. Un plateau
tr�es marqu�e est visible sur les 2 courbes de compression uniaxiale, ce qui
est une signature typique d'un important maclage (10�12) [HPL10]. Dans le
cas d'un chargement s�equentiel RD + TD, la limite �elastiqu e augmente de
� 45 MPa tandis que l'�ecrouissage est multipli�e par � 2:8 par rapport au
cas uniaxial suivant RD. Cela peut s'expliquer par un e�et directionnel des
interfaces form�ees suite au maclage du premier chargementqui viennent in-
tersecter les directions de glissement des dislocations etde propagation des
macles lors du second chargement et agissent ainsi comme de fortes barri�eres
au d�eveloppement de la plasticit�e. Des analyses de texture ont �et�e r�ealis�ees
par di�raction des rayons X ainsi ques des analyses EBSD sur des coupes
d'�echantillons d�eform�es [ZZSZW + 15]. A partir des cartes EBSD suite �a
une d�eformation RD + TD, 585 macles secondaires de double extensions
ont pu être r�epertori�ees, repr�esentant seulement 0:42% de la surface analys�ee
(0:82 mm2). En accord avec des �etudes pr�ec�edentes [HPL10][SZW + 15], au-
cune macle secondaire de double extensions n'est en revanche observ�ee apr�es
une compression suivant RD seul, permettant d'a�rmer que les macles se-
condaires observ�ees sont form�ees pendant la seconde compression suivant
TD.

Il existe 6 variantes de macle de type (10�12) [�1011] et donc 36 possibilit�es
de r�ealiser des macles secondaires de double extensions. En fonction de leur
d�esorientation avec le cristal parent, ces 36 variantes peuvent se regrouper
en 4 groupes distincts[ZZSZW + 15] (voir tableau 3.2). Le premier groupe
correspond �a une d�esorientation de 0� (d�emaclage) et sa fr�equence ne peut
donc pas être quanti��ee. La fr�equence d'observation des 3 autres groupes
est donn�ee dans la derni�ere colonne du tableau 3.2. Elle indique une nette
pr�edominance des macles du groupe III (76%) tandis qu'aucune macle du
groupe II n'est observ�ee. La majorit�e des macles secondaires de double ex-
tensions, et plus particuli�erement celles du groupe IV, ont des facteurs de
Schmid macroscopiques assez �elev�es (FS > 0:3) et proches du FS maxi-
mal parmi les 6 variantes secondaires[ZZSZW + 15]. En revanche, la loi
de Schmid macroscopique ne permet pas d'expliquer la nette di��erence de
fr�equence d'observation entre le groupe III et le groupe IV(tableau 3.2). En
e�et, parmi les macles �etudi�ees, la di��erence de FS maxim al entre les deux
groupes n'exc�ede jamais 0:05, soit une valeur trop faible pour être d�ecisive
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Figure 3.7 { Courbes contrainte-d�eformation obtenues par compression de cubes
d'AZ31 selon RD + TD ou uniquement TD.

au niveau de la s�election des variantes. Cette faible di��erence s'explique par
la d�esorientation minimale de 7:4� qui existe entre les macles du groupe III
et celles du groupe IV[ZZSZW + 15].

Groupe
Axe et angle Nombre de

�
Fr�equence

de d�esorientation variantes d'observation
I 0� 6 0�
II [1 �210] 7:4� 6 86 :3� 0%
III [014 �141] 60� 12 40 :0� 76%
IV [17 �80] 60:4� 12 72 :6� 24%

Table 3.2 { Classement des macles secondaires de double extensions en 4 groupes
distincts suivant leur d�esorientation avec le cristal par ent (donn�ee par le couple axe et
angle de d�esorientation minimum, colonnes 2 et 3), nombre de variantes, angle � entre les
plans de macle primaire et secondaire et fr�equence d'observation associ�ee.

3.3.2 Mod�elisation microm�ecanique �a double inclusions

Le mod�ele microm�ecanique d�evelopp�e a pour but de comparer qualita-
tivement les variations d'�energie libre dues �a la formati on des di��erentes
variantes possibles de macles secondaires. Ce mod�ele est purement statique
et est bas�e sur une topologie �a double inclusions (�gure 3.8). Il consid�ere
un volume V in�ni correspondant au grain parent. Les macles primaires et
secondaires sont d�ecrites par des ellipos•�des de volume respectif VA et VB ,
avecVB � VA � V . Dans tout le volume V , le tenseur des modules �elastiques
C
�

est suppos�e isotrope et homog�ene, ce qui correspond bien au cas du Mg

[KTW98]. On consid�ere �egalement des d�eformations plastiques uniformes
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E p
�

, "p
a

�
et "p

b
�

dans les sous-domainesV  VA , VA  VB et VB , respective-

ment. E p
�

correspond �a la d�eformation plastique moyenne du grain parent.

Par souci de simplicit�e, on fait de plus l'hypoth�ese que les d�eformations
plastiques dans les macles primaires et secondaires sont uniquement dues au
maclage. En notant "p

1
�

et "p
2

�
les tenseurs de d�eformation plastique induits

par les cisaillements de maclage primaire et secondaire, ona alors :

"p
a

�
= "p

1
�

;

"p
b

�
= "p

1
�

+ "p
2

�
;

(3.23)

puisque le cristal a d'abord subi un maclage primaire dans tout le volume
VA , puis un maclage secondaire dansVB � VA . Seule la contribution de
l'�energie �elastique est prise en compte dans le calcul de l'�energie libre, les
autres contributions, comme l'�energie de faute d'empilement ou l'�energie
interfaciale, �etant suppos�ees induire des di��erences n�egligeables entre les
di��erentes variantes de macle. D'apr�es l'�equation 3.2, l'�energie libre par unit�e
de volume peut alors s'exprimer en �elasticit�e homog�ene comme :

� =
1
2

�
�

: E
�

 
1

2V

Z

V

�
�

: "p
�

dV; (3.24)

avec toujours E
�

= h�
�

i V et �
�

= h�
�

i V . On note ensuite � I et � II les

�energies libres par unit�e de volume apr�es le maclage primaire et secondaire.
En suivant la d�emarche de Tanaka et Mori [TM72], � II peut être approxim�ee
�a partir des tenseurs moyens des contraintesh�

�
i V  VA

, h�
�

i VB  VA
et h�

�
i VB

:

� II =
1
2

�
�

: E
�

 
1
2

�
V  VA

V
h�

�
i V  V A : E p

�
+

VA  VB

V
h�

�
i V A  V B : " p

a
�

+
VB

V
h�

�
i V B : " p

b
�

�
:

(3.25)

Le calcul de ces tenseurs s'e�ectue �a partir de la loi de Hooke et des ten-
seurs moyens des d�eformations[ZZSZW + 15] qui sont eux mêmes d�eduits
de l'expression g�en�erale du tenseur des d�eformations �etant donn�e une distri-
bution de d�eformations plastiques � p

�
(r ) [BFFH87] :

"
�

(r ) = E
�

+
Z

V
 s
�

(r  r 0) : C
�

: � p
�

(r 0) dr0; (3.26)

o�u  s
�

est le tenseur sym�etrique de Green modi��e [Mur87]. D'apr�e s les

r�esultats d'Eshelby [Esh57] sur les champs �elastiques �al'int�erieur et �a l'ext�erieur
d'une inclusion ellipos•�dale, le tenseur des d�eformations est uniforme dans
VB mais pas dansVA  VB . Le tenseur moyen des d�eformations dansVA  VB
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est calcul�e grâce �a une propri�et�e d'inversion d'int�e grale �etablie par Ta-
naka et Mori [TM72]. Au �nal, l'expression suivante de � II est obtenue
[ZZSZW + 15] :

� II =
1
2

�
�

:
�

E
�

 E p

�

�
 

1
2

VA

V

�
�
�

:
�

" p
1

�
 E p

�

�
+ C

�
:

�
SVA

�
 I

�

�
:

�
" p

1
�

 E p

�

�
: " p

1
�

�

 
1
2

VB

V

�
�
�

: " p
2

�
+ C

�
:

� �
SVA

�
 I

�

�
:

�
" p

1
�

: " p
2

�
+ " p

2
�

: " p
1

�
 E p

�
: " p

2
�

�
+

�
SVB

�
 I

�

�
: " p

2
�

: " p
2

�

��
;

(3.27)

o�u SVA

�
et SVB

�
sont les tenseurs int�erieurs uniformes d'Eshelby pour les

volumes VA et VB [Mur87] :

SVA

�
=

Z

VA

 s
�

(r  r 0) : C
�

dr0 avec r 2 VA ;

SVB

�
=

Z

VB

 s
�

(r  r 0) : C
�

dr0 avec r 2 VB :
(3.28)

A partir de l'expression 3.27, on peut v�eri�er qu'en cas de d�emaclage
complet ("p

2
�

=  "p
1

�
et VB = VA ), � II se r�eduit �a :

� II =
1
2

�
�

: E
�

 
1
2

V  VA

V
�
�

: E p
�

; (3.29)

ce qui correspond bien �a l'�energie �elastique d'une inclusion ellipos•�dale
de d�eformation plastique nulle. L'�energie libre par unit �e de volume apr�es
le maclage primaire � I est obtenue en prenant"p

2
�

= 0
�

et/ou VB = 0 dans

l'�equation 3.27. La variation d'�energie libre dû �a l'ap parition du maclage
secondaire se d�eduit par cons�equent comme la di��erence � � = � II  � I :

� � =  
1
2

VB

V

 

�
�

: "p
2

�
+ C

�
:

 
�

SVA

�
 I

�

�
:
�

"p
1

�
: "p

2
�

+ "p
2

�
: "p

1
�

 E p
�

: "p
2

�

�

+
�

SVB

�
 I

�

�
: "p

2
�

: "p
2

�

!!

:

(3.30)

L'expression de � � d�epend de la fraction volumique de macle secon-
daire, de la cristallographie des cisaillement induits parles macles primaire
et secondaire, de la plasticit�e dans le grain parent, du chargement macro-
scopique, de l'�elasticit�e du mat�eriau, ainsi que de la morphologie des macles
primaire et secondaire au travers des tenseursSVA

�
et SVB

�
. Il est �a noter

que le terme �
�

: "p
2

�
est proportionnel au FS macroscopique pour le maclage

secondaire et que les tenseursSVA

�
et SVB

�
sont di��erents tant que VA et VB

sont non homoth�etiques.
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Figure 3.8 { Sch�ema illustrant le mod�ele �a double inclusions ellipso •�dales et image
EBSD d'une macle secondaire de double extensions utilis�ee comme exemple repr�esentatif
pour la mod�elisation.

3.3.3 Application aux macles de double extensions

La formule 3.30 est appliqu�ee a�n d'�etudier la pr�edomina nce du groupe
III parmi les modes de maclage secondaire de double extensions dans l'alliage
d'AZ31. Les macles de volumeVA et VB sont mod�elis�ees par des oblates, c'est
�a dire des ellipso•�des dont les axes principaux v�eri�ent a1 = a2 > a 3 pour
VA et b1 = b2 > b3 pour VB . Les directions de cisaillement de maclage sont
suppos�ees être selon les grands axesa1 et b1 et les normales au plan de macle
selon les petits axesa3 et b3. Par ailleurs, il est �egalement suppos�e que le
grand axe b1 de la macle secondaire est contraint par le volumeVA (�gure
3.8). De cette g�eom�etrie, il r�esulte alors que [ZZSZW + 15] :

rB = f II rA

 

cos2 � +
�

sin �
rA

� 2
! 3

2

; (3.31)

o�u rB = b3=b1, rA = a3=a1, � est l'angle entre les plans de macle primaire
et secondaire donn�e dans le tableau 3.2 (�gure 3.8) etf II = VB =VA . Ainsi,
avec ces hypoth�eses, pour des valeurs �xes def II et rA , rB est d'autant plus
petit que l'est l'angle � , ce qui conduit au classement suivant des 4 groupes :
r I

B < r III
B < r IV

B < r II
B .

Les calculs sont e�ectu�es avec� = 17 GPa, � = 0 :3 et � T = 0 :129. E p
�

est estim�ee �a partir de la d�eformation plastique macroscopique et ses va-
leurs sont consid�er�ees �a la �n du premier chargement suivant RD vu que
le maclage secondaire est suppos�e d�ebut�e peu apr�es la seconde compres-
sion. Exp�erimentalement, les composantes diagonales ontpu être mesur�ees :
E p

RD =  0:018, E p
T D =  0:0 et E p

ND = 0 :018. Un exemple repr�esentatif
d�ecrit sur la �gure 3.8 est ensuite consid�er�e, ce qui permet d'identi�er la
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variante de macle primaire et, �a partir nos hypoth�ese g�eom�etriques, d'es-
timer son rapport d'aspect (rA = 0 :2) ainsi que la fraction volumique de
macle secondaire (f II = 0 :01). La variation de l'�energie libre normalis�ee,
� d = � � V

VB
, est alors calcul�ee pour les 6 variantes possibles de maclese-

condaire �a l'aide des �equations 3.30 et 3.31.

Figure 3.9 { Variation de l'�energie libre normalis�ee, � d, pour les di��erentes variantes
de macle secondaire en fonction de la contrainte appliqu�ee lors de la seconde compression
et en fonction de la fraction volumique de macle secondaire.

L'�evolution de � d pour les di��erentes variantes de macles secondaires en
fonction de � T D , la contrainte appliqu�ee lors de la seconde compression, est
repr�esent�ee sur la �gure 3.9. L'�evolution de � d avec � T D est lin�eaire, la pente
�etant �egale �a  1

2 �
�

: "p
2

�
(eq. 3.30), c'est �a dire proportionnelle �a l'oppos�e du

FS macroscopique. A charge nulle et jusqu'�a 20 MPa, c'est legroupe I corres-
pondant au d�emaclage qui est le plus favorable �energ�etiquement. Ce r�esultat
est int�eressant dans la mesure o�u le d�emaclage est souvent observ�e lors de
la d�echarge d'essais m�ecaniques [KFAS10, GTH14]. Autourde 20 MPa, il se
produit une transition et c'est la variante observ�ee du groupe III qui devient
la plus favorable �energ�etiquement. Ainsi, le d�emaclage est le m�ecanisme le
plus favorable d'un point de vue purement con�gurationnel mais il b�en�e�cie
d'un FS d�efavorable. Il est �a noter �egalement que c'est une variante du
groupe IV qui donne la pente la plus �elev�ee (FS le plus favorable), mais
la baisse d'�energie libre de celle-ci ne d�epasse pour autant jamais celle de
la variante du groupe III jusqu'�a la limite �elastique ( � 120 MPa) et même
au-del�a (�gure 3.9). Ce r�esultat s'explique par la contri bution des termes
con�gurationnels non li�es au FS dans l'�equation 3.30.

L'�evolution de � d en fonction def II est �egalement repr�esent�ee sur la �-
gure 3.9. La contrainte macroscopique est �x�ee �a 100 MPa, ce qui correspond
�a la transition �elasto-plastique (�gure 3.7). Toutes les variantes montrent
une augmentation de � d avec f II , mis �a part la variante correspondant au
d�emaclage dont les valeurs de �d sont quasi-constantes. La variante avec
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l'augmentation de � d la deuxi�eme plus faible est la variante observ�ee du
groupe III. Celle-ci devient la variante la plus favorable �energ�etiquement
d�es que f II > 0:003. On peut �egalement noter que c'est une variante du
groupe II (jamais observ�e dans nos �echantillons) qui montre la plus forte
augmentation de � d avec f II .

Dans le cas caract�eristique �etudi�e, le mod�ele microm�e canique d�evelopp�e
pr�edit donc la plus forte diminution d'�energie libre pour l'apparition de
la variante observ�ee du groupe III et cela malgr�e un FS moins favorable
qu'une des variantes du groupe IV . Ce r�esultat est notamment li�e �a la
di��erence des valeurs de � entre macles du groupe III et du groupe IV
(tableau 3.2). Il permet donc d'expliquer la pr�esence de lavariante observ�ee
et plus g�en�eralement, la pr�edominance des macles secondaires du groupe
III [ZZSZW + 15]. Si l'approche statique d�evelopp�ee ne tient pas compte de
l'accomodation plastique, elle souligne toutefois l'importance de la topologie
�a double inclusions. En e�et, un mod�ele d'inclusion uniqu e de type Eshelby
[Esh57] avait �et�e au pr�ealable test�e mais s'�etait r�ev �el�e incapable d'expliquer
la pr�edominance des macles du groupe III.

3.4 Anisotropie et �ecrouissage du titane- � en condi-
tions de traction

Tout comme le Mg, le Ti est de structure HC �a temp�erature amb iante et
poss�ede une forte anisotropie plastique qui peut conduire�a du maclage, mais
g�en�eralement dans des proportions beaucoup moins importantes [MRH73,
NNGC99, SKD03, NCL10, WWE+ 10, GKS11, GB11, WSB+ 12, LMB+ 13,
LBBC14, BDC+ 15]. En particulier, le maclage est souvent �evoqu�e a�n d'ex-
pliquer le comportement en 3 stades du taux d'�ecrouissage �= d� 11=dEp

11
observ�e lors d'essais de compression [SKD02, SKD03, SKDS06]. Le stade
initial A correspond �a une d�ecroissance de �. Il est suivi p ar une augmenta-
tion de � lors du stade B, puis par une nouvelle d�ecroissancelors du stade
C. Salemet al. ont observ�e que le d�ebut du maclage co•�ncidait avec le stade
B [SKD02, SKD03, SKDS06]. Ils ont ainsi propos�e d'attribuer l'augmen-
tation du taux d'�ecrouissage �a l'e�et des joints de macle sur la r�esistance
au glissement des dislocations et le stade C �a une saturation de la fraction
volumique de macles. Par opposition, l'�ecrouissage du Ti en conditions de
traction �etait jusqu'il y a peu beaucoup moins document�e [ BP13], notam-
ment quand la propension au maclage est tr�es faible, comme avec une petite
taille de grains et un taux d'oxyg�ene relativement �elev�e . Dans ce but, le
comportement d'�echantillons de Ti de puret�e commercial a �et�e �etudi�e en
traction.
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3.4.1 Caract�erisations exp�erimentales

Techniques utilis�ees

Des essais de traction ont �et�e r�ealis�es sur des �echantillons de titane
T40 compl�etement recristallis�es (voir la composition dans [RLL + 14]) �a
faible taille de grains (9� m). La texture initiale est typique du titane la-
min�e [WH03, BBB + 13, BP13] avec les plans basaux inclin�es de 30�� 10�
de la direction normale vers la direction transverse[RLL + 14, Amo15] .
Les �echantillons ont �et�e d�ecoup�es soit parall�elemen t �a la direction de la-
minage (RD), soit parall�element �a la direction transvers e (TD). Ils ont en-
suite �et�e tractionn�es �a temp�erature ambiante avec une vitesse constante de
d�eplacement de la traverse correspondant �a des d�eformations initiales al-
lant de 5 � 10 4 s 1 �a 8 � 10 3 s 1. Plusieurs essais ont �et�e interrompus �a
di��erents taux de d�eformation co•�ncidant approximativ ement avec le stade
B et la striction a�n d'estimer la fraction volumique de macl e et l'activit�e
des di��erentes familles de glissement par analyse des lignes �emergeant �a
la surface (pour plus de d�etails voir [RLL + 14, ARR + 16]). Il est �a no-
ter �egalement que des mesures d'�emission acoustique et d'extensom�etrie �a
tr�es haute r�esolution temporelle (10 3HZ) ont �et�e r�ealis�ees en parall�ele lors de
certains essais. Les mesures d'extensom�etrie ont notamment r�ev�el�e une tran-
sition �elasto-plastique quasi-homog�ene dans la zone �etudi�ee d'une hauteur
de 20mm (absence de propagation de bandes)[RLL + 14].

Courbes de traction et �evolution du taux d'�ecrouissage

Les �gures 3.10 et 3.11 repr�esentent, respectivement, lescourbes contrainte-
d�eformation et �evolutions du taux d'�ecrouissage obtenu es �a partir d'essais
selon RD et TD �a trois vitesses de d�eformation. La �gure 3.10 permet de
constater que les courbes selon RD pr�esentent une allure plus monotone, une
limite �elastique plus faible et une sensibilit�e �a la vite sse de d�eformation moins
grande que celles selon TD. La �gure 3.11 montre elle la pr�esence des trois
stades A, B et C du taux d'�ecrouissage pour les deux orientations en condi-
tions de traction. Cette tendance est claire mais est toutefois beaucoup moins
prononc�ee qu'en conditions de compression [SKD02, SKD03,SKDS06]. Par
ailleurs, le puits observ�e �a la transition des stades A et B est plus bas pour
les essais selon TD que selon RD. Pour l'essai selon RD �a la plus forte vitesse
de d�eformation, il n'y a pas de puits mais un point d'in
exio n est clairement
visible dans l'�evolution de �. Surtout, l'observation la p lus frappante est un
e�et inverse de la vitesse de d�eformation sur la profondeurdu puits pour
les deux orientations : lorsque la vitesse augmente, le puits correspond �a
un taux d'�ecrouissage plus faible pour les essais selon TD alors que c'est
l'inverse pour les essais selon RD.
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Figure 3.10 { Courbes contrainte-d�eformation plastique selon RD ( � DL) et TD ( �
DT) pour di��erentes vitesses.

Fractions volumiques de macles

Deux types de macles ont �et�e observ�ees : des macles d'extension
(10�12) [�1011] et des macles de contraction (11�22) [11�2�3]. Le tableau 3.3 donne
des estimations de leurs fractions volumiques �a di��erents instants. La frac-
tion volumique totale de macles des �echantillons RD reste extrêmement
faible tout au long de l'essai. Une plus grande quantit�e de macles a �et�e
observ�ee dans les essais selon TD, avec des fractions plus faibles autour du
stade B (1 �a 2%) qu'�a la �n de l'essai (3 �a 6%).

Orientation
Vitesse

Stade B Striction Rupture
de d�eformation

TD
5 � 10 4 s 1 1:9% T ; 0% C 5:7% T ; 0% C -

8 � 10 3 s 1 1:1% T ; 0% C - 2:6% T ; 0% C

RD
5 � 10 4 s 1 0:4% T ; 0:5% C 0% T ; 0% C -

8 � 10 3 s 1 0% T ; 0% C - 0:2% T ; 0:3% C

Table 3.3 { Estimations de la fraction volumique de macle. T repr�esente les macles
d'extension (10�12) [�1011] et C les macles de contraction (11�22) [11�2�3].

Activit�es des familles de glissement

Les tableaux 3.4 et 3.5 fournissent, respectivement, les fr�equences des
familles de glissement observ�ees autour du stade B et de la striction. Tout
d'abord, ces r�esultats indiquent que le glissement prismatique domine tou-
jours en d�ebut d'essai, même dans les essais selon TD. Le glissement pris-
matique est toutefois plus pr�esent selon RD que selon TD. Cela est en
accord avec la distribution des FS macroscopiques selon lesdeux orienta-

105



Figure 3.11 { Evolution du taux d'�ecrouissage en fonction de la d�eforma tion plastique.

tions [RLL + 14] et la plus faible limite �elastique report�ee selon RD, �eta nt
donn�e que le glissement prismatique est reconnu comme le plus facile dans
le Ti [Chu54, PSHE95, SKS05, Zae03, WKNS07, GW09, GKS11, LMB+ 13,
WJRD12, BBB + 13, GOL+ 13, BDC+ 15]. Il est �egalement observ�e que la
proportion de glissement pyramidal augmente au cours de l'essai pour les
deux orientations, ce qui laisse supposer un possible lien avec l'augmentation
de � au cours du stade B. De plus, les donn�ees semblent indiquer que la
part du glissement prismatique augmente avec la vitesse de d�eformation.

Orientation Vitesse de d�eformation P B � <a>
1 + � <c + a>

1 � <c + a>
2

TD
5 � 10 4 s 1 65% 1% 23% 11%

8 � 10 3 s 1 73% 0% 14% 13%

RD
5 � 10 4 s 1 82% 0% 4% 14%

8 � 10 3 s 1 81% 0% 8% 11%

Table 3.4 { Fr�equence des familles de glissement observ�ees autour du stade B.

Orientation Vitesse de d�eformation P B � <a>
1 + � <c + a>

1 � <c + a>
2

TD 5 � 10 4 s 1 51% 0% 26% 23%

RD 5 � 10 4 s 1 65% 0% 17% 18%

Table 3.5 { Fr�equence des familles de glissement observ�ees autour �a la striction.
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Hypoth�eses

L'ensemble de ces r�esultats permet d'�emettre des hypoth�eses sur les
m�ecanismes responsables du comportement en 3 stades du taux d'�ecrouissage.
D'une part, les tr�es faibles fractions de macle mesur�ees autour du stade B
indiquent qu'il est peu probable que le maclage soit responsable de l'aug-
mentation de � pendant le stade B. D'autre part, l'e�et inver se de la sensi-
bilit�e �a la vitesse sur la prononciation du stade B peut di� cilement s'expli-
quer comme une cons�equence du maclage. C'est pourquoi il est n�ecessaire
d'�etudier ce comportement particulier de l'�ecrouissage en prenant en compte
les m�ecanismes li�es au glissement des dislocations. Par exemple, Conrad
[Con81] et Naka [Nak83] ont tous les deux sugg�er�e d'attribuer le plateau
observ�e sur les courbes de traction du Ti �a une multiplication rapide des dis-
locations mobiles. Nous sugg�erons �egalement que l'e�et inverse de la vitesse
suivant le sens de chargement pourrait être li�e �a des sensibilit�es di��erentes
entre familles de glissement. Etant donn�e nos r�esultats exp�erimentaux (plus
faible sensibilit�e �a la vitesse de d�eformation selon RD, augmentation du glis-
sement prismatique avec la vitesse de d�eformation), ainsique les mesures de
volume d'activation e�ectu�es par Levine [Lev66] (volume d'activation d'un
monocristal en glissement prismatique sup�erieur �a celuid'un monocristal en
glissement basal), nous �emettons l'hypoth�ese d'une sensibilit�e �a la vitesse
plus faible pour les syst�emes prismatiques.

3.4.2 Mod�elisation auto-coh�erente avec hypoth�eses sp� eci�ques

La capacit�e des hypoth�eses formul�ees �a expliquer le comportement par-
ticulier de l'�ecrouissage observ�e est test�ee �a l'aide d'un mod�ele polycris-
tallin auto-coh�erent, �a même de capter les e�ets de textures. Le mod�ele
de transition d'�echelles utilis�e repose sur le sch�ema auto-coh�erent a�ne en
�elasto-viscoplasticit�e r�ecemment d�evelopp�e par Mar eau et Berbenni [MB15].
Il s'agit d'une approche �a variables internes bas�ee sur lam�ethode des champs
translat�es [PSB99, PBF+ 01, MB15], ce qui facilite l'impl�ementation num�erique
par rapport aux approches h�er�editaires [MZ99]. La lin�ea risation a�ne des
vitesses de d�eformation viscoplastiques ( _"

�
p = m

�
: �

�
+ _�

�
) fournit des r�esultats

plus proches des solutions en champs complets qu'une lin�earisation s�ecante
[MB15]. Le formalisme adopt�e est celui des petites perturbations avec une
mise �a jour des orientations cristallines [NBT01] [ARR + 16].

Au niveau des lois constitutives, le maclage n'est d�elib�er�ement pas consid�er�e
a�n de voir si le comportement en 3 stades observ�e peut s'expliquer �a partir
de m�ecanismes li�es uniquement au glissement. Le mod�ele consid�ere ainsi le
glissement des dislocations statistiques et traite s�epar�ement leur densit�e et
leur vitesse moyenne (donn�ee par l'�equation 1.35) a�n de rendre compte de
leur multiplication rapide tel que Conrad [Con81] et Naka [Nak83] l'ont pro-
pos�e. Ces quantit�es sont reli�ees dans l'�equation d'Orowan donnant les taux
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de glissement :

_
 (s) = � (s)
m b(s)v(s) : (3.32)

La cission critique � (s)
c s'�ecrit toujours comme la somme d'une contrainte

de friction de r�eseau � (s)
0 et d'une loi de Taylor �etendue qui prend en compte

les interactions entre syst�emes [FBZ80]. Cependant, par rapport �a l'�equation
1.36, les modules de cisaillement directionnels� (s) sont dor�enavant consid�er�es :

� (s)
c = � (s)

0 + � (s)b(s)
s X

l

a(sl ) � (l )
f : (3.33)

Ce choix est motiv�e par le fait qu'il s'agit de param�etres p hysiques non
ajust�es qui permettent de rendre partiellement compte de la forte anisotropie
des cissions critiques. En e�et, ces modules sont plus faibles sur les syst�emes
prismatiques et pyramidaux < a > et environ 1:4 fois plus �elev�e sur les
syst�emes basaux et pyramidaux< c + a > (tableau 3.6). Cette tendance est
qualitativement similaire aux valeurs des cissions critiques estim�ees dans la
litt�erature (tableau 3.7). En particulier, la prise en com pte de l'anisotropie
�elastique dans la relation de Taylor pourrait avoir une certaine importance
concernant le glissement basal �etant donn�e que les approches ab initio et
de dynamique mol�eculaire r�ealis�ees sur du Ti pur ne rapportent pas de
grandes di��erences entre les contraintes de friction de r�eseau des syst�emes
prismatique et basal [PRX+ 11].

c=a b<a> b<c + a>

1.587 2:95�A 5:53�A

C 11 C 33 C 44 C 12 C 13

160 GPa 181 GPa 46:5 GPa 90 GPa 66 GPa

� P � B � � <a>
1 � � <c + a>

1 � � <c + a>
2

35:0 GPa 46:5 GPa 37:1 GPa 47:7 GPa 49:2 GPa

Table 3.6 { Param�etres cristallins du Ti �a temp�erature ambiante.

Les �equations suivantes sont adopt�ees concernant l'�evolution des densit�es
de dislocations mobiles et immobiles [EK86] :

_� (s)
m =

1
b(s)

"
C(s)

1

b(s)
 

1
L (s)

# �
�
� _
 (s)

�
�
� ; (3.34)

_� (s)
f =

1
b(s)

�
1

L (s)
 2k(s)

c b(s) � (s)
f

� �
�
� _
 (s)

�
�
� ; (3.35)

1
L (s)

= b(s)C(s)
2 � (s)

m +

q P
l a(sl ) � (l )

f

K (s)
: (3.36)
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Dans ce formalisme, les termes n�egatifs de l'�equation 3.34, correspon-
dant �a l'immobilisation des dislocations mobiles, apparaissent comme des
termes positifs dans l'�equation 3.35 et correspondent alors �a l'accumulation
des dislocations immobiles. Le libre parcours moyen des dislocations mobiles
L (s) est suppos�e d�ependre des r�eactions avec les autres dislocations mobiles
(terme C(s)

2 ) et des interactions avec les dislocations immobiles au travers

des coe�cients d'interactions a(sl ) et des constantesK (s) . C(s)
1 est reli�e �a la

production de dislocations mobiles.k(s)
c b(s) repr�esente une distance d'anni-

hilation entre dislocations et le terme associ�e la restauration dynamique.

M�ethode P B � <a>
1 � <c + a>

1 � <c + a>
2 O (wt.%) Ref.

Analyse des 90 MPa 1.2 1.1 0.10
[Chu54]

lignes de 14 MPa 3.0 0.01

glissement 3.6 25.4 22.5 0.25 [LMB + 13]

Observations TEM < 13 0.10 [Zae03]

Analyse de lignes 120 MPa 1.5 1.2 2 0.16
[BDC + 15]

+ observations TEM 192 MPa 1.5 1.2 1.8 0.32

Mod�eles EF de 181 MPa 1.2 2.6 0.07 [GW09]

monocristaux 150 MPa 2.3 7.4 [ZYBR12]

Mod�eles type Taylor
6.0 9.0 0.11 [PSHE95]

37 MPa 1.3 5.3 < 0.0002 [SKS05]

30 MPa 5.0 4.0 < 0.0002 [WKNS07]

Mod�eles auto-coh�erents

90 MPa 2.5 9.4 [GKS11]

80 MPa 1.1 1.4 3.3 0.06 [WJRD12]

57 MPa 4.8 2.9 5.4 4.1 0.13 [BBB+ 13]

68 MPa 2.6 1.8 3.7 0.12 [GOL+ 13]

98 MPa 2.3 < 0.001 [KLC+ 13]

141 MPa 1.8 1.4 2.4 2.5 0.11
Etude

actuelle

Table 3.7 { Donn�ees non-exhaustives de la litt�erature sur les rapport s de cissions cri-
tiques relativement au glissement prismatique. Pour les syst�emes prismatiques, les valeurs
absolues des cissions critiques sont donn�ees. Les cissionscritiques repr�esentent les valeurs
des cissions r�esolues quand le glissement d�ebute sur un syst�eme. Pour le mod�ele actuel et
celui de [BBB+ 13], elles correspondent donc �a � ( s)

c calcul�es �a partir des valeurs initiales
de densit�es de dislocations (eq. 3.33).

Selon nos lois constitutives, le mod�ele n�ecessiterait 9 param�etres pour
chaque famille de glissement en plus des coe�cients d'interactions. A�n de
g�erer un nombre total limit�e de param�etres, seuls la cont rainte de friction
de r�eseau � 0, le coe�cient de multiplication des dislocations mobiles C1 et
l'inverse n de la sensibilit�e �a la vitesse sont suppos�es d�ependre des familles
de glissement (tableau 3.8). Il est reconnu que les mod�elesde plasticit�e
cristalline sont tr�es sensibles aux di��erences de valeurs des cissions critiques.
Le tableau 3.7 compare justement les valeurs utilis�ees dans cette �etude avec
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celles obtenues exp�erimentalement ou identi��ees dans d'autres mod�eles de la
litt�erature. On peut noter que nos valeurs se rapprochent de celles obtenues
exp�erimentalement par Churchman [Chu54] et plus r�ecemment par Barkia
et al. [BDC+ 15]. D'autre part, l'anisotropie du glissement peut aussi r�esulter
de l'�evolution des densit�es de dislocations. Par cons�equent, la constante C1,
qui est li�ee �a la multiplication des dislocations mobiles, est suppos�ee avoir
une valeur plus �elev�ee sur les syst�emes prismatiques. Cette hypoth�ese doit
permettre d'obtenir une densit�e de dislocations totale plus �elev�ee le long de
RD, �etant donn�e que le glissement prismatique y est plus important, et ainsi
aider �a reproduire le plus fort taux d'�ecrouissage observ�e le long de RD au
cours du stade C (�gure 3.11). Conform�ement �a notre hypoth �ese initiale sur
les di��erence de sensibilit�e �a la vitesse entre syst�emes, l'exposant n est pris
plus �elev�e sur les syst�emes prismatiques. En�n, concernant les coe�cients
d'interaction a(ij ) , on s'est content�e de consid�erer les interactions colin�eaires
fortes (acoli = 0 :7) et les autres types d'interactiona6= coli = 0 ; 1 [ARR + 16].
Dans le cas du Ti, aucune �etude par dynamique des dislocations discr�etes n'a
en e�et encore �et�e r�ealis�ee pour estimer ces coe�cients . Les valeurs choisies
sont toutefois typiques des moyennes obtenues par simulations de dynamique
des dislocations discr�etes sur d'autres mat�eriaux, y compris des m�etaux HC
comme le Mg [BTB+ 14]. Les autres param�etres sont donn�es dans le tableau
3.9. Leur ajustement s'est fait de telle sorte �a reproduire:

 un comportement du taux d'�ecrouissage en 3 stades et surtout l'e�et
inverse de la vitesse de d�eformation suivant l'orientation de l'axe de
traction,

 un taux d'activit�e r�ealiste pour les syst�emes prismatiq ues,

 des valeurs correctes des coe�cients de Lankford,

 une �evolution coh�erente de la texture.

P � <a>
1 B � <c + a>

1 � <c + a>
2

� 0 90 MPa 136 MPa 182 MPa 209 MPa 240 MPa

C 1 8 � 10 4 1:5 � 10 4

n 65 32

Table 3.8 { Param�etres sp�eci�ques des familles de glissement.

v0 � m 0 � f 0 C 2 K a coli a6= coli k c

3 � 10 5 ms 1 1 � 1010 m 2 5 � 1012 m 2 75 80 0.7 0.1 9

Table 3.9 { Param�etres non sp�eci�ques des familles de glissement.
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3.4.3 R�esultats des simulations et discussion

Evolution du taux d'�ecrouissage et courbes de traction

La �gure 3.12 compare les �evolutions du taux d'�ecrouissage pr�edites par
le mod�ele �a celles mesur�ees. On constate que le caract�ere en 3 stades est en
e�et qualitativement retrouv�e. La con�rmation que le mod� ele parvient �a sai-
sir correctement les m�ecanismes physiques en jeu vient de l'observation d'un
e�et inverse de la vitesse de d�eformation sur la profondeurdes puits entre
les orientations RD et TD. L'accord quantitatif est meilleu r pour les trac-
tions suivant TD. Les augmentations simul�ees de � durant le s stades B sont
n�eanmoins moins prononc�ees que celles mesur�ees. Pour les tractions suivant
RD, le taux d'�ecrouissage durant le stade B est plus �elev�e que celui observ�e
exp�erimentalement. Toutefois, les incr�ements de � reste nt quantitativement
en accord avec les mesures. En particulier, concernant l'�echantillon d�eform�e
�a la plus grande vitesse de d�eformation, l'�evolution du t aux d'�ecrouissage
ne montre pas de puits, mais un point d'in
exion, de mani�ere similaire
�a l'exp�erience. Les encarts de la �gure 3.12 montrent l'�e volution du taux
d'�ecrouissage en prenant les mêmes valeurs den et C1 sur toutes les familles
de glissement. Dans ce cas, il n'y a ni augmentation de � durant le stade
B, ni e�et inverse de la vitesse de d�eformation entre les orientations RD et
TD.

Figure 3.12 { Comparaisons des �evolution des taux d'�ecrouissage entre exp�eriences et
simulations. En encart : r�esultats des simulations avec le s mêmes valeurs den et C1 sur
toutes les familles de glissement (n = 50 et C1 = 1 :5 � 10 4).

La �gure 3.13 illustre la qualit�e des pr�edictions du mod�e le concernant les
courbes contrainte-d�eformation plastique. A nouveau, l'accord est meilleur
pour les tractions suivant TD. L'e�et de la vitesse de d�efor mation est glo-
balement bien reproduit par le mod�ele pour les deux orientations bien que
le d�ebut des courbes selon RD pr�esentent un �ecrouissage trop important.

111



Figure 3.13 { Comparaisons des courbes contrainte-d�eformation plasti que entre
exp�eriences et simulations.

Activit�es des syst�emes de glissement

A�n de permettre des comparaisons au plus juste avec les mesures de
lignes de glissement, la fr�equence suivante a �et�e calcul�ee �a partir des donn�ees
du mod�ele :

 dans chaque grain, seul le syst�eme avec le plus fort glissement (
 (s)
max )

est consid�er�e,

 si 
 (s)
max d�epasse une certaine valeur critique
 c = 0 :004, le grain est

consid�er�e comme ayant des lignes de glissement observables,

 les fr�equences des familles de glissement sont ensuite calcul�ees pour les
grains retenus, avec une famille de glissement par grain.

La �gure 3.14 pr�esente les r�esultats obtenus �a partir de ce calcul.
Conform�ement aux observations, l'activit�e des syst�emes prismatiques pr�edomine
au d�ebut de la d�eformation pour les deux orientations. N�e anmoins, pour
l'orientation TD, l'activit�e prismatique diminue plus ra pidement et se sta-
bilise �a une valeur comparable �a l'activit�e du glissement pyramidal < a > .
Pour l'orientation RD, le syst�eme prismatique pr�edomine dans tout l'in-
tervalle de d�eformation. Il est caract�eris�e par une lent e diminution jusqu'�a
2% de d�eformation plastique, puis par un niveau plus ou moins constant.
Ces pr�edictions sont en bon accord avec les fr�equences deslignes de glisse-
ment observ�ees exp�erimentalement (tableaux 3.4 et 3.5).On peut toutefois
noter que le mod�ele pr�edit une activit�e basale alors que presque aucune
ligne basale n'a �et�e observ�ee dans nos �echantillons. Cette proportion reste
n�eanmoins faible (< 4% en DL et< 9% en DT) et coh�erente avec les donn�ees
exp�erimentales de la litt�erature [LMB + 13, BDC+ 15].
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Figure 3.14 { Fr�equence d'observation des familles de glissement estim�ee par le mod�ele
pour di��erentes vitesses : 5 � 10 5 s 1 (lignes en tirets), 5 � 10 4 s 1 (lignes pleines), 8 �
10 3 s 1 (lignes en pointill�es). Les points sont les valeurs exp�eri mentales �a 5 � 10 4 s 1 (en
r�ealit�e, les valeurs mesur�ees �a la striction correspon dent �a des d�eformation > 0:1).

Coe�cients de Lankford et �evolution de texture

Le tableau 3.10 compare les coe�cients de Lankford pr�editspar le mod�ele
et ceux mesur�es dans cette �etude et dans une �etude similaire [BBB+ 13]. La
forte anisotropie plastique du titane commercialement purest retrouv�ee par
le mod�ele. Les coe�cients de Lankford pr�edits correspondent bien aux va-
leurs exp�erimentales pour l'orientation RD ( R � 2) mais sous-estiment un
peu celle de l'orientation TD (R � 4=R � 5). Comme sugg�er�e par Benm-
henni et al. [BBB + 13], l'absence de d�esorientation intragranulaire dans le
mod�ele et/ou le faible �ecart par rapport aux activit�es de glissement r�eelles
peuvent expliquer la di��erence observ�ee selon TD. Par ailleurs, l'e�et de
l'�elasticit�e anisotrope sur ces r�esultats est �a soulig ner. En e�et, les coe�cients
de Lankford sont sensiblement modi��es en prenant une �elasticit�e isotrope,
illustrant une r�epartition di��erente des activit�es des syst�emes de glissement.
En particulier, en passant d'un cadre anisotrope �a un cadreisotrope, l'acti-
vit�e des syst�emes prismatiques diminue alors que celle des syst�emes basaux
augmente[ARR + 16].

Mesures exp�erimentales Pr�edictions du mod�ele (A // I)

5 � 10 4 s 1 10 3 s 1

5 � 10 5 s 1 5 � 10 4 s 1 8 � 10 3 s 1

(cette �etude) [BBB + 13]

RD (E p = 9 :0%) 2.1 2:2� 2.0 // 1.8 1.9 // 1.7 1.8 // 1.6

TD (E p = 6 :2%) 5.5 4:9� 3.6 // 3.1 3.7 // 3.2 4.3 // 3.5

Table 3.10 { Coe�cients de Lankford mesur�es et pr�edits. \A" repr�esent e le cas de
l'�elasticit�e anisotrope et \I" le cas de l'�elasticit�e i sotrope (� = 0 :3 et � = 42 :25 GPa). � Les
valeurs de [BBB+ 13] sont en fait obtenues grâce �a une r�egression lin�eair e sur un large
intervalle de d�eformation.
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Densit�es de dislocations

La �gure 3.15 pr�esente l'�evolution des densit�es de dislocations mobiles
et immobiles. Les densit�es sont plus �elev�ees selon RD puisque la part de
d�eformation r�ealis�ee par glissement prismatique y est plus importante et
que C1 y est plus grand. Par cons�equent, la contribution des syst�emes pris-
matiques �a l'�ecrouissage global est pr�epond�erant en raison d'une diminution
plus rapide du libre parcours moyen des dislocations (eq. 3.36). Ce sc�enario
pourrait expliquer le plus fort taux d'�ecrouissage selon RD durant le stade
C (�gure 3.11) malgr�e un maclage moins important et une part plus �elev�ee
de glissement facile. En revanche, les simulations qui sontex�ecut�ees avec
une même valeur deC1 pour toutes les familles de glissement pr�esentent des
densit�es de dislocations plus �elev�ees selon TD (cf. les encarts de la �gure
3.15) et donnent un plus fort durcissement durant le stade C selon selon
TD. Par ailleurs, la �gure 3.15 montre que plus la vitesse de d�eformation
est �elev�ee et plus la densit�e de dislocations est �elev�ee.

Figure 3.15 { Evolution des densit�es moyennes de dislocations immobiles et mobiles
cumul�ees sur les 30 syst�emes d'apr�es le mod�ele. En encart : r�esultats des simulations avec
les mêmes valeurs den et C1 sur toutes les familles de glissement.

Plasti�cation des grains

A�n de comprendre l'�ecrouissage initial, il est �egalement int�eressant de
voir comment la plasti�cation progressive des grains s'e�ectue dans les simu-
lations. La �gure 3.16 repr�esente l'�evolution de la propo rtion de grains avec
1 ou 2 syst�emes actifs. On constate que l'entr�ee en plasticit�e s'e�ectue de
mani�ere plus di�use selon TD. En outre, selon TD, le glissement secondaire
commence plus tôt et le nombre de grains avec 2 syst�emes actifs augmente
plus rapidement. Cette observation est coh�erente avec lesvaleurs plus �elev�ees
de la limite d'�elasticit�e selon TD [RLL + 14]. Dans le même temps, aucun
e�et �evident de la vitesse de d�eformation sur l'entr�ee en plasticit�e ne peut
être constat�e �a partir de la �gure 3.16.

114



Figure 3.16 { Proportion des grains avec au moins un syst�eme actif ( 
 > 0:004). En
encart : proportion des grains avec au moins deux syst�emes actifs.

Discussion

La simple introduction des dislocations mobiles peut produire un com-
portement non monotone de �, �etant donn�e que leur augmenta tion en-
trâ�ne un adoucissement alors que l'augmentation des dislocations immobiles
conduit �a un durcissement. Toutefois, les encarts de la �gure 3.12, obtenus
avec des mêmes valeurs den et C1 pour toutes les familles, ne montrent
aucune augmentation de � durant le stade B. Une autre contribution �a la
non monotonie de � provient donc des interactions complexesentre les acti-
vit�es des di��erentes familles de glissement. En e�et, chaque syst�eme s'auto-
�ecrouit et durcit les autres syst�emes de mani�ere di��ere nte, en raison des
valeurs sp�eci�ques des modules de cisaillement directionnels, des coe�cients
d'interactions, des densit�es de dislocations immobiles et des sensibilit�es �a la
vitesse. Par exemple, l'activation des glissements pyramidaux < a > induit
un tr�es fort �ecrouissage du fait des interactions colin�eaires avec les syst�emes
prismatiques (eq. 3.33). En e�et, le long de RD, l'augmentation de � durant
le stade B est corr�el�ee avec l'augmentation de l'activit�e des syst�emes pyrami-
daux < a > (�gure 3.14), ainsi qu'avec celle du glissement secondaire(�gure
3.16). La valeur du coe�cient d'interaction colin�eaire a d onc une in
uence
signi�cative sur l'augmentation de � au stade B.

Dans le mod�ele, les puits qui apparaissent dans l'�evolution de � se pro-
duisent aux environs de 0:5% et 0:8% de d�eformation plastique le long de
RD et TD, respectivement (�gure 3.12). Ces d�eformations correspondent
pr�ecis�ement aux moments o�u tous les grains sont plasti��es par glissement
simple (�gure 3.16). Par cons�equent, la chute de � au cours du stade A est
vraisemblablement reli�ee �a la plasti�cation progressiv e des grains, comme
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cela a �egalement �et�e sugg�er�e par Barkia et al. [BDC+ 15]. Le long de RD, on
peut d�eduire des �gures 3.14 et 3.16 que la plupart des grains se d�eforment
par glissement simple sur un syst�eme prismatique durant lestade A. Le
long de TD, la situation est plus complexe avec plus de 65% desgrains
d�ej�a en glissement multiple �a la �n du stade A (�gure 3.16) et une quantit�e
comparable de glissement prismatique et pyramidal< a > (�gure 3.14).
En particulier, l'entr�ee en plasticit�e est beaucoup plus progressive le long
de TD, ce qui explique certainement pourquoi ces �echantillons s'�ecrouissent
plus vite que le long de RD au tout d�ebut de la d�eformation pl astique, et
puis pr�esentent �nalement un taux d'�ecrouissage plus faible �a partir la �n
du stade A.

Les simulations r�ealis�ees avec les mêmes valeurs den et C1 pour toutes
les familles de glissement retrouvent qualitativement l'e�et de la vitesse de
d�eformation sur le taux d'�ecrouissage au cours du stade A le long de TD (�-
gure 3.12). Ce r�esultat signi�e que, le long de TD, la profondeur du puits doit
être avant tout in
uenc�ee par la production des dislocati ons mobiles. Cette
production est en e�et d'autant plus prononc�ee que la vitesse de d�eformation
augmente, et cela quelles que soient les hypoth�eses surn et C1 (�gure 3.15).
Par contre, le long de RD, l'hypoth�ese d'une sensibilit�e �a la vitesse sp�eci�que
pour le glissement prismatique est n�ecessaire a�n de retrouver l'e�et de la
vitesse de d�eformation. Dans ce cas, le comportement du taux d'�ecrouissage
durant le stade A doit être avant tout in
uenc�e par la s�ele ction des di��erents
syst�emes de glissement. Sur la �gure 3.14, il est �etabli que la part d'acti-
vit�e prismatique augmente avec la vitesse de d�eformation. A premi�ere vue,
on pourrait conjecturer que la promotion du glissement prismatique devrait
conduire �a un plus faible taux d'�ecrouissage �etant donn�e que la production
de dislocations mobiles est y suppos�ee plus facile. Cependant, �etant donn�e
leur plus faible cission critique, l'activation d'un syst�eme prismatique �a la
place d'un autre syst�eme signi�e �egalement que le glissement se d�eroule sur
un syst�eme moins bien orient�e, et donc contribuant moins �a l'allongement
axial de l'�echantillon [ARR + 16]. Cet e�et peut induire au �nal un taux
d'�ecrouissage plus important.

En�n, la surestimation du taux d'�ecrouissage durant le stade A le long de
RD peut s'expliquer. En e�et, puisque presque tous les grains se d�eforment
par glissement simple lors de ce stade, l'accommodation plastique doit être
di�cile et d'importantes contraintes inter-granulaires s ont attendues. Or, les
mod�eles auto-coh�erents �a 1-site sont connus pour surestimer les contraintes
internes par rapport aux m�ethodes �a champs complets qui permettent de
tenir compte des e�ets de voisinage [MB15]. Cet point est particuli�erement
vrai en cas de forte non-lin�earit�e, comme ici avecn = 32 ou n = 65.
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3.5 Conclusions

Dans ce chapitre, deux nouvelles lois d'accommodation qui d�ependent
naturellement de la taille des grains ont �et�e d�etermin�e es. La premi�ere consid�ere
la plasticit�e intra-granulaire sous forme de boucles de super-dislocations et
a pu être appliqu�ee dans un mod�ele polycristallin simpli��e. La deuxi�eme loi
a �et�e d�eriv�ee en consid�erant des d�eformations plasti ques intra-granulaires
continues mais non-uniformes. Contrairement �a la premi�ere approche, cette
m�ethode ne rend pas compte du caract�ere discret li�e �a une distribution en
bandes de glissement mais permet de consid�erer des gradients de d�eformation
plastique comme ceux cons�ecutifs �a l'empilements des dislocations au joint
de grains. Les calculs ont pu être r�ealis�es grâce �a une m�ethode de superposi-
tion utilisant les formules analytiques des contraintes �a une interface plane
d�evelopp�ees au Chapitre 2. Ces deux approches ont montr�eque les e�ets
de taille des grains obtenus �etaient directement reli�es �a la mani�ere dont la
plasticit�e se distribuait �a l'int�erieur des grains.

Ce chapitre a �egalement permis de voir qu'un mod�ele microm�ecanique
statique avec une topologie �a double inclusions �etait capable d'expliquer
la s�election des macles secondaires de double extensions dans l'alliage de
magn�esium AZ31. Ce mod�ele est susceptible d'ête appliqu�e �a d'autres types
de macles secondaires comme les macles de contraction incluses dans des
macles d'extension qui se rencontrent plus fr�equemment dans les alliages de
Mg [Bar07, BKBM08, MCJJ10, AKS10] ou encore au maclage secondaire
dans d'autres mat�eriaux comme le Ti [BSL+ 10, XTS+ 17]. Dans le cas du Ti,
il serait alors int�eressant d'�etendre le mod�ele �a une fo rmulation en �elasticit�e
anisotrope h�et�erog�ene.

La derni�ere partie de ce chapitre a concern�e la mod�elisation du compor-
tement en 3 stades du taux d'�ecrouissage du Ti-� en traction. Cette �etude
s'est faite �a l'aide d'un mod�ele auto-coh�erent �elasto- viscoplastique avec une
formulation a�ne [MB15]. Ce mod�ele a permis de tester deux hypth�eses
fortes : une plus faible sensibilit�e �a la vitesse ainsi qu'une multiplication plus
rapide des dislocations sur les syst�emes prismatiques. A partir de celles-ci,
les courbes de traction ont �et�e correctement reproduiteset des estimations
raisonnables des coe�cients de Lankford, de l'activit�e du glissement pris-
matique et de l'�evolution des textures [ARR + 16] ont �et�e obtenues. Plus
important encore, l'e�et inverse de la vitesse sur la profondeur du puits du
taux d'�ecrouissage selon l'orientation de l'axe de traction a �et�e retrouv�e de
mani�ere qualitative, permettant d'avancer une explicati on aux ph�enom�enes
observ�es. Le mod�ele s'est ainsi r�ev�el�e capable d'expliquer qualitativement
toutes les observations exp�erimentales, y compris les plus sp�eci�ques. En-
�n, il est �a noter qu'en parall�ele de cette �etude, d'autre s travaux ont �et�e
r�ecemment conduits sur des �echantillons de Ti de puret�e commercial avec
des compositions proches de la nôtre [BDC+ 15, BDHG15, DB15, MMFS16,
DB16]. Ce groupe de chercheurs a notamment �et�e amen�e �a e�ectuer une
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hypoth�ese similaire de viscosit�e plus faible pour les syst�emes prismatiques
[DB15]. A l'aide d'un mod�ele �a champs moyens viscoplastique, cette hy-
poth�ese leur a permis de reproduire l'e�et de l'anisotropie et de la vitesse
de d�eformation sur la viscosit�e globale [DB15]. Ils ont �egalement mis en
�evidence l'existence de m�ecanismes de d�eformation par glissement au joint
de grains et formation de bandes en genoux [BDHG15, DB16] et proposent
d'attribuer le plateau visible au d�ebut des courbes de traction selon TD �a
un e�et de vieillissement statique du fait des interactions entre dislocations
< c + a > et atomes interstitiels d'oxyg�ene [MMFS16].
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Synth�ese et perspectives de
recherche

Mes 8 ann�ees de recherche au CNRS m'ont permis de d�evelopper di��erents
outils de mod�elisation en lien avec les membres de l'�equipe APLI, notam-
ment des mod�eles champs complets de m�ecanique des champs de dislocations
impl�ement�es sous Abaqus et sous freefem++ qui peuvent se r�eduire �a des
mod�eles de plasticit�e cristalline standards, des codesMatlab permettant le
calcul imm�ediat des champs �elastiques aux interfaces planes en fonction de
di��erents param�etres et une m�ethode permettant de trait er les probl�emes
d'inclusion sph�erique pour certaines formes d'eigenstrain non uniformes.
Il est �a noter aussi que l'extension a�ne du mod�ele auto-coh�erent �elasto-
viscoplastique �a champs translat�es a �et�e impl�ement�e sousFortran pendant
la th�ese de K�ek�eli Amouzou [Amo15] �a partir du code exist ant au LEM3
avec formulation s�ecante. Ces ann�ees de recherche ont aussi fourni quelques
r�esultats concrets int�eressants qui ont �et�e con�rm�es a posteriori par des
�etudes ind�ependantes, comme la promotion du glissement parall�ele aux joints
de macle �3(111) du fait de l'anisotropie �elastique [IKD15 , YDZ16] ou la
tr�es probable plus faible sensibilit�e �a la vitesse des syst�emes prismatiques
dans le Ti [DB15, ZJBD16].

En grande partie grâce au travail des doctorants et post-doctorants, les
mod�eles d�evelopp�es ont pu être confront�es �a di��eren ts types d'observations
exp�erimentales : champs de d�eformations et de d�esorientation de l'axe c dans
la glace, identi�cation des variantes de macles primaire etsecondaire dans
des �echantillons de Ti et d'alliages AZ31, identi�cation d es syst�emes de glis-
sement actifs et �evolution des orientations cristallines dans des bicristaux
microm�etriques de Ni ainsi que micro-extensom�etrie et caract�erisation de
l'�ecrouissage, des syst�emes de glissement actifs et de l'�evolution de texture
dans des �echantillons de Ti en traction.

Mon projet scienti�que s'e�ectuera majoritairement dans l a continuit�e
des �etudes men�ees jusqu'�a pr�esent. Son ambition reste de mettre en �evidence
les relations qui existent entre les microstructures de d�efauts des mat�eriaux
cristallins (joints de grains, joints de phase, dislocations, macles) et leurs pro-
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pri�et�es m�ecaniques locales et globales. Pour cela, de nouveaux mod�eles seront
d�evelopp�es et seront autant que possible confront�es �a des caract�erisations
exp�erimentales �nes (extensom�etrie haute r�esolution, essais m�ecaniques �a
l'�echelle microm�etrique, EBSD haute r�esolution, �emis sion acoustique) grâce
�a des collaborations internes et externes. Ces nouvelles approches auront
pour objectifs de fournir les outils d'analyse et de conception n�ecessaires
�a l'�elaboration et �a la mise en forme de nouveaux mat�eria ux (composites,
mat�eriaux multiphas�es, mat�eriaux nano-structur�es). Il sera ainsi n�ecessaire
de trouver un �equilibre entre le d�eveloppement de recherches fondamentales
et leurs applications �a des probl�ematiques industrielles (alliages l�egers, aciers
hautes performances, mat�eriaux composites). Mon projet scienti�que peut
se d�ecomposer en trois th�emes principaux qui sont d�ecrits ci-dessous.

E�ets de l'anisotropie �elastique sur la plasticit�e aux
interfaces

A la suite de la th�ese d'Idriss Tiba [Tib15], une nouvelle th�ese en co-
tutelle avec l'Universit�e de la Sarre a d�emarr�e en octobr e 2016 (th�ese de
Xiaolei Chen sous la direction de St�ephane Berbenni, Christian Motz et moi-
même). L'objectif est d'�etudier les e�ets des propri�et� es anisotropes sur les
m�ecanismes de d�eformation plastique aux joints de grainsmais en consid�erant
dor�enavant des distributions discr�etes de dislocationset non plus des champs
continus de distorsions plastiques. Il est pr�evu d'e�ectuer des premiers cal-
culs de champs de contraintes d'arrangements de dislocations dans un milieu
�elastique cubique en utilisant le formalisme de Stroh [ERS53, Str58, BB79]
puis d'�etendre ces calculs �a un milieu �elastique cubique h�et�erog�ene [DB80].
Ces calculs serviront ensuite �a estimer pr�ecis�ement l'�etat des contraintes lo-
cales lors d'essais m�ecaniques (
exion, compression) �a l'�echelle microm�etrique
sur des bicristaux pour pouvoir ensuite d�eterminer la r�esistance intrins�eque
de di��erents joints de grains �a la transmission du glissement. Les mat�eriaux
d'�etude seront de structure CFC avec des coe�cients d'anisotropie �elastique
di��erents a�n d'�evaluer l'e�et de l'anisotropie �elasti que sur la transmis-
sion du glissement par comparaison d'exp�eriences. Ils devront �egalement
avoir une faible �energie de faute d'empilement a�n d'obtenir du glissement
planaire favorable �a l'observation des lignes de glissement (qui aideront �a
impl�ementer les arrangements de dislocations dans le mod�ele) et �a la for-
mation d'empilements de dislocations au joint de grains. Unprojet commun
ANR/DFG sera d�epos�e sur cette th�ematique en 2017 en collaboration avec
l'�equipe du professeur Christian Motz.

D'autres perspectives concernant les e�ets de l'anisotropie �elastique sont
�egalement envisageables, notamment pour des applications en fatigue pour
lesquelles les formules analytiques statiques d�evelopp�ees au Chapitre 2 sont
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bien adapt�ees. Ainsi, dans le cadre d'une action du Labex DAMAS sur
le comportement m�ecanique des alliages de Ti, il est envisag�e de regarder
l'e�et des contraintes d'incompatibilit�e dans les struct ures lamellaires�=�
qui peuvent apparâ�tre dans ces alliages �a partir de ces formules. L'int�erêt est
d'apporter �eventuellement des informations sur les m�ecanismes d'initiation
de �ssures en fatigue dans ces r�egions mais aussi d'e�ectuer des calculs pour
la premi�ere fois dans le cas de deux phases de sym�etrie di��erente (HC et
CC) et en relation d'orientation de Burgers.

Par ailleurs, nous avons jusqu'�a pr�esent uniquement �etudi�e les cons�equences
des contraintes d'incompatibilit�e dans les structures lamellaires de joints
de macle �3(111) sur l'activation des syst�emes de glissement de disloca-
tions parfaites. Or, les m�ecanismes de transmission aux joints de macle
�3(111) sont nombreux et impliquent le plus souvent des dislocations par-
tielles [R�76, ZWL+ 11, ZLW12]. Il serait ainsi int�eressant de compl�eter l'�e tude
d�ej�a r�ealis�ee en regardant l'e�et des contraintes d'in compatibilit�e sur l'ac-
tivit�e des dislocations partielles. Une analyse compl�ete des m�ecanismes de
transmission aux joints de macle �3(111) par modi�cation de s contraintes
locales pourrait ainsi être r�ealis�ee et appliqu�ee aux aciers TWIP.

En�n, �a plus long terme, il peut être envisageable d'e�ect uer des calculs
analytiques des contraintes d'incompatibilit�e aux point s triples en �elasticit�e
anisotrope h�et�erog�ene comme cela a d�ej�a �et�e e�ectu� e en �elasticit�e isotrope
homog�ene [CZ96]. Comme pour les interfaces planes, le but serait d'obtenir
grâce �a ces calculs une estimation imm�ediate des niveauxde contrainte �a un
noeud triple ou multiple en fonction de l'anisotropie �elastique du mat�eriau,
de la fraction volumique et de l'orientation cristalline des grains, de l'orien-
tation de la jonction et du chargement macroscopique.

Transport des GND par syst�eme en grandes d�eformations
et couplages thermom�ecaniques

Pour un couplage vraiment e�cace avec la plasticit�e crista lline, il sera
n�ecessaire �a l'avenir de r�esoudre le transport des GND par syst�eme dans une
formulation grandes d�eformations [Ach01, Ach04]. En e�et, la r�esolution
actuelle des �equations de transport par syst�eme est simpli��ee (eqs. 1.59
et 1.60) et n�eglige certaines des contributions li�ees �a la rotation des plans
cristallins qui peuvent avoir une in
uence, en particulier aux joints de grains
[RLC + 17]. Cela reste un challenge car une r�esolution rigoureuse complexi�e
�enorm�ement les �equations. Pour v�eritablement appr�ec ier les e�ets nouveaux
qui pourraient �emerger de ce cadre grandes d�eformations,il faudra �egalement
chercher en parall�ele �a r�eduire, voir �a supprimer, la di �usion actuellement
pr�esente dans la r�esolution par m�ethode Galerkin/Moind res carr�es [VBF06].
Cette di�usion engendre assur�ement des e�ets non physiques, en particulier
vis-�a-vis des densit�es de GND aux vitesses quasi-nulles qui sont sens�ees être
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stables tant que leur vitesse n'augmente pas mais qui di�usent dans les
simulations. Une solution peut être de changer de sch�ema de r�esolution et
de s'aider de techniques de stabilisation commme dans [HMPG15].

La r�esolution du transport par syst�eme aux joints de grain s pourra aussi
être am�elior�ee par une meilleure s�election des syst�emes �a mettre en cor-
respondance. Cela pourra se faire en fonction des crit�eresg�eom�etriques de
transmission �etablis exp�erimentalement [SWC88, LRB90, LR85], ainsi que
du type de joint de grains, de l'�etat des contraintes locales et de la quan-
tit�e de dislocations interfaciales stock�ee dans le joint. Selon les cas, cela
conduira ainsi �a consid�erer soit le joint de grains comme imp�en�etrable au
syst�eme incident, soit �a autoriser une transmission partielle ou totale sur
un ou plusieurs syst�emes sortants. Id�ealement, l'optimisation de ces crit�eres
se fera par confrontation exp�eriences/simulations sur des bicristaux ou des
agr�egats de quelques grains.

Par ailleurs, un autre int�erêt d'avoir un mod�ele de trans port par syst�eme
r�eside dans la possibilit�e d'a�ecter des vitesses sp�eci�ques aux parties vis et
coin des densit�es de GND sur chaque syst�eme. Dans de nombreux mat�eriaux
en e�et, tels ceux de structure cubique centr�ee (CC) [Kub82] ou les alliages
de Ti par exemple [PRX+ 11], la mobilit�e des dislocations coin est beaucoup
plus �elev�ee que celle des dislocations vis. Pour de tels mat�eriaux, il serait
ainsi int�eressant d'appliquer cette anisotropie de vitesse dans un mod�ele de
m�ecanique des champs de dislocations a�n d'�etudier ses e�ets sur la struc-
ture des dislocations et les propri�et�es m�ecaniques. A plus long terme, il
est ensuite envisageable de coupler ce type de mod�ele avec l'introduction
de m�ecanismes sp�eci�ques aux caract�eres vis et coin, tels que le glissement
d�evi�e et la mont�ee des dislocations, respectivement.

Actuellement, notre mod�ele de m�ecanique des champs de dislocations
ne permet pas d'�etudier les e�ets d'une variation de temp�erature sur la
r�eorganisation des dislocations alors que son utilisation dans ce sens serait
pertinente puisqu'il consid�ere des densit�es de dislocations polaris�ees vis et
coin et rend bien compte de leur possible annihilation. Pourcela, il est en-
visageable de consid�erer les mouvements hors plan de glissement dans la
r�esolution du transport et de leur a�ecter une loi de mobili t�e qui serait
fonction de la di�usion thermique d'une distribution conti nue de lacunes
[MaMFV08]. Il faudra �egalement introduire les d�eformati ons thermiques et
l'e�et de la temp�erature sur un certain nombre de propri�et �es mat�erielles
(mobilit�es des dislocations, constantes �elastiques, cissions critiques, etc.),
ce qui constituera une tâche plus ais�ee. Avec ces �el�ements, un changement
de temp�erature cons�ecutif �a un chargement m�ecanique modi�era l'�etat de
contraintes internes ainsi que la mobilit�e des dislocations, ce qui induira une
r�eorganisation de la distribution des dislocations et du champ de contraintes.
Dans ce cadre, le mod�ele pourra être appliqu�e �a l'�etude de la restauration.
A plus long terme, un couplage thermom�ecanique encore pluscomplet est
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concevable. A�n d'�etudier tout type de sollicitation ther mom�ecanique, celui-
ci incluerait l'�el�evation de temp�erature due �a la plast icit�e, la r�esolution de
l'�equation de la chaleur et les possibles anisotropies descoe�cients de dila-
tation et de conductivit�e thermiques.

Il est �a noter que le savoir d�evelopp�e en terme de m�ecanique des champs
de dislocations sera probablement mutualis�e au sein d'un groupement de
recherche puisque le LEM3 a particip�e �a la demande de mise en place d'un
GDR \Recristallisation" (regroupant 12 laboratoires acad�emiques et 10 par-
tenaires industriels) pour 2017. Dans le cadre de ce futur GDR, il est pr�evu
que le LEM3 s'implique au sein du groupe de travail \m�ecanismes fonda-
mentaux" et collabore avec le LGGE et G�eosciences Montpellier. L'objectif
est la compr�ehension des processus de germination et de migration de joints
de grains et des param�etres (gradients d'�energie �elastique, densit�es de dislo-
cations, etc.) qui les contrôlent, notamment par confrontation de di��erents
mat�eriaux tr�es anisotropes (min�eraux, glace, m�etaux h exagonaux).

En�n, il faut souligner l'oppurtunit�e o�erte �a l'avenir d e confronter
les donn�ees issues de simulation de m�ecanique des champs de dislocations
aux m�ethodes de caract�erisation innovantes actuellement d�evelopp�ees au
LEM3, �a savoir l'EBSD haute r�esolution et l'EBSD 3D notamm ent. Le
LEM3 cherche en e�et �a d�evelopper sa propre technique de caract�erisation
d'EBSD haute r�esolution qui permettra d'acc�eder aux d�ef ormations �elastiques
(et donc aux contraintes locales), ainsi que d'am�eliorer la r�esolution angu-
laire sur les rotations de r�eseau de pr�es de 2 ordres de grandeur [Wil96,
MDF12, BW12]. Cette technique permettra ainsi d'acc�eder �a une bien meilleure
description de la distribution des densit�es de dislocations par calcul des com-
posantes du tenseur de Nye [Nye53] qui d�ependent �a la fois des gradients
de rotation de r�eseau et des gradients de d�eformation �elastique. L'EBSD
3D o�re elle la possibilit�e d'avoir acc�es �a l'ensemble des composantes grâce
�a la mesure des gradients dans l'�epaisseur. Or, un enjeu majeur actuel est
de pouvoir valider le caract�ere pr�edictif des simulations �a champs complets,
non seulement en terme de distribution de champs de d�eformations, mais
�egalement en termes de champs de contraintes et de densit�es de disloca-
tions. En e�et, par la loi de Hooke les contraintes sont reli�ees aux seules
d�eformations �elastiques qui deviennent rapidement n�egligeables devant les
d�eformations plastiques. Il est donc possible d'obtenir des pr�edictions re-
lativement correctes du point de vue de la distribution des d�eformations
totales et incorrectes vis-�a-vis de celle des contraintes. Une pr�ediction plus
robuste des champs de contraintes et de dislocations permettra d'identi�er
plus pr�ecis�ement les zones de la microstructure qui risquent de �ssurer, de
recristalliser ou encore de proc�eder �a un changement de phase via le calcul
des forces motrices associ�ees.

123



D�eveloppement de m�ethodes d'homog�en�eisation en
�elasto-viscoplasticit�e polycristalline

Par rapport aux approches �a champs complets, les m�ethodes
d'homog�en�eisation conservent un int�erêt dans la mesure o�u elles sont ca-
pables de traiter un tr�es grand nombre de grains (jusqu'�a plusieurs dizaines
de milliers) relativement rapidement. La mise en donn�ees est �egalement
beaucoup plus facile puisqu'elles ignorent l'arrangementspatial des grains.
Pour ces raisons, ces m�ethodes pr�esentent un fort potentiel pour être ap-
pliqu�ees par les industriels. Les pr�edictions des approches auto-coh�erentes
sont aussi bien plus pr�ecises que celles des mod�eles de type Taylor qui res-
tent majoritairement utilis�es dans l'industrie. Dans cet te optique, il convient
d'am�eliorer encore les capacit�es du mod�ele auto-coh�erent �elasto-viscoplastique
d�evelopp�e par l'�equipe APLI. Plusieurs voies de d�evelo ppement sont en-
visag�ees : l'extension du mod�ele au formalisme des grandes transforma-
tions g�en�eralement n�ecessaire pour aborder les probl�ematiques industrielles
comme la mise en forme, la prise en compte du maclage comme m�ecanisme
de d�eformation pour traiter des mat�eriaux comme les alliages de Ti ou de
Mg et, �a plus long terme, l'int�egration de lois d'accommod ation �a longueurs
internes qui d�ependent naturellement de la taille de grains comme celles
d�evelopp�ees au Chapitre 3.

En ce qui concerne l'extension aux grandes transformations, on souhaite
conserver l'originalit�e de la m�ethode �a champs translat �es [PSB99, PBF+ 01,
MB15] car, en tant qu'approche �a variables internes, l'impl�ementation num�erique
est plus simple que pour les autres approches auto-coh�erentes. On sou-
haite �egalement conserver le cadre �elasto-viscoplastique et rendre compte de
l'�evolution de la morphologie des grains, ce qui constituele v�eritable chal-
lenge de ce projet. En e�et, seuls quelques mod�eles auto-coh�erents ont pour
l'instant �et�e d�evelopp�es dans un cadre �elasto-viscop lastique et d�eformations
�nies mais avec d'autres approximations que celles de la m�ethode �a champs
translat�es [NNO86, Har91, WWTH10]. Le d�eveloppement d'u n mod�ele auto-
coh�erent �elasto-viscoplastique en grandes d�eformations permettra alors d'�etudier
les e�ets de texture cristallographique, de morphologies de grains ou des pro-
cessus d'accommodation entre di��erentes phases �a n'importe quel taux de
d�eformation et pourra �eventuellement être compl�et�e p ar l'impl�ementation
de crit�eres de localisation de la d�eformation.

En ce qui concerne la prise en compte du maclage intra-granulaire dans le
mod�ele auto-coh�erent, on souhaite reprendre dans un cadre �elasto-viscoplastique
avec la m�ethode �a champs translat�es le probl�eme de double inclusions ap-
pliqu�e au cas du maclage primaire dans un polycristal [JBB+ 14]. La topolo-
gie est similaire �a celle de la �gure 3.8 mais sans consid�eration du maclage
secondaire : le premier ellipso•�de repr�esentant le grainparent, le deuxi�eme
la macle primaire, et le tout �etant noy�e dans un milieu homo g�ene �equivalent
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repr�esentant le polycristal. Contrairement aux autres mod�eles avec maclage
[Hou78, TLK91, Kal98, PTK07, CTBA08], cette topologie permet un cou-
plage m�ecanique direct entre la macle et le grain parent : les contraintes
internes dues au maclage sont calcul�ees en moyenne dans le grain parent et
la macle suivant la d�emarche de Tanaka et Mori [TM72]. Il est �a noter que
ce type de mod�ele permettra �egalement d'aborder les probl�emes de trans-
formation de phase sous divers chargements m�ecaniques en rendant compte
des interactions e�ectives entre une variante de phase transform�ee et son
cristal parent.
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R�esum�e

Mes activit�es de recherche concernent la pr�ediction des champs
m�ecaniques dans les mat�eriaux cristallins fortement anisotropes en lien avec
les incompatibilit�es de d�eformation engendr�ees par les d�efauts de la micro-
structure (dislocations, macles, grains). Cette probl�ematique a �et�e abord�ee
selon plusieurs approches de mod�elisation, �a chaque foisconfront�ees �a l'ob-
servation (mesures de champs, essais m�ecaniques �a l'�echelle microm�etrique,
microscopie �electronique). La premi�ere consiste en des simulations de plas-
ticit�e cristalline int�egrant un couplage avec le transpo rt des densit�es de dis-
locations polaris�ees, ce qui permet de rendre compte en partie de l'organi-
sation spatio-temporelle des dislocations. La deuxi�eme voie consiste en le
d�eveloppement de formules explicites des contraintes et rotations �elastiques
aux interfaces planes dans le cadre d'une thermo�elasticit�e anisotrope
h�et�erog�ene en pr�esence de distorsions plastiques et deglissement au joint. De
telles formules donnent des e�ets de premier ordre et permettent de tester un
tr�es grand nombre de con�gurations du fait de l'imm�ediate t�e des r�esultats.
Des approches microm�ecaniques ont aussi �et�e propos�eespour capter les ef-
fets de taille des grains lors des proc�edures d'homog�en�eisation �a partir de
la physique des processus intra-granulaires. En�n, un mod�ele auto-coh�erent
�elasto-viscoplastique a �et�e utilis�e a�n d'�etudier l' anisotropie et l'�ecrouissage
du titane en traction �a partir d'une hypoth�ese de viscosit �es di��erentes entre
familles de glissement.

Mots-cl�es : dislocations, joints de grains, maclage, contraintes d'incom-
patibilit�e, anisotropie, microm�ecanique

157



Abstract

My research activities deal with mechanical �eld predictions in strongly
anisotropic crystalline materials in relation with strain incompatibilities ge-
nerated by microstructural defects (dislocations, twins, grains). This issue
is tackled according to several modeling approaches, whichwere confronted
with observation (�eld measurements, mechanical tests at the micrometric
scale, electron microscopy). The �rst one consists in crystal plasticity si-
mulations enclosing a coupling with the transport of polarized dislocation
densities, which makes it possible to account to some extentfor the spatio-
temporal organization of dislocations. The second way consists in the deve-
lopment of explicit analytical expressions of stresses andelastic rotations at
plane interfaces in the context of heterogeneous anisotropic thermoelasticity
with plastic distortions and grain boundary sliding. Such expressions pro-
vide �rst order e�ects and allow to test a very large number of con�gurations
thanks to instantaneous results. Micromechanical approaches have also been
proposed to capture grain size e�ects during homogenization procedures
from the physics of intra-granular processes. Finally, an elasto-viscoplastic
self-consistent model was used to study the anisotropy and work hardening
of titanium under tensile conditions from an assumption of di�erent visco-
sities between slip families.

Keywords : dislocations, grain boundaries, twinning, incompatibility
stresses, anisotropy, micromechanics
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