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par leur travail savent alléger notre quotidien commun,
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A tous les collègues physiciens du Laboratoire de Physique des Milieux

3



4

Ionisés, maintenant dispersés dans l’Institut Jean Lamour,
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3.3 Application au modèle water bag . . . . . . . . . . . . . . . . 76
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Introduction

Nous voici parvenus aux extrémités de la terre, dans la Scythie, au fond d’un désert

impraticable. Vulcain, c’est à toi de songer aux ordres que ton père t’a donnés. Sur ces

rocs escarpés attache indissolublement, avec des châınes de diamant, ce hardi protecteur

des humains. Il a dérobé ton attribut, le feu, organe de tous les arts : il en a fait part aux

hommes ; c’est un crime dont il doit payer la peine à tous les Dieux. Qu’il apprenne à

fléchir sous le sceptre de Jupiter ; qu’il cesse de tout sacrifier aux mortels.

Eschyle
Prométhée Enchâıné

Fusion nucléaire et physique des plasmas

La mâıtrise par l’humanité de la réaction de fusion nucléaire est souvent
comparée au mythe prométhéen du feu sacré. Car si en théorie cette réaction
nucléaire est simple et présente le grand avantage de ne produire aucun déchet
directement, elle s’avère en pratique extrêmement difficile à réaliser. De plus,
les neutrons émis lors de la réaction de fusion des noyaux de Deutérium et
de Tritium ont pour effet d’activer l’enceinte du réacteur. Ainsi, l’ensemble
des sciences de la fusion englobe des disciplines très différentes dans leurs
méthodes et leurs origines, séquelles d’une histoire extrêmement riche et pas-
sionée.

Depuis les rapides progrès en physique nucléaire des années 1950, les bases
de ce type de réaction sont très bien établies : elles reposent sur la courbe (fi-
gure 1) de stabilité des noyaux en fonction de leur nombre de nucléons. Nous
pouvons constater que la stabilité est maximale pour le noyau de Cuivre, et
décrôıt tant pour les éléments lourds que ceux légers. Ainsi, il est possible de
produire de l’énergie en cassant un noyau lourd pour en obtenir deux plus
légers : c’est la voie de la réaction de fission nucléaire, atuellement utilisée
industriellement, avec les problèmes écologiques que l’on sait.

La seconde possibilité est de fusionner deux noyaux légers en un noyau
plus lourd : l’ensemble de ces réactions nucléaires est ainsi nommé réactions
de fusion nucléaire. Nous voyons en figure (1) que cette méthode est d’autant
plus avantageuse que les noyaux fusionnés sont légers, ainsi les physiciens se
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Figure 1 – Courbe d’Aston représentant l’énergie de liaison par nucléon en
fonction du nombre de nucléons.

sont-ils intéressés aux réactions faisant intervenir les isotopes de l’hydrogène :
le Deutérium D et le Tritium T .

D +D → 3He+ n

D +D → T + p

D + T → 4He+ n

D +3 He → 4He+ p (1)

Nous avons donc regroupé en (1) les réactions de fusion les plus com-
munément étudiées. De façon générale, pour arriver à faire fusionner deux
noyaux, il faut les faire collisionner avec une énergie suffisante pour vaincre
la répulsion électrostatique engendrée par leurs charges électriques. Cette
considération appliquée au fonctionnement d’un réacteur mène au critère de
Lawson :

nT τE > 5.1021m−3.keV.s, (2)

où n est la densité, T la température et τE le temps de confinement de
l’énergie caractéristiques du réacteur. Cette inégalité pose l’existence de va-
leurs minimales en température et en densité pour qu’un réacteur à fusion
nucléaire puisse fonctionner. De ce critère, nous pouvons démarquer deux
voies pour la production d’énergie par fusion : la plus naturelle est l’augmen-
tation de densité du plasma, qui est assurée dans toute étoile qui se respecte
par la colossale force de gravitation présente. C’est aussi par l’augmentation
de la densité que la fusion inertielle est censée être assurée, en comprimant
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une cible de Deutérium au moyen de lasers très énergétiques. Il est cependant
difficilement envisageable de produire de l’énergie de façon continue par ce
procédé actuellement, car le temps de charge de tels lasers est très grand
devant les temps de confinement de l’énergie produite. La seconde possibilité
est d’augmenter la température tout en maintenant une valeur acceptable à
la densité du milieu : pour une densité de l’ordre de 1020m−3 particules, la
température requise est de l’ordre de deux cent millions de degrés Kelvin ! Au-
cune paroi matérielle ne peut naturellement supporter une telle contrainte, et
le confinement des particules chargées est assuré par un champ magnétique,
dont les différentes configurations définissent toute la diversité des projets de
réacteurs à fusion par confinement magnétique (Reversed field pinch, Z-pinch,
stellarator et tokamak).

Dans tous les cas les noyaux appelés à fusionner sont séparés de leur
cortège électronique par l’action des températures très élevées : il faut donc
par définition que le milieu dans lequel se déroule la réaction de fusion soit
à l’état de plasma. Cet état de la matière est très commun dans l’univers et
très peu sur terre, car il correspond à des conditions extrêmes en température
et en densité. Dans un plasma, une fraction ou l’ensemble des particules est
ionisé et se comporte donc comme un fluide chargé.

La description dynamique d’un plasma nécessite donc le couplage entre
les équations de Maxwell régissant les champs auxquels sont soumises les par-
ticules chargées, et les équations du mouvement de ces particules. Il s’agit
d’un système autocohérent puisque les deux dynamiques des champs et des
particules sont inséparables. De plus, du fait du très grand nombre de par-
ticules présentes, il est impossible de résoudre les trajectoires individuelles
des particules, c’est donc l’évolution de la fonction de distribution de chaque
espèce de particule dans l’espace des phases que l’on cherchera à déterminer.

Description d’un plasma de tokamak

Comme toute spécialité naissante, la physique de la fusion nucléaire a
connu un grand foisonnement depuis ses débuts il y a une soixantaine d’années.
Et une grande variété de machines a été imaginée pouvant permettre de
réaliser des réactions de fusion. Cependant, depuis quelques années et avec
l’engagement croissant des états, la communauté s’est resserrée autour d’un
projet de grande lisibilité : ITER qui désigne à la fois la voie en latin et l’acro-
nyme anglais International Thermonuclear Experimental Reactor. Ce projet
s’appuie sur le TO.KA.MA.K. (acronyme tiré du russe TOroidalnaja KAmera
MAgnetnaja Katuska) qui est à l’heure actuelle la machine la plus stable et,
ou diront ses détracteurs, la plus étudiée. Son principe de fonctionnement a
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été énoncé par Tamm et Sakharov dans les années 1950, et repose sur des
bases simples. L’idée est de confiner les particules chargées dans une enve-
loppe magnétique toröıdale torsadée. Cette configuration magnétique admet
donc deux composantes : l’une est générée par des bobines enlaçant tout le
tore, et la seconde composante est produite par le courant diamagnétique
toröıdal du plasma. C’est cette dernière astuce qui constitue le trait ca-
ractéristique d’un tokamak.

Même si le principe de confinement du plasma est très élégant dans le cas
d’un tokamak, la réalité expérimentale est encore bien loin d’un fonctionne-
ment en mode réacteur. Il subsiste ainsi de nombreux freins tant technolo-
giques que scientifiques.

La réaction de fusion nucléaire la plus accessible est celle faisant fusion-
ner Deutérium et Tritium, elle a pour produit un noyau d’Hélium sous sa
forme isotopique la plus stable et un neutron. C’est ce dernier qui emporte
l’essentiel de l’énergie produite par la réaction (80% d’un total de 17,6MeV
produits). Puisque non chargé électriquement, ce dernier échappe au confi-
nement magnétique : c’est donc un défi dans la conception du futur réacteur
ITER de réaliser des matériaux supportant un bombardement par des neu-
trons fortement énergétiques sur des échelles de temps de l’année ! De plus,
le Tritium étant un élément extrêmement rare sur Terre, il est prévu d’en
produire dans la couverture matérielle du tokamak, à partir de ces neutrons
énergétiques et de Lithium. Les solutions technologiques à ces problèmes ne
sont pas encore connues, et la construction d’ITER a justement pour but de
les développer car aucun tokamak n’a à ce jour pu accéder à un régime de
fusion sur des temps longs.

Ce mode de fonctionnement, très proche de celui d’un futur réacteur,
va également permettre de développer des moyens d’extraire l’énergie pro-
duite par la réaction de fusion. Encore une fois, les matériaux devant assu-
rer l’échange thermique entre le plasma et l’extérieur devront supporter des
contraintes énormes sur des temps très longs. D’autant plus que cette zone de-
vra également récupérer l’Hélium continûment produit par la réaction avant
qu’il n’étouffe les réactions de fusion.

En vertu du critère de Lawson, l’entretien d’une température propice au
processus de fusion nucléaire est un domaine de recherche crucial. Différents
procédés permettent une injection de puissance dans le plasma. Le pre-
mier d’entre eux est l’effet Joule naturellement induit par le courant plasma
toröıdal, mais la résistance du milieu décroissant avec la température, il
ne permet d’atteindre que des températures de l’ordre de 10 millions de
degrés. A partir de cette limite, des procédés additionnels prennent le re-
lais, tels le chauffage par des ondes résonnantes avec le milieu et l’injection
de neutres très énergétiques qui vont de proche en proche transmettre leur
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énergie par collision. Une grande difficulté est d’utiliser ces procédés à bon
escient car le plasma est très facilement déstabilisé par un profil inhomogène
en température, et le confinement peut être très rapidement perdu.

A titre d’exemple, un tokamak présente le plus fort gradient de température
dans l’univers, avec des températures de cent millions de degrés en son centre
et de quelques degrés Kelvin autour des bobines supraconductrices, quelques
mètres plus loin. Le plasma oscille donc en permanence entre les contraintes
imposées par la machine et sa grande propension à l’instabilité et la tur-
bulence. Une description doit donc être faite des mécanismes conduisant
aux turbulences mesurées, aussi réaliste que possible, dans une géométrie
particulièrement compliquée, et avec la difficulté théorique d’équations auto-
cohérentes portant sur une grande assemblée de particules. La compréhension
des mécanismes de développement d’instabilités et de la turbulence s’avère
cruciale pour obtenir une description satisfaisante d’un plasma de Tokamak.

Pour étudier la dynamique d’un plasma, nous avons vu qu’une approche
statistique est nécessaire. Elle substitue à chaque population de particules
(de mêmes masse et charge), une fonction de distribution donnant la pro-
babilité de trouver une particule à une vitesse et une position donnée pour
un instant donné. Cette fonction est la même pour chaque particule d’une
même population, et devient donc la seule inconnue du problème. Mais une
description dynamique fine selon les six directions (trois en vitesse et autant
en espace) reste inaccessible aux moyens numériques actuels. Par ailleurs, se-
lon les échelles de temps considérées, les phénomènes physiques en présence
sont très variés, et permettent de poser des hypothèses simplificatrices. Ainsi,
au coeur du tokamak, le taux de collisions est très faible devant le temps ca-
ractéristique de développement des instabilités, alors qu’au bord du plasma,
les collisions jouent un rôle nettement plus important. Selon les instablités
que l’on cherche à décrire et les zones du tokamak où l’on se situe, des ap-
proximations très différentes peuvent donc être élaborées.

Nous pouvons distinguer deux types actuels de modélisation :
� La description cinétique conserve la représentation en terme de fonction
de distribution et est nécessaire à des échelles de temps courtes, pour
décrire les processus de ”microinstabilités”. Des hypothèses peuvent
être faites en particulier sur les degrés de liberté en vitesse, qui per-
mettent de mener à bien des simulations numériques, dont le coût en
temps de calcul reste néanmoins très élevé.

� La description fluide est envisageable dès lors que les collisions peuvent
jouer leur rôle de diffusion entre les particules. Ainsi, les différentes
grandeurs se communiquent de proche en proche et un équilibre ther-
modynamique local peut être défini.

L’objectif de cette thèse est d’adapter au contexte des plasmas magnétisés
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de tokamak un modèle dont il a pu être établi [1, 2, 3], qu’il assurait une
connexion élégante entre les descriptions fluide et cinétique : c’est le modèle
water bag. Nous commencerons par présenter les fondations de ce modèle,
en nous intéressant à l’application simple de l’amortissement Landau des
ondes acoustiques ioniques. Nous adapterons ensuite le modèle water bag aux
équations girocinétiques caractérisant les plasmas magnétisés, en géométrie
cylindrique. Nous distinguerons en application de ce modèle giro-water-bag
trois chapitres, selon que nous étudierons un seule espèce d’ion sans (chapitre
II) ou avec (chapitre III) les effets de rayon de Larmor fini, pour terminer
nous étudierons la stabilité d’un plasma composé de plusieurs espèces d’ions.



Chapitre 1

Le modèle water bag

Je te salue vieil Océan

Isidore Ducasse
Les chants de Maldoror

1.1 Introduction

Pour modéliser un plasma de tokamak, deux types de descriptions sont
envisageables. Pour des raisons de bien plus faible coût en temps de calcul
et des limitations techniques associées, ce sont les modèles fluides qui ont été
les premiers utilisés. Néanmoins les coefficients de transport prédits par ces
modèles vont jusqu’au double des valeurs données par la théorie cinétique
[4, 5].

Dès lors, deux approches ont été développées visant à mieux décrire les
interactions entre les particules et les ondes présentes dans le milieu. La
première a été d’enrichir les équations fluides, au moyen de fermetures très
sophistiquées [6, 7, 8, 9, 10], mais en conservant une description des seules
grandeurs moyennes (densité, vitesse moyenne, température, énergie, entro-
pie, ...).

Une seconde approche est de résoudre directement les équations cinétiques,
c’est-à-dire d’accéder à la fonction de distribution des particules plutôt qu’à
ses différentes valeurs moyennes. Cette seconde approche, puisque nécessitant
de considérer l’espace des phases dans son ensemble, est beaucoup plus
coûteuse en temps de calcul, mais elle a l’avantage de décrire naturellement
les interactions ondes-particules. Ces interactions sont nécessaires à l’expli-
cation de certains phénomènes comme par exemple l’amortissement Landau.
Le principe de base du modèle water bag [11, 12, 13] est d’utiliser la pro-
priété de conservation de la fonction de distribution le long d’une trajectoire
dans l’epsace des phases, régissant les plasmas non-collisionnels. L’existence

13



14 CHAPITRE 1. LE MODÈLE WATER BAG

de cette invariance permet dès lors d’abaisser d’un degré la dimensionna-
lité d’un problème donné [14]. En ce sens, ce modèle préserve exactement le
caractère cinétique des équations.

Une première application sera présentée dans ce chapitre ne comportant
qu’un degré de liberté en espace et un autre en vitesse, qui nous permettra de
retrouver l’effet d’amortissement sans collisions décrit pour la première fois
par Landau, qui, faisant appel à la notion d’interaction ”onde-particules”, est
un trait caractéristique des modèles cinétiques. Nous aurons préalablement
présenté les différentes techniques nécessaires pour s’assurer en amont d’une
description physiquement acceptable du plasma.

1.2 Concepts de base

L’idée de départ du modèle water bag est d’utiliser à son avantage la pro-
priété de conservation de la fonction de distribution des particules décrite par
une équation de Vlasov. Nous présentons donc ici l’origine de cette équation
cinétique, puis le modèle water bag qui naturellement en découle.

1.2.1 Equation de Vlasov et simple water bag

Le théorème de Liouville, qui conserve la densité de probabilité de tous
les états accessibles d’un système (donc dans le grand espace des phases à 6N
dimensions) est équivalent à la conservation de la fonction de distribution de
l’ensemble des particules, dans l’espace des phases à six dimensions.

En introduisant f1(p1,q1, t) la fonction de distribution à une particule,
après avoir intégré l’équation de Liouville selon (p1,q1, t), on obtient la
première équation de la hiérarchie BBGKY (pour Bogliubov, Born, Green,
Kyrkwood et Yvon). Elle décrit l’évolution de f1 tout en ayant le mauvais
goût d’y faire apparâıtre f2(p1,q1,p2,q2, t), fonction de distribution à deux
particules, de même l’équation portant sur la fonction f2 à deux partciules
fera intervenir le fonction à 3 particules f3... Ainsi résoudre l’équation de
Liouville est équivalent à résoudre une hiérarchie infinie d’équations.

Cependant, deux alternatives subsistent. D’une part, on peut ne considérer
que des interactions binaires, et obtenir ainsi l’équation de Boltzmann, soit
négliger toute corrélation entre particules pour ne retenir que des champs
moyens. Cette dernière approche est caractéristique de la physique des plas-
mas, dans lesquels les phénomènes sont essentiellement collectifs et permet
d’obtenir l’équation de Vlasov, qui s’écrit dans le cas d’une dimension d’es-
pace x et d’une dimension en vitesse v :
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∂tf + v∂xf +
F

m
∂vf = 0, (1.1)

il s’agit toujours d’une équation de conservation, à savoir celle du volume
décrit par la fonction de distribution de l’ensemble des particules dans l’es-
pace des phases.

L’idée du modèle water bag est de considérer à un instant donné une
fonction de distribution particulière, en marche d’escalier selon v [15, 16,
17, 18]. Cette distribution est donc définie par sa hauteur A, constante en
vertu du caractère conservatif de l’équation de Vlasov (1.1), et par les deux
contours v±(x, t) :

f(x, v, t) = A v− < v < v+

= 0 v > v+ ou v < v−, (1.2)

ou encore, à l’aide de la fonction échelon de Heaviside Υ :

f(x, v, t) = A
�
Υ(v − v−)−Υ(v − v+)

�
(1.3)

En introduisant cette fonction de distribution water bag dans l’équation
de Vlasov (1.1), on obtient les équations des contours v±(x, t) du water bag :

∂tv
± + v±∂xv

± =
F

m
(1.4)

1.2.2 Connexion avec le modèle fluide

Il est intéressant de définir une densité n = A(v+ − v−), et une vitesse
moyenne u = (v+ + v−)/2, pour obtenir les équations régissant le fluide
incompressible (d’où l’appellation de water bag) :

∂tn+ ∂x(un) = 0

∂tu+ u∂xu =
F

m
− ∂xn2

8A2
(1.5)

Remarquons tout d’abord que ce système est rigoureusement fermé. Nous
pouvons en effet adopter une définition de la pression, par analogie avec
l’équation d’Euler relative à un fluide incompressible :

∂xn2

8A2
=

∂xP

mn
⇐⇒ P =

mn3

12A2
(1.6)
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Enfin, la connaissance des densité, vitesse, et pression, nous permet de
calculer la force autocohérente :

F = F (n, u, t) (1.7)

1.2.3 Modèle multi-water-bag

Si l’on suppose comme condition initiale une fonction de distribution su-
perposition de N marches d’escalier, alors la hauteur de chacune des marches
Aj est conservée (1.1) [11, 12, 13], et la distribution totale s’écrit :

f(x, v, t) =
N�

j=1

Aj

�
Υ
�
v − v−j (x, t)

�
−Υ

�
v − v+j (x, t)

��
(1.8)

F
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Figure 1.1 – Allure de la fonction de distribution multi-water-bag selon la
vitesse v (à gauche), et dans l’espace des phases (à droite). Cas de N = 3
bags.

Si nous insérons cette fonction de distribution multi-water-bag dans l’équation
de Vlasov (1.1), nous obtenons :

N�

j=1

Aj

�
−
�
∂tv

−
j + v−j ∂xv

−
j − F/m

�
δ(v − v−j )

+
�
∂tv

+
j + v+j ∂xv

+
j − F/m

�
δ(v − v+j )

�
= 0, (1.9)

où nous avons utilisé la propriété de la fonction échelon de Heaviside :
∂YΥ(X −X0(Y )) = −∂YX0(Y ) δ(X −X0(Y ))
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Cette équation doit être vérifiée pour tout jeu de coefficients Aj non nuls,
les équations pour les 2N contours v±j s’écrivent donc :

∂tv
±
j + v±j ∂xv

±
j =

F

m
(1.10)

Nous pouvons définir par analogie avec le paragraphe précédent une den-
sité nj = Aj(v

+
j − v−j ) ainsi qu’une vitesse moyenne uj = (v+j + v−j )/2 pour

chaque bag j, pour obtenir les équations des fluides associés à chaque bag :

∂tnj + ∂x(ujnj) = 0

∂tuj + uj∂xuj =
F

m
−

∂xn2
j

8A2
j

(1.11)

Nous pouvons dès lors proposer la définition d’une pression partielle ”par
bag” :

Pj =
mn3

j

12A2
j

(1.12)

La pression macroscopique suit quant à elle la loi des gaz parfaits :

P = nT =
N�

j=1

Pj (1.13)

En pratique, le couplage entre les bags, donc entre chaque ”fluide”, sera
assuré par l’équation régissant les champs F = F (nj, uj). En particulier, en
physique des plasmas, du fait de la présence de particules chargées, le cou-
plage est assuré par les équations de Maxwell, qui permettent de déterminer
la force de Laplace F = q(E + u× B) :

∇.E =

�
s qsns

ε0
∇.B = 0

∇× E = −∂t B

∇×B = µ0

�

s

qsnsus + ε0µ0 ∂t E, (1.14)

où l’indice s court sur les différentes espèces présentes dans le plasma.
Si l’une de ces espèces (indicée s) doit être décrite par un multi-water-

bag, densité et vitesse moyenne associées sont définies (le détail des calculs
est donné en Annexe A) :
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ns =
N�

j=1

nsj =
N�

j=1

Asj(v
+
sj − v−sj) (1.15)

us =
N�

j=1

αsjusj =
N�

j=1

Asj(v
+
sj − v−sj)

ns

v+sj + v−sj
2

, (1.16)

où nous avons défini les paramètres water bag αsj = Asj(v
+
sj − v−sj)/ns, usj =

(v+sj + v−sj)/2.
Le modèle multi-water-bag permet donc de transformer une équation

cinétique en un système multi-fluides [1, 2, 3], grâce à l’abandon de l’opérateur
∂v au profit d’une sommation discrète. En outre le cas d’un seul bag permet
de retrouver des équations similaires à celle d’un fluide (avec une fermeture
adiabatique), l’équivalence avec une fonction de distribution continue est ob-
tenue avec un nombre infini de bags.

Cependant les effets cinétiques sont présents dès lors que l’on considère
plus d’un bag. En effet, si l’on peut mettre en évidence une connexion avec des
modèles multi-fluides classiques, la fermeture (1.12) proposée par le modèle
multi-water-bag est quant à elle exacte. La dynamique entière est portée par
les contours v±j , qui doivent suivre la contrainte de rester monovalués.

Par ailleurs, même si les collisions sont très peu fréquentes dans un
plasma, il en subsiste toujours un peu, qui invalident notre modèle. En ef-
fet l’existence de collisions ne permet plus de considérer les discontinuités
Aj comme des invariants exacts du problème. Cependant, nous supposerons
cette invariance validée sur des temps suffisament courts au regard du temps
caractéristique des collisions.

D’un point de vue plus fondamental, le modèle multi-water-bag représente
une classe particulière de solutions de l’équation de Vlasov. A partir du mo-
ment où l’on suppose des solutions de cette forme particulière, elles conser-
veront leur forme water bag tout au long de leur évolution.

Ainsi, se donner une fonction de distribution initiale de type multi-water-
bag ne représente en aucun cas une approximation de l’équation de Vlasov,
mais plutôt l’utilisation judicieuse de son caractère conservatif [14]. Et cette
modélisation ne doit pas être vue comme une discrétisation en vitesse pa-
rallèle, mais bien en un choix de forme particulière de solution. De ce point
de vue, ce modèle est ainsi mieux posé qu’un modèle faisant encore intervenir
en vitesse un opérateur aux dérivées partielles [20].
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1.3 Equivalence au sens des moments

Le lien essentiel entre une description fluide et une description cinétique
est assuré par le choix de la relation de fermeture. Une description fluide n’est
en effet equivalente a la description cinetique que si elle prend en compte l’in-
finite de moments de la fonction de distribution. En considerant les proprietes
physiques du systeme, par exemple les conservations de certaines quantites,
on peut aboutir a des descriptions fluides de plus en plus elaborees selon la
facon dont elles tronquent le systeme infini de moments.

En présence de collisions, les phénomènes de relaxation permettent de
considérer le système en état d’équilibre thermodynamique local, et de fermer
la hiérarchie. Mais un plasma est un milieu très faiblement collisionnel et les
modèles de fermeture habituels perdent leur pertinence.

Le modèle water bag constitue en ce sens une alternative intéressante,
proposant une fermeture rigoureuse des équations cinétiques, conservant ainsi
toute la physique associée et préservant en particulier la possibilité de résonnance
entre onde et particules.

Le fait de se donner une condition initiale de type water bag amène pour
inconnues du problème les paramètres Aj, v

±
j . Nous avons donc à établir le

lien entre ces paramètres et ceux liés à une description classique en terme
de fonction de distribution continue [21]. La connexion qu’assure le modèle
multi-water-bag entre descriptions cinétique et fluide est à la base de notre
démarche.

Nous avons considéré le problème de cette donnée des paramètres water
bag initiaux comme un problème d’équivalence au sens des moments entre
les fonctions de distribution multi-water-bag et continue.

Cette section a donc pour but d’obtenir les expressions d’une part des mo-
ments d’une distribution multi-water-bag, et d’autre part la formulation de
leur équivalence avec ceux d’une fonction de distribution continue arbitraire
de référence.

Les moments multi-water-bag se définissent simplement, à partir de la
distribution (1.8) :

M
mwb
l =

1

ni0

� +∞

−∞
vl

N�

j=1

Aj

�
Υ
�
v − v−j

�
−Υ

�
v − v+j

��
dv, (1.17)

où ni0 est la densité ionique d’équilibre : le moment water bag d’ordre zéro
vaut donc 1.

Dans le cas général, une intégration par parties nous donne (le calcul est
détaillé en Annexe A) :
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M
mwb
l =

1

l + 1

N�

j=1

αj

l�

i=0

(v+j )
i
(v−j )

l−i
, (1.18)

où les αj = Aj(v
+
j − v−j )/ni0 désignent les densités partielles de chaque bag

(par analogie avec la densité proposée dans le cas d’un seul bag n = A(v+ −
v−)).

En considérant une fonction de distribution multi-water-bag initiale symétrique
en vitesse (v±j = ±aj) :

M
mwb
l =

1

l + 1

N�

j=1

αja
l
j, (1.19)

où l’on remarque que tous les moments d’indice l impair sont nuls.
De la même façon, une fonction de distribution continue initiale paire f0

a pour moments :

M
cont
l =

1

ni0

� +∞

−∞
vlf0dv, (1.20)

que nous supposons connâıtre.
Dès lors, en considérant les 2(N − 1) premiers moments pairs de f0 et de

la distribution multi-water-bag :

N�

j=1

αja
l
j = (l + 1)Mcont

l , ∀ l = 0, ..., 2(N − 1) (1.21)

⇔ Vα = M (1.22)

La formulation matricielle est obtenue en considérant :

Vl,j = alj

α =




α1
...

αN





M =





Mcont
0

. . .
(l + 1)Mcont

l

. . .
(N + 1)Mcont

N




(1.23)
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En résolvant ce système (1.22) pour les N inconnues αj, nous satisfaisons
l’équivalence, au sens des moments, entre distribution water bag à N bags
et distribution continue. Cette équivalence court jusqu’au moment d’ordre
2(N −1) de la fonction de distribution continue, puisque nous avons supposé
cette fonction paire. Le modèle water bag est en ce sens équivalent à une
description hydrodynamique fermée sur son moment d’ordre 2(N − 1). La
vitesse de coupure, c’est-à-dire la dernière vitesse prise en compte par la
distribution water bag est totalement arbitraire, excepté dans le cas d’un
seul bag (a21 = 3v2T i).

1.4 Calcul pratique des paramètres water bag

L’équivalence donnée par le système (1.22) peut être mise à profit pour
déterminer les paramètres water bag : si nous supposons connue la répartition
des contours aj à l’instant initial, alors nous obtenons par simple inversion
les paramètres water bag manquants αj (ou indirectement Aj = ni0αj/2aj).

En pratique, la matrice définie par les éléments Vl,j est une matrice de
Vandermonde. Ce type de matrice est mal conditionné : c’est-à-dire que son
inversion devient instable numériquement au-delà de 15 bags. En effet, le
premier élément vaut 1, alors que le dernier vaut 528 si l’on a choisi une
dernière vitesse de 5vT i (où vT i =

�
Ti/Mi est la vitesse thermique des ions

des masse Mi et de température Ti) !
A cause de cette difficulté technique, nous avons eu recours à une approxi-

mation pour les grands nombres de bags. Elle repose sur un développement
de Taylor de la fonction f0 d’une part, et son intégration par la méthode des
trapèzes d’autre part.

En premier lieu, nous supposons une répartition régulière des contours
d’équilibre ±aj, représentée en figure (1.2). Nous obtenons alors une valeur
constante de l’intervalle entre chaque contour à l’instant initial :

∆a =
2amax

2N − 1
(1.24)

Nous pouvons dès lors proposer :

Fj+1 = f0(aj+1 −∆a/2) = f0(aj +∆a/2), (1.25)

ce qui revient à calculer les valeurs de la fonction de distribution au centre
de chaque intervalle, comme représenté sur la figure (1.2).

Si nous supposons un grand nombre de bags, l’intervalle ∆a devient petit,
et nous effectuons un développement de Taylor au voisinage de chaque aj :
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Figure 1.2 – Calcul des valeurs de la fonction de distribution multi-water-
bag dans le cas d’un espacement régulier des vitesses aj. Entre ±a1, la fonc-
tion de distribution prend sa valeur au centre F1 = f0(0).
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Maxwelliens, en fonction du nombre de bags.
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Fj = f0(aj)−
∆a

2

∂f0
∂v

����
v=aj

+O(∆a2)

Fj+1 = f0(aj) +
∆a

2

∂f0
∂v

����
v=aj

+O(∆a2) (1.26)

En effectuant la différence des deux expressions précédentes :

∂vf0|v=aj
=

Fj+1 − Fj

∆a
(1.27)

En revenant à l’égalité des moments (1.21), intégrée par parties :

N�

j=1

αja
l
j = − 1

ni0

� +∞

−∞
vl+1∂vf0dv (1.28)

Après avoir calculé la dernière intégrale par une méthode de trapèzes dans
l intervalle defini par nos contours aj, nous obtenons :

Aj = Fj − Fj+1

αj = 2ajAj/ni0 (1.29)

Cette approximation d’un grand nombre de bags permet donc d’éviter la
manipulation d’une matrice de Vandermonde.

Nous pouvons à ce stade choisir une fonction de distribution initiale conti-
nue quelconque et la décrire au moyen d’un multi-water-bag. L’équivalence
entre les deux descriptions est assurée au sens des moments jusqu’à l’ordre
2(N − 1) pour une distribution paire.

Dans le cadre de l’approximation d’un grand nombre de bags, nous avons
représenté en figure (1.3) l’écart entre moments multi-water-bag et moments
d’une fonction de distribution maxwellienne prise comme référence, en fonc-
tion du nombre de bags. Cet écart, en accord avec l’approximation d’un grand
nombre de bags, décrôıt avec le nombre de bags. L’accord devient satisfai-
sant (de l’ordre de 5 %) dès 10 bags pour les trois premiers moments (densité,
température et flux de chaleur). Nous estimerons donc par la suite que ce
type de description est correct pour N ≥ 10.

Pour résumer, nous choisirons donc systématiquement une distribution
des vitesses d’équilibre aj régulière. Pour moins de dix bags, l’inversion exacte
de la matrice de Vandermonde nous donnera les coefficients water bag Aj, et
pour N ≥ 10 bags, nous utiliserons la méthode approchée.
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1.5 Amortissement Landau et water bag

Nous cherchons dans cette section à obtenir une première application
claire des capacités du modèle water bag. L’étude de l’amortissement Landau
des ondes acoustiques ioniques va nous procurer cette première illustration.

Le modèle

Le système d’équations non-linéaires multi-water-bag régit la dynamique
des contours v±j (1.10). Dans le cas d’une dimension en espace et une en
vitesse la champ magnétique B est nul et le couplage avec le potentiel
électrostatique φ est donc assuré par l’équation de Poisson :

−�φ =
e

ε0
[Zini − ne] , (1.30)

où e = 1, 6.10−19C est la charge élémentaire, ε0 = 8, 8510−12F.m−1 la per-
mittivité diélectrique du vide, Zi le nombre de charges ioniques, ni et ne les
densités respectivement ionique et électronique.

Une grandeur caractéristique du plasma est sa longueur d’écrantage, ou
longueur de Debye λD. Elle a pour expression littérale :

λD =

�
ε0/e2

ne/Te + Z2
i ni/Ti

, (1.31)

où Te et Ti sont les températures respectivement électronique et ionique.
Dans les conditions d’un plasma de tokamak, la longueur d’écrantage de

Debye est de l’ordre de 10−4m (soit une centaine de microns). Au-delà de cet
ordre de grandeur caractéristique, le plasma est donc globalement neutre, les
ions étant écrantés par le nuage électronique. Il s’agit de l’hypothèse de quasi-
neutralité, qui permet de considérer le plasma comme neutre électriquement
en considérant des échelles caractéristiques supérieures à la longueur de De-
bye.

L’équation de quasi-neutralité s’écrit :

Zini = ne (1.32)

Notre but étant de modéliser des instabilités typiquement ioniques, nous
décrirons cette population par une fonction de distribution multi-water-bag.
La densité ionique à l’instant initial s’écrira donc :

ni0 =
N�

j=1

2Ajaj (1.33)
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Pour ce qui est des électrons, nous pouvons à ces échelles négliger leur
inertie. Ainsi une description fluide de ces derniers nous donne :

0 = e∂xφ− 1

ne
∂xneTe (1.34)

Si l’on suppose les électrons isothermes, on obtient :

∂x (eφ− Te lnne) = 0 (1.35)

La densité électronique suit donc la loi de Boltzmann :

ne(x, t) = ne0e
eφ(x,t)/Te (1.36)

Dans l’hypothèse d’une énergie cinétique des électrons grande devant le
potentiel électrostatique Te >> eφ, nous obtenons l’expression approximée
de la densité électronique :

ne = ne0

�
1 +

eφ

Te

�
(1.37)

Le système d’équations multi-water-bag non-linéaires permettant de décrire
les fluctuations ioniques dans un plasma à une dimension en espace et une
en vitesse s’écrit donc :

∂tv
±
xj + v±xj∂xv

±
xj =

qiE

Mi
(1.38)

Zi

N�

j=1

Aj

�
v+j − v−j

�
= ne0

�
1 +

eφ

Te

�
(1.39)

1.5.1 Analyse linéaire

Effectuer l’analyse linéaire d’un système physique, c’est étudier le com-
portement de petites fluctuations autour d’un état d’équilibre du système.
Cela revient à se donner des grandeurs d’équilibre X0 et des perturbations
δX très petites par rapport à cet équilibre. Dans notre cas nous écrivons :

v±j (x, t) = ±aj(x) + w±
j (x, t) (1.40)

φ(x, t) = 0 + δφ(x, t) (1.41)

où les grandeurs aj(x) désignent les contours d’équilibre et w±
j (x, t) les per-

turbations. Nous supposerons un équilibre homogène, soit aj(x) = cste.
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En insérant les expressions perturbatives (1.40, 1.41) dans le système
non-linéaire (1.38, 1.39), nous obtenons :

∂tw
±
j + (±aj + w±

j )∂x(±aj + w±
j ) = − qi

Mi
∂xδφ (1.42)

Zi

N�

j=1

Aj

�
2aj + w+

j − w−
j

�
= ne0

�
1 +

eδφ

Te

�
(1.43)

Chaque terme perturbatif étant très petit (d’ordre � << 1), nous regrou-
pons différents systèmes par puissances croissantes de �. En tenant compte
des caractéristiques de l’équilibre et en négligeant les termes non linéaires,
d’ordre supérieur à �, le système caractérisant les perturbations s’écrit :

∂tw
±
j ± aj∂xw

±
j = − qi

Mi
∂xδφ (1.44)

Zi

N�

j=1

Aj

�
w+

j − w−
j

�
=

ene0

Te
δφ (1.45)

Nous supposons des perturbations harmoniques en espace et en temps :

w±
j (x, t) = w±

j ei(kxx−ωt) (1.46)

δφ0(x, t) = δφ ei(kxx−ωt), (1.47)

si cette forme de perturbations ne pose pas de problèmes en espace, elle viole
en temps le principe de causalité. Nous devrions en toute rigueur utiliser
plutôt une transformation de Laplace en temps, cependant cette transfor-
mation peut se ramener sous nos approximations à une transformation de
Fourier [2].

Nous obtenons le système linéarisé dans l’espace de Fourier :

(ω ∓ kxaj)w
±
j =

qikx
Mi

δφ (1.48)

Zi

N�

j=1

Aj

�
w+

j − w−
j

�
=

ene0

Te
δφ (1.49)

Une approche alternative est de directement linéariser l’équation de Vla-
sov, puis de choisir une forme water bag pour la fonction de distribution :
nous obtenons exactement les mêmes équations au final. Le détail des calculs
est donné en Annexe B.
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Equation de dispersion

En éliminant les contours (1.48) :

w±
j =

qikxδφ/Mi

ω ∓ kxaj

de l’équation de quasi-neutralité (1.49), nous obtenons l’équation :

�
ene0

Te
− Zi

qikx
Mi

N�

j=1

Aj

�
1

ω − kxaj
− 1

ω + kxaj

��
δφ = 0 (1.50)

La fonction diélectrique de plasma, définie par ε(ω).δφ = 0, prend donc
dans le cas d’un modèle multi-water-bag la forme suivante :

ε(ω) = 1− Zi
Te

Ti

k2
xTi

Mi

N�

j=1

2ajAj/ni0

ω2 − k2
xa

2
j

(1.51)

Nous définissons les grandeurs : Z�
i = Zi/τ = ZiTe/Ti, αj = 2ajAj/ni0,

vT i =
�

Ti/Mi. Nous utilisons également les normalisations suivantes :

v̂ = v/vT i

ω̂ = ω/kxvT i, (1.52)

pour finalement obtenir l’expression de la fonction diélectrique multi-water-
bag :

ε(ω) = 1− Z�
i

N�

j=1

αj

ω2 − a2j
(1.53)

Cette fonction est symétrique, les solutions de l’équation de dispersion,
ε(ω) = 0, le seront donc aussi. Elles seront par ailleurs toutes réelles : le
plasma ainsi décrit est stable.

De façon générale, cette fonction admet 2N asymptotes, les racines symétriques
étant situées entre chacune de ces asymptotes, ainsi que représenté en figure
(1.4), dans le cas de trois bags.

Ces solutions sont les modes propres de l’équilibre choisi, seules les ondes
associées à ces modes pourront se propager dans le plasma (dans le cas
contraire, nous aurions δφ = 0).
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Fonctions propres de l’opérateur multi-water-bag

Revenons maintenant au système (1.48, 1.49), dont nous éliminons le
potentiel électrostatique δφ. Nous obtenons les équations déterminant les
perturbations w±

j :

(ω ∓ kxaj)w
±
j =

qikx
Mi

Te

ene0
Zi

N�

k=1

Ak(w
+
k − w−

k ) (1.54)

Nous réécrivons ces équations en introduisant notre système de normali-
sations :

(ω ∓ aj)w
±
j − Z�

i

N�

k=1

Ak

ni0
(w+

kx − w−
kx) = 0 (1.55)

En changeant de convention de sommation :

A−j = −Aj

a−j = −aj
w−j = w−

j , (1.56)

et en multipliant par Aj, nous pouvons définir les fonctions propres du multi-
water-bag Wj = Ajwj :

(ω − aj)Wj − Z�
i

Aj

ni0

N�

k=−N

�

Wk = 0, (1.57)

où l’indice k court maintenant de −N à N , le symbole � sur la sommation
signifie quant à lui que cette sommation omet la valeur k = 0.

Le système d’équations (1.57) constitue un système algébrique linéaire
d’équations aux valeurs et fonctions propres. Les fonctions propres sont déterminées
à une constante multiplicative arbitraire près. Nous pouvons donc choisir la
contrainte de normation :

N�

j=−N

�

Wj = 1 (1.58)

Nous obtenons par ce biais l’expression des fonctions propres du multi-
water-bag :

Wj = Z�
i

Aj/ni0

ω − aj
(1.59)
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Cependant l’ensemble des Wj ne constitue pas une base complète, il
faut également tenir compte de l’opérateur adjoint du water-bag, défini par
l’équation adjointe :

(ω − aj)W̄j − Z�
i

N�

k=−N

�
Ak

ni0
W̄k = 0 (1.60)

A nouveau nous pouvons nous donner une contrainte particulière :

N�

j=−N

�
Aj

ni0
W̄j = 1, (1.61)

pour finalement obtenir les fonctions propres de l’opérateur multi-water-bag
adjoint :

W̄j =
Z�

i

ω − aj
(1.62)

N.B. Les deux conventions de sommation précédentes, combinées aux
expressions des fonctions propres associées, nous permettent de retrouver
directement l’équation de dispersion, dont les solutions sont les modes propres
du multi-water-bag.

Orthogonalité de la base des fonctions propres {Wj, W̄j}

Nous devons nous munir d’un produit scalaire. Définissons-le comme suit :

�
Wm

����W̄
n

�
=

N�

j=−N

�

W n
j W̄

m
j , (1.63)

où les indices n,m désignent les fonctions propres associées aux valeurs
propres ωn,ωm.

En explicitant les fonctions propres :

�
Wm

����W̄
n

�
=

N�

j=−N

�

Z�
i

Aj/ni0

ωn − aj

Z�
i

ωm − aj
, (1.64)

nous remarquons que le produit scalaire est non nul dans le cas m = n. Nous
définissons :

bn =

�
W n

����W̄
n

�
= Z�

i
2

N�

j=−N

�
Aj/ni0

(ωn − aj)2
(1.65)
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Pour les autres cas de figure, nous séparons les dénominateurs sous la
somme :

�
Wm

����W̄
n

�
= Z�

i
2

N�

j=−N

�
Aj

ni0

1

ωm − ωn

�
1

ωn − aj
− 1

ωm − aj

�
(1.66)

Dans notre convention de sommation, la fonction diélectrique s’écrit :

�(ω) = 1− Z�
i

N�

j=−N

�
Aj/ni0

ω − aj
, (1.67)

nous la faisons apparâıtre dans l’expression du produit scalaire (1.66) :

�
Wm

����W̄
n

�
=

1

ωm − ωn
[1− �(ωn)− 1− �(ωm)] , (1.68)

qui est bien nulle pour toute solution ωn,m de l’équation de dispersion �(ωn) =
0.

La base des fonctions propres et adjointes est donc bien orthogonale.

Potentiel électrostatique

Nous pouvons écrire la solution générale en terme de fonctions propres :

Wj(x, t) =
�

n

Cn(kx,ωn)W
n
j (kx,ωn)e

i(kxx−ωnt) (1.69)

Si nous nous intéressons à la dépendance temporelle du potentiel 1.49 :

δφ(kx, t) = Z�
i

�

n

Cn(kx,ωn)
�

j

Ajw
n
j (kx,ωn)e

−iωnt, (1.70)

ou encore avec la condition de normation
�

j W
n
j = 1 :

δφ(kx, t) = Z�
i

�

n

Cn(kx,ωn)e
−iωnt (1.71)

Il reste à évaluer les coefficients Cn appropriés, en se donnant des condi-
tions initiales :

Wj(kx, 0) =
�

n

Cn(kx,ωn)W
n
j (kx,ωn) (1.72)

En utilisant l’orthogonalité des fonctions propres, nous obtenons :
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Cn(kx,ωn) =
1

bn

N�

j=−N

�

W̄ n
j (kx,ωn)Wj(kx, 0) (1.73)

En remplaçant les fonctions propres et adjointes par leurs expression
(1.69, 1.62), le potentiel s’écrit finalement :

δφ(kx, t) = ni0

�

n

�N�

j=−N Ajwj(kx, 0)/(ωn − kxaj)
�N�

j=−N Aj/(ωn − kxaj)2
e−iωnt (1.74)

le retour à la convention de sommation naturelle nous donne (avec les
perturbations initiales w±

j0 = w±
j (kx, 0)) :

δφ(kx, t) =
�

n

�N
j=1 Aj

�
ωn(w

+
j0 − w−

j0) + aj(w
+
j0 − w−

j0)
�
/(ω2

n − a2j)�N
j=1 2ωnαj/(ω2

n − a2j)
2

e−iωnt

(1.75)
A ce stade, nous sommes en mesure de déterminer l’évolution temporelle

linéaire du potentiel électrostatique. Cette information va nous permettre de
déterminer les valeurs des taux d’amortissement Landau et donc de tester la
bonne description par notre modèle des effets cinétiques.

Nous remarquons que cette évolution temporelle du potentiel électrostatique
peut être vue comme une superposition d’oscillateurs non amortis ωn (1.75)
similaire aux interprétations de Van Kampen [22] et Case [23] de l’amortis-
sement Landau.
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1.5.2 L’amortissement Landau

Un test de la prise en compte des effets cinétiques en physique des plas-
mas est l’amortissement Landau [24]. C’est un effet non collisionnel, ca-
ractéristique d’une interaction entre une onde de vitesse de phase donnée
et les particules ayant une distribution de vitesses autour de cette vitesse de
phase.

Revenons à l’équation de Vlasov (1.1). Considérons le cas de petites per-
turbations f(x, v, t) = F0(v) + f1(v)ei(kx−ωt), autour d’un équilibre station-
naire homogène F0(v). La seule force considérée est engendrée par une fluc-
tuation de potentiel électrostatique, nul à l’équilibre : φ(x, t) = 0+δφ ei(kx−ωt).

Nous obtenons alors le système linéarisé :

(kv − ω)f1 = k
qiδφ

Mi
∂vF0 (1.76)

Zi

� +∞

−∞
f1 dv =

ene0

Te
δφ (1.77)

Nous obtenons la fonction diélectrique de plasma en éliminant f1 :

ε(ω) = 1− Z�
i k

2v2T i

� +∞

−∞

∂vf0
v − vφ

dv (1.78)

Nous avons introduit les grandeurs Z�
i = ZiTe/Ti, v2T i = Ti/Mi, f0 =

F0/n0 et vφ = ω/k.
La résolution de cette équation de dispersion est ardue. Dans le cas d’une

fonction d’équilibre f0 maxwellienne, l’intégrale est une fonction connue :
la fonction de Fried et Conte. Des expressions approchées peuvent en être
données dans les deux limites de grands et petits arguments. Dans tous les
cas, et c’est là le point important de cette section, les intégrations dans le
plan complexe voient apparâıtre des solutions à partie imaginaire non nulle.

L’approximation d’une vitesse de phase de l’onde très supérieure à la vi-
tesse thermique associée à la distribution f0 des ions (supposée maxwellienne)
conduit aux expressions [25] :

ω2 = k2v2T i(Z
�
i + 3)

ω �
�

Z�
i kvT i

�
1 + i

π

2
Z�

i v
2
T i

�
∂f0
∂v

�

v=vφ

�
(1.79)

Ces deux expressions sont obtenues dans un premier temps en négligeant
totalement la partie imaginaire de la pulsation. La partie réelle obtenue per-
met ensuite d’obtenir la solution complète (1.79).
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Figure 1.5 – Amortissement Landau linéaire : évolution temporelle du po-
tentiel électrostatique, pour différents nombres de bags (échelle logarith-
mique).

Nous constatons dans l’expression (1.79), que le signe de la partie ima-
ginaire est celui de la dérivée par rapport à la vitesse de la fonction de
distribution d’équilibre F0. Ainsi, dans le cas d’une Maxwellienne, et plus
généralement d’une fonction de distribution monotone, on assiste à un effet
d’amortissement de l’onde via la résonnance avec les particules de vitesse
comparable à sa vitesse de phase : c’est l’amortissement Landau.

Un bon test pour notre modèle water bag est donc de retrouver cet ef-
fet d’amortissement caractéristique d’une description cinétique. Nous obtien-
drons en particulier des accords différents selon le nombre de bags. En figure
(1.5), nous avons reporté l’évolution temporelle du potentiel électrostatique
normalisé. Nous observons que l’accord entre taux de croissance linéaire
multi-water-bag et cinétique classique (1.79) est bon (de l’ordre de 10%).

Dans le cas de notre modèle, le processus physique est legerement différent
du cas d’une fonction de distribution continue. Il s’agit d’un mélange de
phase entre différents oscillateurs non amortis : en effet l’équation de dis-
persion multi-water-bag admet 2N racines réelles (dans le cas de N bags),
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qui constituent autant d’oscillateurs propres au plasma décrit. Sous l’effet
de la perturbation initiale, ces oscillateurs sont lancés au même instant et
accumulent un déphasage croissant entre eux au cours du temps, qui a pour
effet d’amortir l’onde électrostatique. Cette interprétation de l’amortissement
Landau en terme de mélange de phase entre différents oscillateurs est à rap-
procher [19] des travaux de Van Kampen et Case [22, 23].

De plus, si l’on considère que les fréquences propres de chaque oscillateur
sont multiples de ∆a, une période de récurrence doit voir revenir tous ces
oscillateurs en phase, et donc le potentiel doit revenir à son excitation initiale.
C’est effectivement ce que l’on constate, avec des périodes de récurrence
TR ∝ 2π/∆a croissant avec le nombre de bags (1.5).

1.5.3 Comparaison avec des simulations non linéaires

multi-water-bag

Le taux d’amortissement Landau obtenu dans le cadre de l’analyse linéaire,
peut servir de cas test à la mise au point d’un code numérique non linéaire
résolvant les équations des contours. Ce travail a été entrepris par N. Besse
[26]. Nous rappelons ici très brièvement le principe de ce code. Nous présenterons
ensuite les résultats des simulations caractérisant l’amortissement Landau des
ondes acoustiques ioniques pour les comparer à ceux obtenus dans le cadre
de l’analyse linéaire.

Méthode numérique

Si le système d’équations considéré dans ce chapitre est très idéalisé, le
choix de la méthode Galerkin [27, 28, 29] discontinue en espace couplée à un
algorithme de Runge-Kutta en temps s’est fait essentiellement dans l’optique
des difficultés ultérieures.

De manière très schématique, nous présenterons ici le principe de la
méthode Galerkin discontinue, qui permet de résoudre la partie spatiale des
équations non-linéaires aux dérivées partielles.

L’idée est de décomposer l’espace en cellules correspondant au maillage
numérique, et de résoudre pour chaque cellule la dynamique. Cette résolution
se déroule de manière discontinue : aucune condition de raccordement des va-
leurs aux bords n’est choisie. Cette hypothèse a l’avantage d’une parallèlisation
plus aisée (la communication entre processeurs étant amoindrie), elle permet
également d’utiliser des maillages adaptatifs (concentrant l’effort de calcul
sur les zones physiquement intéressantes), enfin le maillage lui-même peut
décrire une géométrie complexe.
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Figure 1.6 – Amortissement Landau. Allure de l’énergie électrique en fonc-
tion du temps (échelle logarithmique).

La circulation de l’information entre les différentes cellules est assurée par
un flux numérique, qui, du fait de la discontinuité, doit obéir à des conditions
aux limites adaptées aux problèmes traités. Ainsi, dans le cas de l’étude
de phénomènes de diffusion, l’information est moyennée à chaque interface,
quand pour un problème de transport le flux réel sera assimilé aux flux définis
comme sortants.

Amortissement Landau

L’évolution temporelle du potentiel électrostatique, tout comme la dy-
namique des contours water bag, sont simulées numériquement grâce à la
méthode de Galerkin discontinue en espace et Runge-Kutta en temps. Les
équations non-linéaires caractérisant l’évolution du système sont les équations
(1.38, 1.39).

Les paramètres de la simulation numérique sont les suivants : L = 4π/kx,
N = 16, vmax = 6vT i, n0 = 1 et Z�

i = 2. La figure 1.6 permet de constater
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que le taux d’amortissement Landau γmwb = −0, 51k�vT i est sensiblement le
même que la valeur prédite par la théorie linéaire γtheo = −0.5144k�vT i. De
plus le temps de récurrence théorique TR = 2π/(∆v) est égal à 32.46 ce qui
cöıncide parfaitement avec les simulations.

La comparaison entre les résultats linéaires (1.5) et non-linéaires (1.6)
est intéressante. L’ensemble de ces résultats est en accord avec les valeurs
théoriques. Les temps de récurrence vérifient bien dans les deux cas la prédiction
théorique TR ∝ 2π/∆v.

Le très bon accord à la fois sur le taux d’amortissement et le temps de
récurrence, est donc une bonne indication de la validité du schéma numérique.

1.6 Conclusion

La propriété de conservation de l’équation de Vlasov vis-à-vis de la fonc-
tion de distribution est à la base du modèle water bag.

Notre modèle water bag est équivalent à un modèle hydrodynamique jus-
qu’au moment d’ordre 2(N − 1). Cette propriété d’équivalence permet en
particulier de se donner un jeu de paramètres water bag satisfaisants. Ainsi,
le modèle water bag assure par essence la connexion des modèles cinétiques
aux modèles hydrodynamiques.

L’exemple de l’amortissement Landau des ondes acoustiques ioniques
a été examiné. La formulation water bag des équations procure une in-
terprétation très claire de cet effet purement cinétique. Cette formulation est
à rapprocher des travaux de Van Kampen et Case décrivant l’effet d’amor-
tissement Landau au moyen d’un mélange d’oscillateurs.

Les taux d’amortissement Landau linéaires sont retrouvés dans le cadre
de l’analyse linéaire comme au moyen de simulations non-linéaires réalisées
par Nicolas Besse.

Les propriétés spécifiques de la modélisation water bag sont maintenant
bien établies. Leur transposition au contexte des plasmas magnétisés de to-
kamak est l’objet des prochains chapitres.
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Chapitre 2

Modèle de dérive cinétique et

water bag

O pluie o poussière impalpable

Existence couleur de sable

Brouillard des respirations

Quel choix préside à mon vertige

Je tombe et fuis dans ce prodige

Ma propre accélération.

Louis Aragon

2.1 Introduction

Dans le chapitre précédent, le modèle water bag utilise l’invariance exacte
de Liouville dans l’espace des phases (les paramètres Aj sont ainsi invariants
exacts). Avec un nombre fini d’invariants, il est possible de décrire des ef-
fets cinétiques correctement. Dans le cas d’une géométrie simplifiée, l’effet
d’amortissement Landau a été retrouvé en phase linéaire. Dans le cas d’un
plasma magnétisé, la théorie girocinétique [30, 31, 32] basée sur l’existence
de l’invariance adiabatique permet de réduire de 6 à 5, voire à 4 la dimension
de l’espace des phases.

L’idée fondamentale de ce travail est de montrer que pour les plasmas
sans collision de tokamak, il est possible de combiner à la fois l’invariance
exacte de Liouville (et donc d’utiliser un modèle water bag) à l’invariance
adiabatique (modèle girocinétique) pour réduire encore la dimensionnalité du
problème.

Nous nous intéressons au cas d’un plasma magnétisé, dans l’approxima-
tion cylindrique d’un tore de grand rayon très grand devant son petit rayon.
Cette géométrie présente en outre l’avantage d’être directement comparable

39
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à de nombreuses expériences cylindriques de laboratoire, comme Mirabelle
(LPMIA - Université Nancy 1 - Henri Poincaré), Mistral (LPIIM Université
de Provence Aix Marseille) ou encore Columbia Linear Machine (CPPL - Co-
lumbia University - New York). Il nous faut pour cela en théorie considérer un
espace des phases à six dimensions. Cependant, l’approximation girocinétique
permet de n’avoir à considérer qu’une seule dimension en vitesse, parallèle au
champ magnétique : le modèle water bag est donc particulièrement adapté à
ce contexte.

L’ambition de ce chapitre est d’adapter le modèle water bag à l’équation
cinétique la plus simple décrivant un plasma magnétisé : l’équation de dérive
cinétique. Malgré sa simplicité, cette équation permet de mettre en évidence
les Instabilités de Gradient de Température (ITG) [33, 34, 35], qui sont sus-
pectées jouer un rôle important dans le transport anormal au sein des to-
kamaks. Une étude water bag, avec sa connexion naturelle entre description
fluide et cinétique est donc tout à fait pertinente.

Nous présenterons dans un premier temps les problèmatiques générales
liées à la turbulence dans les plasmas magnétisés et l’intérêt du modèle giro-
cinétique. Nous introduirons ensuite les approximations liées à la description
de dérive cinétique, tant au niveau du modèle cinétique ”classique” qu’à ce-
lui water bag que nous introduirons. L’analyse linéaire sera particulièrement
développée, qui nous permettra de confronter des résultats typiquement water
bag à des résultats analytiques connus, dans le cas particulier d’une fonction
de distribution maxwellienne d’équilibre.

2.2 Turbulence et modèle girocinétique

A première vue, la configuration magnétique d’un tokamak devrait à elle
seule permettre de bloquer les flux de chaleur et de particules vers l’extérieur
du plasma et assurer un confinement stable. Ainsi, dans les années cinquante,
les physiciens espéraient-ils un essor fulgurant de la fusion nucléaire. Cepen-
dant, il a vite été avéré que les coefficients de transport, et le temps de
confinement obtenus n’étaient pas du tout à la hauteur des prévisions : les
modèles de transport classiques, tenant uniquement compte des collisions
entre particules du plasma, n’étaient pas suffisants.

En particulier, les phénomènes de turbulence au sein du plasma doivent
être pris en compte pour décrire le transport anormal. Cette turbulence prend
sa source dans les nombreuses formes d’instabilités au sein du plasma (par
exemple dans notre cas les gradients de température ionique) : l’étude de ces
instabilités s’avère donc inévitable [35].

Dans la géométrie compliquée d’un tokamak, la description cinétique doit
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en théorie se faire dans un espace des phases à six dimensions (trois en vitesse
et autant en position). Cependant, le mouvement des particules perpendicu-
lairement au champ magnétique est séparable d’une part en leur giration
très rapide (caractérisée par Ωci = qiB/Mi pour les ions), et des mouvements
de dérive de l’ensemble d’une espèce, caractéristiques de la configuration
magnétique macroscopique.

La phase associée à la giration cylotronique n’est pas une information
importante : en filtrant cette information pour ne retenir que le module en
vitesse perpendiculaire au champ magnétique v⊥, il est possible de réduire
d’un degré de liberté l’espace des phases : c’est le modèle girocinétique [30,
36, 37, 38, 39, 31, 32], basé sur l’opération de giromoyenne Jv⊥ [g(x,v] =
1
2π

� 2π

0 dα g(x+ ρv⊥(α),v). De plus, le module en vitesse perpendiculaire peut
être lié au moment magnétique µ = Miv2⊥/(2B), et nous pouvons donc sub-
stituer à la dépendance en v⊥ une dépendance en µ. L’équation de Vlasov
régissant la fonction de distribution f = f(t, r, v�, µ) s’écrit :

Dtf = ∂tf + Ẋ⊥.∇f + Ẋ�∇�f + v̇�∂v�f = 0, (2.1)

avec :
� Ẋ� = v�b, Ẋ⊥ = vE + v∇B + vc.
� le champ magnétique corrigé B

�, donné par les relations B
� = B +

Miv�
qi

∇ × b, avec b = B/B le vecteur unitaire dirigé selon le champ
magnétique B.

� vE la vitesse de dérive électrique :

vE =
1

B�
�
b×∇Jµφ (2.2)

où Jµφ est le potentiel électrostatique giromoyenné.
� v∇B est le vitesse de dérive liée au gradient de champ magnétique :

v∇B =
µ

qiB�
�
b×∇B (2.3)

� vc est la vitesse de dérive liée à la courbure du champ magnétique :

vc =
Miv2�
qiB�

�

�
b×∇B

B
+

(∇×B)⊥
B

�
=

Miv2�
qiB�

�
b× N

Rc
(2.4)

oùN/Rc est le vecteur portant la courbure des lignes de champ magnétique.
� v̇� est l’accélération parallèle :

v̇� = −
�
b+

Miv2�
qiB

�
b× N

Rc

��
.

�
µ

Mi
∇B+

qi
Mi

∇Jµφ

�
(2.5)
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Le champ magnétique est supposé ne pas fluctuer : l’équation de Poisson
ferme le système d’équations :

ZiJµni + Zi
qi
Ti
r2Li∇⊥. (ni∇⊥φ) + Zi

qini

Ti
λ2
Di�φ = ne

(2.6)

où Zi est la charge des ions, Ti leur température et rLi = v⊥/Ωci leur rayon
de Larmor. ni =

�
2πΩci

qi
dµ

� +∞
−∞ fdv� est la densité des ions, ne0 est celle des

électrons isothermes de température Te et de charge −e.
Le terme Zi

qi
Ti
r2Li∇⊥. (ni∇⊥φ) apparaissant dans l’équation de Poisson est

appelé terme de dérive de polarisation, c’est un effet lié à la prise en compte
d’un rayon de Larmor fini, que nous étudierons plus en détail au chapitre III.

La dérivation rigoureuse des équations girocinétiques a permi de grandes
avancées numériques cette dernière décennie, avec la réalisation de nombreux
codes girocinétiques. Ces simulations se détaillent par ailleurs en deux sous-
catégories : les codes dits PIC pour Particle In Cell [40, 41, 42] qui suivent la
dynamique de macroparticules, et les codes Vlasov résolvant la fonction de
distribution [43, 44, 45, 46, 47].

Par ailleurs, le moment magnétique µ = Miv2⊥/(2B) d’une particule
chargée varie très lentement : on l’ appelle un invariant adiabatique. Ceci
caracterise le fait qu’une particule voit a l echelle de sa giration un champ
magnetique quasiment constant. Par voie de conséquence, le module en vi-
tesse perpendiculaire peut en premiere approximation etre considere comme
un invariant du problème, traitable comme un label [14]. Ceci nous permet
de baisser d’un degré la dimension du problème :

f(t, r, v�, µ) =
�

l

fl(t, r, v�)δ(µ− µl) (2.7)

Ainsi, dans le cas général de plusieurs valeurs de µ (c’est-à-dire d’une dis-
tribution en v⊥), nous obtenons autant d’équations girocinétiques (2.1) que
de valeurs de moment magnétique. Ces différentes ”populations” sont alors
couplées par l’équation de Poisson (2.6) par l’intermédiaire d’une sommation
discrète :

ni =
�

µ

� +∞

−∞
Jµfµdv� (2.8)

En particulier, le cas µ = 0 correspond à la limite d’un rayon de gira-
tion nul des particules autour de leurs centres-guides, et donne le modèle
girocinétique le plus simple : celui de dérive cinétique.
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Nous nous situerons toujours à des échelles spatiales grandes devant la
longueur de Debye, caractéristique de l’écrantage des ions par les électrons :
le terme Zi

qini

Ti
λ2
Di�φ sera négligé dans l’équation de Poisson, que nous ap-

pellerons alors équation de quasi-neutralité.
Enfin, il est possible de supposer un tore de grand rayon infini, et donc

se situer en géométrie simplifiée cylindrique avec un champ magnétique axial
homogène.

Puisque nous nous intéressons à combiner un modèle water bag au modèle
girocinétique, nous allons dans un premier temps pousser les simplifications
au maximum, pour distinguer plus aisément les particularités de notre modèle.

2.3 Le modèle giro-water-bag

Dans toute la suite de ce mémoire, nous quitterons le cas général d’une
géométrie torique, pour étudier la géométrie cylindrique plus simple. En
considérant le cas d’un plasma de géométrie cylindrique, avec un champ
magnétique uniforme longitudinal, les équations girocinétiques (2.1, 2.6) peuvent
se simplifier fortement. Ce jeu d’équations comprend autant d’équations de
Vlasov que de valeurs considérées pour l’invariant adiabatique µ, et donc de
populations fµ(t, r, v�) :

∂tfµ + JµvE.∇⊥fµ + v�∂zfµ +
qi
Mi

JµE�∂v�fµ = 0 (2.9)

Ces différentes équations respectent toutes l’invariance de Liouville, l’in-
troduction d’une fonction de distribution water bag est donc tout à fait ap-
propriée. Elles sont couplées par l’équation de quasi-neutralité :

Zini + Zi∇⊥.

�
ni

BΩci
∇⊥φ

�
= ne (2.10)

avec ni =
�

µ

�
Jµfµdv� la densité de particules réelles calculée à partir

des fonctions de distribution fµ des centres-guides giromoyennées.
La population d’électrons est supposée adiabatique : ne = ne0eeφ/Te ,

avec une énergie cinétique grande devant l’énergie potentielle électrostatique
eφ << Te. Nous écrirons pour cette population ne = ne0(1 + eφ/Te).

Nous supposerons également que la dérive de polarisation des ions porte
sur leur distribution d’équilibre ni0. Ce terme est inclus dans l’équation de
quasi-neutralité et n’a donc pas à apparâıtre comme une vitesse de dérive
supplémentaire : la seule vitesse perpendiculaire à prendre en compte est
donc la dérive électrique vE = E×B/B2.
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Le caractère conservatif des équations de Vlasov découlant de l’invariance
de Liouville est assuré quant aux distributions de centres-guides fµ. Nous
introduisons donc les fonctions de distribution multi-water-bag pour décrire
la population de centres-guides ioniques :

fµ(t, r, v�) =

Nµ�

j=1

Aµj

�
Υ(v� − v−µj)−Υ(v� − v+µj)

�
(2.11)

La propriété générale des fonctions de Heaviside Υ nous permet d’obtenir
aisément les équations water bag girocinétiques, fondant ainsi le modèle giro-
water-bag :

∂tv
±
µj + JµvE.∇⊥v

±
µj + v±µj∂zv

±
µj =

qi
Mi

JµE� (2.12)

Zini + Zi∇⊥.

�
ni

BΩci
∇⊥φ

�
= ne0

�
1 +

eφ

Te

�
(2.13)

La densité d’ions est calculée à partir des contours water bag : ni =�
µ

�Nµ

j=1 AµjJµ(v
+
µj − v−µj).

Ce système d’équations est strictement équivalent aux équations giro-
cinétiques en géométrie cylindrique (2.9, 2.10). En posant le changement de
variables nµj = Aµj(v

+
µj − v−µj) et uµj = (v+µj + v−µj)/2, nous pouvons réécrire

les équations des contours :

∂tnµj +∇⊥.(nµjJµvE) + ∂z(nµjuµj) = 0 (2.14)

∂t(nµjuµj) +∇⊥.(nµjuµjJµvE) + ∂z(nµju
2
µj) +

1

Mi
∂zpµj =

qi
Mi

nµjJµE�

(2.15)

Nous avons défini la pression partielle pour un bag j : pµj = Min3
µj/(12A

2
µj),

où les deux grandeurs nµj et uµj jouent respectivement les rôles d’une den-
sité et d’une vitesse moyenne. Les trois grandeurs (nµj, uµj, pµj) sont définies
vis-à-vis de la fonction de distribution water bag, et donc de la population
de centres-guides : l’équivalence avec les particules réelles est obtenue en
appliquant la giromoyenne.

Nous obtenons toujours 2Nµ équations water bag par valeur de µ : ce
système est donc strictement équivalent aux équations (2.12). Nous consta-
tons également que pour chaque valeur de µ et chaque bag j, les deux
équations obtenues (2.14, 2.15) prennent la forme respectivement d’une équation
de continuité et d’une équation d’Euler. La fermeture se fait ici ”bag à bag”,
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par la définition de la pression. Enfin le couplage entre bags, et entre valeurs
du moment magnétique µ est assuré par l’équation de quasi-neutralité (2.13).

Nous retrouvons donc formellement la propriété de connexion du modèle
water bag entre les descriptions fluide et cinétique [3], dans le cadre plus
large du modèle giro-water-bag [48].

2.4 Les conditions initiales water bag

L’équation girocinétique la plus simple pour décrire un plasma est l’équation
de dérive cinétique. Elle considère que les particules sont confondues avec
leur centre de giration autour des lignes de champ magnétique : le moment
magnétique µ est donc nul. La giromoyenne permettant de tenir compte du
décalage spatial entre particules et centres-guides n’a plus lieu d’être : nous
avons donc J = 1.

Nous nous plaçons également dans le cas d’un tore infiniment déroulé
Rc → ∞, avec un champ magnétique homogène ∇B = 0.

Nous obtenons ainsi l’équation de Vlasov de dérive cinétique :

∂tf(r, v�, t) + v⊥.∇⊥f(r, v�, t) + v�∂zf(r, v�, t)−
qi∇�φ

Mi
∂v�f(r, v�, t) = 0

(2.16)

Il faut remarquer que l’approximation d’une géométrie cylindrique est
très forte et nous permet de ne considérer en première approximation que la
vitesse de dérive électrique v⊥ = vE = −∇⊥φ×B/B2. Cet effet de dérive a
pour avantage d’agir indépendamment des masses et charges des particules, et
ne permet donc pas de séparation de charges, source d’instabilité du plasma.

L’équation de quasi-neutralité où est négligée la dérive de polarisation
(2.13) ferme le système d’équations :

Zini = ne0

�
1 +

eφ

Te

�
(2.17)

où nous avons supposé une population d’électrons adiabatiques, de grande
énergie cinétique devant leur énergie potentielle électrostatique eφ << Te, la
densité des ions est obtenue directement à partir de la fonction de distribution
des centres-guides, puisque ces derniers sont confondus avec les particules :
ni =

�
f(r, v�, t)dv�.
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2.4.1 Les équations multi water bag

Nous reprenons les équations du modèle giro-water-bag (2.12, 2.13). Nous
négligeons les termes liés aux effets de rayon de Larmor fini J = 1 et
Zi∇⊥.[ni0∇⊥φ/(BΩci)] = 0, pour obtenir le système d’équations de dérive
cinétique :

∂tv
±
j + vE.∇⊥v

±
j + v±j ∂zv

±
j +

qi∂zφ

Mi
= 0 (2.18)

Zi

N�

j=1

Aj(v
+
j − v−j ) = ne0

�
1 +

eφ

Te

�

(2.19)

2.4.2 Grandeurs caractéristiques

La direction parallèle au champ magnétique constitue la source des effets
cinétiques, liés à la prise en compte d’un étalement en v�. Nous choisissons
donc d’adimensionner le problème vis-à-vis de la longueur caractéristique des
fluctuations associées à cette direction :

L̂ = k� × L, (2.20)

où L̂ est la longueur normalisée, L la longueur et k� = 2π/L� le vecteur
d’onde caractéristiques de la direction parallèle au champ magnétique.

L’étalement typique de la fonction de distribution des ions selon la vitesse
est par définition de l’ordre de la vitesse thermique ionique vT i =

�
Ti/Mi,

ce qui nous donne la normalisation des vitesses :

v̂ = v/vT i (2.21)

La pulsation caractéristique nous est dès lors simplement donnée par le
produit des deux précédentes grandeurs :

ω̂ = ω/(k�vT i) (2.22)

Enfin, les discontinuités des différents bags Aj sont normalisées par rap-
port à la densité d’équilibre ni0. La condition de résonnance ondes particules
nous est donnée dans cette normalisation : ω̂ ∼ 1.

Enfin le potentiel électrostatique est comparé à l’énergie cinétique des
ions, puisque c’est à la description de cette espèce que nous portons notre
attention :
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φ̂ = qiφ/Ti (2.23)

Nous pouvons réécrire le système d’équations (2.18, 2.19) en termes de
grandeurs normalisées :

∂t̂v̂
±
j + v̂E.∇̂⊥v̂

±
j + v̂±j ∂ẑv̂

±
j + ∂ẑφ̂ = 0 (2.24)

M�

j=1

Âj(v̂
+
j − v̂−j )− 1 =

Ti

ZiTe
φ̂ (2.25)

La vitesse de dérive électrique pouvant être explicitée :

v̂E =
1

Ω̂ci

×

������

−∂θφ̂/r̂
∂r̂φ̂
0

, (2.26)

où Ω̂ci = qiB/k�vT iMi est la fréquence cyclotron ionique normalisée, ca-
ractérisant le mouvement de giration autour des lignes de champ magnétique.

Dans notre système, les différents termes n’ont a priori pas tous le même
poids. Ainsi, le potentiel électrostatique (Z�

i eφ/Te) prend de faibles valeurs,
puisque le modèle de base est celui d’un plasma quasi-neutre. De la même
façon, les phénomènes que nous observons doivent se dérouler sur des temps
caractéristiques longs devant le temps cyclotronique (proportionnel à Ω−1

ci ).
Enfin les longueurs des fluctuations transverse (k−1

⊥ ) et parallèle (k−1
� ) doivent

également être bien séparées : tout ceci nous conduit à considérer les condi-
tions de petitesse :

ω

Ωci
= �ω

k�
k⊥

= �k

eφ

Te
= �φ

où les différents paramètres � vérifient � ≤ 10−3 pour un plasma de Tokamak.
Il existe en théorie une condition supplémentaire assurant des longueurs

caractéristiques des gradients transverses d’équilibre L∇⊥0
grandes devant le

rayon de Larmor rLi :

�L∇⊥0
= rLi/L∇⊥0

≤ 10−3, (2.27)
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cette condition est dans notre cas automatiquement assurée par l’hypothèse
forte d’un rayon de Larmor nul (conséquence du choix µ = 0).

Il n’y a donc aucune limitation théorique aux longueurs de gradients
transverses dans le cas d’un modèle de dérive cinétique. Par ailleurs, nous
pouvons remarquer que le terme de dynamique transverse est du même ordre
de grandeur que celui parallèle :

v̂E.∇̂⊥v̂
±
j � �ω�

−1
k Z�

i �φ�
−1
k , (2.28)

où nous avons supposé que la pulsation caractéristique des phénomènes considérés
permettait des interactions ondes particules ω ∼ k�vT i. Ce dernier résultat
est surprenant compte tenu de l’hypothèse de départ qui voulait que la dy-
namique parallèle soit une petite perturbation devant celle transverse du
centre-guide. Mais il faut se rappeler que nous cherchons à modéliser des
phénomènes à des échelles de temps petites devant celle de la physique des
dérives, pour lesquels il est donc tout à fait acceptable que dynamiques trans-
verse et parallèle aient des intensités comparables.

2.5 Analyse linéaire

Dans cette section, l’étude vise à déterminer les instabilités caractéristiques
d’un plasma multi-water-bag décrit par l’équation de dérive cinétique.

En particulier nous nous attacherons à obtenir une description locale

du plasma, c’est-à-dire en un rayon donné de la colonne de plasma. Les
dépendances selon les deux autres directions d’espace seront quant à elles
décomposées en modes de Fourier.

Même si l’analyse linéaire s’attache à décrire des comportements locaux,
l’adjonction en particulier de la direction radiale, non périodique, constitue
une source de nouveaux problèmes. En particulier, les profils radiaux des
différentes grandeurs ne peuvent pas se décomposer simplement sur une base
de Fourier, il faut conserver ces dépendances qui contiennent toute la phy-
sique des instabilités (par exemple un gradient de potentiel électrostatique
est a la souce d’instabilités de Kelvin-Helmholtz, un gradient de température
des ITG...).

2.5.1 Equation de dispersion

L’analyse linéaire est menée autour d’un équilibre supposé pair en vitesse,
sans potentiel électrostatique d’équilibre. Nous supposons également que cet
équilibre est homogène dans les directions longitudinale et polöıdale. Enfin
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les perturbations sont décomposées en modes de Fourier selon θ, z et le temps
t (les différentes grandeurs sont normalisées ainsi que précédemment défini) :

v̂±j (r, θ, z, t) = ±âj(r) + ŵ±
j (r) e

i(mθ+ẑ−ω̂t̂)

φ̂(r, θ, z, t) = 0 + δφ̂(r) ei(mθ+ẑ−ω̂t̂) (2.29)

Nous insérons ces dépendances dans les équations non-linéaires (2.24,
2.25) normalisées. Dans toute la suite de ce chapitre nous travaillerons avec
des grandeurs normalisées en omettant la notation .̂ Si les perturbations sont
supposées faibles devant les grandeurs d’équilibre, nous pouvons linéariser le
système en séparant les équations par puissances croissantes des perturba-
tions.

L’ordre 0 caractérise l’équilibre stationnaire :

aj∂zaj = 0 (2.30)
N�

j=1

αj = 1, (2.31)

où nous utilisons la définition αj = 2ajAj/ni0. L’équation (2.31) permet de
valider systématiquement l’équivalence des moments d’ordre zéro.

L’ordre 1 en perturbation :

(ω ∓ aj)w
±
j =

�
1∓ kθ

Ωci
draj

�
δφ (2.32)

Z�
i

N�

j=1

Aj(w
+
j − w−

j ) = δφ, (2.33)

avec le paramètre Z�
i = ZiTe/Ti, qui caractérise l’intensité de l’amortissement

Landau linéaire des ondes acoustiques ioniques [25].
En éliminant les contours perturbés entre les deux équations, nous obte-

nons l’expression de la fonction diélectrique multi water bag du plasma :

ε(ω, kθ) = 1− Z�
i

N�

j=1

αj

1− ωΩ�
j

ω2 − a2j
, (2.34)

en définissant les fréquences diamagnétiques associées à chaque bag j : Ω�
j =

kθdr ln aj/Ωci. (Nous verrons également par la suite la notation κj = dr ln aj.)
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Trouver les racines annulant la fonction diélectrique permet de connâıtre
les doublets (ω, kθ) pour lesquels une perturbation à l’équilibre peut exister
dans le plasma. C’est la définition même de la fonction diélectrique :

ε(ω, kθ).δφ = 0 (2.35)

Nous raisonnerons dans la suite sur les racines ω pour une valeur donnée
de kθ.

Nous voyons apparâıtre dans l’équation de dispersion (2.35) les paramètres
water bag Ω�

j caractéristiques des dépendances radiales aj(r). Nous cherchons
donc à les déterminer en utilisant une méthode d’équivalence au sens des mo-
ments.

2.5.2 Ω�
j et équivalence fluide.

Pour nous donner les paramètres water bag physiquement intéressants,
nous utilisons la même méthode qu’au précédent chapitre, considérant l’équivalence
de la fonction de distribution water bag avec une condition initiale continue.
Cette méthode est tout à fait valable compte tenu de la formulation fluide
”bag à bag” des équations des contours déjà obtenue (2.14, 2.15).

En plus des grandeurs αj, nous avons également à déterminer les dépendances
radiales Ω�

j = kθκj/Ωci (en grandeurs normalisées). Pour ce faire, nous considérons
à la fois les moments :

N�

j=1

2Aja
l+1
j = ni(l + 1)

� +∞

−∞
vlf0dv, (2.36)

et leurs dépendances radiales ; c’est-à-dire leurs dérivées selon la direction
radiale :

N�

j=1

2Ajdra
l+1
j = ni(l + 1)

� +∞

−∞
vldrf0dv (2.37)

Il y a donc bien équivalence de notre modèle water bag avec un modèle
hydrodynamique décrivant jusqu’au moment d’ordre 2(N − 1), y compris
dans la dépendance radiale. Cette équivalence est obtenue par rapport à une
fonction de distribution continue arbitraire f0.

Nous cherchons à caractériser les instabilités ITG, nous supposons que la
dépendance radiale de la fonction f0 n’est portée que par ses deux premiers
moments : la densité ni et la température Ti. Nous pouvons dès lors poser :
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f0 =
ni

vT i
G

�
v

vT i

�
(2.38)

où G est une fonction adimensionnée de la variable v/vT i, elle-même sans
dimension.

Nous supposons que le multi-water-bag ne dépend également que des
gradients de température et de densité (de même que nous avons supposé
f0(r, v) = f0(ni(r), Ti(r), v)), les coefficients water bag radiaux sont sup-
posés s’écrire comme des combinaisons linéaires des gradients de densité et
de température, de coefficients βj et γj :

αjΩ
�
j = βj

Ω�
T

2
+ γjΩ

�
n

αjκj = βj
κT

2
+ γjκn (2.39)

L’équivalence au sens des moments de la description water bag est donc
prolongeable aux dépendances radiales. En supposant que ces dépendances
ne sont portées que par les profils en densité κn et en température κT , cette
équivalence va nous permettre de fixer les valeurs des différents paramètres
water bag.

2.5.3 Calcul pratique des αj et Ω�
j

Nous cherchons tout d’abord à expliciter la dérivée par rapport à la di-
rection radiale de f0 (2.38) :

∂rf0 =
n

vT i
G

�
v

vT i

��
∂r lnni −

1

2
∂r lnTi + ∂r lnG

�
v

vT i

��
(2.40)

v et r étant des variables indépendantes, nous pouvons décomposer la
dérivée radiale de G :

∂r lnG

�
v

vT i

�
= − v

vT i

1

2
∂r lnTi ∂v/vTi

lnG

�
v

vT i

�
(2.41)

Nous insérons maintenant les deux dernières équations (2.41), (2.40) dans
le terme de droite de l’équation (2.37) :

� +∞

−∞
vl∂rf0dv =

�
κn −

κT

2

�� +∞

−∞
vl

ni

vT i
G

�
v

vT i

�
dv−κT

2

� +∞

−∞

vl+1

vT i
∂v/vTi

lnGdv

(2.42)
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Si nous définissons le l-ième moment de G : M̄l =
� +∞
−∞ xlG(x)dx, nous

obtenons dans l’equation précedente (2.42) :

� +∞

−∞
vl∂rf0dv = niv

l
T i

�
κn −

κT

2

�
M̄l − niv

l
T i

κT

2

� +∞

−∞
xl+1∂xG(x)dx (2.43)

Enfin en intégrant par parties le dernier terme, nous obtenons l’expression
de la dérivée radiale du moment continu en fonction de celui de la fonction
arbitraire G :

� +∞

−∞
vl∂rf0dv = niv

l
T i

�
κn +

lκT

2

�
M̄l (2.44)

Nous exprimerons par la suite les différentes grandeurs selon les moments
Ml de f0 :

� +∞

−∞
vl∂rf0dv =

�
κn +

lκT

2

�
Ml (2.45)

L’équivalence entre dépendances radiales des moments s’écrit donc :

1

n

N�

j=1

2Ajdra
l+1
j = (l + 1)

�
κn +

lκT

2

�
Ml (2.46)

Il nous reste à reformuler le terme de gauche :

1

n

N�

j=1

2Ajdra
l+1
j = (l + 1)

N�

j=1

2ajAj

ni
aljdr ln aj (2.47)

Cette dernière formulation permet de retrouver les grandeurs multi-water-
bag : αj = 2ajAj/ni, κj = dr ln aj.

Finalement l’équivalence des dépendances radiales des moments s’écrit :

N�

j=1

αja
l
jκj =

�
κn +

lκT

2

�
Ml (2.48)

En insérant l’hypothèse (2.39) dans l’équivalence des moments et en
séparant vis-à-vis des variables indépendantes κT , κn, nous obtenons les co-
efficients caractérisant le profil radial de chaque bag en r = r0 :
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N�

j=1

αja
l
j = (l + 1)Ml (2.49)

N�

j=1

βja
l
j = lMl (2.50)

N�

j=1

γja
l
j = Ml (2.51)

Si nous considérons tous les moments associés aux valeurs l = 0, 2, ..., 2(N−
1), nous obtenons la formulation matricielle de l’équivalence entre moments
d’une distribution continue arbitraire et ceux multi water bag :

α = V
−1 Mα (2.52)

β = V
−1 Mβ (2.53)

γ = V
−1 Mγ, (2.54)

où l’on a défini les différents vecteurs :

α =




α1

...
αN





Mα =




M0

...
(2N − 1)M2N−2





β =




β1

...
βN





Mβ =




0
...

(2N − 2)M2N−2





γ =




γ1
...
γN





Mγ =




M0

...
M2N−2
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Enfin chaque élément (l, j) de la matrice de VandermondeV est défini par
Vl,j = alj. Bien entendu le problème de son inversion subsiste dans le cas d’un
nombre de bags élevé. Nous utilisons donc une approximation à l’ordre deux
pour déterminer les paramètres water bag dans le cas d’un grand nombre
de bags. Des calculs analogues dans le principe à ceux effectués au chapitre
précédent nous permettent d’obtenir les expressions approchées :

αj = 2aj
Fj − Fj+1

ni
(2.55)

γj = ∆a
Fj + Fj+1

ni
(2.56)

βj = αj − γj (2.57)

Le choix entre une inversion exacte et une méthode approchée à l’ordre
deux s’effectue selon les mêmes bases qu’au précédent chapitre : l’inversion
exacte est privilégiée pour un nombre de bag N < 10, et la méthode ap-
prochée prend le relais dès 10 bags.

2.5.4 Potentiel électrostatique

Le calcul des fonctions propres, puis de la dépendance temporelle du
potentiel électrostatique est donné en Annexe D. Il reprend les mêmes grandes
lignes que celui déjà mené au précédent chapitre, dans le cas général.

La dépendance temporelle du potentiel électrostatique dans la phase linéaire
peut s’exprimer :

δφkθ,k�(r, t) =
�

n

�N
j=−N

�
Ajw0

j/(ωn − aj)
�N

j=−N

�
Aj [1− kθdraj/Ωci] /(ωn − aj)2

exp−iωn,mt (2.58)

Enfin nous pouvons revenir à la convention de sommation naturelle, pour
obtenir l’expression de référence pour ce chapitre du potentiel électrostatique
normalisé :

δφkθ,k�(r, t) =
�

n

�N
j=1

�
ωn(�

0+
j − �0−j ) + aj(�

0+
j + �0−j )

��
(ω2

n − a2j)

�N
j=1 αj

�
2ωn − (ω2

n + a2j)kθκj/Ωci

��
(ω2

n − a2j)
2

e−iωnt,

(2.59)
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où nous avons utilisé les définitions κj = dr ln aj, αj = 2ajAj/ni0, �
0±
j =

Ajw
0±
j /ni0.
En pratique cette expression du potentiel électrostatique nous est utile

car c’est la reconstruction qu’elle opère en mélangeant les différents modes
associés aux bags, qui reproduit l’effet cinétique d’amortissement Landau
[22], [23].

2.6 Analyse de stabilité linéaire

Cette section a pour but de confronter dans les faits les résultats four-
nis par notre modèle à ceux obtenus en particulier par l’analyse linéaire de
modèles cinétiques ”classiques”. Ainsi, dans le cas d’une description cinétique,
une expression du seuil d’instabilité des ITG peut être dérivée de l’analyse
linéaire, à condition de supposer une fonction de distribution maxwellienne
à l’équilibre. Elle s’écrit dans notre système de normalisations (le détail des
calculs est donné en Annexe D) :

Ω�
T± = Ω�

n

�
1±

�

1 +
Z�

i + 3

Z�2
i Ω�2

n

�
(2.60)

Cette expression nous sera très utile, servant de référence à nos compa-
raisons avec nos propres résultats water bag, dont les paramètres auront été
fixés au sens de l’équivalence avec des moments maxwelliens.

Un paramètre caractéristique des instabilités ITG est le facteur η :

η =
Ω�

T

Ω�
n

(2.61)

Dans un premier temps nous chercherons par différentes voies à obtenir
des résultats qualitatifs simples, en utilisant des simplifications fortes per-
mises par notre modèle water-bag. Nous retrouverons ainsi des résultats de
référence en ne considérant qu’un seul bag. Nous considèrerons ensuite le cas
d’un nombre arbitraire de bags, mais sous la limite fluide d’un faible nombre
d’onde parallèle, qui permet de ne considérer que des phénomènes de grande
vitesse de phase devant l’étalement caractéristique en vitesse parallèle de la
fonction de distribution.

Nous chercherons dans un second temps une caractérisation plus aigüe
des seuils de stabilité linéaire. Nous présenterons l’approche paramétrique
que nous avons du adopter à défaut de pouvoir obtenir une expression ana-
lytique du seuil de stabilité pour un nombre quelconque de bags. Les effets
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propres à notre modèle multi-water-bag seront isolés, pour que nous compa-
rions finalement les seuils water bag au seuil cinétique classique (2.60), et au
seuil donné par un modèle fluide.

2.6.1 Modèles simplifiés

Nous cherchons dans cette partie à résoudre l’équation de dispersion
(2.35) dans des cas de figure simples pour dégager un comportement qua-
litatif du plasma. L’objectif est de pousser au maximum les possiblités de
résolution analytiques de l’équation de dispersion multi-water-bag.

Cas d’un bag et modèle fluide

Dans le cas d’un seul bag, l’équation de dispersion s’écrit simplement :

εkθ(ω) = 1− Z�
i

1− ωΩ�
n

ω2 − a2j
= 0 (2.62)

Nous avons donc à résoudre un polynôme de degré deux :

ω2 + Z�
i Ω

�
nω − Z�

i − 3 = 0 (2.63)

La condition d’existence de solution complexes (sources d’instabilité),
s’écrit :

Z�2
i Ω�2

n + 4(Z�
i + 3) < 0, (2.64)

elle n’est jamais vérifiée.
Les deux solutions sont donc réelles, et s’écrivent :

ω0± = −Z�
i Ω

�
n

2

�
1±

�

1 +
Z�

i + 3

Z�2
i Ω�2

n

�
(2.65)

Un plasma conforme à nos approximations est donc stable vis-à-vis d’un
seul bag, en accord avec la contrainte η = 2 imposée par l’équivalence des
moments water bag et maxwelliens :

α1 = 1

α1a
2
1 = 3

α1Ω
�
1 = Ω�

n

α1a
2
1Ω

�
1 = Ω�

n + Ω�
T

(2.66)



2.6. ANALYSE DE STABILITÉ LINÉAIRE 57

Cette stabilité est en accord avec les prédictions données par un modèle
fluide à fermeture adiabatique. Des modèles fluides plus poussés peuvent ce-
pendant aboutir à l’existence d’instabilités, avec des fermetures plus élaborées
qu’une simple hypothèse adiabatique, permettant de passer outre la restric-
tion adiabatique η = 2.

Faible nombre d’onde parallèle

L’approximation d’un faible nombre d’onde parallèle : ω >> k�vT i per-
met de tendre vers la limite dite fluide. En effet, au vu de notre choix de
normalisations, il apparâıt clairement que les fréquences associées à cette hy-
pothèse sont situées loin des résonnances multi-water-bag, c’est-à-dire loin du
corps de la fonction de distribution (ceci pose le problème d’une description
correcte des interactions onde-particules). Cette approximation permet en
particulier de négliger les couplages entre les différents bags dans les parties
sommatives de la fonction diélectrique :

1

ω2 − a2j
=

1

ω2

�
1 +

a2j
ω2

+O

�
a4j
ω4

��
(2.67)

Où nous avons effectué un développement de Taylor grâce au paramètre
de petitesse : 1

ω2 ∝ �2. La fonction diélectrique s’écrit donc :

�kθ(ω) = 1− Z�
i

N�

j=1

αj

1− ωΩ�
j

ω2

�
1 +

a2j
ω2

+O

�
a4j
ω4

��
(2.68)

En utilisant l’équivalence au sens des moments
�N

j=1 αjΩ�
j = Ω�

n, et en ne
considérant que les deux termes principaux :

ω = −Z�
i Ω

�
n , (2.69)

nous retrouvons ce résultat de base de la description fluide, à savoir que la
réponse du plasma se limite dans le cadre de la théorie fluide à une oscillation
à la fréquence diamagnétique ω�

n = −Z�
i Ω

�
n.

Si nous considérons deux termes supplémentaires, nous obtenons :

ω3 + Z�
i Ω

�
nω

2 − Z�
i ω + Z�

i (Ω
�
n + Ω�

T ) = 0, (2.70)

où nous avons encore une fois utilisé l’équivalence au sens des moments pour
voir apparâıtre Ω�

T et Ω�
n.

En comparant ces deux dernières équations (2.69, 2.70), nous remarquons
la condition d’ordering suivante :
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ω ∼ �x−1

Ω�
X ∼ �−1 (2.71)

En outre, pour bien valider l’hypothèse ω >> k�vT i, nous devons supposer
x < 1. Il est intéressant de remarquer que les termes de gradients radiaux
peuvent devancer ceux qui leurs sont à priori associés en ω, et ce suivant la
valeur du paramètre x.

Un autre résultat analytique peut être obtenu : en supposant un profil
de densité plat Ω�

n = 0 le taux de croissance linéaire d’instabilité prend la
forme :

γ =

√
3

2
|Z�

i Ω
�
T |

1/3 (2.72)

Nous vérifions en outre que la partie réelle de cette solution est d’ordre
�, avec la valeur x = 2/3 < 1. Ce résultat est bien connu dans le cas d’une
fonction de distribution d’équilibre maxwellienne [49].

2.6.2 Seuil de stabilité linéaire pour un nombre quel-

conque de bags

La description water bag d’un plasma en géométrie cylindrique permet
d’obtenir analytiquement des résultats déjà vérifiés [49], en particulier dans le
cadre de descriptions fluides. Il nous reste cependant à proposer des résultats
quantitativement comparables aux phases linéaires observées grâce à des
modèles purement cinétiques [47]. Cherchant à décrire le phénomène d’in-
stabilité de Gradient de Température Ionique (ITG), nous chercherons donc
à tracer des diagrammes de stabilité dans le plan des fréquences associées aux
gradients de densité Ω�

n et de température Ω�
T . Nous chercherons également

à superposer les taux de croissance d’instabilité associés à ces diagrammes.

Résolution paramétrique du seuil de stabilité linéaire

Dans le cas général de notre modèle, c’est-à-dire pour un nombre ar-
bitraire de bags, l’expression de la fonction diélectrique ne permet pas de
formuler une expression analytique du seuil.

Cependant la fonction diélectrique peut toujours s’exprimer comme une
fraction rationnelle, ses zéros étant confondus avec ceux du polynôme au
numérateur. Ce dernier polynôme étant à coefficients réels, la condition de
seuil peut s’exprimer :
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εkθ(ω) = 0

dωεkθ(ω) = 0 (2.73)

Puisque nous recherchons une expression du type Ω�
T = f(Ω�

n), nous pou-
vons considérer le système d’équations précédent comme un système linéaire
algébrique portant sur Ω�

T et Ω�
n :

Z�
i ω

N�

j=1

γj
ω2 − a2j

Ω�
n + Z�

i ω
N�

j=1

βj

ω2 − a2j

Ω�
T

2
= Z�

i

N�

j=1

αj

ω2 − a2j
− 1

N�

j=1

γj
ω2 + a2j

(ω2 − a2j)
2
Ω�

n +
N�

j=1

βj

ω2 + a2j
(ω2 − a2j)

2

Ω�
T

2
= 2ω

N�

j=1

αj

(ω2 − a2j)
2

, (2.74)

que nous résoudrons numériquement par une approche paramétrique selon
ω.

L’équivalence au sens des moments nous fournissant les différents pa-
ramètres water bag, nous pouvons tracer et comparer seuils de stabilité water
bag et maxwelliens dans le plan des fréquences (Ω�

n,Ω
�
T ).

Nous avons dans un premier temps superposé au seuil associé à une fonc-
tion de distribution maxwellienne, celui obtenu au moyen de seulement trois
bags (figure 2.1). Si l’accord entre les deux courbes n’est pas quantitativement
satisfaisant, nous obtenons nénanmoins un seuil aux ordres de grandeur simi-
laires. Nous pouvons de plus obtenir quelques informations caractéristiques
du modèle, en remarquant la forme particulière, en lobes, du seuil water bag.

Le nombre de lobes dans chaque domaine (Ω�
T < 0 ou Ω�

T > 0), est d’une
unité inférieur à celui de bags. Nous retrouvons donc que le cas d’un seul bag
est stable. Le cas de deux bags voit quant à lui apparâıtre l’instabilité ITG
dont le seuil de stabilité water bag est décrit par un seul lobe.

Cette structure en lobes permet également d’avancer l’idée que les différentes
zones instables sont associées à des résonnances avec des particules de vitesse
bien déterminée, c’est là une illustration de l’interaction onde-particule ca-
ractéristique des effets cinétiques.

La figure (2.2) confirme cette intuition : y sont reportés deux points as-
sociés à des valeurs du paramètre ω de vT i et de 3vT i. Nous retrouvons en
outre que les particules résonnantes sont celles du corps de la fonction de
distribution pour des valeurs de η proches de 2, quand ce sont les particules
cinétiques, très rapides mais peu nombreuses qui résonnent pour des valeurs
de η plus petites.
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Figure 2.1 – Comparaison entre seuils de stabilité pour une fonction water
bag et une fonction continue maxwellienne. Cas d’un faible nombre de bags
N = 3.

Egalement dans cette figure (2.2), nous noterons un accord tout à fait
satisfaisant avec le seuil maxwellien de référence.

Paramètres significatifs

Caractéristique de l’approche que nous avons choisie, la donnée des différentes
vitesses de bag aj dépend de deux paramètres : le nombre de bags N et la vi-
tesse d’équilibre du dernier bag aN . Dans l’approximation d’un grand nombre
de bags, nous avons ainsi dû poser :

aj =

�
j +

1

2

�
2aN

2N − 1
(2.75)

Pour comparer l’effet de la dernière vitesse prise en compte aN et son
rapport avec le nombre de bags choisi N , nous avons tracé en figure (2.3) les
seuils obtenus avec en haut N = 8 bags et en bas N = 16 bags, en maintenant
constant l’espacement ∆a entre chaque bag. Ainsi les bags ajoutés entre
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Figure 2.2 – Comparaison entre seuils de stabilité pour une fonction water
bag et une fonction continue maxwellienne. N = 10.

les deux figures correspondent chacun à la prise en compte d’une nouvelle
tranche en vitesse de la population décrite par la fonction de distribution
continue d’équilibre. La valeur référence de ∆a correspond au cas N = 10
bags, a10 = 5 vT i, soit une valeur de ∆a = 10/19 vT i.

Nous constatons que les lobes associés aux huit premiers bags se super-
posent parfaitement : chacun d’eux correspond donc bien à une population
de vitesse donnée.

L’ajout entre les deux figures de huit nouveaux bags amène en théorie
huit nouveaux lobes, or, nous n’en voyons apparâıtre que cinq. Si cet effet
est en partie dû à un problème de maillage sur les valeurs du paramètre ω,
nous pouvons néanmoins remarquer que les lobes apparaissant sont de plus en
plus fins. Cela traduit le fait que les populations très rapides ajoutées sont
de plus en plus faibles. Nous avons donc considéré qu’une dernière vitesse
égale à 5 vT i permet de décrire correctement la physique des ITG.
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Figure 2.3 – Particularités du seuil de stabilité linéaire dues au choix d’une
description multi-water-bag. Tracé à ∆a = cste dans les cas de 8 (haut) et
16 bags (bas).

Amortissement Landau

Dans le cas simple des modes acoustiques ioniques le paramètre de contrôle
des effets d’amortissement Landau était Z�

i = ZiTe/Ti [25]. Dans la partie
théorique de ce chapitre, nous avons pu exprimer la dépendance temporelle
du potentiel électrostatique en fonction des racines ωn de l’équation de dis-
persion (2.59).

Mais dans le cas présent, il peut exister une instabilité : il est donc
intéressant d’observer la compétition entre le mélange de phase reproduisant
l’amortissement Landau et l’instabilité ITG. Nous avons reporté en figure
(2.4) l’effet de cette compétition sur le profil temporel du logarithme du po-
tentiel électrostatique. Pour les valeurs de paramètres choisies, le temps de
récurrence est de l’ordre de 20. Nous observons que l’amortissement Landau
l’emporte sur les deux premières périodes de récurrence, pour ensuite laisser
place à l’instabilité ITG.

Pour résumer, sur des temps longs, nous pourrons toujours assimiler le
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Figure 2.4 – Compétition entre amortissement Landau et instabilité ITG.
N = 100, aN = 5vT i, Z�

i = 1, Ω�
n = −.2, Ω�

T = −3.2.

taux de croissance réel de l’instabilité à celui correspondant au mode instable
recontré parmi les racines de l’équation de dispersion.

Effets cinétiques et paramètre Z�
i

Nous nous intéressons maintenant à l’effet du paramètre Z�
i sur les valeurs

du taux de croissance d’instabilité γ (figure 2.5).
A mesure que Z�

i augmente, et ce quelle que soit la valeur du gradient de
densité Ω�

n, nous constatons que le taux de croissance augmente (figure 2.5).
Le taux d’instabilité est en particulier maximal pour un profil de densité

plat, ce qui correspond à la valeur Ω�
n = 0. En ce sens, le fait que le taux de

croissance linéaire décroisse quand le paramètre Ω�
n crôıt correspond à l’effet

stabilisant de ce même gradient de densité [50].
Nous constatons également que cet effet est d’autant plus fort que la

valeur de Z�
i est élevée. Ainsi le diagramme en bas de la figure (2.5) montre

que le taux de croissance est presque le même pour Z�
i = 6 ou Z�

i = 40, alors
qu’il est environ le double pour un profil de densité plat.
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Figure 2.5 – Influence du paramètre Z�
i sur les valeurs du taux de croissance

d’instabilité en fonction de Ω�
T , pour deux valeurs du gradient de densité
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n = 0k�vT i et −4k�vT i).

Distribution d’équilibre non Maxwellienne

Jusqu’à ce point, nous n’avons fait que comparer nos résultats à des
résultats analytiques déjà connus, obtenus pour une distribution maxwel-
lienne. Cependant l’un des avantages d’une description water bag est qu’elle
permet de considérer des fonctions de distribution d’équilibre quelconques.
Une telle étude est l’objet de ce paragraphe.

En figure (2.6), nous avons considéré le cas d’une fonction d’équilibre
Lorentzienne :

f(v) =
ni0

π

vT i/2

v2 + (vT i/2)2
(2.76)

Dans le but de suivre au mieux le seuil, nous avons choisi N = 100 bags.
Par ailleurs la décroissance de la Lorentzienne étant moins forte, nous avons
dû prendre une dernière vitesse de 10 vitesses thermiques a100 = 10. En guise
de comparaison, nous avons reporté le seuil théorique lié à une fonction de
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Figure 2.6 – Seuil de stabilité linéaire et taux de croissance d’instabilité dans
le cas d’un équilibre Lorentzien, comparé au cas d’un équilibre maxwellien
(trait continu). N = 100 bags, a100 = 10vT i, Z�

i = 1.

distribution maxwellienne (courbe rouge en haut).

La stabilité n’est que très peu affectée dans les zones où le paramètre η
reste proche de 2. Ces zones sont associées aux particules formant le corps de
la fonction de distribution. Les particules très rapides, caractéristiques des
zones de profils en température et densité opposés, deviennent plus stables.

Les valeurs du taux de croissance ne sont que localement affectées par la
structure en lobe induite par le modèle water bag.

Les ordres de grandeur des taux de croissance, pour leurs valeurs maxi-
males correspondant aux profils plats en densité, peuvent également être
comparés (2.5, 2.6). La stabilité liée à une fonction de distribution Lorent-
zienne est accrue d’un facteur 3 par rapport au cas référence maxwellien.

De façon générale, nous constatons donc que la forme de la fonction de
distribution d’équilibre selon la vitesse parallèle au champ est fondamentale,
et peut modifier de beaucoup la stabilité du plasma.
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2.6.3 Comparaison des descriptions water bag, cinétique

et fluide

Cette section a pour but de comparer les domaines de stabilité donnés par
des descriptions fluide, cinétique et water bag. Nous utiliserons pour les deux
dernières approches les diagrammes de stabilité (dans le plan des gradients
de densité Ω�

n et de température Ω�
T ) déjà donnés.

La description fluide choisie s’obtient en intégrant l’équation de Vlasov de
dérive cinétique (2.16) au sens des moments [51]. Trois équations gouvernent
alors la dynamique des ions : l’équation de continuité donnant la densité, celle
d’Euler caractérisant l’évolution de la vitesse moyenne et enfin une équation
régissant le transport de chaleur. Dans le cas d’une fonction de distribution
maxwellienne, le flux de chaleur est nul et cette condition nous permet de
fermer le système d’équations.

L’analyse linéaire du système d’équations fluide nous permet d’obtenir
l’équation de dispersion suivante :

ω3 + Z�
i Ω

�
nω

2 − k2
�v

2
T i(3 + Z�

i )ω + Z�
i k

2
�v

2
T i(Ω

�
T − 2Ω�

n) = 0 (2.77)

Cette équation polynômiale de degré trois, à coefficients réels, ne peut ad-
mettre que deux solutions complexes conjuguées. Le seuil de stabilité linéaire
est donc défini par la condition d’existence de solutions complexes, fonction
uniquement des paramètres Z�

i , k�, vT i, Ω�
n et Ω�

T .
Nous avons superposé en figure (2.7) les seuils de stabilité obtenus pour

les trois descriptions cinétique, water bag et fluide. Ces différents seuils de
stabilité sont obtenus pour la référence d’une fonction de distribution max-
wellienne d’équilibre (cas cinétique : trait discontinu). Nous observons que
le seuil donné par la description fluide suit très bien la limite asymptotique
η → 2. Le seuil water bag est quant à lui moins intéressant dans ce domaine
du fait de sa structure en lobe. Par contre, dans la zone fortement cinétique
en particulier dans la zone de profil plat en densité, le seuil fluide est différent
du seuil cinétique.

Souhaitant effectuer une comparaison plus quantitative, nous avons également
calculé les taux de croissance linéaires associés aux différentes descriptions.
Le point A associé aux valeurs des gradients (Ω�

n = −1, Ω�
T = −8) est choisi

dans la zone instable. Nous avons en ce point calculé les taux de croissance
d’instabilité fluide et water bag. La référence du cas continu est obtenue dans
la limite N → ∞, le taux de croissance associé est noté γ∞.

Le taux de croissance fluide obtenu vaut γf = 1, 6γ∞ : nous retrouvons
donc bien le phénomène d’amplification du taux d’instabilité par le modèle
fluide. Par contre, les taux water bag sont très satisfaisants : pour N = 5
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T ).

bags, le taux d’instabilité obtenu vaut γ5 = 1, 07γ∞ et dans le cas représenté
en figure (2.7) de N = 10 bags, nous obtenons un taux de croissance linéaire
γ10 = 1, 015γ∞.

Si dans la plupart des cas, nous obtenons des taux supérieurs à la valeur
limite, il nous faut mentionner qu’en choisissant un point A à proximité du
creux d’un lobe, nous pouvons obtenir γN < γ∞.

Pour résumer ce point comparatif, le seuil obtenu au moyen d’une des-
cription multi-water-bag est plus précis et proche du cas de référence continu
que celui procuré par la description fluide. L’examen des taux de croissance
linéaires d’instabilité permet d’affirmer que la description water bag est sa-
tisfaisante à partir par exemple de N = 5 bags.
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2.7 Conclusion

La transition entre théories fluides et cinétiques est donc assurée par le
modèle water bag dans le cas du modèle de dérive cinétique. En particulier,
la description water bag est comparable à une description hydrodynamique
multi-fluides au sens des moments et de leurs dépendances radiales jusqu’au
moment d’ordre 2(N − 1). De la même manière, la fonction de distribution
multi-water-bag est équivalente à une fonction de distribution continue arbi-
traire au sens de leurs moments, jusqu’à l’ordre 2(N − 1).

Dans le cas d’un petit nombre de bags N ≤ 10, notre modèle permet
bien de retrouver qualitativement les seuils de stabilité caractéristiques des
ITG, ainsi que d’étudier l’effet des particules rapides et lentes : les différentes
classes en vitesse sont associées aux lobes typiques de notre description.

Notre modèle permet de décrire la stabilité d’une fonction de distribution
d’équilibre arbitraire : ainsi nous avons pu tester le cas d’un équilibre Lorent-
zien très facilement. Ce dernier cas diffère notablement du cas test classique
d’une distribution d’équilibre maxwellienne, avec en particulier une queue de
particules rapides plus épaisse, et une stabilité accrue.

La structure en lobes propre à notre modèle qui apparâıt sur les seuils
de stabilité linéaire n’est visible qu’au voisinage de ces seuils : le taux de
croissance que l’on peut leur superposer devient satisfaisant en s’éloignant
du seuil et même pour un faible nombre de bags.

Bien entendu, si l’on veut retrouver quantitativement les résultats associés
à une distribution continue, le nombre de bags peut être augmenté.

Cette première adaptation d’un modèle water bag au modèle girocinétique
est tout à fait encourageante. Nous allons maintenant poursuivre dans notre
stratégie d’enrichissement progressif du modèle en permettant à l’invariant
adiabatique µ de prendre une valeur non nulle : en d’autres termes nous
allons tenir compte des effets de rayon de Larmor fini rLi = v⊥/Ωci ∝

√
µ.



Chapitre 3

Effets de rayon de Larmor fini

En vain j’ai voulu de l’espace

Trouver la fin et le milieu

Sous je ne sais quel oeil de feu

Je sens mon aile qui se casse

Et brûlé par l’amour du beau

Je n’aurai pas l’honneur sublime

De donner mon nom à l’ab̂ıme

Qui me servira de tombeau

Charles Baudelaire
Les plaintes d’un Icare - Les fleurs du mal

3.1 Introduction

Si le modèle de dérive cinétique utilisé dans le précédent chapitre per-
met un premier contact avec les phénomènes cinétiques dans un plasma
magnétisé, il demeure très idéalisé. En particulier l’hypothèse de confondre
les particules avec leurs centres-guides est trop forte : en réalité ces parti-
cules décrivent un cercle dans le plan transverse au champ magnétique, ce
qui constitue le mouvement cyclotronique de rayon le rayon de Larmor.

Et même s’il est très petit, le rayon de Larmor reste fini : l’objet de ce
chapitre est d’enrichir notre modèle des effets associés à l’introduction de
ce paramètre. Nous conserverons l’hypothèse d’un tore déroulé, où le champ
magnétique reste homogène dans une géométrie à symétrie cylindrique autour
des lignes de champ.

Les effets de rayon de Larmor fini sont décrits dans la théorie girocinétique
[30, 36, 37, 38, 39, 31, 32]. Leur principe physique commun est de ne retenir
que le module de la vitesse perpendiculaire en effectuant une moyenne sur
sa phase : la giromoyenne. Mathématiquement, le caractère conservatif de

69
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l’équation de Vlasov est préservé, cela signifie que notre description water
bag est toujours valable et que les hauteurs Aj de chaque bag restent des
constantes du mouvement.

Une interprétation géométrique de la giromoyenne est de la voir comme un
changement de système de coordonnées, permettant de basculer de la dyna-
mique des centres-guides décrite par l’équation de Vlasov (dont les invariants
sont connus) à celle du champ électrique lié aux particules réelles (situées à
une distance du centre-guide égale à leur rayon de Larmor). Les différents
travaux de physique mathématique aboutissant aux modèles girocinétiques
partent de cette interprétation géométrique : tout le jeu est alors de poser
proprement la transformation des coordonnées, dans le contexte perturbatif
d’une giration rapide autour de lignes de champ magnétique. Ce caractère
perturbatif est assuré par le respect de certains rapports présumés petits :
l’ordering girocinétique :

ω

Ωci
∼

k�
k⊥

∼ rLi
L∇⊥0

∼ eφ

Te
∼ � ≤ 10−3, (3.1)

où nous avons défini les différentes grandeurs ω la pulsation caractéristique
des fluctuations, Ωci = qiB/Mi la pulsation cyclotron caractérisant le mou-
vement de giration d’ions de charge qi et de masse Mi autour des lignes de
champ magnétique B, k� le vecteur d’onde caractéristique des fluctuations
dans la direction parallèle aux lignes de champ, k⊥ celui caractérisant la
direction transverse, rLi = v⊥/Ωci le rayon de Larmor, L∇⊥0 la longueur ca-
ractéristique des grandeurs d’équilibre (dans notre cas les gradients de densité
κn et de température κT perpendiculairement aux lignes de champ), et enfin
eφ le potentiel électrostatique normalisé à l’énergie cinétique des électrons
Te.

Il faut encore retenir de cette formulation mathématique qu’elle demeure
valable quelle que soit la géométrie considérée, ainsi permet-elle sans problème
de décrire le tore associé à un tokamak (2.1, 2.6). Néanmoins ce n’est pas l’am-
bition de ce mémoire que de réécrire les dérivation et validation mathématiques
des équations girocinétiques.

Par ailleurs, les différents termes issus de ces considérations peuvent
être expliqués simplement par des arguments physiques, c’est le parti pris
que nous adopterons dans ce chapitre, tout en nous efforçant de souligner
les différentes hypothèses utilisées. Nous verrons ainsi apparâıtre deux nou-
veaux termes dans les équations que nous séparerons en deux effets physiques
distincts : l’effet de dérive de polarisation et celui de giromoyenne. Cette
séparation est courament utilisée et nous permettra de considérer chaque
phénomène séparément.

Nous présenterons tout d’abord les deux effets de dérive de polarisation
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et de giromoyenne, pour ensuite les introduire dans notre modèle water bag
non-linéaire. Après avoir déduit les équations linéarisées, nous étudierons
dans un premier temps les influences séparées de la giromoyenne puis de la
dérive de polarisation sur la stabilité linéaire du plasma.

3.2 Le rayon de Larmor fini

La dérive de polarisation comme la giromoyenne sont liées au fait que les
particules ne sont pas confondues avec leurs centres-guides, mais décrivent
une giration rapide autour de ces derniers, à la fréquence cyclotron Ωci =
qiB/Mi. La figure (3.1) représente ce mouvement et introduit le rayon de
Larmor associé à cette giration rLi = v⊥/Ωci. L’hypothèse de forts champs
magnétiques, usuelle dans un tokamak, permet de négliger en première ap-
proximation ce mouvement. C’était l’objet du chapitre précédent que de
réaliser l’étude du mouvement des centres-guides dans cette forte approxi-
mation.

Figure 3.1 – Rayon de Larmor non nul et description de dérive cinétique.
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Nous présenterons ici les effets arbitrairement séparés de giromoyenne puis
de dérive de polarisation au moyen d’arguments physiques. Mais avant de ce
faire, nous soulignons encore une fois que ces deux effets découlent de la même
considération qui veut que les particules n’étant pas exactement localisées en
leur centre-guide, une transformation géométrique s’avère nécessaire pour
passer d’un système de coordonnées à l’autre. En outre, puisque le rayon de
Larmor est inversement proportionnel au champ magnétique, dans les plas-
mas de fusion fortement magnétisés que nous étudions ici, ce changement de
coordonnées peut être effectué selon une approche perturbative permettant
de découpler les différentes échelles caractéristiques. Ainsi de ce point de vue,
la dérive de polarisation n’est qu’une partie de l’opération plus fondamentale
de giromoyenne [39].

3.2.1 La giromoyenne

L’effet de giromoyenne est lié au constat simple que les particules ne
subissent pas les mêmes champs que leurs centres-guides. De la même façon
un champ est affecté non par un centre-guide mais par la distribution de
particules que ce centre-guide représente. Comme représenté en figure (3.2),
nous avons donc à effectuer systématiquement un changement de coordonnées
entre celles associées au centre guide et celles associées aux particules réelles
[39, 52].

En termes mathématiques, un opérateur giromoyenne va assurer les pas-
sages entre représentation centre-guide qui régit l’équation cinétique, et représentation
de particules réelles nécessaire à l’obtention des champs autocohérents par
l’intermédiaire de l’équation de quasi-neutralité.

Cette opération présente l’avantage de ne conserver comme variable que
le module de la vitesse perpendiculaire v⊥, directement relié au moment
magnétique µ = Miv2⊥/(2B) . De plus ce module est un invariant adiabatique
du mouvement, dont nous n’avons finalement pas à tenir compte autrement
que sous la forme d’un label continu.

Ainsi, les champs étant calculés sur les coordonnées réelles, les densités
qu’ils voient s’écrivent :

n(r) =< n(R) >=
1

2πrLi

�

C
n(R)δ (|R− r|− rLi(r)) dR, (3.2)

où n(r) désigne la densité de particules alors que n(R) celle de centres-guides,
l’opérateur de giromoyenne pourra par la suite être symbolisé < . >.

Si nous utilisons une tranformée de Fourier sur la densité n(R) de centres-
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Figure 3.2 – Coordonnées du centre-guide et des particules : opération de
giromoyenne.

guides :

n(R) =

�

k⊥

nk⊥e
ik⊥.Rdk⊥, (3.3)

alors nous obtenons pour la densité de particules :

n(r) =

�

k⊥

ĝk⊥nk⊥e
ik⊥Rdk⊥, (3.4)

où, en posant s = R− r, les coefficients gk⊥ sont donnés par :

gk⊥ =
1

2πrLi

� +∞

0

� 2π

0

eik⊥s cosφδ(s− rLi)ds dφ = J0(k⊥rLi) (3.5)

Dans l’hypothèse d’un champ magnétique uniforme et dans le plan per-
pendiculaire à ce champ, on peut considérer que les particules décrites par
un centre-guide sont situées sur un même cercle de centre le centre-guide et
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de rayon le rayon de Larmor : rLi = v⊥/Ωci. Ceci correspond à négliger la
variation de température Ti(r) sur l’étendue du rayon de Larmor :

rLi
L∇T

<< 1, (3.6)

nous retrouvons ici l’un des termes de l’ordering gyrocinétique. Cette hy-
pothèse équivaut à ne considérer qu’une seule valeur pour le moment magnétique
µ.

Dans l’espace de Fourier, et pour des arguments faibles k⊥rLi, la fonction
de Bessel de première espèce J0 admet le développement :

J0 = 1− k2
⊥r

2
Li

4
+O(k4

⊥r
4
Li) (3.7)

L’obtention d’un opérateur en revenant dans l’espace direct n’est pas un
problème trivial. Un moyen est de supposer de faibles valeurs : k⊥rLi <<
1, dans ce cas on peut se contenter de l’approximation mentionnée dans
l’équation (3.7). Le retour dans l’espace physique nous donne alors un opérateur :

G. � 1− r2Li
4
�⊥. (3.8)

En pratique, l’écart relatif entre la fonction de Bessel et son approximation
(3.7) est de 2% en k⊥rLi = 1. Nous pourrons donc par la suite étudier jusqu’à
cette limite pour les valeurs de k⊥rLi sans que notre description de la giro-
moyenne ne tombe en défaut, de même, la forme proposée pour l’opérateur
G (3.8) sera jugée satisfaisante.

3.2.2 La dérive de polarisation

L’étude des mouvements d’une particule chargée soumise à des champs
électrique et magnétique est un préliminaire essentiel à la description dy-
namique d’un plasma. Le mouvement principal est composé de la giration
rapide autour des lignes de champ et d’une translation parallèlement à ces
lignes. Une première correction que nous avons déjà rencontrée est la dérive
électrique vE = E × B/B2 qui apparâıt dès lors qu’existe une séparation
locale de charges dans le plasma. Si le champ électrique est inhomogène ou
non-stationnaire, une dérive supplémentaire va apparâıtre qui est justement
la dérive de polarisation.

Il existe deux formulations différentes de cet effet de polarisation, l’une
consiste donc à le faire apparâıtre comme une vitesse de dérive supplémentaire
dans l’équation de Vlasov. Cette vitesse de dérive s’écrit :
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vpol =
Mi

qiB2
dtE⊥ (3.9)

Cette formulation indique clairement que l’effet de polarisation est induit
par une variation du champ électrique perpendiculaire vu par la particule.
C’est un effet d’ordre B−2, quand la dérive électrique est en B−1, donc en
première approximation négligeable dans le cas de forts champs magnétiques.
Cette expression est obtenue en considérant l’effet sur la dérive électrique
d’une faible perturbation du champ électrique.

Une seconde approche, plus mathématique, est de considérer que l’exis-
tence d’un rayon de Larmor fini implique dans l’équation de Poisson l’exis-
tence de charges de polarisation traduisant la nature particulaire du plasma :

∇.E =

� +∞

−∞

�
qi
�0
fi

�
dv� +

ρpol
�0

(3.10)

Plus précisément, la charge volumique apparaissant dans l’équation de
Poisson est liée au moment d’ordre 1 de la fonction de distribution des par-
ticules. L’équation de Vlasov nous fournit quant à elle la fonction de distri-
bution des centres-guides : outre le changement de référentiel assuré par la
giromoyenne, le décalage spatial entre les densités de centres-guides et de par-
ticules réelles engendre par conséquent l’existence de charges de polarisation
[39]. Le terme de polarisation s’écrit alors :

∇⊥.

�
ni

BΩci
∇⊥φ

�
(3.11)

Enfin, nous mentionnerons que la formulation (3.11) de la vitesse de dérive
de polarisation est utilisable dans le domaine k⊥rLi ≤ 1, tout comme l’ap-
proximation de l’opérateur giromoyenne G. = 1− r2Li/4�⊥.

3.2.3 Le modèle de dérive cinétique

Nous reprenons ici les équations générales du modèle giro-water-bag (2.12,
2.13), en ne considérant qu’une seule valeur pour le moment magnétique µ,
non nulle. Nous enrichissons donc notre modèle de dérive cinétique (2.16,
2.17). Compte-tenu des deux effets de rayon de Larmor fini, l’équation cinétique
décrivant la population d’ions est l’équation de Vlasov suivante :

∂tf +

�
�E × �B

B2

�
.∇⊥f + v�∂zf +

�
qiE�

mi

�
∂v�f = 0 (3.12)
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Où f est la fonction de distribution des centres-guides ioniques, qui ne
dépend en vitesse que de v�, orientée selon �B. Le champ magnétique �B est di-
rigé selon l’axe Oz, et le champ électrique découle du potentiel électrostatique
E� = −∂zφ.

Les électrons sont supposés Boltzmaniens :

ne = ne0 exp
eφ

Te
� ne0

�
1 +

eφ

Te

�
, (3.13)

avec l’hypothèse d’une énergie cinétique grande devant le potentiel eφ << Te.
Les deux populations sont couplées par la relation de quasi-neutralité,

incluant l’effet de polarisation :

�
Zi

� +∞

−∞
fdv�

�
+∇⊥.

�
Mini0(r)

qiB2
∇⊥φ

�
= ne0

�
1 +

eφ

Te

�
(3.14)

3.3 Application au modèle water bag

Nous présentons ici les équations non-linéaires multi-water-bag, dérivées
des équations (3.12, 3.14). Ces équations correspondent aux équations plus
générales du modèle giro-water-bag (2.12, 2.13), ramenées au cas d’une seule
valeur de l’invariant adiabatique µ. Nous analyserons l’impact des différents
termes apparus du fait de la prise en compte des effets de rayon de Larmor
fini.

3.3.1 Les équations non-linéaires

Pour obtenir la description multi-water-bag associée aux équations (3.12,
3.14), nous choisissons une fonction de distribution multi-water-bag pour les
centres-guides :

f(r, θ, z, v�, t) =
N�

j=1

Aj

�
Υ(v� − v−j (r, θ, z, t))−Υ(v� − v+j (r, θ, z, t))

�
,

(3.15)
où Υ est la fonction échelon de Heaviside, N étant le nombre de bags. Les
contours water bag v±j sont donc définis comme les contours associés aux
centres-guides.

L’équation de dérive cinétique se décompose alors :

∂tv
±
j + �vE� .∇⊥v

±
j + v±j ∂zv

±
j +

�
qi∂zφ

mi

�
= 0, (3.16)
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où vE = −∇⊥φ×B/B2 est la vitesse de dérive électrique.
L’équation de quasi-neutralité s’écrit :

Zi

M�

j=1

Aj

�
v+j − v−j

�
+ Zi∇⊥.

�
Mini(r)

qiB2
∇⊥φ

�
= ne0

�
1 +

eφ

Te

�
(3.17)

Dans la dérive de polarisation, la densité est évaluée sur les contours, en
théorie giromoyennés :

ni(r) =
N�

j=1

Aj < v+j − v−j > (3.18)

Nous négligerons cependant par la suite l’action de la giromoyenne sur
la dérive de polarisation, puisque l’effet de polarisation est déjà supposé être
faible.

3.3.2 Equations normalisées et analyse dimensionnelle

Nous terminons cette section par la normalisation des équations non-
linéaires water-bag (3.16, 3.17). La procédure de normalisation utilise les
mêmes grandeurs caractéristiques qu’au chapitre précédent, puisque les ef-
fets de rayon de Larmor fini constituent a priori de faibles perturbations
au comportement global du plasma. La seule modification apportée est de
considérer une longueur caractéristique parallèle au champ k�0 indépendante
du mode longitudinal n considéré : cette considération vise à faire apparâıtre
ce dernier paramètre dans les équations pour en analyser l’impact sur les
effets de sélections par mode. Le vecteur d’onde parallèle pour un mode n
donné s’écrira donc k�n = nk�0. Nous rappelons les différentes dimensions
caractéristiques (la notationˆdésigne les grandeurs sans dimension) :

v̂ = v/vT i

k̂ = k/k�0
ω̂ = ω/(k�0vT i)

φ̂ = qiφ/Ti

Âj = vT iAj/ni0 (3.19)

Le système d’équations normalisées prenant en compte les effets de rayon
de Larmor fini s’écrit dans ce choix :
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∂t̂v̂
±
j + �v̂E� .∇̂⊥v̂

±
j + v̂±j ∂ẑv̂

±
j +

�
∂ẑφ̂

�
= 0 (3.20)

Z�
i

�
N�

j=1

Âj

�
v̂+j − v̂−j

�
− 1

�
= φ̂− Z�

i

κ̂n∇̂⊥φ̂+ �̂⊥φ̂

Ω̂2
ci

, (3.21)

où nous avons introduit Z�
i = ZiTe/Ti et κ̂n = dr lnni0/k�0.

Nous rappelons que le terme comprenant la vitesse de dérive électrique
peut s’écrire : �v̂E� .∇̂⊥v̂

±
j = −(∇̂⊥ < φ̂ > ×b̂).∇̂⊥v̂

±
j /Ω̂ci.

La prise en compte de la dérive de polarisation dépend directement du
rayon de Larmor. Nous introduisons donc ce paramètre en supposant que la
vitesse perpendiculaire est de l’ordre de la vitesse thermique des ions :

1

Ω̂ci

=
k�0vT i

Ωci
�

k�0v⊥
Ωci

= k�0rLi = r̂Li (3.22)

Le système d’équations (3.20, 3.21) peut donc se réécrire :

∂t̂v̂
±
j − 1

Ω̂ci

�
∇̂⊥ < φ̂ > ×b̂

�
.∇̂⊥v̂

±
j + v̂±j ∂ẑv̂

±
j +

�
∂ẑφ̂

�

⊥
= 0 (3.23)

Z�
i

�
N�

j=1

Âj

�
v̂+j − v̂−j

�
− 1

�
= φ̂− Z�

i r̂
2
Li

�
κ̂n∇̂⊥φ̂+ �̂⊥φ̂

�
(3.24)

Nous utiliserons par la suite ces deux équations pour référence, la notation
ˆrappelant que les différentes grandeurs sont normalisées sera omise.

Les corrections apportées par la prise en compte des effets de rayon de
Larmor finis apparaissent à la fois dans le terme de polarisation, qui peut
être vu comme une correction au potentiel électrostatique dans le membre
de gauche de l’équation de quasi-neutralité (3.24), et dans l’opérateur de
giromoyenne < . >.

Nous chercherons ici à faire apparâıtre les différents paramètres de peti-
tesse de l’ordering girocinétique :

�k = k�0/k⊥ = k̂−1
⊥

�ω = ω/Ωci = Ω̂−1
ci

�φ = eφ/Te = φ̂/Z�
i

�∇⊥0
= rLi/L∇⊥0

x = k⊥rLi (3.25)
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ou les solutions en pulsation sont supposées permettre les interactions onde-
particules (ω ∼ k�0vT i) et où le paramètre x = k⊥rLi contrôle directement
les effets de rayon de Larmor fini et peut donc tendre vers 1 en limite haute.

Un point discutable est l’ordre de grandeur des gradients transverses des
différentes quantités, car les simulations non-linéaires voient ces grandeurs
alterner entre les longueurs de gradients d’équilibre et des modes beaucoup
plus localisés, typiquement de l’ordre du rayon de Larmor. Nous avons donc
choisi de faire figurer ces deux types de profil radial pour toute grandeur X :

∇⊥X

X
∝ L−1

∇⊥0
+ k⊥ ∝ �−1

k (1 +
�∇⊥0

x
)2

Nous pouvons remarquer que l’influence des gradients d’équilibre ne peut
être au mieux que du même ordre de grandeur que celui des modes localisés,
et ce dans la limite de rayon de Larmor petit (x ∝ �).

Si nous appelons �2pol l’ordre de grandeur du terme de dérive de polari-
sation, alors le membre de gauche de l’équation de quasi-neutralité présente
l’ordre de grandeur :

�
1− Z�

i r
2
Li(κni∇⊥ +�⊥)

�
.φ ∝ (1− �2pol)φ

De la façon la plus générale, le terme de polarisation présente donc l’ordre
de grandeur :

�2pol ∝ Z�
i (1 +

�∇⊥0

x
)2x2

Dans l’espace de Fourier, la giromoyenne est une fonction de k⊥rLi, et
nous avons vu qu’elle pouvait s’approximer dans l’espace réel :

< . >⊥∝ 1− r2Li�⊥.

Nous pouvons donc introduire le paramètre �giro caractérisant l’impor-
tance relative de la giromoyenne :

�2giro ∝ (1 +
�∇⊥0

x
)2x2

Les deux effets introduits sont donc en première approximation direc-
tement proportionnels à la taille caractéristique des fluctuations comparées
au rayon de Larmor x = k⊥rLi. Ils sont négligeables dans l’hypothèse d’un
très petit rayon de Larmor, et deviennent importants pour des longueurs de
gradient transverse de l’ordre de grandeur du rayon de Larmor.

Relativement l’un à l’autre, ces deux effets d’ordre deux diffèrent d’un fac-
teur Z�

i . Dans le cas d’un tokamak, les températures ionique et électronique
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sont du même ordre de grandeur, et les deux effets sont tout à fait compa-
rables. Dans des expériences plus petites, comme Mirabelle, la température
électronique est beaucoup plus élevée que celle des ions, et les effets de
dérive de polarisation deviennent beaucoup plus importants que ceux de gi-
romoyenne.

3.4 Analyse linéaire

Avant même de présenter les résultats de l’analyse linéaire, il nous a
paru important de poser clairement les différentes hypothèses utilisées pour
obtenir la fontion diélectrique de plasma. En effet, les deux effets de rayon de
Larmor fini introduisent des dérivées selon la direction radiale, qui ne vont
pas manquer de se répercuter sur les perturbations dans le cadre de l’analyse
linéaire : des traitements et des hypothèses nouvelles ont dû être envisagés.

Un autre point essentiel dans cette section est l’abandon de la notation
Ω�

n,T utilisée jusqu’alors. Nous utiliserons systématiquement la forme norma-
lisée :

Ω�
n,T =

kθ
Ωci

κn,T (3.26)

Ce choix se justifie par l’apparition dans la dérive de polarisation de la
grandeur κn. De plus, du fait de l’adjonction des effets de rayon de Larmor
fini, une sélection en modes (m,n) va s’opérer, qui nécessitera donc de faire
clairement apparâıtre le nombre d’onde polöıdal kθ. De la même façon, la
normalisation est maintenant assurée selon une longueur caractéristique pa-
rallèle k�0 indépendante du mode longitudinal considéré n. La grandeur n
apparâıtra donc systématiquement.

Nous présentons les résultats de l’analyse linéaire des équations (3.20,
3.21). Un problème conséquent sera soulevé qui est lié à l’introduction des
opérateurs différentiels dans la direction radiale dûs à la prise en compte des
effets de rayon de Larmor fini. L’équation de dispersion devient une équation
différentielle selon le potentiel électrostatique : la résolution devrait donc s’ef-
fectuer globalement, sur tout le rayon puisque les autres dépendances seront
éliminées par la transformée de Fourier. Nous verrons cependant comment
éviter cette difficulté, et les implications d’une telle méthode quant à la va-
lidité des résultats.

Dans les équations non-linéaires (3.20, 3.21), nous posons :

φ = 0 + δφ(r) ei(nz+mθ−ωt)

v±j = ±aj(r) + w±
j (r) e

i(nz+mθ−ωt) (3.27)
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en supposant que les perturbations δφ et w±
j sont petites devant les grandeurs

d’équilibre.
Les équations linéarisées sont obtenues en négligeant les termes quadra-

tiques en perturbation. La giromoyenne reste une opération selon le rayon,
alors qu’elle n’est plus qu’une fonction selon le mode polöıdal kθ = m/r, nous

notons néanmoins abusivement cette demi-transformée J0 = 1 − r2Li
4 (d2r +

1/rdr − k2
θ) :

(ω ∓ naj)w
±
j =

�
n∓ kθ

Ωci
draj

�
J0.δφ (3.28)

Z�
i J0.

N�

j=1

Aj(w
+
j − w−

j ) = δφ− Z�
i r

2
Li

�
d2r +

�
1

r
+ κn

�
dr − k2

θ

�
.δφ

(3.29)

En éliminant les contours :

w±
j =

n∓ kθdraj/Ωci

ω ∓ naj
J0.δφ, (3.30)

dans l’équation de quasi neutralité, nous obtenons l’équation différentielle :

�
1− Z�

i r
2
Li

�
d2r +

�
1

r
+ κn

�
dr − k2

θ

�
− Z�

i

N�

j=1

αj
n2 − ωkθκj/Ωci

ω2 − n2a2j
J

2
0

�
.δφ = 0

(3.31)
où nous avons défini les gradients par bag κj = dr ln aj.

Nous avons pour obtenir cette équation fait l’hypothèse que les longueurs
caractéristiques des contours d’équilibre sont négligeables devant celles des
perturbations, ce qui revient à valider rLi/L∇⊥0

<< 1. Conformément à cette
hypothèse l’action de la giromoyenne sous la somme n’est donc retenue que
sur le potentiel électrostatique.

Pour éviter d’avoir à résoudre l’allure radiale du potentiel électrostatique,
nous faisons l’hypothèse qu’il présente la dépendance particulière selon r :

δφ(r) = δφ0 e
g(r) (3.32)

Nous obtenons pour cette solution particulière l’expression :

�
1− Z�

i r
2
Li

�
d2rg +

�
drg +

1

r
+ κn

�
drg − k2

θ

�
− Z�

i J
2
0

N�

j=1

αj
n2 − ωkθκj/Ωci

ω2 − n2a2j

�
.δφ0 = 0

(3.33)
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Nous identifions donc la fonction diélectrique de plasma ε(ω), pour un
couple (m,n) donné :

ε(ω) = 1−Z�
i r

2
Li

�
d2rg +

�
drg +

1

r
+ κn

�
drg − k2

θ

�
−Z�

i J
2
0

N�

j=1

αj
n2 − ωkθκj/Ωci

ω2 − n2a2j
(3.34)

Pour clore cette section il nous reste à déterminer l’évolution du po-
tentiel électrostatique. Cependant, une fois admise la forme particulière de
dépendance radiale (3.32), les calculs suivent les mêmes grandes étapes qu’aux
précédents chapitres, ils sont détaillés en annexe D, et le résultat est le sui-
vant :

φkθ(r, t) =
�

n

�N
j=1

�
ωn(�

0+
j − �0−j ) + naj(�

0+
j + �0−j )

��
(ω2

n − n2a2j)

�N
j=1 αj

�
2n2ωn − (ω2

n + n2a2j)kθκj/Ωci

��
(ω2

n − n2a2j)
2

e−iωnt,

(3.35)
où nous avons utilisé les définitions κj = dr ln aj, αj = 2ajAj/ni0, �

0±
j =

Ajw
0±
j /ni0.

3.5 Stabilité du plasma en phase linéaire

Cette section a pour but de décrire qualitativement la réponse linéaire du
plasma à une perturbation δφ donnée. Nous verrons dans un premier temps
comment la seule giromoyenne peut influencer les caractéristiques de cette
réponse. De la même manière l’introduction de la seule dérive de polarisa-
tion sera discutée. Dans les deux cas, nous nous intéresserons à la transition
en rayon de Larmor en utilisant un facteur pondérant k⊥rLi, que nous ap-
pellerons �L. Faire varier �L revient à modifier la valeur de k⊥rLi, tout en
conservant kθ constant (et donc Ω�

n,T ). Finalement nous nous intéresserons à
la réunion des deux effets.

Les différentes études se feront en premier lieu sur le diagramme de sta-
bilité dans le plan des gradients de densité κn et de température κT . Les
différentes directions transverses au champ magnétique seront exprimées en
termes de rayon de Larmor rLi, ce qui nous permettra d’accéder plus direc-
tement aux deux paramètres k⊥rLi et �∇⊥0

= rLi/L∇⊥0
. Nous préciserons

ensuite les valeurs du taux de croissance d’instabilité dans les régions in-
stables : ainsi que constaté au précédent chapitre, nous assimilerons pour ce
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faire taux le plus instable et taux réel d’instabilité en faisant l’hypothèse de
faible amortissement Landau.

Enfin, nous pourrons évaluer à gradients constants de densité et de température
le mode le plus instable en termes de modes polöıdal m et longitudinal n.

Pour l’ensemble des résultats présentés, nous disposons pour comparai-
son du seuil de stabilité cinétique classique tenant compte des effets de giro-
moyenne et de polarisation :

κT = κn ±

�

κ2
n + 4

Ω2
ci

k2
θ

(1− A(r))
1− A(r)− Z�

i J
2
0

Z�2
i J 4

0

, (3.36)

où l’on a défini : A(r) = Z�
i
d2rg+(drg+κn+1/r)drg−k2θ

Ω2
ci

.

Cette expression est obtenue en faisant l’hypothèse d’une fonction de
distribution d’équilibre maxwellienne. Le détail du calcul donné en annexe
D émane des travaux préliminaires à l’écriture du code non-linéaire Gysela
utilisé par l’équipe turbulence du CEA-IRFM Cadarache. L’ensemble de nos
résultats multi-water-bag est quant à lui obtenu en égalant notre distribution
water bag à une fonction de distribution maxwellienne : la comparaison (3.36)
est donc totalement justifiée. Bien entendu, nous pouvons toujours envisager
l’étude de stabilité linéaire de fonctions de distribution non maxwelliennes :
cette étude peut être une perpective intéressante à cette thèse.

Des hypothèses effectuées sur l’allure radiale du potentiel électrostatique,
nous avons à nous donner quatre paramètres caractéristiques des directions
transverses. Nous avons en effet choisi de considérer un profil en amplitude
des fluctuations gaussien :

g(r) = −(r − r0)
2/∆r2, (3.37)

où r est l’endroit du plasma considéré, r0 est l’endroit où sont centrées les
perturbations et ∆r leur étalement caractéristique. Nous nous restreignons
de plus au seul cas r = r0, ce qui nous donne pour pseudo-vecteurs d’onde :

k2
r = d2rg + drg

�
drg +

1

r

�����
r=r0

=
2

∆r2
(3.38)

kθ =
m

r

���
r=r0

=
m

r0
(3.39)

k2
⊥ = k2

r + k2
θ =

2

∆r2
+

m

r0
(3.40)

En pratique, nous avons choisi d’effectuer nos simulations avec les valeurs
références r = r0 = 100 rLi, ∆r = 10 rLi, et le rayon de Larmor respecte
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l’ordre de grandeur : rLi � 10−3. Nous vérifions donc �k � 10−3, �ω � 10−3,
�L∇⊥0

� 10−2, en ayant supposé que les longueurs de gradient d’équilibre
étaient de l’ordre de r0.

3.5.1 Effet isolé de giromoyenne

L’opérateur de giromoyenne qui peut prendre des formes différentes dans
l’espace de Fourier, est à la base de la théorie girocinétique. Nous cher-
cherons donc tout d’abord quelles modifications il apporte au comporte-
ment d’un plasma de rayon de Larmor nul vu au chapitre précédent. Nous
nous intéresserons tout particulièrement au couple de modes le plus instable
(polöıdal m et longitudinal n). Nous ferons également varier le paramètre
k⊥rLi qui caractérise l’intensité des effets de rayon de Larmor fini.

Nous nous sommes dans un premier temps intéressés au seuil de stabilité
du plasma selon les gradients de densité κn et de température κT . En figure
(3.3) sont tracés les seuils de stabilité pour �L = 0.1 et 1, où le paramètre
�L nous permet de pondérer la valeur du produit k⊥rLi dans l’argument de
la giromoyenne. L’allure globale du seuil n’est pas modifiée, mais les valeurs
des gradients pour un même taux de croissance diffèrent sensiblement : nous
observons une augmentation d’un facteur deux en passant d’un faible rayon
de Larmor (rLi = 10−4) à notre valeur référence (rLi = 10−3).

Cette dilatation de l’échelle caractéristique en κn,T correspond à une
contraction de la longueur caractéristique radiale des profils, soit donc à
des profils plus piqués. La prise en compte via la giromoyenne des effets de
rayon de Larmor fini a donc un effet linéairement stabilisant sur le plasma,
puisqu’elle voit diminuer le taux de croissance d’instabilité pour un même
couple (κn, κT ).

Nous reportons en figure (3.4) la valeur du taux de croissance linéaire
d’instabilité en fonction des modes polöıdal m et longitudinal n. Nous nous
sommes fixés en un même point dans le plan des gradients de densité κn =
−0, 01 rLi−1 et de température κT = −0, 15 rLi−1 pour les deux graphiques, et
avons fait varier l’intensité de l’effet de giromoyenne au moyen du paramètre
�L.

D’un point de vue qualitatif et pour les deux courbes, nous observons
clairement une sélection selon les deux modes : le mode le plus instable se
situe à des valeurs de n de dix fois environ inférieures à celles de m. Cette
sélection s’opère donc préférentiellement sur la direction longitudinale sous
l’effet de la giromoyenne.

Quantitativement, la sélection est d’autant plus forte que les effets de
rayon de Larmor fini deviennent importants dans l’argument de la fonction
de giromoyenne. Nous obtenons également des taux de croissance d’instabilité
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Figure 3.3 – Seuil de stabilité et taux de croissance linéaires du plasma
dans le plan des gradients de température et de densité. Cas d’un plasma
giromoyenné, sans dérive de polarisation.
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Figure 3.4 – Taux de croissance linéaire d’instabilité dans le plan des modes
polöıdal m et longitudinal n. Giromoyenne sans polarisation. N = 10 bags,
a10 = 5 vT i, r0 = 100 rLi, ∆r = 10 rLi, κn = −0, 01 rLi−1, κT = −0, 15 rLi−1.
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à des valeurs beaucoup plus proches de l’unité (donc plus en accord avec nos
normalisations).

Nous remarquerons enfin que la sélection en m s’opère de manière à ce
que le vecteur d’onde associé kθ (en unités rLi−1) soit proche de l’unité.

3.5.2 Effet de la dérive de polarisation

Si l’effet de dérive de polarisation est en théorie indissociable de l’opération
de giromoyenne, il est souvent bien commode d’étudier séparemment les deux
termes. De plus, de par de son effet régularisant dans l’équation de quasi-
neutralité, ce terme est bien souvent le seul à être inclus dans le modèle de
dérive cinétique dans un premier temps. Par ce biais, les simulations non-
linéaires gagnent en effet en stabilité.

Il est donc tout à fait intéressant de faire l’étude isolée des effets de ce
terme de polarisation sur la stabilité linéaire du plasma. Nous utilisons les
mêmes paramètres que pour l’étude de la giromoyenne : r = r0 = 100 rLi,
∆r = 10 rLi, m = 100, n = 10. Les paramètres water bag sont N = 10 bags
pour une dernière vitesse parallèle a10 = 5 vT i.

La figure (3.5) représente les seuils de stabilité linéaire du plasma dans le
plan des gradients de densité κn et de température κT , pour deux intensités
différentes de l’effet de rayon de Larmor fini (�L = 0, 1 ou 1). Les valeurs
du taux de croissance d’instabilité sont également reportées dans les deux
derniers quadrants.

Nous constatons le même effet de dilatation des échelles de gradients
caractéristiques, d’un facteur 2, qui correspond à un effet stabilisant de la
dérive de polarisation à gradients constants de densité et de température.
Vis-à-vis du seuil de stabilité et des taux de croissance d’instabilité les deux
effets ont donc la même conséquence, et la même intensité.

La considération des modes les plus instables (figures (3.6) dans le cas de
la polarisation et (3.4) pour la giromoyenne) met en avant la particularité
de chacun des termes. Dans le cas présent de la dérive de polarisation, le
rapport entre les nombres d’onde les plus instables est toujours de 1 à 10
entre n et m, et la valeur du taux de croissance pour le mode le plus instable
est proportionnelle à la pondération appliquée aux effets de rayon de Larmor
fini (�L). Le mode poloidal le plus instable vérifie quant à lui toujours l’ordre
de grandeur kθrLi � 1.

Comparativement au cas de la seule fonction de giromoyenne, les dia-
grammes sont beaucoup plus étalés selon le nombre d’onde polöıdal m, ce
qui signifie que la sélection opérée par la dérive de polarisation sur ces modes
est beaucoup plus faible. Nous constatons d’ailleurs que les valeurs de m
associées au maximum de taux de croissance sont légèrement plus hautes
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Figure 3.5 – Seuil de stabilité et taux de croissance linéaires du plasma dans
le plan des gradients de température et de densité : effet isolé de dérive de
polarisation.
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dans le cas de la seule dérive de polarisation comparativement au cas de la
giromoyenne.

Enfin, pour clore cette comparaison, nous pouvons remarquer que les
taux de croissance associés au couple en modes (m,n) le plus instable est
légèrement inférieur pour un plasma soumis à la seule polarisation que dans
le cas de la giromoyenne isolée. Cet effet est observable quel que soit l’in-
tensité des effets de rayon de Larmor fini : par exemple, pour �L = 0, 1, la
giromoyenne sélectionne un taux γ � 60 k�vT i quand l’effet de polarisation
engendre γ � 45 k�vT i.

3.5.3 Effets conjugués de polarisation et giromoyenne

De la précédente section, nous savons que les deux effets pris séparément
permettent la sélection d’un couple de modes le plus instable (m,n). La
coupure est cependant plus nette selon le mode polöıdal dans le cas de la
giromoyenne.

Dans cette section, nous chercherons en premier lieu à vérifier que ces com-
portements étudiés séparément sont bien retrouvés lorsque l’on permet la co-
existence des deux effets de polarisation et de giromoyenne. Nous étudierons
l’impact des effets de rayon de Larmor fini en faisant varier le paramètre �L,
de même intensité pour chacun des deux termes.

Nous reprenons ici les paramètres des deux précédentes sous-sections,
pour étudier la superposition des deux effets de rayon de Larmor fini sur
la stabilité du plasma. Nous avons donc les paramètres r = r0 = 100 rLi,
∆r = 10 rLi, m = 100, n = 10, N = 10 bags et a10 = 5 vT i. En particu-
lier nous chercherons à savoir si les tendances dégagées séparément pour la
giromoyenne et la dérive de polarisation s’additionnent.

La figure (3.7) représente les seuils linéaires de stabilité et les taux de
croissance associés dans le plan des gradients de densité κn et de température
κT , pour deux valeurs du paramètre de contrôle des effets de rayon de Larmor
fini �L. Vis-à-vis de ces gradients, les deux effets s’additionnent bien et nous
constatons une dilatation beaucoup plus importante (d’un ordre de grandeur)
entre de faibles et forts rayons de Larmor. La structure globale du taux de
croissance comme celle du seuil de stabilité sont quant à elles préservées.

Puique les tendances individuelles étaient les mêmes pour les deux ef-
fets selon les gradients de température et de densité, il n’est pas surprenant
d’observer une addition simple dans le cas de la réunion des deux effets. Par
contre, la sélection en modes (m, n) s’opérant selon des scénarios différents,
il est très intéressant d’y revenir, c’est l’objet de la figure (3.8). Nous y ob-
servons que la sélection en modes suit le même scénario que dans le cas
de la seule giromoyenne, en particulier le mode polöıdal m le plus instable
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Figure 3.6 – Taux de croissance linéaire d’instabilité dans le plan des modes
polöıdal m et longitudinal n, cas de la seule dérive de polarisation. N =
10 bags, a10 = 5 vT i, r0 = 100 rLi, ∆r = 10 rLi, κn = −0, 01 rLi−1, κT =
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est fortement sélectionné. Nous constatons également que la sélection est en
première approximation proportionnelle à l’intensité des effets de rayon de
Larmor fini �L.

Pour clore cette étude systématique, nous reviendrons sur ses différents
points marquants :

� Les deux termes liés aux effets de rayon de Larmor fini ont des in-
fluences semblables sur le seuil de stabilité linéaire du plasma, qui n’est
pas affecté dans son allure globale, mais dont les longueurs de gradients
caractéristiques sont contractées : nous observons ici l’effet stabilisant
de la prise en compte d’un rayon de Larmor fini [49].

� Il apparâıt une sélection selon les modes longitudinal n et polöıdal m.
Cette sélection est plus marquée selon la direction longitudinale d’un
ordre de grandeur. Dans le cas de la dérive de polarisation, la sélection
polöıdale s’opère doucement et permet l’existence d’un grand nombre
de modes instables. La réunion des deux effets voit disparâıtre cette
tendance.

� Le mode poloidal le plus instable est tel que la valeur associée du vec-
teur d’onde kθ soit proche de l’unité en unités rLi−1.

3.6 Conclusion

Le modèle water bag s’adapte donc parfaitement à la description des effets
de rayon de Larmor fini, sans aucune difficulté nouvelle propre au modèle.
La formulation hydrodynamique du modèle reste valable, le fluide associé à
chaque bag pouvant être défini dans les coordonnées des centres-guides, ou
encore transposé dans le système lié aux particules réelles grâce à l’opérateur
de giromoyenne.

De la prise en compte des effets de rayon de Larmor fini, nous avons
pu constater que la physique d’un plasma (pourtant en simple géométrie
cylindrique) est considérablement enrichie : des comportement nouveaux ap-
paraissent comme la sélection d’un couple de modes (m,n) le plus instable,
ou le basculement de modes à faible extension radiale à des structures plus
étendues. Ces phénomènes nouveaux sont contrôlés par le paramètre ca-
ractéristique des effets de rayon de Larmor fini k⊥rLi (modifié par Z�

i dans
le cas de la dérive de polarisation).

Ce dernier point reste cependant à confirmer, tant par des simulations
non-linéaires que par une analyse linéaire résolvant le problème sur tout
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le rayon en intégrant l’équation de dispersion, soit une analyse en modes
globaux.

La confrontation aux résultats expérimentaux est également envisageable
rapidement, particulièrement avec les observations réalisées sur des machines
linéaires de laboratoire. Notons que dans le cadre d’un stage de Master 2,
notre modèle a été enrichi grâce à la prise en compte de possibles collisions
électrons-neutres [53]. Ainsi, en plus de décrire les instabilités ITG, ce modèle
est capable de prendre en compte des ondes de dérive collisionnelles compa-
rables à celles observées dans une machine cylindrique comme Mirabelle.

Enfin, les simulations non-linéaires doivent disposer d’un outil fiable d’ini-
tialisation et de validation dans leur phase linéaire, là encore une fois, la
résolution sur l’ensemble du profil radial de l’équation de dispersion procu-
rerait une base solide.

Le modèle water bag peut donc prendre en compte les effets de rayon de
Larmor fini sans difficulté. Le nombre de bags nécessaires pour obtenir des
comportements intéressants reste de l’ordre de N = 10 bags.

Ce résultat était en cela prévisible que la généralisation aux effets de
rayon de Larmor finis ne remet pas en cause l’invariance de Liouville. Et cette
invariance s’accorde toujours parfaitement avec l’invariance adiabatique de
la description girocinétique.

Deux enrichissements subsistent encore pour tester et complètement va-
lider une description water bag des plasmas de tokamak :

� Le tokamak doit être replié, et l’on doit donc adapter le modèle à une
géométrie torique. Deux nouveaux effets apparaissent qui sont liés à
la courbure du champ magnétique et à son inhomogénéité. Ce travail
entre dans le cadre de la thèse de Rudy Klein.

� Dans un tokamak fonctionnant comme un réacteur, plusieurs espèces
d’ions cohabitent : nous allons donc envisager de décrire la stabilité
d’un plasma composé de plusieurs espèces d’ions, chacune de ces espèces
étant décrite par une distribution water bag.
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Figure 3.7 – Taux de croissance linéaire d’instabilité dans le plan des modes
polöıdal m et longitudinal n. N = 10 bags, a10 = 5 vT i, r0 = 100 rLi, ∆r =
10 rLi, κn = −0, 01 rLi−1, κT = −0, 15 rLi−1.
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Figure 3.8 – Taux de croissance linéaire d’instabilité dans le plan des modes
polöıdal m et longitudinal n. N = 10 bags, a10 = 5 vT i, r0 = 100 rLi, ∆r =
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Chapitre 4

Stabilité d’un plasma en

présence d’impuretés

Quand on regardait les insectes,

on perdait sa taille

et on commençait à comprendre

ce qui vibrait sans cesse

dans l’air et sur la terre.

J.M.G. Le Clézio
Mondo et autres histoires

4.1 Introduction

La stabilité d’un plasma composé de plusieurs espèces d’ions est actuel-
lement un sujet très discuté [50], [54]. En particulier dans le cadre du projet
ITER, la présence des particules α devra être correctement traitée, ainsi
que la présence à la fois de deutérium et de tritium, mélange nécessaire à la
réaction de fusion la plus accessible (en vertu du critère de Lawson fixant den-
sité et température critiques). Par ailleurs, les impuretés émanant de la paroi
matérielle du tokamak peuvent déstabiliser le plasma, jusqu’en son coeur par
des moyens tres divers, comme le Bremsstrahlung ou rayonnement emis lors
du freinage des particules chargees, la perte de reactivite des noyaux ap-
peles a fusionner ou encore les effets lies au melange de plusieurs populations
[55, 56, 57, 58, 59].

Nous nous intéresserons en particulier au devenir des ITG décrites tout
au cours de cette thèse. L’ensemble des phénomènes liés à ces instabilités se
déroulent sur des échelles de temps longues devant le temps cyclotron (c’est
le sens du paramètre de petitesse girocinétique ω/Ωci << 1). En outre, ces
instabilités se développent dans la région centrale du plasma, où les effets

95
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collisionnels sont négligeables et permettent donc une description cinétique
au moyen de l’équation de Vlasov. La question fondamentale est celle de la
modification des caractéristiques de stabilité linéaire des modes ITG quand
plusieurs espèces sont en présence. Nous chercherons donc dans ce chapitre
à modéliser de tels plasmas, en dérivant un modèle water-bag des équations
cinétiques relatives à chacune des espèces.

L’influence du paramètre Z�
i est considérable quant à la stabilité d’une

colonne cylindrique de plasma [26, 50, 60, 62]. Nous avons ainsi pu observer
que des plasmas constitués d’ions différents devenaient en moyenne plus in-
stables avec des charges Zi croissantes. Mais notre étude n’a jusqu’ici porté
que sur des plasmas purs, composés d’une seule espèce d’ions.

Dans la pratique, un des grands problèmes quant à la stabilité d’un
plasma dans un tokamak est lié à la présence d’impuretés arrachées à la pa-
roi qui viennent perturber le comportement global du plasma. Une première
conséquence est la perte de chaleur par rayonnement de freinage ou ”Bremss-
trahlung”, d’autant plus élevée que la charge des ions est grande : les parois
d’un tokamak doivent donc être constituées de composants à faible nombre
de nucléons. Une conséquence plus méconnue est l’effet direct de ces par-
ticules étrangères sur la stabilité d’un plasma habituellement décrit comme
pur. Ainsi, au coeur du réacteur, les profils en température et densité sont
très mal connus du fait des conditions extrêmes rencontrées. La principale
source d’information est la mesure du rayonnement de brehmstrahlung. Sans
aborder la difficulté de réaliser une mesure locale, un problème conséquent
est que ce rayonnement est émis par tous les ions présents : l’expérience ne
fournit donc qu’une charge effective associée à cet effet. Cette information
est néanmoins très précieuse dans l’étude des impuretés, elle peut se définir :

Zeffne0 = Z2
i ni0 + Z2

cnc0, (4.1)

où Zeff définit la charge effective, ne0 est la densité d’électrons, Zi et Zc

les charges respectivement des ions dits majoritaires (de densité ni0), et des
impuretés (de densité nc0).

La charge efficace a la dimension de charges élevées au carré : ceci vient
des mesures expérimentales de cette grandeur, qui se font à partir du rayon-
nement de Bremsstrahlung émis, et dont l’intensité est proportionnelle aux
carrés des charges des ions constituant le plasma.

La charge efficace Zeff est indirectement fonction du rayon de la machine
considérée. Ses profils radiaux peuvent varier très fortement [63, ?, 55].

Notons enfin que la dénomination d’impuretés n’est ici que formelle et
n’implique pas pour notre modélisation que leur densité soit faible devant
celle des ions majoritaires.
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4.2 Charge efficace et grandeurs macrosco-

piques

Un problème général à résoudre dans l’étude d’un plasma à plusieurs
espèces est de lier les profils de densité de chacune. Nous avons pour ce faire
introduit la charge efficace du plasma, qui est une mesure selon le profil radial
du rayonnement de freinage produit par l’ensemble du plasma.

La connaissance expérimentale du profil radial de la charge efficace, com-
binée à la condition de quasi-neutralité, permet de lier les profils radiaux en
densité des impuretés et des ions majoritaires. Pour ce faire, nous utilisons
la condition de quasi-neutralité ainsi que la définition de la charge efficace,
dans le cas particulier de deux espèces (i et c) :

ne0 = Zini0 + Zcnc0

Zeffne0 = Z2
i ni0 + Z2

cnc0. (4.2)

(4.3)

Nous obtenons l’expression de la charge efficace en fonction des seules
densités (ni0 et nc0) et charges (Zi et Zc) ioniques :

Zeff =
Z2

i ni0 + Z2
cnc0

Zini0 + Zcnc0
(4.4)

Sur l’étendue du petit rayon d’un tokamak, par exemple, la charge ef-
ficace varie, et les dérivées logarithmiques des profils en densité suivent la
contrainte :

κZeff
=

Zini0.Zcnc0

(Zini0 + Zcnc0).(Z2
i ni0 + Z2

cnc0)
(Zi − Zc)(κni − κnc), (4.5)

où nous avons introduit les dérivées logarithmiques κZeff
, κni et κnc, respec-

tivement associées aux profils radiaux de charge efficace et de densité d’ions
majoritaires ou d’impuretés, par le lien κX = drX(r)/X(r).

Cette relation nous permet donc de connâıtre le profil radial en densité
des impuretés en fonction de celui choisi pour les ions majoritaires et du profil
expérimental mesuré pour la charge efficace. Ce dernier profil reste néanmoins
une mesure trop riche vis-à-vis de l’analyse linéaire, car elle est associée à des
plasmas de turbulence déjà avérée. De plus notre modèle étant local, c’est la
simple connaissance des différentes grandeurs en un point qui nous intéresse.
Nous nous accorderons donc encore deux hypothèses supplémentaires.
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La première est de considérer un profil plat pour les impuretés κnc = 0.
Cette hypothèse nous permet de ne tenir compte que de l’effet de dilution lié
aux impuretés.

Cependant, dans les zones faiblement collisionnelles où notre modèle wa-
ter bag est approprié, situées très au coeur du tokamak, les profils en charge
efficace sont relativement plats [64, 63]. Cette condition constitue une hy-
pothèse alternative κZeff

= 0. A la condition que les charges des deux espèces
soient différentes, nous obtenons simplement :

κnc = κni (4.6)

Cette dernière relation nous sera très utile, nous permettant de lier systématiquement
les profils de densité considérés. Par ailleurs, un mélange Deutérium-Tritium
peut toujours être décrit par ce biais, mais avec une perte de généralité,
puisque dans ce cas, les deux profils de densité sont indépendants.

Dans le cas général de s espèces différentes, le profil en charge efficace
κZeff

nous donne également une contrainte sur les profils en densité κns des
différentes espèces présentes :

κZeff
=

�
s Zsns0(Zs − Zeff )κns�

s Z
2
sns0

(4.7)

Dans le cas d’un profil plat en charge efficace Zeff , nous obtenons la
contrainte :

�

s

Zsns0(Zs − Zeff )κns = 0 (4.8)

4.3 Modèle à plusieurs espèces d’ions

Pour décrire différentes espèces s, autant d’équations de Vlasov vont
être nécessaires, qui seront couplées à l’équation de quasi-neutralité. Nous
présenterons d’emblée un modèle complet, tenant compte des effets de rayon
de Larmor fini pour les deux espèces. Nous travaillerons sans utiliser de nor-
malisation, pour faire apparâıtre clairement les paramètres caractéristiques
de chaque espèce.

Le système non-linéaire couple donc s équations de Vlasov, portant sur
les fonctions de distribution fs(r, v�, t) :

∂tfs(r, v�, t)+
�
vE

�
s
.∇⊥fs(r, v�, t)+v�∂zfs(r, v�, t)+

qs
Ms

< E >s ∂v�fs(r, v�, t) = 0

(4.9)
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à l’équation de quasi neutralité associée à la prise en compte des effets
de rayon de Larmor fini, avec toujours l’hypothèse d’électrons de masse
négligeable et d’énergie cinétique prépondérante :

�

s

Zs

�� +∞

−∞

�
fs(r, v�, t)

�
s
dv� +∇⊥.

�qsns0

B2
∇⊥φ

��
= ne0

�
1 +

eφ

Te

�
(4.10)

φ, E,B et vE désignent les potentiel et champ électrostatique et magnétique
ainsi que la vitesse de dérive associée. Les différentes grandeurs qs, Ms et ns0

sont respectivement les charge, masse et densité (d’équilibre en l’endroit ra-
dial considéré) associées à l’espèce s. Te est la température des électrons, e
leur charge et ne0 leur densité.

Enfin la giromoyenne est symbolisée par <>s, elle est à priori dépendante
de l’espèce considérée, puisque le rayon de Larmor est défini rLs = v⊥/Ωcs =
v⊥Ms/qsB.

Nous faisons maintenant l’hypothèse d’autant de distributions multi-water-
bag que d’espèces d’ions :

fs(r, v�, t) =
Ns�

j=1

Asj

�
Υ
�
v� − v−sj(r, t)

�
−Υ

�
v� − v+sj(r, t)

��
(4.11)

Les contours v±sj et discontinuités Asj water bag sont bien entendus re-
latifs à chaque espèce présente. Leur valeur sera quant à elle déterminée
au sens des moments, relativement à une distribution continue spécifique
à chaque population, de forme générale apte à décrire les instabilités ITG
fs = G(v�/vTs)ns0/

�
2πv2Ts, où nous retrouvons la densité ns0 de chaque

espèce, ainsi que sa vitesse thermique vTs définie au moyen de la température
locale : vTs =

�
Ts/Ms.

En insérant les distributions multi-water-bag (4.11) dans les équations
(4.9, 4.10), nous obtenons le système non-linéaire multi-water-bag :

∂tv
±
sj(r, t) +

�
vE

�
s
.∇⊥v

±
sj(r, t) + v±sj∂zv

±
sj =

qsE

Ms
(4.12)

�

s

Zs

�
Ns�

j=1

Asj

�
v+sj − v−sj

�
s
+∇⊥

�
Zsns

BΩcs
∇⊥φ

��
= ne0

�
1 +

eφ

Te

�
,

(4.13)

où l’indice s court sur les deux espèces d’ions présentes.
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La généralisation du modèle water bag à plusieurs espèces ne pose donc
aucun problème. Ces calculs sont d’ailleurs à rapprocher du cas d’un plasma
avec plusieurs valeurs de µ, puisque dans ce dernier cas aussi il y aurait
plusieurs équations de Vlasov couplées, associées à des populations de même
caractéristiques physiques (charge et masse), mais présentant des moments
magnétiques différents.

4.4 Analyse linéaire

Nous présentons dans cette section la dérivation de l’expression de la
fonction diélectrique de plasma �(ω). L’équilibre est supposé homogène selon
z et θ, sans potentiel électrostatique :

v±sj = ±asj(r) + w±
sj e

i(mθ+k�z−ωt) (4.14)

φ = 0 + δφ(r) ei(mθ+k�z−ωt) (4.15)

L’opérateur de giromoyenne, de par son lien direct avec le rayon de Larmor
rLs est relatif à chaque espèce présente, il consiste par ailleurs en une simple
multiplication par le vecteur d’onde poloidal dans la direction orthoradiale
(du fait de l’utilisation d’une base de Fourier dans cette direction). Selon la
direction radiale, il reste un opérateur aux dérivées partielles. Nous obtenons
les équations linéarisées au premier ordre en perturbations :

(ω ∓ k�asj)w
±
sj =

�
k�

qs
Ms

∓ kθ
B
drasj

�
J0sδφ (4.16)

�

s

�
ZsJ0s

Ns�

j=1

(w+
sj − w−

sj)

�
=

�
ene0

Te
+
�

s

Zsns0

BΩcs
(k2

θ − κ(r)− κnsdrg)

�
δφ

(4.17)

Nous avons également supposé que la dépendance radiale du potentiel
électrostatique a la forme particulière suivante :

δφ(r) = δφ0e
g(r), (4.18)

ce qui définit κ(r) = −[d2rg + (drg)2 + drg/r]. L’opération de giromoyenne
devient quant à elle une simple multiplication selon la direction radiale. De
plus, nous tiendrons compte du paramètre de petitesse rLs/L∇⊥0

<< 1 pour
négliger l’action de la giromoyenne sur les grandeurs d’équilibre.
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En éliminant les contours perturbés dans l’équation linéarisée de quasi-
neutralité (4.17), nous obtenons l’expression de la fonction diélectrique du
plasma (où l’indice s court sur les deux espèces d’ions présentes) :

�(ω) = 1− Te

ene0

�

s

�
Zsns0

qs
Ms

�
κ(r) + κnsdrg − k2

θ

Ω2
cs

+ J
2
0s

Ns�

j=1

αsj

k2
� − ωkθκsj/Ωcs

ω2 − k2
�a

2
sj

��

(4.19)
Les paramètres water bag αsj sont définis relativement à chaque espèce

présente : αsj = 2Asjasj/ns0.
Nous faisons maintenant apparâıtre les paramètres Z�

s = ZsTe/Ts et v2Ts =
Ts/Ms :

�(ω) = 1−
�

s

�
Z�

s

Zsns0

ne0
v2Ts

�
κ(r) + κnsdrg − k2

θ

Ω2
cs

+ J
2
0s

Ns�

j=1

αsj

k2
� − ωkθκsj/Ωcs

ω2 − k2
�a

2
sj

��

(4.20)
Le nombre d’espèces n’influe pas sur nos conditions de seuil, qui sont

relatives uniquement à l’argument en pulsation de la fonction diélectrique
vérifiant donc encore une fois �(ω) = 0 et dω�(ω) = 0. Si nous explicitons ces
conditions dans notre cas (4.20), nous obtenons :

�

s

Z�
s

Zsns0

ne0
v2Ts

�
κ(r) + κnsdrg − k2

θ

Ω2
cs

+ J
2
0s

Ns�

j=1

αsj

k2
� − ωkθκsj/Ωcs

ω2 − k2
�a

2
sj

�
= 1

(4.21)

�

s

Z�
s

Zsns0

ne0
v2Ts

Ns�

j=1

αsj

Ω�
sj(ω

2 + k2
�a

2
sj)− 2ωk2

�

(ω2 − k2
�a

2
sj)

2
= 0

(4.22)

Par ailleurs aucune expression analytique du seuil de stabilité linéaire ne
peut être obtenue, même dans le cas particulier d’une fonction de distribution
d’équilibre continue et maxwellienne. Les comparaisons ne pourront donc se
faire qu’avec les cas références des populations prises individuellement.

4.5 Impuretés et stabilité linéaire

En toute rigueur, le seuil de stabilité (4.21, 4.22) d’un plasma formé de
deux espèces d’ions est une surface dans l’espace à quatre dimension engendré
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par les quatre gradients de densité (κni et κnc) et de température (κT i et
κTc). Nous négligerons ici les effets de rayon de Larmor fini, pour ne nous
concentrer que sur le modèle à deux espèces le plus simple, nous donnant le
seuil de stabilité :

1−Qiv
2
T i

Ni�

j=1

αij

k2
� − ωkθκij/Ωci

ω2 − k2
�a

2
ij

−

Qcv
2
Tc

Nc�

j=1

αcj

k2
� − ωkθκcj/Ωcc

ω2 − k2
�a

2
cj

= 0

Qiv
2
T i

Ni�

j=1

αij

ωkθ(ω2 + k2
�a

2
ij)κij/Ωci − 2ωk2

�

(ω2 − k2
�a

2
ij)

2
+

Qcv
2
Tc

Nc�

j=1

αcj

ωkθ(ω2 + k2
�a

2
cj)κcj/Ωcc − 2ωk2

�

(ω2 − k2
�a

2
cj)

2
= 0, (4.23)

en posant pour l’espèce s : Qs = Z�
s
Zsns0
ne0

.
Afin de décrire les ITG, les gradients logarithmiques radiaux κsj associés

à chaque bag et chaque population sont supposés être des combinaisons
linéaires des grandeurs macroscopiques κT,ns :

αsjκsj =
βsj

2
κTs + γsjκns (4.24)

Le seuil proposé (4.23) est donc bien fonction des quatre paramètres
κ(T,n) (i,c) (dans le cas de deux espèces i et c). Ce seul fait constitue une
difficulté considérable dans la représentation d’un diagramme de stabilité
du plasma. Nous avons donc choisi de faire l’hypothèse que les profils en
température des deux espèces sont similaires. Cette hypothèse de profils si-
milaires en température est couramment utilisée.

Les profils en densité des différentes espèces sont liés par la définition de
la charge efficace Zeff . Deux hypothèses peuvent être faites :

� la première est de considérer une densité plate d’impuretés, tout en
gardant toute liberté sur le profil de densité des ions majoritaires. Ceci
force le profil en charge efficace κZeff

à suivre celui des ions dits majo-
ritaires :

κZeff
=

Zini0.Zcnc0

(Zini0 + Zcnc0).(Z2
i ni0 + Z2

cnc0)
(Zi − Zc)κni (4.25)

� une seconde hypothèse est d’aligner les deux profils en densité, et dès
lors de contraindre à une charge efficace homogène radialement.
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Nous considèrerons tout-à-tour ces deux cas de figure, pour les trois
espèces d’impuretés que nous avons choisi de décrire pour explorer une large
gamme en charge et masse :

� Le Tritium tout d’abord a été naturellement choisi du fait de la nécessité
de sa présence dans un plasma de fusion. Ses propriétés (ZT = 1 et
MT � 3mp sont de plus très intéressantes de part leur proximité avec
le Deutérium choisi pour référence. Bien entendu, nous devons nous
situer à des temps courts devant le temps caractéristique de la réaction
de fusion, pour que l’équation de Vlasov, et donc la description water
bag restent valables.

� Du fait de sa légèreté et de son actuelle abondance dans les différentes
machines, le Carbone (MC � 12mp, Zc = 6) nous a paru un bon candi-
dat pour l’exploration des valeurs intermédiaires en masse et charge.

� Enfin, le Tungstène (MW � 184mp, ZW � 40) est couramment utilisé
et nous fournit des paramètres extrêmes. Nous nous basons en effet
pour ce dernier élément sur son isotope le plus stable, comptant 184
nucléons, pour 74 protons. Dans les conditions de température associées
au tokamak, le Tungstène n’est par ailleurs que partiellement ionisé, et
nous lui prenons pour charge 40, qui est validée expérimentalement [?].

Bien que la notion d’espèce ”majoritaire” soit superflue vis-à-vis de notre
modèle, nous définirons les densités d’impuretés par rapport à la population
de Deutérium de référence.

Du point de vue de notre modélisation water bag, et de sa résolution
numérique, nous poserons deux populations distinctes, définies par leurs
masse, charge, température et densité (en unités la densité ni0 des ions ma-
joritaires). Les paramètres caractéristiques water bag seront donc donnés de
façon indépendante pour chacune des espèces, au moyen de la procédure
d’équivalence au sens des moments, avec pour référence des fonctions de dis-
tribution choisies maxwelliennes.

Pour assurer l’accord entre les différentes résonnances (liées aux points
particuliers ω = asj), nous choisirons un paramètre commun aux deux espèces
∆a. Nous serons ainsi assurés de la cöıncidence entre les bags des différentes
espèces (figure 4.1). Le nombre de bags sera quant à lui déterminé par la
dernière vitesse parallèle prise en compte, égale à cinq vitesses thermiques de
l’espèce considérée.

4.5.1 Profil plat de la densité d’impuretés

L’hypothèse d’un profil de densité plat des impuretés présentes dans le
plasma nous permet de mesurer la seule action du taux d’impuretés sur la
stabilité du plasma. Sous cette hypothèse, le profil en charge efficace est
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Figure 4.1 – Allure des fonctions de distribution selon la vitesse parallèle
en unités vT i, dans le cas d’un mélange Deutérium Carbone (nc0 = 10%ni0).
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directement proportionnel à celui des ions majoritaires κni. Nous effectuons
l’analyse linéaire en un point, en fixant les vecteurs d’onde kθ = r−1

Li et k� = 1.
En ce point, les densités caractérisant l’équilibre fixent la valeur de la charge
efficace.

Les températures des différentes espèces présentes sont sensiblement les
mêmes au centre d’un tokamak, nous choisissons donc de raccorder les différents
profils :

κT i = κTc = κT (4.26)

−20 −15 −10 −5 0 5 10 15 20
−40

−30

−20

−10

0

10

20

30

40

Ni = 30
Nc = 24
a

max i
 = 5

a
max c

 = 4.0825

m = 1
n = 1
κ

nc
*  = 0

Z
eff

 = 1

diagramme de stabilité κ
T
 = f(κ

n i
) : cas du tritium (Z

c
 = 1, M

c
 = 3)

Profil en densité du Deutérium κ
ni

 en unités k
||

P
ro

fil
 e

n
 t

e
m

p
é

ra
tu

re
 κ

T
 e

n
 u

n
ité

s 
k ||

 

 

n
c0

 = 1e−3

n
c0

 = 1e−2

n
c0

 = 1e−1

n
c0

 = 1

η
1
 → 0.90

η
0.1

 → 1.8

Figure 4.2 – Effet de la densité d’impuretés sur le seuil de stabilité linéaire
dans le cas d’un plasma de deutérium et tritium (plan des gradients de densité
et température en unités k�).

Dans le cas du Tritium, nous ne pouvons pas réellement parler d’une popu-
lation d’impuretés mais plutôt d’un mélange. En effet les densités respectives
des deux populations doivent être comparables pour permettre la réaction de
fusion espérée. Nous avons donc étudié des densités relatives élevées, allant
jusqu’à des proportions égales des deux composants.
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Nous avons reporté en figure (4.2) les seuils de stabilité linéaires d’un
mélange de Deutérium et de Tritium dans le plan des gradients de densité
des ions Deutérium et de température des deux espèces pour différents taux
relatifs de Tritium. Pour afficher clairement les modifications subies, nous
travaillons avec un nombre de bags élevé pour le Deutérium Ni = 30, ce qui
fixe celui du Tritium à l’être également Nc = 24 (les deux grandeurs sont liées
par le rapport des vitesses thermiques des deux espèces, proche de l’unité).

Suivant les zones de la figure (4.2) considérées, nous constatons deux types
de réponse. En effet les zones à faible valeur du gradient de température du
seuil liées aux particules très rapides de la queue des fonctions de distribution
s’avèrent être stabilisées à mesure que la densité d’impuretés crôıt. Par contre
la zone instable liée aux coeurs des fonctions de distribution s’étend très
notablement et la limite dégagée précédemment d’un pente η → 2 n’est plus
vérifiée.

D’un point de vue quantitatif, ces modifications apparaissent pour une
densité de Tritium de l’ordre du dixième de celle de Deutérium.

Nous nous intéressons maintenant au cas d’une faible présence de Carbone
au sein d’un plasma de Deutérium. En conservant Ni = 30 pour la descrip-
tion du Deutérium, nous obtenons pour le Carbone Nc = 12, nombre que
nous jugeons satisfaisant pour une bonne prise en compte de cette dernière
population. Les densités relatives d’impuretés sont quant à elles choisies en
fonction des valeurs de la charge efficace qu’elles impliquent. En effet les
données expérimentales font état de valeurs proches de l’unité (dans le cas
d’une population majoritaire de charge 1). Nous nous sommes donc efforcés
de ne pas dépasser outre mesure cet ordre de grandeur. Les densités rela-
tives associées s’étalent donc du milliardième au dixième de celle des ions
majoritaires.

La figure (4.3) représente le seuil de stabilité linéaire d’un plasma de Car-
bone et Deutérium dans le plan des gradients de densité et de température,
pour différentes valeurs du taux de Carbone. Nous constatons deux effets
distincts suivant les valeurs des gradients de densité et de température. Dans
la zone de faible gradient κT du diagramme, la stabilité du plasma est accrue
à mesure que la densité d’impuretés croit. Dans la zone dite fluide, c’est-
à-dire pour des vitesses faibles devant la vitesse thermique, l’augmentation
du taux de Carbone devient déstabilisante, et la limite de stabilité voit sa
pente diminuer. Ces deux effets apparaissent pour des densités de Carbone
supérieures au centième de celle de Deutérium.

Cette section visant à étudier les effets de dilution indépendamment des
instabilités propres aux impuretés, nous avons cherché, pour le cas référence
du Carbone, en quoi l’hypothèse de profils similaires en température pouvait
affecter les seuls effets liés à la nouvelle population. Nous avons donc com-
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Figure 4.3 – Effet de la densité d’impuretés sur le seuil de stabilité linéaire
dans le cas d’un plasma de deutérium et carbone (plan des gradients de
densité et température en unités k�).

paré en figure (4.4) les seuils de stabilité obtenus dans le cas d’un profil de
température plat pour le Carbone avec ceux déjà présentés en figure (4.3).
Pour obtenir une bonne lisibilité, nous avons choisi le cas le plus instable, et
avons reporté le seuil référence sans Carbone, celui avec des profils plats d’im-
puretés, ainsi que le seuil de stabilité linéaire obtenu pour une charge efficace
Zeff = 2.875. Nous observons que le seul effet de dilution suffit à déstabiliser
le plasma de Deutérium majoritaire : nous mesurons donc dans cette sec-
tion des effets hybrides entre dilution et couplage ITG à deux populations.
Cependant, nous constatons d’une part que la déstabilisation du plasma est
beaucoup moins marquée dans le cas d’une dilution à κTc = 0, et d’autre part
cette hypothèse semble très peu réaliste, les profils en température étant bien
souvent très proches [55, 60, 61].

Du fait de sa masse très élevée, la vitesse thermique de la population
de Tungstène est beaucoup plus faible que celle associée au Deutérium :
nous avons donc choisi d’utiliser un très grand nombre de bags (Ni = 500,
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Figure 4.4 – Effet du piquage en température des impuretés sur le seuil
de stabilité linéaire, cas du Carbone (plan des gradients de densité et
température en unités k�).

Nc = 52), pour obtenir des comportements étudiables.

Nous avons tracé en figure (4.5) le seuil de stabilité linéaire d’un plasma
composé majoritairement de Deutérium, et de traces de Tungstène, dans
le plan des gradients de densité du Deutérium et de température des deux
espèces. Nous observons l’apparition d’un second lobe, dans la zone du dia-
gramme liée aux vitesses faibles devant la vitesse thermique des ions majo-
ritaires : nous pouvons donc imputer l’existence de cette seconde structure
à la seule population de Tungstène. En effet, du fait d’un rapport de masse
très élevé, la population de Tungstène présente une vitesse thermique net-
tement plus faible que celle des ions Deutérium majoritaires, et la fonction
de distribution du Tungstène en vitesse parallèle est donc très peu étendue.
Cette seconde structure a un effet fortement déstabilisant, puisqu’elle permet
au plasma de présenter des valeurs d’η asymptotiques très différentes de la
valeur référence 2, pour de faibles fractions d’impuretés présentes (de l’ordre
du millième).
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Figure 4.5 – Effet de la densité d’impuretés sur le seuil de stabilité linéaire
dans le cas d’un plasma de deutérium et de tungstène (plan des gradients de
densité et température en unités k�).

Cette observation d’une seconde structure bien dissociable peut étayer
l’idée de décrire les impuretés de Tungstène par un seul et unique bag, en
particulier pour les simulations non-linéaires ultérieures.

Enfin, par rapport aux autres espèces, l’effet stabilisant observé pour les
particules rapides n’est pas présent dans le cas du Tungstène : cet élément
présente donc une forte aptitude à déstabiliser le plasma, et ce dès de très
faibles taux (associés néanmoins à des valeurs de Zeff relativement élevées).

Quelle que soit l’espèce considérée, nous observons une stabilité faible-
ment accrue du plasma dans la zone liée aux particules rapides de la fonction
de distribution quand la fraction d’impuretés augmente. Par contre, les par-
ticules situées dans le corps de la fonction de distribution deviennent plus
instables et la limite d’une pente η → 2 n’est plus satisfaite.

Enfin, masse et charge des impuretés présentes jouent un grand rôle dans
la sensibilité de ces deux effets au taux d’impuretés. Les modifications su-
bies par le seuil de stabilité de l’espèce majoritaire sont ainsi remarquables
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à d’autant plus faible densité relative que l’élément introduit est lourd et
chargé.

4.5.2 Profil plat en charge efficace Zeff

Si le piquage en densité d’un plasma à une seule espèce d’ion s’avère
stabilisant pour le plasma, nous venons de voir dans l’approximation d’un
profil de densité d’impuretés plat que le couplage entre deux populations
accrôıt l’instabilité dans la zone de faibles vitesses associée à la pente η = 2.
Nous cherchons donc ici à comparer dans la limite linéaire ces deux effets à
priori contraires.

Le lien entre les profils radiaux des différentes espèces s’écrit de manière
générale :

κZeff
=

Zini0.Zcnc0

(Zini0 + Zcnc0).(Z2
i ni0 + Z2

cnc0)
(Zi − Zc)(κni − κnc) (4.27)

Pour tenir compte d’un profil en densité d’impuretés non homogène, nous
faisons l’hypothèse d’une charge efficace homogène radialement. Ainsi, les
deux profils d’impuretés et d’ions majoritaires sont liés par l’égalité :

κni = κnc (4.28)

Notons cependant que dans le cas d’une population de Tritium (qui peut
atteindre des proportions comparables à celles de Deutérium), nous avons
le cas particulier Zi = Zc. Le profil en charge efficace κZeff

(4.27) est donc
nécessairement plat, quel que soit celui des impuretés. Et nous imposons donc
une contrainte arbitraire en fixant κnc = κni.

Nous avons reporté en figure (4.6) les seuils de stabilité linéaire d’un
plasma de Deutérium et de Tritium dans le plan des gradients de densité
et de température (des deux espèces) pour différentes valeurs du rapport de
la densité de Tritium à celle de Deutérium. Ces seuils ne sont pas affectés
par la variation de densité de Tritium. En effet, notre hypothèse de profils
en densité et températures similaires, combinée aux caractéristiques parti-
culières de notre mélange de deux isotopes (de même charge et de masses
proches), revient à considérer simplement une population globale unique de
masse légèrement modifiée : la stabilité linéaire n’est donc pas affectée.

L’étude de populations plus dissemblables en termes de charge et masse
s’avère donc a priori plus pertinente. Nous allons par la suite voir ce qu’il en
est dans les cas du Carbone et du Tungstène.

Nous avons tracé en figure (4.7) le seuil de stabilité linéaire d’un plasma
composé de Deutérium et de Carbone, dans le plan des gradients de densité
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Figure 4.6 – Effet du piquage en densité des impuretés sur le seuil de sta-
bilité linéaire dans le cas d’un plasma de deutérium et tritium (plan des
gradients de densité et température en unités k�).

et de température (κn et κT ) pour différentes valeurs du rapport de la densité
de Carbone à celle de Deutérium.

En figure (4.7), et contrairement au résultat précédent pour le Carbone
(figure (4.3)), nous observons que la population fluide n’est pas destabilisée,
et que la limite d’une pente η → 2) est respectée. En outre, le seul effet no-
table est l’apparition d’une zone de stabilité accrue autour des valeurs faibles
en gradient de densité, et pour des densités et charges efficaces relativement
élevées (nc0 = 1.10−1 et Zeff = 2.875).

A profils semblables en densité et température, l’adjonction de Carbone
ne s’avère donc pas déstabilisante pour le plasma.

Enfin, le seuil de stabilité linéaire d’un plasma composé de Deutérium et
Tungstène est reporté en figure (4.8), pour lequel le nombre de bags a été
choisi grand afin d’éviter tout parasitage par la structure en lobes. Ce seuil
est représenté dans le plan des gradients de température et de densité, et
nous n’observons encore une fois aucun effet déstabilisant pour le plasma.
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Figure 4.7 – Effet du piquage en densité des impuretés sur le seuil de sta-
bilité linéaire dans le cas d’un plasma de deutérium et carbone (plan des
gradients de densité et température en unités k�).

La structure en doubles lobes déjà remarquée dans le cas d’un profil plat
de Tungstène est retrouvée. Cette fois, le second lobe associé à la population
de Tungstène apparâıt dans la zone stable et ne modifie donc pas la stabilité.
Mieux, et comme dans le cas du Carbone, la branche fluide associée à la pente
η = 2 semble subir une légère inflexion autour des couples (κn = ±10k�,
κT = ±20k�).

Dans le cas de profils similaires en densité pour les deux espèces, et
quelle que soit la population considérée, nous constatons donc que la sta-
bilité linéaire du plasma n’est pas affectée globalement. Localement, cette
dernière peut même être accrue.

Ce constat est à rapprocher de nombreux travaux antérieurs [50, 55, 60],
même si notre modèle water bag se situe dans une géométrie de beaucoup
simplifiée, et avec bien moins d’effets physiques. De façon générale, nous
retrouvons l’effet stabilisant d’un piquage en densité, tant au niveau d’une
population isolée vue au chapitre II, qu’au niveau du couplage linéaire entre
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deux populations.

4.6 Conclusion

La modélisation water bag de plusieurs espèces est évidente et permet
de décrire la stabilité linéaire d’une colonne cylindrique de plasma composé
de plusieurs espèces d’ions. Les méthodes générales introduites aux chapitres
I et II ont pu être transposées sans difficulté à ce nouveau contexte, les
deux populations étant décrites par deux distributions water bag distinctes.
L’accord entre les deux populations se fait en choisissant un même intervalle
entre les bags associés aux deux espèces, et la coupure est déterminée par les
valeurs des vitesses thermiques (donc des masses) en présence.

Bien que non considéré dans cette première approche, le cas d’un rayon de
Larmor fini peut être abordé. Les restrictions sont les mêmes qu’au chapitre
III, à savoir le choix ou non d’une résolution locale et d’un profil en potentiel
électrostatique donné. Dans la perspective du développement d’une méthode
d’analyse linéaire globale radialement entrevue en conclusion du chapitre III,
nous pourrons bien entendu l’adapter au cas d’un plasma à plusieurs espèces
d’ions.

La stablilité linéaire d’un mélange de plusieurs espèces vis-à-vis des insta-
bilités de gradient de température ioniques a été discutée. Elle dépend très
fortement du profil en densité des impuretés, et le choix d’un profil de densité
d’impuretés plat s’avère modifier très fortement la stablilité du plasma. Par
contre, un profil raccordé à celui des ions majoritaires ne modifie pas la sta-
bilité du plasma. Nous retrouvons en ce sens l’effet stabilisant d’un piquage
de densité d’impuretés.

Dans le cas particulier du Tungstène, et quelle que soit l’hypothèse faite
sur son profil en densité, deux structures apparaissent clairement, qui laissent
supposer qu’une description au moyen d’un seul bag puisse être satisfaisante
(le cas d’un bag est équivalent à un modèle fluide avec fermeture adiabatique).



Chapitre 5

Conclusion et Perspectives

Galilée : Une des causes principales de la misère dans les sciences

est qu’elles se croient riches, le plus souvent présomptueusement.

Leur but n’est pas d’ouvrir une porte à la sagesse infinie

mais de poser une limite à l’erreur infinie.

La Vie de Galilée, Bertolt Brecht

Apports de la modélisation ”giro water bag”

L’objectif premier de cette thèse, à savoir la transposition du modèle wa-
ter bag aux équations cinétiques caractéristiques des plasmas de tokamak est
atteint. Certes, la transposition des équations de la géométrie cylindrique vers
celle d’une machine toroidale est encore à elle seule un défi conséquent. Mais
les bases d’une modélisation water bag adaptée à un plasma girocinétique (au
sens où seule la vitesse parallèle aux lignes de champ magnétiques est une
variable indépendante aux échelles de temps considérées) sont aujourd’hui
établies.

Le modèle water bag, basé sur l’invariance exacte de Liouville dans l’es-
pace des phases, peut se combiner à l’invariance adiabatique des modèles
girocinétiques pour construire un ensemble de plus en plus pertinent, suivant
des enrichissements physiques ou géométriques :

� L’invariance adiabatique du moment magnétique permet de traiter la
dépendance associée comme un simple label. Nous pouvons considérer
le cas d’une seule valeur nulle qui nous permet de négliger les effets de
rayon de Larmor fini.

� Considérer une, voire plusieurs valeurs non nulles du moment magnétique
est très aisé au moyen de notre modèle.

� Dérouler le tore en un cylindre permet également de négliger les effets
propres à la courbure et au gradient de champ magnétique.

115
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� Enfin, le modèle le plus élaboré inclura les effets propres à une distri-
bution en µ et une géométrie torique.

� Dans tous les cas, le grand avantage d’une modélisation water bag est
de remplacer une dérivée partielle en vitesse parallèle par une somme
discrète sur le nombre de bags choisi.

La description par un multi-water-bag est équivalente à un modèle de type
hydrodynamique fermé sur son moment d’ordre 2(N − 1), avec N le nombre
de bags choisi. La dynamique de chaque bag est portée par les équations de
ses deux contours v±j , et l’équation de quasi-neutralité couple les bags.

La modélisation water bag, avec un nombre N de bags variable, permet
de décrire les phénomènes cinétiques d’interaction ondes-particules comme
une assemblée d’oscillateurs. Elle procure ainsi une interprétation de l’amor-
tissement Landau analogue à celle des modes de Van Kampen dans le cas
discret.

Il est intéressant de combiner une description water bag à des modèles
girocinétiques pour obtenir des approches plus analytiques, quelle que soit
la forme de la fonction de distribution considérée. A titre d’exemple, les
seuils de stabilité ITG d’une fonction de distribution Lorentzienne ont pu
être retrouvés.

L’analyse linéaire de stabilité est satisfaisante pour des nombres de bags
petits N ≤ 10. Les résultats sont sensibles au nombre de bags près du seuil
de stabilité, du fait de sa structure en lobes caractéristique. La sensibilité au
nombre de bags, mesurée par les taux de croissance linéaires d’instabilité, di-
minue à mesure que l’on s’éloigne du seuil, ainsi qu’en augmentant le nombre
de bags.

Tout ceci reste vrai :

� quel que soit le niveau de description de l’invariance adiabatique.
� dans le cas de plusieurs espèces de particules cinétiques.
� si les collisions ne concernent pas les espèces décrites par une distri-
bution water bag (par exemple collisions électrons neutres uniquement
[53]).

Enfin, la modélisation water bag permet de retrouver des résultats connus
sans difficulté, comme les seuils de stabilité linéaire ITG, ainsi que la sélection
en modes polöıdal et longitudinal opérée par la prise en compte des effets de
rayon de Larmor fini, ou encore comme l’effet stabilisant d’un piquage en
densité d’impuretés sur un plasma composé de plusieurs espèces d’ions.
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Développements

La généralisation du modèle water bag au cas d’un plasma présentant
plusieurs valeurs du moment magnétique µ est aisée. Le modèle couple autant
d’équations de Vlasov que de valeurs du moment magnétique. En effet, de par
son invariance adiabatique, le moment magnétique µ est considéré comme
un label dans la théorie girocinétique : les fonctions de distribution n’en
dépendent donc pas explicitement et considérer plusieurs valeurs de µ revient
à coupler plusieurs équations de Vlasov. La dérivation d’un modèle à plusieurs
µ est donc complètement analogue au cas d’un plasma de plusieurs espèces.

La prise en compte des effets de rayon de Larmor fini nécessite en toute ri-
gueur de déterminer les profils radiaux des fluctuations. Nous avons contourné
cette difficulté en supposant connu le profil en potentiel électrostatique. Cette
méthode a permi d’obtenir des résultats qualitatifs intéressants (sélection en
modes et stabilisation du plasma dans le plan des gradients de densité et
température), dans le cadre de l’analyse linéaire. Il serait intéressant d’effec-
tuer une résolution en modes globaux, c’est-à-dire sur toute une couronne
radiale. Les équations linéarisées forment alors un système d’équations aux
dérivées ordinaires selon r, aux valeurs propres ωm,n supposant un effort
numérique sensiblement accru. Les comparaisons avec les simulations non-
linéaires seront dès lors plus aisées.

La comparaison entre résultats expérimentaux et théoriques est souvent
ardue en physique des plasmas. Le travail de stage de MASTER 2 de Rudy
Klein avait pour vocation de comparer les prédictions du modèle water bag
aux résultats expérimentaux obtenus sur la machine Mirabelle. Le nouveau
modèle tient compte d’un courant électronique parallèle et de collisions électrons-
neutres. Notons également que dans le cadre de la thèse de Rudy Klein la
transition entre les régimes d’ondes de dérive et les ITG a pu être caractérisée.

L’un des apports du modèle water bag est de pouvoir décrire n’importe
quelle fonction de distribution continue. Nous avons ainsi pu étudier aisément
le seuil de stabilité ITG d’une fonction Lorentzienne. De telles études dans
le cadre de l’analyse linéaire sont certainement à systématiser.

La présence d’un champ électrique parallèle d’équilibre implique également
l’existence d’un courant parallèle, et donc une distribution water bag décalée
en vitesse. La description de ce cas de figure peut être un travail intéressant.

Enfin, une des questions nouvelles posées par le réacteur ITER est celle
de la stabilité d’un plasma vis-à-vis des particules α, c’est-à-dire des noyaux
d’Hélium émises lors des réactions de fusion. Une étude à deux bags pourrait
s’avérer pertinente, décrivant chaque population au moyen d’un seul bag.

Pour conclure, ce travail de thèse a servi de fondation aux simulations non-
linéaires water bag effectuées à partir du modèle cylindrique [48], tout comme
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au développement d’un nouveau modèle water bag en géométrie torique,
tenant compte des gradient et courbure du champ magnétique.
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2008).

[49] Y. Sarazin, V. Grandgirard, G. Dif-Pradalier, X. Garbet, and Ph. Ghen-
drih, Phys. Plasmas, 13, 092307 (2006).

[50] C. Bourdelle, Analyse de stabilité de plasmas de tokamak, These, Uni-
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(nc0 = 10%ni0). . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 104



TABLE DES FIGURES 125
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4.6 Effet du piquage en densité des impuretés sur le seuil de sta-
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Chapitre 6

Annexes

Annexe A : calcul des moments multi water

bag

La densité s’écrit simplement comme la somme des densités partielles :

n =
N�

j=1

nj =
N�

j=1

Aj(v
+
j − v−j )

Détaillons le calcul de la vitesse moyenne. Nous avons par définition :

nu =

� +∞

−∞
vdv

N�

j=1

Aj

�
Υ(v − v−j )−Υ(v − v+j )

�

Sommation par bag et intégration en vitesse peuvent être commutées :

nu =
N�

j=1

Aj

� +∞

−∞
v
�
Υ(v − v−j )−Υ(v − v+j )

�
dv

En utilisant la propriété fondamentale des fonctions de Heaviside dxΥ(x−
x0) = δ(x− x0), et en intégrant par parties, on obtient :

nu =
N�

j=1

Aj

��
v2

2

�
Υ(v − v−j )−Υ(v − v+j )

��+∞

−∞
− 1

2

� +∞

−∞
v2

�
δ(v − v−j )− δ(v − v+j )

�
dv

�

Puisque
�
Υ(v − v−j )−Υ(v − v+j )

�
est nulle en v = ±∞, et en utilisant la

propriété de la fonction de Dirac
� +∞
−∞ f(x)δ(x)dx = f(0) :
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nu =
N�

j=1

Aj

�
0− 1

2

�
v−2
j − v+2

j

��

d’où finalement :

u =
N�

j=1

αjuj

avec αj = nj/n

Cas général du n
ième

moment.

Définissons le moment Ml d’ordre l :

Ml =
1

n

N�

j=1

Aj

� +∞

−∞
vl
�
Υ(v − v−j )−Υ(v − v+j )

�
dv

En généralisant l’intégration par parties précédente, nous obtenons :

Ml =
1

l + 1

N�

j=1

αj

l�

i=0

v+j
i
v−j

n−i

Où l’on a utilisé l’identité remarquable :

v+j
l+1 − v−j

l+1
= (v+j − v−j )

l�

i=0

v+j
i
v−j

n−i

Annexe B : linéarisation directe de l’équation

de Vlasov

L’équation de dérive cinétique (incluant les effets de rayon de Larmor fini)
portant sur la fonction de distribution ionique s’écrit :

∂tfi(r, v�, t)+ < vE >⊥ .∇⊥fi(r, v�, t)+v�∂zfi(r, v�, t)+
qi
Mi

< E� >⊥ ∂v�fi(r, v�, t) = 0

Elle est couplée à l’équation de quasi-neutralité :

Zi

�
< fi(r, v�, t) >⊥ dv� + Zi∇⊥.

�
ni

BΩci
∇⊥δφ

�
= ne0

�
1 +

eφ

Te

�
,
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avec l’hypothèse d’une population d’électrons adiabatique.
Nous détaillons dans cette annexe le calcul consistant à d’abord linéariser

le système précédent, pour ensuite seulement introduire la formulation water
bag. La fonction de distribution des ions se décompose comme suit :

fi(r, v�, t) = fi0(r, v�) + f1(r, v�)e
i(k�z+mθ−ωt)

Le potentiel électrostatique est supposé nul à l’équilibre :

φ(r, t) = 0 + φ(r)ei(k�z+mθ−ωt)

Nous insérons ces deux expressions dans le système non-linéaire, et ne
retenons que les terme d’ordre un en perturbation :

�
k�v� − ω

�
δfi =

�
kθ
B
∂rfi0 +

qi
Mi

k�∂v�fi0

�
< δφ >⊥

Zi

�
�δfi�⊥ dv� + Zi

drni0

BΩci
drδφ+

Zini0

BΩci
�⊥δφ =

ene0

Te
δφ

Si nous choisissons une fonction de distribution d’équilibre de type water
bag, de contours symétriques :

fi0(r, v�) =
N�

j=1

Aj

�
Υ(v� − aj)−Υ(v� + aj)

�
,

alors nous obtenons les expressions de dérivées partielles :

∂v�fi0 =
N�

j=1

Aj

�
δ(v� + aj)− δ(v� − aj)

�

∂rfi0 =
N�

j=1

Aj

�
drajδ(v� − aj) + drajδ(v� + aj)

�

Nous connaissons donc la perturbation δfi en fonction de δφ :

δfi =< δφ >⊥

N�

j=1

Aj

��
kθ
B
draj +

qi
Mi

k�

�
δ(v� + aj)

k�v� − ω
+

�
kθ
B
draj −

qi
Mi

k�

�
δ(v� − aj)

k�v� − ω

�

Nous négligerons l’action de la giromoyenne sur les grandeurs d’équilibre
pour obtenir l’expression water bag de l’intégrale :
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�
< δfi >⊥ dv� =<< δφ >>⊥

N�

j=1

Aj

��
kθ
B
draj +

qi
Mi

k�

��
δ(v� + aj)

k�v� − ω
dv�+

�
kθ
B
draj −

qi
Mi

k�

��
δ(v� − aj)

k�v� − ω
dv�

�

En utilisant la propriété de la distribution de Dirac, nous obtenons fina-
lement :

�
< δfi >⊥ dv� =

qi
Ti

<< δφ >>⊥

N�

j=1

2ajAj

ω2 − k2
�a

2
j

�
k2
�v

2
T i − ω

kθTi

qiB
κj

�

Il nous reste à injecter cette expression dans l’équation de quasi-neutralité :

Zi
qi
Ti

<< δφ >>⊥

N�

j=1

2ajAj

ω2 − k2
�a

2
j

�
k2
�v

2
T i − ω

kθTi

qiB
κj

�
+Zi

drni0

BΩci
drδφ+

Zini0

BΩci
�⊥δφ =

ene0

Te
δφ

Nous obtenons donc une équation différentielle ordinaire du second ordre
portant sur les fluctuations de potentiel électrostatique δφ :

�
1− Z�

i

v2T i

Ω2
ci

[κnidr.+�⊥.]− Z�
i v

2
T i

N�

j=1

αj
n2 − ωkθκj/Ωci

ω2 − n2a2j
J

2
0 .

�
.δφ = 0

Si nous choisissons la forme particulière de dépendance radiale δφ =
δφ0eg(r), pour les fluctuations, nous obtenons la fonction diélectrique obtenue
au chapitre trois :

ε(ω) = 1− Z�
i

v2T i

Ω2
ci

[κnidrg + A(r)]− Z�
i v

2
T i

N�

j=1

αj
n2 − ωkθκj/Ωci

ω2 − n2a2j
J

2
0

Enfin, nous retrouvons (aux normalisations près) les formes plus simples
des chapitres I et II :

ε(ω) =rLi=0 1− Z�
i v

2
T i

N�

j=1

αj
n2 − ωkθκj/Ωci

ω2 − n2a2j
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ε(ω) =κj=0 1− Z�
i v

2
T i

N�

j=1

αj
n2

ω2 − n2a2j

Il est donc tout à fait équivalent d’introduire le modèle water bag avant
ou après la procédure de linéarisation des équations non-linéaires dans tous
les cas de figure.

Annexe C : effets de rayon de Larmor fini :

calcul du potentiel électrostatique

Nous partons du système d’équations (3.28, 3.29) water bag linéarisé, dans
lequel nous posons la dépendance radiale particulière du potentiel électrostatique
δφ(r) = δφ0eg(r). Nous obtenons alors le système algébrique :

ω ∓ k�aj)w
±
j = J0

�
k2
� ∓

kθ
Ωci

draj

�
δφ

Z�
i J0

N�

j=1

Aj(w
+
j − w−

j ) = [1− A(r)] δφ

Nous éliminons ensuite le potentiel électrostatique, pour obtenir :

(1− A(r))
�
ω ∓ k�aj

�
w±

j − Z�
i J0

�
k2
� ∓

kθ
Ωci

draj

� N�

k=1

Ak(w
+
k − w−

k ) = 0

En changeant la convention de sommation A−j = −Aj, a−j = −aj
w−j = w−

j et en faisant apparâıtre Wj = Ajwj, alors ces dernières gran-
deurs apparaissent comme les fonctions propres de l’opérateur multi water
bag ainsi défini :

(1− A(r))
�
ω − k�aj

�
Wj − Z�

i J0Aj

�
k2
� −

kθ
Ωci

draj

� N�

k=−N

�

Wk = 0,

le symbole
�� signifiant que le sommation n’admet pas la valeur k = 0.

Comme tout système linéaire, il est défini à une constante arbitraire près,
nous choisissons la normalisation :

En choisissant la condition de normation des fonctions propres
�N

k=−N

�
Wk =

1, nous obtenons l’expression des fonctions propres du multi water bag :
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Wj =
Z�

i J0

1− A(r)
Aj

k2
� − kθdraj/Ωci

ω − k�aj

De la même façon, l’équation adjointe :

(1− A(r))(ω − k�aj)W̄j − Z�
i J0

N�

k=−N

�

Ak

�
k2
� −

kθ
Ωci

drak

�
W̄k = 0,

combinée à la condition de normation,
�N

k=−N

�
Ak

�
k2
� −

kθ
Ωci

drak
�
W̄k = 1,

nous permet de définir les fonctions propres adjointes :

W̄j =
Z�

i J0

1− A(r)

1

ω − aj

Pour tester l’orthogonalité des fonctions propres et leurs adjointes, nous
nous munissons du produit scalaire :

�
W̄m

����W
n

�
=

N�

j=−N

�

W̄m
j W n

j

En faisant apparâıtre l’équation de dispersion, nous satisfaisons l’ortho-
gonalité des fonctions propres et de leurs adjointes :

�
W̄m

����W
n

�
=

�
Z�
i J0

1−A(r)

�2
[1− �kθ(ωn)− 1 + �kθ(ωm)] /(ωm − ωn) = 0 ∀m �= m

bn =
�

Z�
i J0

1−A(r)

�2 �N
j=−N

�
Aj

�
k2
� − kθdraj/Ωci

�
/(ωn − k�aj)2

La solution générale en termes de fonctions propres de l’opérateur multi-
water-bag peut s’écrire :

Wj(r, θ, z, t) =
�

n,kθ

Cn,kθ(r, kθ,ωn)W
n,kθ
j (r, kθ, t)e

i(mθ+z−ωnt)

Le potentiel électrostatique s’écrivant grâce à l’équation de quasi-neutralité
(3.29) :

δφ(r, θ, z, t) =
Z�

i J0

1− A(r)

N�

j=−N

�

Wj(r, θ, z, t)e
g(r)
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Cherchant la dépendance temporelle du potentiel électrostatique, nous
posons des perturbations connues à l’instant initial :

Wm
j (r, k�, 0) =

�

n

Cn,mW
n,m
j

En utilisant l’orthogonalité des fonctions propres :

Cn,m =
1

bn,m

M�

j=−M

�

W̄ n,m
j Wm

j (r, 0)

Nous éludons ici le problème des dépendances selon z et θ, en ne considérant
qu’un seul couple (kθ, k�), le potentiel s’écrit finalement :

δφkθ,k�(r, t) =
Z�

i J0

1− A(r)

�

n

Cn,m(r, kθ,ωn) exp
−iωn,mt,

où nous avons tenu compte de la condition de normation choisie
�� Wj = 1.

En explicitant le coefficient Cn, nous obtenons :

δφkθ,k�(r, t) =
�

n

�N
j=−N

�
Ajw0

j/(ωn − k�aj)
�N

j=−N

�
Aj

�
k2
� − kθdraj/Ωci

�
/(ωn − k2

�aj)
2
exp−iωn,mt

Le retour à la convention naturelle de sommation nous donne le résultat :

δφkθ(r, t) =
�

n

�N
j=1

�
ωn(�

0+
j − �0−j ) + naj(�

0+
j + �0−j )

��
(ω2

n − n2a2j)

�N
j=1 αj

�
2n2ωn − (ω2

n + n2a2j)kθκj/Ωci

��
(ω2

n − n2a2j)
2

e−iωnt

Nous remarquerons que ce résultat est formellement indépendant de la
prise en compte ou non des effets de rayon de Larmor fini. Les fréquences
propres ωn seront néanmoins affectées par ces effets, et pourront donc influer
sur le comportement du potentiel.

Annexe D : Seuil de stabilité dans le cas d’une

fonction de distribution maxwellienne

Nous reprenons les équations linéarisées obtenues en annexe B, à partir
du système d’équations de Vlasov et de quasi-neutralité, tenant compte des
effets de rayon de Larmor fini :
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�
k�v� − ω

�
δfi =

�
kθ
B
∂rfi0 +

qi
Mi

k�∂v�fi0

�
< δφ >⊥

Zi

�
�δfi�⊥ dv� + Zi

drni0

BΩci
drδφ+

Zini0

BΩci
�⊥δφ =

ene0

Te
δφ

Si nous choisissons une fonction de distribution d’équilibre Maxwellienne,
de la forme fi0(r, v�) =

ni0√
2πv2Ti

e−v2�/2v
2
Ti , alors nous obtenons pour ses dérivées

partielles :

∂v�fi0 =
−v�
v2T i

fi0

∂rfi0 =

�
κni −

κT i

2
+

κT i

2

v2�
v2T i

�
fi0,

où κni et κT i désignent respectivement drni0/ni0 et drTi/Ti.
Par ailleurs l’action de la giromoyenne dans la quasi-neutralité n’est à

priori pas triviale, nous détaillons ainsi le calcul de < δφ >⊥ :

< δfi >⊥=

�
k�v� − Ω�

i

ω − k�v�

qifi0
Ti

�

⊥
< δφ >⊥ +

k�v� − Ω�
i

ω − k�v�

qifi0
Ti

<< δφ >>⊥

Nous remarquons cependant que les différentes grandeurs giromoyennées
dans le premier terme du membre de droite sont toutes caractéristiques de
l’équilibre. Nous pouvons donc utiliser le paramètre de petitesse girocinétique
L∇⊥0 >> rLi, pour négliger ce terme devant la double giromoyenne de la
perturbation en potentiel électrostatique :

< δfi >⊥�
k�v� − Ω�

i

ω − k�v�

qifi0
Ti

<< δφ >>⊥

Nous pouvons alors obtenir l’équation différentielle ordinaire :

δφ− Z�
i

v2T i

Ω2
ci

[κnidrδφ+�⊥δφ]− Z�
i

�
k�v� − Ω�

i

ω − k�v�

�

v�

<< δφ >>⊥= 0

Nous utilisons ensuite un potentiel test de la forme :

δφ = δφ0e
g(r)

Et nous obtenons l’équation de dispersion du plasma :
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ε(ω) = 1−Z�
i

v2T i

Ω2
ci

�
d2rg + drg

�
drg +

1

r
+ κni

�
− k2

θ

�
−Z�

i

�
k�v� − Ω�

i

ω − k�v�

�

v�

J
2
0

En utilisant la propriété < . >v�= ., nous réécrivons l’équation de disper-
sion cinétique classique sous sa forme bien connue :

ε(ω) = 1+Z�
i J

2
0 −Z�

i

v2T i

Ω2
ci

�
d2rg + drg

�
drg +

1

r
+ κni

�
− k2

θ

�
−Z�

i

�
ω − Ω�

i

ω − k�v�

�

v�

J
2
0

Nous utilisons les différentes définitions :

< . >v�=
1

ni0

� +∞

−∞
fi0.dv�

A(r) = Z�
i J

2
0 − Z�

i

v2T i

Ω2
ci

�
d2rg + drg

�
drg +

1

r
+ κni

�
− k2

θ

�

κ(r) = d2rg(r) + drg

�
drg(r) +

1

r

�

Ω�
i =

�
κni −

κT i

2
+

v2�
v2T i

κT i

2

�
kθ
Ωci

Nous nous intéressons ici à dégager une expression analytique du seuil
de stabilité linéaire du plasma, nous opérons pour ce faire le changement de
variable ω = ωr + iγ, pour étudier la limite γ → 0. Nous obtenons les deux
relations :

εr(ω) = 1 +A(r)− Z�
i J

2
0 PP

�
ωr − Ω�

i

ωr − k�v�

�

v�

εi(ω) = πZ�
i J

2
0

�
(ωr − Ω�

i ) δ(ωr − k�v�)
�
v�

Nous utilisons tout d’abord l’expression de la partie imaginaire de la
fonction diélectrique qui, vérifiant εi = 0, nous donne :

ωr = Ω�
i (ωr) = Ω�

ni −
Ω�

T i

2
+

Ω�
T i

2

ω2
r

k2
�v

2
T i

En insérant cette expression dans l’équation εr = 0, nous obtenons :
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ε(ωr) = 0 = 1 +A(r)− Z�
i J

2
0 PP

�
Ω�

T i

2k2
�v

2
T i

ω2
r − k2

�v
2
�

ωr − k�v�

�

v�

Nous pouvons dès lors éliminer la partie principale de Cauchy, en utilisant
la relation ω2

r − k2
�v

2
� = (ωr − k�v�)(ωr + k�v�). De plus, les propriétés de la

fonction de distribution d’équilibre maxwellienne nous donnent < . >v�= .
et < v� >v�= 0, ce qui nous permet d’écrire l’expression des parties réelles
au seuil de stabilité :

1 +A(r) = Z�
i J

2
0

ΩT i

2k2
�v

2
T i

ωr

Enfin, en combinant les deux expressions, nous obtenons le seuil de sta-
bilité linéaire :

ωr =
2k2

�v
2
T i

Ω�
T i

1 +A(r)

Z�
i J

2
0

= Ω�
ni −

Ω�
T i

2
+

Ω�
T i

2k2
�v

2
T i

4k4
�v

4
T i

Ω�2
T i

[1 +A(r)]2

Z�2
i J 4

0

Nous exprimerons cette condition de seuil comme un polynôme de degré
deux selon Ω�

T i :

Ω�2
T i − 2Ω�

niΩ
�
T i + 4k2

�v
2
T i

1 +A(r)

Z�
i J

2
0

�
1− 1 +A(r)

Z�
i J

2
0

�

Nous utilisons également les gradients logarithmiques de densité et température,
le seuil s’écrit selon ces deux paramètres :

κ2
T − 2κnκT + 4

k2
�Ω

2
ci

k2
θv

2
T i

1 +A(r)

Z�
i J

2
0

�
1− 1 +A(r)

Z�
i J

2
0

�

Nous obtenons l’expression générale du seuil de stabilité linéaire :

κ±
T = κn ±

�

κ2
n − 4

k2
�Ω

2
ci

k2
θv

2
T i

1 +A(r)

Z�
i J

2
0

�
1− 1 +A(r)

Z�
i J

2
0

�
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