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Introduction

En physique statistique, I'un des objets d’études est le phénoméne de transition de
phase et qui dit transition de phase implique, dans certains cas, I'existence d’un point cri-
tique. Dans un élan de culture historique, rappelons que ce “point critique” est attribué a
Thomas Andrews. En effet, Andrews a étudié les propriétés du point critique du dioxyde
de carbone COqui a donné lieu a une publication en 1869 [Andr69]. Toutefois, sans
mettre en doute la paternité de I'expression “point critique”, il existe un travail antérieur
d’'une quarantaine d’années de Charles Cagniard de la Tour qui relate la premiére obser-
vation de I'opacité critique dans des mélanges d’alcool et d’eau [Cagn22]. Pour une revue
historique de la genese des phénomenes critiques, voir [Brus83] ou bien la note breve
[Berc09]. Dans la figure 1, panneau de gauche, est donné un portrait de ce savant. Dans
le panneau de droite est présenté la premiére page de I'un de ces articles de 1822. C’est
dans ces deux articles qu’il @voque un protocole permettant d’amener des composeés dans
un régime critique et qu’il y décrit aussi le phénomene d’opalescence critique [Cagn22].

Ces transitions de phase se rencontrent dans une multitude de systemes différents :
I'opalescence dans un liquide binaire, paires d’électrons appariés dans un supraconduc-
teur & basse température, transition ferromagnétique paramagnétique, et bien d’autres.
Bien que tout ceci semble disparate, ces phénomenes ont en fait beaucoup de choses en
commun. En effet, leur comportement collectif macroscopique dépend drastiquement de
la température. Cette dépendance envers la température peut se comprendre a partir du
critére de minimisation de I'énergie libre : a basse température, I'énergie interne domine
et donc le systéme va avoir tendance a s’ordonner ; par contre a haute température, c’'est le
terme entropique qui 'emporte, favorisant I'apparition du désordre. Entre ces deux com-
portements extrémes, se situe un état qui est en quelque sorte un compromis. Il s’opére
a une température dite “critique” en dessous de laquelle le systeme va présenter un ordre
macroscopique. Des lors se comprend le terme de “transition de phase”, c’est-a-dire le
passage de la phase ordonnée vers la phase désordonnée lorsque la température traverse
le point critique. Précisément au point critique, la longueur de corrél&titun systeme
devient tellement grande par rapport aux autres longueurs caractérisant le systeme que ces
derniéres jouent un réle négligeable. On obtient alors un régime de longeeur| < &
ou le systeme présente une invariance d’échelle.

Nous allons nous intéresser plus spécifiquement a des transitions de phase ou la

longueur de corrélation au point critique est infinie. Ainsi, toutes les échelles de longueur
vont importer, méme les plus petites fluctuations microscopiques vont se sentir dans tout
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FIGURE 1 - A gauche, le portrait de Cagniard de la Tour. A droite, la premiére page issue
de l'un de ces articles de 1822 [Cagn22] ou il donne un protocole pour reproduire un
comportement critique. Ces travaux sont antérieurs a ceux d’Andrews [Andr69].

le systeme. Le comportement de ce dernier va alors présenter une invariance d’échelle.
Cette propriété, toujours vérifiée dans le cas statique au point critique, demeure valide
pour certains systemes ayant une dynamique hors équilibre au point critique ou dans
la phase ordonnée. Un exemple paradigmatique est un ferromagnétique, en phase haute
température, brutalement trempé au point critique. Le systeme présente une invariance
d’échelle dynamique. SiI'on étudie les propriétés dynamiques des systemes physiques au
voisinage d’un point critique, on peut constater que I'invariance d’échelle purement spa-
tiale devient spatio-temporelle. Mieux, dans certaines situations, une invariance d’échelle
dynamique peut méme étre observeé trés loin des points critiques d’équilibre ; par exem-
ple, lorsqu’on trempe un aimant d’'une températtigg;;... > 7. beaucoup plus grande

que sa température critique vers une températuré < 7.. Phénoménologiquement,
I'invariance d’échelle dynamique se traduit par une dynamique trés lente des observables
physigues, sans stimulation extérieure. Ainsi, on parlera de "vieillissement" de I'aimant.

C’est dans ce contexte que nous allons nous intéresser au vieillissement et pour répon-
dre a la question Pourquoi, apres un certain temps, les objets ont-ils I'air “vieux” ?
D’emblée, nous pourrions répondre que la seconde loi de la thermodynamique justifie le
vieillissement, mais cela ne permet pas de comprendre les processus sous-jacents respon-
sables de ce dernier. On distingue typiquement deux types de vieillissement : le vieillisse-
ment physique, avec sa dynamique microscopique réversible et le vieillissement chimique
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avec sa dynamique irréversible. Nous allons nous restrethgeeaux modéles exacte-

ment résolubles, dans I'espoir de mieux comprendre ces processus. Ainsi se profile le
cadre d’étude : étudier une quantité caractéristique du vieillissement dans des modéles
gue I'on peut résoudre analytiquement et qui peuvent trouver une réalisation expérimen-

tale.

Nous considererons dans cette these les systéemes qui suivent une dynamique de type
réaction-diffusion. Plus précisément, nous allons nous intéresser aux systemes ne satis-
faisant pas le bilan détaillé. En effet, alors que le rapport fluctuation-dissipation est bien
connu pour les systemes avec bilan détaillé, il n’en est rien pour ces systemes. Nous al-
lons dans le premier chapitre donner les éléments de la phénoménologie du vieillissement,
rappeler les quantités d’intérét pour notre étude, les formes d’échelle attendues mais aussi
les différents rapports fluctuation-dissipation qui ont été, jusqu’alors, utilisés. Aussi pour
comprendre davantage le lien en réponse et corrélation, nous nous intéressons a des mod-
eles exactement résolubles : le processus bosonique de contact qui fait I'objet du second
chapitre et le processus de coagulation-diffusion a qui nous avons consacré les chapitres
trois et quatre ; en effet, dans ce dernier nous avons da développer une nouvelle méthode
de résolution pour avoir accés aux quantités a deux temps.

Nous avons, dans ces deux modeles, établi les formes d’échelle des observables a deux
temps et proposé un rapport fluctuation-dissipation. Une discussion sur cette proposition
de RFD est donnée dans la fin du chapitre quatre. Elle permet de regrouper un grand nom-
bre de modéles sous une méme formulation. Cependant, I'interprétation physique exacte
de ce rapport dans tous les cas reste a comprendre.

Ces études ont donné lieu a trois publications que nous listons ci-dessous :

1.

X. Durang et M. Henkel

Ageing in bosonic particle-reaction models with long-range transport
J. Phys. A : Math. Theod2, 395004 (2009)
[http://fr.arxiv.org/abs/0905.4876]

. X. Durang, J.-Y. Fortin, D. del Biondo, M. Henkel et J. Richert

Exact correlations of the one-dimensional diffusion-coagulation process by the empty-
interval method

Journal of Statistical Mechanics : Theory and Experiment (2010) P04002
[http://fr.arxiv.org/abs/1001.3526]

X. Durang, J.-Y. Fortin, M. Henkel

Exact two-time response and correlation function in the one-dimensional coagulation-
diffusion process by the empty-interval method

Journal of Statistical Mechanics : Theory and Experiment (2011) P02030
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Chapitre 1
Vieillissementphysique

Rappelons déja un des postulats de la physique statistique : les moyennes dans l'es-
pace des configurations peuvent étre remplacées par une moyenne temporelle sur un
temps suffisamment long pour considérer que le systeme a exploré un grand nombre de
fois I'ensemble des états de I'espace des configurations : il est connu sous le nom d’hy-
pothese ergodique. Imaginons maintenant que I'on change brusquement les variables de
I'état thermodynamique d’un systéme. Dans ce cas, le phénomene de vieillissement appa-
rait lorsque ce méme systéme est gouverné par les effects des fluctuations qui 'empéche
de retourner vers son état stationnaire. Pour introduire et mieux percevoir ce qu’'est ce
phénomene, nous allons nous appuyer dans un premier temps sur les verres de polymeres
et formuler ensuite les comportements d’échelle attendus.

1.1 Phénoménologie

Les effets du vieillissement peuvent apparaitre dans des sytemes hors de I'équilibre
qui présentent plus d’un état stationnaire, ce qui 'empéche de relaxer exponentiellement
vers celui-ci. Ceci a été observé dans un grand nombre de systéemes, un des exemples
les plus génériques étant un matériau de type verre, trempé de haute température a basse
température en dessous de “la température de transition vitréjise”

Dans la figure 1.1, nous montrons la réponse mécanique d’'un PVC, trempé de I'état
liquide dans son état de type verre, a une contrainte. Due a cette trempe, le systeme est
hors de I'équilibre et nous observons la relaxation hors équilibre de ce dernier.

Explicitons davantage cette figure : aprés un temps d’attentme faible contrainte est
appliguée au systéme et la réponse linéaire est mesurée au travers de la complaisance
comme une fonction du tempsa partir duquel la contrainte a été appliquée. Cette réponse
évolue lentement, manifestement non exponentiellement. De plus, elle dépend du temps
d’attentet, et du temps d’observatian dit autrement, elle brise I'invariance par transla-

tion temporelle. Enfin, toutes les courbes obtenues pour différentes valeyrgaie/ent

étre superposées sur une courbe maitresse par le biais d’'une homothétie représentée sur

11
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FIGURE 1.1- Mesure de la complaisance pour un PVC trempé de 90°C a 20°C. La fleche
indique la translation horizontale nécessaire pour superposer chaque courbe. Tiré de
[Stru78].

Un autre exemple de systemes vieillissants sont les gels colloidaux [Cipe00]. Dans
la figure 1.2 est représenté le facteur de structure de ce gel aprés que I'on a amené ce
systeme hors de I'équilibre. Comme pour I'expérience de Struik, on remarque que ce
facteur de structure dépend a la fois du temps d’attentt du temps d’observatianet
gu’il manifeste une brisure de I'invariance par translation temporelle.

On remarque aussi dans les figures 1.1 et 1.2 que lorsque le temps de séparation
est assez faible, les courbes ont tendance a se superposer. Ceci indique qu’un régime de
quasi-équilibre existe avant le régime de vieillissement.

Nous avons alors les trois points-clés définissant le vieillissement physique :

1. dynamiqgue lente (relaxation non exponentielle)
2. brisure de I'invariance par translation temporelle
3. dynamique d’échelle

Notons qu'’il faut absolument la présence simultanée de ces trois conditions pour parler
de vieillissement.

Un autre aspect important du vieillissement physique est sa thermoréversibilité. En
effet, avec le PVC de I'expérience de Struik présentée précédemment, apres avoir mesuré
son vieillissement sur plus de mille jours, il a été réchauffé pendant vingt minaté€a
c’est-a-dire bien au-dessus de sa température de transition viffgUSesuite, il a été une
nouvelle fois trempé ensuite2d’C, puis son vieillissement a été mesuré aprés un temps
d’attentet, d’'un jour. Les résultats sont donnés par les croix sur la figure 1.1. A la vue des
résultats, on peut de suite dire que cette procédure de réchauffage a effacé toute mémoire
gue le systeme aurait pu avoir de I'expérience préceédente. Cette thermoreéversibilité est
bien évidemment absente de tout systeme biologique ou chimique et pourrait servir de
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FIGURE 1.2 - Facteur de structure d’un gel colloidal en fonction du temps de séparation

T =t — s. Il a été mesuré aprés que le systeme a été mis hors équilibre suivant un
protocole chimique [Cipe0Q].

critére de distinction entre le vieillissement physique et chimique. Ainsi le phénonéme de
vieillissement physique présente des caractéristiques reproductibles dont la plus inatten-
due est sans doute la brisure de l'invariance par translation temporelle.

Enfin, ce phénomeéne décrit plus haut semble universel. En effet, la méme expérience a
été conduite pour d’autres matériaux. Comme l'atteste la figure 1.3, les courbes maitresse

de réponse a la contrainte appliquée pour différents matériaux se superposent. La courbe
de tendance en trait plein a pour équation

J(t) = Jyexp(t/to)/3. (1.1)

Ainsi, que I'on parle de plomb ou de PVC, le vieillissement mécanique peut étre décrit
a l'aide d’'une loi d’échelle commune, ce qui conduit a penser que les formes de ces

fonctions d’échelle ne peuvent pas dépendre des détails des matériaux mais seulement de
guelques parametres généraux.

De la méme facon, dans I'expérience menée par Cipelletti [Cipe00], le facteur de
structure a éteé représenté dans la figure 1.4 en fontion d’une variable d’échelle de la forme
7 /7. Il est alors notable que les courbes se superposent.

Il apparait que ce phénomeéne de vieillissement est observé dans des modeles bien plus
simples que des verres ou des gels et c’est ce que nous nous proposons de développer dans

les deux sous-sections suivantes apres avoir défini les grandeurs qui nous permettront de
caractériser ce vieillissement.
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FIGURE 1.3 — Courbe maitresse pour différents matériaux. La courbe en trait plein
représente la fonction J(t) = Joexp(t/ty)'/? avec Jy et t, des constantes. Image prise

de [Stru78]

1.1.1 Cinétique de domaines

Jusque-la, nous pourrions croire que le vieillissement n’intervient que dans les verres.
Pourtant, il est possible de I'observer aussi dans des aimants sans désordre ni frustration.
Considérons, pour ce, le modele d’lsing préparé initiallement dans un état désordonné
(température initiale infinie) puis trempé en dessous de sa température critique. La figure
1.5 présente le comportement du systeme au travers de I'énergie libre avant et aprés la
trempe. Initialement, il N’y a qu’un seul état d’équilibre et le systeme relaxe dans cet état ;
c’est un minimum global de I'énergie libre. Juste apres la trempe, I'état du systeme n’a pas
évolué mais est devenu un maximum local de I'énergie libre. Ainsi, il relaxera vers I'un
des états d'équilibre. Sans champ magnétique extérieur, les états d’équilibre sont équiv-
alents. Cependant chaque spin est sensible au champ magnétique créé par ses voisins ce
qui favorisera une relaxation dans I'un des états d’équilibre. Les spins vont donc s’ordon-
ner localement et le systéme se séparera en domaines ordonnés. A l'intérieur de ceux-ci,
I'état du systeme n’évoluera pas mais la paroi de domaines va lentement bouger de telle

facon que sa taille typique(t) s’accroit en fonction du temps.
Dit autrement, avant la trempe, le systéme reste dans un unique mininum global de I'én-
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FIGURE 1.4 — Dans l'insert,la fonction d’échelle du facteur de structure est tracée en
fonction de la variable d’échelle 7 /7. La dépendance de cette variable 7; est quant a elle
représentée dans la figure principale en fonction du temps d’attente ¢,,. Tiré de [Cipe00].

ergie libre, alors qu’apreés, il se crée deux minima locaux qui reflétent la symétrie “haut/bas”
du modeéle. Ce sont ces deux minima équivalents qui empeche le systeme de relaxer ex-
ponentiellement.

Typiguement, la croissance se fait selon la loi d’échelle dynamique [Bray94]
L(t) ~ tY/7. (1.2)

Une illustration est donnée par la figure 1.6. Dans cette expressast,I'exposant dy-

namique de la trempe en phase basse-température. A ce moment, il existe dans le systeme

deux types de dynamique

— ladynamique intra-domaine telle qu’a l'intérieur d’'un domaine d’aimantation “haut”

par exemple, les spins sont pratiquement tous orientés vers le haut sauf quelques-
uns retournés par les fluctuations thermiques. Ainsi, chaque spin a l'intérieur d’'un
domaine voit d’autres spins qui ont la méme orientation. Tant qu'’il n'y a pas de
rencontre avec un domaine d’aimantation opposée, les spins du domaine sont en
équilibre local. Typiquement, le systéme est dans une échelle de temps telle que les
processus rapides de relaxation ont déja eu lieu et les processus de mouvement de
parois vont seulement commencer.



16 Chapitre 1. Vieillissement physique
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FIGURE 1.5- Energie libre schématique F'(M) d'un ferromagnétique (type Ising) lorsque
@ T >T.et(b) T <T,.. Le pointindique I'état du systeme. Tiré de [Henk10].

— la dynamique des parois de domaines. Ces derniéres séparent sur de courtes dis-
tances devanL(t), la taille typique d'un domaine, deux domaines d’orientation
opposée. Il y a donc compétition quant a I'aimantation qui va en résulter. Si le
systéme est de taille infinie, il ne rejoindra jamais I'équilibre et vieillira toujours.
Pour les observables a deux temps, que nous détaillons dans la suite, le régime de
vieillissement est tel que

Tmic K S 3 Tmie Lt €1 Thie KT —5 1.3)

ou 7,,,;. €st le temps moyen pour que les fluctuations thermiques retournent un spin. Ainsi
la dynamique est avant tout une compétition de défauts topologiques (les parois de do-
maines).

Supposons que ce systeme puisse étre décrit a 'aidgodi@metre d’ordre ¢ et que
nous souhaitons connaitre sa fonction de corrélatiagnr) := (¢(¢,0)o(t, r)). Pour éval-
uer cette quantité, nous pouvons utiliser éggation de Langevin. Nous nous plagons
ainsi dans une description a gros grains et le paramétre d’ordre peut étre décrit a I'aide
d’une fonctionnelle d’énergie libre de tyg&inzburg-Landau-Wilson

Hig) = / a'r [(Vo(6. 1) + V(S (r.t) — 1) (1.4)

ou la caractéristique essentielle du potentiek= V(¢?(r,t) — 1) est de présenter une
structure de double puits. Nous pouvons alors écrire I'équation de Langevin

OH
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FIGURE 1.6 — Clichés d’'un modele d’'Ising en deux dimensions sur un réseau de taille
200 x 200 trempé a la température T,./2. Létat initial, représenté a gauche, est désor-
donné. Les figures successives représentent I'état du systéme pour des temps écoulés
depuis la trempe différents : de gauche a droite t = 0, ¢ = 10, 100 et 1000. Des domaines
ordonnés apparaissent et croissent. Tiré de [Walt09].

ou D est un coefficient cinétique gtest un bruit blanc de moyenne nulle et de variance
(n(ts)n(ts ') = 2T8(t — t')8(r — '), (1.6)

Cette théorie phénomeénologique de croissance de domaines conduit a I'existence d’'une
tension superficielld’, proportionnelle a la courburg de la paroif’ = oK [Bray94].

Cette force tend a minimiser la surface, et donc I'énergie libre, de la paroi de domaines.
Cependant pour des temps longs, cette force est compensée par une force de frottement
effective—nv ouv est la vitesse de paroi. Un calcul d’énergie [Alle79] permet de montrer
queoc = n et finalement, pour un ferromagnétique en deux dimensions, I'équation du
mouvement se réduitl&quation d’Allen-Cahn [Bray94] :

v=—K. (1.7)

Ainsi, la cinétique de croissance de domainesdépend pagdu potentiel du Ginzburg-
Landau. En ce sens, c’dstquation centrale de la cinétique de croissance des domaines

a parametre d’ordre non conservé. Elle permet aussi d’extraire I'exposant dynamique en
phase ordonnée [Bray94]. En effet, la vitesse de la paroi s’estime paxiL/dt avec

L la longueur du domaine. De plus, la courbure satigfait- 1/L en dimension/ = 2.

En utilisant alors I'équation d’Allen-Cahn, on trouve qLg) ~ '/ et donc I'exposant
dynamiquez = 2, pour une dynamique avec parametre d’ordre non conserve. Ce petit
calcul montre le caractere diffusif de la dynamique des parois de domaines; il est toute-
fois possible de I'établir plus précisément [Rute95]. Il est méme possible, en partant du
comportement d’échelle dynamique, de confirmer cette valeueddgenant compte aussi

de lois de conservations eventuelles [Huse86, Bray94, Rute95].

1.1.2 Dynamique critique

D’autres exemples de systémes vieillissants sont les systémes trempés a leur point
critique T’ = T.. Dans ce cas, le vieillissement est différent d’'une part & cause de I'im-
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FIGURE 1.7 — Clichés d'un modele d’Ising en deux dimensions sur un réseau de taille
200 x 200 trempé a la température critique. Létat initial est désordonné et les figures sont
prises a des temps différents : de gauche a droite t = 0, t = 10, 100 et 1000. On remarque
la formation de domaines autosimilaires. Tiré de [Walt09].

portance des fluctuations thermiques [Kada75], ensuite des intéractions [Zinn96]. La pre-
miere différence est qu’il N’y a pas de structure en amas ou en domaines comme précédem-
ment : en effet, il y a dégénérescence des états d’équilibre microscopiques. Cependant, il
est connu qu'il existe une longueur caractéristique divergente : la longueur de corrélation
dont le comportement temporel est

E(t) =t/ (1.8)

ou z est I'exposant dynamique critique. Ainsi, une région de tdill@pparaitra critique

au bout d’'un temps finL*. Ce vieillissement critique est d a la présence des fluctuations
thermiques a toutes échelles. C’est donc une dynamique interspins qui induit une telle
manifestation macroscopique. Pourtant méme si le mécanisme est différent de celui du
mouvement des parois a température nulle, les deux vieillissements (a température nulle
ou au point critique) présentent une invariance d’échelle dynamique. En effet, dans la
figure 1.7, il est possible d’observer I'autosimilarité du comportement critique : les deux
photos du systéme ont été prises a quatre ages différents mais une simple transformation
d’échelle permet de passer de I'un a l'autre.

1.2 Fonction de réponse et de corrélation

Pour étudier le vieillissement, il nous faut introduire des grandeurs a deux temps. En
effet, lorsque le temps de relaxation du systeme est plus grand que le temps d’observa-
tion, le systéme ne peut plus étre considéré comme étant a I'équilibre. Supposons que le
systeme soit dans un état stationnaire au tetnps0, subisse une trempe au temgs
appelé temps d’attente, et enfin soit étudié au tempppelé temps d’observation. Pour
une grandeup, on définit la fonction de corrélation conne&ét, s; r) comme

C(t,s;r) = (9(t;1)(s5;0)) — (o(t;1))(9(s;0)) (1.9)

ou les crochets signifient que 'on moyenne sur un grand nombre d’histoire.
De maniere équivalente, on peut définir la fonction de réponse pour le parametre d’ordre
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¢. Il faut, pour cela, introduire le champ conjughél vient alors
_ 0o(t;r)
~ Oh(s;0)

On définit aussi plus généralement l'autocorrélatioft, s) = C(t, s; 0) et 'autoréponse
R(t,s) = R(t, s;0) que I'on peut aussi exprimer comme

R(t, s;r) (1.10)

h=0

t
(6(L, 5)) = / duR(t, u)h(u) + O(h?) (1.11)
La causalité impose la condition suivante
R(t,s) = 0pourt < s (1.12)

Ce sont ces deux grandeurs, la fonction de réponse et la fonction de corrélation, qui vont
nous permettre d’étudier et de caractériser le vieillissement.

Par définition, un systeme est en régime de vieillissement lorsqu’au moins l'une des
deux observable€'(t, s) ou R(t,s) ne dépend pas uniguement du temps de séparation
t — s, c'est-a-dire lorsquéinvariance par translation temporelle est rompue. Nous
supposerons l'invariance par translation spatiale vérifiée et que I'évolution est invariante
par dilatation globale — kr ett — k*t. En conséquence, les fonctions de réponse et de
corrélation prennent la forme [Godr02, Cugl02]

C(t,s;r) = s "fo(t/s;v7/s) et R(t, s;r) = s~ fr(t/s;17/5) (1.13)

ou f¢ et fr sont des fonctions d’échelle universelles:gl les deux exposants de vieil-
lissement. En pratique, nous parlerons davantage de I'autoréponse et de I'autocorrélation,
c’est-a-dire que nous laisserons de coté toute dépendance spatiale enipeertadans

(1.13). Les deux observables a deux temps s’écrivent alors

Clt,s) = (o(t)d(s)) — (@(t))(d(s)) = s fe(t/s) (1.14)
R(t,s) — 5;2’((? =t/ (1.15)

ou les fonctions d’échelle se comportent asymptotiquement comme
t
for(y) ~ y~rorlz gvecy 1= - — oo. (1.16)
S

Ainsi les exposants, b, z, A, A\¢ caractérisent le vieillissement hors équilibre.

Dans la phase ordonnée
On trouve généralement = 0 dans tous les modéles [Godr02], cette valeur vient du
fait qu’empiriquement la fonction d’autocorrélation obéit & la forme d’éch@lle s) =
fe(t/s). Par contre, la valeur de I'exposannécessite une discussion approfondie que
nous présenterons dans I'annexe A. Il se revéle essentiel de bien distinguer deux classes
de systeme vieillissant, selon le comportement du corrélateur a I'équilibre [Henk03a,
Henk04b] :
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1. Siles corrélations sont a longue por@g(r) ~ r—(4=2" avec un exposant, le
modele est dit delasse L.

2. Sipar contre il existe une longueur de corrélagidinie telle queC.,(r) ~ exp(—r/§),
le modéle est dit delasse S.

Avec cecli, I'exposant prend les valeurs [Henk03a, Henk04b]

a = 1/z ; pour la classe S (2.17)

-2
a = d=2+n ; pourla classe L (1.18)
z

Nous renvoyons le lecteur a I'annexe A pour des exemples spécifiques.

D’autre part, I'inégalité de Yeung-Rao-Desai [Yeun96]

|

Ao > (2.19)
permetentre autres un contréle posteriorides estimations numériques d’exposants.

De plus, on peut démontrer que pour des conditions initiales décorrélées, on a I'égal-
ité \c = Ap entre les exposants d’autocorrélation et d’autoréponse [Bray94, Pico04].
Cette inégalité peut servir comme contrél@osteriorides estimations numériques, voir

p. ex. [Henk08] pour un exemple dans le modele d’lsing désordonné. Nous mentionnons
aussi que les resultats analytiqgues dans le cadre du modéle de Cardy-Ostlund ne semblent
pas respecter (1.19) [Sche03]. En revanche, la relation (1.19) est modifiée dans le cas des
corrélations initiales de longue portée [Yeun96].

Dans la dynamique critique
Encore une fois, nous ne considérons que le cas des corrélations initiales décorrélées.
Les résultats suivants sur les valeurs des exposants du vieillissement sont généralement
admises [Jans92, Cugl02, Godr02, Cala05, Henk10] : (i) les deux exposants \¢
sont égaux ; (ii) pour les systémes magnétiques, on a

d—2+n
—

a=b= (1.20)
Cesrelations sont motivés par le fait que le rapport fluctuation-dissipation, que nous
définissons ci-dessous on p. 22, possede une limite d’échelle bien définiex(etob)

et qu’en plus une valeur limite finie §fs — oo (d'ou A\ = Ag). La valeur dex = b
provient d’'une comparaison avec les corrélateurs d’équilibre. Ici, I'inégalité de Yeung-
Rao-Desai s’écrit :

Ao >d—2+1. (1.21)

Pour autant ce genre de comportement d’échelle n’est pas limité aux systemes magne-
tiques; les systemes de typEction-diffusion peuvent aussi présenter un comportement
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FIGURE 1.8- Clichés de la dissolution d’'un amas dans un processus critique de contact
pour deux conditions initiales différentes. Tiré de [Rama04].

critigue dynamique. A titre d’exemple, nous montrons dans la figure 1.8 des clichés pris
a différents temps d’un processus de contact fermionique a deux dimensions.

Ce processus est défini ici sur un réseau bidimensionnel avec la contrainte d’avoir
au maximum une particule par site. Chaque particule peut se diffuser sur un site voisin
et mais aussi subir un processus d’annihilation. Enfin, il existe un processus de création
de particules. Si le taux d’annihilation de particules est suffisamment fort par rapport au
taux de création, la densité de particules va tendre exponentiellement vers zéro pour des
tempst > 1. Par contre, si le taux de création est le plus fort, la densité de particules
va tendre vers une valeur non nullg¢ &> 1. Entre ces deux régimes se situe le point
critique, lorsque la densité de particules va s’annuler aux temps topgsl, non plus
exponentiellement, mais algébriquement. Lillustration donnée par la figure 1.8 montre
comment les amas de particules disparaissent avec le temps.

1.3 Brisure du théoreme fluctuation dissipation

Dans cette section, nous allons discuter les relations entre corrélateurs et réponses
pour les systémes loin de I'équilibre. Afin de fournir un point de départ, nous rappélerons
d’abord que pour un systeme physique a I'équilibre a la températuescélebre théoréme
fluctuation-dissipation de Kubo relie les corrélateatg,s) = C(t — s) et réponses
R(t,s) = R(t — s) comme suit [Huan87, Thom88, Pari88, Kubo92, Cugl94]

R() = ———a,C(t) pourt > 0 (1.22)
kT
R(t) = Opourt <0

Le nom du TFD vient du fait que le corrélatelift — s) est une mesure des fluctuations
entre deux instants temporelst ¢, tandis que la réponse contient des informations sur

la dissipation de I'énergie dans le systéme. Par exemple, pour une perturbation extérieure
périodique d'un systeme a I'’équilibre, la partie imaginaire de la fonction de réponse dans
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I'espace des fréquences est proportionelle a I'énergie disfodt®7, Henk09a]. Tradi-
tionnellement, le FDT est écrit dans une grande variété de formes, comme par exemple la
célébre formule d’Einstei) = pkgT qui permet de relier la constante de diffusibn

d’une particule avec sa mobilijé [Eins56], ou la formule de Nyquist, = 4kzT R qui
exprime la densité spectrale du bruit thermique en tension d’'une résigtdhbau28].

Cependant lorsque le systéme n’est plus a I'équilibre, ce théoréme n’est plus valide, ni
méme l'invariance par translation temporelle. Pour alléger les notations, nous prendrons
kg = 1 dans la suite.

1.3.1 Définition

La relation entre corrélation et réponse pour les processus stochastiques hors équilibre
a été d’abord formulée pour les verres de spins voila plus de quinze par Cugliandolo
[Cugl93]. lIs ont proposé de la décrire a I'aide d’un rapport fluctuation dissipation X(t,s)

oC(t, s)
0s

A l'équilibre, le TFD assure qué (¢, s) = X., = 1. Hors équilibre, on peut vérifier que
X(t,s) = X(t/s) satisfait une forme d’échelle simple et de plus sa valeur limite

TR(t,s) = X(t,s) avwec t>s. (1.23)

X = lim (hm X(t,s)) (1.24)
t—o00 \s—o00

est finie. D'origine dans les systémes vitreilix;; = 7'/ X, a été appelée une tempera-

ture effective et cette terminologie est toujours utilisée par les expérimentateurs. Toute-

fois, les mémes conclusions restent également valables pour les aimants simples, en par-

ticulier au pt critique, ou Godreche et Luck [GodrOOb] ont observé I'universalité de la

valeurX ... Celle ci sert, au méme titre que les valeurs des exposants, a distinguer les dif-

férentes classes d’universalité. Par conséquent, la difféc€iice) — 1 ou bienX,, — 1

fournit un moyen quantitatif pour mesurer I'écart du systeme par rapport a I'équilibre.

Dans le but de préciser davantage notre propos, rappelons quelques résultats des travaux

de Cugliandolcet al. [Cugl94]. Considérons, pour ce, un systeme physique en contact

avec un thermostat a la températiiret dont le parameétre d’ordeggsuit une dynamique

décrite par I'équation de Langevin

P00 — —Flglt) +n(0) (1.25
avecn un bruit gaussien identique a celui défini en 1.6. En prehant et en posant
At s) = (FI9](1)6(s) — Fl@)(s)6(1) (1.26)
et enfin en utilisanto(t)n(s)) = 2T R(t, s), il vient

(% - %) C(t,s) = 2T R(t, s) + A(t, s) (1.27)
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De part son antisymétrie par I'échangetas s, la fonctionA mesure d’'une certaine facon
'asymétrie temporelle. En effet, si 'on suppose I'équilibre, la symétrie par translation
temporelle est vérifiée ainsi que les relations de réciprocité et dBag(t)o(s))e, =
(F[0](s)p(t))eq- Autrement dit,A., (¢, s) = 0 et en injectant I'invariance par translation
temporelle dans la fonction de corrélation a I'équilibre :

o 0
C(t,s)=C(t—s) etdonc |—+ —=—)C(t,s)=0 (1.28)
ds Ot
et I'on récupére le TFD. Maintenant, dans la situation hors équilibre, I'invariance par
translation temporelle n’est plus valide, ni donc la relation précédente pour le corrélateur
a deux temps. La fonction d’asymétriedevrait donc ne plus étre nulle.

Cet écart au théoréme fluctuation-dissipation a donné lieu a diverses expériences et
nous avons choisi d’en exposer une pour illustration.
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FIGURE 1.9 - En haut, susceptibilité (en haut) et -corrélateur (en bas)

en fonction du temps de séparation pour différents temps dattente s =
[100, 200, 500, 1000, 2000, 5000, 10000]. Les temps d’attente sont donnés en seconde
et correspondent respectivement aux courbes de haut en bas. Linsert montre le
sous-vieillissement avec un exposant . = 0.78. Tiré de [Heri02].



24 Chapitre 1. Vieillissement physique

Dans la figure 1.9 est représenté le corrélateur & deux témps) normalisé par
C'(t,t) ainsi que la susceptibilit¢(t, s) d’'un verre de spin. Conduite par Hérisson et Ocio
[Heri02, Heri04], ces études ont été produites sur un verre de spin isolant QalGIS,
obtenus par des mesures SQUID. Dans cette figure représentant la corrélation et la réponse
intégrée en fonction du temps de séparatiers, il est clair que, sur les échelles de temps
considérées, l'invariance par translation temporelle est rompue. Dans la figure 1.10, la
susceptibilité est tracée en fonction du corrélateur (auquel a été soustrait la partie station-
naire).
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FIGURE 1.10- La brisure du théoréme fluctuation dissipation apparait sur ce graphe.
La ligne en tiret montre la valeur attendue pour s — oo. La courbe correspondant au
théoréme fluctuation-dissipation est donné en tiret-pointillé. D’apres [Heri04].

La droite en pointillé représente le théoréme fluctuation-dissipation. Il est alors possi-
ble d’'observer que la relation entre corrélation et réponse intégrée dévie du TFD dés lors
gue l'autocorrélateur quitte son plateau, c’est-a-dire le regime quasistationnaire. C’'est
cette déviation que mesure le rapport fluctuation-dissipation.

1.3.2 Temps de passage vers le régime de vieillissement

Le rapport fluctuation-dissipation peut aussi nous permettre de mieux apprécier la
maniere dont un systéme trempé a basse température, quitte son état de quasi-équilibre.
Dans la figure 1.11, nous illustrons le passage vers le régime de vieillissement dans le cas
du modele sphérique a trois dimensions, définie dans I'appendice C.

Pour plusieurs valeurs du temps d’attentée RFD est tracé en fonction du temps de
séparationr = t — s : pour des valeurs petites de X (s + 7, s) est environ égal dé
puis décroit, a partir d’'un temps de séparation tel fue s¢, pour finir vers une valeur
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g X 1(s+r,s)

FIGURE 1.11 - lllustration du passage dans le régime de vieillissement par le rapport
fluctuation-dissipation, tracé en fonction du temps de séparation ¢ — s. |l est représenté
pour le modéle sphérique a trois dimensions trempé a T' = T, pour trois valeurs du temps
d’attente. Les deux fleches indiquent le temps d’attente s = 10° (celle de droite qui pointe
vers le haut) et le temps de passage 7, ~ s¢ (celle de gauche qui pointe vers le bas). Tiré
de [Henk10]

limite finie. Cet exposanf appeléexposant de passagiZipp00] décrit ce changement
de comportement. De plus sa valeur est comprise érré. C'est un ingrédient essentiel
pour dériver les formes accessibles pour les corrélateurs

C(t,s) = Cst(t — s) + Cage(t, s), (1.29)
et ou [Andreanov06]

h(t) 1 tl_“——l}

Cogelt, ) = C (W)) . h(t) = hoexp {—

y (1.30)

Danscette derniere expressianest une fonction d’échellg, un parametre libre relié a

¢ ethy ainsi queA sont des constantes de normalisation. On distingue généralement trois
types de vieillissement :

1.si0 < p < 1, il est appelé sous-vieillissement

2.sip =1, c’est le vieillissement simple

3.sip > 1, c’est le super-vieillissement.

Pour expliquer l'origine de cette forme d’échelle 1.30, considérons le passage du
plateau, voir fig. 1.12, vers le régime de vieillissement dans le cas du corrélateur. Le
régime de quasi-équilibre correspond au platea@'otls) ~ gga = qu avecqg, le
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In (t—S)

FIGURE 1.12 - Allure shématique dans un plot log-log du corrélateur a deux temps en
fonction du temps de séparation ¢ — s pour deux temps d'attente s; < so.

parametre d’ordre d’Edwards-Anderson\ét, I'aimantation a I'équilibre et on peut sup-
poser que vers la fin du plateau, le corrélateur peut s’écrire

O(t,s) =~ qpa+1t “gi((t — s)t™°) (1.31)

ou « est un exposant @t une fonction d’échelle.
Maintenant que nous avons obtenu la précédente expression, nous allons essayer d’ex-
primer C(t, s) differemment. Pour cela, supposons maintenant qu’il existe une relation

d’échelle telle quel(t,s) = C (%) Enposantt — s = yt¢ et en prenant la limite
t — oo puisy — oo, il vient

~ qpa + Cage <yt<d1fi1?(t) ) b

ou b estun autre exposant qui a été évalué dans certains modeles [Andreanov(g] et

est une constante.

En comparant désormais 1.31 et 1.32, on remarque qu'il est possible de séparer les dépen-
dances emy ett et il vient

dIn h(t)
dt

avecu = ¢ + /b et A une constante. On en déduit alors immédiatement/qtie=

I
ho exp [%—t lfu 1]

= Al (1.33)

Ainsi cette étude [Zipp00] de I'exposant de passage permet de justifier les formes
d’échelle accessibles pour les corrélateurs dans les systemes trempés en dessous de leur
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température critique. Nous verrons dans le chapitre deux egt'iloutefois possible d’é-
tendre son applicabilité a d’autres modéles trempés a leur température critigue.

1.3.3 Applicabilité du RFD

Revenons au rapport fluctuation-dissipation et plus précisément a son applicabilité.
En effet, tel qu’énonceé jusque ici, ce RFD n’est pas applicable pour tous les systemes : en
utilisant les formes d’échelle (1.14,1.15), il vient

Tfr(t/s)
bfc(t/s) + (t/s)fe(t/s)
La limite s — oo est finie seulement si = b et alorsX (¢, s) ne dépend plus que du

rapportt/s. En injectant alors les formes asymptotiqyas: (y) ~ Fr.cy *#</* dans la
relation précédente, on a poyrE t/s — oo

X(t,s) = —s"¢ (1.34)

Fr (A -
X(y) ~ TF—g (70 - b) yAe=Ar)/z, (1.35)

La encore, X (t/s) ne peut avoir de limite finie lorsqugs — oo que Sidc = Ag. On
pose alorsX,, = lim,_,., X (y). Luniversalité deX ., a été conjecturée par Godréche et
Luck [Godr00a, Godr00b] puis confirmée par plusieurs études pour des treMpesia
[Cala02, Cala02b, Cala05]. Enfin, ajoutons queéXsi est différent de un, cela signifie
gue le systeme ne rejoint jamais I'équilibre.

Ainsi, le RFD formulé en (1.23) ne se limite qu'au caswg b et A\ = Ac.

1.3.4 Cas du processus de contact

Le processus de contact peut étre vu comme une maniere simple de décrire I'évolu-
tion d’'une épidémie. Défini sur un réseau ou chaque site ne peut accueillir qu’une seule
particule au maximum, les particules peuvent diffuser sur les sites voisins et subissent les
réactionsA — () et A — 2A. Cette compétition entre création et destruction de particules
conduit, en champ moyen, a une équation du type :

0p(t,m) = Apg(t,r) + 76(t,r) — p(t,7)* (1.36)

ou ¢ est le parametre d’ordre (la distribution de particules infectées). Le comportement
au temps long dépend principalementrde
— SiT < 0, le systeme se trouve dans la phase absorbante et le parametre va tendre
vers zero.
— SiT > 0, le systeme se trouve dans la phase active avec une densité de particules
qui va tendre vers une valeur non nulle.
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— SiT = 0, le systeme est a son point critique, et subit une transition de phase ab-
sorbantePour le processus de contact, il tombe dans la méme classe d’universalité
que la percolation dirigée.

C’est ce point critique qui nous intéresse. En effet, par analogie avec les aimants, les
formes d’échelle attendues pour le corrélateur et la réponse sont encore données par
(1.14,1.15). Cependant, bien que la relatioh = Ay reste vraie, les deux exposants

a etb ne sont plus égaux et satisfont la relation

l+a=bh (1.37)

Cette relation entre exposants, due a la symeétrie par renversement de rapidité, suggere de
définir un autre RFD. Pour expliquer cette symétrie, il faut considérer I'action en théorie
des champs dans sa formulation Janssen-de Dominicis

7 = [ dtde [5(0, ~ DAY — u(é - 6} - 1) (139

ou ¢ eth sont la densité particulaire et le taux de création de particules./Peui, cette
action est invariante sous la symétrie :

o(t,r) = —p(—t, 1) : o(t,r) = —d(—t,r) (1.39)

C’est l'invariance par renversement de rapidité. Aussi, le rappgrts) a été introduit
[Enss04]

=1 o) . Bts)
=(t,s) = ts) (1.40)

etsa valeur limite est définie par

lim lim Z(¢, s). (1.412)

§—00 1—00
Cette limite, égale au rapport de deux quantités présentant le méme comportement d’échelle,
est supposée universelle [Baum07b]. Baumann et Gambassi [Baum07b] ont alors argu-
menté que dans ce modele le rap@dft, s)~' # 0 était une mesure de la brisure de
la symétrie par renversement de rapidité. En ce sens, c’est I'analogue dWXREB)
pour les systemes présentant une symetrie par renversement de rapidité. Leur calcul a une
boucle a permis de déterminer la valeur limite du rappartet ils ont trouvé enl — ¢

dimensions
119 w2
Ee=2(1—€— - — 2 1.42
x ( 6(480 120))+O(6) (1.42)

qui, en une dimension, est en assez bon accord avec I'estimation nuntégiguel . 15(5)
[Enss04].
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La percolation dirigée a donné lieu a une expérience récenfeagatichi, Kuroda, Chaté

et Sano [Take09]. lls ont étudié la transition de phase continue entre deux états turbulents
(DSM1 et DSM2) dans des films minces de cristaux nématiques et ont comparé leurs
résultats avec la percolation dirigée @+ 1)D : 'ensemble des exposants est en trés
bon accord avec les prédictions théoriques. lls ont aussi pu étudier le vieillissement dans
un tel systeme en le préparant dans I'état actif (DSM2) et en changeant brutalement le
parameétre de contréle a sa valeur critique. L'évolution du systeme est alors mesuré et
on montre dans la figure 1.13 l'autocorrélateur conn€xg s) dont le comportement
respecte le vieillissement simple de I'éq. (1.13).

-3 | tp=
10 e 258 ﬁ:

58 @
:13_4: = e \A;P(%
4 v 314s a
10 2 1

10 fff[] 10

FIGURE 1.13 - Autocorrélateur pour des films minces de cristaux nématiques MBBA,
trempé a leur point critique. L'état initial est I'état actif (DSM2). En pointillé est représenté
le comportement asymptotique de la fonction d’échelle fo(y) ~ y~*c/%. t, est ici le temps
d’attente, mesuré en seconde.
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Chapitre 2

Processus de contact bosonique

Le processus de contact standard (que nous appelerons occasionnellement “fermion-
ique”, dans un souci de clarté) est considéré comme un modéle paradigmatique d’'une
transition de phase vers un état absorbant. Nous avons brievement résumé dans le chapitre
précédent ses propriétés de vieillissement. Dans ce chapitre, nous allons d’abord intro-
duire un analogue, dit “bosonique”, du processus de contact et poursuivrons en présentant
une analyse exacte de ses propriétés hors équilibre.

Le processus de contact bosonique, pouvant par exemple modéliser approximative-
ment le comportement de la population de neutrons dans un réacteur nucléaire [Cano68],
a été étudié dans un article de Cox et Griffeath [Cox85]. Ils se sont basés sur les temps
d’occupation et se sont appuyés sur un article de Sawyer et Fleischman [Sawy78] ou
leur étude avait montré qu’ehD la condensation est si forte que tout ensemble fermé
est finalement vide avec une probabilitélors qu’en dimensiol, méme si cette prob-
abilité peut étre arbritrairement petite, 'ensemble est visité de fagcon récurrente avec une
probabilité 1. Ainsi ce phénomene de condensation (ou “clustering”) avait déja été ob-
servé dans ce modele. Plus tard, des physiciens ont redécouvert ce modele du processus
bosonique de contact (BCPD) et le processus bosonique de contact par paires (BPCPD)
[Houch02, Paes04a, Paes04b]. Son comportement dans le régime de vieillissement a ainsi
été déterminé en détail et ses exposants ainsi que les fonctions d’échelle ont été
calculées [BaumO05] dans le cas ou le transport des particules se fait par des sauts vers
les sites immédiatement voisins. Tous ces modeles montrent un régime de vieillissement
seulement le long de la ligne critique que nous rappellerons dans la suite, voir [Henk07]
pour revue.

Une autre motivation pour étudier le BCPD est la modélisation de l'origine de la
formation d’amas en biologie [YounOl1, HouchQ2]. Il a en effet considéré I'évolution
d’une population de particules browniennes soumises aux réactions suivahtes ()
et A — 2A. lls ont montré que bien que le nombre de particules reste constant a la
criticalité, il est possible que, pour des temps longs et gogr2, les particules se con-
densent sur un seul site (ou tres peu de sites) ce qui reproduit la croissance inhomogene

31
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FIGURE 2.1 — Sur le panneau de gauche, concentration de particules en fonction de
sa position sur un anneau de longueur L = 20, et ce, pour deux temps différents. Sur le
panneau de droite, simulation numérique du BCPD : (a) Nombre de particules en fonction
du temps pour 50 réalisations différentes; (b) Moyenne (échelle de gauche) et variance
(échelle de droite) en fontion du temps. Tiré de [Houch02].

des colonies de bactéries, voir figure 2.1.

Dans ce chapitre, nous allons étudier ces modéles dont la dynamique ne satisfait pas le
bilan détaillé. Le systéme ne va donc jamais relaxer vers un état d’équilibre, étant donné
gue ce dernier n’existe pas. Nous savons, grace aux études menées par exemple sur le
processus de contact critique [Enss04, Rama04, BaumO07b] et aussi sur le modéle d’ls-
ing cinétique hors équilibre [Odor06], que ce type de modele possede le méme genre de
comportement d’échelle hors équilibre que dans ces aimants vieillissants (1.14,1.15). Par
contre, alors que dans les modéles d’aimants cités précédemment, les exposants de vieil-
lissement eth sont égaux du fait de la symeétrie par renversement de rapidité [BaumO7b],
ici rien ne suggeére la validité d’'une telle égalité.

Nous allons étudier ici les conséquences qui s’opérent sur les propriétés de vieillisse-
ment lorsque le transport des particules vers leurs sites adjacents est remplacé par un
transport a longue portée de tyypas de Lévy. Mais tout d’abord donnons quelques pistes
sur I'objectif d’'une telle étude

— Les vols de Lévy [Shle95, Metz00] généralisent les marches aléatoires (browni-

ennes) que I'on utilise généralement dans le sens ou ils conduisent a un théoréme
de la limite centrale généralisé pour la somme d’'un grand nombre de variables
aléatoires indépendantes. Ceci peut se comprendre heuristiguement en considérant
les particules comme des variables a gros grains résultantes d’'une somme d’un
grand nombre de degrés de liberté microscopiques. Ainsi, il peut apparaitre na-
turel d’étudier les effets des sauts entre sites éloignés. Ceci pourrait étre pertinent
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pour décrire les particules dans des écoulements turbuletdgpoopagation d’'une
épidémie, voir [Lube] et les références contenues a l'intérieur.

— L'étude du processus de contact avec vols de Lévy a montré que le comportement
critique de I'état stationnaire ainsi que sa relaxation sont modifiés [Hinr99, Jans99,
Delo02, Bara09, Henk08].

2.1 Le modele

Considérons un réseaudadimensions. Chaque site de ce réseau peut contenir un
nombre arbitraire de particules. Un ensemblerdparticules d’'un méme site peut subir
les réactions suivantes :

mA — (m+k)A avec un tauxu
mA — (m—10)A avec un taux (2.1)

De plus, chaque particule peut sauter vers un site a la distgnegec un taux

D & igr—c s
D(r) = W/_ diq etiar—clial™) (2.2)

ou0 < n < 2 estun parametre de contrdlecatst une constante non-universelle. Nous
distinguerons deux cas :
1. le casn = 1, appeléprocessus de contact bosonique avec vols de (BQPL)

2. le casm = 2, appeléprocessus de contact bosonique par paire avec vols de Lévy
(BPCPL)

[e.9]

2.2 Equations de mouvement

En suivant la technique de [Paes04a], I'équation maitresse s’écrit dans le formalisme
hamiltonian/Liouvillien (voir [Schu00, Henk08]) comnag| P(t)) = —H|P(t)) ou P(t)
est le vecteur d’état. Le Hamiltonien peut étre exprimé en termes d’opérateurs création
et annihilationa(x) et a'(x). Nous définissons aussi I'opérateur “nombre de particules”
n(x) = a'(x)a(x). Le Hamiltonien s’écrit

H = — Z Z D(r) [a(x)al(x + 1) — n(x)] (2.3)

r#0 x

A" a0 ato = T nx) —i+1)

1Y |al (0 Fa()” = [[(n(x) =i+ 1)
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ou le terme de la premiére ligne correspond a la diffusion des partideleszme de la
seconde ligne a I'annihilation de particules et enfin le terme de la derniére ligne a la créa-
tion de particules. C’est un Hamiltonien tout-a-fait similaire a celui utilisé dans [BaumO05]
avec pour seule différence un taux de diffusiofr) qui dépend de la distance du saut.
Pour le calcul de la fonction de réponse, nous ajoutons aussi un champ externe qui décrit
la création spontanée de particules avec un taux dépendant du-sitg¢x) sur le sitex.

Les observables a un tempg, x) peuvent s’obtenir a partir des quantités indépen-
dantes du temps en passant en représentation d’'Heisenberg. Les équations différentielles
pour les quantités voulues s’obtiennent en utilisant I'équation de mouvement d’Heisen-
bergd.g = [g, H]. En utilisant la propriétés|a’(x) = (s, la concentration de particules
s’écrit

p(t,X) = <aT(t7X)a<t7X)> = (a(t,x)> (24)

et satisfait

0oty = Y2 D)laltx + 1) — falt, )
r#0

Pour le processus de contact bosonique BCPL, cette équation se ferme quelque soit la
valeur des taux. Cependant, pour le processus de contact par paires, nous pouvons seule-
ment avoir un systéme d’équations fermé le long de la ligne critique, définie par

k=
=20 (2.6)

Sanschanger la généralité des résultats, nous prendrons dans la: ssité ; pour le
BCPD seul/ = 1 est possible. Comme nous le verrons plus tard, le long de cette ligne
critique, la concentration de particules

mi= [dxp(t) =[x aftx) (2.7)

est conservée, et ce, bien que le processus microscopique puisse modifier le nombre total
de particules. Tout ceci est toutefois une généralisation évidente de ce qui est déja connu
dans le cas du BCPD et BPCPD [BaumO05], c’est pour cette raison que nous nous limitons
a énoncer les résultats.

o

Dans ce formalisme, les deux quantités auxquelles nous nous intéressons sont la fonc-
tion de réponse et de corrélation que I'on écrit

Ctir) = (alt,x)al(t,x +1)) — p;
C(t,s;r) = (a(t,x)a(s,x+71)) — pj (2.8)
da(t,x + 1))

R(t,s;r) = Sh(sx) |
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La encore, l'invariance par translation spatiale a été utiliseeorrélateur a un temps est
alors déterminé en utilisant I'équation du mouvement suivante

% (a(t,x)a(t,x)) = 2} D(r Ja(t,x + 1)) — {a(t,x)*)]
r#0
FN[(1 4 € —2m){a(t,x)™) — 2(a(t,x)™ )]
—pk[(1 =k = 2m){a(t,x)") — 2(a(t, x)™" )] (2.9)

et pourx # vy

§t< (t,x)a = > D) X)a(t,y + 1)) + (a(t, x +r)a(t,y)) — {a(, ix)a(, ty))]
r#0
=M [(a(t, x)a(t,y)™) — (alt,x)a(t,y))]
+pk [{a(t, x)a(t, y)™) — (a(t,x)"a(t, y))] (2.10)

En particulier, ces équations se ferment le long de la ligne critique (2.6). Les équations de
mouvement du corrélateur a deux temps s’écrivent

§t< (t,x)a = > D(n)[{al(t,x +n)a(s,y)) — {alt,x)a(s,y))]
n#0
—Aa(t,x)"a(s,y)) + pk{a(t,x)"a(s,y)) (2.11)

couplées a la condition initialém; ,,(a(t, x)a(s,y)) = (a(t,x)a(t,y)).

La relation de ces corrélateurs avec la densité moyenne et sa variance est donnée dans
le cas du transport diffusif par

(n(t,x)) = (a(t,x)), (2.12)
(n(t,x)?) = (a(t,x)?) + (a(t,x)), (2.13)

et pour la variance
o = (n(t,x)?) — (n(t,x))? (2.14)

voir [Paes04a] et plus généralement par [Baum07d]. Nous nous proposons de généraliser
la démonstration de Baumann [BaumO7d] valable pour le transport diffusif au cas des
sauts a longue portée. Pour ce, nous allons travailler dans le formalisme hamiltonien. En
utilisant la propriétés|a’(z) = (s|, nous vérifions que le long de la ligne critique

O(sla(x) = (slfa(x), H] = ) _(s|D(n) (a(x + n) - a(x)) (2.15)

n#0
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La transformée de Fourier est définie par

(sa(k) = e ™ (sa(x), (2.16)

X

ainsion a
1
(s|a(t,k) = exp (—éw(k)(t - s)> (sla(s, k) (2.17)
ouw(k) est la relation de dispersion définie dans la suite 2.23. Grace a l'identité

(sla(x) = (2m)~ /B ke =% (s a (k). (2.18)

nous avons pour tout temps< ¢

(sla(t,x) = dk

(x- y>exp( ; (k)(t—s)) (sla(s,y) (2.19)
. }:Rt—&x—yXﬂM&w

ol nous avons utilisé I'expression (2.26) de la fonction de réponse. Maintenant, nous
appliquons I'expression (2.20) a la fonction de corrélation a deux points

F(t,s;r) = (a(t,x)a(s,x + 1 ZRt—s x—y)F(s,r+x—y) (2.20)
Enfin en usant du commutateur danda' ainsi que de la relation (2.20), nous trouvons
pour le corrélateur densité-densité

(n(t,x)n(s,x +r)) = (a'(t,x)a(t,x)a’(s,x +r)a(s,x +r))

= Y R(t—six—y){a(t,x)al (s, x + r)a(s, x + 1))
y

= Y R(t—six—y)F(s,r +x—y)+ R(t— 51)py
y

= F(t,s;r) 4+ R(t — s;1)pp. (2.21)

Il ne reste plus qu’a utiliser les définitions (2.8) pour en déduire
(n(t,x)n(s,x +1)) — pi = C(t,s;1) + poR(t — s,T). (2.22)

Ainsi, avec les formes d’échelle (1.14,1.15) couplées aux exposants énoncés dans le
tableau 2.1, nous voyons que le second terme de I'eq. (2.22) devient négligeable comparé
au premier dans tous les ca&3(t, s;r) peut donc étre interprété comme un corrélateur
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densité-densité connexe.

Commenconsnaintenant a analyser ces équations de mouvement pour la densité de
particules. Pour le BCPL, comme pour le BPCPL d’ailleurs avee 0, nous utilisons
une transformée de Fourier sur I'eq. (2.5), et ceci donne

Ot a) = —%%@(1 ) (it @) + 2 ) + i) (223)

=:w(q)

ce qui définit la relation de dispersiariq). Avec une limite continue

—

—cllgllm 90
wlg) =1 5" cl|q]" (2.24)

nous pouvons lire 'exposant dynamique- 1.

De la méme facon, nous calculons la fonction de réponse en appliquant sa définition
(2.8) sur I'équation de mouvement (2.5). Dans I'espace de Fourier, ceci devient
0 ~ 1 ~ 0~
gl 510) = —sw(@)R(t s;q) + S R(E, 5;9) +3(t — ) (2.25)
ou il faut imposers = 0 pour le BPCPL. Conséquemment, la fonction de réponse dans
I'espace réel s’écrit

R(t,s;r) = / d’q '™ e~ 2@ @E=5) oy (@) Ot — s) (2.26)
B

1
(2m)¢

g

=)

ou B est la zone de Brillouin et la fonctio® assure la causalité de cette réponse. En
particulier, pour les temps longs, I'autoréponse devient pous

—d/ 0o
Rit. s 0) ~ il (L=5 T ddq e~ llalle (2.27)
( S5 ) ¢ 2 (27T)d 0 qce '

217(1 F d o t - _d/"]
Wﬂew—s) (C_S)
w2 T (d/2) 2

Pourla fonction de corrélation, nous devons supposer I'invariance par translation spatiale
et utiliser le corrélateur non connex&t, s;r) := (a(t,x)a(s,x+r)). Nous devons aussi
introduire le parameétre
wk(k+0)
o=——">" 2.28
Commeconditions initiales, nous utiliserons dans la suite la distribution de Poisgi; r) =
pé. Avec une légére généralisation des calculs qui ont été effectués dans le cas du BCPD
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et BPCPD, [Paes04a, Baum05], nous trouvons pour le corrélateun@andans le cas
du BCPL (sur la ligne critique = 0)

+ s

C(t,s;r) = apo/ dTb( —T,r1) (2.29)

~ a,oo/ dT/ ~ eXp (—c||q||77 (t—lz—s —7') —ir-q>

oula limite aux temps longs s >> ticro €1 — 5 >> thia0 @ €€ prise. Pour le processus de
contact bosonique par paires BPCPL, nous considérons d’abord la fonction de corrélation
a un tempd’(¢, r) qui satisfait I'équation

t dd )
F(t,r) = ps+ a/ dr F(7,0) / qd e~w @) glar (2.30)
0 5 (2m)
t
= po+ a/ dr F(1,0) b(t — 7,1) (2.31)
0

Pourr = 0, c’est une équation de Volterra sH(t, 0) . Elle peut se résoudre en effectu-
ant une transformée de Laplace comme dans ([Paes0O4a], [BaumO05]). Ensuite, on obtient
directement?’(¢, r) a partir de (2.31). Avec ceci, le corrélateur & deux temps s’écrit

F(t,s,r) = pt + a/ drF(7,0)b <t ; - T, r) (2.32)
0

La principale différence par rapport au BCPD ou au BPCPD est la forme différente de la

relation de dispersion(q).

2.3 Solution

2.3.1 Diagramme de phase

Etant donné que le nombre total de particules est conservé en moyenne, I'information
le long de la ligne critique, vient de I'analyse de la variareé, r)?). Le diagramme
résultant est présenté sur la figure 2.2. Il y a deux phases distinctes séparées par la ligne
critique eq. (2.6) :

— une phase absorbante pour- pu, avec une densité de particules s’annulant dans

I'état stationnaire
— une phase active avec< pu, présentant une divergence de la densité de particules
aux temps longs.
Le long de la ligne critique, la densité de particules moyenne est constante et le comporte-
ment du modéle, décrit a I'aide du parametreq. (2.28), est le suivant
— Pour le processus de contact bosonique BCPL, il y a le méme comportement cri-
tique pour n'importe quelle valeur de Par contre, la valeur de la dimension du
systeme change drastiguement son comportemet.<Sin, le systeme présente
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@ | @
@) (a) @ (b)

a

| s
u u

FIGURE 2.2— Diagrammes de phase schématiques pour d # 0 (a) du BCPL et du BPCPL
lorsque d < n et (b) du BPCPL lorsque d > 7. La phase absorbante 1 (A > ), ou le
nombre de particules s’annule aux temps longs, est séparée par la ligne critique eqg. (2.6)
de la phase active 2 (A < p), ou, cette fois, la densité moyenne de particule diverge
aux temps longs. Le long de cette ligne critique la densité moyenne de particule reste
constante.

des amas : pour des temps longs, les particules sont finalement peu réparties et con-
centrées sur un petit nombre de sites, on parle alors de condensation. Pour illustrer
le phénomene, voir la figure 2.3

Pourd > n, la densité particulaire est spatialement homogéne aux temps longs.
Nous pouvons donner une interprétation de ce résultat en faisant appel au théoreme
de Polya généralisé [Paul99] : ce dernier stipule que lordque) la marche aléa-

toire de Lévy est récurrente, et donc elle ne peut homogénéiser le systeme. Par
contre, lorsqué > 7, il y a une probabilité non nulle que la marche aléatoire ne re-
tourne pas a son origine. Cela semble suffisant pour rendre le systeme spatialement
homogéene

— Pour le processus de contact bosonique par paires, lorsguen, le systeme
présente toujours des amas Cependant, lordque n, on note I'existence d’un
point multicritique poury = a¢ : en effet, le systéme est homogéne pow: ac
alors qu'il présente des amas paur> «c. La valeur du paramétre au point
critique est donné par

o = (2 / %m(q))—l)_l (2.33)

A partir de cette expression, nous remarquons gge— oo Sid — n [Godr02,
BaumO06a].
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FIGURE 2.3 - Transition de phase intervenant dans le processus de contact bosonique
par paire pour le cas ol n = 2. Le systéme pris est un cube de coté égal a 20 sites avec
des conditions au bord périodiques et une condition initiale telle que chaque site contient
10 particules. Les images montrent seulement une couche du réseau et la hauteur est
proportionnelle au nombre de particules sur le site. Sur la série d’images en haut, ce
sont les réactions qui dominent o > a alors que sur la série du bas, c’est la diffusion qui
'emporte o« < ac. On visualise bien la formation d’amas (ou condensation) dans la série
supérieure, alors que dans la série inférieure, on remarque que le nombre de particules
par site est a peu pres constant. Tiré de [BaumO07d].

2.3.2 Exposants de vieillissement et fonctions d’échelle

En utilisant les expressions de la section précédente, il est possible d’effectuer une
limite aux temps longs, et en comparant avec les formes d’échelle egs. (1.14,1.15), nous
pouvons extraire les exposants critiques hors équilibre. Nous les avons listés dans le
tableau 2.1. Les fonctions d’échelle ont quant a elles été listées dans le tableau 2.2. Elles
sont données a une constante de normalisation prét.

Quelgues commentaires :

— Sid > n et side pluse < ac dans le BPCPL, le comportement d’échelle dy-
namique (1.14,1.15) reste vrai pour le BCPL et le BPCPL. Ensuite, étant donné que
les exposants et les formes des fonctions d’échelle correspondent en tout point, on
peut dire que les deux modeles sont dans la méme classe d’universalite.

— Pourd < n,nous trouvons encore un comportement d’échelle dynamique pour le
BCPL et les exposants = b deviennent négatifs. Ceci reflete la condensation de
particules qui peut s’occasionner lorsque les fluctuations divergent.

Cependant pour le BPCPL, lorsqde< 7 ou plus généralement > o, aucun
comportement d’échelle dynamique ne se présente. Par contre, la variance diverge
exponentiellement avec le temps. Cette notion de vieillissement que nous avons
rappelé dans le premier chapitre ne s’applique donc pas ici.

— Enfin, pour le BPCPL avet > 7 et au point tricritiquex = o, le comportement
d’échelle dynamique (1.14,1.15) reste vrai. Les valeurs des exposants hors équilibre
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Processus Processus de contact bosonique par paire
de contact bosoniqug o < ac \ a=ac

a d_1q d_ d_ 1

n n i n y

d d 0 [ n<d<2n

d_1 d_1q :
b 1 1 -2 |if d>2n
AR d d d
Ao d d d
? n Ui n

TABLE 2.1 — Exposants de vieillissement du BCPL et BPCPL critique dans différents
régimes. Les résultats pour le BCPL restent vrais quelque soit la dimension d du réseau,
alors que pour le BPCPL ils ne sont valables que si d > 7.

| [ Jaly) | Je(y) |
| Processus de contact bosonique(y — 1)=%7 [ (y — 1)~ — (y + 1)~/ 1|
processus| o < ac | d>n (y=—1D"% ] (y =1~ — (y 1)~
de contact n<d<2n| (y—1)7"| (y+1)"¥",F %’%%%Jrhﬁ)
bosoniquel @ = @c —d/n 2(d —2n)(y — 1)
par paire R R —n(y — 1>+ ny + 1)* "

TABLE 2.2 - Fonctions d’échelle de I'autocorrélateur et de I'autoréponse des processus
critiqgues de contact bosonique et de contact bosonique par paire. Elles sont données a
une constante multiplicative prét.

sont différents de ceux appartenant a la classe d’universalité que nous décrivions
plus haut. En particulier, nous remarquons qué b alors que I'on gardes = Ag.

Ceci est d0 a I'absence de bilan détaillé qui a mené a un vieillissement différent de
celui d’'un ferromagnétique (au= b et aussilc = \g).

— La fonction de répons& = R(t — s;r) présente en particulier une forme tres
simple qui satisfait I'invariance par translation temporelle. Cependant, étant donné
gue cette invariance n’est pas respectée par le corrélateur a deux temps, la notion
de vieillissement est toujours applicable.

Si nous identifions la dimension critique supérieure conafne= 7, tous ces résultats
peuvent étre transférés sur ceux de [BaumO05] concernant le BCPD et BPCPD si I'on
remplacel/n = d/d* — d/2.

2.4 Invariance d’échelle locale

Maintenant que nous avons calculé les fonctions d’échelle, il est temps de se demander
si elles peuvent se déduire de symétries plus larges.
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En effet, pour les ferromagnétiques qui subissent une cinétdguehase ordonnée
apres une trempe d’un état initial complétement désordonné vers la phase ordonnée
T., il existe une extension de I'échelle dynamique [Bray94] vers un groupe de transfor-
mation d’échelle dépendant du temps, lui méme sous-groupe du groupe de Schrodinger
sans les translations temporelles [Henk02, Henk07b]. En patrticulier, il a été montré com-
ment utiliser les représentations projectives des groupes tels que le groupe de Schrédinger
dans le but d’analyser les symétries dynamiques des équations de Langevin stochastiques
[Pico04]. Loutil essentiel pour cette étude sont les regles de sélection de Bargmann
[Barg54]. Les réponses et corrélations peuvent ensuite étre calculées explicitement et les
résultats ont été testés dans plusieurs modeles, voir [Henk07b] pour revue. Cependant,
étant donné que le groupe de Schrodinger et ses sous-groupes s’appliguent uniquement
au cas ou I'exposant dynamigue= 2, une généralisation pour des valeurs arbitraires de
z a été développée [BaumO7d].

2.4.1 Background

Nous allons, dans cette section, utiliser le cas du BCPL avec; < 2 en tant que

test pour cette probable extension. Pour ce faire, nous devons réexprimer le probleme en
théorie des champs hors de I'équilibre, a la maniere de Janssen-de Dominicis [deDo76,
Jans92, Howa97]. Nous nous contentons de rappeler dans cette section les idées et le
cheminement que I'on peut retrouver en intégralité dans la thése de Florian Baumann
[BaumO7d]. En partant de I'’équation maitresse avec les taux de réaction egs. (2.1,2.2), les
opérateurs création et annihilation peuvent étre reliés dans la limite continue au champ du
parameétre d’ordre et au champ conjugué

¢(t,r) = a(t,r) — po (2.34)
o(t,r) =al(t,r) -1 (2.35)

de telle fagon quég(t,r)) = (¢(t,r)) = 0. L'action associée au BCPL critique s'écrit

T16.9)= [aR [au [3eM0, - A7)0 — w0+ )] = 6.8+ o3

N (2.36)
ou nous avons supprimé les arguments@de R) et¢(u, R) dans les intégrales. Le terme
de “masse’M est quant a lui relié a la constante de diffusion.

Cette action peut se décomposer en deux parties :
e une partie “déterministe” (sans bruit)

o3 = [dR [au [d2mo, - 277)9] (237)

e une partie “bruitée”

Filod) =~ [aR [au [0+ )] (2.38)
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Ici les puissances non-entieres du Laplacien doivent étre interpoetémse des dérivées
fractionnaires [Baum07d, Baum09]. Dans ce formalisme, les fonctions de corrélation et
de réponse deviennent

C(tl,...,tn;rl,...rn) = <¢1(t1,r1)...¢n(tn,rn)>

R(t,sie,r') = (9(t,r)d(s,1') (2.39)

ou la moyenne d’'un observahleest donnée par I'intégrale fonctionelle

(A) = / DD Alg, dle 7144, (2.40)

Comme il a été déja démontré pour le cas- 2 [Pico04], il est possible de considérer
au depart seulement la partie “déterministe”, obtenue a partir de la variatigh plar
rapport ap. Son équation du mouvement associée est

S¢ = (2M, — A"?) ¢ =0 (2.41)

et présente une symétrie dynamique par rapport aux générateurs infinitésimaux des trans-
formations d’échelle locale [Baum07d, BaumQ9]

X_1:=-0 translation temporelle
1 : .
Xo:= —t0, — —(r - 0¢) — L dilatation
n n
2 2M 2 .
X, = —t20, — (z+ €>t — =-r*Vi = Zt(r - 0,) transformatiorde
n n n
292 —=n)(r- )V, T —=v2 =n)(d—n)V." Schrddinger generalisée
Y_(Zl) = -0y, rotation
(i M oy — i
YV = —t0, — Trivr — (2 —n)0,,V, transformation de
Galilée généralisée
RO .= —RUD = 1,0, —1;0,, rotation (2.42)
aveci,j = 1,...,d, v des constantes dimensionnées gt des dimensions d’échelle.

Les dérivées fractionnairég? aveca € R, quant a elles, sont définies dans [Baum07d,
BaumO09]. En utilisant les régles de commutation déja établies dans [Baum07d, Baum09]

(X0, Xor] = (n—n") X
X 30) = (2-m) v,
[Yn(li)7 R(m)} = YW (2.43)
(X, R =0 5 [YW RO =0 ifk+#i,j
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il vient que I'ensemble des générateurs précités forment une strutalgebre. De plus
[S, X] = 0 avec tous les générateutsde la liste (2.42), sauf deux a savoir

{S7X0] = =S
S, Xq] = —2tS— % (2($ +&) —n—244d)— ﬁ?ﬁ@ — 77)> (2.44)

Ainsi, les générateurs infinitésimaux (2.42) transforment une solution de I'équation “déter-
ministe” S¢ = 0 en une autre solution, a la condition que les dimensions d’échgfle

de ¢ satisfassent

—2+d 2
rpe="1 . +ZAZ(2—77) (2.45)

Pouraller un peu plus loin, rappelons la définition de la moyenne déterministe [Pico04]

(A)g = / DD Alp, dle0le4), (2.46)

En utilisant les commutateurs successifs des générat’é@rﬂ vient que ces moyennes
déterministes obéissent aux régles de sélection généralisées de Bargmann[Baum07d, BaumQ9]

<¢. Y .(}J> =0, sauf sin = m (2.47)
—— ——

n m 0

Maintenant que nous avons énonceé tout ce dont nous avions besoin, il est temps d’appli-
guer, au cas qui nous intéresse, une analyse analogue a celle qui avait été conduite dans le
casz = 2 [Pico04].

2.4.2 Application au BCPL

1. Dans le but de calculer la fonction de réponse, il est possible de traiter la par-
tie“bruitée” 7, de I'action comme une perturbation. En utilisant les relations (2.39)
et (2.47), nous avons

R(t,s;rx') = <¢(t,r)$(s,r/)e—7b[¢,¢7]>
= (str)dls.r)),
= R(t,s) /Rd %kﬁf*exp(% — aR|k\Z)

. R(t, ) Flon) ((tr_;;/) (2.48)

0

et ou nous avons utilisé les formes explicites obtenues a partir de la covariance
de la fonction de réponse sans bruit. Ceci montre que la fonction de réponse ne
dépend pas explicitement du bruit et peut donc étre trouvée directement a partir des
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symétries (2.42) de la partie “déterministe” seule. En particuksrformes de la
fonction d’autoréponsé(t,s) = R(t,s;r,r) sont déterminées par sa covariance
sous I'action du génératel; . Il vient alors

+ 1+a’—ARr/z + —1—a’
R(t,s) =s""! (—) <— — 1) (2.49)
S S

Cerésultat est en accord avec les formes d’échelle (tableau 2.2) calculées dans la
section précédente avec les exposahts a = d/n — 1, Ag = d.

2. Pour le corrélateur, en généralisant la méthode donnée dans [BaumO6a]-pour
n < 2, et en suivant [Baum06a, BaumO09], nous trouvons

C(t,s;r,r') = <¢(t,r)¢(s,r’)e’Jb[¢’$]>0 (2.50)

En développant les exponentielles et en utilisant alors les régles de sélection de
Bargmann, nous trouvons que le corrélateur est la somme de deux térfhesr, r’)
etCy(t, s;r,r’) dont les expressions sont

Ci(t, sir,v) = —2up0/dR/du <¢(t,r)¢(s,r’)$2(u,R)>o (2.51)
et

Colt, s1,1') = 112 / dRAR' / dudi ({1, 1)6(5,¢) T, R)T (i, R))o (2.52)

etouY = (;%b est un champ composite avec pour une dimension d’échelle
27 + x. De plus, chacun des deux termes du corrélateur peut étre factorisé comme
un produit de fonction de réponse [Baum07d] de telle facon que

Cl(tv 55 I‘,I‘/) = _2ﬂp0/dR/du <¢(t7 r)g(ua R)>0 ’ <¢(57 r’)¢(u, R)>0

1 —1—a —1—a
t 1
= —2up0312a/ du/ d/R 33 r/m (— - 1) (— - 1)
0 R s u
/

1+(Z—)\R/
X i nf(alyﬂl) (I‘ — R_ ) ‘/'_'(0627,32) (I’ _ R)
su st/n(1 — w)/n st/n(t)s — u)t/n

(2.53)
et
Caft,sir,1') = 2 [ dR [ du (ot x) Y R - (005 1)T(w R)o
o 1+4(r+7> / / 4<T+T) t . —2((26+2)+ (26 +ar)) /1
B SU
1 ((264x)+(26r+2y))/n + 226y +azy—z)/n
X (— - 1) (—) (2.54)
u SU

14+a—ARr/ /
% i : n}“(ahﬁﬁ (r _ R) Flaz,b2) (r — R>
s sL/n(1 — u)/n sn(t/s —u)t/n
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En utilisanta = %5 — 1, uneanalyse dimensionelle conduit a
Co(t, s;r, 1) = s'72NE (t )5, 05/ ¥/ s71/M) (2.55)

avecn = 1,2 et F}, sont des fonctions d’échelle. Il s’en suit que dans le régime
d’échelles — oo (avec les autres variables d’échelle fixées) le tefmest nég-
ligeable. Il ne reste donc qu’a montrer que le terfeest compatible avec les
expressions données dans le tableau 2.2. En utilisant I'identité [BaumO07d],

/ dRAR/ F8) (cR + a) F°»%) (4R + b) g(R, R’) (2.56)
R

d
d’k A% reribae
N /R (2m)d /Rd (2m)d© KHbag(ck, da)[k|” |al™ exp(—aa[k|") exp(—alq|”)

Pour retrouver I'expression donnée dans I'eq (2.53), nous imposons que
JR,R)=46R—-R). (2.57)
Sa transformée de Fourier s’écrit
g(ck,dq) = (20)%(k + q). (2.58)

Nous pouvons alors, avet = 5, = [ eta; = ao, trouver

1
Cl(t, ST, I‘/) _ —2MPOS/ du u—2—2a+2>\3/n<t/s _ u)—l—a—i—)\R/n(l _ u)—l—a-i—d/n
0
d
X/ d’k |k|25€i(r7r’)-k72a1\k\’7(t+372us) (259)
ra (27)

Commea = d/n — 1 et A\ = d, le corrélateur s’écrit

’ ddk —2a1 k| (t+s—2u) ji(r—r’)-
Ci(t, s;r,v') = —2#,00/0 du/Rd (QW)d|k|Be 2an k" (ts=2u) ilr—r)k (9 60)

ou nous identifions

B =0
1" c
M= gy T
i”]
M = —

pourretrouver I'expression (2.29).

Ainsi, bien que la théorie des champs du BCPL ne soit pas libre, la structure de sa partie
“déterministe” eq (2.41) est suffisamment simple pour expliquer les résultats exacts en
tant que manifestation de I'invariance d’échelle locale.
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2.5 Temps de passage vers le régime de vieillissement

Dansla section précédente, nous avons analysé le comportement d’échelle du BCPL
et du BPCPL. Maintenant, nous analysons comment a partir d’un état initial ce régime
d’échelle est atteint. Comme le BCPL et le BPCPL awee: ac sont dans la méme
classe d’'universalité, nous allons nous limiter dans la suite au BCPL et méme au BCPD.
Cette analyse est une généralisation d’un précédent travail de ZigipalldZipp00], qui
a examiné cette question dans le modele sphérique a basse température,

Og S S —
10 ﬁa@cuamm |
By
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i C Bg‘s\ ]
2
107 7]
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(2 Szlg .3
= E E
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107 . Cageing(t,s), s=10
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t-s

FIGURE 2.4 - Autocorrélateur C(t, s) du processus de contact bosonique avec n = 2 en
3D. Il est représenté comme une fonction du temps de séparation ¢t — s, pour différentes
valeurs du temps d'attente s. Les lignes en trait plein représentent le corrélateur total,
les lignes pointillés représentent le corrélateur stationnaire de I'eq. (2.62) et enfin les
symboles les contributions d’échelle Cogeing(t, ) = s~ fo(t/s).

Dans la figure 2.4 nous montrons la fonction d’autocorrélaéign s) comme une
fonction du temps de séparation s. Pour des petits temps de séparations, I'autocorréla-
teur reste assez proche de I'état quasi-stationnaire, invariant par translation temporelle
grace a la condition initiale de Poisson. Ensuite, I'autocorrélateur plonge vers le régime
d’échelle ou le comportement est de type vieillissement lorsgue devient grand. Pour
définir une mesure de ce passage, nous considérons I'erreur relative suivante

C(t, 8) — Cstat(tu S)

6O(t’ S) - Cagemg(ta S) - C‘Stat(t7 S)

(2.61)
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ou Cg.(t, s) est le corrélateur quasi-stationnaire définit par

Cstar(t, s) :apo/ dT/ dqqd_1 exp (w(q) T) (2.62)
t;s 0

et Cugeing(t, 8) = s~ fc(t/s) est 'autocorrélateur dans le régime de vieillissement, voir
eqg. (2.29). Comme < §C'(t, s) < 1, nous considérons arbitrairement que le systeme est
dans le régime stationnaire tant qu&(z, s) < 10% et entre dans le régime de vieillisse-
ment & partir d&C'(¢,s) > 90%. Dans la figure 2.5, nous avons représenté cette erreur
relative comme une fonction du temps de séparatiens pour différentes valeurs du
temps d’attente. Nous pouvons clairement observer sur cette figure que le passage de la
guasi-stationnarité vers le régime de vieillissement est relativement bien défini et abrupt.

d=5, rF2
‘ T 1
| | |—s=10 los
s=1(f '
- s=16
4+ o6
1 L Ho.4
4+ 0.2
S i
10" 10° 10"
t-s

FIGURE 2.5- Erreur relative 6C (¢, s) comme une fonction du temps de séparation ¢t — s
pour différentes valeurs du temps d’attente s dans le BCPD. Le graphique de gauche est
valable pour la dimension d = 3, et celui de droite pour d = 5.

Deux transitions peuvent étre définies :

1. le systéme quitte le régime quasi-stationnaire au temps d’échglle) défini de
telle facon que

0C (Tstat(8) + 8,8) = 0.1 (2.63)

2. le systeme entre dans le régime de vieillissement au temps d’échelld s) défini
par

0C (Tageing(s) +5,5) = 0.9 (2.64)
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Ces temps de transitions sont représentés comme une foncttemgs d’attente pour
plusieurs valeurs de la dimension du systeme dans la figure 2.6. Nous trouvons que pour
des temps d’attente suffisamment grand le comportement asymptotique du temps de
passage vers le régime de vieillissement est

Tagez'ng<t7 5) =A SC (265)

ou A dépend de ladimension€k 1 est I'exposant de passage. En principe, cet exposant
¢ devrait dépendre et de la dimensi@et du parametre de Léwy. Cependant, comme
illustré par la figure 2.7¢ ne dépend que du rappatin. En effet, nous obtenons un
tres bon accord des courbes représentagt,.(s) pour des valeurs différentes destn

mais pour des mémes rappadis). Ainsi, il est suffisant de regarder les modeles avec un
rapportd/n fixé. C’est pour cette raison que nous avons opéré nos calculs sur le BCPD.

La dépendance deenvers la dimensiod est montrée dans la figure 2.5 poue 2
et dans le tableau 2.3. De maniére analogue a I'étude de ZippetdaefZipp00] pour
le modeéle sphérique et les verres de spins sphériques subissant une trempe sous-critique,
nos résultats pour I'exposant de passage indique{que 1. Dans le tableau 2.3 nous
avons listé des valeurs connues de cet expa&ah conclusion, nous avons le méme
comportement qualitatif du temps de passage entre le régime d’échelle et le régime de
vieillissementr,geing (5) ~ s¢ avec) < ¢ < 1 reste donc apparemment vrai aussi pour les
systemes critiques. La forme de I'expression du temps de passage est un des ingrédients
pour I'établissement des formes d’échelle du corrélateur a deux temps

C(t,s) = Cst(t — s) + Cage(t, s), (2.66)

et ou [Andreanov06]

) i 1} | (2.67)

Cage(t,s) =C <@) » h(t) = hoexp [Zﬁ

Danscette derniere expressianest une fonction d’échellg, un parametre libre relié a

( et hy ainsi queA sont des constantes de normalisation. Cependant, alors que pour des
trempes sous-critiques avéc< 7. on trouve généralement gyedevrait décroitre avec

d, voir le tableau 2.3 [Zipp00], nous trouvons pour des systémes critiques un tendance
inverse, voir la figure 2.5 et le tableau 2.3.

Le passage vers le régime de vieillissement peut enfin se comprendre d’une maniére
plus “heuristique” en utilisant le rapport fluctuation dissipation. Etant donné que pour le
BCPL, les exposants de vieillissement b sont égaux, nous allons définir un analogue
de rapport fluctuation-dissipation

9c s,s) R(t,s
X(t.5) = alii(i,s)) %—C<(tt,s))

(2.68)
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FIGURE 2.6 - Temps de passage Ty, (s) (courbes du bas) et 7,gcing(s) (courbes du haut)
comme une fonction de s du BCPD, en 3D (graphique de gauche) et en 5D (graphique
de droite). Les lignes en trait plein représente la courbe de tendance linéaire T,geing(s) =

7.7 - 8931 pour d = 3 et Tageing(s) = 12.6 - s%53 pour d = 5.
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FIGURE 2.7 — Dépendance du temps de passage Tageing(s) €nvers le rapport d/n.
Lensemble des courbes du haut correspond a d/n = 4 et celle du bas correspond a

d/n=3.

Ici, le RFD initial va jouer le role et remplacer la température que I'on pourra définir dans
un systéme avec un état d’équilibre. Ainsi avec nos expressions exactes (tab. 2.2) injectées
dans la définition ci-dessus, nous trouvons dans le régime de vieillissement.

1

Y
L (2)"

Xageing<t, 3) - (269)

Dansla figure 2.9, nous représentonS(t, s) et X,eing(t, s) comme des fonctions du
temps de séparatian— s pour différentes valeurs du temps d’attestéNous pouvons

identifier trois régimes distincts
1. un régime quasi-stationnaire avec une relaxation microscopiquetpewr <
Tstat(S)
2. un régime de transition non-analytique payy;(s) < t — s < Tageing(5)
3. etenfin le régime de vieillissement lorsque s > T,geing ().

Les points en gras dans la figure 2.9 indiquent les transitions entre ces trois régimes. Nous
constatons d’ailleurs que le RFD est encore tres proche skevaleur initiale, lorsque le
systéme quitte son régime quasi-stationnaire et est déja proche de sa valel)fotjnalé
lorsquece méme systeme entre dans le régime de vieillissement.

2.6 Conclusions

Par I'analyse des comportements d’échelle hors équilibre de ces deux modéles bosoniques

de réactions de particules avec un transport des particules individuelles de type “Lévy”,
caractérisé par le parametfenous avons obtenu les résultats suivants :
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modele condition d ( Ref.
XY T=0 1 2/3 [Godr03]
sphérique T<T, >2 4/(d+2)| [Zipp00]
p-spin spherical glassp =2 | T < T, - 4/5 [Zipp00]
p=3| T <T, - =~0.68 [KimO00]

BCPD A=p 3 031(1)

3.5 0.40(2)

4 0.47(1)

5 0.53(2)

6 0.58(1)
sphérique T="T. 3 0.33(1)

5 0.40(1)

TABLE 2.3 - Valeurs de I'exposant de passage ¢ défini dans I'eq. (2.65) pour différents
modeles.

1. Grace a I'absence de la contrainte fermioniqgue dans ces modéles, ils deviennent
exactement résolubles dans tout I'espace des parameétres pour le BCPL et le long de
la ligne critique pour BPCPL. Comme le nombre global de particules est conservé
le long de la ligne critique, toute I'information sur la nature de la transition de phase
est contenue dans le moment d’ordre deux, a savoir la variance de la distribution de
particules. On a montré d’ailleurs que le BCPL et le BPCPL peuvent donner lieu a
un regroupement des particules sur trés peu de sites : on a alors parlé d’amas ou de
condensation de particules.

2. En partant d'une condition intiale telle que le systeme est loin de son état station-
naire, les corrélateur et réponse a deux temps obéissent au méme genre de com-
portement d’échelle, discuté dans le premier chapitre, voir eq. (1.14,1.15). Ces com-
portements d’échelle ont déja été trouvés dans d’autres modéles dont la dynamique
ne satisfait pas le bilan détaillé. L'ensemble des exposants et des fonctions d’échelle
a été condensé dans les tableaux 2.1 et 2.2. lls sont valables pour toute vajeur de
tel quel < n < 2.

Pourn = 2, nos résultats retombent sur ceux du cas diffusif (a savoir les modeles
BCPD, et BPCPD [Houch02, PaesO4a, BaumO05]).

3. Nous avons profité du fait de ces résultats exacts pour tester la formulation de I'in-
variance d’échelle locale lorsque I'exposant dynamique est différeft d&ous
rappelons que nous avons trouveé- n < 2.

4. Enfin, nous avons la encore utilisé ces résultats exacts pour déterminer le temps de
passage entre les différents régimes ; par analogie avec des études faites précédem-
ment dans les systémes non-critiques [Zipp00, Godr03], nos résultats suggérent que
le temps de passage dépend du temps d’atteatessi bien pour les aimants “cri-
tiqgues” que pour les systemes sans bilan detaillé, puisque I'on trouviggus(s) ~
s¢ avec) < ¢ < 1.
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FIGURE 2.8 — Exposant ¢ en fonction de la dimension d pour le BCPD (ou n = 2). Les
résultats restent valables pour le BCPL en remplacant d par nd/2.

Ainsi se clot la premiéere étude sur ce modeéle dont la dynamique ne satisfait pas le bilan
détaillé. Nous retiendrons de ceci qu’elle nous a permis d’étendre le domaine d’applica-
bilité de certaines relations et d’avoir une premiere idée de la signification d’'un rapport
fluctuation-dissipation dans ce type de modéle. Nous allons dans les deux chapitres suiv-
ants nous intéresser a un autre modele exactement résoluble : le processus coagulation-
dissipation.



54 Chapitre 2. Processus de contact bosonique

0 d=3,n=2
10 A S———
E o AAAAAA E
F o E
20 yal ]
10 © A
A/A'
~~ % * AA// %
(7)) : C Ay ]
5 10°F Lty .
N7t o - AA ’
>|< ;o .-/.AA // _ S:lo E
LI P C - s=1¢ :
10— 7_./‘./" AAA ,/’/, - Szl(j3 N
3100, 09) |
F AA,// A — %
i 5710, X, g {t.5) -
L | L | L
107 10° 107 10*
t-s

FIGURE 2.9- Rapport fluctuation-dissipation X (¢, s) en trait plein et sa valeur limite dans
le régime de vieillissement X,qcing (¢, s) représente par des symboles. Ce rapport est tracé
en fonction du temps de séparation ¢t — s pour différentes valeurs du temps d’attente s
dans le cas du BCPD en 3 dimensions.



Chapitre 3

Processus coagulation-diffusion
Quantités a un temps

Ce modele est un des exemples les plus étudiés de processus ou la diffusion est limi-
tante. Depuis les travaux de Toussaint et Wilczek [Tous83], il est connu que la concentra-
tion particulaire se comporte commag) ~ ¢~/ pour des temps longs et avec une ampli-
tude universelle comme ce fut confirmé par le groupe de renormalisation [Lee94, Balb95].
Notons qu’un traitement type champ moyen aurait datfng~ ¢ .

Ce modele décrit les intéractions de particules indiscernablésl que chaque site
d’'une chaine infinie puisse soit étre libre soit occupé par une particule. La dynamique
du systeme est décrite en terme de processus de Markov, ou les réactions a deux sites
admissibles sont les suivantes :

A+ 50+ A
D+AL AL
A+A50+4
A+ AL A1)

A chaque pas de temps, une particule est aléatoirement choisie pour sauter sur un site
voisin avec un tauX' := Da?, oUa est le pas du réseau. Si le site est vide, la particule est
déplacée sur ce nouveau site. Par contre, si le site est occupé, une des deux particules est
supprimée du systéme avec une probabiligt la particule restante se trouve sur le site
ciblé.

Le processus coagulation diffusion a une dimension est un modéle exactement résol-
uble, voir [benA00] comme revue. Il est donc un candidat idéal pour mieux comprendre
les systemes a grand nombre de degré de liberté, en particulier a basse dimension, ou les
fluctuations sont suffisamment importantes pour rendre les approximations usuelles de
type champ moyen inapplicables.

La plupart des études ont été menées avec pour objectif le calcul de la densité en fonction
du temps, ce qui a été fait en utilisantigéthode des intervalles viddans [benA90,

55
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Doer92, benA00, Spou88]. Notoris,(t) la probabilité d’avoir un intervalle vide d’au
moinsn sites consécutifs sur un réseau au tem@®ir figure 3.1a).

d
n N e m
® oo ° ° P )

—— ——

FIGURE 3.1- Définition de (a) la probabilité a un intervalle vide E,, de longueur au moins
égale a n et (b) la probabilité a deux intervalles vides E,, ,,(d) de longueur au moins
égales a n, m et distants de d.

Si I'on effectue une limite continue — 0, nous avons®,(t) — FE(z,t) et il est
possible de montrer que la distributidhsatisfait une équation de diffusion

(0 —2DO?)E(z,t) = 0
avec pour contraint&' (0, ¢) = 1. La densité de particule s'écrit alors

c(t) = =0, E(x,1)] g ~ 717

dans les limites des temps longs. C’est un résultat classique [Tous83, Spou88] qui illustre
bien qu’en dimension réduite I'approche type champ moyen devient incorrecte du fait des

fluctuations importantes.

Nous nous attacherons dans les deux premiéres sections a préciser les relations exis-
tant avec d’autres modeles et a donner un bref apercu des travaux expérimentaux menés
pour veérifier ou utiliser les prédictions théoriques. Ensuite dans une seconde section, nous
nous attarderons a retrouver les résultats pour la concentrations de particules pour illus-
trer, dans cet exemple simple, la technique utilisée. Enfin dans les sections suivantes, nous

montrerons les étapes nécessaires a la déduction du corrélateur a un temps.

3.1 Relations avec d’autres modeles

Le modele de coagulation-diffusion que nous nous sommes décidés a résoudre dans
cette partie de la thése n’est pas sans relation avec d’autres modeéles existants. En effet,
une connexion existe entre lui et le modele d’annihilation de paires, lui-méme relié au

modele de Glauber-Ising a température nulle.

Dans la formulation standard opératorielle, il est possible d’associer a chaguéisite
réseau deux états orthogona0xet|1) ou encorédn;). L'équation maitresse du processus
peut s’écrire sous la forme

O |P(t))y =—H|P(t)), (3.1)
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ou [P(t)) = >, P({n};t)[{n}) décrit 'état du systeme. En particulier, I'opérateur
H pour la coagulation-diffusion prend la forme suivante dans le sous-egpaog; )
[Mayer07]

0 0 0 0

. lo-bp D ~

H=10 b -p 4
0 0 0 -2y

iyi41
ou D est le taux de diffusion, ef est le taux de coagulation. Ce processus est en fait
équivalent au processus

0 0 a
D 0
-D 0

Ay

S]

I
coc oo

—-D
D
0 0 —a ii+1

qui correspond au processus d’annihilation de paires (Diffusiditet — (). Ce résultat

est obtenu via une transformation stochastique de similaritélax€®) (0| + 2 (1) (1] —

|0) (1] tel quel

H¢= BH"B™! (3.2)
ou
B = bv®V (3.3)
et avec la conditiom = 2+, voir [Henk95, Kreb95].

Il existe alors une relation trés simple entre le modéle de Glauber-Ising a température
nulle et le processus d’annihilation de paires, comme présenté dans la figure 3.2.

3.2 Realisations expérimentales

La plupart des prédictions théoriques sur les effets des fluctuations ont aussi fait I'ob-
jet d’études expérimentales. Nous allons donner ici un bref apercu de ces travaux en
commencant par la cinétique d’excitons le long d’une chaine de polymeres TMMC =
(CHs3)4N(MnCls5) [Kroo93], puis dans d’autres polyméres confinés dans une géomeétrie
guasi-unidimensionelle [Pras89, Kope90]. Enfin, une application plus récente de proces-
sus réaction-diffusion concernent la relaxation de photoexcitations dans des nanotubes de
carbone [Russ06] ou la saturation de la photoluminescence dans ces derniers [Sriv09].

A)La cinétique d’excitons est étudiée dans une chaine de polymeres de type TMMC
= (CH3)4N(MnCl3) [Kroo93]. C’est un trés bon exemple d’étude expérimentale de la
cinétique d’'un processus de réaction-diffusion unidimensionel. En effet, le TMMC se
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FIGURE 3.2 - Processus d’annihilation de paires en une dimension avec sa représenta-
tion équivalente en termes de spins. En (@), diffusion vers un site vide ou déplacement
de la paroi de domaines. En (b), annihilation d'une paire de particules ou suppression
d’une paroi de domaines. Tiré de [Krapl10].

comporte pratiguement comme un antiferromagnétique d’Heisenberg en une dimension
étant donné que les intéractions entre iongMsur une méme chaine sont quatre ordres

de grandeurs supérieures a celles entre différentes chaines. Le but était de montrer que les
excitons subissent des réactions entre eux.

La procédure expérimentale consiste a exciter le TMMC par un laser Nd :YAG pour
avoir une densité initiale d’excitons le long de cette chaine. L'évolution de la densité
d’excitons est ensuite suivi par une mesure de la luminescence du TMMC. En effet, dans
ce polymere, I'intensité de la luminescende) est proportionnelle a la densité d’excitons
puisqu’elle résulte de la désexcitation radiative spontanée de ces derniers. Ainsi, Kroon
etal. ont pu testé le modéle de réaction-diffusion pour savoir si les excitons réagissaient
entre eux et savoir quelle était la dépendance de la luminescence par rapport a la puissance
de I'excitation initiale. Dans ce modéle, le processus de coagulation obéit a I'équation
Suivante :

dz—(;) = —kpt 712 p(t) (3.4)
avec
kp = (fj)Q (3.5)

ou Az estle pas du réseau etle temps moyen entre deux sauts d’une particule. A partir
de cette équation, l'intensité de la luminescence s’écrit

In (% — ) =0,5In(t) + na. (3.6)

avec

a=+/(4/m)per/(1/7) (3.7)
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2i5 5jO i
In [time (us)]

Pulse energy (uJ) Slope a p(0)
0.74 0.480 0.020 5.66x107°
2.84 0.475 0.049 1.37x107%
9.90 0.495 0.145 4.07x10~4
14.23 0.485 0.202 5.66x10™
39.93 0.460 0.625 1.77x1073

FIGURE 3.3- La figure représente les variations de I'inverse de I'intensité 7(¢) (émise lors
de la fusion de deux excitons) en fonction du temps dans un plot In-In. On peut observer
la partie algébrique et la valeur de la pente de chacune des droites est donnée dans le
tableau. Etant donné les valeurs, il est possible d’ajouter que le comportement algébrique
est indépendant de I'intensité initiale 1(0). Tiré de [Kroo93].

Les résultats expérimentaux sont ensuite confrontés a cette solution théorique dans la fig-
ure 3.3. L'accord est trés bon, soulignant que le modéle de réaction-diffusion représente

bien le comportement des excitons et ce quelque soit la puissance avec laquelle le laser
excite le systéeme.

B) Une étude plus récente [Russ06] s’attache a comprendre la relaxation des photoex-
citations dans les nanotubes de carbone. Plus précisément, la population de I'état excité
dans une suspension de nanotubes de carbone a simple paroi est suivie par mesure de
fluorescence.

Un pompage optique est appliqué a la suspension avec une longueur d'onderfixarme

puis le spectre transitoire en absorption est sond&de 1430nm pour des temps dans

la gammeD.2 a 120ps. Une fois le spectre en absorption et en fluorescence obtenue, une
suspension de nanotubes de carbone a simple paroi est excitée optiquement puis la pop-
ulation d’états excitée est mesurée par fluorescence. Il est alors possible d’extraire par
déconvolution la population dans I'état fondameritét). La population dans I'état ex-

cité est alors donnée par— C(t) et est représentée dans la figure 3.4. Dans ce graphe
log-log, il est clair que la décroissance se faitl¢r/t, ce qui est en parfait accord avec la
coagulation-difusion a une dimension.
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Cette loi algébrique de décroissancel ¢t pourl —C(t) estla signature d’un processus
de diffusion et recombinaison de deux corps. Ceci suggeére fortement que le processus de
relaxation des photoexcitations comporte une recombinaison de pairs.
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FIGURE 3.4 — En haut, la population restante dans I'état excité (cercle) est tracée en
fonction du temps ¢ dans un graphique log-log. Elle montre un comportement linéaire
sur un peu plus de trois décades et sa pente est en 1/1/t. La droite de méme équation
est donnée pour comparaison. Linsert représente un fit avec des simple-, double-, triple-
exponentielles. Ici le nanotube est de type (8,6). En bas, méme graphe mais pour des
nanotubes de carbones (7,6). La encore en insert est donné un fit avec des exponen-
tielles.



3.3. Probabilité a un intervalle 61

3.3 Probabilité a un intervalle

3.3.1 Equation de mouvement

Tout d’abord, commencons par rappeler la dérivation de I'équation de la probabilité
a un intervalle vide [benA90]. Nous pourrions aussi utiliser le formalisme hamiltonien
[Pesch94], mais gardons le pour les quantités a deux temps.

Nous noterongz,(t) la probabilité dépendante du temps d’avoir un intervalle d’au
moins n sites vides au temps Etant donné que nous avons supposé linvariance par
translation spatiale (le systeme est supposé homogeéne),ne dépend pas de la position
de l'intervalle vide mais uniquement de sa longueuBien entendu, de part la définition
du processus de coagulation- diffusion, I'évolution temporelle de cette probabilité est
gouvernée par le mouvement diffusif des particules. De fait, il n’y a que deux types de
contribution pour I'évolution dé,, (1) :

— les particules qui entrent par la droite ou la gauche de I'intervalle Mjde)

— les particules qui sont adjacentes a l'intervalle vigle ; (¢) et qui s’en éloignent
Dit autrement, dans un intervalle de longueunoténj, une particule (e) pewtntrer par
la gauche ou la droite de l'intervalle vide entre les temett + d¢. La probabilitéE,, (¢)
décroit donc de cette valeur

~[Pr(e ~[A]) + (]~ @)

La probabilitéPr(e ~[ n ]) est proportionnelle & la probabilité qu’une particule soit &
droiteou a gauche de l'intervalle vide, c’est-a-dire

Pr(e ~[ n]) = Pr(e[ n)I'dt. (3.8)

Cettederniére relation peut s’évaluer en utilisant la relation

Pr(e[) + Pr(o[M1]) = Pr(() = E, (1)

ou le symbole (o) représente un site vide. Nous pouvons aussi ideftifief n |) =
E,1(t), et ainsi nous obtenons pour la premiére contribution

Pr(e[) = Pr((A]e) = Eu(t) — Ena (0). (3.9)

La seconde contribution pour I'évolution dg,(¢) vient si I'on considére la possibilité
gu’une particule soit a droite ou a gauche d’'un intervalle de taille 1 et gu’elle s’en
éloigne

-+ [Pr(ﬂ o) + Pr(o m)] )

Etantdonné que le processus+ A — A contraint chaque site & ne contenir qu’une seule
particule, nous n’avons pas a nous soucier du cas ou la particule en rencontre une autre
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lorsqu’elle s’éloigne de lintervalle. Comme avant, nous avons
Pr(~ on-1) = Pr(e[n-1)Idt (3.10)
= (E,_1(t) — E,(t))l'dt.

En sommant alors toutes les contributions, I'évolutionjét) est donnée par

OB, (1) = 2T [ {B(t) — Epir ()} + {E01(t) — En(1)}
= T (Eyy — 2B, + Epsy). (3.11)

Attention toutefois, cette équation n’est valable que pour des tailles d’intervatel.
Pour le cas = 1, I'évolution deE,,(t) est donnée par

0,5, (t)dt = |Pr(e ~) + Pr(~ &) — Pr(e ~ o) — Pr(o ~ .)].

De la méme maniére, nous avdhge ~) = Pr(e)['dt etPr(e ~ o) = Pr(eo)I'dt. Nous
pouvons alors évaluer ces quantités en considérant les conditions suivantes

Pr(e) + Pr(o)=1 = Pr(e)=1— FE;(t)
Pr(eo) + Pr(oo)=Pr(o) = Pr(eo) = F(t) — Es(t). (3.12)

Ainsi, 'équation poum = 1 est donnée par
9, (t) = 2T [1 2B, (1) + Bx(t)]. (3.13)

Désormais, hous pouvons voir I'équation paue 1 comme une extension de I'eq. eq. (3.11),
en introduisant la contraint&,(¢) = 1. Bien que cette condition soit communément util-
isée, elle est néanmoins considérée comme suffisamment compliquée pour qu’'une so-
lution de eq. (3.14) soit généralement évitée. Pourtant, nous aurons besoin de la forme
explicite deF(z, t) lorsque nous calculerons les fonctions de corrélations, et devons donc
la donner.

Dans la limite continue, lorsque le pas du réseast petit, nous posons = na et
E(z,t) = E,(t). Léquation précédente eq. (3.11) peut étre développée par rapport a
et en introduisant le taux de diffusion rescélé= I'/a?, nous obtenons simplement une
éqguation de diffusion couplée a la condition de bord

0,B(x,t) = 2D0,, E(z,t), et B(0,) = 1. (3.14)

Nous pourrions alors utiliser une transformée de Fourier

E(z,t) = /_ - % exp(ikz)E(k,t) (3.15)

[e.9]
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pour résoudre I'équation précédente et obtiendrions

E(z,t) = /_ % exp [— éoiz(x—x')Z E(2',0), (3.16)

ou les intégrales selon I'axe réel ne sont pas restreintes et ou nous avons introduit la
longueur de diffusion

0y := V8Dt (3.17)

quijoue le role de la longueur d’échelle de la fonctibte, t) = E(x /).

3.3.2 Effet de la condition au bord : limite continue

L'approche donnée juste avant ne rend compte que d’une partie du probleme et laisse
de coté la condition au borH,(¢) = 1. Il convient donc de modifier cette solution pour
la prendre en compte : pour ce, il suffit de définir dans I'eq. (3.16) la signification de la
probabilité £(2’, 0) lorsque la variable’ est négative.

Lemma 3.3.1 Si I'on étend la validité de I'eq. (3.11) a tout € Z tout en imposant la
contrainteEy(t) = 1, on trouve

E_,(t) =2— E,(1). (3.18)
ce qui dans la limite continue conduitia(—x,t) = 2 — E(x,t).

Démonstration : Nous le prouverons par induction. D’abord, considérons le:cas).
En utilisant I'eq. (3.11) effy(¢) = 1, nous obtenons

O Eo(t) =2 (E_; — 2Ey + FEy) .
ce qui implique que
E_1(t) =2Ey(t) — Ey(t) =2 — Eq(t). (3.19)

Dans le cas général, considérons I'équation de mouvement pour I'index 1 et sup-
posons (3.18) pour les indicesr et—n + 1 :

1
E .. = 28, — Efn%»l + ﬁatEfn

1
= 22~ E,) - (2~ E,) + 5502 - B)
= 2- En—l—l

ou les équations de mouvement (3.11) ont de nouveau été utilisées. Ainsi s’achéve la
preuve g.e.d.
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Dans la limite continue, cette relation nous autorise a réétinmtégrale eq. (3.16)
pour que l'intégrant parcours uniquement I'axe positif.

© da!
o VTl

et ou erfc est la fonction d’erreur complémentaire [Abramowitz] définie par

E(Z’,t) _ eI'fC(JZ/éo) + E(ZL‘/, 0) [6—(:10—;5’)2/302 . e—(l’-i-x’)?/foz ‘ (320)

erfe(z) = % / e, (3.21)

Cetteéquation eq. (3.20) est la solution générale pour la probaléilité ¢) d’avoir
une intervalle vide de longueur mininateau tempg. L'état initial est décrit par la fonc-
tion £(x,0). La concentration de particutét) = Pr(e)/a découle dans la limite continue
de larelation eq. (3.12) :

Pr(e) 4+ Pr(o)=1 = Pr(e) =ac(t) =1— E(t) (3.22)
olac(t) =1— Ey(t) ~1— FE(0,t) — ad, E(x = 0,1), etainsi
c(t) == 0, E(z,t)|,_q - (3.23)

De part sa définition’(x, t) peut étre réécrite comme une somme des probabilités d’avoir
un intervalle vide borné sur sa gauche et de longueur au moins égale’ast-a-dire

P(z',t) = Pr(o) ;
Ent) = / S P, (3.24)

Il se dessine alors deux conditions aux bords :
e lanormalisation £(0,¢) = [;“dazP(z,t) =1
e dans la limiter — oo, il faut queE(z,t) — 0
Nous pouvons ensuite exprimél(x, t) en fonctions deP(x,t) en intégrant par partie
eg. (3.20) :
/

BElz,t)=1— %/Ooodm’P(a:’, 0) [erf(x/; ”“") . erf(x - x)} (3.25)

0 0

La concentration s’obtient dés lors par une simple dérivation par rapporetanous
obtenons

:13/2

\/;go /Ooodx'P(x', 0) exp ( — %—2) (3.26)

Le comportement aux temps longs de la concentration dépend donc de la condition
initiale, caractérisée pd?(zx,0), de la maniére suivante :

c(t) =
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Lemma 3.3.2 Pourdes temps suffisamment longs et toutes distributions initiales0),
la concentration décroit comme

c(t) ~ %% +o (") (3.27)

Démonstration: CommeP(z, 0) est une distribution de probabilité normalis¢g,dz P(x,0) =
1, nous devons avoiP(z,0) = o(1/x) lorsquez — oo. Ainsi eq. (3.26) peut se réécrire

sous la forme
1 o
1 {1 _ / dz P(z,0) (1 - e—wﬁof)}
0 0

1 2 > 2
= — [ drP(to,0) (1-¢) (3.28)

o) =
2
VT by VT Jo

o(1/t0)

ou nous avons utilisé le comportement pouraegands deP(x, 0) dans I'estimation de
l'intégrale. g.e.d.

Nous pouvons obtenir le méme résultat par un développement formel de I'exponentielle.
Si le second moment dé est bien défini, nous obtiendrions

2 (%) -2
£) ~ (1 - ) 0(ty™?). 3.29
C( ) \/%EO €02 + ( 0 ) ( )
Pourle cas ou ce second moment diverge, considérons I'exemple suivant
Qo

oul < a < letay = (1 + «a)sin[r/(1 + a)]/m est le facteur de normalisation. Dans cet
exemple, nous obtiendrions par un calcul analogue a celui fourni dans la démonstration
du lemme 2.2

2 2
9 o0 exp (—x—2> 9 o 1 —exp (—x—2>
c(t) = / dz ag - 1-— ag/ dz b
0 0

\/7?60 1 + .T1+a \/?60 1 =+ .I'lJra
2 [ Qo & 1— €_$2 |
S B
VT Lo 6™ Jo by~ 4 plte
2 [ Qo & 1-— €_$2 |
= m 1—£0—a ; dejL . (331)

Notons que si chaque site est occupé initialement avec une probablkt&oncen-
tration est égale & = p/a et la fonctionE,, (0) est proportionnelle &

En(0) ~ (1= p)" = (1 — aco)™* =23 E(z,0) = exp(—coz) (3.32)
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Par contre, si le systéme est initialement totalement rempfiattécules,p = 1, alors
E,(0) = 0 pourn # 0 et donc de eqg. (3.20) on trouve qigx, t) se réduit &rfc(z /).
Dans le cas plus général d’'une concentration initiglavecE (z,0) = e~“*, nous avons
alorsP(x,0) = cpe~ " et de eq. (3.26) on tire que

1
c(t) = coexp (103602) erfc <602ﬁ) : (3.33)

exp(-Gx)
——- (l+g)”

—_.

c—— erfcl/TEX/2)

IN

I 1 L1 L1l I
0.01 0.01 %

|
100

FIGURE 3.5 — Evolution temporelle de la concentration ¢(t) pour différentes conditions
initiales caractérisées par E(x,0) et avec ¢y = 1/2. Pour chacune d’elle, la concentration
particulaire présente le méme comportement asymptotique. Les différents passages en-
tre le régime initial et asymptotique peuvent étre expliqués qualitativement par la fonction
de distribution interparticulaire (IPDF) définie dans I'eq. (3.34) et montrée dans l'insert a
t = 0.

Dans la figure 3.5, nous présentons l'effet de différentes conditions initigles))
sur la concentration. Comme attendu, le comportement asymptotique de cette derniére ne
s’en trouve pas modifié et nous trouvons hién ~ t~'/2, Par contre, la fagon d’atteindre
ce comportement asymptotique dépend de cette condition initiale. Pour mieux compren-
dre, introduisons la fonction de distribution interparticulaire (IPDF)

1 9E(a,1)

OB (3.34)

p(z,t) =
qui exprime la densité de probabilité que le voisin immédiat d’'une particule soit a la dis-
tancer au tempg [benA90, benA00]. Nous présentons dans I'insert de la figure 3.5 cette
fonction at = 0. Lorsquep(z, 0) est une fonction monotone décroissante, la transition
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entre les deux régimes est plus douce. Par contre, dans le troisé&noel les particules
ne sont jamais collées les unes aux autres, les particules doivent d’abord se rapprocher
avant de réagir entre elles : la transition est alors plus abrupte.

3.3.3 Casdiscret

Il est possible d’avoir la solution dans le cas discret en utilisant la méme méthode,
nous allons en donner les résultats.

Dans ce cas, rappelons la solution de I'équation différentielle eq. (3.11). La fonction
génératrice

—+00
F(z,t)= Y 2"Eq(1) (3.35)
vérifie 'équation différentielle
O F(2,t) =2D(z+ 1/z — 2)F(z,1). (3.36)

Notons que c’est normalemehtqui aurait d0 apparaitre dans cette équation mais nous
avons choisi d’utiliseD. Elle a pour solution

F(z,t) = F(z,0)e?PErl/z=2t _ =Dt Z Z En_m(0)I,,(4Dt)  (3.37)

n=—oo m=—0oQ

ou nous avons utilisé pour# 0

1/2 z(t+1/t) _ Z tk]'k (338)

k=—00
En identifiant~,, (¢) dans I'expression précédente, nous avons alors

+oo
Eu(t) =e*"" Y " Epn(0)L_m(4D1). (3.39)

m=—00

Comme dans la précédente section, pour prendre en compte la condition &ty ore
1, nous remplacons la sommation sur les valeurs négatives de l'indiee utilisant la
relationE_,(t) = 2 — E,(t) et finalement trouvons

E,(t) = e 4Dt

Z B ( o (4D1) — ]n+m(4Dt)> (3.40)

n §2In+m(4Dt) +Il(4Dt)] ~

m=1
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—— discrete, =1

— discrete, 0.5
—— discrete, g=0.1 -
— — - continuum limit, =1 1
- — - continuum limit, ¢=0.51

continuum limit, ¢=0.1 |

-~
~
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FIGURE 3.6— Evolution de la concentration dans le cas discret (en trait plein) et dans le
cas continu (pointillé). Les concentrations initiales ¢ choisies sont [1,0.5,0.1] en allant du
haut vers le bas.

Dans le cas discret, la concentration de particule est donnée(ar= 1 — E(?).
En utilisant les relations de récurrence des fonctions de Bessel modifiees (9.6.26 de
[Abramowitz]), nous obtenons

c(t) = e 4P (IO(4Dt) + I,(4Dt) — f m Em(o)lm(wt)) , (3.41)

m=1 ﬁ
ce qui généralise les résultats de Spouge [Spou88]. Dans la figure 3.6, nous illustrons
la concentration de particules dans les deux cas précédemment calculés : le cas discret
eq. (3.41) et sa limite continue eq. (3.33), et ce pour trois valeurs différentes de la concen-
tration initialec,. La distribution initiale, quant a elle, est donnée paf0) = (1 —cq/a)”
dans le cas discret et pai(x,0) = ¢ " dans sa limite continue. La encore, les com-
portements asymptotiques sont les mémes dans tous les cas, indépendamment de la con-
centration initiale. Nous pouvons aussi constater que le passage entre le régime initial
et le comportement asymptotique est plus doux dans la limite continue. Cela s’explique
gualitativement par le fait que dans le cas discret les particules doivent d’abord se rap-
procher avant d’interagir alors que, dans la limite continue, on peut toujours trouver deux
particules infiniment proches et donc qui peuvent réagir de suite.
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3.4 Probabilité a deux intervalles

Maintenantque nous avons vu et éprouvé la méthode dans le cas simple de la prob-
abilité a un intervalle vide, il est temps de I'appliquer au calcul du corrélateur. Plus pré-
cisément dans cette section, nous allons généraliser la technique et dériver la probabilité
E,, »,(d,t) d’avoir deux intervalles vides au moins de longueutet n,, séparés d'une
distancel : nous le noterons par

By s (1) = Pr((n ] d [
Bien entendu, cette fonction doit satisfaire ces conditions de symétries :

Em,m (d, t) = Enz,m (d, t)
Enlyo(d7 t) - En1 (t) et EOJLQ (d> t) = Enz (t)
Eryny(0,1) = By (1), (3.42)

3.4.1 Equations de mouvement

Comme pour la probabilité a un intervalle vide, nous déterminons les variations de
En, n,(d,t) entre les tempsett 4 dt :

0 Bnyns(d,t)dt = — |Pr(e ~ [y d[75 )+ Pr((ny |d[72 ]~ ) (3.43)
+ Pr((71 |~ ed— 1[5 ) + Pr((ms |d— 1o ~ [ 73]
+ [Pr(m o[y =1 |d[ g ) +Pr((nr |d[nz — 1 Jo )

+Pr((ny — 1o~ d[mg )+ Pr((n |d~ o s — 1 )]

Lestaux de probabilité sont évalués en utilisant les regles de somme dans le cas statique.
Tout d’abord, considérons les contributions négatives pour lesquels nous obtenons

Pr(e ~ [y |d [ ]) = Pr(o[ 71 ] d [z ) ',
Pr(e[ na]d[ng ) + Pr(o[m]d[ns ]) = Pr({n: Jd[n; ]
= PI"(O d ) = L o <d7 t) — Enitims (d7 t)

et

Pr((ng |~ ed—1[ny |) =Pr((ng |ed—1[ny ) Tdt,
Pr((ny Jed—1[ny ) +Pr((n Jod—1[ny ) =Pr((ni [d[ na )
= Pr((ny |ed— 1[Ny |) = Epyny(d.t) — Epygin,(d —1,2).
Pour les contributions positives, nous avons
Pr(~ om’ d[ny]) = Pr(om d[ ny ) I'dt,
Pr(of ny — 1 |d[mng )+ Pr(o[ ni — 1 |d[my ) =Pr((ni— 1 |d[na])
= Pr(of ny — 1 |d[ 12 |) = Epy—10,(d,t) — By (d, 1),
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et

PI( n1—1 o~ ( %) ):PI'( TLl—l od %) )th,
Pr(ny—1|ed[ny |)+Pr(n—1|od[ ny )zPr(d—i—l)
=Pr(n —1|ed[ny|)=FEy _1n,(d+1,t) — Ey n,(d, 1),
et de la méme maniere pour les autres termes qui sont symétriques. En rassemblant
'ensemble des contributions, nous avons alors
OBy oy (d) =T [-8Ep, n,(d) (3.44)
+En1+1,n2(d) + En1,n2+1(d) + Em—lmz (d) + Em,nz—l(d)
+ En1+1,n2 (d - 1) + En1,n2+1 (d - 1) + Em—l,nz (d + 1) + Em,m—l(d + 1)] :
Nous avons choisi ici de le faire de facon heuristique mais il est tout a fait possible
d’obtenir le méme résultat en réécrivant I'équation maitresse dans le formalisme hamil-
tonien [Pesch94]. La limite continue de cette équation de diffusion est obtenue en dévelop-
pant les termes jusqu’au second ordre en pas de rés@aw? étant absorbé dans la déf-

inition du tauxI"). En posant: = na, y = nqa etz = d/a, nous en déduisons I'équation
différentielle linéaire suivante :

0, E(x,y,2) = 2D [ag 24— (axaz + ayazﬂ E(z,y,2). (3.45)

Il ne reste donc plus dés a présent qu’a résoudre cette équation de diffusion a trois
dimensions.

3.4.2 Solution générique

La solution générique de eq. (3.45) est obtenue en diagonalisant la forme quadratique
associée a l'opérateur différentiél:= 07 + 9, + 92 — 0,0. — 0,0.. Le changement de
variables(x,y, z) — (X, Y, Z) permet de diagonalise? :

X=az+y+v2:2) , Y=8@E+y—V22) , Z=~(x—y), (3.46)
ou les constantes (positives) sont données par
a = 22-v2ITV?, B=22+V2)T?, =1V,
etod lonaa? + 4% = leta? — 52 = 1/v2.

Dansces nouvelles variables, I'opératebir= 0% + 0% + 0% est diagonal. Comme
dans la section précédente pour le probleme a un intervalle vide, nous omettons volon-
tairement les conditions aux bord dans un premier temps. Dans la limite continue, la fonc-
tion E(z,y, z) peut ainsi étre calculée a I'aide d’'une transformée de Fourier et exprimée
comme une intégrale dépendante des conditions initiélés, y, z) := E(z,y, z,0) :

V2

E(z,y,z) = WAL / do'dy'd W(x — 2’y — ', 2 — 2 )Eo(2', v, 2)  (3.47)

— 00
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ou le noyau gaussien(u, v, w) de cette intégrale est

W(u,v,w) = exp%[—ag(u—kv—l—\/éw)2—52(u—|—v—\/ﬁw)Q—VQ(u—U)Q}
= exp%[—(u—kv%—w)z—w?—%(u—v)z}, (3.48)

Notonsque le Jacobien de cette transformation eq. (3.46) est égatasy = v/2.

3.4.3 Conditions de compatibilité

Comme exprimée précédemment dans I'équation eq. (3.18), il faut trouver la corre-
spondance entre les intervalles dont la longueur formelle est négative et ceux dont la
longueur est positive. En effet, la solution formelle (3.47) requiert des variables réelles
alors que la probabilité”(z, y, z) n'a de signification physique qu’avec des distances
positives.

Il nous faut considérer trois cas, selon le signexde et z. Du fait des conditions de
symeétries eq. (3.42), il n’est nécessaire de considérer que les aaswotisont négatifs.

Le casy < 0 se déduira de la premiére équation eq. (3.42). L'objectif de cette section est
d’énoncer ces conditions de compatibilité et de les démontrer.

Lemma 3.4.1 La probabilité de deux intervalles vides de longueur négative est reliée a
celle de longueur positive par les relations suivantes

B ng(d) = 2B, — Epy o, (d — 1), (3.49)
Epyny(d) = 2E,, — Ep, n,(d —n3), (3.50)
Eonyony(d) =4 — 2E,, — 2E,, + By, (d — 1y — ny). (3.51)

Démonstration : En partant du cas discret eq. (3.44), on considere I'équation différen-
tielle pourn; = 0, ce qui donne

O0tEon,(d) = OrE,,. (3.52)
Le premier terme est évalué a partir de eq. (3.44) et est égal a
0, By (d) = F[2En2_1 — 4B, + 2B,
+E 1, (d) + E_1p,(d+ 1) —4E,, + E1 n,(d) + By, (d — 1)].
En utilisant eq. (3.11), le terme de droite dans eq. (3.52) est égal a
0,E,, = 2T [En2_1 2B, + Enyuil.

En comparant les deux derniéres expressions, nous obtenons une égalité entre les cas
n=-—-letn; =1

E 10y(d) + E_1py(d+ 1) + Eypy(d) + By (d — 1) = 4E,,.
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Il nous reste a différencier cette relation par rapport au tezhpsutiliser eq. (3.44) pour
chacun des 4 termes de gauche et eq. (3.11) pour le terme de droite dans le but d’obtenir
une relation entre les indices = —2 etn; = 2:
E 9p,(d)+2E 5,,(d+ 1)+ E_5,,(d+2)+
Esp,(d) +2E5,,,(d — 1) + Ey p,(d — 2) = 8E,,.

Par récurrence, nous pouvons étendre ce résultat a tout indice positif

ni k ni k
> (n )Em,m(d +E)+> ( )Em,nz(d — k) =2mHE, . (3.53)
1 k=0

n
k=0 1

En particulier, on retrouve dans le cas= 0 le résultat eq. (3.18)E_,,, + E,, = 2, en
utilisant la relatior ;% (*) = 2.

L'équation eq. (3.53) peut étre inversée pour obtenir une relation ehtre,,(d) et les
fonctions d’indices positifs. Pour ce, utilisons une transformée de Fourier discrete

1 oo
Enl,nQ(d) = / dz En1,n2(2)62mzd, En17n2<z) — Z Enl,ng(d)€_2m2d
0

d=—o0
pour résoudre la fonction de Green précédente eq. (3.53)

~ ~ 1+ €—2i7rz n1 2n1+1€—217rzd .
E_ 102 (2) = —Epy 0y (2) (W) + m 0.n3(2)

ou nous avons utilisé le fait que,, = £y ,,(0). En inversant la relation, nous obtenons

1
Brnld) = 5 Bud) [ s et
d’ 0

—2imzd’

1
ni+1 €
+ 2™ ZEO’HQ(d/)\/O dz (1+62i7rz)n1

d/

La premiere intégrale sur la variablelonne une fonction de Kroneck&s_ s, o. Pour
la seconde, nous utilisons le fait qég ,,,(d') = E,,, et ce indépendamment dg ainsi

gue le peigne de Dirac
D e Z (z—d) (3.54)

dl

qui va sélectionner la valeur= d’ lorsque I'on évaluera l'intégrale sur Nous obtenons
alors le résultat

—217rzd
/ __o9—n
Z/ 1_|_€227r2n /dZZ5Z—d 1+€21W2)n1_2 K

Ainsi, nous obtenons les symétries entre les indices négatifs et pasitigsidn,). La
relation eq. (3.51) est directement issue des deux premiéres de ce lemme, en considérant
les cas ou les longueurs des intervalles vides sont toutes deux négatives. g.e.d.
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Une autre relation relie la distance “négativeld entredeux intervalles avec le cas ou
cette distance est positive.

Lemma 3.4.2 Nous avons
En17n2(_d) - 2En1+n2—d - Enl—d,nQ—d(d)- (355)

Démonstration : Considérons le cas = 0 dans I'équation discréte eq. (3.44). Etant
donné que,, ,,,(0) = E,, +n,, NOUS @vons

0By 0y (0) = OBy 1,y -
En utilisant eq. (3.44) le premier terme donne
OBnins(0) = T |2, n1 = 8Byt + En1na (<1) + By (—1)
+2E0, 4n5-1 + Epy—105 (1) + By np-1(1) [,
alors que le second terme procure
O Enyiny =21 (Fnying—1 — 2En 10y + Enytnot1) -
En comparant les deux derniéres expressions, nous obtenons
Eriiimy (1) 4+ Epy g1 (—1) + Epy—1.00(1) + Epy ny—1(1) = 4, 40,

Reste alors a dériver par rapport au temps la derniere expression. Nous obtenons une
fonction de Green impliquant des termes dont les distances sont positives ou négatives :

d

k
§ (d) ni+k,no+d— k + E ( ) ni— k7n2—d+k(d) = 2d+1En1+n2'
k=0

Remarquons que la somme sur les trois indices est toujours égate,. Pour inverser
cette expression, nous utilisons une transformée de Fourier

1
Enl,nz(d> :/ dl’d’y E(I’y7d)e2iﬂ'(n1x+n2y)’
0

[e.9]

E(l’7 Y d) = Z Enl,ng —2z'7r(n1:E+n2y)

n1,ne=—00

pour aboutir a

e 2imz + 62i7ry>d " 9d+1

E(ZE, Y, _d> + E(ZL’, Y, d)( - E<J;’y7 0) (e2i7raa + €2i7ry)d'

e2i7ra: + €2i7ry
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La transformée de Fourier inverse donne alors

Z Eng (0 / dedy 24 exp(2imx(ng — nf) + 2imy(ny — nb))

n1 n2 (eQiTrm + 62i7ry)d

nmy

—2irx + 6—217ry

_ Z E (d) d d € d 2ima(n1—n))+2iry(ne—nk)
ny,nb o ray 6217&_’_6217@ e )

/ /

De la méme fagon quand dans la démonstration précédente, la seconde intégrae sur
y donne deux fonctions de Kroneck&y, _.,, _4,00n,-n,—4,0, €t 12 premiere intégrale peut
se réécrire comme

1 2d+1 . .
> By /(0>/ dedy —; ___e2ima(n—n})+2imy(na—)
LSRUD) 0 (

e2imx + 6217Ty)d

i

1 2d+1 . ) . /
= E En’1+n’2/ dxdy( - - 621“1(”1*n1)+21ﬂ'y(n2*n2)
0

e2imx + tewy)d

2d+1
= E Ey, dxd e2i7rff(”1*n/1)+2i7ryn2§ :€2i7rn/2(zfy)
Y e?iwm+62iﬂy)d :

!
Ty

La derniére somme sut, se fait en utilisant I'égalité eq. (3.54), qui sélectionne- y
dans l'intervalle d’'intégration suy. Lintégrale sur la variable donne alors directement
une fonction de Kronecket,, ., 4,0, C€ qQui permet d'obtenir la relation entre les
indices—d etd. g.e.d.

Dans la limite continue, les expressions eq. (3.18), eq. (3.50), eq. (3.51) et eq. (3.55)
prennent la forme suivante

E(-z) =2 - E(z),

E(—w,y,2) = 2E(y) — E(x,y,2 — x),

Bz, —y,2) = 2E(x) = E(z,y, 2 — y),

E(—z,—y,z) =4 —2FE(x) — 2E(y) + E(x,y,z — x — y),
E(x,y,—2)=2FE(x+y—2)— E(x—z,y — z,2). (3.56)

Ceci nous permettra de réécrire eq. (3.47) dans un domairie’oy, 2’) sont toutes
positives, et oty (2', ¢/, z’) est physiquement bien définie.

3.5 Solution générale d&&(x, y, z, t)

De I'équation générale eq. (3.47), nous séparons les huits différents domaines d’inté-
gration autour de l'origine ; par exemple’ > 0,y > 0,2’ > 0), (z/ < 0,y > 0,2 > 0)
etc.., et nous utilisons les relations eq. (3.18), eg. (3.50), eq. (3.51) et eq. (3.55) pour as-
socier tous les domaines au domajmé> 0,3y’ > 0,2’ > 0). Commengons par séparer
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les régions ott’ > 0 decelle ouz’ < 0. Pour simplifier les notations, nous avons changé
I'échelle de toutes les longueurs gattel queE,, (z,y, z) = E(xly, ylo, 20y, 1))

[ 92 oo
Eéo (.73, Y, z, t) = g /]RQ /0 dxldy/dzl |:W€o (‘T - x’, Yy— y,7 Z = Z/>EO,€0 (xla ylu Z/)

AWy (x — 2y — ', 2+ 2" ) Eo g (2, Y, —2') |- (3.57)

Dans le dernier terme, nous reportons les valeurs négativésade valeurs positives en
utilisant eq. (3.55) dans la limite continu&(z',y', —z') = —Eo(2’ — 2",y — 2/, 2') +
2Ey(2'+y' —72'), 0UEy(z) = E(z,0). Ensuite, deux translation$— 2z’ — 2’ ety — 2’ —

y' dans le premier termé&y (2’ — 2/, ¢y’ — 2/, 2’), ainsi qu’une translation sur la variable
' — ' —y' + 2’ dans le second termi&, («’ + y' — z’) nous permettent d’obtenir

Eyy(z,y, 2 ”7?3/ / da'dy'dz’ Wy, (x — 2’y — v/, 2 — 2/) Eg g (2, Y, 21)
]RQ

Wi (x—a' =2 y—y — 2 2+ 2 )Eou (2, Y, 2))

F2Weo(x — 2’ +y — 2y — ', 2+ 2) By (2). (3.58)
Dans le troisieme terme contendiif(z’), nous pouvons désormais intégrer guand:’,
vu que la fonctionV,, () est un noyeu gaussien. Lorsgtieest négatif, nous avons aussi

Ey(z') = 2 — Ey(—2’) ce qui nous permet la encore de tout reporter sur I'axe positif.
Apres un réarrangement, nous arrivons a

Ey(z,y,2) = erfc(z)erfc(a: +y+2)

°° da’ 72 2
(z4y+z—a')? _ _—(z+y+z+a’) /
+erfe(z) - [e e } Eo.(2")
\/ / / d:}:’dy/dz Wgo( 2y —y,z—2)
R2
Wiz —a' =2 y—y — 2, z—{—z)}EogO(x y', 2" (3.59)

Dans le dernier terme, La différence entre les deux pbidg) peut étre simplifié en
remarquant que

Wiz —a'y —/ 2 —2") =Wy (v —a' =2 y—y — 2,2+ 2)

=Wy (z—a',y—y,z—2)(1—e ) = Wgo(ac’, v, 2. (3.60)
A partir de l'intégrale multiple eq. (3.59), nous pouvons diviser le domaine d’intégration
surz’ ety’ en quatre partiesty (2/, v/, 2'), Eo(—2',y', 2'), Eo(2', =y, 2'), et Eg(—2', —y/, 2'),
avec les variable§r’, /', 2’) toutes positivesEy(—2', v/, 2') peut étre transformé en util-
isant les étapes suivantes ainsi que eq. (3.50) et eq. (3.55)
Eo(—2',y',2") = 2Ey(y) — Eo(2',y, 2" — 2')

= 2E0(y) — 0(z' — 2"V Eo(2',y, 2 — ')
—0(2" — 2') [QEO(y’ +2)— Eo(2,—2' +y + 2,2 —2)] (3.61)
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ensuite

Eo(—2',y',2") = 2Ey(y') — 0(2' — 2")2Ey(y' + 2)
/

(
( )
+0(x' —2N0(—2' + oy + 2 VEo(2, =2’ + o' + 22 — )
(' = 20" —y = 2 Eo(<, 2" —y' = 2 y). (3.62)

Dans cette derniere expression, tous les arguments des fonctions sont positifs. Une analyse
équivalente peut étre conduite duy(z’, —v/, z'), qui est symétrique en inversaritet ¢’

Eo(z',—y',2) = 2Ey(2") —0(y — 2')2Ey(2' + 2')
(v = 2V0(—2" +y' — 2')2Ey (%)
(2" =y Eo(2, Y, 2" =)
_"_e(y/ _ Z/)e(:cl _ y/ +Z/)E0<x/ _ y/ +Z/’ 2/7 y/ _ Z/)
( 0(=a'+y = Eo(—a'+y =22 2). (3.63)

Enfin, en utilisant eq. (3.51) et eq. (3.55) la derniere expredsionz’, —y/, ') est mod-
ifiée en
Eo(—2',—y',2") = 4—=2Ey(x') —2Es(y) + Eo(2,y, 2" — 2’ —4/)
= 4—2Ey(2") —2Ey(¢y) + 0(2' — 2’ — ) Eo(2', 2 — 2" — %)
+0(x' +y — ) |2Ey(2") — Eo(2' — ¢/, 2 — 2’2" + o — z’)]

Dans le dernier terme] — ¢ etz — 2/ peuvent étre aussi bien positives que négatives, et
donc demande a étre analysées

Eo(—2',—y',2") =4 —2Ey(2") — 2E(y) + 0(2" + o/ — 2")2E4(2") (3.64)
(2 =2’ =y ) By, 2 — ' =)

(2 +y — 2|0z —y)o(Z —:U)Eo(z —y =2 Yy -2

H0(y — 2002 — 2 ) {—Eo(y' — 2,2 — o', 2) + 2B, (2 — o)}

(' =y )0(z" — ) —Eo (2 — ¢ 2" = 2 yf) + 2E0(2' — ¢/)}

H(y — 2V0(x' — 2V {4 - 2Es(y — 2') — 2EO( — 2+ Ey(y — 2,2 — 2,2}

Ici, remarquons trois types de termes :
1. les termes indépendants des probabilités a un ou deux intervalles vides
2. les termes qui dépendent uniquement des probabilités a un intervalle vide
3. les termes dépendants uniguement des probabilités a deux intervalles vides
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Le premier type de terme est requis pour un réseau initialeneampli de particules.

Nous verrons dans la suite, que ce terme génere aussi les contributions dominantes dans
les régimes d’échelle aux temps longs.

La solution générale peut donc se decomposer de la sorte

E(z,y,2,t) = EO(x,y,2,t) + EV(z,y,2,t) + EP(z,y,2,1), (3.65)

ot EO(xz,y, z,t) est obtenue a partir des termes indépendant des conditions initiales,
EW(z,y,2,t) & partir de la probabilité a un intervalle vide(z') et E?(z,y, z,t) &

partir de la probabilité & deux intervalles videg(z, y, =), respectivement. Insistons sur

le fait queEM (z,y, 2, t) et E®) (2,1, 2, t) dépendentsy(2'), Ey(2’, v/, ') avec des argu-
ments positifs, et donc donne la solution “physique” du processus coagulation-diffusion
avec n'importe quelles conditions initiales. Nous allons maintenant analyser chacun des
trois termes.

3.5.1 Cas ou le systeme est initialement entierement rempli de par-
ticules
Nous remarquons que eq. (3.62), eq. (3.63), et eq. (3.64) contiennent les conditions
initiales des distributions a un intervallé,(z’), quelques constantes indépendantes des
conditions initiales, et les conditions initiales des distributions a deux intervajles, v/, 2').
Dans un souci de simplification de notations, nous allons rescaler chaque longueur par

Uy tel queEy (z,y,z) = E(xly, ylo, 20, t). Dans eq. (3.64), nous pouvons isoler dans
Eo(—2',—y/, 2') deux termes indépendant des conditions initiales,

4—40(y — 20" — 202"+ — 2').

Notons qued(y’ — 2')0(x’ — 2")0(x’ + ¢ — 2') = 6(y — 2)0(2’ — 2'). Ces deux termes
additionnés au premier terme de eqg. (3.59), donne la contribution suivante

Eég)(x, y, z) = erfe(z)erfe(z + y + 2)
2 -
w2 [ s Wy oty ) = a0ty — ol = ),
+

En utilisant les translations’ — 2/ — 2/ ety’ — 2/ — 3/ dans la derniére contribution,
nous obtenons

Elg(?)(:c, y,z) = erfe(z)erfe(x +y + 2)

2 ~ -
+4/ s /3 da'dy/d7’ {Wgo(—x’, 2 = Wy (2! — 2, —y — z’,z’)}.
Ry

En utilisant la relation eq. (3.60) ainsi que l'identité

—4zz'

Weo(x—gj,—z/7y—y/ _Zlaz+zl) - W£O<l‘—x,7y—y/7z—2’,)€
= Wgo (2 + 2,y +7,-2) = —Wgo(x’,y’,z’) (3.66)
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Nous pouvons réécrire commesuit

Eé(?) (x,y,2z) = erfe(z)erfe(x +y + 2)

\/ / da'dy/d2’ Wgo( ,—y’,z’)—l—Wzo(—x’,—y/,—z’)}
R3

= erfe(z)erfe(x + y + 2)

Hﬂg /R2dxdy/dz Wi, (— .2

L'intégrale surz’ donne une exponentielle gaussienne alors que les deux intégrales restantes
peuvent aussi étre calculées en utilisant quelques résultats donnés dans I'appendice D.
Apres réintroduction de la longueur de diffusi@n nous avons

EO(z, y,2) = erfc T erte (L) +erfe (2 ) erfe TrYyTE
ly ly ly lo
—erfc (JJ * Z) erfc (y i Z) . (3.67)
lo lo

Cerésultat est exact dans le cas d’'un réseau initialement completement rempli (i.e ou
Ey(x) et Ey(x,y, z) sont nulles). En particulier, la solution (3.67) respecte les conditions
de symétries eq. (3.42). Dans la limigggrand, nous pouvons remarquer la factorisation
E(x,y,2,t) ~ E(x,t)E(y,t), conformément a ce que nous nous attendions. En effet,
lorsque la distance est grande, il n'y a pratiguement plus d’interaction entre les deux
intervalles et donc la probabilité jointe est bien le produit des probabilités.

Les termes restants dans la solution générale dépendent des conditions initiales et c’est
ce que nous allons maintenant analyser, en commencant par la contribution dépendant de
la probabilité initiale & un intervalle vide.

3.5.2 Contributions de la distribution initiale a un intervalle

La contribution de la distribution & un intervalle a la probabilité:, y, z, t) vient des
relations eq. (3.62), eq. (3.63) et eq. (3.64), ou nous avons isolé les termes suivants

— le second terme de I'équation eq. (3.59)

— les trois premiers termes dans eq. (3.62) et eq. (3.63)

— les termes 2, 3, 4 dans eq. (3.64).
En tout, nous avons donc 10 termes qui contribuent, pour une condition initiale donnée
Ey(z"). En rassemblant ces termes et en faisant des translations successives sur les vari-
ablesy’, v’ or 2z’ quand nécessaire, nous arrivons a

* da s .
E(l) = erf / E / ( —(zty+z—2')? _ _—(z+ytzta’) )
% (:15, Y, Z) €r C(Z) ; ﬁ 0,00 (ZL’ ) e e
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/8 - .
+ 3 /3 da'dy'd2" Eq (37,){ Wi (2!, =y, 2') =W (a/ — 2/, =y — 2/, %)
RS -
I

+ Wfo(_y/7 !, Z/) - Weo(—y’ — 2 a =2 Z/)
I

+ W (_/_/_/_/ /_W Y

to(—a' — 2~y = 2, 2") o (=2, y,z)/

e

I3
+ W(go(—y' — 2, -2 =2 — Wgo(—y', -, 2")

v~

1y
+ 9<_‘/E, - y, + 2/)[W€0 (y/’ *2/7 35,) + VN\}K()(*ZG y,’ "L‘/)]

J

g

15

—i—\@(—x, +y + Z,)Wz()(—zl, -1/, x’)j} (3.68)

I

Pourarriver a ce dernier résultat, il est intéressant de noter que la for¢tion 2’) (dans

le cas ou l'intégrale sur la distribution a un intervallg ne dépend pas de 18) avecz’ et

Z' positives peut étre simplifiée et remplacée par la fonction unité si nous opérons la trans-
lationz” = x’ — 2'. L'intégrale surz” s’étend alors de-z’ < 0 aoco, cependant la fonction

0 restreint ce domaine d’intégration sur I'axe positif > 0. Ainsi, les bornes d’intégra-
tion reste inchangée par ce changement de variable, et |a fodatiise al. Dans le cas
OppPOSé, ol Nous avons une contribution présentant un terme téhgeied (=’ — 2’), une
translation sur’ changera I'argument dg,, ce qui ne permet plus de conserver la forme
eq. (3.68). En lieu et place de cela, nous préférons ééfire— z') = 1 — 6(2' — ')

et appliquer les précédentes translations a la variable positivez” + 2’. Ceci chang-
era I'argument danBVgo(' --) seulement et plus daris,. En utilisant alors eqg. (3.66), les
différents groupes de termés . . ., I, peuvent étre simplifiés comme suit

L = Wy, —y,2) =Wy (2 — 2, —f — 2,2
= W (e, =y, ) + Wy, (2, =y, —2)

L = Wy (=, 2,2") =Wy (—y — 2,2 — 2, 2) (3.69)
= Wy (=, 2, 2) + Wy, (—y/ 2/, —2)

I; = Wgo(—x’—z,—y’—z’,z’)—Wgo(—x’,—y’,z’)
= —Wzo(—x’, —y',—2') — Wgo(—x’, —y,2')
Iy = Wy(—y —7,—2'—2,2) —Wgo(—y’,fx’,z’)
= —W(go(—y’, —a!,—2') — Wg()(—y/, —a!, 7).
Ces relations nous permettent d’étendre le domaine d’intégratiorf sie&r—oo a oo
étant donné gu’elles combinent a chaque fois deux termes dépendaet de’. Comme

la variablez’ apparait seulement dans les poids gaussiens, l'intégratiori donne de
nouvelles exponentielles gaussiennes. Les intégrationg donnent alors des fonctions
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erf ou erfc, combinées &,(z’). LestermesI; et Is peuvent étre mis ensemble, et le
premier terme dé; se transforme

/R3 da'dy'd?’ Eo(2)0(—2' —y + 2 YWy, (v, =7, 2')
= / da'dy/dz" Eo(z)0(—2' + 1y — 2 YWy, (2, —yf, 2')
00 Ri 00 0 5
:/0 da’ Eo(x’)/o dy’ /_wdz’e(—m’ +y' + Wi (=2, —y, o). (3.70)
Le second terme donne
/ dz'dy/dz’ Eo(2)0(—a' — o + 2 YWy (=2, ¢, 2') =
o0 Ri 0 o0 5
:/0 da’ Ey(z") /_Oody'/o d2' 0(—a' +y' + YWy (=2, =y, 7). (3.71)
Finalement, I'intégrald; est égale a
/Oooda:’ Eo(x) /Ooody’ /Ooodz’ 0(—2' + 5y + 2 YWy (=2, —y,2') (3.72)

et peut étre combinée avec les deux termes précédents. En remarquéft gque v’ +
2"y = 0 dans le domaine oy’ et 2’ sont toutes deux négatives, nous pouvons écrire
l'intégrale surl; et I de la maniére suivante

8 / / / /
V= /R3da:dydz E07g0(a:)<[5—|—[6>
dy'dz’
—2\/_/ EOEO // Y 29( x+y+Z)Wgo( 2 =y, a’)
d 'dz’ -
—2\/_/ EMO // ves 4+ Wy, (v =2 =y 2’). (3.73)

Il est alors possible d’intégrer sytet 2’ successivement (voir Appendice D). En rassem-
blant tous les termes dg a I; nous obtenons

* da’ , , :
Et%)(:z?, Yy, z) = - Eo 4 (x ){erfc(z) [e_(z —z—y—2)* _ —(a'+ztytz)?
0o VT |

+erfe(z) [6_(90'—74) — e~ } — erfe(z + 2) [e_(”’—y—Z)2 _ o (@ ty+2)?
+erfe(y) [67@7@2 - 67(14@2] —erfe(y + 2) [(3’(90'*90*2)2 _ (@ +a+2)?]

+erfc(x +y+ Z) [e—(r/_z)2 . e_(gg/+z)2i| }

da’ , v s
_/0 \/— ( )K1,€0($7 » Y, )7 (374)
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ou le noyauk; estpositif. Lorsquez = 0, nous récupérons le résultat eq. (3.20) pour la
distribution a un intervalle de longueur+ y. Pour des exemples simples Hg(z'), les
intégrales précédentes peuvent étre exactement calculées étant donné que &8 esyau
gaussien par rapport a la variabfe Par exemple, prenons le cas d’'une condition initiale
telle queE,(z) = e~ ; alorsc, est la concentration initiale en particule et nous trouvons

EO(z,y,2) = erfe (6) (x4 y + 2) + erfe (EO)F (y)

—erfec ( ) Foo(y + 2z) +erfc <5) F. (x)
0

—erfc (y+z Foo(z+2) —I—erfc<

ou F, (x) est définie par

F. () = /000 ff\i,? e~ [6_(””,_9’;)2/%2 — e_(””/”)Q/ZOZ] (3.76)
= 1640203/4 {e—coxerf (:c - &]ﬁ) + e“%erf (x + Eoﬁ) - QSinh(CoiL‘)} .
2 L 2 o 2
Les valeurs limites de cette fonction sont
F.(z) T gt Acor, F. (z) e~ Qo?/_ coedto’ /4 erfc(ﬁgco/2)> (3.77)

et Fo(x) = erf(z/4p).
Dans la limite des temps longs, I'expression ci-dessus tend vers zéro selon une loi
algébrique en /¢,
4x 6 x?
ch:—(l—————l—...) 3.78
0( ) ﬁc%&ﬁ C(Q)goz EOQ ( )

et la partie dominante de la contributidi!) (z, y, z,t) dans cette méme limite se com-
porte comme

4(x+y)
\/_c

Il est alors intéressant de comparer ce développement avec le développement aux temps
longs deE ) (z, y, 2), qui est indépendant dg

EW(z,y, 2) ~ (3.79)

2(z +y) 2[(x+y) +6Iyz]
+
N 3v/mly?
Le premier terme de eq. (3.79) tend a accroitre la probabilité a deux intervalles par un fac-

teur indépendant de la distance, étant donné qu’il y a moins de particules dans le systeme
et ce pour une concentration finie de particules.

EOz,y,2)~1— (3.80)
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3.5.3 Contributions des distributions initiales a deux intervalles
Commeprécédemment, nous pouvons isoler dans les équations eq. (3.62), eq. (3.63)
et eq. (3.64) les termes impliquahitz’, v/, 2/, t = 0) = Eo(2/, ¢/, ') :
— un termeEy(2’, 1/, 2') lorsque toutes les variables sont positives, en combinaison
avechO (a4, 2)
— 2x3 termes dans eq. (3.62) et eq. (3.63)
— 5termes dans eq. (3.64).

Il y a donc douze termes impliquant les poidg, (- --). Aprés avoir exécuté quelques
translations, nous arrivons a lI'expression

Eé)xy, “71'3 /R3dxdydz FEos (2, Y, 2") x

{Wgo(l‘ Y2 — Wgo( y =2 = =22
+Wfo<_$la_y,7$,+y,+zl)_Wfo( Z _y _Z 13 +y +Z)
Wy (=2 —yf =2, =2+ 2) — Wy (2!, o + 2)
+W€o(_2/7 —a’ — y, - Zlay/ + Zl) - Wfo(x ) y y +z )
AWy (—2 — 2 + 2 ) = Wy (=) —y — 2,2, 2)
AWy (2" + 2, =y — 2 y) = Wy (2, —2' — ¢ — 2y )} (3.81)
Nous pouvons apparier les termes qui apparaissent sur chaque ligne de la relation ci-
dessus en remarquant que
Wgo (u—w,v—w,w— (u+v)) = Wgo (w,v,w— (u+ v))6_4w(r+y+z). (3.82)
Ce qui conduit a
VNVZO(_y, - Zl) -z’ — Zlv Z/) = Wfo (l’,, yla Z/)€_4(x,+y/+Z,)(x+y+Z)a
Wiy (—a! — 2/, —y — 2 2! 4y +2) = Wy (—a!, —yf 2’ +yf + 2)e 2 hut=),
W€0<_x/ - y/ - Zla _2/7 x' + Zl) = W@o(_xla y/a x’ + Z/)674(y/+z,)(x+y+2)a
WEO(_Z,a oy — Ayt 2 ) WZO (:E/, Y+ 21)6—4($’+2')($+y+2)’
') = Wiy(—a' = 23/ + o) @50+)
WED (Z/, oy — y/) WEO (x oy — y/)674x'(x+y+z)' (3.83)

De plus, nous avons

WEO(_‘T’ - y, - 2/7 2/7 €

Wﬁo(x’,y’jz) Wi (z — 2’y —y/, 2z —2')(1 — —4z’z)
o=y Y+ ) =Wy (r -2y -y, 2 — 2 )e” 4oz~ 4yy[1 —4($+y+z/)z]
]
]
z

Y

Wiy (=, 2!+ 2') = Wy (w — 2,y — o, 2 — 2 )e 221 — ¢~ 4@ +=)z
Wfo (l‘/a 'y + 2/) = Wi, (33 -2 y—vy,z— Z/)6_4y,y[1 e~y +2)z :
Wéo(—x’ — 2 =Wy (o -y —y, 2 — Zl)e—4rlz—4z/(:p+z (1— o )
WZO (' + 2, =y =2 y) = Wiz -2,y -y, 2 - z’)e*4y/y*4zl(y+z)<1 _ e 2,

Y
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Ce qui nous permet de réécrire eq. (3.81) comme

(x,y,2 \/ / do'dy’'dz" Eou (2 ¢, 2 YW (2 — 2,y — v, 2 — 2')

XKQ,Zo(‘r 7y 7Z 1Y, 2 )

avec
K2,€o (x/’ y/7 z';x, v, Z) _ [1 . 6—4(;p/+y/+z’)(x+y+z)]( 742/,2)
+e—4x’x—4y’y[1 . e—4z'(x+y+z)] [1 6_4 o' +y 42 )z]
_6—41’1’[1 . 6—4(y’+z/)(z+y+z)] [1 —4($ +z )z]
e[| _ oA+ [ _ o+
+e—4:c’cc—4z’(a:+z) [1 e—4y’(ac+y+z)]( —4x’z)
+€—4y’y—4z/(y+z) [1 6—4r (m+y+z)] ( —4y/z) (3.84)

3.5.4 Regle de somme et limite des longues distances

A partir des résultats précédents, nous pouvons écrire la distribution totale de deux
intervalles comme une somme de trois termes

E(z,y,z,t) = E”(z,y,2,t) (3.85)

° da’
+ NKi(2'; 2,9y, 2
| iz Bk i)

o0 / / /

+ % Eo(2',y, 2 YW(x — o,y — v, 2 — 2V Ko (2, ', 2 2, y, 2).
0 éo ﬁ

Comme test, nous pouvons considérer le cas ou la configuration initiale est un systéme
vide (oucy = 0). Les deux distributions initiale&/(z) et F(z,y, z) sont alors égales
a un et ce en tout temps. Ce qui signifie que si I'on insere les condifipfis) = 1 et
Eo(2',y', 2") = 1 dansI'’équation eg. (3.85) nous devons récupérer le rédifliaty, ,t) =
1. La premiére contribution vient de eq. (3.67) et estindépendante des conditions initiales.
La seconde viens de eq. (3.74) ou eq. (3.75) ayec 0 :

E(z,y,z,t) = erfc a erfe g + erfe erfc rTryTz
go 60 60 60
—erfc (xz(-) 2) erfc <y2; ) + erfc (60) erf (50) + erf ( ) erfe < )
+erfc erf rryTz + ert erfe [ 2 i y tz
EO 60 60
—erfc v erf y+z —erf Tt erfc y+z
KO gO éo
n /2 da'dy'd2’
o LT

(-2 y—o,z— 2V Ko(2' ), 2,0y, 2)
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Les termes peuvent se réarranger et I'on aboutit a I'égalivéaste, étant donné que
E(x,y,z,t) = 1 pour toutt,

*/2dz'dy'd’
0 603 ﬁg

T Y z r+y+=z r+z y+=z
=crf [ — = f— fl —— | —erf f .
er (€0> er (€O>+er (€0> er ( €0 ) er < €0 )er ( 50 )

Cettederniére expression donne une identité pour I'intégrale impliquant seulement des
poids différents lorsque la condition initiale est fixée comme étant égale_arsque

nous comparons cette expression avec eq. (3.67), nous voyons que I'expression est iden-
tique a ceci pres que les fonctioadc sont remplacées parf. Nous remarquons aussi

gue tous les corrélateurs s’annulent, comme escompté.

(l‘ - 33/,3/ - ylv = Z,)K2($/7 y/’ Z,; x, Y, Z)

De I'expression générale eq. (3.85) nous pouvons calculer la limite lorsque la dis-
tancez est grande. Comme vu précédemment avec eq. (3.67) lorsque le systeme est en-
tierement rempli initialement, la quantité®) (x, 5, z, t) est facilement factorisée puisque
lim,s, EO (2,5, z,t) = erfc(x/ly)erfe(y/ly) = E(x,t)E(y,t). Dans le cas plus général,
pour une concentration finie initialement, nous pouvons montrer que cette limite est tou-
jours valide. En effet, les deux autres partiéd) et £ ont des comportements plus
simples dans cette limite. Pofit!), le noyauk; eq. (3.74) peut étre approximé par

K425 2,y, 2) ~ erfe(x) [6_(””/_1/)2 — 6_($l+y)2} + erfe(y) [e_(xl_m)Z — e_(””,”)z} :

et doncE" se comporte comme
(e.0] dx/

o VTl

o0 dx/
o V7o

Le second noyalk, se comporte comme

EW(x,y, 2,t) ~ erfe(z/l)

E(2,0) [ef(x'fw?/eo? _ e%x%y)?/f&]

+erfe(y/ty) E(2',0) [e*(m/*x)Q/ZOQ - e*(’”/”)QMOQ} . (3.86)

Koy (29, 25 2,y, 2) ~ <1 - e_4ml> <1 — e‘4yy/>. (3.87)
Ainsi

V2da'dy'dz’

E®(z,y, 2,t) ~ _—
R3 £O3ﬁ3

EO(:E/> y/7 Z,)Wﬁo (J: - 'T/’ Yy — ylv = Z,)

X (1 — e—m’) (1 _ e—4yy') (3.88)

Dans cette derniére expression, nous avons pbsé 2’ — z, tel queEy(z/,y,2') =
Ey(2',y', 2"+2). Supposons maintenant gig(x’, v/, 2" +z) ~ Ey(2")Eo(y'), et que I'in-
tégrale sut” puisse étre étendue sur tout I'axe réel étant donné que la borne inférieure
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est grande et négative. Alors, il reste une intégrale sur le poigér — 2/, y — v/, —2"),
qui est indépendante de et qui peut étre calculée. Nous trouvons

o) 2d " , ,
‘20_—\/'; Wiy (2 — oy — of, =) = e~ @@V /> ==y /to? (3.89)
Si nous multiplions cette exponentielle par le noy&y nous obtenons
(2) o dx, , —(JJ’—J))Q/K()2 —(1"+I)2/€02
E (xaya Z,t) = \/?60 E(l’,O) |:6 —€ :| (390)
0
X /Ood_y/ E(y.,0) [e—(y’—y)Q/fo2 — e—(y’+y)2/402]
0 \/Fgo

La somme des expressions eqg. (3.86), eq. (3.90), combinée avec la limite de eq. (3.67),
donne, apres factorisation, la limite escomptée. C’est la généralisation du résultat vu avec
ed. (3.67) dans le cas particulier d’'un systéme initialement rempli

lim E(x,y,2,t) = E(z,t)E(y,t) (3.91)

z>1

Cette limite est valable pour n’importe quelle condition initiale et pour tout temps.

3.6 Fonction de corrélation a deux points

3.6.1 Définition

La fonction de corrélation a deux points est définie dans le cas discret comme la
probabilité d’avoir deux particules a la distantBune de l'autre.

Cy(t) := Pr(e d @) — Pr(e)Pr(e) (3.92)

Utilisons les fonctions a deux intervalles vides pour réexprimer cette définition. Nous
avons en effet

Pr(e d ¢) + Pr(o de) = Pr(e) =1 —Pr(o) =1 — Ey,(d) (3.93)

CommePr(o d @)+ Pr(o d o) = Pr(o) = E} 4(d), il vient Pr(o d e) = E, o(d) — Ey 1(d)
et le corrélateur devient

En utilisant le fait query o(d) = 1, nous pouvons développét;(¢) au second ordre en
le pas du réseau. En posant da, etC/(z,t) = Cy4(t)/a?, ceci conduit &

Clz,t) = 00, B(x,y,2)|,_y o — O:E(@)],—g Oy E(y)] (3.95)

=0,y y=0
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3.6.2 Deécomposition : formalisme général

Il 'y a trois contributions &'(z, ¢) qui viennent des dérivées secondes par rapport a
ety de £©, EMW et E? respectivement. Utilisons la décomposition suivante

C(z,t) = COz,t) + CV(z,t) + O (2, 1) (3.96)
ou les différentes contributions sont
CO(z,t) = agyE(O) (2,9, 2, )| a=0.y=0 — (Orerfe(z/ly)]o=0)? (3.97)

C(l)(z, t) = 8§yE(1)(3:, Y, 2, t) | p=0y=0 — 20,1 (2)]1=0 Oyerfe(y /o) |y=o
0(2) (Za t) = aiyE(Q) (l’, Y, z, t)lxzo,y:[) - (ax[(x) ’x:0)2
avec
* da!
—F
o V7l

De eqg. (3.67), nous obtenons la premiére contribution non connexé’de, ¢) (qui
ne dépend pas des conditions initiales)

I(z) = (o, 0) (e — oyt (3.98)

722 0 2
9? EO(z,y 2))| = u 2sinh(2?/6p*) + \/Eierfc = (3.99)
Ty I 2=0,y=0 71_502 EO EO
etdonc
4 —2*/bo® 2/p 2 1
C(0)<Z,t) = 6—2 |:—€Z /*o + \/Eierfc (i):| = —Qf(](Z/lgo) (3100)
7T€0 60 f() EO

ou la fonction d’échellef, tend vers une constantet/n dans la limite aux temps longs
fo > z [benA98]. La seconde contributiofi(!)(z,t) peut étre extraite en dérivant le
noyau dans eq. (3.74)
o0 dxl
o Vb
—erf(z/eo){z A2 — 2)? /f&}e—(w’—z)”@oz (3.101)

CW(zt) = E(2',0) (erf(z/ﬁo){Q — 42" + 2)2/g02}67(x’+z)2/802

4 / 2 2 / 2 2 2 2
—f——{(Z’L’/ o 2)6—(x —2)?% /4o + (21‘/ + Z)e—(a: +2)?% /Lo }6—2 /2o
VTl
oy
=: E(2',0)L(2, 2
" B o)

Enfin, pour obtenir le troisiéme tern@? (z, ¢), nous utilisons la propriété que

K2<x/7 yla Zla 07 07 Z) = axK2($,7 y,a Z/a r,Y, Z)|x:y:O = ayKQ(xla yla Z/a z,y, Z)lwzy:() =0
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En utilisant alors eq. (3.84), nous arrivons a

V2 ,

7312043 Ridx/ dy' dz" Eo(2',y, 2 YW(=a/, -y, 2 — 2') X
{16(3_42/2/502 [x'y/ (642/2/602 + 6—4(w’+y’+z/)z/202>
—(@'+ 2y +7) (1 - e—4<ﬂf’+y’)z/eo2>]

+16€—4z’z/£022/(x/ + y/ + Z/) <e—4x’z/£o2 + e—4y’z/€02) } /604

CO(z,t) =

B < dr v Bl —x2/602)2
< ; \/_fo dx E(x,0) (3.102)
V2

= da’ dy/ dz’ Eo(l’/, y/7 Z/>W<—{L'/, _y/a 2 Z/>L2(Q:/7 yla Zla Z)

7T3/2€03 RS

o 4x 2 2 2
— de ——= FE(z,0) e ” /to )
< 0 Vly®

Ainsi, nous pouvons sommer les différentes contributions pour exprimer la fonction de
corrélation, dépendante des conditions initiales. Pour étudier les effets des conditions ini-
tiales sur le comportement aux temps longs, nous pouvons isoler la contribution domi-
nante pour chacun des trois tern@@®, C", ¢, PourC©, il vient

1 4

COt) = Sgho(z/h), with fo(z/t) "2 —— (3.103)

0 m
PourC ™, lorsquel, est grande, nous pouvons appliquer un développement de Taylor de
Ly(2', z) autour der” = 0, et commeL, (0, z) = 0 nous obtenons

CW(z,t) ~ % /Oood:v E(z,0)x (3.104)

ou la fonction d’échellef; est donnée par I'expression

fl(%) = %e‘Z%Q [2 (1 — E) —/t \/_— ( el 3) erf <%) ]

2

oz 10 (1 - 6£ ) (3.105)

™

La quantité £y := [;“dz E(z,0)x est reliée au second moment de la distribution en
intervalle videP(x,0) eq. (3.24) apres avoir exécuté une intégration par parties

[ee] 1 [ee]
E, = / dz E(z,0)x = 5/ dz P(x,0) 2% (3.106)
0 0

Concernanke comportement dominant d&?), notons que le poids gaussigi —z/, —y/, z — 2')
présente un pic autour de la valéut, v/, ') = (0,0, z). Nous pouvons alors commencer
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par appliquer un développement de Tayloridgz’, /', 2’) autour dez’ = = et intégrerz’
sur tout I'axe réel st est suffisamment loin de la valeur zéro, ce qui est satisfaitéi
est petit.

!/
CP(z,t) ~ /Ri dz' dy' Eo(2', /', 2) /R (\\//_E%W(—x’,—y’,z - z’)Lg(x',y',z’,zz
My(e/,0/,2)
+ / dx'dy’@ZEo(x’,y’,z)/\/ﬁ—dZ/E)(z’ —2W(=2', -y, 2 — ) Lo(2', ), ', 2)
R? Jr (V7)o J
My (&%)
- ( / T 2 E(z,0) exZ/fo"’)Q (3.107)
0 Vrly® ’

Lorsque/, estgrande, la fonction\/, peut étre développée en sériessgret y' pour
obtenir le terme dominant

!,/ 32
Mo(a!yfs2) = S fO(5) o ) = = e (14 2u? - ),
go 60 T

La fonction suivantél/; dans le développement peut aussi étre développée comme suit

1o x/yl Z
My(2,yf, 2) ~ EO—GfS)(%) W) = —uf ().

Le dernier terme dans eq. (3.107) peut étre approximé par

%0 Ag 2,2\2 16
de —— E(z,0) e @ /0" ) ~ —F?
<0 xﬁgos (2,0) e > mly° !

ou E, estla moyenne de la distribution a un intervalle, donnée dans eq. (3.106).

Enfin, C® peut étre développée en séries par rapport a l'inverse de la longueur de
diffusion, tant que les intégrales impliquant les distributions a deux intervalles ne sont pas
divergentes :

(0) /

C(z)(zat) = 2 éjG/ 0) /RQ dLL’/dy/ ' y/ EO(SL’/,y/7Z>
+

16

7T£06

/)

0

/ dz'dy’ 2’y 0.Fo(2',y, 2) — B2 (3.108)
RZ

+

Cedéveloppement eq. (3.108) présente I'avantage que si la condition initiale ne dépend
pas de la distanceentre les intervalles de longuetiety, alors le second moment impli-
quantd, Fy(x,y, z) s'annule. Cependant, des résultats précédents eg. (3.103), eq. (3.104)
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et eq. (3.108), on tire une hiérarchie en puissande' éig ot |C©) (z, )| > |[CD (2, t)| >
|C?)(2,t)|, avec une contribution dominante d’ordrg?, 1/£,* and1/¢,°, successive-

ment. A partir des comportements asymptotiques, il est alors aisé de vérifier que dans
chaque cas les signes des contributions au corrélateur sont respectiveifieat 0,

C > 0etC® < 0. En particulier, sk < ¢, la contribution dominante &, vient du
dernier terme de eq. (3.108), étant donné que les fonctions d’ég“é(allet f2(1) décrois-

sent rapidement eqy//,. Ainsi

1
C®(z,1) = _—6Ef. (3.109)

7T£06

3.6.3 Exemple
Considérons le cas ou les conditions initiales sont les suivantes :

Eo(2") = exp(—co’) (3.110)
Eo(2',y, ') = exp(—co(2’ +¢))

oU ¢y est la concentration initiale de particules décorrélées. Nous supposons donc qu’ini-
tialement la distribution a deux intervalles est indépendante de la distance entre les in-
tervalles. Il doit néanmoins satisfaire la condition de compatibligér’, /', 2’ = 0) =

Ey(2' +y'). Dans ce cas, les solutions formelles précédentes peuvent étre calculées sauf
pour la triple intégrale (troisieme ligne de 3.85), ou le noyau gaussien ne peut étre exprimé
(a notre connaissance) en terme de fonctions spéciales.

Etant donné que nous sommes intéressé dans la limite au temps long et sur l'influence
des conditions initiales, nous allons tout de méme effectuer un développemeiiten

et y'/l, dans les derivées du noydik ,, et dans le poidsV, (—z',—y',z — 2') dans

eq. (3.102). Il est possible d’établir un tel développement car seules les petites valeurs
dez’ ety sont significatives lorsque/, est grand et lorsque ces intégrands sont com-
binés au facteur exponentiekep(—co(«’ + y')). La derniére fonction rend l'intégrale

finie apres un développement du poids et du noyau. En effet, le paramétre naturel du
développement est/(cyly), lui méme petit par rapport a l'autre paramétrg,, et le
développement en série est supposé diverger seulement dans la limite des petites con-
centrations ou des temps courts. Mais le résultat eq. (3.102) nous fournit une forme pra-
tique pour le développement en séries de la fonction de corrélation avec une distribution
initiale quelconque. L'autre partie connexe du corrélatetr(z, t), défini dans I'équa-

tion eq. (3.101), peut étre calculée exactement avec la condition initiale exponentielle
Ey(z") = exp(—cox’), ou en dérivant deux fois par rapport:&ty le précédent résultat
donné par I'équation eq. (3.75). Dans la limite asymptotique, lorsgfigeest grand, nous
obtenons

82’/@0 Z2 _.2/p.2
CO(z,t) = —L2 (3425 )erf(z/ly)e >/t
(Z ) ﬁ€02<60€0)2 < goz)er (Z/ 0)6
16 22 2/p 2
(1= S5 )e ¥/ 3.111
7T€02(C0€0)2< £02>e ( )
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162/60 2 4 —22/042
15 — 20 + 4= erf(z/fp)e /%
\/—go (C(]g()) ( g 2 + g >er (Z/ )
32 22 2
ot (=349 — 22 ) e 0" 4 o(1/(coln)).
7T€02(00€0)4< > ) o(1/(colo)")

Nous remarguons que les premiers termes de la fonction de corrélation dans la limite des
temps longs ne contribuent qu’au minimumetd,* fois une fonction d’échelle de//,.
C’est donc une correction@® (z, ¢) qui lui se comporte commg//,”.
Le dernier terme”(®)(z, t) peut aussi étre développé en séries de puissbficg/)
dont les coefficients sont des fonctions d’échelle dg

16 = k Z/go
CP(z,1) = — exp(—22%/(?) I 3.112
() = — exp(=22"/ kz; ol (3.112)
ou les premiers polyndmes,;(z) s'écrivent
Py(z) = —1—22% | Ps(2) = 12 + 242 — 162%,
Py(z) = —156 — 3122* + 5282* — 962°,
Pio(z) = 2400 + 4800z% — 153602* 4 58882°% — 5122°. (3.113)

En général('(z,t) peut étre développé en séries Jécyly), avec des coefficients
qui sont des fonctions d’échelle d¢/,. Seule la contribution d€')(z, ¢) est dominante
a l'ordre zéro enl/(cyly), alors queC(z,t) contribue a l'ordrel/(cyly)?. Enfin, la
partie dominante d€'(®)(z,t) est de I'ordre del /(cylp)*, comme le montre I'équation
eg. (3.112) ; elle est donc encore plus faible que la contributiafi‘téz, ¢).

Dans la figure 3.7, I'évolution temporelle du corrélatéit /2, t) est présentée, pour
des particules initialement décorrélées avec une concentigtienl et8D = 1, telle
quel, = +/t. En particulier, nous avons représenté respectivement la contribution dom-
inanteaux temps longs, — oo, C(¥)(1/2,¢), puis celle incluant la premiére correction

(1(1/2,t), puis lorsque toutes les correctiofi§) (1/2,t) + C?(1/2,t) sont prises en
compte. Nous voyons clairement que, pour des temps relativement courts, la hiérarchie
|ICO(1/2,1)] > |CM(1/2,1)] > |CP(1/2,t)|, déduites de nos développements asymp-
totiques, s'illustre.

3.6.4 Extensions

En ayant calculé les probabilités d’avoir un et deux intervalles vides, nous avons dé-
sormais acces a bien d’autres quantités que les seules fonctions de corrélation, de réponse,
densité de particules. Par exemple, le taux de réaction effectif est essentiellement contrélé
par la probabilité d’avoir deux particules 'une a coté de l'alitréee). De méme, nous
pourrions définir la probabilité de tripl&t(e e ®). Et nous avons

Pr(oo) = Eo(t) _ 2E1(t) + Eg(t) a=0 aggig,t)

Pr(eee) = (Ey(t) —2E1(t) + Ea(t)) — (Ev(t) — Ex(t)) + E1a(1)(t)  (3.114)
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FIGURE 3.7 — Evolution temporelle du corrélateur connexe C(z,t) pourcyp = 1 etz = 1/2.
La ligne pleine représente la contribution dominante C(©)(1/2,t), le ligne en tiret inclut
la premiére correction et représente donc C(¥)(1/2,t) + C1(1/2,t) et enfin la ligne en
pointillé et tiret représente le corrélateur total C(0)(1/2,t) + CM(1/2,t) + C?)(1/2,1).

Alors que la probabilité de paird3r(ee) peut étre exprimée en termes de la probabil-
ité a un intervalle vidée, la probabilité de triplet dépend aussi de la probabilité a deux
intervalles vides. Dans la limite continue, la probabilité de paires s’écrit pour les trois
exemples de conditions initiales déja considérées dans la figure 3.5

ca exp (602&> erfc (%) ; Si Ey(x) = e %"
2 oo
Pr(ee) =< 4% [T, 2 1 S B () — (1 -1 (3.115)
7 ), Te At olor? Si Ey(z) = (14 cox)
0 ; Si Ey(z) = erfe (\/TTTCQ.T)

ou ¢y caractérisd’état initial. Dans les deux premiers cas, le comportement aux temps
longs est donné parr(ee) ~ (2/\/7)(co/ly) ~ t~1/? lorsquec, est fixée. Cependant,

bien que le comportement aux temps longs soit algébrique, 'amplitude associée dépend
explicitement de la distribution initiale des particules, ce qui differe de ce que I'on avait
eu dans I'éq (3.27) pour la concentration de particu(és

1. Ladépendance ended?E(x,t)/c(t) décrit la fonction de distribution interparticulaire et a déja été
étudiée en détail, voir [benA90, benA0Q] et les références a l'intérieur de ces derniers.
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Enfin, a partir des résultats calculés dans ce chapitre, d’axdresateurs sont acces-
sibles tels que par exemple

PI‘(Q [ ] d.) - (EO - 2E1 + EQ) ‘f‘ (El,l(d + 1) + El,l(d) - ELQ(d) - El)
Pr(eedee) = Pr(eede)— (E; — L)
+(Er1(d +2) + Epp(d) — Eai(d+ 1) — Erp(d + 1)) (3.116)

3.7 Conclusions

Nous avons analysé une méthode pour le calcul des corrélateurs dépendant du temps
dans le processus coagulation-diffusion unidimensionnel. Les quantités pertinentes sont
les probabilités de trouver soit un seul intervalle vide de longueur donnée soit deux in-
tervalles de longueurs données et a une distance fixée I'un de l'autre. Ces probabilités
satisfont des équations différentielles linéaires simples, mais extraire la solution explicite
est ardue a trouver a cause des conditions aux bords. Plutét que d’éviter cet écueil nous
avons montré comment par une continuation analytique vers les distances et longueurs
négatives, les solutions pouvaient étre déduites pour n'importe quelles conditions ini-
tiales, caractérisées par leurs probabilités a un ou deux intervalles vides.

De maniére plus précise, hous avons observé que :

1. Le comportement aux temps longs de la densité particulaire est indépendant des
conditions initiales, comme attendu par le groupe de renormalisation [Lee94, Balb95]
et en parfait accord avec des calculs précédents utilisant une formulation des in-
tervalles vides ou l'invariance par translation spatiale n’est pas directement prise
[benA90, benA0OQ]. Nos résultats nous permettent aussi de comparer directement la
limite continue avec la solution discrete ainsi que de déterminer les corrections au
comportement dominant.

2. Le comportement dominant aux temps longs du corrélateur densité-densité é€g. (3.100),
en parfait accord avec une précédente estimation de son comportement asympto-
tique [benA98], a été montré indépendant des conditions initiales. Nous avons aussi
acces aux corrections a ce comportement d’échelle ainsi qu’a I'importance relative
de la probabilité a un ou deux intervalles vides.

3. En considérant la condition initiale générale, nous avons identifié une décomposi-
tion naturelle égs. (3.65,3.96), en termes qui sont soumis a une hiérarchie dans la
limite des temps longs.

C’est cette derniere information qui est primordiale dans le prochain chapitre. En effet,
pour calculer le corrélateur a deux temps, nous avions besoin des informations sur les
comportements aux temps longs des quantités a un temps. Le fait que le comportement
dominant aux temps longs du corrélateur soit indépendant des conditions initiales nous
permet de ne pas nous en soucier pour déterminer les exposants du vieillissement.



Chapitre 4

Processus coagulation diffusion
Quantités a deux temps

Maintenant que nous avons démontré comment obtenir les probabilités a un ou deux
intervallesE,,(t) et £, ,,(d,t), nous allons pouvoir utiliser ces résultats pour étudier le
vieillissement dans ce processus unidimensionnel.

4.1 Geénéralisation de la méthode des intervalles vides

Etant donné que I'analyse du comportement de vieillissement requiert le calcul des
quantités a deux temps, nous pourrions définir la probabilité a deux intervalles vides et a
deux temps

Enm(d;t,s) :=Pr({{n],t} d {{m],s}). 4.2)

Cependanti| nous est apparu plus simple et plus efficace de généraliser la méthode des
intervalles vides et de considérer plutot

Pr({{n],t} d{e,s}), (4.2)

, voir la figure 4.1.
Notons que nous supposerons encore dans la suite la validité de I'invariance par transla-
tion spatiale. Enfin, cette quantité peut étre utilisée pour calculer aussi bien le corrélateur

FIGURE 4.1 — Définition de la probabilité mixte F'(n,d) d’avoir un intervalle vide d’au
moins n sites consécutifs et a la distance d d’'une particule.
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correlateur réponse
notation | F(n,d;t, s) G(n,d;t,s)
bord F(x,zys,8) = —0,E(z,y, 2; S>|y:0 G(z,z;8,5) = E(x,s)
conditions | F(0,z;t,s) = ¢(s) G(0,z;t,s) =1
observable C(t,s;r) = —0,F(x,r;t,s)|,_o — c(t)e(s) R(t,s;r) = —0,G(x,r;t,8)|,_g — ()

TABLE 4.1- Les fonctions génératrices F' et G pour le corrélateur connexe C' et la fonc-
tion de réponse R dans la limite continue, respectivement. La définition formelle étant
identique, elles ne sont distinguables que par leurs conditions aux bords. Ici ¢(t) est la
concentration de particule.

gue la fonction de réponse. Pour les différencier, il suffit de fournir des conditions aux
bords différentes. Nous allons donc, pour les distinguer dans la suite, parler des fonctions
génératriced” et G, qui obéissent aux mémes équations de mouvement, écrites ici dans
la limite continue

{&5 —2D (85 + %af - @%Z)} F(z,z;t,s) = 0
[& —2D (65 + %83 - 032)} G(z,z;t,s) = 0 (4.3)

mais que la condition initiale permet de distinguer. Notons que nous utiliserons, abusive-
ment, le terme de “fonction génératrice” pauou G dans le sens ou ce sont ces fonctions
qui sont utilisées directement pour obtenir la fonction de corrélatiat la fonction de
réponselk mais aussi car ces mémes fonctiagn®u GG peuvent donner acces a d’autres
guantités comme nous l'avons vu, par exemple, pour les probabilités a un ou deux inter-
valles vides dans le chapitre précédent. Le tableau 4.1 résume ceci.

Maintenant que nous avons donné les bases de notre étude, entrons y plus en détail.

4.1.1 Définitions

Attardons nous un moment pour bien rappeler ce que nous souhaitons calculer : la
fonction de réponseé? et la fonction de corrélatiod'. La fonction de corrélation est
définie par

C(t,s) = Pr({e, 1} d {s,s}) — Pr({s . 1})Pr({s,s}) (4.4)

et la fonction de réponse est la réponse linéaire a un accroissement du nombre de partic-
ules. Pour étre plus explicite, nous calculons la réponse linéaire a I'ajout d’'une particule
au temps sur un site donné ; nous reviendrons plus en détail sur la définition de la fonc-
tion de réponse dans la section concernant le formalisme hamiltonien.

Pour calculer ces deux quantités précédemment citées, nous définissons la probabilité
d’avoir au temps un intervalle de» sites vides avec la condition qu'au temps ¢ il y

ait eu une particule a une distan¢ele cet intervalle (voir figure 4.1). Cette probabilité
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conditionnelle est représentée par la fonction génératrivarsia

F(n,d;t,s) =Pr({{n],t} d {e,s}). (4.5)

Elle nous permettra de calculer la fonction de corrélation.
Pour calculer la fonction de réponse, nous utiliserons la probabilité conditionnelle suiv-
ante

G(n,d;t,s) =Pr({{n],t} d{e,s}) (4.6)

ou la particule soulignée signifie qu’au temps, noussommes certains que la particule
existe, car nous l'avons créée : c'est a dire que poutr s, nous aurons la propriété
suivante :

G(n,d;s,s) =Pr({{n],s} d{e,s}) = Pr({{n], s}). (4.7)

Pourrésumer, ces deux probabilités ne se différencient que par leurs conditions initiales
gue nous imposerons au temps= s. Ainsi, nous noterons la fonction (4.5) par
lorsqu’elle décrit la probabilité d’avoir une particule a la distadate I'intervalle vide.

Avec cette derniere, nous pourrons calculer le corrélateur a deux temps, comme nous le
verrons dans la suite. Par contre, si nous ajoutons une particule auten#s distance

de l'intervalle vide, nous noterons cette probabilité:, d; ¢, s) et pourrons obtenir d’elle

la réponse linéaire.

Nous avons la propriété suivante aux temps égass :

Pr({{n],s} d{e,s})+Pr({{n],s} d{o,s}) =Pr(n],s)=E,(s), (4.8)

ou F,(s) est la probabilité d’avoir au tempsun intervalle vide de taille au moins égal a
n sites :

E,.(s)=Pr(n],s). (4.9)

Rappelonsaussi brievement la probabilité d’avoir deux intervalles vides de longueur au
moinsn; etn, séparés d’'une distande

Epyna(d;s) = Pr((ni |d[ na ], ). (4.10)

Maintenantgque nous avons défini tout ce dont nous avons besoin, il nous faut distinguer
les deux fonctions génératricéset G. Si aucune condition au temps= s n’est imposée

sur la particule F' représente la probabilité mixte d’avoir d’'un cété un intervalle vide au
tempst et de I'autre une particule au tempsPour ce, utilisons le fait que

Pr({{n],s} d{o,s}) = E,1(d;s), (4.12)

ou E,, 1(d; s) est la probabilité d’avoir deux intervalles vides de longueet n, distants
ded. Couplé avec eq. (4.8), nous en déduisons l'identité suivante aux temps égaux

F(n,d;s,s) = E,(s) — Eni1(d;s) = Eno(d;s) — Enq(d; s).
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Dans la limite continue, lorsque le paduréseau tend vers z€ro, nous pouvons remplacer
formellement la probabilité discrét€(n, d; s, s) par sa limite continué’(x, r; s, s), ou
nous avons effectué les substitutions- na etr = da. En appliquant ces mémes substi-
tutions aux probabilités a un et deux intervalles vides, nous pouvons exgric@nme

une dérivee’(n,d; s, s) = E,o(d;s) — En1(d; s) >~ —ad, E(z,y,7;s)|y=0 €t

F(z,r;s,s) = il_r}(l] iF(n,d; s,s) = —0,E(z,y,r;8)|y=0- (4.12)
Dans le second cas, si au temyasne particule est ajoutée (par une quelconque exci-
tation) a la distancd de l'intervalle vide, alorg~ est la fonction de réponse du systéme
a cette perturbation au temps> s. La probabilité eq. (4.11) est désormais égale a zéro
étant donné qu’au tempsl’existence de la particule est imposée a la distahde I'in-
tervalle vide. Ainsi, la possibilité d’avoir un trou a cet endroit est nul. Ceci impose la
condition initiale suivante pouk dans la limite continue

G(z,7;5,5) = lim G(n,d; s,5) = E(z; ). (4.13)

a—0
Remarquons que dans la limite continéea la dimension dé&; divisée par une longueur.
Nous pouvons maintenant relier les fonctions génératiicesG au corrélateur con-

nexeC(t,s;r) et a la fonction de réponsR(t, s; ), aussi bien dans le cas discret que
dans sa limite continue. Pour le corrélateur, nous utilisons l'identité suivante

J

?r({o,t}vd {e,s}) +Pr({o,t}vd {e,s}) = Pr(e,s) (4.14)

F(1,d;t,s) C(t,s;d)+c(t)c(s)

ouc(t) estla densité moyenne de particule et le second terme est simplement le corrélateur
non-connexe. Nous pouvons le réécrire de la fagon suivante

F(1,d;t,s) 4+ C(t,s;d) + c(t)c(s) = 1 — Eq(s)
= C(t,s;d) =1— FEy(s) — F(1,d;t,s) — c(t)e(s).

Dans la limite continue, nous obtena@i¢t, s; r) +c(t)c(s) ~ 1 — Ei(s) — F(t,s;0,7) —
ad, F(x,r;t, s)|.—0, € cOmmeF(0,d;t,s) = 1 — Ei(s), nous pouvons réexprimer le
corrélateur particule-particule comme
C(t,s;d OF (x,r;t
C(t,s;r) = lim (t, 5;d) =— (@73t 5) —c(t)e(s). (4.15)

a—0 a ox

Conduisons la méme analyse pour la fonction de réponse. Commencons en utilisant
l'identité

Pr({o,t} d {e,s}) +Pr({e,t} d {e, s}) = Pr(e,s) = 1. (4.16)

/

~~

G(1,dt,s) R(t,s;d)+c(t)
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Ici, le second terme donnerait simplement la concentratiquadéculec(t) en I'absence
de perturbation et la fonction de réponis€qui mesure I'écart a cette concentration sans
perturbation). Il vient alorsk(¢, s;d) + c¢(t) = 1 — G(1,d;t,s) ~ 1 — G(0,d;t,s) —
a0,G(x, z;t, s)|,—0. EN remarquant qué&(0,d;t,s) = 1, puisque c’est la probabilité
d’avoir un intervalle de longueur au moins nulle tout en sachant qu’'une particule a été
ajoutée au tempset la distancel de ce dernier, nous obtenons la relation

R(t,s;r) = lim Rldst,s) = — G, rst,s) —c(t). (4.17)

a—0 a Ox =0

Commeavant,C' possede la dimension dedivisée par une longueur. Nous avons con-
densé les résultats de cette section dans le tableau table 4.1. Les deux définitions du cor-
rélateur et de la réponse eq. (4.15) et eq. (4.17) sont reliées directement a la dérivée de la
probabilité mixteF’ ou . Pour les distinguer, il suffit de prendre I'une ou I'autre des con-
ditions initiales données dans eq. (4.12) et eq. (4.13) au témps Ainsi, pour obtenir
la solution compléte au temgs, s) nous allons déterminer les équations de mouvement
pour F, G.

4.1.2 Equation de mouvement

Les équations de mouvement des fonctions génératficeéspeuvent étre dérivées
indépendamment de leur condition initiale. Nous allons donc, dans un souci de clarté, ne
donner dans la suite de cette section que la dérivationpotaut en sachant que la méme
équation est valable pout.

Commencons par calculer comment la fonction génératfichange entre les temps
t ett 4 dt, selon les différentes contributions possibles (création ou destruction de l'inter-
valle de longueur). Ces différentes possibilités s’écrivent :

O F(n,d;t,s)dt = — [Pr({e ~[n ], t} d{e,s})+Pr({{n]| et} d—1{e, s}
+ [Pr({n o n—1]t}d{es})+Pr({{n—1]e~1t}d{e s}]|@.18)

Il est possible d’évaluer chaque probabilité de la relation précédente en introduisant le
taux de transitiod’ et en considérant une régle de somme. Par exemple :

Pr({e ~ >t} d{e,s}) = Pr({.>t} d {e,s})l'dt,

avec

Pr({e[n],t} d{e,s}) + Pr({c[n],t} d{e s}) = Pr({{n],t} d{e,s})
= Pr({e[ n ],t} d {e,s}) = F(n,d;t,s) — F(n+1,d;t,s).

Le second terme dans eq. (4.18) peut aussi s’écrire

Pr({{n]~ et} d—1{e,s}) =Pr({{n]e i} d—1{e s}l
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avec
Pr({{n]e,t} d —1{e,s}) +Pr({{n]o,t} d — 1 {e,s}) = Pr({{n ], t} d {e,s})
= Pr({{n]e,t} d—1{e,s})=F(n,d;t,s) — F(n+1,d—1;t,s).

Pour le troisieme terme de eqg. (4.18), nous avons

Pr({~ o,t} d{e s}) = Pr({o,t} d {e, s})I'dt,

avec

Pr({o,t} d{e, s})+ Pr({o,t} d{e,s}) = Pr({,t} d{e,s})
= Pr({o,t} d{e,s})=F(n—1,d;t,s) — F(n,d;t,s).

Enfin, le dernier terme de eq. (4.18) s’exprime comme

Pr({n—1]e~t}d{e,s})=Pr({{n—1 et} d{e s}HTdt,

avec

Pr({{n—1 et} d{e,s})+Pr({{n—1 ot} d{e,s}) =Pr({{n—1],t} d+1{e,s})

= Pr({o,t} d{e,s})=F(n—1,d+1;t,s) — F(n,d;t,s).
Sinous sommons toutes ces contributions, nous obtenons I'équation différentielle linéaire
pour une chaine discrete en fonction du taux de transition

hF(n,d;t,s) =T [F(n+1,d;t,s)+ F(n+1,d— 1;t,s) (4.19)
+ F(n—1,d;t,s)+ F(n—1,d+ 1;t,s) —4F (n,d;t,s)].

Cette expression nous permet d’évaluer I'évolution pour des tempsdes probabilités
mixtes (F'ou ) a partir des conditions initiales eq. (4.12) or eq. (4.13). Dans la limite

continue, la précédente identité peut se développer en fonction du pas duaéseaus
obtenons alors une équation différentielle du second ordre :

O F(x,z;t,s) =2D {8:% + %33 - 83;82} F(z,z;t, s). (4.20)

ol nous avons utilis® := TI'a%. L'opérateur différentiel dans le membre de droite de
cette équation peut la encore se diagonaliser, en effectuant le changement de variables
X =v2(z+2)etZ =2z, etainsi

0,F(X,Z;t,s) = 2D (a; + a;) F(X,Z;t,s).

C’est une équation de diffusion en deux dimensions, qui peut donc se résoudre par des
méthodes standards. Aussi, la solution générale de eq. (4.20), en utilisant comme condi-
tion initiale F'(z, z; s, s), est

2 / /
F(z,z;t,s) = // ﬂng (x—a,z =2 )F (2!, 2" s, 9), (4.21)
R2

ml3
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ou le noyau gaussienV,, (z — 2/, z — =) estdéfini par

2
Wi, (z — 2,z —2') = exp —E(x —2 +z2-2)?

2

- E(z —2)?]. (4.22)

En écrivant ceci, nous avons introduit deux échelles de longueur
3 :=8D(t—s) , (3:=8Ds (4.23)

qui sont les longueurs de diffusion aux temps s > 0 ets.

La démonstration présentée ici est probabiliste, nous allons donné dans la suite, la dé-
monstration de la méme équation mais en utilisant le formalisme Hamiltonien/Liouvilien
[Alca94, Pesch94, Schu00].

4.1.3 Equation de mouvement dans le formalisme Hamiltonien/Liouvillien

Pour établir 'équation maitresse dans sa forme matricielle, nous avons besoin d’in-
troduire deux états sur chaque sitel’état vide |0), = (;) et I'état occupdl), = (7).
Définissons également I'opérateur de création de partiﬁmel’opérateur d’annihilation
d; sur un site; comme suit :

(2

) d;'r ‘O>z = ‘1>z ) dzT |1>z = ‘1>z (4-24)

Il est important de noter que la notation choisie pour les opérateurs création et annihila-
tion I'est au bénéfice de I'usage et qu’en aucun cas les deux opérateurs ne sont pas con-
jugués. Ces opérateurs peuvent étre représentés dans la base de digténsiop) =

@N {|o:)}, avecs; = 0, 1, par les matrices

(01 . (00
(0 y) a=(0Y) (4.25)

Nous insistons encore sur le fait que les opératépts ne sont pas des opérateurs con-
jugués, il s'agit seulement d’une notation pour rappeler les habituels opérateurs création
et annihilation.

L' opérateur nombre de particules := d}di et 'opérateur trouh; := 1 — n; ont les
représentations suivantes dans la méme base

00 1 0

L'équation maitresse est réécrite sous la fowneP(t)) = —H |P(t)), ou |P(t)) =
> oy P{c};t) [{o}) décrit I'état du systeme et ou I'Hamiltonien quantique non hermi-
tien H s’écrit
N N
H =T (dlydi+dl_ydi) +20 " n, (4.27)
i=1

i=1
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pour le processus coagulation-diffusion a une dimension (awet périodique). L'état
du systéeme au tempsest donné par la solution formel|&(¢)) = exp(—Ht)|P(0))
de I'équation maitresse. Du fait de la conservation de la probabilité, nous avons le bra
de I'état fondamental qui satisfajo| # = 0, et ou ce bra s’écrit explicitement comme
(0] := @;{(1)"}. En particulier, nous pouvons constater que la normalisadn :=
>0y PHo}it) = (0[[P(t)) = 1 reste vrai en tout temps si elle I'est initialement C'est
d’autant plus clair, étant donné qU@ ®; |o;) = 1 pour toutes configurations, 8tP =
(0] (—H) exp(—Ht)|P(0)) = 0, alors que I'état initial doit satisfair®(0) = 1.

Peschekt. al. [Pesch94] ont montré comment adapter ce formalisme dans le but de
reproduire les résultats de la méthode des intervalles vides. lls ont introduit, pour ce,
'opérateur intervalle-videentre les sites =1 eti = n

n n

X(1,n) =] —n)=]]h (4.28)

=1 i=1

et ont montré que sa moyeng@ X (1,n)|P(¢)) satisfait les mémes équations de mou-
vement que la probabilité d’avoir un intervalle vidg (¢). Utilisons donc ce formalisme
pour exprimer la fonction de réponse et la fonction généra¥icall la particule est créée

au temps; comme une moyenne d’opérateurs. Pour la fonction de réponse, nous avons

R(d;t,s) = (0] (1 = X(1,1)) exp(—H(t — 5)) (d}, — 1) exp(—Hs) | P(0)) (4.29)
ce qui traduit la réponse & une perturbation de typéd!) — 1) et pour la fonctiory
G(n,d;t,5) = (0] X(1,n) exp(—H(t — 8)) ., exp(~Hs) | P(0)) (4.30)

(la méme analyse peut étre conduite péir Ici, le premier site de I'intervalle vide est
eni = 1, ce qui est admissible étant donné l'invariance par translation spatiale ét que
ne dépend que de la taille de l'intervalle videet de la distancd entre ce dernier et la
particule créée au temps

Pour fixer les idées, considérons le eas 0 (i.e pas d’intervalle vide) ou nous avons
G(0,d;t,s) = (0| exp|—H(t — s)]dIlH |P(s)) = (0||P(s)) = 1, ou dans le premier
élément de matrice nous développons I'exponentielle et ensuite utili§ohs = 0 et
(0] d! = (0]. Ceci permet de reproduire I'une des conditions aux bords du tableau 4.1.

L'équation de mouvement peut maintenant étre obtenue a partir de I'expression
0,G(n,d;t,s) = — (0| [H, X (1,n)] exp(—H (t — s))olIHFdJrl |P(s)) . (4.32)
Nous utilisons alors les régles de commutations des opératetrs

[dzw 1 - “z] = —(1 - ni)di ) di(l - nz) =0, [di, dﬂ = hy, (4-32)



4.1. Généralisation de la méthode des intervalles vides 101

et la propriét&§0| d; = (0| — (0] (1 — n;), dans le but d’exprimer eq. (4.31) seulement en
terme d’équation différentielle pou¥. Pourd > 1, la principale tache est de calculer le
commutateur entré/ et X (1, n)

[H,X(1,n)] =T [Z(d}_ldi +dl ) +2) dld, X(1, n)] . (4.33)

i

Sil'intervalle [i — 1,4, 7 + 1] est entiérement contenu dans l'intervalle vidél, n), nous
avons

(@i + ). (1= i) (1= ) (1= i) =0, (4.34)
Ainsi, seuls les bords de l'intervalle vide contribuent et nous obtenons
[dgdl, 1—m)| = —di(1—ni)d; (4.35)
dldo, (1= )| = dodl(1—m)
[dilﬂd”, (1—na)| = —d (1 nn)dn
(@ dir, (L —10)] = dyardh (1 = ny).

En remplacant le commutateur dans eq. (4.31) par son expression, nous trouvons

0G(n,d;t,s) = —(0](X(2,n)+XO0,n)+X(1,n+1)+ X(1,n—1) (4.36)
—4X(1,n)) exp[—H(t — s)|d 4] [P(s)).

Cette expression peut enfin se réécrire comme

0G(n,d;t,s) =T [G(n+1,d;t,s) + G(n+1,d — 1;t,s) (4.37)
+ Gn—1,d;t,s)+G(n—1,d+ 1;t,s) — 4G(n,d; 1, s)],

qui est bien évidemment equivalente a I'equation différentielle eq. (4.19), obtenue précédem-
ment mais avec des arguments probabilistes.

La solution de cette équation requiert de prendre en compte les différentes symétries
espace-temps implicitement définies ddnet G. C’est ce que nous allons développer
dans la suite.

4.1.4 Relations de symétrie aux temps égaux

La forme générale de la solution des équations de mouvement a déja été donné précédem-
ment en terme d’intégrales eq. (4.21) et contient de multiples intégrales sur les variables
d’espaceg’ andz’. Or, F(2', 2/; s, s) est seulement physiquement bien définie pour des
variables positives. Il est donc essentiel de chercher a étendre sa définition aux autres
domaines olz’, z’) peuvent étre positives ou négatives.
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Nous connaissons déja ces symétries dans le cas a un tempseXjest nous avons
présenté dans la section précédente. Rappelons les continuations analytiques pour la prob-
abilité a un et deux intervalles vides que nous avions trouvé

E(—x;s) =2 — E(x;s),
E(—z,y,2;5) = 2B(y; s) — E(2,y,2 — 735,
Bz, —y, 2;8) = 2E(x; s) — E(x,y,2 — y; 5),
E(—z,—y,2z;8) =4 —2FE(z;s) —2E(y;s) + E(z,y, 2 — x — y; S)
E(z,y,—z;8) =2E(x+y—2;8) — E(x — 2,y — 2, 2; 8). (4.38)
Ces relations sont des contraintes imposées par la structure de I'’équation de mouvement
satisfaite parF(z;s) et E(x,y, z; s) et aussi donnent les continuations analytiques des
variables d’espaces y, z deR? versR®.
Nous sommes intéressés par le comportement au temps long. Il est donc naturel de se
restreindre aux solutions qui contribuent au terme dominant dans la limiecc. Or
Nous avons vu qu’un état initial ou le systeme est entierement rempli génére ce terme

dominant lorsqueé — oo. Nous allons donc utiliser les solutions exactes précédemment
calculées :

)

E(x;s) = erfe(z/l),
E(x,y,z;s) = erfc(x/ly)erfe(y/ly) — erfe((x +y + 2)/lo)erfe(z /L)
—erfe((x + 2)/ly)erfe((y + 2) /o). (4.39)

Notons que ces solutions satisfons les symétries (4.38), et donc restent vraies sur tout
I'espaceR?. Enfin, étant donné gu’un état initial avec une dengité < 1 ou alors avec
des corrélations initiales ne générent que des corrections au terme dominant, nous allons
uniguement considérer le cas d’un systéme initialement entierement rempli de particules.

Comme pour les quantités a un temps, notre but est donc, dans 'immédiat, de trouver
des analogues a eq. (4.38) mais qui s’appliquefiteaG.

4.2 Symeétries deF et G

Les symétries dé" et G peuvent étre obtenues en méme temps en considérant les
symétries de I'équation de mouvement, avant de faire la distinction entre la condition
initiale donnant la corrélation ou la réponse. En effet, pour la fonction génératrice de la
réponse, les conditions initiales/au bortd-a s et pourn = 0 sont

G(n.dis,s) = Pr({{n],s},d {e,s}) = Pr(n].5) = E.(s)
G(0,d;t,s) = 1, (4.40)
et, pour la fonction génératrice de la corrélation
F(n,d;s,s) = Pr({[n], s} d {e s}) =Pr((n] s)—Pr({{n] s}, d {o,s})
= FE,o(s) — En1(d;s)
F(0,d;t,s) = 1— Ei(s). (4.41)
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Dans la limite continue, ces relations deviennent

G(z,z;8,8) = FE(x;s) , G(0,z:t,8) =1, (4.42)
F(x,z;8,8) = —0,E(z,y,2;8)|y=0 , F(0,2;t,5) = =0, E(x;5)|s=0 = c(s),

ol c(s) estla concentration de particules au temgsnous est donc possible de traiter de
maniére simultanée les deux fonctions génératrices en considérant la fangtion s, s)

avec la condition initialg’(0, z; t, s) = ~(s), avecy(s) := 1 pour la fonction générant la
réponse et(s) := c¢(s) pour celle générant la corrélation. La quantité), indépendante

de la distance et du tempgeprésente la concentration de particules lorsque la corrélation

et la réponse sont mesurées au tempides fonctions sont ensuite déduites en prenant les
dérivées eq. (4.17) and eq. (4.15).

4.2.1 Symeétries entre intervalle de longueur positive et négative

Nous pouvons obtenir une relation entre les intervalles de longueur positive et néga-
tive en partant de la relation discréte eq. (4.42). Pour la valesr 0 cette équation
différentielle impose les conditions de continuité

Pm@tF(O,d;t,s) =T[F(1,d;s,s)+ F(1,d —1;s,5)
—s
+ F(—1,d;s,s)+ F(—1,d+ 1;s,s) —4F(0,d; s,s)] =0, (4.43)

ce qui améne a une relation entre les probabilités de longueur-1 et celle impliquant
une longueurn = 1

F(1,d;s,s) + F(1,d—1;s,8) + F(=1,d;s,s) + F(—=1,d + 1;s,5) = 47(s). (4.44)

Cette relation peut s’étendre en itérant I'analyse aux autres valeurs négativest de
vient finalement

Zn: F(—n,d+ k;s,s) (Z) + Zn: F(n,d —k;s,s) (n ﬁ k:) = 2"y (s). (4.45)
k=0 k=0

Cette identité eq. (4.45) peut étre inversée en utilisant une transformée de Fourier de
la fonction F', par exemple

1 +o00
F(n, d; S, S) = / dz F(n’ Z; S, s)€2i7rzd’ F(n’ z; 8, 5) = Z F(n’ d; s, S)efZiﬂzd.
0

d=—o0

Nous avons aussi besoin d’introduire le peigne de Dirac

+00 +00
d e = N Sz d). (4.46)

d' =00 d'=—o0



Chapitre 4. Processus coagulation diffusion
104 Quantités a deux temps

A partir des trois précédentes égalités, nous pouvons expeimés.45) dans I'espace de
Fourier et sommer sur les indices discretge qui nous permet d’évaluer directement la
transformée de Fouridr(—n, z; s, s) comme une fonction d€'(n, z; s, s)

+oo 2imzd’
I - —2imzn n €
F(—n,z;8,8) = —F(n,zs,s)e 2" 4 2ntl E Er=rau (4.47)
d'=—o0

Enfin, nous inversons la précédente relation vers I'espace réelle et nous obtenons, apres
avoir effectué les intégrales complexes sur le cercle unité,

1
F(—n,d;s,s) = _/ dz F(n, z; s, S)GQiTrz(d—n)
0

g / 4 f A P(nd ) (4.48)
+2" z ——— =2—F(n,d—mn;s,s). .
0 S (1 + 6—2171'2')

Nous obtenons alors la premiere symétrie importante paur z; s, s), at = s, et avec
x>0:

F(—z,2;8,8) =2v(s) — F(x,z — x; 8, 5). (4.49)

4.2.2 Symeétries entre distances positives et négatives

Nous obtenons la seconde relation en regardant comme avant I'équation différentielle
pourd = 0. Pour ce, nous avons besoin de calculer I'équation de mouvement de la
fonction génératricéim,_,, F'(n,0;t,s) = Pr([ n]e,s). Ceci peut étre fait en évaluant
F(n,0;s + €, s) poure — 0, comme suit :

F(n,0;5+¢,5) = F(n,0;5,5) + ¢ [Pr({{n-1]} o o) + Pr(e {{n-1]}s)
—Pr({{n]}e) — Pr(e{[n]}e)] + O(c")
= F(n,0;s,8)+€el'[F(n—1,1;s,8) — F(n,0;s,s) + F(n—1,0; s, 5)
—F(n,0;s,5) — F(n,0;s,5) — F(n,0;s,8) + F(n+1,0;s,5)] + O(¢?)

Ensuite, nous retrouvons I'équation 8¢én, 0; ¢, s) dans la limitet — s

%im@tF(n,O;t,s) = I'[F(n—1,1;s,8) + F(n—1,0;s,s)
—s
+F(n+1,0;s,8) —4F(n,0;s,s)]. (4.50)

En comparant cette équation avec eq. (4.19) nous obtdnons 1, —1;s,s) = 0. La
signification physique est qu’une particule ne peut exister dans l'intervalle vide mesuré
au méme temps si nous supposons due —1 correspond a une particule située dans
le dernier (ou le premier) site de l'intervalle vide. Pour la réponse et la corrélation, il est
equivalent de dire que la probabilité d’avoir a la fois une particule et un site vide est nulle



4.2. Symétries d€ etG 105

a temps égaux.

Cependanten répétant I'argument qui nous avait mené a (4.50), nous trouvons main-
tenant

Fin+1,—-1;5+¢5)=F(n+1,-1;s,5) + el [Pr({{n]}e)] + O(¢). (4.51)

A partir duquel on a
Pm&gF’(n—i— 1,—1;t,s) =T'F(n,0;s,s). (4.52)

—s

La encore, une identification avec eq. (4.19) dohlie + 2, —2; s, s) = 0. En itérant
le méme procédé, nous en déduisons fie + d, —d;s,s) = 0 pourd > 0. Ceci est
correct tant que la particule existe dans l'intervalle, ce qui apparait lorsgue. Dans
ce cas, nous pouvons formellement imposerg(ue, —d; s, s) = F'(n,d—n; s, s). Sinon,
lorsqued < n, F(n,—d; s, s) est identiquement nulle. Ainsi, nous obtenons la seconde
relation en introduisant une fonction Heavisitlavec/(0) = 0 dans le cas discret et dans
la limite continue

F(n,—d;s,s) = 0(d—n)F(n,d—n—1;s,s)
F(z,—z;s,5) = 0(z—x)F(x,z —x;5,5). (4.53)

Une troisieme symétrie peut étre déduite pbir-n, —d; s, s) en utilisant les relations
eg. (4.49)et eq. (4.53). A partir de la derniére symétrie (4.53), nous avons en effet, pour
n>0,d>0:

F(—n,—d;s,s) = 6(d+n)F(—n,d+n—1;s,s)
0(d+n)[2y(s) = F(n,d = 1;s,5)]
= 2v9(s) — F(n,d —1;s,s), (4.54)

qui devient dans la limite continue avec> 0, z > 0
F(—x,—z;8,8) =2v(s) — F(x,2;s,5) (4.55)

Finalement, résumons toutes les symétries'dpie nous avons trouvées

F(—x,2z;8,8) = 2v(s)— F(z,z—x;s,8) , x>0
F(z,—z;s,s) = 0(z—2)F(z,z—x;s,s8)) , 2>0 (4.56)
F(—xz,—z;8,5) = 2v(s)— F(z,z2;s,s) , x> 0andz > 0.

Il nous est désormais possible de calculer la solution générale tout en gardant a 'esprit
que pour la fonctior¥' générant la corrélation nous devons imposggy = 1 alors que
pour celleG générant la réponse I'eq. (4.56) reste vraie pau) = c(s).
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4.3 Expression générale dé'(x, z;t, s)

En partant des symétries eq. (4.56), la solution formelle eq. (4.21) peut d’abord se
réécrire dans le domaine aliet 2’ sont positifs

2dx’'dz’
ﬂf Z, t S // x€22 $—$,,2_2/>F($/72/;S’3)
R2 s
2dx'dz’
N // :622 Wi (z =2/, 2= 2 )F(a!, 25 s,8) + Wo (w4 2/, 2 — 2/)F(—=a', 2/ s, 5)
Ri 1
+WZ1($ — x/7Z + Z’)F(‘r/, _Z/; S,S) + Wel($+$/az + Z/)F(—J)/, —Z/; 3’3)} ‘
(4.57)

et ou le noyauV,, a été défini en eq. (4.22). En utilisant eq. (4.56) dans I'expression
précédente, nous pouvons exprimer les différents termds den physiques avec des
termes physiques selon

F(=a2' 2';s,8) = 29(s) — 0z —2YF(2', 2" — 2';s,s)
F(x',—25s,5) = 00 —2")F(d,2' —2';s,9) (4.58)
F(—x',—=2";s,8) = 2v(s) — F(2',2;s,s).
Cette décomposition, accompagnée de quelques translations sur les variables d’intégra-
tion, nous permet de réécrire l'intégrale comme une somme de deux termes : le premier

contient les propriétés génériques Bér', 2'; ¢, s) et le second dépend de la condition
initiale au travers de(s).

7l3

Wi (x4, 2 —2 =)+ Wy (x— a2z +2 + )] F(2, 2 s, 9)
2dz’dz
+2’Y // i ng(fﬂ—kxl’z—zl)+Wg1<$+$/,z+2/)].
RQ

2dx'dz’
F(z, 21, s) // R Wi (x—a',2—2") =Wy (z+2',2+2) (4.59)
R2

7l3

Ensuite, pour le corrélateur ou la fonction de réponse, nous avons besoin de la dérivée
—0. F(x, z;t, s)|.=0. Nous exprimons alors cette dérivée par rappartdans l'intégrale
comme une dérivée en fonction des variables d’intégration
OWe, (x+ 2,2+ 2)|smo = O W, (2,2 + 27),
OWp, (2 — 2! 2 — 2')|peo = =0 Wi, (—2', 2 — 2),
OWe,(z+12',2— 2" —2')|peo = (O — Ou)Wy, (2,2 — 2" — 2')
OWp, (x — 2,2+ 2 + 2')|pmo = —(Op — O )Wy, (2,2 — 2/ — 7).
Au final, la dérivée de-F'(z, z; t, s) par rapport a, aprés réarrangement des différents
termes, s’écrit

2dz'ds’
—0.F(x,2¢,5)|o= 0—// :ggz Wi (= 2 = 2") + Wy, (o, 2+ 2')  (4.60)
R2
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AWy, (2,2 — 2 — ') + Wy, (=2’ 2+ 2 + )] F(2', 2'; s, 8)
2da’'d?’
// 2o (Wi, (2,2 — 2 —2') + Wy, (=2, 2+ 2" + 2)] (2, 25 s, 8)
R2

7T€2
2dz'dz’
ENE // L 0 W (a2 — 2) + W, (2,2 + )]
RQ

7T€2

Notons au passage qUe,, (2/,z — 2’ —2') = Wy, (—a/,z — 2') etW,, (—2', 2 + 2’ + 2') =

Wy, (2,2 + 2').
Enfin, aprés quelques intégrations par parties, nous obtenons finalement
or t,
_ OF(@ %t 5) // da'dz Wh, (=2’ 2 = 2') + Wy, (2!, 2+ 2')| 0w F (2, 2'; 5, 5)
al' =0 RQ

- 2// da'dz" Wy, (2’2 = 2') + Wy, (2!, 2 + )] 0. F (2, 2’ s, 8)
7T£1 R2

2
2 / da Wi, (—a', 2) + W, (o, 2)] F(2,0: 5, 5).
1 Jr,
(4.61)

Ce résultat est indépendantgg). Cette expression est directement obtenue si nous con-
sidérons le cas d’'une chaine initialement entierement remplie de particules. Ceci donne la
contribution dominante dans la limite des temps longs, ou les expressions exactes pour la
probabilité & un ou deux intervalles vides ont été rappelées dans eq. (4.39).

4.4 Fonction de corrélation a deux temps

4.4.1 Expression générale

Dans cette section, nous allons utiliser les résultats précédents eq. (4.61) pour calculer
la fonction de corrélatiod’(¢, s; r), avect > s.
A partir de eq. (4.61) et eq. (4.42), nous avons directement

4
Clt.sir) = =5 / /R A (W (=, r ) + W, (7 4+)] g B 75 )
¥

y'=0
2 ! 3.7 / / / / / / roo
o [ e DV ) W ] 0B ),
2
- 7T€2\/ dz’ [Wﬁ( $/7T/)+WZ1(:E/7T/)] 8y'E(x/7y/70; S)|y/:0—6(t)C(S). (462)
R4

En remplagant I'expression de la distribution a deux intervalles vides y,r;t) par
celle donnée en eq. (4.39) et en effectuant une intégration par parties, nous obtenons

B 4 o (_4(£3+£§)r_2>
V2R B T\ 2B B R

C(t,s;r)
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8
+W3€? //Ri dz'dr’ Wy, (—a',r — ") + W, (2,7 +17)]

/ / /
« ﬁ(l’ +T)erfc(r—)e_($'+7" /€2 \/_7“ VI e '+ e_T/Q/Z(Q)
fg fo KO EO

19672/ _ 9p—(a’ +7~’)2/£3—r’2/€3} —c(t)e(s). (4.63)

o les concentrations particulaires seft) = (2/1/7) (€2 + (2)71/2, ¢(s) = (2//7){y*
auxtempst ets respectivement. Le corrélateur connéxg, s; r) est directement relié aux
intéractions. En effet dans un systéme sans corrélations, ce corrélateur connexe s’annule.

Enfin, on peut réduire le nombre d’intégrales en effectuant encore une intégration par
parties, ce qui donne

4(03 4 02) r?

4 4 G+ 0
S S (i 0 i I S
Tl 20% + 03 p( 205 + (3 f%) 7r€0\/€(2)+€2 <\/2€2+€2€1>

C(t,s;r) =

2 —4r?/(202402)

2 2
e erfc 2% " + erfe 26 !
_—— — r —_——_
(205 4 1) V20 + 24 V208 + 3 4

/ 02 60 ’
e "erfe | ——7r
Bt B £2+e2 /\/f B (Megw% )

\/mh
] 20 2 /02
d / / —7" J—2(r" 7") /f / d " —2 '—r)? /03 f " Vi
+7r3/zgg€§ {/ g 0 ' e/
+/ dr,Tle_TIQ/Z%_Q(,,J_HnF/f% X/ d?“” 6—2(1””'5‘7")2/£%erfc(r”/go):| (464)
0 0

4.4.2 Limite asymptotique

Dans la limite ou la distance>> ¢, ; est plus grande que les deux longueurs de diffu-

sions, il est possible de développer la précédente intégrale dans eq. (4.64) et d’ordonner
les termes exponentiels par amplitude décroissante

4 2 3(202 403 _
C(t,s;r) = exp <—m> {—m + # + O(r 6)}

+ ex (_4r2(€[2) i E%)) ! + 26 +0(r™?)
P\TBRE+®) ) \702B 1 & PR E + B)2E + Br
W\ [ B (B4 ) .
— > - - 4.65
e ( 2 ) {Mg 7wt o0 )} (4.65)

Ainsi, nous pouvons grossierement dire que pour des distansgffisamment grandes,
le corrélateur décroit exponentiellement comiie, s; r) ~ r—2 exp(—4r?/(t+s)) et ou

les parameétres dimensionnés et non universels ont été supprimés. La encore, il est possible
de lire I'exposant dynamique = 2.
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4.5 Fonction de réponse a deux temps

4.5.1 Expression générale

Dans ce cas, nous avons précédemment vu que la condition initiale est donnée par
G(z,r;s,s) = E(x;s) pourr positif, avec la contrainte additionnel&(0, d; ¢, s) = 1.
Apres usage de eq. (4.61) et eq. (4.42), nous obtenons

4
R(t,s;r) = 2 //[R dz'dr’ W, (=2',r —7") + Wy, (2/,r +17)] Oy E(2';s)
t) e
2
+— da’ Wy, (=o', 1) + Wy, (2!, r)] E(2'; s) — ¢(t)
ng R+

Et en substituank(z, t) par son expression eq. (4.39), il vient

2 x' —2r z' +2r a2+ 07)
r) = ' erf —erf _T BT (g
R(t,s;r) s /R+d$ {er ( 7 ) er ( v )] exp ( 2e (4.66)

2 o , 2(r — 2')? 2(r + 2')? 7’
+7T_€%6 2 /31 /R+d{[‘ |:6Xp <—T +exp —T erfc %

4.5.2 Limite asymptotique

De la méme facon que pour le corrélateur, il est possible d’avoir son comportement
asymptotique, lorsque la distance> ¢, ; est plus grande que les longueurs de diffusion.
Nous développons alors I'expression précédente (4.66) et organisons les termes exponen-
tiels par amplitude décroissante. Il vient deux contributions exponentielles

R(t,s;r) = exp ( e ) { 5+ 6 26+ 61 + O(r5)} (4.67)

22442 Tl Amlyr3

2(p2 2 2 2 3 2 2\3/2
- (_47" (£0+£1)> {_em/%wl L Bee+ ) +0(r5)}

03(20%2 + 13) (2 +2)mr  8(£2 + £2)2qy3

Nous voyons donc une décroissance exponentieltes; r) ~ r—texp(—2r%/(t + s)),
ou la encore les parameétres dimensionnés et non-universels ont été supprimes.

4.6 Veérification numeérique

Dans cette section, nous donnons un bref apercu des méthodes numériques qui ont
permis de vérifier notre méthode.

Pour modéliser le processus de coagulation-diffusion, nous avons utilisé une chaine
périodiqueA comportant\' = 512 sites, chacun ayant un degré de liberté lagat 0, 1.
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L’éguation maitresse s’écrit dans ce cas

P({o},t + At) = (1 - A)P({o}, 1) + At Y W({o'} = {o})P({o"},1)
{o'}
ou P({c},t) est la probabilité d’'observer le systéme dans I'¢tat etWW ({c'} — {o})
est le taux de transition par unité de temps de I'¢teit vers I'état{o}. Ainsi, pour un
site donné, nous avons les taux de diffusion et de coagulation respectivement donnés par

W(eo — ce) = W (ce — e0) =1V (ee — ce) = 1V (ee — e0) =1/2 (4.68)

Le systeme initial est préparé dans un état ou chaque site est occupé. W siteest
choisi aléatoirement, s’il est occupé, la particule bouge sur un des deux sites voisins avec
la méme probabilité, et coagule avec la particule qui pourrait déja étre présente dans le
site cible \-fois ce processus définissent un pas de temps Montecaslo + At.

La concentration est donnée pét) = N~' Y., (0;) et la fonction de corrélation
connexe est calculée en utilisant

Clt,57) = 3 3 030 (03()) = 513 S Ams() Y losls)) (469
JEA JEA JEA

oules moyennes sont effectuées sur les réalisations microscopiques. Enfin, précisons que
I'autocorrélation connexe est la corrélation entre une particule au teetpsne autre au
tempst mais sur le méme site.

Par contre, pour évaluer la fonction de réponse, nous démarrons I'évolution du sys-
teme par le méme processus que préecédemment. Cependant, at) tevapsntroduisons
une perturbation. Ensuite, nous continuons I'évolution des deux systemes, celui perturbé
{oP(t,s)} et celui non-perturbéo(t, s)}. La perturbation est réalisée en choisissant un
sitej € A et eny imposant la présence d’'une particule ; si le sitemporte déja une
particule, la perturbation n’y change rien et donc il n’y aura pas de contribution a la fonc-
tion de réponse. La réponse linéaire est ensuite donnée en comparant I'évolution des deux
systemes de telle facon que

R(t,s;r) = 1 Z (¥, (t,s) = 0jp(t) = (1= G(1,1,t,5)) — (L= E(t)).  (4.70)
N

JEA

4.6.1 Fonction de corrélation

Pour tester et aussi constater comment le régime asymptotique décrit par eq. (4.64) est
atteint, nous comparons dans la figure 4.2 les simulations numériques pour le corrélateur
connexeC(t, s; r) avec sa forme asymptotique eq. (4.64).

Ainsi, méme pour un temps d’attente modéré 100, nous ne voyons pratiquement
aucune différence entre les deux. Par contre, pour des temps d’attente courts cemme
10, nous observons les premieres indications de corrections a prendre en compte. Dans
tous les cas, la continuation analytique que nous avons proposée est en tres bon accord
avec les simulations Monte-Carlo.
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FIGURE 4.2 — Graphique de la fonction de corrélation pour » = 0 (courbe du haut) et
r = 3 (courbe du bas), et avec deux valeurs différentes de s, a savoir s = 10 (& gauche)
et s = 100 (a droite). Les points viennent des simulations, réalisées sur un réseau de
N = 512 sites et la courbe en trait plein est le comportement asymptotique (4.64).
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FIGURE 4.3 — Graphique représentant la fonction de réponse pour r» = [0,1,2,3] (de
haut en bas) et pour s = 10 (a gauche) et s = 100 (a droite). Les symboles indiquent
les résultats des simulations numériques alors que la courbe en trait plein représente la
forme analytique donnée dans (4.66). La encore, ces simulations ont été menées sur un
réseau périodique de N = 512 sites.

4.6.2 Fonction de réponse

De la méme fagcon que pour le corrélateur, nous avons aussi testé les résultats que nous
avons obtenus en les confrontant aux simulations Monte-Carlo décrites dans le préambule
de cette section.

Ainsi, dans la figure 4.3, nous avons représenté les données numeériques issues des
simulations Monte-Carlo avec les formes asymptotiques exactes données par I'éq 4.66,
valables dans la limite des temps longs En fait, méme pour des temps finalement modérés
t,s ~ 100, I'accord entre les simulations et les solutions analytiques sont excellentes.
Pour de petits temps d’attente comse 10, nus observons tout de méme de petites cor-
rections au comportement dominant. Cette confrontation numeérique permet de confirmer
les conditions initiales (4.52,4.50) ainsi que la condition au bord (4.56) pour la fonction
génératrice de la répongé

La comparaison de nos calculs avec les données numériques est importante pour une
autre raison. En effet, Mayer et Sollich ont, il y a quelques temps déja, calculés le cor-
rélateur et une fonction de réponse. Malheureusement, nous ne sommes pas en accord
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avec leur résultat. Il nous fallait donc vérifier qu’il n’y avaiicun doute possible sur nos
calculs. Mais finalement, I'origine de la divergence de résultats vient du fait que nous
n'utilisons pas la méme définition de la fonction de réponse [Mayer07].

4.7 Fonctions d’autocorrélation et d’autoréponse

Dans cette section, nous analysons le comportement d’échelle de la fonction de cor-
rélation poun- = 0. Nous utiliserons les notations suivantes= ¢/s > 1 et la constante
de diffusion sera fixée & = 1/2. Nous savons d’ores et déja que ces fonctions satisfont
le comportement d’échelle suivant :

Clt,s) = Clt,50) = S fely) » Ritys) = Rt 5i0) = o faly), (471)

ounous pouvons extraire les exposants d’'une simple identification a partir des expressions
eg. (4.63) et eq. (4.66). Asymptotiquement, pgue- 1, on s’attend a ce que

for(y) ~yror/z (4.72)

ce qui nous permet de définir 'exposant de I'autocorrélakieret celui de I'autoréponse

Ar. Je rappelle a toutes fins utiles que I'exposant dynamique a déja été évaluéa

A partir de eq. (4.63), il est possible de calculer exactement la fonction d’autocorrélation
en utilisant des intégrations par parties et en utilisant I'identité suivante (voir [Prud86, eq.
(2.8.10.3)])

1
dz e erfe(r/a) = —= arctan a. (4.73)
/| (w/o) = <=
Il vient alors
11 1 2(y — 1) V2
C(t = —- t
(t,s) S QWD{WjL (1 +9) arcan( T
2 1 1
— arctan (—) — —} (4.74)
/Y VY 14y
Poury > 1, les deux premiers termes dominants de la fonction d’éclfeldeviennent
-1 -1 -2 16 -1, -3
fely) = (2D)™" | (1 =8/(3m)r ™y~ + (z-m = 1/2)7~y ™ . (4.75)

Cetteexpression nous permet d’identifier de suite I'exposant= 4. Ce résultat est

en parfait accord avec les travaux de Mayer et Sollich [Mayer07] et finalement ici nous
n'avons développé qu’une autre technique pour aboutir a ce méme résultat. L'avantage de
notre méthode est que I'on pourrait tres bien établir ces corrélateurs a deux temps pour
n'importe quelle condition initiale.
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Pour I'autoréponse, un calcul direct 8¢, s; 0) avec comme point de départ eq. (4.66)
nous amene a

4 ! (0 + 07)
t — dz’ erf | == bl S ML VA
R = gy /R o (€1>exp< 66 )

4 x 2x"?
— da’ erfe | — —— .
—l—wg%/ﬂhxerc(go)exp( K%)

Laencore, les intégrales sont données par (4.73) et finalement nous obtenons le comporte-
ment d’échelle

1 1 V2 V2 2 ( 1 )
R(t,s) = —- arctan — arctan | — (4.76)
(¢, ) Vs \2rD {m/y—l (x/y—1> /Y VY
Poury > 1, les termes dominants dans le développement asymptotique de I'autoréponse
deviennent

4 . S ...
frly) =~ (2D)7'/? [gﬁ"/ 2y 4 Eﬂ"” Qy‘*] (4.77)

Ainsi, nous lisons I'exposant de la fonction d’autorépoige= 4.

A ce niveau, il faut mentionner que pour cette fonction de réponse, nous trouvons des
résultats tres différents de ce que nous pouvons trouver dans I'article de Mayer et Sollich
[MayerQ7]. En effet, il trouve en fait = b. La fonction de corrélation étant parfaitement
bien reproduite, la différence vient de la fonction de réponse. En fait, nous utilisons la
méme définition générale mais pas la méme perturbation ; de fait ils considérent

R i(t,s) = (ne"=9V 5| P(0)) (4.78)

ouV; = T[0H (h)/0h]|n=o estI'opérateur qui rend compte de la perturbatih= —/hn;
au tempss:. Cet opérateur prend la forme

1 1
Vi = S(FjaFy = Dnjma (1= 1) + S (Fja By = D (1 — ) (4.79)
ou F; est I'opérateur de flip défini par

Fy = ([1){0] + |0)(1]);- (4.80)

Au regard dél/;, on comprend l'origine de la différence de nos résultats. La perturbation
de Mayer et Sollich peut se décomposer en deux parties : I'une dite symétrique et l'autre
antisymétrique. La partie antisymétrique revient a une augmentation locale des taux de
diffusion pour les particules entrant dans le gitet a une diminution locale de ces taux
lorsque la particule quitte le site La partie symétrique, quant a elle, correspond a une
augmentation des taux de diffusion entre les gitesl, j etj + 1.

Pour résumer, voici 'ensemble des exposants que nous avons déduits

1
Ao=Ag=4, a=—3 b=1, =2 (4.81)
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4.8 Rapport fluctuation-dissipation hors equilibre

Commenous I'avons déja énoncé dans le premier chapitre, pour les systemes relaxant
vers un état d’équilibre, et donc dont la dynamique satisfait le bilan détaillé, le rapport
fluctuation dissipation

X(t,s) =TR(t,s)/0:sC(t,s) (4.82)

est devenu [Cugl94, Cris03] un outil utile pour caractériser la distance par rapport a
I'équilibre.

Ici, nous souhaitons aller plus loin et regardons un rapport fluctuation dissipation
généralisé&(t, s) tel que dans la limite des grands temps de sépargtiont/s > 1
il tende vers une limite finie et universelle,. Dans le but de faire ceci, rappelons les

formes d’échelle
—bz l —b t
C(t,s) = L(s) " 7F¢c B = s fc .

R(t,s) = L(s) % “Fy (f) = s g (f) (4.83)

S S

Nousles avons formulées en termes de longueur d’échiglle = (vs)'/%. Ce terme
Y1 est un temps caractéristique pour le passage vers le régime d’échelle. Il contient une
amplitude non universelle, étant donné qu’il est proportionnel a la constante de diffusion
Y ~ D, cependant il peut apparaitre invisible dans la plupart des calculs grace a un
changement d’échelle de temps. Nous supposerons aussi que le corrélateur “initial* aux
temps égaux est normaliséd a

Posons maintenant notre proposition de rapport fluctuation-dissipation généralisé. En
partant des formes d’échelle écrites précédemment, et en faisant apparaitre explicitement
le termed, nous arrivons a

2(t, s) := 9 PR(t,8) [01H00 O 8)] (4.84)

Cette proposition contient les deux cas déja étudiés, a savoir

e Les systemes critiques avec bilan détaillé. (Dans ceacash ety — T devient la

température d’équilibre)

e Les modeéles de réaction de particules critiques aved = b et la relation (1.40).
Mais elle ne s’arréte pas a ces deux cas. Dans la limite des grands temps de séparations
y = t/s > 1, lafonction=Z = =(t¢/s) tend vers une limite universeltg,.,. En général,
la dérivée (4.84) n’est pas d’ordre entier et par choix, nous utiliserons ici la définition de
Riemann-Liouville de cette dérivée fractionnaire. Pour plus de clarté, nous la définissons
a la HadamardSamk93] en imposant que I'opérateur linéaiteagira sur les monémes
s* comme suit :
I(p+1)

st = —L
*C TT-a+)

sho (4.85)
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modele réactions mvt des part. Nmax | REF.
BCPD | A —24 A—( diffusion 00 [Houch02, BaumO05]
BCPL |A—2A A—0 volsdeLévy 00 [Dura09]
FA A—2A 2A— A aucun 1 [MayerQ7]
CP A—2A A— 1 diffusion 1
NEKIM |24 —( A<« 3A diffusion 1 [Odor06]
RAC 2A — C C — 2A diff. avecDy = Do o0 [Rey99, Elga08]
BPCPD | 24 — 3A 2A — () diffusion 00 [Paes04a, BaumO05]
BPCPL | 24 —+3A 2A — () volsde Lévy 00 [Dura09]

TABLE 4.2- Définition schématique des divers processus de réaction-diffusion dont nous
discutons dans le corps du texte. Labréviation "CP* veut dire "processus de contact“. Ces
processus se caractérisent par les réactions que subissent les particules (données dans
la seconde colonne), le type de mouvement que subit une particule (troisieme colonne)
et enfin le nombre de particules maximum que peut accueillir chaque site appelé ici nyax-
Notons que chaque particule peut étre sujette a soit un mouvement de type vols de Lévy
(avec le paramétre de contréle n), soit un mouvement diffusif (qui revient a prendre n = 2),
soit aucun mouvement.

et ol n'est pas un entier négatif. Enfin, si nous utilisons les fonctions d’échelle asymp-
totiquesfc r(y) ~ ac.r y~*er/% nous trouvons

_ ap M T(\e /2 — a) R

=(t = — r=Ac)/z 4.86

(t,5) ac TOo/zt1-0b) 7 (4.86)
ap V' T Ae/2z—a)

ac T(\e/z+1-b) 7

e

ou une limite finie poury — oo est obtenue, a la condition que: = Ai. Le caractére

fini de =, ne devrait pas dépendre du choix de la dérivée fractionnaire, au contraire de sa
valeur numeérique qui, elle, en dépendra. Une autre condition nécessaire pour l'universalité
est la propriété

s (s) = A7 [ (s), (4.87)

qui est bien entendu satisfaite par la dérivée fractionnaire de Riemann-Liouville.

Dans le but de mieux comprendre les conséquences de notre proposition (4.84) et de sa
valeur limite (4.86), nous allons déterminer sa valeur dans plusieurs modeles de réaction-
diffusion, en nous plagant au point critique et qui donc va suivre un vieilissement comme
défini dans le premier chapitre.

Dans un premier temps, nous rappelons donc les différents modeles que nous allons
tester. Le premier groupe de modéles que je vais citer ne contient qu’un seul type de
particules et admet au maximum qu’une seule particule par site :
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e le processus de contact (CP) (avec sa transition de phase dans la classe d’'universal-
ité de la percolation dirigée)
¢ le modele d’'Ising cinétique hors équilibre, appelé NEKIM (pour "non-equilibrium
kinetic Ising model“) avec une dynamique venant de la dynamique de Glauber non
conservée et la dynamique conservée de Kawasaki.
e le modele Frederikson-Andersen (FA)
Le second groupe n’admet pas de limite quant au nombre de particules sur un méme site :
e le processus de contact bosonique avec diffusion ou vols de Lévy des particules
(dans ce modéle, je rapelle que la densité moyenne de particules est constante le
long de la ligne critique et que la dynamique critique est trouvée en analysant la
variance de la densité de particules)
e le modéle "A-C* réversible (RAC) qui contient deux types de particules (4, C
mais avec des constantes de diffusion égalges= Dc.
Enfin, le modéle qui requiert la présence de deux particules sur un méme site pour avoir
une réaction :
e le processus de contact bosonique par paires avec diffusion ou vols de Lévy des
particules.
Nous avons résumé leur dynamique dans le tableau 4.2. Les comportements d’échelle
dans le régime de vieillissement de ces modéles peuvent étre trouvés en détail dans
[Henk10] (mais aussi dans cette thése pour le BCPL et le BPCPL).

Maintenant, analysons le comportement du vieillissement dans tous ces modeles.
Dans les références citées, soient des estimations numériques précises soient des résultats
exacts ont été obtenus pour les exposants de vieillissements:, \r, z. Cependant,
nous ne preterons pas attention aux exposantet A\r. En effet, nous remarquerons
gu’ils sont dans tous les cas égalx = \r. Ce qui par contre change est la relation
entre les exposants et b. Nous allons donc distinguer les différentes situations qui se
présentent :

1. Modeles avea: = b. Bien s0r, ce cas contient aussi les systemes critiques avec bi-
lan détaillé et relaxant vers un état d’équilibre et ou la définition habituelle du rap-
port fluctuation-dissipatioX (¢, s) s’applique [Cugl94]. Mais c’est aussi le cas que
suit le modéle FA [Mayer07].

Mais notre but est de comprendre les modeles sans bilan détaillézetduDans
ces cas, il suffit de reformuler I'eq. (1.23) en considérant qu’aux temps €gaux, le
systeme est localement a I'équilibre. Ainsi, on a

Xeq =1=TR(s,5)/0:C(s,s) (4.88)

ou encore

Xl e) = (035531)) s =X G) e (489

Cettederniéere définition est maintenant applicable aux modéles sans bilan détaillé
etant donné qu’il n'y a plus de référence explicite a une quelconque température
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modéle d b,a Boo Ref.
BCPD >0 b=a 1/2 [BaumO05]
BCPL >0 b=a 1/2 cette these
FA 1 b=a —3m/(6m — 16) | [Mayer07]
électeur Potts 2 b=ua ~ (.38 [Chatl1]
CP 1 b=1+a 1.15(5) [Enss04]
(perco. dirigée) 4—¢ b=1+a 2 — 5(% — ’g—;) [BaumO7b]
NEKIM 1 b=1+a ~ 0.1 [Odor06, Odor10]
RAC >1 b=1+a Voir le texte [Elga08]
coag.-diff. 1 b=3/2+a 3n/(6m—16) | cette thése
BPCPD 2<d<4 |b=0 Voir le texte [BaumO5]
BPCPL n<d<2n|b=0 voir le texte cette thése
modéle sphél’ < T, d>2 b=20 voir le texte [GodrO0b]
BPCPD d>4 b=a—-1 Voir le texte [BaumO5]
BPCPL d > 2n b=a—-1 Vvoir le texte [Dura09]

TABLE 4.3 — Relation entre les exposants a, b et la valeur limite du rapport fluctuation-
dissipation généralisé. =, pour différents modeles en d dimensions. Pour les modéles ou
a = b, la définition prise pour la limite du RFD est donnée par (4.89), dans les autres cas
elle vient de (4.86). Les processus de contact bosonique par paire (BPCPD et BPCPL)
sont situés a leur point multicritique ou « = a¢.

T. C’est bien entendu la définition que nous avons utilisé dans le chapitre 2 de
cette thése dans notre étude du processus de contact bosonique avec vols de Lévy
[Dura09].

Dans le tableau 4.3, nous avons listé sous la catégariées valeurs limites ex-
traites de I'éq. (4.89) pour les modeles BCPD/L. Au moins dans les modeles con-
sidérés ici,X ., apparait universel. Cependant, alors que pour les états stationnaires
d’équilibre, on aX,, = 1, les modeéles tels que le BCPD et le BCPL ne sont pas
réversibles. Dans I'état stationnaire, on a plutgt., = 0.

2. Modéles avea: + 1 = b. Dans la classe d’'universalité de la percolation dirigée, la
relationentre les exposantset b est une conséquence directe de la symétrie par
renversement de rapidité [BaumQ7b]. Cependant, bien que cette symétrie ne soit
pas sensée étre vraie ni dans le modéle NEKIM ni dans le modéle RAC, la relation
est encore valable.

Dans le tableau 4.3 nous avons référenceé la valeur limite (4.86). Lorsque la relation
a + 1 = b, nous savons directement que la valeur limite est universelle étant donné
que la longueud disparait. Dans I'état stationnaire, nous avags$, = 0, ainsi une
valeur finie d&, implique que le modeéle ne relaxe jamais dans un état stationnaire.
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Le modeleRAC est un peu différent et mérite une certaine attention. A partir des
éguations de mouvement, il est possible de montrerguea + 2¢ est une quantité
conservée telle que(t) = [dr x(¢,r) est une charge conservée [Rey99]. Ici, nous
nous contentons de nous concentrer sur la relation existant entre I'autocorrélation
des particuleg” et l'autoréponse correspondante. A partir des solutions exactes
[Elga08], le rapport limite s’écrit

=(CO) ?

=% = Gia (1t = 3)ass — ao) (4.90)
ou \, 1 sont les taux des deux réactionsigt, est la densité moyenne en particules
A autempg = 0 ett = oo, respectivement. Il est d’ailleurs possible de montrer
quea,, dépend seulement des taux et de la charge consgfog¢e- x(0)).
Ce qui difféere par rapport aux modeéles plus simples jusque-la étudiés, est la dépen-
dance explicite de la valeur limit€,, envers I'état initial. Dans I'état stationnaire
Z. = 0. Il est cependant tout a fait concevable que dans des systéme plus com-
plexes, le rapport fluctuation-dissipation ne puisse pas toujours étre universel.

Récemment, la valeur limite de ce RFD a été mesurée dans le modele de I'électeur
le long de la ligne critique [Chat11].

3. Modéles avea: + % = b. Le processus coagulation-diffusion est un exemple d’'un

tel cas et sa longueur caractéristique est donnéé @gar= /8D ¢t . Nous donnons

dans le tableau 4.3 notre résultat paus. Ce résultat provient de (4.86). De plus,

une fois que) = 8D a été correctement identifie, les fonctions d’échéllé sont
universelles en ce sens qu’elles ne dépendent pas de I'état initial. Bipsist lui-

méme universel. Dans |'état stationnaigg,., = 0, et donc cette valeur finie d&,,

signifie que le modéle ne peut pas relaxer vers un état stationnaire dans un temps
fini. Dans la figure 4.4, nous avons représenté s) dans le but de voir comment

le rapport fluctuation-dissipation atteint sa valeur limite. Son comportement n’est
pas monotone alors que dans les modéles ou la relatiei = b oua = b est
satisfaite c’est généralement le cas.

Enfin, nous avons comparé nos résultats avec ceux dérivés dans [MayerQ07] via
le modele d’annihilation de paires. Clairement, comme la relation entre les ex-
posants: etb est différente dans ces deux travaux, le rapport fluctuation-dissipation

a utiliser I'est aussi. Pour étre plus précis, il 'y a aucune erreur dans I'un ou l'autre
des calculs, ce sont juste des définitions différentes de la fonction de réponse qui
engendrent ces écarts. En effet, Mayer et Sollich ont utilisé une définition de la
réponse normalement issue du modeéle FA. Cependant, comme dans la limite des
temps longs, ce modéle FA se comporte de maniere similaire au processus de
coagulation-diffusion, il est tout-a-fait concevable d'utiliser cette définition pour
calculer la réponse.

4. Modeles aved = 0. Pour mieux comprendre la signification & nousallons
maintenant I'appliquer aux aimants simples avec une dynamique satisfaisant le bi-
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FIGURE 4.4 — Représentation du rapport fluctuation-dissipation =(¢,s) par rapport a
t/s pour le processus de coagulation-diffusion. La ligne en trait plein représente les
valeurs numeériques de Z(t/s) en utilisant les expressions (4.76) pour 'autoréponse and
(4.85),(4.74) pour la fonction de corrélation. La ligne en tiret donne la valeur asymptotique

- us
= 7 6m—16"

lan détaillé mais qui serait trempé en dessous de sa température critiquezou

b = 0. Nous avons choisi de prendre le modele sphérique en dimensiong
comme référence. La longueur d’écheli&t) = 4d Dt a déja été extraite explicite-
ment [Ebbi08], et donc on en déduit immédiatemenrt 4d.D est proportionelle a

la constante de diffusion, tout comme le processus coagulation-diffusion. A partir
des résultats déja obtenus sur ce modele [GodrOOb], nous trouvons que la limite du
RFD généralisé est

9\ 42
T = <;> IT(1 —d/4)|/T(1 + d/4), (4.91)
qui est finie sauf s est un multiple de.

Toujours dans cette méme catégorie de modéles laved), nous pouvons citer

le BPCPD et BPCPL, au point multicritique et paur< d < 4 [BaumO05] ou

n < d < 2n [Dura09], respectivement. A partir de I'expression du corrélateur a

deux temps et de la réponse a deux temps, la longueur d’édtétle = Dt est

extraite. On en déduit qué= D. Nous avons normalisé I'autocorrélateur connexe

au temps; = 0 al. Nous trouvons alors, pour le BPCPL, la valeur limite du RFD :
_ d2 T d )0 — d/y) 492
T md2p2l(d/2)T(1 4 d/n) (4.92)

avecO < n < 2. Pour le BPCPD, le résultat est obtenu en prenant la limite 2

dans I'expression ci dessus. La encore c’est manifestement universel.
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5. Modéles avea: — 1 = b. Une attention particuliere doit se porter sur les modéles
BPCPDet BPCPL au point multicritique mais pour des dimensiéns 4. Cepen-
dant, bien que la longueur d’échelle puisse étre trouvée de la méme fagon que
précédemment et s'écrive’*(t) = Dt, le comportement du modéle est trés dif-
férent. En effet, 'amplitude de I'autocorrélateur connexe contient un facteur non-

universel .
B 2 dg '\
e 499

dontla valeur numérique dépend de la forme de la relation de dispersion(q).

En conséquence, dans ce cas, la limite du rapport fluctuation-dissipation n’est pas
universelle et est égale, = 2A,.

Cette non-universalité devrait étre prise en compte en cherchant les variables non
pertinentes dans 'autocorrélateur.

Pour résumer, nous avons finalement une belle liste de modeles ou une limite finie du
rapport fluctuation-dissipation généralisg, peut étre définie, alors que sa valeur dans
I'état stationnaire esk ., = 0.

4.9 Conclusions

Ainsi, nous avons généralisé la méthode des intervalles vides en considérant une prob-
abilité mixte (intervalle vide - particuld)r({[ n |, t}d{e, s}) adeux tempg, s. Celle ci
sert de fonction génératrice pour le corrélateur a deux temps ou pour la réponse a deux
temps, selon la condition au bord aux temps égauxs qui est fournit. Il est possible d’'u-
tiliser une méthode heuristique basée sur les probabilités ou alors d’utiliser le formalisme
Hamiltonien/Liouvilien quantique pour dériver les équations de mouvements fermées. La
solution de ces équations de mouvement, qui n'ont de sens physique que dans le demi
plan supérieun > 0, d > 0 est prolongée par continuation analytique dans le demi plan
inférieur oun etd sont a la fois négatifs. Par ce biais, le comportement aux temps longs du
processus de coagulation-diffusion peut étre étudié exactement et son régime de vieillisse-
ment analysé en détail. Nous avons aussi calculé les expressions exactes des corrélateurs
et réponses dans le cas d’'un systéme initialement completement rempli. Les équations
(4.74) et (4.76) donne les formes d’échelle exacte de I'autocorrélateur et de I'autoréponse
dans le régime de vieilissement. A partir de ces solutions, les exposants hors équilibre ont

pu étre extraits
1
/\C:AR:4,a:—§,b:1 (4.94)
ainsi que I'exposant dynamique= 2. Rappelons qu’il est essentiel que les taux de dif-
fusion A + () +» ) + A et de coagulatiodl + A — A + () or ) + A soient égaux pour que

la méthode présente soit applicable.

Notons enfin que bien que nous nous soyons limité a la résolution dans le cas ou la
condition initiale est un systeme completement rempli, la méthode est aussi applicable
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pour n'importe quelle condition initiale, au prix d’'une modificatidiine des conditions
aux bords. Toutefois, n'ayant pas eu pour objectif d’étudier les corrections au comporte-
ment dominant, nous n’avons pas cru intéressant de calculer ces solutions plus générales.

La méthode des intervalles vides peut étre appliquée pour déterminer la densité de
particules dans des modeles bien plus généraux que la simple diffusion-coagulation, voir
[Burs89, benA90, Doer92, benA00, Mass00, Henk01, Agha05]. En particulier, si I'on
inclut le processus de décoagulatidn— 2A, une transition de phase avec des effets
de taille finie non triviaux a été trouvée [Burs89]. Il est cependant concevable qu’une
généralisation de notre méthode puisse étre développée pour s’appliquer a ces modeéles
plus ardus. Les points essentiels d’'une telle généralisation seront la détermination des
observables a un temps, leurs conditions aux bords et surtout la continuation analytique
pour rendre ces conditions compatible avec les équations de mouvement.

Avec la définition que nous avons prise pour la fonction de réponse, nous pouvons
dire que c’est le premier modéle du genre dont les exposasttssatisfont cette relation
a + % = b. C’estpour cela que nous avons discuté de la possible généralisation, voir
eg. (4.84)), de la relation entre corrélateur et réponse. Notre proposition contient tous les
rapports fluctuation-dissipation précédemment étudiés et conduit systématiquement vers
une limite finie=,, voir les valeurs listées dans le tableau 4.3. Par contre, la signification
physique d’un tel rapport reste a saisir.



Conclusion

Danscette thése, nous avons étudi€, au travers de plusieurs modéles exactement ré-
solubles, le vieillissement dans des systemes dont la dynamique ne satisfait pas le bilan
détaillé. Pour étre plus précis, nous avons étudié trois modeles : le processus de con-
tact bosonique, le processus de contact bosonique par paires et enfin le processus de
coagulation-diffusion.

Dans les deux premiers modeéles cités, notre étude s’était basée sur les travaux de mon
prédécesseur, Florian Baumann. Elle a permis d’étendre et de calculer les exposants de
vieillissement dans le cas ou le transport de particules se fait a longue portée, représenté
par des vols de Lévy. Une fois, cette connaissance acquise sur I'ensemble des exposants,
il nous est apparu judicieux d'étudier le temps de passage vers le régime de vieillisse-
ment pour mettre en évidence, qu’au moins dans ces modeéles ainsi que dans le modéle
sphérique a température critique, ce temps de passage suit une loi algébrique. Nous avons
alors étudié et vérifié que cet exposant suivait la méme contrainte que ce qui avait été
trouvé par Zippoldet al. pour le modéle sphérique trempé en dessous de sa température
critigue. Ces informations recueillies, nous avons alors pu étendre la validité de I'argu-
ment d’Andreanov, relatif aux formes d’échelle accessibles par les corrélateurs dans les
systemes sous-critiques, au cas critique. Enfin, pour parachever notre étude du modele,
nous nous sommes penchés sur I'établissement d’un rapport fluctuation-dissipation dans
le processus de contact bosonique. Ce modéle, dont, je le rappelle, la dynamique ne sat-
isfait pas le bilan détaillé, ne peut se voir définir une température. Nous avons donc pris
parti de remplacer cette température qui apparait dans la définition de Cugliabdblo
du RFD par une quantité caractéristique de I'état du systeme au temps d’attente. Ainsi,
nous avons pu extraire une valeur limite de ce rapport, supposée universelle, et qui carac-
térise d’une certaine facon le fait que le systeme ne rejoint jamais I'équilibre.

Le troisieme modéle que nous avons étudié et qui finalement nous a pris le plus de
temps est le processus de coagulation-diffusion. Nous sommes penchés tout d’abord sur
le calcul des quantités a un temps. Il nous a fallu développer une nouvelle méthode pour
résoudre les équations de mouvement pour les probabilités & un ou deux intervalles vides.
En effet, la symétrie de I'équation différentielle n’était pas en accord avec la condition
aux bords et nous avons donc du établir une continuation analytique pour pouvoir ensuite
résoudre simplement cette équation. Avec cette technique, I'acces a I'expression formelle
pour les probabilités a un ou deux intervalles vides a été établie, pour n'importe quelle
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condition initiale. C’est en ce sens que la méthode a été novatitea permis de con-

naitre exactement I'influence des conditions initiales sur le corrélateur. Pour étre plus pré-
cis, ces conditions initiales sont caractérisées par leurs distributions de probabilité d’avoir
un ou deux intervalles vides ; nous avons alors établi que ces conditions initiales n’engen-
drent que des corrections au comportement aux temps longs mais mieux encore qu’elles
obéissent a une hiérarchie. En effet, la distribution initiale de probabilité d’avoir deux in-
tervalles vides engendre une correction plus faible que celle de la distribution initiale de
probabilité d’avoir un intervalle vide. Ce travail achevé, nous avons pu nous pencher sur
le probléme des quantités a deux temps en ne nous souciant guere des conditions initiales,
VU que nous savons désormais qu’elles n’entrainent que des corrections au comportement
asymptotique.

Enfin, nous avons, dans le dernier chapitre, véritablement étudié le vieillissement dans
le processus de coagulation-diffusion. Les quantités a deux temps nous ont été accessi-
bles en affinant Iegerement notre approche et en considérant plutét une probabilité mixte :
la probabilité d’avoir un intervalle vide au temps une certaine distance d’une partic-
ule au tempss. Cette probabilité est la pierre angulaire de ce dernier chapitre car elle
donne acces a la fois a la réponse mais aussi a la corrélation. Il nous suffit de spécifier la
bonne condition au bord pour sélectionner soit la réponse, soit la corrélation. Ceci fait,
les exposants de vieillissement ont été déterminés mais la relation particuliére entre les
exposants etb nous a amenés a proposer une nouvelle forme, plus générale, du rapport
fluctuation-dissipation. Comme discuté dans la these, cette proposition possede I'avantage
de regrouper sous une méme formulation I'ensemble des rapports fluctuation-dissipation
connus jusqu’alors. Toutefois, son interprétation en toute généralité est encore a découvrir.

Tout au long de cette these, d’autres idées ont germé et reste a étudier. En effet, nous
avons voulu éprouver la méthode développée dans le processus coagulation-diffusion a
des modeles un peu plus compliqués, par exemple par simple ajout d’'une réaction de
type création spontanée de particules. L'écueil que nous avons rencontré et auquel nous
n'avons pas eu le temps de faire face est que pour établir la continuation analytique, la
symeétrie fait appeler a un noyau et de fait devient trés ardue a manipuler.

Nous avons aussi pensé a un probléme de transport dans une chaine de longueur fixée
dans laquelle on ajoute des particules par I'un des bords avec un taux de création constant.
A l'intérieur de la chaine, la dynamique serait donnée par les deux réactions coagulation
et diffusion. Nous pensons qu'’il serait possible d’établir une relation entre le courant de
particules a la sortie de la chaine en fonction du taux de création et que dans la limite ou
ce taux serait faible nous devrions retrouver la formule de Kubo.

Nous avons enfin évoqué I'idée du méme processus de coagulation-diffusion étudiée
dans cette these mais en y ajoutant un seul site source. Ce faisant, l'invariance par trans-
lation spatiale serait brisée mais le souci du noyau qui interviendrait dans la symétrie de-
vrait disparaitre. Il faudrait, pour cela, considérer des probabilités a un ou deux intervalles
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vides dont I'argument ne serait plus une distance ou une longueur mais un roeTsie.
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FIGURE Al — Plusieurs protocoles pour mesurer des susceptibilités intégrées. On voit la
dépendance temporelle de I'amplitude hy du champ magnétique spatialement aléatoire
h. (&) thermorémanente (TRM) (b) "zero-field cooled” (ZFC) et (c) intermédiaire (Int). Tiré
de [Henk10]

A. Remarques sur le comportement d’échelle des réponses
intégrées

Dans cette annexe, nous ne considérons que des systémes ayant une dynamigue avec
paramétre d’ordre non conservé et avec une loi d’échelle simgle~ t'/* de la taille
des domaines. Nous introduirons dans un premier temps les différentes définitions de
réponses intégrées et verrons dans les sections suivantes la valeur des exposants.

A.1 Définition des diverses réponses intégrées

Tout d’abord, la mesure directe de la fonction de répdi@es; r), définie en (4.17)
comme une dérivée fonctionelle n’est pas pratique vu qu'’il conduirait a un signal trés
faible dominé par le bruit (statistique, thermique, initial). Pour éviter ce genre d’écueil,
Barrat [Barr98] a proposé d’étudier des réponsésgréesa deux temps, en appliquant
un champ magnétiquedont la dépendance temporelle est choisie selon différents proto-
coles, indiqués pour certains dans la figure Al. La réponse intégrée sera ensuite donnée
comme une intégralg¢du R(¢, ), avec les limites d'intégration que I'on peut lire dans
la Fig. Al. Pour les verres de spins, le désordre intrinseque spatial des modeles usuelle-
ment étudiées permettent d’utiliser un champ magnétique spatialement constant [Cugl02].
Cependant pour les aimants simples, il convient d’utiliser un champ spatialement aléa-
toire, dans le but de ne pas préférer un des états d’équilibre.

On pourrait s’attendre a ce que la réponse intégrée se comporte comifiie/s),
cependant la réalité est toute autre.

Susceptibilité thermorémanente

Il est important de réaliser que le comportement d’échelle (1.15) de la fonction de
réponse a deux tempg(t, s) est déterminée par la différence= ¢ — s. Nous savons,
voir Fig. 1.11 [Zipp00], qu'il existe une échelle de temps intermédigijfe) ~ s¢ avec
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0 < (¢ < 1telleque

Rgg(T) ; Si Tmicro LT SJ tp

Rt ) = { Roge(t,s) = s fr(t/s) ; sit, <7 (A1)

ou R, (7) est la réponse a I'equilibre. Dans le modéle sphérique avecd < 4, on a

¢ =4/(d+2) pourT < T, [Zipp00]. Dans la suite de la discussion, nous supposerons
que (i) ce résultat peut étre pris pour tout aimant simple et (ii) le passage entre le régime
d’équilibre et le régime de vieillissement est tres rapide.

De plus, le comportement d’échelle de la fonction de répdiises) sera seulement con-
sidérée pour des temps d’attente suffisamment grand par rapport a un temps de référence
microscopique (et bien sir seulement sis > t,(s) ~ s¢). Pour de trés petitson s’at-

tend & trouverR(t, Tmico) ~ t*#/%. Alors qu'il est usuellement supposé gig = Az
[Huma91l], et que ceci semble s’avérer dans une large majorité de modeles, il n’est cepen-
dant pas évident de voir pourquoi les deux limites utilisées dans la définition de ces deux
exposants d’autoréponse devraient toujours commuter. Il faut donc introduire une autre
échelle de temps. telle ques — t. ~ T €t qui décrit le passage entre le régime
d’échelle initial et le régime d’échelle de vieillissement. Nous avons dans le régime de
vieillissement en généralisant Iégerement [Cugl02, Henk03a]

xtrM(t, 8) = /dUR(t,u) = /dTR(t,s—T)
0 0

tp te s
~ / AT Rage(t,s — 7) + / AT Rage(t, s — 7) + / d7r R(t, Tmicro)
0 t te

P

tp/s te/s
= s/ dv Rage(t, s(1 —v)) + s/ dv Rage(t, s(1 — v)) + 1wz
0 tp/s

1

S§— 00 — —]1— t —

= 5 “/dv(l—v) 1o R(£>+cwt Arr/z
0

1—w

aVeC Coo = Coo(Tmicro)- Dans la derniere ligne, la limite — oo a été prise. Tous les
termes qui seraient venus des régions de transition entre les trois régimes précités ont été
négligés. Pout — s < t,(s), on trouve plutdt qu&Tr(t, s) ~ f(fpdf Ryt —s+71)+

ftidT R(t, Tmicro) =~ T 1(Cag(0) — Cye(t — s)) se réduit au corrélateur d’équilibre plus

une correction dépendant du temps.

En résumé, on s’attend a ce que la limite pour les grands temps d’attentexo
'aimantation thermorémanente se comporte comvgn(t,s) = hxtru(t, s) et sa
susceptibilité

Xtru(t, 8) = s~ far(t/s) + coo t /7 (A2)

wherec,, est une constante. La fonction d’écheflg(y) peut étre calculée une fois que
fr(y) est connue.

Dans la pratique, il apparait que, pour la croissance de domaines dans les aimants
simples, la premiere correction au comportement d’échelle dominagtgle est trés
importante.
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Susceptibilité "Zero-field Cooled"

Dansle cas de la susceptibilité ZFC (pour "zero field cooled®), I'intégration peut
devenir singuliére proche d’'une des limites d’intégration (voir Fig. Alb). Dans certains
cas, cela peut méme générer des termes qui dominent le régime de vieillissement. Pour
analyser ceci, il est intéressant d'utiliser la regle de somme

XFC(t) = /O du R(t, U) = XTR]\/I(ta S) + szc(t, S) (A3)

ou xr¢(t) corresponds & un champ magnétique. Nous analysons dans last(itg et
ensuite déduisongzrc(t, s) de cette régle de somme (A3) puis le résultat (A2) pour la
susceptibilité thermorémanente.

Modéle de classe S
Physiquement, il est communément accepté [Bray00, Bouch00, Cugl02] que I'évolution
des systémes de cette classe se fait par la formation de domaines ordonnés puis par le
mouvement des parois de domaines, voir Fig. 1.6 pour une illustration dans le mod-
ele d’Ising-Glauber. Nous perturbons maintenant le systéme avec une champ aléatoire
de moyenne nulléy; = 0 [Barr9§, par exemple un champ; = =+h. Considérons
d’abord le cas o’ = 0. Alors, puisque les spins a l'intérieur d’'un amas sont com-
pletement ordonnés, la seule contributiogm vient des spins proches des parois entre
domaines ordonnés. Etant donné les parois sont de dimengiond ), la densité est
pr(t) ~ (L(t)*1/(L(t))? = L(t)~*. A partir de [Barr98], on a sur un réseauc Z4
avec\ sites ol(..) représente la moyenne thermique et la barre la moyenne sur le champ
aléatoire

1
xre(t) = N2

<Z Ui(t)hi> = N1h2< > Ui(t)hi> ~ L) w(t)  (A4)

ieA i€ interfaces

avecw(t) représentant la largeur de l'interface. Pour une températureffinie, 'ordre
a l'intérieur d’'un amas n’est pas parfait et donc il reste une contribution résiduelle a la
susceptibilité. Nous avons alors le théoréme fluctuation-dissipation pour les temps longs

xre(t) =~ xo+ L) w(t) , Txo=1- M, (AS)

ou M., est 'aimantation a I'équilibre. La dynamique d’'une interfadé & 1) dimensions

dans un systeme de dimensid@l > 2) peut se décrire par un modeéle de hauteur ("height
model* dans [Abra89]) de variables de hauteurc R avec un hamiltoniert[v] =

=3 264 (V5 — vy)” ouT estla tension de surface effective [Abrag9] et ol les intéractions
avec le plus proche voisin ont été considérées. Si la dynamique (non conservée) de ce
modele est décrite par une équation de Langevin, le carré de la largeur de I'interface a été
montré par Abraham and Upton comme se comportant au temps longs comme [Abra89]

12+ i
wlt? = o)~ { 1, 3905 (16)
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En insérant ceci dans (A4), nous avons finalement geurdansle cas des modeles de
classe S (par exemple le modéle de Glauber-Ising gotn)

/4 ; Sid=2
xro(t) — Xo ~ { 75—1/2(1n 75)1/2 ©sid=3 (A7)

lorsquet — oo et lorsque la température est supérieure a la température de rugosité
T > Tg. Pour des dimensiong > 4, et généralement &' < Ty, on s’attend a une
interface plate avew(t) ~ constant.

Modéle de classe L
La principale différence par rapport a la classe S vient du fait que, bien que des amas
corrélés de taille.(t) ~ t'/# se forment, des fluctuations persistent a l'intérieur de ces
amas. Ainsi il est naturel de considérer une largey ~ L(t) ce qui conduit &pc(t) ~
constant.

Pour résumer, nous avons vu que pour des temps longs [Henk04b]

xre(t) =xo+xait ™, A= (A8)

21—k : classe S
0 ;. classe L

ou x > 0 décrit la largeur de l'interface(t) ~ t* pour les systémes de classe S, voir
(AB). Il apparait également que le comportementyge(t) est indépendant du temps
d’attentes. Nous insérons ceci dans la régle de somme (A3). Les termes constants (y
pour la classe Ly, + x1 pour la classe S) peut se trouver a partir du théoréme fluctuation-
dissipation statique. Le résultat final est [Henk05]

xzrc(t, s) = xrc(t) — xTrM(E, 9)

1
7 (1—M2)+xait™* —s*fu(t/s) ; pourlaclasse S

— ! (A9)
7 (1—MZ2) — s fu(t/s) ; pour la classe L

Il faut noter que pour la classe S, le termet—“ peut complétement masquer les con-
tributions venant du vieillissement. La simple observation du comportement d’échelle
dynamique deyzrc(t, s) n'est pas nécessairement suffisante pour exclure ceci. Dans les
verres, il est habituel de décomposgsic(t,s) = xst(t — ) + Xage(t, s) €N une par-

tie "stationnaire” et un terme de vieillissement. De la méme facon, la décomposition de
lautocorrélateurC(t,s) = Cy(t — s) + Cage(t, s) est fait de telle fagcon qug () et

Cs«(t) satisfassent le TFD. Ceci implique qUk, (¢ — s) agit comme une correction au
terme d’échelle’,..(t, s), cependant il n’est pas toujours évident que les autres termes
ne soient pas, aussi, plus grand. Enfin, il est aussi tenter de décomposer la fonction de
réeponsel(t,s) = Rq(t — s) + Rage(t, s) au lieu de la formulation eq. (A1), mais cette
décomposition n’est pas nécessaire pour déduire les formes d’échelle (A9) de la suscep-
tibilité ZFC.
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Susceptibilité intermédiaire

Ayantvu quexrrum(t, s) et xzrc(t, s) peuvent présenter des difficultés d’interpréta-
tion, une solution naturelle serait d’éviter les limites: 0 ets ~ ¢. Une solution possible
est d'utiliser le protocole "intermédiaire” présenté dans Fig. Alc. En effet, dans ce cas
I'intégration conduit a [Henk04b, Henk05]

Xt (t,8) = s fr(t/s) + 0 (t‘AR’/z) . (A10)

Nous rappelons que toutes corrections au comportement d’échelle de la fonction de réponse
R(t, s) ont été négligées.

Enfin il est possible d’étudier le comportement de la réponse linéaire a une pertur-
bation harmonique de pulsatian En utilisant, les mémes techniques que nous avons
évoquées dans le cas de la susceptibilité thermorémanente, il est possible de montrer que
la partie dissipative” (w, t) Se comporte comme

X' (w,t) = /0 duR(t,u) sin(w(t —u)) = x4 (W) + x5 (wt) + O(t_AR’/Z) (A11)

ou xZ est la partie stationnaire.

A.2 Valeurs des exposants hors équilibre
Valeurs des exposants de vieillissementet b

Rappelons maintenant la valeur des exposaetd pour les sytéemes avec état initial
désordonné et avec parametre d’ordre non conservé (modele A). Pour I'exposiauat
généralement [Bray94, Godr02]

0 ; pourlaclasse S
b=<¢ 0 ; pourlaclasseLel’ < T, . (A12)
a ; pourlaclasseL €t =T,

Un résultat explicite peut étre donné pour I'exposaftienk03a]

Y { 1/z ; pourlaclasse S

(d—2+mn)/z ; pourlaclasse L (AL3)

pour des dimensions < d., oud,. est la dimension critique supérieure.

Preuve : Pour les systémes de classe S, on utilise un argument qui stipule que, pour des
aimants simples, les observables, telles que les susceptibilités, devraient se décomposer
[Bouch00]

X" (W, 1) = Xeg(w) + L(#) ™ Noge(wt) - (A14)
Ici, x.,. représente la réponse d’une seule paroi de domaines. Etant donné que les do-
maines devraient avoir une taillg(t), ils occupent un volume- L(t)? et une surface
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L(t)?~1, ainsi leur densité devrait se comporter comhié(¢). En comparant (A11) et
L(t) ~ t'/# ceci donne la premiére partie de (A13).

Pour les systemes de classe L, il n'est plus question de parois de domaines bien
deéfinies mais il est possible de considérer

X' (w, t) = Xl (w) + L(t) "2\ (wi) (A15)

a partir duquel la seconde partie de (A13) suit. L'hypothése de départ est que toutes les
longueurs d’échelle sont mesurées par la taille des domaifiesll est alors envisage-
able de postuler que le corrélateur spin-spin s’exprime colifher) ~ Cqs(L(t),r) ~
r~@=2¢(r /L(t)), olc est une fonction d’échelle. La contribution a la susceptibilité par
unité de volumé/ devrait alors étre,s ~ V! [, dr Cos(L(t),r) ~ L(t)~~2™) ce qui
termine la démonstration. g.e.d.
L'argument ci-dessus pour la classe L repose, cependant, sur des suppositions heuris-
tiques. Nous rappelons donc tous les essais sur des modéles spécifiques. Premierement,
pour la dynamique critique hors équilibre, il est connu [Godr02, CalaO5hqueb =
28/vz = (d — 2+ n)/z, en accord avec (A13). Deuxiémement, la solution exacte du
modele sphérique trempéla< T, [GodrO0b] donne: = d/2 — 1, ce qui avec: = 2 et
n = 0 reproduit (A13). Troisiemement, pour le modeéle sphérique avec parameétre d’ordre
conservétrempéBA ="T.onaz = 4,n = 0eta = b = (d—2)/4 [BaumO07b]. Finalement,
pour le modéle XY erRD, 'approximation d’onde de spin [Bert01] donne= b = /2,
la encore en accord avec (A13) puisqgue 2. Ces résultats semblent rester correct méme
si 'approximation des ondes de spins n’est plus valable, [Bert01, AbriO4a, Lei07].
Il faut ici mentionner que les résultats ci-dessus, surtout eq. (A13) pour I'exposant
a, Ne sont pas toujours acceptés. Basé sur leur analyse de la susceptibilité ZFC Corberi,
Lippiello and Zannetti [Corb02, Corb03, Corb05] ont utilisé une expression différente de
la forme d’échellexzrc(t,s) = xo + s % f(t/s) et en particulier ne reconnaissent pas
la distinction entre classe S et classe L. Avec 'appui de leurs études numériques et de
plusieurs modeles résolus exactement, ils proposent

ﬁ d—dL
ZdU—dL

ay = (A16)

oudy,;, sont les dimensions critiques supérieures et inférieures et pour un parametre d’or-
dre scalaire (n= 1) ou vectoriel (n= 2). Alors quea, décrit bien phénomeénologique-
ment le comportement algébrique dominantt— de y,rc dans (A9), ils posent que

ay Za [Corb02, Corb03, Corb05] devrait aussi décrire le comportement d’échelle de la
fonction de réponse. Si leur proposition est juste, cela implique que les arguments utilisés
pour déduire (A13) sont incorrects et que donc l'interprétation physique derriere eux I'est
aussi, a savoir la cinétique des domaines.

Tout étant en accord pour les modéles de classe L, une discussion plus approfondie
sur les modéles de classe S est nécessaire.

En effet, une inspection plus fine des modeles de classe S montre plusieurs difficultés

par rapport a I'identification - a, propose par Corbesit al..
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FIGURE A2 — Comportement d’échelle de la susceptibilité thermorémanente du modéle
d’lsing en deux dimensions trempé a 7' = 1.5 en fonction du temps d’attente s, pour
différentes valeurs de y = t/s (carrés : y = 5, cercles : y = 7 et triangles y = 9).
Lexposant d’autoréponse A\p = 1.26 a été utilisé et nous avons supposé que a = 1/2
dans (a) et a = 1/4 dans (b). d’aprés [Henk03a].

— Premierement, on considére des systemes de classe S au dessus de leur température
de rugosité telle que I'exposantde la largeur de de la paroi est positif> 0, et
doncA < a = 1/z, voir (A8). On pourrait alors étre tenté d’interpréter le premier
terme~ ¢~ dans la forme d’échelle (A9) comme une fonction d’échglle/s) de
la fonction de réponse a deux temps. Cependant, cotnthe- s=4(¢/s)~4, cette
interprétation ménerait & la conclusion qug/z = A < 1/z, en contradiction avec
I'inégalité de Yeung-Rao-Desai (1.19) pour tous les systemes a croissance de do-
maines aved > 2. Ainsi, il y a une raison conceptuelle qui infirme l'interprétation
de Corberiet al. a propos de(zrc.

— Deuxiémement, nous décrivons quelques tests quantitatifs dans le modeles d’Ising
a deux dimensions ow= 1/2 alors quez, = 1/4.

1. Un premier essai utilise I'aimantation thermorémaneétte, (¢, s) = hxtrm(t, s).
La théorie de l'invariance d’échelle locale [Henk10] fixe la forme de la fonc-
tion d’échellef,,(y) [Henk02, Henk03a]

A A
fa(y) = roy R/, Fy (1 +a, 28— 2R a1y y_l) (A17)
z y4

ou, F estune fonction hypergéométriquergtune constante de normalisation
non-universelle et la premiére correction est écrite en termesdeé®/= (¢ /s) = r/?,
our; est une autre constante non-universelle. En fiyaatt/s, on adapte les
constantes, ; aux données, avec sait= 1/2 soita = 1/4. Le résultat est
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montré dans la figure A2, ou nous avons utilisé les données €e7 pour

le fit initial (ro ~ 1.76,r; ~ —1.84 poura = 1/2 etry ~ 0.22,r; ~ 0.09
poura = 1/4). Les lignes en trait plein donne les prédictions de I'invari-
ance d’échelle locale pour la fonction d’échelle. Nous voyons clairement dans
Fig. A2a que pout. = 1/2 les données sont trés bien reproduites par la théorie
alors qu'avea: = 1/4 il n’en n’est rien. Dans la Fig. A2b, on remarque de
grandes déviations entre les prédictions de I'lEL et les données. Des études
similaires ont été conduites sur le modéle sphérique [Henk03a] et sur le mod-
ele de Potts en deux dimensiong-éatats [LoreQ7].

065 — T T T T T T T T TTTTIT T T T TTTTT
() 030 L\, (b) -
__ 060 f\
f >|2 0.20
& 055 W 015
) =
\>5N E oszz
5 050 < 0.10 _2Us:§
0 S=
045 WL o o\ o . 0.07 Lon i
1 2 3 4 5 6 100 1000
t/s S

FIGURE A3 — (a) Comportement d’échelle de xzrc(t) en fonction de t/s dans le
modele d’lsing en deux dimensions a 7' = 1.5, pour différents temps d’attente s =
25,50, 100, 200, 800, 1600 (de bas en haut). (b) Comparaison des données avec les fit
xzrc(t,s) — xo = aps—/* + ays~/2 (lignes noires) et xzrc(t,s) — xo = ags—/* (lignes
grises). Les données pour t/s = 2 et t/s = 3 sont multipliés par un facteur 1.4 et 1.2,
respectivement. Tiré de [Henk10].

2. Nous nous penchons maintenant sur I'analysesge(t, s). Du fait de la régle

de somme (A3), il est suffisant d’analyser le comportement de la susceptibilité
FC xrc(t).Le comportement d’échelle dgrc(t) est montré dans la Fig. A3a

qui expose clairement qu’a coté du terme RCt~'/%, il existe un second
terme, pour des valeurs allant jusqy'a: 5. L'ordre de ce terme correctif est
étudié dans la Fig. A3b, avec pour résultat un ordré?, comme attendu par
(A2) aveca = 1/2, alors que le comportement d’échelle proné par Corteri

al. [Corb05] ne reproduit pas les données pgut 2 ouy = 3.

. Enfin, nous montrons dans la figure A4 le comportement d’échelle de la réponse

intermédiaire (A10). Alors que pour = 1/2 on obtient un bon accord,
les données ne sont pas reproduites pout 1/4. Le bon comportement
d’échelle deyy, (t, s) a aussi été testé pour le modéle sphérique [Henk04b].
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FIGURE A4 — Comportement d’échelle de y1,,¢(¢) en fonction de ¢/s du modéle d’Ising en
2DaT =1.5pour(a)a=1/2et(b) a=1/4. Tiré de [Henk10].

4. La valeur dex peut étre testé en calculant la fonction de répakiges) di-
rectement [Chat03, Ricc03, Lipp05]. Dans la Fig. A5, nous montrons les don-
nées de la fonction d’autoréponBét, s) dans le modele d’Ising bidimension-
nel trempé & = 1.667 < T.. Alors que pour = 1/2 on obtient un trés bon
accord avec les données, il n’en est rien lorsque I'on suppose gug/4.

En conclusion, les données numeériques du modele d’lsing en deux dimensions montrent
clairement que le terme dominant dangc (¢, s) pour les temps longs n’est pas directe-
ment relié au comportement d’échelle de la fonction d’autoréponse. L'exposatudie

par Corberiet al. devrait plutot étre identifié avec I'exposafit# a, comme défini dans

I'eq. (A8).

Valeurs de I'exposant d’autocorrélation en dessous dé,

Il existe un argument qui produit la limite supériewe < % dansle modéle d’Ising-
Glauber a2D, diG a Fisher and Huse [Fish88]. Méme s'il requiert un certain nombre
de suppositions, les estimations listées dans le tableau Al respectent cette inégalité, si
Ac = A\¢r. Cette annexe s’inspire largement de [Henk10].

B. Analyse des corrélateurs

Nous donnons dans cette appendice les éléments du calcul des corrélateurs qui dif-
ferent des modeles BPCPD et BPCD [Paes04a, BaumO05].
Tout d’abord, nous considérons la fonction de Grégnr), voir I'éq. (2.24). Dans le
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FIGURE A5 — Comportement d’échelle de la fonction de réponse du modele d’lsing a
deux dimensions & T = 1.666, avec un exposant de vieillissement supposé égal a (a)
a =1/2et(b) a = 1/4. Les temps d’attente utilisés sont s = [10, 50, 100, 150, 200, 300].
Tiré de [Henk10].

model d Ao a Refs.
Ising 2 125 - [Fish88]
~1.24 - [Huma91l]
1.246(20) — [Liu91]
1.24(2) 1/2 [LoreQ7]
3 ~159 - [Huse89]
1.60(2) 0.5 [HenkO3b]
Potts-3 2 1.19(3) 0.49 [LoreQ7]
1.22(2) — [Corb06]
Potts-8 2 1.25(1) 0.51 [LoreQ7]
XY 3 1.7(1) 1/2 [Abri04b]
spherical | >2 d/2 d/2—1 | [Newm90, GodrOOb]
spherical, | >0 d/2 djo—1 [Canna01]
long-range

TABLE Al — Exposant d’autocorrélation A\ et exposant de vieillissement a pour un sys-
teme de spins trempé & 7' < T, a partir d’'un état initial décorrélé et avec un paramére
d’ordre non conserveé. La partie supérieure contient les modéles de classe S et la partie
basse les modéles de classe L. La valeur de I'exposant a = 1/2 dans le modéle d’lsing
2D a été discuté précédemment. D’'aprés [Henk10].

régime de vieillissement (¢, 1 ett — s > 1), seules les petites valeurs decon-
tribueront. Ainsi,

b(t,r) = (B1)

1 /ddq eliar—w(q)t) 200
B

t=d/n g1/
dde eliart=/7=al"c)
(2m) /R a4

(2m)4
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De cette relation, nous pouvons identifier la variable d’échelie rt~'/" et accédons
directement a I'exposant dynamique= 7.

Pour le calcul explicite du corrélateur dans le modéle BCPL, il nous faut évaluer
I'éqg. (2.29). Nous trouvons pour I'autocorrélateur
— Casowl =1

t+s
2

t/s+1
t/s—1

C(t,5,0) = @POBO/ dr 7= apBy In ( ) = fe(t/s) (B2

t—s
2

ol By = J;j;% et nous extrayons directement les exposantsi et Ao =
d.
— Casowl #n:
C(t, 5; 0) apoBo ((t + s)ld/" (t - s>1d/’7)
s; = —
% 1—d/n \\ 2 2
—d/n
apoBo g_ap ('t
—ain . (B3)

Dansla seconde ligne de I'équation précédente, nous avons regardé la forme asymp-

totique obtenue lorsquégs — oo. Nous lisons alors les exposants: —1+d/n et

Ao = d.
Les fonctions d’échelle dépendant du temps et de I'espace peuvent étre trouvées de maniere
tout a fait similaire au cas local du modéle BCPD. Nous donnons ici seulement les résul-
tats

e <O_1 <(f :)”"> () e (@”’7) (t_gs)ld/n>

2 2 (B4)

oula fonctionC'_; s’écrit

Cafut ) = 1" [ g e efgpr) (B5)
Rd

Pour le BPCPL, en utilisant la transformée de Laplace sur I'éq (2.31) et en appliquant une

analyse en tout point similaire a ce qui a été fait par Godreche et Luck dans [Godr02],

nous évaluong’(t, 0) dans les différents cas puis nous utilisons I'éq (2.32) pour calculer

le corrélateur connexe. Les cas les plus intéressants sont larsque- etd > n

1. a < ac etd > 7 ici, F(t,0) = 2<% etla fonction d’échelle s’écrit

T ac—«a

aacpyBy
_ 2 _ —d
(a — ag) < - 2> 2-d/n

fely) = [(y+ )" = (y — 1) ] (B6)
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2. a=ac:
;ofl;rr?nz d < 2n,F(t,0) = acBo\F(lfi/n)\F(d/n)td/nil et la fonction d’échelle prend
foly) = an (yH)_d/n o (é C—i-fl+1~i) (B7)
IP(1—d/m)[C(d/m)d/n \ 2 nn'n o y+1
Pourd > 2n
fely) = Azzd/"”?fﬁﬂzﬁ (d—2n) P(d —2m) (y— )" =y — D> 4y + 1) (B8)

N 44 _9\
0t Az = (2 [}, et (20(a))2)
3. a>acgoud < n: F(t,0) montre un comportement exponentiel et il n’y a pas de
comportement d’échelle dans ces cas.

Il reste les fonctions d’échelle dépendant du temps et de I'espace. Elles peuvent étre
déterminées a partir de I'éq (2.32). Nous en donnons la forme selon les cas

l.a<acetd>n:

et om0 (1) (57) - (i) (57) 7 Je

2

2. a=ac:
Pourn < d < 2n

— S 71/ é""l "
Ot 3e) — 02 (§+1> i = Gy (x(52) ) (T){Blo)
o T —d/n)|T(d/n) \ 2 —~ nl(n +d/n) ‘
ou C,, est défini par
Co(xt™1/1) = ¢/ By / dfq €™ el (cg[)" (B11)
]Rd

Pourd > 2n

2 t ~d/n o ( r(t+s)*1/n) <§+1
. Lo 2—d/ s +1 " ( 2 2
C(t, s:v) = L0 Bys2-dim (s 2 )

(¢, 5:7) 03 ( nl(n + 2)

e 5 > (B12)

n=0

C. Modéle sphérique critique

Nous analysons ici le passage vers le régime de vieillissement dans le modele sphérique
critique. Introduit par Berlin and Kac [Berl52], ses spiisc R sont des variables réelles
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sur les noeuds d’un réseau hypercubidua d dimensiongjui obéissent a la contrainte
sphérique

d SI=N (C1)

xEA
ou/ estle nombre total de spins. La dynamique est donnée par une équation stochastique
de Langevin

1
0r5(t,1) = V2S(t:) + 1 (5 m9(0)) SC.1) + (e ) ©2)
oun(t,r) est un bruit gaussien centré de telle sorte que
(n(t,x)n(t',x")) = 2T.5(t — ')6(r — 1) (C3)

et g(t) agit comme un multiplicateur de Lagrange pour forcer la contrainte sphérique.
De la référence [GodrOOb] nous tirons tous les résultats dont nous avons besoin. Nous
utilisons un état initial dont la température est infinie. L'autocorrélation s’écrit alors

C(t, s) = (S(t,1)S(s,1)) = —— < s (H—S) LT, /O vy (”—S _ t’) g(t'))

9(t)g(s) 2 2
(C4)
ou g(t) estla solution de I'équation intégrale de Volterra
t
olt) = £(6) + 2T, [ dt e~ t)g(e) (c5)
0
et pour des intéractions a courte portég,) s'écrit (1, est la fonction de Bessel modifiée)
dg _, ( - d
t)= | ——e 2@ = (e74, (4t C6
f( ) /B (27T)d6 (6 0( )) ( )
Finalement, la température critiqig est donnée par
00 -1
T.(d) = (2 / dt (e—4t10(4t))d) (C7)
0

Enfin, nous rappelons les fonctions d’échelle de I'autocorrélateur et de I'autoréponse
[Godr00b, Godr02]

A(4m)=a /4 1—d/2
fe(y) C(d—2)(y+1)y (g — 1)t 2 <d< 4,
_ 2(4m)~/2 o\1-d/2 1-d/2
Joly) = T—G=5—(y=1) (y + 1)) d>4  (C8)

De la méme facon que dans le corps du chapitre deux, nous définissons le temps de
passage du régime quasistationnaire vers le régime de vieillissement. Dans la figure C1,
nous avons représenté I'évolution dgeine(s) ~ s¢ en fonction du temps d’attente
La courbe en trait plein montre la solution numérique de I'équation intégrale de Volterra
(C5) et la courbe de symboles représente la forme asymptotique (C8). Cette illustration
montre bien que,..in.(s) présente qualitativement le méme genre de comportement que
le BCPL. Les valeurs obtenues pour I'exposannt été ajoutées au tableau 2.3.
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FIGURE C1 — Temps de passage vers le régime de vieilissement dans le modéle
sphérique a la température critique T' = T.. Il est représenté en fonction du temps d'at-
tente s pour différentes valeurs de la dimension d. La courbe en trait plein représente la
courbe de tendance Tageing(s) = 4.9 - %32 pour d = 3 €t Tageing(s) = 5.2 - s%1° dans le cas
oud =b.

D. Quelques intégrales

Nous donnons ici une liste de quelques identités impliquant le nadyati la fonction

d’erreurerf
da'dy'd~’
f/// d y W () = 0 (D1)

/ // dy'd=’ W, (o, 2) = %[erf(x) —erf(z + z)] (D2)
\/_/ dx;rdz Wi, (2,4, 2') = %[erf(y) —erf(y + z)] (D3)
V2 / / do'dy : \d/z_ Wiy(@!, o/, ') = erf() (D4)
5 / / da'dy / jz_ Vi (@, yf, ') = exf(x) — erf(z + 2)
+erf(y) — erf(y + 2) + erf(z)erf(y) — erf(x + 2)erf(y + 2) (D5)
4@/00 jzjr_/ //000 dx_;rdZ/ Wi (z +a' +y =2y —y 2+ )

= erfc(z)erfe(x + y + 2) (D6)
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00 ’ 0o 13,0
2\/2/ dy // da'dz Wiy (= — o + 2,3/, —2)
—00 0

= —erf(2)erfc(z +y + 2) (D7)
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