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Introduction

En physique statistique, l’un des objets d’études est le phénomène de transition de
phase et qui dit transition de phase implique, dans certains cas, l’existence d’un point cri-
tique. Dans un élan de culture historique, rappelons que ce “point critique” est attribué à
Thomas Andrews. En effet, Andrews a étudié les propriétés du point critique du dioxyde
de carbone CO2 qui a donné lieu à une publication en 1869 [Andr69]. Toutefois, sans
mettre en doute la paternité de l’expression “point critique”, il existe un travail antérieur
d’une quarantaine d’années de Charles Cagniard de la Tour qui relate la première obser-
vation de l’opacité critique dans des mélanges d’alcool et d’eau [Cagn22]. Pour une revue
historique de la genèse des phénomènes critiques, voir [Brus83] ou bien la note brève
[Berc09]. Dans la figure 1, panneau de gauche, est donné un portrait de ce savant. Dans
le panneau de droite est présenté la première page de l’un de ces articles de 1822. C’est
dans ces deux articles qu’il évoque un protocole permettant d’amener des composés dans
un régime critique et qu’il y décrit aussi le phénomène d’opalescence critique [Cagn22].

Ces transitions de phase se rencontrent dans une multitude de systèmes différents :
l’opalescence dans un liquide binaire, paires d’électrons appariés dans un supraconduc-
teur à basse température, transition ferromagnétique paramagnétique, et bien d’autres.
Bien que tout ceci semble disparate, ces phénomènes ont en fait beaucoup de choses en
commun. En effet, leur comportement collectif macroscopique dépend drastiquement de
la température. Cette dépendance envers la température peut se comprendre à partir du
critère de minimisation de l’énergie libre : à basse température, l’énergie interne domine
et donc le système va avoir tendance à s’ordonner ; par contre à haute température, c’est le
terme entropique qui l’emporte, favorisant l’apparition du désordre. Entre ces deux com-
portements extrèmes, se situe un état qui est en quelque sorte un compromis. Il s’opère
à une température dite “critique” en dessous de laquelle le système va présenter un ordre
macroscopique. Dès lors se comprend le terme de “transition de phase”, c’est-à-dire le
passage de la phase ordonnée vers la phase désordonnée lorsque la température traverse
le point critique. Précisément au point critique, la longueur de corrélationξ du système
devient tellement grande par rapport aux autres longueurs caractérisant le système que ces
dernières jouent un rôle négligeable. On obtient alors un régime de longueura ≪ |r| ≪ ξ
où le système présente une invariance d’échelle.

Nous allons nous intéresser plus spécifiquement à des transitions de phase où la
longueur de corrélation au point critique est infinie. Ainsi, toutes les échelles de longueur
vont importer, même les plus petites fluctuations microscopiques vont se sentir dans tout

7



8 Tabledes matières

FIGURE 1 – A gauche, le portrait de Cagniard de la Tour. A droite, la première page issue
de l’un de ces articles de 1822 [Cagn22] où il donne un protocole pour reproduire un
comportement critique. Ces travaux sont antérieurs à ceux d’Andrews [Andr69].

le système. Le comportement de ce dernier va alors présenter une invariance d’échelle.
Cette propriété, toujours vérifiée dans le cas statique au point critique, demeure valide
pour certains systèmes ayant une dynamique hors équilibre au point critique ou dans
la phase ordonnée. Un exemple paradigmatique est un ferromagnétique, en phase haute
température, brutalement trempé au point critique. Le système présente une invariance
d’échelle dynamique. Si l’on étudie les propriétés dynamiques des systèmes physiques au
voisinage d’un point critique, on peut constater que l’invariance d’échelle purement spa-
tiale devient spatio-temporelle. Mieux, dans certaines situations, une invariance d’échelle
dynamique peut même être observé très loin des points critiques d’équilibre ; par exem-
ple, lorsqu’on trempe un aimant d’une températureTinitiale ≫ Tc beaucoup plus grande
que sa température critiqueTc vers une températureT < Tc. Phénoménologiquement,
l’invariance d’échelle dynamique se traduit par une dynamique très lente des observables
physiques, sans stimulation extérieure. Ainsi, on parlera de "vieillissement" de l’aimant.

C’est dans ce contexte que nous allons nous intéresser au vieillissement et pour répon-
dre à la question Pourquoi, après un certain temps, les objets ont-ils l’air “vieux” ?
D’emblée, nous pourrions répondre que la seconde loi de la thermodynamique justifie le
vieillissement, mais cela ne permet pas de comprendre les processus sous-jacents respon-
sables de ce dernier. On distingue typiquement deux types de vieillissement : le vieillisse-
ment physique, avec sa dynamique microscopique réversible et le vieillissement chimique
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avec sa dynamique irréversible. Nous allons nous restreindredéjà aux modèles exacte-
ment résolubles, dans l’espoir de mieux comprendre ces processus. Ainsi se profile le
cadre d’étude : étudier une quantité caractéristique du vieillissement dans des modèles
que l’on peut résoudre analytiquement et qui peuvent trouver une réalisation expérimen-
tale.

Nous considèrerons dans cette thèse les systèmes qui suivent une dynamique de type
réaction-diffusion. Plus précisément, nous allons nous intéresser aux systèmes ne satis-
faisant pas le bilan détaillé. En effet, alors que le rapport fluctuation-dissipation est bien
connu pour les systèmes avec bilan détaillé, il n’en est rien pour ces systèmes. Nous al-
lons dans le premier chapitre donner les éléments de la phénoménologie du vieillissement,
rappeler les quantités d’intérêt pour notre étude, les formes d’échelle attendues mais aussi
les différents rapports fluctuation-dissipation qui ont été, jusqu’alors, utilisés. Aussi pour
comprendre davantage le lien en réponse et corrélation, nous nous intéressons à des mod-
èles exactement résolubles : le processus bosonique de contact qui fait l’objet du second
chapitre et le processus de coagulation-diffusion à qui nous avons consacré les chapitres
trois et quatre ; en effet, dans ce dernier nous avons dû développer une nouvelle méthode
de résolution pour avoir accès aux quantités à deux temps.

Nous avons, dans ces deux modèles, établi les formes d’échelle des observables à deux
temps et proposé un rapport fluctuation-dissipation. Une discussion sur cette proposition
de RFD est donnée dans la fin du chapitre quatre. Elle permet de regrouper un grand nom-
bre de modèles sous une même formulation. Cependant, l’interprétation physique exacte
de ce rapport dans tous les cas reste à comprendre.

Ces études ont donné lieu à trois publications que nous listons ci-dessous :

1. X. Durang et M. Henkel
Ageing in bosonic particle-reaction models with long-range transport
J. Phys. A : Math. Theor.42, 395004 (2009)
[http://fr.arxiv.org/abs/0905.4876]

2. X. Durang, J.-Y. Fortin, D. del Biondo, M. Henkel et J. Richert
Exact correlations of the one-dimensional diffusion-coagulation process by the empty-
interval method
Journal of Statistical Mechanics : Theory and Experiment (2010) P04002
[http://fr.arxiv.org/abs/1001.3526]

3. X. Durang, J.-Y. Fortin, M. Henkel
Exact two-time response and correlation function in the one-dimensional coagulation-
diffusion process by the empty-interval method
Journal of Statistical Mechanics : Theory and Experiment (2011) P02030
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Chapitre 1

Vieillissementphysique

Rappelons déjà un des postulats de la physique statistique : les moyennes dans l’es-
pace des configurations peuvent être remplacées par une moyenne temporelle sur un
temps suffisamment long pour considérer que le système a exploré un grand nombre de
fois l’ensemble des états de l’espace des configurations : il est connu sous le nom d’hy-
pothèse ergodique. Imaginons maintenant que l’on change brusquement les variables de
l’état thermodynamique d’un système. Dans ce cas, le phénomène de vieillissement appa-
raît lorsque ce même système est gouverné par les effects des fluctuations qui l’empêche
de retourner vers son état stationnaire. Pour introduire et mieux percevoir ce qu’est ce
phénomène, nous allons nous appuyer dans un premier temps sur les verres de polymères
et formuler ensuite les comportements d’échelle attendus.

1.1 Phénoménologie

Les effets du vieillissement peuvent apparaître dans des sytèmes hors de l’équilibre
qui présentent plus d’un état stationnaire, ce qui l’empèche de relaxer exponentiellement
vers celui-ci. Ceci a été observé dans un grand nombre de systèmes, un des exemples
les plus génériques étant un matériau de type verre, trempé de haute température à basse
température en dessous de “la température de transition vitreuse”Tg.

Dans la figure 1.1, nous montrons la réponse mécanique d’un PVC, trempé de l’état
liquide dans son état de type verre, à une contrainte. Due à cette trempe, le système est
hors de l’équilibre et nous observons la relaxation hors équilibre de ce dernier.
Explicitons davantage cette figure : après un temps d’attentete, une faible contrainte est
appliquée au système et la réponse linéaire est mesurée au travers de la complaisance
comme une fonction du tempst à partir duquel la contrainte a été appliquée. Cette réponse
évolue lentement, manifestement non exponentiellement. De plus, elle dépend du temps
d’attentete et du temps d’observationt ; dit autrement, elle brise l’invariance par transla-
tion temporelle. Enfin, toutes les courbes obtenues pour différentes valeurs dete peuvent
être superposées sur une courbe maîtresse par le biais d’une homothétie représentée sur

11



12 Chapitre 1. Vieillissement physique

la figure par la flèche. C’est la signature d’un comportement d’échelledynamique.

FIGURE 1.1– Mesure de la complaisance pour un PVC trempé de 90˚C à 20˚C. La flèche
indique la translation horizontale nécessaire pour superposer chaque courbe. Tiré de
[Stru78].

Un autre exemple de systèmes vieillissants sont les gels colloïdaux [Cipe00]. Dans
la figure 1.2 est représenté le facteur de structure de ce gel après que l’on a amené ce
système hors de l’équilibre. Comme pour l’expérience de Struik, on remarque que ce
facteur de structure dépend à la fois du temps d’attentetw et du temps d’observationt et
qu’il manifeste une brisure de l’invariance par translation temporelle.

On remarque aussi dans les figures 1.1 et 1.2 que lorsque le temps de séparationt− s
est assez faible, les courbes ont tendance à se superposer. Ceci indique qu’un régime de
quasi-équilibre existe avant le régime de vieillissement.

Nous avons alors les trois points-clés définissant le vieillissement physique :

1. dynamique lente (relaxation non exponentielle)

2. brisure de l’invariance par translation temporelle

3. dynamique d’échelle

Notons qu’il faut absolument la présence simultanée de ces trois conditions pour parler
de vieillissement.

Un autre aspect important du vieillissement physique est sa thermoréversibilité. En
effet, avec le PVC de l’expérience de Struik présentée précédemment, après avoir mesuré
son vieillissement sur plus de mille jours, il a été réchauffé pendant vingt minutes à90˚C
c’est-à-dire bien au-dessus de sa température de transition vitreuseTg. Ensuite, il a été une
nouvelle fois trempé ensuite à20˚C, puis son vieillissement a été mesuré après un temps
d’attentete d’un jour. Les résultats sont donnés par les croix sur la figure 1.1. A la vue des
résultats, on peut de suite dire que cette procédure de réchauffage a effacé toute mémoire
que le système aurait pu avoir de l’expérience précédente. Cette thermoréversibilité est
bien évidemment absente de tout système biologique ou chimique et pourrait servir de
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FIGURE 1.2– Facteur de structure d’un gel colloïdal en fonction du temps de séparation
τ = t − s. Il a été mesuré après que le système a été mis hors équilibre suivant un
protocole chimique [Cipe00].

critère de distinction entre le vieillissement physique et chimique. Ainsi le phénonème de
vieillissement physique présente des caractéristiques reproductibles dont la plus inatten-
due est sans doute la brisure de l’invariance par translation temporelle.

Enfin, ce phénomène décrit plus haut semble universel. En effet, la même expérience a
été conduite pour d’autres matériaux. Comme l’atteste la figure 1.3, les courbes maîtresse
de réponse à la contrainte appliquée pour différents matériaux se superposent. La courbe
de tendance en trait plein a pour équation

J(t) = J0 exp(t/t0)
1/3. (1.1)

Ainsi, que l’on parle de plomb ou de PVC, le vieillissement mécanique peut être décrit
à l’aide d’une loi d’échelle commune, ce qui conduit à penser que les formes de ces
fonctions d’échelle ne peuvent pas dépendre des détails des matériaux mais seulement de
quelques paramètres généraux.

De la même façon, dans l’expérience menée par Cipelletti [Cipe00], le facteur de
structure a été représenté dans la figure 1.4 en fontion d’une variable d’échelle de la forme
τ/τf . Il est alors notable que les courbes se superposent.

Il apparaît que ce phénomène de vieillissement est observé dans des modèles bien plus
simples que des verres ou des gels et c’est ce que nous nous proposons de développer dans
les deux sous-sections suivantes après avoir défini les grandeurs qui nous permettront de
caractériser ce vieillissement.
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FIGURE 1.3 – Courbe maîtresse pour différents matériaux. La courbe en trait plein
représente la fonction J(t) = J0exp(t/t0)

1/3 avec J0 et t0 des constantes. Image prise
de [Stru78]

1.1.1 Cinétique de domaines

Jusque-là, nous pourrions croire que le vieillissement n’intervient que dans les verres.
Pourtant, il est possible de l’observer aussi dans des aimants sans désordre ni frustration.
Considérons, pour ce, le modèle d’Ising préparé initiallement dans un état désordonné
(température initiale infinie) puis trempé en dessous de sa température critique. La figure
1.5 présente le comportement du système au travers de l’énergie libre avant et après la
trempe. Initialement, il n’y a qu’un seul état d’équilibre et le système relaxe dans cet état ;
c’est un minimum global de l’énergie libre. Juste après la trempe, l’état du système n’a pas
évolué mais est devenu un maximum local de l’énergie libre. Ainsi, il relaxera vers l’un
des états d’équilibre. Sans champ magnétique extérieur, les états d’équilibre sont équiv-
alents. Cependant chaque spin est sensible au champ magnétique créé par ses voisins ce
qui favorisera une relaxation dans l’un des états d’équilibre. Les spins vont donc s’ordon-
ner localement et le système se séparera en domaines ordonnés. A l’intérieur de ceux-ci,
l’état du système n’évoluera pas mais la paroi de domaines va lentement bouger de telle
façon que sa taille typiqueL(t) s’accroît en fonction du temps.
Dit autrement, avant la trempe, le système reste dans un unique mininum global de l’én-
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FIGURE 1.4 – Dans l’insert,la fonction d’échelle du facteur de structure est tracée en
fonction de la variable d’échelle τ/τf . La dépendance de cette variable τf est quant à elle
représentée dans la figure principale en fonction du temps d’attente tw. Tiré de [Cipe00].

ergie libre, alors qu’après, il se crée deux minima locaux qui reflètent la symétrie “haut/bas”
du modèle. Ce sont ces deux minima équivalents qui empèche le système de relaxer ex-
ponentiellement.

Typiquement, la croissance se fait selon la loi d’échelle dynamique [Bray94]

L(t) ∼ t1/z. (1.2)

Une illustration est donnée par la figure 1.6. Dans cette expression,z est l’exposant dy-
namique de la trempe en phase basse-température. A ce moment, il existe dans le système
deux types de dynamique

– la dynamique intra-domaine telle qu’à l’intérieur d’un domaine d’aimantation “haut”
par exemple, les spins sont pratiquement tous orientés vers le haut sauf quelques-
uns retournés par les fluctuations thermiques. Ainsi, chaque spin à l’intérieur d’un
domaine voit d’autres spins qui ont la même orientation. Tant qu’il n’y a pas de
rencontre avec un domaine d’aimantation opposée, les spins du domaine sont en
équilibre local. Typiquement, le système est dans une échelle de temps telle que les
processus rapides de relaxation ont déjà eu lieu et les processus de mouvement de
parois vont seulement commencer.
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FIGURE 1.5– Energie libre schématique F (M) d’un ferromagnétique (type Ising) lorsque
(a) T > Tc et (b) T < Tc. Le point indique l’état du système. Tiré de [Henk10].

– la dynamique des parois de domaines. Ces dernières séparent sur de courtes dis-
tances devantL(t), la taille typique d’un domaine, deux domaines d’orientation
opposée. Il y a donc compétition quant à l’aimantation qui va en résulter. Si le
système est de taille infinie, il ne rejoindra jamais l’équilibre et vieillira toujours.
Pour les observables à deux temps, que nous détaillons dans la suite, le régime de
vieillissement est tel que

τmic ≪ s , τmic ≪ t et τmic ≪ t− s (1.3)

oùτmic est le temps moyen pour que les fluctuations thermiques retournent un spin. Ainsi
la dynamique est avant tout une compétition de défauts topologiques (les parois de do-
maines).

Supposons que ce système puisse être décrit à l’aide d’unparamètre d’ordre φ et que
nous souhaitons connaître sa fonction de corrélationC(t, r) := 〈φ(t, 0)φ(t, r)〉. Pour éval-
uer cette quantité, nous pouvons utiliser uneéquation de Langevin. Nous nous plaçons
ainsi dans une description à gros grains et le paramètre d’ordre peut être décrit à l’aide
d’une fonctionnelle d’énergie libre de typeGinzburg-Landau-Wilson

H[φ] =

∫
ddr
[
(∇φ(φ, t))2 + V (φ2(r, t)− 1)2

]
(1.4)

où la caractéristique essentielle du potentielV = V (φ2(r, t) − 1) est de présenter une
structure de double puits. Nous pouvons alors écrire l’équation de Langevin

∂tφ = −D
δH
δφ

+ η (1.5)
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FIGURE 1.6 – Clichés d’un modèle d’Ising en deux dimensions sur un réseau de taille
200 × 200 trempé à la température Tc/2. L’état initial, représenté à gauche, est désor-
donné. Les figures successives représentent l’état du système pour des temps écoulés
depuis la trempe différents : de gauche à droite t = 0, t = 10, 100 et 1000. Des domaines
ordonnés apparaissent et croissent. Tiré de [Walt09].

oùD est un coefficient cinétique etη est un bruit blanc de moyenne nulle et de variance

〈η(t; r)η(t′; r′)〉 = 2Tδ(t− t′)δ(r− r′). (1.6)

Cette théorie phénoménologique de croissance de domaines conduit à l’existence d’une
tension superficielleF , proportionnelle à la courbureK de la paroiF = σK [Bray94].
Cette force tend à minimiser la surface, et donc l’énergie libre, de la paroi de domaines.
Cependant pour des temps longs, cette force est compensée par une force de frottement
effective−ηv oùv est la vitesse de paroi. Un calcul d’énergie [Alle79] permet de montrer
queσ = η et finalement, pour un ferromagnétique en deux dimensions, l’équation du
mouvement se réduit àl’équation d’Allen-Cahn [Bray94] :

v = −K. (1.7)

Ainsi, la cinétique de croissance de domainesne dépend pasdu potentiel du Ginzburg-
Landau. En ce sens, c’estl’équation centrale de la cinétique de croissance des domaines
à paramètre d’ordre non conservé. Elle permet aussi d’extraire l’exposant dynamique en
phase ordonnée [Bray94]. En effet, la vitesse de la paroi s’estime parv ∼ dL/dt avec
L la longueur du domaine. De plus, la courbure satisfaitK ∼ 1/L en dimensiond = 2.
En utilisant alors l’équation d’Allen-Cahn, on trouve queL(t) ∼ t1/2 et donc l’exposant
dynamiquez = 2, pour une dynamique avec paramètre d’ordre non conservé. Ce petit
calcul montre le caractère diffusif de la dynamique des parois de domaines ; il est toute-
fois possible de l’établir plus précisément [Rute95]. Il est même possible, en partant du
comportement d’échelle dynamique, de confirmer cette valeur dez en tenant compte aussi
de lois de conservations éventuelles [Huse86, Bray94, Rute95].

1.1.2 Dynamique critique

D’autres exemples de systèmes vieillissants sont les systèmes trempés à leur point
critiqueT = Tc. Dans ce cas, le vieillissement est différent d’une part à cause de l’im-
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FIGURE 1.7 – Clichés d’un modèle d’Ising en deux dimensions sur un réseau de taille
200× 200 trempé à la température critique. L’état initial est désordonné et les figures sont
prises à des temps différents : de gauche à droite t = 0, t = 10, 100 et 1000. On remarque
la formation de domaines autosimilaires. Tiré de [Walt09].

portance des fluctuations thermiques [Kada75], ensuite des intéractions [Zinn96]. La pre-
mière différence est qu’il n’y a pas de structure en amas ou en domaines comme précédem-
ment : en effet, il y a dégénérescence des états d’équilibre microscopiques. Cependant, il
est connu qu’il existe une longueur caractéristique divergente : la longueur de corrélation
dont le comportement temporel est

ξ(t) = t1/z (1.8)

où z est l’exposant dynamique critique. Ainsi, une région de tailleL apparaîtra critique
au bout d’un temps finiLz. Ce vieillissement critique est dû à la présence des fluctuations
thermiques à toutes échelles. C’est donc une dynamique interspins qui induit une telle
manifestation macroscopique. Pourtant même si le mécanisme est différent de celui du
mouvement des parois à température nulle, les deux vieillissements (à température nulle
ou au point critique) présentent une invariance d’échelle dynamique. En effet, dans la
figure 1.7, il est possible d’observer l’autosimilarité du comportement critique : les deux
photos du système ont été prises à quatre âges différents mais une simple transformation
d’échelle permet de passer de l’un à l’autre.

1.2 Fonction de réponse et de corrélation

Pour étudier le vieillissement, il nous faut introduire des grandeurs à deux temps. En
effet, lorsque le temps de relaxation du système est plus grand que le temps d’observa-
tion, le système ne peut plus être considéré comme étant à l’équilibre. Supposons que le
système soit dans un état stationnaire au tempst = 0, subisse une trempe au tempss,
appelé temps d’attente, et enfin soit étudié au tempst, appelé temps d’observation. Pour
une grandeurφ, on définit la fonction de corrélation connexeC(t, s; r) comme

C(t, s; r) = 〈φ(t; r)φ(s;0)〉 − 〈φ(t; r)〉〈φ(s;0)〉 (1.9)

où les crochets signifient que l’on moyenne sur un grand nombre d’histoire.
De manière équivalente, on peut définir la fonction de réponse pour le paramètre d’ordre
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φ. Il faut, pour cela, introduire le champ conjuguéh, il vient alors

R(t, s; r) =
δφ(t; r)

δh(s;0)

∣∣∣∣
h=0

(1.10)

On définit aussi plus généralement l’autocorrélationC(t, s) = C(t, s;0) et l’autoréponse
R(t, s) = R(t, s;0) que l’on peut aussi exprimer comme

〈φ(t, s)〉 =
∫ t

s

duR(t, u)h(u) +O(h2) (1.11)

La causalité impose la condition suivante

R(t, s) = 0 pourt < s (1.12)

Ce sont ces deux grandeurs, la fonction de réponse et la fonction de corrélation, qui vont
nous permettre d’étudier et de caractériser le vieillissement.

Par définition, un système est en régime de vieillissement lorsqu’au moins l’une des
deux observablesC(t, s) ou R(t, s) ne dépend pas uniquement du temps de séparation
t − s, c’est-à-dire lorsquel’invariance par translation temporelle est rompue. Nous
supposerons l’invariance par translation spatiale vérifiée et que l’évolution est invariante
par dilatation globaler → kr et t → kzt. En conséquence, les fonctions de réponse et de
corrélation prennent la forme [Godr02, Cugl02]

C(t, s; r) = s−bfC(t/s; r
z/s) etR(t, s; r) = s−1−afR(t/s; r

z/s) (1.13)

où fC et fR sont des fonctions d’échelle universelles eta, b les deux exposants de vieil-
lissement. En pratique, nous parlerons davantage de l’autoréponse et de l’autocorrélation,
c’est-à-dire que nous laisserons de coté toute dépendance spatiale en prenantr = 0 dans
(1.13). Les deux observables à deux temps s’écrivent alors

C(t, s) = 〈φ(t)φ(s)〉 − 〈φ(t)〉〈φ(s)〉 = s−bfC(t/s) (1.14)

R(t, s) =
δ〈φ(t)〉
δh(s)

∣∣∣∣
h=0

= s−1−afR(t/s) (1.15)

où les fonctions d’échelle se comportent asymptotiquement comme

fC,R(y) ∼ y−λC,R/z avecy :=
t

s
→ ∞. (1.16)

Ainsi les exposantsa, b, z, λR, λC caractérisent le vieillissement hors équilibre.

Dans la phase ordonnée
On trouve généralementb = 0 dans tous les modèles [Godr02], cette valeur vient du
fait qu’empiriquement la fonction d’autocorrélation obéit à la forme d’échelleC(t, s) =
fC(t/s). Par contre, la valeur de l’exposanta nécessite une discussion approfondie que
nous présenterons dans l’annexe A. Il se revèle essentiel de bien distinguer deux classes
de système vieillissant, selon le comportement du corrélateur à l’équilibre [Henk03a,
Henk04b] :
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1. Si les corrélations sont à longue portéeCeq(r) ∼ r−(d−2+η), avec un exposantη, le
modèle est dit declasse L.

2. Si par contre il existe une longueur de corrélationξ finie telle queCeq(r) ∼ exp(−r/ξ),
le modèle est dit declasse S.

Avec ceci, l’exposanta prend les valeurs [Henk03a, Henk04b]

a = 1/z ; pour la classe S (1.17)

a =
d− 2 + η

z
; pourla classe L (1.18)

Nous renvoyons le lecteur à l’annexe A pour des exemples spécifiques.

D’autre part, l’inégalité de Yeung-Rao-Desai [Yeun96]

λC ≥ d

2
(1.19)

permetentre autres un contrôlea posteriori des estimations numériques d’exposants.
De plus, on peut démontrer que pour des conditions initiales décorrélées, on a l’égal-
ité λC = λR entre les exposants d’autocorrélation et d’autoréponse [Bray94, Pico04].
Cette inégalité peut servir comme contrôlea posteriorides estimations numériques, voir
p. ex. [Henk08] pour un exemple dans le modèle d’Ising désordonné. Nous mentionnons
aussi que les resultats analytiques dans le cadre du modèle de Cardy-Ostlund ne semblent
pas respecter (1.19) [Sche03]. En revanche, la relation (1.19) est modifiée dans le cas des
corrélations initiales de longue portée [Yeun96].

Dans la dynamique critique
Encore une fois, nous ne considérons que le cas des corrélations initiales décorrélées.
Les résultats suivants sur les valeurs des exposants du vieillissement sont généralement
admises [Jans92, Cugl02, Godr02, Cala05, Henk10] : (i) les deux exposantsλR = λC

sont égaux ; (ii) pour les systèmes magnétiques, on a

a = b =
d− 2 + η

z
. (1.20)

Ces relations sont motivés par le fait que le rapport fluctuation-dissipation, que nous
définissons ci-dessous on p. 22, possède une limite d’échelle bien définie (d’oùa = b)
et qu’en plus une valeur limite finie sit/s → ∞ (d’où λC = λR). La valeur dea = b
provient d’une comparaison avec les corrélateurs d’équilibre. Ici, l’inégalité de Yeung-
Rao-Desai s’écrit :

λC ≥ d− 2 + η. (1.21)

Pour autant ce genre de comportement d’échelle n’est pas limité aux systèmes magné-
tiques ; les systèmes de typeréaction-diffusion peuvent aussi présenter un comportement
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FIGURE 1.8– Clichés de la dissolution d’un amas dans un processus critique de contact
pour deux conditions initiales différentes. Tiré de [Rama04].

critique dynamique. A titre d’exemple, nous montrons dans la figure 1.8 des clichés pris
à différents temps d’un processus de contact fermionique à deux dimensions.

Ce processus est défini ici sur un réseau bidimensionnel avec la contrainte d’avoir
au maximum une particule par site. Chaque particule peut se diffuser sur un site voisin
et mais aussi subir un processus d’annihilation. Enfin, il existe un processus de création
de particules. Si le taux d’annihilation de particules est suffisamment fort par rapport au
taux de création, la densité de particules va tendre exponentiellement vers zéro pour des
tempst ≫ 1. Par contre, si le taux de création est le plus fort, la densité de particules
va tendre vers une valeur non nulle àt ≫ 1. Entre ces deux régimes se situe le point
critique, lorsque la densité de particules va s’annuler aux temps longst ≫ 1, non plus
exponentiellement, mais algébriquement. L’illustration donnée par la figure 1.8 montre
comment les amas de particules disparaissent avec le temps.

1.3 Brisure du théorème fluctuation dissipation

Dans cette section, nous allons discuter les relations entre corrélateurs et réponses
pour les systèmes loin de l’équilibre. Afin de fournir un point de départ, nous rappèlerons
d’abord que pour un système physique à l’équilibre à la températureT , le célèbre théorème
fluctuation-dissipation de Kubo relie les corrélateursC(t, s) = C(t − s) et réponses
R(t, s) = R(t− s) comme suit [Huan87, Thom88, Pari88, Kubo92, Cugl94]

R(t) = − 1

kBT
∂tC(t) pourt > 0 (1.22)

R(t) = 0 pourt < 0

Le nom du TFD vient du fait que le corrélateurC(t − s) est une mesure des fluctuations
entre deux instants temporelss et t, tandis que la réponse contient des informations sur
la dissipation de l’énergie dans le système. Par exemple, pour une perturbation extérieure
périodique d’un système à l’équilibre, la partie imaginaire de la fonction de réponse dans



22 Chapitre 1. Vieillissement physique

l’espace des fréquences est proportionelle à l’énergie dissipée[Pott07, Henk09a]. Tradi-
tionnellement, le FDT est écrit dans une grande variété de formes, comme par exemple la
célèbre formule d’EinsteinD = µkBT qui permet de relier la constante de diffusionD
d’une particule avec sa mobilitéµ [Eins56], ou la formule de NyquistSv = 4kBTR qui
exprime la densité spectrale du bruit thermique en tension d’une résistanceR [Nyqu28].

Cependant lorsque le système n’est plus à l’équilibre, ce théorème n’est plus valide, ni
même l’invariance par translation temporelle. Pour alléger les notations, nous prendrons
kB = 1 dans la suite.

1.3.1 Définition

La relation entre corrélation et réponse pour les processus stochastiques hors équilibre
a été d’abord formulée pour les verres de spins voilà plus de quinze par Cugliandolo
[Cugl93]. Ils ont proposé de la décrire à l’aide d’un rapport fluctuation dissipation X(t,s)

TR(t, s) = X(t, s)
∂C(t, s)

∂s
avec t > s. (1.23)

A l’équilibre, le TFD assure queX(t, s) = Xeq = 1. Hors équilibre, on peut vérifier que
X(t, s) = X(t/s) satisfait une forme d’échelle simple et de plus sa valeur limite

X∞ = lim
t→∞

(
lim
s→∞

X(t, s)
)

(1.24)

est finie. D’origine dans les systèmes vitreux,Teff = T/X∞ a été appelée une tempéra-
ture effective et cette terminologie est toujours utilisée par les expérimentateurs. Toute-
fois, les mêmes conclusions restent également valables pour les aimants simples, en par-
ticulier au pt critique, où Godrèche et Luck [Godr00b] ont observé l’universalité de la
valeurX∞. Celle ci sert, au même titre que les valeurs des exposants, à distinguer les dif-
férentes classes d’universalité. Par conséquent, la différenceX(t, s)− 1 ou bienX∞ − 1
fournit un moyen quantitatif pour mesurer l’écart du système par rapport à l’équilibre.
Dans le but de préciser davantage notre propos, rappelons quelques résultats des travaux
de Cugliandoloet al. [Cugl94]. Considérons, pour ce, un système physique en contact
avec un thermostat à la températureT et dont le paramètre d’ordreφ suit une dynamique
décrite par l’équation de Langevin

∂φ(t)

∂t
= −F [φ](t) + η(t) (1.25)

avecη un bruit gaussien identique à celui défini en 1.6. En prenantt > s et en posant

A(t, s) = 〈F [φ](t)φ(s)− F [φ](s)φ(t)〉 (1.26)

et enfin en utilisant〈φ(t)η(s)〉 = 2TR(t, s), il vient
(

∂

∂s
− ∂

∂t

)
C(t, s) = 2TR(t, s) + A(t, s) (1.27)
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De part son antisymétrie par l’échange det ets, la fonctionA mesure d’une certaine façon
l’asymétrie temporelle. En effet, si l’on suppose l’équilibre, la symétrie par translation
temporelle est vérifiée ainsi que les relations de réciprocité et donc〈F [φ](t)φ(s)〉eq =
〈F [φ](s)φ(t)〉eq. Autrement dit,Aeq(t, s) = 0 et en injectant l’invariance par translation
temporelle dans la fonction de corrélation à l’équilibre :

C(t, s) = C(t− s) et donc

(
∂

∂s
+

∂

∂t

)
C(t, s) = 0 (1.28)

et l’on récupère le TFD. Maintenant, dans la situation hors équilibre, l’invariance par
translation temporelle n’est plus valide, ni donc la relation précédente pour le corrélateur
à deux temps. La fonction d’asymétrieA devrait donc ne plus être nulle.

Cet écart au théorème fluctuation-dissipation a donné lieu à diverses expériences et
nous avons choisi d’en exposer une pour illustration.

FIGURE 1.9 – En haut, susceptibilité (en haut) et corrélateur (en bas)
en fonction du temps de séparation pour différents temps d’attente s =
[100, 200, 500, 1000, 2000, 5000, 10000]. Les temps d’attente sont donnés en seconde
et correspondent respectivement aux courbes de haut en bas. L’insert montre le
sous-vieillissement avec un exposant µ = 0.78. Tiré de [Heri02].
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Dans la figure 1.9 est représenté le corrélateur à deux tempsC(t, s) normalisé par
C(t, t) ainsi que la susceptibilitéχ(t, s) d’un verre de spin. Conduite par Hérisson et Ocio
[Heri02, Heri04], ces études ont été produites sur un verre de spin isolant CdCr1.7In0.3S4

obtenus par des mesures SQUID. Dans cette figure représentant la corrélation et la réponse
intégrée en fonction du temps de séparationt−s, il est clair que, sur les échelles de temps
considérées, l’invariance par translation temporelle est rompue. Dans la figure 1.10, la
susceptibilité est tracée en fonction du corrélateur (auquel a été soustrait la partie station-
naire).

FIGURE 1.10 – La brisure du théorème fluctuation dissipation apparaît sur ce graphe.
La ligne en tiret montre la valeur attendue pour s → ∞. La courbe correspondant au
théorème fluctuation-dissipation est donné en tiret-pointillé. D’après [Heri04].

La droite en pointillé représente le théorème fluctuation-dissipation. Il est alors possi-
ble d’observer que la relation entre corrélation et réponse intégrée dévie du TFD dès lors
que l’autocorrélateur quitte son plateau, c’est-à-dire le régime quasistationnaire. C’est
cette déviation que mesure le rapport fluctuation-dissipation.

1.3.2 Temps de passage vers le régime de vieillissement

Le rapport fluctuation-dissipation peut aussi nous permettre de mieux apprécier la
manière dont un système trempé à basse température, quitte son état de quasi-équilibre.
Dans la figure 1.11, nous illustrons le passage vers le régime de vieillissement dans le cas
du modèle sphérique à trois dimensions, définie dans l’appendice C.

Pour plusieurs valeurs du temps d’attentes, le RFD est tracé en fonction du temps de
séparationτ = t − s : pour des valeurs petites deτ , X(s + τ, s) est environ égal de1
puis décroît, à partir d’un temps de séparation tel queτ ∼ sζ , pour finir vers une valeur
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FIGURE 1.11 – Illustration du passage dans le régime de vieillissement par le rapport
fluctuation-dissipation, tracé en fonction du temps de séparation t − s. Il est représenté
pour le modèle sphérique à trois dimensions trempé à T = Tc pour trois valeurs du temps
d’attente. Les deux flèches indiquent le temps d’attente s = 105 (celle de droite qui pointe
vers le haut) et le temps de passage τp ∼ sζ (celle de gauche qui pointe vers le bas). Tiré
de [Henk10]

limite finie. Cet exposantζ appeléexposant de passage[Zipp00] décrit ce changement
de comportement. De plus sa valeur est comprise entre0 et1. C’est un ingrédient essentiel
pour dériver les formes accessibles pour les corrélateurs

C(t, s) = Cst(t− s) + Cage(t, s), (1.29)

et où [Andreanov06]

Cage(t, s) = C
(
h(t)

h(s)

)
, h(t) = h0 exp

[
1

A

t1−µ − 1

1− µ

]
. (1.30)

Danscette dernière expression,C est une fonction d’échelle,µ un paramètre libre relié à
ζ eth0 ainsi queA sont des constantes de normalisation. On distingue généralement trois
types de vieillissement :
1. si0 < µ < 1, il est appelé sous-vieillissement
2. siµ = 1, c’est le vieillissement simple
3. siµ > 1, c’est le super-vieillissement.

Pour expliquer l’origine de cette forme d’échelle 1.30, considérons le passage du
plateau, voir fig. 1.12, vers le régime de vieillissement dans le cas du corrélateur. Le
régime de quasi-équilibre correspond au plateau oùC(t, s) ∼ qEA = M2

eq avecqEA le
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FIGURE 1.12– Allure shématique dans un plot log-log du corrélateur à deux temps en
fonction du temps de séparation t− s pour deux temps d’attente s1 < s2.

paramètre d’ordre d’Edwards-Anderson etMeq l’aimantation à l’équilibre et on peut sup-
poser que vers la fin du plateau, le corrélateur peut s’écrire

C(t, s) ≃ qEA + t−αg1((t− s)t−ζ) (1.31)

oùα est un exposant etg1 une fonction d’échelle.
Maintenant que nous avons obtenu la précédente expression, nous allons essayer d’ex-
primerC(t, s) différemment. Pour cela, supposons maintenant qu’il existe une relation

d’échelle telle queC(t, s) = C
(

h(t)
h(s)

)
. En posantt − s = ytζ et en prenant la limite

t → ∞ puisy → ∞, il vient

C(t, s) = C
(
h(t)

h(s)

)
≃ C

(
1 + ytζ

d lnh(t)

dt

)
(1.32)

≃ qEA + cage

(
ytζ

d lnh(t)

dt

)b

oùb estun autre exposant qui a été évalué dans certains modèles [Andreanov06] etcage
est une constante.
En comparant désormais 1.31 et 1.32, on remarque qu’il est possible de séparer les dépen-
dances eny et t et il vient

d lnh(t)

dt
= A−1t−µ (1.33)

avecµ = ζ + α/b et A une constante. On en déduit alors immédiatement queh(t) =

h0 exp
[
1
A

t1−µ−1
1−µ

]
.

Ainsi cette étude [Zipp00] de l’exposant de passage permet de justifier les formes
d’échelle accessibles pour les corrélateurs dans les systèmes trempés en dessous de leur
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température critique. Nous verrons dans le chapitre deux qu’ilest toutefois possible d’é-
tendre son applicabilité à d’autres modèles trempés à leur température critiqueT = Tc.

1.3.3 Applicabilité du RFD

Revenons au rapport fluctuation-dissipation et plus précisément à son applicabilité.
En effet, tel qu’énoncé jusque ici, ce RFD n’est pas applicable pour tous les systèmes : en
utilisant les formes d’échelle (1.14,1.15), il vient

X(t, s) = −sb−a TfR(t/s)

bfC(t/s) + (t/s)f ′
C(t/s)

(1.34)

La limite s → ∞ est finie seulement sia = b et alorsX(t, s) ne dépend plus que du
rapportt/s. En injectant alors les formes asymptotiquesfR,C(y) ∼ FR,Cy

−λR,C/z dans la
relation précédente, on a poury = t/s → ∞

X(y) ≃ T
FR

FC

(
λC

z
− b

)−1

y(λC−λR)/z. (1.35)

Là encore,X(t/s) ne peut avoir de limite finie lorsquet/s → ∞ que siλC = λR. On
pose alorsX∞ = limy→∞X(y). L’universalité deX∞ a été conjecturée par Godrèche et
Luck [Godr00a, Godr00b] puis confirmée par plusieurs études pour des trempes àT = Tc

[Cala02, Cala02b, Cala05]. Enfin, ajoutons que siX∞ est différent de un, cela signifie
que le système ne rejoint jamais l’équilibre.

Ainsi, le RFD formulé en (1.23) ne se limite qu’au cas oùa = b etλR = λC .

1.3.4 Cas du processus de contact

Le processus de contact peut être vu comme une manière simple de décrire l’évolu-
tion d’une épidémie. Défini sur un réseau où chaque site ne peut accueillir qu’une seule
particule au maximum, les particules peuvent diffuser sur les sites voisins et subissent les
réactionsA → ∅ etA → 2A. Cette compétition entre création et destruction de particules
conduit, en champ moyen, à une équation du type :

∂tφ(t, r) = ∆Lφ(t, r) + τφ(t, r)− φ(t, r)2 (1.36)

où φ est le paramètre d’ordre (la distribution de particules infectées). Le comportement
au temps long dépend principalement deτ :

– Si τ < 0, le système se trouve dans la phase absorbante et le paramètre va tendre
vers zéro.

– Si τ > 0, le système se trouve dans la phase active avec une densité de particules
qui va tendre vers une valeur non nulle.
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– Si τ = 0, le système est à son point critique, et subit une transition de phase ab-
sorbante.Pour le processus de contact, il tombe dans la même classe d’universalité
que la percolation dirigée.

C’est ce point critique qui nous intéresse. En effet, par analogie avec les aimants, les
formes d’échelle attendues pour le corrélateur et la réponse sont encore données par
(1.14,1.15). Cependant, bien que la relationλC = λR reste vraie, les deux exposants
a et b ne sont plus égaux et satisfont la relation

1 + a = b (1.37)

Cette relation entre exposants, due à la symétrie par renversement de rapidité, suggère de
définir un autre RFD. Pour expliquer cette symétrie, il faut considérer l’action en théorie
des champs dans sa formulation Janssen-de Dominicis

J =

∫
dtdr

[
φ̃(∂t −D∆)φ− u(φ̃− φ)φ̃φ− hφ̃

]
(1.38)

oùφ eth sont la densité particulaire et le taux de création de particules. Pourh = 0, cette
action est invariante sous la symétrie :

φ̃(t, r) → −φ(−t, r) , φ(t, r) → −φ̃(−t, r) (1.39)

C’est l’invariance par renversement de rapidité. Aussi, le rapportΞ(t, s) a été introduit
[Enss04]

Ξ(t, s) :=
R(t, s)

C(t, s)
=

fR(t/s)

fC(t/s)
(1.40)

et sa valeur limite est définie par

lim
s→∞

lim
t→∞

Ξ(t, s). (1.41)

Cette limite, égale au rapport de deux quantités présentant le même comportement d’échelle,
est supposée universelle [Baum07b]. Baumann et Gambassi [Baum07b] ont alors argu-
menté que dans ce modèle le rapportΞ(t, s)−1 6= 0 était une mesure de la brisure de
la symétrie par renversement de rapidité. En ce sens, c’est l’analogue du RFDX(t, s)
pour les systèmes présentant une symétrie par renversement de rapidité. Leur calcul a une
boucle a permis de déterminer la valeur limite du rapportΞ∞ et ils ont trouvé en4 − ǫ
dimensions

Ξ∞ = 2

(
1− ǫ

(
119

480
− π2

120

))
+O(ǫ2) (1.42)

qui,en une dimension, est en assez bon accord avec l’estimation numériqueΞ∞ = 1.15(5)
[Enss04].
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La percolation dirigée a donné lieu à une expérience récente parTakeuchi, Kuroda, Chaté
et Sano [Take09]. Ils ont étudié la transition de phase continue entre deux états turbulents
(DSM1 et DSM2) dans des films minces de cristaux nématiques et ont comparé leurs
résultats avec la percolation dirigée en(2 + 1)D : l’ensemble des exposants est en très
bon accord avec les prédictions théoriques. Ils ont aussi pu étudier le vieillissement dans
un tel système en le préparant dans l’état actif (DSM2) et en changeant brutalement le
paramètre de contrôle à sa valeur critique. L’évolution du système est alors mesuré et
on montre dans la figure 1.13 l’autocorrélateur connexeC(t, s) dont le comportement
respecte le vieillissement simple de l’éq. (1.13).

FIGURE 1.13 – Autocorrélateur pour des films minces de cristaux nématiques MBBA,
trempé à leur point critique. L’état initial est l’état actif (DSM2). En pointillé est représenté
le comportement asymptotique de la fonction d’échelle fC(y) ∼ y−λC/z. t0 est ici le temps
d’attente, mesuré en seconde.
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Chapitre 2

Processus de contact bosonique

Le processus de contact standard (que nous appelerons occasionnellement “fermion-
ique”, dans un souci de clarté) est considéré comme un modèle paradigmatique d’une
transition de phase vers un état absorbant. Nous avons brièvement résumé dans le chapitre
précédent ses propriétés de vieillissement. Dans ce chapitre, nous allons d’abord intro-
duire un analogue, dit “bosonique”, du processus de contact et poursuivrons en présentant
une analyse exacte de ses propriétés hors équilibre.

Le processus de contact bosonique, pouvant par exemple modéliser approximative-
ment le comportement de la population de neutrons dans un réacteur nucléaire [Cano68],
a été étudié dans un article de Cox et Griffeath [Cox85]. Ils se sont basés sur les temps
d’occupation et se sont appuyés sur un article de Sawyer et Fleischman [Sawy78] où
leur étude avait montré qu’en1D la condensation est si forte que tout ensemble fermé
est finalement vide avec une probabilité1 alors qu’en dimension2, même si cette prob-
abilité peut être arbritrairement petite, l’ensemble est visité de façon récurrente avec une
probabilité1. Ainsi ce phénomène de condensation (ou “clustering”) avait déjà été ob-
servé dans ce modèle. Plus tard, des physiciens ont redécouvert ce modèle du processus
bosonique de contact (BCPD) et le processus bosonique de contact par paires (BPCPD)
[Houch02, Paes04a, Paes04b]. Son comportement dans le régime de vieillissement a ainsi
été déterminé en détail et ses exposantsa, b ainsi que les fonctions d’échelle ont été
calculées [Baum05] dans le cas où le transport des particules se fait par des sauts vers
les sites immédiatement voisins. Tous ces modèles montrent un régime de vieillissement
seulement le long de la ligne critique que nous rappellerons dans la suite, voir [Henk07]
pour revue.

Une autre motivation pour étudier le BCPD est la modélisation de l’origine de la
formation d’amas en biologie [Youn01, Houch02]. Il a en effet considéré l’évolution
d’une population de particules browniennes soumises aux réactions suivantes :A → ∅
et A → 2A. Ils ont montré que bien que le nombre de particules reste constant à la
criticalité, il est possible que, pour des temps longs et pourd ≤ 2, les particules se con-
densent sur un seul site (ou très peu de sites) ce qui reproduit la croissance inhomogène
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FIGURE 2.1 – Sur le panneau de gauche, concentration de particules en fonction de
sa position sur un anneau de longueur L = 20, et ce, pour deux temps différents. Sur le
panneau de droite, simulation numérique du BCPD : (a) Nombre de particules en fonction
du temps pour 50 réalisations différentes ; (b) Moyenne (échelle de gauche) et variance
(échelle de droite) en fontion du temps. Tiré de [Houch02].

des colonies de bactéries, voir figure 2.1.

Dans ce chapitre, nous allons étudier ces modèles dont la dynamique ne satisfait pas le
bilan détaillé. Le système ne va donc jamais relaxer vers un état d’équilibre, étant donné
que ce dernier n’existe pas. Nous savons, grâce aux études menées par exemple sur le
processus de contact critique [Enss04, Rama04, Baum07b] et aussi sur le modèle d’Is-
ing cinétique hors équilibre [Odor06], que ce type de modèle possède le même genre de
comportement d’échelle hors équilibre que dans ces aimants vieillissants (1.14,1.15). Par
contre, alors que dans les modèles d’aimants cités précédemment, les exposants de vieil-
lissementa etb sont égaux du fait de la symétrie par renversement de rapidité [Baum07b],
ici rien ne suggère la validité d’une telle égalité.

Nous allons étudier ici les conséquences qui s’opèrent sur les propriétés de vieillisse-
ment lorsque le transport des particules vers leurs sites adjacents est remplacé par un
transport à longue portée de typevols de Lévy. Mais tout d’abord donnons quelques pistes
sur l’objectif d’une telle étude

– Les vols de Lévy [Shle95, Metz00] généralisent les marches aléatoires (browni-
ennes) que l’on utilise généralement dans le sens où ils conduisent à un théorème
de la limite centrale généralisé pour la somme d’un grand nombre de variables
aléatoires indépendantes. Ceci peut se comprendre heuristiquement en considérant
les particules comme des variables à gros grains résultantes d’une somme d’un
grand nombre de degrés de liberté microscopiques. Ainsi, il peut apparaître na-
turel d’étudier les effets des sauts entre sites éloignés. Ceci pourrait être pertinent
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pour décrire les particules dans des écoulements turbulents oula propagation d’une
épidémie, voir [Lube] et les références contenues à l’intérieur.

– L’étude du processus de contact avec vols de Lévy a montré que le comportement
critique de l’état stationnaire ainsi que sa relaxation sont modifiés [Hinr99, Jans99,
Delo02, Bara09, Henk08].

2.1 Le modèle

Considérons un réseau àd dimensions. Chaque site de ce réseau peut contenir un
nombre arbitraire de particules. Un ensemble dem particules d’un même site peut subir
les réactions suivantes :

mA −→ (m+ k)A avec un tauxµ

mA −→ (m− ℓ)A avec un tauxλ (2.1)

De plus, chaque particule peut sauter vers un site à la distance|r|, avec un taux

D(r) =
D

(2π)d

∫ ∞

−∞
ddq e(iq·r−c‖q‖η) (2.2)

où 0 < η < 2 est un paramètre de contrôle etc est une constante non-universelle. Nous
distinguerons deux cas :

1. le casm = 1, appeléprocessus de contact bosonique avec vols de Lévy(BCPL)

2. le casm = 2, appeléprocessus de contact bosonique par paire avec vols de Lévy
(BPCPL)

2.2 Equations de mouvement

En suivant la technique de [Paes04a], l’équation maîtresse s’écrit dans le formalisme
hamiltonian/Liouvillien (voir [Schu00, Henk08]) comme∂t|P (t)〉 = −H|P (t)〉 oùP (t)
est le vecteur d’état. Le Hamiltonien peut être exprimé en termes d’opérateurs création
et annihilationa(x) et a†(x). Nous définissons aussi l’opérateur “nombre de particules”
n(x) = a†(x)a(x). Le Hamiltonien s’écrit

H = −
∑

r6=0

∑

x

D(r)
[
a(x)a†(x+ r)− n(x)

]
(2.3)

−λ
∑

x

[
a†(x)m−ℓa(x)m −

m∏

i=1

(n(x)− i+ 1)

]

−µ
∑

x

[
a†(x)m+ka(x)m −

m∏

i=1

(n(x)− i+ 1)

]
−
∑

x

h(x)a†(x)
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où le terme de la première ligne correspond à la diffusion des particules,le terme de la
seconde ligne à l’annihilation de particules et enfin le terme de la dernière ligne à la créa-
tion de particules. C’est un Hamiltonien tout-à-fait similaire à celui utilisé dans [Baum05]
avec pour seule différence un taux de diffusionD(r) qui dépend de la distance du saut.
Pour le calcul de la fonction de réponse, nous ajoutons aussi un champ externe qui décrit
la création spontanée de particules avec un taux dépendant du siteh = h(x) sur le sitex.

Les observables à un tempsg(t,x) peuvent s’obtenir à partir des quantités indépen-
dantes du temps en passant en représentation d’Heisenberg. Les équations différentielles
pour les quantités voulues s’obtiennent en utilisant l’équation de mouvement d’Heisen-
berg∂tg = [g,H]. En utilisant la propriété〈s|a†(x) = 〈s|, la concentration de particules
s’écrit

ρ(t,x) = 〈a†(t,x)a(t,x)〉 = 〈a(t,x)〉 (2.4)

et satisfait

∂

∂t
〈a(t,x)〉 =

∑

r 6=0

D(r)[〈a(t,x+ r)〉 − 〈a(t,x)〉]

−λℓ〈a(t,x)m〉+ µk〈a(t,x)m〉+ h(t,x) (2.5)

Pour le processus de contact bosonique BCPL, cette équation se ferme quelque soit la
valeur des taux. Cependant, pour le processus de contact par paires, nous pouvons seule-
ment avoir un système d’équations fermé le long de la ligne critique, définie par

σ =
µk − λℓ

D
!
= 0 (2.6)

Sanschanger la généralité des résultats, nous prendrons dans la suitek = 1 ; pour le
BCPD seulℓ = 1 est possible. Comme nous le verrons plus tard, le long de cette ligne
critique, la concentration de particules

ρ0 :=

∫
dx ρ(t,x) =

∫
dx 〈a(t,x)〉 (2.7)

est conservée, et ce, bien que le processus microscopique puisse modifier le nombre total
de particules. Tout ceci est toutefois une généralisation évidente de ce qui est déjà connu
dans le cas du BCPD et BPCPD [Baum05], c’est pour cette raison que nous nous limitons
à énoncer les résultats.

Dans ce formalisme, les deux quantités auxquelles nous nous intéressons sont la fonc-
tion de réponse et de corrélation que l’on écrit

C(t; r) = 〈a(t,x)a(t,x+ r)〉 − ρ20
C(t, s; r) = 〈a(t,x)a(s,x+ r)〉 − ρ20 (2.8)

R(t, s; r) =
δ〈a(t,x+ r)〉

δh(s,x)

∣∣∣∣
h=0
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Là encore, l’invariance par translation spatiale a été utilisée.Le corrélateur à un temps est
alors déterminé en utilisant l’équation du mouvement suivante

∂

∂t
〈a(t,x)a(t,x)〉 = 2

∑

r6=0

D(r)
[
〈a(t,x)a(t,x+ r)〉 − 〈a(t,x)2〉

]

+λℓ[(1 + ℓ− 2m)〈a(t,x)m〉 − 2〈a(t,x)m+1〉]
−µk[(1− k − 2m)〈a(t,x)m〉 − 2〈a(t,x)m+1〉] (2.9)

et pourx 6= y

∂

∂t
〈a(t,x)a(t,y)〉 =

∑

r6=0

D(r) [〈a(t,x)a(t,y + r)〉+ 〈a(t,x+ r)a(t,y)〉 − 〈a(, tx)a(, ty)〉]

−λℓ [〈a(t,x)a(t,y)m〉 − 〈a(t,x)ma(t,y)〉]
+µk [〈a(t,x)a(t,y)m〉 − 〈a(t,x)ma(t,y)〉] (2.10)

En particulier, ces équations se ferment le long de la ligne critique (2.6). Les équations de
mouvement du corrélateur à deux temps s’écrivent

∂

∂t
〈a(t,x)a(s,y)〉 =

∑

n 6=0

D(n) [〈a(t,x+ n)a(s,y)〉 − 〈a(t,x)a(s,y)〉]

−λℓ〈a(t,x)ma(s,y)〉+ µk〈a(t,x)ma(s,y)〉 (2.11)

couplées à la condition initialelimt→s〈a(t,x)a(s,y)〉 = 〈a(t,x)a(t,y)〉.

La relation de ces corrélateurs avec la densité moyenne et sa variance est donnée dans
le cas du transport diffusif par

〈n(t,x)〉 = 〈a(t,x)〉, (2.12)

〈n(t,x)2〉 = 〈a(t,x)2〉+ 〈a(t,x)〉, (2.13)

et pour la variance

σ2 = 〈n(t,x)2〉 − 〈n(t,x)〉2 (2.14)

voir [Paes04a] et plus généralement par [Baum07d]. Nous nous proposons de généraliser
la démonstration de Baumann [Baum07d] valable pour le transport diffusif au cas des
sauts à longue portée. Pour ce, nous allons travailler dans le formalisme hamiltonien. En
utilisant la propriété〈s|a†(x) = 〈s|, nous vérifions que le long de la ligne critique

∂t〈s|a(x) = 〈s|[a(x), H] =
∑

n 6=0

〈s|D(n) (a(x+ n)− a(x)) (2.15)
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La transformée de Fourier est définie par

〈s|ã(k) =
∑

x

e−ik.x〈s|a(x), (2.16)

ainsi on a

〈s|ã(t,k) = exp

(
−1

2
ω(k)(t− s)

)
〈s|ã(s,k) (2.17)

oùω(k) est la relation de dispersion définie dans la suite 2.23. Grâce à l’identité

〈s|a(x) = (2π)−d

∫

B

dk e−ik.x〈s|ã(kx), (2.18)

nous avons pour tout tempss ≤ t

〈s|a(t,x) =
∑

y

∫

B

dk

(2π)d
eik·(x−y) exp

(
−1

2
ω(k)(t− s)

)
〈s|a(s,y) (2.19)

=
∑

y

R(t− s;x− y)〈s|a(s,y)

où nous avons utilisé l’expression (2.26) de la fonction de réponse. Maintenant, nous
appliquons l’expression (2.20) à la fonction de corrélation à deux points

F (t, s; r) = 〈a(t,x)a(s,x+ r)〉 =
∑

y

R(t− s;x− y)F (s, r+ x− y) (2.20)

Enfin en usant du commutateur dea anda† ainsi que de la relation (2.20), nous trouvons
pour le corrélateur densité-densité

〈n(t,x)n(s,x+ r)〉 = 〈a†(t,x)a(t,x)a†(s,x+ r)a(s,x+ r)〉
=

∑

y

R(t− s;x− y)〈a(t,x)a†(s,x+ r)a(s,x+ r)〉

=
∑

y

R(t− s;x− y)F (s, r+ x− y) +R(t− s; r)ρ0

= F (t, s; r) +R(t− s; r)ρ0. (2.21)

Il ne reste plus qu’à utiliser les définitions (2.8) pour en déduire

〈n(t,x)n(s,x+ r)〉 − ρ20 = C(t, s; r) + ρ0R(t− s, r). (2.22)

Ainsi, avec les formes d’échelle (1.14,1.15) couplées aux exposants énoncés dans le
tableau 2.1, nous voyons que le second terme de l’eq. (2.22) devient négligeable comparé
au premier dans tous les cas.C(t, s; r) peut donc être interprété comme un corrélateur
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densité-densité connexe.

Commençonsmaintenant à analyser ces équations de mouvement pour la densité de
particules. Pour le BCPL, comme pour le BPCPL d’ailleurs avecσ = 0, nous utilisons
une transformée de Fourier sur l’eq. (2.5), et ceci donne

∂

∂t
〈ã(t,q)〉 = −1

2

∑

n 6=0

D(n)

D
(1− eiq·n)

︸ ︷︷ ︸
=:ω(q)

〈ã(t,q)〉+ σ

2
〈ã(t,q)〉+ h̃(t,q) (2.23)

ce qui définit la relation de dispersionω(q). Avec une limite continue

ω(q) = 1− e−c‖q‖η q→0≈ c‖q‖η (2.24)

nous pouvons lire l’exposant dynamiquez = η.

De la même façon, nous calculons la fonction de réponse en appliquant sa définition
(2.8) sur l’équation de mouvement (2.5). Dans l’espace de Fourier, ceci devient

∂

∂t
R̃(t, s;q) = −1

2
ω(q)R̃(t, s;q) +

σ

2
R̃(t, s;q) + δ(t− s) (2.25)

où il faut imposerσ = 0 pour le BPCPL. Conséquemment, la fonction de réponse dans
l’espace réel s’écrit

R(t, s; r) =
1

(2π)d

∫

B

ddq eiq·r e−
1
2
ω(q)(t−s)

︸ ︷︷ ︸
=:b( t−s

2
,r)

exp

(
σ(t− s)

2

)
Θ(t− s) (2.26)

où B est la zone de Brillouin et la fonctionΘ assure la causalité de cette réponse. En
particulier, pour les temps longs, l’autoréponse devient pourt > s

R(t, s;0) ≃ e
σ
2
(t−s)

(
t− s

2

)−d/η
1

(2π)d

∫ ∞

0

ddq e−‖q‖ηc (2.27)

=
21−d

πd/2

Γ (d/η)

ηΓ (d/2)
e

σ
2
(t−s)

(
c
t− s

2

)−d/η

Pourla fonction de corrélation, nous devons supposer l’invariance par translation spatiale
et utiliser le corrélateur non connexeF (t, s; r) := 〈a(t,x)a(s,x+ r)〉. Nous devons aussi
introduire le paramètre

α =
µk(k + ℓ)

2D
(2.28)

Commeconditions initiales, nous utiliserons dans la suite la distribution de PoissonF (0, 0; r) =
ρ20. Avec une légère généralisation des calculs qui ont été effectués dans le cas du BCPD
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et BPCPD, [Paes04a, Baum05], nous trouvons pour le corrélateur connexe et dans le cas
du BCPL (sur la ligne critiqueσ = 0)

C(t, s; r) = αρ0

∫ s

0

dτ b(
t+ s

2
− τ, r) (2.29)

≃ αρ0

∫ s

0

dτ

∫

B

ddq

(2π)d
exp

(
−c‖q‖η

(
t+ s

2
− τ

)
− ir · q

)

oùla limite aux temps longst, s ≫ tmicro ett−s ≫ tmicro a été prise. Pour le processus de
contact bosonique par paires BPCPL, nous considérons d’abord la fonction de corrélation
à un tempsF (t, r) qui satisfait l’équation

F (t, r) = ρ20 + α

∫ t

0

dτ F (τ,0)

∫

B

ddq

(2π)d
e−ω(q)(t−τ)eiq·r (2.30)

= ρ20 + α

∫ t

0

dτ F (τ,0) b(t− τ, r) (2.31)

Pourr = 0, c’est une équation de Volterra surF (t,0) . Elle peut se résoudre en effectu-
ant une transformée de Laplace comme dans ([Paes04a], [Baum05]). Ensuite, on obtient
directementF (t, r) à partir de (2.31). Avec ceci, le corrélateur à deux temps s’écrit

F (t, s, r) = ρ20 + α

∫ s

0

dτF (τ,0)b

(
t+ s

2
− τ, r

)
(2.32)

La principale différence par rapport au BCPD ou au BPCPD est la forme différente de la
relation de dispersionω(q).

2.3 Solution

2.3.1 Diagramme de phase

Etant donné que le nombre total de particules est conservé en moyenne, l’information
le long de la ligne critique, vient de l’analyse de la variance〈n(t, r)2〉. Le diagramme
résultant est présenté sur la figure 2.2. Il y a deux phases distinctes séparées par la ligne
critique eq. (2.6) :

– une phase absorbante pourλ > µ, avec une densité de particules s’annulant dans
l’état stationnaire

– une phase active avecλ < µ, présentant une divergence de la densité de particules
aux temps longs.

Le long de la ligne critique, la densité de particules moyenne est constante et le comporte-
ment du modèle, décrit à l’aide du paramètreα eq. (2.28), est le suivant

– Pour le processus de contact bosonique BCPL, il y a le même comportement cri-
tique pour n’importe quelle valeur deα. Par contre, la valeur de la dimension du
système change drastiquement son comportement. Sid ≤ η, le système présente
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FIGURE 2.2– Diagrammes de phase schématiques pour d 6= 0 (a) du BCPL et du BPCPL
lorsque d ≤ η et (b) du BPCPL lorsque d > η. La phase absorbante 1 (λ > µ), où le
nombre de particules s’annule aux temps longs, est séparée par la ligne critique eq. (2.6)
de la phase active 2 (λ < µ), où, cette fois, la densité moyenne de particule diverge
aux temps longs. Le long de cette ligne critique la densité moyenne de particule reste
constante.

des amas : pour des temps longs, les particules sont finalement peu réparties et con-
centrées sur un petit nombre de sites, on parle alors de condensation. Pour illustrer
le phénomène, voir la figure 2.3
Pourd > η, la densité particulaire est spatialement homogène aux temps longs.
Nous pouvons donner une interprétation de ce résultat en faisant appel au théorème
de Polya généralisé [Paul99] : ce dernier stipule que lorsqued < η la marche aléa-
toire de Lévy est récurrente, et donc elle ne peut homogénéiser le système. Par
contre, lorsqued > η, il y a une probabilité non nulle que la marche aléatoire ne re-
tourne pas à son origine. Cela semble suffisant pour rendre le système spatialement
homogène
.

– Pour le processus de contact bosonique par paires, lorsqued < η, le système
présente toujours des amas Cependant, lorsqued > η, on note l’existence d’un
point multicritique pourα = αC : en effet, le système est homogène pourα < αC

alors qu’il présente des amas pourα > αC . La valeur du paramètreα au point
critique est donné par

αC =

(
2

∫

B

ddq

(2π)d
(2ω(q))−1

)−1

(2.33)

A partir de cette expression, nous remarquons queαC → ∞ si d → η [Godr02,
Baum06a].
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FIGURE 2.3 – Transition de phase intervenant dans le processus de contact bosonique
par paire pour le cas où η = 2. Le système pris est un cube de coté égal à 20 sites avec
des conditions au bord périodiques et une condition initiale telle que chaque site contient
10 particules. Les images montrent seulement une couche du réseau et la hauteur est
proportionnelle au nombre de particules sur le site. Sur la série d’images en haut, ce
sont les réactions qui dominent α > αC alors que sur la série du bas, c’est la diffusion qui
l’emporte α < αC . On visualise bien la formation d’amas (ou condensation) dans la série
supérieure, alors que dans la série inférieure, on remarque que le nombre de particules
par site est à peu près constant. Tiré de [Baum07d].

2.3.2 Exposants de vieillissement et fonctions d’échelle

En utilisant les expressions de la section précédente, il est possible d’effectuer une
limite aux temps longs, et en comparant avec les formes d’échelle eqs. (1.14,1.15), nous
pouvons extraire les exposants critiques hors équilibre. Nous les avons listés dans le
tableau 2.1. Les fonctions d’échelle ont quant à elles été listées dans le tableau 2.2. Elles
sont données à une constante de normalisation prêt.

Quelques commentaires :
– Si d > η et si de plusα < αC dans le BPCPL, le comportement d’échelle dy-

namique (1.14,1.15) reste vrai pour le BCPL et le BPCPL. Ensuite, étant donné que
les exposants et les formes des fonctions d’échelle correspondent en tout point, on
peut dire que les deux modèles sont dans la même classe d’universalité.

– Pourd < η,nous trouvons encore un comportement d’échelle dynamique pour le
BCPL et les exposantsa = b deviennent négatifs. Ceci reflète la condensation de
particules qui peut s’occasionner lorsque les fluctuations divergent.
Cependant pour le BPCPL, lorsqued < η ou plus généralementα > αC , aucun
comportement d’échelle dynamique ne se présente. Par contre, la variance diverge
exponentiellement avec le temps. Cette notion de vieillissement que nous avons
rappelé dans le premier chapitre ne s’applique donc pas ici.

– Enfin, pour le BPCPL avecd > η et au point tricritiqueα = αC , le comportement
d’échelle dynamique (1.14,1.15) reste vrai. Les valeurs des exposants hors équilibre
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Processus Processus de contact bosonique par paire
de contact bosoniqueα < αC α = αC

a d
η
− 1 d

η
− 1 d

η
− 1

b d
η
− 1 d

η
− 1

0 if η < d < 2η
d
η
− 2 if d > 2η

λR d d d
λC d d d
z η η η

TABLE 2.1 – Exposants de vieillissement du BCPL et BPCPL critique dans différents
régimes. Les résultats pour le BCPL restent vrais quelque soit la dimension d du réseau,
alors que pour le BPCPL ils ne sont valables que si d > η.

fR(y) fC(y)

Processus de contact bosonique(y − 1)−d/η (y − 1)−d/η+1 − (y + 1)−d/η+1

processus α < αC d > η (y − 1)−d/η (y − 1)−d/η+1 − (y + 1)−d/η+1

de contact
α = αC

η < d < 2η (y − 1)−d/η (y + 1)−d/η
2F1

(
d
η
, d
η
; d
η
+ 1; 2

y+1

)

bosonique
d > 2η (y − 1)−d/η 2(d− 2η)(y − 1)1−d/η

par paire −η(y − 1)2−d/η + η(y + 1)2−d/η

TABLE 2.2– Fonctions d’échelle de l’autocorrélateur et de l’autoréponse des processus
critiques de contact bosonique et de contact bosonique par paire. Elles sont données à
une constante multiplicative prêt.

sont différents de ceux appartenant à la classe d’universalité que nous décrivions
plus haut. En particulier, nous remarquons quea 6= b alors que l’on gardeλC = λR.
Ceci est dû à l’absence de bilan détaillé qui a mené à un vieillissement différent de
celui d’un ferromagnétique (oùa = b et aussiλC = λR).

– La fonction de réponseR = R(t − s; r) présente en particulier une forme très
simple qui satisfait l’invariance par translation temporelle. Cependant, étant donné
que cette invariance n’est pas respectée par le corrélateur à deux temps, la notion
de vieillissement est toujours applicable.

Si nous identifions la dimension critique supérieure commed∗ = η, tous ces résultats
peuvent être transférés sur ceux de [Baum05] concernant le BCPD et BPCPD si l’on
remplaced/η = d/d∗ 7→ d/2.

2.4 Invariance d’échelle locale

Maintenant que nous avons calculé les fonctions d’échelle, il est temps de se demander
si elles peuvent se déduire de symétries plus larges.
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En effet, pour les ferromagnétiques qui subissent une cinétiquede phase ordonnée
après une trempe d’un état initial complètement désordonné vers la phase ordonnéeT <
Tc, il existe une extension de l’échelle dynamique [Bray94] vers un groupe de transfor-
mation d’échelle dépendant du temps, lui même sous-groupe du groupe de Schrödinger
sans les translations temporelles [Henk02, Henk07b]. En particulier, il a été montré com-
ment utiliser les représentations projectives des groupes tels que le groupe de Schrödinger
dans le but d’analyser les symétries dynamiques des équations de Langevin stochastiques
[Pico04]. L’outil essentiel pour cette étude sont les règles de sélection de Bargmann
[Barg54]. Les réponses et corrélations peuvent ensuite être calculées explicitement et les
résultats ont été testés dans plusieurs modèles, voir [Henk07b] pour revue. Cependant,
étant donné que le groupe de Schrödinger et ses sous-groupes s’appliquent uniquement
au cas où l’exposant dynamiquez = 2, une généralisation pour des valeurs arbitraires de
z a été développée [Baum07d].

2.4.1 Background

Nous allons, dans cette section, utiliser le cas du BCPL avecz = η < 2 en tant que
test pour cette probable extension. Pour ce faire, nous devons réexprimer le problème en
théorie des champs hors de l’équilibre, à la manière de Janssen-de Dominicis [deDo76,
Jans92, Howa97]. Nous nous contentons de rappeler dans cette section les idées et le
cheminement que l’on peut retrouver en intégralité dans la thèse de Florian Baumann
[Baum07d]. En partant de l’équation maîtresse avec les taux de réaction eqs. (2.1,2.2), les
opérateurs création et annihilation peuvent être reliés dans la limite continue au champ du
paramètre d’ordre et au champ conjugué

φ(t, r) := a(t, r)− ρ0 (2.34)

φ̃(t, r) := a†(t, r)− 1 (2.35)

de telle façon que〈φ(t, r)〉 = 〈φ̃(t, r)〉 = 0. L’action associée au BCPL critique s’écrit

J [φ, φ̃] =

∫
dR

∫
du
[
φ̃(2M∂u −∆η/2)φ− µφ̃2(φ+ ρ0)

]
= J0[φ, φ̃] + Jb[φ, φ̃]

(2.36)
où nous avons supprimé les arguments deφ(u,R) et φ̃(u,R) dans les intégrales. Le terme
de “masse”M est quant à lui relié à la constante de diffusion.

Cette action peut se décomposer en deux parties :
• une partie “déterministe” (sans bruit)

J0[φ, φ̃] =

∫
dR

∫
du
[
φ̃(2M∂u −∆η/2)φ

]
(2.37)

• une partie “bruitée”

Jb[φ, φ̃] = −
∫

dR

∫
du
[
µφ̃2(φ+ ρ0)

]
(2.38)
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Ici les puissances non-entières du Laplacien doivent être interprétéescomme des dérivées
fractionnaires [Baum07d, Baum09]. Dans ce formalisme, les fonctions de corrélation et
de réponse deviennent

C(t1, . . . , tn; r1, . . . rn) = 〈φ1(t1, r1) . . . φn(tn, rn)〉
R(t, s; r, r′) = 〈φ(t, r)φ̃(s, r′)〉 (2.39)

où la moyenne d’un observableA est donnée par l’intégrale fonctionelle

〈A〉 =
∫

DφDφ̃ A[φ, φ̃]e−J [φ,φ̃]. (2.40)

Comme il a été déjà démontré pour le casz = 2 [Pico04], il est possible de considérer
au départ seulement la partie “déterministe”, obtenue à partir de la variation deJ0 par
rapport àφ̃. Son équation du mouvement associée est

Sφ =
(
2M∂t −∆η/2

)
φ = 0 (2.41)

et présente une symétrie dynamique par rapport aux générateurs infinitésimaux des trans-
formations d’échelle locale [Baum07d, Baum09]

X−1 := −∂t translation temporelle

X0 := −t∂t −
1

η
(r · ∂r)−

x

η
dilatation

X1 := −t2∂t −
2(x+ ξ)

η
t− 2M

η2
r2∇2−η

r − 2

η
t(r · ∂r) transformationde

−2γ(2− η)(r · ∂r)∇−η
r − γ(2− η)(d− η)∇−η

r Schrödinger generalisée

Y
(i)
−1/η := −∂ri rotation

Y
(i)
−1/η+1 := −t∂ri −

2M
η

ri∇2−η
r − γη(2− η)∂ri∇−η

r transformation de

Galilée généralisée

R(i,j) := −R(j,i) = ri∂rj − rj∂ri rotation (2.42)

aveci, j = 1, . . . , d, γ des constantes dimensionnées etx, ξ des dimensions d’échelle.
Les dérivées fractionnaires∇α

r avecα ∈ R, quant à elles, sont définies dans [Baum07d,
Baum09]. En utilisant les règles de commutation déjà établies dans [Baum07d, Baum09]

[Xn, Xn′ ] = (n− n′)Xn+n′

[
Xn, Y

(i)
m

]
=

(
n

η
−m

)
Y

(i)
n+m

[
Y (i)
m , R(i,j)

]
= Y (j)

m (2.43)
[
Xn, R

(i,j)
]
= 0 ;

[
Y (k)
m , R(i,j)

]
= 0 if k 6= i, j
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il vient que l’ensemble des générateurs précités forment une structured’algèbre. De plus
[S,X ] = 0 avec tous les générateursX de la liste (2.42), sauf deux à savoir

[S, X0] = −S

[S, X1] = −2tS − 2M
η

(
2(x+ ξ)− (η − 2 + d)− γ

2Mη2(2− η)
)

(2.44)

Ainsi, les générateurs infinitésimaux (2.42) transforment une solution de l’équation “déter-
ministe” Sφ = 0 en une autre solution, à la condition que les dimensions d’échellex, ξ
deφ satisfassent

x+ ξ =
η − 2 + d

2
+

η2γ

4M(2− η) (2.45)

Pouraller un peu plus loin, rappelons la définition de la moyenne déterministe [Pico04]

〈A〉0 :=
∫
DφDφ̃ A[φ, φ̃]e−J0[φ,φ̃]. (2.46)

En utilisant les commutateurs successifs des générateursY
(i)
m , il vient que ces moyennes

déterministes obéissent aux règles de sélection généralisées de Bargmann[Baum07d, Baum09]
〈
φ . . .φ︸ ︷︷ ︸

n

φ̃ . . .φ̃︸ ︷︷ ︸
m

〉

0

= 0, sauf sin = m (2.47)

Maintenant que nous avons énoncé tout ce dont nous avions besoin, il est temps d’appli-
quer, au cas qui nous intéresse, une analyse analogue à celle qui avait été conduite dans le
casz = 2 [Pico04].

2.4.2 Application au BCPL

1. Dans le but de calculer la fonction de réponse, il est possible de traiter la par-
tie“bruitée”Jb de l’action comme une perturbation. En utilisant les relations (2.39)
et (2.47), nous avons

R(t, s; r, r′) =
〈
φ(t, r)φ̃(s, r′)e−Jb[φ,φ̃]

〉
0

=
〈
φ(t, r)φ̃(s, r′)

〉
0

= R(t, s)

∫

Rd

dk

(2π)d
kβRexp

(
i(r− r′) · k
(t− s)1/z

− αR|k|z
)

=: R(t, s)F (αR,βR)

(
r− r′

(t− s)1/z

)
(2.48)

et où nous avons utilisé les formes explicites obtenues à partir de la covariance
de la fonction de réponse sans bruit. Ceci montre que la fonction de réponse ne
dépend pas explicitement du bruit et peut donc être trouvée directement à partir des
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symétries (2.42) de la partie “déterministe” seule. En particulier, les formes de la
fonction d’autoréponseR(t, s) = R(t, s; r, r) sont déterminées par sa covariance
sous l’action du générateurX1. Il vient alors

R(t, s) = s−a−1

(
t

s

)1+a′−λR/z (
t

s
− 1

)−1−a′

(2.49)

Ce résultat est en accord avec les formes d’échelle (tableau 2.2) calculées dans la
section précédente avec les exposantsa′ = a = d/η − 1, λR = d.

2. Pour le corrélateur, en généralisant la méthode donnée dans [Baum06a] pourz =
η < 2, et en suivant [Baum06a, Baum09], nous trouvons

C(t, s; r, r′) =
〈
φ(t, r)φ(s, r′)e−Jb[φ,φ̃]

〉
0

(2.50)

En développant les exponentielles et en utilisant alors les régles de sélection de
Bargmann, nous trouvons que le corrélateur est la somme de deux termesC1(t, s; r, r

′)
etC2(t, s; r, r

′) dont les expressions sont

C1(t, s; r, r
′) = −2µρ0

∫
dR

∫
du
〈
φ(t, r)φ(s, r′)φ̃2(u,R)

〉
0

(2.51)

et

C2(t, s; r, r
′) = µ2

∫
dRdR′

∫
dudu′〈φ(t, r)φ(s, r′)Υ(u,R)Υ(u′,R′)〉0 (2.52)

et oùΥ := φ̃2φ est un champ composite avec pour une dimension d’échellexΥ =
2x̃ + x. De plus, chacun des deux termes du corrélateur peut être factorisé comme
un produit de fonction de réponse [Baum07d] de telle façon que

C1(t, s; r, r
′) = −2µρ0

∫
dR

∫
du 〈φ(t, r)φ̃(u,R)〉0 · 〈φ(s, r′)φ̃(u,R)〉0

= −2µρ0s
−1−2a

∫ 1

0

du

∫

Rd

ddR u−3−3a+λR/η

(
t

su
− 1

)−1−a(
1

u
− 1

)−1−a

×
(

t

su

)1+a−λR/η

F (α1,β1)

(
(r−R)

s1/η(1− u)1/η

)
F (α2,β2)

(
(r′ −R)

s1/η(t/s− u)1/η

)

(2.53)

et

C2(t, s; r, r
′) = 2µ2

∫
dR

∫
du 〈φ(t, r)Υ(u,R)〉0 · 〈φ(s, r′)Υ(u,R)〉0

= s1+
4(x+x̃)

η 2µ2

∫ 1

0

du

∫

Rd

ddR u
4(x+x̃)

η

(
t

su
− 1

)−2((2ξ+x)+(2ξΥ+xΥ))/η

×
(
1

u
− 1

)−2((2ξ+x)+(2ξΥ+xΥ))/η (
t

su

)2(2ξΥ+xΥ−x)/η

(2.54)

×
(

t

su

)1+a−λR/η

F (α1,β1)

(
(r−R)

s1/η(1− u)1/η

)
F (α2,β2)

(
(r′ −R)

s1/η(t/s− u)1/η

)
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En utilisanta = x+x̃
η

− 1, uneanalyse dimensionelle conduit à

Cn(t, s; r, r
′) = s1−2nd/ηFn(t/s, rs

−1/η, r′s−1/η) (2.55)

avecn = 1, 2 et Fn sont des fonctions d’échelle. Il s’en suit que dans le régime
d’échelles → ∞ (avec les autres variables d’échelle fixées) le termeC2 est nég-
ligeable. Il ne reste donc qu’à montrer que le termeC1 est compatible avec les
expressions données dans le tableau 2.2. En utilisant l’identité [Baum07d],

∫

Rd

dRdR′ F (α1,β1) (cR+ a)F (α2,β2) (dR+ b) g(R,R′) (2.56)

=

∫

Rd

ddk

(2π)d

∫

Rd

ddq

(2π)d
eia·k+ib·qg̃(ck, dq)|k|β1|q|β2 exp(−α1|k|η) exp(−α2|q|η)

Pour retrouver l’expression donnée dans l’eq (2.53), nous imposons que

g(R,R′) = δ(R−R′). (2.57)

Sa transformée de Fourier s’écrit

g̃(ck, dq) = (2π)dδ(k+ q). (2.58)

Nous pouvons alors, avecβ1 = β2 = β etα1 = α2, trouver

C1(t, s; r, r
′) = −2µρ0s

∫ 1

0

du u−2−2a+2λR/η(t/s− u)−1−a+λR/η(1− u)−1−a+d/η

×
∫

Rd

ddk

(2π)d
|k|2βei(r−r′)·k−2α1|k|η(t+s−2us) (2.59)

Commea = d/η − 1 etλR = d, le corrélateur s’écrit

C1(t, s; r, r
′) = −2µρ0

∫ s

0

du

∫

Rd

ddk

(2π)d
|k|βe−2α1|k|η(t+s−2u)ei(r−r′)·k (2.60)

où nous identifions

β = 0

α1 =
iη

2M =
c

2
> 0

M =
iη

c

pourretrouver l’expression (2.29).

Ainsi, bien que la théorie des champs du BCPL ne soit pas libre, la structure de sa partie
“déterministe” eq (2.41) est suffisamment simple pour expliquer les résultats exacts en
tant que manifestation de l’invariance d’échelle locale.
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2.5 Temps de passage vers le régime de vieillissement

Dansla section précédente, nous avons analysé le comportement d’échelle du BCPL
et du BPCPL. Maintenant, nous analysons comment à partir d’un état initial ce régime
d’échelle est atteint. Comme le BCPL et le BPCPL avecα < αC sont dans la même
classe d’universalité, nous allons nous limiter dans la suite au BCPL et même au BCPD.
Cette analyse est une généralisation d’un précédent travail de Zippoldet al. [Zipp00], qui
a examiné cette question dans le modèle sphérique à basse température,
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FIGURE 2.4– Autocorrélateur C(t, s) du processus de contact bosonique avec η = 2 en
3D. Il est représenté comme une fonction du temps de séparation t− s, pour différentes
valeurs du temps d’attente s. Les lignes en trait plein représentent le corrélateur total,
les lignes pointillés représentent le corrélateur stationnaire de l’eq. (2.62) et enfin les
symboles les contributions d’échelle Cageing(t, s) = s−bfC(t/s).

Dans la figure 2.4 nous montrons la fonction d’autocorrélationC(t, s) comme une
fonction du temps de séparationt− s. Pour des petits temps de séparations, l’autocorréla-
teur reste assez proche de l’état quasi-stationnaire, invariant par translation temporelle
grâce à la condition initiale de Poisson. Ensuite, l’autocorrélateur plonge vers le régime
d’échelle où le comportement est de type vieillissement lorsquet− s devient grand. Pour
définir une mesure de ce passage, nous considérons l’erreur relative suivante

δC(t, s) =

∣∣∣∣
C(t, s)− Cstat(t, s)

Cageing(t, s)− Cstat(t, s)

∣∣∣∣ (2.61)
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oùCstat(t, s) est le corrélateur quasi-stationnaire définit par

Cstat(t, s) = αρ0

∫ ∞

t−s
2

dτ

∫ π

0

dq qd−1 exp (ω(q) τ) (2.62)

etCageing(t, s) = s−bfC(t/s) est l’autocorrélateur dans le régime de vieillissement, voir
eq. (2.29). Comme0 ≤ δC(t, s) ≤ 1, nous considérons arbitrairement que le système est
dans le régime stationnaire tant queδC(t, s) < 10% et entre dans le régime de vieillisse-
ment à partir deδC(t, s) > 90%. Dans la figure 2.5, nous avons représenté cette erreur
relative comme une fonction du temps de séparationt − s pour différentes valeurs du
temps d’attentes. Nous pouvons clairement observer sur cette figure que le passage de la
quasi-stationnarité vers le régime de vieillissement est relativement bien défini et abrupt.
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FIGURE 2.5 – Erreur relative δC(t, s) comme une fonction du temps de séparation t − s
pour différentes valeurs du temps d’attente s dans le BCPD. Le graphique de gauche est
valable pour la dimension d = 3, et celui de droite pour d = 5.

Deux transitions peuvent être définies :

1. le système quitte le régime quasi-stationnaire au temps d’échelleτstat(s) défini de
telle façon que

δC(τstat(s) + s, s) = 0.1 (2.63)

2. le système entre dans le régime de vieillissement au temps d’échelleτageing(s) défini
par

δC(τageing(s) + s, s) = 0.9 (2.64)
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Ces temps de transitions sont représentés comme une fonction dutemps d’attentes pour
plusieurs valeurs de la dimension du système dans la figure 2.6. Nous trouvons que pour
des temps d’attentes suffisamment grand le comportement asymptotique du temps de
passage vers le régime de vieillissement est

τageing(t, s) = Asζ (2.65)

oùA dépend de la dimension etζ < 1 est l’exposant de passage. En principe, cet exposant
ζ devrait dépendre et de la dimensiond et du paramètre de Lévyη. Cependant, comme
illustré par la figure 2.7,ζ ne dépend que du rapportd/η. En effet, nous obtenons un
très bon accord des courbes représentantτageing(s) pour des valeurs différentes ded et η
mais pour des mêmes rapportsd/η. Ainsi, il est suffisant de regarder les modèles avec un
rapportd/η fixé. C’est pour cette raison que nous avons opéré nos calculs sur le BCPD.

La dépendance deζ envers la dimensiond est montrée dans la figure 2.5 pourη = 2
et dans le tableau 2.3. De manière analogue à l’étude de Zippold etet al. [Zipp00] pour
le modèle sphérique et les verres de spins sphériques subissant une trempe sous-critique,
nos résultats pour l’exposant de passage indique queζ < 1. Dans le tableau 2.3 nous
avons listé des valeurs connues de cet exposantζ. En conclusion, nous avons le même
comportement qualitatif du temps de passage entre le régime d’échelle et le régime de
vieillissement.τageing(s) ∼ sζ avec0 < ζ < 1 reste donc apparemment vrai aussi pour les
systèmes critiques. La forme de l’expression du temps de passage est un des ingrédients
pour l’établissement des formes d’échelle du corrélateur à deux temps

C(t, s) = Cst(t− s) + Cage(t, s), (2.66)

et où [Andreanov06]

Cage(t, s) = C
(
h(t)

h(s)

)
, h(t) = h0 exp

[
1

A

t1−µ − 1

1− µ

]
. (2.67)

Danscette dernière expression,C est une fonction d’échelle,µ un paramètre libre relié à
ζ et h0 ainsi queA sont des constantes de normalisation. Cependant, alors que pour des
trempes sous-critiques avecT < Tc on trouve généralement queζ devrait décroître avec
d, voir le tableau 2.3 [Zipp00], nous trouvons pour des systèmes critiques un tendance
inverse, voir la figure 2.5 et le tableau 2.3.

Le passage vers le régime de vieillissement peut enfin se comprendre d’une manière
plus “heuristique” en utilisant le rapport fluctuation dissipation. Etant donné que pour le
BCPL, les exposants de vieillissementa = b sont égaux, nous allons définir un analogue
de rapport fluctuation-dissipation

X(t, s) =
∂C
∂s
(s, s)

R(s, s)

R(t, s)
∂C
∂s
(t, s)

(2.68)



50 Chapitre 2. Processus de contact bosonique

10
0

10
1

10
2

10
3

s

10
1

10
1

10
2

10
2

τ

d=3, τ
stat

d=3, τ
ageing

10
0

10
1

10
2

10
3

s
10

1
10

1

10
2

10
2

10
3

10
3

τ

d=5, τ
stat

d=5, τ
ageing

FIGURE 2.6– Temps de passage τstat(s) (courbes du bas) et τageing(s) (courbes du haut)
comme une fonction de s du BCPD, en 3D (graphique de gauche) et en 5D (graphique
de droite). Les lignes en trait plein représente la courbe de tendance linéaire τageing(s) =
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FIGURE 2.7 – Dépendance du temps de passage τageing(s) envers le rapport d/η.
L’ensemble des courbes du haut correspond à d/η = 4 et celle du bas correspond à
d/η = 3.

Ici, le RFD initial va jouer le rôle et remplacer la température que l’on pourra définir dans
un système avec un état d’équilibre. Ainsi avec nos expressions exactes (tab. 2.2) injectées
dans la définition ci-dessus, nous trouvons dans le régime de vieillissement.

Xageing(t, s) =
1

1 +
(
t−s
t+s

)d/η (2.69)

Dansla figure 2.9, nous représentonsX(t, s) et Xageing(t, s) comme des fonctions du
temps de séparationt − s pour différentes valeurs du temps d’attentes. Nous pouvons
identifier trois régimes distincts

1. un régime quasi-stationnaire avec une relaxation microscopique pourt − s ≪
τstat(s)

2. un régime de transition non-analytique pourτstat(s) ≪ t− s ≪ τageing(s)

3. et enfin le régime de vieillissement lorsquet− s ≫ τageing(s).

Les points en gras dans la figure 2.9 indiquent les transitions entre ces trois régimes. Nous
constatons d’ailleurs que le RFD est encore très proche de1, sa valeur initiale, lorsque le
système quitte son régime quasi-stationnaire et est déjà proche de sa valeur finaleX∞ = 1

2

lorsquece même système entre dans le régime de vieillissement.

2.6 Conclusions

Par l’analyse des comportements d’échelle hors équilibre de ces deux modèles bosoniques
de réactions de particules avec un transport des particules individuelles de type “Lévy”,
caractérisé par le paramètreη, nous avons obtenu les résultats suivants :
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modèle condition d ζ Ref.
XY T = 0 1 2/3 [Godr03]
sphérique T < Tc > 2 4/(d+ 2) [Zipp00]
p-spin spherical glassp = 2 T < Tc – 4/5 [Zipp00]

p = 3 T < Tc – ≈ 0.68 [Kim00]
BCPD λ = µ 3 0.31(1)

3.5 0.40(1)
4 0.47(1)
5 0.53(1)
6 0.58(1)

sphérique T = Tc 3 0.33(1)
5 0.40(1)

TABLE 2.3 – Valeurs de l’exposant de passage ζ défini dans l’eq. (2.65) pour différents
modèles.

1. Grâce à l’absence de la contrainte fermionique dans ces modèles, ils deviennent
exactement résolubles dans tout l’espace des paramètres pour le BCPL et le long de
la ligne critique pour BPCPL. Comme le nombre global de particules est conservé
le long de la ligne critique, toute l’information sur la nature de la transition de phase
est contenue dans le moment d’ordre deux, à savoir la variance de la distribution de
particules. On a montré d’ailleurs que le BCPL et le BPCPL peuvent donner lieu à
un regroupement des particules sur très peu de sites : on a alors parlé d’amas ou de
condensation de particules.

2. En partant d’une condition intiale telle que le système est loin de son état station-
naire, les corrélateur et réponse à deux temps obéissent au même genre de com-
portement d’échelle, discuté dans le premier chapitre, voir eq. (1.14,1.15). Ces com-
portements d’échelle ont déjà été trouvés dans d’autres modèles dont la dynamique
ne satisfait pas le bilan détaillé. L’ensemble des exposants et des fonctions d’échelle
a été condensé dans les tableaux 2.1 et 2.2. Ils sont valables pour toute valeur deη
tel que0 < η < 2.
Pourη = 2, nos résultats retombent sur ceux du cas diffusif (à savoir les modèles
BCPD, et BPCPD [Houch02, Paes04a, Baum05]).

3. Nous avons profité du fait de ces résultats exacts pour tester la formulation de l’in-
variance d’échelle locale lorsque l’exposant dynamique est différent de2. Nous
rappelons que nous avons trouvéz = η < 2.

4. Enfin, nous avons là encore utilisé ces résultats exacts pour déterminer le temps de
passage entre les différents régimes ; par analogie avec des études faites précédem-
ment dans les systèmes non-critiques [Zipp00, Godr03], nos résultats suggèrent que
le temps de passage dépend du temps d’attentes aussi bien pour les aimants “cri-
tiques” que pour les systèmes sans bilan détaillé, puisque l’on trouve queτageing(s) ∼
sζ avec0 < ζ < 1.
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FIGURE 2.8 – Exposant ζ en fonction de la dimension d pour le BCPD (où η = 2). Les
résultats restent valables pour le BCPL en remplaçant d par ηd/2.

Ainsi se clot la première étude sur ce modèle dont la dynamique ne satisfait pas le bilan
détaillé. Nous retiendrons de ceci qu’elle nous a permis d’étendre le domaine d’applica-
bilité de certaines relations et d’avoir une première idée de la signification d’un rapport
fluctuation-dissipation dans ce type de modèle. Nous allons dans les deux chapitres suiv-
ants nous intéresser à un autre modèle exactement résoluble : le processus coagulation-
dissipation.
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Chapitre 3

Processus coagulation-diffusion
Quantités à un temps

Ce modèle est un des exemples les plus étudiés de processus où la diffusion est limi-
tante. Depuis les travaux de Toussaint et Wilczek [Tous83], il est connu que la concentra-
tion particulaire se comporte commec(t) ∼ t−1/2 pour des temps longs et avec une ampli-
tude universelle comme ce fut confirmé par le groupe de renormalisation [Lee94, Balb95].
Notons qu’un traitement type champ moyen aurait donnéc(t) ∼ t−1.

Ce modèle décrit les intéractions de particules indiscernablesA, tel que chaque site
d’une chaine infinie puisse soit être libre soit occupé par une particule. La dynamique
du système est décrite en terme de processus de Markov, où les réactions à deux sites
admissibles sont les suivantes :

A+ ∅ Γ→ ∅+ A

∅+ A
Γ→ A+ ∅

A+ A
Γ→ ∅+ A

A+ A
Γ→ A+ ∅

A chaque pas de temps, une particule est aléatoirement choisie pour sauter sur un site
voisin avec un tauxΓ := Da

2, oùa est le pas du réseau. Si le site est vide, la particule est
déplacée sur ce nouveau site. Par contre, si le site est occupé, une des deux particules est
supprimée du système avec une probabilité1 et la particule restante se trouve sur le site
ciblé.

Le processus coagulation diffusion à une dimension est un modèle exactement résol-
uble, voir [benA00] comme revue. Il est donc un candidat idéal pour mieux comprendre
les systèmes à grand nombre de degré de liberté, en particulier à basse dimension, où les
fluctuations sont suffisamment importantes pour rendre les approximations usuelles de
type champ moyen inapplicables.
La plupart des études ont été menées avec pour objectif le calcul de la densité en fonction
du temps, ce qui a été fait en utilisant laméthode des intervalles videsdans [benA90,

55
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Quantités à un temps

Doer92, benA00, Spou88]. NotonsEn(t) la probabilité d’avoir un intervalle vide d’au
moinsn sites consécutifs sur un réseau au tempst (voir figure 3.1a).

n n m
d

(a) (b)

FIGURE 3.1– Définition de (a) la probabilité à un intervalle vide En de longueur au moins
égale à n et (b) la probabilité à deux intervalles vides En,m(d) de longueur au moins
égales à n,m et distants de d.

Si l’on effectue une limite continuea → 0, nous avonsEn(t) → E(x, t) et il est
possible de montrer que la distributionE satisfait une équation de diffusion

(∂t − 2D∂2
x)E(x, t) = 0

avec pour contrainteE(0, t) = 1. La densité de particule s’écrit alors

c(t) = −∂xE(x, t)|x=0 ∼ t−1/2

dans les limites des temps longs. C’est un résultat classique [Tous83, Spou88] qui illustre
bien qu’en dimension réduite l’approche type champ moyen devient incorrecte du fait des
fluctuations importantes.

Nous nous attacherons dans les deux premières sections à préciser les relations exis-
tant avec d’autres modèles et à donner un bref aperçu des travaux expérimentaux menés
pour vérifier ou utiliser les prédictions théoriques. Ensuite dans une seconde section, nous
nous attarderons à retrouver les résultats pour la concentrations de particules pour illus-
trer, dans cet exemple simple, la technique utilisée. Enfin dans les sections suivantes, nous
montrerons les étapes nécessaires à la déduction du corrélateur à un temps.

3.1 Relations avec d’autres modèles

Le modèle de coagulation-diffusion que nous nous sommes décidés à résoudre dans
cette partie de la thèse n’est pas sans relation avec d’autres modèles existants. En effet,
une connexion existe entre lui et le modèle d’annihilation de paires, lui-même relié au
modèle de Glauber-Ising à température nulle.

Dans la formulation standard opératorielle, il est possible d’associer à chaque sitei du
réseau deux états orthogonaux|0〉 et |1〉 ou encore|ni〉. L’équation maîtresse du processus
peut s’écrire sous la forme

∂t |P (t)〉 = −H |P (t)〉 , (3.1)
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où |P (t)〉 =
∑

{n} P ({n}; t) |{n}〉 décrit l’état du système. En particulier, l’opérateur
H pour la coagulation-diffusion prend la forme suivante dans le sous-espace|ni, ni+1〉
[Mayer07]

Hc
i =




0 0 0 0
0 −D D γ
0 D −D γ
0 0 0 −2γ




i,i+1

où D est le taux de diffusion, etγ est le taux de coagulation. Ce processus est en fait
équivalent au processus

Ha
i =




0 0 0 α
0 −D D 0
0 D −D 0
0 0 0 −α




i,i+1

qui correspond au processus d’annihilation de paires (Diffusion etA+A → ∅). Ce résultat
est obtenu via une transformation stochastique de similarité avecb = |0〉 〈0|+ 2 |1〉 〈1| −
|0〉 〈1| tel quel

Hc = BHaB−1 (3.2)

où

B = b⊗N (3.3)

et avec la conditionα = 2γ, voir [Henk95, Kreb95].

Il existe alors une relation très simple entre le modèle de Glauber-Ising à température
nulle et le processus d’annihilation de paires, comme présenté dans la figure 3.2.

3.2 Réalisations expérimentales

La plupart des prédictions théoriques sur les effets des fluctuations ont aussi fait l’ob-
jet d’études expérimentales. Nous allons donner ici un bref aperçu de ces travaux en
commençant par la cinétique d’excitons le long d’une chaîne de polymères TMMC =
(CH3)4N(MnCl3) [Kroo93], puis dans d’autres polymères confinés dans une géométrie
quasi-unidimensionelle [Pras89, Kope90]. Enfin, une application plus récente de proces-
sus réaction-diffusion concernent la relaxation de photoexcitations dans des nanotubes de
carbone [Russ06] ou la saturation de la photoluminescence dans ces derniers [Sriv09].

A)La cinétique d’excitons est étudiée dans une chaîne de polymères de type TMMC
= (CH3)4N(MnCl3) [Kroo93]. C’est un très bon exemple d’étude expérimentale de la
cinétique d’un processus de réaction-diffusion unidimensionel. En effet, le TMMC se
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Quantités à un temps

FIGURE 3.2– Processus d’annihilation de paires en une dimension avec sa représenta-
tion équivalente en termes de spins. En (a), diffusion vers un site vide ou déplacement
de la paroi de domaines. En (b), annihilation d’une paire de particules ou suppression
d’une paroi de domaines. Tiré de [Krap10].

comporte pratiquement comme un antiferromagnétique d’Heisenberg en une dimension
étant donné que les intéractions entre ions Mn2+ sur une même chaine sont quatre ordres
de grandeurs supérieures à celles entre différentes chaînes. Le but était de montrer que les
excitons subissent des réactions entre eux.

La procédure expérimentale consiste à exciter le TMMC par un laser Nd :YAG pour
avoir une densité initiale d’excitonsρ0 le long de cette chaîne. L’évolution de la densité
d’excitons est ensuite suivi par une mesure de la luminescence du TMMC. En effet, dans
ce polymère, l’intensité de la luminescenceI(t) est proportionnelle à la densité d’excitons
puisqu’elle résulte de la désexcitation radiative spontanée de ces derniers. Ainsi, Kroon
et al. ont pu testé le modèle de réaction-diffusion pour savoir si les excitons réagissaient
entre eux et savoir quelle était la dépendance de la luminescence par rapport à la puissance
de l’excitation initiale. Dans ce modèle, le processus de coagulation obéit à l’équation
suivante :

dρ(t)

dt
= −kT t

−1/2ρ2(t) (3.4)

avec

kT =

√
(∆x)2

πτ
(3.5)

où∆x estle pas du réseau etτ le temps moyen entre deux sauts d’une particule. A partir
de cette équation, l’intensité de la luminescence s’écrit

ln

(
I(t)

I(0)
− 1

)
= 0, 5 ln(t) + lnα. (3.6)

avec

α =
√

(4/π)ρ0
√

(1/τ) (3.7)
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FIGURE 3.3– La figure représente les variations de l’inverse de l’intensité I(t) (émise lors
de la fusion de deux excitons) en fonction du temps dans un plot ln-ln. On peut observer
la partie algébrique et la valeur de la pente de chacune des droites est donnée dans le
tableau. Etant donné les valeurs, il est possible d’ajouter que le comportement algébrique
est indépendant de l’intensité initiale I(0). Tiré de [Kroo93].

Les résultats expérimentaux sont ensuite confrontés à cette solution théorique dans la fig-
ure 3.3. L’accord est très bon, soulignant que le modèle de réaction-diffusion représente
bien le comportement des excitons et ce quelque soit la puissance avec laquelle le laser
excite le système.

B) Une étude plus récente [Russ06] s’attache à comprendre la relaxation des photoex-
citations dans les nanotubes de carbone. Plus précisément, la population de l’état excité
dans une suspension de nanotubes de carbone à simple paroi est suivie par mesure de
fluorescence.
Un pompage optique est appliqué à la suspension avec une longueur d’onde fixe de725nm
puis le spectre transitoire en absorption est sondé de920 à 1430nm pour des temps dans
la gamme0.2 à 120ps. Une fois le spectre en absorption et en fluorescence obtenue, une
suspension de nanotubes de carbone à simple paroi est excitée optiquement puis la pop-
ulation d’états excitée est mesurée par fluorescence. Il est alors possible d’extraire par
déconvolution la population dans l’état fondamentalC(t). La population dans l’état ex-
cité est alors donnée par1 − C(t) et est représentée dans la figure 3.4. Dans ce graphe
log-log, il est clair que la décroissance se fait en1/

√
t, ce qui est en parfait accord avec la

coagulation-diffusion à une dimension.
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Cette loi algébrique de décroissance en1/
√
t pour1−C(t) estla signature d’un processus

de diffusion et recombinaison de deux corps. Ceci suggère fortement que le processus de
relaxation des photoexcitations comporte une recombinaison de pairs.

FIGURE 3.4 – En haut, la population restante dans l’état excité (cercle) est tracée en
fonction du temps t dans un graphique log-log. Elle montre un comportement linéaire
sur un peu plus de trois décades et sa pente est en 1/

√
t. La droite de même équation

est donnée pour comparaison. L’insert représente un fit avec des simple-, double-, triple-
exponentielles. Ici le nanotube est de type (8,6). En bas, même graphe mais pour des
nanotubes de carbones (7,6). Là encore en insert est donné un fit avec des exponen-
tielles.
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3.3 Probabilité à un intervalle

3.3.1 Equation de mouvement

Tout d’abord, commençons par rappeler la dérivation de l’équation de la probabilité
à un intervalle vide [benA90]. Nous pourrions aussi utiliser le formalisme hamiltonien
[Pesch94], mais gardons le pour les quantités à deux temps.

Nous noteronsEn(t) la probabilité dépendante du temps d’avoir un intervalle d’au
moinsn sites vides au tempst. Étant donné que nous avons supposé l’invariance par
translation spatiale (le système est supposé homogène),En(t) ne dépend pas de la position
de l’intervalle vide mais uniquement de sa longueurn. Bien entendu, de part la définition
du processus de coagulation- diffusion, l’évolution temporelle de cette probabilité est
gouvernée par le mouvement diffusif des particules. De fait, il n’y a que deux types de
contribution pour l’évolution deEn(t) :

– les particules qui entrent par la droite ou la gauche de l’intervalle videEn(t)
– les particules qui sont adjacentes à l’intervalle videEn−1(t) et qui s’en éloignent

Dit autrement, dans un intervalle de longueurn, noté n , une particule (•) peutentrer par
la gauche ou la droite de l’intervalle vide entre les tempst et t+ dt. La probabilitéEn(t)
décroît donc de cette valeur

−
[
Pr(• y n ) + Pr( n x •)

]

La probabilitéPr(• y n ) est proportionnelle à la probabilité qu’une particule soit à
droiteou à gauche de l’intervalle vide, c’est-à-dire

Pr(• y n ) = Pr(• n )Γdt. (3.8)

Cettedernière relation peut s’évaluer en utilisant la relation

Pr(• n ) + Pr(◦ n ) = Pr( n ) = En(t)

où le symbole (◦) représente un site vide. Nous pouvons aussi identifierPr(◦ n ) =
En+1(t), et ainsi nous obtenons pour la première contribution

Pr(• n ) = Pr( n •) = En(t)− En+1(t). (3.9)

La seconde contribution pour l’évolution deEn(t) vient si l’on considère la possibilité
qu’une particule soit à droite ou à gauche d’un intervalle de taillen − 1 et qu’elle s’en
éloigne

+
[
Pr(x • n-1 ) + Pr( n-1 • y)

]
.

Étantdonné que le processusA+A → A contraint chaque site à ne contenir qu’une seule
particule, nous n’avons pas à nous soucier du cas où la particule en rencontre une autre
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lorsqu’elle s’éloigne de l’intervalle. Comme avant, nous avons

Pr(x • n-1 ) = Pr(• n-1 )Γdt (3.10)

= (En−1(t)− En(t))Γdt.

En sommant alors toutes les contributions, l’évolution deEn(t) est donnée par

∂tEn(t) = 2Γ
[
− {En(t)− En+1(t)}+ {En−1(t)− En(t)}

]

= 2Γ (En−1 − 2En + En+1) . (3.11)

Attention toutefois, cette équation n’est valable que pour des tailles d’intervallen > 1.
Pour le casn = 1, l’évolution deEn(t) est donnée par

∂tE1(t)dt =
[
Pr(• y) + Pr(x •)− Pr(• y ◦)− Pr(◦ x •)

]
.

De la même manière, nous avonsPr(• y) = Pr(•)Γdt etPr(• y ◦) = Pr(• ◦)Γdt. Nous
pouvons alors évaluer ces quantités en considérant les conditions suivantes

Pr(•) + Pr(◦) = 1 ⇒ Pr(•) = 1− E1(t)

Pr(• ◦) + Pr(◦ ◦) = Pr(◦) ⇒ Pr(• ◦) = E1(t)− E2(t). (3.12)

Ainsi, l’équation pourn = 1 est donnée par

∂tE1(t) = 2Γ
[
1− 2E1(t) + E2(t)

]
. (3.13)

Désormais, nous pouvons voir l’équation pourn = 1 comme une extension de l’eq. eq. (3.11),
en introduisant la contrainteE0(t) = 1. Bien que cette condition soit communément util-
isée, elle est néanmoins considérée comme suffisamment compliquée pour qu’une so-
lution de eq. (3.14) soit généralement évitée. Pourtant, nous aurons besoin de la forme
explicite deE(x, t) lorsque nous calculerons les fonctions de corrélations, et devons donc
la donner.

Dans la limite continue, lorsque le pas du réseaua est petit, nous posonsx = na et
E(x, t) = En(t). L’équation précédente eq. (3.11) peut être développée par rapport àa
et en introduisant le taux de diffusion rescaléD = Γ/a2, nous obtenons simplement une
équation de diffusion couplée à la condition de bord

∂tE(x, t) = 2D∂xxE(x, t), et E(0, t) = 1. (3.14)

Nous pourrions alors utiliser une transformée de Fourier

E(x, t) =

∫ +∞

−∞

dk

2π
exp(ikx)Ẽ(k, t) (3.15)
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pour résoudre l’équation précédente et obtiendrions

E(x, t) =

∫ ∞

−∞

dx′
√
π ℓ0

exp
[
− 1

ℓ0
2 (x− x′)2

]
E(x′, 0), (3.16)

où les intégrales selon l’axe réel ne sont pas restreintes et où nous avons introduit la
longueur de diffusion

ℓ0 :=
√
8Dt (3.17)

qui joue le rôle de la longueur d’échelle de la fonctionE(x, t) = E(x/ℓ0).

3.3.2 Effet de la condition au bord : limite continue

L’approche donnée juste avant ne rend compte que d’une partie du problème et laisse
de coté la condition au bordE0(t) = 1. Il convient donc de modifier cette solution pour
la prendre en compte : pour ce, il suffit de définir dans l’eq. (3.16) la signification de la
probabilitéE(x′, 0) lorsque la variablex′ est négative.

Lemma 3.3.1 Si l’on étend la validité de l’eq. (3.11) à toutn ∈ Z tout en imposant la
contrainteE0(t) = 1, on trouve

E−n(t) = 2− En(t). (3.18)

ce qui dans la limite continue conduit àE(−x, t) = 2− E(x, t).

Démonstration : Nous le prouverons par induction. D’abord, considérons le casn = 0.
En utilisant l’eq. (3.11) etE0(t) = 1, nous obtenons

∂tE0(t) = 2Γ (E−1 − 2E0 + E1) .

ce qui implique que

E−1(t) = 2E0(t)− E1(t) = 2− E1(t). (3.19)

Dans le cas général, considérons l’équation de mouvement pour l’index−n − 1 et sup-
posons (3.18) pour les indices−n et−n+ 1 :

E−n−1 = 2E−n − E−n+1 +
1

2Γ
∂tE−n

= 2(2− En)− (2− En−1) +
1

2Γ
∂t(2− En)

= 2− En+1

où les équations de mouvement (3.11) ont de nouveau été utilisées. Ainsi s’achève la
preuve q.e.d.
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Dans la limite continue, cette relation nous autorise à réécrirel’intégrale eq. (3.16)
pour que l’intégrant parcours uniquement l’axe positif.

E(x, t) = erfc(x/ℓ0) +

∫ ∞

0

dx′
√
π ℓ0

E(x′, 0)
[
e−(x−x′)2/ℓ0

2 − e−(x+x′)2/ℓ0
2
]
. (3.20)

et où erfc est la fonction d’erreur complémentaire [Abramowitz] définie par

erfc(x) =
2√
π

∫ ∞

x

e−u2

du. (3.21)

Cetteéquation eq. (3.20) est la solution générale pour la probabilitéE(x, t) d’avoir
une intervalle vide de longueur mininalex au tempst. L’état initial est décrit par la fonc-
tionE(x, 0). La concentration de particulec(t) = Pr(•)/a découle dans la limite continue
de la relation eq. (3.12) :

Pr(•) + Pr(◦) = 1 ⇒ Pr(•) = ac(t) = 1− E1(t) (3.22)

oùac(t) = 1− E1(t) ≃ 1− E(0, t)− a∂xE(x = 0, t), et ainsi

c(t) = − ∂xE(x, t)|x=0 . (3.23)

De part sa définition,E(x, t) peut être réécrite comme une somme des probabilités d’avoir
un intervalle vide borné sur sa gauche et de longueur au moins égale àx′, c’est-à-dire
P (x′, t) = Pr(• x′ ) :

E(x, t) =

∫ ∞

x

dx′ P (x′, t). (3.24)

Il se dessine alors deux conditions aux bords :
• la normalisation :E(0, t) =

∫∞
0
dxP (x, t) = 1

• dans la limitex → ∞, il faut queE(x, t) → 0
Nous pouvons ensuite exprimerE(x, t) en fonctions deP (x, t) en intégrant par partie
eq. (3.20) :

E(x, t) = 1− 1

2

∫ ∞

0

dx′ P (x′, 0)
[
erf
(x′ + x

ℓ0

)
− erf

(x′ − x

ℓ0

)]
. (3.25)

La concentration s’obtient dès lors par une simple dérivation par rapport àx et nous
obtenons

c(t) =
2√
πℓ0

∫ ∞

0

dx′ P (x′, 0) exp
(
− x′2

ℓ0
2

)
(3.26)

Le comportement aux temps longs de la concentration dépend donc de la condition
initiale, caractérisée parP (x, 0), de la manière suivante :
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Lemma 3.3.2 Pourdes temps suffisamment longs et toutes distributions initialesP (x, 0),
la concentration décroît comme

c(t) ≃ 2√
π

1

ℓ0
+ o

(
ℓ0

−1
)

(3.27)

Démonstration : CommeP (x, 0) est une distribution de probabilité normalisée,
∫∞
0
dxP (x, 0) =

1, nous devons avoirP (x, 0) = o(1/x) lorsquex → ∞. Ainsi eq. (3.26) peut se réécrire
sous la forme

c(t) =
2√
π

1

ℓ0

[
1−

∫ ∞

0

dxP (x, 0)
(
1− e−(x/ℓ0)2

)]

=
2√
π

1

ℓ0
− 2√

π

∫ ∞

0

dxP (x ℓ0, 0)
(
1− ex

2
)

︸ ︷︷ ︸
o(1/ℓ0)

(3.28)

où nous avons utilisé le comportement pour lesx grands deP (x, 0) dans l’estimation de
l’intégrale. q.e.d.

Nous pouvons obtenir le même résultat par un développement formel de l’exponentielle.
Si le second moment deP est bien défini, nous obtiendrions

c(t) ≃ 2√
πℓ0

(
1− 〈x2〉

ℓ0
2

)
+ o(ℓ0

−2). (3.29)

Pourle cas où ce second moment diverge, considérons l’exemple suivant

P (x, 0) =
a0

1 + x1+α
, (3.30)

où0 < α < 1 eta0 = (1 + α) sin[π/(1 + α)]/π est le facteur de normalisation. Dans cet
exemple, nous obtiendrions par un calcul analogue à celui fourni dans la démonstration
du lemme 2.2

c(t) =
2√
π ℓ0

∫ ∞

0

dx a0
exp

(
− x2

ℓ0
2

)

1 + x1+α
=

2√
π ℓ0


1− a0

∫ ∞

0

dx
1− exp

(
− x2

ℓ0
2

)

1 + x1+α




=
2√
π ℓ0

[
1− a0

ℓ0
α

∫ ∞

0

dx
1− e−x2

ℓ0
−1−α + x1+α

]

=
2√
π ℓ0

[
1− a0

ℓ0
α

∫ ∞

0

dx
1− e−x2

x1+α
+ · · ·

]
. (3.31)

Notons que si chaque site est occupé initialement avec une probabilitép, la concen-
tration est égale àcO = p/a et la fonctionEn(0) est proportionnelle à

En(0) ∼ (1− p)n = (1− ac0)
x/a a→0−→ E(x, 0) = exp(−c0x) (3.32)
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Par contre, si le système est initialement totalement rempli departicules,p = 1, alors
En(0) = 0 pourn 6= 0 et donc de eq. (3.20) on trouve queE(x, t) se réduit àerfc(x/ℓ0).
Dans le cas plus général d’une concentration initialec0 avecE(x, 0) = e−c0x, nous avons
alorsP (x, 0) = c0e

−c0x et de eq. (3.26) on tire que

c(t) = c0 exp

(
1

4
c20ℓ0

2

)
erfc

(
c0ℓ0
2

)
. (3.33)
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FIGURE 3.5 – Evolution temporelle de la concentration c(t) pour différentes conditions
initiales caractérisées par E(x, 0) et avec c0 = 1/2. Pour chacune d’elle, la concentration
particulaire présente le même comportement asymptotique. Les différents passages en-
tre le régime initial et asymptotique peuvent être expliqués qualitativement par la fonction
de distribution interparticulaire (IPDF) définie dans l’eq. (3.34) et montrée dans l’insert à
t = 0.

Dans la figure 3.5, nous présentons l’effet de différentes conditions initialesE(x, 0)
sur la concentration. Comme attendu, le comportement asymptotique de cette dernière ne
s’en trouve pas modifié et nous trouvons bienc(t) ∼ t−1/2. Par contre, la façon d’atteindre
ce comportement asymptotique dépend de cette condition initiale. Pour mieux compren-
dre, introduisons la fonction de distribution interparticulaire (IPDF)

p(x, t) :=
1

c(t)

∂2E(x, t)

∂x2
(3.34)

qui exprime la densité de probabilité que le voisin immédiat d’une particule soit à la dis-
tancex au tempst [benA90, benA00]. Nous présentons dans l’insert de la figure 3.5 cette
fonction àt = 0. Lorsquep(x, 0) est une fonction monotone décroissante, la transition
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entre les deux régimes est plus douce. Par contre, dans le troisièmecas où les particules
ne sont jamais collées les unes aux autres, les particules doivent d’abord se rapprocher
avant de réagir entre elles : la transition est alors plus abrupte.

3.3.3 Cas discret

Il est possible d’avoir la solution dans le cas discret en utilisant la même méthode,
nous allons en donner les résultats.

Dans ce cas, rappelons la solution de l’équation différentielle eq. (3.11). La fonction
génératrice

F (z, t) =
+∞∑

n=−∞
znEn(t) (3.35)

vérifie l’équation différentielle

∂tF (z, t) = 2D(z + 1/z − 2)F (z, t). (3.36)

Notons que c’est normalementΓ qui aurait dû apparaître dans cette équation mais nous
avons choisi d’utiliserD. Elle a pour solution

F (z, t) = F (z, 0)e2D(z+1/z−2)t = e−4Dt

+∞∑

n=−∞
zn

+∞∑

m=−∞
En−m(0)Im(4Dt) (3.37)

où nous avons utilisé pourt 6= 0

e(1/2)z(t+1/t) =
∞∑

k=−∞
tkIk(z) (3.38)

En identifiantEn(t) dans l’expression précédente, nous avons alors

En(t) = e−4Dt

+∞∑

m=−∞
Em(0)In−m(4Dt). (3.39)

Comme dans la précédente section, pour prendre en compte la condition au bordE0(t) =
1, nous remplaçons la sommation sur les valeurs négatives de l’indicem en utilisant la
relationE−n(t) = 2− En(t) et finalement trouvons

En(t) = e−4Dt

[
+∞∑

m=1

Em(0)
(
In−m(4Dt)− In+m(4Dt)

)
(3.40)

+
+∞∑

m=1

2In+m(4Dt) + I1(4Dt)

]
.
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FIGURE 3.6– Évolution de la concentration dans le cas discret (en trait plein) et dans le
cas continu (pointillé). Les concentrations initiales c0 choisies sont [1, 0.5, 0.1] en allant du
haut vers le bas.

Dans le cas discret, la concentration de particule est donnée parc(t) = 1 − E1(t).
En utilisant les relations de récurrence des fonctions de Bessel modifiées (9.6.26 de
[Abramowitz]), nous obtenons

c(t) = e−4Dt

(
I0(4Dt) + I1(4Dt)−

+∞∑

m=1

m

2Dt
Em(0)Im(4Dt)

)
, (3.41)

ce qui généralise les résultats de Spouge [Spou88]. Dans la figure 3.6, nous illustrons
la concentration de particules dans les deux cas précédemment calculés : le cas discret
eq. (3.41) et sa limite continue eq. (3.33), et ce pour trois valeurs différentes de la concen-
tration initialec0. La distribution initiale, quant à elle, est donnée parEn(0) = (1−c0/a)

n

dans le cas discret et parE(x, 0) = e−c0x dans sa limite continue. Là encore, les com-
portements asymptotiques sont les mêmes dans tous les cas, indépendamment de la con-
centration initiale. Nous pouvons aussi constater que le passage entre le régime initial
et le comportement asymptotique est plus doux dans la limite continue. Cela s’explique
qualitativement par le fait que dans le cas discret les particules doivent d’abord se rap-
procher avant d’interagir alors que, dans la limite continue, on peut toujours trouver deux
particules infiniment proches et donc qui peuvent réagir de suite.



3.4. Probabilité à deux intervalles 69

3.4 Probabilité à deux intervalles

Maintenantque nous avons vu et éprouvé la méthode dans le cas simple de la prob-
abilité à un intervalle vide, il est temps de l’appliquer au calcul du corrélateur. Plus pré-
cisément dans cette section, nous allons généraliser la technique et dériver la probabilité
En1,n2(d, t) d’avoir deux intervalles vides au moins de longueurn1 et n2, séparés d’une
distanced : nous le noterons par

En1,n2(d, t) = Pr( n1 d n2 ).

Bienentendu, cette fonction doit satisfaire ces conditions de symétries :

En1,n2(d, t) = En2,n1(d, t)

En1,0(d, t) = En1(t) et E0,n2(d, t) = En2(t)

En1,n2(0, t) = En1+n2(t). (3.42)

3.4.1 Equations de mouvement

Comme pour la probabilité à un intervalle vide, nous déterminons les variations de
En1,n2(d, t) entre les tempst et t+ dt :

∂tEn1,n2(d, t)dt = −
[
Pr(• y n1 d n2 ) + Pr( n1 d n2

x •) (3.43)

+ Pr( n1
x •d− 1 n2 ) + Pr( n1 d− 1• y n2 )

]

+
[
Pr(x • n1 − 1 d n2 ) + Pr( n1 d n2 − 1 • y)

+ Pr( n1 − 1 • y d n2 ) + Pr( n1 d x • n2 − 1 )
]
.

Lestaux de probabilité sont évalués en utilisant les règles de somme dans le cas statique.
Tout d’abord, considérons les contributions négatives pour lesquels nous obtenons

Pr(• y n1 d n2 ) = Pr(• n1 d n2 ) Γdt,

Pr(• n1 d n2 ) + Pr(◦ n1 d n2 ) = Pr( n1 d n2 )

⇒ Pr(• n1 d n2 ) = En1,n2(d, t)− En1+1,n2(d, t)

et

Pr( n1
x •d− 1 n2 ) = Pr( n1 • d− 1 n2 ) Γdt,

Pr( n1 • d− 1 n2 ) + Pr( n1 ◦ d− 1 n2 ) = Pr( n1 d n2 )

⇒ Pr( n1 • d− 1 n2 ) = En1,n2(d, t)− En1+1,n2(d− 1, t).

Pour les contributions positives, nous avons

Pr(x • n1 − 1 d n2 ) = Pr(• n1 − 1 d n2 ) Γdt,

Pr(• n1 − 1 d n2 ) + Pr(◦ n1 − 1 d n2 ) = Pr( n1 − 1 d n2 )

⇒ Pr(• n1 − 1 d n2 ) = En1−1,n2(d, t)− En1,n2(d, t),
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et

Pr( n1 − 1 • y d n2 ) = Pr( n1 − 1 • d n2 ) Γdt,

Pr( n1 − 1 • d n2 ) + Pr( n1 − 1 ◦ d n2 ) = Pr( n1 − 1 d+ 1 n2 )

⇒ Pr( n1 − 1 • d n2 ) = En1−1,n2(d+ 1, t)− En1,n2(d, t),

et de la même manière pour les autres termes qui sont symétriques. En rassemblant
l’ensemble des contributions, nous avons alors

∂tEn1,n2(d) = Γ [−8En1,n2(d) (3.44)

+En1+1,n2(d) + En1,n2+1(d) + En1−1,n2(d) + En1,n2−1(d)

+ En1+1,n2(d− 1) + En1,n2+1(d− 1) + En1−1,n2(d+ 1) + En1,n2−1(d+ 1)] .

Nous avons choisi ici de le faire de façon heuristique mais il est tout à fait possible
d’obtenir le même résultat en réécrivant l’équation maîtresse dans le formalisme hamil-
tonien [Pesch94]. La limite continue de cette équation de diffusion est obtenue en dévelop-
pant les termes jusqu’au second ordre en pas de réseaua, (le a2 étant absorbé dans la déf-
inition du tauxΓ). En posantx = n1a, y = n2a et z = d/a, nous en déduisons l’équation
différentielle linéaire suivante :

∂tE(x, y, z) = 2D
[
∂2
x + ∂2

y + ∂2
z −

(
∂x∂z + ∂y∂z

)]
E(x, y, z). (3.45)

Il ne reste donc plus dès à présent qu’à résoudre cette équation de diffusion à trois
dimensions.

3.4.2 Solution générique

La solution générique de eq. (3.45) est obtenue en diagonalisant la forme quadratique
associée à l’opérateur différentielP̂ := ∂2

x + ∂2
y + ∂2

z − ∂x∂z − ∂y∂z. Le changement de

variables(x, y, z) → (X, Y, Z) permet de diagonaliser̂P :

X = α(x+ y +
√
2z) , Y = β(x+ y −

√
2z) , Z = γ(x− y), (3.46)

où les constantes (positives) sont données par

α = [2(2−
√
2)]−1/2 , β = [2(2 +

√
2)]−1/2 , γ = 1/

√
2,

etoù l’on aα2 + β2 = 1 etα2 − β2 = 1/
√
2.

Dansces nouvelles variables, l’opérateurP̂ = ∂2
X + ∂2

Y + ∂2
Z est diagonal. Comme

dans la section précédente pour le problème à un intervalle vide, nous omettons volon-
tairement les conditions aux bord dans un premier temps. Dans la limite continue, la fonc-
tion E(x, y, z) peut ainsi être calculée à l’aide d’une transformée de Fourier et exprimée
comme une intégrale dépendante des conditions initialesE0(x, y, z) := E(x, y, z, 0) :

E(x, y, z) =

√
2

(
√
π ℓ0)3

∫ ∞

−∞
dx′dy′dz′ W(x− x′, y − y′, z − z′)E0(x

′, y′, z′) (3.47)
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où le noyau gaussienW(u, v, w) de cette intégrale est

W(u, v, w) = exp
1

ℓ0
2

[
− α2(u+ v +

√
2w)2 − β2(u+ v −

√
2w)2 − γ2(u− v)2

]

= exp
1

ℓ0
2

[
− (u+ v + w)2 − w2 − 1

2
(u− v)2

]
, (3.48)

Notonsque le Jacobien de cette transformation eq. (3.46) est égal à4
√
2αβγ =

√
2.

3.4.3 Conditions de compatibilité

Comme exprimée précédemment dans l’équation eq. (3.18), il faut trouver la corre-
spondance entre les intervalles dont la longueur formelle est négative et ceux dont la
longueur est positive. En effet, la solution formelle (3.47) requiert des variables réelles
alors que la probabilitéE(x, y, z) n’a de signification physique qu’avec des distances
positives.
Il nous faut considérer trois cas, selon le signe dex, y et z. Du fait des conditions de
symétries eq. (3.42), il n’est nécessaire de considérer que les cas oùx ou z sont négatifs.
Le casy < 0 se déduira de la première équation eq. (3.42). L’objectif de cette section est
d’énoncer ces conditions de compatibilité et de les démontrer.

Lemma 3.4.1 La probabilité de deux intervalles vides de longueur négative est reliée à
celle de longueur positive par les relations suivantes

E−n1,n2(d) = 2En2 − En1,n2(d− n1), (3.49)

En1,−n2(d) = 2En1 − En1,n2(d− n2), (3.50)

E−n1,−n2(d) = 4− 2En1 − 2En2 + En1,n2(d− n1 − n2). (3.51)

Démonstration : En partant du cas discret eq. (3.44), on considère l’équation différen-
tielle pourn1 = 0, ce qui donne

∂tE0,n2(d) = ∂tEn2 . (3.52)

Le premier terme est évalué à partir de eq. (3.44) et est égal à

∂tE0,n2(d) = Γ
[
2En2−1 − 4En2 + 2En2+1

+E−1,n2(d) + E−1,n2(d+ 1)− 4En2 + E1,n2(d) + E1,n2(d− 1)
]
.

En utilisant eq. (3.11), le terme de droite dans eq. (3.52) est égal à

∂tEn2 = 2Γ
[
En2−1 − 2En2 + En2+1

]
.

En comparant les deux dernières expressions, nous obtenons une égalité entre les cas
n1 = −1 etn1 = 1

E−1,n2(d) + E−1,n2(d+ 1) + E1,n2(d) + E1,n2(d− 1) = 4En2 .
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Il nous reste à différencier cette relation par rapport au tempset à utiliser eq. (3.44) pour
chacun des 4 termes de gauche et eq. (3.11) pour le terme de droite dans le but d’obtenir
une relation entre les indicesn1 = −2 etn1 = 2 :

E−2,n2(d) + 2E−2,n2(d+ 1) + E−2,n2(d+ 2) +

E2,n2(d) + 2E2,n2(d− 1) + E2,n2(d− 2) = 8En2 .

Par récurrence, nous pouvons étendre ce résultat à tout indice positifn1

n1∑

k=0

(
k

n1

)
E−n1,n2(d+ k) +

n1∑

k=0

(
k

n1

)
En1,n2(d− k) = 2n1+1En2 . (3.53)

En particulier, on retrouve dans le casn2 = 0 le résultat eq. (3.18) :E−n1 + En1 = 2, en
utilisant la relation

∑n1

k=0

(
k
n1

)
= 2n1.

L’équation eq. (3.53) peut être inversée pour obtenir une relation entreE−n1,n2(d) et les
fonctions d’indices positifs. Pour ce, utilisons une transformée de Fourier discrète

En1,n2(d) =

∫ 1

0

dz Ẽn1,n2(z)e
2iπzd, Ẽn1,n2(z) =

∞∑

d=−∞
En1,n2(d)e

−2iπzd

pour résoudre la fonction de Green précédente eq. (3.53)

Ẽ−n1,n2(z) = −Ẽn1,n2(z)
(1 + e−2iπz

1 + e2iπz

)n1

+
2n1+1e−2iπzd

(1 + e2iπz)n1
Ẽ0,n2(z)

où nous avons utilisé le fait queEn2 = E0,n2(0). En inversant la relation, nous obtenons

E−n1,n2(d) = −
∑

d′

En1,n2(d
′)

∫ 1

0

dz e2iπz(d−d′−n1)

+ 2n1+1
∑

d′

E0,n2(d
′)

∫ 1

0

dz
e−2iπzd′

(1 + e2iπz)n1
.

La première intégrale sur la variablez donne une fonction de Kroneckerδd−d′−n1,0. Pour
la seconde, nous utilisons le fait queE0,n2(d

′) = En2 , et ce indépendamment ded′, ainsi
que le peigne de Dirac

∑

d′

e−2iπzd′ =
∑

d′

δ(z − d′) (3.54)

qui va sélectionner la valeurz = d′ lorsque l’on évaluera l’intégrale surz. Nous obtenons
alors le résultat

∑

d′

∫ 1

0

dz
e−2iπzd′

(1 + e2iπz)n1
=

∫ 1

0

dz
∑

d′

δ(z − d′)
1

(1 + e2iπz)n1
= 2−n1 .

Ainsi, nous obtenons les symétries entre les indices négatifs et positifsn1 (andn2). La
relation eq. (3.51) est directement issue des deux premières de ce lemme, en considérant
les cas où les longueurs des intervalles vides sont toutes deux négatives. q.e.d.
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Une autre relation relie la distance “négative”−d entredeux intervalles avec le cas où
cette distance est positive.

Lemma 3.4.2 Nous avons

En1,n2(−d) = 2En1+n2−d − En1−d,n2−d(d). (3.55)

Démonstration : Considérons le casd = 0 dans l’équation discrète eq. (3.44). Etant
donné queEn1,n2(0) = En1+n2, nous avons

∂tEn1,n2(0) = ∂tEn1+n2 .

En utilisant eq. (3.44) le premier terme donne

∂tEn1,n2(0) = Γ
[
2En1+n2+1 − 8En1+n2 + En1+1,n2(−1) + En1,n2+1(−1)

+2En1+n2−1 + En1−1,n2(1) + En1,n2−1(1)
]
,

alors que le second terme procure

∂tEn1+n2 = 2Γ (En1+n2−1 − 2En1+n2 + En1+n2+1) .

En comparant les deux dernières expressions, nous obtenons

En1+1,n2(−1) + En1,n2+1(−1) + En1−1,n2(1) + En1,n2−1(1) = 4En1+n2 .

Reste alors à dériver par rapport au temps la dernière expression. Nous obtenons une
fonction de Green impliquant des termes dont les distances sont positives ou négatives :

d∑

k=0

(
k

d

)
En1+k,n2+d−k(−d) +

d∑

k=0

(
k

d

)
En1−k,n2−d+k(d) = 2d+1En1+n2 .

Remarquons que la somme sur les trois indices est toujours égale àn1+n2. Pour inverser
cette expression, nous utilisons une transformée de Fourier

En1,n2(d) =

∫ 1

0

dxdy Ẽ(x, y, d)e2iπ(n1x+n2y),

Ẽ(x, y, d) =
∞∑

n1,n2=−∞
En1,n2(d)e

−2iπ(n1x+n2y)

pour aboutir à

Ẽ(x, y,−d) + Ẽ(x, y, d)
(e−2iπx + e−2iπy

e2iπx + e2iπy

)d
= Ẽ(x, y, 0)

2d+1

(e2iπx + e2iπy)d
.
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La transformée de Fourier inverse donne alors

En1,n2(−d) =
∑

n′

1,n
′

2

En′

1,n
′

2
(0)

∫ 1

0

dxdy
2d+1 exp(2iπx(n1 − n′

1) + 2iπy(n2 − n′
2))

(e2iπx + e2iπy)d

−
∑

n′

1,n
′

2

En′

1,n
′

2
(d)

∫ 1

0

dxdy
(e−2iπx + e−2iπy

e2iπx + e2iπy

)d
e2iπx(n1−n′

1)+2iπy(n2−n′

2).

De la même façon quand dans la démonstration précédente, la seconde intégrale surx et
y donne deux fonctions de Kroneckerδn1−n′

1−d,0δn2−n′

2−d,0, et la première intégrale peut
se réécrire comme

∑

n′

1,n
′

2

En′

1,n
′

2
(0)

∫ 1

0

dxdy
2d+1

(e2iπx + e2iπy)d
e2iπx(n1−n′

1)+2iπy(n2−n′

2)

=
∑

n′

1,n
′

2

En′

1+n′

2

∫ 1

0

dxdy
2d+1

(e2iπx + e2iπy)d
e2iπx(n1−n′

1)+2iπy(n2−n′

2)

=
∑

n′

1

En′

1

∫ 1

0

dxdy
2d+1

(e2iπx + e2iπy)d
e2iπx(n1−n′

1)+2iπyn2

∑

n′

2

e2iπn
′

2(x−y).

La dernière somme surn′
2 se fait en utilisant l’égalité eq. (3.54), qui sélectionnex = y

dans l’intervalle d’intégration sury. L’intégrale sur la variablex donne alors directement
une fonction de Kroneckerδn1+n2−d−n′

1,0
, ce qui permet d’obtenir la relation entre les

indices−d etd. q.e.d.

Dans la limite continue, les expressions eq. (3.18), eq. (3.50), eq. (3.51) et eq. (3.55)
prennent la forme suivante

E(−x) = 2− E(x),

E(−x, y, z) = 2E(y)− E(x, y, z − x),

E(x,−y, z) = 2E(x)− E(x, y, z − y),

E(−x,−y, z) = 4− 2E(x)− 2E(y) + E(x, y, z − x− y),

E(x, y,−z) = 2E(x+ y − z)− E(x− z, y − z, z). (3.56)

Ceci nous permettra de réécrire eq. (3.47) dans un domaine où(x′, y′, z′) sont toutes
positives, et oùE0(x

′, y′, z′) est physiquement bien définie.

3.5 Solution générale deE(x, y, z, t)

De l’équation générale eq. (3.47), nous séparons les huits différents domaines d’inté-
gration autour de l’origine ; par exemple(x′ > 0, y′ > 0, z′ > 0), (x′ < 0, y′ > 0, z′ > 0)
etc.., et nous utilisons les relations eq. (3.18), eq. (3.50), eq. (3.51) et eq. (3.55) pour as-
socier tous les domaines au domaine(x′ > 0, y′ > 0, z′ > 0). Commençons par séparer
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les régions oùz′ > 0 decelle oùz′ < 0. Pour simplifier les notations, nous avons changé
l’échelle de toutes les longueurs parℓ0 tel queEℓ0(x, y, z) = E(xℓ0, yℓ0, zℓ0, t))

Eℓ0(x, y, z, t) =

√
2

π3

∫

R2

∫ ∞

0

dx′dy′dz′
[
Wℓ0(x− x′, y − y′, z − z′)E0,ℓ0(x

′, y′, z′)

+Wℓ0(x− x′, y − y′, z + z′)E0,ℓ0(x
′, y′,−z′)

]
. (3.57)

Dans le dernier terme, nous reportons les valeurs négatives dez′ aux valeurs positives en
utilisant eq. (3.55) dans la limite continueE0(x

′, y′,−z′) = −E0(x
′ − z′, y′ − z′, z′) +

2E0(x
′+y′−z′), oùE0(x) = E(x, 0). Ensuite, deux translationsx′−z′ → x′ ety′−z′ →

y′ dans le premier termeE0(x
′ − z′, y′ − z′, z′), ainsi qu’une translation sur la variable

x′ → x′ − y′ + z′ dans le second termeE0(x
′ + y′ − z′) nous permettent d’obtenir

Eℓ0(x, y, z) =

√
2

π3

∫

R2

∫ ∞

0

dx′dy′dz′ Wℓ0(x− x′, y − y′, z − z′)E0,ℓ0(x
′, y′, z′)

−Wℓ0(x− x′ − z′, y − y′ − z′, z + z′)E0,ℓ0(x
′, y′, z′)

+2Wℓ0(x− x′ + y′ − z′, y − y′, z + z′)E0(x
′). (3.58)

Dans le troisième terme contenantE0(x
′), nous pouvons désormais intégrer sury′ andz′,

vu que la fonctionWℓ0() est un noyeu gaussien. Lorsquex′ est négatif, nous avons aussi
E0(x

′) = 2 − E0(−x′) ce qui nous permet là encore de tout reporter sur l’axe positif.
Après un réarrangement, nous arrivons à

Eℓ0(x, y, z) = erfc(z)erfc(x+ y + z)

+erfc(z)

∫ ∞

0

dx′
√
π

[
e−(x+y+z−x′)2 − e−(x+y+z+x′)2

]
E0,ℓ0(x

′)

+

√
2

π3

∫

R2

∫ ∞

0

dx′dy′dz′
[
Wℓ0(x− x′, y − y′, z − z′)

−Wℓ0(x− x′ − z′, y − y′ − z′, z + z′)
]
E0,ℓ0(x

′, y′, z′) (3.59)

Dans le dernier terme, La différence entre les deux poidsWℓ0() peut être simplifié en
remarquant que

Wℓ0(x− x′, y − y′, z − z′)−Wℓ0(x− x′ − z′, y − y′ − z′, z + z′)

= Wℓ0(x− x′, y − y′, z − z′)(1− e−4zz′) := W̃ℓ0(x
′, y′, z′). (3.60)

A partir de l’intégrale multiple eq. (3.59), nous pouvons diviser le domaine d’intégration
surx′ ety′ en quatre parties :E0(x

′, y′, z′),E0(−x′, y′, z′),E0(x
′,−y′, z′), etE0(−x′,−y′, z′),

avec les variables(x′, y′, z′) toutes positives.E0(−x′, y′, z′) peut être transformé en util-
isant les étapes suivantes ainsi que eq. (3.50) et eq. (3.55)

E0(−x′, y′, z′) = 2E0(y
′)− E0(x

′, y′, z′ − x′)

= 2E0(y
′)− θ(z′ − x′)E0(x

′, y′, z′ − x′)

−θ(x′ − z′)
[
2E0(y

′ + z′)− E0(z
′,−x′ + y′ + z′, x′ − z′)

]
(3.61)
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ensuite

E0(−x′, y′, z′) = 2E0(y
′)− θ(x′ − z′)2E0(y

′ + z′)

+θ(x′ − z′)θ(x′ − y′ − z′)2E0(z
′)

−θ(z′ − x′)E0(x
′, y′, z′ − x′)

+θ(x′ − z′)θ(−x′ + y′ + z′)E0(z
′,−x′ + y′ + z′, x′ − z′)

−θ(x′ − z′)θ(x′ − y′ − z′)E0(z
′, x′ − y′ − z′, y′). (3.62)

Dans cette dernière expression, tous les arguments des fonctions sont positifs. Une analyse
équivalente peut être conduite surE0(x

′,−y′, z′), qui est symétrique en inversantx′ ety′

E0(x
′,−y′, z′) = 2E0(x

′)− θ(y′ − z′)2E0(x
′ + z′)

+θ(y′ − z′)θ(−x′ + y′ − z′)2E0(z
′)

−θ(z′ − y′)E0(x
′, y′, z′ − y′)

+θ(y′ − z′)θ(x′ − y′ + z′)E0(x
′ − y′ + z′, z′, y′ − z′)

−θ(y′ − z′)θ(−x′ + y′ − z′)E0(−x′ + y′ − z′, z′, x′). (3.63)

Enfin, en utilisant eq. (3.51) et eq. (3.55) la dernière expressionE0(−x′,−y′, z′) est mod-
ifiée en

E0(−x′,−y′, z′) = 4− 2E0(x
′)− 2E0(y

′) + E0(x
′, y′, z′ − x′ − y′)

= 4− 2E0(x
′)− 2E0(y

′) + θ(z′ − x′ − y′)E0(x
′, y′, z′ − x′ − y′)

+θ(x′ + y′ − z′)
[
2E0(z

′)− E0(z
′ − y′, z′ − x′, x′ + y′ − z′)

]
.

Dans le dernier terme,z′ − y′ etz′ − x′ peuvent être aussi bien positives que négatives, et
donc demande à être analysées

E0(−x′,−y′, z′) = 4− 2E0(x
′)− 2E0(y

′) + θ(x′ + y′ − z′)2E0(z
′) (3.64)

+θ(z′ − x′ − y′)E0(x
′, y′, z′ − x′ − y′)

−θ(x′ + y′ − z′)
[
θ(z′ − y′)θ(z′ − x′)E0(z

′ − y′, z′ − x′, x′ + y′ − z′)

+θ(y′ − z′)θ(z′ − x′){−E0(y
′ − z′, z′ − x′, x′) + 2E0(z

′ − x′)}
+θ(z′ − y′)θ(x′ − z′){−E0(z

′ − y′, x′ − z′, y′) + 2E0(z
′ − y′)}

+θ(y′ − z′)θ(x′ − z′){4− 2E0(y
′ − z′)− 2E0(x

′ − z′) + E0(y
′ − z′, x′ − z′, z′)}

]
.

Ici, remarquons trois types de termes :

1. les termes indépendants des probabilités à un ou deux intervalles vides

2. les termes qui dépendent uniquement des probabilités à un intervalle vide

3. les termes dépendants uniquement des probabilités à deux intervalles vides
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Le premier type de terme est requis pour un réseau initialementrempli de particules.
Nous verrons dans la suite, que ce terme génère aussi les contributions dominantes dans
les régimes d’échelle aux temps longs.
La solution générale peut donc se décomposer de la sorte

E(x, y, z, t) = E(0)(x, y, z, t) + E(1)(x, y, z, t) + E(2)(x, y, z, t), (3.65)

où E(0)(x, y, z, t) est obtenue à partir des termes indépendant des conditions initiales,
E(1)(x, y, z, t) à partir de la probabilité à un intervalle videE0(x

′) et E(2)(x, y, z, t) à
partir de la probabilité à deux intervalles videsE0(x, y, z), respectivement. Insistons sur
le fait queE(1)(x, y, z, t) etE(2)(x, y, z, t) dépendentE0(x

′), E0(x
′, y′, z′) avec des argu-

ments positifs, et donc donne la solution “physique” du processus coagulation-diffusion
avec n’importe quelles conditions initiales. Nous allons maintenant analyser chacun des
trois termes.

3.5.1 Cas où le système est initialement entièrement rempli de par-
ticules

Nous remarquons que eq. (3.62), eq. (3.63), et eq. (3.64) contiennent les conditions
initiales des distributions à un intervalleE0(x

′), quelques constantes indépendantes des
conditions initiales, et les conditions initiales des distributions à deux intervallesE0(x

′, y′, z′).
Dans un souci de simplification de notations, nous allons rescaler chaque longueur par
ℓ0 tel queEℓ0(x, y, z) = E(xℓ0, yℓ0, zℓ0, t). Dans eq. (3.64), nous pouvons isoler dans
E0(−x′,−y′, z′) deux termes indépendant des conditions initiales,

4− 4θ(y′ − z′)θ(x′ − z′)θ(x′ + y′ − z′).

Notons queθ(y′ − z′)θ(x′ − z′)θ(x′ + y′ − z′) = θ(y′ − z′)θ(x′ − z′). Ces deux termes
additionnés au premier terme de eq. (3.59), donne la contribution suivante

E
(0)
ℓ0

(x, y, z) = erfc(z)erfc(x+ y + z)

+

√
2

π3

∫

R
3
+

dx′dy′dz′ W̃ℓ0(−x′,−y′, z′){4− 4θ(y′ − z′)θ(x′ − z′)}.

En utilisant les translationsx′ − z′ → x′ et y′ − z′ → y′ dans la dernière contribution,
nous obtenons

E
(0)
ℓ0

(x, y, z) = erfc(z)erfc(x+ y + z)

+

√
2

π3

∫

R
3
+

dx′dy′dz′
{
W̃ℓ0(−x′,−y′, z′)− W̃ℓ0(−x′ − z′,−y′ − z′, z′)

}
.

En utilisant la relation eq. (3.60) ainsi que l’identité

Wℓ0(x− x′ − z′, y − y′ − z′, z + z′) = Wℓ0(x− x′, y − y′, z − z′)e−4zz′

⇒ W̃ℓ0(x
′ + z′, y′ + z′,−z′) = −W̃ℓ0(x

′, y′, z′) (3.66)



78
Chapitre 3. Processus coagulation-diffusion

Quantités à un temps

Nous pouvons réécrireE commesuit

E
(0)
ℓ0

(x, y, z) = erfc(z)erfc(x+ y + z)

+

√
32

π3

∫

R
3
+

dx′dy′dz′
{
W̃ℓ0(−x′,−y′, z′) + W̃ℓ0(−x′,−y′,−z′)

}

= erfc(z)erfc(x+ y + z)

+

√
32

π3

∫

R
2
+

dx′dy′
∫

R

dz′ W̃ℓ0(−x′,−y′, z′)

L’intégrale surz′ donne une exponentielle gaussienne alors que les deux intégrales restantes
peuvent aussi être calculées en utilisant quelques résultats donnés dans l’appendice D.
Après réintroduction de la longueur de diffusionℓ0, nous avons

E(0)(x, y, z) = erfc

(
x

ℓ0

)
erfc

(
y

ℓ0

)
+ erfc

(
z

ℓ0

)
erfc

(
x+ y + z

ℓ0

)

−erfc

(
x+ z

ℓ0

)
erfc

(
y + z

ℓ0

)
. (3.67)

Ce résultat est exact dans le cas d’un réseau initialement complètement rempli (i.e où
E0(x) etE0(x, y, z) sont nulles). En particulier, la solution (3.67) respecte les conditions
de symétries eq. (3.42). Dans la limitez grand, nous pouvons remarquer la factorisation
E(x, y, z, t) ≃ E(x, t)E(y, t), conformément à ce que nous nous attendions. En effet,
lorsque la distancez est grande, il n’y a pratiquement plus d’interaction entre les deux
intervalles et donc la probabilité jointe est bien le produit des probabilités.

Les termes restants dans la solution générale dépendent des conditions initiales et c’est
ce que nous allons maintenant analyser, en commençant par la contribution dépendant de
la probabilité initiale à un intervalle vide.

3.5.2 Contributions de la distribution initiale à un intervalle

La contribution de la distribution à un intervalle à la probabilitéE(x, y, z, t) vient des
relations eq. (3.62), eq. (3.63) et eq. (3.64), où nous avons isolé les termes suivants

– le second terme de l’équation eq. (3.59)
– les trois premiers termes dans eq. (3.62) et eq. (3.63)
– les termes 2, 3, 4 dans eq. (3.64).

En tout, nous avons donc 10 termes qui contribuent, pour une condition initiale donnée
E0(x

′). En rassemblant ces termes et en faisant des translations successives sur les vari-
ablesx′, y′ or z′ quand nécessaire, nous arrivons à

E
(1)
ℓ0

(x, y, z) = erfc(z)

∫ ∞

0

dx′
√
π

E0,ℓ0(x
′)
(
e−(x+y+z−x′)2 − e−(x+y+z+x′)2

)
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+

√
8

π3

∫

R
3
+

dx′dy′dz′ E0(x
′)
{
W̃ℓ0(x

′,−y′, z′)− W̃ℓ0(x
′ − z′,−y′ − z′, z′)︸ ︷︷ ︸

I1

+ W̃ℓ0(−y′, x′, z′)− W̃ℓ0(−y′ − z′, x′ − z′, z′)︸ ︷︷ ︸
I2

+ W̃ℓ0(−x′ − z′,−y′ − z′, z′)− W̃ℓ0(−x′,−y′, z′)︸ ︷︷ ︸
I3

+ W̃ℓ0(−y′ − z′,−x′ − z′, z′)− W̃ℓ0(−y′,−x′, z′)︸ ︷︷ ︸
I4

+ θ(−x′ − y′ + z′)[W̃ℓ0(y
′,−z′, x′) + W̃ℓ0(−z′, y′, x′)]︸ ︷︷ ︸
I5

+ θ(−x′ + y′ + z′)W̃ℓ0(−z′,−y′, x′)︸ ︷︷ ︸
I6

}
(3.68)

Pourarriver à ce dernier résultat, il est intéressant de noter que la fonctionθ(x′−z′) (dans
le cas où l’intégrale sur la distribution à un intervalleE0 ne dépend pas de lax′) avecx′ et
z′ positives peut être simplifiée et remplacée par la fonction unité si nous opérons la trans-
lationx′′ = x′−z′. L’intégrale surx′′ s’étend alors de−z′ < 0 à∞, cependant la fonction
θ restreint ce domaine d’intégration sur l’axe positifx′′ > 0. Ainsi, les bornes d’intégra-
tion reste inchangée par ce changement de variable, et la fonctionθ mise à1. Dans le cas
opposé, où nous avons une contribution présentant un terme tel queE0(x

′)θ(x′ − z′), une
translation surx′ changera l’argument deE0, ce qui ne permet plus de conserver la forme
eq. (3.68). En lieu et place de cela, nous préférons écrireθ(x′ − z′) = 1 − θ(z′ − x′)
et appliquer les précédentes translations à la variable positivez′ = z′′ + x′. Ceci chang-
era l’argument dans̃Wℓ0(· · ·) seulement et plus dansE0. En utilisant alors eq. (3.66), les
différents groupes de termesI1, . . . , I4 peuvent être simplifiés comme suit

I1 = W̃ℓ0(x
′,−y′, z′)− W̃ℓ0(x

′ − z′,−y′ − z′, z′)

= W̃ℓ0(x
′,−y′, z′) + W̃ℓ0(x

′,−y′,−z′)

I2 = W̃ℓ0(−y′, x′, z′)− W̃ℓ0(−y′ − z′, x′ − z′, z′) (3.69)

= W̃ℓ0(−y′, x′, z′) + W̃ℓ0(−y′, x′,−z′)

I3 = W̃ℓ0(−x′ − z′,−y′ − z′, z′)− W̃ℓ0(−x′,−y′, z′)

= −W̃ℓ0(−x′,−y′,−z′)− W̃ℓ0(−x′,−y′, z′)

I4 = W̃ℓ0(−y′ − z′,−x′ − z′, z′)− W̃ℓ0(−y′,−x′, z′)

= −W̃ℓ0(−y′,−x′,−z′)− W̃ℓ0(−y′,−x′, z′).

Ces relations nous permettent d’étendre le domaine d’intégration surz′ de−∞ à +∞
étant donné qu’elles combinent à chaque fois deux termes dépendant dez′ et−z′. Comme
la variablez′ apparaît seulement dans les poids gaussiens, l’intégration surz′ donne de
nouvelles exponentielles gaussiennes. Les intégrations sury′ donnent alors des fonctions
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erf ou erfc, combinées àE0(x
′). Les termesI5 et I6 peuvent être mis ensemble, et le

premier terme deI5 se transforme
∫

R
3
+

dx′dy′dz′ E0(x
′)θ(−x′ − y′ + z′)W̃ℓ0(y

′,−z′, x′)

=

∫

R
3
+

dx′dy′dz′ E0(x
′)θ(−x′ + y′ − z′)W̃ℓ0(z

′,−y′, x′)

=

∫ ∞

0

dx′ E0(x
′)

∫ ∞

0

dy′
∫ 0

−∞
dz′ θ(−x′ + y′ + z′)W̃ℓ0(−z′,−y′, x′). (3.70)

Le second terme donne
∫

R
3
+

dx′dy′dz′ E0(x
′)θ(−x′ − y′ + z′)W̃ℓ0(−z′, y′, x′) =

=

∫ ∞

0

dx′ E0(x
′)

∫ 0

−∞
dy′
∫ ∞

0

dz′ θ(−x′ + y′ + z′)W̃ℓ0(−z′,−y′, x′). (3.71)

Finalement, l’intégraleI6 est égale à
∫ ∞

0

dx′ E0(x
′)

∫ ∞

0

dy′
∫ ∞

0

dz′ θ(−x′ + y′ + z′)W̃ℓ0(−z′,−y′, x′) (3.72)

et peut être combinée avec les deux termes précédents. En remarquant queθ(−x′ + y′ +
z′) = 0 dans le domaine oùy′ et z′ sont toutes deux négatives, nous pouvons écrire
l’intégrale surI5 et I6 de la manière suivante

√
8

π3

∫

R
3
+

dx′dy′dz′ E0,ℓ0(x
′)
(
I5 + I6

)

= 2
√
2

∫ ∞

0

dx′
√
π
E0,ℓ0(x

′)

∫∫ ∞

−∞

dy′dz′

π
θ(−x′ + y′ + z′)W̃ℓ0(−z′,−y′, x′)

= 2
√
2

∫ ∞

0

dx′
√
π
E0,ℓ0(x

′)

∫∫ ∞

−∞

dy′dz′

π
θ(−x′ + z′)W̃ℓ0(y

′ − z′,−y′, x′). (3.73)

Il est alors possible d’intégrer sury′ etz′ successivement (voir Appendice D). En rassem-
blant tous les termes deI1 à I6 nous obtenons

E
(1)
ℓ0

(x, y, z) =

∫ ∞

0

dx′
√
π

E0,ℓ0(x
′)
{
erfc(z)

[
e−(x′−x−y−z)2 − e−(x′+x+y+z)2

]

+erfc(x)
[
e−(x′−y)2 − e−(x′+y)2

]
− erfc(x+ z)

[
e−(x′−y−z)2 − e−(x′+y+z)2

]

+erfc(y)
[
e−(x′−x)2 − e−(x′+x)2

]
− erfc(y + z)

[
e−(x′−x−z)2 − e−(x′+x+z)2

]

+erfc(x+ y + z)
[
e−(x′−z)2 − e−(x′+z)2

]}

=:

∫ ∞

0

dx′
√
π

E0,ℓ0(x
′)K1,ℓ0(x

′; x, y, z), (3.74)
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où le noyauK1 estpositif. Lorsquez = 0, nous récupérons le résultat eq. (3.20) pour la
distribution à un intervalle de longueurx + y. Pour des exemples simples deE0(x

′), les
intégrales précédentes peuvent être exactement calculées étant donné que ce noyauK1 est
gaussien par rapport à la variablex′. Par exemple, prenons le cas d’une condition initiale
telle queE0(x) = e−c0x ; alorsc0 est la concentration initiale en particule et nous trouvons

E(1)(x, y, z) = erfc

(
z

ℓ0

)
Fc0(x+ y + z) + erfc

(
x

ℓ0

)
Fc0(y)

−erfc

(
x+ z

ℓ0

)
Fc0(y + z) + erfc

(
y

ℓ0

)
Fc0(x)

−erfc

(
y + z

ℓ0

)
Fc0(x+ z) + erfc

(
x+ y + z

ℓ0

)
Fc0(z), (3.75)

oùFc0(x) est définie par

Fc0(x) :=

∫ ∞

0

dx′

ℓ0
√
π

e−c0x′

[
e−(x′−x)2/ℓ0

2 − e−(x′+x)2/ℓ0
2
]

(3.76)

=
1

2
eℓ0

2c20/4

{
e−c0xerf

(
x

ℓ0
− ℓ0c0

2

)
+ ec0xerf

(
x

ℓ0
+

ℓ0c0
2

)
− 2 sinh(c0x)

}
.

Les valeurs limites de cette fonction sont

Fc0(x)
x→∞≃ ec

2
0ℓ0

2/4−c0x, Fc0(x)
x→0≃

( 2

ℓ0
√
π
− c0e

c20ℓ0
2/4erfc(ℓ0c0/2)

)
x, (3.77)

etF0(x) = erf(x/ℓ0).
Dans la limite des temps longs, l’expression ci-dessus tend vers zéro selon une loi

algébrique en1/ℓ0

Fc0(x) ≃
4x√
πc20ℓ0

3

(
1− 6

c20ℓ0
2 − x2

ℓ0
2 + . . .

)
(3.78)

et la partie dominante de la contributionE(1)(x, y, z, t) dans cette même limite se com-
porte comme

E(1)(x, y, z) ≃ 4(x+ y)√
πc20ℓ0

3 . (3.79)

Il est alors intéressant de comparer ce développement avec le développement aux temps
longs deE(0)(x, y, z), qui est indépendant dec0

E(0)(x, y, z) ≃ 1− 2(x+ y)√
πℓ0

2 +
2
[
(x+ y)3 + 6xyz

]

3
√
πℓ0

3 . (3.80)

Le premier terme de eq. (3.79) tend à accroître la probabilité à deux intervalles par un fac-
teur indépendant de la distance, étant donné qu’il y a moins de particules dans le système
et ce pour une concentration finie de particules.
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3.5.3 Contributions des distributions initiales à deux intervalles

Commeprécédemment, nous pouvons isoler dans les équations eq. (3.62), eq. (3.63)
et eq. (3.64) les termes impliquantE(x′, y′, z′, t = 0) = E0(x

′, y′, z′) :
– un termeE0(x

′, y′, z′) lorsque toutes les variables sont positives, en combinaison
avecW̃ℓ0(x

′, y′, z′)
– 2×3 termes dans eq. (3.62) et eq. (3.63)
– 5 termes dans eq. (3.64).

Il y a donc douze termes impliquant les poids̃Wℓ0(· · ·). Après avoir exécuté quelques
translations, nous arrivons à l’expression

E
(2)
ℓ0

(x, y, z) =

√
2

π3

∫

R
3
+

dx′dy′dz′ E0,ℓ0(x
′, y′, z′)×

{
W̃ℓ0(x

′, y′, z′)− W̃ℓ0(−y′ − z′,−x′ − z′, z′)

+W̃ℓ0(−x′,−y′, x′ + y′ + z′)− W̃ℓ0(−x′ − z′,−y′ − z′, x′ + y′ + z′)

+W̃ℓ0(−x′ − y′ − z′,−z′, x′ + z′)− W̃ℓ0(−x′, y′, x′ + z′)

+W̃ℓ0(−z′,−x′ − y′ − z′, y′ + z′)− W̃ℓ0(x
′,−y′, y′ + z′)

+W̃ℓ0(−x′ − z′, y′ + z′, x′)− W̃ℓ0(−x′ − y′ − z′, z′, x′)

+W̃ℓ0(x
′ + z′,−y′ − z′, y′)− W̃ℓ0(z

′,−x′ − y′ − z′, y′)
}
. (3.81)

Nous pouvons apparier les termes qui apparaissent sur chaque ligne de la relation ci-
dessus en remarquant que

W̃ℓ0(u− w, v − w,w − (u+ v)) = W̃ℓ0(u, v, w − (u+ v))e−4w(x+y+z). (3.82)

Ce qui conduit à

W̃ℓ0(−y′ − z′,−x′ − z′, z′) = W̃ℓ0(x
′, y′, z′)e−4(x′+y′+z′)(x+y+z),

W̃ℓ0(−x′ − z′,−y′ − z′, x′ + y′ + z′) = W̃ℓ0(−x′,−y′, x′ + y′ + z′)e−4z′(x+y+z),

W̃ℓ0(−x′ − y′ − z′,−z′, x′ + z′) = W̃ℓ0(−x′, y′, x′ + z′)e−4(y′+z′)(x+y+z),

W̃ℓ0(−z′,−x′ − y′ − z′, y′ + z′) = W̃ℓ0(x
′,−y′, y′ + z′)e−4(x′+z′)(x+y+z),

W̃ℓ0(−x′ − y′ − z′, z′, x′) = W̃ℓ0(−x′ − z′, y′ + z′, x′)e−4y′(x+y+z),

W̃ℓ0(z
′,−x′ − y′ − z′, y′) = W̃ℓ0(x

′ + z′,−y′ − z′, y′)e−4x′(x+y+z). (3.83)

De plus, nous avons

W̃ℓ0(x
′, y′, z′) = Wℓ0(x− x′, y − y′, z − z′)(1− e−4z′z),

W̃ℓ0(−x′,−y′, x′ + y′ + z′) = Wℓ0(x− x′, y − y′, z − z′)e−4x′x−4y′y[1− e−4(x′+y′+z′)z],

W̃ℓ0(−x′, y′, x′ + z′) = Wℓ0(x− x′, y − y′, z − z′)e−4x′x[1− e−4(x′+z′)z],

W̃ℓ0(x
′,−y′, y′ + z′) = Wℓ0(x− x′, y − y′, z − z′)e−4y′y[1− e−4(y′+z′)z],

W̃ℓ0(−x′ − z′, y′ + z′, x′) = Wℓ0(x− x′, y − y′, z − z′)e−4x′x−4z′(x+z)(1− e−4x′z)

W̃ℓ0(x
′ + z′,−y′ − z′, y′) = Wℓ0(x− x′, y − y′, z − z′)e−4y′y−4z′(y+z)(1− e−4y′z).
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Ce qui nous permet de réécrire eq. (3.81) comme

E
(2)
ℓ0

(x, y, z) =

√
2

π3

∫ ∞

0

dx′dy′dz′ E0,ℓ0(x
′, y′, z′)Wℓ0(x− x′, y − y′, z − z′)

×K2,ℓ0(x
′, y′, z′; x, y, z)

avec

K2,ℓ0(x
′, y′, z′; x, y, z) = [1− e−4(x′+y′+z′)(x+y+z)](1− e−4z′z)

+e−4x′x−4y′y[1− e−4z′(x+y+z)][1− e−4(x′+y′+z′)z]

−e−4x′x[1− e−4(y′+z′)(x+y+z)][1− e−4(x′+z′)z]

−e−4y′y[1− e−4(x′+z′)(x+y+z)][1− e−4(y′+z′)z]

+e−4x′x−4z′(x+z)[1− e−4y′(x+y+z)](1− e−4x′z)

+e−4y′y−4z′(y+z)[1− e−4x′(x+y+z)](1− e−4y′z) (3.84)

3.5.4 Règle de somme et limite des longues distances

A partir des résultats précédents, nous pouvons écrire la distribution totale de deux
intervalles comme une somme de trois termes

E(x, y, z, t) = E(0)(x, y, z, t) (3.85)

+

∫ ∞

0

dx′

ℓ0
√
π
E0(x

′)K1(x
′; x, y, z)

+

∫ ∞

0

√
2dx′dy′dz′

ℓ0
3√π

3 E0(x
′, y′, z′)W(x− x′, y − y′, z − z′)K2(x

′, y′, z′; x, y, z).

Comme test, nous pouvons considérer le cas où la configuration initiale est un système
vide (ou c0 = 0). Les deux distributions initialesE(x) et E(x, y, z) sont alors égales
à un et ce en tout temps. Ce qui signifie que si l’on insère les conditionsE0(x

′) = 1 et
E0(x

′, y′, z′) = 1 dans l’équation eq. (3.85) nous devons récupérer le résultatE(x, y, z, t) =
1. La première contribution vient de eq. (3.67) et est indépendante des conditions initiales.
La seconde viens de eq. (3.74) ou eq. (3.75) avecc0 = 0 :

E(x, y, z, t) = erfc

(
x

ℓ0

)
erfc

(
y

ℓ0

)
+ erfc

(
z

ℓ0

)
erfc

(
x+ y + z

ℓ0

)

−erfc

(
x+ z

ℓ0

)
erfc

(
y + z

ℓ0

)
+ erfc

(
x

ℓ0

)
erf

(
y

ℓ0

)
+ erf

(
x

ℓ0

)
erfc

(
y

ℓ0

)

+erfc

(
z

ℓ0

)
erf

(
x+ y + z

ℓ0

)
+ erf

(
z

ℓ0

)
erfc

(
x+ y + z

ℓ0

)

−erfc

(
x+ z

ℓ0

)
erf

(
y + z

ℓ0

)
− erf

(
x+ z

ℓ0

)
erfc

(
y + z

ℓ0

)

+

∫ ∞

0

√
2 dx′dy′dz′

ℓ0
3√π

3 W(x− x′, y − y′, z − z′)K2(x
′, y′, z′; x, y, z).
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Les termes peuvent se réarranger et l’on aboutit à l’égalité suivante, étant donné que
E(x, y, z, t) = 1 pour toutt,

∫ ∞

0

√
2dx′dy′dz′

ℓ0
3√π

3 W(x− x′, y − y′, z − z′)K2(x
′, y′, z′; x, y, z)

= erf

(
x

ℓ0

)
erf

(
y

ℓ0

)
+ erf

(
z

ℓ0

)
erf

(
x+ y + z

ℓ0

)
− erf

(
x+ z

ℓ0

)
erf

(
y + z

ℓ0

)
.

Cettedernière expression donne une identité pour l’intégrale impliquant seulement des
poids différents lorsque la condition initiale est fixée comme étant égale à1. Lorsque
nous comparons cette expression avec eq. (3.67), nous voyons que l’expression est iden-
tique à ceci près que les fonctionserfc sont remplacées parerf. Nous remarquons aussi
que tous les corrélateurs s’annulent, comme escompté.

De l’expression générale eq. (3.85) nous pouvons calculer la limite lorsque la dis-
tancez est grande. Comme vu précédemment avec eq. (3.67) lorsque le système est en-
tièrement rempli initialement, la quantitéE(0)(x, y, z, t) est facilement factorisée puisque
limz≫1 E

(0)(x, y, z, t) = erfc(x/ℓ0)erfc(y/ℓ0) = E(x, t)E(y, t). Dans le cas plus général,
pour une concentration finie initialement, nous pouvons montrer que cette limite est tou-
jours valide. En effet, les deux autres partiesE(1) et E(2) ont des comportements plus
simples dans cette limite. PourE(1), le noyauK1 eq. (3.74) peut être approximé par

K1,ℓ0(x
′; x, y, z) ≃ erfc(x)

[
e−(x′−y)2 − e−(x′+y)2

]
+ erfc(y)

[
e−(x′−x)2 − e−(x′+x)2

]
,

et doncE(1) se comporte comme

E(1)(x, y, z, t) ≃ erfc(x/ℓ0)

∫ ∞

0

dx′
√
π ℓ0

E(x′, 0)
[
e−(x′−y)2/ℓ0

2 − e−(x′+y)2/ℓ0
2
]

+erfc(y/ℓ0)

∫ ∞

0

dx′
√
π ℓ0

E(x′, 0)
[
e−(x′−x)2/ℓ0

2 − e−(x′+x)2/ℓ0
2
]
. (3.86)

Le second noyauK2 se comporte comme

K2,ℓ0(x
′, y′, z′; x, y, z) ≃

(
1− e−4xx′

)(
1− e−4yy′

)
. (3.87)

Ainsi

E(2)(x, y, z, t) ≃
∫

R
3
+

√
2dx′dy′dz′

ℓ0
3√π

3 E0(x
′, y′, z′)Wℓ0(x− x′, y − y′, z − z′)

×
(
1− e−4xx′

)(
1− e−4yy′

)
(3.88)

Dans cette dernière expression, nous avons poséz′′ = z′ − z, tel queE0(x
′, y′, z′) =

E0(x
′, y′, z′′+z). Supposons maintenant queE0(x

′, y′, z′′+z) ≃ E0(x
′)E0(y

′), et que l’in-
tégrale surz′′ puisse être étendue sur tout l’axe réel étant donné que la borne inférieure−z
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est grande et négative. Alors, il reste une intégrale sur le poidsWℓ0(x− x′, y − y′,−z′′),
qui est indépendante dez, et qui peut être calculée. Nous trouvons

∫ ∞

−∞

√
2dz′′

ℓ0
√
π

Wℓ0(x− x′, y − y′,−z′′) = e−(x−x′)2/ℓ0
2−(y−y′)2/ℓ0

2

. (3.89)

Si nous multiplions cette exponentielle par le noyauK2, nous obtenons

E(2)(x, y, z, t) ≃
∫ ∞

0

dx′
√
π ℓ0

E(x′, 0)
[
e−(x′−x)2/ℓ0

2 − e−(x′+x)2/ℓ0
2
]

(3.90)

×
∫ ∞

0

dy′√
π ℓ0

E(y′, 0)
[
e−(y′−y)2/ℓ0

2 − e−(y′+y)2/ℓ0
2
]
.

La somme des expressions eq. (3.86), eq. (3.90), combinée avec la limite de eq. (3.67),
donne , après factorisation, la limite escomptée. C’est la généralisation du résultat vu avec
eq. (3.67) dans le cas particulier d’un système initialement rempli

lim
z≫1

E(x, y, z, t) = E(x, t)E(y, t) (3.91)

Cette limite est valable pour n’importe quelle condition initiale et pour tout temps.

3.6 Fonction de corrélation à deux points

3.6.1 Définition

La fonction de corrélation à deux points est définie dans le cas discret comme la
probabilité d’avoir deux particules à la distanced l’une de l’autre.

Cd(t) := Pr(• d •)− Pr(•)Pr(•) (3.92)

Utilisons les fonctions à deux intervalles vides pour réexprimer cette définition. Nous
avons en effet

Pr(• d •) + Pr(◦ d •) = Pr(•) = 1− Pr(◦) = 1− E0,1(d) (3.93)

CommePr(◦ d •)+Pr(◦ d ◦) = Pr(◦) = E1,0(d), il vientPr(◦ d •) = E1,0(d)−E1,1(d)
et le corrélateur devient

Cd(t) = 1− E0,1(d)− E1,0(d) + E1,1(d)− (1− E1,0(d))(1− E0,1(d)). (3.94)

En utilisant le fait queE0,0(d) = 1, nous pouvons développerCd(t) au second ordre ena,
le pas du réseau. En posantz = da, etC(z, t) = Cd(t)/a

2, ceci conduit à

C(z, t) = ∂2
xyE(x, y, z)

∣∣
x=0,y=0

− ∂xE(x)|x=0 ∂yE(y)|y=0 (3.95)
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3.6.2 Décomposition : formalisme général

Il y a trois contributions àC(z, t) qui viennent des dérivées secondes par rapport àx
ety deE(0), E(1) etE(2) respectivement. Utilisons la décomposition suivante

C(z, t) = C(0)(z, t) + C(1)(z, t) + C(2)(z, t) (3.96)

où les différentes contributions sont

C(0)(z, t) = ∂2
xyE

(0)(x, y, z, t)|x=0,y=0 − (∂xerfc(x/ℓ0)|x=0)
2 (3.97)

C(1)(z, t) = ∂2
xyE

(1)(x, y, z, t)|x=0,y=0 − 2∂xI(x)|x=0 ∂yerfc(y/ℓ0)|y=0

C(2)(z, t) = ∂2
xyE

(2)(x, y, z, t)|x=0,y=0 − (∂xI(x)|x=0)
2

avec

I(x) =

∫ ∞

0

dx′
√
πℓ0

E(x′, 0)
(
e−(x′−x)2/ℓ0

2 − e−(x′+x)2/ℓ0
2
)

(3.98)

De eq. (3.67), nous obtenons la première contribution non connexe deC(0)(z, t) (qui
ne dépend pas des conditions initiales)

∂2
xyE

(0)(x, y, z)
∣∣
x=0,y=0

=
4e−z2/ℓ0

2

πℓ0
2

[
2 sinh(z2/ℓ0

2) +
√
π
z

ℓ0
erfc

(
z

ℓ0

)]
(3.99)

etdonc

C(0)(z, t) =
4e−z2/ℓ0

2

πℓ0
2

[
−e−z2/ℓ0

2

+
√
π
z

ℓ0
erfc

(
z

ℓ0

)]
=:

1

ℓ0
2f0(z/ℓ0) (3.100)

où la fonction d’échellef0 tend vers une constante−4/π dans la limite aux temps longs
ℓ0 ≫ z [benA98]. La seconde contributionC(1)(z, t) peut être extraite en dérivant le
noyau dans eq. (3.74)

C(1)(z, t) =

∫ ∞

0

dx′
√
πℓ0

3 E(x′, 0)
(
erf(z/ℓ0)

{
2− 4(x′ + z)2/ℓ0

2
}
e−(x′+z)2/ℓ0

2

−erf(z/ℓ0)
{
2− 4(x′ − z)2/ℓ0

2
}
e−(x′−z)2/ℓ0

2

(3.101)

+
4√
πℓ0

{
(2x′ − z)e−(x′−z)2/ℓ0

2

+ (2x′ + z)e−(x′+z)2/ℓ0
2
}
e−z2/ℓ0

2

)

=:

∫ ∞

0

dx′
√
πℓ0

3 E(x′, 0)L1(x
′, z)

Enfin, pour obtenir le troisième termeC(2)(z, t), nous utilisons la propriété que

K2(x
′, y′, z′, 0, 0, z) = ∂xK2(x

′, y′, z′, x, y, z)|x=y=0 = ∂yK2(x
′, y′, z′, x, y, z)|x=y=0 = 0
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En utilisant alors eq. (3.84), nous arrivons à

C(2)(z, t) =

√
2

π3/2ℓ0
3

∫

R
3
+

dx′ dy′ dz′ E0(x
′, y′, z′)W(−x′,−y′, z − z′)×

{
16e−4z′z/ℓ0

2
[
x′y′
(
e4z

′z/ℓ0
2

+ e−4(x′+y′+z′)z/ℓ0
2
)

−(x′ + z′)(y′ + z′)
(
1 + e−4(x′+y′)z/ℓ0

2
)]

+16e−4z′z/ℓ0
2

z′(x′ + y′ + z′)
(
e−4x′z/ℓ0

2

+ e−4y′z/ℓ0
2
)}

/ℓ0
4

−
(∫ ∞

0

dx√
πℓ0

3 4xE(x, 0) e−x2/ℓ0
2

)2

(3.102)

=:

√
2

π3/2ℓ0
3

∫

R
3
+

dx′ dy′ dz′ E0(x
′, y′, z′)W(−x′,−y′, z − z′)L2(x

′, y′, z′, z)

−
(∫ ∞

0

dx
4x√
πℓ0

3 E(x, 0) e−x2/ℓ0
2

)2

Ainsi, nous pouvons sommer les différentes contributions pour exprimer la fonction de
corrélation, dépendante des conditions initiales. Pour étudier les effets des conditions ini-
tiales sur le comportement aux temps longs, nous pouvons isoler la contribution domi-
nante pour chacun des trois termesC(0), C(1), C(2). PourC(0), il vient

C(0)(z, t) =
1

ℓ0
2f0(z/ℓ0), with f0(z/ℓ0)

ℓ0≫1≃ − 4

π
(3.103)

PourC(1), lorsqueℓ0 est grande, nous pouvons appliquer un développement de Taylor de
L1(x

′, z) autour dex′ = 0, et commeL1(0, z) = 0 nous obtenons

C(1)(z, t) ≃ f1(z/ℓ0)

ℓ0
4

∫ ∞

0

dx E(x, 0) x (3.104)

où la fonction d’échellef1 est donnée par l’expression

f1(
z

ℓ0
) =

8

π
e−z2/ℓ0

2
[
2

(
1− z2

ℓ0
2

)
e−z2/ℓ0

2

+
√
π
z

ℓ0

(
2
z2

ℓ0
2 − 3

)
erf

(
z

ℓ0

)]

ℓ0≫z≃ 16

π

(
1− 6

z2

ℓ0
2

)
(3.105)

La quantitéE1 :=
∫∞
0
dx E(x, 0)x est reliée au second moment de la distribution en

intervalle videP (x, 0) eq. (3.24) après avoir exécuté une intégration par parties

E1 =

∫ ∞

0

dx E(x, 0) x =
1

2

∫ ∞

0

dx P (x, 0) x2. (3.106)

Concernantle comportement dominant deC(2), notons que le poids gaussienW(−x′,−y′, z − z′)
présente un pic autour de la valeur(x′, y′, z′) = (0, 0, z). Nous pouvons alors commencer
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par appliquer un développement de Taylor deE0(x
′, y′, z′) autour dez′ = z et intégrerz′

sur tout l’axe réel siz est suffisamment loin de la valeur zéro, ce qui est satisfait siz/ℓ0
est petit.

C(2)(z, t) ≃
∫

R
2
+

dx′ dy′E0(x
′, y′, z)

∫

R

√
2dz′

(
√
π)3ℓ0

5W(−x′,−y′, z − z′)L2(x
′, y′, z′, z)

︸ ︷︷ ︸
M0(x

′,y′,z)

+

∫

R
2
+

dx′ dy′∂zE0(x
′, y′, z)

∫

R

√
2dz′

(
√
π)3ℓ0

5 (z
′ − z)W(−x′,−y′, z − z′)L2(x

′, y′, z′, z)

︸ ︷︷ ︸
M1(x

′,y′,z)

−
(∫ ∞

0

dx
4x√
πℓ0

3 E(x, 0) e−x2/ℓ0
2

)2

(3.107)

Lorsqueℓ0 est grande, la fonctionM0 peut être développée en séries enx′ et y′ pour
obtenir le terme dominant

M0(x
′, y′, z) ≃ x′y′

ℓ0
6 f

(0)
2 (

z

ℓ0
) , f

(0)
2 (u) = −32

π
e−2u2

(
1 + 2u2 − e2u

2
)
.

La fonction suivanteM1 dans le développement peut aussi être développée comme suit

M1(x
′, y′, z) ≃ x′y′

ℓ0
6 f

(1)
2 (

z

ℓ0
) , f

(1)
2 (u) = −uf

(0)
2 (u).

Le dernier terme dans eq. (3.107) peut être approximé par

(∫ ∞

0

dx
4x√
πℓ0

3 E(x, 0) e−x2/ℓ0
2

)2

≃ 16

πℓ0
6E

2
1 .

oùE1 estla moyenne de la distribution à un intervalle, donnée dans eq. (3.106).

Enfin, C(2) peut être développée en séries par rapport à l’inverse de la longueur de
diffusion, tant que les intégrales impliquant les distributions à deux intervalles ne sont pas
divergentes :

C(2)(z, t) ≃ f
(0)
2 (z/ℓ0)

ℓ0
6

∫

R
2
+

dx′dy′ x′ y′ E0(x
′, y′, z)

+
f
(1)
2 (z/ℓ0)

ℓ0
6

∫

R
2
+

dx′dy′ x′ y′ ∂zE0(x
′, y′, z)− 16

πℓ0
6E

2
1 . (3.108)

Cedéveloppement eq. (3.108) présente l’avantage que si la condition initiale ne dépend
pas de la distancez entre les intervalles de longueurx ety, alors le second moment impli-
quant∂zE0(x, y, z) s’annule. Cependant, des résultats précédents eq. (3.103), eq. (3.104)
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et eq. (3.108), on tire une hiérarchie en puissance de1/ℓ0, où |C(0)(z, t)| ≫ |C(1)(z, t)| ≫
|C(2)(z, t)|, avec une contribution dominante d’ordre1/ℓ0

2, 1/ℓ0
4 and1/ℓ0

6, successive-
ment. A partir des comportements asymptotiques, il est alors aisé de vérifier que dans
chaque cas les signes des contributions au corrélateur sont respectivementC(0) < 0,
C(1) > 0 etC(2) < 0. En particulier, siz ≪ ℓ0, la contribution dominante àC2 vient du
dernier terme de eq. (3.108), étant donné que les fonctions d’échellef

(0)
2 et f (1)

2 décrois-
sent rapidement enz/ℓ0. Ainsi

C(2)(z, t)
ℓ0≫1≃ − 16

πℓ0
6E

2
1 . (3.109)

3.6.3 Exemple

Considérons le cas où les conditions initiales sont les suivantes :

E0(x
′) = exp(−c0x

′) (3.110)

E0(x
′, y′, z′) = exp(−c0(x

′ + y′))

où c0 est la concentration initiale de particules décorrélées. Nous supposons donc qu’ini-
tialement la distribution à deux intervalles est indépendante de la distance entre les in-
tervalles. Il doit néanmoins satisfaire la condition de compatibilitéE0(x

′, y′, z′ = 0) =
E0(x

′ + y′). Dans ce cas, les solutions formelles précédentes peuvent être calculées sauf
pour la triple intégrale (troisième ligne de 3.85), où le noyau gaussien ne peut être exprimé
(à notre connaissance) en terme de fonctions spéciales.
Etant donné que nous sommes intéressé dans la limite au temps long et sur l’influence
des conditions initiales, nous allons tout de même effectuer un développement enx′/ℓ0
et y′/ℓ0 dans les dérivées du noyauK2,ℓ0 et dans le poidsWℓ0(−x′,−y′, z − z′) dans
eq. (3.102). Il est possible d’établir un tel développement car seules les petites valeurs
dex′ et y′ sont significatives lorsquec0ℓ0 est grand et lorsque ces intégrands sont com-
binés au facteur exponentielleexp(−c0(x

′ + y′)). La dernière fonction rend l’intégrale
finie après un développement du poids et du noyau. En effet, le paramètre naturel du
développement est1/(c0ℓ0), lui même petit par rapport à l’autre paramètrez/ℓ0, et le
développement en série est supposé diverger seulement dans la limite des petites con-
centrations ou des temps courts. Mais le résultat eq. (3.102) nous fournit une forme pra-
tique pour le développement en séries de la fonction de corrélation avec une distribution
initiale quelconque. L’autre partie connexe du corrélateurC(1)(z, t), défini dans l’équa-
tion eq. (3.101), peut être calculée exactement avec la condition initiale exponentielle
E0(x

′) = exp(−c0x
′), ou en dérivant deux fois par rapport àx et y le précédent résultat

donné par l’équation eq. (3.75). Dans la limite asymptotique, lorsquec0ℓ0 est grand, nous
obtenons

C(1)(z, t) =
8 z/ℓ0√

πℓ0
2(c0ℓ0)2

(
−3 + 2

z2

ℓ0
2

)
erf(z/ℓ0)e

−z2/ℓ0
2

+
16

πℓ0
2(c0ℓ0)2

(
1− z2

ℓ0
2

)
e−2z2/ℓ0

2

(3.111)
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+
16z/ℓ0√
πℓ0

2(c0ℓ0)4

(
15− 20

z2

ℓ0
2 + 4

z4

ℓ0
4

)
erf(z/ℓ0)e

−z2/ℓ0
2

+
32

πℓ0
2(c0ℓ0)4

(
− 3 + 9

z2

ℓ0
2 − 2

z4

ℓ0
4

)
e−2z2/ℓ0

2

+ o(1/(c0ℓ0)
4).

Nous remarquons que les premiers termes de la fonction de corrélation dans la limite des
temps longs ne contribuent qu’au minimum en1/ℓ0

4 fois une fonction d’échelle dez/ℓ0.
C’est donc une correction àC(0)(z, t) qui lui se comporte comme1/ℓ0

2.
Le dernier termeC(2)(z, t) peut aussi être développé en séries de puissance1/(c0ℓ0)

dont les coefficients sont des fonctions d’échelle dez/ℓ0

C(2)(z, t) =
16

πℓ0
2 exp(−2z2/ℓ0

2)
∞∑

k=2

P2k(z/ℓ0)

(c0ℓ0)2k
(3.112)

où les premiers polynômesP2k(z) s’écrivent

P4(z) = −1− 2z2 , P6(z) = 12 + 24z2 − 16z4,

P8(z) = −156− 312z2 + 528z4 − 96z6,

P10(z) = 2400 + 4800z2 − 15360z4 + 5888z6 − 512z8. (3.113)

En général,C(z, t) peut être développé en séries de1/(c0ℓ0), avec des coefficients
qui sont des fonctions d’échelle dez/ℓ0. Seule la contribution deC(0)(z, t) est dominante
à l’ordre zéro en1/(c0ℓ0), alors queC(1)(z, t) contribue à l’ordre1/(c0ℓ0)2. Enfin, la
partie dominante deC(2)(z, t) est de l’ordre de1/(c0ℓ0)4, comme le montre l’équation
eq. (3.112) ; elle est donc encore plus faible que la contribution deC(1)(z, t).

Dans la figure 3.7, l’évolution temporelle du corrélateurC(1/2, t) est présentée, pour
des particules initialement décorrélées avec une concentrationc0 = 1 et 8D = 1, telle
queℓ0 =

√
t. En particulier, nous avons représenté respectivement la contribution dom-

inanteaux temps longs,t → ∞, C(0)(1/2, t), puis celle incluant la première correction
C(1)(1/2, t), puis lorsque toutes les correctionsC(1)(1/2, t) + C(2)(1/2, t) sont prises en
compte. Nous voyons clairement que, pour des temps relativement courts, la hiérarchie
|C(0)(1/2, t)| ≫ |C(1)(1/2, t)| ≫ |C(2)(1/2, t)|, déduites de nos développements asymp-
totiques, s’illustre.

3.6.4 Extensions

En ayant calculé les probabilités d’avoir un et deux intervalles vides, nous avons dé-
sormais accès à bien d’autres quantités que les seules fonctions de corrélation, de réponse,
densité de particules. Par exemple, le taux de réaction effectif est essentiellement contrôlé
par la probabilité d’avoir deux particules l’une à coté de l’autrePr(••). De même, nous
pourrions définir la probabilité de tripletPr(• • •). Et nous avons

Pr(••) = E0(t)− 2E1(t) + E2(t)
a→0
=

∂2E(x, t)

∂x2

∣∣∣∣
x=0

Pr(• • •) = (E0(t)− 2E1(t) + E2(t))− (E1(t)− E2(t)) + E1,1(1)(t) (3.114)
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FIGURE 3.7– Evolution temporelle du corrélateur connexe C(z, t) pour c0 = 1 et z = 1/2.
La ligne pleine représente la contribution dominante C(0)(1/2, t), le ligne en tiret inclut
la première correction et représente donc C(0)(1/2, t) + C(1)(1/2, t) et enfin la ligne en
pointillé et tiret représente le corrélateur total C(0)(1/2, t) + C(1)(1/2, t) + C(2)(1/2, t).

Alors que la probabilité de pairesPr(••) peut être exprimée en termes de la probabil-
ité à un intervalle vide,1 la probabilité de triplet dépend aussi de la probabilité à deux
intervalles vides. Dans la limite continue, la probabilité de paires s’écrit pour les trois
exemples de conditions initiales déjà considérées dans la figure 3.5

Pr(••) =





c20 exp

(
c0ℓ0
2

)
erfc

(
c0ℓ0
2

)
; si E0(x) = e−c0x

4c20√
π

∫ ∞

0

dx e−x2 1

(1 + c0ℓ0x)3
; si E0(x) = (1 + c0x)

−1

0 ; si E0(x) = erfc
(√

π
2
c0x
)

(3.115)

où c0 caractérisel’état initial. Dans les deux premiers cas, le comportement aux temps
longs est donné parPr(••) ≃ (2/

√
π )(c0/ℓ0) ∼ t−1/2 lorsquec0 est fixée. Cependant,

bien que le comportement aux temps longs soit algébrique, l’amplitude associée dépend
explicitement de la distribution initiale des particules, ce qui diffère de ce que l’on avait
eu dans l’éq (3.27) pour la concentration de particulesc(t).

1. La dépendance enx de∂2

x
E(x, t)/c(t) décrit la fonction de distribution interparticulaire et a déjà été

étudiée en détail, voir [benA90, benA00] et les références à l’intérieur de ces derniers.
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Enfin, à partir des résultats calculés dans ce chapitre, d’autrescorrélateurs sont acces-
sibles tels que par exemple

Pr(• • d•) = (E0 − 2E1 + E2) + (E1,1(d+ 1) + E1,1(d)− E1,2(d)− E1)

Pr(• • d • •) = Pr(• • d•)− (E1 − E2)

+(E1,1(d+ 2) + E2,2(d)− E2,1(d+ 1)− E1,2(d+ 1)) (3.116)

3.7 Conclusions

Nous avons analysé une méthode pour le calcul des corrélateurs dépendant du temps
dans le processus coagulation-diffusion unidimensionnel. Les quantités pertinentes sont
les probabilités de trouver soit un seul intervalle vide de longueur donnée soit deux in-
tervalles de longueurs données et à une distance fixée l’un de l’autre. Ces probabilités
satisfont des équations différentielles linéaires simples, mais extraire la solution explicite
est ardue à trouver à cause des conditions aux bords. Plutôt que d’éviter cet écueil nous
avons montré comment par une continuation analytique vers les distances et longueurs
négatives, les solutions pouvaient être déduites pour n’importe quelles conditions ini-
tiales, caractérisées par leurs probabilités à un ou deux intervalles vides.

De manière plus précise, nous avons observé que :

1. Le comportement aux temps longs de la densité particulaire est indépendant des
conditions initiales, comme attendu par le groupe de renormalisation [Lee94, Balb95]
et en parfait accord avec des calculs précédents utilisant une formulation des in-
tervalles vides où l’invariance par translation spatiale n’est pas directement prise
[benA90, benA00]. Nos résultats nous permettent aussi de comparer directement la
limite continue avec la solution discrète ainsi que de déterminer les corrections au
comportement dominant.

2. Le comportement dominant aux temps longs du corrélateur densité-densité éq. (3.100),
en parfait accord avec une précédente estimation de son comportement asympto-
tique [benA98], a été montré indépendant des conditions initiales. Nous avons aussi
accès aux corrections à ce comportement d’échelle ainsi qu’à l’importance relative
de la probabilité à un ou deux intervalles vides.

3. En considérant la condition initiale générale, nous avons identifié une décomposi-
tion naturelle éqs. (3.65,3.96), en termes qui sont soumis à une hiérarchie dans la
limite des temps longs.

C’est cette dernière information qui est primordiale dans le prochain chapitre. En effet,
pour calculer le corrélateur à deux temps, nous avions besoin des informations sur les
comportements aux temps longs des quantités à un temps. Le fait que le comportement
dominant aux temps longs du corrélateur soit indépendant des conditions initiales nous
permet de ne pas nous en soucier pour déterminer les exposants du vieillissement.
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Maintenant que nous avons démontré comment obtenir les probabilités à un ou deux
intervallesEn(t) et En,m(d, t), nous allons pouvoir utiliser ces résultats pour étudier le
vieillissement dans ce processus unidimensionnel.

4.1 Généralisation de la méthode des intervalles vides

Etant donné que l’analyse du comportement de vieillissement requiert le calcul des
quantités à deux temps, nous pourrions définir la probabilité à deux intervalles vides et à
deux temps

En,m(d; t, s) := Pr({ n , t} d { m , s}). (4.1)

Cependant,il nous est apparu plus simple et plus efficace de généraliser la méthode des
intervalles vides et de considérer plutôt

Pr({ n , t} d {•, s}), (4.2)

, voir la figure 4.1.
Notons que nous supposerons encore dans la suite la validité de l’invariance par transla-
tion spatiale. Enfin, cette quantité peut être utilisée pour calculer aussi bien le corrélateur

n
d

FIGURE 4.1 – Définition de la probabilité mixte F (n, d) d’avoir un intervalle vide d’au
moins n sites consécutifs et à la distance d d’une particule.
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correlateur réponse
notation F (n, d; t, s) G(n, d; t, s)
bord F (x, z; s, s) = −∂yE(x, y, z; s)|y=0 G(x, z; s, s) = E(x, s)

conditions F (0, z; t, s) = c(s) G(0, z; t, s) = 1
observable C(t, s; r) = −∂xF (x, r; t, s)|x=0 − c(t)c(s) R(t, s; r) = −∂xG(x, r; t, s)|x=0 − c(t)

TABLE 4.1– Les fonctions génératrices F et G pour le corrélateur connexe C et la fonc-
tion de réponse R dans la limite continue, respectivement. La définition formelle étant
identique, elles ne sont distinguables que par leurs conditions aux bords. Ici c(t) est la
concentration de particule.

que la fonction de réponse. Pour les différencier, il suffit de fournir des conditions aux
bords différentes. Nous allons donc, pour les distinguer dans la suite, parler des fonctions
génératricesF etG, qui obéissent aux mêmes équations de mouvement, écrites ici dans
la limite continue

[
∂t − 2D

(
∂2
x +

1

2
∂2
z − ∂2

xz

)]
F (x, z; t, s) = 0

[
∂t − 2D

(
∂2
x +

1

2
∂2
z − ∂2

xz

)]
G(x, z; t, s) = 0 (4.3)

mais que la condition initiale permet de distinguer. Notons que nous utiliserons, abusive-
ment, le terme de “fonction génératrice” pourF ouG dans le sens où ce sont ces fonctions
qui sont utilisées directement pour obtenir la fonction de corrélationC et la fonction de
réponseR mais aussi car ces mêmes fonctionsF ouG peuvent donner accès à d’autres
quantités comme nous l’avons vu, par exemple, pour les probabilités à un ou deux inter-
valles vides dans le chapitre précédent. Le tableau 4.1 résume ceci.

Maintenant que nous avons donné les bases de notre étude, entrons y plus en détail.

4.1.1 Définitions

Attardons nous un moment pour bien rappeler ce que nous souhaitons calculer : la
fonction de réponseR et la fonction de corrélationC. La fonction de corrélation est
définie par

C(t, s) = Pr({• , t} d {•, s})− Pr({• , t})Pr({•, s}) (4.4)

et la fonction de réponse est la réponse linéaire à un accroissement du nombre de partic-
ules. Pour être plus explicite, nous calculons la réponse linéaire à l’ajout d’une particule
au tempss sur un site donné ; nous reviendrons plus en détail sur la définition de la fonc-
tion de réponse dans la section concernant le formalisme hamiltonien.
Pour calculer ces deux quantités précédemment citées, nous définissons la probabilité
d’avoir au tempst un intervalle den sites vides avec la condition qu’au tempss < t il y
ait eu une particule à une distanced de cet intervalle (voir figure 4.1). Cette probabilité
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conditionnelle est représentée par la fonction génératrice suivante

F (n, d; t, s) = Pr({ n , t} d {•, s}). (4.5)

Elle nous permettra de calculer la fonction de corrélation.
Pour calculer la fonction de réponse, nous utiliserons la probabilité conditionnelle suiv-
ante

G(n, d; t, s) = Pr({ n , t} d {•, s}) (4.6)

où la particule soulignée• signifie qu’au tempss, noussommes certains que la particule
existe, car nous l’avons créée : c’est à dire que pourt = s, nous aurons la propriété
suivante :

G(n, d; s, s) = Pr({ n , s} d {•, s}) = Pr({ n , s}). (4.7)

Pourrésumer, ces deux probabilités ne se différencient que par leurs conditions initiales
que nous imposerons au tempst = s. Ainsi, nous noterons la fonction (4.5) parF
lorsqu’elle décrit la probabilité d’avoir une particule à la distanced de l’intervalle vide.
Avec cette dernière, nous pourrons calculer le corrélateur à deux temps, comme nous le
verrons dans la suite. Par contre, si nous ajoutons une particule au tempss et à la distanced
de l’intervalle vide, nous noterons cette probabilitéG(n, d; t, s) et pourrons obtenir d’elle
la réponse linéaire.

Nous avons la propriété suivante aux temps égauxt = s :

Pr({ n , s} d {•, s}) + Pr({ n , s} d {◦, s}) = Pr( n , s) = En(s), (4.8)

oùEn(s) est la probabilité d’avoir au tempss un intervalle vide de taille au moins égal à
n sites :

En(s) = Pr( n , s). (4.9)

Rappelonsaussi brièvement la probabilité d’avoir deux intervalles vides de longueur au
moinsn1 etn2 séparés d’une distanced :

En1,n2(d; s) = Pr( n1 d n2 , s). (4.10)

Maintenantque nous avons défini tout ce dont nous avons besoin, il nous faut distinguer
les deux fonctions génératricesF etG. Si aucune condition au tempst = s n’est imposée
sur la particule,F représente la probabilité mixte d’avoir d’un côté un intervalle vide au
tempst et de l’autre une particule au tempss. Pour ce, utilisons le fait que

Pr({ n , s} d {◦, s}) = En,1(d; s), (4.11)

oùEn,1(d; s) est la probabilité d’avoir deux intervalles vides de longueur1 etn, distants
ded. Couplé avec eq. (4.8), nous en déduisons l’identité suivante aux temps égaux

F (n, d; s, s) = En(s)− En,1(d; s) = En,0(d; s)− En,1(d; s).
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Dans la limite continue, lorsque le pasa duréseau tend vers zéro, nous pouvons remplacer
formellement la probabilité discrèteF (n, d; s, s) par sa limite continueF (x, r; s, s), où
nous avons effectué les substitutionsx = na et r = da. En appliquant ces mêmes substi-
tutions aux probabilités à un et deux intervalles vides, nous pouvons exprimerF comme
une dérivéeF (n, d; s, s) = En,0(d; s)− En,1(d; s) ≃ −a∂yE(x, y, r; s)|y=0 et

F (x, r; s, s) = lim
a→0

1

a

F (n, d; s, s) = −∂yE(x, y, r; s)|y=0. (4.12)

Dans le second cas, si au tempss une particule est ajoutée (par une quelconque exci-
tation) à la distanced de l’intervalle vide, alorsG est la fonction de réponse du système
à cette perturbation au tempst > s. La probabilité eq. (4.11) est désormais égale à zéro
étant donné qu’au tempss l’existence de la particule est imposée à la distanced de l’in-
tervalle vide. Ainsi, la possibilité d’avoir un trou à cet endroit est nul. Ceci impose la
condition initiale suivante pourG dans la limite continue

G(x, r; s, s) = lim
a→0

G(n, d; s, s) = E(x; s). (4.13)

Remarquons que dans la limite continue,F a la dimension deG divisée par une longueur.

Nous pouvons maintenant relier les fonctions génératricesF etG au corrélateur con-
nexeC(t, s; r) et à la fonction de réponseR(t, s; r), aussi bien dans le cas discret que
dans sa limite continue. Pour le corrélateur, nous utilisons l’identité suivante

Pr({◦, t} d {•, s})︸ ︷︷ ︸
F (1,d;t,s)

+Pr({•, t} d {•, s})︸ ︷︷ ︸
C(t,s;d)+c(t)c(s)

= Pr(•, s) (4.14)

oùc(t) est la densité moyenne de particule et le second terme est simplement le corrélateur
non-connexe. Nous pouvons le réécrire de la façon suivante

F (1, d; t, s) + C(t, s; d) + c(t)c(s) = 1− E1(s)

⇒ C(t, s; d) = 1− E1(s)− F (1, d; t, s)− c(t)c(s).

Dans la limite continue, nous obtenonsC(t, s; r)+ c(t)c(s) ≃ 1−E1(s)−F (t, s; 0, r)−
a∂xF (x, r; t, s)|x=0, et commeF (0, d; t, s) = 1 − E1(s), nous pouvons réexprimer le
corrélateur particule-particule comme

C(t, s; r) = lim
a→0

C(t, s; d)

a

= − ∂F (x, r; t, s)

∂x

∣∣∣∣
x=0

− c(t)c(s). (4.15)

Conduisons la même analyse pour la fonction de réponse. Commençons en utilisant
l’identité

Pr({◦, t} d {•, s})︸ ︷︷ ︸
G(1,d;t,s)

+Pr({•, t} d {•, s})︸ ︷︷ ︸
R(t,s;d)+c(t)

= Pr(•, s) = 1. (4.16)
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Ici, le second terme donnerait simplement la concentration departiculec(t) en l’absence
de perturbation et la fonction de réponseR (qui mesure l’écart à cette concentration sans
perturbation). Il vient alorsR(t, s; d) + c(t) = 1 − G(1, d; t, s) ≃ 1 − G(0, d; t, s) −
a∂xG(x, z; t, s)|x=0. En remarquant queG(0, d; t, s) = 1, puisque c’est la probabilité
d’avoir un intervalle de longueur au moins nulle tout en sachant qu’une particule a été
ajoutée au tempss et la distanced de ce dernier, nous obtenons la relation

R(t, s; r) = lim
a→0

R(d; t, s)

a

= − ∂G(x, r; t, s)

∂x

∣∣∣∣
x=0

− c(t). (4.17)

Commeavant,C possède la dimension deR divisée par une longueur. Nous avons con-
densé les résultats de cette section dans le tableau table 4.1. Les deux définitions du cor-
rélateur et de la réponse eq. (4.15) et eq. (4.17) sont reliées directement à la dérivée de la
probabilité mixteF ouG. Pour les distinguer, il suffit de prendre l’une ou l’autre des con-
ditions initiales données dans eq. (4.12) et eq. (4.13) au tempst = s. Ainsi, pour obtenir
la solution complète au temps(t, s) nous allons déterminer les équations de mouvement
pourF,G.

4.1.2 Equation de mouvement

Les équations de mouvement des fonctions génératricesF,G peuvent être dérivées
indépendamment de leur condition initiale. Nous allons donc, dans un souci de clarté, ne
donner dans la suite de cette section que la dérivation pourF , tout en sachant que la même
équation est valable pourG.

Commençons par calculer comment la fonction génératriceF change entre les temps
t et t+ dt, selon les différentes contributions possibles (création ou destruction de l’inter-
valle de longueurn). Ces différentes possibilités s’écrivent :

∂tF (n, d; t, s)dt = − [Pr({• y n , t} d {•, s}) + Pr({ n x •, t} d− 1 {•, s})]
+
[
Pr({x • n− 1 , t} d {•, s}) + Pr({ n− 1 • y, t} d {•, s})

]
.(4.18)

Il est possible d’évaluer chaque probabilité de la relation précédente en introduisant le
taux de transitionΓ et en considérant une règle de somme. Par exemple :

Pr({• y n , t} d {•, s}) = Pr({• n , t} d {•, s})Γdt,

avec

Pr({• n , t} d {•, s}) + Pr({◦ n , t} d {•, s}) = Pr({ n , t} d {•, s})
⇒ Pr({• n , t} d {•, s}) = F (n, d; t, s)− F (n+ 1, d; t, s).

Le second terme dans eq. (4.18) peut aussi s’écrire

Pr({ n x •, t} d− 1 {•, s}) = Pr({ n •, t} d− 1 {•, s})Γdt,
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avec

Pr({ n •, t} d− 1 {•, s}) + Pr({ n ◦, t} d− 1 {•, s}) = Pr({ n , t} d {•, s})
⇒ Pr({ n •, t} d− 1 {•, s}) = F (n, d; t, s)− F (n+ 1, d− 1; t, s).

Pour le troisième terme de eq. (4.18), nous avons

Pr({x • n− 1 , t} d {•, s}) = Pr({• n− 1 , t} d {•, s})Γdt,
avec

Pr({• n− 1 , t} d {•, s}) + Pr({◦ n− 1 , t} d {•, s}) = Pr({ n− 1 , t} d {•, s})
⇒ Pr({• n− 1 , t} d {•, s}) = F (n− 1, d; t, s)− F (n, d; t, s).

Enfin, le dernier terme de eq. (4.18) s’exprime comme

Pr({ n− 1 • y, t} d {•, s}) = Pr({ n− 1 •, t} d {•, s})Γdt,
avec

Pr({ n− 1 •, t} d {•, s}) + Pr({ n− 1 ◦, t} d {•, s}) = Pr({ n− 1 , t} d+ 1 {•, s})
⇒ Pr({ n− 1 •, t} d {•, s}) = F (n− 1, d+ 1; t, s)− F (n, d; t, s).

Si nous sommons toutes ces contributions, nous obtenons l’équation différentielle linéaire
pour une chaîne discrète en fonction du taux de transitionΓ

∂tF (n, d; t, s) = Γ [F (n+ 1, d; t, s) + F (n+ 1, d− 1; t, s) (4.19)

+ F (n− 1, d; t, s) + F (n− 1, d+ 1; t, s)− 4F (n, d; t, s)] .

Cette expression nous permet d’évaluer l’évolution pour des tempst > s des probabilités
mixtes (F ou G) à partir des conditions initiales eq. (4.12) or eq. (4.13). Dans la limite
continue, la précédente identité peut se développer en fonction du pas du réseaua et nous
obtenons alors une équation différentielle du second ordre :

∂tF (x, z; t, s) = 2D

[
∂2
x +

1

2
∂2
z − ∂x∂z

]
F (x, z; t, s). (4.20)

où nous avons utiliséD := Γa2. L’opérateur différentiel dans le membre de droite de
cette équation peut là encore se diagonaliser, en effectuant le changement de variables
X =

√
2 (x+ z) etZ =

√
2 z, et ainsi

∂tF (X,Z; t, s) = 2D
(
∂2
X + ∂2

Z

)
F (X,Z; t, s).

C’est une équation de diffusion en deux dimensions, qui peut donc se résoudre par des
méthodes standards. Aussi, la solution générale de eq. (4.20), en utilisant comme condi-
tion initialeF (x, z; s, s), est

F (x, z; t, s) =

∫ ∫

R2

2dx′dz′

πℓ21
Wℓ1(x− x′, z − z′)F (x′, z′; s, s), (4.21)
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où le noyau gaussienWℓ1(x− x′, z − z′) estdéfini par

Wℓ1(x− x′, z − z′) = exp

[
− 2

ℓ21
(x− x′ + z − z′)2 − 2

ℓ21
(z − z′)2

]
. (4.22)

Enécrivant ceci, nous avons introduit deux échelles de longueur

ℓ21 := 8D(t− s) , ℓ20 := 8Ds (4.23)

qui sont les longueurs de diffusion aux tempst− s > 0 ets.
La démonstration présentée ici est probabiliste, nous allons donné dans la suite, la dé-

monstration de la même équation mais en utilisant le formalisme Hamiltonien/Liouvilien
[Alca94, Pesch94, Schu00].

4.1.3 Equation de mouvement dans le formalisme Hamiltonien/Liouvillien

Pour établir l’équation maîtresse dans sa forme matricielle, nous avons besoin d’in-
troduire deux états sur chaque sitei : l’état vide |0〉i = (10) et l’état occupé|1〉i = (01).
Définissons également l’opérateur de création de particuled†i et l’opérateur d’annihilation
di sur un sitei comme suit :

di |0〉i = 0 , di |1〉i = |0〉i , d†i |0〉i = |1〉i , d†i |1〉i = |1〉i . (4.24)

Il est important de noter que la notation choisie pour les opérateurs création et annihila-
tion l’est au bénéfice de l’usage et qu’en aucun cas les deux opérateurs ne sont pas con-
jugués. Ces opérateurs peuvent être représentés dans la base de dimension2N |{σ}〉 =
⊗N

i=1{|σi〉}, avecσi = 0, 1, par les matrices

di =

(
0 1
0 0

)

i

, d†i =

(
0 0
1 1

)

i

. (4.25)

Nous insistons encore sur le fait que les opérateursd†i di ne sont pas des opérateurs con-
jugués, il s’agit seulement d’une notation pour rappeler les habituels opérateurs création
et annihilation.
L’ opérateur nombre de particulesni := d†idi et l’opérateur trouhi := 1 − ni ont les
représentations suivantes dans la même base

ni =

(
0 0
0 1

)

i

, hi =

(
1 0
0 0

)

i

. (4.26)

L’équation maîtresse est réécrite sous la forme∂t |P (t)〉 = −H |P (t)〉, où |P (t)〉 =∑
{σ} P ({σ}; t) |{σ}〉 décrit l’état du système et où l’Hamiltonien quantique non hermi-

tienH s’écrit

H = −Γ
N∑

i=1

(
d†i+1di + d†i−1di

)
+ 2Γ

N∑

i=1

ni (4.27)
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pour le processus coagulation-diffusion à une dimension (avecbord périodique). L’état
du système au tempst est donné par la solution formelle|P (t)〉 = exp(−Ht) |P (0)〉
de l’équation maîtresse. Du fait de la conservation de la probabilité, nous avons le bra
de l’état fondamental qui satisfait〈0|H = 0, et où ce bra s’écrit explicitement comme
〈0| := ⊗i{(11)

T}. En particulier, nous pouvons constater que la normalisationP(t) :=∑
{σ} P ({σ}; t) = 〈0| |P (t)〉 = 1 reste vrai en tout temps si elle l’est initialement C’est

d’autant plus clair, étant donné que〈0| ⊗i |σi〉 = 1 pour toutes configurations, et∂tP =
〈0| (−H) exp(−Ht) |P (0)〉 = 0, alors que l’état initial doit satisfaireP(0) = 1.

Peschelet. al. [Pesch94] ont montré comment adapter ce formalisme dans le but de
reproduire les résultats de la méthode des intervalles vides. Ils ont introduit, pour ce,
l’opérateur intervalle-videentre les sitesi = 1 et i = n

X(1, n) :=
n∏

i=1

(1− ni) =
n∏

i=1

hi. (4.28)

et ont montré que sa moyenne〈0|X(1, n) |P (t)〉 satisfait les mêmes équations de mou-
vement que la probabilité d’avoir un intervalle videEn(t). Utilisons donc ce formalisme
pour exprimer la fonction de réponse et la fonction génératriceG, où la particule est créée
au tempss comme une moyenne d’opérateurs. Pour la fonction de réponse, nous avons

R(d; t, s) = 〈0| (1̂−X(1, 1)) exp(−H(t− s)) (d†d+2 − 1̂) exp(−Hs) |P (0)〉 (4.29)

ce qui traduit la réponse à une perturbation de type−h(d†i )− 1̂) et pour la fonctionG

G(n, d; t, s) = 〈0|X(1, n) exp(−H(t− s)) d†n+d+1 exp(−Hs) |P (0)〉 (4.30)

(la même analyse peut être conduite pourF ). Ici, le premier site de l’intervalle vide est
en i = 1, ce qui est admissible étant donné l’invariance par translation spatiale et queG
ne dépend que de la taille de l’intervalle viden et de la distanced entre ce dernier et la
particule créée au tempss.

Pour fixer les idées, considérons le casn = 0 (i.e pas d’intervalle vide) où nous avons
G(0, d; t, s) = 〈0| exp[−H(t − s)]d†d+1 |P (s)〉 = 〈0| |P (s)〉 = 1, où dans le premier
élément de matrice nous développons l’exponentielle et ensuite utilisons〈0|H = 0 et
〈0| d†i = 〈0|. Ceci permet de reproduire l’une des conditions aux bords du tableau 4.1.

L’équation de mouvement peut maintenant être obtenue à partir de l’expression

∂tG(n, d; t, s) = −〈0| [H,X(1, n)] exp(−H(t− s))d†n+d+1 |P (s)〉 . (4.31)

Nous utilisons alors les règles de commutations des opérateursd etd†

[di, 1− ni] = −(1− ni)di , di(1− ni) = 0, [di, d
†
i ] = hi, (4.32)
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et la propriété〈0| di = 〈0| − 〈0| (1− ni), dans le but d’exprimer eq. (4.31) seulement en
terme d’équation différentielle pourG. Pourd ≥ 1, la principale tâche est de calculer le
commutateur entreH etX(1, n)

[H,X(1, n)] = Γ

[
∑

i

(d†i−1di + d†i+1) + 2
∑

i

d†idi, X(1, n)

]
. (4.33)

Si l’intervalle [i− 1, i, i+ 1] est entièrement contenu dans l’intervalle videX(1, n), nous
avons

[
(d†i−1di + d†i+1), (1− ni−1)(1− ni)(1− ni+1)

]
= 0. (4.34)

Ainsi, seuls les bords de l’intervalle vide contribuent et nous obtenons
[
d†0d1, (1− n1)

]
= −d†0(1− n1)d1 (4.35)

[
d†1d0, (1− n1)

]
= d0d

†
1(1− n1)

[
d†n+1dn, (1− nn)

]
= −d†n+1(1− nn)dn

[
d†ndn+1, (1− nn)

]
= dn+1d

†
n(1− nn).

En remplaçant le commutateur dans eq. (4.31) par son expression, nous trouvons

∂tG(n, d; t, s) = −〈0| (X(2, n) +X(0, n) +X(1, n+ 1) +X(1, n− 1) (4.36)

−4X(1, n)) exp[−H(t− s)]d†n+d+1] |P (s)〉 .

Cette expression peut enfin se réécrire comme

∂tG(n, d; t, s) = Γ [G(n+ 1, d; t, s) +G(n+ 1, d− 1; t, s) (4.37)

+ G(n− 1, d; t, s) +G(n− 1, d+ 1; t, s)− 4G(n, d; t, s)] ,

qui est bien évidemment équivalente à l’équation différentielle eq. (4.19), obtenue précédem-
ment mais avec des arguments probabilistes.

La solution de cette équation requiert de prendre en compte les différentes symétries
espace-temps implicitement définies dansF et G. C’est ce que nous allons développer
dans la suite.

4.1.4 Relations de symétrie aux temps égaux

La forme générale de la solution des équations de mouvement a déjà été donné précédem-
ment en terme d’intégrales eq. (4.21) et contient de multiples intégrales sur les variables
d’espacesx′ andz′. Or,F (x′, z′; s, s) est seulement physiquement bien définie pour des
variables positives. Il est donc essentiel de chercher à étendre sa définition aux autres
domaines où(x′, z′) peuvent être positives ou négatives.
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Nous connaissons déjà ces symétries dans le cas à un temps. C’estce que nous avons
présenté dans la section précédente. Rappelons les continuations analytiques pour la prob-
abilité à un et deux intervalles vides que nous avions trouvé

E(−x; s) = 2− E(x; s),

E(−x, y, z; s) = 2E(y; s)− E(x, y, z − x; s),

E(x,−y, z; s) = 2E(x; s)− E(x, y, z − y; s),

E(−x,−y, z; s) = 4− 2E(x; s)− 2E(y; s) + E(x, y, z − x− y; s),

E(x, y,−z; s) = 2E(x+ y − z; s)− E(x− z, y − z, z; s). (4.38)

Ces relations sont des contraintes imposées par la structure de l’équation de mouvement
satisfaite parE(x; s) et E(x, y, z; s) et aussi donnent les continuations analytiques des
variables d’espacesx, y, z deR3

+ versR3.
Nous sommes intéressés par le comportement au temps long. Il est donc naturel de se
restreindre aux solutions qui contribuent au terme dominant dans la limitet → ∞. Or
nous avons vu qu’un état initial où le système est entièrement rempli génère ce terme
dominant lorsquet → ∞. Nous allons donc utiliser les solutions exactes précédemment
calculées :

E(x; s) = erfc(x/ℓ0),

E(x, y, z; s) = erfc(x/ℓ0)erfc(y/ℓ0)− erfc((x+ y + z)/ℓ0)erfc(z/ℓ0)

−erfc((x+ z)/ℓ0)erfc((y + z)/ℓ0). (4.39)

Notons que ces solutions satisfons les symétries (4.38), et donc restent vraies sur tout
l’espaceR3. Enfin, étant donné qu’un état initial avec une densitéc(0) < 1 ou alors avec
des corrélations initiales ne génèrent que des corrections au terme dominant, nous allons
uniquement considérer le cas d’un système initialement entièrement rempli de particules.

Comme pour les quantités à un temps, notre but est donc, dans l’immédiat, de trouver
des analogues à eq. (4.38) mais qui s’appliquent àF etG.

4.2 Symétries deF etG

Les symétries deF et G peuvent être obtenues en même temps en considérant les
symétries de l’équation de mouvement, avant de faire la distinction entre la condition
initiale donnant la corrélation ou la réponse. En effet, pour la fonction génératrice de la
réponse, les conditions initiales/au bord àt = s et pourn = 0 sont

G(n, d; s, s) = Pr({ n , s} , d, {•, s}) = Pr( n , s) = En(s)

G(0, d; t, s) = 1, (4.40)

et, pour la fonction génératrice de la corrélation

F (n, d; s, s) = Pr({ n , s}, d, {•, s}) = Pr( n , s)− Pr({ n , s}, d, {◦, s})
= En,0(s)− En,1(d; s)

F (0, d; t, s) = 1− E1(s). (4.41)
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Dans la limite continue, ces relations deviennent

G(x, z; s, s) = E(x; s) , G(0, z; t, s) = 1, (4.42)

F (x, z; s, s) = −∂yE(x, y, z; s)|y=0 , F (0, z; t, s) = −∂xE(x; s)|x=0 = c(s),

oùc(s) est la concentration de particules au tempss. Il nous est donc possible de traiter de
manière simultanée les deux fonctions génératrices en considérant la fonctionF (x, z; s, s)
avec la condition initialeF (0, z; t, s) = γ(s), avecγ(s) := 1 pour la fonction générant la
réponse etγ(s) := c(s) pour celle générant la corrélation. La quantitéγ(s), indépendante
de la distance et du tempst, représente la concentration de particules lorsque la corrélation
et la réponse sont mesurées au tempss. Ces fonctions sont ensuite déduites en prenant les
dérivées eq. (4.17) and eq. (4.15).

4.2.1 Symétries entre intervalle de longueur positive et négative

Nous pouvons obtenir une relation entre les intervalles de longueur positive et néga-
tive en partant de la relation discrète eq. (4.42). Pour la valeurn = 0 cette équation
différentielle impose les conditions de continuité

lim
t→s

∂tF (0, d; t, s) = Γ [F (1, d; s, s) + F (1, d− 1; s, s)

+ F (−1, d; s, s) + F (−1, d+ 1; s, s)− 4F (0, d; s, s)] = 0, (4.43)

ce qui amène à une relation entre les probabilités de longueurn = −1 et celle impliquant
une longueurn = 1

F (1, d; s, s) + F (1, d− 1; s, s) + F (−1, d; s, s) + F (−1, d+ 1; s, s) = 4γ(s). (4.44)

Cette relation peut s’étendre en itérant l’analyse aux autres valeurs négatives den et il
vient finalement

n∑

k=0

F (−n, d+ k; s, s)

(
n

k

)
+

n∑

k=0

F (n, d− k; s, s)

(
n

n− k

)
= 2n+1γ(s). (4.45)

Cette identité eq. (4.45) peut être inversée en utilisant une transformée de Fourier de
la fonctionF , par exemple

F (n, d; s, s) =

∫ 1

0

dz F̃ (n, z; s, s)e2iπzd, F̃ (n, z; s, s) =
+∞∑

d=−∞
F (n, d; s, s)e−2iπzd.

Nous avons aussi besoin d’introduire le peigne de Dirac

+∞∑

d′=∞
e−2iπzd′ =

+∞∑

d′=−∞
δ(z + d′). (4.46)
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A partir des trois précédentes égalités, nous pouvons exprimereq. (4.45) dans l’espace de
Fourier et sommer sur les indices discretsk, ce qui nous permet d’évaluer directement la
transformée de Fourier̃F (−n, z; s, s) comme une fonction dẽF (n, z; s, s)

F̃ (−n, z; s, s) = −F̃ (n, z; s, s)e−2iπzn + 2n+1

+∞∑

d′=−∞

e2iπzd
′

(1 + e−2iπz)n
. (4.47)

Enfin, nous inversons la précédente relation vers l’espace réelle et nous obtenons, après
avoir effectué les intégrales complexes sur le cercle unité,

F (−n, d; s, s) = −
∫ 1

0

dz F̃ (n, z; s, s)e2iπz(d−n)

+2n+1

∫ 1

0

dz
+∞∑

d′=−∞

e2iπz(d
′+d)

(1 + e−2iπz)n
= 2− F (n, d− n; s, s). (4.48)

Nous obtenons alors la première symétrie importante pourF (x, z; s, s), à t = s, et avec
x > 0 :

F (−x, z; s, s) = 2γ(s)− F (x, z − x; s, s). (4.49)

4.2.2 Symétries entre distances positives et négatives

Nous obtenons la seconde relation en regardant comme avant l’équation différentielle
pour d = 0. Pour ce, nous avons besoin de calculer l’équation de mouvement de la
fonction génératricelimt→s F (n, 0; t, s) = Pr( n •, s). Ceci peut être fait en évaluant
F (n, 0; s+ ǫ, s) pourǫ → 0, comme suit :

F (n, 0; s+ ǫ, s) = F (n, 0; s, s) + ǫΓ
[
Pr({ n-1 } • •) + Pr(• { n-1 }•)

−Pr({ n }•)− Pr(• { n }•)] + O(ǫ2)

= F (n, 0; s, s) + ǫΓ [F (n− 1, 1; s, s)− F (n, 0; s, s) + F (n− 1, 0; s, s)

−F (n, 0; s, s)− F (n, 0; s, s)− F (n, 0; s, s) + F (n+ 1, 0; s, s)] + O(ǫ2)

Ensuite, nous retrouvons l’équation deF (n, 0; t, s) dans la limitet → s

lim
t→s

∂tF (n, 0; t, s) = Γ [F (n− 1, 1; s, s) + F (n− 1, 0; s, s)

+F (n+ 1, 0; s, s)− 4F (n, 0; s, s)] . (4.50)

En comparant cette équation avec eq. (4.19) nous obtenonsF (n+1,−1; s, s) = 0. La
signification physique est qu’une particule ne peut exister dans l’intervalle vide mesuré
au même temps si nous supposons qued = −1 correspond à une particule située dans
le dernier (ou le premier) site de l’intervalle vide. Pour la réponse et la corrélation, il est
équivalent de dire que la probabilité d’avoir à la fois une particule et un site vide est nulle



4.2. Symétries deF etG 105

à temps égaux.

Cependant,en répétant l’argument qui nous avait mené à (4.50), nous trouvons main-
tenant

F (n+ 1,−1; s+ ǫ, s) = F (n+ 1,−1; s, s) + ǫΓ [Pr({ n }•)] + O(ǫ2). (4.51)

A partir duquel on a

lim
t→s

∂tF (n+ 1,−1; t, s) = ΓF (n, 0; s, s). (4.52)

Là encore, une identification avec eq. (4.19) donneF (n+ 2,−2; s, s) = 0. En itérant
le même procédé, nous en déduisons queF (n + d,−d; s, s) = 0 pour d > 0. Ceci est
correct tant que la particule existe dans l’intervalle, ce qui apparaît lorsqued ≥ n. Dans
ce cas, nous pouvons formellement imposer queF (n,−d; s, s) = F (n, d−n; s, s). Sinon,
lorsqued < n, F (n,−d; s, s) est identiquement nulle. Ainsi, nous obtenons la seconde
relation en introduisant une fonction Heavisideθ avecθ(0) = 0 dans le cas discret et dans
la limite continue

F (n,−d; s, s) = θ(d− n)F (n, d− n− 1; s, s)

F (x,−z; s, s) = θ(z − x)F (x, z − x; s, s). (4.53)

Une troisième symétrie peut être déduite pourF (−n,−d; s, s) en utilisant les relations
eq. (4.49)et eq. (4.53). A partir de la dernière symétrie (4.53), nous avons en effet, pour
n > 0, d > 0 :

F (−n,−d; s, s) = θ(d+ n)F (−n, d+ n− 1; s, s)

= θ(d+ n)[2γ(s)− F (n, d− 1; s, s)]

= 2γ(s)− F (n, d− 1; s, s), (4.54)

qui devient dans la limite continue avecx > 0, z > 0

F (−x,−z; s, s) = 2γ(s)− F (x, z; s, s) (4.55)

Finalement, résumons toutes les symétries deF que nous avons trouvées

F (−x, z; s, s) = 2γ(s)− F (x, z − x; s, s) , x > 0

F (x,−z; s, s) = θ(z − x)F (x, z − x; s, s)) , z > 0 (4.56)

F (−x,−z; s, s) = 2γ(s)− F (x, z; s, s) , x > 0 andz > 0.

Il nous est désormais possible de calculer la solution générale tout en gardant à l’esprit
que pour la fonctionF générant la corrélation nous devons imposerγ(s) = 1 alors que
pour celleG générant la réponse l’eq. (4.56) reste vraie pourγ(s) = c(s).
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4.3 Expression générale deF (x, z; t, s)

En partant des symétries eq. (4.56), la solution formelle eq. (4.21) peut d’abord se
réécrire dans le domaine oùx′ et z′ sont positifs

F (x, z; t, s) =

∫∫

R2

2dx′dz′

πℓ21
Wℓ1(x− x′, z − z′)F (x′, z′; s, s)

=

∫∫

R
2
+

2dx′dz′

πℓ21
{Wℓ1(x− x′, z − z′)F (x′, z′; s, s) +Wℓ1(x+ x′, z − z′)F (−x′, z′; s, s)

+Wℓ1(x− x′, z + z′)F (x′,−z′; s, s) +Wℓ1(x+ x′, z + z′)F (−x′,−z′; s, s)} .
(4.57)

et où le noyauWℓ1 a été défini en eq. (4.22). En utilisant eq. (4.56) dans l’expression
précédente, nous pouvons exprimer les différents termes deF non physiques avec des
termes physiques selon

F (−x′, z′; s, s) = 2γ(s)− θ(z′ − x′)F (x′, z′ − x′; s, s)

F (x′,−z′; s, s) = θ(z′ − x′)F (x′, z′ − x′; s, s) (4.58)

F (−x′,−z′; s, s) = 2γ(s)− F (x′, z′; s, s).

Cette décomposition, accompagnée de quelques translations sur les variables d’intégra-
tion, nous permet de réécrire l’intégrale comme une somme de deux termes : le premier
contient les propriétés génériques deF (x′, z′; t, s) et le second dépend de la condition
initiale au travers deγ(s).

F (x, z; t, s) =

∫∫

R
2
+

2dx′dz′

πℓ21
[Wℓ1(x− x′, z − z′)−Wℓ1(x+ x′, z + z′) (4.59)

−Wℓ1(x+ x′, z − z′ − x′) +Wℓ1(x− x′, z + x′ + z′)]F (x′, z′; s, s)

+2γ(s)

∫∫

R
2
+

2dx′dz′

πℓ21
[Wℓ1(x+ x′, z − z′) +Wℓ1(x+ x′, z + z′)] .

Ensuite, pour le corrélateur ou la fonction de réponse, nous avons besoin de la dérivée
−∂xF (x, z; t, s)|x=0. Nous exprimons alors cette dérivée par rapport àx dans l’intégrale
comme une dérivée en fonction des variables d’intégration

∂xWℓ1(x+ x′, z + z′)|x=0 = ∂x′Wℓ1(x
′, z + z′),

∂xWℓ1(x− x′, z − z′)|x=0 = −∂x′Wℓ1(−x′, z − z′),

∂xWℓ1(x+ x′, z − x′ − z′)|x=0 = (∂x′ − ∂z′)Wℓ1(x
′, z − x′ − z′)

∂xWℓ1(x− x′, z + x′ + z′)|x=0 = −(∂x′ − ∂z′)Wℓ1(x
′, z − x′ − z′).

Au final, la dérivée de−F (x, z; t, s) par rapport àx, après réarrangement des différents
termes, s’écrit

−∂xF (x, z; t, s)|x=0 =

∫∫

R
2
+

2dx′dz′

πℓ21
∂x′ [Wℓ1(−x′, z − z′) +Wℓ1(x

′, z + z′) (4.60)
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+Wℓ1(x
′, z − z′ − x′) +Wℓ1(−x′, z + x′ + z′)]F (x′, z′; s, s)

−
∫∫

R
2
+

2dx′dz′

πℓ21
∂z′ [Wℓ1(x

′, z − z′ − x′) +Wℓ1(−x′, z + x′ + z′)]F (x′, z′; s, s)

−2γ(s)

∫∫

R
2
+

2dx′dz′

πℓ21
∂x′ [Wℓ1(x

′, z − z′) +Wℓ1(x
′, z + z′)] .

Notons au passage queWℓ1(x
′, z − z′ − x′) = Wℓ1(−x′, z − z′) etWℓ1(−x′, z + x′ + z′) =

Wℓ1(x
′, z + z′).

Enfin, après quelques intégrations par parties, nous obtenons finalement

− ∂F (x, z; t, s)

∂x

∣∣∣∣
x=0

= − 4

πℓ21

∫∫

R
2
+

dx′dz′ [Wℓ1(−x′, z − z′) +Wℓ1(x
′, z + z′)] ∂x′F (x′, z′; s, s)

+
2

πℓ21

∫∫

R
2
+

dx′dz′ [Wℓ1(−x′, z − z′) +Wℓ1(x
′, z + z′)] ∂z′F (x′, z′; s, s)

+
2

πℓ21

∫

R+

dx′ [Wℓ1(−x′, z) +Wℓ1(x
′, z)]F (x′, 0; s, s).

(4.61)

Ce résultat est indépendant deγ(s). Cette expression est directement obtenue si nous con-
sidérons le cas d’une chaîne initialement entièrement remplie de particules. Ceci donne la
contribution dominante dans la limite des temps longs, où les expressions exactes pour la
probabilité à un ou deux intervalles vides ont été rappelées dans eq. (4.39).

4.4 Fonction de corrélation à deux temps

4.4.1 Expression générale

Dans cette section, nous allons utiliser les résultats précédents eq. (4.61) pour calculer
la fonction de corrélationC(t, s; r), avect > s.
A partir de eq. (4.61) et eq. (4.42), nous avons directement

C(t, s; r) =
4

πℓ21

∫∫

R
2
+

dx′dr′ [Wℓ1(−x′, r − r′) +Wℓ1(x
′, r + r′)] ∂2

x′y′E(x′, y′, r′; s)
∣∣
y′=0

− 2

πℓ21

∫∫

R
2
+

dx′dr′ [Wℓ1(x
′, r − x′ − r′) +Wℓ1(−x′, r + x′ + r′)] ∂2

y′r′E(x′, y′, r′; s)
∣∣
y′=0

− 2

πℓ21

∫

R+

dx′ [Wℓ1(−x′, r′) +Wℓ1(x
′, r′)] ∂y′E(x′, y′, 0; s)|y′=0 − c(t)c(s). (4.62)

En remplaçant l’expression de la distribution à deux intervalles videsE(x, y, r; t) par
celle donnée en eq. (4.39) et en effectuant une intégration par parties, nous obtenons

C(t, s; r) =
4

πℓ1
√

2ℓ20 + ℓ21
exp

(
−4(ℓ20 + ℓ21)

2ℓ20 + ℓ21

r2

ℓ21

)
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+
8

π2ℓ20ℓ
2
1

∫∫

R
2
+

dx′dr′ [Wℓ1(−x′, r − r′) +Wℓ1(x
′, r + r′)]

×
[√

π(x′ + r′)

ℓ0
erfc(

r′

ℓ0
)e−(x′+r′)2/ℓ20 +

√
π r′

ℓ0
erfc

(
x′ + r′

ℓ0

)
e−r′2/ℓ20

+2e−x′2/ℓ20 − 2e−(x′+r′)2/ℓ20−r′2/ℓ20

]
− c(t)c(s). (4.63)

où les concentrations particulaires sontc(t) = (2/
√
π)(ℓ21 + ℓ20)

−1/2, c(s) = (2/
√
π)ℓ−1

0

auxtempst ets respectivement. Le corrélateur connexeC(t, s; r) est directement relié aux
intéractions. En effet dans un système sans corrélations, ce corrélateur connexe s’annule.
Enfin, on peut réduire le nombre d’intégrales en effectuant encore une intégration par
parties, ce qui donne

C(t, s; r) =
4

πℓ1
√

2ℓ20 + ℓ21
exp

(
−4(ℓ20 + ℓ21)

2ℓ20 + ℓ21

r2

ℓ21

)
− 4

πℓ0
√
ℓ20 + ℓ21

erfc

(
2
√
ℓ20 + ℓ21√
2ℓ20 + ℓ21

r

ℓ1

)

− 2

π(2ℓ20 + ℓ21)
e−4r2/(2ℓ20+ℓ21)


erfc

(
2ℓ0√

2ℓ20 + ℓ21

r

ℓ1

)2

+ erfc

(
− 2ℓ0√

2ℓ20 + ℓ21

r

ℓ1

)2



+
8

π3/2ℓ0
√

ℓ20 + ℓ21

∫ ∞

2
√

ℓ20+ℓ21√
2ℓ20+ℓ21

r
ℓ1

dr′ e−r′2erfc

(
ℓ0√

ℓ20 + ℓ21
r′
)

+
8

π3/2ℓ30ℓ
2
1

[∫ ∞

0

dr′ r′e−r′2/ℓ20−2(r′−r)2/ℓ21 ×
∫ ∞

0

dr′′ e−2(r′′−r)2/ℓ21erfc(r′′/ℓ0)

+

∫ ∞

0

dr′ r′e−r′2/ℓ20−2(r′+r)2/ℓ21 ×
∫ ∞

0

dr′′ e−2(r′′+r)2/ℓ21erfc(r′′/ℓ0)

]
(4.64)

4.4.2 Limite asymptotique

Dans la limite où la distancer ≫ ℓ0,1 est plus grande que les deux longueurs de diffu-
sions, il est possible de développer la précédente intégrale dans eq. (4.64) et d’ordonner
les termes exponentiels par amplitude décroissante

C(t, s; r) = exp

(
− 4r2

2ℓ20 + ℓ21

){
− 2

πr2
+

3(2ℓ20 + ℓ21)

2πr4
+O(r−6)

}

+ exp

(
−4r2(ℓ20 + ℓ21)

ℓ21(2ℓ
2
0 + ℓ21)

){
4

πℓ1
√

2ℓ20 + ℓ21
+

2ℓ31

π3/2ℓ0(ℓ20 + ℓ21)
√
2ℓ20 + ℓ21r

+O(r−3)

}

+ exp

(
−4r2

ℓ21

){
ℓ21

π2ℓ20 r
2
− (4ℓ20 + ℓ21)ℓ

4
1

8π2ℓ40r
4

+O(r−6)

}
(4.65)

Ainsi, nous pouvons grossièrement dire que pour des distancesr suffisamment grandes,
le corrélateur décroît exponentiellement commeC(t, s; r) ∼ r−2 exp(−4r2/(t+ s)) et où
les paramètres dimensionnés et non universels ont été supprimés. Là encore, il est possible
de lire l’exposant dynamiquez = 2.
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4.5 Fonction de réponse à deux temps

4.5.1 Expression générale

Dans ce cas, nous avons précédemment vu que la condition initiale est donnée par
G(x, r; s, s) = E(x; s) pour r positif, avec la contrainte additionnelleG(0, d; t, s) = 1.
Après usage de eq. (4.61) et eq. (4.42), nous obtenons

R(t, s; r) = − 4

πℓ21

∫∫

R
2
+

dx′dr′ [Wℓ1(−x′, r − r′) +Wℓ1(x
′, r + r′)] ∂x′E(x′; s)

+
2

πℓ21

∫

R+

dx′ [Wℓ1(−x′, r) +Wℓ1(x
′, r)]E(x′; s)− c(t)

Et en substituantE(x, t) par son expression eq. (4.39), il vient

R(t, s; r) =
2

πℓ1ℓ0

∫

R+

dx′
[
erf

(
x′ − 2r

ℓ1

)
− erf

(
x′ + 2r

ℓ1

)]
exp

(
−x′2(ℓ20 + ℓ21)

ℓ20ℓ
2
1

)
(4.66)

+
2

πℓ21
e−2r2/ℓ21

∫

R+

dx′
[
exp

(
−2(r − x′)2

ℓ21

)
+ exp

(
−2(r + x′)2

ℓ21

)]
erfc

(
x′

ℓ0

)

4.5.2 Limite asymptotique

De la même façon que pour le corrélateur, il est possible d’avoir son comportement
asymptotique, lorsque la distancer ≫ ℓ0,1 est plus grande que les longueurs de diffusion.
Nous développons alors l’expression précédente (4.66) et organisons les termes exponen-
tiels par amplitude décroissante. Il vient deux contributions exponentielles

R(t, s; r) = exp

(
− 2r2

2ℓ20 + ℓ21

){√
2ℓ20 + ℓ21
πℓ1r

− (2ℓ20 + ℓ21)
3/2

4πℓ1r3
+O(r−5)

}
(4.67)

+ exp

(
−4r2(ℓ20 + ℓ21)

ℓ21(2ℓ
2
0 + ℓ21)

){
−ℓ1

√
2ℓ20 + ℓ21

(ℓ20 + ℓ21)πr
+

ℓ31(2ℓ
2
0 + ℓ21)

3/2

8(ℓ20 + ℓ21)
2πr3

+O(r−5)

}

Nous voyons donc une décroissance exponentielleR(t, s; r) ∼ r−1 exp(−2r2/(t + s)),
où là encore les paramètres dimensionnés et non-universels ont été supprimés.

4.6 Vérification numérique

Dans cette section, nous donnons un bref aperçu des méthodes numériques qui ont
permis de vérifier notre méthode.

Pour modéliser le processus de coagulation-diffusion, nous avons utilisé une chaîne
périodiqueΛ comportantN = 512 sites, chacun ayant un degré de liberté localσi = 0, 1.
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L’équation maîtresse s’écrit dans ce cas

P ({σ}, t+∆t) = (1−∆t)P ({σ}, t) + ∆t
∑

{σ′}
W ({σ′} → {σ})P ({σ′}, t)

oùP ({σ}, t) est la probabilité d’observer le système dans l’état{σ} etW ({σ′} → {σ})
est le taux de transition par unité de temps de l’état{σ′} vers l’état{σ}. Ainsi, pour un
site donnéi, nous avons les taux de diffusion et de coagulation respectivement donnés par

W (•◦ → ◦•) = W (◦• → •◦) = W (•• → ◦•) = W (•• → •◦) = 1/2 (4.68)

Le système initial est préparé dans un état où chaque site est occupé. Un sitej ∈ Λ est
choisi aléatoirement, s’il est occupé, la particule bouge sur un des deux sites voisins avec
la même probabilité, et coagule avec la particule qui pourrait déjà être présente dans le
site cible.N -fois ce processus définissent un pas de temps Montecarlot 7→ t+∆t.

La concentration est donnée parc(t) = N−1
∑

j∈Λ〈σj〉 et la fonction de corrélation
connexe est calculée en utilisant

C(t, s; r) =
1

N
∑

j∈Λ
〈σj+r(t)σj(s)〉 −

1

N 2

∑

j∈Λ
〈σj(t)〉

∑

j∈Λ
〈σj(s)〉 (4.69)

où les moyennes sont effectuées sur les réalisations microscopiques. Enfin, précisons que
l’autocorrélation connexe est la corrélation entre une particule au tempss et une autre au
tempst mais sur le même site.

Par contre, pour évaluer la fonction de réponse, nous démarrons l’évolution du sys-
tème par le même processus que précédemment. Cependant, au tempst, nous introduisons
une perturbation. Ensuite, nous continuons l’évolution des deux systèmes, celui perturbé
{σp(t, s)} et celui non-perturbé{σ(t, s)}. La perturbation est réalisée en choisissant un
site j ∈ Λ et en y imposant la présence d’une particule ; si le sitej comporte déjà une
particule, la perturbation n’y change rien et donc il n’y aura pas de contribution à la fonc-
tion de réponse. La réponse linéaire est ensuite donnée en comparant l’évolution des deux
systèmes de telle façon que

R(t, s; r) =
1

N
∑

j∈Λ

〈
σp
j+r(t, s)− σj+r(t)

〉
= (1−G(1, r, t, s))− (1− E(t)) . (4.70)

4.6.1 Fonction de corrélation

Pour tester et aussi constater comment le régime asymptotique décrit par eq. (4.64) est
atteint, nous comparons dans la figure 4.2 les simulations numériques pour le corrélateur
connexeC(t, s; r) avec sa forme asymptotique eq. (4.64).

Ainsi, même pour un temps d’attente modérés = 100, nous ne voyons pratiquement
aucune différence entre les deux. Par contre, pour des temps d’attente courts commes =
10, nous observons les premières indications de corrections à prendre en compte. Dans
tous les cas, la continuation analytique que nous avons proposée est en très bon accord
avec les simulations Monte-Carlo.
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FIGURE 4.2 – Graphique de la fonction de corrélation pour r = 0 (courbe du haut) et
r = 3 (courbe du bas), et avec deux valeurs différentes de s, à savoir s = 10 (à gauche)
et s = 100 (à droite). Les points viennent des simulations, réalisées sur un réseau de
N = 512 sites et la courbe en trait plein est le comportement asymptotique (4.64).
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FIGURE 4.3 – Graphique représentant la fonction de réponse pour r = [0, 1, 2, 3] (de
haut en bas) et pour s = 10 (à gauche) et s = 100 (à droite). Les symboles indiquent
les résultats des simulations numériques alors que la courbe en trait plein représente la
forme analytique donnée dans (4.66). Là encore, ces simulations ont été menées sur un
réseau périodique de N = 512 sites.

4.6.2 Fonction de réponse

De la même façon que pour le corrélateur, nous avons aussi testé les résultats que nous
avons obtenus en les confrontant aux simulations Monte-Carlo décrites dans le préambule
de cette section.

Ainsi, dans la figure 4.3, nous avons représenté les données numériques issues des
simulations Monte-Carlo avec les formes asymptotiques exactes données par l’éq 4.66,
valables dans la limite des temps longs En fait, même pour des temps finalement modérés
t, s ≈ 100, l’accord entre les simulations et les solutions analytiques sont excellentes.
Pour de petits temps d’attente commes = 10, nus observons tout de même de petites cor-
rections au comportement dominant. Cette confrontation numérique permet de confirmer
les conditions initiales (4.52,4.50) ainsi que la condition au bord (4.56) pour la fonction
génératrice de la réponseG.

La comparaison de nos calculs avec les données numériques est importante pour une
autre raison. En effet, Mayer et Sollich ont, il y a quelques temps déjà, calculés le cor-
rélateur et une fonction de réponse. Malheureusement, nous ne sommes pas en accord
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avec leur résultat. Il nous fallait donc vérifier qu’il n’y avaitaucun doute possible sur nos
calculs. Mais finalement, l’origine de la divergence de résultats vient du fait que nous
n’utilisons pas la même définition de la fonction de réponse [Mayer07].

4.7 Fonctions d’autocorrélation et d’autoréponse

Dans cette section, nous analysons le comportement d’échelle de la fonction de cor-
rélation pourr = 0. Nous utiliserons les notations suivantesy := t/s > 1 et la constante
de diffusion sera fixée àD = 1/2. Nous savons d’ores et déjà que ces fonctions satisfont
le comportement d’échelle suivant :

C(t, s) := C(t, s; 0) =
1

sb
fC(y) , R(t, s) := R(t, s; 0) =

1

s1+a
fR(y), (4.71)

oùnous pouvons extraire les exposants d’une simple identification à partir des expressions
eq. (4.63) et eq. (4.66). Asymptotiquement, poury ≫ 1, on s’attend à ce que

fC,R(y) ∼ y−λC,R/z, (4.72)

ce qui nous permet de définir l’exposant de l’autocorrélationλC et celui de l’autoréponse
λR. Je rappelle à toutes fins utiles que l’exposant dynamique a déjà été évalué àz = 2.
A partir de eq. (4.63), il est possible de calculer exactement la fonction d’autocorrélation
en utilisant des intégrations par parties et en utilisant l’identité suivante (voir [Prud86, eq.
(2.8.10.3)])

∫

R+

dx e−x2

erfc(x/α) =
1√
π

arctanα. (4.73)

Il vient alors

C(t, s) =
1

s
· 1

2πD

{
1√

y2 − 1
+

√
2(y − 1)

π(1 + y)
arctan

( √
2√

y − 1

)

− 2

π
√
y
arctan

(
1√
y

)
− 1

1 + y

}
(4.74)

Poury ≫ 1, les deux premiers termes dominants de la fonction d’échellefC deviennent

fC(y) ≃ (2D)−1

[
(1− 8/(3π))π−1y−2 + (

16

5
π − 1/2)π−1y−3

]
. (4.75)

Cetteexpression nous permet d’identifier de suite l’exposantλC = 4. Ce résultat est
en parfait accord avec les travaux de Mayer et Sollich [Mayer07] et finalement ici nous
n’avons développé qu’une autre technique pour aboutir à ce même résultat. L’avantage de
notre méthode est que l’on pourrait très bien établir ces corrélateurs à deux temps pour
n’importe quelle condition initiale.
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Pour l’autoréponse, un calcul direct deR(t, s; 0) avec comme point de départ eq. (4.66)
nous amène à

R(t, s) =
4

πℓ1ℓ0

∫

R+

dx′ erf

(
x′

ℓ1

)
exp

(
−x′2(ℓ20 + ℓ21)

ℓ20ℓ
2
1

)

+
4

πℓ21

∫

R+

dx′ erfc

(
x′

ℓ0

)
exp

(
−2x′2

ℓ21

)
.

Là encore, les intégrales sont données par (4.73) et finalement nous obtenons le comporte-
ment d’échelle

R(t, s) =
1√
s
· 1√

2πD

{ √
2

π
√
y − 1

arctan

( √
2√

y − 1

)
− 2

π
√
y
arctan

(
1√
y

)}
(4.76)

Poury ≫ 1, les termes dominants dans le développement asymptotique de l’autoréponse
deviennent

fR(y) ≃ (2D)−1/2

[
4

3
π−3/2y−2 +

8

15
π−3/2y−3

]
(4.77)

Ainsi, nous lisons l’exposant de la fonction d’autoréponseλR = 4.

A ce niveau, il faut mentionner que pour cette fonction de réponse, nous trouvons des
résultats très différents de ce que nous pouvons trouver dans l’article de Mayer et Sollich
[Mayer07]. En effet, il trouve en faita = b. La fonction de corrélation étant parfaitement
bien reproduite, la différence vient de la fonction de réponse. En fait, nous utilisons la
même définition générale mais pas la même perturbation ; de fait ils considèrent

Ri−j(t, s) = 〈nie
H(t−s)Vje

Hs|P (0)〉 (4.78)

oùVj = T [∂H(h)/∂h]|h=0 est l’opérateur qui rend compte de la perturbationδH = −hni

au tempss. Cet opérateur prend la forme

Vj =
1

2
(Fj−1Fj − 1)nj−1(1− nj) +

1

2
(Fj+1Fj − 1)nj+1(1− nj) (4.79)

oùFj est l’opérateur de flip défini par

Fj = (|1〉〈0|+ |0〉〈1|)j. (4.80)

Au regard deVj, on comprend l’origine de la différence de nos résultats. La perturbation
de Mayer et Sollich peut se décomposer en deux parties : l’une dite symétrique et l’autre
antisymétrique. La partie antisymétrique revient à une augmentation locale des taux de
diffusion pour les particules entrant dans le sitej et à une diminution locale de ces taux
lorsque la particule quitte le sitej. La partie symétrique, quant à elle, correspond à une
augmentation des taux de diffusion entre les sitesj − 1, j et j + 1.

Pour résumer, voici l’ensemble des exposants que nous avons déduits

λC = λR = 4 , a = −1

2
, b = 1 , z = 2 (4.81)
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4.8 Rapport fluctuation-dissipation hors équilibre

Commenous l’avons déjà énoncé dans le premier chapitre, pour les systèmes relaxant
vers un état d’équilibre, et donc dont la dynamique satisfait le bilan détaillé, le rapport
fluctuation dissipation

X(t, s) = TR(t, s)/∂sC(t, s) (4.82)

est devenu [Cugl94, Cris03] un outil utile pour caractériser la distance par rapport à
l’équilibre.

Ici, nous souhaitons aller plus loin et regardons un rapport fluctuation dissipation
généraliséΞ(t, s) tel que dans la limite des grands temps de séparationy = t/s ≫ 1
il tende vers une limite finie et universelleΞ∞. Dans le but de faire ceci, rappelons les
formes d’échelle

C(t, s) = L(s)−bzFC

(
t

s

)
= s−bfC

(
t

s

)

R(t, s) = L(s)−az−zFR

(
t

s

)
= s−1−afR

(
t

s

)
(4.83)

Nous les avons formulées en termes de longueur d’échelleL(s) = (ϑs)1/z. Ce terme
ϑ−1 est un temps caractéristique pour le passage vers le régime d’échelle. Il contient une
amplitude non universelle, étant donné qu’il est proportionnel à la constante de diffusion
ϑ ∼ D, cependant il peut apparaître invisible dans la plupart des calculs grâce à un
changement d’échelle de temps. Nous supposerons aussi que le corrélateur “initial“ aux
temps égaux est normalisé à1.

Posons maintenant notre proposition de rapport fluctuation-dissipation généralisé. En
partant des formes d’échelle écrites précédemment, et en faisant apparaître explicitement
le termeϑ, nous arrivons à

Ξ(t, s) := ϑ1+a−bR(t, s)
[
∂1+a−b
s C(t, s)

]−1
(4.84)

Cette proposition contient les deux cas déjà étudiés, à savoir
• Les systèmes critiques avec bilan détaillé. (Dans ce cas,a = b etϑ 7→ T devient la

température d’équilibre)
• Les modèles de réaction de particules critiques aveca+ 1 = b et la relation (1.40).

Mais elle ne s’arrête pas à ces deux cas. Dans la limite des grands temps de séparations
y = t/s ≫ 1, la fonctionΞ = Ξ(t/s) tend vers une limite universelleΞ∞. En général,
la dérivée (4.84) n’est pas d’ordre entier et par choix, nous utiliserons ici la définition de
Riemann-Liouville de cette dérivée fractionnaire. Pour plus de clarté, nous la définissons
à la Hadamard[Samk93] en imposant que l’opérateur linéaire∂α

s agira sur les monômes
sµ comme suit :

∂α
s s

µ =
Γ(µ+ 1)

Γ(µ− α + 1)
sµ−α (4.85)
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modèle réactions mvt des part. nmax Ref.
BCPD A → 2A A → ∅ diffusion ∞ [Houch02, Baum05]
BCPL A → 2A A → ∅ vols de Lévy ∞ [Dura09]
FA A → 2A 2A → A aucun 1 [Mayer07]
CP A → 2A A → ∅ diffusion 1
NEKIM 2A → ∅ A ↔ 3A diffusion 1 [Odor06]
RAC 2A → C C → 2A diff. avecDA = DC ∞ [Rey99, Elga08]
BPCPD 2A → 3A 2A → ∅ diffusion ∞ [Paes04a, Baum05]
BPCPL 2A → 3A 2A → ∅ vols de Lévy ∞ [Dura09]

TABLE 4.2– Définition schématique des divers processus de réaction-diffusion dont nous
discutons dans le corps du texte. L’abréviation ”CP“ veut dire ”processus de contact“. Ces
processus se caractérisent par les réactions que subissent les particules (données dans
la seconde colonne), le type de mouvement que subit une particule (troisième colonne)
et enfin le nombre de particules maximum que peut accueillir chaque site appelé ici nmax.
Notons que chaque particule peut être sujette à soit un mouvement de type vols de Lévy
(avec le paramètre de contrôle η), soit un mouvement diffusif (qui revient à prendre η = 2),
soit aucun mouvement.

et oùµ n’est pas un entier négatif. Enfin, si nous utilisons les fonctions d’échelle asymp-
totiquesfC,R(y) ∼ aC,R y−λC,R/z, nous trouvons

Ξ(t, s) =
aR
aC

ϑ1+a−b Γ(λC/z − a)

Γ(λC/z + 1− b)
y−(λR−λC)/z (4.86)

−→ aR
aC

ϑ1+a−b Γ(λC/z − a)

Γ(λC/z + 1− b)
=: Ξ∞

où une limite finie poury → ∞ est obtenue, à la condition queλC = λR. Le caractère
fini deΞ∞ ne devrait pas dépendre du choix de la dérivée fractionnaire, au contraire de sa
valeur numérique qui, elle, en dépendra. Une autre condition nécessaire pour l’universalité
est la propriété

∂α
(λs)f(s) = λ−α∂α

s f(s), (4.87)

qui est bien entendu satisfaite par la dérivée fractionnaire de Riemann-Liouville.
Dans le but de mieux comprendre les conséquences de notre proposition (4.84) et de sa

valeur limite (4.86), nous allons déterminer sa valeur dans plusieurs modèles de réaction-
diffusion, en nous plaçant au point critique et qui donc va suivre un vieillissement comme
défini dans le premier chapitre.

Dans un premier temps, nous rappelons donc les différents modèles que nous allons
tester. Le premier groupe de modèles que je vais citer ne contient qu’un seul type de
particules et admet au maximum qu’une seule particule par site :
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• le processus de contact (CP) (avec sa transition de phase dans la classe d’universal-
ité de la percolation dirigée)

• le modèle d’Ising cinétique hors équilibre, appelé NEKIM (pour ”non-equilibrium
kinetic Ising model“) avec une dynamique venant de la dynamique de Glauber non
conservée et la dynamique conservée de Kawasaki.

• le modèle Frederikson-Andersen (FA)
Le second groupe n’admet pas de limite quant au nombre de particules sur un même site :

• le processus de contact bosonique avec diffusion ou vols de Lévy des particules
(dans ce modèle, je rapelle que la densité moyenne de particules est constante le
long de la ligne critique et que la dynamique critique est trouvée en analysant la
variance de la densité de particules)

• le modèle ”A-C“ réversible (RAC) qui contient deux types de particules (A,C)
mais avec des constantes de diffusion égalesDA = DC .

Enfin, le modèle qui requiert la présence de deux particules sur un même site pour avoir
une réaction :

• le processus de contact bosonique par paires avec diffusion ou vols de Lévy des
particules.

Nous avons résumé leur dynamique dans le tableau 4.2. Les comportements d’échelle
dans le régime de vieillissement de ces modèles peuvent être trouvés en détail dans
[Henk10] (mais aussi dans cette thèse pour le BCPL et le BPCPL).

Maintenant, analysons le comportement du vieillissement dans tous ces modèles.
Dans les références citées, soient des estimations numériques précises soient des résultats
exacts ont été obtenus pour les exposants de vieillissementsa, b, λC , λR, z. Cependant,
nous ne prèterons pas attention aux exposantsλC et λR. En effet, nous remarquerons
qu’ils sont dans tous les cas égauxλC = λR. Ce qui par contre change est la relation
entre les exposantsa et b. Nous allons donc distinguer les différentes situations qui se
présentent :

1. Modèles aveca = b. Bien sûr, ce cas contient aussi les systèmes critiques avec bi-
lan détaillé et relaxant vers un état d’équilibre et où la définition habituelle du rap-
port fluctuation-dissipationX(t, s) s’applique [Cugl94]. Mais c’est aussi le cas que
suit le modèle FA [Mayer07].
Mais notre but est de comprendre les modèles sans bilan détaillé et oùa = b. Dans
ces cas, il suffit de reformuler l’eq. (1.23) en considérant qu’aux temps égaux, le
système est localement à l’équilibre. Ainsi, on a

Xeq = 1 = TR(s, s)/∂sC(s, s) (4.88)

ou encore

X(t, s) =

(
R(s, s)

∂sC(s, s)

)−1
R(t, s)

∂sC(t, s)
= X

(
t

s

)
−→ X∞ (4.89)

Cettedernière définition est maintenant applicable aux modèles sans bilan détaillé
étant donné qu’il n’y a plus de référence explicite à une quelconque température
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modèle d b, a Ξ∞ Ref.
BCPD > 0 b = a 1/2 [Baum05]
BCPL > 0 b = a 1/2 cette thèse
FA 1 b = a −3π/(6π − 16) [Mayer07]
électeur Potts 2 b = a ≈ 0.38 [Chat11]
CP 1 b = 1 + a 1.15(5) [Enss04]
(perco. dirigée) 4− ε b = 1 + a 2− ε(119

240
− π2

60
) [Baum07b]

NEKIM 1 b = 1 + a ≈ 0.1 [Odor06, Odor10]
RAC ≥ 1 b = 1 + a voir le texte [Elga08]
coag.-diff. 1 b = 3/2 + a 3π/(6π − 16) cette thèse
BPCPD 2 < d < 4 b = 0 voir le texte [Baum05]
BPCPL η < d < 2η b = 0 voir le texte cette thèse
modèle sphé.T < Tc d > 2 b = 0 voir le texte [Godr00b]
BPCPD d > 4 b = a− 1 voir le texte [Baum05]
BPCPL d > 2η b = a− 1 voir le texte [Dura09]

TABLE 4.3 – Relation entre les exposants a, b et la valeur limite du rapport fluctuation-
dissipation généralisé. Ξ∞ pour différents modèles en d dimensions. Pour les modèles où
a = b, la définition prise pour la limite du RFD est donnée par (4.89), dans les autres cas
elle vient de (4.86). Les processus de contact bosonique par paire (BPCPD et BPCPL)
sont situés à leur point multicritique où α = αC .

T . C’est bien entendu la définition que nous avons utilisé dans le chapitre 2 de
cette thèse dans notre étude du processus de contact bosonique avec vols de Lévy
[Dura09].

Dans le tableau 4.3, nous avons listé sous la catégorieΞ∞ les valeurs limites ex-
traites de l’éq. (4.89) pour les modèles BCPD/L. Au moins dans les modèles con-
sidérés ici,X∞ apparaît universel. Cependant, alors que pour les états stationnaires
d’équilibre, on aXeq = 1, les modèles tels que le BCPD et le BCPL ne sont pas
réversibles. Dans l’état stationnaire, on a plutôtX−1

stat = 0.

2. Modèles aveca+ 1 = b. Dans la classe d’universalité de la percolation dirigée, la
relationentre les exposantsa et b est une conséquence directe de la symétrie par
renversement de rapidité [Baum07b]. Cependant, bien que cette symétrie ne soit
pas sensée être vraie ni dans le modèle NEKIM ni dans le modèle RAC, la relation
est encore valable.
Dans le tableau 4.3 nous avons référencé la valeur limite (4.86). Lorsque la relation
a+ 1 = b, nous savons directement que la valeur limite est universelle étant donné
que la longueurϑ disparaît. Dans l’état stationnaire, nous avonsΞ−1

stat = 0, ainsi une
valeur finie deΞ∞ implique que le modèle ne relaxe jamais dans un état stationnaire.
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Le modèleRAC est un peu différent et mérite une certaine attention. A partir des
équations de mouvement, il est possible de montrer queχ := a+2c est une quantité
conservée telle queχ(t) =

∫
drχ(t, r) est une charge conservée [Rey99]. Ici, nous

nous contentons de nous concentrer sur la relation existant entre l’autocorrélation
des particulesC et l’autoréponse correspondante. A partir des solutions exactes
[Elga08], le rapport limite s’écrit

Ξ(CC)
∞ =

µ3

64λ3a5∞
((µ− 3)a∞ − a0) (4.90)

oùλ, µ sont les taux des deux réactions eta0,∞ est la densité moyenne en particules
A au tempst = 0 et t = ∞, respectivement. Il est d’ailleurs possible de montrer
quea∞ dépend seulement des taux et de la charge conservéeχ(0) = χ(∞)).
Ce qui diffère par rapport aux modèles plus simples jusque-là étudiés, est la dépen-
dance explicite de la valeur limiteΞ∞ envers l’état initial. Dans l’état stationnaire
Ξ−1
stat = 0. Il est cependant tout à fait concevable que dans des système plus com-

plexes, le rapport fluctuation-dissipation ne puisse pas toujours être universel.

Récemment, la valeur limite de ce RFD a été mesurée dans le modèle de l’électeur
le long de la ligne critique [Chat11].

3. Modèles aveca+ 3
2
= b. Le processus coagulation-diffusion est un exemple d’un

tel cas et sa longueur caractéristique est donnée parL(t) =
√
8D t . Nous donnons

dans le tableau 4.3 notre résultat pourΞ∞. Ce résultat provient de (4.86). De plus,
une fois queϑ = 8D a été correctement identifié, les fonctions d’échelleC,R sont
universelles en ce sens qu’elles ne dépendent pas de l’état initial. Ainsi,Ξ∞ est lui-
même universel. Dans l’état stationnaire,Ξ−1

stat = 0, et donc cette valeur finie deΞ∞
signifie que le modèle ne peut pas relaxer vers un état stationnaire dans un temps
fini. Dans la figure 4.4, nous avons représentéΞ(t/s) dans le but de voir comment
le rapport fluctuation-dissipation atteint sa valeur limite. Son comportement n’est
pas monotone alors que dans les modèles où la relationa + 1 = b ou a = b est
satisfaite c’est généralement le cas.
Enfin, nous avons comparé nos résultats avec ceux dérivés dans [Mayer07] via
le modèle d’annihilation de paires. Clairement, comme la relation entre les ex-
posantsa etb est différente dans ces deux travaux, le rapport fluctuation-dissipation
à utiliser l’est aussi. Pour être plus précis, il n’y a aucune erreur dans l’un ou l’autre
des calculs, ce sont juste des définitions différentes de la fonction de réponse qui
engendrent ces écarts. En effet, Mayer et Sollich ont utilisé une définition de la
réponse normalement issue du modèle FA. Cependant, comme dans la limite des
temps longs, ce modèle FA se comporte de manière similaire au processus de
coagulation-diffusion, il est tout-à-fait concevable d’utiliser cette définition pour
calculer la réponse.

4. Modèles avecb = 0. Pour mieux comprendre la signification deΞ, nousallons
maintenant l’appliquer aux aimants simples avec une dynamique satisfaisant le bi-
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FIGURE 4.4 – Représentation du rapport fluctuation-dissipation Ξ(t, s) par rapport à
t/s pour le processus de coagulation-diffusion. La ligne en trait plein représente les
valeurs numériques de Ξ(t/s) en utilisant les expressions (4.76) pour l’autoréponse and
(4.85),(4.74) pour la fonction de corrélation. La ligne en tiret donne la valeur asymptotique
Ξ∞ = 3π

6π−16 .

lan détaillé mais qui serait trempé en dessous de sa température critique oùa 6=
b = 0. Nous avons choisi de prendre le modèle sphérique en dimensionsd > 2
comme référence. La longueur d’échelleL2(t) = 4dDt a déjà été extraite explicite-
ment [Ebbi08], et donc on en déduit immédiatementϑ = 4dD est proportionelle à
la constante de diffusion, tout comme le processus coagulation-diffusion. A partir
des résultats déjà obtenus sur ce modèle [Godr00b], nous trouvons que la limite du
RFD généralisé est

Ξ∞ =

(
2

π

)d/2

|Γ(1− d/4)|/Γ(1 + d/4), (4.91)

qui est finie sauf sid est un multiple de4.

Toujours dans cette même catégorie de modèles avecb = 0, nous pouvons citer
le BPCPD et BPCPL, au point multicritique et pour2 < d < 4 [Baum05] ou
η < d < 2η [Dura09], respectivement. A partir de l’expression du corrélateur à
deux temps et de la réponse à deux temps, la longueur d’échelleL2(t) = Dt est
extraite. On en déduit queϑ = D. Nous avons normalisé l’autocorrélateur connexe
au tempss = 0 à1. Nous trouvons alors, pour le BPCPL, la valeur limite du RFD :

Ξ∞ =
d 21−d+d/ηΓ2(d/η)|Γ(1− d/η)|

πd/2η2Γ(d/2)Γ(1 + d/η)
(4.92)

avec0 < η < 2. Pour le BPCPD, le résultat est obtenu en prenant la limiteη → 2
dans l’expression ci dessus. Là encore c’est manifestement universel.
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5. Modèles aveca− 1 = b. Une attention particulière doit se porter sur les modèles
BPCPDet BPCPL au point multicritique mais pour des dimensionsd > 4. Cepen-
dant, bien que la longueur d’échelle puisse être trouvée de la même façon que
précédemment et s’écriveL2(t) = Dt, le comportement du modèle est très dif-
férent. En effet, l’amplitude de l’autocorrélateur connexe contient un facteur non-
universel

A2 =

(
2

(2π)d

∫

B

dq

4ω(q)2

)−1

(4.93)

dontla valeur numérique dépend de la forme de la relation de dispersionω = ω(q).
En conséquence, dans ce cas, la limite du rapport fluctuation-dissipation n’est pas
universelle et est égale àΞ∞ = 2A2.
Cette non-universalité devrait être prise en compte en cherchant les variables non
pertinentes dans l’autocorrélateur.

Pour résumer, nous avons finalement une belle liste de modèles où une limite finie du
rapport fluctuation-dissipation généraliséΞ∞ peut être définie, alors que sa valeur dans
l’état stationnaire estX−1

stat = 0.

4.9 Conclusions

Ainsi, nous avons généralisé la méthode des intervalles vides en considérant une prob-
abilité mixte (intervalle vide - particule)Pr({ n , t}d{•, s}) à deux tempst, s. Celle ci
sert de fonction génératrice pour le corrélateur à deux temps ou pour la réponse à deux
temps, selon la condition au bord aux temps égauxt = s qui est fournit. Il est possible d’u-
tiliser une méthode heuristique basée sur les probabilités ou alors d’utiliser le formalisme
Hamiltonien/Liouvilien quantique pour dériver les équations de mouvements fermées. La
solution de ces équations de mouvement, qui n’ont de sens physique que dans le demi
plan supérieurn ≥ 0, d ≥ 0 est prolongée par continuation analytique dans le demi plan
inférieur oùn etd sont à la fois négatifs. Par ce biais, le comportement aux temps longs du
processus de coagulation-diffusion peut être étudié exactement et son régime de vieillisse-
ment analysé en détail. Nous avons aussi calculé les expressions exactes des corrélateurs
et réponses dans le cas d’un système initialement complètement rempli. Les équations
(4.74) et (4.76) donne les formes d’échelle exacte de l’autocorrélateur et de l’autoréponse
dans le régime de vieilissement. A partir de ces solutions, les exposants hors équilibre ont
pu être extraits

λC = λR = 4 , a = −1

2
, b = 1 (4.94)

ainsi que l’exposant dynamiquez = 2. Rappelons qu’il est essentiel que les taux de dif-
fusionA+ ∅ ↔ ∅+A et de coagulationA+A → A+ ∅ or ∅+A soient égaux pour que
la méthode présente soit applicable.

Notons enfin que bien que nous nous soyons limité à la résolution dans le cas où la
condition initiale est un système complètement rempli, la méthode est aussi applicable
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pour n’importe quelle condition initiale, au prix d’une modificationd’une des conditions
aux bords. Toutefois, n’ayant pas eu pour objectif d’étudier les corrections au comporte-
ment dominant, nous n’avons pas cru intéressant de calculer ces solutions plus générales.

La méthode des intervalles vides peut être appliquée pour déterminer la densité de
particules dans des modèles bien plus généraux que la simple diffusion-coagulation, voir
[Burs89, benA90, Doer92, benA00, Mass00, Henk01, Agha05]. En particulier, si l’on
inclut le processus de décoagulationA → 2A, une transition de phase avec des effets
de taille finie non triviaux a été trouvée [Burs89]. Il est cependant concevable qu’une
généralisation de notre méthode puisse être développée pour s’appliquer à ces modèles
plus ardus. Les points essentiels d’une telle généralisation seront la détermination des
observables à un temps, leurs conditions aux bords et surtout la continuation analytique
pour rendre ces conditions compatible avec les équations de mouvement.

Avec la définition que nous avons prise pour la fonction de réponse, nous pouvons
dire que c’est le premier modèle du genre dont les exposantsa et b satisfont cette relation
a + 3

2
= b. C’est pour cela que nous avons discuté de la possible généralisation, voir

eq. (4.84)), de la relation entre corrélateur et réponse. Notre proposition contient tous les
rapports fluctuation-dissipation précédemment étudiés et conduit systématiquement vers
une limite finieΞ∞, voir les valeurs listées dans le tableau 4.3. Par contre, la signification
physique d’un tel rapport reste à saisir.



Conclusion

Danscette thèse, nous avons étudié, au travers de plusieurs modèles exactement ré-
solubles, le vieillissement dans des systèmes dont la dynamique ne satisfait pas le bilan
détaillé. Pour être plus précis, nous avons étudié trois modèles : le processus de con-
tact bosonique, le processus de contact bosonique par paires et enfin le processus de
coagulation-diffusion.

Dans les deux premiers modèles cités, notre étude s’était basée sur les travaux de mon
prédécesseur, Florian Baumann. Elle a permis d’étendre et de calculer les exposants de
vieillissement dans le cas où le transport de particules se fait à longue portée, représenté
par des vols de Lévy. Une fois, cette connaissance acquise sur l’ensemble des exposants,
il nous est apparu judicieux d’étudier le temps de passage vers le régime de vieillisse-
ment pour mettre en évidence, qu’au moins dans ces modèles ainsi que dans le modèle
sphérique à température critique, ce temps de passage suit une loi algébrique. Nous avons
alors étudié et vérifié que cet exposant suivait la même contrainte que ce qui avait été
trouvé par Zippoldet al. pour le modèle sphérique trempé en dessous de sa température
critique. Ces informations recueillies, nous avons alors pu étendre la validité de l’argu-
ment d’Andreanov, relatif aux formes d’échelle accessibles par les corrélateurs dans les
systèmes sous-critiques, au cas critique. Enfin, pour parachever notre étude du modèle,
nous nous sommes penchés sur l’établissement d’un rapport fluctuation-dissipation dans
le processus de contact bosonique. Ce modèle, dont, je le rappelle, la dynamique ne sat-
isfait pas le bilan détaillé, ne peut se voir définir une température. Nous avons donc pris
parti de remplacer cette température qui apparaît dans la définition de Cugliandoloet al.
du RFD par une quantité caractéristique de l’état du système au temps d’attente. Ainsi,
nous avons pu extraire une valeur limite de ce rapport, supposée universelle, et qui carac-
térise d’une certaine façon le fait que le système ne rejoint jamais l’équilibre.

Le troisième modèle que nous avons étudié et qui finalement nous a pris le plus de
temps est le processus de coagulation-diffusion. Nous sommes penchés tout d’abord sur
le calcul des quantités à un temps. Il nous a fallu développer une nouvelle méthode pour
résoudre les équations de mouvement pour les probabilités à un ou deux intervalles vides.
En effet, la symétrie de l’équation différentielle n’était pas en accord avec la condition
aux bords et nous avons donc du établir une continuation analytique pour pouvoir ensuite
résoudre simplement cette équation. Avec cette technique, l’accès à l’expression formelle
pour les probabilités à un ou deux intervalles vides a été établie, pour n’importe quelle

123
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condition initiale. C’est en ce sens que la méthode a été novatrice: elle a permis de con-
naître exactement l’influence des conditions initiales sur le corrélateur. Pour être plus pré-
cis, ces conditions initiales sont caractérisées par leurs distributions de probabilité d’avoir
un ou deux intervalles vides ; nous avons alors établi que ces conditions initiales n’engen-
drent que des corrections au comportement aux temps longs mais mieux encore qu’elles
obéissent à une hiérarchie. En effet, la distribution initiale de probabilité d’avoir deux in-
tervalles vides engendre une correction plus faible que celle de la distribution initiale de
probabilité d’avoir un intervalle vide. Ce travail achevé, nous avons pu nous pencher sur
le problème des quantités à deux temps en ne nous souciant guère des conditions initiales,
vu que nous savons désormais qu’elles n’entrainent que des corrections au comportement
asymptotique.

Enfin, nous avons, dans le dernier chapitre, véritablement étudié le vieillissement dans
le processus de coagulation-diffusion. Les quantités à deux temps nous ont été accessi-
bles en affinant légèrement notre approche et en considérant plutôt une probabilité mixte :
la probabilité d’avoir un intervalle vide au tempst à une certaine distance d’une partic-
ule au tempss. Cette probabilité est la pierre angulaire de ce dernier chapitre car elle
donne accès à la fois à la réponse mais aussi à la corrélation. Il nous suffit de spécifier la
bonne condition au bord pour sélectionner soit la réponse, soit la corrélation. Ceci fait,
les exposants de vieillissement ont été déterminés mais la relation particulière entre les
exposantsa et b nous a amenés à proposer une nouvelle forme, plus générale, du rapport
fluctuation-dissipation. Comme discuté dans la thèse, cette proposition possède l’avantage
de regrouper sous une même formulation l’ensemble des rapports fluctuation-dissipation
connus jusqu’alors. Toutefois, son interprétation en toute généralité est encore à découvrir.

Tout au long de cette thèse, d’autres idées ont germé et reste à étudier. En effet, nous
avons voulu éprouver la méthode développée dans le processus coagulation-diffusion à
des modèles un peu plus compliqués, par exemple par simple ajout d’une réaction de
type création spontanée de particules. L’écueil que nous avons rencontré et auquel nous
n’avons pas eu le temps de faire face est que pour établir la continuation analytique, la
symétrie fait appeler à un noyau et de fait devient très ardue à manipuler.

Nous avons aussi pensé à un problème de transport dans une chaîne de longueur fixée
dans laquelle on ajoute des particules par l’un des bords avec un taux de création constant.
A l’intérieur de la chaîne, la dynamique serait donnée par les deux réactions coagulation
et diffusion. Nous pensons qu’il serait possible d’établir une relation entre le courant de
particules à la sortie de la chaîne en fonction du taux de création et que dans la limite où
ce taux serait faible nous devrions retrouver la formule de Kubo.

Nous avons enfin évoqué l’idée du même processus de coagulation-diffusion étudiée
dans cette thèse mais en y ajoutant un seul site source. Ce faisant, l’invariance par trans-
lation spatiale serait brisée mais le souci du noyau qui interviendrait dans la symétrie de-
vrait disparaître. Il faudrait, pour cela, considérer des probabilités à un ou deux intervalles
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vides dont l’argument ne serait plus une distance ou une longueur mais un numérode site.



126



Appendices

127





129

h

times t

h

times t

a)

h

times t

b) c)

s/2

FIGURE A1 – Plusieurs protocoles pour mesurer des susceptibilités intégrées. On voit la
dépendance temporelle de l’amplitude h0 du champ magnétique spatialement aléatoire
h. (a) thermorémanente (TRM) (b) ”zero-field cooled“ (ZFC) et (c) intermédiaire (Int). Tiré
de [Henk10]

A. Remarques sur le comportement d’échelle des réponses
intégrées

Dans cette annexe, nous ne considérons que des systèmes ayant une dynamique avec
paramètre d’ordre non conservé et avec une loi d’échelle simpleL(t) ∼ t1/z de la taille
des domaines. Nous introduirons dans un premier temps les différentes définitions de
réponses intégrées et verrons dans les sections suivantes la valeur des exposants.

A.1 Définition des diverses réponses intégrées

Tout d’abord, la mesure directe de la fonction de réponseR(t, s; r), définie en (4.17)
comme une dérivée fonctionelle n’est pas pratique vu qu’il conduirait à un signal très
faible dominé par le bruit (statistique, thermique, initial). Pour éviter ce genre d’écueil,
Barrat [Barr98] a proposé d’étudier des réponsesintégréesà deux temps, en appliquant
un champ magnétiqueh dont la dépendance temporelle est choisie selon différents proto-
coles, indiqués pour certains dans la figure A1. La réponse intégrée sera ensuite donnée
comme une intégrale

∫
duR(t, u), avec les limites d’intégration que l’on peut lire dans

la Fig. A1. Pour les verres de spins, le désordre intrinsèque spatial des modèles usuelle-
ment étudiées permettent d’utiliser un champ magnétique spatialement constant [Cugl02].
Cependant pour les aimants simples, il convient d’utiliser un champ spatialement aléa-
toire, dans le but de ne pas préférer un des états d’équilibre.

On pourrait s’attendre à ce que la réponse intégrée se comporte commes−af(t/s),
cependant la réalité est toute autre.

Susceptibilité thermorémanente

Il est important de réaliser que le comportement d’échelle (1.15) de la fonction de
réponse à deux tempsR(t, s) est déterminée par la différenceτ = t − s. Nous savons,
voir Fig. 1.11 [Zipp00], qu’il existe une échelle de temps intermédiairetp(s) ∼ sζ avec
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0 < ζ < 1 telleque

R(t, s) =

{
Rgg(τ) ; si τmicro ≪ τ . tp
Rage(t, s) = s−1−afR(t/s) ; si tp . τ

(A1)

où Rgg(τ) est la réponse à l’équilibre. Dans le modèle sphérique avec2 < d < 4, on a
ζ = 4/(d + 2) pourT < Tc [Zipp00]. Dans la suite de la discussion, nous supposerons
que (i) ce résultat peut être pris pour tout aimant simple et (ii) le passage entre le régime
d’équilibre et le régime de vieillissement est très rapide.
De plus, le comportement d’échelle de la fonction de réponseR(t, s) sera seulement con-
sidérée pour des temps d’attente suffisamment grand par rapport à un temps de référence
microscopique (et bien sûr seulement sit− s ≫ tp(s) ∼ sζ). Pour de très petitss on s’at-
tend à trouverR(t, τmicro) ∼ t−λR′/z. Alors qu’il est usuellement supposé queλR′ = λR

[Huma91], et que ceci semble s’avérer dans une large majorité de modèles, il n’est cepen-
dant pas évident de voir pourquoi les deux limites utilisées dans la définition de ces deux
exposants d’autoréponse devraient toujours commuter. Il faut donc introduire une autre
échelle de tempstǫ telle ques − tǫ ≃ τmicro et qui décrit le passage entre le régime
d’échelle initial et le régime d’échelle de vieillissement. Nous avons dans le régime de
vieillissement en généralisant légèrement [Cugl02, Henk03a]

χTRM(t, s) =

∫ s

0

du R(t, u) =

∫ s

0

dτ R(t, s− τ)

≃
∫ tp

0

dτ Rage(t, s− τ) +

∫ tǫ

tp

dτ Rage(t, s− τ) +

∫ s

tǫ

dτ R(t, τmicro)

= s

∫ tp/s

0

dv Rage(t, s(1− v)) + s

∫ tǫ/s

tp/s

dv Rage(t, s(1− v)) + t−λR′/zc∞

s→∞
= s−a

∫ 1

0

dv (1− v)−1−afR

(
t/s

1− v

)
+ c∞ t−λR′/z

avec c∞ = c∞(τmicro). Dans la dernière ligne, la limites → ∞ a été prise. Tous les
termes qui seraient venus des régions de transition entre les trois régimes précités ont été
négligés. Pourt− s ≪ tp(s), on trouve plutôt queχTRM(t, s) ≃

∫ tp
0
dτ Rgg(t− s+ τ) +∫ s

tp
dτ R(t, τmicro) ≃ T−1(Cgg(0) − Cgg(t − s)) se réduit au corrélateur d’équilibre plus

une correction dépendant du temps.
En résumé, on s’attend à ce que la limite pour les grands temps d’attentes → ∞

l’aimantation thermorémanente se comporte commeMTRM(t, s) = hχTRM(t, s) et sa
susceptibilité

χTRM(t, s) = s−afM(t/s) + c∞ t−λR′/z (A2)

wherec∞ est une constante. La fonction d’échellefM(y) peut être calculée une fois que
fR(y) est connue.

Dans la pratique, il apparaît que, pour la croissance de domaines dans les aimants
simples, la première correction au comportement d’échelle dominant deχTRM est très
importante.
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Susceptibilité ”Zero-field Cooled“

Dans le cas de la susceptibilité ZFC (pour ”zero field cooled“), l’intégration peut
devenir singulière proche d’une des limites d’intégration (voir Fig. A1b). Dans certains
cas, cela peut même générer des termes qui dominent le régime de vieillissement. Pour
analyser ceci, il est intéressant d’utiliser la règle de somme

χFC(t) =

∫ t

0

du R(t, u) = χTRM(t, s) + χZFC(t, s) (A3)

où χFC(t) corresponds à un champ magnétique. Nous analysons dans la suiteχFC(t) et
ensuite déduisonsχZFC(t, s) de cette règle de somme (A3) puis le résultat (A2) pour la
susceptibilité thermorémanente.

Modèle de classe S
Physiquement, il est communément accepté [Bray00, Bouch00, Cugl02] que l’évolution
des systèmes de cette classe se fait par la formation de domaines ordonnés puis par le
mouvement des parois de domaines, voir Fig. 1.6 pour une illustration dans le mod-
èle d’Ising-Glauber. Nous perturbons maintenant le système avec une champ aléatoire
de moyenne nullehi = 0 [Barr98], par exemple un champhi = ±h. Considérons
d’abord le cas oùT = 0. Alors, puisque les spins à l’intérieur d’un amas sont com-
plètement ordonnés, la seule contribution àχFC vient des spins proches des parois entre
domaines ordonnés. Etant donné les parois sont de dimensions(d − 1), la densité est
ρI(t) ∼ (L(t))d−1/(L(t))d = L(t)−1. A partir de [Barr98], on a sur un réseauΛ ∈ Z

d

avecN sites où〈..〉 représente la moyenne thermique et la barre la moyenne sur le champ
aléatoire

χFC(t) =
1

N h2

〈
∑

i∈Λ
σi(t)hi

〉
=

1

N h2

〈
∑

i∈ interfaces

σi(t)hi

〉
∼ L(t)−1w(t) (A4)

avecw(t) représentant la largeur de l’interface. Pour une température finieT > 0, l’ordre
à l’intérieur d’un amas n’est pas parfait et donc il reste une contribution résiduelle à la
susceptibilité. Nous avons alors le théorème fluctuation-dissipation pour les temps longs

χFC(t) ≃ χ0 + L(t)−1w(t) , Tχ0 = 1−M2
eq (A5)

oùMeq est l’aimantation à l’équilibre. La dynamique d’une interface à(d−1) dimensions
dans un système de dimensiond (d ≥ 2) peut se décrire par un modèle de hauteur (”height
model“ dans [Abra89]) de variables de hauteurvj ∈ R avec un hamiltonienH[v] =
− τ

2

∑
(j,j′) (vj − vj′)

2 oùτ estla tension de surface effective [Abra89] et où les intéractions
avec le plus proche voisin ont été considérées. Si la dynamique (non conservée) de ce
modèle est décrite par une équation de Langevin, le carré de la largeur de l’interface a été
montré par Abraham and Upton comme se comportant au temps longs comme [Abra89]

w(t)2 = 〈v0(t)2〉 ∼
{

t1/2 ; si d = 2
ln t ; si d = 3

. (A6)
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En insérant ceci dans (A4), nous avons finalement pourχFC dansle cas des modèles de
classe S (par exemple le modèle de Glauber-Ising pourd > 1)

χFC(t)− χ0 ∼
{

t−1/4 ; si d = 2
t−1/2(ln t)1/2 ; si d = 3

(A7)

lorsquet → ∞ et lorsque la température est supérieure à la température de rugosité
T > TR. Pour des dimensionsd ≥ 4, et généralement siT < TR, on s’attend à une
interface plate avecw(t) ∼ constant.

Modèle de classe L
La principale différence par rapport à la classe S vient du fait que, bien que des amas
corrélés de tailleL(t) ∼ t1/z se forment, des fluctuations persistent à l’intérieur de ces
amas. Ainsi il est naturel de considérer une largeurw(t) ∼ L(t) ce qui conduit àχFC(t) ∼
constant.

Pour résumer, nous avons vu que pour des temps longs [Henk04b]

χFC(t) = χ0 + χ1t
−A , A =

{
z−1 − κ ; classe S
0 ; classe L

(A8)

où κ ≥ 0 décrit la largeur de l’interfacew(t) ∼ tκ pour les systèmes de classe S, voir
(A6). Il apparaît également que le comportement deχFC(t) est indépendant du temps
d’attentes. Nous insérons ceci dans la règle de somme (A3). Les termes constants (χ0

pour la classe L,χ0+χ1 pour la classe S) peut se trouver à partir du théorème fluctuation-
dissipation statique. Le résultat final est [Henk05]

χZFC(t, s) = χFC(t)− χTRM(t, s)

=





1

T

(
1−M2

eq

)
+ χ1t

−A − s−afM(t/s) ; pour la classe S

1

T

(
1−M2

eq

)
− s−afM(t/s) ; pour la classe L

(A9)

Il faut noter que pour la classe S, le terme∼ t−A peut complètement masquer les con-
tributions venant du vieillissement. La simple observation du comportement d’échelle
dynamique deχZFC(t, s) n’est pas nécessairement suffisante pour exclure ceci. Dans les
verres, il est habituel de décomposerχZFC(t, s) = χst(t − s) + χage(t, s) en une par-
tie ”stationnaire“ et un terme de vieillissement. De la même façon, la décomposition de
l’autocorrélateurC(t, s) = Cst(t − s) + Cage(t, s) est fait de telle façon queχst(t) et
Cst(t) satisfassent le TFD. Ceci implique queCst(t − s) agit comme une correction au
terme d’échelleCage(t, s), cependant il n’est pas toujours évident que les autres termes
ne soient pas, aussi, plus grand. Enfin, il est aussi tenter de décomposer la fonction de
réponseR(t, s) = Rst(t − s) + Rage(t, s) au lieu de la formulation eq. (A1), mais cette
décomposition n’est pas nécessaire pour déduire les formes d’échelle (A9) de la suscep-
tibilité ZFC.
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Susceptibilité intermédiaire

Ayant vu queχTRM(t, s) et χZFC(t, s) peuvent présenter des difficultés d’interpréta-
tion, une solution naturelle serait d’éviter les limitess ≈ 0 ets ≈ t. Une solution possible
est d’utiliser le protocole ”intermédiaire“ présenté dans Fig. A1c. En effet, dans ce cas
l’intégration conduit à [Henk04b, Henk05]

χInt(t, s) = s−afInt(t/s) + o
(
t−λR′/z

)
. (A10)

Nous rappelons que toutes corrections au comportement d’échelle de la fonction de réponse
R(t, s) ont été négligées.

Enfin il est possible d’étudier le comportement de la réponse linéaire à une pertur-
bation harmonique de pulsationω. En utilisant, les mêmes techniques que nous avons
évoquées dans le cas de la susceptibilité thermorémanente, il est possible de montrer que
la partie dissipativeχ′′(ω, t) se comporte comme

χ′′(ω, t) =

∫ t

0

duR(t, u) sin(ω(t− u)) = χ′′
st(ω) + t−aχ′′

2(ωt) + O(t−λR′/z) (A11)

oùχ′′
st est la partie stationnaire.

A.2 Valeurs des exposants hors équilibre

Valeurs des exposants de vieillissementa et b

Rappelons maintenant la valeur des exposantsa et b pour les sytèmes avec état initial
désordonné et avec paramètre d’ordre non conservé (modèle A). Pour l’exposantb, on a
généralement [Bray94, Godr02]

b =





0 ; pour la classe S
0 ; pour la classe L etT < Tc

a ; pour la classe L etT = Tc

. (A12)

Un résultat explicite peut être donné pour l’exposanta [Henk03a]

a =

{
1/z ; pour la classe S
(d− 2 + η)/z ; pour la classe L

(A13)

pour des dimensionsd < dc, oùdc est la dimension critique supérieure.
Preuve : Pour les systèmes de classe S, on utilise un argument qui stipule que, pour des
aimants simples, les observables, telles que les susceptibilités, devraient se décomposer
[Bouch00]

χ′′(ω, t) = χ′′
eq(ω) + L(t)−1χ′′

age(ωt) . (A14)

Ici, χ′′
age représente la réponse d’une seule paroi de domaines. Etant donné que les do-

maines devraient avoir une tailleL(t), ils occupent un volume∼ L(t)d et une surface
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L(t)d−1, ainsi leur densité devrait se comporter comme1/L(t). En comparant (A11) et
L(t) ∼ t1/z ceci donne la première partie de (A13).

Pour les systèmes de classe L, il n’est plus question de parois de domaines bien
définies mais il est possible de considérer

χ′′(ω, t) = χ′′
eq(ω) + L(t)−(d−2+η)χ′′

age(ωt) (A15)

à partir duquel la seconde partie de (A13) suit. L’hypothèse de départ est que toutes les
longueurs d’échelle sont mesurées par la taille des domainesL(t). Il est alors envisage-
able de postuler que le corrélateur spin-spin s’exprime commeC(t, r) ≈ Cqs(L(t), r) ∼
r−(d−2+η)c(r/L(t)), oùc est une fonction d’échelle. La contribution à la susceptibilité par
unité de volumeV devrait alors êtreχqs ∼ V −1

∫
V
drCqs(L(t), r) ∼ L(t)−(d−2+η) ce qui

termine la démonstration. q.e.d.
L’argument ci-dessus pour la classe L repose, cependant, sur des suppositions heuris-

tiques. Nous rappelons donc tous les essais sur des modèles spécifiques. Premièrement,
pour la dynamique critique hors équilibre, il est connu [Godr02, Cala05] quea = b =
2β/νz = (d − 2 + η)/z, en accord avec (A13). Deuxièmement, la solution exacte du
modèle sphérique trempé àT < Tc [Godr00b] donnea = d/2 − 1, ce qui avecz = 2 et
η = 0 reproduit (A13). Troisièmement, pour le modèle sphérique avec paramètre d’ordre
conservé trempé àT = Tc on az = 4, η = 0 eta = b = (d−2)/4 [Baum07b]. Finalement,
pour le modèle XY en2D, l’approximation d’onde de spin [Bert01] donnea = b = η/2,
là encore en accord avec (A13) puisquez = 2. Ces résultats semblent rester correct même
si l’approximation des ondes de spins n’est plus valable, [Bert01, Abri04a, Lei07].

Il faut ici mentionner que les résultats ci-dessus, surtout eq. (A13) pour l’exposant
a, ne sont pas toujours acceptés. Basé sur leur analyse de la susceptibilité ZFC Corberi,
Lippiello and Zannetti [Corb02, Corb03, Corb05] ont utilisé une expression différente de
la forme d’échelleχZFC(t, s) = χ0 + s−aχf(t/s) et en particulier ne reconnaissent pas
la distinction entre classe S et classe L. Avec l’appui de leurs études numériques et de
plusieurs modèles résolus exactement, ils proposent

aχ =
n

z

d− dL
dU − dL

(A16)

oùdU,L sont les dimensions critiques supérieures et inférieures et pour un paramètre d’or-
dre scalaire (n= 1) ou vectoriel (n= 2). Alors queaχ décrit bien phénoménologique-
ment le comportement algébrique dominant∼ t−A de χZFC dans (A9), ils posent que

aχ
!
= a [Corb02, Corb03, Corb05] devrait aussi décrire le comportement d’échelle de la

fonction de réponse. Si leur proposition est juste, cela implique que les arguments utilisés
pour déduire (A13) sont incorrects et que donc l’interprétation physique derrière eux l’est
aussi, à savoir la cinétique des domaines.

Tout étant en accord pour les modèles de classe L, une discussion plus approfondie
sur les modèles de classe S est nécessaire.

En effet, une inspection plus fine des modèles de classe S montre plusieurs difficultés

par rapport à l’identificationa
?
= aχ proposé par Corberiet al..



135

10
1

10
2

10
3

s

10
−2

10
−1

T
   

χ T
R

M

10
1

10
2

10
3

s

10
−2

10
−1

(a) (b)

FIGURE A2 – Comportement d’échelle de la susceptibilité thermorémanente du modèle
d’Ising en deux dimensions trempé à T = 1.5 en fonction du temps d’attente s, pour
différentes valeurs de y = t/s (carrés : y = 5, cercles : y = 7 et triangles y = 9).
L’exposant d’autoréponse λR = 1.26 a été utilisé et nous avons supposé que a = 1/2
dans (a) et a = 1/4 dans (b). d’après [Henk03a].

– Premièrement, on considère des systèmes de classe S au dessus de leur température
de rugosité telle que l’exposantκ de la largeur de de la paroi est positifκ > 0, et
doncA < a = 1/z, voir (A8). On pourrait alors être tenté d’interpréter le premier
terme∼ t−A dans la forme d’échelle (A9) comme une fonction d’échellef(t/s) de
la fonction de réponse à deux temps. Cependant, commet−A = s−A(t/s)−A, cette
interprétation mènerait à la conclusion queλR/z = A < 1/z, en contradiction avec
l’inégalité de Yeung-Rao-Desai (1.19) pour tous les systèmes à croissance de do-
maines avecd ≥ 2. Ainsi, il y a une raison conceptuelle qui infirme l’interprétation
de Corberiet al.à propos deχZFC.

– Deuxièmement, nous décrivons quelques tests quantitatifs dans le modèles d’Ising
à deux dimensions oùa = 1/2 alors queaχ = 1/4.

1. Un premier essai utilise l’aimantation thermorémanenteMTRM(t, s) = hχTRM(t, s).
La théorie de l’invariance d’échelle locale [Henk10] fixe la forme de la fonc-
tion d’échellefM(y) [Henk02, Henk03a]

fM(y) = r0y
−λR/z

2F1

(
1 + a,

λR

z
− a;

λR

z
− a+ 1; y−1

)
(A17)

où2F1 estune fonction hypergéométrique etr0 une constante de normalisation
non-universelle et la première correction est écrite en terme der1s

−λR/z(t/s)−λR/z,
oùr1 est une autre constante non-universelle. En fixanty = t/s, on adapte les
constantesr0,1 aux données, avec soita = 1/2 soit a = 1/4. Le résultat est
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montré dans la figure A2, où nous avons utilisé les données dey = 7 pour
le fit initial (r 0 ≃ 1.76, r1 ≃ −1.84 poura = 1/2 et r0 ≃ 0.22, r1 ≃ 0.09
pour a = 1/4). Les lignes en trait plein donne les prédictions de l’invari-
ance d’échelle locale pour la fonction d’échelle. Nous voyons clairement dans
Fig. A2a que poura = 1/2 les données sont très bien reproduites par la théorie
alors qu’aveca = 1/4 il n’en n’est rien. Dans la Fig. A2b, on remarque de
grandes déviations entre les prédictions de l’IEL et les données. Des études
similaires ont été conduites sur le modèle sphérique [Henk03a] et sur le mod-
èle de Potts en deux dimensions àq-états [Lore07].
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FIGURE A3 – (a) Comportement d’échelle de χZFC(t) en fonction de t/s dans le
modèle d’Ising en deux dimensions à T = 1.5, pour différents temps d’attente s =
25, 50, 100, 200, 800, 1600 (de bas en haut). (b) Comparaison des données avec les fit
χZFC(t, s) − χ0 = a0s

−1/4 + a1s
−1/2 (lignes noires) et χZFC(t, s) − χ0 = a0s

−1/4 (lignes
grises). Les données pour t/s = 2 et t/s = 3 sont multipliés par un facteur 1.4 et 1.2,
respectivement. Tiré de [Henk10].

2. Nous nous penchons maintenant sur l’analyse deχZFC(t, s). Du fait de la règle
de somme (A3), il est suffisant d’analyser le comportement de la susceptibilité
FCχFC(t).Le comportement d’échelle deχZFC(t) est montré dans la Fig. A3a
qui expose clairement qu’à coté du terme FC∼ t−1/4, il existe un second
terme, pour des valeurs allant jusqu’ày ≈ 5. L’ordre de ce terme correctif est
étudié dans la Fig. A3b, avec pour résultat un ordres−1/2, comme attendu par
(A2) aveca = 1/2, alors que le comportement d’échelle prôné par Corberiet
al. [Corb05] ne reproduit pas les données poury = 2 ouy = 3.

3. Enfin, nous montrons dans la figure A4 le comportement d’échelle de la réponse
intermédiaire (A10). Alors que poura = 1/2 on obtient un bon accord,
les données ne sont pas reproduites poura = 1/4. Le bon comportement
d’échelle deχInt(t, s) a aussi été testé pour le modèle sphérique [Henk04b].
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FIGURE A4 – Comportement d’échelle de χInt(t) en fonction de t/s du modèle d’Ising en
2D à T = 1.5, pour (a) a = 1/2 et (b) a = 1/4. Tiré de [Henk10].

4. La valeur dea peut être testé en calculant la fonction de réponseR(t, s) di-
rectement [Chat03, Ricc03, Lipp05]. Dans la Fig. A5, nous montrons les don-
nées de la fonction d’autoréponseR(t, s) dans le modèle d’Ising bidimension-
nel trempé àT = 1.667 < Tc. Alors que poura = 1/2 on obtient un très bon
accord avec les données, il n’en est rien lorsque l’on suppose quea = 1/4.

En conclusion, les données numériques du modèle d’Ising en deux dimensions montrent
clairement que le terme dominant dansχZFC(t, s) pour les temps longs n’est pas directe-
ment relié au comportement d’échelle de la fonction d’autoréponse. L’exposantaχ étudié
par Corberiet al. devrait plutôt être identifié avec l’exposantA 6= a, comme défini dans
l’eq. (A8).

Valeurs de l’exposant d’autocorrélation en dessous deTc

Il existe un argument qui produit la limite supérieureλC′ ≤ 5
4

dansle modèle d’Ising-
Glauber à2D, dû à Fisher and Huse [Fish88]. Même s’il requiert un certain nombre
de suppositions, les estimations listées dans le tableau A1 respectent cette inégalité, si
λC = λC′. Cette annexe s’inspire largement de [Henk10].

B. Analyse des corrélateurs

Nous donnons dans cette appendice les éléments du calcul des corrélateurs qui dif-
fèrent des modèles BPCPD et BPCD [Paes04a, Baum05].
Tout d’abord, nous considérons la fonction de Greenb(t, r), voir l’éq. (2.24). Dans le
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FIGURE A5 – Comportement d’échelle de la fonction de réponse du modèle d’Ising à
deux dimensions à T = 1.666, avec un exposant de vieillissement supposé égal à (a)
a = 1/2 et (b) a = 1/4. Les temps d’attente utilisés sont s = [10, 50, 100, 150, 200, 300].
Tiré de [Henk10].

model d λC a Refs.
Ising 2 1.25 – [Fish88]

≃ 1.24 – [Huma91]
1.246(20) – [Liu91]
1.24(2) 1/2 [Lore07]

3 ≃ 1.59 – [Huse89]
1.60(2) 0.5 [Henk03b]

Potts-3 2 1.19(3) 0.49 [Lore07]
1.22(2) – [Corb06]

Potts-8 2 1.25(1) 0.51 [Lore07]
XY 3 1.7(1) 1/2 [Abri04b]

spherical > 2 d/2 d/2− 1 [Newm90, Godr00b]
spherical, > σ d/2 d/σ − 1 [Canna01]
long-range

TABLE A1 – Exposant d’autocorrélation λC et exposant de vieillissement a pour un sys-
tème de spins trempé à T < Tc à partir d’un état initial décorrélé et avec un paramère
d’ordre non conservé. La partie supérieure contient les modèles de classe S et la partie
basse les modèles de classe L. La valeur de l’exposant a = 1/2 dans le modèle d’Ising
2D a été discuté précédemment. D’après [Henk10].

régime de vieillissement (t, s≫ 1 et t − s ≫ 1), seules les petites valeurs deq con-
tribueront. Ainsi,

b(t, r) =
1

(2π)d

∫

B

ddq e(iq·r−ω(q)t) t→∞
=

t−d/η

(2π)d

∫

Rd

ddq e(iq·rt
−1/η−‖q‖ηc) (B1)
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De cette relation, nous pouvons identifier la variable d’échelleξ = rt−1/η et accédons
directement à l’exposant dynamiquez = η.

Pour le calcul explicite du corrélateur dans le modèle BCPL, il nous faut évaluer
l’éq. (2.29). Nous trouvons pour l’autocorrélateur

– Cas oùd = η :

C(t, s;0) = αρ0B0

∫ t+s
2

t−s
2

dτ τ = αρ0B0 ln

(
t/s+ 1

t/s− 1

)
= fC(t/s) (B2)

oùB0 = 21−dΓ(d/η)

ηcd/ηπd/2Γ(d/2)
et nous extrayons directement les exposantsb = 0 etλC =

d.
– Cas oùd 6= η :

C(t, s;0) =
αρ0B0

1− d/η

((
t+ s

2

)1−d/η

−
(
t− s

2

)1−d/η
)

≃ αρ0B0

2−d/η
s1−d/η

(
t

s

)−d/η

(B3)

Dansla seconde ligne de l’équation précédente, nous avons regardé la forme asymp-
totique obtenue lorsquet/s → ∞. Nous lisons alors les exposantsb = −1+ d/η et
λC = d.

Les fonctions d’échelle dépendant du temps et de l’espace peuvent être trouvées de manière
tout à fait similaire au cas local du modèle BCPD. Nous donnons ici seulement les résul-
tats

C(t, s; r) = αρ0B0

(
C−1

(
r

(
t−s
2

)1/η

)(
t− s

2

)1−d/η

− C−1

(
r

(
t+s
2

)1/η

)(
t+ s

2

)1−d/η
)

(B4)
où la fonctionC−1 s’écrit

C−1(rt
−1/η) = td/ηB−1

0

∫

Rd

ddq eiq·r e−|q|ηt (c|q|η)−1 (B5)

Pour le BPCPL, en utilisant la transformée de Laplace sur l’éq (2.31) et en appliquant une
analyse en tout point similaire à ce qui a été fait par Godrèche et Luck dans [Godr02],
nous évaluonsF (t,0) dans les différents cas puis nous utilisons l’éq (2.32) pour calculer
le corrélateur connexe. Les cas les plus intéressants sont lorsqueα ≤ αC etd > η

1. α < αC etd > η : ici, F (t,0) =
αCρ20
αC−α

et la fonction d’échelle s’écrit

fC(y) =
ααCρ

2
0B0

(α− αC)
(

2d
η
− 2
)
2−d/η

[
(y + 1)1−d/η − (y − 1)1−d/η

]
(B6)
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2. α = αC :

Pourη < d < 2η,F (t,0) =
ρ20

αCB0|Γ(1−d/η)|Γ(d/η)t
d/η−1 et la fonction d’échelle prend

la forme

fC(y) =
ρ20

|Γ(1− d/η)|Γ(d/η)d/η

(
y + 1

2

)−d/η

2F1

(
d

η
,
d

η
;
d

η
+ 1;

2

y + 1

)
(B7)

Pourd > 2η

fC(y) =
ρ20B0η

A22−d/η+2(d− η) (d− 2η)

[
2(d− 2η) (y − 1)1−d/η − η(y − 1)2−d/η + η(y + 1)2−d/η

]
(B8)

oùA2 =
(
2
∫
B

ddq
(2π)d

(2ω(q))−2
)−1

.

3. α > αC oud < η : F (t,0) montre un comportement exponentiel et il n’y a pas de
comportement d’échelle dans ces cas.

Il reste les fonctions d’échelle dépendant du temps et de l’espace. Elles peuvent être
déterminées à partir de l’éq (2.32). Nous en donnons la forme selon les cas

1. α < αC etd > η :

C(t, s; r) = αρ0B0

(
C−1

(
r

(
t−s
2

)1/η

)(
t− s

2

)1−d/η

− C−1

(
r

(
t+s
2

)1/η

)(
t+ s

2

)1−d/η
)

(B9)

2. α = αC :
Pourη < d < 2η

C(t, s; r) =
ρ20

|Γ(1− d/η)|Γ(d/η)

( t
s
+ 1

2

)−d/η ∞∑

n=0

Cn

(
r
(
t+s
2

)−1/η
)(

t
s
+1

2

)n

n!(n+ d/η)
(B10)

oùCn est défini par

Cn(rt
−1/η) = td/ηB−1

0

∫

Rd

ddq eiq·r e−|q|ηt (c|q|η)n (B11)

Pourd > 2η

C(t, s; r) =
ρ20
4A2

B0s
2−d/η

( t
s
+ 1

2

)−d/η ∞∑

n=0

Cn

(
r
(
t+s
2

)−1/η
)(

t
s
+1

2

)n

n!(n+ 2)
(B12)

C. Modèle sphérique critique

Nous analysons ici le passage vers le régime de vieillissement dans le modèle sphérique
critique. Introduit par Berlin and Kac [Berl52], ses spinsSx ∈ R sont des variables réelles
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sur les noeuds d’un réseau hypercubiqueΛ à d dimensionsqui obéissent à la contrainte
sphérique ∑

x∈Λ
S2
x = N (C1)

oùN est le nombre total de spins. La dynamique est donnée par une équation stochastique
de Langevin

∂tS(t, r) = ∇2
rS(t, r) +

1

2

(
d

dt
ln g(t)

)
S(t, r) + η(t, r) (C2)

oùη(t, r) est un bruit gaussien centré de telle sorte que

〈η(t, r)η(t′, r′)〉 = 2Tcδ(t− t′)δ(r− r′) (C3)

et g(t) agit comme un multiplicateur de Lagrange pour forcer la contrainte sphérique.
De la référence [Godr00b] nous tirons tous les résultats dont nous avons besoin. Nous
utilisons un état initial dont la température est infinie. L’autocorrélation s’écrit alors

C(t, s) = 〈S(t, r)S(s, r)〉 = 1√
g(t)g(s)

(
f

(
t+ s

2

)
+ 2Tc

∫ s

0

dt′f

(
t+ s

2
− t′

)
g(t′)

)

(C4)
oùg(t) estla solution de l’équation intégrale de Volterra

g(t) = f(t) + 2Tc

∫ t

0

dt′f(t− t′)g(t′) (C5)

et pour des intéractions à courte portée,f(t) s’écrit (I0 est la fonction de Bessel modifiée)

f(t) =

∫

B

dq

(2π)d
e−2ω(q)t =

(
e−4tI0(4t)

)d
(C6)

Finalement, la température critiqueTc est donnée par

Tc(d) =

(
2

∫ ∞

0

dt
(
e−4tI0(4t)

)d
)−1

(C7)

Enfin, nous rappelons les fonctions d’échelle de l’autocorrélateur et de l’autoréponse
[Godr00b, Godr02]

fC(y) = Tc
4(4π)−d/2

(d− 2)(y + 1)
y1−d/4(y − 1)1−d/2 2 < d < 4,

fC(y) = Tc
2(4π)−d/2

d− 2

(
(y − 1)1−d/2 − (y + 1)1−d/2

)
d > 4 (C8)

De la même façon que dans le corps du chapitre deux, nous définissons le temps de
passage du régime quasistationnaire vers le régime de vieillissement. Dans la figure C1,
nous avons représenté l’évolution deτageing(s) ∼ sζ en fonction du temps d’attentes.
La courbe en trait plein montre la solution numérique de l’équation intégrale de Volterra
(C5) et la courbe de symboles représente la forme asymptotique (C8). Cette illustration
montre bien queτageing(s) présente qualitativement le même genre de comportement que
le BCPL. Les valeurs obtenues pour l’exposantζ ont été ajoutées au tableau 2.3.
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FIGURE C1 – Temps de passage vers le régime de vieillissement dans le modèle
sphérique à la température critique T = Tc. Il est représenté en fonction du temps d’at-
tente s pour différentes valeurs de la dimension d. La courbe en trait plein représente la
courbe de tendance τageing(s) = 4.9 · s0.32 pour d = 3 et τageing(s) = 5.2 · s0.40 dans le cas
où d = 5.

D. Quelques intégrales

Nous donnons ici une liste de quelques identités impliquant le noyauW et la fonction
d’erreurerf

√
2

∫∫∫ ∞

−∞

dx′dy′dz′
√
π
3 W̃ℓ0(x

′, y′, z′) = 0 (D1)

√
2

∫ ∞

0

dx′
√
π

∫∫ ∞

−∞

dy′dz′

π
W̃ℓ0(x

′, y′, z′) =
1

2

[
erf(x)− erf(x+ z)

]
(D2)

√
2

∫ ∞

0

dy′√
π

∫ ∞

−∞

dx′dz′

π
W̃ℓ0(x

′, y′, z′) =
1

2

[
erf(y)− erf(y + z)

]
(D3)

√
2

∫∫ ∞

−∞

dx′dy′

π

∫ ∞

0

dz′√
π

W̃ℓ0(x
′, y′, z′) = erf(z) (D4)

4
√
2

∫∫ ∞

0

dx′dy′

π

∫ ∞

−∞

dz′√
π

W̃ℓ0(x
′, y′, z′) = erf(x)− erf(x+ z)

+erf(y)− erf(y + z) + erf(x)erf(y)− erf(x+ z)erf(y + z) (D5)

4
√
2

∫ ∞

−∞

dy′√
π

∫∫ ∞

0

dx′dz′

π
Wℓ0(x+ x′ + y′ − z′, y − y′, z + z′)

= erfc(z)erfc(x+ y + z) (D6)
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2
√
2

∫ ∞

−∞

dy′√
π

∫∫ ∞

0

dx′dz′

π
W̃ℓ0(−x′ − y′ + z′, y′,−z′)

= −erf(z)erfc(x+ y + z) (D7)
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