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Introduction Générale

Ces derniéres années, des efforts particuliers de recherches se sont intéressés a I’étude
et a la résolution des problémes d’estimation ou d’observation du vecteur d’état (ou d’une
partie de ce vecteur) des systémes multivariables linéaires invariants dans le temps (LTI),
déterministes ou stochastiques. Ces recherches sont motivées par le fait que de nombreuses
méthodes de commande des processus sont élaborées a partir de la connaissance de 1’état
du systéme (commande par retour d’état, commande optimale, commande par placement
de pole...). En général, seules les variables d’entrée et de sortie sont connues. Il est alors né-
cessaire, & partir de ces informations de reconstruire I’état du modele choisi afin d’élaborer
la commande appropriée. Donc, observer ou filtrer (estimer tout en minimisant l'influence
des perturbations sur l'erreur d’estimation) un vecteur d’état revient a estimer ou a re-
construire ses composantes ou bien leur combinaison linéaire en utilisant les entrées et
sorties disponibles. Comparé au domaine temporel ot plusieurs travaux relatif a I’estima-
tion de I’état ont été proposés dans la littérature [DZX94|, [ORe83|, [Lue66], [Lue7l]...,
peu de résultats ont été élaborés dans le domaine fréquentiel, bien que l'approche fré-
quentielle soit la base de nombreuses analyses effectuées sur les systémes de commande
[DGF94|, [DFGI0], [RB77]. Ainsi il a ét¢ montré dans [AK85| que la commande par retour
d’état ainsi que le filtrage optimal peuvent étre caractérisés par des matrices polynomiales
paramétrant directement la commande par retour d’état et I’observateur dans le domaine
fréquentiel. De plus, il est important de rappeler que Popov [Pop69] et Rosenbrock [Ros70|
ont été les premiers a appliquer les méthodes utilisant les matrices polynomiales pour la
commande des systémes linéaires. La motivation principale de travailler dans le domaine
fréquentiel se trouve dans les avantages que présente I’approche fréquentielle pour la com-
mande basée-observateur [HD09]. En effet, dans ce cas, le correcteur est commandé par
les entrées et sorties du processus. Donc, seul le comportement entrée-sortie du correcteur
(caractérisé par sa fonction de transfert dans le domaine fréquentiel) affecte les proprié-
tés de la boucle fermée du systéme. De plus, le fait qu’il existe aujourd’hui des boites a
outils logiciels (toolbox) permettant une mise en oeuvre aisée de I’approche fréquentielle
milite aussi pour cela. Sans oublier, I'importance du fréquentiel dans le traitement de
signal et surtout dans la transmission par des canaux de communication (le domaine des
télécommunications par exemple) ou une implémentation est souvent recommandée en
fréquentiel.

C’est dans ce cadre que s’inscrivent les travaux relatifs a cette thése ot nous proposons
de nouvelles méthodes pour I'estimation d’état des systémes linéaires multivariables aussi
bien dans le domaine temporel que fréquentiel, et leurs utilisation pour la synthése d’une
commande via un observateur. Nous tenons a noter que nous avons fait le choix de traiter
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des situations différentes suivant les chapitres pour étudier ("balayer") le champs le plus
vaste des observateurs (réduit, plein, fonctionnel) et des systémes (standard, singulier,
sujet & des perturbations & énergie bornée, a entrées inconnues, a retard). Et pour éviter
de traiter de nombreux cas semblables, nous traitons un cas par section dans tous les
chapitres de la thése. Ce manuscript est ainsi organisé en quatre chapitres.

Le premier se subdivise en quatre volets. Nous commencons par donner quelque dé-
finitions structurelles nécessaires pour 1’étude des observateurs standards ot le systéme
considéré n’est pas soumis a 'effet des perturbations extérieures, et puis par rappeler des
résultats de la littérature se rapportant a ’observation et a la synthése d’observateurs
standards d’ordre plein et d’ordre réduit. Le deuxiéme volet s’intéresse au probléme d’es-
timation d’une fonctionnelle (combinaison linéaire) de I’état dans le domaine temporel et
fréquentiel. Ensuite, nous traitons le probléme de synthése d’observateurs standards pour
la classe la plus générale des systémes linéaires a savoir les systémes descriptifs ou singu-
liers. Enfin dans le dernier volet, nous présentons une méthode de synthése fréquentielle
directe, tirée de [HD09|, d’'une commande basée sur un observateur standard d’ordre plein
ol nous donnons une application numérique validant la méthode présentée.

Le deuxiéme chapitre traite des observateurs a entrées inconnues oll nous proposons
d’estimer les états d'un systéeme sujet a des entrées totalement inconnues, méme pas la
bornitude de I'énergie. La premiére partie de ce chapitre rappelle les conditions d’exis-
tence de ce type d’observateur, ensuite nous présentons une méthode temporelle et une
autre fréquentielle pour la synthése d'un tel observateur. Dans I'avant derniére partie du
chapitre, nous proposons de traiter le probléme d’observation a entrées inconnues pour
la classe la plus générale des systémes linéaires, a savoir les systémes singuliers, ot nous
estimons I’état sans aucune information sur ces entrées. Et nous terminons le chapitre
en traitant le cas des systémes descriptifs a retard sujets a des entrées inconnues et ceci
en proposant une méthode de synthése temporelle basée sur la théorie de stabilité de
Lyapunov pour donner la condition d’existence de tels observateurs. Le gain implémenté
dans la synthése est obtenu en utilisant les LMIs. La méthode fréquentielle résulte de celle
temporelle et ceci en proposant des descriptions matricielles fractionnaires judicieuses des
matrices de 'observateur et surtout en appliquant I'approche de factorisation. Nous ob-
tenons une description polynomiale de ’observateur fonctionnel proposé. Une application
numérique est proposée illustrant I'efficacité de I'approche proposée. Nons tenons a noter
que nous avons choisi de traiter des observateurs a entrées inconnues avec un retard et
que nous aurions pu le faire aussi avec le filtrage H,,, objet du chapitre suivant.

Le troisieme chapitre a pour but de traiter le probléme de filtrage H., dans le domaine
temporel et fréquentiel pour que nous puissions estimer les états d’'un systéme affecté par
des perturbations a énergie bornée, dont nous cherchons a minimiser 'effet sur l'erreur
d’estimation. En effet, nous proposons des solutions au probleme de l'estimation H.,
d’ordre plein et d'une fonctionnelle de I’état en présence de perturbations a énergie finie ;
Ensuite, nous présentons une méthode de synthése d’observateurs fonctionnel robuste par
rapport aux perturbations utilisant une approche polynomiale. Nous terminons le chapitre
en proposant de nouveaux résultats de synthése de filtres H,, pour le cas des systémes
singuliers. Une validation des différents résultats théoriques proposés, est obtenues sur des
exemples de simulations. La méthode temporelle que nous proposons est basée, sur la non
dépendance explicite de la dynamique de I'erreur d’estimation avec 'etat x(t) du systéme



considéré et de 'entrée de commande u(t) (c’est le non biais du filtre) et sur I'utilisation de
I'approche Lyapunov (lemme borné réel). Nous proposons également une nouvelle écriture
de la dynamique de I'erreur estimation afin de contourner le probléme de 'apparition de
la dérivée de la perturbation dans cette dynamique. La méthode fréquentielle proposée
découle de la méthode temporelle en utilisant les MFDs. Il faut noter que nous aurions
pu traiter le cas des systémes discrets linéaires singuliers, ou non dans cette partie. Mais
du fait de la similitude de ’approche avec le cas continu, nous avons préféré traiter le cas
discret dans le cadre de la commande basée-observateur.

Finalement, le quatriéme chapitre a pour objectif d’appliquer les méthodes d’estima-
tion proposées précédemment dans le cadre de la commande. En fait, il est décomposé en
deux parties. Dans un premier volet, nous proposons une méthode de synthése directe dans
le domaine fréquentiel, d’'une commande via un filtre H., pour des systémes linéaires sujet
a des perturbations & énergie bornée. Ensuite, dans le deuxiéme volet, nous proposons une
méthode de synthése d'une commande via un observateur pour les systémes singuliers, en
traitant les deux cas continu et discret aussi bien dans le domaine temporel que fréquen-
tiel. En effet, pour la méthode de synthése fréquentielle directe, objet du premier volet,
nous essayons de déterminer les matrices polynomiales du correcteur via un filtre H.,
caractérisé par sa description matricielle fractionnaire (MFD) copremiére & gauche, en ré-
solvant une équation diophantienne, sans passer par le domaine temporel. Ceci se fait en
paramétrant dans le domaine fréquentiel, une loi de commande par retour d’état ainsi que
la dynamique du filtre H,, d’ordre plein par des matrices polynomiales. Les matrices du
correcteurs sont par conséquent déterminées a partir de ces deux matrices polynomiales.
La correspondance entre le domaine temporel et fréquentiel a été bien démontrée. Pour
la deuxiéme approche proposée dans le second volet du chapitre, nous déterminons dans
une premiére étape, le gain d’'une commande par retour d’état satisfaisant un critére de
performance H.,, ensuite nous essayons d’appliquer les méthodes de filtrage fonctionnels
H, proposées dans le chapitre précédent, permettant d’obtenir les matrices du correcteur
via un filtre H,.. Ce correcteur basé sur un filtre H., permet d’obtenir la loi de commande
qui est en fait donnée par la sortie du filtre. L’ordre de ce correcteur est égal a la dimen-
sion de la fonctionnelle & estimer, et le gain de la loi de commande par retour d’état est
déterminé en utilisant les techniques H... Il faut noter que notre approche différe de la
commande basée observateur classique. En effet, ici il s’agit d’exploiter les résultats du
filtrage fonctionnel proposés a la commande. Nous procédons en deux étapes, 'avantage
est de construire un filtre qui a la méme dimension que la commande, donc d’ordre ré-
duit généralement. Il s’agit d’abord de trouver la commande qui permet d’atteindre les
objectifs de commande, ensuite nous construisons un observateur (filtre) qui estime cette
loi de commande. Un exemple numérique est présenté pour valider 'approche proposée.
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Chapitre 1

Observateurs Standards

1.1 Introduction

L’estimation de I’état est d’'une grande importance pour les méthodes de commande
s’appuyant sur le formalisme d’état. En effet, de nombreuses méthodes de commande des
processus utilisent le principe du retour d’état et la mise en oeuvre d’une telle commande
demande la connaissance de 1’état ou d’une partie de celui-ci. Dans la plupart des cas,
la dimension du vecteur des sorties est inférieure & celle de I'état. Que ce soit pour des
considérations techniques ou économiques, nous ne pouvons pas déduire 1’état directement
a partir des mesures. A ce propos nous cherchons a construire un systéme dynamique qui va
nous fournir une estimation de cet état. En tenant compte du fait que, les seules grandeurs
accessibles du systéme sont les variables d’entrée et de sortie, le probléme d’observation ou
d’estimation de I’état se définit comme la construction d’un systéme dynamique auxiliaire
qui a pour entrées les entrées et les sorties du systéme a estimer et pour sortie I’'estimation
de I’état. De tels systémes auxiliaires sont appelés reconstructeurs d’état ou observateurs.
Un schéma bloc du processus de reconstruction de 1’état d’un systéme en boucle ouverte
est donné par la figure (1.1).

Entrée Systéme . Etat estimé
u(t) _ | Etat du systéme | Mesure v(t) | Observateur XY

" | Inaccessible x(t)

F1G. 1.1 — Observateur

L’estimation du vecteur d’état devient impérative lorsqu’une stratégie de commande
par retour d’état est souhaitée. Dans ce cas, la commande est donnée par la relation
linéaire u(t) = Kz(t), 'observateur peut étre vu comme faisant partie d'un schéma de
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correction par retour d’état linéaire, utilisé dans le but de générer ’estimation du signal de
commande désiré : ce type de commande est appelé commande basée-observateur. Cette
configuration du systéme correcteur basé-observateur en boucle fermée, est illustrée par
la figure (1.2).

Entrée Etat estimé

4@ uff) | Etat du systéme .f(t:)
Fotriede Inaccessible x(7)

référence 1t)

Kxf) | Correcteur hasé
Observateur

F1G. 1.2 — Systéme de commande basée-observateur en boucle fermée

La théorie des observateurs a été développée entre autres par Luenberger [Lue66],
[Lue71]. Aussi bien dans le domaine temporel que fréquentiel, les travaux [ORe83|, [BM92],
[Won79)|, [Zha87|, [Hau83|, [DFG90|, [DGF94|, [Deu02|, [HDO9|, [ML75], [Mar03]... ont été
proposés pour I’étude du probléme de I'estimation de 1’état, sur lesquels nous nous basons
pour rappeler ce qui suit.

1.2 Définitions structurelles
Considérons le systéme linéaire invariant (LTT) suivant :

(t) = Ax(t) + Bu(t) (1.1)
y(t) = Cuz(t) + Du(t) (1.2)
ou z(t) € R", y(t) € IRP et u(t) € IR sont le vecteur d’état, le vecteur de sorties et le
vecteur de commandes respectivement. A € IR"*", B € R™?, C € IRP*" et D € IRP*?

sont respectivement la matrice d’évolution du systéme, la matrice d’application de la
commande, la matrice d’observation et le terme direct entre la commande et les mesures.

Définition 1 Le systéme (1.1) — (1.2) est observable si, par observation des sorties et des
entrées sur un intervalle de temps fini, on peut déterminer ’état initial du systéme.

Définition 2 Le systeme (1.1) — (1.2) est observable si et seulement si :
rang ([ CT ATCT (AT)*CT...(AT)"1CT)) =n (1.3)

D’autre part, I’hypothése d’observabilité peut étre relaxée en hypothése de détectabi-
lité :
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Définition 3 Le systéeme (1.1) — (1.2) est détectable si tous ses modes instables sont
observables.

Cette définition est équivalente a 'affirmation suivante : le systéme (1.1) — (1.2) est
détectable s’il existe une matrice K telle que (A — KC') ait toutes ses valeurs propres
stables.

Définition 4 Le systéme (1.1) — (1.2) est détectable si et seulement si :
rang { SI”CT A ] =n, Vse Ctel que Re(s) > 0. (1.4)

Définition 5 Le systéeme (1.1) — (1.2) est stabilisable par retour d’état si et seulement si,
la matrice [sI — A, B] est de rang plein pour tout Re(s) > 0.

D’autre part, la transformée de Laplace du systéme (1.1)-(1.2) sous la condition initiale
z(0) = 0, donne la matrice de transfert du systéme, suivante :

G(s)=C(sI —A)'B+D (1.5)

Les matrices de transfert pour les systémes MIMO (sans retard), sont des matrices ra-
tionnelles de la variable complexe s .

o Une matrice de transfert G(s) est dite propre, si chaque élément est une fonction
rationnelle propre, c’est-a-dire, G(s) tend vers une matrice K; quand s tend vers
I'infini.

o G(s) est strictement propre si :

lim G(s)=0 (1.6)
S§——+00

o G(s) est stable si elle est propre et si tous les coefficients de G(s) possédent des
poles a partie réelle négative.

Définition 6 Une matrice polynomiale est dite unimodulaire si et seulement si son dé-
terminant est constant et non nul.

Définition 7 [Wan03|

Soient P(s), L(s) et R(s) des matrices polynomiales telles que P(s)= L(s) R(s). Alors
R(s) (resp L(s)) est un diviseur a droite (resp. a gauche) de P(s), et P(s) est un multiple
gauche (resp. droite) de R(s) ( resp. L(s)).

Définition 8 [Wan03|
Soient deuz matrices polynomiales No(s) et Da(s) ayant le méme nombre de colonnes.
o Une matrice polynomiale carrée R(s) est dite diviseur commun a droite de No(s) et
Ds(s) st R(s) est un diviseur a droite des deux, c¢’est-a-dire, qu’il y a des matrices
polynomiales N1(s) et Di(s) telles que

Ny(s) = Ni(s)R(s) (1.7)
Dsy(s) = Di(s)R(s)
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o R(s) est le plus grand commun diviseur a droite (PGCDD) de No(s) et Do(s) si R(s)
est un multiple a gauche de tout autre diviseur commun & droite Ry(s) de Ny(s) et
Ds(s), c’est-a-dire il y a une matrice polynomiale L(s) telle que

R(s) = L(s)Ra(s) (1.9)

o Ny(s) et Dao(s) sont dites copremiéres a droite (right coprime) si tous les diviseurs
communs & droite de No(s) et Dsy(s) sont unimodulaires.

La représentation en MFD est une alternative a la représentation d’état d’'une matrice
de transfert rationnelle. En effet, elle généralise le concept de fonctions de transfert pour
les systéemes SISO, aux systémes multivariables.

Définition 9 [Wan03|
Une représentation en MFD a droite, pour la matrice de transfert rationnelle G(s), de
dimension p X q, est une factorisation de la forme

G(s) = N(s)M*(s) (1.10)

ot N (s) est une matrice polynomiale de dimension pxq, M(s) est une matrice polynomiale
non singuliere de dimension q x q. Une telle MFD est appelée MFD copremiére a droite,
si N(s) et M(s) sont copremiéres a droite. Le degré d’une MFD a droite est le degré du
polynome det(M(s)). Une MFD a gauche pour G(s) est de la forme

G(s) = M~ *(s)N(s) (1.11)

ot N(s) est une matrice polynomiale de dimension pxq, M(s) est une matrice polynomiale
non singuliere de dimension p X p. Une telle MFD est appelé MFD copremiére a gauche,
s1 N(s) et M(s) sont copremiéres a gauche. Le degré d’une MFD a gauche est le degré du
polynome det(M(s)).

Nous en déduisons, que nous pouvons avoir une double factorisation, copremiére a
droite et & gauche, de la méme matrice de transfert rationnelle G(s) telle que

~

G(s) = N(s)M™(s) = M~ (s)N(s) (1.12)
ou N(s), M(s) et M~(s), N(s) sont des matrices RH,, (¢ RH.,) copremiéres & droite
(respectivement a gauche). Cette double factorisation, engendre I'existence de matrices
RH., Y (s), X(s), Y(s) et X(s) qui satisfont l'identité de Bezout généralisée [Vid85] :

{ Y(s) X(s) } [M(s) —X(s) ] B { M(s) X(s)} {Y@) —X(s) } B {1 o}
—~N(s) M(s) | | N(s) Y(s) | | =N(s) Y(s) || N(s) M(s) | [0 I

(1.13)
Les huit matrices de transferts, décrites ci dessus, peuvent étre représentées de la maniére
suivante [Fra87] :

M(s) = [Ay, B, Ko, I], N(s)=[As, B, Cy, D] (1.14)
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A

M(s) =[A,—L, C, 1], N(s)=|[A, B, C, D] (1.15)
Y(S) = [Al, Bl, —K(), I], X(S) = [Al, L, —Ko, O] (116)
Y(s) = [As, L, Cy, 1], X(s) = [As, L,—Ky, 0] (1.17)

ou Ky et L sont des matrices telles que Ay, = A+ BKy et A; = A— LC sont stables, avec
Cr=C+DKyet Bp=B—LD.

D’autre part et avant de passer a 1’étude des différents types d’observateurs, nous
tenons a rappeler certaines propriétés d’une matrice polynomiale sous forme de définitions,
qui nous serons utiles lors des prochains chapitres :

Définition 10 (degré des colonnes)
Le degré de la i-éme colonne §.;|P(s)] d’une matrice polynomiale P(s) est donné par
le degré du polynome de plus haut degré dans la i- éme colonne de P(s).

Définition 11 (matrice de coefficients de plus haut degré des colonnes)

La matrice de coefficients des plus haut degrés des colonnes I'.[P(s)] d’une matrice
polynomiale P(s) est la matrice des coefficients du polynome de degré 6. P(s)] dans la
1-éme colonne.

Définition 12 (Matrice polynomiale de colonnes réduites)
Une matrice polynomiale P(s) est dite de colonnes réduites si det I'.[P(s)] # 0.

Définition 13 (degré des lignes)
Le degré de la i-éme ligne 0,;[P(s)|] d’une matrice polynomiale P(s) est donné par le
degré du polynome de plus haut degré dans la i-éme ligne de P(s).

Définition 14 (matrice de coefficients de plus haut degré des lignes)

La matrice de coefficients des plus hauts degrés des lignes I',.[P(s)] d’une matrice po-
lynomiale P(s) est la matrice des coefficients du polynome de degré §,;[P(s)] dans la j-
éme ligne.

Définition 15 (Matrice polynomiale de lignes réduites)
Une matrice polynomiale P(s) est dite de lignes réduites si det(I'.[P(s)]) # 0.

Dans la suite nous donnons un exemple qui illustre les définitions que nous venons de
présenter :

-3 1 2s
Exemple 1 Pour P(s)= | 4s+2 2 0 , NOUS AVONS
—s* s+3 —3s+42

1 00
a) 6,.[P(s)] = 2, 6,0[P(s)] = 1, 6,5[P(s)] =2, T,[P(s)]= | 4 0 0
-1 0 0
1 0 2
b) 5.[P(5)] = 2, 8.[P(5)] = 1, 8,5[P(s)] = 1, [.[P(s)] = o1 (1) 03
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Définition 16 (Partie polynomiale et partie strictement propre d’une matrice ration-
nelle)

Une matrice de transfert G(s) peut s’écrire comme suit
G(s) =1{G(s)} + SP{G(s)} (1.18)

ou la partie polynomiale T1{.} est une matrice polynomiale et la partie strictement propre
SP{.} est une matrice rationnelle strictement propre.

Exemple 2

1 s+3 2s+4
Gls) = s+1{ 3 32—1-33—4—2}

(12 1 [2 2
- {o s+2}+3+—1{3 o}
1.3 Observateurs standards d’ordre plein et d’ordre ré-
duit

Considérons le systéme (1.1)-(1.2) avec p < n, nous supposons que rang C' = p, ce qui
signifie que toutes les sorties sont utiles, ou plus précisément il n’y a pas d’information
redondante dans les mesures. Nous parlons d’observateurs standards lorsque le systéme
n’est pas soumis a l'effet des perturbations extérieures.

1.3.1 Observateur d’ordre plein
La structure de base de cet estimateur est de la forme [ORe83] :
@(t) = A&(t)+ Bu(t) + Ky (y(t) — (1)) (1.19)
y(t) = Ci(t) (1.20)

ou Ky est le gain de correction, appelé aussi gain de l'observateur, z(t) est 'estimé de

x(t).

L’erreur d’estimation de I'observateur (1.19)-(1.20) est définie par :
e(t) = x(t) — z(t) (1.21)
et obéit a la dynamique suivante :
é(t) = (A— KpCe(t) (1.22)

Pour que l'observateur soit utilisable il est nécessaire que cette erreur tende vers 0
quand t tend vers l'infini. Lorsque cette propriété est satisfaite, 'observateur est dit
asymptotique, mais il est évident que c’est une propriété nécessaire au fonctionnement
correct d'un observateur. En conséquence, il faut choisir Ky telle que les valeurs propres
de la matrice (A — K;C') soient toutes a partie réelle strictement négative.

10
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Définition 17 [ORe83|

Pour toute paire de matrices réelles (A, C'), il existe une ou plusieurs matrices réelles
Ky telles que les valeurs propres de (A — K¢C) peuvent étre fizées arbitrairement si et
seulement si la paire (A, C) est observable.

1.3.2 Observateur d’ordre réduit

Afin d’éviter la redondance générée par I'observateur d’ordre plein, nous cherchons a
éliminer la partie mesurée du vecteur d’état. Cette mesure s’illustre dans la présence de
p combinaisons linéaires de 1'état dans l’expression de la sortie (1.2). Nous n’estimons
ici que (n — p) composantes de ’état non mesurées. Alors, un observateur de dimension
(n — p) est congu avec un vecteur d’état z(t), qui estime la fonctionnelle Tz (t) pour une
matrice T" de dimension (n — p) x n. Alors, une estimée 2(t) de z(t) peut étre déterminée

par :
#(t) = { g 11 { %; } (1.23)

Entrée ) ;= T% B
. R X
| Svstéme | ¥ Observateur T

réduit
L™ | —le

Fi1a. 1.3 — Structure de base de 'observateur d’ordre réduit

-1
Soit [V P = { ? } , les équations d'un tel observateur sont données par :

At) = Diz(t) + Ewy(t) + Gru(t) (1.24)
i(t) = Pz(t)+Vy(t) (1.25)
() = Tit) (1.26)

Dy, E; et GG; sont des matrices de dimensions appropriées.
L’erreur d’observation est donnée, dans ce cas par :

e(t) = z(t) — Tx(t) (1.27)
et en utilisant (1.1) et (1.24), sa dynamique obéit a I’équation suivante :

é(t) = Dye(t) + (D\T — TA + E\C)x(t) + (G1 — TB)ul(t) (1.28)

11
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D’autre part, d’aprés [ORe83,

e(t) = z(t) — z(t) = Pe(t) (1.29)
Définition 18 [Hay95| L’observateur (1.24) — (1.26) estime l’état x(t), dans le sens
tll)rono () = x(t) (1.30)
st et seulement si :
TA-DT = EC (1.31)
G, = TB (1.32)
PT+VC = I, (1.33)

D; est stable

D’autre part, d’autres redondances caractérisant ’observateur (1.24)-(1.26) par 7', P

et V, peuvent étre éliminées en supposant que le systéme est sous la forme partitionnée
suivante [ORe83] :

i) = Hi ﬁ;z}w(t)jt[g;}u(t) (1.34)
yt) = [, 0]=(t) (1.35)

L’idée d’obtenir une classe équivalente d’observateurs au systéme (1.24)-(1.26) est la
suivante :

o Nous partitionnons [V P] comme suit : [V P] = { ‘]/Z; Ino_p } avec V5 est la
matrice de gain de cette classe equivalente.
o Nous choisissons T', Dy, E; et G; comme suit [ORe83] :
T = [V L) (1.36)
Dy = Ay —VhAp (1.37)
By = Ay — VoA + Anls (1.38)
G\ = By—ViB (1.39)

Afin d’obtenir un observateur stable (voir (1.28) et (1.37)), I’équivalence entre la dé-
tectabilité de la paire (Aga, Aja) et celle de la paire (A, C) (voir (1.22)) a été démontrée
par O’Reilly [ORe83].

1.4 Observateurs fonctionnels

Dans certaines applications, une estimée d’une simple fonctionnelle linéaire Pyx de
I’état est demandée plutdt que 'estimée de 1’état lui méme. Par exemple, une loi de com-
mande linéaire invariante dans le temps pour un systéme mono-entrée, est par définition
déterminée simplement par une fonctionnelle linéaire de 1’état du systéme. Nous pouvons
donc penser a construire un reconstructeur (appelé observateur de fonctionnelle linéaire)
estimant directement la variable wy = Pyx sans passer par l’estimation du vecteur d’état
complet.

12
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1.4.1 Synthése temporelle

La forme générale de ’observateur fonctionnel est exactement analogue a I’observateur
d’ordre réduit :
L’estimée de wy = Pyx, ol wy € IRk, est définie par :

wi(t) = ciz(t) + biy(t) (1.40)
2(t) = Diz(t) + Evy(t) + Gru(t) (1.41)

avec w; € IRF est Pestimé de la fonctionnelle Pz, z € IR"? est la dynamique de ’ob-
servateur, P, € IR¥", Dy, Ey et G; déja définies dans la relation (1.24) de l'observateur
d’ordre réduit avec by, € R*¥*? et ¢; € R¥*™ ) sont des vecteurs qui satisfont

ClT—f—blC = P1 (142)

1.4.2 Synthése fréquentielle

Les problémes de synthése d’observateurs linéaires dans le domaine fréquentiel ont fait
I'objet de peu de travaux. Parmi eux, Ding et al dans [DFG90] ont formulé le probléme
d’estimation d’une fonctionnelle de 1’état, et sont méme allés jusqu’a résoudre le probléme
de synthése d’observateurs robustes dans le domaine fréquentiel, et ceci en adoptant une
approche polynomiale.

Considérons le systéme dynamique linéaire décrit par

t(t) = Ax(t) + Bu(t) + Dow(t) (1.43)

y(t) = Cz(t) + Du(t) + Dsw(t) (1.44)

ot z(t) € R" est le vecteur d’état, u(t) € IR est le vecteur d’entrée, y(t) € IR? est le
vecteur d’observation (la sortie mesurée) et w(t) € IR™ est le vecteur des perturbations
a énergie bornée. Prenons la transformée de Laplace de (1.43) et de (1.44), nous obtenons :

y(s) = Gu(s)u(s) + Ga(s)w(s) (1.45)
Gu(s)=C(sI —A)'B+ D (1.46)
Ga(s) = C(sI — A) ' Dy + Ds (1.47)

Nous souhaitons obtenir un observateur qui va nous produire I'estimée de la fonctionnelle
d’état wy(t) = Px(t) avec P, € IRF*™ 11 est clair que les mesures disponibles pour la
construction de cet observateur sont le vecteur d’entrée u(t) et le vecteur de sortie y(t). De
ce fait, la forme la plus générale d’observateurs linéaires est décrite par un autre systéme
dynamique :

iy (s) = F(s)u(s) + Fi(s)y(s) € R" (1.48)

ou F(s) et Fi(s) sont des matrices de transfert rationnelles propres et stables.
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Ce systéme dynamique, est dit un observateur pour la fonctionnelle Pz (t) si pour
w =0,
lim (Pyx(t) — wi(t)) =0 (1.49)

t—o0
pour tout u(t) = 0 et pour tout état initial.

Dans le cas ot w # 0 mais est & énergie bornée, la condition (1.49) peut ne pas étre
satisfaite. Il est souhaité dans ce cas, de minimiser 'erreur d’estimation (Pyx(t) — wy(t)).
Ceci en minimisant l'effet de la perturbation w(t) sur cette erreur, c’est le probléme de
synthése d’observateurs robustes H,, qu’on va le traiter ultérieurement.

Soit
Gu(s) = Nu(s)M; ' (s) (1.50)

u
une factorisation copremiére a droite de G,(s) (voir (1.46)), ot N,(s) et M,(s) sont des
matrices RH., (€ RH,,) copremiéres a droite. Définissons (), comme étant (un pseudo-
état), comme suit :

My(5)8(s) = u(s) (1.51)
Alors 'equation (1.45) peut étre écrite sous la forme suivante :
y(s) = Nu(5)E(s) + Ga(s)w(s) (1.52)

En tenant compte du fait qu’en utilisant (1.46), (1.50) et (1.14), pour D =0 et C = 1,
nous aurons ’égalité suivante :

(sI —A)'B = (s — Ay) 'BM,'(s) (1.53)
il en découle d’apres (1.43), que
x(s) = (sI — A) " (Bu(s) + Dow(s)) = (sI — Ax) " 'BE(s) + (sI — A) ' Dow(s). (1.54)
Alors, la variable a estimer, Pyz(s), peut étre écrite comme suit :
Pya(s) = Pu(s)E(s) + Fuls)u(s). (1.55)
avec Pi(s)= Pi(sI — Ay)™'B € RHy et  Fy(s)= Pi(s] — A)~'Ds.
Théoréme 1 [DGF94]

Etant donné le systeme régi par la relation (1.45) avec w = 0, le systéme dynamique
(1.48) est un observateur pour la fonctionnelle wy(t) = Pyx(t), dans le sens de (1.49), si
et seulement si

F(s)M,(s) + Fi(s)Ny(s) = Pi(s). (1.56)
[

Preuve 1 En effet, pour w =0, (1.48) est un observateur pour Pyx(t) si et seulement si

F(s)u(s) + Fi(s)y(s) = Pix(s). (1.57)
Or, d’aprés (1.55) nous avons, pour w = 0
Pix(s) = Pi(s)&(s) (1.58)

Donc, il suffit d’insérer les expressions de u(s) et de y(s) (avec w =0), données par (1.51)
et (1.52), dans (1.57) et d’utiliser (1.58) pour montrer l’equation (1.56). B
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Le lemme suivant joue un role essentiel dans la paramétrage de I'observateur.

Lemme 1 [DGF94] Etant donné des matrices de transfert RH.,, M, (s), N,(s) et Pi(s).
L’ensemble de toutes les matrices de transfert RHo., F'(s) et Fi(s) qui résolvent l’équation

F(s)M,(s) + Fi(s)Ny(s) = Pi(s). (1.59)
est donné par R
F(s) = Pi(s)Yu(s) — Q1(s) Nu(s). (1.60)
Fi(s) = Pi(s)Xu(s) + Qi (s)M,(s). (1.61)
Q1(s) € RH.. (1.62)

o N,(s) et My(s) résultent de la factorisation copremiére a gauche de la méme matrice
de transfert G, (s) (voir (1.50)), donnée par G,(s) = M, '(s)N,(s) et les matrices Y, (s)

u
et X, (s) satisfont l’identité de Bezout correspondante a cette factorisation copremiére a

droite (voir par (1.14)). En effet, (N, M,,) copremiéres a droite, cela implique qu’il existe
Yu(s) et Xu(s) telles que X, (s)Ny(s) + Yo (s)My(s) = 1.1

Notons que pour chaque matrice de transfert Q1(s) € RH., de dimension appropriée, la
relation (1.59) est toujours vérifiée, avec F'(s) et Fy(s) vérifient (1.60) et (1.61).

Théoréme 2 [DGF94| Etant donné la relation (1.45), I’ensemble de tous les observateurs
pour la fonctionnelle Pyx(t) est paramétré par

c)Etapes de synthése de l’observateur fonctionnel dans le domaine fré-
quentiel

Nous en déduisons alors les étapes nécessaire de synthése de ’observateur fonctionnel
fréquentiel, qui sont résumés ainsi :

1) Faire une double factorisation copremiére a droite et & gauche de G.(s) (Nu(s),
M, (s), Ny(s) et M,(s) sont alors connues),

2) Calculer Y, (s) et X,(s),

3) Déterminer la matrice de paramétrage @Q1(s),

4) 1l s’en suit alors d’aprés (1.48) que

1 (s) = (Pi(s)Ya(s) = Qu(s)Nu(9))u(s) + (Pi(s)Xu(s) + Qu(s)Mu(s))y(s) (1.63)

Dans la suite, nous essayons de déterminer ’observateur fonctionnel fréquentielle, en
appliquant 'algorithme proposé sur un exemple de simulation numérique.
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1.4.3 Exemple Numérique

Soit le processus régi par la représentation d’état suivante :
i) = [ PR ] o(t) + { | ] u(t)
yt) = [1 1]a(t)
Nous désirons concevoir un observateur de la forme
wi(s) = F(s)u(s) + Fi(s)y(s)
estimant la fonctionnelle
wi(t)=Pua(t)=[1 2]z
Appliquons alors, I'algorithme correspondant :

1— La factorisation de la matrice de transfert G,(s) donne :

M,(s) = [A, —L, C, I]
—C<SI — Al)ilL + 1

Soit L = { (1) ], A= A—-LC= [ _02 :g ], est bien stable.
Nous aurons,
. B 1 s+2 =3 1
Mu(s) = —[1 1}(5—1-2)2{ 0 s+21 [O}JFI
s+ 1
= 1.64
s+2 ( )
De méme, nous obtenons
Nu(5> = [Al, Bl> C? D]
= C(s[—A)'B
2s+1
= 1.65
(s + 2)? ( )
D’autre part, soit
Ky = [ 0 0 } A= A= -2 est bien stable
0 ) 0 —92 |’ .
Nous aurons donc,
Mu(s) = [Aka Ba K07 []
= Ko(sI —A)'B+1
=1 (1.66)
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et
Nu(S) = [Ak, B, Ck :C, O]
= C(SI — Ak)_lB
2541
pu— _— ]_-67
(s+1)(s+2) (1.67)
Remarque 1 nous pouvons vérifier que,
Gu(s) = C(sI-A)'B
B 2s+1
s+ 1)(s+2)
= M (s)Nu(s)
= Nu(s)M;'(s)
9
X(S) = [Al7 L7 _K07 0]
=0 (1.68)
De méme,
Y(S) = [Ala Bl7 _KO7 I]
=1 (1.69)
3— Nous choisissons une matrice stable et propre (Q1(s) € RHy)
s+2
p— 1.
Quls) = 577 (1.70)
4— Etant donné que,
2
Py(s) = il (1.71)

(s+1)(s+2)
I’observateur fonctionnel fréquentiel peut étre donné alors, par :

2s +1 s+ 1

0 = e Ut o

y(s).
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1.5 Synthése d’observateurs pour les systémes singu-
liers

1.5.1 Introduction

Les systémes singuliers ou systémes descriptifs peuvent étre considérés comme une gé-
néralisation des systémes dynamiques linéaires usuels. En effet, si les systémes usuels font
apparaitre exclusivement des relations dynamiques, les systémes singuliers comportent
également des relations algébriques. Cette augmentation permet d’intégrer des relations
statiques dans la modélisation (loi de maillages, contraintes physiques, ...), de conserver
aux systémes leurs significations physiques (d’ou 'appellation anglo-saxon "descriptor
system"), ainsi que de modéliser des processus & comportement non causale.

La modélisation d’un processus physique complexe commence généralement par le
choix des variables utilisées pour sa description et par le choix des grandeurs permettant
d’agir sur I’évolution du systéme. Ces variables, appelées variables d’état et de commande,
sont choisies, dans la mesure du possible, pour avoir une signification physique (position,
vitesses, accélération, pression). Une fois les variables choisies, les relations mathématiques
les liant, auront la forme suivante :

fQ(), x(t), u(d), y(t)) = 0 (1.72)
gla(t), u(t), y(t)) = 0 (1.73)

ou z(t) est le vecteur d’état regroupant les variables d’état, @(t) est sa dérivée par
rapport au temps, u(t) désigne le vecteur de commande et y(t) le vecteur des sorties
mesurées.

Aprés linéarisation autour d’un point de fonctionnement, nous obtenons le formalisme
suivant :

Ei(t) = Ax(t)+ Bul(t) (1.74)
y(t) = Cz(t) (1.75)

ou les matrices F/, A, B et C sont réelles, constantes et de dimension compatibles avec
les dimensions de z(t), u(t) et y(t). Les dérivées successives des variables d’état peuvent
intervenir dans une méme relation, de ce fait £ n’a pas nécessairement une structure
diagonale. Toutes les relations de comportement n’étant pas nécessairement dynamiques,
E n’étant pas nécessairement de rang lignes plein.

L’étude des systémes singuliers a motivé de nombreuses recherches depuis le début
des années 70, car le formalisme decrit par (1.74)-(1.75) permet I'analyse et la commande
des systémes pour lesquels la représentation d’état usuelle n’est pas satisfaisante. Parmi
ces recherches, de nombreuses stratégies de commande des systémes dynamiques ont été
étendues aux systémes singuliers telles que le placement de poles [Cob81]|, la commande
optimale [Cob83|, ainsi que la synthése d’observateurs [DB95] , [HM95] [PK92]| ---

Dans la suite, aussi bien pour le cas ordre plein qu’ ordre réduit, nous adopterons la
méthode proposée par Darouach et Boutayeb [DB95].
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1.5.2 Synthése d’observateur d’ordre plein

Considérons le systéme singulier linéaire invariant suivant :

Et = Ax+ Bu (1.76)
y = Cz (1.77)

ouz € R", ue€ IR et y € IR” sont le vecteur d’état, le vecteur d’entrée et le vecteur
de sorties, respectivement. £ € IR™*", A € R™", B € R™ et C € IR”*" sont des
matrices constantes connues. Nous supposons que rang £ = r < n , et sans perte de
généralité rang C = p.

Dans la suite, nous supposerons que (voir [DB95])

E A
rang | 0 E | =n+rang E (1.78)
0o C

Alors, comme rang E = r, il existe une matrice non singuliére P € IR™*™ telle que :

T
PE = 0
F 4]
PA = A |
F e T
PB = B

(1.79)
avec B* € R™" et rang E* = r , A* € R”™, A € R™ " B* ¢ R™% et B, €
Rm—r)xa

Par cette transformation, nous obtenons un systéme équivalent, donné par :

E't = A'x+ B'u (1.80)
yo = C'z (1.81)

ou

—Blu
"= € R”

A
cr = [C}]EIR‘“X", avec g = m+p—r

Alors, utilisant ces transformations, nous pouvons vérifier que nous avons

E* Ar
rang | 0 E* | =n+rang E* (1.82)
0o C*
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ou de maniére analogue, comme E* est de rang plein lignes , nous aurons
E*
rang [ o ] =n (1.83)

. . b
Nous pouvons trouver donc, une matrice inversible [ Z d } telle que

aE* 4+ bC* = I, (1.84)
cE* + dC* = 0 (1.85)

Remarque 2 (Décomposition en SVD)

. . . b . »
La matrice non singuliére CcL d} peut étre obtenue a partir de la décomposition

*

E .
C est de rang plein
colonnes , alors il existe des matrices unitaires U et V (voir [LT85]) de dimensions ap-
propriées telles que

en valeurs singulieres (SVD) de { g* } En effet, la matrice

UT{g:}V = {201} (1.86)

ot Xy = (01,...,0,) avec o; > 0, i = 1,..n sont les valeurs singuliéres de la matrice

o)

L’equation (1.86) peut étre réécrite selon

UT[g*l = {%111/7’ (1.87)
J Sre éouivalent a b Ex| |1
ou ae maniere equivaitente c d C* = 0 , avec
a b S VhH=t oo
o8] [ @V 0 s

L’objectif, est de synthétiser un observateur d’ordre n satisfaisant la forme suivante
[DB95] :

2 = Nz+ Ly + Ly* + Gu (1.89)
T = z+4+by + Kdy* (1.90)

ou N, Ly, Ly, G et K sont des matrices inconnues de dimensions appropriées, qui doivent
étre déterminées afin que I converge asymptotiquement vers x .
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D’aprés (1.80)-(1.81), (1.84)-(1.85) et (1.89)-(1.90) lerreur d’estimation est donnée
par :

e = r—1= (1.91)
(a+ Kce)E*x — 2 (1.92)
et sa dynamique obéit a I’équation suivante :
é=Ne + [(a+ Kc)A" — N(a+ Kc)E* — [1C* — LyC*|x
+ [(a+ Kc¢)B* — Glu (1.93)
L’équation (1.93) se réduit a I’équation homogéne suivante :
¢ = Ne (1.94)
si et seulement si, les matrices G, K, L1, Lo, et N satisfont :
G=(a+ Kc)B* (1.95)
et
(a+ Kc)A* — N(a+ Ke)E* — L1C* — Ly,C =0 (1.96)

alors I convergera asymptotiquement vers x si et seulement si N est stable.

Le probléme de synthése d’observateur d’ordre plein du systéme singulier (1.76)-(1.77),
se raméne a trouver les matrices K, Ly, Lo, et une matrice stable N telle que (1.96) est
satisfaite.

Par suite, en utilisant (1.84)-(1.85) ’équation (1.96) peut étre réécrite selon la maniére
suivante :

(a+ Kc)A* — N(I, — bC* — KdC*) — LiC* — Ly,C* =0

ou
N = (a+ Kc)A* — LyC* 4+ [N(b+ Kd) — L]C* (1.97)
Soit
Ly = N(b+ Kd) (1.98)
alors

N = aA" + KcA® — Ly,C*

= ad"+ [ K —Lg]x{

cA” ] (1.99)

C*
doit étre stable.

cA*
O*
Dans ce cas, nous pouvons trouver K et Lo telles que /N soit bien stable.

Il est clair que N est stable si et seulement si la paire (aA*, ) est détectable.
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Théoréme 3 [DB95]
Les conditions suffisantes pour l'existence de l'observateur ((1.89)-(1.90)) sont :

E A
a) rang | 0 E | =n+rang E
0 C

b) rang { SEO_A }n, Vs € C Re(s) > 0.

1.5.3 Synthése d’observateur d’ordre réduit

Nous supposerons, sans perte de généralité, que rang C* = ¢ (voir (1.80) — (1.81)).
Notre but est de synthétiser un observateur, pour le méme systéme singulier considéré
((1.76) — (1.77)), de la forme

w = 7w+ Ly*+ Hu (1.100)
T = Mw+ Fy* (1.101)

ot w € IR"™" est la dynamique de 'observateur d’ordre réduit.
Le probléeme de synthése de 'observateur d’ordre réduit, se raméne alors a trouver les
matrices w, L, H, M, et F' de facon a assurer la convergence asymptotique de = vers x.
La solution a ce probléme est donnée par le théoréme suivant :

Théoréme 4 [DB95]| :
Soit T une matrice de dimension (n — q1) X r telle que

TA* —7TE* = LC* (1.102)

ou
det { TCE: ] £ 0 (1.103)

Alors pour

H=TB" (1.104)

et
{chz* } [M F = { I"O—q [Oq 1 (1.105)

nous aurons
2(t) — x(t) = Me™[w(0) — TE*z(0)] (1.106)
[
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La convergence de 'observateur d’ordre réduit est obtenue, si et seulement si, 7 est
stable.

Dans la suite, nous présentons une méthode pour déterminer la matrice 1" de 'equa-
tion de Sylvester (1.102) (voir [Dar00]). Pour cela définissons les matrices non singuliéres

suivantes :
R | |, K TE*
cr | 0 I, c*

ot K est une matrice arbitraire de dimension (n — ¢1) X ¢; et R est une matrice de
dimension (n — ¢;) X nde rang plein lignes. Alors, nous avons

[T K}[ZJ:R (1.107)
Comme rang [ o } = n (de rang plein colonnes), 1'équation (1.107) posséde la solution
sulvante
AN ][ E "
(7 k)= R G| vzt ] 6] (1.108)
ou
C* n C* c* C*
E* - * *
= (@7 e )| o e e

= (B E +(C)TC) [ (B9 (€)' ]

— A[ (E*)T (C*)T ]
avec A = ((E*)TE* + (C*)TC*)™! et Z est une matrice arbitraire de dimension appro-
priée. D’aprés (1.108), nous pouvons écrire :

(T K] = RA[ (BT (o*)T]JrZ([w_[g:}[gir)
|1

— [RAGE)T RACY |+ s~ | g | ALEY (€7 ))
E"A(E)T E*A((J*) )
A(ESYT CoA(CH)T

E*A E* E*A((J*)T
I, — E*A(E")T E*A(C*)
a1 - AT b

= [ RA(E")T RACH)T |+ Z(Irtq — {
= [ RA(E")T RA(CH)T ] +Z([
= [ RA(E")T RA(CH)T ] +Z([
d’otl les matrices T et K sont données par :

e

_CA(EYT (1.109)

T =RAEN +Z { L
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_E*A(C*)T

_ T
K=RACT+Z| | "7 00 oy (1.110)

D’autre part, d’aprés (1.102), nous obtenons
7 =TAM (1.111)
L=TAF (1.112)

Le probléme de synthése de l'observateur se réduit alors a chercher T' telle que 7 soit
stable.
D’aprés (1.111) et en utilisant (1.109) nous aurons

- AT I, — E*A(E*)T .
7 = (RA(EMY +Z { “oragpnt PAM
_ #\ T A% [7“ - E*A(E*>T *
= RA(EY) AM+Z[ oyt | AM
= I'+2Q (1.113)
avec
= RA(E)TA*M (1.114)
[ L-EAENT .., [T - EAE))AM

Nous concluons, que si la paire (I', ) est détectable, m est stable et par conséquent on
peut synthétiser un observateur qui soit bien stable.

Théoréme 5 [DB95| :
Pour le systeme (1.76) — (1.77), lobservateur d’ordre réduit (1.100) — (1.101) eziste,
si les conditions a) et b) du théoreme 3 sont satisfaites.

Dans la suite, nous résumons dans un algorithme, les étapes nécessaires a la synthése
d’un observateur d’ordre réduit pour les systémes singuliers :

1) Choisir une matrice R de dimension (n—gq;) x q; telle que [ (—?* } soit non singuliére,

2) La matrice M peut étre obtenue & partir de (1.105) et (1.107)

M= [éf }1 { o ] (1.116)

3) Si la paire (I', ) est détectable, on peut trouver Z telle que l'observateur est
asymptotiquement stable, alors on peut déduire 7" de (1.109).
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4) La matrice I’ peut étre obtenue a partir de (1.105)

P [TCE }1 [ ; } (1.117)

q1

5) Les matrices H et L peuvent étre obtenues a partir de (1.104) et (1.112).1

Dans la suite, nous proposons une synthése directe d’une commande basée sur un
observateur standard d’ordre plein directement dans le domaine fréquentiel. Elle est tirée
des travaux de [HD09| et permet de prendre en compte directement des critéres dans le
domaine fréquentiel. Notre contribution ici, est I'utilisation d’un observateur d’ordre plein
pour la commande au lieu d’un observateur d’ordre réduit. Notons que, cette méthode
sera utilisée dans le premier volet du chapitre quatre pour un synthése d’une commande
basée sur un filtre H,, d’ordre plein pour des systémes linéaires standards sujet a des
perturbations & énergie bornée.

1.6 Commande-basée sur observateur standard direc-
tement dans le domaine fréquentiel

Le correcteur basé sur un observateur standard est d’ordre plein. Nous commengons par
rappeler quelques notions utiles pour cette synthése afin d’arriver & présenter la méthode
de calcul directe du correcteur basé observateur dans le domaine fréquentiel et terminer
par une application numérique qui valide la méthode proposée.

Nous essayons dans la suite de déterminer les deux matrices polynomiales paramétrant
dans le domaine fréquentiel, une commande par retour d’état et la dynamique de I'ob-
servateur. Ensuite, en utilisant ces deux matrices polynémiales, une méthode de synthese
permettant de déterminer les matrices du correcteur basé observateur est développée. De
plus la correspondance existante entre le domaine temporel et fréquentiel est bien illustrée.
Un exemple d’application validant I’approche proposée est présentée.

1.6.1 Commande par retour d’état

Nous choisissons dans cette partie de considérer le retour d’état pour étudier le pro-
bléme de la synthése de commande dans le domaine fréquentiel. En effet, La commande
par retour d’état est un aspect important de la théorie de la commande. En effet, si le pro-
cessus est controllable, toutes ses valeurs propres peuvent étre alors placées arbitrairement
par une loi de commande par retour d’état.

D’autre part et pour illustrer les degrés de libertés que peut apporter la synthése
fréquentielle directe (voir 'application numérique (1.6.5) pour plus de details), nous évo-
quons les deux cas suivants : dans un systéme d’ordre n, & une seule entrée u (¢ = 1), lesn
valeurs propres choisies du systéme en boucle fermée fixent les n composantes du gain de
retour d’état K de dimension 1 x n . Par contre si le systéme est & multi entrées (¢ > 1),
les n valeurs propres choisies spécifient aussi n éléments des ¢ x n éléments du gain de
retour d’état K de dimension ¢ X n. Dans ce cas, apreés le placement des valeurs propres,
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il reste (¢ — 1) x n degrés de libertés permettant de paramétrer diverses propriétés du
systéme en boucle fermée.

Dans le domaine fréquentiel, la loi de commande par retour d’état est paramétrée par
une matrice polynomiale f)(s) de dimension ¢ X ¢. Dans le cas d'un systéme d’ordre n
a une seule entrée, tous les coefficients "libres" dans D(s) sont spécifiés par les valeurs
propres du systéme en boucle fermée ; par contre dans le cas multi entrées, (¢ — 1) X n
degrés de libertés additionnels existe en plus.

a. Expression temporelle de la commande par retour d’état

Cette étape est préalable a la synthese fréquentielle. Nous considérons la commande
d’un systéme linéaire invariant dans le temps (LTI), dont la représentation d’état est
donnée par :

#(t) = Ax(t) + Bu(t) (1.118a)
yt) = [Z;Eg } = { g; } (1) (1.118Db)

ou z(t) € IR" est le vecteur d’état, y(t) € IRP la mesure et u € IR? (¢ < p) est 'entrée
du systéme. La mesure y(t) est décomposée de fagon que y;(t) € IRP™? contient (p — q)
mesures et yo(t) € IR? contient less ¢ mesures a controlées. A, B, C et Cy sont des
matrices connues de dimensions appropriées. Nous supposons que les entrées et les sorties
du systéme sont linéairements indépendants.

D’autre part, nous supposons que nous disposons d’'une commande :

u(t) = —Kaz(t) + Mr(t) (1.119)

avec r(t) € IR" est I'entrée de référence, la matrice M est supposée fixée et K € IRT*" est
le gain de retour d’état. Il doit étre choisi tel que les n valeurs propres s,, v =1,2,....n,
du systéme a commander (les zéros du polynome caractéristique det(sl — A + BK)),
appartiennent & la partie négative du plan complexe. Les (¢ — 1) x n paramétres libres
restant dans la matrice K (degrés de liberté) influencent les propriétés de la boucle fermée
du systéme.

b. Synthése fréquentielle

La sortie & commander s’écrit dans le domaine fréquentiel par

Ya(s) = Co(sI — A+ BK) ' BMr(s) = G,.(s)r(s) (1.120)

D’autre part, un comportement fréquentiel du systéme (1.118) considéré, est donné par
y(s) = G(s)u(s), avec

G(s) = [g; } (s — A)'B (1.121)

Une MFD copremiére a droite de la matrice de transfert G(s) est donnée par :
G(s) = N(s)D'(s) (1.122)
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ot D(s) est supposée de colonnes réduites (voir définition (12)). Notons que les poles
de G(s) sont les zéros de (det D(s)). De méme pour la sortie a controler, nous avons
y2(s) = G.(s)u(s), avec

G.(s) = N.(s)D7*(s) (1.123)
Soit,
Nc(s) = CoN,(s) (1.124)
la transformée de Laplace du vecteur d’état x(t), notée z(s) est donnée par
x(s) = (sI —A)"'Bu(s) (1.125)
= N,(s)D7'(s)u(s) (1.126)
nous voyons bien que la matrice N,(s) vérifie

Ve = | 6] e (1.127)

A partir de ces MFDs, le comportement fréquentiel du systéme bouclé peut étre donné
par la figure (1.4).

o N.(s)

1.,
.lu
e
B

N (s)

F1G. 1.4 — Commande par retour d’état dans le domaine fréquentiel

A partir de la figure (1.4), le comportement fréquentiel du systéme bouclé obéit a la
relation suivante :

Ya2(5) = No(s)[D(s) + KN,(s)]"'r*(s) (1.128)

En posant,
D(s) = D(s) + KN,(s) (1.129)
y2(s) = No(s)D7L(s)r*(s) (1.130)
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D’autre part, en comparant les deux descriptions temporel et fréquentiel du systéme en
boucle fermée (1.120) et (1.130) (qui sont équivalentes), nous en déduisons que

det(D(s)) = det(sI — A+ BK) (1.131)
Alors, la matrice polynomiale D(s) dans la MFD (1.130), est la matrice dénominateur du

systéme en boucle fermée et caractérise ainsi sa dynamique (les poles sont les zéros de
det D(s)).

Remarque 3 Etant donné un paramétrage fréquentiel de la commande par retour d’état
caractérisé par la matrice polynomiale D(s), la relation (1.129) permet d’obtenir la re-
présentation équivalente dans le domaine temporel caractérisée par le gain de retour K et
vice versa.ll

En multipliant (1.129) a droite par D~'(s) et en utilisant (1.125), nous obtenons
D(s)D'(s) =T+ K(sI — A)"'B (1.132)

la relation liant la représentation temporelle (via K) a celle fréquentielle (via D(s)) d’une
commande par retour d’état.

De plus, une des caractéristiques que doit vérifier cette matrice polynomiale D(s) afin
de jouer le role correspondant au gain de retour d’état K dans le domaine fréquentiel, c’est
d’avoir le méme nombre de paramétres libres (¢ x n). Ce qui est donnée par le théoréme
suivant :

Théoréme 6 [HDO09| .
La matrice polynomiale D(s) caractérisant la dynamique de la boucle de retour d’état
dans le domaine fréquentiel, doit vérifier les deux propriétés suivantes :

0.:[D(8)] = 0u[D(s)],i = 1,2,3....q (1.133)

Le[D(s)] = T[D(s)] (1.134)

Elle posséde dans ce cas exactement le méme nombre de paramétres libres que le gain de
retour d’état K. Avec 6. et I'. sont définies dans les définitions (10) et (11).1

D’autre part, le lemme suivant montre comment peut-on déterminer le gain de retour
d’état K a partir de son équivalent dans le domaine fréquentiel D(s) :

Lemme 2 Une représentation temporelle de la commande par retour d’état (u= Mr —
Kx) peut étre obtenue a partir de la matrice dénominateur D(s) en résolvant l’équation
diophantienne d’inconnues P(s) et Q(s) suivante :

P(s)N,(s) + Q(s)D(s) = D(s) (1.135)

En comparant (1.135) et (1.129), une solution de cette équation est donnée par : P(s) =
P=KeQ(s)=11

Aprés avoir obtenu la matrice polynomiale paramétrant une commande par retour d’état
dans le domaine fréquentiel, nous passons a un paramétrage fréquentiel des dynamiques
de I'observateur d’ordre plein utilisé.
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1.6.2 Observateur standard d’ordre plein

Partant du fait, qu'une commande par retour d’état est réalisable si et seulement si
toutes les composantes du vecteur d’état sont mesurables. Un observateur doit donc étre
utilisé (dans le cas ol p < n) pour reconstruire tout I’état. Le retour d’état basé sur
I'estimée est appelé la commande basée-observateur souhaitée dans cette partie.

a. Expression temporelle de ’observateur
Nous considérons 1'observateur donné par

2(t) = Ai(t) + Kp(y(t) — 4(t)) + Bul(t) (1.136)

) . Ci | .
ou Ky € IR"*? est le gain de l'observateur, avec §(t) = [ C’l ] z(t).
2
Ainsi cet observateur d’ordre plein est complétement déterminé dans le domaine tem-

porel par la connaissance de la matrice de gain K.

b. Synthése fréquentielle

Une description fréquentielle du systéme (1.118) considéré, est donnée par y(s) =
G(s)u(s), ot une MFD copremiére & gauche de la matrice de transfert G(s) est donnée
par :

G(s) = D71 (s)N(s) (1.137)

ott D(s) est supposée de lignes réduites et N(s) est une matrice polynomiale.
Considérons aussi la MFD suivante :

[ g; ] (sI —A)™' = D (s)N,(s) (1.138)

avec

N(s) = N,(s)B (1.139)
L’erreur d’observation € = y — ¢ est donnée par :

e(s) = y(s)— { g; } (sI — A)7'[Kye(s) + Bu(s)] (1.140)

= - | o [T A [ G ) + Buts) (L

D’autre part, une représentation fréquentielle de ’observateur d’ordre plein basé sur les
MFDs proposées, peut étre donnée par la figure (1.5).
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—_—| N3 | D)

N,(3)

K

!

F1G. 1.5 — Observateur d’ordre plein dans le domaine fréquentiel

A partir de la figure (1.5), I'erreur d’estimation e peut s’écrire comme suit :
€(s) = [Nu(s) Ky + D(s)] 7 (D(s)y(s) — N(s)u(s)) (1.142)

Une comparaison entre (1.141) et (1.142), montre que la matrice polynomiale dénomina-
teur

D(s) = N,(s)K; + D(s) (1.143)

dans (1.142) caractérise bien la dynamique de I'observateur.
Nous aurons donc,

det l:)(s) =det (s — A+ Ky [ g; ]) (1.144)

Remarque 4 Etant donné un paramétrage fréquentiel de l'observateur caractérisé par la
matrice polynomiale D(s), la relation (1.143) permet d’obtenir une représentation équiva-
lente de l'observateur dans le domaine temporel caractérisée par la matrice de gain Ky et
vice versa.ll

En multipliant (1.143) & gauche par D~!(s) et en utilisant (1.138), nous obtenons

_ C,

D7 Y(s)D(s) = I, + [ s ] (s — A)'K; (1.145)

C’est la relation liant la représentation temporelle de l'observateur via son gain (Kj) a

celle fréquentielle via sa matrice polynomiale (D(s)).

De facon équivalente a D(s) oll nous avons pu construire cette matrice polynomiale
D(s) a partir de D(s) (voir théoréme (6)), intervenant dans la MFD du systéme donnée
par (1.122), nous avons :
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Théoréme 7 [HD09| La matrice polynomiale f)(s) caractérisant la dynamique de 1’ob-
servateur dans le domaine fréquentiel, doit obéir aux deux propriétés suivantes :

5.51D(s)] = 6,4[D(s)], 5 =1,2,3...p (1.146)

]l

[.[D(s)] = T.[D(s)] (1.147)

et elle posséde evactement le méme nombre de parametres libres que le gain Ky, a savoir
p X n. Avec 0,; et I'. sont définies dans le premier chapitre (voir les définitions (13)
et (14)) et ot D(s) est la matrice intervenant dans la MFD (1.137) du systéme linéaire
considére.

De maniére analogue a la commande par retour d’état, le lemme suivant montre la possi-
bilité de déterminer le gain Ky de 'observateur d’ordre plein synthétisé¢ dans le domaine

temporel, & partir de la matrice polynomiale D(s) :

Lemme 3 La représentation temporelle de "observateur d’ordre plein peut étre obtenue
a partir de la matrice dénominateur D(s) en résolvant I’equation diophantienne suivante
d’inconnues P(s) et Q(s) :

N,(s)P(s) + D(5)Q(s) = D(s) (1.148)

En comparant (1.148) et (1.143), une solution de cette équation est donnée par : P(s) =
KretQ(s)=1.1

1.6.3 Meéthode de synthése directe d’'un correcteur basé sur un
observateur d’ordre plein dans le domaine fréquentiel

Le correcteur basé observateur que nous envisageons de déterminer est défini dans le
domaine temporel par le gain de retour d’état K et le gain d’observation K, alors que
dans le domaine fréquentiel, il est déterminé par les deux matrices polynomiales D(s)
et D(s), paramétrant respectivement dans le domaine fréquentiel, le retour d’état et les
dynamiques de l'observateur d’ordre plein utilisé. Donc dans cette partie, le but est a
partir des données disponibles, a savoir f)(s) et D(s), déterminer la MFD qui définit le
correcteur basé observateur et par suite son comportement entrée-sortie.

a. Représentation fréquentielle du correcteur basé observateur

Notons qu’il existe deux representations fréquentielles du correcteur basé observateur
(voir [HDO09]), une qui reflete la propriété observateur et 'autre que nous utilisons, qui
refléte le comportement entrée-sortie et qui principalement, permet de déterminer les
matrices polynomiales intervenant dans la MFD du correcteur basé observateur a partir
de D(s) et D(s). Il est a noter qu'il a été démontré dans, [Hip76], [Hip06] et [HD09] qu’un
choix judicieux dans la structure de réalisation permet d’obtenir une sensibilité réduite

31



Chapitre 1. Observateurs Standards

aux erreurs dans les parameétres du correcteur basé observateur et aussi de prévenir les
effets indésirables de la saturation des entrées de commande.
Le systéme a commander (1.118) est décrit dans le domaine fréquentiel par :

y(s) = G(s)u(s) = [ g; } (sI — A)'Bu(s) = N(s)D ' (s)u(s)  (1.149a)

y2(s) = Cy(sl — A)"'Bu(s) = N.(s)D ' (s)u(s) (1.149b)

ol nous supposons que la pair (N(s), D(s)) est copremiére a droite et la matrice dénomi-
nateur D(s) est de colonnes réduites.

La représentation fréquentielle du correcteur basé observateur reflétant la propriété
observateur, peut étre obtenue en considérant le transfert en boucle ouverte reliant les
entrées y et u du correcteur a sa sortie @, qui est définit par :

Qb

=K% (1.150)
D’ou, en utilisant (1.136), nous avons

u(s) = Ki(s) = K(sI — F) ' Ky(s) + K(sI — F)"'Bu(s) (1.151)

Cy
Cette représentation (1.151) caractérise le comportement fréquentiel du correcteur
basé observateur, que nous allons écrire sous forme de matrices polynomiales. En effet,
soit

oﬂF:A—Kf[Ol].

K(sI — F)'K; = A (s)Ng(s) (1.152)

K(sI — F)"'B = A7 (5)Ny(s) (1.153)

oit A(s) et [ Nu(s) Ne(s) ] constituent une MFD copremiére a gauche du correcteur
basé observateur, avec A(s) est de lignes réduites.
Nous aurons :

i(s) = A7 (s) [ Nuls) Ne(s) ] {““) ] (1.154)

Notons que, d’aprés les MFDs (1.152) et (1.153), nous avons

det(A(s)) = det (sI — F) =det (s] — A+ Ky { gl }) (1.155)
2
donc les poles du correcteur basé observateur dans cette représentation, solutions de
det(A(s)) = 0 (voir (1.154)), coincident avec les valeurs propres de I'observateur, solutions
de det(sI — F) = 0. Le correcteur basé observateur est dit alors dans une structure
observateur.
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D’autre part, le correcteur basé observateur peut étre représenté comme un correcteur
a retour de sortie, c’est a dire, c’est le comportement entrée-sortie du correcteur basé
observateur, reliant dans cette configuration ses entrées y et r, (avec r est 'entrée de
référence définit dans (1.119)), a sa sortie .

En effet, le correcteur basé observateur résulte du remplacement de l'etat x dans
(1.119) par son estimée Z, qui est donné par (1.136). Nous aurons,

u(s) = —(K(sI — F+ BK) 'K;) y(s) + (=K (sl — F + BK)"'BM + M) r(s)(1.156)

Cette structure va nous étre utile pour déterminer les matrices du correcteur (N (s) et
De¢(s)) a partir des deux matrices polynomiales D(s) et D(s) paramétrant respectivement
une commande par retour d’état et la dynamique de 'observateur d’ordre plein proposé.
Ils sont définis respectivement par (1.132) et (1.145).

En effet, en introduisant les relations suivantes (voir [HDO09|) :

De(s) = Ny(s) + A(s) (1.157)
Ne(s) = A7 (s)Ne(s) (1.158)
D(s) = A~ (s)De(s) (1.159)

Nex(s) = As)M (1.160)

avec Ngo(s) et De(s) sont les matrices polynomiales du correcteur a determiner. Les
matrices NV, (s), A(s) et M sont données par (1.153) et (1.119).
Nous avons :

u(s) = =Go(s)y(s) + Gers)r(s) (1.161)
avec
Go(s) = D¢ (s)Ne(s) (1.162)
ou G¢(s) est la matrice de transfert du correcteur, et
Gerls) = D5 (5)New (s) (1169

qui peut étre représenté selon la figure (1.6).
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NG

—{ Dc () Ne: )

Dcl(s) fe Ne(s)

F1G. 1.6 — Systéme en boucle fermé avec un correcteur dans une structure en retour de
sortie

Le systéme en boucle fermé dans la figure (1.6), contient les deux descriptions poly-
nomiales, du systéme considéré ainsi que du correcteur. En effet, le systéme est défini par
une MFD copremiére a droite (voir G(s) dans (1.149a)) alors que le correcteur par une
MFD copremiére a gauche (voir (G¢(s) dans (1.162)).

D’autre part, d’aprés la figure (1.6), la matrice de transfert entre l'entrée r(s) et sa
sortie y»(s), est donnée par

y2(s) = Ne(s)[Ne(s)N(s) + Do(s)D(s)| 7 A(s) Mr(s) (1.164)
qui peut étre décrite aussi (voir (1.130)), selon
ya(s) = Ne(s) D™ (s)Mr(s) (1.165)
D’aprés (1.165), le transfert (1.164) montre que 'équation suivante
Ne(s)N(s) + De(s)D(s) = A(s)D(s) (1.166)

est satisfaite par un correcteur basé observateur.

L’equation (1.166) n’est autre que I’équation diophantienne; c’est 1’equation polyno-
miale caractéristique du correcteur basé observateur, et il démontre directement le prin-
cipe de séparation. En effet, les valeurs propres du systéme de commande en boucle fermé
sont constituées des valeurs propres placées par le retour d’état (données par les zéros de
det D(s) = 0, voir (1.131)) et par les valeurs propres de 'observateur (données par les

zéros de det A(s) = detD(s)=0) (voir (1.144) et (1.155)).

b. Calcul du correcteur basé observateur fréquentiel

Comme ’équation de diophantienne posséde deux inconnues, qui sont les matrices
polynomiales caractéristiques du correcteur basé observateur, a savoir N¢(s) et Dea(s),
Hippe et Deutcher [HD09] ont proposé une méthode de résolution basé sur un observateur
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d’ordre réduit que nous avons adapté au cas d’observateur d’ordre plein. Ces deux matrices
polynomiales sont déterminées en fonction de la matrice paramétrant le retour d’état D(s)

et celle paramétrant I'observateur l:?(s)

Lemme 4 FEtant donné les deux matrices polynomiales D(s) et l:?(s) (voir théorémes 6
et 7), ainsi que les MFDs copremiéres a droite et a gauche du systéme (voir (1.122) et
(1.137)), nous avons

G(s) = N(s)D*(s) = D' (s)N(s) (1.167)
ot D(s) est de colonnes réduites et D(s) est de lignes réduites.
Comme N(s) et D(s) sont copremiéres a droite, il existe alors deux solutions X (s) et
Y (s) de l'identité de Bezout
Y(s)N(s)+ X (s)D(s) =1 (1.168)
et une matrice polynomiale V. donnée par
V =TI{D(s)Y (s)D~"(s)D(s)} (1.169)
avec I1{.} est définie par la relation (1.18).

Alors, les matrices de transfert N;(s) et Dg(s) (voir (1.158) et (1.159)) peuvent
s’écrire de la maniére suivante (voir|HD0Y)) :

Ni(s) = A7Y(s)Ng(s) = D(s)Y (s) — V(S)Z:)_l(s)l_)(s) (1.170)

Di(s) = A™Y(s)De(s) = D(s) X (s) + V(s)ﬁ_l(s)N(s) (1.171)
En introduisant la conversion suivante,
V(s)D'(s) = A (s)V(s) (1.172)

les matrices de transfert No(s) et Do(s) caractérisant la MFD du correcteur basé obser-
vateur Go(s) = Dg'(s)Ne(s) (voir (1.162)) sont données par

Ne(s) = A(s)D(s)Y (s) — V(s)D(s) (1.173)
et
Da(s) = A(s)D(s) X (s) + V(s)N(s) (1.174)
|
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1.6.4 Reésumé des étapes d’une synthése fréquentielle directe du
correcteur basé observateur

La premiére étape dans la synthése du correcteur basé observateur dans le domaine
fréquentiel est de déterminer les matrices polynomiales intervenant dans les MFDs copre-
miéres a droite et a gauche du systéme, a savoir

G(s) = N(s)D*(s) = D' (s)N(s) (1.175)

ot D(s) est de colonnes réduites et D(s) de lignes réduites. L’ordre du systéme est supposé
égale a n.

1) Synthése de la loi de commande par retour d’état :

Revient a déterminer la matrice polynomiale D(s) de dimension ¢ X ¢, qui contient
exactement le méme nombre de paramétre libres ¢ x n que celui du gain de retour
d’état K dans le domaine temporel, telle que

6:4[D(8)] = 6:[D(s)], i =1,2,3....q (1.176)

D[B(s) = TulD(s) (1.177)
Les valeurs propres du systéme en boucle fermé sont les solutions de (det D(s) = 0).

2) Synthése de l’observateur d’ordre plein :

Revient a determiner la matrice polynomiale l:)(s), qui contient exactement le méme
nombre de parameétres libres p X n que celui du gain de I'observateur Ky, telle que

5,5[D(s)] = 6,,[D(s)], 5 =1,2,3...p (1.178)

[ [D(s)] = 0, [D(s)] (1.179)

Les valeurs propres de 'observateur sont les solutions de (det f?(s) =0).

3) Déterminations de la MFD copremiére & gauche du correcteur basé ob-
servateur :

Dans une premiére étape, résoudre I'identité de Bezout
Y(s)N(s)+ X(s)D(s) =1 (1.180)
Ensuite, calculer la matrice polynomiale
V =T{D(s)Y (s)D"(s)D(s)}, (1.181)

et déterminer V' (s) en vérifiant la conversion (1.172) telle que A(s) soit de lignes
réduites.

Les matrices polynomiales N¢(s) et Dg(s) caractérisant la MEFD copremiére a
gauche G¢(s) = Dg'(s)Ne(s) du correcteur basé observateur, sont alors données
par
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Ne(s) = A(s)D(s)Y (s) — V(s)D(s) (1.182)
et

De(s) = A(s)D(s) X (s) + V(s)N(s) (1.183)

Ceci montre donc qu’une synthése compléte d’un correcteur basé observateur peut étre
effectuée directement dans le domaine fréquentiel sans passer par le domaine temporel.
Dans la suite, nous proposons une application numérique qui illustre cette méthode de
synthése fréquentielle.

1.6.5 Exemple d’application

Considérons un systéme dont la matrice de transfert est caractérisée par la double
MFDs copremiére a gauche et a droite (voir (1.122) et (1.137)) :

[s+1 1

9 —1
Gls) = | 1 1 {(3461) 311} — N(s)D"\(s) (1.184)
| s+1 0
s#+1 0 0o 17[11]
= 0 s+1 -1 0 1 |=D"s)N(s) (1.185)
0 0 s+l 10

_ Utilisant la MFD copremiére a droite (1.184) afin de déterminer la matrice polynomiale
D(s) paramétrant la loi de commande par retour d’état dans le domaine fréquentiel.
Les degrés des colonnes de la matrice polynomiale D(s) sont d¢1[D(s)] = 2, e2[D(3)]

1 avec I'.[D(s)] = I. Donc, en appliquant le théoréme (6), la matrice polynomiale D(s)
obéit a la forme suivante :

~ s+as+p5 vy
D(s) = S5+ € st (1.186)
ou «, B, 7, 0, € et p sont les ¢ x n = 6 parameétres libres qui existent dans la synthése
fréquentielle.
Par exemple, si nous souhaitons que la loi de commande place tous les trois valeurs
propres, notées (§;,i = 1,2,3), du systéme (n = 3) & §; = —5, nous avons plusieurs
possibilités dans le choix des paramétres libres. En effet, soit

~ s2 4+ 10s + 25 0

D =1" 95110 s+5 (1.187)

pour v = 10, 3 =125, 7 =0, =2, e = 10 et ¢ = 5, qui vérifie bien det D(s) = (s + 5)3.

Remarque 5 Nous pouvons choisir une structure diagonale pour D(s), de fagon a avoir
des degrés de libertés de plus, (v, 9, €) par exemple, et les exploiter pour satisfaire des
exigences supplémentaires sur le systéme en boucle fermé (Voir l'approche paramétriques
(parametric approach) [HDO0Y]).
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L’equivalent de la matrice dénominateur D(s) donné par (1.187) dans le domaine tempo-
rel, peut étre obtenu en appliquant le lemme (2), et nous aurons :

—1 1 24
K_[_4 8 6] (1.188)

Dans une seconde étape, en utilisant la MFD copremiére a gauche (1.185), nous cher-

chons & déterminer la forme de D(s) qui paramétrise 'observateur d’ordre plein dans le
domaine fréquentiel. En appliquant le théoréme (7), nous aurons la forme suivante :

- star "N
D(s) = 0 s+ea v (1.189)
m At s+

ou oy, (1, 7, 01, €1, 1, M, A1, p1 sont les p x n = 9 paramétres libres qui existent
dans la syntheése fréquentielle.

En effet, les degrés des lignes de la matrice polynomiale D(s) sont §,1[D(s)] = 1,
6r2[D(s)] = 1 et 6,3[D(s)] = 1 avec [',[D(s)] = I, d’ou résulte la forme (1.189).

D’autre part, si nous souhaitons fixer les poles de I'observateur a 5; = —4, nous pouvons
ChOiSiI'Oq:O,glz—l,’}/l:0,51:16,61:8,()01:0,7]1:0,>\1:0,M1:4,QUi
vérifie bien det D(s) = (s + 4)® et nous aurons par la suite la matrice suivante :

B S -1 0
D(s)=| 16 s+38 0 (1.190)
0 0 s+4

De méme, en appliquant le lemme (3), I’equivalent temporel de la matrice l:)(s), est

~1 -1 0
K;=|16 7 1 (1.191)
0 0 3

Une fois nous avons déterminé les deux matrices polynomiales D(s) et D(s), nous
passons a la troisiéme étape du calcul du correcteur basé observateur, donnée dans la
partie (1.6.4), et nous aurons :

-1 s+2 0 0 -1
Y(s) = [3+2 s—1 0 et X(s)= [_1 0 } (1.192)
Ensuite, d’aprés (1.181) nous aurons
s 155% + 1675 4+ 528 s° + 195> + 1235 + 297 s + 145 + 64
Vis) = { 5% + 205 + 108 §% + 145 + 60 s+ 10 (1.193)

Une solution pour la conversion (1.172), tel que A(s) soit de lignes réduites, est

V)= | oals) uae) et .
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et
0.45s+18 —s—4
A= 2igs416 0 (1.195)
avec
vl(s) = —1.45s% — 13.85 — 35.4, v2(s) = 0.455% + 5.75s% + 24.1s + 32.4,
v3(s) = 0.45s* + 5.3s + 18.8, vd(s) = —s® — 17s* — 104s — 528,
v5(s) = st +19s® + 138s% + 464s + 528 et v6(s) = 53 + 18s% + 120s + 256.
Insérant ces résultats dans (1.182) et (1.183), nous aurons
—-9.6 —24 13.6
No(s) = { 2725 + 128 1285+ 272 88s + 272 ] (1.196)
et
- 0455 +34 —s—38
Dels) = [32—1—163—272 —400 ] (1.197)
Ainsi, le correcteur basé observateur est bien déterminé. Il place les trois valeurs
propres s;—123 du systéme a commandé, a § = —5 et les trois valeurs propres §¢:1,2,3 de
I'observateur a 5§ = —4.

En résumé, une synthése compléte d’un correcteur basé sur un observateur standard
peut étre effectuée directement dans le domaine fréquentiel et ceci sans passer par le
domaine temporel.

1.7 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons présenté quelques outils fondamentaux, nécessaires pour
Iestimation d’état. En effet, nous avons commencé par rappeler quelques notions et dé-
finitions structurelles, pour passer aprés a l’étude du probléme d’observation pour les
systémes linéaires sans perturbations. Dans un premier temps nous nous sommes intéres-
sés a la synthése d’observateurs standards, d’ordre plein et réduit. Dans un second temps,
nous avons abordé 'estimation d’une fonctionnelle de 1’état aussi bien dans le domaine
temporel que fréquentiel. Ensuite, nous avons enchainer par une extension du probléme
d’observation a la classe la plus générale des systémes singuliers a savoir les systémes
singuliers, en traitant le cas d’ordre plein ainsi que l'ordre réduit. Enfin, nous avons clo-
turé le chapitre par une proposition d’'une méthode de synthése de correcteur basé sur
un observateur d’ordre plein directement dans le domaine fréquentiel, sans passer par
le domaine temporel, pour les systémes linéaires standards. Le correcteur est caractérisé
par une MFD copremiére a gauche, et aprés avoir établi les relations nécessaires a cette
syntheése, la correspondance entre le domaine temporel et fréquentiel est bien illustrée, ce
qui permet de passer du domaine fréquentiel au domaine temporel et vice versa. Une ap-
plication numérique qui illustre la méthode de synthése fréquentiel directe du correcteur
basé observateur est présentée.
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Chapitre 2

Observateurs a entrées imconnues

2.1 Introduction

La recherche d’observateurs linéaires a entrées inconnues en temps continu ou dis-
cret, a suscité ces derniéres années une abondante littérature, en raison d’applications
potentielles dans divers domaines, comme le diagnostic ou la cryptographie. En effet, un
processus physique est souvent exposé a des entrées a propos desquelles nous ne disposons
d’aucune information. D’ot1 'importance de ’étude des observateurs a entrées inconnues,
qui sont des observateurs permettant d’estimer 1’état d’un systéme sujet a des entrées
totalement inconnues (méme pas la bornitude de 'énergie). Dans ce cas, nous cherchons
a éliminer 'effet de ces entrées inconnues sur la dynamique de l'erreur d’estimation entre
I’état réel et ’état reconstruit. Ces entrées inconnues, résultent essentiellement du bruit,
des incertitudes de mesures ou des perturbations de quelque nature que ce soit... et im-
poser une bornitude aux amplitudes de ces entrées constitue des hypotheéses irréalistes.
Nous commencons par un positionnement du probléme puis nous rappelons les condi-
tions d’existences des observateurs a entrées inconnues. Ceci étant, et en se basant sur
[Hay95|, nous nous intéressons dans un premier volet aux observateurs fonctionnels a en-
trées inconnues aussi bien dans le domaine temporel que fréquentiel. Puis, dans un second
temps nous proposons une méthode de synthése d’observateurs d’ordre réduit relative
aux systemes singuliers sujets a des entrées inconnues. Nous terminerons le chapitre en
traitant des systémes descriptifs a retard constant sujet a ce type d’entrées, en proposant
une méthode aussi bien temporel que fréquentiel de synthése. En effet, pour la méthode
temporelle de synthése d’observateurs d’ordre réduit a entrées inconnues, et aprés avoir
fait des transformations sur le systéme singulier initial dans le but d’extraire la partie des
mesures libre des entrées inconnues, nous proposons de déterminer le gain paramétrant
les matrices de 'observateur en appliquant ’approche Lyapunov-LMI. Ensuite, en propo-
sant des MFDs judicieuses et en appliquant ’approche de factorisation, une description
fréquentielle de 'observateur a entrées inconnues est alors obtenue. Un exemple numé-
rique est proposé pour valider la méthode de synthése. Enfin, nous avons traiter le cas
des observateurs fonctionnels a entrées inconnues pour des systémes singuliers a retard
constant. La méthode temporelle est basée sur le non biais du filtre et les matrices de I'ob-
servateur fonctionnel sont déterminées en utilisant I’approche LMI, aprés avoir considérer
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la fonction Lyapunov-Krasovskii. En suite une description fréquentielle de cet observateur
fonctionnel est obtenue en utilisant les MEFDs et en appliquant ’approche de factorisation
relative aux matrices de transfert présentant un retard. Un exemple de simulation validant
I’approche proposée est présenté.

Nous tenons & noter que nous avons fait le choix dans ce chapitre de traiter des
situations différentes pour essayer de balayer le champ le plus vaste des observateurs. En
effet, nous traitons ici le cas des observateurs d’ordre réduit, fonctionnels et des systémes
standards, singuliers, sujet a des entrées inconnues et aussi a retard.

2.2 Positionnement du probléme
Considérons le systéme linéaire LTI perturbé suivant :

(t) = Ax(t) + Bu(t) + Ed(t) (2.1)
y(t) = Cuz(t) + Esd(t)

ot z(t) € IR" est I’état du systeme, y(t) € IR? est le vecteur des mesures, u(t) € IR? est la
commande, d(t) € IR™ est le vecteur contenant les entrées inconnues, Ey et Ej3 représentent
les matrices de répartition de ces entrées inconnues sur 1’état et sur les mesures.

En fait, un observateur & entrées inconnues est un observateur qui génére une erreur
d’estimation e(t) indépendante de 1’entrée inconnue. En effet, nous aurons :

é(t) = f(e(t)) (2.3)

Les effets de I'état, de la commande et de I’entrée inconnue sont éliminés de la dyna-
mique de l'erreur d’estimation.

Il existe dans la littérature plusieurs approches pour estimer 1’état en présence de ces
entrées inconnues, a savoir :

— Kudva et al.[KVR80| ont développé une approche algébrique,
— Bhattacharryya [Bha78| a utilisé une approche géométrique,
— Hautus [Hau83| a développé une approche fréquentielle,

— Darouach et al. [DZX94] ont proposé une méthode de synthése d’observateurs a
entrées inconnues d’ordre plein en utilisant les pseudo-inverses.

2.3 Conditions d’existence des observateurs a entrées
Inconnues

Dans ce qui suit, nous donnerons les deux conditions rapportées par Hautus [Hau83|,
elles assurent la stabilité et la causalité de I'observateur.
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2.3.1 Condition de causalité

Considérons le systéme linéaire LTT (2.1)-(2.2), la condition de causalité donnée par
Hautus [Hau83| est la suivante :

Al-
CE, By B,
rang { B0 ] = rang Es + rang { B, (2.4)

2.3.2 Condition de stabilité

La condition de stabilité énoncée par Hautus [Hau83] est la suivante :

A2-

rang [ sh— A —FEj } =n +rang [ £ } V s € C tel que Re(s) > 0. (2.5)
C Es E;

Du fait de 'intérét majeur ou de la diversité des observateurs fonctionnels, nous li-
mitons notre rappel aux cas des observateurs fonctionnels a entrées inconnues. En effet,
comme nous l'avons deja mentionné, nous essayons de traiter des situations différentes et
de balayer le plus grand nombre de systémes.

2.4  Synthése d’observateurs fonctionnels a entrées in-
connues

Dans cette partie, nous proposons de rappeler une méthode de synthése d’observateurs
fonctionnels a entrées inconnues aussi bien dans le domaine temporel que fréquentiel
[Hay95]. Pour le cas d’ordre plein, voir Darouach et al dans [DZX94].

2.4.1 Meéthode de synthése temporelle

Nous nous intéresserons dans cette partie, a estimer seulement une fonctionnelle de
I'état donnée par wy(t) = Pix(t) ou P; est la matrice gain de retour d’état, indépendam-
ment des entrées inconnues. Ceci est trés utile surtout lorsque nous envisageons d’utiliser
I’observateur pour la commande et aussi dans le cadre du diagnostic des défauts.

Cependant, plusieurs auteurs se sont intéressés au probléme de synthése d’observateurs
fonctionnels & entrées inconnues :

— Ding et al.[DFG90| ont proposé une méthode fréquentielle
— Bhattacharyya [Bha78| a utilisé une approche géométrique.

Ceci étant, considérons le systéme linéaire suivant :

=
—~

~
~—

I

Ax(t) + Ead(t) (2.6)
y(t) = Ca(t) + Esd(t) (2.7)
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L’observateur fonctionnel a entrées inconnues se présente sous la forme :

2(t) = Nz(t) + Ly(t) (2.8)

Wi (t) = Mz(t) + Moy(t) (2.9)

o 2(t) = Tz(t) (2.10)
wy(t) = Pa(t) (2.11)

Les matrices N, L, M et M, sont des matrices de dimensions appropriées, elles
doivent étre déterminées afin que w;(t) (la sortie de l'observateur) converge asymptoti-
quement vers la fonctionnelle w; () = Pyz(t), indépendamment de I'entré inconnue d(t).
z représente la dynamique de l'observateur et & est I'estimé de I'état = avec T € IRZ*"
ou j est ordre de l'observateur (j € [n — p, n)).

Théoréme 8 [Hay95| L observateur (2.8)- (2.11) converge asymptotiquement vers Pix(t)
dans le sens,

tlirilo(wl(t) — Pz(t))=0 (2.12)
si et seulement st :
TA—-NT = LC (2.13)
LE; =TF, (2.14)
P, =MT + MC (2.15)
MyE3 =0 (2.16)

avec

N est stable

Preuve 2 L’erreur d’observation est donnée par :
e(t) =Tx(t) — z(t)
Alors sa dynamique est régie par I’équation différentielle suivante :
é(t) = Ne(t) + (TA— NT — LC)x(t) + (T Ey — LE3)d(t)

donc existence de (2.13) et (2.14) sont prouvées et l’erreur d’estimation converge si et
seulement si, la matrice N est stable.

D’autre part, lequation (2.9) peut s’écrire, si la fonctionnelle Pix(t) converge vers
Pyz(t), comme suit :

Pia(t) = (MT + MyC) &(t) + MyEsd(t)

Donc les deux conditions (2.15)et (2.16) sont nécessaires afin d’avoir la convergence.l

44



2.4. Synthése d’observateurs fonctionnels a entrées inconnues

2.4.2 Meéthode de synthése fréquentielle

Dans ce cadre, nous présentons la méthodes de synthése d’observateurs fonctionnels a
entrées inconnues basée sur la pseudo-inverse des systémes linéaires [Hay95|.

Cette synthése d’observateur a entrées inconnues est intimement liées a un probléme,
trés connus dans la littérature, appelé Model Matching Problem (MMP), ou la technique
de la pseudo-inverse est utilisée pour le résoudre. Plusieurs auteurs se sont intéressés a la
résolution du Model Matching, Vardulakis et al [VK85], Emre et al [EH80] ... En fait, le
Model Matching Problem (MMP) est défini, dans le cas général, comme suit :

Etant données deux matrices rationnelles propres connues P € IRP*™ et T € IRP*Y,
trouver une matrice rationnelle propre M telle que PM =T . Le cas ou P est propre, T’
est propre et stable, avec une matrice propre et stable M a déterminer, est appelé stable
MMP ou (SMMP).

Reconsidérons le systéme régi par (2.6) et (2.7) et définissons G(s), R(s), G1(s) par :

G(s) = CO(sl, — A)'Ey + Es (2.17)
R(s) = M(sl; — N)"'L + M, (2.18)
G1(8> == Pl(S]n - A>_1E2 (219)

ou G(s) la fonction de transfert du systéme (2.6) et (2.7), R(s) la fonction de transfert
de l'observateur a déterminée et GG1(s) la fonction de transfert entre 'entrée inconnue d
et la fonctionnelle d’état P;x.

Le théoréme suivant montre que la synthése temporelle de 'observateur (2.8)- (2.11)
est réduite dans le domaine fréquentiel a la résolution d’'un Model Matching Problem (voir
equation (2.24) ).

Théoréme 9 [HZD95]

Les conditions suivantes sont équivalentes :

i)

TA— NT = LC (2.20)
LE; = TE, (2.21)
P, = MT + M,C (2.22)
MyEs =0 (2.23)

i1) 1l existe une matrice rationnelle R(s), propre et stable qui satisfait

R(s)G(s) = G1(s) (2.24)

D’aprés I’équation (2.24) dans le théoréme (9), nous pouvons déterminer la fonction
de transfert R(s) de 'observateur & entrées inconnues (2.8)-(2.11), comme le montre le
théoréme suivant :
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Théoréme 10 [HZD95]
Si les hypothéses (2.4) et (2.5) sont satisfaites pour le systeme (2.6) et (2.7), alors
Pobservateur a entrées inconnues (2.8)-(2.11) existe et il est donné par

R(s) = G1(s)G(s)* (2.25)

ot G(s)T est une pseudo-inverse de G(s) qui vérifie G(s)TG(s)=I,,.
Un paramétrage de tous les observateurs fonctionnels a entrées inconnues est donnée
par :
R(s) = Gi(s)G(s)t + Y (s)(I, — G(s)G(s)™) (2.26)

ou Y(s) est une matrice rationnelle arbitraire de dimension appropriée.l

Le calcul de la pseudo-inverse G(s)™ peut étre réalisé a laide de 1'algorithme di & Patel
[Pat82]. En effet, d’aprés [Hay95]|, en utilisant cet algorithme, la pseudo-inverse de G(s)
aura l’expression suivante :

G(s)" = (s)"[Gq(s) 1" (2.27)
ou G,(s) est la fonction de transfert du systéme obtenu aprés ¢ itérations et d est une

matrice polynomiale. Par suite, 1’observateur fonctionnel & entrées inconnues fréquentiel,
donné par la relation (2.25), peut s’écrire en tenant compte de (2.27) sous la forme :

R(s) = Gi(s)®(s)[Gy(s) )" (2.28)

2.5 Synthése d’un observateur a entrée inconnues pour
les systémes singuliers

Dans cette partie, nous nous proposons de traiter le probléme d’observation a entrées
inconnues pour des systémes descriptifs [ESDMO09a] aussi bien dans le domaine temporel
que fréquentiel, en traitant spécifiquement le cas réduit afin d’éviter certaines redondances
dii au cas plein. La méthode de synthése temporelle est tirée de [DZH96| ot nous propo-
sons une approche LMI pour déterminer le gain optimal intervenant dans les matrices de
I’observateur. Ensuite, la méthode de synthése fréquentielle est déduite de celle temporelle
en utilisant les MFDs et surtout I’approche de factorisation permet de donner une des-
cription polynomiale de I'observateur d’ordre réduit. Finalement, un exemple numérique
est donné pour valider notre approche.

2.5.1 Position du probléme

Considérons le systéme singulier linéaire invariant dans le temps (LTT), donné par :

Ei(t) = Ax(t)+ Bu(t) + Exd(t) (2.29a)
y(t) = Ca(t) + Byd(t) (2.20b)

z(t) € R", u(t) € R? et y(t) € IR sont I'état du systéme, la commande et la sortie
du systéme, d(t) € IR™ représente U'entrée inconnue. £ € R™*" A, B, E,, C et E3 sont
des matrices connues de dimensions appropriées.
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Hypothése 1 [DZH96]

1) mng{?Q]:mSp
3

2) rang

ool

Hypothése 2 [DZH96|
1) rang E=1r<n

2) rcmg[C Eg]:p

2.5.2 Synthése temporelle de 'observateur d’ordre réduit

Avant de passer a la synthése temporelle, nous tenons a faire les transformations
nécessaires sur le modéle initial (2.29), pour I'existence et la synthése de cet observateur.
En fait, ces transformations nous permettent de séparer la partie des mesures libres des
entrées inconnues avec celle affectées par ces entrées.

a. Transformation du modéle initial
Comme rang E = r, il existe une matrice inversible P telque

ree[ . ] -]

O(nlfr Al
B* F
PB_{Bl], PEQ_{FJ (2.30)

avec, P e R™™ E*c IR " et rang E* =r, A* ¢ IR"”", B* ¢ IR F ¢ R"™"™,
A e RMm—xn B e RM™X0 o Fy € RM ™,

Alors, le systéme (2.29) peut s’écrire de maniére équivalente selon (2.31),

E*i(t) = A%z(t) + B*u(t) + Fd(t) (2.31a)
y*(t) = C*z(t)+ D*d(t) (2.31Db)

ou

x _Blu P1 * Al p1Xn E Fl p1Xm
y—[ y ]EIR,C—[C}e]R ’D_E3 e R . (2.32)

avec pp =n; +p—r.
Soit rang D* = ¢ < m, alors il existe deux matrices inversibles U et V telles que

v 1, 0
UD V_[ : 0] (2.33)
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En mettant

dq
i = v
FV = [Fn Fo | (2.34)
I'équation (2.31a) s’écrit alors
et en utilisant (2.33), avec
Uy = { - } (2.36)
Y2
Cn
ucr = 2.37
o (2.7
(2.31b) devient,
yi = Cnx+d (2.38)
y2 = Cox (2.39)

Par conséquent a partir de (2.35), (2.38) et (2.39), le systéme (2.31) devient

Eri(t) = Qx(t) + B u(l) + Fuyi(t) + Fiada(t) (2.40a)
yi(t) = Cuz(t) +di(?t) (2.40b)
y2(t) = Crax(?) (2.40¢)

avec ® = A*—F11C11 ,yo € RPTI7P2 gy € R? rang Cio = ps = p1—q1 (rang [ C Ejs } =
p) -

Selon [DZH96], un observateur d’ordre réduit pour le systéme singulier (2.29) est donné
par :

N

(t) = Tz(t) + Liyi(t) + Loys(t) + Hu(t) (2.41a)
z(t) = Mz(t)+ Nya(t) (2.41b)

z € R"P2 1 € IR" est l'estimée de x et les matrices II, Ly, Lo, H, M et N sont
calculées telles que & converge vers x.

b. Procédure de synthése de I’observateur d’ordre réduit
Le théoréme suivant donne la procédure de synthése de ’observateur a entrées inconnue
d’ordre réduit.

Théoréme 11 [DZH96]
Soit T une matrice de dimension (n — py) X r vérifiant

T —TITE* = LyCiy (2.42)
TF, = 0 (2.43)
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ot det { TE ] # 0. Alors pour
Cha
H = TB (2.44)
L, = TF, (2.45)
et
TE* | Iy, O
{Cm][MN}_ { 0 fm] (2.46)
nous aurons
&(t) —x(t) = Me"(2(0) — TE*x(0)) (2.47)

La convergence de [’observateur d’ordre réduit est obtenue quand Il est une matrice de
stabilite. A

D’aprés [DZH96], la matrice de l'observateur IT peut étre écrite comme suit

I = Q+2Z7T (2.48)

Q et I" sont données dans la suite et Z est le gain de I'observateur.

Nous utilisons dans la suite, une approche LMI pour assurer la stabilité de 1’observa-
teur. Il serait que I'approche LMI présente I'avantage d’étre une méthode simple a mettre
en oeuvre et qui permet de prendre en compte des critéres supplémentaires telle que le
placement de poles, le rejet de perturbation, 'atténuation de perturbation [BEF94]. En
effet, le lemme suivant permet de déterminer la matrice Z en utilisant I’approche LMI.

Lemme 5 [ESDM09a|

Le probleme de ’observation d’ordre réduit est résolu pour le systéme descriptif (2.29)
avec Uobservateur d’ordre réduit (2.41) s’il exviste X = XT > 0 € R P2 x(n=p2) o
Y € R PX0HP2) telgue la LMI suivante est satisfaite.

XQ+0TX +YT +T7YT <0 (2.49)
Dans ce cas, Z = X'y .1

Preuve 3 En tenant compte de (2.42), (2.43), (2.44), (2.45) et (2.48), la dynamique de
Uerreur d’estimation (e(t) = z(t) — TE*x(t)) s’écrit

é(t) = (2 + ZT1)e(t) (2.50)
Considérons maintenant la fonction de Lyapunov V(e,t) suivante :

Ve, t) = el (t) Xe(t) (2.51)
ou X = XT > 0.
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Chapitre 2 : Observateurs a entrées inconnues

En dérivant cette fonction de Lyapunov, nous obtenons

V(e,t) el (t) Xe(t) + el (1) Xé(t)
= el (t) (Q+2Z0)" Xe(t) + " ()X (Q + ZT) e(t)
() (Q+ ZD)TX + X (Q+ ZT)) e(t) (2.52)

Donc, si Ve, t) <0 quand e(t) # 0, alors e(t) — 0 pout t — oo et par suite I’observateur
est asymptotiquement stable. .
Il vient de suite donc, que si V(e,t) <0 alors

Q+ 20X+ X(Q+ 2Z0) <0 (2.53)
et le lemme est immédiatement prouvé en mettant Y = X 7.1
La procédure proposée, est résumée par les étapes suivantes :

1) Choisir une matrice R de dimension (n — ps) X n tel que [ } est inversible.

R
Crz

2) La matrice M est donnée par

mEANES o0

3) Calcul de A, ¢, o, Q et I" intervenant dans le calcul des matrices de ’observateur

(voir [DZH96]) selon :
s=a e

B I.— E* A (E9)T
Y = [ —Cp A (E*)T }
a = I, — Fi (CPF12)+ ¥
Q = RA(EYad M
padM

—
I

4) Résoudre la LMI (2.49) et déduire le gain Z vérifiant II = Q + ZI" est stable. Alors
la matrice T' (voir théoréme (11)) est donnée par T' = (RA(E*)T + Zy) a

5) N est obtenue a partir de

()]

6) Les matrices H, L; sont déterminés a partir de (2.44), (2.45) et Ly telle que Ly =
TON.
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2.5.  Synthese d’un observateur a entrée inconnues pour les systemes singuliers

2.5.3 Synthése fréquentielle de ’observateur d’ordre réduit

Dans cette partie, nous proposons une description fréquentielle de 'observateur d’ordre
réduit (2.41) synthétisé dans le domaine temporel lors la derniére section (2.5.2). Cette
méthode est basée sur 'approche de factorisation présentée par M. Vidyasagar [Vid85|. En
effet, un outil essentiel de I'approche des systémes par la représentation fractionnaire est
la factorisation doublement copremiére d’une matrice de transfert (voir relation (1.12)).
Cette technique, rendue populaire par le livre de M. Vidyasagar [Vid85], est a la base de
la stabilisation interne des systémes de dimension finie, du paramétrage de Youla- Kucéra
des controleurs stabilisants...

Théoréme 12 [ESDM09a|

Une description fréquentielle des états estimés obtenus a partir de l’observateur d’ordre
réduit (2.41) d’ordre n—p; , a laide des factorisation copremiéres entre elles caractérisées
par les descriptions matricielles fractionnaires (MFDs) suivantes

)

M(sI —T1)"*Ly = M;Y(s)Ny(s) (2.56)

i)
M(sI —TI)™'H = My '(s)Ny(s) (2.57)

i)
M(sI —T1)"*Ly + N = M5 *(s)Ns(s) (2.58)

est donnée par,
i) = WP (1) S [ 10 ]+ M ue)) @
! Y2(s)

Preuve 4 En tenant compte de (2.41a), sa transformée de Laplace pour la condition
initiale z(0) = 0, peut s’écrire comme suit :

2(s) = (sI —TI) 'Ly (s) + (sI — 1) ' Loys(s) + (s — )" Hu(s)  (2.60)

par conséquent, en remplacant (2.60) dans la transformée de Laplace de (2.41b), nous
aurons

#(s) = M(sI —T) 'Ly yi(s) + M(sI —II)"'H u(s)
+ [ M(sI —TI) 'Ly + N Jya(s) (2.61)

Dans la suite, nous proposons de faire les factorisations suivantes (voirsection(1.2)) :
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Chapitre 2 : Observateurs a entrées inconnues

a)
M(sI —T1)"" Ly = M;'(s)Ny(s)
avec
M(s) = [I, =L M I]
Ni(s) = [I, Ly M 0]
I, =11 — LM ou L est choisie telle que I1; est stable.
b)
M(sI —TI)"YH = M;*(s)Ny(s)
avec
My(s) = [I, =L M I]=M{(s)
NQ(S) = [H; H M 0}
c)
M(sI —T1)"'Ly + N = M5 *(s)Ns(s)
avec

My(s) = [I, =L M 1]
= M2(3)=Ml(5)
Ng(S) = [Hl Lgl M N]

ol LQl:LQ_LN.

(2.68)

En remplacant (2.62), (2.65) et (2.68) dans (2.61), le théoréme est ainsi prouvé.
Notons que les représentations (2.62), (2.63), (2.66), (2.67), (2.69) et (2.70) sont dé-

duites d’apres la section (1.2) du premier chapitre. B

2.5.4 Exemple numérique

Considérons le systéme singulier (2.29) décrit par

0 0

OO O =
OO R O
OO OO
—_
_ o O O
_ o O =

0
0] -1
0

C=[010 0]etEz=0
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2.5.  Synthese d’un observateur a entrée inconnues pour les systemes singuliers

1 - Synthése temporelle de ’observateur d’ordre réduit

Comme rang E = 2, il existe une matrice inversible P, nous choisissons P = [, telle
que

1 000 0 01 0
0100 E* 1 000 A*

PE = 0000 _[o}’PA_ -1 0 0 1 [Al]’

(0000 0 111

[ 0 -1

0 B* 0 F

O _[Bl]etp@_ 0 {F]

| -1 0

- 0
., [1o000] ,, Joo10] . [0 =17 .
B = 1010 0]’A_[1 0 0 O]’B _{0]’F_{ 0 }’D N 8
[ -1 0 0 1 0
cr = 0 11 1], y¥=1|u
0 100 y
En appliquant I’algorithme proposé (voir section (2.5.2)), avec
R=[101 1]
nous obtenons,
1 1.0000 0 —1.0000  1.0000
Y U I R ORI 0 0.5000 —0.5000 0
S|l =10 |0 1|7 | —=1.0000 —0.5000 3.5000 —2.0000 |’
1 1.0000 0 —2.0000  2.0000
0
0.5000
Q= —1.5000, et T = 0
—0.0000
—0.5000
Ensuite, la résolution de la LMI (2.49) donne
X = 0.5676
Y = [0 —0.0108 0 —0.0000 0.0108 ] (2.71)

et nous déduisons,

Z = [0 —0.0467 0 0 0.0467 ]
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Chapitre 2 : Observateurs a entrées inconnues

Ainsi, nous aurons

II=-15467,T=[1 —05467 |, Ly =[0 0], Ly =] —1.0000 1.0000 —1.8455 |
0 0 0.5467
0 0 1.0000

—1.0000 1.0000 —1.5467

1.0000 0 0.5467

H=1et N=

Alors, 'observateur d’ordre réduit (2.41) est ainsi déterminé.

Les figures (2.1), (2.2), et (2.3) présentent 1'évolution de trois des composantes de
Ierreur d’estimation. La deuxiéme composante étant nulle puisque #o(t) = y = z5(t). En
effet, comme toutes les mesures sont libres des entrées inconnues (D* = 0), alors ¢; = 0,
Cha = C* avec (rang Cio = 3) et nous avons y* = y, (voir (2.31b) et (2.40)). D’autre part,
d’aprés (2.41b) et I'égalité y* = yo, avec les valeurs obtenues des matrices M et N, la
deuxiéme composante de I'etat z(t), notée &9, s’écrit comme suit &9 = [ 0 0 1 ] v =y
et nous vérifions que #5(t) = y = z5(t).

I
S}

o B N W d O O N ® ©
— T

F1G. 2.1 — Evolution de la premiére composante de e(t)

50 100 150 200 250

F1G. 2.2 — Evolution de la troisiéme composante de e(?)
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2.5.  Synthese d’un observateur a entrée inconnues pour les systemes singuliers

e
o

o P N W A O O N ® ©
— T

F1G. 2.3 — Evolution de la quatriéme composante de e(t)

2 - Synthése fréquentielle de ’observateur d’ordre réduit

Le probléme de synthése de l'observateur dans le domaine fréquentiel est réduit a
déterminer les matrices polynomiales M (s), Ny(s) et N3(s) données par (2.56), (2.57) et
(2.58).

Du fait que (y; = 0), la matrice polynomiale Nl(s) ne sera par conséquent pas calculée.
Il s’en suit d’apres la section (2.5.3), en choisissant

L=[0110], (2.72)

que les matrices utiles pour cette synthése sont données comme suit.
D’abord, M;(s) est

1 —(s+0.5467)"Y  —(s+0.5467)"t 0
~ 0 1 0 0
Mi(s)= 1§ (54054671 1+ (s+05467)1 0 (2.73)
0 —(s+05467)"1 —(s+0.5467)"" 1
et alors son inverse nécessaire dans la synthése de 1’observateur , est donnée par
1 (s+1.5467)71 (s+1.5467)"1 0
- 0 1 0 0
1 o
M) =10 —(s+ 151671 st g (2.74)
0 (s+1.5467)71 (s+1.5467)71 1
d’autre part,
(s +0.5467)"! 0 0 M osur
o 0 - 0 1
Ny(s) = —(s+0 5467)_1 et N3(s) = 1 1 —1.5467s+0.4532 (2.75)
: 5+0.5467
(s +0.5467) " I T

Alors, selon (2.74) et (2.75), la description fréquentielle proposée (2.59) est satisfaite.
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Chapitre 2 : Observateurs a entrées inconnues

Dans le but de tracer la SVD de la réponse fréquentielle entre entrée inconnue d(s)
et erreur d’estimation e(s), nous calculons dans la suite (pour u(s) = 0) l'erreur d’esti-
mation fréquentielle e(s).

En effet, du fait que ya(s) = y*(s) = | u(s)

0.5467s2—0.7010s—0.5466
(540.5467)(s+1.5467)

1
—1.5467s—0.5468
s+1.5467
0.54675%—0.70105—0.5466
(54+0.5467)(s+1.5467)

Z(s) =

o O O O
o O O O
o O O O

8

—~

VA

~—

I

=

—~

VA

~—

8

—~

VA

~—

—~

N

~J

D

~—

I’erreur d’estimation fréquentielle aura 1’expression suivante

e(s) = a(s) —x(s) = (My(s) — I)x(s) (2.77)
= (My(s) — I)(sE — A) ' Eyd(s) (2.78)

B s341.54675241.54665+0.5466
s7+3.093453+3.939052+2.93905+0.8456

0

—52—5—0.9999
= 5342.5467652+2.54675+1.5467 d(S) (2~79)

$341.546752+1.546654+0.5466
s2+43.09345343.939052+2.93905+0.8456

Finalement, nous tragons dans la figure (2.4) la représentation en SVD de la réponse fré-
quentielle entre d(s) et e(s) et nous concluions quand a lefficacité de I’approche proposée.

Singular Values

—10k

15k

Singular Values (dB)

20}

25

30k

35 - 5 . 2
10 10 10 10 10°
Frequency (rad/sec)

F1G. 2.4 — Représentation de la SVD du transfert entre d(s) et e(s)

Dans la suite, et pour couvrir la classe la plus large possible des systémes, nous pro-
posons un observateur & entrées inconnues pour les systémes singuliers a retard constant
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2.6. Observateur a entrées inconnues pour les systemes singuliers a retard constant

[EDSM10b|. Il suffit d’éliminer les retards ou de rendre la matrice singuliére non singu-
liére pour retrouver le cas d’un systéme linéaire classique. Nous proposons un observateur
fonctionnel pour permettre aussi de couvrir une large classe d’observateur car celui-ci peut
se ramener a l'ordre plein.

2.6 Observateur a entrées inconnues pour les systémes
singuliers a retard constant

Les systémes a retard se trouvent fréquemment dans diverses systémes, tel que les
processus chimiques, les systémes pneumatiques et hydrauliques... ( voir [Nic01], [MJ87],
[HL93]). En fait, le retard impliqué dans un systéme provoque un rendement insatisfaisant
et il est fréquemment une source d’instabilité s’il n’est pas pris en compte, d’ou, I'intérét
de prendre en compte les retards lors de la synthése d'une loi de commande pour ce genre
de systemes. Cette loi de commande est souvent réalisée avec 1'hypothése que toutes
les composantes du vecteur d’état sont disponibles. Donc, du faite que cette hypotheése
n’est pas toujours vérifiée en pratique, il est nécessaire de construire des observateurs qui
puissent estimer ce vecteur d’état.

La théorie de synthése d’observateurs pour les systémes a retard a été largement
considérée et diverses méthodes ont été proposé (technique de transformation réduite,
approche de changement de coordonnés, méthode LMI, ... [Pea89|, [HZP02|, [Dar01].
[Dar07|, [FDS04]). D’autre part, les observateurs pour les systémes & entrées inconnues
sont de grandes importances dans la detection de défaut et dans la commande des systémes
en présence des perturbations (voir [DZX94]). Cependant, et a notre connaissance peu
de recherches ont été centrées sur la synthése des observateurs fonctionnels & entrées
inconnues pour les systémes singuliers a retard constant qui permettait de couvrir une
classe plus large de systémes.

Motivés par ces faits, une nouvelle méthode de synthése temporelle et fréquentielle
d’observateurs fonctionnels a entrées inconnues pour les systémes singuliers a retard est
proposée [EDSM10b|. La méthode temporelle est basée sur la théorie de stabilité de Lya-
punov en considérant la fonction Lyapunov-Krasovskii, ot nous donnons la condition
d’existence de tels observateurs, et le gain implémenté dans la synthése est obtenue en
utilisant les LMIs. La méthode fréquentielle résulte de celle temporelle et ceci en propo-
sant des descriptions matricielles fractionnaires judicieuses des matrices de 'observateur
et surtout en appliquant 'approche de factorisation, nous obtenons une description poly-
nomiale de 'observateur fonctionnel proposé. Un exemple numérique est proposé afin de
valider ’approche proposée.

2.6.1 Position du probléme

Considérons le systéme continu linéaire singulier a retard constant, décrit par :

Ei(t) = Ax(t)+ Agx(t — dy) + Bu(t) + Exd(t) (2.80a)
y(t) = Cux(t) (2.80b)
2(t) = L,x(t) (2.80c)
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Chapitre 2 : Observateurs a entrées inconnues

avec 'etat initial x(0) = ¢() VO € [—dy,0] ou z(t) € IR" est le vecteur d’état,
y(t) € IR? est la mesure, u(t) € IR? est le vecteur des entrées, d(t) € IR™ représente le
vecteur des entrées inconnues et z(t) € IR™* est le vecteur a estimer, avec m, < n . d; est
le retard constant du systéme. Les matrices E € R™™", A, Ay,, B, Es, C et L, sont des
matrices constantes connues de dimensions appropriées.

Dans la suite nous supposons que :

Hypothése 3 [DB95]
1) rang E=1r<n

2) rang {g}:n

Remarque 6 Le cas ot les mesures sont affectées par des entrées inconnues a €té aussi
traité dans Ezzine et al. [EDSM10c|.H

2.6.2 Synthése temporelle de 'observateur fonctionnel a entrées
inconnues

Sous I'hypotheése 3, Il existe une matrice non singuliére,

ap by
{ o do ] (2.81)
telle que,
aoE +bC = I, (2.82)
CoE+d00 = Oan (283)

Nous proposons de synthétiser un observateur fonctionnel d’ordre (m,) pour le systéme
singulier (2.80), de la forme :
(1) = Ne(t)+ Ny elt —dy) + Hu(t) + Dy y(t) + Doy ylt — i) (2.84a)
2(t) = e(t)+ L.boy(t) + L. Eydoy(t) (2.84b)
ou z2(t) € IR™* est 'estimée de z(t).
Probléme 1 : Etant donné le systéme (2.80), déterminer les matrices de [’observateur

fonctionnel (2.84) N, Ny, H, Dy, Dy et Ey telles que 2 converge asymptotiquement vers
la fonctionnelle z.

a. Conditions d’existences de ’observateur fonctionnel & entrées inconnues
Soit e(t) = z(t) — 2(t) lerreur d’estimation, en utilisant (2.80c), (2.84b), (2.82) et
(2.83), elle est donnée par

e(t) = =z(t)—2(¢) (2.85a)
= L.(I—bC — E1doC)x(t) — €(t) (2.85b)
= 1 Ex(t) — €(t) (2.85¢)
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2.6. Observateur a entrées inconnues pour les systemes singuliers a retard constant

avec
Y1 = L.(ao + Eico) (2.86)
Les conditions d’existences de I'observateur (2.84) sont données dans le théoréme suivant :

Théoréme 13 [EDSM10b]
L’observateur fonctionnel (2.84) est un observateur a entrées inconnues pour le sys-
teme singulier o retard (2.80) si et seulement si les équations suivantes sont satisfaites :

i) é(t) = Ne(t) + Nge(t — dy) est asymptotiquement stable.
i) 1A — N E — DyC =0
iii) 1 Ag, — N1 E — Doy C = 0
iv) 1By =0
v) H=1B
|

Preuve 5 D’apres (2.80) et (2.84), la dynamique de Uerreur d’estimation donnée par
(2.85¢), peut étre écrite par

et) = iEi(t) — é(t) (2.87a)
= Ne(t) + Nae(t — di) + 1By d(t) + (1B — H) u(t)
+ (¢1A — N¢1E — DlC) I(t) —+ (1/}1Ad1 - Ndﬂ)lE — Dglc) I(t — dl)(287b)

avec la condition initiale e(0) = z(0) — 2(0),V0 € [—d;, 0].

Donc, si les cing conditions i) —v) sont satisfaites, alors l'observateur fonctionnel a en-
trées inconnues (2.84) estimera asymptotiquement la fonctionnelle z(t), indépendamment
des conditions initiales et de u(t).1

b. Synthése temporelle de ’observateur fonctionnel & entrées inconnues

Une nouvelle méthode est présentée pour synthétiser des observateurs fonctionnels &
entrées inconnues de la forme (2.84) pour le systéme singulier & retard constant (2.80).
En utilisant I’approche LMI, nous proposons une méthode de synthése d’un observateur
fonctionnel stable pour les systémes singuliers & retard constant.

Utilisant la définition de 1, (voir (2.86)) avec les equations (2.82) et (2.83), les condi-
tions 1) — tv) peuvent étre écrites de la maniére suivante :

NLZCL(]E + ch - LZEIC()A = LzaoA (288)
NdLZCI,QE + KQO - LZElc()Adl = LzaoAdl (289)
—LZElc()EQ = LZCLOEQ (290)
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Chapitre 2 : Observateurs a entrées inconnues

ou
Ky =Dy — NL,Ed (2.91)
et
Ky = Doy — NyL,E1dy (2.92)

Notons qu’une fois la matrice F; est déterminée, la matrice H est immédiatement
déduite a partir de la condition v) du théoréme (13).

Les équations (2.88)-(2.90) peuvent étre transformées sous la forme matricielle sui-
vante :

XY =06 (2.93)
o,
[N Nd Kl K2 - LzEl] - X (294)
L.agE 0 0
0 LZCL()E 0
C 0 0 | =x (2.95)
0 C 0

C(]A COAdl Co EQ

[LZG()A LzaoAdl LzaoEQ] =0 (296)

L’équation matricielle (2.93) a une solution X si et seulement si

rang ( é]) ) =rang X (2.97)

et une solution générale de (2.93) si elle existe pour, est donnée par
X =0X"-Z(I-xx") (2.98)

avec X7 est I'inverse généralisée de ¥ donnée par (2.95) et Z est une matrice arbitraire de
dimensions appropriées, qui va étre déterminée en utilisant une approche basée sur une
fonction de Lyapunov de type Lyapunov krasovskii (voir [Dar07]).

Une fois la matrice Z est obtenue, la matrice X est directement déterminée (voir
(2.98)) et les matrices inconnues de 'observateur fonctionnel N, Ny, Ky, Ky et —L,F;
sont déduites facilement. En effet, nous avons

I
0

N = x| o0 (2.99)
0
0

= A, — ZBy (2.100)
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ou
1 1
0 0
AH == @Z+ 0 et B11 = (] - EZ+) 0 (2101)
0 0
0 0
La matrice Ny est donnée par,
0
1
Ny = X| 0 (2.102)
0
0
= Ay — Z By (2.103)
ol
0 0
1 1
A22 = @2+ 0 et B22 == (I — 22+) 0 (2104)
0 0
0 0
Ensuite,
0
0
K = X1 (2.105)
0
0
= Asz3 — ZBs3 (2.106)
avec
0 0
0 0
A33 = @Z+ 1 et ng = (I - EZ+) 1 (2107)
0 0
0 0
La matrice Ko,
0
0
Ky, = X]| 0 (2.108)
1
0
= A44 — ZB44 (2109)
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ou
0 0
0 0
Ay = 07| 0 et Bu=I—-x2t) | 0 (2.110)
I I
0 0
Enfin,
0
0
~L.B, = X| 0 (2.111)
0
I
= A55 - ZB55 (2112)
avec
0 0
0 0
A55 = @Z+ 0 et B55 = (] - EZ+) 0 (2113)
0 0
I I

Désormais toutes les matrices de 'observateur sont déterminées si et seulement si la
matrice Z est connue.

Donc, d’apres le théoréme (13), aprés avoir vérifier la condition de rang (2.97) et en
utilisant (2.99) et (2.102), la dynamique de l'erreur d’observation s’écrit

é(t) = Ne(t) + Nue(t — dy) (2.114)
= (All — ZBn)e(t) + (A22 — ZBQQ)G(t — dl) (2115)

Basé sur le théoréme (13) et sur la théorie de stabilité de Lyapunov Krasovskii, nous
donnons dans le théoréme qui suit la solution (sous forme LMI) permettant d’obtenir le
gain unique Z qui permette de trouver les différentes matrices de I'observateur fonctionnel
(2.87) pour la classe de systémes singuliers a retard considérée.

Théoréme 14 [EDSM10b]

L’observateur fonctionnel de la forme (2.84) est un observateur fonctionnel & entrées
inconnues pour le systéeme singulier a retard (2.80) s’il existe des matrices P = PT > 0,
Q= QT >0 etY satisfaisant la LMI suivante :

Ql PA22 - YB22

AT P BLYT 0 <0 (2.116)

avec Ql = PAll -+ (PAll)T —+ Q — YBll — (YBll)T.
Alors le gain Z est donné par Z = P7'Y .
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Preuve 6 Considérons la fonction de Lyapunov-Krasovskii suivante :
t
V(e,t) = el (t)Pe(t) +/ e (k)Qe(k)dk (2.117)
t—d

ot P=PT>0,Q=Q" >0.
En dérivant V (e, t), nous obtenons :

Vie,t) = e'(t)[NTP+ PN + Qle(t) — e’ (t — dy)Qe(t — dy)
+ T (t)PNye(t — dy) + €' (t — dy)NT Pe(t) (2.118)

qui peut étre réécrite sous la forme suivante :

Vie,t) = ér(t) x { PNJF](gTJpT e ]i]gd 1 x é(t) (2.119)

avec, e7(t) = [ eT(t) el (t—dy) |.

Si Ve t) <0 quand é(t) # 0, alors e(t) — 0 pour t — oo, et le point i) du théoréme
(13) est globalement asymptotiquement stable indépendamment du retard.

A partir de (2.119), V(e,t) < 0 si

PN + (PN)T +Q PN,

NTP o | <0 (2.120)

en remplagant donc (2.100) et (2.103) dans (2.120), nous pouvons vérifier que (2.120) est
bien équivalente a la LMI (2.116), en posant Y = PZ .1

2.6.3 Synthése fréquentielle de I’observateur fonctionnel a entrées
inconnues

Dans cette partie, nous proposons une technique simple & mettre en oeuvre de syn-
thése d'un observateur fonctionnel a entrées inconnues décrite en appliquant I’approche
de factorisation [Vid85] (voir aussi [DFG90|) et [YZK97|). Mais avant cela, nous tenons
a faire un rappel sous forme de lemme, sur 'approche de factorisation dans le cas de
matrices de transfert présentant un retard.

Lemme 6 Considérons une matrice de transfert G(s) donnée par,
G(s) = Go(s)e ™ (2.121)

ot Gy € IR(s) est une matrice de transfert rationnelle strictement propre, dont une
réalisation dans [’espace d’état est donnée par :

G(s)=C(sI — A) 'Be™™ (2.122)
avec T est un retard constant.
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Une double factorisation de G(s) peut étre écrite ([YZK97]), voir aussi ([NK90|-
[Nob92/), selon :

G(s) = G1(s)G5 1 (s) = G7(s)Ga(s) (2.123)

Les quatre matrices intervenant dans (2.123) peuvent étre calculées de la maniére sui-
vante :

Go(s) = K(sI—A—BK)'B+1 (2.124)
Gi(s) = C(sI —A—BK) 'Be™™ (2.125)
Gi(s) = C(sI —A—LiC) 'Ly +1 (2.126)
Ga(s) = C(sI—A—LC) 'Be™™ (2.127)

avec K et Ly sont choisies telles que (sI — A — BK) et (sI — A — L,C) sont stables.l

Remarque 7 Notons que dans le cas sans retard, les matrices de transfert peuvent étre
déduites selon approche de factorisation donnée par [Vid85] et [DFG90] (voir section
(1.2) du premier chapitre).l

Le théoréme suivant présente une description polynomiale de 1’observateur fonctionnel
proposé pour les systémes singuliers a retard, qui est basée sur I’approche de factorisation.

Théoréme 15 [EDSM10b/
Considérons la factorisation premiére a droite suivante basée sur les descriptions ma-
tricielles fractionnaires (MFDs)

i)
(sI — Ny(5)) ' Dayre™ = Ny(s) M,y (s) (2.128)

avec
a) Nyi(s) = N + Nge~%s

b) Les deux matrices polynomiales No(s) et My(s) sont copremiéres a droite. Ces
matrices de transfert peuvent étre calculées a partir de [’approche de factorisa-
tion relative aux matrices de transferts a retard présentée dans le lemme (6).

i)
(sI — Ny(s)) ' H = N3(s)M; ' (s) (2.129)
i1 )
(sI — Ny(5)) "Dy + Dy = Ny(s)M; () (2.130)
avec Dy = L, by + L, FE-d.

Notons que les matrices polynomiales, N3(s), Ms(s), Ny(s) et My(s) peuvent étre
calculées selon la remarque (7).
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Alors, une représentation dans le domaine fréquentiel de l’observateur fonctionnel
(2.84) d’ordre m, , m, < n, relative au systéme singulier & retard constant (2.80) est
donnée par,

22) = Ny(s)Mz'(s) u(s) + [Na(s)My ' (s) + Na(s)M; " (s)] y(s)  (2.131)
No(s) = (sI — Ni(s) — Doy K) ' Dyje™®* (2.132)
My(s) = K(sI — Ny(s) — Dy K) 'Dgy + 1 (2.133)
Ni(s) = (s — Nig,(s)) 'H (2.134)
Ms(s) = Ks(sI — Nig,(s)) " H+1 (2.135)
Ni(s) = (I + DoKy)(sI — Nig,(s)) "Dy + Dy (2.136)
My(s) = Kyu(sI — Nig,(s)) "Dy +1 (2.137)

K3, Ky et K sont telles que Nig,(s) = Ni(s) + HK3, Nig,(s) = Ni(s) + D1 Ky et
det(sI — Ni(s) — Dy K) sont stables .1

Preuve 7 La transformée de Laplace de (2.84a) s’écrit

e(s) = (sI —Ny(s)) "Hu(s) + (sI — Ny(s)) ' Dyy(s)
4+ (sI — Ni(8)) ' Dyre™%y(s) (2.138)

Donc, La transformée de Laplace de ['estimée Z(s) (2.84b), s’écrit en tenant compte de
(2.138) selon

2(z) = (sl — Ni(s)) " Hu(s) + (sI — Ni(s)) " Dare""y(s)
+ (s = Ni(s)) ™' D1 + Doly(s) (2.139)

Par conséquent et en tenant compte des MFDs copremiéres a droite (2.128) — (2.130),
la description fréquentielle (2.131) est bien démontrée.R

2.6.4 Exemple numérique

Nous considérons le systéme singulier présenté dans la section (2.6.1), avec
11 0 -1 10 1 1
gt Y[R ey g I i Yl B Rl R
L.=[11].
1 - Synthése temporelle de ’observateur a entrées inconnues

En appliquant la procédure de synthése proposée, nous obtenons les résultats suivants :

1)

1
ag = |i?8:|,b0:|:_1:|,C0:|:0 1],d0:0
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2)
1.0000  1.0000 0 0 0 0 0
0 0 1.0000 1.0000 0 0 0
Y = 1.0000 0 0 0 0 0 0{,
0 0 1.0000 0 0 0 0
0 —0.5000 0 1.0000 2.0000 0 O

© = [0 -110100]

3) En utilisant la LMI Control Toolbox de Matlab, nous aurons

P = 14144
O = 1.0608
Y = [352.3960 —70.9485 220.1736 —142.2995 —141.2222 |

Z = [ 249.1442 —50.1606 162.0259 —100.6058 —99.8442 ]

N = —0.7500, N;=—0.5000, H =1

D, = 0.7500, Ds =1.5000, L,E; = —0.5000
2 - Synthése fréquentielle de ’observateur a entrées inconnues

Soit d; = 0.1. En utilisant I'approche de factorisation selon la section (2.6.3), avec
K=-1, Ky=-7.25 K, = —8et Ni(s) = —0.75 — 0.5¢7%1% les matrices polynomiales
implémentées dans la synthése fréquentielle de ’observateur & entrées inconnues sont alors
données par :

1.5¢-0-1s s +0.5¢915 £ 0.75
28) = S gse 0 1 a05 M) = 5ot 1003
1 s+ 0.5e7 %15 4 0.75
N — M =
3(5) s+ 0.5e01s 18’ 3(5) s+ 0.5¢01s 18
0.75 s +0.5¢"915 £ 0.75
Ny(s) = My(s) =

s+ 0.5e=01s 4 6.75

La description fréquentielle proposée (2.131) de 'observateur a entrées inconnues relative
au systéme singulier a retard constant est alors obtenue.

Finalement, avec ¢(0) = 1.5 comme condition initiale, les figures (2.5) et (2.6) montrent
le comportement temporel et fréquentiel de I'observateur & entrées inconnues du systéme
singulier a retard (2.80).

s+ 0.5e7015 +6.75
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Nous pouvons en conclure quand a l'efficacité de notre approche.

1.4 4

1.2 |

0.6 1

0.2 E|

-0.2

time t

F1G. 2.5 — Evolution de l'erreur d’estimation e(t)

Singular Values

Singular Values (dB)

-100

-110

~120 = ! : :
107 10° 10° 10' 10° 10°
Frequency (rad/sec)

F1G. 2.6 — Représentation de la SVD du transfert entre d(s) et e(s)

2.7 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons présenté des méthodes de synthéses d’observateurs a en-
trées inconnues aussi bien dans le domaine temporel que fréquentiel. L’'intérét de ce type
d’observateurs réside dans le fait que nous estimons 1’état du systéme sans aucune connais-
sance sur l'entrée inconnue. Dans une premiére étape nous avons rappelés les conditions
d’existence de ces observateurs. Puis nous nous sommes intéressés a la synthése d’obser-
vateurs fonctionnels a entrées inconnues dans le domaine temporel et fréquentiel. Ensuite,
nous avons proposé deux méthodes de synthése d’observateurs a entrées inconnues pour le
cas des systémes singuliers. Une dans le domaine temporel, ott nous avons fait des trans-
formations sur le modéle initial afin d’extraire la partie des mesures libres des entrées
inconnues, et nous avons appliqué 'approche Lyapunov afin de déterminer la matrice de
gain Z paramétrant les matrices de ’observateur sous forme de LMI. La seconde approche
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déduite de la premiére, utilise les MFDs et I’approche de factorisation, pour aboutir a une
description fréquentielle de ’observateur & entrées inconnues. Un exemple numérique a été
proposé pour valider notre approche. Enfin comme derniére partie du chapitre, nous avons
porté notre attention sur les systémes singuliers présentant un retard constant et ceci en
proposant une méthode temporelle et une autre équivalente dans le domaine fréquen-
tielle permettant de synthétiser des observateurs fonctionnels pour ce type de systémes.
La méthode temporelle est basée sur ’approche Lyapunov-krasovkii, et celle fréquentielle
sur I’approche de factorisation relative aux matrices de transfert avec retard. Enfin, nous
avons testé I’approche proposée sur un exemple numérique. Notons que nous avons juste
choisis de traiter le retard dans ce chapitre et que nous pourrions impliquer ce retard pour
le filtrage H.,, objet du prochain chapitre.
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Chapitre 3

Filtrage Ho

3.1 Introduction

Le probléme d’observation ou de filtrage (estimation tout en minimisant I'influence des
perturbations sur l'erreur d’estimation) du vecteur d’état (ou d’une partie de ce vecteur)
d’un systéeme LTI déterministe ou stochastique, se résume dans l'estimation des états
ou une combinaison linéaire des états d'un systéme en utilisant les entrées et les sorties
disponibles. Deux critéres de performances pour le probléme de filtrage existent dans la
littérature et ils sont trés utilisés, a savoir les normes H, et H., ; le filtrage H,, est choisi
dans ce chapitre, du fait que contrairement au filtrage de Kalman, il nécessite aucune
connaissance sur les perturbations a part qu’elles soient & énergie bornée : il procéde par
minimisation de I'effet des perturbations sur ’erreur d’estimation, et ceci contrairement au
probléme traité dans le chapitre précédent ot du fait que nous n’avons aucune information
sur les entrées inconnues, nous avons choisi d’annuler leurs effets sur la dynamique de
I'erreur d’estimation; le découplage entre 'erreur d’estimation et les entrées inconnues
peut se révéler d’ailleurs contraignant.

Il existe dans la littérature plusieurs approches pour résoudre le probléme de I'estima-
tion ou filtrage H.,, nous citons :

— L’approche par I’équation de Riccati, (voir Nagpal et al.[NJ91] ...)

— L’approche par Lyapunov (LMI), (voir Darouach et al. [DZS01], Li [LF97], [NK91]...)
— L’approche polynomiale, (voir Ding et al. [DFG90|, Deutscher [Deu02]...)

— Le lien entre I'approche polynomiale et celle de I’équation de Riccati (voir [Gri93]).

Dans la suite, nous proposons deux méthodes de synthése de filtres d’ordre plein
[EDSM10b| et [ESDM11b], de filtres fonctionnels [EDSM10a| ainsi qu'une extension du
probléme de filtrage aux systémes singuliers [ESDM10a|, aussi bien dans le domaine tem-
porel que fréquentiel. Toutes les mesures du processus considéré sont affectées par des
perturbations a énergie finie.

Le chapitre est organisé comme suit : dans la troisiéme paragraphe nous nous inté-
ressons a la synthése de filtre H,, d’ordre plein en utilisant I’equation de Riccati. Nous
commengons par la position du probléeme de filtrage H,, puis nous procédons a la syn-
thése temporelle et nous terminons par une synthése fréquentielle en utilisant les MFDs.
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La méme démarche sera adoptée dans les paragraphes 5 et 6 respectivement pour le fil-
trage fonctionnel H,, des systémes non singuliers et singuliers. Pour la paragraphe 4 nous
nous sommes intéressés a une synthése fréquentielle directe des observateurs fonctionnels
par rapport aux perturbations a énergie bornée. Ces différents types de filtres H,, ont été
testé sur des exemples numériques et ont montré de trés bons comportement.

3.2 Définitions et Rappel

Avant de commencer ce chapitre, nous donnons ici quelques définitions et un rappel
qui nous seront utile dans la suite.

3.2.1 Définitions H, et L,
Considérons le systéeme LTT décrit par

G':{ ox = Ax -+ Bw

z = (Cx+ Dw (3.1)

ou z(t) € IR" est le vecteur d’état, z(t) € IRP, le vecteur de sortie et w(t) € IR™ celui de
I’entrée.

Définition 19 (Norme H,,) [Fra87|
La norme Hy, du systeme (3.1), stable ou instable, est définie par

1Glos := SUP A (G(jw)GT (—jw)) (3.2)
wER
dans le cas ou le systéme (3.1) est continu et n’a pas de pdle sur l'axe imaginaire, avec
Amaz €5t la valeur propre du module mazimale de (G(jw)GT (—jw)), et par
|Gl i= sup 7 (G (exp(i6)) G (exp(~i6)) 3:3)

dans le cas ou le systeme (3.1) est discret et n’a pas de pdle sur le cercle unité, avec & est
la valeur singuliere mazimale de (G(exp(j0)) GT (exp(—30))).

Définition 20 (Energie d’un signal) L’énergie Ey d’un signal w(t) est l'intégrale de
sa puissance, et il est donné par

%:Aﬂmwmt (3.4)

La norme H,, d'une fonction de transfert représente le maximum sur toute la bande
de fréquence de la valeur singuliére maximale () de la réponse fréquentielle du systéme
considéré. Elle est recommander pour traiter les problémes de robustesse.

Que ce soit le systéme est stable ou instable, la norme H,, est définie par (3.2), tant que
le systéme ne posséde pas de poles sur 'axe imaginaire. En effet, || =5/l = =55 /l00 = 1,

1

tandis que ||%Hoo = oo. Toutefois, pour une entrée bornée, le systéme —5 posséde une
sortie bornée, ce qui n’est pas vrai pour le systéme ﬁ Il est donc nécessaire de définir

le gain L.
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Définition 21 (Gain L,) [GNLC93]
Si le systeme (3.1) est asymptotiquement stable, alors, w(t) € Lo implique z(t) € Ly
et, pour x(0) = 0, le gain Ly du systéme (3.1) est donné par

12l2

1Glleo = sup 122 agf]y %0 (3.5)
wEL> HwH2
dans le cas continu et par
Gl = sup L2 s, 20 5.6
weLy [[wll2

dans le cas discret.

La notion de gain L, est utile pour quantifier la facon dont le systéme rejette les
perturbations externes. En effet, il sert a mesurer la quantité d’énergie transmise par le
systéme.

Remarque 8 (Norme H,, et gain L,) La relation (3.5) peut étre vue comme un gain
fréquentiel ou temporel sur les signaux (la norme Lo d’un signal temporel est la méme que
la norme Lo de la transformée de Laplace de ce méme signal). Ainsi, pour un systéme
stable, la norme Ho, de la fonction de transfert est la norme induite Ly de 'opérateur
d’entrée-sortie associé au systeme, c’est donc le gain Lo du systeme.l

D’autre part, du faite que la majorité de nos résultats repose sur I'utilisation des LMIs,
nous proposons dans la suite de rappeler un résultat utile relative a la résolution de ces
inégalités matricielles linéaires & savoir le lemme de Shur.

3.2.2 Rappel : Lemme de Schur

Lemme 7 (Lemme de Schur) [BEF94]

Etant données trois matrices Q, R et S (Q = QT et S = ST), les deuz propositions
suivantes sont équivalentes

(i)

L?T 2} <0 (3.7)
(i)
S<0et@Q—RST'R" <0. (3.8)

La matrice Q— RS™'RT est aussi appelée complément de Schur de S. Il faut remarquer
également que linégalité peut changer de sens. B
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3.3 Filtre H,, d’ordre plein en utilisant I’équation de
Riccati et les MFDs

3.3.1 Position du probléme

Considérons le systeme LTI multivariable suivant,

z(t) = Ax(t) + Dyw(t) (3.9)
y(t) = Cux(t) + Dsw(t) (3.10)
2(t) = L,x(t) (3.11)

ou z(t) € R™ et y(t) € IR” sont respectivement le vecteur d’état et le vecteur de
mesures, w(t) € IR™ représente les perturbations, et z(t) € IR™* est la sortie non
mesurée a estimer. La matrice D3 de dimension (p, m;) est telle que toutes les mesures
y(t) soient affectées par w(t). De plus, nous supposons que :

Hypothése 4 i) R= D3D¥ >0

i1) [( Iéz ) : A} est detectable, et (A, Dy) est stabilisable.

iii) La condition initiale x(0) est considérée étre connue et, par souci de simplicité et
sans perte de généralité, elle pourra étre mise a zéro.

Le but du filtrage H,, est de déterminer un filtre qui minimise 'erreur d’estimation
du pire cas ||e]|o par rapport aux perturbations a énergie bornée w. Définissons le critére
d’atténuation H,, suivant

7 [z — 2l
J = sup we 1,00, o) W = | Frwllso (3.12)

|wl|2 # 0 et Fry(s) est la matrice de transfert des perturbations w a l'erreur d’estimation
e=2z—2.
Par conséquent le probléme de filtrage est équivalent au probléme de minimisation sui-
vant :

Probléme de filtrage H,, : Supposons que les hypothéses (i — iii) soient satisfaites.
Nous cherchons a déterminer, pour un scalaire v > 0 fixé, un filtre stable tel que le critére
(3.12) satisfait J < .

Remarque 9 [l faut noter que ~ est une borne supérieure, donc le transfert entre les

perturbations et l'erreur d’estimation est au plus égal a vy, trés souvent il est inférieur.l

3.3.2 Synthése du filtre H,, dans le domaine temporel en utilisant
I’approche Riccati

Parmi les techniques existantes dans la littérature pour résoudre le filtrage H,,, nous
utiliserons celle utilisant I'equation de Riccati (voir |Gri93]). Ainsi, nous considérons le
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filtre d’ordre plein pour le systéme ((3.9)-(3.11)) donné par

B(t) = AR(t) + Kp, (y(t) — 9(t)) (3.13)
At = L.i(t) (3.14)
J(t) = Ci(t) (3.15)

L’erreur d’estimation (d’ordre plein) est donnée par
e(t) = x(t) — z(t) (3.16)
Alors, la dynamique de Ierreur d’estimation (d’ordre plein) obéit a :

e(t) = @(t)—z(t) (3.17)
= (A—KpnQ)e(t) + (Dy — K¢, Dg)w(t) (3.18)

Notre objectif, de minimiser I'effet des perturbations w(t) sur e(t), résolu par 'utilisation
du filtre ((3.13)-(3.14)) ou le gain Ky, est donné par le lemme suivant :

Lemme 8 [EDSM10b]
Considérons le systeme ((3.9) — (3.11)) et supposons que l’hypothése 4 du probléme de

filtrage H, est satisfaite. Alors le probléme de filtrage Ho, est résolu par le filtre d’ordre
plein ((3.13) — (3.14)) avec le gain

Ky = (YCT + DQD:%,F)R*1 (3.19)
oY =YT >0 est une solution stabilisante de ’équation de Riccati algébrique

(A — DyDIR'C)Y +Y(A— DyDER'C)T
+ Y(y2LTL, — CTR'C)Y + Dy(I — DTR™'D3)DY =0 (3.20)

Le scalaire v représente une borne supérieure de la norme Hy, de l’erreur de filtrage. La
valeur minimale de v correspond a la valeur optimale de la norme Ho, et il est déterminé
par itération.l

Preuve 8 Le gain du filtre (3.19) et l’équation de Riccati (3.20) sont déduites d’aprés
Grimble |Gri93].1

3.3.3 Synthése du filtre H,, dans le domaine fréquentiel en utili-
sant les MFDs

a. Descriptions matricielles fractionnaires (MFDs) du filtre

Une erreur fictive (z(t)—2(t)), (avec z(t) non mesurable), est utilisée (voir [EDSM10b])
afin de donner une description fréquentielle du filtre d’ordre plein ((3.13)-(3.14)). Notons
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que du faite que z(t) est non mesurable, nous appelons (z(t)—2(t)) U'erreur fictive et le filtre
contenant cette erreur fictive est appelée filtre fictif (voir (3.21)). De plus l'intérét majeur
de cette approche utilisant une erreur fictive, vient du faite qu’elle nous permette, comme
nous le montrons dans la suite, de pouvoir développer une synthése directe dans le domaine
fréquentielle. De plus, nous 'utilisons lors du dernier chapitre pour une synthése d’une
commande via un filtre H.,. Le paramétrage de la dynamique du filtre H,, (non fictif)
dans le domaine fréquentiel est obtenue en deux étapes ; en déterminant dans une premiére
étape, la matrice dénominateur (fictive) du filtre (fictif) via une equation matricielle (voir
théoréme (16)), ensuite en déduire la matrice dénominateur du filtre H., (implémentable,
non fictive) via I'equation (3.35), comme nous le montrons dans la suite.

Remarque 10 Nous distinguons entre (z(t) — 2(t)) Uerreur fictive (non mesurable) et
(y(t) — g(t)) Uerreur non fictive (implémentable ot mesurable). De plus, ces deux erreurs
fictives induisent d’une part un gain de retour fictif Ky, et d’autre part un gain de retour
non fictif (implémentable) Ky,. Donc,

i) Un filtre fictif est un filtre possédant une erreur fictive (z(t) — 2(t)) associée a un
gain de retour fictif Ky, (voir (3.21)).

i1) Un filtre non fictif ou implémentable est un filtre possédant une erreur non fictive
(y(t) — y(t)) associée avec un gain de retour fictif Ky, (voir (3.13)).

i11) 1l suffit de mettre le gain fictif Ky, = 0 pour obtenir la représentation d’état du filtre
non fictif (voir (3.21)).

D’autre part, ces deux filtres seront parametres dans le domaine fréquentiel comme suit :

a) Les dynamiques du filtre fictif sont paramétrées par la matrice polynomiale l:)f(s).

b) Les dynamiques du filtre non fictif sont paramétrées par la matrice polynomiale l:?(s)

Une relation reliant ces deux matrices polynomiales est donnée dans la suite par le lemme
(11).m

Dong, ((3.13)-(3.14)) peut étre réécrit selon

(t) = Ai(t
(

) = L.t (3.21)

ol de maniére équivalente

y(t)
A1) = L.a(t) (3.22)

Ft) = (A— KL — K,C)i(t) + Ky Ky [ Z(ﬂ

A~

avec Ky, est le gain fictif associé a lerreur fictive (2(t) — 2(¢)).
Ce gain de retour fictif est donné par :

K; =—2YLT (3.23)

z
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En effet, comme Y est une solution stabilisante de I’equation Riccati (3.20) (voire lemme

2) et d’aprés I'hypothése i7) [( [g ) ,A} est détectable, alors Y assure la stabilité de la

matrice suivante :

A—=DyDIR'C+Y(y ?LIL, - CT"R'C) = A— [ ?YLT Kj] [ LC }
avec Ky, donné par (3.19). Il s’en suit alors I'existence de (3.23).
Et avant de continuer, nous donnons sous forme de lemme, la relation qui permet de
relier le comportement dynamique d’un filtre d’ordre plein entre le domaine temporel et
fréquentiel, déduite du cas réduit présenté dans (voir [Deu02]).

Lemme 9 Considérons la MFD copremiére a gauche suivante :

{ v ] (s — A)™ = DY (s)No(s) (3.24)
ot les deux matrices polynomiales D(s) et N,(s) ont la spécificité d’étre copremiéres a
gauche et peuvent étre déterminées selon la méthode présentée dans la section (1.2) du
premier chapitre.

La relation paramétrant la dynamique du filtre fictif d’ordre plein entre le domaine
temporel (via [K;. K] ) et le domaine fréquentiel (via la matrice polynomiale D (s))

DDA = Dot | € | 6T 07K ) (3.25)

ot la matrice polynomiale D(s) est déduite a partir de (3.24) et la matrice polynomiale
Dy(s) paramétrise la dynamique du filtre fictif (3.22) dans le domaine fréquentiel. Notons

que cette relation est démontrée dans le chapitre 4 (voir section (4.2.2)) o nous lutilisons
pour une synthése directe fréquentielle d’une commande via un filtre H...l

Remarque 11 Le faite que les poles du filtre implémentable (non fictif), définis par

(det(D(s)) = 0), appartiennent a la partie négatif du plan complexe assurent la stabilité
du filtre ((3.13) — (3.14)).1

Remarque 12 Le filtre implémentable (non fictif) peut étre retrouvé a partir du filtre
fictif, en mettant Ky = 0 (voir (3.21) et (3.13)). Et par suite, la relation paramétrant
les dynamiques du filtre implémentablefnon ﬁcti]ﬁ) d’ordre plein, est obtenue a partir de

(3.25) avec Ky, = 0 et en remplagant Dy(s) par D(s) (voir remarque (10)).H

Alors, la description fréquentielle du transfert perturbation-sorties du systéme ((3.9)-
(3.11)) peut étre donnée par

{ ;8 } - (l 127 } (sI = A)"'Dy + { Ds })w(S) (3.26)

— (OON+ | p |t

75



Chapitre 3. Filtrage H,

avec Ny (s) = N, D,
La représentation fréquentielle du filtre implémentable ((3.13)-(3.14)), non fictif, est
donnée par le lemme suivant :

Lemme 10 [EDSM100b|
Une description fréquentielle du filtre d’ordre plein ((3.13)—(3.14)) d’ordre n en termes
de matrices polynomiales est donnée par

{ 28 } = D7(5) (D(5) Tty — D(s)) { y?S> } (3.27)

avec Z(s) est estimée des sorties non mesurables, §(s) est estimée des mesures y(s) et
D(s) est la matrice dénominateur du filtre non fictif. B

Preuve 9 En tenant compte de (3.21), et en mettant Ky, =0 (En effet, il est le gain
fictif de retour que nous pouvons mettre & zéro pour le filtre non fictif (implémentable)),
nous avons

(3.28)

; } done (1) = {Zg; ]{ L. } #(t) = C, &(t) , et nous aurons

Cop (sT = A)TH0 Ky @(s) = Cp (sI = A0 K] (s)

(3.29)
Maintenant, considérons la MEFD suivante
D7Ys)N,(s) = { % ] (sI—A)"'=C, (sI —A)" (3.30)

La relation paramétrant le comportement dynamique entre le domaine temporel et fréquen-
tiel, pour le filtre ((3.13) — (3.14)) est obtenue a partir de (3.25) pour Ky, = 0. Alors,

DD = Tyt | ¢ | (6170 ) (331)

Donc, nous pouvons écrire que,
Cy (sT = A0 Kp] = D7 (5)D(5) = I 1 (3.32)

En utilisant (3.32), la relation (3.29) devient

2(s) = (D7Y8)D(5) = Io1p)(s) — (D7H(S)D(8) = L. +p)(5)
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mais avec p(s) = { y(Os) ] du faite que z(s) n’est pas mesurable.

Et par suite, en résolvant (3.33) pour ¢(s), nous obtenons

— 0
2(s) = D Ns)(D(s)Ip.4p— D
69 = DBy~ D | 0
la relation (3.27) est alors bien vérifiée.B

De plus, nous montrons que la matrice dénominateur du filtre (implémentable) f)(s) et
la matrice dénominateur D;(s) du filtre fictif (3.22), sont reliées selon le lemme suivant :

Lemme 11 [EDSM100|

D(s) = D(s)+ Nu(s) [0 Kp] (3.34)
_ zif(s)[ogz 2}+D(s){fgz gp} (3.35)
[ |

Preuve 10 Selon (3.31), nous pouvons écrire que

S

(s) = D(s

(3.36)

0
= Om. O _ I,. 0O
= Df(s)l 0 I}+D(s){ 0 Op}
Ainsi, le lemme est prouvé.l

Remarque 13 Le lemme (11) montre bien que la matrice dénominateur (non fictif) du
filtre implémentable peut étre déterminée de deux manieres. En effet, soit de déterminer
le gain Ky, et par suite utiliser la relation (3.34), soit d’utiliser (3.35) et dans ce cas nous

avons besoin de déterminer la matrice dénominateur fictive Dy(s) du filtre. Une méthode
de détermination de cette matrice fait l'objet du théoréme (16) proposée dans la suite.l
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D’autre part, le transfert perturbation-erreur du filtre est bien caractérisé par le lemme
suivant :

Lemme 12 [EDSM10b]
La description matricielle polynomiale du transfert perturbation-erreur du filtre (3.27)
s’écrit

2(s) = 2(s) = :’13 Vo (s D(s 0 w(s
] = e o | ) et (3.37)
|
Preuve 11 Rappelons que Uerreur d’estimation (d’ordre plein) est donnée par
e(t) = x(t) — 2(t) (3.38)
Donc, d’apres (3.9) et (3.28) sa dynamique obéit a l’équation suivante
é(t) = Ae(t) = [0 Kpl(e(t) —¢(t) + Daw(t) (3.39)
. R 109) Z(t)
o(t) —pt) = { y(t) 1 - { g(t) 1
(3.40)
= CLe(t) + Dyyw(t)
. 0
ot Dy, = { Ds } )
Nous pouvons écrire donc,
p(s) —@(s) = Cope(s) + Dypww(s)
= Co(=(sI = A)71 [0 Kp)(p(s) — ¢(s))
+ (s — A)'Dy w(s) + Dyuw(s) (3.41)

Alors, en utilisant les MFDs (3.30) et (3.32) avec N,(s)Dy = N, (s), (3.41) devient

I
—
ol
N
—
»
S~—
|
5
—~
»
N—
+
S
S
S
N~—
S
—~
»
S~—
—
w
I~
)
N—

DY(s)D(s)(io(5) — @(5))

Par conséquent,

o9 =406 = DN + D06 | p |l

Ainsi le lemme est prouvé.l
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Selon (3.34) et (3.35), la matrice dénominateur l:)(s) du filtre peut étre obtenue de
deux maniéres : soit en résolvant (3.20) et par suite avoir le gain K7, , soit en calculant la

matrice dénominateur fictif D;(s).

Nous proposons alors dans la suite, une solution permettant de déterminer cette ma-
trice polynomiale fictive via une équation matricielle polynomiale objet de la partie sui-
vante, et qui sera aussi utilisée lors d’une synthése fréquentielle d’'une commande via un
filtre H,,, dans le dernier chapitre.

b. Equation matricielle polynomiale du filtre

Dans cette partie, nous donnons une équation matricielle polynomiale permettant de

déterminer la matrice dénominateur fictif D;(s). Cette relation peut étre vue comme
I'equivalent de 'equation de Riccati (3.20) dans le domaine temporel.
Dans la suite, nous adoptons les notations suivantes : P!(s) = P?(—s) ot P est une

matrice polynomiale qui peut étre égale & P = (D, N, ﬁf et Rv)

Lemme 13 [EDSM10b]
L’équation algébrique de Riccali nécessaire pour l'obtention de l’équation matricielle
polynomiale utilisée pour le calcul de la matrice dénominateur fictif ljf(s) est donnée par

- 2]mz 0 KT
YAT + AY — [K;. K] { 70 R] { ng } + DyD3 =0 (3.43)
fi

Preuve 12 Selon (3.20), nous avons

(A— DyDIR7IC)Y +Y(A - D.DIRI'CY + Y (v 2LTL, — CTR7'C)Y
+Dy(I — DYRT'D3)DY =0 (3.44)

Alors,
YAT + AY + DD — [Y(DyDER'C)' + DyDIRTICY — 7y 2YLILY
+YCTR'OY + DoDYR'DsDI] =0 (3.45)

Donc, en tenant compte de (3.19), (3.23) et R = D3DZI | la relation (3.43) est bien dé-
montrée .M

Par conséquent, 1’équation matricielle polynomiale permettant 1’obtention de ﬁf(s),
est présentée dans le théoréme suivant :

Théoréme 16 [ESDM11af
Considérons le systeme (3.9)—(3.11) avec les MFDs (3.24), (3.26) et que les hypothéses
du probleme de filtrage Hy, sont bien satisfaites (voir hypothese (4)). Supposons qu’il existe
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une matrice dénominateur fictive ﬁf(s) liée au filtre Hy, d’ordre plein ((3.13) — (3.14))
solution de l’équation matricielle polynomiale

Nu(s)N,y(s) + Nu(s) [0 Dy] D'(s)

(s)R,D(
{B ] NL( (3.46)

-/t
~
)
=
=2

-
=
w

Il

bl

b |

telles que les solutions de (det ﬁf(s) = 0) et (det f)( ) = 0) appartiennent a la partie
négative du plan complexe, avec

2
D _ - Imz 0
By = { 0 DyDT ] (347)

Alors le filtre (non fictif) correspondant, solution du probleme de filtrage H,, est donné
par (3.27) ou la matrice dénominateur est déterminée o partir de (3.35).1

Preuve 13 En utilisant (3.23), la relation (3.43) peut s’écrire comme suit
—AY —YA" =y *YLIL.Y + Ky, RK| = DyD; (3.48)
alors, en ajoutant sY — sY a (3.48), nous avons

(sI =AY +Y(=sI = A") =~y *YLIL.Y + K;, RK{, = D,Dj (3.49)
St nous multiplions cette relation, a gauche par { [g } (sI — A)~L et a droite par

(—sI — AT)[LT C*], nous arrivons a

1

LCZ _ Y (=sI — AT LT CT) + { [(’J } (sI — A)Y[LT CT) -
_ % _ (sT — A" 2YILTLY x (—sI — AT)Y LT CT] +
: % ] (sI — A)7'KjRK}, x (—sI — A")7'[L] C"] =
— % _ (sI — A)'DyDT x (—sI — AT)7HLT C7) (3.50)
1.
[K;. Kp] R, = Y[LT C"]+[0 D,DY) (3.51)
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2.
— é (sI —A) 'y ?YLIL, x Y(—sI — A")7'[L] C"]
+ é (sI — A)7'Ky, Rx Kj (—sI —A")7'[L] C7] (3.52)
= % (s = A)'Ky, Kp] x Ry [Kp Kp)" x (=sI = AT)[LT C7]
3.
KRGSV ARG I NV AUCE EVUR e
— [ 0 ] Dy (—sI — A")7'LT C"] (3.53)
Ds
4.
Lz -1 T T Lz -1 3
G- e < [ B er-a (w0 R,

— [0 D2D3]) (3.54)

la relation (3.50) peut étre écrite de la maniére suivante
Lz -1 > »
( C (sI = A)T[Kp Kp]p Ry + Ry) X

Q1 or-amm. xaprvr) -
[0

} DI (—sr — AT LT CT)+
L D3

R
[ L: | (sI — A)7'0 DyDI] +
{ | (s — A7 Dy DI (—sT — AT LT 07 (3.55)

Introduisant la MFD (3.24) avec N, (s) = N, Do, nous aurons

+ D7 (8)Ny(s)NL(s)(D'(s))™! (3.56)

En multipliant & gauche par D(s) et a droite par D*(s), ’équation matricielle polynomiale
(3.46) est vérifiée. Ce qui compléte la démonstration.l
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Remarque 14 Notons que ['intérét de cette équation matricielle polynomiale vient du
fait qu’elle nous permette de déterminer directement la matrice dénominateur du filtre

fictif Dy(s) dans le domaine fréquentiel, a partir des matrices polynomiales du systeme
considére, et ceci sans passer par le domaine temporel, c’est a dire sans avoir a détermi-
ner la matrice gain de lobservateur Ky, . Donc, a partir de (3.35) nous pouvons déduire

directement la matrice dénominateur du filtre implémentable D(s), sans avoir a utiliser
Uequation (3.34). Cette équation matricielle polynémiale va étre utiliser lors d’une syn-
these fréquentielle d’une commande via un filtre H,..H

Dans la suite, nous testons notre approche sur un exemple numérique.

3.3.4 Application numérique

Nous considérons le probléme de filtrage H,, pour le systéme suivant :

i) = [_01 :;]x(tw[:ﬂw(w
yt) = [1 1]z(t)+w)
z(t) = [0 —0.5]x(t) (3.57)

Comme R = D3DI =1 > 0 est vérifice et que [( [g ) , A] est détectable, le probléme

de filtrage H., est résolu dans le domaine temporel, par le filtre d’ordre plein suivant
B(t) = A#(t)+ Kp(y(t) - §(t)
z2(t) = L.z(t) (3.58)

Une représentation fréquentielle du filtre (3.58) d’ordre 2 est donnée par

{ ;8 ] = D7(s) (D(s) I, — D(s)) x { y?s) ] (3.59)

D’apreés (3.24), nous avons

0 —0.5
{ é } (sI—A)" = [ 1 i } (3.60)
51 (s+1)(s+2)
qui peut étre réécrite de la maniére équivalente suivante :
~1
L, I s+ 2 0
{C}(S[_A) = [ 0 (s+1)(8+2)}
0 —0.5
% {3—!—2 5—1} (3.61)
Nous avons donc,
— s+ 2 0
D(s) = { 0 (s+1)(s+2) ] (3.62)
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et

N,(s) = { 322 5_251 ] (3.63)

Notre but maintenant est déterminer la matrice dénominateur (non fictive) du filtre

implémentable D(s). Nous choisissons de déterminer la matrice K7, , vérifiant
K = (YCT + DyDI)R™! (3.64)

avec Y = YT > 0 est une solution stabilisante de (3.20) et ensuite utiliser (3.34) pour dé-
terminer la matrice dénominateur du filtre. Pour se faire nous avons besoin de déterminer
- -

En effet, nous essayons calculer J (voir (3.12)) pour plusieurs valeurs de 7 et nous
obtenons la caractéristique 3.1, J = f(7).

J=f (gamma)
12 T

0

sk

IS
T

N
T

0 2 4 6 8 10 12
gamma

FIG. 3.1 - La caractéristique J = f(7)

Nous en déduisons que la valeur optimale de v est égale a 1.71; en effet, pour cette
valeur le filtre est stable et J= 1.7094. Par conséquent, soit v = 1.71, nous obtenons

61.9871 —43.0607
Y= { —43.0607  43.8864 ] (3.65)
donc,
14.9264

Bn = { —6.1743 } (3.66)

Alors, la matrice dénominateur I:)(s) est donnée par

> 542 3.087
i) = { 0 524 11.75s + 38.03 } (3.67)

et la représentation fréquentielle correspondante du filtre, solution du probléme H., est
donnée par :

2(s) 1 s? +11.75s + 38.03 —3.087
{Z)(S) } (5 +2)(s2 + 11.755 + 38.03) { 0 s+ 2
o]
y(s)

0 3.087
0 8.752s + 36.03
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Finalement, les figures 3.3, 3.4 et 3.5 montrent le comportement aussi bien temporel que
fréquentiel du filtre et par conséquent, I'efficacité de notre approche.

0 10 20 30 40 50

F1G. 3.2 — Le comportement de la perturbation utilisée w(t)

Amplitude

Time (sec)

F1G. 3.3 — Evolution de la premiére composante de e(t)

Amplitude

. . . . .
o 20 40 60 80 100 120
Time (sec)

F1G. 3.4 — Evolution de la de deuxiéme composante de e(t)
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Singular Values

Singular Values (dB)

10 ! IOC lUL 102 103 lUi
Frequency (rad/sec)

F1G. 3.5 — Représentation de la SVD du transfert entre w(s) et e(s)

3.4 Synthése de filtres fonctionnels H

Apreés avoir proposé un filtre H,, se basant sur I’equation algébrique de Riccati, notre
but dans cette partie est de fournir un filtre fonctionnel H,, plus général (ordre plein
ou réduit), en utilisant approche LMI (Lyapunov), qui donne plus de souplesse dans la
résolution que la méthode par équation de Riccati. De plus cela nous permet de prendre
éventuellement en compte d’autres critéres tel que le Hy (Ly/Lo,...).

Le filtrage fonctionnel trouve son intérét dans le fait qu’il permet d’estimer une partie
ou une combinaison linéaire de 1’état d’un systéme sans avoir a estimer 1’état entier.
Ce filtre dont l'ordre est égale a la dimension du vecteur & estimer, présente plusieurs
avantages par rapport au filtre d’ordre plein. Ces avantages peuvent étre le temps de
calcul et son utilisation possible pour les systémes de grande dimension.

Un des points importants dans le filtrage que nous considérons est la non dépendance
explicite de la dynamique de 'erreur d’observation avec I’état du systéme et de I'entrée
u(t) ; cette propriété est appelée le non biais du filtre [Sou02]| et [Dar00].

Dans ce cadre, une nouvelle approche de syntheése de filtre H,, de dimension égale a

la fonctionnelle & estimer est proposée, et ceci aussi bien dans le domaine temporel que
fréquentiel [EDSM10a).

3.4.1 Position du probléme

Considérons le systéme LTT multivariable, décrit par

©(t) = Ax(t) + Bu(t) + Dyw(t) (3.68a)
z(t) = L,x(t) (3.68b)
y(t) = Cuz(t) + Dsw(t) (3.68¢)

avec z(t) € IR" et y(t) € IRP sont respectivement le vecteur d’état et la mesure,
w(t) € IR™ représente les perturbations, u(t) € IR? est 'entrée de commande du systéme
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et z(t) € IR™ est la sortie non mesurée a estimer (la fonctionnelle). Les matrices A, B,
Dy, L., C et D3 sont connues et de dimension appropriées.
De plus, nous supposons que :

Hypothése 5
1) rang L, =m, et rang C =p
2) Ds est telle que toutes les mesures y(t) sont affectées par w(t)

3) La condition initiale z(0) est considérée étre connue et, par souci de simplicité et
sans perte de généralité, elle pourra étre mise a zéro.

Le probléme de filtrage fonctionnel H,, a traiter est donné par :

Probléme 2 Nous proposons de donner deuxr nouvelles méthodes de synthése de filtres
fonctionnels, une temporelle et une autre fréquentielle, qui vont générer en utilisant les
entrées et sorties disponibles u(t) et y(t), les estimées Z(t) et z(s) de z(t), ou l'ordre du
filtre (m) est égale a la dimension du vecteur a estimer. Le filtre temporel devra donner
une erreur non biaisée, indépendante explicitement de l’état x(t) et sera construit en
utilisant les LMI. Le filtre fréquentiel sera déduit du temporel. En plus de la stabilité,
nous considérons comme critére la minimisation du transfert entre les perturbations w et
Uerreur d’estimation e(t) = z(t) — 2(t).

3.4.2 Synthése temporelle du filtre fonctionnel H

Notre but est de synthétiser un filtre fonctionnel d’ordre (m,), de la forme :

o(t) = Nep(t)+ Jy(t) + Hu(t) (3.69a)
Z(t) = o(t)+ Ey(t) (3.69b)

avec Z(t) € IR™* est 'estimée de z(t).

L’erreur d’estimation est donnée par

e(t) = =z(t)— 2(t) (3.70a)
= Yu(t) — p(t) — ED3w(t) (3.70b)
b =1L, EC (3.71)

Donc, sa dynamique s’écrit de la maniére suivante

e(t) = wit) — ¢(t) — EDsi(t) (3.72a)
= Ne(t) + (A — JC — Nop)a(t) + (¥ B — H)u(t)
+ (YD — JDs + NEDs)w(t) — EDyir(t) (3.72b)

Le probléme de cette synthése temporelle se réduit alors a déterminer N, J, H et E
telles que les deux conditions suivantes sont satisfaites :
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i) le filtre (3.69) est non biaisé si w(t) = 0, c’est a dire il ne depend pas explicitement
de 'état x(t) et de u(t).

i) le filtre (3.69) est stable, c’est a dire N est Hurwitz.

i71) La minimisation du transfert entre les perturbations w et I'erreur d’estimation e(t) =
z(t) — 2(t)
Le non biais du filtre est assuré si et seulement si I’équation suivante de Sylvester est
satisfaite

YA —JC - Ny =0 (3.73)

avec
H=1yB (3.74)
L’équation de Sylvester (3.73) peut étre écrite en tenant compte de (3.71) comme suit
—NL,+(NE—-J)C+L,A—-—ECA = 0 (3.75)

Soit,
L=J-NE (3.76)

la relation (3.75) peut étre transformée selon

L.
[N L E]| C | =LA (3.77)
CA
Pour la résolution de (3.77), nous adoptons la méthode suivante :
Soit
[N L E|=X (3.78)
L.
c | =X (3.79)
CA
L. A=0 (3.80)
alors (3.77) devient
XX=0 (3.81)

Cette équation posséde une solution unique X si et seulement si
by
rang | o | =rang by (3.82)
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et une solution générale pour (3.81), si elle existe, est donnée par
X=0%t-Z(I-3xx") (3.83)

avec L1 est l'inverse généralisée de la matrice 3 donnée par (3.79) et Z est une matrice
arbitraire de dimension appropriée, qui sera déterminée dans la suite en utilisant une
approche Lyapunov aboutissant & des LMI.

Une fois la matrice X est déterminée, N, L et FE en découlent immédiatement. En
effet,

I
N = X 0 = All - ZBll (384)
0
ou I est la matrice identité de dimensions appropriées, avec
I
All == @Z+ 0 (385)
0
I
By = (I-¥X%)1 0 (3.86)
0
La matrice L est donnée par :
0
L - X _[ - A22 - ZBQQ (387)
0
avec
0
A22 - ("‘)2+ I <388)
0
0
By = (I-%%%)| I (3.89)
0
et la matrice F est obtenue par :
0
E - X O = A33 - Zng <390)
1
ou
0
A33 - ("‘)2+ O <391)
I
0
Byzs = (I-¥X7)| 0 (3.92)
1
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Désormais toutes les matrices des filtres sont déterminées si et seulement si Z est connue.
Nous avons ainsi transformé la recherche des différentes matrices du filtre en la re-
cherche d’un unique gain Z qui sera déterminé en utilisant les LMI.
Alors, la dynamique de l'erreur d’estimation (3.72b) s’écrit

é(t) = Ne(t) + o w(t) + 8 w(t) (3.93)
avec
o = ZbDQ - JDg + NED3 = 01 — ZO&Q (394)
ou
0
a; = LZDQ — @E+ D3 (395)
CD,
0
ar = (I-35H)| Ds (3.96)
CD,
et
3 = —ED; (3.97)
= bi— 2P (3.98)
avec
B = —AsDs (3.99)
ﬁg - —ngDg (3100)

Notons que la dynamique d’erreur (3.93) contient la dérivée de w(t) qui n’est pas ac-
cessible. Ce probleme est généralement résolu par ’ajout d’une contrainte supplémentaire
sur les matrices du filtre (voir [DZS01]) ou bien en choisissant un nouveau type de norme
intégrant la norme de la dérivée pour le systéme. Ces deux méthodes ajoutent donc des
contraintes pour la résolution du probléme. Notre contribution ici, est que nous proposons
une autre méthode qui consiste a réécrire le systéme d’erreur sous forme d’un systéme
singulier. Alors d’aprés (3.93), ce nouveau systéme singulier est donné par :

I —p é(t) N « e(t) 0
. = + w(t 3.101a
(0 3 )(o0) = (5 5) %) (7)ww @ow
e(t) )
e(t) = (I 0 3.101b
0 = o ) @.1010)

ou e(t) est Perreur d’estimation (voir (3.70a)), avec p;(t) = w(t).

Notre probléme se raméne donc a un probléme de stabilité et d’atténuation de pertur-
bation pour le systéme singulier (3.101). Il nous suffit donc d’utiliser les résultats existant
dans ce domaine pour déduire le gain Z. Dans cette optique, nous rappelons le résultat
suivant sur les systémes singuliers. c’est une sorte de lemme borné réel pour ce type de
systéme :
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Lemme 14 [MKOS97|
Considérons le systéeme singulier de la forme

ot x est l’état du systeme, w les perturbations a énergie bornée et z est la sortie; les

matrices Ay, By et Cy sont connues. La paire (Fy, Ap) est admissible et ||G|lo < 7
(G = Co(sFy — Ay) "' By) si et seulement s’il existe X € IR™™ vérifiant

1)

FI'X=X"F,>0 (3.104)
2)
ATX + XTAg+CTCy + %XTBOBOT X <0 (3.105)
|

Notre but est d’appliquer le résultat précédent sur le systéme (3.101). Mais avant cela,
considérons que le gain Z satisfait la relation

2B =0 (3.106)
La relation (3.106) permet d’éviter d’avoir une matrice de gain Z inconnue (& determiner)
dans la matrice singuliére 0 _Oﬁ du systéme (3.101).

Donc, il existe une matrice Z; satisfaisant

Z = Zy(I — Baf3y) (3.107)
Soit,
ey = ( é —B1 — Z1({)— B235) B ) _ ( é —051 ) (3.108)

Agy = < ](\)f _Oé[ ) _ ( Ay — Zl([()_ 525;)311 aq — Zl([_; ﬁzﬁ;)% ) (3_109>

By = < ) ) (3.110)

et

x(t) = ( ;1(3) ) (3.111)
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le systéme singulier (3.101) peut s’écrire alors comme suit

£20 X(t) = Ago X(t) + 520 w(t) (3112&)
e(t) = (I 0)x(t) (3.112b)

Dans le théoréme suivant, le lemme (14) est utilisé pour déterminer la matrice Z
paramétrant toutes les matrices du filtre (3.69) et résolvent le probléme (2) grace a la
résolution de LMI.

Théoréme 17 [EDSM10a|
La paire (p2g, Aao) est admissible et

W (s) = (I 0)(spz20 — Az0) ™ Baolloc <

si et seulement s’il existe Xy € IR™*™= X, € IR™*™ ¢etY € IR™T?P*™= telles que les
LMIs suivantes soient satisfaites

1)
( _%{Xl 8 ) — ( )ng _)%Tﬁl ) >0 (3.113)

Ps Py XI' 0
0 XQ —’}/2] 0
I 0 0 —1

<0 (3.114)

avec Oy = (I — Bof35)7 et
Pll - A,{le + XlTAll - BlTlng - YT90311
P12 = XITOq — YT00a2
P13 = Oé{Xl — agé’gY
Py = —X,— X7
Le gain Z, est alors donnée par Z' = Y X' W

Preuve 14 En appliquant le lemme (14) et le lemme de Schur |[BEF94] (voir lemme (7))
sur le systéme singulier (3.112), nous obtenons

)

d =07 >0 avec ®; = pl, X (3.115)
2)
oy + 0L oL (1 0)
o, -2 0 <0 (3.116)
(I 0) 0 -1
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avec
by = AL X (3.117)
e 4 (3.118)

ou X = ( )él )(() ) En utilisant (3.108), la relation (3.115) est équivalente & (3.113).
2

Puis en remplagant Asgy et (oo dans (3.116) par leurs expressions (3.109) et (3.110),
en utilisant (3.107), la LMI (3.114) est obtenue ot 0y = (I — Bo35)T et Y = ZF X, M

Nous donnons alors ci-dessous un algorithme pour la synthése du filtre fonctionnel H,
qui résume les différentes étapes traitées dans cette partie.

Algorithme de Synthése temporelle du filtre fonctionnel H

1) Calculer ¥ et © a partir de (3.79), (3.80), et vérifier que la condition(3.82) d’existence
de la solution est vérifice.

2) Toutes les matrices connues intervenant dans les LMIs proposées a savoir Ay, By,
aq, ag, Bss, By, A3z et 31 sont calculées respectivement selon (3.85), (3.86), (3.95),
(3.96), (3.92), (3.100), (3.91) et (3.99). Alors, 0y est connue.

3) Larésolution des LMIs ((3.113) et (3.114)) donne le gain Z;, donc a partir de (3.107),
le gain Z est déterminée.

4) La matrice N est calculée a partir de (3.84).

5) E est obtenue a partir de (3.90). Par conséquent, d’aprés (3.71) 1) est connue et la
matrice H est déterminée selon (3.74)

6) Finalement, la description temporelle du filtre fonctionnel (3.69) est déterminée. En
effet aprés le calcul de Aoy et Byy a partir de (3.88) et (3.89), L peut étre calculée
selon (3.87) et par conséquent la matrice J implémentée dans la synthése temporelle
est calculée en utilisant (3.76).

3.4.3 Synthése fréquentielle du filtre fonctionnel H

Nous proposons dans cette partie, une nouvelle description du filtre fonctionnel H,
dans le domaine fréquentiel. Pour cela, nous définissons des descriptions matricielles frac-
tionnaires utiles basées sur des factorisations copremiéres a gauche et principalement,
nous établissons la forme équivalente de la relation reliant le comportement dynamique
du filtre entre le domaine temporel et fréquentiel ; Relation donnée par Deutcher [Deu02]
pour le cas de I'observateur d’ordre réduit.

Théoréme 18 [EDSM10a|
Considérons les descriptions matricielles fractionnaires (MFDs) suivantes

i)
[ Mo } (s — N)™' = D\ (5)N, (s) (3.119)
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ot
a) My et My sont des matrices arbitraires de dimensions respectives (m, x m,) et

Moy
M,

(p x m,) telles que { } est de rang plein colonnes.

b) N est la matrice du filtre d’ordre m, et les deux matrices polynomiales D(s)
et N.(s) sont de dimensions respectives ((m. + p) x (m, +p)) et ((m, +
p) X m.). Elles ont la spécificité d’étre copremiéres a gauche. Ces matrices de
transfert peuvent étre calculées a partir de ’approche de factorisation présentée
par [Fra87| ou bien en utilisant [DFGI0] .

i)
{ %‘i ] (s — N)'H = D~"(s)Nu(s) (3.120)
Nu(s) = N,(s)H (3.121)

i)
DY(s)D(s) = In.ip+ { %2 } (sI — N)7'0 J] (3.122)

Alors, une représentation dans le domaine fréquentiel du filtre H., fonctionnel (3.69)
d’ordre m, (m, <n) est donnée par,

) = DD |4 | (0w b -n] 0]
+ DY (s)Nu(s) u(s) )+ D(s) E x y(s) ] (3.123)

ot la matrice dénominateur du filtre l:)(s) satisfait
D(s) = D(s) + Nu(3) [Om.sem. J ] (3.124)
|

Remarque 15 La relation (3.122) proposée peut étre vue comme une généralisation de la
relation paramétrant la dynamique du filtre fonctionnel (3.69) entre le domaine temporel
et fréquentiel, donnée par Hippe [Hip89| pour la synthése d’un filtre d’ordre réduit.l

Preuve 15 : La transformée de Laplace de (3.69a) obéit a
p(s) = (sI—N)""Jy(s)+ (s] — N)""Hu(s) (3.125)

= (s — N) ' 0p.xm., J] [ Oﬁzg)l ] + (s — N)"'Hu(s) (3.126)
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Donc, la transformée de Laplace du vecteur a estimer z(t) (3.69b), peut étre écrite en
tenant compte de (3.126) selon

2(s) = (sI—N) ' Op.sm. J] { 0;(;)1 } + (sI — N)"'Hu(s) + Ey(s) (3.127)

d’autre part, en tenant compte de la MFD copremiére a gauche proposée (3.122), nous
aurons

(sl — N)—l[()mzxmz J) = { %(1) } (D_l(s)]:)(s) —Lm) (3.128)
et d’apres (3.120), nous avons
(sI — N)'H = { ]\]‘j‘i ] D (s) N (s) (3.129)

L’estimée de la fonctionnel a estimer s’écrit alors

+ ~
Z(s) = { %(1) } X (D7H(s)D(s) = L. +m) { y()(Z)Z;:I }
+
AR ] DN w4 E (3.130)
par conséquent et selon , ~ ~
D7Y($)D(s) = Im.+p (3.131)

la description fréquentielle (3.123) est satisfaite. La matrice dénominateur du filtre (3.124)
s’en suit directement & partir de (3.122) avec (3.119).1

Dans la suite, nous testons ’approche de filtrage fonctionnel H., proposée en simulation
numérique.

3.4.4 Application numérique

Nous Considérons en simulation le systéme présenté dans la section 3.4.1, avec

-2 =2 1 —4
A:[ 0 _2},3:[1},02:{_7},0:[1 1], L,=[0 0.067 ]
a) - Synthése temporel du filtre fonctionnel
Appliquons l'algorithme proposé dans la section (3.4.2), nous obtenons les résultats
suivants :

1)

0 0.0670
x=1|1 1 ,0=[0 —0.1340 | (3.132)
-2 —4
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2)
0.9944
0.0333
—0.2998
a; = 0.1306, ap = | —0.0201 (3.134)
—0.0100
0.0333 —0.0333
Bys = | 0.0022 |, B, = | —0.0022 (3.135)
0.0011 —0.0011
Az = 0.0666, £, = —0.0666 (3.136)
3) Pour v =12
Zy = [1.0698 —80.6126 158.7342 ] (3.137)
et par conséquent
Z = [0.0890 —80.6783 158.7013 ] (3.138)
4)
N = —0.0112 (3.139)
5)
E = 0.0666 , = [ —0.0666 0.0004 ] (3.140)
H = —0.0663 (3.141)
6)
Ay = 0.1333 (3.142)
By, = [ 0.06660.00450.0022 | (3.143)
L = 0.1333 (3.144)
et alors
J = 0.1325 (3.145)

Pour (e(0) = 3.5), la figure (3.7) montre le comportement temporel du filtre fonctionnel
H., proposé.
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b) - Synthése fréquentielle du filtre fonctionnel H,

SOit, Mg 1 et M1

I'approche de factorisation [Vid85] et les algorithmes de [Fra87| présenté dans la section

_ My
= 0 telles que [ M,

(1.2) du premier chapitre, nous obtenons

et

96

B 540.0112 —1
_ | s+20112 s+20112
D(s) = [ s 0 s 1 }

(s +2.0112)"!

Nols) = X

| |

est de rang plein colonnes. En utilisant



3.4. Synthese de filtres fonctionnels H,

Nous pouvons vérifier que (3.119) est satisfaite.
D’aprés (3.121), nous avons

_ — -1
Ny(s) = { 0.0663(s Sr 2.0112) ] (3.148)
donc, a partir de (3.124) la matrice dénominateur du filtre est donnée par
- s+0.0112  —0.8675
— | st20112  sy2.0112
D(s) { 0 1 ] (3.149)

Par conséquent, en utilisant (3.130) , et en tenant compte de (3.146), (3.148) et (3.149),
I'estimée Z(s) s’écrit

0 0132 0
is) = [1 O]X[O s+000112}|: 1x1 }

y(s)1x
0.0663
- — . 1
ST 0.0112 u(s) + 0.0666 y(s) (3.150)

donc, la description fréquentielle proposée du filtre fonctionnel (3.123) est déterminée.
L’erreur d’estimation fréquentielle obéit donc a

e(s) = z(s)—2(s) (3.151)
—0. 4184
_ 0.0666s + 0.418 w(s) (3.152)
5+ 0.9655

Finalement, la figure (3.8) montrent le comportement fréquentiel du filtre et donc,
I'efficacité de notre approche.

Singular Values

Singular Values (dB)

107 10" 10° 10" 10° 10°
Frequency (rad/sec)

F1G. 3.8 — Représentation de la SVD du transfert entre w(s) et e(s)
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3.5 Synthése d’un observateur fonctionnel robuste uti-
lisant une méthode polynomiale

Cette partie est en faite la suite de la synthése d’un observateur fonctionnel fréquen-
tiel, traité dans la section (1.4.2) du premier chapitre ol nous nous sommes intéressés a
synthétiser un observateur w;(s) donné par (1.48) pour la fonctionnelle wy(t) = Pyx(t)
dans le sens de (1.49), c’est a dire, si w = 0 (mais a énergie bornée).

Or, en réalité, dans les cas pratiques, les bruits ou les perturbations sont inévitables.
C’est pourquoi, les observateurs robustes par rapport aux perturbations sont souvent
désirés et ils ont fait 'intérét de plusieurs travaux. Parmi ces travaux, nous pouvons citer
Ding et al [DFG90] ou les auteurs ont traité le cas ot w # 0.

En effet, la forme générale d’observateurs donnée par (1.48) pour la fonctionnelle
Py x(t), serait dans ce cas (ou w # 0), dans le sens de la minimisation suivante :

|Piz(s) — wi(s)]l2 — min (3.153)

L’idée de synthése est d’exprimer 1’ensemble de toutes les matrices de transfert entre les
perturbations w(t) et 'erreur d’estimation (Pyz(s) —w;(s)), en terme de matrices RH .
Ensuite, le probléme de synthése d’observateurs fonctionnels robustes est transformé en
un probléme de model matching.

En effet, soit Ar(s) l'erreur d’estimation, elle est donnée par :

Ar(s) = Pix(s) — wi(s) (3.154)
or, d’apres (1.55) et (1.48), nous pouvons écrire
Ar(s) = Pi(s)&(s) + Fy(s)w(s) — (F(s)u(s) + Fi(s)y(s)) (3.155)

Si nous remplagons maintenant F'(s) et Fj(s) par leurs expressions (1.60) et (1.61) et en
tenant compte que,

Pi(s)€(s) — Pi(s)Yu(s)u(s) — Pr(s) Xu(s)Gu(s)u(s) = 0 (3.156)
nous obtenons,
Ar(s) = (Fy(s) — Py(s)Xu(5)Ga(s) — Q1(s)M,(s)Gq(s))w(s) (3.157)

avec Gg(s) est définie dans (1.47) et elle est factorisée selon Gq(s) = M, (s)Ny(s). Les
matrices X, (s) et Y,(s) résultent de la factorisation copremiére a gauche de la matrice de
transfert G, (s) = M, '(s)N,(s) définie dans (1.46) (voir lemme (1)).

En suivant la méme démarche que celle dans [DFG90|, erreur d’estimation satisfait :

Ar(s) = (T1(s) — Q1(s)Tr) w(s), Qi(s) € RHy (3.158)
Ti(s) = Py, Ya(s) Ny(s) — Pi(s) Xu(s) Dy € RHy (3.159)
Ty(s) = Ny(s)=[A—LC, Dy— LDs, C, Ds] € RHy, (3.160)
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ou la matrice Ny(s) est obtenue a partir de (1.15), avec

o(s) = I+ (sl —A) 'LC (3.161)
V3(s) = (sI — A+ LC)™'D, € RH,, (3.162)
Py(s) = Pi(sI —A;)'B € RH,, (3.163)

avec Ay est définie dans (1.53), il a été déterminée en utilisant (1.14). La matrice L est
telle que (A — LC) est stable. D’autre part, nous rappelons que le probléme de synthése
d’observateurs fonctionnels robustes par rapport aux perturbations a énergie bornée, re-
vient a chercher les matrices de transfert RH,, F(s) et Fi(s) telles que pour tout u(s),
nous avons :

i) Pi(s)&(s)—wi(s) =0, siw(s) =0 et nous I'avons déja traité (voir théoréme (3.20)).
i) ||[Pi(s)E(s) + Fa(s)w(s) — ()] — min.
Notons que cette relation i) en découle de (3.153) avec wy(s) = Piz(s) est donné par
(1.55).
Nous en déduisons, qu'un observateur de la forme (1.48), donnant la meilleure estimée

de la fonctionnelle Pyz(t) dans le sens de (3.153) ou de i7), s'il vérifie les deux conditions
suivantes :

a) Les deux matrices polynomiales F'(s) et F(s) intervenant dans la forme (1.48) de
I'observateur fonctionnel, sont données par (1.60) et (1.61).

b) D’apres (3.158), la matrice @1(s) paramétrant les matrices de l'observateur fonc-
tionnel F'(s) et Fi(s), est la solution optimale du probléme de minimisation :

IT1(s) — Q1(8)T3||c — min, avec Ti(s), Q1(s), et Ty € RH .
De plus, nous pouvons conclure que

MINE(s),Fy (s)eRH ||AT(S)|l2 = ming, serm.. [|T1(s) — Q1(5)T2/|00 (3.164)

Algorithme de synthése d’observateurs fonctionnels robuste par rapport
aux perturbations & énergie bornée :

1. Déterminer Ny(s), M,(s), Xu(s), Yy(s) et Ny(s) selon (1.14) - (1.16) et (3.160).
2. Déterminer Pi(s), Ya(s) et Ns(s) d’aprés (3.163), (3.161) et (3.162).
3. Définir

Ty(s) = zflxz(s)Ng(s)_Pl(s)Xu(s)Dg
To(s) = Ny(s)

et trouver la solution optimale du probléme "model matching"

ming, syerio ||T1(s) = Q1(5)Ta|oo-
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4. Deéfinir

F(s) = Pi(s)Yu(s) = Qu(s)Nu(s)-

Fi(s) = Pi(s)Xu(s) + Q1 (s) My (s).
et soit donc,
r(s) = F(s)u(s) + Fi(s)y(s)

Remarque 16 Une application de cet algorithme relative a une synthése fréquentielle
d’un observateur fonctionnel robuste par rapport aux perturbations a énergie bornée est
développée dans [DFG90].1

Nous proposons dans la suite, d’étendre notre résultat relatif au filtrage H,, objet de
la section (3.4), au cas des systémes descriptifs.

3.6 Synthése de filtres H,, pour les systémes singuliers

Du fait de l'intérét croissant accordé a ’étude des systémes descriptifs ou singuliers;
qui sont la classe la plus générale des systémes linéaires, nous proposons d’étendre les
méthodes de synthése de filtres H,, deja proposées, au cas des systémes singuliers. Nous
proposons donc deux nouvelles méthodes de synthése, une temporelle et une autre fré-
quentielle de filtres H., d’ordre plein ot un systéme singulier est considéré [ESDM10al.
Notons que cette approche peut étre étendu au cas du fonctionnel, plus général.

3.6.1 Position du probléme

Considérons le systéme descriptif LTI multivariable, régi par la représentation d’état
suivante :

Ei(t) = Az(t)+ Bu(t) + Dyw(t) (3.165a)
y(t) = Cx(t) + Dsw(t) (3.165Db)

ou z(t) € R" et y(t) € IRP sont respectivement le vecteur d’état et la mesure, w(t) €
IR™ représente les perturbations et u(t) € IR? est I'entrée de commande du processus.
E e IR, A, B, Dy, C et D5 sont des matrices connues de dimensions approprié¢es. De
plus, nous supposons que :

Hypothése 6
1) rang E =1, E est de rang plein lignes

2) rang {g]:n
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Nous sommes alors en mesure de donner la problématique que nous proposons de
résoudre dans la suite :

Probléme 3 Donner deux nouvelles méthodes de synthéses de filtres Hy, d’ordre plein
pour la classe la plus générale des systémes, a savoir les systemes singuliers. La méthode
temporelle devra générer l’estimée (t) de x(t) et la méthode fréquentielle doit donner
Uestimée Z(s) de x(t), en utilisant les entrées et sorties disponibles u(t) et y(t). Le filtre
doit étre non biaisé, et en plus de la stabilité, lerreur d’estimation e(t) doit satisfaire le
critere d’atténuation Ho, suivant

- T —I
J = SUP we Ls[0, o) HH@UTHZ — ||Few||Oo <7 (3.166)

ou |Jw||a # 0 et Fop(s) est la matrice de transfert des perturbations w a lerreur d’esti-
mation e = x — &, pour un scalaire v > 0 donné.

3.6.2 Synthése du filtre H,, pour les systémes singuliers dans le
domaine temporel

E
Du fait que, rang { C } = n, il peut toujours exister, en appliquant la décomposition

en valeurs singuliéres (SVD) (voir remarque (2)), une matrice inversible [ CCLO 20 } telle
0 do

que

CQE -+ doC = O(r1+p—n)><n (3168)

Notre but est de synthétiser le filtre H,, d’ordre n suivant, pour le systéme singulier
(3.165) :

o(t) = Nep(t) + Liy(t) + Gu(t) (3.169a)
T(t) = o(t) +boy(t) + Kdoy(t) (3.169b)

ou z(t) € IR" est l'estimée de x(t).

Remarque 17 Notons que le le filtre H,, proposé est indépendant du choiz de la matrice

[ CCLO dO ], comme nous le démontrons dans la remarque (24) du dernier chapitre.l
0o do

En utilisant (3.167), Perreur d’estimation obéit a I’équation suivante :

e(t) = z(t) — z(t) (3.170a)
= 1 Ex(t) — @(t) — w(t) (3.170b)
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avec

Y1 = ag+ Ko (3.171)
Yy = (bo+ Kdo)Ds (3.172)

La dynamique de 'erreur peut étre alors écrite comme suit :

e(t) = hiED(t) — o(t) — vau(?) (3.173a)
— Nelt) + (A — LiC — Ny Ba(t) + (11 B — Gut)
+  (¥1D2 — LiD3 + Nip)w(t) — a1 (1) (3.173b)

Le probléme de synthése du filtre est réduit alors & déterminer les matrices N, Ly, G
et K telles que

i) le filtre (3.169) soit non biaisé.
i1) le filtre (3.169) est stable c’est-a-dire N est de Hurwitz (stable).

i11) le critére d’atténuation de perturbation (3.166) soit vérifié.

Le non biais du filtre est assuré si et seulement si I’équation de Sylvester suivante est
vérifiée

WA —L,C — N E=0 (3.174)

De plus, nous considérons que
W B—-G=0 (3.175)

D’autre part, 1’equation de Sylvester (3.174), s’écrit en tenant compte de (3.165a),
(3.171), (3.172) et (3.168) comme suit

NCL()E — KC()A + (L1 - NKd())O = CL()A (3176)
Avant de continuer, posons
J = (L — NKdy) (3.177)

L’équation (3.176) peut étre alors réécrite sous la forme matricielle suivante

aoE
C
Afin de résoudre (3.178), soit
IN -K J=X (3.179)
aoE
oA | =3 (3.180)
C

102



3.6. Synthese de filtres Hy, pour les systemes singuliers

aA =0 (3.181)
donc l'equation (3.178) devient
XY =0 (3.182)

Une fois la matrice X connue (voir (3.83)), aprés verification de la condition de rang
(3.82),

X£=0 (3.183)

nous pouvons facilement extraire les expressions des matrices N, L1, G et K.
En effet, nous avons

I,
N = X| 0 = A1 — ZBn (3.184)
0
ou
I,
Ay = X7 | 0 (3.185)
0
I,
By = (Iyy2xp — XX [ 0 (3.186)
0
La matrice J est donnée par :
0
J = X 0 = A22 - ZBQQ (3187)
Iy
avec
0
Iy
0
Boy = (Ijjioxp— XX | 0 (3.189)
Iy
et la matrice (—K) par :
0
—K = X | Lyip-n | =As3— ZBss (3.190)
0
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avec
0
Ags = OST | L pn (3.191)
0
0
B33 = (Ir1+2><p_22+) Irl—i—p—n (3192)
0

Une fois que les matrices N et K sont obtenues, nous trouvons L; a partir de I’équation
(3.177).
D’aprés (3.175), la matrice G est donnée par

G = @Z)lB = ((10 + KC())B (3193)

Alors toutes les matrices intervenant dans la synthése du filtre sont maintenant connues,
si et seulement si la matrice Z est connue .
D’autre part, la dynamique de I'erreur d’estimation (3.173b) s’écrit

é(t) = Ne(t) + aw(t) — () (3.194)
avec
a = ¢1D2 + N¢2 - L1D3 = 1 — ZO[Q (3195)
ou
—bQDg
a; = CL()DQ - @E+ CoD2 (3196)
Dj
boDs
Qg = (]7"+2m — ZZ+) —CoD2 (3197)
_D3
et
Wy = (Kdo+bo)Ds (3.198)
= a1 — Zthao (3.199)
avec
Vo1 = —AzzdoDs + boDs (3.200)
’4022 = —ngdng (3201)

Comme c’était le cas lors de la synthése de filtre H,, pour les systémes non singuliers
(voir (3.93)), la dynamique d’erreur (3.194) contient la dérivée de w(t). En adoptant alors
la méme démarche proposée, le systéme d’erreur peut s’écrire sous la forme (3.101) avec

f=—1s.
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De plus nous considérons ici aussi que le gain Z satisfait la relation suivante (voir
(3.106))

Dong, il existe une matrice Z; € R ("1+2P) satisfaisant

Z = Zi(I = Pasty) (3.203)
En posant,

_ (I e\ _ (I ¢=n

[)21—(0 0>—(0 0) (3.204)
- N « . AH — ZBH a1 — ZOéQ
A21—< 0 —1)‘( 0 N ) (3.205)
0
P = ( I ) (3.206)
avec

x(t) = ( 51((?) ) (3.207)

le systéme d’erreur (3.194) peut s’écrire sous la forme singuliére suivante :

P21 X(t) = A21 X(t) + ﬁgl w(t) (3208&)
e(t) = (I 0)x(t) (3.208b)

Dans le théoréme suivant, le lemme (14) est utilisé pour déterminer la matrice Z
paramétrant toutes les matrices du filtre grace a la résolution de LMI.

Théoréme 19 [ESDM10a|
La paire (p21, Aa1) est admissible et

W (s) = (I 0)(spar — Az1) ™ Barllec <

pour un réel positif v donné si et seulement s’il existe des matrices X; = X{ >0 e IR"*",
Xy = XTI >0e R™ ™ Y e R"PX™ telles que les LMI suivantes soient satisfaites
pour un réel v > 0 donné

1)

Xy 0 XT Xy
p— >
( wg«le 0 ) ( 0 0 >0 (3.209)
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2)
Py Pro Onxmy I,
PI’Z; P14 X2T 0m1 Xn
Om1 xXn X2 _’72[m1 Xm1 0m1 Xn < O <3210>
[n 0n><m1 On><ml _In

avec 0p = (I — Yoothyy)T, Y = ZT X, et
Py = AL X+ XA, -BLoYy -YTol By,
p12 = X’1TOJ1 — YTH?CKQ
Py = —Xo—XJ
Le gain Zy est alors donné par
Zy=X'y? (3.211)
et 7 est déduit a partir de la relation (3.203).1H

Preuve 16 Appliquons le lemme (14) et le lemme de Schur |BEF94]| (voir remarque (7))
sur le systeme singulier (3.208), nous obtenons

1)

d1p=dI, >0  with g = ph X (3.212)
2)

Dy + @3 D3 (I 0)F

by 2 0 | <o (3.213)
(I 0) 0 —1
avec
oo = A X (3.214)
D3y = G5, X (3.215)
X . : o
En posant X = 0 X et en utilisant (3.204), la relation (3.212) est bien équivalente
2

a (3.209). Puis, en remplacant Ayy et Po1 dans (3.213) par leurs expressions (3.205) et
(3.206), en wutilisant (3.203), la LMI (3.210) est obtenue, avec 0; = (I — othsy)T et
Y =27X,.1

Nous résumons dans la suite, les différentes étapes de synthése d’un filtre H,, pour les
systémes singuliers.

Algorithme de Synthése du filtre H,, pour les systémes singuliers :

Les différentes démarches nécessaires pour le calcul du filtre Hy, (3.169) se résument
suivant les étapes suivantes :

106



3.6. Synthese de filtres Hy, pour les systemes singuliers

1) Déterminer les matrices ag, by, ¢o et dy en faisant une décomposition en valeurs sin-

guliéres de la matrice { g 1

2) Calculer ¥ et © a partir de (3.180), (3.181), et vérifier que la condition de rang
(3.183) est satisfaite.

3) Toutes les matrices connues qui interviennent dans les LMI (3.209) et (3.210), a sa-
voir A1, Bi1, aq, ag, Bas, 1y , Asz et 19 sont calculés respectivement par (3.185),
(3.186), (3.196), (3.197), (3.192), (3.201), (3.191) et (3.200). Donc #; est bien déter-
minée.

4) Larésolution des LMI (3.209) et (3.210) donne le gain 71, et donc a partir de (3.203),
la matrice Z est déterminée.

5) Calculer la matrice du filtre N a partir de (3.184).

6) Puis la matrice K est obtenue grace a (3.190). Donc d’aprés (3.171) 1, est connue
et G est donnée par (3.193)

7) Finalement, la représentation temporelle du filtre H,, d’ordre plein (3.169) est dé-
terminée. En effet aprés le calcul des matrices Ay et Bagg & partir de (3.188), (3.189),
J peut étre calculée (3.187) et par conséquent L; qui intervienne dans la synthése
temporelle est calculée en utilisant (3.177).

3.6.3 Synthése du filtre H,, pour les systémes singuliers dans le
domaine fréquentiel

Dans cette partie, nous proposons une technique simple & mettre en oeuvre pour
la synthése de filtres H,, pour des systémes singuliers dans le domaine fréquentiel en
appliquant 1’approche de factorisation [Vid85]. Le théoréme suivant donne la solution
au probléme de filtrage H,, d’ordre plein dans le domaine fréquentiel pour le systéme
singulier (3.165).

Théoréme 20 [ESDM10a| Considérons les descriptions matricielles fractionnaires co-
premiéres a gauche suivantes (MFDs) obtenues a partir de la représentation temporelle

du filtre Ho, d’ordre n (3.169)
)

(sI — N)7'G = M} (s)Ny(s) (3.216)
i)
(sI — N) 2Ly + (b + Kdy) = My () Ny(s) (3.217)
Une description fréquentielle des états a estimer x(t) est alors donnée par,
#(s) = M'(s) x [ Na(s)y(s) + Ni(s) x u(s) ] (3.218)
|
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Preuve 17 En appliquant la transformée de Laplace a (3.169a), nous avons
p(s) = (sI—N)"'Liy(s) + (sI — N)"'Gu(s) (3.219)

En remplagant alors (3.219) dans la transformée de Laplace de (3.69b), nous obtenons

#(s) = [(sI = N) 'Ly + (bo + Kdo)] y(s) + (sI — N)"'G u(s) (3.220)
Posons alors les factorisations suivantes (voir section (1.2) du premier chapitre) :
a)
(sI — N)7'G = M;Y(s)Ny(s) (3.221)
avec
M(s) = [N, =L I I] (3.222)
Ni(s) = [Ny G/ I 0] (3.223)
Ny =N — L et Gy =G, L est choisie telle que N; est stable.
b)
(sI — N)'Ly + (by + Kdo) = My (s)Ny(s) (3.224)
avec
My(s) = [N, =L I I]=M{(s) (3.225)
No(s) = [Ny H I b+ Kdy ] (3.226)

ol Hl = L1 —L(b0+Kd0) .

Il suffit maintenant de remplacer les équations (3.221), (3.224) dans (3.220), en tenant
compte de (3.225) pour que le théoréme soit immédiatement démontré.R

Dans la suite, nous proposons de tester la méthode de synthése proposée dun filtre
H,, d’ordre plein, pour des systémes singuliers sujet & des perturbations a énergie bornée.

3.6.4 Application numérique

Soit le systéme singulier (3.165), avec :

11 1 0 1 1 0 059 1 0
E=20 -10|,A=|0 =10 05 |,B=|0],Dy=1]1],
01 0 1 1 0 1 0.09 1 1

(10 0 1 0
C=101 —050]|et Dy=10
00 0 1 1
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2.1 - Synthése temporelle du filtre H,, d’ordre plein

Notons que { C } est de rang plein colonnes et en appliquant 1’algorithme proposé ,

nous obtenons :

1 0 -3 0o 2 3
_013b_—2—2—1 _10—3d_—124
“WTZlo -1 0 T2 0 20" jo1 2 T2 =20

1 1 -1 -3 0 5
et par suite, les matrices du filtre H,, d’ordre plein sont données par

—3.0907 8.5030 —6.1584 1.9923 25.6105 45.5703 22.8362
N - —6.4362 —0.5543 —2.0438 —0.0971 I — —4.5506 —4.2095 —4.8835
| 123010 2.6952  2.2864  2.8438 |’ ' | 126537 23.7190 21.5077

—2.9510 04782 —1.4661 —0.6407 2.0121 14333 —1.9229

—2.1113 —0.6766 —0.7322
G —2.6054 K 0.6170 —2.1857
| 44491 |77 | 0.2028  2.4273

—0.7465 —0.3329 —0.7061

La représentation temporelle (3.169) du filtre H,, d’ordre plein est ainsi déterminée.
Il est a noter que la LMI (3.210) est résolue pour v = 11.

2.2 - Synthése fréquentielle du filtre H,, d’ordre plein

En choisissant L égale a la matrice identité, nous pouvons vérifier facilement que
la matrice N, utilisée dans la synthése fréquentielle, qui est égale & (N — L) est bien
stable. La description fréquentielle (3.218) est alors obtenue aprés le calcul des matrices
M;(s), Ny(s) et Ny(s) selon (3.222), (3.223) et (3.226).

L’erreur d’estimation fréquentielle e(s) est alors donnée par

1
e(s) = — X
st +1.9735s% + 2.0671s% + 1.0788s + 0.2555
—0.1237s* + 2.04655% 4 3.16265 + 1.3462s + 0.0005
—1.4678s* — 4.48855% — 3.5898s2 — 1.3737s — 0.0002
1.1887s" — 6.7057s% — 7.660552 — 2.8732s — 0.0008 | (%)
—3.6685s5% — 5.091253 — 2.9157s% — 0.4458s + 0.0005

Nous pouvons vérifier que cette erreur d’estimation est bien stable.
Finalement, les figure (3.10), (3.11), (3.12), (3.13) et (3.14), montrent le comportement
temporel et fréquentiel du filtre H., obtenu et par suite l'efficacité de notre approche.
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3.7 Conclusion

Dans ce chapitre, nous nous sommes intéressés au probléme de filtrage H,, du faite
que nous estimons 1’état (ou une combinaison linéaires) sans aucune connaissance sur les
perturbations & part qu’elles soient & énergie bornée. En effet, nous avons dans un premier
volet proposé deux méthodes pour la synthése de filtres H,, d’ordre plein. Une dans le
domaine temporel basé sur ’equation algébrique de Riccati, une autre fréquentielle basé
sur les MFDs et surtout sur la relation reliant les dynamiques du filtre H, entre le domaine
temporel et fréquentiel. Et pour permettre une meilleure souplesse dans la synthése du
filtre, nous avons proposé une méthode LMI (Lyapunov) qui assure aussi bien la stabilité
que l'atténuation des perturbations. En effet, nous nous sommes penché sur des filtres
fonctionnels H,, aussi bien dans le domaine temporel que fréquentiel, en utilisant les
LMIs et les MFDs. Ensuite, nous avons présenté une méthode polynomiale, basée sur
la résolution d’un probléme model matching, de synthese de filtre robuste par rapport
aux perturbations & énergie bornée. Cette méthode opére directement dans le domaine
fréquentiel. Et, comme derniére partie nous avons étendu nos travaux sur le domaine
temporel et fréquentiel aux cas des systémes singuliers toujours en utilisant ’approche
Lyapunov-lemme borné réel, en proposant aussi une nouvelle écriture de la dynamique
d’erreur d’estimation afin de contourner le probléme de ’apparition de la dérivée de bruit
dans cette dynamique, et en utilisant I’approche de factorisation et les LMIs. Il faut noter
que nous aurions pu traiter le cas des systémes discrets linéaires singuliers, ou non dans
cette partie. Mais du fait de la similitude de ’approche avec le cas continu, nous avons
préféré traiter le cas discret dans le cadre de la commande basée-observateur.
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Chapitre 4

Synthése de commande via un filtre
H, pour les systémes linéaires

4.1 Introduction

Le but premier de 'automatique reste la commande des systémes. Celle-ci est trés
souvent basée sur la connaissance de 1’état du systéme a commander. Lorsque une partie
ou la totalité de I’état est inaccessible, une commande basée sur les composantes du vecteur
d’état devient problématique. Pour remédier a cette limitation, nous sommes contraints
de reconstruire la partie de ’état manquante ou tout I’état en utilisant les observateurs.
La commande ainsi synthétisée sera dénommée commande basée-observateur.

Le probléme de la commande basée-observateur a été le sujet de nombreuses recherches
jusqu’a nos jours. En effet, pour la plupart des systémes physiques, seule une partie de
I'état (voir [AA99] — [HYYB94]) est accessible, ¢’est pourquoi 'utilisation d’un observa-
teur, permettant de palier le manque d’informations pour synthétiser la commande, est
devenue courante. La stratégie de commande adoptée dans ce chapitre est celle utilisant
un retour d’état ou la commande résulte d'une multiplication du vecteur d’état réel par
une matrice de gain. Dans le cas ou une ou plusieurs composantes du vecteur d’état
réel est indisponible, nous nous trouvons amené a estimer les composantes manquantes
puis déterminer des lois de commande par retour d’état qui garantissent la stabilité du
systéme ainsi corrigé, lors de l'utilisation des composantes estimées de 1’état au lieu des
composantes réelles.

Dans le premier volet du chapitre, et comme suite de 'approche fréquentielle pour des
systémes linéaires sans perturbations proposée dans la section (1.6) du premier chapitre,
nous proposons une synthése directe d’'une commande basée sur un filtre H,, directement
dans le domaine fréquentiel pour des systémes linéaires standards sujet a des perturbations
a énergie bornée. C’est une alternative a la synthése qui découle de la structure temporelle
du correcteur via un filtre. Elle est basée sur I'approche de [HD09| et permet de prendre
en compte directement des critéres dans le domaine fréquentiel. Notons que cette nouvelle
méthode de commande basée sur un filtre H,, d’ordre, peut étre vu comme un extension
du probléme d’estimation H., d’ordre plein par méthode de Riccati et MFD présenté dans
la section (3.3) du troisiéme chapitre, a la commande basée sur un filtre H.,. De plus,
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cette méthode peut étre aussi appliquée dans le chapitre 3 pour une nouvelle synthéese
fréquentielle directe des filtres H...

En effet, dans ce premier volet, nous nous intéressons a la synthése d’un correcteur
basé sur un filtre H,, d’ordre plein pour des systémes linéaires standards sujet a des per-
turbations a énergie bornée, et nous montrons bien que nous pouvons passer du domaine
fréquentiel au domaine temporel et vice versa. En effet, aprés la détermination des deux
matrices polynomiales paramétrant dans le domaine fréquentiel d’une part une commande
par retour d’état (qui correspond au gain de retour d’état dans le domaine temporel) et
d’autre part les dynamiques de I'observateur utilisé (qui correspond a la matrice gain de
I'observateur dans le domaine temporel), nous calculons la MFD copremiére a gauche ca-
ractérisant le correcteur basé observateur et ceci en résolvant une équation diophantienne.
Un algorithme résumant les différents étapes de synthése est alors donné. Les matrices du
correcteur basé observateur sont alors déterminées sans passer par le domaine temporel.
Notons aussi que la relation paramétrant la dynamique du filtre H,, d’ordre plein entre
le domaine temporel et le domaine fréquentiel présentée dans le chapitre 3 (voir equation
(3.25)) est bien démontrée.

Dans le second volet du chapitre, nous nous focalisons plus particuliérement sur les
systémes singuliers aussi bien dans le cas continu que discret et nous proposons (voir
[ESDM10d]) de déterminer les lois de commande en utilisant un filtre fonctionnel qui
satisfait un critére de performance H,, et ou la perturbation est supposée étre inconnue
mais d’énergie bornée. L’étude est menée aussi bien dans le domaine temporel que fré-
quentiel. Notons que nous avons choisi de considérer les systémes singuliers pour couvrir
la classe la plus générale des systémes et nous pouvons obtenir le cas standard en mettant
la matrice non singuliére £ = I.

Notons que notre approche difféere de la commande basée observateur classique. Ici il
s’agit d’exploiter les résultats de filtrage fonctionnel présenté dans le chapitre 3 & la com-
mande. Nous sommes obligé de procéder en deux étapes mais ’avantage est de construire
un filtre qui a la méme dimension que la commande, donc d’ordre réduit généralement. I1
s’agit d’abord de trouver la commande qui permet d’atteindre les objectifs de commande,
ensuite nous avons construit un observateur (filtre) qui estime cette loi de commande.

Le but de notre approche est tout d’abord d’utiliser les filtres fonctionnels que nous
avons synthétisés dans le cadre d’'une commande ol ils permettaient de reconstruire la
commande dans le cas d’un retour d’état. En effet, dans ce cas la commande est justement
une fonctionnelle dans le sens ot nous avons v = K.

Notre démarche se fera en deux étapes. En effet, nous cherchons d’abord a calculer
le gain de retour d’état qui nous permet de remplir les spécifications du systéme bouclé
(stabilité, atténuation de perturbation...). Puis dans un second temps, nous synthétisons
un filtre qui a pour but de fournir en sortie une estimée de ce retour d’état.

En effet pour la synthése temporelle, aprés 'usage de la condition du non-biais du filtre,
nous utilisons la méthode que nous avons développé dans le chapitre 3 relatif a la synthése
des filtres H., pour le cas continu et nous proposons une autre méthode pour le cas discret.
Par suite, en adoptant la méme demarche que le chapitre 3 pour traiter la dynamique de
Ierreur d’observation, nous utilisons ’approche LMI afin de déterminer le gain de retour
d’état précédemment calculé et qui permet de remplir les spécifications de commande du
systéme bouclé. La synthése fréquentielle est déduite a partir des résultats temporels (
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que ce soit dans le cas continu ou discret), en définissant des descriptions matricielles
fractionnaires (MFDs) et en appliquant I’approche de factorisation. Un paramétrage du
correcteur basé-observateur en termes de matrices polynomiales est ainsi obtenue. Il faut
noter que l'intérét majeur de I’approche proposée est qu’elle utilise un filtre fonctionnel qui
estime la loi de commande sans toutefois estimer tous les états du systéme. Elle permet
donc de réduire l'ordre du correcteur via un filtre H,, du fait que le filtre fonctionnel
synthétisé est de méme ordre que la fonctionnelle & estimer, c¢’est & dire la dimension de
I'entrée de commande u(t). Une validation de cette méthode sera testé sur un exemple
numérique.

4.2 Commande basée sur un filtre H., pour les systémes
linéaires dans le domaine fréquentiel

Soit le systéme linéaire continu dans le temps, décrit par

#(t) = Ax(t)+ Bu(t) + Dyw(t) (4.1a)
y(t) = Cz(t) + Dsw(t) (4.1b)
2(t) = L,x(t)+ D,u(t) (4.1c)

ou z(t) € IR" est le vecteur d’état, y(t) € IR? le vecteur de mesures et z(t) € IR™* est
la sortie non mesurée a controlées. u € IR? (¢ < m.,) est entrée de commande du systéme
et w(t) € IR™ sont les perturbations (my; > p). A, B, Dy, C, D3, L, et D, sont des
matrices connues de dimensions appropriées. De plus nous supposons que la paire (A, D)
est stabilisable.

Dans la suite et en adoptant une démarche similaire a celle proposée dans le premier
chapitre (voir section (1.6)), relative a la synthése d’'une commande basée observateur
dans le domaine fréquentiel pour des systémes sans perturbations, nous ambitionnons (en
utilisant un retour fictif (2(t) —2(t))) deja utilisé dans le chapitre 3 (voir equation (3.21))),
de déterminer d’une part la matrice polynomiale paramétrant dans le domaine fréquentiel
une commande H,, par retour d’état et d’autre part, de déterminer ’equation matricielle
polynomiale du correcteur par retour d’état H.,, comme c’était le cas pour le filtre H.,
d’ordre plein (voir equation (3.46)), utile pour une synthése fréquentielle directe.

4.2.1 Commande H. par retour d’état
a. Formulation du probléme

Considérons le sous-systéme (4.1a)-(4.1c), bouclé avec le retour d’état suivant :
u(t) = —Kx(t) + Mr(t) (4.2)

ou r(t) € IR" est I'entrée ou consigne de référence nécessaire pour le bouclage, la matrice
M est supposée fixée et la matrice K € IRT”*" est le gain de retour d’état, qui doit satisfaire
un critére de performance H., donné par :

I]l2
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|lwlla # 0 et F,,(s) est la matrice de transfert des perturbations w a la sortie z du
systéme (4.1) bouclé avec le retour d’état (4.2).

Par conséquent le probléeme de commande H,, par retour d’état est équivalent au
probléme de minimisation suivant :

Probléme de commande H,, par retour d’état :
Supposons que DI'D, > 0. Nous cherchons a déterminer, pour un scalaire v > 0 fixé,
un retour d’état stabilisant u(t) donné par (4.2) tel que le critére (4.3) satisfait J < 7.

b. Expression dans le domaine temporel

Une solution au probléme de commande H., par retour d’état peut étre obtenue en
utilisant le lemme suivant (voir [Gri93] ) :

Lemme 15 Considérons le systeme (4.1) avec Uhypothése DT D, > 0 est satisfaite. Une
solution pour le probléeme de commande H., par retour d’état est donnée par

K=XYB"P+ DL, (4.4)

ot K € IR”"™ avec X = DZTDZ et P = PT > 0 est une solution stabilisante de l’équation
de Riccati

P(A—-BX'DI'L)+(A-BX'DI'L)'P+
P(y2DyDY — BX'BNYP+LTL, - L.D.X'DI'L. =0 (4.5)

c. Synthése fréquentielle

Le probléme de synthése fréquentielle d'une commande par retour d’état H,, est effec-
tué en considérant I'existence d'un retour fictif, comme c’était le cas pour la synthése du
filtre H,, (voir section (3.3) dans le chapitre 3). Le but est de pouvoir obtenir I'équation
matricielle polynomiale permettant de déterminer la matrice polynomiale paramétrant
une commande par retour d’état dans le domaine fréquentiel.

Donc, une loi de commande par retour d’état (fictive) peut s’écrire comme suit :

ot w
En effet, le gain de retour d’état fictif K, est I'équivalent du gain fictif Ky interve-
nant dans le synthése du filtre H, dans le chapitre 3 (voir equation (3.22)) et qui
est donné par (3.23). L’existence du gain fictif K, est motivé par le faite que P est
une solution stabilisante de (4.5), ce qui implique la stabilité de la quantité suivante
((A—= BX'DTL,)+ (v 2DyDI — BX'BT)P) de I'equation de Riccati.
Cette derniére quantité peut s’écrire de maniére équivalente, en utilisant (4.4), sous la
forme suivante

(A—BX'DIL.)+ (v 2DyDY — BX'BT)P = (4.7)
A — Dy(—y72DEP) — Do X (B*P+ D'L.) = A~ DyK,, — BK (4.8)
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Nous en déduisons que le gain de retour d’état fictif K, € IR™*" est défini par :
K,=—-y2DIpP (4.9)

D’autre part, nous allons montrer dans la suite, qu'une commande par un retour d’état
(fictive) (4.6) est paramétrée dans le domaine fréquentiel par une matrice polynomiale

Df(S).
En effet, soit

(sI —A)~"[ Dy B]=N,(s)D7'(s) (4.10)

avec D(s) et N,(s) des matrices polynomiales copremiéres a droite ot D(s) est supposée
de colonnes réduites.
De plus nous supposons que,

N.(s) = L:Ny(s) (4.11)
et
L.(sI—A)"'[Dy B|+[0 D.]=N.(s)D"\(s) (4.12)

Dongc, en utilisant (4.10) la transformée de Laplace de l'etat x(t) du systéme (4.1) obéit a

o) = Gr-a [0 B[40 [ nepie| U] A

) = et =) [0 8]+ [0 0[]
- N“(S)Dl(s){w(ﬂ (4.14)

A partir de ces MFDs, le comportement fréquentiel du systéme de commande bouclé (par
un retour fictif), peut étre donné par la figure (4.1).
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[w(S)'
: us)
r 0 r - 7
—_— [H} —h@-b D(s) # Nz (s) p—
Nx(s)
[E v x
£ [

F1G. 4.1 — Commande H,, par retour d’état fictif dans le domaine fréquentiel

D’autre part, d’aprés la figure (4.1), nous avons :

H]((ss)) ] =+ { l[((w 1 Na(s)D7'(s)) "' (s) (4.15)

avec r* = { ]\04 ] r, et la sortie & controler z(s) vérifie alors :
Kw -1, .
z(s) = N,,(s)[D(s) + % N, (s)] 7" r*(s) (4.16)
En posant,
. K,
D¢(s) = D(s) + { % } N, (s) (4.17)
la relation (4.16) est équivalente &
z(s) = Nzl(s)[?;l(s)r*(s) (4.18)

D’autre part, en utilisant les représentations temporelles du systéme (4.1c) et (4.1a), avec
(4.6), la sortie a controler z(s) vérifie :

%})—1[02 B+

[0 D. ])r(s) (4.19)

2(s) = ((L.—D.K)(sI — A+ [ Dy B}{

Il s’en suit donc, en comparant les deux descriptions temporelle et fréquentielle données
par (4.19) et (4.18), que

det(Dy(s)) = det(s] — A+ [ Dy B ] [ [[(é" }) (4.20)
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Alors, la matrice polynomiale Df(s) dans la MFD (4.18), est la matrice dénominateur
du systéme de commande H,, bouclé par un retour d’état fictif et caractérise ainsi sa
dynamique.

En multipliant (4.17) a droite par D~ '(s) et en utilisant (4.10), nous obtenons la

Kw ] pour un retour d’état fictif) a celle

fréquentielle (via D (s)) d'une commande par retour d’état, donnée par

relation liant la représentation temporelle (via [

Ds(s)D7Y(s) =T + { [;;w ] (sI—A)~"[ Dy B] (4.21)

Afin que cette matrice polynomiale (Dj(s)) joue le role correspondant au gain de
retour d’état dans le domaine fréquentiel, elle doit vérifier le lemme suivant :

Lemme 16 La matrice polynomiale ﬁf(s) caractérisant les dynamiques de la boucle de
commande par retour d’état (fictif) dans le domaine fréquentiel, doit obéir auzx deuz pro-
priétés sutvantes :

0ci[ D (5)] = 6s5[D(5)],i = 1,2,3...m1 +q (4.22)
Le[Dy(s)] = Te[D(s)] (4.23)

et elle posséde exactement le méme nombre de paramétres libre que le gain Kw . a
savoir (my +q) X n. Avec §.; et I'. sont données respectivement par les définitions (10) et

(11).

Remarque 18 Nous tenons a noter que pour un retour d’état implémentable non fictif
(K, =0), donné par (4.2), la relation (4.21) devient

D(s)D7Y(s) =1 + { }0{ ] (sI—A)'[ D, B] (4.24)

et dans ce cas, D(s) est la matrice polynomiale dénominateur du systeme de commande
Hy bouclé par un retour d’état implémentable (non fictif )R

_ De fagon analogue au filtre Hy, (voir (3.34) et (3.35)), les deux matrices dénominateurs
D¢ (s) et D(s), sont reliées selon le lemme suivant

Lemme 17

D(s) = D(s)+ { [O( ] N(s (4.25)
_ { ms [Oq] (s [[’51 (?JD(S) (4.26)
n
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D’autre part, I'équation matricielle polynomiale relative a la matrice dénominateur
fictive Dy (s), du systéme de commande Ho, bouclé par un retour d’état fictif, est donnée
par le lemme suivant (voir [Deu02]) :

Lemme 18 Considérons le sous systéme (4.1a) et (4.1¢) avec la MFD (4.10) et la relation
(4.11). Supposons que,

a) L’hypotheése du probléme de commande par retour d’état est satisfaite, c’est a dire
DTD, > 0.

b) 1l existe une matrice dénominateur fictif ﬁf(s) solution de [’équation matricielle
polynomiale

Dy (s)R,Dy(s) = D'(s)R,D(s) + N.(s)N:(s)

+ N0 DZ]D(3)+D1(S){ gz}]\fz(s) (4.27)

telles que les solutions de (det Dy(s) = 0) et (det D(s) = 0) appartiennent o la
partie négative du plan complexe, avec

2
= [ml 0
= 0 DTD, ] (4.28)

Alors la matrice polynomiale dénominateur paramétrant la loi de commande par retour
d’état implémentable (4.2), solution du probleme de commande H, par retour d’état, est
donnée par (4.26).1

4.2.2 Filtre H,, d’ordre plein

Dans cette partie nous allons rappeler ce que nous avons déja développé dans la section
(3.3) du troisiéme chapitre ot nous allons démontrer la relation (3.25) paramétrant la
dynamique du filtre (fictif) H,, entre le domaine temporel et fréquentiel.

a. Expression temporelle
Un filtre H., d’ordre plein (non fictif) pour le systéme (4.1) est donné par

2(t) = Ai(t)+ Ky (y(t) — 9(t) + Bu(t) (4.29)
Z(t) = L,&(t)+ Du(t) (4.30)

avec
y(t) = Cz(t) (4.31)
et le gain Ky, vérifiant le critére de performance Hy, (3.12), il est donné par (voir (3.19))
Ky = (YO + DyDIYR™ (4.32)

ot R=D3sDI >0etY =Y7T >0 est une solution stabilisante de 'équation de Riccati
algébrique
(A — DyDIR'C)Y +Y(A— D,DIR'C)"
+ Y(y?L"L—-CT"R'C)Y + Do(I — DsR™'D3)D3 =0 (4.33)
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Remarque 19 Un filtre H, fictif pour le systéme (4.1) peut étre représenté dans le do-
maine temporel par (3.21) ou le gain fictif Ky, associé au retour fictif (2(t) — 2(t)) est
donné par (3.23). Noter que cette représentation (3.21) sera utilisé dans dans la suite pour
une synthese fréquentielle.l

Notons qu’une équation matricielle polynomiale relative a la matrice dénominateur
fictive Df(s) du filtre H,, fictif est donné par le théoréeme (16), déja proposé dans le

chapitre 3. De plus, les matrices dénominateur du filtre fictif Ds(s) et non fictif D(s) sont
reliées selon (3.34) et (3.35).

b. Synthése fréquentielle
Soit,

[ L. ] (sT = A)™" = D7 ()N, (s) (4:34)

une MFD copremiére & gauche oit D(s) est supposée de lignes réduites et N,(s) est une
matrice polynomiale. Considérons aussi la MFD suivante :

[ v } (sT—A)'[0 B]+ [ e } — D(s) N (s) (4.35)
et que
Ny(8) = Nu(s) Dy (4.36)

En définissant ¢(t) (déja utilisé dans la preuve (9)), comme suit

plt) = [ ;Eg } (4.37)

L’erreur d’observation € = ¢(s) — ¢(s) est donné par :

() = o)~ (| ¢ |6T- A7 [ K Kn )

+ {%}(SI—A)_I[O B}+{8 l?]z])[w(s)} (4.38)
= ¢(s) = (D7 (s)Nu(s) [ Kp. Kp, | e(s)

IO (4.39)

Par suite, le filtre H., peut étre représenté dans le domaine fréquentiel par la figure (4.2).
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—| N, (9 s Dl

N, (5)

Fi1G. 4.2 — Filtre H, fictif dans le domaine fréquentiel

De plus, d’apreés la figure (4.2), l'erreur € peut s’écrire de la maniére suivante :

()= 1D() + 8a(s) [ K. K5 1 Dols) = M) | 0 ) a0

D’autre part, en utilisant les représentations temporelles (4.1b), (4.1¢) et (3.21), cette
erreur satisfait

€ = | @] er-ar g K]]G P Kn K el

+ ([0 B[ Ky, Kfl]{g Z(D)D)[ZJ((SS))]

]

Une comparaison entre (4.41) et (4.40) montre que
Dy(s) = No(s) [ Kp. Ky ]+ D(s) (4.42)

dans (4.40) caractérise bien les dynamiques du filtre H, fictif dans le domaine fréquentiel.
Nous avons donc

det l:)f(s) =det (sI —A+ [ K;. Ky | [ [é’f ]) (4.43)

En multipliant (4.42) & gauche par D~1(s) et en utilisant la MFD (4.34), nous obtenons

DDA = D+ | 6 | 6T 7, Kl (141

Nous retrouvons bien la relation (3.25) liant la représentation temporelle du filtre H,
fictif a travers son gain ([K;, Ky,]) a celle fréquentielle & travers sa matrice polynomiale

(Dy(s)).

De facon équivalente a D(s) (voir lemme (16)), nous avons :
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Lemme 19 La matrice polynomiale ﬁf(s) caractérisant les dynamiques du filtre Hy, dans
le domaine fréquentiel, doit obéir aux deux propriétés suivantes :

8,5[Ds(s)] = 6,5[D(s)], j=1,2,3...m. +p (4.45)

Lo[Dy(s)] = T+ [D(s)] (4.46)

et elle posséde exactement le méme nombre de paramétres libre que le gain [Ky, Ky, @
savoir (m, 4+ p) X n. Avec §, et I, sont données respectivement par les définitions (13) et
(14).m

Remarque 20 Nous tenons a noter que pour le filtre Hy, implémentable (non fictif)
(Ky, =0), la relation (4.44) devient

DD = Tyt | & | (61 70 ) (147

ot l:)(s) est, dans ce cas, la matrice polynomiale dénominateur du filtre H., implémentable

(non fictif ).

Remarque 21 La matrice dénominateur du filtre implémentable (non fictif) l:)(s) (ob-

tenue pour Ky, = 0 ) et la matrice dénominateur Dy (s) du filtre fictif (K;. # 0), sont
reliées selon les équations (3.34) et (3.35).1

De plus une équation matricielle polynomiale permettant de déterminer la matrice
dénominateur D;(s) du filtre H,, fictif est donnée par (3.46).

Ainsi, les deux matrices polynomiales paramétrant la commande H,, par retour d’état
et celle du filtre H,, fictif peuvent étre calculés dans la domaine fréquentiel. En effet,

Dy(s) et ﬁf(s) peuvent étre déterminées en résolvant les deux équations matricielles
polynomiales proposées (4.27) et (3.46). Ensuite, en utilisant (4.26) et (3.35), les deux

matrices 13(3) et D(s) paramétrant la commande H,, par retour d’état et le filtre H.,,
non fictif, dans le domaine fréquentiel sont obtenues.

4.2.3 Synthése de correcteur basé sur un filtre H,, d’ordre plein
directement dans le domaine fréquentiel

Définissons le critére de performance donné par :

- 1212
J = SUP we L1]0, o0) m = HszHoo (448)

|lwll2 # 0 et F,,(s) est la matrice de transfert des perturbations w a la sortie z du systéme
(4.1) bouclé avec un correcteur de la forme :

{ w(s) } = —Gol(s) { y(()5> } + Gon(s)r(s) (4.49)
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Par conséquent le probléme de commande H, est équivalent au probléme de minimisation
suivant :

Probléme de commande H,, : Supposons que DD, > 0 et D3DI > 0. Nous cher-
chons & déterminer, pour un scalaire v > 0 fixé, un correcteur stabilisant (G¢(s), Gor(s))
tel que le critére (4.48) satisfait J < 7.

En posant la MFD copremiére a droite suivante,

0 Dz}

{LZ}(SJ—A)*[DQ B]+{D3 0

C = Ny, (5)D7(s) (4.50)

et en utilisant (4.37), (4.1) et (4.14), le systéme a commander est décrit dans le domaine
fréquentiel par :

(s)

(s)

p(s) = Ny (s)D uls

T ()
-1 [ Z(;) } (4.51Db)

{ w((s) } (4.51a)
As) = Noy(s)D (

La représentation fréquentiel du correcteur basé sur un filtre reflétant la propriété
"filtre" (voir paragraphe (1.6.3) du premier chapitre), peut étre obtenue en considérant

. , w N . 2
le transfert en boucle ouverte reliant les entrées ¢ et [ " } du correcteur a sa sortie u

définie par :
U= { IO( } i (4.52)

ol nous supposons que Ky, = 0 (nous utilisons un filtre non fictif).
En utilisant (4.29), la relation (4.52) peut s’écrire comme suit :

u(s) = - [(1— _ i(s) (4.53)
_ 2, (sT— A+ KnC) [0 Ky ](s)
.

+

i | I=A+E,C)' [0 B] {w(s)} (4.54)

cette représentation (4.54) caractérise le comportement fréquentiel du correcteur basé sur
un filtre H,,, que nous allons I’écrire sous forme de matrices polynomiales :

soit,

[ IO( } (s] = A+ KnC) [0 Ky ] = A7 (s)Ne(s) (4.55)

{ IO( } (sI = A+ KpC) [0 B ] = A7 (s)Nuy(s) (4.56)
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nous aurons :

i(s) = A7) [ Nuu(s) No(s) ] | uls) (457)

ot A(s) et [ Ny (s) Ne(s) ] constitue une MFD copremiére a gauche du correcteur
basé sur un filtre H.,, avec A(s) est de lignes réduites.
Notons que,

det(A(s)) = det (sI — A+ Ky, C) (4.58)

donc les poles du correcteur basé sur un filtre H., dans cette représentation, solutions
de det(A(s)) = 0 (voir (4.58)), coincident avec les valeurs propres du filtre, solutions de
det(sI — A+ K C) = 0. Le correcteur est dit alors dans une structure "filtre".

Si nous remplagons maintenant 'etat = dans (4.6) par son estimé 2 avec K,, = 0 (nous
considérons aussi un retour non fictif comme c’est le cas pour le filtre, (K, = 0)), nous
obtenons

{w(s)} _ _({2}(31_A+Kf10+31()—1[0 Ky e(s)

4 (—{lo(}(sI—A+KﬁC+BK)‘1BM+{]\04})7“(3) (4.59)

Le correcteur basé sur le filtre H., est décrit alors comme un correcteur a retour de sortie.
A partir de cette structure les matrices du correcteurs Dg(s) € RMF@x(mita) of
Ne(s) € RIMF0x(m=47) sont déterminées a partir des deux matrices polynomiales D(s) et
D(s) paramétrant respectivement une commande H,, par retour d’état et les dynamiques
du filtre H,, dans le domaine fréquentiel.
En effet, par analogie a la paragraphe (1.6.3), en posant

De(s) = No, (5) + A(s) (4.60)
Nels) = A (9)Ne(s) (461)
Dels) = A7 (5)Dels) (462)
Vel =A6) | | (463

avec Ney(s) € R™MTDX™ g relation (4.59) est équivalente a

[ w(s) 1 = —Go(s)0(s) + Gon(s)r(s) (4.64)
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avec
=10 ] (1.65)
du fait que la sortie z est non mesurable,
Go(s) = D' (s)Ne(s) (4.66)
et
Geor(s) = Dg'(s)Now(s) (4.67)

A partir de ces MFDs, le systéme en boucle fermé avec un correcteur dans une structure
en retour de sortie peut étre représenté selon la figure (4.3).

Ll

N6 —

—| D1 (s) N¢, (5)

F1G. 4.3 — Systéme de commande H,, en boucle fermé

Il s’en suit immeédiatement de la figure (4.3) que la sortie & controler satisfait
2(s) = Nz, (s)[Nc(5)Ny, (s) + De(s)D(s)] ™' New(s)r(s) (4.68)

qui peut étre décrit aussi (voir (4.18), mais avec un retour d’état non fictif dans ce cas,
(Dy(s) devient D(s)), voir aussi remarque (18)), selon

2(s) = N.,(s) D7 (s)r*(s) (4.69)
avec r*(s) = [ ]\04 ] r(s).
D’aprés (4.69), le transfert (4.68) montre que 1’équation
Ne(s)Ny, (s) + De(s)D(s) = A(s)D(s) (4.70)

est satisfaite par un correcteur basé sur un filtre H., ot No(s) et De(s) sont les matrices
du correcteur a déterminer.
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Nous montrons bien, que dans le cas d’un systéme avec ou sans perturbation, nous
sommes amenés a résoudre une équation diophantienne caractéristique du systéme cor-
recteur basé sur un filtre ou observateur.

En adoptant la méme méthode de résolution développé dans la section (1.6.3) du
premier chapitre, nous arrivons a

Ne(s) = A(s)D(s)Y (s) — V(s)D(s) (4.71)
et
Da(s) = A(s)D(s)X (s) + V(s)Ny, (s) (4.72)

ot X(s) et Y(s) résultent de la MFD copremiére a droite (4.50), ils sont deux solutions
de I'identité de Bezout

Y ()N (5) + X (5)D(5) = Iy 15 (473)
la matrice Ny, (s) est déterminée de la MFD (4.35) et la matrice V (s) vérifie la conversion

V(s)D7(s) = A7 (s)V (s) (4.74)

ou V(s) € RImM+0x(m=4p) qonnée par
V =TI{D(s)Y (s)D(s)D(s)} (4.75)

avec II{.} est donnée par la définition (16).

4.2.4 Résumé des étapes d’une synthése fréquentielle directe d’un
correcteur basé sur un filtre H,, d’ordre plein

La premiére étape dans la synthése du correcteur basé un filtre H,, dans le domaine
fréquentiel, a partir de la représentation d’état du systéme considéré (sans faire de calcul
dans le domaine temporel), est de déterminer les matrices polynomiales D(s), D(s), Ny, (s)
et Ny, (s) intervenant dans les MFDs copremiéres a droite et a gauche (4.35) et (4.50) ot
D(s) est de colonnes réduites et D(s) de lignes réduites. Ensuite, respecter les étapes de
synthése suivantes :

1) Synthése de la loi de commande H,, par retour d’état :
Revient a déterminer la matrice polynomiale (implémentable) D(s) de dimension
(my + q) X (m1 + q), aprés avoir :
a. Déterminer la matrice N,(s) a partir de (4.11).

b. Déterminer la matrice dénominateur fictif D 7(s) solution de I'équation ma-
tricielle polynomiale (4.27).

c. Déduire la matrice dénominateur D(s) paramétrant la loi de commande H
par retour d’état a partir de (4.26).
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2) Synthése du filtre H,, d’ordre plein :

Revient a determiner la matrice polynomiale Z:?(s) de dimension (m, +p) x (m,+p),
aprés avoir :
a. Déterminer la matrice N, (s) a partir de (4.36).

b. Déterminer la matrice dénominateur fictif f)f(s) solution de l’équation ma-
tricielle polynomiale (3.46).

c¢. Déduire la matrice dénominateur l:)(s) paramétrant les dynamiques du filtre
H,, d’ordre plein a partir de (3.35).

3) Déterminations de la MFD copremiére a gauche du correcteur basé sur
un filtre H, :

Dans une premiére étape, résoudre l'identité de Bezout

Y (s)Ny, (s) + X(s)D(s) = L, +q (4.76)
Ensuite, calculer la matrice polynomiale

V ={D(s)Y (s)D"'(s)D(s)}, (4.77)

et déterminer V(s) en vérifiant la conversion (4.74) tel que A(s) soit de lignes
réduites.

Les matrices polynomiales N¢(s) et Dg(s) caractérisant la MED copremiére a
gauche G¢(s) = D;'(s)No(s) du correcteur basé sur un filtre Hy,, sont alors don-
nées par (4.71) et (4.72).

Ainsi, nous avons proposé une nouvelle synthése fréquentielle d’un correcteur basé sur
un filtre H,, pour le cas des systémes linéaires affectés par des perturbations a énergie
bornée. Nous constatons que que ce soit pour le cas des systémes linéaires sans perturba-
tions (traité dans le premier chapitre) ou avec perturbations, les matrices polynomiales
intervenant dans la MFD du correcteur peuvent étre obtenues a travers la résolution d’une
équation diophantienne.

Remarque 22 La différence que nous pouvons déduire dans une synthese directe dans
le domaine fréquentiel, entre le cas sans perturbation et avec perturbation, c’est que pour
le premier cas nous partons d’une seule matrice de transfert caractéristique du systéme
considéré (voir(1.175)), tandis que pour le cas avec perturbation, nous partons de la re-
présentation d’état du systéme (juste pour avoir les matrices intervenant dans la repré-
sentation d’état) et des deux matrices de transferts données par (4.35) et (4.50). Siw = 0,
nous pourrons partir d’une seule matrice de transfert; En effet, dans ce cas les matrices
Dy et D3 disparaissent de la représentation d’état (4.1) et nous aurons une égalité entre
les deuz descriptions (4.35) et (4.50).1

Remarque 23 [l est a noter que du fait que nous cherchons a faire une synthése directe
dans le domaine fréquentiel sans faire de calcul dans le domaine temporel, nous sommes
contraint a choisir comme forme d’observateur celle de "Luenberger”. En effet, cette forme
fait intervenir les mémes matrices du systeme initial considéré. De ce fait, pour le cas sans
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perturbations nous partirons de la matrice de transfert régissant le processus et a partir des
deuz descriptions matricielles fractionnaires (MFDs) copremiére a droite et a gauche de
cette matrice de transfert, nous déterminons les deux matrices polynomiales paramétrant
la commande par retour d’état et ['observateur dans le domaine fréquentiel. Pour le cas
avec perturbation, nous partons de la représentation d’état du systéme sans faire de calcul
dans le domaine temporel (juste pour avoir les matrices A, B, Dy, L., D,, C et D3),
nous déterminons les matrices paramétrant la loi de commande H., par retour d’état et
les dynamiques du filtre Hy, dans le domaine fréquentiel. Ensuite, dans une derniére étape,
en utilisant ces deux matrices polynomiales le correcteur basé sur le filtre Hy,, défini dans
notre cas par une MFD copremiére a gauche, est alors déterminé.

Si nous changeons la forme de l’observateur ou du filtre Hy,, c’est a dire l’observateur
ou le filtre fait intervenir des matrices autres que celle du systémes initial considéré,
nous sommes alors contraint & determiner ces matrices et par suite faire une synthése
temporelle de l'observateur ou du filtre Hy, ; ce qui ne fera pas l'affaire puisque dans ce
cas nous passons par le domaine temporel. B

Dans le dernier volet du chapitre, nous proposons une nouvelle méthode relative a la
synthése d’une loi de commande via un filtre fonctionnel H,, pour des systémes descriptifs
sujet & des perturbations a énergie bornée, en traitant aussi bien le cas continu que discret
(voir [ESDM10d]).

4.3 Synthése de commande via un filtre fonctionnel H
pour les systémes singuliers

4.3.1 Position du probléme

Dans cette partie, nous considérons le systéme singulier linéaire multivariable suivant

Eox(t) = Ax(t)+ Bu(t) + Dow(t) (4.78a)
z(t) = L,x(t) (4.78b)
y(t) = Cux(t) + Dsw(t) (4.78c¢)

avec x(t) € IR™ est le vecteur d’état, z(t) € IR™* la sortie a contrdler, y(t) € R? la
mesure, u(t) € IR? est entré de commande du systéme et w(t) € IR™ représente les
perturbations & énergie bornée. £ € IR™", A, B, D,, L., C et D3 sont des matrices
connues de dimension appropriées.

Nous représentons les deux types de systémes continues et discret par (4.78) avec les
notations suivantes :

t € N, ox(t) = z(t + 1) pour le systéme a temps discret.

t € R, ox(t) = &(t) pour le systéme a temps continu.

Dans ce qui suit, nous supposons que
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Hypothése 7 [DB9S]
1) rang E=1r<mn

2) rang {g}:n

Sous I'hypothése 7, il existe une matrice inversible (voir remarque (2)),

ap bo
B 70
telle que,
0B + doC = Opxn (4.81)

avec ag, by, ¢o et dy sont de dimensions respectives (n X n), (n X p), (p X n) et (p X p).
Nous nous proposons de synthétiser un correcteur via un filtre fonctionnel H,, obéis-
sant a la structure suivante :

op(t) = No(t)+ Liy(t) + Gu(t) (4.82a)
ut) = @(t) + Kiboy(t) + Kdoy(t) (4.82b)

ou p(t) € IR? (avec ¢ < n) est I'état du filtre et les matrices N, L, G, K; et K sont a
déterminées.
@o

: . . : . | 0
Dans la suite nous discutons du choix de la matrice non singuliére [ o d } sur la
0 do

structure du filtre et montrer que le filtre est indépendant de ce choix.

Remarque 24 (Unicité du Filtre H,,)
A partir de (1.86) de la remarque (2) sur la décomposition en SVD, nous pouvons

ap by

o do } n’est pas unique. Soit,

déduire que UT et V ne sont pas unique, par conséquent [

{ “ dl } une autre matrice inversible tel que
1

o alle]=1o] 459

il existe toujours une matrice inversible R de dimension appropriée tel que

ap by ! by
Ao m][o 0] .
D’autre part, considérant le correcteur via un filtre fonctionnel (4.82), & partir de
(4.82b) nous avons

u) =0+ (K0 K]0 oo (4.55)
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s1 nous considérons [ Zl dl ], alors (4.82b) peut étre réécrite suivant
1y
_ bo
ut) = p0)+ [ Ki K| 5| w0 (4.56)

avec, [ K, K } = [ K, K } R, et le probléeme est réduit a determiner Ky et K, ce qui

. ‘ . b
montre que le filtre est indépendant du choix de la matrice { ZO do } y |
0o Qo

Hypothése 8 ( Critéres de Performances)
Nous utilisons les deux critéres de performances H., donnés par :

1)

Jr, = / (272 — y2wlw)dt (4.87)
0
avec vy, > 0, pour le cas continu (t € IR).
2)
400
J2, = Z(ZTZ — yaw w) (4.88)
k=0

avec vq > 0, pour le cas discret (t € IN).

Définition 22 Le systéme linéaire proposé (4.78) est admissible via un filtre fonctionnel,
sl existe une loi de commande donnée par (4.82) vérifiant

i) Si w(t) =0,
lim (u(t) — Kyjz(t)) =0 (4.89)

t—o0

i1) Le vecteur d’état du systéme et Uerreur d’observation sont admissibles.

Alors, le probléme a étudier peut étre énoncé comme suit, :

Probléme 4 Notre objectif principal est de construire un correcteur via un filtre fonction-
nel Hy, (4.82), dans le domaine temporel et son équivalent dans le domaine fréquentiel,
tel que

i) Si w(t) =0,
lim (u(t) — Kyz(t)) =0 (4.90)

t—o0

i1) Le vecteur d’état du systéme et Uerreur d’observation (e = Kyx—u) sont admissibles

et satisfont un critére de performance Hy, ; JL, < 0 pour le cas continu et J2, < 0

pour le cas discret, avec v. > 0 et v4 > 0 donnés (voir (4.87) et (4.88)).

Notons que nous utilisons les notations suivantes, pour la synthese de retour d’état :

1) K; = K., pour le cas temps continu.

2) K; = Ky, pour le cas temps discret.
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4.3.2 Synthése d’un retour d’état H., : cas continu et cas discret

Nous proposons de résoudre le probléme de commande via un filtre H,, en deux
étapes. Dans une premiére étape, nous cherchons a determiner un gain de retour d’état
K pour la synthése d’une loi de commande vérifiant le point ¢) de la définition (22) pour
le sous-systéme (4.78a)-(4.78b). Ensuite, nous cherchons a déterminer dans une seconde
étape, un correcteur via un filtre fonctionnel (4.82) permettant de reconstruire cette loi
de commande et donc d’estimer uniquement une fonctionnelle de I'état utile pour la
commande.

a. Synthése de retour d’état : cas continu

al. Résultats préliminaires :
Considérons le systéme singulier LTT multivariable

Ei(t) = Ax(t)+ Dyw(t) (4.91a)
At) = L.a(t) (4.91b)

avec z(t) € IR" est le vecteur d’état, z(t) € IR™* est la sortie, et w(t) € IR™
représente les perturbations a énergie bornée. E, A, Dy et L, sont des matrices connues
de dimensions appropriées.

Nous donnons la définition suivante qui assure les conditions d’admissibilité pour un
systeme singulier.

Définition 23 1) La matrice (sE — A) (ou une paire (E, A)) est réguliere si det(sE —
A) n’est pas nulle.

IT) Pour une matrice (sE— A) réguliére, les valeurs propres finis de sE— A sont dites étre
les modes finies de (E, A). Supposons que Evy = 0. Alors les valeurs propres infinies
associés avec aur vecteurs principales généralisés vy satisfaisant Ev, = Avi_1,k =
1,2,3,...., sont les modes impulsive de (E, A).

I1T) Une paire (E, A) est admissible si elle est réquliére et ne posséde ni des modes
impulsifs ni des modes finis instables.

Dans le but d’assurer I’admissibilité et I’atténuation du critére de performance H,, du
systéme (4.91), nous considérons le lemme suivant :

Lemme 20 Le systeme (4.91) est admissible et satisfait le critére de performance H,
JL, <0 pour un v. > 0 donné s’il existe Y € IR"" telle que

1)

YE' = EYT >0 (4.92)
2)
YAT + AYT YL D,
YLD 421 0 | <0 (4.93)
DY 0 I
n
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Preuve 18 Appliquant [MKOS97] sur le systéme descriptif (4.91), l'admissibilité et le
critére de performance Ho, sont satisfaits s’il existe Y € IR™*", tel que

1)
YET =EYT >0 (4.94)

YAT + AYT + D,DI + F, <0 (4.95)

avec,
Fy = (YLD)(v2D(YLD)"
En appliquant le lemme de Schur [BEF94], la relation (4.95) est équivalente a (4.93)
et le lemme est par conséquent démontré.ll

a2. Synthése du gain de retour d’état :
Dans cette partie, nous remplagons u par K.z dans ((4.78a)-(4.78b)), nous obtenons
alors le systéme suivant

Ei(t) = (A+ BK.)xz(t) + Daw(t) (4.96a)
2(t) = L.x(t) (4.96Db)
Notons que systéme (4.96) est similaire & (4.91) de la partie 4.3.2. Par conséquent,

le lemme (20) peut étre appliqué sur (4.96) afin de pouvoir déterminer le gain de retour
d’état K. assurant ’admissibilité mais aussi I'atténuation du critére de performance H, :

Théoréme 21 [ESDM10d] Le systeme (4.96) est admissible et satisfait le critére de per-
formance Hy, J}, < 0 pour un . > 0 donné s’il existe des matrices Y et X telles que

1)

YE' =EYT >0 (4.97)
2)
(1,1) YLT D,
YLD —~21 0 | <0 (4.98)
DY 0 I
ol

(1,1) = AYT + YAT + BX + X' BT
Alors le gain K, est donné par

K.=X{Y"™ (4.99)
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Preuve 19 La LMI (4.98) est obtenue en remplacant A par A+BK. (comparer le systéme
(4.96) avec (4.91)) dans la LMI (4.93) et en supposant que X = K.Y*. Alors le théoréme
est bien démontré.l

b. Synthése de retour d’état : cas discret

Cette partie concerne la synthése d’un correcteur tel que le systéme en boucle fermé
est stable et la norme de la fonction de transfert de la boucle fermé est minimisée.

Pour cela, nous considérons le sous-systéme ((4.78a)-(4.78b)) (pour ¢t € IN)

Ex(t+1) = Ax(t)+ Bu(t) + Dow(t) (4.100a)
2(t) = L,x(t) (4.100Db)

Alors, en appliquant le correcteur u(t) = Ky x(t) au systéme (4.100), le systéme en
boucle fermé est donné par

FEx(t+1) = (A4 BKg)z(t) + Dyw(t) (4.101a)
z(t) = L,x(t) (4.101b)

Par conséquent la matrice de transfert du systéme en boucle fermé G, (z) d’entrées les
perturbations w(t) et de sorties z(t), est donnée par

G.w(2) = L.(2F — A— BKy) ' D, (4.102)

La solution du probléeme de commande H,., relative au cas discret, c’est a dire la
détermination du gain de retour d’état Ky tel que la contrainte Hu, ||G.uw(2)]lco < 7a,
pour un 7y, positif donné est vérifiée, est donnée par le lemme suivant :

Lemme 21 [XY00)

Il existe un correcteur par retour d’état u(t) = K4 x(t) telles que la contrainte Hy,,
|G .w(2)]|co < Va4, sOit satisfaite, s’il existe une matrice ® de dimension appropriée, une
matrice symétrique inversible Q, un scalaire € > 0 satisfaisant ¢; = Q! + ’VJQDQD;
U = BTQB + €l sont inversibles et les inégalités suivantes sont satisfaites

ETo'E >0 (4.103a)
ATQA -~ ATQBY'BTQA+ LTL, — ETp'E — ®'T® < 0 (4.103b)
il — D3 Dy > 0 (4.103c)
avec I' résulte de la décomposition de W selon la forme suivante
O 0
_yT
U=V [ 0 _T ] (4.104)

V' est une matrice orthogonale, © et I' sont des matrices diagonales symétriques définies
positives de dimensions appropriées. Dans ce cas, un correcteur par retour d’état judicieux
u(t) = Kq x(t) peut étre choisie tel que le gain de retour d’état est donné par

0

_ -1
K=V g

] — v 1BTQA (4.105)
u
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Jusqu’ a cette étape nous disposons des deux gains de retour d’état relative aux deux
cas continu et discret. Mais, nous supposons dés le départ que les états ne sont pas tous
accessibles. Nous proposons alors dans la suite, un correcteur via un filtre fonctionnel H.,
permettant de reconstruire les lois de commandes obtenues.

4.3.3 Synthése de correcteur via un filtre fonctionnel H,, dans le
domaine temporel : cas continu et cas discret

En utilisant le point ¢) relatif a la definition (22), nous définissons I’erreur d’observation
sulvante

e(t) = Kyz(t) —u(t) (4.106a)
= 1Bx(t) — o(t) — daw(t) (4.106b)
Y1 = Kiag+ Ke (4.107)
Yo = (Kibo + Kdo)Ds (4.108)

Alors, sa dynamique peut étre écrite en utilisant (4.78)) et (4.82)) comme suit

oe(t) = 1 FEox(t) —op(t) — aow(t) (4.109a)
+ (1B = Gu(t) + (V1 D2 — L1 D3 + Nipp)w(t) — aow(t)  (4.109b)

Le probléme de synthése du filtre fonctionnel H,, revient & déterminer les matrices N,
Ly, G et K telles que

i) le filtre (4.82) est non biaisé si w(t) = 0, c’est a dire il ne dépend pas explicitement
de I'état z(t) et de wu(t).

i) le filtre (4.82) est stable, i.e N est de Hurwitz.

iii) le critére de performance H,, est satisfait .

Le non biais du filtre est assuré si et seulement si I’equation de Sylvester suivante est
vérifiée

WA —LiC— Ny E=0 (4.110)
avec
WB—G=0 (4.111)

Afin de déterminer les matrices du filtre, nous appliquons la méme approche que dans le
chapitre 3 relative a l'estimation H,, d’une fonctionnelle de I’état.
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L’équation de Sylvester (4.110) peut étre écrite, en tenant compte de (4.107), (4.80)
et (4.81) comme suit

NKlaoE - KCOA + (Ll - NKdo)C = KlaoA (4112)
Posons

I'équation (4.112) peut se transformer en

KlaoE
[N — K J] CoA = KlaoA (4114)
C
Pour la résolution de (4.114), posons
N —K J =X (4.115)
Kl&oE
oA | =% (4.116)
C
KlagA =0 (41].7)
donc (4.114) devient
XY =06 (4.118)

Une fois la matrice X déterminée (voir (3.83)), aprés avoir vérifier I'equation de rang

(3.82), nous pouvons extraire les expressions des matrices du filtre fonctionnel N, Ly, G
et K.

En effet,
Iq
N = X[ 0 |=41-2B;, (4.119)
0
ou
]q
0
]q
Bll - ([2p+q - EZ+) 0 (4121)
0
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0
J - X 0 - AQQ - ZBQQ (4122)
Iy
avec
0
Ay = YT 0 (4.123)
Iy
0
Byy = (Ippq—XX7) | 0 (4.124)
Iy
et,
0
—K == X Ip = A33 - ZB33 (4125)
0
avec
0
Az = Oxt | I, (4.126)
0
0
ng - ([2p+q - EEJr) Ip (4127)
0

Une fois les matrices N, J et K sont obtenues, la matrice L; est déduite a partir de
(4.113). D’autre part, d’aprés (4.111) et (4.107), la matrice G satisfait

G = wlB = (K1a0 + KCO)B (4128)

Alors toutes les matrices intervenant dans la synthése du filtre fonctionnel sont maintenant
connues, si et seulement si la matrice Z est connue. D’autre part, la dynamique de ’erreur
d’estimation (4.109b) s’écrit

avec

ol

oe(t) = Ne(t) + aw(t) — Paow(t) (4.129)
a = w1D2+N¢2—L1D3 = —ZOZQ (4130)
—K1b0D3
o = K1a0D2 — @2+ COD2 (4131)
Dj

K1byDs
Qg = (IQ}H—q — EZ+) _COD2 (4132)
_D3

137



Chapitre 4. Synthése de commande via un filtre H., pour les systémes linéaires

et
Yo = (Kdo+ Kiby)Ds3 (4.133)
= Yo — Zihx (4.134)
avec
Vo1 = —AszdoDs + KiboDs (4.135)
Vo2 = —Bs3doDs (4.136)

Nous remarquons que la dynamique d’erreur (4.129) contient la dérivée (pour le cas
continu) w(t) ou le vecteur de perturbation avancé (pour le cas discret) w(t + 1). Pour
contourner ce probléme de dérivée de la perturbation, nous proposons de réécrire le sys-
téme d’erreur sous la forme d’un systéme descriptif. En effet, & partir de (4.129), nous
obtenons ce nouveau systéme singulier équivalent :

()(50) = (5 () (30 wam

e(t) = (I 0)( () ) (4.137b)

pi(t)
ou e(t) est erreur d’estimation et py(t) est tel que py(t) = w(t).
Soit,
I
pa = ( 0 %2 ) (4.138)
N « Ay —ZBn o —Za
A20 — ( 0 _I ) — < 11 0 11 1 _I 2 > (4139)
0
C=(I 0) (4.141)

et

x(t) = ( ;1(3) ) (4.142)

Par conséquent, le systéme singulier (4.137) s’écrit de la maniére suivante :

p20 ox(t) = Ao x(t) + Pao w(t) (4.143a)
e(t) = C x(t) (4.143b)

A ce stade, nous pouvons donner les deux méthodes de synthése du correcteur via un
filtre fonctionnel H.
Notons que nous utilisons les notations suivantes :
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1) Z = Z., pour le cas continu.

2) Z = Zg, pour le cas discret.

a. Synthése de correcteur via un filtre fonctionnel : cas continu

Avant d’appliquer le lemme (20) sur le systéme singulier (4.143), nous considérons que
le gain Z, satisfait la relation suivante

chgg == 0 (4144)

et ceci dans le but d’éviter (comme pour la synthése du filtre fonctionnel du chapitre
3) une matrice inconnue a déterminer Z. dans la matrice singuliére pyy (voir (4.138) et
(4.134)), dans le systéeme (4.143).

Alors il existe toujours une matrice Z., € IR?* 2P+ telle que

Zc - Zc1 ([ - ¢22¢;2) (4145)

Dans le théoréme suivant, le lemme 20 est utilisé pour determiner la matrice Z. paramé-
trant toutes les matrices du correcteur via un filtre H,, grace a la resolution de LMI.

Théoréme 22 [ESDM10d)
La paire (pao, Aao) est admissible et

W (s) = (I 0)(sp20 — Az0) " Baollos < Yex

pour un vy, > 0 si et seulement s’il existe X; = X{ >0 € IR, Xy = XT >0 € R™*™,
Vi € IR®YD*4 telles que les LMIs suivantes soient satisfaites

1)
X, X,L7 xI P%
= >
(P(n B > (LXlT pt )20 (4.146)

avec Py = v, X, LT, Py = ¢k X,

2)
P P XTLT I,
PL Py xT 0
<0 4.147
LXI X2 _7621]m1><m1 0 ( )
I, 0 0 -1,

avec LT = K1byDs, 0y = (I — opthy)T, et

Py = ALX, +XTAL - BLowYy, — Y 0l By,
Po = Xlay Y0t ay — XTL" + AL, X\ L7 + Py

PQQ = _BEGOELT
Py = —Xo— X7 +af X;L" + LX{ a1 + Pos
P03 = _agQOYiLT - LETQSQQ
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Le gain Z., est alors donné par
Ze = XY (4.148)

et le gain Z. est déduit & partir de la relation (4.145).1

Preuve 20 En appliquant le lemme (20) sur le systéme singulier (4.143) avec le complé-
ment de Schur |BEF94|, nous obtenons

1)
o =] >0 (4.149)

avec ®; = ph X

2)
Dy 4+ 07 (G5X)" (I 0)"
X =l 0 <0 (4.150)
(1 0) 0 I
avec ©y = AgOX
En posant
T
1 2
déterminés.

Notons que la matrice X n’est pas diagonale, ce qui n’est pas tres utilisé dans la
littérature. La structure diagonale est conservative et nous relaxons cette condition ici en
choisissant une structure non diagonale.

Utilisant (4.138), la relation (4.149) est équivalente a (4.146). Alors, remplacant Asg
et Boo dans (4.150), par leurs expressions (4.139), (4.140) et en utilisant (4.145), la LMI
(4.147) est satisfaite, avec Oy = (I — aothsy)" et Vi = Z1 X,

Une fois Z. est obtenue, les matrices du correcteur basé sur un filtre fonctionnel H
(4.82) sont alors calculées. En effet, N, G, K1, K, by, dg et L1 sont données respectivement
par (4.119), (4.111), (4.99), (4.125), (4.80), (4.81) et (4.122) aprés calculé J a partir de
(4.113).

b. Synthése de correcteur via un filtre fonctionnel : cas discret

v i 2 veaux ré :
Avant de continuer, nous tenons a rappeler ces nouveaux résultats sur le systéme
singulier discret dans le temps de la forme :

Ezx(t+1) = Ax(t) + Dyw(t) (4.151a)
y(t) = Cux(t) (4.151b)

pour t € IN, ol x est I’état, y est la mesure, et w est la perturbation; les matrices A, B
et C sont connues.
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Lemme 22 [ZXS508]
La paire (E, A) est admissible, si et seulement s’il existe une matrice définie positive P
et une matrice symétrique S tel que

AT(P - EHT'SENA - ETPE <0 (4.152)
|

Lemme 23 [ZXS08]

La paire (E, A) est admissible et || Tyw(2)]loo < Yay (Tyw(2) = C(2E — A)™*Dy), ou le
systeme singulier est considéré régulier, si et seulement s’il existe une matrice définie
positive P et une matrice symétrique S telles que

(I)ll (I)l2
{ T, by, } <0 (4.153)
avec
&, = AN(P-FE'SEHA-E'PE+CTC (4.154a)
®,, = AT(P-ESEHD, (4.154b)
Dy = —5 Im, + D3 (P — E"SE)D,. (4.154c)
|

En définissant les matrices singuliéres suivante :

o-[§ 5 o [§ ]

Nous obtenons, le systéme descriptif équivalent au (4.143), donné par

pa X(k+1) = Ay x(k) + B2 w(k) (4.155a)
e(k) = Cix(k) (4.155b)
avec
pa1 = Qpy &= [ % 8 } (4'156)
Ay = Q Ay & = [ ](\)[ s } (4.157)
Bor = By = [ —]\i¢[2 e ] (4.158)
G, = Co=[1, —v ] (4.159)

Nous remarquons que la matrice (91, voir (4.158), contient le terme —Nwy qui est
non linéaire par rapport a Z;. Afin d’éviter ce probléme et de maniére analogue au cas
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continu, nous supposons que Zgisy = 0; Ce qui implique 'existence d’'une matrice Zg,
telle que la relation suivante est vérifiée.

Zg = Za, (I — ha2v3;) (4.160)

Dans ce cas les matrices N, « et 1), implémentées dans la synthése du filtre fonctionnel,
voir (4.119), (4.153) et (4.134), deviennent

N = AH — Zd1§ (4161&)
o = a1 — ZayGi (4.161b)
Yo = Y (4.161c)
ou
g = (I —a5)Bn (4.162)
Gio= (I —haoibiy) e (4.163)

Dans le théoréme suivant, une approche LMI est utilisée permettant d’obtenir la ma-
trice de gain Z; paramétrant les matrices du filtre :

Théoréme 23 [ESDM10d)

La paire (pa1, Ag) est admissible et || Twe(2)]|oo = [|C1(2p21 — A21) 62100 < Va, 87l
existe Y € IR”®P+D - des matrices définies positives P, € IR?Y, Py € IR™*™ et une
matrice symétrique S € IR™ ™ telles que la LMI suivante est satisfaite pour un ~vq, > 0
donné

-P+1; =Y 0 Py P3g
(=)™ Pu S LP Py
0 S Pps Piag P <0 (4164)
P, PLT PL —P, —PL"
Pligo P, Plj;lo —LPIT -Pb

avec
Py = —S+59n (4.165)
Pos = =S —=751m, (4.166)
Py = Aiplpfr —g'yT (4.167)
Py = ALPLT—g'YTL" (4.168)
Pig = —pp ALP + 45,57 Y + P (4.169)
P = of Pl — @'Y — LP! (4.170)
Py = —Yg AL PIL" +43,g"YTL" + Py (4.171)
Py = ofP'LY —gTY"'L" — P (4.172)

Le gain Zg, est alors donné par Zg, = P;'Y .1
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Preuve 21 En appliquant le lemma (23) au systéme (4.155), le probleme de filtrage H
est résolu, i.e, ||Te(2)|oo = [|Ci(zp21 — A21) Boilloe < Yar 0% Twe(z) est la matrice
de transfert discrete entre w(z) et e(z), s’il existe une matrice définie positive P et une
matrice symétrique S tel que

®11 ®12
<0 4.173
{ oY, Dy 1 ( )

avec,

Py = Ale(P - P2L1TSP2L1>A21 - Pglppﬂ + Ofcl
P12 = Agl(P - PleTSPle)ﬁm
Py = —7511«1 + 52T1(P - P2L1T502Ll)521-

D’autre part, d’apres les expressions des matrices Asy, Bo1 et po1 données respectivement
par (4.157), (4.158) et (4.156), nous pouvons écrire que :

P2 = [ Omixg Iy | = pi A (4.174)
et
par Bor = — I, (4.175)

Alors, les matrices @11, P19 et oy deviennent
1 = Ay PAy — pyi Spyy — p Pon + CTCy
Py = AL PBy +py S
Doy = _7§1Iq + B3, PBn — S.

Par suite, en utilisant le lemme de Schur (voir [BEF9]), la relation (4.173) peut étre
écrite de maniére analogue selon

—pai Spar — pay Ppar + O Cy pai S ALP

Sph —S =221, BLP | <0 (4.176)
PA21 PﬁQl —-P
P, PLT

En supposant P = LT = KibyDs et py; = [ 0 I ], il vient

LP, P
de suite que la LMI proposée (4.164) est satisfaite en remplacant les matrices psy, Aai,
Pa1 et Cy avec leurs expressions respectives (4.156), (4.157), (4.158) et (4.159) en tenant
compte de (4.161) avec Y = P, Z;, .1

4.3.4 Synthése de correcteur via un filtre fonctionnel H,, dans le
domaine fréquentiel : cas continu et cas discret

Dans cette section, nous proposons de donner une description fréquentielle du correc-
teur via un filtre fonctionnel H,, synthétisée dans le domaine temporel, en appliquant
I'approche de factorisation (voir [Vid85]) (voir aussi [DFG90)).
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Notons que dans cette partie, nous utilisons les notations suivantes :

S s, pour le cas cqntz'nu (4.177)
z, pour le cas discret

Le théoréme suivant donne une description fréquentielle du correcteur via le filtre
fonctionnel (4.82). Cette représentation entrée-sortie pourra permettre une implémenta-
tion plus aisée dans le domaine fréquentiel lorsque nous nous trouvons dans une situation
ou celle-ci est indiquée. (De plus elle donne l'opportunité d’avoir plus de degrés de liberté
dans la synthese.)

Théoréme 24 [ESDM10d]

Une représentation dans le domaine fréquentiel du correcteur via un filtre fonctionnel
H. (4.82), obtenue a partir du domaine temporel (continu et discret), en utilisant les
factorizations (MFDs) copremiéres entre elles, suivantes :

)

(011, — N)'G = M (o1) Ny (o) (4.178)
)
(011, — N) 'Ly + Fy = My (1) Ny(oy) (4.179)
avec Fy = Kby + Kd.
est donnée par,
u(or) = [ (L= M (o1)Ni(o1)) ™" x M (1) Na(01) ] x y(o1) (4.180)
avec,
M) = [Ng =R I I],
Ni(oy) = [Np Grp I 0],
et

No(oy) = [Np Hg I F,]

ot Np=N—R, Gr=G, Hp = L1 — RF5,, R est telle que Ng est stable.l

Preuve 22 En prenant la transformée de (Laplace ou z) de (4.82a), nous obtenons
o(o1) = (0o — N) 'Ly y(o1) + (011 — N)'G u(oy) (4.181)

alors, en remplagant (4.181) dans la transformée de Laplace ou transformée en z (4.82b),
nous aurons

u(oy) = [(o1f = N) 'Ly + (Kiby + Kdy)] y(o1) + (011 — N)7'G u(oy) (4.182)

En se basant sur la paragraphe (1.2) du premier chapitre, nous proposons de faire les
factorisations suivantes :
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a)

(o1 — N)'G = M (01) Ny (01) (4.183)
M(oy) = [Np =R I I] (4.184)
Ni(o1) = [Np Gp I 0] (4.185)

Nr =N — R et Gg = G, la matrice R est telle que N est stable.

b)
(o1 — N) 'Ly + Fy = My (07)No(oy) (4.186)
My(oy) = [ Ng —R I I]= M) (4.187)
No(oy) = [Np Hp I F| (4.188)

ol HR:Ll—RFQ.

En remplagant les équations (4.183), (4.186) dans (4.182), et en tenant compte que
nous avons a partir de (4.187), My(o1) = My(01), le théoréme est bien démontré. R

Dans la suite nous présentons une application numérique permettant de valider 1’ap-
proche proposée. Notons que nous avons considéré uniquement le cas continu en simula-
tion.

4.3.5 Exemple d’application

Soit le systéme présenté dans la section (4.3.1), avec

0 0 1 1 1 1 1 8 0.1
E=]-01 -09 0,A=] 0 —-04 0|,B=|11/|,Dy=102 [,
0 0 O 0.1 —-05 1 1 8 0.3
0 21
L,= {_1 5 2},0: [1 0 03]etD3=0.1.
Sous ’hypotheése 7, nous obtenons :
—0.3000  0.0000 O 1.0000
ag=| 0.0334 —1.1111 0 |,by= | —0.1111 [, ¢o=[0 0 1.0000 | et do = 0.
1.0000  —0.0000 0 0.0000
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1.1 - Synthése du gain de retour d’état
Nous nous proposons maintenant de donner le gain de retour d’état K. assurant 1’ad-
missibilité et 'atténuation du critére H, selon théoréme (21). Pour v, = 7, ce gain est

donné par
—2.6096 1.2465  3.4183
Ke = 2.2092 —5.4217 —5.1172] (4.189)
o,
351.5048 —186.7470 365.3948 08.0852 —0.0267 51.2458
Y = | —186.7470 86.0821  —176.5940 |, X = 807541 24.3871 —6%.9651
365.3948 —176.5940 358.3305 ’ ’ ’

1.2 - Synthése du correcteur basé sur un filtre
Il s’agit ici de chercher un filtre fonctionnel H,, qui va permettre d’entirer le retour

d’état K.x. En appliquant la procédure proposée dans la paragraphe (4.3.3), nous obte-

nons :
1)
0.1385  1.2465  4.2428
~0.6024 —5.4216 —5.9610
> 0.1000 —0.5000 1.0000 (4.190)
10000 0 0.3000
4.2428 47968  4.2428
© [—5.9610 —8.3707 —5.9610] (4.191)
2)
~0.7317 —1.0504
Au = { 1.4626  1.8464 } (4.192)
0.2039  0.0828
0.0828  0.0336
B = | _03806 —0.1582 (4.193)
0.0606  0.0246
0.0781
~0.3099 0.0317
@z { 1.1248 } 27 —0.1492 (4.194)
0.0232
~0.3896
—0.1582 ~0.0283
B = | 07445 ’A33_{ 0.3663 ] (4.195)
~0.1158
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3) Alors, en résolvant les LMIs proposés (4.146) et (4.147), pour un 7., = 5, le gain Z,
est donné par

7 — 10% x —1.6234 19198 —0.2597 1.2847
© 3.0087 —3.5579 0.4810 —2.3810

d’ot, les matrices du filtre sont données par

v [ -709893 —295850 ] [ -17.0705) e [ 01314 —10413
= | 1304818 542467 |17 | 332642 |07 02462 1.9278
—134.2307
ot K‘[ 246.1834 ]

Donc, la description temporel proposée du correcteur basé via un filtre fonctionnel H.,
d’ordre 2 est obtenue.

Les figures ((4.4) - (4.6)) montrent le comportement temporel du correcteur via un
filtre H,, proposé.

F1G. 4.4 — Le comportement de la perturbation utilisée w(t)

Magnitude

~10 . . . . .
o 10 20 30 40 50 60
Time (sec)

F1G. 4.5 — Le comportement de la premiére composante de I'erreur d’estimation e()
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20

Magnitude
e
4l S

)
T

30
Time (sec)

F1G. 4.6 — Le comportement de la seconde composante de l’erreur d’estimation e(t)

2 - Synthése fréquentielle du correcteur basé sur un filtre fonctionnel

D’aprés la section (4.3.4), la description fréquentielle, équivalente, a celle obtenue dans
le domaine temporel du correcteur via un filtre fonctionnel est réduite a déterminer les
matrices polynomiales M;(s), Ni(s) et Ny(s) tel que les MFDs copremiéres a gauche
(4.178), (4.179) sont satisfaites.

En utilisant I'approche de factorisation (voir [DFG90]), ot nous choisissons R =

10
{ 01 ], nous obtenons

)

) 1
M —
1(8) = 3 574265 27 11139 <
2 + 17.74265 + 80.358 29.585
—130.4818 2+ 17.74265 — 44.8779
2)
Ny(s) = 1 y
W)= 2 1874265 + 27.11139
—131.4s — 287.21062 —1041.3s — 1588.174
946.25 + 578.4571  1927.85 + 2910.27
3)

1

s2+ 18.74265 + 27.11139
9748152 — 65.9295 — 207.5027
2.8116s% + 83.14939s + 386.634

NQ(S) =

Dong, il vient de suite que la description fréquentielle proposée (4.180) du correcteur
via un filtre fonctionnel H., est déterminée.
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L’erreur d’estimation fréquentiel, noté e(s), obéit donc a

e(s) = K.xz(s) —u(s)
1 0.2748s? — 33.8021s — 18.68 w(s)
s2 4+ 16.7426s + 9.4 | —0.2812s + 66.42565 + 36.2119

L’erreur d’estimation fréquentiel est bien stable.
Finalement, la figure (4.7) montrent le comportement fréquentiel du correcteur via un
filtre H,, synthétisé dans le domaine temporel, et alors I'efficacité de notre approche.

Singular Values

15

s ((

Singular Values

-0 -1 1 2 a
10 10° 10 10 10° 10
Frequency (radisec)

F1G. 4.7 — Représentation de la SVD du transfert entre w(s) et e(s)
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4.4 Conclusion

Nous avons proposé dans le premier volet du chapitre, une méthode de synthéese d'une
commande via un filtre H,, d’ordre plein directement dans le domaine fréquentiel, pour
des systémes linéaires standards sujet a des perturbations & énergie bornée. En effet, la
description polynomiale du correcteur est obtenue aprés la détermination des deux ma-
trices polynomiales paramétrant dans le domaine fréquentiel, une commande par retour
d’état ainsi que les dynamiques de I'observateur. La MFD copremiére a gauche caractéri-
sant le correcteur via un filtre H,, est déterminée en résolvant une équation diophantine
caractéristique du systéme de commande en boucle fermée. Un algorithme résumant les
différents étapes de synthése est alors proposé.

Dans le second volet du chapitre, nous avons considéré le probléme de la commande
via un filtre H., aussi bien dans le domaine temporel que fréquentiel. De plus, nous avons
considéré les deux cas continu et discret. Il s’agit ici en fait d’une validation des méthodes
d’estimation déja proposées. En effet, nous avons appliqué les résultats relatif au filtrage
fonctionnel H, développés dans le chapitre 3 a la commande via un filtre aussi bien dans
le domaine temporel que fréquentiel. Pour la synthése temporelle, et aprés avoir construit
un retour d’état adéquat pour une commande H,, nous utilisons 'approche filtrage fonc-
tionnel, pour proposer des correcteurs via un filtre H,, qui permet de reconstruire ce retour
d’état. Nous tenons a noter que la sortie du filtre est bien la commande & estimer, d’ou
I'avantage d’utiliser filtres fonctionnels (I'ordre est réduit). Ensuite, en utilisant ’approche
de factorisation et en proposant des descriptions matricielles fractionnaires copremiéres a
gauche adéquates, une description fréquentielle du correcteur via un filtre H,, synthétisé
dans le domaine temporel est bien déterminée. La derniére partie du chapitre est consacré
a une application numérique permettant d’illustrer 'efficacité de notre approche.
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Nous nous sommes intéressés tout au long de nos travaux, a l’estimation mais aussi
a la commande basée-observateur dans les domaines temporel et fréquentiel des systémes
linéaires et plus généralement des systémes linéaires algébro-différentiels (singuliers) dans
le cas continu et discret.

Le fil conducteur de notre démarche a été de proposer des résultats facilement implé-
mentables et de couvrir la classe la plus large possible des systémes linéaires. Ainsi nous
avons commencé a traiter le cas ou le systéme linéaire considéré n’est pas soumis a 'effet
des perturbations extérieures, nous parlons dans ce cas d’observateurs standards. Et ceci,
par rappeler quelques notions et définitions structurelles utiles pour I'observation d’état
dans les domaines temporel et fréquentiel, pour passer aprées a 1’étude du probléme d’ob-
servation pour les systémes linéaires. Nous nous sommes intéressés d’abord, a la synthese
d’observateurs standards, d’ordre plein et réduit. Ensuite, nous avons abordé le probléme
d’observation d’une fonctionnelle de 1’état aussi bien dans le domaine temporel que fré-
quentiel. Puis, nous avons étendu le probléme d’observation & la classe la plus générale
des systéemes linéaires appelés systémes singuliers, en traitant le cas d’ordre plein ainsi
que 'ordre réduit. Enfin, nous avons présenté une méthode de synthése d’un correcteur
basé sur un observateur standard d’ordre plein directement dans le domaine fréquentiel,
pour les systémes linéaires standards, caractérisé par une MFD copremiére a gauche, sans
passer par le domaine temporel, en établissant les relations nécessaires a cette syntheése
et qui permettent de passer du domaine fréquentiel & celui temporel et vice versa. Une
application numérique qui illustre la méthode de synthése fréquentiel directe du correcteur
basé observateur est donnée.

Ensuite, nous avons proposé des résultats sur la synthése d’observateurs a entrées in-
connues pour les systémes sans et avec retard, en utilisant des LMIs pour obtenir le gain de
I'observateur. Nous cherchons ici & éliminer 'effet des entrées inconnues sur la dynamique
de I'erreur d’observation. La majorité de nos résultats sont basées sur la résolution de LMI
et s’adressent aussi bien aux systémes linéaires standards qu’aux systémes plus généraux
appelés singuliers ou descriptifs. L’approche LMI est en fait déduite des différents lemmes
bornés qui eux mémes se basent sur l'approche Lyapunov. Pour le cas avec retard, une
fonction de Lyapunov de type Lyapunov krasovskii est utilisée permettant de déterminer
la matrice de gain paramétrant toutes les matrices de ’observateurs a entrées inconnues.
Une description fréquentielle de cet observateur & entrées inconnues est obtenue en utili-
sant I’approche de factorisation relative aux matrices de transfert présentant un retard.
Un exemple numérique est proposé, permettant de valider I’approche proposée.

Puis, nous avons proposé des filtres qui permettent d’assurer, en plus de la stabilité,
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une performance H,, c’est & dire une atténuation des perturbations entre les perturba-
tions a énergie bornée considérées et les différentes erreurs d’estimation. L’approche H,
nous permet d’éviter la contrainte de découplage entre les entrées inconnues et l’erreur
d’estimation. Ainsi, en utilisant la condition de non biais, c’est & dire que la dynamique de
Ierreur du filtre ne dépend pas explicitement de 'etat z(¢) du systéme et de 'entrée u(t),
et par suite de résoudre une équation de Sylvester sous contrainte, nous arrivons dans
le cas du filtrage, comme dans le cas d’observateurs a entrées inconnues, a réécrire cette
équation sous une forme compacte qui admet une solution, & condition de vérifier une
relation de rang. Lorsque cette relation est remplie, toutes les matrices du filtre sont alors
paramétrées via une matrice de gain unique. Cependant la réécriture de la dynamique de
Ierreur d’estimation en utilisant ce gain fait apparaitre la dérivée de la perturbation qui
était traitée antérieurement en imposant une contrainte sur les matrices du filtre ou en
introduisant une nouvelle norme plus conservative.

L’un des principaux apports de notre travail a été de proposer une nouvelle réécriture
de la dynamique de I'erreur d’estimation pour relaxer ces contraintes en mettant le systéme
d’erreur sous forme singuliére. Nous avons alors utilisé des lemmes bornés réels pour les
systémes singuliers, eux méme déduites de 'approche fonction de Lyapunov, pour mettre
la solution du probléme (gain Z) sous forme de la résolution de LMI. Toutes les matrices
du filtre sont alors déduites une fois le gain déterminée. Puis différents exemples numé-
riques nous ont permis de valider nos résultats. Ensuite nous nous sommes fixés comme
objectif de mettre (ces observateurs et) filtre H,, sous forme fréquentielle. En effet, sou-
vent, notamment lorsque l'implémentation 1’exige et aussi pour pouvoir éventuellement
utiliser les degrés de libertés en plus fournis par I’approche fréquentielle, cette représenta-
tion peut étre la mieux indiquée (représentation entrée-sortie). Ainsi, nous avons utilisée
des MFDs judicieuses des matrices du filtres, la relation qui permet de relier le com-
portement dynamique d’un filtre entre le domaine temporel et fréquentiel et en utilisant
I’approche de factorisation, une description polynomiale du filtre est ainsi obtenue. Les
approches proposées ont été testées sur des exemples de simulation.

Enfin, la derniére partie de ce rapport, est consacrée a la synthése de commande-basée
observateur en appliquant les méthodes d’estimation et de filtrage de 1’état déja propo-
sées. En se basant sur les travaux de Hippe et Deutcher [HD09|, une proposition d’une
méthode de synthése directe d’'une commande basée sur un filtre H,, dans le domaine
fréquentiel pour des systémes linéaires sujet a des perturbations & énergie bornée, sans
passer par le domaine temporel, est présentée. Le correcteur est caractérisé par une MFD
copremiére & gauche et les matrices polynomiales intervenant dans cette factorisation sont
déterminées a partir des données disponibles, & savoir les deux matrices polynomiales pa-
ramétrant la commande par retour d’état ainsi que la dynamique de 1'observateur utilisé,
en résolvant un équation diophantienne. Et dans la derniére partie du chapitre nous nous
sommes intéressés plus particulierement au cas de systémes singuliers, ol nous avons ap-
pliqué nos résultats relatif au filtrage fonctionnel & la commande via un filtre H,,. Ainsi,
aprés avoir construit un retour d’état adéquat pour une commande de type H.,, nous
utilisons ’approche filtrage fonctionnel pour proposer des correcteurs via un filtre H,, qui
permettent de reconstruire ce retour d’état. Notre approche permet de réduire 'ordre du
correcteur via un filtre H,, du fait que le filtre fonctionnel synthétisé est de méme ordre
que la fonctionnelle & estimer, c’est a dire la dimension de 'entrée de commande u(t). Les
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résultats ont été fournis aussi bien pour les systémes a temps continu que discret dans
le domaine temporel. Puis a la suite de chaque approche temporelle nous avons proposé
aussi une approche fréquentielle de syntheése de ces différents observateurs ou correcteurs
via un filtre H,, basée sur I’approche de factorisation et ceci en proposant des descriptions
matricielles fractionnaires (MFDs) adéquates.

L’utilisateur dispose ainsi de deux approches a sa disposition selon ses besoins. Cela
est d’autant plus important que nous savons que ’approche fréquentielle est celle qui
traduit le mieux le comportent entrée-sortie d’un systéme caractérisé par sa matrice de
transfert. De plus cette approche offre des degrés de liberté additionnels qui peuvent étre
utilisés pour d’autres spécifications telles que la robustesse par exemple.

Nos travaux de thése sont, & notre connaissance, parmi les premiers travaux de thése a
essayer de faire un lien direct entre les approches temporelles et fréquentielles. Nous avons
ainsi de nombreux sujets de recherche. En effet, comme perspectives, nous proposons de
rajouter d’autres critéres (placement de pole, rapidité...) dans la synthése des filtres H
et aussi considérer des incertitudes paramétriques. Il serait intéressant aussi d’essayer de
voir dans quelles conditions elles seraient équivalentes. Comparer la méthode de synthése
fréquentielle directe & celle obtenue & partir de la méthode temporelle. Un autre point
serait d’exploiter les degrés de liberté additionnels apportées par le domaine fréquentiel.
Enfin, penser & une méthode de synthése fréquentielle directe d’'une commande basée sur
un observateur ou filtre fonctionnel.
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Résumé

Dans ce mémoire, nous nous sommes intéressés aux problémes d’estimation, de fil-
trage H,, mais aussi a la commande via un observateur dans les domaines temporel et
fréquentiel, aussi bien pour les systémes linéaires standards que pour les systémes algébro-
différentiels plus généraux appelés systémes singuliers.

Le fil conducteur de notre démarche a été de proposer des résultats facilement implé-
mentables et de couvrir la classe la plus large possible des systémes linéaires. Ainsi, nous
avons commencé notre travail en proposant des méthodes de synthése d’observateurs a
entrées inconnues pour des systémes sans et avec retard, sujet a des entrées totalement
inconnues. Nous cherchons ici a éliminer I'effet des entrées inconnues sur la dynamique de
I’erreur d’observation. La synthése temporelle est basée sur des LMIs permettant de dé-
terminer la matrice de gain paramétrant toutes les matrices de l'observateur. L’approche
LMI est en fait déduite de différents lemmes bornés qui eux mémes se basent sur l'ap-
proche Lyapunov. La synthése fréquentielle est déduite de celle temporelle en proposant
des MFDs judicieuses et en utilisant ’approche de factorisation.

Ensuite, nous avons proposé des filtres qui permettent d’assurer, en plus de la stabilité,
un critére de performance H.,, c’est a dire que nous cherchons a atténuer 'effet des per-
turbations, supposées étre inconnues mais a énergie bornée, sur la dynamique de 'erreur
d’estimation. L’un des principaux apports de nos travaux, a été de proposer une nouvelle
écriture de la dynamique de 'erreur d’estimation sous forme singuliéres afin de contourner
le probléme de ’apparition de la dérivée des perturbations dans la dynamique de I’erreur
d’estimation. Ainsi, nous sommes arrivés a relaxer les contraintes qui existent générale-
ment sur les matrices des filtres non biaisés synthétisés; c’est a dire, des filtres dont la
dynamique de 'erreur d’estimation ne dépend pas explicitement de I'état x(t) du systéme
et de l'entrée u(t). La méthode fréquentielle est déduite de celle temporelle en utilisant
I’approche de factorisation. Il est a noter que cette description fréquentielle, entrée-sortie,
pourra permettre une implémentation aisée dans le domaine fréquentiel lorsque nous nous
trouvons dans une situation ou celle-ci est la plus indiquée.

Enfin, nous nous sommes intéressés a I'application des méthodes d’estimation propo-
sées dans le cadre de la commande. En effet, dans un premier temps, nous proposons une
synthése directe d’'une commande basée sur un filtre H,, directement dans le domaine
fréquentiel pour des systémes linéaires standards. Ensuite, nous nous focalisons sur les
systémes singuliers aussi bien dans le cas continu que discret et nous proposons de dé-
terminer des lois de commande en utilisant un filtre fonctionnel qui satisfait un critére
de performance H,,. En effet, nous cherchons d’abord a calculer le gain de retour d’état
qui nous permet de remplir les spécifications du systéme bouclé (stabilité,...). Puis, nous
synthétisons un filtre qui a pour but de fournir en sortie une estimée de ce retour d’état.

Mots-clés: Observation, Filtrage H.,, Non biais, Systéme linéaire, Domaine temporel,
Domaine fréquentiel, LMIs, MFDs.
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Abstract

In this dissertation, we investigated the problems of the estimation but also the
controller based-observer design in the time and frequency domains, for both standard
linear systems and more general systems algebro-differentials ones also called singular
systems.

The goal of our approach is to propose easily implementable results and to cover the
largest possible class of linear systems. So, we began to propose methods for unknown
inputs observers design for linear systems without and with delay, subject to unknown
inputs which can result from noise, sensors and actuators faults ... We search here to
decouple the unknown inputs and the dynamics of the observation error. The time domain
method is based on LMIs permitting to find the gain matrix implemented in the observer
matrices. The LMI approach is deduced from various bounded lemmas which themselves
are based on Lyapunov approach. The frequency domain synthesis is derived from time
domain results by defining suitable MFDs and using the factorization approach.

We then propose, filters that permits to ensure, in addition to the stability, an H.,
performance criteria, i.e we search to attenuate the perturbations effect, supposed un-
known but of bounded energy, on the dynamics of the estimation error. One of the main
contributions of our work, is to propose a new writing of the error dynamics in a singular
form in order to avoid the time derivative of the disturbance in the error dynamics. So,
the constraints that generally exist on the matrices of synthesized unbiased filters can
be relaxed, i.e filters, that they do not depend explicitly on the state z(t) of the system
and on the input wu(t). The frequency method is deduced from time domain approach by
using the factorisation approach. It should be noted that this frequency domain descrip-
tion, (input-output) representation, may allow an easy implementation in the frequency
domain when it is recommended.

Finally, we apply the proposed estimation methods to control purpose. In fact, in a
first part, we propose a new direct synthesis of a controller based on a H,, filter directly
in the frequency domain for standard linear systems. Then, we focus our attention on
singular systems for both continuous and discrete cases and we propose to search for a
linear control law using a functional filter which ensures an H, performance criteria. Our
approach is obtained into two steps. In fact, first, we search for a linear control law which
ensures some specifications for the closed loop system (stability,...). The state feedback is
seen as a functional of the state and is then estimated using our previous results on the
H, filtering.

Keywords: Observation, H,, Filter, Unbiasedness, Linear system, Time domain, Fre-
quency domain, LMIs, MFDs.
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