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Symboles et abbréviations

Ensembles
R, C I'ensemble des nombres réels (resp. complexes)
R, I'ensemble des nombres réels non négatifs R, = [0, co)
R", C" espace réel (resp. complexe) euclidien de dimension n

R™™, €™ ensemble des matrices réelles (resp. complexes) de dimension n x m

Sous-espaces de fonctions

f)>0 la fonction f(.) est définie positive
f() <0 la fonction f(.) est définie non positive
fl)<o0 la fonction f(.) est définie négative
fb)=0 la fonction f(.) est définie non négative
(X,Y) = X"Y est le produit scalaire des vecteurs X et YV
C*(R;R) ensemble des fonctions f(x) de R dans IR qui sont continiiment
dérivables £ fois
Normes
|l.|  norme euclidienne d’'un vecteur ou norme spectrale d’une matrice

par rapport & (F) e o)
||z||, norme L. du signal z € £.]0,00)
|lz||, norme £, du signal z € £,]0, c0)

|G|, norme H., du systéme continu G(s)

Matrices, opérations et relations matricielles



Symboles et abbréviations

P>0, P>0 matrice P symétrique définie (resp. semi-définie) positive
P>Q,P>Q P—Q>0 (resp. P—Q >0) pour P, ) symétriques € R"*"
tr(A) trace de A € R™™"

rang(A) rang de A € R"™

det(A) déterminant de A € R™™"

Im(A) espace image de A : {y tel que y = Az}

Re(A) partie réelle de A

(A)ix (i, k)™ élément de A

At matrice Z telle que AZ =0 et [A” Z] de rang maximal

ker(A) noyau de A : {z tel que Az = 0}

A(A) valeurs propres de A € R"*"

Amax(A); Amin(A) valeur propre de module maximal (resp. minimal) de A € R™*"
AT AT transposée de A (resp. de l'inverse de A) € R"*™

A inverse de A € C"*", det(A) # 0

At pseudo-inverse de A € R™™™ vérifiant AATA = A

1,0 matrice identité (resp. nulle) de dimension appropriée

L., Onxm matrice identité (resp. nulle) de dimension n x n (resp. n x m)
diag(A,,...,A,) matrice diagonale constituée avec les éléménts de la diagonale des

matrices A, € R™", i=1,...,p

bdiag(A,, ..., A,) matrice bloc-diagonale constituée avec A,,..., A, (4, € C"™)
matrices A, € C" i=1,...,p

A, Ay

(L2)" A matrice partitionnée telle que le symbole (1,2)" représente le
) 22

transposé du bloc (1,2), soit A%,



Introduction

Les systémes algébro-différentiels ou systémes singuliers peuvent étre considérés comme
une généralisation des systémes dynamiques. Ils constituent un puissant outil de modéli-
sation dans la mesure ou ils peuvent décrire des processus régis a la fois par des équations
différentielles (dynamiques) et des équations algébriques (statiques). Ce formalisme repré-
sente les phénomeénes physiques dont le modéle ne peut pas étre décrit par des équations
différentielles ordinaires. On les rencontre dans des domaines aussi variés que les industries
chimiques et minérales, la robotique et le domaine électrique.

Au cours des derniéres décennies, une partie importante des activités de recherche en
automatique s’est focalisée sur le probléme de I'observation de I'état des systémes dyna-
miques non linéaires. Ceci est motivé par le fait que I'estimation de 1’état est une étape
importante voire indispensable pour la synthése de lois de commande, pour le diagnostic
ou la supervision des systémes industriels. Les premiéres approches utilisées pour 1'esti-
mation de I'état des systémes dynamiques non linéaires sont basées sur des techniques
d’approximation. Citons le Filtre de Kalman Etendu. Le gain de l’estimateur est cal-
culé, & chaque instant, par rapport & une approximation au premier ordre de I’équation
de I'é¢tat et de ’équation de mesure. Dans de nombreux cas pratiques, cette approche
donne des résultats relativement satisfaisants. La deuxiéme approche concerne la classe
des systémes non linéaires composés d’une partie non linéaire remplissant la condition de
Lipschitz et une partie linéaire supposée observable. Cette technique a ’avantage d’étre
simple a implanter car le gain de l'observateur, s’il existe, est constant. Cependant, les
conditions de convergence sont fortement restrictives et ne concernent que les systémes
avec des constantes de Lipschitz trés faibles. La derniére approche consiste a se ramener
a un systéme linéaire ou bilinéaire modulo une injection de sortie par un changement de
coordonnées non linéaire. Ces approches s’appliquent sous des conditions restrictives de
linéarisation ou de bi-linéarisation, d’autant plus que la robustesse aux perturbations et
aux incertitudes a été peu étudiée.

D’autre part, le probleme de la synthése d’observateur pour les systémes singuliers li-
néaires a été traité par de nombreux chercheurs. Les approches proposées considérent des
observateurs singuliers ou standards en utilisant le concept de la décomposition en valeurs
singuliéres et de la matrice inverse généralisées. Néanmoins, si les problémes d’analyse et
de commande des systémes linéaires singuliers ont été bien étudiés dans la littérature, le
domaine des systémes singuliers non linéaires est trés peu abordé par la communauté au-
tomaticienne, malgré son intérét pratique. Nous avons constaté quelques extensions éten-
dues des approches développées dans le cas des systémes standards tels que 'utilisation du
filtre de Kalman, des observateurs asymptotiques locaux en utilisant une transformation
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de coordonnée. De plus, une approche de conception d’observateur d’ordre réduit est déve-
loppée en se basant sur la résolution des équations de Sylvester généralisée. Une extension
a été proposée par G.Lu et D.W.C.Ho pour une classe de systémes singuliers non linéaires
Lipschitziens, dont 'observateur proposé a une forme de systéme singulier. Récemment,
une nouvelle méthode a été proposée par Darouach et al, pour une classe de systémes
singuliers non linéaires Lipschitziens, 'observateur proposé a une forme standard.

Dans ce contexte, nous avons mené des travaux de recherche sur ’estimation de 1’état
pour une classe de systémes singuliers bilinéaires et pour une classe de systémes singuliers
non linéaires. Pour la classe des systémes singuliers bilinéaires nous proposons un obser-
vateur d’ordre réduit standard. L’approche est basée sur la considération des bi-linéarités
comme des incertitudes structurées bornées en normes. Cette formulation nous permet
de réécrire la dynamique de 1"erreur d’observation sous forme d’inclusion différentielle li-
néaire indépendante de I’état du systéme, ce qui nous permet d’appliquer les différentes
techniques de convergence exponentielle et de 'atténuation du gain H.. La deuxiéme
contribution de ce mémoire concerne la synthése d’observateur d’ordre réduit pour une
classe de systémes singuliers non linéaire Lipschitziens. L’observateur proposé est un ob-
servateur standard. La synthése repose sur la paramétrisation des solutions des équations
de Sylvester pour éliminer le biais entre ’erreur d’observation et I’état du systéme. Notre
derniére contribution concerne la stabilisation des systémes singuliers non linéaires. Nous
avons proposé une loi de commande stabilisante par retour d’état statique et une loi de
commande basée observateur pour les systémes singuliers non linéaires dont ’état ou une
partie de I’état n’est plus accessible.

Objectifs du travail de thése

Les principaux objectifs de cette thése sont :

1. Développement d'une nouvelle méthode de synthése d’observateurs pour la classe
des systémes singuliers bi-linéaires.

2. Développement de nouvelles méthodes de synthése d’observateurs pour la classe des
systémes singuliers non linéaires, notamment les systémes lipschitziens. L’objectif
est d’établir des conditions de synthése non restrictives du point de vue de faisabilité
par rapport & des résultats existants dans la littérature.

3. Proposition de nouvelles structures d’observateurs en se basant sur celles dévelop-
pées récemment dans la littérature. Le but est d’étendre les méthodes développées
dans le cas des systémes non linéaires standards au cas des systémes singuliers non
linéaires.

4. L’utilisation de 'observateur développé pour synthétiser une commande basée ob-
servateur.

Structure du mémoire

Les développements résumés ci-dessus constituent les quatre chapitres de ce mémoire.
Nous allons en décrire les principaux aspects



Chapitre 1 :

Dans ce chapitre nous présentons quelques rappels et définitions des méthodes et des
techniques utilisées dans ce mémoire, ainsi que quelques travaux qui permettent de se
positionner vis-a-vis de ce qui se fait dans le domaine de I'observation et la commande
des systémes non linéaires.

Ce chapitre est organisé de la fagon suivante. D’abord, nous commengons par une
introduction aux systémes singuliers. Aprés nous nous intéressons aux propriétés structu-
relles des systémes singuliers telles que, la régularité, I’'équivalence, la réponse temporelle,
la causalité, ’observabilité et la commandabilité. Ensuite, nous présentons quelques ou-
tils utilisés dans I'analyse de la stabilité et de la robustesse des systémes dynamiques.
La troisieme partie est consacrée a un état de 'art sur I'observation et la synthése des
observateurs pour les différents types de systémes; les systémes linéaires ordinaires, les
systémes singuliers linéaires, les systémes non linéaires et les systémes singuliers non li-
néaires. Enfin, nous allons présenter le principe de base de la commande par retour d’état
statique et la commande basée observateur dans la derniére partie.

Chapitre 2 :

Ce chapitre propose une méthode de synthése d’observateur H., pour une classe de
systémes singuliers bilinéaires. Ces derniers sont introduits lorsque le comportement dy-
namique d’un systéme ne permet pas de le modéliser par une représentation linéaire. La
dynamique et les équations des mesures des systémes singuliers bilinéaires considérés sont
soumis a des perturbations a énergie finie non mesurées et a des entrées bornées. Les
entrées sont traitées comme des incertitudes structurées bornées en normes.

L’observateur proposé pour cette classe de systémes est un observateur non biaisé,
i.e. la dynamique de l'erreur d’estimation est indépendante de I'état du systéme. Les
conditions nécessaires et suffisantes de non-biais de ’observateur sont données sous une
forme d’équations de Sylvester.

Dans la premiére partie de ce chapitre nous présentons la classe des systémes singuliers
bilinéaire a laquelle nous nous s’intéressons plus particuliérement, un exemple de la litté-
rature décrivant un processus réel (un robot avec joint flexible) pouvant étre modélisé par
une dynamique bilinéaire est présenté. Ensuite, nous faisons un petit rappel sur les sys-
temes incertains et 1’étude de stabilité des systémes soumis & des incertitudes structurées.
Aprés, nous allons abordé la formulation du probléme de synthése de ’observateur d’ordre
réduit que nous proposons. Ensuite, la procédure de synthése d’observateur sera présentée
en détail, en commencant par la méthode de résolution des équations de Sylvester, par la
suite 1’étude de stabilité dans le cas sans perturbations, et enfin la méthode de synthése
de l'observateur H.,. Les conditions d’existence et de stabilité robuste de 1’observateur
sont données sous forme d’inégalités matricielles linéaires (LMI). Un exemple numérique
de simulation est donné a la fin de ce chapitre pour illustrer la méthode.
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Chapitre 3 :

Dans ce chapitre nous présentons une méthode de synthése d’observateur pour une
classe de systémes singuliers non linéaires. L’approche proposée repose sur la paramé-
trisation des solutions des équations de Sylvester pour éliminer le biais entre ’erreur
d’observation et la paire (entrée/ état).

Ce chapitre est organisé de la facon suivante. Dans un premier temps nous allons
définir la classe de systémes considérée et quelques extensions qu’elle peut englober. En-
suite, nous commencons par la formulation du probléme de construction de I’observateur
d’ordre réduit que nous proposons. Par la suite, nous présentons la procédure de synthése
d’observateur, tout en exposant en détail la méthode de résolution des équation de Syl-
vester et I’étude de stabilité. Deux extensions seront par la suite présentées. Il s’agit du
filtrage H., pour le cas des systémes qui présentent des perturbations sur ’équation de
la dynamique et les équations de mesure, la deuxiéme extension concerne les systémes
a dynamique et sortie non linéaires. La derniére partie de ce chapitre est consacrée a la
synthése d’observateur pour les systémes singuliers non linéaires a temps discret. A la fin
de chaque section un exemple d’illustration est donné pour valider les différents résultats
théoriques.

Chapitre 4 :

Dans ce chapitre nous présentons une méthode de synthése de commande stabilisante
par retour d’état statique et une commande basée observateur pour une classe de systémes
singuliers non linéaires. La non-linéarité considérée est supposée continue et différentiable,
cette non-linéarité est transformée par le lemme de Hadamard en une forme bien adaptée
a la synthése d’une loi de commande par retour statique et par 1'utilisation de la stabilité
au sens de Lyapunov.

Ce chapitre est organisé de la fagon suivante. Aprés avoir donné quelques rappels
concernant les problémes de stabilisation des systémes singuliers linéaires, nous allons
définir la classe de systémes singuliers non linéaires considérée. Ensuite, la synthése de la
commande H., par retour d’état statique sera étudiée. Ces résultats supposent que 1’état
du systéme est entiérement accessible. Par la suite, cette hypothése est levée et le cas ou
I’état est inaccessible a la mesure est traité a ’'aide d’'une commande basée observateur.
Un exemple académique est donné afin de valider les résultats de ce chapitre.
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1.1 Introduction

Dans ce chapitre nous présentons quelques rappels et définitions des méthodes et des
techniques utilisées dans ce mémoire, ainsi que quelques travaux qui permettent de se
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positionner vis-a-vis de ce qui se fait dans le domaine de ’observation et de la commande
des systémes non linéaires.

Ce chapitre est organisé de la fagon suivante. D’abord, nous commencgons par une
introduction aux systémes singuliers. Aprés nous nous intéressons aux propriétés structu-
relles des systémes singuliers telles que, la régularité, I’équivalence, la réponse temporelle,
la causalité, I’observabilité et la commandabilité. En suite, nous présentons quelques ou-
tils utilisés dans l’analyse de la stabilité et de la robustesse des systémes dynamiques.
La troisieme partie est consacrée a un état de ’art sur I'observation et la synthése des
observateurs pour les différents types de systémes; les systémes linéaires ordinaires, les
systémes singuliers linéaires, les systémes non linéaires et les systémes singuliers non li-
néaires. Enfin, nous allons présenter le principe de base de la commande par retour d’état
statique et la commande basée observateur dans la derniére partie.

1.2 Présentation des systémes singuliers

La modélisation d’état d’un processus est obtenue en appliquant la méthode dite de va-
riables d’états. Cette méthode offre une meilleure compréhension du systéme et s’avére trés
intéressante pour l'analyse et la synthése des systémes. Pour obtenir un modéle d’espace
d’état, nous devons choisir quelques variables qui ont une signification physique comme
la vitesse, le poids, la température, I’accélération, etc. Ces variables doivent contenir suf-
fisamment d’informations pour caractériser le processus étudié. Puis, plusieurs équations
seront établies a partir des relations entre ces variables. Généralement, ce sont des équa-
tions différentielles et algébriques qui décrivent le modéle mathématique d’un processus
physique. Nous arrivons naturellement a une mise en équation de la forme suivante :

f(@(t), x(t),ut) = 0 (1.1a)

g(@(t), u(t),yt)) = 0 (1.1b)

ou z(t) € R" est le vecteur d’état regroupant les variables d’état, (t) est sa dérivée
par rapport au temps, u(t) € R™ désigne le vecteur de commande et y(t) € IR” est le

vecteur des sorties mesurées. Un cas particulier des systémes de la forme (1.1) qui est
utilisé pour décrire certains types de processus est le suivant :

E(t)i(t) = H(x(t), u(t)) (1.2a)
y(t) = J(z(t), u(?)) (1.2b)

avec H et J des fonctions de z(t), u(t) et t. La matrice E(t) peut étre singuliére. Le systéme
(1.2) est appelé systéme singulier. Si maintenant H et J sont des fonctions linéaires de
I'état x(t) et u(t), on obtient le systéme singulier linéaire suivant :

Ei(t) = Az(t) + Bu(t) (1.3a)
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y(t) = Cz(t) (1.3b)

ou E, A, B et C' sont des matrices réelles, constantes et de dimensions compatibles avec
les dimensions de x(t), u(t) et y(¢). Si la matrice £ est non singuliére, on peut dans ce cas
se ramener a un systéme standard (usuel) qui aura la forme suivante :

©(t) = E'Ax(t)+ E~'Bu(t) (1.4a)

y(t) = Cz(t) (1.4Db)

Dans ce mémoire on s’intéresse plus particulierement aux systémes singuliers. Donc,

dans notre cas la matrice £ est toujours considérée singuliere c-a-d rangE = q < n,oun
représente l'ordre du systéme.

De nombreux processus peuvent étre décrits par la forme d’état dans (1.3), nous don-
nons ci-dessous quelques exemples

1.2.0.1 Exemple 1

Considérons le circuit électrique représenté par la figure (1.1)

ex(t)

e2(t)

i1(t) et iy(t) traversant respectivement les deux résistances de valeur R, et R,. La charge

aux bornes du condensateur de capacité C' est notée ¢(t) et L désigne une inductance pure.
R,

VYV e R m—

Ry

Le circuit est commandé par la tension v(t) = [ ] et on mesure les courants

R

ey (t)

FIGURE 1.1: Un circuit électrique

En appliquant la loi des mailles, nous obtenons les équations suivantes :

di (1)

L, i —(Ry 4 Rs + Rs)ii(t) + Rsis(t) + Rsiy(t) (1.5a)
@%? —(Ry + Ry + Ry)ia(t) + Ruis(£) + Reia(t) (1.5D)
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0 = Ryiy(t) + Ruiz(t) — (Re + Rz + Ry)is(t) + ei(t) (1.5¢)
= Rsil(t) + Rﬂz(t) o (Rs + R, + Rs)izx(t) + 62(t) (1-5d)

On choisit comme variables d’état i,(t), i,(t) et i5(t), i4(t). Nous obtenons alors la
représentation sous forme d’état généralisée suivante :

Ly 0 0 0] [a@®] [-Ru 0 Ry Rul|li@] [o o
0 L, 0 0 gg(t) | 0 —Re Ru  Rul|i(t) N 0 0 o(t) (1.6a)
0 0 0 0] i) Ry R 0 Ry lis(t)] [0 1
[1 0 0 0][i(d)
01 0 0]|iyt
o) - a0 (1.6)
0 0 1 0fist)
0 0 0 1] [i(t)

avec Ry = R+ R3+Rs, Ri3 = R3y = Ry, Ry = Ry = Rs, Ray = Ry + R+ Ry,
R23 - R32 - R47R24 - R42 = R77R33 = Rz + Rs + R47R44 - R5 + R7 + Rs

1.2.0.2 Exemple 2

Soit le processus de la figure (1.2). Un disque roulant sur une surface sans glissement,
relié & un mur fixe par I'intermédiaire d’un ressort non linéaire et un amortisseur linéaire.
Le ressort a deux coefficients de raideur positifs K, K,. Le coefficient d’amortissement
est donné par b qui est aussi positif. Le rayon du disque est noté r, son inertie est J et sa
masse est m.

/—\u(n, (0

x,(1)

x,(8), x(f)

FIGURE 1.2: Un disque roulant

Le choix des variables d’état pour ce modéle est le suivant :
t) : La position du centre du disque.

8

1

(
x5(t) : La vitesse de translation du disque.
x3(t) : La vitesse angulaire du disque.
x,(t) : La force de contact entre le disque et la surface.
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Ainsi, ce processus peut étre modélisé par les équations suivantes :

T(t) = xo(t) (1.7a)
i) = jﬁmo—j?ﬁ@—ﬂ%@+%m@ (1.7b)
() = —gxdﬂ—%%u@) (1.7¢)

0 = zy(t) — ras(t) (1.7d)

de (1.7d), (1.7¢) et (1.7b) nous obtenons

: —-K —K. b 1
1y(t) = - Loy (1) — ——2a3(t) — —xy(t) + Em(t) (1.8b)
0 = xo(t) —ras(t) (1.8¢)
-K —-K b rr 1 r
0 = () = = 20— alt) + (b e(t) - Sul) (180
ce qui donne sous forme matricielle le systéme
1000 [ 0 1 0 0
0100 (Z5 — =Fag2y L 1 0
z(t)= " " " x(t)+ u(t)(1.9a
0000 ) 0 1 —r 0 Q 0 (£)(1.92)
0000 (-5 = =2a) - 0 (545 -
(1010
y(t)=10 0 1 0| =(t) (1.9b)
0101

1.3 Propriétés structurelles des systéme singuliers

1.3.1 Reégularité

Définition 1.3.1. Le systéme singulier linéaire (1.3) a une réponse unique pour une entrée
suffisamment différentiable et une condition initiale donnée, si et seulement si le faisceau
matriciel (E, A) est régulier.

Définition 1.3.2. Le faisceau matriciel (E, A) est dit réqulier, si et seulement si det(sE —
A) #0, c-a-d s’il existe un scalaire o € C tel que det(aFE — A) # 0.
Lemme 1.3.1. [Dai88] Les différentes propositions suivantes sont équivalentes

1. Le systéme (1.3) est régulier.

2. La paire (E, A) est réguliére.

3. Pour Xy = KerA, X; = {x|Ax;_,}, nous avons KerENX, =0 pouri=0,1,2,---;

9
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4. Soit les matrices G(k) € REDnxnk “op F(k) € R0 gelles que ;

E E A

A E E A
Gky=| A . et F(k) = E A
E
A E A

rangG(k) = rangF (k) = nk pour k =0,1,2,---;

5. Pour chaque paire (E, A), il existe deux matrices non singuliéeres @ et P telles que

-[n2 Al O

QFEP =
O [n2

et QAP =

ol ny + ny, = n, la matrice A, € R™*™ et la matrice N € R™*"2 est nilpotente
d’indice de nilpotence h, c-a-d N" = 0.

1.3.2 [Equivalence entre systémes singuliers

Considérons le systéme de la forme (1.3) et le systéme suivant :

Ei(t) = Az(t)+ Bu(t) (1.10a)
y(t) = Ci(t) (1.10b)

les deux systémes (1.3) et (1.10) sont dits équivalents s’il existe deux matrices non singu-
lieres P et () telles que

z=Pi telque; QEP=E, QAP=A, QB=B, e CP=C.

Il est facile de démontrer que les propriétés de la relation d’équivalence sont vérifiées.
Ainsi, la réflexivité est vérifiée par () = P = [,,, en multipliant les matrices de passage on
peut vérifier la transitivité, et la symétrie est assurée par 'inversibilité des matrices de
passage.

1.3.2.1 La forme de Kronecker-Weierstrass

Considérons le systéme (1.3), il existe toujours deux matrices non singuliéres telles que
(1.3) est équivalent a

T,(t) = AZ,(t) + Byu(t) (1.11a)
Nz,(t) = Zy(t) + Byult) (1.11b)

10
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y(t) = C\71(t) + Coiia(t) (1.11c)

ou z,(t) € R™, Zy(t) € R™, ny +ny = n, y(t) € R", u(t) € R™, N est nilpotente
d’indice de nilpotence h, c-a-d N" =0, et QEP = diag(I,,,, N), QAP = diag(A,,I,,),

QB =

By : (JP:[C1 02]

2
Le systéme (1.11a) est dit sous-systéme lent et le systéme (1.11b) est dit sous-systéme
rapide.

1.3.2.2 La forme par décomposition en valeurs singuliéres

Pour toute matrice £ de rang ¢, il existe toujours deux matrices non singuliéres @Q et P
T

Y

telles que QEP = diag(I,,0). En considérant le changement de coordonnées P!z = [
T2

avec r; € RY et z, € R"79 le systéme (1.3) devient équivalent a

B = Aumi() + Anza(t) + Buu(t) (1.12a)
= Agixy(t) + Agxy(t) + Bou(t) (1.12b)
y(t) = Cixy(t) + Cyma(?)

All A12 Bl

ot QAP = . OB= , cP:[C1 CQ]

21 22 2

Dans cette transformation, les matrices C_) et P ne sont pas uniques, donc on peut
trouver plusieurs systémes équivalents selon le choix de ces deux matrices. Le systéme
(1.12a) est une équation différentielle qui traduit la partie dynamique du systéme (1.3),
tandis que I’équation (1.12b) est une équation algébrique qui représente les connections
entre les sous-systémes de (1.3).

1.3.3 Reéponse temporelle et causalité

Considérons la forme équivalente de Kronecker-Weierstrass (1.11) avec

y(t) =) +va(t), w(t)=Ciz et y(t) = CoZs

Ainsi, le sous-systéme lent (1.11a) est une équation différentielle ordinaire. Il posséde
une solution unique pour toute entrée continue par morceaux u(t) et une condition initiale
z(0), donnée par

t
T, (t) = e™'7(0) +/ e Biu(r)dr (1.13)
0

11
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Et en dérivant le sous-systéme rapide (1.11a), et par la pré-multiplication par la ma-
trice NV, nous obtenons :

Nzy(t) = Z5(t) + Boul(t)
N2zP(t) = NZw(t) + NByil(t) (1.14)
Nz (t) = NPz 7V(t) + N Byu® (1)
Nous avons N = 0, donc la derniére équation devient
0 = NM'Z87V(t) + N Byu=D(t) (1.15)
En additionnant ces équations, nous pouvons déduire la solution de z, comme suit :
= Z ' N Bou® (¢ (t) (1.16)

T, est une combinaison linéaire des dérivés de u(t) par rapport au temps.
Les deux solutions (1.13) et (1.16) constituent la solution entiére z(t) et la réponse y(t),
elles sont données par :

I 0 1o .
o(t) = P | %0+ Jo eI Buu(r)dr) — Sy N'Byu(t)
. (1.17)
y(t) = CP | ) (em 0) + fy e Byu(r)dr) — Zh , N Byu(1)
Pour ¢ — 0" la solution (1.17) impose la condition initiale suivante
I
z(0t) = P 0 z(0) — Z ' N Byu®(0F) (1.18)

Les conditions initiales vérifiant cette contrainte sont dites admissibles. L’équation
(1.17) implique la connaissance des entrées et des états futurs pour connaitre 'état a
I'instant ¢, d’ou le probléme de causalité.

Définition 1.3.3. (Causalité)
(1) le systéme (1.3) est causal si et seulement s’il n’y a pas de pdles infinis.
(2) Le systeme linéaire singulier (1.3) est causal si la relation suivante

degré|sE — A| = rangF, Vs e C ets fini.
est satisfaite.

Les poles infinis sont générés par la matrice N, dans ce cas, le systéme (1.3) est causal
si la matrice N est nulle.

12
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Remarque 1.3.1.
(1) Si la matrice E n’est pas carrée et de rang plein ligne, alors le systéme (1.3) est
causal.
(2) Sila matrice E n’est pas carrée et n’est pas de rang plein ligne, alors il existe deux
matrices non singuliéres P et (), telles que
I, 0
0 0

le systéme (1.3) est causal si et seulement si la matrice Ay, est de rang plein colonne.
Avant aborder les problémes d’observabilité et de commandabilité, d’abord nous com-
mencons par caractériser I'ensemble d’états atteignable.

All A12

QAP =
A21 A22

, et QEP=

Définition 1.3.4. (Etat atteignable) Un état x, est dit atteignable, s’il existe une condition
initiale xy, une commande u(t) € C'" et t; > 0 telles que z(t;) = x,. En utilisant

m

Pexpression de l'état donné par (1.13) et (1.16), on en déduit l’espace atteignable.
Théoreme 1.3.1. [Dai89] Soit R(0) ’ensemble des états atteignables depuis une condition
initiale nulle xo = 0, R(0) est défini par

R(0) = Im [31 AB, - A;“*Bl} @ [BQ NB, --- N'HBQ] (1.19)

ou & désigne la somme directe d’espaces vectoriels. Notons R [’ensemble des états
atteignables depuis toutes les conditions initiales x, € R™ |, R est défini par
R=U,,(R(0) + H(x)) (1.20)

ot H(x,) représente la réponse libre a la condition initiale x, définie par

(3] a(t) = Moy € R™ my(t) =0 € R™} (121)

H{(xo) = {z(t) = [

1.3.4 Commandabilité, R—commandabilité et /mp—commandabilité
1.3.4.1 Commandabilité

Définition 1.3.5. (Commandabilité) Le systéme (1.3) est dit commandable, si pour tout
t1 > 0, zo € R" et tout état x; € R", il existe une commande u(t) € Ch=" telle que
z(ty) = x;.

1l est facile de remarquer que cette définition est une généralisation naturelle du concept
de la commandabilité pour le cas standard.

Considérons le systéme (1.3) sous sa forme de Kronecker- Weierstrass (1.11) alors nous
pouvons donner le théoreme suivant :

Théoréme 1.3.2. [Dai89]

13



Chapitre 1. Présentation de l’état de l'art sur les systémes singuliers

(1) Le sous-systéme lent (1.11a) est commandable si et seulement si rang [sE — A B} =
n, Vs € C et s fini.

(2) Les propositions suivantes sont équivalentes
(a) le systeme rapide (1.11b) est commandable.

(b) rang [BQ NB, --- Nh‘lBQ] = Ny
(c) rang [N BQ} =Ny

(d) rang [E B} =n.

(e) Pour toutes matrices non singuliéres ), et Py satisfaisant E = @Q,diag(1,0)P,,
on pose Q1B = [Bl Bg} ; donc, By est de rang plein ligne c-a-d rangB, =
n —rangl.

(3) Les propositions suivantes sont équivalentes

(a) Le systéeme (1.3) est commandable.

(b) Les sous-systémes lent (1.11a) et rapide (1.11b) sont tous les deuz comman-
dables.

(c) rang [Bl A,B, - A’l“_lBl} =n, et rang [BQ NB, - Nh‘lBQ} =Ny

(d) rang [sE—A B] =nVs e C ets fini, et rang [E B] =n

(¢) La matrice D, € R™*+m=0n telle que

—A B
E -A B
D, = E - B
—A B
L E B .
ou d’une maniere équivalente
T4 B -
E 0
—-A B
D, = E 0
—-A B
L E 0 .

est de rang plein ligne.

1.3.4.2 R—commandabilité

Un systéme singulier est dit R—commandable sl est commandable sur l’espace attei-
gnable.

14
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Définition 1.3.6. (R-commandabilité) Le systéme (1.3) est dit R — commandable si pour
tout instant t, > 0, tout état initial [ R" et tout état zt € R", il existe toujours une
commande admissible u(t) € (D;“1 telles que z(t,) = .

Théoréeme 1.3.3. [Dai89] Soit le systeme (1.3) dans sa forme équivalente de Kronecker-
Wezierstrass. Les propositions suivantes sont équivalentes :

(a) Le systéeme (1.3) est R — commandable.

(b) Le sous-systéme lent (1.11a) est commandable.

(c) rang [sE— A B] =n, Vs € C et s fini.
(@) rang (B, AB,". Ap~'B]=m
(e) La matrice D, € R¥>*tmk “quec |k > ny telle que

—A B
E -A B

B
I

&
S

est de rang plein ligne.

La commandabilité et la R—commandabilité ne concernent pas les termes impulsifs
qui peuvent apparaitre a cause de ’entrée et de ses dérivées. Il est donc nécessaire d’ana-
lyser 'effet de la commande sur les termes impulsifs qui peuvent apparaitre dans la ré-
ponse temporelle du systéme singulier. D’ot I'introduction de la commandabilité impulsive
(Imp—commandable).

1.3.4.3 Imp—commandabilité

Définition 1.3.7. Le systéme (1.3) est dit Imp-commandable si pour toute condition initiale
ztR", 7 € R et ' R™, il existe toujours une commande admissible u(t) € (D:f1 telle que

z,.(t) = L (x't). avec I.(x,t) contenant tous les termes impulsifs possibles dans x(t) a
linstant T ou

0 “— .
I(xt) = [ ] , et Iy(z,,t)= 251_1(15—7')]\7%5.

]27'(1.571:) i=1

Théoréme 1.3.4. [Dai89] Soit le systéme (1.3) dans sa forme équivalente de Kronecker-
Weierstrass. Les propositions suivantes sont équivalentes :

(a) Le systeme (1.3) est Imp—commandable.

(b) Le sous-systemes rapide (1.11b) est Imp—commandable.

(c) Ker]\f@[m[B2 NB, --- Nh—lB2]:]R"2.

(d) TmN = Im [32 NB, --- N’HBQ]..
(d) ImN @ ImB, = R™.
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A F B

d) ran =n+r.
(d) I

1.3.5 Obsevabilité, R—observabilité, Imp—Observabilité et détec-
tabilité
1.3.5.1 Observabilité

Définition 1.3.8. (Observabilité) Le systéme (1.3) est dit observable si la condition initiale
xy peut étre déterminée de maniére unique & partir de u(t) et y(t), pour tout t > 0.

Cette définition de 'observabilité est générale et correspond a celle des systémes stan-
dards.

Considérons le systéme (1.11), et soit

C Cs
Ci A, CyN

R, = Ker _ et R;= Ker .
C AP Coh!

Théoréme 1.3.5. [Dai89/
(1) Soit u(t) =0, donc y(t) =0,t > 0 si et seulement si x(0) € R, ® R;.
sE— A

(2) Le sous-systeme lent (1.11a) est observable si et seulement si rang =n,

Vs € C et s fini.
(8) Les propositions suivantes sont équivalentes
(a) Le systéme rapide (1.11b) est observable .
Cy

CN
(b) rang _ = N,

C,N"1

(c) Ker [g] =0

N
(d) rang

(e) rang

(f) Pour L‘ioutes matrices non singuliéres QQ, et P, satisfaisant Q,EP, = diag(I,,0),

CP, = |C, C’Q} ; Cy est de rang plein colonne et rangCy =n — rangF.
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(4) Les propositions suivantes sont équivalentes
(a) Le systéeme (1.3) est observable.
(b) Les sous-systémes lent (1.11a) et rapide (1.11b) sont observables.

E—-A
(c) rang °

E
=n, Vs € C et s fini, et rang [C] =n

(d) La matrice ©, € RO+ =0 telle que

[—A E
—-A F
—-A F
@1:
C
C
- O -

est de rang plein colonne.

1.3.5.2 R—observabilité

Un systéme singulier est dit R — observable s’il est observable sur ’espace atteignable.

Définition 1.3.9. (R-observabilité) Le systéme (1.3) est dit R — observable si tout état de
Uespace atteignable peut étre déterminé de maniére unique a partir de la sortie y(t) et de
Uentrée u(t) pour 0 < 7 < t.

Théoréme 1.3.6. Soit le systéme (1.3) dans sa forme équivalente de Kronecker- Weierstrass.
Les propositions suivantes sont équivalentes

(a) Le systéeme (1.3) est R — observable.

(b) Le sous-systéme lent (1.11a) est observable.

sk — A

(c) rang =n, Vs € C et s fini.

(d) La matrice ©, € Rk qpec k > ny telle que

[—A E
—-A F
—A 1)
@2:
—AC
C
. C -
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est de rang plein colonne nk.

La R—observabilité ne concerne que les états atteignables, donc ne refléte pas 1'ob-
servabilité des termes impulsifs, cette derniére est assurée par 'observabilité impulsive
(Imp—observabilité).

1.3.5.3 Imp—observabilité

Le systéme (1.3) est dit Imp-observable si les termes impulsifs de 'état x,(¢) peuvent
étre déterminés de maniére unique a partir de la sortie implusive y.(t) et de A u(t), avec
A, u(t) représente les sauts de 1'entrée.

Cette défnition n’est valable que pour x,(7) et y.(7) différents de zéro.

Théoréme 1.3.7. Soit le systeme (1.3) dans sa forme équivalente de Kronecker- Weierstrass.
Les propositions suivantes sont équivalentes

(a) Le systeme (1.3) est Imp—observable.

(b) Le sous-systéemes rapide (1.11b) est Imp-observable.

(c) Ker|C CINT ... cg(Nh—l)Tr ImN = 0.
() NKer [Cf CINT . cg(Nhl)Tr:KerN.
(d) KerN = KerCy =ImN = 0.

E A
(d) rang |0 E| =n+rankFE.

0 C

1.3.5.4 Détectabilité

Définition 1.3.10. (Détectabilité) Un systéme singulier de la forme (1.3) est dit détec-
table s’il existe une matrice G € R™™ telle que le faisceau matriciel (sE — A — GC') soit
stable.

Théoréme 1.3.8. Le systéme (1.3) est détectable si et seulement si

T
rang [sET — AT CT] =n, Vs € C" et s fini.

1.4 Outils pour ’analyse des systémes dynamiques

1.4.1 Stabilité au sens de Lyapunov

Dans cette section, nous rappelerons quelques concepts sur la stabilité des systémes
dynamiques a temps continu. La notion de stabilité d'un systéme dynamique caractérise
le comportement de ses trajectoires autour des points d’équilibre. L’analyse de la stabilité
d’un systéeme dynamique permet donc d’étudier ’évolution de sa trajectoire lorsque 1’état
initial est proche d’un point d’équilibre.

La stabilité au sens de Lyapunov est une théorie générale valable pour toute équation
différentielle. Cette notion signifie que la solution d'une équation différentielle initialisée
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au voisinage d’un point d’équilibre en reste suffisamment proche.
On considére un systéme non linéaire décrit par son modele d’état

(t) = f(x,u,t) (1.22)

Avec x € R, f : R" x R™ x RT — R" et la condition initiale x(t,) = x,, on suppose que
le systéme posséde un point d’équilibre

Définition 1.4.1. (Equilibre stable) Le point T est un point d’équilibre stable du systéme
(1.22) si

Ve>0, 3 0>0 telque l|zo — Z|| < 0 = ||x(t, o, u) — Z|| < ,Vt > 1,

avec x(t, xy,u) désigne la solution a linstant t > t, du systéeme (1.22). Si cette condition
n’est pas satisfaite, le point d’équilibre est instable.

Définition 1.4.2. (Equilibre attracteur)
Le point T est un point d’équilibre attracteur du systéme (1.22) si

3 >0 tel que ||z — Z|| < 0 = lim ||z(t, zo,u) — Z|| = 0,Vt > ¢,
t—o00

T est un équilibre attracteur veut dire que T est un point vers lequel convergent les
solutions xz(t) si elles démarrent suffisamment prés de T. Lorsque 6 = 400 , on dit que T
est globalement attractif.

Définition 1.4.3. (Equilibre asymptotiquement stable) Le point T est un point d’équilibre
asymptotiquement (resp. globalement asymptotiquement) stable pour le systéme (1.22) s’il
est stable et attractif (resp. globalement attracteur).

Un ensemble d’états initiaux x, a partir desquels les trajectoires convergent vers un
équilibre asymptotiquement stable est appelé bassin d’attraction.

La stabilité asymptotique est la propriété qui est généralement recherchée en pratique.
Cette définition ne nous dit rien sur la vitesse avec laquelle la trajectoire x(t) converge
vers son équilibre. C’est pourquoi, on introduit la notion suivante de stabilité exponentielle.

Définition 1.4.4. (Stabilité exponentielle)
Le point x est un point d’équilibre exponentiel stable si

Ve >0, da>0,0>0 et 0>0 tel que
|20 — Z|| < 0 = ||x(t, z0,u) — Z|| < af|xy — Z||exp(—Pt), Vit < t,

Il est évident que la stabilité exponentielle implique la stabilité asymptotique mais
I'inverse n’est pas nécessairement vrai.

Par la suite, nous nous intéresserons a la stabilité autour de l'origine c-a-d quand
z=0.
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1.4.1.1 Premiére méthode de Lyapunov (méthode indirecte)

La premiére méthode de Lyapunov est basée sur 'examen de la linéarisation du sys-
téme (1.22) autour de ’équilibre . Donc elle équivaut & examiner les valeurs propres
Ai(A), ot A est la matrice Jacobienne évaluée a I’équilibre, c-a-d

of
A=—(z
8:13< )
Définition 1.4.5. (méthode indirecte de Lyapunov) Si toutes les valeurs propres de la
matrice Jacobienne sont a partie réelle négative c-a-d

Vi tel que; Re(M\(A)) <0

le point d’équilibre T est exponentiellement stable. Sinon, si A posséde au moins une valeur
propre a partie réelle positive c-a-d

3 0 tel que; Re(M\(A)) >0
I’équilibre T est instable.

Cette méthode est simple & mettre en oeuvre mais elle ne permet d’analyser que trés
partiellement la stabilité, car elle ne donne aucune indication sur la taille des bassins
d’attraction.

1.4.1.2 Seconde méthode de Lyapunov (méthode directe)

Cette méthode est basée sur la définition d'une fonction particuliére définie positive
(notée généralement V (z,t)), appelée fonction de Lyapunov, qui est décroissante le long
des trajectoires du systéme a l'intérieur du bassin d’attraction. Elle est plus difficile &
mettre en oeuvre par rapport a la méthode indirecte, mais, en contrepartie, elle est d’une
portée beaucoup plus générale.

Définition 1.4.6. (Stabilité locale et stabilité asymptotique)
L’origine est un point d’équilibre localement stable pour le systéme (1.22) s’il existe
une fonction V(x,t) continue et différentiable et s’il existe un voisinage V, telles que

1. VzeV,, V(z,t)>0
: o dV(x,t) OV (x,t)
2. Yz eV, Vit = = o

Si V(x,t) <0, V(t,z) est appelée fonction de Lyapunov au sens strict. Dans ce cas
l'origine est un point d’équilibre asymptotiquement stable.

Définition 1.4.7. (Stabilité exponentielle)

L’origine est un point d’équilibre exponentiellement stable pour le systéme (1.22) s’il
existe une fonction V(x,t) continue et différentiable, des constantes a, B,y > 0,p > 0 et
s’il existe un voisinage V, tel que

(t) <0

1. Vo€ allz|]P < V(z,t) < B|z||

2. Ve eV, V(vt)<—V(zt).
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1.4.2 Norme H,, gain Lo

Considérons le systéme linéaire décrit par

G:_{ i(t) = Ax(t)+ Bw(t) (129

2(t) = Cux(t) + Dw(t)
ou z(t) € R" est le vecteur d’état, z(t) € R” set le vecteur de sortie et w(t) € R™ est le
vecteur d’entrée.

Définition 1.4.8 (Norme H..). [Fra87] La norme H., du systéme (1.23), stable ou in-
stable, est définie par
1G] = SUP Aax (G (jw) G* (= jw)) (1.24)

w€eR

dans le cas ou le systeme (1.23) n’a pas de pdle, sur l'axe imaginaire.

Définition 1.4.9. On définit l’énergie E d’un signal w(t) comme lintégrale de sa puis-
sance :

E = /OOO |w(®)|? dt. (1.25)

En d’autres termes, la norme H,, d’une fonction de transfert représente le maximum
sur toute la bande de fréquence de la valeur singuliére maximale de la réponse fréquentielle
du systéeme considéré. Elle permet de spécifier des conditions du pire cas. Cette propriété
en fait une norme trés pertinente pour traiter les problémes de robustesse.

La norme H,, est définie par (1.24), que le systéme soit stable ou instable, tant que
le systéme ne posséde pas de poles sur 'axe imaginaire. En effet, sil HOO = || HOO =1,
tandis que H%HOO = oo. Toutefois, pour une entrée bornée, le systéme —- posséde une

1
1 +1
sortie bornée, ce qui n’est pas vrai pour le systéme —. Il est donc nécessaire de définir
le gain L.

Définition 1.4.10 (Gain £,). [GL95] Si le systeme (1.23) est asymptotiquement stable,
alors, w(t) € Lo implique z(t) € Lo et, pour x(0) = 0, le gain Lo du systéeme (1.23) est
donné par

||z
160 = sup B2 ), 20 (1.26)

weEL2 HwH2 7

Le gain £, sert a mesurer la quantité d’énergie transmise par le systéme. Si ce gain est
inférieur a 1, on dit que le systéme est contractif ou non expansif. Ainsi, la notion de gain
Lo est utile pour quantifier la fagon dont le systéme rejette les perturbations externes.

Remarque 1.4.1 (Norme H,, et gain £,). L’utilisation du théoréme de Parseval permet
d’interpréter (1.26) comme un gain fréquentiel ou temporel sur les signaux (la norme £,
d’un signal temporel est la méme que la norme £, de la transformée de Fourrier de ce
méme signal). Ainsi, pour un systéme stable, la norme H,, de la fonction de transfert est
la norme induite £, de 'opérateur d’entrée-sortie associé¢ au systéme, c’est donc le gain
Lo du systéme. De plus, les équations (1.24) et (1.26) permettent de considérer ||G||_
comme une généralisation de la norme spectrale des matrices constantes.

Le lemme borné réel, qui fournit une majoration du gain £, entre I’entrée et la sortie
d’un systéme, peut étre utilisé pour quantifier 'atténuation des perturbations.
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1.5 Observateurs d’état

On appelle observateur d’état ou estimateur d’état pour le systéme (S) un systéme
dynamique auxiliaire (O) dont les entrées sont les vecteurs d’entrée et de sortie du systéme
(S), et la sortie est I’état estimé, la figure (1.3) donne un schéma qui décrit ce principe

u: entrée ( Systéme (5) w y: sortie

1 x: éatde(s)

-
Observateur (O) w A I'estimé de I'état x

q z: étatde (O) J

FIGURE 1.3: Observateur d’état
Soient les deux systémes suivants :

i(t) = f(x,u,t) (1.27a)
y(t) = h(z,u,t) (1.27h)
) = f(zu,y.t) (1.28a)
z(t) = h(z,u,y,t) (1.28b)

Le systéme (1.28) est un observateur asymptotique local pour le systéme (1.27) si les
deux conditions suivantes sont vérifiées :

1. 2(0) =2(0) = z(t) = 2(t), Yt>0
2. 3 un espace ouvert U C R"; z(0) — 2(0) € U = ||z(t) — &(¢)|]] — 0 quand
t — 00

1.5.1 Observateurs d’ordre réduit

Selon les cas d’étude, parfois seule une partie de 1’état du systéme a besoin d’étre
estimée. En effet, certaines méthodes de commande ne nécessitent pas forcément de re-
construire tout I'état du systéme et nous remarquons également que généralement il est
possible de trouver une transformation d’état de facon a ce que les sorties forment une
partie du nouveau vecteur d’état, (voir [Sor97|). Dans cette section nous allons présenter
a titre d’exemple un observateur d’ordre réduit de type Luenberger pour les systémes
linéaires & temps invariant LTT.

Soit le systéme linéaire suivant

(t) = Ax(t)+ Bul(t) (1.29a)
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y(t) = Cu(t)

(1.29b)

ot z(t) € R" est le vecteur d’état y(t) € IR” est le vecteur de sortie et u(t) € R” est
I’entrée du systéme. Les matrice A, B et C sont constantes de dimensions appropriées

telles que
g A 4|, B
_A21 Agy B2_
- t_
c=lc 02},:5@): (t)
- (1)

ou rangC, = p, A;; € R”?,C, € R”?, 2, e R" et B, € R"*?.
Nous effectuons le changement de variable suivant :

¢, Gy

z(t) =
=1y .

x(t)

Le systéme (1.29) devient

T AZ(t) + Bul(t)
y(t) Cx(t

ou - - -
A _ %11 /_112 : B _ Bl
A21 A22 B2

_ rq(t

C= [Jq o] aw = |20

Z5(1)

les différentes matrices sont calculées de la fagon suivante :

All = [011411 + 021421} C’1_1

Ay = A0, + [011412 + CzAzz]

12121 - A21C«1—1
A22 = A22 - A21Cflc2
B, = OB+ 0B,

Nous pouvons donc réécrire le systéme (1.29) comme suit :

(1) = Apzi(t) + ApZsy(t) + Bult)
A1 () + Ay (t) + Boul(t)

K-
()
~—~

~

(1.30a)
(1.30b)

(1.32a)
(1.32b)

23



Chapitre 1. Présentation de l’état de l'art sur les systémes singuliers

y(t) = 7(t) (1.32c)

ou la sortie y(t) correspond aux p premiers états, qu’'on n’a pas besoin d’estimer. Donc,
il suffit de proposer un observateur uniquement pour estimer le vecteur z,. La premiére
équation de (1.32) peut alors étre considérée comme une mesure (t) dépendant de ,, la
partie du vecteur d’état a estimer, et de 'entrée u(t) telle que

y(t) = 2,(t) — Apa,(t) — Az (t) = ApZs(t) + Bul(t)

Soit 'observateur de Luenberger suivant :

2t) = Anli(t) + Apnz(t) + Byu(t) + L(§ — §) (1.33a)
y(t) = Awz+ Buu(t) (1.33b)

oll z(t) est lestimé de Z,(t), et (t) est estimé de 7(t).
Ainsi, la dynamique de 'erreur d’estimation e(t) = z — &, est donnée par

é(t) = (Ag — LAp)e(t) (1.34a)

Ainsi, lorsque la paire (14_122,1[112) est observable, les valeurs propres de Ay, — LA,
peuvent étre fixées par un choix convenable du gain L.

1.5.2 Observateurs d’état des systémes singuliers linéaires

Depuis les années 70, les systémes singuliers ont suscité l'intérét de la communauté
des automaticiens. Plusieurs méthodes de synthése de commande et d’observation ont été
proposées pour les systémes singuliers linéaires. Il s’agit généralement des extensions des
résultats obtenus dans le cas standard en tenant compte de la spécificité des systémes
singuliers. De nombreux travaux sur la synthése d’observateur d’ordre plein et d’ordre
réduit ont été introduits, [DB95| , [HM99], [PK92|, [Dai88|, [Dai89], [Dar00].

Considérons le systéme singulier linéaire suivant :

Bi(t) = Ax(t)+ Bu(t) (1.35a)
y(t) = Cx(t) (1.35b)

ou z(t) € R" est le vecteur d’état, y(t) € IR” est le vecteur de sortie u(t) € IR” est le
vecteur d’entrée. E est une matrice singuliére, A, B,et C' sont des matrices de dimensions
appropriées. Nous supposons que rangEl = r < n et rangC = p.

1.5.2.1 Observateur d’état singulier

Supposons que le systéme (1.35) soit détectable, donc il admet un observateur singulier
de la forme

Ei(t) = Ai(t)+ Bu(t) + Gy(t) — g(t)) (1.36a)
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y(t) = Cz(t) (1.36b)
ou Z(t) est I'état estimé de z(t) et

lim (£(t) — 2(t)) = 0,  ¥(zo, &)

t—o0

Démonstration
Soit e(t) = &(t) — x(t) l'erreur d’observation, sa dynamique dans ce cas est donnée par

Bé(t) = (A — GO)elt), avec e(t) = &(t) — (t) (1.37a)

nxr

Sous I’hypothése de détectabilité, il existe une matrice G € IR""" telle que les valeurs
propres généralisées de la paire (F, A — GC') sont a parties réelles négatives.

De (1.37) et sous '’hypothése de la détectabilité, nous avons

lim e(t) = lim (2(t) — z(t)) =0,, Vo,

t—o00 t—o00

Par conséquent, le systéme (1.36) est un observateur asymptotique pour le systéme
(1.35).
1.5.2.2 Observateur d’état usuel

Dans [DB95] une méthodes simple et facile de synthése d’observateurs standards (non
singuliers) pour les systémes singuliers linéaires est proposée. La méthode est basée sur
la résolution des équations de Sylvester généralisées.

Soit le systéme singulier linéaire suivant :

Ei(t) = Az(t)+ Bul(t) (1.38a)
y(t) = Cx(t) (1.38b)

L’hypothése suivante est considérée

E

rang =n (1.39)

b
telle que
c d] 4

Sous cette hypothése, il existe une matrice non singuliére [

all+0C = I, (1.40a)
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cE+dC = 0 (1.40D)

L’observateur d’ordre plein proposé est de la forme suivante

2(t) = Nz(t)+ Liy(t) + Loy(t) + Gu(t) (1.41a)
z(t) = =z(t) +by(t) + Kdy(t) (1.41b)

N, Ly, L,,G et K sont des matrices de dimensions appropriées a déterminer telles que
I'estimé z(t) converge vers z(t) .

De (1.38), (1.40) et (1.41), l'erreur d’estimation est donnée par

e(t) = (a+ Kc)Ex(t) — 2(t) (1.42)
sa dérivée est donnée par
¢(t) = Ne(t)+[(a+ Kc)A—N(a+ Kc)E — L,C — L,Clx(t) + [(a+ Kc) B — Glu(t) (1.43)

cette dynamique est indépendante de z(t) et u(t) si les conditions suivantes sont véri-
fiées :

(a+ Kc)A—N(a+ Ke)E — L,C — L,C =0 (1.44)
et
(a+ Ke)B=G (1.45)
dans ce cas, la dynamique de 'erreur devient
é(t) = Ne(t) (1.46)

L’erreur d’estimation e(t) converge vers 0 si et seulement si N est Hurwitz.

Dong, le probléme de synthése de 1'observateur d’ordre plein de la forme (1.41) se
réduit a trouver les matrices Ly, Ly, K et une matrice Hurwitz N telles que (1.44) est
satisfaite.

de (1.40) et (1.44) nous avons :

N = (aA+ Kc)A — L,C + [N(b+ Kd) — L,|C

prenons

L, = N(b+ Kd)
donc

cA

N=ad+KeA—L,C=aA+ K —L,| (1.47)

cA
De (1.47), N est Hurwitz si et seulement si la paire (a4, ) est détectable. Dans ce

cas, les matrices L, Lo, et K peuvent étre déterminées par les méthodes standards de
synthése d’observateur (méthode de placement des poles par exemple).
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1.5.3 Observateurs d’état des systémes non linéaires
1.5.3.1 Observabilité des systémes non linéaires

Contrairement au cas linéaire, le probléme de ’observabilité des systémes non linéaires
est plus compliqué. Dans le cas général des systémes non linéaires, ’'observabilité peut
dépendre des entrées appliquées et des conditions initiales, et elle est définie a partir de
la notion de distinguabilité.

Considérons le systéme non linéaire suivant

x(t) = flx,u,t) (1.48a)
y(t) = h(z,u,t) (1.48Db)

Nous donnons les définitions suivantes :

Définition 1.5.1. (Indistinguabilité) une paire d’états (xq,x}) est dite indistinguable si
pour toute entrée u(t) et pour tout t > 0 nous avons

y(x07 u, t) = y(x:h u, t)
Dans le cas contraire, on dit que x, et x; sont distinguables.

Définition 1.5.2. (Observabilité) Le systéme non linéaire (1.48) est observable s’il n’ad-
met pas de paire indistinguable, c-a-d le systéme (1.48) est observable si Vx, € R, x, est
distinguable.

Supposons que u et y sont connus et leurs dérivés respectives peuvent étre calculées,
Le concept d’observabilité peut étre interprété de la maniére suivante.
Pour un systéme mono-entrée/mono Sortie (SISO), nous définissons :

y/ = |:y y fy P y(nfl)]
ul = |:u u u “e u(n_l):|
Chaque dérivée y@ est une fonction de x, u, i, i, - - -, u®

Soit 1; une fonction définie par

La dérivée de y® est alors donnée par

, O (z,u) O (z,u') 1 du’
(H—l) — 7 9 (2 9
4 [ ox ]f(x,u) * [ ou/ } dt
ce qui est, par définition, ¥, ,(z,u’) si i+ 1 < n— 1. En définissant 'opérateur linéaire
M par :

() = [ 242202
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alors g’ s’écrit :
!/ !
y - w(x7 U )7

h(z,u)
(M fh) (2, u)

w(z,u') = (1.49)

_(M;%) (2, )

est la matrice d’observabilité.

Si la matrice d’observabilité (1.49) est inversible, c-a-d il existe w™" telle que
v =y )

alors le systéme correspondant est observable. En outre, si la jacobienne de la matrice
d’observabilité,
Ow(x,u')

or
est inversible en z°; alors il existe un voisinage V,o de z° sur lequel w est inversible.
Dans ce cas, le systéme correspondant est localement observable, ce qui signifie que x° est
distinguable de tous les points de V0.
Pour les systémes multi-sorties, c’est-a-dire y € R?, p > 1, la notion d’observabilité peut
étre donnée d’une maniere similaire.
Soit

Qz,v) =

T
N = [nl Ng -+ np:|

i=p
un vecteur d’entiers positifs, avec E n; = n.

Définissons .
Yy = [91 Y2 ypi| )
et .
h(z,u) = [hl(x,u) ho(x,u) hp(m,u)}
En posant
h;(x,u)

w;(z,u') = : ,

les dérivées de ¢’ jusqu’a l'ordre n; sont

(nj)]T

[?Jj Yj - Y :Wj(%ul)-
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La matrice d’observabilité pour les systémes multi-sorties est alors définie par :

wy (x,u’)

wy(z,u') = wi(@,v)

wy(x,u’)

S’il existe N tel que wy(x, u’) soit inversible, alors I’état = peut étre déterminé a partir de
u',y, et les dérivées de chaque y; peuvent étre déterminées jusqu’a l'ordre n;. De ce fait,
le systéme correspondant est observable.

Dans le domaine non linéaire, il existe plusieurs fagons de définir la notion d’observa-
bilité. En lien avec le concept d’indistinguabilité des états, une définition trés répandue
a été établie dans [HK77|. Des résultats importants ont été établis dans [GB81] pour une
classe spéciale de systémes affines en la commande. Pour plus de détails sur les différents
types de définitions sur ’observabilité des systémes non linéaires, nous disposons dans la
littérature de quelques références, a savoir [HK77|, [Son84| et [BGI7|.

1.5.3.2 Les différents types d’observateurs pour les systémes non linéaires

Initialement les systémes abordés ont été les systémes linéaires, pour lesquels les ob-
servateurs de Kalman et Luenberger ont donné de bons résultats. Le filtre de Kalman est
utilisé dans le cas des systémes stochastiques en minimisant la matrice de covariance de
I’erreur d’estimation, et 'observateur de Luenberger est utilisé pour les systémes linéaires
déterministes.

Dans le cas des systémes non linéaires, I'observation d’état est un peu plus délicate et
il n’existe pas, a I’heure actuelle, de méthode universelle pour la synthése d’observateurs.
Les approches existantes sont soit une extension des algorithmes linéaires, soit des al-
gorithmes non linéaires spécifiques. Dans le premier cas, I'extension est basée sur une
linéarisation du modeéle autour d’un point de fonctionnement. Pour le cas d’algorithmes
non linéaires spécifiques, les nombreux travaux menés sur ce sujet (voir [WCZ87|, [MHS9))
ont donné naissance & de nombreux algorithmes d’observation. Nous présenterons quelques
algorithmes dans la suite de ce chapitre.

1.5.3.3 Meéthodes de transformations non linéaires

Cette technique consiste a transformer, a I’aide d’un changement de coordonnées, un
systéme non linéaire en un systéme linéaire modulo une injection de sortie. Une fois qu'un
tel changement de coordonnées est obtenu, 1'utilisation d’'un observateur de type Luen-
berger (corrigé par I'injection de sortie) suffira pour estimer 1’état du systéme transformé,
et donc I'état du systéme non linéaire original en utilisant le changement de coordonnées
inverse.

L’un des premiers travaux réalisés dans ce domaine est proposé dans [KI83|, ou le systéme
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autonome de la forme

T = f(x) (1.50a)
y = h(z) (1.50b)

est transformé, par un changement de coordonnées non linéaire z = ®(x), en un systéme
linéaire sous la forme canonique observable suivante :

2 = Az+ A\y) (1.51a)
y = Cez (1.51Db)

ou A, et C. sont sous la forme duale de Brunovsky, c-a-d :

On—l -[n—l

A, =
0 05,

, = [1 og_l} .

L’observateur de Luenberger correspondant & (1.51) est donné par :
F= A2+ My) + Ky — C.2), (1.52)
dont la dynamique de 'erreur € = z — 2 est linéaire et s’écrit :
e¢= (A, — KC,e. (1.53)

Le calcul du gain K se fait par un placement de poles.
Ce travail a été étendu dans [KR85| au cas des systémes a sorties multiples et la trans-
formation non linéaire a été généralisée comme suit :

z = ®(z), (1.54)

v=U(y). (1.55)

ou v est la transformation de la sortie y & l'aide du changement de coordonnées non
linéaire W(.). Les conditions sous lesquelles une telle transformation existe ont été établies.
Cependant, trois problémes sont liés a cette approche :

1. La classe des systémes pour lesquels une telle transformation existe est trés res-
treinte ;

2. La procédure d’obtention d’une telle transformation est trés compliquée ;

3. Dans le cas des systémes avec entrées (systémes commandés), le systéme transformé
contient toutes les dérivées des entrées.

Dans [Kel87], le systéme

&= f(x,u) (1.56a)
= h(x,u) (1.56Db)
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a été considéré. Dans ce cas, le systéme transformé sous forme canonique généralisée est
défini par :

2 = Az+ Ay, u) (1.57a)
v = Cuxz (1.57Db)
T
ou u = [u U ... u(”)] . La transformation non linéaire utilisée est
z = ®(z,u),
v=U(z,u)

et en supposant que les dérivées de I'entrée u sont disponibles, la structure de I’observateur
suggéré est :

Az + My, u') + K(v—0) (1.58a)
C.z. (1.58b)

A -

>
|

La dynamique de lerreur est donnée par (1.53).

D’autres généralisations aux systémes a sorties multiples ont été proposées dans [XG89],
[RZ94| et [HP99]. Un algorithme simplifié permettant de calculer la transformation conve-
nable, pour le cas des systémes autonomes, a été con¢u dans [Phe91]. Des conditions né-
cessaires et suffisantes d’existence de la transformation pour les systémes mono-sortie ont
été données dans [GMP96]. Ces résultats ont été généralisés dans [PG97| aux systémes a
sorties multiples, et un algorithme de calcul du changement de variables a été donné.

Une des raisons pour laquelle la classe des systémes qui peuvent étre transformés sous
forme linéaire observable est restreinte est due au fait que la sortie doit étre linéaire
comme dans (1.51) et (1.57b). Cette condition est relaxée dans [KK98| pour la classe des
systémes autonomes mono-sortie. L’idée est de transformer le systéme(1.50), en utilisant
le changement de variables z = ®(z), en

= Az+ Ly (1.59a)
n(z) (1.59b)

)
ol 1(z) = h(2)|,—s-1(»). L'observateur s’écrit :
= A2+ Ly, (1.60)
et la dynamique de l'erreur € = z — 2 est
£ = Ae. (1.61)

La transformation ® est choisie de fagon & obtenir une matrice A avec des propriétés
souhaitables.
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Afin de surmonter la difficulté d’obtention de la transformation convenable, indépendam-
ment des travaux précédents, une nouvelle approche a été présentée dans [BZ83| pour la
classe des systémes non linéaires autonomes et mono-sortie. Une méthode constructive
basée sur des techniques de synthése linéaires a été proposée. Les conditions nécessaires
et suffisantes d’existence de la forme canonique ont été énoncées dans |[LT87|. Plusieurs
extensions de cette approche au cas des systémes non linéaires commandés et multi-sorties

sont données dans |Zei87b|, |Zei87a| et [BZ8S|.

1.5.3.4 Observateurs étendus

Il est possible d’étendre quelques techniques linéaires a des systémes non linéaires, ceci
en calculant le gain de l'observateur a partir du modéle linéarisé autour d’un point de
fonctionnement. C’est par exemple le cas du filtre de Kalman étendu et 1’observateur de
Luenberger étendu que nous présentons un peu plus en détail par la suite.

A) Filtre de Kalman étendu (EKF')

Le filtre de Kalman étendu est 'une des techniques d’estimation les plus populaires et les
plus largement étudiées dans le domaine d’estimation d’état des systémes dynamiques non
linéaires. Ce filtre étendu consiste a utiliser les équations du filtre de Kalman standard au
modéle non linéaire linéarisé par la formule de Taylor au premier ordre.

Ce filtre étendu a été appliqué avec succes sur différents types de procédés non linéaires.
Malheureusement, les preuves de stabilité et de convergence établies dans le cas des sys-
témes linéaires, ne peuvent pas étre étendues de maniére générale au cas des systémes non
linéaires. Dans un environnement déterministe, une preuve de la convergence du filtre de
Kalman étendu a été établie dans [BAD97| et [BA99| pour la classe des systémes non
linéaires a temps discret. Cependant, cette convergence n’est que locale. L’analyse de
la convergence de cet estimateur reste, a I’heure actuelle, un probléme ouvert. Les nom-
breuses recherches qui ont été menées sur ce sujet ont donné naissance a de nombreuses pu-
blications et ouvrages [Che93|, [GA93], [BHI7|, [Bro98|, [SGI5], [BRDI7|, [BADF97], [BAD97|,
[ABD9S|.

Avant d’introduire le filtre de Kalman étendu, nous avons besoin d’introduire 1’estimateur
de Kalman standard pour les systémes linéaires a temps variant (LTV). Nous abordons
les deux cas, systémes & temps continu et systémes a temps discret.

— Cas des systémes LTV a temps continu :
Pour le systéme stochastique LTV de la forme

= A(t)x + B(t)u + v (t) (1.62a)
= C(t)x + vq(t) (1.62Db)

I'estimateur de Kalman standard est donné par :
z = A(t)i + B(t)u+ PCT(t)R™'(y — C(t)) (1.63)
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ou P est la solution symétrique et définie positive de I’équation de Riccati suivante :
P=AP+ PA" +Q — PC"R™'CP. (1.64)

— Cas des systémes LTV a temps discret :
Pour le systéme stochastique LTV a temps discret de la forme

Liy1 = Akxk. + Bkuk —+ v (165&)
e = Chap + wy (1.65b)

I'estimateur de Kalman standard est donné par :

Tpp1 = Trrim + K (y;m — Ck+152'k+1/k) (1.66a)
-1
Par = (P + OB Cinn) (1.66b)
£k+1/k = Aki’k + Bkuk (166C)
Pooiw = APAL+Qu (1.66d)
-1
Ky = PGl (CkJrlPkJrl/kC;_l + Rk+1> (1.66¢)

ou Py = pl, > 0. &4y et Z41q/ sont Uestimation et la prédiction de I'état . Les
matrices P4y et Py sont les covariances des erreurs d’estimation et de prédiction.
@ et R;., sont des matrices de covariances des bruits v, et w;, respectivement.
Le filtre de Kalman étendu [Jaz70| est une extension directe du filtre de Kalman standard
en remplacant les matrices d’état et de sortie, A,C du systéme linéaire (1.62) ou (1.65)
par les jacobiennes des non-linéarités du systéme en question.
Considérons le systéme non linéaire suivant :

&= f(z,u)+ov(t) (1.67a)
y = h(z,u) +w(t) (1.67Db)

LEKF s’exprime de la maniére suivante :

t = f(&,u)+ PH(@ u)R (y— h(i,u)) (1.68a)
P = F(&u)P+ PF(@,u)" +Q — PH(&,u)"R*H(&,u)P (1.68b)
ol of
F(LIAZ,U) - %(aﬁ,u),
oh
H(z,u) = 8—x(i’,u)

Ce type d’estimateur a été utilisé dans [JS04]. Dans le cas des systémes a temps discret
de la forme :

T = [f(oeu) + Groy (1.69a)
Y = h(zp,u) + Dywy (1.69b)
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I’EKF est donné par :
Tps1 = Tpgryn + K1 (1.70)

ou
Pk+1 = ([n - Kk+1Hk+1>Pk+1/k

j:'k+1/k = f(fkauk)
Pk+1/k = FkPkaT + Qk

-1
Kk+1 = Pk+1/kaT+1 <Hk+1pk+1/kaT+1 + Rk+1> 1.71d
€rt1 = Yr+1 — h(ikﬂ/kaukﬂ) (1-716
ox
. oh , .
Hk = H(,Ik,uk) = %(I‘k,uk) (171g)

ou By = ul, > 0.

Il est courant (ceci n’a pas encore été démontré) de choisir en pratique, pour 'optimalité
du filtre de Kalman étendu, Q) et R, comme les matrices de covariance des bruits du
systéme et des mesures, c-a-d :

Qk - Gsza Rk+1 - Dk+1Dg+1~

Ce choix est valable sous certaines conditions [ABDO01]. Dans un contexte déterministe, la
synthése de @) et R, joue un réle primordial dans 'amélioration des performances du
filtre de Kalman étendu. Pour plus de détails sur ce dernier point, nous invitons le lecteur
a consulter [DBGR92|, [DBB*93|, [BRD97|, [RSU98| et [RSU99|.

B) Observateur de Luenberger étendu

L’observateur de Luenberger étendu intervient, soit au niveau du systéme original avec un
gain constant, soit par le biais d’un changement de coordonnées avec un gain dépendant
de I'état a estimer. Dans le premier cas, un modéle linéarisé est nécessaire, et le gain de
I'observateur est calculé par placement de poles. Ce type d’observateur ne peut étre utilisé
que lorsque l'on est stir que ’état restera au voisinage de I’état d’équilibre. Pour cette rai-
son, cette méthode n’est pas trés utilisée, parce que son utilisation peut étre compromise
par les instabilités qui peuvent se révéler si on s’éloigne du point de fonctionnement. Dans
le deuxiéme cas, comme nous I’avons mentionné précédemment, les méthodes de change-
ment de coordonnées ne concernent qu’une classe restreinte de systémes non linéaires. En
effet, beaucoup d’approches utilisant les changements de coordonnées nécessitent 1'inté-
gration d’un ensemble d’équations aux dérivées partielles non linéaires, ce qui est souvent
trés délicat a réaliser. De ce fait, 'utilisation de solutions approchées est envisageable.

1.5.3.5 Observateur a grand gain : Approche de Thau et ses généralisations

Une méthode directe de conception d’observateurs est d’utiliser un retour de sortie
linéaire. Cette approche, introduite initialement dans [Tha73|, s’applique a la classe des
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systémes non linéaires s’écrivant sous la forme suivante :

T = Az + ¢(z,u) (1.72a)
y=Cx (1.72b)

ouz € R", u € R™et y € R? représentent respectivement les vecteurs d’état, des entrées
et des sorties du systéme. La paire (A, C) est détectable et la non-linéarité ¢ satisfait la
propriété de Lipschitz par rapport a x :

|o(z,u) — d(2,u)|| < ygllz — 2|, Va,2€R"etVuecR” (1.73)
ol v, est la constante de Lipschitz de la fonction ¢.

Ce type d’observateurs est relativement classique en observation des systémes non li-
néaires. Son nom est dii au fait que le gain de 1’observateur choisi est suffisamment grand
pour compenser la non linéarité du systéme.

L’observateur de type Luenberger correspondant & (1.72) est de la forme :

T = Az + ¢(2,u) + K(y — C%) (1.74)
La dynamique de 'erreur d’estimation ¢ = x — 2 est donnée par I’'équation :
e=(A—KC)e+ o(z,u) — o(z,u) (1.75)

L’objectif est de déterminer sous quelles conditions le gain K peut garantir la stabilité de
lerreur d’estimation ¢ en zéro.

La méthode de Thau [ThaT73| fournit une condition suffisante de stabilité asymptotique
de l'erreur d’estimation (1.75). Le résultat de cette méthode est donné par le théoréme
suivant :

Théoréme 1.5.1. (|Tha73|) Considérons le systéme (1.72) et l'observateur (1.74). Si le
gain d’observation K est choisi tel que

Amin (Q)

76 S onn(P)

(1.76)

0l Apin (S) €t Max (S) désignent respectivement les valeurs propres minimale et maximale
de la matrice carrée S, les matrices P = PT > 0 et Q = QT > 0 désignent les solutions
de l’équation de Lyapunov :

(A—KC)Y'P+P(A-KC)+Q =0 (1.77)
alors Uerreur d’estimation (1.75) est exponentiellement stable.

La preuve de ce théoréme est basée sur 1'utilisation de la fonction de Lyapunov stan-
dard
V =V(e) =" Pe.
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Pour plus de détails sur la preuve du théoréeme 1.5.1, nous invitons le lecteur a consul-
ter [Tha73|.

Il a été démontré dans [PT80] que le rapport QAAL((Q;) est maximal si ) = I,,. Le pro-
bléme donc est réduit a choisir un gain K qui satisfait
< ! (1.78)
7S (D) ‘

ol
(A— KC)TP + P(A-—KC)=-1I,.

L’approche de Thau n’est pas une méthode de synthése systématique. Elle permet seule-
ment de vérifier la convergence de 'observateur (1.74), a posteriori. En effet, le choix
des matrices P, () et K qui satisfait 'inégalité (1.76) n’est pas direct. Par exemple, le
placement des valeurs propres de (A — K'C') dans le demi-plan gauche n’implique pas que
la condition (1.76) soit satisfaite. Il n’existe aucune relation spécifique entre les valeurs
propres de (A — KC') et Anax(P), ceci a été prouvé dans [RH94] par un simple exemple
numérique.

Ce type d’observateurs a été largement étudié dans la littérature par de nombreux cher-
cheurs. Une méthode constructive a été proposée par Raghavan dans [RH94|, ou une
solution explicite et systématique du choix du gain de 'observateur est fournie. Cette
solution est illustrée dans le théoréme suivant :

Théoréme 1.5.2. (|[RH94|) Considérons le systéeme (1.72) et l'observateur (1.74). S’il
existe € > 0 tel que ’équation de Riccati
1
AP+PAT+P(7§I,L - —CTC>P+In+e[n ~0 (1.79)
€
admet une solution P symétrique définie positive, alors le gain d’observateur donnée par

1
K = PC" (1.80)

stabilise asymptotiquement la dynamique de Uerreur d’estimation (1.75).

Cependant, cet algorithme n’est pas efficace pour toutes les paires (A, C') observables
et malheureusement ne donne pas d’informations sur les conditions que doit vérifier la
matrice (A — KC) afin d’assurer la stabilité de l'erreur d’estimation. Nous avons vu que
le placement des valeurs propres de (A — KC') dans le demi-plan gauche est certainement
insuffisant.

Dans |Zak90|, auteur a suggéré une procédure de conception liée directement & la matrice
(A — KC). Dans cette procédure, le choix du gain K tel que

Umin(A—KO) > Yo (181)

assure 'inégalité (1.78). Les valeurs singuliéres de (A — K C') jouent, en effet, un role sur la
convergence de 'observateur. Malheureusement, ce résultat est en général incorrect. Ceci
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a été démontré par un contre exemple dans [Rajo8|.

L’inexactitude du résultat précédent est intuitivement compréhensible. En effet, les va-
leurs singuliéres d’une matrice déterminent si celle-ci est proche d’étre singuliére. Une
matrice pourrait étre proche d’étre singuliére, mais ses valeurs propres restent proches
de 'axe imaginaire. Cette distinction a été clarifiée aprés la nouvelle méthode proposée
dans |[Rajo8|. En effet, dans [Raj98], Rajamani a établi un nouveau résultat permettant
de corriger le précédent. Ce résultat est résumé dans le théoréme suivant qui fournit des
conditions nécessaires et suffisantes que doit vérifier la matrice (A— K C) afin de démontrer
la convergence de 'observateur.

Théoréme 1.5.3. (|[Raj98|) Considérons le systéeme (1.72) et lobservateur (1.74), avec
(A, C) observable et ¢ satisfait (1.73). Alors, Uerreur d’estimation est asymptotiquement
stable si le gain K peut-étre choisi tel que (A — KC') soit stable et

min (amin(A - KC — jwln)) > v, (1.82)

w>0
ot j est tel que j* = —1.

La démonstration compléte de ce théoréme est donnée en trois étapes dans [Raj98].

D’autres méthodes de synthése d’observateurs ont été développées spécialement pour
la classe des systémes uniformément observables [GHO92|, [BH91] et [BCCG93|. Ces
méthodes utilisent un changement de variables pour se ramener & un systéme de la
forme (1.72). Une fois le systéme transformé, 'utilisation d’un observateur & grand gain est
systématique. Ce type d’observateurs a été appliqué a une classe de systémes biologiques
et & des procédés biotechnologiques dans [GHO92|, [FH93| et [OBS99].

1.5.3.6 Observateurs de Luenberger Généralisés (OLG)

Récemment, une nouvelle conception d’observateurs a été proposée dans [AK99|,
[AKO1b|, [AKOla|, [Arc02]|, [FAO2| et [FAO3]. La classe des systémes concernés par cette
nouvelle conception consiste & ajouter a ’observateur de Luenberger un deuxiéme retour
de sortie linéaire & 'intérieur de la partie non linéaire du systéme. Cette approche concerne
les systéemes décrits par les équations suivantes :

t = Av+ Gy(Hz)+ o(y,u) (1.83a)

L’observateur d’état proposé a la structure suivante :
= Ab + Gy (H:f: K (y— C:z:)) +oly,u) + L(y — C#). (1.84)
Des conditions de convergence de 'observateur (1.84) ont été établies dans [AK99|

et [AKOla] . Ce résultat concerne les systémes pour lesquels la fonction non linéaire
~ satisfait les hypothéses suivantes :
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1. chaque composante v; est une fonction scalaire a variable scalaire, c-a-d :

Jj=n
j=1
2. Toutes les composantes de v sont des fonctions non décroissantes, c-a-d :

ogw,vu%wem. (1.86)

En utilisant (1.83) et (1.84), la dynamique de Uerreur d’estimation € = z — & s’écrit :
e=(A—LO)e + G(fy(v) - ’y(tu)) (1.87)
ou
v=Hzx et w=Hi+ K(y—Cz).
Ces conditions de convergence sont illustrées dans le théoréme suivant :
Théoréme 1.5.4. L’erreur d’estimation (1.87) est exponentiellement stable a ['origine

s’il existe une matrice P = PT > 0, une constante v > 0 et une matrice diagonale A > 0
telles que l’inégalité

(A-LC)Y"P+P(A-LC)+vl, PG+ (H—-KC)TA

<0 1.88
GTP+ A(H — KC) 0 - (188)

soit faisable.

Cette technique a été étendue dans [FA02] et [FAO3] au cas des systémes monotones
multi-variables. Des conditions de convergence analogues ont étés obtenues. De nouvelles
conditions suffisantes de synthése des gains K et L ont été proposées dans [AKO01b| pour
une classe de systémes dont la non linéarité est une fonction scalaire a variable scalaire. Ce
résultat est plus général que le précédent, puisqu’il prend en compte les bornes du terme

%wa) quand elles existent, c’est a dire quand la non-linéarité satisfait la condition
v) —vy(w
0< W =) oy R (1.89)
v—w

Dans ce cas, en exploitant la condition (1.89), les auteurs ont établi le théoréme suivant :

Théoréme 1.5.5. L’observateur d’état (1.84) converge exponentiellement s’il existe une
matrice P = P > 0, une constante v > 0 et une matrice diagonale A > 0 telles que
["inégalité

(A= LC)'P+ P(A—LC) +vl, PG+ (H—KC)"

<0 (1.90)
GTP + (H — KC) -

[SAIN]

soit faisable.
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Cette derniére inégalité est moins restrictive que (1.88). En effet, dans (1.88) il est né-
cessaire d’avoir PG+ (H — KC)"A = 0 a cause de la présence d’un zéro sur la diagonale.
Ceci rend 'inégalité (1.88) contraignante. Cependant, dans (1.90), le zéro sur la diagonale
est remplacé par —, ce qui n'impose pas & PG + (H — KC)" d’étre nul. Notons qu’en
particulier, pour b = +00, nous retrouvons I'inégalité (1.88).

Le seul inconvénient de cette technique se trouve dans le fait qu’elle est applicable aux
systémes dont la jacobienne de chaque composante de la fonction non linéaire est une
matrice carrée.

1.5.4 Observateurs d’état des systémes singuliers non linéaires

A Tlinverse du cas linéaire, peu de travaux ont été réalisés autour de 1’observation
des systémes singuliers non linéaires. Récemment, quelques travaux intéressants ont été
proposés par [BADF97], [Shi96]|, [ZM97|, [LH06| et [DBB0S§|. Dans [BADF97], un observa-
teur asymptotique local est proposé pour des systémes singuliers non linéaires généraux.
L’approche est basée sur la résolution des équations de Sylvestre et la transformation des
coordonnées. Dans [Shi96], I'auteur a proposé un observateur implicite pour une classe de
systémes singuliers non linéaires Lipschitz, 'approche est basée sur la décomposition du
systéme singulier en deux parties, une dynamique et ’autre statique.

Un des travaux intéressants et les plus récents qui traitent les systémes singuliers non
linéaires est proposé dans [LHO06|, le type de systéme traité est le suivant

Ei(t) = Axz(t)+ BO(t,z,u) (1.91a)
y(t) = Cux(t) (1.91b)

avec x(t) € R" le vecteur d’état, u(t) € R’ l'entrée, et y € R la sortie, la matrice
E € R™" est carrée avec 0 < rankE < n les matrices A, B,C sont constantes et de
dimensions appropriées, avec rangC' = p. La fonction & satisfait la condition Lipschitz
suivante

1Dt 21, u) = f(E, 22, u) || < A([F (210 = 22)]])

avec F' une matrice constante de dimension appropriée.
L’observateur proposé est un observateur singulier de type Luenberger d’ordre plein

Ei(t) = Ai(t) + BO(t, &,u) — Ly — C1) (1.92a)

o 7 est 'estimé de x, L € IR"™” est le gain de I'observateur qu’on doit déterminer.

La dynamique de I'erreur d’observation e(t) = z — & est donnée par

Eé(t) = (A— LC)e(t) + B[®(t,2,u) — ®(t, 2, u)] (1.93a)

Le théoréme suivant donne les conditions d’existence de 1'observateur (1.92)
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Théoréme 1.5.6. [l existe un observateur d’ordre plein de la forme (1.92) pour le systéme
(1.91) s%l existe deux matrices P € R™ et ) € R™ telles que les inégalités suivantes :

E'P=P"E>0

ATP+PTA+CT"Q+Q"C+ F'F P'B

<0 (1.94)
BTP —1

soit satisfaites. La matrice P doit avoir la forme suivante :

P 0
P, P

P=M" N7t

avec M et N deux matrices non singuliéres qui vérifient

Ip 0
MEN =
0 0

Pour trouver la condition (1.94), les auteurs ont introduit la fonction de Lyapunov
suivante :
V =e(t)E"Pe(t) avec E"P=P'E>0

En dérivant cette fonction le long de la solution de (1.91) et en utilisant la propriété de
Lipschitz, on retrouve la condition (1.94).

1.6 Stabilisation par retour d’état statique et par com-
mande basée observateur

Le but de la stabilisation est de construire une loi de commande dite en boucle fermée,
par retour d’état statique u(t) = Kz(t), ou par commande basée observateur u = Ki(t),
ou Z(t) est l'estimé de z(t), afin d’amener le systéme a 'origine, quel que soit le point
de départ. Le premier type de commande est basé sur 1'utilisation a chaque instant de
I’état du systéme pour déterminer la commande, par conséquent 1’état doit étre accessible
pour tout ¢t > 0. Dans le cas ou I’état n’est pas accessible, la commande réellement mise
en oeuvre est celle par retour de sortie dynamique, qui est basée sur 1'utilisation d’un
observateur asymptotique de I’état.

1.6.1 Stabilisation par retour d’état statique

Considérons le systéme linéaire suivant

©(t) = Ax(t)+ Bu(t) (1.95a)
y(t) = Cuz(t) (1.95b)
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avec la condition initiale z(0) = z,, z(t) € R" est le vecteur d’état, u(t) € R™ le vec-
teur des commandes et y(t) € IR” le vecteur des mesures. A, B, C' des matrices constantes
de dimensions appropriées.

Théoréme 1.6.1. Si on suppose que le systeme (1.95) est commandable et observable, il
existe un feedback de la forme u(t) = Kx(t) stabilisant le systéme (1.95), c-a-d il existe
une matrice K telle que la matrice A+ BK soit Hurwitz.

1.6.2 Stabilisation par commande basée observateur
Considérons le systéme (1.95), soit 'observateur de Luenberger suivant
z(t) = Az(t) + Bu(t) + L(Ci(t) — y(t)) (1.96a)

ou z(t) € R" est l'estimée de x(t), L est une matrice de dimension appropriée qui
représente le gain de 1'observateur
Introduisons 'erreur d’observation e(t) = &(t)—z(t), nous obtenons la dynamique suivante

é(t) = (A+ LO)e(t) (1.97a)

Si la matrice A + LC' est Hurwitz, nous avons e(t) — 0

t—o0

Définition 1.6.1. On appelle commande basée observateur, la commande u(t) = Kz(t)

Théoréme 1.6.2. Si on suppose que le systéeme (1.95) est stabilisable et détectable, il
existe une commande basée observateur u(t) = Ki(t) stabilisant le systeme (1.95), c-a-d
il existe deux matrice K et L de dimensions appropriées telles que les matrices A+ BK
et A+ LC soient Hurwitz, alors le systeme en boucle fermé

&t = Ax(t)+ BKz (1.98a)
2 = (A+ BK)i(t) + LC(2(t) — x(t)) (1.98b)

est asymptotiquement stable.

Démonstration :

En augmentant I’équation de la dynamique de (1.95) par la dynamique de l'erreur

(1.97) nous obtenons le systéme suisvant
x _|A+BK BK T (1.99)
é(t) 0 A+ LC| \ e(t) ‘

Par I'application du principe de séparation, les dynamiques du systéme commandé en
A+ BK BK

0 A+ LC
sont a partie réelle négative. Ces valeurs propres sont constituées de la réunion de celles
de la commande par retour d’état statique et de celles de I'observateur, c-a-d les valeurs
propres de A+ BK et A+ LC.

boucle fermé (1.98)-(1.98), c-a-d les valeurs propres de la matrice
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1.7 Conclusion

Ce chapitre a été consacré a quelques rappels et informations nécessaires sur les sys-
témes singuliers. Aussi, nous avons mis le point sur quelques concepts relatifs & la stabilité
des systémes dynamiques (stabilité au sens de Lyapunov), le filtrage #H... Ensuite, nous
avons présenté quelques rappels et définitions sur 1’observabilité et le principe d’estima-
tion d’état dans le cas des systémes singuliers linéaires ainsi que les systémes non linéaires.
D’autres part, nous avons présenté des méthodes de synthése d’observateur développées
dans la littérature, pour le cas des systémes singuliers linéaires, les systémes non linéaires,
et les systémes singuliers non linéaires. Le dernier point abordé dans ce chapitre concerne
I’application du principe de séparation pour la synthése de commande basée observateur
dans le cas des systémes linéaires standards.
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Chapitre 2

Systémes singuliers bilinéaires
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2.1 Introduction

Ce chapitre propose une méthode de synthése d’observateur H,, pour une classe de
systéemes singuliers bilinéaires. Ces derniers sont introduits lorsque le comportement dy-
namique d’un systéme ne permet pas de le modéliser par une représentation linéaire. La
dynamique et les équations des mesures des systémes singuliers bilinéaires considérés sont
soumis a des perturbations a énergie finie non mesurées et a des entrées bornées. Les
entrées sont traitées comme des incertitudes structurées bornées en normes.

L’observateur proposé pour cette classe de systémes est un observateur non biaisé,
c-a-d la dynamique de 'erreur d’estimation est indépendante de 1’état du systéme. Les
conditions nécessaires et suffisantes de non biais de 1'observateur sont données sous une
forme d’équations de Sylvester.
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Dans la premiére partie de ce chapitre nous présentons la classe des systémes singu-
liers bilinéaires a laquelle nous nous intéressons plus particuliérement, un exemple de la
littérature décrivant un processus réel (un robot avec joint flexible) pouvant étre modélisé
par un modéle bilinéaire sera présenté afin de mettre en exergue cette classe. Ensuite,
nous faisons un rappel sur les systémes incertains et ’étude de stabilité des systémes
soumis a des incertitudes structurées. Aprées, nous abordons la formulation du probléme
de synthése de l'observateur d’ordre réduit que nous proposons. Ensuite, la procédure
de synthése d’observateur sera présentée en détail, en commencant par la méthode de
résolution des équations de Sylvester, par la suite ’étude de stabilité dans le cas sans
perturbations, et enfin la méthode de synthése de 'observateur H,, seront présentées. Les
conditions d’existence et de stabilité robuste de l'observateur sont données sous forme
d’inégalité matricielle linéaire (LMI). Un exemple numérique de simulation est donné a la
fin de ce chapitre pour illustrer la méthode.

2.2 Préliminaires et formulation du probléme

2.2.1 Généralités sur les systémes bilinéaires

Considérons le systéme bilinéaire singulier suivant

Ei(t) = Ayx(t) + Bu(t) + Zu ) + Dyw(t) (2.1a)
y(t) = Cuz(t) + Dyw(t) (2.1b)

Ou z(t) € IR" est le semi-vecteur d’état, u(t) € IR™ l'entrée du sytéme, w(t) € R"™
un signal de perturbation & énergie finie, et y(t) € IR” la sortie du sytéme. La matrice
E € IR""*" est singuliére pour np = n. Les matrices A; € IR"**" pour i = 0,1....m, B €
R""*™ C € IR"™, D, € IR"™™"™ et, D, € IR"*™ sont réelles. le signal de perturbation
w(t) € L, est continu . L’entrée u(t), est continue et bornée, c-a-d u(t) € I' C R™, telle
que

Ii={u(t) € R"/tmin < Ui(t) < Ujmax, @ = 1,...,m}. (2.2)
Cette représentation englobe plusieurs types de systémes bilinéaires.

Remarque 2.2.1. Durant ce chapitre, nous utilisons les notations suivantes : u;(t) est la "
coordonnée du vecteur des commandes u(t) et A; est la matrice associée a la coordonnée
u;(t) dans le systéme (2.1a). Ainsi la matrice A, décrit la dynamique de la partie linéaire
du systéme bilinéaire.

De nombreux processus en biologie, en écologie et en économie [Moh73|, [Moh91],
[Wil77] (modélisation d’un réacteur biologique ou d’échange commerciaux), ainsi qu’en
mécanique [Rug81], [Hac¢92|, [ZRMDI8| (modélisation d’'une suspension active), et en chi-
mie (approximation du comportement d’une colonne a distiller [EL77]) peuvent étre mo-
délisés par des systémes bilinéaires. A titre d’exemple pris dans la littérature, considérons
le cas d’un robot a joint flexible décrit dans ’exemple suivant :
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2.2.1.1 Exemple

Soit le processus des figures (2.1) et (2.2). Il s’agit d’un robot a joint flexible muni d’un
moteur a courant continu (DC), permettant de fournir un couple & un axe de transmission
qui le transmet au pendule constituant la partie mobile principale du robot. Cette trans-
mission n’est pas rigide, mais elle est modélisée par un ressort de torsion de constante de
raideur k. La dynamique rapide peut étre modélisée par des équations bilinéaires statiques.
Le modele détaillé sous forme de systéme singulier bilinéaire est donné dans la littérature
[N97|, [ZWO07], |ZWO06], on choisit comme variable d’état les grandeurs suivantes :

—_

) z1(t) la rotation angulaire du moteur.
) 5(t) la vélocité angulaire du moteur.

) z3(t) la position angulaire de la liaison.
) wa(t)

) @5(t)

)

w DN

x,4(t) la vitesse angulaire de la liaison.
x5(t) la perturbation du sous-systéme rapide.
f(t) la perturbation inconnue .
8) d(t) le défaut inconnu.
Ce processus peut étre modélisé par les équations suivantes

~J O Ot

Bi(t) = aa(t)

B) = = (t)+ ) + S () + ()

T3(t) = aa(t)

B = nlt) + (0 +ms(t) + PO 1)+ ) () + P

0 = z+ a3+ x5+ do(xs(t) + 5(t))u(t) + did(t)
n(t) = 1, 4a(t) =x2(t)

FIGURE 2.1: Robot a joint flexible
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k
Moteur ] [ ] )
[ DC :

J, J,

= W

FIGURE 2.2: Schéma d’un robot avec joint flexible

Ceci nous donne, sous forme matricielle, le systéme singulier bilinéaire suivant :

(100 0 0] [&:(0)] 10 0 0 0] [xn@] [ o]
010 0 0] @) kK () 0
00100 |&@] =0 0 0 10| |z@)+] 0 |z@u®
000 1 0| |a) EoE oy 0 0] |au(t) mah
00 0 0 0] |s(t)] 10 1 01 |z | d|
o - 0
0 5
+1 0 |zs@u@)+ |0 |ult)+ | 0 |dt) (2.3a)
mghy mghi
J[ Jl
| d, | 0] 4, |
o]
5(t)
10000
t) = r5(t 2.3b
y(t) [01000] 5(1) (2.3b)
4(t)
|5 (t)

2.2.2 Systémes avec des incertitudes vérifiant des contraintes qua-
dratiques intégrales IQC

Dans cette section nous considérons un type de systéme incertain défini par [MR97b|,
[MR97al, [JM99] :

©(t) = Ax(t)+ Dyw(t) —i—Zthl (2.4a)
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y(t) = Cu(t)+ Dyw(t) —i—Zszpl (2.4b)

Ou z(t) € IR" est le vecteur d’état, w(t) € IR™ le vecteur de perturbation a énergie
finie et y(t) € IR” la sortie du sytéme. Les variables p;(t) € R™, représentent les incerti-
tudes, avec k; le nombre de colonnes de H,; ou H,;, lesmatricesA, C, D, et D, sont des
matrices de dimensions appropriées et les matrices H,;, H,; expriment les poids respectifs
selon lesquels le systéme (2.4) est assujetti aux incertitudes. Elles sont constantes et de
dimensions appropriées. Nous considérons des sorties fictives ¢;(t) € IR* données par

Qi(t) = Elix(t) + E2iw(t) + E3ip<t)

qui vérifient les contraintes IQC suivantes

/Osz-(t)IIths/O || ()] [2dt

avec Fy;, B, Es; des matrices constantes de dimensions appropriées.
Le systéme (2.4) peut étre représenté par la figure (2.3)

)20) q(?)

Y

w(?) z ( S) WD)

FIGURE 2.3: Systéme incertain avec IQC
donc la fonction de transfert du systéme (2.4) est donnée par

E1 E3 E2

Y(s) =
(s) H D,

(st,—A)* [0, D]+

oit A(t) € T représente les incertitudes, tel que T est 'ensemble des matrices bloc diago-
nales défini par

T:{A(t):bdiag(Al(t),Ag(t),- S AL(1); Ai(t) € RM >k AT(H)A < I, ¥t > 0,k = zs: kl} (2.5)
=1

En définissant
Hy,, = Hbdiag(0, -, I, --- ,0),

H2’i = Hdeiag(O,"' 7]]?1)"' 70)7
E, = bdiag(0,--- I, ,0)E,,
By = bdiag(0,--- Iy, - ,0)Es.
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Dans ce cas nous avons

{m®:=5®Mﬂ

i=1.--.s

2.2.3 Systémes auxiliaires et performances robustes

Considérons le systéme incertain suivant :

w(t) = (A+A,0)x(t) + (D + Ap, (1)) w(t) (2.6a)
y(t) = (C+ Ac(t)x(t) + (Dy + Ap, (t)w(t) (2.6b)

ou z(t) € IR" est le vecteur d’état, w(t) € IR™ le vecteur de perturbation a énergie finie et
y(t) € IR" la sortie du sytéme. A, C, D, et D, sont des matrices constantes de dimension
appropriée, A4(t), Ax(t), Ap, et Ap, sont les matrices des incertitudes telles que

Aut) A H, | - _
A0 Bod N A - mAw) BB
Aq(t) Ap, H, |~ NG -

avec A(t) € T représentant les incertitudes, T est 'ensemble définie par (2.5)
La fonction de transfert dans ce cas est donnée par

£(s) = [zpq(s) | [BE

Es E,
H, D,

(s, —A)™" |:H1 DJ +

* *x

¥,,(s) est la matrice de transfert de p(t) vers q(t).

Pour le cas des incertitudes structurées et bornées en norme, le critére de stabilité
robuste H,, se réduit a la norme ||3,,||.. = 1. Pour le cas des incertitudes non structurées,
la condition de stabilité H., est trés conservatrice. Cette derniére peut étre relaxée en
introduisant la norme ||MY,,M|| (appelée "scaled H, norm") [MTD] avec

M — bdlag(Ml,MQ, e 7MS)7MZ - MZT > O,Z — 1, ‘78.

Théoréme 2.2.1. [FBL95],[LF97] Le systéeme (2.6) est exponentiellement stable avec une
atténuation H., sl existe une matrice symétrique S et des scalaires p et v tels que le
systeme suivant :

(B = Ag I p(t) .
w(t) = A (t)++[HIS 0% Dl] [w(t)] (2.7a)
F(t)] _ s x(t) S%E?’S?% Ui p(t)] (2.7b)
y(t) C H,S = YDy | |w(t)
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est stable et vérifie
o laO | e p(t)
A'dwj”“<l‘de”“’[mJ#o

S = Bdiag(p 1, , -, pmly) >0

avec

2.2.3.1 Performances robustes H_,

Considérons le systéme avec des incertitudes paramaétriques structurées suivant

z(t) = Ax(t)+ B,p(t) + B,w(t) (2.8a)
q(t) = Cux(t) + Dgpp(t) + Dyuw(?) (2.8b)
y(t) = Cya(t)+ D,,p(t) + D,,w(t) (2.8¢)

avec x(t) € R" le vecteur d’état, y(t) € R” la sortie, ¢(t) € R la sortie fictive, p(t) € R™
et w(t) € R™ les vecteurs des perturbations, avec

p(t) = A(Mq(t) et A'(DAE) < I,

1

ot A(t) € R™ ip ' est la matrice des incertitudes paramétriques qui affecte le systéme,
telle que (1,, — A(t)D,,) est non singuliére.

Théoréme 2.2.2. [Sch01] Le systéme (2.8) est exponentiellement stable et vérifie la
norme H., si et seulement si il existe une matrice symétrique et définie positive X et

P P
une matice symétrique P = P; P2 et un scalaire 7y tels que la LMI suivante :
2 3
0 X0 0 0 0 I, 0 0
X0]0 O 0 0 A B, B,
I, Ao cl|o C7
r - . 0 0|F P, 0 0 0 I, O
0 B, I, D,|0 D, . < 0(2.9)
0 BT| 0 DI I, DT, 0 0|FP P 0 0 C, D,, D,
00[{0 O|—~"1,, 0 0 0 I,
000 O 0 I, ¢, D, D,,

soit vérifiée
Maintenant, si on choisit
-S 0

0o S

P =

avec S = Bdiag(puyly,, -, pmly,), S = ST > 0et S* = 5% > 0, dans ce cas la LMI (2.12)
devient
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XA+ A'X +CISC, +CIC, XB,+CISD,, +C!D,,
BTX + DT SC, + DT C, -S+ D! SD,, + D D,,
B'X + DI SC,+ DT Cv D!, SD,, + D;,D,,
(2.10)
XB,+CTSD,, +CTD,,
D! SD,, + DI D,, <0
Dngqu - 72[7712 + Dngyw

Nous choisissons comme systéme auxiliaire au systéme (2.8) le systéme de la forme
(2.7) suivante :

i(t) = Az(t)+ B,S"ip(t) + 7 'B,w(t) (2.11a)
q(t) = S:C,x(t)+ S*D,, S ip(t) + v 'S D, w(t) (2.11b)
y(t) = Cya(t) + DyS™2p(t) + 7 Dyuw(t) (2.11c)

Par correspondance avec la LMI (2.10) nous obtenons 'inégalité suivante :

XA+ A"X +Crsc,+cre, XB,S7%+C7S$*D,,S"% +C'D,,S7*
S“#BTX + S%DT S°C, + S*DTC, —S+ S DT S*D,,S°% +S°:DT D, S
7_1B$X + fy_lDZwSqu + 7_1D§wCy 7_1DZwS2DQPS_% + 7_1D§wDyPS_%

v 'XB, + fy‘lC’qTSQqu + ’y‘lC;FDyw
7‘15‘%D3;52qu + 7‘15‘%DyTprw <0
,772D21w82qu - 72]m2 + ’772D§w‘D

yw

(2.12)
2.2.4 Formulation du probléme
Soit le systéme singulier bilinéaire suivant :
Ei(t) = Agz(t)+ Bu(t) + > w(t)Awx () + Dyw(t) (2.13a)
=1
y(t) = Cx(t) + Dyw(t) (2.13b)

Par la suite, nous considérons chaque entrée u;(t) comme "une incertitude structurée"
(voir [BEFB94|). Notons que la définition du "domaine incertain" Y dans la relation
(2.5) peut engendrer un certain conservatisme, parcequ’en général, nous avons | w; i, |#|
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2.2. Préliminaires et formulation du probléme

Wimaz | AVEC | Uimin |# 1 €t | Uimae |7 1. Pour diminuer ce conservatisme nous pouvons
réécrire u,;(t) comme suit :
ol «; € IR et 0, € IR sont données, Vi = 1, ..., m, par

ui,min + ui,max ui,max - ui,min
ai - et Ui == -—
2

2
avec ag=1et og,=0.

La nouvelle variable incertaine sera d; (t) € I' C IR™ ot le polytope I est défini par

T = {5 (t) S Rm/éi,min S 51( ) < 5‘ max}

-~
pour i=1,..., m

Ofl . 5i,min - _1 et 5i,max - +1
Soit @ € IR™™ une matrice de rang plein ligne ([DBB0S]), avec ®E = 0, donc de
(2.13) nous obtenons

DAyz(t) + DD w(t) + Zu D A,x(t) = —PBu(t).

Nous proposons pour le systéme (2.13) 'observateur d’ordre réduit suivant :

() = <N0+2u ) )+ Hu (t (J0+Zu ) (2.15a)
() = PC(t) — QPBu(t) <G0+Zu ) (2.15b)

Le vecteur ((t) € IR" représente le vecteur d’état de 'observateur et Z(t) € IR" estimé
de x(t). Les matrices N;, J;, H, P, Q, et GG; sont des matrices de dimension appropriée
a déterminer pour que Z(t) converge asymptotiquement vers x(t) pour w (¢) = 0, et pour
w(t) #0, [le @), < llw @), owe(t) = 2(t) —x(t).

Remarque 2.2.2. Nous pouvons remarquer que la dimension de I'observateur (2.15) est
q < n, donc la présente approche unifie la synthése des observateurs d’ordre plein (¢ = n)
et d’ordre réduit (¢ =n — p).

Soit e (t) = ((t) — T Ex (t) 'écart entre ((t) et TEx (t), donc la dynamique de € (t) est

donnée par 'équation suivante

E(t) = (No + ZU ) + (JoC + NyTE —TAp) x (t)

o1



Chapitre 2. Systemes singuliers bilinéaires

=1

+ (i wi(t) (NiTE + J,C — TAJ) z (t) (2.16a)
+ (H—=TB)u(t)+ (JoDy — TD, + iui(t)JiDQ)w(t)

e(t) = Pe(t)+ zmj wi(t) (GiC + QBA,) 2(t) + (PTE + QB Ay + GoC — 1) (1)

i=1

+ (QCDDI + GoD, + zm: ui(t)GiD2> w(t) (2.16D)

2.2.5 Conditions de non biais de ’observateur

Le systéme (2.16) est indépendant de z(t) et de u(t) si et seulement si les équations
suivantes sont vérifiées :

it) NTE—-TA +J,C=0 pourl<i<m

i) H=TB
TE
‘ (2.17)
iv) [P 0 GO} DA, | =1,
C
DA, .
v) [Q Gl} c =0 pour 1 <i<m

Les équations i) — v) ont la forme d’un systéme d’équation de Sylvester.

Sous les conditions (2.17), la dynamique de () et l'erreur e(¢) dans (2.16) sont indé-
pendantes de u(t) et de z(t).
Dans ce cas nous obtenons :

) = <N0+zm:u,»(t)Ni> £(t) + o1 (D (t) (2.18a)
et) = Pe(t) + pa(thu(t) (2.18h)

avec ¢, (t) et p,(t) définies par

@i(t) = JoDy —TDy+ (30, wi(t)J;) Dy
po(t) = QOD, + GoDy+ (37 ui(t)G,) D,
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2.3. Procédure de synthése de l’observateur

2.3 Procédure de synthése de 'observateur

Dans cette section, nous présentons une nouvelle méthode de synthése de I'observateur
(2.15) pour le systéme (2.13), elle garantit que 'erreur e (t) converge asymptotiquement
vers zéro pour w(t) = 0 ainsi que pour w(t) # 0,|e(?)|l, < v|lw ()|, ot v est un
scalaire qui correspond & la performance prescrite. La synthése de I'observateur (2.15) de
dimension ¢ revient & trouver les matrices 7', N;, J;, H, P, Q et G;.

2.3.1 La résolution des contraintes de Sylvester

Avant de donner la méthode de synthese de I'observateur (2.15), nous procédons a
la résolution des équations i),ii),iv) et v). Définissons deux matrices T' et W telles que
T =T — VYo (|[DBB08|), donc les équations i),ii),iv) et v) peuvent étre écrites comme

suit :

Ou

Avec

Q=

S

T

Qi

TE
i) [NO v g N] @; _ A
0
TE
i) [P Q G} PA| =1,
C
N, N, Nm},Az[AO Al],
G, 0).G=[c. - ..
R A A LA
:E 0 O],I_n:[ln 0],
[0 TE 0
(c o] |0 0 TE
_0 of ‘ a 0
00 0 TE
¢ 0 0]
[Al Am} et ) = 0 ¢ .
K 0 C |

(2.19)

(2.20)
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Chapitre 2. Systemes singuliers bilinéaires

Supposons que le systéme (2.13) satisfasse ’hypothése suivante :

Hypothése 2.3.1.

E
rang |®A| =n+rang
C

DA,

(2.21)

1

Remarque 2.3.1. Lorsque u;(t) = 0 pour i = 1,--- ,m, 'hypothése 2.3.1 se réduit a celle
obtenue pour les systémes singuliers linéaires (voir [DBBO0S]).

Les équations (2.19) et (2.20) admettent une solution si et seulement si

o
A TE
rang | C | =rang |®A (2.22)
© C
L I_n .

Maintenant, de 'Hypothése 2.3.1 et (2.22), nous obtenons

TE E _
_ _ DA,
rang |PA| =rang |PA| =n-+rang | _
C C '
Soit, R, une matrice de rang plein ligne telle que
R, E TE _
_ _ _ DA,
rang |®A| =rang |PA| =rang |PA| =n+rang | _

c c c 1

alors, il existe toujours deux matrices paramétriques K et T telles que

- A
TE = Rl - Kl —
Autrement écrit
E
[T Kl] PA| =Ry (2.23)
C
Donc sous I'Hypothése 2.3.1, une solution de (2.23) est
_ a1+
E
T Ki|=Ri |24 (2.24)
C
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2.3. Procédure de synthése de l’observateur

Ce qui donne

et

Ki =R, |DA
C

Donc, sous 'Hypotheése 2.3.1 la solution générale de (2.19) est donnée par

(No —w g N|=T40f - 2 (1 - 20f) (2.25)

et la solution générale de (2.20) par

[P @ ¢]=0of - % (1-2u0)) (2.26)
e oA
ou Q= |PA| Qo = ol Z1 et Zy sont des matrices arbitraires et de dimension appro-
C
©

priée.

Afin de simplifier les notations, définissons les matrices suivantes :

I 0
Ap=Lf | 0|, Ag=0f | I

| 0 | 0

[0 ] I
Ae=LoT | 0 |, Ap=(T-09) | 0

T 0

Ay = TAQS

S O N O
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Chapitre 2. Systemes singuliers bilinéaires

0 0
.0 - |0
Ay =TAQ] Ay = TAQ]
I 0
0 I
_I_ _0_
+ 0 + I
Ay, = (I — 2207) 0 Ag = (1 —029035) 0
0 0
_0_ _0_
+ 0 + 0
Ay = (I—-00) Ag = (I —997)
I 0
0 1

Dans ce cas nous obtenons

_A\I/ + ZlA\I/a JO = AJO - ZlAJoa
— Aj—ZiA5, P = Ap — ZoAp,
— Ao - 2D Q = Ao — Zolo

Q& é;
I

avec

Ao = {AGO A@] JAg = [AGO AG_’}
et
Ay = |:AJO Aj} Ay = [AJO AJ}

A partir de ces valeurs nous pouvons en déduire ¢ (t)et p2(t) comme suit

ei(t) = Mgy — 218y,
pa(t) = Agy) — 224y,

ou
Aoy = AjyDy—TDy + i w;(t)AJ; Da,
i=1
Aoy = AyD2+ i u; (t)AJ; D,
i=1
Mg,y = AQ®D1+ Ag, D2+ i uirg; Da,
i=1
My = Dg®D1+ A Dyt S w(t)de, Dy,

=1
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2.3. Procédure de synthése de l’observateur

2.3.2 Etude de la stabilité

Nous pouvons remarquer que la stabilité asymptotique de () est suffisante pour que lim;_, e(t) =
0, puisque pour w (¢) = 0 nous avons

e(t) = Pe(t).
Le lemme suivant donne les conditions de stabilité de (2.18).

Lemme 2.3.1. Pour w (t) = 0, la dynamique de Uerreur (2.18) est asymptotiquement stable, s’il
existe une matrice X > 0, telle que

R = \T
No+ N NoA.(6)H:) X
(No+ Na+ NoA- () ) X+ _ (2.27)
X (No+ Na+ NGA. (6) He)
ot
T
G = |l o anly |
T
@w = |: Oé]_Ip O[m.[p :| )
oo = bdiag| oI, . onl, |,
Dy = bdiag| 01Dy .. oDy |,
As(t) (6) = bdlag([ 61[(1 5mIq ])7
Ay (5) = bdmg([ 1l v Omlns ]),
_ T
- =L o1
_ T
Hy = | L, - L, ]
Démonstration :
Pour w(t) = 0, I'équation (2.18) devient :
é(t) = (N() + Zuz(t)N,> E(t) (2.28&)
i=1
e(t) = Pe(t) (2.28b)
Par la substitution de u;(t) = o; + 0;0; (t) dans (2.28) nous obtenons
E(t) = <N0 + Z (i + 00 (1)) NZ> e(t) (2.29a)
i=1
e(t) = Pe(t) (2.29b)
Ce que nous pouvons réécrire comme suit :
ét) = (No+ Nae+ No:A. () He) e(t) (2.30a)
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Chapitre 2. Systemes singuliers bilinéaires

e(t) = Pe(t) (2.30b)

Soit la fonction de Lyapunov candidate V (t) = €7 (t) Xe(t), sa dérivée V(t) le long de la solution
de (2.30) est donnée par

V() = (No+ Nae+ NoeA. (5) H.)" X + X (No + Na. + No.A. (6) H.)

si (2.27) est satisfaite, V (t) < 0, et la stabilité de () est garantie, ce qui démontre le lemme
2.3.1.

2.3.3 Extension au filtrage H

La synthése de I'observateur H., consiste a4 déterminer les matrices T, N;, J;, H, P, Q et G;
(1=0,---,m) telles que
— L’observateur (2.15) est non biaisé pour w(t) = 0 (c’est-a-dire les erreurs d’estimation £(t)
et e(t) sont indépendantes de x(t) ).
— L’observateur (2.15) est asymptotiquement stable pour toutes les entrées u;(t) € I'.
— Le gain Lo du systéme entre les perturbations w(t) et erreur d’estimation e(t) est inférieur
a un scalaire positif donné v pour toute entrée u;(t) € T lorsque w(t) # 0.
En utilisant le changement de variable (2.14), le systéme (2.18) peut étre reformulé de la
maniére suivante :

E(t) = (No+ 2%y (a5 +030i (1) Ni)e(t) + (JoD2 — TD1) w(t)
+ 2111 (Oéi + 0;0; (t)) JiDgw(t)

e(t) = Pe(t) +(QPDy + GoD2)w(t) + Y1, (i + 036 (1)) G Daw(t)

d’ou

ét) = (No+ Na:+ No-A. () H.)e(t) + <J0D2 + JawDy —TD; — \I/(I)Dl) w(t)
+  JDyAy (6) Hyw(t)
e(t) = Pe(t) + (Q®Dy + GoDy + Gy Do)w(t) + GDaAy, (6) Hyw(t)

Nous obtenons

é(t) = [(Ano +Axae) — Z1(An, + Ayae)e(t) + [(AN5a — Z1Ax0:) AL (9) HE] £(?)
1 (AJOD2 — 7Dy + Ay®D; + AjawD2> w(t) — Z1 (AgyDa + Ag®D; + A 1a0 D) w(t)
+ [(A;Dy — Z1A3D3) Ay (8) Hy | w(t)

e(t) = (Ap — ZQAP)€ (t) + (AGODQ + A(‘;@wDQ + AQ(I)Dl) w(t)
— 7y (AGODQ + AQ(I)Dl + AédeQ) w(t) + [(AGDQ — ZQAGDQ)AW (5) Hw] w(t)
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2.3. Procédure de synthése de l’observateur

(t) = (A—ZiC)e(t) + (A — Z1:C)A(8) Ho)e(t)
+ (B—Z1G)w(t) + (B — Z:G)Ay(8)Hy)w(t)

e(t) = (Ap—ZoAp)e(t) + ((F — ZoH)Aw(8) Hy)w(t) + (F — ZoH)w(t)
ou
= An, +Ayae,
= An, +Axae, A =Axa.,C = Ago.,
Ay, Dy —TDy 4 Aja,Dy + Ay®Dy,
= AyDo+ Ay®Dy + Aja,De,B=A;Dy, G = A, D,
= Ag,Da + AgawDsy + Ag®D;,F = AzDo,
H = Ag,Do+ Ag®Dy + Agay,De, H=A_Dy

Finalement nous obtenons

H Q8 a >
I

w
{t)=(a-2CeW+([B & B|-2[c C G| p
Pw
et
e(t) Ap — ZyAp F—ZH 0 F—ZH w
¢ | = . e(t)+ 0O 0 0 o | @31
qu 0 H, 0 0 Pu
ou
[pelz A(8) 0 [q] (2.52)
Pw 0 Aw(d) || qw

Nous pouvons donc énoncer le théoréme relatif a la stabilité asymptotique de I’observateur
(2.15) et latténuation du gain Lo du transfert entre w(t) et e(t).

Théoréme 2.3.1. Sous I’Hypothése 2.3.1, il existe un observateur de la forme (2.15) tel que
Uerreur e (t) donnée par (2.18) est asymptotiquement stable pour w (t) = 0 et satisfait |[e (t)]|, <
v llw (t)|ly pour w(t) # 0 s’il existe des matrices symétriques définies positives X, Se, Sy, une
matrice Y1 et un scalaire 7y tels que la LMI suivante soit satisfaite :

[ ATX —CTY, + XA-YIC  « x x %k
B'X - G'y; —21 * * * * %
ATX — @TYl 0 -5, * * * *
BTX — G'Y; 0 0 S,  x  x
—Sw * * * <0 (2.33)
Ap — ZyAp F—ZH 0 F—ZH —I % x
S.H, 0 0 0 0 —S. x
0 SwHy, 0 0 0 0
L _Sw J
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avec

Se = Bdiag(pel, -, pmel) >0,
Sy = Bdiag(piwl,- -, pmwl) >0,
i = ZI'x.

ot, Wie €t fhiw, © =1,...,m, sont des scalaires positifs,

's' : est le transposé de la partie triangulaire inférieure de la matrice.

Démonstration :

Tout d’abord , définissons les matrices suivantes :

Ac = A-Z,C,B.=B—- Z,G (2.34a)

H = { A-27C B-2G } ,Co = Ay — Zo\,, (2.34D)
H. 0 00

El = ,EQ = _ ,Eg = . (2.340)
0 H, 00

De = F— ZoH, Hy = [ 0 F-— 20 } (2.34d)

e(t)
Pe N
) - [ ] w0 =] 7 2310

Puw .

Le systéme (2.31)-(2.32) peut étre réécrit comme suit :

é(t):Aeg(tH[Be H, ] ( Z)

']

Ce
Eq

D. Hy

é(t) =
(t) B, B,

e(t)+

Nous pouvons introduire le systéme auxiliaire suivant :

Et) = Aes(t)+{7—1Be H,S% } <w> (2.35a)
p
) Ce v 1D, HeS7T w
ét) = o ew+ | L (2.35h)
SQEl Y SQEQ SQE?,S? P
S
ou S = e 0 .
0 S,

En utilisant le lemme borné réel (voir [BEFB94|, [LF97|, [FdX91]), le systéme (2.35) est
asymptotiquement stable pour w (t) = 0 et vérifie ||e (t)||, < v [|w (t)|| pour w(t) # 0 sil existe
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2.4. FExemple Numérique

deux matrices symétriques et définies positives X, S, et un scalaire v tels que 'inégalité suivante
soit satisfaite :

ATX + XA, +CIC. + EISE;  ~'XB.+~7'CI'D. + 7y 'ETSE,
Y IBYX +471DIC, + 4y 'ETSE, 7 2DID, +~v2E¥SFE, (2.36)
Sz HT + 82 HIC, + S, EYSE1 S ~—1HYD, +v—1S2 EIE,
2

XH,S7 +CTH,S + ETSE;S?
Y IDTHpS 1 + V18T By,SES7 | <0 (2.37)
v 1HTH)SZ + 57 +S2 ETSEsS®
En multipliant cette inégalité & gauche et a droite par :

bdiag(I,~I,S?)

et en appliquant le lemme de Schur (voir I'annexe B (B.2.1)), nous obtenons :

[ ATX + XA, XB. XH, CT ETS |
BI'X -1 0 DI EIS
HTX 0 -S HI E3S | <0 (2.38)
Ce D. Hy -1 0
I SE; SE, SE; 0 -8 |

En remplacant les matrices Ae, Be, H1, Ce, E1, D, Ho, Eo, E3 par leurs valeurs, et en faisant le
changement de variable Y1 = Z 1TX , nous obtenons la LMI (2.33). Cela compléte la démonstration
du théoréme.

2.4 Exemple Numérique

Considérons le systéme singulier bilinéaire décrit par :

1 00 -5 0
E=101 0l,4=]10 -7 0
000 0 -3 -7
-1 0 -2 0
Air=10 -1 A =10 —1
0 -1 0 0 -1
0 1 2 1
B = 0 ,Dlz 1 7D2: 1{,
-1 -1 1 1
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C—
sin(2mt)

S =

b 3sin(2mt
0 1| ) = [ sin( 77)]
0 1

Pour cette exemple, ’'Hypothese 2.3.1 est vérifiée.

Ainsi, nous avons

q):{o . 1],E_':[E 03><6i|a"é_1:|:‘40 Ay A2},D_2:[3 3300 O]

0001 1 1|
On choisit de synthétiser un observateur d’ordre réduit ¢ = 1, soit

Rlz[010000000}

En utilisant les résultats de la synthése précédemment présentés, on obtient les matrices de
I’observateur suivantes :

NO = 1.2927 x 10", N1 = 0.1371, N2 = —0.099,
J0 = 1012 [—7.7 8.17 —0.475},

Jl = [—0.75 1.186 —0.586}, H=[0.584 —0.0486}
0.007
J2 = [0.221 1.8054 —0.0516}, P=10""|0.011|,
0.9
) 0 1 1
Q = 0 , GO = 1 -1 0 ,
—0.11 0324 0.324 0.2432
0 0 o 00 -0
Gt = loo o |, ec2=1l0 0 o
0 0 —0.11 00 —0.12

Les résultats de simulation sont présentés dans les figures (2.4)- (2.11). Les figures (2.4) et
(2.5), présentent les perturbations wy () et wz Les ﬁgures (2.6), (2.7) et (2.8) présentent les
états x1(t), z2(t), x3(t) et leurs estimés (%), j ) . Les figure (2.9), (2.10), et (2.11)

présentent les erreurs d’estimation. Avec z(0 et ((0) = —5, comme conditions initiales.
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perturbation

—wi

Perturbation
|

_6 1 1 1 1
0 10 20 30 40 50

Temps

FIGURE 2.4: La perturbation w ()

2.5 Conclusion

Dans ce chapitre nous avons proposé une méthode de synthése d’un observateur H, pour
une classe de systémes singuliers bilinéaires. Cette approche unifie la synthése des observateurs
d’ordre réduit, d’ordre plein et d’ordre minimal. La méthode que nous avons proposé est basée
sur la résolution des équations de Sylvester sous contraintes. Les paramétres de 'observateur
sont obtenus via la résolution des inégalités matricielles linéaires LMI. Un exemple numérique
est donné afin de valider nos résultats.
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perturbation
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FIGURE 2.5: La perturbation w,(t)
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FIGURE 2.6: L’état x,(t) et son estimé

64

50



2.5. Conclusion

X2, X02

X3, Xx03
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FIGURE 2.7: L’état x,(t) et son estimé 25 (t)
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Chapitre 3

Observation des systémes singuliers non
linéaires
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3.1 Introduction

Dans ce chapitre nous présentons une méthode de synthése d’observateur pour une classe de
systémes singuliers non linéaires. L’approche proposée repose sur la paramétrisation des solutions
des équations de Sylvester pour éliminer la dépendance I’état des entrées et de la partie linéaire
de I'état.
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Ce chapitre est organisé de la facon suivante. Dans un premier temps nous allons définir
la classe de systémes considérée et quelques extensions qu’elle peut englober. Ensuite, nous
présentons la formulation du probléme de construction de 'observateur d’ordre réduit. Par la
suite, nous présentons la procédure de synthése d’observateur, tout en exposant en détail la
méthode de résolution des équation de Sylvester et I’étude de stabilité. Deux extensions seront
par la suite présentées. Il s’agit du filtrage Hoo pour le cas des systémes qui présentent des
perturbations sur ’équation d’état et les équations de mesure, la deuxiéme extension concerne
les systémes & dynamique et sortie non linéaires. La derniére partie de ce chapitre est consacrée
a la synthése d’observateur pour les systémes singuliers non linéaires & temps discret. A la fin de
chaque section un exemple d’illustration est donné pour valider les différents résultats théoriques.

3.2 Classe de systémes singuliers non linéaires traitée

Considérons le systéme singulier non linéaire suivant :

Ex(t) = Ax(t)+ Bu(t)+ Df(t, Frz,u) (3.1a)
y(t) = Cux(t) (3.1b)

avec le semi état initial x(0) = =g, x(t) € IR™ est le semi vecteur d’état, u(t) € IR™ est
la commande, et y(t) € IRP est la sortie du systéme. La matrice E € IR™*" et pour n; = n,
elle est singuliére. Les matrices A € IR™*", B € IR™*™, C € IRP*" et D € IR™*"f sont des
matrices de dimension appropriée. La non-linéarité, f(¢, Frz,u) satisfait la propriété de Lipschitz
par rapport a x :
1f(t, Frai,u) = f(E, Fraz, u)|| < AM([[Fr(z1 — z2)])),

ou A représente la constante de Lipschitz, la matrice F, est réelle de dimension appropriée.

3.3 Extension au cas des systémes & entrées inconnues

En effet le systéme (3.1) couvre une large classe de systémes singuliers non linéaires comme
les systémes singuliers non linéaires & entrées inconnues . Considérons le systéme suivant :

Ei(t) = Ax(t)+ Bu(t) + ¢(Frz,u) + Diw(t) (3.2a)
y(t) = Cux(t) + Daw(t) (3.2b)
o(t, Fra(t),u(t)) = Df(t, FLz,u) + Dgd(t)

et d(t) € IRP*"d représente le vecteur des entrées inconnues, avec rangDy = ng. Le systéme
(3.2) peut étre transformé en une forme équivalente a (3.1). Considérons I'annulateur IIp, de
Dg, I'équation (3.2) peut étre écrite comme suit :

HDdEi'(t) = HDdA:B(t) +HDdBu(t) —I—HDde(FLZL‘,u) —I—HDlew(t) (3.3&)
DIEi(t+1) = DgAx(t) + D}Bu(t) + DiDf(Fpa,u) + d(t) + DiDjw (3.3b)
y(t) = Cux(t) + Daw(t) (3.3¢)
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avec DJ; I'inverse généralisée de Dy qui vérifie
DyD!Dy = Dy.

De méme le modéle (3.1) peut étre utilisé pour le probléme d’estimation simultanée de 1’état
et des entrées inconnues. Considérons le systéme a entrées inconnues suivant :

Ex(t) = Ax+ Bu+ Fyd(t) + Df(t,z,u) + Diw(t) (3.4a)
y(t) = Cux(t) + Gqd(t) + Daw(t)

ou d(t) est le vecteur des entrées inconnues, avec rangGg = ng.
Il existe toujours une décomposition en valeur singuliére (SVD) de Gy telle que

Yn, O
UGGV = d .
0 O
Soit
-1 0 I,, 0
”d UGV = | ™ :
0 0O O
Posons
-1 0 dp (t t
o= | e O (M) —vmae, (2O o=
0 I da (t) Yo (1)
d’ou

Uy (t) = U Cx(t) + Uldevfld(t) + U1 Dow(t)

nous obtenons alors

vi(t) = Ciz(t) +di(t) + Daw(t)
Y2 (1) = Cax(t) + Daw(t)
et
Ei(t) = Ax(t)+ Bu(t)+ F,VV=d(t) + Df(t,z,u) + Diw(t)
Ei(t) = Ax(t)+ Bu(t) + Epndy (t) + Fgads (t) + Df(t, z,u) + Diw(t)
soit

Bi(t) = Ax(t)+ Bult) + Fa, (3 (1) — Cr(t) — Donwo(t)) + Fayd (1)
+Df(t,x,u) + Dyw(t)
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qui peut aussi s’écrire

Ei(t) = (A— Fg,C1)x(t)+ Bu(t) + Fgy1((t) + Fy,da (t) + Df(t, z,u)
-+ (Dl — Fd1D21) w(t)

Donc le systéme (3.4) peut étre réécrit en augmentant le semi-vecteur d’état x(t) par le
vecteur des entrées inconnues d(t), sous la forme suivante :

EX(t) = AX(t)+ Bu(t) + Fyy1 (t) + Df(FLX,u) + Djw (3.5a)
y(t) = CX(t)+ Daw(t)
ou
x(t _ - _ I,
X(t) = t () 7E:|:E _Fdz}aA:[A_Fdlcl 0}702 ' ¢ y
Jo do(7)dr Cy O
_ _ D21 _
D1 = Dl—Fdngl,DQZ ,etFL:[FL 0:|
22
3.4 Formulation du probléme
Considérons le systéme singulier non linéaire de la forme (3.1) suivante :
Ex(t) = Ax(t)+ Bu(t)+ Df(t, Frz,u) (3.6a)
y(t) = Cux(t) (3.6b)

Définition 3.4.1. Soit r le rang de la matrice E et soit E- € IR™ ™ | aquec 11 = ny — r une
matrice de plein rang ligne telle que
E+tE=0

EL est appelée la matrice orthogonale de E.
Pour E singuliére, il existe toujours deuxr matrices non singulieres M et N telles que

| I 0] -
E=M N
0 0

Dans ce cas, Uexpression de E+ peut étre comme suit
B-=H|o 1 |M
avec H une matrice non singuliére de dimension appropriée.

En multipliant (3.6a) par E+ nous obtenons

E+tAx(t) 4+ ELDf(t, Fro,u) = —EL Bu(t) (3.7)

L’hypothése suivante est nécessaire pour la suite de ce travail :

E
Hypothése 3.4.1. rang |E-A| = n.

C
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La relation entre cette hypothése avec I'observabilité impulsionnelle est donnée par le lemme
suivant :

Lemme 3.4.1. Les conditions suivantes sont équivalentes :

E A
1) rang |0 C| =n+rangE
0 F
E
2) rang |E+A| =n
C

Démonstration :

La démonstration de ce lemme peut étre obtenue de la maniére suivante :
L
Tout d’abord, la matrice N est de rang plein colonne, ott E est ’inverse généralisée de F

qui vérifie FEETE = E, donc

E A E+ 0| |E A
rang |0 C| = rang |EET 0| |0 C (3.8)
0 F 0 I |0 FE

0 ELA

E EETA
= rang (3.9)

I —ETA

= rang

(3.10)

= rang |EL+A| +rangE (3.11)
C

Considérons pour le systéme (3.6) I'observateur d’ordre réduit suivant :

C(t) = NC@t)+ Jy(t) + Hu(t) + TDf(t, FL.Z,u) (3.12a)
Z(t) = PC(t)— QELBu(t) + Fy(t) — QELDf(t, F1.Z,u) (3.12b)
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avec la condition initiale ((0) = (p, ou ((¢) € R est le vecteur d’état de 'observateur et
Z(t) € IR™ est 'estimée de x(t). Les matrices N, J, T, H, P, Q, et F sont des matrices de dimen-
sion appropriée a déterminer telles que l'erreur e(t) = Z(t) — x(t) converge asymptotiquement
vers 0.
Soit e(t) = ((t) — TEx(t) I'écart entre ((t) et TEx(t), la dynamique de €(t) est donnée par
£ty = (—TEi
= NCt)+Jy(t)+Hu(t)+TDf(t, Frz,u)—TAx(t)—TBu(t)—TDf(t, Frz,u)
= N(({t)—TFEz(t))+ (NTE -TA+ JC)x(t) + (H — TB)u(t)
+TD[f(t, Frz,u) — f(t, Frx,u)]
(3.13a)

soit
E(t) = Ne+ (NTE—-TA+JC)x+ (H—-TB)u(t) + TDAf (3.14a)
oi Af = f(t, Fy(t),u) — f(t, Fra(t),u).
En substituant (3.7) dans (3.12b) nous obtenons
2(t) = PCH)+Q(EAx(t)+EDf(t, Fra,u)+Fy(t)—QEDf(t, FLZ, u)
= P(((t) = (TEx(t)) + PTE + QE-A+ FC)x(t) + QE-D[f(t, Fra,u) — f(t, FL7,u)]
TE

- Pe—l—[P 0 F} ELA| x— QELDAYS (3.15a)
C

Sous I’hypothése 3.4.1, s’il existe une matrice T telle que

NTE -TA+JC = 0 (3.16a)
H = TB (3.16D)
TE
[P Q F} BrA|l = 1 (3.16¢)
C

la dynamique de l'erreurs d’estimations (3.14)-(3.15) devient

E(t) = Ne(t)+TDAf (3.17a)
e(t) = Pe(t)— QETDAf (3.17b)
Le probléeme de synthése d’observateur se raméne a trouver l'observateur de la forme (3.12a)-

(3.12b), pour le systéme singulier non linéaire (3.6) telle que 'erreur d’observation (3.17) est
stable.
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3.5 Procédure de synthése d’observateur

3.5.1 Résolution des équations de Sylvester

Les contraintes (3.16a) et (3.16¢) sont présentées sous forme d’équation de Sylvester. Afin
de paramétrer les solutions de ces équations, nous devons réécrire ces équations sous forme de
systéme d’équation linéaire XA = B. Nous proposons de définir deux matrices arbitraires de
dimensions appropriées T et ¥ telles que

T=T+VE+ (3.18)

donc .
T=T-VE+ (3.19)

En remplacant (3.19) dans ’équation (3.16a) nous obtenons

N(T —WEHE - (T —VYEHA+JC =0

ce qui donne

NTE +UE*A+JC=TA
Sous forme matricielle nous obtenons
TE
[ N ¥ J ] EtA| = [TA} (3.20)
C

en remplagant (3.19) dans (3.16¢) nous obtenons
TE
[P @ F]|Eal =1, (3.21)
C

Définition 3.5.1. On définit l'inverse généralisée d’une matrice M, toute matrice notée M qui
vérifie
MM*™M =M

Cette inverse généralisée n’est pas unique. Soit M une solution de M XM = M, alors la solution
générale de ’équation M XM = M est donnée par

X=M'+{T-M"MU+V(I—-MM")
ou U et V sont des matrices arbitraires de dimension approprice.
Lemme 3.5.1. Soit le systéme d’équation non homogéne suivant :

AX =B (3.22)

avec A € R™*™ une matrice constante, B € IR™ wvecteur constant de dimension m , X € R" le
vecteur a déterminer.
— L’équation (3.22) a une solution, si et seulement si tous les éléments de B sont des com-
binaisons linéaires de A
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— L’équation (3.22) admet une solution si et seulement si Im(B) C Im(A) ou encore,
rangA = rang [A B]
Dans ce cas la solution générale du systeme d’équation est donnée par
X=A"B+(I-A+A)Z

avec Z, une matrice arbitraire de dimension appropriée.
De méme, pour un systéme d’équations de la forme XA = B, la condition nécessaire et
suffisante d’existence d’une solution est :

A

rangA = rang

Dans ce cas, la solution générale est donnée par :
X =BAT+Y(I - AAY)
ot Y est une matrice arbitraire de dimension appropriée.

Donc, les équations (3.20) et (3.21) ont une solution si et seulement si

F AT
E+A TE
rang | C | =rang |E+A| =n (3.23)
TA C
L In m

De I’hypothése 3.4.1 et de I’équation (3.23), nous obtenons

TE E
rang | E+A| =rang |EL+A| =n
C C

Soit R une matrice de rang plein ligne telle que

R E TE
rang |ELA| =rang | E+A| =rang |E+A| =n
C C c

donc il existe toujours deux matrices K et T telles que

E
[T K] E+A| =R (3.24)
C

Donc, sous 'hypothése 3.4.1, il existe une solution pour (3.24) donnée par
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Dans ce cas les matrices T' et K sont données par

o1l
[T K} =R|E*A (3.25)
C
e ]
] I 0
T=R|ELtA 0] et K=R|ELA I]
C C

Toujours, sous 'hypothése 3.4.1, la solution générale de (3.20) est donnée par :

[N w g | =Ta0i -7 (1-a0) (3.26)
TE
ou Q2= |ELA| et Z est une matrice arbitraire de dimension appropriée.
C

Toujours, sous 'hypothése 3.4.1, (3.21) admet la solution suivante :

P Q F|=po (3.27)

Maintenant, afin de simplifier les notations et de réécrire les différentes matrices N, ¥, J, P,
Q, F, TD, ps et s en fonctions du paramétre Z, définissons les matrices suivantes :

0
Qo |, Aq=0"| T |, Ar=0"]0 |,
I
[ 1] I
TAQ" | 0 |, Ay=(I—-900Q") | 0
0 0
[0 ] 0
TAQT | 1T |, Ae=(I-00") | T |,
0 0
[0 ] 0
TAQ | o |, Ay=T—-00N) | 0 |,
I I

(AsD2 = TDy + Ay B D1 ), Ay, = (AyD; + AyE-Dy ),

(AQELDl + AFDQ),
TD — AyE*D,App = AgELD.
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Nous obtenons

N = Ay—ZAnN. U= Ay — ZAy
J = Aj—ZA;P=Ap,Q=Ao,F=Ap
o1 = Ay —ZAp 02 =My, TD = Arp — ZArp

3.5.2 FEtude de stabilité

Afin d’étudier la stabilité du systéme (3.17a-3.17b), nous allons le réécrire sous forme d’un
systéme singulier non linéaire de la forme

EE(t) = AL(t) +BAf (3.28)
avec
€ I 0 N 0 TD
é‘ — ’E — ’A = , et ]B -
[e] [o 0] P—I] —QE*D

Dans la suite de ce chapitre nous utiliserons le lemme suivant :

Lemme 3.5.2. Soit u et v deuzr vecteurs de dimension appropriée. Pour tout scalaire p > 0
l"inégalité suivante est vérifiée :

1
ul'v +vlu < pulu+ =ovTv (3.29)
w

Le lemme suivant donne les conditions suffisantes de stabilité de (3.28).

Lemme 3.5.3. Le systéme (3.28) est asymptotiquement stable s’il existe une matrice Y, et un
scalatre p > 0 tels que

ETY =YTE >0 (3.30)
et
ATY +YTA+pup YTB

<0 3.31
BTY —ul (3.31)

\ 0 0
ol p = R .
0 AFTF,

Démonstration :

Considérons la fonction de Lyapunov suivante :
V(t) =T (OETYER) = €T ()Y TEE(t)

avec Ely =YTE >0

La dérivée de V() le long de la solution de (3.28) est donnée par
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V(t) = OETYER) + MY TEE(t)
= (AL() +BASN)TYE() + T ()Y (AL(t) + BAYS)
= FATY +YTAE®) + AfTBTYE(t) + TYTBAS

En utilisant (3.29) nous obtenons 'inégalité suivante :

AfTBTY e + TYTBAS < lgTYTBBTyg + uAfTAF
n
et pour V(t) on obtient :

VOE OMTY +Y TR0 + A fTAS + €T (Y BB YE()
De la condition de Lipschitz, nous avons
AfTAF < N2TFLFre
et comme
e = [ 0 I } 13
nous obtenons

0 0

§
0 NFI'Fy

AffAf <€t [

ce qui nous permet d’avoir
. 1

V() < ENATY +YTA+ —YTBBTY + pup)é
1

0 0

0 NFLFL
Donc V(t) < 0 si

avec p = [

1
(ATY + YTA+ —YTBBTY + pp) <0
7
et en appliquant le complément de Schur & cette inégalité nous obtenons

ATY + YTA+up YTB
BTY —ul

Ce qui compléte la démonstration du théoréme.

(3.32)

Remarque 3.5.1. Dans ce lemme, on peut voir que les conditions de stabilité (3.30) et (3.31)
sont des LMIs non-strictes, car elles contiennent des contraintes égalités, cela peut entrainer des
problémes numériques lors de la résolution de ces équations. Par conséquent, des conditions sous

forme de LMIs strictes sont plus souhaitables du point de vue numérique.
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3.5.3 Les conditions de stabilité sous forme d’une inégalité ma-
tricielle stricte

Le théoréme qui suit présente les conditions de stabilité sous la forme d’une inégalité matri-
cielle linéaire stricte (LMI).

Théoréme 3.5.1. Le systeme (3.28 ) est asymptotiquement stable s’il existe une matrice définie
positive X1 et des matrices Xo, Q1, et Q2, et un scalaire p positif tels que la LMI suivante :

NTX + XIN+XoP+ PTXT + PTQ1 + QTP —Xo— QT + PTQ,
* —Q2 — QY + pN*FLFy,

* *

X1TD - QTQE*D — X,QE+D
-QTQELD <0 (3.33)
—ul

est satisfaite.

Démonstration :

Soit Y = XE + ELTQ, ot EL7T est la matrice orthogonale de BT qui satisfait EXTET = 0 et

X1 Xo

ELTEL > 0. Soit X = [ xT ] et Q = [ Q1 Qo ] I1 est facile de vérifier que
2

X3
ETY =YTE>0
Dans ce cas les inégalités (3.30-3.31) sont réduites a

AT X 4 ATEJ_TQ 4 ETXTA—I-QTEJ‘A ETXTB—{—QTELB

_ <0 3.34
BTXE +BTELTQ —ul (3.34)

En remplagant les matrices E,A,;B et D par leurs valeurs dans (3.34), nous obtenons la LMI
(3.33), ce qui prouve le lemme 3.5.1.

Remarque 3.5.2. Pour ELD = 0, Iinégalité (3.33) devient

NTX1+ X{ N+ XoP+PTXT + PTQ1+ QTP  —Xo—- Q7 +PTQ, X[TD
~X{ - Q1 +QFP ~Q2— QY + uN2FTF, 0 <0

(TD)" X, 0 —ul
(3.35)
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PT

En pré-multipliant le membre gauche de (3.35) par 0 7

] et en le post-multipliant

1

par | P (0 | nous obtenons

NTX) + XIN +uMFEF, XTTD

<0 3.36
(TD)" X, —pl (330

qui est exactement l'inégalité (15) de [DBBOS.

3.6 L’extension au filtrage H .

Dans cette section nous considérons le systéme ( 3.1) avec des perturbations sur I’équation
d’état et sur ’équation de mesure. Il peut étre décrit par :

Ex(t) = Ax(t)+ Bu(t)+ Df(t, Fpz,u) + Dyjw(t) (3.37a)
y(t) = Cux(t) + Daw(t) (3.37b)

avec w(t) € IR™ le vecteur de perturbation & énergie finie, lesmatrices D; € IR™*™ et
Dy € IRP*™ sont réelles.

Remarque 3.6.1. Il n’y’a aucune perte de généralité dans 'introduction de la méme perturbation
w(t) dans la dynamique du systéme et dans sa sortie. En effet, si on prend deux vecteurs différents
pour les perturbations wi(t) pour la dynamique, et wa(t) pour la sortie, et des matrices de
dimension appropriée D,,, et D,,, respectivement, on peut toujours se ramener & la représentation

wl(t)] |

(3.3) en posant Dj = [le 0]7 Dy = [0 Dw?] et w(t) = [ (t)
w2

3.6.1 Procédure de synthése du filtre H.,
En multipliant (3.37) par E+ nous obtenons

E+Axz(t) + EXDiw(t) + EXDf(t, Fre,u) = —ELBu(t) (3.38)

L’objectif est de construire maintenant un observateur de la forme (3.12a)-(3.12b) pour le
systéme (3.3). C’est a dire, trouver les matrices N, J, T', H, P, @, et F telles que les conditions
suivantes soient satisfaites

lime(t) =2 —2=0 pour w(t)=0

t—o0

le @Iz, <7vllw@®ll, pour w(t)#0

De la méme fagon que dans la section précédente, soit lerreur e(t) = ((t) — TEx(t), la
dynamique de £(t) dans ce cas sera donnée par
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£ty = (-TEz
= Ne+ (NTE-TA+ JC)x + (H — TB)u(t) + TDAf + (JDy — T D1)w(t)

et on a aussi

TE
#(t) = Pe+|P Q F||B'A|w—QE“DAf+(QE D+ FDyult)
C

Si les contraintes (3.16), (3.16b) et (3.16¢) sont vérifiées la dynamique de lerreur e(t) et
I'expression de e(t) deviennent :

E(t) = Ne(t)+TDAf+ prw(t) (3.39a)
e(t) = Pe(t)— QELDAS + pow(t) (3.39b)
avec
p1=JDy —TD,
¢2 = QE*Dy + FDy

Toujours, de la méme fagon que dans les sections précédentes, on peut réécrire le systéme
(3.39)-(3.39) sous forme d’un systéme singulier non linéaire en présence de perturbation

EE(t) = A&(t)+BAf+Dw (3.40a)
avec
€ I 0 N 0 TD ©1
é-: 7]E: )A: ,B: et D= .
e 0 0 P I —QE*D 09

Dans ce cas, le probléme de synthése d’observateur Ho, revient a déterminer les matrices
N,T,J,P,Q et F telles que, le systéme (3.40) est asymptotiquement stable pour w(t) = 0 et
le (®)l15, < Il (#)], pour w(t) # 0.

Le théoréme suivant donne les conditions d’existences de solution sous forme d’inégalité
matricielle linéaire stricte :

Théoréme 3.6.1. Le systéme donné par (3.40) est asymptotiquement stable pour w (t) = 0 et
le @)z, < yllw @), pour w(t) # 0 s’ eviste une matrice définie positive X1, des matrices
Xo,Q1,Q2 et des scalaires u, v tels que la LMI suivante soit satisfaite

[ NTX, + XiN + XoP + PTXT + PTQ, + QTP —Xo — QT + PTQ,
* —Q2 — QY + I+ pX°FFFy
k *
* *
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oo

(XlTD—QlTQELD> (XlTso1+X§so2 ) ]

—XoQE+D +Q1 2
-QYQE+D T2 <0 (3.41)
—ul 0
* —21

Démonstration :

Pour la méme fonction de Lyapunov de la section précédente :
V(t)=¢'ETYE=¢TYTEE
avec ETY = YTE

nous obtenons sa dérivée V(t) le long de la solution de (3.40)

V() = STOETYE() + ()Y TEL(®)
ECATE+YTAE+ATBTYE+ ETYTBAS + w'DTYE+ 7Y TDw

En utilisant les propriétés (3.29), et la propriété de Lipschitz nous obtenons :

V() <ETATY + YTA)E + ur2eT pe + lgTYT]BIBaTyg +wIDTYE + 7Y TDw (3.42)
il

De (3.42) et (3.40) nous obtenons 'inégalité suivante

. t t
Ve utwe | SO ] ] €0
w (t) w (t)
avec
| ATY + YA+ YTBBTY +pup YD
B DTY 2T
ol
- 00 0 0
p = p =
0 I 0 I+XFIFL

Si ¥ < 0, nous obtenons

1% < Vszw —ele

En intégrant les deux membres de cette inégalité nous obtenons

7V (r)dr < 772wT(T)w(7)dT - /OoeT(T)G(T)dT
0 0 0

ce qui est équivalent a
V (00) =V (0) < ¥*[lw (®)]15 — lle (®)Il3
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Sous la condition initiale nulle, nous obtenons
2 2
V(00) <7* [lw (t)ll; = lle (1)1

ce qui donne
lle ()13 < 7* [lw (B)]13 -
En utilisant le complément de Schur nous obtenons
ATY +YTA+pup YTB YTD
Y= BTY —ul 0 <0 (3.43)
DY 0 —2I

De la méme maniére pour obtenir des conditions LM strictes nous posons

Y = XE+ETQ

Q [Q Q}tX X1 X2 Gone Ta relati
avec = € = O11C la relation
1 2 XI X,
ETY = YTE>0 (3.44)

est toujours vérifiée, et par substitutions dans (3.43) nous obtenons :

ATXE + ATELTQ + BT XTA+QTELA ETXTB + QTE'B ETXTD + QTELD
BTXE +BTELTQ —ul 0 <0
DTXE + DTELTQ 0 +?
(3.45)

Finalement, en remplagant les matrices [E, A, B et D par leurs valeurs respectives nous obte-
nons (3.41), ce qui démontre le théoréme 3.6.1 .

Remarque 3.6.2. Les résultats du théoréme 3.6.1 sont indépendants du choix de la matrice E*.
Cela est di au fait que la forme générale de E+ est E- = {0 M } ,ou M est une matrice arbitraire

_ 0 _ _
non singuliére. Dans ce cas expression EX7Q = [I] [Ql QQ], ou Q1 = M@ et Qa2 = MQo.

Ceci montre qu'il suffit de choisir E+ = [0 I } .

Le théoréme suivant donne les conditions d’existence de I'observateur (3.12a)-(3.12b) sous
forme d’inégalité matricielle linéaire et la valeur de la matrice Z.

Théoréme 3.6.2. Sous l'hypothése 3.4.1, il existe un observateur de la forme (3.12a-3.12b) tel
que lerreur e (t) donnée par (5.39) est asymptotiquement stable pour w(t) = 0 et [le(t), <
Y llw ()], pour w(t) # 0, s’il existe une matrice symétrique définie positive X1 et des matrices
Xo2,Q1,Q2,0x, et des scalaires p et v tels que la LMI suivante :
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soit satisfaite, avec

(1,1)

N
w

(
(
(
(
(
(

<0

= ARX1— AROx, + X1Ay — Q% Ay
+XoAp + ALXT + ARQ1+ QT Ap
= —Xo— Q] +ApQ2
XiArp — Q% Arp — QT AQED — XoAQE+D
XiAy, — Q% Ay + QT Ay, + XoA,
—Q2 — QY + I+ u\?FF'Fy,
= —Q3AQE'D
= Q2TAW2

Dans ce cas le gain Z est donné par Z = Xf1Q§1.

Démonstration :

(3.46)

Soit Qx, = Z7 X1, en substituant N, P, Q, ¢1, et ¢o par leurs valeurs respectives dans (3.41)
nous obtenons la LMI (3.46).

3.6.2 Exemple numérique

Soit le systéme singulier non linéaire de la forme (3.37) avec

01 0 10 0 1 1
001|,A=1]0 1 0|,B=|1|,D= 1],
000 10 1 1 1
] !
C:hoo,m:1-4,m=ﬁ1}
' 11

u(t) =sin(2t) et f(x,u,t) = sin(zy(t)).

Dans cet exemple, rangE = 2, donc E+ de rang maximal = 1. Dans ce cas on peut
choisir E+ = [0 0 1|. Il est facile de voir que la condition E+E = 0 est vérifiée et que

I’hypothése 3.4.1 est vérifiée. Par ailleurs, nous avons rangC' = 1, donc on peut proposer
un observateur d’ordre réduit de dimension g = 2.
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R
010
- 1] , qui vérifie la condition rang |ELA| = 3.
C

Soit R =

Pour 4?2 =9.762, et A =1, p = 1.

La résolution de la LMI (3.46) nous donne les résultats suivants :

—4.183 0.5
, |—0.331 —0.11 3.919 —2.628
QXl pumy X =
—0.567 0.276 —2.628 5.139
—0.045 0.627
—2.798 —11.094
1.536 —35.286 —5.232
2 = ,Qr=|11.263 2965 |,
8.021 —4.039 —8.142
5.102 6.803

3.498 2.245 0.649
Q.= | 2.245 28.836 0.565
0.6498 0.565 2.113

Dans ce cas la matrice Z est donnée par

7 — 10 —1.387 —0.151 —-0.209 0.051
—0.351 —0.151 —0.132 0.128

et en calculant les différentes matrices nous obtenons le modeéle de I'observateur H

suivant :
: 0 —1.996 ~0.331 ~0.331 ~0.331
t) = t) + t) + u(t) + sin(Z,(t
< [0.666 —2.121] ) [—1.414] o) [—0.747] " [—0.747] (A1)
0 —0.352 0.235 0.764 0.235
=11 0 [<t)-| o lut)y+| 0 |yt —| 0 |sin@)
0 0.705 0.529 ~0.529 0.529

(3.47)
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perturbation
0.1 . . ;

wi

T R O TR

-02r ' : ' SR M o R

wi

SR ERTCE  EXLITREIRRTEN TOPTIORTEITEEOTE SRRERRERIRERRREE

=05r ' § S o ]

0 5 10 15 20
Temps

FIGURE 3.1: La perturbation w; (¢)

Les figures (3.1), (3.2) représentent les deux composantes du vecteur de la perturbation
wy (T

w(t) = [ i )], les figures (3.3), (3.4) et (3.5) représentent les états x,, xq, x5 et leurs
Wy (T

estimés T, Z,, et T3 respectivement. Les derniéres figures (3.6), (3.7) et (3.8) représentent
les erreurs d’estimation e, (t), ex(t), es(t)

3.7 Extension aux systémes a sorties non linéaires

Dans cette section, nous proposons une extension directe de la méthode de synthése
du filtre H., a une classe plus générale de systémes singuliers non linéaires avec des sorties
non linéaires.

Soit le systéme non linéaire suivant :

{ Bi(t) = Ax(t)+ Bu(t) + Df(t, Fra,u) + Dyw(t) (3.48)

y(t) = Cx(t)+g(t,Gra,u) + Dyw(t)

ou les fonctions non linéaires f(¢, Frx,u) et g(t,Grr,u) vérifient les conditions de
Lipschitz suivantes :

Hf(t7FL$1,U) - f(t>FL$2aU)H < /\1HFL($1 - 372)“
lg(t,Gry,u) — g(t, Grag,u)|| < M||Gr(zy — )]
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perturbation
w2
0.3F .
0.2 .
0 5 10 15 20
Time

FIGURE 3.2: La perturbation wy(t)

x1 et xo1

0 5 10 15
Temps

FIGURE 3.3: L’état x,(¢) et son estimé ()
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X2 et xo2

x3 et x03

5 10 15 20
Temps

FIGURE 3.4: L'état x,(t) et son estimé @5(t)

5 10 15 20
Temps

FIGURE 3.5: L’état x3(t) et son estimé z5(t)
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el

-1.5 : :
0 10 15 20
Temps
FIGURE 3.6: L'erreur e,(t) = z,(t) — 2,(¢)
1 T T
e2
0.5F _
A
()
0 -
-0.5 : :
0 10 15 20
Temps
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FIGURE 3.7: L'erreur ey (t) = x5(t) — Z5(t)



3.7. Extension aux systémes a sorties non linéaires

0 5 10 15 20
Temps

FIGURE 3.8: L'erreur e3(t) = xo(t) — Z3(¢)

ol \; et )\, représentent les deux constantes de Lipschitz.
Pour le systéme (3.48), nous proposons ’observateur suivant :

{ C(t) = NC(@)+ Jy(t) + Hu(t) + TDf(t, Fr,u) — Jg(t, G, 7, u) (3.49)

F(t) = PC(t) — QE*Bu(t) + Fy(t) — QE*Df(t, 7, u) — Fg(t, Go7,u)

avec la condition initiale ((0) = (,
Soit lerreur € = ((t) — T'Ex(t), en utilisant I’équation (3.38), et sous les contraintes
(3.16a), (3.16b) et (3.16¢) nous obtenons :

é(t) = Ne(t) + TDAf — JAg + pyw(t) (3.50a)
e(t) = Pe(t)— QE*DAf — FAg+ p,w(t) (3.50b)

ou Af = f(t,Fpx(t),u) — f(t, Fra(t),u) et Ag = g(t,GLz(t),u) — g(t,Gra(t),u).

€
En utilisant le vecteur augmenté &(t) = [

] , nous obtenons pour la variable £(%)
e

le systéme singulier non linéaire de la forme (3.28) suivante :

EE(t) = A&(t) +BAF (3.51a)
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avec
I 0 N 0 TD —J A
E: ,A: ’B: ’AF: f ,etD: ()01
0 0 P —I —QE*D —-F Ag P2

Le théoréme suivant donne les condition d’existence de l'observateur sous forme d’in-
égalité matricielle linéaire (LMT).

Théoréme 3.7.1. Sous ’hypothése 3.4.1, il existe un observateur de la forme (3.49) tel
que Uerreur e (t) donnée par (3.50a)-(3.50b) est asymptotiquement stable pour w (t) = 0 et
le ()], <vllw®@)|,, pourw(t)# 0, s’ eviste une matrice symétrique définie positive
X, et des matrices Xo, Q1,Q,x, et des scalaires p et vy tels que la LMI suivante :

(1,1) (1,2) (L3) (L4 (L5)

(2,1) (22)  —QIAQE'D —QIA; QIA,,

(1,3)T (—QTAoE+D)T —ul 0 0 <0 (3.52)
(LA (~QIAR)T 0 —ul 0
(L5 (QIAL)” 0 (—

soit vérifiée, avec

= _X2 - Q{ + A£Q27

Dans ce cas la matrice Zy est donnée par Z; = X% .

Démonstration :

Les inégalités (3.43) et (3.44) donnent les conditions de stabilité pour le systéme (3.51).
En remplacant les matrices E, A, B et D par leurs valeurs dans (3.43) et en appliquant le
changement de variable

Y = XE+E7Q
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nous obtenons l'inégalité suivante :

[ NTXy+ XTN + XoP + PTXT + PTQu + QTP X2 = QT + PTQ2
* ~Q2— QF + I+ p (N F[FL+MG1Gp)
* *
* *
L * %
XiTD - QTQELD — X,QFE D —X1J — QTF — XoF XT1 + Xowo + QT s |
-QiQE*D —Q3 F 592
—ul 0 0 <0
* —ul 0
* * —721 ]

En posant Qx, = ZI'X,, et en substituant N, P, @, ¢, et o, par leurs valeurs respec-
tives, nous obtenons la LMI (3.52), ce qui démontre le théoréme 3.7.1.

3.7.1 Exemple numérique

Considérons le systéme singulier non linéaire de la forme (3.48) avec

010 100 1 11 1
E:001,A2010,B:1,D1:1—1,D:1,C:[100]
000 10 1 1 11 1

D, = [1 1} et u (t) = sin(2t). Les nonlinéarités sont f(x,u,t) = sin(x,(t)) et g(x, u,t) =

sin(z,(t)). La matrice E+ = [O 0 1} et la matrice E+A = [1 0 1} . On peut facilement
vérifier que I’hypotheése 3.4.1 est vérifiée. Nous allons synthétiser un observateur d’ordre
R

010
, donc rang | E+A| = 3.
0 0 1 o

réduit de dimension ¢ = 2. Soit R =

Pour y =316, A=1,et p=1.

La résolution de la LMI (3.52) nous donne les résultats suivants :

—6.532 —1.453
5 |—0.211 —1.806 0.230 —0.325
QXl - 10 ,Xlz
0.349 —2.902 —0.325 0.553
0.666 —0.192
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- —0.000024 —0.000100

, 10.000015 —3.702 0.00057 4

X, = 10 Q= 10" [ —3.702232 —0.000004 | ,
0.00012  0.000004 0.00037

- —0.000585  0.000044

[ 0.000217  —0.000005  0.000109
Q. = 10" [ -0.000005 7.404586 —0.000002
0.000109  —0.000002  0.000377

(3.54)

Dans ce cas la matrice Z; est donnée par

Zl - 102

—189.4005 —32.6285 —34.7857 14.1849
—113.9388 —22.4417 —-25.6914 7.9893

En calculant les différentes matrices nous obtenons de ’observateur H., suivant :

. 0 —16.08 —9.723 —9.723
¢@t) = y (t)
0.667 —10.656 —7.104 —6.437
—9.723 —9.723
t,Fr2,u) — t,G.T,u
[—6.437 J ) [— 104) 100G
0 —0.353 0.235 0.765
z(t) = |1 0 Cty—1| 0 |ult)+ 0 y(t)
0 0.706 0.529 —0.529
0.235 0.765
- 0 f(ta FL/x\a U) - 0 g(ta GL/I\7 U)
0.529 —0.529

Les résultats de simulation sont présentés dans les figures (3.9)-(3.16). Les figures (3.9)
et (3.10) présentent les perturbations w;(t) et wy(t). Les figures (3.11), (3.12) et (3.13)
présentent les états x,(t), xo(t), x3(t) et leurs estimés &, (t), &5(t), 23(t). Les figure (3.14),
(3.15) et (3.16) présentent les erreurs d’estimation. Ces résultats montrent efficacité de
la méthode proposée.
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wi

perturbation
0.1 . . .
w1
0
-0.2p ' - ' SRR ' o ' ]
-0.3r .
—0.5 ' E - ' o ' ]
0 5 10 15 20
Temps
FIGURE 3.9: La perturbation w ()
perturbation
w2
0.3 : e e e : R
0 5 10 15 20
Time

FIGURE 3.10: La perturbation w,(t)
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x1 et xo1

0 5 10 15
Temps

FIGURE 3.11: L’état ,(t) et son estimé ()

X2 et xo2

0 5 10 15
Temps

FIGURE 3.12: L’état x,(t) et son estimé z5(t)
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x3 et x03

_4 1 1 1
0 5 10 15 20
Temps
FIGURE 3.13: L’état x3(t) et son estimé z5(t)
2 - - .

— el

0 5 10 15 20
Temps

FIGURE 3.14: L’erreur e, (t) = x,(t) — &, (t)
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e2
0.5F i
o
®
0 -
_0.5 1 1 1
0 5 10 15 20
Temps
FIGURE 3.15: L'erreur ey(t) = xo(t) — Z5(¢)
e3
™0
®
-1 : ' :
0 5 10 15 20

Temps

FIGURE 3.16: L'erreur es(t) = xo(t) — Z3(t)
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3.8 Synthése de filtre H,, des systémes a temps discret

Dans cette section, nous allons proposer une extension de la méthode de synthése
proposée dans les sections précédentes pour les systémes singuliers non linéaires a temps
continu au cas des systémes singuliers non linéaires a temps discret.

3.8.1 Formulation du probléme

Considérons le systéme non linéaire a temps discret suivant

Ex(t+1) = Ax(t)+ Bu(t) + Df(Fpx,u) + Dyw(t) (3.55a)
y(t) = Cx(t) + Dyw(t) (3.55Db)

avec 'état initial 2(0) = zo, z(t) € IR" est le semi vecteur d’état, u(t) € R™ est
la commande, w(t) € IR™ est le vecteur de perturbation, et y(t) € IR" est la sortie du
systéme. La matrice £ € IR™™", et pour n; = n, E est singuliére. Les matrices A € IR™™",
Be R"™, C e R et D € IR, la non-linéarité, f(t, F z,u) satisfait la propriété
de Lipschitz par rapport a z :

| f(t, Frzy,u) — f(t, Fras,w)|| < A||Fp(o — 2]

ol A, représente la constante de Lipschitz, la matrice F;, est une matrice réelle de dimen-
sion appropriée.

Soit £ € IR™™™ la matrice de rang plein ligne orthogonale de [E D], c’est a dire
EL [E D] — 0.

En multipliant (3.55a) par E3 nous obtenons

EjAz(t) + QE;Dyw = —ES Bu(t). (3.56)

Nous supposons que I’hypothése 3.4.1 est vérifiée.
Considérons pour le systéme (3.55a)-(3.55b) 'observateur d’ordre réduit suivant :

Ct+1)=N((t) + Jy(t) + Hu(t) + TDf(t, Frz,u) (3.57a)
z(t)= PC(t)—QESBu(t)+ Fy(t) (3.57b)

avec la condition initiale ((0) = ¢y, ((t) € R ? est le vecteur d’état de l'observateur et
z(t) € IR" est I'estimé de z(t). Les matrices N, J, T', H, P, Q), et F sont des matrices de
dimension appropriée a déterminer telles que :
(a) Pour w(t) = 0, 'erreur d’observation e(t) = Z(t)—xz(t) converge asymptotiquement
vers 0.
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e
(b) Pour w(t) # 0, on résout minsup,,.;, (o _’|‘| |’|‘12 _
wll,,
Soit e(t) = ((t) — T Ex(t) écart entre ((t) et T Ex(t), la dynamique de £(¢) est donnée

par :

e(t+1)

C(t+1)—TExz(t+1)
Ne(t)4+ (NTE —TA+ JC)x(t) + (H —TB)u+ TDAf (3.58)
+(JDy — TDy)w(t)

avee Af = f{t, Fy(t), ) — f(t, Fya(t), )
En substituant (3.56) dans (3.57b) nous obtenons :

TE
#(t) = Pe+|P Q F||B5A| o+ (QESD, + FDy)uw (3.592)
C

Dans ce cas, sous les contraintes (3.16a), (3.16b) et (3.16¢), l'erreur d’estimation de-
vient :

e(t+1) = Ne(t)+TDAf — JAg+ pw(t) (3.60a)
e(t) = Pe(t)+ puw(t) (3.60Db)

ou Af = f(t, FL(t),u) — f(t, Frx(t), u) et o1 = JDy =T Dy, o = QER Dy + FD,

3.8.2 Procédure de synthése d’observateur

Le lemme suivant donne les conditions d’existence de 'observateur (3.57).

Lemme 3.8.1. Le systeme donné par (3.60) est asymptotiquement stable pour w (t) = 0
et lle (@)l <vlw @, pourw(t)# 0 sl existe une matrice symétrique définie positive
X, des matrices G, T, N, P, o, et @, telles que la LMI suivante est vérifiée :

—X + P"pP 0 PT pp, NTG
0 -y 0 (TD)"G
. , . . <0 (3.61)
0, pP 0 =21 + 3 ppo 01 G
GTN GT(TD) GTp, X-G-GT

avec p =1+ NF}'Fy.
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Démonstration :

Supposons que (3.61) soit satisfaite, donc en pré-multipliant & gauche par :

I 00 NT
0 I 0 (TD)"
00 I of
et en post-multipliant par :
1 0 0
0 I 0
0 0 I
N (TD)
nous obtenons
— X+ PTpP+ NT'XN NTX(TD) PTpp, + N" X,
> = (TD)" XN —I+(TD)" X(TD) NTX o, <0
@3 PP + i XN ¢1 X(TD) —7*I + @5 pps + o1 X

(3.62)

D’autre part, nous avons w(t) # 0,
AV = [e"(t)NT + AfT(DT)" + w' ()] | X[Ne(t) + (TD)Af + prw(t)] — " (1) Xe(t)
Soit
§ = AV —AfTAf+ Ne"(t)F] Fre(t)
AV = AfTAf + N (Pe(t) + pow(t)) FL FiL(Pe + pow),

qui peut aussi s’écrire sous la forme matricielle suivante :

Sy NTXTD  (Zs)"

§=n"(t) [(TD)" XN %, (TD)" X, | n(t)
Y 1 X(T'D) a3

Sy =NTXN— X + \MPTFTF, P,
Sy = —1 4+ (TD)"X(TD),

Yas = Ny FL Frips + 0] Xy,

Sy = @TXN + NI FTF, P
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De méme, soit

PP 0 PTop,
s=n"t)| 0 0 0 n(t)

R

Donc nous avons
40 =n"(t)En(t)

Si (3.62) est satisfaite, nous obtenons

0" ()Zn(t) <0
ce qui donne

AV < =6 ou AV < —(e"(t)e(t) — v’w'w(t))

ce qui implique

V(o) —

=D el(t)e(t)

+ Y 7w’ (tw(t))

Sous la condition initial nulle, nous obtenons |[le||,, < v||w||,., ce qui démontre le lemme.
Des résultats du lemme précédent, on peut donner le théoréme suivant :

Théoréme 3.8.1. Sous l’hypotheése 2.3.1, il existe un observateur de la forme tel que
Uerreur d’observation e (t) donnée par (3.60) est asymptotiquement stable pour w (t) =0
et e ()], < llw (@)]l,, pour w(t) # 0 s’il existe une matrice symétrique définie positive
X et des matrices Qy, et Y, telles que la LMI suivante est satisfaite

-X 0 0 4,17 (5,1)"
—I 0 (4,2)" 0
0 - (4,3)"  (53)"
(4,1) (4,2) (4,3) X-G-G 0
| (5,1) 0 (53 0 —p
avec
(4,1) = GTAy — Oy, Ay,
(4,2) = GTArp — N, Arp,
(4,3) = GTA,, — Oy A,
(5,1) = pAp—YVoAp,
(5,3) = phA,, —V2A,,,

GT719Y1 et }/2 = pil}_/Q.
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3.9. FExemple numérique

Démonstration :

Du lemme 3.8.1 lerreur e (t) donnée par (3.60) est asymptotiquement stable pour
w(t) =0et [le(t)], <vlw)], sl existe une matrice symétrique définie positive X,
des matrices G, T', N, P, ¢, et ¢, telles que la LMI (3.62) est satisfaite. En appliquant
le complément de Schur & (3.62) nous obtenons

e 0 0 NTG  PTp

0 —I 0 (TD)'G 0

0 0 i olG plp | <0 (3.64)
G'N GT(TD) Gy, —-X 0
| P 0 PP 0 —p |

En substituant les matrices N, P,TD, ¢, et ¢, par leurs valeurs respectives dans (3.64),
nous obtenons la LMI (3.63). Avec Y; = GT7'Qy, et Y, = p! ;. Le théoréme est démontré

3.9 Exemple numérique

Considérons le systémes non linéaire a temps discret avec des entrée inconnues suivant :

100 01 -1 0 10 10
E=1o10|l,4A4=]0 01 o|.B=o 1|.D,=]0 1/,
00 0 0 1 01 0 0 0 0
[0 0 _
F, = 1,D:1,C’:[001],andD2201.
0 0 '

La non linéarité f(z,u,t) = 0.5sin(x,(t)). Ici, le probléme est d’estimer simultanément
I'état 2(t) et Pentrée inconnue d(t). Dans ce cas, nous obtenons le systéme augmenté de
la forme (3.55) avec :

#() = :dﬁ)n B=[p r]. A=]ad].
c_ |01 ,D1:D1,132:[ ! ],andFL:[z o]
_C 2

Pour ce systéeme, la matrice = [O 0 1]
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1 000
Maintenant, nous allons synthétiser un observateur d’ordre g = 3,s0it R= [0 1 0 0
0001
'R
donc nous avons rang o =4.
Pour ~+* = 2.235, nous obtenons les résultats suivantes
_O —0.030 0.030 —0.896 —0.756 —0.615
Qy, = 10°]0 0.030 -0.030 1.717 1.505 1.210
0 —0.054 0.053 —1.748 —1.466 —1.196
1.109 0.030 —0.030 1.214  0.027 —-0.027
X = 0.030 1.197 0.263 | et G=| 0.027 1.297 0.165
—0.030 0.263 1.202 —0.027 0.165 1.300
dans ce cas l'observateur est donnée par le modéle suivant :
0.1 0.00027 —0.00027 0.00018  0.10001 1 0
()= 10 000327 —0.00324| C(t)+ | 0.00217 —0.00313| y(t) + |0 0.33554 | u(t)
0 —0.00324 0.00321 —0.00215  0.00310 0 —0.33222
0
+ | 0.3355 | sin(Z2(t))
—0.3322
1 0.02467 —0.02442] 0 0] [ 0.01639  0.00163 |
N 0 0.00123 —0.00122 0 0 0.00081 —0.09991
z(t) = ¢(t) — u(t) + y(t)
0 —-0.01232 0.01220 0 0 —0.00819 0.99918
0 0 0 0 0 1 0
) ] - ) ) (3.65)

Les résultats de simulation sont présentés dans les figures (3.17)-(3.26). Les figures
(3.17) et (3.18) présentent les perturbations w(t) et wy(t). Les figures (3.19), (3.20) et
(3.21) présentent les états x,(t), z2(t), x3(t) et leurs estimés Z,(t), &,(t), Z5(¢). La figure
(3.22) présente Uentrée inconnue d(t) et son estimé d(t). Les figure (3.23), (3.24), (3.25)
et (3.26) présetent les erreurs d’estimation. On peut constater a partir de ces résultats la
bonne estimation des états et de ’entrée inconnue.
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FIGURE 3.17: La perturbation w ()
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FIGURE 3.18: La perturbation w,(t)
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x1 et xo1
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FIGURE 3.19: L'état ,(t) et son estimé =, ()
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FIGURE 3.20: L’état x,(t) et son estimé 25 (t)
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x3 et x03
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X03
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| |
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FIGURE 3.21: L’état x3(t) et son estimé z5(t)
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FIGURE 3.22: L’entrée inconnue d(t) et son estimé d(t)
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non linéaires
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FIGURE 3.24: L'erreur ey(t) = x5(t) — (1)
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FIGURE 3.25: L'erreur es(t) = x5(t) — Z3(t)
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FIGURE 3.26: L’erreur e4(t) = d(t) — d(t)
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3.10 Conclusion

Dans ce chapitre, une nouvelle méthode de synthése d’observateur H., pour des sys-
témes singuliers non linéaires Lipschitziens a été développée. Les résultats obtenus unifient
la synthése d’observateur d’ordre plein, d’ordre réduit et d’ordre minimal. Les conditions
suffisantes d’existence de 'observateur sont données sous forme d’inégalités matricielles
linéaires LMIs.

Les cas des systémes singuliers non linéaires continus et discrets ont été étudiés. Plu-
sieurs simulations ont été effectuées et montrent 'intérét de notre approche qui unifie les
résultats existants pour les systémes standards et les systémes singuliers. Nos résultats
peuvent étre utilisés dans le domaine du diagnostic a base de modéle fondé sur les obser-
vateurs a entrées inconnues.

110



Chapitre 4

Stabilisation et commande basée
observateur des systémes singuliers non
linéaires

4.1 Introduction

Dans ce chapitre nous présentons une méthode de synthése de commande stabilisante
par retour d’état statique et une commande basée observateur pour une classe de systémes
singuliers non linéaires. La non-linéarité considérée est supposée continue et différentiable,
cette non-linéarité est transformée par le lemme de Hadamard en une forme bien adaptée
a la synthése d’une loi de commande par retour d’état statique et par I'utilisation de la
stabilité au sens de Lyapunov.

Ce chapitre est organisé de la fagon suivante. Aprés avoir donné quelques rappels
concernant les problémes de stabilisation des systémes singuliers linéaires, nous allons
définir la classe de systémes singuliers non linéaires considérée. Ensuite, la synthése de la
commande H., par retour d’état statique sera étudiée. Ces résultats supposent que 1’état
du systéme est entiérement accessible. Par la suite, cette hypothése est levée et le cas ou
I’état est inaccessible a la mesure est traité a 'aide d’'une commande basée observateur.
Des exemples académiques sont donnés afin de valider les résultats de ce chapitre.

4.2 Préliminaires et formulation du probléme

Dans cette section, nous rappelons quelques définitions, critéres et techniques de sta-
bilisation nécessaires pour la suite de notre travail. Ensuite nous allons définir le type de
systémes auxquel on s’intéresse et les fonctions non linéaires considérées.

4.2.1 Rappels et généralités

Considérons le systéme singulier linéaire suivant

Ei(t) = Az(t)+ Dyw(t) (4.1a)
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Chapitre 4. Stabilisation et commande basée observateur des systemes singuliers non linéaires

y(t) = Cuz(t) (4.1b)

Ou z(t) €R™ est le semi vecteur d’état, w(t) € R™ est le vecteur de perturbations et
y(t) € R? est la sortie du systéme. La matrice E € R™" est singuliere. A € R™*"
D, e Rm*m ot C € RP*™,

Dans ce chapitre nous utilisons le critére de performance H., suivante :

oo

Te= [ (50 ()= w" 0wt de (4.2

0

avec v > 0.

Pour les systémes singuliers, I’étude de I'admissibilité est plus judicieuse que 1’étude
de stabilité. En effet, la notion de stabilité connue dans le cas des systémes standards est
insuffisante. Par conséquent, il est nécessaire de rappeler les propriétés de régularité et
d’impulsion pour le systéme singulier autonome (4.1) dans le cas ot w(t) = 0. Nous avons
les définitions suivantes :

Définition 4.2.1.

. Le systeme (4.1) (ou la paire (E,A)) est régulier s’il existe un scalaire s € C tel que,
det(sE — A) est différent de zéro.

. Le systéeme (4.1) (ou la paire (E, A)) est impulsionel s’il existe un scalaire s € C tel que,
deg(det(sE — A)) = rankE.

. Le systéme (4.1) (ou la paire (E, A)) est stable si toutes les valeurs propres de (E,A),
c-a-d les racines de det(sE — A) = 0 sont a partie réelle négative.

. Le systeme (4.1) (ou la paire (E, A)) est admissible s’il est régulier, impulsionel et stable.

Lemme 4.2.1. Soient U et V' deux vecteurs de dimensions appropriées, alors, pour tout
réel p > 0 linégalité suivante est satisfaite :

1
Utv +vTu < Ut + —v7Tv 4.3
o’

Théoréme 4.2.1. Le systéme (4.1) est admissible pour w (t) = 0 et satisfait le critére
Hy (Jyw <7y) pour un~y > 0, pour w (t) # 0 si et seulement s’il existe une matrice définie

positive X et une matrice Q) telles que la LMI suivante est satisfaite.

S D, (EX+DIQE™)CT
Dr 2T 0 < 0(4.4)
C(EX + DIQE™)" 0 —1

avec
S =EXAT + QETAT + AXET + AETHTQT
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Démonstration :

Appliquant le résultat de [Mas97| au systéme singulier (4.1), admissibilité et la per-
formance H,, sont satisfaites si et seulement s’il existe une matrice Y telle que

EY =Y"E >0 (4.5)

et
ATY +YTA+CT"C+ YD, DY <0 (4.6)

En appliquant le complément de Schur & (4.6), nous obtenons la LMI suivante

ATY +YTA+CTC Y'D
., | <o (4.7)
DTY -

Maintenant, nous montrerons que la matrice Y est non singuliére. Pour cela, supposons
que la condition (4.7) est vérifiée et que la matrice Y est singuliére. Et soit v un vecteur
non nul tel que Yv = 0. De (4.5) nous avons

ATY +YTA < 0. (4.8)

Si on pré-multiplie 'inégalité (4.8) par v* et on post-multiplie par v, nous obtenons 0 < 0.
Ce qui n’est pas possible. Alors Y est non singuliére.
Posons, Y = Y7, alors, (4.5) est équivalent a

YE"=FEY" >0 (4.9)
A Y=t o - Y= 0
et en pré-multipliant (4.7) par et en post-mutipliant par o
nous obtenons
YAT 4+ AYT +yCTeYy™ D, ] 0
DIy —2I
En utilisant le complément de Schur, nous aurons :
yAT + AYT Dy vYCT
DTy —2I 0 <0 (4.10)

ycT 0 I
Maintenant, nous posons
Y = EX + QE™,

alors (4.9) est satisfaite.
En remplagant cette valeur de Y dans (4.10) nous obtenons la LMI (4.4). Cela dé-
montre le théoréme.
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4.2.2 Classe de systémes considérés

Considérons la classe de systémes non linéaires suivante :

Ei(t) = Ax(t)+ Bu(t) + Df(t, Frx,u) + Dyw(t) (4.11a)

y(t) = Cz(t)+ Dyw(t) (4.11b)

avec l'état initial z(0) = zo, () €R" est le semi vecteur d’état, u(t) €R™ est la
commande, w(t) €R™ est le vecteur des perturbations, et y(t) € R” est la sortie. La

matrice F €Rn x n est singuliére. Les matrices A eR™™", B eR"*™, C' € RP*", D €R"*"/,
D, €R™"™, D, €R”™ et F;, €R™*".

Nous supposons que I’hypothése suivante est vérifiée :

Hypothése 4.2.1. La non-linéarité f(t,s,u) est de classe C* (différentiable et sa dérivée
est continue) et vérifie

(2 e e K eR* (4.12)
0s
et f(t,0,u) =0

Remarque 4.2.1. D’aprés le lemme 2.2 [Khal, si f est de classe C* satisfaisant (4.12) alors
f(t,s,u) est localement Lipschitz.

Sous I'Hypothése 4.2.1 il existe deux matrices M; € R"*"* et N; € R™*" telles que

O bt s )N, (4.13)
Os
avec
F(t,s,u)F(t,s,u) < I (4.14)

D’aprés le lemme d’Hadamard [Nes02|, si f(t, s, u) vérifie (4.12), nous obtenons :

f(t, FLI‘, U) — fl M|S:)\FLIFL$ (d)\)

0 Js

(4.15)
= fol M;F(s)N;Fpa (t) (d))

Dans ce qui suit, nous allons donner une méthode de synthése d’'une loi de commande
robuste par retour d’état statique pour le systéme (4.11).

4.3 Stabilisation des systémes singuliers non linéaires
par retour d’état statique

Dans cette section, nous allons donner les conditions d’existence d’un gain L €R"*™ du
retour d’état tel que le systéme singulier en boucle fermée sous le bouclage u(t) = —Lxz(t)
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est admissible pour w () = 0 et satisfait la performance H,, (J,, < ) pour un v > 0,

pour w (t) # 0.
En substituant la commande u(t) = —Lx(t) dans (4.11), nous obtenons

Ei(t) = (A—BL)z(t)+ Df(t, Frx,u) + Dyw(t)

(4.16)
y(t) = Cxz(t) + Dyw(t)
et en substituant (4.15) dans (4.16) nous obtenons le modéle suivant :
Ei(t) = A(x)x(t) + Dyw(t) (4.17)

avec

A(z)=(A—BL)+D / 1 M, F(\Fya,t)N;F,d(\)

4.3.1 Stabilisation dans le cas sans perturbations

Le théoréme suivant donne les conditions suffisantes pour la stabilité du systéme (4.17)
pour w(t) = 0.

Théoréme 4.3.1. Le systéme (4.17) est asymptotiquement stable pour w(t) = 0 s’il existe
une matrice définie positive X, des matrices X et Q) et un scalaire positif p tels que la
LMI suivante est satisfaite :

Y (EX+QE™) (EX +QE™)F/N}
* —I 0 <0 (4.18)
* 0 —ul

avec

S, = EXAT + QE™ AT + AXET + AE™TQT — XB”
~BX"+ uDM;M! D"

-T

Dans ce cas, la matrice de gain L est donnée par L = X (EX + QE™)

Démonstration :
Considérons la fonction de Lyapunov suivante :
V(z)=2"E"Yx(t) =2"(t)Y" Ex(t)

ol Y est une matrice non singuliére telle que ETY = YTE > 0. La dérivée de V(x)
est donnée par :
V(z) = (Bit)" Ya(t) + 27 () YT Ex(t)

115



Chapitre 4. Stabilisation et commande basée observateur des systemes singuliers non linéaires

En utilisant le modéle (4.17) nous obtenons

Vie) = (A@)z (1) Ya(t) +a2" ()Y (A(2)x (1))
= 2"(t) [AT ()Y + YT A (z)] 2(t)

Alors si

A" ()Y +YTA(x) <0 (4.19)

onaV (x)<O0.
En pré-multipliant le premier membre de 'inégalité (??) par Y7 et en le post-
multipliant par Y ! nous obtenons

YAT (z) + A(z) YT <0 (4.20)

avec Y =Y T,
Dans ce cas, la condition
E'Y =Y'E >0
est équivalente a B B
YE" =EY" >0
En substituant A(z) dans (4.20) nous obtenons

YAT + AYT - YLT"BT — BLY"+
Y [ FINTF(AFLz, t)MFD" (d\) + | <0 (4.21)
D [} M;F(\Fya,t)N;Fd(\)Y™"

Posons U = M D" et V = fol F(A\z, t)N;F d(\)YT, alors, en utilisant (4.3) et le fait
que
[F(AFra,t)|| <1
nous avons
Y [ FENTF(\Fpa, t)MF DT (d)) +
( D [} MyF(\Fpz, t)NpFrd(\)YT )
<
puDMyM{ DT + 'Y FININsFL YT

(4.22)

de (4.21) et (4.22) nous obtenons

YAT + AYT - YL"BT - BLYT+
Y [y FENTF(\Fpa, t)MF DT (d)) +
D [} MF(\Fpa, t)NpFrd(\) Y™
<
YAT + AYT - YL"BT - BLYT+
< puDMM{ DT + 'Y FENT Ny FLY T+ )
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Maintenant, si

YAT + AYT —vyITBT — BLYT
( * i <0 (4.23)

puDMMEDT + 'Y FIN Ny FL YT

alors (4.21) est vérifiée.
Posons, X = YL”, et en appliquant le complément de Schur a (4.23), nous obtenons :

YAT + AYT — XBT — BXT+ v
<0 (4.24)

puDMM{ DT + 'Y FIN{ Ny FL YT
v T
~I

~

Maintenant, en introduisant le changement de variable suivant :
Y = EX + QT+ (4.25)
nouq avons l'inégalité suivante :
YET' =EYT >0

qui est toujours vérifiée et en substituant (4.25) dans (4.24) nous obtenons

211%-53 l?ji—%(QlETL <0
(EX +QE™)" 1

avec
S=u Y (EX+QE")F NfN;FL(EX + QE™)T

Enfin, par 'application du complément de Schur nous obtenons la LMI (4.18), ce qui compléte
la démonstration du théoréme.

4.3.2 Stabilisation H.,

Le théoréme suivant donne les conditions suffisantes pour que le systéme (4.11) soit stable
pour w(t) = 0 et [z (1), < (£)],- pour w(t) #0.

Théoréme 4.3.2. Le systeme (4.17) est asymptotiquement stable pour w(t) =0 et ||z (¢)[|,, <
Yllw @)z, , pour w(t) # 0 s’il existe une matrice définie positive X, des matrices X, Q et un
scalaire positif u tels que la LMI suivante est satisfaite

u D1 EX+QE™ (EX+QE™)F[N{
x  —~2T 0 0
7 <0 (4.26)
* 0 —TI 0
* 0 0 —ul

avec

Y11 = EXAT + QET AT + AXET + AETHTQT — X BT
—BX"+ uDMyM{ D"

La matrice de gain L est donnée par L = XT (E)_( + QETL)_T.
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Démonstration :

Considérons la fonction de Lyapunov suivante :
V(z) = 2T ETYz(t) = 2T (t)YT Ex(t)
ou Y est une matrice non singuliére vérifiant la condition suivante :
E'y =YTE >0
La dérivée de V() le long de la solution de (4.17) est donnée par :
V (z) = (Ei(t)T Yat) + 2" ) YT Ei(t)
En utilisant le modeéle (4.17) nous obtenons

Vi) = (A@)z@)+Dw@®) Ya@t)+ 27 () YT (A(z)z (t) + Diw (t))
= (1) [AT ()Y +YTA ()] z(t) + w? (t) DTY x(t) + 27 (t)Y T Dyw (¢)

sMaintenant, nous avons

. . g o [ AT@Y +YTA@) + T YTD,
Vi(z)+z (t)z(t) —7w @)w(t)=¢ (1) DTy e ¢(t)
_ | (@)
avec ( (t) = [ () ]
Si
AT ()Y +YTA(z)+1 Y'D, “0 (4.27)
DTy —? ’

donc nous obtenons

Viz) <y (Hw(t) — 2" () (1)
par l'intégration des deux membres de cette inégalité, nous obtenons

o0 oo oo

/ V(r)dr < / VT (r)w () dr — / 2T (r)z (1) dr

ce qui est équivalent a
V(00) =V (0) <% [lw (&)ll, = ll= (£l
Sous la condition initiale nulle, nous obtenons
V(o0) <7 [lw @), — = @),

ce qui est équivalent a
lz (@B, < [lw @),
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Y- 0

En prée-multipliant le premier membre de (4.27) par [ s

Y1 O
nous obtenons

mutipliant par [

avec Y =Y T,

Dans ce cas, la condition

E'Y =Y"E>0

est devient

YE' =EY" >0

En remplagant A(x) par sa valeur dans (4.28) nous obtenons

[ VAT 4 AYT — VITBT — BLYT+ ]
Y [y FENTF(\Fpz, t)MF DT (d)) + Dol
D [} MyF(\Fpz, t)N Frd \)YT + VYT
DT —2I

En appliquant le complément de Schur, (4.29) devient

YAT + AYT - YL"BT — BLY"+
Y [\ FENTF(AFpz, t)MT DT (d)) +
D [} M;F(\Fpa,t)N;Frd(\)Y™"
+YYT +~2D, DT

] et en le post-

(4.28)

(4.29)

(4.30)

Posons U = M D" et V = fol F(A\x,t)N;F,d(\)YT, alors, en utilisant (4.3) et (4.14)

nous avons

Y [\ FENTF(\Fpz, t)MT DT (d)) +
( D [} M;F(\Fpa,t)N;Frd(\)Y™" )
<
puDMMP D" + 'Y F'NT N, F, Y™

(4.31)
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De (4.30) et (4.31) nous obtenons

VAT + AYT —YLTBT — BLY T+
Y [ FTNTF(AFLa, t)MF D™ (d)) +
D [} M;F(\Fpa,t)N;F d(\)Y™"
+YYT ++2D, DT

(4.32)
<
YAT + AYT —YL"BT — BLY"+
pDM;M? DT + 'Y FININF Y T+
YYT + 42D, DT
Maintenant, si
YAT + AYT Y ILTBT - BLYT+
DMMTDT+
St At <0 (4.33)
P Y FENTNGFLY T+
YYT +~2D DT

est vérifiée, alors (4.30) est vérifice.
Par I'application du complément de Schur et I'introduction du changement de variable
X =YL", (4.33) devient

YAT + AYT — XBT — BXT+
uDM,MTDT + 'V FTNTN,F,Y" P v
i L <0 (4.34)
DT —2I 0
Y7 0o I
En posant
Y =EX +QE™ (4.35)

I'inégalité suivante
YET' =EY" >0

est toujours vérifiée, et en remplacant (4.35) dans (4.34) nous obtenons

2114*53 Dy l?ji‘FCQE?FL
DT —~2I 0 <0
(EX +QE™)" 0 —1

avec
S =u Y (EX+QE")F{ NfN;FL(EX + QE™)T

En appliquant le complément de Schur a cette inégalité nous obtenons (4.26). Cela
compléte la démonstration du théoréme.
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4.3.3 Exemple numérique

Considérons le systéme singulier non linéaire de la forme (4.11) avec

010 -19 -1 -1 1 3
E=100 1|, A=|-5 =2 0|,B=|1],D;= |0
000 -1 1 1 1

et Dy = [1 1] La non-linéarité f(x,u,t) = sin(xs(t)). Pour ce systéme la matrice

g =0 0 1
et
B =1 0 of
1 00
Pour Ny =M;= |0 1 0|,onaF = [O 0 cosxg]
001
La résolution de la LMI (4.26), donne les résultats suivants :
0.036 0.389 0.348 0.036
v* =2.0607,Y = | —0.039 0.348 0.462| ,Q = |—0.039],
0.004 0 0 0.0037
0.072 1.289 0O 0
X = 10.768| etX = 0 0.389 0.348
0.484 0 0.348 0.462

Le retour d’état statique stabilisant pour ce systéme est donné par :

w(t) = —10? [1.316 —0.722 0.674] z (t).

La figure (4.1) représente la perturbation & énergie finie que nous avons appliquée,
les figures (4.2), (4.3) et (4.4) représentent les différents états du systéme, et la derniére
figure (4.5) représente I'entrée.
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01 T T T T T T T T T

|
©
-y
T
]

Noise w1
S 5
w N
T T
1 1

|
o
(&,
T
]

1
2 4 6 8 10 12 14 16 18 20
Time

FIGURE 4.1: La perturbation w(t)

01 T T T T T T T T T

State x1

|
o
N
T
1

2 4 6 8 10 12 14 16 18 20
Time

FIGURE 4.2: L'état x,(t)
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State x2

State x3

07 T T T T T T T T

0.6

05

0.4}

0.3

0.1F

_02 Il Il Il Il Il Il Il Il
0 2 4 6 8 10 12 14 16

Time

FIGURE 4.3: L'état x,(t)
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20

x3
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Time

FIGURE 4.4: L’état x5(t)
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0.2 - - .

-0.2

~0.4

-0.6

-1.6 : '
0 5 10 15 20

Time

FIGURE 4.5: La commande u(t)

4.4 Stabilisation des systémes singuliers non linéaires
par commande basée observateur

Dans cette section, nous proposons une loi de commande basée observateur qui garantit
que l'erreur d’estimation converge asymptotiquement vers zéro en boucle fermée. Nous
allons donner les conditions d’existence d’un gain de controle L €R"*™ tel que le systéme
singulier en boucle fermée sous une contre réaction u(t) = —Li(t) est admissible pour
w (t) = 0 et satisfait la performance H,, (.J,, <) pour un v > 0, pour w (t) # 0.

4.4.1 Synthése d’observateur

Considérons pour le systéme (4.11) 'observateur d’ordre réduit (3.12a)-(3.12b) pré-
senté dans le troisiéme chapitre est de la forme :

C(t) = NC()+ Jy(t) + Hu(t) + TDf(t, F, 7, u) (4.36a)
#(t) = PC(t)— QESBu(t) + Fy(t) (4.36h)

avec E une matrice de dimension appropriée vérifiant
E5|E D] =0
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4.4. Stabilisation des systemes singuliers non linéaires par commande basée observateur

et f(t, FLZ,u) vérifie 'hypothése (4.2.1), et en posant € (t) = ((t) — T Ex (t) I'écart entre

((t) et TEx (t), nous obtenons la dynamique suivante
e(t) = ((t) —TE(t)
£(t) = Ne(t)+(NTE-TA+ JC)x(t) + (H — TB)u(t) + TDAf + (JDy — T'Dy)w(t)

Et en utilisant (4.36b), nous obtenons donc le systéme suivant :

E(t) = Ne(t)+ (NTE -TA+ JC)x(t)+ (H —TB)u(t) + TDAf (4.37a)
+(JDy; — TDy)w(t)
e(t) = Pe(t)+ (PTE+ QE,A+ FC — 1) 2(t) + (QER Dy + FDs)w(t) (4.37b)
Af - f(tv FL?E\(t)7U) - f(t, FLLL‘(t),U)

Maintenant, si les conditions (3.16a), (3.16b) et (3.16¢) du chapitre 3 sont vérifiées,
c-a-d;

NTE —TA+JC =0 (4.38)

H=TB (4.38D)
TE

P Q F||B5aA| =1, (4.38¢)
C

Ierreur (4.37) est indépendante de u(t) et (), dans ce cas nous obtenons

E(t) = Ne(t)+TDAf + pw(t) (4.39a)
e(t) = Pe(t)+ pw(t) (4.39Db)
Avec
901 - JDQ - TDl
902 = QE;Dl + FD2

Considérons M; € IR™™"" et N; € IR™"™ ™ deux matrices réelles telles que

of(t,s,u)
s = M;F(s)N;
avec
F'(s)F(s)<I (4.40)
En utilisant le théoréme d’Hadamard nous obtenons

L Of(t, s, u))

ft, Frr,u) = / P Frz (d\)

s=AFLz
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_ /0 M,F(s)N,Fyz (t) (d\) (4.41a)
f(t, Fri,u) — f(t, For,u) = /—8f(téz,u)) ( Fr (2 —z)(d))
1 n=FLi—A\Fy(2—2)
_ /1 M,F()N, Fye (t) (d)), (4.41b)

avec
s=AFpx et n=F,&—\F.(Z— 1)

En remplagant dans (4.39) nous obtenons

() = Ne(t)+TD /1 M, F(n)N,Fre (£) (d)) + gr(t) (4.422)
e(t) = Pe(t) + pow(t) (4.42D)

4.4.2 Commande basée observateur

En remplagant u = — Lz, dans (4.11) nous obtenons le systéme suivant :
Ei(t) = Axz(t)— BL&(t)+ Df(t, Frr,u) + Dyw(t) (4.43a)
E(t) = Ne(t)+TDAf + piw(t) (4.43Db)
e(t) = Pe(t) + paw(t) (4.43c¢)

En substituant e(t) = #(¢) — z(¢) nous obtenons

Ei(t) = (A—BL)x(t)— BLe(t)+ Df(t, Frz,u) + Dyw(t) (4.44a)
E(t) = Ne(t)+TDAf + piw(t) (4.44D)
e(t) = Pe(t) + pw(t) (4.44c¢)
(1)
En utilisant le vecteur augmenté suivant | £(¢) | nous obtenons le systéme suivant
e(t)
E 0 0] [a0 [ (A-BL) 0 —-BL| [ 20
0 I 0 £(t) = 0 N 0 e(t)
0 00 é(t) 0 P -1 e(t)
(D 0 e Foo) D,
+ | o 7D e o | w(t) (4.45)
Af
i 0 P2
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En remplagant I'expression de e(t) dans (4.41a) et (4.41b), nous obtenons

ft, Frr,u) = /OMfF(s)NfFLa:(t)(d)\)

f(t,FLi'7U>—f(t,FLZE,U) = /1 MfF(n)NfFLpg(t) (d>\)

+[ﬁmnmmﬂ%mwwu»

En substituant dans (4.45), nous obtenons

E 00 x(t) Ay () 0 —BL x(t)
0 10 ey | = 0  A(@)y 0 e(t) (4.46)
000 é(t) 0 P I e(t)
D,
+ | @1+ TD [ MyF(n)NFrpo(dd) | wi(?)
©2

An(z) = (A—BL)+D / 1 M F(s)N;Fy (d))
Ap(z) = N+TD / OMfF(n)NfFLP(dA)

Le systéme (4.46) peut étre réécrit sous la forme d’un systéme singulier :

Ez(t) = A(z)z(t) + D(x)w(t) (4.48)
x(t) E 00 Ay (2) 0 —BL
2t)=1¢et) | E=[0 I 0|, ,A= 0 Ap(x) 0
e(t) 0 0 O 0 P —1
D,
et D(x) = | ¢, +TD [} M;F(n)N;Fpp5 (dN)
P2

Dans la suite, nous nous intéressons a la stabilité du systéme augmenté (4.48).
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4.4.3 Synthése de la commande dans le cas sans perturbations

Le théoréme suivant donne les conditions suffisantes pour la stabilité du systéme (4.48)
pour w(t) = 0.

Théoréme 4.4.1. Le systéme (4.48) est asymptotiquement stable pour w(t) = 0 s’l existe
des matrices définies positives X, X, et Y,, des matrices QQ, Ys et QQq, et des scalaires
positifs i, p, et py tels que les deux LMIs suivantes soient satisfaites :

Su (EX +QE™) (EX+QE™)FENT

* —I 0 <0 (4.49)
* 0 —ul
Sy 0 —(XE+ETQ) BL (X,E+ EYTQ)" DM, 0 0
Y ArpMp—
0 Yo ALY; 0 2 BIDES ALFINT
QyoArp My
* * -Y; - Y] 0 0 0
1
% * 0 _EI 0 0
* * 0 —712[ 0
0 0 0 0 — ol
) (4.50)
avec
S11o= EXAT+QE™AT + AXE" + AE™ QT — XB" - BX" + uDM;M| D"
T
Su o= AT <X1E n ELTQl) n (XlE n ELTQl) A~ (BL)" <X1E n ELTQl)
T
~ (X1 B+ ETQ1) BL+ u FINT NPy
Yoo = A%% — A%ng + )@TAN — QY2AN

et Qy, =YL 7

La matrice de gain L est donnée par L = XT (EX' + QETL)fT.

Démonstration :

Pour la synthése de la commande basée observateur proposée, on doit déterminer le
gain de la commande L. Comme dans I’équation (4.45) la synthése de 'observateur et celle
de la commande sont couplées. On propose de faire cette synthése en 2 étapes, d’abord sup-
poser préalablement que (4.36) est un observateur asymptotique pour le systéme (4.11).
Cela implique que

e(t) =x(t) — z(t) — 0 quand ¢ — 400
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4.4. Stabilisation des systemes singuliers non linéaires par commande basée observateur

Alors, le systéme (4.44a) devient :
Ei(t) = Ay (x)z () (4.51)

ce dernier est asymptotiquement stable si la LMI (4.49) est satisfaite (voir le théoréme
4.3.1). La résolution de I'inégalité (4.49) nous donne le gain de la commande L.
La deuxiéme étape de la synthése consiste a trouver les condition de stabilité du

systéme global (4.48).
Considérons la fonction de Lyapunov suivante :

V(2) =2"E"Y2(t) = 2" (1) Y"Ez(1)

avec Y est une matrice non singuliére telle que ETY = Y7E > 0.
La dérivée de V(z) le long de la solution de (4.48) est donnée par

V(2) = (B2(t))" Yz(t) + 25 () YTEZ(t)

En utilisant le modéle (4.48) nous obtenons

V(z) = 2T () A@)TY2(t) + 27 ()Y TA(z)2 (2)
= 27(t) [A(2)"Y + YTA(2)] 2(t)
Si
A@)"Y +Y"A(x) <0 (4.52)
Alors, V (2) < 0,
Y, 0 0
En remplagant Y = | 0 Y, 0 | dans (4.52) nous obtenons
0 0 Y;
AL ()Y + Y A (2) 0 -Y'BL
0 Ago ()Y, + VP Age(x)  PTYs <0 (4.53)
- (BL)"Y Y/ P ~Y; - Yy

et en remplagant A (x) et Ay () dans (4.53) nous obtenons
Ap(x) 0 —YT”BL
0 Ay (1) PTY, <0
—(BL)'Y, PY] —Y;-Y]
avec
A"Y, +YTA—(BL)"Y, — Y'BL
An(z) = [} EENTFT(s)MT DT (d)))Y;+
+Y'D [; MyF(s)N;Fy, (d))
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NTY, + YN+
Anlw) = | [y PPEENTET ()M (TD)" () Yo+
YD [} MyF(n)N;F,P (d))
Posons L
U, = MID™Y,,V, = / F(s)N;Fy, (d))
0
et .
Uy =M! (TD)"Y,,V, = / F(n)N;F,P (d\)
0
en utilisant (4.3) et (4.40), nous obtenons
Au(l’) 0 —YlTBL
0 Agp(z)  PTY; <0
—(BL)"Y; PY] Y-V

avec

An(z) = ATY,+YTA— (BL)"Y, - Y/BL
+m Y DM;M} DY, + p ' F/ N N F,,
Ap(z) = N'Y,+ YN + Y] (TD) M;M] (TD)"Y,

+,u2‘1PTFLTNfoFLP
par I'application du complément de Schur nous obtenons
[ (1,L1) 0 —Y7BL Y'DM, 0 0o |
0 (2,2 PTY; 0 Y,"(I'D)M; P"F/N}
* x —Y,-YT 0 0 0
e <0 (4.54)
0 0 —i 0 0
* 0 0 -1 0
H2

* 0 0 0 2

ou
1 = ATY, +YTA—(BL)"Y, — Y'BL
’ Uy FINTNGF,
(2,2) = N'Y,+Y/N

Soit Y3 une matrice carrée quelconque, Y, une matrice définie positive et Y, = X, F +
E+T(Q),, alors 'inégalité suivante :

ETY'l _ }/1T]E 2 O

est satisfaite, en substituant Y;, N et P par leurs valeurs dans (4.54) nous obtenons la
LMI (4.50) avec Qy, = Y, Z,, ce qui compléte la démonstration du théoréme.
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4.4.4 Synthése de la commande H

Le théoréme suivant donne les conditions suffisantes pour la stabilité du systéme (4.48)
pour w(t) = 0 et | ()], < 7 [lw (1), . pour w(t) #0.

Théoréme 4.4.2. Le systéme (4.48)est asymptotiquement stable pour w(t) = 0 et ||z (t)||,, <
Ylw ()|, . pour w(t) # 0 s’ils existe des matrices définies positives X, X, et Ys, des
matrices X, Q, Ys et QQ, et des scalaires positifs p, pu1, j1o et jus tels que les LMIs suivantes
soient satisfaites :

Su Dy EX+QE™ (EX+QE™)F[N}
x  —20 0 0

<0 (4.55)
* 0 —1I 0
* 0 0 —ul
(Y, 0 —(X.E+E"Q) " BL (X,E+E"Q,)" 0
0 D ATY, 0 v,”
* * Y-V, +1 0 0
x 0 0 —ps] 0
* * 0 0 —i
0 * * 0 0
0 = 0 0 0
* * * 0 0
0 0 0 0 0
0 0 (X,E+ E*"Q\)" D, (X,E+ E*"Q,)" DM, ]
0  YIArpM,; ALFTNT YA, — QA
vz 0 YA, 0
0 0 0 0
0 0 0 0 <0
—L] 0 0 0
0 — 1 0 0
0 0 —T N;F.A,,
0 0 % —I |
(4.56)

S = EXAT 4+ QE™ A" 4 AXET 4+ AE™"Q" — XB" — BX" + uDM;MT D"
Sy = AT (X,E+E7TQ) + (X.E+ ETQ,) A— (BL)" (X,E + E*TQ,)
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— (XiE+ E*"Q,)" BL+ p{"FINTN;Fy + 1

Yo = ALYa+ALQL + Y AN+ Oy, Ay + T
et Qy2 = }/2T21
La matrice de gain L est donnée par L = X (EX + QE™)

-T

Démonstration :

De la méme fagon, on suppose préalablement que (4.36) est un observateur asympto-
tique pour le systéme (4.11). Alors, e(t) tend vers 0 et le systéme (4.44a) devient :

Ei(t) = Ay (2)z (t) + Dyw(t) (4.57)

ce dernier est asymptotiquement stable si la LMI (4.55) est satisfaite (voir le théoréme
4.3.2). La résolution de l'inégalité (4.55) nous donne le gain de la commande L.

Pour trouver les condition de stabilité du systéme global (4.48), d’abord, posons
D(z) = D, 4+ Dy (z), alors le systéme (4.48) devient :

Ez(t) = A(z)z(t) + Dyw(t) + Dy(x)w(t) (4.58)
D, 0
D= ¢ et Dy(x) = f M;F(AFpz, t)N;Frp, (dN)
2 0

Considérons la fonction de Lyapunov suivante :
V(2) =2"E"Y2(t) = 2" () Y"Ez(1)
avec Y est une matrice non singuliére telle que
E'Y =Y"E >0
La dérivée de V(z) le long de la solution de (4.48) est donnée par :

V(2) = (B2(t))" Yz(t) + 27 (t) Y TEZ(t)

En utilisant le modéle (4.58), nous obtenons

Vi(z) = ( ()Z(t)+D1w())TYZ(t)+zT( YY" (A(z)z (t) + Diw (t) + Dy(2)w (1))
= 27(t) [A(@)"Y + YTA(2)] 2(t) + w" () DY 2(t) + 2" ()Y "D(x),w (t)
w' () Dy () Y2 () + 27 (1)Y " Da(2)w ()

Posons Us = Dy(z)w (t), Vs = Yz (t) , alors, en utilisant (4.3) et (4.40), nons aurons

wl () Dy(x)TY 2(t) + 2T ()Y T Dow (1) < pzw? (t) DIDo(z)w () + ,ulng(t)YTYz (t)
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1
< s (0§ FENT Ny Frgw () + =" ()Y 'Y= (0

) | A@)TY + YTA+MiYTY 2(t) + w” () DTY 2(t) + 27 ()Y "Dy (1)

+ugw” (t) 03 Fy N N Frpw (t)

<
O
IN

Maintenant, nous avons

V(z)+ 2" (t)z (t) — y*w” (t) w (t)

. A@)TY + YTA() + [+1YTY YD, .
2 () r " 2[4 T FTNT (1)
DTY T4+l FENT N, Frp
t
avec z (t) = 2 () :
w (1)

L’inégalité suivante
V(2)+27(t)z(t) —y*w ) w(t) <0
est satisfaite, si

A@)"Y +YTA(z) + T+L1Y7Y YD,

. o <0 (4.59)
DTY 2T+ T FTNT N, Fpp

ce qui est équivalent a

V(2) < yw’ (8w (t) — 2" ()= (t)
L’intégration des deux membres de cette inégalité nous donne

o0 oo o0

/V(r) dr < /”ysz (T)w (7) dT—/zT(T)Z(T) dr

ce qui est équivalent a

Vi(00) =V (0) <v*[lw (®)ll, = Iz (®)]],

Sous la condition initiale nulle, nous obtenons

V(o0) <7 lw (@), — 1= (B,
ce qui est équivalent a
Iz @)1, <7 lw (@)1,

133



Chapitre 4. Stabilisation et commande basée observateur des systemes singuliers non linéaires

Le complément de Schur, appliqué a (4.59) donne :

AX)Y +YTA(x)+1 Y7 Y'D, 0
v —Hsl 0 U <0 (4.60)
DY 0 —v* I N;Frp,
0 0 QIFINT -1
En remplagant A(z), D; et Y dans (4.60) nous obtenons :
[ (1,1) 0 ~YBL YT YIDM,
0 (2,2 PTY; 0 Y,"
* * Y=Y, +I 0 0
* 0 0 — sl 0
* * 0 0 —t[
0 * * 0 0
0 * 0 0 0
* * * 0 0
00 0 0 0
(4.61)
0 0 YD, 0 ]
YI(TD)M, PTFINT Yig 0
vy 0 Yo 0
0 0 0 0
0 0 0 <0
—I%ZI 0 0
0 i 0 0
0 0 —*1 N;Fpp,
0 0 * I ]

ol
w1 = A"Y, +YTA— (BL)' Y, = Y/BL + 1
’ Uy FINTNGF,
(2,2) = N'Y,+Y)N+I
Soit Y; une matrice quelconque, Y, une matrice définie positive et Y, = X, E + E17Q,,

alors I'inégalité suivante :

E'Y =Y'E >0

est satisfaite, ainsi en substituant N et P par leurs valeurs dans (4.61) nous obtenons la
LMI (4.56) avec Qy, = Y, Z,, ce qui compléte la démonstration du théoréme.
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4.4.5 Exemple numérique

Considérons le systéme singulier non linéaire de la forme (4.11) avec :

010 -1 0 1 1 3
E=10 0 1|, A=|1 1 =5|,B=|1|,D,= |0
0 00 1 0 1 1 1

1
D=1 ,C:[1 0 o]
0

et D, = [1 1]. La non-linéarité f(t,z,u) = sin(zs(t)). Pour v* = 2.5, p = 0.1, u; =
1, s = 0.5, us = 1, la résolution de la LMI (4.55), nous donne le gain de la commande L :

L= [—0.3712 1.634 0.670]

En remplacant L par sa valeur dans la LMI (4.56), la résolution de cette derniére nous a
permis de trouver l'observateur suivant :

: 0 —6.861 —4.574 —4.574
= 10° 0* 10*
=t [o —0.704] 0 [—0.469] v [—0.469] u0

—1—[ ! ]sin(ﬁﬁg(t))

0.667
(4.62)
0 —-0.353 0.235 0.765
z(t) = |1 0 ¢(t) — 0 | u(t)+ 0 y(t)
0 0.706 0.529 —0.529

La figure (4.6) représente la perturbation & énergie finie que nous avons appliquée,
les figures (4.7), (4.8) et (4.9) représentent les différents états du systéme, et la derniére
figure (4.10) représente 'entrée.
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FIGURE 4.6: La perturbation w(t)
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FIGURE 4.7: L’état x,(t) et son estimé &, (t)
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FIGURE 4.8: L'état x,(t) et son estimé Z,(t)
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FIGURE 4.9: L’éta x3(t) et son estimé Z;(t)

137



Chapitre 4. Stabilisation et commande basée observateur des systemes singuliers non linéaires

La commade u
o
(6]
l
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Temps

FIGURE 4.10: La commande u(t)

4.5 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons abordé le probléme de la stabilisation d'une classe de
systémes singuliers non linéaires. La stabilisation par retour d’état statique est étudiée
dans la premiére partie. Les conditions d’existence d’'une commande stabilisante sont
données, 'état du systéme est supposé entiérement accessible. Cette contrainte est levée
dans la deuxiéme partie de ce chapitre ol, nous avons proposé une commande basée
observateurs , les conditions d’existence de cette dommande sont données sous forme
d’inégalités matricielles linéaires strictes (LMIs). Des exemples numériques sont donnés
afin de valider les résultats théoriques.
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Conclusion générale

Dans cette thése, nous avons proposé plusieurs méthodes de synthése d’observateurs

d’état qui permettent d’étendre les résultats existants dans la littérature sur I’'observation
des systémes standards au cas des systémes singuliers bilinéaires et au cas des systémes
singuliers non linéaires.
Dans la premieére partie de ce mémoire, nous avons proposé une méthode de synthése d’ob-
servateur pour une classe de systémes bilinéaires. Les systémes considérés sont supposés
soumis a des entrées bornées, afin de diminuer le conservatisme. Nous avons considéré
ces entrées comme des incertitudes structurées. L’observateur proposé est un observateur
d’ordre réduit standard (non singulier). La dynamique de 'erreur d’estimation est indé-
pendante de I'état du systéme & observer. les conditions nécessaires et suffisantes pour
le non biais sont données sous forme d’équations de Sylvester. La paramétrisation des
solutions de ces derniéres est donnée en détail. Les condition d’existence et de stabilité
sont données sous forme d’inégalité matricielle linéaire.

La deuxiéme partie de ce mémoire est dédiée a la synthése d’observateur et au filtrage
‘H., pour une classe systémes singuliers non linéaires Lipschitzien. La dynamique de l'er-
reur d’estimation est indépendante de la partie linéaire de ’état et de I'entrée du systéme
observé. Cette dynamique est réécrite sous forme d’un systéme singulier non linéaire pour
lequel nous avons étudié la stabilité. Les conditions d’existence et de stabilité sont don-
nées sous forme d’inégalité matricielle linéaire stricte. Cette approche est étendue par la
suite au cas des systémes singuliers non linéaires présentant des perturbations inconnues
a énergie finie. Pour ces systémes, nous avons proposé un filtre H., robuste. Une autre
extension est traitée, il s’agit des systémes non linéaires singuliers & dynamique et a sor-
tie non linéaires. Un filtre H,, robuste a été également proposé pour cette classe. Des
exemples numériques ont été donnés pour les différents filtre développés afin de montrer
I'efficacité de la méthode proposée.

La derniére partie de ce travail traite le probléme de stabilisation et de stabilisation
robuste d’une classe de systémes singuliers non linéaires. La non-linéarité est supposée
continue et différentiable. La méthode repose sur 'utilisation du théoréme de Hadamard
pour transformer les fonctions non linéaires afin d’obtenir une forme adaptée a la synthése
d’une commande par retour d’état statique ou d’une commande basée observateur. Dans
un premier temps nous avons supposé que 1’état du systéme est accessible. Les conditions
d’existence et de stabilité sont données sous forme d’inégalité matricielle linéaire. Ensuite,
cette contrainte est levée, et nous avons construit une commande basée observateur. Les
résultat obtenus sont étendus aux cas des systémes présentant des perturbations a énergie
finie.
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Conclusion générale

Les travaux sur l'observation et la commande des systémes singuliers non linéaires
sont récents. Les résultats obtenus dans cette thése peuvent étre étendus a des classes de
systémes plus généraux, en particulier en utilisant des nouvelles formes normales d’obser-
vabilité, qui s’appliquent au cas non linéaires non Lipschitziens. Notre approche peut étre
utilisée dans le domaine du diagnostic et de détection de défauts pour les systémes non
linéaires standards a entrées inconnues. Nos résultats peuvent aussi s’étendre au cas des
systémes non linéaires incertains.
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Annexe A

Lemme de Hadamard

Lemme A.0.1. Soit f : R" — R une fonction réelle lisse définie sur un ouvert U € R"
a valeur dans R" dont le jacobien est inversible en un point a € U. de plus la fonction
est C*-difféomorphisme d’un voisinage de a sur un voisinage de f(a). Donc f(z) peut étre
exprimée pour tout x € U sous forme

f(z) = fla) + Z(xz —a;)g:()

a, T
ot g; est une fonction lisse dans U, a = : and x =
a, Ty,
Démonstration Soit € U et h une application définie de [0, 1] vers R" telle que
h(x)=f(a+t(x—a)

donc

W)=Y 5+t - ) e -a)

nous avons

h(1) - h(0) = f(x)—f(a)z/o W () dt

- /0 ngfl (a+t(z—a))(z;—a;)dt

n

- Z(:Ei—ai)/o aai(a+t(x—a))dt

i=1

n

= Z (x; — a;) g (x) dt

=1

ot g (z) = [} 2L (a+t (z — a)) dt.
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Annexe A. Lemme de Hadamard

142



Annexe B

Cette annexe regroupe des rappels sur quelques notions mathématiques utilisées dans
ce mémoire.
Une matrice symétrique S € R™™" est dite :

1. définie positive S >0 ssiaz?Sx >0 pour tout z € R", x # 0.
2. semi-définie positive S >0 ssi 27Sx > 0 pour tout x € R", x # 0.
3. définie négative S <0 ssiaz?Sx <0 pour tout z € R", x # 0.
4. semi-définie négative S <0 ssi 7Sz <0 pour tout x € R™, x # 0.

B.1 Décomposition en valeurs singuliéres

Soit A une matrice de dimension n x m de rang = ¢, alors il existe deux matrices
unitaires U et V' de dimensions appropriées telles que :

A:UT<Z“ 0)V
0 0

ou Y, =diag(o;),i=1,---,q et g, > 0.

Une matrice
—1
AT =VT Zq 0 U
0 0

On peut aussi déduire que pour toute matrice A il existe deux matrices réguliéres U et V

telles que
_ (1, 0\ -
A=U0T[" V
0 0

B.2 Lemme de Schur

Lemme B.2.1 (Lemme de Schur). [BEFB94] Etant données trois matrices Q, R et S
(Q =Q" et S=S7), les deuz propositions suivantes sont équivalentes
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Annexe B.

(1)

© R 0 (B.1)
RT S
(2)
S<0et@Q—RST'R" <0 (B.2)

La matrice Q — RS™'R” est aussi appelée complément de Schur de S. Ce lemme reste
vérifié lorsque I'on remplace “<” par “<”.

B.3 Lemme Borné Réel

Un systéme dynamique continu linéaire de matrices d’état A, B, C et D a une norme
H.. inférieure a v si et seulement si il existe une matrice P = P7 telle que la LMI suivante
est vérifiée :

AP+ PA+C"C PB+C'D

(B.3)
BTP + D'C D™D — I

Cette LMI est faisable si et seulement si le systéme linéaire (A, B,C, D) est non ex-
pansif, c-a-d;

T

/ y ()7 y (1) di < / o (£)ut)dt (B.4)

sous la condition initiale z(0) = 0.
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Résumé

Les travaux présentés dans cette thése ont été effectués au Centre de Recherche en Au-
tomatique de Nancy (CRAN). IIs portent sur l'observation et la commande des systémes
singuliers non linéaires.

Dans un premier temps nous nous sommes intéressés a la synthése d’observateur et
au filtrage H,, des systémes singuliers bilinéaires. Dans un deuxiéme temps, nous avons
étudié la synthese d’observateur pour les systémes singuliers non linéaires Lipschitziens.
La derniére partie de ce travail concerne la stabilisation et la commande basée observateurs
des systémes singuliers non linéaires. L’objectif de ce travail a été de proposer des résultats
facilement implémentables et de couvrir une large classe de systémes non linéaires. La
contribution principale de ce mémoire a été de proposer des observateurs H., pour les
systémes singuliers non linéaires, en utilisant le non biais de I'erreur d’estimation. Les
parameétres de ces observateurs sont obtenus par la résolution des inégalités matricielles
linéaires (LMIs). Le deuxiéme apport concerne la synthése de commande stabilisante
et 'utilisation d’'un des observateurs proposés dans cette thése pour la synthése d’une
commande basée observateur pour les systémes singuliers non linéaires. Cette derniére
est réalisée grace a la réécriture des fonctions non linéaires sous des formes adéquates a
I’application de la commande des systémes.

Mots-clés: Systémes singuliers non linéaires, observateurs non linéaires, stabilité au sens
de Lyapunov, synthése H.,, inégalités matricielles linéaires (LMI), commande basée ob-
servateur

Abstract

This thesis work is realized in the Research Center in Automatic Control of Nancy
(CRAN). It concerns the observation and control of nonlinear singular systems.

Firstly, we were interested in the observer design and Hinfinity filtering for singular
bilinear systems. In a second step, we studied the observers design for Lipschitz nonlinear
singular systems. The last part of this work relates to the stabilization and observer
based controller for a classe of singular nonlinear systems. The objective is to develop a
simple and straightforward results which covers a large class of nonlinear systems. The
main contribution of this thesis is in the Hinfinity observers design for nonlinear singular
systems. It is based on the parametrization of the solution of the constrained generalized
Sylvester equation. The second contribution relates to the design of stabilizing control and
using the proposed observer to design an observer based controller for nonlinear singular
systems. Solutions of these problems are obtained by using Linear Matrix Inequalities
(LMI) Formulation.

Keywords: Singular systems, non linear observers, stability analysis, H., synthesis, Lin-
ear matrix inequalities, observer based control
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