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Nomenclature

Lettres
L luminance, W.m~=2.sr~!
L° luminance du corps noir, W.m=2.sr=*

T température, K
ijd flux radiatif, W.m=2

S,eqa  terme source radiatif, W.m=3

G luminance intégrée sur toutes les directions de I'espace, W.m =2
\%4 volume, m3
S surface, m?

P noeud P du maillage spatial

Ay aire du panneau f, m?

S abscisse curviligne, m

t temps, s

c célérité dans le vide, m.s™*

n indice de réfraction du milieu
i normale unitaire

p chaleur massique, J.kg='.K~!

keona conductivité thermique, W.m =t K~}

f panneau f
if point d’intégration au centre du panneau f, m
Uy projection en amont du point iz, m

SN quadrature Sy

Ty quadrature Ty

Symboles
A direction de propagation du rayonnement
v opérateur gradient

d2  angle solide, sr
A angle solide de controle, sr
\%4 vecteur vitesse de déformation, m.s™!

<= en amont

Lettres grecques
A longueur d’onde, um
© angle polaire, rad
0 angle azimutal, rad
)

fonction de phase



oB constante de Stefan Boltzman, W.m 2. K4

K coefficient d’absorption, m ™!

O coefficient de diffusion, m™!

Wk poids directionnel associé a la direction A¥
Iy masse volumique, kg.m=3

€ émissivité de la paroi

r frontiére, m?

« coefficient d’interpolation

19 coefficient directeur suivant x

n coefficient directeur suivant y

1 coefficient directeur suivant z

Lettres calligraphiques
T tétracdre
J triangle

Indices et exposants
f panneau f
P point nodal P
inc  incident
ert  extérieur
it intérieur

k direction angulaire discrete

Les nombres

Ny Nombre de panneaux f associ¢ a un volume de controle
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Introduction

Les verrous technologiques, ot 'influence de la thermique est essentielle, se retrouvent
dans de nombreux procédés, en particulier les procédés a haute température (moulage,
formage, etc...). De plus, le transfert radiatif est important et complexe dés lors que le
milieu est semi-transparent. Différentes approximations sont couramment utilisées pour
modéliser le transfert radiatif tels que les modeéles de Rosseland, P, ou deux-flux (etc
...). La faiblesse des modéles approchés en situation réelle (rarement 1D) apparait fatale-
ment : les comportements spectraux de matériaux présentant généralement des variations
brusques, ou encore la diffusion s’avérant généralement loin d’étre isotrope. Les hypothéses
de base de ces modéles sont rapidement mises en défaut et conduisent a des erreurs parfois
conséquentes sur I'évaluation des flux et des températures. On notera que les méthodes Py
(d’ordre supérieur a deux) présentent également leurs limites lorsque le transfert radiatif
est prépondérant, a cause des problémes posés par la réflexion aux parois. Malgré cela, on
constate que certains modeéles radiatifs approchés sont encore couramment utilisés dans
Iindustrie. Le transfert radiatif est parfois méme négligé dans les codes de calcul faute
de pouvoir I'appréhender de fagon simple et efficace. Mais aujourd’hui, les performances
accrues des calculateurs permettent 'amélioration de la simulation des transferts radia-
tifs, au travers de méthodes numériques plus précises. Aussi, une bonne estimation des
transferts radiatifs permet une meilleure optimisation des procédés. Pour traiter des confi-
gurations réalistes, il apparait nécessaire de modéliser le rayonnement en géométrie 3D.
En effet, la modélisation du transfert de chaleur en géométrie mono ou bidimensionnelle
limite les applications.

Les transferts radiatifs tridimensionnels doivent généralement étre déterminés dans
des milieux ou systémes de géométrie complexe, caractérisés par des milieux hétérogenes,
avec des parois réfléchissantes, des particules ou des milieux diffusants, ce qui conduit &
des calculs répétitifs, nécessitant des itérations ou des inversions numériques. Les calculs
doivent étre menés pour quatre niveaux de discrétisations (temporelle, spectrale, spatiale
et directionnelle) mettant en oeuvre sept dimensions. En pratique, le transfert radiatif est
souvent couplé aux autres modes de transfert. La technique habituelle consiste alors a in-
troduire une résolution itérative en temps (ou pseudo-itérative en régime stationnaire) du
transfert radiatif et de ’équation de conservation de I’énergie jusqu’a convergence (parfois
trés longue), a la fois sur le champ de températures et sur les flux échangés.

Parmi les méthodes numériques possibles pour traiter le rayonnement en géométrie
complexe, il existe 'approche statistique de type Monte Carlo (MMC) et les méthodes
déterministes telles que les transferts discrets (MTD), les ordonnées discrétes ou les vo-
lumes finis. Les deux derniéres méthodes reposent en particulier sur une discrétisation
spectrale, directionnelle et spatiale de 1’équation du transfert radiatif (ETR) ou il faut
également ajouter la discrétisation temporelle si I’on considére 'ETR instationnaire. Bien
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que la MMC soit populaire car trés précise et simple & mettre en oeuvre, elle présente
un inconvénient majeur lié a la durée des simulations. La MTD présente également cet
inconvénient. Il est alors trés difficile d’utiliser la MMC (ou la MTD) pour simuler le
transfert radiatif instationnaire ou pour des transferts couplés, en géométrie 3D. Pour ces
raisons, on a plutét recours aux méthodes numériques déterministes qui seront décrites
par la suite.

Contexte de I’étude

Le Laboratoire d’Energétique et de Mécanique Théorique et Appliquée (LEMTA) a
développé des compétences pointues dans le domaine du rayonnement, aussi bien d’un
point de vue expérimental que numérique. De nombreux projets portant sur les transferts
radiatifs et multiphysiques y ont été réalisés. Différentes méthodes numériques ont été
étudiées : Monte Carlo 3D ( A.Collin, 2006 [2]), Volumes finis 2D (Nacer Berour, 2005
[1], Asllanaj et al. [2, 3, 4, 5]) et Py (Hoang Quan, 2009 [6]). Fort de ces expériences et
dans le but de traiter diverses applications, le LEMTA s’est orienté vers le développement
d'un code de rayonnement thermique général en géométrie 3D complexe. La méthode
de résolution choisie est celle des volumes finis (MVF). Cette méthode connait ces der-
niéres années un essor considérable et elle parait trés prometteuse. D’une part, elle donne
un bon compromis en termes de précision et temps de calcul, notamment pour traiter
les problémes instationnaires et couplés. De plus, & condition d’y associer un schéma de
fermeture suffisamment précis, cette méthode conservative limite les problémes de dif-
fusion numérique. D’autre part la MVF s’applique aisément aux maillages tétraédriques
non-structurés (pour traiter des géométries complexes), classiquement utilisés en CFD,

en mécanique du solide ou autres (ABAQUS, COMSOL, FLUENT, ...).

Exemple d’application visée : la mise en forme du verre. Ce procédé est basé sur la ductilité
du verre a haute température (le rayonnement est le mode de transfert prédominant). Il
fait intervenir deux mécanismes physiques : la mécanique pour la déformation de la piéce
et la thermique qui est I'une des causes de la déformation. Ce couplage thermomécanique
s’effectue par la forte thermo dépendance des propriétés du verre, notamment sa viscosité,
et par I’évolution de la géométrie de la piéce de verre au cours du formage. La simulation
numérique de cette application nécessite une bonne prédiction du champ de températures
et la prise en compte d’un maillage 3D se déformant au cours du temps.

Objectifs de la thése

Il porte sur le développement d'un code de calcul permettant de simuler finement le
transfert radiatif au sein d’un milieu semi-transparent pour une géométrie 3D de forme
complexe. Notons que c’est un sujet qui fait 'objet de nombreux travaux et il constitue
un axe de recherche prioritaire dans le domaine du rayonnement |7, 8, 9, 10, 11]. Notre
choix s’est donc porté sur la résolution spatiale de I’équation du transfert radiatif (ETR)
par une MVF avec une formulation « cell-vertex ». Le couplage avec d’autres modes de
transfert devient dés lors immédiat, sans changement de maillage, ni schéma d’interpola-
tion préalable, si on utilise dans les deux cas la méme formulation a savoir « cell-vertex ».
Cette formulation consiste a calculer les grandeurs discrétes aux noeuds du maillage, elle
est trés répandue dans les logiciels tels que ABAQUS, COMSOL. Dans la littérature, on
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retrouve ce type de formulation uniquement pour des géométries 2D [12, 2, 13|. Dans ce
travail, nous l'avons généralisé aux géométries 3D en employant un maillage tétraédrique.
Aussi, ce schéma numérique complexe constitue une originalité de par sa formulation. La
particularité de cette formulation est liée a la forme des volumes de controle, comportant
plus de faces, ce qui devrait nous permettre d’étre plus précis que les autres schémas
de type « cell-center » ol les inconnues sont stockées aux centres des mailles formant le
domaine [7] (ne nécessitant pas de reconstruction des volumes de controle). De plus, nous
utilisons un ordre de parcours (« marching order map ») introduit par [12| pour résoudre
I'ETR ou la difficulté de mise en oeuvre est liée ici a l'utilisation d’'un maillage tétra-
édrique non structuré en géométrie 3D. Dans le but de simuler le transfert de chaleur par
conduction et rayonnement pour un milieu semi-transparent, gris et non diffusant, nous
avons couplé notre code de rayonnement par volumes finis & un code de conduction par
éléments finis sur un méme maillage tétraédrique. Dans une derniére étude le code de
rayonnement a été généralisé & un milieu non-gris.

Plan de la thése

Le mémoire, dont le plan est présenté a la suite, s’articule autour de deux parties.
Chacune de ces deux parties comporte deux chapitres.

Partie 1 : Modéle physique et méthode numérique

— Le chapitre 1 détaille I’équation du transfert radiatif (ETR) et rappelle les
notions de base du transfert radiatif dans les milieux semi-transparents. Il
présente également 1’équation de conservation de I'énergie, dans le cadre d’un
couplage conduction rayonnement et les conditions aux limites radiatives et
de conduction thermique. De plus, il présente I'état de I'art pour différentes
méthodes numériques employées pour résoudre 'ETR en géométrie 3D ;

— Le chapitre 2 décrit en détail la méthode des volumes finis appliquée & 'ETR,
avec une formulation « cell vertex » en considérant un maillage tétraédrique.
Dans ce chapitre, les discrétisations angulaire et spatiale sont détaillées, tout
comme les relations de fermeture de type exponentielle. Pour résoudre 'ETR,
nous présentons la résolution itérative noeud a noeud ainsi qu’'une nouvelle
résolution matricielle développée durant ce travail de thése.

Partie 2 : Résultats numériques et cas tests

— Le chapitre 3 propose une série de résultats pour un milieu isotherme, gris,
semi-transparent (non diffusant) avec des limites radiatives noires ou opaques
a réflexion diffuse. Différentes géométries sont traitées et une étude de sensibi-
lité au maillage spatial et angulaire est effectuée. Le probléeme de la diffusion
numérique est abordé dans ce chapitre et trois schémas de fermeture sont
employés pour mesurer leurs effets;

— Le chapitre 4 aborde des problémes d’équilibre radiatif, le couplage conduction-
rayonnement en régime stationnaire et instationnaire, ainsi que 1’étude d’un
milieu non-gris.

Nous cloturons ce mémoire par une conclusion générale. Elle résume en particulier
I’état d’avancement du code de rayonnement 3D et dégage les perspectives envisagées en
terme d’amélioration des performances du code et des applications visées.
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Premiére partie

Modéle physique et méthode numérique
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Chapitre 1

Modéle thermique

Nous allons nous intéresser aux matériaux semi-transparents non gris, émettant, ab-
sorbant et considérés comme non diffusant. Aussi, avant de présenter le modéle thermique
pour le couplage rayonnement-conduction, nous détaillons dans un premier temps le trans-
fert de chaleur par rayonnement dans les milieux semi-transparents. De plus, nous présen-
tons brievement les méthodes numériques les plus utilisées pour résoudre numériquement
le transfert radiatif en géométrie 3D.

1.1 Transfert radiatif dans les milieux semi-transparents

Les termes « transfert radiatif » et « rayonnement thermique » sont communément uti-
lisés pour décrire le transfert de chaleur par ondes électromagnétiques. Aussi, tout corps
dont la température est supérieure a 0 Kelvin émet des ondes électromagnétiques, a plu-
sieurs longueurs d’onde A\, et peut également les absorber et éventuellement les diffuser.
Ce phénomeéne se traduit par une perte ou gain d’énergie cinétique des molécules, atomes
ou électrons libres du corps considéré. Ceci implique que le rayonnement se propage méme
en 'absence de support matériel ; c’est le cas des ondes électromagnétiques dans le vide.
Notons que le rayonnement thermique n’occupe pas tout le spectre des longueurs d’onde,
seuls 'ultraviolet, le visible et I'infrarouge sont concernés, ce qui correspond a une bande
de longueurs d’onde allant de 0,1 & 100 pum. Cette gamme de longueur d’onde est en
général réduite car elle dépend de la température et des propriétés du matériau.

Dans cette partie, nous abordons uniquement le transfert radiatif dans les milieux
semi-transparents, ot la propagation d’une onde électromagnétique se fait en présence de
phénomeénes, d’absorption, d’émission propre et de diffusion. En effet, dans une gamme
de longueurs d’onde (ou de fréquences) donnée, les ondes électromagnétiques sont, partiel-
lement transmises, le milieu n’étant ni transparent, ni opaque. La relation qui décrit le
transfert radiatif dans les milieux semi-transparents est I’Equation du Transfert Radiatif
(ETR). Elle permet de déterminer la luminance qui est la grandeur énergétique la plus
représentative du rayonnement. Elle correspond & la puissance rayonnée d(@) par unité
d’angle solide df2 autour d’une direction A et par unité de surface projetée d.S, pour un
intervalle spectral d\ donné (figure 1.1). On définit alors la luminance monochromatique
L) par :

- dQ
Ly(s,A) = — "¢ 1.1
A5, 8) dS cosp dSYd\ (1.1)
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CHAPITRE 1 : Modéle thermique

FIGURE 1.1 — Luminance monochromatique

La direction A est repérée par l'angle polaire ¢ (variant de 0 a 7) et l'angle azi-
mutal 6 (variant de 0 a 27). L’angle solide élémentaire df2 est défini par la relation :
dS2 = sinp dp df ou encore d) = —du df en posant = cosep.

Un corps noir absorbe tout le rayonnement qu’il regoit, il ne réfléchit pas, ne transmet

rien et il émet un rayonnement dont la luminance monochromatique LS est donnée par la

loi de Planck :
Cy

A5 [exp(f—,}) — 1]

Les constantes C; et Cy ont pour valeurs : O = 1.19107 "W m=2; C, = 1.4388102m K.
Le rayonnement émis par le corps noir est isotrope. La luminance totale émise par le
corps noir est obtenue en intégrant, sur tout le spectre de longueurs d’onde, la luminance
monochromatique donnée par la relation (1.2). L’expression obtenue est la loi de Stefan-
Boltzman :

L(T) =

(1.2)

O'BT4

/mm@mw_ (1.3)

™

oil o est la constante de Stefan-Boltzmann : o = 5.6698 108 W m=2 K 4.

Pour I'établissement de I'ETR, nous abordons I’approche énergétique qui passe par
un bilan d’énergie radiative. Ce bilan des mécanismes d’interactions rayonnement /milieu
dans le cas général d’'un milieu semi-transparent qui transmet, émet, absorbe et diffuse
s’effectue sur un volume de controle de longueur ds, comme présenté sur la figure 1.2, en
considérant une longueur d’onde donnée A et un faisceau se propageant dans la direction

A.

s+ds
S/’ LK(S,Z’I)‘FdL;L(S,A,t)

FIGURE 1.2 — Volume de contréle d’un milieu semi-transparent
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1.1 Transfert radiatif dans les milieux semi-transparents

La propagation du rayonnement pour le parcours ds au travers du volume de controle
entraine un changement de l'intensité du rayonnement et la luminance passe de la valeur
Ly(s, A, t)a Ly(s+ds, A+ dt). Ly(s, A, t) représente la luminance monochromatique a
la longueur d’onde A, au point d’abscisse curviligne s, dans la direction A et a linstant .
Cette variation de la luminance est due au phénomeéne d’atténuation et de renforcement
du rayonnement et comporte quatre termes :

Perte par absorption, une partie du rayonnement est absorbée par le milieu et
I’atténuation par absorption dans le volume est donnée par :

Ii)\L)\(S, A, t) ds

ol k) est le coefficient monochromatique d’absorption.

— Perte par diffusion, une partie du rayonnement provenant de la direction A est
diffusée par le milieu dans toutes les autres directions. L’atténuation due a la diffu-
sion s’exprime :

osaLix(s, 5, t)ds

ou o,y est le coefficient monochromatique de diffusion.

— Gain par émission propre, ce renforcement du rayonnement est lié¢ a la tempé-
rature du milieu. Son expression est donnée par :

n3kaLS(T(s,t)) ds

ot T'(s,t) est la température du milieu a la position s et a Uinstant ¢, ny est U'indice
de réfraction optique monochromatique du milieu.

— Gain par diffusion, il a pour expression :

1 g - - /
-— O'SACI))\(A, — A)L)\(S,A,,t) dS) ds
AT Sy
Il représente le rayonnement issu de toutes les autres directions de 1'espace, redirigé

vers A par diffusion. (I),\(& — A) est la fonction de phase de diffusion monochro-
matique. Elle définit la probabilité pour que la diffusion du rayonnement provenant
de la direction A’ se fasse dans la direction A.

L’ETR s’obtient a partir d'un bilan d’énergie pour ces différentes contributions. Aussi,
la variation de la luminance est exprimée par la relation :

La(s, A, t) + dLy(s, A, t) = Ly(s + ds, A, t + dt) (1.4)

En introduisant les contributions par émission, absorption et diffusion, nous pouvons
écrire :

dL(s, 5, t) = —raLa(s, 5, t)ds — o\ Ly(s, 5, t)ds +n3rpLS(T(s,t)) ds
1 = - - /
‘l‘E US)\(I)A(AI — A)LA(S,AI,t) dQ) ds (15)
A
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CHAPITRE 1 : Modéle thermique

La luminance spectrale dans la direction A est fonction de la position et du temps. Aussi,
la différentielle totale de la luminance s’exprime par :

e o aL}\(&&at)

dLx(s, A, 1) gs + 280

0s ot

dt (1.6)

Or, entre ds et dt nous avons la relation suivante, ds = c dt, car le rayonnement allant
de s & s + ds traverse la distance curviligne ds a la vitesse ¢ (2.99793010* m s~! dans le
vide). D’ou, il vient :

dLy(s, A1) OLy(s,A,t) N 10Ly(s, A t)
ds N 0s c ot

(1.7)

En divisant l'expression (1.5) par ds et en l'introduisant dans l’expression (1.7) nous
obtenons I’équation du transfert radiatif qui s’exprime ainsi :

1 0Ly(s, A1) N dLx(s, A1)
c ot Js

= —knLa(s, A t) — o La(s, A1) + n2raL3(T(s,1))

O-s)\ g /

+ /@A(&’%&)LA(S,A’,t)dQ (1.8)
47T A

L’équation qui régit le transfert radiatif, dans le cas d’un milieu semi-transparent ab-
sorbant, diffusant et émettant, est donc une équation intégro différentielle, puisque la
luminance apparait dans le terme intégral et la dérivée directionnelle. La luminance est
elle-méme fonction de sept variables indépendantes : trois coordonnées de position, deux
coordonnées angulaires pour la direction de propagation du rayonnement, une variable
temporelle et une variable spectrale (la longueur d’onde \) traduisant la dépendance
spectrale des propriétés radiatives. De plus, 'ETR comporte deux inconnues la luminance
L(s, A, t) et la température T'(s, t). Aussi, la résolution de 'ETR passe nécessairement par
la connaissance du champ de températures. Il faut donc prendre en compte le couplage
avec I'équation de conservation de I'énergie dont nous parlerons plus loin.

Le vecteur densité de flux radiatif en un point s et a 'instant ¢ a pour expression :

@rud(37t>:/ /L)\(S,&,t)&dﬁd)\ (19)
A=0 J4r
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1.2 Equation du Transfert Radiatif pour un milieu non-diffusant

1.2 Equation du Transfert Radiatif pour un milieu non-
diffusant

Nous considérons I'ETR en régime quasi stationnaire compte tenu de la vitesse de
propagation du rayonnement qui est trés grande devant la variation temporelle de la lumi-
nance pour une majorité d’applications. Le terme temporel de 'ETR est alors négligeable,

pour nos applications, devant le terme spatial. Ainsi, on néglige I’évolution temporelle de
la luminance dans 'ETR (1.8) :

dL\(s,A,t) _ OL\(s,A 1)

1.1
ds 0s ( O)
L’ETR a résoudre dans le cas d’un milieu non-diffusant est alors la suivante :
Li(s,At) = = . )
% = A-VI(s, A1) = rx [B3L(T(s5,1) = La(s, Ast) | se Vo (111)

ou V représente le volume du milieu. Notons que le temps interviendra dans 1’équation
uniquement a travers le terme d’émission propre, par l'intermédiaire du champ thermique.
L’évolution en régime transitoire de ce champ est décrite par I’équation de conservation
de I’énergie.

Le terme source radiatif correspond a la divergence du vecteur densité de flux radiatif,
ainsi Spqq(s,t) = —div Qrqq(s,t). Pour un milieu non-diffusant, le terme source radiatif
peut étre exprimé par :

Sradls, ) = / ox [Ga(5,1) — A LS (T(s,£))] dA (1.12)
A=0
ot G(s,t) est I'intégration de la luminance monochromatique sur toutes les directions de
I’espace :

Ga(s, 1) :[1 La(s, A t) dS) (1.13)

1.3 Equation de conservation de I’énergie

Dans les milieux semi-transparents, les transferts de chaleur et la distribution de la
température sont la conséquence de deux mécanismes : la conduction et le rayonnement
lorsque la convection est négligée. En régime instationnaire, et sans source volumique, la
température est régie par I’équation de conservation de I’énergie suivante :

oT . -
p,,(T)cp(T)E — div(keona(T)VT) = Syaq (1.14)
ol py,, ¢p et keong Teprésentent respectivement la masse volumique, la chaleur massique et
la conductivité thermique du milieu a pression constante. Ces coefficients varient en outre
avec la température. Le couplage de 'ETR et de I’équation de conservation de I’énergie
se fait a I’aide du terme source radiatif donné par la relation (1.12).

La résolution de 'ETR nécessite la connaissance du champ de températures pour
le terme d’émission propre du milieu. Réciproquement, le terme source radiatif ;.4 de
I’équation de conservation de I'énergie découle du champ de luminance, résultat de 'ETR.
Le champ de températures dépend du temps et implicitement la luminance aussi.
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CHAPITRE 1 : Modéle thermique

1.4 Conditions aux limites

Pour fermer le probléme, il reste a définir les propriétés de surface du milieu et & intro-
duire les conditions aux limites pour le transfert radiatif et celles relatives a la conduction.
Nous présentons dans ce mémoire les surfaces opaques et semi-transparentes pour la partie
radiative et des conditions aux limites de type Dirichlet et Neumann pour la conduction.

1.4.1 Conditions aux limites radiatives
Frontiére opaque a réflexion spéculaire ou diffuse (ou éventuellement noire)

Pour des surfaces opaques, la luminance a la frontiére est la somme de deux contributions :
— la luminance émise par la frontiére ;
— la luminance incidente en provenance du milieu réfléchie en partie par la paroi.

g, n,"L°(T(s,t)) (émission de la

A
S/ paroi) L
\é l-g, o (réflexion)
\ b
A
N
s
N

e, n,"LY(T(s,t)) (émission de la
paroi) I
x

l}

(1-¢,)L(s,A,,.t) (réflexion)

0
%’ nint
A

e L(s, A, 1) (Luminance incidente)

—VI’I

o' (rayonnement incident)

//////////

frontiére du frontiere du
domaine domaine

(a) réflexion diffuse (b) réflexion spéculaire

FIGURE 1.3 — Surface opaque

Pour une surface opaque a réflexion diffuse (figure 1.3(a)), la luminance s’exprime par :

La(s, A1) = exn2L3(T(s, 1)) + @ ne(s,t) sel (1.15)

ou I représente la frontiére du milieu, €, correspond a I’émissivité monochromatique de
la surface et Q"¢ est le flux radiatif spectral incident a la frontiere. Il est donné par :

Q;"C(s,t):/  La(s. K1) [ KA seT (1.16)
Tint- A <0

avec 7, le vecteur unitaire normal a la frontiére et dirigé vers I'intérieur du milieu.
Si la réflexion est spéculaire (figure 1.3(b)), la luminance vaut :
La(s, A t) = exn3 L(T(s, 1)) + (1 — €3) La(s, Ajpe, 1) s €T (1.17)

Les directions A et Aine vérifient la condition de spécularité (égalité des angles) dans cette
étude. Dans le cas de la paroi noire, €, = 1 dans la relation (1.15) ou (1.17).
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1.4 Conditions aux limites

Frontiére semi-transparente

La luminance pour une frontiére semi-transparente est la somme de deux contributions :
— la luminance transmise par le milieu extérieur ;
— la luminance incidente provenant du milieu intérieur réfléchie au niveau de l'inter-
face.

réflexion \

................ L

incidence _ o
P L(s, A1) (réflexion)

GG
o

2
n
. o .
T, [ mJ L(T,,) (transmission du
milieu extérieur)

int

AN L(s, A1) (Luminance incidente)

Extérieur du domaine a Intérieur du domaine

ext

Interface semi-
transparente

FIGURE 1.4 — Surface semi-transparente

Pour une surface semi-transparente, la luminance émise s’écrit :

2
Li(s, A, t) = 1 (A) <ﬂ) L(Tuwt) + pr(A) L(s, Ao, t) s €T (1.18)

ext
ny

— —
ext

ot n§* est U'indice spectral de réfraction du milieu extérieur, 7,3(A) et px(A) sont les
coefficients de réflexion et de transmission monochromatiques directionnels. Leurs expres-
sions sont données par la théorie électromagnétique. Pour plus de détail, le lecteur peut
se référer a 'ouvrage de Modest [14]. Dans le cadre de ses travaux de theése, Nacer Berour

- —

[1] a exprimé les coefficients 7\(A) et pA(A) pour une interface séparant 'air du verre.

1.4.2 Conditions aux limites de conduction thermique
Conditions de type Dirichlet

Les conditions aux limites de type Dirichlet imposent la température aux noeuds de
la face appartenant & une frontiére du domaine, soit :

T(s,t) =T.(s,t) seTl (1.19)

Conditions de type Neumann

Les conditions aux limites de type Neumann imposent un flux de chaleur aux noeuds
de la face appartenant a une frontiére du domaine, soit :

IT(s,t)

- kcond an
ext

= gc(s,t) seTl (1.20)
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CHAPITRE 1 : Modéle thermique

1.5 Etat de D’art sur les différentes méthodes numé-

riques pour la résolution de 'ETR en géométrie
3D

Comme cela a été présenté auparavant, 'ETR est une équation intégro-différentielle
complexe dont la résolution en géométrie 3D nécessite l'utilisation de méthodes numé-
riques, mis a part dans des cas simples ot on dispose d’une solution analytique ou semi-
analytique [15, 16, 17]. La résolution numérique de 'ETR constitue un axe de recherche
important dans le domaine du rayonnement et a fait I’objet de nombreux travaux ces
derniéres années, notamment pour son application aux géométries complexes 3D. Aussi,
avant de décrire la méthode des volumes finis appliquée & 'ETR que nous avons choisi
d’utiliser dans le cadre de cette étude, nous allons présenter les différentes méthodes exis-
tantes issues de la littérature qui ont été développées pour prédire le transfert radiatif
dans un milieu semi-transparent (absorbant, émettant et diffusant) appliquées essentiel-
lement aux géométries 3D de forme quelconque.

Plusieurs auteurs se sont penchés sur la résolution du probléme radiatif et beaucoup
de méthodes ont émergé. Ici, nous présentons briévement les différentes méthodes, a sa-
voir Monte Carlo, tracé de rayons, transferts discrets, harmoniques sphériques, ordonnées
discretes, volumes finis, interpolation des ordonnées discrétes, éléments finis, ainsi que
d’autres méthodes plus récentes. La plupart de ces méthodes sont classiques. Aussi, pour
plus de détails le lecteur intéressé peut se référer a 'ouvrage de Modest [14].

La méthode de Monte Carlo

Pour simuler le transfert radiatif, il est bien connu que la méthode de référence
est celle de Monte Carlo [14, 18, 19]. Elle se distingue des autres méthodes par le fait
qu’elle ne passe pas par la résolution de 'ETR. Elle est basée sur une approche statistique
pour résoudre le transfert radiatif en utilisant une description probabiliste des processus
d’échanges radiatifs, ot le rayonnement est défini par des paquets d’énergie ou quanta. Le
principe de cette méthode repose sur le suivi de quanta émis aléatoirement et dans des
directions aléatoires. L’évolution des quanta dans le milieu semi-transparent est condi-
tionnée par les phénomeénes d’absorption et de diffusion, modifiant leurs caractéristiques
(énergie, direction). L’inconvénient majeur de la méthode de Monte Carlo vient du fait
qu’elle est trés onéreuse en terme d’espace mémoire et temps de calcul (Modest
[14]). Aussi, il est tres difficile de 'utiliser, par exemple, pour des problémes couplés ins-
tationaires en géométrie complexe 3D. C’est pourquoi d’autres méthodes numériques ont
été développées.

La méthode des transferts discrets et tracés de rayons

La méthode des transferts discrets (DTM), telle que définie par Lockwood et Shah [20],
est basée sur la résolution directe de 'ETR a partir de sa forme intégrale. Cette méthode
utilise une procédure de tracés de rayons. Elle s’appuie sur le calcul de la luminance le long
d’un rayon, émis par des parois émettrices, traversant le domaine jusqu’a rencontrer une
paroi réceptrice. Les directions des rayons sont définies par une discrétisation angulaire
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1.5 Etat de Dart sur les différentes méthodes numériques pour la résolution de 'ETR en
géométrie 3D

de I'hémisphére d’émission et le domaine d’étude est défini par des volumes. De plus,
cette méthode s’applique a tout type de géométrie (méme complexe) et ne présente pas
de formalisme mathématique lourd. Néanmoins, elle privilégie la discrétisation angulaire
nécessitant beaucoup de directions et comporte une difficulté de mise en oeuvre pour
la procédure de tracé de rayons, notamment lorsque le maillage est non structuré. De
nombreux auteurs ont employé cette méthode |21, 22, 23, 24, 25|, parmi eux Malalasekera
et al. [21, 22] 'ont appliqué a des maillages 3D non structurés constitués d’hexaédres et
ont présenté leurs résultats sur une enceinte 3D en forme de « L ». Feldheim et Lybaert
[25] ont appliqué la DTM aux maillages 2D non structurés constitués de triangles.

La méthode des harmoniques sphériques ou Py

La méthode des harmoniques sphériques ou méthode Py consiste a exprimer la lumi-
nance a partir de séries de Fourier généralisées faisant intervenir les harmoniques sphé-
riques. La série est alors tronquée a N termes, d’otl le nom de méthode Py. Ainsi, 'ETR se
décompose en un systéme d’équations aux dérivées partielles sans dépendance direction-
nelle, ce qui constitue 'avantage de cette méthode. L’ordre de la troncature N définit le
nombre d’inconnues d’harmoniques sphériques (N + 1)2 et le nombre d’équations. Aussi,
plus 'ordre est élevé et plus la précision augmente, toutefois seules les troncatures d’ordre
impair sont utilisées, en raison du manque de précision qu’engendre 1'utilisation d’une
troncature paire. De plus, dans la littérature les méthodes P, et P; sont les plus utili-
sées pour des raisons de simplicité [14, 26, 27|. En effet, 'utilisation d’ordres plus élevés
entraine une complexité mathématique n’impliquant pas une amélioration significative
de la précision. La méthode P; est une méthode intéressante mais manque de précision
notamment pour les milieux optiquement fins. Pour améliorer la précision, il existe éga-
lement des méthodes dérivées telles que la MDA (Modified Differential Approximation)
[14, 28, 29, 30| et I'IDA (Improved Differential Approximation) [14].

La méthode des ordonnées discrétes

La méthode des ordonnées discrétes (DOM) introduit une quadrature angulaire, per-
mettant d’obtenir un systéme d’équations intégro-différentielle, dont la taille dépend du
nombre de directions discrétes de propagation du rayonnement. L’utilisation d’une qua-
drature angulaire implique I’emploi d’un poids directionnel w* associé a chaque direction
discrote Ak correspondant a l’angle solide de rang k. De plus, la luminance est suppo-
sée constante sur chaque angle solide discret et le calcul de la luminance dans chaque
direction discréte est effectué par chacune de ces équations. La DOM permet notamment
d’approcher la luminance intégrée sur les 47 stéradian d’angle solide par une formule de
quadrature. Cette méthode a été proposée pour la premiére fois par Chandrasekhar [31],
ou initialement la résolution spatiale des équations est faite par différences finies (utili-
sant une quadrature Sy ou N est 'ordre de la quadrature). Depuis, la DOM a connu
un certain succes et a été utilisée par plusieurs auteurs dans le cas d’une géométrie 3D
[24, 32, 33, 34, 35, 36, 37, 38, 39, 40, 41, 42, 43, 44, 45, 46, 47, 48, 49|. Ces auteurs ont
notamment montré son efficacité en terme de précision et de temps de calcul. Koch et al.
[41, 44] tout comme, Thurgood et al. [42], Li et al. [43] ont employé différentes quadratures
angulaires, a savoir DCT, Ty, SRAPy. Dans la littérature, on retrouve une extension de
la DOM, ot la formulation volumes finis est utilisée pour la résolution spatiale des équa-
tions aux dérivées partielles |7, 50, 51, 52, 53|. En effet, Sakami et al. [50] ont introduit
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CHAPITRE 1 : Modéle thermique

une nouvelle technique, basée sur la DOM « cell-center ! », appliquée a des maillages
tétraédriques. En outre, le schéma classique de fermeture spatial nommé « step » a été
remplacé par un schéma de type « exponentiel » basé sur la forme intégrale de 'ETR.
Joseph et al. |7] ont également utilisé une méthode similaire, appliquée a des maillages
tétraédriques, et ont étudié trois schémas de fermeture en espace différents : exponen-
tiel, step et flux moyenné. Ces résultats ont été comparés a la méthode de tracé de rayons
sur une géométrie cylindrique et sphérique, pour un milieu semi-transparent non diffusant.

La méthode des ordonnées discrétes est 1'une des méthodes les plus populaires, en
raison de la précision obtenue pour un faible temps de calcul, la rendant intéressante pour
traiter des problémes instationnaires. Toutefois, pour résoudre 'ETR, 'utilisation d'une
discrétisation angulaire associée a ce type de résolution spatiale comporte deux défauts :

— la diffusion numérique, due aux schémas de fermeture utilisés, peut engendrer des

valeurs de luminance négatives ou supérieures a celles de la solution physique;

— leffet de rayon, li¢ a la discrétisation angulaire, peut générer des discontinuités dans

le flux de chaleur conduisant & des solutions non physiques.

La méthode des volumes finis

La méthode des volumes finis (FVM) est trés largement utilisée dans tous les domaines
de la physique du transfert de chaleur aux écoulements de fluides, notamment en rayonne-
ment [2, 11, 12, 54, 55, 56, 57, 58, 59, 60, 61, 62, 63, 64|. Cette méthode consiste a intégrer
une équation bilan sur un volume de controle. Dans le cas de I’'ETR, il est nécessaire de
tenir compte de la direction de propagation du rayonnement. Aussi, tout comme la DOM,
la FVM décompose 'ETR en un systéme d’équations intégro-différentielles. Toutefois, la
différence entre les deux méthodes se situe au niveau de la discrétisation angulaire. En
effet, la discrétisation angulaire est définie par des angles de controle pour la FVM et non
par des poids directionnels w* associés & une quadrature angulaire. De plus, avec la FVM
le terme,

/ AF 7 dQ (1.21)
AQF

est calculé analytiquement (voir annexe A). Ici n} représente la normale extérieure d'un
volume de controle. Tandis qu’avec la DOM, le terme (1.21) est approché avec le poids
directionnel,

/A . AF i dQ = (A7) wh (1.22)

Ainsi, la FVM comporte des similitudes avec la DOM néanmoins, le formalisme est diffé-
rent. Ce formalisme a été introduit par Raithby et Chui [54] avec une formulation « cell-
center » appliquée a des maillages 2D non orthogonaux constitués de quadrilatéres. Chui
et Raithby [12] ont également travaillé sur le méme type de maillage avec une formula-
tion « cell-vertex? ». Ils ont, en particulier, introduit un ordre de parcours (« Marching
order ») permettant de représenter numériquement la propagation du rayonnement pour
la résolution de 'ETR. De nombreux auteurs ont utilisé la FVM, notamment avec la

1. cell-center : les noeuds de calcul sont situés a U'intérieur des cellules du maillage
2. cell-vertex : les noeuds de calcul sont les noeuds du maillage et les volumes de controle sont construits
autour de chaque noeud du maillage. Cette technique est présentée dans le chapitre 2, partie 2.2.
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formulation « cell-center ». Parmi eux, Chai et al. [55] ont proposé deux schémas de fer-
meture en espace différents de type step et exponentiel pour des enceintes 2D et 3D. Baek
et al. [56] ont travaillé sur des maillages hexaédriques non orthogonaux avec un schéma
step. Leurs résultats ont été présentés pour une enceinte hexaédrique et pour un secteur
annulaire 3D. Liu et al. [60] ont utilisé des maillages a la fois structurés, non structurés
et hybrides en 2D, axisymétriques et 3D. En revanche, peu de travaux ont été réalisés sur
la FVM avec la formulation « cell-vertex ». Asllanaj et al. [2] ont utilisé cette technique
pour des maillages 2D triangulaires non structurés, ott un nouveau schéma de fermeture
exponentiel modifié a été mis en place. En outre, la température a été approchée par
interpolation linéaire.

Dans la littérature, certains auteurs ont effectué des comparaisons entre la DOM et la
FVM [58, 62, 11|. Notamment, Kim et al. [62] ont utilisé la DOM, la FVM, une MDOM et
une MFVM avec une formulation « cell-center » en coordonnée cylindrique axisymétrique,
pour résoudre 'ETR sur des géométries cylindriques. Capdevila et al. [11] ont travaillé
sur quatre schémas de fermeture en espace, basés sur la DOM et la FVM « cell-center ».
IIs ont été appliqués a des maillages 3D structurés et non structurés, afin de réduire la
diffusion numérique.

La méthode d’interpolation des ordonnées discrétes

La méthode d’interpolation des ordonnées discrétes (DOIM) [65, 66, 67, 68, 9] est une
méthode dérivée de la DOM avec une formulation qui n’utilise, ni I'intégration volumique,
ni les différences finies, mais la forme intégrale de I’'ETR ainsi qu'une interpolation pour
résoudre 'ETR. Cette méthode est proche des transferts discrets. Néanmoins, la lumi-
nance est déterminée a partir des noeuds proches et en amont du noeud de calcul. Elle
a été introduite par Cheong et Song [65] qui I'ont appliquée a des géométries 2D. Seo
et al. [66], ainsi que Cha et Song [67], ont étendu la DOIM aux géométries 3D utilisant
un maillage non structuré. Kim et al. [9] ont amélioré la DOIM avec une interpolation
géométrique différente.

La méthode des éléments finis

La méthode des éléments finis (FEM) est une des méthodes numériques les plus popu-
laires pour résoudre les équations aux dérivées partielles. Elle est a la base de nombreux
logiciels de calcul scientifique (COMSOL, ABAQUS, ...). Toutefois, en rayonnement, peu
d’auteurs ont employé cette méthode en raison de sa complexité de mise en oeuvre pour
résoudre 'ETR (69, 70, 71, 72, 73|. Le principe de cette méthode est le méme que la DOM
dans la description en plusieurs équations aux dérivées partielles de 'ETR. Néanmoins,
la résolution spatiale différe puisqu’elle utilise une méthode de Galerkin [71, 73|. Dans la
littérature, on trouve essentiellement des travaux portant sur des géométries 2D, notam-
ment An et al. [71] qui ont utilisé la FEM sur des maillages triangulaires non structurés.
En revanche, peu de travaux existent pour des géométries 3D. Kang et al. [73] ont déve-
loppé deux méthodes FEM basées sur le premier et le second? ordre de la DOM. Coehlo
[72] a travaillé sur une méthode hybride faisant intervenir a la fois la FEM et la FVM.

3. formulation en flux pair
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D’autres méthodes plus récentes

Parmi les méthodes les plus récentes, dédiées a la résolution de 'ETR en géométrie
complexe 3D, on peut citer :

— la DOREM (Discrete Ordinate Radiation Element Method) introduite par Ma-
ruyama et al. [74] qui est basée sur la DOM et la REM |75, 76, 77| (Radiation
Element Method *). Elle a été appliquée aux maillages constitués de polyedres. Dans
leurs travaux, Maruyama et al. ont effectué des comparaisons avec différentes mé-

thodes : FVM, REM et Monte Carlo.

— la CVFEM (Control Volume Finite Element Method) employée par Grissa et al.
[8, 78] a été appliquée a des maillages 3D non structurés a base de triangles. Cette
méthode est nouvelle et elle utilise une résolution matricielle basée sur la méthode
du double gradients conjugués pré-conditionnés pour résoudre 'ETR. Dans la litté-
rature, la CFVEM a déja été utilisée par Rousse et al. pour des géométries 2D [13]
(avec un maillage triangulaire non structuré) et pour des géométries 3D [79] (avec
un maillage tétraédrique non structuré). Notons toutefois que la CVFEM de Rousse
[79] est trés proche de la FVM avec la formulation « cell-vertex », puisqu’elle est
basée sur les mémes volumes de controle.

— la méthode MESHLESS, proposée par Wang et al. [80], utilise pour résoudre 'ETR
uniquement un nuage de points décrivant le domaine d’étude. Aussi, afin d’éviter
les oscillations numériques, la méthode emploie la DOM dans sa formulation en
variables paires avec une méthode de collocation basée sur I'approximation glissante
aux moindres carrés.

— la MOL (Method Of Lines) a été développée par Selguk et al. [81, 82, 83, 84] et a
été appliquée a des milieux gazeux non gris en géométrie 3D [84].

— la méthode dite « subtraction of singularity » utilisée par Altag et Tekkalmaz [85] a
été appliquée a différents cas tests portant sur un milieu absorbant et diffusant de
forme cubique.

Sur ce tour d’horizon des différentes méthodes de résolution de 'ETR. Peu de méthodes
s’appliquent aux maillages tétraédriques. On peut citer la DOM de Sakami et al. [51] et
Joseph et al. [7] , la CVFEM de Rousse [79] ainsi que la MESHLESS de Wang et al. [80].
Toutefois, de ces quatre méthodes, seules celle de Rousse [79] et Wang et al. [80] peuvent
étre couplées a d’autres codes ayant leurs valeurs calculées aux sommets des tétracdres
(de type éléments finis). Ce qui montre la difficulté de traiter des géométries complexes
en 3D comportant un maillage tétraédrique.

4. pour plus de détail le lecteur pourra se référer aux articles [75, 77]
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Résumé du chapitre 1

Dans l'objectif de résoudre numériquement les transferts thermiques couplés par conduc-
tion et rayonnement, nous avons présenté les équations qui gouvernent ces deux modes de
transfert de chaleur, & savoir I’équation du transfert radiatif et I’équation de conservation
de I'énergie. Dans ce travail de thése, nous nous sommes limités a 1’étude d’un milieu
semi-transparent non diffusant et nous avons présenté les conditions limites radiatives
pour une frontiére semi-transparente et opaque a réflexion diffuse ou spéculaire, ainsi que
les conditions aux limites de conduction thermique (Dirichlet et Neumann). Nous avons
ensuite réalisé un état de I'art sur les différentes méthodes numériques pour la résolution
de 'ETR en géométrie 3D.

Dans le prochain chapitre, nous présentons en détail la MVF avec une formulation

« cell-vertex » appliquée a 'ETR sur une géométrie 3D de forme quelconque. Cette pré-
sentation constitue la partie centrale de ce travail de these.
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Chapitre 2
Résolution de ’'ETR par la MVF dans

un milieu semi-transparent gris
représenté par une géométrie 3D de
forme quelconque

Comme cela a été présenté auparavant, 'ETR est une équation complexe dont la
résolution nécessite généralement l'utilisation de méthodes numériques. Aussi, les mé-
thodes présentées précédemment reposent, pour la plupart, sur une discrétisation spatiale
et directionnelle de I'ETR en raison d’un avantage certain que présente celle-ci, pour le
couplage avec d’autres modes de transfert. Elles permettent notamment, d’obtenir une
bonne précision pour un temps de calcul raisonnable (en comparaison a la méthode de
Monte Carlo qui reste la référence en terme de précision). Dans cette catégorie de mé-
thodes numériques, celles qui apparaissent comme les plus populaires, sont la DOM et la
FVM. Notre choix s’est orienté vers la FVM avec une formulation cell-vertex qui
nous offre la possibilité de coupler notre code avec un autre code de type éléments finis,
ayant leurs valeurs aux noeuds du maillage. De plus, cette méthode s’applique aisément
a des maillages non-structurés, donc a des problémes en géométries complexes.

Dans le cadre de ses travaux de recherche, Asllanaj et al. [2, 5| ont développé un code
de calcul de type volumes finis pour résoudre le transfert radiatif (RAD2D). Ce code est
applicable aux géométries complexes 2D, basé sur un maillage non structuré constitué de
triangles. Nous allons développer et présenter la méthode permettant d’étendre ces travaux
pour une géométrie tridimensionnelle constituée d’un maillage non structuré tétraédrique.
Avant de présenter le schéma numérique pour la résolution de I’'ETR, nous allons décrire
la discrétisation de l’espace angulaire. Ensuite, nous détaillerons le maillage en espace et
la construction des volumes de contrdle. Nous présenterons 'ETR pour un milieu gris.
Puis nous détaillerons la discrétisation de 'ETR par la MVF, ainsi que les relations de
fermeture originales utilisées. Pour terminer, nous présentons une nouvelle formulation de
la résolution de 'ETR permettant d’utiliser une résolution matricielle, mise en place dans
cette étude.
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représenté par une géométrie 3D de forme quelconque

2.1 Discrétisation angulaire

L’ETR présente la particularité d’étre dépendante de la direction de propagation du
rayonnement. La luminance doit donc étre obtenue dans tout 1’espace pour chaque direc-
tion considérée, nécessitant de discrétiser 'espace angulaire. Aussi, nous allons décrire la
discrétisation angulaire a pas constant, ainsi que deux quadratures angulaires Sy et Ty,
afin de pouvoir comparer ces différentes discrétisations angulaires.

2.1.1 Discrétisation angulaire a pas constant

Le vecteur directeur caractérisant la direction A est défini dans un repére cartésien
par les angles polaire ¢ (0 < ¢ < 7) et azimutal § (0 < # < 27). On peut définir la
direction A en la projetant sur les trois directions de I'espace :

&:singp cosf é; +siny sinf e, + cosp €, (2.1)

FIGURE 2.1 — Discrétisation angulaire a pas constant

Nous fixons les nombres d’angles polaires Ny et azimutaux N,,. Soit le nombre fini N; =

Ny x N, de directions discretes &k, ou k représente la direction considérée avec k =
1, ..., Ny. Dans cette partie, on s’affranchira de cet exposant pour présenter les grandeurs
angulaires discrétes. L'espace angulaire de 47 (sr) est subdivisé en Ny angles solides notés
AQ. La figure (2.1) montre une discrétisation angulaire uniforme avec un pas constant
(Ag, Af). Nous pouvons aussi utiliser une discrétisation angulaire & pas variables, mais
dans le cadre de ce travail, nous nous limitons a un pas angulaire toujours constant. Les
angles discrets s’expriment par :

0" = (m—1/2)A0, A0 =21/Ny, Vm e {l,...., Ny}
" =(n—-1/2)Ap, Ap=m/N,, Vne{l, .. N,}

L’angle solide de controle est défini par :
o+ <P+
AQ = / dQ = / dé’/ sin pdp = Af(cos ™ — cosp™) (2.2)
AQ - 0~
- Ad. _ AG. - _ Ap. _ A
avec 0" =0-42% 0t =0+5% o =0 2o ot =p+ &L

2 PR
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2.1 Discrétisation angulaire

2.1.2 Quadratures angulaires Sy et Ty

L’utilisation d'une quadrature angulaire permet de discrétiser une intégrale sur I'espace
angulaire, par une somme discréte, sur Ny directions discrétes, faisant intervenir des poids
directionnels. Ainsi, 'approximation d’une intégrale pour une fonction quelconque f(A)

s
s’écrit :

Ng
4 FR)d~ > F(AF) wy (2.3)
a k=1

ot A* sont les directions discrétes et wy les poids directionnels définis par la quadrature
utilisée. L’ensemble des vecteurs directeurs A* et des poids directionnels wy, constituent ce
qu’on appelle un ensemble de quadrature. Chaque direction discréte A* est définie dans
le repére cartésien par :
ou, AF est un vecteur unitaire avec,

& + i + pi = 1 (2.5)

Le poids directionnel wy correspond a un angle solide défini autour de la direction AF.
Aussi, ces poids sont positifs, non nuls et doivent satisfaire, en particulier, les moments
d’ordre zéro et un :

- moment d’ordre O :

Ny
/ dQ) = 4n = Zwk (2.6)
A k=1

- moment d’ordre 1 :

/ Na=0="> Ak, (2.7)
47

- moment d’ordre 1 sur un hémisphére avec 7i la normale extérieure d’une face (pour
certaines quadratures) :

/ \ﬁ-&mQ:/ i Ndy=m= Y i Auwy (2.8)
ii-A<0 ii-A>0 Ak

Les quadratures Sy

L’une des quadratures angulaires les plus utilisées est la quadrature Sy, Modest [14].
La quadrature est défini par Ny directions discrétes on Ny = N(N +2) (N Pordre de la
quadrature). La construction de cette quadrature est définie par des régles de symétries
strictes, établies par Lathrop et Carlson [86, 87|, Fiveland [88] et Truelove [89], répondant
a une invariance en rotation (pour toute rotation de 90°), afin de ne privilégier aucun
sens de propagation du rayonnement. En effet, les directions discrétes sont construites
dans un octant. Ensuite, ces directions discrétes, ainsi que les poids, sont généralisés aux
sept autres octants. Ainsi, le rayonnement provenant d’un octant sera traité de la méme
maniére que celui provenant d’un autre octant. De plus, la quadrature doit également
satisfaire, lorsque c’est possible, le moment d’ordre deux :

Ny
/ AAdQ = % = Z AFAF G, (moment d’ordre 2) (2.9)
4m k—1
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Les directions A* de cette quadrature sont situées sur des niveaux de latitudes différentes
de la sphére unitaire, comme illustré sur la figure 2.2. Elles sont construites a partir de la
relation (méme relation pour 7y, et ) :

k—1

&= +201 -3 — (210)

avec & la premieére latitude fixée, dont vont dépendre les autres &.

ZA

FIGURE 2.2 — Octant avec la quadrature S,

Nous avons repris dans le tableau ci-dessous, les quadratures Sy telles que présentées
dans Modest [14] :

Ordre de Coordonnées Poids
quadrature & n 7 w
So 0.5773503 0.5773503 0.5773503 1.5707963
Sy 0.2958759  0.2958759  0.9082483  0.5235987

0.2958759  0.9082483  0.2958759  0.5235987
0.9082483  0.2958759 0.2958759  0.5235987
Se 0.1838670  0.1838670 0.9656013 0.1609517
0.1838670 0.6950514 0.6950514 0.3626469
0.1838670  0.9656013 0.1838670 0.1609517
0.6950514  0.1838670 0.6950514 0.3626469
0.6950514 0.6950514 0.1838670 0.3626469
0.9656013  0.1838670 0.1838670 0.1609517
Ss 0.1422555 0.1422555 0.9795543 0.1712359
0.1422555 0.5773503  0.8040087 0.0992284
0.1422555 0.8040087 0.5773503  0.0992284
0.1422555 0.9795543 0.1422555 0.1712359
0.5773503  0.1422555 0.8040087  0.0992284
0.5773503 0.5773503 0.5773503 0.4617179
0.5773503  0.8040087  0.1422555 0.0992284
0.8040087  0.1422555 0.5773503  0.0992284
0.8040087 0.5773503 0.1422555 0.0992284
0.9795543  0.1422555 0.1422555 0.1712359

TABLE 2.1 — Les quatre premiers ordres de la quadrature Sy
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Les quadratures Ty

La quadrature Ty, introduite par Thurgood et al. [42], est définie par une construction
géométrique qui respecte la méme régle de symétrie que la quadrature Sy. Aussi, la
construction des directions discrétes est également définie dans un octant. La quadrature
est composée de Ny directions ou Ny = 8N? avec N lordre de la quadrature. Il est
construit & partir d’un triangle équilatéral 7, comme illustré sur la figure 2.3(a), de coté
V2 et passant par le plan d’équation :

r4+y+z=1 (2.11)

(a) Subdivision du triangle équilatéral J en (b) Quadrature T} dans un octant
une mosaique de triangles équilatéraux

FIGURE 2.3 — Quadrature T}

Les directions A* dans un octant, pour une quadrature d’ordre N, sont définies par une
subdivision du triangle J en N? triangles équilatéraux de coté /2/N, décrivant une
mosaique de triangles (figure 2.3(a)). Dans chacun des triangles équilatéraux, on définit
le centre S}, et les directions A¥ correspondent a la projection de S, sur la sphére unitaire
(figure 2.3(b)) avec,

Sk =T €3 + Y €y + 21 €, (2.12)

Ces projections sont la normalisation des vecteurs O.S;. Ainsi, les composantes du vecteur
A¥ sont définies par les relations suivantes :

Lk
& = > > > (2.13)
VT Ty 2
Yk
Ne = > 2 > (214)
VT Ty 2
2k
i+ yi+ 22
Le poids directionnel wy correspond a la surface du triangle sphérique associé a la direction
A¥. Sa construction est définie par la projection des sommets du triangle équilatéral sur

la sphére unitaire, comme illustré sur la figure 2.3(b).
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2.2 Discrétisation spatiale

Dans le but d’appliquer la MVF a des géométries tridimensionnelles de forme quel-
conque, on discrétise le domaine spatial a ’aide d’un maillage non structuré composé de
tétraédres. Pour obtenir une solution approchée en chaque noeud du maillage, on uti-
lisera un schéma dit "Cell-vertex" (a opposer a "Cell-center"). Rappelons qu’avec un
schéma de type "Cell-vertex", les inconnues sont stockées aux noeuds du maillage,
tandis qu’avec un schéma de type "Cell-center", les inconnues sont stockées aux centres
des mailles formant le domaine (les mailles correspondent directement aux volumes de
controle). Le schéma "Cell-vertex" consiste a construire les volumes de controle autour de
chaque noeud du maillage. De plus, cette technique nous permettra de coupler aisément
notre code a n'importe quel autre code (méme commercial) utilisant le méme type de
maillage (exemple : couplage rayonnement et conduction, thermique et mécanique). Les
valeurs approchées de la solution seront obtenues en intégrant 'ETR sur des volumes de
controle associés aux noeuds. Ceux-ci sont des polyeédres a faces quadrilatérales formés de
plusieurs volumes partiels comme illustré sur la figure 2.4.

4

Volume partiel
de V,

Tétraedres du domaine
comportant le noeud P

Volume de
contrdle V;

Neeud P
Domaine d’étude Allure générale du polyedre

FIGURE 2.4 — Volume de contréle Vp en géométrie 3D

Le volume de contréle noté Vp associé au noeud P est construit & partir de chaque
tétraédre qui compte comme sommet le noeud P. On note I'p la frontiere du volume
de controle Vp (I'p représente donc une surface). Pour chacun de ces tétraédres (qui ont
en commun le sommet P), on décrit un volume partiel qui est une partie du volume de
controle Vp. Nous détaillons la construction du volume partiel a partir d’un tétraedre,
afin d’expliciter la construction du polyédre. Considérons, par exemple, un tétracdre noté
T = (P, Py, P3, Py) dans lequel on construit le volume partiel associé au noeud P; noté
Vp, (cf. figure 2.5). Vp, est un hexaedre (a six faces quadrilatérales) constitué de douze
arétes et de huit sommets. Sa construction est définie par :

— le noeud principal P; ;

— lisobarycentre du tétraédre T noté Gr;

— les trois points milieux, pia, p13, P14 respectivement des cotés [Py Py, [Py Ps), [P1Py];

— les trois isobarycentres, G, Go, G3 respectivement des triangles (P, Py, P3), (P1, Py, Py),

(P, Ps, Py).
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Panneau f P4
(surface partielle du polyedre)

Volume partiel
de VP1

P1 P2

Point d’intégration

FIGURE 2.5 — Volume partiel Vp, associé au noeud P;

Ainsi, chaque volume de controle Vp est décrit par le volume de plusieurs hexaédres,
leur construction passe par une généralisation de cette méthode a tous les tétraédres com-
portant le sommet P. Notons qu'un volume de contréle compte autant d’hexaedres qu’il
y a de tétraédres comportant le noeud P. Pour chaque hexaédre (volume partiel) appar-
tenant au volume de contrdle Vp, il y a trois faces qui appartiennent a la frontiere I'p
(du volume de controle Vp). Sur I'hexaedre représenté a la figure 2.5, ces trois faces cor-
respondent aux trois quadrilatéres (Gr, G1, p12, G2), (G, G1,p13, G3) et (Gr, Ga, p1a, G3).
Chacun de ces quadrilatéres est une surface partielle de I'p qu’on définira par le terme
panneau et sera noté f. La surface I'p est subdivisée en Ny panneaux de surface et au
centre de ceux-ci sont définis les points d’intégration comme illustré sur la figure 2.6 :
nous verrons par la suite 1'utilité des points d’intégration.

Point d’intégration n ' Panneau/ de surface Af

Gt
p14

G2

FIGURE 2.6 — Panneau f

Rappelons que les deux médianes d'un quadrilatére quelconque, sont les droites qui
passent par les milieux de deux codtés opposés. Nous définissons alors l'intersection de
ces deux médianes par le point d’intégration ;. Notons que le nombre de panneaux de
surface varie d’'un volume de controle a I'autre. Pour le panneau f, iy est le point d’in-
tégration qui se trouve en son centre de gravité, A; est son aire et n} est la normale
extérieure unitaire (figure 2.6). Cette construction présente ’avantage de définir parfaite-
ment la position des points d’intégration, puisque leur construction découle directement
des noeuds du maillage. De plus, les volumes de contréle, une fois réunis, reconstituent
bien sir parfaitement le volume initial du domaine.
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Pour les noeuds a la frontiére, les volumes de contrdle sont construits de la méme
maniére. Cependant, une partie de la frontiére I'p du volume de controle Vp (associé a
un noeud P de la frontiére) appartient a la frontiére du domaine. En effet, I'p s’exprime
par I'p = [P UT%! ou '3 correspond aux panneaux situés a l'intérieur du domaine
(construction classique) et I'%* est la surface appartenant a la frontiere du domaine comme
illustré sur la figure 2.7. Aussi, pour définir tout le volume de controle ayant une partie
de sa surface appartenant a la frontiere du domaine, nous devons définir la surface I'%".

Tétracedres avec une face appartenant a la Elément triangulaire appartenant
frontiere du domaine et comportant le noeud P a la frontiere du domaine

< K/Volume de

contrdle V;

Surface partielle
de I'}"

Noeud P

N\
Noeud P

Domaine d’étude Allure d’un polyeédre a la Surface I';" de V,
frontiere du domaine

FIGURE 2.7 — Volume de controle avec une partie de sa surface appartenant a la frontiére
du domaine

La surface I'Y" est un polygone construit a partir de plusieurs surfaces partielles. En

effet, la surface I'%" est construite a partir de chaque élément triangulaire de la frontiére
du domaine qui compte parmi ses sommets le noeud P. Pour expliciter la construction,
du polygone, nous détaillons celle d’une surface partielle.

Remarque : les surfaces partielles correspondent aux panneaux f, mais sont construites
de maniéres différentes.

Considérons un triangle J = (Py, Py, Ps), surface partielle P3
tel que représenté par la figure 2.8, dans le-
quel nous définissons la surface partielle as-
sociée au noeud P;. Cette surface partielle
est un quadrilatére défini par :

— le noeud principal P ;

— l'isobarycentre du triangle J noté G ;

— les points milieux pia, p13 respectivement FIGURE 2.8 — Surface partielle du poly-
des cotés [Plpg], [Plpg] gone

P1 P2

Pour construire les volumes de contréle du domaine, nous avons identifié¢ pour chaque
noeud P, tous les tétraédres qui comptent parmi leurs sommets le noeud P. De méme, pour
les surfaces I'%" a la frontiére, nous définissons les éléments de la frontiére qui comportent
le noeud P parmi leurs sommets. A partir de ces identifications, nous pouvons calculer

les volumes, les surfaces,... de ces volumes de controle.
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2.3 ETR pour un milieu gris avec des surfaces noires

L’application que I’on vise porte sur le verre et les isolants. Toutefois, nous allons dans
un premier temps simplifier notre étude en considérant un milieu gris avec un indice de
réfraction égal & un (la généralisation se fera sans trop de difficulté). Ainsi, les propriétés
radiatives du milieu sont indépendantes de la longueur d’onde. D’autre part, nous prenons
en compte la dépendance spatiale du coefficient d’absorption. Ainsi, dans notre cas, 'ETR
a résoudre est la suivante :

A -VL(s,A) = w(s) |L°(T(s)) — L(s, &)] sevV (2.16)
ou V représente le volume du milieu.

Nous allons considérer, des parois noires ou diffuses associées a des températures imposées
aux frontieres. Ces conditions aux limites sont de type Dirichlet.

1. Nous désignons les frontiéres noires comme étant des surfaces uniquement émissives
(i.e pas de réflexion, ni de transmission a la frontiére), ainsi :

L(s,A) = L°(T(s)) seT, (2.17)

avec I', représentant une frontiére du milieu (g numéro de la face).

2. Les frontiéres opaques a réflexion diffuse, avec les hypothéses décrites ci-dessus, se
simplifient ainsi :

L(s,A) = eL°(T(s)) + (17r;€) Qm(s) sely, (2.18)
2.4 Application de la MVF a ’ETR

Pour appliquer la MVF a PETR (2.16), nous intégrons 1’équation sur un volume de
controle Vp, dans la direction A* autour d'un angle solide de controle AQF avec k le
numéro de la direction considérée. Il vient alors :

/Vp /AQk A ﬁL(S, &) dQdV = /VP /Am K($) [LO(T(S)) — L(s, &)] dQ2dV (2.19)

Afin d’exprimer I'équation sous sa forme conservative, on applique le théoréme de Green-
Ostrograsky au premier membre de I'équation (2.19), ce qui permet de transformer 1'in-
tégrale de volume en intégrale de surface. On obtient ainsi I’expression suivante :

/F ) /A QkL(s,&) (A fley) d2dS = /V ) /A L) [LO(T(S))—L(S,&)] dQdv  (2.20)

ou I'p représente la frontiére du volume Vp et 7i.,; est la normale unitaire extérieure a
cette surface. Cette équation traduit un état d’équilibre pour 'intensité du rayonnement.
Elle exprime que I’énergie radiative nette quittant la surface I'p & travers I'angle solide
discret AQ* autour de la direction A* est égale a la génération d’énergie radiative nette
par absorption et émission & I'intérieur du volume Vp & travers 'angle solide discret AQ*
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autour de la direction A*. A partir de cette expression, nous allons pouvoir déterminer la
luminance en tout noeud du maillage et dans chaque direction discréte AF.

La MVF consiste a déterminer une approximation de la luminance a partir de la
loi de bilan d’énergie radiative décrite par I’équation (2.20). Aussi, nous évoquerons les
hypothéses nécessaires a la discrétisation de I'équation.

L’énergie radiative dans un cone d’angle solide discret AQF autour de la direction
A* a lintérieur du volume de controle Vp sera supposée constante. Ainsi, le coefficient
d’absorption (s) et les luminances L°(T'(s)) et L(s, A), sont constants dans le volume
de controle et prennent une valeur moyenne au noeud P. Cette hypothése sera vérifiée
si ’angle solide de controle est assez fin et si le volume de controle Vp, est suffisamment
petit relativement aux dimensions du domaine et au gradient des valeurs concernées. On
notera, pour la suite, L% une approximation de la luminance au noeud P et dans la
direction discréte AF. 11 vient alors :

/ / L(s, A) (A - flpy) ddS = wp [LO(Tp) — L] AQFVp (2.21)
I'p JAQF

La frontieére I'p du volume de controle Vp est définie par les Ny panneaux de surface. La
luminance dans un angle de controle AQ* autour de la direction A¥ sur chacun de ces
panneaux sera également considérée constante. On définit la luminance dans la direction
A* sur le panneau f par la luminance au point d’intégration 7;. Bien entendu cette
approximation aura des répercutions sur la précision du calcul, pour réduire son influence,
il faudra discrétiser finement ’espace angulaire et spatial de telle sorte que 'hypothése
soit vérifiée. La luminance calculée au point d’intégration iy et dans la direction A¥ sera
notée Lff. I vient alors 'expression discrétisée de 'ETR :

Ny
> LE AN} = kp [L(Tp) — L] AQFVp (2.22)
=1

ou r
’ Ak = / A -iipdQ (2.23)
AQFk
Rappelons que Ay et n} sont respectivement la surface et la normale extérieure unitaire
du panneau f.

Notons que Al} est une intégrale qui ne dépend que de 'orientation du panneau f pour
la direction considérée. Cette intégrale est calculée de maniére exacte (cf. annexe A).

Bien que nous ayons décrit la discrétisation de 'ETR par la MVFE et les hypotheses
utilisées, nous n’avons pas résolu complétement notre probléme. En effet, le membre de
droite de I'équation (2.22) est bien exprimé en fonction de la valeur des luminances au
noeud P. Cependant le membre de gauche dépend des valeurs de la luminance aux points
d’intégration 7y, or aucune valeur n’est affectée en ces points puisqu’il ne s’agit pas de
noeuds du maillage. Il nous faut donc exprimer les valeurs de la luminance aux points
d’intégration iy en fonction des valeurs aux noeuds du maillage. Nous pouvons le faire a
partir des relations de fermeture que nous présentons a la suite.
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2.5 Relations de fermeture

En géométrie 3D, il existe quelques schémas de fermeture pour des maillages structu-
rés composés de parallélépipédes et, a contrario, trés peu de schémas existent pour
des maillages non-structurés composés de tétraédres. Parmi eux, nous pouvons
faire référence a Rousse (1994) [90], Joseph et al. (2004, 2005) |7, 53|. Dans les articles
de Asllanaj et al. (2007, 2008)[2, 91], des relations de fermeture originales ont été déve-
loppées pour la résolution de 'ETR en géométrie 2D de forme quelconque utilisant un
maillage non-structuré composé de triangles. Les résultats numériques obtenus ont permis
de valider la méthode et de montrer l'efficacité de ces relations de fermeture notamment
dans le cas d’un verre ayant des épaisseurs optiques élevées [91]. Nous proposons ici
de généraliser ces relations de fermeture au cas d’un maillage non-structuré
composé de tétraédres.

Les relations de fermeture permettent d’établir I'adéquation entre le probléme nu-
mérique et la physique du probléme. En effet, le rayonnement se propage suivant une
direction. Aussi, pour définir la luminance au point iy, associé¢ au volume de controle Vp,
on ne peut considérer que les noeuds voisins et situés en amont du noeud P, ainsi que
le noeud P, puisque les valeurs aux noeuds en aval ne sont pas connues. Pour relier la
luminance au point i; a celles des noeuds qui conviennent, nous utilisons 1’expression
intégrale de 'ETR. Puis, nous modifions 'équation (2.22) afin de 'exprimer a partir des
noeuds du maillage.

2.5.1 Forme intégrale de 'ETR

Pour un milieu gris semi-transparent, considéré comme non diffusant, la forme intégrale
de 'ETR est la suivante (Modest [14]) :

= = i if i
L(if,A) = L(us, A)e” Juf w(s) ds + / k(s) L°(T(s))e” S ) du ds (2.24)

uf

Cette relation exprime la luminance au point iy & partir de la luminance au point us, ot
uy est situé en amont de iy et sur le méme chemin optique porté par la direction A (figure
2.9). La luminance au point uy est ensuite approximée & partir des luminances, du noeud
P et/ou des noeuds situés en amont et voisins du noeud P. Ces approximations seront
définies par la suite par des interpolations linéaires avec différents cas de figure.

}v Chemin optique
Sens de propagation i
du rayonnement Us —

Domaine d’étude en 2D

FIGURE 2.9 — Chemin optique porté par la direction A
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Afin d’introduire la forme intégrale de 'ETR dans 'équation discrétisée (2.22), nous
définissons au préalable les grandeurs D'Ji et C}f.

Dk = ApAk e iy ) (2.25)

if i
C’IJ? = AfAI; / k(s) L°(T(s))e” S ww du g (2.26)

uf

Ainsi, le membre de gauche de I’équation (2.22) s’exprime par :
Ny Ny
k ko k Pk k
S LY ANy =D LE D+ Cf (2.27)
f=1 f=1

Pour une température et un coefficient d’absorption constant dans le milieu (ce qui est le
cas dans cette premiére étude), les grandeurs D’Jﬁ et C’J? s’expriment comme suit,

Dj = ApAfe 2% (2.28)

CF = Ay AFLO(T) (1 — e "2%7) (2.29)

avec ASy = |if — uy| représentant la distance entre uy et iy. L’équation discrétisée (2.22)
avec la forme intégrale de I'ETR s’écrit,

Ny Ny
> L, D =rkp [L°(Tp) — L] AQ* Ve =) C} (2.30)
f=1 f=1

A présent, il reste & exprimer les luminances aux points u; a partir des luminances dé-
finies aux noeuds situés en amont et voisins de P et/ou du noeud P. Pour cela, nous
devons définir au préalable la construction des points us et les interpolations nécessaires
en fonction des différents cas qui peuvent se présenter.

2.5.2 Construction des points iy, u; et les interpolations linéaires

Les points uy correspondent a la projection dans le sens inverse de la direction A (de
propagation du rayonnement) des points d’intégration iy appartenant aux panneaux du
volume de controle Vp. La construction des points uy dépend de la forme des tétraedres et

de la direction A. Aussi, il existe différents cas de figure que nous traitons en considérant
une direction spécifique A et un tétraédre de référence noté T = (P, P», P3, Py).
Pour simplifier les écritures qui vont suivre, nous introduisons les symboles suivants :

e A <= (B, C, .. signifie, A est en amont de B, C, ..;

Pour Tz nous supposons P, <= P, <= P3 <= P,.
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Les points d’intégration i

Dans ce tétraédre, on définit les points d’intégration iy des panneaux f (f = 1,..,6)
comme illustré sur la figure (2.10). D’une part, notons que dans un tétraédre, il y a exacte-
ment 6 points d’intégration. La construction de ces points est définie par les coordonnées
des sommets du tétraédre Tg, tels que :

17 177 7
= (et y ey lp
" ( 1+122+12‘°’+12 4)

1o = %( Pl—l— Pg—l— Pg—l— P4)
13 = i( Pl—l— Pg—l— P3—|—1;P4)
- i(7pl+ P2+ P3+ 7P4)
i — i<7pl+ 1y 4 P3+17P4)
- i( P1+172P2 1—;P3+ P4) (2.31)

Ces formules sont bien indépendantes de la direction considérée et ne dépendent que des
coordonnées des sommets du tétracdre. D’autre part, tout tétracdre du maillage peut
se ramener, en choisissant un ordre judicieux de renumérotation de ses sommets, a ce
tétraédre de référence. Un tétracdre quelconque peut donc toujours s’exprimer par rapport
au tétracdre de référence par une homothétie et /ou une rotation, de fait, on peut appliquer
les formules présentées dans ce paragraphe.

D’autre part, notons que les six points
d’intégration appartiennent aux fron-
tieres des quatre volumes partiels Vp,,
Vp,, Vp, et Vp, du tétraédre Tr. En ef-
fet,

Zl,Zg,Zg € VPl

19 Z4,i6 GVPS
Z377’5a26 S VP4

— (i )
— (11,04,i5) € Vp,
— (i )
- (i )

P3
Remarque : un panneau f appartient
a la frontiere de deux volumes partiels FIGURE 2.10 — Les points d’intégration dans
et donc le point d’intégration iy éga- un tétracdre de référence
lement.
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La construction des points u; et les interpolations linéaires utilisées

Le point uy est la projection du point d’intégration 7y sur un plan orthogonal a la
direction A et passant par un point se trouvant nécessairement en amont du point is.
Ce point peut correspondre, comme nous le verrons plus loin, soit & un des sommets du
tétraedre, soit au milieu de deux sommets du tétraédre, ou soit encore a l'isobarycentre
d’une face du tétraedre. Pour illustrer la construction du point uy, on considére toujours le
tétraédre de référence Tp = (Py, Py, Ps, Py) de la figure 2.10 et une direction A quelconque.

Pour approximer la luminance au point us, nous utilisons une interpolation linéaire
faisant intervenir jusqu’a trois noeuds (trois sommets du tétraedre 7z). Le noeud Py est
par définition le noeud situé le plus en aval (en particulier il est situé en aval de tout point
ir). Aussi, nous ne pouvons utiliser ce noeud pour l'interpolation, puisque la luminance
en ce noeud n’est pas connue. De plus, en fonction des différents cas de figures que nous
verrons a la suite, nous pouvons étre amené a utiliser qu’un seul, deux voire trois noeuds.
Ainsi, LF ; beut s’exprimer par la relation générale :

Ly, = ol Lp, + oL, + 3L, (2.32)

avec,
3

> ak.=1 e 0<af,, <1 V na=123 (2.33)

na=1

Nous pouvons également exprimer la relation (2.32) de la fagon suivante :

> ok Lk, (2.34)

{naec‘:}“’P}

12

k
Ly,

ou 51157 p est I'ensemble des sommets du tétraédre Tx situés en amont de iy (utilisés pour
exprimer Lﬁf).

Nous allons & présent définir les projections et les interpolations a réaliser pour les
différents cas possibles. Pour les interpolations, il s’agira simplement de donner des valeurs
aux coefficients a?j (7 = 1,2,3). Pour la suite, on note AP; (j =1,2,3), APj5 et APjo3

les plans orthogonaux a la direction A et passant respectivement par les sommets Pj,
l'isobarycentre des sommets (P,P) et (Py,FP»,P;). Pour la construction des points uy,
nous distinguons deux cas de figures relatifs aux points u; et aux points u :

— uy est 'un des points u;, ug, ug et on note i; (le point d’intégration associé a uy)
I'un des points 71, is, 73. Rappelons que le point i; appartient toujours a la frontiére
du volume partiel Vp,. On notera qu’il est toujours en aval du sommet P;. Alors,
le point u; est la projection du point d’intégration #; dans la direction A sur le
plan APy (cf. figure 2.11). Le point u; est toujours construit de la méme fagon et la
luminance en ce point est toujours (sauf cas particuliers) interpolée en posant :

Oé;il :17 et Q§2:&§3:0 avect:1,2,3 (235)
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FIGURE 2.11 — Les projections des points d’intégrations i, (t = 1,2, 3)

— ug est 'un des points uy, us, ug et on note is (le point d’intégration associé a u,) 'un
des points 14, i5, 7. Le point u, est la projection du point d’intégration i, dans la
direction A sur un plan situé nécessairement en amont de ¢s. Plus précisément, les
points i4 et i5 seront projetés sur le plan AP; ou APy et ig sur les plans AP, AP
ou A Pjs3, hormis dans certains cas particuliers. Ces choix de plan de projection sont
conditionnés par I’appartenance du point 7, au volume partiel, ainsi que par la posi-
tion du point ig par rapport aux sommets P, et P3 (sauf cas particuliers). En effet,
rappelons que 74 et i5 appartiennent a Vp, et ig appartient a Vp,. Les points 75 et ig
appartiennent également a Vp,, néanmoins les points i5 et ig ne peuvent étre proje-
tés sur APy, puisque le sommet Py est toujours situé en aval des points d’intégration.

1" cas (figure 2.12), il correspond &, Py <= (iy4, i5) et Py <= ig.

Alors, les points uy et us se trouvent sur le plan Ap,, et ug appartient au plan Ap,,,. Les
luminances aux points uy, us, et ug sont interpolées en prenant :

1
_ Lk ko _
Qg =05 = 5 et ag3=0 avecs=45

(2.36)

FIGURE 2.12 — Cas n°1
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2"¢ cas (figure 2.13), il correspond &, Py <= (iy, i5) et Py <= ig <= Ps .
Alors, les points uy, us et ug appartiennent au plan Ap,. Les luminances aux points uy,
us, et ug sont interpolées en prenant :

1
A1 = 04];,2 =35 et a];g =0 avecs=4,5,6 (2.37)

FIGURE 2.13 — Cas n°2
3¢ cas (figure 2.14), il correspond &, iy <= P, <= i5 et Py <= is.

Alors, le point w4 est sur le plan Ap,, us se trouve sur le plan Ap,, et ug appartient au
plan Ap,,,. Les luminances aux points w4, us, et ug sont interpolées en prenant :

(2.38)

4

FIGURE 2.14 — Cas n°3
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4°™¢ cas (figure 2.15), il correspond &, iy <= Py <= i5 et Py <= ig <= Dx.
Alors, le point uy est sur le plan Ap,, us et ug se trouvent sur le plan Ap,,. Les luminances
aux points uy, us, et ug sont interpolées en prenant :

o/il =1 et OAZ2 = O/Z?) =0
1
0/;1 = ozl;g =3 et 0/;3 =0 avecs=25,6 (2.39)
A

u4

P1se

7

50 cas (figure 2.16), il correspond &, (iy,is,ig) <= Ps.
Alors, les points uy4, us et ug appartiennent au plan Ap,. Les luminances aux points wu.,
us, et ug sont interpolées en prenant :

FIGURE 2.15 — Cas n’4

Oé];l =1 et 0/;2 = O_/];g =0 avec § = 4’ 5’ 6 (240)

FIGURE 2.16 — Cas n°5
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6°™° cas, il correspond &, (i4,i5) <= P et Py <= i (c’est un cas peu probable, aussi
nous n’avons pas d’exemple de figure). Les points uy, us appartiennent au plan Ap, et ug
se trouve sur le plan Ap,,. Les luminances aux points wuy4, us, et ug sont interpolées en
prenant :

o/;’l =1 et agy,= a’;g =0 avec s = 4,5

1
— (2.41)
3

7M€ cas, il correspond , (iy,i5) <= P et Py <= ig <= Ps (c’est également un cas peu
probable, aussi nous n’avons pas d’exemple de figure). Les points u4, us appartiennent au
plan Ap, et ug se trouve sur le plan Ap,. Les luminances aux points w4, us, et ug sont
interpolées en prenant :

E ok _ ko
Qg1 = Qgo = Qg3 =

ag; =1 et a§,2 = 0‘5,3 =0 avec s = 4,5
1

Remarque : le cas éventuel ou P, <= 14 et P, => i5 n’est pas considéré puisque par
construction i, est situé en amont de is.

Les cas particuliers se présentent lorsque deux ou trois noeuds appartiennent au
méme plan. Aussi, pour certains d’entre eux, nous sommes amenés a réexprimer la lumi-

nance aux points uq, us et uy.

° Pour le cas particulier (a), on suppose que les plans Ap et Ap, sont confondus
(figure 2.17). Aussi, lorsque la résolution concerne le noeud P, la relation (2.35)
est modifiée et la luminance au point u; s’exprime en intervertissant o/il avec O‘lf,2’
soit :

(2.43)

FIGURE 2.17 — Cas particulier (a)

° Pour le cas particulier (b), on suppose que les plans Ap, et Ap, sont confondus
et que P3 <= iy (figure 2.18). Aussi, lorsque la résolution concerne le noeud Ps,
la valeur de la luminance au point u, sera donnée en intervertissant 0422 avec 0‘2,37
dans les relations (2.36 et 2.37) :

1 1
O‘Z,l = 5% 0422 = 0; 0423 = 2 (2.44)
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2.5 Relations de fermeture

>

P3§ —
us |
“l*i4
P
| P4

P2

Ap,

FIGURE 2.18 — Cas particulier (b)

Pour le cas particulier (c), on suppose que les plans Ap,, Ap, et Ap, sont confondus
(figure 2.19). Lorsque la résolution concerne le noeud P,, on intervertit o/il avec
of , dans la relation (2.35) :

afy = 0; aty=1; afy = (2.45)

Lorsque la résolution concerne le noeud Ps, on intervertit af, avec of, dans la
relation (2.35) et on modifie la relation (2.36) :

afy=al,=0 et of;=1 (2.47)
—S—

P3

FIGURE 2.19 — cas particulier (c)
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Les points d’intégration iy appartenant a la frontiére du domaine

A présent, nous allons nous intéresser aux points d’intégrations ¢y appartenant a la
frontiére du domaine I'. Notons qu’ils appartiennent aux volumes de contrble dont une
partie de leurs surfaces appartienent a I'. Nous allons définir les coordonnées de ces points
d’intégration ¢, leurs projections us ainsi que les interpolations utilisées. Tout comme les
panneaux se trouvant a l'intérieur du domaine, la construction de ces points uy dépend
de la forme du tétracdre et de la direction A. Pour définir i #, nous considérons un tri-
angle de référence noté¢ Jr = (P,, By, P.) avec P, <= P, <= P, (ce triangle appartient
nécessairement a une face d’un tétraédre). Dans ce triangle, on définit les points d’in-
tégration iy des panneaux f (f = 1,..,3) comme illustré sur la figure 2.20. Notons que
dans un triangle, il y a exactement trois points d’intégration. La construction des points
d’intégration est définie par les coordonnées des sommets du triangle Jr, tel que :

1 /14 5 5
= — P, P P
11 4(6 ‘|'6 b‘l‘ )
. 1/5
19 = Z<6P + — Pb+ P)
1/5 14
s = — =P, P -_p 2.4
is 4<6 +ohh ) (2.48)

Les points d’intégration des trois sur-

Pa
faces partielles Ay du triangle Jr
appartiennent aux différents volumes
partiels :

*7;1€Vpa;
*'l.QEVPb;
*’igGVpc.

Pc
Pb
FIGURE 2.20 — Triangle de référence Jr

Pour les points iy appartenant a la frontiére, nous ne projetons pas, nous supposons
uy = iy et les interpolations utilisées sont les suivantes :

Lf =Ly LE=LE; L =L} (2.49)

c
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2.6 Renumérotation des noeuds du maillage

2.6 Renumérotation des noeuds du maillage

Actuellement, nous utilisons le mailleur 3D du logiciel commercial COMSOL. Celui-ci
génére 3 fichiers standards donnant :

1) la numérotation et les coordonnées des noeuds du maillage ;
2) la numérotation des tétraédres et de leurs sommets;

3) la numérotation des éléments triangulaires de la frontiére, de leurs sommets et du
numéro de la frontiére.

Remarque : Nous pouvons utiliser tout autre type de mailleur 3D (maillage tétraédrique)
du moment que celui-ci génére les trois fichiers standards précisés ci-dessus. C’est aussi
I'un des avantages du code de rayonnement que nous développons.

Afin de respecter la propagation du rayonnement a travers le domaine, nous devons
établir un ordre de résolution de 'ETR en chaque noeud du maillage et pour chaque
direction discréte A, 11 s’agit ici de représenter numériquement la propagation du rayon-
nement en renumérotant les noeuds du maillage. Pour cela, nous définissons un ordre de
parcours pour chaque direction comme illustré sur la figure (2.21).

A B 7 13
/ v 15 o9 ol4
. > 4
Sens de propagation . 43 o8 12 e1p
du rayonnement
P4 92 o6 e11 15
P 4
1 =4 =1O 7
(a) Sens de propagation du rayonnement (b) Renumérotation des noeuds du maillage

FIGURE 2.21 — Représentation 2D de la propagation du rayonnement suivant la direction
AFE

Pour obtenir cet ordre de parcours, on s’appuie sur les coordonnées du vecteur direction
A*. En effet, la direction est définie dans une sphére unitaire, aussi nous associons chaque
quart d’hémisphére & un coin de notre domaine (cf. figure 2.22(a)). Nous définissons alors
un point de départ, noté P;, de la propagation du rayonnement dans la direction A*. En
notant que le point P; coincide toujours avec un coin.

(a) Sphere décomposée en octant (b) Association des coins du domaine a
I’octant qui convient

2

4 3

2

FIGURE 2.22 — Point de départ de la propagation du rayonnement en fonction de N

L’attribution d’un point P; est ’étape préalable pour définir la renumérotation des noeuds
du maillage. Aprés avoir défini P;, nous déterminons un plan P orthogonal a la direction
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A¥ passant par P;. Puis, nous tragons les droites de direction A¥ passant par chaque
noeud P du maillage. Pour chaque droite, on détermine le point d’intersection Ip;p., avec
le plan P. A partir des distances entre chaque noeud P et I'intersection Ip;e., on établit
la renumérotation des noeuds du maillage suivant 'ordre croissant des distances (comme
illustré par la figure 2.23). Notons que dans le cas ot deux noeuds du maillage ont la méme
distance avec leurs points d’intersections, alors un ordre doit étre choisi arbitrairement.
On aura donc autant d’ordres de parcours que de directions discrétes AF considérées pour
la résolution de I'ETR. La figure (2.23) donne un exemple de renumérotation des noeuds
du maillage 3D.

14

26
013 2
~r 3 -5
A 5 10 .16.17 023 27 30
o4 °11 J8 024 29
[J
12 25
6 ol9 31
o 32
9 22
° 34
23 33

FIGURE 2.23 — Renumérotation des noeuds du maillage 3D suivant la direction Ak

2.7 Identification des noeuds de la frontiére dite "ré-
ceptrice"

Il est & noter que 'ETR doit étre résolue en certains noeuds de la frontiére du domaine
dite "réceptrice" (cf. figure 2.24(a)). Rappelons que la luminance a la frontiére dans une
direction discréte AF , est imposée par les conditions aux limites radiatives, et que nous
devons tenir compte de la luminance incidente pour les conditions aux limites prenant en
compte la réflexion du rayonnement incident (cf. chapitre 1). Pour définir les noeuds de la
frontiére dite "réceptrice", on calcule le produit scalaire entre le vecteur normal unitaire
intérieur a la frontiére et la direction discrete A¥. Si ce produit scalaire est négatif en
un noeud donné, alors on aura a calculer la luminance (incidente) en ce noeud (cf. figure

2.24 (b) ) . Calcul de la luminance incidente en ce noeud
\
22 \ 31 34
11 24
< 16 28/ 32
frontiéres réceptrices Neeud °14
<k b intérieur T —— ] —. 17 46 533
) 15 )
b2 9 20 .
fronti¢res émettrices A 7 % 30
3 10 23
(a) Représentation 2D 2 12

(b) Représentation 3D
FIGURE 2.24 — Frontiéres dites émettrices et réceptrices suivant une direction Ak

Remarque : si la frontiére n’est pas réceptrice, elle est dite par opposition "émettrice" (cf.
figure 2.24(a)).
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2.8 Expression de la luminance calculée au noeud P et dans la direction Ak

2.8 Expression de la luminance calculée au noeud P et
dans la direction A*

Afin d’établir I'expression de la luminance calculée au noeud P et dans la direction

discréte A% en fonction des noeuds amonts et voisins & P, nous décomposons en deux la
somme du membre de gauche de I’équation (2.30). Au préalable, nous définissons différents
ensembles :

Ap est 'ensemble des panneaux de Vp (volume de contrdle associé au noeud P), soit :

Ny
Ap= U i5) (2.50)
Aussi, Ap = U U Tk tel que,
vk = ;\gl{f, tel que 6']]?7]3 #{P}} (2.51)
Th = ;[:51{ f.tel que P € &f p} (2.52)

Rappelons que £ J’f p est 'ensemble des sommets du tétraédre T situés en amont de iy, tel
que iy € I'petiyeT.

Enfin, (E,)% est Pensemble des noeuds situés en amont et voisins du noeud P.
Ainsi, nous pouvons écrire :
Ny
Uk} = @5 P 253
De plus, nous décomposons 'ensemble W}, en sous-ensembles 4%, , afin d’identifier les

panneaux f € U et les noeuds na € (E,) tels que LF ; s’exprime en fonction de Lk par
les relations de fermeture vues précédemment. Soit,

Uk = U K 2.54
P {nae(Ea)’;;} na,P ( )

Notons que @D'nfa p peut se définir également a partir de 8}“7 p et (E,)%. En effet, si f € Uk
alors f € ’l/)fw,P si na € 5;?713.

A partir de la définition des ensembles et sous ensembles, nous allons ré-exprimer le
membre de gauche de 'équation (2.30). Aussi, en introduisant la relation (2.34) nous
obtenons,

Ny Ny
S-S Y D) 259
f=1 f=1 {naeg}ﬁp}

En utilisant les ensembles et sous ensembles définis en (2.52), (2.53), (2.54) et la relation
(2.55) nous pouvons écrire :

Ny
S = > > dk LE,Di+ Y ol Lh DY (2.56)
f=t {nac(Ba)p} {fevk, p} {rerk}
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En posant,

Bi,p= > of,.Dj et = Y o, Dj (2.57)
{revk, p} {rerh}

nous pouvons exprimer le membre de gauche de I'équation (2.30) ainsi,

Ny
dLypf= > LiBip+LiHS (2.58)
= {nae(Fa)}
Remarque :
Ny
> D= Y Bl p+H} (2.59)
f=1 {nac(Fa)%}

En combinant les relations (2.30) et (2.58) nous pouvons finalement exprimer la luminance
au noeud P et dans la direction discréte A, par I'expression suivante :

Lhak =0k 4+ b (2.60)
avec,

a’,% = KPAQkVP—I—Hk

bl]g = - Z L BnaP
{na€(Ea)k}
Ny
¢h = wpL’(Tp) AQ*Vp = > Cf (2.61)
f=1

Pour aider le lecteur, les différents ensembles que nous venons de définir et le membre
de gauche de I'équation (2.30) sont illustrés dans 'annexe B.1 sur un exemple 2D (dans
un souci de lisibilité).

2.9 Reésolution itérative noeud par noeud et résolution
matricielle

Pour résoudre ’équation (2.60), nous avons mis en place une résolution itérative noeud
par noeud ainsi qu'une résolution matricielle, que nous décrivons a la suite. Mais aupara-
vant, nous avons besoin d’introduire quelques notations.

Rappelons que N désigne le nombre de noeuds du maillage. Pour une direction discréte
A* donnée, on désigne par :
~ N¥ le nombre de noeuds nécessaires au calcul de la luminance (en tenant compte
des noeuds aux frontiéres réceptrices) ;
— Nk le nombre de noeuds appartenant aux frontiéres émettrices ;
— NF le nombre de noeuds appartenant aux frontiéres réceptrices ;
— N; le nombre de noeuds appartenant strictement a l'intérieur du domaine.
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Ainsi, N se décompose comme suit,

N = NF + NF (2.62)
avec,

NF=NF+ N (2.63)

De plus, nous désignons par E* (de taille N¥) I'ensemble ordonné des noeuds de calcul.

De nouveau, pour aider le lecteur, I'ensemble E* est illustré a I’aide d’'un exemple 2D
dans 'annexe B.2.

2.9.1 Résolution itérative noeud par noeud

La résolution itérative noeud par noeud découle directement de I’équation (2.60) qui
s’écrit encore,

k k

bp + cp

2
ap

LY = VP € EF (2.64)

Cette résolution est appliquée sur un exemple 2D dans 'annexe B.2.1.

2.9.2 Reésolution matricielle

L’équation (2.60) peut également se mettre sous la forme d'un systéme linéaire qui
s’écrit :

AR X = GF (2.65)
ot X* représente le vecteur luminance (de taille N¥), A* la matrice du systéme linéaire
(de taille N* x N*) et S* le second membre (de taille N¥). Cette écriture a d'une part,
I’avantage de permettre la résolution, des luminances en chaque noeud de calcul en une
seule fois, et d’autre part, elle permettrait d’exploiter les techniques actuelles les plus

performantes pour résoudre les systémes linéaires, notamment les solveurs parallélisés de
type MUMPS? .

Nous obtenons la matrice A* et le second membre S* & partir de 'équation (2.60) qui
s’écrit encore :
Lyah=— > LEBf p+cp VPeE! (2.66)

nac(Ea)%

Afin de distinguer les noeuds de I'ensemble (Ea)lli appartenant a la frontieére, nous
posons :

(Ea)l;D = (Eai)lji U (Eaf)lja (267)

avec,
- (Eai)l; : 'ensemble des noeuds situés en amont et voisins du noeud P appartenant
a l'intérieur du domaine et éventuellement & la frontiére réceptrice du domaine. Cet
: k
ensemble est de taille (Ny)p;
- (Eaf)]; : 'ensemble des noeuds situés en amont et voisins du noeud P appartenant

a la frontiére émettrice du domaine. Cet ensemble est de taille (N, )]IZ

5. http ://graal.ens-lyon.fr/MUMPS/
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Ainsi, nous pouvons écrire,

Lhah+ > LEBEp=— > ILEBY .+ VPeE! (2.68)

naE(Eal) naE(Eaf)
— Le vecteur X% est alors défini par :
Xf=Lpey VvV 1<i<Ng (2.69)
— Les coefficients de la matrice A* sont donnés par :
Af, = aEk() vV 1<i<NF (coefficients de la diagonale) (2.70)

Pour les coefficients situés hors de la diagonale, on les définit de la fagon suivante :
Pour I =1,..., (Na)k, ., si (Fa)ky 0 ) (1) = EX(j) alors,

E&(i) EE (i)
Aij = Bip NIGRZT0 V 1<i,j<N;, aveci# ] (2.71)
— Le vecteur S* est défini par :
St=— Y LEBi gy tchse ¥ 1<i<NE (2.72)
TLCLE(Eaf)Ek( 9

Il est intéressant de noter que A* est une matrice triangulaire inférieure. Ceci vient du
fait que nous utilisons uniquement les noeuds situés en amont et voisins du noeud P pour
le calcul de L%. Notons de plus, qu’il sera judicieux d’utiliser un solveur adapté a cette
structure de la matrice A*.

L’expression de X%, S¥ et A* sur un exemple 2D est donnée dans 1’annexe B.2.2.
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2.9 Résolution itérative noeud par noeud et résolution matricielle

Résumé du chapitre 2

Le travail présenté dans ce second chapitre, a porté sur la mise en place d'une mé-
thode numérique pour la résolution de 'ETR au sein d’un milieu gris, semi-transparent
(non diffusant). La méthode développée est de type "volumes finis" modifiée avec une
formulation "cell-vertex" a partir d'un maillage non-structuré composé de tétra-
édres (issu du logiciel Femlab).

La complexité de mise en oeuvre de la méthode numérique réside essentiellement dans
la prise en compte d'une géométrie 3D de forme quelconque.

Nous avons en particulier abordé les points essentiels suivants :

i) la discrétisation angulaire (a pas constant, Sy et Ty);

ii) la construction des volumes de controle présentés sous forme de polyédres,; ot nous
avons vérifié que 'ensemble de ces volumes forme bien le domaine d’étude;

iii) la construction et la projection des points d’'intégration iy dans le but de suivre
la propagation du rayonnement (construction des points u; pour différents cas de
figures) ;

iv) l'approximation de la luminance aux points u; en fonction des valeurs aux noeuds
du maillage par des interpolations linéaires utilisant jusqu’a trois noeuds, similaire a

la méthode DOIM [65, 66, 67, 68, 9] ;

v) le calcul des quantités C* ; et D*¥ ; ot nous avons considéré un coefficient d’absorption
et une température constante dans le milieu;

vi) la renumérotation des noeuds du maillage pour représenter numériquement la propa-
gation du rayonnement dans le milieu;

vii) la résolution itérative noeud par noeud et la résolution matricielle.

Les relations de fermeture constituent une des parties les plus délicates de la méthode.
De plus, la mise en place d’une résolution matricielle (résolution d’un systéme linéaire
de type AX = B) pour résoudre UETR sur des maillages tétraédriques non-structurés,
constitue une nouveauté (en particulier par rapport aux travaux de Asllanaj et al. [2]) et
un rapprochement avec les méthodes de résolution employées en mécanique des fluides.

Dans le prochain chapitre, nous mettons en application et validons la méthode sur des
milieux gris, ou différents cas tests issus de la littérature sont traités.
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Deuxiéme partie

Résultats des simulations numériques
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Chapitre 3

Rayonnement d’un milieu gris
1sotherme

Dans ce chapitre, nous allons présenter les résultats des différentes simulations numé-
riques réalisées avec le code de rayonnement que nous avons développé dans le cadre de
cette these. Les simulations ont été effectuées pour un milieu gris, semi-transparent (non
diffusant) et isotherme. Les cas de référence présentés ici sont tous issus de la littérature
et portent sur différentes géométries, simples ou complexes. De plus, différentes grandeurs
(Srady Qine, --.) sont définies pour les comparaisons avec notre code. Dans un premier
temps, nous traitons différentes géométries portant sur un milieu bordé par des parois
noires. Puis, nous effectuons une étude de sensibilité aux maillages angulaires et en es-
pace de la solution obtenue par notre code de rayonnement, sur ces différentes géométries.
Ensuite, nous présentons un cas d’é¢tude permettant d’observer la diffusion numérique.
Enfin pour terminer, nous étudions un milieu avec des surfaces opaques a réflexion diffuse
sur une géométrie parallélépipédique. Nos calculs ont été réalisés sur une machine Intel(R)
Xeon(R) CPU 5160 @ 3.00GHz avec 1.6 Go de RAM.

3.1 Surfaces noires

Nous présentons quelques cas d’étude issus de la littérature portant sur trois types de
géométrie, un cube, une forme en "L" et un cylindre. Nous comparons a chaque fois nos
résultats, soit a la solution exacte, soit a ceux d’autres auteurs ayant utilisé des techniques
numeériques différentes pour résoudre 'ETR.

3.1.1 Cas test n°1 : enceinte cubique

Le premier cas d’étude repris de Sakami et al. et Kim et al. [50, 9], est celui d'une
enceinte cubique (figure 3.1) dont les dimensions sont (1m x 1m x 1m). La température
du milieu notée T, est constante a 100 K et la température des faces est a 0 K. Nos
simulations ont été effectuées avec une quadrature angulaire Sy composée de 24 directions
et avec une discrétisation spatiale composée de 6434 tétracédres (maillage 1, 1332 noeuds)
et 12288 tétraedres (maillage 2, 2457 noeuds).
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i Dessus
! /NOrd
Ouest—="""""~ | Sud Est
Za ,:L . _X __________
Yy .
X / Ligne médiane en z = 0.5
Dessous

FIGURE 3.1 — Enceinte cubique

La figure 3.2 montre le flux radiatif adimensionné Q,.q/0pT.. le long de la ligne médiane
de la face Sud (figure 3.1) pour trois valeurs du coefficient d’absorption (x = 0.1, 1 et
10m™"). Les résultats de Sakami et al. et Kim et al. [50, 9] ont été réalisés en utilisant
une quadrature Sy. Sakami et al. [50] ont utilisé un maillage spatial composé de 6655
tétracdres et Kim et al. [9] ont utilisé un maillage spatial constitué¢ de 1331 hexaédres.
Nos résultats montrent un trés bon accord avec la solution exacte donnée dans Sakami
et al. [50] et avec les solutions numeériques obtenues avec la DOM (Discrete Ordinates
Method) de Sakami et al. [50] et la DOIM (Discrete Ordinates Interpolation Method) de
Kim et al. [9]. Nous observons une stratification des résultats pour les différentes valeurs
de k. Lorsque le milieu est plus absorbant (x = 10m™1), le flux est plus important et tend
vers la luminance du corps noir & la température du milieu. Lorsque s diminue, le flux
tend vers zéro compte tenu des températures froides des faces.

Solution exacte
Sakami et al., 1998
Kim et al., 2008
MVF maillage 1
MVF maillage 2

oope

=
o 0.6
L
g O 0
(o3
0.4r
€ D
0.2r )
K=0.1m
?/_AQ,_A_Q_A—-QA—A—AQ-—A_Q_A_&A\Q
0 L L L L
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

y (m)
FIGURE 3.2 — Flux radiatif adimensionné le long de la ligne médiane de la face Sud de
I’enceinte cubique

3.1.2 Cas test n°2 : forme en "L"

Le second cas d’étude, repris de Malasekera et al., Sakami et al. et Grissa et al.
[22, 50, 8|, porte sur une géométrie en forme de "L" dont les dimensions sont précisées sur
la figure 3.3. La température du milieu est constante & 1000 K et la température des faces
est a 500 K. Nos résultats ont été obtenus pour une discrétisation spatiale composée de
10536 tétracdres (maillage 1, 2292 noeuds) et 34180 tétracdres (maillage 2, 6860 noeuds)
avec une quadrature angulaire Sy.
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FIGURE 3.3 — Forme en "L"

La figure 3.4 présente le flux radiatif incident le long de 'axe A-C, pour trois valeurs du
coefficient d’absorption (k = 1, 2 et 10m™"). Les résultats de Sakami et al. [50] ont été
obtenus avec la DOM utilisant une quadrature S; et un maillage spatial composé de 2000
tétraédres. Ceux de Grissa et al. [8] ont été obtenus avec la CVFEM (Control Volume
Finite Element Method) utilisant une discrétisation angulaire a pas constants composée de
(14 x 8) directions et un maillage spatial composé de 687 volumes de controle (géométrie
3D a base de triangles). Comme on peut le voir, nos résultats (obtenus avec les maillages
1 et 2) sont proches des solutions issues de la littérature. Lorsque x = 10 m™!, le flux tend
vers 0(Tiicy — Tface)- Pour les faibles valeurs de &, le flux présente une dissymétrie qui

m
est attribuée a l'effet d’ombrage.

5.51

4.5F
<«
IE Sakami et al., 1998
d e Crissaetal., 2010 — -
= 4+ O MVF maillage 1 K=2m
< "
© O  MVF maillage 2
o

FIGURE 3.4 — Flux radiatif le long de I'axe A-C

3.1.3 Cas test n°3 : cylindre de hauteur 3m et 0.5 m de rayon

Le troisiéme cas d’étude porte sur une géométrie cylindrique (figure 3.5) repris de
Joseph et al. [7], dont les dimensions sont 0.5 m de rayon et 3 m de hauteur. La température
du milieu est constante & 1200 K et la température a la frontiére est & 300 K. Nos résultats
ont été obtenus pour une discrétisation spatiale composée de 7168 tétraédres (maillage 1,
1577 noeuds) et 57344 tétracdres (maillage 2, 11025 noeuds).
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Ligne sur le coté latéral

Axe au centre

FIGURE 3.5 — Cylindre de hauteur 3m et 0.5m de rayon

La figure 3.6 montre I’évolution du flux radiatif incident le long de la ligne latérale du
cylindre, pour trois valeurs du coefficient d’absorption (k = 0.1, 1 et 10m™!). La solution
de référence a été obtenue par une méthode de tracé de rayon avec 320 000 rayons. Les
résultats obtenus avec la MVF utilisant une formulation « cell-center » ont été réalisés avec
une quadrature Sg (80 directions) et 18920 tétracdres |7]. Pour permettre la comparaison,
nous avons également utilisé la quadrature Sg. Comme on peut le voir, nos résultats
sont plus proches des solutions de référence lorsqu’on utilise un maillage spatial plus
fin (maillage 2). Tout comme le premier cas test, nous observons une stratification des

résultats.
12

10} Tracé de rayon

* Joseph et al., 2005
O  MVF maillage 1
O  MVF maillage 2

Qrad w. m_z)

FIGURE 3.6 — Flux radiatif le long du coté latéral du cylindre

3.1.4 Cas test n°4 : cylindre de hauteur 2m et 1 m de rayon

Le quatriéme cas d’étude repris de Kim et al. [62] porte également sur une géométrie
cylindrique (figure 3.7), dont les dimensions sont 1 m de rayon et 2 m de hauteur. La tem-
pérature du milieu est constante et égale a 100 K, la température a la frontiére est froide
(0 K). Nous comparons nos résultats a la solution exacte donnée dans [15] ainsi qu’aux
solutions numériques de [62|. Dans cette étude Kim et al. [62] ont utilisé quatre méthodes
différentes, la DOM, la MDOM (Modified Discrete Ordinates Method), la FVM (Finite
Volume Method) et enfin la MEVM (Modified Finite Volume Method) en coordonnées
cylindrique et axisymétrique. Leurs résultats ont été réalisés en utilisant une quadrature
Sg (80 directions) et un maillage spatial composé de Ng = 15, Nz = 35 volumes de
controle. Pour permettre la comparaison, nous avons également utilisé la quadrature Sg
et une discrétisation spatiale composée de 24576 tétracdres (4913 noeuds).
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3.1 Surfaces noires

Axe au centre Ligne sur le coté latéral

e

X

FIGURE 3.7 — Cylindre de hauteur 2m et 1 m de rayon

La figure 3.8 montre le flux radiatif adimensionné Q,.q/c5T le long du coté latéral
(figure 3.7) pour trois valeurs du coefficient d’absorption (k = 0.1, 1 et 5m™!'). Nos
résultats montrent un bon accord avec la solution exacte et les solutions numériques
de [62], notamment lorsque le milieu est plus absorbant (k = 5m™'). Pour les faibles
valeurs du coefficient d’absorption (x = 0.1 et 1m™'), nos résultats sont en accord avec
les solutions numériques obtenues avec la MDOM, la FVM et la MFVM, mais présentent
un léger écart avec la solution exacte. On notera que la DOM Sg donne de meilleurs
résultats. Pour les trois valeurs du coefficient d’absorption, nos résultats sont légérement
en dessous de la solution exacte. Comme pour le premier cas test, nous observons une
stratification des résultats pour les différentes valeurs de k. Lorsque le milieu est plus
absorbant (k = 5m™1), le flux est plus important et tend vers la luminance du corps noir
a la température du milieu. Lorsque s diminue, le flux tend vers zéro compte tenu des
températures froides des faces.

0.8

n@nﬁn&:\m%
&R

0.75r

0.71

0.651

i
o
o 0.6F
8
(o4
0.551
Solution exacte 0.5¢ Solution exacte
0.6+ * S8 DOM * S8DOM
A MDOM 0.45 A MDOM
0.55F O FVM : o FVM
O Nos résultats O Nos résultats
05 i . i i 0.4 . . |
0 0.5 1 15 2 0 0.5 1 1.5
z (m) z (m)
(a) k=5m~! (b) k=1m™!
0.2r
0.18f
0.161
0.14
< 0.12
@ 3
5 01 N
E A A
O 0.08, o
0.061 -
Solution exacte
0.04r * S8DOM
A MDOM
0.02f o FVM
O Nos résultats
) i . i i
0 0.5 15 2
z (m)
(c) k=01m™?

FIGURE 3.8 — Flux radiatif adimensionné le long du coté latéral du cylindre
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CHAPITRE 3 : Rayonnement d’un milieu gris isotherme

3.2 Etude de sensibilité angulaire et spatiale

Afin de tester la convergence de la solution donnée par notre code de calcul, nous
avons réalisé une étude de sensibilité aux maillages angulaire et spatial pour les quatre
cas tests vus précédemment. Chaque maillage en espace est défini par :

— N, : nombre de noeuds;

— N,; : nombre de tétraédres;

— N, : nombre de triangles a la frontiére.

Nous présentons les résultats pour différentes valeurs du coefficient d’absorption, sur dif-
férents types de maillages en espace, en considérant a chaque fois trois quadratures angu-
laires, a savoir Sy, Sg et Sg avec respectivement 24, 48 et 80 directions. De plus, pour le
premier cas test nous réalisons une étude de sensibilité angulaire sur un maillage spatial
avec les différentes discrétisations angulaires. Nous nous intéressons aux flux radiatifs aux
parois, ainsi qu’au terme source radiatif le long d'un axe.

3.2.1 Cas test n°1

Pour le premier cas test, nous définissons quatre types de maillage en espace donnés
par le tableau 3.1. Nous réalisons deux études, I'une sur la sensibilité angulaire, avec les
différentes discrétisations angulaires, et 'autre sur la sensibilité spatiale avec la quadrature
Sy. Pour ces deux études, nous représentons le flux adimensionné le long d’une ligne
médiane sur une face du domaine, comme illustré sur la figure 3.9, ainsi que le terme
source radiatif sur les axes I et H de la figure 3.10. Nous comparons nos résultats a la
solution exacte. Notons toutefois que, pour le terme source radiatif, il n’existe pas de
solution de référence.

N, | N [N,
maillage 1 (structuré grossier) | 1332 | 6434 | 650
maillage 2 (structuré moyen) | 3994 | 19254 | 1348
(
(

maillage 3 (structuré fin) 11819 | 62436 | 2648
maillage 4 (structuré trés fin) | 17969 | 98304 | 6144

TABLE 3.1 — Caractéristiques des maillages en espace

AxeDenx=0.5etz=1m Axeleny=0.5etx=0.5

/ ! ¥ Dessus
! Dessus !

/Nord

] |_—~Nord

Ouest—1="""" t Sud Ouest—-=""""" 1 L /Axe Henz=0.5
1 Est <« ety=0.5
7 1

AxeAen —7
A ‘E_ __________________ Za R NG S

x=0etz=05m
X / X / AxeJenz=0.5etx=0.5

Dessous Dessous
FIGURE 3.9 — Deux axes pour visualiser FIGURE 3.10 — Trois axes pour visualiser
le flux radiatif adimensionné le terme source radiatif
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3.2 Etude de sensibilité angulaire et spatiale

Sensibilité angulaire

La premiére étude que nous réalisons sur ce cas test, concerne la sensibilité angulaire
sur le maillage 3. Nous avons utilisé les deux quadratures Sy et Ty, ainsi que la discréti-
sation angulaire a pas constant, avec les ordres et le nombre de directions suivants :

- SN . 54, Sﬁ, Sg et 512

- TN . Tg, Tg, T4, T6 et Tg

— pas constant (Ng X Ny) : 8 x 4,16 x 8, 18 x 9 et 24 x 12
Nos simulations ont été réalisées avec ces différentes discrétisations angulaires pour un
coefficient d’absorption £ = 10m ™" (autres simulations en annexe C). Nous représentons
le flux radiatif adimensionné le long de I'axe A et D (figure 3.9), ainsi que le terme source
radiatif sur les axes [ et H (figure 3.10), afin de vérifier la symétrie de nos résultats.

11p 11p
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o © o0 O 0 0 o °
1+ 1+
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oE o»E —— Solution exacte
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0.85F A S 0.85¢ o
. os, . o
O S, O Ty
0% 0.2 0.4 0.6 0.8 1 0% 0.2 0.4 0.6 0.8 1
y (m) y (m)
(a) Quadrature Sy, axe A (b) Quadrature Ty, axe A
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e 0 ® 00 00 o,
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| | . A%BBBBBZRgA
0O0O0O0O0 O 00O0O0
+ o O O o < o O o
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0.9 —— Solution exacte 0.97 —— Solution exacte
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A 12x6 A 12x6
0.85¢ O 16x8 0.85¢ O 16x8
O 18x9 O 18x9
O 24x12 O 24x12
08 0.2 0.4 0.6 0.8 1 0% 0.2 0.4 0.6 0.8 1
y (m) y (m)
(c) Discrétisation angulaire, axe A (d) Discrétisation angulaire, axe D

FIGURE 3.11 — Flux radiatif adimensionné pour x = 10m~! sur les axes A et D

Pour ce cas de simulation, nos résultats donnant le flux radiatif sur 'axe A (figures 3.11(a),
3.11(b) et 3.11(c)), montrent que les flux calculés pour chaque quadrature convergent vers
la solution exacte (figure 3.11(b)). En effet, nos valeurs calculées se trouvent au dessus de
la solution exacte, en raison des poids associés a chaque direction. La figure 3.11(d) montre
le flux radiatif sur ’axe D et indique un probléme de symétrie de nos résultats (entre les
axes A et D) uniquement pour la discrétisation angulaire & pas constant avec peu de
directions. En effet, lorsque l'on raffine la discrétisation angulaire les courbes deviennent
symétriques tout comme pour les quadratures Sy et T (les résultats sur 'axe D avec les
quadratures Sy et Ty sont en annexe C), excepté pour la discrétisation 18 x 9 (asymétrie
sur les faces latérales également). Ces différences sont dues a la discrétisation angulaire
qui n’affecte pas le méme angle de controle pour chaque direction polaire (¢ proche de 0
ou de 7) et/ou lorsque les nombres de directions polaires et azimutales sont impairs.
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FIGURE 3.12 — Terme source radiatif pour x = 10 m ™1

Les résultats de ce cas de simulation, donnant le terme source radiatif sur les axes
I et H (figure 3.12), ne montrent aucune sensibilité a la discrétisation angulaire, ainsi
qu’'une bonne symétrie de nos résultats (des résultats complémentaires a cette étude sont
en annexe C).

En raison des résultats sur cette étude de sensibilité angulaire, nous choissisons d’uti-
liser une quadrature Sy, pour la suite de nos simulations.

Sensibilité spatiale avec la quadrature Sy

Dans une seconde étude, les simulations ont été réalisées avec les quatre maillages en
espace, pour trois quadratures angulaires (Sy, S et Sg) et pour trois valeurs différentes
du coefficient d’absorption (k = 0.1, 1 et 10m™!). Le flux radiatif adimensionné le long
de l'axe A (figure 3.9) ainsi que, le terme source radiatif sur 'axe I (figure 3.10) sont
présentés. Le tableau 3.2 indique le temps de calcul pour chaque simulation.

quadrature angulaire
maillage 1 (structuré grossier) 6 s 11s 20s
maillage 2 (structuré moyen) 20 s 40 s 2 min 48 s
maillage 3 (structuré fin) I min26s | 2min 48s | 4 min 37 s
maillage 4 (structuré trés fin) | 2 min 27s | 4 min 45s | 7 min 50 s

TABLE 3.2 — Temps de calcul pour I'enceinte cubique
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3.2 Etude de sensibilité angulaire et spatiale

Flux radiatif adimensionné et terme source radiatif : étude de sensibilité aux
maillages spatial et angulaire
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CHAPITRE 3 : Rayonnement d’un milieu gris isotherme

Commentaires sur les résultats

Pour ce premier cas test, nous observons une bonne convergence spatiale et angulaire
de la solution donnant le flux radiatif adimensionné. On notera que :

— pour k = 10m™!, lorsque l'on raffine le maillage spatial, ainsi que la quadrature
angulaire, nos résultats ne montrent quasiment aucun changement, indiquant ainsi
que la convergence est atteinte;

— pour £ = 1 m™*, nous observons une différence du flux avec les quadratures Sy et S,
par rapport a la solution exacte. Avec la quadrature Sy (figure 3.14(a)), le flux se si-
tue au dessus de la solution exacte, tandis qu’avec la quadrature Sg (figure 3.14(c)),
le flux se situe en dessous de la solution exacte. Lorsque I'on raffine le maillage en
espace, on note que les flux pour ces deux quadratures sont proches de la solution
exacte mais ne tendent pas vers elle. Lorsque la quadrature angulaire est plus fine
(Ss) et lorsqu’on raffine le maillage spatial, nos résultats convergent vers la solution
exacte (figure 3.14(e));

— pour k = 0.1 m~*!, les observations sont les mémes que pour £ = 1 m~!. On notera
toutefois que pour les quadratures angulaires Sy et Sg, I’écart avec la solution exacte
est plus important.

Tout comme pour le flux radiatif, nous avons une bonne convergence spatiale et an-
gulaire de la solution donnant le terme source radiatif :

— pour k = 10m™!, les observations sont les mémes que pour le flux radiatif;

— pour k = 1 et 0.1 m™!, lorsque 'on raffine a la fois le maillage spatial et la quadra-
ture angulaire les valeurs numériques convergent vers la solution du maillage spatial
et angulaire le plus fin, excepté pour la quadrature S;. En effet, on observe une
différence au niveau de ’allure de la solution avec la quadrature Sy par rapport aux
quadratures Sg et Sg. Cette différence est plus marquée pour x = 0.1m=1.

Les écarts observés pour les quadratures Sy et Sg, notamment pour x = 1 et 0.1 m™!,
peuvent étre attribués au faible nombre de directions, ou encore au poids associé & chaque
direction qui n’est pas le méme dans chaque direction pour la quadrature S¢. Toutefois, la
quadrature Sg n’a également pas le méme poids dans chaque direction et donne de bons
résultats.
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3.2 Etude de sensibilité angulaire et spatiale

3.2.2 Cas test n°2

Pour le second cas test, nous définissons quatre types de maillage en espace donnés
par le tableau suivant :

N, | N | N,
maillage 1 (structuré grossier) | 848 3606 | 700
maillage 2 (structuré moyen) | 2292 | 10536 | 1388
(
(

maillage 3 (structuré fin) 6860 | 34180 | 2824
maillage 4 (structuré trés fin) | 19927 | 100557 | 2824

TABLE 3.3 — Caractéristiques des maillages en espace

Nos simulations ont été réalisées avec ces quatre différents maillages en espace et pour
trois valeurs du coefficient d’absorption (k = 0.5, 1 et 10m ™). Nous représentons le flux
radiatif le long de 'axe AC comme illustré sur la figure 3.16 ainsi que, le terme source
sur 'axe H de la figure 3.17. Nous comparons nos résultats a la solution numérique de
Sakami et al. [50] qui, rappelons le, a été obtenue avec la quadrature Sy. Notons toutefois
que, pour le terme source radiatif, nous n’avons pas de solution de référence.

Axe K en

y=0.5 et z=0.5 > x=0.5 et z=0.5
ywd
FIGURE 3.16 — Deux axes pour visualiser FIGURE 3.17 — Deux axes pour visualiser
le flux radiatif adimensionné le terme source radiatif

Le tableau suivant indique le temps de calcul pour chaque simulation.

discrétisation angulaire
maillage 1 (structuré grossier) 3s 6 s 10 s
maillage 2 (structuré moyen) 10's 19 s 31s
maillage 3 (structuré fin) 39 s 1 min 17 s | 2 min 07 s
maillage 4 (structuré trés fin) | 2 min 56 s | 5min 42 s | 9 min 25 s

TABLE 3.4 — Temps de calcul pour la forme en "L"
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CHAPITRE 3 : Rayonnement d’un milieu gris isotherme

Flux radiatif et terme source radiatif : étude de sensibilité aux maillages spatial
et angulaire
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FIGURE 3.18 — Flux radiatif (axe AC) et terme source radiatif (axe H) pour K = 10 m™*
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et spatiale
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FIGURE 3.20 — Flux radiatif (axe AC) et terme source radiatif (axe H) pour & = 0.5 m™!
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3.2 Etude de sensibilité angulaire et spatiale

Commentaires sur les résultats

Comme pour le premier cas test, nous observons une convergence spatiale et angulaire
de la solution donnant le flux radiatif. On notera que :

— pour k = 10m ™!, lorsque I'on raffine le maillage spatial, ainsi que la quadrature an-
gulaire, nos résultats montrent peu de changement et tendent vers la méme solution ;

— pour kK = 1m~! et S, (figure 3.19(a)), nos résultats sont proches de la solution nu-
meérique de [50]. Néanmoins, lorsque 'on raffine le maillage spatial, le flux converge
vers une solution se trouvant au dessus de la solution numérique de [50], tout en
gardant la méme allure. Par ailleurs, nous observons une différence du flux avec
les trois quadratures angulaires. En effet, pour Sg (figure 3.19(c)), le flux converge
vers une solution dont l'allure est légérement différente de celles obtenues avec les
quadratures Sy et Sg (le flux reste presque constant entre 1.5 et 2 sur 'axe AC
alors qu’il devrait diminuer). Avec Sg (figure 3.19(e)), la solution du maillage 4 est
plus proche de la solution de référence que celle obtenue avec Sy, toutefois, un écart
subsiste entre ces deux quadratures;

— pour k = 0.1 m~!, les observations sont les mémes que pour x = 1 m~!. On notera
toutefois, que les résultats sont plus proches de la solution numérique de [50] avec Sy.

Tout comme le flux radiatif, nous avons une bonne convergence spatiale et angulaire
de la solution donnant le terme source radiatif. De plus, pour chacun des coefficients d’ab-
sorption, nous observons la méme allure au niveau de la solution avec les trois quadratures
angulaires. Toutefois, les valeurs sont 1égérement différentes.

Pour les mémes raisons que le premier cas test, concernant les quadratures S et Sg,
nous observons des écarts pour de faibles valeurs du coefficient d’absorption x = 1 et
0.1m™L.
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CHAPITRE 3 : Rayonnement d’un milieu gris isotherme

3.2.3 Cas test n°3

Pour le troisiéme cas test, nous définissons quatre types de maillage en espace donnés
par le tableau suivant :

N, N, N,
maillage 1 (structuré grossier) 1577 | 7168 | 1408
maillage 2 (non structuré moyen) | 3746 | 18044 | 1716
maillage 3 (structuré fin) 11025 | 57344 | 5632
maillage 4 (non structuré trés fin) | 23862 | 121692 | 6198

TABLE 3.5 — Caractéristiques des maillages en espace

Les simulations ont été réalisées avec ces quatre différents maillages en espace et pour
trois valeurs du coefficient d’absorption (k = 0.1, 1 et 10m ™). Nous représentons le flux
radiatif le long de 'axe A comme illustré sur la figure 3.21 ainsi que le terme source sur
'axe 1. Nous comparons nos résultats a la solution de référence (tracé de rayon) et a ceux
de Joseph et al. [7]. Ces derniers auteurs ont utilisé une MVF basée sur une formulation
« cell-center » avec une relation de fermeture de type exponentielle. Leurs résultats sont
présentés pour un maillage en espace constitué de 140010 tétraedres et une quadrature Ss.
Pour permettre la comparaison, nous présentons nos résultats obtenus avec le maillage 4
(121692 tétracdres) et une quadrature Sg.

Axe D
Axe E

2 Axe A
X y

FIGURE 3.21 — Les axes de visualisation pour le cylindre

Le tableau suivant indique le temps de calcul pour chaque simulation.

discrétisation angulaire
maillage 1 (structuré grossier) 6 s 11s 18 s
maillage 2 (non structuré moyen) 18 s 36 s 58 s
maillage 3 (structuré fin) Imin11s | 2min 15s | 3 min 42 s
maillage 4 (non structuré trés fin) | 1 min 23s | 2min 39 s | 4 min 22 s

TABLE 3.6 — Temps de calcul pour le cylindre du cas test n°3
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3.2 Etude de sensibilité angulaire et spatiale

Flux radiatif et terme source radiatif : étude de sensibilité aux maillages spatial
et angulaire
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FIGURE 3.22 — Flux radiatif (axe A) et terme source radiatif (axe I) pour Kk = 10m ™!
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FIGURE 3.23 — Flux radiatif (axe A) et terme source radiatif (axe I) pour k = 1 m™
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FIGURE 3.24 — Flux radiatif (axe A) et terme source radiatif (axe I) pour K = 0.1 m™*
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Flux radiatif et terme source radiatif : comparaison entre les formulations

"cell-vertex" et "cell-center"
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3.2 Etude de sensibilité angulaire et spatiale

Commentaires sur les résultats

Pour le troisiéme cas test, nous observons une convergence spatiale et angulaire de
la solution donnant le flux radiatif mais présentant cependant un écart avec la solution
de référence, ceci pour les trois coefficients d’absorption méme avec le maillage spatial le
plus fin et pour les différentes discrétisations angulaires. On notera en particulier que la
solution se dégrade avec le maillage 2 (car le maillage grossier est non structuré).

Nos résultats, donnant le terme source radiatif sur 'axe I, montrent des écarts plus

marqués avec la solution de référence lorsque k = 10 m=1.

Au vue de ces constatations, il nous a paru utile de comparer nos résultats a ceux de
Joseph et al. [7]. En effet, rappelons que ces auteurs ont utilisé une méthode numérique
proche de la noétre pour résoudre 'ETR (MVFE avec une relation de fermeture de type
exponentielle). La différence étant que la MVF de [7] est basée sur une formulation « cell-
center » et la notre sur une formulation « cell-vertex ». Pour permettre la comparaison,
nous présentons les résultats uniquement pour la quadrature Sg. On s’apergoit alors que
nos résultats sont trés proches de ceux de [7]. Leurs résultats (obtenus avec 140010 tétra-
édres) sont toutefois un peu plus précis que les notres (obtenus avec 121692 tétraédres)
pour le flux radiatif. Les écarts observés pour le flux radiatif peuvent étre attribués aux
schémas de fermeture. En effet, pour les volumes de controle ayant des faces appartenant a
la frontiére, le schéma de fermeture mis en place est relativement simple (expression 2.49),
ce qui peut étre la raison du manque de précision pour le flux aux parois, par rapport au
calcul des sources radiatives. Cet aspect pourrait constituer un point d’amélioration de
notre méthode.

Pour la comparaison des deux formulations (« cell-vertex » et « cell-center » ), a I’heure
actuelle on ne peut réellement conclure. Toutefois, avec notre formulation on s’attendait
a étre plus précis que le « cell-center », nous parvenons juste a faire aussi bien. De plus,
pour comparer objectivement les deux formulations, il serait judicieux de travailler sur le
méme maillage et de prendre en considération le rapport temps de calcul / précision.
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CHAPITRE 3 : Rayonnement d’un milieu gris isotherme

3.2.4 Cas test n°4

Pour le quatriéme cas test, nous définissons quatre types de maillage en espace donnés
par le tableau suivant :

N, N, N,
maillage 1 (structuré grossier) 729 3072 | 768
maillage 2 (structuré moyen) 4913 | 24576 | 3072
maillage 3 (non structuré fin) 10333 | 52661 | 3196
maillage 4 (non structuré trés fin) | 19741 | 102615 | 4584

TABLE 3.7 — Caractéristiques des maillages en espace

Nos simulations ont été réalisées avec ces quatre différents maillages en espace et pour
trois valeurs du coefficient d’absorption (x = 0.1, 1 et 5m™!). Nous représentons le flux
radiatif adimensionné le long de l'axe A comme illustré sur la figure (3.26) ainsi que,
le terme source sur ’axe I. Nous comparons nos résultats a la solution exacte. Notons
toutefois que, pour le terme source radiatif, nous n’avons pas de solution de référence.

Axe D
Axe E

X Axe A
z y

FIGURE 3.26 — Les axes de visualisation pour le cylindre

Le tableau suivant donne le temps de calcul pour chaque simulation.

discrétisation angulaire
maillage 1 (structuré grossier) 6 s 11s 18 s
maillage 2 (non structuré moyen) 18 s 36 s 58 s
maillage 3 (structuré fin) Imin11s | 2min 15s | 3 min 42 s
maillage 4 (non structuré trés fin) | 1 min 23 s | 2min 39s | 4 min 22 s

TABLE 3.8 — Temps de calcul pour le cylindre du cas test n°4
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3.2 Etude de sensibilité angulaire et spatiale

Flux radiatif adimensionné et terme source radiatif : étude de sensibilité aux

maillages spatial et angulaire
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FIGURE 3.27 — Flux radiatif adimensionné (axe A) et terme source radiatif (axe I) pour

k=5m"!
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FIGURE 3.28 — Flux radiatif adimensionné (axe 1) et terme source radiatif (axe I) pour
kK=1m™!
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FIGURE 3.29 — Flux radiatif adimensionné (axe A) et terme source radiatif (axe I) pour
k=0.1m"1
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CHAPITRE 3 : Rayonnement d’un milieu gris isotherme

Pour ce quatriéme cas test, nous observons pour k = 5 et 1m™! une convergence
spatiale et angulaire de la solution (donnant le flux radiatif adimensionné) vers la solu-
tion exacte. Pour x = 0.1 m~!, nous observons encore quelques différences méme avec la
quadrature Sg et le maillage 4.

Tout comme le flux radiatif, nous avons une convergence spatiale et angulaire de la
solution donnant le terme source radiatif. On notera que :

— pour K = 5m~!, lorsque 1'on raffine le maillage spatial, ainsi que la quadrature an-
gulaire nos résultats ne montrent quasiment aucun changement et tendent vers la
méme solution;

—pour kK = Im~' et kK = 0.1m~!, lorsque l'on raffine a la fois le maillage spatial
et la quadrature angulaire les valeurs numériques convergent vers la solution du
maillage spatial et angulaire le plus fin, excepté pour la quadrature S;. En effet,
on observe une différence au niveau de I'allure de la solution avec la quadrature S
par rapport aux quadratures Sg et Sg. Cette différence est notamment plus marquée
pour k = 0.1m™%.

3.2.5 Conclusion sur I’étude de sensibilité

L’étude de sensibilité portant sur les différents cas tests montre I'influence de la discré-
tisation angulaire et présente une différence des résultats avec les solutions de référence.
Notamment, avec les quadratures Sy et Sg pour les faibles valeurs du coefficient d’absorp-
tion (k = 1 et kK = 0.1) des cas un, deux et quatre, ot nous notons une différence d’allure.
Cette différence peut étre due a la quadrature employée (nombre de directions différent
et poids directionnel qui n’est pas le méme dans chaque direction). Le troisiéme cas test
nous montre des écarts de précision avec la solution de référence, particuliérement pour
le flux radiatif. Toutefois, nos résultats donnant le terme source radiatif sont plus précis
que les résultats numériques de Joseph et al. [7], ce qui constitue un avantage pour le
couplage avec d’autres modes de transfert. Néanmoins, la précision sur le flux radiatif aux
parois est importante pour la prise en compte des conditions aux limites plus complexes
nécessitant de connaitre le rayonnement incident aux faces.

Les écarts observés pour les différents cas tests, peuvent étre attribués au schéma de
fermeture. Ces écarts sont plus marqués pour le troisiéme cas compte tenu du fait que les
faces émettent du rayonnement (7 # 0 K'). Pour améliorer la précision de notre méthode
il serait nécessaire d’approfondir le travail sur la mise en place de relations de fermeture.

Ces quatre cas tests nous donnent un apercu des résultats issus de notre premiére ver-
sion du code de rayonnement que nous développons, ot nous pouvons mettre en évidence
des problémes de précision, ainsi qu'une certaine sensibilité a la discrétisation angulaire
et spatiale. Néanmoins, ces erreurs relatives de précision sont inférieures a 6%.
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3.3 Etude de la diffusion numérique

3.3 Etude de la diffusion numérique

Afin de mettre en évidence la diffusion numérique, nous traitons la résolution de 'ETR
suivant une seule direction. Ce type d’étude a déja été menée par Chai et al. [55], ainsi que
par Liu et al. [46] en raison de l'intérét qu’elle présente pour la mise en place des schémas
de fermeture. En effet, les schémas de fermeture conditionnent la précision de la méthode.
Toutefois, en raison des approximations qui sont faites, ils introduisent de la diffusion
numérique. Aussi, la mise en place d’'un "bon" schéma de fermeture permet de minimiser la
diffusion numérique. Le cas d’étude que nous présentons ici concerne les géométries 2D et
3D. Il nous permet de visualiser la propagation dans le milieu d’un rayonnement collimaté.
La géométrie considérée est celle d'un parallélépipéde de dimension 1m x 1m x 0.3 m avec
une représentation des résultats suivant le plan médian en z = 0.15m (figure 3.30).

Nord Nord
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-

Ouest - Est

Est \\ Plan médian

Ak
AN S T enz=0.15m Demi face /
chaude

Sud

Dessous

(a) Parallélépipede (b) Plan médian en z = 0.15m
F1GURE 3.30 — Parallélépipede 1m x 1m x 0.3m

Le milieu est bordé par des surfaces noires. Une demi face coté ouest est chaude et les
autres faces restantes sont froides, comme illustré sur la figure 3.30(a). Sur la demi face
chaude, on fixe la luminance a LY, . =1W.m=2.sr~'. Soit encore, LY, .= cTh /7=
1Wom=2.sr71, ce qui correspond & Thpaua = 86.277K. La direction A¥ est choisie telle
que, ¢ = 90° et # = 45° correspondent & une direction appartenant & I’hémisphére d’émis-
sion de la demi face chaude. Nos simulations ont été réalisées pour un milieu transparent
(k = 0m™') avec deux maillages en espace composés de 2601 noeuds (12288 tétracdres)
et de 18513 noeuds (98304 tétraedres). De plus, nous avons utilisé trois schémas de fer-
meture différents, afin d’observer leurs influences sur ce cas d’étude. Avant de présenter
nos résultats, nous décrivons les schémas de fermeture utilisés.

3.3.1 Schémas de fermeture
Schéma noeud a noeud

Le premier schéma considéré est celui que nous avons présenté dans la partie 2.5 de
ce mémoire et les deux autres sont présentés ci-dessous. Nous rappelons que le premier
schéma de fermeture utilise uniquement des noeuds en amont et voisin du noeud de calcul,
permettant d’utiliser une résolution noeud & noeud, ainsi qu’une résolution matricielle (la
matrice du systéme linéaire est triangulaire inférieure). Les deux autres schémas, "a trois
noeuds" et "Step", utilisent a la fois des noeuds en amont et en aval du noeud de calcul. Ils
se basent sur une résolution matricielle (dans ces deux cas la matrice du systéme linéaire
n’est pas triangulaire inférieure).
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CHAPITRE 3 : Rayonnement d’un milieu gris isotherme

Schéma a trois noeuds

Ce schéma de fermeture s’appuie également sur la forme intégrale de 'ETR et tout
comme le premier schéma il utilise des projections. Toutefois, il est plus simple & mettre
en place car il ne considére pas de cas particuliers. En effet, le point u; (projection du
point is) est toujours construit de la méme maniere. Il est la projection en amont du point
iy sur une des faces du tétraedre, comme illustré sur la figure 3.31.

FIGURE 3.31 — Projection pour le schéma a trois noeuds

La luminance au point us est toujours interpolée avec la relation ci-dessous, qui est si-
milaire & la relation 2.32. On notera qu’avec cette relation les noeuds en amont et/ou en
aval peuvent étre utilisés, contrairement a la relation 2.32.

Lﬁf = a?,lLl}gl + a?,QLIEQ _I_ a‘l;',3LI;3 _I_ a‘l;'ALl}CDAL (31)
avec,
4
D =1 et 0<af, <1 V na=12314 (3.2)
na=1

Les coefficients a?na sont définis par les coordonnées barycentriques des sommets de la
face sur laquelle le point uy se projette.

Schéma Step

Le schéma "Step", Modest [14], est conditionné par le type de face du volume de
controle. En effet, la luminance au point iy prend la valeur de la luminance au noeud P,
si pour le volume de controle associé au noeud P la face (contenant is) est réceptrice.
Ainsi, la luminance peut prendre deux valeurs en fonction du type de face, puisqu’une
face appartient & deux sous volumes de controéle. Pour illustrer ce schéma, nous représen-

tons sur la figure 3.32 les deux cas possibles (sur une géométrie 2D pour une meilleure
compréhension).
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3.3 Etude de la diffusion numérique

" A

P1

v

P3

Sous volume
de controle

P1

Sous volume
de controle

P2

P3

P2

(a) La face f est réceptrice Lff =Lk,

2 . k _ k
(b) La face f est émettrice L, = L,

FIGURE 3.32 — Représentation 2D des deux types de face pour fixer Lff (ici f est associé
au sous volume Vp, pour définir le type de face)

De maniére générale, le schéma "Step" utilise une résolution noeud & noeud, nécessitant
de connaitre la valeur des noeuds en amont. Aussi, il s’applique trés bien & une formulation
« cell-center » pour un maillage structuré ou non structuré. Par contre, avec la formulation
« cell-vertex » le schéma "Step" ne peut s’appliquer que pour des maillages structurés.
En effet, la figure 3.32(b) nous montre bien son incompatibilité avec la formulation « cell-
vertex ». Puisque, la luminance Lff s’exprime avec L’I%Z et pour le calcul de la luminance

au noeud Pj, la luminance L’IZZ est inconnue car elle est située en aval de P;. Ainsi, ce
schéma ne peut étre utilisé qu’avec la résolution matricielle.

3.3.2 Résultats des simulations

Les figures® 3.33 et 3.34 représentent la luminance sur le plan médian en z = 0.15m
(figure 3.30) suivant la direction AF. Nos résultats sont comparés a la solution exacte. On
observe la diffusion numérique introduite par les différents schémas de fermeture. Sur la
figure 3.33(b) nous distinguons clairement un pinceau au lieu d’une droite comme sur la
figure 3.33(a) (pas exactement une droite en raison du maillage). Pour le schéma & trois
noeuds, figure 3.33(b), le pinceau de diffusion numeérique est moins large. Alors que, pour
le schéma step la diffusion numérique est plus importante et s’étend bien plus que les
deux autres schémas. Cependant, avec le schéma step, les valeurs de la luminance sont
bien comprises entre les valeurs minimales et maximales de la solution physique, entre
zéro et un. Tandis que, pour les deux autres schémas (figures 3.33(b) et 3.33(c)), la lumi-
nance comporte des valeurs négatives et supérieures a la solution physique. Ces valeurs
sont dues & la mise en place du schéma qui ne distingue pas le type de face émettrice et
réceptrice.

6. Sur ces figures les courbes de gauche ont la méme échelle et les figures de droites ont chacune leur
propre échelle

91



CHAPITRE 3 : Rayonnement d’un milieu gris isotherme

1

0.8

0.6

y(m)

0.4

0.2

0 0.4 0.6 0.8 1

0 0.2 .
x(m)

y(m)

0.4 0.6 0.8
x(m) y(m) 0o x(m)

(b) résolution matricielle basée sur le schéma noeud a noeud

|
‘ 1
08 =
5
- 06 o
£ £
- 0.4 2
x_l
0.2
0
05
-0.2
0 0.2 0.4 0.6 08 1
x(m) y(m) 0o x(m)

(¢) résolution matricielle basée sur le schéma a trois noeuds

0.8
0.8
i
_ 108 0.6
£
§: =04
—0.2 0.4
0
1 0.2
0.5 ol
5 0.5 o
y(m) 0 x(m)

(d) résolution matricielle basée sur le schéma step
FIGURE 3.33 — Luminance sur le plan médian avec le maillage 1 (289 noeuds sur le plan)
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(d) résolution matricielle basée sur le schéma step
FIGURE 3.34 — Luminance sur le plan médian avec le maillage 2 (1089 noeuds sur le plan)
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CHAPITRE 3 : Rayonnement d’un milieu gris isotherme

Les schémas de fermeture utilisant plus d’un noeud d’interpolation conduisent a une
meilleure précision. Toutefois, ils peuvent introduire des valeurs de luminance erronées. De
plus, lorsque 'on raffine le maillage en espace (figure 3.34), on observe une diminution de
la diffusion numérique montrant ainsi la dépendance de la diffusion numérique au maillage
en espace.

La figure 3.35 montre la luminance regue sur ’axe de la face Nord du plan médian en
z = 0.15m pour les deux maillages en espace. Cette figure nous permet de mieux observer
les différences entre les différents schémas. De plus, elle nous montre bien une diminution
de la diffusion numérique lorsque le maillage est plus fin. En particulier, proche de la
discontinuité, on observe pour le schéma a trois noeuds des valeurs négatives (lorsque
x < 0.5m) et supérieures & un (lorsque x > 0.5m). Sur la figure 3.35(b), la solution
donnée par le schéma noeud & noeud est plus proche de la solution exacte.

1.2, 1.2
solution exacte solution exacte

® noeud a noeud o O ® noeud & noeud o)

| O matricielle & 3 noeuds O | O matricielle a 3 noeuds 0~ 04 00

1 O n step 1 [ matricielle step o ¢ TOWNY
o o o ° . o

L] L] °

0.8f © 0.8 o .

o °* 0O o oBB0o o
@ 0.6} % 0.6 ‘D u] .
§ 3 . . R o ) . 0 [u] o O e
3 £ o 5
g 04r © goEetemey S 04r 58 o

L]
x_l o o O O x_‘ O Oe
0.2+ 50 0.2+ ge0
O oo o N ° ¢
: g ° O consaidas® ©
05 & L.) 0% =l A Ooo
_02 L L L L I _02 L L L L I
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
axe x (m) axe x (m)
(a) maillage 1 (grossier) (b) maillage 2 (fin)

FIGURE 3.35 — Luminance suivant z, en y =1 et 2 = 0.15m
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3.4 Surfaces opaques a réflexion diffuse

3.4 Surfaces opaques a réflexion diffuse

3.4.1 Algorithme

Pour traiter des surfaces opaques a réflexion diffuse il est nécessaire de connaitre les flux
incidents pour ces surfaces. En effet, la luminance émise par ce type de surface (relation
1.15) est dépendante du flux radiatif (relation 1.16) provenant du milieu et des autres
faces. Aussi, pour traiter a la frontiére du maillage ces conditions aux limites, il nous
faut procéder a un calcul itératif permettant d’établir le bon flux incident. A la premiére
itération, il faut déterminer la luminance en chaque noeud et pour chaque direction, avec
des conditions aux limites ne prenant pas en compte le flux incident (ou avec une valeur
fixée). A partir de ce nouveau champ de luminances, on calcule le flux incident aux parois.
Puis, a la seconde itération on détermine le champ de luminances avec les conditions aux
limites incluant le flux incident calculé a I'itération précédente. On effectue cette procédure
itérative, jusqu’'a ce que le flux incident soit suffisamment proche de celui de l'itération
précédente, selon le critére d’arrét 7 donné par 'expression suivante :

n n—1
Crit(Qine) = max (Qine)p = (Qine) < NQine (3.3)

Pé&noeuds de la frontiére (anc)%

3.4.2 Cas test

Le cas d’étude, repris de la thése de Joseph 2004 [53], porte sur un parallélépipede de
dimension 1m x 1m x 3m (figure 3.36). Le milieu est absorbant, émettant et bordé par
des surfaces opaques a réflexion diffuse. Il est homogéne avec un coefficient d’absorption
k = 0.1m~! et il est en équilibre thermique & la température T}, = 1500°C. Les parois
ont toutes la méme émissivité €, et sont a la méme température 7, = 1000°C.

3m

< >
<

5

y x /'," """""""""""""""""""""""
g Im

Ligne médianeeny =0.5metx=0m

FIGURE 3.36 — Parallélépipeéde 1m x 1m x 3m

La figure 3.37 montre le flux incident le long de la ligne médiane en y = 0.5m et xt =0m
pour trois valeurs d’émissivité ¢, = 1, 0.8et0.5. Nos résultats sont comparés a ceux
présentés dans la thése de Joseph 2004 [53]. Ces derniers ont été obtenus avec une méthode
de tracé de rayon sur un maillage cartésien composé de 20 x 20 x 60 volumes de controle
et de 80000 rayons pour €, = 1 et avec la méthode de Monte Carlo pour ¢, = 0.8et0.5.
Nous comparons également nos résultats a ceux de la DOM de Joseph qui a utilisé les
quadratures Sy et Spo (respectivement 24 et 168 directions) appliquées & un maillage non
structuré constitué de 20425 tétraédres. Aussi, pour permettre la comparaison, nous nous
placons dans la méme configuration : nous utilisons les mémes quadratures angulaires

7. Le critére d’arrét correspond au calcul d’erreur relatif entre la solution a l'itération n et celle de
l'itération précédente. Dans la pratique on pose souvent 7g,,. = 107°.
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CHAPITRE 3 : Rayonnement d’un milieu gris isotherme

et un maillage non structuré constitué¢ de 20688 tétraedres (5893 noeuds). Toutefois, le
maillage est raffiné aux bords pour améliorer les résultats. Le critére d’arrét est fixé ici a

nQinc = 10_5

2.3r
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w
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Tracé de rayon (swzl) / Monte Carlo (autres)
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FIGURE 3.37 — Flux incident sur la ligne médiane en y = 0.5m et x =0m
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Les résultats de la figure 3.37 montrent une augmentation du flux incident lorsque 1’émis-
sivité des faces diminue. Cette augmentation est essentiellement due au fait que la tem-
pérature du milieu est supérieure a celle des faces. En effet, le flux incident provient de
I’émission des faces et du milieu. Dans notre cas, pour une émissivité e = 1, le flux incident
est plus important que I’émission propre des faces. Aussi, lorsque 1’émissivité diminue le
flux issu (émis et réfléchi) des faces devient plus important et contribue & une augmen-
tation du flux incident. Pour ce cas test, nos résultats montrent un bon accord avec les
solutions de référence et indiquent une bonne convergence angulaire de la solution donnant
le flux incident. Toutefois, nous observons un trés léger écart avec la solution de référence
(obtenue par tracé de rayon ou par Monte Carlo) pour les trois valeurs de 1’émissiviteé.
Cet écart peut étre attribué au choix du critére de convergence 7, (notons que le cri-
tére pour la solution de référence n’est pas précisé) ou au choix du maillage spatial. Pour
répondre a cette interrogation, nous avons effectué une étude de sensibilité au maillage
spatial pour observer la convergence.

Sensibilité au maillage en espace

Pour cette étude de sensibilité nous avons considéré le cas ou ¢, = 0.5. Nous avons
utilisé une quadrature Sio et quatre maillages en espace, dont deux structurés et deux
non structurés raffinés aux bords, comme indiqué dans le tableau 3.9 (nous rappelons que
les résultats précédents ont été obtenus avec le maillage 3).

Nom N, N, N,
Fin, structuré maillage 1 | 3988 | 19512 | 1794
Treés fin, structuré maillage 2 | 12151 | 61212 | 3690
Fin, non structuré (raffiné aux bords) maillage 3 | 5893 | 20688 | 9122
Treés fin, non structuré (raffiné aux bords) | maillage 4 | 13318 | 47706 | 20086

TABLE 3.9 — Maillages en espace

96



3.4 Surfaces opaques a réflexion diffuse

La figure 3.38 montre la convergence de la solution pour les maillages en espace, avec
le méme critére d’arrét que précédemment. Ces résultats indiquent que pour les deux
maillages non structurés raffinés aux bords (maillage 3 et 4), les solutions ont quasiment
convergé vers la solution de référence. Tandis que, pour les deux maillages structurés
(maillage 1 et 2) les solutions obtenues s’écartent encore de la solution de référence. Ces
résultats nous montrent 'importance de raffiner le maillage spatial prés des frontiéres (l1a
ou la variation est rapide) pour traiter les surfaces opaques a réflexion diffuse.

2.25% 10
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2.2t A
215
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£
2 21
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2058 8
’ O o —— Monte Carlo L = R U
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° A DOM S12
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O maillage 3 ¢
maillage 4
195 L L T L L |
0 0.5 1 1.5 2 2.5 3
z (m)

FIGURE 3.38 — Flux incident sur la ligne médiane en y = 0.5m et x = 0m avec €, = 0.5

Pour compléter cette étude, nous nous sommes intéressés a I’évolution du flux incident
au cours des itérations (figure 3.39) en indiquant & chaque itération la valeur de Crit(Qjnc).
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FI1GURE 3.39 — Flux incident avec ¢, = 0.5 et S15 maillages structurés

Dans les deux cas (figures 3.39(a) et 3.39(b)), I’évolution du flux incident au cours des ité-
rations montre que la solution a presque convergé pour Crit(Q;,.) = 107%. En particulier,
la figure 3.39(a) confirme I'importance de raffiner le maillage spatial prés des frontiéres
pour traiter les surfaces opaques a réflexion diffuse. On notera que la solution de Joseph
avec la DOM, dont on ne connait pas le critére d’arrét, s’écarte de la solution obtenue
avec la méthode de Monte Carlo. Ces constats montrent l'importance du choix du critére

d’arrét qui conditionne la solution. En pratique, le critére d’arrét est souvent pris égal a
107°.
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CHAPITRE 3 : Rayonnement d’un milieu gris isotherme

Résumé du chapitre 3

Nos résultats portant sur un milieu en équilibre thermique, ont été obtenus sur plu-
sieurs cas tests issus de la littérature. Nous avons traité des milieux bordés par des surfaces
noires pour différentes géométries sur lesquelles nous avons réalisé une étude de sensibilité
angulaire et spatiale. Dans certains cas, nous avons un écart relatif de 'ordre de 6% (par
rapport a la solution de référence), ce qui est acceptable. Nous avons étudié la diffusion
numérique en simulant une seule direction et trois schémas de fermeture ont été comparés.
Dans une derniére étude, les surfaces opaques a réflexion diffuse ont été traitées, ol nous
avons montré I'importance du raffinement spatial prés de la frontiére pour traiter ce type
de probleme.

Cette étude nous a donné un bon apercu des capacités de notre code, en terme de
précision mais également de temps de calcul. Aussi, nous allons maintenant nous intéresser
a I’étude des transferts de chaleurs couplés par conduction et rayonnement. Nous allons
coupler sur un méme maillage tétraédrique notre code de rayonnement par volumes finis
avec un code de conduction par éléments finis®.

8. code initialement écrit en langage C+-+, traduit en fortran 90 par notre ingénieur de laboratoire J.
B. Harry
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Chapitre 4

Transfert de chaleur couplé par
conduction et rayonnement

Dans un milieu semi-transparent, le rayonnement thermique n’est pas le seul mode
de transfert de chaleur. Aussi, dans ce chapitre, nous nous intéressons au transfert cou-
plé conduction-rayonnement. Dans un premier temps, nous présentons pour le schéma de
fermeture différentes approximations de ’évolution de la température le long du chemin
optique qui sont employées dans différentes études de ce chapitre. Dans un second temps,
nous traitons un cas purement radiatif avec une source de chaleur imposée. Nous étu-
dions d’une part le cube unitaire en équilibre radiatif avec des parois noires, d’autre part,
nous considérons un parallélépipéde avec une source de chaleur et des surfaces opaques
a réflexion diffuse. Dans un troisiéme temps, nous abordons le couplage du rayonnement
avec la conduction, ot le cas d’étude porte sur un cube unitaire en régime stationnaire et
ensuite instationnaire. Puis, pour terminer, nous présentons I’étude d’un milieu non-gris.

4.1 Différentes approximations de 1I’évolution de la tem-
pérature le long du chemin optique

Pour calculer 'intégrale de (2.24), il est nécessaire de poser quelques hypothéses, sur le
coefficient d’absorption et sur I’évolution de la température (ou du corps noir) le long du
chemin optique (uy,if) (comme illustré sur la figure 4.1). Si I'on suppose que le coeflicient
d’absorption est constant le long du chemin optique, 'expression (2.24) se simplifie pour
donner :

= - o .
L(ig, A) = L(uyg, A) e 257 4 / kLO(T(s)) e "= ds (4.1)
uy
ot AS représente la distance entre les points iy et ;.
L’intégrale de (4.1) peut se calculer, soit numériquement, soit analytiquement, suivant les
hypothéses que 'on se donne sur la variation de la température ou du corps noir le long
du chemin optique (uy,ir). Pour simplifier les écritures qui vont suivre, posons :

J= / 7 f(s) ds (4.2)

avec  f(s) = kL°(T(s)) e "= (4.3)
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CHAPITRE 4 : Transfert de chaleur couplé par conduction et rayonnement

K P2

FIGURE 4.1 — Chemin optique dans un tétraédre

Aussi, pour calculer J, nous présentons quatre cas différents :

Cas 1:

Cas 2 :

Cas 3 :

Cas 4 :

on suppose que la température est constante le long du chemin optique
(ug,if) (cas utilisé jusqu’a présent), nous obtenons une expression analytique
pour J, soit :

J = L°(T)(1 — e "45r) (4.4)

on suppose que la température évolue linéairement le long du chemin op-
tique (uy, i), et qu’elle est calculée a partir des températures des quatre sommets
du tétraedre et des coordonnées barycentriques «o; (i = 1,2,3,4) de la position
du point s, alors on peut écrire :

T(S) = a1y + alsy + azls + g1y S € (Uf, if) (45)

Cette interpolation de la température permet ensuite de calculer numériquement
I'intégrale J.

on suppose cette fois-ci que la luminance du corps noir, le long du chemin
optique, est calculée a partir de la luminance du corps noir des quatre
sommets du tétraédre et des coordonnées barycentriques «; (i = 1,2,3,4) de la
position du point s, alors on peut écrire :

LO(T(S)) = OélLO(Tl) —+ OéQLO(Tg) —+ OégLO(Tg) -+ a4LO(T4) s € (Uf, ’Lf) (46)

Cette interpolation nous conduit également a calculer numériquement l'intégrale

J.

on suppose que la luminance du corps noir évolue linéairement le long du
chemin optique (uyg,iy), et qu’elle est calculée a partir de la luminance des corps
noirs des températures des points iy et uy et de la position du point s sur le
chemin optique, alors
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4.2 Probléme radiatif avec source de chaleur

12

Lo(T(s)) (”@ﬂ—ﬂmm

Ep—— s + LO(Tuf)) s € (uyf,if) (4.7)

Cette expression a I'avantage de permettre le calcul analytique de I'intégrale J :

LO(Tif) - LO(Tuf)

Klip — uyl

J =L°(T;,) — L°(T,,) + (LO(Tuf) — ) (1 — ety (4.8)

4.2 Probléme radiatif avec source de chaleur

4.2.1 Méthodologie

Pour traiter un probléme purement radiatif pour des conditions aux limites imposées
et dans un milieu soumis & une source de chaleur, il est nécessaire de déterminer le champ
de températures pour lequel on obtient le terme source imposé. En effet, dans ce type
de probléme, la source de chaleur est égale au rayonnement émis moins le rayonnement
absorbé par le milieu. Aussi, il faut calculer la solution de I’équation de conservation
de I'énergie en régime stationnaire avec uniquement du rayonnement et un terme source
imposé. L’équation est donnée par :

—div Qrag = S (4.9)

On détermine le champ de températures a partir de la divergence du flux radiatif, dont
nous rappelons 'expression,

—div Graals) = £[G(s) — 4xL*(T(s))] = S(s) (4.10)

opT?

En rappelant que, pour milieu gris L°(T") = , il vient :

S(s 1/4
T(s) = <M> (4.11)

40’3

La solution de ce probléme est obtenue de maniére itérative, en procédant de la fagon
suivante. On se donne un champ de températures initial. Ensuite, on résout 'ETR pour
déterminer la luminance moyenne G(s) et on calcule le champ de températures dans le
milieu avec la relation (4.11). Puis, on itére les calculs jusqu’a convergence de la solution,
avec le critére de convergence décrit ci-dessous.

TN _ Tn—l
Crit(T) = max £_r
PéEnoeuds a l'intérieur du domaine TIQL

Ce critére de convergence correspond au calcul d’erreur relative entre la solution donnée
a litération n et celle donnée a l'itération précédente. Le critere d’arrét n7? est un réel
strictement positif, fixé au départ par 1'utilisateur.

9. Pour nos simulations nous avons fixé ny = 1076
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CHAPITRE 4 : Transfert de chaleur couplé par conduction et rayonnement

4.2.2 Probléme en équilibre radiatif dans un milieu bordé par des
surfaces noires

Le cas d’étude porte sur un cube unitaire repris de [34, 36, 63, 92|. Le milieu est
absorbant, émettant et en équilibre radiatif (dans ce cas S = 0W.m ™2 dans la relation
(4.11)). Le milieu est limité par des surfaces noires, avec trois faces chaudes et trois faces
froides (Ty = 0K). Les faces chaudes sont les faces en © = 1, y = 0 et z = 0. Elles
correspondent respectivement aux faces Est, Sud et Dessous de la figure 4.2. Pour ces
faces, la densité de puissance émissive est égale a T = 1 W.m ™2 (soit T, = 64.8049 K).
Le milieu est homogéne et le coefficient d’absorption  est égal a 1m™1.
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1
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Dessous

FIGURE 4.2 — Cube unitaire avec trois faces chaudes et trois faces froides

Les travaux les plus récents sur ce cas test sont donnés dans Godoy et al. (2010) [92] qui ont
utilisé la DOM appliquée & un maillage structuré constitué d’hexaeédres de (16 x 16 x 16)
volumes de controle, avec une méthode itérative de type GMRES 19 et une quadrature Sy
. Les solutions numériques prises pour comparaison sont celles de Fiveland [34], qui ont
été obtenues avec un maillage structuré constitué d’hexaédres de (11 x 11 x 11) volumes
de controle en utilisant la DOM et une quadrature Sy, ainsi que la méthode des zones
issus des travaux de Larsen (1983) [93]. De plus, pour ce cas test, Crosbie et Schrenker
[16] ont donné une solution exacte.

Pour ce cas test, nous avons réalis¢ une étude de sensibilité au maillage en espace.
Nous avons également testé suivant les différents cas I’évolution de la température le long
du chemin optique pour le calcul des relations de fermeture. Pour les différentes études,
nos simulations ont été réalisées avec trois maillages en espace, dont deux structurés et
un non structuré raffinés aux bords, comme indiqué dans le tableau 4.1.

Nom N, N N,
maillage 1 (structuré) 3994 | 19254 | 1348
maillage 2 (structuré) 11819 | 62436 | 2648
maillage 3 (non structuré, raffiné aux bords) | 5710 | 20210 | 8758

TABLE 4.1 — Maillages en espace

10. Généralisation de la méthode de minimisation du résidu
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4.2 Probléme radiatif avec source de chaleur

Sensibilité au maillage en espace

Nos résultats ont été obtenus avec la quadrature Sg et pour les trois maillages en
espace définis précédemment, en utilisant le cas 1 pour le calcul de I'intégrale de J. Nous
représentons sur la figure 4.3, la puissance émissive opT* sur trois axes du plan médian
en z = 0.5m. Sur la figure 4.4, nous représentons le flux net sur trois axes de la paroi du
dessus en z = 1m.

Exacte
Zones
0.9H A DOM S8 Fiveland (1988)
® maillage 1 S8
maillage 2 S8
maillage 3 S8

?T‘
E
s Zones
T 0.6[| A DOM S8 Fiveland (1988) A
o || ® maillage1s8 AA
051 o maillage 2 S8 i ]
0.4H O maillage 3 S8 A E

A
AA

0.1F y=0:9m

0 i i i i i
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

x(m)

FIGURE 4.4 — Flux radiatif net sur dif-
férents axes de la paroi du dessus en
z=1m

FIGURE 4.3 — Puissance émissive sur trois
axes du plan médian en z = 0.5m

Ces résultats montrent un bon accord avec les solutions de référence, notamment pour
la puissance émissive avec le maillage 3 dont les résultats sont trés proches de la solu-
tion exacte. Pour le flux net a la paroi, nos résultats obtenus avec les différents maillages
ne montrent quasiment aucun changement, indiquant ainsi que la solution a atteint la
convergence.

Afin de mieux observer 'effet du maillage spatial sur la solution calculée et vérifier la
symétrie du probléme, nous représentons a la figure 4.5 la puissance émissive suivant le
plan en z = 0.5 m et le flux net suivant le plan en z = 1 m. Les résultats obtenus indiquent
bien une symétrie. Ils montrent I'importance du raffinement des mailles prés des bords du
domaine. En effet, les résultats s’améliorent avec le maillage 3. Ceci est important lorsqu’il
existe des discontinuités au niveau des conditions aux limites (radiative ou thermique).
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CHAPITRE 4 : Transfert de chaleur couplé par conduction et rayonnement
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(e) maillage 3, puissance émissive (f) maillage 3, flux net

FIGURE 4.5 — Puissance émissive en z = 0.5m et flux net en z = 1m

Remarque : sur les figures de droite, on note des valeurs négatives de flux, prés des arétes
et des coins en x = O0m et y = 1m. On attribue ces valeurs négatives a la gestion des
noeuds aux arétes et aux coins qui appartiennent aux faces chaudes et froides.
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4.2 Probléme radiatif avec source de chaleur

Etude des différentes évolutions de la température le long du chemin optique

Pour chaque calcul de I'intégrale J, nous avons réalisé des simulations (toujours avec le
méme cas test) avec le maillage 3 et la quadrature Sg. Les solutions obtenus, pour chacune
de ces approximations, donnent le méme résultat, seuls les temps de calcul changent
comme indiqué au tableau suivant :

Cas 1 Cas 2 Cas 3 Cas 4
Nombre d’itérations 12 11 11 11
Temps de calcul 7min 48 s | 14 min 55 s | 15 min 7 s | 7 min 50 s

TABLE 4.2 — Temps de calcul

Le cas 1 est le plus rapide bien qu’il effectue une itération supplémentaire. On notera
que le calcul numérique de l'intégrale J (cas 2 et 3) conduit a une augmentation double
du temps de calcul. Pour observer I’évolution de la température au cours des pseudos
itérations, nous avons tracé sur la figure 4.6 la température en y = 0.9 m du plan médian
en z = 0.5m. En particulier, pour chaque pseudo-itération, nous indiquons la valeur de

Crit(T).

0.7r1
Exacte
|| @ ite.1:crit=9.75E-02
0.6 O ite.2: crit=3.39E-02
O ite. 3: crit=1.27E-02 2
05 X ite. 4 : crit=4.83E-03
ite. 5 : crit=1.81E-03 =

% 0.2 0.4 0.6 0.8 1
x(m)

FIGURE 4.6 — Température sur 'axe en y = 0.9 m du plan médian en z = 0.5m

L’évolution de la température pour chaque cas est quasiment la méme. Toutefois, seules
les valeurs de Crit(7") changent, ainsi que les temps de calcul.
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CHAPITRE 4 : Transfert de chaleur couplé par conduction et rayonnement

4.2.3 Probléme radiatif avec source de chaleur dans un milieu
bordé par des surfaces opaques a réflexion diffuse

Le cas d’étude, repris de [34, 36, 78, 11|, porte sur un parallélépipede de dimension
2m x2m x4m. Le milieu est bordé par des surfaces opaques a réflexion diffuse. Le milieu
comporte une face chaude a T, = 1200 K, avec une émissivité €. = 0.85 en z = 0m, une
face froide & Ty = 400 K avec €5 = 0.7 en z = 4m et les autres faces sont a T, = 900 K
avec €, = 0.7. Une source de chaleur constante avec S = 5kW.m ™3 est imposée dans le
milieu.

4dm

A
v

2m

v

FIGURE 4.7 — Parallélépipéde de dimension 2m X 2m X 4m

Plan médian en y=1m

Nos résultats sont comparés aux solutions numériques de Truelove [36] qui ont été
obtenues avec la DOM pour un maillage structuré constitué d’hexacédres avec (8 x 8 x 15)
volumes de controle et une quadrature Sy, ainsi que la méthode des zones Hottel (1967)
[94]. Nos simulations ont été réalisées suivant trois maillages en espace non structurés (voir
tableau 4.3), avec une quadrature S; et pour deux valeurs du coefficient d’absorption
(k = 0.5et1m™1). Pour cette étude, nous avons utilisé les cas 1 et 2 pour approcher
I’évolution de la température le long du chemin optique. Pour ces différentes simulations,
nous affichons les temps de calcul dans le tableau (4.3).

Nom N, N, N, Cas 1 Cas 2
maillage 1 | 6041 | 21286 | 9316 || 15 min 8 s | 31 min 37 s
maillage 2 | 9490 | 33892 | 14364 || 24 min 39 s | 52 min 19 s
maillage 3 | 20045 | 96290 | 11318 || 76 min 59 s | 170 min 11 s

TABLE 4.3 — Maillages en espace (non structurés) et temps de calcul

Les temps de calcul affichés peuvent paraitre assez longs. Cela s’explique par le fait que le
probléme traité nécessite une résolution doublement itérative pour considérer a la fois les
surfaces opaques a réflexion diffuse et pour le calcul du champ de températures (présenté
a la section 4.2).

Les figures!! 4.8 et 4.9 présentent les résultats dans le cas 1 (calcul de I'intégrale J)
pour les deux valeurs du coefficient d’absorption. L’évolution de la température suivant
les trois axes en z = 0.4, 2 et 3.6 m du plan médian en y = 1 m est donnée sur la figure 4.8.
Ces courbes ont une allure parabolique. La température est plus importante en z = 0.4 m
(proche de la face chaude) et moins importante en z = 3.6 m (proche de la face froide).

11. Sur ces figures les valeurs des courbes sont interpolées, c’est pourquoi il y a le méme nombre de
points pour chaque maillage, en raison des maillages non structurés
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4.2 Probléme radiatif avec source de chaleur

Pour ces trois courbes, en x = 0 et x = 2m, on observe un saut de température (tempé-
rature des faces latérales). Lorsque le coefficient d’absorption diminue (k = 0.5m™!), la
température proche de la face chaude en z = 0.4 m ne varie quasiment pas. Tandis qu’au
centre et en z = 3.6 m, la température augmente du fait que le milieu est moins absorbant.
En effet, lorsque le milieu est plus absorbant (k = 1m™!), le rayonnement provenant des
faces est plus absorbé par le milieu, entrainant une diminution de la température proche
de la face froide. Nos résultats indiquent un bon accord avec les solutions de la littéra-
ture. En particulier, lorsque 'on raffine le maillage en espace, nos valeurs tendent vers
les solutions de référence, notamment pour les températures proches des bords chaud et
froid en z = 0.4 et 3.6 m.

°
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L A 1 L o. .o (m]
1050 a A A A . 050 A AAARAL
- z=04m 7 z=04m <
® Méthode des zones ® Méthode des zones
1000+ Truelove (1988) 10001 Truelove (1988)
* maillage 1 * maillage 1
A maillage 2 A maillage 2 B
O maillage 3 O maillage 3 z=2m
< z=2m < y
R o Ty = o0l o & 5 BB B aap
@& A BRe A A
F8 8 & A5,
900 900}
z=36m x A A AZ=A3.6m
JAN °
e A
850 oen 850
0 015 i 115 2 0 0.5 1 15 2
x(m) X(m)
(a) k=1m™! (b) k=0.5m""!

FIGURE 4.8 — Température sur trois axes du plan médian en y = 1m (cas 1)

La figure 4.9 montre le flux radiatif sur deux axes en z = 0 et z = 4m aux extrémités
du plan médian en y = 1m. Le flux radiatif est plus important coté face chaude. La
courbe a également une allure parabolique, ot le flux est plus important proche des arétes
du parallélépipéde indiquant que le flux incident est plus fort au centre. En revanche,
coté face froide, le flux radiatif est quasiment constant, indiquant que le flux incident ’est
aussi. Lorsque le coefficient d’absorption diminue, le flux radiatif prés des faces chaudes
et froides augmente. Nos résultats donnent la bonne allure, toutefois ils présentent des
écarts avec les solutions de la littérature, méme pour le maillage le plus fin. Ces écarts
sont toutefois moins importants pour x = 0.5m 1.
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FIGURE 4.9 — Flux radiatif sur deux axes du plan médian en y = 1m (cas 1)

Dans un second temps, nous avons utilisé 'approximation donnée par le cas 2 (figures
4.10 et 4.11). On obtient les mémes résultats pour la température que dans le cas 1.
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FIGURE 4.10 — Température sur trois axes du plan médian en y = 1m (cas 2)

Par contre, pour le flux radiatif les résultats sont, cette fois-ci, plus proches des solu-
tions de la littérature (figure 4.11). Ceci montre I'intérét de prendre en compte ’évolution
de la température le long du chemin optique pour pouvoir bien déterminer le flux radiatif
aux frontiéres du domaine. En effet, dans ce cas d’étude, le milieu est soumis & un gradient
de températures prés des bords. Aussi, pour le schéma de fermeture avec la température
constante le long du chemin optique (figure 4.9) les écarts observés sont de l'ordre de 9

%.
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4.3 Couplage rayonnement-conduction

x 10° x 10
5.5¢ 5.5k
® O
[
5r 5t
z=0m
45 4.5
® Méthode des zones
cI\JA At ‘T‘A 4 Tru.elove (1988)
1S ® Méthode des zones = o ma!llage 1
35! Truelove (1988) 350 A maillage 2
5 ® maillage 1 s O maillage 3
o A maillage 2 o
3rl o maillage 3 3r
- z=4m
29 e 23 pem A A At A A A ay
e - . e
2t A B KR & A A & &8 A LA ot
15 : : : j 15 i i i
0 0.5 1 15 2 0 0.5 1 15
x(m) X(m)
(a) w=1m™* (b) k=05m"?

FIGURE 4.11 — Flux radiatif sur deux axes du plan médian en y = 1 m (cas 2)

4.3 Couplage rayonnement-conduction

Nous présentons ici le couplage entre le rayonnement et la conduction. Dans cette
étude, I’équation de conservation de ’énergie est résolue par un code d’éléments finis 2
avec des fonctions de base P; : il est adapté a des géométries complexes 3D. En particulier,
le code utilise le méme maillage tétraédrique que le code de rayonnement que nous avons
développé. Nous rappelons que le couplage entre ces deux équations s’effectue au travers
du champ de températures (émission propre du milieu présente dans 'ETR) et du terme
source radiatif présent dans I’équation de conservation de 1’énergie.

Notons que dans la littérature, peu d’auteurs [95, 96, 97, 98| ont travaillé sur le cou-
plage conduction rayonnement en géometrie 3D. Guedri et al. [96] et Talukdar et al. [97]
ont travaillé sur différentes géométries en considérant uniquement le régime stationnaire.
Mondal et al. [98] ont traité le cube unitaire abordé par Talukdar et al. [97] en régime
instationnaire. Ces auteurs ont traité le couplage conduction rayonnement au travers des
équations adimensionnées. Aussi, dans un premier temps, nous allons présenter I’adimen-
sionnement des équations. Dans un second temps, nous présentons nos résultats en régime
stationnaire et instationnaire portant sur la méme géométrie du cube unitaire. Pour les
différentes simulations effectuées dans cette partie, nous avons utilisé uniquement le cas
1, pour I’évolution de la température le long du chemin optique.

4.3.1 Adimensionnement des équations

L’équation de conservation de l’énergie en régime instationnaire incluant un terme
source radiatif s’écrit :

or ~
pl,cpa - kcondAT = —div Qrad (413)

12. Code écrit en Fortran 90 par J. B. Harry (ingénieur de calcul scientifique au laboratoire) en s’inspi-
rant de la version C++ du code en régime stationnaire d’Alain Peronnet (www.ann.jussieu.fr/perronnet/).
Le code a été complété par I’'ajout de la partie instationnaire.
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CHAPITRE 4 : Transfert de chaleur couplé par conduction et rayonnement

en supposant que la conductivité thermique k.,,q soit isotrope et indépendante de la tem-
pérature et que la masse volumique p,,, la chaleur massique ¢, soit également indépendante
de la température. Nous rappelons que la divergence du flux radiatif s’exprime ainsi :

—div Qraa(s,t) = Sraa(s,t) = 1 [G(s, 1) — 4nL°(T(s,1))] (4.14)

Nous introduisons des variables adimensionnées!®, ainsi que le nombre de Stark (sans
dimension) Ng,x qui représentent la contribution de la conduction par rapport a celle

du rayonnement.

* T * Yy * < * T
* L’ 4 L’ - L’ Tret’ ( )
Srad %] t kcond kcond R
% : _ — © Ngtar 4.16
T’ad 4 O_B T;lef C L2 avec O{d pycp Stark — 4 UB T7136f ( )

avec L la longueur caractéristique, 7T,.; la température de référence (correspondant ici
a la température chaude du cas test) et ay la diffusivité thermique. Ainsi, I’équation
adimensionnée s’écrit : 2
L2 0T~ kL
——— —AT" = rad
ag Ot Nstark

En introduisant le temps adimmensionné et 1’épaisseur optique 7 = x L, on obtient fina-
lement :

(4.17)

oT™ T
— = AT = —-5 4.18
8C NStark rad ( )

En régime stationnaire, ’équation est la suivante :

T

AT =

- (4.19)

rad

Nsmrk

4.3.2 Reégime stationnaire

Le cas d’étude, repris de Talukdar et al. et Guedri et al. [97, 96|, porte sur un cube
unitaire. Le milieu est bordé par des surfaces noires avec des faces froides a Ty = 0.5 K
et une face chaude a T, = 1 K.

Dessus Nord

\ Plan médian

: enz=0.5

____________________

Dessous

FIGURE 4.12 — Cube unitaire

Nos résultats sont comparés aux solutions numériques de Talukdar et al. [97] qui ont
été obtenues avec une méthode aux volumes finis, pour les deux modes de transferts de

13. notation * excepté pour le temps
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4.3 Couplage rayonnement-conduction

chaleur, appliquée a un maillage hexaédrique structuré constitué de 32 x32x 32 volumes de
controle et une discrétisation angulaire (azimutale, polaire) 10 x 8. Nos simulations ont été
réalisées avec une quadrature Sg sur deux maillages en espace, constitués respectivement
de 3924 noeuds (19254 tétracdres) et 21801 noeuds (97184 tétracdres). Le coefficient
d’absorption a été fixé respectivement & x = 1 m~!. Dans une premiére étude, nous avons
réalisé des simulations pour trois valeurs du nombre de Stark (Ng, = 1, 0.1, 0.01) et
un cas purement radiatif correspondant a ’équilibre radiatif (soit Ngyarr = 0).

La figure 4.13 montre la température sur ’axe central du plan médian en z = 0.5m
pour différentes valeurs du nombre de Stark. Les courbes indiquent une évolution du
champ de températures en accord avec la physique du probléme. En effet, lorsque Ngorr =
1, la conduction est prédominante et le rayonnement est négligeable, on retrouve bien la
solution de la conduction pure. Quand le nombre de Stark diminue, la température au
sein du milieu augmente et reste inférieure au cas du transfert radiatif pur. Nos résultats
montrent un bon accord avec les solutions de Talukdar et al. [97]. Les solutions données par
les deux maillages sont quasiment identiques, montrant ainsi que la solution a convergé,
excepté pour I'équilibre radiatif ot 'on distingue un saut de température prés des bords
pour le second maillage. On notera que pour traiter le cas ot Ngypre = 0.01, il a été
nécessaire d’introduire un coefficient de sous relaxation ag dans le terme source radiatif,
car le rayonnement introduit de fort gradient de température. Ainsi, le terme source
radiatif adimensionné avec la sous relaxation est donnée par la relation suivante :

-1

+ (1 —agr)S:," (4.20)

Pour la simulation avec Ngq,rx = 0.01, nous avons pris ag = 0.7.

* * n
Srad = QR Srad
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FIGURE 4.13 — Température sur ’axe central du plan médian en z = 0.5m
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CHAPITRE 4 : Transfert de chaleur couplé par conduction et rayonnement

Dans une seconde étude, nous avons considéré une seule valeur du nombre de Stark
(Nstark = 0.01) et la face chaude est, cette fois ci, une surface opaque a réflexion diffuse
pour laquelle on a fait varier ’émissivité e = 1, 0.5, 0.1 et 0. Par contre, nous avons gardé
les mémes valeurs du coefficient d’absorption et de la conductivité thermique.
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- - - Talukdar £=0.5 - - - Talukdar €=0.5
0.95 -~ Talukdar £=0.1 0.95 ] -~ Talukdar €=0.1
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L 1A
L A =1 A e=1
Ly
09 ““ O &=05 0'94%‘ O &=05
0 o £=0.1 T e 01
0.850 |0 O e=0 0.85- | O 0
0.8F 0.8 &
“I- 0.75F *I- 0.75¢
07 I 07 |-
0.651 0.65
0.61 0.6
0.55r 0.55-
0.5 0.5

(a) Maillage 1 (b) Maillage 2

FIGURE 4.14 — Température sur ’axe central du plan médian en z = 0.5m

La figure 4.14 présente toujours la température sur 'axe central du plan médian en
z = 0.5m. Lorsque I'émissivité tend vers zéro, la température diminue, puisque 1’énergie
radiative émise par la face est moins importante. Nos résultats indiquent la bonne tendance
et son accord avec les solutions de Talukdar et al. [97]. Toutefois, on observe des écarts
pour € = 0, qui peuvent étre dus au flux incident qui n’est pas bien évalué en raison du
gradient de températures proche de la face chaude.

4.3.3 Reégime instationnaire

Le cas étudié par Mondal et al. [98| porte sur le cube unitaire. Il est repris de Talukdar
et al. [97], dans les mémes configurations mais en régime instationnaire. Mondal et al.
ont utilisé une méthode de Lattice-Boltzman associée a une méthode volumes finis pour
traiter le couplage conduction-rayonnement en régime transitoire appliqué & un maillage
cartésien. La méthode de Lattice-Boltzman a été employée pour traiter la conduction et
la méthode des volumes finis a été utilisée pour calculer le rayonnement. Les résultats
de Mondal et al. ont été obtenus avec un maillage constitué de 31 x 31 x 31 volumes
de contrdle, d'une discrétisation angulaire de 10 x 8 angles de contréle et d'un pas de

temps adimensionné A¢ = 1074, Le critére de convergence sur la température a été fixé a
nr = 107S.

112



4.3 Couplage rayonnement-conduction

Nos simulations ont été réalisées avec une quadrature Sy, sur un maillage spatial
constitué de 3924 noeuds (19254 tétracdres), le pas adimensionné est égal & A¢ = 107°
ou A¢ = 10~ en fonction du cas étudié. Les résultats présentés sur la figure 4.15 donnent
I'évolution de la température (a différents instants) sur I'axe central du plan médian en
z = 0.5m, ot le régime stationnaire est indiqué par la lettre S. Ces résultats traitent
différentes configurations des parameétres radiatifs, dont le coefficient d’absorption , le
nombre de Stark Ng., et ’émissivité de la face chaude e,.
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FIGURE 4.15 — Température sur ’axe central du plan médian en z = 0.5m
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CHAPITRE 4 : Transfert de chaleur couplé par conduction et rayonnement

Les figures 4.15(a) et 4.15(b) présentent les résultats pour deux valeurs du coefficient
d’absorption (k = 0.1 et 5m™'). Le nombre de Stark ainsi que 1’émissivité de la face chaude
ont été considérés constants (Ngsre = 0.0l et e, = 1). Pour x = 0.1 m~! nous avons pris un
pas de temps A¢ = 1073. Lorsque x = 5m ™!, nous avons considéré un pas de temps plus
petit, soit AC = 107*, en raison du rayonnement qui est plus important (avec A¢ = 1073
la solution diverge). Les nombres d’itérations (de pas de temps) pour atteindre le régime
stationnaire (avec 7 = 107%) pour x = 0.1et 5m ™! sont respectivement de 247 et 125.

Sur les figures 4.15(c) et 4.15(d) nous représentons les résultats pour deux valeurs du
nombre de Stark (Ngyr = 0.1et Ngiorr = 1). Le coefficient d’absorption, 1’émissivité de
la surface chaude ainsi que le pas de temps sont pris constants (k = 1, €, = 1, et A =
1073). Le régime permanent est atteint aprés 317 et 250 itérations, pour Ngr = 0.1 et
Nstark = 1.

Les figures 4.15(e) et 4.15(f) montrent les résultats pour deux valeurs d’émissivité de
la face chaude (e, = 0.1ete. = 0.5), avec un coefficient d’absorption, un nombre de Stark
et un pas de temps constants (k = 1, ¢, = 1, et AC = 1073). Pour ¢, = 0.1ete. = 0.5, la
température tend vers celle du régime stationnaire aprés 82 et 79 itérations.

Nos résultats présentent une bonne évolution du champ de températures et sont en
adéquation avec les solutions de Mondal et al. [98] : elles tendent bien vers le régime
stationnaire. Néanmoins, il existe un léger écart au cours des itérations. Il est plus mar-
qué pour les émissivités différentes de un et peut étre attribué a la précision du code de
rayonnement ou de conduction. Toutefois, les comparaisons sont effectuées entre deux ré-
sultats numériques et non a une solution exacte. En ce qui concerne 1’évolution du champ
de températures, nous observons une linéarisation de celui-ci, lorsque le rayonnement est
plus important (figure 4.15(b)) montrant l'influence du rayonnement. Pour les autres si-
mulations, les courbes ont plus ou moins la méme allure.

Pour les différentes simulations portant sur le couplage conducto-radiatif dans un
milieu gris en régime stationnaire et instationnaire, nous affichons les temps de calcul
dans les tableaux ci-dessous.

Nsiark =1 | Nstarr = 0.1 | Ngparr = 0.01 | Equilibre radiatif
maillage 1 | 8 min 3 s 18 min 35 min 38 s 8 min
maillage 2 | 33 min 22 s | 68 min 50 s | 132 min 50 s 38 min 51 s

TABLE 4.4 — Temps de calcul, différentes valeurs de Ngyork (régime stationnaire)

TABLE 4.5 — Temps de calcul, différentes valeurs de € avec Ngyqr = 0.01 (régime station-

naire)

e=1 e=0.5 e=0.1 e=0
maillage 1 | 35 min 56 s | 51 min 36 s | 56 min 28 s | 57 min 18 s
maillage 2 | 132 min 56 s | 224 min 47 s | 244 min 13 s | 247 min 20 s

Cas test

(a) (b)

(c)

(d)

(e) (f)

maillage 1

464 min

236 min

609 min

479 min

261 min

343 min

TABLE 4.6 — Temps de calcul, les différents cas tests (régime instationnaire)
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4.4 Milieu non-gris

4.4 Milieu non-gris

Dans cette derniére étude, nous nous sommes intéressés au transfert par conduction
et rayonnement dans un milieu non gris a haute température, en régime stationnaire.
Pour la résolution de L'ETR en milieu non-gris, nous avons utilisé une méthode « gris par
bande », Modest [14]. Le milieu étudié correspond au verre clair (verre a vitrage) dont les
caractéristiques sont reprises de la thése de Berour [1]. Les propriétés spectrales du verre
sont illustrées sur la figure 4.16. Le coefficient k) du verre est relativement faible dans le
visible. Il augmente dans le proche infrarouge et au-dela de la longueur d’onde Ay, (dite
longueur d’onde limite) il est considéré comme opaque en raison des fortes valeurs de k).
Ici, pour le verre clair étudié, A, est de 'ordre 5um. Dans notre étude, la gamme spectrale
considérée est comprise dans l'intervalle [0.5um, 20um] avec onze bandes. La largeur des
dix premiéres bandes est égale a 0.5 ym. Les propriétés de ces dix bandes, définies par les
courbes de la figure 4.16, sont illustrées dans le tableau 4.7 avec A, la longueur d’onde
centrale de chaque bande. La derniére bande spectrale, comprise entre 5.25um et 20um
correspond & un milieu opaque. De plus, I'indice optique complexe du verre, ainsi que la
conductivité thermique sont considérés indépendantes de la température.

35 : : : ‘ 10 ‘ : | :
10%
X
© T
I
2 E 10%
< ~
e}
k=
10"
100 L L L L
0 1 2 3 4 5
A fum]
(a) Indice optique complexe (b) Coefficient d’absorption

FIGURE 4.16 — Propriétés spectrales du verre clair (Berour [1])

X (um) | 05 | 1 15 2 25 | 3 | 35 1 | 45 5
T 1.52 | 1.485 | 1.463 | 1.447 | 1.428 | 1.41 | 1.395 | 1.375 | 1.352 | 1.324

C

Ky, (M~ | 3.5 60 33 26 30 300 | 380 310 800 | 7500

TABLE 4.7 — Indice de réfraction et coefficient d’absorption du verre clair

Le cas test étudié ici n’est pas référencé dans la littérature. La géométrie considérée est
celle d’'un parallélépipéde de dimension 0.2m x 0.2m x 0.4m (figure 4.17). Cette géométrie
comporte une dimension en z plus grande que les deux autres afin d’effectuer des compa-
raisons qualitatives avec le code 2D de Berour (les résultats 2D et 3D pour la conduction
seule sont identiques). Le milieu est bordé par des faces froides a Ty = 273 K et une
face chaude a T, = 1000 K (en = = 0m). Pour ce cas test, deux types de conditions aux
limites, sur chaque face, ont été appliqués. La premiére correspond a des surfaces noires
et la seconde a des surfaces opaques a réflexion diffuse comportant une faible émissivité
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CHAPITRE 4 : Transfert de chaleur couplé par conduction et rayonnement

(e = 0.1). De plus, pour évaluer 'influence du rayonnement dans du verre, nous avons
simulé un cas de transfert de chaleur par conduction uniquement.

v%ri

0.4m

Face chaude i

Plan médian
en z=0.2m

0.2m

FIGURE 4.17 — Parallélépipéde de dimension 0.2m x 0.2m x 0.4m

Pour la conductivité thermique du verre nous avons pris keong = 1.14 W.m™ LK~ (tra-
vaux de Berour [1] sans la dépendance thermique). Nos simulations ont été réalisées avec
une quadrature Sg appliquée a un maillage en espace constitué de 4390 noeuds (20179
tétraédres) et, pour la sous relaxation (équation 4.20), nous avons pris ag = 0.9. Pour ces
différentes simulations, nous affichons les temps de calcul dans le tableau 4.8.

Couplage conducto-radiatif
e=1 e=0.1
‘ temps de simulation 32s 9 heures 40 heures

Conduction pure

TABLE 4.8 — Temps de calcul, pour les simulations en milieu non-gris

La figure 4.18 présente la température sur le plan médian en z = 0.2m (figure 4.17),
pour le cas de la conduction pure et le couplage conduction-rayonnement lorsque le milieu
est bordé par des surfaces noires. Ces résultats montrent 'influence du rayonnement sur
le champ de températures pour un milieu semi-transparent tel que le verre.

1000 0.2g ™ : ; ) a ) 1000
900
800
700

600

0 0.05 0.1 0.15 0.2 0 0.05 » 0.1 0.15 0.2

x(m) x(m)
(a) Conduction pure (b) Conduction-rayonnement avec des surfaces

noires

FIGURE 4.18 — Température sur le plan médian en z = 0.2m
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4.4 Milieu non-gris

Nous visualisons sur la figure 4.19 la température le long de I'axe central en y = 0.1m
du plan médian en z = 0.2m (simulations 2D et 3D). Pour le code 2D, nous avons utilisé
les mémes configurations appliquées a un carré de 0.2m x 0.2m (correspondant au plan
médian du parallélépipéde en z = 0.2m) avec un schéma Step.

100

Conduction
—o— 2D Berour
—O— 3D Nos résultats

Conduction
—o— 2D Berour

900 —6— 3D Nos résultats

800 800

7001 700r

< <
F 600" F 600

500+ 5001

400+ 400¢

300t ‘ ; 300t ; ‘ ‘ ,

0 0.05 0.1 0.15 02 0 0.05 01 0.15 02
x(m) x(m)
(a) Surfaces noires (b) Emissivité de 0.1

FIGURE 4.19 — Température sur ’axe central du plan médian en z = 0.2m

Nos résultats montrent une bonne tendance et un ordre de grandeur similaire. Néan-
moins, on distingue une différence entre les résultats 2D et 3D. L’écart que 1'on observe,
pour les deux types de conditions aux limites, est marqué entre les deux codes et peut
étre attribué au manque de précision d’un ou des deux codes. La géométrie 3D n’est pas
la cause de cette différence, puisque nous avons simulé le méme cas sur un parallélépipede
plus grand (six fois plus suivant z, 0.2m x 0.2m x 1.2m) et les résultats sont les mémes.
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CHAPITRE 4 : Transfert de chaleur couplé par conduction et rayonnement

Résumé du chapitre 4

Ce dernier chapitre a porté sur la simulation numérique des transferts de chaleur cou-
plés par conduction et rayonnement. Dans ce cas, le code radiatif 3D par volumes finis a
été couplé sur un méme maillage tétraédrique avec un code de conduction par éléments
finis. En particulier, aucune interpolation n’a été nécessaire pour le couplage des deux
codes. Par ailleurs, dans le but d’améliorer le schéma de fermeture pour traiter les mi-
lieux anisothermes nous avons proposé quatre approximations de la température le long
du chemin optique. Avec ces différentes approximations, nous avons mené une étude sur
I’équilibre radiatif dans un milieu bordé par des surfaces noires. Les résultats obtenus
n’ont montré quasiment aucune influence sur le champ de températures. Toutefois, pour
le probléme radiatif avec une source de chaleur dans le milieu bordé par des surfaces
opaques a réflexion diffuse, nos résultats proches de la frontiére sont meilleurs lorsque 1'on
considére une évolution linéaire de la température (cas 2 dans la section 4.1). Les simula-
tions portant sur le couplage a partir des équations adimensionnées ont été effectuées en
régimes stationnaire et instationnaire. Ils ont montré un bon accord avec les solutions de
la littérature.

La derniére étude a porté sur le transfert thermique dans un milieu non-gris caractérisé
par un verre clair, ot seuls la conduction et le rayonnement ont été considérés comme mode
de transfert de chaleur. Cette étude nous a donné un apercu de I'importance du transfert
radiatif dans ce type de milieu et montre les capacités du code, en terme de temps de
calcul, pour traiter un cas un peu plus réaliste (bien que les conditions aux limites de type
semi-transparente n’ont pas encore été mises en place). Toutefois, elle ne nous permet pas
de valider les résultats obtenus, puisque ce cas test n’est pas référencé dans la littérature
et que les comparaisons ont été réalisées entre deux codes numériques 2D et 3D.
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Conclusion et perspectives

Comme nous l'avons vu au premier chapitre de ce mémoire, la difficulté lice a la
simulation du transfert radiatif dans les milieux semi-transparents, tient au fait des dé-
pendances spectrale, spatiale, temporelle et directionnelle de la luminance. De plus, la
température intervient dans le terme d’émission propre, ce qui nécessite un couplage de
I’ETR avec I’équation de conservation de I’énergie. Ainsi, la luminance dépend des trois
variables de position, de deux variables angulaires, du temps et de la longueur d’onde,
soit sept variables au total. Cette multiplicité de parameétres rend effectivement difficile la
résolution numérique de 'ETR. Mais aujourd’hui, la puissance de calcul des ordinateurs
nous permet de lever en partie cette difficulté.

Le travail présenté dans ce mémoire porte ainsi sur la résolution numérique du trans-
fert radiatif a travers un milieu semi-transparent (non diffusant) gris ou non-gris, bordé
par des surfaces opaques a réflexion diffuse ou noires, ainsi que sur le couplage conduction-
rayonnement. La méthode développée ici pour la résolution de 'ETR est de type « vo-
lumes finis » avec une formulation « cell-vertex » appliquée a un maillage tétraédrique
non-structuré (géométrie 3D). La plus grande difficulté de mise en oeuvre de ce travail
s’est située au niveau de la prise en compte de la formulation « cell-vertex » et du schéma
de fermeture incluant la forme intégrale de 'ETR. Ce schéma de fermeture a nécessité des
projections dans l'espace et la gestion de plusieurs cas de figures liés au positionnement
des tétracédres par rapport a la direction de propagation du rayonnement. L’établissement
de ce schéma de fermeture a néanmoins introduit une approche physique complémentaire
et une amélioration des résultats. Finalement, pour résoudre 'ETR deux méthodes de
résolution ont été développées. La premiére est la méthode classique itérative noeud a
noeud et la seconde est une nouvelle méthode de résolution matricielle pour 'ETR.

Nos résultats portant sur un milieu gris isotherme, illustré dans le chapitre trois, sont
axés sur trois aspects :

a) L’étude de différentes géométries bordées par des surfaces noires, ou les sensibi-
lités angulaire et spatiale ont été discutées. Les différentes discrétisations angulaires
employées ont notamment montré, pour la discrétisation & pas constant, un léger pro-
bléme de symétrie de nos résultats. Ce probléme, dii aux angles de controle prés des
poles de 'axe z, se corrige lorsque 'on augmente le nombre de directions ou en em-
ployant une quadrature angulaire de type Sy ou Ty. La sensibilité a la discrétisation
spatiale de la solution montre globalement la convergence de nos résultats pour I'en-
semble des cas tests traités.

b) L’étude mettant en évidence la diffusion numérique lice a l'utilisation d’une
méthode de type volumes finis. Ce cas test a porté sur la résolution de 'ETR dans un
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milieu transparent suivant une seule direction de propagation. Trois schémas de ferme-
ture ont été utilisés et ont montré la possibilité de minimiser cet effet en introduisant
un schéma de fermeture relativement précis;

c) L’étude des surfaces opaques a réflexion diffuse qui a nécessité l'introduction
d'un calcul pseudo-itératif pour prendre en compte le flux incident aux parois. Les
résultats obtenus sur ce cas test ont montré 'importance de raffiner le maillage 1a ot
les variations de la solution sont fortes, en I'occurrence ici proche des frontiéres.

Dans le dernier chapitre, nous nous sommes intéressés aux simulations des transferts de
chaleur par conduction et rayonnement, nécessitant la détermination du terme source
radiatif ainsi que du champ de températures dans le milieu. Dans cet objectif, notre
travail s’est organisé en deux parties :

a) L’étude de problémes purement radiatifs avec une température non uniforme
dans le milieu. Cette partie a constitué une étape intermédiaire entre les simulations
sur un milieu isotherme et celle du couplage conduction-rayonnement ;

b) L’étude du couplage conduction-rayonnement en régime stationnaire et insta-
tionnaire avec la prise en compte des équations adimensionnées ;

¢) L’étude d’un milieu non-gris portant sur du verre clair en considérant la conduction
et le rayonnement en régime stationnaire.

Sur ’ensemble des simulations traitées dans ce mémoire, nos résultats ont été comparés
a ceux de la littérature ot de nombreuses études ont été explorées. Toutefois, certains
points sont & revoir pour améliorer encore la précision. Pour cela, nous présentons, a la
suite les forces et faiblesses de la méthode mise en place durant ce travail de these, les
voies qui seraient judicieuses d’approfondir.

Concernant les forces de notre méthode numérique pour le rayonnement :

— il s’agit d’'une méthode conservative avec une formulation « cell-vertex », calculant
les grandeurs discrétes aux noeuds du maillage (luminances, flux radiatifs, sources
radiatives) ;

— elle est basée sur un maillage tétraédrique non-structuré couramment utilisé dans
les codes de CFD ou autres logiciels (ABAQUS, COMSOL, FLUENT, ...);

— le couplage est immédiat avec des méthodes numériques différentes (pour cette thése,
en l'occurrence volumes finis rayonnement et éléments finis conduction) sur un méme
maillage sans utiliser d’interpolation pour le couplage;

— schéma de fermeture de type exponentiel (connu pour étre relativement précis mais
plus cotiteux en temps de calcul) fait appel a différents types de projections numé-
riques, d’interpolations entre points discrets ;

— la formulation matricielle pour la résolution en bloc de tout le champ de luminance
(a direction fixe), ce qui faciliterait la parallélisation de ’algorithme ;

— la précision bonne dans ’ensemble pour un temps de calcul raisonnable ;

— le code * de rayonnement 3D écrit en Fortran 90 est modulaire et organisé sous forme
de librairies facilitant son utilisation, notamment pour le couplage avec d’autres
codes. De plus, le code utilise les librairies mathématiques LAPACK et SLATEC
(www.netlib.org).

14. programmé entiérement par l'auteur de cette thése qui avait a sa disposition le code RAD2D,
néanmoins aucune partie de programme RAD2D n’a été implémentée dans le code 3D
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Concernant les faiblesses de notre méthode numérique :
— il subsiste dans certains cas des écarts notables avec les solutions de la littérature ;
— elle n’est certainement pas encore assez précise par rapport au cott de développe-
ment de la méthode (cott plus important que pour une formulation cell-center) ;
— la méthode est adaptée actuellement & un milieu non-diffusant qui ne prend pas en
compte les frontiéres semi-transparentes, mais elle peut étre généralisée.

Perspectives d’améliorations de notre méthode numérique pour le rayonne-
ment

Dans un premier temps, il s’agira d’apporter des solutions aux deux premiers points de
la liste des faiblesses énoncées juste avant. Il faudra donc pousser ’étude sur ’améliora-
tion des schémas de fermeture. Nous pouvons évoquer 1'étude de la partie (b) qui est trés
intéressante pour 1’établissement de schéma de fermeture. Néanmoins, elle est incompléte
puisqu’il aurait été avantageux de poursuivre cette étude sur un milieu semi-transparent
et de chercher & mettre en place un schéma de fermeture encore plus précis. Pour mi-
nimiser davantage la diffusion numérique, il serait intéressant de faire une comparaison
avec les schémas d’ordre élevé, bornés, a limiteurs de flux. De plus, nous songeons a faire
des analyses comparatives pertinentes entre différentes formulations pour les relations de
fermetures telles que step, diamond, flux moyen ou encore d’autres formulations traitant
du méme sujet. On pourra aussi essayer de faire une analyse sur le lien qui peut exister
entre les finesses des discrétisations angulaire et spatiale.

Nous devrons également tester la précision et les temps de calcul, des différentes ap-
proximations relatives a '’évolution de la température le long du chemin optique (uy,iys)
présentées dans le mémoire. Par ailleurs, nous pourrons réaliser une étude de convergence
de notre méthode par rapport au temps de calcul et définir ainsi quelle est la précision
pour le schéma mis en place. Il s’agira alors de représenter 1’évolution de la solution en
fonction de la taille des mailles pour voir I'ordre du schéma.

Dans ce mémoire, la résolution matricielle a été utilisée uniquement dans la partie 3.3,
aussi cette méthode de résolution n’a pas encore montré tout son potentiel et constitue-
rait un développement intéressant. Elle permettrait notamment de mettre en place des
schémas de fermeture plus simples, en allégeant les différents cas de figures illustrés dans
la partie 2.5.2.

Pour évaluer de fagon objective les performances de notre code, par rapport aux codes
de rayonnement du méme type, il serait intéressant d’effectuer des comparaisons sur des
cas tests dans les mémes configurations (maillage spatial et angulaire).

Perspectives d’extension du code de rayonnement

La version actuelle du code, nous donne un bon apergu de ses capacités, notamment
en termes de précision et temps de calcul. Aussi, dans 'optique de rendre le code encore
plus performant, il est envisageable de le paralléliser suivant les directions, les longueurs
d’onde et faire de la décomposition de domaine. Pour traiter des applications réalistes, il
faudrait étendre ce travail au milieu diffusant ou/et a frontiére semi-transparente.
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Futures applications

Au laboratoire, deux applications de ce code sont actuellement en cours d’étude. La
premiére porte sur la mise en forme du verre en 3D et I'autre, plus récente, concerne la
tomographie infrarouge 3D des tissus biologiques. Ces deux applications nécessitent un
code de calcul radiatif adapté a des géométries 3D de formes irréguliéres. En particulier,
le code devra étre a la fois précis, rapide et facile a coupler avec d’autres modes de transfert.

— l'application liée a la mise en forme du verre en 3D présente 'originalité de traiter
un probléme multi physique comportant un couplage thermomécanique fort. Aussi,
le code de rayonnement 3D pourra étre couplé au logiciel commercial ABAQUS qui
traite la déformation mécanique avec une méthode éléments finis sur un maillage
tétraédrique ;

— la thématique portant sur la tomographie infrarouge 3D pour le diagnostic médi-
cal des cellules cancéreuses est trés prometteuse. La technique consiste a simuler le
transfert radiatif aux courtes échelles de temps dans les tissus biologiques, en consi-
dérant le milieu & la fois absorbant, diffusant de fagon anisotrope, avec des propriétés
optiques non uniformes. RAD3D (avec des développements supplémentaires) sera
utilisé comme modéle direct pour 'application visée.
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Annexe A

Annexe : calcul de la quantité Al]i

On exprime la normale 7y dans la base cartésienne par :

iif = nj e, +n} e, +nj e, (A.1)
A.1 Calcul exact

Alors : A% :/ A ity dD
AQF

o+ 80+
= / / A -1y singdpdf
gi ot 0+ ot
= nj / cos@d@/ sin? o dp + n?/ sin@d@/ sin? ¢ dy
_ P o
n; / d@/ cos  sin p dp

+
A sin 2™ — sin 2~ - o+ o y o ot
= \3 - 1 (n% [sin0" —sinf~] + nY [cos 6~ — cos O7])
207 — 2
N <n§A9 [cos ©~ —cos2p ]) (A2)
S A N T )

_ 2m . _ T .
et,Ae—m, AQO—N—(p,

ot, Ny, Ny représentent respectivement le nombre de directions azimutale et polaire.

A.2 Calcul numérique

Alors : A'fc = / A iipdQ=AF . AQF on, AQFest assimilable & un poids  (A.3)
AQF
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Annexe B

Annexe : exemple de résolution sur une
géométrie 2D

B.1 Expression de la luminance sur un exemple de géo-
métrie 2D

B.1.1 Différents ensembles

Nous représentons a la figure (B.1), un volume de controle Vp ainsi que les points iy
et uy qui lui sont associés.

A P, Volume de contrdle V),

Do
PR
‘»};"# P,
'ﬂ‘ Panneau f

de surface Af

FIGURE B.1 — Représentation des points iy et uy pour un volume de controéle en 2D

Ici, la construction des points uy est définie par I'intermédiaire d'un triangle de réfeé-
rence noté J=(Py,P,,P;) avec Py<=PFP,<=P; (figure B.2) ot nous distinguons deux cas
de figures relatifs aux points u; (t = 1,2) et au point uz (hormis les cas particuliers) :
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— uy est 'un des points uy, us et on note i; (le point
d’intégration associé a wu;) l'un des points iy, is.
Rappelons que le point ¢; appartient toujours au
volume partiel Vp,. On notera qu’il est toujours
en aval du sommet P;. Alors, le point u; est la
projection du point d’intégration ¢, dans la direction
A sur le plan AP; orthogonal & la direction A (cf.
figure B.2). Aussi, la luminance L¥ = L}, .

— Le point ug est la projection du point d’intégration
i5 dans la direction A sur une des faces du triangle
situé nécessairement en amont de 23 La luminance au
point i3 est interpolée par Lu3 = af P1LP1 +aj P2L'f32

FIGURE B.2 — Représentation
2D, triangle de référence

Sur la figure B.1, les plans Ap, Ap,, Ap, et Ap, sont orthogonaux a la direction dis-
créte AF et passent respectivement par les sommets P, P,, P, et P.. La luminance Lﬁf

est alors approchée en utilisant un ou deux noeuds d’interpolation par les luminances L%,
ko Tk k
Ly, Ly, et Lp .

Pour 'exemple de la figure B.1, nous avons :
- 5ﬁP:5f2,P: {P} 52P_{Paapb}' 5§P: {Pb}§ gz’f,P:{Pl”P};
op = 1P, P} EIOP_{PC}; 511P— {Pa Pe};
- 5]’?7]3 = {P} avec f=5,6,7,8
- Ap=1{1,2,3,4,5,6,7,8,9,10,11,12};
— Wk =1{1,23,4,9,10,11,12};
~ Tk =1{4,56,7,8,9};
= (Ba)p = {Pu, P, P}
De plus,
‘Ijllg = Q/);CDG,P U Q/’;CD,),P U @Z)JkDC,P (B.1)

avec,

vp p o= {1,2,11,12}
’17/)%”13 = {27374}
vh p = {9,10,11}

ww
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B.1.2 Expression de la luminance au noeud de calcul P et dans
la direction A*

Nous reprenons 'exemple de la figure B.1. Alors le membre de gauche de ’équation
(2.30) s’écrit :

f
k k k k k k k k k k k k
Z Lufo - LPaO{LPaDl + LP P D + LPb 2 PbD + L 3 PbD3 + LPba4,PbD4

+Lyak pDf + Lok pDY + Liag pDf + Lok p D + Lol D
+Lpag pDg + Lp, o p, Dy + Lp, oy p, DYy + L oy p Dy + L, a1y p, DYy

= L, (a]fP Dy + O‘SP Dy + afy Py Dy, + O‘]fz,Palez)
+Lpb(a2 p, D5 + of p DS + o Pka)
+LIJ€DC( Q9 p, Dg + O‘10 Pe Dy +at, Pe DY)
4’LIJ€3(CV4,PDQc + a5,PD§ + O‘ﬁ,PDg + O‘];,PD]; + a’;PD’g + O‘S,PDS)

k.
Nous pouvons faire apparaitre les coefficients B, p U HE

kK pk_ ok Pk ok ko ok 2 k k

Bp,p = 2(fepp, a0y Cr12Df = alp, Dy + a5 p, Dy +afy p, DYy + oy p, Diy
koo k pk_ ok pko ok Pk ok pk
Bp,p = D ifewp, 01 VasDf = o5 Dy + 5 p Dy + aq p Dy

koo k ok ok Mk ok k k k
By, p= Z{f@ppc o} OprDf = ag p, Dy + aqg p, Dy + aqy p, D1y

k k k oMk ok Pk ok ko ok kL ok kL ok Tk

Hp = Yijerpy oD = afpDi+ a5 pDy+agpDg +af pD5 + a5 p D5 + ag pDy

Ainsi, a partir de ces coefficients on peut définir Pexpression de L%, :

Ny
Lp [sp AQ"V, + Hp| = = [L, Br, p + L, Br, p+ L, By, p] +5pL°(T,) AQ*V, — > Chp



B.2 Reésolution itérative noeud par noeud et résolution
matricielle sur un exemple 2D

Pour illustrer I'ensemble E¥ sur un exemple, nous considérons un maillage 2D (renu-
meéroté suivant la direction A*) donné par la figure B.3. Alors, nous avons :

EF = {6,7,8,11,13,14,15,16,17,18,19, 20, 21} (B.5)

Noeuds de calcul
15 20 21

1< 1 blg
K/k 0’< 1 .16
L3 5 o jo

FIGURE B.3 — Maillage 2D, renumérotation et noeuds de calcul suivant la direction Ak

VI



B.2.1 Reésolution itérative noeud par noeud
Il vient les expressions suivantes :

k 1

Ly = a_;g(—Llfoﬁ - Lng,G - LI?fB:])f, LkBs 61T¢C )
14 = p(-LiBl— LhBl — LBl + b

ng = alzg( LkB LkB78 +c )

L]fl = a}ﬁ (— LkBs 11 LkBG 11 L BlO 1t C11)
Ly = a113( LkBﬁ 13 LI;B$,13 - Lllefl,ls + cf3)
Llf4 = aiﬁ(—LéB?M LkBs 14 L Bl3 14T 014)
L]fs = a115( LkBs 15 LkBg 15 L Bl4 15 1 C15)
L = aizfﬁ(_Lllefl,w - Llf2Bf2,16 + i)

Ly, = a117( Ly, By 17 — Lf B13 = Lf Bl6 17+ cir)
Liy = a118( Ly 313 s — LF 314 s — LF Bl? 18 1 cls)
Ly, = ailfg(_L Bl6 19 Lk7B17 10— Lf B18 19 + i)
Ly = L;50(—11 B14 20 — Lf B15 20 — Lf B18 20 + 50)
Ly = ailgl(_L BlS o — L} 319 o — L5 B2o o1+ C51)
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B.2.2 Reésolution matricielle

Il vient les expressions suivantes :

(Ea)]g = {192’ 3>5} (Eai)lé =d (Eaf)lg = {1a 2,3 5}
(E.)f = {2,4,6} (Eai) (Eu)7 = {2,4}
(Ea)§ = {4,7} (Bai)s (Ea)g = {4}
(Ea)lfl - {57 6, 10} (Eal)]f (Eaf)lfl = {57 10}
(Ew)Yy = {6,7,11} (Eai)is = 11} (Ean)is = @
(Ea)]f4 - {77 8, 13} (Eai)]fzi = {77 8, 13} (Eaf)]f4 =d
(Ew)Ys = {8,9,14} (Eai)ls = (Ean)ts = {9}
(Ea)Ys = {11,12} (Bai)is = {11} (Ean)ts = {12}
(E.)f ={11,13,16}  (E.)% = {11,13,16}  (E )b =@
(Bo)ke = {13,14,17}  (Ea)k = {13,14,17} (Bl =@
(B, ={16,17,18}  (Ea)ky = {16,17,18}  (E. )Y =@
(E.)s = {14,15,18}  (E.)s = {14,15,18}  (E. )5, =@
(E.)b = {18,19,20}  (E.)% ={18,19,20} (Ex)k =0
ng _L]fo,G - L§B§,6 - LI§B§,6 - L]§B§,6 + Clg
Ly —LyBy; — LiBli; + ¢}
L’§ —LZBL; + c’§
ézl _kLng,ll - L]foB:]fo,ll + C]fl
13 Ci3
L]f4 C]f4
Xk = L]f5 S* = _Lng,lt’) + C]f5
é;l:G _kLIfZB{CZlG + s
17 Ci7
L]fs les
L]fg leg
. L3 Ca1
AF =
ag
Bg,? al?
0 B$78 a’§
Bg,n 0 0 a’fl
B(’i13 B$,13 0 Bfl,lS a’f3
0 B§,14 B§,14 0 Bf3,14 a’f4
0 0 B§,15 0 0 Bf4,15
0 0 0 Bfmﬁ 0 0 a’fﬁ
0 0 0 Bf1,17 st,w 0 Bfﬁ,l? df?
0 0 0 0 st,ls Bf4,18 0 Bfms a]fs
0 0 0 0 0 0 Bfﬁ,lg Bf7,19 st,lg alfs)
0 0 0 0 0 Bﬂ,zo st,zo 0 0 st,zo 0 alzco
0 0 0 0 0 0 0 0 Bfg,zl Bfg,zl B§0,21

VIII

Aoy




Annexe C

Annexe : Etude complémentaire sur la
sensibilité angulaire

Nous reprenons ici deux cas d’études qui ont été présentés dans la section 3.2. De
plus, nous présentons des résultats pour une discrétisation angulaire & pas constant en
calculant la quantité Al} de maniére numérique (annexe A.2; assimilable & un poids).

C.1 Etude de sensibilité angulaire sur ’enceinte cu-
bique de la section 3.2.1

Nos simulations ont été effectuées sur le maillage 3 de la partie 3.2.1 (11819 noeuds et
62436 tétracdres) et pour trois valeurs du coefficient d’absorption (k = 0.1, 1 et 10m™").
Les figures C.1, C.2 et C.3 représentent le flux radiatif adimmensionné le long des axes
A et D, comme illustré sur la figure 3.9. Les figures C.4, C.5 et C.6 montrent le terme
source radiatif le long de I’axe centrale en H et I de la figure 3.9. Ces résultats montrent
I'influence de la discrétisation angulaire ainsi que les problémes de symétrie (résultats
différents entre A et D).

Pour k = 10m™!, les différentes discrétisations angulaires sont en accord avec la solu-
tion exacte, a l'exception de ’axe D, ol nous observons un probléme de symétrie détaillé
dans la section 3.2.1. Lorsque x diminue, nous distinguons de trés légers écarts avec la
solution de référence. De plus, pour un faible nombre de directions, nous constatons de
petites différences entre la discrétisation a pas constant calculée analytiquement et numé-
riquement (figures C.2(e), C.2(f), C.2(g), C.2(h), C.3(e), C.3(f), C.3(g) et C.3(h)). Pour
les résultats donnant le terme source radiatif, nous observons le méme effet. Toutefois, il
n’y a pas de probléme de symétrie.
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FIGURE C.1 — Flux radiatif adimensionné pour x = 10 m™!
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FIGURE C.2 — Flux radiatif adimensionné pour x = 1m™*
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FIGURE C.3 — Flux radiatif adimensionné pour £ = 0.1 m™!
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FIGURE C.4 — Terme source radiatif pour x = 10m™!
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FIGURE C.5 — Terme source radiatif pour x = 1m™!

XIV



-2.121

-213
214
o 215
E
216
g
a0 217
218
-2.19
22 ‘ ‘ ‘ ‘
02 04 06 08
x (m)
(a) Quadrature Sy, axe H
-2.12¢
-213f
-2.14f
~ -2.15¢
¢
E
2 -2.16f
B
O —217F
o T,
.
-2.18f AT,
orT,
-2.19F — Tl
4 T
22 0.2 0.4 06 08
X (m)
(¢) Quadrature Ty, axe H
—2.12¢
-2.13f
—2.14f
o 2151
E
-2.16f
g
@ 217
—2.18} ® 8x4
A 12x6
O 16x8
219 — 18x9
< 24x12
22 : :
02 04 06 08
x (m)

(e) Discrétisation a pas constant, axe H

-2.12¢
-2.13¢
-2.14¢
—~ -2.150
¢
E
3 -216f
B
2] L
-2.17
° 8x4w
12x6,
-2.18 A w
[u] 16x8w
-2.19 J— 18)(9W
) « 24312,
- 0.2 0.4 06 08
X (m)

(g) Discrétisation a pas constant avec le

poids, axe H

w.m)

rad

s

-2.12

-2.13

0.2

0.4 0.6

z (m)

(b) Quadrature Sy axe I

25 02 04 06 08 1
z (m)
(d) Quadrature Ty, axe I
—2.12¢
-2.13f
—2.14f
-2.15}
-2.16f
-2.17t
—2.18} ® 8x4
A 12x6
O 16x8
-2 — 18x9
< 24x12
2o ‘ ‘
0 0.2 0.4 0.6 08 1
z (m)

(f) Discrétisation a pas constant, axe I

w.m)

rad

s

-2.12

-2.13

-2.14

-2.15

-2.16

-2.17

-2.18

8x4

w
A 12x6w
[u] 16x8w
— 18x9
w

< 2412,

0.2

0.4 0.6
z(m)

(h) Discrétisation a pas constant avec le
poids, axe I

FIGURE C.6 — Terme source radiatif pour £ = 0.1 m™!

XV



C.1.1 Etude de sensibilité angulaire sur I’enceinte cylindrique de
la section 3.2.4

Nos simulations ont été effectuées sur un maillage en espace constitué de 4913 noeuds
(24576 tétracdres) et pour trois valeurs du coefficient d’absorption (k= 0.1, 1 et 5m™!).
Les figures C.7, C.8 et C.9 représentent le flux radiatif le long de 'axe A, comme illustré
sur la figure 3.26. De plus, nous avons tracé le flux sur la circonférence du cylindre en
z = 1m, figures C.10, C.11 et C.12.

Pour k = 5m ™!, les résultats des différentes discrétisations angulaires sont trés proches.
En revanche, lorsque x diminue on distingue de légers écarts, notamment entre la figure
C.9(c) et C.9(d) marquant la différence entre une discrétisation angulaire a pas constant
calculée analytiquement et numériquement (poids). Toutefois, ces effets sont visibles uni-
quement pour un faible nombre de directions.

Dans le but de mieux visualiser le probléme de symétrie, nous représentons le flux
radiatif sur la circonférence du cylindre. Compte tenu de la symétrie axiale du probléme
nous devrions observer un flux constant. Or, pour toutes nos simulations nous observons
une fluctuation du flux due a la discrétisation angulaire : figures C.10, C.11 et C.12. De
maniére générale, ces fluctuations sont moins marquées lorsque ’on raffine la discrétisation
angulaire.
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Résumé

Ce travail porte sur la résolution numérique des transferts couplés par rayonnement et conduc-
tion au sein d’un milieu semi-transparent pour une géométrie 3D de forme complexe. Le rayon-
nement thermique est simulé par un code de calcul développé durant cette thése. Ce code résout
I'équation du transfert radiatif (ETR) par une méthode aux volumes finis (MVF) avec une for-
mulation " cell-vertex " s’appliquant & des maillages tétraédriques non structurés. Il utilise un
schéma de fermeture de type exponentiel, un ordre de parcours ainsi qu’une résolution matricielle
innovante pour la MVF appliquée & '’ETR. Le modéle mis en place traite des milieux absorbants,
émettants, gris ou non-gris bordés par des surfaces noires ou opaques a réflexion diffuse. Le cou-
plage rayonnement-conduction s’effectue sur le méme maillage avec un code d’éléments finis pour
la conduction. La validation du code de rayonnement et du couplage passe par de nombreux cas
tests issus de la littérature. Il aborde les milieux gris, isotherme avec différentes géométries ou
les effets de la discrétisation spatiale et angulaire sont observés au travers d’une étude de sensi-
bilité. Trois schémas de fermeture ont été étudiés sur un milieu transparent pour montrer leurs
influences sur la précision et la diffusion numérique. Les études des transferts de chaleur couplés
traitent le probléme de I’équilibre radiatif et du couplage conduction-rayonnement en régime
stationnaire ou instationnaire avec les équations adimensionnées. La derniére étude porte sur
un milieu non-gris tel que le verre en considérant la conduction et le rayonnement en régime
stationnaire avec une méthode spectrale par bande pour la partie radiative.

Mots-clés: transfert radiatif, milieu semi-transparent, géométrie complexe 3D, volumes finis,
cell-vertex, maillage tétraédrique non structuré.

Abstract

This work deals with the numerical solution of coupled radiative and conductive heat
transfer in participating media in complex 3D geometries. Thermal radiation is simulated by
a numerical code developed during this thesis. This code solves the radiative transfer equation
(RTE) by a modified finite volume method (FVM) with a cell-vertex formulation applied to
unstructured tetrahedral meshes. It uses a closure relation based on an exponential scheme, a
marching order map and an innovative matrix solution for the FVM applied to the RTE. The
model is applied to absorbing-emitting, grey or non-grey media bounded by black or opaque
walls with diffuse reflection. The mesh used for the radiation-conduction coupling is the one
used by the finite element code for the conduction. The validation of the radiative code and
the coupling are carried out through several test cases taken from the literature. Grey and
isothermal media with different geometries are considered, and the effects of the spatial and
angular discretizations are observed through a sensitivity study. Three closure schemes have
been studied on a transparent medium in order to show their influence on the accuracy and false
scattering. Studies of coupled heat transfer are carried out on radiative equilibrium problems
and coupled radiation-conduction problems in steady or transient states with the dimensionless
equations. Finally a non-grey medium such glass is also studied, considering conduction and
radiation in steady state with a spectral band model for radiation.

Keywords: radiative transfer, participating medium, complex 3D geometries, finite volume
method, cell-vertex, unstructured tetrahedral meshes.






	Page de titre
	Table des matières
	Nomenclature
	Introduction
	Contexte de l’étude
	Objectifs de la thèse
	Plan de la thèse

	Première partie : Modèle physique et méthode numérique
	Chapitre 1 : Modèle thermique
	1.1 Transfert radiatif dans les milieux semi-transparents
	1.2 Équation du Transfert Radiatif pour un milieu non-diffusant
	1.3 Équation de conservation de l’énergie
	1.4 Conditions aux limites
	1.4.1 Conditions aux limites radiatives
	1.4.2 Conditions aux limites de conduction thermique

	1.5 État de l’art sur les différentes méthodes numériques pour la résolution de l’ETR en géométrie 3D
	Résumé du chapitre 1

	Chapitre 2 : Résolution de l’ETR par la MVF dans un milieu semi-transparent gris représenté par une géométrie 3D de forme quelconque
	2.1 Discrétisation angulaire
	2.1.1 Discrétisation angulaire à pas constant
	2.1.2 Quadratures angulaires SN et TN

	2.2 Discrétisation spatiale
	2.3 ETR pour un milieu gris avec des surfaces noires
	2.4 Application de la MVF à l’ETR
	2.5 Relations de fermeture
	2.5.1 Forme intégrale de l’ETR
	2.5.2 Construction des points if , uf et les interpolations linéaires

	2.6 Renumérotation des noeuds du maillage
	2.7 Identification des noeuds de la frontière dite "réceptrice"
	2.8 Expression de la luminance calculée au noeud P et dans la direction [delta k]�
	2.9 Résolution itérative noeud par noeud et résolution matricielle
	2.9.1 Résolution itérative noeud par noeud
	2.9.2 Résolution matricielle

	Résumé du chapitre 2


	Deuxième partie : Résultats des simulations numériques
	Chapitre 3 : Rayonnement d’un milieu gris isotherme
	3.1 Surfaces noires
	3.1.1 Cas test n°1 : enceinte cubique
	3.1.2 Cas test n°2 : forme en "L"
	3.1.3 Cas test n°3 : cylindre de hauteur 3m et 0.5m de rayon
	3.1.4 Cas test n°4 : cylindre de hauteur 2m et 1m de rayon

	3.2 Étude de sensibilité angulaire et spatiale
	3.2.1 Cas test n°1
	3.2.2 Cas test n°2
	3.2.3 Cas test n°3
	3.2.4 Cas test n°4
	3.2.5 Conclusion sur l’étude de sensibilité

	3.3 Étude de la diffusion numérique
	3.3.1 Schémas de fermeture
	3.3.2 Résultats des simulations

	3.4 Surfaces opaques à réflexion diffuse
	3.4.1 Algorithme
	3.4.2 Cas test

	Résumé du chapitre 3

	Chapitre 4 : Transfert de chaleur couplé par conduction et rayonnement
	4.1 Différentes approximations de l’évolution de la température le long du chemin optique
	4.2 Problème radiatif avec source de chaleur
	4.2.1 Méthodologie
	4.2.2 Problème en équilibre radiatif dans un milieu bordé par des surfaces noires
	4.2.3 Problème radiatif avec source de chaleur dans un milieu bordé par des surfaces opaques à réflexion diffuse

	4.3 Couplage rayonnement-conduction
	4.3.1 Adimensionnement des équations
	4.3.2 Régime stationnaire
	4.3.3 Régime instationnaire

	4.4 Milieu non-gris
	Résumé du chapitre 4


	Conclusion et perspectives
	Perspectives d’améliorations de notre méthode numérique pour le rayonnement
	Perspectives d’extension du code de rayonnement
	Futures applications

	Annexes
	Annexe A
	Annexe B
	Annexe C

	Bibliographie

