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Spécialité : Mathématiques Appliquées

par

Pauline KLEIN

Soutenue publiquement le 3 novembre 2010

après avis des rapporteurs et devant le jury

Xavier ANTOINE Professeur, Institut National Polytechnique de Lorraine Directeur de thèse
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leur manière, me faisant bénéficier de leurs qualités non seulement de scientifiques mais également
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2.5 Simulations numériques . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 119

2.5.1 Le potentiel cubique . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 119
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Introduction

L’objectif de cette thèse est de résoudre numériquement l’équation de Schrödinger, en présence
d’un potentiel V linéaire ou non linéaire, grâce à l’utilisation de conditions aux limites artificielles
(CLA). En dimension d, ce problème s’écrit{

i∂tu+ ∆u+ V u = 0, (x, t) ∈ Rd × R+,

u(x, 0) = u0(x), x ∈ Rd,
(1)

où la donnée initiale u0 est supposée à support compact. Le potentiel V est soit une fonction V (x, t)
de l’espace et du temps, soit une non linéarité f(u) dépendant de la solution, soit une combinaison
des deux. L’équation de Schrödinger est une équation fondamentale de la mécanique quantique, et
intervient également dans de nombreux autres domaines physiques et technologiques [83], comme
les semi-conducteurs quantiques [34], la propagation d’ondes électromagnétiques [65] ou encore dans
les problèmes de migrations sismiques [43]. L’équation de Schrödinger est également l’approximation
paraxiale d’ordre le plus bas de l’équation de Helmholtz, et est appelée équation de Fresnel en optique
[81], ou équation parabolique standard en acoustique sous-marine [88].

La solution de (1) est définie sur le domaine non borné {(x, t) ∈ Rd × R}. Pour résoudre numé-
riquement ce genre de problème posé dans l’espace entier, il faut se restreindre à un domaine borné
en espace, de la forme Ω×R+, où Ω est borné. La difficulté de la résolution numérique de l’équation
de Schrödinger vient alors de l’apparition d’effets de bord non physiques à la traversée de la frontière
fictive Σ = ∂Ω de Ω. Une manière de traiter l’introduction de cette frontière fictive est l’utilisation de
conditions aux limites artificielles (CLA) sur la frontière Σ. Les conditions aux limites artificielles ont
été initialement introduites proprement dans les années 70 par Engquist et Majda pour l’équation
des ondes [52, 53]. Depuis, elles ont été généralisées à d’autres équations, comme l’équation de Helm-
holtz [4], les équations de Maxwell [3] ou l’équation de Schrödinger [6, 8], pour certaines situations.
D’autres possibilités existent pour résoudre numériquement de tels problèmes posés en domaine non
bornés. Parmi elles, les méthodes de couches parfaitement adaptées (ou Perfectly Matched Layer, dites
PML) consistent à introduire une zone de décroissance exponentielle artificielle de l’onde bordant le
domaine. Les PML ont été introduites par Bérenger en 1994 [28] et sont actuellement très utilisées
pour les équations linéaires à coefficients constants du fait de la simplicité de leur implémentation
[80, 61]. Leur inconvénient principal est l’augmentation de la taille du domaine de calcul, qui devient
récurrent lorsque la dimension augmente. D’autres difficultés sont liées à l’effet de la discrétisation qui
vient pénaliser le caractère « parfaitement absorbant » de ces couches, et éventuellement générer des
instabilités numériques. Par ailleurs, il n’y a aucune direction actuellement sur la façon d’étendre ces
méthodes proprement à des cas d’équations à coefficients variables ou avec des termes non linéaires
comme l’équation (1) considérée dans cette thèse. Une autre voie consiste à utiliser des méthodes

11
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d’éléments infinis [50] mais nécessite encore une fois l’homogénéité du domaine extérieur, ce qui n’est
pas le cas dans notre situation.

L’approche que nous proposons, dans la lignée fondamentalement des travaux d’Engquist et Majda
[52, 53], est basée sur la construction de conditions aux limites artificielles, et vise à prendre en
compte les effets du potentiel décrit par la fonction V . Pour résoudre l’équation (1), nous cherchons
de manière générale à obtenir des conditions aux limites sous la forme d’une condition de type
Dirichlet-to-Neumann sur le bord Σ

∂nu+ Λ+u = 0, (x, t) ∈ Σ× [0;T ]. (2)

L’opérateur Λ+ est déterminé sur le plan symbolique en utilisant le calcul pseudodifférentiel au sens
de Fourier [62, 89]. Plus précisément, l’opérateur Λ+ est associé à un symbole λ+ dans l’espace de
Fourier, et ce symbole est développable en une asymptotique de symboles d’ordres décroissants

λ+ ∼
∑
j≥0

λ+
1−j = λ+

1 + λ+
0 + λ+

−1 + λ+
−2 + . . . ,

dont le premier terme λ+
1 est appelé symbole principal. Ces symboles, et particulièrement le symbole

principal, décrivent l’opérateur Λ+, à un opérateur régularisant près. De plus, une approximation de
Λ+ est obtenue en tronquant le développement asymptotique de son symbole λ+.

A potentiel nul, l’équation en dimension une admet une condition aux limites exacte

∂nu+ e−iπ/4∂1/2
t u = 0, (x, t) ∈ Σ× [0;T ], (3)

où l’opérateur ∂1/2
t de dérivation d’ordre 1/2 est défini par l’équation (1.7). En présence d’un potentiel

non nul, cette condition aux limites reste une condition approchée qu’il est possible d’utiliser, mais qui
s’avère peu précise. Le travail présenté dans cette thèse permet d’inclure le potentiel dans l’opérateur
Λ+, afin d’obtenir des conditions aux limites artificielles adaptées et précises, ainsi que les schémas
associés. En toute généralité, il n’est pas possible de déterminer des conditions aux limites qui soient
exactes pour toutes les formes de potentiels. Certains auteurs [54, 95] se sont intéressés à obtenir
des conditions aux limites exactes en se restreignant à certains types très précis de potentiels. Ceci
débouche, pour un petit nombre de potentiels particuliers, sur des conditions aux limites transparentes
mais qui ne se prêtent pas toujours à une exploitation numérique ni physique où les potentiels sont
souvent fixés relativement arbitrairement par l’utilisateur (physicien par exemple) et contiennent des
termes d’incertitude. Notre méthode se voulant générale et effective, ce n’est pas le point de vue qui
nous intéresse. Notre objectif est plutôt de rechercher des conditions approchées, mais numériquement
efficaces et précises, valables pour toute une classe de potentiels sans connâıtre leur forme a priori.
Notre approche s’appuiera sur le calcul pseudodifférentiel. Notons que, dans le cas non linéaire, une
approche avec le même objectif consiste à utiliser le calcul paradifférentiel de Bony [31]. Cela a
notamment été introduit dans le cas de l’équation de Burger par Dubach [49]. Un approfondissement
de la méthode est dû, en particulier dans le cas de l’équation de Schrödinger, à Szeftel [87, 86, 85].
Une comparaison, dans des cas relativement simples des approches pseudo et paradifférentielle est en
outre développée dans [16]. En particulier, le cas de non linéarités cubiques, important en pratique,
ne peut pas être traité par l’approche paradifférentielle.

On développe d’abord différentes méthodes permettant de prendre en compte un potentiel V (x, t)
dans l’opérateur Λ+, et on compare les stratégies obtenues, qui peuvent présenter des liens entre
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elles. Les conditions artificielles obtenues sont ensuite adaptées au cas d’un potentiel non linéaire
d’une part, et à la résolution de l’équation stationnaire d’autre part. L’étude est effectuée pour les
dimensions une et deux, et chaque situation se conclut par une étude numérique sur des exemples
variés de potentiels issus de la physique.

La structure du document est la suivante :

Le chapitre 1 traite du cas d’un potentiel V (x, t) en dimension une. Dans ce cadre, la condition
aux limites de référence est la condition sans potentiel, exacte pour V = 0,

∂nu+ e−iπ/4∂1/2
t u = 0, sur Σ× [0;T ]. (4)

Dans ce chapitre, on cherche à améliorer cette condition pour prendre en compte le potentiel. Deux
améliorations sont envisagées : l’une, étudiée dans [11] pour l’étude du potentiel non linéaire cubique,
basée sur le changement de jauge, en définissant une nouvelle inconnue par déphasage

v = e−i
R t
0 V (x,σ) dσu,

l’autre, qualifiée de directe, consistant à inclure le potentiel au sein du symbole principal de l’opéra-
teur de Dirichlet-to-Neumann approché Λ̃+. Ceci conduit à deux familles de conditions aux limites
artificielles. Pour la famille de CLA issue du changement de jauge, on prouve des estimations a priori
démontrant l’unicité de la solution du problème continu avec condition aux limites. Chaque famille
de CLA est ensuite discrétisée avec des outils adaptés : convolutions discrètes pour la méthode de
changement de jauge, approximants de Padé de la racine carrée et introduction de fonctions auxi-
liaires pour la méthode directe. On démontre que le système semi-discret associé aux CLA issues
du changement de jauge est inconditionnellement stable. Les conditions aux limites des différents
ordres et des différentes stratégies sont testées numériquement sur des exemples de potentiels V (x)
et V (x, t).

Le chapitre 2 traite de la transcription des CLA au cas d’un potentiel non linéaire. Avec quelques
aménagements, les estimations a priori et les résultats de stabilité démontrés dans le premier chapitre
pour le changement de jauge restent valables. Les exemples traitent du potentiel cubique f(u) = q|u|2
appliqué à une donnée initiale solitonique, ainsi que d’autres non linéarités et de potentiels mixtes de
la forme V = V (x) + f(u).

Le chapitre 3 s’intéresse à l’équation de Schrödinger stationnaire en dimension une

− α∆ϕ+ V ϕ = Eϕ, x ∈ R, (5)

pour laquelle on distingue deux types de problèmes : les problèmes de scattering, où l’énergie E est
donnée et où on cherche à calculer ϕ, et les problèmes de calcul d’états stationnaires, où on cherche
simultanément la valeur propre E et le vecteur propre ϕ. Le potentiel V peut être linéaire ou non
linéaire. Dans le cas unidimensionnel, de nombreuses simulations numériques permettent de valider
la précision des résultats obtenus pour des potentiels linéaires de différentes formes, aussi bien que
pour des potentiels non linéaires. L’usage des CLA permet de diminuer notablement le domaine de
calcul par rapport à l’emploi d’une condition aux limites de Dirichlet homogène et/ou d’augmenter
la précision des solutions calculées.

Les chapitres 4 et 5 étudient le passage en dimension deux. Dans le chapitre 4, on considère
le cas d’un potentiel V (x, y, t) sur un domaine convexe de frontière régulière. On peut reproduire
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l’approche symbolique menée dans le cas unidimensionnel en tenant compte de la géométrie de la
frontière. Les deux stratégies conduisent cette fois à prendre pour symbole principal

λ+
1 = −

√
−τ − ξ2 (6)

pour le changement de jauge, ou
λ+

1 = −
√
−τ − ξ2 + V (7)

pour la méthode directe. Pour chacune des deux stratégies, deux approches se présentent. La première
consiste à effectuer un développement asymptotique du symbole pour τ � |ξ|, de manière à obtenir
une asymptotique en puissances fractionnaires de τ , tandis que dans la seconde, le symbole est gardé
intact et l’opérateur associé est approché formellement en utilisant des approximants de Padé. Ces
deux sous-stratégies conduisent donc à quatre familles de conditions aux limites ayant des propriétés
différentes. Comme en 1D, des estimations a priori et des résultats de stabilité sont prouvés pour les
CLA issues du changement de jauge. Les CLA sont testées numériquement sur différentes formes de
potentiels, sur un domaine circulaire ainsi que sur un domaine convexe régulier de forme quelconque,
le médiator. Selon les particularités du potentiel et du domaine de calcul, l’une ou l’autre famille de
CLA sera la plus adaptée pour combiner précision et temps de calcul optimal.

Enfin, le chapitre 5 traite de la généralisation à un potentiel non linéaire en dimension deux,
pour une partie des conditions aux limites déterminées dans le chapitre précédent.



Première partie

Conditions aux limites artificielles
en dimension une
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Chapitre 1

L’équation de Schrödinger avec
potentiel variable

Ce chapitre est une version approfondie de l’article [13] paru dans Journal of Computational
Physics.

Sommaire
1.1 Ce qui est connu . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 19

1.1.1 Cas sans potentiel . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 19

1.1.2 Cas d’un potentiel constant en dehors du domaine calcul . . . . . . . . . . . 20
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Nous nous intéressons, dans ce premier chapitre, à la construction et l’approximation de conditions
aux limites dites artificielles, sur une frontière fictive Σ = {x`, xr}, pour une équation de Schrödinger
de la forme {

i∂tu+ ∂2
xu+ V u = 0, (x, t) ∈ R× R+,

u(x, 0) = u0(x), x ∈ R,
(1.1)

où u0 est une donnée initiale à support compact dans le domaine de calcul Ω :=]x`, xr[ et V un
potentiel dépendant de l’espace et du temps. Ici, R+ désigne l’intervalle positif strict R+ :=]0,+∞[.
Plusieurs propriétés sont connues sur ce système posé en domaine infini comme, par exemple, le
résultat suivant d’existence, unicité de la solution, et de conservation de sa masse [38].

Théorème 1.1. Soit u0 ∈ L2(R) une condition initiale et V ∈ C (R+, L∞loc(R)) un potentiel. Alors,
le système (1.1) admet une unique solution u ∈ C

(
R+, L2(R)

)
. De plus, la masse est préservée au

cours du temps, c’est-à-dire :

∀t > 0, ‖u(t)‖2L2(R) =
∫

R
|u(x, t)|2dx = ‖u0‖2L2(R), (1.2)

où ‖ · ‖L2(R) désigne la norme L2(R) en espace.

On souhaite calculer ici une solution du problème (1.1) sur le domaine spatial Ω et ceci jusqu’à
un temps final T > 0. Par conséquent, on souhaite résoudre le problème en domaine borné{

i∂tu+ ∂2
xu+ V u = 0, (x, t) ∈ ΩT ,

u(x, 0) = u0(x), x ∈ Ω,
(1.3)

avec ΩT := Ω×]0;T [. Comme nous l’avons souligné dans l’introduction, afin d’obtenir un système
complet, une condition aux limites additionnelle doit être ajoutée sur le bord ΣT := Σ×]0;T [, où
Σ = ∂Ω = {x`, xr}. Cette condition, qui s’écrit sous la forme d’une condition aux limites exacte
ou approchée, conduit par conséquent à la résolution d’un problème aux limites associé exact ou
approché. Afin de ne pas alourdir les notations dans le document, nous notons u la solution exacte ou
approchée de (1.3) avec condition aux limites associée s’il n’y a pas d’ambigüıté. Dans le cas contraire,
la notation est précisée au moment opportun. Comme nous le verrons par la suite, cette condition
aux limites s’écrit comme un opérateur Dirichlet-to-Neumann (DtN)

∂nu = DtN(u), sur ΣT , (1.4)

ou une approximation de celui-ci (D̃tN)

∂nu = D̃tN(u), sur ΣT , (1.5)

n désignant le vecteur unitaire sortant au domaine de calcul Ω (voir figure 1.1). Le système résultant
est alors donné par (1.3)–(1.4) ou (1.3)–(1.5) selon le type de condition. Une condition aux limites
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Figure 1.1 – Le domaine de calcul en espace Ω et la frontière artificielle ΣT = Σ×]0;T [.

exacte comme celle suggérée par (1.4) est appelée Condition aux Limites Transparente (CLT). Dans
le cas où celle-ci est approchée comme dans (1.5), nous parlons de Condition aux Limites Artificielle
(CLA).

Toute la difficulté réside maintenant dans la construction effective de cette condition aux limites
et dans son approximation numérique. Le but de ce premier chapitre est de proposer des directions
possibles pour construire, dans le cas d’un potentiel variable V , plusieurs familles de conditions aux
limites artificielles en utilisant le calcul pseudodifférentiel (sections 1.1–1.4). Ensuite, nous proposons
pour chacune de ces conditions des schémas d’approximation, si possible inconditionnellement stables
(section 1.7). Enfin, nous clôturons ce premier chapitre par des simulations numériques qui permettent
de valider notre approche (section 1.8).

1.1 Ce qui est connu

Avant de commencer à développer le cas d’un potentiel général V , nous passons en revue ici ce
qui est déjà connu de façon à positionner l’originalité de notre contribution dans un environnement
global.

1.1.1 Cas sans potentiel

Un premier cas, étudié depuis deux décennies [2], est celui où le potentiel est identiquement nul
sur R : V = 0. Cette situation a été traitée par plusieurs auteurs pour divers types d’applications (cf.
par exemple [10, 65, 78, 91]). Plutôt que de détailler l’obtention de cette condition, nous renvoyons
à la section 1.1.2 en prenant V = 0. Un des aspects importants de cette situation est que l’on est
capable d’expliciter la condition aux limites exacte, soit la CLT. Notamment, elle s’exprime à partir
d’un opérateur DtN −iΛ+ lié à l’opérateur de dérivation fractionnaire ∂1/2

t d’ordre 1/2 par la relation

∂nu+ iΛ+u = ∂nu+ e−iπ/4∂1/2
t u = 0, sur ΣT , (1.6)
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où n est la normale unitaire sortante à Σ. L’opérateur ∂1/2
t est l’opérateur de dérivation d’ordre 1/2

que l’on définit par l’intégrale de Liouville

∂
1/2
t ψ(t) := ∂t

∫ t

0

1√
π

ψ(%)√
t− %d% (1.7)

pour une fonction ψ donnée. Son caractère non local lié à sa structure de convolution a conduit à
plusieurs développements au sujet de son évaluation précise et efficace dans le cadre des CLT [2].
Nous y reviendrons par la suite dans la section numérique 1.7. Enfin, le problème tronqué équivalent
au problème initial (1.1) s’écrit 

i∂tu+ ∂2
xu = 0, dans ΩT ,

u(x, 0) = u0(x), dans Ω,
∂nu+ e−iπ/4∂1/2

t u = 0, sur ΣT .
(1.8)

Il est possible, par inversion de l’opérateur DtN, d’obtenir une version Neumann-to-Dirichlet (NtD),
dite condition d’impédance, équivalente d’un point de vue continu et donnée par

u+ eiπ/4I
1/2
t ∂nu = 0, sur ΣT . (1.9)

L’opérateur fractionnaire d’ordre 1/2 est défini par l’expression

I
1/2
t ψ(t) :=

∫ t

0

1√
π

ψ(%)√
t− %d%. (1.10)

Cet opérateur, également de convolution, peut être discrétisé de façon inconditionnellement stable
pour un schéma de Crank-Nicolson par exemple. Toutefois, la CLT NtD associée s’avère être moins
précise numériquement que sa version discrète DtN (cf. [10]). Pour cette raison, nous nous attachons
par la suite à développer essentiellement des versions DtN de CLT ou CLA, même si des versions
NtD continues et discrètes pourraient aussi être construites.

1.1.2 Cas d’un potentiel constant en dehors du domaine calcul

Une seconde situation où l’on est capable d’écrire également la condition exacte est la suivante.
Afin de mieux cerner les difficultés techniques inhérentes à la construction, nous détaillons ici l’en-
semble des calculs, relativement classiques, qui permettent d’arriver à l’opérateur DtN final par la
transformée de Laplace dans le cas d’un potentiel constant à l’extérieur du domaine de calcul ΩT ,
soit

V (x, t) = V`,r,pour (x, t) ∈ Ω`,r × R+. (1.11)

Nous avons noté Ω` (respectivement Ωr) le domaine gauche infini ] − ∞, x`[ (respectivement droit
infini ]xr,+∞[). La construction s’effectue ensuite par une décomposition de domaine avec condition
de transmission. Plus précisément, le problème est découplé en un problème intérieur de Neumann

i∂tv + ∂2
xv + V (x, t)v = 0, (x, t) ∈ Ω× R+,

∂nv(x, t) = ∂nw(x, t), (x, t) ∈ Σ× R+,

v(x, 0) = u0(x), x ∈ Ω,
(1.12)

et deux problèmes extérieurs de Dirichlet
i∂tw + ∂2

xw + V`,rw = 0, (x, t) ∈ (Ω` ∪ Ωr)× R+,

w(x, t) = v(x, t), (x, t) ∈ Σ× R+,

lim|x|→+∞ w(x, t) = 0, t > 0,
w(x, 0) = 0, x ∈ Ω` ∪ Ωr.

(1.13)
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où l’on note la continuité des traces et des traces normales. Considérons dorénavant le domaine
droit, le cas du domaine gauche n’étant qu’une adaptation de cette situation. L’outil utilisé est la
transformée de Laplace en temps

w̃(s) = L(w)(s) =
∫

R+
w(t)e−ts dt, Re(s) > 0,

que l’on applique à la solution w du problème extérieur droit, c’est-à-dire sur Ωr =]xr; +∞[. Dans
ce domaine, nous avons w(x, 0) = u0(x) = 0 puisque u0 est à support compact dans Ω. On a, par
conséquent,

L(∂tw)(x, s) = sL(w)(x, s)− w(x, 0) = sL(w)(x, s).

Sur l’équation de Schrödinger, ceci se traduit par

isL(w)(x, s) + ∂2
xL(w)(x, s) + VrL(w)(x, s) = 0.

Ainsi, L(w) vérifie l’équation différentielle du second ordre selon x

∂2
xL(w)(x, s) + (is+ Vr)L(w)(x, s) = 0, (1.14)

dont les solutions sont données par

L(w)(x, s) = A+(s) e
√−is−Vrx +A−(s) e−

√−is−Vr x.

La notation
√
z désigne la détermination principale de la racine carrée d’un nombre complexe z ∈ C,

avec coupure de branche le long de l’axe négatif des abscisses. Puisque s est à partie réelle positive, il
s’ensuit que

√−is− Vr se trouve dans le quatrième quadrant (inférieur droit). Par ailleurs, la solution
u doit être de carré intégrable sur Ωr, et donc, v et w également. Ceci implique que A+(s) = 0. En
particulier en x = xr, nous avons

L(w)(xr, s) = A−(s)e−
√−is−Vr xr .

De plus, L(w)(xr, s) = L(v)(xr, s) puisque v et w sont égales en (xr, t) pour tout t > 0. Finalement,
nous obtenons la valeur de A−(s)

A−(s) = L(v)(xr, s)e
√−is−Vr xr .

Ainsi, nous avons

L(w)(x, s) = e−
√−is−Vr (x−xr)L(v)(xr, s).

Afin d’écrire l’opérateur DtN, nous dérivons cette dernière expression par rapport à x puis l’évaluons
en x = xr pour obtenir

∂xL(w)(xr, s) = −
√
−is− Vr L(v)(xr, s), (1.15)

en se rappelant que v(xr, t) = w(xr, t).

Introduisons maintenant le noyau de Green g défini par

g(t) =
1√
πt
. (1.16)
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Calculons la dérivée temporelle de la convolution (g ? w)(xr, t). Nous avons alors

∂t(g ? w)(xr, t) = ∂t

∫ t

0

1√
π

w(xr, %)√
t− % d% := ∂

1/2
t w(xr, t). (1.17)

Une transformée de Laplace de cette dernière quantité donne

L(∂1/2
t w)(xr, s) =

s√
π
G(s)L(w)(xr, s), (1.18)

avec

G(s) = L(t−1/2)(s) =
√
π√
s
. (1.19)

Ainsi, nous avons

L(∂1/2
t w)(xr, s) =

√
sL(w)(xr, s) = eiπ/4

√
−isL(w)(xr, s). (1.20)

De plus, la formule de translation pour les transformées de Laplace pour une fonction f donnée s’écrit

L(eatf(t))(s) = L(f(t))(s− a), (1.21)

pour s > a. En combinant ainsi les équations (1.20) et (1.21), on a la suite d’égalités

L(eiVrt∂1/2
t (v(xr, t)e−iVrt))(s) = L(∂1/2

t (w(xr, t)e−iVrt))(s− iVr)
= eiπ/4

√
−i(s− iVr)L(w(xr, t)e−iVrt)(s− iVr)

= eiπ/4
√
−is− Vr L(w)(xr, s− iVr + iVr)

= eiπ/4
√
−is− Vr L(v)(xr, s).

(1.22)

Ceci prouve qu’une autre écriture de (1.15) est

∂xL(w)(xr, s) = − e−iπ/4L
(
eiVrt∂

1/2
t (v(xr, t)e−iVrt)

)
(s). (1.23)

Une transformée de Laplace inverse donne finalement la relation exacte

∂xv(xr, t) + e−iπ/4eiVrt∂1/2
t (v(xr, t)e−iVrt) = 0, (1.24)

grâce à la continuité des traces normales de w et v à la frontière Σ pour t > 0. Le même travail peut
être fait pour le point gauche. Au final, nous trouvons la CLT

∂nv(x, t) + e−iπ/4eiV`,rt∂1/2
t (v(x, t)e−iV`,rt) = 0, sur ΣT , (1.25)

et le système complet en domaine borné à résoudre est
i∂tv(x, t) + ∂2

xv(x, t) + V (x, t)v(x, t) = 0, (x, t) ∈ ΩT ,
∂nv(x, t) + e−iπ/4eiV`,rt∂1/2

t (v(x, t)e−iV`,rt) = 0, (x, t) ∈ ΣT ,
v(x, 0) = u0(x), x ∈ Ω.

(1.26)

La condition étant exacte dans notre procédé, il s’avère que la fonction v est égale à u, solution de
(1.1), sur le domaine ΩT . Dans le cas V = 0, nous retrouvons bien la CLT (1.6).

Une des hypothèses utilisée dans la dérivation de la CLT concerne la donnée initiale. Il est possible
d’étendre la construction au cas d’une donnée initiale possédant une partie de son support en dehors
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de Ω. Si nous considérons par exemple que u0 est continue et ∂nu0 est intégrable pour x > xr, alors
la CLT à droite s’écrit

∂xu(xr, t) + e−iπ/4∂1/2
t u(xr, t)−

e−iπ/4√
πt

∫ +∞

xr

∂xu0e
i

(x−xr)2

t dx = 0, (1.27)

dans le cas d’un potentiel nul à l’extérieur du domaine de calcul. Ce type d’extension est utile par
exemple lors de problèmes de propagation en électromagnétisme où l’on utilise l’équation parabolique
petit angle, qui n’est ni plus ni moins qu’une équation de Schrödinger [64, 65]. Dans certains cas, la
source électromagnétique n’est pas inclue dans le domaine de calcul, ce qui nécessite alors l’extension
ci-dessus. Il est clair que ceci n’est possible que si le noyau de Green de l’espace extérieur est connu,
incluant par exemple le cas d’espaces infinis homogènes.

Une seconde extension allant dans ce sens est le cas où un champ incident uinc (onde plane) vient
par exemple de la droite pour entrer dans le domaine Ω. On peut alors simplement appliquer la CLT
(1.25) au champ diffracté u− uinc. Nous reviendrons sur cette situation dans le cas de problèmes de
scattering (section 3) en stationnaire.

1.1.3 Cas d’un potentiel ne dépendant que du temps

Un autre cas particulier (qui découle du cas V = 0) est le cas du potentiel ne dépendant que du
temps dans les domaines extérieurs Ω` et Ωr. Par un changement d’inconnue judicieusement choisi,
on peut se ramener au cas de l’équation sans potentiel, et utiliser la condition transparente associée.
Nous détaillons ici la démarche qui sera à la base de la proposition de CLA dans le cas où le potentiel
dépend aussi de l’espace. Dans le cas où le potentiel n’est que fonction du temps, nous avons la
proposition suivante [11].

Proposition 1.2. Soit V un potentiel admissible, ne dépendant que du temps dans Ω`∪Ωr : V (x, t) =
V`,r(t) pour tout (x, t) ∈ Ω`,r × R+. On se permet ici d’avoir un potentiel dépendant du temps et de
l’espace dans le domaine de calcul Ω × R+. Soit u la solution de l’équation de Schrödinger associée
à un tel potentiel {

i∂tu+ ∂2
xu+ V (x, t)u = 0, (x, t) ∈ R× R+,

u(x, 0) = u0(x), x ∈ R.
(1.28)

Alors, en posant

V`,r(t) =
∫ t

0

V`,r(%) d%, (1.29)

la condition aux limites et initiale transparente associée au problème (1.28) est donnée par :

∂nu+ e−iπ/4eiV`,r ∂1/2
t

(
e−iV`,ru

)
= 0, sur ΣT . (1.30)

Démonstration. On introduit la fonction de phase V`,r(t) définie par (1.29), qui est une primitive en
temps du potentiel. Considérons une décomposition de domaine comme dans le cas précédent mais
sous la forme extérieure

i∂tw + ∂2
xw + V`,r(t)w = 0, (x, t) ∈ (Ω` ∪ Ωr)× R+,

w(x, t) = v(x, t), (x, t) ∈ Σ× R+,

lim|x|→+∞ w(x, t) = 0, t > 0,
w(x, 0) = 0, x ∈ Ω` ∪ Ωr.

(1.31)
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Introduisons les nouvelles fonctions inconnues $`,r définies par le changement de jauge

$`,r(x, t) = e−iV`,r(t)w(x, t). (1.32)

Pour fixer les idées, choisissons le domaine droit Ωr. Des relations

i∂tw = i(∂t$r + i∂tVr$r)eiVr = (i∂t$r − Vr$r)eiVr ,

∂xw = (∂x$r)eiVr ,

∂2
xw = (∂2

x$r)eiVr ,

on déduit que

i∂tw + ∂2
xw + Vr w =

(
i∂t$r − Vr$r + ∂2

x$r + Vr$r

)
eiVr =

(
i∂t$r + ∂2

x$r

)
eiVr .

Par conséquent, w est la solution de l’équation de Schrödinger sans potentiel

i∂t$r + ∂2
x$r = 0, (x, t) ∈ Ωr × R+.

Les conditions aux limites du système (1.31) deviennent

$r(xr, t) = e−iVr(t)v(xr, t), t ∈ R+,

lim|x|→+∞$r(x, t) = 0, t > 0,

$r(x, 0) = 0, x ∈ Ωr.

(1.33)

Il est alors possible de refaire tous les calculs de la section précédente avec $r et avec un potentiel
identiquement nul. La condition aux limites pour $r est donc la CLT (1.6)

∂n$r + e−iπ/4∂1/2
t $r = 0, sur ΣT .

Le retour au champ u se fait par le changement d’inconnue (1.32) et conduit à la CLT sur u par
continuité des deux premières traces de w et v et par la propriété que v cöıncide avec la restriction
de u sur le domaine de calcul Ω

∂nw + e−iπ/4eiV`,r ∂1/2
t

(
e−iV`,rw

)
= 0, sur ΣT ,

qui est bien l’équation annoncée (1.30).

Il est évident que si le potentiel ne dépend pas du temps, la résultat de la proposition 1.2 redonne
celui de la section 1.1.2.

1.1.4 Cas de potentiels particuliers dépendant de la variable d’espace x

Dans les trois situations précédentes, le potentiel ne dépend pas de la variable spatiale x. Un des
éléments essentiel qui nous a permis de construire la condition exacte est que, fondamentalement, on
est capable de résoudre explicitement une équation différentielle du second ordre, comme c’est le cas
par exemple pour (1.14), quitte à avoir fait une transformée de Laplace temporelle sur l’équation de
Schrödinger.

Récemment, des conditions aux limites transparentes ont été obtenues pour des potentiels parti-
culiers lorsque l’on est capable, par exemple, d’expliciter la solution de l’équation du second ordre
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à coefficients variables en termes de fonctions spéciales. Dans [65], le cas d’un potentiel linéaire est
considéré dans le contexte des équations paraboliques en électromagnétisme. En utilisant les fonctions
d’Airy, la CLT peut encore être écrite et sa précision est testée. Dans [96], Zheng établit une CLT
pour le cas particulier d’un potentiel sinusöıdal en utilisant la théorie de Floquet. Dans [54], Galicher
détermine explicitement des CLT pour des potentiels en x particuliers : potentiel parabolique V = x2,
potentiels semi-périodiques, potentiel affine en espace et dépendant du temps, et potentiel fonction
de la variable x + t notamment. Toutes ces approches tiennent compte de la forme très particulière
du potentiel. Remarquons que d’autres solutions basées sur des techniques de PML ont aussi été
récemment proposées, par exemple dans [95].

Nous proposons dans la suite de développer des constructions de CLT et CLA dans le cas d’un
potentiel général. Il faut préciser ici qu’on ne peut espérer obtenir une CLT de façon générale. En effet,
cela reviendrait à pouvoir calculer la fonction de Green d’un opérateur différentiel du second ordre
en x et à coefficients variables, ce qui est impossible à part dans certaines situations particulières.
Un but plus réaliste et modeste consiste à construire une approximation précise de la CLT, c’est-
à-dire une Condition aux Limites Artificielle (CLA). Toutefois, avant de commencer notre analyse,
nous proposons d’expliquer pour quels types de potentiels nous espérons pouvoir obtenir des CLA
effectives.

1.2 Les classes de potentiels admissibles

Si nous revenons au théorème 1.1, nous avons supposé que le potentiel V vérifie

V ∈ C
(
R+, L∞(R)

)
.

En ce qui nous concerne, il est clair que le potentiel V|Ω dans le domaine de calcul n’influence pas le
comportement asymptotique de la solution. Nous pouvons alors considérer que V|Ω ∈ C (R+, L∞(Ω)).
Pour les domaines extérieurs Ω`,r, il est par contre nécessaire de considérer que l’effet du potentiel
implique bien que la solution est sortante au domaine. Nous considérons ici plusieurs possibilités. Une
première classe est la classe des potentiels dits répulsifs (sous-entendu à l’extérieur de Ω). Il n’est pas
aisé de trouver une définition générale de ces potentiels mais nous prendrons la définition suivante 1

dans notre contexte.

Définition 1.1. Nous dirons qu’un potentiel V : R×R+ est répulsif si, dans le domaine de calcul Ω,
il vérifie V|Ω ∈ C (R+, L∞(Ω)) et si, dans les domaines extérieurs Ω`,r, il satisfait la condition d’être
C∞(Ω`,r × R+) et tel que

x∂xV (x, t) > 0, ∀(x, t) ∈ Ω`,r × R+. (1.34)

Ce type de potentiel a pour propriété notamment d’envoyer les trajectoires classiques, i.e. les
rayons de l’optique géométrique, à l’infini plus vite que dans le cas d’un potentiel nul, la solution étant
alors sortante au domaine. Un exemple de potentiel répulsif de ce type est le potentiel harmonique ou
quadratique : V (x, t) = β2x2, avec β ∈ R. On peut montrer, plus généralement, qu’un potentiel tel
que V (x, t) = β2|x|a, avec 0 < a ≤ 2, est répulsif. Nous considérons ce type de potentiels par la suite
dans le cadre des conditions aux limites artificielles, car c’est dans ce cadre qu’il est nécessaire de
borner le domaine, et qu’on peut espérer un apport conséquent des conditions aux limites artificielles.

1. Issue d’une communication avec R. Carles
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Par opposition, nous définissons les potentiels attractifs.

Définition 1.2. Un potentiel V : R×R+ est dit attractif si, dans Ω, il satisfait V|Ω ∈ C (R+, L∞(Ω))
et si, dans les domaines non bornés Ω`,r, il est dans C∞(Ω`,r × R+) et tel que

x∂xV (x, t) < 0,∀(x, t) ∈ Ω`,r × R+. (1.35)

Un exemple de potentiel attractif est le potentiel harmonique précédent avec un signe opposé :
V (x, t) = −β2x2, avec β2 ∈ R, et sa généralisation V (x, t) = −β2|x|a, avec 0 < a ≤ 2. Ce genre
de potentiel intervient classiquement dans les problèmes de Schrödinger non linéaires de type Bose-
Einstein. On les appelle aussi potentiels de confinement ou piégeant. Ces potentiels ont pour effet de
localiser la solution à l’intérieur d’un domaine, par exemple Ω. En cela, une condition de Dirichlet
homogène est souvent utilisée en pratique. Nous reviendrons sur cette question plus tard dans le cadre
des CLA. Que ce soit pour les potentiels répulsifs ou attractifs, nous pouvons aussi considérer une
dépendance additionnelle en temps en considérant dans le cas harmonique que β est une fonction C∞

du temps.
Une autre classe de potentiels que nous considérons est celle des potentiels que nous appelons

d’accélération ou de décélération. Ces potentiels ont pour effet d’accélérer ou décélérer l’onde se
déplaçant vers l’infini. Un exemple est le potentiel linéaire dit de Stark qui s’écrit V (x) = αx, α ∈ R.
Ici, α peut représenter un champ électrique ou un terme de pesanteur. S’il est négatif, alors il y a
accélération, sinon décélération. Un exemple est notamment donné dans [68, 69] pour la modélisation
de l’interaction laser-molécule. L’effet du laser est modélisé par un champ électrique extérieur α qui
dépend du temps

α(t) = −E0 sin(ωt)e−a
(t−Tf )2

4 , (1.36)

où E0 est un champ électrique initial, ω est la pulsation du laser, a est une constante positive et Tf un
temps final. Dans ce type de problème, l’effet du laser apporte une contribution additionnelle locale
au potentiel initial coulombien Vc = |x|−1. Ceci permet alors de délocaliser le noyau des électrons
présents dans la molécule. Mathématiquement, on sépare au cours du temps ces deux composantes de
la fonction d’onde modélisant une molécule et donnée par l’état stationnaire u0. D’autres exemples
sont donnés dans le cadre des équations paraboliques en acoustique ou électromagnétisme dans [65]
pour divers types de profils d’indices de réfraction du milieu.

Afin de mieux saisir ce qui peut arriver dans chacune de ces situations, énonçons la proposition
suivante, qui découle de [36].

Proposition 1.3. Considérons que la donnée initiale soit une gaussienne fixée par

u0(x) = eik0x−x2
, (1.37)

où k0 désigne le nombre d’onde. Alors, la solution u? de l’équation de Schrödinger sans potentiel
(1.1) (V = 0) est donnée par

u?(x, t) =

√
i

−4t+ i
exp

(−ix2 − k0x+ k2
0t

−4t+ i

)
. (1.38)

Maintenant, notons u la solution de l’équation avec potentiel (1.1). Alors,

(a) Si V est un potentiel linéaire V = αx où α ∈ R est une constante, u est donnée par l’expression

u(x, t) = e−i (−αtx+ t3
3 |α|2) u?

(
x− t2α, t

)
. (1.39)
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(b) Si V est un potentiel harmonique répulsif V = β2|x|2, alors u est égale à

u(x, t) =
1√

cosh(2βt)
ei
β
2 |x|2 tanh(2βt) u?

(
x

cosh(2βt)
,

tanh(2βt)
2β

)
. (1.40)

(c) Si V est un potentiel harmonique attractif V = −β2|x|2, alors pour 2βt ∈]− π
2 ; π2 [, la solution u

a pour expression

u(x, t) =
1√

cos(2βt)
e−i

β
2 x

2 tan(2βt) u?
(

x

cos(2βt)
,

tan(2βt)
2β

)
. (1.41)

Afin d’illustrer la forme de ces solutions, nous considérons le cas de la gaussienne avec k0 = 10. Sur
les figures 1.2 et 1.3, nous représentons les profils des solutions exactes données dans la proposition
précédente. Plus précisément, on représente dans le plan espace temps (x, t) les contours de niveau,
en échelle logarithmique, de l’amplitude des solutions exactes. On voit alors, dans le cas du potentiel
linéaire, les effets d’accélération (ou de décélération) entre la solution exacte avec potentiel reportée
figure 1.2(b) et celle sans potentiel (figure 1.2(a)). La solution étant sortante et se progageant à
l’infini, on peut espérer obtenir une CLT ou CLA dans ce cas. Il en est de même pour le potentiel
harmonique répulsif. On voit également la courbure des rayons sur cette courbe. C’est aussi le cas pour
le potentiel harmonique attractif. Par contre, la solution étant confinée au domaine de représentation,
une condition de Dirichlet est alors souhaitable. Nous verrons plus loin la difficulté en ce qui concerne
la possibilité d’obtenir une condition aux limites artificielle dans ce genre de situation.
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(a) V (x) = 0
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(b) V (x) = x

Figure 1.2 – Solutions exactes pour V (x) = 0 et V (x) = x en échelle logarithmique.

1.3 Introduction au calcul pseudodifférentiel

Comme l’équation de Schrödinger a un potentiel dépendant du temps et de l’espace, il est bien
connu qu’une approche purement basée sur la transformée de Laplace est inappropriée. De plus,
si on voulait construire une CLT pour un potentiel spatial V (x, t) = V (x), il faudrait résoudre,
après transformée de Laplace, une équation différentielle de type Helmholtz du second ordre. Ceci
est en général impossible pour un potentiel donné. Pour cette raison, il est plus réaliste d’essayer de
construire une condition aux limites approchée. Dans ce but, nous proposons une approche basée sur
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(b) V (x) = −x2

Figure 1.3 – Solutions exactes pour V (x) = x2 et V (x) = −x2 en échelle logarithmique.

la théorie des opérateurs pseudodifférentiels qui généralise naturellement la transformée de Laplace,
et sur l’utilisation d’un théorème de factorisation qui donne une solution approchée de l’équation
différentielle en x du second ordre.

1.3.1 Opérateurs pseudodifférentiels au sens de Fourier

Nous considérons ici le calcul pseudodifférentiel basé sur la transformée de Fourier. Pour une
fonction g de L1(R), on note F (g) ou ĝ sa transformée de Fourier :

ĝ(τ) =
1

2π

∫
R
g(t) e−itτdt, pour τ ∈ R.

On note τ la covariable de Fourier de la variable t, et ξ la covariable de x. Lorsqu’elle est bien définie,
la transformée de Fourier inverse de g est donnée par

F−1(g)(t) =
∫

R
g(τ) eitτ dτ pour t ∈ R,

et si g et ĝ sont intégrables, on a la relation g = F−1(ĝ).
Un opérateur pseudodifférentiel en temps P (x, t, ∂t) est défini par son symbole total p(x, t, τ) dans

l’espace de Fourier

P (x, t, ∂t)u(x, t) = F−1
t

(
p(x, t, τ) û(x, τ)

)
=
∫

R
p(x, t, τ) û(x, τ) eitτ dτ, (1.42)

où Ft désigne la transformée de Fourier partielle en temps. Le calcul pseudodifférentiel inhomogène
utilisé ici a été introduit dans [62]. Dans un souci de concision, nous ne détaillerons que les propriétés
dont nous aurons besoin. Soit α un nombre réel et Ξ un ouvert de R. Alors [75], la classe de symboles
Sα(Ξ× Ξ) désigne l’espace vectoriel des fonctions C∞ a(x, t, τ) dans Ξ× Ξ× R telles que pour tout
K ⊆ Ξ× Ξ et pour tous les indices β, δ, γ, il existe une constante Cβ,δ,γ(K) telle que

|∂βτ ∂δt ∂γxa(x, t, τ)| ≤ Cβ,δ,γ(K)(1 + |τ |)α−β , (1.43)

pour tout (x, t) ∈ K et τ ∈ R. Dans le cadre de ce travail sur l’équation de Schrödinger, nous
noterons les classes de symboles SαS au lieu de Sα. A un opérateur pseudodifférentiel, on associe la
notion d’ordre de dérivation, comme l’indique la définition suivante.
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Définition 1.3. Une fonction f(x, t, τ) est dite homogène d’ordre m si et seulement si, pour tout
µ > 0, on a

f(x, t, µτ) = µm f(x, t, τ). (1.44)

Alors, on dit qu’un opérateur pseudodifférentiel P = P (x, t, ∂t) est classique, inhomogène d’ordre
M , M ∈ Z/2, si son symbole total, noté p = σ(P ), admet un développement asymptotique en
symboles homogènes {pM−j/2}+∞j=0 qui s’écrit

p(x, t, τ) ∼
+∞∑
j=0

pM−j/2(x, t, τ), (1.45)

où chaque fonction pM−j/2 est homogène d’ordre 2M − j, pour j ∈ N. Compte tenu du caractère
asymptotique en τ de la définition (1.43) des classes de symboles, le développement (1.45) correspond
également à une asymptotique haute-fréquence en τ . La signification du symbole ∼ est ici la suivante :

∀m̃ ∈ N, p−
em∑
j=0

pM−j/2 ∈ SM−( em+1)/2
S . (1.46)

Un symbole p satisfaisant la propriété ci-dessus est noté p ∈ SMS et l’opérateur associé P = Op(p)
défini par transformée de Fourier inverse, P ∈ OPSMS . La classe OPS−∞S correspond à l’intersection
de toutes les classes OPSMS pour M ∈ Z. Enfin, pour P et Q deux opérateurs pseudodifférentiels de
symboles respectifs p et q, et M ∈ Z/2, on notera

P = Q mod OPSMS (1.47)

ou de manière équivalente
p = q mod SMS (1.48)

si la différence des symboles vérifie
p− q ∈ SMS .

Un des points-clés du calcul pseudodifférentiel est qu’il permet de manipuler des symboles d’opé-
rateurs au niveau algébrique, plutôt que les opérateurs eux-mêmes au niveau fonctionnel, ce qui donne
des règles pratiques de calcul, par exemple pour la composition de deux opérateurs intégro-différentiels
à coefficients variables (c’est-à-dire dont les symboles ne sont pas polynomiaux en τ).

1.3.2 Exemples

Considérons à présent quelques exemples d’opérateurs pseudodifférentiels. Nous utiliserons de
manière récurrente l’expression de u en fonction de sa transformée de Fourier en temps û(x, τ) grâce
à la réciprocité de la transformée de Fourier :

u(x, t) = F−1
t (û(x, τ)) =

∫
R
û(x, τ)eitτ dτ. (1.49)

Considérons tout d’abord le cas de l’opérateur A(x, t), qui consiste en la multiplication par une
fonction régulière a(x, t). Pour déterminer le symbole de A, on écrit, en utilisant la propriété (1.49)

Au(x, t) = a(x, t)u(x, t) = a(x, t)
∫

R
û(x, τ)eitτ dτ =

∫
R
a(x, t)û(x, τ)eitτ dτ,
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car la fonction a(x, t) est indépendante de la variable de Fourier τ . En vertu de la définition (1.42),
ceci signifie que l’opérateur A a pour symbole σ(A) = a(x, t).

Pour l’opérateur de dérivation en temps ∂t, on a

∂tu(x, t) = ∂t

∫
R
û(x, τ)eitτ dτ =

∫
R
û(x, τ) ∂t

(
eitτ
)
dτ =

∫
R
û(x, τ) iτ eitτ dτ.

Le symbole de ∂t est donc σ(∂t) = iτ . Concernant l’opérateur d’intégration en temps, noté It, on a

Itu(x, t) = It

∫
R
û(x, τ)eitτ dτ =

∫
R
û(x, τ)It

(
eitτ
)
dτ =

∫
R
û(x, τ)

1
iτ
eitτ dτ,

d’où σ(It) =
1
iτ

.

Dans les exemples précédents, nous avons vu des opérateurs qui étaient des opérateurs différentiels
ou intégraux d’ordre entier. Considérons à présent d’autres exemples d’opérateurs pseudodifférentiels,
qui cette fois sont des opérateurs intégro-différentiels fractionnaires. Parmi ceux-ci, on compte l’opé-
rateur d’intégration fractionnaire d’ordre α/2, Iα/2t défini pour α ∈ N par la relation

I
α/2
t f(x, t) =

1
Γ(α/2)

∫ t

0

(t− s)α/2−1f(x, s) ds (1.50)

où Γ désigne la fonction spéciale Gamma usuelle, et en particulier l’opérateur d’intégration d’ordre
un demi

I
1/2
t f(x, t) =

1√
π

∫ t

0

f(x, s)√
t− s ds. (1.51)

L’opérateur Iαt a pour symbole
(

1
iτ

)α/2
. Par ailleurs, l’opérateur de dérivée fractionnaire ∂1/2

t est

donné par

∂
1/2
t f(t) =

1√
π
∂t

∫ t

0

f(s)√
t− s ds, (1.52)

et son symbole est
√
iτ . En accord avec nos notations, nous avons la correspondance

Op
(
−i
√
−τ
)

= e−iπ/4∂1/2
t et Op

(
1
τ

)
= iIt, (1.53)

qui sera souvent utilisée dans la suite. Ces opérateurs ont une structure de convolution, ils sont
locaux en espace mais non locaux en temps, ce qui les rend délicats à approcher efficacement d’un
point de vue numérique. Il sera donc nécessaire de trouver des algorithmes astucieux et performants
pour simuler ou localiser ces opérateurs. Tout le long du manuscrit, nous considérons que pour un
nombre complexe z,

√
z est la détermination principale de la racine carrée, qui exclut la demi-droite

des réels négatifs. Pour x réel négatif, on utilise la convention
√
x = i

√−x. Le tableau 1.1 présente
les symboles de quelques opérateurs différentiels et pseudodifférentiels utiles.

1.3.3 Calcul symbolique

L’intérêt des opérateurs pseudodifférentiels est de permettre de manipuler uniquement les sym-
boles associés plutôt que les opérateurs eux-mêmes. En effet, toute opération sur l’opérateur : compo-
sition, dérivation, multiplication, se traduit de manière relativement simple au niveau de son symbole.
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Opérateur Symbole Ordre
∂t iτ 1

∂
1/2
t

√
iτ = e−iπ/4

√−τ 1/2

∂
α/2
t (i)α/2

√
τ
α

α/2

Opérateur Symbole Ordre

It
1
iτ

1

I
1/2
t

1√
iτ

=
eiπ/4√−τ −1/2

I
α/2
t

1
(iτ)α/2

−α/2

Table 1.1 – Table de quelques opérateurs pseudodifférentiels et de leur symbole.

Proposition 1.4. (Composée) Soient A et B sont deux opérateurs pseudodifférentiels de symboles
totaux respectifs σ(A) et σ(B). Alors, l’opérateur composé, noté AB, a pour symbole [89, 41] :

σ(AB) ∼
+∞∑
α=0

(−i)α
α!

∂ατ σ(A) ∂αt σ(B). (1.54)

De plus, si A est d’ordre m et B est d’ordre n, leur composée AB est d’ordre m+ n.

En conséquence, lorsqu’on multiplie un opérateur pseudodifférentiel par une fonction régulière
a(x, t), le symbole de l’opérateur résultant est lui-même multiplié par cette fonction a(x, t) :

σ
(
a(x, t)P (x, t, τ)

)
= a(x, t)σ(P ). (1.55)

En effet, la multiplication par une fonction peut être vue comme la composition par un opérateur
d’ordre zéro, de symbole a(x, t). L’ordre de l’opérateur résultant est préservé.

L’effet d’une dérivation d’un opérateur pseudodifférentiel sur son symbole est résumé dans la
proposition suivante.

Proposition 1.5. (Dérivée) Soit P (x, t, ∂t) un opérateur pseudodifférentiel de symbole p(x, t, τ) et
d’ordre m. Alors on a les relations

∂xP = Op (∂xp) + P∂x,

σ(∂xP ) = ∂xp+ σ(P∂x).
(1.56)

De plus, pour α ∈ N et tant que les dérivées mentionnées ne sont pas nulles, ∂αxP et ∂αt P sont d’ordre
m, et ∂ατ P est d’ordre m− α.

Démonstration. Par définition du symbole de P (x, t, ∂t), on a

P (x, t, ∂t)u(x, t) =
∫

R
p(x, t, τ) û(x, τ) eitτdτ.

En dérivant cette expression par rapport à x, on obtient

(∂xP )(x, t, ∂t)u(x, t) = ∂x

∫
R
p(x, t, τ) û(x, τ) eitτdτ

=
∫

R

(
∂xp(x, t, τ) û(x, τ) + p(x, t, τ) ∂xû(x, τ)

)
eitτdτ

=
∫

R
∂xp(x, t, τ) û(x, τ)eitτdτ +

∫
R
p(x, t, τ) ∂̂xu(x, τ)eitτdτ

= Op (∂xp) u(x, t) + P (∂xu)(x, t).
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Au niveau symbolique, cette identité s’écrit

σ(∂xP ) = ∂xp+ σ(P∂x),

d’où le résultat (1.56) annoncé, au niveau des opérateurs et au niveau des symboles.

Enfin, remarquons qu’un minimum de régularité du potentiel est exigé pour appliquer la théorie
des opérateurs pseudodifférentiels. Cependant, cela est crucial dans le domaine complémentaire de Ω,
mais une hypothèse de régularité bien plus faible peut être attendue pour le problème intérieur posé
dans Ω, ce qui autorise une plus grande classe de potentiels.

1.4 Construction des CLA sur le plan symbolique

Comme nous l’avons indiqué précédemment, la condition aux limites transparente pour le pro-
blème (1.1) fait intervenir l’opérateur de Dirichlet-Neumann. Pour approcher cet opérateur, nous
allons utiliser le calcul symbolique comme outil pour calculer son développement asymptotique en
symboles homogènes.

1.4.1 Deux stratégies

Deux approches sont possibles pour déterminer une condition aux limites artificielle adaptée au
problème (1.1). La méthode la plus directe consiste à construire une condition aux limites artificielle
directement pour l’équation (1.1) d’inconnue u. Une autre méthode s’inspire de l’approche utilisée
dans le cas V = V (t) au paragraphe 1.1.3. En effet pour un potentiel ne dépendant que du temps,
le changement d’inconnue v = e−iVu avec V(t) =

∫ t
0
V (s) ds permet de réduire le problème initial

au problème sans potentiel, pour lequel la condition transparente est connue. On transpose cette
démarche dans le cas d’un potentiel quelconque V (x, t) en définissant de manière similaire la fonction
de phase

V(x, t) =
∫ t

0

V (x, s) ds, (1.57)

puis la nouvelle inconnue
v(x, t) = e−iV(x,t)u(x, t), (1.58)

où u est la solution exacte de (1.1). En écrivant, u = eiVv, on en déduit les relations

i∂tu = (i∂tv − V v)eiV ,

∂xu = (∂xv + i∂xVv)eiV ,

∂2
xu =

(
∂2
xv + 2i(∂xV)∂xv + i(∂2

xV)v − (∂xV)2v
)
eiV .

La nouvelle inconnue v est donc solution de l’équation de Schrödinger à coefficients variables

i∂tv + ∂2
xv + f ∂xv + g v = 0, x ∈ R, t > 0, (1.59)

dont les coefficients sont des fonctions de x et t données par

f = 2i∂xV et g = i∂2
xV − (∂xV)2. (1.60)

Il s’agit alors de chercher une condition aux limites, exacte ou approchée, pour cette inconnue v et
l’équation (1.59). On reviendra ensuite à u en effectuant le changement de variable inverse v = e−iVu.
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On peut unifier la présentation de ces deux stratégies en considérant la recherche d’une condition
aux limites artificielle pour le problème suivant{

i∂tw + ∂2
xw +A∂xw +Bw = 0, (x, t) ∈ ΩT ,

w(x, 0) = w0(x), x ∈ Ω,
(1.61)

avec, dans le cas du changement de jauge : w = v = e−iVu, A = f = 2i∂xV, B = g = i∂2
xV − (∂xV)2,

et la fonction de phase V définie par (1.57), et dans le cas de la méthode directe : w = u, A = 0
et B = V . Dans la suite, nous étudierons la construction d’une CLA pour le problème (1.61), sans
distinguer la stratégie considérée tant que la démarche est commune aux deux stratégies.

1.4.2 Développement asymptotique en symboles homogènes de l’opéra-
teur de Dirichlet-to-Neumann

On note L = L(x, t, ∂x, ∂t) l’opérateur de Schrödinger associé au système (1.61)

L(x, t, ∂x, ∂t)w = i∂tw + ∂2
xw +A∂xw +Bw = 0. (1.62)

Comme nous cherchons à construire une approximation de l’opérateur DtN sur la frontière, il faut
exprimer l’opérateur de trace normale ∂x (en se plaçant au point xr) comme une fonction de l’opéra-
teur de trace, au travers d’un opérateur Λ+ qui fait intervenir des dérivées (fractionnaires) en temps
de w, ainsi que l’effet du potentiel et de ses variations en (x, t). Ceci peut être réalisé de manière
approchée grâce à une factorisation de type Nirenberg de l’opérateur L [11]

Théorème 1.6. Soit L l’opérateur de Schrödinger à coefficients variables défini par la relation (1.62).
Il existe deux opérateurs pseudodifférentiels classiques inhomogènes Λ± = Λ±(x, t, ∂t) ∈ OPS

1/2
S ,

réguliers par rapport à la variable d’espace x, et tels que

L(x, t, ∂x, ∂t) = (∂x + iΛ−)(∂x + iΛ+) +R, (1.63)

où R est un opérateur régularisant de OPS−∞S . De plus, le symbole total λ± = σ(Λ±) de Λ± admet
un développement asymptotique en symboles homogènes

σ(Λ±) = λ± ∼
+∞∑
j=0

λ±1/2−j/2. (1.64)

En l’absence de condition aux limites sur ΣT , une partie de la solution de Lw = 0 est réfléchie à
l’intérieur du domaine à la traversée de la frontière Σ. Les opérateurs Λ± traduisent cette séparation
de l’onde solution entre partie réfléchie et partie transmise. L’opérateur Λ+ est associé à la partie
sortante de la solution. Lorsque R est nul, écrire la relation

(∂x + iΛ+)w = 0 (1.65)

revient ainsi à écrire la condition pour que la solution soit uniquement sortante, qui est donc la
condition transparente de ce problème. En toute généralité, on identifie les opérateurs à R près, et la
condition (1.65) est la première condition aux limites approchée associée au problème.

Afin d’écrire la condition approchée associée au problème (1.62), il faut identifier l’opérateur
pseudodifférentiel Λ+. Celui-ci est entièrement décrit par son symbole total λ+, lui-même développable
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en symboles homogènes λ+
1/2−j/2, j ∈ N. En explicitant ce développement asymptotique, on sera

capable d’approcher Λ+ et d’écrire la condition aux limites associée. Pour cela, on développe le
membre de droite de (1.63) en vue d’identifier ces termes avec ceux de (1.62), en fonction de leur
ordre de dérivation en espace. On a, d’une part, d’après (1.63)

L = (∂x + iΛ−)(∂x + iΛ+) +R = ∂2
x + i∂xΛ+ + iΛ−∂x − Λ−Λ+ +R,

où R est un opérateur régularisant de OPS−∞S . On utilise la propriété (1.56) pour exprimer ∂xΛ+ =
Op (∂xλ+) + Λ+∂x. D’où l’équation

L = ∂2
x + i

(
Op
(
∂xλ

+
)

+ Λ+∂x
)

+ iΛ−∂x − Λ−Λ+ +R.

Finalement, en ordonnant les termes selon ∂x, nous obtenons

L = ∂2
x + i(Λ− + Λ+) ∂x + i Op

(
∂xλ

+
)
− Λ−Λ+ +R. (1.66)

Par ailleurs, d’après (1.62), l’opérateur L est égal à

L = ∂2
x +A∂x + i∂t +B. (1.67)

L’identification, à un opérateur de OPS−∞S près, et sous la condition haute-fréquence en τ , des
opérateurs mis en jeu dans (1.66) et dans (1.67) conduit au système d’opérateurs{

i(Λ− + Λ+) = A,

iOp
(
∂xλ

+
)
− Λ−Λ+ = i∂t +B.

(1.68)

Ce système d’équations sur des opérateurs pseudodifférentiels est transcrit en un système d’équations
sur les symboles associés. On note a = σ(A) et b = σ(B) les symboles de A et B respectivement.
Comme les opérateurs A et B sont d’ordre 0 en temps, ils cöıncident avec leur symbole, donc on
peut identifier a et A, b et B. L’opérateur iOp (∂xλ+) a pour symbole i∂xλ+, l’opérateur i∂t a pour
symbole −τ . Quant au symbole de la composée Λ−Λ+, il est donné par la formule (1.54). On obtient
finalement le système suivant

i(λ− + λ+) = a, (1.69a)

i∂xλ
+ −

∞∑
α=0

(−i)α
α!

∂ατ λ
− ∂αt λ

+ ∼ −τ + b. (1.69b)

L’utilisation du développement asymptotique (1.64) de λ+ permettra de résoudre le système (1.69)
en déterminant les symboles successifs λ+

1/2−j/2.

1.4.3 Détermination du symbole principal en fonction de la stratégie

On commence par transformer le système (1.69) de manière à se ramener à une unique équation
portant sur λ+, qui est le symbole que l’on cherche à déterminer. La première équation (1.69a) permet
d’exprimer λ− en fonction de a et λ+

λ− = −λ+ − ia

en vue de réinjecter cette expression dans la deuxième équation. Or on a, pour α ∈ N

−∂ατ λ−∂αt λ+ = ∂ατ (ia)∂αt λ
+ + ∂ατ λ

+∂αt λ
+ =

{
iaλ+ + λ+λ+ si α = 0,
∂ατ λ

+∂αt λ
+ si α 6= 0,
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la dernière égalité venant du fait que a ne dépend pas de τ . On a donc

−
+∞∑
α=0

(−i)α
α!

∂ατ λ
− ∂αt λ

+ ∼ iaλ+ +
+∞∑
α=0

(−i)α
α!

∂ατ λ
+ ∂αt λ

+.

Finalement, l’équation portant sur λ+ est la suivante

i∂xλ
+ + iaλ+ +

+∞∑
α=0

(−i)α
α!

∂ατ λ
+∂αt λ

+ ∼ −τ + b. (1.70)

On utilise les règles du calcul symbolique pour résoudre l’équation (1.70). Comme le symbole total
λ+ admet un développement asymptotique en symboles homogènes (λ+

1/2−j/2)j∈N, cette équation
sur le symbole total se traduit par un ensemble dénombrable d’équations portant sur des symboles
homogènes d’ordre 1−j/2, j ∈ N. Ces nouvelles équations sont issues de la lecture des termes de même
ordre d’homogénéité en la variable τ . En résolvant l’équation d’ordre le plus élevé, on déterminera le
symbole principal λ+

1/2, premier terme du développement asymptotique de λ+. Dans l’équation (1.70),
les termes d’ordre le plus élevé sont d’ordre 1. Dans le membre de gauche, l’unique terme d’ordre 1
est obtenu pour α = 0 et vient du produit du symbole principal par lui-même λ+

1/2(x, t, τ)λ+
1/2(x, t, τ).

Dans le membre de droite, le terme d’ordre 1 est a priori −τ . Cependant, on peut interpréter de deux
manières la somme −τ + b. On peut en effet le voir soit comme la somme d’un symbole homogène
d’ordre 1 et d’un symbole homogène d’ordre 0 (choix (1.71)), soit comme un symbole non homogène,
mais néanmoins asymptotiquement d’ordre 1, ce qui correspond au choix (1.72). Selon la stratégie
choisie, l’identification des termes d’ordre 1 conduit donc à(

λ+
1/2(τ)

)2

= −τ (1.71)

ou à (
λ+

1/2(x, t, τ)
)2

= −τ + b(x, t). (1.72)

Ces deux interprétations conduisent elles-mêmes chacune à deux expressions du symbole principal,
en fonction du signe retenu pour la racine carrée

λ+
1/2(τ) = ∓

√
−τ (1.73)

ou
λ+

1/2(x, t, τ) = ∓
√
−τ + b(x, t). (1.74)

Une première difficulté consiste à choisir le signe correct du symbole principal pour caractériser
la partie sortante de l’onde. Plusieurs arguments, plus ou moins formels, peuvent être avancés. Dans
le cas d’un potentiel nul V = 0, le choix du signe négatif pour (1.73) peut être fait. L’extension au
cas d’un potentiel constant est alors immédiate par changement de jauge. Dans le cas d’un potentiel
V ne dépendant que de x, puisque nous avons le lemme 1.15, nous pouvons étendre ce choix de signe
à (1.74). Enfin, quand le potentiel V est dépendant du temps et de l’espace, une façon rigoureuse
de justifier le choix du signe négatif consiste à développer des arguments d’analyse microlocale liés à
l’étude des rayons bicaractéristiques sortants par le biais de la négativité du symbole principal dans
la zone hyperbolique (τ négatifs). Des considérations du même type ont été développées dans [8] et
peuvent s’adapter ici. Ceci fixe de manière claire donc le choix du signe négatif dans (1.73), soit

λ+
1/2(τ) = −

√
−τ . (1.75)
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Pour (1.74) et b = V , le signe négatif est encore correct car V est supposé être réel. Nous avons donc

λ+
1/2 = −

√
−τ + V . (1.76)

Dans le dernier cas où b(x, t) = i∂2
xV − (∂xV)2, avec V la fonction de phase définie en (1.57), la

conclusion n’est plus possible car le potentiel b est une fonction complexe. La démarche ne s’adapte
donc pas. La possibilité de faire le choix (1.74) dans le cadre de la première stratégie sera donc
abandonnée.

Finalement, nous avons envisagé quatre stratégies différentes, selon qu’on effectue ou non le chan-
gement de jauge v = e−iVu, et qu’on inclut ou non le potentiel dans le symbole principal (choix (1.73)
et (1.74)). Parmi ces quatre possibilités, une a déjà été écartée, c’est celle qui consisterait à effectuer
le changement de jauge et à inclure le nouveau potentiel b(x, t) dans le symbole principal. Il ne reste
que trois stratégies différentes. Pour résumer, les quatre approches possibles sont les suivantes

(a) Méthode directe, et symbole principal λ+
1/2 = −√−τ

(b) Méthode directe, et symbole principal λ+
1/2 = −

√
−τ + V

(c) Changement de jauge v = e−iVu, et symbole principal λ+
1/2 = −√−τ

(d) Changement de jauge v = e−iVu, et symbole principal λ+
1/2 = ±

√
−τ + b(x, t) : solution aban-

donnée dorénavant.

Cependant, la stratégie (a) ci-dessus correspond en fait à un sous-cas de la stratégie (b). En effet, la
recherche d’une condition aux limites se fait sous la condition haute-fréquence, puisque l’asymptotique
(1.64) écrite pour Λ+ est une asymptotique pour |τ | grand. Or, si on effectue un développement de
Taylor à |τ | grand du symbole principal de la stratégie (b), on retrouve les symboles issus de la
stratégie (a), mais à des ordres inférieurs. Notons λ+,a

1/2−j/2 les symboles obtenus avec la stratégie (a),
et λ+,b

1/2−j/2 les symboles obtenus avec la stratégie (b). On a, d’une part

λ+,a
1/2 = −

√
−τ , λ+,a

0 = 0, λ+,a
−1/2 =

−V
2
√−τ , λ+,a

−1 =
i∂xV

4τ
,

λ+,a
−3/2 =

V 2

8
√−τ3 +

∂2
xV

8
√−τ3 +

i∂tV

8
√−τ3 ,

(1.77)

et d’autre part, en effectuant un développement de Taylor pour |τ | grand des symboles obtenus par
la stratégie (b)

λ+,b
1/2 = −

√
−τ + V = −

√
−τ − V

2
√−τ +

V 2

8
√−τ3 + O

(
1

√−τ5

)
, (1.78)

λ+,b
0 = 0, (1.79)

λ+,b
−1/2 = 0, (1.80)

λ+,b
−1 =

−i∂xV
4(−τ + V )

=
i∂xV

4τ
− iV ∂xV

4τ2
+ O

(
1
τ3

)
, (1.81)

λ+,b
−3/2 =

∂2
xV

8
√
−τ + V

3 +
i∂tV

8
√
−τ + V

3 =
∂2
xV

8
√−τ3 +

i∂tV

8
√−τ3 + O

(
1

√−τ5

)
. (1.82)

Ainsi, l’asymptotique donnée par les symboles de la stratégie (a) est une approximation haute-
fréquence de l’asymptotique obtenue dans la stratégie (b). Pour cette raison, on ne considérera par
la suite que les stratégies (b) et (c).
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1.4.4 Calcul de l’asymptotique en fonction du symbole principal

Considérons tout d’abord la première stratégie, aussi appelée changement de jauge. On a vu
que dans ce cas, le symbole principal est donné par λ+

1/2 = −√−τ , et les coefficients a et b valent
a = 2i∂xV, b = i∂2

xV − (∂xV)2. Pour déterminer le deuxième symbole λ+
0 , on résout l’équation (1.70)

dans laquelle on identifie les termes d’ordre 1/2. On obtient

i∂xλ
+
1/2 + iaλ+

1/2 + 2λ+
1/2λ

+
0 = 0,

d’où

λ+
0 = − i

2
a−

i∂xλ
+
1/2

2λ+
1/2

= ∂xV.

On poursuit en identifiant les termes d’ordre 0 afin d’accéder à λ+
−1/2

2λ+
1/2λ

+
−1/2 = b− i∂xλ+

0 − iaλ+
0 − λ+

0 λ
+
0 + i∂τλ

+
1/2∂tλ

+
1/2

= i∂2
xV − (∂xV)2 − i∂2

xV + 2(∂xV)2 − (∂xV)2,

et donc λ+
−1/2 = 0. Pour finir, les termes d’ordre −1/2 donnent accès à λ+

−1.

i∂xλ
+
−1/2 + iaλ+

−1/2 + 2λ+
1/2λ

+
−1 + 2λ+

0 λ
+
−1/2 − i∂τλ+

1/2∂tλ
+
0 − i∂τλ+

0 ∂tλ
+
1/2 = 0,

d’où

λ+
−1 =

i∂τλ
+
1/2∂tλ

+
0

2λ+
1/2

=
i∂xV

4τ
.

La proposition suivante résume ces résultats.

Proposition 1.7. Si le symbole principal est déterminé par le choix λ+
1/2 = −√−τ pour a = 2i∂xV

et b = i∂2
xV − (∂xV)2, alors les trois termes suivants dans le développement asymptotique symbolique

de λ+ sont donnés par

λ+
0 = ∂xV, λ+

−1/2 = 0 et λ+
−1 =

i∂xV

4τ
. (1.83)

Cette situation sera appelée stratégie 1, ou changement de jauge.

La suite des symboles (λ+
1/2−j/2)j∈N∗ étant entièrement déterminée une fois λ+

1/2 fixé, on peut
calculer de manière explicite et unifiée tous les coefficients, comme l’indique la proposition suivante.

Proposition 1.8. Fixons λ+
1/2 par λ+

1/2(τ) = −√−τ . Alors, la solution du système (1.69) est donnée
par

λ+
0 =

1
2λ+

1/2

(
−i∂xλ+

1/2 − iaλ+
1/2

)
, (1.84)

et, pour j ∈ N, j ≥ 1, par

λ+
−j/2 =

1
2λ+

1/2

(
b δj,1 − i∂xλ+

−j/2+1/2 − iaλ+
−j/2+1/2 −

j∑
k=1

λ+
−j/2+k/2λ

+
1/2−k/2

−
b(j+1)/2c∑
α=1

(−i)α
α!

j+1−2α∑
k=0

∂ατ λ
+
−j/2+k/2+α∂

α
t λ

+
1/2−k/2

 , (1.85)

où δk,l vaut 1 si k = l et 0 sinon.
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Démonstration. Le point de départ est constitué de l’équation (1.70). Pour déterminer λ+
−j/2, j ∈

J−1,+∞K, il faut écrire l’équation d’ordre −j/2+1/2, et donc identifier les termes d’ordre −j/2+1/2.
Etudions, pour α fixé, l’ordre du produit ∂ατ λ

+ ∂αt λ
+. Le symbole total λ+ admet un développement

asymptotique en symboles homogènes

λ+ ∼
−∞∑
p=1/2

λ+
p .

Le produit ∂ατ λ
+ ∂αt λ

+ s’exprime donc sous la forme d’une double somme

∂ατ λ
+ ∂αt λ

+ ∼
−∞∑
u=1/2

−∞∑
v=1/2

∂ατ λ
+
u ∂

α
t λ

+
v .

D’autre part, à u et v fixés, ∂ατ λ
+
u est d’ordre u− α, et ∂αt λ

+
v est d’ordre v, donc le produit des deux

est d’ordre u − α + v. Un terme de la forme ∂ατ λ
+
u ∂

α
t λ

+
v sera d’ordre −j/2 + 1/2 si et seulement si

u, v et α vérifient la relation u − α + v = −j/2 + 1/2. Pour un exposant α fixé, les termes d’ordre
−j/2 + 1/2 dans ∂ατ λ

+ ∂αt λ
+ sont donc donnés par∑

u,v
u−α+v=−j/2+1/2

∂ατ λ
+
u ∂

α
t λ

+
v .

En écrivant v = 1/2 − k/2 avec k ∈ N et en exprimant u en fonction de α, j et v, cette somme se
réécrit

+∞∑
k=0

∂ατ λ
+
−j/2+k/2+α ∂

α
t λ

+
1/2−k/2.

Toutefois cette somme est une somme finie, puisque le premier indice −j/2 + k/2 +α doit rester plus
petit que 1/2, ce qui impose k ≤ j−2α+1. Finalement, l’équation (1.70) devient, en lisant les termes
d’ordre −j/2 + 1/2,

i∂xλ
+
1/2−j/2 + iaλ+

1/2−j/2 +
+∞∑
α=0

(−i)α
α!

j−2α+1∑
k=0

∂ατ λ
+
k/2−j/2+α ∂

α
t λ

+
1/2−k/2 ∼ −τδj,−1 + bδj,1

et en remarquant que δ1,−j/2+1/2 = δj,−1 et δ0,−j/2+1/2 = δj,1. On isole ensuite les termes sans
dérivation (α = 0) dans la somme, puis on met en évidence (k = 0 et k = j + 1) parmi ces termes
ceux qui contiennent λ+

−j/2

i∂xλ
+
1/2−j/2 + ia λ+

1/2−j/2 + λ+
−j/2λ

+
1/2 +

j∑
k=1

λ+
k/2−j/2λ

+
1/2−k/2 + λ+

1/2λ
+
−j/2

+
+∞∑
α=1

(−i)α
α!

j−2α+1∑
k=0

∂ατ λ
+
k/2−j/2+α∂

α
t λ

+
1/2−k/2 ∼ −τδj,−1 + bδj,1.

Finalement, λ+
−j/2 s’exprime en fonction des termes d’ordre supérieur

λ+
−j/2 =

1
2λ+

1/2

(
−τδj,−1 + bδj,1 − i∂xλ+

1/2−j/2 − ia λ+
1/2−j/2 −

j∑
k=1

λ+
k/2−j/2λ

+
1/2−k/2

−
+∞∑
α=1

(−i)α
α!

j−2α+1∑
k=0

∂ατ λ
+
k/2−j/2+α∂

α
t λ

+
1/2−k/2

)
.

La somme indicée par α doit enfin être limitée à α ≤ j+1
2 pour que l’indice k/2− j/2 + α (maximal

pour k = j + 1− 2α) ne dépasse pas 1/2.
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On peut vérifier qu’on retrouve les résultats de la proposition 1.7 pour j = 0, 1, 2.
On étudie ensuite la deuxième stratégie, appelée méthode directe, dans laquelle le symbole prin-

cipal est fixé par (1.76) et où on a a = 0, b = V . Le principe est le même que dans la stratégie
de changement de jauge, mais on travaille désormais avec des symboles inhomogènes, ce qui rend
plus délicate l’identification des termes d’un ordre fixé. En effet, lorsqu’un symbole est homogène,
ses dérivées par rapport à chacune des variables sont homogènes également, et on peut prévoir leur
ordre (qui est conservé pour des dérivées par rapport à x ou t, et diminué d’un pour une dérivée
par rapport à τ). En revanche, pour un symbole p(x, t, τ) qui n’est pas homogène, comme c’est le
cas pour λ+

1/2 dans le choix (1.76), les dérivées obtenues peuvent être composées de plusieurs termes
d’homogénéités différentes. Si p est d’ordre j, on peut affirmer que ∂xp et ∂tp seront au plus d’ordre
j, mais ces symboles peuvent être d’ordre inférieur, ou contenir un terme d’ordre inférieur. Similai-
rement, ∂τp est au plus d’ordre j − 1, sans qu’on ne puisse en dire davantage en toute généralité. A
titre d’exemple, l’étude des dérivées de λ+

1/2 montre que

∂xλ
+
1/2 =

−∂xV
2
√
−τ + V

, ∂tλ
+
1/2 =

−∂tV
2
√
−τ + V

, ∂τλ
+
1/2 =

1
2
√
−τ + V

. (1.86)

On voit ici que les trois dérivées sont d’ordre −1/2, alors que dans la stratégie précédente les dérivées
par rapport à x et à t étaient d’ordre 1/2. La sélection dans (1.70) des termes d’un ordre fixé
demandera plus de soin, l’ordre de chaque terme devant être étudié en fonction de son expression.

Calculons le terme λ+
0 . Pour l’obtenir, il faut extraire de (1.70) l’équation liant les termes d’ordre

1/2. Compte tenu des expressions données par (1.86), aucun terme i∂xλ+
j/2 n’est d’ordre 1/2, donc

aucun de ces termes n’entre en compte pour le calcul de λ+
0 . Pour obtenir des termes d’ordre 1/2

dans la somme, il faut prendre α = 0 (car pour α = 1, le terme d’ordre le plus élevé est ∂τλ+
1/2∂tλ

+
1/2

qui est déjà d’ordre −1). L’équation concernant les termes d’ordre 1/2 se réduit donc à

2λ+
1/2λ

+
0 = 0,

qui conduit à λ+
0 = 0. Pour déterminer λ+

−1/2, on recherche les termes d’ordre 0 dans (1.70)

2λ+
1/2λ

+
−1/2 + λ+

0 λ
+
0 = 0,

d’où λ+
−1/2 = 0. Identifions les termes d’ordre −1/2 pour accéder à λ+

−1. Le terme dérivé i∂xλ+
1/2,

mis de côté lors du calcul de λ+
0 , est d’ordre −1/2. On l’incorpore donc à cette équation. Ensuite, il

ne reste à prendre en compte que des termes de la forme λ+
j λ

+
k puisque les suivants ∂τλ+

j ∂tλ
+
k sont

d’ordre −1 et moins, et seront pris en compte plus tard. Il vient

i∂xλ
+
1/2 + 2λ+

1/2λ
+
−1 + 2λ+

0 λ
+
−1/2 = 0,

d’où

λ+
−1 =

−i∂xλ+
1/2

2λ+
1/2

= − i
4

∂xV

−τ + V
.

A titre d’exemple, poursuivons avec le calcul de λ+
−3/2, afin de mettre en évidence les passages

délicats de cette procédure. On recherche les termes d’ordre −1. Pour le terme i∂xλ+, les termes
d’ordre −1 pourraient venir de ∂xλ+

1/2, ∂xλ+
0 , ∂xλ+

−1/2 ou ∂xλ+
−1. Les deux termes centraux sont nuls,

∂xλ
+
1/2 était d’ordre −1/2 et a déjà été utilisé pour le calcul de λ+

−1 ; quant à λ+
−1, on a

∂xλ
+
−1 = − i

4
∂2
xV

−τ + V
+
i

4
(∂xV )2

(−τ + V )2
.
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Ainsi, ∂xλ+
−1 est somme de deux termes d’ordres différents, l’un d’ordre −1, et l’autre d’ordre −2. Ces

deux termes seront donc utilisés chacun à des étapes différentes du calcul. En l’occurrence, le terme
d’ordre −1, noté

(
∂xλ

+
−1

)
−1

intervient dans le calcul de λ+
−3/2. Le terme d’ordre −2, noté

(
∂xλ

+
−1

)
−2

serait utilisé ultérieurement dans le calcul de λ+
−5/2 (nous ne détaillerons pas ces calculs). Concernant

les termes de composition, on y trouve aussi des termes d’ordre −1, mais seulement avec ∂τλ+
1/2∂tλ

+
1/2

(les deux dérivées étant toutes les deux d’ordre −1/2, leur produit est bien d’ordre −1). On obtient
finalement pour équation

(
i∂xλ

+
−1

)
−1

+ 2λ+
1/2λ

+
−3/2 + 2λ+

0 λ
+
−1 +

(
λ+
−1/2

)2

− i∂τλ+
1/2∂tλ

+
1/2 = 0.

On en déduit λ+
−3/2

λ+
−3/2 =

1
2λ+

1/2

(
−i
(
∂xλ

+
−1

)
−1

+ i∂τλ
+
1/2∂tλ

+
1/2

)
,

c’est-à-dire

λ+
−3/2 =

1
8

∂2
xV√

−τ + V
3 +

i

8
∂tV√
−τ + V

3 .

La proposition suivante résume les symboles qui seront utilisés par la suite (les quatre premiers).

Proposition 1.9. Si le symbole principal est déterminé par λ+
1/2 = −

√
−τ + V pour a = 0 et b = V ,

alors les trois termes suivants dans le développement asymptotique de λ+ sont

λ+
0 = 0, λ+

−1/2 = 0, et λ+
−1 =

−i
4

∂xV

−τ + V
. (1.87)

Cette situation sera appelée stratégie 2, ou méthode directe.

Remarque 1.1. Dans le cadre de la deuxième stratégie, on ne peut pas espérer obtenir une expression
générale similaire à (1.85) de tous les symboles jusqu’à un ordre donné. Cela provient de l’inhomo-
généité de λ+

1/2 et des symboles suivants, car il n’existe alors plus de règle déterminant les ordres des
dérivées des symboles, certaines de ces dérivées pouvant être la somme de plusieurs termes d’ordres
différents, qui seront utilisés à des étapes différentes du calcul.

1.4.5 L’exemple du potentiel linéaire : comparaison des symboles

On a vu que la condition aux limites transparente faisait intervenir l’opérateur Λ+. Or le symbole
total de Λ+ représente l’opérateur de manière exacte ; donc, en théorie, accéder au symbole total
permet d’écrire la condition aux limites transparente. Cependant, le symbole total est généralement
impossible à expliciter dans sa globalité. On accède seulement à son développement en symboles
homogènes (dont l’intérêt est précisément d’être facilement calculables dès lors que le potentiel est
connu). Pour être utilisable, ce développement est tronqué en ne gardant que les premiers termes.
L’idée de cette section est d’étudier numériquement, dans un cas particulier où le symbole total λ+

est connu, la qualité de l’approximation faite lorsqu’on remplace λ+ par les premiers termes de son
développement asymptotique.

Considérons le potentiel linéaire V (x) = x. Par application de la transformée de Fourier en temps
sur l’équation (1.1), on obtient

∂2
xû+ (x− τ) û = 0. (1.88)
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Ainsi, à τ fixé, x 7→ û(x, τ) vérifie l’équation différentielle scalaire d’ordre deux en espace y′′ + (x −
τ)y = 0. D’après [65], la solution sortante est proportionnelle à la fonction d’Airy de première espèce
Ai

û(x, τ) = αAi
(

(x− τ)e−iπ/3
)
, (1.89)

où α est une constante complexe. On va mettre à profit la connaissance de û pour expliciter le symbole
total de Λ+. Plaçons-nous dans la stratégie deux. La condition aux limites étant écrite directement
pour u sans effectuer le changement d’inconnue, l’opérateur Λ+ est tel que

∂nu+ iΛ+u = 0, sur ΣT .

Par définition du symbole d’un opérateur, on a Ft(Λ+u) = λ+Ft(u), donc son symbole total λ+

vérifie l’équation dans l’espace de Fourier

∂nû+ iλ+û = 0. (1.90)

Pour exprimer ∂nû en fonction de û, on dérive l’expression de û donnée par (1.89). En x = xr, on a

∂xû(x, τ) = α e−iπ/3 Ai′
(

(x− τ)e−iπ/3
)
,

et, en introduisant artificiellement û(x, τ),

∂xû(x, τ) = e−iπ/3
Ai′
(
(x− τ)e−iπ/3

)
Ai
(
(x− τ)e−iπ/3

) û(x, τ).

En comparant à (1.90), on peut ainsi identifier le symbole total exact

λ+(x, τ) = eiπ/6
Ai′
(
(x− τ)e−iπ/3

)
Ai
(
(x− τ)e−iπ/3

) . (1.91)

Or, dans la stratégie deux, les premiers symboles du développement asymptotique de λ+ sont donnés
par (1.87), ce qui donne pour V = x les symboles suivants

λ+
1/2 = −

√
−τ + x, λ+

0 = 0, , λ+
−1/2 = 0, λ+

−1 =
−i
4

1
−τ + x

.

On définit alors les nouveaux symboles

σ(x, τ) = iλ+(x, τ) = e2iπ/3 Ai′
(
(x− τ)e−iπ/3

)
Ai
(
(x− τ)e−iπ/3

) , (1.92a)

σ1(x, τ) = iλ+
1/2(x, τ) = −i

√
−τ + x, (1.92b)

σ4(x, τ) = i
(
λ+

1/2 + λ+
0 + λ+

−1/2 + λ+
−1

)
(x, τ) = σ1(x, τ) +

1
4

1
−τ + x

. (1.92c)

Le nouveau symbole σ est directement relié au symbole total de Λ+, alors que σ1 et σ4 sont liés aux
approximations de λ+ d’ordre 1 et 4 respectivement. Nous allons comparer σ à ses approximations
σ1 et σ4, d’abord de manière théorique, puis de manière numérique.

Les développements asymptotiques de la fonction d’Airy sont connus, on peut les trouver dans
[65] et [1]. D’après [65], on a pour |τ | grand l’approximation

Ai′((−τ + x)e−iπ/3)
Ai((−τ + x)e−iπ/3)

' −e−iπ/6
√
−τ + x. (1.93)
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Ici, on note ' le symbole correspondant à l’équivalence classique entre deux fonctions, afin d’éviter
les confusions par rapport à l’équivalence en termes de symboles, qui elle est notée ∼. On obtient
donc un équivalent du symbole σ

σ ' −i
√
−τ + x,

qui est exactement σ1. Pour aller plus loin et obtenir le terme suivant du développement de σ, on se
réfère à [1] (en particulier le chapitre 10, propriétés 10.4.58, 10.4.59 et 10.4.61 p.448), qui fournit les
développements asymptotiques de la fonction d’Airy et de sa dérivée, dès lors que | arg(z)| < π

Ai(z) ' 1
2

1√
π
z−1/4e−ζ

+∞∑
k=0

(−1)kckζ−k, (1.94)

et

Ai′(z) ' −1
2

1√
π
z1/4e−ζ

+∞∑
k=0

(−1)kdkζ−k, (1.95)

avec ζ = 2
3z

3/2, et les coefficients ck et dk donnés par

c0 = 1, ck =
Γ(3k + 1/2)

54kk!Γ(k + 1/2)
=

(2k + 1)(2k + 3) . . . (6k − 1)
216kk!

pour k ≥ 1, (1.96)

d0 = 1, dk = −6k + 1
6k − 1

ck, pour k ≥ 1. (1.97)

On peut alors déterminer l’asymptotique du quotient Ai′ /Ai pour |ζ| grand, puis remplacer ζ par
2
3z

3/2 et on obtient pour |z| grand

e2iπ/3 Ai′(z)
Ai(z)

' −e2iπ/3z1/2 − e2iπ/3 1
4
z−1.

En substituant z = (−τ + x)e−iπ/3 dans ce qui précède, on obtient un équivalent à deux termes de
σ, pour |τ | grand

σ ' i
√
−τ + x+

1
4

1
−τ + x

.

On constate ainsi que l’approximation de λ+ à deux termes correspond exactement à σ4. Ces résultats
confortent l’intuition : les symboles du développement asymptotique de λ+ au sens du calcul pseu-
dodifférentiel, obtenus par des techniques de calcul symbolique, cöıncident avec les premiers termes
du développement de ce symbole, au sens de l’analyse classique pour |τ | grand.

Passons maintenant à l’étude numérique. Nous allons analyser la qualité de l’approximation de
σ par σ1 et σ4 en fonction de τ , qui s’assimile à une fréquence. Pour comparer ces trois symboles
donnés par (1.92), on trace, à xr fixé, les courbes de σ, σ1 et σ4 en fonction de τ , lorsque τ décrit
une gamme de fréquences, par exemple [−50; 50]. Commençons par considérer le cas −τ +xr > 0. Le
point de frontière xr décrit l’intervalle [−10; 10] avec un pas uniforme 0.5. Comme −τ + xr est un
réel positif, le symbole σ1 est un imaginaire pur à partie imaginaire négative. En revanche, σ4 est un
complexe de partie réelle non nulle. Puisque σ n’est pas un imaginaire pur, on peut supposer que σ4

constitue une meilleure approximation de σ que σ1. C’est ce que confirme la figure 1.4(a). Le symbole
σ4 semble très bien approcher σ sur l’ensemble de la plage de fréquences considérée, alors que σ1, qui
reste imaginaire pur, n’en est qu’une approximation grossière, qui ne devient acceptable qu’en très
haute fréquence.
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(a) Comparaison pour τ négatif, τ ∈ (−50; 0).
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(b) Comparaison pour τ positif, τ ∈ (0; 50).

Figure 1.4 – Comparaison des symboles exact σ et approchés σ1 et σ4 dans le plan complexe. Le
potentiel est V (x) = x et le point frontière est xr = 10.
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Figure 1.5 – Représentation logarithmique de l’erreur en fonction de τ , pour xr = 10.

Le même travail est effectué pour −τ +xr négatif. Le point frontière xr décrit toujours l’intervalle
[−10; 10]. Le terme

√−τ + xr est un imaginaire pur à partie réelle positive, donc σ1 est réel positif.
Par ailleurs, le terme correctif 1

4
1

−τ+xr
est un réel positif dès que τ > xr. Finalement, pour τ positif

les symboles approchés σ1 et σ4 sont des réels positifs. Cependant, la condition −τ + xr < 0 n’est
vérifiée que lorsque τ n’est pas trop petit par rapport à xr. En effet, lorsque xr > 0 et 0 < τ < xr

(on est donc en basse fréquence), on a σ1 ∈ iR+ et σ4 ∈ iR− + R+. C’est ce qu’on observe sur la
figure 1.4(b) pour xr = 10 et τ variant de 0 à 50. Dans cette zone de fréquences, les approximations
σ1 et σ4 ne sont pas très bonnes. En haute fréquence en revanche, tous les symboles comparés
sont réels, et les symboles approchés σ1 et σ4 constituent une bonne approximation de σ. Il en
ressort que le symbole σ4 constitue une amélioration significative du premier équivalent σ1. De plus,
l’approximation est d’autant meilleure qu’on se place en haute fréquence. A contrario, au voisinage
de τ = xr l’approximation réalisée n’est pas de bonne qualité, que ce soit pour σ1 ou pour σ4.

Finalement, on représente sur la figure 1.5 les courbes d’erreur en fonction de τ , en échelle logarith-
mique. Pour les deux symboles σ1 et σ4, l’erreur décrôıt quand |τ | est grand, ce qui est cohérent avec
l’hypothèse haute-fréquence sous laquelle le développement asymptotique de Λ+ est effectué. Cette
hypothèse haute-fréquence explique aussi que l’approximation soit mauvaise lorsque τ est proche du
point critique xr. En haute-fréquence, σ4 est une meilleure approximation asymptotique de σ que σ1.
Ainsi, en |τ | = 100 on atteint une précision de l’ordre de 5 × 10−3 avec σ1, contre une précision de
l’ordre de 10−6 pour σ4. Cela laisse augurer que les conditions aux limites construites en prenant les
quatre premiers termes du développement asymptotique de λ+ devraient se révéler plus précises que
celles construites en n’en retenant qu’un seul.
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1.5 Etude du choix ABCM
1

1.5.1 Interprétation des symboles et choix de la condition

Dans la section précédente deux stratégies ont été mises en évidence, et pour chacune de ces deux
stratégies les symboles asymptotiques ont été calculés (propositions 1.7 et 1.9). Ces symboles doivent
ensuite être traduits en termes d’opérateurs afin d’expliciter la condition aux limites qu’ils décrivent.

Lorsque V est un potentiel réel régulier, la norme L2 en espace de la solution u du problème non
borné (1.1) est conservée (théorème 1.1). Pour la solution uΩ du problème borné (1.3) sur le domaine
borné Ω, avec condition aux limites artificielle, on s’attend à ce que la norme L2 de uΩ à tout instant
t soit bornée par la norme L2 de u0 (et non égale, puisqu’une partie de l’onde sort du domaine). Cela
est notamment vérifié [10] dans le cas sans potentiel avec la condition transparente (1.6). Le cœur
de la preuve tient aux propriétés de symétrie de la condition aux limites artificielle et des opérateurs
mis en jeu.

Les propriétés de stabilité que nous pouvons espérer obtenir avec les conditions aux limites adap-
tées à un potentiel sont basées sur le lemme suivant. Dans ce lemme, on constate que la symétrie des
opérateurs joue un rôle crucial, comme en témoigne la preuve.

Lemme 1.10. Soient ϕ ∈ H1/4(0, T ) et ψ ∈ L2(0, T ) deux fonctions prolongées par zéro pour les
temps s > T . On a les propriétés suivantes

Re
(
eiπ/4

∫ +∞

0

ϕ ∂
1/2
t ϕdt

)
≥ 0, (1.98)

et

Re
(∫ +∞

0

ψ It ψ dt

)
= 0. (1.99)

Démonstration. La preuve de ce lemme est inspirée de [18] et [25]. On applique l’identité de Plancherel
pour la transformée de Laplace à ϕ et ∂1/2

t ϕ en utilisant L(∂1/2
t u)(s) =

√
sL(u)(s). On a

∫ +∞

0

ϕ(s) ∂1/2
s ϕ(s) ds =

1
2π

∫ +∞

−∞
L(ϕ)(iv)L(∂1/2

s ϕ)(iv) dv

=
1

2π

∫ +∞

−∞
L(ϕ)(iv)

√
ivL(ϕ)(iv) dv

=
1

2π

∫ +∞

0

|L(ϕ)(iv)|2 eiπ/4√v dv +
1

2π

∫ 0

−∞
|L(ϕ)(iv)|2 e−iπ/4

√
−v dv.

Ainsi, nous obtenons

eiπ/4
∫ +∞

0

ϕ(s) ∂1/2
s ϕ(s) ds =

i

2π

∫ +∞

0

|L(ϕ)(iv)|2√v dv +
1

2π

∫ 0

−∞
|L(ϕ)(iv)|2

√
−v dv.

Or, les deux intégrales apparaissant dans le membre de droite sont des réels positifs. Le membre de
gauche est donc somme d’un élément de iR+ et d’un élément de R+ ; en particulier, il est de partie
réelle positive, ce qui assure (1.98).
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D’autre part, nous avons∫ +∞

0

ψ(s) Isψ(s) ds =
1

2π

∫ +∞

−∞
L(ψ(iv))L(Isψ)(iv) dv

=
1

2π

∫ +∞

−∞
L(ψ(iv))

L(ψ)(iv)
iv

dv

=
−i
2π

∫ +∞

−∞
|L(ψ)(iv)|2 1

v
dv.

Ce deuxième terme étant imaginaire pur, l’égalité (1.99) est prouvée, ce qui achève la démonstration
du lemme 1.10.

Dans l’interprétation en termes d’opérateurs des symboles calculés précédemment, on veillera
donc, lorsque cela sera possible, à privilégier des opérateurs présentant le même genre de symétries.

Le développement asymptotique de λ+ nous donne accès au symbole principal de l’opérateur de
Dirichlet-to-Neumann, puis à ses symboles secondaires. Chacun de ces symboles est en fait le symbole
principal d’un opérateur qui reste à déterminer. Or pour un symbole p(x, t, τ) donné, il n’y a pas
unicité de l’opérateur P (x, t, ∂t) dont p est le symbole principal. Il y aura donc plusieurs possibilités
pour interpréter l’opérateur associé à chacun des symboles du développement de λ+.

Considérons pour commencer la première stratégie, décrite par (1.75). Le symbole principal λ+
1/2 =

−√−τ est naturellement interprété comme −eiπ/4∂1/2
t . Le symbole λ+

0 = ∂xV est celui de l’opérateur
de multiplication ∂xV. Le troisième symbole, λ+

−1/2, est nul. Enfin, le dernier symbole étudié est

λ+
−1 =

i∂xV

4τ
.

Le symbole 1
iτ est associé à It, on peut donc voir λ+

−1 comme le symbole principal de l’opérateur A−1

défini par

A−1v = −∂xV
4
Itv.

Dans ce cas, λ+
−1 est à la fois le symbole principal et le symbole total de A−1. Cependant, avec ce

choix, la condition aux limites sur u = veiV comporterait un terme de la forme

−i∂xV
4
eiV It

(
e−iVu

)
,

qui ne correspond pas à un opérateur symétrique car, sauf cas trivial, ∂xV n’est pas constant. Il faut
donc s’arranger pour symétriser le terme ∂xV . Cela n’est possible que si ∂xV , et donc le potentiel V ,
est un potentiel réel (on verra plus loin que pour la preuve de stabilité, il faudra de plus supposer
que le signe de ∂xV ne dépend pas du temps). Dans ce cas, on sépare ∂xV en son signe et sa valeur
absolue, et on symétrise cette dernière, ce qui s’écrit

∂xV = sg(∂xV )|∂xV | = sg(∂xV )
√
|∂xV |

√
|∂xV |, (1.100)

où sg désigne la fonction signe

pour x ∈ R, sg(x) =


1 si x > 0,
0 si x = 0,
−1 si x < 0.
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On note que l’écriture (1.100) n’est complètement symétrique que si le terme sg(∂xV ) est une
constante, du moins par rapport au temps (puisque la condition aux limites est écrite en un point
x`,r fixé). C’est néanmoins une hypothèse qui reste facilement vérifiable pour un potentiel donné, et
qui en pratique sera très souvent vérifiée. Finalement, l’écriture symétrique de λ+

−1 est

λ+
−1 =

1
4

sg(∂xV )
√
|∂xV |

i

τ

√
|∂xV |,

qu’on interprète alors naturellement comme le symbole principal de B−1 défini par

B−1v = −1
4

sg(∂xV )
√
|∂xV | It

(√
|∂xV |v

)
.

En effet, l’opérateur B−1, tout comme A−1 a pour symbole principal λ+
−1, comme l’indique la propo-

sition qui suit.

Proposition 1.11. Soit V = V (x, t) un potentiel réel. Soient A−1 et B−1 les opérateurs définis par

A−1w = − ∂xV

4
It w, (1.101)

B−1w = − sg(∂xV )

√
|∂xV |
2

It

(√
|∂xV |
2

w

)
. (1.102)

Alors, les deux opérateurs A−1 et B−1 ont pour symbole principal λ+
−1. De plus, on a l’approximation

A−1 = B−1 mod OPS−2
S . (1.103)

Démonstration. Par application du théorème de composition (proposition 1.4) dans le cas multipli-
cation d’un opérateur par une fonction (1.55), on a

σ (A−1) = σ

(
−∂xV

4
It

)
= −∂xV

4
σ(It) =

∂xV

4
i

τ
.

Donc le symbole principal de A−1 est égal à son symbole total et vaut λ+
−1.

Calculons à présent le symbole principal de B−1. L’opérateur B−1 est la composée de la fonction

− sg(∂xV )
√
|∂xV |
2 par l’opérateur C = It

(√
|∂xV |
2 ·

)
. Son symbole total vérifie donc

σ(B−1) = − sg(∂xV )

√
|∂xV |
2

σ(C),

et son symbole principal est directement relié au symbole principal de C

σP (B−1) = − sg(∂xV )

√
|∂xV |
2

σP (C).

Pour calculer le symbole principal de C, qui est à son tour la composée de deux opérateurs, on fait
de nouveau appel au théorème de composition mais dans le cas général (1.54). On en déduit que le
symbole total de C est

σ (C) ∼
+∞∑
α=0

(−i)α
α!

∂ατ

(
1
iτ

)
∂αt

(√
|∂xV |
2

)
. (1.104)

Le symbole principal de C est alors obtenu en considérant le premier terme de cette somme

σP (C) = − i
τ

√
|∂xV |
2

.
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On revient à B−1

σP (B−1) = − sg(∂xV )

√
|∂xV |
2

(−i
τ

) √|∂xV |
2

=
i

4
∂xV

τ
.

Les deux opérateurs A−1 et B−1 ont donc bien le même symbole principal λ+
−1, ce qui termine la

première partie de la preuve.
Il reste à montrer l’égalité (1.103) qui exprime que l’opérateur A−1 − B−1 est au plus d’ordre

−2 en temps. L’opérateur A−1 admet λ+
−1 pour symbole total, tandis que λ+

−1 n’est que le symbole
principal de B−1. Le terme suivant dans le développement asymptotique en symboles homogènes de
B−1, noté σ−2(B), est obtenu à partir du deuxième terme de la somme (1.104)

σ−2(B−1) = − sg(∂xV )

√
|∂xV |
2

∂τ

(
1
iτ

)
∂t

(√
|∂xV |
2

)
= −i sg(∂xV )

√
|∂xV |
4

∂t

(√
|∂xV |

) 1
τ2
.

Le terme suivant est donc un terme d’ordre −2 en τ , d’où

σ(A−1) = σ(B−1) mod S−2
S ,

et les opérateurs associés d’un opérateur pseudodifférentiel d’ordre −2

A−1 = B−1 mod OPS−2
S ,

ce qui achève la preuve.

On peut donc considérer que Op
(
λ+
−1

)
= A−1, ou que Op

(
λ+
−1

)
= B−1 mod OPS−2

S . Parmi ces
deux opérateurs, B−1 est symétrique et A−1 ne l’est pas. C’est donc B−1 qu’on choisira par la suite.
L’interprétation de λ+

−1 en tant que symbole principal d’un opérateur est finalement

Op
(
λ+
−1

)
v = − sg(∂nV )

√
|∂nV |
2

It

(√
|∂nV |
2

v

)
, (1.105)

bien que cette égalité ne soit vraie qu’à un opérateur d’ordre −2 près. Cet abus d’interprétation est
justifié par la proposition 1.11 et la recherche de symétrie, dans l’optique du lemme 1.10.

1.5.2 Retour aux conditions artificielles

Comme on l’a vu à la suite du théorème 1.6, la condition exacte traduisant le fait que la solution
est sortante s’écrit, sur la nouvelle inconnue v

∂nv + iΛ+v = 0, sur ΣT , (1.106)

où le symbole de l’opérateur Λ+ est développable en symboles homogènes

σ(Λ+) = λ+ ∼
+∞∑
j=0

λ+
1/2−j/2.

On approche Λ+ en tronquant le développement asymptotique de λ+. Si on ne garde que les M
premiers termes (λ+

1/2−j/2)0≤j≤M−1, la condition approchée d’ordre M s’écrit

∂nvM + i
M−1∑
j=0

Op
(
λ+

1/2−j/2

)
vM = 0, sur ΣT ,
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où vM est alors solution approchée du problème (1.61). On effectue le changement de variable inverse
v = e−iVu pour exprimer la condition approchée sur uM

∂nuM − i(∂xV)uM + ieiV
M−1∑
j=0

Op
(
λ+

1/2−j/2

) (
e−iVuM

)
= 0, sur ΣT . (1.107)

On adoptera les notations compactes

∂nu+ ΛMp (x, t, ∂t)u = 0, sur ΣT , (1.108)

où l’indice p = 1 (respectivement p = 2) fait référence à la stratégie du changement de jauge (1.75)
(respectivement à la stratégie de la méthode directe décrite par (1.76)), et où l’entier M est le nombre
de symboles homogènes retenus dans le développement asymptotique de λ+.

En accord avec l’interprétation des symboles que nous venons de voir pour le changement de jauge,
nous avons la proposition suivante

Proposition 1.12. La méthode du changement de jauge (p = 1) conduit aux conditions artificielles
d’ordre M suivantes

∂nu+ ΛM1 u = 0, sur ΣT , (1.109)

où les opérateurs ΛM1 sont donnés par

Λ2
1(x, t, ∂t)u = e−iπ/4eiV(x,t)∂

1/2
t

(
e−iV(x,t)u

)
, (1.110)

et

Λ4
1(x, t, ∂t)u = Λ2

1(x, t, ∂t)u− i sg(∂nV )

√
|∂nV |
2

eiV(x,t)It

(√
|∂nV |
2

e−iV(x,t)u

)
. (1.111)

Dans la suite, on désigne par ABCM1 la condition aux limites (1.109).

1.5.3 Un résultat de stabilité pour ABCM
1

L’utilisation des conditions (1.109) de la proposition 1.12 conduit à l’unicité de la solution du pro-
blème avec conditions aux limites artificielles. Nous ne considérons pas ici les questions de régularité
de la solution par rapport à la donnée initiale, qui constituent une problématique à part entière.

Théorème 1.13. Soit u0 ∈ L2(Ω) une donnée initiale à support compact dans Ω. Soit V ∈ C∞(R×
R+,R) un potentiel à valeurs réelles. On note u une solution du problème avec donnée initiale et
condition aux limites 

i∂tu+ ∂2
xu+ V u = 0, dans ΩT ,

∂nu+ ΛM1 u = 0, sur ΣT ,

u(x, 0) = u0(x), sur Ω,

(1.112)

où les opérateurs ΛM1 , M = 2, 4, sont définis dans la proposition 1.12. Alors, u satisfait l’inégalité de
masse suivante

∀t > 0, ‖u(t)‖L2(Ω) ≤ ‖u0‖L2(Ω), (1.113)

pour M = 2. De plus, si en chacun des points de Σ le signe de ∂nV est constant au cours du temps,
alors l’inégalité (1.113) reste vraie pour M = 4. En particulier, ceci implique l’unicité de la solution
u du problème avec donnée initiale et condition aux limites (1.112).
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Démonstration. Montrons ce résultat pour la condition d’ordre quatre, sous l’hypothèse que sg(∂nV )
ne dépend pas du temps sur ΣT . Le résultat pour la condition d’ordre deux s’en déduira immédiate-
ment. On multiplie par −iu la première équation de (1.112) puis on intègre sur le domaine en espace
Ω ∫ xr

x`

u ∂tu dx− i
∫ xr

x`

u ∂2
xu dx− i

∫ xr

x`

V (x, t)|u|2dx = 0,

et on intègre par parties le terme avec dérivée seconde∫ xr

x`

u ∂tu dx− i
[
ū ∂xu

]xr
x`

+ i

∫ xr

x`

|∂xu|2dx− i
∫ xr

x`

V (x, t) |u|2dx = 0.

On intègre ensuite entre le temps initial 0 et le temps final T∫ T

0

∫ xr

x`

u ∂tu dx dt− i
∫ T

0

[
ū ∂xu

]xr
x`
dt+ i

∫ T

0

∫ xr

x`

|∂xu|2dx dt− i
∫ T

0

∫ xr

x`

V (x, t) |u|2dx dt = 0,

puis on prend la partie réelle de cette expression. Le troisième et le quatrième termes sont nuls, étant
donné que le potentiel est réel. Dans le premier terme, on reconnâıt Re (u∂tu) = 1

2∂t(|u|2). Ce terme
s’écrit donc ∫ T

0

∫ xr

x`

u ∂tu dxdt =
∫ T

0

∫ xr

x`

∂t
|u|2
2

dxdt

Mais
∫ xr
x`
|u|2dx n’est rien d’autre que le carré de la norme L2([x`;xr]) de u, au temps t. Ce terme

est donc réel. Il reste alors ∫ T

0

∂t
‖u‖2L2(Ω)

2
dt = Re

(∫ T

0

[
i ū ∂nu

]xr
x`
dt

)
,

c’est-à-dire encore

1
2

(
‖u(T )‖2L2(Ω) − ‖u0‖2L2(Ω)

)
= Re

(∫ T

0

(
i ū(x`) ∂nu(x`) + i ū(xr) ∂nu(xr)

)
dt

)
. (1.114)

Pour déterminer le signe du second membre de (1.114), on explicite la condition aux limites d’ordre
quatre

∂nu = −e−iπ/4eiV∂1/2
t

(
e−iVu

)
+ i sg(∂nV )

√
|∂nV |
2

eiVIt

(√
|∂nV |
2

e−iVu

)
,

d’où

iu ∂nu = −ie−iπ/4e−iVu ∂1/2
t

(
e−iVu

)
− sg(∂nV )

√
|∂nV |
2

e−iVu It

(√
|∂nV |
2

e−iVu

)
. (1.115)

On pose alors

ϕ`,r(t) = e−iV`,r(t)u`,r(t)

et

ψ`,r(t) =

√
|∂nV`,r(t)|

2
e−iV`,r(t)u`,r(t),

où u`,r(t) = u(x`,r, t), V`,r(t) = V (x`,r, t), et V`,r(t) = V(x`,r, t). Le terme (1.115) s’écrit maintenant

i u`,r ∂nu`,r = −ie−iπ/4ϕ`,r ∂1/2
t ϕ`,r − sg(∂nV`,r)ψ`,r Itψ`,r,
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et (1.114) devient

1
2

(
‖u(T )‖2L2(Ω) − ‖u0‖2L2(Ω)

)
=
∑
γ=`,r

Re

(∫ T

0

(
−ie−iπ/4ϕγ ∂1/2

t ϕγ − sg(∂nVγ)ψγ Itψγ
)
dt

)
.

Il s’agit donc d’étudier le signe des termes

Re

(
−ie−iπ/4

∫ T

0

ϕγ(t) ∂1/2
t ϕγ(t) dt

)
(1.116)

et

Re

(
sg(∂nVγ)

∫ T

0

ψγ(t) It ψγ(t) dt

)
, (1.117)

en utilisant l’hypothèse que sg(∂nV ) ne dépend pas du temps. Or le lemme 1.10 assure directement
que le premier terme est négatif, et que le second est nul, l’intégrale considérée étant imaginaire pure.
Finalement, pour tout temps final T

1
2

(
‖u(T )‖2L2(Ω) − ‖u0‖2L2(Ω)

)
≤ 0,

c’est-à-dire
‖u(T )‖L2(Ω) ≤ ‖u0‖L2(Ω),

ce qui prouve (1.113).

Remarque 1.2. L’inégalité de masse (1.113) a été prouvée pour la condition d’ordre quatre lorsque le
signe de ∂nV aux points x` et xr est constant au cours du temps. En pratique, lorsque cette condition
est mise en défaut, par exemple pour le potentiel V (x, t) = x cos(2t), la résolution du problème avec
condition d’ordre quatre ne présente pas de difficulté particulière par rapport à la condition d’ordre
deux, et la propriété (1.113) semble numériquement vérifiée, bien que la preuve présentée ici ne
permette pas de le démontrer dans ce cas.

1.6 Conditions de type ABCM
2 , lien entre les CLA, exemple

1.6.1 L’autre choix : ABCM
2

Considérons maintenant l’autre choix pour la condition artificielle, reposant sur la méthode directe
(1.76). Dans ce cas, les symboles sont donnés par la proposition 1.9, et on obtient les conditions
artificielles décrites ci-après.

Proposition 1.14. La méthode directe p = 2 conduit aux conditions artificielles d’ordre M suivantes

∂nu+ ΛM2 u = 0, sur ΣT , (1.118)

avec
Λ2

2(x, t, ∂t)u = Op
(
−i
√
−τ + V

)
u, (1.119)

et
Λ4

2(x, t, ∂t)u = Λ2
2(x, t, ∂t)u+

1
4
Op

(
∂xV

−τ + V

)
u. (1.120)

La condition aux limites (1.118) sera désignée par ABCM2 dans la suite.
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Remarque 1.3. L’étude de la stabilité du problème relatif à la condition aux limites ABCM2 est plus
délicate que pour ABCM1 . En effet, l’expression des opérateurs pseudodifférentiels intervenant dans
(1.119)–(1.120) est basée sur la représentation inverse de Fourier. Dans ce cadre et pour un potentiel
général dépendant de x et de t, il n’est pas possible de prouver un résultat équivalent au lemme 1.10
en utilisant un argument comme l’identité de Plancherel pour la transformée de Laplace. Cependant,
lorsque V (x, t) = V (x), le résultat de stabilité est immédiat puisqu’alors les stratégies 1 et 2 cöıncident
et ABCM2 est rigoureusement équivalente à ABCM1 , comme nous le voyons ci-dessous.

1.6.2 Le cas V = V (x) : relations entre les CLA

Le cas V = V (x) est particulier, dans le sens où les deux stratégies étudiées précédemment se
rejoignent. Ce résultat repose sur le lemme suivant

Lemme 1.15. Si a est un symbole de Sm indépendant de t, et V (x, t) = V (x), alors on a l’égalité

Op (a(τ − V (x)))u = eitVOp (a(τ))
(
e−itV u(x, t)

)
. (1.121)

Démonstration. Par définition, l’opérateur pseudodifférentiel associé au symbole a(τ−V (x)) est donné
par transformée de Fourier inverse

Op (a(τ − V (x)))u = F−1
t

(
a(τ − V (x))Ft(u)

)
=
∫

R
a(τ − V (x)) Ft(u)(x, τ)eitτdτ.

On effectue dans l’intégrale le changement de variable ρ = τ − V (x) pour obtenir

Op (a(τ − V (x)))u =
∫

R
a(ρ) Ft(u)(x, ρ+ V (x)) eitρeitV (x)dρ.

En utilisant les propriétés de translation de la transformée de Fourier, on simplifie cette expression

Op (a(τ − V (x)))u = eitV (x)

∫
R
a(ρ) Ft(t 7→ e−itV (x)u(x, t))(x, ρ) eitρdρ.

On reconnâıt l’opérateur associé au symbole a(ρ) et appliqué à la fonction e−itV (x)u(x, t)

Op (a(τ − V (x)))u = eitV (x)Op (a(τ)) (e−itV (x)u(x, t)).

On a bien montré l’égalité (1.121).

Corollaire 1.16. Si le potentiel V est indépendant du temps, alors les conditions aux limites artifi-
cielles ABCM1 et ABCM2 sont équivalentes, pour M = 2, 4, avec V qui est défini par V(x, t) = tV (x).
En particulier, le caractère bien posé du problème avec condition initiale et condition aux limites
associé est immédiat, d’après le théorème 1.13.

1.6.3 L’exemple du potentiel linéaire : comparaison des opérateurs

Nous nous plaçons dans un cas de potentiel particulier pour lequel on connâıt une solution de
référence analytique. C’est le cas du potentiel nul pour lequel on a la solution (1.38), et grâce à la
proposition 1.3, c’est aussi le cas de quelques potentiels V (x). La solution de référence exacte étant
connue, on peut calculer ∂nu sur la frontière du domaine et le comparer avec −ΛM1 u pour tester la
précision des opérateurs approchés ΛM1 . On choisit le potentiel linéaire V (x) = x. On a la solution
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exacte associée (1.39) notée u. Cette solution dépend du nombre d’onde k0 de la donnée initiale (1.37).
La première condition aux limites considérée est la condition

∂nu+ e−iπ/4∂1/2
t u = 0, sur ΣT , (1.122)

que nous notons ABC0. Cette condition est la condition aux limites qui est transparente en l’absence
de potentiel. Pour l’équation avec potentiel, ABC0 constitue une condition aux limites approchée
valable, mais a priori moins précise que les conditions ABCM1 et ABCM2 construites précédemment,
puisqu’elle ne tient pas compte du potentiel. Cette CLA est comparée aux deux conditions ABC2

1 et
ABC4

1. On teste la précision des conditions aux limites en comparant à zéro les quantités ∂nu+ Λ1
0u

et ∂nu+ ΛM1 u, M = 2, 4. Ces tests sont réalisés à l’aide d’un logiciel de calcul formel pour différentes
valeurs de k0, et présentés figure 1.6.

La précision obtenue avec la condition sans potentiel ABC0 est très faible : entre 1 et 10−1. L’in-
térêt de tenir compte du potentiel dans la condition aux limites est indéniable. La condition ABC2

1

d’ordre deux conduit à une erreur absolue dont le maximum est d’un peu moins de 10−2 (pour k0 = 5),
ce qui est 50 fois meilleur que ABC0. Cette erreur est partiellement réduite lorsque k0 augmente : elle
perd environ un facteur 5 entre k0 = 5 et k0 = 12. Un comportement similaire est observé pour la
condition approchée ABC4

1 d’ordre quatre : l’erreur maximale passe de 5.10−5 pour k0 = 5 à 8.10−7

pour k0 = 12. Ces observations confortent le fait que les méthodes développées précédemment sont
d’autant plus efficaces que l’on travaille en hautes fréquences, puisque l’approximation de l’opérateur
de Dirichlet-to-Neumann est basée sur son développement asymptotique. Or, les hautes fréquences
correspondent à un nombre d’onde grand. En effet, à première vue, le nombre d’onde k0 agit sur la
donnée initiale comme un facteur d’échelle en espace. Cependant, si on observe l’expression de la so-
lution de l’équation sans potentiel (1.38), on constate qu’il agit également comme un facteur d’échelle
en temps. Un grand nombre d’onde k0 correspondra donc à une asymptotique haute-fréquence en τ .
Par ailleurs, on note de manière très claire l’amélioration que représente la condition d’ordre quatre
par rapport à la condition d’ordre deux. En effet, la condition d’ordre quatre améliore la condition
d’ordre deux d’un facteur 102 à 103, ce qui double la précision qu’on obtenait avec la condition d’ordre
deux. Ainsi, retenir plus de termes dans le développement asymptotique de Λ+ conduit bien à une
précision plus grande, du moins au niveau des opérateurs continus associés.

1.7 Schémas semi-discrets et propriétés

Le but de cette section est de procéder à la semi-discrétisation en temps des conditions aux limites
artificielles précédemment construites. On commence par discrétiser l’équation intérieure et détailler
la formulation variationnelle employée, pour identifier le milieu dans lequel s’intégrera la condition
aux limites discrétisée. Nous verrons ensuite, stratégie par stratégie, comment discrétiser la condition
aux limites de manière adéquate.

1.7.1 Discrétisation de l’équation intérieure et formulation variationnelle

Le problème avec donnée initiale et condition aux limites est :
i∂tu+ ∂2

xu+ V u = 0, dans ΩT ,

∂nu+ ΛMp u = 0, sur ΣT ,

u(·, 0) = u0, dans Ω,

(1.123)
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(a) k0 = 5 (b) k0 = 8

(c) k0 = 10 (d) k0 = 12

Figure 1.6 – Erreur absolue |∂nu+ Λu| en fonction du temps dans le cas du potentiel V (x) = x, au
point xr = 5, pour différentes valeurs de k0 et pour les conditions aux limites ABC0 (sans potentiel),
ABC2

1 et ABC4
1.

pour p = 1, 2, M = 2, 4 et pour un temps final de calcul T . On discrétise le système (1.123) par un
schéma de Crank-Nicolson. L’intervalle de temps [0;T ] est discrétisé uniformément en N intervalles
de longueur ∆t = T/N . On note tn = n∆t, 0 ≤ n ≤ N . Enfin, un représente une approximation de
u(tn) et V n = V (x, tn). Lorsque V = V (x) est un potentiel indépendant du temps, la discrétisation
de Crank-Nicolson pour l’équation de Schrödinger est donnée par

i
un+1 − un

∆t
+ ∂2

x(
un+1 + un

2
) + V

un+1 + un

2
= 0, pour n = 0, . . . , N − 1. (1.124)
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Lorsque V = V (x, t), la généralisation est la suivante

i
un+1 − un

∆t
+ ∂2

x

un+1 + un

2
+
V n+1 + V n

2
un+1 + un

2
= 0. (1.125)

Pour faciliter l’implémentation, il est d’usage de poser vn+1 = un+1+un

2 = un+1/2, avec u−1 = 0
et u0 = u0. De manière analogue, on pose Wn+1 = V n+1+V n

2 = V n+1/2. Le schéma (1.125) s’écrit
maintenant :

2i
vn+1

∆t
+ ∂2

xv
n+1 +Wn+1vn+1 = 2i

un

∆t
. (1.126)

La formulation faible de cette équation est, pour une fonction test ψ ∈ H1(Ω) :

2i
∆t

∫ xr

x`

vn+1ψdx+
∫ xr

x`

∂2
xv
n+1ψdx+

∫ xr

x`

Wn+1vn+1ψdx =
2i
∆t

∫ xr

x`

unψdx

puis, en intégrant le deuxième terme par parties

2i
∆t

∫ xr

x`

vn+1ψdx+
[
∂xv

n+1ψ
]xr
x`
−
∫ xr

x`

∂xv
n+1∂xψdx+

∫ xr

x`

Wn+1vn+1ψdx

=
2i
∆t

∫ xr

x`

unψdx. (1.127)

Nous verrons un peu plus loin que les termes issus de la condition aux limites peuvent se mettre sous
la forme

∂nv
n+1 = BM,n+1

p vn+1 − bM,n
p (v0, v1, . . . , vn), (1.128)

où M fait référence à l’ordre de la condition aux limites et p à la stratégie utilisée.

Pour l’équation de Schrödinger sans potentiel, il est bien connu que discrétiser la condition aux li-
mites transparente (1.6) d’une manière qui préserve la stabilité inconditionnelle du schéma de Crank-
Nicolson est une opération délicate. Nous proposons ici deux solutions pour la discrétisation des
CLA qui ont été construites. La première est basée sur des convolutions semi-discrètes associées aux
opérateurs fractionnaires apparaissant dans (1.110)–(1.111). On peut alors montrer que le schéma
semi-discret en résultant est inconditionnellement stable. Cependant, une solution basée sur des opé-
rateurs de convolution peut nécessiter des temps de calcul longs. La deuxième solution que nous
étudions est basée sur une approximation des opérateurs fractionnaires (1.119)–(1.120) à travers la
solution d’équations différentielles auxiliaires qui peuvent être résolues explicitement. L’évaluation
de la solution est alors particulièrement efficace, mais il semble numériquement qu’on ne puisse pas
obtenir la stabilité du système associé.

Avant de passer à la discrétisation des conditions aux limites ABCM1 à proprement parler, com-
mençons par quelques rappels sur la discrétisation par convolutions discrètes des opérateurs de convo-
lution.

1.7.2 Discrétisation des opérateurs de convolution

L’outil fondamental de la discrétisation d’opérateurs de convolution préservant leur structure, est
la transformée en Z, qui est l’analogue discret de la transformée de Laplace. Nous rappelons ici sa
définition et quelques propriétés qui nous seront utiles.
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Transformée en Z

Commençons par rappeler la définition de la transformée en Z d’un signal discret.

Définition 1.4. Soit (fn)n∈N un signal discret. On appelle transformée en Z de (fn), et on note
Z(fn) ou f̂ , la fonction de la variable z définie par

f̂(z) = Z(fn)(z) =
+∞∑
n=0

fnz
−n, pour |z| > R̂f , (1.129)

où R̂f désigne le rayon de convergence de la série f̂ , et est défini de la façon suivante :

R̂f = min

{
R > 0 ;

∑
n

fnR
−n < +∞

}
. (1.130)

Ainsi, R̂f est l’inverse du rayon de convergence de la série entière
∑
fnz

n.

On désigne par ? le produit de convolution usuel : an ? bn = (a ? b)n =
n∑
k=0

akb
n−k. Rappelons

quelques propriétés de la transformée en Z.

Proposition 1.17. Soient (fn)n∈N et (gn)n∈N deux signaux discrets de rayons de convergence res-
pectifs R̂f et R̂g. On a les résultats suivants :

(a) Z(fn+1) = zf̂ − zf(0)

(b) Z(fn+1 ± fn) = (z ± 1)f̂(z)− zf(0)

(c) Z(fn ? gn) = f̂(z)ĝ(z) , pour |z| > max (R̂f , R̂g).

On a également un théorème de Plancherel.

Lemme 1.18. Soient (fp)p∈N et (gp)p∈N deux suites (réelles). Si R̂f R̂g < 1, alors Z(fpgp) est défini
pour |z| > R̂f R̂g et on a

+∞∑
p=0

fp gp = Z
(
fpgp

)
(z = 1) =

1
2π

∫ 2π

0

f̂(reiθ) ĝ
(
eiθ

r

)
dθ, (1.131)

où le chemin d’intégration est un cercle de rayon r tel que R̂f < r < 1/R̂g. De plus, si les deux rayons
de convergence vérifient R̂f < 1 et R̂g < 1, alors on peut choisir r = 1 dans (1.131).

Identifications des coefficients des opérateurs de convolution semi-discrétisés

Ce paragraphe reprend une démarche explicitée dans [2]. L’objectif est de discrétiser les opérateurs
fractionnaires ∂1/2

t , I1/2
t , . . . sous forme de convolutions discrètes :

∂
1/2
t u(tn) ≈ (β̃k) ? (uk), I

1/2
t u(tn) ≈ (α̃k) ? (uk),

avec des coefficients β̃n et α̃n à déterminer. Commençons par chercher les coefficients de convolution
associés à ∂

1/2
t . Pour cela, on considère l’équation sans potentiel, dont on sait que la condition

transparente associée est

∂nu+ e−iπ/4∂1/2
t u = 0, sur ΣT . (1.132)
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L’équation intérieure est discrétisée uniformément en temps, avec un pas de temps ∆t, à l’aide d’une
méthode multi-pas A-stable :

i

∆t

K∑
j=0

αju
n−j(x) +

K∑
j=0

βj∂
2
x u

n−j(x) = 0, pour n ≥ K.

On applique alors une transformée en Z à cette équation. En utilisant les propriétés de cette trans-
formation, on obtient : (

∂2
x + i

δ(z)
∆t

)
û(x, z) = 0 pour x > xr, (1.133)

où la fonction δ(z)

δ(z) =

K∑
j=0

αjz
K−j

K∑
j=0

βjz
K−j

(1.134)

est appelée fonction génératrice du schéma. A titre d’exemple, pour le schéma d’Euler explicite

i

∆t
(
un − un−1

)
+ ∂2

x u
n−1 = 0

on a α0 = 1, α1 = −1, β0 = 0, β1 = 1 et tous les autres coefficients sont nuls. La fonction génératrice
du schéma d’Euler explicite est donc

δ(z) =
z − 1
z

.

Pour le schéma de Crank-Nicolson que nous considérons ici, la discrétisation de l’équation est

i

∆t
(
un − un−1

)
+ ∂2

x

un + un−1

2
= 0.

On a donc α0 = 1, α1 = −1, et αk = 0 pour k ≥ 2 ; et β0 = 1/2, β1 = 1/2, βk = 0 pour k ≥ 2. D’où
la fonction génératrice

δ(z) = 2
z − 1
z + 1

. (1.135)

L’équation (1.133) est une équation différentielle d’ordre deux en temps, qu’on résout

û(x, z) = A+(z)ei
+
q
i
δ(z)
∆t x +A−(z)e−i

+
q
i
δ(z)
∆t x , x > xr.

Or, compte tenu de la A-stabilité, δ envoie {|z| > 1} dans le demi-plan {Re(z) > 0}. On a donc

Re

(
−i +

√
i
δ(z)
∆t

)
> 0 , ∀|z| > 1.

Pour garantir que û(x, z) n’explose pas quand x→ +∞, le coefficient A−(z) est nécessairement nul,
et il reste

û(x, z) = A+(z)ei
+
q
i
δ(z)
∆t x, x > xr.

On retrouve une expression de type Dirichlet-Neumann sur û(x, z) en dérivant par rapport à x

∂xû(x, z) = i
+

√
i
δ(z)
∆t

û(x, z), x > xr. (1.136)
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Or, comme la transformée en Z et la dérivation en x commutent, on peut réécrire cette équation

Z(∂xun(x))(z) = B(z)Z(un(x))(z), x > xr,

avec

B(z) = i
+

√
i
δ(z)
∆t

.

On introduit la suite (bn)n∈N telle que B(z) = Z(bn)(z). L’équation (1.136) se réécrit finalement
comme la transformée en Z d’un produit de convolution

Z(∂xun(x))(z) = Z(bn)(z)Z(un(x))(z) = Z (bn ? un(x)) (z), x > xr.

Par transformée en Z inverse, on obtient ∂xun sur le domaine extérieur droit

∂xu
n(x) = bn ? u

n(x), x > xr,

et de manière générale

∂nu
n(x) = bn ? u

n(x), sur ΣT . (1.137)

Or, en vertu de la condition transparente (1.132), on a également

∂nu = −e−iπ/4∂1/2
t u, sur ΣT .

On en déduit que l’opérateur fractionnaire ∂1/2
t se discrétise sous forme de convolution discrète, avec

des coefficients de convolution égaux à

e−3iπ/4bn. (1.138)

Il reste à calculer les coefficients bn, qui dépendent du schéma choisi à travers sa fonction génératrice
δ(z)

bn = Z−1(B(z)) = Z−1

(
i

+

√
i
δ(z)
∆t

)
, n ∈ N. (1.139)

On se place désormais dans le cadre du schéma de Crank-Nicolson, dont la fonction génératrice est
donnée par (1.135). Pour |z| > 1, on a :

B(z) = i

√
i
δ(z)
∆t

= e3iπ/4

√
2

∆t

√
z − 1
z + 1

.

Comme |z| > 1, on écrit

B(z) = e3iπ/4

√
2

∆t

√
1− 1/z
1 + 1/z

= e3iπ/4

√
2

∆t

+∞∑
n=0

βnz
−n,

où les βn sont les coefficients du développement de Taylor de
√

1−X
1+X . On reconnâıt une transformée

en Z :

B(z) = e3iπ/4

√
2

∆t
Z(βn)(z),

d’où l’expression de bn :

bn = e3iπ/4

√
2

∆t
βn. (1.140)
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En revenant à (1.138), on obtient finalement les coefficients associés à la discrétisation de ∂1/2
t

∂
1/2
t un =

√
2

∆t
(βk ? uk) =

√
2

∆t

n∑
k=0

βn−ku
k, (1.141)

avec √
1−X
1 +X

=
+∞∑
k=0

βkX
k. (1.142)

Pour obtenir de la même manière les coefficients de convolution associés à l’opérateur I1/2
t , on

reprend la même démarche en exprimant la condition transparente à l’aide de l’opérateur de Neumann-
Dirichlet au lieu de celui de Dirichlet-Neumann. La condition de Neumann-Dirichlet s’écrit :

u+ eiπ/4I
1/2
t (∂nu) = 0, sur ΣT .

L’équation intérieure conduit à la même relation (1.136) sur les transformées en Z, qu’on exprime
cette fois par inversion

Z(wn(x))(z) = −i
√

∆t
iδ(z)

Z(∂xwn(x))(z) = Z(an ? ∂xwn(x))(z), x > xr,

où, pour la méthode de Crank-Nicolson, les coefficients (an) sont définis par

A(z) = Z(an)(z) = e−3iπ/4

√
∆t
2

√
z + 1
z − 1

, pour |z| > 1.

On obtient donc de la même manière

an = e−3iπ/4

√
∆t
2
αn avec

+∞∑
k=0

αkX
k =

√
1 +X

1−X .

Finalement,
un = −eiπ/4I1/2

t (∂nu
n) = an ? (∂nu

n), sur ΣT .

Ainsi, la discrétisation de I1/2
t en accord avec le schéma de Crank-Nicolson est donnée par

I
1/2
t un =

√
∆t
2

(αn ? un) =

√
∆t
2

n∑
k=0

αn−ku
k,

avec √
1 +X

1−X =
+∞∑
k=0

αkX
k. (1.143)

Finalement, on obtient les coefficients de convolution associés à It en exploitant le fait que It est la
composée de l’opérateur I1/2

t avec lui-même. Par transformée en Z, les coefficients de la convolution
sont donc les produits des coefficients pour It [15]

Itu
n =

∆t
2

(γk ? uk) =
∆t
2

n∑
k=0

γn−ku
k, (1.144)

avec
1 +X

1−X =
+∞∑
k=0

γkX
k. (1.145)
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Calcul effectif des coefficients de convolution

Concernant le calcul explicite des coefficients de convolution αk, βk et γk, on rappelle la proposition
suivante [11, 15] :

Proposition 1.19. Si {fn}n∈N est une suite de nombres complexes approchant {f(tn)}n∈N, alors
les approximations de ∂1/2

t f(tn), I1/2
t f(tn) et It f(tn) cohérentes avec le schéma de Crank-Nicolson

pour un pas de temps ∆t, sont données par les formules de quadratures numériques :

∂
1/2
t f(tn) ≈

√
2

∆t

n∑
k=0

βn−kf
k, (1.146)

I
1/2
t f(tn) ≈

√
∆t
2

n∑
k=0

αn−kf
k, (1.147)

It f(tn) ≈ ∆t
2

n∑
k=0

γn−kf
k, (1.148)

où les suites (αn)n∈N, (βn)n∈N et (γn)n∈N sont telles que
(α0, α1, α2, α3, α4, α5, . . .) = (1, 1,

1
2
,

1
2
,

3
8
,

3
8
,

3 · 5
2 · 4 · 6 , . . .),

βk = (−1)kαk, ∀k ≥ 0,

(γ0, γ1, γ2, γ3, . . .) = (1, 2, 2, 2, 2, 2, . . .).

(1.149)

De plus, leurs transformées en Z respectives sont données par :

Z(αn)(z) =

√
z + 1
z − 1

, Z(βn)(z) =

√
z − 1
z + 1

, Z(γn)(z) =
z + 1
z − 1

, (1.150)

pour |z| > 1.

Comme nous l’avons vu au paragraphe précédent, les coefficients αk, βk, γk sont respectivement
les coefficients du développement de Taylor de

√
1−X
1+X ,

√
1+X
1−X et 1+X

1−X . Plus généralement, on peut
montrer que la discrétisation de l’opérateur Iαt est la suivante

Iαt (fn) ≈
(

∆t
2

)α n∑
k=0

d
(α)
k fn−k, (1.151)

où les d(α)
k sont les coefficients du développement de Taylor de

(
1+X
1−X

)α
. Afin que la discrétisation

soit totalement explicite, il reste à exprimer les coefficients d(α)
k . Or

∑
n

d(α)
n Xn =

(
1 +X

1−X

)α
= (1 +X)α

1
(1−X)α

.

Introduisons les suites (pn) et (qn) telles que

(1 +X)α =
∑
n

pnX
n et

1
(1−X)α

=
∑
n

qnX
n.

On a alors ∑
n

d(α)
n Xn =

(∑
n

pnX
n

)(∑
n

qnX
n

)
=
∑
n

(
n∑
k=0

pkqn−k

)
Xn
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en effectuant le produit de Cauchy des deux séries entières. Les coefficients d(α)
k s’expriment donc

comme un produit de convolution :
(d(α)
k ) = (pk) ? (qk).

On utilise la transformée de Fourier rapide pour ramener le calcul des coefficients à un produit

F
(
d

(α)
k

)
= F ((pk) ? (qk)) = F (pk)F (qk).

On a donc
d

(α)
k = F−1

(
F (pk)F (qk)

)
.

Quant aux coefficients pk et qk, ils sont calculés en utilisant l’expression du développement de Taylor
de (1 +X)α :

(1 +X)α = 1 +
+∞∑
n=1

(
n−1∏
k=0

(α− k)

)
Xn

n!
.

Les (pk) sont alors définis par la relation de récurrencep0 = 1,

pk+1 =
α− k
k + 1

pk pour k ≥ 0.

De même, nous avons

(1−X)−α = 1 +
+∞∑
n=1

(
n−1∏
k=0

(−α− k)

)
(−X)n

n!
,

et on obtient les (qk) sous la formeq0 = 1,

qk+1 = −−α− k
k + 1

qk pour k ≥ 0.

1.7.3 Discrétisation des CLA basée sur les convolutions discrètes

Nous pouvons maintenant passer à l’étude de la discrétisation des conditions aux limites. Consi-
dérons pour commencer les conditions ABCM1 . D’après la proposition 1.12, on a :

ABC2
1 : ∂nu+ e−iπ/4eiV∂1/2

t

(
e−iVu

)
= 0, (1.152)

ABC4
1 : ∂nu+ e−iπ/4eiV∂1/2

t

(
e−iVu

)
− i sg(∂nV )

√
|∂nV |
2

eiVIt

(√
|∂nV |
2

e−iVu

)
= 0. (1.153)

On considère également les opérateurs associés Λ2
1 et Λ4

1

Λ2
1(x, t, ∂t)u = e−iπ/4eiV(x,t)∂

1/2
t

(
e−iV(x,t)u

)
,

Λ4
1(x, t, ∂t)u = Λ2

1(x, t, ∂t)u− i sg(∂nV )

√
|∂nV |
2

eiV(x,t)It

(√
|∂nV |
2

e−iV(x,t)u

)
.

On utilise la forme symétrique de la condition ABC4
1, ce qui est crucial dans le cas V = V (x, t).

Compte tenu de la discrétisation par quadratures (1.146) de l’opérateur ∂1/2
t et de la discrétisation

(1.125) retenue pour l’équation intérieure, les semi-discrétisations des conditions ABCM1 sont données
dans la proposition suivante.
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Proposition 1.20. Le schéma semi-discret de Crank-Nicolson pour le problème initial avec condition
aux limites de type ABCM1 est donné par

2i
∆t

vn+1 + ∂2
xv
n+1 +Wn+1 vn+1 =

2i
∆t

un, dans Ω,

∂nv
n+1 + ΛM1,n+1v

n+1 = 0, sur Σ, pour M = 2 ou 4,

u0 = u0, dans Ω,

(1.154)

pour n = 0, ..., N − 1, où vn+1 = un+1+un

2 , Wn+1 = V n+1+V n

2 , et les opérateurs semi-discrets Λ2
1,n+1,

Λ4
1,n+1 sont définis par

Λ2
1,n+1v

n+1 = e−iπ/4eiW
n+1

√
2

∆t

n+1∑
k=0

βn+1−ke
−iW k

vk, (1.155)

Λ4
1,n+1v

n+1 = Λ2
1,n+1v

n+1 − i sg(∂nW
n+1)

√
|∂nWn+1|

2
eiW

n+1 ∆t
2

n+1∑
k=0

γn+1−k

√
|∂nW k|

2
e−iW

k

vk.

(1.156)

Ici, W est défini par W n+1 = Vn+1+Vn
2 et V est donné par (1.57).

Le schéma de Crank-Nicolson est un schéma d’ordre deux en temps qui a la propriété d’être
inconditionnellement stable. La discrétisation présentée ici pour les conditions ABCM1 , basée sur
les convolutions discrètes, est celle qui permet de préserver cette stabilité inconditionnelle pour le
problème (1.154). En effet, nous avons le théorème suivant.

Théorème 1.21. Soit u une solution du système (1.154) muni de la condition aux limites ABCM1 .
Pour M = 2, on a l’inégalité de masse suivante :

∀n ∈ {0, . . . , N}, ‖un‖L2(Ω) ≤ ‖u0‖L2(Ω), (1.157)

et si sg(∂nW
k
` ) et sg(∂nW

k
r ) sont des constantes positives, alors (1.157) reste vérifiée pour M = 4.

Ce théorème est la version semi-discrète du théorème 1.13, sous les hypothèses semi-discrètes
équivalentes, auxquelles on a ajouté l’hypothèse que ∂nW

k est positif sur Σ.

Démonstration. Soit n ∈ {0, . . . , N} et soit p un entier compris entre 0 et n− 1. On écrit l’équation
intérieure de (1.154) au temps tp+1

i
up+1 − up

∆t
+ ∂2

xv
p+1 +W p+1 vp+1 = 0

puis on la multiplie par −i vp+1. En tenant compte de la définition de vp+1, le premier terme est
arrangé de la manière suivante :

(up+1 − up)vp+1 =
1
2

(up+1 − up)(up+1 + up) =
1
2

(
|up+1|2 − |up|2 + up+1up − upup+1

)
=

1
2
(
|up+1|2 − |up|2 + 2i Im(up+1up)

)
.

En intégrant le résultat sur le domaine Ω, il vient∫ xr

x`

|up+1|2 − |up|2 + 2i Im(up+1up)
2∆t

dx−
∫ xr

x`

ivp+1∂2
xv
p+1dx−

∫ xr

x`

iW p+1|vp+1|2dx = 0.
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On intègre alors par parties le deuxième terme. Cela donne, pour p ≥ 0,∫
Ω

|up+1|2 − |up|2 + 2i Im(up+1up)
2∆t

dx− i
[
vp+1 ∂xv

p+1
]xr
x`

+ i

∫
Ω

∣∣∂xvp+1
∣∣2 dx

− i
∫

Ω

W p+1
∣∣vp+1

∣∣2 dx = 0.

Comme le terme W est réel (on considère un potentiel réel), la partie réelle de cette expression donne

‖up+1‖2L2(Ω) − ‖up‖
2
L2(Ω)

2∆t
= Re

(
i
[
vp+1 ∂xv

p+1
]xr
x`

)
.

On somme les termes de l’égalité précédente pour p allant de 0 à n− 1, il reste

1
2∆t

(
‖un‖2L2(Ω) − ‖u0‖2L2(Ω)

)
= Re

(
n−1∑
p=0

i
[
vp+1 ∂xv

p+1
]xr
x`

)
=
∑
γ=`,r

Aγ , (1.158)

avec

Aγ = Re

(
n−1∑
p=0

i vp+1(xγ) ∂nv
p+1(xγ)

)
pour γ = `, r. (1.159)

Nous allons à présent utiliser l’expression de la condition aux limites discrétisée pour déterminer le
signe des termes Aγ . Nous considérons ici la condition d’ordre quatre sous l’hypothèse appropriée sur
∂nW . Le résultat pour la condition d’ordre deux s’en déduira immédiatement. Enfin, on se limite au
bord droit xr du domaine, le bord gauche se traitant de manière similaire. Les termes de la somme
se réécrivent

i vp+1(xr)∂nv
p+1(xr) = −ie−iπ/4

√
2

∆t
eiW

p+1
r vp+1

r

p+1∑
k=0

βp+1−ke
−iW k

r vkr

− sg(∂nW
p+1
r )

∆t
2

√
|∂nW

p+1
r |

2
eiW

p+1
r vp+1

r

p+1∑
k=0

γp+1−k

√
|∂nW k

r |
2

e−iW
k
r vkr ,

donc la somme est égale à

n−1∑
p=0

i vp+1(xr)∂nv
p+1(xr) = −ie−iπ/4

√
2

∆t

n−1∑
p=0

χp+1
r

p+1∑
k=0

βp+1−kχ
k
r

− sg(∂nWr)
∆t
2

n−1∑
p=0

ψp+1
r

p+1∑
k=0

γp+1−kψ
k
r ,

avec χkr = e−iW
k
r vkr et ψkr =

√
|∂nWk

r |
2 e−iW

k
r vkr . L’hypothèse d’indépendance en temps du signe de

∂nWl,r est utilisée de manière fondamentale pour sortir le signe de la somme. Remarquons également
que les fonctions χ et ψ étant nulles au temps t = 0, les sommes peuvent être réindicées en

n∑
p=0

χpr

p∑
k=0

βp−kχ
k
r et

n∑
p=0

ψpr

p∑
k=0

γp−kψ
k
r .

Pour étudier le signe de ces termes, on s’appuie sur le lemme suivant, analogue semi-discret du
lemme 1.10.
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Lemme 1.22. Pour (βn)n, (αn)n et (γn)n les suites de coefficients données par (1.149), et (ϕk)k∈N

une suite de nombres complexes telle que R̂ϕ < 1, on a les propriétés suivantes :

Qβ =
n∑
p=0

ϕp
p∑
k=0

βp−kϕ
k ∈ eiπ/4R+ ∪ e−iπ/4R+, (1.160)

Qα =
n∑
p=0

ϕp
p∑
k=0

αp−kϕ
k ∈ eiπ/4R+ ∪ e−iπ/4R+, (1.161)

Qγ =
n∑
p=0

ϕp
p∑
k=0

γp−kϕ
k ∈ {Re(z) ≥ 0}. (1.162)

On a, sous ces notations,

Ar = Re

(
−ie−iπ/4

√
2

∆t
Qβ − sg(∂nWr)

∆t
2
Qγ

)
. (1.163)

Or, le lemme assure que

−ie−iπ/4
√

2
∆t

Qβ ∈ R− ∪ iR−,

donc la partie réelle du premier terme de (1.163) est négative. Par ailleurs, toujours d’après le lemme,
on a Re(Qγ) ≥ 0, et on a fait l’hypothèse que ∂nWr reste positif. Ceci assure que la partie réelle du
deuxième terme est négative également, et conclut la preuve du théorème 1.21.

Prouvons à présent le lemme. Seuls les résultats (1.160) et (1.162) sont nécessaires pour le moment,
mais la preuve du résultat (1.161) est totalement analogue à celle de (1.160) et sera utile en dimension
deux, dans la preuve du théorème 4.46.

Preuve du lemme. Pour cette preuve, nous nous appuyons sur un résultat démontré dans la thèse de
G. Dauphin [44]. Avant d’énoncer ce résultat, rappelons quelques termes de vocabulaires provenant de
la théorie du traitement du signal. Un filtre discret est défini comme une suite (hp)0≤p≤n à coefficients
réels. Pour le filtre discret (hp), la sortie associée à l’entrée (up)0≤p≤n est la suite (yp)0≤p≤n définie
par yp = hp ? up, au sens de la convolution discrète déjà évoquée. Enfin, on appelle fonction de
transfert associée au filtre discret (hp) la fonction Hh définie pour |z| > 1 par

Hh(z) =
+∞∑
n=0

hnz
−n.

Ainsi, la fonction de transfert du filtre (hp) n’est autre que la transformée en Z de (hp). On note
encore E = {|z| > 1} l’extérieur du disque unité, et H1(E) l’ensemble des fonctions de transfert H
holomorphes sur E qui vérifient la condition

sup
r>1

∫ π

−π
|H(reiω)|dω <∞,

de sorte que les fonctions de H1(E) sont prolongeables de manière intégrable sur le cercle unité. De
[44], nous citons le théorème suivant.
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Théorème 1.23. Soient (up) et yp = (hp ?up) les entrées et sorties complexes du filtre à coefficients
réels H. Si H ∈ H1(E), alors on a

n∑
p=0

up (hp ? up) =
1

2π

∫ π

−π
H(eiω)

∣∣∣∣∣
n∑
p=0

upe
−iωp

∣∣∣∣∣
2

dω. (1.164)

Ce théorème est démontré en annexe B.2 de [44] et assure l’équivalence de la définition de la notion
de positivité des filtres numériques par la condition entrée-sortie (

∑
p upyp ≥ 0 pour une entrée réelle

(up)p) et par la condition fréquentielle (Re
(
H(eiω)

)
≥ 0 pour ω ∈]−π;π[ pp.). Nous allons appliquer

ce résultat aux filtres discrets (βp) et (αp).
Afin de prouver le lemme 1.22, on réécrit d’abord le terme Qβ sous forme de convolution :

Qβ =
n∑
p=0

(
ϕp

p∑
k=0

βp−kϕ
k

)
=

n∑
p=0

ϕp (βp ? ϕp).

En termes de théorie du signal, la suite (βp?ϕp) est la sortie associée au filtre discret (βp). La fonction
de transfert Hβ du filtre (βp), qui correspond à sa transformée en Z, est donnée par (1.150). On a
donc, pour ω ∈]− π;π[,

Hβ(eiω) =

√
eiω − 1
eiω + 1

,

et cette fonction est intégrable sur ] − π;π[ malgré sa singularité en ω = ±π. On est donc dans les
conditions d’application du théorème 1.23, et on a

Qβ =
n∑
p=0

ϕp (βp ? ϕp) =
1

2π

∫ π

−π
Hβ(eiω)

∣∣∣∣∣
n∑
p=0

ϕpe−iωp
∣∣∣∣∣
2

dω,

c’est-à-dire

Qβ =
1

2π

∫ π

−π

√
eiω − 1
eiω + 1

∣∣∣∣∣
n∑
p=0

ϕpe−iωp
∣∣∣∣∣
2

dω.

Or pour ω ∈]− π;π[, √
eiω − 1
eiω + 1

=
√
i tan

(ω
2

)
,

donc l’application z 7→
√

z−1
z+1 envoie le cercle unité sur eiπ/4R+ ∪ e−iπ/4R+, ce qui implique que

Qβ ∈ eiπ/4R+ ∪ e−iπ/4R+.

En particulier, −ie−iπ/4Qβ est de partie réelle négative.
De manière similaire, la fonction de transfert associée au filtre discret (αp) est Z(αp)(z) donnée

par (1.150). On a alors, pour ω ∈]0; 2π[,

Hα(eiω) =

√
eiω + 1
eiω − 1

,

donc Hα(eiω) est intégrable sur ]0; 2π[. On a donc, en vertu du théorème 1.23,

Qα =
1

2π

∫ 2π

0

Hα(eiω)

∣∣∣∣∣
n∑
p=0

ϕpe−iωp
∣∣∣∣∣
2

dω.
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Or, l’application z 7→
√

z+1
z−1 envoie le cercle unité sur eiπ/4R+ ∪ e−iπ/4R+, ce qui assure (1.161).

La preuve de (1.162) est un peu différente. En effet, la fonction de transfert associée au filtre (γp)
est

Hγ(z) =
z + 1
z − 1

qui est singulière en z = 1, et n’est pas intégrable sur le cercle unité. On procède donc différemment.
Le terme Qγ peut s’interpréter comme un produit scalaire hermitien

Qγ =
n∑
p=0

ϕp (γp ? ϕp) = tϕAϕ = 〈ϕ, Aϕ〉

où ϕ est le vecteur de taille n+ 1 à coefficients complexes

ϕ =

ϕ0

...
ϕn

 ,

et A désigne la matrice de taille (n+ 1)× (n+ 1) à coefficients réels, définie par

A =



1 0 . . . . . . 0

2 1
. . .

...

2 2 1
. . .

...
...

. . . . . . 0
2 . . . . . . 2 1


.

La matrice Ã = A+A∗

2 étant la matrice ne contenant que des 1, elle est hermitienne positive, puisque
ses valeurs propres sont 0 (avec ordre de multiplicité n) et n + 1 (d’ordre de multiplicité un). Par
conséquent, pour tout vecteur x réel, on a

〈x, Ax〉 ≥ 0.

Décomposons maintenant le vecteur complexe ϕ en ϕ = x+iy avec x et y réels. On calcule le produit
scalaire hermitien

Qγ = 〈ϕ, Aϕ〉 = 〈x, Ax〉+ 〈y, Ay〉+ i
[
〈x, Ay〉 − 〈y, Ax〉

]
.

On a donc

Re(Qγ) = 〈x, Ax〉+ 〈y, Ay〉 ≥ 0,

et

Im(Qγ) = 〈x, Ay〉 − 〈y, Ax〉,

ce terme étant non nul dès que x ou y sont non nuls, puisque A n’est pas symétrique. Par conséquent,
on a

Qγ ∈ {Re(z) ≥ 0}.

Ceci achève la preuve du lemme 1.22.
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1.7.4 Discrétisation des CLA basée sur les fonctions auxiliaires

La stratégie précédente, basée sur des opérateurs de convolution discrets, semble précise et fournit
un résultat de stabilité, mais peut entrâıner des coûts de calcul importants. De plus, nous verrons
lors des simulations numériques que des pas de temps ∆t très petits sont requis pour atteindre la
précision optimale de la condition aux limites artificielle basée sur les opérateurs de convolution. Cette
contrainte peut être assouplie en suivant l’approche décrite ci-après, inspirée de [33].

Approximants de Padé

On peut approcher de manière rationnelle la racine carrée grâce une approximation à m termes :

Rm(z) = am0 +
m∑
k=1

amk z

z + dmk
=

m∑
k=0

amk −
m∑
k=1

amk d
m
k

z + dmk
, (1.165)

où les coefficients amk et dmk sont donnés par am0 = 0, et pour 1 ≤ k ≤ m

amk =
1

m cos2
(

(2k−1)π
4m

) , dmk = tan2

(
(2k − 1)π

4m

)
. (1.166)

Pour éviter la coupure sur la demi-droite R−, on peut utiliser des coefficients de Padé complexes liés
à la technique de rotation de branche d’angle θ. D’après [17], la valeur optimale de θ est θ = π/4.
Avec la rotation de branche,

√
z est approché par

√
z ≈ eiθ/2Rm(e−iθz),

d’où
√
z ≈

m∑
k=0

Amk −
m∑
k=1

Amk D
m
k

z +Dm
k

avec les nouveaux coefficients Am0 = 0, et pour 1 ≤ k ≤ m :

Amk = eiθ/2amk =
eiθ/2

m cos2
(

(2k−1)π
4m

) , Dm
k = eiθdmk = eiθ tan2

(
(2k − 1)π

4m

)
. (1.167)

Approximation des conditions ABCM2

Nous avons vu que les conditions ABCM1 et ABCM2 sont équivalentes dans le cas de potentiels
indépendants du temps. Cela n’est plus vrai pour une fonction V qui dépend du temps. Dans une
telle situation, le schéma développé précédemment peut être utilisé pour traiter le cas de ABCM1 .
Quant à ABCM2 , la discrétisation des opérateurs pseudodifférentiels qui y sont impliqués n’est pas
facile à obtenir. En particulier, les opérateurs dont le symbole est en racine carrée ne peuvent pas être
exprimés en terme d’opérateurs fractionnaires en temps, car on n’a pas d’analogue au lemme 1.15
dans ce cas. Pour ces raisons, nous introduisons les approximations suivantes.

Lemme 1.24. Nous avons les deux approximations suivantes :

Op
(√
−τ + V

)
=
√
i∂t + V mod OPS−3/2

S , (1.168)

et

Op

(
∂xV

4
1

−τ + V

)
= sg(∂nV )

√
|∂nV |
2

(i∂t + V )−1

√
|∂nV |
2

mod OPS−3
S . (1.169)
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Avant de démontrer ce lemme, remarquons que dans l’optique d’écrire la condition aux limites
d’ordre deux, incluant les termes λ+

1/2 et λ+
0 , on pourrait se contenter dans (1.168) d’approcher le

premier opérateur par un opérateur d’ordre −1/2. Cependant, cela ne suffit pas si on veut écrire la
condition d’ordre quatre, qui inclut le symbole λ+

−1 d’ordre −1. De manière générale, il faut prendre
soin que les opérateurs négligés dans ces approximations soient d’ordre strictement inférieur à l’ordre
des derniers opérateurs considérés dans la conditon aux limites. Nous avons écrit ici les approximations
permettant d’écrire les conditions aux limites jusqu’à l’ordre quatre.

Démonstration. Posons A =
√
i∂t + V . L’opérateur A est d’ordre 1/2, donc son symbole total σA

admet un développement asymptotique sous la forme :

σ(A) ∼
+∞∑
j=0

σ1/2−j/2.

Comme A2 = i∂t + V , on a d’une part

σ(A2) = σ(i∂t + V ) = −τ + V, (1.170)

et d’autre part, d’après la formule de composition

σ(A2) = σ(AA) ∼
+∞∑
α=0

(−i)α
α!

∂ατ σA∂
α
t σA. (1.171)

On compare les termes de même ordre issus des expressions (1.170) et (1.171). L’identification des
termes d’ordre 1 donne

(σ1/2)2 = −τ + V,

d’où

σ1/2 = ±
√
−τ + V .

Pour déterminer le signe de σ1/2, on se réfère au cas sans potentiel. Lorsque V = 0, l’opérateur A est
égal à A =

√
i∂t dont le symbole est

√−τ . En conséquence, c’est le signe plus qui est retenu pour
σ1/2 ici, de sorte que

σ1/2 =
√
−τ + V .

L’identification des termes d’ordre 1/2 donne

2σ0σ1/2 = 0,

d’où σ0 = 0. La lecture des termes d’ordre 0 conduit a priori à

2σ1/2σ−1/2 − i∂τσ1/2∂tσ1/2 = 0,

mais comme σ1/2 n’est pas un symbole homogène, ∂tσ1/2 est en fait d’ordre −1/2 et non d’ordre
1/2. En conséquence, le terme produit ∂τσ1/2∂tσ1/2 est d’ordre −1, et ne sera comptabilisé que
pour le calcul de σ−3/2. Il reste alors σ−1/2 = 0. De la même manière, on obtient σ−1 = 0. Enfin,
l’identification des termes d’ordre −1 conduit à

2σ−3/2σ1/2 + 2σ−1σ0 − (σ−1/2)2 − i∂τσ1/2∂tσ1/2 = 0.
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Il vient alors
σ−3/2 =

i∂τσ1/2∂tσ1/2

2σ1/2
=

i∂tV

8
√
−τ + V

3 .

Finalement, on a obtenu les premiers termes du développement asymptotique de σ(A)

σ(
√
i∂t + V ) =

√
−τ + V − i

8
∂tV√
−τ + V

3 mod S−5/2
S .

En particulier, nous avons

σ(
√
i∂t + V ) =

√
−τ + V mod S−3/2

S .

En revenant aux d’opérateurs, cela fournit la relation (1.168).

On traite le cas du deuxième terme de manière similaire, en posant B = (i∂t +V )−1. L’opérateur
B est d’ordre −1 et son symbole total admet le développement asymptotique

σ(B) ∼
+∞∑
j=0

σ−1−j .

L’opérateur inverse B−1 = i∂t + V a pour symbole σ(B−1) = −τ + V . On utilise alors l’identité
σ(BB−1) = 1 pour en déduire l’asymptotique de B

1 = σ(BB−1) =
+∞∑
α=0

(−i)α
α!

∂ατ σ(B)∂αt σ(B−1). (1.172)

Comme ∂τσ(B−1) = −1 et ∂ατ σ(B−1) = 0 dès que α ≥ 2, il reste :

1 = (−τ + V )σ(B) + i∂tσ(B). (1.173)

Compte tenu de l’asymptotique de B, l’équation (1.173) se réécrit :

1 =
+∞∑
j=0

(−τ + V )σ−1−j +
+∞∑
j=0

i∂tσ−1−j .

La lecture des termes d’ordre 0 conduit à

1 = (−τ + V )σ−1,

d’où le terme σ−1

σ−1 =
1

−τ + V
.

La lecture des termes d’ordre −1 conduit a priori à

0 = (−τ + V )σ−2 + i∂tσ−1,

mais, dû à l’inhomogénéité de σ−1, le terme dérivé ∂tσ−1 est d’ordre −2. Il interviendra donc dans
le calcul de σ−3. On en déduit que σ−2 = 0. La lecture des termes d’ordre −2 conduit à

0 = (−τ + V )σ−3 + i∂tσ−1,

d’où l’identification
σ−3 =

i∂tV

(−τ + V )3
.
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Finalement, le début de l’asymptotique de σ(B) est :

σ
(

(i∂t + V )−1
)

=
1

−τ + V
+

i∂tV

(−τ + V )3
mod S−4

S ,

ce qui donne

σ
(

(i∂t + V )−1
)

=
1

−τ + V
mod S−3

S . (1.174)

D’autre part, si σp(P ) désigne le symbole principal d’un opérateur pseudodifférentiel P , l’égalité
suivante est vérifiée :

σp

(
sg(∂nV )

√
|∂nV |
2

(i∂t + V )−1

√
|∂nV |
2

)
= sg(∂nV )

|∂nV |
4

σp (i∂t + V )−1
. (1.175)

On en déduit, d’après (1.174)

σp

(
sg(∂nV )

√
|∂nV |
2

(i∂t + V )−1

√
|∂nV |
2

)
=
∂xV

4
1

−τ + V
. (1.176)

En combinant (1.174) et (1.176), on obtient (1.169) au niveau des opérateurs.

En conséquence du lemme 1.24, l’opérateur

Λ2
2(x, t, ∂t) = Op

(
−i
√
−τ + V

)
est approché par

Λ̃2
2(x, t, ∂t) = −i

√
i∂t + V , (1.177)

et l’opérateur

Λ4
2(x, t, ∂t) = Λ2

2(x, t, ∂t) +Op

(
∂xV

4
1

−τ + V

)
est approché par

Λ̃4
2(x, t, ∂t) = Λ̃2

2(x, t, ∂t) + sg(∂nV )

√
|∂nV |
2

(i∂t + V )−1

√
|∂nV |
2

, (1.178)

les termes additionnels étant négligeables dans les deux cas. Les nouvelles conditions approchées

ÃBCM2 sont finalement données par la proposition suivante.

Proposition 1.25. Les conditions aux limites ABCM2 données par la proposition 1.14 sont approchées
par les conditions d’ordre M suivantes :

∂nu− i
√
i∂t + V u = 0, (1.179)

pour la condition d’ordre deux, notée ÃBC2
2, et

∂nu− i
√
i∂t + V u+ sg(∂nV )

√
|∂nV |
2

(i∂t + V )−1

(√
|∂nV |
2

u

)
= 0, (1.180)

pour la condition d’ordre quatre, notée ÃBC4
2.

Ces approximations des conditions ABCM2 faciliteront leur implémentation.
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Remarque 1.4. Les approximations faites en passant des conditions ABCM2 aux conditions ÃBCM2
sont raisonnables, au sens où les opérateurs négligés dans (1.168) et (1.169) sont d’ordre inférieur aux
derniers termes retenus dans la condition aux limites. En effet, le premier terme négligé dans (1.118)
est d’ordre −3/2, alors que le dernier opérateur retenu dans la condition aux limites est d’ordre −1.
En revanche, il ne serait pas possible d’inclure dans la condition l’opérateur associé au symbole λ+

−3/2

sans y inclure également le terme d’ordre −3/2 négligé dans (1.168). Ainsi, la précision requise lors
de troncatures telles que (1.168)–(1.169) est évidemment liée à l’ordre de la condition aux limites
considérée.

Introduction des fonctions auxiliaires pour ÃBCM2 et discrétisation

Commençons par étudier la condition d’ordre deux ÃBC2
2. L’approche alternative aux convolutions

discrètes consiste à approcher l’opérateur de racine carrée i∂t + V par son approximant de Padé
d’ordre m, défini par (1.165), et dont nous retiendrons la deuxième formulation. Rappelons que pour
un nombre complexe z, cet approximant Rm(z) est défini par

Rm(z) =
m∑
k=0

amk −
m∑
k=1

amk d
m
k

z + dmk
,

où les coefficients (amk )0≤k≤m et (dmk )1≤k≤m sont donnés par (1.166) ou (1.167). Formellement,√
i∂t + V est alors approché par Rm(i∂t + V ), ce qui donne en remplaçant dans (1.179)

∂nu− i
m∑
k=0

amk u+ i

m∑
k=1

amk d
m
k (i∂t + V + dmk )−1 u = 0, (1.181)

qui définit une condition aux limites artificielles d’ordre deux, désignée par ABC2
2,m dans la suite. Pour

réécrire cette condition sous une forme se prêtant à son implémentation numérique, il est classique
d’introduire m fonctions auxiliaires ϕk, pour 1 ≤ k ≤ m (voir Lindmann [66]) comme suit :

ϕk = (i∂t + V + dmk )−1
u, 1 ≤ k ≤ m. (1.182)

Cette équation est constituée de deux équations différentielles du premier ordre en temps, portant
sur la fonction ϕk, l’une au point x` et l’autre au point xr

i∂tϕk + V ϕk + dmk ϕk = u, pour 1 ≤ k ≤ m, x = x`,r, (1.183)

avec la condition initiale ϕk(x, 0) = 0 en chacun des points x = x`,r.
Finalement, la discrétisation de la condition aux limites ABC2

2,m conduit à un système d’une
équation et de m équations différentielles couplées, portant sur u et sur les m fonctions auxiliaires
ϕk, 1 ≤ k ≤ m 

∂nu− i
m∑
k=0

amk u+ i

m∑
k=1

amk d
m
k ϕk = 0, x = x`,r,

i∂tϕk + V ϕk + dmk ϕk = u, 1 ≤ k ≤ m, x = x`,r,

ϕk(x, 0) = 0, 1 ≤ k ≤ m.

(1.184)

Considérons à présent la discrétisation du problème associé à cette condition. La discrétisation
(1.125) pour l’équation intérieure est inchangée. En conséquence, la discrétisation du système (1.184),
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en utilisant les fonctions vn+1 = un+1/2 et Wn+1 = V n+1/2, est la suivante

∂nv
n+1 − i

m∑
k=0

amk v
n+1 + i

m∑
k=1

amk d
m
k ϕ

n+1/2
k = 0, x = x`,r,

i
ϕn+1
k − ϕnk

∆t
+Wn+1ϕ

n+1/2
k + dmk ϕ

n+1/2
k = vn+1, 1 ≤ k ≤ m, x = x`,r,

ϕ0
k(x`,r) = 0, 1 ≤ k ≤ m.

(1.185)

Si le système continu (1.184) couple les variables u et ϕk, dans le système discrétisé (1.185), les
variables vn+1 et ϕn+1/2

k peuvent être partiellement découplées. En effet, on peut tirer de la deuxième
équation l’expression de ϕn+1/2

k au point x`,r en fonction de ϕnk et de vn+1

ϕ
n+1/2
k (x`,r) =

1
2i
∆t +Wn+1

`,r + dmk
vn+1(x`,r) +

2i
∆t

2i
∆t +Wn+1

`,r + dmk
ϕnk (x`,r), (1.186)

pour 1 ≤ k ≤ m. Cette expression de ϕn+1/2
k est réinjectée dans la première équation, de manière à

exprimer ∂nv
n+1 en fonction de vn+1 et ϕnk uniquement. On obtient, en x = x`,r

∂nv
n+1 − i

(
m∑
k=0

amk

)
vn+1 + i

m∑
k=1

amk d
m
k

1
2i
∆t +Wn+1 + dmk

vn+1

+ i

m∑
k=1

amk d
m
k

2i
∆t

2i
∆t +Wn+1 + dmk

ϕnk = 0. (1.187)

L’équation (1.187) donne une condition aux limites artificielle locale inhomogène, de type Fourier-
Robin, dans laquelle le second membre est actualisé grâce à (1.186).

Voyons à présent ce qu’il en est pour la condition d’ordre quatre donnée par (1.180). De même que
pour la condition d’ordre deux, on note ABC4

2,m la condition résultant de (1.180) après approximation
du premier terme par m fonctions de Padé. Il faut ajouter au système (1.186)–(1.187) la discrétisation
du terme

sg(∂nV )

√
|∂nV |
2

(i∂t + V )−1

(√
|∂nV |
2

u

)
.

Pour cela, on applique à nouveau le principe des fonctions auxiliaires. On introduit la fonction ψ

définie par

ψ = (i∂t + V )−1

(√
|∂nV |
2

u

)
. (1.188)

Avec cette définition, le terme correctif à ajouter dans la première équation de (1.184) s’écrit

sg(∂nV )

√
|∂nV |
2

ψ.

Quant à ψ, elle est solution d’une équation différentielle d’ordre un

i∂tψ + V ψ =

√
|∂nV |
2

u, x = x`,r,
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avec la condition initiale ψ(x`,r, 0) = 0. Le système associé à ABC4
2,m est finalement :



∂nu− i
m∑
k=0

amk u+ i
m∑
k=1

amk d
m
k ϕk + sg(∂nV )

√
|∂nV |
2

ψ = 0, x = x`,r,

i∂tϕk + V ϕk + dmk ϕk = u, 1 ≤ k ≤ m, x = x`,r,

i∂tψ + V ψ =

√
|∂nV |
2

u, x = x`,r,

ϕk(x`,r, 0) = 0, 1 ≤ k ≤ m,
ψ(x`,r, 0) = 0.

(1.189)

Pour conclure, étudions la discrétisation du système (1.189) associé à la condition d’ordre quatre. Sa
discrétisation naturelle, en accord avec le schéma intérieur, est



∂nv
n+1 − i

m∑
k=0

amk v
n+1 + i

m∑
k=1

amk d
m
k ϕ

n+1/2
k + sg(∂nW

n+1)

√
|∂nWn+1|

2
ψn+1/2 = 0, x = x`,r,

i
ϕn+1
k − ϕnk

∆t
+Wn+1ϕ

n+1/2
k + dmk ϕ

n+1/2
k = vn+1, 1 ≤ k ≤ m, x = x`,r,

i
ψn+1 − ψn

∆t
+Wn+1ψn+1/2 =

√
|∂nWn+1|

2
vn+1, x = x`,r,

ϕ0
k(x`,r) = 0, ψ0(x`,r) = 0.

(1.190)
On découple le système (1.190) en procédant comme pour l’ordre deux. Les deuxième et troisième
équations du système (1.190) permettent d’exprimer ϕn+1/2

k en fonction de vn+1 et ϕnk , d’une part, et
ψn+1/2 en fonction de vn+1 et ψn, d’autre part. On réinjecte ensuite ces expressions dans la première
équation afin d’exprimer ∂nv

n+1 en fonction de vn+1, ϕnk et ψn uniquement. L’équation de mise à
jour de ϕn+1/2

k est inchangée par rapport à (1.186). Pour les fonctions ψn+1/2, on obtient

ψn+1/2(x`,r) =

√
|∂nW

n+1
`,r |

2
1

2i
∆t +Wn+1

`,r

vn+1(x`,r) +
2i
∆t

2i
∆t +Wn+1

`,r

ψn(x`,r). (1.191)

Finalement, la première équation de (1.190) devient, en x = x`,r

∂nv
n+1 − i

(
m∑
k=0

amk

)
vn+1 + i

m∑
k=1

amk d
m
k

1
2i
∆t +Wn+1 + dmk

vn+1 +
∂nW

n+1

4
1

2i
∆t +Wn+1

vn+1

+ i
m∑
k=1

amk d
m
k

2i
∆t

2i
∆t +Wn+1 + dmk

ϕnk + sg(∂nW
n+1)

√
|∂nWn+1|

2

2i
∆t

2i
∆t +Wn+1

ψn = 0, (1.192)
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et le système complet semi-discrétisé pour ABC4
1,m est
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2i
∆t

2i
∆t +Wn+1 + dmk

ϕnk + sg(∂nW
n+1)

√
|∂nWn+1|

2

2i
∆t

2i
∆t +Wn+1

ψn = 0, x = x`,r,

ϕ
n+1/2
k =

1
2i
∆t +Wn+1 + dmk

vn+1 +
2i
∆t

2i
∆t +Wn+1 + dmk

ϕnk , x = x`,r, 1 ≤ k ≤ m,

ψn+1/2 =

√
|∂nWn+1|

2
1

2i
∆t +Wn+1

vn+1 +
2i
∆t

2i
∆t +Wn+1

ψn, x = x`,r,

ϕ0
k(x`,r) = ψ0(x`,r) = 0, 1 ≤ k ≤ m,

(1.193)
pour 0 ≤ n ≤ N − 1.

Etude de la stabilité du schéma

On a montré précédemment (voir le théorème 1.21) que les schémas basés sur les convolutions
discrètes sont inconditionnellement stables. Cela ne semble pas être le cas lorsqu’on utilise les ap-
proximations rationnelles de type Padé. Nous n’avons pas de preuve de ce résultat, mais expliquons
tout d’abord pourquoi la stabilité inconditionnelle semble perdue, au travers d’expérimentations nu-
mériques. L’un des points-clés du théorème 1.21, lors de la preuve de stabilité inconditionnelle pour
le schéma basé sur les opérateurs de convolution, est que l’application

F : z 7→ F (z) := e−iπ/4
√
z − 1
z + 1

envoie C (0, 1) sur R+ ∪ iR−. Les points images du cercle unité ont donc leur argument égal à −π/2
ou à 0. Un résultat de stabilité analogue pour l’approximation par Padé pourrait être obtenu si ce
résultat restait vrai pour l’application

Fm : z 7→ Fm(z) := e−iπ/4Rm

(
z − 1
z + 1

)
au moins pour certaines valeurs de m. Malheureusement, cela semble faux, indépendamment du
nombre m de fonctions de Padé. En particulier, les points images par Fm du cercle unité ne sont
même pas confinés au quatrième quadrant. Pour illustrer ce point, on représente simultanément sur
la figure 1.7 l’image dans le plan complexe de F (C (0, 1)) et de F50(C (0, 1)) (figure 1.7(a)) puis
l’argument des points images (figure 1.7(b)). Comme on peut le voir, l’argument de F50(C (0, 1)) ne
reste pas inclus dans l’intervalle [−π2 ; 0]. Lorsqu’on prend davantage de fonctions de Padé que m = 50,
les irrégularités constatées diminuent en amplitude, mais ne disparaissent jamais. Ceci exclut toute
preuve d’un résultat de stabilité inconditionnelle pour ce système.

Cependant, des travaux récents [93] ont permis de démontrer des estimations a priori pour un
système entièrement discrétisé associé à l’équation de Schrödinger avec potentiel, et à des conditions
aux limites absorbantes approchées par approximants de Padé, dans le cas de différences finies. Bien
que ce résultat ne s’applique pas immédiatement au système semi-discret obtenu ici et à la formulation
éléments finis considérée, on peut envisager que les techniques mises en jeu dans [93] s’adaptent et
permettent de démontrer, pour cette stratégie également, des estimations a priori.
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Figure 1.7 – Possible perte de stabilité pour l’approximation rationnelle par Padé. On compare
F (eiθ) et de F50(eiθ) pour θ ∈ [0; 2π].

1.8 Résultats numériques

Pour les simulations numériques, on considère la donnée initiale gaussienne

u0(x) = eik0x−x2
, (1.194)

où k0 désigne le nombre d’onde, fixé à k0 = 10.

1.8.1 Formulation variationnelle

Le schéma intérieur est donnée par la discrétisation de Crank-Nicolson (1.126). Afin de résoudre
numériquement le problème, nous allons utiliser une technique d’éléments finis linéaires. L’intervalle
de calcul [x`;xr] est découpé en nh éléments uniformes de longueur h. Classiquement, nous considérons
les CLA comme des conditions de type Fourier-Robin. Notons u ∈ Cnh+1 (resp. v) le vecteur nodal
de l’interpolation P1 de u (resp. v). Soit M ∈ Mnh+1(R) la matrice de masse P1 associée à la forme
bilinéaire ∫

Ω

vψdx

pour toute fonction-test ψ ∈ H1(Ω) et soit S ∈ Mnh+1(R) la matrice de raideur P1 associée à la
forme bilinéaire ∫

Ω

∂xv∂xψdx.

Désignons par MV n+1/2 ∈Mnh+1(R) la matrice de masse généralisée associée à

∫
Ω

V n+1/2vψdx
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pour toute fonction-test ψ ∈ H1(Ω). Enfin, soit BM,n+1
p ∈ Mnh+1(C) la matrice des contributions

aux bords issues de la condition aux limites ABCMp à l’itération n+ 1

BM,n+1
p =


BM,n+1
p,` 0 0 0

0 . . . . . . 0
0 . . . . . . 0
0 . . . . . . 0
0 0 0 BM,n+1

p,r

 . (1.195)

Finalement, la formulation faible (1.127) provenant du schéma de Crank-Nicolson (1.126) s’écrit
matriciellement (

2i
∆t

M + BM,n+1
p − S + MWn+1

)
vn+1 =

2i
∆t

un + bM,n+1
p , (1.196)

où Wn+1 = V n+1/2 = V n+1+V n

2 et le vecteur bM,n+1
p ∈ Cnh+1, découlant de la discrétisation des

conditions aux limites, est donné par

bM,n+1
p =


bM,n+1
p,`

0
...
0

bM,n+1
p,r

 . (1.197)

Nous résolvons ce système par une méthode LU. Lorsque V ne dépend pas du temps, la matrice de
masse généralisée associée MW est constante. On effectue donc une unique factorisation avant de
commencer les itérations en temps. Pour un potentiel V (x, t) en revanche, la matrice MWn+1 n’est
plus constante et doit être réassemblée à chaque itération en temps. Cela ne pose aucune difficulté
théorique, mais alourdit considérablement les calculs. Cependant, dans le cas particulier d’un potentiel
découplé de la forme

V (x, t) = f(x)g(t),

on peut réduire les temps de calcul, en remarquant que la matrice de masse associée est de la forme

MWn+1 = MV n+1/2 = g(tn+1/2)Mf ,

où Mf est la matrice de masse généralisée associée au potentiel f(x). C’est une matrice constante en
temps. Ainsi, la matrice MWn+1 s’obtient à chaque itération à partir d’une simple multiplication d’une
même matrice constante Mf . Cette configuration ne dispense pas d’une nouvelle factorisation LU à
chaque itération en temps, la matrice du système linéaire n’étant pas constante. Elle fait néanmoins
l’économie d’un réassemblage coûteux, ce qui réduit considérablement les temps de calcul. C’est ce
cas de figure qui sera étudié dans les exemples numériques qui suivent.

1.8.2 Solutions de référence

La proposition 1.3 fournit des solutions analytiques pour les potentiels V = αx, V = −β2x2,
V = β2x2. On dispose alors pour ces potentiels de solutions exactes de référence auxquelles on pourra
comparer les résultats obtenus en utilisant les conditions aux limites. Etudions pour commencer le
cas du potentiel V (x) = x. On se place sur le domaine de calcul Ω = [−5; 15] et le temps final de
calcul est Tf = 2.5. La figure 1.8(a) présente l’évolution de la solution pour différents instants t. On
observe que l’onde solution sort du domaine de calcul en s’étalant. La figure 1.8(b) représente la trace
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du module de cette solution dans le plan (x, t). Les zones de plus fortes amplitude correspondent aux
échelles de couleur rouge foncé ; les zones blanches correspondent à des niveaux inférieurs à 10−6.
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(a) Evolution pour différents temps (b) Représentation dans le plan (x, t)

Figure 1.8 – Représentation de la solution exacte pour V (x) = x.

On considère ensuite le potentiel V (x) = x2. Le domaine de calcul est ΩT = [−5; 15]× [0; 2.5], et
on représente de la même manière la solution exacte dans le plan (x, t) (figure 1.9(a)). On observe un
profil légèrement différent de celui associé au potentiel linéaire, les rayons étant un peu plus incurvés.
On considère ensuite le potentiel V (x) = −x2 et on constate à quel point le changement de signe
a un effet fondamental sur l’allure de la solution. Alors que le potentiel V (x) = x2 est répulsif et a
pour effet de faire sortir l’onde du domaine, le potentiel V (x) = −x2 est au contraire un potentiel
confinant. Dans ce cas, il suffit de placer la frontière du domaine de calcul suffisamment loin du
support de l’onde pour que la solution n’atteigne jamais la frontière. L’usage d’une condition aux
limites est assez superflu dans ce cas.

(a) V (x) = x2 (b) V (x) = −x2

Figure 1.9 – Représentation dans le plan (x, t) de la solution exacte pour V (x) = ±x2

Voyons maintenant comment mesurer la précision des CLA. Considérons comme exemple le po-
tentiel V (x) = x2 sur le domaine ΩT = [−5; 15] × [0; 2.5], avec le pas de discrétisation en espace
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h = 2.5×10−3. On compare la solution exacte (figure 1.9(a)) avec la solution calculée sur ΩT en utili-
sant la condition aux limites ABC2

1 (condition d’ordre deux discrétisée par convolutions discrètes). Le
résultat, figure 1.10(a), n’est pas différentiable de la solution exacte à l’œil nu. On représente alors de
nouveau la solution exacte (figure 1.10(b)) et la solution numérique approchée (figure 1.10(c)) mais
en échelle logarithmique cette fois, et en représentant les courbes de niveau de 10−1 à 10−6. Le calcul
de la solution numérique, qui semblait jusqu’ici sans défaut, révèle alors une réflexion issue de la fron-
tière droite. Cette réflexion apparâıt dès que l’onde atteint la frontière du domaine de calcul. Grâce
aux courbes de niveau, on constate que le niveau maximum de cette réflexion est de l’ordre de 10−3.
La réflexion parasite observée est liée à la condition aux limites artificielle. La « meilleure » condition
aux limites artificielle sera donc celle qui conduira à la réflexion la plus faible. Dorénavant, toutes
les courbes de solutions seront représentées en échelle logarithmique, afin d’observer avec précision le
niveau de la réflexion engendrée par la condition aux limites. Les zones blanches correspondent à des
niveaux d’amplitude inférieure à 10−6.

Cependant, il faut garder à l’esprit que dans l’immense majorité des cas, il n’existe pas de solution
exacte analytique. Il faut néanmoins disposer d’une solution de référence afin de tester la précision des
conditions aux limites sur un panel varié de potentiels. On souhaite notamment inclure dans nos tests
des potentiels dépendant aussi du temps. Pour cela, on calcule une solution de référence numérique
en effectuant un calcul sur un domaine suffisamment grand pour que sa frontière n’influence pas le
calcul sur le domaine initial Ω. On utilise alors par exemple une condition aux limites de Dirichlet
homogène. La restriction à Ω de cette simulation fournit une référence numérique. Ce calcul est
évidemment beaucoup plus coûteux que les simulations usuelles, puisque le domaine considéré est
environ cinq fois plus grand que le domaine initial ; mais il permet d’obtenir un aperçu de la solution
pour n’importe quel potentiel V (x, t). Pour le potentiel V (x) = x2, on souhaite calculer les solutions
sur le domaine Ω = [−5; 15] avec T = 2. Le domaine agrandi pour le calcul de la solution de référence
est Ω̃ = [−5; 95] dont la longueur est exactement cinq fois celle de Ω. Ici, le domaine a été élargi
seulement sur le côté droit, il n’a pas été nécessaire de l’élargir également à gauche. Le résultat de ce
calcul sur grand domaine avec condition de Dirichlet homogène se trouve figure 1.11(a). On zoome
alors sur Ω pour en déduire une référence numérique. Dans ce cas particulier, on peut comparer le
résultat à la solution exacte figure 1.10(b). En toute généralité et en l’absence de solution exacte,
c’est ce type de solution qui servira de référence.

1.8.3 Influence de différents paramètres

Influence de l’ordre M de la condition (figure 1.12)

Les CLA ont été écrites avec différents ordres de précision correspondant à l’ordre de la troncature
dans le développement asymptotique de λ+. La condition artificielle qui nous servira de repère est
la condition (1.122) associée à l’équation sans potentiel. Cette condition aux limites est exacte en
l’absence de potentiel, mais a priori peu précise lorsque le potentiel est non nul, puisqu’elle ne tient
pas compte du potentiel. Par extension, cette condition aux limites sera aussi appelée « condition
sans potentiel ». On peut la discrétiser soit en approchant l’opérateur ∂1/2

t à l’aide des convolutions
discrètes, et la CLA semi-discrétisée en résultant sera encore notée ABC0, soit en utilisant des ap-
proximants de Padé d’ordre m, et cette CLA sera notée ABC0,m. On la comparera aux conditions
d’ordre deux et d’ordre quatre issues de la stratégie du changement de jauge. Le potentiel retenu pour
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(b) Solution exacte, échelle logarithmique
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(c) Solution approchée, échelle logarithmique

Figure 1.10 – Comparaison de la solution exacte et d’une solution approchée, pour V (x) = x2.
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(b) Calcul tronqué à Ω (zoom)

Figure 1.11 – Calcul de la solution de référence pour V (x) = x2 sur Ω = [−5; 15].
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(c) Condition d’ordre quatre ABC4
1

Figure 1.12 – Représentation de log10(|u|) pour les conditions ABC0 et ABCM1 , discrétisées par
quadratures, et le potentiel V (x) = x2, avec les paramètres h = 2.5× 10−3, ∆t = 10−4.

cette simulation est V (x) = x2. Le pas d’espace h pour les éléments finis P1 est h = 2.5× 10−3, et le
pas de temps vaut ∆t = 10−4. On choisit un pas de temps suffisamment petit pour que l’erreur liée
au schéma ne vienne pas perturber la comparaison des ordres des conditions artificielles. Enfin, on
choisit la discrétisation par convolution discrète, naturellement associée aux conditions ABCM1 . Pour
les trois conditions, on compare l’amplitude de l’onde anormalement réfléchie. Ainsi, la condition
sans potentiel n’est clairement pas satisfaisante quand on est en présence d’un potentiel non nul, car
l’erreur maximale observée est de l’ordre de 10−0.5. L’erreur est si élevée dans ce cas, qu’on pourrait
observer la réflexion parasite même sans utiliser une échelle logarithmique (figure 1.13). Ce n’est pas
le cas en revanche pour les conditions d’ordres deux et quatre. La comparaison des conditions d’ordres
deux et quatre avec la condition sans potentiel montre une très nette amélioration lorsqu’on prend
en compte le potentiel dans la condition. Au sein des conditions aux limites prenant en compte le
potentiel, on remarque aussi de manière nette la classification des conditions en fonction de leur ordre.
En effet, la condition d’ordre quatre divise pratiquement par deux l’erreur obtenue avec la condition
d’ordre deux.

Une manière un peu plus visuelle de comparer les résultats consiste à représenter, pour chaque
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(a) Condition sans potentiel ABC0 (b) Condition d’ordre deux ABC2
1

(c) Condition d’ordre quatre ABC4
1

Figure 1.13 – Représentation du module de la solution pour les conditions ABC0 et ABCM1 , discré-
tisées par quadratures, et le potentiel V (x) = x2, avec les paramètres h = 2.5× 10−3, ∆t = 10−4.
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condition testée, la trace de la solution |u(x`, t)| sur la frontière gauche du domaine, pendant l’inter-
valle de temps [0;T ]. Cette trace est représentée en échelle logarithmique (figure 1.14). On visualise
ainsi l’amplitude de la réflexion lorsque l’onde réfléchie à la traversée du bord droit du domaine atteint
l’autre bord du domaine. On observe qu’à condition de prendre une discrétisation assez fine, comme
c’est le cas ici, la précision des CLA est surtout liée à leur ordre. Sans surprise, la condition sans
potentiel donne de mauvais résultats. Pour les conditions d’ordre deux, le maximum de réflexion est
de l’ordre de 10−4, et il est de l’ordre de 5× 10−6 pour les conditions d’ordre quatre.
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Figure 1.14 – Trace de la solution sur la frontière gauche x` pour V (x) = x2 et les différentes CLA,
pour h = 2.5× 10−3 et ∆t = 10−4.

On peut remarquer que la réflexion est légèrement plus faible pour les conditions aux limites
basées sur les approximants de Padé. Cela est confirmé par la figure 1.15. Sur cette figure, on repère
le logarithme du maximum de réflexion sur la frontière gauche, pour différents pas de temps ∆t, en
fonction du pas du maillage h. En particulier, on voit que les conditions de type Padé conduisent à une
réflexion plus faible, pour un pas de temps donné ∆t, que les conditions basées sur les convolutions.
C’est donc une manière plus rapide d’obtenir une précision déterminée à l’avance. Les conditions
discrétisées par convolution permettent également d’atteindre la même précision, mais à condition
de prendre une discrétisation suffisamment fine. Ainsi, pour des pas de temps inférieurs ou égaux à
∆t = 10−4, les résultats sont similaires pour les deux familles de conditions aux limites. On observe
également une stagnation de la précision obtenue lorsque h devient très petit (h ≈ 10−2.8). L’erreur
constatée est alors liée à l’erreur du schéma, et non plus uniquement de la condition aux limites. Enfin,
indépendamment de la discrétisation choisie, la comparaison des figures 1.15(a) et 1.15(b) confirme
que les conditions d’ordre quatre sont plus précises que les conditions d’ordre deux.

Influence du nombre m de fonctions de Padé (figure 1.16)

On considère à présent les conditions aux limites ABCM2,m discrétisées par approximants de Padé
avec m termes dans l’approximation de Padé. On s’intéresse à l’influence du nombre de fonctions de
Padé dans la précision des résultats. On étudie quatre situations, associées à quatre valeurs de m
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(b) CLA d’ordre quatre

Figure 1.15 – Maximum de réflexion sur la frontière gauche pour les différentes CLA, en fonction
du pas de temps ∆t et du pas d’espace h, pour le potentiel V (x) = x2.

différentes : m = 5, m = 15, m = 30, m = 50. Le potentiel d’étude est toujours V (x) = x2 sur le
domaine ΩT = [−5; 15]× [0; 2.5], et les paramètres valent h = 2.5× 10−3 et ∆t = 10−4. On travaille
avec la condition d’ordre deux. Les résultats sont représentés figure 1.16.

Dans un premier temps, on remarque l’amélioration des résultats lorsqu’on augmente le nombre
de fonctions de Padé. Avec un nombre insuffisant de fonctions, la racine carrée est approchée trop
grossièrement pour que la condition aux limites donne de bons résultats. A partir d’un certain nombre
de fonctions, le profil de la solution n’évolue plus : l’erreur de la condition prend le pas sur l’erreur
d’approximation de la racine carrée. La précision s’améliore jusqu’à m = 50, puis on observe une
saturation, et la réflexion ne diminue plus lorsqu’on continue à faire augmenter m.

Par la suite, nous prendrons systématiquement la valeur m = 50, qui semble être assez élevée pour
qu’on ait à chaque fois atteint la saturation en terme de précision dans l’approximation de la racine
carrée. Par ailleurs, on note qu’augmenter le nombre de fonctions retenues est d’un coût de calcul
pratiquement nul, il n’est donc pas utile de chercher à minimiser m le plus précisément possible.

Comparaison des deux discrétisations et raffinement en temps (figures 1.15 et 1.17)

Après avoir étudié, pour une discrétisation fixée, l’influence de l’ordre des CLA, nous nous inté-
ressons à présent à comparer l’effet de la discrétisation, sur des CLA d’un même ordre. Pour cette
étude, le potentiel est toujours V (x) = x2, le pas d’espace est h = 2.5 × 10−3, et on prend m = 50
de Padé. On choisit différents pas de temps : ∆t = 10−2, ∆t = 10−3, ∆t = 10−4. Pour chacun de ces
pas de temps, on compare aussi bien la précision de la solution obtenue (via l’amplitude de l’onde
réfléchie, figure 1.17, en échelle logarithmique) que le temps de calcul nécessaire (tableau 1.2) pour
les deux types de discrétisations : quadratures numériques ou approximation rationnelle de la racine
carrée. Par souci de clarté, on ne retient que les conditions d’ordre quatre pour la figure 1.17.

En observant les figures 1.17(e) et 1.17(f) correspondant à ∆t = 10−4, on remarque qu’il est
possible d’obtenir une précision tout à fait comparable entre les conditions ABCM1 discrétisées par
convolution discrètes, et les conditions ABCM2,50 discrétisées par approximants de Padé. Cependant,
les temps de calcul nécessaires pour obtenir ce résultat sont beaucoup plus importants dans le cas des
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Figure 1.16 – Représentation de log10 |u| pour la condition ABC2
2,m discrétisée par approximants de

Padé avec m fonctions.
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Potentiel V (x) = x2 V (x, t) = x(2 + cos(2t))

Pas de temps ∆t = 10−2 ∆t = 10−3 ∆t = 2× 10−4 ∆t = 10−4 ∆t = 10−3 ∆t = 10−4

ABC2
1 12.3 17.6 137 445 36.4 1069

ABC4
1 12.0 18.0 175 616 53.5 1579

ABC2
2,50 12.6 21.2 61.9 111 43.2 320

ABC4
2,50 12.5 21.4 62.0 111 44.0 323

Table 1.2 – Temps de calcul (temps cpu en secondes) pour les différentes conditions ABCMp , différents
pas de temps et deux potentiels différents.

convolutions discrètes que dans le cas de la localisation par approximants de Padé (près de deux fois
plus longs). Si on observe ce qui se passe pour un pas de temps plus usuel ∆t = 10−3 (figures 1.17(c)
et 1.17(d)), la simulation de la condition ABC4

2,50 donne la même précision que pour ∆t = 10−4,
alors que pour la condition ABC4

1, les résultats sont nettement moins bons pour ∆t = 10−3 que pour
∆t = 10−4. Ainsi, il apparâıt que les conditions ABCM2,50 discrétisées par approximants de Padé ne
dépendent pas ou presque de la discrétisation en temps, alors que les conditions ABCM1 en dépendent
fortement.

Le tableau 1.2 détaille les temps de calculs pour chacune des conditions aux limites, et différents
pas de temps. Tous les calculs de cette section ont été réalisés sur la même machine, un portable
MacBook Pro bi-processeur Intel Core 2 (2.8 GHz) avec 8 Go de mémoire vive (1067 MHz DDR3),
et la version 7.9.0.529 (R2009b) de Matlab, sous Mac OS X 10.5.8. On a testé deux potentiels : le
potentiel V (x) = x2, ainsi qu’un potentiel dépendant aussi du temps, V (x, t) = x(2 + cos(2t)). Pour
un potentiel dépendant du temps, les itérations sont plus longues car la matrice de masse associée au
potentiel doit être réassemblée à chaque itération en temps. La différence de temps de calcul entre
les convolutions discrètes et les approximants de Padé est donc encore plus visible dans ce cas. Ainsi,
pour ∆t = 10−4, le temps de calcul associé aux conditions ABCM1 est trois fois plus grand que le
temps de calcul associé aux conditions ABCM2,m, alors que pour ∆t = 10−3, les temps de calcul étaient
comparables.

Comparaison des discrétisations et raffinement en espace

On effectue la même comparaison qu’au paragraphe précédent en faisant varier cette fois le pas
d’espace h pour les conditions d’ordre quatre ABC4

1 et ABC4
2,50. Les autres paramètres sont fixés à

∆t = 10−3, m = 50 fonctions de Padé, Ω = [−5; 15], T = 2.5. La figure 1.18 représente les résultats
pour h = 10−2, h = 5× 10−3 et h = 10−3, toujours en échelle logarithmique, et le tableau 1.3 donne
les temps de calcul associés.

L’effet du raffinement en espace est visible pour les deux discrétisations, mais on observe dans les
deux cas une stagnation de la précision à partir d’un certain pas h. Ce pas d’espace limite dépend
de la valeur du pas de temps choisi pour cette simulation. On rejoint ainsi les observations de la
figure 1.15.
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Figure 1.17 – Comparaison des discrétisations pour les conditions d’ordre quatre et différentes valeurs
de ∆t.
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Figure 1.18 – Comparaison des discrétisations pour les conditions d’ordre quatre et différentes valeurs
de h.
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Points intérieurs Pas d’espace ABC4
1 ABC4

2,50

nh = 2 000 h = 1× 10−2 7,5 7,1
nh = 4 000 h = 5× 10−3 13,7 13,8
nh = 10 000 h = 2× 10−3 33,3 36,1
nh = 20 000 h = 1× 10−3 69,3 78,0
nh = 25 000 h = 8× 10−4 87,7 98,4

Table 1.3 – Evolution du temps de calcul (temps cpu en secondes) pour les conditions d’ordre quatre
ABC4

p en fonction du pas d’espace h, pour V (x) = x2 et ∆t = 10−3.

Comparaison avec les PML

On compare à présent la performance des conditions aux limites artificielles avec une autre mé-
thode permettant de résoudre l’équation de Schrödinger avec potentiel variable V (x, t) : les PML
(Perfectly Matched Layer). Cette dernière technique consiste à regarder l’équation de Schrödinger

i∂tu+
1

1 +Rσ(x)
∂x

(
1

1 +Rσ(x)
∂xu

)
+ V (x, t)u = 0, (1.198)

avec

σ(x) =


σ0(x− x`)2, x`p < x < x`,

0, x` < x < xr,

σ0(x− xr)2, xr < x < xrp,

(1.199)

les distances |xrp − xr| et |x` − x`p| correspondant à l’épaisseur des zones d’absorption à droite et
à gauche du domaine de calcul (voir figure 1.19). On choisit σ0 = 10 et le domaine de calcul est

T

t

Ω` Ωr

Ω

x`p xr xrpx`

Figure 1.19 – Le domaine de calcul pour les PML.

Ω = [−5; 15], on prend x`p = −9 et xrp = 19. Ces paramètres de la PML sont optimisés comme
dans l’article [95]. Notons qu’une des difficultés des PML est liée justement au choix adéquat de ces
variables.

Pour la comparaison, on considère toujours le potentiel V (x) = x2, avec T = 2.5 et m = 50. Sur les
figures 1.20, 1.21 et 1.22, on compare les PML, la condition artificielle ABC4

1 et la condition ABC4
2,50

pour trois discrétisations de plus en plus fines : h = 5 × 10−3 et ∆t = 5 × 10−3, h = 2.5 × 10−3 et
∆t = 10−3 puis h = 10−3 et ∆t = 10−4.
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Figure 1.20 – Comparaison des conditions ABC4
1 et ABC4

2,50 avec les PML, pour h = 5 × 10−3 et
∆t = 5× 10−3.

On observe que les PML conduisent à des résultats précis sans qu’il ne soit nécessaire de prendre
un maillage très fin. Ces résultats sont très comparables à ce qu’on observe pour la condition aux
limites ABC4

2,50 discrétisée par approximants de Padé (figures 1.21 et 1.22). Pour que la condition
ABC4

1 puisse rivaliser avec les PML en terme de précision (mesurée à la faible amplitude de la réflexion
parasite), il faut choisir h et surtout ∆t suffisamment petits, comme on l’a vu lors de la comparaison
entre les conditions de type ABCM1 et ABCM2,m (figure 1.17). Ainsi, pour h = 10−3 et ∆t = 10−4, la
précision donnée par la condition ABC4

1 égale la précision donnée par les PML.

Par ailleurs, les temps de calcul sont comparables pour les trois méthodes, du moins tant que
∆t ≥ 5× 10−4 (tableau 1.4). Ensuite, comme on l’a vu précédemment, la résolution par convolutions
discrètes devient beaucoup plus coûteuse que celle par approximants de Padé. Les temps de calcul
pour les PML et pour les conditions discrétisées par Padé restent, quant à eux, du même ordre de
grandeur.
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Figure 1.21 – Comparaison des conditions ABC4
1 et ABC4

2,50 avec les PML, pour h = 2.5× 10−3 et
∆t = 10−3.
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Figure 1.22 – Comparaison des conditions ABC4
1 et ABC4

2,50 avec les PML, pour h = 10−3 et
∆t = 10−4.
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Points intérieurs Pas d’espace Pas de temps ABC4
1 ABC4

2,50 PML

nh = 4 000 h = 5× 10−3 ∆t = 5× 10−3 6.0 6.5 5.1
nh = 8 000 h = 2.5× 10−3 ∆t = 10−3 18.7 22.3 17.5
nh = 20 000 h = 10−3 ∆t = 5× 10−4 99.8 87.2 81.2
nh = 20 000 h = 10−3 ∆t = 10−4 686 304 233

Table 1.4 – Temps de calcul (temps cpu en secondes) pour les conditions aux limites ABC4
1 et

ABC4
2,50, et pour les PML.

Le cas des potentiels non répulsifs

Etudions brièvement ce qui se passe pour un potentiel qui ne rentre pas dans le cadre de notre
étude. Nous considérons ici un potentiel non répulsif, c’est-à-dire tel que la solution n’est pas sortante.
C’est par exemple le cas du potentiel quadratique attractif V (x) = −x2 dont nous connaissons
d’ailleurs la solution exacte (figure 1.23(a)) grâce à la proposition 1.3. Le temps final est T = 3,
les pas de temps et d’espace ∆t = 10−3 et h = 2.5 × 10−3. La frontière est placée de manière
symétrique en x`,r = ±10 alors que la solution reste confinée dans le domaine [−20; 20]. La solution
de référence, calculée numériquement sur ce domaine raccourci, montre qu’en xr = 10, une partie
de l’onde sort du domaine avant d’y rentrer à nouveau. Or, les tests numériques réalisés avec les
conditions artificielles ABC2

1 et ABC4
1 (figures 1.23(c) et 1.23(d)) montrent que la conditions aux

limites en xr ne permet pas de gérer ce retour de l’onde à l’intérieur du domaine de calcul. En
conséquence, les erreurs constatées par rapport à la solution de référence sont importantes. Pour ce
genre de potentiels, la seule possibilité raisonnable est de prendre un domaine assez grand pour que la
solution soit numériquement à support compact dans ce domaine de calcul. Le choix de la condition
aux limites n’intervient alors pratiquement plus. En effet, si on place la frontière en x`,r = ±20, on
observe la même courbe que la courbe de référence. Mais la question de restreindre le domaine n’est
alors pas résolue.
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Figure 1.23 – Solutions calculées numériquement sur le domaine [−10; 10] pour le potentiel non
répulsif V (x) = −x2.
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1.8.4 Etude de potentiels au cas par cas

Maintenant que les caractéristiques générales des conditions artificielles ont été mises en évidence
sur l’exemple V (x) = x2, nous allons passer en revue d’autres exemples de potentiels, dépendant
de l’espace et/ou du temps, afin d’apprécier la contribution et l’efficacité des conditions artificielles
dans diverses situations. Pour chacun des potentiels mentionnés dans les tests numériques, nous
vérifions que nous sommes bien dans les conditions d’application de la proposition 1.12 de manière à
avoir la stabilité du problème avec condition aux limites ABC4

1. Pour cela, il faut s’assurer que ∂nV

ne change pas de signe sur la frontière x` ou xr, au cours du temps, c’est-à-dire sur les domaines
Σ`,T := {x`}× [0;T ] et Σr,T := {xr}× [0;T ]. Cela est toujours vrai pour les potentiels ne dépendant
que de x. Pour le potentiel V (x, t) = 5xt, nous avons pour tout temps t,

∂nV (x`, t) = −5t et ∂nV (xr, t) = 5t

donc pour t ≥ 0, ∂nV est bien de signe constant sur chacune des frontières gauche et droite. Enfin,
pour le potentiel V (x, t) = x(2 + cos(2t)), nous avons pour tout temps t,

∂nV (x`, t) = −(2 + cos(2t)) et ∂nV (xr, t) = 2 + cos(2t)

donc ∂nV est aussi de signe constant sur chaque frontière Σ`,T et Σr,T dans ce cas.

Le potentiel V (x) : V (x) = 5(2 + cosx)

Considérons d’abord un autre potentiel ne dépendant que de x, V (x) = 5(2 + cosx). Le domaine
de calcul retenu est Ω = [−10; 10], avec T = 2, ∆t = 10−4 et nh = 8× 103. La solution numérique de
référence, calculée pour ce potentiel, est représentée en échelle logarithmique figure 1.24(a). Les autres
représentations de la figure 1.24 correspondent à l’ensemble des résultats obtenus pour les conditions
ABCMp , M ∈ {2, 4} et p ∈ {1, 2}, ainsi que pour la condition sans potentiel ABC0. Comme dans
l’étude générale menée pour V (x) = x2, on remarque l’imprécision de la condition sans potentiel, et
la hiérarchisation des conditions ABCMp selon leur ordre. Les deux discrétisations conduisent à des
résultats sensiblement équivalents. Globalement, les niveaux de réflexion constatés sont faibles pour
les conditions d’ordre deux (de l’ordre de 5× 10−4) et très faibles pour les conditions d’ordre quatre
(de l’ordre de 10−5).

Comme pour le potentiel V (x) = x2, on peut également étudier les niveaux de réflexion en repré-
sentant la trace des solutions numériques sur la frontière gauche du domaine de calcul (figure 1.25),
et l’évolution du maximum de cette trace en fonction de la discrétisation (h,∆t) (figure 1.26) pour
les conditions d’ordre quatre. L’amplitude de la réflexion décrôıt bien avec h et ∆t, et elle sature aux
environs de h = 10−4.8. Contrairement à ce qui se passait pour V (x) = x2, et à condition de prendre
∆t ≤ 10−3, une discrétisation en temps donnée pour une CLA conduit au même niveau de précision.
Pour ∆t = 10−2, on observe que les conditions ABCM2,50 sont déjà très performantes, alors que les
conditions ABCM1 conduisent à un niveau de réflexion nettement supérieur.

Un premier potentiel dépendant aussi du temps : V (x, t) = 5xt

Après les exemples de deux potentiels ne dépendant que de l’espace, nous passons à l’étude
d’exemples où les potentiels sont de la forme V (x, t). Le premier d’entre eux est V (x, t) = 5xt et
un aperçu de la solution associée est donné par la figure 1.27(a). Les solutions numériques pour la
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Figure 1.24 – Les différentes CLA pour le potentiel V (x) = 5(2 + cosx).
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Figure 1.25 – Réflexion sur la frontière gauche pour V (x) = 5(2 + cosx) et les différentes CLA.
h = 2.5× 10−3 et ∆t = 10−4
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Figure 1.26 – Réflexion sur la frontière gauche pour V (x) = 5(2 + cosx) en fonction de la discréti-
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condition sans potentiel et toutes les conditions artificielles sont données figure 1.27. Le domaine de
calcul est [x`, xr] = [−5, 10], le temps de calcul final est T = 2.5. Le pas de temps vaut ∆t = 5×10−4

et on utilise nh = 8×103 points intérieurs pour la discrétisation en espace. On remarque de nouveau la
classification des CLA selon leur ordre. De plus, la condition ABC4

2,50 fournit une précision légèrement
meilleure que ABC4

1. Cela est confirmé par les figures 1.28 et 1.29. L’évolution de l’erreur en fonction
de la discrétisation montre ici nettement l’amélioration de la précision avec le raffinement en temps,
bien que les deux discrétisations ne conduisent pas toujours à la même précision, pour un pas de
temps fixé.

Un second potentiel dépendant aussi du temps : V (x, t) = x(2 + cos(2t))

Pour terminer l’étude de potentiels de la forme V (x, t), on considère ensuite V (x, t) = x(2+cos(2t))
sur le domaine ΩT = [−5; 15]× [0; 2.5], avec la discrétisation h = 2× 10−3 et ∆t = 10−3. La solution
de référence de ce potentiel est représentée figure 1.30(a). On représente figure 1.31 les résultats des
simulations pour le pas de temps ∆t = 10−4. Dans l’ensemble, les résultats sont semblables à tous ceux
obtenus précédemment. La condition sans potentiel donne de mauvais résultats, avec une réflexion
parasite qui est presque de l’ordre de grandeur de la solution. Les conditions d’un même ordre donnent
des résultats similaires indépendamment de la discrétisation utilisée : le niveau de réflexion est de
5×10−4 pour les conditions d’ordre deux, et 5×10−5 pour les conditions d’ordre quatre. On rappelle
cependant que le coût algorithmique n’est pas le même pour les deux discrétisations, les convolutions
discrètes utilisées pour ABCM1 étant beaucoup plus coûteuses que les approximants de Padé utilisés
pour localiser les conditions ABCM2,50. Pour un pas de temps suffisamment petit comme ∆t = 10−4,
la différence de temps de calcul est significative.

A titre de comparaison, on peut étudier ce qui se passe pour les conditions d’ordre quatre lorsqu’on
raffine moins en temps, choisissant par exemple ∆t = 10−3 (figure 1.31). Pour la condition ABC4

2,50,
on observe pratiquement la même précision que pour ∆t = 10−4, indiquant que pour cette condition,
avec ce pas d’espace, la saturation de la précision est obtenue dès ∆t = 10−3. En revanche, la condition
ABC4

1 est nettement moins précise si on ne prend que ∆t = 10−3. Encore une fois, les conditions
ABCM1 discrétisées par convolutions discrètes nécessitent un pas de temps plus petit pour que la
saturation soit obtenue.

Les figures 1.32 et 1.33 complètent l’étude de ce potentiel.
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Figure 1.27 – Représentation de log10 |u| pour toutes les conditions pour le potentiel V3(x, t) = 5xt
et ∆t = 10−4.
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Figure 1.28 – Réflexion sur la frontière gauche pour V (x, t) = 5xt et les différentes CLA, lorsque
h = 2.5× 10−3 et ∆t = 5× 10−4.
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Figure 1.29 – Maximum de la réflexion sur la frontière gauche pour les conditions ABC4
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de la discrétisation, pour le potentiel V (x, t) = 5xt.
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Figure 1.30 – Représentation de log10 |u| pour toutes les conditions pour le potentiel V (x, t) =
x(2 + cos(2t)) et ∆t = 10−4.
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Figure 1.31 – Représentation de log10 |u| pour les conditions d’ordre quatre pour le potentiel
V (x, t) = x(2 + cos(2t)) et ∆t = 10−3.
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Figure 1.32 – Réflexion sur la frontière gauche pour V (x, t) = x(2 + cos 2t) et les différentes CLA.
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1.9 Conclusion

Nous avons développé deux familles de conditions aux limites ABCM1 et ABCM2 , respectivement
basées sur une approche par changement de jauge et une approche directe. Ces deux approches se
confondent lorsque le potentiel ne dépend pas du temps. Pour les CLA obtenues par changement de
jauge, on a obtenu un résultat de stabilité pour la condition d’ordre deux, ainsi que pour la condition
d’ordre quatre sous une hypothèse supplémentaire. Les conditions de type ABCM1 sont ensuite dis-
crétisées en temps à l’aide de convolution discrètes, et les résultats de stabilité sont préservés. Quant
aux conditions de type ABCM2 , elles sont discrétisées en utilisant une approximation rationnelle de
la racine carrée et en introduisant des fonctions auxiliaires, solutions d’une équation différentielle.
Aucun résultat de stabilité n’est disponible pour les CLA issues de l’approche directe, ni au niveau
continu ni au niveau semi-discret. Plus précisément, on a mis en évidence numériquement qu’un tel
résultat de stabilité était certainement faux. Ainsi, les conditions ABCM1 présentent l’avantage, par
rapport aux conditions ABCM2 , de s’inscrire dans un cadre théorique bien défini.

Les simulations numériques en revanche montrent que les conditions ABCM2 sont plus performantes
à double titre. D’une part, leur évaluation est moins coûteuse que celle des CLA basées sur les
convolutions discrètes. D’autre part, pour obtenir une précision équivalente, elles tolèrent une grille
plus grossière en temps. En effet, pour les conditions ABCM2 discrétisées par approximants de Padé,
le maximum de précision est obtenu pour des pas de temps de l’ordre de 5×10−3 voire 10−2, alors que
pour observer la même précision avec les conditions ABCM1 , il faut généralement choisir ∆t = 10−4.
Le nombre d’itérations à effectuer est alors beaucoup plus important pour les conditions ABCM1 . De
plus, il faut préciser que malgré l’absence de résultat de stabilité pour les conditions ABCM2 , aucun
souci n’a été observé lors des diverses simulations effectuées.

Finalement, si l’objectif est de calculer une bonne approximation de la solution de manière rapide,
les conditions ABCM2 de la méthode directe sont tout à fait appropriées. Si on souhaite au contraire
calculer la solution avec la plus grande précision possible, sans se préoccuper des temps de calcul,
les deux méthodes se valent, avec un avantage aux méthodes issues du changement de jauge si on
veut être certain d’éviter tout problème de stabilité. Nous verrons que dans le cas d’un potentiel non
linéaire, il n’en ira pas forcément de même.
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Chapitre 2

L’équation de Schrödinger avec
potentiel et non linéarité

Ce chapitre a fait l’objet d’un article soumis [14].
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2.1 Adaptation des CLA pour une non linéarité . . . . . . . . . . . . . . . . 107

2.2 Etude du problème aux limites dans le cas NLABC2
1 . . . . . . . . . . . 108

2.3 Semi-discrétisation des conditions aux limites . . . . . . . . . . . . . . . 110

2.3.1 Discrétisation des conditions NLABCM
1 basée sur les convolutions discrètes 111
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Dans ce chapitre, nous souhaitons étudier l’extension des résultats précédents au cas de l’équation
de Schrödinger avec non linéarité. Essentiellement, le potentiel V est remplacé par le potentiel non
linéaire V défini par V (x, t, u) = f(u) et nous traitons le problème initial{

i∂tu+ ∂2
xu+ V (x, t, u)u = 0, (x, t) ∈ R× R+,

u(x, 0) = u0(x), x ∈ R.
(2.1)

La fonction f est une fonction à valeurs réelles et sera généralement de la forme f(u) = g(|u|2) avec
g ∈ C∞(R,R). Par exemple, dans le cas dit cubique on a f(u) = q|u|2, où le facteur q peut être positif
ou négatif. Nous considérons aussi des cas prenant en compte un potentiel spatial et une non linéarité
comme par exemple : V (x, t, u) = V (x) + f(u) = x2/10 + q|u|2. Cette étude généralise l’approche
développée dans [11] et [16] pour l’équation de Schrödinger cubique. D’autres techniques reposent sur
la stratégie paradifférentielle [86].

Divers résultats existent quant à l’étude du caractère bien posé du système non linéaire. A titre
d’exemple, énonçons le résultat suivant qui peut être trouvé dans [20, 39, 36].
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Proposition 2.26. Considérons l’équation de Schrödinger non linéaire suivante : i∂tu+
1
2

∆u− V (x)u− β|u|2σu = 0, x ∈ Rd, t ≥ 0

u(x, 0) = u0(x), x ∈ Rd,
(2.2)

où σ > 0 est une constante positive (σ = 1 correspond à une non linéarité cubique et σ = 2 à une non
linéarité quintique), V (x) ∈ C∞(Rd,R) est un potentiel subquadratique à valeurs réelles, β peut être
positif ou négatif selon qu’on est dans le cas défocalisant ou focalisant. Deux invariants du système
(2.2) sont conservés, la norme L2 :

‖u(·, t)‖L2(R) =
∫

Rd
|u(x, t)|2dx = ‖u0‖L2(R), t ≥ 0 (2.3)

et l’énergie

E(u(·, t)) =
∫

Rd

[
1
2
|∇u(x, t)|2 + V (x)|u(x, t)|2 +

β

σ + 1
|u(x, t)|2σ+2

]
dx = E(u0), t ≥ 0, (2.4)

où ‖ · ‖L2 désigne la norme L2(Rd) en espace.

En considérant désormais V (x) = 0 dans (2.2), nous avons les résultats d’existence suivants,
toujours d’après [20, 39].

Théorème 2.27 (Existence globale dans H1). Soit σ tel que 0 ≤ σ < 2/(d−2) (pour d ≥ 3) si β < 0
(non linéarité attractive) ou 0 ≤ σ < 2/d si β > 0 (non linéarité répulsive). Pour tout u0 ∈ H1, il
existe une unique solution u ∈ C(R, H1(Rd)). Cette solution vérifie les lois de conservation (2.3) et
(2.4) et dépend continûment de la condition initiale u0 ∈ H1(Rd).

Théorème 2.28 (Existence globale dans L2). Pour 0 ≤ σ < 2/d et u0 ∈ L2(Rd), il existe une unique
solution u ∈ C(R, L2(Rd))∩Lqloc(R, L2σ+2(Rd)) avec q = 4(σ+ 1)/dσ. Cette solution vérifie la loi de
conservation (2.3) et dépend continûment de la donnée initiale dans L2.

Dans certains cas, liés à σ et au signe de β, on a explosion de la solution en temps fini. Les
résultats classiques d’explosion sont basés sur l’identité de la variance. Définissons la variance par
δV (t) =

∫
Rd |x|2|u|2dx, on a l’identité

d2

dt2
δV (t) = 4E(u0) +

2β(dσ − 2)
σ + 1

∫
Rd
|u|2σ+2dx (2.5)

Nous avons alors le résultat suivant [20, 39, 83].

Théorème 2.29. Soit β < 0 et dσ ≥ 2. Considérons une donnée initiale u0 ∈ H1 avec δV (0) fini,
et qui vérifie l’une des conditions suivantes :

1. E(u0) < 0,

2. E(u0) = 0 et δ′V (0) = 2 Re
(∫

Rd u
∗
0(x · ∇u0)dx

)
< 0,

3. E(u0) > 0 et |δ′V (0)| ≥ 2
√

2E(u0)δV (0) = 2
√

2E(u0)‖xu0‖L2 .

Alors, il existe un temps t∗ <∞ tel que

lim
t→t∗
‖∇u‖L2 et lim

t→t∗
‖u‖L∞ =∞. (2.6)
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2.1 Adaptation des CLA pour une non linéarité

Nous nous plaçons maintenant, et pour simplifier l’exposition de notre approche, dans le cas
purement non linéaire : V (x, t, u) = f(u)(x, t). Formellement, l’extension à l’ajout d’un potentiel est
assez directe. Pour obtenir les conditions aux limites associées au système non linéaire (2.1), nous
adaptons la méthode décrite dans [11] : on considère les conditions établies précédemment pour le
potentiel V et on remplace formellement V par V = f(u). Les deux stratégies développées dans les
sections précédentes mènent donc à deux familles de CLA d’ordre M , qui sont notées NLABCM1 pour

la première stratégie, et ˜NLABCM2 –NLABCM2,m pour la seconde.
En conséquence, la nouvelle fonction de phase jouant de rôle de V est désormais

V(x, t, u) =
∫ t

0

V (x, s, u) ds =
∫ t

0

f(u)(x, s) ds. (2.7)

Pour un potentiel variable V , les conditions aux limites d’ordre deux sont ABC2
1

∂nu+ e−iπ/4eiV(x,t)∂
1/2
t

(
e−iV(x,t)u

)
= 0, sur ΣT , (2.8)

et ÃBC2
2

∂nu− i
√
i∂t + V u = 0, sur ΣT . (2.9)

On en déduit ainsi respectivement les deux conditions associées au système non linéaire

∂nu+ e−iπ/4eiV(x,t,u)∂
1/2
t

(
e−iV(x,t,u)u

)
= 0, sur ΣT , (2.10)

que l’on note NLABC2
1 et

∂nu− i
√
i∂t + f(u)u = 0, sur ΣT , (2.11)

désignée par ˜NLABC2
2.

Concernant les CLA d’ordre quatre, elles sont données dans le cas linéaire pour V = V par ABC4
1

∂nu+ e−iπ/4eiV∂1/2
t

(
e−iVu

)
− i sg(∂nV )

√
|∂nV |
2

eiVIt

(√
|∂nV |
2

e−iVu

)
= 0, (2.12)

et ÃBC4
2

∂nu− i
√
i∂t + V u+ sg(∂nV )

√
∂nV

2
(i∂t + V )−1

(√
∂nV

2
u

)
= 0, (2.13)

sur ΣT . Dans ces conditions et principalement pour la formulation de la première stratégie, nous
avions veillé à préserver la symétrie du second terme. Cette symétrie était cruciale dans la preuve
de stabilité et apparaissait déjà de manière naturelle dans le premier terme. Afin de préserver cette
symétrie, le terme ∂nV (x`,r, t) a été réécrit sous la forme

sg(∂nV`,r)
√
|∂nV`,r|

√
|∂nV`,r|. (2.14)

De plus, on a formulé l’hypothèse que ∂nV`,r ne change pas de signe au cours du temps sur la frontière
considérée (gauche ou droite). Cette hypothèse est nécessaire à la preuve de stabilité, mais également
essentielle dans l’écriture de la condition car elle assure que sg(∂nV`,r) est une constante, et, donc,
que les fonctions manipulées dans la condition restent régulières. Cette hypothèse est facile à tester
pour un potentiel V donné (elle est d’ailleurs vérifiée dès que V ne dépend que de x, par exemple).
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Dans le cas non linéaire considéré à présent, l’hypothèse de non changement de signe sur la frontière
devient beaucoup moins réaliste. En fait, il est a priori impossible de déterminer si ∂nf(u) est de
signe constant en x = x`,r, ou non. Le plus vraisemblable est d’ailleurs que cela soit généralement
faux, auquel cas la fonction signe associée est discontinue. Dans ce cas, la réécriture (2.14) introduit
une discontinuité, peu compatible avec l’utilisation du calcul pseudodifférentiel. Il est alors préférable
d’utiliser la formulation non symétrique des CLA, qui préserve leur régularité, d’autant plus que la
preuve de stabilité n’est de toute façon plus valable dans le cas non linéaire.

Pour la première stratégie, la condition d’ordre quatre utilisée dans le cas non linéaire est donc la
condition NLABC4

1 non symétrisée

∂nu+ e−iπ/4eiV(x,t,u)∂
1/2
t

(
e−iV(x,t,u)u

)
− i

4
∂n f(u)eiV(x,t,u)It

(
e−iV(x,t,u)u

)
= 0. (2.15)

Pour la deuxième stratégie, la formulation non symétrique de la condition d’ordre quatre peut
s’écrire, dans le cas d’un potentiel, soit

∂nu− i
√
i∂t + V u+

1
4
∂nV

(
i∂t + V

)−1
u = 0,

soit
∂nu− i

√
i∂t + V u+

1
4
(
i∂t + V

)−1 (
∂nV u

)
= 0,

dans la mesure où les opérateurs ∂nV (i∂t + V )−1 et (i∂t + V )−1 (∂nV ·) ont le même symbole prin-
cipal, à savoir

∂nV

−τ + V
.

Nous choisissons la deuxième expression pour faciliter l’implémentation numérique. La condition
˜NLABC4

1 utilisée pour une non linéarité est donc

∂nu− i
√
i∂t + f(u)u+

1
4
(
i∂t + f(u)

)−1 (
∂nf(u)u

)
= 0. (2.16)

Remarque 2.1. Dans [16], les conditions aux limites retenues pour le non linéaire sont

∂nu+ e−iπ/4∂1/2
t u = 0, sur ΣT ,

pour l’ordre deux, et

∂nu+ e−iπ/4∂1/2
t u− eiπ/4 f(u)

2
I

1/2
t u = 0, sur ΣT ,

pour l’ordre trois. Ces conditions correspondent à celles qu’on obtiendrait à partir du cas potentiel,
en considérant la méthode directe et en prenant pour symbole principal λ+

1/2 = −√−τ au lieu de
λ+

1/2 = −
√
−τ + V . D’un point de vue pseudodifférentiel, les conditions ainsi obtenues sont moins

précises, puisqu’elles résultent d’une approximation à |τ | grand des conditions NLABCM1 .

2.2 Etude du problème aux limites dans le cas NLABC2
1

Dans la partie concernant un potentiel linéaire V = V , on a prouvé que la résolution de l’équation
sur ΩT couplée aux conditions ABCM1 conduit à un problème bien posé, grâce à l’inégalité de masse.
Le théorème suivant indique l’extension de ce résultat au cadre non linéaire.
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Théorème 2.30. Soit u0 ∈ L2(Ω) une donnée initiale à support compact dans Ω. Soit f une fonction
f : u 7→ f(u), continue, à valeurs réelles. On suppose qu’il existe une fonction u ∈ C1(]0;T ];H1(Ω))
solution du problème avec donnée initiale u0 et avec la condition aux limites artificielle NLABC2

1,
soit 

i∂tu+ ∂2
xu+ f(u)u = 0, dans ΩT ,

∂nu+ Λ2
1u = 0, sur ΣT ,

u(x, 0) = u0(x), ∀x ∈ Ω,

(2.17)

où l’opérateur Λ2
1 est défini par

Λ2
1(x, t, ∂t, u) = e−iπ/4eiV(x,t,u)∂

1/2
t

(
e−iV(x,t,u)u

)
, (2.18)

et V est défini par la formule (2.7). Alors, u satisfait l’inégalité de masse

∀t > 0, ‖u(t)‖L2(Ω) ≤ ‖u0‖L2(Ω). (2.19)

Remarque 2.2. Contrairement au cas linéaire, l’inégalité (2.19) n’implique pas l’unicité de la solution
u du problème avec donnée initiale et condition aux limites (2.17). Nous n’avons pas non plus de
résultat d’existence du problème avec condition aux limites artificielles, aucun résultat n’étant à ce
jour connu sur cette question.

Démonstration. La preuve suit exactement le même schéma que celle du théorème 1.13.
On multiplie par −iu l’équation vérifiée par u et on intègre en espace sur le domaine Ω∫

Ω

u∂tu dx− i
∫

Ω

u∂2
xu dx− i

∫
Ω

f(u)|u|2dx = 0.

On prend ensuite la partie réelle de cette équation, et on intègre par parties le deuxième terme

∂t

∫
Ω

|u|2
2
dx− Re

(
i [u∂xu]xrx`

)
+ Re

(
i

∫
Ω

|∂xu|2dx
)
− Re

(
i

∫
Ω

f(u)|u|2dx
)

= 0.

Or le troisième terme de cette expression est imaginaire pur, de même que le quatrième terme étant
donné que la fonction f est à valeurs réelles. En identifiant les normes L2(Ω) mises en jeu, puis en
intégrant entre l’instant initial et un temps quelconque T , on obtient pour les deux termes restants∫ T

0

∂t
‖u‖2L2(Ω)

2
dt− Re

(
i

∫ T

0

[
ū ∂xu

]xr
x`
dt

)
= 0.

c’est-à-dire
1
2

(
‖u(T )‖2L2(Ω) − ‖u0‖2L2(Ω)

)
= Re

(∫ T

0

[
i ū ∂nu

]xr
x`
dt

)
. (2.20)

Pour déterminer le signe du second membre, on explicite la condition aux limites NLABC2
1

∂nu = −e−iπ/4eiV∂1/2
t

(
e−iVu

)
,

d’où ∑
γ=`,r

iu(xγ) ∂nu(xγ) = −ie−iπ/4
∑
γ=`,r

e−iVγuγ ∂
1/2
t

(
e−iVγuγ

)
, (2.21)

avec les notations uγ(t) = u(xγ , t) et Vγ(t) = V(xγ , t, u(xγ , t)), pour γ ∈ {`, r}. On pose ensuite

ϕγ(t) = e−iVγ(t)uγ(t), γ = `, r,
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de sorte que le terme (2.21) s’écrit∑
γ=`,r

i uγ ∂nuγ = −ie−iπ/4
∑
γ=`,r

ϕγ ∂
1/2
t ϕγ .

Ainsi, l’équation (2.20) devient

1
2

(
‖u(T )‖2L2(Ω) − ‖u0‖2L2(Ω)

)
=
∑
γ=`,r

Re

(∫ T

0

−ie−iπ/4ϕγ ∂1/2
t ϕγ dt

)
.

Le second membre de cette expression est le même terme que (1.116) pour une autre fonction ϕγ .
De façon similaire, le lemme 1.10 assure que ce terme est négatif. D’où, pour tout temps T > 0, on
montre que

‖u(T )‖L2(Ω) ≤ ‖u0‖L2(Ω),

ce qui achève la preuve.

Remarque 2.3. Dans le cas d’un potentiel linéaire V , le problème est également bien posé lorsqu’on
utilise la condition ABC4

1 sous l’hypothèse supplémentaire que sg(∂nV ) est constant sur la frontière.
Dans le cas non linéaire, on a vu que, pour des raisons liées à de la régularité, la condition d’ordre
quatre retenue est celle qui est non symétrisée par rapport à son deuxième terme. Alors, l’adaptation
de la preuve de l’inégalité de masse (2.19) ne peut se faire que sous la condition très restrictive que
le signe de ∂nf(u) est indépendant du temps sur la frontière. Cette fois, le résultat ne s’étend donc
pas à l’ordre quatre.

2.3 Semi-discrétisation des conditions aux limites

On reprend les notations utilisées précédemment. Le pas de temps est noté ∆t = T/N , l’intervalle
[0;T ] est discrétisé uniformément en N intervalles, les instants intermédiaires étant tn = n∆t pour
0 ≤ n ≤ N . On note un(x) une approximation de u(x, tn).

Dans le cas non linéaire, le traitement numérique est légèrement différent du cas avec potentiel
V . Le schéma usuel symétrique de Crank-Nicolson s’écrit

i
un+1 − un

∆t
+ ∂2

x

un+1 + un

2
+
(
f(un+1) + f(un)

2

)
un+1 + un

2
= 0. (2.22)

Un schéma plus adapté au calcul de solution de type soliton est celui de Duràn et Sanz-Serna [51]

i
un+1 − un

∆t
+ ∂2

x

un+1 + un

2
+ f

(
un+1 + un

2

)
un+1 + un

2
= 0, (2.23)

que nous choisissons ici. De plus, ce schéma a pour effet de simplifier l’écriture de l’algorithme de
résolution. En effet, si on introduit la suite (vn) définie par

vn+1 =
un+1 + un

2

et v0 = 0, le schéma (2.22) s’écrit désormais, pour n ≥ 0,

2i
vn+1 − un

∆t
+ ∂2

xv
n+1 + f(vn+1)vn+1 = 0. (2.24)
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On voit ici immédiatement que, du fait de sa symétrie, le schéma (2.23) est plus aisé à traiter que
le schéma (2.22). Dans ce schéma, la condition aux limites intervient dans sa discrétisation au point
vn+1 = un+1/2. Nous verrons dans la partie 2.4, lors de l’étude détaillée de l’algorithme de calcul,
qu’il est important de distinguer dans la CLA les contributions linéaires et non linéaires selon vn+1

en écrivant la condition sous la forme

∂nv
n+1 = BLv

n+1 +BNL(vn+1), (2.25)

où BL est un coefficient et BNL une fonction non linéaire à préciser. La question suivante est de
déterminer quels sont les coefficients BL et les fonctions BNL pour chacune des deux discrétisations
envisagées, convolutions discrètes pour NLABCM1 et approximations rationnelles pour NLABCM2 .

2.3.1 Discrétisation des conditions NLABCM
1 basée sur les convolutions

discrètes

Considérons pour commencer le cas des conditions NLABCM1 . Comme dans le cas linéaire, les
opérateurs fractionnaires sont approchés par des convolutions discrètes grâce à la proposition 1.19,
ce qui donne pour NLABC4

1 et le schéma de Dùran-Sanz-Serna

∂nv
n+1 + e−iπ/4eiW

n+1

√
2

∆t

n+1∑
k=0

βn+1−ke
−iWk

vk

− i

4
∂n f(vn+1) eiW

n+1 ∆t
2

n+1∑
k=0

γn+1−ke
−iWk

vk = 0, sur Σ. (2.26)

Le point délicat est la discrétisation Wn+1 du terme∫ t

0

f(u(x, s))ds

au temps tn+1/2. La fonction f étant non linéaire, f(u) est discrétisé au temps tn+1/2 en suivant la
discrétisation de Dùran-Sanz-Serna

f

(
un+1 + un

2

)
ce terme étant égal à f(vn+1). L’intégrale étant linéaire, elle est discrétisée au temps tn+1/2 comme la
demi-somme des approximations des intégrales aux temps tn+1 et tn. On prend comme approximation
de l’intégrale les sommes de Riemann de pas ∆t. On obtient

Wn+1 =
1
2

(
n∑
l=0

f(vl)∆t+
n+1∑
l=0

f(vl)∆t

)

ce qui, après regroupement des deux sommes, conduit à

Wn+1 = ∆t
n∑
l=0

f(vl) +
∆t
2
f(vn+1) (2.27)

On introduit la notation

Ep = exp (iWp) = exp

(
i∆t

p−1∑
l=1

f(vl)

)
exp

(
i
∆t
2
f(vp)

)
= Ẽp−1 exp

(
i
∆t
2
f(vp)

)
, (2.28)
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avec

Ẽp−1 = exp

(
i∆t

p−1∑
l=1

f(vl)

)
, Ẽ0 = 1. (2.29)

Remarquons que si on avait utilisé une discrétisation de Crank-Nicolson pour traiter le terme non
linéaire

exp
(
i

∫ t

0

f(u)
)
,

on aurait obtenu un terme de la forme

Ep = exp

(
i∆t

p−1∑
l=1

f(ul) + f(ul−1)
2

)
exp

(
i
∆t
2
f(up) + f(up−1)

2

)
.

Finalement, en utilisant ces notations et en mettant en évidence les termes vn+1, la discrétisation de
NLABC4

1 s’écrit

∂nv
n+1 + e−iπ/4

√
2

∆t
vn+1 + e−iπ/4 En+1

√
2

∆t

n∑
k=0

βn+1−kEk vk

− i

4
∂n f(vn+1)

∆t
2
vn+1 − i

4
∂n f(vn+1) En+1 ∆t

2

n∑
k=0

γn+1−kEk vk = 0. (2.30)

La discrétisation de la condition NLABC2
1 en est évidemment un sous-produit en tronquant les termes

correcteurs

∂nv
n+1 + e−iπ/4

√
2

∆t
vn+1 + e−iπ/4 En+1

√
2

∆t

n∑
k=0

βn+1−kEk vk = 0. (2.31)

Concernant la condition d’ordre deux, les termes linéaires en vn+1 se réduisent à e−iπ/4
√

2
∆t v

n+1,
tandis que le deuxième terme est non linéaire en vn+1 du fait du facteur En+1, lequel s’écrit plus
particulièrement

En+1 = exp
(
i
∆t
2
f(vn+1)

)
Ẽn, (2.32)

où Ẽn dépend seulement de v0, v1, . . . , vn mais pas de vn+1. Dans la condition d’ordre quatre, tous les
termes correctifs sont non linéaires selon vn+1 et sont donnés par la seconde ligne de l’équation (2.30).
Finalement, en distinguant termes isolés en vn+1 et convolutions des (v0, . . . , vk), termes linéaires et
non linéaires en vn+1, on met NLABC4

1 sous la forme

∂nv
n+1 = B4

1,Lv
n+1 +B4

1,NL(vn+1), (2.33)

avec

B1,L = − e−iπ/4
√

2
∆t

(2.34)

B1,NL(vn+1) = − e−iπ/4ei∆t
2 f(vn+1) Ẽn

√
2

∆t

n∑
k=0

βn+1−kEk vk (2.35)

+
i

4
∂n f(vn+1)

∆t
2
vn+1 +

i

4
∂n f(vn+1) ei

∆t
2 f(vn+1)Ẽn

∆t
2

n∑
k=0

γn+1−kEk vk. (2.36)

Dans le cas de la condition NLABC2
1, il suffit de ne pas considérer dans ce qui précède les termes

correcteurs. La condition aux limites correspondante est alors notée sous la forme (2.25) par le biais
d’opérateurs B2

1,L et B2
1,NL.
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2.3.2 Etude de la stabilité du système discrétisé

Comme dans le chapitre précédent, nous étudions comment se transmet le théorème 2.30 au
système discret constitué de (2.24) et de (2.31).

Théorème 2.31. Soit (un)n∈N une solution du système avec condition aux limites d’ordre deux
2i
vn+1 − un

∆t
+ ∂2

xv
n+1 + f(vn+1) vn+1 = 0, dans Ω,

∂nv
n+1 + Λ2

1,n+1v
n+1 = 0, sur Σ,

u0 = u0, dans Ω,

(2.37)

avec un+1 = 2vn+1 − un, où l’opérateur semi-discrétisé Λ2
1,n+1 est défini par

Λ2
1,n+1v

n+1 = e−iπ/4
√

2
∆t

vn+1 + e−iπ/4 eiW
n+1

√
2

∆t

n∑
k=0

βn+1−ke
−iWk

vk, (2.38)

et Wn+1 = Vn+1+Vn
2 . Alors, on a l’inégalité de masse suivante

∀n ∈ {0, . . . , N}, ‖un‖L2(Ω) ≤ ‖u0‖L2(Ω). (2.39)

Remarque 2.4. Comme dans le cas continu, on peut ajouter que, sous l’hypothèse que sg(∂nf(vk)) est
une constante, (2.39) reste vérifiée si on a choisi la condition d’ordre quatre dans (2.37). Cependant,
de façon similaire au cas continu, cette hypothèse n’est pas raisonnable dans le cas non linéaire. Ainsi,
nous ne traitons pas le cas M = 4 ici.

Démonstration. Soit p un entier compris entre 0 et n− 1. On écrit l’équation intérieure de (2.37) au
temps tp+1

i
up+1 − up

∆t
+ ∂2

xv
p+1 + f(vp+1) vp+1 = 0,

que l’on multiplie ensuite par −i vp+1. Le premier terme est arrangé de la manière suivante

(up+1 − up)vp+1 =
1
2

(up+1 − up)(up+1 + up) =
1
2

(
|up+1|2 − |up|2 + up+1up − upup+1

)
=

1
2
(
|up+1|2 − |up|2 + 2i Im(up+1up)

)
.

Puis, on intègre sur le domaine Ω∫
Ω

|up+1|2 − |up|2 + 2i Im(up+1up)
2∆t

dx−
∫

Ω

ivp+1∂2
xv
p+1dx−

∫
Ω

if(vp+1)|vp+1|2dx = 0,

et on intègre par parties sur Ω le deuxième terme. Ceci donne, pour p ≥ 0,∫
Ω

|up+1|2 − |up|2 + i Im(up+1up)
2∆t

dx− i
[
vp+1 ∂xv

p+1
]xr
x`

+ i

∫
Ω

∣∣∂xvp+1
∣∣2 dx

− i
∫

Ω

f(vp+1)
∣∣vp+1

∣∣2 dx = 0.

Comme la fonction g est à valeurs réelles, la partie réelle de l’expression ci-dessus conduit à

‖up+1‖2L2(Ω) − ‖up‖
2
L2(Ω)

2∆t
= Re

(
i
[
vp+1 ∂xv

p+1
]xr
x`

)
.
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On somme les termes de l’équation précédente pour p allant de 0 à n− 1 pour obtenir

1
2∆t

(
‖un‖2L2(Ω) − ‖u0‖2L2(Ω)

)
= Re

(
n−1∑
p=0

i
[
vp+1 ∂xv

p+1
]xr
x`

)
=
∑
γ=`,r

Aγ ,

avec

Aγ = Re

(
n−1∑
p=0

i vp+1(xγ) ∂nv
p+1(xγ)

)
, pour γ = `, r.

Considérons à présent le bord droit xr du domaine, le bord gauche se traitant de manière similaire.
On a alors

i vp+1(xr)∂nv
p+1(xr) = −ie−iπ/4

√
2

∆t
eiW

p+1
r vp+1

r

p+1∑
k=0

βp+1−ke
−iWk

r vkr ,

c’est-à-dire
n−1∑
p=0

i vp+1(xr)∂nv
p+1(xr) = −ie−iπ/4

√
2

∆t

n−1∑
p=0

χp+1
r

p+1∑
k=0

βp+1−kχ
k
r ,

avec χkr = e−iW
k
r vkr . Pour étudier le signe de ce terme, on s’appuie de nouveau sur le lemme 1.22 qui

assure immédiatement que la partie réelle du terme ci-dessus est négative. Ceci conclut la preuve de
la proposition.

2.3.3 Discrétisation des conditions ˜NLABCM
2 basée sur une approximation

rationnelle de la racine carrée : NLABCM
2,m

Avant de semi-discrétiser la condition aux limites ˜NLABC4
2

∂nu− i
√
i∂t + f(u)u+

1
4
(
i∂t + f(u)

)−1(
∂nf(u)u

)
= 0,

on approche formellement l’opérateur racine carrée en utilisant une approximation de Padé, définie
en (1.165) par la fonction Rm. Ceci conduit formellement à la condition notée NLABC4

2,m

∂nu− iRm
(
i∂t + f(u)

)
u+

1
4
(
i∂t + f(u)

)−1(
∂n f(u)u

)
= 0.

En explicitant cette condition, on peut écrire

∂nu− i
(

m∑
k=0

amk u−
m∑
k=1

amk d
m
k

(
i∂t + f(u) + dmk

)−1
u

)
+

1
4
(
i∂t + f(u)

)−1(
∂nf(u)u

)
= 0. (2.40)

On introduit alors les fonctions auxiliaires (ϕk)1≤k≤n définies par

ϕk = (i∂t + f(u) + dmk )−1u,

pour le terme d’ordre deux, et ψ

ψ = (i∂t + f(u))−1
(
∂nf(u)u

)
,

pour le terme d’ordre quatre. La condition aux limites artificielle devient ainsi

∂nu− i
(

m∑
k=0

amk

)
u+ i

m∑
k=1

amk d
m
k ϕk +

1
4
ψ = 0,
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dont la semi-discrétisation en temps est donnée par

∂nv
n+1 − i

m∑
k=0

amk v
n+1 + i

m∑
k=1

amk d
m
k ϕ

n+1/2
k +

1
4
ψn+1/2 = 0. (2.41)

Les définitions des fonctions auxiliaires conduisent aux équations différentielles

i∂tϕk + f(u)ϕk + dmk ϕk = u, x = x`,r,

et
i∂tψ + f(u)ψ = ∂nf(u)u, x = x`,r.

Celles-ci sont discrétisées respectivement en ϕ
n+1/2
k = ϕn+1

k +ϕnk
2 et en ψn+1/2 = ψn+1+ψn

2 par

2i
∆t

ϕ
n+1/2
k + f(vn+1)ϕn+1/2

k + dmk ϕ
n+1/2
k = vn+1 +

2i
∆t

ϕnk , x = x`,r,

et
2i
∆t

ψn+1/2 + f(vn+1)ψn+1/2 = ∂nf(vn+1) vn+1 +
2i
∆t

ψn, x = x`,r.

Les équations semi-discrètes de mise à jour des fonctions auxiliaires sont donc, en x = x`,r

ϕ
n+1/2
k =

1
2i
∆t + f(vn+1) + dmk

vn+1 +
2i
∆t

2i
∆t + f(vn+1) + dmk

ϕnk , (2.42)

et

ψn+1 =
∂nf(vn+1)

2i
∆t + f(vn+1)

vn+1 +
2i
∆t

2i
∆t + f(vn+1)

ψn. (2.43)

En réinjectant ϕn+1/2
k et ψn+1/2 dans la condition aux limites semi-discrétisée (2.41), on obtient le

système suivant pour x = x`,r

∂nv
n+1 − i

(
m∑
k=0

amk

)
vn+1 + i

m∑
k=1

amk d
m
k

1
2i
∆t + f(vn+1) + dmk

vn+1 +
1
4

∂nf(vn+1)
2i
∆t + f(vn+1) + dmk

vn+1

+ i

m∑
k=1

amk d
m
k

2i
∆t

2i
∆t + f(vn+1) + dmk

ϕnk +
1
4

2i
∆t

2i
∆t + f(vn+1) + dmk

ψn = 0, (2.44a)

ϕ
n+1/2
k =

1
2i
∆t + f(vn+1) + dmk

vn+1 +
2i
∆t

2i
∆t + f(vn+1) + dmk

ϕnk , (2.44b)

ψn+1 =
∂nf(vn+1)

2i
∆t + f(vn+1)

vn+1 +
2i
∆t

2i
∆t + f(vn+1)

ψn. (2.44c)

2.4 Implémentation des CLA dans un environnement élé-
ments finis

Le schéma pour l’équation intérieure est donné par (2.24). Lorsqu’on écrit la formulation varia-
tionnelle de cette équation, on est amené à discrétiser la dérivée normale de v au temps tn+1. En
effet, par multiplication par une fonction-test ψ ∈ H1(Ω) de l’équation (2.24) puis intégration par
parties, la formulation variationnelle est obtenue, pour n ≥ 0, par

2i
∆t

∫
Ω

vn+1ψ dx+
[
∂xv

n+1ψ
]xr
x`
−
∫

Ω

∂xv
n+1∂xψ dx+

∫
Ω

f(vn+1)vn+1ψ dx =
2i
∆t

∫
Ω

unψ dx
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Rappelons que la forme des CLA non linéaires est, par exemple pour la première classe de CLA,

∂nv
n+1 = BM1,Lv

n+1 +BM1,NLv
n+1. (2.45)

Le problème étant globalement non linéaire, l’approximation est faite par le biais d’un point fixe. A
un instant tn donné, nous posons ζ0 = vn, et calculons la solution vn+1 par itération sur

2i
∆t

∫
Ω

ζs+1ψ dx+
[
∂xζ

s+1ψ
]xr
x`
−
∫

Ω

∂xζ
s+1∂xψ dx =

2i
∆t

∫
Ω

unψ dx−
∫

Ω

f(ζs)ζsψ dx (2.46)

avec la condition aux limites

∂nζ
s+1 = BM1,Lζ

s+1 +BM1,NL(ζs). (2.47)

Nous avons choisi de rendre explicite la non linéarité sur f afin de ne pas avoir à recalculer la matrice
de masse généralisée associée à chaque itération. Ce terme contribue donc au second membre de
l’équation. Ceci permet de considérer la CLA (2.47) comme une simple condition de type Fourier-
Robin, la non linéarité agissant simplement comme un terme source du bord qui est placé dans le
second membre de l’équation. En cela, l’algorithme est très similaire au cas linéaire. Pour ne pas noyer
le lecteur dans les détails des manipulations algébriques, donnons à titre d’exemple les coefficients
dans le cas de la condition d’ordre quatre

B4
1,L = −e−iπ/4

√
2

∆t

et

B4
1,NL(ζs) = − e−iπ/4ei∆t

2 f(ζs)Ẽn
√

2
∆t

n∑
k=0

βn+1−kEkvk

+
i

4
∂n(f(ζs))

∆t
2

+
i

4
∂n(f(ζs))ei

∆t
2 f(ζs)Ẽn

∆t
2

n∑
k=0

γn+1−kEkvk.

Remarquons que la condition d’ordre deux ne nécessite que de tronquer une partie du terme non
linéaire B4

1,NL(ζs) et ne modifie en rien le terme linéaire B4
1,L.

La discrétisation du système variationnel (2.46)–(2.47) s’effectue par éléments finis P1. Le pas de
discrétisation uniforme est désigné par h, pour nh nœuds de discrétisation de Ω. Notons S la matrice
de raideur et M la matrice de masse. Le terme matriciel de bord associé à BM1,L est noté BM1,L. Le
second membre est donné par la discrétisation du membre de droite de l’équation (2.46) et par la
contribution associée à BM1,NL(ζs). Nous notons bM,s

1 le second membre. Ainsi, à chaque itération du
point fixe, le système à résoudre est donné par(

2i
∆t

M− S + BM1,L
)
ζs+1 = bM,s

1 (2.48)

avec une initialisation ζ0 = vn, ce dernier vecteur désignant le vecteur nodal de vn pour des éléments
finis P1. Les matrices M et S désignent respectivement les matrices éléments finis de masse et de
raideur, introduites au paragraphe 1.8.1. Le vecteur nodal éléments finis est ζs+1 ∈ Cnh+1. Le critère
d’arrêt est donné par ‖ζs+1 − ζs‖L2(Ω) < ε, pour une tolérance ε fixée a priori. Une valeur maximale
de s, notée smax est aussi fixée a priori afin de prévenir d’une éventuelle divergence de l’algorithme.
Enfin, on note ‖ · ‖2 la norme euclidienne dans l’espace Cnh+1. Nous pouvons résumer cet algorithme



2.4. IMPLÉMENTATION DES CLA DANS UN ENVIRONNEMENT ÉLÉMENTS FINIS 117

dans la table ci-dessous, en rappelant que les indices de temps n varient entre 0 et N − 1, le temps
final étant T = N∆t.

Pour n = 0, . . . , N − 1

Initialisation : ζ0 = vn, s = 0

Calcul de M, S, BM1,L
Boucle sur s tant que ‖M(ζs+1 − ζs)‖2 > ε et s ≤ smax

Calcul du second membre bM,s
1

Résolution du problème linéaire(
2i
∆t

M− S− BM1,L
)
ζs+1 = bM,s

1

s = s+ 1

Fin de la boucle sur s

vn+1 = ζs+1

un+1 = 2vn+1 − un

Fin de la boucle sur n

La discrétisation de la condition aux limites NLABC4
2,m est décrite par le système (2.44) et

contient notamment les deux équations de mise à jour des fonctions auxiliaires (ϕn+1/2
k )1≤k≤n et

ψn+1/2. Comme la condition aux limites et les équations qui lui sont couplées sont destinées à être
incorporées dans un schéma de point fixe, on applique la même règle aux équations (2.44a), (2.44b)
et (2.44c), en remplaçant les termes linéaires en vn+1 par ζs+1 et les termes non linéaires par ζs.
On fait de même avec les fonctions ϕn+1/2

k et ψn+1/2 puisque ces termes sont encore inconnus. Nous
leur ferons donc correspondre respectivement les termes φs+1

k et χs+1, mis à jour à chaque boucle de
l’algorithme de point fixe, et dont la valeur finale, à convergence du point fixe, fournira respectivement
ϕ
n+1/2
k et ψn+1/2. Les fonctions ϕnk , ψn sont initialisées sur Σ par ϕ0

k = 0, pour 1 ≤ k ≤ m, et
ψ0 = 0. Au cours de chaque itération en temps, on initialise le point fixe par φ0

k = ϕ
n−1/2
k pour

1 ≤ k ≤ m, et χ0 = ψn−1/2. A la convergence du point fixe, on affecte ϕn+1/2
k et ψn+1/2 par le biais

de : ϕn+1/2
k = φs+1

k et ψn+1/2 = χs+1. Ces substitutions donnent

∂nζ
s+1 − i

(
m∑
k=0

amk

)
ζs+1 + i

m∑
k=1

amk d
m
k

1
2i
∆t + f(ζs) + dmk

ζs +
1
4

∂nf(ζs)
2i
∆t + f(ζs) + dmk

ζs

+ i
m∑
k=1

amk d
m
k

2i
∆t

2i
∆t + f(ζs) + dmk

ϕnk +
1
4

2i
∆t

2i
∆t + f(ζs) + dmk

ψn = 0, (2.49)

pour la condition aux limites, et

φs+1
k =

1
2i
∆t + f(ζs) + dmk

ζs +
2i
∆t

2i
∆t + f(ζs) + dmk

ϕnk , (2.50)

et

χs+1 =
∂nf(ζs)

2i
∆t + f(ζs)

ζs +
2i
∆t

2i
∆t + f(ζs)

ψn. (2.51)

pour les équations différentielles. Synthétiquement, cette condition s’écrit sous la forme d’une condi-
tion de type Fourier-Robin

∂nζ
s+1 = BM2,m,Lζ

s+1 +BM2,m,NL(ζs, ϕnk , ψ
n), (2.52)
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avec les notations

BM2,m,L = i
m∑
k=0

amk , (2.53)

B4
2,m,NL(ζs, ϕnk , ψ

n) = −i
m∑
k=1

amk d
m
k φ

s+1
k − 1

4
∂nf(ζs)χs+1 (2.54)

et φs+1
k et χs+1 donnés respectivement par (2.50) et (2.51).

Par conséquent, nous obtenons une formulation éléments finis avec point fixe proche de celle
obtenue avec la première classe de CLA, en utilisant le système augmenté par les fonctions auxiliaires,
comme dans le cas linéaire. Encore une fois, considérer la condition d’ordre deux ne demande qu’à
modifier la forme du second membre du système linéaire. La situation est résumée dans l’algorithme
suivant.

Pour n = 0, . . . , N − 1

Initialisation : ζ0 = vn, φ0
k = ϕnk, χ

0 = ψn, s = 0

Boucle sur s tant que ‖M(ζs+1 − ζs)‖2 > ε et s ≤ smax

Calcul du second membre bM,s
2,m

Résolution du problème linéaire(
2i
∆t

M− S− BM2,m,L
)
ζs+1 = bM,s

2,m

s = s+ 1

Fin de la boucle sur s

vn+1 = ζs+1, ϕ
n+1/2
k = φs+1

k , ψn+1/2 = χs+1

un+1 = 2vn+1 − un

ϕn+1
k = 2ϕn+1/2

k −ϕnk
ψn+1 = 2ψn+1/2 −ψn

Fin de la boucle sur n

Les conditions NLABCM1 et NLABCM2,m s’adaptent très facilement au cas où le potentiel est
constitué de deux parties, un terme linéaire V (x) et un terme non linéaire f(u). Tous les paragraphes
précédents restent valables dans ce cadre. On a alors

V(x, t) = tV (x) +
∫ t

0

f(u)(x, s) ds.

Les condition aux limites d’ordre quatre sont données par

∂nu+ e−iπ/4eiV(x,t)∂
1/2
t

(
e−iV(x,t)u

)
+
i

4
(∂nV (x) + ∂nf(u)) eiV(x,t)It

(
e−iV(x,t)u

)
= 0, sur ΣT ,

pour le changement de jauge, et

∂nu− i
√
i∂t + V (x) + f(u)u+

1
4

(i∂t + V (x) + f(u))−1 ( (
∂nV (x) + ∂nf(u)

)
u
)

= 0, sur ΣT ,
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pour la méthode directe. Pour les conditions semi-discrétisées, nous obtenons NLABC4
1,n+1

∂nv
n+1 + e−iπ/4

√
2

∆t
vn+1 + e−iπ/4 eiW

n+1

√
2

∆t

n∑
k=0

βn+1−ke
−iWk

vk

+
i

4
(
∂nW + ∂nf(vn+1)

) ∆t
2
vn+1 +

i

4
(
∂nW + ∂nf(vn+1)

)
En+1 ∆t

2

n∑
k=0

γn+1−kEk vk = 0,

avec W n+1 défini par

W n+1 = tn+1/2W + ∆t
n∑
l=0

f(vl) +
∆t
2
f(vn+1),

et NLABC4
2,m,n+1

∂nv
n+1 − i

m∑
k=0

amk v
n+1 + i

m∑
k=1

amk d
m
k ϕ

n+1/2
k +

1
4
ψn+1/2 = 0,

ϕ
n+1/2
k =

1
2i
∆t +W + f(vn+1) + dmk

vn+1 +
2i
∆t

2i
∆t +W + f(vn+1) + dmk

ϕnk ,

ψn+1 =
(
∂nW + ∂nf(vn+1)

) 1
2i
∆t +W + f(vn+1)

vn+1 +
2i
∆t

2i
∆t +W + f(vn+1)

ψn.

Enfin, les mêmes conditions s’adapteraient sans problème au cas où la partie linéaire du potentiel
dépend aussi du temps : V (x, t, u) = V (x, t) + f(u)(x, t) en remplaçant W par Wn+1. Notamment,
le caractère bien posé du problème associé à la condition aux limites NLABC2

1 est toujours valable,
puisque V , comme la fonction f , est réel.

2.5 Simulations numériques

Nous testerons dans cette section plusieurs types de potentiels non linéaires. Tout d’abord, une
place particulière est réservée au potentiel cubique, potentiel très classique pour lequel des résultats
sont connus, permettant d’approfondir l’étude numérique. Nous verrons ensuite d’autres types de
potentiels qui s’expriment comme une fonction de u, et pour finir, un exemple de potentiel mixte,
somme d’un potentiel V (x) et d’une fonction de u. La tolérance ε du point fixe est fixée à ε = 10−10

et le nombre maximal d’itérations est 100. Il est important de prendre des paramètres assez exigeants
pour le point fixe, faute de quoi les résultats obtenus pour les conditions NLABCM2,m sont nettement
moins bons que ceux obtenus pour NLABCM1 (on verra plus loin que pour les conditions approchées
par approximants de Padé, le point fixe est significativement plus long à converger que pour les
convolutions discrètes).

2.5.1 Le potentiel cubique

Dans le problème cubique, le potentiel est donné par la non linéarité

V = q|u|2 (2.55)

avec paramètre q positif (« focusing ») ou négatif (« defocusing »). Ce potentiel est dit « cubique »
car le terme associé au potentiel dans l’équation sera V u = q|u|2u qui est cubique en u. La donnée
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initiale considérée pour q positif est le soliton

u0(x) =
√

2a
q

sech(
√
ax) exp(i

c

2
x+ iθ0) (2.56)

Sauf mention contraire, dans les tests numériques qui suivront, les paramètres seront choisis égaux à
q = 1, a = 2, c = 15, θ0 = 0.
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Figure 2.1 – Donnée initiale (soliton) pour le potentiel cubique.

Avec cette donnée initiale solitonique, la solution exacte du problème est donnée par uex :

uex(x, t) =
√

2a
q

sech
(√
a(x− ct)

)
exp

(
i
c

2
(x− ct) + iθ0

)
exp

(
i(a+

c2

4
)t
)

(2.57)

La figure 2.2 représente le profil de solution exacte, en échelle logarithmique, dans le plan (x, t).
On peut également construire numériquement une solution de référence sur Ω = [−10; 10] en

résolvant l’équation sur un domaine suffisamment large pour ne pas avoir besoin de condition aux
limites (on prendra [−30; 90]), puis en restreignant à Ω le résultat obtenu (figure 2.3).

Les solutions numériques pour chacune des conditions aux limites sont représentées sur la fi-
gure 2.4 : condition de Dirichlet homogène u = 0, condition sans potentiel ABC0, conditions NLABC2

1,
NLABC4

1, NLABC2
2,50, NLABC4

2,50. On compare aussi les résultats obtenus par une technique de PML
(Perfectly Matched Layer). Cette dernière consiste à regarder l’équation de Schrödinger

i∂tu+
1

1 +Rσ(x)
∂x

(
1

1 +Rσ(x)
∂xu

)
+ q|u|2u = 0, (2.58)

avec

σ(x) =


σ0(x− x`)2, x`p < x < x`,

0, x` < x < xr,

σ0(x− xr)2, xr < x < xrp.

(2.59)

Les paramètres de simulation sont Ω = [−10; 10], T = 2, ∆t = 10−3, nh = 4 000, m = 50. Les
paramètres pour la simulation par PML sont choisis en suivant [95] : σ0 = 10, x`p = −14, xrp = 14.
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Figure 2.2 – Solution exacte pour le potentiel cubique avec q = 1, a = 2, c = 15, θ0 = 0.

Ce sont les paramètres optimaux pour ce cas spécifique. Comme on pouvait s’y attendre, la condition
de Dirichlet homogène ne convient pas du tout dans ce cas. La condition sans potentiel ABC0 génère
une réflexion dont l’ordre de grandeur est 10−2. Pour les autres conditions, la précision dépend
essentiellement de l’ordre, et peu du type de condition et du type de discrétisation. Pour les conditions
d’ordre deux et d’ordre quatre, l’ordre de grandeur de la réflexion est de 10−3, mais l’erreur est
globalement un peu plus faible pour les conditions d’ordre quatre.

Pour mieux estimer la précision des approximations, on met à profit la solution exacte uex afin
de calculer l’erreur L2 relative

Errrel(NLABCMp , t) =
||u(t)− uex(t)||L2(]x`;xr[)

||uex(t)||L2(]x`;xr[)
(2.60)

au cours du temps (figure 2.5(a)). Il apparâıt clairement que seul l’ordre de la condition aux limites
influe sur le niveau de l’erreur, puisqu’à M fixé, les conditions NLABCM1 et NLABCM2,50 conduisent
à la même erreur L2. En revanche l’influence de l’ordre est nettement visible : les résultats sont
bien meilleurs avec les conditions d’ordre deux ou 4 qu’avec la condition sans potentiel, et les condi-
tions d’ordre quatre améliorent de manière visible les conditions d’ordre deux. La classification des
conditions reste ainsi toujours valable. On remarque un pic de l’erreur au temps t = 0.6, qui corres-
pond au temps auquel l’onde traverse la frontière du domaine de calcul. Ce pic cöıncide avec l’erreur
L2 obtenue en comparant la solution numérique de référence à la solution exacte. Pour préciser les
choses et vérifier si ce pic correspond bien à l’erreur du schéma, raffinons en espace et en temps. Pour
clarifier les choses, nous ne gardons que la solution numérique de référence et les deux conditions
NLABCM1 . Pour nh = 8 000 et ∆t = 5×10−5, on obtient la figure 2.5(b) que l’on peut comparer avec
la figure 2.5(a). On remarque qu’en raffinant le maillage, l’amplitude du pic en t = 0.6 a diminué
de manière identique pour la solution numérique de référence et pour les solutions obtenues avec
condition aux limites. L’erreur observée à ce niveau est donc liée uniquement à l’erreur du schéma,
et ne provient pas de la condition aux limites. Par ailleurs, on constate que l’erreur provenant de la
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(a) Solution calculée sur un plus grand domaine
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(b) Troncature à Ω

Figure 2.3 – Solution numérique de référence pour le potentiel cubique V = |u|2 sur le domaine de
calcul Ω = [−10; 10].

CLA pour t ∈ [0.7; 2] reste à un niveau identique lorsqu’on raffine le maillage.

Pour étudier plus précisément l’effet du raffinement sur la condition aux limites, on se réfère à la
figure 2.6. Pour différentes discrétisations h et ∆t, on reporte le maximum, pour t ∈ [0; 2], de l’erreur
L2 relative Errrel(NLABCMp , t). Ce travail est effectué pour la solution numérique de référence et
pour les trois conditions aux limites ABC0, NLABC2

1 et NLABC4
1, pour les pas de temps ∆t = 10−3,

∆t = 5 × 10−4 et ∆t = 10−4, avec nh = 4 000, nh = 8 000 et nh = 12 000 points intérieurs. Pour la
condition sans potentiel, le pic de l’erreur L2 stagne à une valeur constante (égale à 0.019 d’après la
figure 2.5), indépendamment de h et de ∆t. Pour ∆t = 10−3, les conditions NLABCM1 ont le même
pic d’erreur L2, qui correspond à l’erreur liée au schéma, lorsque l’onde atteint la frontière. A partir
de ∆t = 5 × 10−4 cette erreur a suffisamment diminué pour que le maximum d’erreur soit lié à la
réflexion parasite, une fois l’onde sortie du domaine. On voit alors les conditions d’ordre deux et 4 se
détacher l’une de l’autre, et se détacher de la référence numérique. Cependant, une fois que l’erreur
liée au schéma est devenue inférieure à l’erreur liée aux conditions aux limites, et que le maximum
d’erreur L2 constaté est bien lié à la réflexion parasite (à partir de ∆t = 5 × 10−4), la précision
des conditions aux limites semble peu affectée par la discrétisation. En revanche, pour la référence
numérique, l’erreur L2 continue à décrôıtre lorsqu’on raffine en espace et/ou en temps. Finalement,
l’erreur directement liée aux CLA correspond bien à la deuxième partie de la courbe des figures 2.5.
De plus, cette erreur semble pratiquement insensible à la discrétisation, ce qui n’était pas du tout le
cas lorsque le potentiel était linéaire.

Un autre phénomène est à prendre en compte pour la comparaison des méthodes. Au-delà de
la précision numérique du résultat obtenu, il faut aussi considérer la question de l’efficacité calcula-
toire. De ce point de vue, la discrétisation par convolutions discrètes semble plus efficace et requiert
moins d’itérations du point fixe. Le nombre d’itérations est compris entre 5 itérations, et 2 itérations
seulement une fois que l’onde a franchi la frontière. Pour la méthode Padé en revanche, le point fixe
effectue nettement plus d’itérations avant de converger, avec un pic à plus d’une trentaine d’itérations
lorsque la solution traverse la frontière du domaine de calcul. Même une fois que l’onde est sortie du
domaine, le nombre d’itérations reste relativement élevé, aux alentours d’une vingtaine d’itérations.
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x

t

 

 

−10 −5 0 5 10
0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

1.2

1.4

1.6

1.8

2

−6

−5

−4

−3

−2

−1

0

(a) Dirichlet

x

t

 

 

−10 −5 0 5 10
0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

1.2

1.4

1.6

1.8

2

−6

−5

−4

−3

−2

−1

0

(b) Condition sans potentiel

x

t

 

 

−10 −5 0 5 10
0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

1.2

1.4

1.6

1.8

2

−6

−5

−4

−3

−2

−1

0

(c) PML

x

t

 

 

−10 −5 0 5 10
0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

1.2

1.4

1.6

1.8

2

−6

−5

−4

−3

−2

−1

0

(d) NLABC2
1

x

t

 

 

−10 −5 0 5 10
0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

1.2

1.4

1.6

1.8

2

−6

−5

−4

−3

−2

−1

0

(e) NLABC4
1

x

t

 

 

−10 −5 0 5 10
0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

1.2

1.4

1.6

1.8

2

−6

−5

−4

−3

−2

−1

0

(f) NLABC2
2,50

x

t

 

 

−10 −5 0 5 10
0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

1.2

1.4

1.6

1.8

2

−6

−5

−4

−3

−2

−1

0

(g) NLABC4
2,50

Figure 2.4 – Les différentes CLA pour le potentiel cubique avec q = 1.
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10
−2.8

10
−2.6

10
−2.4

10
−2.2

10
−4

10
−3

10
−2

10
−1

h

m
ax

‖
·‖

L
2

 

 

∆ t = 10
−3

  Ref.

∆ t = 10
−3

  ABC
0

∆ t = 10
−3

  ABC
2

1

∆ t = 10
−3

  ABC
4

1

∆ t = 5.10
−4

  Ref.

∆ t = 5.10
−4

  ABC
0

∆ t = 5.10
−4

  ABC
2

1

∆ t = 5.10
−4

  ABC
4

1

∆ t = 10
−4

  Ref.

∆ t = 10
−4

  ABC
0

∆ t = 10
−4

  ABC
2

1

∆ t = 10
−4

  ABC
4

1

Figure 2.6 – Maximum de l’erreur L2, en fonction de la discrétisation (h,∆t) pour la solution
numérique de référence et les solutions obtenues avec les conditions aux limites NLABCM1 .

Cette différence est représentée sur la figure 2.7. Pour chaque méthode, on a représenté, par tranche
de 50 itérations en temps, le nombre moyen d’itérations effectuées par le point fixe lors du calcul
de vn+1 avant de converger. Cette moyenne est très fidèle à la réalité, car si on observe le détail du
nombre d’itérations de point fixe effectuées pour chaque groupe de 50 itérations en temps, les valeurs
minimales et maximales sont très proches, et ne diffèrent, aux moments-clés du calcul, que d’une
ou deux unités. Pour la figure 2.7, on a retenu les conditions aux limites d’ordre quatre, mais des
résultats similaires seraient obtenus pour la condition d’ordre deux, ou même pour la condition sans
potentiel discrétisée par les deux méthodes.

En fait, on peut vérifier que la durée moyenne d’une itération du point fixe est sensiblement la
même pour les deux types de conditions (tableau 2.1). La machine de calcul pour ce paragraphe est
toujours celle du chapitre 1. Toute la différence, en terme de temps de calcul, provient donc de la
différence du nombre d’itérations nécessaires pour que le point fixe converge. Or, le point fixe effectue
six à sept fois plus d’itérations dans le cas des conditions de type Padé par rapport aux conditions
discrétisées par convolutions discrètes. Les temps de calcul s’en ressentent en conséquence. Ceci est
très différent du cas linéaire, où les conditions de type Padé étaient plus performantes puisqu’elles
permettaient de prendre des pas de temps plus grands que pour les conditions de type convolution.
Or, ici, non seulement le choix du pas de temps n’a plus l’importance qu’il avait dans le cas linéaire,
ce qui devrait placer de nouveau les deux familles de conditions aux limites sur un pied d’égalité ;
mais la présence de l’algorithme itératif à chaque étape de la résolution amène de nouvelles disparités
en temps de calcul, cette fois favorables à la méthode de changement de jauge.

Ces observations montrent que le cas non linéaire a un comportement assez différent du cas
linéaire, que rien ne laissait présager a priori. Cependant, les disparités observées ici restent liées à la
méthode choisies pour résoudre l’équation non linéaire. D’autres méthodes pourraient être envisagées
à la place du point fixe, comme une méthode de Newton. Remarquons que si on parvient à déterminer
une méthode qui permette de résoudre l’équation non linéaire en un même nombre d’itérations pour



126 CHAPITRE 2. LE CAS D’UN POTENTIEL NON LINÉAIRE

0 500 1000 1500 2000
0

5

10

15

20

25

30

35

Iteration en temps

N
b

 i
te

ra
ti
o

n
s
 d

u
 p

o
in

t 
fi
x
e

 

 

NLABC
4

1

NLABC
4

2,50
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les deux stratégies, alors la résolution du problème aux limites se fera en des temps équivalents pour
le changement de jauge et pour l’approximation de type Padé. En effet, les temps de calcul pour une
itération du point fixe sont sensiblement égaux pour les deux méthodes.

Quant aux PML, ils conduisent à des temps de calcul comparables à ceux obtenus pour les condi-
tions NLABCM1 . Le temps de calcul global est légèrement supérieur à celui des conditions discrétisées
par convolutions discrètes. En effet, le nombre d’itérations nécessaires à la convergence du point fixe
est sensiblement égal, mais la durée nécessaire à une itération du point fixe est un peu plus grande que
celle nécessaire dans le cas du changement de jauge, mais aussi dans le cas de Padé (voir tableau 2.1).
Ainsi, si on parvient à réduire le nombre d’itérations nécessaires de l’algorithme non linéaire pour les
conditions de type Padé, les PML seront plus coûteux en temps non seulement que les conditions aux
limites de type NLABCM1 , mais aussi que celles de type NLABCM2,m. Enfin, il faut garder à l’esprit
que la précision obtenue est nettement inférieure à ce qu’on peut obtenir avec les conditions aux
limites.

Méthode Temps cpu TMIT NMIPF TMIPF
NLABC2

1 64.7 0.031 3.2 0.0098
NLABC4

1 64.4 0.031 3.2 0.0097
NLABC2

2,50 399 0.198 20.8 0.0095
NLABC4

2,50 397 0.198 20.8 0.0095
PML 72.7 0.035 3.2 0.0112

TMIT = Temps moyen par itération en temps
NMIPF = Nombre moyen d’itérations du point fixe
TMIPF = Temps moyen par itération du point fixe

Table 2.1 – Temps de calcul (temps cpu en secondes) pour les conditions NLABCMp et les PML dans
le cas du potentiel cubique.
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Figure 2.8 – Solution de référence pour le potentiel quintique V = −|u|4.

2.5.2 D’autres potentiels non linéaires

Considérons à présent d’autres formes de potentiels non linéaires. Pour ces potentiels, la donnée
initiale sera une gaussienne, comme pour les potentiels linéaires.

u0(x) = e−x
2+ik0x (2.61)

Le nombre d’onde sera pris égal à k0 = 10.
Pour le potentiel cubique, on a pu observer que les conditions NLABCM1 et NLABCM2,m condui-

saient à des résultats tout à fait identiques en termes de précision. Ce sera encore le cas pour le
potentiels non linéaires à venir (du moins sans partie linéaire). Ainsi, nous ne présenterons générale-
ment les résultats que pour la famille de conditions NLABCM1 , étant sous-entendu que l’on obtiendrait
les mêmes courbes en choisissant les conditions NLABCM2,m.

Le potentiel quintique

Parallèlement au potentiel cubique, un autre potentiel non linéaire couramment utilisé est le
potentiel quintique décrit par

V = q|u|4 (2.62)

De même que pour le potentiel cubique, ce potentiel est dit quintique car il conduit à un terme de
potentiel égal à |u|4u, de l’ordre de u à la puissance cinq. Le facteur q peut également prendre des
valeurs positives ou négatives, mais pour q assez grand, on observe une explosion en temps fini de
la solution. Nous considérerons donc uniquement le cas q < 0. La solution de référence pour q = −1
est alors donnée par la figure 2.8. Les simulations numériques associées aux différentes conditions
aux limites sont présentées sur la figure 2.9, avec pour domaine Ω = [−10; 10], T = 2, ∆t = 10−3,
h = 5 · 10−3.

Au vu des résultats apportés par la condition de Dirichlet homogène (figure 2.9(a)), la nécessité
d’utiliser une condition aux limites appropriée ne fait pas de doute. Les conditions tenant compte
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Figure 2.9 – Les différentes CLA pour le potentiel quintique V = −|u|4.
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du potentiel, NLABCM1 et NLABCM2,m, se détachent nettement par rapport à la condition sans po-
tentiel ABC0, la réflexion étant environ dix fois supérieure en intensité lorsqu’on utilise la condition
sans potentiel. En revanche, le choix de l’ordre de cette condition aux limites semble n’avoir qu’une
influence limitée, les conditions d’ordre quatre donnant des résultats assez similaires aux conditions
d’ordre deux.

Le potentiel cubique-quintique

Le potentiel cubique-quintique correspond comme son nom l’indique à une combinaison linéaire
d’un potentiel cubique et d’un potentiel quintique, dont les coefficients sont notés respectivement n2

pour la partie cubique et n4 pour la partie quintique.

V = n2|u|2 + n4|u|4 (2.63)

Quelques exemples de profils des solutions, en fonctions des coefficients n2 et n4, sont donnés sur la
figure 2.10 en calculant la solution numérique de référence.
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Figure 2.10 – Solutions de référence pour le potentiel cubique-quintique V = n2|u|2 + n4|u|4 avec
différentes valeurs de n2 et de n4.

La figure 2.11 montre les solutions calculées numériquement avec les différentes conditions, pour
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le potentiel V = |u|2 + |u|4. La condition sans potentiel donne déjà un résultat assez précis avec
une faible réflexion (inférieure à 10−2), mais les conditions d’ordre deux améliorent cette précision
en diminuant la réflexion d’un facteur 10, et les conditions d’ordre quatre sont encore plus précises.
Les conditions aux limites dans ce cas fournissent une très bonne précision, puisqu’à l’ordre quatre
la réflexion parasite est abaissée à 10−5.

Comme pour le potentiel cubique, on réalise une étude des temps de calcul (en temps cpu) pour
comparer les performances des conditions aux limites. Les résultats sont reportés dans le tableau 2.2.
Les temps de calcul moyens par itération du point fixe restent similaires d’une condition à l’autre,
mais sont légèrement supérieurs à ceux constatés dans le cas cubique, puisque l’algorithme spécifique
au potentiel cubique est particularisé pour ce potentiel, ce qui permet notamment de limiter les appels
à des fonctions secondaires. Les conclusions de cette étude sont globalement les mêmes que dans le
cas cubique : l’ordre n’influe que peu sur les temps de calcul, alors que le type de discrétisation
est fondamental. Les temps moyens par itérations de point fixe sont sensiblement égaux pour les
deux discrétisations, mais la différence porte sur le nombre d’itérations effectuées par le point fixe
avant convergence. Dans cet exemple, les conditions NLABCM2,m discrétisées par approximants de
Padé requièrent environ quatre fois plus d’itérations avant d’obtenir la convergence du point fixe. En
conséquence, les temps de calcul globaux sont à peu près multipliés par quatre également.

Condition Temps cpu TMIT NMIPF TMIPF
NLABC2

1 91.4 0.045 2.8 0.0162
NLABC4

1 102 0.050 2.8 0.0095
NLABC2

2,50 382 0.192 13.4 0.0086
NLABC4

2,50 439 0.219 13.3 0.0081

TMIT = Temps moyen par itération en temps
NMIPF = Nombre moyen d’itérations du point fixe
TMIPF = Temps moyen par itération du point fixe

Table 2.2 – Temps de calcul (temps cpu en secondes) pour les conditions NLABCMp dans le cas du
potentiel cubique-quintique V = |u|2 + |u|4.

Le potentiel « inverse »

V =
|u|2

1 + σ|u|2 (2.64)

Quelques solutions numériques de référence sont données sur la figure 2.12 pour différentes valeurs
de σ. Pour tester les conditions aux limites, on a choisi σ = 0.5 et les résultats sont présentés
figure 2.13. L’emploi des conditions d’ordre deux ou 4 diminue d’un facteur 10 la réflexion observée si
on utilise la condition sans potentiel, ce qui est une amélioration significative. La condition NLABC4

1

améliore légèrement la condition NLABC2
1 mais les différences de niveau sont plus faibles.
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(b) Condition sans potentiel

x

t

 

 

−10 −5 0 5 10
0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

1.2

1.4

1.6

1.8

2

−6

−5

−4

−3

−2

−1

0

(c) NLABC2
1

x

t

 

 

−10 −5 0 5 10
0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

1.2

1.4

1.6

1.8

2

−6

−5

−4

−3

−2

−1

0

(d) NLABC4
1

Figure 2.11 – Les différentes CLA pour le potentiel cubique-quintique V = |u|2 + |u|4.
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Figure 2.12 – Solutions de référence pour le potentiel V = |u|2
1+σ|u|2 pour différentes valeurs de σ.
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x

t

 

 

−10 −5 0 5 10
0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

1.2

1.4

1.6

1.8

2

−6

−5

−4

−3

−2

−1

0

(a) Référence
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Figure 2.13 – Solutions numériques obtenues pour le potentiel V = |u|2
1+σ|u|2 avec σ = 0.5.
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Un potentiel mixte

Comme nous l’avons souligné, il n’est pas difficile d’élargir les tests à des potentiels mixtes com-
prenant une partie linéaire V (x) et une partie non linéaire f(u). Nous considérons à titre d’exemple
le cas où V (x) = ±βx2 et f(u) = ±q|u|2. Plus particulièrement, on considère le potentiel

V = x2/10− |u|2 (2.65)

dont la solution de référence se trouve figure 2.14. Ce potentiel renferme a priori deux effets antago-
nistes : la partie linéaire V (x) = x2/10 est répulsive et a tendance à faire sortir le potentiel, alors que
le signe de la partie cubique f(u) = −|u|2 est choisi de telle sorte que ce terme soit défocalisant. On
observe donc une compétition de l’effet linéaire répulsif et de l’effet non linéaire attractif. La solution
de référence montre qu’avec ce jeu de coefficients, l’effet répulsif semble l’emporter.

Un point différencie cet exemple des exemples non linéaires précédents. Pour tous les cas-tests
étudiés jusqu’ici, on a choisi comme pas de temps ∆t = 10−3, et les conditions des deux types
conduisaient à des erreurs de même niveau, pour un ordre fixé. Ici, ce n’est plus le cas. Pour ∆t = 10−3,
on a les résultats de la figure 2.14, et on constate que les conditions NLABCM1 conduisent à une
précision moindre que les conditions NLABCM2,50. Cela est particulièrement visible pour l’ordre quatre
où il y a un facteur 5 entre l’amplitude de l’onde réfléchie avec NLABC4

1 et celle de l’onde réfléchie
avec NLABC4

2,50. En fait, comme dans le cas d’un potentiel V (x, t), cette différence est liée à la
discrétisation en temps, et peut être effacée en prenant un pas de temps plus petit. On représente
figure 2.15 les simulations associées aux conditions NLABCM1 pour le pas de temps ∆t = 10−4. On
obtient alors la même précision qu’avec les NLABCM2,50.

Une fois ce raffinement en temps effectué, la hiérarchisation des CLA selon leur ordre est de
nouveau très claire sur cet exemple. Alors que la condition sans potentiel conduit à une réflexion
d’amplitude non négligeable (environ 5 ·10−2), les conditions d’ordre deux (figures 2.15(a) et 2.14(e))
font baisser cette réflexion à 10−4, et les conditions d’ordre quatre (figures 2.15(b) et 2.14(e)) la
réduisent à 10−5, ce qui constitue une amélioration très nette de la précision.

Cet exemple couple les particularités des potentiels V (x, t) (le fait que les conditions des deux
familles conduisent à la même précision, mais que pour les conditions approchées par Padé, cette
précision soit atteinte pour des valeurs de ∆t plus grandes) et les particularités des potentiels non
linéaires (notamment le fait que l’algorithme de point fixe converge plus rapidement pour les condi-
tions NLABCM1 que pour les conditions NLABCM2,m). Ainsi, en termes d’efficacité, il faudra faire un
choix entre l’efficacité des conditions par convolutions discrètes, et la nécessité d’utiliser des pas de
temps plus petits.

En terme d’efficacité pour un potentiel mixte, nous avons deux situations à comparer. Si on
considère les convolutions discrètes, on sait qu’elles sont performantes au niveau du point fixe, mais, en
contrepartie, il faudra faire plus d’itérations en temps puisqu’un pas de temps de l’ordre de ∆t = 10−4

est nécessaire pour obtenir la meilleure précision. Si on considère les approximants de Padé, alors il
suffit de prendre ∆t = 10−3 pour avoir la meilleure précision, mais le nombre d’itérations du point
fixe pénalise la performance de la méthode, contrairement au cas linéaire. Pour trancher entre les
deux méthodes, il faut comparer l’écart du nombre d’itérations qu’effectue le point fixe, et l’écart du
nombre d’itérations en temps en fonction des pas de temps retenus. Le tableau 2.3 répond à cette
question pour le potentiel (2.65). Dans ce cas, puisque le point fixe effectue environ 4 fois moins
d’itérations pour NLABCM1 que pour NLABCM2,m, mais que passer de ∆t = 10−3 à ∆t = 10−4
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Figure 2.14 – Solutions numériques obtenues pour le potentiel mixte V = x2/10−|u|2 et ∆t = 10−3.
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(b) NLABC4
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Figure 2.15 – Raffinement en temps (∆t = 10−4) pour les conditions NLABC4
1 et le potentiel

V = x2/10− |u|2.

Pas de temps ∆t = 10−3 ∆t = 10−4

CLA Temps cpu Itérations PF Temps cpu Itérations PF

NLABC2
1 71.4 2.8 658 2.4

NLABC4
1 82.6 2.8 813 2.4

NLABC2
2,50 295 13.4 — —

NLABC4
2,50 305 13.3 — —

Table 2.3 – Temps de calcul (temps cpu en secondes) pour les conditions NLABCMp dans le cas du
potentiel mixte V = x2/10− |u|2 pour ∆t = 10−3 et ∆t = 10−4.

multiplie par 10 le nombre d’itérations en temps à effectuer, les conditions avec discrétisation par
approximants de Padé seront plus efficaces que celles avec discrétisation par convolutions discrètes.
Comme le confirme le tableau 2.3, les conditions NLABCM2 (pour ∆t = 10−3) sont plus de deux fois
plus rapides que les conditions NLABCM1 (pour ∆t = 10−4). Cet écart est toutefois à nuancer, car
il est délicat de définir a priori quel est le pas de temps permettant d’obtenir la précision optimale.
Au final, les deux stratégies redeviennent comparables dans le cas d’un potentiel mixte, avec un léger
avantage pour les CLA issues de la méthode directe.

Remarque 2.5. Dans [35], il est démontré que lorsqu’on combine un potentiel répulsif de type har-
monique V = β2x2 et une non linéarité f(u) = q|u|2σ, alors en temps long, l’effet de la non linéarité
devient négligeable devant l’effet du potentiel répulsif, au moins pour q ≤ 0. Ce résultat est en accord
avec les simulations obtenues figure 2.14.

Enfin, étudions un autre exemple de potentiel mixte, donné par V = −2x2 − |u|2. Cette fois, on
combine un potentiel linéaire et un potentiel non linéaire qui ont tous les deux un effet attractif.
Comme le confirme la solution de référence figure 2.16(a), le potentiel mixte résultant est également
attractif, et confine la solution. Comme la solution n’est pas sortante, on peut s’attendre à ce que
les conditions aux limites ne donnent pas de bons résultats. C’est ce que confirment les tests de la
figure 2.16.
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(b) Condition sans potentiel
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Figure 2.16 – Solutions numériques obtenues pour le potentiel mixte V = −2x2−|u|2 et ∆t = 10−3,
sur [−8; 8].
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2.6 Conclusion

Nous avons pu généraliser les conditions aux limites artificielles du chapitre 1 au cas d’un po-
tentiel non linéaire, et nous avons toujours deux familles de conditions NLABCM1 et NLABCM2,m.
Les inégalités de masse obtenues dans le cas d’un potentiel pour les conditions ABCM1 restent vraies
pour la condition d’ordre deux NLABC2

1. La généralisation des conditions aux limites est effectuée
de manière formelle, a priori sans savoir si les non linéarités associées à des potentiels répulsifs ont
bien les mêmes propriétés que les potentiels répulsifs sous-jacents.

Numériquement, ces CLA donnent de bons résultats et améliorent nettement la condition sans po-
tentiel. Cependant, l’amélioration réalisée par les conditions d’ordre quatre sur les conditions d’ordre
deux est moins marquée que dans le cas d’un potentiel. L’autre différence importante par rapport
au cas d’un potentiel linéaire concerne l’efficacité des méthodes. En effet, l’algorithme de point fixe
converge beaucoup plus vite pour les conditions NLABCM1 que pour les conditions NLABCM2 , dimi-
nuant d’autant les temps de calcul. Mais la durée d’une itération de point fixe étant la même pour
les deux méthodes, cette disparité pourrait être gommée en choisissant une autre méthode pour la
résolution du problème non linéaire. Par rapport à une méthode de PML, les temps de calcul sont
comparables dans le cas des conditions NLABCM1 , mais les CLA donnent des résultats plus précis
que les PML. Enfin, la précision obtenue varie peu avec h comme avec ∆t.

Finalement, un potentiel hybride de type V (x) + f(u) combine les observations valables pour la
partie « potentiel » et celles valables pour la partie non linéaire. Pour un pas de temps fixé, l’algorithme
par convolution demeure plus rapide du fait de la performance du point fixe, mais le maximum de
précision est obtenu avec les conditions de type Padé sans avoir besoin de raffiner autant en temps, ce
qui contrebalance l’effet pénalisant du grand nombre d’itérations du point fixe. Finalement, les deux
méthodes redeviennent concurrentielles dans le cas d’un potentiel mixte, avec un léger avantage aux
conditions issues de la méthode directe.
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3.1 Introduction

Nous nous plaçons, dans ce chapitre, dans le cadre de l’équation de Schrödinger stationnaire. Nous
cherchons à résoudre, pour un potentiel variable V donné, éventuellement non linéaire (V := V (x, ϕ)),
l’équation suivante (

−α d2

dx2
+ V

)
ϕ = Eϕ, x ∈ R, (3.1)

ou encore (
d2

dx2
+

1
α

[
E − V

])
ϕ = 0, x ∈ R. (3.2)

Plus précisément, nous étudions l’adaptation des conditions aux limites artificielles obtenues dans le
cadre temporel aux deux situations suivantes
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– scattering linéaire : la valeur de E étant donnée et le potentiel V étant linéaire (indépendant
de ϕ) ou non linéaire, on cherche à calculer ϕ comme la solution du problème au limites (3.1).

– calcul d’états stationnaires : on cherche ici à calculer le couple (ϕ,E), pour un potentiel V
donné, linéaire ou non. Ce problème aux valeurs propres est aussi connu sous le nom de calcul
des états propres (bound states). L’énergie du système est ainsi la valeur propre E et l’état
propre associé est ϕ (fonction propre). On cherche notamment à calculer l’état fondamental
(ground state) lié à la plus petite valeur propre, ou des états associés à des ordres plus élevés.

3.2 Conditions aux Limites Artificielles : du temporel au sta-
tionnaire

Afin de donner les conditions aux limites artificielles du problème stationnaire, revenons au cas
temporel. Nous avons vu dans les sections 1.6 et 2.1 que, pour l’équation de Schrödinger linéaire ou
non linéaire de potentiel Ṽ , en temps{

i∂tu+ ∂2
xu+ Ṽ u = 0, ∀(x, t) ∈ R× R+,

u(x, 0) = u0(x), x ∈ R,
(3.3)

les CLA d’ordres deux et quatre liées à la deuxième stratégie (méthode directe) s’écrivent respecti-
vement

ABC2
2 ∂nu− iOp

(√
−τ + Ṽ

)
u = 0, sur Σ× R+, (3.4)

ABC4
2 ∂nu− iOp

(√
−τ + Ṽ

)
u+

1
4
Op

(
∂nṼ

−τ + Ṽ

)
u = 0, sur Σ× R+. (3.5)

Rappelons que la frontière fictive Σ est constituée de deux points, x` et xr. La normale unitaire
sortante au domaine borné Ω =]x`;xr[ est notée n.

Afin d’obtenir des CLA en stationnaire pour (3.1) ou (3.2), il suffit de prendre dans ce qui précède
un potentiel Ṽ := −V/α. L’interprétation de la variable τ est moins évidente. En revanche, en
cherchant des solutions sous la forme harmonique : u(x, t) := ϕ(x)e−i

E
α t et puisque

i∂tu =
E

α
ϕ(x)e−i

E
α t,

on s’aperçoit que la variable −τ peut être identifiée à E/α. Ces considérations nous donnent par
conséquent les CLA stationnaires suivantes et notées SABCM (S pour Stationnaire)

SABC2 ∂nϕ = i
1√
α

√
E − V ϕ, sur Σ, (3.6)

SABC4 ∂nϕ = i
1√
α

√
E − V ϕ+

1
4
∂nV

E − V ϕ, sur Σ. (3.7)

Remarque 3.1. Dans le cas instationnaire, nous avions construit deux familles de conditions aux
limites, notées ABCM1 et ABCM2 . Celles-ci cöıncident lorsque le potentiel ne dépend pas du temps.
Dans le cas stationnaire, tous les potentiels considérés sont indépendants du temps et on se trouve
de fait dans la situation où les deux familles de CLA sont équivalentes. Ainsi, on obtient une unique
famille de CLA stationnaires, notées SABCM (sans indice). L’écriture des conditions (3.6)–(3.7) est
basée sur la famille de CLA ABCM2 qui est la plus commode ici.
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Figure 3.1 – Domaine de calcul Ω

3.3 Application au problème de scattering linéaire

3.3.1 Formulation du problème et approximation par éléments finis

Le problème de scattering auquel nous nous intéressons est le suivant. Nous considérons une onde
incidente plane

ϕinc(x) = eikx, x ∈]−∞;x`], (3.8)

venant de −∞. Le paramètre k est le nombre d’onde réel positif. L’effet d’un potentiel V variable
et linéaire ici agit comme un milieu inhomogène. Si l’on considère un domaine borné Ω =]x`;xr[,
nous faisons l’hypothèse que l’onde ϕ− ϕinc est parfaitement réfléchie, se propageant vers la gauche
du domaine. A droite de Ω, nous faisons l’hypothèse de l’espace libre et supposons que l’onde est
totalement transmise dans le domaine [xr; +∞[, se propageant ainsi vers +∞ sans partie réfléchie.
La figure 3.1 illustre cette situation. Par conséquent, le problème que nous résolvons est le suivant(

−α d2

dx2
+ V

)
ϕ = Eϕ, pour x ∈ Ω,

∂nϕ = gM,`ϕ+ fM,`, en x = x`,

∂nϕ = gM,rϕ, en x = xr,

(3.9)

avec fM,` = ∂nϕ
inc(x`)− gM,`ϕ

inc(x`). Ici, M vaut 2 ou 4 en fonction du choix de SABCM (3.6) ou
(3.7) et nous avons

g2,(`,r) := i
1√
α

√
E − V`,r,

g4,(`,r) := g2,(`,r) +
1
4
∂nV|x=x`,r

E − V|x=x`,r

.

(3.10)

Une autre écriture plus concise et utilisée par la suite est

∂nϕ = gMϕ+ fM , sur Σ, (3.11)

les fonctions étant adaptées en accord avec le point frontière considéré. Enfin, pour une onde plane
ϕ(x) = eikx, la première équation de (3.9) considérée au point x` nous conduit à la relation de
dispersion E = αk2 + V`.

Dans la suite, tous les potentiels choisis seront réguliers, au moins dans les parties non bornées
]−∞;x`] et [xr;∞[, ce qui est compatible avec la théorie des opérateurs pseudodifférentiels. De plus,
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afin d’avoir une solution de référence numérique, nous supposons que les potentiels sont soit constants
en dehors d’un domaine Ω suffisamment grand, soit quasi nuls en dehors de ce domaine de référence.

Pour la résolution numérique du problème, nous utilisons comme précédemment une technique
d’éléments finis linéaires. L’intervalle de calcul [x`;xr] est découpé en nh éléments uniformes de
longueur h. Classiquement, nous considérons les CLA comme des conditions de type Fourier-Robin.
Notons ϕ ∈ Cnh+1 le vecteur nodal de l’interpolation P1 de ϕ. On désigne par S la matrice de raideur
et par MV−E la matrice de masse généralisée associée au potentiel V − E. Soit BM ∈ Mnh+1(C) la
matrice des contributions aux bords issues de la CLA SABCM

BM =


αgM,` 0 0 0

0 . . . . . . 0
0 . . . . . . 0
0 . . . . . . 0
0 0 0 αgM,r

 . (3.12)

Le second membre bM ∈ Cnh+1 est donné par

b =


αfM,`

0
. . .
. . .
0

 . (3.13)

Finalement, le système linéaire à résoudre est

(αS + MV−E + BM )ϕ = bM . (3.14)

Nous résolvons ce système par une méthode LU.

3.3.2 Résultats numériques

Le cas d’un potentiel gaussien

L’équation étudiée est

− 1
2
d2

dx2
ϕ+ V ϕ = Eϕ, x ∈ R. (3.15)

L’onde incidente est plane de nombre d’onde k = 10. On observe les résultats pour un potentiel,
appelé potentiel gaussien, et donné par

V (x) = Ae−
(x−xc)2

w2 , (3.16)

avec les paramètres
A = −5, xc = 20, w = 3. (3.17)

On veillera toujours à choisir xc et w de sorte que le potentiel soit numériquement nul en x` = 0.
Une représentation graphique du potentiel est donnée figure 3.2.

La solution numérique de référence est calculée en prenant un grand domaine ]0; 60[ et en effectuant
le calcul avec la condition aux limites artificielle d’ordre quatre. Aux bords du domaine, le potentiel
vaut V (60) ≈ 10−77 et V (0) ≈ 10−19. D’un point de vue numérique, on peut considérer que le
potentiel est à support compact à l’intérieur de Ω. Les CLA sont alors très précises et permettent de
générer une solution de référence ϕref. On choisit un pas d’espace h = 5 · 10−3.



3.3. APPLICATION AU PROBLÈME DE SCATTERING LINÉAIRE 143

0 10 20 30 40 50 60
−5

−4.5

−4

−3.5

−3

−2.5

−2

−1.5

−1

−0.5

0

x

V
(x

)

 

 

Potentiel

Figure 3.2 – Potentiel gaussien V (x) = −5e−(x−20)2/9.

On calcule ensuite les solutions obtenues avec les CLA sur un petit domaine en plaçant la frontière
gauche en x` = 0 et celle droite en xr = 18, le potentiel étant loin d’être nul en ce dernier point.
Dans le demi-espace négatif x < x` = 0, le potentiel est pratiquement nul, ce qui assure que la
condition d’ordre deux est très précise. C’est cette condition qu’on utilisera toujours au point gauche.
On compare l’effet des CLA uniquement sur la frontière droite en xr. On conserve le pas d’espace
h = 5 · 10−3 utilisé dans le calcul de la solution de référence. La figure 3.3 représente, superposées
au potentiel et à la solution de référence, les solutions obtenues, notées par la suite ϕnum, avec les
conditions aux limites artificielles d’ordre deux (en vert) et d’ordre quatre (en cyan) placées en xr.
Les fonctions étant à valeurs complexes, on représente ici leur partie réelle. On obtient exactement
les mêmes courbes en représentant leur partie imaginaire. Les conditions artificielles donnent de bons
résultats, comme on peut l’observer plus nettement sur la figure 3.3(b) sur laquelle on a zoomé autour
de la frontière xr afin de voir dans quelle mesure les courbes obtenues collent à la référence.

Visuellement, les courbes cöıncident. On trace donc les courbes d’erreur afin de mesurer la précision
de l’approximation. On représente l’erreur x 7→ |Re(∆ϕ(x))| commise sur la partie réelle (figure
3.4(a)) et l’erreur en module x 7→ |∆ϕ(x)| (figure 3.4(b)), avec ∆ϕ = ϕnum − ϕref. Grâce à ces
courbes, on note que la condition artificielle d’ordre deux approche la solution de référence à 5 · 10−4

près, tandis que la condition artificielle d’ordre quatre l’approche pratiquement à 10−6 près qui est
de l’ordre de l’erreur éléments finis h2 ≈ 10−6. Ainsi, non seulement ces résultats sont précis, mais
ils sont d’une précision croissante lorsqu’on choisit une condition d’ordre plus élevé. On peut aussi
mettre en évidence la variation d’amplitude et de phase de la solution de référence, à l’approche du
potentiel, selon l’amplitude de celui-ci. On considère toujours comme onde incidente ϕinc(x) = eikx

avec pour nombre d’onde k = 8 pour une meilleure visibilité, et comme potentiel

V (x) = A exp
(−(x− 20)2

9

)
,

dont on fait varier l’amplitude A. Sur la figure 3.5 représentant le potentiel et la solution de référence,
l’amplitude du potentiel vaut A = −50 et le nombre d’onde est k = 8. On observe, sur la partie réelle
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(b) Zoom

Figure 3.3 – Représentation de la partie réelle des solutions numériques.
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(a) Erreur sur la partie réelle
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(b) Erreur en module

Figure 3.4 – Erreur par rapport à la solution numérique de référence pour le potentiel V (x) =
−5e−(x−20)2/9.

(figure 3.5(a)), une diminution de l’amplitude de l’onde dans la zone dans laquelle le potentiel est,
numériquement parlant, non nul. On remarque également une accélération de l’onde dans cette zone,
ce qui est confirmé par la figure 3.5(b) qui représente l’argument de la solution de référence : celui-ci
est modifié également.

La figure 3.6 présente des résultats analogues pour une valeur de A positive cette fois, A = 20.
Sur la partie réelle (figure 3.6(a)) on observe cette fois une augmentation de l’amplitude de l’onde,
ainsi qu’une diminution de sa fréquence, confirmée par la représentation de l’argument figure 3.6(b).

On étudie ensuite l’évolution des courbes d’erreur en fonction du nombre d’onde k de l’onde
incidente. Les conditions aux limites étant écrites sous une hypothèse de haute fréquence, cela doit
se traduire par de meilleures courbes d’erreur lorsqu’on prend k grand. Pour vérifier cette hypothèse,
on fait varier k et on relève, pour chaque valeur de k, le maximum de l’erreur constaté sur [0;xr]. En
effet, on a pu remarquer que les courbes d’erreur ont toujours la même allure, périodique, avec un
pic d’erreur correspondant aux extrema de la solution. L’erreur est donc convenablement décrite par
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Figure 3.5 – Modification de la fréquence de l’onde à la traversée du potentiel, en fonction de
l’amplitude de celui-ci, pour V (x) = −50e−(x−20)2/9 et k = 8.
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Figure 3.6 – Modification de la fréquence de l’onde à la traversée du potentiel, en fonction de
l’amplitude de celui-ci, pour V (x) = 20e−(x−20)2/9 et k = 8.

la valeur prise sur ces extrema. On reporte sur la figure 3.7 les courbes de

max
x∈[0;xr]

|∆ϕ(x)|

pour les conditions aux limites artificielles d’ordre deux et d’ordre quatre en fonction de k. Au lieu de
représenter les courbes donnant l’erreur en module, on aurait également pu choisir de représenter l’er-
reur sur la partie réelle ou sur la partie imaginaire. Mais ces trois courbes sont en réalité extrêmement
proches, ce qui fait qu’une seule suffit à décrire la situation convenablement.

Sur la figure 3.7(a) on observe bien dans un premier temps une diminution de l’erreur lorsque
k augmente, et le fait que la condition d’ordre quatre est plus précise que celle d’ordre deux, pour
une onde d’amplitude A = 1. Cependant, on remarque également une certaine dégradation de la
précision des CLA lorsque k augmente à partir de la valeur k = 8 environ. Les résultats perdent de
leur précision et il n’y a plus d’écart apparent entre la condition d’ordre deux et celle d’ordre quatre.
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(a) h = 5 · 10−3
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(b) h = 5 · 10−4

Figure 3.7 – Evolution de l’erreur commise sur la solution, en fonction du nombre d’onde k et pour
deux pas d’espace. L’amplitude du potentiel est A = 1.
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(a) h = 5 · 10−3
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(b) h = 5 · 10−4

Figure 3.8 – Evolution de l’erreur commise sur la solution, en fonction du nombre d’onde k, pour le
potentiel gaussien d’amplitude A = −5, et deux pas d’espace différents.

Or, les CLA sont des conditions développées dans le cadre de la haute fréquence, normalement plus
appropriée à des ondes rapides pour des nombres d’onde k relativement grands. C’est d’ailleurs ce
que tend à montrer la première partie de la courbe, où la précision obtenue s’améliore lorsque k

augmente. En réalité, les perturbations observées pour des valeurs plus grandes de k correspondent
à de la dispersion numérique. Plus le nombre d’onde est grand, et plus il est nécessaire de raffiner
en espace selon x pour garder un résultat précis. Pour confirmer cela, la figure 3.7(b) reprend les
mêmes courbes d’erreur mais avec un pas d’espace dix fois plus petit, h = 5 · 10−4. Le résultat est
concluant : les courbes d’erreur pour les CLA d’ordres deux et quatre se réordonnent entre k = 8 et
k = 20 avec une précision qui cette fois continue à s’améliorer lorsque k augmente. La différence de
précision entre les deux CLA est de nouveau visible et assez importante. La figure 3.8 représente la
même chose que la figure 3.7, mais pour un potentiel dont l’amplitude est cette fois A = −5 au lieu
de A = 1. On observe les mêmes phénomènes.
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(a) xr = 18
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(b) xr = 22

Figure 3.9 – Evolution de l’erreur commise sur la solution, en fonction de l’amplitude A du potentiel.
Le nombre d’onde est fixé égal à k = 10.

Pour répondre à la question « Où peut-on placer la frontière artificielle, et où ne peut-on pas ? »,
on effectue quelques tests expérimentaux sur le potentiel gaussien (3.16) avec xc = 20, w = 3 et A
variable. A k fixé, on fait varier xr et on observe la précision obtenue (figure 3.12). On s’aperçoit
rapidement que celle-ci dépend de la valeur de l’amplitude A du potentiel. Si A est négatif, les choses
se passent très bien, on peut placer xr aussi bien à droite de xc (centre de la gaussienne) dans la partie
« descendante » du potentiel, qu’à gauche de xc dans la partie « montante ». Lorsque A est positif,
on observe le même genre de phénomène si A n’est pas trop grand, mais pour de plus grandes valeurs
de A les résultats sont complètement faux si on se place en xr ≤ xc, et ne redeviennent corrects qu’à
mesure que xr s’éloigne de xc par valeurs supérieures. Il existe donc une valeur critique de A à partir
de laquelle on ne peut pas placer xr n’importe où. Une autre manière de voir les choses est de fixer
xr, par exemple xr = 18 ou xr = 22, et d’observer ce qui se passe lorsque A varie (figure 3.9), de
manière à identifier la valeur limite de A. Lorsque xr est plus petit que xc (figure 3.9(a)), la valeur
de A à ne pas dépasser semble se situer aux alentours de A = 50. Cependant, en renouvelant ce test
pour d’autres nombres d’onde k (figure 3.10), on remarque que cette valeur limite de A change avec
le nombre d’onde. On conjecture donc qu’il existe une valeur critique de A, et que celle-ci est liée à
k, xr et xc.

Fixons k = 10 et xr = 18 (cf. figure 3.11). On est ainsi dans la situation xr < xc puisque xc = 20.
Afin d’expliquer ces remarques, rappelons que la relation de dispersion liant l’énergie E au nombre
d’onde k est

E = V` +
k2

2
. (3.18)

On remplace E dans l’équation (3.15) par l’expression ci-dessus et on obtient

−1
2
ϕ′′ + V ϕ = V`ϕ+

k2

2
ϕ,

soit

ϕ′′ +
[
k2 − 2(V − V`)

]
ϕ = 0.
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(a) k = 8

−20 0 20 40 60 80 100
10

−10

10
−8

10
−6

10
−4

10
−2

10
0

|∆
ϕ

|

A

 

 

Ordre 2

Ordre 4

(b) k = 12

Figure 3.10 – Evolution de l’erreur commise sur la solution, en fonction de l’amplitude A du potentiel,
pour deux nombres d’onde différents. La frontière est placée en xr = 18.

Dans le cas du potentiel gaussien centré en xc = 20 et d’écart-type w = 3, la gaussienne est centrée
suffisamment loin de zéro pour que le potentiel V` = V (0) soit numériquement nul (pour A = 1, le
potentiel vaut 10−20 en x` = 0). On résout donc l’équation

ϕ′′ +
(
k2 − 2V

)
ϕ = 0. (3.19)

On voit qu’il faudra discuter la solution de l’équation selon le signe de k2−2V . Celui-ci est un nouveau
nombre d’onde (variable) k̃2 qui doit rester un réel positif sur [xr; +∞[ pour que la CLA soit précise.
Il faut donc que le minimum du terme soit positif, ce qui donne la condition

max
x∈[xr;+∞[

V (x) ≤ k2

2
. (3.20)

Or, cette relation fait intervenir trois paramètres : k, A et xr. A k donné, fixer A impose de prendre
xr assez grand, fixer xr impose de se limiter à une valeur de A qui ne soit pas trop grande. Plus
précisément, le maximum de V sur l’intervalle [xr; +∞[ vaut

max
x∈[xr;+∞[

V (x) = V (xc) = A, si xr < xc,

max
x∈[xr;+∞[

V (x) = V (xr), si xr ≥ xc.
(3.21)

Deux cas se présentent. Dans le premier cas, k et A vérifient la relation

A ≤ k2

2
. (3.22)

Alors, quel que soit xr, la relation (3.20) est toujours vérifiée, on peut donc placer xr librement, aussi
bien plus petit que plus grand que xc. Dans le deuxième cas, la relation (3.22) n’est pas vérifiée.
Alors, les trois paramètres k, A et xr doivent vérifier la relation

A exp
(
− (xr − xc)2

w2

)
≤ k2

2
, (3.23)

ce qui impose de choisir xr plus grand que xc. Plus précisément, une valeur minimale xmin
r approxi-

mative de xr est

xmin
r ≈ xc + w

√
ln
(

2A
k2

)
. (3.24)
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Figure 3.11 – Potentiel gaussien et placement de la frontière artificielle. Pour la représentation,
A = 1.

Remarque 3.2. La condition qui impose à k̃2 = k2 − 2(V − V`) de rester positif sur [xr; +∞[ est la
même que celle qui assure que les conditions aux limites sont bien définies. En effet, en exprimant
k2 = 2(E − V`), on a

k2 − 2(V − V`) ≥ 0 ⇔ 2(E − V`)− 2(V − V`) ≥ 0

⇔ E − V ≥ 0.

Dans les conditions d’ordres deux et quatre, on a alors E − Vr ≥ 0 et le terme
√
E − Vr est bien

défini.

Dans l’exemple du potentiel gaussien et pour le nombre d’onde k = 10, l’amplitude limite donnée
par (3.22) pour ne pas avoir de contrainte sur xr est A = 50. Afin de mettre en évidence numérique-
ment cette valeur limite, nous représentons l’erreur |∆ϕ| associée à chaque condition, en fonction de
A pour des valeurs variant dans l’intervalle ]−30; 80[. Sur la figure 3.9. (a), pour xr = 18 (et xc = 20),
nous remarquons que, jusqu’à A = 40, les résultats sont précis et les CLA se classent selon leur ordre
M . Lorsque l’on s’approche de la valeur limite A = 50, l’erreur crôıt jusqu’à donner des résultats
faux. Par ailleurs, remarquons que, en A = 0 (potentiel nul), les conditions artificielles d’ordres deux
et quatre donnent exactement le même résultat puisqu’en l’absence de potentiel, les conditions aux
limites sont alors équivalentes. On effectue sur la figure 3.9(b) un test similaire mais en fixant xr = 22
(cf. figure 3.11). On voit cette fois que la restriction sur l’amplitude n’existe plus et que les résultats
sont toujours satisfaisants.

Dans la série de courbes de la figure 3.12, on représente l’erreur |∆ϕ| pour un potentiel d’amplitude
A donnée (-20, 30, 50, 60), lorsqu’on déplace la frontière droite xr, k restant fixé à 10 et xc à 20.
Pour les deux premières figures 3.12(a) et 3.12(b) (A = −20 et A = 30), on est dans la configuration
où 2A < k2. On observe alors une bonne précision des résultats qui est due au fait que l’on n’a pas
de restriction a priori sur le placement de xr. La figure 3.12(c) concerne le cas limite où 2A = k2. En
accord avec (3.24), les résultats sont bons pour xr ≥ xmin

r = 20. Enfin, la dernière figure correspond à
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2A > k2 et est globalement en accord avec la condition (3.24). Choisir xr < xc ne donne pas de bons
résultats, ce qui est tout à faire prévisible. Un peu plus surprenant est que les résultats commencent
à s’arranger dès xr > xc bien que la valeur théorique pour A = 60 soit xmin

r ≈ 21.3. Toutefois, on
constate bien à partir de xr = 21 une nouvelle amélioration des résultats. En particulier, c’est à partir
de cette valeur de xr que les conditions d’ordres deux et quatre se distinguent l’une de l’autre, et que
celle d’ordre quatre est plus précise que celle d’ordre deux.
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(b) A = 30
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(d) A = 60

Figure 3.12 – Evolution de l’erreur commise sur la solution, en fonction de xr (l’amplitude A est
fixée, k = 10 et xc = 20).

Cas d’un potentiel doublement gaussien

En corollaire de cette étude, on étudie l’effet d’un potentiel qui est constitué de deux gaussiennes
successives sur le domaine de référence ]0; 60[

V (x) = A1 exp
(
− (x− xc1)2

w2
1

)
+A2 exp

(
− (x− xc2)2

w2
2

)
. (3.25)

On choisit pour commencer les valeurs suivantes

xc1 = 24, xc2 = 34, w1 = 5, w2 = 4, (3.26)
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(a) Potentiel et frontière artificielle
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(b) Erreur en partie réelle

Figure 3.13 – Potentiel somme de deux gaussiennes, V (x) = 20e−
(x−24)2

25 + 30e−
(x−34)2

16 .

les amplitudes A1 et A2 pouvant varier dans cette étude. Tout au long de ce paragraphe, le nombre
d’onde est pris égal à k = 10, et le pas de discrétisation vaut h = 5 · 10−3.

La figure 3.13 présente les résultats obtenus pour ce type de potentiel. On a placé la frontière en
xr = 26 et on observe l’erreur sur la partie réelle (figure 3.13(a)) (les autres courbes d’erreur étant
très similaires). Les conditions artificielles permettent d’approcher très bien la solution alors que la
frontière se trouve en plein au milieu du potentiel. La hiérarchisation des conditions selon leur ordre
est visible.

La figure 3.14 présente un autre potentiel constitué de la somme de deux gaussiennes, avec cette
fois l’existence d’un « palier » au milieu des deux bosses, et xr = 15 situé dans cet intervalle. Dans
cet exemple, les solutions calculées avec les conditions aux limites artificielles donnent de très bons
résultats, avec une précision en norme infinie inférieure à 10−4. Si les erreurs associées aux conditions
d’ordres deux et quatre sont systématiquement confondues dans cet exemple, c’est que la frontière
xr est placée en un point situé entre les deux gaussiennes, où le potentiel est extrêmement plat. En
conséquence, sa dérivée est presque nulle sur ce palier : ∂xV (15) ≈ 10−3. Or, en un point où la dérivée
du potentiel est nulle, le terme correcteur de la condition d’ordre quatre disparâıt et les conditions
d’ordres deux et quatre cöıncident alors.

Considérons le cas d’un potentiel tel que l’amplitude de la deuxième gaussienne, voire des deux
gaussiennes, soit négative. On se trouve alors dans le cas favorable où les conditions aux limites
fonctionnent (cf. l’étude avec une seule gaussienne). De façon similaire, l’exemple de la figure 3.14 est
satisfaisant car l’amplitude de la deuxième gaussienne n’est pas trop élevée. Si le coefficient A2 valait
80 au lieu de 40, on devrait se résoudre, pour garder des résultats corrects, à choisir xr plus grand
(xr > 30 essentiellement).
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(b) Erreur en module
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(c) SABC2
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Figure 3.14 – Potentiel somme de deux gaussiennes, V (x) = 50e−
(x−7)2

4 +40e−
(x−30)2

25 . Les figures du
bas représentent l’erreur en partie réelle et en partie imaginaire, pour chacune des deux conditions.

Autres potentiels : partiellement quadratique, double barrière avec recollement quadra-
tique

Le premier potentiel étudié est un potentiel quadratique défini sur [0; 20] par

V (x) =

{
2 + (x− 8)2, pour x ∈ [0; 8],
2, pour x ∈]8; 20].

(3.27)

On obtient les résultats présentés figure 3.15. Le potentiel étant constant en dehors de [0; 8], on peut
alors calculer la solution de référence en utilisant la condition aux limites transparente en chacun des
points x` et xr. La condition d’ordre deux conduit à une erreur de l’ordre de 5 · 10−3, et la condition
d’ordre quatre à une erreur de l’ordre de 10−4. Rappelons que le pas d’espace est égal à h = 5 ·10−3.

Le potentiel suivant (figure 3.16) consiste en deux « cheminées ». C’est un potentiel appelé double
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(c) SABC2
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Figure 3.15 – Potentiel quadratique. La frontière est placée en xr = 3. Les figures du bas représentent
l’erreur en partie réelle et en partie imaginaire, pour chacune des deux conditions.

barrière avec un recollement quadratique. Son expression analytique est

V (x) =



35/2, x ≤ 15
25− x/2, 15 ≤ x ≤ 20 et 23 ≤ x ≤ 26
29− x/2, 20 ≤ x ≤ 23 et 26 ≤ x ≤ 29
21/2 +

(
(x− 38)2 − (29− 38)2

)
/20, 29 ≤ x ≤ 38

21/2− (29− 38)2/20, x ≥ 38

(3.28)

La différence fondamentale avec le potentiel donné par (3.25) est la présence de discontinuités dans
le potentiel. En conséquence, il n’est cette fois pas possible d’approcher la solution en plaçant la
frontière au milieu des cheminées (en xr = 24 ou en xr = 27 par exemple). On se limite donc à choisir
xr entre 29 et 38 (après 38, le potentiel est constant, les conditions artificielles sont donc exactes).
On fixe xr = 31. Ici, l’erreur obtenue avec la condition d’ordre quatre est très légèrement inférieure
à celle obtenue avec la condition d’ordre deux, déjà en-deçà de 10−4.
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Figure 3.16 – Potentiel à deux cheminées. La frontière est placée en xr = 31.

3.4 Application au calcul d’états stationnaires : le cas linéaire

Le second problème auquel nous nous intéressons est le suivant. Etant donné le Hamiltonien H

H = −α d2

dx2
+ V (x) (3.29)

par le biais de α et V , on cherche à calculer le couple (φE , E) solution du problème aux valeurs
propres généralisé

HφE = EφE . (3.30)

Ce problème se formule également sous la forme : déterminer les valeurs propres (En)n∈N (énergies)
et les fonctions propres réelles associées (φn)n∈N (états propres ou bound states) solutions de

Hφn = Enφn. (3.31)

Il est nécessaire, pour fixer la fonction propre de la considérer normalisée :

‖φn‖L2(R) = 1, (3.32)

ou

‖φE‖L2(R) = 1. (3.33)

Nous commençons notre étude par le cas où le potentiel ne dépend pas de la fonction propre, soit le
cas linéaire. Le cas non linéaire est considéré plus tard dans la section 3.5.

3.4.1 CLA : conditions de type racine carrée

Pour fixer les idées et mettre en avant la difficulté présente ici et liée aux CLA, étudions pour
commencer la manière de résoudre ce problème si on prend une condition aux limites de Dirichlet
homogène. La formulation variationnelle de (3.30) s’écrit

− α[∂nφEψ]xrx` + α

∫
Ω

∂xφE∂xψdx+
∫

Ω

V φEψdx = E

∫
Ω

φEψdx, (3.34)
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pour des fonctions-test ψ ∈ H1
0 (Ω). Soient S0, M0 et M0

V respectivement les matrices de raideur,
masse et masse généralisée associée au potentiel V pour des éléments finis de type P1 et condition
aux limites de Dirichlet homogènes (matrices dans Mnh−1(R)). Le problème discret s’écrit alors
classiquement comme le problème de valeurs propres généralisé : trouver le couple (E,φE) solution
de { (

αS0 + M0
V

)
φE = EM0φE ,∥∥M0φE

∥∥
2

= 1,
(3.35)

qui est un problème aux valeurs propres généralisé avec contrainte égalité. Ici, φE est un vecteur de
Rnh−1 normalisé par :

∥∥M0φE
∥∥

2
= 1 (‖v‖2 étant la norme euclidienne dans Rnh−1). La complexité

de l’algorithme est alors essentiellement la somme de la complexité de l’assemblage des matrices
creuses d’éléments finis, et de la complexité de l’algorithme de recherche de valeurs propres. Ici, nous
utilisons la fonction eigs de Matlab qui renvoie simultanément les p premières plus petites valeurs
propres positives et vecteurs propres correspondants du problème de valeurs propres généralisé. Ceci
normalise aussi automatiquement le vecteur trouvé en norme euclidienne, résolvant le problème de la
contrainte. Cette fonction est issue d’ARPACK (http://www.caam.rice.edu/software/ARPACK/).
Dans le cas où le potentiel atteint des valeurs négatives, nous utilisons le fait que la plus petite
valeur propre E0 est toujours plus grande que le minimum du potentiel : Vmin et résolvons (3.35)
par une translation de −Vmin. Enfin, la résolution de (3.35) génère la suite des p premières valeurs
propres (E0

n)0≤n≤p−1, vecteurs propres (φ0
n)0≤n≤p−1 et fonctions propres éléments finis (φ0

n)0≤n≤p−1

associées pour la condition aux limites de Dirichlet. Ce problème aux valeurs propres étant linéaire
selon E, nous pouvons le résoudre directement sans effectuer de point fixe, contrairement à ce qui
suit avec la CLA de type racine carrée.

Considérons maintenant comme condition aux limites la condition SABC2 donnée par

∂nφE =
i√
α

√
E − V φE , sur Σ. (3.36)

Non seulement cette condition dépend de E, valeur propre à déterminer, mais cette dépendance est
non linéaire. On ne peut donc pas regrouper les termes en (E, φE) dans le second membre de (3.34)
de façon linéaire, c’est-à-dire de la forme EφE . Plus précisément, l’équation aux valeurs propres non
linéaire à résoudre est donnée par

(
αS + MV + BM (EM )

)
φM = EMMφM ,∥∥∥MφM∥∥∥

2
= 1,

(3.37)

en reprenant les notations matricielles du cas stationnaire. Nous précisons que les couples de valeurs
propres et fonctions propres dépendent de la CLA d’ordre M par le biais de la notation : (EM , φM ).
Nous indexons les p premières valeurs propres selon : (EMn , φ

M
n ), avec 0 ≤ n ≤ p− 1. La dépendance

non linéaire sur le terme de bord se traduit par la présence de : BM (EM ). Pour résoudre le problème
de valeurs propres avec une CLA d’ordre M , on doit recourir à un algorithme itératif comme celui du
point fixe (avec une tolérance ε), et mettre à jour EM à chaque itération j. Ceci a pour conséquence
que l’on doit choisir une valeur propre particulière d’indice n que l’on veut calculer. Notons-la EMn .
C’est une restriction importante puisque l’on doit calculer a priori successivement toutes les valeurs
propres et vecteurs propres associés. En fait il s’avère que eigs arrive quand même à faire converger
les p premières valeurs propres (EM,j

n )0≤n≤p−1 vers (EMn )0≤n≤p−1 et vecteurs propres φMn correspon-
dants. Il faut, de fait, aussi recalculer les termes de bord présents dans BM (EM,j

n ). Le schéma itératif

http://www.caam.rice.edu/software/ARPACK/
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par point fixe est donc
(
αS + MV + BM (EM,j

n )
)
φM,j+1 = EM,j+1MφM,j+1,∥∥∥MφM,j+1

∥∥∥
2

= 1,
(3.38)

chaque problème linéaire étant résolu par eigs. De manière générale, pour une condition aux limites
non linéaire par rapport à l’énergie, on utilise l’algorithme de point fixe associé. Comme nous l’avons
dit, même si nous itérons par un point fixe, il s’avère que l’algorithme fournit quand même une
approximation simultanée des autres valeurs propres et vecteurs propres (cf. la section numérique).
Nous désignons par la suite cette approche par « directe », ce qui précise que nous itérons sur une
seule valeur propre fixée a priori. Cet algorithme peut être répété en faisant passer successivement le
point fixe sur chacune des valeurs propres et en ne gardant que celle sur laquelle on itère. Bien sûr, cet
algorithme est plus coûteux mais aussi plus précis. Cette approche est alors désignée par « boucle »
dans la suite. Remarquons que dans le cas du problème de Dirichlet, « directe » et « boucle » sont
finalement synonymes dans ce contexte.

3.4.2 CLA : linéarisation de la racine carrée par un développement de
Taylor

Contrairement à l’algorithme avec conditions de Dirichlet, nous venons de voir que l’algorithme
associé à la CLA de type racine carrée est non linéaire et itératif. Pour remédier à ce problème, on
peut envisager de linéariser les conditions SABC2 et SABC4. Le principe de cette linéarisation est le
suivant. Il est basé sur un développement de Taylor pour E � V . Cette asymptotique est justifiée
notamment dans le cas du potentiel harmonique V (x) = 1

2x
2 puisque V crôıt très vite, pour peu

qu’on ne place pas la frontière trop près de l’origine et qu’on ne cherche pas des énergies trop élevées.
On écrit alors, pour SABC2 donnée par (3.36),

∂nφE =
−1√
α

√
V − E φE = −

√
V√
α

√
1− E

V
φE ≈ −

√
V√
α

(
1− 1

2
E

V

)
φE .

Nous obtenons ainsi l’approximation de SABC2, notée SABC2
lin et donnée par

∂nφ̃E = −
√
V`,r√
α

φ̃E +
1
2

E√
α
√
V`,r

φ̃E . (3.39)

On peut isoler la partie linéaire en E directement selon

∂nφ̃E = β2
`,rφ̃E + Eγ2

`,rφ̃E , (3.40)

avec β2
`,r et γ2

`,r définis par (3.39). L’intégration de ces CLA dans la formulation faible (3.34) conduit,
après discrétisation par éléments finis P1, au problème linéarisé aux valeurs propres (M = 2) (αS + MV + CM ) φ̃

M
= ẼM (M + DM )φ̃

M
,∥∥∥Mφ̃M∥∥∥

2
= 1.

(3.41)

Nous avons défini ici les deux matrices (M = 2)

CM =


αβM` 0 0 0

0 . . . . . . 0
0 . . . . . . 0
0 . . . . . . 0
0 0 0 αβMr

 (3.42)
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et

DM =


−αγM` 0 0 0

0 . . . . . . 0
0 . . . . . . 0
0 . . . . . . 0
0 0 0 −αγMr

 . (3.43)

Le problème (3.41) est résolu directement avec eigs, sans itération bien sûr. Le coût de calculs est
alors identique à considérer une conditions aux limites de Dirichlet. De plus, n’ayant pas à itérer,
l’algorithme fournit simultanément les p premières valeurs propres (ẼMn )0≤n≤p−1 et vecteurs propres
associés (φ̃

M

n )0≤n≤p−1. De façon conforme aux appellations précédemment utilisées, nous appelons
l’algorithme résultant « direct ».

Dans le cas de la CLA SABC4, une stratégie par linéarisation de (3.7) conduit à considérer
l’approximation

∂nφ̃E = β4
`,rφ̃E + Eγ4

`,rφ̃E , (3.44)

avec β4
`,r et γ4

`,r donnés respectivement par

β4
`,r = β2

`,r −
1
4
∂nV|x=x`,r

V`,r
(3.45)

et
γ4
`,r = γ2

`,r −
1
4
∂nV|x=x`,r

V 2
`,r

(3.46)

en passant par l’approximation

1
4
∂nV

E − V ≈ −
1
4
∂nV

V
− 1

4
∂nV

V 2
E. (3.47)

On a alors, en adaptant les fonctions, à résoudre un problème de la forme (3.41).

3.4.3 Exemples numériques

Dans cette partie, les potentiels considérés sont plutôt des potentiels confinant la solution, à
l’inverse des cas étudiés pour l’équation instationnaire.

Potentiel harmonique

On considère d’abord le cas du potentiel (positif) dit harmonique

V (x) =
1
2
x2. (3.48)

Dans ce cadre, l’équation à résoudre s’écrit

− 1
2
φ′′E +

1
2
x2φE = EφE , (3.49)

ce qui fixe α à 1
2 . Les solutions normalisées, de carré intégrable de (3.49) sont les fonctions de Hermite

données, pour n ≥ 0, par

φexn (x) =
π−1/4

√
2nn!

ex
2/2 d

n

dxn

(
e−x

2
)
. (3.50)

Les valeurs propres (énergies) correspondantes sont

Eexn = n+
1
2
. (3.51)
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Les premières fonctions propres sont représentées sur la figure 3.17. De manière générale, les fonctions
propres tendent vers 0 à l’infini, mais cette décroissance est de moins en moins rapide lorsque n

augmente.
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Figure 3.17 – Les quatre premières fonctions propres (de n = 0 à n = 3) associées au potentiel
harmonique.

Avant d’effectuer les simulations, rappelons que, dans l’algorithme de point fixe pour les CLA
de type racine carrée, nous avons deux stratégies, celle « directe » et celle « boucle ». Par la suite,
lorsque nous représentons une courbe d’erreur en fonction de xr ou h, c’est bien sûr les résultats par
l’approche directe qui sont représentés puisque n est alors fixé. Par contre, lorsque nous effectuons
un calcul par un balayage sur les valeurs propres (courbes avec n en abscisse), nous représentons les
deux stratégies qui conduisent à des résultats de précisions différentes.

Un premier type de tests numériques consiste à observer la variation de l’erreur commise sur
l’énergie et sur les fonctions propres lorsque l’on fait varier la taille du domaine. Pour le potentiel
harmonique, on considère toujours un domaine symétrique de la forme Ω =] − xr;xr[. Pour un état
fixé, plus xr est choisi grand, plus les fonctions propres seront proches de zéro sur la frontière du
domaine. On devrait ainsi constater l’apport des conditions aux limites artificielles par rapport à une
condition de Dirichlet homogène, en fonction du placement de la frontière. La figure 3.18 représente,
pour l’état fondamental n = 0 et en échelle logarithmique, l’erreur absolue commise sur la valeur
propre |∆E| = |Enum

n − Eexn |, d’une part, et l’erreur absolue (en échelle logarithmique) en norme L2

commise sur la fonction propre ||∆φ||L2(Ω) = ||φnum
n − φexn ||L2(Ω) d’autre part, lorsque xr varie de 1

à 7. Remarquons qu’une autre possibilité pour mesurer les erreurs consiste à considérer des erreurs
en norme H1, qui est la norme naturellement liée à l’énergie. La figure 3.19 représente les mêmes
résultats pour l’état n = 4 pour xr variant de 3 à 10. Les résultats sont obtenus pour les valeurs
propres numériques Enum

n égales à EMn (pour SABCM ) ou ẼMn (pour SABCMlin), selon l’ordre de la
CLA d’ordre M et son type. Dans le cas non linéaire correspondant à SABCM , le nombre d’itérations
est de 50 pour obtenir une convergence à ε = 10−12. Le pas d’espace est fixé à h = 1 · 10−3.

On observe que, à n fixé, plus xr crôıt et s’éloigne de l’origine, meilleurs sont les résultats, pour
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Figure 3.18 – Evolution de l’erreur sur le domaine Ω =] − xr;xr[ lorsque xr crôıt, pour l’état
fondamental n = 0.
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Figure 3.19 – Evolution de l’erreur sur le domaine Ω =]−xr;xr[ lorsque xr crôıt, pour l’état n = 4.
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Figure 3.20 – Evolution de l’erreur sur la valeur propre en fonction de n, sur le domaine Ω =]−4; 4[.

toutes les conditions aux limites. Lorsque xr est choisi vraiment trop petit (par exemple xr = 1 dans le
cas n = 0, xr < 3 dans le cas n = 4), les conditions donnent toutes de mauvais résultats. Cependant,
la tendance est que, pour ces petites valeurs de xr, les conditions aux limites linéarisées réussissent
déjà à donner une approximation de la valeur propre, alors que les conditions de Dirichlet et SABC2,4

ne la trouvent pas du tout. Ainsi en xr = 3 pour n = 4, les conditions SABC2,4
lin trouvent Ẽn à 10−2

près, quand l’erreur pour Dirichlet est de 10−1, et de l’ordre de 1 pour les conditions non linéarisées.
On observe le même phénomène pour n = 0. Les conditions linéarisées semblent ainsi plus robustes
à la réduction du domaine de calcul. De manière générale, les conditions aux limites artificielles
donnent toujours des résultats au moins égaux à ceux obtenus avec la condition de Dirichlet et
souvent nettement supérieurs en précision. Les conditions aux limites artificielles des différents ordres
conduisent à des précisions tout à fait semblables avec toutefois un meilleur comportement des CLA
de type racine carrée pour un surcoût lié au point fixe. Elles améliorent la condition de Dirichlet d’un
facteur compris entre 10 et 103 selon la situation, avant que la zone de saturation ne soit atteinte. A
partir d’une certaine valeur de xr, toutes les conditions aux limites conduisent à la même précision,
qui dépend uniquement du pas de discrétisation en espace. Pour le calcul des fonctions propres, cette
valeur peut-être estimée à xr = 6 dans le cas n = 0 et à xr = 6.5 dans le cas n = 4. On remarque
déjà que plus n augmente, et plus il faut augmenter xr pour garder la même précision.

Pour confirmer cette observation, on compare la précision obtenue lorsque le domaine Ω =]−xr;xr[
est fixé et qu’on fait varier n. On fixe xr = 4 et pour n ∈ [0, 10] on calcule l’erreur commise sur la
valeur propre En en faisant le calcul sur Ω (figures 3.20) pour les approches « directe » et « boucle ». Il
est très clair que la précision diminue lorsque n augmente, pour toutes les conditions aux limites pour
la raison suivante. Les CLA ont été construites dans le cadre de la haute fréquence. Une traduction
de cette hypothèse dans notre contexte est que l’on demande à ce que la propriété

En − Vr � 0 (3.52)

soit vérifiée pour un point xr donné et un potentiel V fixé. Par conséquent, cela limite un calcul précis
des énergies sous la condition En � x2

r/2 par exemple dans le cas harmonique. Dans la simulation
proposée, fixer xr = 4 conduit à En � 8, ce qui est conforme aux observations faites sur la figure 3.20.
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Figure 3.21 – Représentation du potentiel harmonique et des énergies En pour 0 ≤ n ≤ 9.

Une autre façon de lire cette propriété est que, une augmentation de la précision et du domaine de
calcul des valeurs propres doit être gérée par la relation (3.52) a priori. Pour visualiser cela, on
représente figure 3.21 le potentiel V ainsi que les premières énergies En. On peut lire sur cette figure
l’abscisse x à partir de laquelle E − V devient négatif, et on peut se faire une idée de l’abscisse
minimale xr à choisir pour que l’écart entre E et V (xr) soit suffisant, dans le cadre de la relation
(3.52). Par exemple, pour l’état fondamental n = 0, l’énergie associée E0 est la courbe rouge de plus
bas niveau. D’après l’intersection avec la courbe de V (x), on lit que E0 − V (x) devient négatif pour
x ≥ 1, et on peut estimer que la différence d’ordre de grandeur entre E0 et V (x) sera suffisante à partir
de x ≥ 2 environ. Le retour à la figure 3.18 confirme ces valeurs, puisqu’en choisissant xr = 1 le calcul
est possible mais ne converge pas forcément vers E0, et avec xr = 2, on obtient des approximations
correctes de E0. On peut effectuer la même analyse pour n = 4 (cinquième courbe rouge à partir du
bas). On lit alors que E4 − V (x) devient négatif à partir de x ≥ 3, et « très négatif » à partir de
x ≥ 4, valeurs qu’on met en relation avec les courbes de la figure 3.19.

Sur cet exemple (n = 4), on remarque également que les conditions linéarisées sont plus précises
que les conditions d’origine, elles apportent un facteur 10 en précision. Ce gain était également
observable sur la figure 3.19 correspondant à l’état n = 4, particulièrement sur le calcul de la valeur
propre. La précision obtenue pour xr ≥ 4.5 avec les conditions linéarisées est la même que pour
les conditions non linéarisées, mais la linéarisation apporte un gain de précision sur les domaines
plus petits, là où l’algorithme des conditions non linéarisées ne converge pas (2 ≤ xr ≤ 3). De plus,
notons que l’ensemble du calcul des valeurs propres est effectué simultanément dans le cas linéaire et
sans itérer, ce qui est un gain en temps de calcul extrêmement important par rapport à l’approche
« boucle ». Ceci montre l’intérêt crucial de la linéarisation. Par conséquent, il ressort ici que les
conditions SABCMlin sont, pour un coût de calcul similaire à la condition de Dirichlet, à privilégier
pour des raisons de précision et/ou diminution de la taille du domaine de calcul. Notons aussi que le
gain en précision par l’approche « boucle » est assez net sur la figure 3.19(a), mais pour un surcoût
de calculs relativement important.
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Figure 3.22 – Nombre d’itérations effectuées par les algorithmes associés aux différentes conditions
aux limites, en fonction de xr pour n = 0 et n = 4.

On souhaite ensuite comparer les performances respectives des conditions linéarisées et non li-
néarisées. Les courbes précédentes ont permis de comparer les deux types de conditions en terme
de précision. Généralement, les conditions non linéarisées sont un peu meilleures, mais cela dépend
grandement de l’état considéré ainsi que de la taille du domaine de calcul et de la manière de faire le
calcul (« boucle » vs. « directe »). En terme de performance algorithmique, la différence fondamentale
est que le problème associé aux conditions linéarisées est résolu de manière directe, alors que sans
linéariser les conditions aux limites, on est obligé de passer par un schéma itératif. La figure 3.22 pré-
sente le nombre d’itérations effectuées lorsqu’on utilise les conditions SABC2 et SABC4, en fonction
de xr, dans deux situations : n = 0 et n = 4. Les figures 3.22(a) et 3.22(b) sont donc à mettre en
relation avec les figures 3.18 et 3.19, qui sont leur équivalent en terme de précision. Pour la première
valeur de xr, on observe souvent que l’algorithme ne converge pas (le nombre maximal d’itérations
du point fixe a été fixé à 20). C’est là l’intérêt des conditions linéarisées, puisque si on se reporte aux
figures 3.18 et 3.19, elles permettent tout de même d’obtenir une valeur approchée, certes grossière,
de la valeur propre. Pour xr un tout petit peu plus grand, le nombre d’itérations du schéma reste
aux alentours de 5. Enfin, lorsque la précision maximale est atteinte, l’algorithme effectue entre 2 et
3 itérations. Dans l’ensemble, les temps de calculs en utilisant les conditions non linéarisées sont donc
environ cinq fois supérieurs aux temps de calculs nécessaires si on utilise les conditions linéarisées.
En contrepartie, la précision obtenue est légèrement supérieure.

Enfin, on représente sur les figures 3.23 (associée à n = 0) et 3.24 (associée à n = 4) l’influence
de la discrétisation sur la précision du calcul pour un domaine ]− xr;xr[ donné. On fixe la valeur de
xr et on représente les courbes d’erreurs |∆E| et ‖∆φ‖L2(Ω) en fonction du pas d’espace h, variant
de h = 5 · 10−2 à h = 1 · 10−4. La valeur de xr est choisie telle que la saturation n’a pas encore
été atteinte, de sorte que les conditions aux limites artificielles apportent un gain de précision par
rapport à la condition de Dirichlet. Ce qui est remarquable pour n = 0 (figure 3.23) est le fait que la
précision obtenue avec les CLA augmente encore lorsqu’on raffine le maillage, alors qu’avec Dirichlet,
en-deçà de h = 10−2 il n’est plus possible de gagner en précision sans agrandir le domaine de calcul.
En revanche pour les conditions artificielles (qui pour h = 10−2 sont déjà bien plus précises que la
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Figure 3.23 – Evolution de l’erreur lorsque xr = 3.5 pour l’état fondamental n = 0, en fonction du
pas h.
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Figure 3.24 – Evolution de l’erreur lorsque xr = 4 et n = 4, en fonction du pas h.

condition de Dirichlet), on peut encore gagner en précision en raffinant, surtout pour la condition
SABC4. Ce phénomène s’observe pour le calcul des valeurs propres comme des fonctions propres.
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Figure 3.25 – Le potentiel « double-well » et son énergie fondamentale.

Potentiel « double-well »

Passons maintenant au cas d’autres potentiels. Commençons par le potentiel dit « double-well »
qui s’écrit

V (x) =
1
2

(1− x2)2 (3.53)

et est représenté figure 3.25(a). Dans ce cadre, le coefficient α dans (3.29) vaut α = 1
2 . Ce potentiel

est étudié notamment dans [21], où il est mentionné que l’énergie de l’état fondamental est

E ≈ 0.56889338. (3.54)

Cette énergie fondamentale est représentée figure 3.25(b), superposée au potentiel. On peut y lire la
condition haute-fréquence E � (1 − x2

r)
2/2. Pour xr = 1.5, on trouve (1 − x2

r)
2/2 ≈ 0.78 alors que

(1 − x2
r)

2/2 = 4.5 dans le cas xr = 2. Il faudra donc choisir xr ≥ 2 pour le domaine de calcul afin
d’obtenir une précision satisfaisante. On retrouve cette condition sur la figure 3.26, qui représente
l’erreur commise sur le calcul de cette première valeur propre, pour chacune des conditions aux limites
en fonction de la limite xr du domaine de calcul. Comme pour le potentiel harmonique, on observe
la décroissance de l’erreur lorsque la taille du domaine ] − xr;xr[ crôıt. On peut observer que les
CLA se rangent naturellement avec une précision nettement supérieure à celle obtenue avec Dirichlet,
notamment pour les conditions linéarisées, et ceci pour un coût de calcul équivalent. Pour xr = 1.5,
on remarque que toutes les conditions conduisent à un calcul erroné de la valeur propre E. Cette
erreur est corrigée dès xr = 2, précisément lorsque la condition de haute fréquence est vérifiée.

Potentiels de Pöschl-Teller, Woods-Saxon et Morse

Les trois potentiels que nous étudions à présent ont la propriété de conduire à des valeurs propres
négatives. Tous ces exemples sont tirés de [82]. Une condition nécessaire pour effectuer les calculs
précédents est de se placer dans la situation où

V (xr)− E ≥ 0. (3.55)

Ainsi, selon n et le rang de la valeur propre que l’on cherche à calculer, il faudra choisir xr suffisamment
grand pour que la condition (3.55) soit réalisée. Cette fois, comme V prend des valeurs négatives et
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Figure 3.26 – Erreur sur la première valeur propre pour le potentiel « double-well » et h = 10−3.

même si on a la relation E � V , linéariser les conditions SABC2,4 en effectuant un développement
de Taylor en E/V n’est plus judicieux puisque V peut s’annuler. On pose alors Vmin = minx∈R V (x),
puis en utilisant la linéarité du problème, on définit un nouveau potentiel positif W = V − Vmin et
Fn = En − Vmin. Le problème (3.29)–(3.30) est alors équivalent à

− αφ′′E +WφE = FnφE . (3.56)

Les conditions SABC2,4
lin sont donc les conditions linéarisées à partir de SABC2,4 non plus en fonction

de 1/V , mais en fonction de 1/(V − Vmin) en faisant l’hypothèse équivalente

E − Vmin � V − Vmin. (3.57)

Potentiel de Pöschl-Teller

Le potentiel de Pöschl-Teller est donné par [82]

V (x) = −λ(λ+ 1)
cosh2(x)

, (3.58)

et le coefficient α = 1 dans (3.29). Ce potentiel intervient dans le domaine de la physique nucléaire.
Il est toujours négatif. Il est représenté sur la figure 3.27(a). Pour λ = 9, il conduit à neuf valeurs
propres

En = −(9− n)2, 0 ≤ n ≤ 8. (3.59)

Sur la figure 3.27(b), on représente ces différents niveaux d’énergie, comparés au potentiel (tracé
pour x positif pour des questions de lisibilité). Pour tenir compte de la translation effectuée, on
représente plutôt V (x) − Vmin et En − Vmin. Pour un état propre donné, on peut estimer a priori
la taille minimale du domaine de calcul à considérer pour que la condition de haute fréquence soit
vérifiée et pour obtenir la convergence de l’algorithme. On choisit h = 5 · 10−4. On étudie à n fixé,
0 ≤ n ≤ 8, l’évolution de l’erreur commise sur le calcul de En pour les différentes CLA, en fonction
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Figure 3.27 – Le potentiel Pöschl-Teller et ses neuf premiers niveaux d’énergie.

de la position xr de la frontière du domaine symétrique ] − xr;xr[. On représente sur la figure 3.28
les résultats pour n = 0, n = 4 et n = 8. On constate que les CLA améliorent toujours les résultats
obtenus avec la condition de Dirichlet, parfois de manière spectaculaire. C’est pour n grand que la
différence est la plus marquée. Pour n = 8, en effectuant le calcul sur ] − 5; 5[, la précision obtenue
avec Dirichlet est inférieure à 10−2, alors que pour les CLA SABC2,4 elle est de l’ordre de 5 · 10−5.
Pour obtenir cette précision avec la condition de Dirichlet, il faudrait choisir xr = 10, ce qui conduit
à un domaine de calcul deux fois plus grand. Ici, l’effet des conditions linéarisées est variable. Pour
n = 0 les conditions SABC2,4

lin sont presque aussi précises que les conditions SABC2,4, mais lorsque n
augmente, elles semblent se rapprocher de la condition de Dirichlet.

Pour ce même potentiel, on observe encore l’évolution de l’erreur à xr fixé pour l’ensemble des
états propres En (figure 3.29). Pour xr = 2, on remarque un écart d’un facteur 10 à 100 entre la
condition de Dirichlet et les CLA pour les états correspondants aux valeurs 2 ≤ n ≤ 6. Les CLA
d’ordres deux et quatre quant à elles sont visiblement équivalentes. En xr = 4, toutes les conditions
sont équivalentes pour les premiers états propres, mais lorsque n augmente, les CLA conservent leur
précision lorsque la condition de Dirichlet devient moins précise (n = 6, n = 7) puis donnent encore
une approximation à 10−3 près de la valeur propre, lorsque celle associée à la condition de Dirichlet
ne l’approche plus qu’à 10−1 près (n = 8).

Potentiel de Woods-Saxon

Le potentiel de Woods-Saxon est défini par

V (x) = c0z(x) [1− a(1− z(x))] , x ∈ [0,+∞[, (3.60)

avec

z(x) =
1

ea(x−b) + 1
,

et les paramètres c0 = −50, a = 5/3, b = 7. Le coefficient α dans (3.29) est cette fois égal à 1. Pour ce
potentiel, les 14 premières valeurs propres de H sont strictement négatives, et des valeurs approchées
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Figure 3.28 – Variation de l’erreur sur les valeurs propres en fonction des différents types de CLA
pour le potentiel de Pöschl-Teller.
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Figure 3.29 – Erreur sur le calcul des valeurs propres sur le domaine [−xr;xr], en fonction de n,
pour le potentiel de Pöschl-Teller.
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Figure 3.30 – Le potentiel de Woods-Saxon et ses niveaux d’énergie.

à 10−15 près sont données par [82]

E1 = −49.457788728082580

E2 = −48.148430420006361

E3 = −46, 290753954466088

E4 = −43.968318431814233

E5 = −41.232607772180218

E6 = −38.122785096727920

E7 = −34.672313205699651

E8 = −30.912247487908848

E9 = −26.873448916059872

E10 = −22.588602257693220

E11 = −18.094688282124421

E12 = −13.436869040250077

E13 = −8.676081670736546

E14 = −3.908232481206230

Le potentiel de Woods-Saxon est défini uniquement pour des valeurs positives de x. Le calcul
des valeurs propres s’effectue donc sur un domaine non symétrique [0;xr]. En x` = 0, on utilise une
condition de Dirichlet homogène φ(0) = 0. On représente ce potentiel sur la figure 3.30, ainsi que ses
niveaux d’énergie En − Vmin, comparés à V (x)− Vmin.

Sur la figure 3.31, on représente, pour deux états propres n = 3 et n = 14, l’erreur sur le
calcul des valeurs propres lorsqu’on déplace la frontière droite xr. La discrétisation utilisée est h =
5 · 10−4. Indépendamment de l’état propre considéré, les CLA améliorent bien les résultats donnés
par la condition de Dirichlet. Pour n = 3, la CLA d’ordre quatre semble conduire à une plus grande
précision que la CLA d’ordre deux. Cependant, l’état n = 14 ne confirme pas vraiment ce fait. Quant
aux conditions linéarisées, leur effet est variable. Pour n = 3, les conditions linéarisées d’ordre fixé
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cöıncident avec les conditions non linéarisées du même ordre. Linéariser ou non serait équivalent
(en termes de précision). Pour n = 14 en revanche, les conditions linéarisées sont tout juste un peu
meilleures que la condition de Dirichlet, et bien moins bonnes que les conditions non linéarisées. Le
point extrême xr = 7 fait cependant exception, puisque pour cette valeur de xr l’algorithme associé
aux conditions non linéarisées ne converge pas, alors que les conditions linéarisées donnent une valeur
approchée de E14 à 0.5 près.
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Figure 3.31 – L’étude du potentiel de Woods-Saxon en fonction de xr, à n fixé.

Comme précédemment, on étudie aussi l’écart de précision entre les conditions aux limites pour
un domaine donné en fonction de l’état propre considéré. La figure 3.32 représente cette évolution
de l’erreur en fonction de n, le domaine [0;xr] étant fixé. Ces courbes confirment les observations
précédentes, notamment l’amélioration de la précision lorsqu’on utilise les CLA. De plus, la condition
d’ordre quatre conduit à une précision toujours au moins supérieure à la condition d’ordre deux,
ce qui est observable en particulier en xr = 6 puisqu’elle améliore la condition d’ordre deux d’un
facteur 10, pour le calcul de presque tous les états propres. Ces calculs sont effectués pour l’approche
« boucle ». Les CLA linéarisées donnent une amélioration nette de la précision obtenue avec Dirichlet
pour un coût équivalent.

Potentiel de Morse

Pour finir, le potentiel de Morse est défini par [82]

V (x) = De

[
(1− e−β(x−xe))2 − 1

]
, (3.61)

avec α = 1 dans l’équation (3.29). La constante De est appelée énergie de dissociation, xe est la
valeur propre d’équilibre internucléique et β est un paramètre d’ajustement. Les valeurs numériques
sont De = 605559/1000, xe = 240873/100000, β = 988879/1000000. La n-ième valeur propre exacte
est donnée par

En = −β2

(√
De

β
−
(
n− 1

2

))2

, n ≥ 1. (3.62)

Ce potentiel et ses niveaux d’énergie sont donnés figure 3.33.
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Figure 3.32 – L’étude du potentiel de Woods-Saxon en fonction de n, à xr fixé (boucle).
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Figure 3.33 – Le potentiel de Morse et ses niveaux d’énergie.
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(a) Etude en fonction de xr, pour n = 4
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Figure 3.34 – L’étude du potentiel de Morse.

Pour l’étude numérique, on choisit h = 5 · 10−4 et on trace les courbes d’erreur en fonction de
xr (figure 3.34(a)) ou en fonction de n (figure 3.34(b)). Pour ce potentiel, les écarts sont moins
marqués que dans d’autres exemples, l’approche étant l’approche « boucle » pour les CLA SABC2,4.
Néanmoins les CLA restent toujours plus précises que la condition de Dirichlet, d’un facteur 10 voire
100 dans les zones où elles se démarquent bien. On peut remarquer que ceci est vrai notamment pour
les CLA linéarisées. La visualisation des niveaux d’énergie figure 3.33 permet à nouveau de savoir
quelle est la taille minimale du domaine de calcul à considérer.
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3.5 Application au calcul d’états stationnaires : le cas non
linéaire

3.5.1 Problème et schéma numérique

Nous nous intéressons à présent au calcul d’états stationnaires dans le cas non linéaire. Plus parti-
culièrement, nous considérons un potentiel non linéaire qui est la somme d’une non linéarité cubique
et d’un potentiel harmonique. Ce type de non linéarité intervient notamment dans l’étude des conden-
sats de Bose-Einstein. Après adimensionnement, l’équation dite de Gross-Pitaevskii unidimensionnelle
s’écrit [21, 22]

i
∂ψ

∂t
= −1

2
∂2
xψ + V ψ + β|ψ|2ψ, (3.63)

avec V (x) = 1
2x

2 et où la constante β de la non linéarité peut prendre des valeurs positives ou
négatives. Nous nous restreignons ici à ce type de non linéarité et potentiel mais la théorie développée
précédemment s’adapte directement à d’autres potentiels et/ou non linéarités. En vue de la recherche
des solutions stationnaires, on écrit

ψ(x, t) = e−iEtφE(x), (3.64)

où E est le potentiel chimique du condensat et φE une fonction réelle indépendante du temps. La
fonction φE est alors solution de l’équation

− α∂2
xφE + V φE + β|φE |2φE = EφE , (3.65)

dans laquelle α = 1
2 , sous la contrainte de normalisation

‖φE‖L2(R) = 1. (3.66)

Enfin, la fonction φE du problème (3.65)–(3.66) vérifie les conditions aux limites φ′E(0) = 0 et
φE(±x)→ 0 quand x→ +∞. Le système résultant est un problème aux valeurs propres non linéaire
sous contrainte. La fonction propre φE étant connue, on peut déterminer la valeur propre associée E
par la relation

E =
∫

R
α|∂xφE |2 + V φ2

E + βφ4
Edx. (3.67)

Le problème (3.65)–(3.66) est résolu sur un domaine borné symétrique Ω =]− R;R[, avec R > 0
et Σ = {−R;R}. Nous continuons à noter ce domaine Ω =]−x`;xr[ par commodité. On note (E0, φ0)
un couple solution du problème en domaine borné avec condition aux limites de Dirichlet

−α∂2
xφE + V φE + β|φE |2φE = EφE , dans Ω,

φE = 0, sur Σ,
‖φE‖L2(Ω) = 1.

(3.68)

De manière analogue, on note (EM , φM ) une solution calculée avec une CLA non linéaire d’ordre
M obtenue à partir des conditions aux limites du stationnaire décrites en (3.6)–(3.7). Pour cela, on
remplace le potentiel V par le nouveau potentiel avec non linéarité V + β|φ|2 pour obtenir à l’ordre
deux

∂nφE =
i√
α

√
E − V − β|φE |2 φE , sur Σ, (3.69)
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et à l’ordre quatre

∂nφE =
i√
α

√
E − V − β|φE |2 φE +

1
4
∂n(V + β|φE |2)
E − V − β|φE |2

φE , sur Σ. (3.70)

Pour ne pas noyer le lecteur dans des notations trop lourdes, nous désignons par SABCM la condition
d’ordre M ci-dessus.

L’équation intérieure est discrétisée par le schéma semi-implicite en temps

− α∂2
xφ

M,j+1 + V φM,j+1 + β|φM,j |2φM,j+1 = EM,j+1φM,j+1, (3.71)

pour j ≥ 0 et M = 0, 2, 4. Cette fois, indépendamment de la condition aux limites, l’algorithme est
itératif puisque le schéma intérieur est non linéaire. On utilisera donc systématiquement l’algorithme
de point fixe sur la n-ième valeur propre EMn et fonction propre φMn pour résoudre le problème aux
valeurs propres. La formulation variationnelle s’écrit alors

− α[∂nφ
M,j+1
n ψ]xrx` + α

∫
Ω

∂xφ
M,j+1
n ∂xψdx+

∫
Ω

V φM,j+1
n ψdx+ β

∫
Ω

|φM,j
n |2φM,j+1

n ψdx

= EM,j+1
n

∫
Ω

φM,j+1
n ψdx, (3.72)

pour une fonction-test ψ donnée. Dans le cas du problème de Dirichlet, en choisissant ψ ∈ H1
0 (Ω), ce

qui annule le premier terme de l’équation ci-dessus, le problème discret s’écrit alors, pour M = 0,
(
αS0 + M0

V + βM0
|φM,jn |2

)
φM,j+1
n = EM,j+1

n M0φM,j+1
n ,∥∥∥M0φM,j+1

n

∥∥∥
2

= 1
(3.73)

où ‖ · ‖2 désigne ici la norme euclidienne dans Cnh+1. Pour les CLA, on utilise pour ∂nφ
M,j+1
n la

version de type point fixe

∂nφ
M,j+1
n =

i√
α

√
EM,j
n − V − β|φM,j

n |2 φM,j+1
n (3.74)

pour la condition d’ordre deux, et

∂nφ
M,j+1
n =

(
i√
α

√
EM,j
n − V − β|φM,j

n |2 +
1
4

∂n(V + β|φM,j
n |2)

EM,j
n − V − β|φM,j

n |2

)
φM,j+1
n (3.75)

pour la condition d’ordre quatre. Ainsi, le terme −α[∂nφ
M,j+1
n ψ]xrx` conduit, d’un point de vue discret,

à une contribution matricielle BjMφ
M,j+1 pour la condition d’ordre M , où les coefficients de la matrice

BjM ne dépendent que des valeurs de φM,j
n et EM,j

n . Le schéma itératif s’écrit par itération du point
fixe sur la n-ième valeur propre EMn et vecteur propre φMn

(
αS− αBM,j + MV + βM|φM,jn |2

)
φM,j+1
n = EM,j+1

n MφM,j+1
n∥∥∥MφM,j+1

n

∥∥∥
2

= 1.
(3.76)

Les coefficients de la matrice BM,j sont donnés par

(BM,j)1,1 =
i√
α

√
EM,j
n − V` − β|φM,j

n,` |2 +
1
4

∂n(V + β|φM,j
n |2)|x=x`

EM,j
n − V` − β|φM,j

n,` |2
(3.77)
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et

(BM,j)nh+1,nh+1 =
i√
α

√
EM,j
n − Vr − β|φM,j

n,r |2 +
1
4

∂n(V + β|φM,j
n |2)|x=xr

EM,j
n − Vr − β|φM,j

n,r |2
(3.78)

pour SABC4 (M = 4). Pour SABC2 (M = 2), il suffit de ne retenir que le premier terme de chacune
des deux expressions précédentes. Nous avons noté ci-dessus : φM,j

n,` = φM,j
n,|x=x`

et φM,j
n,r = φM,j

n,|x=xr
.

Comme dans le cas linéaire, on peut aussi écrire les versions linéarisées des conditions aux limites
d’ordres deux et quatre. Ces conditions sont alors notées SABC2,4

lin . Nous avons

∂nφ
M,j+1
n = −

√
V√
α
φM,j+1
n − β

2
1√
α
√
V
|φM,j
n |2φM,j+1

n +
1
2

1√
α
√
V
EM,j+1
n φM,j+1

n (3.79)

pour la condition d’ordre deux et

∂nφ
M,j+1
n = −

√
V√
α
φM,j+1
n − β

2
1√
α
√
V
|φM,j
n |2φM,j+1

n +
1
2

1√
α
√
V
EM,j+1
n φM,j+1

n

+
(
−1

4
∂n(V + β|φM,j

n |2)
V

+
β

4
|φM,j
n |2∂n(V + β|φM,j

n |2)
V 2

)
φM,j+1
n −EM,j+1

n

∂n(V + β|φM,j
n |2)

V 2
φM,j+1
n

(3.80)

pour la condition d’ordre quatre. Le schéma itératif s’écrit alors
(
αS− αBM,j + MV + βM|φM,jn |2

)
φM,j+1
n = EM,j+1

n

(
M + αBjE,M

)
φM,j+1
n∥∥∥MφM,j+1

n

∥∥∥
2

= 1.
(3.81)

Les coefficients des matrices BM,j et BM,j
E sont donnés par

(BM,j)1,1 = −
√
V`√
α
− β

2
1√
α
√
V`
|φM,j
n,` |2 −

1
4
∂n(V` + β|φM,j

n,` |2)
V`

+
β

4
|φM,j
n,` |2∂n(V` + β|φM,j

n,` |2)
V 2
`

(3.82)

et

(BM,j
E )1,1 =

1
2

1√
α
√
V`
−
∂n(V` + β|φM,j

n,` |2)
V 2
`

(3.83)

pour la condition d’ordre quatre. L’expression des coefficients d’indice (nh + 1, nh + 1) est tout à fait
analogue en prenant les valeurs en x = xr. Enfin, on en extrait aisément les coefficients associés à la
condition d’ordre deux en ne gardant que le premier terme de chaque expression.

Cette fois cependant, le bénéfice en terme de temps de calculs est moindre, puisque l’algorithme,
même avec une condition aux limites de Dirichlet, est non linéaire par nature et donc résolu par un
point fixe (boucle). La non linéarité des conditions aux limites SABCM n’ajoutant pas de complexité
supplémentaire, leur linéarisation ne simplifie donc pas l’algorithme. Néanmoins, nous mettons par
la suite les résultats issus de ces conditions car elles peuvent conduire dans certains cas à une bonne
précision, même comparativement à SABCM .

Remarque 3.3. La condition de normalisation (3.66)∫
R
|φn|2dx = 1

est en fait prise en compte dans l’algorithme sous la forme∫
Ω

|φn|2dx = 1,
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dont la valeur peut être sensiblement différente si φn ne décrôıt pas très lentement ou si on restreint
beaucoup le domaine de calcul Ω. Si cette différence de normalisation n’avait pas d’influence dans le
cas linéaire, la fonction propre pouvant être renormalisée sans perturber le problème, ce n’est plus le
cas en non linéaire car le potentiel s’en trouve modifié, et par conséquent la solution. Pour pallier ce
problème, une idée consisterait à obtenir un développement asymptotique de la fonction propre φn,
de manière à estimer au plus près la valeur θ de l’intégrale

θ =
(∫

Ω

|φn|2dx
)1/2

,

et à transformer alors la contrainte de masse de l’algorithme sous la forme∥∥∥MφM,j+1
n

∥∥∥
2

= θ.

3.5.2 Résultats numériques

Nous considérons l’équation (3.65) pour différents paramètres β. Pour chaque valeur, nous cher-
chons à déterminer uniquement l’état fondamental n = 0. L’allure des fonctions propres en fonction
de β est donnée sur la figure 3.35.
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Figure 3.35 – Allure des fonctions propres (pour xr = 4).

D’après [22], nous avons les références reportées dans la table 3.1. Toutefois, la précision de ces
valeurs étant limitée, il est nécessaire d’obtenir des valeurs de référence plus précises. Pour cela, on
les recalcule numériquement sur le domaine ]− 30; 30[, avec un pas de discrétisation égal à h = 10−4

et la condition aux limites SABC2 (3.70). Cette méthode fournit de nouvelles références numériques
reportées dans le tableau 3.2 (après troncature à 15 chiffres) et conformes à celles de la table 3.1. Il est
à noter que nous ne donnons aucun résultat pour des valeurs de β plus grandes. En effet, l’algorithme
de point fixe ne converge plus alors. Il est ainsi nécessaire dans ce type de situation de trouver un
autre algorithme numérique (par exemple Newton ou une méthode de continuation) pour résoudre le
problème avec CLA. Enfin, par la suite, nous représentons les erreurs absolues : ∆E = |Enum −Eref|
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et ∆φ(0) = |φnum(0)−φref(0)|, où ref fait référence aux valeurs de la table 3.2 et num à celles calculées
avec une méthode numérique.

β φE(0) E
−12.5484 1.7718 −19.669
−6.2742 1.2654 −4.9553
−2.5097 0.9132 −0.8061

0 0.7511 0.5000
3.1371 0.6459 1.5265

Table 3.1 – Valeurs numériques de référence Eref et φref
E (0) données par [22] selon différentes valeurs

de β.

β φE(0) E
−12.5484 1.772437368515101 −19.693047803006280
−6.2742 1.265512713848083 −4.956873352670034
−2.5097 0.913230941756339 −0.806257128073956

0 0.751125544464943 0.500000000000000
3.1371 0.645961493829006 1.526594842533555

Table 3.2 – Valeurs numériques de référence pour Eref et φref
E (0) calculées sur un grand domaine

selon différentes valeurs de β.

Pour les simulations, l’initialisation de l’algorithme de point fixe est effectuée avec la solution
exacte du cas linéaire (β = 0), c’est-à-dire la première fonction propre du potentiel harmonique, qui
vaut

φM,0
0 (x) =

1
π1/4

e−x
2/2.

La tolérance du point fixe est ε = 10−12. Le pas d’espace de la méthode d’éléments finis linéaires est
h = 10−3. Les figures 3.36, 3.37 et 3.38 représentent l’évolution de l’erreur commise sur la valeur propre
et sur la valeur de la fonction propre à l’origine en fonction de xr, pour β = −6.2742, β = −2.5097
et β = 3.1371 respectivement.

De manière générale, on note que, pour un cas test donné, tous les algorithmes convergent avec
pratiquement le même nombre d’itérations, indépendamment de la condition aux limites choisie. On
observe parfois une variation d’une itération en plus ou en moins sur le tout premier point de calcul
(xr = 1.5 par exemple pour β < 0). On remarque également que, pour les valeurs négatives de β,
les conditions linéarisées n’apportent rien par rapport aux conditions non linéarisées (non reportées).
Elles convergent avec le même nombre d’itérations, et les conditions linéarisées d’ordre M conduisent
à la même précision que les conditions non linéarisées d’ordre M . Sur les figures 3.36 et 3.37, on ne
représente donc que la condition de Dirichlet et les conditions SABC2,4. En revanche, pour le seul
exemple de β > 0 dans lequel le calcul aboutisse (figure 3.38), les conditions linéarisées semblent au
moins égales aux conditions non linéarisées, voire meilleures. Dans ce cas, on les compare donc avec
les autres conditions. Nous n’avons jusqu’à présent aucune explication sur le fait que la linéarisation
améliore a priori la précision.

Pour β = −6.2742 (figure 3.36), tous les algorithmes convergent en 23 itérations. Sur le calcul
de la première valeur propre, les CLA améliorent la condition de Dirichlet d’un facteur 10 lorsqu’on
choisit xr = 1.5, et presque 100 lorsque xr = 2, puis pour xr ≥ 2.5, toutes les conditions saturent à
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Figure 3.36 – Erreurs sur ∆E et ∆φ(0) pour β = −6.2742.
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Figure 3.37 – Erreurs sur ∆E et ∆φ(0) pour β = −2.5097.

la même précision, 10−5. Les conditions d’ordres deux et quatre donnent des précisions à peu près
équivalentes, mais la condition d’ordre deux semble un peu meilleure que celle d’ordre quatre. Ceci
peut s’expliquer par le fait que la construction des CLA non linéaires est quand même formelle.

Pour β = −2.5097 (figure 3.36), tous les algorithmes convergent en 14 itérations. Les CLA amé-
liorent la condition de Dirichlet d’un facteur au moins 10 pour toutes les valeurs de xr comprises entre
1.5 et 3.5. Concernant les conditions d’ordres deux et quatre, la tendance observée pour β = −6.2742
semble se confirmer, tout particulièrement pour le calcul de la fonction propre. La condition d’ordre
deux donne de meilleurs résultats que celle d’ordre quatre, avec des écarts allant jusqu’à un facteur
10 pour la valeur propre (en xr = 3) et plus de 1000 pour la fonction propre (en xr = 2.5).

Pour β = 3.13712, la situation est similaire aux deux cas précédents, mais l’algorithme met cette
fois 77 itérations pour converger. Les conditions aux limites linéarisées sont proches des conditions
non linéarisées dont elles sont issues, avec des résultats légèrement meilleurs cependant.
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Figure 3.38 – Erreurs sur ∆E et ∆φ(0) pour β = 3.1371.

3.6 Conclusion

Les conditions aux limites du chapitre 1 ont été transposées dans le domaine du stationnaire, ce qui
a donné une famille de CLA précises et adaptées à l’équation de Schrödinger stationnaire, linéaire ou
non linéaire, et avec un potentiel variable. En s’appuyant sur des schémas numériques, ces conditions
aux limites ont été validées pour différentes configurations comme des problèmes de scattering linéaire,
et des calculs d’états propres linéaires et non linéaires. Pour le calcul d’états propres, nous avons
également dérivé une famille de conditions aux limites linéarisées par rapport à l’énergie E. Dans
le cas d’un potentiel linéaire, cette linéarisation permet une simplification algorithmique importante
pour une précision équivalente à celle donnée par les conditions aux limites classiques.

Des extensions futures viseront à traiter des problèmes en dimensions supérieures ainsi que des
équations de Schrödinger à masse variable, du type

− d

dx

(
1

2m(x)
dϕ

dx

)
+ V (x)ϕ = ρ(x)ϕ.

Le travail effectué pourra aussi être étendu à des systèmes d’équations de Schrödinger qui inter-
viennent dans l’approximation effective de la masse multibande (MEMA) pour modéliser des états
électroniques dans les nanostructures modernes à semiconducteurs [97, 59, 76]. Enfin, remarquons
que des applications à des équations de Schrödinger généralisées peuvent également être développées
en adaptant les méthodes explicitées dans [13, 15].
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Chapitre 4

L’équation de Schrödinger en
dimension deux avec potentiel
variable
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Nous souhaitons maintenant étendre les méthodes et résultats des sections précédentes à la dimen-
sion deux. Il est à noter ici que nous restreignons la construction et l’analyse au cas bidimensionnel
mais l’extension à des dimensions supérieures est également possible. Les calculs seraient plus longs
à gérer mais notre approche s’adapte assez facilement.

Pour commencer, nous étudions le cas avec potentiel. L’extension à des non linéarités fera l’objet
du chapitre suivant. Le problème d’évolution auquel nous nous intéressons est donc le suivant{

i∂tu+ ∆u+ V (x, y, t)u = 0, (x, y) ∈ R2, t > 0
u(x, y, 0) = u0(x, y), (x, y) ∈ R2,

(4.1)

où u0 ∈ L2(R2) et, comme en dimension une, dans le but de simplifier la présentation, on fait
l’hypothèse que u0 est à support compact dans le futur domaine de calcul spatial borné Ω, de frontière
fictive Σ. Le potentiel est une fonction C∞ de l’espace et du temps et à valeurs réelles. On suppose
que cette régularité est satisfaite au moins en-dehors du domaine ΣT := Σ×]0;T [, T étant le temps de
calcul final. De façon similaire à la dimension une, nous notons le domaine de calcul ΩT = Ω×]0;T [.
Sous des conditions identiques au théorème 1.1, le problème (4.1) est bien posé [36, 39]. De plus, en
espace libre, la norme L2 de la solution est conservée

∀t > 0, ‖u(t)‖2L2(R2) =
∫

R2
|u(x, y, t)|2dxdy = ‖u0‖2L2(R2) (4.2)

où ‖·‖L2(R2) désigne la norme L2(R2) spatiale. Enfin, on note n la normale unitaire sortante à Σ.

4.1 Ce que l’on sait faire ou ce qui reste vrai par rapport au
cas unidimensionnel

4.1.1 Cas du demi-espace et d’un potentiel identiquement nul

Considérons le demi-espace négatif {x < 0}. On pose Ω := {x < 0} de frontière Σ = {x = 0}.
Supposons également que le potentiel V est identiquement nul dans le demi-espace droit. On peut
alors montrer que la condition transparente pour le problème

i∂tu+ ∂2
xu+ ∂2

yu+ V u = 0, (x, y) ∈ R2, t > 0,
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est donnée par
∂nu− i

√
i∂t + ∆Σ u = 0, (x, y, t) ∈ ΣT . (4.3)

L’obtention de cette condition transparente se fait par transformée de Fourier en temps t et espace
y. Ensuite, l’équation différentielle en x résultante est résolue explicitement, donnant lieu à une com-
binaison linéaire de deux ondes. Il suffit alors d’annuler l’onde rentrante, puis de dériver l’expression
de l’onde sortante selon x (dérivation normale ∂n := ∂x) pour obtenir la relation (4.3) dans l’espace
de Fourier en (y, t). Une transformée de Fourier inverse donne alors le résultat. Dans notre cas, l’opé-
rateur de Laplace-Beltrami ∆Σ est ∂2

y . L’opérateur transparent est donné par un opérateur de type
racine carrée d’un opérateur de Schrödinger sur le bord Σ. L’opérateur est notamment non local en
temps et en espace. Nous verrons plus tard dans le cas de géométries générales que l’on peut locali-
ser en espace et rester global en temps (par exemple par un développement de Taylor) ou localiser
globalement en espace et temps (approche de type Padé).

4.1.2 Cas d’un potentiel ne dépendant que du temps

En dimension une, lorsque le potentiel ne dépend que du temps V (x, t) = V (t) en dehors de Ω,
le changement de jauge permet de se ramener à l’équation de Schrödinger sans potentiel. Si u est
solution de

i∂tu+ ∂2
xu+ V (t)u = 0

et v est définie par
v(x, t) = u(x, t)e−i

R t
0 V (s)ds,

alors v est solution de l’équation sans potentiel

i∂tv + ∂2
xv = 0,

pour laquelle on a la condition transparente (1.6).
En dimension deux, comme d’ailleurs en dimension supérieure, cette propriété reste vraie. Si

V (x, y, t) = V (t) et u est solution de l’équation de Schrödinger

i∂tu+ ∂2
xu+ ∂2

yu+ V (t)u = 0,

alors, en définissant
v(x, y, t) = u(x, y, t)e−i

R t
0 V (s)ds, (4.4)

v est solution de l’équation sans potentiel

i∂tv + ∂2
xv + ∂2

yv = 0.

Ce résultat est indépendant du système de coordonnées (x, y).

4.2 Les spécificités de la dimension deux

4.2.1 Choix de la frontière et paramétrisation locale

Considérons un domaine rectangulaire Ω paramétré en coordonnées cartésiennes (x, y). La fron-
tière est constituée de quatre segments dont les extrémités sont les points de coordonnées (x1, y1),
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(x1, y2), (x2, y2), (x2, y1). Pour la frontière verticale droite Σd = {(x, y) ∈ R2/x = x2, y ∈ [y1; y2]},
on utilise le calcul pseudodifférentiel associé à la transformée de Fourier partielle en (y, t) pour écrire
l’opérateur DtN selon ∂x en considérant le demi-espace droit. On obtient une condition aux limites
valable sur Σd. Le problème est que cette condition est singulière en (x2, y2) et ne se raccorde pas
de manière régulière avec la condition aux limites qu’on obtiendrait sur Σh := [x1;x2] × {y2} en
considérant une transformée de Fourier partielle en (x, t). Autrement dit, les coins sont singuliers. En
pratique, ceux-ci génèrent de la réflexion parasite si des conditions de continuité ne sont pas ajoutées
(cf. par exemple [90] pour le cas de l’équation des ondes). A notre connaissance, ce point n’a pas
encore été étudié pour l’équation de Schrödinger. Pour remédier à ce problème, nous considérons une
frontière régulière (sans singularité). Par ailleurs, il est nécessaire de prendre un domaine convexe
puisque l’onde doit être globalement sortante au domaine de calcul Ω. Nous cherchons donc à écrire
une condition aux limites pour une frontière convexe régulière Σ paramétrée par son abscisse curvi-
ligne s ∈ [a; b]. L’hypothèse selon laquelle le domaine est convexe se traduit par le fait que la courbure
κ = κ(s) est positive.

Soit donc un domaine convexe Ω de frontière régulière Σ. Nous ne détaillons pas ici tous les calculs
mais renvoyons à [8] pour des détails concernant le changement de variables. L’idée principale du
changement de repère consiste à se ramener à la construction de l’opérateur DtN pour une équation
de Schrödinger à coefficients variables mais posée dans un demi-espace (localement) en redressant
la frontière par le changement de variable. Ceci nous permet alors d’effectuer une factorisation de
l’opérateur par le calcul pseudodifférentiel. Notamment, l’inclusion d’un potentiel variable ne change
pas foncièrement la difficulté mais complique juste le calcul symbolique.

Pour un point M de Σ de coordonnées (x, y), on note τ le vecteur tangent à Σ en M et n le
vecteur unitaire normal sortant. Dans le repère local associé à M , un point M ′ proche de la frontière
est repéré par ses coordonnées r et s. Compte tenu de la convexité de Ω, nous savons que le point M ′

se projette sur la frontière Σ de façon unique, indiquant son abscisse curviligne s. La coordonnée r
désigne la distance du point M ′ à sa projection selon la normale unitaire sortante. Ainsi, la surface Σ
peut être notée Σ0, si Σr désigne la surface parallèle à Σ pour la distance r. Du fait de la convexité
de Σ, on peut se restreindre à r positif, borné par un petit paramètre ε, d’où r ∈ [0; ε]. Le laplacien
en coordonnées locales (r, s) s’écrit [10, 4]

∆r = ∂2
r + κr∂r + h−1∂s(h−1∂s), (4.5)

avec h le paramètre d’échelle : h = 1 + rκ et κr la courbure en M ′ sur la surface parallèle Σr :
κr = h−1κ. Pour des raisons de commodité, on note ũ la fonction u exprimée dans le repère local

u(x, y, t) = ũ(r, s, t), (x, y) ∈ R2, (r, s) ∈ [0; ε]× [a; b], t > 0, (4.6)

et Vr la fonction potentiel exprimée dans le repère local

V (x, y, t) = Vr(r, s, t), (x, y) ∈ R2, (r, s) ∈ [0; ε]× [a; b], t > 0. (4.7)

L’équation de Schrödinger pour le système (4.1) devient alors

i∂tũ+ ∂2
r ũ+ κr∂rũ+ h−1∂s(h−1∂s)ũ+ Vrũ = 0, (r, s, t) ∈ [0; ε]× [a; b]×]0;T ], (4.8)

où r et s paramètrent le domaine Ω et t > 0. Dans la suite, nous identifions désormais u et ũ.
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Figure 4.1 – Repère local et coordonnées généralisées.

4.2.2 Discussion sur l’équivalence des stratégies

En dimension une, lorsque V ne dépend que de x et qu’on applique une transformée de Fourier
partielle en temps, on a l’équivalence des deux stratégies grâce au lemme 1.15 par le biais de

Op (a(τ − V (x)))u = eitVOp (a(τ))
(
e−itV u(x, t)

)
En dimension deux, si on considère la résolution du problème de Schrödinger dans le demi-espace
{x > 0}, on applique une transformée de Fourier par rapport aux variables y et t. Pour conserver
une propriété similaire, il faudrait supposer que V ne dépend que d’une seule variable d’espace
V (x, y, t) = V (x), ce qui est assez peu réaliste. En fait, comme on prend la transformée de Fourier
sur t et y, on aura équivalence lorsque V ne dépend ni de t ni de y. Or, le cas d’un potentiel qui ne
dépendrait que d’une seule coordonnée cartésienne semble plutôt marginal.

Si en revanche on travaille dans le repère local, avec les coordonnées locales r et s, il semble
raisonnable d’envisager que le potentiel ait des propriétés se définissant à partir de la géométrie du
domaine. Par exemple, un potentiel radial sur un domaine circulaire est caractérisé par une variation
tangentielle nulle. Dans le repère local, le potentiel s’exprime sous la forme V (r, s, t), et on travaille
avec la transformée de Fourier sur les variables s et t. Obtenir une telle propriété d’équivalence des
deux stratégies reviendrait à supposer V indépendant de s et de t, c’est-à-dire ne dépendant que de
r. Ceci correspond au cas d’un potentiel à symétrie radiale, indépendant du temps, ce qui est cette
fois une hypothèse pouvant être réalisée de manière non anecdotique. Le résultat est alors le suivant :

Lemme 4.32. Si a est un symbole de Sm indépendant de t et de s, et V (r, s, t) = V (r), alors on a
l’égalité :

Op (a(τ − V (r), ξ))u(r, s, t) = eitVOp (a(τ, ξ))
(
e−itV u(r, s, t)

)
, (4.9)

où ξ désigne la covariable de Fourier selon s.

Démonstration. Par définition, l’opérateur pseudodifférentiel associé au symbole a(τ − V (r), ξ) est
donné par transformée de Fourier inverse partielle

Op (a(τ − V (r), ξ))u = F−1
(s,t)

(
a(τ − V (r), ξ)û(r, ξ, τ)

)
=
∫

R

∫
R
a(τ − V (r), ξ) (F(s,t)u)(r, ξ, τ)eitτeisξdτdξ.
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En effectuant dans l’intégrale le changement de variable temporelle ρ = τ − V (r), on obtient

Op (a(τ − V (r), ξ))u =
∫

R

∫
R
a(ρ, ξ) (F(s,t)u)(r, ξ, ρ+ V (r)) eitρeitV (r)eisξdρdξ.

En utilisant les propriétés de translation de la transformée de Fourier, on simplifie cette expression

Op (a(τ − V (r), ξ))u = eitV (r)

∫
R

∫
R
a(ρ, ξ) F(s,t)((r, s, t) 7→ e−itV (r)u(r, s, t))(r, ξ, ρ) eitρeisξdρdξ.

On reconnâıt alors l’opérateur associé au symbole a(ρ, ξ), et qui est appliqué à la fonction (r, s, t) 7→
e−itV (r)u(r, s, t), c’est-à-dire

Op (a(τ − V (r), ξ))u = eitV (r)Op (a(τ), ξ)
(
e−itV (r)u(r, s, t)

)
,

ce qui démontre l’égalité (4.9).

4.2.3 Opérateurs pseudodifférentiels utiles pour la dimension deux et cal-
cul symbolique associé

Les fonctions considérées dans ce chapitre dépendent de deux variables d’espace, les coordonnées
locales r et s, ainsi que du temps t. Dans ce cadre, le calcul pseudodifférentiel bidimensionnel s’effectue
en considérant la transformée de Fourier partielle en (s, t) d’une fonction f(r, s, t). On note ξ la
covariable de s, et toujours τ la covariable de t. On a

F(s,t) (f(r, s, t)) (r, ξ, τ) =
1

4π2

∫
R

∫
R
f(r, s, t)e−itτe−isξdtds (4.10)

et on note usuellement F = F(s,t) dans cette partie. Un opérateur pseudodifférentiel P (r, s, t, ∂s, ∂t)
de symbole p(r, s, t, ξ, τ) est donc défini par

P (r, s, t, ∂s, ∂t)u(r, s, t) = F−1
(s,t)

(
p(r, s, t, ξ, τ)û(r, ξ, τ)

)
, (4.11)

soit
P (r, s, t, ∂s, ∂t)u(r, s, t) =

∫
R

∫
R
p(r, s, t, ξ, τ)û(r, ξ, τ)eitτeisξdτdξ (4.12)

où û = Fu.
L’homogénéité d’un opérateur pseudodifférentiel se lit désormais comme l’homogénéité de son

symbole par rapport au couple (ξ2, τ). Ainsi, ξ2 et τ sont considérés comme homogènes. Notons
E = (1, 2) le couple des degrés d’homogénéité associé. Ceci nous conduit à la définition suivante.

Définition 4.1. Une fonction f(r, s, t, ξ, τ) est dite E-quasi homogène d’ordre m si et seulement si,
pour tout µ > 0 et pour (ξ2, τ) 6= (0, 0), on a

f(r, s, t, µξ, µ2τ) = µm f(r, s, t, ξ, τ). (4.13)

Par exemple, l’opérateur dont le symbole est λ =
√
−τ − ξ2 est E-quasi homogène d’ordre 1 (par

rapport au couple (ξ2, τ)). On voit que la manière de considérer les ordres est légèrement différente
du cas unidimensionnel. Si l’homogénéité entre τ et ξ2 est respectée, alors l’ordre en espace du
symbole correspond à l’ordre d’homogénéité en ξ et à celui de τ en temps. Le calcul pseudodifférentiel
développé en ce sens a été introduit par R. Lascar [62] et notamment utilisé par A. Boutet de Monvel
et collaborateurs [32].
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Désormais, un opérateur pseudodifférentiel E-quasi homogène d’ordre m ∈ Z, noté A ∈ OPSmE est
défini comme un opérateur dont le symbole total a(r, s, t, ξ, τ) admet un développement asymptotique
en symboles E-quasi homogènes :

a(r, s, t, ξ, τ) ∼
+∞∑
j=0

am−j(r, s, t, ξ, τ), (4.14)

où les fonctions am−j , j ∈ N, sont E-quasi homogènes de degré m− j. La signification du symbole ∼
dans (4.14) est ici

∀m̃ ∈ N, a−
em∑
j=0

pm−j ∈ Sm−( em+1)
E . (4.15)

Un symbole a satisfaisant la propriété (4.14) est noté a ∈ SmE et l’opérateur associé A = Op(a) est
noté A ∈ OPSmE . Enfin, on note OPS−∞E l’intersection de toutes les classes OPSmE , m ∈ Z.

Pour P et Q deux opérateurs pseudodifférentiels de symboles respectifs p et q, et m ∈ Z, on notera

P = Q mod OPSmE (4.16)

ou de manière équivalente
p = q mod SmE (4.17)

si la différence des symboles vérifie
p− q ∈ SmE .

Enfin, la formule de composition de deux opérateurs A et B de symboles respectifs σ(A) et σ(B)
s’écrit en dimension deux

σ(AB) =
+∞∑
|α|=0

(−i)|α|
α!

∂α(ξ,τ)σ(A) ∂α(s,t)σ(B). (4.18)

De plus, si σ(A) ∈ SmE et σ(B) ∈ SnE , on a alors σ(AB) ∈ Sm+n
E . Dans (4.18), α est un multi-

indice (α1, α2). On utilise les conventions d’écriture classiques pour les multi-indices. En particulier,
la longueur |α| du multi-indice est définie comme la somme de ses composantes :

|α| = α1 + α2.

On étend également la définition de la factorielle à un multi-indice de la façon suivante :

α! = α1!α2!,

et on définit la dérivée par rapport au couple (ξ, τ) :

∂α(ξ,τ)λ = ∂α1
ξ ∂α2

τ λ(r, s, t, ξ, τ).

Ces classes d’opérateurs permettent de définir un calcul symbolique associé. Pour les opérateurs
ne dépendant que de la dérivée en temps, leur symbole au sens de ce calcul symbolique est le même
que celui qu’on avait déjà obtenu dans les classes associées en dimension une. Quant aux opérateurs
usuels faisant intervenir les dérivées partielles selon la variable s, ils ont pour symbole

σ(∂s) = iξ (4.19)

σ(∂2
s ) = −ξ2. (4.20)
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4.3 Les deux stratégies

En vue de construire le développement asymptotique de l’opérateur de DtN sur Σ, nous effec-
tuons une factorisation de Nirenberg de l’opérateur de Schrödinger en coordonnées généralisées (r, s),
donné par (4.8) . Ceci permet alors, comme dans le cas unidimensionnel, de séparer les opérateurs
pseudodifférentiels Λ− et Λ+ de type DtN qui caractérisent respectivement les parties rentrante et
sortante de l’onde. Deux stratégies se présentent selon qu’on effectue ou non un changement de jauge.
Nous allons déterminer dans chacun des deux cas l’opérateur de Schrödinger sur lequel s’effectuera
la factorisation.

4.3.1 Stratégie une ou méthode par changement de jauge

La première stratégie que nous envisageons consiste à effectuer le changement de jauge avant de
chercher une condition aux limites. Rappelons que le changement d’inconnue (4.4) permet d’obtenir
la CLT pour un potentiel V = V (t). On introduit la fonction de phase V

V(r, s, t) =
∫ t

0

Vr(r, s, σ)dσ, (4.21)

et on pose le changement de fonction inconnue

v(r, s, t) = e−iV(r,s,t)ũ(r, s, t). (4.22)

Alors, la nouvelle fonction v est solution de l’équation de Schrödinger à coefficients variables

i∂tv + ∂2
rv +

(
κr + 2i(∂rV)

)
∂rv + h−1∂s(h−1∂s) + 2i(∂sV)∂sv +Gv = 0, (4.23)

où G est l’opérateur d’ordre 0 égal à

G = iκr(∂rV) + i∂2
rV − (∂rV)2 + i∂2

sV − (∂sV)2 + ih−1(∂sh−1)(∂sV). (4.24)

Ainsi, après changement de jauge, la nouvelle fonction v est solution de l’équation de Schrödinger à
coefficients variables

L(r, s, t, ∂s, ∂t)v = 0, sur ΩT ,

où l’opérateur L est égal à

L = i∂t + ∂2
r +

(
κr + 2i(∂rV)

)
∂r + h−1∂s(h−1∂s) + 2i(∂sV)∂s +G. (4.25)

4.3.2 Stratégie deux ou méthode directe

La seconde stratégie considérée consiste à ne pas effectuer de changement de jauge. Dans ce cas,
on travaille tout simplement sur l’opérateur associé à l’équation (4.8), c’est-à-dire

L = i∂t + ∂2
r + κr∂r + h−1∂s(h−1∂s) + Vr. (4.26)

En contrepartie, on prendra en compte un terme lié au potentiel à l’intérieur du symbole principal
de l’opérateur Λ+.
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Remarque 4.1. Comme dans le cas unidimensionnel, la stratégie une et la stratégie deux diffèrent
en réalité sur deux critères. D’une part, le changement de jauge (4.22) n’est effectué que dans la
stratégie une, alors que dans la stratégie deux on travaille directement sur l’équation en u. Mais une
autre différence porte sur le choix du symbole principal. Dans la stratégie de la méthode directe, et
contrairement au cas du changement de jauge, on inclut dans le symbole principal des termes d’ordre
0 provenant du potentiel. Cette prise en compte du potentiel dès le symbole principal est censée
compenser l’absence de changement de jauge.

Suivant cette philosophie, on peut considérer une autre stratégie que l’on appelle stratégie zéro,
car il s’agit a priori d’une stratégie plus basique. Celle-ci consiste à ne faire ni changement de jauge,
ni inclusion du potentiel dans le symbole principal. Dans le cas de la dimension une, cette stratégie
n’avait pas été étudiée en détail car on avait montré qu’elle correspondait à une approximation de la
méthode directe, dans le cas |τ | grand, via un développement de Taylor. Dans le cas bidimensionnel,
nous verrons plus loin que ce sera encore le cas. C’est la raison pour laquelle nous ne nous attarderons
pas outre mesure sur cette stratégie. Néanmoins, c’est cette méthode qui est employée dans [10] et
[15].

4.3.3 Unification des stratégies

De manière unifiée, nous sommes donc amenés à chercher une condition aux limites approchée
pour l’équation de Schrödinger avec des coefficients variables A et B(

i∂t + ∂2
r + (κr +A) ∂r + h−1∂s(h−1∂s) +B

)
w = 0, sur ΩT , (4.27)

où les coefficients A et B et l’inconnue w diffèrent selon qu’on se trouve dans la stratégie une ou
deux. Pour le changement de jauge, l’inconnue est w = v = e−iVu et les coefficients sont

A = 2i(∂rV)

B = 2i(∂sV)∂s +G.
(4.28)

Pour la méthode directe, l’inconnue est w = u et les coefficients sont

A = 0

B = Vr.
(4.29)

Nous pouvons maintenant nous intéresser à déterminer l’asymptotique de l’opérateur correspondant
à l’onde rentrante associée à cette équation générique.

4.3.4 Obtention du système symbolique

L’opérateur L associé à l’équation générale (4.27) s’écrit

L = i∂t + ∂2
r + (κr +A) ∂r + h−1∂s(h−1∂s) +B (4.30)

où les opérateurs A et B sont donnés soit par (4.28), soit par (4.29). Nous avons le théorème de
factorisation suivant.

Théorème 4.33. Soit L l’opérateur de Schrödinger à coefficients variables défini par la relation
(4.30). Il existe deux opérateurs pseudodifférentiels classiques homogènes Λ± = Λ±(r, s, t, ∂s, ∂t) ∈
OPS1

E, réguliers par rapport à la variable d’espace r, et tels que

L(r, s, t, ∂s, ∂t) = (∂r + iΛ−)(∂r + iΛ+) +R (4.31)
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où R = R(r, s, t, ∂s, ∂t) est un opérateur régularisant de OPS−∞E . De plus, le symbole total λ± =
σ(Λ±) de Λ± admet un développement asymptotique en symboles E-quasi homogènes

σ(Λ±) = λ± ∼
+∞∑
j=0

λ±1−j (4.32)

où λ±1−j ∈ S1−j
E pour j ∈ N. Ces développements asymptotiques sont uniques une fois fixés les symboles

principaux respectifs λ±1 .

Démonstration. Pour démontrer ce théorème, on développe l’expression (4.31) de L et on regroupe
les termes en puissances décroissantes de ∂r

L = ∂2
r + iΛ−∂r + i∂rΛ+ − Λ−Λ+ +R.

En utilisant l’identité ∂rΛ+ = Λ+∂r +Op (∂rλ+), on en déduit

L = ∂2
r + i(Λ+ + Λ−)∂r + iOp

(
∂rλ

+
)
− Λ−Λ+ +R. (4.33)

On peut alors comparer (4.30) et (4.33) et identifier les termes de même ordre en ∂r dans les deux
expressions, modulo l’opérateur régularisant R d’ordre −∞. On obtient le système

i(Λ+ + Λ−) = κr +A

iOp
(
∂rλ

+
)
− Λ−Λ+ = i∂t + h−1∂s(h−1∂s) +B.

(4.34)

Or, le terme h−1∂s(h−1∂s) peut être développé de la façon suivante

h−1∂s(h−1∂s) = h−1h−1∂2
s + h−1∂s(h−1)∂s (4.35)

ce qui implique que le symbole de cet opérateur est

σ
(
h−1∂s(h−1∂s)

)
= −h−2ξ2 + ih−1∂s(h−1)ξ.

Par ailleurs, le symbole de la composée Λ−Λ+ étant donné par (4.18), le système (4.34) se traduit
finalement sur le plan symbolique par

i(λ+ + λ−) = κr + a

i∂rλ
+ −

+∞∑
|α|=0

(−i)α
α!

∂α(ξ,τ)λ
−∂α(s,t)λ

+ ∼ −τ − h−2ξ2 + ih−1(∂sh−1)ξ + b
(4.36)

où a = A et b = B désignent respectivement les symboles des opérateurs A et B. Dans le cas du
changement de jauge, on a

a = 2i(∂rV)

b = −2(∂sV)ξ + g
(4.37)

où g = G est l’opérateur d’ordre 0 défini par (4.24) ; pour la méthode directe, les symboles sont
donnés par

a = 0

b = Vr.
(4.38)

Il s’agit maintenant de déterminer le développement asymptotique en symboles E-quasi homogènes
du symbole total λ+. Ce développement asymptotique s’obtient en identifiant dans le système (4.36)
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les termes de même ordre d’homogénéité. Avant cela, il est possible de réduire le système (4.36) à
une seule inconnue, λ+. En effet, le terme a ne dépend que de r, s et t, mais ni de ξ, ni de τ . On
commence par extraire λ− de la première équation

λ− = −λ+ − iκr − ia. (4.39)

Cette expression est ensuite réinjectée dans la deuxième équation. Or, comme les termes κr et a ne
dépendent ni de τ ni de ξ, on a

∂α(ξ,τ)λ
− =

−λ
+ − iκr − ia si α = 0

−∂α(ξ,τ)λ
+ si |α| > 1.

Dans la somme infinie de la deuxième équation de (4.36), les termes s’écrivent donc

∂α(ξ,τ)λ
−∂α(s,t)λ

+ =

−λ
+λ+ − iκrλ+ − iaλ+ si α = 0

−∂α(ξ,τ)λ
+∂α(s,t)λ

+ si |α| > 1.

Ainsi, la deuxième équation de (4.36) devient

i∂rλ
+ + iκrλ

+ + iaλ+ +
+∞∑
|α|=0

(−i)|α|
α!

∂α(ξ,τ)λ
+∂α(t,r)λ

+ ∼ −τ − h−2ξ2 + ih−1(∂sh−1)ξ + b. (4.40)

C’est à cette équation unique que l’on fera désormais référence dans chaque stratégie pour le calcul
des λ+

1−j , j ∈ Z, et dans le but de déterminer une condition aux limites approchée.
Nous avons ici démontré que si les opérateurs Λ− et Λ+ existent vérifiant (4.31), alors le dévelop-

pement asymptotique en symboles homogènes de λ+ = σ(Λ+) est donné par (4.40), et celui de λ−

s’en déduit via l’équation (4.39). La preuve de l’existence de ces opérateurs est alors constructive,
et fait l’objet des paragraphes suivants : en se basant sur l’équation (4.40), on peut effectivement
déterminer le développement asymptotique de λ+ jusqu’à un ordre arbitraire.

La factorisation (4.31) indique que la partie réfléchie de la solution est donnée par w+ = (∂n +
iΛ+)w. La condition aux limites transparente s’écrit alors

w+ = (∂n + iΛ̃+)w = 0, sur ΣT , (4.41)

où l’opérateur pseudodifférentiel Λ̃+ est défini par

Λ̃+ = Λ+
|r=0. (4.42)

Tout comme Λ+, l’opérateur Λ̃+ est développable en symboles homogènes, et son développement est
donné par

σ
(

Λ̃+
)
∼

+∞∑
j=0

λ̃1−j (4.43)

où on a noté
λ̃1−j =

(
λ+

1−j
)
|r=0

(4.44)

le symbole évalué sur la frontière fictive. Par conséquent, déterminer l’opérateur Λ̃+ passe par le
calcul des symboles sur la frontière

(
λ+

1−j
)
|r=0

. On approche Λ̃+ en tronquant son développement
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asymptotique (4.43). Si on ne garde que lesM premiers termes (λ̃1−j)0≤j≤M−1, la condition approchée
d’ordre M s’écrit

∂nwM + i
M−1∑
j=0

Op
(
λ̃1−j

)
wM = 0, sur ΣT ,

où wM est alors solution approchée du problème (4.27). Dans le cas du changement de jauge, on
effectue ensuite le changement de variable inverse w = e−iVu pour exprimer la condition approchée
sur uM . Il s’agit donc de calculer les M premiers symboles du développement asymptotique de λ+,
pour chacune des deux stratégies, puis de se ramener sur la frontière en évaluant ces symboles en
r = 0.

La première étape, cruciale, consiste à déterminer le symbole principal, les autres symboles s’en
déduisant alors en suivant les règles du calcul symbolique.

4.3.5 Ajout de termes dans le symbole principal

Les termes apparaissant dans le membre de droite de (4.40) sont de trois types : les termes
d’ordre deux, qui figureront obligatoirement dans le symbole principal ; le ou les termes d’ordre 0,
de type potentiel, qui ne figureront dans le symbole principal que pour la stratégie deux ; et des
termes intermédiaires d’ordre 1, dont on peut se demander s’il faut les inclure ou non dans le symbole
principal (qu’on soit dans une stratégie de type une ou dans une stratégie de type deux). L’argument-
clé permettant de déterminer quels termes peuvent être inclus ou non dans le symbole principal est
le fait qu’il faut savoir quel signe sur λ+

1 garantit que l’onde soit sortante. De manière analogue au
cas 1D, nous avons le lemme suivant :

Lemme 4.34. Le symbole principal λ+
1 (s, t, ξ, τ) de Λ+ doit vérifier la condition :

Im
(
λ+

1 (s, t, ξ, τ)
)
≤ 0, pour |τ | � 1. (4.45)

Démonstration. Le principe de la preuve est le même que dans le cas unidimensionnel. Considérons
d’abord le cas d’un symbole total de la forme λ+ = λ+(ξ, τ), correspondant au cas de l’approximation
par le plan tangent. La condition aux limites artificielle en un point (x, y) de Γ, décrit par ses
coordonnées locales (r, s), s’écrit

∂rw(r, s, t) + iOp
(
λ+
)
w(r, s, t) = 0, pour t ∈ [0;T ].

La transformée de Fourier partielle en (s, t) de cette équation conduit, par définition du symbole d’un
opérateur, à

∂rŵ(r, ξ, τ) + iλ+(ξ, τ)ŵ(r, ξ, τ) = 0, (ξ, τ) ∈ R2. (4.46)

L’intégration de cette équation différentielle en r mène à :

ŵ(r, ξ, τ) = Ae−iλ
+(ξ,τ)r pour (ξ, τ) ∈ R2.

Une condition d’intégrabilité L2 sur Ω, pour les fréquences dans la zone hyperbolique H (cf. page
211), entrâıne que Re(−iλ+) ≤ 0. Or le premier terme étant prépondérant dans l’asymptotique de λ+,
cette condition entrâıne en première approximation que Re(−iλ+

1 ) ≤ 0. Comme Re(−iλ+
1 ) = Im(λ+

1 ),
on en déduit la condition (4.45).
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Si maintenant λ+ = λ+(r, s, t, ξ, τ) dépend aussi de r, s et t, on raisonne à τ grand et on a,
asymptotiquement

λ+(r, s, t, ξ, τ) ∼|τ |→∞ λ+(r0, s0, t0, ξ, τ),

où les points r0, s0 et t0 sont quelconques. De la même manière, on obtient sur λ+(x0, t0, τ), puis
sur λ+

1 (x0, t0, τ) la condition nécessaire Im(λ+
1 (r0, s0, t0, ξ, τ)) ≤ 0 pour |τ | grand. On en déduit

(4.45).

Remarque 4.2. Cette preuve est naturelle lorsque le symbole total ne dépend que de ξ et de τ , mais le
passage à un symbole général est assez formel. En fait, une façon rigoureuse d’écrire les choses serait
d’adapter les notions présentées dans [8] sur la propagation de singularités pour des opérateurs quasi
homogènes, en utilisant les bicaractéristiques sortantes pour un domaine convexe. Mais formellement,
les conclusions sont les mêmes.

Dès lors, on peut ajouter dans λ+
1 :

– des termes réels (comme par exemple le potentiel), sans restriction de signe ;
– des termes complexes à condition qu’ils soient de partie imaginaire signée : un terme complexe

de partie imaginaire positive conduira à choisir pour λ+
1 le signe moins devant la racine carrée,

alors qu’un terme de partie imaginaire négative conduira à choisir le signe plus. Si, en revanche,
la partie imaginaire du terme complexe ajouté n’a pas de signe fixé, alors aucun des deux choix
de signe sur la racine carrée ne permet de distinguer l’onde sortante. Cette possibilité est donc
écartée.

4.4 La stratégie une : changement de jauge

Dans cette stratégie, on a effectué le changement d’inconnue (4.22) et on doit résoudre l’équation
(4.40) :

i∂rλ
+ + iκrλ

+ − 2(∂rV)λ+ +
+∞∑
|α|=0

(−i)|α|
α!

∂α(ξ,τ)λ
+∂α(t,r)λ

+

∼ −τ − h−2ξ2 + ih−1(∂sh−1)ξ − 2(∂sV)ξ + g, (4.47)

avec
g = iκr∂rV + i∂2

rV − (∂rV)2 + i∂2
sV − (∂sV)2 + ih−1∂sh

−1∂sV.

4.4.1 Choix du symbole principal

La première question qui se pose concerne le choix du symbole principal. Comme on l’a dit, cela
conditionne la suite du calcul symbolique. On obtient le symbole principal en résolvant l’équation
portant sur les termes d’ordre deux de (4.47). Dans le membre de gauche, l’unique terme d’ordre
deux est (

λ+
1

)2
.

Cependant, divers points de vue existent pour considérer le terme d’ordre deux du membre de droite.
Au sens strict, le terme d’ordre deux est constitué de

−τ − h−2ξ2,



196 CHAPITRE 4. DIMENSION DEUX ET POTENTIEL VARIABLE

ce qui conduit à un symbole principal égal à

λ+
1 = ±

√
−τ − h−2ξ2.

La caractérisation de l’onde sortante permet ensuite de choisir le bon signe. Néanmoins, une approche
non homogène permet d’englober dans la lecture des termes d’ordre deux, et donc dans le symbole
principal λ+

1 , tout ou partie des termes d’ordre inférieur, comme cela a été effectué dans le cas de la
méthode directe en dimension une en choisissant le symbole principal λ+

1/2 = −
√
−τ + V . Initialement,

il y a donc de nombreuses possibilités pour choisir le symbole principal, selon qu’on y inclut ou non
les termes ih−1(∂sh−1)ξ et/ou −2(∂sV)ξ et/ou g. Or, pour garantir que λ+

1 corresponde à l’onde
sortant du domaine, il faut s’assurer que la condition (4.45) soit vérifiée, ce qui interdit d’introduire
sous la racine carrée des termes complexes dont la partie imaginaire n’est pas signée. Ce critère
permet d’éliminer la possibilité d’inclure les premier et troisième termes mentionnés ci-dessus, qui
sont complexes et dont la partie imaginaire n’a pas un signe fixé. En revanche, on peut envisager
d’ajouter −2∂sVξ, puisque ce terme est réel. Il reste finalement deux possibilités pertinentes :

λ+
1 = −

√
−τ − h−2ξ2 (4.48)

et

λ+
1 = −

√
−τ − h−2ξ2 − 2∂sVξ. (4.49)

La différence notable entre le symbole (4.49) et tous les autres symboles qui seront envisagés, est que
le symbole (4.49) évalué en r = 0 comprend toujours un terme en ξ :

λ̃1 = −
√
−τ − ξ2 − 2(∂sV)ξ.

Or, ce terme est porté par une dérivée tangentielle de la fonction de phase V. Ce terme est donc a
priori d’amplitude relativement faible, car dans la plupart des cas étudiés, les variations du potentiel
sont plus importantes dans la direction normale que dans la direction tangentielle. Le cas extrême
est celui du potentiel radial V (r, t), pour lequel on a ∂sV = 0. Ainsi, l’information contenue dans le
terme 2(∂sV)ξ est assez limitée. Sans supprimer ce terme, on peut toutefois raisonnablement envisager
de repousser sa prise en compte au symbole suivant. Ce faisant, on ne l’inclut pas dans le symbole
principal, mais il interviendra dans l’expression de λ+

0 , lorsqu’on identifiera dans l’équation les termes
d’ordre 1. Ceci correspond précisément au choix effectué en prenant (4.48) comme symbole principal.

Une seule asymptotique sera donc considérée pour la méthode de changement de jauge, celle
donnée par (4.48). Deux approches sont ensuite dérivées pour chaque stratégie, l’une basée sur un
développement de Taylor des symboles à haute fréquence |τ |, l’autre basée sur les racines carrées
d’opérateurs et leur approximation par approximants de Padé.

4.4.2 Calcul des symboles

Le symbole principal λ+
1 étant fixé par (4.48), on calcule successivement les symboles suivants

en se basant sur les règles du calcul symbolique en dimension deux. Tous les calculs sont effectués
formellement. Pour déterminer λ+

0 , on lit les termes d’ordre 1 dans l’équation (4.47)

i∂rλ
+
1 + iκrλ

+
1 − 2(∂rV)λ+

1 + 2λ+
1 λ

+
0 − i∂ξλ+

1 ∂sλ
+
1 = ih−1∂sh

−1ξ
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d’où on extrait λ+
0

λ+
0 = − i

2
κr + ∂rV +

1
2λ+

1

(
−i∂rλ+

1 + i∂ξλ
+
1 ∂sλ

+
1 + ih−1∂sh

−1ξ − 2∂sVξ
)
,

ce qui conduit à

λ+
0 = − i

2
κr + ∂rV −

i

2
h−1(∂sh−1)ξ√
−τ − h−2ξ2

+
(∂sV) ξ√
−τ − h−2ξ2

− i

2
h−3(∂rh)ξ2

−τ − h−2ξ2
+
i

2
h−5(∂sh)ξ3√
−τ − h−2ξ2

3 . (4.50)

On poursuit en calculant λ+
−1 puis λ+

−2. La longueur des calculs étant croissante, nous ne détaillons pas
ici les expressions de ces symboles. Nous donnons seulement l’expression des λ̃j , qui sont l’évaluation
en r = 0 des λ+

j , et constituent l’asymptotique de Λ̃+

λ̃1 = −
√
−τ − ξ2, (4.51)

λ̃0 = − i
2
κ+ ∂nV +

(∂sV)ξ√
−τ − ξ2

− i

2
κξ2

−τ − ξ2
(4.52)

λ̃−1 = −1
8

κ2√
−τ − ξ2

− 1
2

(∂sκ)ξ√
−τ − ξ2

− 1
2
i∂2
sV − (∂sV)2√
−τ − ξ2

− 1
2

(i∂2
sV − (∂sV)2)ξ2√
−τ − ξ2

3 ,

− 3
4

ξ2κ2√
−τ − ξ2

3 − i
κ(∂sV)ξ3

(−τ − ξ2)2
− 1

2
(∂sκ)ξ3

(−τ − ξ2)2
− 5

8
κ2ξ4√
−τ − ξ2

5 , (4.53)

λ̃−2 =
i

8
κ3

−τ − ξ2
+
i

8
∂2
sκ

−τ − ξ2
− i

4
∂nV

−τ − ξ2
− 1

2
(∂sκ)(∂sV)
−τ − ξ2

+ . . . . (4.54)

Remarque 4.3. Compte tenu du nombre important de termes qui constituent λ̃−2, nous ne les avons
pas tous indiqués. Les termes qui composent le symbole λ̃−2 sont tous E-quasi homogènes d’ordre −2,
mais ils peuvent s’exprimer aussi bien comme le ratio d’un symbole d’ordre 0 par un symbole d’ordre
−2, ou le ratio d’un symbole d’ordre 1 par un symbole d’ordre−3, etc. En revanche, leur point commun
est que les termes contenant τ n’interviennent qu’au dénominateur. Dans l’approche Taylor qui suivra,
on effectue un développement de Taylor à |τ | grand des symboles, et pour la condition d’ordre quatre
(ordre le plus élevé considéré ici), on ne garde que les termes d’ordre τ−1 et supérieurs. Or, les termes
non écrits dans l’expression de λ̃−2 ont un dénominateur de la forme

√
−τ − ξ2

3
, (−τ − ξ2)2, etc, qui

conduit donc à des termes d’ordre τ−3/2, τ−2, etc, dans le développement de Taylor en τ , et qui ne
seront donc pas pris en compte pour la condition d’ordre quatre. Finalement, les termes non explicités
n’interviennent pas pour l’écriture des conditions aux limites jusqu’à l’ordre quatre, dans l’approche
Taylor. Ces termes sont également inutiles pour l’approche Padé, car cette dernière étant plus précise
que l’approche Taylor (puisqu’on n’effectue pas d’approximation asymptotique sur le symbole), nous
écrirons des conditions aux limites d’ordre moins élevé qui ne feront intervenir que λ̃1 et λ̃0.

Les symboles étant donnés par (4.51)–(4.54), on obtient la condition aux limites d’ordre M ,
M ∈ {1, 2, 3, 4}, pour v, donnée par

∂nv + i
M−1∑
j=0

Op
(
λ̃1−j

)
v = 0, sur ΣT .

En revenant à u, on obtient la CLA d’ordre M

∂nu− i∂nVu+ ieiV
M−1∑
j=0

Op
(
λ̃1−j

) (
e−iVu

)
= 0, sur ΣT , (4.55)



198 CHAPITRE 4. DIMENSION DEUX ET POTENTIEL VARIABLE

où V est la fonction de phase. L’étape suivante consiste à interpréter les opérateurs Op
(
λ̃j

)
de

manière à traduire la condition aux limites (4.55) sur le plan symbolique en une condition aux limites
explicite en termes d’opérateurs.

Nous effectuons cette interprétation dans le cadre de deux approches différentes, l’une basée sur un
développement de Taylor à |τ | grand des symboles, l’autre basée sur les racines carrées d’opérateurs,
et leur approximation par approximants de Padé.

4.4.3 Interprétation des CLA et approche par développement de Taylor

Dans cette approche, qui est celle considérée dans [10, 15], on vise à obtenir des opérateurs qui res-
teront non locaux en temps, mais seront localisés en espace. Pour cela, on effectue un développement
asymptotique des symboles pour |τ | � ξ2. On note

λ̃1−j =
(
λ̃1−j

)
(α)

+O
(
|τ |α−1/2

)
, (4.56)

où
(
λ̃1−j

)
(α)

désigne la troncature du développement de Taylor de λ̃1−j en se limitant aux termes

d’ordres supérieurs ou égaux à α. De manière générale, on appellera condition d’ordre M la condition
aux limites

∂nu− i∂nVu+ ieiV
+∞∑
j=0

Op

((
λ̃1−j

)
(1−M/2)

)(
e−iVu

)
∼ 0, sur ΣT .

En réalité, la somme est une somme finie, puisque les termes d’ordre 1 −M/2 ne se retrouvent que
dans les λ̃j , avec 1 ≤ j ≤ 2−M . La condition d’ordre M s’écrit donc

∂nu− i∂nVu+ ieiV
M−1∑
j=0

Op

((
λ̃1−j

)
(1−M/2)

)(
e−iVu

)
= 0, sur ΣT . (4.57)

On la note ABCM1,T dans la suite, l’indice 1 faisant référence à la première stratégie, et l’indice T à
l’approche par développement de Taylor. En utilisant les symboles λ̃1, λ̃0, λ̃−1 et λ̃−2, on peut donc
écrire quatre conditions aux limites, de la condition d’ordre un

∂nu− i∂nVu+ ieiVOp

((
λ̃1

)
(1/2)

)(
e−iVu

)
= 0, sur ΣT ,

à la condition d’ordre quatre

∂nu− i∂nVu+ ieiVOp

((
λ̃1

)
(−1)

+
(
λ̃0

)
(−1)

+
(
λ̃−1

)
(−1)

+
(
λ̃−2

)
(−1)

)(
e−iVu

)
= 0, sur ΣT .

Puisque nous avons les développements asymptotiques suivants

λ̃1 = −
√
−τ +

ξ2

2
√−τ + O

(
1

τ3/2

)
,

λ̃0 = − i
2
κ+ ∂nV +

∂sVξ√−τ +
i

2
κξ2

τ
+ O

(
1
τ2

)
,

λ̃−1 = −κ
2

8
1√−τ −

1
2
i∂2
sV − (∂sV)2

√−τ +
1
2
∂sκξ

τ
+ O

(
1

τ3/2

)
,

λ̃−2 =
i

4
∂nV

τ
− i

8
∂2
sκ

τ
− i

8
κ3

τ
+

1
2
∂sκ∂sV

τ
+ O

(
1

τ3/2

)
,
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on en déduit les symboles tronqués

(
λ̃1

)
(−1)

= −
√
−τ +

ξ2

2
√−τ ,(

λ̃0

)
(−1)

= − i
2
κ+ ∂nV +

∂sVξ√−τ +
i

2
κξ2

τ
,(

λ̃−1

)
(−1)

= −κ
2

8
1√−τ −

1
2
i∂2
sV − (∂sV)2

√−τ +
1
2
∂sκξ

τ
,(

λ̃−2

)
(−1)

=
i

4
∂nV

τ
− i

8
∂2
sκ

τ
− i

8
κ3

τ
+

1
2
∂sκ∂sV

τ
.

Ecrivons à présent la condition d’ordre quatre (les conditions d’ordres inférieurs s’en déduisent
aisément) pour la fonction v

∂nv − iOp
(√
−τ
)
v +

κ

2
v + i∂nVv − iOp

((
κ2

8
− ξ2

2
− ∂sVξ +

1
2

(i∂2
sV − (∂sV)2)

)
1√−τ

)
v

+Op

((
−κξ

2

2
+
i∂sκξ

2
+
κ3

8
+
∂2
sκ

8
− ∂nV

4
+
i∂sκ∂sV

2

)
1
τ

)
v = 0 (4.58)

On revient ensuite à u en utilisant le changement d’inconnue v = e−iVu (et notamment eiV∂nv =
∂nu− i∂nVu) pour obtenir

∂nu− ieiVOp
(√
−τ
) (
e−iVu

)
+
κ

2
u

− ieiVOp
((

κ2

8
− ξ2

2
− ∂sVξ +

1
2

(i∂2
sV − (∂sV)2)

)
1√−τ

)(
e−iVu

)
+ eiVOp

((
−κξ

2

2
+
i∂sκξ

2
+
κ3

8
+
∂2
sκ

8
− ∂nV

4
+
i∂sκ∂sV

2

)
1
τ

)(
e−iVu

)
= 0 (4.59)

Il reste à interpréter les opérateurs dont les symboles interviennent ci-dessus. Ici, le laplacien surfacique
∆Σ est un opérateur à coefficients constants sur la surface Σ, puisque ∆Σ = (∆r)|r=0 (le laplacien
surfacique correspond à l’évaluation sur la frontière du laplacien exprimé dans le repère local). Comme
on travaille en deux dimensions, et qu’on peut utiliser un paramétrage global de la surface, il reste
uniquement ∆Σ = ∂2

s . Ceci ne serait plus vrai en dimension trois. Nous avons donc finalement les
correspondances

Op
(
−ξ2

)
= ∆Σ,

Op (−ξ) = i∂s,

Op
(
−κξ2 + i∂sκξ

)
= κ∂2

s + ∂sκ∂s = ∂s (κ∂s) .

Par ailleurs, les symboles en τ s’interprètent comme dans le cas de la dimension une

Op
(
−i
√
−τ
)

= e−iπ/4∂1/2
t ,

Op

( −i√−τ
)

= −eiπ/4I1/2
t ,

Op

(
1
τ

)
= iIt.
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Ceci nous permet d’expliciter la condition d’ordre quatre donnée par

∂nu+ e−iπ/4eiV∂1/2
t

(
e−iVu

)
+
κ

2
u

− eiπ/4eiV
(
κ2

8
+

∆Σ

2
+ i∂sV∂s +

1
2

(i∂2
sV − (∂sV)2)

)
I

1/2
t

(
e−iVu

)
+ ieiV

(
∂s(κ∂s)

2
+
κ3 + ∂2

sκ

8
− ∂nV

4
+
i∂sκ∂sV

2

)
It
(
e−iVu

)
= 0

Cependant, en vue de l’étude du caractère bien posé du problème avec cette condition aux limites,
on recherche la forme la plus symétrique possible pour la condition aux limites. Ceci nous amène à
symétriser le terme dépendant du potentiel

∂nV

4
,

en écrivant comme dans le cas unidimensionnel

∂nV = sg(∂nV )
√
|∂nV |

√
|∂nV |.

On retiendra donc la condition d’ordre quatre, notée ABC4
1,T , donnée par

∂nu+ e−iπ/4eiV∂1/2
t

(
e−iVu

)
+
κ

2
u

− eiπ/4eiV
(
κ2

8
+

∆Σ

2
+ i∂sV∂s +

1
2

(i∂2
sV − (∂sV)2)

)
I

1/2
t

(
e−iVu

)
+ ieiV

(
∂s(κ∂s)

2
+
κ3 + ∂2

sκ

8
+
i∂sκ∂sV

2

)
It
(
e−iVu

)
− i sg(∂nV )

4

√
|∂nV |eiVIt

(√
|∂nV |e−iVu

)
= 0. (4.60)

On peut évidemment en extraire les conditions d’ordres inférieurs. Ces conditions seront discrétisées en
utilisant les convolutions discrètes associées aux opérateurs ∂1/2

t , I1/2
t et It. L’ensemble des conditions

aux limites est rappelé dans la proposition 4.35.

Proposition 4.35. Dans la stratégie une ou changement de jauge, et suivant l’approche par déve-
loppement de Taylor, les conditions aux limites d’ordre M sont données par

∂nu+ ΛM1,Tu = 0, sur ΣT , (4.61)

où les opérateurs ΛM1,T sont définis sur ΣT par

Λ2
1,Tu = e−iπ/4eiV∂1/2

t

(
e−iVu

)
+
κ

2
u, (4.62)

Λ3
1,Tu = Λ2

1,Tu− eiπ/4eiV
(
κ2

8
+

∆Σ

2
+ i∂sV∂s +

1
2

(i∂2
sV − (∂sV)2)

)
I

1/2
t

(
e−iVu

)
, (4.63)

Λ4
1,Tu = Λ3

1,Tu+ ieiV
(
∂s(κ∂s)

2
+
κ3 + ∂2

sκ

8
+
i∂sκ∂sV

2

)
It
(
e−iVu

)
− i sg(∂nV )

4

√
|∂nV | eiVIt

(√
|∂nV | e−iVu

)
, (4.64)

et où la fonction de phase V est donnée par

V(x, y, t) =
∫ t

0

V (x, y, σ) dσ.

Ces conditions sont nommées ABCM1,T dans la suite.
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4.4.4 Interprétation des CLA et approche par approximants de Padé

On peut également écrire la condition aux limites en gardant les symboles exacts et en suivant une
approche par approximants de type Padé. Ici, on appellera simplement condition aux limites d’ordre
M la condition obtenue en retenant les M premiers symboles :

∂nu− i∂nV + ieiV
M−1∑
j=0

Op
(
λ̃1−j

) (
e−iVu

)
= 0, sur ΣT .

On note cette condition ABCM1,P . Comme les symboles contiennent plus d’information que dans l’ap-
proche Taylor, puisqu’on les garde intacts, on pourra se permettre (arbitrairement ici) en contrepartie
d’en retenir moins. On utilisera donc dans cette stratégie des conditions d’ordre moins élevé. La condi-
tion d’ordre deux prenant en compte les deux premiers symboles λ̃1 et λ̃0 s’écrit

∂nv − iOp
(√
−τ − ξ2

)
v +

κ

2
v − ∂nVv + iOp

(
∂sVξ√
−τ − ξ2

)
v +

1
2
Op

(
κξ2

−τ − ξ2

)
v = 0. (4.65)

On revient à u en effectuant le changement de variable inverse

∂nu− ieiVOp
(√
−τ − ξ2

) (
e−iVu

)
+
κ

2
u

+ eiVOp

(
i∂sVξ√
−τ − ξ2

)(
e−iVu

)
+

1
2
eiVOp

(
κξ2

−τ − ξ2

)(
e−iVu

)
= 0 (4.66)

On a les correspondances symboles/opérateurs suivantes, sur l’intersection de leurs domaines de
définition respectifs :

Op
(√
−τ − ξ2

)
=
√
i∂t + ∆Σ,

Op

(
iξ√
−τ − ξ2

)
= ∂s (i∂t + ∆Σ)−1/2 = (i∂t + ∆Σ)−1/2

∂s,

Op

(
ξ2

−τ − ξ2

)
= −∆Σ (i∂t + ∆Σ)−1 = − (i∂t + ∆Σ)−1 ∆Σ. (4.67)

Ici, comme les symboles des opérateurs à identifier ne dépendent ni de s, ni de t, ces correspondances
sont exactes, contrairement à ce qu’on observera pour la stratégie deux. Ainsi, nous avons la condition
aux limites d’ordre deux

∂nu− ieiV
√
i∂t + ∆Σ

(
e−iVu

)
+
κ

2
u+ ∂sVeiV∂s (i∂t + ∆Σ)−1/2 (

e−iVu
)

− κ

2
eiV (i∂t + ∆Σ)−1 ∆Σ

(
e−iVu

)
= 0. (4.68)

On en déduit bien sûr la condition d’ordre un par troncature. Compte tenu de la complexité des
termes mis en jeu, et de leur précision supposée, nous ne développerons pas ici les conditions d’ordre
supérieur pour l’approche Padé. Ces conditions aux limites sont résumées dans la proposition 4.36.

Proposition 4.36. Dans la stratégie une ou changement de jauge, et suivant l’approche Padé, les
conditions aux limites d’ordre M sont données par

∂nu+ ΛM1,Pu = 0, sur ΣT (4.69)
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où les opérateurs ΛM1,P sont définis sur ΣT par

Λ1
1,Pu = −ieiV

√
i∂t + ∆Σ

(
e−iVu

)
, (4.70)

Λ2
1,Pu = Λ1

1,Pu+
κ

2
u+ ∂sVeiV∂s (i∂t + ∆Σ)−1/2 (

e−iVu
)
− κ

2
eiV (i∂t + ∆Σ)−1 ∆Σ

(
e−iVu

)
. (4.71)

Ces conditions sont nommées ABCM1,P dans la suite.

Remarque 4.4. Compte tenu de (4.67), deux formulations équivalentes sont possibles pour le sym-
bole λ+

−2, soit ∆Σ (i∂t + ∆Σ)−1, soit (i∂t + ∆Σ)−1 ∆Σ. Cependant, si ces expressions correspondent
bien au même opérateur, nous faisons le choix d’utiliser la deuxième formulation pour des raisons
d’implémentation numérique. Nous verrons au paragraphe 4.9.3 que, compte tenu de la présence de
la courbure dans les opérateurs, cette deuxième écriture s’adapte beaucoup mieux à la définition des
fonctions auxiliaires et à la formulation variationnelle éléments finis pour les approximants de Padé.
C’est ce critère qui nous permet de faire ici le choix de la formulation à retenir.

4.5 La stratégie deux : méthode directe

Dans cette stratégie, on travaille directement sur l’équation (4.8) et on doit résoudre l’équation
en λ+ donnée par (4.40)

i∂rλ
+ + iκrλ

+ +
+∞∑
|α|=0

(−i)|α|
α!

∂α(ξ,τ)λ
+∂α(t,r)λ

+ ∼ −τ − h−2ξ2 + ih−1(∂sh−1)ξ + Vr. (4.72)

4.5.1 Calcul des symboles

Commençons par déterminer le symbole principal. Ceci se fait en lisant les termes d’ordre deux
de (4.72). Comme pour le changement de jauge, se pose la question de savoir quels termes d’ordre
deux du membre de droite de (4.72) doivent être retenus. Le principe de la méthode directe est de
compenser l’absence de changement de jauge par la prise en compte du potentiel dès le symbole
principal. On exclut donc de facto le choix λ+

1 = ±
√
−τ − h−2ξ2 (qui correspond à ce qu’on a appelé

la stratégie zéro dans la remarque 4.1, et conduirait à des conditions aux limites moins précises). Par
ailleurs, l’inclusion du terme ih−1∂sh

−1ξ reste exclue pour des questions de signe. Il ne reste pour le
symbole principal que la possibilité

λ+
1 = ∓

√
−τ − h−2ξ2 + Vr. (4.73)

Le signe de λ+
1 est déterminé pour correspondre à l’onde sortante. Le radicande −τ − h−2ξ2 + Vr

est un réel, donc sa racine carrée est un complexe de partie imaginaire soit nulle (si le radicande est
positif), soit positive (si le radicande est négatif). Ceci assure qu’il faut choisir le signe moins pour
que λ+

1 ait une partie imaginaire négative. Le symbole principal est donc

λ+
1 = −

√
−τ − h−2ξ2 + Vr. (4.74)

On accède ensuite à λ+
0 en lisant les termes d’ordre 1 dans (4.72). Ceux-ci sont, a priori, solutions

de l’équation

i∂rλ
+
1 + iκrλ

+
1 + 2λ+

1 λ
+
0 = ih−1(∂sh−1)ξ.
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Or, compte tenu de la forme non homogène de λ+
1 , le terme ∂rλ+

1 est lui-même somme de deux termes
d’homogénéités différentes, respectivement 1 et −1

∂rλ
+
1 =

∂r(h−1)ξ2

2
√
−τ − h−2ξ2 + Vr

− ∂rVr

2
√
−τ − h−2ξ2 + Vr

.

On utilisera la notation (
∂rλ

+
1

)
1

pour repérer la partie de ∂rλ+
1 qui est d’ordre 1, et de même avec la partie d’ordre −1. Avec ces

notations, l’équation portant sur les termes d’ordre 1 s’écrit

i
(
∂rλ

+
1

)
1

+ iκrλ
+
1 + 2λ+

1 λ
+
0 = ih−1(∂sh−1)ξ.

Quant au terme
(
∂rλ

+
1

)
−1

d’ordre −1 qui n’a pas été utilisé ici, il faudra bien sûr le prendre en
compte dans l’équation concernant les termes d’ordre −1, lors du calcul de λ+

−2. Ainsi, il faut étudier
en détail tous les termes de chaque équation pour sélectionner ceux qui correspondent réellement à
un ordre donné. Cette procédure ne peut évidemment pas être automatisée, c’est le point délicat de
cette méthode. Finalement, on obtient pour λ+

0

λ+
0 = − i

2
κr +

i

4
(∂rh−2)ξ2

−τ − h−2ξ2 + ih−1(∂sh−1)ξ + Vr
− i

4
h−2(∂sh−2)ξ3√

−τ − h−2ξ2 + ih−1(∂sh−1)ξ + Vr
3 .

On calcule ainsi λ+
−1 et λ+

−2, puis on évalue les symboles λ+
j en r = 0 pour obtenir les symboles

associés à Λ̃+. On obtient

λ̃1 = −
√
−τ − ξ2 + V , (4.75)

λ̃0 = − i
2
κ− i

2
κξ2

−τ − ξ2 + V
, (4.76)

λ̃−1 = −1
8

κ2√
−τ − ξ2 + V

− 1
2

∂sκξ

−τ − ξ2 + V
− 3

4
κ2ξ2√

−τ − ξ2 + V
3 −

1
2

∂sκξ
3

(−τ − ξ2 + V )2

− 5
8

κ2ξ4√
−τ − ξ2 + V

5 , (4.77)

λ̃−2 =
−i
4

∂nV

−τ − ξ2 + V
+
i

8
∂2
sκ

τ − ξ2 + V
+
i

8
κ3

τ − ξ2 + V
+

13i
8

κ∂sκξ√
τ − ξ2 + V

3 +
i∂sV ξ√

τ − ξ2 + V
3

+
13i
8

κ3ξ2

(τ − ξ2 + V )2
+

3i∂2
sκξ

2

(τ − ξ2 + V )2
+

19iκ∂sκξ3√
τ − ξ2 + V

5 +
5i∂2

sκξ
4

(τ − ξ2 + V )3

+
27i
8

κ3ξ4

(τ − ξ2 + V )3
+

25iκ∂sκξ5√
τ − ξ2 + V

7 +
15i
8

κ3ξ6

(τ − ξ2 + V )4
. (4.78)

Les symboles étant donnés par (4.75)–(4.78), on obtient la condition aux limites d’ordre M ,
M ∈ {1, 2, 3, 4} par

∂nu+ i

M−1∑
j=0

Op
(
λ̃1−j

)
u = 0, sur ΣT . (4.79)

L’étape suivante consiste à interpréter les opérateurs Op
(
λ̃j

)
de manière à expliciter la condition

aux limites (4.55) sur le plan symbolique en une condition aux limites explicite en termes d’opéra-
teurs. Comme auparavant, deux approches sont considérées, selon qu’on effectue un développement
asymptotique à |τ | grand des symboles ou que les opérateurs sont calculés par approximants de Padé
formels.
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4.5.2 Interprétation des CLA et approche par développement de Taylor

Dans cette approche, on effectue un développement asymptotique à |τ | grand des symboles λ̃1, λ̃0,
λ̃−1 et λ̃−2. En reprenant les notations (4.56), on obtient les développements asymptotiques tronqués
à l’ordre −1 en τ (

λ̃1

)
(−1)

= −
√
−τ +

(
ξ2

2
− V

2

)
1√−τ , (4.80)(

λ̃0

)
(−1)

= − i
2
κ+

i

2
κξ2

τ
, (4.81)(

λ̃−1

)
(−1)

= −1
8

κ2

√−τ +
1
2
∂sκξ

τ
, (4.82)(

λ̃−2

)
(−1)

=
i

4
∂nV

τ
− i

8
∂2
sκ

τ
− i

8
κ3

τ
. (4.83)

On peut alors écrire la condition aux limites d’ordre quatre, en termes de symboles

∂nu+ i
3∑
j=0

Op

((
λ̃1−j

)
(−1)

)
u = 0, sur ΣT ,

soit

∂nu− iOp
(√
−τ
)
u+

κ

2
u− iOp

((
κ2

8
+
−ξ2

2
+
V

2

)
1√−τ

)
u

+Op

((
−κξ

2

2
+
i∂sκξ

2
+
κ3

8
+
∂2
sκ

8
− ∂nV

4

)
1
τ

)
u = 0

En utilisant les mêmes correspondances que dans la stratégie une, cette condition s’interprète

∂nu+ e−iπ/4∂1/2
t u+

κ

2
u− eiπ/4

(
κ2

8
+

∆Σ

2
+
V

2

)
I

1/2
t u

+ i

(
∂s(κ∂s)

2
+
κ3

8
+
∂2
sκ

8
− ∂nV

4

)
Itu = 0

Comme pour la stratégie du changement de jauge, il importe d’avoir une condition aux limites la plus
symétrique possible. Pour s’assurer du caractère bien posé de l’équation, on prend soin de symétriser

les deux termes dépendant du potentiel,
V

2
et
∂nV

4
, en écrivant

V = sg(V )
√
|V |
√
|V |

et

∂nV = sg(∂nV )
√
|∂nV |

√
|∂nV |

La condition aux limites qui en résulte est notée ABC4
2,T . On peut évidemment en extraire les condi-

tions d’ordre inférieur. L’ensemble des conditions aux limites est résumé dans la proposition 4.37.

Proposition 4.37. Dans la stratégie deux ou méthode directe, et suivant l’approche par développe-
ment de Taylor, les conditions aux limites d’ordre M sont données par

∂nu+ ΛM2,Tu = 0, sur ΣT , (4.84)
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où les opérateurs ΛM2,T sont définis sur ΣT par

Λ1
2,Tu = e−iπ/4∂1/2

t u, (4.85)

Λ2
2,Tu = Λ1

2,Tu+
κ

2
u, (4.86)

Λ3
2,Tu = Λ2

2,Tu− eiπ/4
(
κ2

8
+

∆Σ

2

)
I

1/2
t u− eiπ/4 sg(V )

2

√
|V | I1/2

t

(√
|V |u

)
, (4.87)

Λ4
2,Tu = Λ3

2,Tu+ i

(
∂s(κ∂s)

2
+
κ3 + ∂2

sκ

8

)
Itu− i

sg(∂nV )
4

√
|∂nV | It

(√
|∂nV |u

)
. (4.88)

Ces conditions sont nommées ABCM2,T dans la suite.

On remarquera la forme symétrique des opérateurs Λ3
2,T et Λ4

2,T .

Remarque 4.5. On retrouve ici les mêmes conditions aux limites que celles auxquelles on aboutit
dans la stratégie zéro, ce qui justifie que l’on n’ait pas détaillé cette stratégie. Comme dans le cas
unidimensionnel, on observe que la stratégie zéro n’est qu’un sous-cas de la méthode directe puisque
ses symboles cöıncident avec ceux obtenus en effectuant un développement de Taylor à |τ | grand des
symboles de la stratégie deux (pour laquelle on a incorporé le potentiel dans le symbole principal).
La stratégie deux est donc plus précise sur le plan symbolique tandis que les conditions aux limites
de la stratégie zéro cöıncident avec les conditions issues de la combinaison de la stratégie deux avec
l’approche Taylor.

4.5.3 Interprétation des CLA et approche par approximants de Padé

Si on effectue une approche Padé des conditions aux limites, on obtient la condition d’ordre une
en prenant en compte seulement λ̃1

∂nu− iOp
(√
−τ − ξ2 + V

)
u = 0 (4.89)

et la condition d’ordre deux prenant en compte λ̃1 et λ̃0

∂nu− iOp
(√
−τ − ξ2 + V

)
u+

κ

2
u+

1
2
Op

(
κξ2

−τ − ξ2 + V

)
u = 0. (4.90)

De même que dans le cas du changement de jauge, on retient ici moins de symboles que dans l’approche
Taylor, ce qui est compensé par le fait que les symboles contiennent davantage d’information. En vue
d’implémenter ces conditions aux limites, il est nécessaire d’interpréter les opérateurs mis en jeu. Le
lemme suivant donne les équivalences nécessaires.

Lemme 4.38. Nous avons les équivalences suivantes :

Op
(√
−τ − ξ2 + V

)
∼
√
i∂t + ∆Σ + V mod OPS−1

E (4.91)

et
Op

(
κξ2

−τ − ξ2 + V

)
∼ −κ (i∂t + ∆Σ + V )−1 ∆Σ mod OPS−3

E . (4.92)

Démonstration. Considérons la première équivalence (4.91). On pose A =
√
i∂t + ∆Σ + V , qui est un

opérateur d’ordre 1 en (ξ2, τ). Il admet donc un développement asymptotique sous la forme

σ(A) ∼
+∞∑
j=0

σ1−j ,
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où les symboles σ1−j sont asymptotiquement homogènes d’ordre 1− j, j ∈ Z. On va déterminer cette
asymptotique grâce à la formule de composition puisque

A2 = i∂t + ∆Σ + V = Op
(
−τ − ξ2 + V

)
. (4.93)

Par ailleurs, on a

σ(A2) ∼
+∞∑
|α|=0

(−i)|α|
α!

∂α(ξ,τ)σ(A)∂α(s,t)σ(A). (4.94)

Par comparaison du symbole mis en jeu dans (4.93) et de l’expression (4.94), on détermine un à un
les symboles σ1−j , j ∈ Z. L’identification des termes d’ordre deux conduit à −τ − ξ2 + V = σ2

1 , d’où
le symbole principal

σ1 =
√
−τ − ξ2 + V .

L’identification des termes d’ordre 1 conduit ensuite à 0 = σ1σ0 + σ0σ1, d’où σ0 = 0. De même,
on a 0 = 2σ1σ−1 + σ2

0 − i∂ξσ1∂sσ1 et ainsi σ−1 = 0. Enfin, les termes d’ordre −1 conduisent à
2σ1σ−2 = i∂ξσ1∂sσ1, ce qui donne

σ−2 = − i
4

(∂sV )ξ√
−τ − ξ2 + V

3 .

Finalement, le début de l’asymptotique de A est

σ(
√
i∂t + ∆Σ + V ) ∼

√
−τ − ξ2 + V − i

4
ξ∂sV√

−τ − ξ2 + V
3 + . . .

On en déduit sans surprise que
√
−τ − ξ2 + V est le symbole principal deA et on a de plus l’estimation

σ(
√
i∂t + ∆Σ + V ) =

√
−τ − ξ2 + V mod S−1

E

et donc (4.91) au niveau des opérateurs.
On procède de la même manière pour montrer (4.92) en introduisant B = (i∂t + ∆Σ + V )−1.

C’est un opérateur d’ordre −2, dont le symbole total admet le développement asymptotique

σ(B) =
+∞∑
j=0

σ−2−j

Par ailleurs, puisque l’on a σ(B−1) = σ(i∂t + ∆Σ + V ) = −τ − ξ2 + V , on a l’identité

1 = σ(BB−1) =
+∞∑
|α|=0

(−i)|α|
α!

∂α(ξ,τ)σ(B)∂α(s,t)σ(B−1).

La lecture des termes d’ordre 0 conduit à 1 = σ−2σ(B−1) = σ−2(−τ − ξ2 + V ), d’où

σ−2 =
1

−τ − ξ2 + V
.

On obtient ensuite les équations 0 = σ−3σ(B−1) d’où σ−3 = 0, puis 0 = σ−4σ(B−1), d’où σ−4 = 0.
Enfin, les termes d’ordre −3 conduisent à σ−5σ(B−1) = i∂ξσ−2∂sσ(B−1), d’où

σ−5 =
2i∂sV ξ

(−τ − ξ2 + V )3
.
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On en déduit l’asymptotique de l’opérateur inverse

σ
(

(i∂t + ∆Σ + V )−1
)
∼ 1
−τ − ξ2 + V

+
2i∂sV ξ

(−τ − ξ2 + V )3
+ . . . .

Nous pouvons à présent déterminer l’asymptotique du symbole de l’opérateur−κ (i∂t + ∆Σ + V )−1 ∆Σ.
La fonction κ ne dépendant que de s et t, on a dans un premier temps

σ
(
−κ (i∂t + ∆Σ + V )−1 ∆Σ

)
= −κσ

(
(i∂t + ∆Σ + V )−1 ∆Σ

)
.

Puis, la formule de composition permet d’écrire

−κσ
(

(i∂t + ∆Σ + V )−1 ∆Σ

)
= − κ

+∞∑
|α|=0

(−i)|α|
α!

∂α(ξ,τ)σ
(

(i∂t + ∆Σ + V )−1
)
∂α(s,t)σ (∆Σ)

= κ ξ2 σ
(

(i∂t + ∆Σ + V )−1
)

puisque tous les termes de la somme sont nuls pour |α| ≥ 1. Ainsi, on a

σ
(
−κ (i∂t + ∆Σ + V )−1 ∆Σ

)
∼ κ ξ2

−τ − ξ2 + V
+

2iκ∂sV ξ3

(−τ − ξ2 + V )3
+ . . . .

Le symbole
κξ2

−τ − ξ2 + V
s’interprète finalement comme le symbole principal de l’opérateur

−κ (i∂t + ∆Σ + V )−1 ∆Σ, ce qui permet d’écrire (4.92).

Du lemme 4.38, on déduit les nouvelles conditions aux limites de la stratégie deux, notées ABCM2,P ,
et résumées dans la proposition 4.39.

Proposition 4.39. Dans la stratégie deux ou méthode directe, et suivant l’approche par approximants
de Padé, les conditions aux limites d’ordre M sont données par

∂nu+ ΛM2,Pu = 0, sur ΣT , (4.95)

où les opérateurs ΛM2,P sont définis sur ΣT par

Λ1
2,Pu = −i

√
i∂t + ∆Σ + V u (4.96)

Λ2
2,Pu = Λ1

2,Pu+
κ

2
u− κ

2
(i∂t + ∆Σ + V )−1 ∆Σu (4.97)

Ces conditions sont nommées ABCM2,P dans la suite.

Remarque 4.6. On pourrait vouloir encore écrire la condition d’ordre trois en prenant en compte
le symbole λ̃−1. Cependant, il faut prendre garde au fait que l’approximation (4.91) est faite à
un opérateur d’ordre −1 près, soit du même ordre que λ̃−1. On ne peut donc pas à la fois faire
l’approximation (4.91) et ajouter λ̃−1 sans prendre un minimum de précautions. En fait, il faudrait
approcher λ̃1 en utilisant non pas (4.91), mais une version plus détaillée de (4.91) incluant le terme
d’ordre −1. Comme nous avons calculé σ−1, nous savons que√

−τ − ξ2 + V ∼ σ
(√

i∂t + ∆Σ + V
)

+
i

4
∂sξ√

−τ − ξ2 + V
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et cette égalité est vraie à un symbole d’ordre au plus −2 près (pour avoir l’ordre exact, il faudrait
poursuivre le calcul des termes pour connâıtre l’ordre du premier terme non nul). Il faudrait alors
utiliser une égalité du type

Op
(√
−τ − ξ2 + V

)
∼
√
i∂t + ∆Σ + V +

i

4
Op

(
∂sξ√

−τ − ξ2 + V

)

nécessitant d’expliciter le deuxième opérateur intervenant dans le second membre.

Comme nous considérons que les deux premiers symboles contiennent déjà beaucoup d’information
du fait de la présence du potentiel, nous ne considérerons que la condition d’ordre deux ABC2

2,P et
n’écrirons pas les conditions d’ordre supérieur dans le cadre de l’approche Padé, pour la méthode
directe.

Remarque 4.7. Nous avons vu au paragraphe 4.2.2 que dans le cas d’un potentiel indépendant du
temps et radial, on avait correspondance entre la méthode de changement de jauge et la méthode
directe. Cela doit donc se retrouver entre les conditions ABCM1,P et ABCM2,P de l’approche Padé. C’est
effectivement le cas, aussi bien pour les conditions d’ordre un que pour celles d’ordre deux. En effet,
pour un potentiel V = V (r), la condition ABC1

2,P reste donnée par (4.96), tandis que la condition
ABC1

1,P est donnée par

∂nu− ieitV (r)
√
i∂t + ∆Σ

(
e−itV (r)u

)
= 0 sur Σ, (4.98)

puisque V(r, t) = tV (r). Or, le symbole de l’opérateur
√
i∂t + ∆Σ est −τ − ξ2, qui ne dépend ni de s

ni de t. Le lemme 4.32 s’applique donc, et assure que la condition (4.98) est équivalente à ABC1
2,P . Il

en va de même pour l’ordre deux. En effet, étant donné que ∂sV = 0, la condition ABC2
1,P est dans

ce cas donnée par

∂nu− ieitV (r)
√
i∂t + ∆Σ

(
e−itV (r)u

)
+
κ

2
u− κ

2
eitV (r) (i∂t + ∆Σ)−1 ∆Σ

(
e−itV (r)u

)
= 0,

et le lemme 4.32 s’applique encore puisque −ξ2

−τ−ξ2 ne dépend ni de s ni de t. Du point de vue théorique,
les conditions ABCM1,P et ABCM2,P sont donc équivalentes lorsque le potentiel est de la forme V = V (r).

En ce qui concerne l’approche Taylor, le développement de Taylor et la troncature du dévelop-
pement sont susceptibles d’avoir brisé cette équivalence, c’est la raison pour laquelle on ne peut pas
constater cette équivalence entre les conditions ABCM1,T et ABCM2,T pour un potentiel radial.

4.6 Les conditions aux limites sans potentiel

Des deux sections précédentes, on extrait les conditions sans potentiel, qui sont les conditions
qu’on obtiendrait pour résoudre l’équation en l’absence de potentiel. On remarque que pour V = 0,
les conditions ABCM1,T et ABCM2,T cöıncident pour M ∈ {2, 3, 4}. De manière analogue, les conditions
ABCM1,P et ABCM2,P cöıncident pour M = 1 et M = 2 (ce qui n’est qu’un cas particulier du potentiel
radial). Finalement, le changement de jauge et la méthode directe cöıncident. On obtient donc deux
familles de CLA sans potentiel, celles approchées par développement de Taylor, notées ABCM0,T et
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données par

ABC2
0,T : ∂nu+ e−iπ/4∂1/2

t u+
κ

2
u = 0, (4.99)

ABC3
0,T : ∂nu+ e−iπ/4∂1/2

t u+
κ

2
u− eiπ/4

(
κ2

8
+

∆Σ

2

)
I

1/2
t u = 0, (4.100)

ABC4
0,T : ∂nu+ e−iπ/4∂1/2

t u+
κ

2
u− eiπ/4

(
κ2

8
+

∆Σ

2

)
I

1/2
t u+ i

(
∂s (κ∂s)

2
+
κ3 + ∂2

sκ

8

)
Itu = 0,

(4.101)

et celles approchées par approximants de Padé, notées ABCM0,P et données par

ABC1
0,P : ∂nu− i

√
i∂t + ∆Σ u = 0, (4.102)

ABC2
0,P : ∂nu− i

√
i∂t + ∆Σ u+

κ

2
u− κ

2
(i∂t + ∆Σ)−1 ∆Σ u = 0. (4.103)

Les conditions ABCM0,T obtenues à l’aide de l’approche Taylor cöıncident avec les conditions aux
limites développées dans [15] pour l’équation sans potentiel. Avant d’étudier le cas des conditions
artificielles avec potentiel, ces conditions sans potentiel seront testées au paragraphe 4.10.1.

4.7 Obtention d’estimations a priori

4.7.1 Principe

Nous disposons de plusieurs familles de conditions aux limites, celles issues du changement de
jauge, et celles issues de la méthode directe, avec à chaque fois une formulation de type Taylor et une
formulation de type Padé. Toutes ces conditions sont résumées dans les propositions 4.35, 4.36, 4.37
et 4.39 pour les conditions ABCM1,T , ABCM1,P , ABCM2,T et ABCM2,P respectivement.

Dans [15], pour l’équation sans potentiel, des conditions aux limites ont été construites suivant
une approche qui correspond, dans le cas d’un potentiel nul, à la stratégie deux développée ici. Les
symboles ont ensuite été approchés suivant un développement de Taylor à |τ | grand, comme pour
l’obtention des conditions ABCM2,T . Pour les conditions ainsi obtenues, le résultat suivant est démontré
dans [15].

Proposition 4.40. On considère u0 ∈ L2(Ω) et u la solution du problème
(i∂t + ∆u) = 0, dans Ω× R+∗

∂nu+ TMu = 0, sur Σ× R+∗

u(x, 0) = u0(x), dans Ω
(4.104)

où les opérateurs TM sont définis sur Σ× R+∗ par

T 1u = e−iπ/4∂1/2
t u, T 2u = T 1u+

κ

2
u,

T 3u = T 2u− eiπ/4
(
κ2

8
+

∆Σ

2

)
I

1/2
t u,

T 4u = T 3u+ i

(
κ3

8
+

1
2
∂s(κ∂s) +

∂2
sκ

8

)
Itu.

Alors, u est unique et définie sur C
(
[0;T ], L2(Ω)

)
. De plus, u vérifie l’inégalité d’énergie

∀t ∈ [0;T ], ‖u(t)‖L2(Ω) ≤ ‖u0‖L2(Ω). (4.105)
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L’idée est de généraliser cette proposition aux conditions aux limites de même type incluant un
potentiel, c’est-à-dire les conditions ABCM1,T ou ABCM2,T . Si on observe la forme des opérateurs ΛM1,T
et ΛM2,T , il semble relativement facile de généraliser la proposition 4.40 à Λ2

1,T , compte tenu de la
symétrie de cet opérateur, mais le problème semble plus compliqué pour Λ3

1,T compte tenu du terme
i∂2
sV − (∂sV)2 qui n’a pas de signe particulier, ce qui peut être un obstacle important dans la preuve.

Le sort de Λ4
1,T est lié à celui de Λ3

1,T .

Les opérateurs liés à la deuxième stratégie sont plus proches encore des opérateurs TM , puisqu’il
n’y a pas de changement de variable. Il s’agit d’étudier dans quelle mesure les termes ajoutés par le
potentiel ne perturbent pas la preuve d’unicité. Comme Λ1

2,T = T 1 et Λ2
2,T = T 2, le résultat pour

ces opérateurs est immédiat (cela montre à quel point cette condition semble peu précise, puisqu’elle
ne tient pas du tout compte du potentiel). Les opérateurs Λ3

2,T et Λ4
2,T sont modifiés respectivement

d’un terme V et d’un terme ∂nV par rapport à T 3 et T 4. Notre étude portera surtout sur l’influence
de ces deux termes.

Nous aurons besoin du lemme suivant, basé sur [25].

Lemme 4.41. Soient ϕ ∈ H1/4
(
[0; t], L2(Σ)

)
et ψ ∈ L2

(
[0; t], L2(Σ)

)
et des fonctions étendues à 0

sur R \ [0; t]. Alors on a∫
R×Σ

ϕ(s, t′) ∂1/2
t′ ϕ(s, t′)dt′dΣ ∈ eiπ/4R+ ∪ e−iπ/4R+, (4.106)∫

R×Σ

ψ(s, t′) I1/2
t′ ψ(s, t′)dt′dΣ ∈ eiπ/4R+ ∪ e−iπ/4R+, (4.107)∫

R×Σ

ψ(s, t′) It′ψ(s, t′)dt′dΣ ∈ iR. (4.108)

Démonstration. On rappelle que τ et ξ désignent respectivement les covariables de Fourier de t′

et s. Notons û la transformée de Fourier de u. Remarquons tout d’abord que pour un opérateur
pseudodifférentiel général P (s, t′, ∂s, ∂t) de symbole p(s, t′, ξ, τ), on a l’identité suivante∫

R×Σ

ϕ(s, t′)P (s, t′, ∂s, ∂t)ϕ(s, t′) dt′dΣ =
∫

R×R
p(s, t′, ξ, τ)|ϕ̂(ξ, τ)|2dτdξ. (4.109)

En effet, le théorème de Plancherel permet d’écrire∫
R×Σ

ϕ(s, t′)Pϕ(s, t′) dt′dΣ =
∫

R×R
F (ϕ)(ξ, τ)F

(
P ϕ(s, t′)

)
(ξ, τ) dτdξ.

Or par définition du symbole d’un opérateur, on a

F
(
P ϕ(s, t′)

)
(ξ, τ) = σ (P ) ϕ̂(ξ, τ) = p(s, t′, ξ, τ)ϕ̂(ξ, τ),

d’où l’égalité (4.109)∫
R×Σ

ϕ(s, t′)Pϕ(s, t′) dt′dΣ =
∫

R×R
ϕ̂(ξ, τ)p(s, t′, ξ, τ)ϕ̂(ξ, τ) dt′dΣ =

∫
R×R

p(s, t′, ξ, τ)|ϕ̂(ξ, τ)|2dτdξ.

On applique ensuite ce résultat à ∂1/2
t′ dont le symbole est

√
iτ . Il faut déterminer la partie du plan

complexe dans laquelle varie ce symbole. Or, pour τ positif on a
√
iτ = eiπ/4

√
τ , et pour τ négatif,√

iτ = e−iπ/4
√−τ , d’où la propriété (4.106) annoncée.



4.7. OBTENTION D’ESTIMATIONS A PRIORI 211

On procède de même pour les opérateurs I1/2
t′ et It′ , dont les symboles (formels) sont respective-

ment
σ
(
I

1/2
t′

)
=

1√
iτ

qui varie dans le même domaine que
√
iτ , d’où le résultat (4.107), et

σ (It′) =
1
iτ

qui varie dans iR. D’où le dernier résultat (4.108).

Le lemme 4.41 est l’élément de base qui nous permettra d’établir des estimations a priori pour
les conditions aux limites ABCM1,T et ABCM2,T .

Rappelons également que les conditions aux limites ont été construites dans un régime haute-
fréquence. Nous considérons la définition suivante (E représente toujours le couple (1, 2)).

Définition 4.2. On définit la zone E-quasi hyperbolique comme l’ensemble H des points (s, t, ξ, τ)
tels que

H = {(s, t, ξ, τ),−τ − ξ2 > 0} (4.110)

La construction des conditions aux limites artificielles est alors effectuée sous l’hypothèse micro-
locale que les points (s, t, ξ, τ) se trouvent dans H. Cette hypothèse caractérise la partie propagative
de l’onde. Elle assure également que les symboles manipulés jusqu’ici, de la forme 1√

−τ−ξ2
notam-

ment, ne sont pas singuliers en-dehors de l’origine, puisque la parabole définie par τ = −ξ2 ne fait
pas partie du domaine de travail H. Deux autres régions peuvent également être définies : la zone
E-quasi elliptique E donnée par

E = {(s, t, ξ, τ),−τ − ξ2 < 0},

qui correspond à la partie évanescente de l’onde (exponentiellement décroissante), et la zone E-quasi
glancing qui est l’ensemble complémentaire G de E ∪ H. Cette dernière région est réduite à {0} si
l’onde u n’est pas tangentiellement incidente à Σ. Dans ce travail, nous supposons toujours que les
fréquences sont définies dans la zone E-quasi hyperbolique H. Cette hypothèse n’est pas toujours
valide, mais elle est vérifiée si nous supposons que la partie évanescente de l’onde est nulle et que E
est en conséquence réduite à {0}.
Remarque 4.8. Les conditions aux limites de l’approche Padé sont exclues de cette étude car de telles
estimations ne peuvent être obtenues par la même méthode. A l’heure actuelle, on ne sait pas obtenir
de telles estimations pour les CLA approchées par approximants de Padé, mais comme mentionné
dans le cas unidimensionnel, des pistes se trouvent peut-être dans [93].

4.7.2 Estimations a priori pour les conditions ABCM
2,T

Pour les conditions de la famille ABCM2,T , on a le résultat suivant.

Théorème 4.42. Soit u0 ∈ L2(Ω) une donnée initiale à support compact dans Ω. Soit V ∈ C∞(R2×
R+,R) un potentiel à valeurs réelles. On note u ∈ C([0;T ], H1(Ω)) une solution du problème avec
donnée initiale et condition aux limites

i∂tu+ ∆u+ V u = 0, dans ΩT ,

∂nu+ ΛM2,Tu = 0, sur ΣT ,

u(x, 0) = u0(x), sur Ω

(4.111)
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où les opérateurs ΛM2,T , M ∈ {1, 2, 3, 4}, sont définis dans la proposition 4.37. Alors, u satisfait
l’inégalité d’énergie suivante :

∀t > 0, ‖u(t)‖L2(Ω) ≤ ‖u0‖L2(Ω) (4.112)

pour M = 1 et M = 2. De plus, cette inégalité est également satisfaite pour M = 3 sous réserve que
V reste positif sur Σ, et pour M = 4 sous l’hypothèse supplémentaire que sg(∂nV ) est constant sur Σ
au cours du temps. En particulier, ceci implique l’unicité de la solution u du problème avec donnée
initiale et condition aux limites (4.111).

Démonstration. Soit T̃ ∈]0;T ]. Notons x = (x, y) ∈ R2. On commence par étendre u à une fonction
ũ définie sur R de la façon suivante

ũ(·, t) =

{
u(·, t) pour t ∈ [0; T̃ ]
0 pour t ∈]−∞; 0[∪]T̃ ; +∞[.

Au sens des distributions, on obtient :

∂tũ(x, t) =

{
∂tu(x, t)− u(x, T̃ )δT̃ (t) + u0(x)δ0(t), t ∈ [0; T̃ ]
0, t ∈]−∞; 0[∪]T̃ ; +∞[

∆ũ(x, t) =

{
∆u(x, t), t ∈ [0; T̃ ]
0, t ∈]−∞; 0[∪]T̃ ; +∞[

∂nũ+ ΛM2,T ũ = 0.

La fonction ũ vérifie alors l’équation

i∂tũ+ ∆ũ+ V ũ = −iu(x, T̃ )δT̃ + iu0(x)δ0(t), sur Ω× R

En multipliant cette équation par −iũ(x, t), on obtient

ũ∂tũ− iũ∆ũ− iũV ũ = −u(x, T̃ )ũδT̃ (t) + u0(x)ũδ0(t).

On intègre par parties sur Ω∫
Ω

ũ∂tũ dΩ− i
∫

Σ

ũ ∂nũ dΣ + i

∫
Ω

|∇ũ|2dΩ− i
∫

Ω

V |ũ|2dΩ

= −
∫

Ω

u(x, T̃ )ũ δT̃ (t)dΩ +
∫

Ω

u0(x)ũ δ0(t)dΩ (4.113)

puis on prend la partie réelle de cette expression en tenant compte du fait que V est un potentiel réel∫
Ω

∂t
|ũ|2
2
dΩ−Re

(
i

∫
Σ

∂nũũ dΣ
)

= −Re
(∫

Ω

u(x, T̃ )ũδT̃ (t)dΩ
)

+Re
(∫

Ω

u0(x)ũδ0(t)dΩ
)

(4.114)

On intègre ensuite pour t ∈ R. Les termes du second membre deviennent∫
R

∫
Ω

u(x, T̃ )ũ(x, t)δT̃ (t)dΩdt =
∫

Ω

u(x, T̃ )
∫

R
ũ(x, t)δT̃ (t)dtdΩ =

∫
Ω

u(x, T̃ )ũ(x, T̃ )dΩ = ‖u(T̃ )‖2L2(Ω)

puisque ũ(x, T̃ ) = u(x, T̃ ), et∫
R

∫
Ω

u0(x)ũ(x, t)δ0(t)dΩdt =
∫

Ω

u0(x)ũ(x, 0) dΩ = ‖u0‖2L2(Ω),
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car ũ(x, 0) = u(x, 0) = u0(x). Par ailleurs, puisque ũ est nulle en ±∞, nous avons∫
Ω

∫
R
∂t
|ũ|2
2
dtdΩ =

∫
Ω

[ |ũ(x, t)|2
2

]+∞

−∞
= 0.

Finalement, après intégration en temps de (4.114), il reste

Re
(
i

∫
Σ×R

ũ ∂nũ dΣdt
)

= ‖u(T̃ )‖2 − ‖u0‖2 (4.115)

pour tout T̃ ∈ [0;T ], et où ∂nũ est donné par la condition aux limites choisie. Par abus de notation,
on notera désormais u à la place de ũ, tout en gardant à l’esprit que u est nulle en-dehors de [0; T̃ ].

Considérons pour commencer la condition d’ordre deux ABC2
2,T donnée par l’opérateur (4.86). La

condition aux limites est constituée de deux termes :∫
Σ×R

iu ∂nu dΣdt = −ie−iπ/4
∫

Σ×R
u ∂

1/2
t u dΣdt− i

2

∫
Σ×R

κ |u|2 dΣdt (4.116)

dont il faut étudier le signe de la partie réelle. Pour cela, on utilise le résultat (4.106) du lemme 4.41.
Ainsi, le premier terme de (4.116) varie dans varie dans R− ∪ iR−, donc est de partie réelle négative.
Comme le deuxième terme est imaginaire pur, le résultat (4.112) est prouvé pour la condition d’ordre
deux.

Considérons maintenant la condition d’ordre quatre ABC4
2,T donnée par l’opérateur (4.88). La

condition aux limites se décompose en sept termes Aj , 1 ≤ j ≤ 7, ordonnés de la manière suivante∫
Σ×R

iu∂nu dΣdt =
∫

Σ×R

(
−ie−iπ/4u∂1/2

t u+ ieiπ/4u
∆Σ

2
I

1/2
t u

)
dΣdt− i

2

∫
Σ×R

κ |u|2 dΣdt

+ ieiπ/4
∫

Σ×R

κ2

8
u I

1/2
t u dΣdt+ ieiπ/4

∫
Σ×R

sg(V )
2

√
|V |u I1/2

t

(√
|V |u

)
dΣdt

+
1
2

∫
Σ×R

u ∂s(κ∂s)Itu dtΣdt+
∫

Σ×R

κ3 + ∂2
sκ

8
u Itu dΣdt

−
∫

Σ×R

sg(∂nV )
4

√
|∂nV |u It

(√
|∂nV |u

)
dΣdt

=
7∑
j=1

Aj .

(4.117)
Il faut donc étudier le signe de la partie réelle des termes Aj . Pour cela, on utilisera à plusieurs
reprises l’identité (4.109). Nous avons

A1 =
∫

R×R
|û(ξ, τ)|2σ

(
−ie−iπ/4∂1/2

t + ieiπ/4
∆Σ

2
I

1/2
t

)
dξdτ.

Or, on a également

a1(ξ, τ) := σ

(
−ie−iπ/4∂1/2

t + ieiπ/4
∆Σ

2
I

1/2
t

)
=
−i
2

(
2e−iπ/4

√
iτ + eiπ/4

ξ2

√
iτ

)
.

Pour τ > 0, on a
√
iτ = eiπ/4

√
τ et donc

a1(ξ, τ) =
−i
2

(
2
√
τ +

ξ2

√
τ

)
.
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Le symbole a1(ξ, τ) est ainsi imaginaire pur dans ce cas. Pour τ < 0, on écrit
√
iτ = e−iπ/4

√−τ et
on a

a1(ξ, τ) =
−i
2

(
−2i
√
−τ + i

ξ2

√−τ

)
= −
√
−τ +

1
2

ξ2

√−τ =
1

2
√−τ

(
τ + τ + ξ2

)
.

Or, nous travaillons dans la zone de fréquences E-quasi hyperbolique H, dans laquelle τ + ξ2 < 0.
En conséquence, le réel a1(ξ, τ) vérifie a1(ξ, τ) < τ

2
√−τ < 0 et sa partie réelle est donc bien négative.

Finalement, on a Re(A1) ≤ 0. Le terme A2 est imaginaire pur. Le terme A3 vérifie

A3 = ieiπ/4
∫

R×R
|û(ξ, τ)|2a3(ξ, τ)dξdτ,

où
a3(ξ, τ) = σ

(
κ2

8
I

1/2
t

)
=
κ2

8
1√
iτ

∈ eiπ/4R+ ∪ e−iπ/4R+.

On en déduit que A3 varie dans R− ∪ iR+, et est donc bien de partie réelle négative. Comme on
fait l’hypothèse que V reste positif sur Σ, donc sg(V ) est constant égal à 1, on peut réécrire A4 en
appliquant l’identité de Plancherel en temps

A4 = ieiπ/4
∫

Σ

1
2

∫
R

√
|V |u I1/2

t

(√
|V |u

)
dtdΣ,

= ieiπ/4
∫

Σ

1
2

∫
R

∣∣∣Ft(
√
|V |u)

∣∣∣2 (s, τ)
1√
iτ
dτdΣ.

Ici, on a appliqué le lemme 4.41 mais en travaillant uniquement sur l’intégrale en temps, et en prenant
la transformée de Fourier seulement en temps. L’intégrale sur τ varie dans eiπ/4R+ ∪ e−iπ/4R+, donc
A4 ∈ R− ∪ iR+ et A4 est bien de partie réelle négative.

Les trois termes suivants proviennent de l’ajout de la condition d’ordre quatre. On va montrer
que sous l’hypothèse faite sur le signe de ∂nV , ils sont tous imaginaires purs. Le premier d’entre
eux, A5, est traité en effectuant une intégration par parties sur la courbe fermée Σ et en utilisant la
commutativité de It et de ∂s.∫

Σ

u ∂s(κ∂sItu) dΣ = −
∫

Σ

∂suκ∂sItu dΣ = −
∫

Σ

∂suκ It(∂su) dΣ

d’où

A5 =
1
2

∫
Σ×R

∂suκIt (∂su) dΣdt =
1
2

∫
R×R

∣∣∣∂̂su(ξ, τ)
∣∣∣2 κ

iτ
dξdτ.

Comme κ est réel, le terme A5 est imaginaire pur. Le terme A6 est imaginaire pur également puisque

A6 =
∫

R×R
|û(ξ, τ)|2κ

3 + ∂2
sκ

8
1
iτ
dξdτ.

Enfin, pour A7 on considère l’intégrale en temps

A7 = −
∫

Σ

sg(∂nV )
4

∫
R

√
|∂nV |u It

(√
|∂nV |u

)
dtdΣ

= −
∫

Σ

sg(∂nV )
4

∫
R

∣∣∣Ft(
√
|∂nV |u)(s, τ)

∣∣∣2 1
iτ
dτdΣ

qui est imaginaire pure. Finalement, on a

Re
(
i

∫
Σ×R

ũ ∂nũ dΣdt
)
≤ 0,
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et donc, pour tout temps T̃ ∈ [0;T ], ‖u(T̃ )‖L2(Ω) ≤ ‖u0‖L2(Ω), ce qui achève la preuve pour M = 4.
Enfin, pour obtenir la preuve à l’ordre trois, il suffit de supprimer les termes A5, A6 et A7 provenant

de l’ordre quatre.

4.7.3 Estimations a priori pour les conditions ABCM
1,T

Pour les conditions de la famille ABCM1,T , on a le théorème suivant.

Théorème 4.43. Soit u0 ∈ L2(Ω) une donnée initiale à support compact dans Ω. Soit V ∈ C∞(R2×
R+,R) un potentiel à valeurs réelles. On note u ∈ C([0;T ], H1(Ω)) une solution du problème avec
donnée initiale et condition aux limites

i∂tu+ ∆u+ V u = 0, dans ΩT ,

∂nu+ ΛM1,Tu = 0, sur ΣT ,

u(x, 0) = u0(x), sur Ω

(4.118)

où les opérateurs ΛM1,T , M ∈ {2, 3, 4} sont définis dans la proposition 4.35. Alors, u satisfait l’inégalité
d’énergie suivante :

∀t > 0, ‖u(t)‖L2(Ω) ≤ ‖u0‖L2(Ω) (4.119)

pour M = 2. De plus, si le potentiel V est radial : V (r, s, t) = V (r, t), et que le domaine de calcul est
radial également, alors l’inégalité d’énergie (4.119) est satisfaite également pour M = 3, et M = 4
si on suppose également que sg(∂nV ) ne dépend pas du temps sur Σ. En particulier, ceci implique
l’unicité de la solution u du problème avec donnée initiale et condition aux limites (4.118).

Démonstration. On considère tout d’abord la condition d’ordre deux pour un potentiel général
V (r, s, t). Le début de la preuve est exactement le même que celui de la preuve du théorème 4.43,
jusqu’à l’égalité (4.115). On considère maintenant pour condition aux limites la condition d’ordre
deux ABC2

1,T décrite par l’opérateur (4.62). On obtient∫
Σ×R

iu∂nu dΣdt = −ie−iπ/4
∫

Σ×R
eiVu ∂1/2

t

(
e−iVu

)
dΣdt− i

2

∫
Σ×R

κ|u|2dΣdt. (4.120)

Le deuxième terme est clairement imaginaire pur. Quant au premier, le résultat (4.106) assure qu’il
varie dans R− ∪ iR−, ce qui achève la preuve pour M = 2.

Supposons à présent que le potentiel V = V (r, t) est radial. Alors la fonction de phase V est
radiale aussi. Comme le domaine de calcul est également supposé radial, la frontière Σ de Ω cöıncide
avec une ligne de niveau de V, ce qui implique que la dérivée curviligne ∂sV est nulle. L’opérateur
Λ2

1,T est inchangé, mais comme ∂sV = 0, les opérateurs Λ3
1,T et Λ4

1,T deviennent respectivement

Λ3
1,Tu = Λ2

1,Tu− eiπ/4eiV
(
κ2

8
+

∆Σ

2

)
I

1/2
t

(
e−iVu

)
,

Λ4
1,Tu = Λ3

1,Tu+ ieiV
(
∂s(κ∂s)

2
+
κ3 + ∂2

sκ

8

)
It
(
e−iVu

)
− i

4
sg(∂nV )

√
|∂nV | eiVIt

(√
|∂nV | e−iVu

)
,

en prenant soin d’écrire Λ4
1,T sous sa forme symétrique. La condition d’ordre trois conduit à l’étude

des termes∫
Σ×R

iu∂nu dΣdt =
∫

Σ×R

(
−ie−iπ/4eiVu ∂1/2

t

(
e−iVu

)
+ ieiπ/4eiVu

∆Σ

2
I

1/2
t

(
e−iVu

))
dΣdt

− i

2

∫
Σ×R

κ|u|2dΣdt+ ieiπ/4
∫

Σ×R

κ2

8
eiVu I1/2

t

(
e−iVu

)
dΣdt.

(4.121)
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Le premier terme se traite de la même manière que dans le cas des conditions ABCM2,T et le deuxième
est imaginaire pur. Enfin, le troisième terme ne pose pas de difficulté et se traite comme auparavant.
On obtient donc uniquement des termes de partie réelle négative ou nulle, ce qui clôt le cas de la
condition d’ordre trois. Considérons maintenant la condition d’ordre quatre, toujours dans le cas
radial. Il faut étudier le signe de la partie réelle des termes additionnels

−
∫

Σ×R

1
2
eiVu ∂s(κ∂s)It

(
e−iVu

)
dΣdt−

∫
Σ×R

eiVu
κ3 + ∂2

sκ

8
It
(
e−iVu

)
dΣdt

+
∫

Σ×R

1
4

sg(∂nV )eiV
√
|∂nV |u It

(
e−iV

√
|∂nV |u

)
dΣdt

(4.122)

Ces trois termes se traitent exactement de la même manière que pour la condition ABC4
2,T : le premier

d’abord par intégration par partie sur Σ, puis on applique à chaque terme l’identité (4.109) après
avoir utilisé l’hypothèse que sg(∂nV ) ne dépend pas du temps pour sortir ce terme de l’intégrale en
temps. Ceci achève la preuve pour M = 4.

Remarque 4.9. Remarquons qu’il n’est pas possible d’élargir les résultats précédents pour M ≥ 3
lorsque le potentiel V n’est pas radial. En effet, on a alors à étudier le signe de la partie réelle des
termes

−eiπ/4
∫

R×R

∣∣F (e−iVu)(ξ, τ)
∣∣2 (∂sV)

iξ√
iτ
dξdτ

et

ieiπ/4
∫

R×R

∣∣F (e−iVu)(ξ, τ)
∣∣2 (i∂2

sV − (∂sV)2)
1√
iτ
dξdτ.

Or, le symbole (∂sV) iξ√
iτ

varie dans eiπ/4R∪ e−iπ/4R sans qu’il soit possible de restreindre les droites
à des demi-droites, puisque ξ décrit R entier et n’a pas de signe. En conséquence, la première intégrale
varie dans R× iR et sa partie réelle peut être aussi bien négative que positive. Le même problème se
pose pour la deuxième intégrale, car le terme (i∂2

sV − (∂sV)2) est complexe sans autre précision. On
ne peut donc obtenir des résultats de stabilité pour les conditions d’ordre supérieur ou égal à 3 que
dans le cas d’un potentiel radial, pour lequel ces deux intégrales disparaissent.

4.8 Semi-discrétisation des conditions aux limites

Nous avons obtenu jusqu’ici quatre familles de conditions aux limites, ABCM1,T , ABCM1,P , ABCM2,T
et ABCM2,P pour différents ordres M ∈ {1, 2, 3, 4}. Les opérateurs associés à ces conditions aux limites
sont donnés par les propositions 4.35, 4.36, 4.37 et 4.39. Le but de cette section est d’écrire les
schémas semi-discrétisés en temps pour ces différentes conditions aux limites artificielles. Dans un
premier temps, on s’intéresse à la discrétisation de l’équation intérieure ainsi qu’à la formulation
variationnelle éléments finis. La discrétisation en temps des conditions aux limites, adaptée à cette
environnement, sera ensuite étudiée stratégie par stratégie.
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4.8.1 Schéma intérieur et formulation variationnelle

Le problème avec donnée initiale et condition aux limites, pour un temps final de calcul T , est le
suivant 

i∂tu+ ∆u+ V u = 0, dans ΩT ,

∂nu+ ΛMu = 0, sur ΣT ,

u(·, 0) = u0, dans Ω,

(4.123)

où ΛM désigne l’un des opérateurs d’ordre M , M ∈ {1, 2, 3, 4} parmi les quatre familles d’opérateurs
considérées. On note N le nombre d’itérations en temps à effectuer et ∆t = T/N le pas de temps
uniforme. On note également tn = n∆t, pour 0 ≤ n ≤ N , un représente une approximation de u(tn)
et V n = V (x, tn). Conformément à la première partie, la discrétisation de l’équation intérieure est,
en utilisant un schéma de Crank-Nicolson en temps

i
un+1 − un

∆t
+ ∆

un+1 + un

2
+
V n+1 + V n

2
un+1 + un

2
= 0, 0 ≤ n ≤ N. (4.124)

Comme pour le cas 1D, on utilise les nouvelles variables vn+1 = un+1/2 = un+1+un

2 et Wn+1 =
V n+1/2 = V n+1+V n

2 , avec v0 = u0 et W 0 = V 0. Le schéma devient

2i
∆t

vn+1 + ∆vn+1 +Wn+1vn+1 =
2i
∆t

un, 0 ≤ n ≤ N. (4.125)

La formulation variationnelle de cette équation s’écrit, pour une fonction-test ψ ∈ H1(Ω) et après
intégration par parties sur Ω :∫

Ω

2i
∆t

vn+1ψdΩ +
∫

Σ

∂nv
n+1ψdΣ−

∫
Ω

∇vn+1∇ψdΩ +
∫

Ω

Wn+1vn+1ψdΩ =
∫

Ω

2i
∆t

unψdΩ (4.126)

D’un point de vue matriciel, on obtiendra vn+1 comme solution du système linéaire de la forme(
2i
∆t

M− BΣ,n+1 − S + MWn+1

)
vn+1 =

2i
∆t

Mun + bn, (4.127)

où M désigne la matrice de masse éléments finis en dimension deux sur Ω, S la matrice de raideur
et MWn+1 la matrice de masse généralisée associée au potentiel Wn+1. La matrice BΣ,n+1 est une
matrice d’éléments finis sur le bord Σ du domaine, qui contient les coefficients des termes en vn+1 issus
de la condition aux limites. Enfin, le second membre bn contient les contributions des autres termes
de la condition aux limites. L’objectif sera donc d’écrire la discrétisation en temps de la condition
aux limites sous la forme

∂nv
n+1 = Bn+1vn+1 − bn(v0, v1, . . . , vn). (4.128)

Dans un premier temps, nous étudions la discrétisation des conditions basées sur un développement
de Taylor des symboles. Nous étudierons ensuite la discrétisation des conditions approchées par
approximants de Padé.

4.8.2 Discrétisation des conditions ABCM
1,T et ABCM

2,T

Au sein des conditions basées sur un développement de Taylor, nous commençons par étudier les
conditions du type ABCM2,T . Etant donné qu’on n’effectue pas de changement de jauge dans ce cas,
elles sont un peu plus faciles à discrétiser et peuvent servir d’exemples. Ces conditions s’écrivent

∂nu+ ΛM2,Tu = 0, sur ΣT ,



218 CHAPITRE 4. DIMENSION DEUX ET POTENTIEL VARIABLE

où les opérateurs ΛM2,T sont définis dans la proposition 4.37. Les opérateurs ∂1/2
t , I1/2

t et It sont
discrétisés selon la proposition 1.19, à l’aide des convolutions discrètes, de coefficients respectifs (βk),
(αk) et (δk). Prenons l’exemple de l’opérateur Λ1

2,T . Il est égal à

Λ1
2,Tu = e−iπ/4∂1/2

t u.

En faisant appel aux coefficients de convolution βk, sa discrétisation par convolution discrète est donc

Λ1,n+1
2,T vn+1 = e−iπ/4

√
2

∆t
(βk ? vk)n+1 = e−iπ/4

√
2

∆t

n+1∑
k=0

βn+1−kv
k

On notera bn+1 le produit de convolution (βk ? vk)n+1, aussi noté βn+1 ? v
n+1. De manière générale,

la discrétisation des conditions ABCM2,T est décrite dans la proposition suivante.

Proposition 4.44. Le schéma semi-discret de Crank-Nicolson pour le problème initial avec condition
aux limites de type ABCM2,T est donné par

2i
∆t

vn+1 + ∆vn+1 +Wn+1 vn+1 =
2i
∆t

un, sur Ω,

∂nv
n+1 + ΛM,n+1

2,T vn+1 = 0, sur Σ,

u0 = u0, dans Ω,

(4.129)

pour n = 0, . . . , N − 1, où les opérateurs semi-discrets ΛM,n+1
2,T , M ∈ {1, 2, 3, 4} sont donnés par

Λ1,n+1
2,T vn+1 = e−iπ/4

√
2

∆t
bn+1, (4.130)

Λ2,n+1
2,T vn+1 = Λ1,n+1

2,T vn+1 +
κ

2
vn+1, (4.131)

Λ3,n+1
2,T vn+1 = Λ2,n+1

2,T vn+ − eiπ/4
√

∆t
2

(
κ2

8
an+1

0 +
1
2
an+1

2 +
1
2

sg(Wn+1)
√
|Wn+1| an+1

V

)
, (4.132)

Λ4,n+1
2,T vn+1 = Λ3,n+1

2,T vn+1 + i
∆t
2

(
1
2
∂s(κdn+1

1 ) +
κ3 + ∂2

sκ

8
dn+1

0

−1
4

sg(∂nW
n+1)

√
|∂nWn+1| dn+1

V

)
, (4.133)

avec les notations suivantes :

bn+1 = βn+1 ? v
n+1, (4.134)

an+1
γ = αn+1 ?

(
∂γs v

n+1
)
, γ ∈ {0, 1, 2}, (4.135)

an+1
V = αn+1 ?

(√
|Wn+1| vn+1

)
, (4.136)

dn+1
γ = δn+1 ?

(
∂γs v

n+1
)
, γ ∈ {0, 1}, (4.137)

dn+1
V = δn+1 ?

(√
|∂nWn+1| vn+1

)
. (4.138)

Démonstration. On utilise toujours une discrétisation de Crank-Nicolson consistant à évaluer les
différents termes au point vn+1 = un+1/2, et à discrétiser les produits f(t)g(t) en fn+1/2gn+1/2. Les
termes an+1

V et dn+1
V permettent de respecter la symétrisation du potentiel.

Etudions à présent la discrétisation des conditions ABCM1,T . Elle s’effectue suivant le même principe
tout en tenant compte des termes de déphasage. Pour discrétiser la fonction de phase, nous notons

W n+1 = Vn+1/2 =
Vn+1 + Vn

2
.
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Proposition 4.45. Le schéma de Crank-Nicolson semi-discret pour le système avec condition aux
limites ABCM1,T s’écrit 

2i
∆t

vn+1 + ∆vn+1 +Wn+1vn+1 =
2i
∆t

un, sur Ω,

∂nv
n+1 + ΛM,n+1

1,T vn+1 = 0, sur Σ,

u0 = u0, dans Ω,

(4.139)

pour n = 0, . . . , N − 1, où les opérateurs semi-discrets ΛM,n+1
1,T , M ∈ {2, 3, 4} sont donnés par

Λ2,n+1
1,T vn+1 = e−iπ/4

√
2

∆t
eiW

n+1
b̃n+1 +

κ

2
vn+1, (4.140)

Λ3,n+1
1,T vn+1 = Λ2,n+1

1,T vn+1 − eiπ/4
√

∆t
2

(
κ2

8
eiW

n+1
ãn+1

0 +
1
2
eiW

n+1
ãn+1

2

+i(∂sW n+1)eiW
n+1

ãn+1
1 +

1
2
(
i∂2
sW

n+1 − (∂sW n+1)2
)
eiW

n+1
ãn+1

0

)
, (4.141)

Λ4,n+1
1,T vn+1 = Λ3,n+1

1,T vn+1 + i

(
1
2
eiW

n+1
∂s(κd̃n+1

1 ) +
κ3 + ∂2

sκ

8
eiW

n+1
d̃n+1

0

+
i

2
(∂sκ)(∂sW n+1)eiW

n+1
d̃n+1

0 − i

4
sg(∂nW

n+1)
√
|∂nWn+1| eiW n+1

d̃n+1
V

)
, (4.142)

avec les notations

b̃n+1 = βn+1 ?
(
e−iW

n+1
vn+1

)
, (4.143)

ãn+1
γ = αn+1 ?

(
∂γs

(
e−iW

n+1
vn+1

))
, γ ∈ {0, 1, 2}, (4.144)

d̃n+1
γ = δn+1 ?

(
∂γs

(
e−iW

n+1
vn+1

))
, γ ∈ {0, 1}, (4.145)

d̃n+1
V = δn+1 ?

(
e−iW

n+1√|∂nWn+1| vn+1
)
. (4.146)

Remarque 4.10. Pour un potentiel V = V (r, t) radial, les opérateurs Λ3,n+1
1,T et Λ4,n+1

1,T ont une forme
simplifiée

Λ3,n+1
1,T vn+1 = Λ2,n+1

1,T vn+1 − eiπ/4
√

∆t
2

(
κ2

8
eiW

n+1
ãn+1

0 +
1
2
eiW

n+1
ãn+1

2

)
, (4.147)

Λ4,n+1
1,T vn+1 = Λ3,n+1

1,T vn+1 + i

(
1
2
eiW

n+1
∂s(κd̃n+1

1 ) +
κ3 + ∂2

sκ

8
eiW

n+1
d̃n+1

0

− i
4

sg(∂nW
n+1)

√
|∂nWn+1| eiW n+1

d̃n+1
V

)
, (4.148)

avec les coefficients ãn+1
γ et d̃n+1

γ modifiés

b̃n+1
γ = αn+1 ?

(
e−iW

n+1
∂γs v

n+1
)
, γ ∈ {0, 1, 2}, (4.149)

d̃n+1
γ = δn+1 ?

(
e−iW

n+1
∂γs v

n+1
)
, γ ∈ {0, 1} (4.150)

puisque ∂sW n+1 = 0.

Comme dans la première partie, la discrétisation par convolutions discrètes des conditions aux li-
mites permet de préserver la stabilité inconditionnelle du schéma intérieur, grâce à l’inégalité d’énergie
de type (1.157).
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4.8.3 Résultats de stabilité pour les conditions discrétisées ABCM
1,T et

ABCM
2,T

Nous nous intéressons dans cette section à démontrer des estimations a priori pour les sys-
tèmes (4.129) et (4.139). Considérons pour commencer le cas du système discrétisé avec une condition
de type ABCM2,T . Nous avons le résultat suivant.

Théorème 4.46. Soit (un)0≤n≤N une solution du système
i
un+1 − un

∆t
+ ∆vn+1 +Wn+1 vn+1 = 0, dans Ω,

∂nv
n+1 + ΛM,n+1

2,T vn+1 = 0, sur Σ, pour M ∈ {2, 3, 4},
u0 = u0, dans Ω.

(4.151)

Pour M = 2, on a l’inégalité d’énergie suivante :

∀n ∈ {0, . . . , N}, ‖un‖L2(Ω) ≤ ‖u0‖L2(Ω). (4.152)

De plus, si sg(W k) = 1 sur Σ indépendamment du temps tk, alors l’inégalité (4.152) reste vérifiée
pour M = 3. De plus, si κ est positif, κ3 + ∂2

sκ est négatif, et sg(∂nW
k) = 1 sur Σ, alors cette

inégalité est également vérifiée pour M = 4.

Cette proposition est la version semi-discrète du théorème 4.42, sous les hypothèses semi-discrètes
équivalentes, auxquelles on a ajouté des conditions pour l’ordre quatre.

Démonstration. Soit P ∈ {0, . . . , N} et soit n ∈ {0, . . . , P − 1}. On multiplie l’équation intérieure de
(4.151) par −ivn+1 = −iun+1+un

2 . On obtient

1
2∆t

(un+1 − un)(un+1 + un)− ivn+1∆vn+1 − iWn+1vn+1 = 0.

Or, le premier terme s’écrit

(un+1 − un)(un+1 + un) = |un+1|2 − |un|2 + un+1un − un+1un

= |un+1|2 − |un|2 + un+1un − un+1un

= |un+1|2 − |un|2 + 2i Im
(
un+1un

)
.

On intègre ensuite par parties sur Ω

1
2∆t

∫
Ω

(
|un+1|2 − |un|2 + 2i Im

(
un+1un

))
dΩ− i

∫
Σ

vn+1∂nv
n+1dΣ + i

∫
Ω

|∇vn+1|2dΩ

− i
∫

Ω

Wn+1|vn+1|2dΩ = 0,

puis on considère la partie réelle de cette équation. Il reste

1
2∆t

(
‖un+1||2L2(Ω) − ‖un‖2L2(Ω)

)
= Re

(
i

∫
Σ

vn+1∂nv
n+1dΣ

)
.

Enfin, cette identité étant vérifiée pour tout n entre 0 et P − 1, on somme pour n allant de 0 à P − 1

1
2∆t

(
‖uP ||2L2(Ω) − ‖u0‖2L2(Ω)

)
= Re

(
P−1∑
n=0

∫
Σ

ivn+1∂nv
n+1dΣ

)
= Re

(
P−1∑
n=0

An

)
, (4.153)
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et on définit la notation An pour les termes∫
Σ

ivn+1∂nv
n+1dΣ.

Afin de prouver (4.152), il faut montrer que le second membre de (4.153) est négatif. On intro-
duit alors la condition aux limites choisie pour montrer la stabilité du schéma. Nous considérons la
condition d’ordre quatre ABC4,n+1

2,T donnée par la proposition 4.44, et nous faisons sur le potentiel les
hypothèses mentionnées ci-dessus. Dans ce cas, pour n ∈ {0, . . . , P − 1}, le terme An se décompose
en

An =
∫

Σ

ivn+1∂nv
n+1dΣ =

∫
Σ

−ie−iπ/4
√

2
∆t

bn+1vn+1dΣ +
∫

Σ

−iκ
2
|vn+1|2dΣ

+
∫

Σ

ieiπ/4
√

∆t
2

(
κ2

8
an+1

0 vn+1 +
1
2
an+1

2 vn+1 +
1
2

sg(Wn+1)
√
|Wn+1|an+1

V vn+1

)
dΣ

+
∫

Σ

∆t
2

(
1
2
∂s
(
κdn+1

1

)
vn+1 +

κ3 + ∂2
sκ

8
dn+1

0 vn+1 − 1
4

sg
(
∂nW

n+1
)√
|∂nWn+1|dn+1

V vn+1

)
dΣ.

Cependant, par intégration par parties sur la courbe fermée Σ, on remarque que l’on a∫
Σ

1
2
∂s
(
κdn+1

1

)
vn+1dΣ = −

∫
Σ

1
2
κdn+1

1 ∂s

(
vn+1

)
dΣ.

De plus, on observe que le deuxième terme est imaginaire pur, et on écrit la somme des premier et
quatrième termes de la manière suivante

− ie−iπ/4
√

2
∆t

bn+1vn+1 + ieiπ/4
√

∆t
2

1
2
an+1

2 vn+1

= ieiπ/4
√

∆t
2

(
i

∆t
bn+1 +

1
2
an+1

2

)
vn+1 − eiπ/4

√
1

2∆t
bn+1vn+1.

Finalement, le second membre de (4.153) se met sous la forme
P−1∑
n=0

∫
Σ

ivn+1∂nv
n+1dΣ = − eiπ/4

√
1

2∆t

∫
Σ

P−1∑
n=0

bn+1vn+1dΣ

− i

2

∫
Σ

κ
P−1∑
n=0

∣∣vn+1
∣∣2 dΣ

+ ieiπ/4
√

∆t
2

∫
Σ

P−1∑
n=0

(
i

∆t
bn+1 +

1
2
an+1

2

)
vn+1dΣ

+ ieiπ/4
√

∆t
2

∫
Σ

κ2

8

P−1∑
n=0

an+1
0 vn+1dΣ

+ ieiπ/4
√

∆t
2

∫
Σ

1
2

P−1∑
n=0

an+1
V

√
|Wn+1| vn+1dΣ

− ∆t
2

∫
Σ

κ

2

P−1∑
n=0

dn+1
1 ∂svn+1dΣ

+
∆t
2

∫
Σ

κ3 + ∂2
sκ

8

P−1∑
n=0

dn+1
0 vn+1dΣ

− ∆t
2

∫
Σ

1
4

P−1∑
n=0

dn+1
V

√
|∂nWn+1| vn+1dΣ,
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en exploitant notamment le fait que sg(Wn+1) = sg(∂nW
n+1) = 1 sur Σ pour tout temps tn+1. En

utilisant le fait que v0 est à support compact dans Ω, on peut également réindicer toutes les sommes
de (4.154) entre 0 et P tout en travaillant avec les indices n à l’intérieur des sommes. On obtient
alors

P−1∑
n=0

∫
Σ

ivn+1∂nv
n+1dΣ = − eiπ/4

√
1

2∆t

∫
Σ

P∑
n=0

bnvndΣ

− i

2

∫
Σ

κ
P∑
n=0

|vn|2 dΣ

+ ieiπ/4
√

∆t
2

∫
Σ

P∑
n=0

(
i

∆t
bn +

1
2
an2

)
vndΣ

+ ieiπ/4
√

∆t
2

∫
Σ

κ2

8

P∑
n=0

an0 v
ndΣ

+ ieiπ/4
√

∆t
2

∫
Σ

1
2

P∑
n=0

anv
√
|Wn| vndΣ

− ∆t
2

∫
Σ

κ

2

P∑
n=0

dn1∂sv
ndΣ

+
∆t
2

∫
Σ

κ3 + ∂2
sκ

8

P∑
n=0

dn0 v
ndΣ

− ∆t
2

∫
Σ

1
4

sg(∂nW
0)

P∑
n=0

dnv
√
|∂nWn| vndΣ,

(4.154)

Il faut étudier le signe de la partie réelle de chacun des termes de (4.154). Pour cela, nous nous
baserons encore sur le lemme 1.22 du chapitre 1. Etudions pour commencer le premier terme. Il
contient la somme

P∑
n=0

vn bn =
P∑
n=0

vn (βn ? vn).

Ce terme a déjà été étudié en dimension une dans la preuve du lemme 1.22, et on sait qu’il varie dans
eiπ/4R+ ∪ e−iπ/4R+. En conséquence, on a

−eiπ/4
√

1
2∆t

∫
Σ

P∑
n=0

vn bndΣ ∈ R− ∪ iR−,

et le premier terme de (4.154) est donc de partie réelle négative.

Le deuxième terme de (4.154) est imaginaire pur.

L’étude du troisième terme est la partie la plus délicate de la preuve. On étudie la partie réelle de
la quantité

B3 = ieiπ/4
√

∆t
2

∫
Σ

P∑
n=0

(
i

∆t
bn +

1
2
an2

)
vndΣ.

Par une double intégration par parties sur Σ, on remarque que∫
Σ

an2 v
ndΣ =

∫
Σ

αn ?
(
∂2
sv
n
)
vndΣ =

∫
Σ

(αn ? vn) ∂2
s v

ndΣ =
∫

Σ

an0 ∂
2
s v

ndΣ.
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On doit donc étudier la partie réelle de

B3 = ieiπ/4
√

∆t
2

∫
Σ

P∑
n=0

(
i

∆t
bnvn +

1
2
an0 ∂

2
sv
n

)
dΣ.

Par application du théorème de Plancherel pour la transformée de Fourier selon l’abscisse curviligne
s (de covariable ξ), on obtient

B3 = ieiπ/4
√

∆t
2

∫
R

P∑
n=0

(
i

∆t
b̂nv̂n +

1
2
ân0 ∂̂

2
sv
n

)
dξ,

donc

B3 = ieiπ/4
√

∆t
2

∫
R

P∑
n=0

(
i

∆t
b̂nv̂n − ξ2

2
ân0 v̂

n

)
dξ. (4.155)

Or, par application de la démarche du lemme 1.22 à l’entrée v̂n et respectivement pour les filtres
discrets (βp) et (αp), on a

P∑
n=0

b̂nv̂n =
1

2π

∫ π

−π
Hβ(eiω)

∣∣∣∣∣
P∑
n=0

v̂ne−iωn
∣∣∣∣∣
2

dω

et
P∑
b=0

ân0 v̂
n =

1
2π

∫ π

−π
Hα(eiω)

∣∣∣∣∣
P∑
n=0

v̂ne−iωn
∣∣∣∣∣
2

dω.

La quantité B3 devient donc

B3 = ieiπ/4
√

∆t
2

∫
R

1
2π

∫ π

−π

[
i

∆t
Hβ(eiω)− ξ2

2
Hα(eiω)

] ∣∣∣∣∣
P∑
n=0

v̂ne−iωn
∣∣∣∣∣
2

dω, (4.156)

puis, en remplaçant Hβ et Hα par l’expression (1.150) des transformées en Z de (βp) et (αp) :

B3 = ieiπ/4
√

∆t
2

∫
R

1
2π

∫ π

−π

[
i

∆t

√
eiω − 1
eiω + 1

− ξ2

2

√
eiω + 1
eiω − 1

] ∣∣∣∣∣
P∑
n=0

v̂ne−iωn
∣∣∣∣∣
2

dω, (4.157)

L’étude du signe de la partie réelle de B3 se résume alors à l’étude du signe de la fonction complexe
R(z) définie par

R(z) = ieiπ/4

(
i

∆t

√
z − 1
z + 1

− ξ2

2

√
z + 1
z − 1

)
(4.158)

sur le cercle unité.
Faisons une pause, et étudions l’opérateur de Schrödinger sur le bord

PΣ : f 7→ PΣ(f) = i∂tf + ∆Σf.

Son symbole σ(PΣ) est obtenu en écrivant

F(s,t) (PΣ(f)) = σ(PΣ)F(s,t)(f),

et on a, classiquement, σ(PΣ) = −τ − ξ2. Par ailleurs, étant donné qu’on travaille dans la zone E-
quasi hyperbolique H, on sait qu’on a −τ − ξ2 > 0, ce qui se traduit encore par Re(−τ − ξ2) > 0 et
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Im(−τ − ξ2) = 0. Etudions à présent le symbole semi-discret de l’opérateur semi-discret associé, P̃Σ,
en accord avec le schéma de Crank-Nicolson :

P̃Σ : f 7→
(
i
f(tn+1)− f(tn)

∆t
+ ∆Σ

f(tn+1) + f(tn)
2

)
n∈N

.

On identifie son symbole en remplaçant la transformée de Fourier en temps par la transformée en Z

FsZ
(
P̃Σ(f)

)
= σsd(P̃Σ)FsZ(f(tn))(z).

Or, en utilisant les règles de décalage pour la transformée en Z, et sachant que f(t0) = 0 car on
applique l’opérateur P̃Σ uniquement à des fonctions multipliées par vn+1, laquelle est nulle au temps
t0, on a

Z
(
P̃Σ(f)

)
=

i

∆t
Z(f(tn+1)− f(tn))(z) +

∆Σ

2
Z(f(tn+1) + f(tn))(z)

=
i

∆t
(z − 1)Z(f(tn))(z) +

∆Σ

2
(z + 1)Z(f(tn))(z),

d’où, en considérant la transformée de Fourier selon s

FsZ
(
P̃Σ(f)

)
=

i

∆t
(z − 1)FsZ(f(tn))− ξ2

2
(z + 1)FsZ(f(tn)).

Ainsi, le symbole semi-discret de P̃Σ est donné par

σsd

(
P̃Σ

)
=

i

∆t
(z − 1)− ξ2

2
(z + 1) = (z + 1)

(
i

∆t
z − 1
z + 1

− ξ2

2

)
. (4.159)

L’appartenance d’un quadruplet (s, t, ξ, τ) à la zone E-quasi hyperbolique H est caractérisée par
la propriété −τ − ξ2 > 0, c’est-à-dire Re (σ(PΣ)) > 0 et Im (σ(PΣ)) = 0. De manière analogue,
on définit la zone E-quasi hyperbolique semi-discrète, notée Hsd, dont la caractérisation est liée au
symbole semi-discret de P̃Σ.

Définition 4.3. La zone semi-discrète E-quasi hyperbolique Hsd est l’ensemble des quadruplets
(s, n, ξ, z) ∈ R× N× R× C vérifiant

Re
(

2i
∆t

z − 1
z + 1

− ξ2

)
> 0 et Im

(
2i
∆t

z − 1
z + 1

− ξ2

)
= 0.

Ainsi, la caractérisation−τ−ξ2 ∈ R+∗ est transposée dans le domaine semi-discret en 2i
∆t

z−1
z+1−ξ2 ∈

R+∗. Or, on peut mettre en évidence dans la fonction R(z) définie en (4.158) un terme lié à la
caractérisation de la zone hyperbolique semi-discrète. En effet, on a

R(z) =
i

2
eiπ/4

√
z + 1
z − 1

(
2i
∆t

z − 1
z + 1

− ξ2

)
. (4.160)

La fonction R(z) s’écrit alors comme

R(z) = σ(z)
(

2i
∆t

z − 1
z + 1

− ξ2

)
,

où la fonction σ(z) est définie par

σ(z) =
i

2
eiπ/4

√
z + 1
z − 1

.
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Comme le terme 2i
∆t

z−1
z+1 − ξ2 est un réel positif du fait de l’appartenance à la zone quasi hyperbolique

semi-discrète, le problème se ramène à étudier la partie réelle de la fonction σ(z) sur le cercle unité. Or,
comme on l’a déjà vu, l’image du cercle unité par l’application z 7→

√
z+1
z−1 est e−iπ/4R+ ∪ e−iπ/4R+,

et donc Re (σ(z)) ≤ 0 lorsque z = eiω appartient au cercle unité. Ceci assure finalement que le terme
B3 donné par (4.157) est de partie réelle négative sur le cercle unité.

Etudions à présent le quatrième terme de (4.154). Le résultat (1.161) du lemme 1.22 assure que
la somme

P∑
n=0

an0 v
n

varie dans eiπ/4R+ ∪ e−iπ/4R+. Comme la fonction κ2 est positive en tout point de Σ, on en déduit
directement que

ieiπ/4
√

∆t
2

∫
Σ

κ2

8

P∑
n=0

an0 v
ndΣ ∈ R− ∪ iR+,

donc ce quatrième terme est de partie réelle négative ou nulle.

Dans le cinquième terme de (4.154) intervient la somme

P∑
n=0

anV
√
|Wn| vn =

P∑
n=0

αn ?
(√
|Wn| vn

)√
|Wn| vn.

Encore une fois, le résultat (1.161) assure que cette somme est dans eiπ/4R+ ∪ e−iπ/4R+, et donc ce
cinquième terme est bien de partie réelle négative.

Les trois derniers termes de (4.154) sont basés sont une convolution avec les coefficients γp. Or,
le lemme 1.22 assure que pour (ϕn) complexe, la somme

P∑
n=0

(γn ? ϕn)ϕn

est de partie réelle positive. Or,

P∑
n=0

dn1∂sv
n =

P∑
n=0

(γn ? (∂svn)) ∂svn,

P∑
n=0

dn0 v
n =

P∑
n=0

(γn ? vn)vn,

et
P∑
n=0

dnV
√
|∂nWn| vn =

P∑
n=0

(
γn ? (

√
|∂nWn| vn)

)√
|∂nWn| vn,

ce qui montre, en appliquant le lemme 1.22 aux suites ∂svn), vn et
√
|∂nWn| vn respectivement, que

chacun des trois derniers termes de (4.154) est de partie réelle négative, à la condition que κ soit
positif (c’est-à-dire que la courbe Σ est convexe), que la fonction κ3 + ∂2

sκ soit négative, et que la
dérivée normale ∂nW

n du potentiel soit positive sur Σ. Sous ces conditions, les trois derniers termes
de (4.154) sont de partie réelle négative, ce qui achève la preuve du théorème 4.46 pour la condition
d’ordre quatre.
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Finalement, tous les termes de l’expression (4.154) sont de partie réelle négative ou nulle, donc
le membre de droite dans (4.153) est bien négatif, ce qui prouve que pour tout P ∈ {0, . . . , N}, on a
l’inégalité d’énergie

‖uP ‖2L2(Ω) ≤ ‖u0‖2L2(Ω),

ce qui est bien l’inégalité (4.152).

Remarquons que pour prouver le résultat pour M = 2, il suffisait de montrer que le terme

−eiπ/4
√

2
∆t

∫
Σ

P∑
n=0

bnvndΣ

est de partie réelle négative. Il s’agit en fait du premier terme traité dans (4.154) à un facteur 2 près.
Il est donc bien de partie réelle négative, et la preuve ne nécessite aucune hypothèse sur V .

Pour les conditions obtenues par changement de jauge, nous avons un théorème équivalent, sous
des hypothèses un peu plus fortes sur le potentiel et sur le domaine de calcul. En effet, comme dans
le cas continu, on se place dans la situation où la dérivée curviligne ∂sV de la fonction de phase est
nulle, ce qui est en particulier le cas lorsque V et Ω sont à symétrie radiale.

Théorème 4.47. Soit (un)0≤n≤N une solution du système


i
un+1 − un

∆t
+ ∆vn+1 +Wn+1 vn+1 = 0, dans Ω,

∂nv
n+1 + ΛM,n+1

1,T vn+1 = 0, sur Σ, pour M ∈ {2, 3, 4},
u0 = u0, dans Ω.

(4.161)

Pour M = 2, on a l’inégalité d’énergie suivante :

∀n ∈ {0, . . . , N}, ‖un‖L2(Ω) ≤ ‖u0‖L2(Ω). (4.162)

De plus, si le potentiel V est radial ainsi que le domaine de calcul Ω, alors l’inégalité (4.162) reste
vérifiée pour M = 3. Si en outre sg(∂nW

k) = 1 sur Σ, κ est positive, et κ3 + ∂2
sκ est négative, alors

cette inégalité est aussi vérifiée pour M = 4.

Démonstration. La preuve est basée sur les mêmes techniques que la preuve du théorème 4.46. On
reprend l’identité (4.153) dans laquelle on remplace ∂nv

n+1 en utilisant la discrétisation de la condition
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discrétisée d’ordre quatre ABC4
1,T . Le second membre se met alors sous la forme

P−1∑
n=0

∫
Σ

ivn+1∂nv
n+1dΣ = − eiπ/4

√
1

2∆t

∫
Σ

P∑
n=0

b̃neiW
n

vndΣ

− i

2

∫
Σ

κ
P∑
n=0

|vn|2 dΣ

+ ieiπ/4
√

∆t
2

∫
Σ

P∑
n=0

(
i

∆t
b̃n +

1
2
ãn2

)
eiW

n

vndΣ

+ ieiπ/4
√

∆t
2

∫
Σ

κ2

8

P∑
n=0

ãn0 e
iW n

vndΣ

− ∆t
2

∫
Σ

κ

2

P∑
n=0

d̃n1 ∂s

(
eiW

n

vn
)
dΣ

+
∆t
2

∫
Σ

κ3 + ∂2
sκ

8

P∑
n=0

d̃n0 e
iW n

vndΣ

− ∆t
2

∫
Σ

1
4

P∑
n=0

d̃nv
√
|∂nWn| eiW n

vndΣ.

(4.163)

Ces termes sont étudiés les uns après les autres comme dans le cas de la méthode directe. Or, si on
considère par exemple le premier terme, on a

P∑
n=0

b̃neiW
n

vn =
P∑
n=0

(
βn ? (e−iW

n

vn)
)
e−iW nvn.

Il suffit donc d’appliquer une fois encore les résultats du lemme 1.22 en considérant la suite e−iW
n

vn au
lieu de la suite vn. La démonstration est ainsi rigoureusement analogue à celle du théorème 4.46.

Remarque 4.11. Pour les conditions aux limites d’ordre deux et trois, les hypothèses faites pour
obtenir les estimations a priori pour le problème semi-discret correspondent exactement à la version
semi-discrète des hypothèses faites dans le cas du problème continu (pas d’hypothèse pour l’ordre
deux, V de signe constant positif sur Σ). Pour l’ordre quatre en revanche, le passage au problème
semi-discret nécessite des hypothèses supplémentaires, puisque ∂nV doit non seulement être de signe
constant sur Σ, mais également positif, et on doit avoir κ positif et κ3 + ∂2

sκ négatif. Il faut noter
que plusieurs raisons portent à croire que ces hypothèses ne sont pas optimales. D’une part, le cas
pourtant très simple d’un domaine circulaire ne permet pas de vérifier ces conditions pour l’ordre
quatre, puisque κ3 + ∂2

sκ = κ3 est positif dans cette situation. Or il y a de grandes raisons de penser
que le disque ne pose pas de problème particulier pour la stabilité. D’autre part, le raisonnement est
effectué terme à terme, en s’assurant que tous les termes de la somme soient négatifs afin que la somme
soit négative. Ces conditions sont donc suffisantes mais pas forcément nécessaires. Or, si des termes
interviennent avec des coefficients numériquement très petits, on peut évidemment se contenter de
contraintes plus faibles pour ces termes. Ceci est d’autant plus vrai que les termes concernés sont
des termes correcteurs associés à l’ordre quatre. Ce genre de problème peut également être rencontré
dans le cadre des conditions d’impédances pour l’équation de Helmholtz [5]. Dans ce cas, certains
termes en fréquence sont négligés compte tenu de leur faible ordre de grandeur, et on s’intéresse alors
seulement au signe des autres termes.
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Remarque 4.12. Toutes les preuves de stabilité, que ce soit sur le plan continu (théorèmes 4.42 et
4.43) ou sur le plan semi-discret (théorèmes 4.46 et 4.47) ont été obtenues sous l’hypothèse que l’on
se place dans la zone hyperbolique, ou dans la zone hyperbolique semi-discrète. En pratique, il est
impossible de vérifier si un potentiel donné permet de vérifier cette hypothèse ou non, c’est pourquoi
cet argument reste assez formel. Cependant, l’appartenance à la zone hyperbolique est requise pour
traiter un seul terme, à savoir un des termes provenant de la condition d’ordre trois. Même sans cette
hypothèse, tous les autres termes peuvent être traités normalement, et en particulier tous les termes
liés à la condition d’ordre deux. Le résultat est donc valable pour les conditions ABC2

1,T et ABC2
2,T ,

sur le plan continu comme sur le plan semi-discret, sans utiliser l’hypothèse de la zone hyperbolique.

4.8.4 Discrétisation des conditions ABCM
1,P et ABCM

2,P

Nous nous intéressons à présent à la semi-discrétisation en temps des conditions aux limites issues
d’une approche de type Padé : les conditions ABCM1,P issues du changement de jauge, et les conditions
ABCM2,P de la méthode directe. Leur traitement sera similaire, mais comme dans l’approche Taylor,
les conditions de la méthode directe sont plus faciles à étudier car elles ne font pas intervenir le
déphasage eiV . Commençons donc, pour étudier le problème, en considérant la condition d’ordre un
de la méthode directe, c’est-à-dire ABC1

2,P :

∂nu− i
√
i∂t + ∆Σ + V u = 0, sur Σ.

Dans cette CLA, on remplace la racine carrée par son approximant de Padé d’ordre m

∂nu− i
(

m∑
k=0

amk −
m∑
k=1

amk d
m
k (i∂t + ∆Σ + V + dmk )−1

)
u = 0.

En développant, on a

∂nu− i
m∑
k=0

amk u+ i
m∑
k=1

amk d
m
k (i∂t + ∆Σ + V + dmk )−1

u = 0.

On introduit alors la suite de fonctions auxiliaires (ϕk)1≤k≤m définies par

ϕk = (i∂t + ∆Σ + V + dmk )−1
u.

On obtient ainsi un système associé à la condition ABC1
2,P

∂nu− i
m∑
k=0

amk u+ i
m∑
k=1

amk d
m
k ϕk = 0, sur ΣT ,

i∂tϕk + ∆Σϕk + V ϕk + dmk ϕk = u, sur ΣT , pour 1 ≤ k ≤ m,

ϕk(x, 0) = 0, pour x ∈ Σ et 1 ≤ k ≤ m,

(4.164)

où x = (x, y).

Remarquons que l’équation de définition des fonctions auxiliaires ϕk est ici une équation aux
dérivées partielles sur le bord du domaine Σ (qui est une courbe fermée), alors qu’en dimension une
il s’agissait simplement d’une équation différentielle ordinaire. Ce système est ensuite discrétisé en
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vn+1 et ϕn+1/2
k = ϕn+1

k +ϕnk
2 . On a, pour 0 ≤ n ≤ N ,

∂nv
n+1 − i

m∑
k=0

amk v
n+1 + i

m∑
k=1

amk d
m
k ϕ

n+1/2
k = 0, sur Σ,

2i
∆t

ϕ
n+1/2
k + ∆Σϕ

n+1/2
k + V n+1/2ϕ

n+1/2
k + dmk ϕ

n+1/2
k = vn+1 +

2i
∆t

ϕnk , pour 1 ≤ k ≤ m,

ϕk(x, 0) = 0, pour x ∈ Σ et 1 ≤ k ≤ m.

Il s’agit d’un système couplé dont les inconnues sont vn+1 = un+1/2 et ϕn+1/2
k . Contrairement au cas

de la dimension une, il n’est plus possible de découpler le système. On met en évidence le couplage
en écrivant le système sous la forme

∂nv
n+1 − i

m∑
k=0

amk v
n+1 +

i

2

m∑
k=1

amk d
m
k ϕ

n+1
k = − i

2

m∑
k=1

amk d
m
k ϕ

n
k ,(

2i
∆t

+ ∆Σ +Wn+1 + dmk

)
ϕ
n+1/2
k − vn+1 =

2i
∆t

ϕnk , 1 ≤ k ≤ m,

ϕk(x, 0) = 0, pour x ∈ Σ et 1 ≤ k ≤ m.

(4.165)

Etudions à présent l’ajout du terme lié à la condition d’ordre deux. Celle-ci s’écrit

∂nu− i
√
i∂t + ∆Σ + V u+

κ

2
u− κ

2
(i∂t + ∆Σ + V )−1 ∆Σu = 0, sur Σ.

On introduit une nouvelle fonction auxiliaire ψ, définie par

ψ = (i∂t + ∆Σ + V )−1 ∆Σu.

La discrétisation de la condition aux limites s’écrit alors

∂nv
n+1 − i

m∑
k=0

amk v
n+1 + i

m∑
k=1

amk d
m
k ϕ

n+1/2
k +

κ

2
vn+1 − κ

2
ψn+1/2 = 0,

associée à l’équation de mise à jour de ψn(
2i
∆t

+ ∆Σ +Wn+1

)
ψn+1/2 = ∆Σv

n+1 +
2i
∆t

ψn

et à la condition initiale ψ(x, 0) = 0 sur Σ. Finalement, pour la condition d’ordre deux ABC2
2,P , on

a le système discrétisé suivant

∂nv
n+1 − i

m∑
k=0

amk v
n+1 +

κ

2
vn+1 + i

m∑
k=1

amk d
m
k ϕ

n+1/2
k − κ

2
ψn+1 = 0,(

2i
∆t

+ ∆Σ +Wn+1 + dmk

)
ϕ
n+1/2
k − vn+1 =

2i
∆t

ϕnk , 1 ≤ k ≤ m,(
2i
∆t

+ ∆Σ +Wn+1

)
ψn+1/2 −∆Σv

n+1 =
2i
∆t

ψn,

ϕk(x, 0) = 0 pour 1 ≤ k ≤ m, ψ0(x) = 0 sur Σ.

(4.166)

Dans ce système, ψ est définie sur la courbe fermée Σ, tout comme les fonctions ϕk.

Nous pouvons à présent en faire autant avec les conditions issues du changement de jauge. La
condition d’ordre un peut être traitée pour un potentiel tout à fait général, mais pour la condition



230 CHAPITRE 4. DIMENSION DEUX ET POTENTIEL VARIABLE

d’ordre deux, nous ne traiterons essentiellement que son expression dans le cas d’un potentiel radial.
En effet, pour un potentiel général, la condition d’ordre deux s’écrit

∂nu− ieiV
√
i∂t + ∆Σ

(
e−iVu

)
+
κ

2
u

+ (∂sV)eiV (i∂t + ∆Σ)−1/2
∂s
(
e−iVu

)
− κ

2
eiV (i∂t + ∆Σ)−1 ∆Σ

(
e−iVu

)
= 0.

Le terme d’ordre −1/2 se traite en deux temps, en introduisant d’abord une nouvelle fonction auxi-
liaire η définie sur ΣT par

(i∂t + ∆Σ)1/2
η = ∂s(e−iVu),

puis en approchant l’opérateur racine carrée par les approximants de Padé d’ordre m(
m∑
k=1

amk

)
η −

m∑
k=1

amk d
m
k (i∂t + ∆Σ + dmk )−1

η = ∂s(e−iVu).

On introduit ensuite m nouvelles fonctions auxiliaires (θk)1≤k≤m définies classiquement sur ΣT par

(i∂t + ∆Σ + dmk )−1
η = θk.

Finalement, le terme d’ordre −1/2 dans la condition ABC2
1,P s’écrit

(∂sV)eiVη,

avec l’ajout des m+ 1 équations auxiliaires, couplées à la condition aux limites et entre elles
(

m∑
k=1

amk

)
η −

m∑
k=1

amk d
m
k θk = ∂s(e−iVu),

(i∂t + ∆Σ + dmk ) θk = η.

(4.167)

La résolution du problème avec la condition aux limites ABC2
1,P conduirait alors à la résolution d’un

grand système linéaire couplé impliquant u, ainsi que les 2m + 2 fonctions auxiliaires (ϕk)1≤k≤m,
η, (θk)1≤k≤m et ψ. Ceci ne présenterait pas de difficulté particulière, hormis un agrandissement
supplémentaire de la taille du système à résoudre, si la première équation de (4.167) ne faisait pas
intervenir la dérivée curviligne d’une fonction non linéaire, ∂s(e−iVu). Pour des raisons dont nous
reparlerons plus loin à propos des conditions ABCM1,T (paragraphe 4.9.2), ce terme est délicat à
approcher précisément, lorsque la fonction de phase V n’est pas connue sous une forme analytique.

D’autre part, même en négligeant le terme d’ordre −1/2, et sans en connâıtre les effets, la formu-
lation éléments finis liée au terme suivant −κ

2
eiV (i∂t + ∆Σ)−1 ∆Σ

(
e−iVu

)
fait intervenir

−
∫

Σ

∆Σ

(
e−iW

n+1
vn+1

)
g dΣ =

∫
Σ

∂s

(
e−iW

n+1
)
vn+1∂sg dΣ +

∫
Σ

e−iW
n+1

∂sv
n+1∂sg dΣ

pour une fonction-test g. Si le deuxième terme se traite sans difficulté, le premier demande d’approcher
numériquement la fonction non linéaire e−iW

n+1
sur Σ, ce qui demande d’interpoler sur les points

du bord afin de calculer la dérivée curviligne sur Σ le long de cette courbe interpolante, suivant le
même principe que le calcul de la courbure. Compte tenu du cumul de ces difficultés, on négligera
les termes mentionnés dans les cas où le potentiel n’est pas radial, et on limitera autant que possible
l’utilisation de la condition d’ordre deux à l’étude de problèmes à symétrie radiale.
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En fin de compte, la condition ABC2
1,P sera utilisée essentiellement lorsque le potentiel et le

domaine de calcul sont à symétrie radiale, auquel cas la condition devient

∂nu− ieiV
√
i∂t + ∆Σ

(
e−iVu

)
+
κ

2
u− κ

2
eiV (i∂t + ∆Σ)−1 ∆Σ

(
e−iVu

)
= 0, sur Σ. (4.168)

Pour traiter, de manière approchée, le cas d’un potentiel ou d’un domaine non radial, on utilisera
également la condition (4.168), tout en gardant à l’esprit que des termes, numériquement non négli-
geables, ont été supprimés dans cette expression.

Etudions maintenant la discrétisation de la condition (4.168). En introduisant les approximants
de Padé et en définissant comme auparavant des fonctions auxiliaires (ϕk)1≤k≤m et ψ, on obtient le
système 

∂nu− i
m∑
k=0

amk u+
κ

2
u+ ieiV

m∑
k=1

amk d
m
k ϕk −

κ

2
eiVψ = 0, sur ΣT ,

(i∂t + ∆Σ + dmk )ϕk = e−iVu, sur ΣT , pour 1 ≤ k ≤ m,

(i∂t + ∆Σ)ψ = ∆Σ

(
e−iVu

)
, sur ΣT ,

ϕk(x, 0) = 0 pour 1 ≤ k ≤ m, ψ(x, 0) = 0 sur Σ.

La discrétisation de ce système conduit à

∂nv
n+1 − i

m∑
k=0

amk v
n+1 +

κ

2
vn+1 + ieiW

n+1
m∑
k=1

amk d
m
k ϕ

n+1/2
k − κ

2
eiW

n+1
ψn+1/2 = 0,

(
2i
∆t

+ ∆Σ +Wn+1 + dmk

)
ϕ
n+1/2
k − e−iW n+1

vn+1 =
2i
∆t

ϕnk , 1 ≤ k ≤ m,(
2i
∆t

+ ∆Σ +Wn+1

)
ψn+1/2 −∆Σ

(
e−iW

n+1
vn+1

)
=

2i
∆t

ψn,

ϕk(x, 0) = 0 pour 1 ≤ k ≤ m, ψ0(x) = 0 sur Σ.

(4.169)

On en déduit la discrétisation de la condition du premier ordre ABC1
1,P :

∂nv
n+1 − i

m∑
k=0

amk v
n+1 + ieiW

n+1
m∑
k=1

amk d
m
k ϕ

n+1/2
k = 0,

(
2i
∆t

+ ∆Σ +Wn+1 + dmk

)
ϕ
n+1/2
k − e−iW n+1

vn+1 =
2i
∆t

ϕnk , 1 ≤ k ≤ m,

ϕk(x, 0) = 0 pour 1 ≤ k ≤ m sur Σ.

(4.170)

Comme en 1D, on ne procède pas à l’analyse de stabilité pour les conditions issues de l’approche
Padé.

4.9 Implémentation des CLA discrétisées dans un environne-
ment éléments finis 2D

Les quatre familles de conditions aux limites ayant été discrétisées dans la section précédente,
il s’agit maintenant de détailler comment ces conditions discrétisées s’intègrent dans la formulation
éléments finis, donnée par (4.126). On considère ici des éléments finis P1. Les intégrations numériques
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sur le bord sont effectuées en utilisant la formule de Simpson :

∫ b

a

f(x) dx ≈ (b− a)
6

(
f(a) + 4f

(
a+ b

2

)
+ f(b)

)

qui est exacte sur P1. Nous aurons donc besoin de connâıtre les différentes fonctions intervenant dans
les matrices d’éléments finis (potentiel, fonction de phase, courbure. . . ) non seulement aux points
du bord, mais aussi aux milieux des points du bord. Nous verrons au paragraphe 4.9.4 comment est
calculée numériquement la courbure. Pour calculer des matrices généralisées associées à des fonctions
qui ne sont connues que sur les nœuds du maillage, et non pas de manière analytique, on approche
f
(
a+b

2

)
par f(a)+f(b)

2 . C’est le cas notamment en non linéaire, pour assembler une matrice de masse
du type Mf(vn+1).

4.9.1 Implémentation des conditions ABCM
2,T

Commençons par étudier la famille de CLA obtenues dans l’approche par développement de
Taylor. Comme pour la discrétisation, on commence par les CLA issues de la méthode directe, plus
faciles à traiter en l’absence de déphasage.

Considérons la condition d’ordre quatre ABC4
2,T , dont la discrétisation est donnée en utilisant les

convolutions discrètes

∂nv
n+1 + e−iπ/4

√
2

∆t

n+1∑
k=0

βn+1−kv
k +

κ

2
vn+1

− eiπ/4
√

∆t
2

(
κ2

8

n+1∑
k=0

αn+1−kv
k +

1
2

n+1∑
k=0

αn+1−k∂
2
sv
k +

1
2

sg(Wn+1)
√
|Wn+1|

n+1∑
k=0

αn+1−k
√
|W k|vk

)

+ i
∆t
2

(
1
2
∂s

(
κ
n+1∑
k=0

δn+1−k∂sv
k

)
+
κ3 + ∂2

sκ

8

n+1∑
k=0

δn+1−kv
k

−1
4

sg(∂nW
n+1)

√
|∂nWn+1|

n+1∑
k=0

δn+1−k
√
|∂nW k|vk

)
= 0

Remarquons que comme v0 = u0 est nulle sur le bord, les sommes ci-dessus commencent en réalité
à k = 1. Afin de mieux se focaliser sur la structure de la condition aux limites, on introduit les
coefficients

µ1 = e−iπ/4
√

2
∆t

µ2 =
1
2

µ3 = −eiπ/4
√

∆t
2

µ4 = i
∆t
2

(4.171)

On s’intéresse alors particulièrement aux termes en vn+1. L’intégrale sur le bord de la dérivée normale
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contre une fonction test g ∈ H1(Ω) se réécrit∫
Σ

∂nv
n+1g =

− µ1

∫
Σ

vn+1g − µ2

∫
Σ

κvn+1g − µ3

(∫
Σ

κ2

8
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2
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2
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2
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∫
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sκ

8
vn+1g − 1

4

∫
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∂nW
n+1vn+1g

)
− SMn(v0, . . . , vn)

où SMn désigne le restant des termes, ne dépendant plus que des termes v1 jusqu’à vn, et égal à

µ1

n∑
k=1

βn+1−k

∫
Σ

vkg + µ3

(
n∑
k=1

αn+1−k

∫
Σ

κ2

8
vkg − 1

2

n∑
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∫
Σ

∂sv
k∂sg

+
1
2

n∑
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∫
Σ

sg(Wn+1)
√
|Wn+1|

√
|W k| vkg

)

+ µ4

(
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2

n∑
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∫
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κ∂sv
k∂sg +

n∑
k=1
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∫
Σ

κ3 + ∂2
sκ

8
vkg

−1
4

n∑
k=1

δn+1−k

∫
Σ

sg(∂nW
n+1)

√
|∂nWn+1|

√
|∂nW k| vkg

)
.

Ici, et lorsqu’il n’y aura aucune ambigüıté sur le domaine d’intégration, les intégrales sur le bord sont
notées ∫

Σ

fg

au lieu de ∫
Σ

fg dΣ.

Finalement, la matrice des termes de bord Bn+1 s’écrit

Bn+1 = µ1MΣ + µ2MΣ
κ + µ3

(
1
8

MΣ
κ2 − 1

2
SΣ +

1
2

MΣ
Wn+1

)
+ µ4

(
−1

2
SΣ
κ +

1
8

MΣ
κ3+∂2

sκ
− 1

4
MΣ
∂nWn+1

)
où MΣ désigne la matrice de masse des éléments du bord, MΣ

f la matrice de masse généralisée associée
à la fonction f , toujours sur le bord, SΣ la matrice de raideur sur le bord, et SΣ

f la matrice de raideur
généralisée associée à la fonction f . Quant au second membre, il s’écrit matriciellement bn

bn = µ1

n∑
k=1

βn+1−kMΣvk + µ3

n∑
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αn+1−k

(
1
8

MΣ
κ2 − 1

2
SΣ +

1
2
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sg(Wn+1)
√
|Wn+1|

√
|Wk|

)
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+ µ4

n∑
k=1
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(
−1

2
SΣ
κ +

1
8

MΣ
κ3+∂2

sκ
− 1

4
MΣ

sg(∂nWn+1)
√
|∂nWn+1|

√
|∂nWk|

)
vk,

où l’on note vk le vecteur nodal associé à vk. Les nouvelles matrices éléments finis du bord intervenant
ici sont donc les matrices de masse généralisées associées aux formes bilinéaires∫

Σ

sg(Wn+1)
√
|Wn+1|

√
|W k| vkg dΣ
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et ∫
Σ

sg(∂nW
n+1)

√
|∂nWn+1|

√
|∂nW k| vkg dΣ,

notées respectivement M̃Σ,k
Wn+1 et M̃Σ,k

∂nWn+1 pour abréger les notations. En toute généralité, Wn+1 et
∂nW

n+1 dépendent de l’abscisse curviligne s, ce qui ne permet pas de simplifier davantage l’expression
de ces matrices pour se ramener aux matrices déjà calculées pour la partie linéaire en vn+1. Avec ces
notations, on peut écrire bn

bn = µ1

n∑
k=1

βn+1−kMΣvk + µ3

n∑
k=1

αn+1−k

(
1
8

MΣ
κ2 − 1

2
SΣ +

1
2

M̃k
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)
vk

+ µ4

n∑
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δn+1−k

(
−1

2
SΣ
κ +

1
8

MΣ
κ3+∂2

sκ
− 1

4
MΣ,k
∂nWn+1

)
vk.

Remarque 4.13. Dans le cas où le potentiel V est à symétrie radiale, et le domaine de calcul est un
disque centré sur l’origine, les quantités Wn+1 et ∂nW

n+1 sont constantes, à chaque itération n, sur
le bord Σ. On a alors

M̃Σ,k
Wn+1 = sg(Wn+1)

√
|Wn+1|

√
|W k| MΣ

et
M̃Σ,k
∂nWn+1 = sg(∂nW

n+1)
√
|∂nWn+1|

√
|∂nW k| MΣ.

4.9.2 Implémentation des conditions ABCM
1,T

Nous passons maintenant à l’implémentation des conditions ABCM1,T , dont la discrétisation est
donnée par la proposition 4.45. En toute généralité, nous considérons d’abord la condition d’ordre
deux ABC2

1,T . On exprime l’intégrale de ∂nv
n+1 sur le bord en regroupant les termes en vn+1

∫
Σ

∂nv
n+1g = −e−iπ/4

√
2

∆t

∫
Σ

vn+1g − 1
2

∫
Σ

κ vn+1g − e−iπ/4
√

2
∆t

n∑
k=1

βn+1−k

∫
Σ

eiW
n+1

e−iW
k

vkg.

Ainsi, l’écriture matricielle donne pour la matrice des termes de bord Bn+1

Bn+1 = e−iπ/4
√

2
∆t

MΣ +
1
2

MΣ
κ , (4.172)

avec les mêmes notations qu’auparavant, et le second membre bn s’écrit

bn = e−iπ/4
√

2
∆t

n∑
k=1

βn+1−kMΣ
ei(W n+1−W k)v

k. (4.173)

On aimerait à présent poursuivre avec les condition d’ordres trois et quatre, mais on s’aperçoit
vite que la généralisation n’est pas aisée, et ce pour plusieurs raisons. Lorsque le potentiel V n’est
pas radial, les conditions d’ordres trois et quatre incluent deux termes supplémentaires(

i∂2
sV − (∂sV)2

)
I

1/2
t

(
e−iVu

)
et i(∂sκ)(∂sV) It

(
e−iVu

)
,

qui sont particulièrement difficiles à prendre en compte dans un environnement éléments finis, à cause
des fonctions ∂sV. Si le potentiel est connu de manière analytique, on peut obtenir une expression
analytique de cette dérivée curviligne, puis construire les matrices généralisées associées. Mais lorsque



4.9. IMPLÉMENTATION DANS UN ENVIRONNEMENT ÉLÉMENTS FINIS 2D 235

le potentiel n’est connu que sur les nœuds du maillage, comme c’est le cas par exemple en non li-
néaire, ou lors de la résolution de l’équation de Schrödinger-Poisson, l’évaluation précise de la dérivée
curviligne est beaucoup plus compliquée. On pourrait, pour traiter numériquement des exemples de
potentiels non radiaux avec les conditions ABCM1,T , négliger ces termes, bien qu’ils ne semblent nu-
mériquement pas petits. Cependant, même avec ces simplifications, d’autres difficultés se présentent.
En effet, les exponentielles eiW

n+1
et e−iW

k

ne sont plus constantes sur Σ. Une des difficultés qui en
résulte est le traitement du terme du troisième ordre lié à ∂2

s (e−iVu). Après intégration par parties
sur la courbe fermée Σ on obtient

−
∫

Σ

∂2
s

(
e−iW

k

vk
)
eiW

n+1
g dΣ =

∫
Σ

∂s

(
e−iW

k

vk
)
∂s

(
eiW

n+1
g
)
dΣ.

On développe alors chacune des deux dérivées curvilignes, ce qui conduit à quatre termes∫
Σ

(∂se−iW
k

)(∂seiW
n+1

)vkg +
∫

Σ

(∂se−iW
k

)eiW
n+1

vk∂sg

+
∫

Σ

e−iW
k

(∂seiW
n+1

)(∂svk)g +
∫

Σ

e−iW
k

eiW
n+1

(∂svk)(∂sg).

De ces quatre termes, seul le dernier est facile à implémenter, puisqu’il s’agit d’une matrice de raideur
généralisée associée au potentiel e−iW

k

eiW
n+1

, auquel on a directement accès. En revanche, les trois
autres termes font intervenir la dérivée curviligne de la fonction e±iW

k

sur le bord. Toute la difficulté
consiste à approcher convenablement la dérivée de cette fonction non linéaire. Or, on ne sait pas
quelle est la bonne méthode pour approcher ces termes de manière cohérente avec les éléments finis.
Par exemple, on ignore si on peut se contenter d’une approche par différences finies. Il faut souligner
que même si l’on disposait des éléments nécessaires pour travailler de façon analytique, le code ne
serait pas généralisable à un potentiel non linéaire, puisqu’il faudrait alors estimer numériquement
ces dérivées curvilignes. Compte tenu de ces difficultés et par manque de temps, nous ne traiterons
pas le cas non radial pour les conditions ABCM1,T d’ordres trois et supérieur. Pour travailler avec un
potentiel non radial, on aura alors à disposition la condition d’ordre deux décrite ci-dessus, ainsi que
des conditions d’ordres trois et quatre approchées par rapport aux conditions ABC3

1,T et ABC4
1,T ,

qui consisteront à utiliser la même expression que lorsque le potentiel est radial. Dans le cas d’un
potentiel non linéaire, on ne retiendra que la condition d’ordre deux.

Nous poursuivons donc avec l’étude des conditions d’ordres trois et quatre, mais uniquement dans
le cas où le domaine de calcul et le potentiel sont à symétrie radiale. Dans ce cas, les opérateurs Λ3,n+1

1,T

et Λ4,n+1
1,T ont une expression simplifiée, et la condition d’ordre quatre s’écrit, en tenant compte cette

fois du fait que ∂se±iW
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= 0,
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On réutilise les coefficients définis par (4.171). En regroupant les termes en vn+1 dans l’intégrale de
∂nv

n+1 sur le bord, on a

∫
Σ

∂nv
n+1g = −µ1

∫
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vn+1g − µ2

∫
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8
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4

∫
Σ

∂nW
n+1vn+1g

)
− SMn(v1, . . . , vn)

où SMn désigne l’ensemble des termes restants, ne dépendant plus que de v1 jusqu’à vn. Le potentiel
et le domaine de calcul étant à symétrie radiale, les quantités W n+1 et ∂nW

n+1 sont constantes sur
Σ, ce qui fait que ce second membre SMn devient

µ1e
iW n+1
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∫
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Matriciellement, on peut alors écrire les termes de bord comme Bn+1

Bn+1 = µ1MΣ + µ2MΣ
κ + µ3

(
1
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)
(4.174)

et le second membre bn comme

bn = µ1e
iW n+1

n∑
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(
e−iW

k

vk
)

+ µ3e
iW n+1

n∑
k=1

αn+1−k

(
1
8

MΣ
κ2 − 1

2
SΣ

)(
e−iW

k

vk
)

+ µ4e
iW n+1

n∑
k=1

δn+1−k

(
−1

2
SΣ
κ +

1
8

MΣ
κ3+∂2

sκ

)(
e−iW

k

vk
)

− µ4

4
sg(∂nW

n+1)
√
|∂nWn+1|eiW n+1

n∑
k=1

δn+1−k
√
|∂nW k|MΣ

(
e−iW

k

vk
)
. (4.175)

Si de plus le potentiel ne dépend pas du temps (ce qui dispense de la symétrisation du terme
∂nV ), alors le second membre SMn est de la forme
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.
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La matrice de bord est inchangée par rapport à (4.174), et le second membre s’écrit matriciellement

bn = µ1

n∑
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ei(W n+1−W k)v
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n∑
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1
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)
vk. (4.176)

Toutes les matrices d’éléments finis intervenant sont des matrices généralisées et dépendent du temps.
Plus précisément, à chaque itération en temps, il faut réassembler pour chaque entier k de 1 à n les six
matrices d’éléments finis ci-dessus. Algorithmiquement, ceci est relativement coûteux puisqu’à chaque
temps tn, il faut faire 6n assemblages de matrices d’éléments finis sur le bord, pour N itérations en
temps. Au total, cela fait de l’ordre de 3N2 assemblages, qui viennent s’ajouter aux 3N2

2 produits
matrices-vecteurs. Ceci représente une augmentation considérable du temps de calcul, les itérations
étant de plus en plus longues à effectuer. Sur la figure 4.2(a), on a représenté l’évolution en fonction
de l’itération n du temps cpu associé à l’itération du temps tn, lorsqu’on utilise la condition aux
limites ABC4

1,T pour un potentiel non radial. On considère pour cela le potentiel V (x, y) = x2 + 5y2

du paragraphe 4.10.3, pour la discrétisation nT = 423 000 et ∆t = 1× 10−3. Le temps final de calcul
est T = 1. On voit que l’augmentation est affine par rapport à n. Si on représente le temps de calcul
cpu cumulé depuis l’instant initial jusqu’à l’itération n (figure 4.2(b)), on voit que doubler le temps
final de calcul conduit à tripler le coût total cpu du calcul associé à la condition ABC4

1,T . En ce qui
concerne le temps de calcul effectivement constaté, la progression est encore plus importante. Alors
qu’il faut 4h30 pour effectuer le calcul lorsque le pas de temps vaut ∆t = 2× 10−3, diminuer ce pas
de temps par deux conduit à un calcul effectif de 17h15.
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Figure 4.2 – Coût cpu (en secondes) d’une itération en temps pour la condition ABC4
1,T lorsque le

potentiel est non radial.

Il est à noter que pour la méthode directe en revanche, que les conditions aux limites soient
interprétées par approximants de Padé ou par développement de Taylor, la résolution dans le cas d’un
potentiel non radial est exactement la même que dans le cas d’un potentiel radial. En particulier, le
fait de traiter un potentiel non radial ne constitue aucun surcoût algorithmique. De ce point de vue,
on aura tendance à se restreindre aux CLA issues de la méthode directe pour résoudre un problème
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dans lequel le potentiel n’est pas radial, alors que pour un potentiel radial, les critères de choix de la
CLA peuvent être tout autres. Remarquons enfin que dans le cas de l’équation non linéaire, la solution
n’est la plupart du temps pas radiale, à moins de considérer une donnée initiale avec impulsion nulle,
ou certaines situations correspondant à un mode respiratoire, mais nous ne traitons pas ces cas ici.
Algorithmiquement, il sera donc plus intéressant de considérer les conditions de la deuxième stratégie,
car celles de la première stratégie, en plus d’être limitées à l’ordre deux, seront certainement bien
plus coûteuses.

4.9.3 Implémentation des conditions ABCM
1,P et ABCM

2,P

Nous nous intéressons maintenant à l’implémentation des conditions aux limites approchées par
approximants de Padé. On part de la formulation variationnelle (4.126) dans laquelle on remplace
∂nv

n+1 en se basant sur la première équation des systèmes (4.166) ou (4.169). Commençons, comme
d’habitude, par les conditions ABCM2,P issues de la méthode directe. La discrétisation de la condition
d’ordre deux étant donnée par le système (4.166), on a pour une fonction-test g ∈ H1(Ω)

∫
Σ

∂nv
n+1g = i

(
m∑
k=0

amk

)∫
Σ

vn+1g −
∫

Σ

κ

2
vn+1g − i

∫
Σ

m∑
k=1

amk d
m
k ϕ

n+1/2
k g +

∫
Σ

κ

2
ψn+1/2g.

En remplaçant dans la formulation variationnelle de l’équation intérieure, et en notant ϕk (resp. ψ)
le vecteur nodal associé à ϕk (resp. ψ), on obtient matriciellement

2i
∆t

Mvn+1 − Svn+1 + MWn+1vn+1 + i

(
m∑
k=0

amk

)
MΣvn+1 − 1

2
MΣ
κvn+1

− i
m∑
k=1

amk d
m
k MΣϕ

n+1/2
k − 1

2
SΣ
κψ

n+1/2 =
2i
∆t

Mun.

Par ailleurs, la deuxième ligne de (4.166) conduit à l’équation de mise à jour de ϕn+1
k sur la courbe

fermée Σ

−MΣvn+1 +
(

2i
∆t

MΣ − SΣ + MΣ
Wn+1 + dmk MΣ

)
ϕ
n+1/2
k =

2i
∆t

MΣϕnk ,

pour 1 ≤ k ≤ m. Enfin, la troisième ligne de (4.166) conduit, pour la mise à jour de ψn+1, à la
résolution de l’équation sur Σ

−MΣvn+1 +
(

2i
∆t

MΣ − SΣ + MΣ
Wn+1

)
ψn+1/2 =

2i
∆t

MΣψn.
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Finalement, il apparâıt qu’on a à résoudre un système couplé en m+ 2 inconnues
(vn+1,ϕ

n+1/2
1 , . . . ,ϕ

n+1/2
m ,ψn+1/2), qui s’écrit sous la forme



(
2i
∆t

M− S + MWn+1 + i

(
m∑
k=0

amk

)
MΣ − 1

2
MΣ
κ

)
vn+1

− i
m∑
k=1

amk d
m
k MΣϕ

n+1/2
k +

1
2

MΣ
κψ

n+1/2 =
2i
∆t

Mun,

−MΣvn+1 +
(

2i
∆t

MΣ − SΣ + MΣ
Wn+1 + dmk MΣ

)
ϕ
n+1/2
k =

2i
∆t

MΣϕnk , pour 1 ≤ k ≤ m,

SΣvn+1 +
(

2i
∆t

MΣ − SΣ + MΣ
Wn+1

)
ψn+1/2 =

2i
∆t

MΣψn,

ϕ0
k(x) = 0 pour 1 ≤ k ≤ m, ψ0(x) = 0 sur Σ.

(4.177)
Matriciellement, on peut également écrire ce système


Avn+1 +

m∑
k=1

Bkϕ
n+1/2
k + B̃ψn+1/2 = E,

Ckvn+1 + Dkϕ
n+1/2
k = Fk, 1 ≤ k ≤ m,

C̃vn+1 + D̃ψn+1/2 = F̃.

(4.178)

dans lequel, formellement, A est une matrice en volume sur Ω, mais toutes les autres matrices vivent
uniquement sur le bord Σ. Afin de construite le système linéaire associé à ces (m + 2) équations, il
faut réordonner les nœuds du maillage en isolant les points du bord des points intérieurs. Notons nP
le nombre total de points du maillage, dont nE points sur le bord et nO = nP − nE points intérieurs
au domaine. Les points du maillage sont alors renumérotés

(
pΩ

1 , . . . , p
Ω
nO , p

Σ
1 , . . . , p

Σ
nE

)
où les nO premiers points correspondent aux points intérieurs, dont l’ordre n’importe pas, et les nE
points suivants correspondent aux points du bord, tels que les couples (pΣ

k , p
Σ
k+1) pour k ∈ {1, . . . , nE−

1} et (pΣ
nE , p

Σ
1 ) constituent les arêtes consécutives du bord. On note alors vΣ,n+1 le vecteur des valeurs

de vn+1 sur les points du bord (pΣ
1 , . . . , p

Σ
nE ), et vΩ,n+1 le vecteur des valeurs de vn+1 sur les points

intérieurs (pΩ
1 , . . . , p

Ω
nO ). Toutes les matrices d’éléments finis en volume intervenant dans le système

sont réordonnées de cette façon. Les conséquences de ce réordonnement sur la matrice de masse
M sont détaillées sur la figure 4.3. Dans cette nouvelle organisation du maillage, étant donné que
les éléments du bord sont ordonnés selon des arêtes consécutives, la sous-matrice associée à Σ est
tridiagonale périodique. En réordonnant la matrice A conformément à ce maillage, le produit Avn+1

s’écrit (
AΩ A
A AΣ

)(
vΩ,n+1

vΣ,n+1

)
,

où les vecteurs vΩ,n+1 et vΣ,n+1 sont respectivement de longueur nO et nE , et les matrices AΩ, A ,
A et AΣ de taille nO × nO, nO × nE , nE × nO et nE × nE .
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Figure 4.3 – Structure de la matrice de masse en volume M, avant et après réordonnement des
points, pour un maillage comportant nT = 32 triangles, nP = 25 points au total dont nE = 16 sur le
bord.

Matriciellement, le système (4.177) peut alors s’écrire



AΩ A 0 0
A AΣ B1 . . . Bm B̃

C1 D1 0

0
...

. . . 0
Cm 0 Dm

0 C̃ 0 D̃





vΩ,n+1

vΣ,n+1

ϕ
n+1/2
1

...
ϕ
n+1/2
m

ψn+1/2


=



EΩ

EΣ

F1

...
Fm

F̃


(4.179)

où on a découpé convenablement la matrice A et le vecteur E selon les points intérieurs et extérieurs

A =
(
AΩ A
A AΣ

)
, E =

(
EΩ

EΣ

)
, (4.180)

et où les différents éléments sont donnés par

A =
2i
∆t

M− S + MWn+1 + i

(
m∑
k=1

amk

)
MΣ − 1

2
MΣ
κ ,

Bk = −iamk dmk MΣ, pour 1 ≤ k ≤ m,

B̃ =
1
2

MΣ
κ ,

Ck = −MΣ, pour 1 ≤ k ≤ m,
C̃ = SΣ,

Dk =
2i
∆t

MΣ − SΣ + MΣ
Wn+1 + dmk MΣ, pour 1 ≤ k ≤ m,

D̃ =
2i
∆t

MΣ − SΣ + MΣ
Wn+1 ,

(4.181)
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et

E =
2i
∆t

Mun,

Fk =
2i
∆t

MΣϕnk , pour 1 ≤ k ≤ m,

F̃ =
2i
∆t

MΣψn.

(4.182)

Dans cette écriture, toutes les matrices autres que A sont de taille nE×nE , et tous les vecteurs autres
que vΩ,n+1 et EΩ sont de longueur nE . La figure 4.4 donne la structure de ce système. On voit bien
que le problème est couplé uniquement par le bord Σ.
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Figure 4.4 – Structure du système linéaire associé à la résolution du problème avec une CLA de
type Padé. Exemple pour m = 5 fonctions de Padé, et un maillage comportant nT = 128 triangles,
nP = 81 points dont nE = 32 points de bord.

On remarque qu’en dimension deux, l’utilisation d’une condition de type Padé conduit à un
accroissement de la taille du système à résoudre, et cet accroissement est proportionnel au nombre
de fonctions de Padé considérées. Ce phénomène n’existait pas en dimension une. Ici, il est donc
manifestement important de choisir judicieusement le nombre m de fonctions de Padé à considérer,
afin de faire le meilleur compromis entre précision et efficacité numérique.

Cependant, cet accroissement de la taille du système ne porte que sur les points du bord. Ainsi,
par rapport au système à résoudre pour une CLA de type Taylor (qui a la même taille que la matrice
A), le système linéaire (4.179) est augmenté de (m + 1)nE lignes et autant de colonnes. Le système
comporte donc au total nP+(m+1)nE lignes et colonnes, mais il faut noter que le nombre nE de points
sur le bord est vraiment petit devant le nombre total nP de points du maillage, comme l’indique le
tableau 4.1. Ce tableau donne la taille du système à résoudre pour 25 fonctions de Padé, en fonction de
la taille du maillage, et l’accroissement relatif de la taille du système que cela représente par rapport à
l’utilisation d’une condition de type Taylor (pour laquelle le système à résoudre comporte np points).
La structure du système augmenté est visible figure 4.5. Il est à noter que dans les tests numériques
à venir, pour mailler le disque de rayon 5, nous utiliserons uniquement les maillages les plus raffinés,
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(a) nT = 105 000 (b) nT = 1 700 000

Figure 4.5 – Structure de la matrice du système augmenté pour m = 25 fonctions de Padé pour
deux maillages différents.

comportant nT = 423 000 et nT = 1 700 000 triangles. Pour ces maillages, on peut réellement dire
que l’utilisation des approximants de Padé ne pénalise pas significativement le coût algorithmique.

A titre d’exemple, pour le maillage comportant nT = 1 700 000 triangles, on a nP = 847 000 et
nE = 2 560. Pour m = 25 fonctions de Padé, le système associé à la condition d’ordre deux ABC2

2,P

est donc de taille 913 000× 913 000, alors que le système associé à une condition de type Taylor sur
le même maillage est de taille 847 000 × 847 000. Ainsi, l’utilisation d’une condition de type Padé
avec 25 fonctions représente, pour un tel maillage, un accroissement de 8% de la taille du système
à résoudre. On voit bien que, les équations auxiliaires ne portant que sur le bord du domaine, cette
différence de taille n’est pas très significative.

Maillage (nT ) nP nE m Taille du système Acc. rel. (taille)
1 700 000 847 000 2 560 25 913 000 + 8 %

423 000 212 000 1 280 25 245 000 + 16 %
105 000 53 000 640 25 70 000 + 30 %

Table 4.1 – Taille du système augmenté à résoudre pour les conditions de Padé avecm = 25 fonctions,
et accroissement relatif par rapport à une condition de type Taylor.

On étudie également l’influence des équations de bord sur le nombre de termes non nuls du système
(voir tableau 4.2). On compare le nombre d’éléments non nuls du système associé à la condition
ABC2

2,P avec 25 fonctions de Padé, au nombre d’éléments non nuls dans le système associé à ABC4
2,T .

Il faut savoir que la matrice A du problème intérieur associé à une condition de type Padé a la même
structure, même nombre d’éléments non nuls et même conditionnement que la matrice du système
associé à une condition de type Taylor. Les différences observées dans le tableau 4.2 correspondent
donc bien à la modification du système suite à l’ajout des m+1 fonctions auxiliaires. Pour le maillage
le plus fin, on observe une augmentation relative de 10 % des termes non nuls du système, ce qui reste
acceptable.

Cependant, l’influence sur le conditionnement du système est désastreuse, comme l’indique le
tableau 4.3, qui donne, pour différentes valeurs de m, une estimation du conditionnement du système
linéaire, obtenue à l’aide de la fonction condest de matlab. Pour m = 25, le conditionnement passe
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Maillage (nT ) nz Taylor m nz Padé Acc. rel. nz
1 700 000 5 924 161 25 6 523 201 + 10 %

423 000 1 482 001 25 1 781 521 + 20 %
105 000 370 981 25 520 741 + 40 %

Table 4.2 – Nombre d’éléments non nuls du système linéaire pour les conditions de type Padé avec
m = 25 fonctions et pour les conditions de type Taylor.

Maillage (nT ) 1 700 000 420 000 105 000
m Taylor Padé Taylor Padé Taylor Padé
10 362 16 082 96 2 623 22 739
20 79 989 28 249 18 500
25 166 812 74 265 57 604
40 1 090 000 620 000 563 000
60 5 573 000 3 868 000 3 272 000

Table 4.3 – Conditionnement du système pour les conditions de type Padé pour différentes valeurs
de m, et pour les conditions de type Taylor.

de 372 pour les CLA de type Taylor, à 166 812 pour les conditions de Padé. De fait, alors que l’ajout
de fonctions de Padé semblait numériquement ne pas trop pénaliser la résolution du problème, nous
verrons un peu plus loin que ce conditionnement élevé entrâıne un coût supplémentaire dans la
résolution du système linéaire. L’évolution du conditionnement avec m montre bien que c’est l’ajout
des équations auxiliaires qui pénalise le conditionnement, ce qui révèle l’importance de ne pas prendre
m inutilement grand. Pour comprendre cette augmentation du conditionnement avec m, on s’intéresse
alors à l’ordre de grandeur des termes ajoutés par les conditions aux limites dans la matrice du
système, et on remarque que ces termes peuvent être d’un ordre de grandeur relativement différent
des termes de la matrice A. En fait, plus m augmente, et plus le maximum des termes (dmk )1≤k≤m est
grand. En effet, les coefficients de Padé étant donnés par (1.167), les coefficients amk restent d’un ordre
de grandeur raisonnable pour m = 25, mais le maximum des coefficients dmk est le dernier coefficient
dmm qui est égal à

dmm = tan2

(
(2m− 1)π

4m

)

et devient rapidement grand lorsque m augmente. L’évolution des coefficients amm et dmk en fonction de
m est représentée figure 4.6, et on voit que le coefficient dmm est de l’ordre de 103 à partir de m = 25.
Ceci explique notamment que le conditionnement augmente avec m. Cependant, il n’est pas possible
de renormaliser les équations auxiliaires portant sur ϕk et ψ, puisque le système est couplé et que les
coefficients dmk interviennent également dans les matrices Bk.

On peut naturellement extraire des paragraphes précédents le traitement de la condition d’ordre
un. Le système à résoudre est alors de taille nP + mnE , et il est obtenu à partir de (4.179) en
supprimant la dernière ligne et la dernière colonne de la matrice, et le dernier bloc des vecteurs. Le
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Figure 4.6 – Evolution des coefficients amm et dmm en fonction de m.

système s’écrit 
AΩ A 0
A AΣ B1 . . . Bm

C1 D1 0

0
...

. . .
Cm 0 Dm





vΩ,n+1

vΣ,n+1

ϕ
n+1/2
1

...
ϕ
n+1/2
m


=



EΩ

EΣ

F1

...
Fm

 (4.183)

où la matrice A est modifiée par rapport à (4.181) en retirant les termes relatifs à ψ, c’est-à-dire

A =
2i
∆t

M− S + MWn+1 + i

(
m∑
k=1

amk

)
MΣ. (4.184)

De la même manière, on peut écrire le système découlant de la condition ABC1
1,P obtenue par

changement de jauge, dont la discrétisation est donnée par (4.170). Il s’agit de résoudre le système
linéaire 

AΩ A 0
A AΣ B1 . . . Bm

C1 D1 0

0
...

. . .
Cm 0 Dm





vΩ,n+1

vΣ,n+1

ϕ
n+1/2
1

...
ϕ
n+1/2
m


=



EΩ

EΣ

F1

...
Fm

 (4.185)

où les sous-matrices sont données par

A =
2i
∆t

M− S + MWn+1 + i

(
m∑
k=1

amk

)
MΣ,

Bk = −iamk dmk MΣ
eiW n+1 , pour 1 ≤ k ≤ m,

Ck = −MΣ
e−iW n+1 , pour 1 ≤ k ≤ m,

Dk =
2i
∆t

MΣ − SΣ + dmk MΣ, pour 1 ≤ k ≤ m,

(4.186)
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et les vecteurs du second membre par

E =
2i
∆t

Mun,

Fk =
2i
∆t

MΣϕnk , pour 1 ≤ k ≤ m.
(4.187)

Remarque 4.14. Si le potentiel est radial et que le domaine de calcul est un disque, alors la quantité
eiW

n+1
est constante sur la frontière Σ, et on peut écrire

MΣ
eiW n+1 = eiW

n+1
MΣ,

de manière à simplifier (4.186).

On souhaiterait à présent en déduire le système à résoudre pour la condition d’ordre deux ABC2
1,P .

Nous avons vu au paragraphe 4.8.4 que pour les conditions Padé issues du changement de jauge, la
condition d’ordre deux n’était écrite que dans le cas d’un potentiel radial, même pour résoudre un
problème associé à un potentiel non radial. Son expression est donc

∂nu− ieiV
√
i∂t + ∆Σ

(
e−iVu

)
+
κ

2
u− κ

2
eiV (i∂t + ∆Σ)−1 ∆Σ

(
e−iVu

)
= 0,

et le dernier terme sera manipulé en faisant, lorsque ce sera nécessaire, l’approximation ∂s e
iV = 0.

Cette condition ABC2
1,P conduit à la résolution du système linéaire (4.179) dans lequel les sous-

matrices sont données par

A =
2i
∆t

M− S + MWn+1 + i

(
m∑
k=1

amk

)
MΣ − 1

2
MΣ
κ ,

Bk = −ieiW n+1
amk d

m
k MΣ, pour 1 ≤ k ≤ m,

B̃ =
1
2
eiW

n+1
MΣ
κ ,

Ck = −e−iW n+1
MΣ, pour 1 ≤ k ≤ m,

C̃ = e−iW
n+1

SΣ,

Dk =
2i
∆t

MΣ − SΣ + dmk MΣ, pour 1 ≤ k ≤ m,

D̃ =
2i
∆t

MΣ − SΣ,

(4.188)

et les vecteurs du second membre valent

E =
2i
∆t

Mun,

Fk =
2i
∆t

MΣϕnk , pour 1 ≤ k ≤ m,

F̃ =
2i
∆t

MΣψn.

(4.189)

Si V n’est pas radial, une première approximation (sans aucune garantie) consiste à résoudre le
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Figure 4.7 – Interpolation du bord par une courbe d’ordre quatre sur M3 et ses quatre voisins.

système (4.179) où on a, pour les sous-matrices,

A =
2i
∆t

M− S + MWn+1 + i

(
m∑
k=1

amk

)
MΣ − 1

2
MΣ
κ ,

Bk = −iamk dmk MΣ
eiW n+1 , pour 1 ≤ k ≤ m,

B̃ =
1
2

MΣ
κeiW n+1 ,

Ck = −MΣ
e−iW n+1 , pour 1 ≤ k ≤ m,

C̃ = SΣ
e−iW n+1 ,

Dk =
2i
∆t

MΣ − SΣ + dmk MΣ, pour 1 ≤ k ≤ m,

D̃ =
2i
∆t

MΣ − SΣ,

(4.190)

et les vecteurs du second membre sont identiques à (4.189).

4.9.4 Calcul de la courbure

L’implémentation de la plupart des conditions aux limites fait intervenir une matrice de masse
généralisée associée à la courbure κ, notée MΣ

κ , voire une matrice de raideur généralisée notée SΣ
κ .

Cela nécessite de déterminer, de manière approchée, la courbure en tout point du bord, selon le
maillage utilisé. En fait, puisqu’on travaille avec des éléments finis P1, les matrices d’éléments finis
sont assemblées en utilisant la méthode de Simpson comme formule d’intégration numérique. Il faut
donc connâıtre également la valeur de la courbure aux points milieux des arêtes du bord, pour obtenir
un résultat aussi précis que possible. Pour ces deux ensembles de points (les sommets du bord, et
les milieux des arêtes du bord), on utilise une interpolation du bord par une courbe d’ordre quatre
passant par le point considéré et ses quatre plus proches voisins. La courbure au point cherché est
alors approchée par la courbure de la courbe d’interpolation en ce point.

Plus précisément, soit M3 un point du bord en lequel on souhaite évaluer la courbure κΣ(M3).
On approche la courbure sur le bord au point M3 par la courbure au point M3 d’une courbe Γ qui
interpole le bord sur M3 et ses quatre voisins. Cette courbure mesurée le long de Γ est notée κΓ(M3).
On note M1, M2, M4 et M5 les quatre voisins (deux à gauche, deux à droite) de M3 sur Σ (voir
figure 4.7). On construit une courbe interpolante Γ définie par

Γ(t) :

{
x(t) = at4 + bt3 + ct2 + dt+ e

y(t) = ft4 + gt3 + ht2 + kt+ l
(4.191)
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telle que Γ passe par les points Mi, 1 ≤ i ≤ 5, avec

M1 = Γ(t1)

M2 = Γ(0)

M3 = Γ(t2)

M4 = Γ(1)

M5 = Γ(t3)

(4.192)

où les paramètres t1, t2 et t3 sont des poids barycentriques correspondant aux distances à M2,
relativement à la distance M2M4 (elle-même approchée par la somme des longueurs des arêtes M2M3

et M3M4) :

t1 = − M1M2

M2M3 +M3M4

t2 =
M2M3

M2M3 +M3M4

t3 = 1 +
M4M5

M2M3 +M3M4
.

L’expression de la courbure sur la courbe Γ est classiquement donnée par

κΓ(t) =
x′y′′ − x′′y′√
x′2 + y′2

3 .

On en déduit la courbure cherchée

κΣ(M3) ≈ κΓ(t2) =
x′(t2)y′′(t2)− x′′(t2)y′(t2)√

x′(t2)2 + y′(t2)2
3 .

Cette technique permet également d’accéder à la dérivée seconde de la courbure ∂2
t κ, puis à son

estimation au point M3 en évaluant cette quantité en t2.
Pour obtenir l’expression des coefficients de la courbe d’interpolation, on procède de la manière

suivante. L’explicitation du système (4.192) selon les deux coordonnées conduit à un système linéaire
(4.193) de 10 équations, à 10 inconnues qui sont les paramètres a, b, c, d, e, f , g, h, k et l. Le
second membre est constitué des coordonnées des points M1, M2, M3, M4 et M5. On obtient les
paramètres cherchés en résolvant le système linéaire, ou en inversant le système de manière à exprimer
explicitement les coefficients cherchés en fonction des abscisses t1, t2 et t3, et des coordonnées des
points par lesquels passe la courbe. Cette dernière option permet de travailler vectoriellement

t41 t31 t21 t1 1 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 t41 t31 t21 t1 1
0 0 0 0 1 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 1
t42 t32 t22 t2 1 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 t42 t32 t22 t2 1
1 1 1 1 1 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 1 1 1 1 1
t43 t33 t23 t3 1 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 t43 t33 t23 t3 1





a
b
c
d
e
f
g
h
k
l


=



x1

y1

x2

y2

x3

y3

x4

y4

x5

y5


. (4.193)

Lors de la construction des matrices d’éléments finis sur le bord, on est amenés à utiliser la valeur
de la courbure (et de sa dérivée seconde) non seulement sur les points du bord, mais aussi sur les
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Figure 4.8 – Interpolation du point milieu P3 bord par une courbe d’ordre quatre s’appuyant sur
les quatre milieux voisins de P3.

milieux des arêtes du bord. En effet, l’intégration numérique est effectuée à l’aide d’une formule de
Simpson faisant intervenir les deux extrémités de l’intervalle, et le milieu de celui-ci. On note P3 le
milieu du segment M3M4 en lequel on doit calculer la courbure. On considère M1 et M2 les deux
voisins précédents de M3 (points du maillage), ainsi que M5 et M6 les deux voisins suivants de M4.
Les cinq points par lesquels passe la courbe d’interpolation sont P3, et ses quatre voisins en tant que
milieux, c’est-à-dire P1 milieu de M1M2, P2 milieu de M2M3, P4 milieu de M4M5 et P5 milieu de
M5M6 (voir figure 4.8). On répète le même travail que pour les points (Mi)1≤i≤5, mais cette fois pour
les points (Pi)1≤i≤5. Ceci nous donne une estimation aux milieux des arêtes de la courbure et de la
dérivée seconde de la courbure.

4.10 Résultats numériques

Les différentes conditions aux limites écrites et discrétisées sont testées ci-après. Il s’agit des
conditions ABCM1,T et ABCM2,T pour M ∈ {2, 3, 4}, et des conditions ABCM1,P et ABCM2,P pour M ∈
{1, 2}. Dans le cas d’un potentiel non radial, on utilise une version approchée des conditions aux
limites ABC3

1,T , ABC4
1,T et ABC2

1,P , tandis que les autres conditions s’appliquent sans modification.

Remarquons que dans ce chapitre, compte tenu des coûts de calcul, il est déraisonnable de
construire des solutions numériques de référence, l’augmentation de la surface du domaine de cal-
cul étant trop importante en dimension deux. Cependant, la proposition 1.3 s’applique encore, et on
aurait pu utiliser ces résultats pour obtenir des solutions de référence analytiques pour les potentiels
isotropes de la forme V = αr et V = αr2.

4.10.1 Etude préalable

Domaine et maillage

Nous considérons dans les tests qui suivent deux types de domaines Ω. Le premier est le disque
centré en l’origine et de rayon R = 5. Le second sera le médiator (défini au paragraphe 4.10.4). On a
vu que pour des raisons théoriques, il est nécessaire de considérer un domaine convexe, et de frontière
régulière. Les deux domaines utilisés vérifient tous les deux ces conditions. Dans le cas du disque, le
fait de considérer un domaine à symétrie radiale simplifie l’implémentation des conditions aux limites
issues du changement de jauge, ABCM1,T et ABCM1,P , mais seulement dans le cas d’un potentiel qui est
lui-même radial. Les conditions issues de la méthode directe s’appliquent de la même manière, que le
problème soit à symétrie radiale ou non.
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Figure 4.9 – Exemple de maillage obtenu avec Matlab. Il comporte nT = 6 796 triangles, np = 3 479
points et nE = 160 arêtes.

Le domaine de calcul est maillé comme sur la figure 4.9 en utilisant nP points dont nE points de
bord, et nT triangles. Ce maillage est réalisé à l’aide de la pdetoolbox de Matlab. Pour le disque
de rayon 5, le tableau 4.4 donne les valeurs de nP , nE et nT ainsi que les surfaces minimales et
maximales des triangles générés pour les trois maillages considérés dans cette étude. Dans la suite,
chaque maillage sera repéré par son nombre de triangles nT . Le temps final de calcul est T = 1.

On prend comme donnée initiale du problème la gaussienne

u0(x, y) = e−x
2−y2−ik0x, pour (x, y) ∈ Ω, (4.194)

dans laquelle on a choisi k0 = 10 (figure 4.10). La donnée initiale ainsi définie a sa direction de
propagation le long de l’axe des x, et plus précisément dans le sens des x négatifs. Ceci justifie qu’on
privilégie particulièrement le plan y = 0 pour nos observations.

nT nP nE min |T | max |T |
1 700 000 847 000 2 560 1× 10−5 1× 10−4

423 000 212 000 1 280 5× 10−5 4× 10−4

105 000 53 000 640 2× 10−4 1× 10−3

26 000 13 000 320 9× 10−4 6× 10−3

Table 4.4 – Paramètres des maillages du disque de rayon 5.

Nous considérerons quatre exemples de potentiels. Dans un premier temps, les CLA sont testées
et comparées sur le potentiel V (r) = 5r. Nous nous intéresserons ensuite aux résultats liés à un autre
potentiel radial, mais de plus grande amplitude puisqu’il s’agit du potentiel quadratique V (r) = 5r2.
Nous continuerons avec l’étude d’un potentiel non radial V (x, y) = x2 + 5y2. Enfin, nous terminerons
par un potentiel dépendant également du temps, V (r, t) = 5r2 (1 + cos(4πt)).
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Figure 4.10 – Donnée initiale gaussienne sur le disque de rayon 5.

Maillage Taylor Padé m = 25
CMK UMFPACK CMK UMFPACK

nT = 423 000 nP = 212 000 13 13 20 25
nT = 1 700 000 nP = 847 000 87 90 210 151

Table 4.5 – Temps cpu de résolution (en secondes) du système linéaire pour les deux approches, et
pour deux méthodes de résolution.

Résolution du système linéaire

La résolution du problème avec condition aux limites conduit à la résolution d’un système linéaire
creux, mais non structuré. De plus, dans de nombreux cas-tests, la matrice du système linéaire
ne dépend pas du temps. Pour le résoudre, une première piste a été envisagée : on réordonne la
matrice du système linéaire selon le principe de Cuthill-McKee. Ce réordonnement permet de se
ramener à une matrice bande (voir figure 4.11), dont la largeur de bande est seulement de l’ordre
de 1 000 pour une matrice carrée de taille 212 000 initialement (pour le maillage comportant nT =
423 000 triangles). Cette méthode permet de suppléer les méthodes itératives (gradient conjugué,
GMRES, . . . ) qui ne convergent plus dès que la taille du système est trop grande. Par ailleurs,
construire un préconditionneur robuste pour de tels problèmes est difficile et fait l’objet de recherches.

Cependant, après comparaison des temps de calcul (voir tableau 4.5), ce n’est finalement pas le
réordonnement de Cuthill-McKee que nous retenons pour résoudre les systèmes linéaires. En effet,
pour de gros maillages (nT = 1 700 000), la résolution en utilisant directement la commande anti-
slash de Matlab, basée sur UMFPACK et qui consiste également à réordonner le système de manière
judicieuse avant de le résoudre, s’est avérée globalement plus rapide que la résolution du système
préalablement réordonné par Cuthill-McKee. En fait, les deux méthodes sont tout à fait compétitives
l’une par rapport à l’autre pour la résolution des systèmes issus des conditions aux limites de l’ap-
proche Taylor. C’est en revanche pour les conditions de l’approche Padé que les résultats deviennent
très différents selon qu’on utilise Cuthill-McKee ou UMFPACK.
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(a) Sans réordonnement (b) Avec réordonnement

Figure 4.11 – Effet du réordonnement de Cuthill-McKee sur le système linéaire associé à la condition
ABC4

2,T , pour nT = 423 000.

Surtout, quelle que soit la méthode considérée, le temps de résolution du système avec approxi-
mants de Padé est significativement supérieur au temps de résolution du système obtenu avec l’ap-
proche Taylor. Le surcoût de calcul est de l’ordre de 66 % à 100 %, en temps cpu. L’approche Padé
pâtit certainement du mauvais conditionnement du système augmenté, que nous avions pu consta-
ter au paragraphe 4.9.3. Enfin, il est à noter que le système en langage interprété Matlab engendre
probablement des coûts de calculs relativement importants par rapports à un code en dur.

Différents types de présentation des résultats

On représente la solution numérique en trois dimensions dans l’espace (x, y, t) pour x2 + y2 ≤ 52

et t ∈ [0, 1]. Comme dans le cas unidimensionnel, la précision des CLA se mesure à l’amplitude de
la réflexion parasite observée lorsque la solution atteint le bord du disque de calcul. L’objectif est
toujours de minimiser cette réflexion. Et comme dans les chapitres 1 et 2, on s’intéresse aux courbes
de niveau de la réflexion. Cette fois encore, une représentation en échelle normale ne permet pas de
comparer les conditions aux limites car la réflexion observée est souvent trop faible et n’est pas visible
à l’œil nu. On considère donc une représentation en échelle logarithmique.

Une manière de représenter la solution dans l’espace est par exemple la figure 4.12. Pour cet
exemple, comme pour les figures suivantes dans ce paragraphe, on considère le potentiel V (r) = 5r2

et la condition aux limites ABC4
1,T . Le disque Ω est discrétisé en utilisant nT = 1 700 000 triangles et

le pas de temps vaut ∆t = 1×10−3. La figure 4.12 consiste en une représentation tri-dimensionnelle de
trois surfaces de niveau, associées aux niveau 10−1, 10−2 et 10−3, permettant de visualiser la structure
de la solution jusque dans les petites échelles. A cette représentation des isosurfaces, on superpose
une représentation bi-dimensionnelle dans le plan {y = 0} des lignes de niveau logarithmiques dans
ce plan.

Sachant qu’à chaque instant, la solution est centrée sur l’axe des x et globalement symétrique par
rapport au plan {y = 0}, on représente l’évolution des différentes courbes de niveaux de la solution
en considérant la section suivant le plan {y = 0}. Le disque Ω est désormais discrétisé de façon plus
grossière par nT = 423 000 triangles et ∆t = 2 × 10−3. Cette représentation peut se faire sous la
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Figure 4.12 – Représentation 3D des enveloppes de niveau associées aux niveaux 10−1, 10−2 et 10−3,
et des courbes de niveau de la section 2D selon le plan y = 0.

forme de la figure 4.13(a) ou de la figure 4.13(b). Dans les deux cas, les courbes de niveau vont de
100 à 10−4. Cependant, bien que la première figure soit plus esthétique, elle ne donne qu’un aperçu
global des niveaux de réflexion et elle ne permet pas de comparer précisément deux solutions pour
lesquelles les ensembles de niveau seraient proches. La deuxième en revanche délimite les ensembles de
niveau intermédiaires, quatre par unité logarithmique, ce qui permet de comparer plus facilement deux
figures. Sur les figures du type de la figure 4.13(b), l’écart entre deux courbes de niveau correspond
à un facteur 100.25 ≈ 1.8. Afin d’étudier avec précision les différences entre les différentes méthodes,
nous privilégierons le deuxième type de représentation.
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Figure 4.13 – Deux exemples de représentation logarithmique, suivant la section dans le plan y = 0,
de la figure 4.12.

Sur les figures du type de 4.13(b), on peut observer certaines irrégularités sous formes de traces
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au centre de la figure (proches de x = 0). En fait, il ne s’agit pas de réflexion liée aux conditions
aux limites, mais d’artéfacts liés à la représentation graphique de la solution. A l’issue du calcul, on
obtient la solution numérique à tout temps sur le maillage éléments finis. Afin de représenter la tranche
correspondant à y = 0 dans le plan (x, t), on souhaite obtenir la solution sur un maillage cartésien de
Ω. Pour cela, on interpole u sur une grille cartésienne du domaine, et c’est ensuite cette interpolation
qui est représentée. Des défauts peuvent en découler, notamment si la grille d’interpolation n’est pas
suffisamment fine.

Choix du nombre m de fonctions de Padé

L’approche des CLA par approximants de Padé requiert de connâıtre une estimation aussi optimale
que possible du nombre m de fonctions de Padé à utiliser. Contrairement au cas 1D, ce choix est
important ici, puisque l’ajout de nouvelles fonctions auxiliaires se traduit par un agrandissement
de la taille du système linéaire à résoudre, et une détérioration du conditionnement. Même si les
matrices ajoutées ne sont que des matrices d’éléments finis sur le bord, de taille bien plus petite que
les matrices en volume sur Ω, il est important de ne pas augmenter inutilement la taille du système
à résoudre, ceux-ci étant déjà gros, et d’autant plus que le conditionnement du système linéaire à
résoudre augmente avec m (voir tableau 4.3). D’un autre côté, il n’est évidemment pas question de
prendre m trop petit au risque de ne pas atteindre la précision maximale de la CLA. Quelques tests
sont donc réalisés sur le potentiel V (r) = 5r pour déterminer une fourchette optimale pour m. Il est
bien entendu que la valeur de m optimale peut varier en fonction du potentiel considéré, du domaine,
ou même de la discrétisation, ce qui rend son choix délicat, et la recherche d’un m uniformément
optimal, vaine.

La figure 4.14 présente des simulations avec la condition ABC2
2,P pour des valeurs de m allant de

m = 10 à m = 50. La discrétisation est donnée par nT = 423 000 et ∆t = 2 × 10−3. On s’aperçoit
qu’il ne faut pas prendre m plus petit que 15. A partir de m = 20, la précision obtenue stagne et le
niveau de réflexion parasite ne diminue plus. Il est donc inutile d’aller jusqu’à 50 fonctions de Padé,
d’autant plus que ceci affecte le conditionnement du système linéaire. Pour s’assurer une certaine
marge, on prendra m = 25 par la suite. Toutes les conditions de type ABCM1,P et ABCM2,P utiliseront
donc 25 fonctions de Padé.
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(c) m = 20
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(d) m = 25
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(f) m = 50

Figure 4.14 – Choix du nombre m de fonctions de Padé pour les conditions ABCM2,P .
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Comparaison des CLA sans potentiel en l’absence de potentiel

Afin de se faire une première idée de la hiérarchisation des différentes CLA, et de l’influence des
différents ordres, on commence par étudier et comparer les CLA sans potentiel, d’abord pour un
potentiel effectivement nul, puis pour un potentiel non nul. On a vu au paragraphe 4.6 qu’il n’y avait
que deux familles de CLA sans potentiel : les conditions ABCM0,T approchées par développement de
Taylor, données par (4.99)–(4.101), et les conditions ABCM0,P approchées par approximants de Padé,
et données par (4.102)–(4.103).

Nous commençons par comparer l’efficacité des CLA sans potentiel en l’absence de potentiel. La
figure 4.15 présente les résultats obtenus avec les différentes CLA pour nT = 423 000 et ∆t = 2×10−3.
On observe nettement l’amélioration des résultats pour les ordres croissants des CLA. Si les conditions
ABC2

0,T et ABC1
0,P donnent déjà de bons résultats, il est clair que les conditions d’ordres trois et

quatre, pour l’approche Taylor, et d’ordre deux pour l’approche Padé, améliorent la précision du
calcul. On s’attend donc à ce que la montée en ordre améliore les résultats également dans le cas d’un
potentiel.

En ce qui concerne la précision optimale obtenue pour chacune des deux méthodes, elle est la
même pour la condition ABC4

0,T et pour la condition ABC2
0,P . La conclusion qu’il faut en tirer est

que, dans la mesure où la généralisation des CLA au cas d’un potentiel tient correctement compte de
ce potentiel, on peut s’attendre à observer des résultats similaires pour les deux approches.

En revanche, ceci ne préjuge en rien des résultats obtenus au sein d’une même approche (Padé
ou Taylor) pour les deux stratégies différentes (changement de jauge ou méthode directe). En effet,
les deux stratégies ne prennent pas en compte le potentiel de la même manière, ce qui est susceptible
d’introduire des disparités par rapport aux résultats obtenus en l’absence de potentiel. C’est ce que
nous nous attacherons à mettre en évidence. Par exemple, les conditions ABCM1,T font intervenir le
potentiel dès l’ordre deux, via le déphasage, tandis qu’il n’intervient qu’à partir de l’ordre trois pour
les conditions ABCM2,T .

Application des conditions sans potentiel à un potentiel non nul

Avant d’étudier l’effet, pour différents types de potentiels, des conditions aux limites construites
dans ce chapitre, on vérifie qu’il est nécessaire que les conditions aux limites tiennent compte du
potentiel. Pour cela, on choisit comme potentiel V (r) = 5r, et on résout le problème associé à ce
potentiel en utilisant les conditions aux limites sans potentiel ABCM0,T et ABCM0,P données par (4.99)–
(4.103).

La figure 4.16 présente les résultats obtenus pour les conditions ABC4
0,T et ABC2

0,P , le domaine
Ω étant maillé à l’aide de nT = 423 000 triangles, pour un pas de temps ∆t = 2 × 10−3 et m = 25
fonctions de Padé. On voit clairement que les conditions sans potentiel ne permettent pas d’approcher
correctement la solution, l’amplitude de la réflexion ne descendant pas en-dessous de 10−1.

On voit donc l’importance, en plus d’utiliser des conditions d’ordre élevé comme l’a montré le
paragraphe précédent, d’incorporer le potentiel dans la condition aux limites.
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Figure 4.15 – Comparaison des CLA ABCM0,T et ABCM0,P pour le potentiel nul, pour nT = 423 000
et ∆t = 2× 10−3.
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Figure 4.16 – Utilisation des CLA sans potentiel ABC4
0,T et ABC2

0,P pour le potentiel non nul
V (r) = 5r.

4.10.2 Etude de potentiel radiaux

Le potentiel V (r) = 5r

Nous allons à présent nous intéresser à comparer entre elles les CLA provenant des quatre familles
différentes. Pour cette comparaison, nous considérons pour commencer le potentiel V (r) = 5r. La
figure 4.17(a) donne le profil de ce potentiel sur Ω, tandis que la figure 4.17(b) représente l’allure de
la solution numérique associée.

(a) Profil du potentiel (b) Profil de la solution

Figure 4.17 – Profil du potentiel V (r) = 5r et de la solution (numérique) associée, sur le disque de
rayon 5.

On commence par observer la précision que l’on peut obtenir pour chacune des conditions aux
limites, en raffinant suffisamment. Pour cela, on prend un maillage à nT = 1 700 000 triangles, et un
pas de temps ∆t = 10−3. Les solutions obtenues en utilisant les CLA ABCM1,T et ABCM2,T basées sur
l’approche Taylor sont représentées figure 4.18, et celles obtenues en utilisant les CLA ABCM1,P et
ABCM2,P se trouvent figure 4.19.
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Figure 4.18 – Les CLA de type ABCM1,T et ABCM2,T (approche Taylor) pour le potentiel V (r) = 5r
et la discrétisation la plus fine (nT = 1 700 000, ∆t = 10−3).
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Intéressons-nous d’abord à l’influence de l’ordre des conditions aux limites. Comme dans les si-
mulations à potentiel nul, on observe l’amélioration des résultats lorsque l’ordre augmente, et plus
particulièrement, pour les conditions de type Taylor, lors du passage de l’ordre deux à l’ordre trois.
Le cas le plus flagrant concerne la différence entre ABC2

2,T et ABC3
2,T : la première ne convient pas du

tout, conduisant à une réflexion d’amplitude 10−1, alors que la deuxième est correcte, l’amplitude de
la réflexion ne dépassant pas 10−2.5. En fait, ceci s’explique par l’absence totale de termes de potentiel
dans la condition d’ordre deux ABC2

2,T : si on se réfère à la proposition 4.37, ceux-ci n’apparaissent
en effet qu’à partir de l’ordre trois. Ce phénomène ne se produit pas pour les conditions ABCM1,T ,
du fait du changement de jauge, puisqu’à tous les ordres, le potentiel intervient au minimum via les
exponentielles eiV et e−iV . Les résultats le confirment, puisque la condition d’ordre deux ABC2

1,T est
déjà plutôt satisfaisante : elle égale les conditions ABC3

2,T et ABC4
2,T . Malgré cela, les conditions

d’ordres supérieurs ABC3
1,T et ABC4

1,T améliorent successivement ce résultat pour gagner au final
un facteur 15 : entre l’ordre deux et l’ordre quatre, l’amplitude maximale observée pour la réflexion
passe de 10−2.5 à moins de 10−3.5. L’amélioration due à l’ordre est également visible, et de manière
aussi spectaculaire, pour les conditions aux limites basées sur l’approche Padé. Même si le résultat
donné par l’ordre un n’est pas mauvais, la condition d’ordre deux diminue la réflexion d’un facteur
10 environ.

A présent, comparons entre elles les familles de CLA. La première remarque à faire est que,
globalement, les conditions ABCM2,T , pourM ≥ 3, sont moins précises que les conditions ABCM1,T issues
du changement de jauge. Cela peut s’expliquer de la façon suivante. Il faut remarquer que la troncature
de Taylor a moins d’effets négatifs dans le cas du changement de jauge, car elle est compensée par le
déphasage par la fonction de phase V, qui fait intervenir le potentiel dès les premiers ordres des CLA.
De même, le fait de ne pas avoir inclu le potentiel dans le symbole principal est moins pénalisant
dans le cas de l’approche Padé, car les symboles exacts sont préservés. Tout cela joue en la défaveur
des conditions de type ABCM2,T . Elles tiennent pourtant compte du potentiel mais, manifestement, la
troncature réalisée en effectuant le développement de Taylor, arbitraire, a perdu trop d’information
de premier rang sur le potentiel. Dans la suite, les conditions ABCM1,T constitueront la référence en
termes de CLA approchées par un développement de Taylor, et parmi elles, plus particulièrement la
condition d’ordre quatre.

Les conditions ABCM2,P quant à elles n’ont subi pratiquement aucune approximation. On avait vu
en 1D que prendre le symbole exact était efficace. C’est encore le cas ici, et même si on ne garde que
deux termes, on voit que ces deux termes contiennent suffisamment d’information pour rivaliser (et
même mieux) avec les conditions sans potentiel dans le symbole principal, ou tronquées par Taylor.
Par ailleurs, pour cette discrétisation, les CLA de l’approche Padé ne présentent pas de différence
notable, ni entre elles (conditions ABC2

1,P et ABC2
2,P ), ni par rapport à la condition ABC4

1,T . Nous
avons donc, parmi les conditions d’ordre le plus élevé, trois conditions aux limites susceptibles de
rivaliser. Dans les trois cas, l’amplitude de la réflexion parasite ne dépasse pas 10−3, ce qui est tout
à fait satisfaisant.

Pour terminer, on souhaite étudier l’influence de la discrétisation pour chacune des trois CLA les
plus performantes : la figure 4.20 donne l’évolution des résultats pour ABC4

1,T , la figure 4.21 pour
ABC2

1,P et la figure 4.22 pour ABC2
2,P . Le pas de temps varie de ∆t = 5 × 10−3 à ∆t = 10−3, et le

nombre de triangles du maillage de nT = 105 000 à nT = 1 700 000. Si on choisit un ∆t plus grand,
par exemple ∆t = 10−2, on s’aperçoit que le profil même de la solution n’est pas correct, les rayons
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Figure 4.19 – Les CLA de type ABCM1,P et ABCM2,P (approche Padé) pour le potentiel V (r) = 5r et
la discrétisation la plus fine (nT = 1 700 000, ∆t = 10−3).
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(a) nT = 105 000, ∆t = 5× 10−3
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(f) nT = 1 700 000, ∆t = 10−3

Figure 4.20 – Evolution pour ABC4
1,T selon la discrétisation, pour le potentiel V (r) = 5r.
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(f) nT = 1 700 000, ∆t = 10−3

Figure 4.21 – Evolution pour ABC2
1,P selon la discrétisation, pour le potentiel V (r) = 5r.
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(f) nT = 1 700 000, ∆t = 10−3

Figure 4.22 – Evolution pour ABC2
2,P selon la discrétisation, pour le potentiel V (r) = 5r.
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Figure 4.23 – Les CLA d’ordre maximal pour le potentiel V (r) = 5r, nT = 423 000 et ∆t = 2×10−3.

n’étant pas suffisamment courbés. Il sera donc indispensable de prendre ∆t au moins inférieur ou égal
à 5× 10−3 dans tous les tests. Il est également intéressant d’observer l’effet de dispersion numérique
pour les conditions issues du changement de jauge ABC4

1,T et ABC2
1,P . Ces deux CLA peuvent

conduire à une précision aussi bonne que la condition ABC2
2,P , mais il est pour cela nécessaire de

raffiner suffisamment (en l’occurrence, nT = 1 700 000 et ∆t = 10−3). Cette dispersion numérique sera
particulièrement mise en évidence dans le cas du potentiel quadratique V (r) = 5r2 (voir figure 4.28).
A l’inverse, avec la condition ABC2

2,P , la précision maximale obtenue dans les exemples présentés est
déjà obtenue pour une discrétisation plus grossière, avec nT = 423 000 et ∆t = 2× 10−3.

Enfin, on présente aussi figure 4.23 les simulations obtenues pour les conditions d’ordre le plus
élevé, avec une discrétisation plus grossière : nT = 423 000 triangles et ∆t = 2×10−3. On constate que
les résultats sont déjà bons pour les conditions ABC4

1,T , ABC2
1,P et ABC2

2,P , même si cette dernière
semble légèrement plus précise que les deux autres.
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Le potentiel V (r) = 5r2

Nous passons maintenant à l’étude d’un autre potentiel, encore à symétrie radiale, mais d’ampli-
tude nettement plus grande, V (r) = 5r2. Ce nouveau potentiel est représenté figure 4.24, ainsi que
l’allure de la solution numérique.

(a) Profil du potentiel (b) Profil de la solution

Figure 4.24 – Profil du potentiel V (x, y) = 5r2 et de la solution (numérique) associée, sur le disque
de rayon 5.

On représente figures 4.25 et 4.26 les solutions numériques obtenues avec chacune des conditions
aux limites artificielles, pour ∆t = 10−3 et une discrétisation comportant nT = 1 700 000 triangles. Ces
résultats confirment que les conditions ABCM2,T ne sont pas adaptées à un potentiel fort. En particulier,
la condition d’ordre deux ne « voyant » pas le potentiel est catastrophique, et peut être oubliée. Les
conditions ABCM1,T sont plutôt satisfaisantes. Le niveau de réflexion est un peu plus élevé que dans
le cas du potentiel V (r) = 5r, mais cela était prévisible compte tenu des amplitudes respectives du
potentiel. L’effet de la montée en ordre reste visible, même s’il est moins flagrant ici que dans l’exemple
précédent. Entre l’ordre deux et l’ordre quatre, le niveau maximal de la réflexion passe ainsi de 10−2

à 10−3. L’effet de cette montée en ordre est également visible, dans les mêmes proportions, pour les
conditions ABCM1,P et ABCM2,P approchées par approximants de Padé. On ne voit d’ailleurs pas de
différence dans ce cas entre les stratégies une et deux. Enfin, pour cette discrétisation, on remarque
aussi que les conditions ABC4

1,T , ABC2
1,P et ABC2

2,P sont équivalentes. C’est très intéressant, car
cela permettra, pour d’autres types de potentiel, de choisir la famille de CLA à utiliser en fonctions
d’autres critères, comme l’efficacité numérique ou la simplicité du code associé, sans avoir à se soucier
de la précision.

Pour étudier plus en détail les différences entre les conditions ABC4
1,T , ABC2

1,P et ABC2
2,P , on

refait les simulations pour une grille moins fine, avec ∆t = 2 × 10−3 et nT = 423 000 (figure 4.27).
Cette fois, des différences assez importantes apparaissent. Les conditions ABC4

1,T et ABC2
1,P issues

du changement de jauge sont pratiquement équivalentes, mais ostensiblement moins bonnes que la
condition ABC2

2,P (laquelle n’a en fait pas perdu en précision par rapport à la figure 4.26). La condition
ABC2

2,P présente donc l’avantage de donner de bons résultats sans avoir besoin de prendre une grille
très fine. En fait, les conditions venant du changement de jauge sont pénalisées par le comportement
oscillant des exponentielles liées au déphasage eiV . Il faut alors raffiner suffisamment pour contrer les
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Figure 4.25 – Comparaison des conditions aux limites ABCM1,T et ABCM2,T pour le potentiel V (r) =
5r2. Le maillage comporte nT = 1 700 000 triangles et le pas de temps est ∆t = 10−3. Les niveaux
logarithmiques sont seuillés à 10−4.
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Figure 4.26 – Comparaison des conditions aux limites ABCM1,P et ABCM2,P pour le potentiel V (r) =
5r2 et un maillage comportant nT = 1 700 000 triangles. Le pas de temps est ∆t = 10−3, et les
niveaux logarithmiques sont seuillés à 10−4.
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Figure 4.27 – Les CLA d’ordre le plus élevé pour le potentiel V (r) = 5r2 et la discrétisation :
nT = 423 000 triangles, ∆t = 2× 10−3.

effets de la dispersion numérique, comme on le voit sur la figure 4.28.

Ce comportement est à rapprocher de ce qu’on a pu observer dans le cas unidimensionnel pour
un potentiel : les conditions issues de la méthode directe et approchées par approximants de Padé
étaient très performantes sans avoir à utiliser des grilles vraiment fines. La même précision pouvait être
atteinte par les CLA issues du changement de jauge et discrétisées par convolutions discrètes, mais au
prix d’un effort calculatoire en diminuant h et ∆t. On observe ici le même phénomène. Si la précision
à raffinement maximal semble être la même dans les deux stratégies, la méthode directe présente
l’avantage d’être plus robuste numériquement, à condition bien sûr que la condition aux limites
considérée n’ait pas fait l’objet d’approximations et de troncatures trop importantes, comme c’est le
cas pour la famille de CLA ABCM2,T . Ce résultat est intéressant, car il montre que même si la résolution
numérique par l’approche des approximants de Padé est, à discrétisation égale, numériquement un
peu plus coûteuse que l’approche par développement de Taylor, ce coût est compensé par la possibilité
(dans le cadre de la méthode directe) de prendre des grilles moins fines pour obtenir une précision
égale. Ceci peut s’avérer plus efficace numériquement si on raisonne à précision fixée.
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Figure 4.28 – Mise en évidence de la dispersion numérique pour le changement de jauge (nT =
1 700 000).
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Etude des temps de calcul

Pour terminer l’étude des exemples de potentiels radiaux, on s’intéresse aux performances des
différentes conditions aux limites en termes de temps de calcul. Au sein d’une famille de CLA, les
conditions des différents ordres ont pratiquement toutes le même coût numérique. En effet, pour les
conditions approchées par approximants de Padé, utiliser l’ordre deux au lieu de l’ordre un revient
à considérer une fonction de Padé supplémentaire, ce qui est d’un coût négligeable par rapport aux
25 fonctions considérées et à la taille du système intérieur. Quant aux conditions approchées par
développement de Taylor, l’augmentation de l’ordre augmente le nombre de convolutions à effectuer
pour assembler le second membre, mais l’effet sur le temps de calcul, quoique visible, reste limité.
Dans toutes les études cpu à venir, nous nous intéresserons toujours aux conditions d’ordre le plus
élevé.

Dans cette partie, les calculs sont effectués sur une machine de calcul comportant 8 processeurs
Intel Xéon d’une fréquence de 2.27 GHz, et dotée de 48 Go de mémoire vive. On utilise la version
7.9.0.529 (R2009b) de Matlab pour linux 64 bits. Les temps chronométrés correspondent aux temps
réels constatés lorsque seul le calcul en question tourne sur la machine de calcul. Nous considérons
comme dans les exemples précédents un potentiel radial ne dépendant pas du temps. Dans ce cas,
pour toutes les familles de CLA à l’exception de ABCM1,P , la matrice du système linéaire à résoudre
est indépendante du temps. Le cas des conditions ABCM1,P est particulier, puisque les équations de
bord étant couplées avec le système intérieur, des termes en eiW

n+1
dépendant du temps se trouvent

dans la matrice du système linéaire, qui doit donc être partiellement réassemblée à chaque itération en
temps. En conséquence, on s’attend à ce que cette méthode soit moins rapide que les autres, pour ce
type de potentiels. Le tableau 4.6 donne les temps de calcul associés à chacune des conditions d’ordre
maximal, pour différentes discrétisations. On y reporte à la fois les temps de calcul chronométrés,
en heures, et les temps cpu équivalents, tenant compte de la parallélisation éventuellement effectuée
par Matlab sur tout ou partie du code. Ainsi, la correspondance entre temps de calcul observé et
temps cpu utilisé peut varier d’une CLA à l’autre, et la comparaison des deux données fournit des
informations intéressantes.

CLA nT = 423 000
∆t = 2× 10−3

nT = 423 000
∆t = 10−3

nT = 1 700 000
∆t = 2× 10−3

nT = 1 700 000
∆t = 10−3

ABC4
1,T 0h40 3h40 1h35 9h29 4h55 31h39 11h52 73h31

ABC4
2,T 0h40 3h40 1h35 9h32 4h50 31h24 7h42 44h38

ABC2
1,P 1h24 6h13 3h15 15h04 7h00 33h00 15h11 74h02

ABC2
2,P 1h16 6h05 2h50 14h33 6h20 32h11 14h03 73h08

Table 4.6 – Temps de calcul en heures (à gauche : temps chronométré ; à droite : temps cpu) pour
un potentiel radial du type V (r) = 5r, pour différentes discrétisations.

On peut constater que les méthodes utilisant les approximants de Padé sont un peu moins rapides
que celles basées sur l’approche par développement de Taylor, du fait de l’augmentation de la taille
du système à résoudre. Cet écart reste cependant modéré, de l’ordre de 15 %. Au sein des conditions
de l’approche Padé, la méthode du changement de jauge est finalement à peine plus coûteuse que la
méthode directe, le supplément de temps de calcul étant aux alentours de 2 %. Globalement, pour ce
type de potentiel, le choix de la condition aux limites artificielle influence peu la durée du calcul.
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4.10.3 Etude de potentiels non radiaux

Un potentiel non radial : V (x, y) = x2 + 5y2

Etudions maintenant un potentiel qui n’est pas à symétrie radiale, V (x, y) = x2 + 5y2. Le profil
de ce potentiel et celui de la solution approchée se trouvent figure 4.29.

(a) Profil du potentiel (b) Profil de la solution

Figure 4.29 – Profil du potentiel V (x, y) = x2 + 5y2 et de la solution numérique associée, sur le
disque de rayon 5.

Remarquons que dans ce cas, la fonction de phase est donnée par V(x, y, t) = t(x2 + 5y2) et n’est
donc pas radiale. En conséquence, les matrices éléments finis de la forme MΣ

eiW n+1 ne peuvent plus
s’écrire eiW

n+1MΣ comme précédemment. Ceci pénalise algorithmiquement la stratégie par change-
ment de jauge, puisque ces matrices d’éléments finis dépendent du temps et doivent être réassemblées
à chaque itération en temps. Pire, les conditions ABCM1,T étant basées sur des convolutions discrètes,
il faut réassembler à chaque itération en temps toutes les matrices MΣ

ei(W n+1−W k) pour 1 ≤ k ≤ n

pour effectuer l’assemblage par convolution du second membre. Ceci est évidemment très coûteux,
comme en témoigne au paragraphe 4.10.3 le tableau 4.7 des temps de calcul associés aux différentes
CLA.

L’autre problème lié au changement de jauge est le fait que les conditions d’ordre élevé sont
particulièrement difficiles à implémenter si la fonction de phase V n’est pas radiale. De fait, comme
expliqué dans les paragraphes 4.9.2 et 4.9.3, ne seront considérées ici que des approximations des
conditions ABC4

1,T et ABC2
1,P . Quant aux conditions d’ordre inférieur ABC2

1,T et ABC1
1,P , elles sont

certes utilisables sans modification même pour un potentiel non radial, mais nous avons vu qu’elles
sont aussi moins précises que les conditions d’ordre plus élevé et que la correction apportée par les
termes suivants est substantielle. Il n’est donc pas certain que les conditions associées au changement
de jauge puissent donner des résultats précis.

Enfin, les conditions issues de la méthode directe ne posent aucun problème dans cette situation,
car leur expression et leur implémentation sont les mêmes que le potentiel soit radial ou non. In-
dépendamment de la forme du potentiel, on s’attend à des résultats plus précis pour la condition
ABC2

2,P que pour ABC4
2,T , car on a vu que cette dernière prenait en compte de façon moins efficace

le potentiel.
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Figure 4.30 – Comparaison des CLA d’ordre le plus élevé pour le potentiel V (x, y) = x2 + 5y2. La
discrétisation est nT = 423 000 et ∆t = 2× 10−3.
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Observons à présent le résultat des simulations. La figure 4.30 présente les résultats obtenus pour
les conditions d’ordre le plus élevé pour chaque famille de CLA, sachant que les conditions issues du
changement de jauge utilisées ici ne sont que des approximations des conditions ABC4

1,T et ABC2
1,P .

Nous utiliserons toutefois la même notation. Le domaine de calcul est toujours le disque de rayon
5, discrétisé en nT = 1 700 000 triangles. Le temps final de calcul est T = 1 et le pas de temps
vaut ∆t = 2× 10−3. On observe, de manière prévisible compte tenu des résultats précédents, que la
condition ABC2

2,P est assez précise, contrairement à la condition ABC4
2,T . En revanche, la condition

ABC2
1,P se comporte différemment de ce qu’on a vu précédemment pour les potentiels radiaux. Cette

condition était alors plutôt satisfaisante, et égalait la précision donnée par ABC2
2,P à condition de

raffiner suffisamment pour contrecarrer les effets de la dispersion numérique. Ici, le résultat n’est pas
très bon. Cela est certainement dû au fait que des termes impliquant la dérivée curviligne ∂sV, bien
que n’étant pas nuls (et vraisemblablement pas négligeables), ont été négligés dans ces conditions.
Pourtant, curieusement, la condition ABC4

1,T qui elle aussi est approchée pour ce potentiel, donne un
résultat proche de ABC2

2,P .
Pour comparer les CLA indépendamment des termes négligés, on s’intéresse aux conditions d’ordre

moins élevé, ABC2
1,T et ABC1

1,P respectivement. On les compare à la condition ABC1
2,P (figure 4.31)

car le fait de prendre une condition d’ordre inférieur diminue de toute façon la précision. On observe
que la condition ABC2

1,T donne déjà un très bon résultat, d’ailleurs meilleur que celui obtenu en ne
prenant que la condition d’ordre un ABC1

2,P . La condition ABC1
1,P en revanche est aussi mauvaise

que ABC2
1,P .

Le comportement de la condition ABC2
1,P dans ce cas est étrange, et difficilement explicable. Pour

essayer de cerner la situation, on réalise d’autres simulations sur des potentiels similaires. On compare
les résultats obtenus au résultat de ABC4

1,T (figure 4.32 et 4.33). Il apparâıt que la condition ABC2
1,P

se comporte particulièrement mal lorsque le potentiel est fortement non radial. En effet, l’amplitude
du potentiel considéré joue, puisque des potentiels comme V (x, y) = x2 ou V (x, y) = y2 ne semblent
pas poser de problème, alors que pour V (x, y) = 5x2 et V (x, y) = 5y2, les résultats de ABC2

1,P sont
très mauvais (et ceci, pendant que ABC4

1,T donne des résultats corrects). Mais le caractère anisotrope
du potentiel joue également, puisque le potentiel V (x, y) = 5x2 + 5y2 = 5r2 ne pose pas de problème
particulier (voir paragraphe 4.10.2), alors que V (x, y) = 5x2 + y2, pour lequel la dérivée curviligne
∂sV est grande, donne un très mauvais résultat.

Pour essayer de comprendre ce phénomène, on réalise un dernier test basé sur la comparaison avec
les conditions ABCM1,T . En effet, les deux familles de conditions sont basées sur le même principe, et
sur le plan continu, les conditions ABCM1,T issues d’une troncature du développement de Taylor sont
logiquement des approximations des conditions ABCM1,P , prises à un certain ordre pour que les termes
cöıncident. Or, les conditions ABC2

1,T et ABC4
1,T permettent de traiter convenablement le problème

dans les situations précédentes. On reprend donc la condition ABC2
1,T , qui s’écrit symboliquement,

en revenant à (4.59)
∂nu− iOp

(√
−τ
)
u+

κ

2
u = 0, sur ΣT ,

et on code cette condition en faisant apparâıtre explicitement l’opérateur de racine carrée, comme
dans l’approche par approximants de Padé. On obtient

∂nu− i
√
i∂t u+

κ

2
u = 0, sur ΣT ,

c’est-à-dire exactement la condition ABC2
1,P , dans laquelle on a supprimé le terme en laplacien surfa-
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Figure 4.31 – Comparaison des CLA d’ordre moins élevé, sans terme curviligne négligé, pour le
potentiel V (x, y) = x2 + 5y2. La discrétisation est nT = 423 000 et ∆t = 2× 10−3.
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Figure 4.32 – Comparaison des CLA issues du changement de jauge pour le potentiel V (x, y) = x2.
La discrétisation est nT = 423 000 et ∆t = 2 × 10−3. Le même genre de résultat est obtenu pour
V (x, y) = y2.
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Figure 4.33 – Comparaison des CLA issues du changement de jauge pour le potentiel V (x, y) = 5y2.
La discrétisation est nT = 423 000 et ∆t = 2× 10−3.

cique ∆Σ. Il est alors facile de coder cette condition aux limites à partir de ABC2
1,P , et on obtient un

résultat tout à fait convenable, similaire à celui donné par ABC2
1,T figure 4.31. Ceci tend à prouver que

le problème ne vient pas de l’approximation par approximants de Padé, mais la raison fondamentale
de l’échec de cette CLA dans cette situation reste mystérieuse.

Lorsque le potentiel n’est pas radial, les méthodes les plus simples à implémenter sont celles
liées à la méthode directe. Mais on a vu que les conditions ABCM2,T étaient souvent peu précises. Les
conditions ABCM2,P , et en particulier la condition d’ordre deux ABC2

2,P , sont un bon outil pour traiter
ce type de potentiel. On peut également considérer la condition ABC2

1,T , mais outre une plus grande
complexité algorithmique, les temps de calcul associés sont également plus élevés.

Etude des temps de calcul pour un potentiel non radial

Passons à l’étude des temps de calcul associés à chaque condition. Lorsque le potentiel n’est pas
radial, les conditions ABCM2,T et ABCM2,P s’emploient sans aménagement par rapport au cas radial. En
conséquence, les temps de calcul sont similaires à ceux constatés pour V (r) = 5r. En revanche pour
les conditions issues du changement de jauge, les termes eiW

n+1
ne sont plus constants sur Σ, et on

voit apparâıtre des matrices d’éléments finis généralisées, à réassembler à chaque itération en temps.
Cela est particulièrement coûteux dans le cas des conditions discrétisées par convolutions discrètes
car toutes les matrices intervenant dans la convolution sont à réassembler à chaque pas de temps.

CLA nT = 423 000
∆t = 2× 10−3

nT = 1 700 000
∆t = 10−3

ABC4
1,T 4h32 7h56 69h14 113h24

ABC4
2,T 0h39 3h40 7h41 44h34

ABC2
1,P 1h23 6h16 15h28 74h05

ABC2
2,P 1h16 6h04 14h07 73h09

Table 4.7 – Temps de calcul en heures (à gauche : temps chronométré ; à droite : temps cpu) pour
un potentiel non radial du type V (x, y) = x2 + 5y2, pour différentes discrétisations.
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C’est ce qu’on observe en pratique dans le tableau 4.7. La condition ABC4
1,T est très coûteuse

numériquement, à tel point qu’il ne semble pas envisageable de l’utiliser à moins de considérer une
discrétisation très grossière. La condition aux limites ABC2

1,P est un peu plus coûteuse que la condition
ABC2

2,P obtenue par changement de jauge, mais dans d’autres proportions. La condition ABC4
2,T est

la plus rapide, ne comportant ni changement de jauge, ni fonctions auxiliaires. Cependant, la précision
associée est très faible, et cette CLA ne pourra convenir que si l’amplitude du potentiel considéré
reste faible. D’un point de vue pragmatique, il est donc conseillé de choisir plutôt la condition ABC2

2,P

pour résoudre le problème associé à un potentiel non radial, car elle offre le meilleur compromis entre
précision et efficacité numérique.

4.10.4 Calcul sur un domaine non circulaire : le médiator

On s’intéresse de nouveau à une situation non radiale, mais cette fois à travers le domaine de
calcul, en prenant un domaine convexe différent du disque. On considère alors le médiator, représenté
figure 4.34(a) avec le module de la donnée initiale u0. Le médiator est un domaine convexe, de forme
ovöıde, de frontière régulière, rappelant un médiator de guitare. Afin d’avoir un point de repère,
on considère sur ce domaine un potentiel déjà étudié dans ce qui précède, et on choisit V (r) =
5r = 5

√
x2 + y2. La représentation du potentiel sur ce domaine particulier se trouve figure 4.34(b).

La donnée initiale u0 est la même qu’auparavant (4.194), toujours centrée au point de coordonnées
(0, 0).

(a) La donnée initiale u0 (b) Le potentiel V (r) = 5r

Figure 4.34 – Le domaine convexe du médiator, et le potentiel V (r) = 5r.

Sur ce domaine, on calcule les solutions numériques obtenues en utilisant chacune des CLA d’ordre
le plus élevé : ABC4

1,T , ABC4
2,T , ABC2

1,P et ABC2
2,P . Les résultats obtenus au paragraphe 4.10.2

servent de référence globale, mais il ne faut pas chercher à comparer point par point les deux situations,
car tous les paramètres ne sont pas équivalents. Tout d’abord, le domaine du médiator étant plus
grand que le disque considéré en 4.10.2, la valeur que prend le potentiel sur le bord gauche est plus
grande dans le cas du médiator (Vmax ≈ 40) que dans le cas du disque (Vmax = 25). A discrétisation
équivalente, on s’attend donc à voir une réflexion un peu plus forte pour le médiator que pour le
disque. D’autre part, la surface des domaines considérés n’est pas la même non plus. On prendra
pour le médiator nT = 920 000 triangles, et on peut considérer que ce choix est relativement proche
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Figure 4.35 – Les solutions obtenues avec les CLA d’ordre le plus élevé, calculées sur le médiator,
pour le potentiel V (r) = 5r. La discrétisation est nT = 920 000 et ∆t = 2× 10−3.

de la discrétisation obtenue pour le disque en prenant nT = 423 000 triangles. Enfin, comme le
potentiel n’est pas constant sur Σ, on est dans le cas où la dérivée tangentielle ∂sV n’est pas nulle.
Dans les conditions provenant du changement de jauge, les termes faisant intervenir ∂sV sont négligés,
bien que non nuls. Les résultats des conditions ABC4

1,T et ABC2
1,P ne seront donc pas forcément aussi

bons que ce qu’ils pourraient être.

Pour la discrétisation nT = 920 000 et ∆t = 2× 10−3, les résultats se trouvent sur la figure 4.35.
On observe, comme pour les autres simulations, que la condition ABC2

2,P donne la meilleure précision.
Les conditions ABC2

1,P et ABC4
1,T donnent également un résultat assez précis, proche de ABC2

2,P .
Quant à la condition ABC4

2,T , elle reste très imprécise, comme on l’a vu dès que le potentiel a une
amplitude conséquente. La réflexion parasite reste de l’ordre de 10−2, alors que les autres conditions
aux limites permettent de la diminuer jusqu’à 10−3.5. En outre, on observe des perturbations bien
plus importantes sur la partie principale de l’onde (oscillations sur les lignes de niveau jaunes et même
orange, correspondant aux niveaux 10−1 environ).
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4.10.5 Un potentiel dépendant du temps : V (r, t) = 5r2(1 + cos(4πt))

Nous terminons l’étude de l’équation linéaire avec un potentiel radial dépendant du temps,
V (r, t) = 5r2 (1 + cos(4πt)). Le domaine d’étude est à nouveau le disque de rayon 5, le temps fi-
nal de calcul est T = 1. Le profil du potentiel à l’instant initial et le profil de la solution sont donnés
par la figure 4.36. On s’assure qu’on est dans le cadre des théorèmes 4.42 et 4.43 en vérifiant que le
potentiel est positif, et que le signe de sa dérivée normale ne dépend pas du temps sur Σ. En fait, au
cours du temps l’amplitude du potentiel varie de manière sinusöıdale et périodique de période 0.5 :
aux temps t = 0, t = 0.5 et t = 1, le potentiel vaut 250 sur Σ ; aux temps t = 0.25 et t = 0.75, il est
nul sur Ω.

(a) Profil du potentiel à t = 0 (b) Profil de la solution

Figure 4.36 – Profil du potentiel V (x, y) = 5r2 (1 + cos(4πt)) au temps t = 0, et de la solution
numérique sur le disque de rayon R = 5.

Ce potentiel étant radial, on l’étudie en utilisant les conditions ABC4
1,T , ABC4

2,T , ABC2
1,P et

ABC2
2,P classiques, sans avoir à négliger de termes. La figure 4.37 donne les résultats des simulations

numériques pour ces quatre conditions, la discrétisation étant donnée par nT = 423 000 triangles et
∆t = 2× 10−3.

Il est d’abord particulièrement remarquable que la condition ABC4
2,T ne permet pas de traiter

le cas d’un tel potentiel, car la réflexion est ici très importante, de l’ordre de 10−1. Cela n’est pas
surprenant étant donné que le potentiel prend des valeurs particulièrement élevées sur Σ. Les autres
conditions aux limites en revanche prennent suffisamment en compte le potentiel, puisque la réflexion
observée est de l’ordre de 10−2.5, voire 10−3 en ce qui concerne la condition ABC2

2,P dont on a déjà
pu observer la performance. Si on raffine le maillage en prenant nT = 1 700 000 triangles et ∆t = 10−3

(figure 4.38), l’effet de la dispersion numérique s’atténue pour les conditions issues du changement
de jauge, et les trois conditions aux limites artificielles ABC4

1,T , ABC2
1,P et ABC2

2,P sont tout à fait
comparables. Pour ce maillage, la précision est améliorée et l’amplitude de la réflexion parasite est
abaissée à 10−3.5.

Pour l’exemple V (r, t) = 5r2 (1 + cos(4πt)), il est flagrant que la condition ABC4
2,T est mise en

défaut. Cependant, cette condition n’a pas que des inconvénients. En plus d’être la condition aux
limites la plus rapide en temps de calcul, à discrétisation fixée, son utilisation reste appropriée lorsque
l’amplitude du potentiel n’est pas trop élevée. Le cas extrême d’un potentiel de faible amplitude est
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Figure 4.37 – Comparaison des CLA d’ordre le plus élevé pour le potentiel V (r, t) =
5r2 (1 + cos(4πt)). La discrétisation est nT = 423 000 et ∆t = 2× 10−3.
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Figure 4.38 – Comparaison des CLA d’ordre le plus élevé pour le potentiel V (r, t) =
5r2 (1 + cos(4πt)) pour la grille raffinée nT = 1 700 000 et ∆t = 10−3.
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Figure 4.39 – Comparaison des CLA d’ordre le plus élevé pour le potentiel V (r, t) = r(1 + cos t)
pour la grille nT = 420 000 et ∆t = 2× 10−3.

le potentiel nul, pour lequel les conditions ABCM1,T et ABCM2,T sont confondues, et précises. Ensuite,
plus le potentiel est grand et plus la différence entre ABC4

1,T et ABC4
2,T est marquée, aux dépends

de cette dernière qui ne tiennent pas suffisamment compte du potentiel. Nous l’avons vu sur les
potentiels V (r) = 5r et V (r) = 5r2, la condition ABC4

2,T étant acceptable pour le premier, et tout à
fait mauvaise pour le deuxième. Pour confirmer ce comportement, nous étudions un autre potentiel
V (r, t) dépendant du temps, mais d’amplitude plus faible : V (r, t) = r(1 + cos t). Comme on peut le
voir figure 4.39 pour la discrétisation nT = 420 000 et ∆t = 2×10−3, toutes les conditions aux limites
donnent de bons résultats pour ce potentiel. En conséquence, la condition ABC4

2,T continuera à être
étudiée.

Passons à présent à l’étude cpu associée à un potentiel de ce type. Lorsque le potentiel dépend du
temps, la matrice du système est évidemment à réassembler à chaque itération en temps pour mettre à
jour le potentiel, indépendamment du choix de la condition aux limites. Par ailleurs, les performances
respectives des différentes CLA sont proches de celles observées pour le potentiel V (r) = 5r, comme
en atteste le tableau 4.8.
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CLA nT = 423 000
∆t = 2× 10−3

nT = 423 000
∆t = 1× 10−3

ABC4
1,T 0h45 3h58 1h32 7h37

ABC4
2,T 0h45 3h46 1h32 7h33

ABC2
1,P 1h31 6h20 3h22 15h11

ABC2
2,P 1h26 6h14 3h09 14h08

Table 4.8 – Temps de calcul en heures (à gauche : temps chronométré ; à droite : temps cpu) pour
un potentiel radial et dépendant du temps, du type V (r, t) = 5r2 (1 + cos(4πt)), pour différentes
discrétisations.

4.11 Conclusion

Nous avons détaillé dans ce chapitre la dérivation des conditions aux limites issues de chacune des
deux stratégies mises en évidence dans le cas unidimensionnel, à savoir la stratégie du changement de
jauge et la méthode directe. Pour chacune de ces deux stratégies, nous avons en outre proposé deux
approches, sur le plan continu : la troncature par développement de Taylor |τ | grand, et l’approxima-
tion par approximants de Padé de la racine carrée. Ceci nous a conduit à quatre familles de conditions
aux limites, ABCM1,T , ABCM2,T , ABCM1,P et ABCM2,P . Les conditions tronquées par développement de
Taylor sont ensuite discrétisées en temps par l’intermédiaire d’une convolution discrète, tandis que les
conditions issues de l’approche Padé sont discrétisées à l’aide de fonctions auxiliaires, solutions d’un
problème de Schrödinger sur le bord du domaine. Comme dans le cas 1D, on dispose d’estimations
a priori pour la plupart des conditions aux limites de l’approche Taylor, et on prouve que le schéma
associé reste inconditionnellement stable lorsque les CLA sont discrétisées sous forme de convolutions
discrètes.

Afin d’observer et de comparer la précision des différentes familles de CLA, on a effectué des tests
numériques pour des potentiels de différentes formes : potentiel radial V (r), potentiel quelconque
V (x, y), potentiel radial dépendant du temps V (r, t), et deux domaines, l’un circulaire, l’autre (le
médiator) convexe avec une courbure non constante. Dans un premier temps, ces tests ont prouvé
la nécessité de recourir à des conditions aux limites adaptées, car les conditions sans potentiel sont
incapables d’approcher la solution, à moins que le potentiel ne soit très faible. D’autre part, ces tests
ont mis en évidence le fait que les conditions ABCM2,T ne prennent pas suffisamment en compte le
potentiel. En fait, ces conditions sont particulièrement inappropriées lorsque le potentiel prend des
valeurs importantes sur le bord, situation dans laquelle on a justement besoin des conditions aux
limites artificielles adéquates, car les conditions sans potentiel ne suffisent plus.

Les deux familles de conditions aux limites issues de la stratégie de changement de jauge, ABCM1,T
et ABCM1,P , donnent des résultats plutôt précis, et globalement identiques qu’il s’agisse de l’approche
Taylor ou de l’approche Padé, à l’exception du cas non radial où les conditions ABCM1,P de l’approche
Padé donnent des résultats étonnamment mauvais. Dans ce cas, il faut considérer l’approche Taylor si
on souhaite utiliser le changement de jauge. L’inconvénient de la stratégie du changement de jauge est
son codage plus délicat en raison des termes en exponentielle et, sur le plan numérique, la dispersion
numérique que ces termes engendrent. De plus, dès que le problème n’est plus à symétrie radiale, le
déphasage entrâıne également un surcoût algorithmique, tout particulièrement pour l’approche Taylor
du fait de la structure convolutive.

Les conditions ABCM2,P , issues de la méthode directe, ne présentent pas cet inconvénient. Elles
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conjuguent la simplicité du code par approximants de Padé et du code sans déphasage, à une très
bonne prise en compte du potentiel et à l’absence de dispersion numérique. Sous cet angle, ces condi-
tions se présentent comme la meilleure famille de CLA parmi celles étudiées. Cette performance est à
nuancer par un léger surcoût, par rapport aux conditions de l’approche Taylor, dû à l’augmentation
de la taille du système par l’ajout de fonctions auxiliaires sur le bord. Cependant, si on raisonne à
précision fixée, les conditions ABCM2,P permettent de prendre une grille moins fine pour obtenir le
même résultat que celui qu’on aurait avec les conditions ABCM1,T ou ABCM1,P . Le gain de temps réalisé
en considérant une grille moins fine fait plus que compenser le surcoût dû aux fonctions auxiliaires,
ce qui fait des conditions ABCM2,P les CLA les plus performantes, à précision fixée.

L’étape suivante est le passage au non linéaire : le potentiel est alors à la fois non radial (du
moins dès lors que la donnée initiale a une impulsion non nulle), et dépendant du temps. D’après ce
qu’on a vu, les conditions avec changement de jauge risquent d’être pénalisantes numériquement (le
potentiel n’étant pas radial). En particulier, comme on a vu que les conditions ABCM1,P pouvaient
poser problème lorsque le potentiel n’est pas radial, nous n’utiliserons pas ces conditions dans le cas
non linéaire. Nous considérerons donc les trois autres familles de conditions aux limites.
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5.1.1 Conditions aux limites de l’approche Taylor . . . . . . . . . . . . . . . . . . 286

5.1.2 Conditions aux limites de l’approche Padé . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 286
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2,P . . . . . 298
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Dans ce chapitre, nous considérons la généralisation des résultats précédents lorsque le potentiel
V est remplacé par un potentiel non linéaire, défini par V (x, y, t, u) = V (x, y, t) + f(u). Ainsi, nous
considérons le problème initial{

i∂tu+ ∆u+ V u+ f(u)u = 0, (x, y) ∈ R2, t > 0,
u(x, y, 0) = u0(x, y), (x, y) ∈ R2.

(5.1)

La fonction f est une fonction réelle et en pratique, elle sera toujours une fonction de |u|2.
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5.1 Adaptation des CLA pour une non linéarité

Nous nous plaçons dans le même genre de configuration géométrique que dans le chapitre 4. Pour
obtenir les familles de conditions aux limites associées au système (5.1) à partir des CLA obtenues
précédemment, on applique la même méthode que dans le chapitre 2 et dans [11] : on remplace
formellement V par le potentiel non linéaire V + f(u).

5.1.1 Conditions aux limites de l’approche Taylor

Etudions pour commencer ce que deviennent les conditions aux limites basées sur le développement
de Taylor, et plus particulièrement, les conditions ABCM2,T issues de la méthode directe. De même que
dans le cas de la dimension une, on abandonne la symétrisation du terme (∂nV )It, étant donné que
sg(∂nf(u)) n’a aucune raison d’être constant par rapport au temps sur Σ. En revanche, la question
peut se poser pour le terme V I

1/2
t , car il semble plus réalisable de déterminer si V +f(u) est de signe

constant sur Σ. Par exemple, ce sera le cas dès que V et f sont chacun soit positif soit négatif. On
obtient dans le cas d’un potentiel non linéaire la condition d’ordre quatre suivante :

∂nu+ e−iπ/4∂1/2
t u+

κ

2
u− eiπ/4

(
κ2

8
+

∆Σ

2

)
I

1/2
t u

− e−iπ/4 sg(V )
2

√
|V | I1/2

t

(√
|V |u

)
− eiπ/4 sg(f(u))

2

√
|f(u)| I1/2

t

(√
|f(u)|u

)
+ i

(
∂s(κ∂s)

2
+
κ3 + ∆Σκ

8
− ∂nV

4
− ∂nf(u)

4

)
Itu = 0, (5.2)

notée NLABC4
2,T . On en déduit aisément les conditions aux limites d’ordre inférieur NLABCM2,T , pour

M = 2 et M = 3.
Le cas des conditions ABCM1,T est différent. Même si f est une fonction radiale, le potentiel non

linéaire V + f(u) ne l’est pas, à moins que la donnée initiale u0 ait une impulsion nulle. Comme nous
prenons une donnée initiale avec un nombre d’onde non nul, la solution u perd la symétrie radiale, et
le potentiel f(u) n’est donc pas radial. Or, nous avons vu que pour un potentiel non radial, il était
difficile d’implémenter les conditions d’ordres trois et quatre. Nous ne l’avons d’ailleurs pas vraiment
fait, nous contentant de négliger les termes provenant de ∂sV. Cependant, cette action correspond
finalement numériquement à ne considérer que la condition d’ordre deux. Comme par ailleurs, pour
un potentiel, la condition d’ordre deux donne déjà de bons résultats, nous nous limiterons à considérer
la condition d’ordre deux dans le cas non linéaire. L’adaptation de la condition ABC2

1,T conduit à

∂nu+ e−iπ/4eiV∂1/2
t

(
e−iVu

)
+
κ

2
u = 0, (5.3)

qui est notée NLABC2
1,T , et où la nouvelle fonction de phase est donnée par

V(x, y, t, u) =
∫ t

0

V (x, y, σ)dσ +
∫ t

0

f(u)(x, y, σ)dσ. (5.4)

5.1.2 Conditions aux limites de l’approche Padé

En ce qui concerne les CLA issues de l’approche Padé, on ne traite que le cas des conditions
ABCM2,P obtenues par la méthode directe, car nous avons vu que les deux familles de conditions aux
limites conduisaient à des résultats sensiblement équivalents pour une discrétisation assez fine. Or,
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les conditions provenant de la méthode directe ne sont pas affectées par la dispersion numérique, et
on peut obtenir de très bons résultats en raffinant moins que dans le cas du changement de jauge.
De plus, le changement de jauge se prête assez mal à l’étude d’un potentiel non radial (ce qui est
le cas ici), entrâınant une programmation à la fois plus délicate et plus coûteuse numériquement.
Pour toutes ces raisons, nous limiterons dans le cas non linéaire les conditions de l’approche Padé
à la famille ABCM2,P , et plus particulièrement à sa condition d’ordre deux. La condition NLABC2

2,P ,
adaptée à une non linéarité, s’écrit sur Σ

∂nu− i
√
i∂t + ∆Σ + V + f(u)u+

κ

2
u− κ

2
(i∂t + ∆Σ + V + f(u))−1 ∆Σu = 0. (5.5)

On introduit ensuite les approximants de Padé d’ordre m pour approcher l’opérateur racine carrée

∂nu− i
(

m∑
k=0

amk

)
u+ i

m∑
k=1

amk d
m
k (i∂t + ∆Σ + V + f(u) + dmk )−1

u

+
κ

2
u− κ

2
(i∂t + ∆Σ + V + f(u))−1 ∆Σ u = 0, (5.6)

puis les fonctions auxiliaires (ϕk)1≤k≤m et ψ définies respectivement par

(i∂t + ∆Σ + V + f(u) + dmk )ϕk = u sur Σ, (5.7)

pour 1 ≤ k ≤ m, et
(i∂t + ∆Σ + V + f(u))ψ = ∆Σ u sur Σ, (5.8)

avec les conditions initiales ϕk(x, 0) = 0 pour 1 ≤ k ≤ m et ψ(x, 0) = 0, pour x ∈ Σ. Finalement, la
condition aux limites (5.6) devient

∂nu− i
(

m∑
k=0

amk

)
u+ i

m∑
k=1

amk d
m
k ϕk +

κ

2
u− κ

2
ψ = 0. (5.9)

Le système (5.9)–(5.7)–(5.8) constitue l’approximation de la condition NLABC2
2,P par m approxi-

mants de Padé.

Remarque 5.1. Les conditions aux limites sans potentiel sont naturellement les mêmes que dans le
cas potentiel, à savoir ABC4

0,T donnée par (4.101) et ABC2
0,P donnée par (4.103) pour les conditions

d’ordre le plus élevé.

5.2 Etude du problème aux limites dans les cas NLABC2
1,T et

NLABCM
2,T

On s’intéresse ici aux conditions d’ordre deux NLABC2
1,T et NLABC2

2,T , ainsi qu’à la condition
d’ordre trois symétrisée NLABC3

2,T . En effet, parmi les conditions issues du changement de jauge,
on ne considère dans la partie non linéaire que la condition d’ordre deux. En ce qui concerne la
méthode directe, dans le cas potentiel, la condition d’ordre quatre se traitait en s’appuyant sur la
symétrisation du terme ∂nV It, puis sur le fait que ∂nV soit de signe constant au cours du temps sur
Σ. Ici cependant, on ne peut rien dire sur le signe de ∂nf(u) sur Σ, ce qui exclut de traiter l’ordre
quatre.

Pour les conditions artificielles issues de la méthode directe, nous avons le théorème suivant.
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Théorème 5.48. Soit u0 ∈ L2(Ω) une donnée initiale à support compact dans Ω. Soit V ∈ C∞(R2×
R+,R) un potentiel à valeurs réelles et f une fonction réelle. On note u ∈ C([0;T ], H1(Ω)) une
solution du problème avec donnée initiale et condition aux limites NLABC 2

2,T
i∂tu+ ∆u+ V u+ f(|u|2)u = 0, dans ΩT ,

∂nu+ e−iπ/4∂1/2
t u+

κ

2
u = 0, sur ΣT ,

u(x, y, 0) = u0(x, y), sur Ω.

(5.10)

Alors, u satisfait l’inégalité d’énergie suivante :

∀t > 0, ‖u(t)‖L2(Ω) ≤ ‖u0‖L2(Ω). (5.11)

De plus, si on munit le système de la condition aux limites NLABC 3
2,T symétrisée

∂nu+ e−iπ/4∂1/2
t u+

κ

2
u− eiπ/4

(
κ2

8
+

∆Σ

2

)
I

1/2
t u− eiπ/4 sg(V )

2

√
|V | I1/2

t

(√
|V |u

)
− eiπ/4 sg(f(|u|2))

2

√
|f(|u|2)| I1/2

t

(√
|f(|u|2)|u

)
= 0, (5.12)

et que V est un potentiel positif, et f une fonction réelle positive, alors l’inégalité (5.11) est encore
vérifiée.

Démonstration. Le schéma de la preuve est totalement analogue à la preuve du théorème 4.42. L’iden-
tité (4.113) devient∫

Ω

u ∂tu dΩ− i
∫

Σ

u ∂nu dΣ + i

∫
Ω

|∇u|2dΩ− i
∫

Ω

V |u|2dΩ− i
∫

Ω

f(|u|2)|u|2dΩ

= −
∫

Ω

u(x, T̃ )u δT̃ (t)dΩ +
∫

Ω

u0(x)u δ0(t)dΩ.

Comme la fonction f est réelle, et que |u|2 est réel également, cette identité conduit, de même que
dans le cas potentiel, à

‖u(T̃ )‖2 − ‖u0‖2 = Re
(
i

∫
Σ×R

u ∂nu dΣdt
)

(5.13)

pour tout T̃ ∈ [0;T ], et où ∂nu est donné par la condition aux limites NLABC2
2,T ou NLABC3

2,T . Or, la
condition NLABC2

2,T cöıncide exactement avec la condition ABC2
2,T utilisée dans le cas d’un potentiel.

Il suffit donc de considérer le résultat du théorème 4.42 pour M = 2. Considérons maintenant la
condition d’ordre trois NLABC3

2,T . Dans ce cas, on écrit le membre de droite de (5.13) sous la forme∫
Σ×R

iu ∂nu dΣdt =
∫

Σ×R

(
−ie−iπ/4u∂1/2

t u+ ieiπ/4u
∆Σ

2
I

1/2
t u

)
dΣdt− i

2

∫
Σ×R

κ |u|2 dΣdt

+ ieiπ/4
∫

Σ×R

κ2

8
u I

1/2
t u dΣdt

+ ieiπ/4
∫

Σ×R

sg(V )
2

√
|V |u I1/2

t

(√
|V |u

)
dΣdt

+ ieiπ/4
∫

Σ×R

sg(f(|u|2))
2

√
|f(|u|2)|u I1/2

t

(√
|f(|u|2)|u

)
dΣdt.

(5.14)

Les quatre premiers de ces cinq termes sont déjà traités dans la preuve du théorème 4.42. Quant au
cinquième, il se traite de manière analogue à celui en V . En appliquant l’identité de Plancherel sur
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l’intégrale en temps, et on en exploitant le fait que sg(f(|u|2)) ne dépend pas du temps, on a

ieiπ/4
∫

Σ

∫
R

sg(f(|u|2))
2

√
|f(|u|2)|u I1/2

t

(√
|f(|u|2)|u

)
dt dΣ

= ieiπ/4
∫

Σ

sg(f(|u|2))
2

∫
R

∣∣∣Ft

(√
|f(|u|2)|u

)
(s, τ)

∣∣∣2 1√
iτ
dτ dΣ.

Comme 1√
iτ

varie dans e−iπ/4R+ ∪ eiπ/4R+, on en déduit que si f est une fonction positive, alors le
terme ci-dessus est de partie réelle négative, ce qui conclut la preuve pour la condition NLABC3

2,T .

En ce qui concerne les conditions issues du changement de jauge, on a un résultat analogue pour
la condition d’ordre deux.

Théorème 5.49. Soit u0 ∈ L2(Ω) une donnée initiale à support compact dans Ω. Soit V ∈ C∞(R2×
R+,R) un potentiel à valeurs réelles et f une fonction réelle. On note u ∈ C([0;T ], H1(Ω)) une
solution du problème avec donnée initiale et muni de la condition aux limites NLABC 2

1,T
i∂tu+ ∆u+ V u+ f(|u|2)u = 0, dans ΩT ,

∂nu+ e−iπ/4eiV∂1/2
t

(
e−iVu

)
+
κ

2
u = 0, sur ΣT ,

u(x, y, 0) = u0(x, y), sur Ω,

(5.15)

où la fonction de phase V est définie par

V(x, y, t, u) =
∫ t

0

V (x, y, σ)dσ +
∫ t

0

f(|u|2)(x, y, σ)dσ.

Alors, u satisfait l’inégalité d’énergie suivante :

∀t > 0, ‖u(t)‖L2(Ω) ≤ ‖u0‖L2(Ω). (5.16)

Démonstration. On considère l’identité (5.13) dans laquelle on introduit la condition d’ordre deux
NLABC2

1,T . Il faut donc étudier la partie réelle du terme

−ie−iπ/4
∫

Σ×R
eiVu ∂1/2

t

(
e−iVu

)
dΣdt,

que l’on réécrit en appliquant le théorème de Plancherel pour la transformée de Fourier par rapport
au couple (s, t) de covariable (ξ, τ)

−ie−iπ/4
∫

Σ×R
eiVu ∂1/2

t

(
e−iVu

)
dΣdt = − ie−iπ/4

∫
R×R

F (e−iVu) (ξ, τ)F
(
∂

1/2
t (e−iVu)

)
(ξ, τ) dξdτ

= − ie−iπ/4
∫

R×R

√
iτ
∣∣F (e−iVu)(ξ, τ)

∣∣2 dξdτ.
En fait, seule l’expression de V (qui dépend maintenant de u) change par rapport au cas d’un potentiel
seul. On conclut donc de la même manière que ce terme varie dans iR− ∪ R−, et est donc de partie
réelle négative. Ceci achève la preuve pour la condition NLABC2

1,T .
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5.3 Semi-discrétisation des conditions aux limites et implé-
mentation du point fixe

5.3.1 Formulation variationnelle et algorithme de point fixe

Comme pour la dimension une, l’équation intérieure est discrétisée selon le schéma de Duràn-
Sanz-Serna

i
un+1 − un

∆t
+ ∆vn+1 +Wn+1vn+1 + f(vn+1)vn+1 = 0,

avec la notation maintenant usuelle vn+1 = un+1/2 = un+1+un

2 . On écrit alors la formulation varia-
tionnelle pour une fonction-test g ∈ H1(Ω)

2i
∆t

∫
Ω

vn+1g dΩ +
∫

Σ

∂nv
n+1g dΣ−

∫
Ω

∇vn+1∇g dΩ

+
∫

Ω

Wn+1vn+1 g dΩ +
∫

Ω

f(vn+1)vn+1g dΩ =
2i
∆t

∫
Ω

ung dΩ. (5.17)

Matriciellement, la contribution de la condition aux limites conduit à un terme de bord −Bn+1vn+1

et à un second membre −bn ne faisant plus intervenir vn+1. On obtient un système matriciel de la
forme

2i
∆t

Mvn+1 − Bn+1vn+1 − Svn+1 + MWn+1vn+1 + Mf(vn+1)v
n+1 =

2i
∆t

Mun + bn. (5.18)

Or, cette équation est non linéaire en vn+1, d’une part via le terme Mf(vn+1), mais également via
les termes de la matrice Bn+1 dont certains dépendent de vn+1. Afin de d’écrire l’algorithme de
point fixe, il convient donc de distinguer dans la discrétisation de la condition aux limites les termes
linéaires en vn+1 des termes non linéaires. On écrit la condition discrétisée sous la forme

∂nv
n+1 = −Bn+1

L vn+1 −Bn+1
NL (vn+1) (5.19)

où Bn+1
L est un coefficient, et Bn+1

NL une fonction de vn+1, ne contenant que des termes non linéaires
en vn+1. Le système (5.18) se réécrit alors

2i
∆t

Mvn+1−Bn+1
L vn+1−Svn+1+MWn+1vn+1 =

2i
∆t

Mun−Mf(vn+1)v
n+1+bn+Bn+1

NL (vn+1). (5.20)

Cette fois, le membre de gauche de (5.20) est linéaire en vn+1. La détermination de vn+1 s’effectuera
donc en résolvant successivement les équations(

2i
∆t

M− Bn+1
L − S + MWn+1

)
ζs+1 =

2i
∆t

Mun −Mf(ζs)ζ
s + bn + Bn+1

NL (ζs) (5.21)

pour s ≥ 0, où ζ est initialisé par ζ0 = vn, et à convergence du point fixe, on obtient vn+1 = ζs+1. La
règle d’obtention de (5.21) est de remplacer vn+1 par ζs+1 là où vn+1 intervient de manière linéaire,
et par ζs dans les expressions non linéaires en vn+1.

La discrétisation des différentes conditions aux limites doit donc distinguer ostensiblement les
termes linéaires en vn+1 des termes non linéaires.
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5.3.2 Traitement numérique des conditions aux limites NLABCM
1,T

et NLABCM
2,T

Dans cette section, nous donnons la discrétisation en temps des conditions aux limites issues
de l’approche Taylor, et précisons les détails de l’implémentation numérique dans l’environnement
éléments finis. Il s’agit toujours d’éléments finis linéaires P1.

Commençons par discrétiser la condition NLABC4
2,T obtenue par la méthode directe. De manière

analogue au cas du potentiel, mais sans symétriser le dernier terme en ∂nV , nous avons

∂nv
n+1 + e−iπ/4

√
2

∆t
bn+1 +

κ

2
vn+1 − eiπ/4

√
∆t
2

(
κ2

2
an+1

0 +
1
2
an+1

2

+
1
2

sg(Wn+1)
√
|Wn+1| an+1

V +
1
2

sg(f(vn+1))
√
|f(vn+1)| an+1

f

)
+ i

∆t
2

(
1
2
∂s(κdn+1

1 ) +
κ3 + ∆Σκ

8
dn+1

0 − ∂nW
n+1

4
dn+1

0 − ∂nf(vn+1)
4

dn+1
0

)
= 0, (5.22)

où les coefficients bn+1, an+1
V , an+1

γ pour γ ∈ {0, 1, 2} et dn+1
γ pour γ = {0, 1} sont définis par (4.134),

(4.136), (4.135) et (4.137), et où on a posé

an+1
f = αn+1 ?

(√
|f(vn+1)| vn+1

)
. (5.23)

Pour obtenir la formulation éléments finis associée, on explicite dans (5.22) les convolutions dis-
crètes, et on isole les termes en vn+1 en utilisant les notations µ1, µ2, µ3, µ4 introduites en (4.171)

− ∂nv
n+1 =

(
µ1 + µ2κ+ µ3

(
κ2

2
+

1
2
∂2
s +

Wn+1

2
+
f(vn+1)

2

)
+µ4

(
1
2
∂s(κ∂s) +

κ3 + ∆Σκ

8
− ∂nW

n+1

4
− ∂nf(vn+1)

4

))
vn+1

+ µ1

n∑
k=0

βn+1−kv
k + µ3

n∑
k=0

αn+1−k

(
κ2

2
+

1
2
∂2
s

)
vk

+ µ3

n∑
k=0

αn+1−k sg(Wn+1)
√
|Wn+1|

(√
|W k| vk

)

+ µ3

n∑
k=0

αn+1−k sg(f(vn+1))
√
|f(vn+1)|

(√
|f(vk)| vk

)

+ µ4

n∑
k=0

δn+1−k

(
1
2
∂s(κ∂s) +

κ3 + ∆Σκ

8
− ∂nW

n+1

4
− ∂nf(vn+1)

4

)
vk. (5.24)

Le terme éléments finis
∫

Σ

∂nv
n+1g dΣ est donc associé matriciellement à −Bn+1vn+1 − bn, où le

terme de bord s’écrit

Bn+1vn+1 = µ1MΣvn+1 + µ2MΣ
κvn+1

+ µ3

(
1
2

MΣ
κ2vn+1 − 1

2
SΣvn+1 +

1
2

MΣ
Wn+1vn+1 +

1
2

MΣ
f(vn+1)v

n+1

)
+ µ4

(
−1

2
SΣ
κ +

1
8

MΣ
κ3+∆Σκ

vn+1 − 1
4

MΣ
∂nWn+1vn+1 − 1

4
MΣ
∂nf(vn+1)v

n+1

)
,
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et où les autres termes se mettent sous la forme

bn = µ1

n∑
k=1

βn+1−kMΣvk + µ3

n∑
k=1

αn+1−k

(
1
2

MΣ
κ2 − 1

2
SΣ

)
vk

+ µ3

n∑
k=1

αn+1−k

(
1
2

MΣ

sg(Wn+1)
√
|Wn+1|

√
|Wk| +

1
2

MΣ

sg(f(vn+1))
√
|f(vn+1)|

√
|f(vk)|

)
vk

+ µ4

n∑
k=1

δn+1−k

(
−1

2
SΣ
κ +

1
8

MΣ
κ3+∆Σ

− 1
4

MΣ
∂nWn+1 − 1

4
MΣ
∂nf(vn+1)

)
vk. (5.25)

En vue de l’application du point fixe, le terme portant sur vn+1 se décompose encore en termes
linéaires et non linéaires en vn+1 sous la forme (5.19), où la matrice Bn+1

L est donnée par

Bn+1
L = µ1MΣ+µ2MΣ

κ+µ3

(
1
2

MΣ
κ2 − 1

2
SΣ +

1
2

MΣ
Wn+1

)
+µ4

(
−1

2
SΣ
κ +

1
8

MΣ
κ3+∆Σκ

− 1
4

MΣ
∂nWn+1

)
.

(5.26)

Finalement, à chaque itération du point fixe, on résout le système suivant(
2i
∆t

M− Bn+1
L − S + MWn+1

)
ζs+1 =

2i
∆t

Mun−Mf(ζs)ζ
s+bn+

1
2

MΣ
f(ζs)ζ

s− 1
4

MΣ
∂nf(ζs)ζ

s, (5.27)

où ζs est initialisé par ζ0 = vn, la matrice Bn+1
L est donnée par (5.26), et bn, qui ne dépend que des

v0, . . . , vn, par (5.25). A convergence, on peut alors définir vn+1 = ζs+1.

Remarque 5.2. En pratique, on ne traitera pas numériquement la condition d’ordre quatre. En effet, la
condition d’ordre quatre fait intervenir le terme ∂nf(|u|2), dont l’évaluation est problématique puisque
u n’est connu que sur les nœuds du maillage et non de manière analytique (voir aussi paragraphe 4.9.2).
Compte tenu des faibles améliorations constatées, dans le cas d’un potentiel, entre les conditions
d’ordre trois et d’ordre quatre, cette restriction ne devrait pas être trop pénalisante.

On peut à présent étudier le cas de la condition NLABC2
1,T découlant du changement de jauge.

Sa discrétisation est donnée par

∂nv
n+1 + e−iπ/4

√
2

∆t
eiW

n+1
eiW

n+1
n+1∑
k=1

βn+1−ke
−iW k

e−iW
k

vk +
κ

2
vn+1 = 0, (5.28)

où interviennent une fonction de phase W n+1 associée au potentiel V

W n+1 =
∫ tn+1/2

0

V (x, y, σ)dσ, (5.29)

et une fonction de phase Wn+1 associée à la non linéarité f(u)

Wn+1 =
∫ tn+1/2

0

f(vn+1)(x, y, σ)dσ. (5.30)

En procédant comme dans la section 2.3, on a pour p ≥ 1

Ep = exp (iWp) = exp
(
i
∆t
2
f(vp)

)
Ẽp−1,
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où Ẽp−1 ne dépend plus de vn+1

Ẽp−1 = exp

(
i∆t

p−1∑
l=1

f(vl)

)
pour p ≥ 1,

et Ẽ0 = 1. En mettant en évidence les termes en vn+1, on obtient

∂nv
n+1 = µ1v

n+1 + µ2κv
n+1 + µ1e

iW n+1
ei

∆t
2 f(vn+1)Ẽn

n∑
k=1

βn+1−ke
−iW k

Ek vk.

L’équation à résoudre pour itérer le point fixe est donc

∂nζ
s+1 = µ1ζ

s+1 + µ2κζ
s+1 + µ1e

iW n+1
ei

∆t
2 f(ζs)Ẽn

n∑
k=1

βn+1−ke
−iW k

Ek vk,

où ζs est initialisée par ζ0 = vn. La formulation matricielle de l’intégrale de bord
∫

Σ

∂nζ
s+1g dΣ est

alors (
µ1MΣ + µ2MΣ

κ

)
ζs+1 + µ1

n∑
k=1

βn+1−kMΣ

ei(W n+1−W k)ei
∆t
2 f(ζs) fEnEk

vk. (5.31)

On voit que le second membre bn est une convolution faisant intervenir des matrices de masses
généralisées associées notamment aux fonctions ei(W

n+1−W k). Si la partie linéaire V du potentiel est
radiale, l’expression (5.31) se simplifie partiellement :

(
µ1MΣ + µ2MΣ

κ

)
ζs+1 + µ1e

iW n+1
n∑
k=1

βn+1−kMΣ

ei
∆t
2 f(ζs) fEnEk

(
e−iW

k

vk
)
. (5.32)

Globalement, pour la condition NLABC2
1,T , l’équation de point fixe à résoudre se présente sous la

forme (
2i
∆t

M− BΣ − S + MWn+1

)
ζs+1 =

2i
∆t

Mun −Mf(ζs)ζ
s + bn, (5.33)

avec pour matrice des termes de bord

BΣ = µ1MΣ + µ2MΣ
κ , (5.34)

et pour second membre associé aux temps passés

bn = µ1

n∑
k=1

βn+1−kMΣ

ei(W n+1−W k)ei
∆t
2 f(ζs) fEnEk

vk. (5.35)

Comme dans le cas d’un potentiel ou d’un domaine non radial au paragraphe 4.9.2, on observe
que l’utilisation de cette condition aux limites conduit à une grande complexité algorithmique, du fait
des n matrices de masses généralisées à réassembler à chaque itération en temps tn. Sur l’ensemble
d’une résolution comportant N itérations en temps, l’assemblage des termes bn successifs nécessite à
lui seul l’assemblage de N(N + 1)/2 matrices de masses généralisées. On s’attend donc logiquement
à constater un surcoût de temps de calcul lors des simulations numériques associées à NLABC2

1,T ,
comparées aux simulations liées aux conditions NLABCM2,T . De plus, ce surcoût sera d’autant plus
pénalisant que ∆t sera petit.
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5.3.3 Stabilité du problème semi-discret pour NLABC2
1,T et NLABCM

2,T

Pour les conditions de l’approche Taylor, nous pouvons nous intéresser à ce que deviennent les
théorèmes 4.46 et 4.47 en présence d’une non linéarité, sous les hypothèses semi-discrètes équivalentes
aux hypothèses formulées dans le cas continu.

Théorème 5.50. Soit (un)0≤n≤N une solution du système
i
un+1 − un

∆t
+ ∆vn+1 +Wn+1 vn+1 + f(vn+1) vn+1 = 0, dans Ω,

∂nv
n+1 + ΛM,n+1

2,T vn+1 = 0, sur Σ, pour M ∈ {2, 3},
u0 = u0, dans Ω,

(5.36)

où les opérateurs Λ2,n+1
2,T et Λ3,n+1

2,T sont définis par

Λ2,n+1
2,T vn+1 = e−iπ/4

√
2

∆t
bn+1 +

κ

2
vn+1,

et

Λ3,n+1
2,T vn+1 = Λ2,n+1

2,T vn+1 − eiπ/4
√

∆t
2

(
κ2

2
an+1

0 +
1
2
an+1

2

+
1
2

sg(Wn+1)
√
|Wn+1| an+1

V +
1
2

sg(f(vn+1))
√
|f(vn+1)| an+1

f

)
.

Pour M = 2, on a l’inégalité d’énergie suivante :

∀n ∈ {0, . . . , N}, ‖un‖L2(Ω) ≤ ‖u0‖L2(Ω). (5.37)

De plus, si V est un potentiel positif sur Σ indépendamment du temps, et si f est une fonction
positive, alors l’inégalité (5.37) reste vérifiée pour M = 3.

Démonstration. Le début de la preuve est le même que celui de la preuve du théorème 4.46. Comme
f est une fonction réelle, on aboutit à l’identité (4.153), dans laquelle on remplace ∂nv

n+1 en utilisant
la condition aux limites retenue. La condition d’ordre deux est exactement la même que la condition
d’ordre deux dans le cas potentiel, la preuve pour M = 2 se déduit donc directement du théorème 4.46.
Quant à la condition aux limites d’ordre trois NLABC3

2,T , elle conduit à l’étude des mêmes termes
que la preuve associée à la condition ABC3

2,T , enrichie du terme

ieiπ/4
∫

Σ

1
2

P−1∑
n=0

an+1
f(vn+1)

√
f(vn+1) vn+1 dΣ,

qui se traite exactement de la même manière que le terme similaire associé au potentiel Wn+1,
et faisant intervenir les coefficients an+1

V . Ceci achève la preuve pour les conditions NLABC2
2,T et

NLABC3
2,T .

Etudions maintenant la transposition du théorème 4.47 à la condition NLABC2
1,T avec changement

de jauge.
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Théorème 5.51. Soit (un)0≤n≤N une solution du système muni de la condition aux limites NLABC2
1,T

i
un+1 − un

∆t
+ ∆vn+1 +Wn+1 vn+1 + f(vn+1) vn+1 = 0, dans Ω,

∂nv
n+1 + e−iπ/4

√
2

∆t
eiW

n+1
eiW

n+1
b̃n+1 +

κ

2
vn+1 = 0, sur Σ,

u0 = u0, dans Ω,

(5.38)

où les fonctions de phase Wn+1 et Wn+1 sont définies par (5.29) et (5.30). On a l’inégalité d’énergie
suivante :

∀n ∈ {0, . . . , N}, ‖un‖L2(Ω) ≤ ‖u0‖L2(Ω). (5.39)

Démonstration. Encore une fois, il suffit de reprendre la preuve du théorème 4.46 jusque (4.153). Il
reste alors à étudier le terme

− eiπ/4
√

2
∆

∫
Σ

P−1∑
n=0

b̃n+1eiW
n+1

eiW
n+1

vn+1 dΣ, (5.40)

ce qui se fait exactement de la même manière que dans le cas du potentiel seul, en introduisant une
extension infinie (wPn )n∈N de la suite finie

(
e−iW

n+1
e−iW

n+1
vn+1

)
0≤n≤P−1

, définie par

wPn =

{
e−iW

n+1
e−iW

n+1
vn+1, si n ≤ P ,

0, si n ≥ P + 1.

On obtient alors par les mêmes techniques que (5.40) est de partie réelle négative, ce qui conclut la
preuve.

5.3.4 Traitement numérique de la condition aux limites NLABC2
2,P

La condition aux limites NLABC2
2,P pour l’approche Padé est constituée des trois équations (5.9),

(5.7) et (5.8). La discrétisation de ce système est donnée par :

∂nv
n+1 − i

(
m∑
k=0

amk

)
vn+1 +

κ

2
vn+1 + i

m∑
k=1

amk d
m
k ϕ

n+1/2
k − κ

2
ψn+1/2 = 0,(

2i
∆t

+ ∆Σ +Wn+1 + f(vn+1) + dmk

)
ϕ
n+1/2
k − vn+1 =

2i
∆t

ϕnk ,(
2i
∆t

+ ∆Σ +Wn+1 + f(vn+1)
)
ψn+1/2 −∆Σ v

n+1 =
2i
∆t

ψn,

ϕ0
k = 0 pour 1 ≤ k ≤ m, ψ0 = 0, sur Σ.

(5.41)

Pour résoudre ce système non linéaire, on applique un algorithme de point fixe, initialisé par

ζ0 = vn

φ0
k = ϕ

n−1/2
k pour 1 ≤ k ≤ m

χ0 = ψn−1/2.
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Puis, on détermine à chaque itération les solutions ζs+1, φs+1
k et χs+1 du système



∂nζ
s+1 − i

(
m∑
k=0

amk

)
ζs+1 +

κ

2
ζs+1 + i

m∑
k=1

amk d
m
k φ

s+1
k − κ

2
χs+1 = 0,(

2i
∆t

+ ∆Σ +Wn+1 + dmk

)
φs+1
k − ζs+1 =

2i
∆t

ϕnk − f(ζs)φsk,(
2i
∆t

+ ∆Σ +Wn+1

)
χs+1 −∆Σ ζ

s+1 =
2i
∆t

ψn − f(ζs)χs.

(5.42)

La règle est de remplacer vn+1 (resp. ϕn+1
k , ψn+1) par ζs+1 (resp. φs+1

k , χs+1) dans les expressions
linéaires en vn+1, et par ζs (resp. φsk, χs) dans les expressions non linéaires en vn+1 ou les expressions
croisées du type vn+1ϕn+1

k . On écrit ensuite la formulation éléments finis associée au système (5.42)
en injectant la première équation dans la formulation variationnelle (5.17) de l’équation intérieure.
On obtient matriciellement

(
2i
∆t

M− S + MWn+1 + i

(
m∑
k=0

amk

)
MΣ − 1

2
MΣ
κ

)
ζs+1 − i

m∑
k=1

amk d
m
k MΣφs+1

k +
1
2

MΣ
κχ

s+1

=
2i
∆t

M un −Mf(ζs)ζ
s, (5.43)

et en écrivant la forme matricielle des équations de Schrödinger sur Σ impliquant les fonctions auxi-
liaires ϕk

−MΣζs+1 +
(

2i
∆t

MΣ − SΣ + MΣ
Wn+1 + dmk MΣ

)
φs+1
k =

2i
∆t

MΣϕnk −MΣ
f(ζs)φ

s
k, (5.44)

et ψ

SΣζs+1 +
(

2i
∆t

MΣ − SΣ + MΣ
Wn+1

)
χs+1 =

2i
∆t

MΣψn −MΣ
f(ζs)χ

s. (5.45)

Matriciellement, le problème avec condition aux limites NLABC2
2,P conduit à la résolution du système

linéaire 

AΩ A 0 0
A AΣ B1 . . . Bm B̃

C1 D1 0

0
...

. . . 0
Cm 0 Dm

0 C̃ 0 D̃





ζΩ,s+1

ζΣ,s+1

φs+1
1
...

φs+1
m

χs+1


=



EΩ

EΣ

F1

...
Fm

F̃


(5.46)

d’inconnues ζs+1, φs+1
k pour 1 ≤ k ≤ m, et χs+1. Dans ce système, la matrice A et le vecteur E

ont été réordonnés comme en (4.180), conformément au réordonnement du maillage distinguant les
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points intérieurs et des points extérieurs. Les différents éléments de ce système sont donnés par

A =
2i
∆t

M− S + MWn+1 + i

(
m∑
k=1

amk

)
MΣ − 1

2
MΣ
κ ,

Bk = −iamk dmk MΣ, pour 1 ≤ k ≤ m,

B̃ =
1
2

MΣ
κ ,

Ck = −MΣ, pour 1 ≤ k ≤ m,
C̃ = SΣ,

Dk =
2i
∆t

MΣ − SΣ + MΣ
Wn+1 + dmk MΣ, pour 1 ≤ k ≤ m,

D̃ =
2i
∆t

MΣ − SΣ + MΣ
Wn+1 ,

(5.47)

et
E =

2i
∆t

M un −Mf(ζs)ζ
s,

Fk =
2i
∆t

MΣϕnk −MΣ
f(ζs)φ

s
k, pour 1 ≤ k ≤ m,

F̃ =
2i
∆t

MΣψn −MΣ
f(ζs)χ

s.

(5.48)

En termes de dimensions du système, le surcoût induit par l’utilisation des m+1 fonctions auxiliaires
est le même que dans le cas d’un potentiel linéaire.

5.4 Semi-discrétisation et implémentation de la méthode de
relaxation

5.4.1 Principe de la méthode de relaxation

Au lieu de résoudre l’équation non linéaire en utilisant l’algorithme de point fixe, on peut utiliser
la méthode de relaxation de Besse [29]. Appliquée à l’équation de Schrödinger avec non linéarité

i∂tu+ ∆u+ f(u)u = 0, sur ΩT , (5.49)

la méthode de relaxation consiste à résoudre le système{
i∂tu+ ∆u+ Υu = 0, sur ΩT ,

Υ = f(u), sur ΩT ,
(5.50)

qui n’est qu’une reformulation évidente de (5.49). Le système (5.50) est ensuite discrétisé comme suit
i
un+1 − un

∆t
+ ∆un+1/2 + Υn+1/2un+1/2 = 0,

Υn+3/2 + Υn+1/2

2
= f(un+1),

(5.51)

pour 0 ≤ n ≤ N , et en posant Υn+1/2 = Υn+1+Υn

2 , et en initialisant Υ par Υ−1/2 = f(u0). La
formulation variationnelle associée à (5.51) s’écrit, pour une fonction-test g ∈ H1(Ω),

2i
∆t

∫
Ω

vn+1 dΩ−
∫

Ω

∇vn+1∇g dΩ +
∫

Σ

∂nv
n+1 g dΣ +

∫
Ω

Υn+1/2vn+1g dΩ =
2i
∆t

∫
Ω

ung dΩ, (5.52)



298 CHAPITRE 5. DIMENSION DEUX : LE CAS NON LINÉAIRE

couplée à l’équation de mise à jour de Υ sur Ω

Υn+3/2 = 2f(vn+1)−Υn+1/2. (5.53)

Dans l’intégrale de bord sur Σ, on remplace ∂nv
n+1 en utilisant la condition aux limites souhaitée,

dans laquelle on tient compte de Υ = f(u).
L’avantage évident de cette méthode est qu’elle ne nécessite pas d’itérer comme le point fixe.

L’autre avantage indéniable est qu’elle ne nécessite pas une refonte du code. Il suffit de partir des
codes précédemment écrits pour les potentiels variables en espace et en temps pour l’équation en
vn+1. La résolution du système linéaire sur vn+1 est simplement alternée avec l’équation de mise à
jour de Υ, qui elle, ne coûte rien. Une telle méthode est donc au moins deux à trois fois plus rapide que
la méthode de point fixe, selon le nombre moyen d’itérations effectuées par l’algorithme de point fixe.
Ce gain de temps est particulièrement crucial sur la condition NLABC2

1,T , car on a vu que pour un
potentiel non constant sur Σ la méthode est excessivement coûteuse, du fait des matrices d’éléments
finis à rassembler tout au long de chaque convolution. Le fait d’utiliser la méthode de relaxation, et
de ne pas avoir à itérer, rend cette condition aux limites un peu plus envisageable, même si elle reste
clairement plus coûteuse que les autres.

La convergence du schéma (5.51) a été démontrée [29] pour une non linéarité de la forme f(u) =
λ|u|2σ, mais compte tenu de la complexité et de la pénibilité de la preuve, on n’envisage pas ici
d’étudier la stabilité du schéma semi-discret incorporant les conditions aux limites artificielles. Il n’y
a cependant aucun obstacle a priori à cette étude, qui pourra faire l’objet d’un futur travail.

Un autre intérêt de la méthode de relaxation, également prouvé dans [29], est que pour la non
linéarité cubique f(u) = q|u|2, la méthode conserve deux quantités théoriques essentielles que sont
la densité

∫
R2 |u|2dx et l’énergie

∫
R2

(
|∇u|2 + q

2 |u|4
)
dx. Le fait que ces quantités physiques soient

préservées est un atout important.
Cette méthode comporte néanmoins un inconvénient, tout du moins théorique. La non linéarité

présentée dans [29], f(u) = λ|u|2σ avec λ ∈ R∗, correspond à un cas très général. Dans ce cas, on
résout le système {

i∂tu+ ∆u+ λΥu = 0, sur ΩT ,

Υ = |u|2σ, sur ΩT .
D’après sa définition, on voit bien que Υ est censé être positif. Le point négatif de la méthode de
relaxation est que, jusqu’ici, il n’a pas encore été prouvé qu’avec le schéma de type (5.51), on préservait
la propriété

Υn+1/2 ≥ 0 pour n ≥ 0.

Notons toutefois qu’aucun exemple n’a encore été trouvé dans lequel Υ devient effectivement négatif.

5.4.2 Application de la méthode de relaxation à la condition NLABC2
2,P

La condition aux limites NLABC2
2,P s’écrit

∂nu− i
√
i∂t + ∆Σ + f(u) +

κ

2
u− κ

2
(i∂t + ∆Σ + f(u))−1 ∆Σ u = 0, sur Σ.

La méthode de relaxation consiste alors à résoudre le système
i∂tu+ ∆u+ Υu = 0, sur ΩT ,

∂nu− i
√
i∂t + ∆Σ + Υ +

κ

2
u− κ

2
(i∂t + ∆Σ + Υ)−1 ∆Σ u = 0, sur Σ,

Υ = f(u), sur ΩT .

(5.54)
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Comme pour le traitement classique du problème, on introduit les fonctions auxiliaires (ϕk)1≤k≤m et
ψ, puis on discrétise l’ensemble pour obtenir

2i
∆t

vn+1 + ∆vn+1 + Υn+1/2vn+1 = 0, sur Ω,

∂nv
n+1 − i

(
m∑
k=0

amk

)
vn+1 +

κ

2
vn+1 + i

m∑
k=1

amk d
m
k ϕ

n+1/2
k − κ

2
ψn+1/2 = 0, sur Σ,(

2i
∆t

+ ∆Σ + Υn+1/2 + dmk

)
ϕ
n+1/2
k − vn+1 =

2i
∆t

ϕnk , sur Σ,(
2i
∆t

+ ∆Σ + Υn+1/2

)
ψn+1/2 −∆Σ v

n+1 =
2i
∆t

ψn, sur Σ,

ϕ0
k = 0 pour 1 ≤ k ≤ m, ψ0 = 0, sur Σ,

Υn+3/2 = 2f(vn+1)−Υn+1/2, sur Ω.

(5.55)

L’écriture matricielle de la formulation éléments finis associée est alors

AΩ A 0 0
A AΣ B1 . . . Bm B̃

C1 D1 0

0
...

. . . 0
Cm 0 Dm

0 C̃ 0 D̃





vΩ,n+1

vΣ,n+1

ϕ
n+1/2
1

...
ϕ
n+1/2
m

ψn+1/2


=



EΩ

EΣ

F1

...
Fm

F̃


(5.56)

où les différentes matrices sont données par

A =
2i
∆t

M− S + MΥn+1/2 + i

(
m∑
k=1

amk

)
MΣ − 1

2
MΣ
κ ,

Bk = −iamk dmk MΣ, pour 1 ≤ k ≤ m,

B̃ =
1
2

MΣ
κ ,

Ck = −MΣ, pour 1 ≤ k ≤ m,
C̃ = SΣ,

Dk =
2i
∆t

MΣ − SΣ + MΣ
Υn+1/2 + dmk MΣ, pour 1 ≤ k ≤ m,

D̃ =
2i
∆t

MΣ − SΣ + MΣ
Υn+1/2 ,

(5.57)

et les vecteurs constituant le second membre par

E =
2i
∆t

M un,

Fk =
2i
∆t

MΣϕnk , pour 1 ≤ k ≤ m,

F̃ =
2i
∆t

MΣψn.

(5.58)

Remarque 5.3. L’algorithme de relaxation s’applique en fait de manière particulièrement simple,
puisqu’il suffit de considérer le code associé à un potentiel dépendant du temps V (x, t), et de remplacer
Wn+1 par Υn+1/2, puis de mettre à jour Υ selon la règle (5.53).
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Remarque 5.4. L’ajout d’une partie linéaire V (x, t) au potentiel non linéaire ne présente pas de
difficulté. Il suffit pour cela de remplacer Υn+1/2 par Wn+1 + Υn+1/2 dans les quatre premières
équations de (5.55), où Wn+1 = V n+1/2.

5.4.3 Application de la méthode de relaxation à la condition NLABC3
2,T

La condition aux limites d’ordre trois NLABC3
2,T s’écrit, en présence d’une non linéarité f(u) où

f est une fonction positive,

∂nu = −e−iπ/4∂1/2
t u− κ

2
u+ eiπ/4

(
κ2

8
+

∆Σ

2
+
f(u)

2

)
I

1/2
t u, sur ΣT .

Remarquons que pour la méthode de relaxation, nous n’avons pas symétrisé le terme de potentiel
apparaissant en I1/2

t . Cela est bien sûr possible, mais il faut être prudent, car bien que la fonction f
soit supposée positive, nous avons vu qu’il n’existe pas de preuve que Υ reste lui aussi positif.

La méthode de relaxation appliquée à la condition aux limites NLABC3
2,T consiste alors à résoudre

le système 
i∂tu+ ∆u+ Υu = 0, sur ΩT ,

∂nu = −e−iπ/4∂1/2
t u− κ

2
u+ eiπ/4

(
κ2

8
+

∆Σ

2
+

Υ
2

)
I

1/2
t u, sur ΣT ,

Υ = f(u), sur ΩT .

(5.59)

Ce système est discrétisé de la manière suivante :

2i
∆t

vn+1 + ∆vn+1 + Υn+1/2vn+1 = 0, sur Ω,

∂nv
n+1 = −e−iπ/4

√
2

∆t

n+1∑
k=1

βn+1−kv
k − 1

2
κvn+1

+
eiπ/4

2

√
∆t
2

n+1∑
k=1

αn+1−k

(
κ2

2
+

1
2
∂2
s +

Υn+1/2

2

)
vk, sur Σ,

Υn+3/2 = 2f(vn+1)−Υn+1/2, sur Ω.

(5.60)

La formulation éléments finis se traduit ensuite matriciellement par(
2i
∆t

M− BΣ − S + MΥn+1/2

)
vn+1 =

2i
∆t

Mun + bn, (5.61)

où la matrice des termes de bord BΣ vaut

BΣ = e−iπ/4
√

2
∆t

MΣ +
1
2

MΣ
κ +

eiπ/4

2

√
∆t
2

(
1
2

MΣ
κ −

1
2

SΣ +
1
2

MΣ
Υn+1/2

)
, (5.62)

et le second membre bn vaut

bn = e−iπ/4
√

2
∆t

n∑
k=1

βn+1−kMΣvk +
eiπ/4

2

√
∆t
2

n∑
k=1

αn+1−k

(
1
2

MΣ
κ −

1
2

SΣ +
1
2

MΣ
Υn+1/2

)
vk.

(5.63)
La résolution de l’équation (5.61) est ensuite suivie de la mise à jour de Υ

Υn+3/2 = 2f(un+1)−Υn+1/2.

Remarque 5.5. Cette fois encore, l’ajout d’un potentiel linéaire V (x, t) s’effectue sans difficulté par-
ticulière. En pratique, il suffit de remplacer Υn+1/2 par Wn+1 + Υn+1/2 dans les équations (5.61) à
(5.63).
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5.4.4 Application de la méthode de relaxation à la condition NLABC2
1,T

Voyons à présent comment se traduit la méthode de relaxation pour les conditions aux limites
avec changement de jauge. Pour une non linéarité f(u), la condition NLABC2

1,T s’écrit

∂nu = −e−iπ/4eiV∂1/2
t

(
e−iVu

)
− κ

2
u, sur ΣT ,

avec la fonction de phase

V(x, y, t) =
∫ t

0

f(u)(x, y, σ)dσ.

La méthode de relaxation appliquée à cette condition aux limites consiste à résoudre le système
i∂tu+ ∆u+ Υu = 0, sur ΩT ,

∂nu = −e−iπ/4eiV∂1/2
t

(
e−iVu

)
− κ

2
u, sur ΣT ,

Υ = f(u), sur ΩT .

(5.64)

Ce système est discrétisé de la manière suivante :

2i
∆t

vn+1 + ∆vn+1 + Υn+1/2vn+1 = 0, sur Ω,

Wn+1 = exp
(
i
∆t
2

Υn+1/2

)
exp

(
i∆t

n−1∑
k=0

Υk+1/2

)
, sur Σ,

∂nv
n+1 = −e−iπ/4

√
2

∆t
eiW

n+1
n+1∑
k=1

βn+1−k e
−iWk

vk − 1
2
κ vn+1, sur Σ,

Υn+3/2 = 2f(vn+1)−Υn+1/2, sur Ω.

(5.65)

On remarque qu’au moment du calcul de vn+1, le terme Wn+1 fait appel aux termes Υk+1/2 jusqu’à
Υn+1/2, qui sont déjà connus. Ceci est différent du cas de l’algorithme par point fixe, dans lequel le
terme En+1 dépend encore de vn+1, ce qui oblige à introduire les fonctions Ẽp.

La formulation éléments finis se traduit ensuite matriciellement par(
2i
∆t

M− BΣ − S + MΥn+1/2

)
vn+1 =

2i
∆t

Mun + bn, (5.66)

avec

BΣ = e−iπ/4
√

2
∆t

MΣ +
1
2

MΣ
κ , (5.67)

et le second membre bn vaut

bn = e−iπ/4
√

2
∆t

n∑
k=1

βn+1−kMΣ
ei(Wn+1−Wk)v

k. (5.68)

La détermination de vn+1 est ensuite suivie par la mise à jour de Υn+3/2 par (5.53). Cette fois encore,
on peut généraliser les équations précédentes au cas d’un potentiel de la forme V (x, t) + f(u), en
ajoutant Wn+1 dans l’équation intérieure et en remplaçant formellement Υn+1/2 par Wn+1 +Υn+1/2

dans la condition aux limites et dans la définition de Wn+1.



302 CHAPITRE 5. DIMENSION DEUX : LE CAS NON LINÉAIRE

5.5 Résultats numériques

Nous allons maintenant comparer les trois conditions aux limites artificielles retenues NLABC2
1,T ,

NLABC3
2,T et NLABC2

2,P , sur des exemples numériques. Ces trois conditions aux limites sont égale-
ment comparées aux conditions sans potentiel ABC3

0,T et ABC2
0,P .

Si on prend comme donnée initiale une gaussienne d’énergie assez faible, alors pour le potentiel
V = |u|2, la condition sans potentiel permet parfaitement de résoudre le problème. En effet, l’effet du
laplacien prédomine, et la non linéarité n’a pratiquement aucune influence. En revanche, lorsqu’on
considère une donnée initiale comme le soliton, pour lequel la non linéarité et la dispersion due au
Laplacien se compensent, la condition sans potentiel ne suffit clairement pas, et là les CLA mises au
point précédemment entrent en jeu. En dimension deux, il n’existe pas d’expression analytique du
soliton. Il faut donc le construire numériquement.

5.5.1 Construction numérique du soliton

Pour construire numériquement le soliton en dimension deux, on cherche les solutions stationnaires
de l’équation de Schrödinger, obtenues à l’aide d’une méthode de tir [46]. Considérons l’équation de
Schrödinger non linéaire cubique

i∂tu+ ∆u+ q|u|2u = 0, sur R2 × R+, (5.69)

avec q > 0, et cherchons les solutions stationnaires sous la forme

u(r, t) = eiµtψ(r), (5.70)

où r = ‖x‖ =
√
x2 + y2, µ ∈ R et ψ est supposée localisée en espace. On est alors amené à résoudre

le problème elliptique non linéaire

− µψ + ∆ψ + q|ψ|2ψ = 0, x ∈ R2. (5.71)

Ayant fait l’hypothèse que ψ est à symétrie radiale, on écrit l’équation en coordonnées polaires, ce
qui nous ramène, en considérant comme domaine Ω le disque de rayon R, à résoudre une équation
différentielle d’ordre deux sur l’intervalle [0;R]

∂2
rψ +

1
r
∂rψ − µψ + q|ψ|2ψ = 0, r ∈ [0;R]. (5.72)

On peut alors se ramener à µ = 1 en posant le changement de variable

ψ̃(r) =
1√
µ
ψ

(
r√
µ

)
.

Par ailleurs, l’obtention d’une solution de classe C2 impose ψ′(0) = 0, afin d’éviter une singularité
en 0. Finalement, il s’agit de résoudre le problème différentiel suivant : ∂2

rψ +
1
r
∂rψ − ψ + q|ψ|2ψ = 0, 0 < r < R,

ψ′(0) = 0, ψ(0) = β,
(5.73)

dont on cherche une solution globale qui tend vers 0 lorsque r → +∞. Un développement de Taylor
en r = 0 montre qu’il faut prendre ψ′′(0) = β − q|β|2β. On résout cette équation différentielle par
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(a) |u0| sur R = 10 (b) |u0| en échelle logarithmique sur R = 15

Figure 5.1 – Module de la donnée initiale solitonique pour l’équation non linéaire cubique sur le
disque de rayon 10.

nT nP nE min |T | max |T |
6 800 000 3 400 000 5 056 1× 10−5 1× 10−4

1 700 000 858 000 2 528 6× 10−5 4× 10−4

428 000 215 000 1 264 2× 10−4 2× 10−3

107 000 54 000 632 9× 10−4 7× 10−3

Table 5.1 – Paramètres des maillages du disque de rayon 10.

une méthode de tir en prenant un pas radial égal à ∆r = 10−3. La donnée initiale β est ajustée de
manière à obtenir les bonnes propriétés de décroissance sur ψ. On obtient alors une donnée initiale
ψ(r) radiale, pour r ≤ R, que l’on étend par symétrie radiale au disque de rayon R pour obtenir le
soliton. On donne au soliton une impulsion k0 = k0x en le multipliant par une gaussienne appropriée

u0(x, y) = ψ(r)e−ik0x. (5.74)

En R = 10, on a |u0(R)| ≈ 5×10−5. Si on agrandit le domaine à R = 15, on obtient |u0(R)| ≈ 3×10−7.
En fait, le soliton est à décroissance relativement lente, ce qui oblige à considérer, en lien avec la valeur
de q, des domaines plutôt grands, sous peine que la donnée initiale ne puisse pas être considérée comme
numériquement à support compact. Au niveau de la programmation de l’algorithme, ceci nécessite de
passer le code en quadruple précision pour obtenir une réelle décroissance jusqu’à R = 15. En effet,
le nombre de chiffres significatifs après la virgule pour le calcul de β est fondamental. Le module du
soliton est représenté figure 5.1. La figure 5.1(b) montre bien que, même en agrandissant le domaine
de calcul à R = 15, il est difficile d’obtenir que le soliton soit très petit sur la frontière.

Finalement, le domaine de calcul Ω retenu est le disque de rayon 10. Ce domaine étant de surface
quatre fois plus grande que celle du domaine utilisé dans le cas d’un potentiel, nous devons considérer
des maillages comportant en moyenne quatre fois plus de triangles pour garder une discrétisation
équivalente. Les caractéristiques des maillages utilisés, ainsi que les indications sur la fourchette des
surfaces des triangles associés, se trouvent dans le tableau 5.1.

Remarque 5.6. Cette construction se généralise immédiatement à une non linéarité du type f(u) =
q|u|2σ, avec σ > 0 et q > 0. Ceci permet notamment de construire un soliton pour l’équation quintique,
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(b) Relaxation

Figure 5.2 – Comparaison des résultats obtenus pour la condition NLABC3
2,T par l’algorithme de

point fixe et la méthode de relaxation, pour le potentiel cubique.

CLA Point fixe Relaxation

NLABC2
1,T 17h21 48h10 4h47 11h27

NLABC3
2,T 5h11 26h58 3h09 9h53

NLABC2
2,P 6h05 25h06 2h51 12h31

Table 5.2 – Comparaison des temps de calculs pour la résolution par point fixe et la résolution par
la méthode de relaxation, la discrétisation étant nT = 423 000 et ∆t = 2× 10−3.

de potentiel V = q|u|4.

5.5.2 Choix de la méthode de résolution

On s’attache ici à comparer brièvement l’algorithme de point fixe et la méthode de relaxation.
Sur le papier, la méthode de relaxation est clairement plus rapide, puisque chaque itération en temps
est équivalente à une seule itération du point fixe, qui en effectue toujours au moins deux. Encore
faut-il vérifier que cette méthode conduit à la même précision que le point fixe, et que l’on peut donc
substituer une méthode à l’autre. C’est ce que nous nous attachons à déterminer ici.

Pour le point fixe, le critère d’arrêt est ‖ζs+1 − ζs‖2L2(CnP ) < ε, et la valeur de ε est fixée à
10−6. Le nombre maximal d’itérations est 100. Pour les deux méthodes, le système linéaire est résolu
en utilisant UMFPACK. On représente figure 5.2 les résultats obtenus avec la condition aux limites
NLABC3

2,T dans le cas du potentiel cubique V = |u|2, la donnée initiale étant le soliton construit
en 5.5.1. La discrétisation choisie est nT = 423 000 triangles et ∆t = 2× 10−3. On a k0 = 5 et T = 2.

On observe que les résultats obtenus pour NLABC3
2,T sont identiques, indépendamment de la

méthode de résolution utilisée. Nous ne les avons pas représentés ici, mais on obtient les mêmes
résultats en considérant les autres conditions aux limites. Ceci nous laisse le choix de la méthode à
utiliser en fonction d’autres critères, comme le temps de calcul. Les temps de calcul associés à cet
exemple sont reportés dans le tableau 5.2, pour ces deux méthodes de résolution et pour les trois
conditions aux limites NLABC2

1,T , NLABC3
2,T et NLABC2

2,P . Comme on s’en doutait compte tenu
du principe de la méthode de relaxation, le tableau 5.2 est sans équivoque : la méthode de relaxation
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est clairement plus rapide que l’algorithme de point fixe, pratiquement deux fois plus rapide pour les
conditions NLABC3

2,T et NLABC2
2,P , et trois à quatre fois plus rapide pour la condition NLABC2

1,T .
Pour réaliser les courbes comparatives des différentes conditions aux limites artificielles, on uti-

lisera désormais la méthode de relaxation, qui donne les mêmes résultats que le point fixe mais en
étant nettement plus rapide.

5.5.3 Le potentiel cubique V = q|u|2 avec donnée initiale solitonique

Le premier exemple numérique considéré pour comparer les CLA non linéaires est le potentiel
cubique donné par f(u) = |u|2. Nous prenons la donnée initiale solitonique décrite par (5.74) sur le
disque de rayon R = 10, avec une impulsion donnée k0 = 5 et le temps final de calcul vaut T = 2.
Les trois CLA sont comparées entre elles et aux conditions sans potentiel ABC3

0,T et ABC2
0,P . On

représente figure 5.3 les résultats obtenus pour la discrétisation nT = 1 700 000 et ∆t = 2× 10−3. La
figure 5.4 donne une représentation tridimensionnelle de ces résultats, complémentaire de la première.

Tout d’abord, on observe bien que le soliton est transporté sans dispersion visible, du moins
tant qu’il ne touche pas la frontière du domaine. Ceci n’est pas anodin car le soliton est instable en
dimension deux.

On remarque ensuite que la condition sans potentiel ABC3
0,T est inadéquate pour résoudre ce

problème. Elle génère des réflexions importantes, notamment dans les niveaux 10−1.5. On observe
un résultat à peu près similaire pour la condition sans potentiel de l’approche Padé, ABC2

0,P . Les
conditions aux limites artificielles permettent d’y remédier. La moins précise des CLA est la condition
NLABC3

2,T , car si la zone de réflexion est moins étendue que pour les conditions sans potentiel, il
subsiste le long de la frontière en x = (−10, 0) une réflexion de niveau 10−1.5 qui ne s’atténue pas.
Ceci est plutôt gênant. Heureusement, on n’observe pas ce phénomène pour les conditions NLABC2

1,T

et NLABC2
2,P . Ces deux conditions permettent de réduire notablement, et sans contrepartie, le niveau

de la réflexion. La condition NLABC2
2,P de l’approche Padé semble très légèrement plus précise que

celle de l’approche Taylor avec changement de jauge. Si on se réfère à la partie traitant d’un potentiel
en 2D, il faut noter que l’on ne considère que l’ordre deux pour les conditions NLABCM1,T . L’ajout du
terme d’ordre trois, sous réserve que l’on parvienne à inclure de manière correcte les termes ∂se−iV ,
permettrait certainement d’améliorer encore les résultats, comme dans le cas linéaire.

Une autre représentation des mêmes résultats est la figure 5.4, qui représente en 3D les isosurfaces
de niveaux 10−1, 10−2 et 10−3. Cette représentation est complémentaire de la représentation dans le
plan y = 0, elle permet d’estimer le volume de la réflexion pour chacun des niveaux donnés.

En théorie, le soliton ne subit aucune dispersion. Sa norme infinie reste donc égale au cours du
temps à sa norme infinie initiale, tant que l’onde n’est pas sortie du domaine. Or, il est bien connu [83]
que le soliton est instable en dimension deux. Si l’énergie de la donnée initiale u0 est plus grande que
l’énergie de l’état fondamental, alors la norme infinie de la solution obtenue explose ; si cette énergie
est trop petite, la norme infinie diminue, au lieu de rester égale à ‖u0‖∞. Ici, on voit que globalement,
le soliton ne disperse pas. Pour observer cela de plus près, on représente figure 5.5 l’évolution de la
norme infinie de u au cours du temps (la méthode utilisée est toujours la méthode de relaxation).
Pour les quatre conditions aux limites testées, la norme infinie reste constante égale à la norme infinie
du soliton (égale à 2.2 environ), tant que l’onde n’atteint pas la frontière. La norme infinie diminue
ensuite pour les trois conditions aux limites artificielles dépendant du potentiel. Pour la condition
sans potentiel ABC3

0,T , on observe au temps t = 1 une augmentation de la norme infinie, qui atteint
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Figure 5.3 – Solutions numériques obtenues avec les différentes CLA pour le potentiel cubique
V = |u|2 lorsque la donnée initiale est le soliton. La discrétisation est nT = 1 700 000 et ∆t = 2×10−3.
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(a) ABC3
0,T (b) ABC2

0,P

(c) NLABC2
1,T (d) NLABC3

2,T

(e) NLABC2
2,P

Figure 5.4 – Représentation 3D des solutions obtenues pour chacune des conditions aux limites,
pour l’équation cubique avec V = |u|2 initialisée par le soliton. La discrétisation est nT = 1 700 000
et ∆t = 2× 10−3.
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Figure 5.5 – Evolution de la norme infinie pour les quatre conditions aux limites ABC3
0,T , NLABC2

1,T ,
NLABC3

2,T et NLABC2
2,P , pour l’équation cubique avec V = |u|2 initialisée par le soliton. La discré-

tisation est nT = 1 700 000 et ∆t = 2× 10−3.

2.3, avant de diminuer (figure 5.5(a)). C’est un premier élément qui marque le manque de précision de
la condition sans potentiel. On s’intéresse ensuite à étudier de plus près la décroissance de la norme
infinie. Pour cela, on passe en échelle logarithmique (figure 5.5(b)). Pour les conditions NLABC2

1,T et
NLABC2

2,P , la norme infinie continue à diminuer jusqu’à 10−2, alors que la condition sans potentiel
stagne autour de 10−1.5 à partir de t = 1.4. Le cas de la condition NLABC3

2,T est un peu particulier.
Du point de vue de la norme infinie, cette condition conduit à la même précision que la condition
sans potentiel. En réalité, si on compare les figures 5.3(a) et 5.3(c), ou les figures 5.4(a) et 5.4(d),
on remarque que la zone de réflexion associée à NLABC3

2,T est moins étendue que celle associée à
ABC3

0,T . Par définition de la norme infinie, cette différence n’est pas perceptible sur la figure 5.5. Il
n’en reste pas moins que la condition NLABC3

2,T conduit à un moins bon résultat que les conditions
NLABC2

1,T et NLABC2
2,P . Ceci est à rapprocher du fait que pour un potentiel V (x, t) d’une certaine

amplitude, les conditions ABCM2,T donnent un résultat plus grossier que les autres conditions aux
limites, car elles ne prennent pas suffisamment en compte le potentiel.

Les temps de calcul associés aux trois CLA, pour la méthode de relaxation, sont reportés dans le
tableau 5.3 pour deux discrétisations. Les temps de calcul associés aux conditions ABC3

0,T et ABC2
0,P

sont à très peu de chose près les mêmes que ceux associés aux conditions NLABC3
2,T et NLABC2

2,P

respectivement. Nous ne les avons donc pas reportés ici. Ceci prouve d’ailleurs que les deux conditions
NLABC3

2,T et NLABC2
2,P ne rajoutent aucun surcoût par rapport aux conditions sans potentiel. Il

n’en va pas de même pour les conditions du changement de jauge, à cause des exponentielles en temps
à prendre en compte dans les matrices d’éléments finis à chaque convolution. En effet, comme dans
le cas potentiel, la condition NLABC2

1,T avec changement de jauge est plus longue que la condition
NLABC3

2,T , et cela est d’autant plus marqué lorsqu’on raffine en espace, et que les matrices éléments
finis à réassembler dans la convolution sont de taille plus grande. La condition NLABC2

2,P est un
peu surprenante. Pour nT = 423 000 triangles, son temps d’exécution est du même ordre de grandeur
que celui de NLABC3

2,T , et même plus petit, ce qui est plutôt surprenant. Pour nT = 1 700 000
en revanche, le temps de calcul explose et est trois fois plus important que pour NLABC3

2,T , et
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CLA nT = 423 000
∆t = 2× 10−3

nT = 1 700 000
∆t = 2× 10−3

NLABC2
1,T 4h47 11h27 22h06 62h

NLABC3
2,T 3h09 9h53 13h14 53h

NLABC2
2,P 2h51 12h31 40h10 199h

Table 5.3 – Temps de calcul en heures (à gauche : temps chronométré ; à droite : temps cpu) pour
le potentiel cubique V = |u|2 et pour le soliton, pour deux discrétisations.

presque deux fois plus important que pour NLABC2
1,T . L’étude du conditionnement des systèmes (du

moins, du conditionnement à l’instant initial) ne suffit pas à lui seul à expliquer ce phénomène, car
même si le système linéaire associé à NLABC2

2,P est beaucoup plus mal conditionné que celui associé à
NLABC3

2,T , le conditionnement des systèmes associés à chacune des conditions aux limites évolue dans
les mêmes proportions lorsqu’on augmente le nombre de triangles de nT = 423 000 à nT = 1 700 000,
alors que le temps de résolution est identique pour les deux méthodes lorsque nT = 423 000.

5.5.4 Le cas d’une donnée initiale gaussienne

Nous nous intéressons à présent à ce qui se passe lorsque la donnée initiale est une gaussienne de
nombre d’onde k0. A titre d’exemple, nous prenons

u0(x, y) = e−
x2+y2

w2 −ik0x, pour (x, y) ∈ Ω, (5.75)

avec w = 0.5. Compte tenu de la décroissance de cette donnée initiale, on prend comme domaine de
calcul le disque de rayon R = 2.5. Sur ce domaine, u0 peut être considérée comme numériquement à
support compact, puisque pour un point (xΣ, yΣ) du bord de norme égale à rΣ = 2.5, on a u0(xΣ, yΣ) ≈
10−11. Le module de cette donnée initiale est représenté sur Ω figure 5.6. La surface du domaine Ω
considéré ici étant quatre fois plus petite que celle du domaine utilisé dans le cas d’un potentiel,
nous pourrons considérer des maillages comportant en moyenne quatre fois moins de triangles. Les
caractéristiques des maillages utilisés, ainsi que les indications sur la fourchette des surfaces des
triangles associés, se trouvent dans le tableau 5.4.

(a) |u0| (b) |u0| en échelle logarithmique

Figure 5.6 – Représentation du module de la donnée initiale u0 sur le disque de rayon R = 2.5.



310 CHAPITRE 5. DIMENSION DEUX : LE CAS NON LINÉAIRE

nT nP nE min |T | max |T |
1 700 000 847 000 2 560 3× 10−6 3× 10−5

423 000 212 000 1 280 1× 10−5 1× 10−4

105 000 53 000 640 6× 10−5 4× 10−4

26 000 13 000 320 2× 10−4 2× 10−3

Table 5.4 – Paramètres des maillages du disque de rayon 2.5.
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Figure 5.7 – Solutions numériques associées au potentiel V = 5|u|2 pour k0 = 10 et une don-
née initiale gaussienne, pour les conditions aux limites ABC3

0,T et NLABC3
2,T . La discrétisation est

nT = 423 000 et ∆t = 2× 10−3.

La particularité qu’on peut observer lorsque la donnée initiale est une gaussienne, est que les
conditions sans potentiel ABCM0,T et ABCM0,P permettent de résoudre convenablement le problème.
La prise en compte du potentiel dans la condition aux limites n’apporte alors pas grand chose de
nouveau, et ce, quelle que soit la condition aux limites considérée. Par exemple, on considère la non
linéarité f(u) = 5|u|2, k0 = 10 et T = 0.5, et on compare la condition sans potentiel ABC3

0,T à la
condition NLABC3

2,T (figure 5.7) pour la discrétisation nT = 423 000 et ∆t = 2× 10−3. On voit que
l’apport de la prise en compte du potentiel est certes visible en échelle logarithmique, mais vraiment
minime, tant la condition sans potentiel donne déjà un bon résultat. En effet, on peut comparer les
résultats obtenus à une solution de référence, calculée en utilisant des PML sur un domaine circulaire
élargi de rayon 5.8 (figure 5.8(a)). On voit que la simulation avec la condition sans potentiel d’ordre
trois présente peu de défauts.

En fait, dans ce cas de figure, la non linéarité est trop faible pour avoir une importance, et l’effet
prédominant dans l’équation est l’effet dispersif du laplacien. D’ailleurs, à y regarder de plus près, on
s’aperçoit que le profil de la solution associée à V = 5|u|2 est à peine différent du profil de la solution
potentiel nul (figure 5.8(b)). Cela montre bien que les conditions aux limites dépendant du potentiel
ne peuvent pas apporter grand chose à la résolution du problème.

L’effet essentiellement dispersif de l’équation est particulièrement visible pour des nombres d’onde
plus faibles. Si on prend k0 = 5, la représentation 3D de la solution (figure 5.9) met bien en évidence
la dispersion. Dans ce cas, les conditions aux limites ne jouent pratiquement aucun rôle.
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Figure 5.8 – Solutions de référence obtenues à l’aide de PML pour V = 5|u|2 et V = 0, lorsque
k0 = 10 et la donnée initiale est une gaussienne.

Figure 5.9 – Représentation 3D de la solution pour V = 5|u|2, k0 = 5 et une donnée initiale
gaussienne.
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5.5.5 Des potentiels mixtes V = V (r) + f(u)

Pour observer la nécessité d’utiliser des conditions aux limite appropriées, en-dehors des cas dans
lesquels la non linéarité joue réellement un rôle (comme pour le soliton), il faut considérer un potentiel
mixte de la forme V = V +f(u). A titre d’exemple, nous considérons V = r2 + |u|2. On fixe le nombre
d’onde à k0 = 10 et le temps final de calcul à T = 0.5.

La figure 5.10 présente les solutions numériques issues des conditions aux limites ABC3
0,T , ABC2

0,P ,
NLABC2

1,T , NLABC3
2,T et NLABC2

2,P . Les conditions sans potentiel ne suffisent désormais plus à
résoudre le problème. Sur la représentation tridimensionnelle (figure 5.11), on prend particulièrement
conscience du volume de réflexion engendré par les conditions sans potentiel, et de l’amélioration
apportée par les conditions non linéaires. Pour les conditions tenant compte du potentiel, seules les
lignes de niveau les plus faibles restent perturbés. Les perturbations sont un peu plus importantes pour
la condition du changement de jauge NLABC2

1,T , certainement du fait de la dispersion numérique.
En effet, la présence des exponentielles complexes oscillantes eiV rend ces conditions plus sensibles à
la discrétisation. Les conditions NLABC3

2,T et NLABC2
2,P conduisent, elles, à une précision identique.

CLA nT = 423 000
∆t = 2× 10−3

nT = 1 700 000
∆t = 2× 10−3

NLABC2
1,T 0h37 2h07 3h10 12h21

NLABC3
2,T 0h35 2h05 3h14 12h26

NLABC2
2,P 0h45 3h08 3h47 16h40

Table 5.5 – Temps de calcul en heures (à gauche : temps chronométré ; à droite : temps cpu) pour la
non linéarité mixte V = r2 + |u|2 et pour une donnée initiale gaussienne, pour deux discrétisations.

Le tableau 5.5 donne les temps de calculs associés aux trois conditions non linéaires, pour nT =
423 000 et nT = 1 700 000 triangles. Sur cet exemple, on remarque que la condition NLABC2

1,T n’est
pratiquement pas pénalisée par le réassemblage des matrices d’éléments finis au sein des convolutions.
Il faut reconnâıtre que le domaine de calcul est seize fois plus petit que celui utilisé pour le soliton,
ce qui explique que la construction des matrices d’éléments finis du bord prenne moins d’importance.
On remarque aussi que la condition de l’approche Padé est d’exécution un peu plus longue que les
conditions de l’approche Taylor, les écarts étant de l’ordre de 20 à 30 %.
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Figure 5.10 – Représentation des solutions pour V = r2 + |u|2, k0 = 10 et la donnée initiale
gaussienne. La discrétisation est nT = 1 700 000 et ∆t = 2× 10−3.
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(a) ABC3
0,T (b) ABC2

0,P

(c) NLABC2
1,T (d) NLABC3

2,T

(e) NLABC2
2,P

Figure 5.11 – Représentation 3D des solutions pour V = r2 + |u|2, k0 = 10 et une donnée initiale
gaussienne. La discrétisation est nT = 1 700 000 et ∆t = 2× 10−3.
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5.6 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons adapté les conditions ABCM1,T , ABCM2,T et ABCM2,P construites dans
le chapitre 4, à une non linéarité f(u). En nous basant sur les spécificités du cas non radial, nous avons
explicité les conditions NLABC2

1,T , NLABC3
2,T et NLABC2

2,P que nous serions amenés à utiliser. Pour
les conditions issues de l’approche Taylor, les estimations a priori demeurent valables.

Deux méthodes de résolution différentes ont été envisagées pour résoudre le problème non linéaire :
un algorithme de point fixe, comme dans le chapitre 2, ou une méthode de relaxation. Les schémas
numériques associés ont été écrits pour les trois conditions artificielles non linéaires. Dans le cas des
conditions de l’approche Taylor associées à un algorithme de point fixe, les inégalités d’énergie semi-
discrètes sont préservées. La méthode de relaxation étant nettement plus rapide, c’est celle-ci qui est
utilisée pour les tests numériques.

Les trois CLA non linéaires sont comparées numériquement aux conditions sans potentiel ABC3
0,T

et ABC2
0,P . Pour le potentiel cubique et le soliton, les conditions les plus précises sont NLABC2

1,T

et NLABC2
2,P , qui améliorent nettement les conditions sans potentiel. La condition NLABC3

2,T en
revanche présente quelques défauts le long de la frontière du domaine, et n’est donc pas très appropriée
dans ce cas. Au contraire, lorsque la donnée initiale est une gaussienne, la condition NLABC3

2,T est très
satisfaisante pour résoudre le problème. Les autres conditions aux limites conviennent également, mais
comme la condition NLABC3

2,T est aussi la condition aux limites la plus rapide, elle est à privilégier
dans cette situation.
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Conclusion générale

Nous avons étudié dans cette thèse différentes manières d’étendre les conditions aux limites ar-
tificielles pour l’équation de Schrödinger sans potentiel, au cas où l’équation comporte un potentiel,
linéaire ou non linéaire. La généralité de la méthode proposée permet de traiter le cas de tous les
potentiels physiquement répulsifs, même s’ils ne sont connus que numériquement. La restriction aux
potentiels de type répulsif correspond à la situation dans laquelle il est pertinent de chercher des
conditions aux limites artificielles. Pour un potentiel attractif confinant la solution, il vaudra mieux
élargir le domaine de calcul si nécessaire, de manière à pouvoir travailler ensuite avec n’importe quel
type de condition aux limites, ceci n’ayant plus d’importance lorsque la solution est confinée. Nous
avons dégagé deux stratégies principales, l’une basée sur le changement de jauge, et l’autre directe.

En dimension une, la stratégie du changement de jauge conduit à un problème continu bien posé, et
le schéma semi-discret de Crank-Nicolson associé est inconditionnellement stable. Les conditions issues
de la méthode directe sont approchées par des approximants de Padé et l’introduction de fonctions
auxiliaires, et si l’on ne dispose d’aucun résultat de stabilité pour ces conditions, elles sont néanmoins
très efficaces numériquement. Ces conditions s’adaptent à un potentiel non linéaire, et permettent de
traiter avec succès le potentiel non linéaire cubique, mais aussi d’autres non linéarités plus générales.
Les résultats obtenus améliorent très nettement les conditions sans potentiel, et améliorent également
les résultat obtenus à l’aide de PML. Ces conditions aux limites s’appliquent également à l’équation
stationnaire dans le chapitre 3, que ce soit pour des problèmes de type scattering ou pour la recherche
d’états propres. De nombreux exemples numériques valident les résultats.

On a ensuite considéré le cas de la dimension deux, lorsque le domaine de calcul est convexe, de
frontière régulière. Les nouvelles conditions aux limites établies prennent en compte la géométrie du
domaine en plus de l’information sur le potentiel. Notre étude conduit à quatre familles de conditions
aux limites, selon qu’on effectue le changement de jauge ou qu’on choisit la méthode directe, et
selon qu’on approche les opérateurs mis en jeu par une troncature du développement de Taylor à |τ |
grand, ou qu’on approche les opérateurs de type racine carrée par des approximants de Padé. Pour les
CLA de l’approche Taylor, on a démontré que le problème continu est bien posé, et que le problème
semi-discret est inconditionnellement stable. Les tests numériques permettent de mettre en évidence
les propriétés respectives des différentes familles de conditions aux limites, en termes de précision
et de temps de calcul. Ces conditions s’adaptent également avec succès à l’équation non linéaire en
dimension deux, pour traiter le cas du potentiel cubique ou de non linéarités de la forme V + f(u).
Les schémas numériques dans le cas non linéaire sont de type point fixe ou relaxation, cette dernière
méthode étant clairement la plus efficace. En non linéaire, la difficulté vient du fait qu’il est difficile de
prévoir le caractère focalisant ou défocalisant d’une non linéarité, selon que le potentiel sous-jacent est
attractif ou répulsif. En conséquent, la classe des non linéarités admissibles est délicate à déterminer.
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De manière expérimentale cependant, l’utilisation des CLA donne des résultats très satisfaisants en
non linéaire. On note également que dans le cas d’un potentiel mixte V +f(u) constitué d’un potentiel
répulsif et d’une non linéarité défocalisante, la non linéarité devient négligeable en temps long, et c’est
l’effet du potentiel répulsif qui l’emporte.

Pour résumer, les résultats théoriques de stabilité ont été démontrés uniquement lorsqu’on n’utilise
pas d’approximants de Padé. Ces situations correspondent au changement de jauge et aux conditions
ABCM1 en dimension une (théorème 1.13 sur pour le problème continu et théorème 1.21 pour le
problème semi-discret), et à l’approche Taylor et aux conditions ABCM1,T et ABCM2,T en dimension
deux (théorèmes 4.43 et 4.42 pour le problème continu, théorèmes 4.47 et 4.46 pour le problème
semi-discret). En fonction de l’ordre de la condition aux limites considérée, les conditions d’obtention
de ces résultats sont les suivantes :

Condition d’ordre deux (ABC2
1 en dimension une, ABC2

1,T et ABC2
2,T en dimension deux) : la

stabilité des problèmes continu et semi-discret est obtenue sans autre condition que le fait que
la donnée initiale est à support compact dans Ω.

Condition d’ordre trois (en dimension deux, ABC3
1,T et ABC3

2,T ) : pour la condition ABC3
2,T

issue de la méthode directe, la stabilité du problème continu est obtenue sous la condition
supplémentaire que V reste positif sur la frontière Σ, et la stabilité du problème semi-discret
sous la condition semi-discrète équivalente. Pour la condition ABC3

1,T issue du changement de
jauge, on obtient la stabilité dans le cas d’un potentiel et d’un domaine de calcul qui sont tous
deux à symétrie radiale, sans hypothèse sur le signe de V . Dans les deux cas, on fait également
l’hypothèse qu’on travaille dans la zone hyperbolique, ou la zone hyperbolique semi-discrète.

Condition d’ordre quatre (ABC4
1 en dimension une, ABC4

1,T et ABC4
2,T en dimension deux) :

en dimension deux, pour les conditions ABC4
1,T , la stabilité n’est démontrée que dans le cas

d’un problème à symétrie radiale. Pour les trois familles de conditions aux limites, la stabilité
du problème continu est obtenue sous la condition supplémentaire (par rapport à la condition
d’ordre trois) que la dérivée normale ∂nV du potentiel est de signe constant sur la frontière. La
stabilité du problème semi-discrétisé est obtenu sous les conditions supplémentaires que κ soit
positive sur Σ, que la fonction κ3 + ∂2

sκ soit négative, et que la dérivée normale ∂nW
n du po-

tentiel soit positive sur Σ. Cependant, ces restrictions supplémentaires sont vraisemblablement
des hypothèses trop fortes compte tenu de la faible amplitude des termes correcteurs d’ordre
quatre.

Les résultats qu’on peut en déduire dans le cas d’un potentiel non linéaire de la forme V = V +f(|u|2)
sont donnés par les théorèmes 2.30 et 2.31 en dimension une (condition d’ordre deux uniquement),
et par les théorèmes 5.49, 5.48, 5.51 et 5.50 en dimension deux.

Condition d’ordre deux (NLABC2
1 en dimension une, NLABC2

1,T et NLABC2
2,T en dimension

deux) : la stabilité du problème continu comme du problème semi-discret est obtenue sans
autre condition que d’avoir u0 à support compact dans Ω.

Condition d’ordre trois (NLABC3
2,T en dimension deux) : en dimension deux, la condition issue

du changement de jauge n’est pas étudiée au-delà de l’ordre deux. Pour la condition NLABC3
2,T

issue de la méthode directe, la stabilité est obtenue sous réserve que le potentiel V soit positif sur
la frontière, et que f soit une fonction positive. Il faut également que la condition d’hyperbolicité
soit vérifiée.
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Condition d’ordre quatre : en dimension une comme en dimension deux, la stabilité du problème
associé à cette condition n’est pas étudiée dans le cas non linéaire, car elle nécessite de mâıtriser
le signe de ∂nf(|u|2) sur la frontière, ce qui semble a priori difficile à tester.

Concernant les aspects plus prospectifs, du point de vue continu de nombreuses pistes ont été
explorées pour construire les conditions aux limites artificielles les plus adaptées au potentiel. Nous
en avons abandonné certaines, après avoir démontré qu’elles n’étaient qu’une approximation d’une
autre famille de conditions aux limites, ce qui permet de se focaliser sur les CLA les plus précises sur
le plan continu.

Nous n’avons pas considéré ici les questions ni d’existence de la solution du problème avec condi-
tions aux limites artificielle, ni de régularité des solutions. Cette question intéressante mériterait une
étude à part entière. Quant aux résultats de stabilité, nous n’avons aucun résultat lié à l’approche
par approximants de Padé, mais des pistes existent notamment avec [93]. La stabilité du schéma de
relaxation, pour le non linéaire en dimension deux, reste également à démontrer.

Sur le plan numérique, tous les calculs ont été effectués avec Matlab, dans lequel les conditions
aux limites artificielles peuvent être ajoutées sans difficulté, ce qui permet d’obtenir rapidement une
vérification numérique des résultats pressentis. Cependant, ce code est loin d’être optimal, et les
temps de calcul sont bien trop élevés pour une exploitation plus poussée. Un des objectifs futurs est
de transposer ces codes dans un logiciel tel que GetDP, développé par C. Geuzaine et P. Dular, associé
au mailleur gmsh (C. Geuzaine et J.-F. Remacle). Cette migration du code permettra certainement
une beaucoup plus grande efficacité numérique, et préparera l’extension à la dimension trois.

D’autres pistes existent pour l’amélioration des performances numériques, comme la recherche
d’approximations rapides pour les convolutions (cf. [2] pour une vue d’ensemble sur ces approxi-
mations). On pourrait également remplacer les approximants de Padé par une autre approximation
rationnelle de la racine carrée, avec le double objectif d’obtenir une preuve de stabilité, et éven-
tuellement de minimiser la détérioration du conditionnement du système linéaire associé, qui devient
pénalisante en dimension deux. La recherche d’un préconditionneur efficace et robuste est notamment
un des ingrédients-clés de l’amélioration de nos codes, en particulier pour un passage à la dimension
trois.

Une autre direction d’étude concerne l’extension à des équations vectorielles, à des systèmes
d’équations de Schrödinger ou encore à des problèmes couplés comme l’équation de Schrödinger-
Poisson. Les méthodes développées dans cette thèse pour obtenir les conditions aux limites peuvent
également s’appliquer à d’autres équations dispersives.

A terme, les conditions aux limites développées dans cette thèse peuvent être utilisées comme
conditions de transmission optimisées dans les problèmes de décomposition de domaines dans la
veine des travaux de Desprès pour Helmholtz [27, 26, 55, 70]. Des premiers travaux sont déjà en cours
sur ce sujet par Halpern et Szeftel [57]. Ceci fait également l’objet d’études dans le cadre de l’ANR
Microwave (2009–2013). En vue d’une implémentation parallèle efficace, le passage à gmsh–GetDP sera
un atout majeur.
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