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Résumé
En informatique, les logiques formelles ont une place centrale dans la représentation et

le traitement des connaissances. Elles sont utilisées pour la modélisation et la vérification
de systèmes informatiques et de leurs propriétés ainsi que pour la formalisation de différents
types de raisonnement. Dans ce contexte il existe un large spectre de logiques non-classiques
parmi lesquelles les logiques modales jouent un rôle important. Alors que les logiques modales
classiques ont été largement étudiées, nous nous focalisons dans cette thèse sur les logiques
modales intuitionnistes et aussi hybrides floues en abordant un certain nombre de questions
principalement du point de vue de la théorie de la démonstration. Nous proposons pour ces
logiques de nouveaux systèmes de preuve, notamment suivant les formalismes de déduction na-
turelle et de calcul des séquents, qui sont fondés sur de nouvelles structures multi-contextuelles
généralisant la structure standard de séquent.

Ainsi dans le cadre des logiques modales intuitionnistes formées à partir des combinaisons
des axiomes T , B, 4 et 5, nous définissons des systèmes de preuve sans labels ayant de bonnes
propriétés comme par exemple celle de la sous-formule. En outre, nous proposons des procé-
dures de décision simples à partir de nos nouveaux calculs des séquents. Nous étudions égale-
ment la première version intuitionniste de la logique hybride IHL et nous proposons son premier
calcul des séquents à partir duquel nous donnons la première démonstration de sa décidabi-
lité. Enfin, nous introduisons une nouvelle famille de logiques hybrides floues fondées sur les
logiques modales de Gödel. Nous proposons pour ces logiques des procédures de décision avec
génération de contre-modèles en utilisant un ensemble de règles de preuve fondées sur une
structure multi-contextuelle adaptée.

Mots-clés : logiques modales intuitionnistes, logiques hybrides, structures multi-contextuelles,
déduction naturelle, calcul des séquents, décidabilité, procédures de décision.

Abstract
In computer science, formal logics are central for studying the representation and the

treatment of knowledge. Indeed, they are widely used for modeling and verifying computer
systems and their properties and also for formalizing different kinds of reasoning. In this
context there exist many non-classical logics and among them modal logics play a key role.
As classical modal logics have been deeply studied, we focus in this thesis on the intuitionistic
modal logics and also on fuzzy hybrid logics by studying some important questions mainly
from the viewpoint of proof theory . We define for these logics new proof systems, following
natural deduction and sequent calculus formalisms, that are based on new multi-contextual
structures generalizing the standard sequent structure.

Then in the framework of the intutionistic modal logics obtained from the combinations
of the axioms T , B, 4 and 5, we define label-free proof systems having nice properties, like for
instance the subformula property. Moreover we propose simple decision procedures from our
new sequent calculi. We also study the first intuitionistic version of hybrid logic called IHL

and define its first sequent calculus from which we provide the first proof of its decidability.
Finally, we introduce a new family of fuzzy hybrid logics that are based on Gödel modal logics
and we define for these logics some decision procedures with contermodel generation by using
a set of proof rules based on an appropriate multi-contextual structure.

Keywords : intuitionistic modal logics, hybrid logics, multi-contextual structures, natural
deduction, sequent calculus, decidability, decision procedures.
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Introduction

Contexte

De nos jours, l’informatique est une science qui joue un rôle important dans quasiment
tous les domaines de la vie quotidienne (transport, médecine, opérations commerciales, etc).
Ainsi, il est nécessaire d’utiliser des méthodes rigoureuses permettant de respecter les obli-
gations exigées dans la conception des systèmes informatiques. Dans ce cadre, l’utilisation et
la mise en oeuvre de certaines méthodes formelles actuelles reposent de façon importante sur
des logiques formelles tant pour la représentation des connaissances que pour leur traitement
[116]. Elles sont amplement utilisées pour la modélisation des systèmes informatiques et de
leurs propriétés ainsi que pour la formalisation de nombreux types de raisonnement, ce en vue
de certifier ces systèmes en démontrant leurs propriétés locales et globales [128].

Une logique (formelle) peut être vue comme un ensemble de théorèmes, à savoir des énoncés
valides. Le langage d’une logique permet de modéliser des énoncés tandis que sa sémantique
permet de distinguer les énoncés qui sont valides de ceux qui ne le sont pas. Une des questions
centrales dans l’étude des logiques formelles concerne la conception de méthodes et d’outils
logiques permettant de vérifier si un énoncé est valide ou pas. Si de tels énoncés logiques
représentent des propriétés que doivent vérifier des systèmes informatiques on peut voir ces
méthodes et outils comme des moyens de certifier de tels systèmes.

Dans ce contexte de vérification, les techniques et outils dits de « model-checking » (véri-
fication de modèles) ont été développé ces dernières années avec succès pour de nombreuses
logiques, notamment les logiques temporelles [33, 38]. Dans cette thèse nous considérons une
autre approche fondée sur la théorie de la preuve, appelée également la théorie de la démon-
stration, avec comme concepts centraux ceux de preuve et de prouvabilité, et qui repose sur
la définition et l’utilisation de systèmes de preuve (systèmes formels) qui sont des ensembles
d’axiomes et de règles d’inférence [121]. Ici l’étude de la validité d’un énoncé se fait par la
recherche et, si possible, la construction d’une preuve de cet énoncé dans un système de preuve
S associé à la logique considérée et dont on a démontré la correction (tout énoncé qui a une
preuve dans S est valide) et la complétude (tout énoncé qui est valide a une preuve dans S).

Les principaux formalismes actuels d’expression de tels systèmes sont la déduction na-
turelle et le calcul des séquents introduits par Gentzen [71] et qui ont permis de définir des
systèmes variés et utilisables pour différents types de logiques. Dans le cadre notamment des
logiques classique et intuitionniste, ils sont à la base de nombreux travaux portant par exem-
ple sur l’étude de l’automatisation de la construction de preuves mais aussi sur l’étude des
fondements et de la mise en oeuvre de la programmation logique et de la programmation fonc-
tionnelle. Pour cette dernière la déduction naturelle en logique intuitionniste est centrale et
l’isomorphisme de Curry-Howard, qui établit une correspondance entre preuves et programmes
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2 INTRODUCTION

fonctionnels [82], rend crucial l’étude de la construction de preuves dans le développement de
programmes sûrs et fiables [73, 87, 103].

De manière générale, pour une logique donnée, la définition d’un système de preuve pose
un certain nombre de questions sur le système et ses propriétés. Quel type de formalisme est
le plus approprié et pourquoi faire ? Un système à la Hilbert pour une description concise ?
Une déduction naturelle pour ces liens avec la programmation ? Un calcul des séquents pour
une présentation uniforme et une automatisation de la construction de preuves ? Même si le
formalisme est fixé, on se demande aussi quelle structure doit-on utiliser dans la définition des
règles d’inférence ? Est-ce par exemple celle de formule, celle de séquent ou bien celle d’hy-
perséquent ? De plus, ces structures sont-elles avec ou sans labels ? Et si oui quelle est leur
forme ? D’autres questions émergent alors : les règles qui manipulent ces structures ont-elles
ou doivent-elles avoir des propriétés particulières ? Par exemple, sont-elles correctes, locales
ou (fortement) inversibles ?

Suivant les logiques étudiées les réponses peuvent varier sachant que l’objectif principal
est de définir des systèmes ayant des bonnes propriétés (correction et complétude par rapport
à la sémantique, normalisation ou élimination de la coupure, propriété de la sous-formule). De
plus, il paraît important qu’ils permettent de proposer des démonstrations d’autres propriétes
importantes comme la décidabilité de la logique, la propriété des modèles finis, la terminai-
son de la recherche de preuves ainsi que l’automatisation de la construction de preuves et/ou
de réfutations (contre-modèles). Il est clair que pouvoir proposer des procédures de décision
utilisables, dans le contexte de la vérification de systèmes informatiques et de leurs propriétés
modélisées dans une logique donnée, est essentielle.

Au delà de la logique classique de nombreuses logiques ont été proposées en vue de mod-
éliser des concepts variés. Avant de parler des logiques modales on peut mentionner par ex-
emple la logique linéaire [72, 74] qui est la première a abordé, au niveau logique, la notion de
ressource et plus précisement la prise en compte explicite de la consommation de ressources
[72, 74]. Alors qu’il existe un calcul des séquents simple pour cette logique, on peut noter que
la définition de calculs pour la logique linéaire intuitionniste n’est pas un problème facile et
a conduit à différentes propositions de formalismes plus ou moins satisfaisants au vu de leurs
propriétés [14, 20].

Dans ce contexte de modélisation des ressources et de leurs propriétés, on peut aussi men-
tionner la logique BI [114] (Bunched Implication logic) qui capture elle les notions de partage
et séparation de ressources. Du point de vue théorie de la preuve, cette logique a été proposée
avec un calcul des séquents particulier fondé sur une structure de séquent avec « bunch »,
mais c’est grâce à la proposition d’un calcul des séquents avec labels que la décidabilité de BI
a pu être démontrée [63]. Il n’est donc pas évident, suivant la logique étudiée, de définir les
structures et les systèmes de preuve reposant sur ces dernières pour avoir les bonnes propriétés
mentionnées précedemment. C’est ce que nous allons voir dans ce travail de thèse au travers
principalement des logiques modales intuitionnistes.

La modélisation de systèmes informatiques requiert souvent la prise en compte d’aspects
spécifiques (temporels, spatiaux, gestion de ressources, etc) qui peuvent s’exprimer en util-
isant des modalités. Donc les logiques modales jouent un rôle important soit en tant que telles
soit au travers d’extensions modales (avec des opérateurs modaux) de logiques non classiques
existantes. On peut par exemple noter la proposition d’une logique linéaire étendue avec des
modalités pour traiter de la distribution et de la mobilité de ressources [15]. De même une
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logique modale étendant un fragment de la logique BI a été définie pour traiter de la modéli-
sation et de la vérification de systèmes à base de ressources et de processus [113].

De façon générale, les logiques modales ont été proposées dans l’optique, entre autres,
de capturer des notions telles que la nécessité, la possibilité, l’obligation, l’interdiction, etc
[17] et ont connu un développement fort tant sur le plan théorique qu’applicatif (voir par
exemple [81, 93, 39]). Nous nous intéressons ici essentiellement aux logiques modales intu-
itionnistes en référence aux logiques modales classiques avec comme perspectives possibles
que nos travaux puissent avoir un impact du point de vue théorie de la preuve sur d’autres
logiques avec modalités.

Les logiques modales classiques1 étendent la logique classique avec des modalités [30, 17].
Du point de vue de la sémantique, dite de Kripke, les modalités sont interprétées dans un
ensemble de mondes possibles avec une relation d’accessibilité. Dans ce cadre, deux logiques
diffèrent par les propriétés associées à cette relation (réflexivité, transitivité, symétrie, etc).
Par exemple, la proposition « ♦ il pleut » signifie qu’il existe un monde accessible où il pleut
(♦ est une modalité).

Problématique

Dans cette thèse nous souhaitons étudier dans des logiques modales d’autres types de
raisonnement que celui classique. Le premier type considéré est le raisonnement modal intu-
itionniste, qui peut être vu comme le remplacement des principes du raisonnement classique
avec ceux du raisonnement intuitionniste dans les logiques modales classiques [119]. La logique
intuitionniste correspond à la logique classique privée de la loi du tiers exclu. Dans cette
logique, la proposition A ∨ ¬A n’est valide que si on exhibe une preuve de A ou une preuve
de ¬A. Par comparaison en la logique classique cette proposition est toujours vraie même
en l’absence de telles preuves. Les logiques modales intuitionnistes, moins étudiées que les
classiques, font l’objet d’études récentes et ont des applications prometteuses dans différents
domaines en informatique, par exemple dans l’expression de propriétés de systèmes commu-
nicants [120], dans la vérification formelle de l’architecture du matériel informatique [48] et
dans la définition de langages de programmation [37, 101, 83].

Le deuxième type de raisonnement considéré est le raisonnement modal flou. On l’aborde
au travers de la logique de Gödel qui est une des logiques intermédiaires (entre la logique
intuitionniste et celle classique) les plus étudiées car reconnue comme une logique floue [79].
Elle a été introduite par Gödel dans [75] et ensuite axiomatisée par Dummett dans [43]. Parmi
les applications récentes en informatique de cette logique et de ses versions finies nous pouvons
citer la limitation de consommation de ressources dans un calcul de processus [91]. Nous nous
intéressons ici tout particulièrement à la logique modale floue de Gödel [28] et ses versions
finies. Une logique modale floue est une logique fondée sur le principe qu’une proposition dans
un monde peut avoir une valeur de vérité différente de « vrai » et « faux » [79]. Notons que
dans la littérature, il existe de nombreux autres logiques modales floues fondées sur différentes
logiques floues [57, 58, 78, 111]. Les différentes applications des logiques floues en informa-
tique, notamment en termes de raisonnement sur des connaissances imprécises, ouvrent des
perspectives intéressantes aux logiques modales floues.

Notre étude porte, principalement, sur les logiques modales intuitionnistes et floues du
point de vue de la théorie de la preuve avec la conception de nouveaux systèmes de preuve

1Nous nous intéressons uniquement aux logiques modales dites normales ou de Kripke.



4 INTRODUCTION

suivant les formalismes de déduction naturelle et de calcul des séquents. Ils doivent permet-
tre d’introduire de nouvelles techniques de vérification efficaces, ainsi que d’interprétation de
preuves et d’analyse de propriétés.

Le point clé est la définition et l’utilisation de nouvelles structures dites multi-contextuelles,
généralisant celle standard de séquent, qui sont plus appropriées au traitement de ces logiques.
Nous souhaitons ainsi définir des systèmes ayant les propriétés habituellement recommandées
(normalisation, élimination de la coupure, sous-formule, etc), ce sans utiliser d’entités syn-
taxiques étrangères au langage des logiques modales. Ces systèmes doivent aussi conduire au
développement de procédures de décision simples et efficaces.

Mais revenons au problème initial d’étudier la théorie de la preuve et de concevoir des
systèmes de preuve dans les logiques modales. Une question importante est la possibilité
d’avoir une représentation uniforme de systèmes de preuve ayant de bonnes propriétés. Or il
n’existe pas une telle représentation pour les logiques modales classiques les plus importantes
en utilisant le calcul des séquents avec la structure standard [126]. En particulier, beaucoup de
difficultés apparaissent dans la définition d’un calcul des séquents avec la structure standard
pour la logique modale classique S5 qui vérifie l’élimination de la coupure.

L’utilisation de systèmes qui manipulent des séquents avec labels a permis de résoudre ces
problèmes en définissant des calculs simples pour de nombreuses logiques modales classiques,
y compris S5 (voir par exemple [102]). Notons que les labels sont des entités syntaxiques
n’appartenant pas au langage de la logique considérée et permettant l’ajout de certaines infor-
mations sémantiques aux systèmes de preuve [60]. Toutefois, il faut préciser que l’utilisation
des labels provoque, en plus de la perte de la propriété importante de la sous-formule, des
problèmes relatifs à l’interprétation des preuves contenant des entités syntaxiques non recon-
nues explicitement dans ces logiques.

Dans le cas des logiques modales intuitionnistes les problèmes décrits précédemment se
trouvent accentués. Par exemple, l’unique calcul des séquents sans labels existant pour le frag-
ment privé de l’opérateur ♦ de la logique IS5 ne vérifie pas l’élimination de la coupure [104].
De plus, la définition de systèmes de déduction naturelle sans labels que cela soit pour les
logiques modales classiques ou intuitionnistes présente beaucoup de difficultés [27, 119]. Les
systèmes de déduction naturelle existants pour les logiques modales les plus importantes sont
en effet ad hoc et concernent principalement les logiques S4 et S5 et des versions intuitionnistes
de ces dernières [110, 13].

Il est important de noter que l’unique approche qui a permis de proposer des systèmes de
déduction naturelle et des calculs des séquents pour toutes les logiques modales intuitionnistes
que nous considérons est celle fondée sur l’utilisation de labels et proposée par Simpson [119].
Mais même dans ce cas des questions restent posées pour la déduction naturelle : une dé-
duction naturelle avec des labels et contraintes entre labels est-elle vraiment une déduction
naturelle ? quelle est l’interprétation des règles additionnelles qui traitent de l’accessibilité ?
De plus, il n’y pas de procédure directe de normalisation et la propriété de la sous-formule
n’est pas satisfaite.

Approche et Contributions

Notre objectif dans cette thèse est de proposer des systèmes de preuve sans labels et
ayant les propriétés habituellement recommandées pour principalement les logiques modales
intuitionnistes. Pour cela notre approche repose sur la définition de nouvelles structures multi-
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contextuelles adaptées à notre objectif pour différentes logiques.

La structure de séquent, qui est utilisée pour définir des systèmes de preuves dans de
nombreuses logiques [121], est mono-contextuelle dans le sens où elle ne comporte qu’un seul
champ pour les hypothèses et qu’un seul champ également pour les conclusions. Dans ce cadre,
une structure est dite multi-contextuelle si elle comporte plusieurs champs pour les hypothèses
ou les conclusions. Intuitivement, la structure permet ainsi une distribution spatiale des hy-
pothèses et des conclusions. Parmi les structures multi-contextuelles les plus répandues, on
peut mentionner celle introduite par Avron, appelée hyperséquent [4], qui n’est autre qu’un
multi-ensemble de séquents.

Dans le cadre des logiques modales classiques, différentes structures multi-contextuelles
ont été utilisées. Avec la structure d’hyperséquent Avron a proposé un calcul sans labels, sim-
ple et vérifiant l’élimination de la coupure pour la logique S5 [4]. Avec une autre structure
multi-contextuelle généralisant celle d’hyperséquent, appellée séquent profond (deep sequent),
Brünnler a proposé des calculs sans labels vérifiant les propriétés habituellement exigées pour
plusieurs logiques modales classiques, ce avec une présentation uniforme [22].

Sachant qu’il n’existe pas de tels calculs pour des logiques modales intutionnistes, nous
proposons dans cette thèse de définir et d’étudier des systèmes de preuve sans labels avec des
structures multi-contextuelles adaptées pour différentes logiques modales intuitionnistes. Nous
définissons ainsi des systèmes de déduction naturelle et des calculs des séquents fondés sur une
nouvelle structure multi-contextuelle, denommée A-séquent, pour toutes les logiques modales
intutionnistes formées à partir des combinaisons des axiomes T (réflexivité), B (symétrie), 4
(transitivité) et 5 (euclidianité). Après avoir démontré la correction et la complétude de ces
systèmes, nous démontrons la normalisation pour tous nos systèmes de déduction naturelle et
l’élimination de la coupure pour tous nos calculs des séquents. Nous démontrons également
que tous ces systèmes vérifient la propriété de la sous-formule.

Nous définissons aussi des systèmes de déduction naturelle vérifiant la normalisation pour
les logiques modales classiques formées à partir des combinaisons de T , B, 4 et 5. En outre, en
utilisant les calculs des séquents des logiques modales intuitionnistes formées à partir des com-
binaisons de T et B, nous proposons des procédures de décision simples et efficaces. Ces con-
tributions peuvent être considérées comme une généralisation des travaux d’Avron et Brünnler
à la déduction naturelle d’une part et aux logiques modales intuitionnistes d’autre part.

Dans l’optique de définir des systèmes de preuve mieux adaptés à la logique IS5, en partic-
ulier pour démontrer sa décidabilité, nous introduisons une autre structure multi-contextuelle,
appelée MC-séquent, qui n’est autre qu’une simplification de notre structure de A-séquent.
Avec cette structure nous définissons un système de déduction naturelle et un calcul des
séquents avec lequel nous démontrons syntaxiquement la décidabilité de IS5.

Comme nous l’avons déjà précisé, l’ajout d’informations sémantiques aux systèmes de
preuve par l’utilisation de labels pose un certain nombre de problèmes. Une question se pose
naturellement : que se passe-il lorsque l’on ajoute les labels au langage et non seulement aux
systèmes ? La réponse est que cela revient, en général, à introduire de nouveaux types de
logiques plus expressives que les logiques modales comme les logiques hybrides, qui ont essen-
tiellement été introduites dans le but d’exprimer la relativité de la vérité à un monde dans
un modèle [16, 2]. Les logiques hybrides sont obtenues par l’ajout aux logiques modales d’un
nouveau type de symboles, nommés nominaux, et d’un nouvel opérateur, nommé opérateur de
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satisfaction. Ce dernier permet de faire des sauts entres les mondes dénotés par les nominaux.

Dans nos travaux nous nous intéressons, tout particulièrement, à l’étude de la théorie
de la preuve dans la logique hybride intuitionniste de Brauner et De Paiva [21] dont l’unique
système de preuve existant est une déduction naturelle satisfaisant la normalisation. Ainsi
nous définissons un calcul des séquents particulier mais sans structure multi-contextuelle, qui
nous permet de proposer la première démonstration de décidabilité pour cette logique. L’ajout
d’informations sémantiques au langage, via les nominaux et l’opérateur de satisfaction, nous
a permis de définir un calcul simple fondé sur la structure standard de séquent. En fait, cela
montre que ces entités syntaxiques ajoutées au langage rendent inutile l’utilisation de struc-
tures multi-contextuelles.

Après avoir abordé le raisonnement intuitionniste au sein des logiques modales, on s’in-
téresse au raisonnement flou dans ce contexte et donc aux logiques modales floues. Pour ces
logiques les travaux en matière de systèmes de preuve sont peu nombreux. Ils concernent prin-
cipalement les systèmes pour des logiques définies sur des algèbres finies qui ont été proposées
par Fitting dans [57, 58]. Mais ces logiques sont fondées sur un langage contenant des sym-
boles représentant les valeurs de vérité et donc un langage différent du langage standard des
logiques modales. Metcalfe et Olivetti ont proposé dans [98] des systèmes sans labels ayant de
bonnes propriétés pour le fragment privé de ♦ de la logique modale de Gödel [28].

Dans la littérature, nous constatons que des structures multi-contextuelles, telles que les
hyperséquents et les séquents relationnels, sont appropriées pour la gestion des aspects multi-
valués [4, 5, 6]. Cependant, face aux difficultés de la gestion des aspects modaux et aussi
multi-valués des logiques modales de Gödel avec une structure multi-contextuelle, nous op-
tons pour un compromis qui consiste à enrichir le langage pour gérer les aspects modaux et à
utiliser une structure multi-contextuelle pour gérer les aspects multi-valués.

Dans ce contexte nous introduisons une nouvelle famille de logiques hybrides floues fondées
sur les logiques modales de Gödel. En l’état de nos connaissances, l’unique logique hybride
floue existante est celle introduite dans [80]. Dans cette logique, les valeurs de vérité sont
prises dans une algèbre de Heyting finie et le langage contient des constantes représentant
ces dernières. Dans notre famille de logiques, nous utilisons le langage standard des logiques
hybrides et nous considérons le cas où les valeurs de vérité sont prises dans une algèbre infinie.
Nous proposons tout d’abord des procédures de décision avec génération de contre-modèles
en utilisant un ensemble de règles de preuve fondées sur une structure multi-contextuelle,
appelée R-séquent. Cette dernière correspond à un enrichissement de la structure de séquent
relationnel [6]. Ensuite, en ajoutant à notre ensemble de règles un axiome et des règles struc-
turelles, nous définissons un calcul des séquents pour une de nos logiques définies sur une
algèbre infinie.

Plan de la thèse

Dans le chapitre 1, nous rappelons des notions générales relatives aux deux formalismes de
preuve qui sont la déduction naturelle et le calcul des séquents. Ces derniers sont considérés
comme les principaux formalismes dans la théorie de la preuve structurelle. Afin d’illustrer les
notions les plus importantes, nous utilisons des systèmes de déduction naturelle et des calculs
des séquents pour la logique propositionnelle intuitionniste.
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Dans le chapitre 2, nous décrivons sémantiquement ainsi que syntaxiquement l’ensem-
ble des logiques modales classiques et intuitionnistes formées à partir des combinaisons de
T , B, 4 et 5. Dans notre description sémantique, nous utilisons la sémantique de Kripke qui
rend bien compte des principes de raisonnement capturés par les logiques modales que nous
considérons. En ce qui concerne notre description syntaxique, nous utilisons un formalisme
connu sous le nom de système de Hilbert. Même si ce dernier ne revêt pas une grande impor-
tance dans la théorie de la preuve structurelle, il permet néanmoins de décrire d’une manière
simple et modulaire un grand nombre de logiques et, en particulier, les logiques modales. En
outre, nous évoquons la situation de nos travaux pour essentiellement les logiques modales
intutionnistes dans la théorie de la preuve en matière de déduction naturelle et de calcul des
séquents et leurs apports vis-à-vis des travaux existants.

Dans le chapitre 3, nous nous intéressons à la déduction naturelle pour principalement les
logiques modales intuitionnistes formées à partir des combinaisons des axiomes T , B, 4 et 5.
Dans ce cadre, nous introduisons une nouvelle structure multi-contextuelle, appelée A-séquent,
qui est mise en œuvre dans la définition de systèmes de déduction naturelle pour toutes ces
logiques. En adaptant l’approche de Prawitz [110] à notre structure, nous démontrons la pro-
priété de normalisation pour ces systèmes. Ensuite, nous dérivons de la normalisation des
propriétés importantes telles que celles de la sous-formule et de la séparation.

En outre, nous considérons aussi les logiques modales classiques formées à partir des com-
binaisons de T , B, 4 et 5. Notre système de déduction naturelle pour chacune de ces logiques
est obtenu par uniquement la modification de la règle associée à la constante ⊥ (faux) dans le
système de sa version intuitionniste. Nous démontrons également la propriété de normalisation
dans ce cas.

Dans le chapitre 4, nous définissons des calculs des séquents fondés sur la structure de
A-séquent pour également les logiques modales intuitionnistes formées à partir des combi-
naisons de T , B, 4 et 5. La correction et la complétude sont obtenues en établissant une
équivalence entre ces calculs et les systèmes de déduction naturelle introduits précédemment.
Partant de cette équivalence, nous démontrons l’élimination de la coupure en utilisant la pro-
priété de normalisation. Les propriétés de la sous-formule et de la séparation sont obtenues
comme des conséquences directes de l’élimination de la coupure.

Ensuite, en utilisant les calculs associés aux logiques formées à partir des combinaisons de
T et B, nous proposons des procédures de décision simples pour ces dernières. Cette restriction
à ces logiques est liée à l’absence de la propriété de la profondeur dans nos calculs pour les
autres logiques. La structure de A-séquent étant arborescente, la propriété de la profondeur
correspond à la présence d’une borne limitant les profondeurs des A-séquents dans les dériva-
tions.

En outre, dans l’optique de restreindre l’application de la contraction, nous apportons des
changements à nos calculs. En fait, la présence de la règle de contraction n’est pas explicite
dans nos calcul, mais elle est internalisée dans toutes les règles gauches. Dans les calculs
obtenus après amélioration, la contraction n’est internalisée que dans les règles gauches asso-
ciées aux deux opérateurs � et ⊃.

Dans le chapitre 5, nous introduisons une nouvelle structure multi-contextuelle, appelée
MC-séquent. Intuitivement, elle correspond à un aplatissement de la structure de A-séquent et
constitue une solution au problème, rencontré au chapitre 4, de la propriété de la profondeur
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dans le cas de la logique IS5. En utilisant les MC-séquents, nous définissons un système de
déduction naturelle ainsi qu’un calcul des séquents pour cette logique.

La propriété de normalisation est démontrée en se servant du fait que notre système pour
IS5 fondée sur les A-séquents vérifie cette propriété. De même que pour nos précédents cal-
culs des séquents, l’élimination de la coupure est obtenue de la normalisation. La décidabilité
de IS5 est démontrée en utilisant notre nouveau calcul avec une procédure similaire à celles
définies au chapitre 4. En fait, étant donné la forme plate des MC-séquents, la propriété de la
profondeur peut être considérée dans le cas des calculs fondés sur les MC-séquents soit comme
un concept inexistant, soit comme une propriété satisfaite quel que soit le calcul.

Dans le chapitre 6, nous étudions la logique hybride intuitionniste IHL [21] pour laque-
lle il existe un système de déduction naturelle vérifiant la propriété de normalisation, qui est
l’unique système de preuve existant pour cette logique. En utilisant une structure standard
de séquent, nous définissons un calcul des séquents pour IHL. L’élimination de la coupure est
démontrée en utilisant une variante de l’approche syntaxique de Gentzen [121]. Contraire-
ment aux précédents calculs, l’élimination de la coupure dans ce cas ne permet pas d’obtenir
la propriété de la sous-formule. Toutefois, une propriété similaire, appelée propriété de la
quasi-sous-formule, est vérifiée. En se servant de notre calcul, nous fournissons la première
démonstration de décidabilité de IHL.

Dans le chapitre 7, nous introduisons une famille de logiques hybrides floues obtenues à
partir des logiques modales de Gödel. Les modèles que nous utilisons sont les mêmes que ceux
des logiques modales de Gödel. Ainsi, les opérateurs propositionnels sont interprétés comme
dans les logiques de Gödel et les modalités � et ♦ sont interprétées en utilisant l’infimum et le
supremum. Concernant l’opérateur de satisfaction et les nominaux, ils sont interprétés comme
dans les logiques hybrides standard. Cette famille se compose d’une séquence de logiques
définies sur des algèbres finies (GHn)n∈N (GHn est (n + 1)-valuée) et deux autres définies sur
des algèbres infinies qui sont GH∞ et WGH∞.

Dans l’optique de définir des calculs pour ces logiques, nous introduisons une structure
multi-contextuelle, appelée R-séquent, qui peut être considérée comme une variante de celle
de séquent relationnel [6]. En utilisant cette structure, nous introduisons un ensemble de
règles fortement correctes et fortement inversibles pour les logiques (GHn)n∈N et WGH∞. En-
suite, nous proposons des procédures de décision avec génération de contre-modèles pour ces
logiques. Elles consistent premièrement à réduire, en utilisant nos règles, un r-séquent en un
ensemble de r-séquents plus simples, appelés r-séquents irréductibles. Ensuite, afin de décider
ces derniers, nous associons à tout r-séquent irréductible un graphe bicolore fini, en adaptant
la méthode développée pour les logiques de Gödel [92, 62], et nous donnons une caractérisation
de la validité fondée sur la présence de chaînes particulières. Partant de ces procédures, nous
démontrons que (GHn)n∈N et WGH∞ sont des logiques décidables qui vérifient la propriété des
modèles finis. Enfin, nous définissons un calcul des séquents pour WGH∞ en ajoutant à notre
précédent ensemble de règles un axiome et des règles structurelles.

Dans la conclusion, nous présentons une synthèse de nos résultats en mettant l’accent
sur de nombreuses perspectives qui restent à explorer. Nous envisageons, en particulier, d’é-
tendre nos résultats à d’autres logiques modales comme par exemple les logiques déontiques.
Parmi les autres pistes importantes à étudier, nous pouvons citer la question ouverte qui con-
cerne la décidabilité de certaines logiques que nous considérons et tout particulièrement IS4.
En outre, il est intéressant d’étudier la possibilité d’utiliser nos systèmes de preuve dans le cas
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des logiques modales intuitionnistes pour définir des langages de programmation distribuée
permettant de capturer des notions telles que la portabilité de code et la localité de ressources.
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Chapitre 1

Déduction naturelle et calcul des

séquents

Introduction

Dans ce chapitre, nous décrivons essentiellement les formalismes de preuve de déduction
naturelle et de calcul des séquents. Ils sont considérés comme les principaux formalismes dans
l’étude des structures de preuves [121]. Nous illustrons toutes les notions que nous considérons
avec le fragment propositionnel de la logique intuitionniste (IPL). Le but étant d’utiliser ces
notions dans la description des systèmes de preuve que nous introduirons.

Rappelons donc quelques notions clés pour la logique IPL. Son langage contient les opéra-
teurs logiques ∧ (conjonction), ∨ (disjonction) et ⊃ (implication), une constante ⊥ (absurdité)
et Prop un ensemble dénombrable de variables, appelées variables propositionnelles, dont les
éléments sont notés par les lettres p, q, r etc.
Les formules sont données par la grammaire suivante :

A ::= p | ⊥ | A ∧ A | A ∨ A | A ⊃ A

En guise d’exemple (p∧q)⊃r est une formule. Décrivons maintenant la sémantique de Kripke
de IPL [86], qui est également appelée la sémantique de mondes possibles de part la possibilité
d’avoir des modèles avec plusieurs mondes.
Un modèle de Kripke est défini comme un triplet (W, 6, V ) où W est un ensemble non vide de
monde partiellement ordonné par 6, V est une fonction de W dans 2Prop avec 2Prop l’ensemble
des sous-ensembles de Prop et w 6 w′ implique V (w) ⊆ V (w′). Nous associons à tout modèle
M une relation �M, appelée relation de satisfaction, entre l’ensemble W et l’ensemble des
formules. En fait, l’expression w �M A signifie que dans le modèle M la formule A est vraie
dans le monde w. Cette relation est définie par induction sur la structure des formules de la
manière suivante :

– w �M p si et seulement si p ∈ V (w) ;
– w �M ⊥ jamais ;
– w �M A ∧ B si et seulement si w �M A et w �M B ;
– w �M A ∨ B si et seulement si w �M A ou w �M B ;
– w �M A ⊃ B si et seulement si pour tout w′ > w, si w′ �M A alors w′ �M B.

Une formule A est valide dans M si w �M A pour tout w dans W . A est valide dans IPL si
et seulement si A est valide dans tout modèle.

11
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Ces notions sur IPL étant rappelées, nous abordons maintenant le concept de système de
preuve et des notions qui lui sont relatives en les illustrant dans cette logique.

1.1 Systèmes de preuve

Une règle d’inférence est une structure de la forme suivante :

P1 · · · Pn

C
[R]

où [R] est le nom de la règle, P1, . . . , Pn sont ses prémisses et C est sa conclusion. Lorsque
n = 0, cette règle est appelée axiome. Une règle d’inférence exprime la connaissance que la
validité des prémisses implique celle de la conclusion.

Dans la situation par exemple des systèmes à la Hilbert, les prémisses et les conclusions
sont des formules. Toutefois, cela n’est pas toujours le cas dans la théorie de la preuve où des
structures plus complexes sont également utilisées. Nous pouvons citer, à titre d’exemple, la
structure de Gentzen largement répandue appelée séquent. De telles structures ont parfois des
formules correspondantes. Autrement dit, la validité d’une structure dans une logique donnée
est définie par la validité de sa formule correspondante. Il est, néanmoins, possible d’utiliser
des structures ne possédant aucune formule correspondante. Dans ce cas, la validité est, en
général, définie via la sémantique de la logique en question.

Nous définissons un système de preuve comme un ensemble de règles d’inférence. Une
dérivation de S dans un système de preuve SP est un arbre, éventuellement infini, tel que
la racine est étiquetée par S, et les étiquettes des successeurs immédiats d’un nœud sont les
prémisses d’une application d’une règle de SP dont la conclusion est l’étiquette de ce nœud.
Une preuve de S dans SP est une dérivation finie dont les feuilles sont étiquetées par des
axiomes de SP .

Puisqu’il ne peut exister de preuve sans axiome, nous pouvons établir qu’un système de
preuve n’a de sens que s’il comporte des axiomes. Notons que la notion de système de preuve
que nous venons de définir n’est pas la plus générale. Par exemple, dans la présentation stan-
dard des systèmes de déduction naturelle, le concept d’axiome est absent [121].

Un système de preuve SP utilisant une structure S est dit correct pour une logique L, si
toute instance de S possédant une preuve dans SP est valide dans L. D’une manière duale,
SP est complet pour L, si toute instance de S valide dans L a une preuve dans SP .

Dans ce qui suit, nous écrivons ⊢SPS lorsque S a une preuve dans le système de preuve
SP . De plus, nous écrivons ⊢n

SPS (resp. ⊢s6n
SP S) si S a une preuve dans SP de profondeur

(resp. taille) plus petite ou égale à n. Étant donné qu’une preuve correspond à un arbre, sa
profondeur (resp. sa taille) correspond à la profondeur (resp. au nombre de nœuds) de ce
dernier.

Une règle [R] est dite admissible dans un système de preuve SP , si pour toute instance
H1 . . . Hk

C
[R] de [R], si pour tout i ∈ [1, k] on a ⊢SP Hi, alors ⊢SP C.
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[R] est admissible avec préservation de la profondeur (resp. la taille) dans SP , si pour
tout n, si pour tout i ∈ [1, k] on a ⊢n

SP Hi (resp. ⊢s6n
SP Hi), alors ⊢n

SP C (resp. ⊢s6n
SP C).

Afin d’illustrer la notion de système de preuve, nous considérons le formalisme de système
à la Hilbert. Nous décrivons ici un système à la Hilbert, appelé HIPL, pour la logique IPL :

Axiomes :

1. (A ⊃ (B ⊃ C)) ⊃ ((A ⊃ B) ⊃ (A ⊃ C))

2. A ⊃ (A ∨ B)

3. B ⊃ (A ∨ B)

4. (A ⊃ C) ⊃ ((B ⊃ C) ⊃ ((A ∨ B) ⊃ C))

5. A ⊃ (B ⊃ A)

6. (A ∧ B) ⊃ A

7. (A ∧ B) ⊃ B

8. A ⊃ (B ⊃ (A ∧ B))

9. ⊥⊃ A

avec la règle d’inférence connue sous le nom de modus ponens : A ⊃ B A

B
[mp] .

Illustrons l’utilisation de ce système par une simple preuve de la formule B ⊃ (⊥⊃ A) :

[Axiome 9]
⊥⊃ A

[Axiome 5]
(⊥⊃ A) ⊃ (B ⊃ (⊥⊃ A))

[mp]
B ⊃ (⊥⊃ A)

1.2 Structures et systèmes de preuve

Dans cette section, nous présentons deux structures largement utilisées dans la définition
de systèmes de preuve. La première est celle introduite par Gentzen [70], appelée séquent, et
la deuxième et celle introduite par Avron [4], appelée hyperséquent, qui est une généralisation
de la structure de séquent. Notre objectif principal est de mettre en évidence le concept de
structure multi-contextuelle.

Un multi-ensemble, appelé également ensemble avec multiplicité, est une liste d’éléments
où l’ordre n’est pas considéré. En d’autres termes, un ensemble où des éléments peuvent appa-
raître plusieurs fois. Par exemple A, A, B et A, B, A dénotent le même multi-ensemble. Nous
notons l’union des multi-ensembles Γ et Γ′ par Γ, Γ′. Ainsi, le multi-ensemble Γ, A correspond
à l’union de Γ et le multi-ensemble singleton contenant uniquement A. En outre, nous notons
set(Γ) l’ensemble des éléments du multi-ensemble Γ.

Un séquent est une structure de la forme Γ⊢∆ où Γ est un multi-ensemble fini, éventuelle-
ment vide, de formules, appelé contexte, et ∆ est un multi-ensemble fini non vide de formules,
appelé conclusion. Dans les cas où le contexte est vide, nous écrivons ⊢∆ à la place de ∅⊢∆.
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En fait, la définition que nous venons de donner correspond à celle de séquent multi-
conclusion de part le fait que la conclusion est définie comme un multi-ensemble de formules.
Dans ce cadre, un séquent est dit mono-conclusion si sa conclusion contient uniquement une
seule formule.

Une des propriétés importantes que peut avoir une structure dans une logique donnée
consiste en la possession d’une formule correspondante. Cela signifie que si F est la formule
correspondante à la structure S dans la logique L, alors S est valide dans L si et seule-
ment si F l’est aussi. Dans la situation de la logique IPL, la formule correspondante à Γ ⊢ ∆
est

∧
Γ ⊃

∨
∆ où

∧
Γ = A1 ∧ · · · ∧ An et

∨
∆ = B1 ∨ · · · ∨ Bl lorsque Γ = A1, . . . , An et

∆ = B1, . . . , Bl (
∧

Γ = ⊤). Autrement dit, chaque virgule à gauche correspond à une con-
jonction, tanids que chaque virgule à droite correspond à une disjonction.

Il est à noter qu’il existe des systèmes de preuve fondés sur des structures qui ne pos-
sèdent pas de formules correspondantes. Cela est principalement le cas des systèmes avec
labels [60]. Les labels sont des entités syntaxiques étrangères au langage de la logique consid-
érée permettant, en général, l’ajout d’informations sémantiques aux systèmes de preuve.

La structure de séquent est considérée comme mono-contextuelle par rapport à l’exis-
tence d’un unique champ pour les hypothèses (à gauche du symbole ⊢) de même que pour
les conclusions (à droite du symbole ⊢). Nous considérerons qu’une structure est multi-
contextuelle si elle correspond à un environnement dans lequel les hypothèses ainsi que
les conclusions peuvent être situées dans plusieurs champs. Afin de clarifier ce concept, nous
considérons la structure d’hyperséquent. Cette dernière correspond à un multi-ensemble de
séquents, appelés composantes, séparés par le symbole | qui est équivalent à la disjonction :

Γ1 ⊢ ∆1 | · · · | Γn ⊢ ∆n

Dans un hyperséquent, les hypothèses et les conclusions sont distribuées sur plusieurs champs
correspondant aux composantes.

La notion de preuve occupe une place centrale en informatique de part l’utilisation des
logiques formelles pour garantir que les systèmes informatiques respectent les normes établies
par les concepteurs. La théorie de la preuve est une discipline qui s’occupe de l’étude de la
notion de preuve et de prouvabilité à travers des formalismes dont les principaux sont les
systèmes à la Hilbert, la déduction naturelle et le calcul des séquents.

Une des caractéristiques des systèmes à la Hilbert est le fait que la construction de preuves
est fondée sur les axiomes plus que sur les règles d’inférence. Cela se révèle par la présence de
très peu de règles. Ainsi, l’étude des système à la Hilbert, contrairement à celle de la déduc-
tion naturelle et du calcul des séquents, ne revêt pas une grande importance d’un point de
vue structurel car l’étude des structures des preuves est fondée principalement sur les règles
d’inférence. En effet, la théorie de la preuve structurelle s’intéresse à l’étude des preuves en
tant que structures combinatoires [121].

Parmi les principales motivations liées à l’étude de la théorie de la preuve structurelle,
nous pouvons citer l’automatisation de la construction de preuves ainsi que la programma-
tion logique et celle fonctionnelle. Dans cette dernière, par exemple, l’isomrphisme de Curry-



1.3 Déduction naturelle 15

Howard qui établit une correspondance entre programmes et preuves [82], rend fondamentale
la construction de preuves dans le développement de programmes sûrs et fiables[103].

1.3 Déduction naturelle

Dans cette section, nous décrivons le formalisme de déduction naturelle en nous focalisant
essentiellement sur la description de certaines approches permettant de démontrer la correc-
tion et la complétude que nous utilisons pour démontrer ces propriétés dans le cas de nos
systèmes de déduction naturelle.

Le formalisme de déduction naturelle a été introduit par Gentzen [70, 71] en proposant des
systèmes pour les logiques classique et intuitionniste. Dans son approche, Gentzen utilise des
règles d’inférence ayant comme prémisses et conclusions des formules. Néanmoins, d’autres
approches utilisent d’autres structures dans la définition des règles. Le système de déduction
naturelle pour IPL que nous décrivons ici utilise la structure de séquent mono-conclusion (nat-
ural deduction in sequent-style) [61, 121].

La principale spécificité de l’approche de Gentzen et également Prawitz [110], consiste en
l’utilisation d’hypothèses (des formules), au départ ouvertes, qui peuvent être closes (déchargées)
pendant le processus de la construction de la preuve. Plus précisément, un arbre de preuve est
un arbre étiqueté par des formules dont les feuilles sont étiquetées par des hypothèses de sorte
qu’un arbre ayant comme hypothèses ouvertes A1, . . . , Ak et comme étiquette de la racine C
correspond à une preuve de C sous les hypothèses A1, . . . , Ak. Ainsi, l’utilisation des séquents
n’est autre que le résultat de l’ajout d’un contexte contenant les hypothèses ouvertes à chaque
étape de la construction de la preuve. Une preuve du séquent A1, . . . , Ak ⊢C dans un système
fondé sur la structure de séquent correspond à une preuve de C ayant comme hypothèses
ouvertes A1, . . . , Ak.

Γ, A ⊢ A
[id]

Γ ⊢ ⊥
Γ ⊢ A

[⊥i]

Γ ⊢ A Γ ⊢ B

Γ ⊢ A ∧ B
[∧I ]

Γ ⊢ A ∧ B

Γ ⊢ A
[∧1

E ]
Γ ⊢ A ∧ B

Γ ⊢ B
[∧2

E ]

Γ ⊢ A

Γ ⊢ A ∨ B
[∨1

I ]
Γ ⊢ B

Γ ⊢ A ∨ B
[∨2

I ]

Γ ⊢ A ∨ B Γ, A ⊢ C Γ, B ⊢ C

Γ ⊢ C
[∨E ]

Γ, A ⊢ B

Γ ⊢ A ⊃ B
[⊃I ]

Γ ⊢ A ⊃ B Γ ⊢ A

Γ ⊢ B
[⊃E ]

Fig. 1.1 – Système de déduction naturelle DNIPL
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1.3.1 Un système de déduction naturelle pour IPL

Un système de déduction naturelle est un système de preuve où à chaque opérateur, il n’est
associé que des règles d’introduction et d’élimination. Considérons le système de déduction
naturelle DNIPL pour IPL décrit en figure 1.1. Dans ce dernier, les règles dont les noms sont
de la forme [RE ] sont des règles d’élimination et celles dont les noms sont de la forme [RI ]
sont celles d’introduction. Le fait que chaque opérateur possède des règles d’élimination et
d’introduction reflète le principe de symétrie qui caractérise la déduction naturelle : pour tout
opérateur logique, il existe des règles permettant de l’introduire et d’autres permettant de
l’éliminer.

Commentons maintenant quelques règles du système DNIPL. Nous précisons que les rè-
gles se lisent de haut en bas. La règle [⊥i] exprime le fait que si des hypothèses impliquent
l’absurde (⊥), alors elles impliquent toute autre formule. La règle [⊃I ] exprime le fait que
si des hypothèses avec la formule A permettent d’obtenir la formule B, alors ces hypothèses
impliquent la formule A ⊃ B. Elle est considérée comme une règle introduisant l’implication
car la formule B dans sa prémisse est substituée par A ⊃ B dans sa conclusion. Quant à la
règle [⊃E ], elle est similaire à celle de modus ponens et elle indique que si des hypothèses
impliquent les deux formules A et A ⊃ B, alors elles impliquent forcément B.

Illustrons l’utilisation du système DNIPL par une preuve du séquent (A ∨ B) ⊃ C ⊢ A ⊃ C :

[id]
A, (A ∨ B) ⊃ C ⊢ (A ∨ B) ⊃ C

[id]
A, (A ∨ B) ⊃ C ⊢ A

[∨1
I ]

A, (A ∨ B) ⊃ C ⊢ A ∨ B
[⊃E ]

A, (A ∨ B) ⊃ C ⊢ C
[⊃I ]

(A ∨ B) ⊃ C ⊢ A ⊃ C

1.3.2 Correction et complétude

Un des procédés permettant de démontrer la correction de DNIPL repose sur l’utilisation
la sémantique de Kripke de la logique IPL. L’idée consiste à démontrer que pour chaque règle
de DNIPL, si sa conclusion a un contre-modèle dans cette sémantique, alors au moins une
de ses prémisses en a également un. Si nous considérons la contraposée, alors démontrer la
précédente propriété est équivalent à démontrer que pour chaque règle de DNIPL, si chacune
de ses prémisses est valide dans tout modèle, alors sa conclusion est aussi valide dans tout
modèle. Ainsi, la correction de la sémantique de Kripke implique que si les prémisses sont
valides dans IPL alors la conclusion l’est aussi.

En guise d’exemple, nous démontrons la correction de la règle [∨E ]. Soit M = (W, 6, V )
un contre-modèle de Γ ⊢ C. Cela indique qu’il existe w ∈ W tel que w �

∧
Γ et w 2 C. Si on

a w 2 A ∨ B, alors M est un contre-modèle de Γ ⊢ A ∨ B qui est une des prémisses de [∨E ].
Sinon, on a w � A ou w � B, ce qui signifie que M est un contre-modèle soit de Γ, A ⊢ C
(w � A), soit de Γ, B ⊢ C (w � B). Nous venons de démontrer que si la conclusion de [∨E ] a
un contre-modèle, alors au moins une de ses prémisses a aussi un contre-modèle.

En ce qui concerne la complétude de DNIPL, nous pouvons la démontrer en considérant la
validité dans IPL à travers son système à la Hilbert HIPL décrit dans la section 1.1. La première
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étape de la démonstration de la complétude consiste à montrer que pour chaque axiome A de
HIPL, le séquent ⊢A a une preuve dans DNIPL. Nous ne démontrons ici cette propriété que
pour une partie des axiomes :

[id]
A ⊢ A

[∨1
I ]

A ⊢ A ∨ B
[⊃I ]

⊢A ⊃ (A ∨ B)

[id]
A ∧ B ⊢ A ∧ B

[∧1
E ]

A ∧ B ⊢ A
[⊃I ]

⊢(A ∧ B) ⊃ A

[id]
⊥ ⊢ ⊥

[⊥i]
⊥ ⊢ A

[⊃I ]
⊢⊥ ⊃ A

[id]
A, B ⊢ A

[⊃I ]
A ⊢ B ⊃ A

[⊃I ]
⊢A ⊃ (B ⊃ A)

En utilisant la règle [⊃E ], nous savons que si les deux séquents ⊢A ⊃ B et ⊢A ont des
preuves dans DNIPL, alors ⊢B en a aussi une. Ainsi, nous déduisons que si A est valide dans
IPL (a une preuve dans HIPL) alors le séquent ⊢A a une dans DNIPL. Le fait que toute formule
valide a une preuve n’implique pas nécessairement que tout séquent valide a une preuve.
Démontrons maintenant les deux propriétés suivantes :

1. si Γ ⊢ A ⊃ B a une preuve dans DNIPL, alors Γ, A ⊢ B en a aussi une ; et

2. si Γ, A ∧ B ⊢ C a une preuve dans DNIPL, alors Γ, A, B ⊢ C en a aussi une.

Propriété (1). Nous pouvons aisément démontrer que si Γ⊢A⊃B a une preuve, alors Γ, A⊢A⊃B
en a aussi une. En effet, il suffit d’ajouter A à tous les contextes des séquents dans une preuve
quelconque de Γ ⊢ A ⊃ B pour avoir une preuve de Γ, A ⊢ A ⊃ B. Une preuve de Γ, A ⊢ B est
obtenue à partir d’une preuve quelconque D de Γ, A ⊢ A ⊃ B de la manière suivante :

D
Γ, A ⊢ A ⊃ B

[id]
Γ, A ⊢ A

[⊃E ]
Γ, A ⊢ B

Propriété (2). Nous supposons que Γ, A∧B⊢C a une preuve dans DNIPL. Alors Γ, A∧B, A, B⊢
C a aussi une preuve dans DNIPL. En utilisant une preuve quelconque D de Γ, A∧B, A, B⊢C,
une preuve de Γ, A, B ⊢ C est obtenue de la manière suivante :

D
Γ, A ∧ B, A, B ⊢ C

[⊃I ]
Γ, A, B ⊢ (A ∧ B) ⊃ C

[id]
Γ, A, B ⊢ A

[id]
Γ, A, B ⊢ B

[∧I ]
Γ, A, B ⊢ A ∧ B

[⊃E ]
Γ, A, B ⊢ C

Soit Γ ⊢ C un séquent valide dans IPL. Alors
∧

Γ ⊃ C est une formule valide dans IPL et
par conséquent le séquent ⊢

∧
Γ ⊃ C a une preuve dans DNIPL. En utilisant la propriété (1),

nous obtenons que
∧

Γ ⊢ C a aussi une preuve dans DNIPL. Ensuite, en utilisant la propriété
(2), nous déduisons que Γ ⊢ C a une preuve dans DNIPL. Donc nous pouvons conclure que
DNIPL est un système complet pour IPL.

La démonstration de correction que nous avons décrite est sémantique car elle est obtenue
à partir de la correction de la sémantique de Kripke pour IPL. Quant à celle de la complétude,
elle est syntaxique car elle consiste simplement à générer syntaxiquement une preuve dans
DNIPL à partir de toute preuve dans HIPL. En réalité, il est aussi possible de démontrer
la correction syntaxiquement en suivant le chemin inverse de celui de la complétude. Plus
exactement, on démontre qu’il est possible de générer syntaxiquement une preuve dans HIPL
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à partir de toute preuve dans DNIPL. En outre, la complétude peut également être démontrée
sémantiquement par génération de contre-modèles [88] : démontrer que tout séquent qui n’a
pas de preuve dans DNIPL a un contre-modèle dans la sémantique de Kripke.

1.3.3 Normalisation

La normalisation est une des propriétés les plus importantes que peut vérifier un système
de déduction naturelle. Elle vise principalement à éliminer les détours dans une dérivation.
Un détour correspond à une introduction d’un opérateur dans l’unique but de l’éliminer
tout de suite après. En fait, démontrer la normalisation consiste à proposer une procédure
transformant toute preuve en une preuve sans détours en un temps fini. Dans le cas de DNIPL,
la preuve de normalisation est obtenue par simple adaptation aux séquents [61] de la preuve de
Prawits [110] pour son système de IPL. En guise d’exemple, les détours associés à l’opérateur
∧ sont éliminés de la manière suivante :

D1

Γ ⊢ A1

D2

Γ ⊢ A2
[∧I ]

Γ ⊢ A1 ∧ A2
[∧i

E ]
Γ ⊢ Ai

;

Di

Γ ⊢ Ai
pour i ∈ {1, 2}.

Dans le cas de DNIPL, la normalisation a comme conséquence importante la propriété de
la sous-formule.
Un système de preuve SP pour une logique L vérifie la propriété de la sous-formule si la
validité de S dans L implique que S a une preuve dans SP où toutes les formules dans cette
preuve sont des sous-formules des formules de S.
En plus du fait que cette propriété permet de démontrer la consistance, elle permet également
de démontrer la très importante propriété de la séparation.
Un système de preuve SP pour une logique L vérifie la propriété de la séparation si
la validité de S dans L implique que S a une preuve dans SP où les règles utilisées sont
uniquement celles associées aux opérateurs dans S.
Si nous considérons, par exemple, le fragment implicationnel (les formules qui ne contiennent
que ⊃ comme opérateur), alors pour construire des preuves dans ce fragment nous n’avons
besoin que de [id], [⊥i], [⊃I ] et [⊃E ].

1.3.4 Déduction naturelle et logique classique

Un système de déduction naturelle pour le fragment propositionnel de la logique classique
CPL, appelé DNCPL, est obtenu par le remplacement dans DNIPL de la règle [⊥i] par la règle
suivante :

Γ,¬A ⊢ ⊥

Γ ⊢ A
[⊥c]

Nous rappelons que ¬A = A ⊃ ⊥. Il est à noter que la règle [⊥c] est une généralisation de
celle de [⊥i]. En effet, si on a une preuve de Γ ⊢ ⊥, alors on a nécessairement une preuve de
Γ,¬A ⊢⊥. Par conséquent, en utilisant la prouvabilité de Γ ⊢⊥ dans DNCPL, on obtient celle
de Γ ⊢ A.

Puisque toute formule valide dans IPL est forcément valide dans CPL, toutes les règles
communes à DNCPL et DNIPL sont correctes pour CPL. Ainsi, pour démontrer la correction
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de DNCPL, il suffit de démontrer la correction de la règle [⊥c]. Supposons que Γ,¬A ⊢ ⊥ est
valide dans CPL. En utilisant la règle [⊃I ], on a Γ⊢¬¬A est valide dans CPL (¬¬A = ¬A⊃⊥).
Par conséquent, Γ ⊢ A est aussi valide car A ↔ ¬¬A.

Quant à la complétude de DNCPL, il suffit de démontrer que l’axiome ¬¬A ⊃ A a une
preuve dans DNCPL. Effectivement, un système à la Hilbert pour CPL est obtenu par l’ajout
de l’axiome ¬¬A⊃A à HIPL. En outre, les axiomes de HIPL ont des preuves dans DNCPL car
ce dernier diffère de DNIPL juste par [⊥c] qui généralise [⊥i]. Une preuve de ⊢¬¬A ⊃ A est
donnée par :

[id]
¬A,¬¬A ⊢ ¬¬A

[id]
¬A,¬¬A ⊢ ¬A

[⊃E ]
¬A,¬¬A ⊢ ⊥

[⊥c]
¬¬A ⊢ A

[⊃I ]
⊢¬¬A ⊃ A

De même que le système DNIPL, la démonstration de la normalisation pour DNCPL est
obtenue par adaptation de la preuve de Prawitz pour son système pour CPL [110]. La normal-
isation dans cette situation ne permet pas d’obtenir la propriété de la sous-formule. Toutefois,
elle permet d’obtenir une version affaiblie de cette propriété : toute formule apparaissant dans
une preuve de S en forme normale dans DNCPL est soit une sous-formule d’une formule de S,
soit ⊥, soit une formule de la forme ¬A avec A une sous-formule d’une formule de S.

1.4 Calcul des séquents

Dans cette section, nous décrivons le formalisme de calcul des séquents. Nous nous con-
centrons sur l’étude de quatre principaux problèmes qui sont l’élimination de la coupure,
l’élimination de la contraction, la décidabilité et la génération de contre-modèles. Les trois
premiers sont illustrés par des calculs de IPL, tandis que le dernier est illustré par un calcul
de CPL.

Comme la déduction naturelle, le formalisme de calcul des séquents a aussi été introduit
par Gentzen [70, 71]. Il est présenté comme une alternative à celui de la déduction naturelle
dont le but initial a été la démonstration de la consistance. En réalité, il est possible de dé-
montrer la consistance via la déduction naturelle en utilisant la normalisation [110]. Toutefois,
puisque Gentzen n’a pas découvert la normalisation, il a choisi de passer par le calcul des
séquents en utilisant la propriété de l’élimination de la coupure. D’une certaine manière, la
normalisation dans la déduction naturelle est équivalente à l’élimination de la coupure dans
le calcul des séquents. En d’autres termes, si on arrive à démontrer la normalisation dans
la déduction naturelle, alors on arrivera en général à éliminer la coupure dans le calcul des
séquents. De plus, l’élimination de la coupure peut être considérée comme plus simple que la
normalisation car elle correspond simplement à l’élimination d’une règle, tandis que la nor-
malisation correspond à des restrictions sur la forme des preuves.

Dans la théorie de la preuve, le calcul des séquents joue un rôle central principalement par
rapport à son élégance ainsi que son efficacité en terme d’automatisation de la construction
de preuves [121]. Il a aussi une large influence sur la programmation logique [99, 36].
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Γ, A ⊢ A
[id]

Γ,⊥ ⊢ C
[⊥L]

Γ, A, B ⊢ C

Γ, A ∧ B ⊢ C
[∧L]

Γ ⊢ A Γ ⊢ B

Γ ⊢ A ∧ B
[∧R]

Γ, A ⊢ C Γ, B ⊢ C

Γ, A ∨ B ⊢ C
[∧L]

Γ ⊢ A

Γ ⊢ A ∨ B
[∨1

R]
Γ ⊢ B

Γ ⊢ A ∨ B
[∨2

R]

Γ, A ⊃ B ⊢ A Γ, B ⊢ C

Γ, A ⊃ B ⊢ C
[⊃L]

Γ, A ⊢ B

Γ ⊢ A ⊃ B
[⊃R]

Γ ⊢ ∆, A Γ, A ⊢ ∆, C

Γ ⊢ ∆, C
[Cut]

Fig. 1.2 – Calcul des séquents G1
IPL

Un calcul des séquents standard est un système de preuve dont les règles se divisent en
axiomes, règles structurelles, règles gauches et règles droites. Les règles gauches agissent sur
les formules à gauche du symbole ⊢, alors que celles droites agissent à droite de ce dernier.
En fait, le principe de symétrie dans la déduction naturelle, à savoir la présence de règles
d’introduction et d’élimination pour tout opérateur, possède son équivalent en calcul des
séquents qui correspond à la présence de règles gauches et droites pour chaque opérateur. La
principale caractéristique du calcul des séquents réside dans le fait que les règles s’appliquent
de bas en haut. En d’autres termes, la construction d’une preuve se fait de bas en haut :
du séquent à prouver vers les axiomes. Par calculs standard, nous voulons parler des calculs
fondés sur la structure de séquent car, dans la littérature, le nom « calcul des séquents » est
donné à des calculs fondés sur d’autres structures. qui abordent la construction de preuves
dans le même esprit.

1.4.1 Un calcul des séquents pour IPL

Considérons le calcul G1
IPL proposé par Dyckhoff [45] décrit en figure 1.2. Comme dans

le cas du système de déduction naturelle DNIPL, la définition des règles de G1
IPL est fondée

sur l’utilisation des séquents mono-conclusions. Notons que les règles droites de ce calcul
sont les mêmes que celles d’introduction dans DNIPL. Ce calcul peut être considéré comme
une variante de celui introduit par Gentzen. En effet, il correspond à un calcul obtenu par
absorption de la règle structurelle de l’affaiblissement ainsi que celle de la contraction dans les
autres règles [121]. Les règles d’affaiblissement et de contraction sont respectivement :

Γ ⊢ C

Γ, A ⊢ C
[W ]

Γ, A, A ⊢ C

Γ, A ⊢ C
[C]

L’absorption de ces règles structurelles vise à contrôler, dans une certaine mesure, leurs appli-
cations dans la construction des preuves. Cela a pour but de rendre la recherche de preuves
plus efficace car, par exemple, la contraction est problématique parce que nous pouvons l’ap-
pliquer à l’infini sans simplifier aucune formule.
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En vue d’illustrer l’utilisation de G1
IPL, nous fournissons une preuve du séquent (A ∨ B) ⊃

C ⊢ A ⊃ C :
[id]

A, (A ∨ B) ⊃ C ⊢ A
[∨1

R]
A, (A ∨ B) ⊃ C ⊢ (A ∨ B)

[id]
A, C ⊢ C

[⊃L]
A, (A ∨ B) ⊃ C ⊢ C

[⊃R]
(A ∨ B) ⊃ C ⊢ A ⊃ C

Précisons qu’il est possible d’avoir un calcul similaire en utilisant des séquents multi-conclusions.
À ce propos, le calcul G1

IPL n’est que la version mono-conclusion du calcul introduit par Dra-
galin [42].

1.4.2 Correction et complétude

La correction de G1
IPL peut être démontrée en utilisant la sémantique de Kripke de la

même manière que dans le cas de DNIPL : démontrer que pour chaque règle de G1
IPL, si sa

conclusion a un contre-modèle, alors au moins une de ses prémisses en a aussi un. Il est
également possible de la démontrer en utilisant la correction du système DNIPL. Assurément,
si tout séquent prouvable dans G1

IPL a une preuve dans DNIPL, alors G1
IPL est correct. Un des

points importants d’une démonstration de cette manière est fondé sur l’admissibilité de la
règle de coupure [Cut] dans DNIPL : si les deux séquents Γ ⊢ A et Γ, A ⊢ C ont des preuves
dans DNIPL, alors Γ ⊢ C en a aussi une. Une démonstration de l’admissibilité de la coupure
peut être décrite de la manière suivante :

D1

Γ ⊢ A

· · ·
Γ, Γ1, A ⊢ A

[id] · · ·
Γ, Γk, A ⊢ A

[id] · · ·

D2

Γ, A ⊢ C

⇓

D1[Γ1] D1[Γk]
· · ·Γ, Γ1 ⊢ A · · ·Γ, Γk ⊢ A · · ·

D2 − A
Γ ⊢ C

où D1[Γi] est obtenue par l’ajout de Γi à tous les contextes des séquents dans la preuve D1

et D2 − A est obtenue par la suppression de A de tous les contextes des séquents dans D2.
Nous faisons remarquer que chaque axiome dans toute preuve de Γ, A⊢C est soit de la forme
Γ, Γ′, A, C ⊢C, soit de la forme Γ, Γ′, A ⊢A. Cela vient du fait que dans toute règle de DNIPL

les contextes des prémisses contiennent plus de formules que le contexte de la conclusion.

Nous expliquons maintenant brièvement comment démontrer la correction de G1
IPL. Soit D

une preuve d’un séquent S dans G1
IPL. Nous démontrons par induction sur la structure de D

que S a aussi une preuve dans DNIPL. L’idée consiste à considérer tous les cas de la dernière
règle appliquée dans D. Ainsi, l’application de l’hypothèse d’induction permet de déduire la
prouvabilité des prémisses de cette règle dans DNIPL. Étant donné que les règles droites dans
G1

IPL sont les mêmes que celles d’introduction dans DNIPL, la démonstration est obtenue par
simple application de l’hypothèse d’induction dans le cas où D se termine par une application
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d’une règle droite. Quant aux règles gauches, nous ne développons que le cas intéressant de
[⊃L], à savoir quand D est de la forme suivante :

D1

Γ, A ⊃ B ⊢ A
D2

Γ, B ⊢ C
[⊃L]

Γ, A ⊃ B ⊢ C

En utilisant l’hypothèse d’induction, les deux séquents Γ, A⊃B⊢A et Γ, B⊢C ont des preuves
dans DNIPL. L’ajout de la formule A ⊃ B à tous les contextes des séquents dans une preuve
quelconque de Γ, B ⊢ C permet d’obtenir une preuve de Γ, A ⊃ B, B ⊢ C. Donc, vu que la
coupure [Cut] est admissible dans DNIPL, la prouvabilité de Γ, A ⊃ B ⊢ C dans DNIPL est
démontrée de la manière suivante :

[id]
Γ, A ⊃ B ⊢ A ⊃ B Γ, A ⊃ B ⊢ A

[⊃E ]
Γ, A ⊃ B ⊢ B Γ, A ⊃ B, B ⊢ C

[Cut]
Γ, A ⊃ B ⊢ C

La complétude peut également être démontrée en utilisant le système DNIPL. Pour cela,
il suffit de démontrer que tout séquent ayant une preuve dans DNIPL a aussi une preuve dans
G1

IPL. Soit D une preuve d’un séquent S dans DNIPL. De la même façon que dans le cas de la
correction, la démonstration que S a une preuve dans G1

IPL peut être faite par induction sur
la structure de la preuve D en considérant les cas de la dernière règle appliquée. Par exemple,
si cette règle est [⊃E ], alors D est de la forme suivante :

D1

Γ ⊢ A ⊃ B
D2

Γ ⊢ A
[⊃E ]

Γ ⊢ B

En utilisant l’hypothèse d’induction, les deux séquents Γ ⊢ A ⊃ B et Γ ⊢ A ont des preuves
dans G1

IPL. De plus, de la prouvabilité de Γ ⊢ A on peut déduire celle de Γ, A ⊃ B ⊢ A. Ainsi,
la prouvabilité de Γ ⊢ B dans G1

IPL est démontrée de la manière suivante :

Γ ⊢ A ⊃ B

Γ, A ⊃ B ⊢ A
[id]

Γ, B ⊢ B
[⊃L]

Γ, A ⊃ B ⊢ B
[Cut]

Γ ⊢ B

1.4.3 Élimination de la coupure

Comme nous l’avons mentionné précédemment, une des propriétés centrales des calculs
des séquents est l’élimination de la coupure : tout séquent valide a une preuve qui ne contient
pas d’application de la règle de coupure. Dans la littérature, cette propriété a été démontrée
de différentes manières sémantiques et syntaxiques. Nous pouvons citer, à titre d’exemple, la
première démonstration syntaxique proposée par Gentzen [71]. Nous décrivons ici une de ses
variantes [46] en vue de démontrer l’élimination de la coupure pour G1

IPL.
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Nous définissons d’abord quelques notions relatives à l’application de la règle de coupure.
Soit α une application de la règle de coupure dans une dérivation donnée :

D1

Γ ⊢ A
D2

Γ, A ⊢ C
[Cut]

Γ ⊢ C

Nous appelons cut-formule de α la formule A et cut-profondeur de α la somme des pro-
fondeurs des arbres D1 et D2.

La démonstration de l’élimination de la coupure consiste à transformer les applications
de la coupure en des applications ayant des cut-formules ou des cut-profondeurs plus petites.
Autrement dit, la démonstration est par induction sur la structure de la cut-formule ainsi que
sur la valeur de la cut-profondeur. Notons que parmi les outils utilisés dans l’élimination de
la coupures suivant cette approche, il y a l’admissibilité avec préservation de la profondeur de
l’affaiblissement ainsi que l’admissibilité de la contraction. En guise d’exemple, nous montrons
maintenant comment cette transformation est opérée dans certains cas.

Si une application de la coupure est de la forme suivante :

D1

Γ, B ⊃ D ⊢ B
D2

Γ, D ⊢ A
[⊃L]

Γ, B ⊃ D ⊢ A
D3

Γ, B ⊃ D, A ⊢ C
[Cut]

Γ, B ⊃ D ⊢ C

alors elle est transformée de la manière suivante :

D1

Γ, B ⊃ D ⊢ B
[W ]

Γ, B ⊃ D, B ⊃ D ⊢ B

D2

Γ, D ⊢ A
[W ]

Γ, B ⊃ D, D ⊢ A

D3

Γ, B ⊃ D, A ⊢ C
[W ]

Γ, B ⊃ D, D, A ⊢ C
[Cut]

Γ, B ⊃ D, D ⊢ C
[⊃L]

Γ, B ⊃ D, B ⊃ D ⊢ C
[C]

Γ, B ⊃ D ⊢ C

[W ] et [C] correspondent à l’application de respectivement l’admissibilité avec préservation
de la profondeur de l’affaiblissement et l’admissibilité de la contraction. La valeur de cut-
profondeur avant la transformation est égale à 1 plus la somme du maximum des profondeurs
de D1 et D2, plus la profondeur de D3. Après transformation, la valeur de la cut-profondeur
est égale à la somme des profondeurs de D2 et D3. Ainsi, l’hypothèse d’induction peut être
appliquée.

Si une application de la coupure est de la forme suivante :

D1

Γ ⊢ A
D2

Γ ⊢ B
[∧R]

Γ ⊢ A ∧ B

D3

Γ, A, B ⊢ C
[∧L]

Γ, A ∧ B ⊢ C
[Cut]

Γ ⊢ C
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alors elle est transformée de la manière suivante :

D2

Γ ⊢ B

D1

Γ ⊢ A
[W ]

Γ, B ⊢ A
D3

Γ, A, B ⊢ C
[Cut]

Γ, B ⊢ C
[Cut]

Γ ⊢ C

Par cette transformation, nous avons remplacé une application de la coupure ayant comme
cut-formule A ∧ B par deux applications ayant A et B comme cut-formules, ce qui rend
l’application de l’hypothèse d’induction possible.

1.4.4 Propriété de la sous-formule et décidabilité

De même que la normalisation, l’élimination de la coupure dans le cas de G1
IPL permet

d’avoir la propriété de la sous-formule ainsi que celle de la séparation. Effectivement, il suffit
de voir que les formules dans les prémisses de chaque règle, excepté celle de coupure, sont des
sous-formules de formules de sa conclusion.

Nous décrivons ici une procédure de décision pour IPL en utilisant le calcul des séquents
G1

IPL. L’idée consiste à introduire une notion de redondance sur les dérivations de telle manière
que tout séquent valide a une preuve qui n’est pas redondante [44]. La procédure correspond
à un algorithme recherchant une preuve non redondante. Concernant la terminaison, elle est
une conséquence de la propriété de la sous-formule.

La notion de redondance repose sur l’utilisation de l’admissibilité avec préservation de la
taille de la contraction et de l’affaiblissement. Il est facile de voir que le calcul G1

IPL vérifie
l’admissibilité avec préservation de la taille de l’affaiblissement. Quant au cas de la contraction,
nous avons besoin d’associer une restriction à l’axiome [id] :

Γ, p ⊢ p
[id](p formule atomique)

Une formule atomique est soit une variable propositionnelle, soit ⊥. Nous appelons G1′
IPL

le calcul obtenu à partir de G1
IPL sans la règle de coupure par l’ajout de cette restriction à

[id]. Précisons que G1′
IPL est également complet pour IPL. En effet, il suffit de démontrer que

le séquent Γ, A⊢A a une preuve dans G1′
IPL pour une formule arbitraire A (démonstration par

induction sur la structure de A).

Soit 6s une relation de préordre sur les séquents définie par Γ ⊢ C 6s Γ′ ⊢ C ′ si set(Γ) ⊆
set(Γ′) et C = C ′. Nous définissons une relation d’équivalence ≃s sur les séquents par S ≃s S

′

si S 6s S
′ et S ′ 6s S. Une dérivation dans G1′

IPL est dite redondante si elle possède une branche
contenant deux différents séquents S et S ′ tels que S est au dessus de S ′ et S 6s S

′. En util-
isant l’admissibilité avec préservation de la taille de la contraction et de l’affaiblissement, on
sait que tout séquent valide a une preuve qui n’est pas redondante dans G1′

IPL.

Procédure de décision pour IPL :
Soit S un séquent.
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Étape 1 : On commence par la dérivation contenant uniquement S qui est l’unique dérivation
non redondante de taille 1. Si cette dérivation est une preuve, alors S est valide. Sinon on passe
à l’étape suivante.
Étape i+1 : On construit l’ensemble de toutes les dérivations non redondantes dans G1′

IPL

de taille i + 1. Si cet ensemble contient une preuve alors S est valide. Sinon, si cet ensemble
est vide, alors S n’est pas valide, sinon on passe à l’étape suivante.

La correction de cette procédure résulte de la correction et de la complétude de G1′
IPL

ainsi que du fait que tout séquent valide a une preuve qui n’est pas redondante. Quant à
la terminaison elle est une conséquence de la propriété de la sous-formule. En effet, cette
propriété permet de démontrer que l’ensemble de tous les séquents appartenant aux dérivations
dans G1′

IPL d’un séquent quelconque S peut être partitionné en un ensemble fini de classes
d’équivalence de ≃s.

1.4.5 Élimination de la contraction

Bien que le calcul G1
IPL ne contienne pas la règle de contraction, nous ne pouvons pas

considérer qu’elle est totalement éliminée car elle persiste dans la règle [⊃L]. En fait, nous
pouvons considérer que dans la règle [⊃L] la formule A ⊃ B est dupliquée par une règle de
contraction interne avant sa décomposition. Cela est reflété par le fait que la formule A⊃B ne
disparaît pas de toutes les prémisses de [⊃L]. Le principal problème causé par cette règle est
l’absence de terminaison en matière de construction de preuve. En d’autres termes, il existe
des dérivations infinies dans G1

IPL. Considérons, par exemple, la dérivation suivante :

.

.

.
Γ, A ⊃ B ⊢ A

.

.

.
Γ, B ⊢ A

[⊃L]
Γ, A ⊃ B ⊢ A

.

.

.
Γ, B ⊢ A

[⊃L]
Γ, A ⊃ B ⊢ A

.

.

.
Γ, B ⊢ A

[⊃L]
Γ, A ⊃ B ⊢ A

Ce problème a été résolu par Dyckhoff [45] en introduisant le calcul G2
IPL décrit en figure 1.3

(le nom originel de ce calcul est LJT ). L’idée consiste à remplacer la règle problématique [⊃L]
par les quatre règles [⊃1

L], [⊃2
L], [⊃3

L] et [⊃4
L]. La correction et la complétude de ce calcul ont

été obtenues en démontrant qu’un séquent a une preuve dans G1
IPL si et seulement si il en a

une dans G2
IPL [45]. Par exemple, la correction de la règle [⊃1

L] est démontrée de la manière
suivante :

[id]
Γ, A, A ⊃ B ⊢ A

[id]
Γ, A, B ⊢ B

[⊃L]
Γ, A, A ⊃ B ⊢ B

Γ, A, B ⊢ C
[W ]

Γ, A, A ⊃ B, B ⊢ C
[Cut]

Γ, A, A ⊃ B ⊢ C

En ce qui concerne la terminaison, nous pouvons l’obtenir en démontrant que pour toute
règle de G2

IPL, sa conclusion est plus complexe que ses prémisses en utilisant une relation de
complexité sur les séquents [45]. En effet, la terminaison pour un système de preuve corre-
spond à l’absence d’une dérivation infinie.
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Γ, A ⊢ A
[id]

Γ,⊥ ⊢ C
[⊥L]

Γ, A, B ⊢ C

Γ, A ∧ B ⊢ C
[∧L]

Γ ⊢ A Γ ⊢ B

Γ ⊢ A ∧ B
[∧R]

Γ, A ⊢ C Γ, B ⊢ C

Γ, A ∨ B ⊢ C
[∧L]

Γ ⊢ A

Γ ⊢ A ∨ B
[∨1

R]
Γ ⊢ B

Γ ⊢ A ∨ B
[∨2

R]

Γ, A, B ⊢ C

Γ, A, A ⊃ B ⊢ C
[⊃1

L]
Γ, A ⊃ (B ⊃ C) ⊢ D

Γ, (A ∧ B) ⊃ C ⊢ D
[⊃2

L]

Γ, A ⊃ C, B ⊃ C ⊢ D

Γ, (A ∨ B) ⊃ C ⊢ D
[⊃3

L]
Γ, A, B ⊃ C ⊢ B Γ, C ⊢ D

Γ, (A ⊃ B) ⊃ C ⊢ D
[⊃4

L]

Γ, A ⊢ B

Γ ⊢ A ⊃ B
[⊃R]

Fig. 1.3 – Calcul des séquents G2
IPL

Nous définissons la mesure de complexité α sur les formules par :
– α(p) = α(⊥) = 1 (p est une variable propositionnelle)
– α(A ∨ B) = α(A ⊃ B) = α(A) + α(B) + 1
– α(A ∧ B) = α(A) + α(B) + 2

Il est clair que la relation >, définie sur les formule par A > B si α(A) > α(B), est une relation
bien fondée. En outre, nous définissons la relation >m sur les multi-ensembles de formules par
Γ >m ∆ si ∆ est obtenu à partir de Γ par le remplacement d’une ou plusieurs formules de Γ par
un nombre fini de formules, de sorte que chacune de ces formules a une complexité plus petite
que la formule qu’elle remplace. Cette relation est étendue aux séquents par Γ⊢C >m ∆⊢D si
Γ∪{C} >m ∆∪{D}. Le fait que la relation > est bien fondée implique que >m est également
bien fondée [40]. L’utilisation de la relation >m permet de démontrer que pour toute règle de
G2

IPL, sa conclusion est plus complexe que toutes ses prémisses. Par exemple, dans le cas de
la règles [⊃2

L], nous avons α((A ∧ B) ⊃ C) = α(A) + α(B) + α(C) + 3 > α(A ⊃ (B ⊃ C)) =
α(A) + α(B) + α(C) + 2, ce qui implique que Γ, (A ∧ B) ⊃ C ⊢ D >m Γ, A ⊃ (B ⊃ C) ⊢ D.

1.4.6 Génération contre-modèles

Partant du fait qu’il n’existe pas de dérivation infinie dans G2
IPL, certains travaux ont

proposé des procédures de décision avec génération de contre-modèles pour IPL fondées sur
G2

IPL [106, 127, 88]. En prenant un séquent en entrée, ces procédures revoient soit une preuve
dans G2

IPL, soit un contre-modèle dans la sémantique de Kripke. De telles procédures ont été
utilisées pour démontrer la décidabilité ainsi que la propriété des modèles finis pour IPL. Une
logique vérifie la propriété des modèles finis si toute formule qui n’est pas valide dans cette
logique a un contre-modèle fini.

Pour simplifier notre présentation, nous utilisons la logique CPL plutôt que IPL dans la
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description du concept de la génération de contre-modèles à partir d’un calcul des séquents.
Considérons le calcul GCPL de CPL proposé par Dragalin [42] décrit en figure 1.4. Notons que
ce calcul diffère de ceux décrit précédemment pour IPL par l’utilisation de la structure de
séquent multi-conclusion.

Γ, A ⊢ ∆, A
[id]

Γ,⊥ ⊢ ∆
[⊥L]

Γ, A, B ⊢ ∆

Γ, A ∧ B ⊢ ∆
[∧L]

Γ ⊢ ∆, A Γ ⊢ ∆, B

Γ ⊢ ∆, A ∧ B
[∧R]

Γ, A ⊢ ∆ Γ, B ⊢ ∆

Γ, A ∨ B ⊢ ∆
[∧L]

Γ ⊢ ∆, A, B

Γ ⊢ ∆, A ∨ B
[∨R]

Γ ⊢ ∆, A Γ, B ⊢ ∆

Γ, A ⊃ B ⊢ ∆
[⊃L]

Γ, A ⊢ ∆, B

Γ ⊢ ∆, A ⊃ B
[⊃R]

Fig. 1.4 – Calcul des séquents GCPL

Le premier constat que nous pouvons faire est que dans toute règle de GCPL, la conclusion
est plus complexe que toutes les prémisses. Dans la règle [∧L], par exemple, la formule A∧B
est remplacée par les deux formules moins complexes A et B. Cela nous permet de déduire
qu’il n’existe pas de dérivation infinie dans GCPL. Précisons qu’il est possible de définir tous
les opérateurs via uniquement ⊃ et ⊥ en utilisant les lois de De Morgan. Ainsi, un calcul pour
CPL peut se réduire à [id], [⊥], [⊃L] et [⊃R].

Une manière très simple de démontrer la correction et la complétude consiste à utiliser la
sémantique algébrique de CPL : algèbre de Boole. Rappelons qu’un modèle dans l’algèbre de
Boole correspond à une fonction de Prop dans {0, 1}. L’extension d’un modèle B aux formules
est obtenue par B(⊥) = 0 ainsi que via les tables de vérité associées aux opérateurs :

A B A ∧ B

0 0 0

0 1 0

1 0 0

1 1 1

A B A ∨ B

0 0 0

0 1 1

1 0 1

1 1 1

A B A ⊃ B

0 0 1

0 1 1

1 0 0

1 1 1

La table de l’implication nous renseigne, par exemple, que si B(A) = 1 et B(B) = 0, alors
B(A ⊃ B) = 0. Une formule A est valide dans CPL, si pour tout modèle B on a B(A) = 1.

Nous décrivons maintenant une procédure de décision pour CPL avec génération de contre-
modèles. L’idée repose sur le fait que les règles de GCPL sont fortement inversibles.
Une règle est inversible si la non validité d’une de ses prémisses implique forcément la non
validité de sa conclusion. Elle est fortement inversible si tout contre-modèle d’une quel-
conque prémisse et forcément un contre-modèle de la conclusion.
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Nous démontrons, par exemple, la forte inversibilité de la règle [∧R]. Soit B un contre-
modèle de Γ ⊢ ∆, A (resp. Γ ⊢ ∆, B). Alors on a B(A) = 0 (resp. B(B) = 0). Par conséquent,
on obtient B(A ∧ B) = 0 et on déduit que B est un contre-modèle de Γ ⊢ ∆, A ∧ B.

Nous appelons séquent irréductible, tout séquent qui ne peut être la conclusion d’aucune
règles. Il est facile de démontrer que dans le cas de GCPL un séquent Γ ⊢ ∆ est irréductible si
et seulement si Γ et ∆ sont des multi-ensembles de formules atomiques, Γ ∩ ∆ = ∅ et ⊥ /∈ Γ.
Autrement dit, les séquents irréductibles sont les séquents qui ne sont pas des axiomes et qui
ne contiennent que des formules atomiques. La spécificité des séquents irréductibles réside
dans leur non validité dans CPL. En effet, soit Γ ⊢ ∆ un séquent irréductible. Le modèle B
défini par :

B(p) =

{
1 si p ∈ Γ
0 sinon

est un contre-modèle de Γ ⊢ ∆.

Puisqu’il n’existe pas de dérivation infinie dans GCPL, il est possible de construire en un
temps fini pour tout séquent qui n’a pas de preuve, une dérivation finie dont au moins une
feuille est étiquetée par un séquent irréductible. La forte inversibilité de toutes les règles im-
plique que tout contre-modèle d’un séquent dans une dérivation de S est un contre-modèle de
S. En utilisant le fait que nous pouvons construire pour tout séquent irréductible un contre-
modèle, nous obtenons une procédure de décision pour CPL avec génération de contre-modèles
fondée sur GCPL.

Considérons l’exemple du séquent non valide S = p ⊃ q ⊢ p ∧ q :

⊢p, p ⊢p, q
[∧R]

⊢p, p ∧ q

q ⊢ p
[id]

q ⊢ q
[∧R]

q ⊢ p ∧ q
[∧R]

p ⊃ q ⊢ p ∧ q

Cette dérivation contient trois séquents irréductibles : ⊢p, p, ⊢p, q et q ⊢ p. Utilisons, par
exemple, le séquent q ⊢ p pour construire un contre-modèle de S. Ce séquent nous fournit le
contre-modèle B défini par : B(q) = 1 et B(r) = 0 pour toute variable propositionnelle r 6= q
(B(p) = 0).

Conclusion

Dans ce chapitre dédié à la description des formalismes de déduction naturelle et de cal-
cul des séquents, nous avons abordé différentes approches relatives aux démonstrations des
propriétés importantes telles que la correction, la complétude, l’élimination de la coupure, la
décidabilité, etc. Ces approches seront utilisées dans le cas de nos systèmes de preuve que nous
définissons pour plusieurs logiques modales.

Dans nos travaux, nous nous intéressons à des logiques modales intuitionnistes et floues
à travers le développement de systèmes de preuve suivant les formalismes de déduction na-
turelle et de calcul des séquents. L’idée repose sur l’utilisation de nouvelles structures multi-
contextuelles généralisant celle de séquent qui sont plus appropriées au traitement de ces
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logiques. Nous verrons en particulier que de telles structures permettront de définir des sys-
tèmes ayant les propriétés habituellement exigées (normalisation, élimination de la coupure,
sous-formule, etc). En outre, nous utiliserons plusieurs de nos systèmes dans le développement
de procédures de décision simples et efficaces.
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Chapitre 2

Logiques modales intuitionnistes

Introduction

Les logiques modales classiques jouent un rôle important en informatique. Elles sont, par
exemple, un outil permettant de modéliser des systèmes informatiques comme les bases de
données [32]. Il est à noter que nous nous intéressons uniquement aux logiques dites normales
ou de Kripke. En fait, il existe un autre type de logiques modales classiques qui ne sont pas
définies par une sémantique de mondes possibles [69].

Le développement en matière de modélisation et de formalisation logique ont fait émerger
d’autres types de logiques modales, en particulier, celles intuitionnistes. Dans ce chapitre,
nous nous intéressons principalement aux logiques modales intuitionnistes formées à partir
des combinaisons des axiomes connus sous les noms de T , B, 4 et 5.

Dans un premier temps, nous décrivons l’ensemble des logiques modales classiques formées
à partir de toutes les combinaisons de T , B, 4 et 5. Nous rappelons d’abord la syntaxe standard
des formules dans les logiques modales. Ensuite, pour chaque logique modale classique que nous
considérons, nous présentons sa sémantique de Kripke et également un système à la Hilbert.
Puis nous montrons comment les énoncés de ces logiques se traduisent dans la logique classique
de premier ordre.

Dans un deuxième temps, nous présentons l’approche utilisée dans l’introduction des ver-
sions intuitionnistes des logiques que nous considérons, ce qui nous mène à la sémantique de
Kripke de chaque version. Nous terminons notre présentation de ces logiques modales intu-
itionnistes par la description d’un système à la Hilbert pour chaque logique.

Enfin, nous exposons les travaux existants dans la théorie de la preuve à travers les for-
malismes de déduction naturelle et de calcul des séquents en logiques modales classiques et
intuitionnistes et nous positionnons nos contributions.

2.1 Logiques modales classiques

Dans cette section, nous décrivons un ensemble de logiques modales classiques. Après un
rappel de la syntaxe des formules et de la sémantique de Kripke, nous abordons la théorie
de la preuve à travers le formalisme de système à la Hilbert. Ensuite, nous exposons certains
liens entre la logique classique de premier ordre et les logiques modales présentées.

31
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2.1.1 Syntaxe des formules

Le langage des logiques modales est obtenu à partir de celui de la logique propositionnelle
par l’ajout de deux opérateurs unaires, appelés modalités, � et ♦. Soit Prop un ensemble
dénombrable de variables, appelées variables propositionnelles, dont les éléments seront
notés par les lettres p, q, r etc. Les formules sont données par la grammaire suivante :

A ::= p | ⊥ | A ∧ A | A ∨ A | A ⊃ A | �A | ♦A

La négation, notée ¬, est définie en utilisant la constante ⊥ et l’opérateur ⊃ de la manière
suivante : ¬A , A ⊃ ⊥. Quant à l’équivalence, notée ↔, elle est définie par A ↔ B ,
(A ⊃ B) ∧ (B ⊃ A). En outre, la constante vrai, notée ⊤, est définie par ⊤ , ⊥⊃⊥.

Nous introduisons maintenant quelques notions syntaxiques qui seront utilisées dans la
suite de ce document. Les sous-formules d’une formule donnée A sont définies comme suit :

– A est une sous-formule de A ;
– si B ⊗ C est une sous-formule de A, alors B et C le sont aussi, pour ⊗ = ∧,∨,⊃ ;
– si ⊠B est une sous-formule de A, alors B l’est aussi, pour ⊠ = �,♦.

Nous définissons la fonction de degré d’imbrication, notée nest, comme suit :
– nest(p) = nest(⊥) = 0 ;
– nest(A ⊗ B) = max(nest(A), nest(B)), pour ⊗ = ∧,∨,⊃ ;
– nest(⊠A) = nest(A) + 1, pour ⊠ = ♦, �.

En outre, nous définissons une mesure de complexité, notée | · |, sur les formules par :
– | p |=| ⊥ |= 1 ;
– | A ⊗ B |=| A | + | B | +1, pour ⊗ = ∧,∨,⊃ ;
– | ⊠A |=| A | +1, pour ⊠ = ♦, �.

2.1.2 Sémantique de Kripke

La sémantique de Kripke est également appelée la sémantique de mondes possibles de
part la possibilité d’avoir des modèles avec plusieurs mondes. Ce dernier point traduit le fait
que la valeur de vérité d’une proposition peut changer d’un monde à un autre. En d’autres
termes, la notion de vérité est relative aux mondes. Par exemple, dans un ensemble de mondes
correspondant aux villes de France, nous pouvons considérer que la proposition « il fait très
froid » est vraie dans le monde « Nancy » et par contre fausse dans le monde « Marseille ».
De plus, il existe une relation sur les mondes permettant d’exprimer le fait qu’un monde est
accessible à partir d’un autre. Dans ce cadre, l’énoncé « �A est vraie dans un monde w »
signifie que la proposition A est vraie dans tous les mondes accessibles à partir w. Tandis que
l’énoncé « ♦A est vraie dans un monde w » signifie que A est vraie dans au moins un monde
accessible à partir de w.

Définition 2.1.1. Un modèle modal classique est un triplet (W, R, V ) où W est un ensemble
non vide de mondes, R est une relation binaire sur les mondes, appelée relation d’accessibil-
ité, et V est une fonction de W dans 2Prop (2Prop correspond à l’ensemble des sous-ensembles
de Prop).

À chaque modèle M = (W, R, V ), on associe une relation �M, appelée relation de satis-
faction, entre W et l’ensemble des formules. En fait, l’expression w �M A signifie que dans
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le modèle M la formule A est vraie dans le monde w. Cette relation est définie par induction
sur la structure des formules de la manière suivante :

– w �M p si et seulement si p ∈ V (w) ;
– w �M ⊥ jamais ;
– w �M A ∧ B si et seulement si w �M A et w �M B ;
– w �M A ∨ B si et seulement si w �M A ou w �M B ;
– w �M A ⊃ B si et seulement si si w �M A alors w �M B ;
– w �M �A si et seulement si pour tout w′ ∈ W , si R(w, w′) alors w′ �M A ;
– w �M ♦A si et seulement s’il existe w′ ∈ W tel que R(w, w′) et w′ �M A.

On dit qu’une formule A est valide dans M = (W, R, V ) si w �M A pour tout monde w dans
W .

Les modèles modaux classiques définissent la validité dans la logique modale minimale K :
une formule A est valide dans K si et seulement si A est valide dans tous les modèles modaux
classiques [31].

Chaque nom dans l’ensemble {T, B, 4, 5} correspond à une propriété que doit satisfaire la
relation d’accessibilité :

(T ) Réflexivité : ∀w.R(w, w).
(B) Symétrie : ∀w, w′.R(w, w′) ⊃ R(w′, w).
(4) Transitivité : ∀w, w′, w′′.(R(w, w′) ∧ R(w′, w′′)) ⊃ R(w, w′′).
(5) Euclidianité : ∀w, w′, w′′.(R(w, w′) ∧ R(w, w′′)) ⊃ R(w′, w′′).

Pour tout Th ⊆ {T, B, 4, 5}, nous définissons la classe de modèles CTh comme les modèles
modaux classiques dont les relations d’accessibilité satisfont les propriétés associées aux élé-
ments de Th. Pour tout Th ⊆ {T, B, 4, 5}, nous appelons KTh la logique définie par la classe
de modèles CTh : Une formule A est valide dans KTh si et seulement si A est valide dans tous
les modèles de CTh [31].

Notons qu’il est possible d’avoir deux sous-ensembles différents de {T, B, 4, 5} définissant
une même classes de modèles :

– C{T,5}, C{T,B,4} = C{T,B,5} = C{T,4,5} = C{T,B,4,5}

– C{B,4} = C{B,5} = C{B,4,5}

En effet, une relation d’équivalence, par exemple, peut être définie comme une relation réflex-
ive, transitive et symétrique ou une relation réflexive et euclidienne. Rappelons que dans la
littérature, les noms les plus répandus des logiques K{T}, K{T, 4} et K{T, 5} sont respective-
ment T, S4 et S5.

Chaque logique KTh satisfait la propriété des modèles finis dans la sémantique de
Kripke, à savoir que toute formule non valide a un contre-modèle avec un ensemble de mondes
fini. Une des conséquences directes de cette propriété est que toutes ces logiques sont décid-
ables [17].

Précisons que dans les logiques modales classiques, tous les opérateurs logiques peuvent
être définis uniquement en fonction de ∧, � et ¬ (lois de De Morgan) :
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– A ∨ B = ¬(¬A ∧ ¬B)
– A ⊃ B = ¬A ∨ B
– ♦A = ¬�¬A

2.1.3 Systèmes à la Hilbert

Les systèmes à la Hilbert correspondent à un formalisme de preuve selon une forme pro-
posée par le mathématicien David Hilbert. Dans ce formalisme, la notion de vérité dans un
cadre logique donné est caractérisée par la présence d’une structure syntaxique appelée preuve
(pour plus de détails voir chapitre 1). En dépit du manque d’efficacité en matière d’automati-
sation de la construction de preuves, les systèmes à la Hilbert possèdent le pouvoir de décrire
simplement de nombreuses logiques, en particulier, les logiques modales. C’est donc dans cette
optique que nous les utilisons ici dans la description des logiques que nous considérons.

Un système à la Hilbert pour la logique modale classique minimale K, appelé HK, est défini
comme suit :

1. les tautologies de la logique propositionnelle classique CPL.

2. �(A ⊃ B) ⊃ (�A ⊃ �B).

3. ♦A ↔ ¬�¬A.

A ⊃ B A

B
[mp]

A

�A
[nec]

[mp] est la règle d’inférence connue sous le nom de modus ponens et [nec] est celle connue
sous le nom de nécessitation. En guise d’exemple, nous fournissons une preuve de �p⊃�(q⊃
p) :

�(p ⊃ (q ⊃ p)) ⊃ (�p ⊃ �(q ⊃ p))

p ⊃ (q ⊃ p)
[nec]

�(p ⊃ (q ⊃ p))
[mp]

�p ⊃ �(q ⊃ p)

Nous faisons remarquer qu’un système à la Hilbert équivalent à HK peut être obtenu en re-
plaçant (1) par un quelconque ensemble d’axiomes définissant CPL.

À chaque nom dans l’ensemble {T, B, 4, 5} on associe un axiome de la manière suivante :
(T ) �A ⊃ A
(B) A ⊃ �♦A
(4) �A ⊃ ��A
(5) ♦A ⊃ �♦A

Pour tout sous-ensemble Th de {T, B, 4, 5}, la logique KTh est définie par le système à la
Hilbert HKTh obtenu par l’ajout des axiomes dont les noms sont dans Th à HK [31].

La liste des logiques modales classiques que nous considérons est loin d’être exhaustive [17].
Par exemple, l’axiome de la confluence (♦�A⊃�♦A) ainsi que celui de la sérialité (�A⊃♦A)
permettent de définir d’autres logiques.
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2.1.4 Liens avec la logique classique de premier ordre

Maintenant, nous exposons brièvement des traductions simples des énoncés des précédentes
logiques dans la logique classique de premier ordre CFO. Pour plus de détails sur les liens qui
existent entres les logiques modales classiques et CFO voir [124, 17].

Le langage des logiques de premier ordre contient les opérateurs logiques ∧, ∨, ⊃, ∃ et
∀, un ensemble de variables, des symboles pour des relations n-aires pour tout n ∈ N et des
symboles pour des fonctions n-aires pour tout n ∈ N. La syntaxe des formules est donnée par
la grammaire suivante :

F = P (t1, . . . , tn) | ⊥ | F ∧ F | F ∨ F | F ⊃ F | ∃x.F | ∀x.F

où t1, . . . , tn sont des termes.

Afin de définir des traductions, on associe à chaque variable propositionnelle p un unique
symbole de prédicat (symbole de relation) unaire P (·). Soient A une formule modale et xi une
variable avec i ∈ N.
Nous définissons la formule Tr(A, xi) ayant au maximum une seule variable libre comme suit :

Tr(⊥, xi) = ⊥
Tr(p, xi) = P (xi)
Tr(B ∧ C, xi) = Tr(B, xi) ∧ Tr(C, xi)
Tr(B ∨ C, xi) = Tr(B, xi) ∨ Tr(C, xi)
Tr(B ⊃ C, xi) = Tr(B, xi) ⊃ Tr(C, xi)
Tr(♦B, xi) = ∃xi+1.R(xi, xi+1) ∧ Tr(B, xi+1)
Tr(�B, xi) = ∀xi+1.R(xi, xi+1) ⊃ Tr(B, xi+1)

où R est un symbole de prédicat binaire qui a pour rôle la représentation de la relation d’ac-
cessibilité. L’indexation des variables avec des entiers naturelles a pour but l’utilisation d’une
variable fraîche pour chaque quantificateur. Par exemple, Tr(�p ⊃ p, x0) = (∀x1.R(x0, x1) ⊃
P (x1)) ⊃ P (x0).

La fonction Tr est une traduction de la logique K dans logique classique de premier ordre.
Effectivement, une formule A est valide dans K si et seulement si Tr(A, x0) est valide dans
CFO. En ce qui concerne les autres logiques, on a pour tout Th ⊆ {T, B, 4, 5}, une formule
A est valide dans KTh si et seulement si (P1 ∧ . . . ∧ Pk) ⊃ T (A, x0) est valide dans CFO où
P1, . . . , Pk sont les propriétés associées aux axiomes dans Th. En guise d’exemple, dans K{T},
la traduction de �p ⊃ p est (∀x.R(x, x)) ⊃ ((∀x1.R(x0, x1) ⊃ P (x1)) ⊃ P (x0)).

Notons que toutes les logiques modales KTh sont des extensions conservatives du fragment
propositionnel de la logique classique CPL. Cela signifie que toutes les tautologies de CPL sont
valides dans KTh. Pour se convaincre, il suffit de constater que ces dernières sont des axiomes
de KTh dans les systèmes à la Hilbert que nous venons de décrire.

2.2 Logiques modales intuitionnistes

Avant d’aborder les logiques modales intuitionnistes, abordons quelques points essen-
tiels sur la logique intuitionniste. Cette dernière peut être considérée comme une formali-
sation caractérisant les principes de raisonnement dans les mathématiques constructives de
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Brouwer [8, 122, 123]. Une description simple de cette logique consiste à la présenter comme
la logique classique moins la loi du tiers exclu (A ∨ ¬A). Dans la logique intuitionniste, la
proposition A ∨ ¬A n’est vraie que si on a une preuve de A ou une preuve de ¬A. En effet,
dans cette logique, une proposition est vraie si elle a une preuve et fausse si elle n’en a au-
cune. Tandis que dans la logique classique, la proposition A∨¬A est toujours vraie même en
l’absence d’une preuve de A et d’une preuve de ¬A.

La logique intuitionniste trouve son application principale en informatique dans l’isomor-
phisme de Curry-Howard [82]. Ce dernier établis une correspondance entre programmes infor-
matiques dans des langages fonctionnels et preuves dans des systèmes formelles en considérant
les formules comme des types de fonctions et les preuves comme des programmes [73, 87]. Cela
place la logique intuitionniste au centre du développement de la sûreté et de la fiabilité de la
programmation fonctionnelle.

Les logiques modales intuitionnistes peuvent être vues comme le résultat de l’association
des principes du raisonnement intuitionniste aux logiques modales. Ces logique ont des ap-
plications importantes en informatique. Par exemple, dans l’expression de propriétés sur des
systèmes communiquants [120], dans la vérification formelle de l’architecture du matériel in-
formatique [48] et dans la définition de langages de programmation [37, 101, 83].

Dans cette partie, nous présentons les versions intuitionnistes des logiques modales décrites
précédemment suivant l’approche de Simpson [119]. Dans un premier temps, nous décrivons
brièvement Cette approche. Ensuite, nous rappelons la sémantique de Kripke de chaque
logique. Enfin, nous décrivons des systèmes à la Hilbert pour ces logiques.

2.2.1 Approche de Simpson

Dans son approche, Simpson définit un ensemble d’obligations que doit satisfaire toute
logique modale intuitionniste. Ces obligations sont motivées par des liens entre la logique clas-
sique et les logiques modales classiques d’un côté, et d’un autre côté par certaines propriétés
de la logique intuitionniste.

Étant donné que toutes les tautologies de CPL sont des axiomes pour les logiques modales
classiques, une première obligation consiste à exiger que toutes les formules valides dans le
fragment propositionnel de la logique intuitionniste IPL doivent être des axiomes pour toutes
les logiques modales intuitionnistes.

Une deuxième obligation est que l’ajout de la loi du tiers exclu (A ∨ ¬A) à toute version
intuitionniste d’une logique modale classique doit produire cette dernière. Cette obligation
résulte du fait que l’ajout de la loi du tiers exclu à la logique intuitionniste produit la logique
classique.

Rappelons qu’une logique (contenant a fortiori la disjonction) satisfait la propriété de
disjonction si la validité de A ∨ B implique celle de A ou celle de B. Cette propriété est
satisfaite dans la logique intuitionniste, alors qu’elle ne l’est pas dans la logique classique car,
par exemple, la formule A∨¬A est valide sans que forcément A et ¬A le soient. En fait, cette
propriété traduit le fait que pour que A ∨ B soit valide dans la logique intuitionniste, il faut
exhiber soit une preuve de A, soit une preuve de B. Ainsi, la propriété de disjonction est une
autre obligation que doivent satisfaire les logiques modales intuitionnistes.
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Dans la logique classique, il est possible de définir le quantificateur ∀ en fonction de ∃
et vice versa (∀x.A = ¬∃x.¬A et ∃x.A = ¬∀x.¬A) ce qui n’est pas le cas dans la logique
intuitionniste. Quand il n’est pas possible de définir un opérateur en fonction d’un autre, on
dira qu’ils sont indépendants. Comme nous l’avons vu dans la traduction de logiques modales
classiques dans la logique classique (voir section 2.1.4), l’opérateur ♦ coïncide avec un quan-
tificateur existentiel et � avec un quantificateur universel. Cela induit l’obligation que les
opérateurs � et ♦ doivent être indépendants dans les logiques modales intuitionnistes.

La dernière obligation de Simpson est informelle mais considérée comme la plus fonda-
mentale. Elle exige que les modalités aient une explication compréhensible en terme de raison-
nement intuitionniste suivant laquelle les logiques modales intuitionnistes sont correctes et
complètes. En fait cette obligation exprime le fait que les liens entre les logiques modales
intuitionnistes et la logique intuitionniste doivent être les même que celles entre les logiques
modales classiques et la logique classique. Par conséquent, nous pouvons dire que toutes les
autres obligations découlent de cette dernière.

La première logique portant le nom de logique modale intuitionniste est celle proposée
dans [53]. Cependant, elle ne respecte pas une des obligations de Simpson, car l’ajout de la
loi du tiers exclu ne produit pas de logique modale classique. La première logique modale
intuitionniste satisfaisant les obligations de Simpson a été introduite par Prior dans [112].
Elle correspond à la version intuitionniste de la logique S5. Plusieurs autres approches ont été
utilisées dans la définition de logiques modales intuitionnistes [110, 49, 47, 51] et les versions
intuitionnistes de chaque logique modale classique formée à partir d’une combinaison de T ,
B, 4 et 5 qui en résultent sont souvent différentes. Toutefois, presque tous les fragments privés
de ♦ de ces dernières sont les mêmes.

2.2.2 Sémantique de Kripke

Pour tout Th ⊆ {T, B, 4, 5}, nous appelons IKTh la logique modale intuitionniste corre-
spondant à la logique KTh. Nous utilisons parfois les noms IT, IB4, IS4 et IS5 pour les versions
intuitionnistes de respectivement T, K{B, 4}, S4, S5.

Définition 2.2.1. Un modèle modal intuitionniste est un quadruplet

(W, 6, {Dw}w∈W , {Rw}w∈W , {Vw}w∈W )

tel que

– W est un ensemble non vide de mondes de Kripke ;
– 6 est une relation d’ordre partiel sur W ;
– pour tout w ∈ W , Dw est un ensemble non vide de mondes modaux tel que w 6 w′

implique Dw ⊆ Dw′ ;
– pour chaque w ∈ W , Rw est une relation binaire sur Dw, appelée w-relation d’acces-

sibilité, telle que w 6 w′ implique Rw ⊆ Rw′ ;
– pour chaque w ∈ W , Vw est une fonction de Dw dans 2Prop telle que w 6 w′ implique

Vw(d) ⊆ Vw′(d).

Notons la présence de deux types de mondes dans la structure de modèle modal intuition-
niste, à savoir ceux de Kripke et ceux modaux. En ce qui concerne les mondes de Kripke, ils



38 2. Logiques modales intuitionnistes

correspondent à la base intuitionniste. Effectivement, la structure de modèle de Kripke pour
la logique intuitionniste contient également un ensemble de mondes partiellement ordonné.
Quant aux mondes modaux, ils correspondent à l’aspect modal comme dans la structure de
modèle modal classique.

De la même façon que dans le cas classique, nous associons à chaque modèle modal intu-
itionniste une relation de satisfaction.
Soient M = (W, 6, {Dw}w∈W , {Rw}w∈W , {Vw}w∈W ) un modèle modal intuitionniste, w ∈ W ,
d ∈ Dw et A une formule. La relation w, d �M A est définie par induction sur la structure de
A comme suit :

– w, d �M p si et seulement si d ∈ Vw(p) ;
– w, d �M ⊥ jamais ;
– w, d �M A ∧ B si et seulement si w, d �M A et w, d �M B ;
– w, d �M A ∨ B si et seulement si w, d �M A ou w, d �M B ;
– w, d �M A ⊃ B si et seulement si pour tout w′ > w, w′, d �M A implique w′, d �M B ;
– w, d �M �A si et seulement si pour tout w′ > w et pour tout d′ ∈ Dw′ , Rw′(d, d′)

implique w′, d′ �M A ;
– w, d �M ♦A si et seulement s’il existe d′ ∈ Dw tel que Rw(d, d′) et w, d′ �M A.

une formule A est valide dans un modèle M = (W, 6, {Dw}w∈W , {Rw}w∈W , {Vw}w∈W ) si
w, d �M A pour tout w ∈ W et pour tout d ∈ Dw.

Pour Th ⊆ {T, B, 4, 5}, un modèle (W, 6, {Dw}w∈W , {Rw}w∈W , {Vw}w∈W ) est considéré
comme faisant partie de la classe de modèles ICTh si pour tout w ∈ W , Rw satisfait les pro-
priétés associées aux éléments de Th. Une formule A est valide dans IKTh si et seulement si
A est valide dans tous les modèles de ICTh [119].

De même que dans le cas de la logique intuitionniste, la relation de satisfaction vérifie la
propriété de monotonie de Kripke :

Proposition 2.2.1 (Monotonie). Si w, d �M A et w 6 w′, alors w′, d �M A.

Démonstration. Par induction sur la structure de A. On suppose que w, d �M A et w 6 w′.
Le cas de A = ⊥ est trivial. Si A est une variable propositionnelle p, alors p ∈ Vw′(d) car
w 6 w′ implique Vw(d) ⊆ Vw′(d). Donc, on obtient w′, d �M p.
Si A = B ∧ C alors on a w, d �M B et w, d �M C. En appliquant l’hypothèse d’induction,
on a w′, d �M B et w′, d �M C (B et C sont structurellement moins complexe que B ∧ C).
Ainsi, on obtient w′, d �M B ∧ C. Le cas de A = B ∨ C est similaire.
Si A = B ⊃ C alors on a pour tout w′′ > w, w′′, d �M B ⊃ C. Par conséquent, on a w′, d �M

B ⊃ C. Le cas de A = �B est similaire.
Si A = ♦B alors il existe d′ ∈ Dw tel que Rw(d, d′) et w, d′ � B. En utilisant w′ > w, on
obtient Rw′(d, d′). Par application de l’hypothèse d’induction, on a w′, d′ �M B. Donc, on en
déduit que w′, d �M ♦B.

En ce qui concerne la propriété des modèles finis, aucune des logiques IKTh ne satisfait
cette propriété dans la sémantique de Kripke [105, 119]. Dans ce qui suit nous utilisons la
formule �¬¬p ⊃ ¬¬�p pour démontrer l’absence de cette propriété.

Proposition 2.2.2. �¬¬p ⊃ ¬¬�p est valide dans tout modèle modal intuitionniste fini.
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Démonstration. On fait une démonstration par l’absurde. Rappelons au début que ¬p =
p ⊃ ⊥. Soit M = (W, 6, {Dw}w∈W , {Rw}w∈W , {Vw}w∈W ) un contre-modèle fini (W fini) de
�¬¬p ⊃ ¬¬�p. Cela signifie qu’il existe w ∈ W et d ∈ Dw tels que w, d �M �¬¬p et
w, d 2M ¬¬�p. On définit une w-feuille comme un monde w′ supérieur à w tel qu’il n’existe
pas de w′′ ∈ W avec w′′ > w′. Soit w′ une w-feuille. Étant donné que w, d �M �¬¬p, on a
pour tout d′ ∈ Dw′ tel que Rw′(d, d′), w′, d′ �M ¬¬p. Par conséquent, pour tout d′ ∈ Dw′

tel que Rw′(d, d′), w′, d′ �M p car il n’existe pas de monde strictement supérieur à w′. Ainsi,
on a w′, d �M �p, ce qui implique que w′, d 2M ¬�p. En utilisant la monotonie de Kripke
(proposition 2.2.1), pour tout w′′ > w on a w′′, d 2M ¬�p. On en déduit que w, d �M ¬¬�p
et on obtient une contradiction.

Proposition 2.2.3. �¬¬p ⊃ ¬¬�p n’est valide dans aucune logique IKTh.

Démonstration. Il suffit de démontrer que cette formule n’est pas valide dans IS5 car une
conséquence directe de cela est que cette dernière n’est valide dans aucune autre logique IKTh.
Soit M = (N,6, {Di}i∈N, {Ri}i∈N, {Vi}i∈N) est un modéle modal intuitionniste où

– pour tout i ∈ N, Di = {d0, . . . , di} ;
– pour tout i ∈ N et pour tout d, d′ ∈ Di, on a Ri(d, d′) ;
– pour tout i ∈ N et pour tout 0 6 j < i, Vi(dj) = {p} ;
– pour tout i ∈ N, Vi(di) = ∅.

M appartient à la classe des modèles associés à IS5 car toutes les relations d’accessibilité sont
des relations d’équivalence.
Étant donné que pour tout i ∈ N et pour tout d ∈ Di, on a j, d �M p pour tout j > i. On en
déduit que pour tout i ∈ N et pour tout d ∈ Di, i, d 2 ¬p. Ainsi on a 0, d0 2 �¬¬p. De plus,
on a pour tout i ∈ N, i, di 2 p ce qui implique que pour tout i ∈ N, i, d0 2 �p. Par conséquent,
on a 0, d0 � ¬�p. Donc, on a 0, d0 2 ¬¬�p et on en déduit que 0, d0 2 �¬¬p ⊃ ¬¬�p.

Cependant, dans d’autres sémantiques certaines des logiques IKTh satisfont la propriété des
modèles finis. Dans la sémantique algébrique de IS5 proposée par Bull dans [24], la propriété
des modèles finis a été démontrée par Fischer Servi dans [50]. En ce qui concerne les logiques
IK, IT, IK{B} et IK{T, B}, la propriété des modèles finis dans la sémantique bi-relationnelle
a été démontrée par Simpson dans [119].

Comme les logiques IK, IT, IK{B}, IK{T, B} et IS5 satisfont la propriété des modèles finis,
elles sont toutes décidables. Quant aux autres logiques, le problème de décidabilité ainsi que
celui de la propriété des modèles finis restent des questions ouvertes.

Notons que les logiques modales intuitionnistes présentées ici se traduisent dans la logique
intuitionniste du premier ordre IFO de la même manière que celles classiques dans CFO (voir
section 2.1.4). Par exemple, une formule A est valide dans IK si et seulement si Tr(A, x0) est
valide dans IFO [119].

2.2.3 Systèmes à la Hilbert

Un système à la Hilbert pour la logique IK, appelé HIK, est défini de la manière suivante :
– Les théorèmes du fragment propositionnel de la logique intuitionniste IPL.
– �(A ⊃ B) ⊃ (�A ⊃ �B).
– �(A ⊃ B) ⊃ (♦A ⊃♦B).
– ♦⊥⊃⊥.
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– ♦(A ∨ B) ⊃ (♦A ∨ ♦B).
– (♦A ⊃ �B) ⊃ �(A ⊃ B).

A ⊃ B A

B
[mp]

A

�A
[nec]

Ce système a été proposé par Plotkin et Stirling dans [107]. Un autre système équivalent a été
proposé par Fischer Servi dans [52].

Pour tout Th ⊆ {T, B, 4, 5}, un système à la Hilbert pour la logique IKTh, appelé HIKTh,
est obtenu par l’ajout à HIK des axiomes correspondant aux éléments de Th parmi les suiv-
ants [119] :

(T ) (�A ⊃ A) ∧ (A ⊃♦A).
(B) (♦�A ⊃ A) ∧ (A ⊃ �♦A).
(4) (�A ⊃ ��A) ∧ (♦♦A ⊃♦A).
(5) (♦�A ⊃ �A) ∧ (♦A ⊃ �♦A).

Les axiomes T , B, 4 et 5 dans le cas intuitionniste ont la même forme, voire les mêmes,
que ceux dans le cas classique. En guise d’exemple, considérons l’axiome T dans le cas clas-
sique �A ⊃ A. Cette axiome implique que la formule �¬A ⊃ ¬A est valide. Comme on a
�A ↔ ¬♦¬A et ¬¬A ↔ A, on obtient ¬♦A⊃¬A, ce qui n’est que la contraposée de A⊃♦A.
Cependant, l’ajout de A ⊃ ♦A à l’axiome T dans le cas intuitionniste est la conséquence de
l’indépendance des deux opérateurs � et ♦.

Précisons que plusieurs des systèmes à la Hilbert que nous venons de décrire correspondent
aux deux logiques IB4 et IS5 :

– IS5 = IK{T, 5}, IK{T, B, 4}, IK{T, B, 5}, IK{T, 4, 5}, IK{T, B, 4, 5}
– IB4 = IK{B, 4}, IK{B, 5}, IK{B, 4, 5}

2.3 Théorie de la preuve et logiques modales intuitionnistes

Dans cette section, nous exposons brièvement les travaux existants en matière de déduction
naturelle et de calcul des séquents dans les logiques modales décrites précédemment. Cela est
dans l’optique de situer nos travaux et leurs contributions.

2.3.1 Déduction naturelle et logiques modales

Des systèmes de déduction naturelle pour les logiques S4 et S5 ainsi que pour des versions
intuitionnistes de ces dernières ont été proposés par Prawitz dans [110]. Ils sont obtenus par
l’extension de ceux des logiques IPL et CPL avec des règles d’introduction et d’élimination
pour les opérateurs � et ♦. Notons que les logiques modales intuitionnistes de Prawitz ne
sont autres que les logiques résultant du remplacement des règles de CPL par celles de IPL

dans les systèmes de S4 et S5. En réalité, aucune interprétation en matière de raisonnement
intuitionniste n’a été fournie pour ces logiques. Par comparaison avec les logiques IS4 et IS5,
elles se rejoignent uniquement sur les fragments privés de ♦. Une autre formulation de la
déduction naturelle améliorant le système de Prawitz pour sa version intuitionniste de S4 a
été proposée par Bierman et De Paiva dans [12, 13]. De même, une formulation similaire a été
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utilisée pour améliorer le système de S4 dans [35].

Bull et Segerberg notent la difficulté d’étendre l’approche de Prawitz aux autres logiques
modales dans [27]. Cette difficulté est mise en exergue dans le cas de la logique K dans [9].
Ainsi, d’autres approches plus adaptées aux logiques modales ont émergé. Nous pouvons citer
l’approche qui correspond à la déduction naturelle dans le style de Fitch [54]. Cette dernière
a permis de proposer des systèmes pour plusieurs logiques modales classiques [55, 118, 56].
À la différence du style de Gentzen où les preuves sont sous forme d’arbres, ces dernières
sont linéaires dans le style de Fitch. Dans le cas propositionnel, la déduction naturelle dans
ce style est fondée sur la notion de preuve subordonnée qui correspond à une preuve qui fait
partie d’une autre preuve. Autrement dit, une preuve dans le style de Fitch correspond à
une imbrication de preuves. Par exemple, en vue de prouver une formule A ⊃ B, on initie
une preuve subordonnée dans le but de prouver B à partir de l’hypothèse A. Après que ce
but soit atteint, on ajoute A ⊃ B à la preuve d’origine. L’extension à des logiques modales
a été faite par l’ajout d’une nouvelle construction appelée preuve subordonnée stricte afin de
traiter l’opérateur �. D’un point de vue sémantique, une preuve (subordonnée (stricte)) vise
à prouver la vérité d’une formule dans un monde donné w et ses preuves subordonnées strictes
sont des preuves de formules dans des mondes arbitraires accessibles à partir de w. En fait, la
relation d’accessibilité est intégrée implicitement par l’imbrication des preuves subordonnées
strictes. Dans le même esprit, une autre approche intègre explicitement la relation d’accessi-
bilité soit à travers des préfixes (des entiers naturels) associés aux formules [11, 96, 97], soit
par des expressions de la forme R(l, l′) où l et l′ sont des labels représentant des mondes [119].

Dans l’état de nos connaissances actuelles, de toutes les approches que nous venons de
citer, l’intégration explicite de la relation d’accessibilité est la seule qui a permis de définir des
systèmes de déduction naturelle pour toutes les logiques modales intuitionnistes décrites dans
ce chapitre, cela dans les travaux de Simpson [119]. Effectivement, les autres approches n’ont
permis de fournir que des systèmes pour les fragments privés de ♦ de quelques unes de ces
logiques. En fait, même si certains de ces systèmes contiennent des règles pour ♦, les logiques
qui en résultent sont souvent différentes de celles que nous considérons. En réalité, comme le
précise Simpson, les principaux problèmes de la déduction naturelle dans les logiques modales
intuitionnistes résident dans le traitement de l’opérateur ♦.

2.3.2 Calcul des séquents et logiques modales

Considérons tout d’abord les logiques modales classiques. Il existe des calculs des séquents
standard pour de nombreuses ces logiques (voir l’étude de Wansing [126]). Toutefois, comme
le note Wansing, il n’existe pas de présentation uniforme connue des logiques modales les plus
importantes via des calculs des séquents standard. L’uniformité correspond à la facilité de
passer d’une logique à une autre par ajout, suppression ou modification de quelques règles.
Ajoutons à cela l’absence de calculs standard pour certaines logiques satisfaisant les propriétés
généralement exigées dans tout calcul. Ce dernier point est reflété par la difficulté de fournir
un calcul standard satisfaisant la propriété de l’élimination de la coupure pour la logique S5.
Une des solutions les plus significatives est celle présentée par Braüner [19] qui repose sur
la traduction de S5 dans le fragment monadique de la logique classique. Bien que le calcul
de Braüner satisfait l’élimination de la coupure ainsi que la propriété de la sous-formule, il
présente un problème car toutes les règles ne sont pas locales. Rappelons qu’une règle est lo-
cale si son application peut être décidée localement en considérant uniquement ses prémisses
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et sa conclusion. Nous pouvons également citer la solution de Shvarts [117] qui consiste à
traduire S5 dans la logique K{4, 5} qui possède un calcul standard satisfaisant l’élimination
de la coupure. Cette solution n’offre pas réellement un calcul pour S5.

Face aux problèmes que nous venons de citer, il y a eu l’apparition d’une approche fondée
sur l’ajout d’informations sémantiques aux règles d’inférence (par exemple, Mints [100], Ne-
gri [102]). Comme dans le cas de la déduction naturelle, l’idée repose sur l’intégration explicite
de la sémantique de Kripke à travers des labels dans le calcul. En conséquence de l’utilisation
de labels, ce type de calculs ne vérifie pas, entre autres, la propriété de la sous-formule.

Un calcul simple sans labels pour S5 satisfaisant la propriété de l’élimination de la coupure
a été proposé par Avron dans [4]. Son approche est fondée sur l’utilisation la structure multi-
contextuelle d’hyperséquent. Rappelons que cette structure n’est autre qu’un multi-ensemble
de séquents appelés composantes. Intuitivement, chaque composante représente un monde sé-
mantique. Il est à noter que des améliorations ont été apportées à ce calcul dans [115, 108].

L’approche qui nous intéresse tout particulièrement est similaire à celle d’Avron. Elle est
fondée sur l’utilisation d’une structure multi-contextuelle généralisant celle d’hyperséquent.
Elle a été introduite par Brünnler [22] comme un compromis entre le calcul de structures [77]
et l’approche standard de Gentzen. Le lien avec le calcul de structures vient du fait que la
structure utilisée, appelée séquent profond (deep sequent), est arborescente. Cette approche a
permis de proposer des calculs avec une présentation uniforme pour plusieurs logiques modales
classiques, y compris S5, ayant de bonnes propriétés comme l’élimination de la coupure et la
propriété de la sous-formule.

Notons l’existence d’une approche similaire à celle d’Avron et Brünnler appelée display
calculus [10, 125]. Néanmoins, puisqu’elle est formulée via le langage de la logique temporelle
(tense logic), cette approche utilise des entités syntaxiques étrangères aux logiques modales
que nous considérons. À cet effet, l’approche des séquents profonds est plus appropriée.

Abordons maintenant le cas des logiques modales intuitionnistes. En ce qui concerne l’u-
tilisation du formalisme de calcul des séquents dans le cas intuitionniste, les travaux sont peu
nombreux. Parmi les premiers calculs standards, nous citons ceux de Ono pour, essentielle-
ment, des versions intuitionnistes de S4 et S5 [104]. Cependant, ces calculs ne considèrent que
les fragments privés de l’opérateur ♦. En outre, son calcul pour IS5 ne satisfait pas la propriété
de l’élimination de la coupure. D’autres calculs standards ont été proposés dans [41, 34, 13, 9].
En réalité, les problèmes liés à l’approche standard rencontrés dans le cas classique se trouvent
accentués dans le cas intuitionniste. Par exemple, il n’existe pas de calcul standard satisfaisant
l’élimination de la coupure pour IS5 même pour son fragment privé de ♦.

Quant à l’approche qui repose sur l’internalisation explicite de la sémantique de Kripke,
Simpson propose, de même que dans le cas de la déduction naturelle, des calculs pour une
large famille de logiques modales intuitionnistes, y compris toutes celles que nous avons décrites
dans ce chapitre [119]. Une simplification dans le cas du fragment privé de ♦ de IS5 est fournie
dans [101].

Notons que l’approche d’Avron et Brünnler, avant nos travaux, n’a pas été appliquée aux
logiques modales intuitionnistes. Toutefois dans des travaux récents, l’approche similaire de
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display calculus citée précédemment a été utilisée dans la définition d’un calcul pour la logique
IK [76]. En dépit du fait que ce calcul ne se limite pas au langage des logiques modales, il n’est
qu’un effet de bord d’un calcul pour une logique temporelle bi-intuitionniste.

2.4 Notre approche et nos contributions

Nos travaux s’articulent essentiellement autour de l’utilisation de structures multi-contextu
elles. Dans ce cadre, nous proposons différents systèmes de déduction naturelle et calculs des
séquents en démontrant qu’ils vérifient les bonnes propriétés habituellement exigées : normal-
isation, élimination de la coupure, sous-formule, etc. Une des idées directrices repose sur la
non utilisation des labels dans la construction de preuves.

Nous venons de voir que l’approche fondée sur les séquents profonds a permis de fournir
des calculs des séquents, avec une présentation uniforme et sans labels, pour de nombreuses
logiques modales classiques. Dans un sens, certaines de nos contributions peuvent être vues
comme l’extension de cette approche à la déduction naturelle d’un coté, et au cas intuition-
niste de l’autre. En effet, nous définissons des systèmes de déduction naturelle fondés sur une
nouvelle structure multi-contextuelle arborescente, appelée A-séquent, pour de nombreuses
logiques modales intuitionnistes et classiques en démontrant qu’ils vérifient la normalisation.
Nous définissons également des calculs des séquents fondée sur les A-séquents pour toutes
les logiques modales intuitionnistes que nous considérons. En utilisant certains de ces calculs,
nous proposons des procédures de décision simples.

La structure de A-séquent diffère de celle de séquent profond sur deux aspects. Première-
ment, on retrouve dans la structure de A-séquent, comme dans le cas de celle de séquent, la
dichotomie hypothèses/conclusions. Alors qu’une telle distinction n’est pas faite entre les for-
mules des séquents profonds. Deuxièmement, dans la définition de la formule correspondante
de notre structure, nous combinons les deux opérateurs modaux � et ♦. En fait, l’absence
de l’interdéfinissabilité de ♦ et � dans les logiques modales intuitionnistes (cas classique :
♦A = ¬�¬A, �A = ¬♦¬A) rend essentiel l’utilisation d’une structure ayant une formule
correspondante définie avec ces deux opérateurs.

Notre calcul des séquents pour la logique IS5 fondé sur les A-séquents ne nous a pas permis
de démontrer la décidabilité. En vue de traiter plus simplement cette logique et en particulier
de démontrer sa décidabilité, nous introduisons une nouvelle structure multi-contextuelle, ap-
pelée MC-séquent. Cette dernière peut être considérée comme un cas particulier de celle de
A-séquent car elle correspond tout simplement à un aplatissement de cette dernière. Dans ce
cadre, nous définissons un système de déduction naturelle ainsi qu’un calcul des séquents pour
IS5 que nous utilisons pour proposer une procédure de décisions pour cette logique.

Comme nous l’avons précisé avant, l’intégration explicite de la sémantique au calcul pose
problème de part l’introduction d’entités syntaxiques étrangères au langage. La question que
l’on peut se poser est : que se passerait-il lorsque l’on intègre de telles entités au langage ? En
fait, cela reviendrait à introduire de nouveaux types de logiques plus expressives comme les
logiques hybrides. Ces dernières ont été introduites dans le but d’exprimer la relativité de la
vérité à un monde dans un modèle [16, 2]. Elles sont obtenue par l’ajout aux logiques modales
d’un nouveau type de symboles appelés nominaux, et un nouvel opérateur, appelé opérateur de
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satisfaction. Ce dernier permet de faire des sauts entres les mondes nommés par les nominaux.

Dans nos travaux, nous nous sommes intéressés à la première version intuitionniste de
logique hybride IHL définie par Braüner et De Paiva [21]. Elle a été obtenue par une extension
syntaxique de la logique modale intuitionniste IK avec les nominaux et l’opérateur de satis-
faction. Lors de son introduction, Braüner et De Paiva ont fourni un système de déduction
naturelle proche de celui de Simpson pour IK. Dans la suite de ce résultat, nous définissons
un calcul des séquents pour IHL grâce auquel nous proposons la première démonstration de
décidabilité pour cette logique.

La force des logiques hybrides réside dans la simplicité de leurs systèmes de preuve et
aussi dans leur pouvoir d’expression par rapport aux logiques modales. Néanmoins, cela doit
pas nous amener à considérer ces logiques comme des substituts aux logiques modales, mais
juste comme un cadre logique plus expressif. En effet, même s’il est assez aisé de proposer
des systèmes de preuve simples pour les logiques hybrides, la satisfaction de la propriété de la
sous-formule est un problème très complexe. En guise d’illustration, notre calcul des séquents
pour IK satisfait la propriété de la sous-formule, ce qui nous a permis de proposer une procé-
dure de décision simple. Tandis que notre calcul pour IHL, en dépit du fait qu’il est plus simple
dans sa présentation, il ne satisfait pas cette propriété. En conséquence, proposer une procé-
dure de décision fondée sur ce calcul devient une tâche ardue. Cependant, nous pensons que
les logiques hybrides peuvent jouer le rôle de compromis quand l’intégration de la sémantique
au calcul parait inéluctable, car dans ce cas les labels ne sont pas seulement utilisés pour
construire des preuves, mais ils enrichissent également le pouvoir d’expressivité.

Conclusion

Nous avons décrit dans ce chapitre plusieurs logiques modales fondées sur deux différents
cadres de raisonnement, à savoir classique et intuitionniste. Ces logiques ont été décrites d’un
point de vue sémantique via la sémantique de Kripke, mais également d’un point de vue syn-
taxique via les systèmes à la Hilbert. En ce qui concerne la sémantique de Kripke, elle rend
bien compte des principes de raisonnement que capture chacune des logiques que nous consid-
érons. Quand au formalisme de système à la Hilbert, il nous a permis de décrire ces logiques
d’une manière syntaxique simple. En outre, nous avons présenté la situation de nos travaux
dans la théorie de la preuve en matière de déduction naturelle et de calcul des séquents et
leurs apports vis-à-vis des travaux existants.

Dans les quatre chapitres qui vont suivre, nous présenterons nos systèmes de déduction
naturelle ainsi que nos calcul des séquents pour principalement les logiques modales intuition-
nistes formées à partir des combinaisons de T , B, 4 et 5. Dans un premier temps, nous décrirons
nos systèmes de déduction naturelle pour ces logiques en se concentrant particulièrement sur
la propriété de normalisation et ses conséquences. Des systèmes similaires sont proposés dans
le cas de logiques modales classiques. Dans un deuxième temps, nous dérivons de nos sys-
tèmes pour les logiques modales intuitionnistes que nous considérons des calculs des séquents
en nous attachant à présenter des variantes dans l’optique d’apporter des améliorations en
matière d’automatisation de la construction de preuves. Dans un troisième temps, nous con-
sidérerons le cas particulier de la logique IS5 qui possède des caractéristiques permettant de la
traiter plus simplement que les autres logiques. Enfin, nous étudierons la logique hybride in-
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tuitionniste IHL et nous proposerons un calcul des séquents permettant de fournir la première
démonstration de décidabilité pour cette logique.
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Chapitre 3

Déduction naturelle et logiques

modales intuitionnistes

Introduction

Dans ce chapitre, nous nous focalisons sur l’étude de la théorie de la preuve dans principale-
ment les logiques modales intuitionnistes formées à partir des combinaisons des axiomes T , B,
4 et 5 via le formalisme de déduction naturelle. Notre objectif consiste à définir des systèmes
sans labels satisfaisant les propriétés habituellement exigées (normalisation, sous-formule, etc).
Il existe plusieurs systèmes dans le cas classique [110, 55, 118, 56], mais ils sont rares dans
le cas intuitionniste à cause de la difficulté de gérer la modalité ♦ [119]. Autant que nous
sachions, l’unique approche qui a permis de définir des systèmes pour toutes les logiques que
nous considérons est celle suivie par Simpson [119]. Elle est fondée sur l’utilisation de labels
intégrant explicitement certaines informations sémantiques, comme la relation d’accessibilité,
aux systèmes. Elle a permis de définir des systèmes simples du point de vue de la présentation
pour une large famille de logiques modales intuitionnistes, mais ils ne vérifient pas certaines
propriétés importantes, comme celle de la sous-formule, ce à cause de l’utilisation d’entités
syntaxiques étrangères au langage.

Des travaux fondés sur une structure multi-contextuelle et arborescente, appelée séquent
profond (deep sequent), ont fourni des calculs des séquents sans labels pour plusieurs logiques
modales classiques ayant de bonnes propriétés comme l’élimination de la coupure et la pro-
priété de la sous-formule[22, 23]. Cela peut être vu comme une généralisation de l’approche
d’Avron fondée sur la structure d’hyperséquent dans le cas de S5 [4]. Cependant, les struc-
tures de séquent profond et d’hyperséquent ne sont pas adaptées au formalisme de déduction
naturelle ainsi qu’aux logiques modales intuitionnistes. Nous résolvons ce problème ici en intro-
duisant une nouvelle structure multi-contextuelle plus appropriée qui nous permet de définir
des systèmes de déduction naturelle pour toutes les logiques modales intuitionnistes et clas-
siques formées à partir des combinaisons de T , B, 4 et 5 en démontrant qu’ils satisfont et la
normalisation, et la propriété de la sous-formule dans le cas intuitionniste.

Dans un premier temps, nous introduisons notre structure multi-contextuelle, appelée A-
séquent (A pour arbre), qui est arborescente comme celle de séquent profond (pour plus de
détails sur les structures arborescentes, voir par exemple [26, 84, 22, 23, 109]). Cela dit, les
A-séquents possèdent certaines spécificités qui les différencient des séquents profonds. En ef-
fet, dans la structure de séquent profond, il n’y a pas de formule jouant le rôle d’hypothèses
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et d’autres formules celui de conclusion comme dans le cas des séquents standard et des
A-séquents. De plus, dans la définition des formules correspondantes des séquents profonds,
l’unique opérateur modal utilisé est �, alors que dans la structure de A-séquent, les deux
opérateurs modaux ♦ et � sont utilisés.

Dans un deuxième temps, nous mettons en œuvre la structure de A-séquent pour définir un
système de déduction naturelle pour la logique IK. Nous commençons par démontrer la correc-
tion et la complétude. Ensuite, nous démontrons la propriété de normalisation. Les techniques
utilisées dans la démonstration de la normalisation peuvent être vues comme une adaptation
aux A-séquents de celles utilisées par Prawitz [110].

Dans un troisième temps, nous définissons des systèmes de déduction naturelle pour les
logiques modales intuitionnistes formées à partir de toutes les combinaisons de T , B, 4 et
5. Chacun de ces systèmes est obtenu soit par l’ajout de règles modales à celui de IK, soit
par le remplacement de deux règles modales dans ce dernier. Nous démontrons ensuite la
normalisation pour tous ces systèmes. Puis, nous étudions la structure des preuves en forme
normale, ce qui nous amène à démontrer des propriétés comme celles de la sous-formule et de
la séparation.

Enfin, nous définissons aussi des systèmes de déduction naturelle pour les logiques modales
classiques formées à partir des combinaisons de T , B, 4 et 5 en changeant uniquement la règle
associée à ⊥ dans nos systèmes pour les logiques modales intuitionnistes.

3.1 Structure de A-séquent

Dans cette section, nous introduisons notre nouvelle structure, appelée A-séquent.

Définition 3.1.1 (A-environnement). Un A-environnement est une structure définie par in-
duction comme suit :

– Si A1, . . . , An est un multi-ensemble de formules, alors A1, . . . , An est un A-environne-
ment.

– Si A1, . . . , An est un multi-ensemble de formules et Γ1, . . . ,Γl est un multi-ensemble de
A-environnements, alors A1, . . . , An, 〈Γ1〉, . . . , 〈Γl〉 est un A-environnement.

Où le symbole virgule dans les A-environnements est commutatif et associatif.

Nous appelons formule marquée toute expression de la forme A⊢ où A est une formule.

Définition 3.1.2 (A-séquent). Un A-séquent est une structure définie par induction comme
suit :

– Si Γ est un A-environnement, alors Γ, A⊢ est un A-séquent.
– Si S est un A-séquent et Γ un A-environnement, alors Γ, 〈S〉 est un A-séquent.

Où le symbole virgule est commutatif et associatif.

Un A-séquent peut être considéré comme un A-environnement contenant une et une seule
occurrence de formule marquée que nous appelons conclusion.

Il est possible de représenter graphiquement sous forme d’arbre les A-environnements et
les A-séquents de la manière suivante :

A1, . . . , An

Arbre(Γ1) Arbre(Γ2) Arbre(Γl)Arbre(Γl−1)
. . .
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où Arbre(Γ1), . . . , Arbre(Γk) sont les arbres correspondant respectivement à Γ1, . . . ,Γk. Nous
notons que nous ne ferons pas toujours la distinction entre les A-séquents ainsi que les A-
environnements et les arbres qui leurs sont associés. Ainsi, quand nous parlerons de racine, de
feuille, de profondeur ou de sous-arbre d’un A-séquent ou d’un A-environnement, nous nous
référerons à l’arbre qui lui est associé.
À titre d’exemple, nous donnons l’arbre représentant le A-séquent A, B, 〈C, 〈D〉〉, 〈E, F⊢〉 :

A, B

C

D

E, F⊢

Définition 3.1.3 (n-situation). Une n-situation, avec n > 0, est un A-environnement ou un
A-séquent contenant exactement n occurrences du symbole {}, appelé trou.

Nous notons par Γ

n fois
︷ ︸︸ ︷

{} · · · {} les n-situations en considérant implicitement qu’il existe une bi-
jection qui associe à chaque occurrence du symbole {} suivant cette notation, une occurrence
de {} dans la n-situation. La structure Γ{∆1} · · · {∆n} est obtenue par la substitution du trou
associé à la i-ème occurrence de {} dans Γ{} · · · {} par ∆i, pour tout i ∈ [1, n]. Ainsi, tout
A-séquent est de la forme Γ{C⊢} où Γ{} est une 1-situation qui ne contient pas de formule
marquée.

Dans ce qui suit, nous appelons le A-environnement de Γ{C⊢} le A-environnement Γ{∅}.
En général, les trous sont substitués par des A-environnements, des A-séquents ou des n-
situations. Considérons, par exemple, le A-séquent �(A ⊃ B),♦A, 〈A, B⊢〉. Ce dernier corre-
spond à Γ{B⊢} tel que Γ{} = �(A ⊃ B),♦A, 〈A, {}〉.

La structure de A-séquent est considérée comme une structure multi-contextuelle dans le
sens où la valeur de vérité d’un A-séquent peut changer en fonction de la position de sa conclu-
sion dans l’arbre représentant son A-environnement. Autrement dit, chaque nœud du A-envi-
ronnement est considéré comme un contexte.

Définition 3.1.4 (Profondeur). La profondeur d’une 1-situation Γ{}, notée prof(Γ{}), est
définie de la manière suivante :

– prof(Γ, {}) = 0 ;
– prof(Γ, 〈∆{}〉) = 1 + prof(∆{}).

Définition 3.1.5 (Relation sp). La relation unaire sp sur les A-séquents est définie par sp(S)
si et seulement si la profondeur de l’arbre correspondant à S est strictement supérieure à 0.

Définition 3.1.6 (Degré d’imbrication). Le degré d’imbrication d’un A-séquent S est défini
par nest(S) = max{nest(A) | A formule dans S} où max signifie le maximum.

Rappelons que la notion de degré d’imbrication sur les formules est définie au chapitre 2.

En vue de définir les formules correspondantes des A-séquents, nous définissons par in-
duction la fonction F qui associe à tout A-environnement une formule :

– F(∅) = ⊤ ;
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– F(A1, . . . , Ak, 〈Γ1〉, . . . , 〈Γl〉) = A1 ∧ . . . ∧ Ak ∧ ♦(F(Γ1)) ∧ . . . ∧ ♦(F(Γk)).

L’extension de F aux A-séquents se fait en fonction de leurs formes de la manière suivante :
– F(Γ, A⊢) = F(Γ) ⊃ A (Γ est un A-environnement) ;
– F(Γ, 〈S〉) = F(Γ) ⊃ �(F(S)) (Γ est un A-environnement et S un A-séquent).

Par exemple, F(�(A ⊃ B),♦A, 〈A, B⊢〉) = (�(A ⊃ B) ∧ (♦A)) ⊃ �(A ⊃ B).

La validité d’un A-séquent S dans une logique modale L est définie par la validité
de sa formule correspondante F(S) dans L.

3.2 Un système de déduction naturelle pour IK (DNIK)

Dans cette partie, nous proposons un système de déduction naturelle, appelé DNIK, pour
la logique IK en utilisant la structure de A-séquent. Ce système est décrit en figure 3.1.

Γ{A, A⊢}
[id]

Γ{⊥⊢}{∅}

Γ{∅}{A⊢}
[⊥]

Γ{A⊢} Γ{B⊢}

Γ{A ∧ B⊢}
[∧I ]

Γ{A ∧ B⊢}

Γ{A⊢}
[∧1

E ]
Γ{A ∧ B⊢}

Γ{B⊢}
[∧2

E ]

Γ{A⊢}

Γ{A ∨ B⊢}
[∨1

I ]
Γ{B⊢}

Γ{A ∨ B⊢}
[∨2

I ]

Γ{A ∨ B⊢}{∅} Γ{A}{C⊢} Γ{B}{C⊢}

Γ{∅}{C⊢}
[∨E ]

Γ{A, B⊢}

Γ{A ⊃ B⊢}
[⊃I ]

Γ{A ⊃ B⊢} Γ{A⊢}

Γ{B⊢}
[⊃E ]

Γ{〈∆, A⊢〉}

Γ{〈∆〉,♦A⊢}
[♦I ]

Γ{♦A⊢}{∅} Γ{〈A〉}{C⊢}

Γ{∅}{C⊢}
[♦E ]

Γ{〈A⊢〉}

Γ{�A⊢}
[�I ]

Γ{〈∆〉,�A⊢}

Γ{〈∆, A⊢〉}
[�E ]

Fig. 3.1 – Système de déduction naturelle DNIK

Un des premiers constats que l’on peut faire est que les règles du système DNIK sont toutes
de la forme suivante :

Γ{∆1
1} · · · {∆

1
k} · · · Γ{∆l

1} · · · {∆
l
k}

[R]
Γ{∆1} · · · {∆k}
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Cette forme traduit le fait que dans une règle, chaque prémisse est obtenue par la modification
de certains sous-arbres de la conclusion.

Commentons maintenant les règles de DNIK. Concernant les règles associées aux opérateurs
intuitionnistes habituels, elles sont similaires à celles du système DNIPL décrit au chapitre 1
excepté la prise en compte de la présence de plusieurs contextes. Par exemple, la règle [⊥]
exprime le fait que si les hypothèses de la prémisse implique l’absurde, alors elles impliquent
n’importe quelle formule dans n’importe quel contexte. Cette idée est capturée par l’utilisa-
tion d’une 2-situation.

Concentrons-nous maintenant sur les règles associées aux opérateurs modaux. On dit qu’un
contexte C′ est accessible à partir d’un contexte C dans un A-séquent S si C′ est le fils de C
dans le A-environnement de S. Dans ce cadre, la règle [�I ] internalise le fait que si une formule
A est vraie dans un contexte vide accessible à partir d’un contexte C, alors la formule �A est
vraie dans le contexte C. Quant à la règle [�E ], elle internalise le fait que si une formule �A est
vraie dans un contexte C′ à partir duquel un contexte C est accessible, alors la formule A est
vraie dans C. La règle [♦I ] internalise le fait que si une formule A est vraie dans un contexte C′

accessible à partir d’un contexte C, alors la formule ♦A est vraie dans C. Enfin, la règle [♦E ]
est similaire à une règle de coupure. Cela est le résultat du fait que si la formule ♦A est vraie
dans un contexte C, alors on ne peut pas nécessairement savoir dans quel contexte, accessible
à partir de C, la formule A est vraie. Ainsi, l’élimination de ♦A passe par l’utilisation d’un
contexte contenant uniquement A, ce qui correspond à la formule ♦A.

Dans une application d’une règle d’élimination, nous appelons prémisse majeure la
prémisse contenant l’opérateur éliminé. En outre, les autres prémisses sont appelées prémisses
mineures. Autrement dit, dans le cas d’une applications de [∨E ] ou de [♦E ], la prémisse ma-
jeure est celle à gauche. Quant au cas des autres règles, vu qu’elles ne possèdent qu’une unique
prémisse, la prémisse majeure d’une application d’une de ces règles est tout simplement sa
prémisse et il n’y a pas de prémisse mineure.

Nous avons vu au chapitre 1 que si on a une preuve D dans DNIPL pour un séquent Γ⊢A,
une preuve de Γ, Γ′ ⊢ A est obtenue tout simplement par l’ajout de Γ′ à tous les séquents
composant D. En fait, cela reflète l’admissibilité de la règle structurelle d’affaiblissement dans
le système DNIPL. Étendons maintenant cette idée à notre système DNIK. Notons que la règle
d’affaiblissement dans ce cas correspond à :

Γ{C⊢}{∅}

Γ{C⊢}{A}
[W ]

Nous définissons la relation d’affaiblissement, notée →w, sur les A-séquents par Γ{C⊢}{∅} →w

Γ{C⊢}{Σ} où Σ est un A-environnement. Sa clôture réflexive et transitive est notée →∗
w.

Soient S et S ′ deux A-séquents tels que S →w S ′ et D une preuve de S dans DNIK. Nous
définissons la preuve D[S ′]w de S ′ par induction sur la structure de D de la manière suivante :

D[S ′]w =







D1[Γ{∆
1
1} · · · {∆

1
k}{Σ}]w

Γ{∆1
1} · · · {∆

1
k}{Σ} · · ·

Dl[Γ{∆
l
1} · · · {∆

l
k}{Σ}]w

Γ{∆l
1} · · · {∆

l
k}{Σ}

[R]
Γ{∆0

1} · · · {∆
0
k}{Σ}
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où S ′ = Γ{∆0
1} · · · {∆

0
k}{Σ} et

D =







D1

Γ{∆1
1} · · · {∆

1
k}{∅} · · ·

Dl

Γ{∆l
1} · · · {∆

l
k}{∅}

[R]
Γ{∆0

1} · · · {∆
0
k}{∅}

Nous étendons maintenant cette définition à la relation →∗
w. Soient S et S ′ deux A-séquents

tels que S →n
w S ′ et D une preuve de S dans DNIK. La preuve D[S ′]w de S ′ est définie par

induction sur la valeur de n comme suit :
– si n = 0 alors D[S ′]w = D ;
– sinon, on a S →w S ′′ →n−1

w S ′ et D[S ′]w = (D[S ′′]w)[S ′]w.

En guise d’exemple, considérons la preuve suivante :

D =







[id]
�(A ⊃ B),�A, 〈∅〉, �(A ⊃ B)⊢

[�E ]
�(A ⊃ B),�A, 〈A ⊃ B⊢〉

[id]
�(A ⊃ B),�A, 〈∅〉, �A⊢

[�E ]
�(A ⊃ B),�A, 〈A⊢〉

[⊃E ]
�(A ⊃ B),�A, 〈B⊢〉

Dans ce cas, la preuve D[C, �(A ⊃ B),�A, 〈D, B⊢〉]w est égale à :

[id]
C, �(A ⊃ B),�A, 〈D〉,�(A ⊃ B)⊢

[�E ]
C,�(A ⊃ B),�A, 〈D, A ⊃ B⊢〉

[id]
C, �(A ⊃ B),�A, 〈D〉,�A⊢

[�E ]
C,�(A ⊃ B),�A, 〈D, A⊢〉

[⊃E ]
C,�(A ⊃ B),�A, 〈D, B⊢〉

Nous nous intéressons également à une autre règle structurelle relative à l’utilisation de
structures multi-contextuelles, appelée règle de fusion :

Γ{〈∆〉, 〈∆′〉}

Γ{〈∆, ∆′〉}
[M ]

Comme dans le cas de l’affaiblissement, nous définissons la relation de fusion, notée →m, par
Γ{〈∆1〉, 〈∆2〉} →m Γ{〈∆1, ∆2〉} et nous notons →∗

m sa clôture réflexive et transitive.

Soient S et S ′ deux A-séquents tels que S →m S ′ et D une preuve de S dans DNIK. D’une
manière similaire à la définition de D[S ′]w, nous définissons la preuve D[S ′]m par induction
sur la structure de D. Si D est égale à :

D1

Γ{∆1
1} · · · {∆

1
k}{〈Σ

1
1〉, 〈Σ

1
2〉} · · ·

Dl

Γ{∆l
1} · · · {∆

l
k}{〈Σ

l
1〉, 〈Σ

l
2〉}

[R]
Γ{∆0

1} · · · {∆
0
k}{〈Σ

0
1〉, 〈Σ

0
2〉}

et S ′ = Γ{∆0
1} · · · {∆

0
k}{〈Σ

0
1, Σ

0
2〉}, alors la preuve D[S ′]m est égale à :

D1[Γ{∆
1
1} · · · {∆

1
k}{〈Σ

1
1, Σ

1
2〉}]m

Γ{∆1
1} · · · {∆

1
k}{〈Σ

1
1, Σ

1
2〉} · · ·

Dl[Γ{∆
l
1} · · · {∆

l
k}{〈Σ

l
1, Σ

l
2〉}]m

Γ{∆l
1} · · · {∆

l
k}{〈Σ

l
1, Σ

l
2〉}

[R]
Γ{∆0

1} · · · {∆
0
k}{〈Σ

0
1, Σ

0
2〉}
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L’extension de cette définition à la relation →∗
m est faite de la même manière que dans le cas

de →∗
w.

Par exemple, considérons la preuve suivante :

D =







[id]
〈A, A⊢〉, 〈B〉

[♦I ]
〈A〉, 〈B〉,♦A⊢

[id]
〈A〉, 〈B, B⊢〉

[♦I ]
〈A〉, 〈B〉,♦B⊢

[∧I ]
〈A〉, 〈B〉,♦A ∧ ♦B⊢

Dans ce cas, la preuve D[〈A, B〉,♦A ∧ ♦B⊢]m est égale à :

[id]
〈A, B, A⊢〉

[♦I ]
〈A, B〉,♦A⊢

[id]
〈A, B, B⊢〉

[♦I ]
〈A, B〉,♦B⊢

[∧I ]
〈A, B〉,♦A ∧ ♦B⊢

Nous démontrons maintenant certaines propositions qui nous aiderons à démontrer la
complétude de DNIK.

Proposition 3.2.1. Γ{A ⊃ B⊢} a une preuve dans DNIK ssi Γ{A, B⊢} en a aussi une.

Démonstration. Partant de la règle [⊃I ], si Γ{A, B⊢} a une preuve dans DNIK alors Γ{A⊃B⊢}
en a aussi une.
Supposons maintenant que Γ{A⊃B⊢} a une preuve dans DNIK. En utilisant Γ{A⊃B⊢} →w

Γ{A, A ⊃ B⊢}, le A-séquent Γ{A, A ⊃ B⊢} a également une preuve dans DNIK. En utilisant
une preuve quelconque D de Γ{A, A⊃B⊢}, une preuve de Γ{A, B⊢} est obtenue de la manière
suivante :

D
Γ{A, A ⊃ B⊢}

[id]
Γ{A, A⊢}

[⊃E ]
Γ{A, B⊢}

Proposition 3.2.2. Γ{�A⊢} a une preuve dans DNIK ssi Γ{〈A⊢〉} en a aussi une.

Démonstration. En utilisant la règle [�I ], on a si Γ{〈A⊢〉} a une preuve, alors Γ{�A⊢} en a
aussi une.
Supposons maintenant que Γ{�A⊢} a une preuve dans DNIK. Le A-séquent Γ{〈∅〉, �A⊢} a
une preuve dans DNIK car Γ{〈A⊢〉} →w Γ{〈∅〉, �A⊢}. À partir d’une preuve quelconque D de
Γ{〈∅〉, �A⊢} une preuve de Γ{〈A⊢〉} est obtenue de la manière suivante :

D
Γ{〈∅〉, �A⊢}

[�E ]
Γ{〈A⊢〉}

Proposition 3.2.3. Si Γ{A ∧ B}{C⊢} a une preuve dans DNIK alors Γ{A, B}{C⊢} en a
aussi une.



54 3. Déduction naturelle et logiques modales intuitionnistes

Démonstration. Par induction sur la structure de la preuves de Γ{A∧B}{C⊢}. Nous dévelop-
pons ici uniquement le cas où Γ{A∧B}{C⊢} est une instances de [id]. On distingue deux cas
possible.
Cas 1 : il existe une 2-situation Γ′{}{} telle que Γ{A ∧ B}{C⊢} = Γ′{A ∧ B}{C, C⊢}. Dans
ce cas, il est facile de voir que Γ{A, B}{C⊢} est également une instance de [id].
Cas 2 : la formule C est égale à A ∧ B et Γ{A ∧ B}{C⊢} = Γ{A ∧ B, A ∧ B⊢}{∅}. Dans ce
cas une preuve de Γ{A, B, A ∧ B⊢}{∅} est donnée par :

[id]
Γ{A, B, A⊢}{∅}

[id]
Γ{A, B, B⊢}{∅}

[∧I ]
Γ{∆, A, B, A ∧ B⊢}{∅}

La démonstration dans les autres cas est tout simplement obtenue par application de l’hy-
pothèse d’induction aux prémisses de la dernière règle appliquée dans la preuve de Γ{A ∧
B}{C⊢}.

Proposition 3.2.4. si Γ{♦A}{C⊢} a une preuve dans DNIK alors Γ{〈A〉}{C⊢} en a aussi
une.

Démonstration. Par induction sur la structure de la preuve de Γ{♦A}{C⊢}.

3.2.1 Correction de DNIK

Dans cette section, nous démontrons la correction du système DNIK en utilisant la sé-
mantique de IK. L’approche est la même que celle décrite au chapitre 1 pour démontrer la
correction du système DNIPL : démontrer que pour chaque règle, si sa conclusion a un contre-
modèle, alors au moins une de ses prémisses a aussi un contre-modèle. Cela revient à démontrer
que pour chaque règle, si ses prémisses sont valides alors sa conclusion l’est aussi (contraposée).

Dans un premier temps, nous introduisons les deux notions de prédécesseurs et de (w, k)-
chaîne que nous utilisons pour exprimer d’une manière simple qu’un A-séquent a un contre-
modèle. Ensuite, nous démontrons quelques propositions qui nous permettrons de simplifier
la démonstration de la correction.

Définition 3.2.1 (Prédécesseurs). Soit Γ{} une 1-situation. La valeur de predi(Γ{}), avec
i ∈ [0, prof(Γ{})], est définie par induction sur la valeur de i de la manière suivante :

– pred0(Γ{}) = ∆ où ∆, {} est un sous-arbre de Γ{}. Puisque Γ{} ne contient qu’une
seule occurrence de {}, ce sous-arbre est unique.

– Pour prof(Γ{}) > 0 et 0 6 j < prof(Γ{}), predj+1(Γ{}) = predj(Γ′{}) où Γ{} =
Γ′{〈∆, {}〉}.

La notion de prédécesseurs peut être décrite avec le schéma suivant :

Γ{} = ∆n , 〈 ∆n−1 , 〈 · · · 〈∆1 , 〈∆0 , {}〉〉 · · · 〉〉

predn(Γ{}) predn−1(Γ{}) pred1(Γ{}) pred0(Γ{})

Définition 3.2.2. Soient M = (W, 6, {Dw}w∈W , {Rw}w∈W , {Vw}w∈W ) un modèle modal in-
tuitionniste et w un élément de W . Une (w, k)-chaîne dans M est une séquence de la forme
d0 → d1 → · · · → dk, telle que pour tout m ∈ [0, k − 1], on a Rw(dm, dm+1).
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Rappelons que la définition de modèle modal intuitionniste est fournie au chapitre 2.
Soient M = (W, 6, {Dw}w∈W , {Rw}w∈W , {Vw}w∈W ) un modèle de Kripke, w ∈ W , Γ{} une
1-situation et c = d1 → · · · → dk une (w, k)-chaîne dans M avec k = prof(Γ{}). Nous
écrivons w, c � Γ{} si pour tout i ∈ [0, k], w, di � F(predk−i(Γ{})).

Proposition 3.2.5. Soient M = (W, 6, {Dw}w∈W , {Rw}w∈W , {Vw}w∈W ) un modèle modal
intuitionniste, w ∈ W , d ∈ Dw, Γ{} une 1-situation ne contenant pas de formule marquée et
c une (w, k)-chaîne avec k = prof(Γ{}). Si w, c � Γ{} et w 6 w′, alors w′, c � Γ{}.

Démonstration. Par induction sur la valeur de k (dans le cas k = 0, on utilise la monotonie
de Kripke donnée dans la proposition 2.2.1).

Les trois propositions suivantes ont pour objectif de capturer des propriétés qui seront
utilisées dans la démonstration de la correction.

Proposition 3.2.6. Soient M = (W, 6, {Dw}w∈W , {Rw}w∈W , {Vw}w∈W ) un modèle modal
intuitionniste, w ∈ W , d ∈ Dw, Γ{} une 1-situation ne contenant pas de formule marquée.
w, d � F(Γ{∅}) ssi (⇔) il existe une (w, k)-chaîne c = d → d1 → · · · → dk telle que
k = prof(Γ{}) et w, c � Γ{}.

Démonstration. Partie (⇒). Par induction sur la valeur de k. Si k = 0 alors c = d et il existe
un A-environnement ∆ tel que Γ = ∆, {}. Puisque l’on a w, d � F(∆) (Γ{∅} = ∆), on déduit
que w, c � Γ{}. Maintenant, on suppose que k = n + 1 avec n > 0, ce qui implique qu’il existe
une 1-situation Γ′{} et un A-environnement ∆ tels que Γ = ∆, 〈Γ′{}〉 et prof(Γ′{}) = n.
Étant donné que w, d � F(Γ{∅}), il existe d′ ∈ Dw tel que Rw(d, d′) et w, d′ � F(Γ′{∅}). En
utilisant l’hypothèse d’induction, il existe une (w, n)-chaîne c = d′ → d′1 → · · · → d′n telle
que w, c � Γ′{}. Par conséquent, la (w, n + 1)-chaîne c′ = d → d′ → d′1 → · · · → d′n vérifie la
propriété w, c′ � ∆, 〈Γ′{}〉, ce qui correspond à w, c′ � Γ{}.
La partie (⇐) est également démontrée par une simple induction sur la valeur de k en utilisant
la définition de F(Γ{∅}).

Proposition 3.2.7. Soient M = (W, 6, {Dw}w∈W , {Rw}w∈W , {Vw}w∈W ) un modèle modal
intuitionniste, Γ{C⊢} un A-séquent, w ∈ W et c = d0 → d1 → · · · → dk une (w, k)-chaîne
dans M avec k = prof(Γ{}). Si w, c � Γ{} et w, dk 2 C, alors w, d0 2 F(Γ{C⊢}).

Démonstration. Par induction sur la valeur de k. Si k = 0 alors on a c = d0 et il existe un
A-environnement ∆ tel que Γ{C⊢} = ∆, C⊢. En utilisant w, c � Γ{} et w, dk 2 C, on a w, d0 �
F(∆) et w, d0 2 C. Donc, w, d0 2 F(Γ{C⊢}). On suppose maintenant que k = n + 1 avec
n > 0. Cela implique qu’il existe une 1-situation Γ′{} et A-environnement ∆ tels que Γ{C⊢} =
∆, 〈Γ′{C⊢}〉 et prof(Γ′{}) = n. En se servant de w, c � Γ{} et Γ{C⊢} = ∆, 〈Γ′{C⊢}〉, on
obtient w, c′ � Γ′{} et w, d0 � ∆ avec c′ = d1 → · · · → dn+1 (une (w, n)-chaîne). En
utilisant l’hypothèse d’induction, on a w, d1 2 F(Γ′{C⊢}). Étant donné que w, d0 � ∆, on
obtient w, d0 2 F(∆) ⊃ �(F(Γ′{C⊢})). Comme F(Γ{C⊢}) = F(∆) ⊃ �(F(Γ′{C⊢})), on a
w, d0 2 F(Γ{C⊢}).

Proposition 3.2.8. Soient M = (W, 6, {Dw}w∈W , {Rw}w∈W , {Vw}w∈W ) un modèle modal
intuitionniste, w ∈ W , d0 ∈ Dw et Γ{C⊢} un A-séquent. Si w, d0 2 F(Γ{C⊢}) alors il existe
w′ ∈ W et une (w′, k)-chaîne c = d0 → d1 → · · · → dk tels que w 6 w′, k = prof(Γ{}),
w′, c � Γ{} et w′, dk 2 C.
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Démonstration. Par induction sur la valeur de k. Si k = 0 alors il existe un A-environnement
∆ tel que Γ{C⊢} = ∆, C⊢. Ainsi, on a w, d0 � F(∆) et w, d0 2 C. Par conséquent, on a
w, c � Γ{} et w, d0 2 C avec c = d0. On suppose maintenant que k = n + 1 avec n > 0, ce qui
implique qu’il existe Γ′{} et ∆ tels que Γ{C⊢} = ∆, 〈Γ′{C⊢}〉 et prof(Γ′{}) = n. En utilisant
w, d0 2 F(∆, 〈Γ′{C⊢}〉) et la monotonie de Kripke (proposition 2.2.1), il existe w1 ∈ W et
d1 ∈ Dw1

tels que w 6 w1, Rw1
(d0, d1), w1, d0 � F(∆) et w1, d1 2 F(Γ′{C⊢}). En utilisant

l’hypothèse d’induction, il existe w′ ∈ W et une (w′, n)-chaîne c′ = d1 → · · · → dn+1 tels que
w1 6 w′, w′, c′ � Γ′{} et w′, dn+1 2 C. Ensuite, en se servant de w1, d0 � F(∆) et la monotonie
de Kripke, on obtient w′, d0 � F(∆). Par conséquent, on a w′, c � Γ{} et w′, dn+1 2 C avec
c = d0 → d1 → · · · → dn+1.

Théorème 3.2.1 (Correction). Si un A-séquent a une preuve dans DNIK alors il est valide
dans IK.

Démonstration. Nous ne développons que les cas de quelques règles. Les autres cas sont sim-
ilaires ou plus simples.

Cas [⊥]. On suppose que Γ{∅}{A⊢} n’est pas valide dans IK. En utilisant la proposition 3.2.8, il
existe un modèle de Kripke M, w ∈ W et une (w, k)-chaîne c = d0 → d1 → · · · → dk tels que
k = prof(Γ{∅}{}) et w, c � Γ{∅}{}. En utilisant la proposition 3.2.6, on a w, d0 � F(Γ{∅}{∅}).
En se servant de la même proposition, on sait qu’il existe c′ = d0 → d′1 → · · · → d′l tel que
l = prof(Γ{}{∅}) et w, c′ � Γ{}{∅}. En utilisant la proposition 3.2.7 et w, d′l 2 ⊥, on obtient
w, d0 2 F(Γ{⊥⊢}{∅}).

Cas [♦I ]. On suppose que Γ{〈∆〉,♦A⊢} n’est pas valide dans IK. En utilisant la proposi-
tion 3.2.8, il existe un modèle M, w ∈ W et une (w, k)-chaîne c = d0 → d1 → · · · → dk tels
que k = prof(Γ{〈∆〉, {}}), w, c � Γ{〈∆〉, {}} et w, dk 2 ♦A. En utilisant w, c � Γ{〈∆〉, {}}
et w, dk 2 ♦A, il existe dk+1 ∈ Dw tel que Rw(dk, dk+1), w, dk+1 � F(∆) et w, dk+1 2 A.
Cela permet d’obtenir w, c′ � Γ{〈∆, {}〉} et w, dk+1 2 A où c′ est la (w, k + 1)-chaîne
définie par c′ = d0 → d1 → · · · → dk → dk+1. La proposition 3.2.7 permet de conclure
que w, d0 2 F(Γ{〈∆, A⊢〉}).

Cas [♦E ]. On suppose que Γ{∅}{C⊢} n’est pas valide dans IK. Donc, il existe un modèle
M, w ∈ W et une (w, k)-chaîne c = d0 → d1 → · · · → dk tels que k = prof(Γ{∅}{}),
w, c � Γ{∅}{} et w, dk 2 C (proposition 3.2.8). Si w, c 2 Γ{♦A}{}, alors M est un contre-
modèle de Γ{♦A⊢}{∅}. Sinon, on a w, c � Γ{♦A}{}, ce qui implique que w, c � Γ{〈A〉}{}.
Étant donné que w, dk 2 C, on déduit que w, d0 2 F(Γ{〈A〉}{C⊢}) (proposition 3.2.7).

Cas [�I ]. On suppose que Γ{�A⊢} n’est pas valide dans IK. Donc, il existe un modèle M,
w ∈ W et une (w, k)-chaîne c = d0 → d1 → · · · → dk tels que k = prof(Γ{}), w, c � Γ{}
et w, dk 2 �A (proposition 3.2.8). En utilisant w, dk 2 �A, il existe w′ ∈ W et dk+1 ∈ Dw

tels que w 6 w′, Rw′(dk, dk+1) et w′, dk+1 2 A. Soit c′ la (w′, k + 1)-chaîne définie par
c′ = d0 → d1 → · · · → dk → dk+1. En utilisant la proposition 3.2.5 et w, c � Γ{}, on a
w′, c′ � Γ{〈{}〉}. Cela permet de déduire que w, d0 2 F(Γ{〈A⊢〉}) car w′, dk+1 2 A (proposi-
tion 3.2.7).

Cas [�E ]. On suppose que Γ{〈∆, A⊢〉} n’est pas valide dans IK. Donc il existe un modèle
M, w ∈ W et une (w, k + 1)-chaîne c = d0 → d1 → · · · → dk+1 tels que k = prof(Γ{}),
w, c � Γ{〈∆, {}〉} et w, dk+1 2 A (proposition 3.2.8). On a w, dk+1 2 A implique w, dk 2 �A.
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En outre, w, c � Γ{〈∆, {}〉} implique w, c′ � Γ{〈∆〉, {}} avec c′ = d0 → d1 → · · · → dk. Par
conséquent, on a w, d0 2 F(Γ{〈∆〉,�A⊢}) (proposition 3.2.7).

3.2.2 Complétude de DNIK

Dans cette partie, nous démontrons la complétude du système DNIK en considérant la
validité dans IK à travers son système à la Hilbert décrit au chapitre 2. Dans un premier
temps, nous démontrons que les axiomes sont prouvables dans DNIK. Ensuite, nous démon-
trons que la règle de modus ponens ainsi que celle de nécessitation sont admissibles dans DNIK.

Nous pouvons aisément voir que les règles du système DNIPL sont des cas particuliers
de certaines règles de DNIK. Il s’ensuit que les règles de DNIPL sont admissibles dans DNIK,
ce qui permet d’obtenir la proposition suivante :

Proposition 3.2.9. Si A est un théorème de IPL alors le A-séquent A⊢ a une preuve dans
DNIK.

Considérons, par exemple, la preuve du théorème A ⊃ (B ⊃ (A ∧ B)) dans DNIPL :

[id]
A, B ⊢ A

[id]
A, B ⊢ B

[∧I ]
A, B ⊢ A ∧ B

[⊃I ]
A ⊢ B ⊃ (A ∧ B)

[⊃I ]
⊢A ⊃ (B ⊃ (A ∧ B))

Cette preuve peut être traduite dans DNIK de la manière suivante :

[id]
A, B, A⊢

[id]
A, B, B⊢

[∧I ]
A, B, A ∧ B⊢

[⊃I ]
A, B ⊃ (A ∧ B)⊢

[⊃I ]
A ⊃ (B ⊃ (A ∧ B))⊢

Proposition 3.2.10. Les A-séquents suivants ont des preuves dans DNIK :

1. �(A ⊃ B) ⊃ (�A ⊃ �B)⊢

2. �(A ⊃ B) ⊃ (♦A ⊃♦B)⊢

3. ♦⊥⊃⊥⊢

4. ♦(A ∨ B) ⊃ (♦A ∨ ♦B)⊢

5. (♦A ⊃ �B) ⊃ �(A ⊃ B)⊢

Démonstration.
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1. (�(A ⊃ B) ⊃ (�A ⊃ �B))⊢ :

[id]
�(A ⊃ B),�A, 〈∅〉, �(A ⊃ B)⊢

[�E ]
�(A ⊃ B),�A, 〈A ⊃ B⊢〉

[id]
�(A ⊃ B),�A, 〈∅〉, �A⊢

[�E ]
�(A ⊃ B),�A, 〈A⊢〉

[⊃E ]
�(A ⊃ B),�A, 〈B⊢〉

[�I ]
�(A ⊃ B),�A, �B⊢

[⊃I ]
�(A ⊃ B),�A ⊃ �B⊢

[⊃I ]
�(A ⊃ B) ⊃ (�A ⊃ �B)⊢

2. �(A ⊃ B) ⊃ (♦A ⊃♦B)⊢ :

[id]
�(A ⊃ B),♦A,♦A⊢ D

[♦E ]
�(A ⊃ B),♦A,♦B⊢

[⊃I ]
�(A ⊃ B),♦A ⊃♦B⊢

[⊃I ]
�(A ⊃ B) ⊃ (♦A ⊃♦B)⊢

avec

D =







[id]
�(A ⊃ B),♦A, 〈A〉,�(A ⊃ B)⊢

[�E ]
�(A ⊃ B),♦A, 〈A, A ⊃ B⊢〉

[id]
�(A ⊃ B),♦A, 〈A, A⊢〉

[⊃E ]
�(A ⊃ B),♦A, 〈A, B⊢〉

[♦I ]
�(A ⊃ B),♦A, 〈A〉,♦B⊢

3. ♦⊥⊃⊥⊢ :

[id]
♦⊥,♦⊥⊢

[id]
♦⊥, 〈⊥,⊥⊢〉

[⊥]
♦⊥, 〈⊥〉,⊥⊢

[♦E ]
♦⊥,⊥⊢

[⊃I ]
♦⊥⊃⊥⊢

4. ♦(A ∨ B) ⊃ (♦A ∨ ♦B)⊢ :

[id]
♦(A ∨ B),♦(A ∨ B)⊢

[id]
♦(A ∨ B), 〈A ∨ B, A ∨ B⊢〉 D1 D2

[∨E ]
♦(A ∨ B), 〈A ∨ B〉,♦A ∨ ♦B⊢

[♦E ]
♦(A ∨ B),♦A ∨ ♦B⊢

[⊃I ]
♦(A ∨ B) ⊃ (♦A ∨ ♦B)⊢

avec
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D1 =







[id]
♦(A ∨ B), 〈A ∨ B, A, A⊢〉

[♦I ]
♦(A ∨ B), 〈A ∨ B, A〉,♦A⊢

[∨1
I ]

♦(A ∨ B), 〈A ∨ B, A〉,♦A ∨ ♦B⊢

D2 =







[id]
♦(A ∨ B), 〈A ∨ B, B, B⊢〉

[♦I ]
♦(A ∨ B), 〈A ∨ B, B〉,♦B⊢

[∨2
I ]

♦(A ∨ B), 〈A ∨ B, B〉,♦A ∨ ♦B⊢

5. (♦A ⊃ �B) ⊃ �(A ⊃ B)⊢ :

[id]
♦A ⊃ �B, 〈A〉,♦A ⊃ �B⊢

[id]
♦A ⊃ �B, 〈A, A⊢〉

[♦I ]
♦A ⊃ �B, 〈A〉,♦A⊢

[⊃E ]
♦A ⊃ �B, 〈A〉,�B⊢

[�E ]
♦A ⊃ �B, 〈A, B⊢〉

[⊃I ]
♦A ⊃ �B⊢, 〈, A ⊃ B⊢〉

[�I ]
♦A ⊃ �B,�(A ⊃ B)⊢

[⊃I ]
(♦A ⊃ �B) ⊃ �(A ⊃ B)⊢

La règle de modus ponens est admissible dans DNIK, car elle n’est autre qu’un cas partic-
ulier de la règle [⊃E ]. Dans la proposition suivante nous démontrons l’admissibilité de la règle
de nécessitation.

Proposition 3.2.11. Si A⊢ a une preuve dans DNIK alors �A⊢ en a aussi une.

Démonstration. Soient S un A-séquent valide dans IK et D une preuve de S dans DNIK. Par
induction sur la structure de D, on peut démontrer que le A-séquent 〈S〉 a aussi une preuve
dans DNIK. En étendant une preuve quelconque de 〈A⊢〉 par une application de la règle [�I ],
on obtient une preuve pour �A⊢.

Théorème 3.2.2. Si A est une formule valide dans IK alors le A-séquent A⊢ a une preuve
dans DNIK.

Démonstration. On considère la validité dans IK à travers son axiomatisation décrite au
chapitre 2. La démonstration est par induction sur la structure de la preuve de A dans cette
dernière.
En utilisant les propositions 3.2.9 et 3.2.10, si A est un axiome alors A⊢ a une preuve dans
DNIK. Sinon, on considère les deux cas de la dernière règle appliquée, à savoir [mp] et [nec].

Si cette règle est [mp] : A ⊃ B A

B
, alors en utilisant l’hypothèse d’induction, les deux

A-séquents A⊃B⊢ et A⊢ ont des preuves dans DNIK. Ensuite, en appliquant la règle [⊃E ] avec
comme prémisses A ⊃ B⊢ et A⊢, on obtient une preuve de B⊢ dans DNIK. Sinon, la dernière

règle appliquée est [nec] : A

�A
. En utilisant l’hypothèse d’induction, le A-séquent A⊢ a une
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preuve dans DNIK. L’utilisation de la proposition 3.2.11 permet de déduire que �A⊢ a une
preuve dans DNIK.

Théorème 3.2.3 (Complétude). Si un A-séquent est valide dans IK alors il a une preuve
dans DNIK.

Démonstration. Soit S une A-séquent valide dans IK. Alors sa formule correspondante F(S)
est également valide dans IK. En utilisant le théorème 3.2.2, on sait que le A-séquent F(S)⊢

a une preuve dans DNIK. L’utilisation des propositions 3.2.1, 3.2.2, 3.2.3 et 3.2.4 permet de
déduire que S a aussi une preuve dans DNIK.

3.2.3 Normalisation de DNIK

Après avoir démontré la correction et la complétude, nous étudions maintenant la normal-
isation dans le système DNIK. Dans un premier temps, nous définissons des outils qui nous
permettrons de présenter les étapes de la normalisation d’une façon claire et compacte. En-
suite, nous décrivons le procédure de normalisation en fournissant les règles qui la composent.
Enfin, nous démontrons le théorème de normalisation, à savoir que toute preuve peut être
réécrite en une preuve en forme normale.

Nous savons que le A-environnement d’un A-séquent peut contenir plusieurs occurrences
d’une même formule. Dans la procédure de normalisation, il est important de différencier ces
occurrences. Afin de parvenir à cela, nous indexons toute occurrence de formule dans les A-
environnements par une variable de sorte que si x : A et y : B sont deux différentes occurrences
dans un A-environnement, alors x 6= y. Nous notons V ar(S) l’ensemble des variables indexant
les formules de S.

Pointons maintenant certains problèmes posés par cette indexation. Soient S = A⊃A⊢ et
S ′ = x : B, A ⊃ A⊢ deux A-séquents et D la preuve suivante de S :

[id]
x : A, A⊢

[⊃I ]
A ⊃ A⊢

La preuve D[S ′]w de S ′ est :
[id]

x : B, x : A, A⊢

[⊃I ]
x : B, A ⊃ A⊢

Nous remarquons que D[S ′]w contient un A-séquent avec un A-environnement contenant deux
occurrences de formules différentes indexées par la même variable x. Pour éviter ce problème,
nous associons une fonction de renommage à l’affaiblissement.

Soient S et S ′ deux A-séquents tels que S →∗
w S ′ et D une preuve de S. Nous notons D[S ′]r

toute preuve de S obtenue à partir de D en renommant toutes les variables qui sont dans
V ar(S ′)\V ar(S) par des variables fraîches en respectant la contrainte qui consiste à ne pas
renommer deux variables différentes avec une même variable. Ensuite, nous définissons D[S ′]rw

comme toute preuve correspondant à (D[S ′]r)[S
′]w. Illustrons cette solution sur le précédent

exemple :
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D =







[id]
x : A, A⊢

[⊃I ]
A ⊃ A⊢

D[S ′]r =







[id]
y : A, A⊢

[⊃I ]
A ⊃ A⊢

D[S ′]rw =







[id]
x : B, y : A, A⊢

[⊃I ]
x : B, A ⊃ A⊢

Soient S = Γ{∆}{C⊢} un A-séquent et D une preuve de S. Nous notons D − {∆} l’arbre
obtenu à partir de D par la suppression de ∆ de tous les A-séquents de D. Cet arbre est
une preuve de Γ{∅}{C⊢} uniquement dans le cas où ses feuilles sont toutes étiquetées par des
instances de [id].

Soient D et D′ deux preuves de respectivement S = Γ{x : A}{C⊢} et S ′ = Γ{A⊢}{∅}.
Nous pouvons voir que toute feuille de D est étiquetée par un A-séquent qui est soit de la
forme Γ′{x : A, A⊢} telle que Γ{A⊢}{∅} →w Γ′{A⊢}, soit de la forme Γ′{x : A}{y : D, D⊢}.
Nous notons D[D′/x] l’arbre construit comme suit :

(i) remplacer toute feuille étiquetée par un A-séquent de la forme Γ′{x : A, A⊢} par
D′[Γ′{A⊢}]rw ;

(ii) supprimer x : A de tous les A-séquents de l’arbre résultant.

Nous pouvons aisément démontrer que D[D′/x] est une preuve de Γ{∅}{C⊢}. Cela vient prin-
cipalement du fait que les instances de [id] de la forme Γ′{x : A}{y : C, C⊢} restent des
axiomes même après la suppression de x : A.

Dans ce qui suit, nous utilisons le terme règles de déchargement pour parler des règles
[⊃I ], [∨E ] et [♦E ]. En fait, il n’y a pas de déchargement d’hypothèses tel que nous le con-
naissons dans les systèmes standard de déduction naturelle car les prémisses et les conclusions
de nos règles ne sont pas de simples formules. Cependant, les règles [⊃I ], [∨E ] et [♦E ] inter-
nalisent des déchargements d’hypothèses. Effectivement, cela se traduit par le fait que dans
chacune de ces règles, il y a des formules apparaissant dans les A-environnements de certaines
prémisses mais pas dans celui de la conclusion. Ce que nous déchargeons, dans le cas de notre
système, ce sont des A-séquents étiquetant des feuilles. En réalité, nous considérons que chaque
application de [⊃I ], [∨E ] et [♦E ] décharge les A-séquents qui sont à l’origine de l’introduction
des formules apparaissant dans les A-environnements de certaines de ses prémisses mais pas
dans celui de sa conclusion.

Définition 3.2.3. Soient D une preuve dans IK, f une feuille de D, S le A-séquent étiquetant
f et α une application d’une règle de déchargement dans D. On dit que S est déchargé par
α si S n’est pas déchargé par une autre règle appliquée avant α, f et la conclusion de α sont
dans une même branche et une des propriétés suivantes est satisfaite :

1. α est une application de [⊃I ] et il existe deux 1-situations Γ{} et Γ′{}, deux formules A
et B, et une variable x telles que S = Γ′{x : A, A⊢}, Γ{x : A, B⊢} est la prémisse de α
et Γ{A ⊃ B⊢} est la conclusion de α.

2. α est une application de [∨E ] et il existe une 2-situation Γ{}{}, une 1-situations Γ′{},
trois formules A, B et C, et une variable x telles que S = Γ′{x : A, A⊢}, Γ{F⊢}{∅} est
la prémisse majeure de α avec F égale à A ∨ B ou B ∨ A et Γ{x : A}{C⊢} est une des
deux prémisses mineures de α (cette prémisse appartient forcément à la même branche
que f).

3. α est une application de [♦E ] et il existe une 2-situation Γ{}{}, une 1-situations Γ′{},
deux formules A et C, et une variable x telles que S = Γ′{x : A, A⊢}, Γ{♦A⊢}{∅} est la
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prémisse majeure de α et Γ{〈x : A〉}{C⊢} est la prémisse mineure de α (cette prémisse
appartient forcément à la même branche que f).

Illustrons cette définition par un exemple. Soit D la preuve suivante :

[id]
x : �(A ⊃ B), y : ♦A,♦A⊢

[id]
x : �(A ⊃ B), y : ♦A, 〈z : A〉, �(A ⊃ B)⊢

[�E ]
x : �(A ⊃ B), y : ♦A, 〈z : A, A ⊃ B⊢〉

[id]
x : �(A ⊃ B), y : ♦A, 〈z : A, A⊢〉

[⊃E ]
x : �(A ⊃ B), y : ♦A, 〈z : A, B⊢〉

[♦I ]
x : �(A ⊃ B), y : ♦A, 〈z : A〉,♦B⊢

[♦E ]
x : �(A ⊃ B), y : ♦A,♦B⊢

[⊃I ]
x : �(A ⊃ B),♦A ⊃♦B⊢

[⊃I ]
�(A ⊃ B) ⊃ (♦A ⊃♦B)⊢

Dans cette preuve, le A-séquent x : �(A ⊃ B), y : ♦A,♦A⊢ est déchargé par la première
application de [⊃I ]. Quant au A-séquent x : �(A ⊃ B), y : ♦A, 〈z : A〉,�(A ⊃ B)⊢, il est
déchargé par la deuxième application de [⊃I ]. L’application de [♦E ] décharge le A-séquent
x : �(A ⊃ B), y : ♦A, 〈z : A, A⊢〉.

Rappelons qu’un détour dans une preuve correspond une application d’une règle intro-
duisant un opérateur suivie immédiatement par une application de règle éliminant ce dernier.
En outre, le but principal de la normalisation est l’élimination de tous les détours dans une
preuve.

En vue de démontrer la propriété de normalisation pour le système DNIK, nous suiv-
ons une approche similaire à celle de Prawitz [110] (voir également [121]). Dans un premier
temps, nous introduisons la notion de segment qui correspond à une adaptation de la notion
de Prawitz portant le même nom. Ensuite, nous définissons la notion de coupure qui est un
cas particulier de celle de segment. En fait, les détours sont des cas particuliers de coupures
et la normalisation consiste à éliminer toutes les coupures d’une preuve. Après avoir introduit
la notion de segment ainsi que celle de coupure, nous présentons les règles de notre procédure
de normalisation. Enfin, nous démontrons le théorème de normalisation.

Définition 3.2.4 (Segment). Un segment de longueur n dans une preuve D dans DNIK est
une séquence Γ1{A

⊢}, . . . ,Γn{A
⊢} d’occurrences consécutives de A-séquents dans D telle que

– pour n > 1 et n > i, Γi{A
⊢} est une prémisse mineure d’une application de [∨E ] ou de

[♦E ] dans D ayant comme conclusion Γi+1{A
⊢},

– Γ1{A⊢} n’est pas la conclusion d’une application de [∨E ] ou de [♦E ],
– Γn{A

⊢} n’est pas une prémisse mineure d’une application de [∨E ] ou de [♦E ].

Il est important de noter que les A-séquents d’un segment ont tous la même conclusion.
Nous appelons cette dernière la conclusion du segment et nous la notons C(σ) où σ est le
segment en question. On dit qu’un segment est une prémisse (resp. la conclusion) d’une ap-
plication de règle si son dernier élément (resp. premier élément) est une prémisse (resp. la
conclusion) de cette application. De plus, on dit qu’un segment σ est une sous-formule d’un
segment σ′ si C(σ) est une sous-formule de C(σ′).

Un segment est une coupure si Γn{A
⊢} est la prémisse majeure d’une application d’une
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règle d’élimination, et soit n > 1, soit n = 1 et Γ1{A
⊢} est la conclusion d’une application

d’une règle d’introduction ou de la règle [⊥]. Le rang d’une coupure σ, noté cr(σ), est défini
par la valeur de la complexité de sa conclusion | C(σ) |. En outre, le rang d’une preuve D,
noté cr(D), est le maximum des rangs des coupures de D (0 si D ne contient aucune coupure).
Une coupure critique dans une preuve D est une coupure dont le rang est égal à celui de
D. Une preuve est dite en forme normale si elle ne contient aucune coupure.

Nous présentons maintenant les règles qui seront utilisées pour démontrer la normalisation.
Dans un premier temps, nous décrivons les règles de réduction. Ces dernières servent à élim-
iner les coupures de longueur égale à 1 (détours). Ensuite, nous décrivons les règles de permu-
tation qui servent à diminuer les longueurs des coupures ayant des longueurs supérieures à 1.
Enfin, nous décrivons les règles de simplification qui ne sont pas nécessaires pour démontrer
la normalisation, toutefois, elles permettent d’éliminer certaines applications de règles inutiles.

Les règles de réduction sont :

– ∧-réduction :

D1

Γ{A⊢
1}

D2

Γ{A⊢
2}

[∧I ]
Γ{A1 ∧ A⊢

2}
[∧i

E ]
Γ{A⊢

i }

;

Di

Γ{A⊢
i }

pour i ∈ {1, 2}.

– ∨-réduction :

D
Γ{A⊢

i }{∅}
[∨i

I ]
Γ{A1 ∨ A⊢

2}{∅}
D1

Γ{x : A1}{C
⊢}

D2

Γ{x : A2}{C
⊢}

[∨E ]
Γ{∅}{C⊢}

;

Di[x/D]
Γ{∅}{C⊢}

pour i ∈ {1, 2}.

– ⊃-réduction :

D1

Γ{x : A, B⊢}
[⊃I ]

Γ{A ⊃ B⊢}
D2

Γ{A⊢}
[⊃E ]

Γ{B⊢}

;

D1[x/D2]
Γ{B⊢}

– �-réduction :
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D
Γ{〈∆〉, 〈A⊢〉}

[�I ]
Γ{〈∆〉,�A⊢}

[�E ]
Γ{〈∆, A⊢〉}

;

D[Γ{〈∆, A⊢〉}]m
Γ{〈∆, A⊢〉}

– ♦-réduction :

D1

Γ{〈∆, A⊢〉}{∅}
[♦I ]

Γ{〈∆〉,♦A⊢}{∅}
D2

Γ{〈∆〉, 〈x : A〉}{C⊢}
[♦E ]

Γ{〈∆〉}{C⊢}

;

D′
2[x/D1]

Γ{〈∆〉}{C⊢}

où D′
2 = D[Γ{〈∆, x : A〉}{C⊢}]m.

Les règles de permutation sont :

– ∨-permutation :
D

Γ{A ∨ B⊢}{∅}{∅}
D1

Γ{x : A}{C⊢}{∅}
D2

Γ{y : B}{C⊢}{∅}
[∨E ]

Γ{∅}{C⊢}{∅} D′

[RE ]
Γ{∅}{∅}{D⊢} ;

D
Γ{A ∨ B⊢}{∅}{∅}

D1

Γ{x′ : A}{C⊢}{∅} D′
1

[RE ]
Γ{x′ : A}{∅}{D⊢}

D2

Γ{y′ : B}{C⊢}{∅} D′
2

[RE ]
Γ{y′ : B}{∅}{D⊢}

[∨E ]
Γ{∅}{∅}{D⊢}

où [RE ] est une règle d’élimination, D′ est une séquence de preuves éventuellement vide
et D′

1 (resp. D′
2) est la séquence de preuves obtenue par l’ajout de x′ : A (resp. y′ : B)

aux A-séquents des preuves dans D′ avec x′ (resp. y′) est une variable fraîche qui n’ap-
paraît pas dans D′. L’utilisation de variables fraîches vient du fait que x et y peuvent
apparaître dans D′.

– ♦-permutation :

D1

Γ{♦A⊢}{∅}{∅}
D2

Γ{〈x : A〉}{C⊢}{∅}
[♦E ]

Γ{∅}{C⊢}{∅} D′

[RE ]
Γ{∅}{∅}{D⊢}
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;

D1

Γ{♦A⊢}{∅}{∅}

D2

Γ{〈x : A〉}{C⊢}{∅} D′′

[RE ]
Γ{〈x : A〉}{∅}{D⊢}

[♦E ]
Γ{∅}{∅}{D⊢}

où [RE ] est une règle d’élimination, D′ est une séquence de preuves éventuellement vide
et D′′ est la séquence de preuves obtenue par l’ajout de x′ : A aux A-séquents des preuves
dans D′ avec x′ est une variable fraîche qui n’apparaît pas dans D′.

– ⊥-permutation :

D
Γ{⊥⊢}{∅}{∅}

[⊥]
Γ{∅}{A⊢}{∅} D′

[RE −⊥]
Γ{∅}{∅}{C⊢}

;

D
Γ{⊥⊢}{∅}{∅}

[⊥]
Γ{∅}{∅}{C⊢}

où [RE −⊥] est une règle d’élimination ou [⊥].

Les règles de simplification sont :

– ∨-simplification :

D
Γ{A1 ∨ A⊢

2}{∅}
D1

Γ{x : A1}{C
⊢}

D2

Γ{x : A2}{C
⊢}

[∨E ]
Γ{∅}{C⊢}

;

Di − {x : Ai}
Γ{∅}{C⊢}

pour i ∈ {1, 2}

où il n’y a aucun A-séquent déchargé par [∨E ] dans Di. L’absence de A-séquent déchargé
reflète l’inutilité de la présence de x : Ai dans les A-séquents de Di.

– ♦-simplification :

D
Γ{♦A⊢}{∅}

D′

Γ{〈x : A1〉}{C
⊢}

[♦E ]
Γ{∅}{C⊢} ;

D′ − {〈x : A〉}
Γ{∅}{C⊢}

où il n’y a aucun A-séquent dans D′ contenant un sous-arbre de la forme x : A, ∆
avec ∆ 6= ∅. Dans le cas de la disjonction, la règle de simplification élimine uniquement
une occurrence de formule, alors que dans le cas de ♦ la simplification correspond à
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l’élimination du A-environnement 〈x : A〉. La précédente condition imposée sur D′ pour
appliquer la simplification exprime le fait que non seulement l’occurrence de formule
x : A qui est inutile mais tout le A-environnement 〈x : A〉.

Théorème 3.2.4 (Normalisation). Toute preuve D dans DNIK se réduit à une preuve en
forme normale.

Démonstration. Par induction sur la valeur de la paire (n, m) où n = cr(D) et m est la somme
des longueurs de toutes les coupures critiques de D. On dit que la paire (n′, m′) est plus petite
que (n, m) si soit n′ < n, soit n′ = n et m′ < m.
Soit σ la coupure critique la plus à droite n’ayant aucune autre coupure critique au-dessus
d’elle dans D. L’application d’une règle de réduction, de permutation ou de simplification à
σ dans D produit une preuve D′ où cr(D′) < n ou la somme des longueurs de toutes les
coupures critiques de D′ est plus petite que m. Assurément, si σ est l’unique coupure critique
dans D ayant une longueur 1, alors par application de la règle de réduction correspondante,
on obtient forcément une preuve de rang plus petit que n. Sinon, l’application d’une règle
permutation ou de réduction à σ dans D produit une preuve où la somme des longueurs de
toutes les coupures critiques est plus petite que m.

En guise d’exemple, considérons le cas de ♦-réduction :

D1

Γ{〈∆, A⊢〉}{∅}
[♦I ]

Γ{〈∆〉,♦A⊢}{∅}
D2

Γ{〈∆〉, 〈x : A〉}{C⊢}
[♦E ]

Γ{〈∆〉}{C⊢}

;

D′
2[x/D1]

Γ{〈∆〉}{C⊢}

où D′
2 = D[Γ{〈∆, x : A〉}{C⊢}]m.

Étant donné que σ est la coupure critique la plus à droite, D2 ne contient aucune coupure
critique. Par conséquent, D′

2 n’en contient aucune également. De plus, D1 n’en contient aucune
car il n’y a aucune coupure critique au-dessus de σ. On voit aussi que si une coupure est
introduite par l’application de ♦-réduction, alors cette dernière a forcément comme conclusion
A. Ainsi, la valeur de son rang est plus petite que n. Tout cela nous permet de déduire que
D′

2[x/D1] ne contient aucune coupure de rang supérieur ou égal à n.

3.3 Un système de déduction naturelle quasi-modulaire

Dans cette partie, nous proposons un système de déduction naturelle quasi-modulaire pour
les logiques modales intuitionnistes formées à partir de toutes les combinaisons des axiomes
T , B, 4 et 5. La notion de modularité est fondée sur l’association de règles aux axiomes.
Ainsi, dans le cas des logiques traitées ici, on dirait qu’un système est modulaire si nous
avions un système pour IK tel que pour tout sous-ensemble Th de {T, B, 4, 5}, l’ajout des rè-
gles associées aux axiomes dans Th au système de IK fournit un système pour la logique IKTh.

Par exemple, dans le cas des logiques modales classiques formées à partir de ces mêmes
axiomes, un calcul des séquents modulaire fondé sur la structure de séquent profond a été
proposé dans [22]. Nous qualifions notre système de quasi-modulaire car les logiques IB4 et IS5

sont traitées séparément. Autrement dit, la modularité nous ne l’avons que pour les logiques
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différentes de ces deux dernières.

Γ{�A⊢}

Γ{A⊢}
[�T

E ]
Γ{A⊢}

Γ{♦A⊢}
[♦T

I ]

Γ{〈∆, �A⊢〉}

Γ{〈∆〉, A⊢}
[�B

E ]
Γ{〈∆〉, A⊢}

Γ{〈∆,♦A⊢〉}
[♦B

I ]

Γ{∆{∅}, �A⊢}

Γ{∆{A⊢}}
[�4

E ](prof(∆{}) > 1)
Γ{∆{A⊢}}

Γ{∆{∅},♦A⊢}
[♦4

I ](prof(∆{}) > 1)

Γ{�A⊢}{∅}

Γ{∅}{A⊢}
[�5

E ](prof(Γ{}{∅}) > 0 et prof(Γ{∅}{}) > 0)

Γ{∅}{A⊢}

Γ{♦A⊢}{∅}
[♦5

I ](prof(Γ{}{∅}) > 0 et prof(Γ{∅}{}) > 0)

Γ{�A⊢}{∅}

Γ{∅}{A⊢}
[�IB4

E ](sp(Γ{�A⊢}{∅}))
Γ{∅}{A⊢}

Γ{♦A⊢}{∅}
[♦IB4

I ](sp(Γ{∅}{A⊢}))

Γ{�A⊢}{∅}

Γ{∅}{A⊢}
[�IS5

E ]
Γ{∅}{A⊢}

Γ{♦A⊢}{∅}
[♦IS5

I ]

Fig. 3.2 – Règles modales

À chaque logique IKTh, avec Th ⊆ {T, B, 4, 5}, nous associons le système DNIKTh obtenu
en utilisant les règles décrites en figure 3.2 de la manière suivante :

– si IKTh est IS5 alors DNIKTh est obtenu à partir de DNIK en remplaçant les règles [�E ]
et [♦I ] par les règles [�IS5

E ] et [♦IS5
I ] ;

– si IKTh est IB4 alors DNIKTh est obtenu à partir de DNIK en remplaçant les règles [�E ]
et [♦I ] par les règles [�IB4

E ] et [♦IB4
I ] ;

– sinon DNIKTh est obtenu en ajoutant à DNIK les règles [�x
E ] et [♦x

I ] pour tout x ∈ Th.

Précisons que les six règles [�4
E ], [♦4

I ], [�5
E ], [♦5

I ], [�IB4
E ] et [♦IB4

I ] ne peuvent être appliquées
que si un certain nombre de conditions sont satisfaites. Par exemple, nous ne pouvons appli-
quer la règle [�IB4

E ] que dans le cas où elle satisfait la condition sp(Γ{∅}{A⊢}).

Comme nous l’avons noté précédemment, dans le cas de la logique IK, nous considérons
qu’un contexte C′ est accessible à partir d’un autre contexte C dans un séquent S si C′ est un
fils de C dans le A-environnement de S. Dans ce cadre, les règles modales décrites en figure 3.2
internalisent les propriétés de la relation d’accessibilité associées aux axiomes T , B, 4 et 5. Par
exemple, la paire de règles [�4

E ] et [♦4
I ] internalise la propriété de transitivité. Effectivement,

si un contexte C′ est le fils d’un contexte C dans le A-environnement d’un A-séquent S, alors
tous les contextes se trouvant dans le sous-arbre sb ayant comme racine C′ sont accessible à
partir de C. Cela est reflété par le fait que si une formule �A est vraie dans C alors, via les
règles [�E ] et [�4

E ], la formule A est vraie dans n’importe quel contexte dans sb. De plus, en
utilisant les règles [♦I ] et [♦4

I ], si une formule A est vraie dans un quelconque contexte dans
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sb, alors ♦A est vraie dans C.

Il est à noter que pour tout sous-ensemble Th de {T, B, 4, 5}, le système obtenu en ajoutant
les règles [�x

E ] et [♦x
I ] pour tout x ∈ Th à DNIK est un système correct et complet pour la

logique IKTh. Cependant, tous les systèmes définis de cette manière ne vérifient pas la pro-
priété de normalisation. Ceci est le cas des deux logiques IB4 et IS5. Par exemple, considérons
la preuve suivante dans le cas où Th = {T, 5} :

[id]
�A, �A⊢

[♦T
I ]

�A,♦�A⊢

[id]
�A, 〈�A,�A⊢〉, 〈〈 〉〉

[�5
E ]

�A, 〈�A〉, 〈〈A⊢〉〉
[�I ]

�A, 〈�A〉, 〈�A⊢〉
[�I ]

�A, 〈�A〉,��A⊢

[♦E ]
�A, ��A⊢

[⊃I ]
�A ⊃ ��A⊢

Nous remarquons qu’il existe une application d’une règle d’introduction ([♦T
I ]) ayant

comme conclusion la prémisse majeure d’une application d’une règle d’élimination ([♦E ]).
Comme nous l’avons vu précédemment, la normalisation consiste, en partie, à éliminer ce
genre de détours. Dans le cas de la précédente preuve, il est impossible d’éliminer ce détour en
utilisant seulement les règles du système obtenu par l’ajout uniquement des règles associées
aux axiomes T et 5.

Théorème 3.3.1 (Correction). Si un A-séquent a une preuve dans DNIKTh, alors il est valide
dans IKTh.

Démonstration. Les règles correctes dans IK le sont forcément dans toutes les logiques IKTh

avec Th ⊆ {T, B, 4, 5}. Ainsi, il suffit de démontrer uniquement la correction des autres règles.
La démarche suivie est la même que celle décrite dans la démonstration du théorème 3.2.1.
On note que les propositions 3.2.6, 3.2.7 et 3.2.8 sont aussi vraies dans le cas de toutes les
logiques formées à partir des combinaisons de T , B, 4 et 5. Nous ne développons ici que les
cas des règles [♦4

I ] et [�4
E ]. Soit L une des logiques IKTh où l’axiome 4 est un théorème.

Cas de [♦4
I ]. On suppose que Γ{∆{∅},♦A⊢} (prof(∆{}) > 1) n’est pas valide dans L.

Ainsi, il existe un modèle M, w ∈ W et une (w, k)-chaîne c = d0 → d1 → . . . dk tels que
k = prof(Γ{∆{∅}, {}}), w, c � Γ{∆{∅}, {}} et w, dk 2 ♦A. On a w, c � Γ{∆{∅}, {}} implique
w, dk � F(∆{∅}). Donc, il existe une (w, l)-chaîne c′ = dk → dk+1 → . . . dk+l telle que l =
prof(∆{}) et w, c′ � ∆{}. Par conséquent, on a w, c′′ � Γ{∆{}} où c′′ = d0 → d1 → . . . dk+l.
Étant donné que Rw est relation transitive, on a w, dk+l 2 A car w, dk 2 ♦A. Cela permet de
déduire que w, d0 2 F(Γ{∆{A⊢}}).

Cas de [�4
E ]. On suppose que Γ{∆{A⊢}} (prof(∆{}) > 1) n’est pas valide dans L. Ainsi,

il existe un modèle M, w ∈ W et une (w, k + l)-chaîne c = d0 → d1 → . . . dk+l tels que
k = prof(Γ{}), l = prof(∆{}), w, c � Γ{∆{}} et w, dk+l 2 A. Étant donné que la rela-
tion Rw est transitive, on a w, dk+l 2 A implique w, dk 2 �A. De plus, on a w, c � Γ{∆{}}
implique w, c′ � Γ{∆{∅}, {}} où c′ = d0 → d1 → . . . dk. Par conséquent, on a w, d0 2

F(Γ{∆{∅}, �A⊢}).
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Théorème 3.3.2 (Complétude). Si un A-séquent est valide dans IKTh, alors il a une preuve
dans DNIKTh.

Démonstration. De même que le système DNIK, la démonstration de la complétude de DNIKTh

peut être obtenue en considérant la validité dans IKTh à travers son axiomatisation. Nous
fournissons ici uniquement des preuves pour les axiomes dans Th. Notons que la règle [�IB4

E ]
(resp. [♦IB4

I ]) est une généralisation des règles [�E ], [�B
E ], [�4

E ], [�5
E ] (resp. [♦I ], [♦B

I ], [♦4
I ],

[♦5
I ]). En outre, les règles [�IS5

E ] et [♦IS5
I ] généralisent toutes les autres règles d’élimination de

� et d’introduction de ♦. Cela nous permet de dire que pour tout Th ⊆ {T, B, 4, 5}, si un A-
séquent a une preuve dans le système obtenu en ajoutant les règles [�x

E ] et [♦x
I ] à DNIK pour

tout x ∈ Th, alors il a une preuve dans DNIKTh. En utilisant cette propriété, nous ne traitons
pas les cas des systèmes DNIB4 et DNIS5 dans les preuves des axiomes que nous donnons.

– (�A ⊃ A) ∧ (A ⊃♦A)⊢ :

[id]
�A, �A⊢

[�T
E ]

�A, A⊢

[⊃I ]
�A ⊃ A⊢

[id]
A, A⊢

[♦T
I ]

A,♦A⊢

[⊃I ]
A ⊃♦A⊢

[∧I ]
(�A ⊃ A) ∧ (A ⊃♦A)⊢

– (♦�A ⊃ A) ∧ (A ⊃ �♦A)⊢ :

[id]
♦�A,♦�A⊢

[id]
♦�A, 〈�A,�A⊢〉

[♦B
I ]

♦�A, 〈�A〉, A⊢

[♦E ]
♦�A, A⊢

[⊃I ]
♦�A ⊃ A⊢

[id]
A, 〈∅〉, A⊢

[♦B
I ]

A, 〈♦A⊢〉
[�I ]

A, �♦A⊢

[⊃I ]
A ⊃ �♦A⊢

[∧I ]
(♦�A ⊃ A) ∧ (A ⊃ �♦A)⊢

– (�A ⊃ ��A) ∧ (♦♦A ⊃♦A)⊢ :

[id]
�A, �A⊢, 〈〈 〉〉

[�4
E ]

�A, 〈〈A⊢〉〉
[�I ]

�A, 〈�A⊢〉
[�I ]

�A, ��A⊢

[⊃I ]
�A ⊃ ��A⊢ D

[∧I ]
(�A ⊃ ��A) ∧ (♦♦A ⊃♦A)⊢

avec

D =







[id]
♦♦A,♦♦A⊢

[id]
♦♦A, 〈♦A,♦A⊢〉

[id]
♦♦A, 〈♦A, 〈A, A⊢〉〉

[♦4
I ]

♦♦A, 〈♦A, 〈A〉〉,♦A⊢

[♦E ]
♦♦A, 〈♦A〉,♦A⊢

[♦E ]
♦♦A,♦A⊢

[⊃I ]
♦♦A ⊃♦A⊢
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– (♦�A ⊃ �A) ∧ (♦A ⊃ �♦A)⊢ :

[id]
♦�A,♦�A⊢

[id]
♦�A, 〈�A,�A⊢〉, 〈∅〉

[�5
E ]

♦�A, 〈�A〉, 〈A⊢〉
[�I ]

♦�A, 〈�A〉,�A⊢

[♦E ]
♦�A, �A⊢

[⊃I ]
♦�A ⊃ �A⊢

[id]
♦A,♦A⊢

[id]
♦A, 〈A, A⊢〉, 〈∅〉

[♦5
I ]

♦A, 〈A〉, 〈♦A⊢〉
[�I ]

♦A, 〈A〉,�♦A⊢

[♦E ]
♦A, �♦A⊢

[⊃I ]
♦A ⊃ �♦A⊢

[∧I ]
(♦�A ⊃ �A) ∧ (♦A ⊃ �♦A)⊢

3.3.1 Normalisation

Étant donné que DNIK et DNIKTh contiennent les mêmes règles [⊃I ], [∨E ] et [♦E ], nous
considérons que les notions de règles de déchargement et de A-séquent déchargé dans le cas de
DNIKTh sont les mêmes que dans le cas de DNIK (Définition 3.2.3). Concernant les notions de
segment et de coupure ainsi que toutes les autres notions qui leurs sont relatives, nous leurs
donnons dans le cas de DNIKTh les mêmes définitions que celles données dans le cas de DNIK.

Les règles décrites en figure 3.2 sont des règles d’introduction et d’élimination. Ainsi, nous
devons définir des règles de réduction afin d’éliminer les détours contenant des applications
de ces règles. La définition de ces règles de réduction n’est pas compliquée, toutefois, elle est
fastidieuse. Nous ne donnons ici que les règles de réduction dans le cas du système DNIB4 (les
autres cas sont traités en annexe A).

Nous définissons la relation →IB4 par Γ{〈∆〉}{∅} →IB4 Γ{∅}{∆} où sp(Γ{∅}{∆}) et nous
notons →∗

IB4 sa clôture réflexive et transitive. Nous montrons maintenant comment construire
la preuve D[S ′]IB4 de S ′ à partir d’une preuve D de S où S →IB4 S ′. La définition de D[S ′]IB4

est étendue à la relation →n
x par induction sur la valeur de n comme suit :

– si n = 0 alors D[S ′]IB4 = D ;
– sinon, D[S ′]IB4 = (D[S ′′]w)[S ′]IB4 tel que S →w S ′′ →n−1

IB4 S ′.
Comme dans le cas des relations →w et →m, la construction de D[S ′]IB4 est par induction sur
la structure de D :

Si D =







D1

Γ{∆1
1} · · · {∆

1
k}{〈∆

1〉}{∅} · · ·
Dl

Γ{∆l
1} · · · {∆

l
k}{〈∆

l〉}{∅}
[R]

Γ{∆0
1} · · · {∆

0
k}{〈∆〉}{∅}

alors

D[S ′]IB4 =







D1[Γ{∆1
1} · · · {∆

1
k}{∅}{∆

1}]IB4

Γ{∆1
1} · · · {∆

1
k}{∅}{∆

1} · · ·
Dl[Γ{∆

1
1} · · · {∆

1
k}{∅}{∆

l}]IB4

Γ{∆1
1} · · · {∆

1
k}{∅}{∆

l}
[R]

Γ{∆1
1} · · · {∆

1
k}{∅}{∆}

où S ′ = Γ{∆1
1} · · · {∆

1
k}{∅}{∆}.

Maintenant, nous introduisons les règles de réduction que nous utilisons dans le cas des
détours contenant des applications de [�IB4

E ] et [♦IB4
I ] :
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– �
IB4-réduction :

D
Γ{〈A⊢〉}{∅}

[�I ]
Γ{�A⊢}{∅}

[�IB4
E ]

Γ{∅}{A⊢}

;

D[Γ{∅}{A⊢}]IB4

Γ{∅}{A⊢}

– ♦IB4-réduction :

D1

Γ{A⊢}{∅}{∅}
[♦IB4

I ]
Γ{∅}{♦A⊢}{∅}

D2

Γ{∅}{〈x : A〉}{C⊢}
[♦E ]

Γ{∅}{∅}{C⊢}

;

D′
2[x/D1]

Γ{∅}{∅}{C⊢}

où D′
2 = D[Γ{x : A}{∅}{C⊢}]IB4

Théorème 3.3.3 (Normalisation). Toute preuve dans DNIKTh se réduit à une preuve en forme
normale.

Démonstration. Elle est similaire à celle du théorème 3.2.4. Effectivement, il suffit de faire une
preuve par induction sur la valeur de la paire (n, m) où n est le rang de la preuve et m est la
somme des longueurs de toutes les coupures critiques.

Au chapitre 1, nous avons noté que la normalisation dans le formalisme de déduction
naturelle est équivalente à l’élimination de la coupure dans celui de calcul des séquents. Dans
la proposition suivante nous montrons que la règle de coupure est admissible dans DNIKTh.

Proposition 3.3.1. La règle suivante est admissible dans DNIKTh :

Γ{A⊢}{∅} Γ{A}{C⊢}

Γ{∅}{C⊢}
[Cut]

Démonstration. Soient D1 une preuve de Γ{A⊢}{∅} et D2 une preuve de Γ{x : A}{C⊢}. Une
preuve de Γ{∅}{C⊢} est donnée par D2[x/D1].

3.3.2 Preuves en forme normale

Après avoir démontré normalisation, nous étudions maintenant la structure des preuves
en forme normale. Cette étude nous permet, en particulier, de démontrer la propriété de la
sous-formule, à savoir que toutes les formules appartenant à une preuve en forme normale sont
des sous-formules des formules de sa racine.

En premier lieu, nous définissons la notion de chemin qui est une séquence particulière
de A-séquents apparaissant dans une preuve. L’idée est que tout A-séquent apparaissant dans
une preuve appartient à au moins un chemin. Ensuite, nous démontrons que tout chemin
dans une preuve en forme normale peut être décomposé en trois parties ayant certaines spéci-
ficités. Cette décomposition permet de démontrer que toutes les formules d’un chemin dans une
preuve en forme normale sont des sous-formules de formules de la racine. Par conséquent, nous
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obtenons la propriété de la sous-formule. Enfin, nous démontrons que nos systèmes vérifient
certaines propriétés intéressantes qui seront utilisées plus loin.

Définition 3.3.1 (Chemin). Un chemin dans une preuve D dans DNIKTh est une séquence
d’occurrences de A-séquents S0, . . . ,Sn telle que :

– S0 est l’étiquette d’une feuille de D qui n’est pas déchargée par une application de [∨E ]
ou [♦E ] ;

– Si pour i < n n’est pas une prémisse mineure d’une application de [⊃E ] et
(i) Si n’est pas une prémisse majeure d’une application de [∨E ] ou [♦E ] et Si+1 est le

A-séquent qui vient directement en dessous de Si, ou
(ii) Si est une prémisse majeure d’une application α de [∨E ] ou [♦E ] et Si+1 est une

occurrence d’un A-séquent déchargée par α ;
– Sn est une prémisse mineur de [⊃E ], la racine de D, ou une prémisse majeure d’une

application de [∨E ] ou [♦E ] qui ne décharge aucun A-séquent.

Proposition 3.3.2. Tout A-séquent appartenant à une preuve D dans DNIKTh appartient à
un chemin de D.

Démonstration. Par induction sur la structure de D. Si D est un axiome (une instance de
[id]), alors il est trivial que ce A-séquent appartient au chemin qui ne contient que lui-même.
Maintenant, on considère les cas de la dernière règle appliquée dans D :

– Si cette règle est différente de [⊃E ], [∨E ] et [♦E ], alors sa conclusion ajoutée à n’importe
quel chemin se terminant par une de ses prémisses (l’existence d’un tel chemin est
obtenue en utilisant l’hypothèse d’induction) forme un chemin.

– Si cette règle est [⊃E ], alors sa conclusion ajoutée à un chemin se terminant par sa
prémisse majeure (hypothèse d’induction) forme un chemin.

– Si cette règle est [∨E ] :

D
Γ{A1 ∨ A⊢

2}{∅}
D1

Γ{x : A1}{C
⊢}

D2

Γ{y : A2}{C
⊢}

[∨E ]
Γ{∅}{C⊢}

Par hypothèse d’induction, on sait qu’il existe un chemin π1 dans D1 se terminant
par Γ{x : A1}{C

⊢}. Si ce chemin ne commence pas par une occurrence de A-séquent
déchargée par l’application de cette règle, alors π2, Γ{∅}{C

⊢} est un chemin dans D.
Sinon, par hypothèse d’induction, il existe un chemin π dans D se terminant par Γ{A1∨
A⊢

2}{∅}. Dans ce cas, π, π1, Γ{∅}{C
⊢} est un chemin dans D.

– Le cas de la règle [♦E ] est similaire à celui de [∨E ].

Dans la proposition suivante, nous décrivons certaines des caractéristiques des chemins
dans une preuve en forme normale.

Proposition 3.3.3. Soient D une preuve en forme normale dans DNIKTh et π = σ0, . . . , σn

un chemin dans D. Il existe un segment σi dans π, appelé le segment minimum, séparant deux
parties de π, appelées E-partie et I-partie, vérifiant les propriétés suivantes :

– pour chaque σj dans la E-partie (j < i), σj est la prémisse majeure d’une règle d’élimi-
nation (σj+1 est une sous-formule de σj) ;

– pour chaque σj dans la I-partie (i < j), si j 6= n alors σj est la prémisse d’une règle
d’introduction (σj est une sous-formule de σj+1) ;
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– si i 6= n alors σi est une prémisse d’une règle d’introduction ou une prémisse de [⊥] (σi

est une sous-formule de σ0).

Démonstration. Soit σi le premier segment qui n’est pas une prémisse d’une application d’une
règle d’élimination. Si i = n alors il est facile de voir que cette proposition est vraie dans
ce cas. Sinon σi est une prémisse d’une application de soit une règle d’introduction, soit la
règle [⊥]. Si σi est une prémisse de [⊥], alors soit i + 1 = n, soit σi+1 est une prémisse d’une
application d’une règle d’introduction (⊥-permutation). De plus, on sait que π ne contient
aucun segment qui est la conclusion d’une application d’une règle d’introduction et au même
temps une prémisse d’une application d’une règle d’élimination ou de [⊥] (règles de réduction
et de permutation). Ainsi, pour tout i < j < n, σj est une prémisse d’une application d’une
règle d’introduction. Le cas où σi est une prémisse d’une application d’une règle d’introduction
est traité d’une façon similaire.

Dans l’optique de faire une démonstration pas induction sur les chemins composant une
preuve en forme normale, on assigne aux chemins un ordre.

Définition 3.3.2. Dans une preuve en forme normale D, un chemin est d’ordre 0, s’il satisfait
une des deux propriétés suivantes :

– il se termine par la conclusion de D ;
– il débute par un A-séquent qui n’est déchargé par aucune règle et il se termine par la

prémisse majeur d’une application de [♦E ].
Un chemin est d’ordre n + 1, s’il satisfait une des deux propriétés suivantes :

– il se termine par la prémisse mineure d’une application de [⊃E ], ayant la prémisse ma-
jeure qui appartient à un chemin d’ordre n ;

– il se termine par la prémisse majeure d’une application de [♦E ] et son début est déchargé
par une application de [⊃I ] appartenant à un chemin d’ordre n.

La proposition suivante a pour objectif de nous permettre de dire que si toutes les con-
clusions des A-séquents apparaissant dans une preuve sont des sous-formules de formules de
la racine, alors toutes les formules de cette preuve sont des sous-formules des formules de la
racine.

Proposition 3.3.4. Soient S = Γ{C⊢} un A-séquent et D une preuve de S dans DNIKTh.
Pour tout A-séquent Γ′{C ′⊢} dans D, si A est une formule dans Γ′{∅}, alors A est soit dans
Γ{∅}, soit il existe un A-séquent Γ′′{C ′′⊢} dans D tel que A est une sous-formule de C ′′.

Démonstration. Par induction sur la structure de D.

Théorème 3.3.4 (Propriété de la sous-formule). Soient S un A-séquent et D une preuve en
forme normale de S dans DNIKTh. Alors toute formule dans D est une sous-formule d’une
formule de S.

Démonstration. Pour démontrer ce théorème, il suffit de démontrer par induction sur la valeur
de n que pour les chemins d’ordre n, les conclusions des segments qui les composent sont des
sous-formules de formules de S. Effectivement, la proposition 3.3.4 nous permet d’étendre
cette propriété à toutes les formules de D.
Soient π = σ0, . . . , σk un chemin d’ordre n dans D et σi le segment minimum de π.

Cas n = 0. On sait que σk se termine soit par S, soit par la prémisse majeure d’une ap-
plication de [♦E ].
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- σk se termine par S. Alors on a C(σk) est une sous-formule d’une formule de S. En
utilisant la proposition 3.3.3, on a pour tout j ∈ [i + 1, k], C(σj) est une sous-formule d’une
formule S. De plus, on sait que σ0 débute soit par un A-séquent qui n’est pas déchargé, soit
par un A-séquent déchargé par une application de [⊃I ] appartenant à la I-partie de π. Par
conséquent, C(σ0) est une sous-formule d’une formule de S. En utilisant aussi la proposi-
tion 3.3.3, on déduit que pour tout j ∈ [0, i], C(σj) est une sous-formule d’une formule de S.
- σk se termine par la prémisse majeure d’une application de [♦E ]. Alors pour tout
j ∈ [0, k], σj est la prémisse majeure d’une application d’une règle d’élimination (proposi-
tion 3.3.3). On sait que σ0 débute par un A-séquent qui n’est pas déchargé. Par conséquent,
C(σ0) est une sous-formule d’une formule de S. En utilisant la proposition 3.3.3, on déduit
que pour tout j ∈ [0, k], C(σj) est une sous-formule d’une formule de S.

Cas n = m + 1 (m > 0). On sait que σk se termine soit par la prémisse mineure d’une
application de [⊃E ], soit par la prémisse majeure d’une application de [♦E ].
- σk se termine par la prémisse mineure d’une application de [⊃E ]. Alors en utilisant
l’hypothèse d’induction et la proposition 3.3.3, on a pour tout j ∈ [i+1, k], C(σj) est une sous-
formule d’une formule de S. De plus, σ0 débute soit par un A-séquent qui n’est pas déchargé,
soit par un A-séquent déchargé par une application de [⊃I ] appartenant à la I-partie de π ou
d’un chemin d’ordre inférieur ou égal à m. On en déduit que pour tout j ∈ [0, i], C(σj) est
une sous-formule d’une formule de S.
- σk est la prémisse majeure d’une application de [♦E ]. Alors pour tout j ∈ [0, k], σj est
la prémisse majeure d’une règle d’élimination (proposition 3.3.3). On sait que σ0 débute par
un A-séquent qui est déchargé par une application de [⊃I ] appartenant à un chemin d’ordre m.
En utilisant l’hypothèse d’induction et la proposition 3.3.3, on déduit que pour tout j ∈ [0, k],
C(σj) est une sous-formule d’une formule de S.

Une conséquence directe de la propriété de la sous-formule est celle de la séparation :

Corollaire 3.3.1 (Propriété de la séparation). Soient S un A-séquent et D une preuve en
forme normale de S dans DNIKTh. Alors D ne contient que des applications des règles associées
aux opérateurs apparaissant dans S.

Dans le cas de DNIKTh avec Th ∈ {∅, {T}, {B}, {T, B}}, il existe une autre propriété im-
portante que nous pouvons obtenir à partir de la propriété de la sous-formule. Cette propriété
concerne la valeur délimitant les profondeurs des A-séquents apparaissant dans une preuve en
forme normale.

Corollaire 3.3.2 (Propriété de la profondeur). Soient S un A-séquent et D une preuve en
forme normale de S dans DNIKTh avec Th ∈ {∅, {T}, {B}, {T, B}}. Si S ′ est un A-séquent
dans D, alors sa profondeur est inférieure ou égale à la profondeur de S plus la valeur de
nest(S).

Démonstration. Les seules règles possédant des prémisses ayant des profondeurs supérieures
à celles des conclusions sont [�I ] et [♦E ]. Si la profondeur de S ′ est supérieure à celle de S
plus nest(S), alors D contient une formule A avec nest(A) > nest(S), ce qui nous fournit
une contradiction car toutes les formules dans D sont des sous-formules des formules de S.
Formellement, la démonstration est par induction sur la structure de D.

L’absence de cette propriété dans des systèmes comme DNIS5 est à cause des règles d’élim-
ination de � et d’introduction de ♦. En effet, dans ces dernières, il n’y a pas de valeur limitant
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la différence de profondeurs entre la position de la formule marquée dans la prémisse et sa
position dans la conclusion. Illustrons ce point avec une preuve du séquent S = �♦A,♦A⊢

dans DNIS5 :

D3

D2

D1

[id]
�♦A, 〈A, 〈A, 〈A〉〉〉, �♦A⊢

[�IS5
E ]

�♦A, 〈A, 〈A, 〈A〉〉〉,♦A⊢

[♦E ]
�♦A, 〈A, 〈A〉〉,♦A⊢

[♦E ]
�♦A, 〈A〉,♦A⊢

[♦E ]
�♦A,♦A⊢

où

D1 =







[id]
�♦A, 〈A, 〈A〉〉, �♦A⊢

[�IS5
E ]

�♦A, 〈A, 〈A,♦A⊢〉〉
D2 =







[id]
�♦A, 〈A〉,�♦A⊢

[�IS5
E ]

�♦A, 〈A,♦A⊢〉

D3 =







[id]
�♦A, �♦A⊢

[�IS5
E ]

�♦A,♦A⊢

Nous pouvons facilement voir que cette preuve est en forme normale. On a nest(S) = 2, tan-
dis que la profondeur du A-séquent �♦A, 〈A, 〈A, 〈A〉〉〉, �♦A⊢ est égale à 3. Cela fournit un
contre-exemple contredisant l’énonce du corollaire de la profondeur dans le cas de DNIS5.

Nous introduisons maintenant la notion de branche principale qui sera utilisé dans l’é-
tudes des calculs des séquents introduits plus loin. Cette notion est similaire à celle introduite
par Martin-Löf dans [94].

Définition 3.3.3. Une branche d’une preuve dans DNIKTh est dite principale si elle commence
par une feuille et se termine par la racine en passant uniquement par des prémisses d’applica-
tions de règles d’introduction et des prémisses majeures d’applications de règles d’élimination.

Notons que si une preuve en forme normale se termine par une application d’une règle
d’élimination, alors elle ne contient qu’une unique branche principale. Effectivement, cela est
la conséquence du fait qu’une telle preuve ne peut contenir que des applications de règles
d’élimination. En réalité, toute preuve en forme normale ne contenant pas d’application de
[∧I ] possède une unique branche principale. Cela vient du fait que [∧I ] est l’unique règle
d’introduction possédant deux prémisses.

Proposition 3.3.5. Soit D une preuve en forme normale dans DNIKTh se terminant par une
application d’une règle d’élimination. Si la branche principale de D contient une application
de [∨E ] ou [♦E ], alors elle est l’unique application de ces règles et, en plus, elle est la dernière
dans D.

Démonstration. Si une application de [∨E ] ou [♦E ] est suivie d’une application d’une règle
d’élimination, alors il est possible d’appliquer une règle de permutation. Dans ce cas, D n’est
pas une preuve en forme normale, ce qui nous fournit une contradiction.

3.4 A-séquents et logiques modales classiques

Dans cette section, nous proposons des systèmes de déduction naturelle pour toutes les
logiques modales classiques formées à partir des combinaisons des axiomes T , B, 4 et 5. Pour
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chacune de ces logiques, un système est obtenu par le remplacement de la règle [⊥] par une
nouvelle règle dans le système de sa version intuitionniste : pour tout Th ⊆ {T, B, 4, 5}, nous
définissons le système de déduction naturelle DNKTh comme étant le système obtenu à partir
de DNIKTh par le remplacement de la règle [⊥] avec la règle suivante :

Γ{¬A}{⊥⊢}

Γ{A⊢}{∅}
[⊥c]

Nous pouvons voir que cette règle est une généralisation de celle de [⊥] : si Γ{∅}{⊥⊢} a
une preuve dans DNKTh, alors Γ{A⊢}{∅} en a également une. En effet, par l’ajout de ¬A a
tous les A-séquents d’une preuve quelconque de Γ{∅}{⊥⊢} dans DNKTh on obtient une preuve
de Γ{¬A}{⊥⊢}. Ensuite, il suffit d’appliquer la règle [⊥c] pour l’obtention d’une preuve de
Γ{A⊢}{∅}.

Nous savons que toute règle correcte dans IKTh est forcément correcte dans KTh. Par
conséquent, toutes les règles communes à DNKTh et DNIKTh sont correctes dans KTh. Nous
démontrons maintenant la correction de [⊥c] dans KTh. Étant donné que [⊥] est correcte dans
DNIKTh, elle l’est aussi dans KTh. Soit D une preuve de Γ{¬A}{⊥⊢}. En utilisant les règles
[⊥] et [⊃I ], on obtient à partir de D une preuve de Γ{¬¬A⊢}{∅} :

D
Γ{¬A}{⊥⊢}

[⊥]
Γ{¬A,⊥⊢}{∅}

[⊃I ]
Γ{¬¬A⊢}{∅}

Vu que ¬¬A est équivalent à A dans KTh, on déduit que le A-séquent Γ{A⊢}{∅} est valide
dans KTh.

Afin de démontrer la complétude de DNKTh, nous utilisons le fait que l’ajout de l’ax-
iome ¬¬A⊃A à IKTh donne KTh. Étant donné que la règle [⊥c] est une généralisation de [⊥],
il suffit de démontrer que ¬¬A ⊃ A a une preuve dans DNKTh :

[id]
¬¬A,¬A,¬¬A⊢

[id]
¬¬A,¬A,¬A⊢

[⊃E ]
¬¬A,¬A,⊥⊢

[⊥c]
¬¬A, A⊢

[⊃I ]
¬¬A ⊃ A⊢

Dans notre démonstration de la normalisation, les principaux problèmes que nous avons
rencontrés étaient relatifs aux deux règles [∨E ] et [♦E ]. Dans le cas des logiques modales
classiques, ils peuvent être contournés via les lois de De Morgan. En effet, étant donné que les
opérateurs ∨ et ♦ peuvent être exprimés en fonction des opérateurs ∧, ⊃ et �, nous pouvons
se limiter à des systèmes ne contenant que les règles associées à ces derniers. En outre, un
point important dans la démonstration de la propriété de normalisation dans le cas classique
réside dans la restriction de la règle [⊥c] aux formules atomiques :

Γ{¬p}{⊥⊢}

Γ{p⊢}{∅}
[⊥′

c](p est atomique)
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Pour tout Th ⊆ {T, B, 4, 5}, nous appelons DN ′
KTh le système composé de la règles [⊥′

c] ainsi
que les règles associées aux opérateurs ∧, ⊃ et � dans DNIKTh. Pour démontrer la complétude
de DN ′

KTh, il suffit de démontrer l’admissibilité de la règle [⊥c]. Pour cela nous avons besoin
de démontrer l’admissibilité de la règle de coupure :

Proposition 3.4.1. La règle suivante est admissible dans DN ′
KTh :

Γ{A⊢}{∅} Γ{A}{C⊢}

Γ{∅}{C⊢}
[Cut]

Démonstration. Soient D1 une preuve de Γ{A⊢}{∅} et D2 une preuve de Γ{x : A}{C⊢}. Une
preuve de Γ{∅}{C⊢} est donnée par D2[x/D1] où la preuve D2[x/D1] est définie de la même
manière que dans le cas de DNIKTh.

Théorème 3.4.1. Si Γ{¬A}{⊥⊢} a une preuve dans DN ′
KTh, alors Γ{A⊢}{∅} en a aussi une.

Démonstration. Par induction sur la structure de A. Si A est une formule atomique, alors
une preuve de Γ{A⊢}{∅} est obtenue par une application de [⊥′

c] à Γ{¬A}{⊥⊢}. Considérons
maintenant les autres cas :

– Cas A = B∧C. En utilisant l’affaiblissement, les deux A-séquents Γ{¬(B∧C),¬B}{⊥⊢}
et Γ{¬(B ∧ C),¬C}{⊥⊢} ont des preuves dans DN ′

KTh. La preuve de Γ{B⊢}{∅} est
obtenue comme suit :

[id]
Γ{B ∧ C,¬B,¬B⊢}{∅}

[id]
Γ{B ∧ C,¬B, B ∧ C⊢}{∅}

[∧1
E ]

Γ{B ∧ C,¬B, B⊢}{∅}
[⊃E ]

Γ{B ∧ C,¬B,⊥⊢}{∅}
[⊃I ]

Γ{¬B,¬(B ∧ C)⊢}{∅} Γ{¬(B ∧ C),¬B}{⊥⊢}
[Cut]

Γ{¬B}{⊥⊢}
[H.I]

Γ{B⊢}{∅}

où [H.I] correspond à l’application de l’hypothèse d’induction. Une preuve de Γ{C⊢}{∅}
est obtenue de la même manière. Ainsi, en appliquant la règle [∧I ] avec comme prémisses
Γ{B⊢}{∅} et Γ{C⊢}{∅}, on obtient une preuve de Γ{B ∧ C⊢}{∅}.

– Cas A = B ⊃ C. En utilisant l’affaiblissement, le A-séquent Γ{¬(B ⊃ C), B,¬C}{⊥⊢}
a une preuve dans DN ′

KTh. Une preuve de Γ{B ⊃ C⊢}{∅} est obtenue de la manière
suivante :

D =







[id]
Γ{B ⊃ C, B,¬C, B ⊃ C⊢}{∅}

[id]
Γ{B ⊃ C, B,¬C, B⊢}{∅}

[⊃E ]
Γ{B ⊃ C, B,¬C, C⊢}{∅}

[id]
Γ{B ⊃ C, B,¬C,¬C⊢}{∅} D

[⊃E ]
Γ{B ⊃ C, B,¬C,⊥⊢}{∅}

[⊃I ]
Γ{B,¬C,¬(B ⊃ C)⊢}{∅} Γ{¬(B ⊃ C), B,¬C}{⊥⊢}

[Cut]
Γ{B ⊃ C, B,¬C,⊥⊢}{∅}

[H.I]
Γ{B ⊃ C⊢}{∅}
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– Cas A = �B. En utilisant l’affaiblissement, le A-séquent Γ{¬�B, 〈¬B〉}{⊥⊢} a une
preuve dans DN ′

KTh. Une preuve de Γ{�B⊢}{∅} est obtenue de la manière suivante :

D =







[id]
Γ{�B, 〈¬B,¬B⊢〉,¬⊥}{∅}

[id]
Γ{�B, 〈¬B〉,�B⊢,¬⊥}{∅}

[�∗
E ]

Γ{�B, 〈¬B, B⊢〉,¬⊥}{∅}
[⊃E ]

Γ{�B, 〈¬B,⊥⊢〉,¬⊥}{∅}
[⊥′

c]
Γ{�B, 〈¬B〉,⊥⊢}{∅}

[⊃I ]
Γ{〈¬B〉,�B⊢}{∅}

D Γ{¬�B, 〈¬B〉}{⊥⊢}
[Cut]

Γ{〈¬B〉}{⊥⊢}
[H.I]

Γ{〈B⊢〉}{∅}
[�I ]

Γ{�B⊢}{∅}

[�∗
E ] correspond à une application de [�E ], [�IB4

E ] ou [�IS5
E ] suivant celle qui est dans

DN ′
KTh.

Théorème 3.4.2 (Normalisation). Toute preuve dans DN ′
KTh se réduit à une preuve en forme

normale.

Démonstration. Soit D une preuve dans DN ′
KTh. Étant donné que DN ′

KTh ne contient pas
les règles [∨E ] et [♦E ], toutes les coupures dans D sont forcément de longueur égale à 1. En
outre, la restriction sur l’application de [⊥′

c] permet de déduire que toutes ces coupures sont
des détours. La démonstration de la normalisation est similaire à celle du théorème 3.2.4 : une
preuve par induction sur la valeur de la paire (n, m) où n = cr(D) et m est la somme des
longueurs de toutes les coupures critiques. Dans le cas de DN ′

KTh, la somme des longueurs de
toutes les coupures critiques correspond à leur nombre.

Notons que la normalisation ici ne permet pas d’obtenir la propriété de la sous-formule.
Toutefois, nous avons la propriété suivante : si D est une preuve en forme normale d’un A-
séquent S dans DN ′

KTh, alors toute formule dans D est une sous-formule d’une formule de S,
⊥ ou une formule de la forme ¬A telle que A est une sous-formule d’une formule de S. La
démonstration de cette propriété est plus simple que celle de la proposition 3.3.4

Conclusion

Dans ce chapitre dédié à la déduction naturelle, après avoir introduit une nouvelle struc-
ture multi-contextuelle, nous avons défini des systèmes de déduction naturelle pour les logiques
modales intuitionnistes et classiques formées à partir de toutes les combinaisons de T , B, 4 et 5.
En outre, nous avons démontré qu’ils vérifient tous la normalisation. Nos systèmes sont simples
et sans labels, ce qui reflète l’adéquation qu’il y a entre notre structure et les logiques modales.

Dans le chapitre suivant, nous utiliserons la structure de A-séquent pour définir aussi
des calculs des séquents pour les logiques modales intuitionnistes considérées ici. Nous verrons
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que la normalisation sera à la base de la démonstration de l’élimination de la coupure dans
ces calculs.
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Chapitre 4

Calculs des séquents et logiques

modales intuitionnistes

Introduction

Nous nous intéressons dans ce chapitre au formalisme de calcul des séquents dans le cas des
logiques modales intuitionnistes. Comme les systèmes de déduction naturelle, les calculs des
séquents dans ce cas sont peu nombreux [104, 119, 34, 13, 9]. En ce qui concerne les logiques
modales intuitionnistes formées à partir des combinaisons des axiomes T , B, 4 et 5, de même
que la déduction naturelle, l’unique approche qui a permis de définir des calculs pour toutes ces
logiques est celle de Simpson [119] qui est fondée sur l’intégration d’informations sémantiques
à travers des labels. Dans ce contexte, nous définissons des calculs pour les logiques modales
intuitionnistes formées à partir des combinaisons de T , B, 4 et 5 en utilisant la structure de
A-séquent définie au chapitre 3, donc sans labels. En outre, pour les logiques formées à partir
des combinaisons de T et B, nous proposons des procédures de décision simples fondées sur
nos calculs pour ces logiques.

Dans un premier temps, nous définissons des calculs qui peuvent être vus comme des calculs
dans le style de Kleene [85]. Une des principales caractéristiques de ce dernier réside dans l’in-
ternalisation de la contraction dans toutes les règles gauches. Pour l’élimination de la coupure,
nous exploitons la normalisation suivant une approche similaire à celle de Prawitz [110]. Une
des propriétés importantes de nos calculs résultant de l’élimination de la coupure est celle de
la sous-formule.

Dans un deuxième temps, nous proposons des procédures de décision en utilisant les calculs
des logiques modales intuitionnistes formées à partir des combinaisons de T et B. L’approche
que nous adoptons repose sur l’introduction d’une notion de redondance sur les dérivations
de sorte que tout A-séquent valide a une preuve non redondante. Nos procédures sont tout
simplement des algorithmes recherchant des preuves non redondantes. Cette approche est sim-
ilaire à celle utilisée dans le cas de la logique intuitionniste [44]. Nous nous restreignons à une
partie de nos calculs car les autres ne vérifient pas la propriété de la profondeur. Cette pro-
priété combinée avec celle de la sous-formule forment les points clés dans la démonstration
de la terminaison de nos procédures. En effet, ces deux propriétés impliquent l’absence d’une
dérivation infinie non redondante.

Enfin, nous apportons des changements à nos calculs dans le but de limiter l’utilisation de
la contraction. Dans les nouveaux calculs, la contraction est internalisée uniquement dans les

81
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règles gauches associées aux deux opérateurs ⊃ et �.

4.1 Un calcul des séquents quasi-modulaire

Dans le cas des calculs standard, les règles associées à chaque opérateur se divisent en
règles gauches et règles droites. Les règles gauches agissent à gauche du symbole ⊢, tandis que
celles droites agissent à sa droite. Dans le cas de nos calculs, nous considérons qu’une règle est
gauche si elle agit sur le A-environnement, et elle est droite si elle agit sur la formule marquée
(la conclusion). Comme dans le cas de la déduction naturelle, les deux logiques IB4 et IS5 sont
traitées séparément. Ainsi, nous considérons que l’ensemble de règles que nous fournissons
forment un calcul quasi-modulaire.

Γ{A, A⊢}
[id]

Γ{⊥}{C⊢}
[⊥L]

Γ{A1 ∧ A2, Ai}{C
⊢}

Γ{A1 ∧ A2}{C⊢}
[∧i

L]
Γ{A⊢} Γ{B⊢}

Γ{A ∧ B⊢}
[∧R]

Γ{A ∨ B, A}{C⊢} Γ{A ∨ B, B}{C⊢}

Γ{A ∨ B}{C⊢}
[∨L]

Γ{A⊢
i }

Γ{A1 ∨ A⊢
2}

[∨i
R]

Γ{A ⊃ B, A⊢}{∅} Γ{A ⊃ B, B}{C⊢}

Γ{A ⊃ B}{C⊢}
[⊃L]

Γ{A, B⊢}

Γ{A ⊃ B⊢}
[⊃R]

Γ{〈A〉,♦A}{C⊢}

Γ{♦A}{C⊢}
[♦L]

Γ{〈∆, A⊢〉}

Γ{〈∆〉,♦A⊢}
[♦R]

Γ{〈∆, A〉,�A}

Γ{〈∆〉,�A}
[�L]

Γ{〈A⊢〉}

Γ{�A⊢}
[�R]

Γ{A⊢}{∅} Γ{A}{C⊢}

Γ{∅}{C⊢}
[Cut]

Fig. 4.1 – Calcul des séquents GIK

Le calcul des séquents GIK associé à la logique IK est décrit en figure 4.1. Pour tout
Th ⊆ {T, B, 4, 5}, nous définissons le calcul GIKTh en utilisant les règles décrites en figure 4.2
de la manière suivante :

– si IKTh est IS5 alors GIKTh est obtenu à partir de GIK en remplaçant les règles [�L] et
[♦R] par les règles [�IS5

L ] et [♦IS5
R ] ;

– si IKTh est IB4 alors GIKTh est obtenu à partir de GIK en remplaçant les règles [�L] et
[♦R] par les règles [�IB4

L ] et [♦IB4
R ] ;

– sinon GIKTh est obtenu en ajoutant à GIK les règles [�x
L] et [♦x

R] pour tout x ∈ Th.
Pour tout Th ⊆ {T, B, 4, 5}, nous appelons G−

IKTh le calcul qui correspond à GIKTh privé de la
règle de coupure.
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Γ{�A, A}

Γ{�A}
[�T

L]
Γ{A⊢}

Γ{♦A⊢}
[♦T

R]

Γ{〈∆, �A〉, A}

Γ{〈∆, �A〉}
[�B

L ]
Γ{〈∆〉, A⊢}

Γ{〈∆,♦A⊢〉}
[♦B

R]

Γ{∆{A}, �A}

Γ{∆{∅}, �A}
[�4

L](prof(∆{}) > 1)
Γ{∆{A⊢}}

Γ{∆{∅},♦A⊢}
[♦4

R](prof(∆{}) > 1)

Γ{�A}{A}

Γ{�A}{∅}
[�5

L](prof(Γ{}{∅}) > 0 et prof(Γ{∅}{}) > 0)

Γ{∅}{A⊢}

Γ{♦A⊢}{∅}
[♦5

R](prof(Γ{}{∅}) > 0 et prof(Γ{∅}{}) > 0)

Γ{�A}{A}

Γ{�A}{∅}
[�IB4

L ](sp(Γ{�A⊢}{∅}))
Γ{∅}{A⊢}

Γ{♦A⊢}{∅}
[♦IB4

R ](sp(Γ{∅}{A⊢}))

Γ{�A}{A}

Γ{�A}{∅}
[�IS5

L ]
Γ{∅}{A⊢}

Γ{♦A⊢}{∅}
[♦IS5

R ]

Fig. 4.2 – Règles modales

Nous démontrons la correction et la complétude pour chaque calcul GIKTh en considérant
la validité dans IKTh à travers le système de déduction naturelle DNIKTh défini au chapitre 3.
Pour démontrer la correction, nous démontrons que tout A-séquent ayant une preuve dans
GIKTh a aussi une preuve dans DNIKTh. Quant à la complétude, nous démontrons que si un
A-séquent a une preuve dans DNIKTh, alors il a aussi une preuve dans GIKTh.

Théorème 4.1.1 (Correction). Si un A-séquent a une preuve dans GIKTh, alors il a aussi une
preuve dans DNIKTh.

Démonstration. Soient S un A-séquent et D une preuve de S dans GIKTh. Pour démontrer que
S a une preuve dans DNIKTh, on fait une preuve par induction sur la structure de D. Les cas
où D se termine par une application d’une règle droite sont triviaux car les règles droites de
GIKTh et les règles d’introduction de DNIKTh sont les mêmes. Étant donné que la règle [Cut]
est admissible dans DNIKTh (proposition 3.3.1), le cas où D se termine par une application de
[Cut] est également trivial. En ce qui concerne les cas des règles gauches, nous ne développons
que les cas de [∧L] et [♦L]. Les autres cas sont similaires. Dans ce qui suit, on note [H.I] toute
application de l’hypothèse d’induction.

– Cas de [∧L] :

Γ{A1 ∧ A2, Ai}{C
⊢}

Γ{A1 ∧ A2}{C
⊢}

[∧L]
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Une preuve de Γ{A1 ∧ A2}{C
⊢} dans DNIKTh est obtenue de la manière suivante :

[id]
Γ{A1 ∧ A2, A1 ∧ A⊢

2}{∅}
[∧E ]

Γ{A1 ∧ A2, A
⊢
i }{∅}

[H.I]
Γ{A1 ∧ A2, Ai}{C

⊢}
[Cut]

Γ{A1 ∧ A2}{C⊢}

– Cas de [♦L] :

Γ{〈A〉,♦A}{C⊢}

Γ{♦A}{C⊢}
[♦L]

Une preuve de Γ{♦A}{C⊢} dans DNIKTh est obtenue de la manière suivante :

[id]
Γ{♦A,♦A⊢}{∅}

[H.I]
Γ{〈A〉,♦A}{C⊢}

[♦E ]
Γ{♦A}{C⊢}

La proposition suivante exprime l’admissibilité de la règle [⊥] de DNIKTh dans G−
IKTh. Elle

sera utilisée dans la démonstration de la complétude.

Proposition 4.1.1 (Admissibilité de [⊥]). Si Γ{⊥⊢}{∅} a une preuve dans G−
IKTh alors

Γ{∅}{A⊢} en a une aussi.

Démonstration. Par induction sur la structure de la preuve D de Γ{⊥⊢}{∅}. Si Γ{⊥⊢}{∅} est
un axiome, alors Γ{∅}{A⊢} l’est aussi (une instance de [⊥L]). Sinon, une preuve de Γ{∅}{A⊢}
est obtenue par simple application de l’hypothèse d’induction sur les prémisses ayant ⊥ comme
conclusion dans la dernière règle appliquée dans D. Par exemple, si cette règle est [⊃L] :

Γ{B ⊃ C, B⊢}{∅}{∅} Γ{B ⊃ C, C}{⊥⊢}{∅}

Γ{B ⊃ C}{⊥⊢}{∅}
[⊃L]

Par hypothèse d’induction, on sait que Γ{B ⊃ C, C}{∅}{A⊢} a une preuve dans G−
IKTh. En

appliquant la règle [⊃L] avec comme prémisses Γ{B⊃C, B⊢}{∅}{∅} et Γ{B⊃C, C}{∅}{A⊢},
on obtient une preuve de Γ{B ⊃ C}{∅}{A⊢}.

Théorème 4.1.2 (Complétude). Si un A-séquent a une preuve dans DNIKTh alors il a une
preuve dans GIKTh.

Démonstration. Soit S un séquent valide dans IKTh. En utilisant le théorème 3.2.4, on sait
que tout A-séquent valide dans IKTh a une preuve en forme normale dans DNIKTh. Soit D une
preuve en forme normale de S dans DNIKTh. Pour démontrer que S a une preuve dans GIKTh

(G−
IKTh), on procède par induction sur la valeur du nombre d’applications de règles n dans D.

Si n = 1 alors S est une instance de [id] dans DNIKTh et, par conséquent, il est aussi une
instance de [id] dans G−

IKTh. Les cas dans lesquels la dernière règle appliquée dans D est une
règle d’introduction sont simples car les règles d’introduction de DNIKTh et les règles droites
de G−

IKTh sont les mêmes. Considérons, en guise d’exemple, le cas de [�I ] :

D1

Γ{〈A⊢〉}
[�I ]

Γ{�A⊢}
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En utilisant l’hypothèse d’induction, Γ{〈A⊢〉} a une preuve dans G−
IKTh. Par conséquent, l’ex-

tension de toute preuve de Γ{〈A⊢〉} dans G−
IKTh par une application de [�R] fournit une preuve

de Γ{�A⊢}. En ce qui concerne le cas de [⊥], la preuve est obtenue à partir de la proposi-
tion 4.1.1 comme dans le cas des règles d’introduction.

Considérons maintenant les cas dans lesquels la dernière règle appliquée dans D est une rè-
gle d’élimination. Soit α la branche principale de D (définition 3.3.3). Étant donné que α ne
contient pas de prémisse mineure, le A-environnement du A-séquent au début S0 est le même
que celui de S. Effectivement, S0 n’est déchargé par aucune règle et par voie de conséquence
son A-environnement ne contient d’autres formules que celle dans le A-environnement du A-
séquent à la racine, à savoir S. Ainsi, il existe une 2-situation Γ{}{} et deux formules A et C
telles que S0 = Γ{A, A⊢}{∅} et S = Γ{A}{C⊢}.

Dans ce qui suit, nous considérons les cas de la structure de A. Notons que A ne peut être en
aucun cas une formule atomique, car autrement S0 est une prémisse d’une règle d’introduction
ou de [⊥] ce qui contredit le fait que D est en forme normale.

Cas A = A1 ∧ A2 :
dans ce cas D est de la forme suivante :

[id]
Γ{A1 ∧ A2, A1 ∧ A⊢

2}{∅}
[∧i

E ]
Γ{A1 ∧ A2, A

⊢
i }{∅}

D′

Γ{A1 ∧ A2}{C
⊢}

Étant donné que le nombre d’applications de règles dans D′ est plus petit que celui dans D,
l’application de l’hypothèse d’induction nous permet de dire que Γ{A1 ∧ A2, Ai}{C

⊢} a une
preuve dans G−

IKTh. En appliquant la règle [∧i
L] avec comme prémisse le précédent A-séquent,

on obtient une preuve de Γ{A1 ∧ A2}{C
⊢} dans G−

IKTh.

Cas A = A1 ⊃ A2 :
dans ce cas D est de la forme suivante :

[id]
Γ{A1 ⊃ A2, A1 ⊃ A⊢

2}{∅}
D1

Γ{A1 ⊃ A2, A
⊢
1}{∅}

[⊃E ]
Γ{A1 ⊃ A2, A

⊢
2}{∅}

D2

Γ{A1 ⊃ A2}{C
⊢}

Le nombre d’applications de règles dans D1 ainsi que celui dans D2 sont plus petits que celui
dans D. Donc, en utilisant l’hypothèse d’induction, Γ{A1⊃A2, A

⊢
1}{∅} et Γ{A1⊃A2, A2}{C

⊢}
ont des preuves dans G−

IKTh. En appliquant la règle [⊃L] avec comme prémisses Γ{A1 ⊃
A2, A

⊢
1}{∅} et Γ{A1 ⊃ A2, A2}{C

⊢}, on obtient une preuve de Γ{A1 ⊃ A2}{C
⊢} dans GIKTh.

Cas A = A1 ∨ A2 :
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en utilisant la proposition 3.3.5, D est de la forme suivante :

[id]
Γ{A1 ∨ A2, A1 ∨ A⊢

2}{∅}
D1

Γ{A1 ∨ A2, A1}{C⊢}
D2

Γ{A1 ∨ A2, A2}{C⊢}
[∨E ]

Γ{A1 ∨ A2}{C
⊢}

En utilisant l’hypothèse d’induction, Γ{A1 ∨ A2, A1}{C
⊢} et Γ{A1 ∨ A2, A2}{C

⊢} ont des
preuves dans G−

IKTh. Ainsi, en appliquant la règle [∨L] avec comme prémisses les deux précé-
dents A-séquents, on obtient une preuve de Γ{A1 ∨ A2}{C

⊢} dans G−
IKTh.

Cas A = ♦A′ :
en utilisant la proposition 3.3.5, D est de la forme suivante :

[id]
Γ{♦A′,♦A′⊢}{∅}

D1

Γ{♦A′, 〈A′〉}{C⊢}
[♦E ]

Γ{♦A′}{C⊢}

En utilisant l’hypothèse d’induction, Γ{♦A′, 〈A′〉}{C⊢} a une preuve dans G−
IKTh. En appli-

quant la règle [♦L] avec comme prémisse le A-séquent Γ{♦A′, 〈A′〉}{C⊢}, on obtient une
preuve de Γ{♦A′}{C⊢} dans G−

IKTh.

Cas A = �A′ :
si D est de la forme suivante ([�E ]) :

[id]
Γ′{〈∆〉,�A′, �A′⊢}

[�E ]
Γ′{〈∆, A′⊢〉,�A′}

D′

Γ′{〈∆〉,�A′}

où Γ′{〈∆〉,�A′} = Γ{�A′}{C⊢}. En utilisant l’hypothèse d’induction, Γ′{〈∆, A′〉,�A′} a une
preuve dans G−

IKTh. En appliquant la règle [�L] avec comme prémisse Γ′{〈∆, A′〉,�A′}, on
obtient une preuve de Γ′{〈∆〉,�A′} dans G−

IKTh.

Si D est de la forme suivante ([�T
E ]) :

[id]
Γ′{�A′, �A′⊢}

[�T
E ]

Γ′{A′⊢, �A′}
D′

Γ′{�A′}

où Γ′{�A′} = Γ{�A′}{C⊢}. En utilisant l’hypothèse d’induction, Γ′{A′, �A′} a une preuve
dans G−

IKTh. En appliquant la règle [�T
L] avec comme prémisse Γ′{A′, �A′} , on obtient une

preuve de Γ′{�A′} dans G−
IKTh.

Les cas de [�B
E ], [�4

E ], [�5
E ], [�IB4

E ] et [�IS5
E ] sont démontrés de la même façon en utilisant

respectivement [�B
L ], [�4

L], [�5
L], [�IB4

L ] et [�IS5
L ].
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Dans la démonstration de la complétude, nous venons de démontrer grâce à la normali-
sation que si un A-séquent a une preuve dans DNIKTh alors il a une preuve dans GIKTh sans
aucune application de la règle de coupure. Par conséquent, nous obtenons le théorème de
l’élimination de la coupure :

Théorème 4.1.3 (Élimination de la coupure). Si un A-séquent a une preuve dans GIKTh,
alors il en a également une dans G−

IKTh.

Maintenant, nous fournissons certaines propriétés intéressantes résultant de l’élimination
de la coupure.

Théorème 4.1.4 (Propriété de la sous-formule). Si S est un A-séquent valide dans IKTh,
alors toute preuve de S dans G−

IKTh ne contient que des sous-formules des formules de S.

Démonstration. Ce théorème découle du fait que dans toute règle de G−
IKTh, les prémisses ne

contiennent que des sous-formules de formules de la conclusion.

Corollaire 4.1.1 (Propriété de la séparation). Si S est un A-séquent valide dans IKTh, alors
toute preuve de S dans G−

IKTh ne contient que des applications des règles associées aux opéra-
teurs apparaissant dans S.

Démonstration. Une conséquence directe de la propriété de la sous-formule.

Comme dans le cas de la déduction naturelle, la propriété de la sous-formule permet
d’obtenir celle de la profondeur dans le cas de G−

IKTh pour Th ∈ {∅, {T}, {B}, {T, B}}.

Corollaire 4.1.2 (Propriété de la profondeur). Soient S un A-séquent et D une dérivation
de S dans G−

IKTh. Si S ′ est un A-séquent dans D, alors sa profondeur est inférieure ou égale
à la profondeur de S plus la valeur de nest(S).

Démonstration. Les règles qui ont des prémisses avec des profondeurs supérieures à celles des
conclusions sont [�R] et [♦L]. Intuitivement, si la profondeur de S ′ est supérieure à celle de S
plus nest(S), alors D contient une formule A avec nest(A) > nest(S). Cela contredit le fait
que toutes les formules dans D sont des sous-formules des formules de S. La démonstration est
par induction sur la structure de D en considérant les cas de la dernière règle appliquée.

Montrons avec un contre-exemple que cette propriété n’est pas vérifiée dans le cas de GIS5 :

.

.

.
Γ{�♦A,♦A, 〈A,♦A, 〈A,♦A, 〈A〉〉〉}

[♦L]
Γ{�♦A,♦A, 〈A,♦A, 〈A,♦A〉〉}

[�IS5
L ]

Γ{�♦A, 〈A,♦A, 〈A〉〉}
[♦L]

Γ{�♦A,♦A, 〈A,♦A〉}
[�IS5

L ]
Γ{�♦A,♦A, 〈A〉}

[♦L]
Γ{�♦A,♦A}

[�IS5
L ]

Γ{�♦A}
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Le problème est lié à certaines règles associées aux opérateurs modaux dans le cas de GIKTh

avec 4 ∈ Th ou 5 ∈ Th comme la règle [�IS5
L ]. Cela est le résultat de l’absence dans ces règles

de borne limitant la différence entre la position de la formule marquée dans la prémisse et sa
position dans la conclusion.

4.2 Calculs des séquents et décidabilité

Dans cette section, nous démontrons la décidabilité des logiques modales intuitionnistes
formées à partir des combinaisons de T et B en utilisant leurs calculs des séquents que nous
venons de définir. Nous nous limitons à ces logiques car nous avons besoin de la propriété de
la profondeur pour démontrer la terminaison.

Le point clé de nos procédures de décision réside dans l’introduction d’une notion de
redondance sur les dérivations de sorte que tout A-séquent valide a une preuve non redon-
dante. En fait, nos procédures de décision peuvent être décrites comme étant des algorithmes
de recherche de preuves passant uniquement par des dérivations qui ne sont pas redondantes.

4.2.1 Admissibilité avec préservation de la hauteur et de la taille

Nous démontrons maintenant que les règles structurelles d’affaiblissement, de fusion et de
contraction sont admissibles avec préservation de la hauteur ainsi que la taille dans G−

IKTh.
Cela sera à la base de la définition de notre notion de redondance sur les dérivations.

Proposition 4.2.1 (Admissibilité de l’affaiblissement). Pour tous Th ⊆ {T, B, 4, 5},

1. si ⊢n
G−

IKTh

Γ{∅}{C⊢} alors ⊢n
G−

IKTh

Γ{∆}{C⊢} ; et

2. si ⊢s6n

G−

IKTh

Γ{∅}{C⊢} alors ⊢s6n

G−

IKTh

Γ{∆}{C⊢}.

Démonstration. Par induction sur la valeur de n. Il suffit de considérer les cas de la dernière
règle appliquée dans la preuve de Γ{∅}{C⊢}. Dans un premier temps, on applique l’hypothèse
d’induction aux prémisses. Ensuite, on applique cette même règle pour obtenir une preuve de
Γ{∆}{C⊢}.

La règle de fusion correspond à la fusion de deux contextes. Elle est donnée par :

Γ{〈∆, ∆′〉}

Γ{〈∆〉, 〈∆′〉}
[m]

Proposition 4.2.2 (Admissibilité de la fusion). Pour tous Th ⊆ {T, B, 4, 5},

1. si ⊢n
G−

IKTh

Γ{〈∆〉, 〈∆′〉} alors ⊢n
G−

IKTh

Γ{〈∆, ∆′〉} ; et

2. si ⊢s6n

G−

IKTh

Γ{〈∆〉, 〈∆′〉} alors ⊢s6n

G−

IKTh

Γ{〈∆, ∆′〉}.

Démonstration. Par induction sur la valeur de n comme dans le cas de la proposition 4.2.1.

Proposition 4.2.3 (Admissibilité de la contraction). Pour tous Th ⊆ {T, B, 4, 5},

1. si ⊢n
G−

IKTh

Γ{∆, ∆} alors ⊢n
G−

IKTh

Γ{∆} ; et

2. si ⊢s6n

G−

IKTh

Γ{∆, ∆} alors ⊢s6n

G−

IKTh

Γ{∆}.
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Démonstration. Les deux propriétés sont démontrées de la même façon, ainsi nous ne consid-
érons que le cas de la première. En se servant de la proposition 4.2.2, il suffit de démontrer
la propriété suivante : (1′) si ⊢n

G−

IKTh

Γ{A, A} alors ⊢n
G−

IKTh

Γ{A}, pour toute formule A. Effec-

tivement, la propriété de fusion permet de passer de la situation critique de Γ{〈∆〉, 〈∆, ∆′〉}
à celle de Γ{〈∆, ∆, ∆′〉} sans augmenter la profondeur. En guise d’exemple, Considérons la
dérivation suivante :

D′

Γ{〈∆, 〈∆′〉〉, 〈∆, 〈∆′〉, C⊢〉}
[♦R]

Γ{〈∆, 〈∆′〉〉, 〈∆, 〈∆′〉〉,♦C⊢}

où ∆ et ∆′ sont des multi-ensembles de formules. Une preuve de Γ{〈∆, 〈∆′〉〉,♦C⊢} peut être
construite en utilisant la propriété (1′) ainsi que l’admissibilité de la fusion de la manière
suivante :

Γ{〈∆, 〈∆′〉〉, 〈∆, 〈∆′〉, C⊢〉}
[fusion]

Γ{〈∆, ∆, 〈∆′, ∆′〉, C⊢〉}
[(1′)]

Γ{〈∆, 〈∆′〉, C⊢〉}
[♦R]

Γ{〈∆, 〈∆〉〉,♦C⊢}

La démonstration de la propriété (1′) est par induction sur la valeur de n. Si n = 0 alors
Γ{A, A} est un axiome et, par conséquent, Γ{A} l’est aussi. Sinon, soit D une preuve de
Γ{A, A} de profondeur égale à n > 0. Étant donné que la dernière règle appliquée dans D
ne modifie aucune des deux occurrences de A, pour obtenir une preuve de Γ{A} on applique
l’hypothèse d’induction aux prémisses et ensuite on applique cette même règle pour l’obtention
d’une preuve de profondeur inférieure ou égale à n.

4.2.2 Dérivations redondantes

Nous définissons la relation de contraction, notée →c, sur les A-séquents par Γ{∆, ∆} →c

Γ{∆}. En outre, nous rappelons que les deux relations →w et →m sont définies par re-
spectivement Γ{C⊢}{∅} →w Γ{C⊢}{Σ} (Σ est un A-environnement) et Γ{〈∆1〉, 〈∆2〉} →m

Γ{〈∆1, ∆2〉}.

Nous définissons une relation de préordre, notée ., sur les A-séquents par : S . S ′ si et
seulement si S(→c + →w + →m)∗S ′ où (→c + →w + →m)∗ est la clôture réflexive et transi-
tive de l’union des trois relations →c, →w et →m. Nous notons ∼= la relation sur les A-séquents
définie par : S ∼= S ′ si et seulement si S . S ′ et S ′ . S. Nous pouvons facilement voir que
cette relation est une relation d’équivalence.

Proposition 4.2.4. Soient S et S ′ deux A-séquents. Si S . S ′ alors

1. si ⊢n
G−

IKTh

S alors ⊢n
G−

IKTh

S ′ ; et

2. si ⊢s6n

G−

IKTh

S alors ⊢s6n

G−

IKTh

S ′.

Démonstration. Conséquence des propositions 4.2.1, 4.2.2 et 4.2.3.

Définition 4.2.1. Une dérivation est dite redondante si elle a une branche contenant deux
différentes occurrences de A-séquents S et S ′ telle que S est au dessus de S ′ et S . S ′.
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Proposition 4.2.5. Pour tout Th ⊆ {T, B, 4, 5}, si un A-séquent est valide dans IKTh, alors
il a une preuve qui n’est pas redondante dans G−

IKTh.

Démonstration. Soient S un A-séquent et D une preuve de S dans G−
IKTh. On démontre main-

tenant que S a une preuve qui n’est pas redondante par induction sur la taille s de D. Si la
preuve D n’est pas redondante, alors on a la propriété recherchée. Ce cas inclus le cas où la
taille est égal à 1. Sinon, s = n + 1 avec n > 1 et D est redondante. Ainsi, D contient deux
différentes occurrences de A-séquents S1 et S2 telle que S1 est au dessus de S2 et S1 . S2.
Soit n1 la taille de la preuve de S1 dans D. Il est clair que la taille de la preuve D2 de S2

dans D est strictement plus grande que n1. En utilisant la proposition 4.2.4, S2 a une preuve
D′

2 ayant une taille inférieure ou égale à n1. Le remplacement de D2 par D′
2 dans D fournit

une preuve de S de taille inférieure ou égale à n. Par conséquent, en appliquant l’hypothèse
d’induction, on déduit que S a une preuve qui n’est pas redondante.

4.2.3 Procédures de décision

Dans la proposition suivante, nous introduisons le point clé de la démonstration de termi-
naison de nos procédures de décision. Pour qu’elle soit vraie, cette proposition nécessite non
seulement la propriété de la sous-formule mais aussi celle de la profondeur.

Proposition 4.2.6. Soient S un A-séquent et Th ⊆ {T, B}. L’ensemble de tous les A-séquents
appartenant aux dérivations de S dans G−

IKTh peut être partitionné en un ensemble fini de
classes d’équivalence de ∼=.

Démonstration. Une conséquence des propriétés de la sous-formule (proposition 4.1.1) et de
la profondeur (proposition 4.1.2).

Maintenant, nous fournissons une procédure de décision pour chaque logique IKTh avec
Th ⊆ {T, B}. Ces procédures ne diffèrent que par le calcul utilisé, à savoir que pour la logique
IKTh on utilise le calcul G−

IKTh. Elles consistent en une recherche d’une preuve non redondante.

Procédure de décision pour IKTh (Th ⊆ {T, B}) :
Soit S un A-séquent.
Étape 1 :
On commence par la dérivation contenant uniquement S qui est l’unique dérivation non re-
dondante de taille 1.
Si cette dérivation est une preuve, alors S est valide et on renvoie cette preuve.
Sinon on passe à l’étape suivante.

Étape i+1 :
On construit l’ensemble de toutes les dérivations non redondantes dans G−

IKTh de taille i + 1.
Si cet ensemble contient une preuve alors S est valide et on renvoie cette preuve.
Sinon, si cet ensemble est vide, alors S n’est pas valide, sinon on passe à l’étape suivante.

La correction des procédures de décision fournies ici découle de la correction et la complé-
tude de nos calculs ainsi que la proposition 4.2.5. Concernant la terminaison, elle est une
conséquence de la proposition 4.2.6 en plus du fait que le nombre d’applications possibles de
règles permettant d’étendre une dérivation de taille i en une de taille i + 1 est fini. Cela nous
conduit à déduire la décidabilité :
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Théorème 4.2.1. Pour tout Th ⊆ {T, B}, la logique IKTh est décidable.

Dans l’exemple donné ici, nous illustrons nos procédures en démontrant que la formule
♦�A ⊃ A n’est pas valide dans IK{T}.

Nous appelons Deri l’ensemble des dérivations non redondantes de taille i.

Étape 1 : Der1 = {♦�A ⊃ A⊢}

Étape 2 : Der2 = {

♦�A, A⊢

[⊃R]
♦�A ⊃ A⊢ }

Étape 3 : Der3 = {

♦�A, 〈�A〉, A⊢

[♦L]
♦�A, A⊢

[⊃R]
♦�A ⊃ A⊢ }

Étape 4 : Der4 = {

♦�A, 〈�A, A〉, A⊢

[�T
L]

♦�A, 〈�A〉, A⊢

[♦L]
♦�A, A⊢

[⊃R]
♦�A ⊃ A⊢ }

Les seules dérivations de taille 5 que l’on peut obtenir de la dérivation qui est dans Der4

sont :

♦�A, 〈�A, A, A〉, A⊢

[�T
L]

♦�A, 〈�A, A〉, A⊢

[�T
L]

♦�A, 〈�A〉, A⊢

[♦L]
♦�A, A⊢

[⊃R]
♦�A ⊃ A⊢

♦�A, 〈�A〉, 〈�A, A〉, A⊢

[♦L]
♦�A, 〈�A, A〉, A⊢

[�T
L]

♦�A, 〈�A〉, A⊢

[♦L]
♦�A, A⊢

[⊃R]
♦�A ⊃ A⊢

Ces dernières sont redondantes car on a
– ♦�A, 〈�A, A, A〉, A⊢ . ♦�A, 〈�A, A〉, A⊢ et
– ♦�A, 〈�A〉, 〈�A, A〉, A⊢ . ♦�A, 〈�A, A〉, A⊢.

Par conséquent, à l’étape 5, on a Der5 = ∅. Donc, ♦�A ⊃ A n’est pas valide dans IK{T}.

4.3 Le calcul des séquents G2
IKTh

Rappelons que la règle de contraction est problématique car sa prémisse est plus complexe
que sa conclusion du fait de la duplication de formules. Même si la règle de contraction est
absente de GIKTh, nous ne pouvons pas considérer qu’elle est éliminée. Effectivement, elle est
internalisée dans toutes les règles gauches. Cela se traduit par la persistance des formules
sur lesquelles ces règles agissent dans leurs prémisses. Dans cette section, nous apportons des
modifications à GIKTh dans le but de limiter l’application de la contraction.

Le calcul G2
IKTh est obtenu en remplaçant dans G−

IKTh les règles [∧L], [∨L], [⊃L] et [♦L]
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par les règles suivantes :

Γ{A, B}{C⊢}

Γ{A ∧ B}{C⊢}
[∧L]

Γ{A}{C⊢} Γ{B}{C⊢}

Γ{A ∨ B}{C⊢}
[∨L]

Γ{A ⊃ B, A⊢}{∅} Γ{B}{C⊢}

Γ{A ⊃ B}{C⊢}
[⊃L]

Γ{〈A〉}{C⊢}

Γ{♦A}{C⊢}
[♦L]

Théorème 4.3.1 (Correction). Si un A-séquent a une preuve dans G2
IKTh alors il a aussi une

preuve dans GIKTh.

Démonstration. Pour démontrer la correction de G2
IKTh, il suffit de démontrer l’admissibilité

des règles [∧L], [∨L], [⊃L] et [♦L] de G2
IKTh dans GIKTh. [W ] correspond à l’application de la

règle d’affaiblissement dont on a démontré l’admissibilité (proposition 4.2.1).

– Cas de [∧L] :
Γ{A, B}{C⊢}

[W ]
Γ{A ∧ B, A, B}{C⊢}

[∧L]
Γ{A ∧ B, B}{C⊢}

[∧L]
Γ{A ∧ B}{C⊢}

– Cas de [∨L] :
Γ{A}{C⊢}

[W ]
Γ{A ∨ B, A}{C⊢}

Γ{B}{C⊢}
[W ]

Γ{A ∨ B, B}{C⊢}
[∨L]

Γ{A ∨ B}{C⊢}

– Cas de [⊃L] :

Γ{A ⊃ B, A⊢}{∅}

Γ{B}{C⊢}
[W ]

Γ{A ⊃ B, B}{C⊢}
[⊃L]

Γ{A ⊃ B}{C⊢}

– Cas de [♦L] :
Γ{〈A〉}{C⊢}

[W ]
Γ{♦A, 〈A〉}{C⊢}

[♦L]
Γ{♦A}{C⊢}

Les calculs que nous utiliserons pour démontrer la complétude sont des versions légèrement
modifiées de ceux que nous venons d’introduire. Pour tout Th ⊆ {T, B, 4, 5}, nous appelons
G2′

IKTh le calcul obtenu à partir de G2
IKTh par l’ajout d’une restriction à [id] :

Γ{p, p⊢}
[id](p est atomique)

L’ajout de cette restriction vise la satisfaction d’une propriété importante dans notre démarche
pour démontrer la complétude (proposition 4.3.3). Notons que cette restriction ne rend pas
nos calculs incomplets :
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Proposition 4.3.1. Le A-séquent Γ{A, A⊢} a une preuve dans G2′
IKTh pour toute formule A.

Démonstration. Par induction sur la structure de A. Le cas où A est une formule atomique
est trivial. Nous ne développons ici que le cas A = �B car les autres cas sont similaires ou
plus simples :

[H.I]
Γ{�B, 〈B, B⊢〉}

[�L]
Γ{�B, 〈B⊢〉}

[�R]
Γ{�B,�B⊢}

où [H.I] correspond à l’application de l’hypothèse d’induction.

La proposition précédente nous permet de dire que les deux calculs G2′
IKTh et G2

IKTh sont
équivalents dans le sens où si un A-séquent a une preuve dans l’un, alors il en a forcément une
dans l’autre. Par conséquent, si une règle est admissible dans l’un, alors elle l’est dans l’autre.

Proposition 4.3.2 (admissibilité de l’affaiblissement). Si ⊢n
G2′

IKTh
Γ{∅}{C⊢} alors

⊢n
G2′

IKTh
Γ{∆}{C⊢}.

Démonstration. Par induction sur la valeur de n.

La proposition suivante est utilisée pour démontrer l’admissibilité de la contraction avec
préservation de la profondeur. Elle est similaire à la proposition connue sous le nom de lemme
d’inversion [121]. Son énoncé dit que pour certaines règles, si la conclusion a une preuve avec
une profondeur égale à n, alors certaines des prémisses ont des preuves avec des profondeurs
inférieures ou égales à n.

Proposition 4.3.3 (Lemme d’inversion).

1. Si ⊢n
G2′

IKTh
Γ{A ∧ B}{C⊢} alors ⊢n

G2′
IKTh

Γ{A, B}{C⊢}.

2. Si ⊢n
G2′

IKTh
Γ{A1 ∨ A2}{C

⊢} alors ⊢n
G2′

IKTh
Γ{Ai}{C

⊢}, pour i = 1, 2.

3. Si ⊢n
G2′

IKTh
Γ{A1 ∧ A⊢

2} alors ⊢n
G2′

IKTh
Γ{A⊢

i }, pour i = 1, 2.

4. Si ⊢n
G2′

IKTh
Γ{A ⊃ B⊢} alors ⊢n

G2′
IKTh

Γ{A, B⊢}.

5. Si ⊢n
G2′

IKTh
Γ{A ⊃ B}{C⊢} alors ⊢n

G2′
IKTh

Γ{B}{C⊢}.

6. Si ⊢n
G2′

IKTh
Γ{�A⊢} alors ⊢n

G2′
IKTh

Γ{〈A⊢〉}.

7. Si ⊢n
G2′

IKTh
Γ{♦A}{C⊢} alors ⊢n

G2′
IKTh

Γ{〈A〉}{C⊢}.

Démonstration. Par induction sur la valeur de n. Nous ne développons que le cas de (6). Les
autres cas sont similaires.
Soit D une preuve permettant d’avoir ⊢n

G2′
IKTh

Γ{�A⊢}. Si n = 0 alors Γ{�A⊢} est une instance

de [⊥L], ce qui signifie que Γ{〈A⊢〉} est également une instance de [⊥L]. Notons que sans la
restriction associée à [id], Γ{�A⊢} aurait pu être une instance de [id], ce qui n’est pas le cas
de Γ{〈A⊢〉}. On suppose maintenant que n > 0. Si Γ{�A⊢} est une instance d’un axiome,
alors on revient au précédent cas. Sinon, si la dernière règle appliquée dans D n’est pas [�R],
alors il suffit d’appliquer l’hypothèse d’induction aux prémisses et ensuite utiliser cette même
règle. Sinon, étant donné que Γ{〈A⊢〉} est la prémisse de la dernière règle appliquée dans D
([�R]), on a une preuve de Γ{〈A⊢〉} avec une profondeur strictement inférieure à celle de D.
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Proposition 4.3.4 (Admissibilité de la fusion). Si ⊢n
G2′

IKTh
Γ{〈∆〉, 〈∆′〉} alors ⊢n

G2′
IKTh

Γ{〈∆, ∆′〉}.

Démonstration. Par induction sur la valeur de n.

Proposition 4.3.5 (Admissibilité de la contraction). Si ⊢n
G2′

IKTh
Γ{∆, ∆} alors ⊢n

G2′
IKTh

Γ{∆}.

Démonstration. Comme nous l’avons vu dans la démonstration de la proposition 4.2.3, il suffit
de démontrer la propriété suivante : (1’) si ⊢n

G2′
IKTh

Γ{A, A} alors ⊢n
G2′

IKTh
Γ{A}, car la proposi-

tion 4.3.4 permet d’étendre cette propriété à cette proposition.

Soit D une preuve permettant d’avoir ⊢n
G2′

IKTh
Γ{A, A}. La preuve est par induction sur la

valeur de n. Si n = 0 alors Γ{A, A} est une instance d’un axiome et, par conséquent, Γ{A}
l’est aussi. On suppose maintenant que n > 0. Si Γ{A, A} est une instance d’un axiome, alors
on revient au cas précédent. Sinon, si la dernière règle appliquée dans D ne modifie aucune
des deux occurrences de A, alors pour obtenir une preuve de Γ{A} on applique l’hypothèse
d’induction aux prémisses et ensuite on applique cette même règle. Sinon, une preuve de Γ{A}
est obtenue en utilisant principalement la proposition 4.3.3. Par exemple, considérons le cas
où la dernière règle appliquée dans D est [♦L] (A = ♦B) :

D′

Γ{〈B〉,♦B}
[♦L]

Γ{♦B,♦B}

En utilisant la proposition 4.3.3, on a ⊢n−1
G2′

IKTh

Γ{〈B〉, 〈B〉}. Ensuite, en utilisant la proposi-

tion 4.3.4, on a ⊢n−1
G2′

IKTh

Γ{〈B, B〉}. L’application de l’hypothèse d’induction permet d’obtenir

⊢n−1
G2′

IKTh

Γ{〈B〉}. Enfin, en appliquant la règle [♦L], on obtient ⊢n
G2′

IKTh
Γ{♦B}.

Théorème 4.3.2 (Complétude). Si S a une preuve dans G−
IKTh, alors il en a aussi une dans

G2′
IKTh (G2

IKTh).

Démonstration. Pour démontrer la complétude de G2′
IKTh, il suffit de démontrer l’admissibil-

ité des règles [∧L], [∨L], [⊃L] et [♦L] de G−
IKTh dans G2′

IKTh. [W ] et [C] correspondent aux
application de respectivement l’affaiblissement (proposition 4.3.2) et la contraction (proposi-
tion 4.3.5).

– Cas de [∧L] :
Γ{A1 ∧ A2, Ai}{C

⊢}
[W ]

Γ{A1 ∧ A2, Ai, A(i+1)mod 2}{C
⊢}

[∧L]
Γ{A1 ∧ A2, A1 ∧ A2}{C⊢}

[C]
Γ{A1 ∧ A2}{C

⊢}

– Cas de [∨L] :
Γ{A ∨ B, A}{C⊢} Γ{A ∨ B, B}{C⊢}

[∨L]
Γ{A ∨ B, A ∨ B}{C⊢}

[C]
Γ{A ∨ B}{C⊢}
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– Cas de [⊃L] :

Γ{A ⊃ B, A⊢}{∅}
[W ]

Γ{A ⊃ B, A ⊃ B, A⊢}{∅} Γ{A ⊃ B, B}{C⊢}
[⊃L]

Γ{A ⊃ B, A ⊃ B}{C⊢}
[C]

Γ{A ⊃ B}{C⊢}

– Cas de [♦L] :
Γ{♦A, 〈A〉}{C⊢}

[♦L]
Γ{♦A,♦A}{C⊢}

[C]
Γ{♦A}{C⊢}

Notons que dans G2
IKTh, la contraction persiste encore dans les règles gauches associées

aux deux opérateurs � et ⊃. Il en résulte l’absence de terminaison dans la construction de
preuves. L’approche de Dyckhoff de l’élimination de la contraction [45], décrite au chapitre 1,
peut permettre d’apporter des améliorations à G2

IKTh. Toutefois, cela ne nous a pas permis de
résoudre totalement le problème de l’élimination de la contraction. En fait, les difficultés que
nous avons rencontrées sont similaires à celles pointées par Dyckhoff dans le cas de la logique
intuitionniste de premier ordre. En effet, les principales formules problématiques dans notre
cas sont celles de la forme �A⊃B et dans le cas de la logique intuitionniste de premier ordre
sont celles de la forme ∀x.A(x) ⊃ B.

Conclusion

Nous avons défini dans ce chapitre des calculs des séquents pour les logiques modales
intuitionnistes formées à partir de toutes les combinaisons des axiomes T , B, 4 et 5. La cor-
rection, la complétude et l’élimination de la coupure pour chaque calcul GIKTh sont obtenues
de respectivement la correction, la complétude et la normalisation du système de déduction
naturelle DNIKTh. En utilisant nos calculs pour les logiques formées à partir des combinaisons
de T et B, nous démontrons la décidabilité de ces dernières. Les cas des autres logiques n’ont
pas été considérés à cause de l’absence de la propriété de la profondeur dans leurs calculs
qui est nécessaire dans notre approche pour démontrer la décidabilité. En outre, nous avons
apporté des améliorations à nos calculs visant à limiter l’application de la contraction dans la
construction de preuves.

Dans le chapitre suivant, nous introduirons une nouvelle structure multi-contextuelle qui
peut être considérée comme un aplatissement de la structure de A-séquent. Cette structure
est mieux adaptée à la logique IS5, en particulier à démontrer sa décidabilité, que celle de
A-séquent.
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Chapitre 5

Systèmes de preuve pour la logique

modale intuitionniste IS5

Introduction

Au chapitre 4, nous avons vu que notre calcul pour la logique IS5 ne nous permet pas de
démontrer la décidabilité de cette logique à cause de l’absence de la propriété de la profondeur.
Notons que Simpson aussi n’a pas réussi à démontrer la décidabilité de IS5 en utilisant son
calcul avec labels [119]. En vue de définir des calculs sans labels plus appropriés à cette logique,
permettant en particulier de démontrer sa décidabilité, nous introduisons une nouvelle struc-
ture multi-contextuelle, appelée MC-séquent. Intuitivement, elle peut être considérée comme
la version mono-conclusion de celle d’hyperséquent [4]. En fait, elle correspond à une forme
aplatie de la structure de A-séquent.

Dans un premier temps, nous définissons un système de déduction naturelle pour IS5.
La normalisation est démontrée via le système DNIS5 introduit au chapitre 3. Nous proposons
également des systèmes de déduction naturelle utilisant la structure de MC-séquent pour les
logiques S5 et IM5. Cette dernière est une logique intermédiaire entre IS5 et S5 [59].

Dans un deuxième temps, nous définissons un calcul des séquents pour IS5 fondé sur les
MC-séquents. Sa correction et sa complétude sont démontrées à partir de son équivalence
avec le système de déduction naturelle introduit précédemment. De plus, l’élimination de la
coupure est obtenue à partir de la normalisation. Cela nous permet de démontrer que notre
calcul satisfait la propriété de la sous-formule.

Enfin, nous démontrons la décidabilité de IS5 en utilisant notre calcul des séquents. Dans
ce dernier, partant du fait que la forme des MC-séquents est plate, la propriété de la pro-
fondeur peut être considérée soit comme satisfaite par tout calcul fondé sur les MC-séquents,
soit comme un concept inexistant. Ainsi, le problème posé par l’absence de cette propriété est
éliminé grâce à la structure de MC-séquent et par conséquent nous avons la terminaison de
notre procédure de décision. Nous notons que certains des travaux présentés dans ce chapitre
ont fait l’objet de la publication [67].

5.1 Structure de MC-séquent

Nous rappelons que dans le cas des séquents standard, un contexte est un multi-ensemble
fini de formules et qu’un séquent mono-conclusion est une structure de la forme Γ ⊢ C où Γ
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est un contexte et C une formule.

Définition 5.1.1. Un MC-séquent est une structure de la forme suivante :

Γ1; . . . ; Γk ⊢ Γ ⊢ C

où {Γ1, . . . ,Γk} est un multi-ensemble de contextes, appelé LL-contexte, et Γ⊢C est un séquent
mono-conclusion, appelé conclusion contextuelle. Nous appelons Γ le contexte courant et C
conclusion.

Si le contexte courant est vide ∅, alors nous écrivons G ⊢ ⊢C plutôt que G ⊢ ∅ ⊢ C.

En fait, la structure de MC-séquent correspond à un aplatissement de celle de A-séquent.
En d’autres termes, elle correspond à une structure de A-séquent dans laquelle la distinction
est faite uniquement entre le contexte contenant la formule marquée d’un coté, et les autres
contextes de l’autre.

Nous associons à chaque MC-séquent Γ1; . . . ; Γk⊢Γ⊢C une formule définie par (♦(
∧

Γ1)∧
. . . ∧ ♦(

∧
Γk)) ⊃ ((

∧
Γ) ⊃ C). Ainsi, nous définissons la validité d’un MC-séquent dans une

logique modale par la validité de sa formule correspondante.

Rappelons que la structure d’hyperséquent correspond à un multi-ensemble de séquents,
appelés composantes, séparés par un symbole dénotant la disjonction [4]. Notre structure est
similaire à celle d’hyperséquent dans le sens où toutes les deux sont multi-contextuelles ayant
une forme plate. Cependant, les MC-séquents sont plus adaptés aux cadres logiques intuition-
nistes du fait de la présence de la propriété de disjonction dans ces derniers. La propriété
de disjonction correspond au fait que si A ∨ B est valide alors A est valide ou B est valide.
En réalité, dans les cadres logiques intuitionnistes la structure d’hyperséquent n’enrichit pas
réellement celle de séquent. Effectivement, la validité d’un hyperséquent dans une logique in-
tuitionniste implique par la propriété de disjonction la validité d’une de ses composantes, à
savoir un séquent.

5.2 Un système de déduction naturelle pour IS5

Le système de déduction naturelle DN2
IS5 est décrit en figure 5.1. Notons que si on considère

l’ensemble de règles obtenu à partir de DN2
IS5 par la suppression des règles modales ainsi que

[∨2
E ] et [⊥2] et par le remplacement de chaque MC-séquent dans les règles restantes par sa

conclusion contextuelle, alors on obtient le système de déduction naturelle DNIPL décrit en
figure 1.1. Par conséquent, nous obtenons la proposition suivante :

Proposition 5.2.1. Si A est valide dans IPL alors ⊢ ⊢ A a une preuve dans DN2
IS5.

Comme nous venons de le préciser, la structure de MC-séquent n’est autre qu’une forme
aplatie de celle de A-séquent. En réalité, la seule chose qui change dans DN2

IS5 par rapport
à DNIS5 est que nous considérons maintenant que tous les contextes sont accessible les uns
des autres. Par exemple, les règles [�1

E ] et [�2
E ] capturent le fait que si une formule �A est

vraie dans un contexte donné, alors la formule A est vraie dans tout contexte. Tandis que dans
DNIS5, la règle [�E ] capture le fait que si �A est vraie dans un contexte C, alors A est vraie
dans tout contexte accessible à partir de C.

Dans la sémantique de Kripke décrite au chapitre 2, la logique IS5 est définie par la
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G ⊢ Γ, A ⊢ A
[id]

G ⊢ Γ ⊢ ⊥
G ⊢ Γ ⊢ A

[⊥1]
G; Γ ⊢ Γ′ ⊢ ⊥

G; Γ′ ⊢ Γ ⊢ A
[⊥2]

G ⊢ Γ ⊢ Ai

G ⊢ Γ ⊢ A1 ∨ A2
[∨i

I ]
G ⊢ Γ ⊢ A ∨ B G ⊢ Γ, A ⊢ C G ⊢ Γ, B ⊢ C

G ⊢ Γ ⊢ C
[∨1

E ]

G; Γ′ ⊢ Γ ⊢ A ∨ B G; Γ, A ⊢ Γ′ ⊢ C G; Γ, B ⊢ Γ′ ⊢ C

G; Γ ⊢ Γ′ ⊢ C
[∨2

E ]

G ⊢ Γ ⊢ A G ⊢ Γ ⊢ B

G ⊢ Γ ⊢ A ∧ B
[∧I ]

G ⊢ Γ ⊢ A1 ∧ A2

G ⊢ Γ ⊢ Ai

[∧i
E ]

G ⊢ Γ, A ⊢ B

G ⊢ Γ ⊢ A ⊃ B
[⊃I ]

G ⊢ Γ ⊢ A ⊃ B G ⊢ Γ ⊢ A

G ⊢ Γ ⊢ B
[⊃E ]

G ⊢ Γ ⊢ A

G ⊢ Γ ⊢ ♦A
[♦1

I ]
G; Γ′ ⊢ Γ ⊢ A

G; Γ ⊢ Γ′ ⊢ ♦A
[♦2

I ]
G ⊢ Γ ⊢ ♦A G; A ⊢ Γ ⊢ C

G ⊢ Γ ⊢ C
[♦1

E ]

G; Γ′ ⊢ Γ ⊢ ♦A G; Γ; A ⊢ Γ′ ⊢ C

G; Γ ⊢ Γ′ ⊢ C
[♦2

E ]

G; Γ ⊢ ⊢A

G ⊢ Γ ⊢ �A
[�I ]

G ⊢ Γ ⊢ �A

G ⊢ Γ ⊢ A
[�1

E ]
G; Γ′ ⊢ Γ ⊢ �A

G; Γ ⊢ Γ′ ⊢ A
[�2

E ]

Fig. 5.1 – Système de déduction naturelle DN2
IS5

classe des modèles modaux intuitionnistes dont les relations d’accessibilité sont des relations
d’équivalence. Ainsi, la relation d’accessibilité peut être supprimée des modèles en organisant
les mondes modaux sous-forme de classes d’équivalence. Même plus, une autre sémantique où
dans tout modèle, tous les mondes sont accessibles les uns à partir des autres (une seule classe
d’équivalence) définit également IS5 :

Définition 5.2.1. Un IS5-modèle est un quadruplet (W, 6, {Dw}w∈W , {Vw}w∈W ) où

– W est un ensemble non vide partiellement ordonné par 6 ;
– pour w ∈ W , Dw est un ensemble non vide tel que w 6 w′ implique Dw ⊆ Dw′ ; et
– pour chaque w ∈ W , Vw est une fonction de Dw dans 2Prop telle que w 6 w′ implique

Vw(d) ⊆ Vw′(d).

Soient M = (W, 6, {Dw}w∈W , {Vw}w∈W ) un IS5-modèle, w ∈ W , d ∈ Dw et A une formule.
La relation de satisfaction w, d �M A est définie par induction sur la structure de A comme
suit :

– w, d �M p si et seulement si p ∈ Vw(d) ;
– w, d �M ⊥ jamais ;
– w, d �M A ∧ B si et seulement si w, d �M A et w, d �M B ;
– w, d �M A ∨ B si et seulement si w, d �M A ou w, d �M B ;
– w, d �M A ⊃ B si et seulement si pour tout v > w, v, d �M A implique v, d �M B ;
– w, d �M �A si et seulement si pour tout v > w, d′ ∈ Dv, v, d′ �M A ;
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– w, d �M ♦A si et seulement s’il existe d′ ∈ Dw tel que w, d′ �M A.

Une formule A est valide dans M = (W, 6, {Dw}w∈W , {Vw}w∈W ) si w, d �M A pour tout
w ∈ W et tout d ∈ Dw. A est valide dans IS5 si et seulement si A est valide dans tout IS5-
modèle.

Une manière simple de démontrer la correction et la complétude de cette sémantique
consiste à utiliser la traduction de IS5 dans le fragment monadique de la logique intuitionniste
de premier ordre proposée par Bull [25]. Dans cette traduction, notée (.)∗, on associe à chaque
variable propositionnelle p un prédicat unaire P (·) et on utilise une seule variable x. Elle est
définie comme suit :

– (⊥)∗ = ⊥ ;
– (p)∗ = P (x) ;
– (A ⊗ B)∗ = (A)∗ ⊗ (B)∗, pour ⊗ = ∧,∨,⊃ ;
– (�A)∗ = ∀x.(A)∗ ;
– (♦A)∗ = ∃x.(A)∗.

Ainsi, pour démontrer la correction et la complétude de la sémantique que nous venons de
définir, il suffit d’utiliser la sémantique de la logique intuitionniste de premier ordre et le fait
que la traduction ne comporte aucun prédicat représentant la relation d’accessibilité.

Illustrons maintenant notre système en considérant la formule ♦(A ∨ B) ⊃ (♦A ∨ ♦B).
Une preuve de cette formule dans DN2

IS5 est donnée par :

[id]
⊢♦(A ∨ B) ⊢ ♦(A ∨ B)

[id]
♦(A ∨ B) ⊢ A ∨ B ⊢ A ∨ B D1 D2

[∨E2]
A ∨ B ⊢ ♦(A ∨ B) ⊢ ♦A ∨ ♦B

[♦E1]
⊢♦(A ∨ B) ⊢ ♦A ∨ ♦B

avec

D1 =







[id]
♦(A ∨ B) ⊢ A ∨ B, A ⊢ A

[♦I2]
A ∨ B, A ⊢ ♦(A ∨ B) ⊢ ♦A

[∨I1]
A ∨ B, A ⊢ ♦(A ∨ B) ⊢ ♦A ∨ ♦B

D2 =







[id]
♦(A ∨ B) ⊢ A ∨ B, B ⊢ B

[♦I2]
A ∨ B, B ⊢ ♦(A ∨ B) ⊢ ♦B

[∨I2]
A ∨ B, B ⊢ ♦(A ∨ B) ⊢ ♦A ∨ ♦B

Théorème 5.2.1 (Correction). Si un MC-séquent a une preuve dans DN2
IS5, alors il est valide

dans IS5.

Démonstration. Pour chaque règle, on suppose que sa conclusion n’est pas valide et on dé-
montre qu’au moins une de ses prémisses n’est pas valide. Nous ne considérons ici que les cas
des règles [�I ], [�2

E ] et [♦1
E ].

- Cas de [�I ]. Soit M = (W, 6, {Dw}w∈W , {Vw}w∈W ) un contre-modèle de G ⊢ Γ ⊢ �A.
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Alors il existe w0 dans W et d0 ∈ Dw0
tels que pour tout Γ′ ∈ G on a w0, d0 � ♦

∧
Γ′,

w0, d0 2
∧

Γ et w0, d0 2 �A. En utilisant w0, d0 2 �A, il existe w1 ∈ W et d1 ∈ Dw1
tels que

w0 6 w1 et w1, d1 2 A. En utilisant la monotonie de Kripke, on a pour tout Γ′ ∈ G ∪ {Γ},
w1, d1 � ♦

∧
Γ′. Par conséquent, on déduit que M est un contre-modèle de G; Γ ⊢ ⊢A.

- Cas de [�2
E ]. Soit M = (W, 6, {Dw}w∈W , {Vw}w∈W ) un contre-modèle de G; Γ ⊢ Γ′ ⊢ A.

Alors il existe w0 dans W et d0 ∈ Dw0
tels que pour tout Γ′′ ∈ G ∪ {Γ} on a w0, d0 � ♦

∧
Γ′′,

w0, d0 �
∧

Γ′ et w0, d0 2 A. En utilisant w0, d0 � ♦
∧

Γ, il existe d1 dans Dw0
tel que

w0, d1 �
∧

Γ. En utilisant w0, d0 �
∧

Γ′, on a w0, d1 2 ♦
∧

Γ′. En utilisant w0, d0 2 A, on a
w0, d1 2 �A. Par conséquent, on déduit que M est un contre-modèle de G; Γ′ ⊢ Γ ⊢ �A.

- Cas de [♦1
E ]. Soit M = (W, 6, {Dw}w∈W , {Vw}w∈W ) un contre-modèle de G ⊢ Γ ⊢ C.

Alors il existe w0 dans W et d0 ∈ Dw0
tels que pour tout Γ′ ∈ G on a w0, d0 � ♦

∧
Γ′,

w0, d0 �
∧

Γ et w0, d0 2 C. Si w0, d0 2 ♦A alors M est un contre-modèle de G ⊢ Γ ⊢ ♦A.
Sinon, w0, d0 � ♦A et ainsi M est un contre-modèle de G; A ⊢ Γ ⊢ C.

Proposition 5.2.2. Les MC-séquents suivants ont des preuves dans DN2
IS5 :

1) ⊢ ⊢ �(A ⊃ B) ⊃ (�A ⊃ �B) 2) ⊢ ⊢ ♦⊥⊃⊥
3) ⊢ ⊢ �(A ⊃ B) ⊃ (♦A ⊃♦B) 4) ⊢ ⊢ ♦(A ∨ B) ⊃ (♦A ∨ ♦B)
5) ⊢ ⊢ (♦A ⊃ �B) ⊃ �(A ⊃ B) 6) ⊢ ⊢ (�A ⊃ A) ∧ (A ⊃♦A)
7) ⊢ ⊢ (♦�A ⊃ �A) ∧ (♦A ⊃ �♦A)

Démonstration. En ce qui concerne le MC-séquent (4), la preuve a été donnée comme exemple
précédemment.

- 1) :

[id]
∅ ⊢ �(A ⊃ B),�A ⊢ �(A ⊃ B)

[�2
E ]

�(A ⊃ B),�A ⊢ ⊢A ⊃ B

[id]
∅ ⊢ �(A ⊃ B),�A ⊢ �A

[�2
E ]

�(A ⊃ B),�A ⊢ ⊢A
[⊃E ]

�(A ⊃ B),�A ⊢ ⊢B
[�I ]

⊢�(A ⊃ B),�A ⊢ �B
[⊃I ]

⊢�(A ⊃ B) ⊢ �A ⊃ �B
[⊃I ]

⊢ ⊢ �(A ⊃ B) ⊃ (�A ⊃ �B)

- 2) :

[id]
⊢♦⊥ ⊢ ♦⊥

[id]
♦⊥ ⊢ ⊥ ⊢ ⊥

[⊥2]
⊥ ⊢ ♦⊥ ⊢ ⊥

[♦1
E ]

⊢♦⊥ ⊢ ⊥
[⊃I ]

⊢ ⊢ ♦⊥⊃⊥
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- 3) :
[id]

⊢�(A ⊃ B),♦A ⊢ ♦A D
[♦1

E ]
⊢�(A ⊃ B),♦A ⊢ ♦B

[⊃I ]
⊢�(A ⊃ B) ⊢ ♦A ⊃♦B

[⊃I ]
⊢ ⊢ �(A ⊃ B) ⊃ (♦A ⊃♦B)

avec

D =







[id]
A ⊢ �(A ⊃ B),♦A ⊢ �(A ⊃ B)

[�2
E ]

�(A ⊃ B),♦A ⊢ A ⊢ A ⊃ B
[id]

�(A ⊃ B),♦A ⊢ A ⊢ A
[⊃E ]

�(A ⊃ B),♦A ⊢ A ⊢ B
[♦2

I ]
A ⊢ �(A ⊃ B),♦A ⊢ ♦B

- 5) :

[id]
A ⊢ ♦A ⊃ �B ⊢ ♦A ⊃ �B

[id]
♦A ⊃ �B ⊢ A ⊢ A

[♦2
I ]

A ⊢ ♦A ⊃ �B ⊢ ♦A
[⊃E ]

A ⊢ ♦A ⊃ �B ⊢ �B
[�2

E ]
♦A ⊃ �B ⊢ A ⊢ B

[⊃I ]
♦A ⊃ �B ⊢ ⊢A ⊃ B

[�I ]
⊢♦A ⊃ �B ⊢ �(A ⊃ B)

[⊃I ]
⊢ ⊢ (♦A ⊃ �B) ⊃ �(A ⊃ B)

- 6) :

[id]
⊢�A ⊢ �A

[�1
E ]

⊢�A ⊢ A
[⊃I ]

⊢ ⊢ �A ⊃ A

[id]
♦A ⊃ �B ⊢ A ⊢ A

[♦2
I ]

A ⊢ ♦A ⊃ �B ⊢ ♦A
[id]

⊢A ⊢ A
[♦1

I ]
⊢A ⊢ ♦A

[⊃I ]
⊢ ⊢ A ⊃♦A

[∧I ]
⊢ ⊢ (�A ⊃ A) ∧ (A ⊃♦A)

- 7) :

D

[id]
∅;⊢♦A ⊢ ♦A

[id]
∅;♦A ⊢ A ⊢ A

[♦2
I ]

♦A; A ⊢ ⊢♦A
[♦2

E ]
♦A ⊢ ⊢♦A

[�I ]
⊢♦A ⊢ �♦A

[⊃I ]
⊢ ⊢ ♦A ⊃ �♦A

[∧I ]
⊢ ⊢ (♦�A ⊃ �A) ∧ (♦A ⊃ �♦A)
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avec

D =







[id]
⊢♦�A ⊢ ♦�A

[id]
∅;♦�A ⊢ �A ⊢ �A

[�2
E ]

�A;♦�A ⊢ ⊢A
[�I ]

�A ⊢ ♦�A ⊢ �A
[♦1

E ]
⊢♦�A ⊢ �A

[⊃I ]
⊢ ⊢ ♦�A ⊃ �A

Proposition 5.2.3 (Admissibilité de l’affaiblissement).

1. Si G ⊢ Γ ⊢ C a une preuve dans DN2
IS5, alors G ⊢ Γ, A ⊢ C en a aussi une.

2. Si G; Γ′ ⊢ Γ ⊢ C a une preuve dans DN2
IS5, alors G; Γ′, A ⊢ Γ ⊢ C en a aussi une.

3. Si G ⊢ Γ ⊢ C a une preuve dans DN2
IS5, alors G; Γ′ ⊢ Γ ⊢ C en a aussi une.

Démonstration. Soit D une preuve de G ⊢ Γ ⊢ C dans DN2
IS5. La preuve obtenue par l’ajout

de A à tous les contextes correspondant à Γ dans D est une preuve de G ⊢ Γ, A ⊢ C. Les cas
des autres propriétés sont similaires.

Théorème 5.2.2. Si une formule A est valide dans IS5 alors ⊢⊢A a une preuve dans DN2
IS5.

Démonstration. On identifie la validité dans IS5 à travers son système à la Hilbert décrit au
chapitre 2. La démonstration est par induction sur la structure de la preuve de A dans ce
système.
Si A est un axiome, alors ⊢ ⊢ A est prouvable dans DN2

IS5 (propositions 5.2.1 et 5.2.2). Con-
sidérons maintenant les deux cas de la dernière règle appliquée.

– Si cette règle est [mp], alors en appliquant l’hypothèse d’induction, les MC-séquents
⊢ ⊢ A ⊃ B et ⊢ ⊢ A ont des preuves dans DN2

IS5. Ainsi, en utilisant la règle [⊃E ], on
déduit que ⊢ ⊢ B a également une preuve dans DN2

IS5.
– Sinon, cette règle est [nec]. En appliquant l’hypothèse d’induction, on a une preuve de
⊢ ⊢ A dans DN2

IS5. En utilisant la proposition 5.2.3, ∅ ⊢ ⊢A a aussi une preuve dans
DN2

IS5. Ainsi, en utilisant la règle [�I ], on déduit que ⊢⊢�A a une preuve dans DN2
IS5.

Proposition 5.2.4.

1. Si G ⊢ Γ ⊢ A ⊃ B a une preuve dans DN2
IS5, alors G ⊢ Γ, A ⊢ B en a aussi une.

2. Si G ⊢ Γ, A ∧ B ⊢ C a une preuve dans DN2
IS5, alors G ⊢ Γ, A, B ⊢ C en a aussi une.

3. Si G; Γ, A ∧ B ⊢ Γ′ ⊢ C a une preuve dans DN2
IS5, alors G; Γ, A, B ⊢ Γ′ ⊢ C en a aussi

une.

4. Si G ⊢ Γ,♦A ⊢ C a une preuve dans DN2
IS5, alors G; A ⊢ Γ ⊢ C en a aussi une.

5. Si G; Γ,♦A ⊢ Γ′ ⊢ C a une preuve dans DN2
IS5, alors G; Γ; A ⊢ Γ′ ⊢ C en a aussi une.

Démonstration. Cas de la propriété 1. En utilisant la proposition 5.2.3, G⊢Γ, A⊢A⊃B a une
preuve dans DN2

IS5. Donc, G ⊢ Γ, A ⊢ B en a également une en utilisant la règle [⊃I ] comme
suit :

G ⊢ Γ, A ⊢ A ⊃ B
[id]

G ⊢ Γ, A ⊢ A
[⊃E ]

G ⊢ Γ, A ⊢ B
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Les propriétés 2 et 3 sont démontrées ensemble par induction sur les structures des preuves
de G⊢Γ, A∧B ⊢C et G; Γ, A∧B ⊢Γ′ ⊢C. Les propriétés 4 et 5 sont démontrées de la même
manière.

Théorème 5.2.3 (Complétude). Si un MC-séquent est valide dans IS5 alors il a une preuve
dans DN2

IS5.

Démonstration. Soit S = Γ1; . . . ; Γk ⊢ Γ ⊢ C un MC-séquent valide dans IS5. Alors FS =
(♦

∧
Γ1 ∧ . . . ∧♦

∧
Γk ∧

∧
Γ)⊃C est valide dans IS5. En utilisant le theorem 5.2.2, ⊢ ⊢FS a

une preuve dans DN2
IS5. En utilisant la proposition 5.2.4, on déduit que S a aussi une preuve

dans DN2
IS5.

5.3 Normalisation

Dans cette section, nous démontrons que le système DN2
IS5 vérifie la propriété de normali-

sation en se basant sur le fait que DNIS5 la vérifie. En fait, la normalisation pour DN2
IS5 peut

être obtenue de la même manière que pour DNIS5 en utilisant de simples adaptations des
règles de réduction, de permutation et de simplification de DNIS5.

À chaque A-séquent S, nous associons un MC-séquent, noté MC(S), égal à Γ1; . . . ; Γk ⊢Γ⊢C
où

– C⊢ est la formule marquée de S,
– Γ est le contexte (nœud du A-environnement) de S associé à C⊢, et
– {Γ1, . . . ,Γk} est le multi-ensemble de tous les autres contextes de S.

Par exemple, le MC-séquent associé à A, B, 〈C, B〉, 〈〈A, C〉, D, C⊢〉 est A, B; C, B; A, C⊢D⊢C.

Proposition 5.3.1. Soient S un A-séquent et D une preuve de S dans DNIS5. Alors l’arbre
obtenu à partir de D par le remplacement de tous les A-séquents avec leurs MC-séquents
associés est une preuve de MC(S) dans DN2

IS5.

Démonstration. La preuve est par induction sur la structure de D.

Soient S un MC-séquent et D une preuve de S dans DN2
IS5. Pour tout A-séquent S ′ ayant

comme MC-séquent associé S, une preuve dans DNIS5 peut être obtenue à partir de D. La
construction de cette preuve est par induction sur la structure de D de la manière suivante :

– Si S est une instance de [id] dans DN2
IS5, alors S ′ est forcément une instance de [id] dans

DNIS5.
– Si la dernière règle appliquée dans D est [⊃I ] :

G ⊢ Γ, A ⊢ B

G ⊢ Γ ⊢ A ⊃ B
[⊃I ]

Puisque MC(S ′) = S, il existe une 1-situation Γ′{} tel que S ′ = Γ′{A ⊃ B⊢}. En
appliquant l’hypothèse d’induction, une preuve de Γ′{A, B⊢} peut être obtenue à partir
de celle de G ⊢ Γ, A ⊢ B car MC(Γ′{A, B⊢}) = G ⊢ Γ, A ⊢ B. Ainsi, en appliquant la
règle [⊃I ] de DNIS5, on obtient une preuve de S ′.

– Si la dernière règle appliquée dans D est [�I ] :

G; Γ ⊢ ⊢B

G ⊢ Γ ⊢ �B
[�I ]
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Dans ce cas, il existe une 1-situation Γ′{} tel que S ′ = Γ′{〈Γ, �B⊢〉}. En appliquant
l’hypothèse d’induction, une preuve de Γ′{〈Γ, 〈B⊢〉〉} peut être obtenue à partir de celle
de G; Γ⊢⊢B et, par conséquent, l’application de la règle [�I ] de DNIS5 permet d’obtenir
une preuve de S ′.

Les autres cas sont similaires ou plus simples.

Théorème 5.3.1 (Normalisation). Toute preuve dans DN2
IS5 se réduit à une preuve en forme

normale.

Démonstration. Soient S = Γ1; . . . ; Γk ⊢ Γ ⊢ C un MC-séquent et D une preuve de S dans
DN2

IS5. Il est clair que le A-séquent S ′ = 〈Γ1〉, . . . , 〈Γk〉,Γ, C⊢ a comme MC-séquent associé
S. De plus, nous venons de voir comment construire une preuve D′ de S ′ à partir de D. Étant
donné que DNIS5 vérifie la propriété de normalisation (théorème 3.3.3), D′ peut être réduite
en une preuve en forme normale D′′. Enfin, en utilisant la proposition 5.3.1 et D′′, on déduit
que D peut être réduite en une preuve en forme normale.

5.4 Systèmes de déduction naturelle pour S5 et IM5

Dans cette partie, nous proposons des systèmes de déduction naturelle pour la logique
modale classique S5 et la logique intermédiaire IM5 en utilisant la structure de MC-séquent.
La logique IM5 correspond à l’ajout de l’axiome ¬♦¬A⊃�A à IS5 [59]. Elle est intermédiaire
dans le sens que l’ensemble des formules valides dans cette logique est entre ceux de IS5 et
S5 : IS5 ⊂ IM5 ⊂ S5.

Un système de déduction naturelle pour la logique modale classique S5 est obtenu par
le remplacement des règles [⊥1] et [⊥2] dans DN2

IS5 par les règles suivantes :

G ⊢ Γ,¬A ⊢ ⊥

G ⊢ Γ ⊢ A
[⊥1

c ]
G; Γ,¬A ⊢ Γ′ ⊢ ⊥

G; Γ′ ⊢ Γ ⊢ A
[⊥2

c ]

Ce système est la conséquence du fait que la logique S5 est obtenue à partir de IS5 par l’ajout
de l’axiome du tiers exclu (A ∨ ¬A) [119]. En guise d’exemple, nous proposons une preuve de
¬♦¬A ⊃ �A (cette formule n’est valide pas dans IS5) :

[id]
¬A ⊢ ¬♦¬A ⊢ ¬♦¬A

[id]
¬♦¬A ⊢ ¬A ⊢ ¬A

[♦2
I ]

¬A ⊢ ¬♦¬A ⊢ ♦¬A
[⊃E ]

¬A ⊢ ¬♦¬A ⊢ ⊥
[⊥2

c ]
¬♦¬A ⊢ ⊢A

[�I ]
⊢¬♦¬A ⊢ �A

[⊃I ]
⊢ ⊢ ¬♦¬A ⊃ �A

Maintenant, nous considérons la logique intermédiaire IM5. D’une manière similaire, un
système de déduction naturelle pour IM5 est obtenu par le remplacement des règles [⊥1] et
[⊥2] dans DN2

IS5 par les règles suivantes :

G ⊢ Γ, �¬A ⊢ ⊥

G ⊢ Γ ⊢ ♦A
[⊥1

w]
G; Γ, �¬A ⊢ Γ′ ⊢ ⊥

G; Γ′ ⊢ Γ ⊢ ♦A
[⊥2

w]
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La correction et la complétude de nos systèmes pour S5 et IM5 sont obtenues en utilisant
la correction et la complétude de DN2

IS5 pour IS5 et le fait qu’elle sont obtenues en ajoutant
respectivement ¬A ∨ A et ¬♦¬A ⊃ �A à IS5.

5.5 Un calcul des séquents pour IS5

Nous définissons dans cette section un calcul des séquents MCGIS5 pour IS5 en utilisant
la structure de MC-séquent. Les règles de ce dernier sont décrites en figure 5.2. La correction
et la complétude sont démontrées en considérant la validité dans IS5 à travers le système de
déduction naturelle DN2

IS5 d’une manière similaire à celle du cas de GIS5 et DNIS5 (chapitre 4).

Il est à noter que MCGIS5 contient deux types de règles gauches. Le premier type est celui
des LL-règles agissant à gauche du premier symbole ⊢ dont les noms sont de la forme [RLL].
Le second est celui des L-règles agissant entre les deux occurrences du symbole ⊢ dont les
noms sont de la forme [RL].

La présence de deux règles de coupure est liée à la forme de la structure que nous utilisons.
Dans la règle [Cut1], le contexte courant (Γ) est utilisé pour éliminer la formule de coupure.
Tandis que dans [Cut2] l’élimination de cette dernière est réalisée en utilisant deux différents
contextes Γ et Γ′. L’élimination de la coupure est obtenue de la propriété de normalisation du
système de déduction naturelle DN2

IS5 de la même manière que la normalisation dans DNIS5 a
permis de démontrer l’élimination de la coupure dans GIS5 (voir la preuve du théorème 4.1.2).
Nous appelons MCG−

IS5 le calcul MCGIS5 privé des règles de coupure.

5.6 Décidabilité de IS5

Nous pouvons facilement voir que le calcul MCG−
IS5 satisfait la propriété de la sous-formule.

De plus, vu la forme plate des MC-séquents, nous pouvons considéré que la propriété de la
profondeur soit comme une propriété satisfaite, soit comme un concept inexistant. Ainsi, une
procédure de décision qui termine pour IS5 peut être définie en utilisant la structure des
procédures définies au chapitre 4 avec le calcul MCG−

IS5. Effectivement, nous avons vu que les
propriétés de la sous-formule et de la profondeur sont les points clés permettant de démontrer
la terminaison.

De même que le calcul G−
IS5, la contraction et l’affaiblissement sont admissibles avec

préservation de la taille dans MCG−
IS5. Les démonstrations sont similaires à celles des propo-

sitions 4.2.3 et 4.2.1. Notons que dans le cas de MCG−
IS5, la contraction et l’affaiblissement

correspondent aux règles suivantes :

– les règles de contraction :

G ⊢ Γ, A, A ⊢ C

G ⊢ Γ, A ⊢ C
[C1

I ]
G; Γ′, A, A ⊢ Γ ⊢ C

G; Γ′, A ⊢ Γ ⊢ C
[C2

I ]

G; Γ ⊢ Γ ⊢ C

G ⊢ Γ ⊢ C
[C1

E ]
G; Γ′; Γ′ ⊢ Γ ⊢ C

G; Γ′ ⊢ Γ ⊢ C
[C2

E ]
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G ⊢ Γ, A ⊢ A
[id]

G ⊢ Γ,⊥ ⊢ C
[⊥1]

G; Γ′,⊥ ⊢ Γ ⊢ C
[⊥2]

G ⊢ Γ, A1 ∧ A2, Ai ⊢ C

G ⊢ Γ, A1 ∧ A2 ⊢ C
[∧i

L]
G; Γ′, A1 ∧ A2, Ai ⊢ Γ ⊢ C

G; Γ′, A1 ∧ A2 ⊢ Γ ⊢ C
[∧i

LL]

G ⊢ Γ ⊢ A G ⊢ Γ ⊢ B

G ⊢ Γ ⊢ A ∧ B
[∧R]

G ⊢ Γ, A ∨ B, A ⊢ C G ⊢ Γ, A ∨ B, B ⊢ C

G ⊢ Γ, A ∨ B ⊢ C
[∨L]

G; Γ′, A ∨ B, A ⊢ Γ ⊢ C G; Γ′, A ∨ B, B ⊢ Γ ⊢ C

G; Γ′, A ∨ B ⊢ Γ ⊢ C
[∨LL]

G ⊢ Γ ⊢ A

G ⊢ Γ ⊢ A ∨ B
[∨1

R]
G ⊢ Γ ⊢ B

G ⊢ Γ ⊢ A ∨ B
[∨2

R]

G ⊢ Γ, A ⊃ B ⊢ A G ⊢ Γ, A ⊃ B, B ⊢ C

G ⊢ Γ, A ⊃ B ⊢ C
[⊃L]

G; Γ ⊢ Γ′, A ⊃ B ⊢ A G; Γ′, A ⊃ B, B ⊢ Γ ⊢ C

G; Γ′, A ⊃ B ⊢ Γ ⊢ C
[⊃LL]

G ⊢ Γ, A ⊢ B

G ⊢ Γ ⊢ A ⊃ B
[⊃R]

G ⊢ Γ, �A, A ⊢ C

G ⊢ Γ, �A ⊢ C
[�1

L]
G; Γ′, A ⊢ Γ, �A ⊢ C

G; Γ′ ⊢ Γ, �A ⊢ C
[�2

L]

G; Γ′, �A ⊢ Γ, A ⊢ C

G; Γ′, �A ⊢ Γ ⊢ C
[�1

LL]
G; Γ′, �A, A ⊢ Γ ⊢ C

G; Γ′, �A ⊢ Γ ⊢ C
[�2a

LL]

G; Γ′′, A; Γ′, �A ⊢ Γ ⊢ C

G; Γ′′; Γ′, �A ⊢ Γ ⊢ C
[�2b

LL]
G; Γ ⊢ ⊢A

G ⊢ Γ ⊢ �A
[�R]

G; A ⊢ Γ,♦A ⊢ C

G ⊢ Γ,♦A ⊢ C
[♦L]

G; A; Γ′,♦A ⊢ Γ ⊢ C

G; Γ′,♦A ⊢ Γ ⊢ C
[♦LL]

G ⊢ Γ ⊢ A

G ⊢ Γ ⊢ ♦A
[♦1

R]
G; Γ ⊢ Γ′ ⊢ A

G; Γ′ ⊢ Γ ⊢ ♦A
[♦2

R]

G ⊢ Γ ⊢ A G ⊢ Γ, A ⊢ C

G ⊢ Γ ⊢ C
[Cut1]

G; Γ ⊢ Γ′ ⊢ A G; Γ′, A ⊢ Γ ⊢ C

G; Γ′ ⊢ Γ ⊢ C
[Cut2]

Fig. 5.2 – Calcul des séquents MCGIS5
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– les règles d’affaiblissement :

G ⊢ Γ ⊢ C

G ⊢ Γ, A ⊢ C
[W 1

I ]
G; Γ′ ⊢ Γ ⊢ C

G; Γ′, A ⊢ Γ ⊢ C
[W 2

I ]
G ⊢ Γ ⊢ C

G; Γ′ ⊢ Γ ⊢ C
[WE ]

Nous définissons une relation de préordre, notée ., sur les MC-séquents par Γ1; . . . ; Γk ⊢
Γ⊢A . ∆1; . . . ; ∆l ⊢∆⊢B si A = B, set(Γ) ⊆ set(∆) et pour tout i ∈ [1, k] il existe j ∈ [1, l]
tel que set(Γi) ⊆ set(∆j). En outre, nous définissons la relation d’équivalence ∼= par S ∼= S ′

si S . S ′ et S ′ . S.

Proposition 5.6.1. Soient S et S ′ deux MC-séquents. Si S . S ′ alors ⊢n
MCG−

IS5

S implique

⊢n
MCG−

IS5

S ′.

Démonstration. En utilisant l’admissibilité avec préservation de la taille de l’affaiblissement
et de la contraction.

Proposition 5.6.2. L’ensemble de tous les MC-séquents appartenant aux dérivations d’un
MC-séquent S dans MCG−

IS5 peut être partitionné en un ensemble fini de classes d’équivalence
de ∼=.

Démonstration. En utilisant la propriété de la sous-formule.

Une dérivation est dite redondante si elle a une branche contenant deux différentes oc-
currences de MC-séquents S et S ′ telle que S est au dessus de S ′ et S . S ′. Comme dans
la proposition 4.2.5, nous pouvons démontrer d’une manière similaire en utilisant la proposi-
tion 5.6.1 que si un MC-séquent est valide, alors il a une preuve qui n’est pas redondante dans
MCG−

IS5.

Procédure de décision pour IS5 :
Soit S un MC-séquent.
Étape 1 :
Si S est un axiome, alors S est valide.
Sinon on passe à l’étape suivante.

Étape i+1 :
On construit l’ensemble de toutes les dérivations non redondantes dans MCG−

IS5 de taille i+1.
Si cet ensemble contient une preuve alors S est valide.
Sinon, si cet ensemble est vide, alors S n’est pas valide. Sinon on passe à l’étape suivante.

La correction de cette procédure est obtenue à partir de la correction et de la complé-
tude de MCG−

IS5 et du fait que tout MC-séquent valide a une preuve non redondante. La
terminaison est une conséquence de la proposition 5.6.2 et du fait que le nombre d’applica-
tions possibles de règles permettant d’étendre une dérivation de taille i en une de taille i + 1
est fini. Cela conduit au théorème suivant :

Théorème 5.6.1. La logique IS5 est décidable.

5.7 Le calcul des séquents MCG2
IS5

Nous pouvons voir que la contraction est internalisée dans toutes les règles gauches de
MCGIS5. Nous rappelons que nous avons été confrontés au même problème dans le cas de
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GIKTh. L’approche utilisée pour améliorer GIKTh peut également être utilisée dans le cas
présent. Le calcul MCG2

IS5 est obtenue en remplaçant dans MCG−
IS5 les règles gauches as-

sociées aux connecteurs ∧, ∨, ⊃ et ♦ par les règles suivantes :

G ⊢ Γ, A, B ⊢ C

G ⊢ Γ, A ∧ B ⊢ C
[∧L]

G; Γ′, A, B ⊢ Γ ⊢ C

G; Γ′, A ∧ B ⊢ Γ ⊢ C
[∧LL]

G ⊢ Γ, A ⊢ C G ⊢ Γ, B ⊢ C

G ⊢ Γ, A ∨ B ⊢ C
[∨L]

G; Γ′, A ⊢ Γ ⊢ C G; Γ′, B ⊢ Γ ⊢ C

G; Γ′, A ∨ B ⊢ Γ ⊢ C
[∨LL]

G ⊢ Γ, A ⊃ B ⊢ A G ⊢ Γ, B ⊢ C

G ⊢ Γ, A ⊃ B ⊢ C
[⊃L]

G; Γ ⊢ Γ′, A ⊃ B ⊢ A G; Γ′, B ⊢ Γ ⊢ C

G; Γ′, A ⊃ B ⊢ Γ ⊢ C
[⊃LL]

G; A ⊢ Γ ⊢ C

G ⊢ Γ,♦A ⊢ C
[♦L]

G; A; Γ′ ⊢ Γ ⊢ C

G; Γ′,♦A ⊢ Γ ⊢ C
[♦LL]

La correction et la complétude de MCG2
IS5 sont obtenues en démontrant qu’un MC-séquent

a une preuve dans MCG2
IS5 si et seulement s’il en a une dans MCGIS5.

Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons introduit une structure, appelé MC-séquent, plus adaptée que
celle de A-séquent au cas particulier de la logique IS5. En effet, l’utilisation de cette structure
nous a permis de définir un calcul sans labels ayant les bonnes propriétés et, surtout, ap-
proprié pour démontrer la décidabilité. Précisons que ce calcul ainsi que le calcul GIS5 décrit
au chapitre 4 sont les premiers calculs sans labels vérifiant l’élimination de la coupure pour IS5.

Dans le chapitre suivant, nous aborderons la question de l’intégration de la sémantique
au langage via l’étude d’une logique hybride intuitionniste qui est obtenue par une extension
syntaxique de IK. Nous verrons que cette intégration permet de définir des systèmes de preuve
plus simples, néanmoins, elle fait perdre la propriété importante de la sous-formule.
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Chapitre 6

Calculs des séquents pour une logique

hybride intuitionniste

Introduction

Dans les sémantiques de Kripke des logiques modales que nous considérons, un modèle
correspond à un système de transition où la valeur de vérité d’une formule peut différer d’un
monde à l’autre. Les logiques hybrides ont principalement été introduites dans le but d’ex-
primer cette relativité de la vérité en ajoutant aux logiques modales de nouveaux symboles
propositionnels, appelés nominaux, et aussi un nouvel opérateur, appelé opérateur de satis-
faction. Ce dernier permet de voyager entre les mondes nommés par les nominaux [16, 2].
Intuitivement, cela peut être considéré comme un ajout de labels (nominaux) au langage des
logiques modales.

La motivation principale des logiques hybrides réside dans leur pouvoir d’expressivité
supérieur à celui des logiques modales. En outre, comme dans le cas des systèmes de preuve
avec labels [119, 102], l’intégration de la sémantique dans le langage à travers les nominaux et
l’opérateur de satisfaction rend inutile l’utilisation de structures multi-contextuelles, ce qui a
comme conséquence la simplicité des systèmes de preuve avec l’absence d’éléments syntaxiques
étrangers au langage. Toutefois, nous notons qu’aucun système de preuve pour une logique
hybride que nous connaissons ne satisfait la propriété de la sous-formule.

Dans ce chapitre, nous étudions la logique hybride intuitionniste IHL introduite par Braüner
et De Paiva dans [21]. Elle a été obtenue en étendant syntaxiquement avec les nominaux et
l’opérateur de satisfaction la logique IK. Mentionnons l’existence d’une autre version intu-
itionniste de logique hybride [83, 29]. Cependant, cette dernière ne peut pas être considérée
comme une logique hybride complète car les nominaux (appelés places dans l’article originel)
ne sont pas considérés comme des formules. Dans certains de nos travaux, nous avons proposé
des calculs des séquents dédiés à la construction de preuves et de contre-modèles pour cette
logique [64].

Lors de l’introduction de IHL, Braüner et De Paiva ont proposé un système de déduc-
tion naturelle pour lequel la normalisation a été démontrée. Il est l’unique système de preuve
existant pour IHL. Notre première contribution est la définition du premier calcul des séquents
pour IHL vérifiant l’élimination de la coupure. En utilisant ce calcul, nous définissons une

111
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procédure de décision pour IHL qui nous permet de fournir la première démonstration de
décidabilité pour cette logique. La structure de cette procédure est similaire à celle de nos
procédures définies aux chapitres 4 et 5. Nous notons que certains des travaux présentés dans
ce chapitre ont fait l’objet de l’article [68] qui est en cours de révision.

6.1 Syntaxe et sémantique

Soit Nom un ensemble dénombrable de nominaux, disjoint de Prop, dont les éléments sont
notés par les lettres a, b, c, etc. Nous notons Nom(S) l’ensemble des nominaux apparaissant
dans l’objet syntaxique S. Les formules sont données par la grammaire suivante :

A ::= p | a | ⊥ | A ∧ A | A ∨ A | A ⊃ A | �A | ♦A | a : A

Définition 6.1.1. Un IHL-modèle est un quintuplet

(W, 6, {Dw}w∈W , {∼w}w∈W , {Rw}w∈W , {Vw}w∈W )

où

– W est un ensemble non vide partiellement ordonné par 6 ;
– pour chaque w ∈ W , Dw est un ensemble non vide tel que w 6 w′ implique Dw ⊆ Dw′ ;
– pour chaque w ∈ W , ∼w est une relation d’équivalence sur Dw telle que w 6 w′ implique

∼w⊆∼w′ ;
– pour chaque w ∈ W , Rw est une relation binaire sur Dw telle que w 6 w′ implique

Rw ⊆ Rw′ ;
– pour chaque w ∈ W , Vw est une fonction de Dw dans 2Prop telle que w 6 w′ implique

Vw(d) ⊆ Vw′(d).

De plus,

– si d ∼w d′, e ∼w e′ et Rw(d, e), alors Rw(d′, e′) ;
– si d ∼w d′ et p ∈ Vw(d), alors p ∈ Vw(d′).

Soient (W, 6, {Dw}w∈W , {∼w}w∈W , {Rw}w∈W , {Vw}w∈W ) un IHL-modèle et w un élément
de W , une w-assignation est une fonction qui assigne à chaque nominal un élément de Dw.

Définition 6.1.2. Soient M = (W, 6, {Dw}w∈W , {∼w}w∈W , {Rw}w∈W , {Vw}w∈W ) un IHL-
modèle, w ∈ W , g une w-assignation, d ∈ Dw et A une formule. La relation de satisfaction
g, w, d �M A est définie par induction sur la structure de A comme suit :

– g, w, d � p ssi p ∈ Vw(d) ;
– g, w, d �M a ssi g(a) ∼w d ;
– g, w, d �M ⊥ jamais ;
– g, w, d �M A ∧ B ssi g, w, d �M A et g, w, d �M B ;
– g, w, d �M A ∨ B ssi g, w, d �M A ou g, w, d �M B ;
– g, w, d �M A ⊃ B ssi pour tout v > w, g, v, d �M A implique g, v, d �M B ;
– g, w, d �M �A ssi pour tout v > w, d′ ∈ Dv, Rv(d, d′) implique g, v, d′ �M A ;
– g, w, d �M ♦A ssi il existe d′ ∈ Dw tel que Rw(d, d′) et g, w, e �M A ;
– g, w, d �M a : A ssi g, w, g(a) �M A.

Soit M = (W, 6, {Dw}w∈W , {∼w}w∈W , {Rw}w∈W , {Vw}w∈W ) un IHL-modèle. Une formule A
est valide dans M si g, w, d �M A pour tout w ∈ W , toute w-assignation g et tout d ∈ Dw.
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a : A a : B

a : A ∧ B
[∧I ]

a : A ∧ B

a : A
[∧1

E
]

a : A ∧ B

a : B
[∧2

E
]

a : A

a : A ∨ B
[∨1

I
]

a : B

a : A ∨ B
[∨1

I
]

[a : A] [a : B]
. .
. .
. .

a : A ∨ B C C

C
[∨E ]

[a : A]
.
.
.

a : B

a : A ⊃ B
[⊃I ]

a : A ⊃ B a : A

a : B
[⊃E ]

a : A

c : a : A
[:I ]

c : a : A

a : A
[:E ]

e : A a : ♦e

a : ♦A
[♦I ]

[c : A][a : ♦c]
.
.
.

a : ♦A C

C
[♦E∗]

[a : ♦c]
.
.
.

c : A

a : �A
[�I ∗ ∗]

a : �A a : ♦e

e : A
[�E ]

a : ⊥

C
[⊥E ] a : a [Ref ]

a : c a : A

c : A
[Nom]

∗ c n’apparaît ni dans a : ♦A, ni dans C, ni dans quelconque hypothèse déchargée autre
que les occurrences spécifiées de c : A et a : ♦c.
∗∗ c n’apparaît ni dans a : �A, ni dans quelconque hypothèse déchargée autre que les
occurrences spécifiées de a : ♦c.

Fig. 6.1 – Système de déduction naturelle DNIHL

A est valide dans IHL si A est valide dans tout IHL-modèle.

Les IHL-modèles diffèrent des modales modaux intuitionnistes par l’association à chaque
monde w d’une relation d’équivalence ∼w sur l’ensemble de mondes modaux Dw. Afin d’illus-
trer les raisons qui ont motivé l’ajout de cette relation d’équivalence, considérons la formule
a : b∨ a : ¬b. Étant donné que la principale caractéristique des cadres logiques intuitionnistes
est l’absence de la loi du tiers exclu, cette formule ne doit pas être valide dans IHL. Si nous
définissons la relation de satisfaction dans le cas des nominaux comme dans la logique hybride
classique :
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g, w, d �M a si et seulement si g(a) = d

alors la formule a : b ∨ a : ¬b est valide dans la logique IHL. Cependant, si nous consid-
érons un IHL-modèle M contenant deux mondes w et w′ et une w-assignation g tels que
w < w′, g(a) et g(b) ne sont pas équivalents avec ∼w et g(a) ∼w′ g(b), alors nous avons
g, w, g(a) 2M a : b ∨ a : ¬b et par conséquent M est un contre-modèle de a : b ∨ a : ¬b. Cette
exemple traduit la nécessité d’utiliser une relation d’équivalence plutôt que l’égalité.

Nous appelons état de satisfaction toute formule de la forme a : A. Il est à noter que pour
toute formule A et tout IHL-modèle M, A est valide dans M si et seulement si a : A est
aussi valide dans M où a /∈ Nom(A). Ainsi, il n’y a pas de perte de généralité en considérant
uniquement les états de satisfaction.

Proposition 6.1.1 (Monotonie). Si g, w, d �M A et w 6 w′, alors g, w′, d �M A.

Démonstration. Par induction sur la structure de A.

Proposition 6.1.2 (Équivalence). Si g, w, d �M A et d ∼w d′, alors g, w, d′ �M A.

Démonstration. Par induction sur la structure de A.

Les premiers résultats pour IHL traitent certains aspects dans la théorie de la preuve qui
sont fondés sur un système de déduction naturelle comme la normalisation [21]. Ce système
est décrit en figure 6.1. Aucun calcul des séquents n’a été proposé pour cette logique. De plus,
la décidabilité de IHL est une question ouverte.

6.2 Déduction naturelle et séquents

Dans cette section, nous introduisons un système de déduction naturelle utilisant la struc-
ture de séquent. Ce système est obtenu à partir de celui décrit en figure 6.1. La particularité
des séquents que nous utilisons est qu’il ne contiennent que des états de satisfaction.

Un séquent est une structure de la forme Γ ⊢C où Γ est un multi-ensemble fini d’états de
satisfaction et C est un état de satisfaction. La formule correspondante d’un séquent Γ ⊢ C
est (

∧
Γ) ⊃ C. Dans ce qui suit, nous écrivons g, w �M Γ si g, w, d �M

∧
Γ pour d ∈ Dw (le

choix de d n’a aucune importance car Γ ne contient que des états de satisfaction).

Notre système de déduction naturelle DNSIHL est décrit en figure 6.2. En réalité, il n’est
rien d’autre que le système DNIHL avec séquents. Notons que comme dans DNIHL nous util-
isons des formules de la forme a : ♦c pour représenter la relation d’accessibilité. Effectivement,
nous pouvons facilement voir que g, w, d �M a : ♦c si et seulement si R(g(a), g(c)).

Considérons, par exemple, la formule F = a : ((A ∨ B ⊃ c : C) ⊃ (A ⊃ c : C)). Une
preuve de F dans DNSIHL est donnée par :

[id]
a : (A ∨ B ⊃ c : C), a : A ⊢ a : (A ∨ B ⊃ c : C)

[id]
a : (A ∨ B ⊃ c : C), a : A ⊢ a : A

[∨1
I
]

a : (A ∨ B ⊃ c : C), a : A ⊢ a : (A ∨ B)
[⊃E ]

a : (A ∨ B ⊃ c : C), a : A ⊢ a : c : C
[⊃I ]

a : (A ∨ B ⊃ c : C) ⊢ a : (A ⊃ c : C)
[⊃I ]

⊢a : ((A ∨ B ⊃ c : C) ⊃ (A ⊃ c : C))
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Γ ⊢ a : a
[Ref ]

Γ, a : A ⊢ a : A
[id]

Γ ⊢ a : ⊥
Γ ⊢ C

[⊥E ]
Γ ⊢ a : c Γ ⊢ a : A

Γ ⊢ c : A
[Nom]

Γ ⊢ a : A Γ ⊢ a : B

Γ ⊢ a : A ∧ B
[∧I ]

Γ ⊢ a : A ∧ B

Γ ⊢ a : A
[∧1

E ]
Γ ⊢ a : A ∧ B

Γ ⊢ a : B
[∧2

E ]

Γ ⊢ a : A

Γ ⊢ a : A ∨ B
[∨1

I ]
Γ ⊢ a : B

Γ ⊢ a : A ∨ B
[∨1

I ]

Γ ⊢ a : A ∨ B Γ, a : A ⊢ C Γ, a : B ⊢ C

Γ ⊢ C
[∨E ]

Γ, a : A ⊢ a : B

Γ ⊢ a : A ⊃ B
[⊃I ]

Γ ⊢ a : A ⊃ B Γ ⊢ a : A

Γ ⊢ a : B
[⊃E ]

Γ ⊢ a : A

Γ ⊢ c : a : A
[:I ]

Γ ⊢ c : a : A

Γ ⊢ a : A
[:E ]

Γ ⊢ c : A Γ ⊢ a : ♦c

Γ ⊢ a : ♦A
[♦I ]

Γ ⊢ a : ♦A Γ, a : ♦c, c : A ⊢ C

Γ ⊢ C
[♦E∗]

Γ, a : ♦c ⊢ c : A

Γ ⊢ a : �A
[�I ∗ ∗]

Γ ⊢ a : �A Γ ⊢ a : ♦c

Γ ⊢ c : A
[�E ]

∗ c n’apparaît ni dans a : ♦A, ni dans C, ni dans quelconque formule dans Γ.
∗∗ c n’apparaît ni dans a : �A, ni dans quelconque formule de Γ.

Fig. 6.2 – Système de déduction naturelle DNSIHL

Afin d’illustrer les différences avec le système initial DNIHL, nous donnons une preuve de
F dans ce dernier :

[a : A ∨ B ⊃ c : C]

[a : A]
[∨1

I ]
a : A ∨ B

[⊃E ]
c : C

[⊃I ]
a : A ⊃ c : C

[⊃I ]
a : ((A ∨ B ⊃ c : C) ⊃ (A ⊃ c : C))

Théorème 6.2.1 (Correction). Le système DNSIHL est correct.

Démonstration. Pour chaque règle, on suppose que la conclusion n’est pas valide et on démon-
tre qu’au moins une des prémisses n’est également pas valide. Nous développons uniquement
le cas de [�I ].
Soient S = Γ ⊢ a : �A un séquent qui n’est pas valide et M = (W, 6, {Dw}w∈W , {∼w
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}w∈W , {Rw}w∈W , {Vw}w∈W ) un contre-modèle de S. Alors, il existe w0 ∈ W et une w0-
assignation g tels que g, w0 �M Γ et g, w0 2M a : �A. Étant donné que g, w0 2M a : �A,
il existe w1 > w0 et d ∈ Dw1

tels que Rw1
(g(a), d) et g, w1, d 2M A. Soit c un nominal qui

n’est pas dans Nom(S). On définit la w1-assignation g′ par g′(c) = d et pour tout nominal
b 6= c, g′(b) = g(b). En utilisant la proposition 6.1.1, on a g′, w1 �M Γ. En outre, comme
Rw1

(g(a), d), on a g′, w1 �M a : ♦c. En utilisant g, w1 2M c : A, on déduit que M est un
contre-modèle de Γ, a : ♦c ⊢ c : A.

Théorème 6.2.2 (Complétude). Le système DNSIHL est complet.

Démonstration. La complétude est démontrée à partir du système DNIHL en utilisant l’ap-
proche proposée dans [121]. Intuitivement, les hypothèses ouvertes dans une preuve dans
DNIHL sont représentées dans les parties gauches des séquents. Voyons que si nous définissons
un système similaire à DNSIHL où on remplace le déchargement d’une unique hypothèses par
le déchargement de toutes les hypothèses de la même forme (Complete Discharge Convention),
alors on obtient un système équivalent à DNIHL. Par exemple dans ce système la règle [⊃I ]
devient

Γ, a : A ⊢ a : B

Γ′ ⊢ a : A ⊃ B
[⊃I ]

où Γ′ = Γ \ {a : A}. Maintenant, pour démontrer la complétude de DNSIHL, il suffit de
démontrer que si un séquent a une preuve dans le précédent système, alors il en a une dans
DNSIHL.

6.3 Calculs des séquents pour IHL

Dans cette section, nous définissons un calcul des séquents pour IHL, appelé GIHL. La
correction est la complétude sont obtenues en considérant la validité dans IHL à travers le
système DNSIHL.

6.3.1 Le calcul des séquents GIHL

Notre calcul GIHL est décrit en figure 6.3. Notons que l’utilisation d’une structure con-
tenant uniquement des états de satisfaction nous a permis d’absorber facilement toutes les
règles structurelles dans les autres règles. De plus, comme dans DNIHL les prémisses et les
conclusions de toutes les règles sont des états de satisfaction, nous pouvons lier les preuves
dans GIHL à celles dans DNIHL. Cela facilite, par exemple, l’étude de la relation entre l’élim-
ination de la coupure et la normalisation. Rappelons que la normalisation a été démontrée
pour DNIHL dans [21]. Cette démonstration peut être facilement adaptée au cas du système
DNSIHL.

Soient S = Γ ⊢ C un séquent et R la relation sur Nom(S) définie par aRb si a : b est
un élément de Γ. Nous notons ∼ La clôture réflexive et transitive de R. Quand nous associons
une condition de la forme a ∼ b à une règle, cela signifie que ∼ est la clôture réflexive et
transitive de la relation obtenue à partir de la conclusion de cette dernière.

Illustrons le calcul GIHL avec la preuve suivante :
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Γ, a : p ⊢ a′ : p
[id](a ∼ a′ et p atomique)

Γ, a : ⊥ ⊢ C
[⊥]

Γ ⊢ a′ : a
[Ref ](a ∼ a′)

Γ, a : A, a : B ⊢ C

Γ, a : A ∧ B ⊢ C
[∧L]

Γ ⊢ a : A Γ ⊢ a : B

Γ ⊢ a : A ∧ B
[∧R]

Γ ⊢ a : A

Γ ⊢ a : A ∨ B
[∨R1

]
Γ ⊢ a : B

Γ ⊢ a : A ∨ B
[∨R2

]

Γ, a : A ⊢ C Γ, a : B ⊢ C

Γ, a : A ∨ B ⊢ C
[∨L]

Γ, a : A ⊃ B ⊢ a : A Γ, a : B ⊢ C

Γ, a : A ⊃ B ⊢ C
[⊃L]

Γ, a : A ⊢ a : B

Γ ⊢ a : A ⊃ B
[⊃R]

Γ, a : A ⊢ C

Γ, c : a : A ⊢ C
[:L]

Γ ⊢ a : A

Γ ⊢ c : a : A
[:R]

Γ, a′ : ♦c, a : �A, c : A ⊢ C

Γ, a′ : ♦c, a : �A ⊢ C
[�L](a ∼ a′)

Γ, a : ♦c ⊢ c : A

Γ ⊢ a : �A
[�R ∗ ∗]

Γ, a : ♦c, c : A ⊢ C

Γ, a : ♦A ⊢ C
[♦L∗]

Γ, a′ : ♦c ⊢ c : A

Γ, a′ : ♦c ⊢ a : ♦A
[♦R](a ∼ a′)

Γ ⊢ a : A Γ, a : A ⊢ C

Γ ⊢ C
[Cut]

∗ c n’apparaît ni dans Γ, a : ♦A ⊢ C et A /∈ Nom.
∗∗ c n’apparaît pas dans Γ ⊢ a : �A.

Fig. 6.3 – Calcul des séquents GIHL

[Ref ]
a : �(b ⊃ c), b : (b ⊃ c), a : ♦b ⊢ b : b

[Ref ]
a : �(b ⊃ c), a : ♦b, d : b, b : c ⊢ b : c

[⊃L]
a : �(b ⊃ c), b : (b ⊃ c), a : ♦b ⊢ b : c

[♦R]
a : �(b ⊃ c), b : (b ⊃ c), a : ♦b ⊢ a : ♦c

[�L]
a : �(b ⊃ c), a : ♦b ⊢ a : ♦c

[⊃R]
a : �(b ⊃ c) ⊢ a : ♦b ⊃♦c

Théorème 6.3.1 (Correction). Si un séquent a une preuve dans GIHL, alors il en a une dans
DNSIHL.

Démonstration. Par induction sur la structure de la preuve dans GIHL.
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Théorème 6.3.2 (Complétude). Si un séquent a une preuve dans DNSIHL, alors il en a une
dans GIHL.

Démonstration. Par induction sur la structure de la preuve dans DNSIHL.

6.3.2 Élimination de la coupure

Nous avons vu au chapitre 4 qu’il est possible de démontrer l’élimination de la coupure
à travers la normalisation dans la déduction naturelle. Dans cette section, nous utilisons une
autre approche syntaxique pour démontrer l’élimination de la coupure pour GIHL. Elle est
similaire à celle décrite au chapitre 1.

Avant de démontrer l’élimination de la coupure, nous démontrons l’admissibilité de l’af-
faiblissement ainsi que la contraction avec préservation de la profondeur dans le calcul G−

IHL

correspondant à GIHL sans la règle de coupure. Notons que l’admissibilité de ces règles avec
préservation de la taille peut être démontrée de la même manière.

Proposition 6.3.1 (Affaiblissement).

Si ⊢n
G−

IHL

Γ ⊢ C alors ⊢n
G−

IHL

Γ, a : A ⊢ C.

Démonstration. Soit D une preuve de Γ ⊢ C dans G−
IHL. En ajoutant la formule a : A à tous

les contextes des séquents dans D, on obtient une preuve de Γ, a : A ⊢ C. Cette preuve a la
même profondeur et la même taille.

Proposition 6.3.2 (Lemme d’inversion).
1. Si ⊢n

G−

IHL

Γ, a : A ∧ B ⊢ C alors ⊢n
G−

IHL

Γ, a : A, a : B ⊢ C.

2. Si ⊢n
G−

IHL

Γ, a : A1 ∨ A2 ⊢ C alors ⊢n
G−

IHL

Γ, a : Ai ⊢ C, for i = 1, 2.

3. Si ⊢n
G−

IHL

Γ ⊢ a : A1 ∧ A2 alors ⊢n
G−

IHL

Γ ⊢ a : Ai, pour i = 1, 2.

4. Si ⊢n
G−

IHL

Γ ⊢ a : A ⊃ B alors ⊢n
G−

IHL

Γ, a : A ⊢ a : B.

5. Si ⊢n
G−

IHL

Γ, a : A ⊃ B ⊢ C alors ⊢n
G−

IHL

Γ, a : B ⊢ C.

6. Si ⊢n
G−

IHL

Γ, c : a : A ⊢ C alors ⊢n
G−

IHL

Γ, a : A ⊢ C.

7. Si ⊢n
G−

IHL

Γ ⊢ c : a : A alors ⊢n
G−

IHL

Γ ⊢ a : A.

8. Si ⊢n
G−

IHL

Γ ⊢ a : �A alors ⊢n
G−

IHL

Γ, a : ♦c ⊢ c : A (c /∈ Nom(Γ ⊢ a : �A)).

9. Si ⊢n
G−

IHL

Γ, a : ♦A ⊢ C alors ⊢n
G−

IHL

Γ, a : ♦c, c : A ⊢ C, c /∈ Nom(Γ, a : ♦A ⊢ C).

Démonstration. Par induction sur la valeur de n d’une manière similaire à la démonstration
de la proposition 4.3.3.

Dans l’optique de démontrer l’admissibilité de la contraction, nous avons besoin de dé-
montrer que si un séquent S a une preuve dans G−

IHL, alors tout séquent obtenu à partir de S
par un renommage de certains nominaux a aussi une preuve dans G−

IHL.

Définition 6.3.1. Une fonction de renommage f est une fonction de N dans M où N, M ⊂
Nom. Elle est étendue aux formules dont les nominaux sont dans N de la manière suivante :

– f(p) = p ;
– f(A ⊗ B) = f(A) ⊗ f(B), pour ⊗ = ∧,∨,⊃ ;
– f(⊠A) = ⊠f(A), pour ⊠ = �,♦ ;
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– f(a : A) = f(a) : f(A).

Nous utiliserons la notation f(Γ) pour f(a1 : A1), . . . , f(ak : Ak) lorsque Γ = a1 :
A1, . . . , ak : Ak. En outre, nous écrivons f(Γ ⊢ C) pour f(Γ) ⊢ f(C).

Proposition 6.3.3 (Renommage). Soient S un séquent et f : Nom(S) → M une fonction
de renommage. Si ⊢n

G−

IHL

S alors ⊢n
G−

IHL

f(S).

Démonstration. Il suffit de démontrer par induction sur la valeur de n que si ⊢n
G−

IHL

S alors

⊢n
G−

IHL

S[c/a] pour des nominaux arbitraires a et c, où S[c/a] correspond au renommage de a

par c dans S.

Proposition 6.3.4 (Contraction). Si ⊢n
G−

IHL

Γ, a : A, a : A ⊢ C alors ⊢n
G−

IHL

Γ, a : A ⊢ C.

Démonstration. Par induction sur la valeur de n. Si Γ, a : A, a : A ⊢ C est une instance
d’un axiome (n = 0), alors Γ, a : A ⊢ C est également un axiome. Sinon, supposons que
⊢n+1

G−

IHL

Γ, a : A, a : A⊢C par une preuve D. Si la dernière règle appliquée dans D ne modifie pas

les deux occurrences de a : A, alors pour obtenir une preuve de Γ, a : A ⊢C de profondeur in-
férieure ou égale à n+1 on applique l’hypothèse d’induction aux prémisses de cette application
de règle et ensuite on applique cette dernière. Sinon, une preuve de Γ, a : A⊢C de profondeur
inférieure ou égale à n + 1 est obtenue en utilisant principalement la proposition 6.3.2. Con-
sidérons, par exemple, le cas où la dernière règle appliquée dans D est [♦L] (A ≡ ♦B) :

Γ, a : ♦B, a : ♦c, c : B ⊢ C

Γ, a : ♦B, a : ♦B ⊢ C
[♦L]

En utilisant la proposition 6.3.2, on obtient ⊢n
G−

IHL

Γ, a : ♦c, a : ♦c′, c : B, c′B ⊢ C. Ensuite, en

utilisant la proposition 6.3.3, on obtient ⊢n
G−

IHL

Γ, a : ♦c, a : ♦c, c : B, c : B ⊢ C (c et c′ sont de

nouveaux nominaux). En appliquant l’hypothèse d’induction, on a ⊢n
G−

IHL

Γ, a : ♦c, c : B ⊢ C.

Ainsi, en utilisant la règle [♦L], on obtient ⊢n+1

G−

IHL

Γ, a : ♦B ⊢ C.

La proposition suivante est plus forte que celle de l’admissibilité de la contraction avec
préservation de la profondeur. Cependant, elle ne couvre pas toutes les formules.

Proposition 6.3.5. Si ⊢n
G−

IHL

Γ, a : A, a′ : A ⊢ C et a ∼ a′ dans Γ, a : A ⊢ C, alors ⊢n
G−

IHL

Γ, a :

A ⊢ C.

Démonstration. Par induction sur la valeur de n d’une manière similaire à la démonstration
de la proposition 6.3.4.

Proposition 6.3.6. Soient Γ⊢C un séquent et a, a′ ∈ Nom(Γ⊢C) avec a ∼ a′. Si ⊢n
G−

IHL

Γ, a′ :

a ⊢ C alors ⊢n
G−

IHL

Γ ⊢ C.

Démonstration. Par induction sur la valeur de n.

Proposition 6.3.7. Si ⊢n
G−

IHL

Γ ⊢ a : A et a ∼ a′, alors ⊢n
G−

IHL

Γ ⊢ a′ : A.

Démonstration. Par induction sur la valeur de n.
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Soit D une preuve de Γ ⊢ C, nous notons D[Γ′] la preuve de Γ, Γ′ ⊢ C obtenue à partir de
D en appliquant l’admissibilité avec préservation de la profondeur de l’affaiblissement.

Théorème 6.3.3 (Élimination de la coupure). Si ⊢GIHL
S alors ⊢G−

IHL
S.

Démonstration. L’approche que l’on suit pour démontrer l’élimination de la coupure consiste
à transformer les applications de la règle de coupure en des applications ayant des cut-formules
ou des cut-profondeurs plus petites. Il suffit de supposer que ⊢G−

IHL
Γ⊢a : A et ⊢G−

IHL
Γ, a : A⊢C,

et ensuite démontrer que ⊢G−

IHL
Γ ⊢ C. Cette démonstration est par induction sur la structure

de A et sur la valeur de la cut-profondeur.

Soient D1 une preuve de Γ⊢a : A dans G−
IHL de profondeur n1 et D1 une preuve de Γ, a : A⊢C

dans G−
IHL de profondeur n2. Il y a quatre principaux cas à considérer :

1. Γ ⊢ a : A est une instance d’un axiome ;

2. Γ, a : A ⊢ C est une instance d’un axiome ;

3. Γ ⊢ a : A et Γ, a : A ⊢ C ne sont pas des instances d’axiome et a : A n’est pas modifié
par la dernière application de règle dans D1 ou D2 ;

4. a : A est modifié par la dernière application de règle dans D1 et D2.

Cas 1. Γ ⊢ a : A est une instance d’un axiome.

- 1a. Si Γ ⊢ a : A est une instance de [id], alors il est de la forme Γ′, a′ : p ⊢ a : p et
Γ, a : A ⊢ C est de la forme Γ′, a′ : p, a : p ⊢ C où a ∼ a′ dans ces séquents. En utilisant la
proposition 6.3.5, on a si ⊢n

G−

IHL

Γ, a′ : p, a : p ⊢ C avec a ∼ a′, alors ⊢n
G−

IHL

Γ, a′ : p ⊢ C. Ainsi, on

obtient ⊢n2

G−

IHL

Γ, a′ : p ⊢ C.

- 1b. Si Γ⊢ a : A est une instance de [⊥], alors il est de la forme Γ′, a′ : ⊥⊢ a : A. Donc, Γ⊢C
est de la forme Γ′, a′ : ⊥ ⊢ C et il est une instance de [⊥].
- 1c. Si Γ ⊢ a : A est une instance de [Ref ], alors il est de la forme Γ ⊢ a : a′ et Γ, a : A ⊢ C
est de la forme Γ, a : a′ ⊢ C où a ∼ a′ dans ces séquents. En utilisant la proposition 6.3.6, on
obtient ⊢G−

IHL
Γ ⊢ C.

Cas 2. Γ, a : A ⊢ C est une instance d’un axiome.

- 2a. Si Γ, a : A⊢C est une instance de [id]. Si ce séquent est de la forme Γ, a : p⊢ a′ : p, alors
Γ ⊢ a : A est de la forme Γ ⊢ a : p avec a ∼ a′. En utilisant la proposition 6.3.7, on obtient
⊢G−

IHL
Γ⊢a′ : p. Maintenant, on traite le cas où Γ, a : A⊢C est de la forme Γ, a : A, a′ : p⊢a′′ : p

avec a′ ∼ a′′. Si a′ ∼ a′′ dans Γ⊢C, alors on a ⊢G−

IHL
Γ⊢C. Sinon, a : A est de la forme a : c. Si

Γ ⊢ a : c est une instance d’un axiome, alors il est de la forme Γ′, d : ⊥⊢ a : c et on déduit que
Γ ⊢ C est une instance de [⊥]. On distingue maintenant les cas de la dernière règle appliquée
dans D1. Si cette règle est [⊃L], alors D1 est de la forme :

D′
1

Γ ⊢ e : B
D′′

1

Γ′, e : D ⊢ a : c
[⊃L]

Γ′, e : B ⊃ D ⊢ a : c

Étant donné que Γ, a : c ⊢C est une instance de [id], Γ′, e : D, a : c ⊢C est aussi une instance
de [id]. En utilisant l’hypothèse d’induction, on obtient une preuve de Γ ⊢ C de la manière
suivante :
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D′
1

Γ ⊢ e : B

D′′
1

Γ′, e : D ⊢ a : c
[id]

Γ′, e : D, a : c ⊢ C
[Cut]

Γ′, e : D ⊢ C
[⊃L]

Γ ⊢ C

[Cut] correspond à l’application de l’hypothèse d’induction.
Sinon, la dernière règle appliquée dans D1 est différente de [⊃L]. Nous considérons uniquement
le cas où cette règle a deux prémisses (l’autre cas est plus simple) :

D′
1

Γ′ ⊢ a : c
D′′

1

Γ′′ ⊢ a : c
[R]

Γ ⊢ a : c

On peut facilement voir que Γ′, a : c⊢C et Γ′′, a : c⊢C sont des instances de [id]. Par application
de l’hypothèse d’induction, on obtient une preuve de Γ ⊢ C de la manière suivante :

D′
1

Γ′ ⊢ a : c
[id]

Γ′, a : c ⊢ C
[Cut]

Γ′ ⊢ C

D′′
1

Γ′′ ⊢ a : c
[id]

Γ′′, a : c ⊢ C
[Cut]

Γ′′ ⊢ C
[R]

Γ ⊢ C

Les sous-cas où Γ, a : A ⊢ C est une instance de [Ref ] ou [⊥] sont similaires à ce sous-cas.

Cas 3. Γ ⊢ a : A et Γ, a : A ⊢ C ne sont pas des instances d’axiome et a : A n’est pas
modifié par la dernière application de règle dans D1 ou D2.

- 3a. Γ ⊢ a : A et Γ, a : A ⊢ C ne sont pas des instances d’axiome et a : A n’est pas modifié
par la dernière application de règle dans D1. On considère uniquement le cas où cette règle
possède deux prémisses :

D′
1

Γ′ ⊢ C ′

D′′
1

Γ′′ ⊢ a : A
[R]

Γ ⊢ a : A

Si [R] 6= [⊃L] alors on a C ′ = a : A. Par application de l’hypothèse d’induction et l’admissibilité
avec préservation de la profondeur de l’affaiblissement et de la contraction (proposition 6.3.1
et proposition 6.3.4), on obtient une preuve de Γ ⊢ C comme suit :

D′
1[Γ]

Γ,Γ′ ⊢ a : A
D2[Γ

′]
Γ,Γ′, a : A ⊢ C

[Cut]
Γ,Γ′ ⊢ C

D′′
1 [Γ]

Γ,Γ′′ ⊢ a : A
D2[Γ

′′]
Γ,Γ′′, a : A ⊢ C

[Cut]
Γ,Γ′′ ⊢ C

[R]
Γ,Γ ⊢ C

[C]
Γ ⊢ C

Si [R] = [⊃L] alors une preuve de Γ ⊢ C est obtenue comme suit :
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D′
1[Γ]

Γ,Γ′ ⊢ C ′

D′′
1 [Γ]

Γ,Γ′′ ⊢ a : A
D2[Γ

′′]
Γ,Γ′′, a : A ⊢ C

[Cut]
Γ,Γ′′ ⊢ C

[⊃L]
Γ,Γ ⊢ C

[C]
Γ ⊢ C

- 3b. Γ ⊢ a : A et Γ, a : A ⊢ C ne sont pas des instances d’axiome et a : A n’est pas modifié
par la dernière application de règle dans D2. Ce sous-cas est similaire au sous-cas 3a.

Case 4. a : A est modifié par les deux dernières applications de règle dans D1 et D2. On
développe ici le cas où A = �B car les autres cas sont similaires. Γ⊢ a : A et Γ, a : A⊢C sont
respectivement de la forme Γ′, a′ : ♦c′ ⊢ a : �B et Γ′, a : �B, a′ : ♦c′ ⊢C avec a ∼ a′ dans ces
séquents. De plus, D1 et D2 sont respectivement de la forme :

D′
1

Γ′, a : ♦c, a′ : ♦c′ ⊢ c : B
[�R]

Γ′, a′ : ♦c′ ⊢ a : �B et

D′
2

Γ′, a : �B, a′ : ♦c′, c′ : B ⊢ C
[�L]

Γ′, a : �B, a′ : ♦c′ ⊢ C

En utilisant les propositions 6.3.5 et 6.3.3, on obtient ⊢n1−1

G−

IHL

Γ′, a′ : ♦c′ ⊢ c′ : B. Ainsi, en

utilisant l’hypothèse d’induction et la proposition 6.3.1, une preuve de Γ ⊢ C est obtenue
comme suit :

Γ′, a′ : ♦c′ ⊢ c′ : B

D1[c
′ : B]

Γ, a′ : ♦c′, c′ : B ⊢ a : �B
D′

2

Γ′, a : �B, a′ : ♦c′, c′ : B ⊢ C
[Cut]

Γ, a′ : ♦c′, c′ : B ⊢ C
[Cut]

Γ, a′ : ♦c′ ⊢ C

6.3.3 Le calcul des séquents G2
IHL

Dans cette section, nous proposons un autre calcul des séquents pour IHL sans utiliser des
conditions de la forme a ∼ b. Nous appelons G2

IHL le calcul obtenu à partir de G−
IHL par l’ajout

de la règle suivante :

Γ[a/c] ⊢ C[a/c]

Γ, c : a ⊢ C
[S]

et par le remplacement des règles [id], [Ref ], [�L] et [♦R] avec les nouvelles règles suivantes :

Γ, a : A ⊢ a : A
[id]

Γ ⊢ a : a
[Ref ]

Γ, a : ♦c, a : �A, c : A ⊢ C

Γ, a : ♦c, a : �A ⊢ C
[�L]

Γ, a : ♦c ⊢ c : A

Γ, a : ♦c ⊢ a : ♦A
[♦R]

Théorème 6.3.4. Le calcul G2
IHL est correcte et complet.

Démonstration. En montrant qu’un séquent a une preuve dans G2
IHL ssi il en a une dans

G−
IHL.
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6.4 Décidabilité de IHL

Dans cette section, nous proposons une procédure de décision pour IHL en utilisant le
calcul des séquents G−

IHL. De même que les procédures proposées aux chapitre 4 et 5, le point
clé réside dans l’introduction d’une notion de redondance sur les dérivations. La terminaison
est obtenue en utilisant une propriété similaire à celle de la sous-formule, appelée propriété de
la quasi-sous-formule.

6.4.1 Problème de l’introduction de nouveaux nominaux

En vue de démontrer la décidabilité de IHL en utilisant G−
IHL, nous devons résoudre le

problème de l’introduction de nouveaux nominaux par les règles [♦L] et [�R]. Ce problème
est similaire à celui de l’introduction de nouveaux labels dans les calculs des séquents de
Simpson [119]. Notons que l’introduction de nouveaux nominaux ou labels ne pose pas de
problème de le cas des logiques modales et hybrides classiques. Cela vient du fait qu’il pos-
sible de définir des calculs avec uniquement des règles inversibles permettant de faire de la
recherche de preuves qui termine [102, 18].

Dans le cas des calculs de Simpson, le problème de l’introduction de nouveaux labels a été
résolu en utilisant la propriété suivante :

Pour toute dérivation, il existe un entier naturelle strictement positif n tel qu’il n’existe pas
de séquent contenant une chaîne de longueur plus grande que n. Une chaîne est une séquence
de la forme x0Rx1, . . . , xm−1Rxm où R correspond à la relation d’accessibilité, x0 n’est pas
un nouveau label et xi+1 est un nouveau label pour tout i ∈ [0, m − 1].

Nous pouvons dire que toute dérivation infinie est redondante car il y a nécessairement
deux séquents dans la même branche où un peut être obtenu de l’autre en renommant certains
nouveaux nominaux (pour plus de détail voir [119]).

D’une manière similaire, dans G−
IHL une chaîne est une séquence de la forme a0 : ♦a1, a1 :

♦a2, . . . , am−1 : ♦am où a0 n’est pas un nouveau nominal et ai+1 est un nouveau nominal pour
tout i ∈ [0, m−1]. Maintenant, nous donnons un exemple afin de démontrer que la précédente
propriété n’est pas vérifiée dans le cas de G−

IHL :

.

.
a0 : ♦a1, . . . , ai : ♦ai+1, a1 : a0, . . . , ai : a0, a2 : p, . . . , ai+1 : p, a0 : �(a0 ∧ ♦p) ⊢ a0 : ⊥

.

.

.
a0♦a1, a1 : ♦a2, a2 : ♦a3, a1 : a0, a2a0, a2 : p, a3 : p, a0 : �(a0 ∧ ♦p) ⊢ a0 : ⊥

[♦L]
a0 : ♦a1, a1 : ♦a2, a1 : a0, a2 : a0, a2 : p, a2 : ♦p, a0 : �(a0 ∧ ♦p) ⊢ a0 : ⊥

[∧L]
a0 : ♦a1, a1 : ♦a2, a1 : a0, a2 : p, a2 : a0 ∧ ♦p, a0�(a0 ∧ ♦p) ⊢ a0 : ⊥

[�L]
a0♦a1, a1♦a2, a1 : a0, a2 : p, a0�(a0 ∧ ♦p) ⊢ a0 : ⊥

[♦L]
a0 : ♦a1, a1 : a0, a1 : ♦p, a0�(a0 ∧ ♦p) ⊢ a0 : ⊥

[∧L]
a0 : ♦a1, a1 : a0 ∧ ♦p, a0 : �(a0 ∧ ♦p) ⊢ a0 : ⊥

[�L]
a0 : ♦a1, a0 : �(a0 ∧ ♦p) ⊢ a0 : ⊥
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Nous pouvons voir que dans cette dérivation infinie, il n’existe pas deux séquents distincts
tels que l’un peut être obtenu de l’autre par un renommage de nouveaux nominaux. Pour
résoudre ce problème, nous associons à tout séquent S appartenant à une dérivation un séquent
particulier, appelé séquent équivalide de S. Ce dernier satisfait la précédente propriété. En
plus, un séquent a une preuve si et seulement si son séquent équivalide a une preuve de la même
taille. Les séquents équivalides sont obtenus par un simple renommage de certains nouveaux
nominaux.

6.4.2 Propriété de la quasi-sous-formule

La notion de quasi-sous-formule que nous utilisons est similaire à celle de sous-formule
faible introduite dans [102] et celle de quasi-sous-formule introduite dans [21].

Définition 6.4.1 (Quasi-sous-formule). Soit A une formule, les quasi-sous-formules de A
sont définies par induction sur la structure de A comme suit :

– pour tout ⊗ ∈ {∧,∨,⊃}, les quasi-sous-formules de a : A ⊗ B sont a : A ⊗ B et toutes
les quasi-sous-formules de a : A et a : B ;

– pour tout ⊠ ∈ {♦, �}, les quasi-sous-formules de a : ⊠A sont a : ⊠A et toutes les
quasi-sous-formules de c : A pour un nominal arbitraire c.

Théorème 6.4.1 (Propriété de la quasi-sous-formule). Soient S un séquent et D une déri-
vation de S dans G−

IHL. Toute occurrence de formule dans D est soit une quasi-sous-formule
d’une formule de S, soit une formule de la forme a : ♦c.

Démonstration. Par induction sur la structure de D en distinguant les cas de la dernière
application de règle.

6.4.3 Séquents équivalides

Proposition 6.4.1 (Renommage). Soient S un séquent et f : Nom(S) → M une fonction
de renommage. Si ⊢s6n

G−

IHL

S alors ⊢s6n

G−

IHL

f(S).

Démonstration. Par induction sur la valeur de n d’une manière similaire à la démonstration
de la proposition 6.3.3.

Soient S et S ′ deux séquents tels que S ′ appartient à une dérivation de S, ∼ la relation
d’équivalence associée à S ′ et c ∈ Nom(S ′)\Nom(S). Nous définissons l’ensemble de nominaux
N(c,S ′) par a ∈ N(c,S ′) si a ∈ Nom(S) et a ∼ c.

Définition 6.4.2 (Séquent équivalide). Soient S et S ′ deux séquents tels que S ′ appartient
à une dérivation D de S et N = Nom(S) avec un ordre fixé sur les éléments de N . Nous
définissons le séquent équivalide de S ′ dans D, Eq(S ′), comme le séquent f(S ′) où f est la
fonction de renommage définie comme suit :

f(c) =

{
c si c ∈ N ou N(c,S ′) = ∅
c′ sinon, avec c′ = max(N(c,S ′))

Soient S et S ′ deux séquents tels que S ′ appartient à une dérivation D de S. Nous pouvons
voir que toute formule du séquent équivalide de S ′ dans D est soit une quasi-sous-formule d’une
formule de S, soit une formule de la forme a : ♦c. Cela est une conséquence de la propriété de
la quasi-sous-formule.
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Proposition 6.4.2. Soient S et S ′ deux séquents tels que S ′ appartient à une dérivation D
de S. ⊢s6n

G−

IHL

S ′ ssi (⇔) ⊢s6n

G−

IHL

Eq(S ′).

Démonstration. La partie ⇒ est une conséquence de la proposition 6.4.1. La démonstration
de la partie ⇐ est par induction sur la valeur de n. Il suffit de démontrer que pour tous deux
nominaux a et b dans Nom(S) tels que a ∼ b, si ⊢s6n

G−

IHL

S ′[a/b] alors ⊢s6n

G−

IHL

S ′.

6.4.4 N-chaînes

Intuitivement, les N-chaînes correspondent à des séquences de formules de la forme a : ♦c
que nous utiliserons dans la description de l’arrangement des nouveaux nominaux introduits
par les règles [�R] et [♦L]. Le point clé est que dans les séquents équivalides les longueurs de
ces séquences sont bornées.

Définition 6.4.3 (N -chaîne). Soient S = Γ⊢C un séquent et N un ensemble fini de nominaux.
Une N -chaîne est une séquence de la forme a0 : ♦a1, a1 : ♦a2, . . . ak−1 : ♦ak (a0 si k = 0) où

– ai−1 : ♦ai ∈ Γ pour tout i = 1, . . . , k ;
– a0 ∈ N ;
– ai /∈ N pour tout i = 1, . . . , k − 1 ;
– si ak ∈ N et k 6= 0 alors k > 1 ; et
– si ak /∈ N alors il n’existe pas de nominal a tel que ak : ♦a ∈ Γ.

Nous étendons la notion de degré d’imbrication (chapitre 2) aux formules des logiques
hybrides par nest(a : A) = nest(A).

Proposition 6.4.3. Soient S et S ′ = Γ⊢C deux séquents tels que S ′ est le séquent équivalide
d’un séquent dans une dérivation de S. Pour toute formule a : ♦b ∈ Γ telle que a /∈ Nom(S)
ou b /∈ Nom(S), a : ♦b appartient à une Nom(S)-chaîne de S ′. En outre, la longueur de toute
Nom(S)-chaîne dans S ′ est inférieure ou égale à nest(S) + 1.

Démonstration. La première propriété est obtenue à partir des règles introduisant de nou-
veaux nominaux ([�L] et [♦R]) ainsi qu’à partir de la définition des séquents équivalides où
uniquement certains nouveaux nominaux introduits par les précédentes règles sont renommés
par des nominaux dans Nom(S).
La deuxième propriété résulte du fait que s’il existe une Nom(S)-chaîne de longueur supérieure
à nest(S) dans S ′, alors il existe un nominal b /∈ Nom(S) dans cette Nom(S)-chaîne et un
autre nominal a ∈ Nom(S) tels que a ∼ b et b est renommé par a dans la construction du
séquent équivalide S ′.

Nous définissons une relation de préordre, notée .S , sur les séquents appartenant aux
dérivations de S par : S1 .S S2 s’il existe une fonction de renommage f telle que set(f(Γ1)) ⊆
set(Γ2) et f(C1) = C2 avec Eq(S1) = Γ1 ⊢ C1 et Eq(S2) = Γ2 ⊢ C2. Rappelons que set(Γ)
correspond à l’ensemble des éléments de Γ. En plus, nous utiliserons set(Γ⊢C) pour set(Γ)⊢C.

Proposition 6.4.4. Soient S, S1 et S2 trois séquents tels que S1 et S2 appartiennent à une
dérivation de S. Si S1 .S S2 alors ⊢s6n

G−

IHL

S1 implique ⊢s6n

G−

IHL

S2.

Démonstration. En utilisant l’admissibilité de l’affaiblissement et de la contraction avec préser-
vation de la taille ainsi que la proposition 6.4.1.
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6.4.5 Arbres et squelettes

Nous utilisons maintenant la notion de N -chaîne pour représenter tout séquent équiv-
alide par un ensemble d’arbres. Ensuite nous dérivons de tels arbres d’autres arbres, appelés
squelettes. Ces structures nous permettrons de démontrer que toute dérivation infinie est for-
cément redondante.

Définition 6.4.4 (Arbre). Soient S et S ′ = Γ ⊢ c : C deux séquents tels que S ′ est le séquent
équivalide d’un séquent dans une dérivation de S et a ∈ Nom(S). Nous définissons l’arbre
associé à a dans S ′, noté T (a,S ′), comme suit :

– les nœuds sont étiquetés par des triplets de la forme (b,Γ(b), α(b)) où b ∈ Nom(S ′),
Γ(b) = {A | b : A ∈ Γ} et

α(b) =

{
C si b = c
ǫ sinon

avec ǫ un symbole qui n’appartient ni à Nom, ni à Prop.
– La racine est étiquetée par (a,Γ(a), α(a)).
– Un nœud étiqueté avec (b′, ∆′, α′) est un successeur immédiat d’une nœud étiqueté avec

(b,∆, α) si b : ♦b′ appartient à une Nom(S)-chaîne de S ′ débutant avec a.

Illustrons cette notion avec S ′ = a : p, c1 : q, c2 : q, b : q, a : ♦c1, a : ♦c2, c1 : ♦b, c2 : ♦b⊢b :
p et Nom(S) = {a, b}. T (a,S ′) correspond à l’arbre suivant :

(a, {p}, ǫ)

(c1, {q}, ǫ) (c2, {q}, ǫ)

(b, {q}, p) (b, {q}, p)

Soient S et S ′ deux séquents tels que S ′ est le séquent équivalide d’un séquent dans une
dérivation de S. Nous représentons S ′ par l’ensemble d’arbres TS′ = {T (a,S ′) | a ∈ Nom(S)},
appelé l’ensemble d’arbres caractérisant S ′. Il est facile de voir qu’à partir de cette ensemble,
nous pouvons retrouver la valeur de set(S ′).

Nous définissons la relation d’équivalence ∼=N , avec N un ensemble fini de nominaux,
sur les arbres par T1

∼=N T2 si T1 = f1(T2) et T2 = f2(T1) où f1 et f2 sont deux fonctions de
renommage telles que pour tout a ∈ N , f1(a) = f2(a) = a. Autrement dit, deux arbres sont
équivalentes si et seulement si chacun de ces arbres peut être obtenu de l’autre en renommant
certains nominaux qui ne sont pas dans N .

Dans ce qui suit, nous représentons chaque arbre par une expression de la forme (r, L)
où r est la racine et L est une liste d’arbres éventuellement vide. L’ensemble des sous-arbres
d’un arbre T est défini par : T est un sous-arbre de T ; si (r, L) est un sous-arbre de T , alors
les éléments de L le sont aussi. Nous notons dp(T ) la profondeur de T .

Définition 6.4.5 (Squelette). Soient S et S ′ deux séquents tels que S ′ est le séquent équivalide
d’un séquent dans une dérivation de S et T un élément de l’ensemble d’arbres caractérisant
S ′. Un squelette de T , noté Sk(T ), est un arbre construit de la manière suivante :
- Étape 0 : on initialise la valeur de Sk(T ) avec T .
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- Étape i+1 : pour tout sous-arbre ST = (r, L) de Sk(T ) de profondeur égale à (i + 1), on
remplace ST dans Sk(T ) par (r, L′) où L′ est une sous-liste de L obtenue comme suit : on
commence par L′ = [ ] ; ensuite pour tout T0 ∈ L, s’il n’existe pas d’arbre T1 dans L′ tel que
T0

∼=Nom(S) T1, alors on ajoute T ′ à L′.

Un squelette de l’arbre donné dans le précédent exemple :

(a, {p}, ǫ)

(c1, {q}, ǫ)

(b, {q}, p)

Il n’existe pas toujours un seul squelette pour un arbre. Toutefois, tous les squelettes
associés à un arbre sont équivalents. Notons que si {T1, . . . , Tk} est l’ensemble d’arbres carac-
térisant S = Γ⊢C et S ′ = Γ′ ⊢C est le séquent obtenu à partir de {Sk(T1), . . . , Sk(Tk)} alors
Γ′ ⊆ Γ et set(S ′) peut être obtenu à partir de set(S) par un renommage de certains nouveaux
nominaux.

Proposition 6.4.5. Soient S un séquent et D une dérivation de S. Il existe une constante
K telle que pour tout séquent S ′ équivalide à un séquent dans D, si T est dans l’ensemble
d’arbres caractérisant S ′, alors le nombre de nœuds de Sk(T ) est nécessairement inférieur ou
égal à K.

Démonstration. On sait que la profondeur de T est égale à celle de T ′ = Sk(T ) et inférieure
ou égale à nest(S)+1 (Proposition 6.4.3). Soient Φ l’ensemble des sous-formules des formules
de S et φ sa taille. La taille de l’ensemble des sous-ensembles de Φ est 2φ. En utilisant la
propriété de la quasi-sous-formule (théorème 6.4.1), on obtient que pour tout n un nœud de
T ′ de profondeur dp(T ′) − 1, n a au plus K1 = (N + 1) × 2φ × 2 successeurs où N est la
taille de Nom(S). D’une manière similaire, le nombre de successeurs de tout nœud dans T de
profondeur dp(T ′)− 2 est au plus K2 = (N +1)× 2K1 × 2. On continue ainsi jusqu’à la racine
(Kdp(T )). Par conséquent, nous pouvons prendre une constante K égale à

1 +

dp(T )−1
∑

i=0

i∏

j=0

Kdp(T )−j

.

Proposition 6.4.6. Soient S un séquent et D une dérivation de S. L’ensemble de tous les
squelettes obtenus à partir des séquents équivalides aux séquents de D peut être partitionné en
un ensemble fini de classes d’équivalence de ∼=Nom(S).

Démonstration. Une conséquence de la proposition 6.4.5.

Proposition 6.4.7. Soit S un séquent et D une dérivation de S avec une branche infinie
B = (S1,S2, . . . ,Sk, . . . ). Alors, il existe i et j tels que i < j et Sj .S Si.

Démonstration. Soit B′ = (S ′
1,S

′
2, . . . ,S

′
1, . . . ) où S ′

i = Eq(Si). Nous associons à chaque
séquent S ′

i dans B′ l’ensemble d’arbres TS′

i
= {Sk(T (a,S ′

i)) | a ∈ Nom(S)}. En utilisant
la proposition 6.4.6, on déduit qu’il existe deux séquents S ′

i = Γ′
i ⊢ C ′

i et S ′
j = Γ′

j ⊢ C ′
j tels



128 6. Calculs des séquents pour une logique hybride intuitionniste

que i < j et pour tout Tj ∈ TS′

j
, il existe Ti ∈ TS′

i
avec Ti

∼=Nom(S) Tj . Soient Γ′′
i ⊢ C ′′

i et

Γ′′
j ⊢C ′′

j les deux séquents obtenus respectivement à partir de TS′

i
et TS′

j
. Il existe une fonction

de renommage f telle que f(Γ′′
j ) = Γ′′

i et f(C ′′
j ) = C ′′

i . De plus, on a Γ′′
i ⊆ Γ′

i et C ′′
i = C ′

i. Étant
donné qu’il existe une fonction de renommage g telle que set(g(Γ′

j)) = Γ′′
j et g(C ′

j) = C ′′
j , on

obtient set((f ◦g)(Γ′
j)) ⊆ set(Γ′

i) et (f ◦g)(C ′
j) = C ′

i. Par conséquent, on déduit Sj .S Si.

6.4.6 Une procédure de décision pour IHL

Nous introduisons maintenant la notion de redondance sur les dérivations de G−
IHL.

Définition 6.4.6. Un dérivation de S est dite redondante si elle a une branche contenant
deux occurrences de séquents S ′ et S ′′ tels que S ′ est au dessus de S ′′ et S ′ .S S ′′.

Proposition 6.4.8. Si un séquent est valide dans IHL alors il a une preuve qui n’est pas
redondante dans G−

IHL.

Démonstration. Soient S un séquent et D une preuve de S dans G−
IHL de taille s. La démon-

stration est par induction sur la valeur de s. Si D n’est pas redondante, alors S a une preuve
qui n’est pas redondante dans G−

IHL. Sinon, s = n + 1 avec n > 0 et D est redondante. Étant
redondante, D a une branche contenant deux occurrences de séquents S ′ et S ′′ tels que S ′ est
au dessus de S ′′ et S ′ .S S ′′. Soient n1 et n2 les tailles de respectivement la preuve de S ′ et
celle de S ′′ dans D. Étant donné que S ′ est au dessus de S ′′, on a n1 < n2. En utilisant la
proposition 6.4.4, S ′′ a une preuve D2 de taille inférieure ou égale à n1. Ainsi, en remplaçant
dans D la preuve de S ′′ avec D2 on obtient une preuve de S de taille inférieure ou égale à
n. Par conséquent, en appliquant l’hypothèse d’induction, on déduit que S a une preuve qui
n’est pas redondante.

Notre procédure de décision pour IHL est la même que celles définies au chapitre 4 excepté
l’utilisation de G−

IHL plutôt que G−
IKTh. La correction est le résultat de la correction et la com-

plétude de G−
IHL ainsi que la proposition 6.4.8. Quant à la terminaison, elle est une conséquence

de la proposition 6.4.7. Cela conduit à déduire la décidabilité de IHL :

Théorème 6.4.2. La logique IHL est décidable.

Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons défini le premier calcul des séquents pour la logique hybride
intuitionniste IHL [21] qui est approprié à la recherche de preuves grâce à l’absence de rè-
gles structurelles. Après avoir démontré les principales propriétés qui sont la correction, la
complétude et l’élimination de la coupure, nous avons défini une procédure de décision pour
cette logique qui nous a permis de fournir la première démonstration de décidabilité de cette
dernière.

Une des perspectives est de considérer des extensions de notre calcul avec des règles corre-
spondant à des conditions sur la relation d’accessibilité comme la réflexivité, la transitivité et
la symétrie. On souhaite pouvoir définir un calcul dans lequel chaque condition sur la relation
d’accessibilité possède une règle correspondante et chaque combinaison de ces règles est com-
plète pour la logique avec les conditions correspondantes (modularité). Une autre perspective
consiste à étudier la complexité de IHL en se basant sur les travaux développés dans [1] dans
le cas classique.
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Chapitre 7

Logiques hybrides de Gödel

Introduction

La logique de Gödel et ses versions finies sont des logiques intermédiaires, à savoir entre
la logique classique et celle intuitionniste, ayant une sémantique fondée sur des modèles de
Kripke linéaires [43]. Elle a été introduite par Gödel dans [75] et axiomatisée par Dummett
dans [43] : elle correspond à l’ajout de l’axiome A ⊃ B ∨ B ⊃ A à la logique intuitionniste.
Une des caractéristiques les plus importantes de la logique de Gödel réside dans le fait qu’elle
a été reconnues comme une logique floue [79].

Nous avons vu précédemment qu’une logique modale intuitionniste correspond à une com-
binaison de la logique intuitionniste avec une logique modale. De la même manière une logique
modale floue est une combinaison d’une logique floue avec une logique modale. Le principe est
que dans un monde donné une formule peut avoir une valeur de vérité autre que « vrai » (1)
ou « faux » (0). Dans la littérature, il existe différentes versions de logiques modales floues.
En guise d’exemple, il y a celle fondée sur la logique floue basique [78], celles fondées sur des
versions finies de logiques floues [57, 58, 111] et celle fondée sur la logique de Gödel [28].

Dans ce chapitre, nous définissons une famille de logiques hybrides floues qui correspondent
à des extensions syntaxiques de la logique modale de Gödel et ses versions finies. Parmi nos
motivations, il y a la capacité de telles logiques de raisonner sur des connaissances imprécises.
En l’état de nos connaissances, l’unique logique hybride floue existante est celle introduite
dans [80]. Dans cette logique, les valeurs de vérité sont prises dans une algèbre de Heyting
finie et le langage contient des constantes représentant ces dernières. Tandis que dans notre
famille de logiques, il existe des logiques construites sur des algèbres infinies et le langage que
nous utilisons est celui standard des logiques hybrides.

Nous considérons des modèles ou la relation d’accessibilité entre les mondes est multi-
valuée. Les opérateurs propositionnels sont interprétés comme dans les logiques de Gödel et
les modalités � et ♦ sont interprétées en utilisant respectivement l’infimum et le supremum
dans l’ensemble des nombres réels. L’infimum (resp. le supremum) d’un ensemble de nombres
réels correspond à la borne inférieure (resp. supérieure) de ce dernier, qui ne lui appartient pas
nécessairement. L’opérateur de satisfaction et les nominaux sont interprétés comme dans les
logiques hybrides standard. La famille de nos logiques est composée de deux logiques définies
sur une algèbre infinie qui sont GH∞ et WGH∞, et une séquence de logiques définies sur des
algèbres finies (GHn)0<n<∞ (GHn est une logique (n+1)-valuée). WGH∞ est différente de GH∞
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par le fait que nous ne considérons que les modèles où l’infimum et le supremum correspondent
respectivement au minimum et au maximum.

Après une présentation de la logique de Gödel et ses versions finies ainsi que la logique
modale de Gödel et ses versions finies, nous introduisons nos nouvelles logiques hybrides. En-
suite, nous étudions la décidabilité et la théorie de la preuve dans WGH∞ et (GHn)0<n<∞. Dans
ce contexte, nous introduisons une structure multi-contextuelle similaire à celle de séquent re-
lationnel [6]. En utilisant cette dernière, nous proposons un ensemble de règles de preuve
fortement correctes et fortement inversibles. Il est important de noter que nous définissons le
même ensemble de règles pour WGH∞ et (GHn)0<n<∞. Ensuite, nous fournissons des procé-
dures de décision pour WGH∞ et (GHn)0<n<∞ permettant la génération de contre-modèles. À
partir de ces procédures, nous démontrons que WGH∞ et (GHn)0<n<∞ sont décidables et satis-
font la propriété des modèles finis. Enfin, nous définissons un calcul des séquents pour WGH∞

en étendant notre ensemble de règles avec un axiome et des règles structurelles. Nous notons
que certains des travaux présentés dans ce chapitre ont fait l’objet de la publication [66].

7.1 Logiques modales de Gödel

Nous considérons la famille des logiques propositionnelles de Gödel Gn. La valeur n ap-
partient à l’ensemble N∗ = {1, 2, . . .} ∪ {∞} des entiers naturels strictement positif en plus
du plus grand élément ∞. Dans le cas où n = ∞, la logique G∞ est également notée G. Elle
correspond à la logique standard de Gödel.

La syntaxe est la même que celle de la logique propositionnelle. Rappelons qu’une logique
intermédiaire est un ensemble de formules L satisfaisant la propriété IPL ⊆ L ⊆ CPL et clos
sous la règle de modus ponens et sous une substitution arbitraire des variables propositionnelles
(pour plus de détails voir [3]). La famille des logiques propositionnelles de Gödel satisfait la
propriété suivante :

IPL ⊂ G = G∞ ⊂ · · · ⊂ Gi ⊂ · · · ⊂ G1 = CPL

Décrivons maintenant la sémantique algébrique caractérisant les logique Gn [5]. Nous ap-
pelons Sn l’ensemble de valeurs de vérité défini comme suit :

Sn =

{
[0, 1] si n = ∞
{0, 1

n
, 2

n
, . . . , 1} sinon

Nous notons _ la fonction définie comme suit :

a _ b =

{
1 si a 6 b
b sinon

Une n-valuation des variables propositionnelles V : Prop → Sn est étendue aux formules par
induction de la manière suivante :

– V (⊥) = 0
– V (A ∧ B) = min(V (A), V (B))
– V (A ∨ B) = max(V (A), V (B))
– V (A ⊃ B) = V (A) _ V (B)

où min et max correspondent respectivement au minimum et au maximum. Une formule A
est valide pour une n-valuation V si V (A) = 1. Une formule est valide dans Gn si et seulement
si elle est valide pour toute n-valuation.
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Toutes les composantes de la famille de logiques présentée ici sont décidables. Une des
plus intéressante procédure de décision est celle basée sur l’utilisation de graphes bicol-
ores [89, 90, 92]. Le principe consiste à caractériser la validité par l’existence de chaînes
particulières dans des graphes bicolores.

Nous nous intéresserons maintenant aux logiques modales floues fondée sur la famille des
logiques de Gödel. Dans un premier temps, nous décrivons les logiques modale floues GMn

pour n ∈ N∗. Ensuite, nous définissons une logique particulière que nous appelons WGM∞.

Définition 7.1.1. Un n-modèle modal flou, avec n ∈ N∗, est un triplet M = (W, R, V ) où
W est un ensemble non vide de mondes, R est une fonction de W × W dans Sn et V une
fonction de valuation de W × Prop dans Sn.

Les valuations sont étendues aux formules de la manière suivante :
V (w,⊥) = 0
V (w, A ∧ B) = min{V (w, A), V (w, B)}
V (w, A ∨ B) = max{V (w, A), V (w, B)}
V (w, A ⊃ B) = V (w, A) _ V (w, B)
V (w, �A) = inf{R(w, w′) _ V (w′, A) | w′ ∈ W}
V (w,♦A) = sup{min(R(w, w′), V (w′, A)) | w′ ∈ W}

où inf et sup correspondent respectivement aux fonctions infimum et supremum.

Un formule A est valide dans (W, R, V ) si V (w, A) = 1 pour tout w ∈ W . Une formule
est valide dans GMn si elle est valide dans tout n-modèle modal flou. La logique GM1 corre-
spond à la logique modale classique K. Notons que lorsque n > 1, les opérateurs � et ♦ sont
indépendants.

Dans le cas particulier de GM∞, des systèmes à la Hilbert pour le fragment privé de � ainsi
que celui privé de ♦ ont été proposés dans [28]. Ils sont obtenus par l’extension des systèmes
de Hilbert de la logique de Gödel G avec les règles et les axiomes suivants :

K� : �(A⊃B)⊃ (�A⊃�B)
Z� : ¬¬�A ⊃ �¬¬A

A

�A
[RN�]

D♦ : ♦(A ∨ B) ⊃ (♦A ∨ ♦B)
Z♦ : ♦¬¬A ⊃ ¬¬♦A
F♦ : ¬♦⊥

A ⊃ B

♦A ⊃♦B
[RN♦]

Nous pouvons facilement voir que dans le cas n 6= ∞, les fonctions infimum et supremum
utilisées dans la définition des n-modèles flous correspondent respectivement aux fonctions
minimum est maximum, ce qui n’est pas le cas quand n = ∞. Effectivement, il se peut
que la valeur de V (w, �A) (resp. V (w,♦A)) soit différente de R(w, w′) _ V (w′, A) (resp.
min(R(w, w′), V (w′, A))) quel que soit w′. Par exemple l’ensemble S = {x | x > 0 et x ∈
[0, 1]} a 0 comme infimum mais 0 /∈ S. En fait, il existe une autre logique modale de Gödel
obtenue par la restriction de la notion de validité aux modèles où chaque infimum (resp.
supremum) est un minimum (resp. maximum). Cela signifie que pour chaque V (w, �A) (resp.
V (w,♦A)), il existe un monde témoin w′ tel que V (w, �A) = R(w, w′) _ V (w′, A) (resp.
V (w,♦A) = min(R(w, w′), V (w′, A))). Cette logique est appelée la logique modale de Gödel
avec témoins WGM∞ [78].
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Définition 7.1.2. Un w-modèle modal floue (W, R, V ) est un ∞-modèle modal flou où pour
toutes formules �A et ♦A et pour tout w ∈ W , on a V (w, �A) = R(w, w′) _ V (w′, A) et
V (w,♦A) = R(w, w′′) ∗ V (w′′, A)) pour des mondes w′ et w′′ dans W .

Une formule est valide dans WGM∞ si et seulement si elle est valide dans tout w-modèle modal
floue. Nous démontrons maintenant que les logiques WGM∞ et GM∞ sont différentes.

Proposition 7.1.1. �¬¬p ⊃ ¬¬�p est valide dans WGM∞.

Démonstration. On fait une démonstration par l’absurde. On suppose que �¬¬p⊃¬¬�p n’est
pas valide dans WGM∞. Soit M = (W, R, V ) un contre-modèle de �¬¬p⊃¬¬�. Alors, il existe
un monde w ∈ W tel que V (w, �¬¬p ⊃ ¬¬�p) < 1. Ainsi, on a V (w, �¬¬p) > V (w,¬¬�p).
Rappelons que V (w,¬¬�p) = (V (w, �p) _ 0) _ 0. Étant donné que V (w,¬¬�p) < 1, on
a V (w, �p) = 0. Donc, il existe w0 ∈ W tel que R(w, w0) _ V (w0, p) = 0 (V (w0, p) = 0).
On a V (w, �¬¬p) = min{R(w, w′) _ ((V (w′, p) _ 0) _ 0)} > 0. En utilisant R(w, w0) _

((V (w0, p) _ 0) _ 0) = 0, on a V (w, �¬¬p) = 0. Comme V (w, �¬¬p) > V (w,¬¬�p), on
obtient une contradiction.

Proposition 7.1.2. �¬¬p ⊃ ¬¬�p n’est pas valide dans GM∞.

Démonstration. Un contre-modèle M = (W, R, V ) de �¬¬p⊃¬¬�p dans GM∞ a été proposée
dans [28], avec W = N, pour tout n, m ∈ W , R(n, m) = 1 et pour tout n ∈ W , V (n, p) =

1
n+1 .

Théorème 7.1.1. GM∞ ⊂ WGM∞.

Démonstration. Ce théorème est une conséquence des deux propositions 7.1.1 et 7.1.2.

Nous pouvons aisément démontrer que IK ⊂ GM∞ en démontrant que tous les axiomes de
IK sont valide dans GM∞. En fait, les logiques modales de Gödel présentées dans cette section
satisfont la propriété suivante :

IK ⊂ GM∞ ⊂ WGM∞ ⊂ · · · ⊂ GMi ⊂ · · · ⊂ GM1 = K

Chacune des logiques modales de Gödel, excepté GM∞, satisfait la propriété des modèles
finis et par conséquent elle est décidable [28, 57, 58, 78]. Concernant la logique GM∞, elle ne
satisfait pas cette propriété, néanmoins, le fragment privé de � la satisfait [28].

Des calculs pour une variété de logiques modales floues défini sur des algèbres finies ont
été proposés par Fitting [57, 58]. Le problème de ces calculs se situe dans l’intégration des
valeurs de vérité au langage. Des calculs pour le fragment privé de ♦ de GM∞ ont été fournis
par Metcalfe et Olivetti dans [98]. Ils utilisent principalement une structure multi-contextuelle
introduite dans [7], appelée séquent relationnel. Cette structure peut être considérée comme
une variante de celle d’hyperséquent plus adaptée au traitement des logiques modales floues.

Précisons qu’il existe une manière d’étendre ses logiques par des conditions sur les relations
d’accessibilité [28]. Par exemple, un n-modèle modal flou (W, R, V ) est réflexive si R(w, w) = 1
pour tout w ∈ W ; il est transitive si R(w, w′) × R(w′, w′′) 6 R(w, w′′) pour tout w, w′, w′′ ∈
W ; et il est symétrique si R(w, w′) = R(w′, w) pour tout w, w′ ∈ W .
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7.2 Logiques hybrides de Gödel

Dans cette partie, nous introduisons une famille de logiques hybrides floues obtenue à
partir de la famille de logiques modales de Gödel. La syntaxe des formules est la même que
celle de la logique IHL décrite au chapitre 6 :

A ::= p | a | ⊥ | A ∧ A | A ∨ A | A ⊃ A | �A | ♦A | a : A

À chaque logique modale de Gödel GMn, nous associons une logique hybride appelée GHn,
pour n ∈ N∗ = {1, 2, . . .} ∪ {∞}. De même, à la logique WGM∞, nous associons une logique
appelée WGH∞.

Nous définissons maintenant la sémantiques de ces logiques hybrides en utilisant les mêmes
notions de modèles dans le cas des logiques modales de Gödel : la définition d’un GHn-modèle
(resp. WGH∞-modèle) est la même que celle de n-modèle modal flou (w-modèle modal flou).

Soit M = (W, R, V ) un modèle, nous définissons une M-assignation comme étant une
fonction qui assigne à chaque nominal un élément de W .

Définition 7.2.1. Soient M = (W, R, V ) un modèle et g une M-assignation. L’extension de
la valuation V via g, notée Vg, est définie de la manière suivante :

Vg(w,⊥) = 0
Vg(w, A ∧ B) = min{Vg(w, A), Vg(w, B)}
Vg(w, A ∨ B) = max{Vg(w, A), Vg(w, B)}
Vg(w, A ⊃ B) = Vg(w, A) _ Vg(w, B)
Vg(w, �A) = inf{R(w, w′) _ Vg(w

′, A) | w′ ∈ W}
Vg(w,♦A) = sup{R(w, w′) ∗ Vg(w

′, A) | w′ ∈ W}

Vg(w, a) =

{
1 si g(a) = w
0 sinon

Vg(w, a : A) = Vg(g(a), A)

Une formule A est valide dans M = (W, R, V ) si pour toute M-assignation g et pour tout
w ∈ W , Vg(w, A) = 1. A est valide dans GHn (resp. WGH∞) si A est valide dans tout GHn-
modèle (resp. WGH∞-modèle). À partir de cette définition de la validité, il est clair que toute
logique que nous venons de définir est une extension conservative de la logique modale de
Gödel correspondante.

Des structures multi-contextuelles, telles que les hyperséquents et les séquents relationnels,
se sont révélées très adaptées au traitement des logiques floues et en particulier la famille des
logiques de Gödel [4, 5, 6]. Effectivement, la présence de plusieurs contextes permet de gérer
les aspects multi-valués de ces logiques. De même, nous avons vu que la gestion des aspects
modaux, en l’absence de labels, se fait à travers des structures multi-contextuelles. S’agissant
des logiques modales floues, nous sommes face au problème de la gestion des aspects modaux
ainsi que multi-valués. Devant la difficulté de pouvoir traiter ces deux types d’aspects unique-
ment via une structure multi-contextuelle, nous avons opté pour une solution médiane basée
sur le compromis « logiques hybrides ». Ainsi, en la présence des nominaux et de l’opérateur de
satisfaction, les aspects modaux peuvent être gérés sans avoir besoin d’utiliser une structure
multi-contextuelle. Cependant, la structure que nous utilisons est multi-contextuelle afin de
gérer les aspects multi-valués.
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Dans ce qui suit, nous définissons une nouvelle structure qui peut être vue comme version
enrichie de celle de séquent relationnel. En utilisant cette structure, nous introduisons un
ensemble de règles d’inférence qui nous permet de fournir des procédure de décision avec
génération de contre-modèles pour toutes nos logiques hybrides, excepté la version hybride de
GM∞. Enfin, nous définissons un calcul des séquents pour la version hybride de WGM∞ par
l’ajout d’un axiome et des règles structurelles à notre ensemble de règles.

7.3 R-séquents et règles de preuve

Dans cette section, nous introduisons une structure multi-contextuelle, appelée R-séquent,
et un ensemble de règles fortement correctes et fortement inversibles pour les logiques GHn,
avec n 6= ∞, ainsi que la logique WGH∞. Cet ensemble de règles est divisé en trois parties :
la première partie, décrite en figure 7.1, contient les règles logiques permettant de décomposer
les formules de la forme a : A ⊗ B, pour ⊗ = ∧,∨,⊃ ; la deuxième, décrite en figure 7.2,
contient les règles modales qui agissent sur les formule de la forme a : ⊠A, pour ⊠ = ♦, � ;
et la troisième partie, décrite en figure 7.3, contient les règles de satisfaction qui agissent sur
les formules de la forme a : c, pour a et c des nominaux. À partir de maintenant, quand nous
écrivons GHn, cela signifie toutes les versions finies des logiques hybrides de Gödel (n 6= ∞).

W ; [G | C ⊳ a : A] W ; [G | C ⊳ a : B]

W ; [G | C ⊳ a : A ∧ B]
[∧R]

W ; [G | a : A ⊳ C | a : B ⊳ C]

W ; [G | a : A ∧ B ⊳ C]
[∧L]

W ; [G | a : A ⊳ C] W ; [G | a : B ⊳ C]

W ; [G | a : A ∨ B ⊳ C]
[∨L]

W ; [G | C ⊳ a : A | A ⊳ a : B]

W ; [G | C ⊳ a : A ∨ B]
[∨R]

W ; [G | a : B < a : A] W ; [G | a : B < C]

W ; [G | a : A ⊃ B < C]
[⊃<

L
]

W ; [G | a : A 6 a : B | C < a : B] W ; [G | C < ⊤]

W ; [G | C < a : A ⊃ B]
[⊃<

R
]

W ; [G | ⊤ 6 C | a : B < a : A] W ; [G | a : B 6 C]

W ; [G | a : A ⊃ B 6 C]
[⊃6

L
]

W ; [G | a : A 6 a : B | C 6 a : B]

W ; [G | C 6 a : A ⊃ B]
[⊃6

R
]

Fig. 7.1 – Règles logiques pour GHn et WGH∞

Rappelons que la structure d’hyperséquent Γ1 ⊢∆1 | · · · | Γk ⊢∆k a été introduite comme
une généralisation de la structure de séquent [4, 5]. Elle correspond à un multi-ensemble de
séquents, appelés composantes. Nous nous intéressons ici à une variante de cette structure,
appelée séquent relationnel, qui est mieux adaptée à la recherche de preuves dans les logiques
de Gödel [6]. Dans des travaux récents, des calculs des séquents utilisant cette structure ainsi
que celle d’hyperséquent pour le fragment privé de ♦ ont été définis dans [98]. La structure que
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nous utilisons correspond à celle de séquent relationnel augmentée d’une nouvelle construction
syntaxique, appelée contexte témoin.

Définition 7.3.1 (R-séquent). Un R-séquent est une structure de la forme suivante :

W ; [A1 ⊳1 B1 | A2 ⊳2 B2 | · · · | Ak ⊳k Bk]

où W , appelé contexte témoin, est un ensemble de pairs de la forme (c, a : ⊠A) avec c, a ∈ Nom

et ⊠ ∈ {�,♦} ; et pour i = 1, 2, . . . , k, le symbole ⊳i est soit 6, soit <, et Ai et Bi sont des
états de satisfaction, à savoir des formules de la forme a : A, ou des constantes (⊥ et ⊤).

Nous définissons Form(S), avec S un R-séquent, comme l’ensemble des formules de S. En
outre, nous définissons Vg(A) par

Vg(A) =







Vg(g(a), B) si A = a : B
0 si A = ⊥
1 si A = ⊤

Définition 7.3.2. Un R-séquent S = W ; [A1 ⊳1 B1 | · · · | Ak ⊳k Bk] est valide dans M =
(U, R, V ) via la M-assignation g, noté M, g � S, si et seulement si si

– pour tout (c, a : �A) ∈ W , Vg(g(a),�A) = R(g(a), g(c)) _ Vg(g(c), A) ; et
– pour tout (c, a : ♦A) ∈ W , Vg(g(a),♦A) = R(g(a), g(c)) ∗ Vg(g(c), A),

alors il existe i ∈ {1, . . . , k} tel que l’inégalité Vg(Ai) ⊳i Vg(Bi) est vraie.

Un R-séquent S est valide dans M = (U, R, V ), noté M � S, si pour toute M-assignation
g, on a M, g � S. S est valide dans GHn (resp. WGH∞), noté GHn � S (resp. WGH∞ � S), si
S est valide dans tout GHn-modèle (resp. WGH∞-modèle).

Proposition 7.3.1. Une formule A est valide dans un modèle M ssi a : A est valide dans
M avec a /∈ Nom(A).

Démonstration. Partie ⇒. La démonstration est directement obtenue de la définition de la
validité. Partie ⇐. On suppose que M est un contre-modèle de A. Ainsi, en assignant à a le
monde dans lequel la formule A n’est pas vraie, on déduit que M est un contre-modèle de
a : A.

À partir de la proposition 7.3.1 et la définition de la validité d’un R-séquent dans GHn

(resp. WGH∞), on déduit qu’une formule A est valide dans GHn (resp. WGH∞) si et seulement
si GHn � ∅; [⊤ 6 a : A] (resp. WGH∞ � ∅; [⊤ 6 a : A]) où a /∈ Nom(A).

Rappelons qu’une règle est correcte si la validité de ses prémisses implique la validité
de sa conclusion. Elle est fortement correcte si, pour tout modèle M, si M est un modèle
de toutes les prémisses, alors il est également un modèle de la conclusion. En outre, elle est
inversible si la non validité d’au moins une prémisse implique la non validité de la conclusion.
Elle est fortement inversible si, pour tout modèle M, si M est un contre-modèle d’au moins
une prémisse, alors M est un contre-modèle de la conclusion. Nous pouvons observer que la
forte correction (resp. la forte inversibilité) implique la correction (resp. l’inversibilité).

Proposition 7.3.2. Soient M = (W, R, V ) un modèle et g une M-assignation. Pour tous
deux nominaux a et c, Vg(g(a),♦c) = R(g(a), g(c)).
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W ; [G | a : �A < C | b : A < a : ♦b] W ; [G | a : �A < C | b : A < C]

W ; [G | a : �A < C]
[�<

L
(1)]

W ; [G | a : �A 6 C | ⊤ 6 C | b : A < a : ♦b] W ; [G | a : �A 6 C | b : A 6 C]

W ; [G | a : �A 6 C]
[�6

L
(1)]

W ∪ {(c, a : �A)}; [G | a : ♦c 6 c : A | C < c : A] W ; [G | C < ⊤]

W ; [G | C < a : �A]
[�<

R1
(2)]

W ∪ {(c, a : �A)}; [G | a : ♦c 6 c : A | C 6 c : A]

W ; [G | C 6 a : �A]
[�6

R1
(2)]

W ∪ {(c, a : �A)}; [G | a : ♦c 6 c : A | C < c : A] W ∪ {(c, a : �A)}; [G | C < ⊤]

W ∪ {(c, a : �A)}; [G | C < a : �A]
[�<

R2
]

W ∪ {(c, a : �A)}; [G | a : ♦c 6 c : B | C 6 c : A]

W ∪ {(c, a : �A)}; [G | C 6 a : �A]
[�6

R2
]

W ∪ {(c, a : �A)}; [G | a : ♦c 6 c : A | a : �A < c : A] W ∪ {(c, a : �A)}; [G | a : �A < ⊤]

W ∪ {(c, a : �A)}; [G]
[W 1

�
]

W ∪ {(c, a : �A)}; [G | c : A < a : ♦c] W ∪ {(c, a : �A)}; [G | c : A < a : �A]

W ∪ {(c, a : �A)}; [G]
[W 2

�
]

W ∪ {(c, a : ♦A)}; [G | a : ♦c ⊳ C | c : A ⊳ C]

W ; [G | a : ♦A ⊳ C]
[♦L1(3)]

W ∪ {(c, a : ♦A)}; [G | a : ♦c ⊳ C | c : A ⊳ C]

W ∪ {(c, a : ♦A)}; [G | a : ♦A ⊳ C]
[♦L2]

W ; [G | C ⊳ a : ♦A | C ⊳ a : ♦b] W ; [G | C ⊳ a : ♦A | C ⊳ b : A]

W ; [G | C ⊳ a : ♦A]
[♦R(4)]

W ∪ {(c, a : ♦A)}; [G | a : ♦A < a : ♦c] W ∪ {(c, a : ♦A)}; [G | a : ♦A < c : A]

W ∪ {(c, a : ♦A)}; [G]
[W 1

♦]

W ∪ {(c, a : ♦A)}; [G | a : ♦c < a : ♦A | c : A < a : ♦A]

W ∪ {(c, a : ♦A)}; [G]
[W 2

♦]

(1) a : ♦b ∈ Form(W ; [G | a : �A ⊳ C]).
(2) c /∈ Nom(W ; [G | C ⊳ a : �A]) et il n’existe pas de pair dans W contenant a : �A.
(3) c /∈ Nom(W ; [G | a : ♦A ⊳ C]) et A /∈ Nom.
(4) a : ♦b ∈ Form(G | C ⊳ a : ♦A) et B /∈ Nom.

Fig. 7.2 – Règles modales pour GHn et WGH∞

Démonstration. On a Vg(g(a),♦c) = sup{R(g(a), w′)∗Vg(w
′, c)}. Étant donné que Vg(w

′, c) >
0 si et seulement si g(c) = w′, on déduit que Vg(g(a),♦c) = R(g(a), g(c)).

Proposition 7.3.3. Soient A une formule, a et b deux nominaux, M = (W, R, V ) un modèle
et g une M-assignation. Si g(a) = g(b) alors, pour tout w ∈ W , Vg(w, A) = Vg(w, A[a/b]).



7.3 R-séquents et règles de preuve 139

W ; [G | b : A ⊳ C]

W ; [G | a : b : A ⊳ C]
[:L]

W ; [G | A ⊳ b : B]

W ; [G | A ⊳ a : b : B]
[:R]

W ; [G | ⊤ ⊳ C]

W ; [G | a : a ⊳ C]
[idL]

W ; [G | A ⊳ ⊤]

W ; [G | A ⊳ a : a]
[idR]

W ; [G | ⊥ ⊳ C]

W ; [G | a : ⊥ ⊳ C]
[⊥L]

W ; [G | A ⊳ ⊥]

W ; [G | A ⊳ a : ⊥]
[⊥R]

W ; [G | ⊤ ⊳ C]

W ; [G | a : ⊤ ⊳ C]
[⊤L]

W ; [G | A ⊳ ⊤]

W ; [G | A ⊳ a : ⊤]
[⊤R]

(W ; [G | ⊤ < C])[a/b] W ; [G | ⊥ < C | ⊤ 6 a : b]

W ; [G | a : b < C]
[sub1

L
]

(W ; [G | A < ⊤])[a/b] W ; [G | ⊤ 6 a : b]

W ; [G | A < a : b]
[sub1

R
]

(W ; [G | ⊤ 6 C])[a/b]

W ; [G | a : b 6 C]
[sub2

L
]

W ; [G | A 6 ⊥ | ⊤ 6 a : b]

W ; [G | A 6 a : b]
[sub2

R
(∗)]

(∗) A 6= ⊤.

Fig. 7.3 – Règles de satisfaction pour GHn et WGH∞

Démonstration. Par induction sur la structure de A.

Théorème 7.3.1. Toutes les règles logiques, modales et de satisfaction pour GHn et WGH∞

sont fortement correctes.

Démonstration. On sait que les GHn-modèles et WGH∞-modèles sont des modèles dans lesquels
l’infimum et le supremum correspondent respectivement au minimum et au maximum. En
utilisant cette propriété, nous traitons les logique GHn et WGH∞ sans les distinguer. Soit
L ∈ {GHn | n ∈ N

∗
et n 6= ∞} ∪ {WGH∞}. Nous développons ici les cas de [⊃<

L ], [⊃6
R], [�<

L ],
[�6

R1], [�6
R2], [W 1

�
], [W 2

�
] et [sub1

L], les autres cas étant similaires.

- Cas [⊃<
L ]. Soient S = W ; [G | a : A⊃B < C] un R-séquent, M = (U, R, V ) un L-modèle et g

une M-assignation tels que M, g 2 S. Alors on a M, g 2 W ; [G] et Vg(g(a), A⊃B) > Vg(C). Si
Vg(g(a), A) 6 Vg(g(a), B) alors M, g 2 a : B < a : A et on obtient M, g 2 W ; [G | a : B < a :
A]. Sinon, on a Vg(g(a), A) > Vg(g(a), B). Donc, Vg(g(a), A⊃B) = Vg(g(a), B) Vg(g(a), B) >
Vg(C). Par conséquent, on a M, g 2 a : B < C et on déduit que M, g 2 W ; [G | a : B < C].

- Cas [⊃6
R]. Soient S = W ; [G | C 6 a : A⊃B] un R-séquent, M = (U, R, V ) un L-modèle et g

une M-assignation tels que M, g 2 S. Alors on a M, g 2 W ; [G] et Vg(C) > Vg(g(a), A ⊃ B).
Si Vg(g(a), A) 6 Vg(g(a), B) alors Vg(g(a), A ⊃ B) = 1 < Vg(C) et on obtient une contradic-
tion. Donc, on a Vg(g(a), A) > Vg(g(a), B) et Vg(C) > Vg(g(a), B) = Vg(g(a), A ⊃ B). Par
conséquent, on a M, g 2 a : A 6 a : B | C 6 a : B et on déduit que M, g 2 W ; [G | a : A 6
a : B | C 6 a : B].
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- Cas [�<
L ]. Soient S = W ; [G | a : �A < C] un R-séquent tel que a : ♦b ∈ Form(S), M =

(U, R, V ) un L-modèle et g une M-assignation tels que M, g 2 S. Alors on a M, g 2 W ; [G]
et Vg(g(a),�A) > Vg(C). On a Vg(g(a),�A) = min{R(g(a), w′) _ Vg(w

′, A) | w′ ∈ U}.
En utilisant la proposition 7.3.2, on a Vg(g(a),♦b) = R(g(a), g(b)). Donc, Vg(g(a),�A) 6
R(g(a), g(b)) _ Vg(g(b), A) = Vg(g(a),♦b⊃ b : A) et Vg(g(a),♦b⊃ b : A) > Vg(C). On obtient
ainsi M, g 2 a : ♦b ⊃ (b : A) < C. En utilisant les mêmes arguments du cas [⊃<

L ], on déduit
que M, g 2 W ; [G | a : �A < C | b : A < a : ♦b] ou M, g 2 W ; [G | a : �A < C | b : A < C].

- Case [�6
R1]. Soient S = W ; [G | C 6 a : �A] un R-séquent, M = (U, R, V ) un L-modèle et

g une M-assignation tels que M, g 2 S. Alors on a M, g 2 W ; [G] et Vg(C) > Vg(g(a),�A).
On a Vg(C) > min{R(g(b), w′) _ Vg(w

′, B) | w′ ∈ U}. Donc, il existe w′ ∈ U tel que
Vg(g(a),�A) = R(g(b), w′) _ Vg(w

′, B) < Vg(C). Soit c un nouveau nominal (c /∈ Nom(S)).
Nous définissons la nouvelle M-assignation g′ comme suit :

g′(n) =

{
w′ si n = c
g(n) sinon

Clairement, on a M, g′ 2 W ∪ {(c, a : �A)}; [G | C 6 a : ♦c⊃ (c : A)]. En utilisant les mêmes
arguments du cas [⊃6

R], on déduit que M, g′ 2 W ∪ {(c, a : �A)}; [G | a : ♦c 6 c : A | C 6 c :
A].

- Case [�6
R2]. Soient S = W ∪ {(c, a : �A}; [G | C 6 a : �A] un R-séquent, M = (U, R, V ) un

L-modèle et g une M-assignation tels que M, g 2 S. Alors on a M, g 2 W∪{(c, a : �A}; [G] et
Vg(C) > Vg(g(a),�A). Ainsi, on a Vg(C) > R(g(a), g(c))_Vg(g(c), A) = Vg(g(a),♦c⊃ c : A).
Donc, M, g 2 W ∪ {(c, a : �A)}; [G | C 6 a : ♦c⊃ (c : A)]. En utilisant les mêmes arguments
du cas [⊃6

R], on déduit que M, g 2 W ∪ {(c, a : �A)}; [G | a : ♦c 6 c : A | C 6 c : A].

- Cas [W 1
�
] et [W 2

�
]. La forte correction de ces deux règles vient du fait que si M = (U, R, V )

via g satisfait le contexte témoin, alors pour toute pair (c, a : �A) dans ce contexte, on a
Vg(a : �A) = Vg(a : ♦c ⊃ c : A).

- Cas [sub1
L]. Soient S = W ; [G | a : b < C] un R-séquent, M = (U, R, V ) un L-modèle

et g une M-assignation tels que M, g 2 S. Alors on a M, g 2 W ; [G] et Vg(g(a), b) > Vg(C).
Si g(a) = g(b) alors Vg(g(a), b) = 1 > Vg(C) et, en utilisant la proposition 7.3.3, on a
M, g 2 (W ; [G | ⊤ < C])[a/b]. Sinon, à partir de g(a) 6= g(b), on a 1 > Vg(g(a), b) = 0
et 0 > Vg(C). Ainsi, on déduit que M, g 2 W ; [G | ⊥ < C | ⊤ 6 a : b].

Théorème 7.3.2. Toutes les règles logiques, modales et de satisfaction pour GHn et WGH∞

sont fortement inversibles.

Démonstration. Pour les mêmes raisons que dans la démonstration du théorème 7.3.1, Nous
traitons GHn et WGH∞ sans distinction. Soit L ∈ {GHn | n ∈ N

∗
et n 6= ∞}∪{WGH∞}. Nous

développons les cas de [�6
R1] et [sub1

L], les autres cas étant similaires.

- Cas [�6
R1]. Soient M = (U, R, V ) un L-modèle et g une M-assignation tels que M, g 2

W ∪ {(c, a : �A)}; [G | a : ♦c 6 c : A | C 6 c : A]. Alors on a M, g 2 W ; [G],
Vg(g(a),♦c) > Vg(g(c), A) et Vg(C) > Vg(g(c), A). On a Vg(g(a),�A) = V (g(a),♦c⊃ (c : A)).
Étant donné que Vg(g(a),♦c) > Vg(g(c), A), on a V (g(a),♦c ⊃ (c : A)) = Vg(g(c), A) et
Vg(C) > V (g(a),�A). Ainsi, on déduit que M, g 2 W ; [G | C 6 a : �A].
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- Cas [sub1
L].

Sous-cas de la prémisse gauche. Soient M = (U, R, V ) un L-modèle et g une M-assignation
tels que M, g 2 (W ; [G | ⊤ < C])[a/b]. Alors on a M, g 2 (W ; [G])[a/b]. On définit une
nouvelle M-assignation g′ comme suit :

g′(n) =

{
g(b) si n = a
g(n) sinon

On peut facilement démontrer que M, g′ 2 W ; [G] et V ′
g(g′(a), b) = 1. Par conséquent, on

obtient M, g′ 2 W ; [G | a : b < C].
Sous-cas de la prémisse droite. Soient M = (U, R, V ) un L-modèle et g une M-assignation
tels que M, g 2 W ; [G | ⊥ < C | ⊤ 6 a : b]. Alors on a M, g 2 W ; [G], Vg(C) = 0 et
1 > Vg(g(a), b). En utilisant 1 > Vg(g(a), b), on obtient g(a) 6= g(b) et donc Vg(g(a), b) = 0.
Par conséquent, on a M, g 2 W ; [G | a : b < C].

7.4 Décidabilité et propriété des modèles finis

Dans cette section, nous définissons une procédure de décision avec génération de contre-
modèles pour chacune des logiques GHn et WGH∞. Notre approche est fondée sur les deux
étapes suivantes :

1. en utilisant nos règles, on réduit tout r-sequent en un ensemble de R-séquents moins
complexes appelés R-séquents irréductibles ;

2. on décide les R-séquents irréductibles via une procédure spécifique.

Le principal problème réside dans l’absence de terminaison dans la première étape. Afin de le
résoudre, nous introduisons la notion de dérivation normale où le nombre des applications des
règles problématiques est fini. La procédure de décision pour les R-séquents irréductibles est
obtenue en utilisant une technique développée pour les logiques de Gödel dans [92, 62]. Elle
repose sur la construction d’un graphe sémantique, appelé graphe bicolore, et la validité est
caractérisée par la présence de chaînes particulières dans de tels graphes.

7.4.1 Terminaison et R-séquents irréductibles

Il est facile de voir que l’application de nos règles à un R-séquent ne termine pas toujours.
Cela vient principalement des règles [�<

L ], [�6
L ], [♦R], [W 1

�
], [W 2

�
], [W 1

♦] et [W 2
♦] où dans

chacune de ces dernières les prémisses sont plus complexes que la conclusion. Nous appelons ces
règles les règles de contraction. Nous définissons maintenant une dérivation particulière dans
laquelle nous supprimons les applications qui ne sont pas nécessaires des règles de contraction.

Définition 7.4.1. Une dérivation est dite normale si chacune de ses branches satisfait les
conditions suivantes :

– pour chaque pair de formules principales (a : �A, a : ♦b) et chaque composante a : �A ⊳
C, la règle [�⊳

L] est appliquée une fois seulement ;
– pour chaque pair de formules principales (a : ♦A, a : ♦b) et chaque composante C ⊳ a :

♦A, la règle [♦R] est appliquée une fois seulement ;
– pour chaque pair (c, a : �A) dans le contexte témoin, la règle [W 1

�
] (resp. [W 2

�
]) est

appliquée une fois seulement ;
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– pour chaque pair (c, a : ♦A) dans le contexte témoin, la règle [W 1
♦] (resp. [W 2

♦]) est
appliquée une fois seulement ;

– une branche est finie uniquement dans le cas où les précédentes conditions sont satisfaites
et aucune règle différente de celles de contraction ne peut être appliquée.

Dans l’optique de démontrer que les dérivations normales sont finies, nous introduisons la
notion de N -sous-formules où N est un ensemble de nominaux.

Définition 7.4.2. Soient N un ensemble fini de nominaux et a : A une formule. Les N -sous-
formules de a : A sont définies de la manière suivante :

– a : A est une N -sous-formule de a : A ;
– si b : B est une N -sous-formule de a : A alors (b : B)[c1/c2] l’est aussi, pour c1 ∈ Nom

et c2 ∈ N ;
– si b : B ⊗ C est une N -sous-formule de a : A alors b : B et b : C le sont aussi, pour
⊗ = ∧,∨,⊃ ;

– si b : ⊠B est une N -sous-formule de a : A alors c : B l’est aussi, pour c ∈ Nom et
⊠ = �,♦.

Proposition 7.4.1. Si b : B est une N -sous-formule de a : A, alors la formule B est obtenue
à partir d’une sous-formule de a : A en substituant certains de ses nominaux, éventuellement
aucun, par des nominaux dans N .

Démonstration. Par induction sur la structure de A.

Théorème 7.4.1. Soient S un R-séquent, N = Nom(S) et D une dérivation de S. Toute
formule dans D est soit une N -sous-formule d’une formule de S, soit une formule de la forme
a : ♦c, soit une constante.

Démonstration. Par induction sur la structure de D.

Proposition 7.4.2. Soient S un R-séquent et D une dérivation normale de S. L’ensemble
des formules de la forme a : ♦c dans D est fini.

Démonstration. On commence par démontrer que pour tout nominal a, l’ensemble des for-
mules de la forme a : ♦c dans D est fini. On a pour tout a : ♦c dans D, c ∈ N (N = Nom(S))
ou c est introduit par une application de [�<

R1], [�6
R1] ou [♦L1] avec une formule princi-

pale a : ⊠A (⊠ = � ou ♦). De la définition des dérivations normales, chaque formule
a : ⊠A introduit au maximum un seul nouveau nominal. En utilisant la proposition 7.4.1
et le théorème 7.4.1, ⊠A est obtenue à partir d’une sous-formule d’une formule de S en sub-
stituant certains nominaux par des éléments de N . Étant donné que N ainsi que l’ensemble
des sous-formules des formules de S sont finis, on déduit que pour tout nominal a, l’ensemble
des formules de la forme a : ♦c dans D est fini.

Il est possible de démontrer par induction sur la valeur de k = max{nest(a : A) | a :
A ∈ Form(S)} que pour chaque R-séquent dans D, il n’existe pas de chaîne de la forme
a : ♦a1, a1 : ♦a2, . . . , an−1 : ♦an avec a1, . . . , an /∈ N et n > k. Ainsi, on déduit qu’il n’y a
pas de chaîne a0 : ♦a1, a1 : ♦a2, . . . , an−1 : ♦an où n > nest(S)×#N , et pour i, j = 0, . . . , n,
ai 6= aj . Donc, l’ensemble des formules de la forme a : ♦c dans D est fini. Effectivement, les
formules de la forme a : ♦c dans tout R-séquent dans D forment un graphe où les nœuds et les
arcs sont respectivement les nominaux et les formules de la forme a : ♦c dans ce R-séquent.
Dans ce graphe, le nombre de successeurs de tout nœud est borné par un nombre n. En outre,
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toute chaîne de nœuds distincts est de longueur plus petite que k = nest(S) × #N . De tels
graphes ont un nombre de nœuds plus petit que nk+1−1

n−1 (le nombre de nœud d’un arbre n-aire
complet de profondeur k).

Théorème 7.4.2. Toutes les dérivations normales sont finies.

Démonstration. En utilisant la proposition 7.4.2 et les condition associées à l’application des
règles de contraction, on déduit que le nombre des applications des règles modales dans une
dérivation normale est fini. En outre, dans chacune des règles logiques et de satisfaction, la
conclusion est plus complexe que les prémisses. Soit α une mesure de complexité définie par :

– α(p) = 1 où p ∈ Var ∪ Nom ∪ {⊥,⊤} ;
– α(A ⊗ B) = α(A) + α(B) + 1 où ⊗ ∈ {∧,∨,⊃} ;
– α(⊠A) = α(A) + 1 où ⊠ ∈ {�,♦} ;
– α(a : A) = 1 + α(A).

À partir de α, on définit une mesure de complexité sur les composantes β :

β(A ⊳ C) =

{
0 si A ≡ ⊤, ⊳=6 et C ≡ a : b
α(A) + α(B) sinon

On définit aussi une relation d’ordre sur les composante par C1 > C2 si β(C1) > β(C2). Cette
relation est bien fondée. On définit maintenant une relation d’ordre sur les multi-ensembles
de composantes : M1 >m M2 si M2 est obtenu à partir de M1 par le remplacement d’une
ou plusieurs composantes avec un nombre fini de composantes de sorte que si la composante
C2 fait partie des composantes qui remplacent C2, alors β(C1) > β(C2). Étant donné que la
relation d’ordre sur les composantes est bien fondée, >m est également bien fondée [40]. En
utilisant la relation >m, dans chacune des règles logiques et de satisfaction, la conclusion est
plus complexe que les prémisses.

Définition 7.4.3. Un R-séquent irréductible est un R-séquent étiquetant une feuille d’une
dérivation normale.

Proposition 7.4.3. Dans tout R-séquent irréductible, toute composante est d’une des formes
suivantes :

– a : �A ⊳ b : ♦B où B /∈ Nom ;
– a : �A ⊳ b : p où p ∈ Prop ;
– a : �A ⊳ C où C ∈ {⊥,⊤} ;
– a : p ⊳ b : ♦A où p ∈ Prop ;
– C ⊳ ♦A où C ∈ {⊥,⊤} ;
– C1 ⊳ C2 où pour i = 1, 2, Ci ∈ {⊥,⊤}, Ci ≡ a : p avec p ∈ Prop, ou Ci ≡ a : ♦b avec

a, b ∈ Nom ;
– ⊤ 6 a : b où a, b ∈ Nom.

Démonstration. Il y a toujours une règle qui peut être appliquée à un R-séquent contenant
une composante qui n’est pas des précédentes formes.

7.4.2 Procédure de décision pour les R-séquents irréductibles

Nous venons de démontrer que toute dérivation normale est finie et ses feuilles sont éti-
quetées par des R-séquents irréductibles. Par conséquent, à partir de la forte correction et
inversibilité de nos règles, si nous possédons une procédure de décision pour les R-séquents
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irréductibles, alors nous obtenons une procédure pour les R-séquents.

Décrivons maintenant certains concepts qui ont été développés pour les logiques de Gödel [92].

Définition 7.4.4. Un graphe bicolore est un graphe fini orienté avec deux types flèches, celles
vertes représentées par → et celles rouges représentées par ⇒.

Nous utilisons → et ⇒ pour dénoter les relations correspondantes dans le graphe. Par
exemple →⇒ correspond à la composition et u→⇒w signifie qu’il existe un chemin u→v⇒w
dans le graphe. La relation →⋆ est la clôture réflexive et transitive de →. De plus, → + ⇒
correspond à l’union.

Définition 7.4.5. Soit G un graphe bicolore, un ⇒-cycle de G est une chaîne de la forme
u(→ + ⇒)⋆ ⇒ u et une k-chaîne de G est une chaîne de la forme (→⋆⇒)k.

À partir de ces notions, le point clé consiste à associer à tout R-séquent irréductible un
graphe bicolore et lier sa validité à l’existence de ⇒-cycles ou k-chaînes.

Définition 7.4.6. Soit S = W ; [Cp1 | Cp2 | · · · | Cpk] un R-séquent irréductible, le graphe
bicolore GS associé à S est construit comme suit :

– L’ensemble des nœuds N est l’union des ensembles suivants :
– {a : p | p ∈ Prop et a : p est une formule dans S}
– {a : ♦b | b ∈ Nom et a : ♦b est une formule dans S}
– {⊥,⊤}

– L’ensemble des flèches A est l’union de l’ensemble B et les ensembles Ai=1,...,k définis
comme suit :
– B = {⊥→ n | n ∈ N et n 6= ⊤} ∪ {n →⊤ | n ∈ N et n 6= ⊥} ∪ {⊥⇒⊤}
– Ai est obtenu à partir de la composante Cpi :

– si Cpi = a : �A ⊳ b : ♦B tel que B /∈ Nom alors Ai = ∅ ;
– sinon si Cpi = ⊤ ⊳ a : b alors Ai = ∅ ;
– sinon si Cpi = a : �A < C alors Ai = ∅ ;
– sinon si Cpi = C < a : ♦A alors Ai = ∅ ;
– sinon si Cpi = a : �A 6 C (C ∈ N ) alors Ai = {C ⇒⊤} ;
– sinon si Cpi = C 6 a : ♦A tel que A /∈ Nom (C ∈ N ) alors Ai = {⊥⇒ C} ;
– sinon si Cpi = C1 ⊳ C2 (C1, C2 ∈ N ) alors si ⊳=6 alors Ai = {C2 ⇒ C1} ; sinon

Ai = {C2 → C1}.

Illustrons cette construction avec le R-séquent suivant :
∅; [a : �(p ∧ q) 6 a : p | a : ♦c < a : p | b : q 6 b : ♦c | b : q 6 a : ♦(p ∧ q)] :

a : p b : ♦c

⊥

⊤

a : ♦c b : q

Proposition 7.4.4. Soient S un R-séquent irréductible et GS son graphe bicolore associé. Si
M = (W, R, V ) est un contre-modèle de S via la M-assignation g et CH = C1 → . . . →Ck ⇒
Ck+1 est une chaîne dans GH, alors Vg(C1) 6 . . . 6 Vg(Ck) < Vg(Ck+1).
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Démonstration. Pour tout Ci →Ci+1 dans CH, on a soit Ci+1 < Ci est une composante de S,
soit Ci+1 = ⊤, soit Ci = ⊥. Ainsi, étant donné que M est un contre-modèle de S via g, on
déduit que pour tout i ∈ {1, . . . , k − 1}, Vg(Ci) 6 Vg(Ci+1).
En outre, vu que la flèche Ck ⇒ Ck+1 est dans GS , alors on a

– soit Ck+1 = ⊤ et a : �A 6 Ck est une composante de S ,
– soit Ck = ⊥ et Ck+1 6 a : ♦A est une composante de S ,
– soit Ck = ⊥ et Ck+1 = ⊤ ,
– soit Ck+1 6 Ck est une composante de S.

Par conséquent, étant donné que M est un contre-modèle de S via g, on a Vg(Ck) < Vg(Ck+1).

Soit G un graphe bicolore, une bi-hauteur h est une fonction h : G → N telle que pour
tous u et v dans G, si u → v ∈ G alors h(u) ≤ h(v) et si u ⇒ v ∈ G alors h(u) < h(v). La
bi-hauteur peut être utilisée dans la génération de contre-modèles en se basant sur la propriété
suivante : si un graphe bicolore ne contient pas de ⇒-cycle (resp. k-chaîne), alors il existe une
bi-hauteur h (resp. qui satisfait h(v) < k pour tout nœud v). En outre, on peut décider si un
graphe contient un ⇒-cycle et aussi calculer une bi-hauteur en temps linéaire (pour plus de
détails voir [92]).

Théorème 7.4.3. Un R-séquent irréductible S a un contre-modèle dans GHn si et seulement
si son graphe bicolore GS ne contient pas de (n + 1)-chaîne.

Démonstration. Partie ⇒. Soient M = (U, R, V ) un GHn-modèle et g une M-assignation
tels que M, g 2 S. On suppose qu’il existe une chaîne de la forme (→⋆⇒)n+1 dans GS :
C0 →

⋆ ⇒C1 →
⋆ ⇒C2 →

⋆ ⇒ . . . →⋆ ⇒Cn →⋆ ⇒Cn+1. Donc, en utilisant la proposition 7.4.4,
il existe une séquence strictement croissante de n + 2 éléments dans l’ensemble des valeurs de
vérité. Comme cet ensemble ne contient que n + 1 éléments, on obtient une contradiction.

Partie ⇐. Soit D la dérivation normale contenant S = W ; [Cp1 | . . . | Cpk]. On suppose
que GS = (N ,A) ne contient pas de chaîne de la forme (→⋆⇒)n+1. Alors il existe une bi-
hauteur h : GS → {0, . . . , n}. Soit h′ la fonction de {a : p | a ∈ Nom(S) et p ∈ Prop} ∪ {a :
♦b | a, b ∈ Nom(S) dans {0, . . . , n} définie à partir de h comme suit :

h′(A) =







n si A ∈ N et h(A) = h(⊤)
h(A) si A ∈ N , h(A) 6= h(⊤) et h(A) 6= h(⊥)
0 sinon

On définit maintenant le GHn-modèle M = (U, R, V ) comme suit :
– U = Nom(S) ;

– pour tout a, a′ ∈ U , R(a, a′) = h′(a:♦a′)
n

;

– pour tout p ∈ Prop et a ∈ U , V (a, p) = h′(a:p)
n

.
En outre, on définit la M-assignation g comme suit :

g(a) =

{
a si a ∈ Nom(S)
b sinon, avec b ∈ U

Soit nest′ la fonction obtenue en changeant la définition de degré d’imbrication dans le cas de
♦A de la manière suivante :

nest′(♦A) =

{
0 si A ∈ Nom

1 + nest′(A) sinon
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On démontre maintenant que M est un contre-modèle de S. On commence par démontrer
que, pour toute composante Cpi = C1 ⊳ C2, on a Vg(C1) ⋪ Vg(C2).
Dans le cas d’une composante Cpi = C1 ⊳ C2 où nest′(C1) = nest′(C2) = 0, la démonstration
est simple. Dans le cas, par exemple, des composantes de la forme ⊤ 6 a : b (a 6= b), étant
donné que g(a) = a 6= b = g(b), on a Vg(a : b) = 0 et, ainsi, on déduit que Vg(⊤) > Vg(a : b).
On traite maintenant les autres cas. L’idée consiste à démontrer que, pour toute composante
Cp′ = C ′

1 ⊳ C ′
2 dans la branche B de D contenant S, on a Vg(C

′
1) ⋪ Vg(C

′
2). Cette démonstra-

tion est par induction sur la valeur de nest′(C ′
1) + nest′(C ′

2) ainsi que sur la longueur de la
sous-branche SB délimitée par le R-séquent contenant C ′

p et S. Si nest′(C ′
1) + nest′(C ′

2) = 0
alors la propriété est démontrée par simple induction sur la longueur de SB.
Si cette longueur est égale à 0, alors cela correspond au précédent cas où les composantes de S
ne contiennent aucune formule de la forme a : �A ou de la forme a : ♦A avec A /∈ Nom. Dans
le cas où la longueur de SB est supérieure à 0, la propriété est démontrée par application de
l’hypothèse d’induction.
Si la longueur de SB est égale à 0 et nest′(C ′

1) + nest′(C ′
2) > 0, alors on est dans un des cas

suivants :
– Cp′ = a : �A ⊳ C où C ≡ c : p ou C ∈ {⊤,⊥} ;
– Cp′ = C ⊳ a : ♦A où C ≡ c : p ou C ∈ {⊤,⊥} (A /∈ Nom) ;
– Cp′ = a : �A ⊳ b : ♦B.

On développe le cas de Cp′ = a : �A 6 c : p, les autres cas étant similaires. À partir de la
définition de M, on a Vg(c : p) < 1. Si S ne contient pas de formule de la forme a : ♦b, alors
on a Vg(a : �A) = 1 et donc Vg(a : �A) > Vg(c : p). Sinon, pour tout a : ♦b dans S, il existe
un R-séquent dans B contenant soit Cp′1 = b : A < a : ♦b, soit Cp′2 = b : A 6 c : p. Ainsi, en
appliquant l’hypothèse d’induction (nest′(b : A)+nest′(a : ♦b) = nest′(b : A)+nest′(c : p) <
nest′(a : �A) + nest′(c : p)), on déduit que Vg(a : �A) > Vg(c : p).
Dans le cas où la longueur de SB et la valeur nest′(C1)+nest′(C2) sont strictement positives,
la démonstration est obtenue par simple application de l’hypothèse d’induction.

On démontre maintenant que M via g satisfait W . Pour tout (c, a : �A) ∈ W , il existe un R-
séquent dans B contenant soit a : �A < ⊤, soit a : ♦c 6 c : A et a : �A < c : A ([W 1

�
]). On sait

que, pour toute composante Cp′ = C ′
1 ⊳ C ′

2 dans B, on a Vg(C
′
1) ⋪ Vg(C

′
2). Ainsi, on déduit que,

pour toute pair (c, a : �A) ∈ W , on a Vg(a : �A) > R(g(a), g(c))_Vg(c : A). De plus, En util-
isant la règle [W 2

�
], pour toute pair (c, a : �A) ∈ W , on a Vg(a : �A) 6 R(g(a), g(c)) _ Vg(c :

A). Ainsi, pour toute pair (c, a : �A) ∈ W , on a Vg(a : �A) = R(g(a), g(c)) _ Vg(c : A). Le
cas des pairs de la forme (c, a : ♦A) est similaire (à partir des règles [W 1

♦] et [W 2
♦]). Donc, M

via g satisfait W . Par conséquent, M est un contre-modèle de S

Théorème 7.4.4. Un R-séquent irréductible S a un contre-modèle dans WGH∞ si et seule-
ment si son graphe bicolore GS ne contient pas de ⇒-cycle.

Démonstration. Partie ⇒. L’existence d’une chaîne C →⋆ ⇒→⋆ . . . →⋆ ⇒→⋆ ⇒C implique
qu’il existe x ∈ [0, 1] tel que x < x (proposition 7.4.4). On a ainsi une contradiction. Partie
⇐. Si GS = (N ,A) ne contient pas de ⇒-cycle, alors il existe n ∈ N telle que GS ne contient
pas de (n + 1)-chaîne. Ainsi, en utilisant le théorème 7.4.3, S a un contre-modèle dans GHn.
Par conséquent, S a un contre-modèle dans WGH∞.

Considérons l’exemple du R-séquent S = ∅; [a : �p 6 a : p]. Il est facile de voir qu’aucune
règle ne peut être appliquée au R-séquent S car il est irréductible. La graphe bicolore associé
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à S est :

⊥

⊤ a : p

Ce graphe ne contient pas de ⇒-cycle. En vu d’extraire un contre-modèle, nous modifions ce
dernier de sorte que les flèches ⇒ vont toujours vers le haut et les flèches → ne vont jamais
vers le bas :

⊥ a : p

⊤

0

1

Ainsi, on déduit que M = ({a}, R, V ), où R(a, a) = 0 et V (a, p) = 0, est un contre-modèle de
S dans GH1 et par conséquent dans toutes les logiques GHn et WGH∞.

La recherche de n-chaînes dans des graphes bicolores dans le cas des logiques de Gödel
peut être caractérisée comme un problème de limitation de consommation de ressources dans
un certain calcul de processus [91]. Intuitivement, les flèche ⇒ représentent la consommation
de ressources.

7.4.3 Procédures de décision pour (GHn)16n<∞ et WGH∞

Maintenant, nous utilisons les résultats obtenus précédemment pour proposer une procé-
dure de décision avec génération de contre-modèles pour toute logique L ∈ {(GHn)0<n<∞,
WGH∞}. Le point clé est que, pour tout R-séquent S, on peut construire un ensemble IR de
R-séquents irréductibles tel que S est valide dans L ssi, pour tout S ′ dans IR, S ′ est valide
dans L.

Procédure de décision pour L :
Soit S un R-séquent.

Étape 1 : On construit à partir de S l’ensemble IR à travers l’utilisation de nos règles
de preuve. En utilisant le théorème 7.4.2, cette étape est finie.

Étape 2 : Pour chaque R-séquent irréductible S ′ dans IR, on construit le graphe bicol-
ore GS′ .
- Si GS′ contient un ⇒-cycle (resp. une (n + 1)-chaîne), alors S ′ est valide dans WGH∞ (resp.
GHn).
- Sinon, S ′ a un contre-modèle dans L obtenu de GS′ de la manière suivante :

– On modifie GS′ = (N ,A) de telle manière que les flèches ⇒ vont toujours vers le haut
et les flèches → ne vont jamais vers le bas. Ceci est possible car GS′ ne contient pas de
⇒-cycle.
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– Ensuite, on extrait de ce graphe modifié une bi-hauteur h : N → {0, . . . , n} où
– pour tout C1 → C2 dans GS′ , on a h(C1) 6 h(C2) ;
– pour tout C1 ⇒ C2 dans GS′ , on a h(C1) < h(C2).
Un algorithme efficace permettant de calculer une bi-hauteur quand il n’y a pas de
⇒-cycle a été proposé dans [92].

– À partir de h, on définit une nouvelle fonction h′ : {a : p | a ∈ Nom(S) et p ∈ Prop}∪{a :
♦b | a, b ∈ Nom(S)}→ {0, . . . , n} par :

h′(A) =







n si A ∈ N et h(A) = h(⊤)
h(A) si A ∈ N , h(A) 6= h(⊤) et h(A) 6= h(⊥)
0 sinon

Un contre-modèle M = (W, R, V ) de S ′ dans L est obtenu comme suit (théorèmes 7.4.4
et 7.4.3) :

– W = Nom(S ′) ;

– pour tout a, a′ ∈ W , R(a, a′) = h′(a:♦a′)
n

;

– pour tout p ∈ Prop et tout a ∈ W , V (a, p) = h′(a:p)
n

.
Si tous les éléments de IR sont valides, alors en utilisant la correction des règles de preuve
(théorème 7.3.1), on déduit que S est valide. Sinon, il existe un R-séquent irréductible dans
IR qui a un contre-modèle M. En utilisant la forte inversibilité des règles (théorème 7.3.2),
M est également un un contre-modèle de S.

Théorème 7.4.5. WGH∞ et (GHn)0<n<∞ sont décidables et vérifient la propriété des modèles
finis.

Rappelons que nos procédures sont fondées sur le fait que l’infimum et le supremum dans
nos modèles correspondent respectivement au minimum et au maximum. Cela n’est pas le cas
dans GH∞.

7.5 Un calcul des séquents pour WGH∞

Dans cette section, nous proposons un calcul des séquents WGH pour WGH∞ qui défini
par les règles en figure 7.1, figure 7.2, figure 7.3 et les règles suivantes :

W ; [G | A 6 A]
[id]

W ; [G | ⊤ 6 ⊥]

W ; [G]
[EW1]

W ; [G | A < ⊥]

W ; [G]
[EW2]

W ; [G | ⊤ < A]

W ; [G]
[EW3]

W ; [G | A 6 C]

W ; [G | A 6 B | B ⊳ C]
[com1]

W ; [G | A 6 C]

W ; [G | A ⊳ B | B 6 C]
[com2]

où dans les règles [EW2] et [EW3], A ∈ Form(G). Toutefois, cette condition n’est pas néces-
saire pour avoir la correction et la complétude.

Théorème 7.5.1 (Correction). Toutes les règles de WGH sont correctes.

Démonstration. En utilisant le théorème 7.3.1, les règles en figure 7.2, figure 7.2 et figure 7.3
sont correctes. Avec des arguments similaires à ceux dans la démonstration du théorème 7.3.1,
on peut démontrer la correction des autres règles.
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Théorème 7.5.2 (Complétude). Si un R-séquent est valide dans WGH∞, alors il a une preuve
dans WGH.

Démonstration. On a seulement à démontrer que, pour tout R-séquent irréductible, si son
graphe bicolore contient un ⇒-cycle, alors il a une preuve en utilisant uniquement les nouvelles
règles. On sait que toute flèche dans le graphe correspond à une inégalité. En effet, A⇒B et
A→B correspondent respectivement à B 6 A et B < A. On démontre maintenant que, pour
tout R-séquent irréductible S, en utilisant uniquement les nouvelles règles, on peut obtenir un
R-séquent contenant toutes les composantes associées aux flèches de GS .
- Cas de C ⇒⊤ obtenu à partir de la composante a : �A 6 C dans S. Puisque la composante
a : �A 6 C introduit une unique flèche, il suffit de la remplacer par ⊤ 6 C de la manière
suivante :

W ; [G | ⊤ 6 C]
[com2]

W ; [G | ⊤ < a : �A | a : �A 6 C]
[EW3]

W ; [G | a : �A 6 C]

- Cas de ⊥⇒C obtenu à partir de la composante C 6 a : ♦A dans S de la manière suivante :

W ; [G | C 6 ⊥]
[com1]

W ; [G | C 6 a : ♦A | a : ♦A < ⊥]
[EW2]

W ; [G | C 6 a : ♦A]

Les composantes associées aux flèches dans B sont directement obtenues en utilisant les règles
[EW1], [EW2] et [EW3]. Les composantes associées aux autres flèches de GS sont dans S.
Clairement, si GS contient un ⇒-cycle, alors par une succession d’applications des règles
[com1] et [com2] au R-séquent contenant toutes les composantes associées aux flèches de GS ,
on obtient une instance de [id].

Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons défini une famille de logiques hybrides floues fondées sur
la logique de Gödel et ses versions finies. Le point clé consiste à remplacer la logique clas-
sique dans la logique hybride par la logique de Gödel et ses versions finies. Cette famille est
composée de deux logiques construites sur une algèbre infinie, à savoir GH∞ et WGH∞, et
une séquence de versions finies (GHn)0<n<∞. Pour WGH∞ et (GHn)0<n<∞ nous avons défini
des procédures de décision avec génération de contre-modèles. L’idée repose sur l’utilisation
de règles fortement inversibles permettant la transmission de contre-modèles. En utilisant ces
procédures, nous avons démontré que ces logiques sont décidables et vérifient la propriété des
modèles finis. Une autre contribution est la définition d’un calcul des séquents pour WGH∞.

Parmi les perspectives, il y a l’étude de la décidabilité de même que la définition de sys-
tèmes de preuve pour GH∞. Rappelons que les résultats obtenus pour les autres logiques sont
obtenus grâce au fait que chaque infimum (resp. supremum) correspond au minimum (resp.
maximum), ce qui n’est pas le cas de la logique GH∞. Ainsi, le traitement de cette dernière
doit passer par le développement d’autres techniques.
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Conclusion et perspectives

Au cours des travaux développés dans cette thèse, nous avons défini des systèmes de dé-
duction naturelle et des calculs des séquents pour principalement plusieurs logiques modales
(hybrides) non-classiques. Notre idée centrale réside dans l’utilisation de structures multi-
contextuelles permettant de construire des preuves sans passer par l’utilisation d’entités syn-
taxiques étrangères au langage. En outre, nous avons montré comment des procédures de
décision simples peuvent être obtenues à partir de nos calculs des séquents.

Dans le cas des logiques modales intuitionnistes formées à partir des combinaisons des
axiomes T , B, 4 et 5, nous avons défini des systèmes de preuve quasi-modulaires en utilisant
de nouvelles structures multi-contextuelles : A-séquent et MC-séquent. Nous avons démontré
la normalisation pour tous nos systèmes de déduction naturelle et l’élimination de la coupure
pour tous nos calculs des séquents. Nous avons également défini des systèmes de déduction
naturelle pour les logiques modales classiques formées à partir des combinaisons de T , B, 4 et
5 en démontrant la normalisation.

Dans l’optique de présenter l’approche qui consiste à intégrer la sémantique au langage,
nous nous sommes intéressés à une logique hybride intuitionniste pour laquelle nous avons
défini le premier calcul des séquents permettant de fournir la première démonstration de sa
décidabilité. De plus, nous avons introduit de nouvelles logiques hybrides floues qui correspon-
dent à un enrichissement syntaxique des logiques modales de Gödel. En utilisant un ensemble
de règles fondées sur une structure multi-contextuelle, appelée R-séquent, nous avons défini
des procédures de décision avec génération de contre-modèles pour ces logiques, excepté une.
Nous avons aussi montré que l’ajout d’un axiome et des règles structurelles à notre ensemble
de règles permet de fournir un calcul des séquents pour une de ces logiques définie sur une
algèbre infinie.

Une des questions ouvertes les plus importantes reste l’étude de la décidabilité de cer-
taines des logiques modales intuitionnistes que nous considérons et tout particulièrement la
logique IS4. Nous avons vu que dans l’approche que nous avons suivie, le fait que nos calculs
des séquents pour ces logiques ne vérifient pas la propriété de la profondeur a empêché de
les utiliser dans la définition de procédures permettant de démontrer la décidabilité. Ainsi, si
nous arrivons à définir des calculs, avec notre structure de A-séquent, qui vérifient la propriété
de la profondeur, alors nous obtiendrons facilement des démonstrations de la décidabilité de
ces logiques. Une autre solution à cette question peut être l’utilisation de nouvelles structures
multi-contextuelles. Effectivement, nous avons vu que notre premier calcul avec les A-séquents
pour la logique IS5 ne vérifie pas la propriété de la profondeur et en conséquence il ne nous
a pas permis de démontrer la décidabilité de cette logique. Néanmoins, nous avons résolu le
problème posé par la propriété de la profondeur en utilisant notre nouvelle structure de MC-
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séquent et ainsi nous avons réussi à démontrer la décidabilité de IS5.

Parmi les pistes à étudier, il y a également l’amélioration de nos calculs des séquents et,
par conséquent, nos procédures de décision par l’élimination de la contraction persistant dans
certaines règles. En effet, même si la règle de contraction n’est pas présente dans nos calculs
d’une façon explicite, elle persiste toutefois dans certaines des règles gauches. Une des ap-
proches qui pourrait nous permettre de l’éliminer est celle proposée par Dyckhoff [45] dans
le cas de la logique intuitionniste. Elle consiste à remplacer toute règle internalisant la con-
traction par plusieurs règles qui simplifient la formule principale mais qui ne préservent pas
nécessairement la propriété de la sous-formule. Cependant, afin d’éviter que l’absence de la
propriété de la sous-formule pose problème, nous devons faire en sorte que nos calculs vérifient
une autre propriété plus faible mais qui permet de limiter l’ensemble des formules utilisées
dans la construction de toute preuve.

Par nos procédures de décision, nous avons principalement voulu aborder l’automatisa-
tion de la construction de preuves et montrer comment nos calculs peuvent être à la base
de la définition de procédures permettant de démontrer la décidabilité. Dans des travaux fu-
turs, nous envisageons d’étudier la complexité de chacune de nos procédures et les possibles
améliorations que nous pourrions apportées de ce point de vue. Notons que parmi les travaux
très intéressants dans l’étude de la complexité des logiques modales, nous pouvons citer ceux
développés dans [95]. En outre, en partant de nos résultats en termes d’automatisation de la
construction de preuves dans nos procédures, nous projetons l’implantation de ces dernières.

Une autre perspective consiste en la définition de procédures combinant la recherche de
preuves avec la construction de contre-modèles dans le cas des logiques modales intuition-
nistes que nous considérons. Nous pensons que cela pourrait être réalisé avec une approche
similaire à celle utilisée dans le cas de nos logiques hybrides floues. La principale difficulté que
nous avons rencontré dans la définition de telles procédures est liée au fait que les logiques
modales intuitionnistes formées à partir des combinaisons de T , B, 4 et 5 ne vérifient pas
la propriété des modèles finis dans la sémantique de Kripke. Cependant, notons que dans
d’autres sémantiques plus complexes certaines de ces logiques vérifient cette propriété. Par
exemple, la logique IS5 vérifie la propriété des modèles finis dans sa sémantique algébrique
introduite pas Bull [25, 50] et les logiques IK, IT, IK{B}, IK{T, B} la vérifient dans la séman-
tique bi-relationnelle proposée par Simpson [119]. Ainsi, l’utilisation de telles sémantiques ou
bien la proposition d’une sémantique plus simple pourraient être les clés dans la définition de
procédures avec construction de contre-modèles.

L’extension de nos travaux à d’autres logiques modales constitue une perspective très
intéressante. Dans certains de nos travaux, nous avons réussi à étendre une partie de nos
résultats aux logiques déontiques intuitionnistes, à savoir les logiques modales intuitionnistes
qui vérifient l’axiome (D) ♦⊤ ( ∀x.∃y.R(x, y)). Effectivement, nous avons défini des systèmes
de déduction naturelle corrects et complets pour toutes les logiques formées à partir des
combinaisons de D, T , B, 4 et 5 en ajoutant à notre système quasi-modulaire la règle suivante :

Γ{〈A⊢〉}

Γ{♦A⊢}
[♦I ]

Cependant, nous avons rencontré des difficultés dans la démonstration de la normalisation.
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Ainsi, nous envisageons d’étudier cette question dans des travaux futurs.

Il y a aussi une autre perspective qui concerne la question de modularité. Autrement dit,
ne pas traiter les logiques IB4 et IS5 séparément comme nous l’avons fait. Dans des travaux
récents [23], un calcul des séquents modulaire fondée sur la structure de séquent profond a
été proposé pour les logiques modales classiques définies à partir de toutes les combinaisons
des axiomes D, T , B, 4 et 5. L’idée repose sur l’association d’une règle structurelle à chaque
axiome. En termes de calcul des séquents, nous pensons que l’utilisation de règles structurelles
permettrait de définir également un calcul modulaire fondé sur la structure de A-séquent dans
le cas intuitionniste.

En utilisant l’isomorphisme de Curry-Howard, nos systèmes de déduction naturelle pour
les logiques modales intuitionnistes peuvent être à la base de la définition de calculs de termes
(langages de programmation). L’idée consiste à considérer les formules comme des types de
fonctions et les preuves comme des programmes [82]. En particulier, nos systèmes peuvent
être utilisés comme base de langages de programmation distribuée permettant de capturer
des notions telles que la portabilité de code et la localité de ressources comme, par exemple,
des systèmes de déduction naturelle pour la logique IS5 ont été utilisés dans la définition de
langages de programmation distribuée dans [101, 83].

La logique de Łukasiewicz et ses versions finis font parties des logiques floues les plus
étudiées [79]. Dans des travaux non développés dans cette thèse [65], nous avons défini des
calculs des séquents ainsi que des procédures de décision avec constructions de contre-modèles
pour ces logiques en utilisant une structure multi-contextuelle dérivée de celle d’hyperséquent,
dénommée Z-hyperséquent. Dans ce cadre, nous projetons d’introduire et d’étudier des logiques
modales (hybrides) fondées sur les logiques de Łukasiewicz. En outre, nous pensons pouvoir
définir des procédures de décisions avec construction de contre-modèles pour de telles logiques
en se servant de notre structure de Z-hyperséquent.
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Règles de réduction pour DNIKTh

Dans un premier temps, nous introduisons les relations suivantes sur les A-séquents :

1. →T définie par Γ{〈∆〉} →T Γ{∆} ;

2. →B définie par Γ{〈∆, 〈∆′〉〉} →B Γ{〈∆〉,∆′} ;

3. →4 définie par Γ{Γ′{∅}, 〈∆〉} →4 Γ{Γ′{∆}} où prof(Γ′{}) > 1 ;

4. →5 définie par Γ{〈∆〉}{∅} →5 Γ{∅}{∆} où prof(Γ{}{∅}) > 1 et prof(Γ{∅}{}) > 1 ;

5. →IS5 définie par Γ{〈∆〉}{∅} →IS5 Γ{∅}{∆}.

Maintenant, nous prouvons que pour tout x ∈ {T, 4, B, 5, IS5}, si S →x S ′ et S a une preuve
dans un système DNIKTh contenant [�x

E ] et [♦x
I ], alors S ′ a également une preuve dans DNIKTh.

Ceci en montrant comment réécrire une preuve D de S en une preuve de S ′, notée D[S ′]x. La
construction de D[S ′]x se fait par induction sur la structure de D.

Construction de D[S ′]T :

– Cas 1 :

Si D =







D′

Γ{〈∆, A⊢〉}
[♦I ]

Γ{〈∆〉,♦A⊢}

alors D[S ′]T =







D′[Γ{∆, A⊢}]T
Γ{∆, A⊢}

[♦T
I ]

Γ{∆,♦A⊢}

où S ′ = Γ{∆,♦A⊢}.
– Cas 2 :

Si D =







D′

Γ{〈∆〉,�A⊢}
[�E ]

Γ{〈∆, A⊢〉}

alors D[S ′]T =







D′[Γ{∆, �A⊢}]T
Γ{∆, �A⊢}

[�T
E ]

Γ{∆, A⊢}

où S ′ = Γ{∆, A⊢}.
– Cas 3 :

Si D =







D′

Γ{〈∆〉, A⊢}
[♦B

I ]
Γ{〈∆,♦A⊢〉}

alors D[S ′]T =







D′[Γ{∆, A⊢}]T
Γ{∆, A⊢}

[♦T
I ]

Γ{∆,♦A⊢}

où S ′ = Γ{∆,♦A⊢}.
– Cas 4 :

Si D =







D′

Γ{〈∆, �A⊢〉}
[�B

E ]
Γ{〈∆〉, A⊢}

alors D[S ′]T =







D′[Γ{∆, �A⊢}]T
Γ{∆, �A⊢}

[�T
E ]

Γ{∆, A⊢}

où S ′ = Γ{∆, A⊢}.

163



164 . Règles de réduction pour DNIKTh

– Cas 5 :

Si D =







D′

Γ{〈∆1, 〈∆2, A
⊢〉〉}

[♦4
I ]

Γ{〈∆1, 〈∆2〉〉,♦A⊢}

alors D[S ′]T =







D′[S ′′]T
S ′′

[♦I ]
S ′

où S ′ est égal à Γ{〈∆1, ∆2〉,♦A⊢} ou Γ{∆1, 〈∆2〉,♦A⊢} avec si S ′ = Γ{〈∆1, ∆2〉,♦A⊢}
alors S ′′ = Γ{〈∆1, ∆2, A

⊢〉} sinon S ′′ = Γ{∆1, 〈∆2, A
⊢〉}.

– Cas 6 :

Si D =







D′

Γ{〈∆1, 〈∆2〉〉, �A⊢}
[�4

E ]
Γ{〈∆1, 〈∆2, A

⊢〉〉}

alors D[S ′]T =







D′[S ′′]T
S ′′

[�E ]
S ′

où S ′ est égal à Γ{〈∆1, ∆2, A
⊢〉} ou Γ{∆1, 〈∆2, A

⊢〉} avec si S ′ = Γ{〈∆1, ∆2, A
⊢〉} alors

S ′′ = Γ{〈∆1, ∆2〉,�A⊢} sinon S ′′ = Γ{∆1, 〈∆2〉,�A⊢}.
– Cas 7 : Ce cas englobe tous les cas qui n’ont pas été traités précédemment :

Si D =







D1

Γ{∆1
1} · · · {∆

1
k}{〈Σ

1〉} · · ·
Dl

Γ{∆l
1} · · · {∆

l
k}{〈Σ

l〉}
[R]

Γ{∆0
1} · · · {∆

0
k}{〈Σ〉}

alors

D[S ′]T =







D1[Γ{∆
1
1} · · · {∆

1
k}{Σ

1}]T
Γ{∆1

1} · · · {∆
1
k}{Σ

1} · · ·
Dl[Γ{∆

l
1} · · · {∆

l
k}{Σ

l}]T
Γ{∆l

1} · · · {∆
l
k}{Σ

l}
[R]

Γ{∆0
1} · · · {∆

0
k}{Σ}

où S ′ = Γ{∆0
1} · · · {∆

0
k}{Σ}.

Construction de D[S ′]B :

– Cas 1 :

Si D =







D′

Γ{〈∆, 〈∆′, A⊢〉〉}
[♦I ]

Γ{〈∆,♦A, 〈∆′〉〉}

alors D[S ′]B =







D′[Γ{〈∆〉,∆′, A⊢}]B
Γ{〈∆〉,∆′, A⊢}

[♦B
I ]

Γ{〈∆,♦A⊢〉,∆′}

où S ′ = Γ{〈∆,♦A⊢〉,∆′}.
– Cas 2 :

Si D =







D′

Γ{〈∆, �A⊢, 〈∆′〉〉}
[�E ]

Γ{〈∆, 〈∆′, A⊢〉〉}

alors D[S ′]B =







D′[Γ{〈∆, �A⊢〉,∆′}]B
Γ{〈∆, �A⊢〉,∆′}

[�B
E ]

Γ{〈∆〉,∆′, A⊢}

où S ′ = Γ{〈∆〉,∆′, A⊢}.
– Cas 3 :

Si D =







D′

Γ{〈∆, A⊢, 〈∆′〉〉}
[♦B

I ]
Γ{〈∆, 〈∆′,♦A⊢〉〉}

alors D[S ′]B =







D′[Γ{〈∆, A⊢〉,∆′}]B
Γ{〈∆, A⊢〉,∆′}

[♦I ]
Γ{〈∆〉,∆′,♦A⊢}

où S ′ = Γ{〈∆〉,∆′,♦A⊢}.
– Cas 4 :

Si D =







D′

Γ{〈∆, 〈∆′, �A⊢〉〉}
[�B

E ]
Γ{〈∆, A⊢, 〈∆′〉〉}

alors D[S ′]B =







D′[Γ{〈∆〉,∆′, �A⊢}]B
Γ{〈∆〉,∆′, �A⊢}

[�E ]
Γ{〈∆, A⊢〉,∆′}

où S ′ = Γ{〈∆, A⊢〉,∆′}.
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– Cas 5 : Ce cas englobe tous les cas qui n’ont pas été traités précédemment :

Si D =







D1

Γ{∆1
1} · · · {∆

1
k}{〈Σ

1
1, 〈Σ

1
2〉} · · ·

Dl

Γ{∆l
1} · · · {∆

l
k}{〈Σ

l
1, 〈Σ

l
2〉〉}

[R]
Γ{∆0

1} · · · {∆
0
k}{〈Σ1, 〈Σ2〉〉}

alors

D[S ′]B =







D1[Γ{∆
1
1} · · · {∆

1
k}{〈Σ

1
1〉,Σ

1
2}]B

Γ{∆1
1} · · · {∆

1
k}{〈Σ

1
1〉,Σ

1
2} · · ·

Dl[Γ{∆
l
1} · · · {∆

l
k}{〈Σ

l
1〉,Σ

l
2}]B

Γ{∆l
1} · · · {∆

l
k}{〈Σ

l
1〉,Σ

l
2}

[R]
Γ{∆0

1} · · · {∆
0
k}{〈Σ1〉,Σ2}

où S ′ = Γ{∆0
1} · · · {∆

0
k}{〈Σ1〉,Σ2}.

Construction de D[S ′]4 :

– Cas 1 :

Si D =







D′

Γ{Γ′{∅}, 〈∆, A⊢〉}
[♦I ]

Γ{Γ′{∅}, 〈∆〉,♦A⊢}

alors D[S ′]4 =







D′[Γ{Γ′{∆, A⊢}}]4
Γ{Γ′{∆, A⊢}}

[♦4
I ]

Γ{Γ′{∆},♦A⊢}

où S ′ = Γ{Γ′{∆},♦A⊢}.
– Cas 2 :

Si D =







D′

Γ{Γ′{∅}, 〈∆〉,�A⊢}
[�E ]

Γ{Γ′{∅}, 〈∆, A⊢〉}

alors D[S ′]4 =







D′[Γ{Γ′{∆}, �A⊢}]4
Γ{Γ′{∆}, �A⊢}

[�4
E ]

Γ{Γ′{∆, A⊢}}

où S ′ = Γ{Γ′{∆, A⊢}}.
– Cas 3 : Ce cas englobe tous les cas qui n’ont pas été traités précédemment :

D =

8

>

<

>

:

D1

Γ{∆1
1
} · · · {∆1

k
}{Γ′{Σ1

1
} . . . {Σ1

m}{∅}, 〈∆1〉} · · ·
Dl

Γ{∆l
1
} · · · {∆l

k
}{Γ′{Σl

1
} . . . {Σl

m}{∅}, 〈∆l〉}
[R]

Γ{∆0
1
} · · · {∆0

k
}{Γ′{Σ0

1
} . . . {Σ0

m}{∅}, 〈∆〉}

D[S′]4 =

8

>

<

>

:

D1[S1]4
Γ{∆1

1
} · · · {∆1

k
}{Γ′{Σ1

1
} . . . {Σ1

m}{∆1}} · · ·
Dl[S

l]4
Γ{∆l

1
} · · · {∆l

k
}{Γ′{Σl

1
} . . . {Σl

m}{∆l}}
[R]

Γ{∆0
1
} · · · {∆0

k
}{Γ′{Σ0

1
} . . . {Σ0

m}{∆}}

où S ′ = Γ{∆0
1} · · · {∆

0
k}{Γ

′{Σ0
1} . . . {Σ0

m}{∆}} et, pour tout i ∈ [1, l], Si = Γ{∆i
1} · · · {∆

i
k}

{Γ′{Σi
1} . . . {Σi

m}{∆i}}.

Construction de D[S]5 :

– Cas 1 :

Si D =







D′

Γ{〈∆, A⊢〉}{∅}
[♦I ]

Γ{〈∆〉,♦A⊢}{∅}

alors D[S ′]5 =







D′[Γ{∅}{∆, A⊢}]5
Γ{∅}{∆, A⊢}

[♦5
I ]

Γ{♦A⊢}{∆}

où S ′ = Γ{♦A⊢}{∆}.
– Cas 2 :

Si D =







D′

Γ{〈∆〉,�A⊢}{∅}
[�E ]

Γ{〈∆, A⊢〉}{∅}

alors D[S ′]5 =







D′[Γ{�A⊢}{∆}]5
Γ{�A}{∆}

[�5
E ]

Γ{∅}{∆, A⊢}

où S ′ = Γ{∅}{∆, A⊢}.
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– Cas 3 :

Si D =







D′

Γ{Γ′{〈∆, A⊢〉}}{∅}
[♦4

I ]
Γ{Γ′{〈∆〉},♦A⊢}{∅}

alors D[S ′]5 =







D′[Γ{Γ′{∅}}{∆, A⊢}]5
Γ{Γ′{∅}}{∆, A⊢}

[♦5
I ]

Γ{Γ′{∅},♦A⊢}{∆}

où S ′ = Γ{Γ′{∅},♦A⊢}{∆}, prof(Γ{}{∅}) > 1 et prof(Γ′{}) > 1.
– Cas 4 :

Si D =







D′

Γ{Γ′{〈∆〉},�A⊢}{∅}
[�4

E ]
Γ{Γ′{〈∆, A⊢〉}}{∅}

alors D[S ′]5 =







D′[Γ{Γ′{∅}, �A⊢}{∆}]5
Γ{Γ′{∅}, �A⊢}{∆}

[�5
E ]

Γ{Γ′{∅}}{∆, A⊢}

où S ′ = Γ{Γ′{∅}}{∆, A⊢}, prof(Γ{}{∅}) > 1 et prof(Γ′{}) > 1.
– Cas 6 : Ce cas englobe tous les cas qui n’ont pas été traités précédemment :

D =







D1

Γ{∆1
1} · · · {∆

1
k}{〈∆

1〉}{∅} · · ·
Dl

Γ{∆l
1} · · · {∆

l
k}{〈∆

l〉}{∅}
[R]

Γ{∆0
1} · · · {∆

0
k}{〈∆〉}{∅}

D[S ′]5 =







D1[Γ{∆
1
1} · · · {∆

1
k}{∅}{∆

1}]5
Γ{∆1

1} · · · {∆
1
k}{∅}{∆

1} · · ·
Dl[Γ{∆

1
1} · · · {∆

1
k}{∅}{∆

l}]5
Γ{∆1

1} · · · {∆
1
k}{∅}{∆

l}
[R]

Γ{∆1
1} · · · {∆

1
k}{∅}{∆}

où S ′ = Γ{∆1
1} · · · {∆

1
k}{∅}{∆}.

Construction de D[S ′]IS5 :

Si D =







D1

Γ{∆1
1} · · · {∆

1
k}{〈∆

1〉}{∅} · · ·
Dl

Γ{∆l
1} · · · {∆

l
k}{〈∆

l〉}{∅}
[R]

Γ{∆0
1} · · · {∆

0
k}{〈∆〉}{∅}

alors D[S ′]IS5 =







D1[Γ{∆
1
1} · · · {∆

1
k}{∅}{∆

1}]IS5

Γ{∆1
1} · · · {∆

1
k}{∅}{∆

1} · · ·
Dl[Γ{∆

1
1} · · · {∆

1
k}{∅}{∆

l}]IS5

Γ{∆1
1} · · · {∆

1
k}{∅}{∆

l}
[R]

Γ{∆1
1} · · · {∆

1
k}{∅}{∆}

où S ′ = Γ{∆1
1} · · · {∆

1
k}{∅}{∆}.

Pour tout x ∈ {T, B, 4, 5, IS5}, on note →∗
x la clôture réflexive et transitive de →x. Soient

S et S ′ deux A-séquents tels que S →n
x S ′. Nous étendons la définition de D[S ′]x à la relation

→∗
x par induction sur la valeur de n comme suit :
– si n = 0 alors D[S ′]x = D ;
– sinon, D[S ′]x = (D[S ′′]x)[S ′]x tel que S →w S ′′ →n−1

w S ′.

Règles de réduction :

– �
T -réduction :

D
Γ{〈A⊢〉}

[�I ]
Γ{�A⊢}

[�T
E ]

Γ{A⊢}

;

D[Γ{A⊢}]T
Γ{A⊢}
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– ♦T -réduction :

D1

Γ{A⊢}{∅}
[♦T

I ]
Γ{♦A⊢}{∅}

D2

Γ{〈x : A〉}{C⊢}
[♦E ]

Γ{∅}{C⊢}

;

D′
2[x/D1]

Γ{∅}{C⊢}

où D′
2 = D[Γ{x : A}{C⊢}]T

– �
B-réduction :

D
Γ{〈∆, 〈A⊢〉〉}

[�I ]
Γ{〈∆,�A⊢〉}

[�B
E ]

Γ{〈∆〉, A⊢}

;

D[Γ{〈∆〉, A⊢}]B
Γ{A⊢}

– ♦B-réduction :

D1

Γ{〈∆〉, A⊢}{∅}
[♦B

I ]
Γ{〈∆,♦A⊢〉}{∅}

D2

Γ{〈∆, 〈x : A〉〉}{C⊢}
[♦E ]

Γ{〈∆〉}{C⊢}

;

D′
2[x/D1]

Γ{〈∆〉}{C⊢}

où D′
2 = D[Γ{〈∆〉, x : A}{C⊢}]B

– �
4-réduction :

D
Γ{Γ′{∅}, 〈A⊢〉}

[�I ]
Γ{Γ′{∅}, �A⊢}

[�4
E ]

Γ{Γ′{A⊢}}

;

D[Γ{Γ′{A⊢}}]4
Γ{A⊢}

– ♦4-réduction :

D1

Γ{Γ{A⊢}}{∅}
[♦4

I ]
Γ{Γ′{∅},♦A⊢}{∅}

D2

Γ{Γ′{∅}, 〈x : A〉}{C⊢}
[♦E ]

Γ{Γ′{∅}}{C⊢}

;

D′
2[x/D1]

Γ{Γ′{∅}}{C⊢}

où D′
2 = D[Γ{Γ′{x : A}}{C⊢}]4

– �
5-réduction :
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D
Γ{〈A⊢〉}{∅}

[�I ]
Γ{�A⊢}{∅}

[�5
E ]

Γ{∅}{A⊢}

;

D[Γ{∅}{A⊢}]5
Γ{∅}{A⊢}

– ♦5-réduction :

D1

Γ{A⊢}{∅}{∅}
[♦5

I ]
Γ{∅}{♦A⊢}{∅}

D2

Γ{∅}{〈x : A〉}{C⊢}
[♦E ]

Γ{∅}{∅}{C⊢}

;

D′
2[x/D1]

Γ{∅}{∅}{C⊢}

où D′
2 = D[Γ{x : A}{∅}{C⊢}]5

– �
IS5-réduction :

D
Γ{〈A⊢〉}{∅}

[�I ]
Γ{�A⊢}{∅}

[�IS5
E ]

Γ{∅}{A⊢}

;

D[Γ{∅}{A⊢}]IS5

Γ{∅}{A⊢}

– ♦IS5-réduction :

D1

Γ{A⊢}{∅}{∅}
[♦IS5

I ]
Γ{∅}{♦A⊢}{∅}

D2

Γ{∅}{〈x : A〉}{C⊢}
[♦E ]

Γ{∅}{∅}{C⊢}

;

D′
2[x/D1]

Γ{∅}{∅}{C⊢}

où D′
2 = D[Γ{x : A}{∅}{C⊢}]IS5
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