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Introduction

Cette these porte essentiellement sur I'étude de certaines propriétés des diffusions linéaires,
et de fonctionnelles qui leur sont associées. Trois thémes sont ici abordés :

1) La pénalisation, qui consiste & étudier le comportement asymptotique de certaines fonc-
tionnelles associées & une diffusion linéaire, typiquement : les temps locaux, les derniers
temps de passage & des niveaux fixés, les intégrales de type Feynman-Kac...

1) La notion de pseudo-inverse, qui consiste a étudier la croissance stochastique de la
diffusion.
i41) La notion de peacock, qui traite de 'ordre convexe.

Cette thése se décompose donc en trois parties largement indépendantes.

Partie 1 : Pénalisations

Les deux premiers chapitres concernent la pénalisation de diffusions linéaires récurrentes.
Commengons par en donner une définition.

Définition 0.1. Soit (I'y,t > 0) un processus mesurable & valeurs dans R, tel que 0 <
E.[T:] < oo pour tout t > 0 et tout x € R*. Le processus (U'y,t > 0) satisfait le principe de
pénalisation s’il existe une mesure de probabilité Q,, définie sur (2, Foo) telle que :

Vs >0, VA, € Fy, lim Es[1a.T']

Stoo Eg[Ly) = Qa(As).

Ce probléme a été trés largement étudié par B. Roynette, P. Vallois and M. Yor lorsque P,
est la mesure de Wiener (voir [RVYO06] pour une synthése et de plus amples références). En
particulier, on dispose d’un théoréme pour obtenir des résultats de pénalisation, lequel repose
essentiellement sur le lemme de Scheffé :

Théoréme 0.2. Soit (T'y,t > 0) un processus stochastique positif satisfaisant 0 < E[T;] <
+00. Supposons que, pour tout s >0 :

K[|
1 — = M,
totoo BTy
existe p.s., et que,
E[M;] = 1.
Alors,
i) pour tout s >0 et Ag € Fs :
E[1,.T
lim EoATd E[M,14.].

t—too  [E[T]

vii
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it) il existe une mesure de probabilité Q sur (0, Foo) telle que pour tout s >0 :
Q(As) = E[M 1y, ].

Considérons une diffusion linéaire réguliére récurrente (X, ¢ > 0) a valeurs dans RT, réfléchie
en 0, et notons (L, ¢t > 0) son temps local en 0 et (7,1 > 0) l'inverse continu a droite de
(Lta t > O) :

7 :=inf{t > 0; L; > 1}.

(11,1 > 0) étant un subordinateur, on note v sa mesure de Lévy. Récemment, P. Salminen

et P. Vallois [SV09] ont prouvé que le principe de pénalisation était vérifié lorsque 1’on choi-

sissait pour fonctionnelle (I'y = h(L¢),t > 0) avec h une fonction positive décroissante, sous

I’hypothése que la mesure de probabilité ml/‘[l,_,_oo[ soit sous-exponentielle. Rappelons

qu’une mesure de probabilité p est dite sous-exponentielle si, pour tout ¢ > 0, pu([t, +00[) < 00
et

p*2([t, +o0[)

im ——————=

t=too pu([t, +-o00f)

)

ot u*? désigne le produit de convolution de i avec elle-méme. (Voir Sato [Sat99, Chapitre 5,
p.164] pour d’autres caractérisations équivalentes lorsque v est la mesure de Lévy d’un su-
bordinateur). Typiquement, I’exemple principal de mesure sous-exponentielle est donné par

t
p([t, 4o0])  ~ nt) ou 7 est une fonction & variation lente et 3 €]0,1].
t—+oo th

Nous allons, au cours de ces deux premiers chapitres, généraliser ce résultat dans deux direc-
tions.

Chapitre 1

Dans un premier temps, nous nous plagons dans un cadre trés similaire & celui de Salminen-
Vallois en considérant des diffusions récurrentes nulles, a valeurs dans RT, satisfaisant 1’hy-
pothése suivante :

Hypothése 0.3. On suppose que la mesure de Lévy v du subordinateur (1,1 > 0) vérifie :

n(t)

V([t’ +OOD t—)r:-oo tT

t
ot B €]0,1] et n est une fonction & variation lente, i.e. (Vx €]0, 4o0], L( z) = - 1).
— 400

n(t)

Dans ce cadre, nous présentons une large classe de fonctionnelles pour lesquelles le principe
de pénalisation est vérifié.

Théoréme 0.4 (Enoncé simplifié). Soit a > 0, gt = sup{u < t; X, = a} et (F;,t > 0) un
processus positif et prévisible tel que :
i) (Fi,t > 0) est décroissant P-p.s.

+o0
1) 0 < Ey [ FudLZ} < 0o0.
Alors,

0
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1) On a Péquivalent :

+oo
Eo [Fgét)}t ~ Eo { / FudLg] v([t, +00]).
o0 0

—+

2) Le principe de pénalisation est satisfait pour la fonctionnelle (Fg(mt >0) :

Eolla, Fyol M, (F,
Yu > O7 VAU € .Fu, lim Wga = ]EO +uo(o ga) 1Au
totoo Eo[F ] Eo UO FudLg]
ou la martingale (M, (Fy,),u > 0) est donnée par :
+o00o
My(Fy,) = F o (s(Xu) = s(a))™ +Eo [/ FSdL§|]-'u] .

3) La relation de faible absolue continuité

p(F) _ My (Fy,)
0[F% +o0
E, [ o FdLe

:| .POU:t

induit une probabilité P sur (Q, Foo) sous laquelle g, est fini p.s. et le processus
(Xgu+u,u > 0) est transient et tend vers +o0.

Bien sir, en choisissant a = 0 et (F; := h(L:),t > 0) avec h une fonction positive décrois-
sante, on retrouve les résultats de [SV09).

Ce théoréme a été prouvé dans le cas du mouvement brownien sur R par J. Najnudel, B.
Roynette et M. Yor [NRY09]. Nous adaptons ici leur démonstration au cadre des diffusions
récurrentes nulles sur R*. La preuve se décompose en deux étapes :

- dans un premier temps, nous construisons une mesure o-finie VW associée a la diffusion,
qui généralise celle présentée dans [NRY09| dans le cadre brownien. Notons qu’une telle
construction de W a partir d’une diffusion est également proposée dans [NRY09, Chapitre
3], mais seulement de maniére partielle.

- puis nous utilisons les propriétés de WW pour prouver, a ’aide d’un théoréme Taubérien,
les résultats de pénalisation. Ce résultat donne ainsi tout son sens a la remarque de [NRY09,
p.97] ou les auteurs mentionnent 'existence de liens entre W et les résultats de Salminen-
Vallois [SV09].

Nous donnons également, a la fin ce chapitre, ’équivalent de cette mesure W lorsque (X;,t >
0) est une diffusion récurrente nulle & valeurs dans R. Comme application, nous étudions
la pénalisation d’une telle diffusion par une fonction décroissante de A; := fg 1ix,>01ds,
généralisant ainsi les résultats obtenus par Roynette et Yor [RY10] dans le cas brownien.

Chapitre 2

Dans un deuxiéme temps, nous choisissons pour fonctionnelle (I'; := e*Lt ¢ > 0) (a € R),
et nous pénalisons une diffusion récurrente positive, i.e., une diffusion dont la mesure de Lévy
n’est pas sous-exponentielle. Présentons ici le cas a > 0.

On considére une diffusion linéaire réguliére récurrente positive (X;, ¢ > 0) & valeurs dans

ix
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I =10,b (b < o), a échelle naturelle (c’est-a-dire s(z) = z), 0 et b étant des barriéres
instantanément réfléchissantes. Soit 72 la plus petite solution en module de 1’équation :

et —w? le plus petit zéro en module du prolongement méromorphe de z — u_(0,0). Nous
verrons que r2 et —w? sont bien définis, que 72 est un réel positif et —w? un réel strictement
négatif. On fait alors 'hypothése suivante :

Hypothése 0.5.
On suppose qu’il existe 3 > 0 et ¢ €)r?,wi[ tels que, pour z € {z € C; —c < Re(z) < 0} :

1
0,00 = Oo—).
us( )\zH+oo <z|ﬁ’>

Théoréme 0.6. Supposons I’Hypothése 0.5 satisfaite. Alors,

i) On a Uéquivalent :

1 1
E, [e o] ~ —u_,2(0,2)>—
2 7] S, (0,0)]

t—>+o0 12 ,
Z=-—r

exp(—r?t).

ii) Le principe de pénalisation est satisfait pour la fonctionnelle (e=Lt t > 0) :

Eq [1r,e7] (—a)
t——4o00 ]Ew [e—aLt] - ]E:E |:]-A§Ms ] .

ou (Ms(_a), s > 0) est la martingale définie par :

— U_p2 (0, X )
(Mt( a) = exp (7“2t — CMLt) m,t Z 0)

1i1) La relation de faible absolue continuité :

(=a) _ pr(—a)
Pz =M% Pyz,
induit une probabilité sur (Q, Fso) sous laquelle le processus (X¢,t > 0) reste une diffu-
sion récurrente positive réfléchie sur [0, b].

Remarquons que, contrairement au cas des diffusions récurrentes nulles, la pénalisation
par (e~*£t t > 0) ne suffit plus ici pour rendre le processus transient. Par contre, le processus
(X;,t > 0) étant encore, sous P(—*) une diffusion récurrente positive réfléchie sur [0, 5], on
peut a nouveau lui appliquer le théoréme de pénalisation présenté ci-dessus. Nous verrons
qu’apparait alors un phénomeéne de transitivité des pénalisations, & savoir, si «, 8 € R, alors :
P@)(B) = pla+p)

Ce chapitre a été accepté pour publication dans les Publications of the Research Institute
for Mathematical Sciences sous le titre "Penalization of a positively recurrent diffusion by an
exponential function of its local time" [Prol0].
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Partie 2 : Pseudo-inverses

On s’intéresse a présent & la notion de pseudo-inverse, une notion introduite récemment
par D. Madan, B. Roynette et M. Yor [MRY08] afin d’exprimer le prix d’une option put,
dans le cadre du modéle de Black-Scholes, comme la fonction de répartition d’un couple de
variables aléatoires. On dit quun processus (X;,¢ > 0) admet un pseudo-inverse croissant
si:

. . S ) —

i) pour tout y > x, t_lgnoo P (X >y) =1,

i1) pour tout y > =, l'application de Rt dans [0,1] : ¢ — P,(X; > y) est continue et
croissante.

Si les 2 Points (i) et (i7) de cette définition sont satisfaits, alors, il existe une famille de
variables aléatoires positives (Y ,, 2 < y) telle que :

Po( X >y) =P(Y,, < t).

Nous appelons pseudo-inverse croissant du processus (X, t > 0) cette famille de variables
aléatoires (Y 4,z < y).
Si seul le Point (i¢) de cette définition est satisfait, alors, puisque ¢ — P, (X > y) est bornée
par 1, pour tout y > x la limite :

lim P, (X; >y)=:Z(z,y)

t—+oo

existe. Par conséquent, il existe une famille de v.a. positives (Y, ,, 2 < y) telles que :

1
P.(X: > y) =P(Y,, <

que nous appelons quasi pseudo-inverse croissant du processus (X;, ¢t > 0). Cette notion
permet, en un sens, de caractériser la tendance & croitre du processus X. Elle a été étudiée
en détails par Roynette et Yor dans le cadre des processus de Bessel [RY08], et 'on a entrepris
ici d’étendre ces résultats a des diffusions quelconques & valeurs dans R ou R+.

Chapitre 3

1) On considére dans un premier temps une diffusion sur R qui est solution de I’équation
différentielle stochastique :

t
Xt =x+ 5t +/ C(Xg)ds
0

Nous montrons que si ¢ est une fonction de classe C? positive, décroissante et convexe, alors
(X¢,t > 0) admet un quasi pseudo-inverse croissant. L’existence d’un pseudo-inverse crois-
sant nécessite une hypothése supplémentaire, que ’on peut formuler par exemple en utilisant
le critére de Feller.

2) Dauns le reste du chapitre, nous nous concentrons plus particuliérement sur des diffusions

a valeurs dans R™. Nous commencons par traiter un exemple en considérant la famille de
diffusions (X (O‘))a>0 définies comme les solutions des EDS :

t 2C
x@»_p +/ c— ae X(@)ds
t t 0 1+ afo €2C(y)dy ( s )

xi
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ol ¢ :]0,+oo[— RT est une fonction de classe C!' qui vérifie ¢(0) = +oo et telle que
C(z) == [{ c(y)dy vérifie C(0) = —oo. Nous prouvons alors qu’il existe une diffusion tran-
siente (X¢,t > 0) indépendante de « telle que :

« « 1 ™ al
P (XY > y) = 1+afye2C<z>dzP° (G, <t).
0

ot G, = sup{t > 0; X; = y}. De cette formule, on déduit que :
i) sia>0,X (@) admet un quasi pseudo-inverse croissant,

it) sia=0, X := X ©) admet un pseudo-inverse croissant (Yo,4,y > 0), et I'on a les égalités
en loi suivantes, pour t et y fixés :
(loi) loi

XY X, et Yo, 2 G, (1)

3) Nous étendons alors les résultats précédents au cas général d’une diffusion (X, t > 0)
a valeurs dans RT et issue de 0. Nous prouvons en particulier I’existence d’un processus
transient X, défini a partir de (X¢,t > 0) par la transformation de Biane [Bia85], tel que :

PO(thy)<1TM)PO(Gy§t).

En particulier, si m([0, +o00[) = 400, (X¢,t > 0) admet un pseudo-inverse croissant (Yp .,y >
0) et les égalités en loi (1) sont & nouveau satisfaites. Ainsi, dans notre cadre, une diffusion
issue de 0 admet un pseudo-inverse croissant si et seulement si elle est transiente ou récur-
rente nulle.

4) Finalement, dans la derniére section de ce chapitre, nous obtenons des relations supplémen-
taires entre les diffusions (X;,t > 0) et (X, ¢ > 0). Nous introduisons alors trois nouveaux
processus, liés & (X¢,t > 0) via la notion de pseudo-inverse, qui nous permettent d’obtenir
quelques identités de type Zolotarev (également appelées identités de Kendall [BBO1]).

Ce chapitre correspond au chapitre 8 de la monographie "Option prices as probabilities",
écrite en collaboration avec B. Roynette et M. Yor [PRY10].
Partie 3 : Peacocks et martingales associées

On s’intéresse a présent a la notion d’ordre convexe.

a) Un processus (X¢,t > 0) a valeurs réelles est dit croissant pour 'ordre convexe s’il est
intégrable, i.e.
Vi>0, E[X¢] <o

et si, pour toute fonction convexe ¥ : R — R :
t e Rt —— E[(X;)] € — 00, +00] est une fonction croissante.

Nous appelons un tel processus un peacock pour Processus Croissant pour I’Ordre Convexe
(en anglais, “peacock” signifie paon).
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b) Un processus (X;, ¢t > 0) & valeurs réelles est une I-martingale s’il existe une martin-
gale (My,t > 0) (éventuellement définie sur un autre espace de probabilité) admettant les
mémes marginales unidimensionnelles que (X¢,t > 0), c’est-a-dire que pour tout ¢ > 0 fixé :

x, ",

Une telle martingale est dite associée au processus (X¢,t > 0). D’aprés un résultat de Kellerer
[Kel72], ces deux notions sont équivalentes. L’objectif de cette partie est donc, dans un premier
temps, d’exhiber des familles de peacocks, puis de rechercher, pour certains d’entre eux, une
martingale associée.

Chapitre 4

L’objet de ce chapitre est de présenter quelques exemples de peacocks, essentiellement
dans un cadre markovien. Nous commengons par quelques résultats simples, en prouvant par
exemple, que si (X¢,t > 0) est une diffusion solution d’une EDS de la forme :

¢ ¢
X, ==z +/ o(s,Xs)dBs +/ b(s, Xs)ds
0 0

ou pour tout s > 0, z — b(s,x) est une fonction croissante, alors (X; — E[X;],¢ > 0) est un
peacock. Puis nous généralisons le résultat de Carr, Ewald et Xiao [CEX08] :

1 t
(t/ exp (Bs - %) ds, t> 0) est un peacock,
0

de la maniére suivante : nous cherchons des processus (a priori markoviens) tels que, pour
toute mesure positive finie p sur R*, le processus

( ) +oo etX)\
(At# = / E[etX],u(d)\) , > 0) soit un peacock.
0

Pour ce faire, nous introduisons la notion de monotonie conditionnelle :

Définition (Monotonie conditionnelle). Un processus (Xx, A > 0) est dit conditionnellement
monotone si, pour tout n € N*, tout i € {1,...,n}, tout 0 < A\ < --- < A, et toute fonction
borélienne bornée ¢ : R™ — R croissante (resp. décroissante) en chacun de ses arguments :

E[¢(Xn, Koo, X0,)[X0] = ¢i(X), (CM)
ot ¢; : R — R est une fonction bornée croissante (resp. décroissante).

Nous prouvons alors que si (X),A > 0) est un processus & valeurs réelles, continu a
droite, conditionnellement monotone et satisfaisant quelques conditions d’intégrabilité alors,
pour toute mesure positive finie  sur R™, le processus (AI(E“)7 t > 0) est un peacock.

Pour justifier I'intérét d’une telle notion, nous exhibons de nombreux exemples de processus
conditionnellement monotones, parmi lesquels les processus & accroissements indépendants

de lois log-concaves et les diffusions "bien réversibles" a temps fixe.

Nous établissons également un lien entre ’ordre convexe et ’ordre stochastique au travers
du résultat suivant :
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Théoréme 0.7. Soit (X, t > 0) un processus continu a droite tel que, pour tout compact

K C R*, sup|X;| soit intégrable. On suppose que (X;,t > 0) satisfait les deuz conditions
teK
susvantes :

i) Pour toute fonction croissante et bornée ¢ : R — R et tout 0 < s < ¢, E[¢(Xy)|F]
est une fonction croissante de X.

14) Pour tout n € N*, tout 0 < t; < -+ < tpa1 et toute ¢ : R™ — R dans borélienne,
bornée et croissante en chacun de ses arguments, on a :

E [gi) (Xtysoo s X)) (Xt — th)] > 0.

Soit u et v deur mesures de probabilités ¢ support compact sur RT telles que, pour tout t > 0,
w([t, +o0]) > v([t,+00[). Alors :

+o0 (c) +oo
AW = Xop(du) > AW = Xyv(du).
0 0

A nouveau, nous présentons de nombreux exemples de processus satisfaisant les hypo-
théses de ce théoréme, et nous retrouvons ainsi certains des peacocks exhibés précédemment.

Ce chapitre est extrait de I'article "Some examples of peacocks in a Markovian set-up", écrit
en collaboration avec A.M. Bogso et B. Roynette [BPR11], qui a été accepté pour publication
dans le Séminaire de Probabilités XLIII.

Chapitre 5

Dans ce chapitre, nous associons des martingales a certains des peacocks présentés au
Chapitre 4, grace a des plongements de Skorokhod. En effet, supposons que pour tout ¢t > 0,
il existe un temps d’arrét 7; satisfaisant :

i) B, "2 x,

1) (Buar,u > 0) est une martingale uniformément intégrable.

Si la famille de temps d’arrét (1¢,t > 0) est p.s. croissante, alors le processus (B,,t > 0)
est une martingale associée a (Xy,t > 0). Nous étudions trois méthodes de plongements de
Skorokhod pour lesquelles ce principe peut s’appliquer dans certains cas particuliers.

e Nous regardons tout d’abord le plongement de Hall-Breiman, grace auquel nous asso-
cions une martingale a des peacocks de la forme (4;X,¢t > 0) ot X est une v.a. centrée et
(A4, t > 0) un processus stochastiquement croissant indépendant de X. Notons que ce plon-
gement est randomisé, c’est-a-dire que le temps d’arrét 7 ainsi construit n’appartient pas a
la filtration du mouvement brownien, mais & une filtration plus grosse.

e Puis nous nous intéressons au plongement de Bass, qui permet d’associer une martingale a
un peacock de la forme (p(B;),t > 0) pour ¢ une fonction croissante impaire. Contrairement
au plongement de Hall-Breiman, ce plongement-ci n’est pas randomisé.

e Finalement, nous étudions le plongement d’Azéma-Yor, qui permet, par exemple, d’as-
socier une martingale a des peacocks de la forme (¢(t, X),t > 0) lorsque X est une v.a.
log-concave. Comme pour le plongement de Bass, il s’agit d’'un plongement non randomisé.

Pour chacun de ces plongements, une attention particuliére est portée a la recherche de
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martingales (M;,t > 0) associées & (v/tX,t > 0) pour X une v.a. intégrable et centrée. Nous
verrons que la méthode de Hall-Breiman permet d’associer une martingale a tout peacock
de la forme (vtX,t > 0), tandis que les deux méthodes non-randomisées nécessitent des
hypothéses supplémentaires sur la loi de X.

Par ailleurs, il convient de noter que les martingales (M;,t > 0) associées a (vtX,t > 0)
obtenues par les plongements de Hall-Breiman et d’Azéma-Yor satisfont deux propriétés
remarquables :

(a) (Mt > 0) possede la propriété d’échelle brownienne :
Ve>0, (Mgy,t>0) "2 (M, t>0)

(b) (Mg, t > 0) est un processus markovien (inhomogeéne).

Les deux premiéres sections de ce chapitre concernant les plongements de Hall-Breiman

et de Bass sont extraits de la monographie "Peacocks and associated martingales", écrite en
collaboration avec F. Hirsch, B. Roynette et M. Yor [HPRY11b].
Les résultats concernant le plongement d’Azéma-Yor appliqué au peacock (vtX,¢ > 0) sont
eux extraits de ’article "Constructing self-similar martingales via two Skorokhod embed-
dings", écrit en collaboration avec ces mémes auteurs, et qui a été accepté pour publication
dans le Séminaire de Probabilités [HPRY11a).
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Chapitre 1

Pénalisation d’une diffusion
récurrente nulle

Dans le cadre des pénalisations browniennes, Najnudel, Roynette et Yor ont exhibé dans
[NRY09] une mesure universelle o-finie W qui permet de rendre compte de toute une classe
de pénalisations, et de retrouver ainsi un grand nombre de résultats présentés dans [RVY06].
La construction d’une telle mesure a ensuite été généralisée dans plusieurs directions :

- aux processus de Lévy symétriques a-stables, dans [YYY09]. Les auteurs obtiennent
alors également des résultats de pénalisation par le temps local et des intégrales de type
Feynman-Kac.

- aux diffusions récurrentes nulles, dans [NRY09, Chapitre 3].

- aux chaines de Markov, dans [NRY09, Chapitre 4].

Nous reprenons ici et étudions la construction de W dans le cadre des diffusions récurrentes
nulles, dans un premier temps & valeurs dans R*, puis dans R. Nous obtenons alors des
résultats de pénalisation, généralisant ainsi les travaux de Salminen et Vallois [SV09] et de
Najnudel, Roynette et Yor [NRY09].

1.1 Introduction

1.1.1 Cadre et notations

On considére une diffusion linéaire réguliére récurrente nulle (X;, ¢ > 0) a valeurs dans RT,
réfléchie en 0. On suppose (X;,t > 0) définie sur I'espace canonique (Q = C(RT,RY), (F, t >
0), Fo = V>0 Fts (Pz,z > 0)). On note s sa fonction d’échelle, supposée strictement crois-
sante, de classe C! et nulle en 0, et m(dz) = p(z)dz sa mesure de vitesse, que ’on suppose
absolument continue par rapport a la mesure de Lebesgue. (X;,¢ > 0) admet une densité de
transition ¢(¢, x, y) par rapport & m continue en ses 3 variables et symétrique en x et y. On
introduit alors son noyau résolvant :

ur(y) = / TNty (L1)

On note également (L¢,t > 0) son temps local en a, avec la renormalisation

1 t
LY :=lim—m—— Lia.atel(Xs)d
¢ 81&)1 m([a,a+5[)/0 fa.0-+¢((Xo)ds

3
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et (Tl(a),l > 0) linverse continu & droite de (L¢,t > 0) :
Tl(a) =inf{t > 0; L} > I}.

(X¢,t > 0) étant un processus markovien, (7, (e) ,{ > 0) est un subordinateur. On dispose ainsi
des relations classiques suivantes :

_ ux(a,x) (@
E, [e—*Ta] = t E, [ i ] — exp(=1/uy(a, a)), 1.2
) = e ot Bale exp(~1/ur (0, ) (12)
ou T, := inf{u > 0; X, = a} correspond au premier temps d’atteinte du niveau a par

(X¢,t > 0). La propriété de Markov implique alors :

E, [e—AT;a)} _ m exp(—l/ux(a,a)). (1.3)

Pour un résumé des principaux résultats concernant les diffusions linéaires, on pourra se
référer au Chapitre II de 'ouvrage de A.N. Borodin et P. Salminen [BS02].

1.1.2 Généralités sur la théorie de Krein

Nous rappelons ici quelques résultats généraux concernant la théorie de Krein, que 'on
peut trouver par exemple dans [KW82].
0? d?
omds p(z)dzs' (x)dx”
Introduisons alors, pour A € C, les 2 fonctions propres ® et ¥ solutions de :

GP(s, A) = AP(s, \) sur [0, +00[ ot GU (s, A) = AT(o, A) sur [0, +o0[
B(0,\) =1 et ¥'(0,\) =0 T(0,\) = 0 et W(0,\) =

On note G le générateur infinitésimal de (Xy,t > 0), défini par G :=

(1.4)

(1.4) se réécrit, en appliquant le théoréme de Fubini :

xA_l—l—)\/ / B (u, \)p du—1+)\/ ) (u, N p(u)du
B, ) = s(z) + A / o (y)dy / (u, M) p(u)du = s(z) + A / (5(2) — s(u)¥(u, \)p(u)du,

ou z € [0,400[. ® et U sont des fonctions entiéres en la variable A, et dérivables en x
sur [0, +o00[ du fait que m n’ait pas d’atomes. Le noyau résolvant s’exprime a ’aide de ces
fonctions sous la forme :

ux(z,y) = (2, A) (ux(0,0)®(y, ) — U(y,A)) pour z <y,

o ux(0,0) est donnée par la formule :

too da U (x,\)
0,0) = —— = lim —2L,
(0.0 /0 B2z, A)  ertoo ¥/(z, )
les dérivées étant prises par rapport a la variable z. C’est le résultat majeur de la théorie

de Krein, a savoir ’existence d’une correspondance bijective entre I’ensemble des mesures
x — m([0,x]) croissante, continue & droite, et I’ensemble des fonctions wu(0,0) admettant

T do(€)
D

mesure borélienne positive sur [0, +oo telle que /

ou ¢:= inf{z > 0; m([0,z]) > 0} et o est une

T do(€)
_ 146

la représentation : ux(0,0) = ¢+ /

< +oo
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Lemme 1.1. On suppose que m est strictement positive sur un voisinage de 0, et soit v la
mesure de Lévy du subordinateur (1,1 > 0). Alors :

1 OOe_)‘“z/u oo)du
Xix (0,0) _/0 (fu, Fool)du.

Démonstration.
On note m~(x) := inf{u > 0;m([0,u]) > 2} linverse continu & droite de m. D’aprés la
correspondance de Krein (voir [DM76, Section 6.8]), si

<0

) [*7 0

m<—>u,\(0,0):m_1(0)+/7 Nre C Tre

alors

_ L o du(€) T dp(g)
m1<—>mfm({0})+/i Ate avec/ —== < 00.

- 1+¢
Ici, comme m admet une densité strictement positive au voisinage de 0, m({0}) = m~1(0) =
0. Ecrivons alors, & 'aide de Fubini :

= [ @ =nton+ [ i (- ) dute
= pn({0}) + /Om 5/;00 (e*f“ - e*““)“) du dp(€)
+oo

+oo
— ({0} + / (1 - ) / ceEudpu(€) du

“+o0
= u({0}) + A (1 — e )n(u)du. (1.5)

Par ailleurs, comme (X¢,¢ > 0) est récurrente, iin% ux(0,0) = +oo. Ainsi, laissant tendre A
—

vers 0 dans (1.5), on obtient, en appliquant le théoréme de convergence monotone, ({0}) = 0.
D’apres (1.2), et la formule de Lévy-Khinchine, n(u) = O+Oo Ee~5udu(€) est donc la densité
de la mesure de Lévy v. Remarquons que n s’écrit comme une transformée de Laplace ; ce
résultat, da & Knight [Kni78], reste vrai plus généralement dans le cadre des quasi-diffusions.
Nous allons maintenant réécrire la relation (1.5) différemment. Soit € > 0 :

/00(1 — e Mn(u)du = [(e*’\“ - Dv([u, +oo[)]+oo + /OO e~ M ([u, +o00[)du

€

(1 —e ) u(fe, +00]) + /OO e 2y ([u, +oo|)du

g

Les deux termes étant positifs, on peut en déduire en laissant tendre € — 0 :

1 *®
m :/O e A V([U, —‘rOODdU—f-E, (16)
ou ¢ := limev([e,+o0]), et il reste & montrer que £ = 0. Or, puisque v est la mesure

e—0

1
de Lévy d’un subordinateur, on a / uv(du) < oo. Supposons alors ¢ # 0. Dans ce cas,
0

5



Chapitre 1. Pénalisation d’une diffusion récurrente nulle

14
v([e, +o0]) oz et :

/ uv(du) = [ — uv([u, 1])]; +/ v([u, 1]))du
1
=ev(fe, 1)) +/ v([u, 1])du

—— 400,
e—0

puisque ¢ — v([e, 1]) n’est pas intégrable au voisinage de 0, ce qui contredit le fait que v soit
la mesure de Lévy d’un subordinateur. Par conséquence ¢ = 0, ce qui achéve la preuve du
Lemme 1.1

O

Remarque 1.2. Plus généralement, puisque (X¢,t > 0) est une diffusion récurrente dont la
mesure de vitesse n’a pas d’atome, on déduit de (1.2) et de la formule de Lévy-Khinchine que
pour tout a > 0 :

+oo
1 ) :/0 (1= e M (du).

uy(a,a

Ainsi, en reprenant les calculs précédents, on obtient :
1 oy (a)

= e Ml +oo[)du.

il (fu.-+ool)du

Nous pouvons & présent énoncer une version simplifiée des Théorémes de pénalisation
1.19 et 1.21 de la Section 1.4.

1.1.3 Enoncé simplifié

Hypothése 1.3. On suppose que la mesure de Lévy v du subordinateur (7,0 > 0) satisfait :

n(t)

V([t, +OO[) t—):j-oo tT

t
ot B €]0,1] et n est une fonction & variation lente, i.e. (Vx €0, +o0f, nita) P 1>,
—+o00

n(t)

L’intérét d’une telle hypothése apparait clairement dans le théoréme suivant, que nous
utiliserons a plusieurs reprises par la suite (voir W. Feller [Fel71, Chapitre XIII.5, p.446], ou
[BGT89, Section 1.7]) :

Théoréme 1.4 (Théoréme Taubérien). Soit p €]0, +oo[. Si f est monotone sur un intervalle
de la forme Jxg,+00|, alors on a l'équivalence suivante :

> 1 1 1
— Az —1
do ~ — — ~ P 1.
[ e s~ 5 (3) @), fo @ )
ou n est une fonction & variation lente.
o . n(t) . . .
Ainsi, 'hypothése v([t, +o00[) Metir o est équivalente & :

L /+°0 e Muy([t, +oo])dt a
- 00 ~ MIAXT
Auy (0,0) o ’ A=0 A8

Notons que l'on ne peut s’affranchir ici de la restriction 8 €]0, 1].



1.1. Introduction

Théoréme 1.5. On suppose I’Hypothése 1.3 satisfaite.

Soita > 0, g,(f) :=sup{u < t; X, = a} et (Ft,t > 0) un processus prévisible et positif tel que :
1) (Fy,t > 0) est décroissant P-p.s.

+oo

1) 0 < Eg { Fudij} < 00.

0
Alors,

1) On a léquivalent :

—+

+oo
EO |:Fg((Lt):| . ~ ]EO |:/ FudLZ:| I/([t, +OOD
& 0

2) Le principe de pénalisation est satisfait pour la fonctionnelle (Fq(t)7t > O) :

Eo [1a,F o M.(F
Vu >0, VA, € Fy, lim [Ty — K +“( ) .,
o Ry [F] Eo | o™ FudLy)

ot la martingale (M, (Fy,),u > 0) est donnée par :

+o00
M,(F,,) =F ) (s(Xy) —s(a)™ +Eog [ FSdL§|}'u] )

Ga

3) La relation de faible absolue continuité

p(F) _ _ Mi(Fy,)
0|F: — +oo
Eo [ fy ™ FudLg]

Pol7,

induit une probabilité IF’(()F) sur (Q, Foo) sous laquelle gq est fini p.s. et le processus (Xg, 4u, t >
0) est transient et tend vers +oc.

1.1.4 Quelques exemples

Soit h une fonction positive, décroissante et & support compact sur R,

e On prend (Fi,t > 0) = (h(L§),t > 0).
—+oo +oo
Alors Eg [/ h(LZ)dLZ] = / h(u)du < oo et par conséquent, comme Lg(t) =L}
0 0 o

+oo
Eo [h(Z8)] ~ w([t,+oo]) / h(u)du,

t—+oo

et
+oo

Ma(L,) = hLL)((X) = sta) + [ by

a
u

e On prend (Fy,t > 0) = (h(t),t > 0).
+oo —+oo —+oo
Alors Eg [/ h(u)dLZ} = h(u)Eo[dLy] = / h(u)q(u,0,a)du < oo et par consé-
0

0 0
quent :

Eo [n(g\™)] v v((t,+o0]) /O " hwg(u.0,a)du

7
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et oo
Mo (ga) = h(g{)(s(X) — s(a)* + / h(o + w)q(v, X, a)dv.

e On prend (F,t > 0) = (h(St),t > 0) o Sy :=sup X :
s<t

t
Ya

E, [h(S ( ))} . (It 00D Eo [/;Oo h(su)dLg} .

e On prend (F;,t>0)=h (fot f(Xs)d8> ot f:RT — R est une fonction borélienne :

h ( " f<Xs>ds>] o[ [ ([ rocas) axg]

Pour prouver ce théoréme, nous allons nous appuyer sur la construction d’une mesure o-finie
universelle W similaire a [NRY09]. Le reste de ce chapitre, dédié a cette construction et a
son application a notre probléme de pénalisation, se décompose comme suit :

Eq

- Dans la Section 1.2, nous définissons (et étudions) une famille de probabilités (]P’;)"a))
z,\,a>0

qui va servir d’intermédiaire dans la définition de W.

- Dans la Section 1.3, nous présentons la construction de la mesure VW annoncée, ainsi
que quelques-unes de ses propriétés.

- La Section 1.4 traite de la pénalisation & proprement parler, et donne en particulier la
preuve du Théoréme de pénalisation 1.5 présenté précédemment.

- Enfin, dans la Section 1.5, nous donnons 1’équivalent de la mesure W dans le cas de
diffusions & valeurs dans R tout entier, et étudions ’exemple de la pénalisation d’une telle
diffusion par une fonction décroissante de A; := fg lix,>01ds.

1.2 La famille de probabilités (IP’SSA’“)) .
z,\,a>0

1.2.1 Définition

Considérons le processus (Nt(a) = (s(Xy) — s(a))™ — L¢t > 0). (Nt(a),t > 0) est une
martingale dans la filtration (F;,¢ > 0). En effet, en appliquant la propriété de Markov a la
diffusion (X, t > 0), il vient :

Eo | N{AFs| = Ex, [(s(X0) = s(a)) "] = L8 — Ex, [L{].
Posons x = X et montrons que :
(s(2) = s(a))* =Eq [(s(X) — s(a)) "] — Eq [L]], (1.8)

relation que 'on peut réécrire sous la forme :

+oo t
/ (s(y) — s(a)) " a(t, 2, y)ml(dy) = / a(u, 7, a)du + (s(z) — s(a))*.
0 0

Cette égalité est vérifice en ¢t = 0. Il suffit donc de montrer que les dérivées en ¢ des deux
membres sont égales. En utilisant le fait que, pour tout y > 0, (¢, ) — ¢(t, z, y) soit solution

8



1.2. La famille de probabilités (P;*’“))
z,\,a>0

0
de I’équation parabolique a—?(t,a:) = Gu(t,x), il vient :

—+00
gt/o (s(y) — s(a)"a(t, 2, y)p(y)dy

— /;OO (/j s’(z)dz> (%?;q(y)(tvm,y)dy

+oo , +oo a2q
= dz s z/ t,x,y)d
| [ sty

= [Tz [affy)@,x,wrw

z

o 9q : Jq
= /a %(t,x, 2)dz (car yginoo m(t,x,y) =0, cf. [BS02, p.19])

=q(t,z,a).

Par conséquent, (Nt(a),t > 0) est une martingale, et ’on déduit, en appliquant la formule
d’'Ttd, que le processus

a A a
MO = (14 60— s(a) ) B, ez
est une (F;)-martingale strictement positive qui converge vers 0 p.s.

Définition 1.6. On note IP’:(EA’G) la probabilité sur (Q, Fs) induite par la relation :

Aa
(o) MM
14 (s(e) — s(a)*

: P:El]‘—t'

Proposition 1.7. Sous }P’g"a), la v.a. L% est finie p.s. et sa loi est donnée par :

P(LS € dl) = 2+ A(s(x;\ — s(a))t ((S(x) = s(a))"do(dl) + ei%ldl)

En conséquence :
aa A 2
- ) E(A7a) ELOQ = — + .
Sia <A By [e } 24 A(s(z) — s(a))* ((s(a:) s@)” + A— a) =

- Sia> ) Egc)"a) [e%LgO} = 0.

Démonstration.
La preuve repose simplement sur le théoréme d’arrét de Doob. En effet :

<1 + %(S(x) - S(G))+> Pg)\’a) (L? > l) = Ew Mt()\,a)l{ﬂ(a)<t}} = El’ |:M‘£;;;1)1{Tl(a)<t}:|
= e 2P, (7Y < 1)
— e*%l
t—+o0
puisque (X, t > 0) est une diffusion récurrente sous P,.
U

a . .
) Pour ce faire, il nous faut

Nous donnons & présent une représentation intégrale de }P’é)‘
introduire au préalable quelques notations.



Chapitre 1. Pénalisation d’une diffusion récurrente nulle

1.2.2 Notations
- On définit ()/(:t, t > 0) la diffusion (X;,¢t > 0) tuée en a :

- X, t<T,,
Xt = ¢ <
0 t>1T,.

ol 0 désigne un point cimetiére. On note g(¢, z,y) sa densité par rapport a m :
P.(X: € dy) = q(t, z,y)m(dy) =P, (X: € dy;t < T,).

- On introduit également (X],¢ > 0) la diffusion ()?ht > 0) conditionnée a ne pas toucher
a, en suivant la construction de [SVYO0T7|. Pour 2 > a et F}; une v.a. positive, Fz-mesurable
et bornée :

El [F] = b}iﬂo E, [Filpery| Ty < Ta)

E, [Filycn,<1,))
b, 400 ]P)z(Tb < Ta)

E. [Ft]-{t<Tb/\Ta}Pz (T, < Ta|~7:t)]

= P, (T, < T)
Cbm E. [Fi(s(X:) — s(a)lfee,nt,}]
b +oo s(z) — s(a)
1

= ————E; [Fi(s(X¢) — ()1 p<1,y]

en appliquant le théoréme de convergence monotone. Ainsi, en prenant F; = f(X;) avec f
une fonction borélienne bornée, on obtient en particulier, pour z,y > a :

q(t, z,y)

Tt ¢ =
q'(t,z,y) (s(z) — s(a))(s(y) — s(a))

et ml(dy) = (s(y) — s(a))*m(dy).  (1.9)
Laissant tendre x vers a, il vient :

q'(t,a,y) = S(Z)y% ott Py(T, € dt) =: ny ,(t)dt. (1.10)

- On définit enfin (X;"*Y ¢ > 0) le pont de X de longueur u allant de x & y. Sa loi peut étre
vue comme une h-transformée, pour v < u :

q(u ) X'uvy)

EowY [F] =,
£l q(u, z,y)

F,|. (1.11)

Notons que qu'il ressort de cette égalité que sous P le processus (M, := q(u—v, X,,y),v < u)
est une martingale.

Remarque 1.8. On peut vérifier directement que q'(t,a,y)mT(dy) est bien une densité sur
{y > a}. En effet, on a :

+oo “+o0
/ qT(ta,y)mT(dy):/ ny.a(t)(s(y) — s(a))m(dy).

10



1.2. La famille de probabilités (P;*’“))
z,\,a>0

Prenant la transformée de Laplace du membre de droite, il vient :

+oo +oo
e M Ny.a S — s(a))m
/0 / a(D)(s(y) — s(a)ym(dy)ds

+oo
= / E, [e*’\T“] (s(y) — s(a))m(dy) (en appliquant Fubini)

+o0 U a
:/ Ay, )(s(y)—s(a))m(dy) (d’apres (1.2))

ux(a,a)

- +°° (f g, wada) (s) - s(a)m(d)

ux(a,a)

1 “+oo u
= e~ ME, [(s(X,) — s(a)T] du  (en appliquant & nouwveau Fubini
u,\(a,a)/o [(( ) (a)) } ( pplrg )

1 RO
= e "ME,[Le]du  (d’apres (1.8
ux(a,a) /0 13 (dapres (1.8)

1 e—)\u u —+o0 +oco e—)\u
= - v,a,a)dv —|—/ u,a,a)du
a5 [ewann] [T S e

> =

+oo
Par injectivité de la transformée de Laplace, il s’ensuit que / q'(t,a,y)m'(dy) = 1.
a

1.2.3 Quelques lemmes

Lemme 1.9. La loi de gt(lt) = sup{u < t; X,, = a} est donnée par :

P, (g € du) = P, (T, > t)do(du) + q(u, a, ) ([t — u, +-o00[)du. (1.12)
Par ailleurs, sur l’événement {X; > a}, la densité du couple (g((f),Xt) s’écrit :

q(u,a,x)

A\ pt W a
S(y) — S(G)Pa(Xt—u S dy)d (y > )

(1.13)

P, (gfﬁ € du, X, € dy) =P, (T, > t, X, € dy)do(du)+

Démonstration.
Nous adaptons la preuve de [Sal97]. Pour u > 0, on écrit :

P, (gff) >u, X, € dy) =P, (gff) > ulXy = y) q(t, z, y)m(dy)

=Pohy (gff) > U) q(t, z, y)m(dy)

=P¥"* (T, <t —u)q(t,z,y)m(dy) (par retournement du temps)
B [q(t—Ta,aﬂj)
=Ly

L, <t—uy | a(t, z,y)m(dy) (d’apres (1.11
q(t,y,x) {Ta<t }] q(t,z,y)m(dy) (d’apreés ( ))

t—u
= / q(t — v, a,z)ny q(v)dvm(dy).
0
On dérive alors cette relation par rapport a u :

P, (g((f) €du,X; € dy) = q(u, a,z)ny o (t — u)m(dy)ljo<u<sydu. (1.14)

11



Chapitre 1. Pénalisation d’une diffusion récurrente nulle

Ainsi, si y > a, (1.14) se réécrit d’aprés (1.10) :

Q(u7 a, .’IJ)

s(y) — s(a)

et 'on obtient (1.13) en remarquant que {g((lt) = 0} = {T, > t}. A présent, en intégrant

P, (g € du, X, € dy) =P, (4 =0, X, € dy) do(du)+ Pl (Ximu € dy)du (y > a),

(1.14) par rapport a y, la loi de gt(lt) s’exprime :

P, (gl(lt) c du) =P, (T, > t)do(du) + q(u, a, ) (/0+OO Ny.a(t — u)m(dy)) du

—+oo
Pour simplifier ’expression / Ny o(t — u)m(dy), nous allons calculer sa transformée de

Laplace en ¢ :

+oo Yoo +o0o +o0
/ e / ny.a(t = w)m(dy)dt = / e%/ e ny,a(v)dom(dy)
u 0 0 0

+oo
= e_’\“/ E, [e "] m(dy)
0

e—/\u
= 1.15
Auy(a,a) (1.15)
“+o0
= / e M) L9 ([, 4oo])dv
0
+oo
= / e MU ([t — u, 400[)dt,
et le résultat s’en déduit par injectivité de la transformée de Laplace.
O

Remarque 1.10. On peut & nouveau vérifier directement que l’expression (1.12) fournit
bien une densité. En effet, toujours en calculant la transformée de Laplace :

/O R /O t (Bo(Ta > 1)60(du) + a(u @, ) ([t — . +o0])du)

+00 —+oo +oo
:/ e MNP, (T, > t)dt +/ du q(u,a,x)/ e MU ([t — u, 4-00[)dt
0 0 u

1 ]Ez[e_)‘Ta} +oo e—)\u

e " _— ‘apres (1.1
3 3 +/O duq(u,a,x) (@) (d’apres (1.15))
1

ux(a,x) ux(a,z) 1

A dua(a,a) | Mux(a,a) N

Exemple 1.11.
Si (X¢,t > 0) = (|Be|,t > 0) est un mouvement brownien réfléchi en 0, son noyau résolvant

s’écrit :
emaV2A cosh(av2\).

ux(a,a) =

V2
D’aprés [EMOT54, p.258, formule (34)] :

. +00 5
sinh(av/2)) _ / p—du_ 0 Z(fl)”e*%”zdu.
V2 cosh(av/2)) 0 V2mu

ne”Z

12



1.2. La famille de probabilités (P&*’“))
z,\,a>0

Ainsi, on utilisant la relation :

1 /+OO A du 1 ea\/ﬁ + e—a\/ﬁ
—_— e =
V2A 0 V2ru 2\ 2cosh(av2))

on obtient :

1 a2 o2
]P)O (g(gt) (= du) = PO(Ta > t)éo(du) + ——e 2t (1 + GZ(—l)”e_ t2—u"2> du.
m/u(t — u) e

Notons que pour a = 0, on retrouve bien la loi de I’arc sinus.
que p ,

On s’intéresse a présent aux pré et post gt(lt)—processus :
Lemme 1.12. On se place sous P,. Alors :

i) Conditionnellement a ggt), les processus (Xq,8 < g((lt)) et (Xg(f,)JrS,s <t- g((lt)) sont

indépendants.
1) Conditionnellement a g((lt) =u,
(Xs,s <) (te¥) (X5 s <w).
iii) Conditionnellement a gl(lt) =uetXy=y>a,
(Xuyts,s <t—u) (kot) (XST BITWY o < f — u) .
Démonstration.

Le Point (¢) résulte de la Proposition 5.5 de [Mil77] appliquée a la diffusion

X(t):: XS s<t
0 s>t

de sorte que ¢ := inf{s > 0; x® ¢RT} =t

Pour le Point (i¢), on peut écrire pour ¢t; < ... <t, < t, en suivant [Sal97] :
P, (X0, € dor,.o X, € dwn,to < g7 X0 = y)
— Pty (th € dr,..., Xy, € dan,tn < gfﬁ)
=PY"" (X, 4, €dxy,..., Xiy, €dry, Ty <t—1t,) (par retournement du temps)
— Eybe {ngj (Xoog,—t, € day,..., Xoog,—s, € dan, Ty <t — tn)}
(d’aprés la propriété de Markov)

t—tn
_ / POt (Xy gy € dan,.. ., Xy, € dzn) PV (T, € du)
0
t_tn
— / PT=we (X, € day, ..., Xy, € duy) PV (ggﬂ e du)
0

¢
= / P*%0 (X, € dxy,..., Xy, € dv,)P™HY (gl(lt) € dv) .
t

n

13



Chapitre 1. Pénalisation d’une diffusion récurrente nulle

Enfin pour le Point (i), d’aprés [Sal97], conditionnellement a g =uet X, =y>a,ona:

(Xuts, s >t —u) ey ()A(g’t_“’y, s>t— u) .

Mais, les ponts de X et X1 ont la méme loi. En effet, pour y,z > a :

Pty (X4, €dxy, ..., Xy, €dxy)

™ -ﬁ t— tan nvy 5 N
= ]E:c Wl{xtl Edac1,4..,X¢n€dxn}:| (d apres (111))
g [60X0) = 5@ (¢ = b, Xi,.) 1
T (S(x) — S(a))pT(t,%y) {th €dxy,.... X, €den } H{tn<To}
(T (t —tn, X
=E! P (pT(t ;C yt)’y) Lx, edz,..., thedmn}:| (par définition de P))

= PTm,t,y (th S d:vl, - ,th S dl’n) .

Le résultat s’en déduit alors en laissant tendre x vers a.

1.2.4 Représentation intégrale de P\

On adopte ici les notations de Biane-Yor [BY87]. On désigne par .. ensemble des
fonctions continues w a valeurs dans Rt définies sur un intervalle [0, &(w)] C [0, +00]. Soient
P et Q deux probabilités, telles que P(§ = +00) = 0. On note PoQ la mesure image de P®Q
par ’application de concaténation :

o Qloc X Qloc I Qloc
(wi,w2) > wiows

définie par &(wy o wa) = &(w1) + &(wa), et

wi (t) si 0<t<E(w

O W = )
(W ow:)(?) {w1<£<w1>>+w2<t—s<w1>>—w2<o> Si Ewn) << E(wn) + E(ws).

(Aa)

Théoréme 1.13. P, admet la représentation intégrale suivante :
P = A /+OO dtq(t,x a)eféL? P>t o PT 4 (s(x) — s(a)) P!
‘ 2+ A(s(z) —s(a)* \Jo o ¢ A

En particulier, IP’&)"“) (ga < +00) =1 et sous ng"a) .

i) Conditionnellement & g, les deux processus (X, t < g,) et (Xg,4+¢,t > 0) sont indé-

pendants,
it) Conditionnellement & L% =1, le processus (X¢,t < gq) a méme loi que (X;,t < Tl(a))
sous P,

iii) (X4, +t,t > 0) a méme loi que (X, t > 0) sous PT.

Démonstration.
Soient F, G et ¢ trois fonctionnelles boréliennes bornées. En s’appuyant sur les deux Lemmes
1.9 et 1.12 précédents, on peut écrire :
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G Oot<1
p— T

0
[0 <sx)p] JA(n)o ASPMS S J@&v pincad (D T N)D NP \ v
oo+

X

0
— ais — at Cop € 4
(0 =35 #5x)0] T (375 215 37%)7) a0 mpnp [ €
17

Dro0
B . » _ s n— D 4 3 N
[ ="=1x](n =15 X)) Ja)S (g5 _3(n 'S X)) e (P 3 1) Ja(0 2 0)bp \ \m -
oo+ 1
J— D > Y @ | N
=X =15 5°*X)0) Fa(0)5 ~ 09)0)3 (376905 501 ) oo (03 w0 > ) 70 [ [ %=
D Ny > ) | j N
(= 1xn = 3Bl =15 s +)0] *(0)5 = (1)) () (178 2(0 S $ X)) ymad (03 X W0 > (5) *a 8+\ \ ¥

0< A%m anbsio[ ‘eymsury

16



1.3. La mesure W

1.3 La mesure W

Les théorémes et preuves de cette section concernant la construction de la mesure W sont
tous des adaptations directes de [NRY09], auquel on pourra se référer pour d’autres résultats
plus spécifiques au cas brownien.

1.3.1 Définition de W

On définit :

2 a
wra .= <>\ + (s(x) — s(a))+> ez Lo PO,

Alors,

Théoréme 1.14.
La mesure WQ’“) ne dépend ni de \, ni de a. On la note désormais W,.
C’est une mesure o-finie de masse infinie, admettant la représentation intégrale :

+oo
W, — /O dt q(t, 7, a)P*H o Pl + (s(x) — s(a)) " PL.

Démonstration.
1) On suppose z = 0 pour alléger les notations. Soient A, u,a,b > 0. Pour toute v.a. A,
positive, F;-mesurable et bornée, on peut écrire :

0

B [aiet] = Bo [ (14 3600 - st ) |
(1+ %( (X¢) — s(a)™) (
1+5 )—s

At(

2 (S(Xt

g [, (43600 — st@)?)
= t
0 (1+ 2(s(Xy) — s(b)*)
Pour des raisons d’intégrabilité, on remplace alors A; par Ate_E(L%'L?), avec € > 0 :

2 te

Eg\va) [Ate(%fa)Lfe—aLlZ} — E(()lhb)

2(s(Xy) — s(a))*)e(ﬁ,E)Lb —aL?] .

Or, sous ]P’(()” ’b), le processus des coordonnées (X;,t > 0) est transient et tend vers 400 lorsque
t — 4o00. Par conséquent, le théoréme de convergence dominée, que ’on peut appliquer grace
a la Proposition 1.7, implique :

IE(()/\,a) Ate(%—s)Lgcestgc} — E((]M,b) |:At26(‘2”—5)L20 65Lg°:| ) (116)

La relation (1.16) étant vérifiée pour toute v.a. A; positive, Fy-mesurable et bornée, le théo-
réme de la classe monotone implique que 'on peut remplacer A; par A ou A est une v.a.
positive, F-mesurable et bornée. Finalement, laissant tendre € vers 0, on obtient :

2
py

B [aedta] - %Eé“’b) [Aetis],
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ce qui prouve la non-dépendance en A et a de la mesure W(())"a).

2) Montrons a présent que Wy est o-finie. Tout d’abord, il est clair d’aprés la Proposition
1.7 que :

2 a a
Wo(1) = SEGM [e35%] = co.
Ensuite, puisque L% est fini }P’g)"a)—p.s., ona:

Aa
Lro<ny /7 la P -p.s.

n—oo

D’ou : 9 9
Aa Aga An
Wo(Ls, < n) = XEE) ) [62 °°1{Lgc<n}} < N€ 2,

ce qui prouve que W est o-finie sur (£, Foo).
Finalement, la représentation intégrale de W, est une conséquence directe de celle de IP’(())"G).

O
1.3.2 Propriétés
Théoréme 1.15. Voici quelques propriétés de la mesure WW.
i) Pour toute v.a. Fy positive et Fy-mesurable, on a :
E; [Fi(s(Xe) = s(a))T] = Wi (Filgg,<iy) - (1.17)
1) Pour tout processus (Fy,t > 0) positif et prévisible, on a :
—+oo
We(Fy,) = (s(z) — s(a))TE, [Fo] + E, {/ FudLZ} . (1.18)
0

Démonstration.
On écrit pour le Point (4) :

E, [rt <i +(s(X,) — s(a))*)} = (A + (s(a) - s(a))*) EQ) Dyt

=We (Tilig<ty) +We (Ft‘f*%(Lg"fL?)l{gpt}) :

Il ne reste plus qu’a laisser tendre A vers +oo et & utiliser le théoréme de convergence mono-
tone pour obtenir, puisque L% — L¢ > 0 sur I’événement {g, > ¢} :

Eo[Te(s(Xe) — 5(a)) ] = Wa(Tilgg, <o)-

Pour le Point (7i), nous allons appliquer la formule de balayage a la semi-martingale ((s(X;)—
s(a))t,t >0). Soit (F;, ¢t > 0) un processus positif et prévisible, on a :

F (s(X¢) — s(a))t = Fo(s(z) — s(a))™ +/0 Fggmd(s(Xu) —s(a))*

t t
= Fy(s(z) — s(a))™ + / F wdN{ + / F o dL;.
0 0
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Par conséquent :
Ee | F o (s(Xt) — s(a))*] = (s(x) — s(a)) Y E,[Fo] + By [ /0 t Fggu,)dLg}

t
— () = sla) Eulo] + B, | [ Rt
0
car dL® ne charge que {u > 0; X,, = a}. Or,

Eo |F o (s(Xe) — s(a))+] =W, (Fgg)l{gaq}) =W, (Fy.1l{g.<t}) -

Laissant tendre t vers 400, il vient finalement :

“+oo
WalFi) = (o) = ) Bulil + B, | [ Rt

1.3.3 Un générateur de martingales

Théoréme 1.16. Soit F' une v.a. positive et Foo mesurable telle que W, (F) < oo.

Alors, il existe une ((Fy)i>0,Py)-martingale strictement positive (Mt(m)(F),t > 0) telle que :
i) pour toutt > 0 et toute v.a. Ay positive, Fy-mesurable et bornée :

W (M F) =E, [AtMt(w)(F)]'

it) (Mt(w)(F),t > 0) converge P,-p.s. vers 0 lorsque t tend vers +oo.
On dispose par ailleurs de la représentation, pour tout couple (\,a) €]0,+oo[? :

xT 2 a S L¢
MP(F) = SMMEX) [Pedta| 7. (1.19)

Démonstration.
La preuve est identique a celle de [NRY09]. On note W;,(CF) la mesure positive et finie définie
sur (€2, F) par :

WIR(G) = Wa(FG),

Soit A; une v.a. positive, F;-mesurable et bornée telle que E,[A¢] = 0.

D’aprés la définition de ]P’(;"a), on a pour tout \,a > 0, EM® [A¢] = 0. Ainsi,

2 o
W (Ay) = W, (FA;) = (A + (s(z) — s(a))+> EX) [Fe%LooAt} = 0.
Par conséquent Wg(cff)t est absolument continue par rapport a IP(z/l\th). Par ailleurs, par défini-
tion, Pi?;t) est absolument continue par rapport a I, z,, de sorte que :

Wil < PO <Py,
et d’aprés le théoréme de Radon-Nikodym, il existe une v.a. positive Mt(x)(F ), P,-intégrable
telle que :

Wz, = M{D(F) - Py,
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Chapitre 1. Pénalisation d’une diffusion récurrente nulle

On peut alors écrire :

Wo(AF) = E, [AtMtW(F)}

= (i + (s(x) — s(a))+) EQ) [AFedts]
= (5 @) = sta) ) B2 [AER [Fedsn 7]
- %]Ew A MPIER [Fedts|F)|.

Pour prouver le Point (i), on écrit, pour s < ¢ :
E, |M{" (F)A| = Wi (FA,).

Or, puisque (Mt(m)(F),t > 0) est une martingale positive, elle converge p.s. vers une v.a.
M (F). En appliquant le lemme de Fatou, on obtient :

E, [ME(F)A,] < Wa(FA,).

On choisit alors A; = 1{95’3)271}, de sorte que : E, [Még”) (F)l{gﬁf)zn}} < W, (Fl{gﬁf)zn}> )
A présent, laissant tendre s vers +o0, il vient :

1{g<s>>n} —— 1 P,-p.s. puisque la diffusion est récurrente,
a = 5—00

1{g(<15>2n} m 1{y.>n} Dbuisque g, est fini sous W,.

Ainsi :
E, [ME(F)] < Wa(Fl(g,50)) ——0

n—oo

d’aprés le Théoréme 1.14. Par conséquent Méf)(F) =0 P,-p.s.

Proposition 1.17. Soit (F;,t > 0) un processus positif et prévisible. Alors :

—+oo

M) = Fyo (5% = s@) + B, | [ Rarziz].

Démonstration.
Soit w > 0 fixé, (Fy,t > 0) un processus positif et prévisible et A, une v.a. positive F,-
mesurable et bornée. On écrit :

Wx(Aqua,) = Wx(Aqual{gaﬁu}) + Wm(Aqual{ga>u})a
et l'on traite ces deux quantités séparément. Tout d’abord, d’aprés (1.17) :
We (MuFy Liguzy) = W (BuFyo Ly = Bx [AuFypo (3(X) = (@) *
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1.4. Un théoréme général de pénalisation

Ensuite, en posant (/~\t = Aulftsuy,t > 0) qui est un processus positif et prévisible, on a
d’aprés (1.18) :

r oo

ch(Aqual{ga>u}) = Wx(FgaAga) =E,; FsstL(sl:|
L/ O

e
=E, [Ay / Fdeg}
L u

- .
=E, [AJE, U Fde§|]-'u”.

Par conséquent :
+oo
We(AFy,) =E; [Au (Fg(u) (s(Xy) — s(a))™ + E, {/ Fde‘;Fu} )]

ce qui achéve la preuve de la Proposition 1.17 par définition de (ngz)(Fga), u > 0).

1.4 Un théoréme général de pénalisation

Définition 1.18. On note C\*) Uensemble des processus positifs et (Fi)-adaptés (Fi,t > 0)
qui vérifient :

1) (Fy,t > 0) est décroissant. En conséquence, pour tout t > 0, F; < Fy, et l'on suppose
que Fy est majoré p.s. par une constante K.

i) (Fy,t > 0) est constant aprés g, sous Wy, :

Yu>0, Fyiy=F, =Fs.

i11) 0 < Wy(F,,) < oo.

1.4.1 Estimation asymptotique

Théoréme 1.19. On suppose I’Hypotheése 1.3 satisfaite et soit (Fy,t > 0) un processus de la

classe C((f). Alors :

E. [Fi] W (Fy, Jv([t, +00]).

~
t——+oo

Démonstration.
Nous allons appliquer le Théoréme Taubérien 1.4.
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Chapitre 1. Pénalisation d’une diffusion récurrente nulle

e On se place tout d’abord sur Pévénement {X; > a} :

O Y Ry (s(X¢) — s(a)*
/0 e N E, I:Ftl{Xt>a}] dt = /o e E, {Ftwl{xpa}} dt

e At B
[ (oo e e )

= 0+<>0 e:th (Ml{ga<t}> dt (car F e C®)
o e~ MNduy

- (/ ‘ i g;<s<Xga+u>—s<a>>+>

= o) [ e e

Remarquons alors que cet équivalent ne dépend pas de a. En effet, par construction, uy(z,y)
s’écrit, pour x < y :

U)\(SC, y) = @(1}7 )\) (U)\(O, 0)(I)(y7 A) - \Il(ya A))
ou les fonctions propres ® et ¥ sont solutions de :
z Yy
O(x,\) =1 +)\/ s’(y)dy/ D(z,\)p(z)dz,
0 . 0

U(z,\) = s(z) + /\/O s'(y)dy /Oy U(z, \)p(2)dz,

d’ou

ux(0,0)
Notons que cette observation est également une conséquence du résultat suivant, di a Sal-
minen [Sal93] : si (X, t > 0) est une diffusion réguliére récurrente définie sur un intervalle I,
alors, pour tout a € I :

li = ——.
lim Auy(a,a)

m(I)
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1.4. Un théoréme général de pénalisation

Ainsi :

7At (it r
Ez Fi1 a ~ 70.
/ e [ tH{X¢> }] A—0 )\u,\(o, )

e On se place a présent sur ’événement {X; < a}.
L’application t — F; étant décroissante, on a :

+oo +oo
/ 6_)\tE$ [Ftl{tha}] dt < / e_AtEw {Fg((lt)l{xtga} dt
0 0

Evaluons alors le membre de droite en appliquant le Lemme 1.9 :

+oo
— At
/O & ET [Fgét)l{xtga}} dt
“+o0o t
= / e M / E, [Fggwl{xf,s(l}lgé” = u} P, (gl € du)
0 0
—+o0
- / N [Fol i, <a 00 = OJP4 (T, > £)dt
/ / | B [ty = 0 = o] a0, ot = ()

= (1) +(2

On étudie chacun des deux termes séparément. Tout d’abord :

K, 7).

+oo
(1) < K/ e MPL(T, > t)dt = 3
0

Ensuite :

+o00 +o0 a
/ q(u,z,a)E, [F| X, = a]/ e_’\t/ Ny,o(t —u)ym(dy)dt du
0 u

0

+oo a
U z, a z,u,a " e*/\u Y 67/\Ta m U
= [ atmmaEsee m)e a0 mapa
= Wy (29 F,,) — (s(z) — s(a) " El[Fy]) /O E, [e 7] m(dy).

En laissant tendre X vers 0, et en appliquant le théoréme de convergence monotone, on obtient
alors :

+o0o
/O B, |Folpx,<a) | dt < KB, (L] + (Wa(Fy,) = (s(2) = s(a)) "B} [Fo]) m([0, a]) < +oc.

Par conséquent :

+oo
/ e ME, [Fy]dt ~ WelFy,) ga),
0 A—0 )\U)\(0,0)

et, d’apreés le théoréme Taubérien :

Eo [Fi], v WalFa (It +o0D).
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Chapitre 1. Pénalisation d’une diffusion récurrente nulle

Remarque 1.20. Choisissons par exemple (Ft = 1{g(t):0},t > 0). (Fy,t > 0) est un pro-
cessus décroissant, constant aprés g, sous W et, d’aprés le Théoreme 1.15, Wy (F,,) =
(s(x) — s(a))T. Ainsi, pour x > a, le Théoreme 1.19 s’écrit :

Po(9s) = 0) = Pu(Tu > 1)~ (s(x) = s(a))w([t, +oo]).

t—+4oo

En particulier, pour a = 0, on retrouve le résultat de Salminen-Vallois [SV09, Proposition

4.2].

1.4.2 Un théoréme de pénalisation

Théoréme 1.21. Soit (F,,t > 0) € C{”).
i) Soit u > 0. Pour tout A, € F,, on a :

M (Fy)

T L] =
" W, (Fuo)

=E, |1
t—+oo B, [Fi] r [ A

i1) 1l existe une probabilité P définie sur (2, Foo) telle que :

M (Fy)

_— our tout u > 0 et tout A, € F,,.
w W:z(Foo) Db = u u

P (A,) = E, llA

1i1) ]P’SJF) admet la représentation :

1

L </O+oo (s, 2, @) Fy P20 0 B + (s(2) — s(a))* Fo PZ)

PE) —
T Wal(F,

En conséquence, IP&F) (g < +00) =1 et

— Conditionnellement & gq, les processus (X, t < gq) et (Xg,+¢,t > 0) sont indépen-
dants.

— Le processus (Xg,+1,t > 0) sous P o meme loi que (X¢,t > 0) sous P!,

Démonstration.
On reprend les notations de Biane-Yor [BY87]. Pour u < ¢, on a :

(Xs,8<t) = (Xg,8 <u)o (Xgpe,0<s<t—u)
et donc, d’apreés la propriété de Markov, en notant F; = F(X;,s <t) :
E,[F(X,,s < )| Fa] = Ex, [F(Xs,8 <u)o (X0 < s <t — u))} .
Si w € C([0,u],RT), on pose pour simplifier
F((w(s),s <u)o(X,,0<s<t—u))=FO(X 0<s<t—u).

A présent, w étant une fonction de C([0,u],R*) fixée, prouvons que le processus (F«(0=%)
(Xs,0 < s <t—wu),t > 0) appartient a C((lw(u)). La décroissance de (F*0=%) (X, 0 < s <
t —wu),t > 0) est claire. Posons alors g, := sup{v > 0; X,, = a} et

g2 0= = sup{v > 0; (w(s),s <u)o (X,,0< s <v—u)=al}.
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1.4. Un théoréme général de pénalisation

Sous W (u)s gff(OHu) < u+ g, (avec égalité dés que g, > 0) de sorte que, comme (F, ¢t >
0) € C((lm), pour tout t > 0 :

Fu(O—m)(XS’s > 0) — Fw(O—m) (XS,O <s< g:(o—m) 4t— u)
= FOP (X0 <5< go+1)

et il reste a vérifier que, W, () (F“J(O_’“)(XS7 s> 0)) <00.0na:

Wit (F“’(O_’“)(XS, 5> 0))

—~

I
P R

+ (s(w(u) — s(a))+) EQu) [e3 PO (X, 5 > 0)]

(BB P02 (X s > 0)|F] (w(5),0 <5 < w)

>IN >N

I
=

D (Fo)(w(s),0 < s < w)

e
=1
&2

By Wa (FPO)(Xors 2 0)) | = By [ME) ()| = Wa(F) < o0

et donc W) (F*O7%(X,, s > 0)) < 0o Py,)-p.s. D’aprés le Théoréme 1.19, on déduit :

E.[F(Xos <OWR]_~ Wx, (F((Xs,s <u)o (X, s> 0))) v([t, +00])

t—+

~ M (Foo)([t, +00])

t——+oo

et, comme (quz) (Fx),u > 0) est une martingale, d’aprés le Théoréme 0.2,

7gac)(Foo)lA ]
ng(Foo) u |

F
E, 1Aw
[Ex [F}] A ] t—r+o0

ce qui prouve les Points (7) et (¢7). Enfin, d’aprés 'expression (1.19) de (Mt(x)(Foo),t >0):

WP P (G(Xo5 < 90Nl H(X 0, o5 < 1))

—E, [G(Xo,5 < g9 H(X o, o5 <OM(F,,)]

2 A,a a Ara
= $Ex |G (X5 < gl Dol H (X0, o5 < DML [Fy 3|

2 a Ara
- (,\ +(s(2) — S(“>)+> EQM [G(Xm s <PV H(X 0, 8 < t)Fgaenga]

2

o (54 60 - 5(@) ) B [6(Xe5 < 0)6l0) H Xy 1005 2 O)F, 035

+oo
= /0 q(u, z, a)p(u)P>"* (G(Xs, s < u)F,) IP’Z (H(Xs,58>0))du
+ (s(z) — 5(a))*G(2)p(0)PL(H (X5, 5 > 0) Fp)

ce qui achéve la preuve du Théoréme 1.21.
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Chapitre 1. Pénalisation d’une diffusion récurrente nulle

1.4.3 Retour sur quelques exemples

Soit h une fonction positive et décroissante sur RT.

+oo
e On prend (F,t > 0) = (h(L$),t > 0) et on suppose / h(D)di=1":
0

a +m
Péh(L“)) = / duq(u, 0, a)h(LL)P*" o PT.
0

Ainsi, sous IP’(()h(Lg")) la variable aléatoire L% admet pour densité la fonction ! — h(l) et,

conditionnellement & L% =1 le processus (X;,t < g,) a méme loi que (X;,t < Tl(a))

Po. Remarquons que pour h(l) = e~ 2! on retrouve la martingale M(e~2L%) = M) et

67%1‘%0 Aa
Py )= pM.

sous
la probabilité
—+oo
e On prend (F,t > 0) = (h(t),t > 0) et on suppose / h(u)q(u,0,a)du =1 :
0

h e
Pg (90)) — / duq(u, 0, a)h(u)P%** o PT.
0

Ainsi, sous Péh(g “)), la variable aléatoire g, admet pour densité la fonction u — h(u)gq(u, 0, a)
et, conditionnellement & g, = u le processus (X¢,t < g,) a méme loi que (X;,¢ < u) sous
Py.

e On prend (Fi,t > 0) =h (f(f f(Xs)ds) ou f: RT — R est une fonction borélienne a

support compact inclus dans [0, a]. Alors :

Eq {h (/Ot f(Xs)dsﬂ o (it +ool) W (h ( Oga f(Xs)ds)) .

1.5 Extension & R

La construction de W précédente s’étend sans difficultés a des diffusions linéaires réguliéres
récurrentes nulles sur R tout entier. On suppose s de classe C!, strictement croissante et telle
que s(0) = 0. On note o, := sup{t > 0,|X;| = a}, et pour x € R, " := max(z,0) et

x~ := —min(z,0).

1.5.1 Tableau comparatif

Nous présentons, page suivante, un tableau qui reprend les principales quantités interve-
nant dans la construction de W.
Quelques remarques concernant le cas brownien

Lorsque (X,,u > 0) est un mouvement brownien issu de 0, la mesure W s’écrit :

“+o0

1 a2

Wo = / e 2w (IP’O’“’“ oPl + PO %0 Pfa) du
0 0 221w @

o, sous P1, (X[ ¢ > 0) est une diffusion issue de a de mesure de vitesse m(dy) = 2(y — a)2dy
1
et de fonction d’échelle s(y) = ———, ie. (X] = a+ Ryt > 0) out (Ry,t > 0) est un
y—a
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processus de Bessel de dimension 3 issu de 0. De méme, sous P¥, la diffusion (Xti ,t>0)a
méme loi que (—a — Ry, t > 0) ot (R, ¢t > 0) est un processus de Bessel de dimension 3 issu
de 0. On retrouve ainsi la construction de [NRY09].

Signalons néanmoins que, toujours en prenant (X, = B,,u > 0) un mouvement brownien
issu de 0, certaines des formules du tableau comparatif ci-aprés différent légérement, dans
leur écriture, de celles de [NRY09]. Cela est di au fait que Uon travaille ici avec le temps
local (L¢,t > 0) de (By,u > 0) vu comme une diffusion, et non pas le temps local (I¢,¢ > 0)
de la martingale (By,u > 0). Ces deux quantités sont proportionnelles : 2L = [, de sorte
que l'on passe de I'une & 'autre des expressions par un facteur 2.
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1.5.2 Pénalisation par (f(f Lix,>o1du,t > 0)

On considére une diffusion (X;,¢t > 0) a valeurs dans R de mesure de vitesse m(dz) =
p(z)dz et de fonction d’échelle s de classe C!, strictement croissante et telle que s(0) = 0. On
définit :

t
At = / 1{X320}d57 t Z 0.
0

Soit h : Rt — R* une fonction décroissante et sous-exponentielle, i.e. il existe a, 8 > 0 tels
que, pour tout x > 0
h(z) < ae™PT, (1.21)

Nous allons étudier la pénalisation par (h(A¢),t > 0).
Pour ce faire, on introduit les diffusions (Xt(+), t>0)et (Xt(_), t > 0) définies respectivement
par :

- (Xt(+)7t > 0) est une diffusion sur R*, réfléchie en 0, de mesure de vitesse m(*) (dz) =
p(x)dz (x > 0) et de fonction d’échelle s(*)(z) = s(x) (z > 0). On note ¢ (t,2,7) sa

densité de transition et ug\ﬂ(x, y) = f0+oo e Mg (t, x, y)dt son noyau résolvant.

- (Xt(_) = —X;,t>0) ot (Xy,t > 0) est une diffusion sur R*, réfléchie en 0, de mesure de
vitesse m([0, z]) = m([—z,0]) (z > 0) et de fonction d’échelle §(x) = —s(—x) (z > 0). De
méme, on note ¢(7) (¢, z,y) sa densité de transition et u( )(3:, y) = f0+oo e Mg (t, 2, y)dt

son noyau résolvant.

Théoréme 1.22. Supposons que la mesure de Lévy v\ du subordinateur (Tl(_),l > 0)
satisfasse ’Hypothése 1.3. Alors :

W (h(Agq)) v ([t +oc).

1
Eo [(A)], ~_ 5

Démonstration. :
On écrit :

+oco +oo +oo
/ eiAtEO [h(At)] dt = / eiAtEQ [h(At)l{Xt<0}] dt+/ eiAtEo [h(At)l{Xt>O}} dt
0 0 0

I—- I+

Regardons I~

Foo h(Ay)
,)\t t
= 1 1 dt
/0 W(s(Xt) {X:<0} {guét})
oo h(A,,)
7>\t go
= w 1 1 dt
: <s<Xt> el

w At 2900 dt)
( s(Xy) s

o h(Ay,)
A(u+go) 1 d
/o 5(Xgyau) Xrotu<Oh “)

W (e 20 (Ay,)) /Om e MES L(;(u)} du.

I
s

M\H
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1W (e7?0h(A4,
Le calcul se poursuit alors comme pour (1.20) et ’on obtient : I~ = — (e (45,)) .
2 x$70,0)

On procéde de méme pour I :
It = At 28] 1 dt
/0 e W (s(Xt) {X:>0} L{go<t}
too h(Ag +1— g0
e (M o )

too U h(A, 4+t —
W(/ e At—( g;(Xt) go)l{Xt>0}dt)
go

o h(Ag, + u)
= —)\(u—}-go)goil
¢ (/0 ‘ $(Xgotu) {Xgo+u>0}du>
1

+oo 1
- - —Au —Xgo T
5 /0 e MW (e7M0h(Ag, + u)) By |:3(Xu):| du

Or, h étant sous-exponentielle, on a, d’apres (1.21) :

It < a/+ e~ OFDuYY (¢=A00=BAs) BT 1
2 s(X.)

_a W (e W (e )
2 (A + B)ul5(0,0) A0 2 BuS"(0,0)

< 00.

Ainsi,
1W(h(4,))

+oo
—At
/0 e ]EO [h(At)] dt A—0 2 )\ug\i)(o, 0)

et il ne reste plus qu’a appliquer le Théoréme Taubérien 1.4 pour conclure.

Remarque 1.23. En utilisant la derniére ligne du tableau comparatif, on a :

W (e *°h(Ay,)) = 2E, { /O - e’\“h(Au)dLu}

“+oo
2 / Eo [e " h(Ar,)] dl
0

+oo - . Tl
— 2/ Eq |:e>\fol Iix,<ords—A [o! lixs>03dsp, (/ 1{X3>0}d8)] dl.
0 0

I TI
Or, d’aprés Watanabe [Wat95], (/ lix,>01ds,l > 0) et (/ lix,<0yds,l > 0) sont deux
0 0

subordinateurs indépendants ayant méme loi que, respectivement, (Tl(+),l >0)et(r; ',1>0).
On obtient donc :

W (€% h(Ay,)) = 2 /0 R e B [ (7)) |

2 [ By [ h (59)] e 00,
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En particulier, si h(x) = e~ P il vient :

Feo o) &)
W (e Ao0-B4a0 ) = 2/ o 1/u$50.0)-1/u{700) g
0

2
1 1 )

u{H;(0,0) + u§7(0,0)

de sorte que l'on retrouve le résultat de Barlow-Pitman-Yor [BPY89] :

u§500,0) | w(7(0,0)

e MR oA gi — X T %8
B [T dt = o)
0 uy ' 5(0,0) +uy 7(0,0)

L’équivalent du Théoréme 1.22 s’écrit alors dans ce cas :

Eo [e#4]  ~ 70,0007 ([t, +o0)).

t—+oc0
On pénalise a présent la diffusion (X;,t > 0) par (h(A4;),t > 0).
Théoréme 1.24.

Supposons que la diffusion (Xi,t > 0) soit solution de ’EDS : dX; = o(X)dBy + b(X:)dt.
Alors :

1) Le processus

L E T _
Mt(h) = Wih(A,)) (EX: [W(h(a-l-To + Ay,)) i, 2h(Ay)s(—X; )) . t>0
___ 2 e Wo' ) (u. X w — S(—X—
-~ W(h(A,)) (/0 h(Ar +u)g ™ (u, X7, 0)du — h(A¢)s(=X; )>, t>0

est une martingale continue strictement positive qui converge p.s. vers 0.
it) Soit u > 0. Pour tout A, € Fy, on a :

o Bolla,h(Ad)]
t=+oo  Eq [h(As)]

iii) Il existe une probabilité Péh) définie sur (0, Foo) telle que :
]P’(()h) (Ay) =Eq [IAUMSL)} pour tout u > 0 et tout A, € Fy.

iv) Sous Pgh), Ay est fini p.s. et admet pour densité :

h(1)q')(1,0,0)

(h)
Py’ (A € dl) = dl.
0 e €)= TGa,,)
v) Soit g4 :=sup{t > 0; X; > 0}. On a IPéh) (94 < +o00) =1 et ]P’éh) admet la décomposi-
tion :
PO = 2 /+OO du g(u,0,0)h(A, )P0 o By,
W (h(Ag,)) Jo

. h N )
En conséquence, le processus (Xg, 4u,u > 0) sous Pé ) o meme loi que le processus des

coordonnées sous PJO’.
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Démonstration.
1) Déterminons dans un premier temps Pasymptotique de ¢t — E,, [h(A;)].

-Sil‘>0,ATO:Toet:

E, [h(At)] E, [h(At)l{tSTo}jI + E, [h(At)l{t>To}}
E,. [h(t)l{tho}] + E, [h(ATO + At—To o GTo)l{t>TO}]
h

()P, (Tp > t) +E, [EO [h(fo + At_fo)} 1 {tﬁu}} :

Or, d’aprés la Remarque 1.20, pour une diffusion & valeurs dans R* dont la mesure de Lévy
satisfait ’'Hypothése 1.3, on a :

P, (To >t) ~ s(z)v([t,+o0]).

t—+oo
Ainsi, pour > 0, en appliquant le Théoréme 1.22, on obtient 1’équivalent :

Ee (0(A)] v 3Be [WOH(T + 400))] o) (1, +0])
h(t)
1/(—)([157 J,-oo[) t—+o00

puisque
-siz <0, Ar, = 0; le raisonnement est le méme, et 'on obtient :

t——+oo

B, A0, v (-h0)s(0) + WA ) VO poc

2) Effectuons alors la pénalisation :

Eo [h(At+u)|~Fu] _ IEXu [h(Au + At)]
Eo [h(A¢)] Eo [n(A¢)]

Ey, [W(h(a +To+ AQO))}

e X0} W(h(Ay,))
+ 1 _Qh(Au)s(Xu) + W(h(Au + Ago))
(s W(h(Ag,))
1 ~

= sty (Bxe Y0 R ] | —2mas-x0).

la=A,

Simplifions & présent cette expression, en utilisant la derniére ligne du Tableau comparatif :

A~ +OO A~
W(h(a+ Ty + Ay,)) = 2Eq / h(a + Ty +AS)dLS]
0

+o0 R
= 2K, / hla+To + A, )dz]
LJO

+oo R
= 2E, / hia+ Ty + Tl(+))dl:| (d’aprés la Remarque 1.23).
0
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I

o
h

ﬁ
8
=
(=)
Q
+
sh
4
\L\

x
&

+o0
= 2/ h(a+ s)g™) (s, z,0)du. (1.22)
0
En remplagant alors a par A, et z par X", on obtient bien I'expression du Point (4).

3) Montrons a présent que (Mt(h),t > 0) est une martingale, afin de pouvoir appliquer
le Théoréme 0.2, ce qui prouvera directement les Points (4), (i4) et (éi7). Rappelons que
(Xt,t > 0) est une semi-martingale solution de 'EDS :

dXt = O'(Xt)dBt + b(Xt)dt

1 0? 0
de sorte que son générateur s’écrit : G := 502(ar)ﬁ + b(x)a— Appliquons la formule d’Tto :
T x

+oo g
W(h(Ag,))dM; =2 h(A; +u)
0 Ox

(u, X;7,0)du dX;

+o0 92q+)
+/ h(At +U) a 3 (U, Xf,())du d<X+>t
0

Os _ _ 9%s
% (—xiyax; —nan T3

—+o0
L 210 / W (A + u)g ™ (u, XiF, 0)du dt — 21 (x50 (Ar)s(— X[ )dt.
0

+ 2h(A,) =Xy )d{X 7 )¢

Comme 5(0) = 0, le dernier terme est nul. Par ailleurs, (X, ,# > 0) et (X, ,t > 0) étant des
semi-martingales, on peut utiliser la formule d’Tt6-Tanaka :

+o0 9 1
W(h(Ago))th :2/ (At + ’LL) Oz (U Xt ,O)du (1{Xt>0}(0-(Xt)dBt + b(Xt)dt) + 2st>
0

+oo 32q(+)
+/ (At+u) a 3 (u, Xj,O)dU 1{Xt>0}0'2(Xt)dt
0

0 1
200 G (X0 (<1 oy (OB, + B0X0)a) + 3L, )

8%s

~h(A) 5y

(=X ) 1ix,<0p0”(Xy)dt
—+o00
+210x,500 [ K (Ae+u)g™D (u, X", 0)du dt.
0

Regroupons a présent les différents termes :
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e Termes en temps local dL; :

Foo Hg(H)
( h(A; + u)(&])T(U’ X7, 0)x+—odu + h(AQs’(O)) dLy;. (1.23)
0 :

Pour prouver que ce terme est nul, introduisons la diffusion (Xt,t > 0) a valeurs dans R,
réfléchie en 0, dont la mesure de vitesse et la fonction d’échelle sont données par :

5(z) = m([0,z])

m(dz) = s'(z)dx
Nous verrons au Chapitre 3, Proposition 3.37, que les diffusions (Xt(+),t >0) et ()N(t,t >0)
sont liées par la relation suivante :

gt
Ox

(u,0,2) = =Ty o(u)s'(x),

oll Ny, désigne la densité du temps d’atteinte du niveau 0 par la diffusion (Xm t > 0) issue
de z. Ainsi,

+00 aq(Jr) 400
2/ h(A; + u) 3 (u,0,z)du = 72/ h(A + u)ng o(u)s' (x)du
0 x 0

~25'(@)E. |h(Ac +T0)]
E) —28/(0)h(14t)

ce qui prouve que (1.23) est nulle.

e Termes en dt contenant la fonction d’échelle :

1 0°s
—2h(A¢)1(x, <0y (202(Xt)a 2

car s est une fonction d’échelle de la diffusion (X;,t > 0).

(Xy) + b(Xt)gi (Xt)) = —h(At)lix,<0195(X¢) =0

e Termes en dt restants :

400 3q(+) 4
21{Xt20}b(Xt) o h(At+U) ax (U,Xt ,O)du
) +o00o aQq(-i-) N
Fliso?(0) [ b+ 0D X 0)d
0
“+o0

—|—21{th0} I’Ll(At +U)q(+)(U,X;_,O)dU
0
que l'on réécrit, en intégrant le dernier terme par partie et en factorisant, sous la forme :

Foo 2q(+) (+) (+)
L 5 97 9q 9q +
21{Xt20} /0 h(At + ’LL) (20' (Xt) 8{E2 + b(Xt> o — ou (U,Xt ,O)du

Or, (z,u) — ¢ (u,z,0) est justement solution de I'équation différentielle parabolique
g

ou

(u,z,0) = gq(+)(u, x,0), de sorte que ce dernier terme est nul également.
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1.5. Extension a R

Ainsi (Mt(h),t > 0) est une martingale locale, clairement positive.

Pour montrer que (Mt(h),t > 0) est une vraie martingale, nous allons montrer que la fa-
mille (Mr, T temps d’arrét borné par K) est uniformément intégrable. En effet :

W) B M1

[ (B [ (6 )]~ A 1
|

< Eq (W(h(Ago)) 2h(Ar)1 {X <0} ) — 2Ly ) 1{M<T")2n}} (car h est décroissante)

<W(h(Ay,))P (Mgn > n) + 4aE, _LKl{MwM}] — 2E, [ [xr<o}? (A)NY s }}

< W(h(Ay,))P (sup M™ > n) +daBo [Lilg o, | +20E0 INC \1{ . M(h)m}}
<K t<K t<K to=

— 0 uniformément en 7.

n—-+4oo

Par conséquent, la famille (M7, T temps d’arrét borné par K) est uniformément intégrable
et (Mt(h),t > 0) est une P-martingale positive. En conséquence, M) converge P-p.s. et,
en introduisant la famille de temps d’arrét (C; := inf{t > 0; A; > l},l > 0), on constate,
puisque X¢, > 0, que

M = ety B, D ) <SS

4) Pour déterminer la loi de Ao, on applique le théoréme d’arrét de Doob :

]P)(h) (At > l) =Eo [l{cz<t} n[t(h)}
= 71 (+) +
0 [ {C<t} Wh(A) /0 I+ u)q"" (u, XCZ,U) u]

1 oo
(+) +
t—+o0” W(h(Ay,)) /0 h(l + u)Eo {q (U,XCZ,O)} du.

Or, d’apres [Wat95], (X¢,,1 > 0) ey (Xl(+),l > 0), et d’aprés la relation (1.11), le processus
(¢ (v — l,Xl('H,O),l < v) est une martingale, de sorte que :

Eo [0 (u X8, 0)] = Bo [¢0) (w, X{7,0) = Bo [¢0) (w41 - 1.X17,0)] = D +1,0,0)

et

—+oo
= 7/ h(l 4 u)qg'™) (u +1,0,0)du
90)) 0

400 )
W(h(Ago))/l h(v)g'™ (v,0,0)dv.
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5) Décrivons finalement le processus des coordonnées sous P,

On introduit ggf) = sup{s < t; X; > 0}. Soient F,G,p trois fonctionnelles boréliennes
bornées. Nous allons procéder comme pour la preuve du Théoréme 1.13 de représentation
intégrale de P9 .

£y [F (Xs,s < gff)) @ (g$)> G (Xg<+t>+s,s <t- gﬁf)ﬂ

=Eo {F (X&S < g@) @ (99) G (Xg$>+s,8 <t-— 99) M (1{g<+t>:t} + 1{g(+t><t})}
=1 + 5.

Tout d’abord, {gff) =t} ={X; > 0}, donc :

Bys [Wihia+To+4,,))]
I =Ky | F(Xs, s <tH)o(t)G(X
1 0 | F(Xs,s < t)p(t)G(Xy) W(h(Ay,)) (6=t} | Toteo 0
par convergence dominée, car (X, ¢ > 0) est récurrente sous P et donc A; T +o0 P-p.s.
oo
Ensuite {gS:) <t} = {X; <0}, et, sur I’événement {g(j) < t}, gg) = g(()t), d’ont :

t t t a+ Agy))ja=A, t)S( A
I, =K {F(Xs,s < g9 ))G(Xgét)+s78 <t—g") <W(hf,v(;(149))))l 2 ;lv(?h()A(gX)))>> 1{Xt<o}]

=13+ 14
Par convergence dominée, il vient & nouveau :

W(h(a + Ago )) la=A¢
W(h(Ag,))

t——+oo

I3 =E, {F(Xs, s < gét))w(gét))G(XgémrS, s<t—gi) 1{xt<o}] —0,

et il ne reste plus qu’a évaluer Iy.
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Chapitre 2

Pénalisation d’une diffusion
récurrente positive

2.1 Introduction

2.1.1 Motivations

Nous allons traiter ici un cas qui ne rentre pas dans le cadre précédent des diffusions
linéaires récurrentes nulles. Soit b €]0,+oo[. On considére une diffusion linéaire réguliére
récurrente (X, t > 0) a valeurs dans I = [0,b], a échelle naturelle (c’est-a-dire s(x) = x),
0 et b étant des barriéres instantanément réfléchissantes. On suppose toujours (Xt > 0)
définie sur I'espace canonique €2 := C(R*,R™) et I'on note (F;, ¢ > 0) sa filtration naturelle,
et Foo := \ Fi. On suppose par ailleurs que sa mesure de vitesse m(dz) = m(z)dz est

>0
absolument continue par rapport a la mesure de Lebesgue.
Notre objectif ici est pénaliser cette diffusion récurrente positive par (e*t,t > 0) ot a € R
et (L, t > 0) désigne le temps local en 0 de (X¢,¢t > 0). Comme précédemment, notre ap-
proche de cette pénalisation consiste dans un premier temps & déterminer un équivalent de
t— E, [eaL‘} lorsque t tend vers +o0.

2.1.2 Enoncé des principaux résultats

Soit o > 0. Comme b + m([0, b]) < oo, I’équation :
at————==0 (2.1)

admet un nombre dénombrable de solutions, lesquelles sont toutes réelles, et ’on note 2 celle
de plus petit module (voir Lemme 2.10). De méme, on note p? I'unique solution dans R* de
I’équation :

1

et 22)

Nous pouvons alors énoncer un premier résultat :

Théoréme 2.1. Soient o > 0 et 12, p? définis par les équations (2.1) et (2.2).
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Chapitre 2. Pénalisation d’une diffusion récurrente positive

i) Sous I’Hypothése 2.12 (voir Section 2.2), on a :
1

1
—alLy ~ - 5 2
E, [e } oo 12 u_y2(0,) %uz(oao)‘227T2 exp(—r°t). (2.3)
i1) Sous ’Hypotheése 2.16 (voir Sous-section 2.53.5), on a :
1
E, [e®*] ~ —Zu,2(0,2)———exp(p’t 2.4
z [ ]t—>+oo p2 p2( )%UZ(O;O)LZPz p(p ) ( )

Ce résultat permet alors d’obtenir notre principe de pénalisation :

Théoréme 2.2.
Soient a > 0 et r2, p* définis par les équations (2.1) et (2.2). Pour x € [0,b], les processus

— u_rz(O,X)
<Mt( a) = exp (7‘2t — OéLt) T(O’xt),t Z 0>

et,

0, X¢)
MY .= 2t ar) Y0 X
( ' e (=7t +oli) (0, 2) 7 =0

sont des P-martingales continues, strictement positives, qui convergent vers 0 lorsque t —
+00. De plus, sous les Hypothéses 2.12 et 2.16, le principe de pénalisation est satisfait :
i) Soit s >0 et x € [0,b]. Pour tout As € Fs, on a :

lim 4Ex [lAs eiaLt]

_ (£a)
t— 400 Ex [eﬂ:oth] ]E:E |:].A5Ms i| .

i1) 1l existe (R(Uia))we[ | une famille de probabilités définies sur (Q, Foo) telle que :

)

}P’;io‘) (Ay) =E, {1AuM1§ia)} pour tout u > 0 et tout A, € Fy.

On étudie a présent la loi du processus des coordonnées sous P(+2) :

Théoréme 2.3.
Soient a > 0 et 12, p? définis par les équations (2.1) et (2.2). On suppose que les Hypothéses
2.12 et 2.16 sont vérifices. Alors :

i) Sous P(+%) e processus des coordonnées (Xi,t > 0) est une diffusion dont le générateur
infinitésimal s’écrit :

G @) = mzx) f@)+ m(z)u ; 2(0, ) aU7gio’x) f'(@),
g(+0f)f(x) — 1 f//(l‘) + 2_T ’ 0up2 (0, x) f’(x) (2'5)
- m(z) m(@)u,e(0,2)  Ox )

sur le domaine : D(GHE) = {f . GEIF e Cy([0,0), f1(0T) = f/(b7) = O}.

ii) Sous PE®) | la densité de la mesure de Lévy du subordinateur (1;,1 > 0) est donnée par :

{n(_a) (w) =e"n(u),

no) () = e un(u),
)

ot n est la densité de la mesure de Lévy de (11,1 > 0) sous P.
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iii) Loo =00 PEY_ps.

D’autres caractéristiques, telles que la mesure de vitesse et la fonction d’échelle de la
diffusion pénalisée seront également calculées au cours de la preuve, voir Section 2.3. Remar-
quons que les expressions dans les deux cas sont trés similaires, et que ’on peut formellement
déduire 'une de I’autre en remplacant « par —« (resp. —« par «) et p par ir (resp. r par ip).
Une idée naturelle est alors de considérer une double pénalisation, c’est-ad-dire de pénaliser
dans un premier temps P par (e‘)‘L‘7 t > 0), puis, dans un second temps, P(®) par (eBLle t > 0).
Le résultat de ces deux opérations est trés simple et peut étre résumé dans un diagramme
commutatif, comme présenté ci-dessous :

Théoréme 2.4. Soient o, 5 € R. On suppose que les Hypothéses 2.12 et 2.16 sont vérifiées.
Alors, le diagramme de pénalisation suivant est commutatif :

(e*Ft,t>0)
P P(e)

(ePLt t>0)
(e(a+ﬁ)Lt £>0)

Plot8) — ple)(B)

En particulier, P(®) (=) =P,

Notons que ce théoréme ressemble beaucoup a la Proposition 3.2 de [PY81] concernant les
diffusions conditionnées.

Remarque 2.5. Si (X4, t > 0) est une diffusion linéaire dont la fonction d’échelle s est une
fonction C* strictement croissante telle que s(0) = 0, on a, d’aprés la formule des temps
d’occupation LY(X) = LY(s(X)). Il s’ensuit que :

E, [(;aL?(X)} —E.) [efaw(s(X))} N iu_rz(o,s(:c))%eﬂﬁt

t—4o00 2 Fu.(0,0)]

z=—12
et, pour A, € F, :

E, [lAuefaLg(X)] ]Es(a:) |:1AuefaL$(s(X))}

(o, X) — 1 _ _ (er,8(X))
P (Aw) t—lg-noo E, [e—aL‘g(X)] tligloo Es(z) [e—aLg’(s(X))] Ps(w) (Aw).

Par conséquent, nous ne considérerons par la suite que la probabilité équivalente sous laquelle
(X¢,t > 0) est une diffusion linéaire & échelle naturelle.

2.1.3 Plan

Le reste de ce chapitre se décompose en cinq parties :

- Dans la Section 2.2, nous prouvons le Théoréme 2.1, en ne traitant que le cas de 'asymp-
totique de ¢ — E [e=*Lt] (a > 0). L’idée générale de la preuve repose sur le prolongement
analytique de la transformée de Laplace de ¢ — E [e*“L*I}, ainsi qu’une application du théo-
réme des résidus.

- Dans la Section 2.3, nous prouvons les Théorémes 2.2 et 2.3, toujours dans le cas de la
pénalisation par (e‘aLf,t > 0). La pénalisation par (e"‘L‘,t > O) étant trés similaire, nous
n’en donnons que quelques éléments dans la Sous-section 2.3.5
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Chapitre 2. Pénalisation d’une diffusion récurrente positive

- Dans la Section 2.4, nous prouvons le Théoréme 2.4, i.e. le principe d’itération des
pénalisations.

- Finalement, dans la Section 2.5, nous obtenons des formules explicites lorsque (X¢,t >
0) est un mouvement brownien réfléchi en 0 et en 1, et méme plus généralement lorsque
(X¢,t > 0) est un processus de Bessel de dimension § €]0, 2] réfléchi en 1.

2.2 Etude asymptotique

Soit a > 0. Nous allons dans cette section déterminer un équivalent de ¢ — E, [e*aLf]
lorsque ¢ tend vers +oo. Rappelons que dans ce chapitre (X;,¢ > 0) est une diffusion récur-
rente positive réfléchie sur [0, b] et telle que b + m([0, b]) < co. Comme précédemment, notre
approche est basée sur I’étude de la transformée de Laplace de t +— E, [e‘aL‘]. En effet,
cette quantité peut étre exprimé explicitement a ’aide de la résolvante de (X3, ¢ > 0), comme
indiqué dans le lemme suivant.

Lemme 2.6. On a :

< _ 1 ux(0,2) 1
At al A )
e VE, et dt = — — . (2.6)
/0 [e7™] A 20,01+ st

Démonstration.
Soit A > 0.

/ e ME, [e_O‘L"]dt = E,
0

o o0
- f/ e_’\te_“Ltde} (en intégrant par parties)
0

/ e_)‘te_o‘L‘dt}
0

1

A A

o

A

/ E, [e™"] e~*dl (en posant Ly =1).  (2.7)
0

Par conséquent, en utilisant (2.7) et (1.3), on obtient :

o _ L auy(0,z) [
AR aL _ = A / —
/o e - e | dt X T 3 (0.0) /, exp(—1/ux(0,0) — al)dl
_ 1 au(0,2) 1
A Aua(0,0) oo+ 10 o)
_ 1w (0) 1

O

Remarque 2.7. Ce calcul peut se faire de maniére plus générale, pour toute fonction f
bornée, de classe C! et intégrable sur R*. On obtient alors :

Ly _F0) | ua(0,2) L I
[T e mwa = L0+ 2O (o s [ e par)

Déterminons & présent la limite de fooo e ME, [e*aLf] dt lorsque A — 0. Il s’agit donc,
d’apres (2.6), de déterminer les comportements asymptotiques de A — u»(0,0) et de A —
ux (0, ).
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Nous allons pour cela nous appuyer & nouveau sur la théorie de Krein ([DM76, Chapter
V p.162]) au travers de la représentation du noyau résolvant wuy :

ux(z,y) = ®(z,A) (ur(0,0)P(y, \) — U(y,A)) pourz <y (2.8)

avec @ et ¥ solutions, pour z € [0, 5], de :

O(x, )\)—1+>\/ dy/ (s, A\) (ds)—l—i—)\/ow(x—s)q)(s A)m(ds)
(M)_HA/ dy/ W(s, m (ds)—aH—/\/ 2 — 8)U(s, \ym(ds),

0 0

(2.9)

Lemme 2.8. On dispose des estimations asymptotiques suivantes :

1

u)\(o’ 0) )\:0 W

et
ux (0, z)

ur(0,0) a0 T (/Oy(x = s)m(ds) — zm([0, b])) +o(N).

[l = moa) (a4 1) - [T s

Démonstration.
Puisque b+m([0, b]) < 0o et que b est une barriére réfléchissante, le noyau résolvant s’exprime
d’apres [KK74, p.34] :

En conséquence,

ux(0,0) = ZEZ i; (2.10)
En dérivant (2.9) par rapport a z, il vient :
. _1+/\fé’ ym(ds) 1 (L
2(0,0) = /\fo ds) = 3m((0,.5)) + ()\) (A= 0). (2.11)
Ainsi, la définition (2.8) implique :
ux(0,z) ) U(xz, A)
ux(0,0) () ux(0,0)
T+ A fy (= 5)¥(s, \)m(ds)
= O(x, N — T
@A) o) T © (%)
= O(x,\) — Im(]0,b]) (m + /\/O (z —s)U(s, A)m(ds)) (14 0(1))
o 1+ (/0 (x — s)m(ds) — xm(][0, b])) + o(N). (2.12)

11 s’ensuit alors, en utilisant (2.11), (2.12) et (2.6) que :

43



Chapitre 2. Pénalisation d’une diffusion récurrente positive

e ME, [eiO‘Lt} dt

r
= 3 (1 = (1 ([ = mas) =m0 ) o) — Am([olb]) o A))
= % (1 - (1 +A (/(J(x — s)m(ds) — xm([O,b])) + o()\)) (1 - W + o(M))

oy mil0) (24 2) = [ symas),

et I'on obtient le résultat par convergence monotone. O

Remarque 2.9. Notons que le Lemme 2.8 implique que l’on ne peut pas appliquer le Théo-
reme Taubérien 1.4 puisque le taux de décroissance de A — fooo e ME, [e*aLf] dt n’est pas
polynomial.

Notre approche consiste & présent a étendre la relation (2.6) pour A dans le plan complexe,
afin d’appliquer la formule de la transformée de Fourier inverse. On définit :

L1(z) = /OOO e *'E, [em ] dt. (2.13)

D’aprés le Lemme 2.8, £; est bien définie sur {z € C; Re(z) > 0}, et holomorphe sur {z €
C; Re(z) > 0}. Introduisons alors :

0 sis<—1
fls)=<¢s+1 si —1<s<0
E, [e‘O‘LS] sis >0,

et

Lo(2) = /Re—ztf(t)dt. (2.14)

Il est clair que :

0 00
Lo(z) = /16_Zt(1+t)dt+/0 e "B, [e"*"] dt
1 1—¢7

Par conséquent, L4 est & nouveau bien définie sur {z € C; Re(z) > 0} et holomorphe sur {z €
C; Re(z) > 0}. D’aprés le Lemme 2.8, f appartient a L!(R), et admet donc une transformée
de Fourier :

Fw) = /Re“’tf(t)dt = Lo(—iv), veR. (2.16)

Notre but a présent est de prouver que fe L'(R) afin de pouvoir inverser cette transformée.

Commengons par réécrire Lo a laide de (2.6). Faisant z = A > 0 dans (2.15), il vient :

1—e  uy(0,2) @
A2 Aua(0,0) o+

Lo(A) = —
(0 0)
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Définissons : ) B 0
Hy() m 1= e02) @ (2.17)

22 zu;(0,0) a 4 m

Lemme 2.10. Hs est une fonction méromorphe sur C, dont les pdles appartiennent tous
a Uazxe des réels négatifs R* . On note v2 celui de plus petit module, lequel est solution de
Uéquation : ———  +a = 0.

1 w2(0,0)
Démonstration.
Rappelons ([KK74, Lemma 2.3 p.35 et Point 11.8 p.77]) que A — ux(0,0) admet un prolon-
gement méromorphe & C, dont les poles (—2),en et les zéros (—w?2),en+ sont tous négatifs.
Ainsi, d’aprés (2.8), puisque ®(z,A) et ¥(z,\) sont des fonctions entiéres en la variable
A, A = ux(0,2) admet également un prolongement méromorphe a C, dont les poles sont
(—=72)nen- De plus, de lidentité (|[KK74, Lemma 2.2, p. 34]) :

Im(\) /O ’

on déduit que u)(0,0) est réel si et seulement si A est réel. Mais, lorsque A > 0, il est clair

(2, \) |?
u,\(07 0)

O(x,\) — m(dz) = Im(ux(0,0))

1
d’apres (1.1) que ux(0,0) > 0. Par conséquent, I’équation W—i—a = 0 ne peut admettre de
Uz\Y,

b
solutions que dans R™. Or, d’aprés (|[DM76, Chapter V.6, p.182]), puisque/ am(dz) < 400,
0

ona:
Z) Y =0,
ii) les zéros (—w?2)nen+ et les poles (—2),en sont entrelacés,

iii) pour A € R, le graphe de A — est tel que représenté Figure 2.1.

-
U_ )2 (0, O)

1
En particulier, ’équation W +a = 0 admet une unique solution A = —r? dont le module
ux(U,

est strictement plus petit que w?. Ainsi, la fonction z est méromorphe sur C

1
a+ 00

et tous ses poles appartiennent & I’axe des réels négatifs. Finalement, il est clair que la partie
_ L,z

z =

est holomorphe sur C* et que 0 n’est pas un pole de Hy (d’aprés le Lemme

z
2.8) ; on peut donc en conclure que Hy est une fonction méromorphe sur C dont 'unique pole
dans {z € C; Re(z) > —w?} est —r?.

O

Remarque 2.11. Un argument de prolongement analytique permet de prouver que l’égalité
L2(z) = Ha(2) a lieu pour z € {z € C; Re(z) > 0}. En particulier, d’aprés (2.16), on a

Fv) = Lo(—iv) = Hy(—iv) (v €R).

On ajoute & présent ’hypothése technique suivante, qui nous assure que fsoit dans L*(R) :

Hypothése 2.12.
On suppose qu’il existe 3 > 0 et ¢ €]r?,wi| tels que, pour z € {z € C;—c < Re(z) <0} :

1
0,00 = O —).
us( )|z|~>+oo <|z/3)
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—V1 71

T —wi1 —71

w1 w2

FIGURE 2.1 — Graphe de A — 1/u_x2(0,0).

Cette hypothése est par exemple satisfaite par le mouvement brownien réfléchi sur [0, 9], et
plus généralement par les processus de Bessel de dimension ¢ €]0, 2] réfléchis en b, voir Section
2.5. Son intérét apparait dans le lemme suivant :

Lemme 2.13. Supposons que I’Hypothése 2.12 soit satisfaite. Alors,
i) Pour tout a € [0,c]\r?, la fonction : v Hay(—a +iv) est intégrable sur R, et tend vers
0 quand v — +oo.
i1) Hy est bornée sur les domaines {z € C,—c < Re(z) <0, Im(z) > 1} et {z € C,—c <
Re(z) <0, Im(z) < —1}.

Démonstration.

i) Tout d’abord, il est clair d’aprés le Lemme 2.10 que, dans le domaine {z € C;—c <
Re(z) < 0}, Hy est une fonction méromorphe dont le seul pole est —r2. Par conséquent,
pour a € [0, c]\r?, la fonction v — Ha(—a + iv) est continue sur R, et il suffit de vérifier son
intégrabilité aux voisinages de +oo0.

_ . 1— —a+iv
Hy(—a +iv) = —— ativ(0,7) a — . 2B
) o (v ) L

intégrable en +oo
D’un coté on a, en utilisant (1.3) :

U—a+iv(0»x)
U—qg+4iv (Oa 0)
et de l'autre, grace a ’'Hypothése 2.12,

< By [e"] < o0, (2.19)

_ )Ex [e(afiv)Tg}

« _ U—atin(0,0) ( « ) B 0( 1 )
B - 1 - (—a+iv 14+ t_gin(0,0) ) votoo v[i+6 )
(—a +iv) (a + ufaHrU(O,O)) ( ) +iv(0,0) v
(2.20)
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Ainsi, en rassemblant (2.19) et (2.20), il vient :

U—qtiv(0,2) «a ( 1 )
= o). (2.21)
u_a_HU(O,O) (_a + iv) (a + u_,,,_*_ilv(o 0)) v—t00 |v|1+ﬁ

Par conséquent, (2.18) et (2.21) impliquent que v — Ha(—a + iv) appartient & L'(R).

i7) Plus généralement, (2.21) peut s’écrire, pour z € {z € C, —¢ < Re(z) < 0} :

1
- 0 () . (2.22)
uz(070) z (a -+ Uz(hO)) |2]—+o00 ‘Z|1+ﬂ

On ne prouve la bornitude de Hy que sur {z € C,—c < Re(z) <
raisonnement s’applique pour autre cas. Soit £ > 0. D’aprés (2.22
pour tout z € {z € C, —¢ < Re(z) < 0} satisfaisant |z| > I'm(z) >

0, Im(z) > 1}. Le méme
), i eXlste M > 0 tel que,
M, on ait :

|H2(Z)| < €.

Par conséquent Hs est bornée sur le domaine {z € C, —c < Re(z) < 0, M < Im(z)}. Mais,
puisque Hy est continue, elle est également bornée sur le domaine compact {z € C,—c <
Re(z) <0, 1 < Im(z) < M}. Ceci achéve la preuve du Lemme 2.13.

O
En particulier, pour a = 0, on obtient que f € L*(R). On peut donc appliquer la transformée
de Fourier inverse :

ft) = %/Re_i”tf(v)dv = % Re_i“tHg(—iv)dv. (2.23)

Pour obtenir un équivalent de f(¢) lorsque ¢ tend vers +oo, on considére le contour
d’intégration Ap = AL UA%L UAYL UAY de la Figure 2.2, sur lequel nous allons appliquer le
théoréme des résidus a la fonction méromorphe 2z +— e'* Hy(z2).

Lemme 2.14. Soient t > 0 fizé et r* < ¢ < w?.
i) Lorsque R — +00 :

% €' Hy(2)dz ——— 2in f(t) +/ e'* Hy(z)dz, (2.24)
AR R—+o0 A?o’o

o A3, correspond a 'aze —c + iR.

i1) 1l existe une constante K(x) indépendante de t telle que :

/ €' Hy(z)dz
AL

< K(z)e . (2.25)

Démonstration.
On étudie chaque coté du rectangle séparément :

1) On paramétrise AL par z = iv; —R < v < R. D’aprés (2.23) :

R R
/ e"*Hy(2)dz = z/ e Hy (iv)dv = z/ e Hy(—iv)dv —— 2inf(t).  (2.26)
AL -R -R R—+o0
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A2
£ R
AR
AL
—w%l —c I—rz 0
-R
Af

FIGURE 2.2 — Contour d’intégration : Agp = AL UA%L UAY UAYL

2) Soit {z = —a+iR; 0 < a < ¢} une paramétrisation de A%. Alors :
/ e'*Hy(2)dz = / TR o (—a 4 iR)da.
A2, 0

D’aprés le Lemme 2.13, la fonction z — Hs(z) est bornée sur {z € C,—¢ < Re(z) <
0, Im(z) > 1}, et RhI—E Hy(—a +iR) = 0. Ainsi, on peut appliquer le théoréme de conver-
— 400

gence dominée pour obtenir :

lim e*Hy(z)dz = 0. (2.27)

3) On paramétrise A}, par z = —a —iR; 0 <a <c.
La preuve sur ce segment est la méme que sur A%, et Pon obtient donc :

li 2 h dz = 0. 2.28
R:)IJIrloo A;;Qe 2(2) o ( )
4) Finalement, sur A%, on choisit comme paramétrisation z = —c —iv; —R <v < R.
/ e'*Hy(2)dz| = / e T Y (—c — iv)idv| < em UK (z),
A3, R

ot K(z) = [*_|Ha(—c+ iv)| dv. D’aprés le Lemme 2.13, K (z) est finie, ce qui prouve (2.25).
Par ailleurs :

lim €tZH2(Z)dZ:/ e'* Hy(z)dz. (2.29)
R—+o0 A:I;?, A

3
oo
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Il est alors clair que (2.24) est une conséquence directe de (2.26), (2.27), (2.28) et (2.29).

O
Démonstration du Théoréme 2.1
D’aprés (2.17), on a :

etZHQ(Z) — 7etz uz(o’x) o - _ etz 5
zu;(0,0) a + 00 z

Le seul pole de la fonction z — e'* Ho(z) & l'intérieur du contour Ag est —r2, et c’est un pole
z

simple. La partie e* n’apporte aucune contribution puisque qu’elle est holomorphe en

22
—r2. En conséquence, le résidu de e* Hy(2) en —r? se réduit a :
u_p2(0, 1) e
Res (¢'"Hy(z), —1%) = ———7 exp (—r’t)
—»2(0,0) & 1
ru 2( ) Oz (Oé + uZ(O,O)) ’Z:7r2
1 1
= —u_,2(0,2) exp (—r?t) .
r2 %uz (0’ 0) |z:—7'2 ( )
En appliquant le théoréme des résidus et (2.24), il vient alors :
2inf (1) + [ e Ha(e)ds = T3umra0,0) oo exp(—r)
i e?Hsy(2)dz = —u_,2(0, ) 7—————— exp(—7r-t),
A3, r? %UZ (07 O) |z:7r2
et puisque ¢ > r, en utilisant (2.25), on obtient finalement :
fit)y=E [e*O‘Lt] ~ iu 2(0, ) ! exp(—r?t)
* t—+oo 12 - ’ [%uz(o, 0)|z=—7'2 ’

ce qui achéve la preuve du Théoréme 2.1.

2.3 Démonstrations des résultats annoncés

De méme que dans la section précédente, nous ne traitons ici que le cas de la pénalisation
par (e~®Lt ¢t > 0). Quelques remarques & propos du cas (e“**, ¢+ > 0) sont données dans la
Sous-section 2.3.5.

2.3.1 Une famille de martingales

Lemme 2.15.

1
Soient o > 0, et r? l'unique solution dans ]0,w?[ de l’équation & + ——— = 0. Pour
U

x € [0,b], le processus

—a U_r2 (O,Xt)
(Mt( ) = eXp (’er — O(Lt) m,t Z 0)

est une P-martingale continue, strictement positive qui converge vers 0 lorsque t — +00.
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Démonstration.
1) La relation (2.8) implique :

Nous avions noté lors de la preuve du Lemme 2.10 que z — était holomorphe sur

1

u=(0,0)
le domaine {z € C; Re(z) > —w?}. Un argument de prolongement analytique appliqué a la
premiére identité de (1.2) conduit a :

E, [eTQTO} =420 o, (2.30)

ce qui implique en particulier que (Mt(_a),t > 0) est continue et strictement positive. On
suppose désormais = 0 pour simplifier les notations. D’aprés ([JRW00, Chapitre V, Théoréme
47.1 p.277|, voir également [Mél86]), il existe un mouvement brownien (By,t > 0) réfléchi en
0 et en b tel que :

ou :
- (L;(B),z €[0,b],t > 0) désigne le temps local en z du processus (B, ¢ > 0),

b
- A= / L (B)m(dz) est une fonctionnelle additive continue,
0

— v = inf{u > 0; A, > t} est 'inverse continu & droite de (A,,u > 0).
Notons que L = L7, (B). Ici, puisque nous avons supposé que m admettait une densité, nous
avons, d’aprés la formule des temps d’occupation :

At:/ObLZ(B /m (2.31)

En conséquence, A est continue et strictement croissante, de sorte que v est également conti-
nue, strictement croissante, et A,, = v4, =t.

2) Appliquons la formule d’Tto. Toutes les dérivées dans les calculs qui suivent sont prises

0P
T (-

par rapport a la premiére variable. Par exemple : ®'(x, \) :=

2
€T2At7aLt(B) <®(Bta —T’Z) _ \P(Bta(og))>
U_p2(U,

t / 2
=1 —+ / €r2A5—aLS(B) (@/(st_,rQ) . v (Bsa )> dB,
0 +2(0,0)
2
+ 1\/ 2A —alLg (B @//(BS, 77,2) o \IJH(Bsa -r ) dS
2 0 u,TQ(O 0)
_ ¥(Bs, —1?)
2 r“As—aLs(B) d(B.. — 2y ER A
—I—r/oe <(s,7") r2(00)>d
t
_a/erA—aL(BdL()
0

50



2.3. Démonstrations des résultats annoncés

On remplace alors t par v, et I'on effectue le changement de temps s = 7, en suivant la
Proposition 1.5, p.181, de Revuz-Yor [RY99]. On obtient :

B t U (X,,—r?)
MY _q / ru—alu(X) (@/(X, —p?) — 2w T gx 2.32
t + o € (Xu, =77 u_,2(0,0) (2:32)
I L I \II(X _TQ)
0 réu—alL,(X) d(X, . — 2y _ 2w 7 X.\d 2.
oK (008 -r2) = T2 Y g, (239
t 2
2 r2u7aLu(X) d(X,  — 2 7% d 2.34
+ r /0 e < ( uy — T ) ’U/,TQ(O,O) U ( 3 )
t
- a/ e’”z“*O‘L“(X)dLu(X), (2.35)
0

ou, dans (2.33), on a utilisé le fait que ® et ¥ sont des fonctions propres de G (cf. (2.9)). Or,
dérivant I'égalité A,, = t, il vient ;A =1, ce qui implique, d’aprés (2.31) :

On constate alors que les termes en du (2.33) et (2.34) s’annulent.
Examinons & présent les coefficients devant dL;(X) et dL}(X). Puisque B peut s’écrire B =
B+ L°(B) — L*(B) ou B est un mouvement brownien standard, on a, par changement de
temps :

X =8, + LX) - L"(X),

ou f, est une (F,,)-martingale locale.

i) D’aprés (2.9), (0, —r2) = 0 et U/(0,—r?) = 1. Ainsi les termes en dL(X) de (2.32) et
(2.35) se simplifient :

1
- <u_(00) + a) dL%(X) =0 par définition de r (cf. (2.1)).

ii) De méme, le terme en dL’(X) de (2.32) est nul :

\I//(b7 _TQ)

(<I>’(b, —r?) — 0 (0 0)> dLb(X) =0 par définition de u_,2(0,0) (cf. (2.10)).
- I

Finalement, (2.32) se réduit a :

M =1 +/0

ce qui signifie que (Mt(fa),t > 0) est une martingale locale continue. Mais, d’aprés (2.30), on
a:

t

(X, —1?)
ru—al, / 2 Uy

o (@ Xy, —r?) — —2% L) 4B, |
€ ( ( T) u_,‘z(0,0) ) ﬁ'yu

TZt*aLtM
U_p2 (0, 0)

2 2
e’ t]EXt |:6T T0i|

Mt(_a) = ¢

IA

IN

2 2 2
e 'R, [er To} puisque x — E, [er TO] est clairement croissante.
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Ainsi, (Mt(fa),t > 0) est une P-martingale positive, et converge par conséquent p.s.

3) En utilisant (2.30), écrivons :

erit—aLy M
U_p2 (0, 0)

exp <aLt <1 - O’;Z)) E, [erzTO} . (2.36)

D’aprés le théoréme ergodique pour les diffusions (voir [IM74, Chapitre 6, p. 229]), nous
savons que :

Mt(ia) —

IN

Ly 1

Appliquons I'inégalité de Jensen avec les fonctions convexes x — 2% (k € N) :
2 L [ oy k}
(r*Eo [11]) < o |(r*n)
k! - k!

Pour k = 2, il est clair d’aprés le cas d’égalité dans 'inégalité de Cauchy-Schwarz que :

(r2E0 [Tl])2 < Eqg [(TQTl)Q] .

(1> 0). (2.38)

Par conséquent, en sommant (2.38) par rapport & &, on obtient :
exp (Eo [TQTl]) < Eq [exp(rQTl)] , (2.39)
et cette inégalité est stricte. Or, d’aprés ([BS02, p.22]) :
Eo [n] = m([0,b])1 (2.40)
D’oil, en injectant (2.40) et (1.2) (avec A = —r?) dans (2.39), on obtient :
er M0 =112 (0,0) ey —r?u_,2(0,0)m([0,b]) < 1,
puisque u_,2(0,0) = —1/a < 0. Par conséquent, d’aprés (2.37) :

r2t 3 r2m([0, b])

lim 1 - — =1 =14+ 7%u_,2(0,0)m([0,0]) >0 p.s. (2.41)

Finalement, la preuve du Lemme 2.15 s’achéve en laissant ¢ tendre vers +o0o dans (2.36) et
en utilisant (2.41).
O

2.3.2 Démonstration du théoréme de pénalisation

Pour s < ¢, on a, en utilisant la propriété de Markov et le Théoréme 2.1 :

E, [e*O‘Lt|}"S] B e LsEx [e’o‘Lt*S] 5 u_p2(0,X,) (—a)
T i ) pae e AU e (O R

Il suffit alors d’appliquer le Théoréme 0.2 puisque, d’aprés le Lemme 2.15, (Mt(_a),t > 0) est
une martingale telle que E, [M §*a)} = 1. Ceci achéve la preuve du Théoréme 2.2.
O
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2.3.3 Etude de la diffusion pénalisée

Preuve du point (i) du Théoréme 2.3

1) On commence par prouver que le processus des coordonnées (X;,t > 0) reste markovien
sous ]P&“’). Soit Ag € Fg, et f une fonction borélienne a support compact. On a, pour s <t :

EC [f(Xera)ln] = Eo [MGDf(Xer)1a, |

= E, |exp (rQ(t +5) — aLHS)

U_p2 (07 Xt+s)

Uz (0’ x) f(Xt+S)1AS:|

I r2(t+s)
¢ —Qlitys
= E, mﬂ‘:x [6 Lot u—r2(0vXt+S)f(Xt+S)“F9] IAS]
-67’2(25—‘,-:?)—04LS oo
= ]EI mEI I:e_a ¢0 SU,T2 (O,Xt o) 95)f(Xt [¢] 95)|J—';] 1AS
—erz(t—&-s)—aLS B
= ]Ez m[@xﬁ [e_o‘ tu,,&(O,Xt)f(Xt)] 1/\5
i T257a U_p2 (07X‘>‘) -«
= E;|e LWE; V(X)) 1As}

= EU BT (X0 1a
Par conséquent, on obtient :
EC [f(Xes) 1P = B [F(X0)],
ce qui prouve que (X;,t > 0) est encore un processus markovien sous P,

2) Calculons alors son générateur infinitésimal. Soit f une fonction de classe C? bornée
sur R*. On a :

TR [7(X0) — (@)

-l [<f<xt> (@)

e (B [0 0.0 = 0,0 en]

u_2(0, X¢) erzt—aLt
U_p2 (0, x)

—f(2)E, {(u_rz (0, X;) — u_ﬂ(o’x))er%fm} >

1
t—=+oo  u_,2(0,)
(

Gu_r2(0,4)f)(w) +r*f (),

U_y2

0,x)

puisque z — u_,2(0,x) est une fonction propre de 'opérateur G associée a la valeur propre
—r2. En utilisant la définition de G, on obtient finalement :

1 2 Ou_,2(0,2)

o)+ m(z)u_,2(0,x) Oox f'(@). (242)

G f(w) =

m(z)

93



Chapitre 2. Pénalisation d’une diffusion récurrente positive

3) Déterminons le domaine de G(—%). En appliquant (J[RY99, Exercice 3.20, p.311]) & I'ex-
pression (2.42), il est clair que la fonction d’échelle de (Xy,t > 0) sous P(-®) vaut :

s = [0 <5_582§>2dy - (Ey[dyTDQ (2.43)

et sa mesure de vitesse m(—®) :

o) = (0 i = ([ . e

D’ou, pour z €]0, b, puisque 1 < E, [ergTD] <E, [eTZTO} :

- 2 ] .
/Oz (/y (B, [e"™]) m(:v)dx) Wyzﬂ)])z < bmi([0,8]) (B, [¢"]) " < o0
/o </ M) 2, ([¢*™]) midy < bm(l0,8) (2 [*7]) < oo

ce qui signifie que 0 est une barriére non singuliére (voir [BS02, p.14]). Puisque m(~®) admet
une densité, on a m(=*)({0}) = 0 et 0 est une barriére réfléchissante. Il en est de méme du
point b, et :

DG = {f: GCf € Cu([0.8]). /(0%) = £(b7) = 0}

Preuve du Point (ii) du Théoréme 2.3
Introduisons n la densité de la mesure de Lévy de (7,1 > 0) sous P. Puisque (7,1 > 0) est
un subordinateur, on sait d’aprés (1.2) et la formule de Lévy-Khinchine que :

1 o0

= 1—e M du. 2.45
i =) G (2.45)
Ainsi, pour obtenir la mesure de Lévy de (7,1 > 0) sous P(=%) nous allons commencer par cal-

_2(0,0
culer la transformée de Laplace de 7;. Puisque sous P, Mﬁl_o‘) = uz((O; exp (7“27'[ — al),

U_pr2(U, T

le théoréme d’arrét de Doob donne pour A > 0 :

E(—a) —)\nl ol U2 (O’O)E —()\—rz)nl 2.46
= v L S A

Alors, en laissant tendre ¢ vers +oo dans (2.46) et en appliquant le théoréme de convergence
monotone, on obtient :

E(ia) [@7/\71] — u_rzgo’o))ealE |:ef()\7r )-rl:|
¢ u_p2(0,z
e 00) 10) (o)
- -2 & 1.3)). 2.47
U_p2(0,2) upr_p2 (070)6 (dapres (1.3)) ( )



2.3. Démonstrations des résultats annoncés

A présent, pour x = 0, la formule (2.45) se réécrit :

1 e 2
R _ e~ (A=ru
o+ B (0.0) o+ /0 (1 e ) n(u)du

=a+ / (1- erzu)n(u)du + / (e’2“ - e*(’\*”g)”)n(u)du
0 0

1 > 2
1— —Au\ r°u d
o+ 7’“77"2 0.0) —|—/O ( e e “n(u)du

/0 (1- e_)‘“)eTQ“n(u)du puisque o + (0.0) =0,

ce qui prouve le Point (7).

Preuve du Point (iii) du Théoréme 2.3
Pour évaluer nga)([/t > 1), on réécrit (2.47) avec A =0 :

Pr(Lezl) = PUY(n<t)
—a U 7“2(0 0) r2r
= e T)E [ l]'{’f'lét}i|

(U
e aiee e (et i)

—_

)

d’aprés (1.3). Ainsi, on a ]P’gC_O‘)(LOo = 00) = 1, et la diffusion (X;,t > 0) reste récurrente
positive sous P(—).
O

2.3.4 Quelques remarques a propos de la pénalisation par (e %X ¢ >
0)

1) Pour comprendre de quelle maniére le temps local en 0 a été réduit, remarquons que,
puisque (X3, t > 0) est une diffusion récurrente positive sur [0,b], (X¢, ¢ > O) converge en loi

vers une variable aléatoire X, dont la densité est donnée par = +— Wl[o p () (voir

[BS02, p.35]). Il en est de méme pour (Xt(fa),t >0) : (Xt(fa),t > 0) converge en loi vers

E, |e"To 2m(a:)
(v£<—a><][<2,b1> toal@)

. 2 . .
D’o, puisque z — E, {er TO] est une fonction croissante, pour € <b :

P <2) = S ) (B []) o

m (Es [eT'QT“DQm([O,E]). (2.48)

Mais, d’aprés la premiére égalité de la moyenne, il existe ¢ €]0, ] tel que :

/Ob (IE,J [eTZT"Dzm(x)da: = (E(s [erzT"Dz /Ob m(z)dz,
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Chapitre 2. Pénalisation d’une diffusion récurrente positive

ce qui implique :
2
m=([0,8]) = (Es [ 7] ) mi([0,1). (2.49)
Par conséquent, en injectant (2.49) dans (2.48), il s’ensuit que, pour £ < 4 :

2

E. |7 To 2m c E. |70
P (nga) < g) < ((E5 LQTJ))Q m%g bB =& Lm} P(Xo <€) <P(Xoo <t).

Heuristiquement, cela signifie que la diffusion pénalisée passe, sur ’ensemble de sa trajectoire,
moins de temps au voisinage de 0 que la diffusion originelle.

2) Contrairement aux diffusions récurrentes nulles, pour cette classe de diffusions, la pénali-
sation par une fonction exponentielle décroissante n’est pas suffisante pour rendre le temps
local en O fini. Une idée naturelle consiste alors & laisser tendre r vers wy (i.e. o vers 400).
Dans ce cas, pour x # 0, I'identité (2.3) devient :

1 1
P.(L; =0)=P,(Th >t) ~ ——\Ilm,—w2 exp(—w?t).
(Lt ) (To )t—)Jroo W2 ( 1)%%(0’0”2:_@ p(—wit)
La pénalisation par (1{7,~¢,t > 0) fournit alors la martingale :
— 00 \IJ(X.% _w2)
MS( ) = exp (—OJ%S) Wl{TO>S}7 5> 0

et 'on a : I[”gfoo)(LOO = 0) = 1. Cette fois, la pénalisation est trop forte. Un cas intermédiaire
serait probablement donné par une pénalisation par (1;z,<;3,t > 0) pour I €]0, +oo[, mais
nous ne sommes pas capable de la réaliser pour le moment.

2.3.5 Rapide preuve de la pénalisation par (e®lt,t > 0)

Rappelons tout d’abord que, formellement, les formules de pénalisation par (e®ft ¢t > 0)
peuvent étre déduites de celles par (e~®%¢,¢ > 0) en remplacant —« par « et 7 par ip. Dans
ce cas, 'Hypothése 2.12 doit étre remplacée par :

Hypothése 2.16. On suppose que pour tout d > 0, il existe B > 0 tel que, pour z € {z €

C,0 < Re(z) <d} :
1
0,00 = Oo—).
s )\z\—>+oo <z|ﬁ>

Le schéma de la preuve dans ce cas est trés proche de celui donné dans les sections
précédentes. Cependant, il convient de faire attention aux problémes éventuels d’intégrabilité.
En premier lieu, pour A € RT, A — u,(0,0) = fooo e_/\tp(t,070)dt est une fonction continue
et strictement décroissante, qui tend vers 400 en 0 d’aprés le Lemme 2.8, et vers 0 en +o00
d’aprés le théoréme de convergence monotone. C’est donc une bijection de R dans R7, et

I’équation = « admet une unique solution positive, que ’on note p.

1
U2 (0, O)
Ensuite, en appliquant I’inégalité de Jensen’s :

(—p°Eo [Tz])k Bo [(_pQTl)k}
k! = k!

(1>0, keN),
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2.4. Le principe d’itération des pénalisations

et en suivant la méme série de calculs (2.38)-(2.41) que précédemment, on obtient :
p*u,2(0,0)m([0,b]) > 1,
puisque u,2(0,0) = 1/a > 0 cette fois et

2 2

o w0

tl}lg_noo 1 oL, = 1 " =1—pu2(0,0)m([0,b]) <0 P-ps. (2.50)
Ainsi, pour A > p? :

At
Soit donc A > p? fixé. D’apres (2.51) :
/OO e Melrgt = ! [e_)‘teaL‘];OO + %/00 e Merlrqr,
0 0

A

L oa [
= —+ = Tredl.

>\+)\/0 ¢ e

En intégrant cette identité contre dPP, sur (2, et en appliquant le théoréme de Fubini-Tonelli,
on obtient :

%) 1 >
/0 eNE, [eB]dt = 1+ /O E, [e"] eldl
1 aux(0,z) /OO (- oy ta)t
_ 1 awa) oo ) g
x A ux(0,0) Jo © <
B 1 + U)\(O,LU) o
A xun(0,0) b — o

On en déduit en particulier que V¢ > 0, E, [e***] < 0o p.s. A présent, pour imiter la preuve
du Théoréme 2.1, il nous faut surmonter le probléme d’intégrabilité de ¢ — E [e“L] (qui n’est
plus intégrable sur R*). Pour ce faire, on choisit un réel d > p, et on étudie le comportement
asymptotique de la fonction ¢ — e~ 4 'E [e“Lt] (qui désormais appartient a L'(R™)). Cela
revient a translater la transformée de Laplace vers les réels négatifs :

Tt alL 1 ux1q2(0, ) o
e ‘e E, |e“" | dt = + .
/0 [**] At+d® (A +d?)uria2(0,0) m -«
Il reste alors & appliquer le théoréme des résidus autour du pole A = —(d? — p?) < O et &

constater que le poids artificiel et se simplifie dans ’équivalent final.
O

2.4 Le principe d’itération des pénalisations

Soient @ > 0, B > 0, et r? définis par (2.1). Dans cette section, nous ne présentons la
preuve de la pénalisation de la mesure ]P’S;O‘) par (etPL¢ t > 0), les autres cas se traitant a
I'identique. D’aprés le Théoréme 2.3, sous nga), le processus des coordonnées (X, t > 0)
est toujours une diffusion récurrente positive réfléchie sur [0, b]. Nous gardons, suivant la Re-
marque 2.5, la notation P pour la probabilité équivalente sous laquelle (X, ¢ > 0) est a
échelle naturelle. Ainsi, le Théoréme 2.2 s’applique, et nous pouvons effectuer la pénalisation

de IE”J(;a) par (eiBL‘,t > 0).
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Chapitre 2. Pénalisation d’une diffusion récurrente positive

2.4.1 Pénalisation de P\ par (ePL,t > 0)
En notant M) (=5) ] ]P’(z_a)—martingale donnée par :

(—a)

u 0,X

MDD = exp (0%t — BL) 7*(‘12 )( t), t>0
u’ 5 (0,z)

ott u{=®) est le noyau résolvant de (X;,t > 0) sous P(-®) et o2 la solution de plus petit
module de I’équation

1
Bt~ =0 (2.52)
u7g2 (07 0)
il existe une famille de probabilités (]PE;‘")(‘B )> 0] définies sur (€, Foo) telles que :
x€|0,

PCOCA () = BE) (14, MEDCA] pour tout s > 0 et tout A, € Fi.
Mais, pour A >0 :
Egg_a) [e—ATO 1{To§t}] -E, {e—ATol{TOSt}Mt(*a)}

=E, {eﬂTol{Tog}M;o_a)}
u_,2(0,0 —(O—r
_ u=r2(0,0) [e (\ 2)T01{T0§t}}

u_2(0,2)

d’aprés le théoréme d’arrét de Doob. Ainsi, en laissant tendre ¢ vers +oo des deux cotés de
Pégalité, et en appliquant le théoréme de convergence monotone, on obtient, d’aprés (1.3) :

uy (0,2)  u_p2(0,0) uy_,2(0,2)

= ) 2.53
ug\*a) (0’ 0) U_p2 (O, :L') UN—r2 (0, 0) ( )
Par conséquent,
—a)(— _ 0 .T,) u7(02+rz)(0,Xt)
M8 2 _ g1y =20, £s 0
¢ exp (0%t = fL) U (0,2)  u_p2(0,X;) =
et, pour A, € Fs, on a :
—a)(— _ _2(0,2) u_(g2+r2)(07Xs)
PO (A) = EC 1 2, ) t=r(
z ( ) T A, €XP (U S B ) U—(a2+r2)(0, I‘) U2 (O7 X‘;)
_ 2, .2 _a_ U—(o24+2) (0, Xs)
=E, [1,\5 exp ((6* +r?)s + (=8 — a) L) —u_(02+r2)(0, ) (2.54)
A présent, la comparaison de (1.3) et (2.47) donne :
-« — AT -« 1
Eé ) [6 A L} = exp (—l/ug\ )(0,0)> = exp (—l <Oé+ ’ljw(&()))) 5
ce qui conduit a la relation :
1 1
—_— =0+ —F—. (2.55)
ug\fa) (0,0) ux_2(0,0)
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Par conséquent, en posant &2 := o2 + 2, I'équation (2.52) satisfaite par o2 se réécrit :

B+a+ =0, (2.56)

U_g2 (0, O)

et €2 est la plus petite solution de 'équation (2.56). En effet, sinon, il existerait v? tel

2 2 2
< t
que v o +ree B+a+u7v2(0,0)
1

B+ ————— = 0 ce qui contredit le fait que o
(=)
u 3 2(0,0)
(v2—r2)
équation (i.e. (2.52)). (Notons que v? — 72 doit étre positif, puisque A — 1 (0,0) prend des
valeurs positives sur [0, 4+00[). Finalement, d’aprés (2.54) :

= 0. Mais, d’aprés (2.55), ceci impliquerait que :

2 soit la plus petite solution de cette

U_g2 (O, XS)

P-A(A,) = E, [1,\3 exp (s + (= —a)Ly) u_g2(0, )
752 9

= B, 10, M|
=P O(4,),

2.4.2 Pénalisation de P\ par (el t > 0)

A présent, si 'on pénalise ]P’g(;a) par (eBLt,t > 0), on obtient la famille de probabilités

(]P’é_a)(’g)> définies sur (€, Foo) par :
z€[0,b]

PG (A,) = B {1A5MS(_“)(B)} pour tout s > 0 et tout Ay € F,

ot M) et 1a ]P’&_O‘)—martingale donnée par :

(=a)
U 0,X,
Mt(fa)(ﬂ) ‘= exp (—772t + ﬁLt) w’ t=20,
Uy 2 (07 J?)

et n? I'unique solution de I’équation T = B. D’aprés (2.53), M=) peut se re-
U,,]2 ' (an)
écrire :

U_p2 (Ov I) Up2 —y2 (07 Xt) : t> O,
Up2 —p2 (0, .’L’) U_p2 (0, Xt)

M < exp (—n*t + BLy)

et, pour A, € F,,on a:

U_p2(0,2) up2_,2(0, X,
nga)(ﬁ)(As) :Eg(c"") [1AS exp (—77254-@33) 2( ) 0> 2( )}

Up2 _p2 (0, l‘) U_p2 (0, XS)

D’aprés (2.56), n? — r? est solution de I'équation :

[ — 0
o — ———— = U.
Up2_,2(0,0)
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Donc, si 8 > a, alors 72 — 2 = (2 > 0 est I'unique solution de a — 3 + 0,0) =0, et
UC2 s
2(0, X)
PO (A,) =E, |1 2 —a)L,) L) O X)T _ p(p-a) A,).
x ( ) As €XP (C 5+ (ﬁ Oé) ) U<2 (O7 l‘) T ( )
Sinon B < «, et le méme raisonnement montre que 7% — r2 = —(2 < 0 est la plus petite
solution de I’équation o — § + ———— = 0 de sorte qu’a nouveau :
U_¢2 (0, O)
_¢2(0, X)
POB (L) —E, |1 e ~op,) =0 XD ey .
CON) = By 1, e (<4 (3 - L) RIS < O
Les autres cas se traitent de la méme maniére.
O

2.5 Application aux processus de Bessel de dimension ¢ €
10, 2] réfléchis en 1

2.5.1 Cas général

Soit R™) un processus de Bessel d’indice v = g —1 €] —1,0] réfléchi en 1. R®) est une
diffusion récurrente positive, de générateur infinitésimal :

2v+1 0

g(”) _18724_
202 2y Oy’

défini sur le domaine :

D(G™)) = {f :gW e gy, 1)), lim, v (fly) = f(0) = i, JW = 0} :

Sa mesure de vitesse et sa fonction d’échelle sont données par :

2v+1
v

On définit alors (X; := s(”)(REV)),t > 0). (X, t > 0) est une diffusion & échelle naturelle.
Son générateur infinitésimal G est donné par :

mM(dy) =Y—dy et sV (y) =y

0?
— 22t 2
g Y e

sur le domaine

D(G) = {f: 6" f € C((0.1]), /' (0") = /(1) =0}

2—236_2_1/ Ydx. Nous déterminons & présent les
v

deux fonctions propres ® et ¥ solutions de (2.9). Introduisons :

Ainsi, sa mesure de vitesse vaut m(dz) =

e Py v+2k
L= +(1>/132k++ S 2eCU-o0 (2.57)
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la premiére fonction de Bessel modifiée, et

7l ,(z) = 1L(2)

Ko(z) = 2 sin(vm)

z € C\| — 00,0[, v ¢ Z, (2.58)

la fonction de McDonald. 11 est bien connu (voir Lebedev [Leb72, Chapitre 5.7, p. 110]) que
ces deux fonctions engendrent ’ensemble des solutions de I’équation différentielle linéaire :

1 2
u' 4+ —u — <1+V2)u:0.
x x
Il est alors aisé de vérifier que

x = al, (\/7113_1/2”) et 2 V2K, (\ﬁgj_l/Q”)

engendrent I’ensemble des fonctions propres de G associées a la valeur propre \. Les conditions
aux frontiéres (2.9) impliquent que :

Pz, ) = (\/227\> L(1+v)Vel, (\ﬁx’l/2”)7 (2.59)
et
Uz, \) = <\/227\> r(1-v)yal, (rx—l/Qv) % <\ﬁ> JViK, (\/7:];—1/21/)’

(2.60)
d’ott Pon déduit, d’apreés (2.10) appliqué avec b=1 :

vy v (V) 2 K, (V2N
w00 = Fa N T T < 2 ) (F(_”)+ T(1+v) ijl(\/ﬁ)> (2.61)

(=) (VB L (VX))
- 1+ 2 111 (V2X)) 7

ou lon a utilisé, pour obtenir cette derniére expression, (2.58) ainsi que la formule des complé-

ments I'(—)I'(1+v) = snl@r{TTu))

fonction de Bessel, définie sur C par :

Introduisons également, pour v €] — 1, 0[, la premiére

N~ (D)R(z/2)mrRR
Tul2) = ’;0 Pk+1)(k+v+1)

Cette fonction est liée a la fonction I, au travers de la relation :
J,(z) == e "™/2[,(iz) pour z € C tel que —7/2 < arg(z) < .

(Voir Lebedev [Leb72, p.109 et p.113]).
On peut & présent énoncer la version suivante du Théoréme 2.1 :

Théoréme 2.17.
Soit R%™) un processus de Bessel d’indice v €] — 1,0[ réfléchi en 1, (X := (ng))_Q’ﬂt > 0)
et a> 0.
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Chapitre 2. Pénalisation d’une diffusion récurrente positive

1
i) Soit r? la solution de plus petit module de ’équation o + W = 0. Alors :
U_r2(U,

E, [e_o‘Lt(X)} ~ exp (—r’t) (<I>(x,—7“2) + U(z, —r2)> c—(a,v,7)

t——+oo

1
ot c_(a,v, 1) =

v r2

v v 1 '
T o (T(+v))?2 (7) J2 1 (rV2)

1
ii) Soit p* l'unique solution dans RY de —a+ ————— = 0. Alors :
u,2(0,0)

E, [e“L‘(X)} ~ exp (p°t) (W - \Il(:mpg)) cy(a,v,r)

t——+oo «

1

ot cq(ayv,r) = > .
_r_ __wv (P2} __1

a  (TA+v))? (2 ) 171 (pV2)
Notons que pour simplifier la présentation dans les formules ci-dessus, on a utilisé 1'identité

(2.8) : ur(z,y) = @(x, A)(uxr(0,0)®(y, A) — ¥(y, \)) ainsi que la formule, pour le Wronskien
de I, et K, :

W(l,(2), Ku(2)) == K;,(Z)L/(Z) — ILI/(Z)KV(Z) = -

Démonstration.

Il suffit de vérifier que les Hypothéses 2.12 et 2.16 sont satisfaites dans ce cadre, afin de
pouvoir appliquer le Théoréme 2.1.

On note (wp)n>1 les zéros de u_,2(0,0), et soient ¢,d € R tels que [¢,d] Clw?,+oo], et
z2€{2€C; z=a+1iv, ¢c <a <d}. On cherche w € C tel que w? = 22 = 2(a + iv). Sous
forme trigonométrique, w peut s’écrire :

w = V2(a® 4+ v¥)V* exp <; arg(2(a + w))) . (2.62)

A présent, puisque |z| = va? + v? et que a est borné dans [c,d], le fait que |z| tende vers
400 implique que v tende vers +oo.
Supposons tout d’abord que v tende vers +oco. Alors, arg(2(a + iv)) ~—+—+ g, donc d’apreés
V—>+00
(2.62) :
w o~ Vu+ivo.

v——+00

Par conséquent, on a :
B —v w2V 2 Kypi(w)
w0.0) = Fa5y (3) <F( D 070 L)

o T (ST o

KV—H ('w)
IV+1 (’U)) |u|—+o0
De méme, lorsque v — —o0, on prouve que u(0,0) = O(|v|”). Par conséquent, les Hypothéses

puisque

0 pour |arg(w)| < g — ¢, d’apres [Leb72, p.123].
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2.12 et 2.16 sont vérifiées.
O
Bien siir, la preuve ci-dessus montre que les Théorémes de pénalisation 2.2 et 2.3 sont
également vérifiés pour les processus de Bessel d’indice v €] — 1,0[ réfléchis en 1. Nous ne
les énoncerons pas une fois de plus étant donné que tous les termes ont déja été calculés
précédemment. A la place, nous allons particulariser ce cadre a I’exemple fondamental du
mouvement brownien réfléchi sur [0, 1].

2.5.2 Le mouvement brownien réfléchi sur [0, 1]

Le noyau résolvant (2.61) et les fonctions propres (2.59) et (2.60) du générateur infinitési-
mal G se réduisent significativement lorsque v = —1/2, (i.e. le cas du mouvement brownien).
En effet, comme le montrent les formules suivantes :

2 2 T _
I_1)5(2) = W/Ecosh(z), I o(2) = \/Esmh(z) et K_y)5(2) = ’/ge z

on obtient en substituant dans (2.59), (2.60) et (2.61) :

1
V2

(2n"
B 1 B g (2n)!
"~ V2Xtanh(V2)) 3 (23t

(2n +1)!

n>0

®(x,\) = cosh(V2Az), U(x,\) = sinh(V2\z),

et

’LL)\(O, 0)

Dans ce cadre particulier, les Théorémes 2.1, 2.2 et 2.3 se réécrivent :
Théoréme 2.18.
Soit (X¢,t > 0) un mouvement brownien réfléchi sur [0,1] et a > 0.

i) Soit r lunique solution dans |0, 2”%[ de léquation o = /2r tan(v/2r). Alors :

2r(1 — 2
E, [e=°%] ~ exp (—r2t) cos(v2r(1 — z)) « _
t+oo cos(v2r) 2?4+ a+a?

ii) Soit p l'unique solution dans ]0,+oo[ de léquation o = /2ptanh(v/2p). Alors :

o cosh \@p 11—z 2«
B[]~ oxp () MV 0) 20
t—+o0 cosh(\/ip) 20 +a—«

Théoréme 2.19.
Soit (X¢,t > 0) un mouvement brownien réfléchi sur [0,1] et a > 0.

1) Les processus

(—a) _ oy Sos(V2r(l - X))
(Mt 1= exp (r2t Lt) cos(\@r(l ~2) > 0)

et

(a) ._ 9 cosh(v2p(1 — X))
<Mt 1= exp ( pt+ oaLt) cosh(ﬁp(l ~ ) ,t > 0)
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Chapitre 2. Pénalisation d’une diffusion récurrente positive

sont des P-martingales continues, strictement positives qui convergent vers 0 lorsque
t — +o0.

i1) Soient s >0 et x € [0, 1]. Pour tout As € Fs, on a :

+al,
lim —EI [1AS ¢ ]

—E, {1 M(icﬂ
t—+oo [, [eiOCLt] As s ’

1) Soit (P&ia)> la famille de probabilités définie sur (Q, Fso) par :

z€[0,1]

]P’ﬂ(via)(As) =E, [1A3M§ia)} pour tout s > 0 et tout Ay € Fy.

Alors, sous ngia), le processus des coordonnées (Xi,t > 0) est solution de l’équation

différentielle stochastique :
_ t
Xy =x+ B+ LY(X) - L{(X) + / bEN (X,)ds
0

ot (By,t > 0) est un P -mouvement brownien issu de 0 et :

b= (z) =+2rtan(v2r(1 —z)),
b+ (z) = —v/2ptanh(v/2p(1 — )).

w) Sous PE) | g densité de la mesure de Lévy du subordinateur (11,1 > 0) est donnée par :

n(_o‘)(u) = 2 Z a%e_(ai_rz)“
n>1

n(+a)(u) = 2 Z a%ef(ai+p2)u
n>1

Démonstration.

La preuve du Point (4i7) est une conséquence directe de (2.5) et repose simplement sur une
application du théoréme de Girsanov. Pour prouver (iv), il nous faut déterminer la mesure de
Lévy de (71,1 > 0) sous P. On utilise le développement en série de v/2\ tanh(v/2)) suivant :

2A T
2Atanh(v2)\) = —_ ot a, =——=02n—1),
VaAtanh(VZY) = ) een—1)



2.5. Application aux processus de Bessel de dimension § €]0, 2[ réfléchis en 1

(voir par exemple Cartan [Car61, p.155]). On écrit alors, d’aprés (1.3) :

Eq [e*”’] = exp ( ! )
UX(0,0)
= exp (—l\/ﬁtanh(\/ﬁ))

A
= exp _2lzai+)\

n>1

1 1
— 2
=exp | 2D a ( - +)\>

n>1

=exp | —2! Z ai/ (e_ai" - e_(ai+)‘)“) du
0

n>1

(o)
= exp —2l/ (1—e ) Z aie_“i“du
0

n>1

Ainsi, la densité de la mesure de Lévy de (7,1 > 0) est donnée sous P par :
n(u) =2 Z aie“ﬁ”ﬂ
n>1

et la preuve du Point (#4i)du Théoréme 2.19 est une conséquence directe du Point (i¢) du
Théoréme 2.3.
O

Remarque 2.20. Mentionnons au passage que, lorsque (X, t > 0) est un mouvement brow-
nien réfléchi sur [0,1], de nombreuses égalités en loi sont connues pour le subordinateur
(11,1 > 0). Par exemple, d’aprés F.B. Knight ([Kni78, Lemme 2.1, p.436]), on a :

loi (| B)
nx) @ / 1o.1((| Bel)dt
0
(10i) !
= 2/ L2 () (|Bl)da (en appliquant la formule des temps d’occupation)
0

. 1
(lod) 2/ Z,da (en appliqguant le Théoréeme de Ray-Knight),
0

ot B est un mouvement brownien standard et Z un carré de Bessel de dimension 0 issu de
l. Par ailleurs, d’aprés P. Carmona, F. Petit et M. Yor [CPY01], on a l’égalité en loi :

(d)
(’7%”71 > 0) :(5%171 > 0)7

ot vy est un mouvement brownien indépendant de T et & est le processus de Lévy associé par
la relation de Lamperti o la valeur absolue d’un processus de Cauchy. Son générateur s’écrit :

1 cosh(n) ,
L0 = + | S (F€+ 1) = 1O = nf () dn.

En fait, une meilleure connaissance de la loi de 7 (en particulier le comportement asympto-
tique de sa densité) nous permettrait de pénaliser le mouvement brownien réfléchi sur [0,1]
par (1z,<iy,t > 0).
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Deuxiéme partie

Pseudo-inverses
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Chapitre 3

Existence de pseudo-inverses pour
des diffusions

3.1 Introduction

Nous étudions dans ce chapitre la notion de croissance stochastique pour des diffusions.
Commengons par quelques définitions.

3.1.1 Ordre stochastique

Définition 3.1. Soient p et v deux mesures de probabilités sur RY. p est dite stochastique-
ment plus grande que v :
(st)
Bz v
st pour tout y > 0,
p(ly, +ool) = w([y, +o0).

Définition 3.2. Un processus (Xi,t > 0) est dit stochastiquement croissant si, pour tout
y > x, Uapplication de R* dans [0,1] : t = P,(X; > y) est croissante et continue a droite.

Citons tout de suite un résultat dit & Kamae-Krengel qui permet de caractériser en un
sens les processus stochastiquement croissants :

Théoréme 3.3 (Kamae-Krengel, [KK78|). Soit (X, ¢ > 0) un processus stochastiquement
croissant. Alors il existe un processus (Ag,t > 0) croissant p.s. admettant les mémes margi-

o . . . loi
nales unidimensionnelles que (X, t > 0), i.e. tel que, pour tout t > 0 fizé, X, (te) A;. Deux
tels processus sont dits associés, et nous écrivons :

x, Y 4,.

Dans ce chapitre, nous étudions la croissance stochastique de certaines diffusions au travers
de la notion suivante :

Définition 3.4. Un processus (X¢,t > 0) admet un pseudo-inverse croissant si :
1) (X¢,t > 0) est un processus stochastiquement croissant,

. : N
1) pour touty > x, tlginoo P, (X >y)=1
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Chapitre 3. Existence de pseudo-inverses pour des diffusions

Définition 3.5. Si les Points (i) et (ii) de la Définition 3.4 sont satisfaits, alors, il existe
une famille de variables aléatoires positives (Y, x < y) telle que :

Po(X, > y) = P(Yy, <t). (3.1)

On appelle cette famille de v.a. positives (Y, ¢ < y) le pseudo-inverse croissant du processus
(X¢,t>0).

Cette définition a été introduite pour la premiére fois par Madan, Roynette et Yor dans
[MRYO08] pour exprimer le prix d’une option put dans le modéle de Black-Scholes comme une
fonction de répartition.

Remarque 3.6. Si (X;,t > 0) est un processus stochastiquement croissant, alors, puisque
t— P, (X; > y) est bornée par 1, pour tout y > x la limite :

lim P (X; >vy) =: Z(z,y)

t—+oo

existe. Par conséquent, il existe une famille de v.a. positives Yy, x < y) telles que :

Z(z,y)Pm(Xt >y) =P,y < 1) (3.2)

Dans ce cas, nous appelons la famille de v.a. positives (Y, ,,x < y) le quasi pseudo-inverse
croissant du processus (X, t > 0).

Notons que dans les deux cas, a priori, la famille (Y, ,,2 < y) est seulement une famille
de v.a., et ne constitue pas un processus.
Nous donnons, dans ce chapitre, des conditions suffisantes pour qu'une diffusion (X3, ¢ >
0) admette un pseudo-inverse croissant (ou au-moins un quasi pseudo-inverse croissant).
Nous exhibons également, dans certains cas, un processus croissant associé. Commencgons
par examiner un exemple simple :

Exemple 3.7. Soit (B;,t > 0) un mouvement brownien issu de 0, et a > 0. On définit la
sous-martingale : (X; = eBt+at + > 0). Alors, (X;,t > 0) admet un pseudo-inverse croissant.
En effet, pour tout y > 1 :

P (X; > y) =P(B; +at > log(y)) = P(ViBi > log(y) — at)

log(y) )

= P(B,>25Y _ i
( =T vt

L /m -£ 4 (3.3)
e (& 2 du. .
ous %_a\/{

Il est alors clair que P1(Xo > y) =0 et , liHl Py (X: > y) = 1. De plus :
—+oo

0 1 (log(y) a ) 1 (o) —at)?
—Py(X; >y) == + e~ 2i(log(y)—at)” >
w0 =5 (s + o

Par conséquent, il existe une famille de v.a (¥7,,,1 < y) telle que :
Pi(X, 2 y) = B(Yiy < 0)
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De plus, on a :

_ 1 (log(y)
P(Y1y €dt) = 3 (\/m \/ﬁ exp ——(1og( ) —at)? | dt
1 (a)

Y (P Togy) € dt) + P( log v € dt))

avec :
iﬂi‘f;(y) inf{t > 0; B, + at = log(y)} et Gl(og(y) :=sup{t > 0; B; + at = log(y)}.
En effet :
log(y) 1
IED(Tl(oag)(y) edt) = Jont3 exp *Z*t(l()g(y) —at)® ) dt,
a a 1
P(G2),, € dt) Wiries <—2t(log(y) - at)2> dt.

Ainsi, on constate que, dans ce cas, la famille (Y7 ,,y > 1) peut en fait étre réalisée comme
un processus, dont la loi est obtenue en langant une piéce non truquée donnant d’un coté le

processus (T(a) y > 1) et de l'autre le processus (Gl(og(y),y > 1).

log(y)’
Dans [RYO08], Roynette et Yor ont étudié 'existence de pseudo-inverses pour les processus
de Bessel. Voici un de leurs résultats, que nous généralisons au cours de ce chapitre :
Théoréme 3.8 (Roynette-Yor, [RY08]). Soit (R:,t > 0; Pz e R™) un processus de Bessel
d’indice v > —1
i) Siv > —1%, alors (Ry,t > 0) admet un pseudo-inverse croissant (Ym( y),x < y) et l'on

a
Y(u) (1.d) G§u+1)’

ot Gy (L) sup{t > 0; Ry = y} sous IP(VH)
ii) Sozt v e ] 5[ Alors, (Ry,t > 0) admet un pseudo-inverse croissant si et seule-
ment st x = O

La preuve de ce théoréme repose sur les identités en loi suivantes, entre les processus de
Bessel d’indices v et v+ 1 :

Proposition 3.9 (Formule de Hirsch-Song [HS99]).

Soit v > —% et notons p¥) (t,z,y) la densité de transition (par rapport & la mesure de

Lebesgue) du processus de Bessel d’indice v, et par (Pt(y),t > O) son semi-groupe, de sorte

ue P (@) = [ 5(t2.9) )iy Alors

NS 9 ( w
i) 5p (e, y) = ay( P +1><t,x,y>),

1) Soit D Vopérateur défini sur Uespace des fonctions de classe C', dont la dérivée vaut 0
en 0, et qui sont bornées de méme que leur dérivée premiére :

Df(r) = - (@)

Alors,
ppY) =ptIp.
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1) Soit (ng),t > 0) le semi-groupe du carré de Bessel d’indice v. Alors :

DO = Q"D

ot D représente 'opérateur de dérivation : Df(xz) = f'(x) défini sur ’espace des fonc-
tions de classe C* bornées de méme que leur dérivée premiére.

3.1.2 Plan

Nous donnons & présent le plan et les principaux résultats de ce chapitre.

- On considére tout d’abord, dans la Section 3.2, le cas d’une diffusion sur R solution de
I’équation différentielle stochastique :

t
Xi=x2+ 5 +/ c(Xs)ds.
0

Nous montrons que si ¢ est une fonction de classe C? positive, décroissante et convexe, alors
(X¢,t > 0) admet un quasi pseudo-inverse croissant. L’existence d’un pseudo-inverse crois-
sant nécessite une hypothése supplémentaire, que ’on peut formuler par exemple en utilisant
le critére de Feller.

Dans le reste du chapitre, nous nous concentrons plus particuliérement sur des diffusions
3 valeurs dans R¥.

- Nous commencons, dans la Section 3.3, par traiter un exemple en considérant la famille
de diffusions (X(*))__ = définies comme les solutions des EDS :

t 2C
X =pB +/ c— - X)) ds
t t 0 1 + « fo eQC(y)dy ( S )

olt ¢ :]0,+oo[— RT est une fonction de classe C! qui vérifie ¢(0) = +oo et telle que
C(z) := [{ e(y)dy vérifie C(0) = —oo. Nous prouvons alors qu'il existe une diffusion tran-
siente (X,t > 0) indépendante de « telle que :

(0% « 1 ™ Val
PEY (" 2 y) = 1 +afye20(z)dzpo Gy =1).
0

ot Gy :=sup{t > 0; X; = y}. De cette formule, on déduit que :
i) sia >0, (Xt(a)ﬂt > 0) admet un quasi pseudo-inverse croissant,

i) sia =0, (X; = Xt(o),t > 0) admet un pseudo-inverse croissant (Yp,,y > 0), et les
égalités en loi suivantes sont satisfaites :

X; =" infX; et Yy, = G, (3.4)

- Dans la Section 3.4, nous étendons les résultats précédents au cas général d’une diffusion
(X¢,t > 0) a valeurs dans R et issue de 0. En notant m la mesure de vitesse de (Xy, ¢ > 0),
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nous prouvons I'existence d’'un processus transient (X, ¢ > 0), défini & partir de (X;,t > 0)
par la transformation de Biane [Bia85], tel que :

PO(thy):<1—7m>PO(Gy§t).

En particulier, si m([0, +o00[) = +00, (X¢,t > 0) admet un pseudo-inverse croissant (Yo, y >
0) et les égalités en loi (3.4) sont & nouveau satisfaites. Ainsi, dans notre cadre, une diffusion
issue de 0 admet un pseudo-inverse croissant si et seulement si elle est transiente ou récur-
rente nulle.

- Finalement, dans la Section 3.5, nous obtenons des relations supplémentaires entre les
diffusions (Xy,t > 0) et (X, ¢ > 0). Nous introduisons alors trois nouveaux processus, liés a
(Xt,t > 0) via la notion de pseudo-inverse, qui nous permettent d’obtenir quelques identités
de type Zolotarev, (également appelées identités de Kendall [BBO01]).

3.2 Existence de pseudo-inverses pour un mouvement brow-
nien avec une dérive positive, décroissante et convexe

Dans cette section, nous nous intéressons a ’existence de pseudo-inverses pour des diffu-
sions & valeurs réelles (X;,t > 0;P,, z € R) solutions de :

t
Xi=zxz+ +/O c(Xs)ds (3.5)

ou (Bt,t > 0) est un mouvement brownien standard issu de 0.

Théoréme 3.10. Soit c: R — Rt une fonction de classe C? décroissante et convezxe. Alors :
1) L’équation (8.5) admet une unique solution, laquelle est forte,
1) pour tout y > x, la fonction t — P, (X; > y) est croissante et continue.

En conséquence, le processus (X, t > 0;P,,x € R) admet un quasi pseudo-inverse croissant.
En d’autres termes, pour tout y > x, il existe une v.a. positive Y; ,, telle que, pour toutt > 0,
(3.2) soit satisfaite.

Remarque 3.11. Bien sdr, il serait préférable de donner quelques conditions qui assurent
Dexistence d’un pseudo-inverse. C’est par exemple le cas lorsque c¢(x) > %, pour x > A pour
un certain A >0 et k > 1/2. En effet, on a alors :

C(y) := /y c(x)dx > /y Eal:lc > klog(y/A),

A AT

o0 o0 A 2k
/ e Wy < / () dy < oo,
A A Y

et P (X ﬁ +00) = 1 d’apres le critére de Feller, (voir [Kas76, p.345]), ce qui implique
—+00

donc :

que P (Xy > y) ——— 1 pour tout y > x.
t—4o00

Démonstration.
1) L’existence et 1'unicité d’une solution forte de ’équation (3.5) est classique. Elle provient
du fait que c est localement lipschitzienne, et de I’absence d’explosion puisque :
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e xc(x) <0 six <0,

e c est bornée sur RY.
2) Oun introduit quelques notations :

e p(t, x,y) désigne la densité par rapport a la mesure de Lebesgue de la v.a. X; sous
P,.

1 (z—y)?
e~ 2t désigne la densité du semi-groupe de la chaleur
\/ﬁ g g p b

e pour toute fonction borélienne g : R — R, on pose :

o h(t,x,y) =

t
Eg(ggl)/ =K, {exp/O 9(Xs)ds| Xy =y,

0 0
esiy:RT xR xR — R est une fonction de ¢,z et y, on écrit a—z (resp. B—Z) pour

la dérivée de 7 par rapport a sa seconde variable x (resp. par rapport a sa troisiéme variable
y). Cela s’avérera utile par la suite car nous rencontrerons des quantités de la forme :

dp @

% (ta Y, 3:) = da (t7 a, b) |a=y,b:x

e On note C' la primitive de ¢, telle que C(0) =0 :

L’idée de la preuve (trés classique) consiste a se ramener a la mesure de Wiener grace au
théoréme de Girsanov. On pourra consulter pour des calculs similaires R. Carmona [Car79],
ou l'auteur construit un processus de diffusion gouverné par un opérateur auto-adjoint positif,
en utilisant une méthode de changement de probabilités.

Lemme 3.12.
0
i) La fonctiont — P, (X; > y) est croissante pour touty > x si et seulement si a—p(t7 z,y) <
a
0 pour tout x > y.

1) On a la formule générale de Hirsch-Song :

ap - 6 (C/)
o (ta,y) =~ (Pt 2,9 ES)) (3.6)
Démonstration.
a) On écrit, pour z < y :
0 o [T
aPm(Xt >y) = at/y p(t,x, z)dz

+o0 1 82p o .
= ——(t,x,z) — % (c(2)p(t,x,2))| dz (d’aprés Fokker-Planck)
y

= _77(t7x7y) +C(y)p(t,x,y). (37)
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Par ailleurs, on sait que la densité de transition ¢(¢, x, y) par rapport & la mesure de vitesse est
symétrique en x et y. Ici, puisque m(dz) = 2¢2C(2) dz est la mesure de vitesse de la diffusion
(X¢,t > 0), cela signifie que pour tout x,y :

e2CWp(t,z,y) = 2Wp(t,y, 2). (3.8)

Nous allons alors utiliser (3.8) afin d’obtenir une autre expression de la relation (3.7). Dérivant
(3.8) par rapport a y, il vient :

/) dp
OO L1, 1,4) = 2e(y)eDplt,,2) + E°D L (1,,2) (39
On injecte alors (3.9) dans (3.7) et 'on obtient, pour tout xz,y € R :
0 1 —90( —o0(a) OP
&PLE(Xt > y) == 5 26(3/)620@) 20( )p(t,y7$) + e?C(y) 20( )%(tv?% Q]‘)
+c(y) W2ty )
1 —o0(z) OP
=— 5e2C<y> 20( )%(t,y,x). (3.10)

Ceci achéve la preuve du Point (i) du Lemme 3.12, aprés avoir échangé les roles de z et y.

b) Prouvons a présent la formule générale de Hirsch-Song (3.6).
Pour toute fonction f réguliére, & support compact, on a, d'une part :

0 [T op
SeE Ll = [ ta sy (3.11)
tandis que, de 'autre, avec des notations évidentes :
d . @1 | oy OX
—E, [f(X)] = 5B [f(X()] =E | /(X)) S5 (3.12)
On déduit alors de (3.5) que :
ax." t ox{
=t — (X () ds. 1
L +/Oc(6)a$ds (3.13)

En intégrant I’équation linéaire (3.13), on obtient :

a‘(t(m) _ ! / (x)
5 = P (/0 (X, )ds) . (3.14)
s

3.12) :
(

e | t (x)is)|

[ e [exp ( / t c'<Xs>ds) X, = y} 7@l 5)dy

— 00

Puis, en substituant (3.14) dan

(
0
S [FX0] = B |1

(oo} a y
- / % (Eify)p(m,y)) f(y)dy (3.15)
aprés une intégration par parties. La comparaison de (3.11) et (3.15) achéve alors la preuve

du Point (i4) du Lemme 3.12.
O
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Chapitre 3. Existence de pseudo-inverses pour des diffusions

Le Lemme 3.12 implique que la fonction ¢ — P, (X; > y) est croissante pour tout y > x si

8 !’
et seulement si % (p(t,z,y)Egy)) > 0 pour tout z > y. Pour évaluer cette quantité, notre

approche consiste & présent a exprimer Eg(fy) p(t,x,y) a 'aide du mouvement brownien 3.

Lemme 3.13. Pour tout x,y € R et toute fonction g : R — R borélienne, on a :

K 1
Bt 0,0) = h(t.)e SO, Jexp [ (9= 50 +) (sl =]
0

ot (Wy,x € R) désigne la famille des mesures de Wiener. En particulier, pour g = ¢ :

, . 1 [t
EL)p(t, x,y) = h(t,z,y)e’ W COW, [eXPZ/ (¢ = *)(Bs)ds|By = y} :
0

Démonstration.
Pour toute fonction borélienne et positive f, le théoréme de Girsanov implique que :

t
E, [f(Xt) exp (/ g(Xst)]
0
t t 1 [t
_w, {f(ﬁt)exp (/ 9(8,)ds +/ o(Bs)dBs — 5/ 02(5S)ds)] . (3.16)
0 0 0
En fait, un peu de prudence est nécessaire dans 'application du théoréme de Girsanov ici
puisque ¢ n’est pas bornée. Cependant, d’aprés 'extension de McKean (voir [McK69]) impli-

quant le temps d’explosion, et puisque le temps d’explosion dans ce cadre est infini p.s., la
formule (3.16) est vérifiée. D’aprés la formule d’It6 :

C(Bt):C(xM—/O c(ﬁs)dﬁs—i—%/o ¢ (8.)ds, (3.17)

on déduit, en injectant (3.17) dans (3.16) :

e [0 [ o0xas)|
—w. [ren (cer-cw+ [ (a3 +) @aas)]. @y

Cependant, (3.18) peut se réécrire, en conditionnant par X; =y et 8y =y :

/Oo E, {exp (/Otg(Xs)ds> | X = y] fWp(t,z, y)dy

— 00

= [Twfew [ (9= 36+ ) Gaastii= o] OO pitaar. 19

— 00

f étant quelconque dans (3.19), le Point (i7) du Lemme 3.13 est ainsi prouvé.

O
3) Nous pouvons a présent achever la preuve du Point (4¢) du Théoréme 3.10.
D’aprés les Lemmes 3.12 et 3.13, il suffit de voir que, pour x > y, la quantité :
O (Bpt..0) = o (O [oxp [ ety Basla =y
6() T,y [ ad) (% )y T 9 0 s t
(3.20)
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3.2. Pseudo-inverses pour un mouvement brownien avec dérive

—~ 1 [t
est positive. Mais, en posant Wa(fz = W, {exp2/ (¢ = ) (Bs)ds|B; = y], on a d’aprés
0
(3.20) :

8 ’ ’ 1 ah 1 a o
Z (ECDn(t = EDn(t = — _~ww
b ( :I,wyp( "T’y)) x,yp( 7xay) C(y) + h(t,aﬁ,y) ab( ,$,y) + ”,m(cz ob Ty

(') r—y 1 90
Ew,y p(t, x,y) (C(y) + ¢ + ngcg abWx,y :

Do,
@) =cly) + —— + =
E: /ot z,y) W)
T —

Par conséquent, puisque c(y) > 0 et Y > 0 pour = > y, nous aurons prouvé la croissance

de lapplication t — P, (X; > y) une fois que nous aurons montré que :

0

%W;f; > 0. (3.21)
Prouvons donc (3.21). Le pont brownien de longueur ¢, (8%%¥, s < t), allant de = & y, satisfait :
BItY =+ (y— )7+ BIO. (3.22)
D’ou : o .
%ﬁf’ V= s

et en conséquence,

d ~ 1/t 1 [t
%W;fgzm {(2/0 j(c“Qcc')(ﬁs)ds> exp§/0 (' — ) (Bs)ds|Br =y| >0

puisque, par hypothése : ¢/ > 0,¢ < 0 et ¢ > 0. Ceci achéve la preuve du Théoréme 3.10.
Notons que, pour la preuve du Point (i7) de ce théoréme, nous avons seulement eu besoin
que la fonction ¢ soit positive, ainsi que de la relation :

" —2¢c > 0.
O

Remarque 3.14. L’existence d’un (quasi) pseudo-inverse croissant pour le processus de
Bessel d’indice v > —1i (i.e. le Point (i) du Théoréme 3.8) peut se déduire du Théoréme
3.10. En effet, définissons, pour € > 0, la fonction ¢(*) : R — Rt par :

2 1
1/2+ stx>¢€
Oy=9 .
¥ (z
2v+1 2v+1 w41, 5 .
5 -3 52 (x—g)—i—?(x —¢e%) siz<e

Soit (Xt(s),t > 0) la solution de :

t
Xt(e) =+ ,615 +/ C(E) (Xs(s))ds
0
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Chapitre 3. Existence de pseudo-inverses pour des diffusions

D’apres le Théoréme 3.10, la fonction t — IP’I(Xt(E) > y) est croissante pour tout y > x ,
puisque c'%) satisfait les hypothéses de ce théoréme. Il reste alors & faire tendre ¢ — 0 pour

obtenir que t — ]P’S/)(Rt > y) est une fonction croissante de t, pour tout y > x.
Voici & présent quelques propriétés des v.a. (Yy 2 < y) :

Proposition 3.15.

i) La densité de la v.a. Yy, est donnée par :

= —; QC(y)fQC(z)Q
wa,y (t) - 22(x7y)€ aap(t’y;x)
1 10
= 2.y <28bp(t, x,y) + c(y)p(t, x, y)) )

i1) La transformée de Laplace de Y, vaut :

N, A x
E[e o] = Z(:E,y)/y ux(z, 2)dz
400
ot uy(z, z) = / e Mp(t,x, 2)dt désigne la densité du noyau potentiel du processus
(Xt>0).
Démonstration.

Le Point () est une conséquence immeédiate du Lemme 3.12, et des identités (3.7) et (3.10).
Pour le Point (47), on écrit, pour A > 0 :

+oo
E[e o] = A/ P(Yy, <t)e Mdt
0

A /+°° Y o
= — P, (X; >y)e dt d’aprés la définition de Y,
Z(LE, y) 0 ( t y) ( y)

_ Z(iy) /Oﬂo </y°o p(t,a:,z)dz) et

A /+°°
= uy(x, z)dz en appliquant Fubini).
Zew) ), 0IE )

O

3.3 Etude d’une famille (X(*),-, de diffusions a valeurs
dans R*

3.3.1 Définitions
L’opérateur T

Introduisons les espace fonctionnels suivants :

H= {F ]0, +-00[ R, F de classe C*, W dy < oo} (3.23)

0+
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3.3. Etude d’une famille (X(®),>q de diffusions a valeurs dans R

+oo
H™ = {F eH, / AWy = oo} . (3.24)
0
Sur H, on définit 'opérateur non-linéaire T' de la maniére suivante :
TF Y F 2

Cet opérateur a été introduit pour la premiére fois par Matsumoto et Yor dans [MYO01] et
[MYO02] lors d’une discussion au sujet des extensions du théoréme de Pitman sur les processus
de Bessel de dimension 3. Il a été repris par Roynette, Vallois et Yor dans [RVY06] pour
trouver une classe de max-diffusions (i.e. de processus X tels que le processus bidimensionel

(X, 8%, t > 0) ot S := sup X,, est markovien) qui satisfont la propriété de Pitman (i.e.
s<t

(25X — X;,t > 0) est markovienl . Nous rassemblons ici quelques-uns de leurs résultats. Soit
F € . On étudie la diffusion (X¢,¢ > 0) solution de :

t
X, =2+ B, +/ TF(Xds (x> 0)
0

ou (B, t > 0) est un mouvement brownien standard issu de 0.

Proposition 3.16 ([RVYO06]).

i) Le processus (X¢,t > 0) est a valeurs dans R, 0 n’étant pas un point de sortie, et X,
diverge vers +oo lorsque t tend vers +0oo ;

i1) La variable aléatoire Jo = gg X est finie.
(a) Si F € H*®, alors, la densité de Jo sous P, est donnée par :

1

F
m& 110,21 (¥)- (3.26)
0

(b) Si F n'appartient pas a H>®, alors P,(Jo < a) = h(a)/h(z) pour tout a €]0,z[ ot :
B fO“ e2FW) dy
- f:o eQF(y)dy’

Nous donnons & présent quelques détails concernant la non-injectivité de l'opérateur 7. En
effet, soit Uy (F') la fonction :

h(a) (0<a<u).

Un(F)(z) := F(x) — log (1 +a /0 ' e2F<y>dy)

ol F' € H et o € R sont tels que :

1
fO e2F(y) dy
La proposition suivante exprime précisément en quoi 7" n’est pas bijectif :
Proposition 3.17 ([RVY06]).
Supposons que F € H.
1) Soit « satisfaisant (3.27), alors Uy(F) € H.

1) Soit G € H. Alors TG = TF si et seulement si G = z + Uy (F) pour un certain z € R
et « satisfaisant (3.27).
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Chapitre 3. Existence de pseudo-inverses pour des diffusions

La famille (X(®),>

Soit ¢ :]0, +oo[— RT une fonction de classe C! telle que ¢(0) = +00. On note :

Cla) = [ twyin

et on suppose que C(0) = —oo. Puisque ¢ est a valeurs dans RT, C' € H>.
Pour « > 0, introduisons la famille de diffusions :

t 2C
X =B, + / <c ac )(ng)d& (3.28)
0

4o eCWdy
Lorsque o = 0, on obtient :
t
Xt = Bt +/ C(XS)dS.
0

On définit :
aeQC(z)

1 +oa ) e2CWdy’

A (z) == ()

et
x T 1
C(a)(:v) = / c(o‘)(y)dy = C(x) —log (1 + a/ eQC(y)dy> + log (1 + a/ eQC(y)dy> .
1 0 0

D’aprés la Proposition 3.17, on a : TC' = TC(® ot T est Popérateur défini par (3.25). Par

conséquent, le processus Y(a) solution de :
—(a) ‘ ()
X, =z+B; +/ TC(X,)ds, (3.29)
0

ne dépend pas de a. On le note désormais simplement (X;,¢t > 0). Sa mesure de vitesse
m(dz) et sa fonction d’échelle 5 sont données par :

5(2) .
S() = ——F 5~
2[0 e2C (W) dy,

ac 2 (3.30)
m(dx) = (/ 2620(“)du> e 20@ g,
0

Remarque 3.18. Notons que, puisque ¢ est positive, C est une fonction croissante, et 0 est
toujours un point d’entrée de la diffusion (X¢,t > 0). En effet, pour tout z > 0 (voir [BS02,

/ e 20 @) </ eZC(y)dy> dr < / e 20@) 1,e2C) g < 22 < 0.
0 0 0

3.3.2 Une relation d’entrelacement.

Soit (P&, t > 0) le semi-groupe associé a X(®), et H, défini par :

_ 1 ’ 20() (y)
mﬂ@—ﬁﬁm@@Af@e dy.
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3.3. Etude d’une famille (X(®),>q de diffusions a valeurs dans R

Proposition 3.19. La relation d’entrelacement suivante est satisfaite :
H.P? = P.H, (3.31)

Démonstration.
Il est suffisant de vérifier cette identité sur les générateurs infinitésimaux. Soit f une fonction
de classe C? sur R*. D’un c6té, on a :

20 (@)

H / - z 20(@)(y)d + R —
( Oéf) ('I) (foz eQC(a) (y)dy)2 o f(y)e Y fo €2C(Q)(y)dy

020 (@)

f(z), (3.32)

et,

20(@) (1)e20 V(@) = N 9640 (2) N
(Haf)'(z) = — 22 10)¢ Fy)e@ Wy + f W
z (a) 2 (@) (y
(fo e2¢ W dy)” Jo (fo e2C dy
264C(a>(z) zc(a)(x)e2C(a)(m) 6200*)(3:)

(f[)z eQC(Q)(y)dy)2 f(l‘) fo eQC(a)(y)dy f(LII) fo eQC(a)(y)dyf (l‘) ( )

Rassemblant (3.32) et (3.33), on obtient aprés simplifications :
LHaf(@) = ~(Haf) (@) + (@cu) - C($)> (Hof) (x)
2 Jy €2 du
1 20 @) ,
§Wf ()
1
2

2C’(a:)

f'(z). (3.34)

(Jo W dy) (1 +a fj e2?Wdy)
De lautre coté :

o 1 T /1 o (a)
H,Lf(z) = ]36620((%’)‘11//0 <2f"(y)+c( )(y)f’(y)) 2 Wy

1 z (@ 1 (a)
- (@) (1)) # (41120 () LT 20 y) p
7y (/O M (y)f'(y)e dy + 3 [6 f (y)]

1 [ o (@)
-5 [ F e v)
0

ezc<a>(x)
fx e2C () (y)dy

x

0

f(x) (puisque 2000 = O)
2C’(w)
(fy e2°Wdy) (1+ a [ e2CWdy)

La comparaison de (3.34) et (3.35) achéve ainsi la preuve de la Proposition 3.19.

(). (3.35)

[\D\i—‘ | —

O
Cette notion d’entrelacement va nous permettre d’établir un lien entre les diffusions (X¢,t >

0) et (Xt > 0).
Proposition 3.20. On a :

@ (@) 5 ) 1 S
P (Xt _z) 1+af02e20<y>dyP°(Xt—z)' (3.36)
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Chapitre 3. Existence de pseudo-inverses pour des diffusions

Remarque 3.21. La Proposition 3.20 montre que (Xt(a),t > 0) peut admettre un pseudo-
inverse uniquement si o = 0 puisque, pour o > 0,

L p@ ( (@ < ) < 1
t—l>l+moo Fol (X =2) < 1+a f;e2CWdy <1

Démonstration.
D’aprés la Proposition 3.19, on a, en faisant o = 0 dans (3.31) :

HP, = P;H.

D’ou,
P*=H,'HP,H'H,.

Evaluons ces opérateurs. Pour f tel que f(0) =0, on a :

H. f(z) = f(x) + 6720(@]“(@ (/I eQC(y)dy> (1 + 04/z e2c(y)dy) ,
0 0

H ' f(z) = f(z) + e 2@ f(x) (/ eQC(y)dy) ;
0

H'Hf(z) = —a /01 Fy)eWdy + (1 + a/ow e2c(y)dy) f(),

- x ® ae2CW) z /
H 'Hof(z) = fx( gc +/ f(y) _dy :/ fy(yz)c dy.
1+afe2Wdy  Jo (1+a [ e2C()dz) o 1+aflex@d:

/ = f'(y) dy
0o l+a foy e2C(2)dz ’
et :

HZ'HP,H'H, f(x)——a/m 2CWE /Xt f(w) du| d
@ ¢ “ N 0 Y 0 1+ Ckfou 62C(z)dZ Y

+ <1 +a/w e2c(y)dy) E, /Xt F'Ww) dy} . (3.37)
0 0

1+ f) e2C)dz
Laissant tendre x vers 0 dans (3.37), il vient :

o X f'(y)
PEF(0) = B [/0 ol Zw(z)dzdy . (3.38)

Par conséquent, on obtient :

PH ™' Hof(z) = E,

Prenons f(x) = [ h(y)dy avec h positive. Dans ce cas (3.38) devient :

0
+oo y
g | [ W)
o /0 1+a [)e2C@)dz dy]
[ h(z)
- /0 (/0 lt+af; e2c<u>dudz> p(t, 0,y)dy. (3.40)
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3.3. Etude d’une famille (X(®),>q de diffusions a valeurs dans R

Finalement, en appliquant Fubini dans (3.39) et (3.40), on obtient :

“+oo [e’e} “+oo h(Z)dZ [o'e)
(a) =
/0 h(z) (/ p (t70,y)dy) dz /0 TTal egc(u)du/z p(t,0,y)dy,

ce qui achéve la preuve de la Proposition 3.20.

Remarque 3.22. Introduisons la (P&“), (Fi, t > 0)) martingale :

_ ) Xt 20(u Xt 20(u
e . e—2C(Xy) fO 26w gy 1+Ozf0 e2C (W) gy, exp /t (C(a))/(Xu)du .
t e—2C(z) fOr e2C () dy, 14+« me e2C () dy, o

La formule de Girsanov donne :

@ﬂ}—t = Mt(a) ' PSUC\YJ)TN

ce qui conduit & la relation :

plt,z,y) <€‘2€(y) Jo 620(“)61”) (1 tafy ezc(u)d“> E@) {efé(cw))/(xsqut _ y} .

p@(t,z,y) |\ e 20@) T e2C du 1+a )7 e2Cdu

(3.41)
Par conséquent, en injectant (3.41) dans la formule générale de Hirsch-Song (3.6), on obtient
dans ce cas :

62C($) 8p(a) o
o € u) (1+af0 e du) Oz

“Wp(t,z, y)
oy \ (J7 27 du) (1 + a ) 2C0du)
(3.42)
Puis, en introduisant ’'opérateur différentiel :

eQC(ac) ,
fow e2CWdu) (1+ o fom e2C (W) du) f@),

Daf(.%‘) = (

il découle aisément de (3.42) que :
D.P® = P,D,

ce qui fournit une contrepartie différentielle a la relation d’entrelacement de la Proposition
3.19.

Nous pouvons également remarquer que, en tant que diffusion transiente dont la fronticre 0
est point d’entrée mais pas de sortie, (X, ¢ > 0) n’est pas "trop loin" d’un processus de Bessel
de dimension 3. En effet, définissons le changement de temps (Zt = fg 4e4CXe)ds, t > O)

ainsi que (7, w > 0) son inverse continu & droite. Alors :

Proposition 3.23. (m([0, X=,]),u > 0) est un processus de Bessel de dimension 3 issu de
m([0,z]).

Démonstration. o
Appliquons la formule d’Itd & m([0, X]), en utilisant (3.29) :

LAC(XL)

t . t
m([o,Yt}):m([o,x])Jr/ 2e2C<Xs>st+/ 22— ds.
0 0 foXS e2CWdy
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Chapitre 3. Existence de pseudo-inverses pour des diffusions

En notant 8 le Dambis, Dubins-Schwarz mouvement brownien associé & la martingale locale
(Nt = fg 2e2C(X:) 4B, t > 0), on obtient Ny = (7, et :

MMXmm@MHB&+Aﬂh?;”

Finalement, le changement de temps (7,,u > 0) nous donne :

0 X =)+ o+ [ oS

et nous reconnaissons ’EDS satisfaite par le processus de Bessel de dimension 3 issu de
m([0,z]).

O
3.3.3 Existence d’un pseudo-inverse croissant lorsque a =0
Nous énongons a présent le résultat principal de cette section.
Théoréme 3.24. Soient o > 0 et (Xt(a),t > 0) la diffusion solution de (3.28). Alors :
i) La fonction t — IP’(()O‘) (Xt(a) > y) est croissante et peut s’écrire :
[} [e3 1 ™
P (X > G, < (3.43)

= Py (G, <t
_y) 1+af0y620(z)dz 0( y = )

ot Gy = sup{t > 0; X; = y}.

.. . « @ 1
0

1i1) Par conséquent :

1) si a =0, (X;,t > 0) admet un pseudo-inverse croissant (Yp ,,y > 0) et Uon a les
égalités en loi suivantes :
(1.d

) . o~
(a) Xy = ;gfth,

2) sia>0, (Xt(a),t > 0) admet un quasi pseudo-inverse croissant (Y()(Z),y > 0).

Démonstration.

1) Notons u(t,y) la densité de 1I;ft X, sous Py. On a :

Lemme 3.25.

S
— ,2C(y) p(t, 0, Z)
u(t,y) =e /y 7f02 eQC(U)dudz' (3.44)

Démonstration. o
En utilisant (3.26) (puisque C' € H>) et la propriété de Markov pour la diffusion (X, ¢ > 0)
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3.3. Etude d’une famille (X(®),>q de diffusions a valeurs dans R

on peut écrire :

— y -
= I 62C(u)dup(t, 0, z)dz.
_ [T 2o [T _P(t,0,2) o

/y due . TP eCda dz (par Fubini). (3.45)

11 reste alors & dériver (3.45) par rapport a y pour achever la preuve du Lemme 3.25.
O

2) Revenons a la preuve du Théoréme 3.24.
On commence par le Point (i49) item (a). Il s’agit de montrer que u(t,y) = p(t,0,y). Nous
allons en fait prouver que u satisfait la méme équation parabolique que p, & savoir :

9 L (t,0,y) = L"p(t,0,) (3.46)
ou ]
L f= 3 " —(ef). (3.47)
Ou 0
Tout d’abord, calculons 5 " utilisant (3.44) :
ou 20 o 0p dz
—(t,y) = Y) £,0,2)———0——
815( y) € . Bt( Z) fo e2C (W) dy
2620(9)/ L'p(t,0,2)5(z)dz (3.48)
y

d’apres Fokker-Planck et (3.30). Intégrons (3.48) par parties. § étant une fonction d’échelle
pour le processus (Xy,t > 0), on a pour tout z, L3(z) = 0. En conséquence, seuls les termes
de bord provenant de I'intégration par parties ne sont pas nuls. On obtient, en notant par
des "primes" les dérivées par rapport a la variable d’espace :

ou
a(tv y)

2e2CW) /OO 1T)”(t,O,z) - Zezi —c(2) | p(,0,2)
Y 2 fO e2C(uw) dy
1 2CWp(t,0, y))
2

_ o (L POy (W oy | P09) e
- 2T\ TeCwdu Y ) T T 2 (Y 20 du)?

1 p(t,0 p(t,0 1 e2CWH(t,0
2C(y) | _ = Zy)( ’ ay) _ C(y) 5( ) 7y) - € ( y) ) (349)
2f0 e2C(u) dy, fo e2C(w) duy, 2( Y 20(u) du)

_|_

De lautre coté, calculons L*u toujours en utilisant (3.44). On a :

8u _ eQC(y) T)(tvoay)

Fy(t’ y) = 2c(y)u(t,y) Wa (3.50)
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Chapitre 3. Existence de pseudo-inverses pour des diffusions

et

g—;;(t, y) =2¢ (y)ult. ) + 2c(y) <2c<y>u<t, y) - e”(w”“’o’”)

fy e2C(w) dy,
_ 2c(y) 2C(y) (t 0 y) QC(y) p (t 0 y) 64C(y)p(ta07y) . (351)
Jg et Wiy Jy €2 du (Jy €2C(u)du)2

Ainsi, en rassemblant (3.50) et (3.51), on obtient :

L0 50
2ny e2C(W) dy Y foy e2C(u)dy

Lru(-, t)(y) = 2¢W ( + Ol O’y)>. (3.52)

le
2 ([¥ 2000 du)”
Comparant (3.49) et (3.52), on constate alors que 1’on a bien :

o t9) = L ule )0

Il reste a présent a vérifier que les deux fonctions (¢,y) — p(t,0,y) et (t,y) — u(t,y) satisfont
les mémes conditions initiales. Tout d’abord, il est clair que p(t,0,.) et u(¢,.) sont deux
densités sur RT satisfaisant : u(0,.) = p(0,0,.) = do.

Par ailleurs, pour tout ¢ > 0, u(t,0) = 0, puisque (X;,t > 0) est une diffusion transiente
dont la frontiére 0 est point d’entrée mais pas de sortie (et par conséquent 0 n’appartient pas
'espace d’état de (X,t > 0)). Il en est de méme pour (X, ¢ > 0) : si 0 est point d’entrée mais
pas de sortie pour la diffusion (X, ¢ > 0), alors pour tout ¢ > 0, p(¢,0,0) = 0. Sinon, 0 est
une barriére réfléchissante. Dans ce cas, introduisons ¢(¢, x,y) la densité de transition de X
par rapport a sa mesure de vitesse m(dy) = 2e2¢Wdy. ¢ est bien définie sur [0, +00[? et on a
p(t,z,y) = q(t,z,y)m(dy). Donc, pour & = y = 0, on obtient p(t, 0,0) = ¢(t,0,0)2e>¢(©) =0
puisque C(0) = —oo0.

En conséquence, par unicité de la solution de I’équation (3.46) (lorsque des conditions initiales
adéquates ont été données, voir [LSU6GS, p.145]), on obtient que :

vVt >0, Yy >0, u(t,y)=pt0,y). (3.53)
Ceci achéve la preuve du Point (i44) item (a).

3) Terminons & présent la preuve du Théoréme 3.24.
D’aprés le Lemme 3.25, on a :

Po(X; > y) =Py (ig{;Xs > y> =Py(G, <t). (3.54)

En substituant (3.54) dans (3.36) on obtient (3.43) (i.e. le Point (i)).
Le Point (i7) provient du fait que X est transient d’aprés la Proposition 3.16. Par conséquent,
sia =0, (X¢,t > 0) admet un pseudo-inverse croissant, et 'on a :

Po(Gy <t) =P(Yo, < t).

Ceci achéve la preuve du Théoréme 3.24.
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3.4. Existence de pseudo-inverses pour une diffusion & valeurs dans R* issue de 0

Remarque 3.26. Si c est une fonction décroissante, alors, pour tout x > 0, TC(z) > c(x).
En effet :

eZC(m)
- >
[y c(x) > c(z)
= 20l _ / Wy >0
0
20 2C
L 206 [ (y)} Te (;’)C’(y) ay) >
c(y)
(v)

———dy > 0.

2C’ C/( )
= 76(1,)/0 (y)

Par conséquent, en appliquant le théoréme de comparaison stochastique, si l’'on peut réaliser
ces deux processus X et X sur le méme espace (par rapport au méme mouvement brownien),
alors,

P (X; > X, pour toutt > 0) =

3.4 Existence de pseudo-inverses pour une diffusion a va-
leurs dans R* issue de 0

3.4.1 Notations

Notre but est a présent d’étendre le résultat obtenu précédemment pour la famille (X (a))azo
au cadre général des diffusions linéaires réguliéres X & valeurs dans R*. Rappelons la classi-
fication suivante des points frontiéres, pour le point & gauche 0 (voir [BS02, p.14]) :

1) 0 est dit point de sortie si, pour z > 0 :
/ m([a, z])s'(a)da < oo, (3.55)

1) 0 est dit point d’entrée si, pour z > 0 :
z
/ (s(z) — s(a))m(da) < co. (3.56)
0

Notons qu’une intégration par parties fournit une condition équivalente a (3.56) :

z

lim (s(a)m([0,a])) + [ m([0,a])s'(a)da < cc. (3.57)

a—0 0

Dans cette étude, on suppose toujours que la diffusion est issue de 0. Par conséquent, I'inéga-
lité (3.56) (ou de manicre équivalente (3.57)) doit étre satisfaite, et 0 est un point d’entrée.
De plus :

e si 0 est également un point de sortie, il est dit frontiére non singuliére. Une diffusion
atteint ses frontiéres non singuliéres avec une probabilité positive. Dans ce cas, il est néces-
saire, afin de décrire le processus de diffusion, d’ajouter une condition supplémentaire. Ici,
puisque m est supposée étre absolument continue par rapport a la mesure de Lebesgue, on a

87



Chapitre 3. Existence de pseudo-inverses pour des diffusions

m({0}) = 0, et 0 est une barriére réfléchissante.

e si 0 n’est pas point de sortie (i.e. égalité (3.55) n’est pas satisfaite), alors, la diffusion
ne peut atteindre ce point depuis l'intérieur de son espace d’état. Par conséquent, puisque la
diffusion est supposée réguliére, 0 n’appartient pas a ’espace d’état. Mais, en tant que point
d’entrée, il est néanmoins possible de faire débuter la diffusion en 0.

Nous supposons également que 400 est une frontiére naturelle (i.e. ni entrée, ni sortie).

3.4.2 La transformation de Biane

Définition 3.27. A la diffusion (X¢,t > 0), nous associons a présent une autre diffusion,
(X¢,t > 0), dont la mesure de vitesse m(dx) = p(x)dx et la fonction d’échelle s sont définies
par :
plz) = (m([0,2]))*s' ()
2) = 1 T (3.58)
m([0,+oc0])  m([0,2])

@]
—

(X¢,t > 0) est une diffusion transiente, puisque s est croissante et :
5(0) = —o0 et 3(4o00)=0.

On suppose de plus que lim0 m([0, a])s(a) > —oo. D’aprés (3.57), cela implique que la fonction
a—

a — m([0,a])s’(a) est intégrable au voisinage de 0. Par conséquent, d’aprés (3.58), la frontiére
0 est point d’entrée mais pas de sortie pour la diffusion (X;,¢ > 0).

Par exemple, si X est un processus de Bessel d’indice v, alors X est un processus de Bessel
d’indice v + 1. Cette transformation fut introduite par Biane [Bia85] afin de généraliser une
identité de Ciesielski et Taylor [CT62], obtenue a l'origine pour les processus de Bessel.

Remarque 3.28. Il convient de souligner que cette transformation n’est pas injective. Par

exemple, comme pour lopérateur T, si X (@) est solution de (8.28), alors Y(a) définie par la
transformation de Biane ne dépend pas de «. En effet, d’aprés (3.28) :

T (1+af? 620(“)du)2
(o) _ ( 0
s (x) = /0 23C) dy, (3.59)
et
262C(m)
m®) (dz) = dx. (3.60)

(14 [F 20w dy)?
Intégrant (3.60), on obtient :
20(y)

e 2dy
1+ a ¥ €200 du)

mmkmxpzzéz(

LS. )
N al+a foy e2C(W) dy o

ke QC(u)d
=2 Js ex v (3.61)
1+ a [ e2¢Wdu
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Par conséquent :
a 1 1

2 m@(0,a]) 2 )7 20wy’

et
/ T 2
2 (z) == (m ([0, 2]))? (s(a)) (x) = (2/ eZC(u)du) e 2¢@),
0
On constate donc que les caractéristiques de la diffusion Y(a) ne dépendent pas de a. En
fait, X - X 00 X est la diffusion définie par (3.30).

Nous étudions a présent quelques liens entre X et X.

Soit H la fonctionnelle : ) .
(@)= s [ fwmay) (3.62)

définie sur I'espace des fonctions continues a support compact dans ]0, 4+o00].

Lemme 3.29. La relation d’entrelacement suivante est satisfaite :
HP, = P,H.

Démonstration.
Il suffit de vérifier cette identité sur les générateurs infinitésimaux.
Soit f une fonction C? & support compact dans ]0, +-o00[. D’un coté, on a :

1 T
HLI(@) = s / Lf (y)m(dy)

1 [0 0

= 7771([0 2]) 0 %gf(y)m(dy)

1 'y
m([0, z]) 0 p(y) oy \ s'( )
1 ‘(=) (0
m([0, z]) ( s'(z)  s'(0 ))
@)
m([0,z])s' (x)

(car f est a support compact dans 0, +00]). (3.63)

De I'autre coté, puisque d’aprés (3.58), 5'(x) = (([[)O(w])) .
T

o 82 T
LHI®) = S aud wyon (m([o 1) fy)mid ’)

0 (m(0,a))? @)

= @z ) ( / F@mdy) + o ay ¢ )>

__9 (— " fyymidy) + m(D0. =) £( ))

" @ar \ s Y

-5 )

:L. (3.64)
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La comparaison de (3.63) et (3.64) achéve alors la preuve du Lemme 3.29.

O
Le Lemme 3.29 nous permet de déduire la relation suivante entre les densités de transition
de (Xt7t 2 0) et (Xt,t 2 0) :

Lemme 3.30.

nﬂé;dyéxﬂtyﬂﬁnww"/W:Kﬂ%yﬁnWLm%%wdy

En particulier, laissant tendre x vers 0, on obtient :

alt.0.2) = [ a0, 0,)m((0,4])¢' (v)dy. (3.65)

Démonstration. o
On utilise la relation d’entrelacement entre les semi-groupes de X et X. Soit f une fonction
borélienne sur ]0, +oo[ & support compact. D’un coté, on a, en appliquant Fubini :

12 f@) = i [ ([ et mes)) mia
-/ e (i | ottt miao) (3.66)
De lautre, d’aprés (3.58) :

Pitfe) = [ - (M / yf(Z>m(dZ)> a(t, 2, y)m(dy)
o 1

-/ e ([ it smtan ) mia
-/ e ([ attom(0.6)s ) mia). (3.67)

La comparaison de (3.66) et (3.67) achéve alors la preuve du Lemme 3.30.
O

Remarque 3.31. Les Lemmes 3.29 et 3.30 ont des contreparties différentielles. En effet, si
lon définit :
1 !
@@’
sur lespace des fonctions de classe C*, dont la dérivée vaut 0 en 0, et qui sont bornées de

méme que leur dérivée premiére, on obtient en suivant le méme schéma de preuve que pour
le Lemme 3.29 :

Df(x)

DP, = P,D, (3.68)

ce qui implique alors la formule de Hirsch-Song :

;@ X :—g M
(0, ) (@) 9z " 7Y = Ty (m([o,yns'(y))

ol p (resp. p) est la densité de transition de X (resp. X ) par rapport & la mesure de Lebesgue.
De plus, en notant Z le processus de Markov :

Xy
z,g::/O m([0,a))s'(a)da,  t>0
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et (Q¢,t > 0) son semi-groupe, on a :
DQt = @tD

ot D désigne lopérateur de dérivation : D f(x) = f'(x) défini sur lespace des fonctions de
classe C bornées, de méme que leurs dérivées premicéres.

3.4.3 Existence de pseudo-inverses

Nous énongons a présent le principal résultat de cette section :

Théoréme 3.32. Soit X une diffusion linéaire réguliere sur RT de mesure de vitesse m(dx) =

p(z)dz et de fonction d’échelle s. On suppose que s est une fonction de classe C* strictement

croissante telle que lir% m([0,a])s(a) > —oo, que 0 est un point d’entrée et +o0o une frontiére
a—

naturelle.
Soit y > 0. Alors :

1) La fonction t — Po(X; > y) est croissante et satisfait :

Po (X; > y) = (1 - M) By (G, < 1), (3.69)

ot Gy == sup{s > 0; X, =y}.

m([0,y])

1) lim Po(Xy >y)=1-— .
i) lm Po(Xe 2 9) m ([0, +00])
iit) Par conséquent :

1) Si m([0, +00]) = 400, X admet un pseudo-inverse croissant (Yp,,,y > 0) et l'on a
les égalités en loi suivantes :

(1.d) . .=
X, = f X,
(a) X inf X,
(1.d) =
() Yo, =" Gy
2) Sim([0, +o0) < +00, X admet un quasi pseudo-inverse croissant (Yp ,,y > 0).
Ainsi, dans notre cadre, une diffusion admet un pseudo-inverse croissant si et seulement si

elle est transiente ou récurrente nulle.

Remarque 3.33.
a) 1l est clair qu’une diffusion récurrente positive ne peut admettre de pseudo-inverse croissant

puisque, en notant w(dz) = Ldz la probabilité stationnaire de X, on a, poury > 0
m([0, +ool)
(voir [BS02, p.35]) :
Po(X: >y) —— +001 W(dz)=w<l
=950 =2y} m([0, +o0]) ’

b) Supposons m([0, +o0]) < oo, et soit U™ une v.a. de loi w. Alors, d’apres (3.69),

t (Iid) U(m) A inf Ys.

s>t

X
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Remarque 3.34. Etudions, & laide de ce théoréme, le cas des diffusions X qui sont
solutions de (3.28). D’apres (3.59), on wvoit que s(*) est strictement croissante et :

2 fa e2C(W) gy, 1 z 2
(o) (o) — 0 20 (u) —2C(z)
|m(*)([0, a])s'*) (a)| 1+af0a620(“)du/a (1+a/0 e du) e dx

1 2
(1-a) (1 + a/ 620(")du) e 2C(a)9q2C (a)
0

IN

1 2
<2a(l—a) <1 + a/ ezc(u)du> — 0.
0

a—0

Ainsi le Théoréeme 3.32 s’applique, et la fonction t — IP’((JQ)(Xt(O‘) > y) est croissante. De plus,
puisque C' € H>® (cf. (3.24)), on obtient, en laissant tendre x vers +oo dans (3.61) :
2
@ ([0 ==
@ ([0, +o0) =

D’ow, d’apres le Point (it) du Théoréme 3.32,

Y QC(u)d 1
Cope) @ oy g Jo2e e
tg?oo P, == B <1 —I—aﬁ)y £2C (W) gy, 1+ afgy e2C(w) dy,”

C’est précisément le Point (i1) du Théoréme 3.24.

Démonstration.
1) On sait d’apres [IM74, p.149] que (¢, z) — ¢(t,0, 2) est solution de I’équation parabolique :
ou
— =1L .
20 (1,2) = Lult, 2)
D’ou :
0 > 9q
—Po(X; > y) = —(t d
giPoXcz v = [ 50 ma)
:/ Lq(t,0,z)m(dz)
y
< 0 0Oq
= ——(t,0 d
Y 8m88(’ »2Jmldz)
dq
=——(1,0,y). 3.70
55 1 0:v) (3.70)
A présent, (3.70) peut étre réécrit, grace a (3.65) :
0 1 0 e
—Py(X; >y)=———~— q(t "(2)d
P =) = =ik ([ a0, mio. ) )
=7q(t,0,y)m([0,y])
m([0, y]) ) 1 _ \
=—1—-—— ] —q(t,0, d’aprés (3.58)). 3.71
(1- ) a0y @aes (38). (1)
Mais, la diffusion (X;,t > 0) étant transiente, d’aprés [PYS81], t +— —%q(t, 0,y) est en fait
s\y

la densité du dernier temps de passage de la diffusion (X, > 0) au niveau y, lorsqu’elle est
issue de O : L

Py(G, € dt) = ———q(t,0,y)dt. 3.72

(@, € dt) = —5(1.0.1) (3.72)
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11 ne reste plus qu’a intégrer (3.71) par rapport a ¢ pour achever la preuve du Point (7) du
Théoréme 3.32.

2) Le Point (i) est immédiat puisque la diffusion (X,t > 0) est transiente, et finalement,
les items (a) et (b) découlent aisément de (3.69) et de 'identité :

Fo (X 2 ) =Fo (G < 0) = Fo (X, 2 ).

Ceci achéve la preuve du Théoréme 3.32.

3.4.4 Une seconde preuve de ’existence de pseudo-inverses

Nous donnons également une autre preuve du Théoréme 3.32, en montrant que les trans-
formées de Laplace des deux membres de (3.69) coincident. Soit X le processus associé a X
par la transformation de Biane. D’aprés (3.72), on a pour A > 0 :

_ — +oo a(t a
EO |:67AGy:| —_ 7/ €7>\t Q(: 07y)dt _ ukgovy) (373)
0 s(y) —5(y)
Remarquons que y — w)(0,y) est 'unique (& une constante multiplicative prés) fonction
2
propre de lopérateur L = =t associée a la valeur propre A, qui est décroissante et
satisfait @y (0, +00) = 0 (voir [BS02, p.18]). Soit ¢ la fonction définie par :
A oo
Py, A) == 7/ ux(0, z)m(dz).
m([0,y]) J,

Nous allons montrer que y — ¢(y, A) satisfait les mémes conditions que y — @, (0,y). Tout
d’abord, il est clair que ¢(-, A) est une fonction décroissante telle que ¢(+00, A) = 0. De plus,
on a:

— o?
Ld)(y,)\):%(b(y, )
o (m(0.y))* ([ ply) % (0. Pl — — L
Away oy ( <m<[o,y1>>2/y A0, 2)mld) = e A<0’y>P<y>)
- Ap(gay <—/ ux(0, )m(dz) —m([O,y])uA((ly))
= (0 y/}\))Qs’( ) (w(O,y)p(y) = p(y)ua(0,y) —m([o,y])%“y*(o,y)>
= _é%(o’y)_ (3.74)

2

Mais, puisque y — ux(0,y) est une fonction propre de l'opérateur L = associée A la

omaos
valeur propre A, on a :
L(O y) = Aux(0,y) (3.75)
p(y)dys' (y)oy R '
Intégrant (3.75), on obtient :
1 Ouy Oouy /oo
$'(+o0) O - o =A dx. 3.76
s'(4-00) Oy (0, +o0) s'(y) Oy 0.9) ) ux(0, 2)p(x)dx (3.76)
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Ainsi, comme le point +00 est supposé naturel, d’aprés ([BS02, p.19]) :

1 du )=
§'(4+00) dy - 0Os
En substituant (3.76) dans (3.74), on obtient alors :

(0,400 (0, +00) = 0.

_ 1 oo
To(y,\) = A (AW / mo,x)m(dx)) — \(y N,

ce qui signifie que ¢ est une fonction propre de 'opérateur L associée & la valeur propre \.
Par conséquent, il existe une constante v > 0 telle que :

)\ (e.¢]
ux(0,y :77/ ux (0, z)m(dz). 3.77)
00 = ioy [, ma@ama) (
Remplagant (3.77) dans (3.73) on obtient finalement :
_ — A oo
Eq |e=*Cv :—777/ ux(0, z)m(dz
o[ = sy J, O
_ 7)\ > oo —At 9 \
= oA e "q(t,0,x)dt | p(x)dx (d’apres (3.58))
L= moreey v MO
A e
= — / e MNPy (X, > y)dt (en appliquant Fubini)
Lm0 |,
m([0,+00[)
+oo
_ gl a0
- — o /0 e <6t]PO(Xt>y)) dt
m([0,+o0[)

aprés une intégration par parties. Par conséquent, d’aprés l'injectivité de la transformée de
gl

Laplace, on en déduit que ¢t +— W&PO(‘X} > y) est la densité d'une v.a. Yp,
_ _ = m([0,+oe])
(ayant méme loi que Gy, sous Py) qui satisfait :
= = ' gl 0 g
P(Yo,y <t) =Po(Gy <t) = /0 1 m0aD <85P0(X5 > y)) ds = WPO(X:& >y).

m([0,+oc[) m([0,400[)

Ainsi, laissant tendre y vers 0 dans cette derniére identité, on obtient :
Po(Go < t) =4Po(X: > 0) =y (X étant une diffusion a valeurs positives).  (3.78)

Mais, puisque 0 est un point d’entrée, mais pas de sortie pour la diffusion (X¢,t >0),on a
Py(Go = 0) = 1, de sorte que, d’aprés (3.78), v = 1.
O

3.5 Quelques conséquences de I’existence de pseudo-inverses

3.5.1 Une nouvelle relation entre les processus X et X issus de 0

Proposition 3.35. Soient t > 0 et U une v.a. uniforme sur [0,1] indépendante de X;.
Alors, sous les hypothéses du Théoréme 3.32, les processus (m([0, X¢]),t > 0) sous Py et
(m([0, X¢])U,t > 0) sous Py sont associés :

m ([0, X)) "= m([0, X ,)U.

94



5. Quelqu nséquences xisten udo-invers
3.5 elques conséquences de 'existence de pseudo erses

Nous présentons deux preuves.

Démonstration analytique.
On écrit pour toute fonction f borélienne positive :

+oo
Eo [f(m([0, X:]))] =/O F(m([0,91))q(t, 0, y)p(y)dy

+oo [eS)
:/0 f(m([0,y])) (/ q(t,07z)m([0,z])s'(z)dz> p(y)dy (d’apres (3.65))

-/ +°° (m([;]) | s y]))p(y)dy) 4(t,0, 2)p(2)dz

(en appliquant Fubini et (3.58))

+oo 1 m([0,2]) B B
_ /O (m([Oz]) /O f(u)du) q(t,0, 2)p(z)d=

(suite au changement de variable u = m([0,y]))

1 m([0,X])
0 [m([O,Xt}) /0 f(u)du]

Eo [f(m([0,X])U)] (aprés le changement de variable u = m([0, X¢])v).

Il
=

O

Démonstration plus probabiliste dans le cas m([0, +o00[) = +oc.

Puisque s(z) = est une fonction d’échelle pour la diffusion (X, > 0), le processus

m([0, z])
1 —
<, s < Tét)
m([0, X¢44])
locale continue et positive. Mais, 0 étant un point d’entrée mais pas de sortie pour la diffusion

ol T(()t) = inf{s > 0; X4 = 0}, est une (Fy1g,s > 0)-martingale

(X, t>0),0ona T((]t) = 400 Py—p.s., et X étant transient, ( est en fait

1
_—— 5> 0)
m([0, X44])
une martingale locale continue et positive qui converge p.s. vers 0. On peut alors appliquer
Iidentité maximale de Doob :

sup L (b !
e m([0, X)) m([0, XU

Ainsi, puisque x — m([0,z]) est croissante, en appliquant le Point (ii7) du Théoréme 3.32,
on obtient :

1 (loi) s 1 _ 1 _ 1 (loi) 1
m(0.XD0 = m(0,X) wbm(0,X) - m(0,mf X)) m(0.X])

s>t

3.5.2 Une relation de retournement du temps

Supposons que X soit une diffusion satisfaisant les hypothéses du Théoréme 3.32. Alors le
processus X = (Yéyﬂs:t < éy) est une diffusion issue de y dont le semi-groupe (voir [RY99,
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Exercice 4.18, p.322]) s’écrit :

—~ 1

Pof(@) = Sy Pilf9) ().
D’aprés (3.58), sa mesure de vitesse m(dx) = p(x)dx et sa fonction d’échelle 5(z) sont données
par : e} = — 1 m([0, z[)m([0, +oo])

plo) = (a)pta) = (1= ) ),

(3.79)

En conséquence, la loi de G, sous Py est la méme que la loi de fo pour le processus X. Ceci
conduit & une nouvelle formulation de 'identité (3.69) :

Proposition 3.36. Soit X une diffusion satisfaisant les hypothéses du Théoréeme 3.32, et X
définie par (3.79). Alors :

Po (X, > y) = (1 - M) B, (ifo < t) . (3.80)

En fait, (voir [SVY07, Section 2.2]), la diffusion (X;,t > 0) peut également étre obtenue en
conditionnant X & ne pas atteindre 0, et 'on a :

Z]\(tvx7y) ﬁyO(t) o 1 B 1 -
3(2)3(y) =—0 3(y) _<m([0,y]) m([0,+oo[)> yo(t), (3.81)

q(t,z,y) =

ol My est la densité du premier temps de passage en 0 de X sous @y :
P, (Tp € dt) = fiyo(t)dt.

Par conséquent, injectant (3.81) dans (3.65), on obtient :

Proposition 3.37.

q(t,0,y) = /yoo nz0(t) (1 - m([O,z])D) s'(2)dz.

m([0, +00

Notons que (3.79) se réduit de maniére significative lorsque m([0, +oo[) = 400. En effet, dans

ce cas :
{am = m([0,z])

~,

plz) = s'(x)
et, en dérivant la relation (3.80) par rapport a y et a ¢ :

Proposition 3.38 (Identité de type Zolotarev ou Kendall, [BB01]).
Si m([0, +o00[) = 400 :
_0a _ Onyo

Remarque 3.39.
a) La Proposition 3.38 peut également se prouver en utilisant la théorie de représentation
spectrale de Krein de q(t,0,y) et niyo(t), voir [SV09] et [KW82].
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b) St X est une diffusion telle que m([0,+oo[) = 400 et s(x) = m([0,x]), alors, X est
une diffusion récurrente nulle, et, avec nos motations, les deux processus (X, t < Tp) et
(Xt,t < Tp) issus de y ont la méme loi. La Proposition 3.37 implique alors :

1 0q
P, (Ty € dt) = — ZL(t,0,y)dt.
y( 0 ) s’(y) 5‘y( )
Notons que cette formule est trés similaire a (3.72) pour les diffusions transientes :
- 1
Po(Gy € dt) = —=——7q(t,0,y)dt.

Exemple 3.40. Si X est un mouvement brownien réfléchi en 0, alors X est un processus de
Bessel de dimension 3, et X est un mouvement brownien tué en 0. D’aprés (3.80), on obtient
la célébre formule :

Wo(Xe > y) = Wy(Tp < 1).

3.5.3 Retour sur la famille (X)),

Tous les résultats de la Section 3.4 s’applique a la famille (X(®)),>( définie par (3.28). En
particulier, on peut définir la diffusion (X;,t < Tp) sur RT comme la solution de :

t
Xt =y + Bt — / C(Xé)ds
0

Notons que :

S(x) = 2/ 2y,

0
ﬁ(x) _ 6720(91:).
Par ailleurs, puisque X ne dépend pas de «a, X non plus. Introduisons alors la max-diffusion :
t
Zy = By —|—/ c(28% — Z,))du ott SZ :=sup Z,. (3.82)
0 s<u

On sait d’aprés (|[RVY07, Theorem 5.4]) que le processus (2S7 — Z;,t > 0) a méme loi que
(X, t > 0) sous Py. Do, puisque 257 — Z; > S; :

G, 217 on TZ :i=inf{t > 0,7, >y},

et la formule (3.69) peut se réécrire comme suit :

Po(XtZy)=<1—m>P§(Tf§t).

Notons que l'on peut également construire, dans le cas général, le processus (Z;, ¢ < TyZ ) a
partir de (X;,t < G,) par la relation :

Z, =25 -X, ou JX:= inf X,. (3.83)

Gy>s>t

A présent, introduisons le processus :

Z,=2IX — X, ou I} :=infX,. (3.84)

s<t

7 est a priori non markovien, mais, puisque Z; < Xy, on a G§ =T, P,-p.s.
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Proposition 3.41. La relation de retournement du temps suivante est satisfaite :
(loi) (= 7
(ZTyz_t,t < TyZ) = (Zt, t< Gg) .

Démonstration.

Sinf X, — %, t < :F)
s<t

Zi, t < Gg) (d’apres (3.84)).

O
Les liens entre ces 5 processus peuvent étre résumés dans le diagramme suivant :
X Biane Y
et,
Ret t = A
(Z, t < TF) <—Tetommement (7, 1< GF) (3.85)

Ny

2JX_X||28% -2 21X X || 2vZ—

(Yt, tgay) Retournement ()’ft’ tgz’;o)

ou, dans ce diagramme commutatif, VtZ := sup Zs. En particulier, on a :
s>t

Po (G, <t) =B, (To <t) =P7 (GF <t) =PF (17 <1).

Exemple 3.42. Si X est un processus de Bessel d’indice v > —1, v # 0, alors :
e X est un processus de Bessel d’indice v + 1 issu de 0.

e X est un processus de Bessel d’indice —(v + 1) issu de y et tué quand il atteint le niveau

0. Dans le cas —(v + 1) < —1, X peut étre obtenu comme la racine d’un carré de Bessel
de dimension négative tué en 0, voir [RY99, Exercice 1.33, p. 453].
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Troisiéme partie

Peacocks et martingales associées
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Chapitre 4

Exemples de peacocks dans un
contexte markovien

4.1 Introduction

Nous définissons et étudions dans ce chapitre la notion d’ordre convexe pour des processus.
Cette notion joue un role important dans de nombreux domaines de probabilités, voir par
exemple Shaked-Shanthikumar [SS94, SS07].

4.1.1 Définitions

Définition 4.1 (Peacock). Un processus (X, t > 0) a valeurs réelles est dit croissant pour
lordre convexe s’il est intégrable, i.e.

Vi >0, E[X{] < oo,
et si, pour toute fonction convere v : R — R :
t € RT +—— E[(Xy)] €] — 00, +00] est une fonction croissante. (4.1)

Nous appelons un tel processus un peacock pour Processus Croissant pour I’Ordre Convexe
(en anglais, “peacock” signifie paon).

Remarque 4.2.
1) Pour prouver qu’un processus donné est un peacock, on peut se restreindre & la classe de
fonctions :

C := {4 est une fonction convexe de classe C? telle que 1" est & support compact}.

En effet, toute fonction convexe peut s’écrire comme l’enveloppe convexe des fonctions affines
qui lui sont inférieures, i.e. peut s’écrire comme une limite croissante de fonctions de C, et
on obtient le résultat en passant & la limite.

Remarquons que si ¢y € C, alors ¢’ est bornée.

2) Soit (X, t > 0) un processus intégrable tel que E[X;] ne dépende pas de t. Alors, pour
prouver que (X, t > 0) est un peacock, on peut se limiter & la classe de fonctions :

Cw::{ 6 c C; 6(0)=0'(0) =0, }

0 est décroissante sur | — 00, 0], et croissante sur |0, 4oo[
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En effet, sitp € C, il suffit de poser §(x) := [ (x—u)y" (u)du et de remarquer que 6 satisfait
les hypothéses précédemment citées, ainsi que :

Vr,y €R, ¢(z) = ¥(y) =¥ (0)(z —y) + 0(x) — 0(y).

Définition 4.3 (1-martingale). Un processus (X¢,t > 0) a valeurs réelles est une 1-martingale
sl existe une martingale (My,t > 0) (éventuellement définie sur un autre espace de proba-

bilité) admettant les mémes marginales unidimensionnelles que (X, t > 0), c’est-a-dire que

loi . . .
pour toutt > 0 fixé : X; (i) M. Une telle martingale est dite associée au processus (Xz,t > 0)

et nous écrivons :

(1.d)

X, M,.

Ces deux notions (peacocks et 1-martingales) sont liées par le résultat suivant, dans le
méme esprit que le Théoréme 3.3 de Kamae-Krengel.

Théoréme 4.4 (Kellerer [Kel72]). Un processus (X¢,t > 0) est un peacock si et seulement
si c’est une 1-martingale.

D’aprés l'inégalité de Jensen, il est clair qu’une martingale est un peacock. Par contre,
la réciproque est un résultat nettement plus difficile & établir, et qui a été obtenu grace
aux travaux successifs de Strassen [Str65|, Doob [Doo68], puis Kellerer [Kel72]. Malheureu-
sement, les preuves présentées dans son article ne sont pas constructives, et il est en général
relativement difficile d’exhiber une telle martingale. Nous présenterons quelques exemples de
construction dans le Chapitre 5, & partir de méthodes pour le plongement de Skorokhod.

4.1.2 Quelques exemples simples

Proposition 4.5. Soiento : RT xR — R, b : RT xR — R deux fonctions boréliennes telles
que les applications og : x — o(s,x) et by : © — b(s,x) soient localement lipschitziennes
en x, uniformément sur les compacts en s. Soit (X¢,t > 0) l"unique solution forte de ’EDS :

t t
Xy =x+ / o(s,Xs)dBs + / b(s, Xy)ds.
0 0

i) Si pour tout s > 0, by est croissante, alors (X; — E[X¢],t > 0) est un peacock.

1) Six =0 et pour tout s > 0,
— 05 est paire ou tmpaire
— by est impaire et sgn(bs(x)) = sgn(x)
alors le processus (X, t > 0) est un peacock.

Démonstration. .
i) Soit 1 € C. Posons h(t) =E[X;] =« +/ E[b(s, Xs)]ds et appliquons la formule d’Ito :
0

E[(X; = h(t))] = ¢(x) + E [ ] P (Xs = h(s))(b(s, X) = h’(S))dS}

v %E [(/Ot W (X, — h(s))aQ(s,Xs)ds} .

En dérivant, on obtient :
d

B (X =h(0))] = E[Y/(X, = k(1)) (b(¢, Xo) — h'(£))]+ %E ["(Xy = h(t)o?(t, X1)] . (4.2)
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1) étant convexe, le second terme du membre de droite est positif, et nous allons montrer que
le premier Pest également. En effet, en notant b; ! I'inverse continu & droite de by, on a :

E [ (Xe — h(£))(b(¢, Xe) = H'(8))] > o' (07 (W (1)) = R()E [(b(t, X¢) — B (1))] = 0,

ce qui achéve la preuve du Point ().
1) Traitons le cas o paire. On peut remarquer tout d’abord que pour tout ¢ > 0, la loi de
X; est symétrique. En effet :

t t
X, = —/ o’(s,XS)dBS + / b(SaXs>dS
0 0

_ /Ot (s, —X4)d(—B,) + /Ot b(s, —X4)ds

et puisque (—Bs, s > 0) est un mouvement brownien standard issu de 0, par unicité trajec-

torielle de la solution de cette EDS, (X;,¢ > 0) (oh (=X, t > 0). En particulier, pour tout
t >0, h(t) = E[X,;] = 0 ne dépend pas de t. Soit donc § € C*'. (4.2) se réécrit alors :
d 1
%EW(Xt)] =E[0/(X)(0(t, X)) + S [0 (X))o (t, Xy)]
et il ne reste plus qu’a remarquer que pour tout t > 0 et tout = € R, 6'(z)b(t,z) > 0.
Le cas o impaire se traite de la méme maniére. O

Exemple 4.6.

- Si (X¢,t > 0) est un carré de Bessel de dimension d > 0, alors b(s,x) = ¢ est une fonction
"croissante", et donc (X; — E[X}],t > 0) est un peacock.

- Si (Xt,t > 0) est un processus de Ornstein-Uhlenbeck de paramétre ¢ < 0 :

t
Xt:Bt—C/ Xst
0

alors (X;,t > 0) est un peacock. Observons que (X, ¢ > 0) reste un peacock pour ¢ > 0,
puisque

x, (L

B, .2
2c

1— 672ct ) )
et pour tout c € R*, t — Ty est une fonction croissante.
c

Proposition 4.7.

1) Soit X une v.a., (A¢,t > 0) un processus positif stochastiquement croissant indépendant
de X et ¢ une fonction croissante telle que, pour tout t > 0, E[p(A;X)] ne dépende pas de
t. Alors, (p(A+X),t > 0) est un peacock.

i1) Soit (X¢,t > 0) un peacock et soit ¢ une fonction croissante, convexe sur [0, +o00[, concave
sur ] —o00,0], et telle que pour tout t > 0, E[p(X+)] ne dépende pas de t. Alors (p(Xt),t > 0)
est un peacock.

Démonstration.

i) Quitte a remplacer ¢ par ¢ — (0), on suppose, sans perte de généralité, que ¢(0) = 0.
Soit 8 € C*T et s < t. Par composition, 6 o © est décroissante sur | — 0o, 0[ et croissante sur
10, +00[. Ainsi :

E[f0(0(A:X))] = E[0(0(A: X)) 11 x>03] + E[0(0(A: X)) 11 x<0}]
E[0(0(As X)) 1 x>01] + E[0(p(As X)) x<03] = E[0(p(A; X))]

Y
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par indépendance et croissance stochastique.
ii) Soit # € C''. Nous allons montrer que 6 o ¢ est encore une fonction convexe. Soient
z,y e R:

- Si0 <2z <y, comme ¢ est convexe sur [0, +oo] :

0< Az + (1= ANy) < Ap(z) + (1= Nep(y) (A €[0,1])
et, 6 étant croissante et convexe sur [0, 400] :
0oz +(1=A)y) <0 Ap(x) + (1= Nep(y)) < Ao p(x) + (1 —A)dop(y).
- Siz<0<yet Ax+(1— Ay >0, alors, comme ¢ est croissante :
0< Az +(1=ANy) <e((1—=ANy) < (1= XN)e(y) + Ap(0)
et
0oz + (1=Ay) <O((1—ANe(y) + Ap(0))
(L =20 (o) + A0((0)) < (1 = A)f o p(y) + A o p(x).

Les autres cas se traitent de maniére symétrique.

<
<

O

Exemple 4.8.

- Si X est une variable aléatoire centrée, en prenant ¢(x) = x, on obtient que (A;X,¢ > 0)
est un peacock. Nous généralisons ce résultat dans la Proposition 4.9.

- Si (B, t > 0) est un mouvement brownien et ¢ une fonction impaire telle que, pour tout
t >0, E[|p(B)|] < o0, alors (¢(B;),t > 0) est un peacock. Ce résultat découle du Point (%)

appliqué avec A; = v/t et X = G une v.a. gaussienne centrée réduite, en remarquant que
(1d)

o(B) = o(viQ).

Notons par ailleurs que si ¢ est une fonction telle que, pour tout ¢ > 0, E[|p(B:)|] < oo et
E[¢(B;)] = 0, alors ¢(x) = —¢(—z) p.p. En effet, puisque E[p(Bg)] = 0, ¢(0) = 0, et comme
@ est croissante, ¢ est positive pour = > 0 et négative pour x < 0. De plus, on a, pour tout
t>0:

I <2
\/ﬁ/ p(x)e” 27 dr =0,

d’otu, pour tout A > 0, en intégrant par rapport a ¢ :

Feo dt [T 22
0:/ M —— r)e” 2 dx
; 5 ) p(z)

oo oo 2 dt
= x)dz R —
/_ _ el /0 o
1 +o00 /o
= — o(x)e” V2 dz  (cf. Lebedev [Leb72, p.118))
V 471')\ /—oo

Par conséquent :
+o0 —+o0
/ efzmgp(x)dx = / e~ TV2X (—p(—x)) dz.
0 0

11 suffit alors d’observer que x — ¢() et £ — —p(—=z) sont deux fonctions définies sur R*,
positives, et ayant la méme transformée de Laplace. Elles sont donc égales presque partout :

¢(r) = —p(—z) p.p.
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Proposition 4.9. Soit (X;,t > 0) un peacock centré, et soit (As,t > 0) un processus positif
stochastiquement croissant et indépendant de (X¢,t > 0). Alors :

1) (A Xy, t > 0) est un peacock.
i) (Xa,,t > 0) est un peacock.

Démonstration.
i) Puisque (X¢,t > 0) est centré, (A: X, t > 0) Pest aussi. Soit donc 6 € C' et s < t. Comme
(X¢,t > 0) est un peacock indépendant de (A¢,t > 0), on a :

E[0(A: X¢)] > E[0(A: X))
Puis en appliquant le Point (i) de la Proposition 4.7 avec X = X, et p(z) = x, il vient :

1) Soit ¢ € C. Posons ¢(u) := E[(X,)]. (Xi,t > 0) étant un peacock, ¢ est une fonction
croissante. Or, par indépendance, on a :

E[y(Xa,)] = Elp(Ar)]

qui est bien une fonction croissante de t, puisque A; est un processus stochastiquement
croissant.

O

4.1.3 Motivations

Soit (Bs, s > 0) un mouvement brownien standard. Carr, Ewald et Xiao ont prouvé dans
[CEXO08] que le processus

1/t S 1 tA
= - = = - = > )
(At ; /0 exp (Bs 2) ds /0 exp (Bt,\ 2 > d\, t 0> (4.3)

était un peacock. Peu aprés, Baker-Yor [BY09] ont exhibé une martingale associée a ce pea-
cock, construite a partir du drap brownien. Cet exemple fit le point de départ de nombreux
développements récents (voir [HPRY11b]). En particulier, considérons, pour tout ¢ > 0, un
processus mesurable a valeurs réelles :

Zy = (Zxt, A20)

tel que
VAERT, Vt e RY, E[e”] < o0,

et définissons, pour toute mesure positive finie p sur R™ le processus :

(Agw = /0 o ]Ei;:ﬂﬂ(dx), t> o) . (4.4)

(En prenant Z ; = By et u(ds) = 1p,1)(ds), on retrouve (4.3)).
On peut alors naturellement se demander :

Sous quelles conditions le processus (Ag“ ),t > 0) est-il un peacock ?

Nous savons déja que (AEH ),t > 0) est un peacock dans les différents cas suivants :
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— Zxy = AtX ou X est une v.a., voir ([HPRY11b, Chapter 1]),

— Zxy = tLy ou (Lx,A > 0) est un processus de Lévy tel que E [eLl} < 00, (voir
[HRY10b)).

— Zxy = Gy ot pour tout ¢t > 0, (Gay, A > 0) est un processus gaussien tel que la
fonction ¢ — E [G, +1Ga,.t] soit croissante pour tout A1, A2 > 0, (voir [HRY10c]).

Nous présentons dans ce chapitre d’autres peacocks de la forme (AE“ ),t > 0), essentiellement

dans un cadre markovien.

- Dans la Section 4.2, nous introduisons la notion de monotonie conditionnelle, et nous
prouvons que si Zy; = tX o (X, A > 0) est un processus conditionnellement monotone

satisfaisant quelques hypothéses d’intégrabilité, alors (A,E“ ), t > 0) est un peacock.

- La Section 4.3 donne des exemples de processus conditionnellement monotones, parmi
lesquels les processus a accroissements indépendants log-concaves, et les diffusions "bien
réversibles" & temps fixe.

- Dans la Section 4.4, nous présentons un autre jeu d’hypotheéses, reposant cette fois sur
des transformées de Laplace, qui permet d’obtenir une nouvelle famille de peacocks de la
forme (Ag”), t>0).

- Finalement, la Section 4.5 présente un lien entre ’ordre stochastique et I’ordre convexe;
nous y retrouvons alors certains des peacocks présentés dans les sections précédentes.

4.2 L’hypothése de monotonie conditionnelle

Dans cette section, nous introduisons et étudions la notion de monotonie conditionnelle,
notion qui apparait sous une forme légérement différente dans [SS94, Chapter 4.B, p.114-126].

Définition 4.10 (Monotonie conditionnelle). Un processus (Xx, A > 0) est dit condition-
nellement monotone si, pour tout n € N*, tout 1 € {1,...,n}, tout 0 < Ay < -+- < A\, et
toute fonction borélienne bornée ¢ : R — R croissante (resp. décroissante) en chacun de
ses arguments :

Blo(Xays Xags -5 Xa )| X ] = 6i(X), (CM)

ot ¢; : R — R est une fonction bornée croissante (resp. décroissante).

Remarque 4.11.

1) Sl existe un intervalle I de R tel que, pour tout A > 0, X € I, nous supposerons dans
la Définition 4.10 que ¢ est simplement définie sur I™, et ¢; sur I.

2) Observons que (Xx, A > 0) est conditionnellement monotone si et seulement si (—Xx, A >
0) est conditionnellement monotone.

3) Soit ¢ : R — R une fonction continue et strictement monotone. Il n’est alors pas difficile
de se rendre compte que si le processus (Xx, A > 0) est conditionnellement monotone, alors
le processus (p(Xy), A > 0) Uest également.

Pour prouver qu'un processus est conditionnellement monotone, nous nous restreindrons aux
fonctions ¢ boréliennes, bornées, et croissantes en chacun de leurs arguments. En effet, en
remplacant ¢ par —¢ dans (CM), le résultat est alors également vérifié pour les fonctions
boréliennes bornées décroissantes en chacun de leurs arguments.

Définition 4.12. On note Z,, l’ensemble des fonctions boréliennes bornées ¢ : R™ — R qui
sont croissantes en chacun de leurs arguments.
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Théoréme 4.13. Soit (Xx, A > 0) un processus & valeurs réelles, continu & droite, condi-
tionnellement monotone et satisfaisant les conditions d’intégrabilité suivantes :
Pour tout compact K C Rt et toutt >0 :

Ok, := sup exp(tXy) = exp <t sup XA) est intégrable, (INT1)
AEK AEK
et
k = inf E tX 0. INT2
k¢ = inf Efexp(tXy)] > (INT2)

Posons hy(t) = log Elexp(tXy)]. Alors, pour toute mesure positive finie p sur RY, le proces-

sus : oo
(AE“) ::/ etX,\th(t)lu(d)\) , t> 0>
0
Démonstration.

1) D’aprés (INT1), pour tout A > 0 et tout ¢ > 0, E[exp(tXy)] < oo. Le théoréme de
convergence dominée implique alors que hy est continue sur R™, dérivable sur |0, +-o0], et

est un peacock.

hA(t)e ) = E [Xyet 2] (4.5)
Puisque E [e!X» =" )] = 1, on obtient d’aprés (4.5) :
E [(xA - h;(t))etxrhw)} —0. (4.6)

De plus, on déduit également de (INT1) que, pour tout ¢t > 0, la fonction A (> 0) — h(t)
est continue a droite.
2) Considérons tout d’abord le cas

p="_ aiby, (4.7)
i=1
ouneN* a;>0,...,a, >0,et 0< A <...<\,.Soitp € C.Pourt>0,o0na:

e[ (417)] ==

En posant pour i € {1,...,n},

A =E [W (Agm) (X, — By (£) exp (tX, — ha, (t))} ,

(A(“)) D ai (Xa, = hy, (1) exp (EXx, — (¢ ))1 :
=1

nous allons montrer que A; > 0 pour tout ¢ € {1,...,n}. Observons que la fonction
n
(Z1,.. . xn) —> Zaj exp (tz; — hy, (1))

j=1

est bornée et croissante en chacun de ses arguments, i.e. appartient & Z,. Donc, d’aprés la
propriété de monotonie conditionnelle de (X, A > 0) :

A;=E [E [1// (Ag*”) (X, — I, (t))eththXMH
- [(XM — Ry, (1))t <t>¢i(XAi)}
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ou ¢; est une fonction croissante et bornée . Par ailleurs, on a,

(Xx, =By, (1) (6:(Xx) — @i (R), (1)) >0,

et par conséquent,
Ai > ¢ (7, (1) E {(Xm, — B, (1)) re “)} =0 dapres (4.6).

3) Nous supposons & présent que g est une mesure a support compact, contenu dans un
intervalle K. Puisque la fonction A — exp (tX — hy(t)) est continue & droite et bornée
supérieurement par la v.a. k‘;{)lt(% K+ qui est finie p.s., il existe une suite de mesures (g, n > 0)

de la forme (4.7), avec supp () C K, [ pn(dX) = [ u(dX) et pour tout ¢ > 0, hr}rl Agl‘n) _
n—-+0o0o
A ps. De plus, d’apres (INT1) et (INT2) :

Un 97
) < 25 )

Kt

et d’apres le Point 2), pour 0 < s <t :

Efip(A%¥n))] < Blip(AF)].

Par conséquent, puisque la fonction v est sous-linéaire, il ne nous reste plus qu’a appliquer le
théoréme de convergence dominée et & passer a la limite lorsque n — 400 dans cette derniére
égalité pour obtenir que (A,g“ ),t > 0) est un peacock.

4) Dans le cas général, on pose ji,(dA) = 1jo.)(A)u(dA) et on observe que (A¥+)) - est
une suite croissante de processus. Soit 6 € c. D’aprés le Point 3),

o (a)] <o (407)]

et comme 6 est une fonction croissante sur R™, le résultat découle du théoréme de convergence

monotone.
O

Remarque 4.14. Soit ¢ : R — R une fonction continue strictement monotone, et p
une mesure positive finie. D’aprés la Remarque 4.11, sous Uhypothese que (p(X)),A >
0) satisfasse toujours les conditions (INT1) et (INT2), on obtient, en notant hy ,(t) =
log E [exp (tw(X1))], que le processus

(AEHAP) ::/0 etLP(XA)—hx,w(t)M(d)\) L t> 0)

est un peacock. Observons que ¢ a seulement besoin d’étre continue et strictement monotone
sur un intervalle contenant l'image de X pour tout A > 0.

Bien siir, le Théoréme 4.13 n’a d’intérét pratique que si I'on est capable d’exhiber suffi-

samment d’exemples de processus possédant la propriété de monotonie conditionnelle (CM).
C’est 'objet de la section suivante.
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4.3 Exemples de processus conditionnellement monotones

4.3.1 Le processus (AX,\ > 0)

Soit X une v.a. telle que, pour tout A > 0, E[e*¥] < oc. Le processus (AX, A > 0) vérifie
alors les hypothéses du Théoréme 4.13, et pour toute mesure positive finie p :

+oo et)\X
</0 Wu(d)\),t > 0) est un peacock.

On retrouve ainsi I’exemple mentionné dans la Sous-section 4.1.3.

4.3.2 Les processus a accroissements indépendants

Commengons par énoncer une assertion équivalente & (CM) dans le cadre des processus
a accroissements indépendants (mais non nécessairement stationnaires).

Proposition 4.15. Soit (Xx, A > 0) un processus & accroissements indépendants. Alors, la
propriété de monotonie conditionnelle (CM) est équivalente & la condition suivante :

Pour tout n € N*, tout 0 < A\ < -+ < A\, et toute fonction ¢ : R™ — R appartenant ¢ Z,,
on a :

Elo(Xay,-- o Xa,) X0, ] = on(Xi,) (CM)
ol ¢, est une fonction croissante et bornée.
Démonstration.
La preuve est immédiate. En effet, soit ¢ € Z,,. Pour i € {1,...,n}, 'hypothése d’accroisse-

ments indépendants implique :
E[d’ (Xklv"'vX)\n) |X)\l]
= E[E [¢ (X/\u cee 7X)\n) |]:/\1] |X)\L]
=K [E [(b (X)\l,...,,X)\“X)\ —X)w. +X>\i7"'7X)\n —X)\i +X)\i) |.7:,\J |X,\J

- [5()@1, LX) |X,\i}

i+1

ou
d)(xl,...,xi) =E [(25 (xl,...,xi,XAHl - X,z X, — Xy, —|—3}z)]
appartient a Z;.

Exemple 4.16 (Mouvement brownien avec dérive).
Soit (Bg\u) := By + v\, t > 0) un mouvement brownien avec dérive v. On a :

E [gb (Bg?, - ngj) B = x} =E[¢(Bx, +vA1,..., By, +vA\n) By, = — vA]
=E [o (B 4 a BT o)

ou (B%4Y s < t) désigne le pont brownien de longueur ¢ allant de x & y. D’apreés (3.22), ce
processus vérifie :

S
gty =y 4 gt

de sorte que,

) ) w 1 0,0 , TAL 0.0 , TAn
Elo(BY,....BY) BY =2l —E[¢<5A1 W Ve )]
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qui est une fonction croissante de x puisque ¢ est croissante en chacun de ses arguments.
Remarquons que bien str cette quantité ne dépend pas de v puisque la loi d’un pont brownien
avec dérive v est indépendante de v.

Exemple 4.17 (Le subordinateur gamma).
Le subordinateur gamma (vyx, A > 0) est caractérisé par :

E[e™] = ﬁ = exp ()\/000(1 — em)exzdx) .

En particulier, v, est une v.a. gamma de paramétre A\. D’aprés (61\7[), il nous faut montrer
que pour tout n € N*, tout 0 < \; < --+ < A\, et toute fonction ¢ : R® — R dans Z,, :

Elg(vars-- )] = énln,), (4.8)
ol ¢, est une fonction croissante. Or, sachant {7y, = 2}, le vecteur (7x,, Ya, —Vars -« +» Yan—Yrn_1)
suit une loi de Dirichlet de parameétres (A1, A2 — A1,..., Ay — Ap—1) sur [0,z]. En d’autres
termes, la densité f7 de (Va;,Yrgs---» VA, ;) conditionnellement & {7, = x} vaut :

C _ g _ _

f:j(xlv . 7;5”71) = xkn—lxi\l 1(1,2 . ml)Az e (.’E N xnil)An An—1 llgn,w,
o C :=C(\1,...,\,) est une constante positive et
S ={(21,...,Tp_1) ER" 1 0< 2y <o <y <z}
Ainsi,
]E[¢(7A17 s 7’y>\n)|’y)\n = :L’]
= A1, o1, @) [ (X1, Tp1)dTy . AT

Sn,x
=C [ Olem s ay el )N

(yn—l - yn—Q))\7L717/\7L7271(]— - yn—l)AniAnilildyl oo dyn—l
aprés le changement de variables : x; = xy;, ¢ = 1,...,n — 1. Il est alors clair que, puisque

¢ est une fonction croissante en chacun de ses arguments, cette derniére expression est une
fonction croissante de x.

On peut reformuler ces calculs plus rapidement de la maniére suivante : d’aprés [EYO4],

le pont gamma (Hu = i, u < )\n> est indépendant de v, . Ainsi :

YAn
E[¢(7A1a s ”Y>Ww,)|ﬂy)\n = ‘T] = E[Qb(xHAu cee axH)\n—lax)]
est une fonction croissante de x.

Corollaire 4.18. Soit (yx, A > 0) le subordinateur gamma. Pour toute mesure positive finie
w sur RT, et pour toute fonction ¢ : RT™ — R continue et strictement croissante, le
PTrocessus :

A(,L ©) 0 o—te() )
I y | |
t /0 Emon AN 820 st un peacack (4.9)
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Démonstration.
D’aprés la Remarque 4.14 avec x — —(x) pour = > 0, le processus (X := —¢@(y2), A >
0) est conditionnellement monotone. Comme il s’agit d’un processus négatif, (INT1) est
évidemment satisfaite. Par ailleurs, puisque le processus (yx, A > 0) est croissant, (INT2) est
également vérifiée. Finalement, le Théoréme 4.13 s’applique.

O

Remarque 4.19. Lorsque p(x) = x, le Corollaire 4.18 est vérifié plus généralement avec
une mesure signée, voir [HRY10b].

Exemple 4.20 (La marche aléatoire simple). Soit (g;,7 € N*) une suite de v.a. i.i.d telles
que, pour tout ¢ € N* :

Ple; =1)=p, Ple;=-1)=¢q avec p,q>0etp+q=1.

Soit (Sy,n € N) la marche aléatoire définie par Sy = 0 et
n
S, = Zsi, pour tout n € N*.
i=1

Nous allons prouver que (S,,n € N) est conditionnellement monotone, i.e : pour tout r €
[2, +oo[, tout 0 < ny < ng < -+ < n, < +oc et toute fonction ¢ : R"~1 — R dans Z,_1,

keI, —> E[¢(SnySngs---sSn,._1)|Sn,. = k] est une fonction croissante sur I,,,  (4.10)

ou I, C [—z,x] représente 'ensemble des valeurs que peut prendre la v.a. S,. Il n’est pas
difficile de voir que (4.10) est vérifiée si et seulement si : pour tout N € [2,+oo[ et toute
fonction ¢ : RN~ — R dans Zy_1 :

ke In+— E[p(S1,...,Snv-1)|Sny = k] est une fonction croissante sur In. (4.11)

Il nous faut alors distinguer deux cas :
1) Si N et k sont pairs , on pose N = 2n (n € [1,+00[) et k = 2z (z € [-n,n]). Pour tout
n € [1,+oo[ et tout & € [-n, n], notons P32, 'ensemble des lignes polygonales w := (w;,i €
[0,2n]) telles que wp =0, wpt1 = wp =1, (p € [0,2n — 1]) et wa, = 22. Observons que tout
w € P3% posséde n + x pentes positives et n — 2 pentes négatives. En conséquence :
‘,Pgﬁ = ;L:_xv

ot |-| représente le cardinal de ensemble P32. Par ailleurs, conditionnellement & {Ss, = 2z},
la loi du vecteur aléatoire (Sy, S1, ..., S2,) est la loi uniforme sur P32.

Soient n € [1,4o0f, € [—n,n] fixé, et considérons, pour tout ¢ € [1,n + = + 1],
I’application :

I, P22 p2n

n

définie par : pour tout w € P32 TI;(w) a les mémes pentes négatives et les mémes pentes

positives que w excepté la it" pente positive qui est remplacée par une pente négative. Pour

tout w € P32 et toute fonction ¢ : R?" — R dans Zoy,

$(w) = (Il (w)).
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En sommant cette relation, on obtient :

n+xz+1

(n+z+1) DY ow= D> Y ¢Lw)

wept? wepzt? =1
n+x+1

ST I (w)lé(w)

wePZe =1

2n

—(n-2) Y 6lw)

wePST

Ainsi, on a donc prouvé :

Lemme 4.21. Pour tout n € N* et toute fonction ¢ : R?® — R dans Iy,

7?2$+2| Z d(w Z d(w (4.12)

7;.2:+2 we'PQz

ce qui signifie que (San,n € N) est conditionnellement monotone.

2) En procédant de méme, il n’est pas difficile d’établir un résultat similaire lorsque k et N
sont impairs.

Corollaire 4.22. Pour tout entier impair p, et toute mesure positive finie y . a0, sur N :
neN

45)”

(Z an =5 7’ t> O) est un peacock.

Les processus a accroissements indépendants et log-concaves sont conditionnel-
lement monotones

Commencons par introduire les notions de v.a. PFy et log-concaves (voir Schoenberg
[Sch51] ou Daduna-Szekli [DS96]).

Définition 4.23 (V.a. PF; réelle).

Une v.a. réelle X est dite PFy si :

1) X admet une densité de probabilité f,
2) pour tout o > 1, Y2 > Y1,

fxi—vy1) flz1—y2)
det(f(ﬂﬁz—lh) f(xz—yz))>0'

Définition 4.24 (V.a PF, discréte).
Une v.a. discréte X est dite PFy si, en posant f(x) = P(X = x) pour x € Z, on a : pour tout

To 2> X1, Yo = Y1, ( VK )
fﬂ?1—y1 f$1—312
det( f(azg—yl) f(IQ*yz) ) =0

Définition 4.25 (V.a. log-concave réelle).
Une v.a. réelle X est dite log-concave si :
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1) X admet une densité de probabilité f,
2) f est une fonction log-concave sur R, i.e. pour tout x,y € R et tout 0 €]0,1],

FOz+ (1= 0)y) > (f(2)’ (f(y)' .

Evidemment f est une fonction log-concave sur R si et seulement si I’ensemble S o=
{f > 0} est un intervalle et log f est concave sur Sy.

Définition 4.26 (V.a. log-concave a valeurs dans Z).
Une variable aléatoire X a valeurs dans Z est dite log-concave, si pour toutn € 7Z :

(P(X =n))> >P(X =n+1)P(X =n—1).

Ici aussi, f est une fonction log-concave sur Z si ’ensemble Sy := {f > 0} est un intervalle
de Z, et log f est une fonction concave sur S;.
Rappelons 1’équivalence suivante :

Théoréme 4.27 ([An97] ou [DS96]). Une variable aléatoire a valeurs dans R ou Z est PFy
si et seulement si elle est log-concave.

Exemple 4.28. La plupart des lois usuelles sur R (ou Z) sont PF5. En effet, la loi normale,
la loi uniforme, la loi exponentielle, la loi binomiale négative, la loi de Poisson ou encore la
loi géométrique sont PFy. Nous référons a [An97| pour d’autres exemples. Notons cependant
que :

a

1
a) Une v.a. gamma de paramétre a > 0 (de densité fo(2) = ——a*"te "1 yoo(2)) nest

I'(a)
pas PFy sia < 1,

b) Une v.a. de Bernoulli X telle que P(X =1) =p=1—P(X = —1) n’est pas PFs.
Le résultat suivant est di a Efron [Efr65] (voir également [Sha87]).

Théoréme 4.29 ([Efr65]). Soient n € [1,+oo[, X1, X2,..., X, des variables aléatoires PFy
réelles (ou discretes) indépendantes, S, = > i, X;, et ¢ : R" — R appartenant a I,,. Alors

E[¢(X1, Xa, ..., X,)|Sn = 2] est une fonction croissante de x.

Grace au Théoréme 4.29, on obtient donc le résultat suivant :

Théoréme 4.30. Soit (Zx,\ € RT ou X\ € N) un processus a valeurs réelles (ou discrétes),
issu de 0, satisfaisant (INT1) et (INT2), et ayant des accroissements indépendants (non
nécessairement homogénes en temps) dont la loi est PFy. Alors, (Zx, A > 0) est condition-
nellement monotone, et pour toute mesure positive p sur R™ (ou N) de masse totale finie,

+oo etZ)\
———nu(dN),t >0 t k.
</0 ]E[etzk]u( ), t > ) est un peacoc

Démonstration. -
11 suffit de montrer que (Zx, A > 0) satisfait la condition (CM). Soit n € [1,4ocof et ¢ :
R™ — R appartenant a Z,,. Pour tout 0 < A\j < Ay < -+ < A\, et k € R (ou 2),

o~

Elp(Zx,s Zxgs -y Za ) Zn, = k] = E\d(Zx,s Zxny — Znys o3 Zn, — Za,_i )20, = K|,

n
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ou la fonction $ est donnée par :

~

d(x1, T, ..., xy) = d(x1, 22+ 1, ..., 21 F T2+ -+ Xp).

Comme (}5 appartient & Z,, il ne reste qu’a appliquer le Théoréme 4.29 avec : X; = Z,, et
Xit1=2Zx,, — Zx, i=1,...n—1 pour conclure.
O

Remarque 4.31.

1) Le résultat d’Efron est en fait plus fort que la simple notion de monotonie conditionnelle
telle qu’énoncée Proposition 4.15. En particulier, soit (X;,t > 0) un processus de Lévy. On
suppose que pour tout t > 0, Xy admet une densité f; strictement positive sur ]a, b et nulle en
dehors. Alors, en reprenant la preuve de [Efr65], on constate que le processus (Xi,t > 0) est
conditionnellement monotone si et seulement si, pour tout s < t et tout z €]a, b[, la fonction :

+
fz F fo(w) fros(x — u)du
fi(x)
Cette relation est bien sir satisfaite par les processus de Lévy dont la densité f; est log-

concave pour tout t > 0 (en particulier le mouvement brownien avec dérive). On peut vérifier
que le processus gamma la satisfait également. En effet, pour z > 0 :

x— est croissante sur ]a,bl.

['(t) e t—s—1,—(z—u) p
T(s)T'(t — s)at—le—= [, uTe (@ —u) € {0<u<z}aU

I'(t)

+oo
= -7 s—1 1— tfsfll d
L(s)L'(t - s) /z/x v =) {o<v<1}0V

est une fonction croissante de x.
2) On déduit du Corollaire 4.30 qu’en particulier le processus de Poisson et la marche aléa-

toire 4 accroissements géométriques sont conditionnellement monotones. Nous en donnons
ci-dessous une preuve directe, ¢’est-a-dire sans utiliser le résultat d’Efron.

Exemple 4.32 (Le processus de Poisson). Soit (Ny,A > 0) un processus de Poisson de
paramétre 1 et soit (T,,,n > 1) la suite de ses temps de sauts. Alors

Ny=#{i>1: T, <A}

Afin de prouver que (Ny, A > 0) est conditionnellement monotone, nous allons montrer que,
pour tout 0 < A\ < --+ < A, et toute fonction ¢ : R® — R dans Z,,, on a :

E[¢(Nx,---, Nx,)|Na,] = on(Ny,), (4.13)

ol ¢, : R — R est croissante. Mais conditionnellement a {N), = k}, le vecteur aléa-
toire (T1,...,T}) est distribué comme (Us,...,Uy), Uy,..., Uy étant des v.a. uniformes sur
[0, \,] ré-ordonnées par ordre croissant. Nous allons effectuer un couplage a partir de cette
construction : les k£ v.a. uniformes Uy, ..., U, étant fixées, on considére le pont de Poisson
(Nik), A < Ap) sur [0, A\,] se terminant en k associé & (Uy,...,Uy). Le passage de k a k+ 1
s’effectue en ajoutant un saut : soit V' une v.a. uniforme sur [0, \,], et (Nikﬂ),)\ < An)
le pont de Poisson sur [0, A,] se terminant en k + 1 associé au réarrangement croissant de
Ui,...,Ug, V. On a clairement, pour tout A € [0, \,], Nikﬂ) > N/gk), et la propriété de
monotonie conditionnelle s’ensuit.
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Corollaire 4.33. Soit (Nx, A > 0) un processus de Poisson et soit u une mesure positive
finie sur RT. Alors, pour toute fonction ¢ : Rt — R continue et strictement croissante,
le processus :

0 o—tp(Nx)
(o) . €
(At = /0 Wu(d/\), t> O) est un peacock. (4.14)

Exemple 4.34 (La marche aléatoire a pas géométriques).
Soit (g;,4 € N) une suite de v.a. mutuellement indépendantes de loi géométrique de parameétre

p;
P(e; = k) = p"1(1 — p) (k>1,0<p<1).

On considére la marche aléatoire (S,,n € N) définie par : Sy = 0 et
n
Sp = ZE“ pour tout n € N*.
i=1
Pour n € N*, on prouve facilement par récurrence que la loi de S,, est donnée par
P(S, = k) = CP~1p*~"(1 — p)™, pour tout k > n.

Pour montrer la monotonie conditionnelle de (S,,,n > 0), il suffit donc d’obtenir que : pour
tout n € N* et toute fonction ¢ : R* — R dans Z, :

k— E[p(S1,...,5:)|Snt1 = k]  est une fonction croissante sur [n + 1,4o00].  (4.15)
Soit J¥ I’ensemble :
Jo=A(x1,...,xn) EN": 0< 2y < - <, <k} (4.16)
Pour tout k£ > 1 et n > 1, il est clair que |J’,§\ =Cp . Ecrivons :

E (¢ (Si,- -, Sn) |Sni1 = K]
P(Sy =11, Sp = lp, Suy1 = k
= > ¢(11,...,zn)(1 ! +1 = k)

(11,00 ) ETE P(Snt1 = k)
= X ey TR RS :
(I1,..ln)ETE nt+l =
— ]P)(Sl :ll)]P)(SZ _Sl 212—11)...P(Sn+1 _Sn = k_ln)
- Z ¢(lla7ln) —
P(Spt1 =k)

(lla-“vln)EJﬁ

= > el PR A ) i Ul  RRTY it Ut )
1y-++sln Cf]?:ilpk—n—l(l _p)n"rl

(L1seesln) €T

1
:Cn ¢(l13aln)
k=1 (11, 1) €Tk
Par conséquent, conditionnellement & {S,+1 = k}, la loi du vecteur aléatoire (S1,...,S,) est

la loi uniforme sur I’ensemble J*. Il nous faut donc prouver pour obtenir (4.15), que pour
tout n € N* fixé,
Z ¢(llvvln)

0<hi<..<ln<k

k>n+4+1+— 7

o< <...<lp,<k
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est une fonction croissante. Nous allons raisonner par récurrence sur n € N*.
e Initialisation : n = 1. Posons

>, o)

Coda"M s ek - 1)
Fk) = > k—1 '
o<l <k
Alors :
flo 1) = 207 +¢,§k_ ShdL
k-1 o(k)
E AW
= 1w+ (o - A AEZ DY 5 g

car ¢ est une fonction croissante.
o Heéredite.
Nous devons vérifier que :

ce que l'on réécrit de maniére équivalente :

S ool lng) Y 12 Y o) Y1

(I1yeln)ETELY (Iseeln)ETE L (L) ETE (ool ) €TE L
— Z¢(l17--~7k) Z 1> Z 1y lngr) Zl
(I1sesln) €Tt (1yeesln)€TE L (lasesln)€TE (Lisesln)€TE
en simplifiant de chaque coté le terme Z oLy oy lng) Z 1
(L1, ln)€TE (U1yesln)€TE

k—1 k—1
= > > 1 S k)= Y Y el 0) M1

i=n41 (l1,.ln) €L ) (L1, ln)ETE i=n+1 (I,...,1,)€TE, (11, ,ln)ETE

et il suffit donc de prouver que pour tout i € [n+ 1,k — 1] :

Yootk o1 > N b)Y L

0<hh<..<lp<k 0<h <...<lp<i o<l <..<lp <t 0<hh<...<lp<k

Z (;5(117,]6) Z ¢(llv~"7i) Z (;5([17...,2')

o<1 <...<lp<k o<1 <...<lpn<k > 0<l1<... <l <
- > 1 - > 1
0<hh<...<lp<k 0<li<..<lp<k <l <. <l <t

car ¢ est croissante en chacune de ses variables, et en appliquant I’hypothése de récurrence.
O
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Corollaire 4.35. Pour toute mesure positive finie Y. and, sur N et toute fonction ¢ :
neN
Rt — RT continue et strictement croissante :

*t@(sn)

(Z n—=F——a 7 _w S”)] st 2> O) est un peacock.

Remarque 4.36. On peut effectuer un calcul similaire lorsque les v.a. géométriques (&;)i>o0
peuvent prendre la valeur 0, voir [BPR11].

4.3.3 Les diffusions “bien-réversibles” a temps fixe

Nous présentons a présent une classe importante d’exemples de processus conditionnelle-
ment monotones : les diffusions “bien-réversibles” & temps fixe.

Notations

Soient 0 : RT x R - R et b: RT x R — R deux fonctions mesurables et soit (By,u > 0)
un mouvement brownien standard issu de 0. Considérons I’EDS suivante :

A A
X\==z —|—/ o(s,Xs)dBs+ [ b(s,Xs)ds, A>0. (4.17)
0 0

Nous supposons :

(A1) Pour tout z € R, cette EDS admet une unique solution trajectorielle (X)(\m)7 A>0), et
Papplication x — (X /(\w), A > 0) peut étre choisie mesurable.

En conséquence, d’aprés le théoréme de Yamada-Watanabe, (X im), A > 0) est une solution
forte de 1’équation (4.17), et jouit donc de la propriété de Markov forte ; de plus le noyau de

transition Py (x,dy) = IP(X;\I) € dy) est mesurable.
Remarquons que, pour x < y, le processus (X )(\y), A > 0) est stochastiquement plus grand que
(Xim), A > 0) au sens suivant : pour tout a € R et A >0,

P(X{2a)2P(X{">a). (4.18)

En effet, en supposant (Xiw)7 A>0)et (X)(\y)7 A > 0) tous deux définis sur le méme espace
de probabilités, et en notant T' le temps de couplage défini par :

T =inf{A >0; X" = x}
(= +oo si {A>0; X" = x¥W} =),
il est alors clair que, sur {T' = +o0},
X)(\y) > X)(\w) (puisque y > )
tandis que sur {T' < +oo}, on a :
X;y) > Xim) pour tout A € [0, T

et
Xiy) _ X}@ pour tout A € [T, +oo]
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puisque, d’aprés notre hypothése (A1), (4.17) admet une unique solution qui est fortement
markovienne.

Par ailleurs, (4.18) est équivalente & : pour toute fonction croissante (resp. décroissante)
bornée, et pour tout A > 0 :

x = E [o(X))] = / Py (z,dy)¢(y) est croissante (resp. décroissante). (4.19)
R

Lemme 4.37. Soit ((Xx)x>0, (Fa)a>0, Ps)zer) un processus de Markov a valeurs dans R
qui satisfait 6 (4.18). Alors, pour tout n > 1, tout 0 < Ay < -+ < Ay, tout i € {1,...,n},
toute fonction ¢ : R — R dans I, et tout x > 0,

Eul¢(Xn,s- - Xn,)IFa] = 01X X)), (4.20)
ot 51 : R = R appartient & ;. En particulier,

x = Eg[d(Xn,,--., X, )] est croissante. (4.21)

Démonstration.
Sii =mn, (4.20) est clairement satisfaite. Sii = n —1, alors (4.20) est aussi satisfaite puisque :

E, M)(X/\u s 7X)\n71 ) X/\n)

‘7:>\n71] = / (b(XM yor e ’X)\7L71’y)P/\1L7A1L71 (X)\7L71,dy)
R

et ainsi, pour i = n — 1, (4.20) découle directement de (4.19). On achéve alors la preuve par
itération descendante.

O
Observons qu’en conséquence, la propriété de monotonie conditionnelle (CM) pour ces diffu-

sions est équivalente a (CM).

Retournement a temps fixe

Soit = € R fixé. Nous supposons :

(A2) Pour tout A > 0, (A, -) est une fonction dérivable et X admet une densité p de classe
CH2 sur ]0, +oo[xR.

En posant
a(\,y) == a*(\,y) pour tout A > 0 et y € R,

on définit successivement, pour tout Ag > 0 fixé et pour y € R :

EAO (A7 y) = a’(AO - )\7?})’ (0 S )\ S AO)

B/\o()\,y) =—b(Ao— A\ y)+ M;y(auo — Ay pho—A7y), (0<A< ?:)22)

Sous de “bonnes conditions” sur les fonctions a et b, Haussmann et Pardoux [HP86] (voir
également Meyer [Mey94]) ont prouvé que :

(A3) Le processus (Y;O, 0 < A < \g) obtenu en retournant (X,0 < A < Ag) au temps A :
(Y:\\O,O <A< )\0) = (XAO—MO <A< )\0)
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4.3. Exemples de processus conditionnellement monotones

est une diffusion et il existe un mouvement brownien (B,,0 < u < )g), indépendant
—A
de Xy,, tel que (X3°,0 <\ < \g) soit solution forte de I'EDS :

dYy, =5\ Y))dBy+5 (AY)dh  (0< A< Ao)
(4.23)

Yo =X, (avec T\, y) = a(XAo — \, 9)).
Notons que les coefficients B)\O et 70 dépendent de x.

Reésultat principal

Notre objectif ici n’est pas de donner des conditions optimales sous lesquelles les assertions
(A1)-(A3) sont satisfaites. Nous renvoyons pour une telle étude a [HP86] ou [MNS89]. Nous
présentons néanmoins deux jeux d’hypotheéses, (H1) et (H2), chacun d’entre eux impliquant
les assertions (A1)-(A3)

(H1) On suppose que :
i) les fonctions (A, y) — a(A, y) et (A, y) — b(\,y) sont de classe C1? sur |0, +oo[ xR,
localement Lipschitziennes en y uniformément en A, et la solution de (4.17) n’ex-
plose pas sur [0, Ag],

i) il existe a > 0 tel que :
a(\y) = o?(\y) > « pour tout y € Ret 0 < X\ < g,

et
d%a o

(H2) On suppose que :

i) les fonctions o et b sont de classe C*2, localement Lipschitziennes en y uniformé-
ment en A, et la solution de (4.17) n’explose pas sur [0, A\g],

i1) les fonctions a et b sont de classe C*™ sur 0, +oo[xR en (A,y) et 'opérateur
différentiel
- 0
I=241L
N + L
est hypo-elliptique (voir Tkeda-Watanabe [IW89, p.411] pour la définition et les
propriétés des opérateurs hypo-elliptiques), ot (Ly, A > 0) est le générateur de la
diffusion (4.17) :

d d

L= %a()\, )z HA T (4.24)

Alors, sous chacune des conditions (H1) et (H2), les assertions (A;);—;..3 précédentes sont
satisfaites. Nous pouvons & présent énoncer le résultat principal de cette section :

Théoréme 4.38. Sous l'une ou l'autre des hypothéses (H1) ou (H2), et pour tout x € R, le
processus (X, A > 0) est conditionnellement monotone sous P,.

Démonstration.
Soient n € N* et ¢ : R® — R appartenant & Z,. Pour tout 0 < A\; < -+ < A, et tout
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ie{l,...,n}:

E, [(ZS(X)\I,...,X,\") Xy, = Z]
=E,; [Eﬂ? [¢(XA17' .- ’X>\n)|'F)\i} |X)\7. = Z]

= Ex ai(XXU"')X)\i”X)\i = Z]

(d’aprés le Lemme 4.37, ou (El :R" — R appartient a Z;

= [~ <X\ i\ i N .
Ey [¢i(X), 2 X )Xo = z} (par retournement du temps a l'instant A;)

[~ i i
z ¢i(X/\7L_A1’ . e 7XA'i_>\'i—1’Z):|

I
&=

. L o ‘s .
et, en appliquant (4.21) au processus retourné (X, ,0 < A < J\;), cette derniére expression
est une fonction bornée croissante en la variable z.

O

Remarque 4.39. Observons que nous avons délibérément exclu le point A1 = 0 dans le Théo-
réeme 4.38, puisque les diffusions “bien-réversibles” peuvent étre retournée a priori uniquement

SUT]O,)\Q] : (Y;\O,O <A< )\0) = (X)\O_)\,O <A< )\0)

Corollaire 4.40. Soit (X, A > 0) l'unique solution forte de (4.17), a valeurs dans RT, ou
b et o satisfont soit (H1), soit (H2). Alors, pour toute mesure positive u sur |0, +oo| et pour
toute fonction ¢ : Rt — RT continue et strictement croissante, le processus :

A1) o ete(Xa) )
= - S . |
t /0 E [e*w(Xx)] w(dX),t >0 est un peacoc (4.25)

Démonstration

Soit € > 0 et notons u(*) la restriction de p a intervalle [g, 400 : pu(®) := H[e,+oo[ Comme
(—(X2), A > ¢) est un processus continu et négatif, les conditions (INT1) et (INT2) sont
satisfaites, et on peut appliquer les Théorémes 4.38 et 4.13 pour obtenir que, pour tout
0 c Cuettout()gsgt:

E {Q(Agu(s),w))} <E [Q(Agu(s)ysa))} .
Ainsi, en procédant comme dans le Point 4) de la preuve du Théoréme 4.13, le résultat
s’ensuit en laissant € tendre vers 0. O
Quelques exemples de diffusions “bien-réversibles" a temps fixe

Exemple 4.41 (Mouvement brownien avec dérive v).
On prend o = 1,b(s,y) = v et X\ = 2+ By + vA. Alors,

o (U210,

1
t =
p( ,Jj,y) \/ﬁ 21

et (Yﬁ“,o < A < Ao) est la solution de :

’\x—Yu

[ —
=X B
A 0 + B+ ) Ao—u

du

ot (By,0 < X\ < )g) est indépendant de YSO = ng).
Nous référons a Jeulin-Yor [JY79] pour des calculs similaires.
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Exemple 4.42 (Processus de Bessel de dimension ¢ > 2).

1
,avec 0 = 2(v + 1), § > 2. Alors,
Y

On prend 0 =1 et b(s,y) =

i) pour x >0 :

1 yu+1 1'2 + y2 xy
t7 9 =7 - IU (7) 9
p(t,z,y) = ;7 exp 5 ;

ou I, désigne la fonction de Bessel modifiée d’index v (voir (2.57)), et (Yi(J?O <A< Ag) est
la solution de :

A /
e — 1 Y, I [ aY,
Y, =X, +B — - = du.
A=A AJF/O <2Yu d—u  ho—ul, ()\o—u>) “

i) pour £ =0 :

1 —y?
t.0 — 2v+1
p( ) ay) 2”t”+1F(y+ 1)y exp ot )

et (Yio, 0 < X < \g) est la solution de :

A
—Xo | = 2v+1 Y.,
Y, =X -‘rB)\-i-/ ( - )du
0 0 2Y, o — u

Exemple 4.43 (Carrés de Bessel de dimension ¢ > 0).
On prend o(s,y) = 2,/y et b=4. Alors :

i) pour >0 :
1 ry\v/2 T4y VY
- (2 - L :
pltay) =5 (x) eXp( 2 ) ( t

et (Yio, 0 < A < \g) est la solution de :

A A !
YA:Y30+2/ \/YudBu+2>\—2/ (AY" VxY“I"<VxY“>>du.
0 0

—u_)\o—ul,, Ao — U

1) pour =0 :

(t,0,y) = 1 6/2# -1 (_g)

et (Yio, 0 < X < Xg) est la solution de :

A
2Y,
du.
0 )\ — U

A
Yy = X)° +2/ VYudB, + 6\ —
0

Notons que 'on aurait aussi pu obtenir cet exemple en élevant au carré les résultats sur les
processus de Bessel.

Remarque 4.44. Tous les exemples précédents sont liés a la notion de grossissement initial

d’une filtration (par la valeur terminale). Nous renvoyons a Mansuy-Yor [MY02] pour de
plus amples détails.
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4.4 Une autre famille de peacocks markoviens

Nous présentons dans cette section un autre jeu d’hypothéses sur le processus de Markov
(X, A > 0) qui assure que :

W _ [T ™
<At“ = /0 Wu(d)\),t > O) est un peacock.

Définition 4.45. Un processus (X, A > 0;P,, x € RT) markovien continu & droite, a valeurs
dans R, satisfait la condition (L) si les deuz Points (i) et (i1) ci-dessous sont vérifiés :
i) Ce processus est croissant pour lordre stochastique par rapport & son point de départ
x ; en d’autres termes, pour tout a > 0 et X > 0, et pour tout 0 < x <y :

P,(Xx > a) > Pu(Xy > a). (4.26)

—tXA]

1) La transformée de Laplace E,[e est de la forme :

E,[e "] = C1(t, \) exp(—z Ca(t, \)), (4.27)
ot Cq et Cy sont deux fonctions positives telles que :

e Pour toutt >0 et A\ >0,

b
5,C2(t:2) > 0. (4.28)

e Pour toutt > 0 et tout compact K , il existe deux constantes ki (t) > 0 et kg (t) <
400 telles que :

krc(t) < inf Cy(t,A);  sup Ca(t, A) < kg (t). (4.29)
ANeK AeK

En prenant x = 0 dans (4.27), on observe que C1(., \) est complétement monotone (et donc
C®) sur |0, +o00[ et continue en 0. En conséquence, Ca(s, A) est également C* sur |0, +oo[ et
continue en 0. De plus, on a pour t >0 et A >0 :

E, [Xye ] = <_(§tCl (t, \) + 2C4 (¢, )\)%Cz(t, )\)> exp (—zCs(t, \))

et on définit, pour t >0, A >0etyc R :

0
a(tv/\ay) = _&Cl(tav/\) +ycl(t7/\)7 (4'30)
Bt = Calt,N) 5 Calt A) > 0.

Nous pouvons & présent énoncer le principal théoréme de cette section :

Théoréme 4.46. Soit (X, A > 0;P,,z € RT) un processus de Markov satisfaisant la condi-
tion (L). Alors, pour tout x > 0 et toute mesure positive finie p sur R,

<A§“> = / e AR (N ¢ > 0>
0
est un peacock sous P, ou la fonction hy est définie par :

ha(t) = log (]Ez [e*tx*]) .
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Avant de prouver le Théoréme 4.46, donnons deux exemples de processus (X, A >
0; P,,z € RT) satisfaisant la condition (L).

Exemple 4.47. Soit (X, A > 0;Q,,z € R") un carré de Bessel de dimension § (que nous
noterons BESQ°®, § > 0, voir [RY99, Chapter XI|). Ce processus satisfait la condition (L)
puisque :
e Il est stochastiquement croissant par rapport & x; en effet, il est solution d’'une EDS
possédant une unique solution forte, donc posséde la propriété de Markov forte.
e Pour tout ¢ > 0,on a:

1 tw
—t X — _

ce qui fournit le Point (i7) de la Définition 4.45.

En particulier, pour (X;,¢ > 0) un carré de Bessel de dimension 0, (AE“),t > 0) est un
peacock. Ce cas ne rentrait pas dans le cadre de I’Exemple 4.43.

Exemple 4.48 (Généralisation de I'exemple précédent pour § = 0).

Soit (X, A > 0;P,,x € RT) un processus de branchement a espace d’états continu (que nous
abrégerons CSBP suivant la terminologie anglo-saxonne, voir [LG99]). Nous notons Py (z, dy)
la loi de X sous P, et * le produit de convolution. Alors (Py) satisfait :

Py(z,.) x P\(2',.) = Py(z +2',.) pourtout A\>0,z2>0etz’ >0
ce qui implique (4.26) (voir [LG99, p.21-23]). Par ailleurs, on a :
E, [e7"] = exp(—z C(t, \)), (4.31)

ol la fonction C' : Rt x Rt — RT satisfait :

e pour tout A > 0, la fonction C(., ) est continue sur R™, dérivable sur 0, +ool, et

aa—f(t, A) >0 pour tout ¢t > 0,

e pour tout ¢ > 0 et tout compact K, il existe une constante kg (t) < oo telle que :

sup C'(t, A) < kg (t). (4.32)
AEK

Donc, (X, A > 0) satisfait (4.27).

Remarque 4.49. Cet exemple généralise le précédent dans le sens suivant. Soit (Y, ¢ > 0)
un processus de Lévy d’exposant caractéristique (X)) = cA®, (¢ > 0,a €]1,2]) :

E [e_/\yf] = exp (—ctA?).

On note (Hy,t > 0) le processus des hauteurs associé & (Y, t > 0). Ce processus admet une

famille de temps locauz (L(H),t > 0,a > 0) et, en notant 7.(H) = inf{s > 0; L%(H) > r}

son inverse continu & droite, le processus (Lir(H),a > 0) est un CSBP stable d’index o (voir

[LGY9]). Observons alors que, pour oo = 2 et ¢ = 5, (Y; := By,t > 0) est un mouvement
(10i)

brownien standard issu de 0, (Hg,t > 0) =" (|Bt|,t > 0) a méme loi qu’un mouvement brow-
nien réfléchi en 0, et, d’aprés le théoréme de Ray-Knight, (L‘T’T(H),a > 0) est un carré de
Bessel de dimension 0 issu de .

On pourra consulter [HPRY11b, Chapter 4] pour une description d’autres peacocks construits
a partir de CSBP, ainsi que quelques martingales associées.
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Démonstration.

Soit (X, A > 0) un processus satisfaisant la condition (L).

1) (=X, A > 0) étant un processus négatif, la condition (INT1) est clairement satisfaite. De
plus, d’apres (4.29), (INT2) est aussi vérifiée. Ainsi, en suivant la preuve du Théoréme 4.13,
il suffit de montrer que (A,E“),t > 0) est un peacock lorsque p est une combinaison linéaire
finie de mesures de Dirac avec des coefficients positifs.

2) Pour t >0,a; >0,...,a, > 0et 0< Ay <--- < Ay, posons :

A = Z aje i),
i=1
Soit ¢ € C.On a:

0
aEm W(Af)] =K,

’ll)l(At) Z aieftX/\i *h,\i (t) (h;v (t) =+ XAi, )‘|

i=1

et, nous allons montrer que pour tout ¢ € {1,...,n}, A; <0, avec :
As =By [/ (A)e™ T O (1) + X0,)| = Ea [0 (Aer, (X0,)],

et ou 'on a posé :
ex;(2) = e TN O (1) + 2).

Observons que, puisque E [e~*¥% =M (] =1 il vient par dérivation :
Ew [e,\i (XM)] = 0. (433)

Comme la fonction

n
(wla"'axn) - 'LZJ, Zaje_tmj_hkj(t)
Jj=0

est bornée et décroissante par rapport a chacun de ses arguments, il suffit de montrer que :
pour toute fonction borélienne bornée ¢ : R” — R décroissante en chacun de ses arguments,
et pour tout i € {1,...,n},

Ex[d)(X)\l,...,XA )eM(XM)] S 0. (434)

n

3) Prouvons (4.34).
a) On peut supposer i = n. En effet, grace a (4.26) et au Lemme 4.37, on a, pour i < n :

Eg (X5 X )en (Xn)] = Ex[Eg[p(Xn, - -+, X, ) [FaJen, (Xn,)]

= Eﬂc[(bi(X)\u v aXM)e)\i (qu)]a

ou ¢; : R* = R est une fonction borélienne bornée décroissante en chacun de ses arguments.
b) Par ailleurs,on a :

E, [51‘()(/\1, T X>\1‘,)e)\i (sz)]
=B [6i(Xn,, ..., X, e 0O ) (1) + X))
<E, [gi(X)\IV cee 7X>\i—17 _h/)\l (t))e)\i (X)\I)]
(puisque ¢;(Xx,, -, X ) (BA, (8) + X,) < 0i(Xny, .., —hA, (R4, (£) + X))

=E, Qsi(XAla v 7X)\7‘,_1)6>\7‘, (X)w) )
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ol 51 : R""! — R est une fonction borélienne bornée décroissante en chacun de ses arguments
définie par :

(bi(zl, ey Zi—l) = gbi(zl, ey Ri—1, —hl)\i (t)) (435)
4) Achevons a présent la preuve du Théoréme 4.46 en montrant le lemme suivant.
Lemme 4.50. Soienti € {1,...,n}, j € {0,1,...,i— 1}, et soit ¢ : R7 — R une fonction
borélienne bornée décroissante en chacun de ses arguments . Alors,

Em[¢(XA17~~-,X)\j)e)\,;(X)\i)] S 0. (436)
En particulier,

E$[¢<XA17 s 7X>\i—1)e)\i (XAz)] <0. (437)

Démonstration. Nous prouvons ce lemme par récurrence sur j.
e Initialisation : pour j = 0, ¢ est constante et on a :

Ey [(b ex; (X)\l)] = ¢EI[6)\1‘ (X)\l)] =0 (d7aprés (433))
o Heérédité : si on suppose (4.36) vérifiée pour j € [0, — 1] fixé, alors
E. [QS(X)\lﬂ BRI} X)\jaX)\j+1)e)\i (XAz)]
= Ex[p(Xn,, - Xy X0 )Pa—ayen (X, )] (d’apreés la propriété de Markov)
= ]Eic I:QS(X)\l Yy X>\j ) X>\j+1)e_XAj+1CQ(t’Ai_/\j+l)_h>\i (t)-

(t, A = Ajr, B, (1) + X040 B (8 X — Ajen)) |
(d’apres (4.27) et (4.30), ou 8 > 0)
a(tv Ai — )‘j+17 h/,\ (t))
L Py . (X,
B (t, i — )\J‘Jrl) ) A Aﬁle}\l( AJ‘H)}

=E, [g(XAN X e, (X;H.)} <0 (par hypothése de récurrence),

S]Er |:¢ <X)\15"'aX>\j7

ol ¢ : BRI — R est définie par :

¢(21,...,Zj) Z_¢<Zl,...,2j,

alt, i — )\j+1>h/Ai (t))>
Bt Ai — Ajr1)

4.5 Ordre convexe et ordre stochastique

Définition 4.51. Soient X et Y deux v.a. intégrables. X est dite plus grande que Y pour
l’ordre conveze si, pour toute fonction conveze v : R — R, E[¢(X)] > E[t)(Y)]. Nous notons
cette relation d’ordre :

(;)

X Y.

Dans [HPRY11b], les auteurs prouvent que si (M;,t > 0) est une martingale dans H}
(donc, un peacock), et  : Rt — R une fonction continue et croissante telle que a(0) = 0,

alors le processus
¢
(1/ Myda(u) , v > 0)
a(t) Jo
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est un peacock. En d’autre termes, pour tout 0 < s <t:

a(t) 0 a(s)

A présent, il est clair que :

(Ojt)l[&t] (U)) dou) > (Oé(ls)l[o,d (u)> da(u),

et cela nous ameéne a la question suivante : quels processus (X;, > 0) satisfont, pour tout

0Jroo M (11[(”] (U)) dav) (g N M, (11[0,51 (“)) da(u).

(st)
couple de probabilités (u,v) tel que p > v, la propriété :

“+00 (c) “+00
AW = X, pldu) > AW = X, v(du) ? (4.38)
0 0

Observons tout de suite qu'un tel processus (X, ¢t > 0) doit étre un peacock. En effet, en

(©)
prenant, pour 0 < s < ¢, u = d; et v = g, on obtient d’apres (4.38) X; > X, ie. (X, t>0)
est un peacock.
Voici donc une réponse partielle a cette question, concernant les processus markoviens :

Théoréme 4.52. Soit (X;,t > 0) un processus continu & droite et intégrable satisfaisant les
deuz conditions suivantes :

i) Pour toute fonction croissante et bornée ¢ : R — R et tout 0 < s < t, E[p(Xy)|Fs] est
une fonction croissante de X;.

i) Pour tout n € N*, tout 0 < t1 < -+ < t,q1 et toute fonction ¢ : R® — R dans Z,,, on
a:

E[¢ (X, . Xp,) (X X,,)] >o0.

n+1 bn

(st)
Soient p et v deuz mesures de probabilités sur R telles que u > v. Supposons de plus que,

soit :

w et v sont a support compact, et pour tout compact K C Rt sup | Xy| est intégrable,

tek
ou bien :
sup | X;| est intégrable.
>0
Alors :
+o0 (c) +oo
AW = X, p(du) > AW = X, v(du).
0 0

Remarque 4.53.
Observons que la condition (i1) implique que le processus (X¢,t > 0) est un peacock. En effet,
si 1) est une fonction convere de classe C', alors, pour 0 < s <t :

E[¢(X1)] — E[¢(X5)] > B[y (X,) (X — X,)] = 0.

En particulier, E[X;] ne dépend pas de t.
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Avant de prouver le Théoréme 4.52, nous présentons des exemples de processus satisfaisant
les deux conditions (i) et (7).

Exemple 4.54. Soit X une v.a. admettant des moments exponentiels de tout ordre. On
définit (& = exp(tX — hx(t)),t > 0) out hx(t) = logE[e!X]. Alors, (&%, > 0) satisfait
les conditions du Théoréme 4.52. En effet, la condition (i) est évidente, et la condition (i)
découle de :

E [qs(gff, N AR [T thn)} > G(eltPnhx () | ptnBahx ()R [5551“ _ fiﬂ -0,

hX (tn—i-l) - hX (tn)

thrl - tn
fonction continue et strictement croissante telle que «(0) = 0, alors le processus

ol B, = . En particulier, on retrouve que, si a : Rt — R est une

est un peacock.

Exemple 4.55 (Martingales).
Les martingales satisfont clairement la condition (i). Voici quelques exemples de martingales
satisfaisant également la condition (i) :

a) Soit (Xy,t > 0) un processus intégrable & accroissements indépendants et centrés.
Alors

]E[QS(Xt)U:s] = E[QZ)(Xa + X — Xs)|]:s] = ]E[d)(x + Z)]\z:Xsa

loi . .
ou Z (Lof) X; — X, est une fonction croissante de Xg.

b) Soit (L¢,t > 0) un processus intégrable, continu & droite, & accroissements indépen-
dants, et tel que, pour tout A,z > 0, ]E[e’\Lt] < 00. Alors, le processus

(Xt = e Meh ) > O) olt hy, (A) = logE [e*]

est une martingale qui, tout comme dans l'item (a), satisfait la condition (7).
¢) Soit (X3, t > 0) un processus de diffusion satisfaisant une équation du type

t
X" =4 / o(X)) dB,.
0

Alors, la condition (i) découle du théoréme de comparaison stochastique (voir Point

(A1)).

Exemple 4.56 (Diffusions “bien-réversibles”).

Soit (Z,t > 0) une diffusion “bien-réversible” satisfaisant (4.17) et telle que b soit une fonction
croissante. Alors (X; := Z; — E[Z],¢ > 0) satisfait les deux conditions () et (i7). En effet,
la condition (%) est clairement satisfaite d’aprés le Lemme 4.37. Quant a la condition (i7), en
posant h(t) = E[Z,], on a, avec 0 < t; < ... < tp41, par retournement du temps a 'instant
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tn+1 :
E[¢(Xt17"'7X )(th+1 7Xf )}
il (tn 1) (tn 1) *(tn 1) (tn 1)
_E ¢>(an1 b X )(X e )]

=E {E [d) (Xiiitljtla e 7X:Ef:;1 tn ) S } (Yét“l) _ x ) )}

tny1—tn
[~ f(tn ) i(tn ) (tn )
—E[o (X, ) i - x|

ol ¢ est une fonction croissante,

= E[3(X,,) (X, — X1,)].

A présent, d’aprés (4.17) :

B |3z, - ) ( | ol 2. + [ " b, Z2)ds — htns) + bt J))

n

= [ E (B, - @) 0057 - 6] ds

n

_ /t . (620, — h(t2)) (Bls, Z0,) — 1(5))] ds

n

ot & — b(s,z) := E[b(s, Z,)|Z;, = x| est une fonction croissante telle que E [E(s, Zt")} =

E[b(s, Z,)] = h'(s). En notant b; ! son inverse continu a droite, on obtient finalement :

E [$(th) (X, — th)} > /tt"ﬂ P (E;l(h'(s)) _ h(tn)) E [l;(s, Z ) — h’(s)] ds = 0.

n

Exemple 4.57. Soit (B;,t > 0) un mouvement brownien issu de 0 et ¢ une fonction de
classe C?, impaire, strictement croissante, et telle que ¢’ soit convexe. D’aprés la Proposition
4.7, le processus (p(B;),t > 0) est un peacock. Comme conséquence de Exemple 4.56 et

ﬁl[o,t] (u)da(u) et v(du) = %1[073} (w)da(u),

ol a: RT — R* est une fonction continue et strictement croissante telle que «(0) = 0, on

déduit que le processus
1 /t
—_— @Bqldau,tZ())
(5 | #tBrat

est également un peacock. En effet, d’aprés la formule d’Tto, (¢(B,,), v > 0) satisfait ’équation
(4.17) avec b = ¢” o ™! croissante.

du Théoréme 4.52 appliqué avec u(du) =

Démonstration.

1) Puisque
Al —/ X, du(s / X dF,( /X Ly

il suffit & nouveau, par approximation de dF), par une combinaison linéaire finie de mesures
de Dirac (voir la preuve du Théoréme 4.13), de montrer que, pour tout n € N*, pour tout
ai,as,...,a6, > 0 et pour tout t1 > s1,...,t, > Sn,

i=1 i=1
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2) Soit ¢ : R — R appartenant & C. Par convexité, on a :

¢ (Z aiXti> = w (Z a’iXSi + Z ai(Xti - X81)>
=1 1=1 =1

= (Z aiXSi) —i—z// (Z aiXSi) Zaj(th - XSj)'
=1 i=1

Jj=1

On prend alors 'espérance des deux membres :
v (z x) . [w (z x) VB | (z x)
i=1 i=1

i=1
n
Posons ¢(z1,...,%,) := 19’ (Z aixi> , de sorte que ¢ € Z,,. Soit j fixé et supposons que :
i=1

E a;(Xe, — Xo,)| - (4.40)

1

n

J

0<s1 <. <85 <o < Sjgr <t < Sjqpg1 <o < Spy

On écrit :
O Xsyyo oy Xs, ) (Xt — Xs)

J J

=O(Xayse s Xoo )( Xty = Xoyor + Xojyy — oo+ Xojoy — Xs,)

r—1
=¢(Xops o X )Xo, = X )+ Y 0Ky, X)) (X — Xoy0)
k=0

et on étudie l'espérance de chaque terme séparément. D’aprés la condition (¢), on obtient par
itération :

E[¢(Xar, ..., Xo,)(Xs, — Xo,,,)] =E [QNS(XSI,...,XSHT,th)(th - XSHT)}

B [3(Xa o Xy Xy (X, = X))

» X Sj4ro

et cette derniére quantité est positive d’aprés la condition (i¢). Les autres termes se traitent
de la méme maniére.

O

Remarque 4.58.
1l convient de remarquer que, dans le cas général, le processus (% fg Xudu,t > 0) peut étre

un peacock méme si (X, t > 0) n’en est pas un. C’est par exemple le cas pour le processus
(Xy = e 'G,t > 0) ot G est une v.a. gaussienne centrée. De méme, (X,,u > 0) peut étre

un peacock bien que (% fot Xydu,t > 0) n’en soilt pas un; par exemple, le processus (X; =

(Lj0,1)(t) = 11, 400[(1))G,t > 0) 0u G est a nouveau une v.a. gaussienne centrée.
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Chapitre 5

Plongements de Skorokhod

5.1 Introduction

L’objectif de ce chapitre est le suivant : nous allons associer & certains peacocks présentés au
chapitre précédent des martingales, & I'aide de plongements de Skorokhod.

Nous rappelons tout d’abord le probléme de Skorokhod :

e Considérons une v.a. X réelle, intégrable et centrée, et (B, t > 0) un mouvement brownien
issu de 0 muni de sa filtration naturelle (F;,¢ > 0). Réaliser un plongement de Skorokhod de
X dans le mouvement brownien (By,t > 0) consiste & construire un temps d’arrét 7 dans

une filtration (G¢,t > 0) tel que :

(sk1) B, @ x

(Sk2) (Buar,u >0) est une (G, u > 0)-martingale uniformément intégrable.

Il existe de nombreuses maniéres de réaliser un tel plongement. J. Obloj (JObl04]) en a
dénombré vingt et une dispersées dans la littérature. Ces méthodes peuvent se regrouper sous
deux groupes :

- soit le temps 7 est un temps d’arrét relatif a la filtration naturelle (F, ¢ > 0) du
mouvement brownien (B, ¢ > 0) (dans ce cas, (Gi,t > 0) = (F,t > 0));

- soit le temps 7 est un temps d’arrét relatif & un grossissement (G, t > 0) de la filtration
naturelle du mouvement brownien (B, t > 0), grossissement dans lequel (B, ¢ > 0)
reste une martingale.

Dans le second cas, le temps d’arrét 7 est appelé un temps d’arrét "randomisé ". Le plon-
gement de Skorokhod correspondant est alors appelé un plongement de Skorokhod randomisé.

e Soit (X;,t > 0) un peacock fixé. Supposons qu'’il existe une filtration (G;,¢ > 0) dans
laquelle (B, t > 0) est un mouvement brownien et une famille de temps d’arrét (7t > 0)
telles que, pour tout ¢t > 0, le temps d’arrét 7 satisfasse (Sk1) et (Sk2) avec X; remplagant
X. Si la famille de temps d’arrét (1,1 > 0) est p.s. croissante, alors le processus (B;,,t > 0)
est une martingale associée a (X, t > 0).

Nous allons illustrer ce principe a ’aide de trois plongements, 'un randomisé - le plongement
de Hall-Breiman, dans la Section 5.2 - et les deux autres non - les plongements de Bass et
d’Azéma-Yor, respectivement dans les Sections 5.3 et 5.4.
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5.2 Le plongement de Hall-Breiman

5.2.1 Principe général

Soit X une v.a. de loi u. On suppose que :
—+00 +oo
E[|X]] :/ |z|p(dr) < oo et E[X] =/ zp(dx) = 0. (5.1)

Remarquons que, d’aprés (5.1) :

/OJrOO zp(de) = — /OOO xu(dx). (5.2)

Soit (V, W) un couple de v.a. a valeurs dans RT x R* dont la loi est donnée par :
v—w
Jo = ap(da)

On suppose que ce couple (V, W) est indépendant du mouvement brownien (B,,u > 0) issu
de 0, et on définit :

Y(dv, dw) = Liw<o<opp(dv) p(dw). (5.3)

7:=inf{u >0; B, =V ou B, = W}.
Théoréme 5.1 (Hall-Breiman).
1) La loi de B, est p.
2) (Buar,u > 0) est une martingale uniformément intégrable.
Démonstration.

1) Prouvons d’abord le Point 1)
On rappelle que, pour w < 0 < v, en définissant :

Ty :=inf{u > 0; B, =v ou B, = w}, (5.4)
on a:
—w v
P(B =) = t P(B =w) = . 5.5
(Br,, =v)=-—1r ¢ (Br,,, =w) = — (5.5)

Alinsi, puisque le couple (V, W) est indépendant de (B, t > 0) :
T = TW7\/.

A présent, soit f: R — R une fonction borélienne bornée. D’apreés (5.5), en conditionnant
par V et W, on obtient :

1/(50] = [ [ artas,aw) (102 + ) ) (5:6)
= [ [ tewcosr (0025 a2 ) - B
=y | [ o (Cus) + s eyt

0
1

:W(—/1{w<0}w,u(dw)/1{v20}f(v)ﬂ(d”)

0

+/1{vzo}vl~t(dv)/1{w<0}f(w)/i(dw)>

+oo
_ L f@)u(de) (@aprés (5.2).
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5.2. Le plongement de Hall-Breiman

2) Prouvons a présent que (Byar,u > 0) est uniformément intégrable
On note Ey 1 'espérance par rapport a la loi du couple (V, W), et par Eg Pespérance par
rapport a la loi du mouvement brownien B. On a, pour tout A > 0 :

SUp E [|Bunr|1{|Bon, 152}]
u>0

= Slip]EV’W [EB |:|BU/\TW.V|1{‘Bu/\TWV‘>)\}:|:| (Ofl TW,V est défini par (54))
u>0 ’

<Evw {SUP]EB [|Bu/\TW,V|1{|BMTWV>A}H
u>0 ’

=Eyw |:1{VV(—W)>>\} Sli]g]EB [|BUATW,V|]] (puisque |Buary, | <V V (=W))

=Evw [Livviw)snEs [|Bry.y 1]
(car, pour V et W fixés, (Buatyy,., ,u > 0) est une martingale bornée)

2 —vw
=— | Lpvcwysny ——(dv, dw
7 au(da) // fov(—w)>ay 5 — 7 )

2
= T//1{vv(—w)>A}1{w<0§v}(_vw)ﬂ(dv)/~t(dw)
zp(dz)

Jo

—0
A—+oo

par convergence dominée, comme

2

[ [ tusosn(-owntantau) - ( / - xu(dx)) < .

Théoréme 5.2. Soit p > 1. Les assertions suivantes sont équivalentes :
i) E[((VA (W) (VP (WP )] < 0.
i1) E[|X]|?] < oo.
iii) E[rP/?] < occ.
P
iv) La martingale (Biar,t > 0) est dans HP, c’est-a-dire E [(Sup |Bt|) } < 00.
t<t
Démonstration.
1) D’apres (5.6), on a :

s = [ [ e ) ) =B [ v cwy)

et I’équivalence entre les Points (i) et (i7) découle de l'inégalité :

—vw

1
—(vAw) < <vAuw.

2 v—w
2) Pour prouver I’équivalence entre les Points (i7), (ii¢) et (iv), on applique les inégalités de
Burkholder-Davis-Gundy ; il existe donc deux constantes c, et C}, ne dépendant que de p
telles que :

E[rP?| <E [sup |Bt|p} < C,E[P/?].

t<t
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Par ailleurs :
E |:SUP|Bt|p] =Ev,w [EB [SuP|BtATV,W|p” > Ev,w |:SUPEB [|Bt/\TV,W|p]:|
t<r >0 >0
=Evw [Es [|Bry.w|"]]
=E[|X[*]

et, d’apres I'inégalité LP” de Doob :

p \’ p \’
E [Sup |Bt/\7|p} < (> sup E [| Biar|P] < <> E[|X]?]
>0 p—1/ >0 p—1

de sorte que

Blxp) <k [swisr] < (27 ) BixP.

5.2.2 Application a la recherche de martingales

A présent, soient X une v.a. satisfaisant (5.1), (Yz,¢ > 0) un processus positif stochastique-
ment croissant et (A;, ¢ > 0) un processus p.s. croissant associé a (Y;,t > 0) par le Théoréme
3.3. Nous allons maintenant associer une martingale au peacock (Y;X,¢ > 0) en utilisant la
méthode de Hall. Plus précisément, soit (V, W) défini par (5.3) et soit, pour tout ¢t > 0 :

7 := inf{u > 0; B, = VA; ouB, = WA}

1.d
La famille (7¢,t > 0) est clairement croissante, et on a, du fait que Y; () Ay e

Théoréme 5.3.
Le processus (By,,t > 0) est une martingale associée au peacock (Y:X,t > 0).

Exemple 5.4. Soit (B;,t > 0) un mouvement brownien issu de 0, et soit ¢ : R — R une

fonction de classe C2, impaire, strictement croissante et telle que pour tout ¢t > 0, E[|o(B;)|] <

o0 et liIJIrl ¢(x) = +00. Soit € une v.a. de Bernoulli symétrique (P(c = 1) = P(e = —1) = 3
T—r+00

indépendante de (B, t > 0). Alors :

=3

1.d
o(B)) " elo(By)| = Vi,

t (Y: := |@(By)|,t > 0) satisfait les hypothéses du Théoréme 3.32. En effet (Y;, ¢ > 0) est
une diffusion positive réfléchie en 0 telle que :

s = (- [ £ o) - 20

2 2

() = e @ T T ) °F

de sorte que my ([0, +o0[) = +oo et lir%my([o,a])5y(a) = 0. Ainsi, (Y;,t > 0) est un
a—

processus stochastiquement croissant et

Y: (Ld) inf Y

s>t
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5.2. Le plongement de Hall-Breiman

ott (Y, s > 0) désigne la diffusion associée a (Y;,t > 0) par la transformation de Biane. Par
conséquent, le Théoréme 5.3 s’applique, et, en posant

7¢ = inf {u >0; |By| = ians} ,
s>t

le processus (B,,t > 0) est une martingale associée au peacock (p(By),t > 0). La diffusion
(Ys,s > 0) est caractérisée par :

o 1 9 82 <,0/ ° ()0—1 s0// ° ()071 o
L= (¢ oo™ — .
2 (¢oe™) Ox? + < ot * 2 ox

En particulier,
— si ¢(x) = sinh(z), on obtient :

- 1, 0? Vaz+1 z) 9
L—g(x +1)ﬁ (Argsh(m)+2 ox

—sipz) =2 neN:

— 1 _an 0? 2n—1 0
L=_2n+1)| -z + (n+ 1)zt — | .
( ) (2 Ox? ( ) 89&)
Remarquons que, plus généralement, si ¢ : R — R est une fonction impaire, strictement
croissante, et telle que pour tout ¢ > 0, E[|¢(B;)|] < oo, alors, en définissant le temps d’arrét

T; == inf{u > 0;|B.| = [p(VtG)|},

ol G est une v.a. gaussienne centrée réduite, indépendante de (B,,u > 0), le processus
(Br,,t > 0) est une martingale associée a (¢(Bi),t > 0).

5.2.3 Cas particulier lorsque A, = /¢
Généralités

Lorsque A; = v/t la méthode précédente va nous permettre d’obtenir des martingales (M, t >
0) satisfaisant les deux propriétés suivantes :

(a) (M, t > 0) posséde la propriété d’échelle brownienne :

loi)

Ve >0, (Mt >0) "2 (cMy,t > 0)

(b) (My,t > 0) est un processus markovien (inhomogene).

Les plus célébres exemples de martingales satisfaisant (a) est (b) sont, sans aucun doute, le
mouvement brownien (B, t > 0) et la martingale d’Azéma (& := sgn(B;)/t — g¢, t > 0) ou
g+ :=sup{s < t; B, = 0}.

L’étude de cette derniére martingale (£;,¢ > 0), découverte a lorigine par Azéma [Azé85], a
été ensuite développée par Emery [Eme89], Azéma-Yor [AY89], Meyer [Mey89a]. En particu-
lier, M. Emery a prouvé que la martingale d’Azéma possédait la Propriété de Représentation
Chaotique (PRC).

Cette découverte et les études qui ont suivies furent particuliérement étonnantes, puisque,
jusqu’a I’époque, on croyait que les deux seules martingales & posséder la PRC étaient le mou-
vement brownien et le processus de Poisson compensé. En fait, il s’avére qu’un grand nombre
d’autres martingales satisfaisant la PRC, ainsi que (a) et (b), peuvent étre construites, et
furent le sujet de plusieurs études par P.A Meyer [Mey89b|, M. Emery [Eme96], M. Yor
[Yor97, Chapter 15].
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Application

Lorsque A; = /%, le temps d’arrét 7, devient :
7 = inf{u >0; B, = VtV ou Bu:\/iW}
et I'on peut énoncer le résultat suivant :

Théoréme 5.5.

i) (Br,,t > 0) est une martingale possédant la propriété d’échelle brownienne : pour tout
c>0,

(Braprt 2 0) (e Br, t 2 0).
1) (Br,,t > 0) est un processus de Markov (inhomogéne).

Démonstration.
i) Soit, pour ¢ > 0, (Bt(c) = cBy/e2,t > 0), et notons (Tt(c), t > 0) la famille de temps d’arrét

associée au mouvement brownien (Bgc), t > 0), c’est-a-dire :
79 = inf{u > 0; B) = ViV ou B = ViWw}.

Par définition de (Bt(c),t > 0), il est clair que, pour tout t > 0 fixé : Tt(c) = 27,2, et donc,

o
B(?Z) = ¢B,,, ce qui prouve le Point () puisque (Bt(c),t >0) (ed (B, t > 0).

Te2t
1) Nous regardons a présent le mouvement brownien (B¢, t > 0) comme un processus de

Markov fort sur R. On définit 7; par :
7i = inf{u > 0; B, ZVtW,VtV[}.

(Notons que 73 = 74 sous Py, mais que, si x # 0, 7; # 7¢ sous P,). Pour s < ¢, en notant
(0, u > 0) Vopérateur de translation, on a :

Fo= T+ o b,

et par conséquent Bz, o 8z = Bz,. Ainsi, d’aprés la propriété de Markov forte, il vient, pour
toute fonction borélienne bornée f :

Eolf(Br)|Fr.] = Eolf(Bz,)|Fz] = Ep; [f(Bz)] = Es._, [f(Bz)],

ce qui prouve le Point (i7). Plus précisément le semi-groupe de transition (Ps;,0 < s < t) de
(Br,,t > 0) est donné par :

—r+ AtV

x—ViW
T NAUaSTE) W)) 1]x/%W,\/EV[($)]

Pufie) = & |(#0/iV)
-l—f(x)IE”(;v g]\/iw,\/%w) .

+ f(VEW)

Remarquons que (Ps;,0 < s < t) est un semi-groupe de transition trés spécial, puisque P; ¢
ne dépend pas de s € [0, ¢].
O
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5.3 Le plongement de Bass

5.3.1 Principe général
Notation

Dans toute cette section, G désigne une v.a. gaussienne centrée réduite. Soit p une mesure
de probabilité sur R telle que

+oo +oo
/ |z|p(dz) < oo et / zp(de) = 0. (5.7)

— 00 — 00

Alors, il existe une fonction croissante 6 : R — R telle que la v.a. §(G) ait pour loi x. En
effet, soient :
F(z) := pu(] — oo, z)), F~Y(y) :=inf{x; F(2) >y}

et définissons
2
Yy

N(z) := \/% /_9;0 e~ 7 dy.

Si 'on choisit 6 de la maniére suivante :
0(z) == F~1 o N (), rzeR (5.8)

alors, la loi de 6(G) est p. Si p différe de la mesure de Dirac en 0, 6 n’est pas constante. De
plus, d’apres (5.7) :

2

x

I 22 1 [t
\/7/ |0(z)|le” Tdr <oco et \/7/ O(z)e” 7 dx = 0. (5.9)
T J—c0o T J—o0

Remarque 5.6. Réciproguement, soit 8 une fonction croissante, continue & gauche, satis-
faisant (5.9). Soit p la loi de 0(G) et F(x) = u(] — oo,x[). Il n'est pas difficile de voir
que p satisfait (5.7) et (5.8). Par conséquent, il existe une correspondance bijective entre les
mesures de probabilités p satisfaisant (5.7) et les fonctions croissantes, continues & gauche
satisfaisant (5.9). Cette bijection est donnée par :

w= loi de 0(Q)
0=F"1loN.

Si 0 est seulement croissante, alors, en notant 0, la régularisée continue & gauche de 0,

0(G) (o) 0,(G) puisque G a une densité, et donc 0, = F~* o N avec F la fonction de
répartition de 6(G).

On suppose que g différe de la mesure de Dirac en 0, et on définit, pour 0 < s < 1:
L[t v?
b(s,x) = E/—oo O(z +yv1 —s)e” = dy (5.10)
= Q1-50(x)

ol (Qy,u > 0) désigne le semi-groupe de la chaleur. Observons que sous ’hypothése (5.9), b
est une fonction de classe C* sur |0, 1[xR. Cela découle aisément de l'identité

=22  dz

+oo
b(s,z) = \/%/7 O(z)e” 2T=5 Vi
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et de I'inégalité, pour z suffisamment grand,

22

PR =2
sup |z —z|%e 20 <e” 7.
|z|<zo
On définit également, pour 0 < s < 1:

_0b B 1
als @) 1= g (8,0) = V2r(l—s)
1 Hoo 12 _ﬁ
:—TW/_Oo 0 (z +yv1—s)e zdy

lorsque 6 est dérivable.

+oo 2
/ 0(z + yvV1—s)ye T dy (5.11)

Par la suite, nous noterons par un prime les dérivées par rapport a la variable d’espace x, et
nous écrirons (5.11) sous la forme :

+oo 2
a(s, ) =b'(s,x) = \/127_/ 0'(z+yvV1—s)e Zdy

(z—x)2

1 Hoe
= 7/ e 20=5 df(z) (5.12)
Vo= ) e
méme lorsque 0 n’est pas dérivable. Il s’agit d’une convention, puisque, dans ce cas, 'intégrale
de Stieltjes est bien définie. On déduit de (5.12) que b(s,.), pour s € [0, 1], est continue et
strictement croissante. Par conséquent, elle admet un inverse au sens de la composition des
fonctions, que nous notons c :

b(s,c(s,z)) = c(s,b(s,x)) = . (5.13)

Il n’est alors pas difficile de voir que ¢ est uniformément lipschitzienne en s, pour (s,z)
variant dans un compact de son domaine de définition, et que a est de classe C* sur [0, 1[xR
et strictement positive.

La méthode de Bass

A présent, soit (By,u > 0) un mouvement brownien issu de 0, et considérons 1’équation
différentielle ordinaire :

T S
du a2V, c(Vi, By))’ “ (5.14)
Vo =0.

Bien str, puisque a(s, ) n’est définie que pour 0 < s < 1, cette équation est seulement définie
pour V,, < 1. Elle admet, d’aprés ce qui précéde, une unique solution, laquelle est croissante.
Définissons 7, le temps d’arrét associé a i, ou de maniére équivalente a 6, par :

7, = sup{w; V,, < 1}.
Voici le résultat de Bass :

Théoréme 5.7 (Bass [Bas83|).
1) La loi de B;, est pu.
2) (Bunr,,u > 0) est une martingale uniformément intégrable.
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FIGURE 5.1 — 7, := sup{w; V,, < 1}

Corollaire 5.8. Soit (0(t,.),t > 0) une famille de fonctions de R dans R, croissantes en x,
non identiquement constantes, et telles que, pour toutt >0 :

E[0(t,G)|] < oo et E[B(t,G)] = 0.

Soit, pour tout t > 0, 1 le temps d’arrét associé a x — 0(t,x) par la méthode de Bass. On
suppose de plus que :

(1¢,t > 0) est une famille croissante de temps d’arrét.

Alors, (By,,t > 0) est une martingale telle que :

B, o, q).

5.3.2 Une martingale associée a (¢(B;),t > 0) pour ¢ croissante et
impaire
Soit ¢ : R — R une fonction croissante et impaire telle que, pour tout ¢t > 0, E[|p(B)|] <
0o. Nous allons, ¢ étant donnée, exhiber une martingale associée au peacock (¢(By),t > 0).
Soit O(t,z) := p(V/tz). Il est clair que :
E[|6(t,G)|] <oo et E[B(t,G)] =0.

Par conséquent, d’aprés le Théoréme 5.7, pour tout ¢ > 0 fixé, on peut associer a la fonction
0(t,+) un temps d’arrét 7; par la méthode de Bass.

Théoréme 5.9. Sous les hypothéses précédentes, la famille de temps d’arrét (74,t > 0) est
p.s. croissante. Par conséquent, (By,,t > 0) est une martingale associée o (p(By),t > 0), i.e.

1.d 1.d
B, ¢ (\/EG) Y o(By).
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Démonstration.
1) On adopte les notations suivantes. Pour u > 0 et € R, on pose :

\/217u /+: ¢(y) exp <(y;uw)2> dy

I 22
= \/T / o(z + Vuz)e” 7 dz,
T J—co

o) = Funr) = —— [ +°°e><p( WY ot

Puisque ¢ n’est pas identiquement nulle (si ¢ = 0, le Théoréme 5.9 est trivial), a(u,x) > 0.
On note alors y(u,.) Uinverse de la fonction 3(u,.), i.e. S(u,v(u,z)) = 2.
Commengons par un lemme préliminaire :

Blu,x) :=

et

Lemme 5.10. Soit ¢ une fonction croissante et impaire telle que, pour toutt > 0, E[|o(By)|] <
0o. Alors, pour tout u > 0 et tout v € R :

(a(w, 7)) > u ((o/(u,x))2 — ofu, z)a" (u, x)) (5.15)

ot les dérivés sont prises par rapport o la variable d’espace x.

Démonstration. Supposons tout d’abord que ¢ est de classe C2. La relation (5.15) est alors
équivalente a :

2

(/:O o' (x+ \/az)e—z;dz> > (/:O o' (x+ \/ﬂz)ze_z;dz)

_ (/m oz + \/az)ze—’fdz> (/m (o + ﬁz)ze—fdz) . (5.16)

— 00 —0o0

2

On a, puisque ¢’ >0 :

+oo 2
0< / ¢ (z+Vuz)e” T (\z —1)%dz

— 00

+o0 2 +o0 2
= )\2/ o (x+ Vuz)z’e” T dz — 2/\/ o' (z +Vuz)ze” T dz

— 00

+o0 P
+/ ¢ (x4 Vuz)e” T dz

— 00

Comme cette derniére quantité est un polynéme du second degré en A toujours positif, son
discriminant est négatif :

</:o o' (x + \/Ez)zez;dz>
([ oot ([ e ma- sl

_(/+OO "(z 4+ Vuz)e 2dz>< +00(<p’x+\/ﬂz)+\fz<p (x4 Vuz))e 22dz>

o0 — 00

2
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2

+oo L2 +oo 2 +o0 P
- (/ (pl(i—’_ﬁz)e_QdZ) +(/ @I(m'f‘\/az)@_?dz) ( \/ﬂ@//(x+\/ﬂz)ze_2dz> :
Il ne reste plus qu’a remarquer, en intégrant par parties, que :
~+o0 2 1 oo .
/ et Vu)emdz = / oz +Vuz)ze” 7 dz
. w) o

pour obtenir (5.16). Il est alors facile d’enlever I'hypothése ¢ de classe C? en intégrant par
partie (5.16), afin de supprimer les termes en ¢’ et ¢, de sorte que seule ¢ apparaisse dans
I'inégalité.

O

2) A présent, en reprenant les notations de la Sous-section 5.3.1, et en remplagant § par
©(v/t.) dans (5.10) et (5.11), on a :

b(t, s, x) := B(t(1 — 5),Vtx),
Vita (t(l — ), \/fx) , (5.17)

a(t, s, x) :
(t,5,2) = —=(t(1 - 5),2)
c(t,s, ) := \/iv —s),x).

Soit V® 1la solution de I'équation différentielle ordinaire :

v’ 1 v -1
du a2(t, Vu(t), e(t, Vu(t), Bu)) “ (518)
Vo o,
Sil’on prouve que pour tout (s,z) € [0, 1[xR, ¢ — ———————— est une fonction décrois-

a?(t, s, c(t, s,x))
sante, alors le théoréme de comparaison des EDO impliquera que, pour t; < to, Vlftl) > Vu(tz),
donc 1, < T,, ce qui est le résultat attendu.

3) Prouvons que t — a?(t, s, c(t, s,x)) est croissante.
On a, d’apres (5.17), en posant v =t(s — 1) et 2 = v(v, ) :

Qﬁ%a(t, s,c(t,s,x)) = a(v, z) + 2v <88va(v’ 2) + o/ (v, z)%’y(v, z)) .

Par ailleurs, quelques calculs élémentaires sur le semi-groupe de la chaleur fournissent :

Par conséquent,

0
Qﬂaa(t,s,c(t,s,x)) =

d’aprés le Lemme 5.10.
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Exemple 5.11. Si ¢(z) = sinh(Az) pour A > 0, toutes les relations précédentes peuvent
étre écrites explicitement. En effet, avec les notations de la démonstration du Théoréme 5.9,
on a :

+o0 2
b(t,s,x) = \/%/ sinh ()\x\/i—i— Ay/t(1 — s)) e~ Tdy

= sinh(Azv/1) exp (m(z_s)) ,

)= Lt (e (VDY)

d’on,

a’(t, s, c(t,s,x)) = A\t (e’\zt(l_s) + xz) .
Il est alors clair que, pour tout s € [0, 1] et tout = € R, Papplication t — a?(t, s, c(t, s, x))
est croissante sur RT.
5.3.3 Martingales associées a (v/tX,t > 0)

Dans la section précédente, nous avons associé, grace a la méthode de Hall-Breiman, une
martingale au peacock (v/2X,t > 0), pour X une v.a. intégrable et centrée. Nous allons & pré-
sent montrer que le plongement de Bass permet également de réaliser une telle construction,
moyennant une hypothése supplémentaire sur la loi de X.

Soit p une mesure de probabilité sur R satisfaisant (5.7) et ¢ une fonction croissante telle
que (G) ait pour loi . On définit, pour tout t > 0, 6(t, z) := V/tp(x). Soit également, pour
tout s € [0,1] :

+oo 2
b(s,z) := \/%/7 ol +yV1—s)e zdy, a(s,z):=b(s,z)

et c(s,.) l'inverse de b(s,.) : b(s,c(s,z)) = x.
De méme, on définit :

I i
b(t,s,x) := \/—2?/ O(t,x +yvV1—s)e” = dy = Vtb(s, z),

a(t,s,z) = \/tb'(s,x), et c(t,s,.) I'inverse de b(t, s,.), i.e. b(t, s, c(t,s,x)) = z. Clairement :

o(t,s,z) = c <s 2) . (5.19)

Puisque E[|0(t,G)|] = E[Vt|¢(G)|] < o et E[f(t,G)] = VIE[p(G)] = 0, on peut, pour tout
t > 0, définir le temps d’arrét 4 associé a la fonction 6(¢,.) par la méthode de Bass.

Théoréme 5.12. Supposons que, pour tout (s,z) €]0,1[xR :
b(s, 2)b" (s, 2) < (V' (s,2))>. (5.20)

Alors, la famille de temps d’arrét (14,t > 0) est croissante, et par conséquent (B,,,t > 0) est
une martingale associée a (vV/to(G),t > 0).
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Démonstration.
En appliquant le théoréme de comparaison des EDO, il suffit de prouver que, pour tout

(s,z) € [0,1[xR, ¢t —>
d’apres (5.19),

———— est une fonction décroissante. A présent, puisque
a?(t, s, c(t, s,x))

Vit (see (s, 22) ) =

et I'on obtient, en dérivant par rapport a x :

a(t, s, c(t,s,z)) =

Par conséquent :

/! x
1 N xc (s, W)

2V/tc! (s, %) o (c’ (57 %)>2

T 0
—, puisque ¢’ > 0, I'inégalité —af(t,s,c(t,s,z)) > 0 est équivalente a :

Vi ot

0
Ea(t,s,c(t,s,x)) =

Ainsi, en posant y =

A= (s,y)+yd'(s,y) > 0. (5.21)
Par ailleurs, en dérivant la relation b(s, ¢(s,y)) = y par rapport a y, il vient successivement :
b (s,c(s,9))c (s,y) =1, et
V' (5,¢(5,)) (¢ (5,9))" + (s, c(s,9))c" (s,9) = 0.
En injectant les valeurs de ¢’ et ¢’ dans (5.21), on obtient :

A 1 _ bls, c(s, 9DV (s, ¢(5, 9)
v (s, c(s,y)) (¥ (5,¢(s,9)))°

b

et, puisque b’ > 0, la condition A > 0 est équivalente, en posant z = ¢(s,y), a

b(s, 2)b"(s,2) < (V/(s,2)),
ie. a (5.20).
O
L’inconvénient du Théoréme 5.12 est que la condition (5.20) fait intervenir b(s, z), pour
s € [0, 1], quantité qui n’est pas forcément facile & calculer. Il serait intéressant d’obtenir une
condition reposant uniquement sur ¢, et impliquant (5.20). C’est I'objet de la fin de cette
section, due & F. Hirsch. Pour ce faire, nous allons utiliser un théoréme da a Prékopa [Pré73]
dont une version peut étre énoncée comme suit : soit f :]0, +00[x]0, +oo[— R une fonction
log-concave (i.e. Yz, y €]0, +00[2, YA €]0,1[, f(Az+ (1 —N)y) > (f(2)* (f()' ) telle que,
pour tout = > 0 :

+oo
ﬂ@:A f(z,y)dy < oc.

Alors, F est log-concave sur ]0, +0o0].
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Lemme 5.13. Soit ¢ : R — R une fonction impaire, positive sur 0, +oo[. Supposons que :
@ est log-concave sur ]0, +00]. (5.22)
Alors, la condition (5.20) est satisfaite.

Démonstration.
Puisque ¢ est impaire, on a, d’aprés la définition de b :

9 +oo 1‘2 +y2 Y
b(s,z) = 7/ ex (—) sinh () dy,
(s, ) = 5) Jo T T ) ey
et il nous faut prouver (5.20), i.e. que x — b(s,z) est log-concave. D’aprés le théoréme de

22442
Prékopa appliqué a la fonction f(z,y) = ¢(y)e” 505 sinh (1(7;338)’ il suffit de voir que la
fonction ¢ :]0, +00[x]0, +00[— R* définie par :

22 2
P(x,y) = 5 T T log(sinh(zy))
est concave. Mais,
82¢ y2 82¢ IQ
a4 9 \4y =-1- . 12, a 9 \4s =-1-—F-7"
dz? (@) sinh?(yz) 9y? (@) sinh? (yx)
0%¢ 0% cosh(yzx) yx
t = - - .
¢ 0zdy (xv y) 0yox (I7 y) sinh(y$> sinh? (yx)
2 2
Comme %(I,y) <0et g—ﬁ(x, y) < 0, il suffit de prouver que
¢ 0% 9%¢ ?
ou encore,
22 4 y? B cosh?(yz)  2yx cosh(yz) >0
sinh?(yz) sinh?(yz) sinh?(yx) 7

une relation qui est impliquée par I'inégalité sinh(u) < 2u cosh(u) (v > 0).
O
En rassemblant le Théoréme 5.12 et le Lemme 5.13, nous avons donc obtenu le résultat
suivant.

Théoréme 5.14. Soit 1 une mesure symétriqgue sur R satisfaisant (5.7), et soit ¢ une
fonction croissante telle que la loi de ¢(G) soit . On suppose que

@ est log-concave sur ]0, +00].

Soit (1¢,t > 0) la famille de temps d’arrét associée a (Vto(G),t > 0) par la méthode de
Bass. Alors, (1¢,t > 0) est p.s. croissante, et (B,,,t > 0) est une martingale associée a

(Vip(G),t > 0)

Démonstration.
11 suffit d’observer que, comme g est une mesure symétrique, ¢ est impaire. Mais, puisque
¢ est croissante, elle est positive sur |0,+oo[, et I'on peut appliquer le Lemme 5.13 et le
Théoréme 5.12.

O
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Exemple 5.15. Voici quelques exemples de fonctions ¢ pour lequel le Théoréme 5.14 s’ap-
plique :

1) ¢(x) = Az ; dans ce cas 7, = A%t et B,, = Byz, (L) M1B;.
2) p(x) = sgu(@)|z|* (> 0)
3) @(x) = sinh(\z); le fait que ¢ soit log-concave est équivalent a : cosh?(Az) > sinh®(\z).

5.4 Le plongement d’Azéma-Yor

5.4.1 Principe général

Soit 4 une probabilité sur R telle que :

+o0 too
/_ |z|p(dz) < oo et /_ zp(de) = 0. (5.23)

Nous définissons sa fonction de Hardy-Littlewood v, par :

1
Yu(z) = (oo /[x,%o[yu(dy)

S’il existe z > 0 tel que u([z, +oo[) = 0, nous posons a = inf{z > 0; u([z,+oo]) = 0} et
Y, (x) = a pour & > «. Soient (B, v > 0) un mouvement brownien standard issu de 0, et T},
le temps d’arrét d’Azéma-Yor :

T, == inf{u > 0; 5, >, (B,)}

ou S, := sup Bs.

s<u

Théoréme 5.16 (Azéma-Yor, [AY79)]).
1) La loi de Br, est u : By, ~ p.
2) (Bunt,,t > 0) est une martingale uniformément intégrable.

La preuve originelle du Théoréme 5.16 s’appuie sur les martingales d’Azéma-Yor définies par :
“+oo

(Mmo(Sm)) = pl5)(5.— B+ [

dzp(z), t > 0> ,
Su

pour toute fonction ¢ € L'(R*, dx). Mentionnons que Rogers [Rog81| a montré comment
retrouver ce théoréme a partir de la théorie des excursions, et que Jeulin-Yor [JY81] ont

Tﬂ'
étudié la loi / h(Bgs)ds pour une fonction générique h.
0

A présent, si (X;,t > 0) est un peacock centré, en notant, pour ¢t > 0, y; la loi de la
v.a. Xy, Ialgorithme d’Azéma-Yor permet de construire une famille de temps d’arrét

Tt = 1nf{u Z O7SU Z ,(/]Mt <BU)}

1.d . .
telle que Br, (L) X, et dans ce cadre, vérifier que la famille (T3, ¢ > 0) est presque stirement
croissante revient a vérifier que pour tout x € R, la fonction ¢t — v, (x) est croissante.
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5.4.2 Martingales associées a (¢(t, X),t > 0)

Théoréme 5.17. Soit X une v.a. de densité f strictement positive sur R et ¢(t,x) : RT x
R — R une fonction de classe Ct telle que le processus (¢(t,X),t > 0) soit un peacock
centré. On suppose que :

+oo
i) La fonction x — / f(u)du =P(X > z) est log-concave.
x

) . P %(t,x)
i1) Pour tout t > 0, les fonctions x — ¢(t,x), © — a(t,@ et T — 8¢(t ) ont
oz \L T

strictement croissantes.

i) Pour toutr >0, E l sup 8¢(t,X)H < 00
te[0,r] ot
Soit ¥y la fonction de Hardy-Littlewood associée a ¢(t, X) et Ty le temps d’arrét d’Azéma-Yor
associé & Py :
T; ;= inf{u > 0; Sy, > ¥:(By)}
Alors (Br,,t > 0) est une martingale associée o (p(t, X),t > 0).

Démonstration.

Nous allons appliquer I'algorithme d’Azéma-Yor a la v.a. centrée ¢(t, X). On note ¢p—1(¢, )
l'inverse de la fonction x —— ¢(t,z), de sorte que ¢(t,¢p~1(¢t,x)) = z. En dérivant cette
relation par rapport a t, on obtient :

9671 52 (t,a)

ot b= %t a)

la = ¢ (t,z). (5.24)

Calculons a présent la fonction de Hardy-Littlewood associée a ¢(t, X) :

Elo(t, X) Lo x0203] _ E[(6(t, X) —2)"] Yy
P(¢(t, X) > x) P(X > ¢=1(t, z))

Yi(z) =

En dérivant cette expression (grace a 'hypothése (iii)), on obtient :

_ 2 Oy o 9¢ oo
P(X Yt x —(x) = —(t,u) f(u)du u)du
(X 2 67 1.a0)" G = | (o fdn [ f

~1(t,x) ot 6—1(t,2)
N 400
+ 8q85t 1 (t,x)f(o~ (¢, x)) /¢—1(t,w)(¢(t’u) — 2) f(u)du

que l'on réécrit, grace a (5.24), en posant a := ¢~ 1(¢, ) :

+oo +o0
(BX > ) W) = / 2 () / f(u)du
9 (t,a)

o
%(t,a)

+oo
f@) [ @t~ ot (529
A présent, le dernier terme se réécrit, en appliquant Fubini :

/a+°°(¢(t,u) — ¢(t,a)) f(u)du = /:“ ( a“ gi(t,y)dy> f(u)du

+oo o
= [ Srx = ay
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En remplacant dans (5.25), il vient :

01
(P(X 2 ) S (@)

o 5 (t,a) 0 9
— [ G P > wdu— @ | Getrx = iy
o0 u "
- [ aso e (50 - FE)
+o0 0¢ %(t, a) O¢ P(X > u)
+/a duf(u)f(a) (at(t,u) - %(t,a)%(t’u) e

Le second terme est positif grace a 'hypothése (ii). Posons alors :

0a(v) = l{u>a) (P(X za) PX2 u)>

f(a) fu)
) A ) A N 3 P(X 2 u) 2 . .
D’aprés ’hypothése (i), la fonction u — W est décroissante donc 6, est croissante
U
L AN . :
et positive. Ainsi, en notant e I'inverse, au sens de la composition, de la fonction
o¢
— == (t,z) :

“+oo
| duss@ 5w = f@E [8% X)MX)}

. ot
e (3) ¢ 500)

> f(a)f, (‘gf)(lt,om [gf(t,X)} =0

~1
car x — 6, 0 <¢) (t,x) est croissante. Par conséquent, pour tout = € R, t — () est

ot

une fonction croissante de t, i.e. la famille de temps d’arrét (T3, ¢ > 0) est p.s croissante.
O

Corollaire 5.18. Soit X une v.a. aléatoire log-concave de densité [ strictement positive
sur R. Alors, en gardant les notations et les hypothéses (i) et (iii) du théoréme précédent,
(Br,,t > 0) est une martingale associée a (¢(t, X),t > 0).

Démonstration. N
o0
Il nous faut prouver que si f est log-concave, alors x — / f(u)du Vest également.
x
D’aprés Prékopa |[Pré73, Theorem 6], si g : R?> — R est une fonction log-concave (c’est-a-

dire Vz,y € R, YA €]0,1[, gz + (1 — N)y) > g(z)*g(y) =) alors

x%/Rg(axy)dy

est log-concave sur R.
Dans notre cadre, posons g(z,y) = f(y)liy>z} et soient (z1,41), (2,y2) € R? et A €]0,1[. f

147



Chapitre 5. Plongements de Skorokhod

étant log-concave, on a :

FOwr + (L= XNy2) > fy) fly2)

Par ailleurs, il est clair que

Liaga+(1-Mya2 Az +(1-Naa} > Lgizar} Lgazaa) = Lgiza}) (Lgazaay)!

de sorte que

g1+ (1= Nz, Ays + (1= Nyz) > glar, ) g(w2,52)

Le résultat découle ainsi du théoréme de Prékopa.
O
Voici quelques exemples de peacocks satisfaisant les hypothéses du Théoréme 5.17.

Exemple 5.19. Soit X une v.a. aléatoire de densité f strictement positive sur R, et telle
—+o0
que T —> / f(w)du soit log-concave.
x
— On suppose que, pour tout r > 0, E l sup X|etX] < 00. Alors, le peacock
telo,r]
tX

(d)(t, X) = ﬁ —1,t> O) satisfait les hypothéses du Théoréme 5.17.

— On suppose X centrée. Soit ¢ : R — R une fonction de classe C!, impaire, strictement

croissante, convexe sur |0, +0o], et telle que, pour tout > 0, E
telo,r]

sup |X|<p'(tX)] < 0.
Alors, le peacock
(p(t, X) := p(tX),t >0) satisfait les hypothéses du Théoréme 5.17.

En particulier, le Théoréme 5.17 permet d’associer (pour certaines v.a. X) une martingale
au peacock (v/tX,t > 0). Nous allons étudier cet exemple plus en détails dans la fin de ce
chapitre.

5.4.3 Martingales associées a (vtX,t > 0)

Comme dans la Sous-section 5.2.3, nous allons & présent chercher des martingales satis-
faisant les deux propriétés suivantes :

(a) (Mg, t > 0) posséde la propriété d’échelle brownienne :

Ve>0, (Mey,t>0) "2 (et >0)

(b) (M¢,t > 0) est un processus markovien (inhomogeéne).

Proposition 5.20.
Soit X une v.a. intégrable et centrée de loi . Soit, pour tout t > 0, py la loi de VtX, ¢y la
fonction de Hardy-Littlewood attachée a py :

1

1/%(@ = Mt([l’,+00[) /[I7+Oo[y.u“f(dy)
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et T, le temps d’arrét d’Azéma-Yor (que nous noterons également Ty, ) :

On suppose que la famille de temps d’arrét (Ty,t > 0) est croissante p.s. Alors :

1) (Br,,t > 0) est une martingale, et un processus de Markov (inhomogeéne).

2) (Br,,t > 0) posséde la propriété d’échelle brownienne.

En particulier, (Br,,t > 0) est une martingale associée a (v/tX,t > 0).

Démonstration.

Le Point 1) est clair. On peut se référer & [MY02] ot le générateur infinitésimal de (Br,,t > 0)

est calculé. On se contente par conséquent de prouver le Point 2). Soit ¢ > 0 fixé.
i) D’apres la propriété d’échelle brownienne :

(Sc2t7BC2t7 t> 0) (g) (cSt7CBta t> 0)7

et la définition (5.26) de Ty, , on déduit que :

(Br,,,t >0) (lof) (CBTw(C),t > 0> (5.27)

c 1
avec wt( )(x) = ;wt(cm).
i1) Un calcul élémentaire fournit :

i) = Vit (\2) . (5.28)

On obtient alors d’aprés (5.28) :

xT

©(py — L _ _
QZ)C%(LU) = E%%(Cﬁ) = \/Zwl (\/E) = ql)t(f) (529)

Finalement, en rassemblant (i) et (i), il vient :

(BTw , ot 0) (d <CBTw(C) > 0> (d’apres (5.27))
c4t o2t

D (¢Br, ,t>0) (dapres (5.29)).

Remarque 5.21 (Due a P. Vallois).
On peut prouver aisément (voir [AY79, Proposition 3.6]) que, pour tout x >0 :

P (S7, > x) = exp (‘ /0 y—ji%y))

ot w;l est linverse continu a droite de v,,. En remplagant pv par p; dans cette formule, et
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Y

Vit
P (S7,, > x) =exp ( /Ow y_ZZtl(y)>

=exp 7/90 dy
0 y— Vi (%)

=exp (—/0\% u—Z;l(u)> Z]P’(\/ESTH Zx).

Donc, pour tout x > 0, la fonctiont — P (STM > x) est croissante, et en conséquence, méme
st la famille de temps d’arrét (Ty,t > 0) nest pas p.s. croissante, le processus (STM,t >0)
est stochastiquement croissant.

en utilisant ¢;t1(y) = \/i?b;l ( ), on obtient :

Exemple 5.22. Dans article [MYY09], les exemples suivants ont été étudiés en détails :

i) L’exemple du "barrage" :

1 1
pe(dx) = 7 exp (\/%(x + \/{f)) L_ i toof(@)dz

qui fournit le temps d’arrét T := inf{u > 0; S, — B, = V/t}. Rappelons que d’aprés le
théoréme de Lévy, (S, — By, u > 0) est un mouvement brownien réfléchi en 0.

ii) L’exemple du “BES® de Pitman” :
dx) = 1 1 d
pe(dx) = 27\/5 [7\/2,\/2](95) x

qui correspond au temps d’arrét T3 := inf{u > 0;25, — B, = \/E} Rappelons que
d’apreés le théoréme de Pitman, (25, — By, u > 0) a méme loi qu’un processus de Bessel
de dimension 3 issu de 0.

iii) “L’éventail” d’Azéma-Yor , qui est une généralisation des deux exemples précédents :

2c0—1

@ (gp) = & (g L=\ 2)de a
i) = 5 (0= C20) T @ 0<a<y)

qui fournit le temps d’arrét Tt(a) = inf{u > 0;S, = a(B, + V1)}. L'exemple (i) est
obtenu en laissant tendre « vers 17.

5.4.4 La condition de Madan-Yor (M-Y)

Dans le reste de ce chapitre, nous présentons différentes conditions permettant d’assurer
que la famille de temps d’arrét (T},¢ > 0) associée au peacock (vtX,t > 0) soit croissante,
i.e. que la fonction ¢ — 1);(x) soit croissante pour tout x € RT fixé. Rappelons que d’aprés
le Théoréme 5.17, si X admet une densité telle que la fonction x — P(X > x) soit log-
concave, alors la famille de temps d’arrét (T},¢ > 0) associée a (v/tX,t > 0) est croissante.
Nous donnons ici d’autres conditions, en nous appuyant sur les résultats de Madan-Yor que
I’on rappelle ci-dessous.

150



5.4. Le plongement d’Azéma-Yor

Lemme 5.23 (Madan-Yor [MY02], Lemma 3).
Soit X ~ p satisfaisant (5.23). On définit :

= —xﬂ(x) ot () == T) =

Alors la famille de temps d’arrét (Ty,t > 0) associée au peacock (VtX,t > 0) est croissante
st et seulement si :

x+— D, (z) est croissante sur RT. (M-Y)

Démonstration.

D’aprés (5.28), ¥y (x) = Vi, (

Vi

et positive, t — 1y (x) est croissante. Pour > 0, on pose a; = — ; ainsi :

Vi

>, donc, si z < 0, puisque 1 est une fonction croissante

i) = Vivn (\%) _ gdula)

et, t — a; étant une fonction décroissante de ¢, la croissante de la fonction t — () est

équivalente a la croissance de la fonction a — %@L) =D,(a).

' O
Une caractéristique remarquable de ce résultat est que la Condition (M-Y') ne dépend que de
la restriction de u & RT. Cela provient du caractére asymétrique de la construction d’Azéma-
Yor, dans laquelle R*, via (S, u > 0), joue un rdle spécial. En conséquence, nous ne considé-
rons plus, par la suite, que des mesures positives finies définies sur R™, que nous supposons
absolument continues par rapport & la mesure de Lebesgue, de densités h strictement po-
sitives. Notre but est a présent de donner des conditions suffisantes sur A qui assurent que
(M-Y) soit satisfaite. Nous commengons par un lemme relativement général, qui reprend une
des hypothéses de Madan-Yor telle qu’énoncée dans [MY02, Theorem 4] (il s’agit du Point
(ii1) ci-dessous).

Proposition 5.24. Soit h une fonction de classe C* sur]0,1[ (0 <1 < 4o0), et strictement
positive. Les trois assertions suivantes sont équivalentes :

h
i) Pour tout c €]0,1[, a — h((a)) est une fonction décroissante.
ac
h/
it) La fonction e(y) := _yh((g) est croissante.
)

iii) h(a) = e~V o a > aV'(a) est une fonction croissante.

Nous appelons cette condition (Sp).
Par ailleurs, pour tout a,b €]0,1[ :

Vo) - v - | ' E(yy)dy,

de sorte que :
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Remarque 5.25. Voici quelques observations générales & propos de la condition (Sp) :
- si deuz fonctions hy et ho satisfont la condition (Sy), alors le produit hihe également.
- si h satisfait la condition (Sy), alors, pour tout 5 € R et v > 0, la fonction a —
a®h(a?) également.
- En guise d’exzemple, observons que la transformée de Laplace h(a) = E [e_aX] d’une
v.a. auto-décomposable positive X satisfait la condition (i). En effet, par définition,
pour tout ¢ €]0, 1], il existe une v.a. positive X indépendante de X telle que :

x @ ex 4 x©.
En prenant la transformée de Laplace des deux membres, on obtient :
h(a) :=E [e_aX] =E [e_aCX] E [e_axw} ,

que l’on peut réécrire :

Démonstration.
1) Prouvons (i) < (i)
L’implication (1) = (¢) est claire. En effet, pour ¢ €]0, 1], on peut écrire :

KO ([ 00} g (- [ e s

qui est une fonction décroissante de a puisque ¢ est croissante et 0 < ¢ < 1.
Prouvons I'implication réciproque (i) = (i7). D’aprés (5.30), on sait que pour tout ¢ €]0, 1],

“e(x) . . ) -
ar— —~dx est une fonction croissante. Par conséquent, en dérivant :
x
ac

Va €]0,1], Vc €]0,1[, e(a)—e(ac) >0

ce qui prouve que € est une fonction croissante.
2) Prouvons finalement que (i7) <= (ii7)

a

D’aprés les deux représentations de h, on déduit que V(a) = / @dy — Inh(b), ce qui
b Y

donne, en dérivant :

aV'(a) = (a), (5.31)
et qui achéve la preuve de la Proposition 5.24.
O
Le théoréme suivant donne une condition suffisante sur h pour que la fonction a — D,,(a)
soit croissante.

Théoréme 5.26.
On suppose que p admet une densité h sur RT qui satisfait (So) (voir Proposition 5.24).
1) Alors, il existe p > 2 (éventuellement +00) tel que :

. h(a
Y c€]0,1], aEIJPOO h((ac))

=’ (5.32)

De plus :
p= lim &(a)= lim aV'(a).

a——+o00 a—+oo

2) D,, est une fonction croissante qui converge vers { avec :
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- st p < 400, alors £ = ;1,

- st p =00, alors { =1.

En particulier, si p = +o0, il existe une mesure de probabilité v,, telle que :
Dy(a) =vu(]0,a]),  a=0.

Remarque 5.27.

- Le Point 1) du Théoréme 5.26 permet de porter un nouveau regard sur la Proposition 5.24.
En effet, d’apreés (5.32), on voit que h est une fonction & variations régulieres au sens de
Karamata, et la Proposition 5.24 ressemble a une version du théoréme de représentation de
Karamata (voir [BGT89, Chapter 1, Theorems 1.3.1 et 1.4.1]).

h(a)
h(ac)
Uexistence d’une limite pour D, (a) lorsque a — 400, voir [BGT89, Theorem 8.1.4].

- Le fait que la fonction a — soit décroissante n’est pas mécessaire pour obtenir

Démonstration.
1) Prouvons tout d’abord le Point 1)

h(a
On suppose que h satisfait (Sp) sur RT. Par conséquent, la limite décroissante 7. := lim (e)
a—+00 h(ac)

existe et appartient & [0, 1]. Alors, pour tout ¢, d €]0,1] :

. h(a) _ h(a) h(ac)
cd = 1 = 1
Ted = e h(acd) a—Foo h(ac) h(acd

) = 7c'Yd~

Cela implique que v, = ¢” avec p € RT. A présent, soit n(a) = / yh(y)dy. Pour A > 1,

a
on a

+o0o “+o00 A az

n(a) = / yh(y)dy = a2/1 zh(az)dz > a2/1 zf;((z)) h(z)dz
2 h(ad) /A

>a zh(z)dz

“+o0
—_— a27"/ zh(z)dz.
1

A—+oo

En laissant a tendre vers +oo, on obtient, puisque 7(a) —+> 0, que nécessairement p > 2.
a—-+00

Ainsi, en passant a la limite dans (5.30), on obtient :

¢’ =exp (— /Cl E(—i_yoo)dy) , e e(+o0) = p.

La derniére égalité est alors une conséquence directe de (5.31).

2) On prouve a présent que D,, est croissante et converge vers ¢
L’inverse de D,, peut s’écrire, en intégrant par parties :

D,(a) afi(a)
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fi(ax)
fi(a)

est une

et (M-Y) est clairement impliquée par la propriété : pour tout = > 1, a —>
fonction décroissante sur RT. En dérivant par rapport & a, on obtient :

9 (u(am)> _ —eh(az)a(a) + ha)p(az)
9a \ 7i(a) (7i(a))?

On réécrit alors le numérateur sous la forme :

+oo +oo
h(a)/ h(y)dy — xh(ax)/ h(u)du

X a

+oo

= zh(a) /a+0<> h(ux)du — zh(ax) /a h(u)du

_ vh(a) / ) (hffgf)) . ’;fgj) du <0
h(uzx)

d’aprés lassertion (i) de la Proposition 5.24, puisque pour z > 1, la fonction u — =

h(u)
h(ux)
h (um%)
Ainsi, D,, étant bornée par 1, elle converge vers une limite ¢, et il reste a identifier £. On
écrit, pour z > 1 :

i) /a+<>0 h(y)dy - /1+<><> h(au)du

filaz) /a;roo h(y)dy /IJFOO h(au)du
/j h(au)du

=0 t1
/ h(au)du

z u T
/ (axz)du / (E)pdu
1 h(ax) 1\
o h(au) +1 a—4o00 +oo o
/ ——du / <£> du
- h (au%) . U
d’aprés (5.32). Il nous faut a présent discuter différents cas :

— si p = +00, alors lim 7,u(a)
a——+o0 ,u(agj)
{=1.

— si p < 400, il vient :

est décroissante.

+1

= +00, et en insérant cette limite dans (5.33), on obtient

. a(a) 1
im = = :
a—+oo Ti(ax)  xl™P

En insérant cette limite dans (5.33), on obtient :

1 T g 1 1—
7:1+/ A I
L 1 arl 2—p 2—p
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Remarque 5.28.
Plus généralement, pour p > 1, on a l’équivalence :

+oo
/ yPh(y)dy < oo <= p>p+ 1.

L’implication = peut se prouver exactement de la méme maniére que le Point 1). Récipro-
quement, puisque €(y) tend vers p lorsque y tend vers +oo, il existe A > 0 et 6 > 0 tels que :
Yy > A, e(y) > p+ 1+ 6. Alors en appliquant la Proposition 5.24, on obtient :

M@:hMWﬂ(—/ﬂi?@)Shwhn(—@+1+m[j?)

A
) (A>p+1+e.

a

Observons en particulier que p admet des moments de tout ordre si et seulement si p = +00.

5.4.5 Cas d’une mesure a support dans | — oo, 1]

Nous nous restreignons a présent au cas d’une v.a. X prenant ses valeurs dans | — oo, 1].
Comme la Condition (M-Y) ne dépend que du comportement de X sur R™, nous ne considé-
rons plus, désormais, que des mesures u sur [0, 1], en supposant que 1 appartient au support
de . Les calculs qui suivent se généralisent sans difficultés au cas d’une v.a. a valeurs dans
| — 00, k] pour k € RT.

Notations

Soit 1 une mesure positive sur [0, 1], de masse totale finie, et dont le support contient 1.
On note 7 et T, respectivement ses fonctions queue et double queue :

Alz) = /[ ) = 1)) et ) = / Ay)dy.

Observons que 7 est continue & droite, [z est continue, et [ et 1z sont toutes deux des fonctions
décroissantes. De plus, il n’est pas difficile de voir que la fonction A : [0,1] — RY est la
fonction double queue d’une mesure positive finie sur [0, 1] si et seulement si A est une fonction
convexe sur [0, 1], dérivable & gauche en 1, dérivable & droite en 0, et qui satisfait A(1) = 0.
On définit également le quotient des queues u, attaché a p :

up(z) = B(x)/A(x), = €[0,1],
Voici maintenant un lemme général concernant les mesure positives :

Lemme 5.29 (Pierre [Pie80] ou Revuz-Yor [RY99], Chapter VI Lemma 5.1).
1) Pour tout x € [0,1] :

pta) = 7O, )exp ([ u )iy (5.34)

et u,, est continue & gauche.
2) Soit v : [0,1[— RT une fonction continue a gauche et telle que, pour tout x € [0,1] :

fta) = FO()exp (~ [ o).

Alors, v =u,,.

155



Chapitre 5. Plongements de Skorokhod

Démonstration.
1) Pour x € [0,1], on a :

T *dn = T = =
-/ EW) 4, / ljéj’)) = [logi(y)]", = logi(x) — log7(0),

Oy e (= [ uatohay) = 02 exp (1og Z%) — ().

2) Soit Uy(z) := [y uu(y)dy et V(z) := [ v(y)dy. La relation (5.34) implique :

d’ou,

=

up (@) exp (=Uy(x)) = v(z) exp (=V(2)), ie.
(exp (~Up(@)))" = (exp (=V(2)))", d’ou
exp (=Uu(z)) = exp (=V(x)) + ¢
(Les dérivées ci-dessus sont en fait des dérivées a gauche). A présent, puisque U, (0) = V(0) =

0, on obtient ¢ = 0 et U, = V. Puis, en dérivant, et en utilisant le fait que u, et v sont
continues a gauche, on obtient u, = v.

O
Remarque 5.30.
1) uZ, — ), est une mesure positive sur ]0,1]. Notons que si u(dx) = h(x)dz, alors :
2 I (—/=\2 EQ_hﬁ —h/T>0
up =y = (A/R) = | —=— | =h/Ez0.
I
2) Pour tout z € [0,1],
T 1~
/ uu(y)dy < oo et / u, (y)dy = +o0. (5.35)
0

Ces relations proviennent de (5.34) : pour tout x € [0,1] :

o) =0 esw (- [Cwar) et 70) = [, vt >0

De méme que précédemment, nous définissons la fonction de Hardy-Littlewood 1, attachée
ap:

1
Uule) = /M yuldy),  acl01]
1/1#(1) =

et la fonction de Madan-Yor attachée a p :

Yula) ’

En particulier, D, (1) =1 et D, (0) = 0. Observons qu’en intégrant par parties :

D,(a) = € [0,1].

=l

(a) = / (v — a)uldy) = ila) ($u(a) — a)
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d’on, u,(a) = m et donc :
m
D,.(a) a = “ O (5.36)

T (@) —ata  (Lua)ta  aula)+1

Nous résumons toutes ces notations sous forme d’un tableau :

Une mesure positive finie sur [0, 1]
wu(dz) dont le support contient 1.
7i(a) = p([a, 1)) Fonction queue attachée a p
i
(a) = / a(z)dx Fonction double queue attachée a p
_ 1
up(a) =n(a)/pla) = ———— Quotient des queues attachées a u
Yula) —a
1
Pu(a) = ) xu(dz) Fonction de Hardy-Littlewood attachée a
HAQ) Jla 1]
a au,(a) .
D, (a) = = £ Fonction de Madan-Yor attachée a p
" Yula) auu(a) +1

5.4.6 Des conditions équivalentes a (M-Y)

Soit p une mesure positive sur [0, 1], de masse totale finie et dont le support contient 1.
Nous étudions a présent la condition (M-Y) plus en détails.

Quelques propriétés élémentaires de D,

i) On déduit des inégalités, pour z € [0,1] :

fw(x)fﬂ/[z,l] p(dy) S/[m] yu(dy) S/ u(dy) = fi(x)

[x,1]
que ¥, et D,, sont continues & gauche sur ]0, 1], et que pour tout x € [0, 1],
r<,(r)<1 et z<Dy(zx) <1 (5.37)

1) On suppose & présent que p admet une densité h :
- si h est continue en 0, alors : D;(OJ“) = 1(0)/72(0),
- si h est continue en 1, et h(1) > 0, alors : D},(17) = %,
- si h admet, au voisinage de 1, le développement :

1
h(1 —z) = Cz® + o(x®), avec C,a > 0 alors : D, (17)

T 2+a
Ces trois propriétés sont des conséquences de la formule suivante, valable en tout point de
continuité de h :

D) 1y 01-Dyle)

Du(x) " () s
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Une condition équivalente a (M-Y)
Théoréme 5.31. Soit u une mesure positive finie sur [0, 1] dont le support contient 1, et u,,
son quotient des queues. Les assertions suivantes sont équivalentes :

i) D, est croissante sur [0,1], i.e. (M-Y") est satisfaite.

it) Il existe une mesure de probabilité v, sur]0,1[ telle que :
Va (0,1, Dy(a) = v,(0,a]). (5.39)

i11) a — auy(a) est une fonction croissante sur [0, 1].

Démonstration.
Bien stir, 'équivalence entre les Points (¢) et (i) est évidente, puisque D, (0) = 0et D, (1) = 1.

Quant a ’équivalence entre les Points (i) et (iii), elle découle de (5.36) :

au,(a)

D =—t
w(@) auy,(a) +1

O

Remarque 5.32.
1) La mesure de probabilité v,, définie par (5.39) posséde des propriétés particuliéres. En effet,
d’apres (5.39), elle satisfait

vu(]0,al) _ Dy(a) 1

a a  Yula)’
_ . . . vu(0, af) .
Donc, puisque la fonction 1, est croissante sur [0, 1], la fonction a — est décrois-
a
1
sante sur [0,1], et lim vu(l0,a) _ .
a—0+ a ¥, (0)
2) D’apres (5.86), on a v,,(]0,a]) = D,(a) = _auula) donce, pour tout a €]0,1] :
P . ) o ) - % - auu(a) ¥ 17 y D ) .
u#(a) — Vﬂ(]ova[) ,
avy([a, 1)

et, en particulier, v,([a,1[) > 0. Ainsi, avec l'aide de (5.35), v, satisfait nécessairement la

relation : -
/ b_da
vu([a, 1) '

3) La fonction D,, est caractérisée par ses valeurs sur |0, 1[ (puisque D, (0) =0 et D, (1) = 1).
Donc, D, ne dépend que des valeurs prises par 1, sur 0, 1], et par conséquent, D,, ne dépend

que de la restriction de p a 10,1]. La valeur de p({0}) n’a pas d’influence sur la condition
(M-Y).

Une caractérisation des mesures v,

Le Théoréme 5.31 invite a se poser la question suivante : étant donnée une mesure de
probabilité v sur ]0,1[, & quelles conditions sur v existe-t-il une mesure positive pu sur [0, 1]
de masse totale finie! telle que u satisfasse (M-Y)?

1. Notons que puisque D, n’est pas modifiée si ’on remplace p par un multiple de u, u peut toujours étre
choisie comme une probabilité.
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En particulier, les conditions données dans les Points 1) et 2) de la Remarque précédente
5.32 sont-elle suffisantes 7 Nous répondons a cette question par I'affirmative dans le Théoréme
suivant.

Notation. Nous adoptons les notations suivantes :

e P; désigne ensemble des probabilités u sur [0, 1], dont le support contient 1, et qui satisfont
(M-Y).

o P} = {u € Pr; u({0}) = 0}.

e P; désigne 'ensemble des probabilités v sur ]0, 1] telles que :

i) v([a,1]) > 0 pour tout a €]0, 1],

0
i1) av+— v{J0.ap) est une fonction décroissante sur ]0, 1] telle que
¢y = lim M < 00,
a—0+ a

) /1 _da
v([a, 1]) '
e On définit une application I' sur P; comme suit : si u € Py, alors I'(u) est la mesure v sur
10, 1] telle que
D#(a) :V(]Oaa[)v a € [07 ”

En d’autres termes, I'(1) = v,, définie par (5.39).
A Taide des notations ci-dessus, nous pouvons énoncer :

Théoréme 5.33.

1) T(P)) =T(P1) = P;.
2) Sip € Py ety €PY, alors

I(p) =T(po) st et seulement si = pu({0})do + (1 — n({0}))uo

(0w 0g désigne la mesure de Dirac en 0).
On déduit de 1) et 2) que T induit une bijection entre PY et P;.

Démonstration.
a) La Remarque 5.32 implique que :

I(PY) c T(P;) C Py.

b) On prouve a présent que P; C T'(PY). Soit v € P}. Nous définissons u*) par :

u(z) = _ v0.2h) ur
O gy P
u(0) :=¢, = 1i%1+ u (),

et on pose, pour z € [0, 1] :
L, T W)
m(x) = —u (x)exp | — | v (y)dy ). (5.40)
v 0

Remarquons que m est continue a gauche sur 0, 1[, continue a droite en 0 et que m(0) = 1.
Pour prouver que m est décroissante sur [0, 1], il suffit de montrer que m est décroissante
sur ]0,1[ ou, de maniére équivalente (voir Remarque 5.30), que la distribution sur ]0,1] :
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2 .
(u(”)) - (u(”))l, est une mesure positive.
D’aprés la définition de u(*), et en posant :

nous devons prouver que (sur ]0,1[) :

v*(a)da > a(1 — v(a))dv(a) — v(a)(1 — v(a))da + av(a)dv(a)
> 1*(a)da > adv(a) — v(a)(1 — v(a))da
<= 02> adv(a) —v(a)da

= Ozd(VCL)).

a

Cette derniére relation est assurée par la Propriété (i7) de la définition de Pj. Ainsi, il existe
une mesure de probabilité p sur [0, 1] telle que

n(x) =m(z), ze€l0,1].

En particulier, puisque m est continue a droite en 0, u({0}) = 0. En utilisant la Propriété
(#i1) de la définition de Pj, on obtient & partir de (5.40), par intégration :

Par conséquent, d’aprés le Lemme 5.29, u(*) = Uy, OU encore :

v(]0, af)

UH(U,): m, GE]O,l[
Finalement,
= 7auu(a) =1(]0,a a
Dya) = s = v(l0.al), €01

et donc, u € PY et T'(n) = v.
¢) Nous prouvons & présent le Point 2). Supposons tout d’abord que u € Py, g € PY et
() =T'(p0). On a alors :

uﬂ(a) = uuo (CL), a 6]07 1[

D’aprés le Lemme 5.29, cela implique qu’il existe A > 0 tel que :

a(z) = MNag(z), = 6]07 1[

et par conséquent, en dérivant, la restriction de p a ]0,1] est égale & Aug. En conséquence,
= 11({0})dg + Ao et, puisque p est une probabilité, A = 1 — p({0}).
A Pinverse, supposons que g = pu({0})do+ (1 —p({0}))po. Puisque 1 appartient au support de
w, 1({0}) < 1. Il s’ensuit alors que 9, (x) = ¥, (x) pour x €]0,1], et donc, D, (a) = D,,(a)
pour a €]0, 1], ce qui entraine I'(u) = I'(uo).

O

Exemple 5.34. Si v est une mesure qui admet une densité continue g décroissante sur
]0,1[, et strictement positive au voisinage de 1, alors v € Pj. Par exemple, prenons pour
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_ 2
B8>2a>0,g(x)= %1]071[(@. Alors, v(]0,z]) = %7 et aprés quelques calculs,
on obtient :
« . B—a
_ B —ax — azx B — 2
= 1—g)f—2a (1 .
) = =5~ (1 =) ( 8- a>

En particulier, en laissant tendre « vers 0, il vient : Vo € [0,1], (x) = 1, i.e. la correspon-
dance :
v(dx) = Ly ((w)dx +— p(dr) = 01(dx)

ou J; désigne la mesure de Dirac en 1.
Exemple d’éléments de P,

A une mesure positive p sur ]0, 00| telle que f0+oo yp(dy) < oo, nous associons la mesure v
caractérisée par :

+oo
v = 5 [ (= e otay

“+oo
ou la constante Z := / (1 — e ¥)p(dy) est telle que v(]0,1[) = 1. Clairement, a —
0
v (10, a) = 2/ e~ "“p(u)du, ou p(u) = p(Ju, +00[), est décroissante et ¢, = E/ yp(dy) <
a 0 0

1 1 [t Yod
00. De plus, al_i)r?i Vg[cj aD = E/o ye Yp(dy) > 0, donc / z/([afll[) = +00, et le Théo-

réme 5.33 s’applique.

Donnons quelques exemples :

i) Pour p(dr) = e~ **dx (A > 0), on obtient : v(]0,a[) = % (a €10,1]) et
_ 1 CA+1 dx
“(a):1—aexp(_/o ) 1—x>:(1_a)1/A

i1) Pour p(dx) = P(T € dx) ou I est une v.a. positive d’espérance finie, on obtient
v(]0,al) —P(E < a‘i < 1)
Yoo\ -

ol ¢ est une v.a. exponentielle standard indépendante de I'. Dans ce cas, on peut
remarquer que :

—+o00
LI v(0,a)) = K/ e P > z)dx
Yula) a 0
r K
= KE [/ 6‘”d:c] =—FK [1 — efar]
0 a
on K =1/E [1 — e_F]. Par conséquent, la fonction de Madan-Yor

Du(a)

~ Yula)

est 'exposant de Lévy d’un processus de Poisson composé.

=KE[1—e ]
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5.4.7 Quelques conditions suffisantes pour (M-Y)

Nous donnons a présent un premier jeu de conditions suffisantes (incluant (Sp)) qui englobent
la plupart des exemples que nous traiterons dans la sous-section suivante.

Théoréme 5.35. On suppose que la densité h de p est continue sur |0, 1[. Alors, les condi-
tions suivantes impliquent (M -Y) :
(So) h est strictement positive sur |0, 1] et satisfait la condition (i) de la Proposition 5.24.

(S1) pour tout a €]0,1]

7i(a) = / h(z)dz > a(1 — a)h(a).

(S]) la fonction a — a®h(a) est croissante sur 0, 1[.

(S2) la fonction a — log(afi(a)) est concave sur 0,1 et lim (1 — a)h(a) = 0.
a—1—
Démonstration.
1) Prouvons tout d’abord : (Sp) = (M-Y)
La preuve est similaire & celle du Théoréme 5.26, si ce n’est qu’il faille faire attention aux
bornes d’intégration. On écrit a nouveau pour a > 0 :

L Lehwdy e+ L Ewdy /W a(az)
D)~ anla) afi(a) L w)
. o L i(ax)
et (M-Y) est clairement impliquée par la propriété : pour tout z > 1, a —» — @ est une
(a
fonction décroissante sur ]O, %[ En dérivant par rapport a a, on obtient :
2 (Har) _ —ehlesite) - portes)
9a \ A(a) (7i(a))?
On réécrit alors le numérateur sous la forme :
1 1
h(a)/ h(y)dy—sch(aa:)/ h(u)du
ax e a .
= xh(a)/ h(ux)du — :Eh(ax)/ h(u)du
a a
1z h(uz)  h(az) !
:xha/ hu( — >duxhax/ h(uw)du <0
@ [t (G - G (@) [ wiw)
d’apres lassertion (i) de la Proposition 5.24, puisque pour z > 1, la fonction u — h(w) =
h(ux)

. (uz%) est décroissante sur [0, %]
2) Prouvons a présent : (S1) = (MY
D’aprés (S1) et (5.37) :
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D’ot, d’aprés (5.38) :

3) Prouvons que : (S]) = (S1), donc (M -Y") est satisfaite
On a, pour a > 0 :

a(a) == /al h(z)dz = /a1 x222(3c) dx

1
1
> a2h(a)/ —dz (puisque r — z?h(x) est croissante)
x
a

= a2h(a) (1 - 1) = ah(a)(1 - a).

a

4) Prouvons finalement : (S2) = (M-Y)
On pose 0(a) = log(afi(a)). Puisque

/ ' th(t)dt = agi(a) + / )t

en intégrant par parties, on a, pour a €]0, 1],
e@(a)

D,(a) = .
u(a) @) ¢ [T 1e00) gy

1
1
Par conséquent, il nous faut prouver que la fonction a — e~%(®) / ;ee(t)dt est décroissante.
a

En dérivant cette fonction, nous devons montrer que :
’ ' 1 ot 1 0
k(a):=0 (a)/ —e?Odt 4+ —@) >,
o U a

Mais, puisque lim 6(a) = —oo, une intégration par parties fournit :
a—1—

t 12

K(a) = /1 lee(t) (el(a) _ ol(t)) + /1 iee(t)dt7

et, 0 étant une fonction décroissante, cette derniére expression montre que s est également
une fonction décroissante. Par conséquent, il reste a vérifier que :

. pa) —ah(a) ['_
Jim H ) / (t)dt > 0
ou encore . h(a) 1 B B
aligl— (@) /a n(t)dt = 0.

a—1—

1
Puisque / a(t)dt < (1 —a)p(a), le résultat découle de ’hypothése lim (1 —a)h(a) = 0.

O
Voici également quelques conditions alternatives assurant que (M -Y") est satisfaite :
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Proposition 5.36. On suppose que u admet une densité h de classe Ct sur )0, 1] qui est
strictement positive au voisinage de 1. Les conditions suivantes impliquent (M -Y') :

S3) a v+ a®h/(a) est croissante sur 0, 1].

Sy) a— a®h’(a) est décroissante sur )0, 1][.

!

(
(
(S}) h est décroissante et concave. (Clairement, (Sy) impligue (S4)).
(
(

ah(a)

)
Ss5) h est une fonction décroissante et a — est croissante sur |0, 1].
)

SL) 0> h/(x) > —4h(x). (En particulier, h est décroissante)

Démonstration.

1) Prouvons tout d’abord : (S3) = (S})
On note £ := lim a®h/(a) > —o0. Si £ < 0, alors il existe A > 0 et £ €]0, 1] tels que pour

a—0t

A
x €]0,¢e[, W' (x) < 3 On déduit alors que :

h(e) — h(z) < 4 (1 — 1) ie. h(z)>C+ A

=2 \e2 g2 222’
ce qui contredit le fait que fol h(z)dx < co. Par conséquent £ > 0, h est positive et croissante

et h(0T) := lim h(z) existe. Ecrivons alors :
z—0

a*h(a) = a* (h(OJr) + /Oa h’(x)dx) = a*h(0") + a? /01 B (ay)dy

:a2h(0+)—|—/0 Z—é’(ay)3h’(ay),

ce qui implique que a — a2h(a) est croissante comme somme de deux fonctions croissantes.

2) On prouve a présent : (Sy) = (M-Y)

Posons ji(a) := / zp(de). Ainsi : D, (a) = QA#(W)) et, en dérivant, on constate que I’asser-
la,1] pla
tion D), (a) > 0 est équivalente a :

7(a) = Tia)fi(a) + a*h(a)fi(a) — ah(a)fi(a) > 0,  a €)0,1]. (5.41)

Nous allons montrer que, sous (S4), v(17) = 0, v/(17) = 0 et que 7 est convexe, ce qui

impliquera bien str que v > 0 sur ]0,1]. On note £ := lim a®h’(a) > —oo. Observons tout
a—1—

d’abord que h(17) est finie. En effet, si £ est finie, alors h'(17) existe, de méme que h(17),

tandis que si £ = —oo, alors lim h'(a) = —oo, donc h est décroissante au voisinage de 1 et h
a—1—

étant positive, h(17) existe également. Par conséquent, en laissant tendre a — 1 dans (5.41),
on obtient y(17) = 0. A présent, en dérivant (5.41), il vient :

7'(a) = —2h(a)fi(a) + ah(a)fi(a) + ak(a)(aTi(a) — fi(a)),

et pour prouver que v'(17) = 0, il nous faut montrer, puisque fi(a) — afi(a) = fi(a), que :

1
lim h'(a) / 7(t)dt = 0.
a—1— a
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Si h'(17) est finie, cette propriété est clairement satisfaite. Sinon lim h’(a) = —oco. Dans ce
a—1-

cas, on écrit, pour a dans un voisinage de 1 :

os#ﬂ@/n@ms—wwu—wmw

et il suffit de voir que :
lim (1 —a)h'(a) =0. (5.42)

Or, puisque & — 231/ () est décroissante :

B (a)(1—a)<0

_ 1] _al+a
22| 2

h(17) - h(a) = /al W (2)dz < a®W(a) {

a

et (5.42) s’ensuit en passant a la limite lorsque a — 1.
Finalement, notons ¢ la fonction continue décroissante ¢ : a — a®h’(a). Alors :

V(@) = (@)Y h(a) (i(a) + A(a))

a

Par conséquent, +' est une fonction continue localement & variation finie, et on obtient en
dérivant :

/(@) = D do(a) + h(a) (ah(a) + (@) do

Ainsi, dy’ est une mesure positive sur ]0, 1[, ce qui implique que 7 est convexe sur |0, 1[.

3) On prouve a présent : (S5) = (M-Y)
D’apres (5.41), pour prouver que D,, est croissante, il nous faut montrer que :

Sous (S5), h est décroissante et done, pour tout a €]0, 1],
i(a) < ha)(1 - a). (5.43)

Par conséquent, lim1 p(a) = 0, et il suffit maintenant de voir que p’(a) < 0 sur |0, 1[.
a—

gy _E@@) i)
p(a)— thz(a) (h( )+ h( )) a

— — < . 5.44
aha) W) = @) (544)
. ah(a) . o
Mais, sous (S5), a — ——= est croissante, et ainsi, on a, pour a €]0,1],
1 1 (a)
> 0. 5.45
ai—a) " hia) = (5.45)
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Alors, en utilisant (5.43) et (5.45), on obtient :

1 W@ 1 1
ah(a)  h2(a) —

ce qui nous donne (5.44).

4) Prouvons finalement que : (S) = (S5)

ah(a)

Il nous faut prouver que a —> T

est croissante. En dérivant, on obtient :

(749) =19 (aama ) = 1o (arma -
2 (o)

puisque, pour a € [0,1], a(1 —a) < 1.

Remarque 5.37. Observons qu’il existe des implications entre ces différentes conditions.

En particulier :

e (S1) = (S2). En effet, on peut noter tout d’abord, puisque (S7) implique (S1), que la

relation Ti(a) > a(l — a)h(a) est satisfaite, et implique lir{l (1 — a)h(a) = 0. Alors, pour
a—1—

a €]0,1[, la condition (S}) est équivalente a 2h(a)+ ah'(a) > 0 et on peut écrire :

"

_ <log <a / 1 h(x)d:z:)) - % + h/(a)“ﬁ(;zcg P(a) (5.46)

h(a) ( m(a)  ah'(a) = ah(a)
afi(a) (ah(a)+ na) u(a))
h(a) (ah’(a)

1
+ 2) (puisque pour © >0, x + — > 2)
x

— (ah'(a) + 2h(a)) > 0.

C’est la condition (S2), i.e. a — log(afi(a)) est une fonction concave.

o (S)) implique les deux conditions (Sp) et (Ss).

h/
- (So) est satisfaite puisque la fonction y — yh(g(ﬁ) est clairement décroissante.
- Pour prouver que (Ss) est satisfaite, on écrit :
1 1,277/ 1
h d
h(1) — h(a) = / B (z)dr = / z Q(x)dx < a’h/(a) —926 = ah/(a)(1 — a),
d’ot : ha) h1)
a , 1
P — > >
1ia+ah(a)_ l1—a =
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On résume les implications entre ces différentes conditions dans le diagramme suivant.

(S4) (S5)
U |
Proposition 5.36 (Ss) (S4) (Ss)
Théoréme 5.35 (51)
X\
(S1) (S2) (So)

Remarque 5.38.

Soit h une fonction décroissante dont la dérivée h' est bornée. Alors, pour c assez grand,
la mesure ' (dx) := (h(x) + c¢)dz satisfait la condition (S), donc (M-Y). En effet, pour
R (z) = h(z) + ¢, on a:

_ ()]

~ h(z) 4+ ¢ emtoo

R ()
e

Cette convergence étant uniforme, pour ¢ assez grand, on obtient:

h(c)’(x)

sup G @)

z€(0,1]

5.4.8 Exemples

Nous donnons pour finir quelques exemples de mesures p(dz) = h(z)dz pour lesquelles
la propriété (M-Y') est satisfaite. Pour certains d’entre eux, nous dessinons les graphes de h,

L 07
Dy, uy ot ar—s 2ul0:9D.
a

Les densités beta h(z) = 2*(1 — 2)°1)01((z) (a, 8 > 1)

i) Pour —1 < 8 < 0 (et a > —1), la fonction z — 22h(x) est croissante, donc d’aprés
(51), la condition (M Y") est vérifice.
i) Pour 8 > 0:

ha) 1 (1_a(1—c))5

h(ac) — 1—ac

qui est, pour 0 < ¢ < 1, une fonction décroissante de a, donc la condition (Sg) est satisfaite
et (M-Y) est également vérifiée dans ce cas.

D’autres exemples similaires

«
— La fonction h(z) = ﬂjjiz)gl[&l] (z) (a > —1,8 € R) satisfait (M-Y). En effet, pour
x
B <0, z — z2h(x) est une fonction croissante sur [0, 1], donc la condition (S}) est vérifiée,
tandis que, pour 8 > 0, la condition (Sy) est vérifice.

51[011](33) (a > —1,8 < 1) satisfait (M-Y). Comme dans

— La fonction h(l’) = (]-_xil.z)
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=05, p=-0.5
.
o
Al
J u,@
o
2 h(a)
v, q0.ap/a
i
D@
00 0.‘1 0.‘2 0‘.3 0‘4 U.‘S 0.‘6 0‘.7 O‘vﬁ 0.‘9 1‘
T
FIGURE 5.2 — Graphes pour h(z) = ﬁlml[(z)
— x 7

I'exemple, pour 0 < 3 < 1, la fonction z — x?h(z) est croissante sur [0, 1], et pour 3 < 0,
ce résultat découle de la condition (Sp).

Les fonctions h(z) = |cos(mz)|™ 1, 1)(z) (m € RT)

Cet exemple satisfait la condition (S;). En effet, pour a > %, a — h(a) est croissante,

27
donc:

/ | cos(mz)|™dx > | cos(ma)|™ (1 — a) > a| cos(wa)|™ (1 — a).

Pour a < % on écrit, par symétrie:

1 l1—a
/ |cos(7r:£)|mdx:/ | cos(mz)|™dx
a 0
2/ | cos(mz)|™dx
0

> a| cos(ma)|™ > a| cos(ma)|™ (1 — a).

Remarque 5.39. Plus généralement, toute fonction qui est symétrique par rapport & l’aze
T = %, d’abord décroissante, puis croissante, satisfait la condition (S1).

Les fonctions h(x) = ave Lio,1y(%) (@ > —1,A €R)

11 s’agit d’une conséquence directe de (Sp).

Un exemple ou (M Y) n’est pas satisfaite

Soit p la mesure de densité h définie par:
h(z) = clppi(@) +elpay(z)  (c,e=0,p €]0,1)).
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m=1.5

u,@

v (]0,a)/a
h(a) 4
! D, @

0

L L L ! L L L L L )
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1

FIGURE 5.3 — Graphes pour h(z) = |cos(77:17)|3/21[071] (x)

a=-0.5, .=1
-
o
" he u,@
a
o
2r v (0.aD/a
D, (@
00 0‘,1 0‘,2 0‘,3 0‘,4 015 0‘.6 0‘.7 0‘.8 0.‘9 1‘
e—l‘
FIGURE 5.4 — Graphes pour h(x) = %110,1} (z)

Pour a < p, on a:
_ 2a(clp—a) +e(l-p))
Do) = G

D,, est C* sur [0, p[, et, pour a < p, on a:

Aplp —a)® +e2(1—p)?(1+p) +ec(1 —p) ((p— a)® + p* + p — 2a)

D:L(a) =2 5
(c(p* —a®) +e(1—p?))

et
1-p?(+p(1-%)) _,1+p(1-%)
e2(1—p?)? T (1+p)2?

D, (p7)=2
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c
Par conséquent, il est clair que pour — assez grand, D), (p~) < 0, donc D), n’est pas croissante
e

sur [0, 1]. Notons que, si e > ¢ (h est croissante), alors Dj, > 0 (voir la condition (S57)), et

c
que D, est croissante si et seulement si D;(p_) >0,ie. — <14 -.
e

p=0.5, e=1
1
09f
08t
c=10
o7t
c=3
06f
—~
S
Qio.s F c=1
04t
03f
02t
o1t
o . . . . . . . . . )
0 0.1 0.2 03 0.4 05 06 07 08 0.9 1

FIGURE 5.5 — Graphes de D, pour h(z) = cljg1/2((x) + 11/2,1)(x)

c=6, e=1
P
h(a)
6
5L
u (@)
ne
3E
vM(]O,a[)/a
oL
1L
D@
0 | | | | | | | | | )
0 0.1 0.2 03 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1

FIGURE 5.6 — Graphes pour h(x) = 619,1/2{(z) 4 1[1/2,1)(2)
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Pénalisations, pseudo-inverses et peacocks dans un cadre
markovien

Comme son titre I'indique, cette thése comporte 3 parties.

- La premiére partie est consacrée a la pénalisation de diffusions linéaires réguliéres récurrentes. Plus
précisément, nous étudions, dans un premier temps, la pénalisation de diffusions récurrentes nulles,
et nous présentons une large classe de fonctionnelles pour lesquelles le principe de pénalisation est
satisfait, sous I’hypothése que la mesure de Lévy de 'inverse du temps local de la diffusion soit a
décroissance polynomiale en l'infini. Cette étude repose sur la construction d’une mesure o-finie
W similaire & celle de Najnudel-Roynette-Yor. Nous traitons également, dans un second temps, le
cas de la pénalisation d’une diffusion récurrente positive réfléchie sur un intervalle par une fonction
exponentielle de son temps local en 0. Les résultats obtenus dans ce cadre se démarquent nettement
de ceux du cas récurrent nul, et ’on voit apparaitre un phénoméne nouveau de composition des
pénalisations.

- Dans la deuxiéme partie, nous étendons la notion de pseudo-inverses (introduite a lorigine par
Madan-Roynette-Yor dans le cadre des processus de Bessel) a des diffusions plus générales. Nous
montrons en particulier que ’on peut réaliser la famille de pseudo-inverses associée & une diffusion
a valeurs positives issue de 0 comme les derniers temps de passage d’une autre diffusion obtenue
grace a la transformation de Biane.

- La derniére partie de cette thése traite de peacocks, i.e. de processus croissants pour l'ordre
convexe. Un théoréme dii a Kellerer affirme que I'on peut associer a tout peacock une martingale
ayant les mémes marginales unidimensionnelles. Guidé par ce théoréme, nous exhibons, dans un
premier temps, de larges familles de peacocks, construites essentiellement & partir de processus dit
"conditionnellement monotones", puis nous associons & certains de ces peacocks des martingales
via les plongements de Skorokhod de Hall-Breiman, Bass et Azéma-Yor.

Penalizations, pseudo-inverses and peacocks in a
Markovian set-up

As suggested by the title, this thesis comprises three parts.

- The first part is dedicated to the penalization of regular recurrent linear diffusions. More precisely,
we start by examining null recurrent diffusions, and we exhibit a large class of functionals for which
the penalization principle is satisfied, under the hypothesis that the Lévy measure of the inverse
of the local time of the diffusion has polynomial decay. This study relies on the construction of
a o-finite measure WV similar to that of Najnudel-Roynette-Yor. We then deal with the case of
the penalization of a positively recurrent diffusion (reflected on an interval) with an exponential
function of its local time at 0. The results we obtain in this set-up are quite different from the null
recurrent framework, and we see a new phenomena of composition of penalizations.

- In the second part, we extend the notion of pseudo-inverses (a notion recently introduced by
Madan-Roynette-Yor in the framework of Bessel processes) to more general diffusions. We show in
particular that we may realize the family of pseudo-inverses associated to a diffusion started from
0 and taking positive values as the last passage times of another diffusion, constructed thanks to
Biane’s transform.

- The last part of this thesis deals with peacocks, i.e. with processes which are increasing in
the convex order. A theorem due to Kellerer states that to every peacock, one can associate a
martingale which has the same one-dimensional marginals. Guided by this theorem, we first exhibit
large families of peacocks, essentially constructed from "conditionally monotone" processes, and
we then associate martingales to some of these peacocks thanks to the Skorokhod embeddings of
Hall-Breiman, Bass and Azéma-Yor.
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