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Introduction

Cette thèse porte essentiellement sur l’étude de certaines propriétés des diffusions linéaires,
et de fonctionnelles qui leur sont associées. Trois thèmes sont ici abordés :
i) La pénalisation, qui consiste à étudier le comportement asymptotique de certaines fonc-

tionnelles associées à une diffusion linéaire, typiquement : les temps locaux, les derniers
temps de passage à des niveaux fixés, les intégrales de type Feynman-Kac...

ii) La notion de pseudo-inverse, qui consiste à étudier la croissance stochastique de la
diffusion.

iii) La notion de peacock, qui traite de l’ordre convexe.
Cette thèse se décompose donc en trois parties largement indépendantes.

Partie 1 : Pénalisations
Les deux premiers chapitres concernent la pénalisation de diffusions linéaires récurrentes.

Commençons par en donner une définition.

Définition 0.1. Soit (Γt, t ≥ 0) un processus mesurable à valeurs dans R+, tel que 0 <
Ex[Γt] < ∞ pour tout t > 0 et tout x ∈ R+. Le processus (Γt, t ≥ 0) satisfait le principe de
pénalisation s’il existe une mesure de probabilité Qx définie sur (Ω,F∞) telle que :

∀s > 0, ∀Λs ∈ Fs, lim
t→+∞

Ex[1ΛsΓt]

Ex[Γt]
= Qx(Λs).

Ce problème a été très largement étudié par B. Roynette, P. Vallois and M. Yor lorsque Px
est la mesure de Wiener (voir [RVY06] pour une synthèse et de plus amples références). En
particulier, on dispose d’un théorème pour obtenir des résultats de pénalisation, lequel repose
essentiellement sur le lemme de Scheffé :

Théorème 0.2. Soit (Γt, t ≥ 0) un processus stochastique positif satisfaisant 0 < E[Γt] <
+∞. Supposons que, pour tout s ≥ 0 :

lim
t→+∞

E[Γt|Fs]
E[Γt]

=: Ms

existe p.s., et que,
E[Ms] = 1.

Alors,
i) pour tout s ≥ 0 et Λs ∈ Fs :

lim
t→+∞

E[1ΛsΓt]

E[Γt]
= E[Ms1Λs ].

vii
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ii) il existe une mesure de probabilité Q sur (Ω,F∞) telle que pour tout s > 0 :

Q(Λs) = E[Ms1Λs ].

Considérons une diffusion linéaire régulière récurrente (Xt, t ≥ 0) à valeurs dans R+, réfléchie
en 0, et notons (Lt, t ≥ 0) son temps local en 0 et (τl, l ≥ 0) l’inverse continu à droite de
(Lt, t ≥ 0) :

τl := inf{t ≥ 0;Lt > l}.

(τl, l ≥ 0) étant un subordinateur, on note ν sa mesure de Lévy. Récemment, P. Salminen
et P. Vallois [SV09] ont prouvé que le principe de pénalisation était vérifié lorsque l’on choi-
sissait pour fonctionnelle (Γt = h(Lt), t ≥ 0) avec h une fonction positive décroissante, sous
l’hypothèse que la mesure de probabilité 1

ν([1,+∞[)ν|[1,+∞[ soit sous-exponentielle. Rappelons
qu’une mesure de probabilité µ est dite sous-exponentielle si, pour tout t ≥ 0, µ([t,+∞[) <∞
et

lim
t→+∞

µ∗2([t,+∞[)

µ([t,+∞[)
= 2,

où µ∗2 désigne le produit de convolution de µ avec elle-même. (Voir Sato [Sat99, Chapitre 5,
p.164] pour d’autres caractérisations équivalentes lorsque ν est la mesure de Lévy d’un su-
bordinateur). Typiquement, l’exemple principal de mesure sous-exponentielle est donné par

µ([t,+∞[) ∼
t→+∞

η(t)

tβ
où η est une fonction à variation lente et β ∈]0, 1[.

Nous allons, au cours de ces deux premiers chapitres, généraliser ce résultat dans deux direc-
tions.

Chapitre 1

Dans un premier temps, nous nous plaçons dans un cadre très similaire à celui de Salminen-
Vallois en considérant des diffusions récurrentes nulles, à valeurs dans R+, satisfaisant l’hy-
pothèse suivante :

Hypothèse 0.3. On suppose que la mesure de Lévy ν du subordinateur (τl, l ≥ 0) vérifie :

ν([t,+∞[) ∼
t→+∞

η(t)

tβ

où β ∈]0, 1[ et η est une fonction à variation lente, i.e.
(
∀x ∈]0,+∞[,

η(tx)

η(t)
−−−−→
t→+∞

1

)
.

Dans ce cadre, nous présentons une large classe de fonctionnelles pour lesquelles le principe
de pénalisation est vérifié.

Théorème 0.4 (Énoncé simplifié). Soit a ≥ 0, g(t)
a := sup{u ≤ t;Xu = a} et (Ft, t ≥ 0) un

processus positif et prévisible tel que :
i) (Ft, t ≥ 0) est décroissant P-p.s.

ii) 0 < E0

[∫ +∞

0

FudL
a
u

]
<∞.

Alors,
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1) On a l’équivalent :

E0

[
F
g
(t)
a

]
∼

t→+∞
E0

[∫ +∞

0

FudL
a
u

]
ν([t,+∞[).

2) Le principe de pénalisation est satisfait pour la fonctionnelle (F
g
(t)
a
, t ≥ 0) :

∀u > 0, ∀Λu ∈ Fu, lim
t→+∞

E0[1ΛuFg(t)a
]

E0[F
g
(t)
a

]
= E0

 Mu(Fga)

E0

[∫ +∞
0

FudLau

]1Λu

 ,
où la martingale (Mu(Fga), u ≥ 0) est donnée par :

Mu(Fga) = F
g
(u)
a

(s(Xu)− s(a))+ + E0

[∫ +∞

u

FsdL
a
s |Fu

]
.

3) La relation de faible absolue continuité

P(F )
0|Ft =

Mt(Fga)

E0

[∫ +∞
0

FudLau

] · P0|Ft

induit une probabilité P(F ) sur (Ω,F∞) sous laquelle ga est fini p.s. et le processus
(Xga+u, u ≥ 0) est transient et tend vers +∞.

Bien sûr, en choisissant a = 0 et (Ft := h(Lt), t ≥ 0) avec h une fonction positive décrois-
sante, on retrouve les résultats de [SV09].

Ce théorème a été prouvé dans le cas du mouvement brownien sur R par J. Najnudel, B.
Roynette et M. Yor [NRY09]. Nous adaptons ici leur démonstration au cadre des diffusions
récurrentes nulles sur R+. La preuve se décompose en deux étapes :

- dans un premier temps, nous construisons une mesure σ-finie W associée à la diffusion,
qui généralise celle présentée dans [NRY09] dans le cadre brownien. Notons qu’une telle
construction de W à partir d’une diffusion est également proposée dans [NRY09, Chapitre
3], mais seulement de manière partielle.

- puis nous utilisons les propriétés de W pour prouver, à l’aide d’un théorème Taubérien,
les résultats de pénalisation. Ce résultat donne ainsi tout son sens à la remarque de [NRY09,
p.97] où les auteurs mentionnent l’existence de liens entre W et les résultats de Salminen-
Vallois [SV09].

Nous donnons également, à la fin ce chapitre, l’équivalent de cette mesureW lorsque (Xt, t ≥
0) est une diffusion récurrente nulle à valeurs dans R. Comme application, nous étudions
la pénalisation d’une telle diffusion par une fonction décroissante de At :=

∫ t
0

1{Xs>0}ds,
généralisant ainsi les résultats obtenus par Roynette et Yor [RY10] dans le cas brownien.

Chapitre 2
Dans un deuxième temps, nous choisissons pour fonctionnelle (Γt := eαLt , t ≥ 0) (α ∈ R),

et nous pénalisons une diffusion récurrente positive, i.e., une diffusion dont la mesure de Lévy
n’est pas sous-exponentielle. Présentons ici le cas α ≥ 0.
On considère une diffusion linéaire régulière récurrente positive (Xt, t ≥ 0) à valeurs dans

ix
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I = [0, b] (b < ∞), à échelle naturelle (c’est-à-dire s(x) = x), 0 et b étant des barrières
instantanément réfléchissantes. Soit r2 la plus petite solution en module de l’équation :

α+
1

u−r2(0, 0)
= 0

et −ω2
1 le plus petit zéro en module du prolongement méromorphe de z 7−→ uz(0, 0). Nous

verrons que r2 et −ω2
1 sont bien définis, que r2 est un réel positif et −ω2

1 un réel strictement
négatif. On fait alors l’hypothèse suivante :

Hypothèse 0.5.
On suppose qu’il existe β > 0 et c ∈]r2, ω2

1 [ tels que, pour z ∈ {z ∈ C;−c ≤ Re(z) ≤ 0} :

uz(0, 0) =
|z|→+∞

O
(

1

|z|β
)
.

Théorème 0.6. Supposons l’Hypothèse 0.5 satisfaite. Alors,

i) On a l’équivalent :

Ex
[
e−αLt

]
∼

t→+∞

1

r2
u−r2(0, x)

1
∂
∂zuz(0, 0)

∣∣
z=−r2

exp(−r2t).

ii) Le principe de pénalisation est satisfait pour la fonctionnelle (e−αLt , t ≥ 0) :

lim
t→+∞

Ex
[
1Λse

−αLt
]

Ex [e−αLt ]
= Ex

[
1ΛsM

(−α)
s

]
.

où (M
(−α)
s , s ≥ 0) est la martingale définie par :(

M
(−α)
t := exp

(
r2t− αLt

) u−r2(0, Xt)

u−r2(0, x)
, t ≥ 0

)

iii) La relation de faible absolue continuité :

P(−α)
x|Ft = M

(−α)
t · Px|Ft

induit une probabilité sur (Ω,F∞) sous laquelle le processus (Xt, t ≥ 0) reste une diffu-
sion récurrente positive réfléchie sur [0, b].

Remarquons que, contrairement au cas des diffusions récurrentes nulles, la pénalisation
par (e−αLt , t ≥ 0) ne suffit plus ici pour rendre le processus transient. Par contre, le processus
(Xt, t ≥ 0) étant encore, sous P(−α), une diffusion récurrente positive réfléchie sur [0, b], on
peut à nouveau lui appliquer le théorème de pénalisation présenté ci-dessus. Nous verrons
qu’apparaît alors un phénomène de transitivité des pénalisations, à savoir, si α, β ∈ R, alors :
P(α)(β) = P(α+β).
Ce chapitre a été accepté pour publication dans les Publications of the Research Institute
for Mathematical Sciences sous le titre "Penalization of a positively recurrent diffusion by an
exponential function of its local time" [Pro10].
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Partie 2 : Pseudo-inverses
On s’intéresse à présent à la notion de pseudo-inverse, une notion introduite récemment

par D. Madan, B. Roynette et M. Yor [MRY08] afin d’exprimer le prix d’une option put,
dans le cadre du modèle de Black-Scholes, comme la fonction de répartition d’un couple de
variables aléatoires. On dit qu’un processus (Xt, t ≥ 0) admet un pseudo-inverse croissant
si :
i) pour tout y > x, lim

t→+∞
Px(Xt ≥ y) = 1,

ii) pour tout y > x, l’application de R+ dans [0, 1] : t 7→ Px(Xt ≥ y) est continue et
croissante.

Si les 2 Points (i) et (ii) de cette définition sont satisfaits, alors, il existe une famille de
variables aléatoires positives (Yx,y, x < y) telle que :

Px(Xt ≥ y) = P(Yx,y ≤ t).

Nous appelons pseudo-inverse croissant du processus (Xt, t ≥ 0) cette famille de variables
aléatoires (Yx,y, x < y).
Si seul le Point (ii) de cette définition est satisfait, alors, puisque t 7→ Px(Xt ≥ y) est bornée
par 1, pour tout y > x la limite :

lim
t→+∞

Px(Xt ≥ y) =: Z(x, y)

existe. Par conséquent, il existe une famille de v.a. positives (Yx,y, x < y) telles que :

1

Z(x, y)
Px(Xt ≥ y) = P(Yx,y ≤ t)

que nous appelons quasi pseudo-inverse croissant du processus (Xt, t ≥ 0). Cette notion
permet, en un sens, de caractériser la tendance à croître du processus X. Elle a été étudiée
en détails par Roynette et Yor dans le cadre des processus de Bessel [RY08], et l’on a entrepris
ici d’étendre ces résultats à des diffusions quelconques à valeurs dans R ou R+.

Chapitre 3
1) On considère dans un premier temps une diffusion sur R qui est solution de l’équation
différentielle stochastique :

Xt = x+ βt +

∫ t

0

c(Xs)ds.

Nous montrons que si c est une fonction de classe C2 positive, décroissante et convexe, alors
(Xt, t ≥ 0) admet un quasi pseudo-inverse croissant. L’existence d’un pseudo-inverse crois-
sant nécessite une hypothèse supplémentaire, que l’on peut formuler par exemple en utilisant
le critère de Feller.

2) Dans le reste du chapitre, nous nous concentrons plus particulièrement sur des diffusions
à valeurs dans R+. Nous commençons par traiter un exemple en considérant la famille de
diffusions

(
X(α)

)
α≥0

définies comme les solutions des EDS :

X
(α)
t = Bt +

∫ t

0

(
c− αe2C

1 + α
∫ ·

0
e2C(y)dy

)
(X(α)

s )ds
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où c :]0,+∞[→ R+ est une fonction de classe C1 qui vérifie c(0) = +∞ et telle que
C(x) :=

∫ x
1
c(y)dy vérifie C(0) = −∞. Nous prouvons alors qu’il existe une diffusion tran-

siente (Xt, t ≥ 0) indépendante de α telle que :

P(α)
0 (X

(α)
t ≥ y) =

1

1 + α
∫ y

0
e2C(z)dz

P0

(
Gy ≤ t

)
.

où Gy := sup{t ≥ 0;Xt = y}. De cette formule, on déduit que :

i) si α > 0, X(α) admet un quasi pseudo-inverse croissant,

ii) si α = 0, X := X(0) admet un pseudo-inverse croissant (Y0,y, y > 0), et l’on a les égalités
en loi suivantes, pour t et y fixés :

Xt
(loi)
= inf

s≥t
Xs et Y0,y

(loi)
= Gy. (1)

3) Nous étendons alors les résultats précédents au cas général d’une diffusion (Xt, t ≥ 0)
à valeurs dans R+ et issue de 0. Nous prouvons en particulier l’existence d’un processus
transient X, défini à partir de (Xt, t ≥ 0) par la transformation de Biane [Bia85], tel que :

P0 (Xt ≥ y) =

(
1− m([0, y])

m([0,+∞[)

)
P0

(
Gy ≤ t

)
.

En particulier, si m([0,+∞[) = +∞, (Xt, t ≥ 0) admet un pseudo-inverse croissant (Y0,y, y >
0) et les égalités en loi (1) sont à nouveau satisfaites. Ainsi, dans notre cadre, une diffusion
issue de 0 admet un pseudo-inverse croissant si et seulement si elle est transiente ou récur-
rente nulle.

4) Finalement, dans la dernière section de ce chapitre, nous obtenons des relations supplémen-
taires entre les diffusions (Xt, t ≥ 0) et (Xt, t ≥ 0). Nous introduisons alors trois nouveaux
processus, liés à (Xt, t ≥ 0) via la notion de pseudo-inverse, qui nous permettent d’obtenir
quelques identités de type Zolotarev (également appelées identités de Kendall [BB01]).

Ce chapitre correspond au chapitre 8 de la monographie "Option prices as probabilities",
écrite en collaboration avec B. Roynette et M. Yor [PRY10].

Partie 3 : Peacocks et martingales associées

On s’intéresse à présent à la notion d’ordre convexe.

a) Un processus (Xt, t ≥ 0) à valeurs réelles est dit croissant pour l’ordre convexe s’il est
intégrable, i.e.

∀t > 0, E [|Xt|] <∞
et si, pour toute fonction convexe ψ : R −→ R :

t ∈ R+ 7−→ E [ψ(Xt)] ∈]−∞,+∞] est une fonction croissante.

Nous appelons un tel processus un peacock pour Processus Croissant pour l’Ordre Convexe
(en anglais, “peacock” signifie paon).
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b) Un processus (Xt, t ≥ 0) à valeurs réelles est une 1-martingale s’il existe une martin-
gale (Mt, t ≥ 0) (éventuellement définie sur un autre espace de probabilité) admettant les
mêmes marginales unidimensionnelles que (Xt, t ≥ 0), c’est-à-dire que pour tout t ≥ 0 fixé :

Xt
(loi)
= Mt.

Une telle martingale est dite associée au processus (Xt, t ≥ 0). D’après un résultat de Kellerer
[Kel72], ces deux notions sont équivalentes. L’objectif de cette partie est donc, dans un premier
temps, d’exhiber des familles de peacocks, puis de rechercher, pour certains d’entre eux, une
martingale associée.

Chapitre 4

L’objet de ce chapitre est de présenter quelques exemples de peacocks, essentiellement
dans un cadre markovien. Nous commençons par quelques résultats simples, en prouvant par
exemple, que si (Xt, t ≥ 0) est une diffusion solution d’une EDS de la forme :

Xt = x+

∫ t

0

σ(s,Xs)dBs +

∫ t

0

b(s,Xs)ds

où pour tout s ≥ 0, x 7−→ b(s, x) est une fonction croissante, alors (Xt −E[Xt], t ≥ 0) est un
peacock. Puis nous généralisons le résultat de Carr, Ewald et Xiao [CEX08] :(

1

t

∫ t

0

exp
(
Bs −

s

2

)
ds , t ≥ 0

)
est un peacock,

de la manière suivante : nous cherchons des processus (a priori markoviens) tels que, pour
toute mesure positive finie µ sur R+, le processus(

A
(µ)
t :=

∫ +∞

0

etXλ

E[etX ]
µ(dλ) , t ≥ 0

)
soit un peacock.

Pour ce faire, nous introduisons la notion de monotonie conditionnelle :

Définition (Monotonie conditionnelle). Un processus (Xλ, λ ≥ 0) est dit conditionnellement
monotone si, pour tout n ∈ N∗, tout i ∈ {1, . . . , n}, tout 0 ≤ λ1 < · · · < λn et toute fonction
borélienne bornée φ : Rn −→ R croissante (resp. décroissante) en chacun de ses arguments :

E[φ(Xλ1
, Xλ2

, . . . , Xλn)|Xλi ] = φi(Xλi), (CM)

où φi : R −→ R est une fonction bornée croissante (resp. décroissante).

Nous prouvons alors que si (Xλ, λ ≥ 0) est un processus à valeurs réelles, continu à
droite, conditionnellement monotone et satisfaisant quelques conditions d’intégrabilité alors,
pour toute mesure positive finie µ sur R+, le processus (A

(µ)
t , t ≥ 0) est un peacock.

Pour justifier l’intérêt d’une telle notion, nous exhibons de nombreux exemples de processus
conditionnellement monotones, parmi lesquels les processus à accroissements indépendants
de lois log-concaves et les diffusions "bien réversibles" à temps fixe.

Nous établissons également un lien entre l’ordre convexe et l’ordre stochastique au travers
du résultat suivant :
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Théorème 0.7. Soit (Xt, t ≥ 0) un processus continu à droite tel que, pour tout compact
K ⊂ R+, sup

t∈K
|Xt| soit intégrable. On suppose que (Xt, t ≥ 0) satisfait les deux conditions

suivantes :
i) Pour toute fonction croissante et bornée φ : R −→ R et tout 0 ≤ s ≤ t, E[φ(Xt)|Fs]
est une fonction croissante de Xs.

ii) Pour tout n ∈ N∗, tout 0 ≤ t1 < · · · < tn+1 et toute φ : Rn → R dans borélienne,
bornée et croissante en chacun de ses arguments, on a :

E
[
φ (Xt1 , . . . , Xtn) (Xtn+1

−Xtn)
]
≥ 0.

Soit µ et ν deux mesures de probabilités à support compact sur R+ telles que, pour tout t ≥ 0,
µ([t,+∞[) ≥ ν([t,+∞[). Alors :

A(µ) :=

∫ +∞

0

Xuµ(du)
(c)
≥ A(ν) :=

∫ +∞

0

Xuν(du).

A nouveau, nous présentons de nombreux exemples de processus satisfaisant les hypo-
thèses de ce théorème, et nous retrouvons ainsi certains des peacocks exhibés précédemment.

Ce chapitre est extrait de l’article "Some examples of peacocks in a Markovian set-up", écrit
en collaboration avec A.M. Bogso et B. Roynette [BPR11], qui a été accepté pour publication
dans le Séminaire de Probabilités XLIII.

Chapitre 5
Dans ce chapitre, nous associons des martingales à certains des peacocks présentés au

Chapitre 4, grâce à des plongements de Skorokhod. En effet, supposons que pour tout t ≥ 0,
il existe un temps d’arrêt τt satisfaisant :

i) Bτt
(loi)
= Xt

ii) (Bu∧τt , u ≥ 0) est une martingale uniformément intégrable.
Si la famille de temps d’arrêt (τt, t ≥ 0) est p.s. croissante, alors le processus (Bτt , t ≥ 0)
est une martingale associée à (Xt, t ≥ 0). Nous étudions trois méthodes de plongements de
Skorokhod pour lesquelles ce principe peut s’appliquer dans certains cas particuliers.

• Nous regardons tout d’abord le plongement de Hall-Breiman, grâce auquel nous asso-
cions une martingale à des peacocks de la forme (AtX, t ≥ 0) où X est une v.a. centrée et
(At, t ≥ 0) un processus stochastiquement croissant indépendant de X. Notons que ce plon-
gement est randomisé, c’est-à-dire que le temps d’arrêt τ ainsi construit n’appartient pas à
la filtration du mouvement brownien, mais à une filtration plus grosse.

• Puis nous nous intéressons au plongement de Bass, qui permet d’associer une martingale à
un peacock de la forme (ϕ(Bt), t ≥ 0) pour ϕ une fonction croissante impaire. Contrairement
au plongement de Hall-Breiman, ce plongement-ci n’est pas randomisé.

• Finalement, nous étudions le plongement d’Azéma-Yor, qui permet, par exemple, d’as-
socier une martingale à des peacocks de la forme (φ(t,X), t ≥ 0) lorsque X est une v.a.
log-concave. Comme pour le plongement de Bass, il s’agit d’un plongement non randomisé.

Pour chacun de ces plongements, une attention particulière est portée à la recherche de
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martingales (Mt, t ≥ 0) associées à (
√
tX, t ≥ 0) pour X une v.a. intégrable et centrée. Nous

verrons que la méthode de Hall-Breiman permet d’associer une martingale à tout peacock
de la forme (

√
tX, t ≥ 0), tandis que les deux méthodes non-randomisées nécessitent des

hypothèses supplémentaires sur la loi de X.

Par ailleurs, il convient de noter que les martingales (Mt, t ≥ 0) associées à (
√
tX, t ≥ 0)

obtenues par les plongements de Hall-Breiman et d’Azéma-Yor satisfont deux propriétés
remarquables :
(a) (Mt, t ≥ 0) possède la propriété d’échelle brownienne :

∀c > 0, (Mc2t, t ≥ 0)
(loi)
= (cMt, t ≥ 0)

(b) (Mt, t ≥ 0) est un processus markovien (inhomogène).

Les deux premières sections de ce chapitre concernant les plongements de Hall-Breiman
et de Bass sont extraits de la monographie "Peacocks and associated martingales", écrite en
collaboration avec F. Hirsch, B. Roynette et M. Yor [HPRY11b].
Les résultats concernant le plongement d’Azéma-Yor appliqué au peacock (

√
tX, t ≥ 0) sont

eux extraits de l’article "Constructing self-similar martingales via two Skorokhod embed-
dings", écrit en collaboration avec ces mêmes auteurs, et qui a été accepté pour publication
dans le Séminaire de Probabilités [HPRY11a].
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Chapitre 1

Pénalisation d’une diffusion
récurrente nulle

Dans le cadre des pénalisations browniennes, Najnudel, Roynette et Yor ont exhibé dans
[NRY09] une mesure universelle σ-finie W qui permet de rendre compte de toute une classe
de pénalisations, et de retrouver ainsi un grand nombre de résultats présentés dans [RVY06].
La construction d’une telle mesure a ensuite été généralisée dans plusieurs directions :

- aux processus de Lévy symétriques α-stables, dans [YYY09]. Les auteurs obtiennent
alors également des résultats de pénalisation par le temps local et des intégrales de type
Feynman-Kac.

- aux diffusions récurrentes nulles, dans [NRY09, Chapitre 3].
- aux chaînes de Markov, dans [NRY09, Chapitre 4].

Nous reprenons ici et étudions la construction de W dans le cadre des diffusions récurrentes
nulles, dans un premier temps à valeurs dans R+, puis dans R. Nous obtenons alors des
résultats de pénalisation, généralisant ainsi les travaux de Salminen et Vallois [SV09] et de
Najnudel, Roynette et Yor [NRY09].

1.1 Introduction

1.1.1 Cadre et notations
On considère une diffusion linéaire régulière récurrente nulle (Xt, t ≥ 0) à valeurs dans R+,

réfléchie en 0. On suppose (Xt, t ≥ 0) définie sur l’espace canonique (Ω = C(R+,R+), (Ft, t ≥
0),F∞ =

∨
t≥0 Ft, (Px, x ≥ 0)). On note s sa fonction d’échelle, supposée strictement crois-

sante, de classe C1 et nulle en 0, et m(dx) = ρ(x)dx sa mesure de vitesse, que l’on suppose
absolument continue par rapport à la mesure de Lebesgue. (Xt, t ≥ 0) admet une densité de
transition q(t, x, y) par rapport à m continue en ses 3 variables et symétrique en x et y. On
introduit alors son noyau résolvant :

uλ(x, y) =

∫ ∞
0

e−λtq(t, x, y)dt. (1.1)

On note également (Lat , t ≥ 0) son temps local en a, avec la renormalisation

Lat := lim
ε↓0

1

m([a, a+ ε[)

∫ t

0

1[a,a+ε[(Xs)ds

3
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et (τ
(a)
l , l ≥ 0) l’inverse continu à droite de (Lat , t ≥ 0) :

τ
(a)
l := inf{t ≥ 0;Lat > l}.

(Xt, t ≥ 0) étant un processus markovien, (τ
(a)
l , l ≥ 0) est un subordinateur. On dispose ainsi

des relations classiques suivantes :

Ex
[
e−λTa

]
=
uλ(a, x)

uλ(a, a)
et Ea

[
e−λτ

(a)
l

]
= exp(−l/uλ(a, a)), (1.2)

où Ta := inf{u ≥ 0;Xu = a} correspond au premier temps d’atteinte du niveau a par
(Xt, t ≥ 0). La propriété de Markov implique alors :

Ex
[
e−λτ

(a)
l

]
=
uλ(a, x)

uλ(a, a)
exp(−l/uλ(a, a)). (1.3)

Pour un résumé des principaux résultats concernant les diffusions linéaires, on pourra se
référer au Chapitre II de l’ouvrage de A.N. Borodin et P. Salminen [BS02].

1.1.2 Généralités sur la théorie de Krein
Nous rappelons ici quelques résultats généraux concernant la théorie de Krein, que l’on

peut trouver par exemple dans [KW82].

On note G le générateur infinitésimal de (Xt, t ≥ 0), défini par G :=
∂2

∂m∂s
=

d2

ρ(x)dxs′(x)dx
.

Introduisons alors, pour λ ∈ C, les 2 fonctions propres Φ et Ψ solutions de :{
GΦ(�, λ) = λΦ(�, λ) sur [0,+∞[

Φ(0, λ) = 1 et Φ′(0, λ) = 0,
et

{
GΨ(�, λ) = λΨ(�, λ) sur [0,+∞[

Ψ(0, λ) = 0 et Ψ′(0, λ) = 1.
(1.4)

(1.4) se réécrit, en appliquant le théorème de Fubini :
Φ(x, λ) = 1 + λ

∫ x

0

s′(y)dy

∫ y

0

Φ(u, λ)ρ(u)du = 1 + λ

∫ x

0

(s(x)− s(u))Φ(u, λ)ρ(u)du

Ψ(x, λ) = s(x) + λ

∫ x

0

s′(y)dy

∫ y

0

Ψ(u, λ)ρ(u)du = s(x) + λ

∫ x

0

(s(x)− s(u))Ψ(u, λ)ρ(u)du,

où x ∈ [0,+∞[. Φ et Ψ sont des fonctions entières en la variable λ, et dérivables en x
sur [0,+∞[ du fait que m n’ait pas d’atomes. Le noyau résolvant s’exprime à l’aide de ces
fonctions sous la forme :

uλ(x, y) = Φ(x, λ) (uλ(0, 0)Φ(y, λ)−Ψ(y, λ)) pour x ≤ y,
où uλ(0, 0) est donnée par la formule :

uλ(0, 0) =

∫ +∞

0

dx

Φ2(x, λ)
= lim
x→+∞

Ψ′(x, λ)

Φ′(x, λ)
,

les dérivées étant prises par rapport à la variable x. C’est le résultat majeur de la théorie
de Krein, à savoir l’existence d’une correspondance bijective entre l’ensemble des mesures
x 7−→ m([0, x]) croissante, continue à droite, et l’ensemble des fonctions uλ(0, 0) admettant

la représentation : uλ(0, 0) = c+

∫ +∞

0−

dσ(ξ)

λ+ ξ
où c := inf{x > 0; m([0, x]) > 0} et σ est une

mesure borélienne positive sur [0,+∞[ telle que
∫ +∞

0−

dσ(ξ)

1 + ξ
< +∞.

4



1.1. Introduction

Lemme 1.1. On suppose que m est strictement positive sur un voisinage de 0, et soit ν la
mesure de Lévy du subordinateur (τl, l ≥ 0). Alors :

1

λuλ(0, 0)
=

∫ ∞
0

e−λuν([u,+∞[)du.

Démonstration.
On note m−1(x) := inf{u ≥ 0;m([0, u]) > x} l’inverse continu à droite de m. D’après la
correspondance de Krein (voir [DM76, Section 6.8]), si

m←→ uλ(0, 0) = m−1(0) +

∫ +∞

0−

dσ(ξ)

λ+ ξ
avec

∫ +∞

0−

dσ(ξ)

1 + ξ
<∞

alors

m−1 ←→ 1

λuλ(0, 0)
= m({0}) +

∫ +∞

0−

dµ(ξ)

λ+ ξ
avec

∫ +∞

0−

dµ(ξ)

1 + ξ
<∞.

Ici, comme m admet une densité strictement positive au voisinage de 0, m({0}) = m−1(0) =
0. Ecrivons alors, à l’aide de Fubini :

1

uλ(0, 0)
=

∫ +∞

0−

λ

λ+ ξ
dµ(ξ) = µ({0}) +

∫ +∞

0

ξ

(
1

ξ
− 1

λ+ ξ

)
dµ(ξ)

= µ({0}) +

∫ +∞

0

ξ

∫ +∞

0

(
e−ξu − e−(λ+ξ)u

)
du dµ(ξ)

= µ({0}) +

∫ +∞

0

(1− e−λx)

∫ +∞

0

ξe−ξudµ(ξ) du

= µ({0}) +

∫ +∞

0

(1− e−λx)n(u)du. (1.5)

Par ailleurs, comme (Xt, t ≥ 0) est récurrente, lim
λ→0

uλ(0, 0) = +∞. Ainsi, laissant tendre λ

vers 0 dans (1.5), on obtient, en appliquant le théorème de convergence monotone, µ({0}) = 0.
D’après (1.2), et la formule de Lévy-Khinchine, n(u) =

∫ +∞
0

ξe−ξudµ(ξ) est donc la densité
de la mesure de Lévy ν. Remarquons que n s’écrit comme une transformée de Laplace ; ce
résultat, dû à Knight [Kni78], reste vrai plus généralement dans le cadre des quasi-diffusions.
Nous allons maintenant réécrire la relation (1.5) différemment. Soit ε > 0 :∫ ∞

ε

(1− e−λu)n(u)du =
[
(e−λu − 1)ν([u,+∞[)

]+∞
ε

+

∫ ∞
ε

λe−λuν([u,+∞[)du

= (1− e−λε)ν([ε,+∞[) +

∫ ∞
ε

λe−λuν([u,+∞[)du

Les deux termes étant positifs, on peut en déduire en laissant tendre ε→ 0 :

1

λuλ(0, 0)
=

∫ ∞
0

e−λuν([u,+∞[)du+ `, (1.6)

où ` := lim
ε→0

εν([ε,+∞[), et il reste à montrer que ` = 0. Or, puisque ν est la mesure

de Lévy d’un subordinateur, on a
∫ 1

0

uν(du) < ∞. Supposons alors ` 6= 0. Dans ce cas,
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Chapitre 1. Pénalisation d’une diffusion récurrente nulle

ν([ε,+∞[) ∼
ε→0

`

ε
et : ∫ 1

ε

uν(du) =
[
− uν([u, 1])

]1
ε

+

∫ 1

ε

ν([u, 1])du

= εν([ε, 1]) +

∫ 1

ε

ν([u, 1])du

−−−→
ε→0

+∞,

puisque ε 7→ ν([ε, 1]) n’est pas intégrable au voisinage de 0, ce qui contredit le fait que ν soit
la mesure de Lévy d’un subordinateur. Par conséquence ` = 0, ce qui achève la preuve du
Lemme 1.1

Remarque 1.2. Plus généralement, puisque (Xt, t ≥ 0) est une diffusion récurrente dont la
mesure de vitesse n’a pas d’atome, on déduit de (1.2) et de la formule de Lévy-Khinchine que
pour tout a ≥ 0 :

1

uλ(a, a)
=

∫ +∞

0

(1− e−λu)ν(a)(du).

Ainsi, en reprenant les calculs précédents, on obtient :

1

λuλ(a, a)
=

∫ ∞
0

e−λuν(a)([u,+∞[)du.

Nous pouvons à présent énoncer une version simplifiée des Théorèmes de pénalisation
1.19 et 1.21 de la Section 1.4.

1.1.3 Enoncé simplifié
Hypothèse 1.3. On suppose que la mesure de Lévy ν du subordinateur (τl, l ≥ 0) satisfait :

ν([t,+∞[) ∼
t→+∞

η(t)

tβ

où β ∈]0, 1[ et η est une fonction à variation lente, i.e.
(
∀x ∈]0,+∞[,

η(tx)

η(t)
−−−−→
t→+∞

1

)
.

L’intérêt d’une telle hypothèse apparaît clairement dans le théorème suivant, que nous
utiliserons à plusieurs reprises par la suite (voir W. Feller [Fel71, Chapitre XIII.5, p.446], ou
[BGT89, Section 1.7]) :

Théorème 1.4 (Théorème Taubérien). Soit p ∈]0,+∞[. Si f est monotone sur un intervalle
de la forme ]x0,+∞[, alors on a l’équivalence suivante :∫ ∞

0

e−λxf(x)dx ∼
λ→0

1

λp
η

(
1

λ

)
⇐⇒ f(x) ∼

x→+∞

1

Γ(p)
xp−1η(x), (1.7)

où η est une fonction à variation lente.

Ainsi, l’hypothèse ν([t,+∞[) ∼
t→+∞

η(t)

tβ
est équivalente à :

1

λuλ(0, 0)
=

∫ +∞

0

e−λtν([t,+∞[)dt ∼
λ→0

Γ(β)η
(

1
λ

)
λ1−β .

Notons que l’on ne peut s’affranchir ici de la restriction β ∈]0, 1[.
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1.1. Introduction

Théorème 1.5. On suppose l’Hypothèse 1.3 satisfaite.
Soit a ≥ 0, g(t)

a := sup{u ≤ t;Xu = a} et (Ft, t ≥ 0) un processus prévisible et positif tel que :
i) (Ft, t ≥ 0) est décroissant P-p.s.

ii) 0 < E0

[∫ +∞

0

FudL
a
u

]
<∞.

Alors,
1) On a l’équivalent :

E0

[
F
g
(t)
a

]
∼

t→+∞
E0

[∫ +∞

0

FudL
a
u

]
ν([t,+∞[).

2) Le principe de pénalisation est satisfait pour la fonctionnelle
(
F
g
(t)
a
, t ≥ 0

)
:

∀u > 0, ∀Λu ∈ Fu, lim
t→+∞

E0

[
1ΛuFg(t)a

]
E0

[
F
g
(t)
a

] = E0

 Mu(Fga)

E0

[∫ +∞
0

FudLau

]1Λu

 ,
où la martingale (Mu(Fga), u ≥ 0) est donnée par :

Mu(Fga) = F
g
(u)
a

(s(Xu)− s(a))+ + E0

[∫ +∞

u

FsdL
a
s |Fu

]
.

3) La relation de faible absolue continuité

P(F )
0|Ft =

Mt(Fga)

E0

[∫ +∞
0

FudLau

] · P0|Ft

induit une probabilité P(F )
0 sur (Ω,F∞) sous laquelle ga est fini p.s. et le processus (Xga+u, u ≥

0) est transient et tend vers +∞.

1.1.4 Quelques exemples
Soit h une fonction positive, décroissante et à support compact sur R+.

• On prend (Ft, t ≥ 0) = (h(Lat ), t ≥ 0).

Alors E0

[∫ +∞

0

h(Las)dLas

]
=

∫ +∞

0

h(u)du <∞ et par conséquent, comme La
g
(t)
a

= Lat :

E0 [h(Lat )] ∼
t→+∞

ν([t,+∞[)

∫ +∞

0

h(u)du,

et

Mu(Laga) = h(Lau)(s(Xu)− s(a))+ +

∫ +∞

Lau

h(l)dl.

• On prend (Ft, t ≥ 0) = (h(t), t ≥ 0).

Alors E0

[∫ +∞

0

h(u)dLau

]
=

∫ +∞

0

h(u)E0[dLau] =

∫ +∞

0

h(u)q(u, 0, a)du <∞ et par consé-

quent :

E0

[
h(g(t)

a )
]
∼

t→+∞
ν([t,+∞[)

∫ +∞

0

h(u)q(u, 0, a)du,
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et

Mu(ga) = h(g(u)
a )(s(Xu)− s(a))+ +

∫ +∞

0

h(v + u)q(v,Xu, a)dv.

• On prend (Ft, t ≥ 0) = (h(St), t ≥ 0) où St := sup
s≤t

Xs :

E0

[
h(S

g
(t)
a

)
]
∼

t→+∞
ν([t,+∞[)E0

[∫ +∞

0

h(Su)dLau

]
.

• On prend (Ft, t ≥ 0) = h
(∫ t

0
f(Xs)ds

)
où f : R+ −→ R+ est une fonction borélienne :

E0

[
h

(∫ g(t)a

0

f(Xs)ds

)]
∼

t→+∞
ν([t,+∞[)E0

[∫ +∞

0

h

(∫ u

0

f(Xs)ds

)
dLau

]
.

Pour prouver ce théorème, nous allons nous appuyer sur la construction d’une mesure σ-finie
universelle W similaire à [NRY09]. Le reste de ce chapitre, dédié à cette construction et à
son application à notre problème de pénalisation, se décompose comme suit :

- Dans la Section 1.2, nous définissons (et étudions) une famille de probabilités
(
P(λ,a)
x

)
x,λ,a≥0

qui va servir d’intermédiaire dans la définition de W.
- Dans la Section 1.3, nous présentons la construction de la mesure W annoncée, ainsi

que quelques-unes de ses propriétés.
- La Section 1.4 traite de la pénalisation à proprement parler, et donne en particulier la

preuve du Théorème de pénalisation 1.5 présenté précédemment.
- Enfin, dans la Section 1.5, nous donnons l’équivalent de la mesure W dans le cas de

diffusions à valeurs dans R tout entier, et étudions l’exemple de la pénalisation d’une telle
diffusion par une fonction décroissante de At :=

∫ t
0

1{Xs>0}ds.

1.2 La famille de probabilités
(
P(λ,a)
x

)
x,λ,a≥0

1.2.1 Définition
Considérons le processus (N

(a)
t := (s(Xt) − s(a))+ − Lat , t ≥ 0). (N

(a)
t , t ≥ 0) est une

martingale dans la filtration (Ft, t ≥ 0). En effet, en appliquant la propriété de Markov à la
diffusion (Xt, t ≥ 0), il vient :

E0

[
N

(a)
t+s|Fs

]
= EXs

[
(s(Xt)− s(a))+

]
− Las − EXs [Lat ] .

Posons x = Xs et montrons que :

(s(x)− s(a))+ = Ex
[
(s(Xt)− s(a))+

]
− Ex [Lat ] , (1.8)

relation que l’on peut réécrire sous la forme :∫ +∞

0

(s(y)− s(a))+q(t, x, y)m(dy) =

∫ t

0

q(u, x, a)du+ (s(x)− s(a))+.

Cette égalité est vérifiée en t = 0. Il suffit donc de montrer que les dérivées en t des deux
membres sont égales. En utilisant le fait que, pour tout y ≥ 0, (t, x) 7−→ q(t, x, y) soit solution
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(
P(λ,a)
x

)
x,λ,a≥0

de l’équation parabolique
∂u

∂t
(t, x) = Gu(t, x), il vient :

∂

∂t

∫ +∞

0

(s(y)− s(a))+q(t, x, y)ρ(y)dy

=

∫ +∞

a

(∫ y

a

s′(z)dz

)
∂2q

∂y∂s(y)
(t, x, y)dy

=

∫ +∞

a

dz s′(z)

∫ +∞

z

∂2q

∂y∂s(y)
(t, x, y)dy

=

∫ +∞

a

dz s′(z)

[
∂q

∂s(y)
(t, x, y)

]+∞

z

=

∫ +∞

a

∂q

∂z
(t, x, z)dz

(
car lim

y→+∞

∂q

∂s(y)
(t, x, y) = 0, cf. [BS02, p.19]

)
= q(t, x, a).

Par conséquent, (N
(a)
t , t ≥ 0) est une martingale, et l’on déduit, en appliquant la formule

d’Itô, que le processus

M
(λ,a)
t :=

(
1 +

λ

2
(s(Xt)− s(a))+

)
e−

λ
2L

a
t , t ≥ 0

est une (Ft)-martingale strictement positive qui converge vers 0 p.s.

Définition 1.6. On note P(λ,a)
x la probabilité sur (Ω,F∞) induite par la relation :

P(λ,a)
x|Ft :=

M
(λ,a)
t

1 + λ
2 (s(x)− s(a))+

· Px|Ft .

Proposition 1.7. Sous P(λ,a)
x , la v.a. La∞ est finie p.s. et sa loi est donnée par :

P(λ,a)
x (La∞ ∈ dl) =

λ

2 + λ(s(x)− s(a))+

(
(s(x)− s(a))+δ0(dl) + e−

λ
2 ldl

)
En conséquence :

- Si α < λ, E(λ,a)
x

[
e
α
2 L

a
∞

]
=

λ

2 + λ(s(x)− s(a))+

(
(s(x)− s(a))+ +

2

λ− α

)
<∞.

- Si α ≥ λ, E(λ,a)
x

[
e
α
2 L

a
∞

]
=∞.

Démonstration.
La preuve repose simplement sur le théorème d’arrêt de Doob. En effet :(

1 +
λ

2
(s(x)− s(a))+

)
P(λ,a)
x (Lat > l) = Ex

[
M

(λ,a)
t 1{τ(a)

l <t}

]
= Ex

[
M

(λ,a)

τ
(a)
l

1{τ(a)
l <t}

]
= e−

λ
2 lPx(τ

(a)
l < t)

−−−−→
t→+∞

e−
λ
2 l

puisque (Xt, t ≥ 0) est une diffusion récurrente sous Px.

Nous donnons à présent une représentation intégrale de P(λ,a)
x . Pour ce faire, il nous faut

introduire au préalable quelques notations.
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Chapitre 1. Pénalisation d’une diffusion récurrente nulle

1.2.2 Notations

- On définit (X̂t, t ≥ 0) la diffusion (Xt, t ≥ 0) tuée en a :

X̂t :=

{
Xt t < Ta,

∂ t ≥ Ta.

où ∂ désigne un point cimetière. On note q̂(t, x, y) sa densité par rapport à m :

P̂x(X̂t ∈ dy) = q̂(t, x, y)m(dy) = Px (Xt ∈ dy; t < Ta) .

- On introduit également (X↑t , t ≥ 0) la diffusion (X̂t, t ≥ 0) conditionnée à ne pas toucher
a, en suivant la construction de [SVY07]. Pour x > a et Ft une v.a. positive, Ft-mesurable
et bornée :

E↑x [Ft] = lim
b↗+∞

Ex
[
Ft1{t<Tb}|Tb < Ta

]
= lim
b↗+∞

Ex
[
Ft1{t<Tb<Ta}

]
Px(Tb < Ta)

= lim
b↗+∞

Ex
[
Ft1{t<Tb∧Ta}Px (Tb < Ta|Ft)

]
Px(Tb < Ta)

= lim
b↗+∞

Ex
[
Ft(s(Xt)− s(a))1{t<Tb∧Ta}

]
s(x)− s(a)

=
1

s(x)− s(a)
Ex
[
Ft(s(Xt)− s(a))1{t<Ta}

]
en appliquant le théorème de convergence monotone. Ainsi, en prenant Ft = f(Xt) avec f
une fonction borélienne bornée, on obtient en particulier, pour x, y > a :

q↑(t, x, y) =
q̂(t, x, y)

(s(x)− s(a))(s(y)− s(a))
et m↑(dy) = (s(y)− s(a))2m(dy). (1.9)

Laissant tendre x vers a, il vient :

q↑(t, a, y) =
ny,a(t)

s(y)− s(a)
où Py(Ta ∈ dt) =: ny,a(t)dt. (1.10)

- On définit enfin (Xx,u,y
t , t ≥ 0) le pont de X de longueur u allant de x à y. Sa loi peut être

vue comme une h-transformée, pour v < u :

Ex,u,y [Fv] = Ex
[
q(u− v,Xv, y)

q(u, x, y)
Fv

]
. (1.11)

Notons que qu’il ressort de cette égalité que sous P le processus (Mv := q(u−v,Xv, y), v < u)
est une martingale.

Remarque 1.8. On peut vérifier directement que q↑(t, a, y)m↑(dy) est bien une densité sur
{y > a}. En effet, on a :∫ +∞

a

q↑(t, a, y)m↑(dy) =

∫ +∞

a

ny,a(t)(s(y)− s(a))m(dy).
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1.2. La famille de probabilités
(
P(λ,a)
x

)
x,λ,a≥0

Prenant la transformée de Laplace du membre de droite, il vient :∫ +∞

0

e−λt
∫ +∞

a

ny,a(t)(s(y)− s(a))m(dy)dt

=

∫ +∞

a

Ey
[
e−λTa

]
(s(y)− s(a))m(dy) (en appliquant Fubini)

=

∫ +∞

a

uλ(y, a)

uλ(a, a)
(s(y)− s(a))m(dy) (d’après (1.2))

=
1

uλ(a, a)

∫ +∞

a

(∫ +∞

0

e−λuq(u, y, a)du

)
(s(y)− s(a))m(dy)

=
1

uλ(a, a)

∫ +∞

0

e−λuEa
[
(s(Xu)− s(a))+

]
du (en appliquant à nouveau Fubini)

=
1

uλ(a, a)

∫ +∞

0

e−λuEa [Lau] du (d’après (1.8))

=
1

uλ(a, a)

([
−e
−λu

λ

∫ u

0

q(v, a, a)dv

]+∞

0

+

∫ +∞

0

e−λu

λ
q(u, a, a)du

)

=
1

λ
.

Par injectivité de la transformée de Laplace, il s’ensuit que
∫ +∞

a

q↑(t, a, y)m↑(dy) = 1.

1.2.3 Quelques lemmes

Lemme 1.9. La loi de g(t)
a := sup{u ≤ t;Xu = a} est donnée par :

Px(g(t)
a ∈ du) = Px(Ta > t)δ0(du) + q(u, a, x)ν(a)([t− u,+∞[)du. (1.12)

Par ailleurs, sur l’évènement {Xt > a}, la densité du couple (g
(t)
a , Xt) s’écrit :

Px
(
g(t)
a ∈ du,Xt ∈ dy

)
= Px(Ta > t,Xt ∈ dy)δ0(du)+

q(u, a, x)

s(y)− s(a)
P↑a(Xt−u ∈ dy)du (y > a)

(1.13)

Démonstration.
Nous adaptons la preuve de [Sal97]. Pour u ≥ 0, on écrit :

Px
(
g(t)
a > u,Xt ∈ dy

)
= Px

(
g(t)
a > u|Xt = y

)
q(t, x, y)m(dy)

= P x,t,y
(
g(t)
a > u

)
q(t, x, y)m(dy)

= P y,t,x (Ta < t− u) q(t, x, y)m(dy) (par retournement du temps)

= Ey
[
q(t− Ta, a, x)

q(t, y, x)
1{Ta<t−u}

]
q(t, x, y)m(dy) (d’après (1.11))

=

∫ t−u

0

q(t− v, a, x)ny,a(v)dvm(dy).

On dérive alors cette relation par rapport à u :

Px
(
g(t)
a ∈ du,Xt ∈ dy

)
= q(u, a, x)ny,a(t− u)m(dy)1{0<u≤t}du. (1.14)
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Ainsi, si y > a, (1.14) se réécrit d’après (1.10) :

Px
(
g(t)
a ∈ du,Xt ∈ dy

)
= Px

(
g(t)
a = 0, Xt ∈ dy

)
δ0(du)+

q(u, a, x)

s(y)− s(a)
P↑a (Xt−u ∈ dy) du (y > a),

et l’on obtient (1.13) en remarquant que {g(t)
a = 0} = {Ta > t}. A présent, en intégrant

(1.14) par rapport à y, la loi de g(t)
a s’exprime :

Px
(
g(t)
a ∈ du

)
= Px(Ta > t)δ0(du) + q(u, a, x)

(∫ +∞

0

ny,a(t− u)m(dy)

)
du

Pour simplifier l’expression
∫ +∞

0

ny,a(t − u)m(dy), nous allons calculer sa transformée de

Laplace en t :∫ +∞

u

e−λt
∫ +∞

0

ny,a(t− u)m(dy)dt =

∫ +∞

0

e−λu
∫ +∞

0

e−λvny,a(v)dvm(dy)

= e−λu
∫ +∞

0

Ey
[
e−λTa

]
m(dy)

=
e−λu

λuλ(a, a)
(1.15)

=

∫ +∞

0

e−λ(u+v)ν(a)([v,+∞[)dv

=

∫ +∞

u

e−λtν(a)([t− u,+∞[)dt,

et le résultat s’en déduit par injectivité de la transformée de Laplace.

Remarque 1.10. On peut à nouveau vérifier directement que l’expression (1.12) fournit
bien une densité. En effet, toujours en calculant la transformée de Laplace :∫ +∞

0

dt e−λt
∫ t

0

(
Px(Ta > t)δ0(du) + q(u, a, x)ν(a)([t− u,+∞[)du

)
=

∫ +∞

0

e−λtPx(Ta > t)dt+

∫ +∞

0

du q(u, a, x)

∫ +∞

u

e−λtν(a)([t− u,+∞[)dt

=
1

λ
− Ex[e−λTa ]

λ
+

∫ +∞

0

du q(u, a, x)
e−λu

λuλ(a, a)
(d’après (1.15))

=
1

λ
− uλ(a, x)

λuλ(a, a)
+

uλ(a, x)

λuλ(a, a)
=

1

λ
.

Exemple 1.11.
Si (Xt, t ≥ 0) = (|Bt|, t ≥ 0) est un mouvement brownien réfléchi en 0, son noyau résolvant
s’écrit :

uλ(a, a) =
1√
2λ
e−a
√

2λ cosh(a
√

2λ).

D’après [EMOT54, p.258, formule (34)] :

sinh(a
√

2λ)√
2λ cosh(a

√
2λ)

=

∫ +∞

0

e−λu
a√
2πu

∑
n∈Z

(−1)ne−
2a2

u n2

du.
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(
P(λ,a)
x

)
x,λ,a≥0

Ainsi, on utilisant la relation :

1√
2λ

=

∫ +∞

0

e−λu
du√
2πu

=
1√
2λ

ea
√

2λ + e−a
√

2λ

2 cosh(a
√

2λ)

on obtient :

P0

(
g(t)
a ∈ du

)
= P0(Ta > t)δ0(du) +

1

π
√
u(t− u)

e−
a2

2t

(
1 + a

∑
n∈Z

(−1)ne−
2a2

t−un
2

)
du.

Notons que pour a = 0, on retrouve bien la loi de l’arc sinus.

On s’intéresse à présent aux pré et post g(t)
a -processus :

Lemme 1.12. On se place sous Px. Alors :

i) Conditionnellement à g
(t)
a , les processus (Xs, s ≤ g

(t)
a ) et (X

g
(t)
a +s

, s ≤ t − g
(t)
a ) sont

indépendants.

ii) Conditionnellement à g(t)
a = u,

(Xs, s ≤ u)
(loi)
= (Xx,u,a

s , s ≤ u).

iii) Conditionnellement à g(t)
a = u et Xt = y > a,

(Xu+s, s ≤ t− u)
(loi)
=

(
X↑ a,t−u,ys , s ≤ t− u

)
.

Démonstration.
Le Point (i) résulte de la Proposition 5.5 de [Mil77] appliquée à la diffusion

X(t)
s :=

{
Xs s < t

∂ s ≥ t

de sorte que ξ := inf{s ≥ 0; X
(t)
s /∈ R+} = t.

Pour le Point (ii), on peut écrire pour t1 ≤ . . . ≤ tn < t, en suivant [Sal97] :
Px
(
Xt1 ∈ dx1, . . . , Xtn ∈ dxn, tn < g(t)

a |Xt = y
)

= Px,t,y
(
Xt1 ∈ dx1, . . . , Xtn ∈ dxn, tn < g(t)

a

)
= Py,t,x (Xt−t1 ∈ dx1, . . . , Xt−tn ∈ dxn, Ta < t− tn) (par retournement du temps)

= Ey,t,x
[
Py,t,xa,Ta

(Xt−Ta−t1 ∈ dx1, . . . , Xt−Ta−tn ∈ dxn, Ta < t− tn)
]

(d’après la propriété de Markov)

=

∫ t−tn

0

Pa,t,xa,u (Xt−u−t1 ∈ dx1, . . . , Xt−u−tn ∈ dxn)Py,t,x (Ta ∈ du)

=

∫ t−tn

0

Px,t−u,a (Xt1 ∈ dx1, . . . , Xtn ∈ dxn)Px,t,y
(
g(t)
a ∈ du

)
=

∫ t

tn

Px,v,a (Xt1 ∈ dx1, . . . , Xtn ∈ dxn)Px,t,y
(
g(t)
a ∈ dv

)
.
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Enfin pour le Point (iii), d’après [Sal97], conditionnellement à g(t)
a = u et Xt = y > a, on a :

(Xu+s, s ≥ t− u)
(loi)
=
(
X̂a,t−u,y
s , s ≥ t− u

)
.

Mais, les ponts de X̂ et X↑ ont la même loi. En effet, pour y, x > a :

P̂ x,t,y (Xt1 ∈ dx1, . . . , Xtn ∈ dxn)

= Êx
[
p̂(t− tn, Xtn , y)

p̂(t, x, y)
1{Xt1∈dx1,...,Xtn∈dxn}

]
(d’après (1.11))

= Ex
[

(s(Xtn)− s(a))p↑(t− tn, Xtn , y)

(s(x)− s(a))p↑(t, x, y)
1{Xt1∈dx1,...,Xtn∈dxn}1{tn<Ta}

]
= E↑x

[
p↑(t− tn, Xtn , y)

p↑(t, x, y)
1{Xt1∈dx1,...,Xtn∈dxn}

]
(par définition de P↑x)

= P↑ x,t,y (Xt1 ∈ dx1, . . . , Xtn ∈ dxn) .

Le résultat s’en déduit alors en laissant tendre x vers a.

1.2.4 Représentation intégrale de P(λ,a)
x

On adopte ici les notations de Biane-Yor [BY87]. On désigne par Ωloc l’ensemble des
fonctions continues ω à valeurs dans R+ définies sur un intervalle [0, ξ(ω)] ⊂ [0,+∞]. Soient
P et Q deux probabilités, telles que P(ξ = +∞) = 0. On note P◦Q la mesure image de P⊗Q
par l’application de concaténation :

◦ : Ωloc × Ωloc −→ Ωloc
(ω1, ω2) 7−→ ω1 ◦ ω2

définie par ξ(ω1 ◦ ω2) = ξ(ω1) + ξ(ω2), et

(ω1 ◦ ω2)(t) =

{
ω1(t) si 0 ≤ t ≤ ξ(ω1)
ω1(ξ(ω1)) + ω2(t− ξ(ω1))− ω2(0) si ξ(ω1) ≤ t ≤ ξ(ω1) + ξ(ω2).

Théorème 1.13. P(λ,a)
x admet la représentation intégrale suivante :

P(λ,a)
x =

λ

2 + λ(s(x)− s(a))+

(∫ +∞

0

dt q(t, x, a)e−
λ
2L

a
t P x,t,a ◦ P↑a + (s(x)− s(a))+P↑a

)
.

En particulier, P(λ,a)
x (ga < +∞) = 1 et sous P(λ,a)

x :
i) Conditionnellement à ga, les deux processus (Xt, t ≤ ga) et (Xga+t, t ≥ 0) sont indé-
pendants,

ii) Conditionnellement à La∞ = l, le processus (Xt, t ≤ ga) a même loi que (Xt, t ≤ τ (a)
l )

sous Px,
iii) (Xga+t, t ≥ 0) a même loi que (Xt, t ≥ 0) sous P↑a.

Démonstration.
Soient F,G et ϕ trois fonctionnelles boréliennes bornées. En s’appuyant sur les deux Lemmes
1.9 et 1.12 précédents, on peut écrire :
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1.2. La famille de probabilités
(
P(λ,a)
x

)
x,λ,a≥0

E(λ
,a

)
x

[ F
(X

s
,s
≤
g

(t
)

a
)ϕ

(g
(t

)
a

)G
(X

g
(
t
)

a
+
s
,s
≤
t
−
g

(t
)

a
)] =

E x

[ F
(X

s
,s
≤
g

(t
)

a
)ϕ

(g
(t

)
a

)G
(X

g
(
t
)

a
+
s
,s
≤
t
−
g

(t
)

a
)
1

+
λ 2

(s
(X

t
)
−
s(
a
))

+

1
+

λ 2
(s

(x
)
−
s(
a
))

+
e−

λ 2
L
a t

]

=
I 1

+
I 2

1
+

λ 2
(s

(x
)
−
s(
a
))

+
.

D
’u
ne

pa
rt

:
I 1

=
E x
[ F

(X
s
,s
≤
g

(t
)

a
)ϕ

(g
(t

)
a

)G
(X

g
(
t
)

a
+
s
,s
≤
t
−
g

(t
)

a
)e
−
λ 2
L
a t

] −−
−−
→

t→
+
∞

0
pa

r
co
nv

er
ge
nc
e
do

m
in
ée
,
ca
r

(X
t
,t
≥

0)
es
t
un

e
di
ffu

si
on

ré
cu
rr
en
te

so
us

P x
.

D
’a
ut
re

pa
rt

:

I 2
=
λ 2

∫ t 0

∫ +∞ 0

P x
( g

(t
)

a
∈
d
u
,X

t
∈
d
y
) E x

[ F
(X

s
,s
≤
g

(t
)

a
)ϕ

(g
(t

)
a

)G
(X

g
(
t
)

a
+
s
,s
≤
t
−
g

(t
)

a
)(
s(
X
t
)
−
s(
a
))

+
e−

λ 2
L
a u
|g

(t
)

a
=
u
,X

t
=
y
]

=
λ 2

∫ t 0

∫ +∞ 0

P x
( g

(t
)

a
∈
d
u
,X

t
∈
d
y
) Px

,u
,a
( F

(X
s
,s
≤
u

)e
−
λ 2
L
a u

) ϕ
(u

)(
s(
y
)
−
s(
a
))

+
E x
[ G

(X
u

+
s
,s
≤
t
−
u

)|g
(t

)
a

=
u
,X

t
=
y
]

=
λ 2

∫ t 0

∫ +∞ a

P x
( g

(t
)

a
∈
d
u
, X

t
∈
d
y
) Px

,u
,a
( F

(X
s
,s
≤
u

)e
−
λ 2
L
a u

) ϕ
(u

)(
s(
y
)
−
s(
a
))
E x
[ G

(X
u

+
s
, s
≤
t
−
u

)|g
(t

)
a

=
u
,X

t
=
y
]

O
n
sé
pa

re
al
or
s
le
s
de
ux

ca
s
g

(t
)

a
=

0
et
g

(t
)

a
>

0
à
pa

rt
ir

de
l’e

xp
re
ss
io
n
(1
.1
3)
.
(N

ot
on

s
qu

e
l’o

n
in
tè
gr
e
bi
en

su
r
l’e
ns
em

bl
e
{y

>
a
})
.

T
ou

t
d’
ab

or
d,

lo
rs
qu

e
g

(t
)

a
=

0
:

λ 2

∫ t 0

∫ +∞ a

δ 0
(d
u

)P
x

(T
a
>
t,
X
t
∈
d
y
)
Px

,u
,a
( F

(X
s
,s
≤
u

)e
−
λ 2
L
a u

) ϕ
(u

)(
s(
y
)
−
s(
a
))
E x
[ G

(X
s
,s
≤
t
−
u

)|g
(t

)
a

=
u
,X

t
=
y
]

=
λ 2

∫ +∞ a

P x
(T
a
>
t,
X
t
∈
d
y
)
F

(x
)ϕ

(0
)(
s(
y
)
−
s(
a
))
E x

[G
(X

s
,s
≤
t)
|T
a
>
t,
X
t

=
y
]

=
λ 2
F

(x
)ϕ

(0
)E
x

[ (s
(X

t
)
−
s(
a
))

+
G

(X
s
,s
≤
t)

1
{T
a
>
t}
]

=
λ 2
F

(x
)ϕ

(0
)(
s(
x

)
−
s(
a
))

+
E↑ a

[G
(X

s
, s
≤
t)

]

−−
−−
→

t→
+
∞

λ 2
F

(x
)ϕ

(0
)(
s(
x

)
−
s(
a
))

+
E↑ a

[G
(X

s
, s
≥

0)
].
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E
ns
ui
te
,l
or
sq
ue

g
(t

)
a
>

0
:

λ 2

∫ t 0

∫ +∞ 0

P x
( g

(t
)

a
∈
d
u
,X

t
∈
d
y
) Px

,u
,a
( F

(X
s
,s
≤
u

)e
−
λ 2
L
a u

) ϕ
(u

)(
s(
y
)
−
s(
a
))

+
E x
[ G

(X
u

+
s
, s
≤
t
−
u

)|g
(t

)
a

=
u
,X

t
=
y
]

=
λ 2

∫ t 0

∫ +∞ a

P x
( g

(t
)

a
∈
d
u
,X

t
∈
d
y
) Px

,u
,a
( F

(X
s
,s
≤
u

)e
−
λ 2
L
a u

) ϕ
(u

)(
s(
y
)
−
s(
a
))
E↑ a

[G
(X

s
,s
≤
t
−
u

)|X
t−
u

=
y
]

=
λ 2

∫ t 0

∫ +∞ a

d
u
q(
u
,x
,a

)P
↑ a

(X
t−
u
∈
d
y
)
Px

,u
,a
( F

(X
s
,s
≤
u

)e
−
λ 2
L
a u

) ϕ
(u

)E
↑ a

[G
(X

s
,s
≤
t
−
u

)|X
t−
u

=
y
]

=
λ 2

∫ t 0

d
u
q(
u
,x
,a

)P
x
,u
,a
( F

(X
s
,s
≤
u

)e
−
λ 2
L
a u

) ϕ
(u

)E
↑ a

[G
(X

s
,s
≤
t
−
u

)]

−−
−−
→

t→
+
∞

λ 2

∫ +∞ 0

d
u
q(
u
,x
,a

)P
x
,u
,a
( F

(X
s
,s
≤
u

)e
−
λ 2
L
a u

) ϕ
(u

)E
↑ a

[G
(X

s
, s
≥

0)
].
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1.3. La mesure W

1.3 La mesure W
Les théorèmes et preuves de cette section concernant la construction de la mesureW sont

tous des adaptations directes de [NRY09], auquel on pourra se référer pour d’autres résultats
plus spécifiques au cas brownien.

1.3.1 Définition de W
On définit :

W(λ,a)
x :=

(
2

λ
+ (s(x)− s(a))+

)
e
λ
2L

a
∞ · P(λ,a)

x .

Alors,

Théorème 1.14.
La mesure W(λ,a)

x ne dépend ni de λ, ni de a. On la note désormais Wx.
C’est une mesure σ-finie de masse infinie, admettant la représentation intégrale :

Wx =

∫ +∞

0

dt q(t, x, a)Px,t,a ◦ P↑a + (s(x)− s(a))+P↑a.

Démonstration.
1) On suppose x = 0 pour alléger les notations. Soient λ, µ, a, b ≥ 0. Pour toute v.a. Λt
positive, Ft-mesurable et bornée, on peut écrire :

E(λ,a)
0

[
Λte

λ
2L

a
t

]
= E0

[
Λt

(
1 +

λ

2
(s(Xt)− s(a))+

)]
= E0

[
Λt

(
1 + λ

2 (s(Xt)− s(a))+
)(

1 + µ
2 (s(Xt)− s(b))+

) (1 +
µ

2
(s(Xt)− s(b))+

)]

= E(µ,b)
0

[
Λt

(
1 + λ

2 (s(Xt)− s(a))+
)(

1 + µ
2 (s(Xt)− s(b))+

) eµ2Lbt] .
Pour des raisons d’intégrabilité, on remplace alors Λt par Λte

−ε(Lat+Lbt), avec ε > 0 :

E(λ,a)
0

[
Λte

(λ2−ε)L
a
t e−εL

b
t

]
= E(µ,b)

0

[
Λt

(
1 + λ

2 (s(Xt)− s(a))+
)(

1 + µ
2 (s(Xt)− s(b))+

) e(µ2−ε)Lbte−εLat ] .
Or, sous P(µ,b)

0 , le processus des coordonnées (Xt, t ≥ 0) est transient et tend vers +∞ lorsque
t→ +∞. Par conséquent, le théorème de convergence dominée, que l’on peut appliquer grâce
à la Proposition 1.7, implique :

E(λ,a)
0

[
Λte

(λ2−ε)L
a
∞e−εL

b
∞

]
= E(µ,b)

0

[
Λt
λ

µ
e(

µ
2−ε)L

b
∞e−εL

a
∞

]
. (1.16)

La relation (1.16) étant vérifiée pour toute v.a. Λt positive, Ft-mesurable et bornée, le théo-
rème de la classe monotone implique que l’on peut remplacer Λt par Λ où Λ est une v.a.
positive, F∞-mesurable et bornée. Finalement, laissant tendre ε vers 0, on obtient :

2

λ
E(λ,a)

0

[
Λe

λ
2L

a
∞

]
=

2

µ
E(µ,b)

0

[
Λe

µ
2L

b
∞

]
,

17



Chapitre 1. Pénalisation d’une diffusion récurrente nulle

ce qui prouve la non-dépendance en λ et a de la mesure W(λ,a)
0 .

2) Montrons à présent que W0 est σ-finie. Tout d’abord, il est clair d’après la Proposition
1.7 que :

W0(1) =
2

λ
E(λ,a)

0

[
e
λ
2L

a
∞

]
=∞.

Ensuite, puisque La∞ est fini P(λ,a)
0 -p.s., on a :

1{L∞<n} ↗
n→∞

1Ω P(λ,a)
0 -p.s.

D’où :
W0(La∞ < n) =

2

λ
E(λ,a)

0

[
e
λ
2L

a
∞1{La∞<n}

]
≤ 2

λ
e
λn
2 ,

ce qui prouve que W est σ-finie sur (Ω,F∞).
Finalement, la représentation intégrale de W0 est une conséquence directe de celle de P(λ,a)

0 .

1.3.2 Propriétés
Théorème 1.15. Voici quelques propriétés de la mesure W.
i) Pour toute v.a. Ft positive et Ft-mesurable, on a :

Ex
[
Ft(s(Xt)− s(a))+

]
=Wx

(
Ft1{ga≤t}

)
. (1.17)

ii) Pour tout processus (Ft, t ≥ 0) positif et prévisible, on a :

Wx(Fga) = (s(x)− s(a))+Ex[F0] + Ex
[∫ +∞

0

FudL
a
u

]
. (1.18)

Démonstration.
On écrit pour le Point (i) :

Ex
[
Γt

(
2

λ
+ (s(Xt)− s(a))+

)]
=

(
2

λ
+ (s(x)− s(a))+

)
E(λ,a)
x

[
Γte

λ
2L

a
t

]
=Wx

(
Γte
−λ2 (La∞−L

a
t )
)

=Wx

(
Γt1{ga≤t}

)
+Wx

(
Γte
−λ2 (La∞−L

a
t )1{ga>t}

)
.

Il ne reste plus qu’à laisser tendre λ vers +∞ et à utiliser le théorème de convergence mono-
tone pour obtenir, puisque La∞ − Lat > 0 sur l’évènement {ga > t} :

Ex[Γt(s(Xt)− s(a))+] =Wx(Γt1{ga≤t}).

Pour le Point (ii), nous allons appliquer la formule de balayage à la semi-martingale ((s(Xt)−
s(a))+, t ≥ 0). Soit (Ft, t ≥ 0) un processus positif et prévisible, on a :

F
g
(t)
a

(s(Xt)− s(a))+ = F0(s(x)− s(a))+ +

∫ t

0

F
g
(u)
a
d(s(Xu)− s(a))+

= F0(s(x)− s(a))+ +

∫ t

0

F
g
(u)
a
dN (a)

u +

∫ t

0

F
g
(u)
a
dLau.
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Par conséquent :

Ex
[
F
g
(t)
a

(s(Xt)− s(a))+
]

= (s(x)− s(a))+Ex[F0] + Ex
[∫ t

0

F
g
(u)
a
dLau

]
= (s(x)− s(a))+Ex[F0] + Ex

[∫ t

0

FudL
a
u

]
,

car dLa ne charge que {u ≥ 0;Xu = a}. Or,

Ex
[
F
g
(t)
a

(s(Xt)− s(a))+
]

=Wx

(
F
g
(t)
a

1{ga<t}

)
=Wx

(
Fga1{ga<t}

)
.

Laissant tendre t vers +∞, il vient finalement :

Wx(Fga) = (s(x)− s(a))+Ex[F0] + Ex
[∫ +∞

0

FudL
a
u

]
.

1.3.3 Un générateur de martingales
Théorème 1.16. Soit F une v.a. positive et F∞ mesurable telle que Wx(F ) <∞.
Alors, il existe une ((Ft)t≥0,Px)-martingale strictement positive (M

(x)
t (F ), t ≥ 0) telle que :

i) pour tout t ≥ 0 et toute v.a. Λt positive, Ft-mesurable et bornée :

Wx(ΛtF ) = Ex[ΛtM
(x)
t (F )].

ii) (M
(x)
t (F ), t ≥ 0) converge Px-p.s. vers 0 lorsque t tend vers +∞.

On dispose par ailleurs de la représentation, pour tout couple (λ, a) ∈]0,+∞[2 :

M
(x)
t (F ) =

2

λ
M

(λ,a)
t E(λ,a)

x

[
Fe

λ
2L

a
∞ |Ft

]
. (1.19)

Démonstration.
La preuve est identique à celle de [NRY09]. On note W(F )

x la mesure positive et finie définie
sur (Ω,F∞) par :

W(F )
x (G) =Wx(FG).

Soit Λt une v.a. positive, Ft-mesurable et bornée telle que Ex[Λt] = 0.
D’après la définition de P(λ,a)

x , on a pour tout λ, a > 0, E(λ,a)
x [Λt] = 0. Ainsi,

W(F )
x (Λt) =Wx(FΛt) =

(
2

λ
+ (s(x)− s(a))+

)
E(λ,a)
x

[
Fe

λ
2L

a
∞Λt

]
= 0.

Par conséquent W(F )
x|Ft est absolument continue par rapport à P(λ,a)

x|Ft . Par ailleurs, par défini-

tion, P(λ,a)
x|Ft est absolument continue par rapport à Px|Ft , de sorte que :

W(F )
x|Ft � P(λ,a)

x|Ft � Px|Ft

et d’après le théorème de Radon-Nikodym, il existe une v.a. positive M (x)
t (F ), Px-intégrable

telle que :
WF
x|Ft = M

(x)
t (F ) · Px|Ft .
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On peut alors écrire :

Wx(ΛtF ) = Ex
[
ΛtM

(x)
t (F )

]
=

(
2

λ
+ (s(x)− s(a))+

)
E(λ,a)
x

[
ΛtFe

λ
2L

a
∞

]
=

(
2

λ
+ (s(x)− s(a))+

)
E(λ,a)
x

[
ΛtE(λ,a)

x

[
Fe

λ
2L

a
∞ |Ft

]]
=

2

λ
Ex
[
ΛtM

(λ,a)
t E(λ,a)

x

[
Fe

λ
2L

a
∞ |Ft

]]
.

Pour prouver le Point (ii), on écrit, pour s ≤ t :

Ex
[
M

(x)
t (F )Λs

]
=Wx(FΛs).

Or, puisque (M
(x)
t (F ), t ≥ 0) est une martingale positive, elle converge p.s. vers une v.a.

M
(x)
∞ (F ). En appliquant le lemme de Fatou, on obtient :

Ex
[
M (x)
∞ (F )Λs

]
≤ Wx(FΛs).

On choisit alors Λs = 1{g(s)a ≥n}
, de sorte que : Ex

[
M (x)
∞ (F )1{g(s)a ≥n}

]
≤ Wx

(
F1{g(s)a ≥n}

)
.

A présent, laissant tendre s vers +∞, il vient :1{g(s)a ≥n}
−−−→
s→∞

1 Px-p.s. puisque la diffusion est récurrente,

1{g(s)a ≥n}
−−−→
s→∞

1{ga≥n} puisque ga est fini sous Wx.

Ainsi :
Ex
[
M (x)
∞ (F )

]
≤ Wx(F1{ga≥n}) −−−−→n→∞

0

d’après le Théorème 1.14. Par conséquent M (x)
∞ (F ) = 0 Px-p.s.

Proposition 1.17. Soit (Ft, t ≥ 0) un processus positif et prévisible. Alors :

Mu(Fga) = F
g
(u)
a

(s(Xu)− s(a))+ + Ex
[∫ +∞

u

FsdL
a
s |Fu

]
.

Démonstration.
Soit u ≥ 0 fixé, (Ft, t ≥ 0) un processus positif et prévisible et Λu une v.a. positive Fu-
mesurable et bornée. On écrit :

Wx(ΛuFga) =Wx(ΛuFga1{ga≤u}) +Wx(ΛuFga1{ga>u}),

et l’on traite ces deux quantités séparément. Tout d’abord, d’après (1.17) :

Wx

(
ΛuFga1{ga≤u}

)
=Wx

(
ΛuFg(u)a

1{ga≤u}

)
= Ex

[
ΛuFg(u)a

(s(Xu)− s(a))+
]
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Ensuite, en posant (Λ̃t = Λu1{t>u}, t ≥ 0) qui est un processus positif et prévisible, on a
d’après (1.18) :

Wx(ΛuFga1{ga>u}) =Wx(FgaΛ̃ga) = Ex
[∫ +∞

0

FsΛ̃sdL
a
s

]
= Ex

[
Λu

∫ +∞

u

FsdL
a
s

]
= Ex

[
ΛuEx

[∫ +∞

u

FsdL
a
s |Fu

]]
.

Par conséquent :

Wx(ΛuFga) = Ex
[
Λu

(
F
g
(u)
a

(s(Xu)− s(a))+ + Ex
[∫ +∞

u

FsdL
a
s |Fu

])]

ce qui achève la preuve de la Proposition 1.17 par définition de
(
M

(x)
u (Fga), u ≥ 0

)
.

1.4 Un théorème général de pénalisation

Définition 1.18. On note C(x)
a l’ensemble des processus positifs et (Ft)-adaptés (Ft, t ≥ 0)

qui vérifient :

i) (Ft, t ≥ 0) est décroissant. En conséquence, pour tout t ≥ 0, Ft ≤ F0, et l’on suppose
que F0 est majoré p.s. par une constante K.

ii) (Ft, t ≥ 0) est constant après ga sous Wx :

∀u ≥ 0, Fga+u = Fga = F∞.

iii) 0 <Wx(Fga) <∞.

1.4.1 Estimation asymptotique

Théorème 1.19. On suppose l’Hypothèse 1.3 satisfaite et soit (Ft, t ≥ 0) un processus de la
classe C(x)

a . Alors :

Ex [Ft] ∼
t→+∞

Wx(Fga)ν([t,+∞[).

Démonstration.
Nous allons appliquer le Théorème Taubérien 1.4.
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• On se place tout d’abord sur l’évènement {Xt > a} :∫ +∞

0

e−λtEx
[
Ft1{Xt>a}

]
dt =

∫ +∞

0

e−λtEx
[
Ft

(s(Xt)− s(a))+

(s(Xt)− s(a))+
1{Xt>a}

]
dt

=

∫ +∞

0

e−λtWx

(
Ft

(s(Xt)− s(a))+
1{Xt>a}1{ga≤t}

)
dt

=

∫ +∞

0

e−λtWx

(
Fga

(s(Xt)− s(a))+
1{ga<t}

)
dt (car F ∈ C(x)

a )

=Wx

(∫ +∞

0

e−λgaFga
e−λudu

(s(Xga+u)− s(a))+

)
=Wx

(
e−λgaFga

) ∫ +∞

0

e−λuE↑a
[

1

(s(Xu)− s(a))+

]
du.

Or,∫ +∞

0

e−λuE↑a
[

1

(s(Xu)− s(a))+

]
du =

∫ +∞

0

e−λu
∫ +∞

a

ny,a(u)

(s(y)− s(a))2
(s(y)− s(a))2m(dy)du

=

∫ +∞

a

∫ +∞

0

e−λuny,a(u)dum(dy)

=

∫ +∞

a

Ey
[
e−λTa

]
m(dy) (1.20)

=

∫ +∞

0

Ey
[
e−λTa

]
m(dy)−

∫ a

0

Ey
[
e−λTa

]
m(dy)

=
1

λuλ(a, a)
−
∫ a

0

Ey
[
e−λTa

]
m(dy)

∼
λ→0

1

λuλ(a, a)
.

Remarquons alors que cet équivalent ne dépend pas de a. En effet, par construction, uλ(x, y)
s’écrit, pour x ≤ y :

uλ(x, y) = Φ(x, λ) (uλ(0, 0)Φ(y, λ)−Ψ(y, λ))

où les fonctions propres Φ et Ψ sont solutions de :
Φ(x, λ) = 1 + λ

∫ x

0

s′(y)dy

∫ y

0

Φ(z, λ)ρ(z)dz,

Ψ(x, λ) = s(x) + λ

∫ x

0

s′(y)dy

∫ y

0

Ψ(z, λ)ρ(z)dz,

d’où
uλ(a, a)

uλ(0, 0)
= Φ(a, λ)2 − Φ(a, λ)Ψ(a, λ)

uλ(0, 0)
−−−→
λ→0

1.

Notons que cette observation est également une conséquence du résultat suivant, dû à Sal-
minen [Sal93] : si (Xt, t ≥ 0) est une diffusion régulière récurrente définie sur un intervalle I,
alors, pour tout a ∈ I :

lim
λ→0

λuλ(a, a) =
1

m(I)
.
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Ainsi : ∫ +∞

0

e−λtEx
[
Ft1{Xt>a}

]
dt ∼
λ→0

Wx(Fga)

λuλ(0, 0)
.

• On se place à présent sur l’évènement {Xt ≤ a}.
L’application t 7−→ Ft étant décroissante, on a :∫ +∞

0

e−λtEx
[
Ft1{Xt≤a}

]
dt ≤

∫ +∞

0

e−λtEx
[
F
g
(t)
a

1{Xt≤a}

]
dt

Evaluons alors le membre de droite en appliquant le Lemme 1.9 :∫ +∞

0

e−λtEx
[
F
g
(t)
a

1{Xt≤a}

]
dt

=

∫ +∞

0

e−λt
∫ t

0

Ex
[
F
g
(t)
a

1{Xt≤a}|g(t)
a = u

]
Px(g(t)

a ∈ du)

=

∫ +∞

0

e−λtEx[F01{Xt≤a}|g(t)
a = 0]Px(Ta > t)dt

+

∫ +∞

0

e−λt
∫ t

0

∫ a

0

Ex
[
Fu|g(t)

a = u,Xt = y
]
q(u, a, x)ny,a(t− u)m(dy)du dt

= (1) + (2).

On étudie chacun des deux termes séparément. Tout d’abord :

(1) ≤ K
∫ +∞

0

e−λtPx(Ta > t)dt =
K

λ

(
1− Ex

[
e−λTa

])
.

Ensuite :

(2) =

∫ +∞

0

q(u, x, a)Ex [Fu|Xu = a]

∫ +∞

u

e−λt
∫ a

0

ny,a(t− u)m(dy)dt du

=

∫ +∞

0

q(u, x, a)Ex,u,a [Fu] e−λu
∫ a

0

Ey
[
e−λTa

]
m(dy) du

=
(
Wx

(
e−λgaFga

)
− (s(x)− s(a))+E↑a[F0]

) ∫ a

0

Ey
[
e−λTa

]
m(dy).

En laissant tendre λ vers 0, et en appliquant le théorème de convergence monotone, on obtient
alors :∫ +∞

0

Ex
[
F
g
(t)
a

1{Xt≤a}

]
dt ≤ KEx[Ta] +

(
Wx(Fga)− (s(x)− s(a))+E↑a[F0]

)
m([0, a]) < +∞.

Par conséquent : ∫ +∞

0

e−λtEx [Ft] dt ∼
λ→0

Wx(Fga)

λuλ(0, 0)
,

et, d’après le théorème Taubérien :

Ex [Ft] ∼
t→+∞

Wx(Fga)ν([t,+∞[).
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Remarque 1.20. Choisissons par exemple
(
Ft = 1{g(t)a =0}, t ≥ 0

)
. (Ft, t ≥ 0) est un pro-

cessus décroissant, constant après ga sous W et, d’après le Théorème 1.15, Wx(Fga) =
(s(x)− s(a))+. Ainsi, pour x > a, le Théorème 1.19 s’écrit :

Px(g(t)
a = 0) = Px(Ta > t) ∼

t→+∞
(s(x)− s(a))ν([t,+∞[).

En particulier, pour a = 0, on retrouve le résultat de Salminen-Vallois [SV09, Proposition
4.2].

1.4.2 Un théorème de pénalisation

Théorème 1.21. Soit (Ft, t ≥ 0) ∈ C(x)
a .

i) Soit u > 0. Pour tout Λu ∈ Fu, on a :

lim
t→+∞

Ex [1ΛuFt]

Ex [Ft]
= Ex

[
1Λu

M
(x)
u (F∞)

Wx(F∞)

]
.

ii) Il existe une probabilité P(F )
x définie sur (Ω,F∞) telle que :

P(F )
x (Λu) = Ex

[
1Λu

M
(x)
u (F∞)

Wx(F∞)

]
pour tout u ≥ 0 et tout Λu ∈ Fu.

iii) P(F )
x admet la représentation :

P(F )
x =

1

Wx(Fga)

(∫ +∞

0

du q(u, x, a)Fu P x,u,a ◦ P↑a + (s(x)− s(a))+F0 P↑a
)

En conséquence, P(F )
x (ga < +∞) = 1 et

− Conditionnellement à ga, les processus (Xt, t ≤ ga) et (Xga+t, t ≥ 0) sont indépen-
dants.

− Le processus (Xga+t, t ≥ 0) sous P(F )
x a même loi que (Xt, t ≥ 0) sous P↑a.

Démonstration.
On reprend les notations de Biane-Yor [BY87]. Pour u ≤ t, on a :

(Xs, s ≤ t) = (Xs, s ≤ u) ◦ (Xs+u, 0 ≤ s ≤ t− u)

et donc, d’après la propriété de Markov, en notant Ft = F (Xs, s ≤ t) :

Ex[F (Xs, s ≤ t)|Fu] = ÊXu
[
F ((Xs, s ≤ u) ◦ (X̂s, 0 ≤ s ≤ t− u))

]
.

Si ω ∈ C([0, u],R+), on pose pour simplifier

F ((ω(s), s ≤ u) ◦ (Xs, 0 ≤ s ≤ t− u)) = Fω(0→u)(Xs, 0 ≤ s ≤ t− u).

A présent, ω étant une fonction de C([0, u],R+) fixée, prouvons que le processus (Fω(0→u)

(Xs, 0 ≤ s ≤ t − u), t ≥ 0) appartient à C(ω(u))
a . La décroissance de (Fω(0→u)(Xs, 0 ≤ s ≤

t− u), t ≥ 0) est claire. Posons alors ga := sup{v ≥ 0;Xv = a} et

gω(0→u)
a := sup{v ≥ 0; (ω(s), s ≤ u) ◦ (Xs, 0 ≤ s ≤ v − u) = a}.
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Sous Wω(u), g
ω(0→u)
a ≤ u + ga (avec égalité dès que ga > 0) de sorte que, comme (Ft, t ≥

0) ∈ C(x)
a , pour tout t ≥ 0 :

Fω(0→u)(Xs, s ≥ 0) = Fω(0→u)(Xs, 0 ≤ s ≤ gω(0→u)
a + t− u)

= Fω(0→u)(Xs, 0 ≤ s ≤ ga + t)

et il reste à vérifier que, Wω(u)

(
Fω(0→u)(Xs, s ≥ 0)

)
<∞. On a :

Wω(u)

(
Fω(0→u)(Xs, s ≥ 0)

)
=

(
2

λ
+ (s(ω(u))− s(a))+

)
E(λ,a)
ω(u)

[
e
λ
2L

a
∞Fω(0→u)(Xs, s ≥ 0)

]
=

(
2

λ
+ (s(ω(u))− s(a))+

)
E(λ,a)
x

[
e
λ
2 (La∞−L

a
u)Fω(0→u)(Xs, s ≥ 0)|Fu

]
(ω(s), 0 ≤ s ≤ u)

= M (x)
u (F∞)(ω(s), 0 ≤ s ≤ u)

Ainsi,
Êx
[
Wω̂(u)

(
F ω̂(0→u)(Xs, s ≥ 0)

)]
= Ex

[
M (x)
u (F∞)

]
=Wx(F∞) <∞

et donc Wω(u)

(
Fω(0→u)(Xs, s ≥ 0)

)
<∞ Pω(u)-p.s. D’après le Théorème 1.19, on déduit :

Ex[F (Xs, s ≤ t)|Fu] ∼
t→+∞

ŴXu

(
F ((Xs, s ≤ u) ◦ (X̂s, s ≥ 0))

)
ν([t,+∞[)

∼
t→+∞

M (x)
u (F∞)ν([t,+∞[)

et, comme (M
(x)
u (F∞), u ≥ 0) est une martingale, d’après le Théorème 0.2,

Ex
[

Ft
Ex [Ft]

1Λu

]
−−−−→
t→+∞

Ex

[
M

(x)
u (F∞)

Wx(F∞)
1Λu

]
,

ce qui prouve les Points (i) et (ii). Enfin, d’après l’expression (1.19) de (M
(x)
t (F∞), t ≥ 0) :

Wx(F∞)P(Fga )
x

(
G(Xs, s ≤ g(t)

a )ϕ(g(t)
a )H(X

g
(t)
a +s

, s ≤ t)
)

= Ex
[
G(Xs, s ≤ g(t)

a )ϕ(g(t)
a )H(X

g
(t)
a +s

, s ≤ t)M (x)
t (Fga)

]
=

2

λ
Ex
[
G(Xs, s ≤ g(t)

a )ϕ(g(t)
a )H(X

g
(t)
a +s

, s ≤ t)M (λ,a)
t E(λ,a)

x

[
Fgae

λ
2L

a
ga |Ft

]]
=

(
2

λ
+ (s(x)− s(a))+

)
E(λ,a)
x

[
G(Xs, s ≤ g(t)

a )ϕ(g(t)
a )H(X

g
(t)
a +s

, s ≤ t)Fgae
λ
2L

a
ga

]
−−−−→
t→+∞

(
2

λ
+ (s(x)− s(a))+

)
E(λ,a)
x

[
G(Xs, s ≤ ga)ϕ(ga)H(Xga+s, s ≥ 0)Fgae

λ
2L

a
ga

]
=

∫ +∞

0

q(u, x, a)ϕ(u)Px,u,a (G(Xs, s ≤ u)Fu)P↑a (H(Xs, s ≥ 0)) du

+ (s(x)− s(a))+G(x)ϕ(0)P↑a(H(Xs, s ≥ 0)F0)

ce qui achève la preuve du Théorème 1.21.
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1.4.3 Retour sur quelques exemples
Soit h une fonction positive et décroissante sur R+.

• On prend (Ft, t ≥ 0) = (h(Lat ), t ≥ 0) et on suppose
∫ +∞

0

h(l)dl = 1 :

P(h(La∞))
0 =

∫ +∞

0

duq(u, 0, a)h(Lau)P0,u,a ◦ P↑a.

Ainsi, sous P(h(La∞))
0 la variable aléatoire La∞ admet pour densité la fonction l 7−→ h(l) et,

conditionnellement à La∞ = l le processus (Xt, t ≤ ga) a même loi que (Xt, t ≤ τ
(a)
l ) sous

P0. Remarquons que pour h(l) = e−
λ
2 l on retrouve la martingale M(e−

λ
2L

a
∞) = M (λ,a) et

la probabilité P(e−
λ
2
La∞ )

0 = P(λ,a)
0 .

• On prend (Ft, t ≥ 0) = (h(t), t ≥ 0) et on suppose
∫ +∞

0

h(u)q(u, 0, a)du = 1 :

P(h(ga))
0 =

∫ +∞

0

duq(u, 0, a)h(u)P0,u,a ◦ P↑a.

Ainsi, sous P(h(ga))
0 , la variable aléatoire ga admet pour densité la fonction u 7−→ h(u)q(u, 0, a)

et, conditionnellement à ga = u le processus (Xt, t ≤ ga) a même loi que (Xt, t ≤ u) sous
P0.

• On prend (Ft, t ≥ 0) = h
(∫ t

0
f(Xs)ds

)
où f : R+ 7−→ R+ est une fonction borélienne à

support compact inclus dans [0, a]. Alors :

E0

[
h

(∫ t

0

f(Xs)ds

)]
∼

t→+∞
ν([t,+∞[)W0

(
h

(∫ ga

0

f(Xs)ds

))
.

1.5 Extension à R
La construction deW précédente s’étend sans difficultés à des diffusions linéaires régulières

récurrentes nulles sur R tout entier. On suppose s de classe C1, strictement croissante et telle
que s(0) = 0. On note σa := sup{t ≥ 0, |Xt| = a}, et pour x ∈ R, x+ := max(x, 0) et
x− := −min(x, 0).

1.5.1 Tableau comparatif
Nous présentons, page suivante, un tableau qui reprend les principales quantités interve-

nant dans la construction de W.

Quelques remarques concernant le cas brownien

Lorsque (Xu, u ≥ 0) est un mouvement brownien issu de 0, la mesure W s’écrit :

W0 =

∫ +∞

0

1

2
√

2πu
e−

a2

2u

(
P0,u,a ◦ P↑a + P0,u,−a ◦ P↓−a

)
du

où, sous P↑a, (X↑t , t ≥ 0) est une diffusion issue de a de mesure de vitesse m(dy) = 2(y−a)2dy

et de fonction d’échelle s(y) = − 1

y − a , i.e. (X↑t = a + Rt, t ≥ 0) où (Rt, t ≥ 0) est un
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processus de Bessel de dimension 3 issu de 0. De même, sous P↓a, la diffusion (X↓t , t ≥ 0) a
même loi que (−a−Rt, t ≥ 0) où (Rt, t ≥ 0) est un processus de Bessel de dimension 3 issu
de 0. On retrouve ainsi la construction de [NRY09].

Signalons néanmoins que, toujours en prenant (Xu = Bu, u ≥ 0) un mouvement brownien
issu de 0, certaines des formules du tableau comparatif ci-après diffèrent légèrement, dans
leur écriture, de celles de [NRY09]. Cela est dû au fait que l’on travaille ici avec le temps
local (Lat , t ≥ 0) de (Bu, u ≥ 0) vu comme une diffusion, et non pas le temps local (lat , t ≥ 0)
de la martingale (Bu, u ≥ 0). Ces deux quantités sont proportionnelles : 2Lat = lat , de sorte
que l’on passe de l’une à l’autre des expressions par un facteur 2.
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,y

)
=

n
y
,−
a
(t

)

(s
(−
a
)
−
s(
y
))

(y
<
−
a
)

P 0
( σ

(t
)

a
∈
d
u
,X

t
∈
y
)

q(
u
,a
,0

)

s(
y
)
−
s(
a
)
P↑ a

(X
t−
u
∈
d
y
)
d
u

(y
>
a
)

      q(
u
,a
,0

)

s(
y
)
−
s(
a
)
P↑ a

(X
t−
u
∈
d
y
)
d
u

(y
>
a
)

q(
u
,−
a
,0

)

s(
−
a
)
−
s(
y
)
P↓ −

a
(X

t−
u
∈
d
y
)
d
u

(y
<
−
a
)

W
0

W
0

=

∫ +∞ 0

d
u
q(
u
,0
,a

)P
0
,u
,a
◦P
↑ a

W
0

=

∫ +∞ 0

( q(
u
,0
,a

)P
0
,u
,a
◦P
↑ a

+
q(
u
,0
,−
a
)P

0
,u
,−
a
◦P
↓ −
a

) d
u

W
0

(F
σ
a
)

E 0
[ ∫ +

∞

0

F
u
d
L
a u

]
E 0
[ ∫ +

∞

0

F
u

( dLa u
+
d
L
−
a

u

)]
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1.5.2 Pénalisation par (
∫ t
0
1{Xu>0}du, t ≥ 0)

On considère une diffusion (Xt, t ≥ 0) à valeurs dans R de mesure de vitesse m(dx) =
ρ(x)dx et de fonction d’échelle s de classe C1, strictement croissante et telle que s(0) = 0. On
définit :

At :=

∫ t

0

1{Xs≥0}ds, t ≥ 0.

Soit h : R+ −→ R+ une fonction décroissante et sous-exponentielle, i.e. il existe α, β > 0 tels
que, pour tout x ≥ 0

h(x) ≤ αe−βx. (1.21)

Nous allons étudier la pénalisation par (h(At), t ≥ 0).
Pour ce faire, on introduit les diffusions (X

(+)
t , t ≥ 0) et (X

(−)
t , t ≥ 0) définies respectivement

par :

− (X
(+)
t , t ≥ 0) est une diffusion sur R+, réfléchie en 0, de mesure de vitesse m(+)(dx) =

ρ(x)dx (x ≥ 0) et de fonction d’échelle s(+)(x) = s(x) (x ≥ 0). On note q(+)(t, x, y) sa
densité de transition et u(+)

λ (x, y) :=
∫ +∞

0
e−λtq(+)(t, x, y)dt son noyau résolvant.

− (X
(−)
t = −X̌t, t ≥ 0) où (X̌t, t ≥ 0) est une diffusion sur R+, réfléchie en 0, de mesure de

vitesse m̌([0, x]) = m([−x, 0]) (x ≥ 0) et de fonction d’échelle š(x) = −s(−x) (x ≥ 0). De
même, on note q(−)(t, x, y) sa densité de transition et u(−)

λ (x, y) :=
∫ +∞

0
e−λtq(−)(t, x, y)dt

son noyau résolvant.

Théorème 1.22. Supposons que la mesure de Lévy ν(−) du subordinateur (τ
(−)
l , l ≥ 0)

satisfasse l’Hypothèse 1.3. Alors :

E0 [h(At)] ∼
t→+∞

1

2
W (h(Ag0)) ν(−)([t,+∞[).

Démonstration. :
On écrit :∫ +∞

0

e−λtE0 [h(At)] dt =

∫ +∞

0

e−λtE0

[
h(At)1{Xt<0}

]
dt︸ ︷︷ ︸

I−

+

∫ +∞

0

e−λtE0

[
h(At)1{Xt>0}

]
dt︸ ︷︷ ︸

I+

.

Regardons I− :

I− =

∫ +∞

0

e−λtW
(
h(At)

s(Xt)
1{Xt<0}1{g0≤t}

)
dt

=

∫ +∞

0

e−λtW
(
h(Ag0)

s(Xt)
1{Xt<0}1{g0<t}

)
dt

=W
(∫ +∞

g0

e−λt
h(Ag0)

s(Xt)
1{Xt<0}dt

)
=W

(∫ +∞

0

e−λ(u+g0) h(Ag0)

s(Xg0+u)
1{Xg0+u<0}du

)
=

1

2
W
(
e−λg0h(Ag0)

) ∫ +∞

0

e−λuE↓0

[
1

s(Xu)

]
du.
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Le calcul se poursuit alors comme pour (1.20) et l’on obtient : I− =
1

2

W
(
e−λg0h(Ag0)

)
λu

(−)
λ (0, 0)

.

On procède de même pour I+ :

I+ =

∫ +∞

0

e−λtW
(
h(At)

s(Xt)
1{Xt>0}1{g0≤t}

)
dt

=

∫ +∞

0

e−λtW
(
h(Ag0 + t− g0)

s(Xt)
1{Xt>0}1{g0<t}

)
dt

=W
(∫ +∞

g0

e−λt
h(Ag0 + t− g0)

s(Xt)
1{Xt>0}dt

)
=W

(∫ +∞

0

e−λ(u+g0)h(Ag0 + u)

s(Xg0+u)
1{Xg0+u>0}du

)
=

1

2

∫ +∞

0

e−λuW
(
e−λg0h(Ag0 + u)

)
E↑0

[
1

s(Xu)

]
du

Or, h étant sous-exponentielle, on a, d’après (1.21) :

I+ ≤ α

2

∫ +∞

0

e−(λ+β)uW
(
e−λg0−βAg0

)
E↑0

[
1

s(Xu)

]
du

=
α

2

W
(
e−λg0−βAg0

)
(λ+ β)u

(+)
λ+β(0, 0)

−−−→
λ→0

α

2

W
(
e−βAg0

)
βu

(+)
β (0, 0)

<∞.

Ainsi, ∫ +∞

0

e−λtE0 [h(At)] dt ∼
λ→0

1

2

W (h(Ag0))

λu
(−)
λ (0, 0)

et il ne reste plus qu’à appliquer le Théorème Taubérien 1.4 pour conclure.

Remarque 1.23. En utilisant la dernière ligne du tableau comparatif, on a :

W
(
e−λg0h(Ag0)

)
= 2E0

[∫ +∞

0

e−λuh(Au)dLu

]
= 2

∫ +∞

0

E0

[
e−λτlh(Aτl)

]
dl

= 2

∫ +∞

0

E0

[
e−λ

∫ τl
0 1{Xs≤0}ds−λ

∫ τl
0 1{Xs>0}dsh

(∫ τl

0

1{Xs>0}ds

)]
dl.

Or, d’après Watanabe [Wat95],
(∫ τl

0

1{Xs>0}ds, l ≥ 0

)
et
(∫ τl

0

1{Xs≤0}ds, l ≥ 0

)
sont deux

subordinateurs indépendants ayant même loi que, respectivement, (τ
(+)
l , l ≥ 0) et (τ

(−)
l , l ≥ 0).

On obtient donc :

W
(
e−λg0h(Ag0)

)
= 2

∫ +∞

0

E0

[
e−λτ

(−)
l

]
E0

[
e−λτ

(+)
l h

(
τ

(+)
l

)]
dl

= 2

∫ +∞

0

E0

[
e−λτ

(+)
l h

(
τ

(+)
l

)]
e−l/u

(−)
λ (0,0)dl.
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En particulier, si h(x) = e−βx, il vient :

W
(
e−λg0−βAg0

)
= 2

∫ +∞

0

e−l/u
(+)
λ+β(0,0)−l/u(−)

λ (0,0)dl

=
2

1

u
(+)
λ+β(0,0)

+ 1

u
(−)
λ (0,0)

,

de sorte que l’on retrouve le résultat de Barlow-Pitman-Yor [BPY89] :

∫ +∞

0

e−λtE0

[
e−βAt

]
dt =

u
(+)
λ+β(0,0)

λ +
u
(−)
λ (0,0)

λ+β

u
(+)
λ+β(0, 0) + u

(−)
λ (0, 0)

.

L’équivalent du Théorème 1.22 s’écrit alors dans ce cas :

E0

[
e−βAt

]
∼

t→+∞
u

(+)
β (0, 0)ν(−)([t,+∞[).

On pénalise à présent la diffusion (Xt, t ≥ 0) par (h(At), t ≥ 0).

Théorème 1.24.
Supposons que la diffusion (Xt, t ≥ 0) soit solution de l’EDS : dXt = σ(Xt)dBt + b(Xt)dt.
Alors :
i) Le processus

M
(h)
t :=

1

W(h(Ag0))

(
ÊX+

t

[
W(h(a+ T̂0 +Ag0))

]
|a=At

− 2h(At)s(−X−t )

)
, t ≥ 0

=
2

W(h(Ag0))

(∫ +∞

0

h(At + u)q(+)(u,X+
t , 0)du− h(At)s(−X−t )

)
, t ≥ 0

est une martingale continue strictement positive qui converge p.s. vers 0.
ii) Soit u > 0. Pour tout Λu ∈ Fu, on a :

lim
t→+∞

E0 [1Λuh(At)]

E0 [h(At)]
= E0

[
1ΛuM

(h)
u

]
.

iii) Il existe une probabilité P(h)
0 définie sur (Ω,F∞) telle que :

P(h)
0 (Λu) = E0

[
1ΛuM

(h)
u

]
pour tout u ≥ 0 et tout Λu ∈ Fu.

iv) Sous P(h)
0 , A∞ est fini p.s. et admet pour densité :

P(h)
0 (A∞ ∈ dl) =

h(l)q(+)(l, 0, 0)

W(h(Ag0))
dl.

v) Soit g+ := sup{t ≥ 0; Xt ≥ 0}. On a P(h)
0 (g+ < +∞) = 1 et P(h)

0 admet la décomposi-
tion :

P(h)
0 =

2

W (h(Ag0))

∫ +∞

0

du q(u, 0, 0)h(Au)P0,u,0 ◦ P↓0.

En conséquence, le processus (Xg++u, u ≥ 0) sous P(h)
0 a même loi que le processus des

coordonnées sous P↓0.
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Démonstration.
1) Déterminons dans un premier temps l’asymptotique de t 7−→ Ex [h(At)].

- si x > 0, AT0
= T0 et :

Ex [h(At)] = Ex
[
h(At)1{t≤T0}

]
+ Ex

[
h(At)1{t>T0}

]
= Ex

[
h(t)1{t≤T0}

]
+ Ex

[
h(AT0

+At−T0
◦ θT0

)1{t>T0}
]

= h(t)Px (T0 > t) + Êx
[
E0

[
h(T̂0 +At−T̂0

)
]

1{t>T̂0}

]
.

Or, d’après la Remarque 1.20, pour une diffusion à valeurs dans R+ dont la mesure de Lévy
satisfait l’Hypothèse 1.3, on a :

Px (T0 > t) ∼
t→+∞

s(x)ν([t,+∞[).

Ainsi, pour x ≥ 0, en appliquant le Théorème 1.22, on obtient l’équivalent :

Ex [h(At)] ∼
t→+∞

1

2
Êx
[
W(h(T̂0 +Ag0))

]
ν(−)([t,+∞[)

puisque
h(t)

ν(−)([t,+∞[)
−−−−→
t→+∞

0.

- si x < 0, AT0
= 0 ; le raisonnement est le même, et l’on obtient :

Ex [h(At)] ∼
t→+∞

(
−h(0)s(x) +

1

2
W(h(Ag0)

)
ν(−)([t,+∞[).

2) Effectuons alors la pénalisation :

E0 [h(At+u)|Fu]

E0 [h(At)]
=

EXu [h(Au +At)]

E0 [h(At)]

−−−−→
t→+∞

1{Xu>0}

ÊXu
[
W(h(a+ T̂0 +Ag0))

]
|a=Au

W(h(Ag0))

+ 1{Xu≤0}
−2h(Au)s(Xu) +W(h(Au +Ag0))

W(h(Ag0))

=
1

W(h(Ag0))

(
ÊX+

u

[
W(h(a+ T̂0 +Ag0))

]
|a=Au

− 2h(Au)s(−X−u )

)
.

Simplifions à présent cette expression, en utilisant la dernière ligne du Tableau comparatif :

W(h(a+ T̂0 +Ag0)) = 2E0

[∫ +∞

0

h(a+ T̂0 +As)dLs

]
= 2E0

[∫ +∞

0

h(a+ T̂0 +Aτl)dl

]
= 2E0

[∫ +∞

0

h(a+ T̂0 + τ
(+)
l )dl

]
(d’après la Remarque 1.23).
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Ainsi :

Êx
[
W(h(a+ T̂0 +Ag0))

]
= 2 Êx

[
E0

[∫ +∞

0

h(a+ T̂0 + τ
(+)
l )dl

]]
= 2

∫ +∞

0

Êx
[
E0

[
h(a+ T̂0 + τ

(+)
l )

]]
dl

= 2

∫ +∞

0

Ex
[
h(a+ τ

(+)
l )

]
(d’après la propriété de Markov)

= 2

∫ +∞

0

Ex
[
h(a+ s)dL(+)

s

]
= 2

∫ +∞

0

h(a+ s)q(+)(s, x, 0)du. (1.22)

En remplaçant alors a par Au et x par X+
u , on obtient bien l’expression du Point (i).

3) Montrons à présent que (M
(h)
t , t ≥ 0) est une martingale, afin de pouvoir appliquer

le Théorème 0.2, ce qui prouvera directement les Points (i), (ii) et (iii). Rappelons que
(Xt, t ≥ 0) est une semi-martingale solution de l’EDS :

dXt = σ(Xt)dBt + b(Xt)dt

de sorte que son générateur s’écrit : G :=
1

2
σ2(x)

∂2

∂x2
+ b(x)

∂

∂x
. Appliquons la formule d’Itô :

W(h(Ag0))dMt =2

∫ +∞

0

h(At + u)
∂q(+)

∂x
(u,X+

t , 0)du dX+
t

+

∫ +∞

0

h(At + u)
∂2q(+)

∂x2
(u,X+

t , 0)du d〈X+〉t

+ 2h(Au)
∂s

∂x
(−X−t )dX−t − h(Au)

∂2s

∂x2
(−X−t )d〈X−〉t

+ 2 1{Xt>0}

∫ +∞

0

h′(At + u)q(+)(u,X+
t , 0)du dt− 2 1{Xt>0}h

′(At)s(−X−t )dt.

Comme s(0) = 0, le dernier terme est nul. Par ailleurs, (X+
t , t ≥ 0) et (X−t , t ≥ 0) étant des

semi-martingales, on peut utiliser la formule d’Itô-Tanaka :

W(h(Ag0))dMt =2

∫ +∞

0

h(At + u)
∂q(+)

∂x
(u,X+

t , 0)du

(
1{Xt>0}(σ(Xt)dBt + b(Xt)dt) +

1

2
dLt

)
+

∫ +∞

0

h(At + u)
∂2q(+)

∂x2
(u,X+

t , 0)du 1{Xt>0}σ
2(Xt)dt

+ 2h(At)
∂s

∂x
(−X−t )

(
−1{Xt≤0}(σ(Xt)dBt + b(Xt)dt) +

1

2
dLt

)
− h(At)

∂2s

∂x2
(−X−t )1{Xt≤0}σ

2(Xt)dt

+ 2 1{Xt>0}

∫ +∞

0

h′(At + u)q(+)(u,X+
t , 0)du dt.

Regroupons à présent les différents termes :
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• Termes en temps local dLt :(∫ +∞

0

h(At + u)
∂q(+)

∂x
(u,X+

t , 0)|X+
t =0du+ h(At)s

′(0)

)
dLt. (1.23)

Pour prouver que ce terme est nul, introduisons la diffusion (X̃t, t ≥ 0) à valeurs dans R+,
réfléchie en 0, dont la mesure de vitesse et la fonction d’échelle sont données par :{

s̃(x) = m([0, x])

m̃(dx) = s′(x)dx.

Nous verrons au Chapitre 3, Proposition 3.37, que les diffusions (X
(+)
t , t ≥ 0) et (X̃t, t ≥ 0)

sont liées par la relation suivante :

∂q(+)

∂x
(u, 0, x) = −ñx,0(u)s′(x),

où ñx,0 désigne la densité du temps d’atteinte du niveau 0 par la diffusion (X̃t, t ≥ 0) issue
de x. Ainsi,

2

∫ +∞

0

h(At + u)
∂q(+)

∂x
(u, 0, x)du = −2

∫ +∞

0

h(At + u)ñx,0(u)s′(x)du

= −2s′(x)Ẽx
[
h(At + T̃0)

]
−−−→
x→0

−2s′(0)h(At)

ce qui prouve que (1.23) est nulle.

• Termes en dt contenant la fonction d’échelle :

−2h(At)1{Xt≤0}

(
1

2
σ2(Xt)

∂2s

∂x2
(Xt) + b(Xt)

∂s

∂x
(Xt)

)
= −h(At)1{Xt≤0}Gs(Xt) = 0

car s est une fonction d’échelle de la diffusion (Xt, t ≥ 0).

• Termes en dt restants :

21{Xt≥0}b(Xt)

∫ +∞

0

h(At + u)
∂q(+)

∂x
(u,X+

t , 0)du

+ 1{Xt≥0}σ
2(Xt)

∫ +∞

0

h(At + u)
∂2q(+)

∂x2
(u,X+

t , 0)du

+ 21{Xt≥0}

∫ +∞

0

h′(At + u)q(+)(u,X+
t , 0)du

que l’on réécrit, en intégrant le dernier terme par partie et en factorisant, sous la forme :

21{Xt≥0}

∫ +∞

0

h(At + u)

(
1

2
σ2(Xt)

∂2q(+)

∂x2
+ b(Xt)

∂q(+)

∂x
− ∂q(+)

∂u

)
(u,X+

t , 0)du.

Or, (x, u) 7−→ q(+)(u, x, 0) est justement solution de l’équation différentielle parabolique
∂q(+)

∂u
(u, x, 0) = Gq(+)(u, x, 0), de sorte que ce dernier terme est nul également.

34



1.5. Extension à R

Ainsi (M
(h)
t , t ≥ 0) est une martingale locale, clairement positive.

Pour montrer que (M
(h)
t , t ≥ 0) est une vraie martingale, nous allons montrer que la fa-

mille (MT , T temps d’arrêt borné par K) est uniformément intégrable. En effet :

W(h(Ag0))E0

[
M

(h)
T 1{

M
(h)
T ≥n

}]
= E0

[(
ÊX+

T

[
W
(
h(T̂0 +Ag0 + a)

)]
|a=AT

− 1{
XT<0

}2h(AT )s(XT )

)
1{

M
(h)
T ≥n

}]
≤ E0

[(
W(h(Ag0))− 2h(AT )1{

XT<0
}(N

(0)
T − 2LT )

)
1{

M
(h)
T ≥n

}] (car h est décroissante)

≤ W(h(Ag0))P
(
M

(h)
T ≥ n

)
+ 4αE0

[
LK1{

M
(h)
T ≥n

}]− 2E0

[
1{

XT<0
}h(AT )N

(0)
K 1{

M
(h)
T ≥n

}]
≤ W(h(Ag0))P

(
sup
t≤K

M
(h)
t ≥ n

)
+ 4αE0

[
LK1{

sup
t≤K

M
(h)
t ≥n

}]+ 2αE0

[
|N (0)

K |1{ sup
t≤K

M
(h)
t ≥n

}]
−−−−−→
n→+∞

0 uniformément en T .

Par conséquent, la famille (MT , T temps d’arrêt borné par K) est uniformément intégrable
et (M

(h)
t , t ≥ 0) est une P-martingale positive. En conséquence, M (h) converge P-p.s. et,

en introduisant la famille de temps d’arrêt (Cl := inf{t ≥ 0; At > l}, l ≥ 0), on constate,
puisque XCl ≥ 0, que

M
(h)
Cl

=
1

W(h(Ag0))

(
ÊX+

Cl

[
W
(
h(T̂0 +Ag0 + l)

)])
≤ W (h(Ag0 + l))

W(h(Ag0))
−−−−→
l→+∞

0.

4) Pour déterminer la loi de A∞, on applique le théorème d’arrêt de Doob :

P(h) (At > l) = E0

[
1{Cl<t}M

(h)
t

]
= E0

[
1{Cl<t}

1

W(h(Ag0))

∫ +∞

0

h(l + u)q(+)(u,X+
Cl
, 0)du

]
−−−−→
t→+∞

1

W(h(Ag0))

∫ +∞

0

h(l + u)E0

[
q(+)(u,X+

Cl
, 0)
]
du.

Or, d’après [Wat95], (XCl , l ≥ 0)
(loi)
= (X

(+)
l , l ≥ 0), et d’après la relation (1.11), le processus

(q(+)(v − l,X(+)
l , 0), l < v) est une martingale, de sorte que :

E0

[
q(+)(u,X+

Cl
, 0)
]

= E0

[
q(+)(u,X

(+)
l , 0)

]
= E0

[
q(+)(u+ l − l,X(+)

l , 0)
]

= q(+)(u+ l, 0, 0)

et

P(h) (A∞ > l) =
1

W(h(Ag0))

∫ +∞

0

h(l + u)q(+)(u+ l, 0, 0)du

=
1

W(h(Ag0))

∫ +∞

l

h(v)q(+)(v, 0, 0)dv.
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5) Décrivons finalement le processus des coordonnées sous P(h).
On introduit g(t)

+ := sup{s ≤ t; Xs ≥ 0}. Soient F,G, ϕ trois fonctionnelles boréliennes
bornées. Nous allons procéder comme pour la preuve du Théorème 1.13 de représentation
intégrale de P(λ,a) :

E(h)
0

[
F
(
Xs, s ≤ g(t)

+

)
ϕ
(
g

(t)
+

)
G
(
X
g
(t)
+ +s

, s ≤ t− g(t)
+

)]
= E0

[
F
(
Xs, s ≤ g(t)

+

)
ϕ
(
g

(t)
+

)
G
(
X
g
(t)
+ +s

, s ≤ t− g(t)
+

)
M

(h)
t

(
1{g(t)+ =t} + 1{g(t)+ <t}

)]
= I1 + I2.

Tout d’abord, {g(t)
+ = t} = {Xt ≥ 0}, donc :

I1 = E0

F (Xs, s ≤ t)ϕ(t)G(Xt)

ÊX+
t

[
W(h(a+ T̂0 +Ag0))

]
|a=At

W(h(Ag0))
1{g(t)+ =t}

 −−−−→
t→+∞

0

par convergence dominée, car (Xt, t ≥ 0) est récurrente sous P et donc At −−−−→
t→+∞

+∞ P-p.s.

Ensuite {g(t)
+ < t} = {Xt < 0}, et, sur l’évènement {g(t)

+ < t}, g(t)
+ = g

(t)
0 , d’où :

I2 = E0

[
F (Xs, s ≤ g(t)

0 )ϕ(g
(t)
0 )G(X

g
(t)
0 +s

, s ≤ t− g(t)
0 )

(W(h(a+Ag0))|a=At

W(h(Ag0))
− h(At)s(Xt)

W (h(Ag0)))

)
1{Xt<0}

]
= I3 + I4.

Par convergence dominée, il vient à nouveau :

I3 = E0

[
F (Xs, s ≤ g(t)

0 )ϕ(g
(t)
0 )G(X

g
(t)
0 +s

, s ≤ t− g(t)
0 )
W(h(a+Ag0))|a=At

W(h(Ag0))
1{Xt<0}

]
−−−−→
t→+∞

0,

et il ne reste plus qu’à évaluer I4.
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1.5. Extension à R
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)
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)

0
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t
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0
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<
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∞
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∈
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t
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<
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Chapitre 2

Pénalisation d’une diffusion
récurrente positive

2.1 Introduction

2.1.1 Motivations

Nous allons traiter ici un cas qui ne rentre pas dans le cadre précédent des diffusions
linéaires récurrentes nulles. Soit b ∈]0,+∞[. On considère une diffusion linéaire régulière
récurrente (Xt, t ≥ 0) à valeurs dans I = [0, b], à échelle naturelle (c’est-à-dire s(x) = x),
0 et b étant des barrières instantanément réfléchissantes. On suppose toujours (Xt, t ≥ 0)
définie sur l’espace canonique Ω := C(R+,R+) et l’on note (Ft, t ≥ 0) sa filtration naturelle,
et F∞ :=

∨
t≥0

Ft. On suppose par ailleurs que sa mesure de vitesse m(dx) = m(x)dx est

absolument continue par rapport à la mesure de Lebesgue.
Notre objectif ici est pénaliser cette diffusion récurrente positive par (eαLt , t ≥ 0) où α ∈ R
et (Lt, t ≥ 0) désigne le temps local en 0 de (Xt, t ≥ 0). Comme précédemment, notre ap-
proche de cette pénalisation consiste dans un premier temps à déterminer un équivalent de
t 7−→ Ex

[
eαLt

]
lorsque t tend vers +∞.

2.1.2 Enoncé des principaux résultats

Soit α > 0. Comme b+m([0, b]) <∞, l’équation :

α+
1

u−r2(0, 0)
= 0 (2.1)

admet un nombre dénombrable de solutions, lesquelles sont toutes réelles, et l’on note r2 celle
de plus petit module (voir Lemme 2.10). De même, on note ρ2 l’unique solution dans R+ de
l’équation :

− α+
1

uρ2(0, 0)
= 0. (2.2)

Nous pouvons alors énoncer un premier résultat :

Théorème 2.1. Soient α > 0 et r2, ρ2 définis par les équations (2.1) et (2.2).
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Chapitre 2. Pénalisation d’une diffusion récurrente positive

i) Sous l’Hypothèse 2.12 (voir Section 2.2), on a :

Ex
[
e−αLt

]
∼

t→+∞

1

r2
u−r2(0, x)

1
∂
∂zuz(0, 0)

∣∣
z=−r2

exp(−r2t). (2.3)

ii) Sous l’Hypothèse 2.16 (voir Sous-section 2.3.5), on a :

Ex
[
eαLt

]
∼

t→+∞
− 1

ρ2
uρ2(0, x)

1
∂
∂zuz(0, 0)

∣∣
z=ρ2

exp(ρ2t) (2.4)

Ce résultat permet alors d’obtenir notre principe de pénalisation :

Théorème 2.2.
Soient α > 0 et r2, ρ2 définis par les équations (2.1) et (2.2). Pour x ∈ [0, b], les processus(

M
(−α)
t := exp

(
r2t− αLt

) u−r2(0, Xt)

u−r2(0, x)
, t ≥ 0

)
et, (

M
(+α)
t := exp

(
−ρ2t+ αLt

) uρ2(0, Xt)

uρ2(0, x)
, t ≥ 0

)
sont des P-martingales continues, strictement positives, qui convergent vers 0 lorsque t →
+∞. De plus, sous les Hypothèses 2.12 et 2.16, le principe de pénalisation est satisfait :
i) Soit s > 0 et x ∈ [0, b]. Pour tout Λs ∈ Fs, on a :

lim
t→+∞

Ex
[
1Λse

±αLt
]

Ex [e±αLt ]
= Ex

[
1ΛsM

(±α)
s

]
.

ii) Il existe
(
P(±α)
x

)
x∈[0,b]

une famille de probabilités définies sur (Ω,F∞) telle que :

P(±α)
x (Λu) = Ex

[
1ΛuM

(±α)
u

]
pour tout u ≥ 0 et tout Λu ∈ Fu.

On étudie à présent la loi du processus des coordonnées sous P(±α) :

Théorème 2.3.
Soient α > 0 et r2, ρ2 définis par les équations (2.1) et (2.2). On suppose que les Hypothèses
2.12 et 2.16 sont vérifiées. Alors :
i) Sous P(±α), le processus des coordonnées (Xt, t ≥ 0) est une diffusion dont le générateur

infinitésimal s’écrit :
G(−α)f(x) :=

1

m(x)
f ′′(x) +

2

m(x)u−r2(0, x)

∂u−r2(0, x)

∂x
f ′(x),

G(+α)f(x) :=
1

m(x)
f ′′(x) +

2

m(x)uρ2(0, x)

∂uρ2(0, x)

∂x
f ′(x),

(2.5)

sur le domaine : D(G(±α)) :=
{
f : G(±α)f ∈ Cb([0, b]), f ′(0+) = f ′(b−) = 0

}
.

ii) Sous P(±α), la densité de la mesure de Lévy du subordinateur (τl, l ≥ 0) est donnée par :{
n(−α)(u) = er

2un(u),

n(+α)(u) = e−ρ
2un(u),

où n est la densité de la mesure de Lévy de (τl, l ≥ 0) sous P.
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iii) L∞ =∞ P(±α)−p.s.
D’autres caractéristiques, telles que la mesure de vitesse et la fonction d’échelle de la

diffusion pénalisée seront également calculées au cours de la preuve, voir Section 2.3. Remar-
quons que les expressions dans les deux cas sont très similaires, et que l’on peut formellement
déduire l’une de l’autre en remplaçant α par −α (resp. −α par α) et ρ par ir (resp. r par iρ).
Une idée naturelle est alors de considérer une double pénalisation, c’est-à-dire de pénaliser
dans un premier temps P par (eαLt , t ≥ 0), puis, dans un second temps, P(α) par (eβLt , t ≥ 0).
Le résultat de ces deux opérations est très simple et peut être résumé dans un diagramme
commutatif, comme présenté ci-dessous :

Théorème 2.4. Soient α, β ∈ R. On suppose que les Hypothèses 2.12 et 2.16 sont vérifiées.
Alors, le diagramme de pénalisation suivant est commutatif :

P
(eαLt ,t≥0) //

(e(α+β)Lt ,t≥0)

$$IIIIIIIIIIIIIIIIIIII P(α)

(eβLt ,t≥0)

��
P(α+β) = P(α)(β)

En particulier, P(α)(−α) = P.

Notons que ce théorème ressemble beaucoup à la Proposition 3.2 de [PY81] concernant les
diffusions conditionnées.

Remarque 2.5. Si (Xt, t ≥ 0) est une diffusion linéaire dont la fonction d’échelle s est une
fonction C1 strictement croissante telle que s(0) = 0, on a, d’après la formule des temps
d’occupation L0

t (X) = L0
t (s(X)). Il s’ensuit que :

Ex
[
e−αL

0
t (X)

]
= Es(x)

[
e−αL

0
t (s(X))

]
∼

t→+∞

1

r2
u−r2(0, s(x))

1
∂
∂zuz(0, 0)

∣∣
z=−r2

e−r
2t

et, pour Λu ∈ Fu :

P(α,X)
x (Λu) = lim

t→+∞

Ex
[
1Λue

−αL0
t (X)

]
Ex
[
e−αL

0
t (X)

] = lim
t→+∞

Es(x)

[
1Λue

−αL0
t (s(X))

]
Es(x)

[
e−αL

0
t (s(X))

] = P(α,s(X))
s(x) (Λu).

Par conséquent, nous ne considérerons par la suite que la probabilité équivalente sous laquelle
(Xt, t ≥ 0) est une diffusion linéaire à échelle naturelle.

2.1.3 Plan
Le reste de ce chapitre se décompose en cinq parties :

- Dans la Section 2.2, nous prouvons le Théorème 2.1, en ne traitant que le cas de l’asymp-
totique de t 7−→ E

[
e−αLt

]
(α > 0). L’idée générale de la preuve repose sur le prolongement

analytique de la transformée de Laplace de t 7→ E
[
e−αLt

]
, ainsi qu’une application du théo-

rème des résidus.
- Dans la Section 2.3, nous prouvons les Théorèmes 2.2 et 2.3, toujours dans le cas de la

pénalisation par
(
e−αLt , t ≥ 0

)
. La pénalisation par

(
eαLt , t ≥ 0

)
étant très similaire, nous

n’en donnons que quelques éléments dans la Sous-section 2.3.5
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- Dans la Section 2.4, nous prouvons le Théorème 2.4, i.e. le principe d’itération des
pénalisations.

- Finalement, dans la Section 2.5, nous obtenons des formules explicites lorsque (Xt, t ≥
0) est un mouvement brownien réfléchi en 0 et en 1, et même plus généralement lorsque
(Xt, t ≥ 0) est un processus de Bessel de dimension δ ∈]0, 2[ réfléchi en 1.

2.2 Etude asymptotique
Soit α > 0. Nous allons dans cette section déterminer un équivalent de t 7→ Ex

[
e−αLt

]
lorsque t tend vers +∞. Rappelons que dans ce chapitre (Xt, t ≥ 0) est une diffusion récur-
rente positive réfléchie sur [0, b] et telle que b+m([0, b]) <∞. Comme précédemment, notre
approche est basée sur l’étude de la transformée de Laplace de t 7→ Ex

[
e−αLt

]
. En effet,

cette quantité peut être exprimé explicitement à l’aide de la résolvante de (Xt, t ≥ 0), comme
indiqué dans le lemme suivant.

Lemme 2.6. On a :∫ ∞
0

e−λtEx
[
e−αLt

]
dt =

1

λ
− uλ(0, x)

λuλ(0, 0)

1

1 + 1
αuλ(0,0)

. (2.6)

Démonstration.
Soit λ > 0.∫ ∞

0

e−λtEx
[
e−αLt

]
dt = Ex

[∫ ∞
0

e−λte−αLtdt

]
= Ex

[
1

λ
− α

λ

∫ ∞
0

e−λte−αLtdLt

]
(en intégrant par parties)

=
1

λ
− α

λ

∫ ∞
0

Ex
[
e−λτl

]
e−αldl (en posant Lt = l). (2.7)

Par conséquent, en utilisant (2.7) et (1.3), on obtient :∫ ∞
0

e−λtEx
[
e−αLt

]
dt =

1

λ
− α

λ

uλ(0, x)

uλ(0, 0)

∫ ∞
0

exp(−l/uλ(0, 0)− αl)dl

=
1

λ
− α

λ

uλ(0, x)

uλ(0, 0)

1

α+ 1
uλ(0,0)

=
1

λ
− uλ(0, x)

λuλ(0, 0)

1

1 + 1
αuλ(0,0)

.

Remarque 2.7. Ce calcul peut se faire de manière plus générale, pour toute fonction f
bornée, de classe C1 et intégrable sur R+. On obtient alors :∫ +∞

0

e−λtEx [f(Lt)] dt =
f(0)

λ
+

uλ(0, x)

λuλ(0, 0)

(
−f(0) +

1

uλ(0, 0)

∫ +∞

0

e
− l
uλ(0,0) f(l)dl

)
.

Déterminons à présent la limite de
∫∞

0
e−λtEx

[
e−αLt

]
dt lorsque λ → 0. Il s’agit donc,

d’après (2.6), de déterminer les comportements asymptotiques de λ → uλ(0, 0) et de λ →
uλ(0, x).
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Nous allons pour cela nous appuyer à nouveau sur la théorie de Krein ([DM76, Chapter
V p.162]) au travers de la représentation du noyau résolvant uλ :

uλ(x, y) = Φ(x, λ) (uλ(0, 0)Φ(y, λ)−Ψ(y, λ)) pour x ≤ y (2.8)

avec Φ et Ψ solutions, pour x ∈ [0, b], de :
Φ(x, λ) = 1 + λ

∫ x

0

dy

∫ y

0

Φ(s, λ)m(ds) = 1 + λ

∫ x

0

(x− s)Φ(s, λ)m(ds)

Ψ(x, λ) = x+ λ

∫ x

0

dy

∫ y

0

Ψ(s, λ)m(ds) = x+ λ

∫ x

0

(x− s)Ψ(s, λ)m(ds),
(2.9)

Lemme 2.8. On dispose des estimations asymptotiques suivantes :

uλ(0, 0) ∼
λ→0

1

λm([0, b])

et
uλ(0, x)

uλ(0, 0)
=
λ→0

1 + λ

(∫ x

0

(x− s)m(ds)− xm([0, b])

)
+ o(λ).

En conséquence,∫ ∞
0

Ex
[
e−αLt

]
dt = m([0, b])

(
x+

1

α

)
−
∫ x

0

(x− s)m(ds).

Démonstration.
Puisque b+m([0, b]) <∞ et que b est une barrière réfléchissante, le noyau résolvant s’exprime
d’après [KK74, p.34] :

uλ(0, 0) =
Ψ′(b, λ)

Φ′(b, λ)
. (2.10)

En dérivant (2.9) par rapport à x, il vient :

uλ(0, 0) =
1 + λ

∫ b
0

Ψ(s, λ)m(ds)

λ
∫ b

0
Φ(s, λ)m(ds)

=
1

λm([0, b])
+ o

(
1

λ

)
(λ→ 0). (2.11)

Ainsi, la définition (2.8) implique :

uλ(0, x)

uλ(0, 0)
= Φ(x, λ)− Ψ(x, λ)

uλ(0, 0)

= Φ(x, λ)− x+ λ
∫ x

0
(x− s)Ψ(s, λ)m(ds)

1
λm([0,b]) + o

(
1
λ

)
= Φ(x, λ)− λm([0, b])

(
x+ λ

∫ x

0

(x− s)Ψ(s, λ)m(ds)

)
(1 + o(1))

=
λ→0

1 + λ

(∫ x

0

(x− s)m(ds)− xm([0, b])

)
+ o(λ). (2.12)

Il s’ensuit alors, en utilisant (2.11), (2.12) et (2.6) que :
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∫ ∞
0

e−λtEx
[
e−αLt

]
dt

=
λ→0

1

λ

(
1−

(
1 + λ

(∫ x

0

(x− s)m(ds)− xm([0, b])

)
+ o(λ)

)
1

1 + λm([0,b])
α + o(λ)

)

=
λ→0

1

λ

(
1−

(
1 + λ

(∫ x

0

(x− s)m(ds)− xm([0, b])

)
+ o(λ)

)(
1− λm([0, b])

α
+ o(λ)

))
∼
λ→0

m([0, b])

(
x+

1

α

)
−
∫ x

0

(x− s)m(ds),

et l’on obtient le résultat par convergence monotone.

Remarque 2.9. Notons que le Lemme 2.8 implique que l’on ne peut pas appliquer le Théo-
rème Taubérien 1.4 puisque le taux de décroissance de λ 7→

∫∞
0
e−λtEx

[
e−αLt

]
dt n’est pas

polynomial.

Notre approche consiste à présent à étendre la relation (2.6) pour λ dans le plan complexe,
afin d’appliquer la formule de la transformée de Fourier inverse. On définit :

L1(z) :=

∫ ∞
0

e−ztEx
[
e−αLt

]
dt. (2.13)

D’après le Lemme 2.8, L1 est bien définie sur {z ∈ C;Re(z) ≥ 0}, et holomorphe sur {z ∈
C;Re(z) > 0}. Introduisons alors :

f(s) =


0 si s ≤ −1

s+ 1 si − 1 ≤ s ≤ 0

Ex
[
e−αLs

]
si s ≥ 0,

et
L2(z) :=

∫
R
e−ztf(t)dt. (2.14)

Il est clair que :

L2(z) =

∫ 0

−1

e−zt(1 + t)dt+

∫ ∞
0

e−ztEx
[
e−αLt

]
dt

= −1

z
− 1− ez

z2
+ L1(z). (2.15)

Par conséquent, L2 est à nouveau bien définie sur {z ∈ C;Re(z) ≥ 0} et holomorphe sur {z ∈
C;Re(z) > 0}. D’après le Lemme 2.8, f appartient à L1(R), et admet donc une transformée
de Fourier :

f̂(v) :=

∫
R
eivtf(t)dt = L2(−iv), v ∈ R. (2.16)

Notre but à présent est de prouver que f̂ ∈ L1(R) afin de pouvoir inverser cette transformée.
Commençons par réécrire L2 à l’aide de (2.6). Faisant z = λ > 0 dans (2.15), il vient :

L2(λ) = −1− eλ
λ2

− uλ(0, x)

λuλ(0, 0)

α

α+ 1
uλ(0,0)

.
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Définissons :
H2(z) := −1− ez

z2
− uz(0, x)

zuz(0, 0)

α

α+ 1
uz(0,0)

. (2.17)

Lemme 2.10. H2 est une fonction méromorphe sur C, dont les pôles appartiennent tous
à l’axe des réels négatifs R∗−. On note r2 celui de plus petit module, lequel est solution de

l’équation :
1

u−r2(0, 0)
+ α = 0.

Démonstration.
Rappelons ([KK74, Lemma 2.3 p.35 et Point 11.8 p.77]) que λ 7→ uλ(0, 0) admet un prolon-
gement méromorphe à C, dont les pôles (−γ2

n)n∈N et les zéros (−ω2
n)n∈N∗ sont tous négatifs.

Ainsi, d’après (2.8), puisque Φ(x, λ) et Ψ(x, λ) sont des fonctions entières en la variable
λ, λ 7→ uλ(0, x) admet également un prolongement méromorphe à C, dont les pôles sont
(−γ2

n)n∈N. De plus, de l’identité ([KK74, Lemma 2.2, p. 34]) :

Im(λ)

∫ b

0

∣∣∣∣Φ(x, λ)− Ψ(x, λ)

uλ(0, 0)

∣∣∣∣2m(dx) = Im(uλ(0, 0))

on déduit que uλ(0, 0) est réel si et seulement si λ est réel. Mais, lorsque λ > 0, il est clair

d’après (1.1) que uλ(0, 0) > 0. Par conséquent, l’équation
1

uz(0, 0)
+α = 0 ne peut admettre de

solutions que dans R−. Or, d’après ([DM76, Chapter V.6, p.182]), puisque
∫ b

0

xm(dx) < +∞,
on a :
i) γ0 = 0,
ii) les zéros (−ω2

n)n∈N∗ et les pôles (−γ2
n)n∈N sont entrelacés,

iii) pour λ ∈ R, le graphe de λ 7→ 1

u−λ2(0, 0)
est tel que représenté Figure 2.1.

En particulier, l’équation
1

uλ(0, 0)
+α = 0 admet une unique solution λ = −r2 dont le module

est strictement plus petit que ω2
1 . Ainsi, la fonction z 7→ α

α+ 1
uz(0,0)

est méromorphe sur C

et tous ses pôles appartiennent à l’axe des réels négatifs. Finalement, il est clair que la partie

z 7→ −1− ez
z2

est holomorphe sur C∗ et que 0 n’est pas un pôle de H2 (d’après le Lemme
2.8) ; on peut donc en conclure que H2 est une fonction méromorphe sur C dont l’unique pôle
dans {z ∈ C;Re(z) > −ω2

1} est −r2.

Remarque 2.11. Un argument de prolongement analytique permet de prouver que l’égalité
L2(z) = H2(z) a lieu pour z ∈ {z ∈ C;Re(z) ≥ 0}. En particulier, d’après (2.16), on a

f̂(v) = L2(−iv) = H2(−iv) (v ∈ R).

On ajoute à présent l’hypothèse technique suivante, qui nous assure que f̂ soit dans L1(R) :

Hypothèse 2.12.
On suppose qu’il existe β > 0 et c ∈]r2, ω2

1 [ tels que, pour z ∈ {z ∈ C;−c ≤ Re(z) ≤ 0} :

uz(0, 0) =
|z|→+∞

O
(

1

|z|β
)
.
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✻

✲γ0 = 0
r−r ω1

γ1

−α

−γ1

−ω2 −ω1 ω2

1

Figure 2.1 – Graphe de λ 7→ 1/u−λ2(0, 0).

Cette hypothèse est par exemple satisfaite par le mouvement brownien réfléchi sur [0, b], et
plus généralement par les processus de Bessel de dimension δ ∈]0, 2[ réfléchis en b, voir Section
2.5. Son intérêt apparaît dans le lemme suivant :

Lemme 2.13. Supposons que l’Hypothèse 2.12 soit satisfaite. Alors,
i) Pour tout a ∈ [0, c]\r2, la fonction : v 7→ H2(−a+ iv) est intégrable sur R, et tend vers

0 quand v → ±∞.
ii) H2 est bornée sur les domaines {z ∈ C,−c ≤ Re(z) ≤ 0, Im(z) ≥ 1} et {z ∈ C,−c ≤

Re(z) ≤ 0, Im(z) ≤ −1}.
Démonstration.
i) Tout d’abord, il est clair d’après le Lemme 2.10 que, dans le domaine {z ∈ C;−c ≤
Re(z) ≤ 0}, H2 est une fonction méromorphe dont le seul pôle est −r2. Par conséquent,
pour a ∈ [0, c]\r2, la fonction v 7→ H2(−a+ iv) est continue sur R, et il suffit de vérifier son
intégrabilité aux voisinages de ±∞.

H2(−a+ iv) = −u−a+iv(0, x)

u−a+iv(0, 0)

α

(−a+ iv)
(
α+ 1

u−a+iv(0,0)

) − 1− e−a+iv

(−a+ iv)2︸ ︷︷ ︸
intégrable en ±∞

. (2.18)

D’un coté on a, en utilisant (1.3) :∣∣∣∣u−a+iv(0, x)

u−a+iv(0, 0)

∣∣∣∣ =
∣∣∣Ex [e(a−iv)T0

]∣∣∣ ≤ Eb
[
ecT0

]
<∞, (2.19)

et de l’autre, grâce à l’Hypothèse 2.12,

α

(−a+ iv)
(
α+ 1

u−a+iv(0,0)

) =
u−a+iv(0, 0)

(−a+ iv)

(
α

1 + αu−a+iv(0, 0)

)
=

v→±∞
O
(

1

|v|1+β

)
.

(2.20)
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Ainsi, en rassemblant (2.19) et (2.20), il vient :

u−a+iv(0, x)

u−a+iv(0, 0)

α

(−a+ iv)
(
α+ 1

u−a+iv(0,0)

) =
v→±∞

O
(

1

|v|1+β

)
. (2.21)

Par conséquent, (2.18) et (2.21) impliquent que v 7→ H2(−a+ iv) appartient à L1(R).

ii) Plus généralement, (2.21) peut s’écrire, pour z ∈ {z ∈ C,−c ≤ Re(z) ≤ 0} :

uz(0, x)

uz(0, 0)

α

z
(
α+ 1

uz(0,0)

) =
|z|→+∞

O
(

1

|z|1+β

)
. (2.22)

On ne prouve la bornitude de H2 que sur {z ∈ C,−c ≤ Re(z) ≤ 0, Im(z) ≥ 1}. Le même
raisonnement s’applique pour l’autre cas. Soit ε > 0. D’après (2.22), il existe M > 0 tel que,
pour tout z ∈ {z ∈ C,−c ≤ Re(z) ≤ 0} satisfaisant |z| ≥ Im(z) ≥M , on ait :

|H2(z)| < ε.

Par conséquent H2 est bornée sur le domaine {z ∈ C,−c ≤ Re(z) ≤ 0, M ≤ Im(z)}. Mais,
puisque H2 est continue, elle est également bornée sur le domaine compact {z ∈ C,−c ≤
Re(z) ≤ 0, 1 ≤ Im(z) ≤M}. Ceci achève la preuve du Lemme 2.13.

En particulier, pour a = 0, on obtient que f̂ ∈ L1(R). On peut donc appliquer la transformée
de Fourier inverse :

f(t) =
1

2π

∫
R
e−ivtf̂(v)dv =

1

2π

∫
R
e−ivtH2(−iv)dv. (2.23)

Pour obtenir un équivalent de f(t) lorsque t tend vers +∞, on considère le contour
d’intégration ∆R = ∆1

R ∪∆2
R ∪∆3

R ∪∆4
R de la Figure 2.2, sur lequel nous allons appliquer le

théorème des résidus à la fonction méromorphe z 7→ etzH2(z).

Lemme 2.14. Soient t > 0 fixé et r2 < c < ω2
1.

i) Lorsque R→ +∞ :∮
∆R

etzH2(z)dz −−−−−→
R→+∞

2iπf(t) +

∫
∆3
∞

etzH2(z)dz, (2.24)

où ∆3
∞ correspond à l’axe −c+ iR.

ii) Il existe une constante K(x) indépendante de t telle que :∣∣∣∣∣
∫

∆3
∞

etzH2(z)dz

∣∣∣∣∣ ≤ K(x)e−ct. (2.25)

Démonstration.
On étudie chaque côté du rectangle séparément :

1) On paramétrise ∆1
R par z = iv; −R ≤ v ≤ R. D’après (2.23) :∫

∆1
R

etzH2(z)dz = i

∫ R

−R
eitvH2(iv)dv = i

∫ R

−R
e−itvH2(−iv)dv −−−−−→

R→+∞
2iπf(t). (2.26)
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✻

✲
0

R

∆1
R

−R

∆2
R

∆3
R

∆4
R

−ω2
1 −c −r2

✛

❄

❄

✲

✻

✻

1

Figure 2.2 – Contour d’intégration : ∆R = ∆1
R ∪∆2

R ∪∆3
R ∪∆4

R

2) Soit {z = −a+ iR; 0 ≤ a ≤ c} une paramétrisation de ∆2
R. Alors :∫

∆2
R

etzH2(z)dz =

∫ c

0

et(−a+iR)H2(−a+ iR)da.

D’après le Lemme 2.13, la fonction z 7→ H2(z) est bornée sur {z ∈ C,−c ≤ Re(z) ≤
0, Im(z) ≥ 1}, et lim

R→+∞
H2(−a+ iR) = 0. Ainsi, on peut appliquer le théorème de conver-

gence dominée pour obtenir :

lim
R→+∞

∫
∆2
R

etzH2(z)dz = 0. (2.27)

3) On paramétrise ∆4
R par z = −a− iR; 0 ≤ a ≤ c.

La preuve sur ce segment est la même que sur ∆2
R, et l’on obtient donc :

lim
R→+∞

∫
∆4
R

etzH2(z)dz = 0. (2.28)

4) Finalement, sur ∆3
R, on choisit comme paramétrisation z = −c− iv; −R ≤ v ≤ R.∣∣∣∣∣

∫
∆3
R

etzH2(z)dz

∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣
∫ −R
R

e−ct−ivtH2(−c− iv)idv

∣∣∣∣∣ ≤ e−ctK(x),

où K(x) =
∫∞
−∞ |H2(−c+ iv)| dv. D’après le Lemme 2.13, K(x) est finie, ce qui prouve (2.25).

Par ailleurs :
lim

R→+∞

∫
∆3
R

etzH2(z)dz =

∫
∆3
∞

etzH2(z)dz. (2.29)
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Il est alors clair que (2.24) est une conséquence directe de (2.26), (2.27), (2.28) et (2.29).

Démonstration du Théorème 2.1
D’après (2.17), on a :

etzH2(z) = −etz uz(0, x)

zuz(0, 0)

α

α+ 1
uz(0,0)

− etz 1− ez
z2

.

Le seul pôle de la fonction z 7→ etzH2(z) à l’intérieur du contour ∆R est −r2, et c’est un pôle

simple. La partie etz
1− ez
z2

n’apporte aucune contribution puisque qu’elle est holomorphe en

−r2. En conséquence, le résidu de etzH2(z) en −r2 se réduit à :

Res
(
etzH2(z),−r2

)
=

u−r2(0, x)

r2u−r2(0, 0)

α

∂
∂z

(
α+ 1

uz(0,0)

) ∣∣
z=−r2

exp
(
−r2t

)
=

1

r2
u−r2(0, x)

1
∂
∂zuz(0, 0)

∣∣
z=−r2

exp
(
−r2t

)
.

En appliquant le théorème des résidus et (2.24), il vient alors :

2iπf(t) +

∫
∆3
∞

etzH2(z)dz =
2iπ

r2
u−r2(0, x)

1
∂
∂zuz(0, 0)

∣∣
z=−r2

exp(−r2t),

et puisque c > r, en utilisant (2.25), on obtient finalement :

f(t) = Ex
[
e−αLt

]
∼

t→+∞

1

r2
u−r2(0, x)

1
∂
∂zuz(0, 0)

∣∣
z=−r2

exp(−r2t),

ce qui achève la preuve du Théorème 2.1.

2.3 Démonstrations des résultats annoncés

De même que dans la section précédente, nous ne traitons ici que le cas de la pénalisation
par (e−αLt , t ≥ 0). Quelques remarques à propos du cas (eαLt , t ≥ 0) sont données dans la
Sous-section 2.3.5.

2.3.1 Une famille de martingales

Lemme 2.15.
Soient α > 0, et r2 l’unique solution dans ]0, ω2

1 [ de l’équation α +
1

u−r2(0, 0)
= 0. Pour

x ∈ [0, b], le processus (
M

(−α)
t := exp

(
r2t− αLt

) u−r2(0, Xt)

u−r2(0, x)
, t ≥ 0

)
est une P-martingale continue, strictement positive qui converge vers 0 lorsque t→ +∞.
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Démonstration.
1) La relation (2.8) implique :

uλ(0, x)

uλ(0, 0)
= Φ(x, λ)− Ψ(x, λ)

uλ(0, 0)
.

Nous avions noté lors de la preuve du Lemme 2.10 que z 7→ 1

uz(0, 0)
était holomorphe sur

le domaine {z ∈ C;Re(z) > −ω2
1}. Un argument de prolongement analytique appliqué à la

première identité de (1.2) conduit à :

Ex
[
er

2T0

]
=
u−r2(0, x)

u−r2(0, 0)
<∞, (2.30)

ce qui implique en particulier que (M
(−α)
t , t ≥ 0) est continue et strictement positive. On

suppose désormais x = 0 pour simplifier les notations. D’après ([RW00, Chapitre V, Théorème
47.1 p.277], voir également [Mél86]), il existe un mouvement brownien (Bt, t ≥ 0) réfléchi en
0 et en b tel que :

Xt = Bγt , t ≥ 0

où :
– (Lzt (B), z ∈ [0, b], t ≥ 0) désigne le temps local en z du processus (Bt, t ≥ 0),

– At =

∫ b

0

Lzt (B)m(dz) est une fonctionnelle additive continue,

– γt = inf{u ≥ 0;Au > t} est l’inverse continu à droite de (Au, u ≥ 0).
Notons que Lzt = Lzγt(B). Ici, puisque nous avons supposé que m admettait une densité, nous
avons, d’après la formule des temps d’occupation :

At =

∫ b

0

Lzt (B)m(z)dz =
1

2

∫ t

0

m(Bs)ds. (2.31)

En conséquence, A est continue et strictement croissante, de sorte que γ est également conti-
nue, strictement croissante, et Aγt = γAt = t.

2) Appliquons la formule d’Itô. Toutes les dérivées dans les calculs qui suivent sont prises

par rapport à la première variable. Par exemple : Φ′(x, λ) :=
∂Φ

∂x
(x, λ).

er
2At−αLt(B)

(
Φ(Bt,−r2)− Ψ(Bt,−r2)

u−r2(0, 0)

)
= 1 +

∫ t

0

er
2As−αLs(B)

(
Φ′(Bs,−r2)− Ψ′(Bs,−r2)

u−r2(0, 0)

)
dBs

+
1

2

∫ t

0

er
2As−αLs(B)

(
Φ′′(Bs,−r2)− Ψ′′(Bs,−r2)

u−r2(0, 0)

)
ds

+ r2

∫ t

0

er
2As−αLs(B)

(
Φ(Bs,−r2)− Ψ(Bs,−r2)

u−r2(0, 0)

)
dAs

− α

∫ t

0

er
2As−αLs(B)dLs(B).
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On remplace alors t par γt et l’on effectue le changement de temps s = γu, en suivant la
Proposition 1.5, p.181, de Revuz-Yor [RY99]. On obtient :

M
(−α)
t = 1 +

∫ t

0

er
2u−αLu(X)

(
Φ′(Xu,−r2)− Ψ′(Xu,−r2)

u−r2(0, 0)

)
dXu (2.32)

− r2

2

∫ t

0

er
2u−αLu(X)

(
Φ(Xu,−r2)− Ψ(Xu,−r2)

u−r2(0, 0)

)
m(Xu)dγu (2.33)

+ r2

∫ t

0

er
2u−αLu(X)

(
Φ(Xu,−r2)− Ψ(Xu,−r2)

u−r2(0, 0)

)
du (2.34)

− α

∫ t

0

er
2u−αLu(X)dLu(X), (2.35)

où, dans (2.33), on a utilisé le fait que Φ et Ψ sont des fonctions propres de G (cf. (2.9)). Or,
dérivant l’égalité Aγt = t, il vient γ′tA′γt = 1, ce qui implique, d’après (2.31) :

dγu =
2

m(Xu)
du.

On constate alors que les termes en du (2.33) et (2.34) s’annulent.
Examinons à présent les coefficients devant dLt(X) et dLbt(X). Puisque B peut s’écrire B =
β + L0(B) − Lb(B) où β est un mouvement brownien standard, on a, par changement de
temps :

X = βγ + L0(X)− Lb(X),

où βγ est une (Fγt)-martingale locale.

i) D’après (2.9), Φ′(0,−r2) = 0 et Ψ′(0,−r2) = 1. Ainsi les termes en dL(X) de (2.32) et
(2.35) se simplifient :

−
(

1

u−r2(0, 0)
+ α

)
dL0

s(X) = 0 par définition de r (cf. (2.1)).

ii) De même, le terme en dLb(X) de (2.32) est nul :(
Φ′(b,−r2)− Ψ′(b,−r2)

u−r2(0, 0)

)
dLbs(X) = 0 par définition de u−r2(0, 0) (cf. (2.10)).

Finalement, (2.32) se réduit à :

M
(−α)
t = 1 +

∫ t

0

er
2u−αLu

(
Φ′(Xu,−r2)− Ψ′(Xu,−r2)

u−r2(0, 0)

)
dβγu ,

ce qui signifie que (M
(−α)
t , t ≥ 0) est une martingale locale continue. Mais, d’après (2.30), on

a :

M
(−α)
t = er

2t−αLt u−r2(0, Xt)

u−r2(0, 0)

≤ er
2tEXt

[
er

2T0

]
≤ er

2tEb
[
er

2T0

]
puisque x 7→ Ex

[
er

2T0

]
est clairement croissante.
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Ainsi, (M
(−α)
t , t ≥ 0) est une P-martingale positive, et converge par conséquent p.s.

3) En utilisant (2.30), écrivons :

M
(−α)
t = er

2t−αLt u−r2(0, Xt)

u−r2(0, 0)

≤ exp

(
−αLt

(
1− r2t

αLt

))
Eb
[
er

2T0

]
. (2.36)

D’après le théorème ergodique pour les diffusions (voir [IM74, Chapitre 6, p. 229]), nous
savons que :

Lt
t
−−−−→
t→+∞

1

m([0, b])
p.s. (2.37)

Appliquons l’inégalité de Jensen avec les fonctions convexes x 7→ xk (k ∈ N) :(
r2E0 [τl]

)k
k!

≤
E0

[(
r2τl

)k]
k!

(l > 0). (2.38)

Pour k = 2, il est clair d’après le cas d’égalité dans l’inégalité de Cauchy-Schwarz que :(
r2E0 [τl]

)2
< E0

[(
r2τl

)2]
.

Par conséquent, en sommant (2.38) par rapport à k, on obtient :

exp
(
E0

[
r2τl

])
< E0

[
exp(r2τl)

]
, (2.39)

et cette inégalité est stricte. Or, d’après ([BS02, p.22]) :

E0 [τl] = m([0, b])l (2.40)

D’où, en injectant (2.40) et (1.2) (avec λ = −r2) dans (2.39), on obtient :

er
2m([0,b])l < e−l/u−r2 (0,0) ⇐⇒ −r2u−r2(0, 0)m([0, b]) < 1,

puisque u−r2(0, 0) = −1/α < 0. Par conséquent, d’après (2.37) :

lim
t→+∞

1− r2t

αLt
= 1− r2m([0, b])

α
= 1 + r2u−r2(0, 0)m([0, b]) > 0 p.s. (2.41)

Finalement, la preuve du Lemme 2.15 s’achève en laissant t tendre vers +∞ dans (2.36) et
en utilisant (2.41).

2.3.2 Démonstration du théorème de pénalisation
Pour s < t, on a, en utilisant la propriété de Markov et le Théorème 2.1 :

Ex
[
e−αLt |Fs

]
Ex [e−αLt ]

=
e−αLsEXs

[
e−αLt−s

]
Ex [e−αLt ]

−−−−→
t→+∞

exp
(
r2s− αLs

) u−r2(0, Xs)

u−r2(0, x)
= M (−α)

s .

Il suffit alors d’appliquer le Théorème 0.2 puisque, d’après le Lemme 2.15, (M
(−α)
t , t ≥ 0) est

une martingale telle que Ex
[
M

(−α)
s

]
= 1. Ceci achève la preuve du Théorème 2.2.
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2.3.3 Etude de la diffusion pénalisée
Preuve du point (i) du Théorème 2.3
1) On commence par prouver que le processus des coordonnées (Xt, t ≥ 0) reste markovien
sous P(−α)

x . Soit Λs ∈ Fs, et f une fonction borélienne à support compact. On a, pour s ≤ t :

E(−α)
x [f(Xt+s)1Λs ] = Ex

[
M

(−α)
t+s f(Xt+s)1Λs

]
= Ex

[
exp

(
r2(t+ s)− αLt+s

) u−r2(0, Xt+s)

u−r2(0, x)
f(Xt+s)1Λs

]
= Ex

[
er

2(t+s)

u−r2(0, x)
Ex
[
e−αLt+su−r2(0, Xt+s)f(Xt+s)|Fs

]
1Λs

]

= Ex

[
er

2(t+s)−αLs

u−r2(0, x)
Ex
[
e−αLt◦θsu−r2(0, Xt ◦ θs)f(Xt ◦ θs)|Fs

]
1Λs

]

= Ex

[
er

2(t+s)−αLs

u−r2(0, x)
EXs

[
e−αLtu−r2(0, Xt)f(Xt)

]
1Λs

]

= Ex
[
er

2s−αLs u−r2(0, Xs)

u−r2(0, x)
E(−α)
Xs

[f(Xt)] 1Λs

]
= E(−α)

x

[
E(−α)
Xs

[f(Xt)] 1Λs

]
.

Par conséquent, on obtient :

E(−α)
x [f(Xt+s)|Fs] = E(−α)

Xs
[f(Xt)] ,

ce qui prouve que (Xt, t ≥ 0) est encore un processus markovien sous P(−α)
x .

2) Calculons alors son générateur infinitésimal. Soit f une fonction de classe C2 bornée
sur R+. On a :

1

t
E(−α)
x [f(Xt)− f(x)]

=
1

t
Ex
[
(f(Xt)− f(x))

u−r2(0, Xt)

u−r2(0, x)
er

2t−αLt
]

=
1

t

1

u−r2(0, x)

(
Ex
[
(f(Xt)u−r2(0, Xt)− f(x)u−r2(0, x))er

2t−αLt
]

−f(x)Ex
[
(u−r2(0, Xt)− u−r2(0, x))er

2t−αLt
])

−−−−→
t→+∞

1

u−r2(0, x)
(G(u−r2(0, �)f)(x)− f(x)G(u−r2(0, �)))

=
1

u−r2(0, x)
G(u−r2(0, �)f)(x) + r2f(x),

puisque x 7→ u−r2(0, x) est une fonction propre de l’opérateur G associée à la valeur propre
−r2. En utilisant la définition de G, on obtient finalement :

G(−α)f(x) =
1

m(x)
f ′′(x) +

2

m(x)u−r2(0, x)

∂u−r2(0, x)

∂x
f ′(x). (2.42)
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3) Déterminons le domaine de G(−α). En appliquant ([RY99, Exercice 3.20, p.311]) à l’ex-
pression (2.42), il est clair que la fonction d’échelle de (Xt, t ≥ 0) sous P(−α) vaut :

s(−α)(x) =

∫ x

0

(
u−r2(0, 0)

u−r2(0, y)

)2

dy =

∫ x

0

dy(
Ey
[
er2T0

])2 , (2.43)

et sa mesure de vitesse m(−α) :

m(−α)(x) =

(
u−r2(0, x)

u−r2(0, 0)

)2

m(x) =
(
Ex
[
er

2T0

])2

m(x). (2.44)

D’où, pour z ∈]0, b[, puisque 1 ≤ Ex
[
er

2T0

]
≤ Eb

[
er

2T0

]
:


∫ z

0

(∫ z

y

(
Ex
[
er

2T0

])2

m(x)dx

)
dy(

Ey
[
er2T0

])2 ≤ bm([0, b])
(
Eb
[
er

2T0

])2

<∞∫ z

0

(∫ z

y

dx(
Ex
[
er2T0

])2
)
Ey
([
er

2T0

])2

m(y)dy ≤ bm([0, b])
(
Eb
[
er

2T0

])2

<∞

ce qui signifie que 0 est une barrière non singulière (voir [BS02, p.14]). Puisque m(−α) admet
une densité, on a m(−α)({0}) = 0 et 0 est une barrière réfléchissante. Il en est de même du
point b, et :

D(G(−α)) :=
{
f : G(−α)f ∈ Cb([0, b]), f ′(0+) = f ′(b−) = 0

}
.

Preuve du Point (ii) du Théorème 2.3
Introduisons n la densité de la mesure de Lévy de (τl, l ≥ 0) sous P. Puisque (τl, l ≥ 0) est
un subordinateur, on sait d’après (1.2) et la formule de Lévy-Khinchine que :

1

uλ(0, 0)
=

∫ ∞
0

(1− e−λu)n(u)du. (2.45)

Ainsi, pour obtenir la mesure de Lévy de (τl, l ≥ 0) sous P(−α), nous allons commencer par cal-

culer la transformée de Laplace de τl. Puisque sous Px, M (−α)
τl

=
u−r2(0, 0)

u−r2(0, x)
exp

(
r2τl − αl

)
,

le théorème d’arrêt de Doob donne pour λ ≥ 0 :

E(−α)
x

[
e−λτl1{τl≤t}

]
= e−αl

u−r2(0, 0)

u−r2(0, x)
Ex
[
e−(λ−r2)τl1{τl≤t}

]
. (2.46)

Alors, en laissant tendre t vers +∞ dans (2.46) et en appliquant le théorème de convergence
monotone, on obtient :

E(−α)
x

[
e−λτl

]
=
u−r2(0, 0)

u−r2(0, x)
e−αlEx

[
e−(λ−r2)τl

]
=
u−r2(0, 0)

u−r2(0, x)

uλ−r2(0, x)

uλ−r2(0, 0)
e
−l
(
α+ 1

u
λ−r2 (0,0)

)
(d’après (1.3)). (2.47)
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A présent, pour x = 0, la formule (2.45) se réécrit :

α+
1

uλ−r2(0, 0)
= α+

∫ ∞
0

(
1− e−(λ−r2)u

)
n(u)du

= α+

∫ ∞
0

(1− er2u)n(u)du+

∫ ∞
0

(er
2u − e−(λ−r2)u)n(u)du

= α+
1

u−r2(0, 0)
+

∫ ∞
0

(1− e−λu)er
2un(u)du

=

∫ ∞
0

(1− e−λu)er
2un(u)du puisque α+

1

u−r2(0, 0)
= 0,

ce qui prouve le Point (ii).

Preuve du Point (iii) du Théorème 2.3
Pour évaluer P(−α)

x (Lt ≥ l), on réécrit (2.47) avec λ = 0 :

P(−α)
x (Lt ≥ l) = P(−α)

x (τl ≤ t)

= e−αl
u−r2(0, 0)

u−r2(0, x)
Ex
[
er

2τl1{τl≤t}

]
−−−−→
t→+∞

u−r2(0, 0)

u−r2(0, x)

u−r2(0, x)

u−r2(0, 0)
exp

(
−l
(
α+

1

u−r2(0, 0)

))
= 1,

d’après (1.3). Ainsi, on a P(−α)
x (L∞ = ∞) = 1, et la diffusion (Xt, t ≥ 0) reste récurrente

positive sous P(−α).

2.3.4 Quelques remarques à propos de la pénalisation par (e−αLt , t ≥
0)

1) Pour comprendre de quelle manière le temps local en 0 a été réduit, remarquons que,
puisque (Xt, t ≥ 0) est une diffusion récurrente positive sur [0, b], (Xt, t ≥ 0) converge en loi

vers une variable aléatoire X∞ dont la densité est donnée par x 7→ m(x)

m([0, b])
1[0,b](x) (voir

[BS02, p.35]). Il en est de même pour (X
(−α)
t , t ≥ 0) : (X

(−α)
t , t ≥ 0) converge en loi vers

une variable aléatoire X(−α)
∞ dont la densité est donnée par x 7→

(
Ex
[
er

2T0

])2

m(x)

m(−α)([0, b])
1[0,b](x).

D’où, puisque x 7→ Ex
[
er

2T0

]
est une fonction croissante, pour ε ≤ b :

P
(
X(−α)
∞ < ε

)
=

1

m(−α)([0, b])

∫ ε

0

(
Ex
[
er

2T0

])2

m(x)dx

≤ 1

m(−α)([0, b])

(
Eε
[
er

2T0

])2

m([0, ε]). (2.48)

Mais, d’après la première égalité de la moyenne, il existe δ ∈]0, b[ tel que :∫ b

0

(
Ex
[
er

2T0

])2

m(x)dx =
(
Eδ
[
er

2T0

])2
∫ b

0

m(x)dx,
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ce qui implique :

m(−α)([0, b]) =
(
Eδ
[
er

2T0

])2

m([0, b]). (2.49)

Par conséquent, en injectant (2.49) dans (2.48), il s’ensuit que, pour ε < δ :

P
(
X(−α)
∞ < ε

)
≤

(
Eε
[
er

2T0

])2

(
Eδ
[
er2T0

])2 m([0, ε])

m([0, b])
=

Eε
[
er

2T0

]
Eδ
[
er2T0

]
2

P (X∞ < ε) < P (X∞ < ε) .

Heuristiquement, cela signifie que la diffusion pénalisée passe, sur l’ensemble de sa trajectoire,
moins de temps au voisinage de 0 que la diffusion originelle.

2) Contrairement aux diffusions récurrentes nulles, pour cette classe de diffusions, la pénali-
sation par une fonction exponentielle décroissante n’est pas suffisante pour rendre le temps
local en 0 fini. Une idée naturelle consiste alors à laisser tendre r vers ω1 (i.e. α vers +∞).
Dans ce cas, pour x 6= 0, l’identité (2.3) devient :

Px(Lt = 0) = Px(T0 > t) ∼
t→+∞

− 1

ω2
1

Ψ(x,−ω2
1)

1
∂
∂zuz(0, 0)

∣∣
z=−ω2

1

exp(−ω2
1t).

La pénalisation par (1{T0>t}, t ≥ 0) fournit alors la martingale :

M (−∞)
s = exp

(
−ω2

1s
) Ψ(Xs,−ω2

1)

Ψ(x,−ω2
1)

1{T0>s}, s ≥ 0

et l’on a : P(−∞)
x (L∞ = 0) = 1. Cette fois, la pénalisation est trop forte. Un cas intermédiaire

serait probablement donné par une pénalisation par (1{Lt<l}, t ≥ 0) pour l ∈]0,+∞[, mais
nous ne sommes pas capable de la réaliser pour le moment.

2.3.5 Rapide preuve de la pénalisation par (eαLt , t ≥ 0)

Rappelons tout d’abord que, formellement, les formules de pénalisation par (eαLt , t ≥ 0)
peuvent être déduites de celles par (e−αLt , t ≥ 0) en remplaçant −α par α et r par iρ. Dans
ce cas, l’Hypothèse 2.12 doit être remplacée par :

Hypothèse 2.16. On suppose que pour tout d > 0, il existe β > 0 tel que, pour z ∈ {z ∈
C, 0 ≤ Re(z) ≤ d} :

uz(0, 0) =
|z|→+∞

O
(

1

|z|β
)
.

Le schéma de la preuve dans ce cas est très proche de celui donné dans les sections
précédentes. Cependant, il convient de faire attention aux problèmes éventuels d’intégrabilité.
En premier lieu, pour λ ∈ R+, λ 7→ uλ(0, 0) =

∫∞
0
e−λtp(t, 0, 0)dt est une fonction continue

et strictement décroissante, qui tend vers +∞ en 0 d’après le Lemme 2.8, et vers 0 en +∞
d’après le théorème de convergence monotone. C’est donc une bijection de R∗+ dans R∗+, et

l’équation
1

uλ2(0, 0)
= α admet une unique solution positive, que l’on note ρ.

Ensuite, en appliquant l’inégalité de Jensen’s :

(
−ρ2E0 [τl]

)k
k!

≤
E0

[(
−ρ2τl

)k]
k!

(l > 0, k ∈ N),
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et en suivant la même série de calculs (2.38)-(2.41) que précédemment, on obtient :

ρ2uρ2(0, 0)m([0, b]) > 1,

puisque uρ2(0, 0) = 1/α > 0 cette fois et

lim
t→+∞

1− ρ2t

αLt
= 1− ρ2m([0, b])

α
= 1− ρ2uρ2(0, 0)m([0, b]) < 0 P-p.s. (2.50)

Ainsi, pour λ > ρ2 :

αLt

(
1− λt

αLt

)
∼

+∞
αLt

(
1− λuρ2(0, 0)m([0, b])

)
−−−−→
t→+∞

−∞. (2.51)

Soit donc λ > ρ2 fixé. D’après (2.51) :∫ ∞
0

e−λteαLtdt = − 1

λ

[
e−λteαLt

]+∞
0

+
α

λ

∫ ∞
0

e−λteαLtdLt

=
1

λ
+
α

λ

∫ ∞
0

e−λτleαldl.

En intégrant cette identité contre dPx sur Ω, et en appliquant le théorème de Fubini-Tonelli,
on obtient :∫ ∞

0

e−λtEx
[
eαLt

]
dt =

1

λ
+
α

λ

∫ ∞
0

Ex
[
e−λτl

]
eαldl

=
1

λ
+
α

λ

uλ(0, x)

uλ(0, 0)

∫ ∞
0

e

(
− 1
uλ(0,0)

+α
)
l
dl (<∞)

=
1

λ
+

uλ(0, x)

λuλ(0, 0)

α
1

uλ(0,0) − α
.

On en déduit en particulier que ∀t ≥ 0, Ex
[
eαLt

]
<∞ p.s. A présent, pour imiter la preuve

du Théorème 2.1, il nous faut surmonter le problème d’intégrabilité de t 7→ E
[
eαLt

]
(qui n’est

plus intégrable sur R+). Pour ce faire, on choisit un réel d > ρ, et on étudie le comportement
asymptotique de la fonction t 7→ e−d

2tE
[
eαLt

]
(qui désormais appartient à L1(R+)). Cela

revient à translater la transformée de Laplace vers les réels négatifs :∫ ∞
0

e−λte−d
2tEx

[
eαLt

]
dt =

1

λ+ d2
+

uλ+d2(0, x)

(λ+ d2)uλ+d2(0, 0)

α
1

uλ+d2 (0,0) − α
.

Il reste alors à appliquer le théorème des résidus autour du pôle λ = −(d2 − ρ2) < 0 et à
constater que le poids artificiel e−d

2t se simplifie dans l’équivalent final.

2.4 Le principe d’itération des pénalisations
Soient α > 0, β > 0, et r2 définis par (2.1). Dans cette section, nous ne présentons la

preuve de la pénalisation de la mesure P(−α)
x par (e±βLt , t ≥ 0), les autres cas se traitant à

l’identique. D’après le Théorème 2.3, sous P(−α)
x , le processus des coordonnées (Xt, t ≥ 0)

est toujours une diffusion récurrente positive réfléchie sur [0, b]. Nous gardons, suivant la Re-
marque 2.5, la notation P(−α)

x pour la probabilité équivalente sous laquelle (Xt, t ≥ 0) est à
échelle naturelle. Ainsi, le Théorème 2.2 s’applique, et nous pouvons effectuer la pénalisation
de P(−α)

x par
(
e±βLt , t ≥ 0

)
.
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2.4.1 Pénalisation de P(−α)
x par

(
e−βLt , t ≥ 0

)
En notant M (−α)(−β) la P(−α)

x -martingale donnée par :

M
(−α)(−β)
t := exp

(
σ2t− βLt

) u(−α)
−σ2 (0, Xt)

u
(−α)
−σ2 (0, x)

, t ≥ 0

où u(−α) est le noyau résolvant de (Xt, t ≥ 0) sous P(−α) et σ2 la solution de plus petit
module de l’équation

β +
1

u
(−α)
−σ2 (0, 0)

= 0, (2.52)

il existe une famille de probabilités
(
P(−α)(−β)
x

)
x∈[0,b]

définies sur (Ω,F∞) telles que :

P(−α)(−β)
x (Λs) = E(−α)

x

[
1ΛsM

(−α)(−β)
s

]
pour tout s ≥ 0 et tout Λs ∈ Fs.

Mais, pour λ ≥ 0 :

E(−α)
x

[
e−λT01{T0≤t}

]
= Ex

[
e−λT01{T0≤t}M

(−α)
t

]
= Ex

[
e−λT01{T0≤t}M

(−α)
T0

]
=
u−r2(0, 0)

u−r2(0, x)
Ex
[
e−(λ−r2)T01{T0≤t}

]
d’après le théorème d’arrêt de Doob. Ainsi, en laissant tendre t vers +∞ des deux côtés de
l’égalité, et en appliquant le théorème de convergence monotone, on obtient, d’après (1.3) :

u
(−α)
λ (0, x)

u
(−α)
λ (0, 0)

=
u−r2(0, 0)

u−r2(0, x)

uλ−r2(0, x)

uλ−r2(0, 0)
. (2.53)

Par conséquent,

M
(−α)(−β)
t := exp

(
σ2t− βLt

) u−r2(0, x)

u−(σ2+r2)(0, x)

u−(σ2+r2)(0, Xt)

u−r2(0, Xt)
, t ≥ 0,

et, pour Λs ∈ Fs, on a :

P(−α)(−β)
x (Λs) = E(−α)

x

[
1Λs exp

(
σ2s− βLs

) u−r2(0, x)

u−(σ2+r2)(0, x)

u−(σ2+r2)(0, Xs)

u−r2(0, Xs)

]
= Ex

[
1Λs exp

(
(σ2 + r2)s+ (−β − α)Ls

) u−(σ2+r2)(0, Xs)

u−(σ2+r2)(0, x)

]
. (2.54)

A présent, la comparaison de (1.3) et (2.47) donne :

E(−α)
0

[
e−λτl

]
= exp

(
−l/u(−α)

λ (0, 0)
)

= exp

(
−l
(
α+

1

uλ−r2(0, 0)

))
,

ce qui conduit à la relation :

1

u
(−α)
λ (0, 0)

= α+
1

uλ−r2(0, 0)
. (2.55)
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Par conséquent, en posant ξ2 := σ2 + r2, l’équation (2.52) satisfaite par σ2 se réécrit :

β + α+
1

u−ξ2(0, 0)
= 0, (2.56)

et ξ2 est la plus petite solution de l’équation (2.56). En effet, sinon, il existerait v2 tel

que v2 < σ2 + r2 et β + α +
1

u−v2(0, 0)
= 0. Mais, d’après (2.55), ceci impliquerait que :

β +
1

u
(−α)
−(v2−r2)(0, 0)

= 0 ce qui contredit le fait que σ2 soit la plus petite solution de cette

équation (i.e. (2.52)). (Notons que v2 − r2 doit être positif, puisque λ 7→ uλ(0, 0) prend des
valeurs positives sur [0,+∞[). Finalement, d’après (2.54) :

P(−α)(−β)
x (Λs) = Ex

[
1Λs exp

(
ξ2s+ (−β − α)Ls

) u−ξ2(0, Xs)

u−ξ2(0, x)

]
= Ex

[
1ΛsM

(−α−β)
s

]
= P(−α−β)

x (Λs).

2.4.2 Pénalisation de P(−α)
x par

(
eβLt , t ≥ 0

)
A présent, si l’on pénalise P(−α)

x par
(
eβLt , t ≥ 0

)
, on obtient la famille de probabilités(

P(−α)(β)
x

)
x∈[0,b]

définies sur (Ω,F∞) par :

P(−α)(β)
x (Λs) = E(−α)

x

[
1ΛsM

(−α)(β)
s

]
pour tout s ≥ 0 et tout Λs ∈ Fs,

où M (−α)(β) est la P(−α)
x -martingale donnée par :

M
(−α)(β)
t := exp

(
−η2t+ βLt

) u(−α)
η2 (0, Xt)

u
(−α)
η2 (0, x)

, t ≥ 0,

et η2 l’unique solution de l’équation
1

u
(−α)
η2 (0, 0)

= β. D’après (2.53), M (−α)(β) peut se ré-

écrire :

M
(−α)(β)
t = exp

(
−η2t+ βLt

) u−r2(0, x)

uη2−r2(0, x)

uη2−r2(0, Xt)

u−r2(0, Xt)
, t ≥ 0,

et, pour Λs ∈ Fs, on a :

P(−α)(β)
x (Λs) = E(−α)

x

[
1Λs exp

(
−η2s+ βLs

) u−r2(0, x)

uη2−r2(0, x)

uη2−r2(0, Xs)

u−r2(0, Xs)

]
= Ex

[
1Λs exp

(
(η2 − r2)s+ (β − α)Ls

) uη2−r2(0, Xs)

uη2−r2(0, x)

]
.

D’après (2.56), η2 − r2 est solution de l’équation :

α− β +
1

uη2−r2(0, 0)
= 0.
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Donc, si β ≥ α, alors η2 − r2 = ζ2 ≥ 0 est l’unique solution de α− β +
1

uζ2(0, 0)
= 0, et

P(−α)(β)
x (Λs) = Ex

[
1Λs exp

(
ζ2s+ (β − α)Ls

) uζ2(0, Xs)

uζ2(0, x)

]
= P(β−α)

x (Λs).

Sinon β ≤ α, et le même raisonnement montre que η2 − r2 = −ζ2 ≤ 0 est la plus petite

solution de l’équation α− β +
1

u−ζ2(0, 0)
= 0 de sorte qu’à nouveau :

P(−α)(β)
x (Λs) = Ex

[
1Λs exp

(
−ζ2s+ (β − α)Ls

) u−ζ2(0, Xs)

u−ζ2(0, x)

]
= P(β−α)

x (Λs).

Les autres cas se traitent de la même manière.

2.5 Application aux processus de Bessel de dimension δ ∈
]0, 2[ réfléchis en 1

2.5.1 Cas général
Soit R(ν) un processus de Bessel d’indice ν = δ

2 − 1 ∈] − 1, 0[ réfléchi en 1. R(ν) est une
diffusion récurrente positive, de générateur infinitésimal :

G(ν) =
1

2

∂2

∂y2
+

2ν + 1

2y

∂

∂y
,

défini sur le domaine :

D(G(ν)) :=

{
f : G(ν)f ∈ Cb([0, 1]), lim

y→0+
y2ν(f(y)− f(0)) = lim

y→0+

f(1)− f(1− y)

1− (1− y)−2ν
= 0

}
.

Sa mesure de vitesse et sa fonction d’échelle sont données par :

m(ν)(dy) =
y2ν+1

|ν| dy et s(ν)(y) = y−2ν .

On définit alors (Xt := s(ν)(R
(ν)
t ), t ≥ 0). (Xt, t ≥ 0) est une diffusion à échelle naturelle.

Son générateur infinitésimal G est donné par :

G = 2ν2x2+ 1
ν
∂2

∂x2
,

sur le domaine

D(G) :=
{
f : G(ν)f ∈ Cb([0, 1]), f ′(0+) = f ′(1−) = 0

}
.

Ainsi, sa mesure de vitesse vaut m(dx) =
1

2ν2
x−2−1/νdx. Nous déterminons à présent les

deux fonctions propres Φ et Ψ solutions de (2.9). Introduisons :

Iν(z) :=
∞∑
k=0

(z/2)ν+2k

Γ(k + 1)Γ(k + ν + 1)
z ∈ C\]−∞, 0[, (2.57)
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la première fonction de Bessel modifiée, et

Kν(z) :=
π

2

I−ν(z)− Iν(z)

sin(νπ)
z ∈ C\]−∞, 0[, ν /∈ Z, (2.58)

la fonction de McDonald. Il est bien connu (voir Lebedev [Leb72, Chapitre 5.7, p. 110]) que
ces deux fonctions engendrent l’ensemble des solutions de l’équation différentielle linéaire :

u′′ +
1

x
u′ −

(
1 +

ν2

x2

)
u = 0.

Il est alors aisé de vérifier que

x 7→ √xIν
(√

2λx−1/2ν
)

et x 7→ √xKν

(√
2λx−1/2ν

)
engendrent l’ensemble des fonctions propres de G associées à la valeur propre λ. Les conditions
aux frontières (2.9) impliquent que :

Φ(x, λ) =

(
2√
2λ

)ν
Γ(1 + ν)

√
xIν

(√
2λx−1/2ν

)
, (2.59)

et

Ψ(x, λ) =

(√
2λ

2

)ν
Γ(1− ν)

√
xIν

(√
2λx−1/2ν

)
+

2ν

Γ(1 + ν)

(√
2λ

2

)ν √
xKν

(√
2λx−1/2ν

)
,

(2.60)
d’où l’on déduit, d’après (2.10) appliqué avec b = 1 :

uλ(0, 0) :=
Ψ′(1, λ)

Φ′(1, λ)
=

−ν
Γ(1 + ν)

(√
2λ

2

)2ν (
Γ(−ν) +

2

Γ(1 + ν)

Kν+1(
√

2λ)

Iν+1(
√

2λ)

)
(2.61)

=
−νΓ(−ν)

Γ(1 + ν)

(√
2λ

2

)2ν
I−(ν+1)(

√
2λ))

Iν+1(
√

2λ))
,

où l’on a utilisé, pour obtenir cette dernière expression, (2.58) ainsi que la formule des complé-
ments Γ(−ν)Γ(1 + ν) =

π

sin(π(1 + ν))
. Introduisons également, pour ν ∈]− 1, 0[, la première

fonction de Bessel, définie sur C par :

Jν(z) :=
∞∑
k=0

(−1)k(z/2)ν+2k

Γ(k + 1)Γ(k + ν + 1)
.

Cette fonction est liée à la fonction Iν au travers de la relation :

Jν(z) := e−νπi/2Iν(iz) pour z ∈ C tel que −π/2 < arg(z) < π.

(Voir Lebedev [Leb72, p.109 et p.113]).
On peut à présent énoncer la version suivante du Théorème 2.1 :

Théorème 2.17.
Soit R(ν) un processus de Bessel d’indice ν ∈] − 1, 0[ réfléchi en 1, (Xt := (R

(ν)
t )−2ν , t ≥ 0)

et α > 0.
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i) Soit r2 la solution de plus petit module de l’équation α+
1

u−r2(0, 0)
= 0. Alors :

Ex
[
e−αLt(X)

]
∼

t→+∞
exp

(
−r2t

)(Φ(x,−r2)

α
+ Ψ(x,−r2)

)
c−(α, ν, r)

où c−(α, ν, r) =
1

− ν
α − ν

(Γ(1+ν))2

(
r2

2

)ν 1
J2
ν+1(r

√
2)

.

ii) Soit ρ2 l’unique solution dans R+ de −α+
1

uρ2(0, 0)
= 0. Alors :

Ex
[
eαLt(X)

]
∼

t→+∞
exp

(
ρ2t
)(Φ(x, ρ2)

α
−Ψ(x, ρ2)

)
c+(α, ν, r)

où c+(α, ν, r) =
1

− ν
α − ν

(Γ(1+ν))2

(
ρ2

2

)ν
1

I2ν+1(ρ
√

2)

.

Notons que pour simplifier la présentation dans les formules ci-dessus, on a utilisé l’identité
(2.8) : uλ(x, y) = Φ(x, λ)(uλ(0, 0)Φ(y, λ) − Ψ(y, λ)) ainsi que la formule, pour le Wronskien
de Iν et Kν :

W (Iν(z),Kν(z)) := K ′ν(z)Iν(z)− I ′ν(z)Kν(z) = −1

z
.

Démonstration.
Il suffit de vérifier que les Hypothèses 2.12 et 2.16 sont satisfaites dans ce cadre, afin de
pouvoir appliquer le Théorème 2.1.
On note (ωn)n≥1 les zéros de u−λ2(0, 0), et soient c, d ∈ R tels que [c, d] ⊂]ω2

1 ,+∞[, et
z ∈ {z ∈ C; z = a + iv, c ≤ a ≤ d}. On cherche w ∈ C tel que w2 = 2z = 2(a + iv). Sous
forme trigonométrique, w peut s’écrire :

w =
√

2(a2 + v2)1/4 exp

(
i

2
arg(2(a+ iv))

)
. (2.62)

A présent, puisque |z| =
√
a2 + v2 et que a est borné dans [c, d], le fait que |z| tende vers

+∞ implique que v tende vers ±∞.
Supposons tout d’abord que v tende vers +∞. Alors, arg(2(a+ iv)) −−−−−→

v→+∞

π

2
, donc d’après

(2.62) :
w ∼
v→+∞

√
v + i

√
v.

Par conséquent, on a :

uz(0, 0) =
−ν

Γ(1 + ν)

(w
2

)2ν
(

Γ(−ν) +
2

Γ(1 + ν)

Kν+1(w)

Iν+1(w)

)
∼

v→+∞

−νΓ(−ν)

Γ(1 + ν)

(√
v + i

√
v

2

)2ν

= O (vν)

puisque
Kν+1(w)

Iν+1(w)
−−−−−−→
|u|→+∞

0 pour | arg(w)| < π

2
− ε , d’après [Leb72, p.123].

De même, lorsque v → −∞, on prouve que uz(0, 0) = O(|v|ν). Par conséquent, les Hypothèses
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2.12 et 2.16 sont vérifiées.

Bien sûr, la preuve ci-dessus montre que les Théorèmes de pénalisation 2.2 et 2.3 sont
également vérifiés pour les processus de Bessel d’indice ν ∈] − 1, 0[ réfléchis en 1. Nous ne
les énoncerons pas une fois de plus étant donné que tous les termes ont déjà été calculés
précédemment. A la place, nous allons particulariser ce cadre à l’exemple fondamental du
mouvement brownien réfléchi sur [0, 1].

2.5.2 Le mouvement brownien réfléchi sur [0, 1]

Le noyau résolvant (2.61) et les fonctions propres (2.59) et (2.60) du générateur infinitési-
mal G se réduisent significativement lorsque ν = −1/2, (i.e. le cas du mouvement brownien).
En effet, comme le montrent les formules suivantes :

I−1/2(z) =

√
2

πz
cosh(z), I1/2(z) =

√
2

πz
sinh(z) et K−1/2(z) =

√
π

2z
e−z,

on obtient en substituant dans (2.59), (2.60) et (2.61) :

Φ(x, λ) = cosh(
√

2λx), Ψ(x, λ) =
1√
2λ

sinh(
√

2λx),

et

uλ(0, 0) =
1√

2λ tanh(
√

2λ)
=

∑
n≥0

(2λ)n

(2n)!∑
n≥0

(2λ)n+1

(2n+ 1)!

.

Dans ce cadre particulier, les Théorèmes 2.1, 2.2 et 2.3 se réécrivent :

Théorème 2.18.
Soit (Xt, t ≥ 0) un mouvement brownien réfléchi sur [0, 1] et α > 0.
i) Soit r l’unique solution dans ]0, π

2
√

2
[ de l’équation α =

√
2r tan(

√
2r). Alors :

Ex
[
e−αLt

]
∼

t→+∞
exp

(
−r2t

) cos(
√

2r(1− x))

cos(
√

2r)

2α

2r2 + α+ α2
.

ii) Soit ρ l’unique solution dans ]0,+∞[ de l’équation α =
√

2ρ tanh(
√

2ρ). Alors :

Ex
[
eαLt

]
∼

t→+∞
exp

(
ρ2t
) cosh(

√
2ρ(1− x))

cosh(
√

2ρ)

2α

2ρ2 + α− α2
.

Théorème 2.19.
Soit (Xt, t ≥ 0) un mouvement brownien réfléchi sur [0, 1] et α > 0.
i) Les processus (

M
(−α)
t := exp

(
r2t− αLt

) cos(
√

2r(1−Xt))

cos(
√

2r(1− x))
, t ≥ 0

)
et (

M
(α)
t := exp

(
−ρ2t+ αLt

) cosh(
√

2ρ(1−Xt))

cosh(
√

2ρ(1− x))
, t ≥ 0

)
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sont des P-martingales continues, strictement positives qui convergent vers 0 lorsque
t→ +∞.

ii) Soient s > 0 et x ∈ [0, 1]. Pour tout Λs ∈ Fs, on a :

lim
t→+∞

Ex
[
1Λse

±αLt
]

Ex [e±αLt ]
= Ex

[
1ΛsM

(±α)
s

]
,

iii) Soit
(
P(±α)
x

)
x∈[0,1]

la famille de probabilités définie sur (Ω,F∞) par :

P(±α)
x (Λs) = Ex

[
1ΛsM

(±α)
s

]
pour tout s ≥ 0 et tout Λs ∈ Fs.

Alors, sous P(±α)
x , le processus des coordonnées (Xt, t ≥ 0) est solution de l’équation

différentielle stochastique :

Xt = x+ B̃t + L0
t (X)− L1

t (X) +

∫ t

0

b(±α)(Xs)ds

où (B̃t, t ≥ 0) est un P(±α)
x -mouvement brownien issu de 0 et :

{
b(−α)(x) =

√
2r tan(

√
2r(1− x)),

b(+α)(x) = −
√

2ρ tanh(
√

2ρ(1− x)).

iv) Sous P(±α), la densité de la mesure de Lévy du subordinateur (τl, l ≥ 0) est donnée par :


n(−α)(u) = 2

∑
n≥1

a2
ne
−(a2n−r

2)u

n(+α)(u) = 2
∑
n≥1

a2
ne
−(a2n+ρ2)u

où an :=
π

2
√

2
(2n− 1).

Démonstration.
La preuve du Point (iii) est une conséquence directe de (2.5) et repose simplement sur une
application du théorème de Girsanov. Pour prouver (iv), il nous faut déterminer la mesure de
Lévy de (τl, l ≥ 0) sous P. On utilise le développement en série de

√
2λ tanh(

√
2λ) suivant :

√
2λ tanh(

√
2λ) =

∑
n≥1

2λ

a2
n + λ

où an =
π

2
√

2
(2n− 1),
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(voir par exemple Cartan [Car61, p.155]). On écrit alors, d’après (1.3) :

E0

[
e−λτl

]
= exp

(
− l

uλ(0,0)

)
= exp

(
−l
√

2λ tanh(
√

2λ)
)

= exp

−2l
∑
n≥1

λ

a2
n + λ


= exp

−2l
∑
n≥1

a2
n

(
1

a2
n

− 1

a2
n + λ

)
= exp

−2l
∑
n≥1

a2
n

∫ ∞
0

(
e−a

2
nu − e−(a2n+λ)u

)
du


= exp

−2l

∫ ∞
0

(1− e−λu)
∑
n≥1

a2
ne
−a2nudu

 .

Ainsi, la densité de la mesure de Lévy de (τl, l ≥ 0) est donnée sous P par :

n(u) = 2
∑
n≥1

a2
ne
−a2nu,

et la preuve du Point (iii)du Théorème 2.19 est une conséquence directe du Point (ii) du
Théorème 2.3.

Remarque 2.20. Mentionnons au passage que, lorsque (Xt, t ≥ 0) est un mouvement brow-
nien réfléchi sur [0, 1], de nombreuses égalités en loi sont connues pour le subordinateur
(τl, l ≥ 0). Par exemple, d’après F.B. Knight ([Kni78, Lemme 2.1, p.436]), on a :

τl(X)
(loi)
=

∫ τl(|B|)

0

1]0,1[(|Bt|)dt

(loi)
= 2

∫ 1

0

Laτl(|B|)(|B|)da (en appliquant la formule des temps d’occupation)

(loi)
= 2

∫ 1

0

Zada (en appliquant le Théorème de Ray-Knight),

où B est un mouvement brownien standard et Z un carré de Bessel de dimension 0 issu de
l. Par ailleurs, d’après P. Carmona, F. Petit et M. Yor [CPY01], on a l’égalité en loi :

(γπ2

4 τl
, l ≥ 0)

(d)
=(ξπ

2 l
, l ≥ 0),

où γ est un mouvement brownien indépendant de τ et ξ est le processus de Lévy associé par
la relation de Lamperti à la valeur absolue d’un processus de Cauchy. Son générateur s’écrit :

Lξf(ξ) =
1

π

∫
R

cosh(η)

(sinh(η))2

(
f(ξ + η)− f(ξ)− ηf ′(ξ)1|η|≤1

)
dη.

En fait, une meilleure connaissance de la loi de τl (en particulier le comportement asympto-
tique de sa densité) nous permettrait de pénaliser le mouvement brownien réfléchi sur [0, 1]
par (1{Lt≤l}, t ≥ 0).

65



Chapitre 2. Pénalisation d’une diffusion récurrente positive

66



Deuxième partie

Pseudo-inverses
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Chapitre 3

Existence de pseudo-inverses pour
des diffusions

3.1 Introduction
Nous étudions dans ce chapitre la notion de croissance stochastique pour des diffusions.

Commençons par quelques définitions.

3.1.1 Ordre stochastique
Définition 3.1. Soient µ et ν deux mesures de probabilités sur R+. µ est dite stochastique-
ment plus grande que ν :

µ
(st)
≥ ν

si pour tout y ≥ 0,
µ([y,+∞[) ≥ ν([y,+∞[).

Définition 3.2. Un processus (Xt, t ≥ 0) est dit stochastiquement croissant si, pour tout
y > x, l’application de R+ dans [0, 1] : t 7→ Px(Xt ≥ y) est croissante et continue à droite.

Citons tout de suite un résultat dû à Kamae-Krengel qui permet de caractériser en un
sens les processus stochastiquement croissants :

Théorème 3.3 (Kamae-Krengel, [KK78]). Soit (Xt, t ≥ 0) un processus stochastiquement
croissant. Alors il existe un processus (At, t ≥ 0) croissant p.s. admettant les mêmes margi-

nales unidimensionnelles que (Xt, t ≥ 0), i.e. tel que, pour tout t ≥ 0 fixé, Xt
(loi)
= At. Deux

tels processus sont dits associés, et nous écrivons :

Xt
(1.d)
= At.

Dans ce chapitre, nous étudions la croissance stochastique de certaines diffusions au travers
de la notion suivante :

Définition 3.4. Un processus (Xt, t ≥ 0) admet un pseudo-inverse croissant si :
i) (Xt, t ≥ 0) est un processus stochastiquement croissant,
ii) pour tout y > x, lim

t→+∞
Px(Xt ≥ y) = 1.
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Définition 3.5. Si les Points (i) et (ii) de la Définition 3.4 sont satisfaits, alors, il existe
une famille de variables aléatoires positives (Yx,y, x < y) telle que :

Px(Xt ≥ y) = P(Yx,y ≤ t). (3.1)

On appelle cette famille de v.a. positives (Yx,y, x < y) le pseudo-inverse croissant du processus
(Xt, t ≥ 0).

Cette définition a été introduite pour la première fois par Madan, Roynette et Yor dans
[MRY08] pour exprimer le prix d’une option put dans le modèle de Black-Scholes comme une
fonction de répartition.

Remarque 3.6. Si (Xt, t ≥ 0) est un processus stochastiquement croissant, alors, puisque
t 7→ Px(Xt ≥ y) est bornée par 1, pour tout y > x la limite :

lim
t→+∞

Px(Xt ≥ y) =: Z(x, y)

existe. Par conséquent, il existe une famille de v.a. positives (Yx,y, x < y) telles que :

1

Z(x, y)
Px(Xt ≥ y) = P(Yx,y ≤ t). (3.2)

Dans ce cas, nous appelons la famille de v.a. positives (Yx,y, x < y) le quasi pseudo-inverse
croissant du processus (Xt, t ≥ 0).

Notons que dans les deux cas, a priori, la famille (Yx,y, x < y) est seulement une famille
de v.a., et ne constitue pas un processus.
Nous donnons, dans ce chapitre, des conditions suffisantes pour qu’une diffusion (Xt, t ≥
0) admette un pseudo-inverse croissant (ou au-moins un quasi pseudo-inverse croissant).
Nous exhibons également, dans certains cas, un processus croissant associé. Commençons
par examiner un exemple simple :

Exemple 3.7. Soit (Bt, t ≥ 0) un mouvement brownien issu de 0, et a > 0. On définit la
sous-martingale : (Xt = eBt+at, t ≥ 0). Alors, (Xt, t ≥ 0) admet un pseudo-inverse croissant.
En effet, pour tout y > 1 :

P1(Xt ≥ y) = P(Bt + at ≥ log(y)) = P(
√
tB1 ≥ log(y)− at)

= P
(
B1 ≥

log(y)√
t
− a
√
t

)
=

1√
2π

∫ ∞
log(y)√

t
−a
√
t

e−
u2

2 du. (3.3)

Il est alors clair que P1(X0 ≥ y) = 0 et lim
t→+∞

P1(Xt ≥ y) = 1. De plus :

∂

∂t
P1(Xt ≥ y) =

1

2

(
log(y)√

2πt3
+

a√
2πt

)
e−

1
2t (log(y)−at)2 ≥ 0.

Par conséquent, il existe une famille de v.a (Y1,y, 1 < y) telle que :

P1(Xt ≥ y) = P(Y1,y ≤ t).
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De plus, on a :

P(Y1,y ∈ dt) =
1

2

(
log(y)√

2πt3
+

a√
2πt

)
exp

(
− 1

2t
(log(y)− at)2

)
dt

=
1

2

(
P(T

(a)
log(y) ∈ dt) + P(G

(a)
log(y) ∈ dt)

)
avec :

T
(a)
log(y) := inf{t ≥ 0;Bt + at = log(y)} et G

(a)
log(y) := sup{t ≥ 0;Bt + at = log(y)}.

En effet :

P(T
(a)
log(y) ∈ dt) =

log(y)√
2πt3

exp

(
− 1

2t
(log(y)− at)2

)
dt,

P(G
(a)
log(y) ∈ dt) =

a√
2πt

exp

(
− 1

2t
(log(y)− at)2

)
dt.

Ainsi, on constate que, dans ce cas, la famille (Y1,y, y > 1) peut en fait être réalisée comme
un processus, dont la loi est obtenue en lançant une pièce non truquée donnant d’un côté le
processus

(
T

(a)
log(y), y > 1

)
et de l’autre le processus

(
G

(a)
log(y), y > 1

)
.

Dans [RY08], Roynette et Yor ont étudié l’existence de pseudo-inverses pour les processus
de Bessel. Voici un de leurs résultats, que nous généralisons au cours de ce chapitre :

Théorème 3.8 (Roynette-Yor, [RY08]). Soit (Rt, t ≥ 0;P(ν)
x , x ∈ R+) un processus de Bessel

d’indice ν > −1.
i) Si ν ≥ − 1

2 , alors (Rt, t ≥ 0) admet un pseudo-inverse croissant (Y
(ν)
x,y , x < y) et l’on

a :
Y

(ν)
0,y

(1.d)
= G(ν+1)

y ,

où G(ν+1)
y := sup{t ≥ 0;Rt = y} sous P(ν+1)

0 .
ii) Soit ν ∈

]
−1,− 1

2

[
. Alors, (Rt, t ≥ 0) admet un pseudo-inverse croissant si et seule-

ment si x = 0.

La preuve de ce théorème repose sur les identités en loi suivantes, entre les processus de
Bessel d’indices ν et ν + 1 :

Proposition 3.9 (Formule de Hirsch-Song [HS99]).
Soit ν > − 1

2 et notons p(ν)(t, x, y) la densité de transition (par rapport à la mesure de

Lebesgue) du processus de Bessel d’indice ν, et par
(
P

(ν)
t , t ≥ 0

)
son semi-groupe, de sorte

que P (ν)
t f(x) =

∫
p(ν)(t, x, y)f(y)dy. Alors :

i)
∂

∂x
p(ν)(t, x, y) = − ∂

∂y

(
x

y
p(ν+1)(t, x, y)

)
,

ii) Soit D̃ l’opérateur défini sur l’espace des fonctions de classe C1, dont la dérivée vaut 0
en 0, et qui sont bornées de même que leur dérivée première :

D̃f(x) =
1

x
f ′(x).

Alors,
D̃P

(ν)
t = P

(ν+1)
t D̃.
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iii) Soit
(
Q

(ν)
t , t ≥ 0

)
le semi-groupe du carré de Bessel d’indice ν. Alors :

DQ
(ν)
t = Q

(ν+1)
t D

où D représente l’opérateur de dérivation : Df(x) = f ′(x) défini sur l’espace des fonc-
tions de classe C1 bornées de même que leur dérivée première.

3.1.2 Plan

Nous donnons à présent le plan et les principaux résultats de ce chapitre.

- On considère tout d’abord, dans la Section 3.2, le cas d’une diffusion sur R solution de
l’équation différentielle stochastique :

Xt = x+ βt +

∫ t

0

c(Xs)ds.

Nous montrons que si c est une fonction de classe C2 positive, décroissante et convexe, alors
(Xt, t ≥ 0) admet un quasi pseudo-inverse croissant. L’existence d’un pseudo-inverse crois-
sant nécessite une hypothèse supplémentaire, que l’on peut formuler par exemple en utilisant
le critère de Feller.

Dans le reste du chapitre, nous nous concentrons plus particulièrement sur des diffusions
à valeurs dans R+.

- Nous commençons, dans la Section 3.3, par traiter un exemple en considérant la famille
de diffusions

(
X(α)

)
α≥0

définies comme les solutions des EDS :

X
(α)
t = Bt +

∫ t

0

(
c− αe2C

1 + α
∫ ·

0
e2C(y)dy

)
(X(α)

s )ds

où c :]0,+∞[→ R+ est une fonction de classe C1 qui vérifie c(0) = +∞ et telle que
C(x) :=

∫ x
1
c(y)dy vérifie C(0) = −∞. Nous prouvons alors qu’il existe une diffusion tran-

siente (Xt, t ≥ 0) indépendante de α telle que :

P(α)
0 (X

(α)
t ≥ y) =

1

1 + α
∫ y

0
e2C(z)dz

P0

(
Gy ≤ t

)
,

où Gy := sup{t ≥ 0;Xt = y}. De cette formule, on déduit que :

i) si α > 0, (X
(α)
t , t ≥ 0) admet un quasi pseudo-inverse croissant,

ii) si α = 0, (Xt := X
(0)
t , t ≥ 0) admet un pseudo-inverse croissant (Y0,y, y > 0), et les

égalités en loi suivantes sont satisfaites :

Xt
(1.d)
= inf

s≥t
Xs et Y0,y

(1.d)
= Gy. (3.4)

- Dans la Section 3.4, nous étendons les résultats précédents au cas général d’une diffusion
(Xt, t ≥ 0) à valeurs dans R+ et issue de 0. En notant m la mesure de vitesse de (Xt, t ≥ 0),
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nous prouvons l’existence d’un processus transient (Xt, t ≥ 0), défini à partir de (Xt, t ≥ 0)
par la transformation de Biane [Bia85], tel que :

P0 (Xt ≥ y) =

(
1− m([0, y])

m([0,+∞[)

)
P0

(
Gy ≤ t

)
.

En particulier, si m([0,+∞[) = +∞, (Xt, t ≥ 0) admet un pseudo-inverse croissant (Y0,y, y >
0) et les égalités en loi (3.4) sont à nouveau satisfaites. Ainsi, dans notre cadre, une diffusion
issue de 0 admet un pseudo-inverse croissant si et seulement si elle est transiente ou récur-
rente nulle.

- Finalement, dans la Section 3.5, nous obtenons des relations supplémentaires entre les
diffusions (Xt, t ≥ 0) et (Xt, t ≥ 0). Nous introduisons alors trois nouveaux processus, liés à
(Xt, t ≥ 0) via la notion de pseudo-inverse, qui nous permettent d’obtenir quelques identités
de type Zolotarev, (également appelées identités de Kendall [BB01]).

3.2 Existence de pseudo-inverses pour un mouvement brow-
nien avec une dérive positive, décroissante et convexe

Dans cette section, nous nous intéressons à l’existence de pseudo-inverses pour des diffu-
sions à valeurs réelles (Xt, t ≥ 0;Px, x ∈ R) solutions de :

Xt = x+ βt +

∫ t

0

c(Xs)ds (3.5)

où (βt, t ≥ 0) est un mouvement brownien standard issu de 0.

Théorème 3.10. Soit c : R→ R+ une fonction de classe C2 décroissante et convexe. Alors :
i) L’équation (3.5) admet une unique solution, laquelle est forte,
ii) pour tout y > x, la fonction t 7→ Px(Xt ≥ y) est croissante et continue.

En conséquence, le processus (Xt, t ≥ 0;Px, x ∈ R) admet un quasi pseudo-inverse croissant.
En d’autres termes, pour tout y > x, il existe une v.a. positive Yx,y telle que, pour tout t ≥ 0,
(3.2) soit satisfaite.

Remarque 3.11. Bien sûr, il serait préférable de donner quelques conditions qui assurent
l’existence d’un pseudo-inverse. C’est par exemple le cas lorsque c(x) > k

x , pour x ≥ A pour
un certain A > 0 et k > 1/2. En effet, on a alors :

C(y) :=

∫ y

A

c(x)dx ≥
∫ y

A

k

x
dx ≥ k log(y/A),

donc : ∫ ∞
A

e−2C(y)dy ≤
∫ ∞
A

(
A

y

)2k

dy <∞,

et Px(Xt −−−−→
t→+∞

+∞) = 1 d’après le critère de Feller, (voir [Kas76, p.345]), ce qui implique

que Px(Xt > y) −−−−→
t→+∞

1 pour tout y > x.

Démonstration.
1) L’existence et l’unicité d’une solution forte de l’équation (3.5) est classique. Elle provient
du fait que c est localement lipschitzienne, et de l’absence d’explosion puisque :
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Chapitre 3. Existence de pseudo-inverses pour des diffusions

• xc(x) ≤ 0 si x ≤ 0,
• c est bornée sur R+.

2) On introduit quelques notations :
• p(t, x, y) désigne la densité par rapport à la mesure de Lebesgue de la v.a. Xt sous

Px.
• h(t, x, y) :=

1√
2πt

e−
(x−y)2

2t désigne la densité du semi-groupe de la chaleur,

• pour toute fonction borélienne g : R→ R, on pose :

E(g)
x,y := Ex

[
exp

∫ t

0

g(Xs)ds|Xt = y

]
,

• si γ : R+ × R × R → R est une fonction de t, x et y, on écrit
∂γ

∂a
(resp.

∂γ

∂b
) pour

la dérivée de γ par rapport à sa seconde variable x (resp. par rapport à sa troisième variable
y). Cela s’avèrera utile par la suite car nous rencontrerons des quantités de la forme :

∂p

∂a
(t, y, x) =

∂p

∂a
(t, a, b)|a=y,b=x

• On note C la primitive de c, telle que C(0) = 0 :

C(x) :=

∫ x

0

c(y)dy.

L’idée de la preuve (très classique) consiste à se ramener à la mesure de Wiener grâce au
théorème de Girsanov. On pourra consulter pour des calculs similaires R. Carmona [Car79],
où l’auteur construit un processus de diffusion gouverné par un opérateur auto-adjoint positif,
en utilisant une méthode de changement de probabilités.

Lemme 3.12.

i) La fonction t→ Px(Xt ≥ y) est croissante pour tout y > x si et seulement si
∂p

∂a
(t, x, y) ≤

0 pour tout x > y.

ii) On a la formule générale de Hirsch-Song :

∂p

∂a
(t, x, y) = − ∂

∂b

(
p(t, x, y)E(c′)

x,y

)
. (3.6)

Démonstration.
a) On écrit, pour x < y :

∂

∂t
Px(Xt ≥ y) =

∂

∂t

∫ +∞

y

p(t, x, z)dz

=

∫ +∞

y

∂p

∂t
(t, x, z)dz

=

∫ +∞

y

[
1

2

∂2p

∂b2
(t, x, z)− ∂

∂b
(c(z)p(t, x, z))

]
dz (d’après Fokker-Planck)

= −1

2

∂p

∂b
(t, x, y) + c(y)p(t, x, y). (3.7)
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Par ailleurs, on sait que la densité de transition q(t, x, y) par rapport à la mesure de vitesse est
symétrique en x et y. Ici, puisque m(dz) = 2e2C(z)dz est la mesure de vitesse de la diffusion
(Xt, t ≥ 0), cela signifie que pour tout x, y :

e2C(x)p(t, x, y) = e2C(y)p(t, y, x). (3.8)

Nous allons alors utiliser (3.8) afin d’obtenir une autre expression de la relation (3.7). Dérivant
(3.8) par rapport à y, il vient :

e2C(x) ∂p

∂b
(t, x, y) = 2c(y)e2C(y)p(t, y, x) + e2C(y) ∂p

∂a
(t, y, x). (3.9)

On injecte alors (3.9) dans (3.7) et l’on obtient, pour tout x, y ∈ R :

∂

∂t
Px(Xt ≥ y) =− 1

2

[
2c(y)e2C(y)−2C(x)p(t, y, x) + e2C(y)−2C(x) ∂p

∂a
(t, y, x)

]
+ c(y)e2C(y)−2C(x)p(t, y, x)

=− 1

2
e2C(y)−2C(x) ∂p

∂a
(t, y, x). (3.10)

Ceci achève la preuve du Point (i) du Lemme 3.12, après avoir échangé les rôles de x et y.

b) Prouvons à présent la formule générale de Hirsch-Song (3.6).
Pour toute fonction f régulière, à support compact, on a, d’une part :

∂

∂x
Ex [f(Xt)] =

∫ ∞
−∞

∂p

∂a
(t, x, y)f(y)dy (3.11)

tandis que, de l’autre, avec des notations évidentes :

∂

∂x
Ex [f(Xt)] =

∂

∂x
E
[
f(X

(x)
t )

]
= E

[
f ′(X

(x)
t )

∂X
(x)
t

∂x

]
. (3.12)

On déduit alors de (3.5) que :

∂X
(x)
t

∂x
= 1 +

∫ t

0

c′(X(x)
s )

∂X
(x)
s

∂x
ds. (3.13)

En intégrant l’équation linéaire (3.13), on obtient :

∂X
(x)
t

∂x
= exp

(∫ t

0

c′(X(x)
s )ds

)
. (3.14)

Puis, en substituant (3.14) dans (3.12) :

∂

∂x
Ex [f(Xt)] = Ex

[
f ′(Xt) exp

(∫ t

0

c′(Xs)ds

)]
=

∫ ∞
−∞

Ex
[
exp

(∫ t

0

c′(Xs)ds

)
|Xt = y

]
f ′(y)p(t, x, y)dy

= −
∫ ∞
−∞

∂

∂b

(
E(c′)
x,y p(t, x, y)

)
f(y)dy (3.15)

après une intégration par parties. La comparaison de (3.11) et (3.15) achève alors la preuve
du Point (ii) du Lemme 3.12.
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Le Lemme 3.12 implique que la fonction t → Px(Xt ≥ y) est croissante pour tout y > x si

et seulement si
∂

∂b

(
p(t, x, y)E(c′)

x,y

)
≥ 0 pour tout x > y. Pour évaluer cette quantité, notre

approche consiste à présent à exprimer E(c′)
x,y p(t, x, y) à l’aide du mouvement brownien β.

Lemme 3.13. Pour tout x, y ∈ R et toute fonction g : R→ R borélienne, on a :

E(g)
x,yp(t, x, y) = h(t, x, y)eC(y)−C(x)Wx

[
exp

∫ t

0

(
g − 1

2
(c′ + c2)

)
(βs)ds|βt = y

]
,

où (Wx, x ∈ R) désigne la famille des mesures de Wiener. En particulier, pour g = c′ :

E(c′)
x,y p(t, x, y) = h(t, x, y)eC(y)−C(x)Wx

[
exp

1

2

∫ t

0

(c′ − c2)(βs)ds|βt = y

]
.

Démonstration.
Pour toute fonction borélienne et positive f , le théorème de Girsanov implique que :

Ex
[
f(Xt) exp

(∫ t

0

g(Xs)ds

)]
= Wx

[
f(βt) exp

(∫ t

0

g(βs)ds+

∫ t

0

c(βs)dβs −
1

2

∫ t

0

c2(βs)ds

)]
. (3.16)

En fait, un peu de prudence est nécessaire dans l’application du théorème de Girsanov ici
puisque c n’est pas bornée. Cependant, d’après l’extension de McKean (voir [McK69]) impli-
quant le temps d’explosion, et puisque le temps d’explosion dans ce cadre est infini p.s., la
formule (3.16) est vérifiée. D’après la formule d’Itô :

C(βt) = C(x) +

∫ t

0

c(βs)dβs +
1

2

∫ t

0

c′(βs)ds, (3.17)

on déduit, en injectant (3.17) dans (3.16) :

Ex
[
f(Xt) exp

(∫ t

0

g(Xs)ds

)]
= Wx

[
f(βt) exp

(
C(βt)− C(x) +

∫ t

0

(
g − 1

2
(c′ + c2)

)
(βs)ds

)]
. (3.18)

Cependant, (3.18) peut se réécrire, en conditionnant par Xt = y et βt = y :∫ ∞
−∞

Ex
[
exp

(∫ t

0

g(Xs)ds

)
|Xt = y

]
f(y)p(t, x, y)dy

=

∫ ∞
−∞

Wx

[
exp

∫ t

0

(
g − 1

2
(c′ + c2)

)
(βs)ds|βt = y

]
eC(y)−C(x)f(y)h(t, x, y)dy. (3.19)

f étant quelconque dans (3.19), le Point (ii) du Lemme 3.13 est ainsi prouvé.

3) Nous pouvons à présent achever la preuve du Point (ii) du Théorème 3.10.
D’après les Lemmes 3.12 et 3.13, il suffit de voir que, pour x > y, la quantité :

∂

∂b

(
E(c′)
x,y p(t, x, y)

)
=

∂

∂b

(
eC(y)−C(x)h(t, x, y)Wx

[
exp

1

2

∫ t

0

(c′ − c2)(βs)ds|βt = y

])
(3.20)
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est positive. Mais, en posant W̃ (c)
x,y = Wx

[
exp

1

2

∫ t

0

(c′ − c2)(βs)ds|βt = y

]
, on a d’après

(3.20) :

∂

∂b

(
E(c′)
x,y p(t, x, y)

)
= E(c′)

x,y p(t, x, y)

(
c(y) +

1

h(t, x, y)

∂h

∂b
(t, x, y) +

1

W̃
(c)
x,y

∂

∂b
W̃ (c)
x,y

)

= E(c′)
x,y p(t, x, y)

(
c(y) +

x− y
t

+
1

W̃
(c)
x,y

∂

∂b
W̃ (c)
x,y

)
.

D’où,
∂
∂b

(
E

(c′)
x,y p(t, x, y)

)
E

(c′)
x,y p(t, x, y)

= c(y) +
x− y
t

+
∂
∂bW̃

(c)
x,y

W̃
(c)
x,y

.

Par conséquent, puisque c(y) ≥ 0 et
x− y
t
≥ 0 pour x ≥ y, nous aurons prouvé la croissance

de l’application t→ Px(Xt ≥ y) une fois que nous aurons montré que :

∂

∂b
W̃ (c)
x,y ≥ 0. (3.21)

Prouvons donc (3.21). Le pont brownien de longueur t, (βx,t,ys , s ≤ t), allant de x à y, satisfait :

βx,t,ys = x+ (y − x)
s

t
+ β0,t,0

s . (3.22)

D’où :
∂

∂b
βx,t,ys =

s

t
,

et en conséquence,

∂

∂b
W̃ (c)
x,y = Wx

[(
1

2

∫ t

0

s

t
(c′′ − 2cc′)(βs)ds

)
exp

1

2

∫ t

0

(c′ − c2)(βs)ds|βt = y

]
≥ 0

puisque, par hypothèse : c′′ ≥ 0, c′ ≤ 0 et c ≥ 0. Ceci achève la preuve du Théorème 3.10.
Notons que, pour la preuve du Point (ii) de ce théorème, nous avons seulement eu besoin
que la fonction c soit positive, ainsi que de la relation :

c′′ − 2cc′ ≥ 0.

Remarque 3.14. L’existence d’un (quasi) pseudo-inverse croissant pour le processus de
Bessel d’indice ν ≥ − 1

2 (i.e. le Point (i) du Théorème 3.8) peut se déduire du Théorème
3.10. En effet, définissons, pour ε > 0, la fonction c(ε) : R→ R+ par :

c(ε)(x) =


2ν + 1

2x
si x ≥ ε

2ν + 1

2ε
− 3

2ν + 1

2ε2
(x− ε) +

2ν + 1

2ε3
(x2 − ε2) si x ≤ ε

Soit (X
(ε)
t , t ≥ 0) la solution de :

X
(ε)
t = x+ βt +

∫ t

0

c(ε)(X(ε)
s )ds.
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D’après le Théorème 3.10, la fonction t 7→ Px(X
(ε)
t ≥ y) est croissante pour tout y > x ,

puisque c(ε) satisfait les hypothèses de ce théorème. Il reste alors à faire tendre ε → 0 pour
obtenir que t 7→ P(ν)

x (Rt > y) est une fonction croissante de t, pour tout y > x.

Voici à présent quelques propriétés des v.a. (Yx,y, x < y) :

Proposition 3.15.

i) La densité de la v.a. Yx,y est donnée par :

fYx,y (t) = − 1

2Z(x, y)
e2C(y)−2C(x) ∂

∂a
p(t, y, x)

=
1

Z(x, y)

(
−1

2

∂

∂b
p(t, x, y) + c(y)p(t, x, y)

)
.

ii) La transformée de Laplace de Yx,y vaut :

E
[
e−λYx,y

]
=

λ

Z(x, y)

∫ ∞
y

uλ(x, z)dz

où uλ(x, z) :=

∫ +∞

0

e−λtp(t, x, z)dt désigne la densité du noyau potentiel du processus

(Xt, t ≥ 0).

Démonstration.
Le Point (i) est une conséquence immédiate du Lemme 3.12, et des identités (3.7) et (3.10).
Pour le Point (ii), on écrit, pour λ > 0 :

E
[
e−λYx,y

]
= λ

∫ +∞

0

P (Yx,y ≤ t) e−λtdt

=
λ

Z(x, y)

∫ +∞

0

Px (Xt ≥ y) e−λtdt (d’après la définition de Yx,y)

=
λ

Z(x, y)

∫ +∞

0

(∫ ∞
y

p(t, x, z)dz

)
e−λtdt

=
λ

Z(x, y)

∫ +∞

y

uλ(x, z)dz (en appliquant Fubini).

3.3 Etude d’une famille (X(α))α≥0 de diffusions à valeurs
dans R+

3.3.1 Définitions

L’opérateur T

Introduisons les espace fonctionnels suivants :

H =

{
F :]0,+∞[7→ R, F de classe C1,

∫
0+

e2F (y)dy <∞
}

(3.23)
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H∞ =

{
F ∈ H,

∫ +∞

0

e2F (y)dy =∞
}
. (3.24)

Sur H, on définit l’opérateur non-linéaire T de la manière suivante :

TF (x) =
e2F (x)∫ x
0
e2F (y)

dy − F ′(x) x > 0, F ∈ H. (3.25)

Cet opérateur a été introduit pour la première fois par Matsumoto et Yor dans [MY01] et
[MY02] lors d’une discussion au sujet des extensions du théorème de Pitman sur les processus
de Bessel de dimension 3. Il a été repris par Roynette, Vallois et Yor dans [RVY06] pour
trouver une classe de max-diffusions (i.e. de processus X tels que le processus bidimensionel
(Xt, S

X
t , t ≥ 0) où SXt := sup

s≤t
Xs, est markovien) qui satisfont la propriété de Pitman (i.e.

(2SXt −Xt, t ≥ 0) est markovien). Nous rassemblons ici quelques-uns de leurs résultats. Soit
F ∈ H. On étudie la diffusion (Xt, t ≥ 0) solution de :

Xt = x+Bt +

∫ t

0

TF (Xs)ds (t, x > 0)

où (Bt, t ≥ 0) est un mouvement brownien standard issu de 0.

Proposition 3.16 ([RVY06]).
i) Le processus (Xt, t ≥ 0) est à valeurs dans R+, 0 n’étant pas un point de sortie, et Xt

diverge vers +∞ lorsque t tend vers +∞ ;
ii) La variable aléatoire J0 = inf

t≥0
Xt est finie.

(a) Si F ∈ H∞, alors, la densité de J0 sous Px est donnée par :

1∫ x
0
e2F (y)dy

e2F (y)1[0,x](y). (3.26)

(b) Si F n’appartient pas à H∞, alors Px(J0 < a) = h(a)/h(x) pour tout a ∈]0, x[ où :

h(a) =

∫ a
0
e2F (y)dy∫∞

a
e2F (y)dy

, (0 < a ≤ x).

Nous donnons à présent quelques détails concernant la non-injectivité de l’opérateur T . En
effet, soit Uα(F ) la fonction :

Uα(F )(x) := F (x)− log

(
1 + α

∫ x

0

e2F (y)dy

)
où F ∈ H et α ∈ R sont tels que :

α ≥ − 1∫ +∞
0

e2F (y)dy
. (3.27)

La proposition suivante exprime précisément en quoi T n’est pas bijectif :

Proposition 3.17 ([RVY06]).
Supposons que F ∈ H.
i) Soit α satisfaisant (3.27), alors Uα(F ) ∈ H.
ii) Soit G ∈ H. Alors TG = TF si et seulement si G = z + Uα(F ) pour un certain z ∈ R

et α satisfaisant (3.27).
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La famille (X(α))α≥0

Soit c :]0,+∞[→ R+ une fonction de classe C1 telle que c(0) = +∞. On note :

C(x) :=

∫ x

1

c(y)dy,

et on suppose que C(0) = −∞. Puisque c est à valeurs dans R+, C ∈ H∞.
Pour α ≥ 0, introduisons la famille de diffusions :

X
(α)
t = Bt +

∫ t

0

(
c− αe2C

1 + α
∫ ·

0
e2C(y)dy

)
(X(α)

s )ds. (3.28)

Lorsque α = 0, on obtient :

Xt = Bt +

∫ t

0

c(Xs)ds.

On définit :

c(α)(x) := c(x)− αe2C(x)

1 + α
∫ x

0
e2C(y)dy

,

et

C(α)(x) :=

∫ x

1

c(α)(y)dy = C(x)− log

(
1 + α

∫ x

0

e2C(y)dy

)
+ log

(
1 + α

∫ 1

0

e2C(y)dy

)
.

D’après la Proposition 3.17, on a : TC = TC(α) où T est l’opérateur défini par (3.25). Par
conséquent, le processus X

(α)
solution de :

X
(α)

t = x+Bt +

∫ t

0

TC(α)(X
(α)

s )ds, (3.29)

ne dépend pas de α. On le note désormais simplement (Xt, t ≥ 0). Sa mesure de vitesse
m(dx) et sa fonction d’échelle s sont données par :

s(x) = − 1

2
∫ x

0
e2C(u)du

m(dx) =

(∫ x

0

2e2C(u)du

)2

e−2C(x)dx.

(3.30)

Remarque 3.18. Notons que, puisque c est positive, C est une fonction croissante, et 0 est
toujours un point d’entrée de la diffusion (Xt, t ≥ 0). En effet, pour tout z > 0 (voir [BS02,
p.14]) : ∫ z

0

e−2C(x)

(∫ x

0

e2C(y)dy

)
dx ≤

∫ z

0

e−2C(x)xe2C(x)dx ≤ z2 <∞.

3.3.2 Une relation d’entrelacement.

Soit (Pαt , t ≥ 0) le semi-groupe associé à X(α), et Hα défini par :

Hαf(x) =
1∫ x

0
e2C(α)(y)dy

∫ x

0

f(y)e2C(α)(y)dy.
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Proposition 3.19. La relation d’entrelacement suivante est satisfaite :

HαP
α
t = P tHα (3.31)

Démonstration.
Il est suffisant de vérifier cette identité sur les générateurs infinitésimaux. Soit f une fonction
de classe C2 sur R+. D’un côté, on a :

(Hαf)′(x) = − e2C(α)(x)(∫ x
0
e2C(α)(y)dy

)2 ∫ x

0

f(y)e2C(α)(y)dy +
e2C(α)(x)∫ x

0
e2C(α)(y)dy

f(x), (3.32)

et,

(Hαf)′′(x) = − 2c(α)(x)e2C(α)(x)(∫ x
0
e2C(α)(y)dy

)2 ∫ x

0

f(y)e2C(α)(y)dy +
2e4C(α)(x)(∫ x

0
e2C(α)(y)dy

)3 ∫ x

0

f(y)e2C(α)(y)dy

− 2e4C(α)(x)(∫ x
0
e2C(α)(y)dy

)2 f(x) +
2c(α)(x)e2C(α)(x)∫ x

0
e2C(α)(y)dy

f(x) +
e2C(α)(x)∫ x

0
e2C(α)(y)dy

f ′(x). (3.33)

Rassemblant (3.32) et (3.33), on obtient après simplifications :

LHαf(x) =
1

2
(Hαf)′′(x) +

(
e2C(x)∫ x

0
e2C(u)du

− c(x)

)
(Hαf)′(x)

=
1

2

e2C(α)(x)∫ x
0
e2C(α)(y)dy

f ′(x)

=
1

2

e2C(x)(∫ x
0
e2C(y)dy

) (
1 + α

∫ x
0
e2C(y)dy

)f ′(x). (3.34)

De l’autre côté :

HαL
αf(x) =

1∫ x
0
e2C(α)(y)dy

∫ x

0

(
1

2
f ′′(y) + c(α)(y)f ′(y)

)
e2C(α)(y)dy

=
1∫ x

0
e2C(α)(y)dy

(∫ x

0

c(α)(y)f ′(y)e2C(α)(y)dy +
1

2

[
e2C(α)(y)f ′(y)

]x
0

−1

2

∫ x

0

f ′(y)2c(α)(y)e2C(α)(y)dy

)
=

1

2

e2C(α)(x)∫ x
0
e2C(α)(y)dy

f ′(x)
(
puisque e2C(α)(0) = 0

)
=

1

2

e2C(x)(∫ x
0
e2C(y)dy

) (
1 + α

∫ x
0
e2C(y)dy

)f ′(x). (3.35)

La comparaison de (3.34) et (3.35) achève ainsi la preuve de la Proposition 3.19.

Cette notion d’entrelacement va nous permettre d’établir un lien entre les diffusions (Xt, t ≥
0) et (X

(α)
t , t ≥ 0).

Proposition 3.20. On a :

P(α)
0

(
X

(α)
t ≥ z

)
=

1

1 + α
∫ z

0
e2C(y)dy

P0(Xt ≥ z). (3.36)
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Remarque 3.21. La Proposition 3.20 montre que (X
(α)
t , t ≥ 0) peut admettre un pseudo-

inverse uniquement si α = 0 puisque, pour α > 0,

lim
t→+∞

P(α)
0

(
X

(α)
t ≥ z

)
≤ 1

1 + α
∫ z

0
e2C(y)dy

< 1.

Démonstration.
D’après la Proposition 3.19, on a, en faisant α = 0 dans (3.31) :

HPt = P tH.

D’où,
Pαt = H−1

α HPtH
−1Hα.

Evaluons ces opérateurs. Pour f tel que f(0) = 0, on a :

H−1
α f(x) = f(x) + e−2C(x)f ′(x)

(∫ x

0

e2C(y)dy

)(
1 + α

∫ x

0

e2C(y)dy

)
,

H−1f(x) = f(x) + e−2C(x)f ′(x)

(∫ x

0

e2C(y)dy

)
,

H−1
α Hf(x) = −α

∫ x

0

f(y)e2C(y)dy +

(
1 + α

∫ x

0

e2C(y)dy

)
f(x),

H−1Hαf(x) =
f(x)

1 + α
∫ x

0
e2C(y)dy

+

∫ x

0

αe2C(y)f(y)(
1 + α

∫ y
0
e2C(z)dz

)2 dy =

∫ x

0

f ′(y)

1 + α
∫ y

0
e2C(z)dz

dy.

Par conséquent, on obtient :

PtH
−1Hαf(x) = Ex

[∫ Xt

0

f ′(y)

1 + α
∫ y

0
e2C(z)dz

dy

]
,

et :

H−1
α HPtH

−1Hαf(x) = −α
∫ x

0

e2C(y)Ey

[∫ Xt

0

f ′(u)

1 + α
∫ u

0
e2C(z)dz

du

]
dy

+

(
1 + α

∫ x

0

e2C(y)dy

)
Ex

[∫ Xt

0

f ′(y)

1 + α
∫ y

0
e2C(z)dz

dy

]
. (3.37)

Laissant tendre x vers 0 dans (3.37), il vient :

Pαt f(0) = E0

[∫ Xt

0

f ′(y)

1 + α
∫ y

0
e2C(z)dz

dy

]
. (3.38)

Prenons f(x) =
∫ x

0
h(y)dy avec h positive. Dans ce cas (3.38) devient :

Pαt f(0) =

∫ +∞

0

(∫ y

0

h(z)dz

)
p(α)(t, 0, y)dy (3.39)

= E0

[∫ Xt

0

h(y)

1 + α
∫ y

0
e2C(z)dz

dy

]

=

∫ +∞

0

(∫ y

0

h(z)

1 + α
∫ z

0
e2C(u)du

dz

)
p(t, 0, y)dy. (3.40)
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Finalement, en appliquant Fubini dans (3.39) et (3.40), on obtient :∫ +∞

0

h(z)

(∫ ∞
z

p(α)(t, 0, y)dy

)
dz =

∫ +∞

0

h(z)dz

1 + α
∫ z

0
e2C(u)du

∫ ∞
z

p(t, 0, y)dy,

ce qui achève la preuve de la Proposition 3.20.

Remarque 3.22. Introduisons la
(
P(α)
x , (Ft, t ≥ 0)

)
martingale :

M
(α)
t :=

(
e−2C(Xt)

e−2C(x)

∫Xt
0

e2C(u)du∫ x
0
e2C(u)du

)(
1 + α

∫Xt
0

e2C(u)du

1 + α
∫ x

0
e2C(u)du

)
exp

(∫ t

0

(
c(α)

)′
(Xu)du

)
.

La formule de Girsanov donne :

Px|Ft = M
(α)
t · P(α)

x|Ft ,

ce qui conduit à la relation :

p(t, x, y)

p(α)(t, x, y)
=

(
e−2C(y)

e−2C(x)

∫ y
0
e2C(u)du∫ x

0
e2C(u)du

)(
1 + α

∫ y
0
e2C(u)du

1 + α
∫ x

0
e2C(u)du

)
E(α)
x

[
e
∫ t
0 (c(α))

′
(Xs)ds|Xt = y

]
.

(3.41)
Par conséquent, en injectant (3.41) dans la formule générale de Hirsch-Song (3.6), on obtient
dans ce cas :

e2C(x)(∫ x
0
e2C(u)du

) (
1 + α

∫ x
0
e2C(u)du

) ∂p(α)

∂x
(t, x, y) = − ∂

∂y

(
e2C(y)p(t, x, y)(∫ y

0
e2C(u)du

) (
1 + α

∫ y
0
e2C(u)du

)) .
(3.42)

Puis, en introduisant l’opérateur différentiel :

Dαf(x) =
e2C(x)(∫ x

0
e2C(u)du

) (
1 + α

∫ x
0
e2C(u)du

)f ′(x),

il découle aisément de (3.42) que :

DαP
α
t = P tDα

ce qui fournit une contrepartie différentielle à la relation d’entrelacement de la Proposition
3.19.

Nous pouvons également remarquer que, en tant que diffusion transiente dont la frontière 0
est point d’entrée mais pas de sortie, (Xt, t ≥ 0) n’est pas "trop loin" d’un processus de Bessel
de dimension 3. En effet, définissons le changement de temps

(
At :=

∫ t
0

4e4C(Xs)ds, t ≥ 0
)

ainsi que (τu, u ≥ 0) son inverse continu à droite. Alors :

Proposition 3.23.
(
m([0, Xτu ]), u ≥ 0

)
est un processus de Bessel de dimension 3 issu de

m([0, x]).

Démonstration.
Appliquons la formule d’Itô à m([0, Xt]), en utilisant (3.29) :

m([0, Xt]) = m([0, x]) +

∫ t

0

2e2C(Xs)dBs +

∫ t

0

2
e4C(Xs)∫Xs

0
e2C(y)dy

ds.
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En notant β le Dambis, Dubins-Schwarz mouvement brownien associé à la martingale locale(
Nt :=

∫ t
0

2e2C(Xs)dBs, t ≥ 0
)
, on obtient Nt = βAt et :

m([0, Xt]) = m([0, x]) + βAt +

∫ t

0

dAs

m([0, Xs])
.

Finalement, le changement de temps (τu, u ≥ 0) nous donne :

m([0, Xτu ]) = m([0, x]) + βu +

∫ u

0

ds

m([0, Xτs ])
,

et nous reconnaissons l’EDS satisfaite par le processus de Bessel de dimension 3 issu de
m([0, x]).

3.3.3 Existence d’un pseudo-inverse croissant lorsque α = 0

Nous énonçons à présent le résultat principal de cette section.

Théorème 3.24. Soient α ≥ 0 et (X
(α)
t , t ≥ 0) la diffusion solution de (3.28). Alors :

i) La fonction t 7→ P(α)
0 (X

(α)
t ≥ y) est croissante et peut s’écrire :

P(α)
0 (X

(α)
t ≥ y) =

1

1 + α
∫ y

0
e2C(z)dz

P0

(
Gy ≤ t

)
(3.43)

où Gy := sup{t ≥ 0;Xt = y}.

ii) lim
t→+∞

P(α)
0 (X

(α)
t ≥ y) =

1

1 + α
∫ y

0
e2C(z)dz

.

iii) Par conséquent :

1) si α = 0, (Xt, t ≥ 0) admet un pseudo-inverse croissant (Y0,y, y > 0) et l’on a les
égalités en loi suivantes :

(a) Xt
(1.d)
= inf

s≥t
Xs,

(b) Y0,y
(1.d)
= Gy.

2) si α > 0, (X
(α)
t , t ≥ 0) admet un quasi pseudo-inverse croissant (Y

(α)
0,y , y > 0).

Démonstration.
1) Notons u(t, y) la densité de inf

s≥t
Xs sous P0. On a :

Lemme 3.25.

u(t, y) = e2C(y)

∫ ∞
y

p(t, 0, z)∫ z
0
e2C(u)du

dz. (3.44)

Démonstration.
En utilisant (3.26) (puisque C ∈ H∞) et la propriété de Markov pour la diffusion (Xt, t ≥ 0)
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on peut écrire :

P0

(
inf
s≥t

Xs > y

)
=

∫ ∞
y

P0

(
inf
s≥t

Xs > y|Xt = z

)
p(t, 0, z)dz

=

∫ ∞
y

Pz
(

inf
s≥0

Xs > y

)
p(t, 0, z)dz

=

∫ ∞
y

∫ z
y
e2C(u)du∫ z

0
e2C(u)du

p(t, 0, z)dz.

=

∫ ∞
y

du e2C(u)

∫ ∞
u

p(t, 0, z)∫ z
0
e2C(a)da

dz (par Fubini). (3.45)

Il reste alors à dériver (3.45) par rapport à y pour achever la preuve du Lemme 3.25.

2) Revenons à la preuve du Théorème 3.24.
On commence par le Point (iii) item (a). Il s’agit de montrer que u(t, y) = p(t, 0, y). Nous
allons en fait prouver que u satisfait la même équation parabolique que p, à savoir :

∂p

∂t
(t, 0, y) = L∗p(t, 0, y) (3.46)

où
L∗f =

1

2
f ′′ − (cf)′. (3.47)

Tout d’abord, calculons
∂u

∂t
en utilisant (3.44) :

∂u

∂t
(t, y) = e2C(y)

∫ ∞
y

∂p

∂t
(t, 0, z)

dz∫ z
0
e2C(u)du

= −2e2C(y)

∫ ∞
y

L
∗
p(t, 0, z)s(z)dz (3.48)

d’après Fokker-Planck et (3.30). Intégrons (3.48) par parties. s étant une fonction d’échelle
pour le processus (Xt, t ≥ 0), on a pour tout z, Ls(z) = 0. En conséquence, seuls les termes
de bord provenant de l’intégration par parties ne sont pas nuls. On obtient, en notant par
des "primes" les dérivées par rapport à la variable d’espace :
∂u

∂t
(t, y)

= −2e2C(y)

∫ ∞
y

(
1

2
p′′(t, 0, z)−

((
e2C(z)∫ z

0
e2C(u)du

− c(z)
)
p(t, 0, z)

)′)
s(z)dz

= e2C(y)

(
−1

2

p′(t, 0, y)∫ y
0
e2C(u)du

+

(
e2C(y)∫ y

0
e2C(u)du

− c(y)

)
p(t, 0, y)∫ y

0
e2C(u)du

− 1

2

e2C(y)p(t, 0, y)(∫ y
0
e2C(u)du

)2
)

= e2C(y)

(
−1

2

p′(t, 0, y)∫ y
0
e2C(u)du

− c(y)
p(t, 0, y)∫ y

0
e2C(u)du

+
1

2

e2C(y)p(t, 0, y)(∫ y
0
e2C(u)du

)2
)
. (3.49)

De l’autre côté, calculons L∗u toujours en utilisant (3.44). On a :

∂u

∂y
(t, y) = 2c(y)u(t, y)− e2C(y) p(t, 0, y)∫ y

0
e2C(u)du

, (3.50)
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et

∂2u

∂y2
(t, y) =2c′(y)u(t, y) + 2c(y)

(
2c(y)u(t, y)− e2C(y) p(t, 0, y)∫ y

0
e2C(u)du

)

− 2c(y)e2C(y) p(t, 0, y)∫ y
0
e2C(u)du

− e2C(y) p′(t, 0, y)∫ y
0
e2C(u)du

+
e4C(y)p(t, 0, y)(∫ y

0
e2C(u)du

)2 . (3.51)

Ainsi, en rassemblant (3.50) et (3.51), on obtient :

L∗u(·, t)(y) = e2C(y)

(
−1

2

p′(t, 0, y)∫ y
0
e2C(u)du

− c(y)
p(t, 0, y)∫ y

0
e2C(u)du

+
1

2

e2C(y)p(t, 0, y)(∫ y
0
e2C(u)du

)2
)
. (3.52)

Comparant (3.49) et (3.52), on constate alors que l’on a bien :

∂u

∂t
(t, y) = L∗u(�, t)(y).

Il reste à présent à vérifier que les deux fonctions (t, y) 7→ p(t, 0, y) et (t, y) 7→ u(t, y) satisfont
les mêmes conditions initiales. Tout d’abord, il est clair que p(t, 0, �) et u(t, �) sont deux
densités sur R+ satisfaisant : u(0, �) = p(0, 0, �) = δ0.
Par ailleurs, pour tout t > 0, u(t, 0) = 0, puisque (Xt, t ≥ 0) est une diffusion transiente
dont la frontière 0 est point d’entrée mais pas de sortie (et par conséquent 0 n’appartient pas
l’espace d’état de (Xt, t ≥ 0)). Il en est de même pour (Xt, t ≥ 0) : si 0 est point d’entrée mais
pas de sortie pour la diffusion (Xt, t ≥ 0), alors pour tout t > 0, p(t, 0, 0) = 0. Sinon, 0 est
une barrière réfléchissante. Dans ce cas, introduisons q(t, x, y) la densité de transition de X
par rapport à sa mesure de vitesse m(dy) = 2e2C(y)dy. q est bien définie sur [0,+∞[3 et on a
p(t, x, y) = q(t, x, y)m(dy). Donc, pour x = y = 0, on obtient p(t, 0, 0) = q(t, 0, 0)2e2C(0) = 0
puisque C(0) = −∞.
En conséquence, par unicité de la solution de l’équation (3.46) (lorsque des conditions initiales
adéquates ont été données, voir [LSU68, p.145]), on obtient que :

∀t ≥ 0, ∀y ≥ 0, u(t, y) = p(t, 0, y). (3.53)

Ceci achève la preuve du Point (iii) item (a).

3) Terminons à présent la preuve du Théorème 3.24.
D’après le Lemme 3.25, on a :

P0(Xt ≥ y) = P0

(
inf
s≥t

Xs ≥ y
)

= P0(Gy ≤ t). (3.54)

En substituant (3.54) dans (3.36) on obtient (3.43) (i.e. le Point (i)).
Le Point (ii) provient du fait que X est transient d’après la Proposition 3.16. Par conséquent,
si α = 0, (Xt, t ≥ 0) admet un pseudo-inverse croissant, et l’on a :

P0(Gy ≤ t) = P(Y0,y ≤ t).

Ceci achève la preuve du Théorème 3.24.
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Remarque 3.26. Si c est une fonction décroissante, alors, pour tout x ≥ 0, TC(x) ≥ c(x).
En effet :

e2C(x)∫ x
0
e2C(y)dy

− c(x) ≥ c(x)

⇐⇒ e2C(x) − 2c(x)

∫ x

0

e2C(y)dy ≥ 0

⇐⇒ e2C(x) − c(x)

([
e2C(y)

c(y)

]x
0

+

∫ x

0

e2C(y)c′(y)

c2(y)
dy

)
≥ 0

⇐⇒ −c(x)

∫ x

0

e2C(y)c′(y)

c2(y)
dy ≥ 0.

Par conséquent, en appliquant le théorème de comparaison stochastique, si l’on peut réaliser
ces deux processus X et X sur le même espace (par rapport au même mouvement brownien),
alors,

P
(
Xt ≥ Xt pour tout t ≥ 0

)
= 1.

3.4 Existence de pseudo-inverses pour une diffusion à va-
leurs dans R+ issue de 0

3.4.1 Notations

Notre but est à présent d’étendre le résultat obtenu précédemment pour la famille (X(α))α≥0

au cadre général des diffusions linéaires régulières X à valeurs dans R+. Rappelons la classi-
fication suivante des points frontières, pour le point à gauche 0 (voir [BS02, p.14]) :

i) 0 est dit point de sortie si, pour z > 0 :∫ z

0

m([a, z])s′(a)da <∞, (3.55)

ii) 0 est dit point d’entrée si, pour z > 0 :∫ z

0

(s(z)− s(a))m(da) <∞. (3.56)

Notons qu’une intégration par parties fournit une condition équivalente à (3.56) :

lim
a→0

(s(a)m([0, a])) +

∫ z

0

m([0, a])s′(a)da <∞. (3.57)

Dans cette étude, on suppose toujours que la diffusion est issue de 0. Par conséquent, l’inéga-
lité (3.56) (ou de manière équivalente (3.57)) doit être satisfaite, et 0 est un point d’entrée.
De plus :

• si 0 est également un point de sortie, il est dit frontière non singulière. Une diffusion
atteint ses frontières non singulières avec une probabilité positive. Dans ce cas, il est néces-
saire, afin de décrire le processus de diffusion, d’ajouter une condition supplémentaire. Ici,
puisque m est supposée être absolument continue par rapport à la mesure de Lebesgue, on a
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m({0}) = 0, et 0 est une barrière réfléchissante.

• si 0 n’est pas point de sortie (i.e. l’égalité (3.55) n’est pas satisfaite), alors, la diffusion
ne peut atteindre ce point depuis l’intérieur de son espace d’état. Par conséquent, puisque la
diffusion est supposée régulière, 0 n’appartient pas à l’espace d’état. Mais, en tant que point
d’entrée, il est néanmoins possible de faire débuter la diffusion en 0.

Nous supposons également que +∞ est une frontière naturelle (i.e. ni entrée, ni sortie).

3.4.2 La transformation de Biane

Définition 3.27. A la diffusion (Xt, t ≥ 0), nous associons à présent une autre diffusion,
(Xt, t ≥ 0), dont la mesure de vitesse m(dx) = ρ(x)dx et la fonction d’échelle s sont définies
par : ρ(x) = (m([0, x]))2s′(x)

s(x) =
1

m([0,+∞[)
− 1

m([0, x])
.

(3.58)

(Xt, t ≥ 0) est une diffusion transiente, puisque s est croissante et :

s(0) = −∞ et s(+∞) = 0.

On suppose de plus que lim
a→0

m([0, a])s(a) > −∞. D’après (3.57), cela implique que la fonction
a 7→ m([0, a])s′(a) est intégrable au voisinage de 0. Par conséquent, d’après (3.58), la frontière
0 est point d’entrée mais pas de sortie pour la diffusion (Xt, t ≥ 0).
Par exemple, si X est un processus de Bessel d’indice ν, alors X est un processus de Bessel
d’indice ν + 1. Cette transformation fut introduite par Biane [Bia85] afin de généraliser une
identité de Ciesielski et Taylor [CT62], obtenue à l’origine pour les processus de Bessel.

Remarque 3.28. Il convient de souligner que cette transformation n’est pas injective. Par
exemple, comme pour l’opérateur T , si X(α) est solution de (3.28), alors X

(α)
définie par la

transformation de Biane ne dépend pas de α. En effet, d’après (3.28) :

s(α)(x) =

∫ x

0

(
1 + α

∫ y
0
e2C(u)du

)2
e2C(y)

dy, (3.59)

et

m(α)(dx) =
2e2C(x)(

1 + α
∫ x

0
e2C(u)du

)2 dx. (3.60)

Intégrant (3.60), on obtient :

m(α)([0, x]) = 2

∫ x

0

e2C(y)(
1 + α

∫ y
0
e2C(u)du

)2 dy
= 2

[
− 1

α

1

1 + α
∫ y

0
e2C(u)du

]x
0

= 2

∫ x
0
e2C(u)du

1 + α
∫ x

0
e2C(u)du

. (3.61)
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Par conséquent :

s(α)(x) :=
α

2
− 1

m(α)([0, x])
= − 1

2
∫ x

0
e2C(u)du

,

et

ρ(α)(x) := (m(α)([0, x]))2
(
s(α)

)′
(x) =

(
2

∫ x

0

e2C(u)du

)2

e−2C(x).

On constate donc que les caractéristiques de la diffusion X
(α)

ne dépendent pas de α. En
fait, X

(α)
= X où X est la diffusion définie par (3.30).

Nous étudions à présent quelques liens entre X et X.
Soit H la fonctionnelle :

Hf(x) :=
1

m([0, x])

∫ x

0

f(y)m(dy) (3.62)

définie sur l’espace des fonctions continues à support compact dans ]0,+∞[.

Lemme 3.29. La relation d’entrelacement suivante est satisfaite :

HPt = P tH.

Démonstration.
Il suffit de vérifier cette identité sur les générateurs infinitésimaux.
Soit f une fonction C2 à support compact dans ]0,+∞[. D’un côté, on a :

HLf(x) =
1

m([0, x])

∫ x

0

Lf(y)m(dy)

=
1

m([0, x])

∫ x

0

∂

∂m

∂

∂s
f(y)m(dy)

=
1

m([0, x])

∫ x

0

1

ρ(y)

∂

∂y

(
f ′(y)

s′(y)

)
ρ(y)dy

=
1

m([0, x])

(
f ′(x)

s′(x)
− f ′(0)

s′(0)

)
=

f ′(x)

m([0, x])s′(x)
(car f est à support compact dans ]0,+∞[). (3.63)

De l’autre côté, puisque d’après (3.58), s′(x) =
ρ(x)

(m([0, x]))2
:

LHf(x) =
∂2

ρ(x)∂xs′(x)∂x

(
1

m([0, x])

∫ x

0

f(y)m(dy)

)
=

∂

ρ(x)∂x

(m([0, x]))2

ρ(x)

(
− ρ(x)

(m([0, x]))2

∫ x

0

f(y)m(dy) +
ρ(x)

(m([0, x]))
f(x)

)
=

∂

ρ(x)∂x

(
−
∫ x

0

f(y)m(dy) +m([0, x])f(x)

)
=
m([0, x])

ρ(x)
f ′(x)

=
f ′(x)

m([0, x])s′(x)
. (3.64)
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La comparaison de (3.63) et (3.64) achève alors la preuve du Lemme 3.29.

Le Lemme 3.29 nous permet de déduire la relation suivante entre les densités de transition
de (Xt, t ≥ 0) et (Xt, t ≥ 0) :

Lemme 3.30.
1

m([0, x])

∫ x

0

q(t, y, z)m(dy) =

∫ ∞
z

q(t, x, y)m([0, y])s′(y)dy.

En particulier, laissant tendre x vers 0, on obtient :

q(t, 0, z) =

∫ ∞
z

q(t, 0, y)m([0, y])s′(y)dy. (3.65)

Démonstration.
On utilise la relation d’entrelacement entre les semi-groupes de X et X. Soit f une fonction
borélienne sur ]0,+∞[ à support compact. D’un côté, on a, en appliquant Fubini :

HPtf(x) =
1

m([0, x])

∫ x

0

(∫ +∞

0

f(z)q(t, y, z)m(dz)

)
m(dy)

=

∫ +∞

0

f(z)

(
1

m([0, x])

∫ x

0

q(t, y, z)m(dy)

)
m(dz). (3.66)

De l’autre, d’après (3.58) :

P tHf(x) =

∫ +∞

0

(
1

m([0, y])

∫ y

0

f(z)m(dz)

)
q(t, x, y)m(dy)

=

∫ +∞

0

f(z)

(∫ ∞
z

1

m([0, y])
q(t, x, y)m(dy)

)
m(dz)

=

∫ +∞

0

f(z)

(∫ ∞
z

q(t, x, y)m([0, y])s′(y)dy

)
m(dz). (3.67)

La comparaison de (3.66) et (3.67) achève alors la preuve du Lemme 3.30.

Remarque 3.31. Les Lemmes 3.29 et 3.30 ont des contreparties différentielles. En effet, si
l’on définit :

D̃f(x) =
1

m([0, x])s′(x)
f ′(x),

sur l’espace des fonctions de classe C1, dont la dérivée vaut 0 en 0, et qui sont bornées de
même que leur dérivée première, on obtient en suivant le même schéma de preuve que pour
le Lemme 3.29 :

D̃Pt = P tD̃, (3.68)

ce qui implique alors la formule de Hirsch-Song :

1

m([0, x])s′(x)

∂p

∂x
(t, x, y) = − ∂

∂y

(
p(t, x, y)

m([0, y])s′(y)

)
où p (resp. p) est la densité de transition de X (resp. X) par rapport à la mesure de Lebesgue.
De plus, en notant Z le processus de Markov :

Zt :=

∫ Xt

0

m([0, a])s′(a)da, t ≥ 0
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et (Qt, t ≥ 0) son semi-groupe, on a :

DQt = QtD

où D désigne l’opérateur de dérivation : Df(x) = f ′(x) défini sur l’espace des fonctions de
classe C1 bornées, de même que leurs dérivées premières.

3.4.3 Existence de pseudo-inverses

Nous énonçons à présent le principal résultat de cette section :

Théorème 3.32. Soit X une diffusion linéaire régulière sur R+ de mesure de vitessem(dx) =
ρ(x)dx et de fonction d’échelle s. On suppose que s est une fonction de classe C2 strictement
croissante telle que lim

a→0
m([0, a])s(a) > −∞, que 0 est un point d’entrée et +∞ une frontière

naturelle.
Soit y > 0. Alors :

i) La fonction t 7→ P0(Xt ≥ y) est croissante et satisfait :

P0 (Xt ≥ y) =

(
1− m([0, y])

m([0,+∞[)

)
P0

(
Gy ≤ t

)
, (3.69)

où Gy := sup{s ≥ 0; Xs = y}.

ii) lim
t→+∞

P0(Xt ≥ y) = 1− m([0, y])

m([0,+∞[)
.

iii) Par conséquent :

1) Si m([0,+∞[) = +∞, X admet un pseudo-inverse croissant (Y0,y, y > 0) et l’on a
les égalités en loi suivantes :

(a) Xt
(1.d)
= inf

s≥t
Xs,

(b) Y0,y
(1.d)
= Gy.

2) Si m([0,+∞[) < +∞, X admet un quasi pseudo-inverse croissant (Y0,y, y > 0).

Ainsi, dans notre cadre, une diffusion admet un pseudo-inverse croissant si et seulement si
elle est transiente ou récurrente nulle.

Remarque 3.33.
a) Il est clair qu’une diffusion récurrente positive ne peut admettre de pseudo-inverse croissant

puisque, en notant π(dz) :=
ρ(z)

m([0,+∞[)
dz la probabilité stationnaire de X, on a, pour y > 0

(voir [BS02, p.35]) :

P0(Xt ≥ y) −−−−→
t→+∞

∫ +∞

0

1{z≥y}π(dz) =
m([y,+∞[)

m([0,+∞[)
< 1.

b) Supposons m([0,+∞[) <∞, et soit U (m) une v.a. de loi π. Alors, d’après (3.69),

Xt
(1.d)
= U (m) ∧ inf

s≥t
Xs.
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Remarque 3.34. Etudions, à l’aide de ce théorème, le cas des diffusions X(α) qui sont
solutions de (3.28). D’après (3.59), on voit que s(α) est strictement croissante et :∣∣m(α)([0, a])s(α)(a)

∣∣ =
2
∫ a

0
e2C(u)du

1 + α
∫ a

0
e2C(u)du

∫ 1

a

(
1 + α

∫ x

0

e2C(u)du

)2

e−2C(x)dx

≤ (1− a)

(
1 + α

∫ 1

0

e2C(u)du

)2

e−2C(a)2ae2C(a)

≤ 2a(1− a)

(
1 + α

∫ 1

0

e2C(u)du

)2

−−−→
a→0

0.

Ainsi le Théorème 3.32 s’applique, et la fonction t 7→ P(α)
0 (X

(α)
t ≥ y) est croissante. De plus,

puisque C ∈ H∞ (cf. (3.24)), on obtient, en laissant tendre x vers +∞ dans (3.61) :

m(α)([0,+∞[) =
2

α
.

D’où, d’après le Point (ii) du Théorème 3.32,

lim
t→+∞

P(α)
0 (X

(α)
t ≥ y) = 1− α

2

( ∫ y
0

2e2C(u)du

1 + α
∫ y

0
e2C(u)du

)
=

1

1 + α
∫ y

0
e2C(u)du

.

C’est précisément le Point (ii) du Théorème 3.24.

Démonstration.
1) On sait d’après [IM74, p.149] que (t, z) 7→ q(t, 0, z) est solution de l’équation parabolique :

∂u

∂t
(t, z) = Lu(t, z).

D’où :
∂

∂t
P0(Xt ≥ y) =

∫ ∞
y

∂q

∂t
(t, 0, z)m(dz)

=

∫ ∞
y

Lq(t, 0, z)m(dz)

=

∫ ∞
y

∂

∂m

∂q

∂s
(t, 0, z)m(dz)

= −∂q
∂s

(t, 0, y). (3.70)

A présent, (3.70) peut être réécrit, grâce à (3.65) :

∂

∂t
P0(Xt ≥ y) = − 1

s′(y)

∂

∂y

(∫ ∞
y

q(t, 0, z)m([0, z])s′(z)dz

)
= q(t, 0, y)m([0, y])

= −
(

1− m([0, y])

m([0,+∞[)

)
1

s(y)
q(t, 0, y) (d’après (3.58)). (3.71)

Mais, la diffusion (Xt, t ≥ 0) étant transiente, d’après [PY81], t 7→ − 1

s(y)
q(t, 0, y) est en fait

la densité du dernier temps de passage de la diffusion (Xt, t ≥ 0) au niveau y, lorsqu’elle est
issue de 0 :

P0(Gy ∈ dt) = − 1

s(y)
q(t, 0, y)dt. (3.72)
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Il ne reste plus qu’à intégrer (3.71) par rapport à t pour achever la preuve du Point (i) du
Théorème 3.32.

2) Le Point (ii) est immédiat puisque la diffusion (Xt, t ≥ 0) est transiente, et finalement,
les items (a) et (b) découlent aisément de (3.69) et de l’identité :

P0

(
inf
s≥t

Xs ≥ y
)

= P0

(
Gy ≤ t

)
= P0 (Xt ≥ y) .

Ceci achève la preuve du Théorème 3.32.

3.4.4 Une seconde preuve de l’existence de pseudo-inverses
Nous donnons également une autre preuve du Théorème 3.32, en montrant que les trans-

formées de Laplace des deux membres de (3.69) coïncident. Soit X le processus associé à X
par la transformation de Biane. D’après (3.72), on a pour λ ≥ 0 :

E0

[
e−λGy

]
= −

∫ +∞

0

e−λt
q(t, 0, y)

s(y)
dt =

uλ(0, y)

−s(y)
. (3.73)

Remarquons que y 7→ uλ(0, y) est l’unique (à une constante multiplicative près) fonction

propre de l’opérateur L =
∂2

∂m∂s
, associée à la valeur propre λ, qui est décroissante et

satisfait uλ(0,+∞) = 0 (voir [BS02, p.18]). Soit φ la fonction définie par :

φ(y, λ) :=
λ

m([0, y])

∫ +∞

y

uλ(0, x)m(dx).

Nous allons montrer que y 7→ φ(y, λ) satisfait les mêmes conditions que y 7→ uλ(0, y). Tout
d’abord, il est clair que φ(·, λ) est une fonction décroissante telle que φ(+∞, λ) = 0. De plus,
on a :

Lφ(y, λ) =
∂2

∂m∂s
φ(y, λ)

= λ
∂

ρ(y)∂y

(m([0, y]))2

ρ(y)

(
− ρ(y)

(m([0, y]))2

∫ ∞
y

uλ(0, x)m(dx)− 1

m([0, y])
uλ(0, y)ρ(y)

)
= λ

∂

ρ(y)∂y

(
−
∫ ∞
y

uλ(0, x)m(dx)−m([0, y])uλ(0, y)

)
=

λ

(m([0, y]))2s′(y)

(
uλ(0, y)ρ(y)− ρ(y)uλ(0, y)−m([0, y])

∂uλ
∂y

(0, y)

)
= − λ

(m([0, y]))s′(y)

∂uλ
∂y

(0, y). (3.74)

Mais, puisque y 7→ uλ(0, y) est une fonction propre de l’opérateur L =
∂2

∂m∂s
associée à la

valeur propre λ, on a :
∂2uλ

ρ(y)∂ys′(y)∂y
(0, y) = λuλ(0, y). (3.75)

Intégrant (3.75), on obtient :

1

s′(+∞)

∂uλ
∂y

(0,+∞)− 1

s′(y)

∂uλ
∂y

(0, y) = λ

∫ ∞
y

uλ(0, x)ρ(x)dx. (3.76)
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Ainsi, comme le point +∞ est supposé naturel, d’après ([BS02, p.19]) :

1

s′(+∞)

∂uλ
∂y

(0,+∞) =
∂uλ
∂s

(0,+∞) = 0.

En substituant (3.76) dans (3.74), on obtient alors :

Lφ(y, λ) = λ

(
λ

1

m([0, y])

∫ ∞
y

uλ(0, x)m(dx)

)
= λφ(y, λ),

ce qui signifie que φ est une fonction propre de l’opérateur L associée à la valeur propre λ.
Par conséquent, il existe une constante γ > 0 telle que :

uλ(0, y) = γ
λ

m([0, y])

∫ ∞
y

uλ(0, x)m(dx). (3.77)

Remplaçant (3.77) dans (3.73) on obtient finalement :

E0

[
e−λGy

]
= − γλ

s(y)m([0, y])

∫ ∞
y

uλ(0, x)m(dx)

=
γλ

1− m([0,y])
m([0,+∞[)

∫ ∞
y

(∫ +∞

0

e−λtq(t, 0, x)dt

)
ρ(x)dx (d’après (3.58))

=
γλ

1− m([0,y])
m([0,+∞[)

∫ +∞

0

e−λtP0(Xt ≥ y)dt (en appliquant Fubini)

=
γ

1− m([0,y])
m([0,+∞[)

∫ +∞

0

e−λt
(
∂

∂t
P0(Xt ≥ y)

)
dt

après une intégration par parties. Par conséquent, d’après l’injectivité de la transformée de

Laplace, on en déduit que t 7→ γ

1− m([0,y])
m([0,+∞[)

∂

∂t
P0(Xt ≥ y) est la densité d’une v.a. Y0,y

(ayant même loi que Gy sous P0) qui satisfait :

P(Y0,y ≤ t) = P0(Gy ≤ t) =

∫ t

0

γ

1− m([0,y])
m([0,+∞[)

(
∂

∂s
P0(Xs ≥ y)

)
ds =

γ

1− m([0,y])
m([0,+∞[)

P0(Xt ≥ y).

Ainsi, laissant tendre y vers 0 dans cette dernière identité, on obtient :

P0(G0 ≤ t) = γP0(Xt ≥ 0) = γ (X étant une diffusion à valeurs positives). (3.78)

Mais, puisque 0 est un point d’entrée, mais pas de sortie pour la diffusion (Xt, t ≥ 0), on a
P0(G0 = 0) = 1, de sorte que, d’après (3.78), γ = 1.

3.5 Quelques conséquences de l’existence de pseudo-inverses

3.5.1 Une nouvelle relation entre les processus X et X issus de 0
Proposition 3.35. Soient t ≥ 0 et U une v.a. uniforme sur [0, 1] indépendante de Xt.
Alors, sous les hypothèses du Théorème 3.32, les processus (m([0, Xt]), t ≥ 0) sous P0 et
(m([0, Xt])U, t ≥ 0) sous P0 sont associés :

m([0, Xt])
(1.d)
= m([0, Xt])U.
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Nous présentons deux preuves.

Démonstration analytique.
On écrit pour toute fonction f borélienne positive :

E0 [f(m([0, Xt]))] =

∫ +∞

0

f(m([0, y]))q(t, 0, y)ρ(y)dy

=

∫ +∞

0

f(m([0, y]))

(∫ ∞
y

q(t, 0, z)m([0, z])s′(z)dz

)
ρ(y)dy (d’après (3.65))

=

∫ +∞

0

(
1

m([0, z])

∫ z

0

f(m([0, y]))ρ(y)dy

)
q(t, 0, z)ρ(z)dz

(en appliquant Fubini et (3.58))

=

∫ +∞

0

(
1

m([0, z])

∫ m([0,z])

0

f(u)du

)
q(t, 0, z)ρ(z)dz

(suite au changement de variable u = m([0, y]))

= E0

[
1

m([0, Xt])

∫ m([0,Xt])

0

f(u)du

]
= E0

[
f(m([0, Xt])U)

]
(après le changement de variable u = m([0, Xt])v).

Démonstration plus probabiliste dans le cas m([0,+∞[) = +∞.

Puisque s(x) = − 1

m([0, x])
est une fonction d’échelle pour la diffusion (Xt, t ≥ 0), le processus(

1

m([0, Xt+s])
, s < T

(t)

0

)
où T

(t)

0 := inf{s ≥ 0; Xt+s = 0}, est une (F t+s, s ≥ 0)-martingale

locale continue et positive. Mais, 0 étant un point d’entrée mais pas de sortie pour la diffusion

(Xt, t ≥ 0), on a T
(t)

0 = +∞ P0−p.s., et X étant transient,
(

1

m([0, Xt+s])
, s ≥ 0

)
est en fait

une martingale locale continue et positive qui converge p.s. vers 0. On peut alors appliquer
l’identité maximale de Doob :

sup
s≥t

1

m([0, Xs])

(loi)
=

1

m([0, Xt])U
.

Ainsi, puisque x 7→ m([0, x]) est croissante, en appliquant le Point (iii) du Théorème 3.32,
on obtient :

1

m([0, Xt])U

(loi)
= sup

s≥t

1

m([0, Xs])
=

1

inf
s≥t

m([0, Xs])
=

1

m([0, inf
s≥t

Xs])

(loi)
=

1

m([0, Xt])
.

3.5.2 Une relation de retournement du temps

Supposons que X soit une diffusion satisfaisant les hypothèses du Théorème 3.32. Alors le
processus X̂ :=

(
XGy−t, t < Gy

)
est une diffusion issue de y dont le semi-groupe (voir [RY99,
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Exercice 4.18, p.322]) s’écrit :

P̂tf(x) :=
1

s(x)
P t(fs)(x).

D’après (3.58), sa mesure de vitesse m̂(dx) = ρ̂(x)dx et sa fonction d’échelle ŝ(x) sont données
par : 

ŝ(x) = − 1

s(x)
=

m([0, x])m([0,+∞[)

m([0,+∞[)−m([0, x])
,

ρ̂(x) = s2(x)ρ(x) =

(
1− m([0, x])

m([0,+∞[)

)2

s′(x).

(3.79)

En conséquence, la loi de Gy sous P0 est la même que la loi de T̂0 pour le processus X̂. Ceci
conduit à une nouvelle formulation de l’identité (3.69) :

Proposition 3.36. Soit X une diffusion satisfaisant les hypothèses du Théorème 3.32, et X̂
définie par (3.79). Alors :

P0 (Xt ≥ y) =

(
1− m([0, y])

m([0,+∞[)

)
P̂y
(
T̂0 ≤ t

)
. (3.80)

En fait, (voir [SVY07, Section 2.2]), la diffusion (Xt, t ≥ 0) peut également être obtenue en
conditionnant X̂ à ne pas atteindre 0, et l’on a :

q(t, x, y) =
q̂(t, x, y)

ŝ(x)ŝ(y)
−−−→
x→0

n̂y0(t)

ŝ(y)
=

(
1

m([0, y])
− 1

m([0,+∞[)

)
n̂y0(t), (3.81)

où n̂y0 est la densité du premier temps de passage en 0 de X̂ sous P̂y :

P̂y(T̂0 ∈ dt) = n̂y0(t)dt.

Par conséquent, injectant (3.81) dans (3.65), on obtient :

Proposition 3.37.

q(t, 0, y) =

∫ ∞
y

n̂z0(t)

(
1− m([0, z])

m([0,+∞[)

)
s′(z)dz.

Notons que (3.79) se réduit de manière significative lorsque m([0,+∞[) = +∞. En effet, dans
ce cas : {

ŝ(x) = m([0, x])

ρ̂(x) = s′(x)

et, en dérivant la relation (3.80) par rapport à y et à t :

Proposition 3.38 (Identité de type Zolotarev ou Kendall, [BB01]).
Si m([0,+∞[) = +∞ :

−∂q
∂t

(t, 0, y)ρ(y) =
∂n̂y,0
∂y

(t).

Remarque 3.39.
a) La Proposition 3.38 peut également se prouver en utilisant la théorie de représentation
spectrale de Krein de q(t, 0, y) et n̂y0(t), voir [SV09] et [KW82].

96



3.5. Quelques conséquences de l’existence de pseudo-inverses

b) Si X est une diffusion telle que m([0,+∞[) = +∞ et s(x) = m([0, x]), alors, X est
une diffusion récurrente nulle, et, avec nos notations, les deux processus (Xt, t < T0) et
(X̂t, t < T̂0) issus de y ont la même loi. La Proposition 3.37 implique alors :

Py(T0 ∈ dt) = − 1

s′(y)

∂q

∂y
(t, 0, y)dt.

Notons que cette formule est très similaire à (3.72) pour les diffusions transientes :

P0(Gy ∈ dt) = − 1

s(y)
q(t, 0, y)dt.

Exemple 3.40. Si X est un mouvement brownien réfléchi en 0, alors X est un processus de
Bessel de dimension 3, et X̂ est un mouvement brownien tué en 0. D’après (3.80), on obtient
la célèbre formule :

W0(Xt ≥ y) = Wy(T0 ≤ t).

3.5.3 Retour sur la famille (X(α))α≥0

Tous les résultats de la Section 3.4 s’applique à la famille (X(α))α≥0 définie par (3.28). En
particulier, on peut définir la diffusion (X̂t, t < T̂0) sur R+ comme la solution de :

Xt = y +Bt −
∫ t

0

c(Xs)ds.

Notons que : ŝ(x) = 2

∫ x

0

e2C(u)du,

ρ̂(x) = e−2C(x).

Par ailleurs, puisque X ne dépend pas de α, X̂ non plus. Introduisons alors la max-diffusion :

Zt = Bt +

∫ t

0

c(2SZu − Zu)du où SZu := sup
s≤u

Zs. (3.82)

On sait d’après ([RVY07, Theorem 5.4]) que le processus (2SZt − Zt, t ≥ 0) a même loi que
(Xt, t ≥ 0) sous P0. D’où, puisque 2SZt − Zt ≥ St :

Gy
(loi)
= TZy où TZy := inf{t ≥ 0, Zt > y},

et la formule (3.69) peut se réécrire comme suit :

P0 (Xt ≥ y) =

(
1− m([0, y])

m([0,+∞[)

)
PZ0
(
TZy ≤ t

)
.

Notons que l’on peut également construire, dans le cas général, le processus (Zt, t ≤ TZy ) à
partir de (Xt, t ≤ Gy) par la relation :

Zt = 2JXt −Xt où JXt := inf
Gy≥s≥t

Xs. (3.83)

A présent, introduisons le processus :

Ẑt = 2IX̂t − X̂t où IX̂t := inf
s≤t

X̂s. (3.84)

Ẑ est a priori non markovien, mais, puisque Ẑt ≤ X̂t, on a GẐ0 = T̂0 P̂y-p.s.
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Proposition 3.41. La relation de retournement du temps suivante est satisfaite :(
ZTZy −t, t ≤ T

Z
y

)
(loi)
=

(
Ẑt, t ≤ GẐ0

)
.

Démonstration.(
ZTZy −t, t ≤ T

Z
y

)
(loi)
=
(

2JX
Gy−t

−XGy−t, t ≤ Gy
)

(d’après (3.83))

(loi)
=

(
2 inf
Gy≥s≥Gy−t

Xs −XGy−t, t ≤ Gy
)

(loi)
=

(
2 inf
s≤t

XGy−s −XGy−t, t ≤ Gy
)

(loi)
=

(
2 inf
s≤t

X̂s − X̂t, t ≤ T̂0

)
(loi)
=
(
Ẑt, t ≤ GẐ0

)
(d’après (3.84)).

Les liens entre ces 5 processus peuvent être résumés dans le diagramme suivant :

X
Biane // X

et, (
Zt, t ≤ TZy

) Retournement //

2SZ−Z

��

(
Ẑt, t ≤ GẐ0

)
oo

2V Ẑ−Ẑ

��(
Xt, t ≤ Gy

)
2JX−X

OO

Retournement //
(
X̂t, t ≤ T̂0

)
oo

2IX̂−X̂

OO
(3.85)

où, dans ce diagramme commutatif, V Ẑt := sup
s≥t

Ẑs. En particulier, on a :

P0

(
Gy ≤ t

)
= P̂y

(
T̂0 ≤ t

)
= PẐy

(
GẐ0 ≤ t

)
= PZ0

(
TZy ≤ t

)
.

Exemple 3.42. Si X est un processus de Bessel d’indice ν > −1, ν 6= 0, alors :
• X est un processus de Bessel d’indice ν + 1 issu de 0.
• X̂ est un processus de Bessel d’indice −(ν + 1) issu de y et tué quand il atteint le niveau

0. Dans le cas −(ν + 1) < −1, X̂ peut être obtenu comme la racine d’un carré de Bessel
de dimension négative tué en 0, voir [RY99, Exercice 1.33, p. 453].
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Peacocks et martingales associées
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Chapitre 4

Exemples de peacocks dans un
contexte markovien

4.1 Introduction
Nous définissons et étudions dans ce chapitre la notion d’ordre convexe pour des processus.

Cette notion joue un rôle important dans de nombreux domaines de probabilités, voir par
exemple Shaked-Shanthikumar [SS94, SS07].

4.1.1 Définitions
Définition 4.1 (Peacock). Un processus (Xt, t ≥ 0) à valeurs réelles est dit croissant pour
l’ordre convexe s’il est intégrable, i.e.

∀t > 0, E [|Xt|] <∞,

et si, pour toute fonction convexe ψ : R −→ R :

t ∈ R+ 7−→ E [ψ(Xt)] ∈]−∞,+∞] est une fonction croissante. (4.1)

Nous appelons un tel processus un peacock pour Processus Croissant pour l’Ordre Convexe
(en anglais, “peacock” signifie paon).

Remarque 4.2.
1) Pour prouver qu’un processus donné est un peacock, on peut se restreindre à la classe de
fonctions :

C := {ψ est une fonction convexe de classe C2 telle que ψ′′ est à support compact}.

En effet, toute fonction convexe peut s’écrire comme l’enveloppe convexe des fonctions affines
qui lui sont inférieures, i.e. peut s’écrire comme une limite croissante de fonctions de C, et
on obtient le résultat en passant à la limite.
Remarquons que si ψ ∈ C, alors ψ′ est bornée.
2) Soit (Xt, t ≥ 0) un processus intégrable tel que E[Xt] ne dépende pas de t. Alors, pour
prouver que (Xt, t ≥ 0) est un peacock, on peut se limiter à la classe de fonctions :

C↓↑ :=

{
θ ∈ C; θ(0) = θ′(0) = 0,
θ est décroissante sur ]−∞, 0[, et croissante sur ]0,+∞[

}
.
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En effet, si ψ ∈ C, il suffit de poser θ(x) :=
∫ x

0
(x−u)ψ′′(u)du et de remarquer que θ satisfait

les hypothèses précédemment citées, ainsi que :

∀x, y ∈ R, ψ(x)− ψ(y) = ψ′(0)(x− y) + θ(x)− θ(y).

Définition 4.3 (1-martingale). Un processus (Xt, t ≥ 0) à valeurs réelles est une 1-martingale
s’il existe une martingale (Mt, t ≥ 0) (éventuellement définie sur un autre espace de proba-
bilité) admettant les mêmes marginales unidimensionnelles que (Xt, t ≥ 0), c’est-à-dire que

pour tout t ≥ 0 fixé : Xt
(loi)
= Mt. Une telle martingale est dite associée au processus (Xt, t ≥ 0)

et nous écrivons :
Xt

(1.d)
= Mt.

Ces deux notions (peacocks et 1-martingales) sont liées par le résultat suivant, dans le
même esprit que le Théorème 3.3 de Kamae-Krengel.

Théorème 4.4 (Kellerer [Kel72]). Un processus (Xt, t ≥ 0) est un peacock si et seulement
si c’est une 1-martingale.

D’après l’inégalité de Jensen, il est clair qu’une martingale est un peacock. Par contre,
la réciproque est un résultat nettement plus difficile à établir, et qui a été obtenu grâce
aux travaux successifs de Strassen [Str65], Doob [Doo68], puis Kellerer [Kel72]. Malheureu-
sement, les preuves présentées dans son article ne sont pas constructives, et il est en général
relativement difficile d’exhiber une telle martingale. Nous présenterons quelques exemples de
construction dans le Chapitre 5, à partir de méthodes pour le plongement de Skorokhod.

4.1.2 Quelques exemples simples
Proposition 4.5. Soient σ : R+×R −→ R, b : R+×R −→ R deux fonctions boréliennes telles
que les applications σs : x 7−→ σ(s, x) et bs : x 7−→ b(s, x) soient localement lipschitziennes
en x, uniformément sur les compacts en s. Soit (Xt, t ≥ 0) l’unique solution forte de l’EDS :

Xt = x+

∫ t

0

σ(s,Xs)dBs +

∫ t

0

b(s,Xs)ds.

i) Si pour tout s ≥ 0, bs est croissante, alors (Xt − E[Xt], t ≥ 0) est un peacock.
ii) Si x = 0 et pour tout s ≥ 0,

– σs est paire ou impaire
– bs est impaire et sgn(bs(x)) = sgn(x)
alors le processus (Xt, t ≥ 0) est un peacock.

Démonstration.

i) Soit ψ ∈ C. Posons h(t) = E[Xt] = x+

∫ t

0

E[b(s,Xs)]ds et appliquons la formule d’Itô :

E[ψ(Xt − h(t))] = ψ(x) + E
[∫ t

0

ψ′(Xs − h(s))(b(s,Xs)− h′(s))ds
]

+
1

2
E
[∫ t

0

ψ′′(Xs − h(s))σ2(s,Xs)ds

]
.

En dérivant, on obtient :

d

dt
E[ψ(Xt−h(t))] = E [ψ′(Xt − h(t))(b(t,Xt)− h′(t))]+

1

2
E
[
ψ′′(Xt − h(t))σ2(t,Xt)

]
. (4.2)
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ψ étant convexe, le second terme du membre de droite est positif, et nous allons montrer que
le premier l’est également. En effet, en notant b−1

s l’inverse continu à droite de bs, on a :

E [ψ′(Xt − h(t))(b(t,Xt)− h′(t))] ≥ ψ′(b−1
t (h′(t))− h(t))E [(b(t,Xt)− h′(t))] = 0,

ce qui achève la preuve du Point (i).
ii) Traitons le cas σs paire. On peut remarquer tout d’abord que pour tout t ≥ 0, la loi de
Xt est symétrique. En effet :

−Xt = −
∫ t

0

σ(s,Xs)dBs +

∫ t

0

b(s,Xs)ds

=

∫ t

0

σ(s,−Xs)d(−Bs) +

∫ t

0

b(s,−Xs)ds

et puisque (−Bs, s ≥ 0) est un mouvement brownien standard issu de 0, par unicité trajec-

torielle de la solution de cette EDS, (Xt, t ≥ 0)
(loi)
= (−Xt, t ≥ 0). En particulier, pour tout

t ≥ 0, h(t) = E[Xt] = 0 ne dépend pas de t. Soit donc θ ∈ C↓↑. (4.2) se réécrit alors :

d

dt
E[θ(Xt)] = E [θ′(Xt)(b(t,Xt))] +

1

2
E
[
θ′′(Xt)σ

2(t,Xt)
]
,

et il ne reste plus qu’à remarquer que pour tout t ≥ 0 et tout x ∈ R, θ′(x)b(t, x) ≥ 0.
Le cas σ impaire se traite de la même manière.

Exemple 4.6.
- Si (Xt, t ≥ 0) est un carré de Bessel de dimension δ ≥ 0, alors b(s, x) = δ est une fonction
"croissante", et donc (Xt − E[Xt], t ≥ 0) est un peacock.
- Si (Xt, t ≥ 0) est un processus de Ornstein-Uhlenbeck de paramètre c ≤ 0 :

Xt = Bt − c
∫ t

0

Xsds

alors (Xt, t ≥ 0) est un peacock. Observons que (Xt, t ≥ 0) reste un peacock pour c ≥ 0,
puisque

Xt
(1.d)
= B 1−e−2ct

2c

et pour tout c ∈ R∗, t 7−→ 1− e−2ct

2c
est une fonction croissante.

Proposition 4.7.
i) Soit X une v.a., (At, t ≥ 0) un processus positif stochastiquement croissant indépendant
de X et ϕ une fonction croissante telle que, pour tout t ≥ 0, E[ϕ(AtX)] ne dépende pas de
t. Alors, (ϕ(AtX), t ≥ 0) est un peacock.
ii) Soit (Xt, t ≥ 0) un peacock et soit ϕ une fonction croissante, convexe sur [0,+∞[, concave
sur ]−∞, 0], et telle que pour tout t ≥ 0, E[ϕ(Xt)] ne dépende pas de t. Alors (ϕ(Xt), t ≥ 0)
est un peacock.

Démonstration.
i) Quitte à remplacer ϕ par ϕ − ϕ(0), on suppose, sans perte de généralité, que ϕ(0) = 0.
Soit θ ∈ C↓↑ et s ≤ t. Par composition, θ ◦ ϕ est décroissante sur ]−∞, 0[ et croissante sur
]0,+∞[. Ainsi :

E[θ(ϕ(AtX))] = E[θ(ϕ(AtX))1{X≥0}] + E[θ(ϕ(AtX))1{X<0}]

≥ E[θ(ϕ(AsX))1{X≥0}] + E[θ(ϕ(AsX))1{X<0}] = E[θ(ϕ(AsX))]
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par indépendance et croissance stochastique.
ii) Soit θ ∈ C↓↑. Nous allons montrer que θ ◦ ϕ est encore une fonction convexe. Soient
x, y ∈ R :

– Si 0 ≤ x ≤ y, comme ϕ est convexe sur [0,+∞[ :

0 ≤ ϕ(λx+ (1− λ)y) ≤ λϕ(x) + (1− λ)ϕ(y) (λ ∈ [0, 1])

et, θ étant croissante et convexe sur [0,+∞[ :

θ ◦ ϕ(λx+ (1− λ)y) ≤ θ (λϕ(x) + (1− λ)ϕ(y)) ≤ λθ ◦ ϕ(x) + (1− λ)θ ◦ ϕ(y).

– Si x ≤ 0 ≤ y et λx+ (1− λ)y ≥ 0, alors, comme ϕ est croissante :

0 ≤ ϕ(λx+ (1− λ)y) ≤ ϕ((1− λ)y) ≤ (1− λ)ϕ(y) + λϕ(0)

et

θ ◦ ϕ(λx+ (1− λ)y) ≤ θ ((1− λ)ϕ(y) + λϕ(0))

≤ (1− λ)θ (ϕ(y)) + λθ(ϕ(0)) ≤ (1− λ)θ ◦ ϕ(y) + λθ ◦ ϕ(x).

Les autres cas se traitent de manière symétrique.

Exemple 4.8.
- Si X est une variable aléatoire centrée, en prenant ϕ(x) = x, on obtient que (AtX, t ≥ 0)
est un peacock. Nous généralisons ce résultat dans la Proposition 4.9.
- Si (Bt, t ≥ 0) est un mouvement brownien et ϕ une fonction impaire telle que, pour tout
t ≥ 0, E[|ϕ(Bt)|] < ∞, alors (ϕ(Bt), t ≥ 0) est un peacock. Ce résultat découle du Point (i)
appliqué avec At =

√
t et X = G une v.a. gaussienne centrée réduite, en remarquant que

ϕ(Bt)
(1.d)
= ϕ(

√
tG).

Notons par ailleurs que si ϕ est une fonction telle que, pour tout t ≥ 0, E[|ϕ(Bt)|] < ∞ et
E[ϕ(Bt)] = 0, alors ϕ(x) = −ϕ(−x) p.p. En effet, puisque E[ϕ(B0)] = 0, ϕ(0) = 0, et comme
ϕ est croissante, ϕ est positive pour x ≥ 0 et négative pour x ≤ 0. De plus, on a, pour tout
t ≥ 0 :

1√
2πt

∫ +∞

−∞
ϕ(x)e−

x2

2t dx = 0,

d’où, pour tout λ > 0, en intégrant par rapport à t :

0 =

∫ +∞

0

e−λt
dt√
2πt

∫ +∞

−∞
ϕ(x)e−

x2

2t dx

=

∫ +∞

−∞
ϕ(x)dx

∫ +∞

0

e−λt−
x2

2t
dt√
2πt

=
1√
4πλ

∫ +∞

−∞
ϕ(x)e−|x|

√
2λdx (cf. Lebedev [Leb72, p.118])

Par conséquent : ∫ +∞

0

e−x
√

2λϕ(x)dx =

∫ +∞

0

e−x
√

2λ (−ϕ(−x)) dx.

Il suffit alors d’observer que x 7−→ ϕ(x) et x 7−→ −ϕ(−x) sont deux fonctions définies sur R+,
positives, et ayant la même transformée de Laplace. Elles sont donc égales presque partout :
ϕ(x) = −ϕ(−x) p.p.
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4.1. Introduction

Proposition 4.9. Soit (Xt, t ≥ 0) un peacock centré, et soit (At, t ≥ 0) un processus positif
stochastiquement croissant et indépendant de (Xt, t ≥ 0). Alors :
i) (AtXt, t ≥ 0) est un peacock.
ii) (XAt , t ≥ 0) est un peacock.

Démonstration.
i) Puisque (Xt, t ≥ 0) est centré, (AtXt, t ≥ 0) l’est aussi. Soit donc θ ∈ C↓↑ et s ≤ t. Comme
(Xt, t ≥ 0) est un peacock indépendant de (At, t ≥ 0), on a :

E[θ(AtXt)] ≥ E[θ(AtXs)].

Puis en appliquant le Point (i) de la Proposition 4.7 avec X = Xs et ϕ(x) = x, il vient :

E[θ(AtXs)] ≥ E[θ(AsXs)].

ii) Soit ψ ∈ C . Posons ϕ(u) := E[ψ(Xu)]. (Xt, t ≥ 0) étant un peacock, ϕ est une fonction
croissante. Or, par indépendance, on a :

E[ψ(XAt)] = E[ϕ(At)]

qui est bien une fonction croissante de t, puisque At est un processus stochastiquement
croissant.

4.1.3 Motivations
Soit (Bs, s ≥ 0) un mouvement brownien standard. Carr, Ewald et Xiao ont prouvé dans

[CEX08] que le processus(
At :=

1

t

∫ t

0

exp
(
Bs −

s

2

)
ds =

∫ 1

0

exp

(
Btλ −

tλ

2

)
dλ , t ≥ 0

)
(4.3)

était un peacock. Peu après, Baker-Yor [BY09] ont exhibé une martingale associée à ce pea-
cock, construite à partir du drap brownien. Cet exemple fût le point de départ de nombreux
développements récents (voir [HPRY11b]). En particulier, considérons, pour tout t ≥ 0, un
processus mesurable à valeurs réelles :

Z�,t := (Zλ,t, λ ≥ 0)

tel que
∀λ ∈ R+, ∀t ∈ R+, E

[
eZλ,t

]
<∞,

et définissons, pour toute mesure positive finie µ sur R+ le processus :(
A

(µ)
t :=

∫ +∞

0

eZλ,t

E [eZλ,t ]
µ(dλ), t ≥ 0

)
. (4.4)

(En prenant Zλ,t = Bλt et µ(ds) = 1[0,1](ds), on retrouve (4.3)).
On peut alors naturellement se demander :

Sous quelles conditions le processus
(
A

(µ)
t , t ≥ 0

)
est-il un peacock ?

Nous savons déjà que (A
(µ)
t , t ≥ 0) est un peacock dans les différents cas suivants :
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– Zλ,t = λtX où X est une v.a., voir ([HPRY11b, Chapter 1]),
– Zλ,t = tLλ où (Lλ, λ ≥ 0) est un processus de Lévy tel que E

[
eL1
]
< ∞, (voir

[HRY10b]).
– Zλ,t = Gλ,t où, pour tout t ≥ 0, (Gλ,t, λ ≥ 0) est un processus gaussien tel que la

fonction t −→ E [Gλ1,tGλ2,t] soit croissante pour tout λ1, λ2 ≥ 0, (voir [HRY10c]).
Nous présentons dans ce chapitre d’autres peacocks de la forme

(
A

(µ)
t , t ≥ 0

)
, essentiellement

dans un cadre markovien.

- Dans la Section 4.2, nous introduisons la notion de monotonie conditionnelle, et nous
prouvons que si Zλ,t = tXλ où (Xλ, λ ≥ 0) est un processus conditionnellement monotone
satisfaisant quelques hypothèses d’intégrabilité, alors (A

(µ)
t , t ≥ 0) est un peacock.

- La Section 4.3 donne des exemples de processus conditionnellement monotones, parmi
lesquels les processus à accroissements indépendants log-concaves, et les diffusions "bien
réversibles" à temps fixe.

- Dans la Section 4.4, nous présentons un autre jeu d’hypothèses, reposant cette fois sur
des transformées de Laplace, qui permet d’obtenir une nouvelle famille de peacocks de la
forme (A

(µ)
t , t ≥ 0).

- Finalement, la Section 4.5 présente un lien entre l’ordre stochastique et l’ordre convexe ;
nous y retrouvons alors certains des peacocks présentés dans les sections précédentes.

4.2 L’hypothèse de monotonie conditionnelle
Dans cette section, nous introduisons et étudions la notion de monotonie conditionnelle,

notion qui apparaît sous une forme légèrement différente dans [SS94, Chapter 4.B, p.114-126].

Définition 4.10 (Monotonie conditionnelle). Un processus (Xλ, λ ≥ 0) est dit condition-
nellement monotone si, pour tout n ∈ N∗, tout i ∈ {1, . . . , n}, tout 0 ≤ λ1 < · · · < λn et
toute fonction borélienne bornée φ : Rn −→ R croissante (resp. décroissante) en chacun de
ses arguments :

E[φ(Xλ1
, Xλ2

, . . . , Xλn)|Xλi ] = φi(Xλi), (CM)

où φi : R −→ R est une fonction bornée croissante (resp. décroissante).

Remarque 4.11.
1) S’il existe un intervalle I de R tel que, pour tout λ ≥ 0, Xλ ∈ I, nous supposerons dans
la Définition 4.10 que φ est simplement définie sur In, et φi sur I.
2) Observons que (Xλ, λ ≥ 0) est conditionnellement monotone si et seulement si (−Xλ, λ ≥
0) est conditionnellement monotone.
3) Soit ϕ : R −→ R une fonction continue et strictement monotone. Il n’est alors pas difficile
de se rendre compte que si le processus (Xλ, λ ≥ 0) est conditionnellement monotone, alors
le processus (ϕ(Xλ), λ ≥ 0) l’est également.

Pour prouver qu’un processus est conditionnellement monotone, nous nous restreindrons aux
fonctions φ boréliennes, bornées, et croissantes en chacun de leurs arguments. En effet, en
remplaçant φ par −φ dans (CM), le résultat est alors également vérifié pour les fonctions
boréliennes bornées décroissantes en chacun de leurs arguments.

Définition 4.12. On note In l’ensemble des fonctions boréliennes bornées φ : Rn −→ R qui
sont croissantes en chacun de leurs arguments.
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4.2. L’hypothèse de monotonie conditionnelle

Théorème 4.13. Soit (Xλ, λ ≥ 0) un processus à valeurs réelles, continu à droite, condi-
tionnellement monotone et satisfaisant les conditions d’intégrabilité suivantes :
Pour tout compact K ⊂ R+ et tout t ≥ 0 :

ΘK,t := sup
λ∈K

exp(tXλ) = exp

(
t sup
λ∈K

Xλ

)
est intégrable, (INT1)

et
kK,t := inf

λ∈K
E [exp(tXλ)] > 0. (INT2)

Posons hλ(t) = logE[exp(tXλ)]. Alors, pour toute mesure positive finie µ sur R+, le proces-
sus : (

A
(µ)
t :=

∫ ∞
0

etXλ−hλ(t)µ(dλ) , t ≥ 0

)
est un peacock.

Démonstration.
1) D’après (INT1), pour tout λ ≥ 0 et tout t ≥ 0, E [exp(tXλ)] < ∞. Le théorème de
convergence dominée implique alors que hλ est continue sur R+, dérivable sur ]0,+∞[, et

h′λ(t)ehλ(t) = E
[
Xλe

tXλ
]
. (4.5)

Puisque E
[
etXλ−hλ(t)

]
= 1, on obtient d’après (4.5) :

E
[
(Xλ − h′λ(t))etXλ−hλ(t)

]
= 0. (4.6)

De plus, on déduit également de (INT1) que, pour tout t ≥ 0, la fonction λ (≥ 0) 7−→ hλ(t)
est continue à droite.
2) Considérons tout d’abord le cas

µ =
n∑
i=1

aiδλi (4.7)

où n ∈ N∗, a1 ≥ 0, . . . , an ≥ 0, et 0 ≤ λ1 < . . . < λn. Soit ψ ∈ C . Pour t > 0, on a :

∂

∂t
E
[
ψ
(
A

(µ)
t

)]
= E

[
ψ′
(
A

(µ)
t

) n∑
i=1

ai
(
Xλi − h′λi(t)

)
exp (tXλi − hλi(t))

]
.

En posant pour i ∈ {1, . . . , n},

∆i = E
[
ψ′
(
A

(µ)
t

) (
Xλi − h′λi(t)

)
exp (tXλi − hλi(t))

]
,

nous allons montrer que ∆i ≥ 0 pour tout i ∈ {1, . . . , n}. Observons que la fonction

(x1, . . . , xn) 7−→ ψ′

 n∑
j=1

aj exp
(
txj − hλj (t)

)
est bornée et croissante en chacun de ses arguments, i.e. appartient à In. Donc, d’après la
propriété de monotonie conditionnelle de (Xλ, λ ≥ 0) :

∆i = E
[
E
[
ψ′
(
A

(µ)
t

)
(Xλi − h′λi(t))etXλi−hλi (t)|Xλi

]]
= E

[
(Xλi − h′λi(t))etXλi−hλi (t)φi(Xλi)

]
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où φi est une fonction croissante et bornée . Par ailleurs, on a,

(Xλi − h′λi(t))
(
φi(Xλi)− φi

(
h′λi(t)

))
≥ 0,

et par conséquent,

∆i ≥ φi
(
h′λi(t)

)
E
[
(Xλi − h′λi(t))etXλi−hλi (t)

]
= 0 d’après (4.6).

3) Nous supposons à présent que µ est une mesure à support compact, contenu dans un
intervalle K. Puisque la fonction λ 7−→ exp (tXλ − hλ(t)) est continue à droite et bornée
supérieurement par la v.a. k−1

K,tΘK,t qui est finie p.s., il existe une suite de mesures (µn, n ≥ 0)

de la forme (4.7), avec supp (µn) ⊂ K,
∫
µn(dλ) =

∫
µ(dλ) et pour tout t ≥ 0, lim

n→+∞
A

(µn)
t =

A
(µ)
t p.s. De plus, d’après (INT1) et (INT2) :

|A(µn)
t | ≤ θK,t

kK,t

∫
µ(dλ),

et d’après le Point 2), pour 0 ≤ s ≤ t :

E[ψ(A(µn)
s )] ≤ E[ψ(A

(µn)
t )].

Par conséquent, puisque la fonction ψ est sous-linéaire, il ne nous reste plus qu’à appliquer le
théorème de convergence dominée et à passer à la limite lorsque n→ +∞ dans cette dernière
égalité pour obtenir que (A

(µ)
t , t ≥ 0) est un peacock.

4) Dans le cas général, on pose µn(dλ) = 1[0,n](λ)µ(dλ) et on observe que
(
A(µn)

)
n∈N est

une suite croissante de processus. Soit θ ∈ C↓↑. D’après le Point 3),

E
[
θ
(
A(µn)
s

)]
≤ E

[
θ
(
A

(µn)
t

)]
,

et comme θ est une fonction croissante sur R+, le résultat découle du théorème de convergence
monotone.

Remarque 4.14. Soit ϕ : R −→ R une fonction continue strictement monotone, et µ
une mesure positive finie. D’après la Remarque 4.11, sous l’hypothèse que (ϕ(Xλ), λ ≥
0) satisfasse toujours les conditions (INT1) et (INT2), on obtient, en notant hλ,ϕ(t) =
logE [exp (tϕ(Xλ))], que le processus(

A
(µ,ϕ)
t :=

∫ ∞
0

etϕ(Xλ)−hλ,ϕ(t)µ(dλ) , t ≥ 0

)
est un peacock. Observons que ϕ a seulement besoin d’être continue et strictement monotone
sur un intervalle contenant l’image de Xλ pour tout λ ≥ 0.

Bien sûr, le Théorème 4.13 n’a d’intérêt pratique que si l’on est capable d’exhiber suffi-
samment d’exemples de processus possédant la propriété de monotonie conditionnelle (CM).
C’est l’objet de la section suivante.
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4.3 Exemples de processus conditionnellement monotones

4.3.1 Le processus (λX, λ ≥ 0)

Soit X une v.a. telle que, pour tout λ ≥ 0, E[eλX ] <∞. Le processus (λX, λ ≥ 0) vérifie
alors les hypothèses du Théorème 4.13, et pour toute mesure positive finie µ :(∫ +∞

0

etλX

E[etλX ]
µ(dλ), t ≥ 0

)
est un peacock.

On retrouve ainsi l’exemple mentionné dans la Sous-section 4.1.3.

4.3.2 Les processus à accroissements indépendants
Commençons par énoncer une assertion équivalente à (CM) dans le cadre des processus

à accroissements indépendants (mais non nécessairement stationnaires).

Proposition 4.15. Soit (Xλ, λ ≥ 0) un processus à accroissements indépendants. Alors, la
propriété de monotonie conditionnelle (CM) est équivalente à la condition suivante :
Pour tout n ∈ N∗, tout 0 ≤ λ1 < · · · < λn et toute fonction φ : Rn −→ R appartenant à In,
on a :

E [φ (Xλ1
, . . . , Xλn) |Xλn ] = φn(Xλn) (C̃M)

où φn est une fonction croissante et bornée.

Démonstration.
La preuve est immédiate. En effet, soit φ ∈ In. Pour i ∈ {1, . . . , n}, l’hypothèse d’accroisse-
ments indépendants implique :
E [φ (Xλ1

, . . . , Xλn) |Xλi ]

= E [E [φ (Xλ1
, . . . , Xλn) |Fλi ] |Xλi ]

= E
[
E
[
φ
(
Xλ1

, . . . , , Xλi , Xλi+1
−Xλi +Xλi , . . . , Xλn −Xλi +Xλi

)
|Fλi

]
|Xλi

]
= E

[
φ̃ (Xλ1 , . . . , Xλi) |Xλi

]
où

φ̃(x1, . . . , xi) = E
[
φ
(
x1, . . . , xi, Xλi+1

−Xλi + xi, . . . , Xλn −Xλi + xi
)]

appartient à Ii.

Exemple 4.16 (Mouvement brownien avec dérive).
Soit (B

(ν)
λ := Bλ + νλ, t ≥ 0) un mouvement brownien avec dérive ν. On a :

E
[
φ
(
B

(ν)
λ1
, . . . , B

(ν)
λn

)
|B(ν)
λn

= x
]

= E [φ (Bλ1 + νλ1, . . . , Bλn + νλn) |Bλn = x− νλn]

= E
[
φ
(
β0,λn,x−νλn
λ1

+ νλ1, . . . , β
0,λn,x−νλn
λn

+ νλn

)]
où (βx,t,ys , s ≤ t) désigne le pont brownien de longueur t allant de x à y. D’après (3.22), ce
processus vérifie :

β0,t,y
s = y

s

t
+ β0,t,0

s ,

de sorte que,

E
[
φ
(
B

(ν)
λ1
, . . . , B

(ν)
λn

)
|B(ν)
λn

= x
]

= E
[
φ

(
β0,λn,0
λ1

+
xλ1

λn
, . . . , β0,λn,0

λn
+
xλn
λn

)]
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qui est une fonction croissante de x puisque φ est croissante en chacun de ses arguments.
Remarquons que bien sûr cette quantité ne dépend pas de ν puisque la loi d’un pont brownien
avec dérive ν est indépendante de ν.

Exemple 4.17 (Le subordinateur gamma).
Le subordinateur gamma (γλ, λ ≥ 0) est caractérisé par :

E
[
e−tγλ

]
=

1

(1 + t)λ
= exp

(
−λ
∫ ∞

0

(1− e−tx)
e−x

x
dx

)
.

En particulier, γλ est une v.a. gamma de paramètre λ. D’après (C̃M), il nous faut montrer
que pour tout n ∈ N∗, tout 0 ≤ λ1 < · · · < λn et toute fonction φ : Rn −→ R dans In :

E[φ(γλ1
, . . . , γλn)|γλn ] = φn(γλn), (4.8)

où φn est une fonction croissante. Or, sachant {γλn = x}, le vecteur (γλ1
, γλ2
−γλ1

, . . . , γλn−γλn−1
)

suit une loi de Dirichlet de paramètres (λ1, λ2 − λ1, . . . , λn − λn−1) sur [0, x]. En d’autres
termes, la densité fxn de (γλ1 , γλ2 , . . . , γλn−1) conditionnellement à {γλn = x} vaut :

fxn (x1, . . . , xn−1) =
C

xλn−1
xλ1−1

1 (x2 − x1)λ2−λ1−1 . . . (x− xn−1)λn−λn−1−11Sn,x ,

où C := C(λ1, . . . , λn) est une constante positive et

Sn,x = {(x1, . . . , xn−1) ∈ Rn−1 : 0 ≤ x1 ≤ · · · ≤ xn−1 ≤ x}.

Ainsi,
E[φ(γλ1

, . . . , γλn)|γλn = x]

=

∫
Sn,x

φ(x1, . . . , xn−1, x)fxn (x1, . . . , xn−1)dx1 . . . dxn−1

=C

∫
Sn,1

φ(xy1, . . . , xyn−1, x)yλ1−1
1 (y2 − y1)λ2−λ1−1 . . .

(yn−1 − yn−2)λn−1−λn−2−1(1− yn−1)λn−λn−1−1dy1 . . . dyn−1

après le changement de variables : xi = xyi, i = 1, . . . , n − 1. Il est alors clair que, puisque
φ est une fonction croissante en chacun de ses arguments, cette dernière expression est une
fonction croissante de x.

On peut reformuler ces calculs plus rapidement de la manière suivante : d’après [ÉY04],

le pont gamma
(

Πu :=
γu
γλn

, u ≤ λn
)

est indépendant de γλn . Ainsi :

E[φ(γλ1 , . . . , γλn)|γλn = x] = E[φ(xΠλ1 , . . . , xΠλn−1 , x)]

est une fonction croissante de x.

Corollaire 4.18. Soit (γλ, λ ≥ 0) le subordinateur gamma. Pour toute mesure positive finie
µ sur R+, et pour toute fonction ϕ : R+ −→ R+ continue et strictement croissante, le
processus : (

A
(µ,ϕ)
t :=

∫ ∞
0

e−tϕ(γλ)

E
[
e−tϕ(γλ)

]µ(dλ) , t ≥ 0

)
est un peacock. (4.9)
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Démonstration.
D’après la Remarque 4.14 avec x 7−→ −ϕ(x) pour x ≥ 0, le processus (Xλ := −ϕ(γλ), λ ≥
0) est conditionnellement monotone. Comme il s’agit d’un processus négatif, (INT1) est
évidemment satisfaite. Par ailleurs, puisque le processus (γλ, λ ≥ 0) est croissant, (INT2) est
également vérifiée. Finalement, le Théorème 4.13 s’applique.

Remarque 4.19. Lorsque ϕ(x) = x, le Corollaire 4.18 est vérifié plus généralement avec µ
une mesure signée, voir [HRY10b].

Exemple 4.20 (La marche aléatoire simple). Soit (εi, i ∈ N∗) une suite de v.a. i.i.d telles
que, pour tout i ∈ N∗ :

P(εi = 1) = p, P(εi = −1) = q avec p, q > 0 et p+ q = 1.

Soit (Sn, n ∈ N) la marche aléatoire définie par S0 = 0 et

Sn =
n∑
i=1

εi, pour tout n ∈ N∗.

Nous allons prouver que (Sn, n ∈ N) est conditionnellement monotone, i.e : pour tout r ∈
J2,+∞J, tout 0 ≤ n1 < n2 < · · · < nr < +∞ et toute fonction φ : Rr−1 −→ R dans Ir−1,

k ∈ Inr 7−→ E[φ(Sn1
, Sn2

, . . . , Snr−1
)|Snr = k] est une fonction croissante sur Inr (4.10)

où Ix ⊂ J−x, xK représente l’ensemble des valeurs que peut prendre la v.a. Sx. Il n’est pas
difficile de voir que (4.10) est vérifiée si et seulement si : pour tout N ∈ J2,+∞J et toute
fonction φ : RN−1 −→ R dans IN−1 :

k ∈ IN 7−→ E[φ(S1, . . . , SN−1)|SN = k] est une fonction croissante sur IN . (4.11)

Il nous faut alors distinguer deux cas :
1) Si N et k sont pairs , on pose N = 2n (n ∈ J1,+∞J) et k = 2x (x ∈ J−n, nK). Pour tout
n ∈ J1,+∞J et tout x ∈ J−n, nK, notons P2x

2n , l’ensemble des lignes polygonales ω := (ωi, i ∈
J0, 2nK) telles que ω0 = 0, ωp+1 = ωp ± 1, (p ∈ J0, 2n− 1K) et ω2n = 2x. Observons que tout
ω ∈ P2x

2n possède n+ x pentes positives et n− x pentes négatives. En conséquence :

|P2x
2n | = Cn+x

2n ,

où |·| représente le cardinal de l’ensemble P2x
2n . Par ailleurs, conditionnellement à {S2n = 2x},

la loi du vecteur aléatoire (S0, S1, . . . , S2n) est la loi uniforme sur P2x
2n .

Soient n ∈ J1,+∞J, x ∈ J−n, nK fixé, et considérons, pour tout i ∈ J1, n + x + 1K,
l’application :

Πi : P2x+2
2n −→ P2x

2n

définie par : pour tout ω ∈ P2x+2
2n , Πi(ω) a les mêmes pentes négatives et les mêmes pentes

positives que ω excepté la ith pente positive qui est remplacée par une pente négative. Pour
tout ω ∈ P2x+2

2n et toute fonction φ : R2n −→ R dans I2n,

φ(ω) ≥ φ(Πi(ω)).
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En sommant cette relation, on obtient :

(n+ x+ 1)
∑

ω∈P2x+2
2n

φ(ω) ≥
∑

ω∈P2x+2
2n

n+x+1∑
i=1

φ(Πi(ω))

=
∑
ω∈P2x

2n

n+x+1∑
i=1

|Π−1
i (ω)|φ(ω)

= (n− x)
∑
ω∈P2x

2n

φ(ω).

Ainsi, on a donc prouvé :

Lemme 4.21. Pour tout n ∈ N∗ et toute fonction φ : R2n −→ R dans I2n,

1

|P2x+2
2n |

∑
ω∈P2x+2

2n

φ(ω) ≥ 1

|P2x
2n |

∑
ω∈P2x

2n

φ(ω), (4.12)

ce qui signifie que (S2n, n ∈ N) est conditionnellement monotone.

2) En procédant de même, il n’est pas difficile d’établir un résultat similaire lorsque k et N
sont impairs.

Corollaire 4.22. Pour tout entier impair p, et toute mesure positive finie
∑
n∈N

anδn sur N :

(
+∞∑
n=0

an
e−t(Sn)p

E[e−t(Sn)p ]
, t ≥ 0

)
est un peacock.

Les processus à accroissements indépendants et log-concaves sont conditionnel-
lement monotones

Commençons par introduire les notions de v.a. PF2 et log-concaves (voir Schoenberg
[Sch51] ou Daduna-Szekli [DS96]).

Définition 4.23 (V.a. PF2 réelle).
Une v.a. réelle X est dite PF2 si :

1) X admet une densité de probabilité f ,
2) pour tout x2 ≥ x1, y2 ≥ y1,

det

(
f(x1 − y1) f(x1 − y2)
f(x2 − y1) f(x2 − y2)

)
≥ 0.

Définition 4.24 (V.a PF2 discrète).
Une v.a. discrète X est dite PF2 si, en posant f(x) = P(X = x) pour x ∈ Z, on a : pour tout
x2 ≥ x1, y2 ≥ y1,

det

(
f(x1 − y1) f(x1 − y2)
f(x2 − y1) f(x2 − y2)

)
≥ 0.

Définition 4.25 (V.a. log-concave réelle).
Une v.a. réelle X est dite log-concave si :
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1) X admet une densité de probabilité f ,

2) f est une fonction log-concave sur R, i.e. pour tout x, y ∈ R et tout θ ∈]0, 1[,

f(θx+ (1− θ)y) ≥ (f(x))
θ

(f(y))
1−θ

.

Évidemment f est une fonction log-concave sur R si et seulement si l’ensemble Sf :=
{f > 0} est un intervalle et log f est concave sur Sf .

Définition 4.26 (V.a. log-concave à valeurs dans Z).
Une variable aléatoire X à valeurs dans Z est dite log-concave, si pour tout n ∈ Z :

(P(X = n))
2 ≥ P(X = n+ 1)P(X = n− 1).

Ici aussi, f est une fonction log-concave sur Z si l’ensemble Sf := {f > 0} est un intervalle
de Z, et log f est une fonction concave sur Sf .
Rappelons l’équivalence suivante :

Théorème 4.27 ([An97] ou [DS96]). Une variable aléatoire à valeurs dans R ou Z est PF2

si et seulement si elle est log-concave.

Exemple 4.28. La plupart des lois usuelles sur R (ou Z) sont PF2. En effet, la loi normale,
la loi uniforme, la loi exponentielle, la loi binomiale négative, la loi de Poisson ou encore la
loi géométrique sont PF2. Nous référons à [An97] pour d’autres exemples. Notons cependant
que :

a) Une v.a. gamma de paramètre a > 0 (de densité fa(x) =
1

Γ(a)
xa−1e−x1[0,+∞[(x)) n’est

pas PF2 si a < 1,

b) Une v.a. de Bernoulli X telle que P(X = 1) = p = 1− P(X = −1) n’est pas PF2.

Le résultat suivant est dû à Efron [Efr65] (voir également [Sha87]).

Théorème 4.29 ([Efr65]). Soient n ∈ J1,+∞J, X1, X2, . . . , Xn des variables aléatoires PF2

réelles (ou discrètes) indépendantes, Sn =
∑n
i=1Xi, et φ : Rn → R appartenant à In. Alors

E[φ(X1, X2, . . . , Xn)|Sn = x] est une fonction croissante de x.

Grâce au Théorème 4.29, on obtient donc le résultat suivant :

Théorème 4.30. Soit (Zλ, λ ∈ R+ ou λ ∈ N) un processus à valeurs réelles (ou discrètes),
issu de 0, satisfaisant (INT1) et (INT2), et ayant des accroissements indépendants (non
nécessairement homogènes en temps) dont la loi est PF2. Alors, (Zλ, λ ≥ 0) est condition-
nellement monotone, et pour toute mesure positive µ sur R+ (ou N) de masse totale finie,(∫ +∞

0

etZλ

E [etZλ ]
µ(dλ), t ≥ 0

)
est un peacock.

Démonstration.
Il suffit de montrer que (Zλ, λ ≥ 0) satisfait la condition (C̃M). Soit n ∈ J1,+∞J et φ :
Rn → R appartenant à In. Pour tout 0 ≤ λ1 < λ2 < · · · < λn et k ∈ R (ou Z),

E[φ(Zλ1 , Zλ2 , . . . , Zλn)|Zλn = k] = E
[
φ̂(Zλ1 , Zλ2 − Zλ1 , . . . , Zλn − Zλn−1)|Zλn = k

]
,
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où la fonction φ̂ est donnée par :

φ̂(x1, x2, . . . , xn) = φ(x1, x2 + x1, . . . , x1 + x2 + · · ·+ xn).

Comme φ̂ appartient à In, il ne reste qu’à appliquer le Théorème 4.29 avec : X1 = Zλ1 et
Xi+1 = Zλi+1

− Zλi i = 1, . . . n− 1 pour conclure.

Remarque 4.31.
1) Le résultat d’Efron est en fait plus fort que la simple notion de monotonie conditionnelle
telle qu’énoncée Proposition 4.15. En particulier, soit (Xt, t ≥ 0) un processus de Lévy. On
suppose que pour tout t > 0, Xt admet une densité ft strictement positive sur ]a, b[ et nulle en
dehors. Alors, en reprenant la preuve de [Efr65], on constate que le processus (Xt, t ≥ 0) est
conditionnellement monotone si et seulement si, pour tout s < t et tout z ∈]a, b[, la fonction :

x 7−→
∫ +∞
z

fs(u)ft−s(x− u)du

ft(x)
est croissante sur ]a, b[.

Cette relation est bien sûr satisfaite par les processus de Lévy dont la densité ft est log-
concave pour tout t > 0 (en particulier le mouvement brownien avec dérive). On peut vérifier
que le processus gamma la satisfait également. En effet, pour z ≥ 0 :

Γ(t)

Γ(s)Γ(t− s)xt−1e−x

∫ +∞

z

us−1e−u(x− u)t−s−1e−(x−u)1{0≤u≤x}du

=
Γ(t)

Γ(s)Γ(t− s)

∫ +∞

z/x

vs−1(1− v)t−s−11{0≤v≤1}dv

est une fonction croissante de x.
2) On déduit du Corollaire 4.30 qu’en particulier le processus de Poisson et la marche aléa-
toire à accroissements géométriques sont conditionnellement monotones. Nous en donnons
ci-dessous une preuve directe, c’est-à-dire sans utiliser le résultat d’Efron.

Exemple 4.32 (Le processus de Poisson). Soit (Nλ, λ ≥ 0) un processus de Poisson de
paramètre 1 et soit (Tn, n ≥ 1) la suite de ses temps de sauts. Alors

Nλ = #{i ≥ 1 : Ti ≤ λ}.

Afin de prouver que (Nλ, λ ≥ 0) est conditionnellement monotone, nous allons montrer que,
pour tout 0 ≤ λ1 < · · · < λn et toute fonction φ : Rn −→ R dans In, on a :

E[φ(Nλ1
, . . . , Nλn)|Nλn ] = φn(Nλn), (4.13)

où φn : R −→ R est croissante. Mais conditionnellement à {Nλn = k}, le vecteur aléa-
toire (T1, . . . , Tk) est distribué comme (U1, . . . , Uk), U1, . . . , Uk étant des v.a. uniformes sur
[0, λn] ré-ordonnées par ordre croissant. Nous allons effectuer un couplage à partir de cette
construction : les k v.a. uniformes U1, . . . , Uk étant fixées, on considère le pont de Poisson
(N

(k)
λ , λ ≤ λn) sur [0, λn] se terminant en k associé à (U1, . . . , Uk). Le passage de k à k + 1

s’effectue en ajoutant un saut : soit V une v.a. uniforme sur [0, λn], et (N
(k+1)
λ , λ ≤ λn)

le pont de Poisson sur [0, λn] se terminant en k + 1 associé au réarrangement croissant de
U1, . . . , Uk, V . On a clairement, pour tout λ ∈ [0, λn], N (k+1)

λ ≥ N
(k)
λ , et la propriété de

monotonie conditionnelle s’ensuit.
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Corollaire 4.33. Soit (Nλ, λ ≥ 0) un processus de Poisson et soit µ une mesure positive
finie sur R+. Alors, pour toute fonction ϕ : R+ −→ R+ continue et strictement croissante,
le processus : (

A
(µ,ϕ)
t :=

∫ ∞
0

e−tϕ(Nλ)

E
[
e−tϕ(Nλ)

]µ(dλ), t ≥ 0

)
est un peacock. (4.14)

Exemple 4.34 (La marche aléatoire à pas géométriques).
Soit (εi, i ∈ N) une suite de v.a. mutuellement indépendantes de loi géométrique de paramètre
p ;

P(εi = k) = pk−1(1− p) (k ≥ 1, 0 < p < 1).

On considère la marche aléatoire (Sn, n ∈ N) définie par : S0 = 0 et

Sn =
n∑
i=1

εi, pour tout n ∈ N∗.

Pour n ∈ N∗, on prouve facilement par récurrence que la loi de Sn est donnée par

P(Sn = k) = Cn−1
k−1 p

k−n(1− p)n, pour tout k ≥ n.

Pour montrer la monotonie conditionnelle de (Sn, n ≥ 0), il suffit donc d’obtenir que : pour
tout n ∈ N∗ et toute fonction φ : Rn −→ R dans In :

k 7−→ E[φ(S1, . . . , Sn)|Sn+1 = k] est une fonction croissante sur Jn+ 1,+∞J. (4.15)

Soit Jkn l’ensemble :

Jkn := {(x1, . . . , xn) ∈ Nn : 0 < x1 < · · · < xn < k}. (4.16)

Pour tout k ≥ 1 et n ≥ 1, il est clair que |Jkn| = Cnk−1. Écrivons :

E [φ (S1, . . . , Sn) |Sn+1 = k]

=
∑

(l1,...,ln)∈Jkn

φ (l1, . . . , ln)
P(S1 = l1, . . . , Sn = ln, Sn+1 = k)

P(Sn+1 = k)

=
∑

(l1,...,ln)∈Jkn

φ (l1, . . . , ln)
P(S1 = l1, S2 − S1 = l2 − l1, . . . , Sn+1 − Sn = k − ln)

P(Sn+1 = k)

=
∑

(l1,...,ln)∈Jkn

φ (l1, . . . , ln)
P(S1 = l1)P(S2 − S1 = l2 − l1) . . .P(Sn+1 − Sn = k − ln)

P(Sn+1 = k)

=
∑

(l1,...,ln)∈Jkn

φ (l1, . . . , ln)
pl1−1(1− p)pl2−l1−1(1− p) . . . pk−ln−1(1− p)

Cnk−1p
k−n−1(1− p)n+1

=
1

Cnk−1

∑
(l1,...,ln)∈Jkn

φ (l1, . . . , ln)

Par conséquent, conditionnellement à {Sn+1 = k}, la loi du vecteur aléatoire (S1, . . . , Sn) est
la loi uniforme sur l’ensemble Jkn. Il nous faut donc prouver pour obtenir (4.15), que pour
tout n ∈ N∗ fixé,

k ≥ n+ 1 7−→

∑
0<l1<...<ln<k

φ (l1, . . . , ln)∑
0<l1<...<ln<k

1
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est une fonction croissante. Nous allons raisonner par récurrence sur n ∈ N∗.
• Initialisation : n = 1. Posons

f(k) :=

∑
0<l1<k

φ (l1)∑
0<l1<k

1
=
φ(1) + . . .+ φ(k − 1)

k − 1
.

Alors :

f(k + 1) =
φ(1) + . . .+ φ(k − 1) + φ(k)

k

=
k − 1

k
f(k) +

φ(k)

k

= f(k) +
1

k

(
φ(k)− φ(1) + . . .+ φ(k − 1)

k − 1

)
≥ f(k)

car φ est une fonction croissante.
• Hérédité.
Nous devons vérifier que :∑

(l1,...,ln)∈Jk+1
n+1

φ (l1, . . . , ln+1)∑
(l1,...,ln)∈Jk+1

n+1

1
≥

∑
(l1,...,ln)∈Jkn+1

φ (l1, . . . , ln+1)∑
(l1,...,ln)∈Jkn+1

1

ce que l’on réécrit de manière équivalente :∑
(l1,...,ln)∈Jk+1

n+1

φ (l1, . . . , ln+1)
∑

(l1,...,ln)∈Jkn+1

1 ≥
∑

(l1,...,ln)∈Jkn+1

φ (l1, . . . , ln+1)
∑

(l1,...,ln)∈Jk+1
n+1

1

⇐⇒
∑

(l1,...,ln)∈Jkn

φ (l1, . . . , k)
∑

(l1,...,ln)∈Jkn+1

1 ≥
∑

(l1,...,ln)∈Jkn+1

φ (l1, . . . , ln+1)
∑

(l1,...,ln)∈Jkn

1

en simplifiant de chaque coté le terme
∑

(l1,...,ln)∈Jkn+1

φ (l1, . . . , ln+1)
∑

(l1,...,ln)∈Jkn+1

1

⇐⇒

 k−1∑
i=n+1

∑
(l1,...,ln)∈Jin

1

 ∑
(l1,...,ln)∈Jkn

φ (l1, . . . , k) ≥

 k−1∑
i=n+1

∑
(l1,...,ln)∈Jin

φ (l1, . . . , i)

 ∑
(l1,...,ln)∈Jkn

1

et il suffit donc de prouver que pour tout i ∈ Jn+ 1, k − 1K :∑
0<l1<...<ln<k

φ (l1, . . . , k)
∑

0<l1<...<ln<i

1 ≥
∑

0<l1<...<ln<i

φ (l1, . . . , i)
∑

0<l1<...<ln<k

1.

Or : ∑
0<l1<...<ln<k

φ (l1, . . . , k)∑
0<l1<...<ln<k

1
≥

∑
0<l1<...<ln<k

φ (l1, . . . , i)∑
0<l1<...<ln<k

1
≥

∑
0<l1<...<ln<i

φ (l1, . . . , i)∑
0<l1<...<ln<i

1

car φ est croissante en chacune de ses variables, et en appliquant l’hypothèse de récurrence.
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Corollaire 4.35. Pour toute mesure positive finie
∑
n∈N

anδn sur N et toute fonction ϕ :

R+ −→ R+ continue et strictement croissante :(
+∞∑
n=0

an
e−tϕ(Sn)

E
[
e−tϕ(Sn)

] , t ≥ 0

)
est un peacock.

Remarque 4.36. On peut effectuer un calcul similaire lorsque les v.a. géométriques (εi)i≥0

peuvent prendre la valeur 0, voir [BPR11].

4.3.3 Les diffusions “bien-réversibles” à temps fixe
Nous présentons à présent une classe importante d’exemples de processus conditionnelle-

ment monotones : les diffusions “bien-réversibles” à temps fixe.

Notations

Soient σ : R+ × R→ R et b : R+ × R→ R deux fonctions mesurables et soit (Bu, u ≥ 0)
un mouvement brownien standard issu de 0. Considérons l’EDS suivante :

Xλ = x+

∫ λ

0

σ(s,Xs) dBs +

∫ λ

0

b(s,Xs) ds, λ ≥ 0. (4.17)

Nous supposons :

(A1) Pour tout x ∈ R, cette EDS admet une unique solution trajectorielle (X
(x)
λ , λ ≥ 0), et

l’application x 7−→ (X
(x)
λ , λ ≥ 0) peut être choisie mesurable.

En conséquence, d’après le théorème de Yamada-Watanabe, (X
(x)
λ , λ ≥ 0) est une solution

forte de l’équation (4.17), et jouit donc de la propriété de Markov forte ; de plus le noyau de
transition Pλ(x, dy) = P(X

(x)
λ ∈ dy) est mesurable.

Remarquons que, pour x ≤ y, le processus (X
(y)
λ , λ ≥ 0) est stochastiquement plus grand que

(X
(x)
λ , λ ≥ 0) au sens suivant : pour tout a ∈ R et λ ≥ 0,

P
(
X

(y)
λ ≥ a

)
≥ P

(
X

(x)
λ ≥ a

)
. (4.18)

En effet, en supposant (X
(x)
λ , λ ≥ 0) et (X

(y)
λ , λ ≥ 0) tous deux définis sur le même espace

de probabilités, et en notant T le temps de couplage défini par :

T = inf{λ ≥ 0; X
(x)
λ = X

(y)
λ }

(= +∞ si {λ ≥ 0; X
(x)
λ = X

(y)
λ } = ∅),

il est alors clair que, sur {T = +∞},

X
(y)
λ ≥ X(x)

λ (puisque y ≥ x)

tandis que sur {T < +∞}, on a :

X
(y)
λ > X

(x)
λ pour tout λ ∈ [0, T [

et
X

(y)
λ = X

(x)
λ pour tout λ ∈ [T,+∞[
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puisque, d’après notre hypothèse (A1), (4.17) admet une unique solution qui est fortement
markovienne.
Par ailleurs, (4.18) est équivalente à : pour toute fonction croissante (resp. décroissante)
bornée, et pour tout λ ≥ 0 :

x→ Ex[φ(Xλ)] =

∫
R
Pλ(x, dy)φ(y) est croissante (resp. décroissante). (4.19)

Lemme 4.37. Soit ((Xλ)λ≥0, (Fλ)λ≥0, (Px)x∈R) un processus de Markov à valeurs dans R
qui satisfait à (4.18). Alors, pour tout n ≥ 1, tout 0 ≤ λ1 < · · · < λn, tout i ∈ {1, . . . , n},
toute fonction φ : Rn → R dans In, et tout x ≥ 0,

Ex[φ(Xλ1 , . . . , Xλn)|Fλi ] = φ̃i(Xλ1 , . . . , Xλi), (4.20)

où φ̃i : Ri → R appartient à Ii. En particulier,

x→ Ex[φ(Xλ1
, . . . , Xλn)] est croissante. (4.21)

Démonstration.
Si i = n, (4.20) est clairement satisfaite. Si i = n−1, alors (4.20) est aussi satisfaite puisque :

Ex[φ(Xλ1 , . . . , Xλn−1 , Xλn)|Fλn−1 ] =

∫
R
φ(Xλ1 , . . . , Xλn−1 , y)Pλn−λn−1(Xλn−1 , dy)

et ainsi, pour i = n− 1, (4.20) découle directement de (4.19). On achève alors la preuve par
itération descendante.

Observons qu’en conséquence, la propriété de monotonie conditionnelle (CM) pour ces diffu-
sions est équivalente à (C̃M).

Retournement à temps fixe

Soit x ∈ R fixé. Nous supposons :

(A2) Pour tout λ > 0, σ(λ, ·) est une fonction dérivable et Xλ admet une densité p de classe
C1,2 sur ]0,+∞[×R.

En posant
a(λ, y) := σ2(λ, y) pour tout λ ≥ 0 et y ∈ R,

on définit successivement, pour tout λ0 > 0 fixé et pour y ∈ R :
aλ0(λ, y) = a(λ0 − λ, y), (0 ≤ λ ≤ λ0)

b
λ0

(λ, y) = −b(λ0 − λ, y) +
1

p(λ0 − λ, y)

∂

∂y

(
a(λ0 − λ, y) p(λ0 − λ, y)

)
, (0 ≤ λ < λ0)

(4.22)
Sous de “bonnes conditions” sur les fonctions a et b, Haussmann et Pardoux [HP86] (voir
également Meyer [Mey94]) ont prouvé que :

(A3) Le processus (X
λ0

λ , 0 ≤ λ < λ0) obtenu en retournant (Xλ, 0 < λ ≤ λ0) au temps λ0 :

(X
λ0

λ , 0 ≤ λ < λ0) := (Xλ0−λ, 0 ≤ λ < λ0)

118



4.3. Exemples de processus conditionnellement monotones

est une diffusion et il existe un mouvement brownien (Bu, 0 ≤ u ≤ λ0), indépendant
de Xλ0

, tel que (X
λ0

λ , 0 ≤ λ < λ0) soit solution forte de l’EDS :dYλ = σλ0(λ, Yλ)dBλ + b
λ0

(λ, Yλ)dλ (0 ≤ λ < λ0)

Y0 = Xλ0
(avec σλ0(λ, y) = σ(λ0 − λ, y)).

(4.23)

Notons que les coefficients b
λ0 et σλ0 dépendent de x.

Résultat principal

Notre objectif ici n’est pas de donner des conditions optimales sous lesquelles les assertions
(A1)-(A3) sont satisfaites. Nous renvoyons pour une telle étude à [HP86] ou [MNS89]. Nous
présentons néanmoins deux jeux d’hypothèses, (H1) et (H2), chacun d’entre eux impliquant
les assertions (A1)-(A3)

(H1) On suppose que :

i) les fonctions (λ, y) 7−→ σ(λ, y) et (λ, y) 7−→ b(λ, y) sont de classe C1,2 sur ]0,+∞[×R,
localement Lipschitziennes en y uniformément en λ, et la solution de (4.17) n’ex-
plose pas sur [0, λ0],

ii) il existe α > 0 tel que :

a(λ, y) ≡ σ2(λ, y) ≥ α pour tout y ∈ R et 0 ≤ λ ≤ λ0,

et
∂2a

∂y2
∈ L∞(]0, λ0]× R+).

(H2) On suppose que :

i) les fonctions σ et b sont de classe C1,2, localement Lipschitziennes en y uniformé-
ment en λ, et la solution de (4.17) n’explose pas sur [0, λ0],

ii) les fonctions a et b sont de classe C∞ sur ]0,+∞[×R en (λ, y) et l’opérateur
différentiel

L =
∂

∂λ
+ Lλ

est hypo-elliptique (voir Ikeda-Watanabe [IW89, p.411] pour la définition et les
propriétés des opérateurs hypo-elliptiques), où (Lλ, λ ≥ 0) est le générateur de la
diffusion (4.17) :

Lλ =
1

2
a(λ, ·) d

dy2
+ b(λ, ·) d

dy
. (4.24)

Alors, sous chacune des conditions (H1) et (H2), les assertions (Ai)i=1...3 précédentes sont
satisfaites. Nous pouvons à présent énoncer le résultat principal de cette section :

Théorème 4.38. Sous l’une ou l’autre des hypothèses (H1) ou (H2), et pour tout x ∈ R, le
processus (Xλ, λ > 0) est conditionnellement monotone sous Px.

Démonstration.
Soient n ∈ N∗ et φ : Rn → R appartenant à In. Pour tout 0 < λ1 < · · · < λn et tout
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i ∈ {1, . . . , n} :
Ex [φ(Xλ1 , . . . , Xλn)|Xλi = z]

= Ex [Ex [φ(Xλ1 , . . . , Xλn)|Fλi ] |Xλi = z]

= Ex
[
φ̃i(Xλ1

, . . . , Xλi)|Xλi = z
]

(d’après le Lemme 4.37, où φ̃i : Ri → R appartient à Ii
= Ex

[
φ̃i(X

λi
λi−λ1

, . . . , X
λi
0 )|Xλi

0 = z
]

(par retournement du temps à l’instant λi)

= Ez
[
φ̃i(X

λi
λi−λ1

, . . . , X
λi
λi−λi−1

, z)
]

et, en appliquant (4.21) au processus retourné (X
λi
λ , 0 ≤ λ < λi), cette dernière expression

est une fonction bornée croissante en la variable z.

Remarque 4.39. Observons que nous avons délibérément exclu le point λ1 = 0 dans le Théo-
rème 4.38, puisque les diffusions “bien-réversibles” peuvent être retournée a priori uniquement
sur ]0, λ0] : (X

λ0

λ , 0 ≤ λ < λ0) := (Xλ0−λ, 0 ≤ λ < λ0).

Corollaire 4.40. Soit (Xλ, λ > 0) l’unique solution forte de (4.17), à valeurs dans R+, où
b et σ satisfont soit (H1), soit (H2). Alors, pour toute mesure positive µ sur ]0,+∞[ et pour
toute fonction ϕ : R+ −→ R+ continue et strictement croissante, le processus :(

A
(µ,ϕ)
t :=

∫ ∞
0

e−tϕ(Xλ)

E
[
e−tϕ(Xλ)

]µ(dλ), t ≥ 0

)
est un peacock. (4.25)

Démonstration
Soit ε > 0 et notons µ(ε) la restriction de µ à l’intervalle [ε,+∞[ : µ(ε) := µ|[ε,+∞[. Comme
(−ϕ(Xλ), λ ≥ ε) est un processus continu et négatif, les conditions (INT1) et (INT2) sont
satisfaites, et on peut appliquer les Théorèmes 4.38 et 4.13 pour obtenir que, pour tout
θ ∈ C↓↑ et tout 0 ≤ s ≤ t :

E
[
θ(A(µ(ε),ϕ)

s )
]
≤ E

[
θ(A

(µ(ε),ϕ)
t )

]
.

Ainsi, en procédant comme dans le Point 4) de la preuve du Théorème 4.13, le résultat
s’ensuit en laissant ε tendre vers 0.

Quelques exemples de diffusions “bien-réversibles" à temps fixe

Exemple 4.41 (Mouvement brownien avec dérive ν).
On prend σ ≡ 1, b(s, y) = ν et Xλ = x+Bλ + νλ. Alors,

p(t, x, y) =
1√
2πt

exp

(
− (y − (x+ νt))2

2t

)
,

et (X
λ0

λ , 0 ≤ λ < λ0) est la solution de :

Yλ = X
λ0

0 +Bλ +

∫ λ

0

x− Yu
λ0 − u

du

où (Bλ, 0 ≤ λ < λ0) est indépendant de X
λ0

0 = X
(x)
λ0

.
Nous référons à Jeulin-Yor [JY79] pour des calculs similaires.
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4.3. Exemples de processus conditionnellement monotones

Exemple 4.42 (Processus de Bessel de dimension δ ≥ 2).

On prend σ ≡ 1 et b(s, y) =
δ − 1

2y
, avec δ = 2(ν + 1), δ ≥ 2. Alors,

i) pour x > 0 :

p(t, x, y) =
1

t

yν+1

xν
exp

(
−x

2 + y2

2t

)
Iν

(xy
t

)
,

où Iν désigne la fonction de Bessel modifiée d’index ν (voir (2.57)), et (X
λ0

λ , 0 ≤ λ < λ0) est
la solution de :

Yλ = X
λ0

0 +Bλ +

∫ λ

0

(
1

2Yu
− Yu
λ0 − u

+
x

λ0 − u
I ′ν
Iν

(
xYu
λ0 − u

))
du.

ii) pour x = 0 :

p(t, 0, y) =
1

2νtν+1Γ(ν + 1)
y2ν+1 exp

(−y2

2t

)
,

et (X
λ0

λ , 0 ≤ λ < λ0) est la solution de :

Yλ = X
λ0

0 +Bλ +

∫ λ

0

(
2ν + 1

2Yu
− Yu
λ0 − u

)
du

Exemple 4.43 (Carrés de Bessel de dimension δ > 0).
On prend σ(s, y) = 2

√
y et b ≡ δ. Alors :

i) pour x > 0 :

p(t, x, y) =
1

2t

(y
x

)ν/2
exp

(
−x+ y

2t

)
Iν

(√
xy

t

)
,

et (X
λ0

λ , 0 ≤ λ < λ0) est la solution de :

Yλ = X
λ0

0 + 2

∫ λ

0

√
YudBu + 2λ− 2

∫ λ

0

(
Yu
λ− u −

√
xYu

λ0 − u
I ′ν
Iν

( √
xYu

λ0 − u

))
du.

ii) pour x = 0 :

p(t, 0, y) =

(
1

2t

)δ/2
1

Γ(δ/2)
y
δ
2−1 exp

(
− y

2t

)
,

et (X
λ0

λ , 0 ≤ λ < λ0) est la solution de :

Yλ = X
λ0

0 + 2

∫ λ

0

√
YudBu + δλ−

∫ λ

0

2Yu
λ− udu.

Notons que l’on aurait aussi pu obtenir cet exemple en élevant au carré les résultats sur les
processus de Bessel.

Remarque 4.44. Tous les exemples précédents sont liés à la notion de grossissement initial
d’une filtration (par la valeur terminale). Nous renvoyons à Mansuy-Yor [MY02] pour de
plus amples détails.
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4.4 Une autre famille de peacocks markoviens
Nous présentons dans cette section un autre jeu d’hypothèses sur le processus de Markov

(Xλ, λ ≥ 0) qui assure que :(
A

(µ)
t :=

∫ ∞
0

e−tXλ

E [e−tXλ ]
µ(dλ), t ≥ 0

)
est un peacock.

Définition 4.45. Un processus (Xλ, λ ≥ 0;Px, x ∈ R+) markovien continu à droite, à valeurs
dans R+, satisfait la condition (L) si les deux Points (i) et (ii) ci-dessous sont vérifiés :

i) Ce processus est croissant pour l’ordre stochastique par rapport à son point de départ
x ; en d’autres termes, pour tout a ≥ 0 et λ ≥ 0, et pour tout 0 ≤ x ≤ y :

Py(Xλ ≥ a) ≥ Px(Xλ ≥ a). (4.26)

ii) La transformée de Laplace Ex[e−tXλ ] est de la forme :

Ex[e−tXλ ] = C1(t, λ) exp(−xC2(t, λ)), (4.27)

où C1 et C2 sont deux fonctions positives telles que :
• Pour tout t > 0 et λ ≥ 0,

∂

∂t
C2(t, λ) > 0. (4.28)

• Pour tout t ≥ 0 et tout compact K, il existe deux constantes kK(t) > 0 et k̃K(t) <
+∞ telles que :

kK(t) ≤ inf
λ∈K

C1(t, λ); sup
λ∈K

C2(t, λ) ≤ k̃K(t). (4.29)

En prenant x = 0 dans (4.27), on observe que C1(�, λ) est complètement monotone (et donc
C∞) sur ]0,+∞[ et continue en 0. En conséquence, C2(�, λ) est également C∞ sur ]0,+∞[ et
continue en 0. De plus, on a pour t > 0 et λ ≥ 0 :

Ex
[
Xλe

−tXλ
]

=

(
− ∂

∂t
C1(t, λ) + xC1(t, λ)

∂

∂t
C2(t, λ)

)
exp (−xC2(t, λ))

et on définit, pour t > 0, λ ≥ 0 et y ∈ R :
α(t, λ, y) := − ∂

∂t
C1(t, λ) + yC1(t, λ),

β(t, λ) := C1(t, λ)
∂

∂t
C2(t, λ) > 0.

(4.30)

Nous pouvons à présent énoncer le principal théorème de cette section :

Théorème 4.46. Soit (Xλ, λ ≥ 0;Px, x ∈ R+) un processus de Markov satisfaisant la condi-
tion (L). Alors, pour tout x ≥ 0 et toute mesure positive finie µ sur R+,(

A
(µ)
t :=

∫ ∞
0

e−tXλ−hλ(t)µ(dλ), t ≥ 0

)
est un peacock sous Px, où la fonction hλ est définie par :

hλ(t) = log
(
Ex
[
e−tXλ

])
.
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Avant de prouver le Théorème 4.46, donnons deux exemples de processus (Xλ, λ ≥
0;Px, x ∈ R+) satisfaisant la condition (L).

Exemple 4.47. Soit (Xλ, λ ≥ 0;Qx, x ∈ R+) un carré de Bessel de dimension δ (que nous
noterons BESQδ, δ ≥ 0, voir [RY99, Chapter XI]). Ce processus satisfait la condition (L)
puisque :
• Il est stochastiquement croissant par rapport à x ; en effet, il est solution d’une EDS

possédant une unique solution forte, donc possède la propriété de Markov forte.
• Pour tout t > 0, on a :

Qx
[
e−tXλ

]
=

1

(1 + 2tλ)
δ
2

exp

(
− tx

1 + 2tλ

)
,

ce qui fournit le Point (ii) de la Définition 4.45.

En particulier, pour (Xt, t ≥ 0) un carré de Bessel de dimension 0, (A
(µ)
t , t ≥ 0) est un

peacock. Ce cas ne rentrait pas dans le cadre de l’Exemple 4.43.

Exemple 4.48 (Généralisation de l’exemple précédent pour δ = 0).
Soit (Xλ, λ ≥ 0;Px, x ∈ R+) un processus de branchement à espace d’états continu (que nous
abrègerons CSBP suivant la terminologie anglo-saxonne, voir [LG99]). Nous notons Pλ(x, dy)
la loi de Xλ sous Px, et ∗ le produit de convolution. Alors (Pλ) satisfait :

Pλ(x, �) ∗ Pλ(x′, �) = Pλ(x+ x′, �) pour tout λ ≥ 0, x ≥ 0 et x′ ≥ 0

ce qui implique (4.26) (voir [LG99, p.21-23]). Par ailleurs, on a :

Ex
[
e−tXλ

]
= exp(−xC(t, λ)), (4.31)

où la fonction C : R+ × R+ → R+ satisfait :
• pour tout λ ≥ 0, la fonction C(�, λ) est continue sur R+, dérivable sur ]0,+∞[, et

∂C

∂t
(t, λ) > 0 pour tout t > 0,

• pour tout t ≥ 0 et tout compact K, il existe une constante kK(t) <∞ telle que :

sup
λ∈K

C(t, λ) ≤ kK(t). (4.32)

Donc, (Xλ, λ ≥ 0) satisfait (4.27).

Remarque 4.49. Cet exemple généralise le précédent dans le sens suivant. Soit (Yt, t ≥ 0)
un processus de Lévy d’exposant caractéristique ψ(λ) = cλα, (c > 0, α ∈]1, 2]) :

E
[
e−λYt

]
= exp (−ctλα) .

On note (Ht, t ≥ 0) le processus des hauteurs associé à (Yt, t ≥ 0). Ce processus admet une
famille de temps locaux (Lat (H), t ≥ 0, a ≥ 0) et, en notant τr(H) := inf{s ≥ 0;L0

s(H) > r}
son inverse continu à droite, le processus (Laτr(H), a ≥ 0) est un CSBP stable d’index α (voir
[LG99]). Observons alors que, pour α = 2 et c = 1

2 , (Yt := Bt, t ≥ 0) est un mouvement

brownien standard issu de 0, (Ht, t ≥ 0)
(loi)
= (|Bt|, t ≥ 0) a même loi qu’un mouvement brow-

nien réfléchi en 0, et, d’après le théorème de Ray-Knight, (Laτr(H), a ≥ 0) est un carré de
Bessel de dimension 0 issu de r.
On pourra consulter [HPRY11b, Chapter 4] pour une description d’autres peacocks construits
à partir de CSBP, ainsi que quelques martingales associées.
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Démonstration.
Soit (Xλ, λ ≥ 0) un processus satisfaisant la condition (L).
1) (−Xλ, λ ≥ 0) étant un processus négatif, la condition (INT1) est clairement satisfaite. De
plus, d’après (4.29), (INT2) est aussi vérifiée. Ainsi, en suivant la preuve du Théorème 4.13,
il suffit de montrer que (A

(µ)
t , t ≥ 0) est un peacock lorsque µ est une combinaison linéaire

finie de mesures de Dirac avec des coefficients positifs.
2) Pour t ≥ 0, a1 ≥ 0, . . . , an ≥ 0 et 0 ≤ λ1 < · · · < λn, posons :

At :=
n∑
i=1

aie
−tXλi−hλi (t).

Soit ψ ∈ C . On a :

∂

∂t
Ex[ψ(At)] = −Ex

[
ψ′(At)

n∑
i=1

aie
−tXλi−hλi (t)(h′λi(t) +Xλi)

]
et, nous allons montrer que pour tout i ∈ {1, . . . , n}, ∆i ≤ 0, avec :

∆i := Ex
[
ψ′(At)e

−tXλi−hλi (t)(h′λi(t) +Xλi)
]

= Ex [ψ′(At)eλi(Xλi)] ,

et où l’on a posé :
eλi(z) := e−tz−hλi (t)(h′λi(t) + z).

Observons que, puisque E
[
e−tXλi−hλi (t)

]
= 1, il vient par dérivation :

Ex[eλi(Xλi)] = 0. (4.33)

Comme la fonction

(x1, . . . , xn)→ ψ′

 n∑
j=0

aje
−txj−hλj (t)


est bornée et décroissante par rapport à chacun de ses arguments, il suffit de montrer que :
pour toute fonction borélienne bornée φ : Rn → R décroissante en chacun de ses arguments,
et pour tout i ∈ {1, . . . , n},

Ex[φ(Xλ1
, . . . , Xλn)eλi(Xλi)] ≤ 0. (4.34)

3) Prouvons (4.34).
a) On peut supposer i = n. En effet, grâce à (4.26) et au Lemme 4.37, on a, pour i < n :

Ex[φ(Xλ1 , . . . , Xλn)eλi(Xλi)] = Ex[Ex[φ(Xλ1 , . . . , Xλn)|Fλi ]eλi(Xλi)]

= Ex[φ̃i(Xλ1 , . . . , Xλi)eλi(Xλi)],

où φ̃i : Ri → R est une fonction borélienne bornée décroissante en chacun de ses arguments.
b) Par ailleurs,on a :
Ex[φ̃i(Xλ1

, . . . , Xλi)eλi(Xλi)]

= Ex[φ̃i(Xλ1
, . . . , Xλi)e

−tXλi−hλi (t)(h′λi(t) +Xλi)]

≤ Ex[φ̃i(Xλ1
, . . . , Xλi−1

,−h′λi(t))eλi(Xλi)]

(puisque φ̃i(Xλ1
, . . . , Xλi)(h

′
λi(t) +Xλi) ≤ φ̃i(Xλ1

, . . . ,−h′λi(t))(h′λi(t) +Xλi))

= Ex
[˜̃
φi(Xλ1

, . . . , Xλi−1
)eλi(Xλi)

]
,
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où ˜̃φi : Ri−1 → R est une fonction borélienne bornée décroissante en chacun de ses arguments
définie par : ˜̃

φi(z1, . . . , zi−1) := φ̃i(z1, . . . , zi−1,−h′λi(t)). (4.35)

4) Achevons à présent la preuve du Théorème 4.46 en montrant le lemme suivant.

Lemme 4.50. Soient i ∈ {1, . . . , n}, j ∈ {0, 1, . . . , i − 1}, et soit φ : Rj → R une fonction
borélienne bornée décroissante en chacun de ses arguments . Alors,

Ex[φ(Xλ1
, . . . , Xλj )eλi(Xλi)] ≤ 0. (4.36)

En particulier,
Ex[φ(Xλ1 , . . . , Xλi−1)eλi(Xλi)] ≤ 0. (4.37)

Démonstration. Nous prouvons ce lemme par récurrence sur j.
• Initialisation : pour j = 0, φ est constante et on a :

Ex[φ eλi(Xλi)] = φEx[eλi(Xλi)] = 0 (d’après (4.33))

• Hérédité : si on suppose (4.36) vérifiée pour j ∈ J0, i− 1J fixé, alors

Ex[φ(Xλ1
, . . . , Xλj , Xλj+1

)eλi(Xλi)]

= Ex[φ(Xλ1
, . . . , Xλj , Xλj+1

)Pλi−λj+1
eλi(Xλj+1

)] (d’après la propriété de Markov)

= Ex
[
φ(Xλ1 , . . . , Xλj , Xλj+1)e−Xλj+1

C2(t,λi−λj+1)−hλi (t)�(
α(t, λi − λj+1, h

′
λi(t)) +Xλj+1β (t, λi − λj+1)

) ]
(d’après (4.27) et (4.30), où β > 0)

≤ Ex
[
φ

(
Xλ1

, . . . , Xλj ,−
α(t, λi − λj+1, h

′
λi

(t))

β (t, λi − λj+1)

)
Pλi−λj+1

eλi(Xλj+1
)

]
= Ex

[
φ̃(Xλ1

, . . . , Xλj )eλi(Xλi)
]
≤ 0 (par hypothèse de récurrence),

où φ̃ : Rj → R est définie par :

φ̃(z1, . . . , zj) := φ

(
z1, . . . , zj ,−

α(t, λi − λj+1, h
′
λi

(t))

β (t, λi − λj+1)

)
.

4.5 Ordre convexe et ordre stochastique
Définition 4.51. Soient X et Y deux v.a. intégrables. X est dite plus grande que Y pour
l’ordre convexe si, pour toute fonction convexe ψ : R 7−→ R, E[ψ(X)] ≥ E[ψ(Y )]. Nous notons
cette relation d’ordre :

X
(c)
≥ Y.

Dans [HPRY11b], les auteurs prouvent que si (Mt, t ≥ 0) est une martingale dans H1
loc

(donc, un peacock), et α : R+ −→ R+ une fonction continue et croissante telle que α(0) = 0,
alors le processus (

1

α(t)

∫ t

0

Mudα(u) , u ≥ 0

)
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est un peacock. En d’autre termes, pour tout 0 ≤ s ≤ t :∫ +∞

0

Mu

(
1

α(t)
1[0,t](u)

)
dα(u)

(c)
≥
∫ +∞

0

Mu

(
1

α(s)
1[0,s](u)

)
dα(u).

A présent, il est clair que :(
1

α(t)
1[0,t](u)

)
dα(u)

(st)
≥
(

1

α(s)
1[0,s](u)

)
dα(u),

et cela nous amène à la question suivante : quels processus (Xt,≥ 0) satisfont, pour tout

couple de probabilités (µ, ν) tel que µ
(st)
≥ ν, la propriété :

A(µ) :=

∫ +∞

0

Xu µ(du)
(c)
≥ A(ν) :=

∫ +∞

0

Xu ν(du) ? (4.38)

Observons tout de suite qu’un tel processus (Xt, t ≥ 0) doit être un peacock. En effet, en

prenant, pour 0 ≤ s ≤ t, µ = δt et ν = δs, on obtient d’après (4.38) Xt

(c)
≥ Xs, i.e. (Xt, t ≥ 0)

est un peacock.
Voici donc une réponse partielle à cette question, concernant les processus markoviens :

Théorème 4.52. Soit (Xt, t ≥ 0) un processus continu à droite et intégrable satisfaisant les
deux conditions suivantes :

i) Pour toute fonction croissante et bornée φ : R −→ R et tout 0 ≤ s ≤ t, E[φ(Xt)|Fs] est
une fonction croissante de Xs.

ii) Pour tout n ∈ N∗, tout 0 ≤ t1 < · · · < tn+1 et toute fonction φ : Rn → R dans In, on
a :

E
[
φ (Xt1 , . . . , Xtn) (Xtn+1

−Xtn)
]
≥ 0.

Soient µ et ν deux mesures de probabilités sur R+ telles que µ
(st)
≥ ν. Supposons de plus que,

soit :

µ et ν sont à support compact, et pour tout compact K ⊂ R+, sup
t∈K
|Xt| est intégrable,

ou bien :
sup
t≥0
|Xt| est intégrable.

Alors :

A(µ) :=

∫ +∞

0

Xu µ(du)
(c)
≥ A(ν) :=

∫ +∞

0

Xu ν(du).

Remarque 4.53.
Observons que la condition (ii) implique que le processus (Xt, t ≥ 0) est un peacock. En effet,
si ψ est une fonction convexe de classe C1, alors, pour 0 ≤ s ≤ t :

E[ψ(Xt)]− E[ψ(Xs)] ≥ E[ψ′(Xs)(Xt −Xs)] ≥ 0.

En particulier, E[Xt] ne dépend pas de t.

126



4.5. Ordre convexe et ordre stochastique

Avant de prouver le Théorème 4.52, nous présentons des exemples de processus satisfaisant
les deux conditions (i) et (ii).

Exemple 4.54. Soit X une v.a. admettant des moments exponentiels de tout ordre. On
définit (ξXt = exp(tX − hX(t)), t ≥ 0) où hX(t) = logE[etX ]. Alors, (ξXt , t ≥ 0) satisfait
les conditions du Théorème 4.52. En effet, la condition (i) est évidente, et la condition (ii)
découle de :

E
[
φ(ξXt1 , . . . , ξ

X
tn)(ξXtn+1

− ξXtn)
]
≥ φ(et1βn−hX(t1), . . . , etnβn−hX(tn))E

[
ξXtn+1

− ξXtn
]

= 0,

où βn =
hX(tn+1)− hX(tn)

tn+1 − tn
. En particulier, on retrouve que, si α : R+ −→ R+ est une

fonction continue et strictement croissante telle que α(0) = 0, alors le processus

(
1

α(t)

∫ t

0

euX−hX(u)dα(u) , t ≥ 0

)
est un peacock.

Exemple 4.55 (Martingales).
Les martingales satisfont clairement la condition (ii). Voici quelques exemples de martingales
satisfaisant également la condition (i) :

a) Soit (Xt, t ≥ 0) un processus intégrable à accroissements indépendants et centrés.
Alors

E[φ(Xt)|Fs] = E[φ(Xs +Xt −Xs)|Fs] = E[φ(x+ Z)]|x=Xs ,

où Z
(loi)
= Xt −Xs, est une fonction croissante de Xs.

b) Soit (Lt, t ≥ 0) un processus intégrable, continu à droite, à accroissements indépen-
dants, et tel que, pour tout λ, t ≥ 0, E[eλLt ] <∞. Alors, le processus(

Xt := eλLt−hLt (λ), t ≥ 0
)

où hLt(λ) = logE
[
eλLt

]
est une martingale qui, tout comme dans l’item (a), satisfait la condition (i).

c) Soit (Xt, t ≥ 0) un processus de diffusion satisfaisant une équation du type

X
(x)
t = x+

∫ t

0

σ(X(x)
s ) dBs.

Alors, la condition (i) découle du théorème de comparaison stochastique (voir Point
(A1)).

Exemple 4.56 (Diffusions “bien-réversibles”).
Soit (Zt, t ≥ 0) une diffusion “bien-réversible” satisfaisant (4.17) et telle que b soit une fonction
croissante. Alors (Xt := Zt − E[Zt], t > 0) satisfait les deux conditions (i) et (ii). En effet,
la condition (i) est clairement satisfaite d’après le Lemme 4.37. Quant à la condition (ii), en
posant h(t) = E[Zt], on a, avec 0 < t1 < . . . < tn+1, par retournement du temps à l’instant
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tn+1 :

E
[
φ (Xt1 , . . . , Xtn) (Xtn+1

−Xtn)
]

= E
[
φ
(
X

(tn+1)

tn+1−t1 , . . . , X
(tn+1)

tn+1−tn

)
(X

(tn+1)

0 −X(tn+1)

tn+1−tn)
]

= E
[
E
[
φ
(
X

(tn+1)

tn+1−t1 , . . . , X
(tn+1)

tn+1−tn

)
|F tn+1−tn

]
(X

(tn+1)

0 −X(tn+1)

tn+1−tn)
]

= E
[
φ̃
(
X

(tn+1)

tn+1−tn

)
(X

(tn+1)

0 −X(tn+1)

tn+1−tn)
]

où φ̃ est une fonction croissante,

= E
[
φ̃ (Xtn) (Xtn+1

−Xtn)
]
.

A présent, d’après (4.17) :

E
[
φ̃ (Ztn − h(tn))

(∫ tn+1

tn

σ(s, Zs)dBs +

∫ tn+1

tn

b(s, Zs)ds− h(tn+1) + h(tn)

)]
=

∫ tn+1

tn

E
[
φ̃ (Ztn − h(tn)) (b(s, Zs)− h′(s))

]
ds

=

∫ tn+1

tn

E
[
φ̃ (Ztn − h(tn)) (̃b(s, Ztn)− h′(s))

]
ds

où x 7−→ b̃(s, x) := E[b(s, Zs)|Ztn = x] est une fonction croissante telle que E
[
b̃(s, Ztn)

]
=

E[b(s, Zs)] = h′(s). En notant b̃−1
s son inverse continu à droite, on obtient finalement :

E
[
φ̃ (Xtn) (Xtn+1

−Xtn)
]
≥
∫ tn+1

tn

φ̃
(
b̃−1
s (h′(s))− h(tn)

)
E
[
b̃(s, Ztn)− h′(s)

]
ds = 0.

Exemple 4.57. Soit (Bt, t ≥ 0) un mouvement brownien issu de 0 et ϕ une fonction de
classe C2, impaire, strictement croissante, et telle que ϕ′ soit convexe. D’après la Proposition
4.7, le processus (ϕ(Bt), t ≥ 0) est un peacock. Comme conséquence de l’Exemple 4.56 et

du Théorème 4.52 appliqué avec µ(du) =
1

α(t)
1[0,t](u)dα(u) et ν(du) =

1

α(s)
1[0,s](u)dα(u),

où α : R+ −→ R+ est une fonction continue et strictement croissante telle que α(0) = 0, on
déduit que le processus (

1

α(t)

∫ t

0

ϕ(Bu)dα(u) , t ≥ 0

)
est également un peacock. En effet, d’après la formule d’Itô, (ϕ(Bu), u ≥ 0) satisfait l’équation
(4.17) avec b = 1

2ϕ
′′ ◦ ϕ−1 croissante.

Démonstration.
1) Puisque

A(µ) :=

∫ ∞
0

Xs dµ(s) =

∫ ∞
0

Xs dFµ(s) =

∫ 1

0

XF−1
µ (u) du,

il suffit à nouveau, par approximation de dFµ par une combinaison linéaire finie de mesures
de Dirac (voir la preuve du Théorème 4.13), de montrer que, pour tout n ∈ N∗, pour tout
a1, a2, . . . , an ≥ 0 et pour tout t1 ≥ s1, . . . , tn ≥ sn,

n∑
i=1

aiXti

(c)
≥

n∑
i=1

aiXsi . (4.39)
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2) Soit ψ : R→ R appartenant à C. Par convexité, on a :

ψ

(
n∑
i=1

aiXti

)
= ψ

(
n∑
i=1

aiXsi +
n∑
i=1

ai(Xti −Xsi)

)

≥ ψ
(

n∑
i=1

aiXsi

)
+ ψ′

(
n∑
i=1

aiXsi

)
n∑
j=1

aj(Xtj −Xsj ).

On prend alors l’espérance des deux membres :

E

[
ψ

(
n∑
i=1

aiXti

)]
≥ E

[
ψ

(
n∑
i=1

aiXsi

)]
+E

ψ′( n∑
i=1

aiXsi

)
n∑
j=1

aj(Xtj −Xsj )

 . (4.40)
Posons φ(x1, . . . , xn) := ψ′

(
n∑
i=1

aixi

)
, de sorte que φ ∈ In. Soit j fixé et supposons que :

0 ≤ s1 < . . . < sj < . . . < sj+r < tj < sj+r+1 < . . . < sn.

On écrit :
φ(Xs1 , . . . , Xsn)(Xtj −Xsj )

=φ(Xs1 , . . . , Xsn)(Xtj −Xsj+r +Xsj+r − . . .+Xsj+1 −Xsj )

=φ(Xs1 , . . . , Xsn)(Xtj −Xsj+r ) +
r−1∑
k=0

φ(Xs1 , . . . , Xsn)(Xsj+k+1
−Xsj+k)

et on étudie l’espérance de chaque terme séparément. D’après la condition (i), on obtient par
itération :

E
[
φ(Xs1 , . . . , Xsn)(Xtj −Xsj+r )

]
= E

[
φ̃(Xs1 , . . . , Xsj+r , Xtj )(Xtj −Xsj+r )

]
≥ E

[
φ̃(Xs1 , . . . , Xsj+r , Xsj+r )(Xtj −Xsj+r )

]
,

et cette dernière quantité est positive d’après la condition (ii). Les autres termes se traitent
de la même manière.

Remarque 4.58.
Il convient de remarquer que, dans le cas général, le processus

(
1
t

∫ t
0
Xudu, t ≥ 0

)
peut être

un peacock même si (Xt, t ≥ 0) n’en est pas un. C’est par exemple le cas pour le processus
(Xt = e−tG, t ≥ 0) où G est une v.a. gaussienne centrée. De même, (Xu, u ≥ 0) peut être
un peacock bien que

(
1
t

∫ t
0
Xudu, t ≥ 0

)
n’en soit pas un ; par exemple, le processus (Xt =

(1[0,1](t)− 1]1,+∞[(t))G, t ≥ 0) où G est à nouveau une v.a. gaussienne centrée.
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Chapitre 5

Plongements de Skorokhod

5.1 Introduction

L’objectif de ce chapitre est le suivant : nous allons associer à certains peacocks présentés au
chapitre précédent des martingales, à l’aide de plongements de Skorokhod.

Nous rappelons tout d’abord le problème de Skorokhod :

• Considérons une v.a. X réelle, intégrable et centrée, et (Bt, t ≥ 0) un mouvement brownien
issu de 0 muni de sa filtration naturelle (Ft, t ≥ 0). Réaliser un plongement de Skorokhod de
X dans le mouvement brownien (Bt, t ≥ 0) consiste à construire un temps d’arrêt τ dans
une filtration (Gt, t ≥ 0) tel que :

(Sk1) Bτ
(loi)
= X

(Sk2) (Bu∧τ , u ≥ 0) est une (Gu, u ≥ 0)-martingale uniformément intégrable.

Il existe de nombreuses manières de réaliser un tel plongement. J. Oblój ([Obl04]) en a
dénombré vingt et une dispersées dans la littérature. Ces méthodes peuvent se regrouper sous
deux groupes :

- soit le temps τ est un temps d’arrêt relatif à la filtration naturelle (Ft, t ≥ 0) du
mouvement brownien (Bt, t ≥ 0) (dans ce cas, (Gt, t ≥ 0) = (Ft, t ≥ 0)) ;

- soit le temps τ est un temps d’arrêt relatif à un grossissement (Gt, t ≥ 0) de la filtration
naturelle du mouvement brownien (Bt, t ≥ 0), grossissement dans lequel (Bt, t ≥ 0)
reste une martingale.

Dans le second cas, le temps d’arrêt τ est appelé un temps d’arrêt "randomisé ". Le plon-
gement de Skorokhod correspondant est alors appelé un plongement de Skorokhod randomisé.

• Soit (Xt, t ≥ 0) un peacock fixé. Supposons qu’il existe une filtration (Gt, t ≥ 0) dans
laquelle (Bt, t ≥ 0) est un mouvement brownien et une famille de temps d’arrêt (τt, t ≥ 0)
telles que, pour tout t ≥ 0, le temps d’arrêt τt satisfasse (Sk1) et (Sk2) avec Xt remplaçant
X. Si la famille de temps d’arrêt (τt, t ≥ 0) est p.s. croissante, alors le processus (Bτt , t ≥ 0)
est une martingale associée à (Xt, t ≥ 0).
Nous allons illustrer ce principe à l’aide de trois plongements, l’un randomisé - le plongement
de Hall-Breiman, dans la Section 5.2 - et les deux autres non - les plongements de Bass et
d’Azéma-Yor, respectivement dans les Sections 5.3 et 5.4.
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5.2 Le plongement de Hall-Breiman

5.2.1 Principe général
Soit X une v.a. de loi µ. On suppose que :

E[|X|] =

∫ +∞

−∞
|x|µ(dx) <∞ et E[X] =

∫ +∞

−∞
xµ(dx) = 0. (5.1)

Remarquons que, d’après (5.1) :∫ +∞

0

xµ(dx) = −
∫ 0

−∞
xµ(dx). (5.2)

Soit (V,W ) un couple de v.a. à valeurs dans R+ × R∗− dont la loi est donnée par :

γ(dv, dw) =
v − w∫ +∞

0
xµ(dx)

1{w<0≤v}µ(dv)µ(dw). (5.3)

On suppose que ce couple (V,W ) est indépendant du mouvement brownien (Bu, u ≥ 0) issu
de 0, et on définit :

τ := inf{u ≥ 0; Bu = V ou Bu = W}.
Théorème 5.1 (Hall-Breiman).
1) La loi de Bτ est µ.
2) (Bu∧τ , u ≥ 0) est une martingale uniformément intégrable.

Démonstration.
1) Prouvons d’abord le Point 1)
On rappelle que, pour w < 0 ≤ v, en définissant :

Tw,v := inf{u ≥ 0; Bu = v ou Bu = w}, (5.4)

on a :
P(BTw,v = v) =

−w
v − w et P(BTw,v = w) =

v

v − w. (5.5)

Ainsi, puisque le couple (V,W ) est indépendant de (Bt, t ≥ 0) :

τ ≡ TW,V .
A présent, soit f : R −→ R une fonction borélienne bornée. D’après (5.5), en conditionnant
par V et W , on obtient :

E[f(Bτ )] =

∫ ∫
dγ(dv, dw)

(
f(v)

−w
v − w + f(w)

v

v − w

)
(5.6)

=

∫ ∫
1{w<0≤v}

(
f(v)

−w
v − w + f(w)

v

v − w

)
(v − w)

µ(dv)µ(dw)∫ +∞
0

xµ(dx)

=
1∫ +∞

0
xµ(dx)

∫ ∫
1{w<0≤v} (−wf(v) + vf(w))µ(dv)µ(dw)

=
1∫ +∞

0
xµ(dx)

(
−
∫

1{w<0}wµ(dw)

∫
1{v≥0}f(v)µ(dv)

+

∫
1{v≥0}vµ(dv)

∫
1{w<0}f(w)µ(dw)

)
=

∫ +∞

−∞
f(x)µ(dx) (d’après (5.2)).
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2) Prouvons à présent que (Bu∧τ , u ≥ 0) est uniformément intégrable
On note EV,W l’espérance par rapport à la loi du couple (V,W ), et par EB l’espérance par
rapport à la loi du mouvement brownien B. On a, pour tout λ ≥ 0 :

sup
u≥0

E
[
|Bu∧τ |1{|Bu∧τ |>λ}

]
= sup

u≥0
EV,W

[
EB
[
|Bu∧TW,V |1{|Bu∧TW,V |>λ}

]]
(où TW,V est défini par (5.4))

≤ EV,W
[
sup
u≥0

EB
[
|Bu∧TW,V |1{|Bu∧TW,V |>λ}

]]
= EV,W

[
1{V ∨(−W )>λ} sup

u≥0
EB
[
|Bu∧TW,V |

]]
(puisque |Bu∧TW,V | ≤ V ∨ (−W ))

= EV,W
[
1{V ∨(−W )>λ}EB

[
|BTW,V |

]]
(car, pour V et W fixés, (Bu∧TW,V , u ≥ 0) est une martingale bornée)

=
2∫ +∞

0
xµ(dx)

∫ ∫
1{v∨(−w)>λ}

−vw
v − wγ(dv, dw)

=
2∫ +∞

0
xµ(dx)

∫ ∫
1{v∨(−w)>λ}1{w<0≤v}(−vw)µ(dv)µ(dw)

−−−−−→
λ→+∞

0

par convergence dominée, comme∫ ∫
1{w≤0≤v}(−vw)µ(dv)µ(dw) =

(∫ +∞

0

xµ(dx)

)2

<∞.

Théorème 5.2. Soit p > 1. Les assertions suivantes sont équivalentes :
i) E[(V ∧ (−W ))(V p−1 + (−W )p−1)] <∞ .
ii) E[|X|p] <∞.
iii) E[τp/2] <∞.

iv) La martingale (Bt∧τ , t ≥ 0) est dans Hp, c’est-à-dire E
[(

sup
t≤τ
|Bt|

)p]
<∞.

Démonstration.
1) D’après (5.6), on a :

E[|X|p] =

∫ +∞

0

∫ 0

−∞

−vw
v − w

(
vp−1 + (−w)p−1

)
γ(dv, dw) = E

[ −VW
V −W (V p−1 + (−W )p−1)

]
et l’équivalence entre les Points (i) et (ii) découle de l’inégalité :

1

2
(v ∧ w) ≤ −vw

v − w ≤ v ∧ w.

2) Pour prouver l’équivalence entre les Points (ii), (iii) et (iv), on applique les inégalités de
Burkholder-Davis-Gundy ; il existe donc deux constantes cp et Cp ne dépendant que de p
telles que :

cpE[τp/2] ≤ E
[
sup
t≤τ
|Bt|p

]
≤ CpE[τp/2].
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Par ailleurs :

E
[
sup
t≤τ
|Bt|p

]
= EV,W

[
EB
[
sup
t≥0
|Bt∧TV,W |p

]]
≥ EV,W

[
sup
t≥0

EB
[
|Bt∧TV,W |p

]]
= EV,W

[
EB
[
|BTV,W |p

]]
= E [|X|p]

et, d’après l’inégalité Lp de Doob :

E
[
sup
t≥0
|Bt∧τ |p

]
≤
(

p

p− 1

)p
sup
t≥0

E [|Bt∧τ |p] ≤
(

p

p− 1

)p
E [|X|p]

de sorte que

E [|X|p] ≤ E
[
sup
t≤τ
|Bt|p

]
≤
(

p

p− 1

)p
E [|X|p] .

5.2.2 Application à la recherche de martingales
A présent, soient X une v.a. satisfaisant (5.1), (Yt, t ≥ 0) un processus positif stochastique-
ment croissant et (At, t ≥ 0) un processus p.s. croissant associé à (Yt, t ≥ 0) par le Théorème
3.3. Nous allons maintenant associer une martingale au peacock (YtX, t ≥ 0) en utilisant la
méthode de Hall. Plus précisément, soit (V,W ) défini par (5.3) et soit, pour tout t ≥ 0 :

τt := inf{u ≥ 0;Bu = V At ouBu = WAt}.

La famille (τt, t ≥ 0) est clairement croissante, et on a, du fait que Yt
(1.d)
= At :

Théorème 5.3.
Le processus (Bτt , t ≥ 0) est une martingale associée au peacock (YtX, t ≥ 0).

Exemple 5.4. Soit (Bt, t ≥ 0) un mouvement brownien issu de 0, et soit ϕ : R −→ R une
fonction de classe C2, impaire, strictement croissante et telle que pour tout t ≥ 0, E[|ϕ(Bt)|] <
∞ et lim

x→+∞
ϕ(x) = +∞. Soit ε une v.a. de Bernoulli symétrique (P(ε = 1) = P(ε = −1) = 1

2 )

indépendante de (Bt, t ≥ 0). Alors :

ϕ(Bt)
(1.d)
= ε|ϕ(Bt)| = εYt,

et (Yt := |ϕ(Bt)|, t ≥ 0) satisfait les hypothèses du Théorème 3.32. En effet (Yt, t ≥ 0) est
une diffusion positive réfléchie en 0 telle que :

s′Y (x) = exp

(
−
∫ x

0

ϕ′′ ◦ ϕ−1

(ϕ′ ◦ ϕ−1)2
(z)dz

)
=

ϕ′(0)

ϕ′ ◦ ϕ−1(x)

mY (dx) =
2

s′(x)(ϕ′ ◦ ϕ−1)2(x)
dx =

2

ϕ′(0)
ϕ′ ◦ ϕ−1(x)dx

de sorte que mY ([0,+∞[) = +∞ et lim
a→0

mY ([0, a])sY (a) = 0. Ainsi, (Yt, t ≥ 0) est un
processus stochastiquement croissant et

Yt
(1.d)
= inf

s≥t
Y s
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où (Y s, s ≥ 0) désigne la diffusion associée à (Yt, t ≥ 0) par la transformation de Biane. Par
conséquent, le Théorème 5.3 s’applique, et, en posant

τt := inf

{
u ≥ 0; |Bu| = inf

s≥t
Y s

}
,

le processus (Bτt , t ≥ 0) est une martingale associée au peacock (ϕ(Bt), t ≥ 0). La diffusion
(Y s, s ≥ 0) est caractérisée par :

L =
1

2

(
ϕ′ ◦ ϕ−1

)2 ∂2

∂x2
+

(
ϕ′ ◦ ϕ−1

ϕ−1
+
ϕ′′ ◦ ϕ−1

2

)
∂

∂x
.

En particulier,
– si ϕ(x) = sinh(x), on obtient :

L =
1

2
(x2 + 1)

∂2

∂x2
+

( √
x2 + 1

Argsh(x)
+
x

2

)
∂

∂x

– si ϕ(x) = x2n+1, n ∈ N :

L = (2n+ 1)

(
1

2
x

4n
2n+1

∂2

∂x2
+ (n+ 1)x

2n−1
2n+1

∂

∂x

)
.

Remarquons que, plus généralement, si ϕ : R −→ R est une fonction impaire, strictement
croissante, et telle que pour tout t ≥ 0, E[|ϕ(Bt)|] <∞, alors, en définissant le temps d’arrêt

Tt := inf{u ≥ 0; |Bu| = |ϕ(
√
tG)|},

où G est une v.a. gaussienne centrée réduite, indépendante de (Bu, u ≥ 0), le processus
(BTt , t ≥ 0) est une martingale associée à (ϕ(Bt), t ≥ 0).

5.2.3 Cas particulier lorsque At =
√
t

Généralités

Lorsque At =
√
t la méthode précédente va nous permettre d’obtenir des martingales (Mt, t ≥

0) satisfaisant les deux propriétés suivantes :
(a) (Mt, t ≥ 0) possède la propriété d’échelle brownienne :

∀c > 0, (Mc2t, t ≥ 0)
(loi)
= (cMt, t ≥ 0)

(b) (Mt, t ≥ 0) est un processus markovien (inhomogène).
Les plus célèbres exemples de martingales satisfaisant (a) est (b) sont, sans aucun doute, le
mouvement brownien (Bt, t ≥ 0) et la martingale d’Azéma (ξt := sgn(Bt)

√
t− gt, t ≥ 0) où

gt := sup{s ≤ t;Bs = 0}.
L’étude de cette dernière martingale (ξt, t ≥ 0), découverte à l’origine par Azéma [Azé85], a
été ensuite développée par Émery [Éme89], Azéma-Yor [AY89], Meyer [Mey89a]. En particu-
lier, M. Émery a prouvé que la martingale d’Azéma possédait la Propriété de Représentation
Chaotique (PRC).
Cette découverte et les études qui ont suivies furent particulièrement étonnantes, puisque,
jusqu’à l’époque, on croyait que les deux seules martingales à posséder la PRC étaient le mou-
vement brownien et le processus de Poisson compensé. En fait, il s’avère qu’un grand nombre
d’autres martingales satisfaisant la PRC, ainsi que (a) et (b), peuvent être construites, et
furent le sujet de plusieurs études par P.A Meyer [Mey89b], M. Émery [Éme96], M. Yor
[Yor97, Chapter 15].
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Application

Lorsque At =
√
t, le temps d’arrêt τt devient :

τt = inf{u ≥ 0 ; Bu =
√
tV ou Bu =

√
tW}

et l’on peut énoncer le résultat suivant :

Théorème 5.5.

i) (Bτt , t ≥ 0) est une martingale possédant la propriété d’échelle brownienne : pour tout
c > 0,

(Bτc2t , t ≥ 0)
(loi)
= (cBτt , t ≥ 0).

ii) (Bτt , t ≥ 0) est un processus de Markov (inhomogène).

Démonstration.
i) Soit, pour c > 0, (B

(c)
t := cBt/c2 , t ≥ 0), et notons (τ

(c)
t , t ≥ 0) la famille de temps d’arrêt

associée au mouvement brownien (B
(c)
t , t ≥ 0), c’est-à-dire :

τ
(c)
t = inf{u ≥ 0;B(c)

u =
√
tV ou B(c)

u =
√
tW}.

Par définition de (B
(c)
t , t ≥ 0), il est clair que, pour tout t ≥ 0 fixé : τ (c)

t = c2τc−2t et donc,

B
(c)

τ
(c)

c2t

= cBτt , ce qui prouve le Point (i) puisque (B
(c)
t , t ≥ 0)

(loi)
= (Bt, t ≥ 0).

ii) Nous regardons à présent le mouvement brownien (Bt, t ≥ 0) comme un processus de
Markov fort sur R. On définit τ̃t par :

τ̃t = inf{u ≥ 0;Bu 6∈]
√
tW,
√
tV [}.

(Notons que τ̃t = τt sous P0, mais que, si x 6= 0, τ̃t 6= τt sous Px). Pour s < t, en notant
(θu, u ≥ 0) l’opérateur de translation, on a :

τ̃t = τ̃s + τ̃t ◦ θτ̃s

et par conséquent Bτ̃t ◦ θτ̃s = Bτ̃t . Ainsi, d’après la propriété de Markov forte, il vient, pour
toute fonction borélienne bornée f :

E0[f(Bτt)|Fτs ] = E0[f(Bτ̃t)|Fτ̃s ] = EBτ̃s [f(Bτ̃t)] = EBτs [f(Bτ̃t)],

ce qui prouve le Point (ii). Plus précisément le semi-groupe de transition (Ps,t, 0 ≤ s < t) de
(Bτt , t ≥ 0) est donné par :

Ps,tf(x) = E
[(
f(
√
t V )

x−
√
tW√

t (V −W )
+ f(
√
tW )

−x+
√
t V√

t (V −W )

)
1]
√
tW,
√
t V [(x)

]
+ f(x)P

(
x 6∈]
√
tW,
√
t V [

)
.

Remarquons que (Ps,t, 0 ≤ s < t) est un semi-groupe de transition très spécial, puisque Ps,t
ne dépend pas de s ∈ [0, t[.
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5.3 Le plongement de Bass

5.3.1 Principe général
Notation

Dans toute cette section, G désigne une v.a. gaussienne centrée réduite. Soit µ une mesure
de probabilité sur R telle que∫ +∞

−∞
|x|µ(dx) <∞ et

∫ +∞

−∞
xµ(dx) = 0. (5.7)

Alors, il existe une fonction croissante θ : R −→ R telle que la v.a. θ(G) ait pour loi µ. En
effet, soient :

F (x) := µ(]−∞, x[), F−1(y) := inf{x;F (x) ≥ y}
et définissons

N (x) :=
1√
2π

∫ x

−∞
e−

y2

2 dy.

Si l’on choisit θ de la manière suivante :

θ(x) := F−1 ◦ N (x), x ∈ R (5.8)

alors, la loi de θ(G) est µ. Si µ diffère de la mesure de Dirac en 0, θ n’est pas constante. De
plus, d’après (5.7) :

1√
2π

∫ +∞

−∞
|θ(x)|e− x

2

2 dx <∞ et
1√
2π

∫ +∞

−∞
θ(x)e−

x2

2 dx = 0. (5.9)

Remarque 5.6. Réciproquement, soit θ une fonction croissante, continue à gauche, satis-
faisant (5.9). Soit µ la loi de θ(G) et F (x) := µ(] − ∞, x[). Il n’est pas difficile de voir
que µ satisfait (5.7) et (5.8). Par conséquent, il existe une correspondance bijective entre les
mesures de probabilités µ satisfaisant (5.7) et les fonctions croissantes, continues à gauche
satisfaisant (5.9). Cette bijection est donnée par :{

µ = loi de θ(G)

θ = F−1 ◦ N .

Si θ est seulement croissante, alors, en notant θg la régularisée continue à gauche de θ,

θ(G)
(loi)
= θg(G) puisque G a une densité, et donc θg = F−1 ◦ N avec F la fonction de

répartition de θ(G).

On suppose que µ diffère de la mesure de Dirac en 0, et on définit, pour 0 ≤ s < 1 :

b(s, x) :=
1√
2π

∫ +∞

−∞
θ(x+ y

√
1− s)e− y

2

2 dy (5.10)

= Q1−sθ(x)

où (Qu, u ≥ 0) désigne le semi-groupe de la chaleur. Observons que sous l’hypothèse (5.9), b
est une fonction de classe C∞ sur ]0, 1[×R. Cela découle aisément de l’identité

b(s, x) =
1√
2π

∫ +∞

−∞
θ(z)e−

(z−x)2
2(1−s)

dz√
1− s
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et de l’inégalité, pour z suffisamment grand,

sup
|x|≤x0

|z − x|ke−
(z−x)2
2(1−s) ≤ e− z

2

2 .

On définit également, pour 0 ≤ s < 1 :

a(s, x) :=
∂b

∂x
(s, x) =

1√
2π(1− s)

∫ +∞

−∞
θ(x+ y

√
1− s)ye− y

2

2 dy (5.11)

=
1√
2π

∫ +∞

−∞
θ′(x+ y

√
1− s)e− y

2

2 dy

lorsque θ est dérivable.

Par la suite, nous noterons par un prime les dérivées par rapport à la variable d’espace x, et
nous écrirons (5.11) sous la forme :

a(s, x) = b′(s, x) =
1√
2π

∫ +∞

−∞
θ′(x+ y

√
1− s)e− y

2

2 dy

=
1√

2π(1− s)

∫ +∞

−∞
e−

(z−x)2
2(1−s) dθ(z) (5.12)

même lorsque θ n’est pas dérivable. Il s’agit d’une convention, puisque, dans ce cas, l’intégrale
de Stieltjes est bien définie. On déduit de (5.12) que b(s, �), pour s ∈ [0, 1[, est continue et
strictement croissante. Par conséquent, elle admet un inverse au sens de la composition des
fonctions, que nous notons c :

b(s, c(s, x)) = c(s, b(s, x)) = x. (5.13)

Il n’est alors pas difficile de voir que c est uniformément lipschitzienne en s, pour (s, x)
variant dans un compact de son domaine de définition, et que a est de classe C∞ sur [0, 1[×R
et strictement positive.

La méthode de Bass

A présent, soit (Bu, u ≥ 0) un mouvement brownien issu de 0, et considérons l’équation
différentielle ordinaire : 

dVu
du

=
1

a2(Vu, c(Vu, Bu))
, Vu < 1

V0 = 0.
(5.14)

Bien sûr, puisque a(s, x) n’est définie que pour 0 ≤ s < 1, cette équation est seulement définie
pour Vu < 1. Elle admet, d’après ce qui précède, une unique solution, laquelle est croissante.
Définissons τµ, le temps d’arrêt associé à µ, ou de manière équivalente à θ, par :

τµ := sup{u;Vu < 1}.

Voici le résultat de Bass :

Théorème 5.7 (Bass [Bas83]).
1) La loi de Bτµ est µ.
2) (Bu∧τµ , u ≥ 0) est une martingale uniformément intégrable.
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1

0 uτµ

Vu

1

Figure 5.1 – τµ := sup{u;Vu < 1}

Corollaire 5.8. Soit (θ(t, �), t ≥ 0) une famille de fonctions de R dans R, croissantes en x,
non identiquement constantes, et telles que, pour tout t ≥ 0 :

E[|θ(t, G)|] <∞ et E[θ(t, G)] = 0.

Soit, pour tout t ≥ 0, τt le temps d’arrêt associé à x 7−→ θ(t, x) par la méthode de Bass. On
suppose de plus que :

(τt, t ≥ 0) est une famille croissante de temps d’arrêt.

Alors, (Bτt , t ≥ 0) est une martingale telle que :

Bτt
(1.d)
= θ(t, G).

5.3.2 Une martingale associée à (ϕ(Bt), t ≥ 0) pour ϕ croissante et
impaire

Soit ϕ : R −→ R une fonction croissante et impaire telle que, pour tout t ≥ 0, E[|ϕ(Bt)|] <
∞. Nous allons, ϕ étant donnée, exhiber une martingale associée au peacock (ϕ(Bt), t ≥ 0).
Soit θ(t, x) := ϕ(

√
tx). Il est clair que :

E[|θ(t, G)|] <∞ et E[θ(t, G)] = 0.

Par conséquent, d’après le Théorème 5.7, pour tout t ≥ 0 fixé, on peut associer à la fonction
θ(t, �) un temps d’arrêt τt par la méthode de Bass.

Théorème 5.9. Sous les hypothèses précédentes, la famille de temps d’arrêt (τt, t ≥ 0) est
p.s. croissante. Par conséquent, (Bτt , t ≥ 0) est une martingale associée à (ϕ(Bt), t ≥ 0), i.e.

Bτt
(1.d)
= ϕ

(√
tG
)

(1.d)
= ϕ(Bt).
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Démonstration.
1) On adopte les notations suivantes. Pour u > 0 et x ∈ R, on pose :

β(u, x) :=
1√
2πu

∫ +∞

−∞
ϕ(y) exp

(
− (y − x)2

2u

)
dy

=
1√
2π

∫ +∞

−∞
ϕ(x+

√
uz)e−

z2

2 dz,

et

α(u, x) := β′(u, x) =
1√
2πu

∫ +∞

−∞
exp

(
− (y − x)2

2u

)
dϕ(y).

Puisque ϕ n’est pas identiquement nulle (si ϕ ≡ 0, le Théorème 5.9 est trivial), α(u, x) > 0.
On note alors γ(u, �) l’inverse de la fonction β(u, �), i.e. β(u, γ(u, x)) = x.
Commençons par un lemme préliminaire :

Lemme 5.10. Soit ϕ une fonction croissante et impaire telle que, pour tout t ≥ 0, E[|ϕ(Bt)|] <
∞. Alors, pour tout u > 0 et tout x ∈ R :

(α(u, x))
2 ≥ u

(
(α′(u, x))

2 − α(u, x)α′′(u, x)
)

(5.15)

où les dérivés sont prises par rapport à la variable d’espace x.

Démonstration. Supposons tout d’abord que ϕ est de classe C2. La relation (5.15) est alors
équivalente à :(∫ +∞

−∞
ϕ′(x+

√
uz)e−

z2

2 dz

)2

≥
(∫ +∞

−∞
ϕ′(x+

√
uz)ze−

z2

2 dz

)2

−
(∫ +∞

−∞
ϕ(x+

√
uz)ze−

z2

2 dz

)(∫ +∞

−∞
ϕ′′(x+

√
uz)ze−

z2

2 dz

)
. (5.16)

On a, puisque ϕ′ ≥ 0 :

0 ≤
∫ +∞

−∞
ϕ′(x+

√
uz)e−

z2

2 (λz − 1)2dz

= λ2

∫ +∞

−∞
ϕ′(x+

√
uz)z2e−

z2

2 dz − 2λ

∫ +∞

−∞
ϕ′(x+

√
uz)ze−

z2

2 dz

+

∫ +∞

−∞
ϕ′(x+

√
uz)e−

z2

2 dz.

Comme cette dernière quantité est un polynôme du second degré en λ toujours positif, son
discriminant est négatif :(∫ +∞

−∞
ϕ′(x+

√
uz)ze−

z2

2 dz

)2

≤
(∫ +∞

−∞
ϕ′(x+

√
uz)z2e−

z2

2 dz

)(∫ +∞

−∞
ϕ′(x+

√
uz)e−

z2

2 dz

)
=

(∫ +∞

−∞
ϕ′(x+

√
uz)e−

z2

2 dz

)(∫ +∞

−∞

(
ϕ′(x+

√
uz) +

√
uzϕ′′(x+

√
uz)
)
e−

z2

2 dz

)
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=

(∫ +∞

−∞
ϕ′(x+

√
uz)e−

z2

2 dz

)2

+

(∫ +∞

−∞
ϕ′(x+

√
uz)e−

z2

2 dz

)(∫ +∞

−∞

√
uϕ′′(x+

√
uz)ze−

z2

2 dz

)
.

Il ne reste plus qu’à remarquer, en intégrant par parties, que :∫ +∞

−∞
ϕ′(x+

√
uz)e−

z2

2 dz =
1√
u

∫ +∞

−∞
ϕ(x+

√
uz)ze−

z2

2 dz

pour obtenir (5.16). Il est alors facile d’enlever l’hypothèse ϕ de classe C2 en intégrant par
partie (5.16), afin de supprimer les termes en ϕ′ et ϕ′′, de sorte que seule ϕ apparaisse dans
l’inégalité.

2) A présent, en reprenant les notations de la Sous-section 5.3.1, et en remplaçant θ par
ϕ(
√
t�) dans (5.10) et (5.11), on a :

b(t, s, x) := β(t(1− s),
√
tx),

a(t, s, x) :=
√
tα
(
t(1− s),

√
tx
)
, (5.17)

c(t, s, x) :=
1√
t
γ(t(1− s), x).

Soit V (t) la solution de l’équation différentielle ordinaire :
dV

(t)
u

du
=

1

a2(t, V
(t)
u , c(t, V

(t)
u , Bu))

, V (t)
u < 1

V
(t)
0 = 0.

(5.18)

Si l’on prouve que pour tout (s, x) ∈ [0, 1[×R, t 7−→ 1

a2(t, s, c(t, s, x))
est une fonction décrois-

sante, alors le théorème de comparaison des EDO impliquera que, pour t1 ≤ t2, V (t1)
u ≥ V (t2)

u ,
donc τt1 ≤ τt2 , ce qui est le résultat attendu.

3) Prouvons que t 7−→ a2(t, s, c(t, s, x)) est croissante.
On a, d’après (5.17), en posant v = t(s− 1) et z = γ(v, x) :

2
√
t
∂

∂t
a(t, s, c(t, s, x)) = α(v, z) + 2v

(
∂

∂v
α(v, z) + α′(v, z)

∂

∂v
γ(v, x)

)
.

Par ailleurs, quelques calculs élémentaires sur le semi-groupe de la chaleur fournissent :

∂

∂v
α(v, z) =

1

2
α′′(v, z) et

∂

∂v
γ(v, z) = − 1

α(v, z)

∂

∂v
β(v, z) = −1

2

α′

α
(v, z).

Par conséquent,

2
√
t
∂

∂t
a(t, s, c(t, s, x)) =

1

α(v, z)

(
α2(v, z)− v

(
(α′(v, z))

2 − α(v, z)α′′(v, z)
))
≥ 0

d’après le Lemme 5.10.
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Exemple 5.11. Si ϕ(x) = sinh(λx) pour λ ≥ 0, toutes les relations précédentes peuvent
être écrites explicitement. En effet, avec les notations de la démonstration du Théorème 5.9,
on a :

b(t, s, x) =
1√
2π

∫ +∞

−∞
sinh

(
λx
√
t+ λy

√
t(1− s)

)
e−

y2

2 dy

= sinh(λx
√
t) exp

(
λ2t(1− s)

2

)
,

c(t, s, x) =
1

λ
√
t
Argsh

(
x exp

(
λ2t(s− 1)

2

))
,

d’où,
a2(t, s, c(t, s, x)) = λ2t

(
eλ

2t(1−s) + x2
)
.

Il est alors clair que, pour tout s ∈ [0, 1[ et tout x ∈ R, l’application t 7−→ a2(t, s, c(t, s, x))
est croissante sur R+.

5.3.3 Martingales associées à (
√
tX, t ≥ 0)

Dans la section précédente, nous avons associé, grâce à la méthode de Hall-Breiman, une
martingale au peacock (

√
tX, t ≥ 0), pour X une v.a. intégrable et centrée. Nous allons à pré-

sent montrer que le plongement de Bass permet également de réaliser une telle construction,
moyennant une hypothèse supplémentaire sur la loi de X.

Soit µ une mesure de probabilité sur R satisfaisant (5.7) et ϕ une fonction croissante telle
que ϕ(G) ait pour loi µ. On définit, pour tout t ≥ 0, θ(t, x) :=

√
tϕ(x). Soit également, pour

tout s ∈ [0, 1] :

b(s, x) :=
1√
2π

∫ +∞

−∞
ϕ(x+ y

√
1− s)e− y

2

2 dy, a(s, x) := b′(s, x)

et c(s, �) l’inverse de b(s, �) : b(s, c(s, x)) = x.
De même, on définit :

b(t, s, x) :=
1√
2π

∫ +∞

−∞
θ(t, x+ y

√
1− s)e− y

2

2 dy =
√
tb(s, x),

a(t, s, x) :=
√
tb′(s, x), et c(t, s, �) l’inverse de b(t, s, �), i.e. b(t, s, c(t, s, x)) = x. Clairement :

c(t, s, x) = c

(
s,

x√
t

)
. (5.19)

Puisque E[|θ(t, G)|] = E[
√
t|ϕ(G)|] < ∞ et E[θ(t, G)] =

√
tE[ϕ(G)] = 0, on peut, pour tout

t ≥ 0, définir le temps d’arrêt τt associé à la fonction θ(t, �) par la méthode de Bass.

Théorème 5.12. Supposons que, pour tout (s, x) ∈]0, 1[×R :

b(s, x)b′′(s, x) ≤ (b′(s, x))
2
. (5.20)

Alors, la famille de temps d’arrêt (τt, t ≥ 0) est croissante, et par conséquent (Bτt , t ≥ 0) est
une martingale associée à (

√
tϕ(G), t ≥ 0).
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Démonstration.
En appliquant le théorème de comparaison des EDO, il suffit de prouver que, pour tout

(s, x) ∈ [0, 1[×R, t 7−→ 1

a2(t, s, c(t, s, x))
est une fonction décroissante. A présent, puisque

d’après (5.19),
√
tb

(
s, c

(
s,

x√
t

))
= x

et l’on obtient, en dérivant par rapport à x :

a(t, s, c(t, s, x)) =

√
t

c′
(
s, x√

t

) .
Par conséquent :

∂

∂t
a(t, s, c(t, s, x)) =

1

2
√
tc′
(
s, x√

t

) +
xc′′

(
s, x√

t

)
2t
(
c′
(
s, x√

t

))2 .

Ainsi, en posant y =
x√
t
, puisque c′ ≥ 0, l’inégalité

∂

∂t
a(t, s, c(t, s, x)) ≥ 0 est équivalente à :

∆ := c′(s, y) + yc′′(s, y) ≥ 0. (5.21)

Par ailleurs, en dérivant la relation b(s, c(s, y)) = y par rapport à y, il vient successivement :

b′(s, c(s, y))c′(s, y) = 1, et

b′′(s, c(s, y)) (c′(s, y))
2

+ b′(s, c(s, y))c′′(s, y) = 0.

En injectant les valeurs de c′ et c′′ dans (5.21), on obtient :

∆ =
1

b′(s, c(s, y))
− b(s, c(s, y))b′′(s, c(s, y))

(b′(s, c(s, y)))
3 ,

et, puisque b′ ≥ 0, la condition ∆ ≥ 0 est équivalente, en posant z = c(s, y), à

b(s, z)b′′(s, z) ≤ (b′(s, z))
2
,

i.e. à (5.20).

L’inconvénient du Théorème 5.12 est que la condition (5.20) fait intervenir b(s, x), pour
s ∈ [0, 1], quantité qui n’est pas forcément facile à calculer. Il serait intéressant d’obtenir une
condition reposant uniquement sur ϕ, et impliquant (5.20). C’est l’objet de la fin de cette
section, due à F. Hirsch. Pour ce faire, nous allons utiliser un théorème dû à Prékopa [Pré73]
dont une version peut être énoncée comme suit : soit f :]0,+∞[×]0,+∞[−→ R+ une fonction
log-concave (i.e. ∀x, y ∈]0,+∞[2,∀λ ∈]0, 1[, f(λx+ (1− λ)y) ≥ (f(x))

λ
(f(y))

1−λ) telle que,
pour tout x > 0 :

F (x) :=

∫ +∞

0

f(x, y)dy <∞.

Alors, F est log-concave sur ]0,+∞[.
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Lemme 5.13. Soit ϕ : R −→ R une fonction impaire, positive sur ]0,+∞[. Supposons que :

ϕ est log-concave sur ]0,+∞[. (5.22)

Alors, la condition (5.20) est satisfaite.

Démonstration.
Puisque ϕ est impaire, on a, d’après la définition de b :

b(s, x) =
2√

2π(1− s)

∫ +∞

0

exp

(
− x

2 + y2

2(1− s)

)
sinh

(
yx

1− s

)
ϕ(y)dy,

et il nous faut prouver (5.20), i.e. que x 7−→ b(s, x) est log-concave. D’après le théorème de

Prékopa appliqué à la fonction f(x, y) = ϕ(y)e−
x2+y2

2(1−s) sinh

(
yx

1− s

)
, il suffit de voir que la

fonction φ :]0,+∞[×]0,+∞[−→ R+ définie par :

φ(x, y) = −x
2

2
− y2

2
+ log(sinh(xy))

est concave. Mais,

∂2φ

∂x2
(x, y) = −1− y2

sinh2(yx)
,

∂2φ

∂y2
(x, y) = −1− x2

sinh2(yx)

et
∂2φ

∂x∂y
(x, y) =

∂2φ

∂y∂x
(x, y) =

cosh(yx)

sinh(yx)
− yx

sinh2(yx)
.

Comme
∂2φ

∂x2
(x, y) < 0 et

∂2φ

∂y2
(x, y) < 0, il suffit de prouver que

∂2φ

∂x2
(x, y)

∂2φ

∂y2
(x, y)−

(
∂2φ

∂x∂y
(x, y)

)2

> 0,

ou encore,
x2 + y2

sinh2(yx)
+ 1− cosh2(yx)

sinh2(yx)
+

2yx cosh(yx)

sinh3(yx)
> 0,

une relation qui est impliquée par l’inégalité sinh(u) ≤ 2u cosh(u) (u ≥ 0).

En rassemblant le Théorème 5.12 et le Lemme 5.13, nous avons donc obtenu le résultat
suivant.

Théorème 5.14. Soit µ une mesure symétrique sur R satisfaisant (5.7), et soit ϕ une
fonction croissante telle que la loi de ϕ(G) soit µ. On suppose que

ϕ est log-concave sur ]0,+∞[.

Soit (τt, t ≥ 0) la famille de temps d’arrêt associée à (
√
tϕ(G), t ≥ 0) par la méthode de

Bass. Alors, (τt, t ≥ 0) est p.s. croissante, et (Bτt , t ≥ 0) est une martingale associée à
(
√
tϕ(G), t ≥ 0)

Démonstration.
Il suffit d’observer que, comme µ est une mesure symétrique, ϕ est impaire. Mais, puisque
ϕ est croissante, elle est positive sur ]0,+∞[, et l’on peut appliquer le Lemme 5.13 et le
Théorème 5.12.
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Exemple 5.15. Voici quelques exemples de fonctions ϕ pour lequel le Théorème 5.14 s’ap-
plique :

1) ϕ(x) = λx ; dans ce cas τt = λ2t et Bτt = Bλ2t
(1.d)
= λ

√
tB1.

2) ϕ(x) = sgn(x)|x|α (α > 0)

3) ϕ(x) = sinh(λx) ; le fait que ϕ soit log-concave est équivalent à : cosh2(λx) ≥ sinh2(λx).

5.4 Le plongement d’Azéma-Yor

5.4.1 Principe général

Soit µ une probabilité sur R telle que :∫ +∞

−∞
|x|µ(dx) <∞ et

∫ +∞

−∞
xµ(dx) = 0. (5.23)

Nous définissons sa fonction de Hardy-Littlewood ψµ par :

ψµ(x) =
1

µ([x,+∞[)

∫
[x,+∞[

yµ(dy).

S’il existe x ≥ 0 tel que µ([x,+∞[) = 0, nous posons α = inf{x ≥ 0;µ([x,+∞[) = 0} et
ψµ(x) = α pour x ≥ α. Soient (Bu, u ≥ 0) un mouvement brownien standard issu de 0, et Tµ
le temps d’arrêt d’Azéma-Yor :

Tµ := inf{u ≥ 0;Su ≥ ψµ(Bu)}

où Su := sup
s≤u

Bs.

Théorème 5.16 (Azéma-Yor, [AY79]).
1) La loi de BTµ est µ : BTµ ∼ µ.
2) (Bu∧Tµ , t ≥ 0) est une martingale uniformément intégrable.

La preuve originelle du Théorème 5.16 s’appuie sur les martingales d’Azéma-Yor définies par :(
Mu(ϕ(S∞)) := ϕ(Su)(Su −Bu) +

∫ +∞

Su

dxϕ(x), t ≥ 0

)
,

pour toute fonction ϕ ∈ L1(R+, dx). Mentionnons que Rogers [Rog81] a montré comment
retrouver ce théorème à partir de la théorie des excursions, et que Jeulin-Yor [JY81] ont

étudié la loi
∫ Tµ

0

h(Bs)ds pour une fonction générique h.

A présent, si (Xt, t ≥ 0) est un peacock centré, en notant, pour t ≥ 0, µt la loi de la
v.a. Xt, l’algorithme d’Azéma-Yor permet de construire une famille de temps d’arrêt

Tt := inf{u ≥ 0;Su ≥ ψµt(Bu)}

telle que BTt
(1.d)
= Xt, et dans ce cadre, vérifier que la famille (Tt, t ≥ 0) est presque sûrement

croissante revient à vérifier que pour tout x ∈ R, la fonction t 7−→ ψµt(x) est croissante.
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5.4.2 Martingales associées à (φ(t,X), t ≥ 0)

Théorème 5.17. Soit X une v.a. de densité f strictement positive sur R et φ(t, x) : R+ ×
R −→ R une fonction de classe C1 telle que le processus (φ(t,X), t ≥ 0) soit un peacock
centré. On suppose que :

i) La fonction x 7−→
∫ +∞

x

f(u)du = P(X ≥ x) est log-concave.

ii) Pour tout t > 0, les fonctions x 7−→ φ(t, x), x 7−→ ∂φ

∂t
(t, x) et x 7−→

∂φ
∂t (t, x)
∂φ
∂x (t, x)

sont

strictement croissantes.

iii) Pour tout r ≥ 0, E

[
sup
t∈[0,r]

∣∣∣∣∂φ∂t (t,X)

∣∣∣∣
]
<∞.

Soit ψt la fonction de Hardy-Littlewood associée à φ(t,X) et Tt le temps d’arrêt d’Azéma-Yor
associé à ψt :

Tt := inf{u ≥ 0;Su ≥ ψt(Bu)}
Alors (BTt , t ≥ 0) est une martingale associée à (φ(t,X), t ≥ 0).

Démonstration.
Nous allons appliquer l’algorithme d’Azéma-Yor à la v.a. centrée φ(t,X). On note φ−1(t, x)
l’inverse de la fonction x 7−→ φ(t, x), de sorte que φ(t, φ−1(t, x)) = x. En dérivant cette
relation par rapport à t, on obtient :

∂φ−1

∂t
(t, x) = −

∂φ
∂t (t, a)
∂φ
∂x (t, a)

|a = φ−1(t, x). (5.24)

Calculons à présent la fonction de Hardy-Littlewood associée à φ(t,X) :

ψt(x) =
E[φ(t,X)1{φ(t,X)≥x}]

P(φ(t,X) ≥ x)
=

E[(φ(t,X)− x)
+

]

P(X ≥ φ−1(t, x))
+ x.

En dérivant cette expression (grâce à l’hypothèse (iii)), on obtient :

(
P(X ≥ φ−1(t, x))

)2 ∂ψt
∂t

(x) =

∫ +∞

φ−1(t,x)

∂φ

∂t
(t, u)f(u)du

∫ +∞

φ−1(t,x)

f(u)du

+
∂φ−1

∂t
(t, x)f(φ−1(t, x))

∫ +∞

φ−1(t,x)

(φ(t, u)− x)f(u)du

que l’on réécrit, grâce à (5.24), en posant a := φ−1(t, x) :

(P(X ≥ a))
2 ∂ψt
∂t

(x) =

∫ +∞

a

∂φ

∂t
(t, u)f(u)du

∫ +∞

a

f(u)du

−
∂φ
∂t (t, a)
∂φ
∂x (t, a)

f(a)

∫ +∞

a

(φ(t, u)− φ(t, a))f(u)du. (5.25)

A présent, le dernier terme se réécrit, en appliquant Fubini :∫ +∞

a

(φ(t, u)− φ(t, a))f(u)du =

∫ +∞

a

(∫ u

a

∂φ

∂x
(t, y)dy

)
f(u)du

=

∫ +∞

a

∂φ

∂x
(t, y)P(X ≥ y)dy.

146



5.4. Le plongement d’Azéma-Yor

En remplaçant dans (5.25), il vient :

(P(X ≥ a))
2 ∂ψt
∂t

(x)

=

∫ +∞

a

∂φ

∂t
(t, u)f(u)P(X ≥ u)du−

∂φ
∂t (t, a)
∂φ
∂x (t, a)

f(a)

∫ +∞

a

∂φ

∂x
(t, y)P(X ≥ y)dy

=

∫ +∞

a

duf(u)f(a)
∂φ

∂t
(t, u)

(
P(X ≥ a)

f(a)
− P(X ≥ u)

f(u)

)
+

∫ +∞

a

duf(u)f(a)

(
∂φ

∂t
(t, u)−

∂φ
∂t (t, a)
∂φ
∂x (t, a)

∂φ

∂x
(t, u)

)
P(X ≥ u)

f(u)
.

Le second terme est positif grâce à l’hypothèse (ii). Posons alors :

θa(u) = 1{u≥a}

(
P(X ≥ a)

f(a)
− P(X ≥ u)

f(u)

)

D’après l’hypothèse (i), la fonction u 7−→ P(X ≥ u)

f(u)
est décroissante donc θa est croissante

et positive. Ainsi, en notant
(
∂φ

∂t

)−1

l’inverse, au sens de la composition, de la fonction

x 7−→ ∂φ

∂t
(t, x) :∫ +∞

−∞
duf(u)f(a)

∂φ

∂t
(t, u)θa(u) = f(a)E

[
∂φ

∂t
(t,X)θa(X)

]
= f(a)E

[
∂φ

∂t
(t,X)θa ◦

(
∂φ

∂t

)−1(
t,
∂φ

∂t
(t,X)

)]

≥ f(a)θa ◦
(
∂φ

∂t

)−1

(t, 0)E
[
∂φ

∂t
(t,X)

]
= 0

car x 7−→ θa ◦
(
∂φ

∂t

)−1

(t, x) est croissante. Par conséquent, pour tout x ∈ R, t 7−→ ψt(x) est

une fonction croissante de t, i.e. la famille de temps d’arrêt (Tt, t ≥ 0) est p.s croissante.

Corollaire 5.18. Soit X une v.a. aléatoire log-concave de densité f strictement positive
sur R. Alors, en gardant les notations et les hypothèses (ii) et (iii) du théorème précédent,
(BTt , t ≥ 0) est une martingale associée à (φ(t,X), t ≥ 0).

Démonstration.

Il nous faut prouver que si f est log-concave, alors x 7−→
∫ +∞

x

f(u)du l’est également.

D’après Prékopa [Pré73, Theorem 6], si g : R2 −→ R est une fonction log-concave (c’est-à-
dire ∀x, y ∈ R2, ∀λ ∈]0, 1[, g(λx+ (1− λ)y) ≥ g(x)λg(y)1−λ) alors

x 7−→
∫
R
g(x, y)dy

est log-concave sur R.
Dans notre cadre, posons g(x, y) = f(y)1{y≥x} et soient (x1, y1), (x2, y2) ∈ R2 et λ ∈]0, 1[. f
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étant log-concave, on a :

f(λy1 + (1− λ)y2) ≥ f(y1)λf(y2)1−λ.

Par ailleurs, il est clair que

1{λy1+(1−λ)y2≥λx1+(1−λ)x2} ≥ 1{y1≥x1}1{y2≥x2} = (1{y1≥x1})
λ(1{y2≥x2})

1−λ

de sorte que

g(λx1 + (1− λ)x2, λy1 + (1− λ)y2) ≥ g(x1, y1)λg(x2, y2)1−λ.

Le résultat découle ainsi du théorème de Prékopa.

Voici quelques exemples de peacocks satisfaisant les hypothèses du Théorème 5.17.

Exemple 5.19. Soit X une v.a. aléatoire de densité f strictement positive sur R, et telle

que x 7−→
∫ +∞

x

f(u)du soit log-concave.

− On suppose que, pour tout r ≥ 0, E

[
sup
t∈[0,r]

|X|etX
]
<∞. Alors, le peacock

(
φ(t,X) :=

etX

E[etX ]
− 1, t ≥ 0

)
satisfait les hypothèses du Théorème 5.17.

− On suppose X centrée. Soit ϕ : R −→ R une fonction de classe C1, impaire, strictement

croissante, convexe sur ]0,+∞[, et telle que, pour tout r ≥ 0, E

[
sup
t∈[0,r]

|X|ϕ′(tX)

]
<∞.

Alors, le peacock

(φ(t,X) := ϕ(tX), t ≥ 0) satisfait les hypothèses du Théorème 5.17.

En particulier, le Théorème 5.17 permet d’associer (pour certaines v.a. X) une martingale
au peacock (

√
tX, t ≥ 0). Nous allons étudier cet exemple plus en détails dans la fin de ce

chapitre.

5.4.3 Martingales associées à (
√
tX, t ≥ 0)

Comme dans la Sous-section 5.2.3, nous allons à présent chercher des martingales satis-
faisant les deux propriétés suivantes :

(a) (Mt, t ≥ 0) possède la propriété d’échelle brownienne :

∀c > 0, (Mc2t, t ≥ 0)
(loi)
= (cMt, t ≥ 0)

(b) (Mt, t ≥ 0) est un processus markovien (inhomogène).

Proposition 5.20.
Soit X une v.a. intégrable et centrée de loi µ. Soit, pour tout t ≥ 0, µt la loi de

√
tX, ψt la

fonction de Hardy-Littlewood attachée à µt :

ψt(x) =
1

µt([x,+∞[)

∫
[x,+∞[

yµt(dy)
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et Tt le temps d’arrêt d’Azéma-Yor (que nous noterons également Tψt) :

Tt := inf{u ≥ 0;Su ≥ ψt(Bu)} (5.26)

On suppose que la famille de temps d’arrêt (Tt, t ≥ 0) est croissante p.s. Alors :
1) (BTt , t ≥ 0) est une martingale, et un processus de Markov (inhomogène).
2) (BTt , t ≥ 0) possède la propriété d’échelle brownienne.
En particulier, (BTt , t ≥ 0) est une martingale associée à (

√
tX, t ≥ 0).

Démonstration.
Le Point 1) est clair. On peut se référer à [MY02] où le générateur infinitésimal de (BTt , t ≥ 0)
est calculé. On se contente par conséquent de prouver le Point 2). Soit c > 0 fixé.
i) D’après la propriété d’échelle brownienne :

(Sc2t, Bc2t, t ≥ 0)
(loi)
= (cSt, cBt, t ≥ 0) ,

et la définition (5.26) de Tψt , on déduit que :

(
BTψt , t ≥ 0

) (loi)
=

(
cBT

ψ
(c)
t

, t ≥ 0

)
(5.27)

avec ψ(c)
t (x) :=

1

c
ψt(cx).

ii) Un calcul élémentaire fournit :

ψt(x) =
√
tψ1

(
x√
t

)
. (5.28)

On obtient alors d’après (5.28) :

ψ
(c)
c2t(x) =

1

c
ψc2t(cx) =

√
tψ1

(
x√
t

)
= ψt(x). (5.29)

Finalement, en rassemblant (i) et (ii), il vient :

(
BTψ

c2t
, t ≥ 0

)
(loi)
=

(
cBT

ψ
(c)

c2t

, t ≥ 0

)
(d’après (5.27))

(loi)
=
(
cBTψt , t ≥ 0

)
(d’après (5.29)).

Remarque 5.21 (Due à P. Vallois).
On peut prouver aisément (voir [AY79, Proposition 3.6]) que, pour tout x ≥ 0 :

P
(
STµ ≥ x

)
= exp

(
−
∫ x

0

dy

y − ψ−1
µ (y)

)
où ψ−1

µ est l’inverse continu à droite de ψµ. En remplaçant µ par µt dans cette formule, et
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en utilisant ψ−1
µt (y) =

√
tψ−1
µ

(
y√
t

)
, on obtient :

P
(
STµt ≥ x

)
= exp

(
−
∫ x

0

dy

y − ψ−1
µt (y)

)

= exp

−∫ x

0

dy

y −
√
tψ−1
µ

(
y√
t

)


= exp

(
−
∫ x√

t

0

du

u− ψ−1
µ (u)

)
= P

(√
tSTµ ≥ x

)
.

Donc, pour tout x ≥ 0, la fonction t 7−→ P
(
STµt ≥ x

)
est croissante, et en conséquence, même

si la famille de temps d’arrêt (Tt, t ≥ 0) n’est pas p.s. croissante, le processus (STµt , t ≥ 0)
est stochastiquement croissant.

Exemple 5.22. Dans l’article [MYY09], les exemples suivants ont été étudiés en détails :

i) L’exemple du "barrage" :

µt(dx) =
1√
t

exp

(
− 1√

t
(x+

√
t)

)
1[−
√
t,+∞[(x)dx

qui fournit le temps d’arrêt Tt := inf{u ≥ 0;Su −Bu =
√
t}. Rappelons que d’après le

théorème de Lévy, (Su −Bu, u ≥ 0) est un mouvement brownien réfléchi en 0.

ii) L’exemple du “BES3 de Pitman” :

µt(dx) =
1

2
√
t
1[−
√
t,
√
t](x)dx

qui correspond au temps d’arrêt Tt := inf{u ≥ 0; 2Su − Bu =
√
t}. Rappelons que

d’après le théorème de Pitman, (2Su−Bu, u ≥ 0) a même loi qu’un processus de Bessel
de dimension 3 issu de 0.

iii) “L’éventail” d’Azéma-Yor , qui est une généralisation des deux exemples précédents :

µ
(α)
t (dx) =

α√
t

(
α− (1− α)x√

t

) 2α−1
1−α

1[−√t, α√t1−α

](x)dx, (0 < α < 1)

qui fournit le temps d’arrêt T (α)
t := inf{u ≥ 0;Su = α(Bu +

√
t)}. L’exemple (i) est

obtenu en laissant tendre α vers 1−.

5.4.4 La condition de Madan-Yor (M ·Y )

Dans le reste de ce chapitre, nous présentons différentes conditions permettant d’assurer
que la famille de temps d’arrêt (Tt, t ≥ 0) associée au peacock (

√
tX, t ≥ 0) soit croissante,

i.e. que la fonction t 7−→ ψt(x) soit croissante pour tout x ∈ R+ fixé. Rappelons que d’après
le Théorème 5.17, si X admet une densité telle que la fonction x 7−→ P(X ≥ x) soit log-
concave, alors la famille de temps d’arrêt (Tt, t ≥ 0) associée a (

√
tX, t ≥ 0) est croissante.

Nous donnons ici d’autres conditions, en nous appuyant sur les résultats de Madan-Yor que
l’on rappelle ci-dessous.
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Lemme 5.23 (Madan-Yor [MY02], Lemma 3).
Soit X ∼ µ satisfaisant (5.23). On définit :

Dµ(x) :=
xµ(x)∫

[x,+∞[
yµ(dy)

où µ(x) := P(X ≥ x) =

∫
[x,+∞[

µ(dy).

Alors la famille de temps d’arrêt (Tt, t ≥ 0) associée au peacock (
√
tX, t ≥ 0) est croissante

si et seulement si :
x 7−→ Dµ(x) est croissante sur R+. (M ·Y )

Démonstration.
D’après (5.28), ψt(x) =

√
tψ1

(
x√
t

)
, donc, si x ≤ 0, puisque ψ1 est une fonction croissante

et positive, t 7−→ ψt(x) est croissante. Pour x > 0, on pose at =
x√
t
; ainsi :

ψt(x) =
√
tψ1

(
x√
t

)
= x

ψ1(at)

at
,

et, t 7−→ at étant une fonction décroissante de t, la croissante de la fonction t 7−→ ψt(x) est
équivalente à la croissance de la fonction a 7−→ a

ψ1(a)
= Dµ(a).

Une caractéristique remarquable de ce résultat est que la Condition (M·Y ) ne dépend que de
la restriction de µ à R+. Cela provient du caractère asymétrique de la construction d’Azéma-
Yor, dans laquelle R+, via (Su, u ≥ 0), joue un rôle spécial. En conséquence, nous ne considé-
rons plus, par la suite, que des mesures positives finies définies sur R+, que nous supposons
absolument continues par rapport à la mesure de Lebesgue, de densités h strictement po-
sitives. Notre but est à présent de donner des conditions suffisantes sur h qui assurent que
(M·Y ) soit satisfaite. Nous commençons par un lemme relativement général, qui reprend une
des hypothèses de Madan-Yor telle qu’énoncée dans [MY02, Theorem 4] (il s’agit du Point
(iii) ci-dessous).

Proposition 5.24. Soit h une fonction de classe C1 sur ]0, l[ (0 < l ≤ +∞), et strictement
positive. Les trois assertions suivantes sont équivalentes :

i) Pour tout c ∈]0, 1[, a 7−→ h(a)

h(ac)
est une fonction décroissante.

ii) La fonction ε(y) := −yh
′(y)

h(y)
est croissante.

iii) h(a) = e−V (a) où a 7−→ aV ′(a) est une fonction croissante.

Nous appelons cette condition (S0).
Par ailleurs, pour tout a, b ∈]0, l[ :

V (a)− V (b) =

∫ a

b

ε(y)

y
dy,

de sorte que :

h(a) = h(b) exp

(
−
∫ a

b

ε(y)

y
dy

)
.
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Remarque 5.25. Voici quelques observations générales à propos de la condition (S0) :
- si deux fonctions h1 et h2 satisfont la condition (S0), alors le produit h1h2 également.
- si h satisfait la condition (S0), alors, pour tout β ∈ R et γ ≥ 0, la fonction a 7−→
aβh(aγ) également.

- En guise d’exemple, observons que la transformée de Laplace h(a) = E
[
e−aX

]
d’une

v.a. auto-décomposable positive X satisfait la condition (i). En effet, par définition,
pour tout c ∈]0, 1[, il existe une v.a. positive X(c) indépendante de X telle que :

X
(loi)
= cX +X(c).

En prenant la transformée de Laplace des deux membres, on obtient :

h(a) := E
[
e−aX

]
= E

[
e−acX

]
E
[
e−aX

(c)
]
,

que l’on peut réécrire :
h(a)

h(ac)
= E

[
e−aX

(c)
]
.

Démonstration.
1) Prouvons (i)⇐⇒ (ii)
L’implication (ii) =⇒ (i) est claire. En effet, pour c ∈]0, 1[, on peut écrire :

h(a)

h(ac)
= exp

(
−
∫ a

ac

ε(y)

y
dy

)
= exp

(
−
∫ 1

c

ε(ax)

x
dx

)
(5.30)

qui est une fonction décroissante de a puisque ε est croissante et 0 < c < 1.
Prouvons l’implication réciproque (i) =⇒ (ii). D’après (5.30), on sait que pour tout c ∈]0, 1[,

a 7−→
∫ a

ac

ε(x)

x
dx est une fonction croissante. Par conséquent, en dérivant :

∀a ∈]0, l[, ∀c ∈]0, 1[, ε(a)− ε(ac) ≥ 0

ce qui prouve que ε est une fonction croissante.
2) Prouvons finalement que (ii)⇐⇒ (iii)

D’après les deux représentations de h, on déduit que V (a) =

∫ a

b

ε(y)

y
dy − lnh(b), ce qui

donne, en dérivant :
aV ′(a) = ε(a), (5.31)

et qui achève la preuve de la Proposition 5.24.

Le théorème suivant donne une condition suffisante sur h pour que la fonction a 7−→ Dµ(a)
soit croissante.

Théorème 5.26.
On suppose que µ admet une densité h sur R+ qui satisfait (S0) (voir Proposition 5.24).
1) Alors, il existe ρ > 2 (éventuellement +∞) tel que :

∀ c ∈]0, 1[, lim
a→+∞

h(a)

h(ac)
= cρ. (5.32)

De plus :
ρ = lim

a→+∞
ε(a) = lim

a→+∞
aV ′(a).

2) Dµ est une fonction croissante qui converge vers ` avec :
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- si ρ < +∞, alors ` =
ρ− 2

ρ− 1
,

- si ρ = +∞, alors ` = 1.

En particulier, si ρ = +∞, il existe une mesure de probabilité νµ telle que :

Dµ(a) = νµ(]0, a[), a ≥ 0.

Remarque 5.27.
- Le Point 1) du Théorème 5.26 permet de porter un nouveau regard sur la Proposition 5.24.
En effet, d’après (5.32), on voit que h est une fonction à variations régulières au sens de
Karamata, et la Proposition 5.24 ressemble à une version du théorème de représentation de
Karamata (voir [BGT89, Chapter 1, Theorems 1.3.1 et 1.4.1]).

- Le fait que la fonction a 7−→ h(a)

h(ac)
soit décroissante n’est pas nécessaire pour obtenir

l’existence d’une limite pour Dµ(a) lorsque a→ +∞, voir [BGT89, Theorem 8.1.4].

Démonstration.
1) Prouvons tout d’abord le Point 1)

On suppose que h satisfait (S0) sur R+. Par conséquent, la limite décroissante γc := lim
a→+∞

h(a)

h(ac)
existe et appartient à [0, 1]. Alors, pour tout c, d ∈]0, 1[ :

γcd = lim
a→+∞

h(a)

h(acd)
= lim
a→+∞

h(a)

h(ac)

h(ac)

h(acd)
= γcγd.

Cela implique que γc = cρ avec ρ ∈ R+. A présent, soit η(a) =

∫ +∞

a

yh(y)dy. Pour A > 1,
on a

η(a) =

∫ +∞

a

yh(y)dy = a2

∫ +∞

1

zh(az)dz ≥ a2

∫ A

1

z
h(az)

h(z)
h(z)dz

≥ a2h(aA)

h(A)

∫ A

1

zh(z)dz

−−−−−→
A→+∞

a2−ρ
∫ +∞

1

zh(z)dz.

En laissant a tendre vers +∞, on obtient, puisque η(a) −−−−−→
a→+∞

0, que nécessairement ρ > 2.

Ainsi, en passant à la limite dans (5.30), on obtient :

cρ = exp

(
−
∫ 1

c

ε(+∞)

y
dy

)
, i.e. ε(+∞) = ρ.

La dernière égalité est alors une conséquence directe de (5.31).

2) On prouve à présent que Dµ est croissante et converge vers `
L’inverse de Dµ peut s’écrire, en intégrant par parties :

1

Dµ(a)
=

[−yµ(y)]
+∞
a +

∫ +∞
a

µ(y)dy

aµ(a)
= 1 +

∫ +∞

1

µ(ax)

µ(a)
dx, (5.33)
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et (M ·Y ) est clairement impliquée par la propriété : pour tout x > 1, a 7−→ µ(ax)

µ(a)
est une

fonction décroissante sur R+. En dérivant par rapport à a, on obtient :

∂

∂a

(
µ(ax)

µ(a)

)
=
−xh(ax)µ(a) + h(a)µ(ax)

(µ(a))
2 .

On réécrit alors le numérateur sous la forme :

h(a)

∫ +∞

ax

h(y)dy − xh(ax)

∫ +∞

a

h(u)du

= xh(a)

∫ +∞

a

h(ux)du− xh(ax)

∫ +∞

a

h(u)du

= xh(a)

∫ +∞

a

h(u)

(
h(ux)

h(u)
− h(ax)

h(a)

)
du ≤ 0

d’après l’assertion (i) de la Proposition 5.24, puisque pour x > 1, la fonction u 7−→ h(ux)

h(u)
=

h(ux)

h
(
ux 1

x

) est décroissante.

Ainsi, Dµ étant bornée par 1, elle converge vers une limite `, et il reste à identifier `. On
écrit, pour x > 1 :

µ(a)

µ(ax)
=

∫ +∞

a

h(y)dy∫ +∞

ax

h(y)dy

=

∫ +∞

1

h(au)du∫ +∞

x

h(au)du

=

∫ x

1

h(au)du∫ +∞

x

h(au)du

+ 1

=

∫ x

1

h(axux )

h(ax)
du∫ +∞

x

h(au)

h
(
auxu

)du + 1 −−−−−→
a→+∞

∫ x

1

(x
u

)ρ
du∫ +∞

x

(x
u

)ρ
du

+ 1

d’après (5.32). Il nous faut à présent discuter différents cas :

− si ρ = +∞, alors lim
a→+∞

µ(a)

µ(ax)
= +∞, et en insérant cette limite dans (5.33), on obtient

` = 1.
− si ρ < +∞, il vient :

lim
a→+∞

µ(a)

µ(ax)
=

1

x1−ρ .

En insérant cette limite dans (5.33), on obtient :

1

`
= 1 +

∫ +∞

1

dx

xρ−1
= 1− 1

2− ρ =
1− ρ
2− ρ .
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Remarque 5.28.
Plus généralement, pour p ≥ 1, on a l’équivalence :∫ +∞

yph(y)dy <∞⇐⇒ ρ > p+ 1.

L’implication =⇒ peut se prouver exactement de la même manière que le Point 1). Récipro-
quement, puisque ε(y) tend vers ρ lorsque y tend vers +∞, il existe A > 0 et θ > 0 tels que :
∀y ≥ A, ε(y) ≥ p+ 1 + θ. Alors en appliquant la Proposition 5.24, on obtient :

h(a) = h(A) exp

(
−
∫ a

A

ε(y)

y
dy

)
≤ h(A) exp

(
−(p+ 1 + θ)

∫ a

A

dy

y

)
= h(A)

(
A

a

)p+1+θ

.

Observons en particulier que µ admet des moments de tout ordre si et seulement si ρ = +∞.

5.4.5 Cas d’une mesure à support dans ]−∞, 1]
Nous nous restreignons à présent au cas d’une v.a. X prenant ses valeurs dans ]−∞, 1].

Comme la Condition (M·Y ) ne dépend que du comportement de X sur R+, nous ne considé-
rons plus, désormais, que des mesures µ sur [0, 1], en supposant que 1 appartient au support
de µ. Les calculs qui suivent se généralisent sans difficultés au cas d’une v.a. à valeurs dans
]−∞, k] pour k ∈ R+.

Notations

Soit µ une mesure positive sur [0, 1], de masse totale finie, et dont le support contient 1.
On note µ et µ, respectivement ses fonctions queue et double queue :

µ(x) =

∫
[x,1]

µ(dy) = µ([x, 1]) et µ(x) =

∫ 1

x

µ(y)dy.

Observons que µ est continue à droite, µ est continue, et µ et µ sont toutes deux des fonctions
décroissantes. De plus, il n’est pas difficile de voir que la fonction Λ : [0, 1] −→ R+ est la
fonction double queue d’une mesure positive finie sur [0, 1] si et seulement si Λ est une fonction
convexe sur [0, 1], dérivable à gauche en 1, dérivable à droite en 0, et qui satisfait Λ(1) = 0.
On définit également le quotient des queues uµ attaché à µ :

uµ(x) = µ(x)/µ(x), x ∈ [0, 1[.

Voici maintenant un lemme général concernant les mesure positives :

Lemme 5.29 (Pierre [Pie80] ou Revuz-Yor [RY99], Chapter VI Lemma 5.1).
1) Pour tout x ∈ [0, 1[ :

µ(x) = µ(0)uµ(x) exp

(
−
∫ x

0

uµ(y)dy

)
(5.34)

et uµ est continue à gauche.
2) Soit v : [0, 1[−→ R+ une fonction continue à gauche et telle que, pour tout x ∈ [0, 1[ :

µ(x) = µ(0)v(x) exp

(
−
∫ x

0

v(y)dy

)
.

Alors, v = uµ.
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Démonstration.
1) Pour x ∈ [0, 1[, on a :

−
∫ x

0

µ(y)

µ(y)
dy =

∫ x

0

dµ(y)

µ(y)
=
[
logµ(y)

]x
0

= logµ(x)− logµ(0),

d’où,

µ(0)uµ(x) exp

(
−
∫ x

0

uµ(y)dy

)
= µ(0)

µ(x)

µ(x)
exp

(
log

µ(x)

µ(0)

)
= µ(x).

2) Soit Uµ(x) :=
∫ x

0
uµ(y)dy et V (x) :=

∫ x
0
v(y)dy. La relation (5.34) implique :

uµ(x) exp (−Uµ(x)) = v(x) exp (−V (x)) , i.e.

(exp (−Uµ(x)))
′

= (exp (−V (x)))
′
, d’où

exp (−Uµ(x)) = exp (−V (x)) + c.

(Les dérivées ci-dessus sont en fait des dérivées à gauche). A présent, puisque Uµ(0) = V (0) =
0, on obtient c = 0 et Uµ = V . Puis, en dérivant, et en utilisant le fait que uµ et v sont
continues à gauche, on obtient uµ = v.

Remarque 5.30.
1) u2

µ − u′µ est une mesure positive sur ]0, 1]. Notons que si µ(dx) = h(x)dx, alors :

u2
µ − u′µ =

(
µ/µ

)2 −(µ2 − hµ
µ

2

)
= h/µ ≥ 0.

2) Pour tout x ∈ [0, 1[, ∫ x

0

uµ(y)dy <∞ et
∫ 1−

uµ(y)dy = +∞. (5.35)

Ces relations proviennent de (5.34) : pour tout x ∈ [0, 1[ :

µ(x) = µ(0) exp

(
−
∫ x

0

uµ(y)dy

)
et µ(0) =

∫
[0,1]

yµ(dy) > 0.

De même que précédemment, nous définissons la fonction de Hardy-Littlewood ψµ attachée
à µ : ψµ(a) =

1

µ([a, 1])

∫
[a,1]

yµ(dy), a ∈ [0, 1[

ψµ(1) = 1

et la fonction de Madan-Yor attachée à µ :

Dµ(a) =
a

ψµ(a)
, a ∈ [0, 1].

En particulier, Dµ(1) = 1 et Dµ(0) = 0. Observons qu’en intégrant par parties :

µ(a) =

∫ 1

a

(y − a)µ(dy) = µ(a) (ψµ(a)− a) ,
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d’où, uµ(a) =
1

ψµ(a)− a et donc :

Dµ(a) =
a

ψµ(a)− a+ a
=

a

(1/uµ(a)) + a
=

auµ(a)

auµ(a) + 1
. (5.36)

Nous résumons toutes ces notations sous forme d’un tableau :

Une mesure positive finie sur [0, 1]

µ(dx) dont le support contient 1.

µ(a) = µ([a, 1]) Fonction queue attachée à µ

µ(a) =

∫ 1

a

µ(x)dx Fonction double queue attachée à µ

uµ(a) = µ(a)/µ(a) =
1

ψµ(a)− a Quotient des queues attachées à µ

ψµ(a) =
1

µ(a)

∫
[a,1]

xµ(dx) Fonction de Hardy-Littlewood attachée à µ

Dµ(a) =
a

ψµ(a)
=

auµ(a)

auµ(a) + 1
Fonction de Madan-Yor attachée à µ

5.4.6 Des conditions équivalentes à (M ·Y )

Soit µ une mesure positive sur [0, 1], de masse totale finie et dont le support contient 1.
Nous étudions à présent la condition (M ·Y ) plus en détails.

Quelques propriétés élémentaires de Dµ

i) On déduit des inégalités, pour x ∈ [0, 1] :

xµ(x) = x

∫
[x,1]

µ(dy) ≤
∫

[x,1]

yµ(dy) ≤
∫

[x,1]

µ(dy) = µ(x)

que ψµ et Dµ sont continues à gauche sur ]0, 1], et que pour tout x ∈ [0, 1],

x ≤ ψµ(x) ≤ 1 et x ≤ Dµ(x) ≤ 1. (5.37)

ii) On suppose à présent que µ admet une densité h :
- si h est continue en 0, alors : D′µ(0+) = µ(0)/µ(0),

- si h est continue en 1, et h(1) > 0, alors : D′µ(1−) =
1

2
,

- si h admet, au voisinage de 1, le développement :

h(1− x) =
x→0

Cxα + o(xα), avec C,α > 0 alors : D′µ(1−) =
1

2 + α
.

Ces trois propriétés sont des conséquences de la formule suivante, valable en tout point de
continuité de h :

D′µ(x)

Dµ(x)
=

1

x
− h(x)

1−Dµ(x)

µ(x)
. (5.38)
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Une condition équivalente à (M ·Y )

Théorème 5.31. Soit µ une mesure positive finie sur [0, 1] dont le support contient 1, et uµ
son quotient des queues. Les assertions suivantes sont équivalentes :
i) Dµ est croissante sur [0, 1], i.e. (M ·Y ) est satisfaite.
ii) Il existe une mesure de probabilité νµ sur ]0, 1[ telle que :

∀a ∈ [0, 1], Dµ(a) = νµ(]0, a[). (5.39)

iii) a −→ auµ(a) est une fonction croissante sur [0, 1[.

Démonstration.
Bien sûr, l’équivalence entre les Points (i) et (ii) est évidente, puisqueDµ(0) = 0 etDµ(1) = 1.
Quant à l’équivalence entre les Points (i) et (iii), elle découle de (5.36) :

Dµ(a) =
auµ(a)

auµ(a) + 1
.

Remarque 5.32.
1) La mesure de probabilité νµ définie par (5.39) possède des propriétés particulières. En effet,
d’après (5.39), elle satisfait

νµ(]0, a[)

a
=
Dµ(a)

a
=

1

ψµ(a)
.

Donc, puisque la fonction ψµ est croissante sur [0, 1], la fonction a 7−→ νµ(]0, a[)

a
est décrois-

sante sur [0, 1], et lim
a→0+

νµ(]0, a[)

a
=

1

ψµ(0)
.

2) D’après (5.36), on a νµ(]0, a[) = Dµ(a) =
auµ(a)

auµ(a) + 1
, donc, pour tout a ∈]0, 1[ :

uµ(a) =
νµ(]0, a[)

aνµ([a, 1[)
,

et, en particulier, νµ([a, 1[) > 0. Ainsi, avec l’aide de (5.35), νµ satisfait nécessairement la
relation : ∫ 1− da

νµ([a, 1[)
= +∞.

3) La fonction Dµ est caractérisée par ses valeurs sur ]0, 1[ (puisque Dµ(0) = 0 et Dµ(1) = 1).
Donc, Dµ ne dépend que des valeurs prises par ψµ sur ]0, 1[, et par conséquent, Dµ ne dépend
que de la restriction de µ à ]0, 1]. La valeur de µ({0}) n’a pas d’influence sur la condition
(M ·Y ).

Une caractérisation des mesures νµ

Le Théorème 5.31 invite à se poser la question suivante : étant donnée une mesure de
probabilité ν sur ]0, 1[, à quelles conditions sur ν existe-t-il une mesure positive µ sur [0, 1]
de masse totale finie 1 telle que µ satisfasse (M ·Y ) ?

1. Notons que puisque Dµ n’est pas modifiée si l’on remplace µ par un multiple de µ, µ peut toujours être
choisie comme une probabilité.
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En particulier, les conditions données dans les Points 1) et 2) de la Remarque précédente
5.32 sont-elle suffisantes ? Nous répondons à cette question par l’affirmative dans le Théorème
suivant.
Notation. Nous adoptons les notations suivantes :
• P1 désigne l’ensemble des probabilités µ sur [0, 1], dont le support contient 1, et qui satisfont
(M ·Y ).
• P0

1 = {µ ∈ P1;µ({0}) = 0}.
• P ′1 désigne l’ensemble des probabilités ν sur ]0, 1[ telles que :

i) ν([a, 1[) > 0 pour tout a ∈]0, 1[,

ii) a 7−→ ν(]0, a[)

a
est une fonction décroissante sur ]0, 1] telle que

cν := lim
a→0+

ν(]0, a[)

a
<∞,

iii)

∫ 1− da

ν([a, 1[)
= +∞.

• On définit une application Γ sur P1 comme suit : si µ ∈ P1, alors Γ(µ) est la mesure ν sur
]0, 1[ telle que

Dµ(a) = ν(]0, a[), a ∈ [0, 1].

En d’autres termes, Γ(µ) = νµ définie par (5.39).
A l’aide des notations ci-dessus, nous pouvons énoncer :

Théorème 5.33.
1) Γ(P0

1 ) = Γ(P1) = P ′1.
2) Si µ ∈ P1 et µ0 ∈ P0

1 , alors

Γ(µ) = Γ(µ0) si et seulement si µ = µ({0})δ0 + (1− µ({0}))µ0

(où δ0 désigne la mesure de Dirac en 0).
On déduit de 1) et 2) que Γ induit une bijection entre P0

1 et P ′1.

Démonstration.
a) La Remarque 5.32 implique que :

Γ(P0
1 ) ⊂ Γ(P1) ⊂ P ′1.

b) On prouve à présent que P ′1 ⊂ Γ(P0
1 ). Soit ν ∈ P ′1. Nous définissons u(ν) par :u

(ν)(x) :=
ν(]0, x[)

x(1− ν(]0, x[))
pour x ∈]0, 1[,

u(ν)(0) := cν = lim
x→0+

u(ν)(x),

et on pose, pour x ∈ [0, 1[ :

m(x) =
1

cν
u(ν)(x) exp

(
−
∫ x

0

u(ν)(y)dy

)
. (5.40)

Remarquons que m est continue à gauche sur ]0, 1[, continue à droite en 0 et que m(0) = 1.
Pour prouver que m est décroissante sur [0, 1[, il suffit de montrer que m est décroissante
sur ]0, 1[ ou, de manière équivalente (voir Remarque 5.30), que la distribution sur ]0, 1[ :
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(
u(ν)

)2 − (u(ν)
)′
, est une mesure positive.

D’après la définition de u(ν), et en posant :

ν(a) := ν(]0, a[),

nous devons prouver que (sur ]0, 1[) :

ν2(a)da ≥ a(1− ν(a))dν(a)− ν(a)(1− ν(a))da+ aν(a)dν(a)

⇐⇒ ν2(a)da ≥ adν(a)− ν(a)
(
1− ν(a)

)
da

⇐⇒ 0 ≥ adν(a)− ν(a)da

⇐⇒ 0 ≥ d
(
ν(a)

a

)
.

Cette dernière relation est assurée par la Propriété (ii) de la définition de P ′1. Ainsi, il existe
une mesure de probabilité µ sur [0, 1] telle que

µ(x) = m(x), x ∈ [0, 1[.

En particulier, puisque m est continue à droite en 0, µ({0}) = 0. En utilisant la Propriété
(iii) de la définition de P ′1, on obtient à partir de (5.40), par intégration :

µ(0) =
1

cν
.

Par conséquent, d’après le Lemme 5.29, u(ν) = uµ, ou encore :

uµ(a) =
ν(]0, a[)

a(1− ν(]0, a[))
, a ∈]0, 1[.

Finalement,

Dµ(a) =
auµ(a)

auµ(a) + 1
= ν(]0, a[), a ∈]0, 1[,

et donc, µ ∈ P0
1 et Γ(µ) = ν.

c) Nous prouvons à présent le Point 2). Supposons tout d’abord que µ ∈ P1, µ0 ∈ P0
1 et

Γ(µ) = Γ(µ0). On a alors :
uµ(a) = uµ0

(a), a ∈]0, 1[.

D’après le Lemme 5.29, cela implique qu’il existe λ > 0 tel que :

µ(x) = λµ0(x), x ∈]0, 1[

et par conséquent, en dérivant, la restriction de µ à ]0, 1] est égale à λµ0. En conséquence,
µ = µ({0})δ0 + λµ0 et, puisque µ est une probabilité, λ = 1− µ({0}).
A l’inverse, supposons que µ = µ({0})δ0 +(1−µ({0}))µ0. Puisque 1 appartient au support de
µ, µ({0}) < 1. Il s’ensuit alors que ψµ(x) = ψµ0(x) pour x ∈]0, 1], et donc, Dµ(a) = Dµ0(a)
pour a ∈]0, 1], ce qui entraîne Γ(µ) = Γ(µ0).

Exemple 5.34. Si ν est une mesure qui admet une densité continue g décroissante sur
]0, 1[, et strictement positive au voisinage de 1, alors ν ∈ P ′1. Par exemple, prenons pour
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β ≥ 2α > 0, g(x) =
β − 2αx

β − α 1]0,1[(x). Alors, ν(]0, x[) =
βx− αx2

β − α , et après quelques calculs,

on obtient :

µ(x) =
β − αx
β

(
1− x

) α

β − 2α
(

1− αx

β − α

)− β − α
β − 2α

.

En particulier, en laissant tendre α vers 0, il vient : ∀x ∈ [0, 1], µ(x) = 1, i.e. la correspon-
dance :

ν(dx) = 1]0,1[(x)dx ←→ µ(dx) = δ1(dx)

où δ1 désigne la mesure de Dirac en 1.

Exemple d’éléments de P ′1
A une mesure positive ρ sur ]0,+∞[ telle que

∫ +∞
0

yρ(dy) <∞, nous associons la mesure ν
caractérisée par :

ν(]0, a[) =
1

Z

∫ +∞

0

(1− e−ay)ρ(dy)

où la constante Z :=

∫ +∞

0

(1 − e−y)ρ(dy) est telle que ν(]0, 1[) = 1. Clairement, a 7−→
ν(]0, a[)

a
=

1

Z

∫ +∞

0

e−auρ(u)du, où ρ(u) = ρ(]u,+∞[), est décroissante et cν =
1

Z

∫ +∞

0

yρ(dy) <

∞. De plus, lim
a→1−

ν([a, 1[)

1− a =
1

Z

∫ +∞

0

ye−yρ(dy) > 0, donc
∫ 1− da

ν([a, 1[)
= +∞, et le Théo-

rème 5.33 s’applique.

Donnons quelques exemples :

i) Pour ρ(dx) = e−λxdx (λ > 0), on obtient : ν(]0, a[) =
(λ+ 1)a

λ+ a
(a ∈ [0, 1]) et

µ(a) =
1

1− a exp

(
−
∫ a

0

λ+ 1

λ

dx

1− x

)
= (1− a)1/λ

ii) Pour ρ(dx) = P(Γ ∈ dx) où Γ est une v.a. positive d’espérance finie, on obtient

ν(]0, a[) = P
( e

Γ
≤ a

∣∣ e
Γ
≤ 1
)

où e est une v.a. exponentielle standard indépendante de Γ. Dans ce cas, on peut
remarquer que :

1

ψµ(a)
=
ν(]0, a[)

a
= K

∫ +∞

0

e−axP(Γ > x)dx

= KE

[∫ Γ

0

e−axdx

]
=
K

a
E
[
1− e−aΓ

]
où K = 1/E

[
1− e−Γ

]
. Par conséquent, la fonction de Madan-Yor

Dµ(a) =
a

ψµ(a)
= KE

[
1− e−aΓ

]
est l’exposant de Lévy d’un processus de Poisson composé.
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5.4.7 Quelques conditions suffisantes pour (M ·Y )

Nous donnons à présent un premier jeu de conditions suffisantes (incluant (S0)) qui englobent
la plupart des exemples que nous traiterons dans la sous-section suivante.

Théorème 5.35. On suppose que la densité h de µ est continue sur ]0, 1[. Alors, les condi-
tions suivantes impliquent (M ·Y ) :

(S0) h est strictement positive sur ]0, 1[ et satisfait la condition (i) de la Proposition 5.24.

(S1) pour tout a ∈]0, 1[

µ(a) :=

∫ 1

a

h(x)dx ≥ a(1− a)h(a).

(S′1) la fonction a 7−→ a2h(a) est croissante sur ]0, 1[.

(S2) la fonction a 7−→ log(aµ(a)) est concave sur ]0, 1[ et lim
a→1−

(1− a)h(a) = 0.

Démonstration.
1) Prouvons tout d’abord : (S0) =⇒ (M ·Y )
La preuve est similaire à celle du Théorème 5.26, si ce n’est qu’il faille faire attention aux
bornes d’intégration. On écrit à nouveau pour a > 0 :

1

Dµ(a)
=

∫ 1

a
yh(y)dy

aµ(a)
=

[−yµ(y)]
1
a +

∫ 1

a
µ(y)dy

aµ(a)
= 1 +

∫ 1/a

1

µ(ax)

µ(a)
dx,

et (M ·Y ) est clairement impliquée par la propriété : pour tout x > 1, a 7−→ µ(ax)

µ(a)
est une

fonction décroissante sur
]
0, 1

x

[
. En dérivant par rapport à a, on obtient :

∂

∂a

(
µ(ax)

µ(a)

)
=
−xh(ax)µ(a) + h(a)µ(ax)

(µ(a))
2 .

On réécrit alors le numérateur sous la forme :

h(a)

∫ 1

ax

h(y)dy − xh(ax)

∫ 1

a

h(u)du

= xh(a)

∫ 1/x

a

h(ux)du− xh(ax)

∫ 1

a

h(u)du

= xh(a)

∫ 1/x

a

h(u)

(
h(ux)

h(u)
− h(ax)

h(a)

)
du− xh(ax)

∫ 1

1/x

h(u)du ≤ 0

d’après l’assertion (i) de la Proposition 5.24, puisque pour x > 1, la fonction u 7−→ h(ux)

h(u)
=

h(ux)

h
(
ux 1

x

) est décroissante sur [0, 1
x ].

2) Prouvons à présent : (S1) =⇒ (M ·Y )
D’après (S1) et (5.37) :

0 ≤ h(a)

µ(a)
(1−Dµ(a)) ≤ 1

a(1− a)
(1− a) =

1

a
.
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D’où, d’après (5.38) :
D′µ(a)

Dµ(a)
≥ 1

a
− 1

a
= 0.

3) Prouvons que : (S′1) =⇒ (S1), donc (M ·Y ) est satisfaite
On a, pour a > 0 :

µ(a) :=

∫ 1

a

h(x)dx =

∫ 1

a

x2h(x)

x2
dx

≥ a2h(a)

∫ 1

a

1

x2
dx (puisque x 7−→ x2h(x) est croissante)

= a2h(a)

(
1

a
− 1

)
= ah(a)(1− a).

4) Prouvons finalement : (S2) =⇒ (M ·Y )
On pose θ(a) = log(aµ(a)). Puisque∫ 1

a

th(t)dt = aµ(a) +

∫ 1

a

µ(t)dt

en intégrant par parties, on a, pour a ∈]0, 1[,

Dµ(a) =
eθ(a)

eθ(a) +
∫ 1

a
1
t e
θ(t)dt

.

Par conséquent, il nous faut prouver que la fonction a 7−→ e−θ(a)

∫ 1

a

1

t
eθ(t)dt est décroissante.

En dérivant cette fonction, nous devons montrer que :

κ(a) := θ′(a)

∫ 1

a

1

t
eθ(t)dt+

1

a
eθ(a) ≥ 0.

Mais, puisque lim
a→1−

θ(a) = −∞, une intégration par parties fournit :

κ(a) =

∫ 1

a

1

t
eθ(t)(θ′(a)− θ′(t)) +

∫ 1

a

1

t2
eθ(t)dt,

et, θ′ étant une fonction décroissante, cette dernière expression montre que κ est également
une fonction décroissante. Par conséquent, il reste à vérifier que :

lim
a→1−

µ(a)− ah(a)

µ(a)

∫ 1

a

µ(t)dt ≥ 0

ou encore

lim
a→1−

h(a)

µ(a)

∫ 1

a

µ(t)dt = 0.

Puisque
∫ 1

a

µ(t)dt ≤ (1− a)µ(a), le résultat découle de l’hypothèse lim
a→1−

(1− a)h(a) = 0.

Voici également quelques conditions alternatives assurant que (M ·Y ) est satisfaite :
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Proposition 5.36. On suppose que µ admet une densité h de classe C1 sur ]0, 1[ qui est
strictement positive au voisinage de 1. Les conditions suivantes impliquent (M ·Y ) :
(S3) a 7−→ a3h′(a) est croissante sur ]0, 1[.
(S4) a 7−→ a3h′(a) est décroissante sur ]0, 1[.
(S′4) h est décroissante et concave. (Clairement, (S′4) implique (S4)).

(S5) h est une fonction décroissante et a 7−→ ah(a)

1− a est croissante sur ]0, 1[.

(S′5) 0 ≥ h′(x) ≥ −4h(x). (En particulier, h est décroissante)

Démonstration.
1) Prouvons tout d’abord : (S3) =⇒ (S′1)

On note ` := lim
a→0+

a3h′(a) ≥ −∞. Si ` < 0, alors il existe A > 0 et ε ∈]0, 1[ tels que pour

x ∈]0, ε[, h′(x) ≤ − A
x3

. On déduit alors que :

h(ε)− h(x) ≤ A

2

(
1

ε2
− 1

x2

)
i.e. h(x) ≥ C +

A

2x2
,

ce qui contredit le fait que
∫ 1

0
h(x)dx <∞. Par conséquent ` ≥ 0, h est positive et croissante

et h(0+) := lim
x→0+

h(x) existe. Ecrivons alors :

a2h(a) = a2

(
h(0+) +

∫ a

0

h′(x)dx

)
= a2h(0+) + a3

∫ 1

0

h′(ay)dy

= a2h(0+) +

∫ 1

0

dy

y3
(ay)3h′(ay),

ce qui implique que a 7−→ a2h(a) est croissante comme somme de deux fonctions croissantes.

2) On prouve à présent : (S4) =⇒ (M ·Y )

Posons µ̂(a) :=

∫
[a,1]

xµ(dx). Ainsi : Dµ(a) :=
aµ(a)

µ̂(a)
et, en dérivant, on constate que l’asser-

tion D′µ(a) ≥ 0 est équivalente à :

γ(a) := µ(a)µ̂(a) + a2h(a)µ(a)− ah(a)µ̂(a) ≥ 0, a ∈]0, 1]. (5.41)

Nous allons montrer que, sous (S4), γ(1−) = 0, γ′(1−) = 0 et que γ est convexe, ce qui
impliquera bien sûr que γ ≥ 0 sur ]0, 1]. On note ` := lim

a→1−
a3h′(a) ≥ −∞. Observons tout

d’abord que h(1−) est finie. En effet, si ` est finie, alors h′(1−) existe, de même que h(1−),
tandis que si ` = −∞, alors lim

a→1−
h′(a) = −∞, donc h est décroissante au voisinage de 1 et h

étant positive, h(1−) existe également. Par conséquent, en laissant tendre a→ 1 dans (5.41),
on obtient γ(1−) = 0. A présent, en dérivant (5.41), il vient :

γ′(a) = −2h(a)µ̂(a) + ah(a)µ(a) + ah′(a)(aµ(a)− µ̂(a)),

et pour prouver que γ′(1−) = 0, il nous faut montrer, puisque µ̂(a)− aµ(a) = µ(a), que :

lim
a→1−

h′(a)

∫ 1

a

µ(t)dt = 0.
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Si h′(1−) est finie, cette propriété est clairement satisfaite. Sinon lim
a→1−

h′(a) = −∞. Dans ce

cas, on écrit, pour a dans un voisinage de 1 :

0 ≤ −h′(a)

∫ 1

a

µ(t)dt ≤ −h′(a)(1− a)µ(a),

et il suffit de voir que :
lim
a→1−

(1− a)h′(a) = 0. (5.42)

Or, puisque x 7−→ x3h′(x) est décroissante :

h(1−)− h(a) =

∫ 1

a

h′(x)dx ≤ a3h′(a)

[
− 1

2x2

]1

a

=
a(1 + a)

2
h′(a)(1− a) ≤ 0

et (5.42) s’ensuit en passant à la limite lorsque a→ 1.
Finalement, notons ϕ la fonction continue décroissante ϕ : a 7−→ a3h′(a). Alors :

γ′(a) = −ϕ(a)
µ(a)

a2
− h(a)

(
µ(a) + µ̂(a)

)
.

Par conséquent, γ′ est une fonction continue localement à variation finie, et on obtient en
dérivant :

dγ′(a) = −µ(a)

a2
dϕ(a) + h(a) (ah(a) + µ(a)) da.

Ainsi, dγ′ est une mesure positive sur ]0, 1[, ce qui implique que γ est convexe sur ]0, 1[.

3) On prouve à présent : (S5) =⇒ (M ·Y )
D’après (5.41), pour prouver que Dµ est croissante, il nous faut montrer que :

ρ(a) :=
µ(a)µ̂(a)

ah(a)
+ aµ(a)− µ̂(a) ≥ 0.

Sous (S5), h est décroissante et donc, pour tout a ∈]0, 1[,

µ(a) ≤ h(a)(1− a). (5.43)

Par conséquent, lim
a→1

ρ(a) = 0, et il suffit maintenant de voir que ρ′(a) ≤ 0 sur ]0, 1[.

ρ′(a) = −µ(a)µ̂(a)

a2h2(a)
(h(a) + ah′(a))− µ̂(a)

a

donc, l’assertion ρ′(a) ≤ 0 sur ]0, 1[ est équivalente à :

− 1

ah(a)
− h′(a)

h2(a)
≤ 1

µ(a)
. (5.44)

Mais, sous (S5), a 7−→ ah(a)

1− a est croissante, et ainsi, on a, pour a ∈]0, 1[,

1

a(1− a)
+
h′(a)

h(a)
≥ 0. (5.45)
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Alors, en utilisant (5.43) et (5.45), on obtient :

− 1

ah(a)
− h′(a)

h2(a)
≤ − 1

ah(a)
+

1

a(1− a)h(a)

=
1

ah(a)

(
1

1− a − 1

)
=

1

h(a)(1− a)
≤ 1

µ(a)

ce qui nous donne (5.44).

4) Prouvons finalement que : (S′5) =⇒ (S5)

Il nous faut prouver que a 7−→ ah(a)

1− a est croissante. En dérivant, on obtient :

(
ah(a)

1− a

)′
=

h(a)

1− a

(
1

a(1− a)
+
h′(a)

h(a)

)
=

h(a)

1− a

(
1

a(1− a)
−
∣∣∣∣h′(a)

h(a)

∣∣∣∣)
≥ h(a)

1− a

(
1

a(1− a)
− 4

)
≥ 0

puisque, pour a ∈ [0, 1], a(1− a) ≤ 1
4 .

Remarque 5.37. Observons qu’il existe des implications entre ces différentes conditions.
En particulier :
• (S′1) =⇒ (S2). En effet, on peut noter tout d’abord, puisque (S′1) implique (S1), que la
relation µ(a) ≥ a(1 − a)h(a) est satisfaite, et implique lim

a→1−
(1 − a)h(a) = 0. Alors, pour

a ∈]0, 1[, la condition (S′1) est équivalente à 2h(a) + ah′(a) ≥ 0 et on peut écrire :

−
(

log

(
a

∫ 1

a

h(x)dx

))′′
=

1

a2
+
h′(a)µ(a) + h2(a)

µ2(a)
(5.46)

=
h(a)

aµ(a)

(
µ(a)

ah(a)
+
ah′(a)

h(a)
+
ah(a)

µ(a)

)
≥ h(a)

aµ(a)

(
ah′(a)

h(a)
+ 2

)
(puisque pour x ≥ 0, x+

1

x
≥ 2)

=
1

aµ(a)
(ah′(a) + 2h(a)) ≥ 0.

C’est la condition (S2), i.e. a 7−→ log(aµ(a)) est une fonction concave.

• (S′4) implique les deux conditions (S0) et (S5).

- (S0) est satisfaite puisque la fonction y −→ yh′(y)

h(y)
est clairement décroissante.

- Pour prouver que (S5) est satisfaite, on écrit :

h(1)− h(a) =

∫ 1

a

h′(x)dx =

∫ 1

a

x2h′(x)

x2
dx ≤ a2h′(a)

∫ 1

a

dx

x2
= ah′(a)(1− a),

d’où :
h(a)

1− a + ah′(a) ≥ h(1)

1− a ≥ 0.

166



5.4. Le plongement d’Azéma-Yor

On résume les implications entre ces différentes conditions dans le diagramme suivant.
(S′4)

�� ���������������������

���������������������
�� "*LLLLLL

LLLLLL
(S′5)

��
Proposition 5.36 (S3)

��

(S4) (S5)

Théorème 5.35 (S′1)

"*LLLLLL
LLLLLL

t| rrrrrr
rrrrrr

(S1) (S2) (S0)

Remarque 5.38.
Soit h une fonction décroissante dont la dérivée h′ est bornée. Alors, pour c assez grand,
la mesure µ(c)(dx) := (h(x) + c)dx satisfait la condition (S′5), donc (M ·Y ). En effet, pour
h(c)(x) = h(x) + c, on a: ∣∣∣∣h(c)′(x)

h(c)(x)

∣∣∣∣ =
|h′(x)|
h(x) + c

−−−−→
c→+∞

0.

Cette convergence étant uniforme, pour c assez grand, on obtient:

sup
x∈[0,1]

∣∣∣∣h(c)′(x)

h(c)(x)

∣∣∣∣ ≤ 4.

5.4.8 Exemples

Nous donnons pour finir quelques exemples de mesures µ(dx) = h(x)dx pour lesquelles
la propriété (M ·Y ) est satisfaite. Pour certains d’entre eux, nous dessinons les graphes de h,

Dµ, uµ et a 7−→ νµ(]0, a[)

a
.

Les densités beta h(x) = xα(1− x)β1]0,1[(x) (α, β > −1)

i) Pour −1 < β ≤ 0 (et α > −1), la fonction x 7−→ x2h(x) est croissante, donc d’après
(S′1), la condition (M ·Y ) est vérifiée.
ii) Pour β ≥ 0:

h(a)

h(ac)
=

1

cα

(
1− a(1− c)

1− ac

)β
qui est, pour 0 < c < 1, une fonction décroissante de a, donc la condition (S0) est satisfaite
et (M ·Y ) est également vérifiée dans ce cas.

D’autres exemples similaires

− La fonction h(x) =
xα

(1 + x2)β
1[0,1](x) (α > −1, β ∈ R) satisfait (M ·Y ). En effet, pour

β ≤ 0, x 7−→ x2h(x) est une fonction croissante sur [0, 1], donc la condition (S′1) est vérifiée,
tandis que, pour β ≥ 0, la condition (S0) est vérifiée.

− La fonction h(x) =
xα

(1− x2)β
1[0,1](x) (α > −1, β < 1) satisfait (M ·Y ). Comme dans
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Figure 5.2 – Graphes pour h(x) =

√
x

(1− x)
1[0,1[(x)

l’exemple, pour 0 ≤ β ≤ 1, la fonction x 7−→ x2h(x) est croissante sur [0, 1], et pour β ≤ 0,
ce résultat découle de la condition (S0).

Les fonctions h(x) = | cos(πx)|m1[0,1](x) (m ∈ R+)

Cet exemple satisfait la condition (S1). En effet, pour a ≥ 1
2 , a 7−→ h(a) est croissante,

donc: ∫ 1

a

| cos(πx)|mdx ≥ | cos(πa)|m(1− a) ≥ a| cos(πa)|m(1− a).

Pour a ≤ 1
2 on écrit, par symétrie:∫ 1

a

| cos(πx)|mdx =

∫ 1−a

0

| cos(πx)|mdx

≥
∫ a

0

| cos(πx)|mdx

≥ a| cos(πa)|m ≥ a| cos(πa)|m(1− a).

Remarque 5.39. Plus généralement, toute fonction qui est symétrique par rapport à l’axe
x = 1

2 , d’abord décroissante, puis croissante, satisfait la condition (S1).

Les fonctions h(x) = xαe−x
λ

1]0,1](x) (α > −1, λ ∈ R)

Il s’agit d’une conséquence directe de (S0).

Un exemple où (M ·Y ) n’est pas satisfaite

Soit µ la mesure de densité h définie par:

h(x) = c1[0,p[(x) + e1[p,1](x) (c, e ≥ 0, p ∈]0, 1[).
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Figure 5.3 – Graphes pour h(x) = | cos(πx)|3/21[0,1](x)
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Figure 5.4 – Graphes pour h(x) =
e−x√
x

1]0,1](x)

Pour a < p, on a:

Dµ(a) :=
2a (c(p− a) + e(1− p))
c(p2 − a2) + e(1− p2)

.

Dµ est C∞ sur [0, p[, et, pour a < p, on a:

D′µ(a) = 2
c2p(p− a)2 + e2(1− p)2(1 + p) + ec(1− p)

(
(p− a)2 + p2 + p− 2a

)
(c(p2 − a2) + e(1− p2))

2

et

D′µ(p−) = 2
e2(1− p)2

(
1 + p

(
1− c

e

))
e2(1− p2)2

= 2
1 + p

(
1− c

e

)
(1 + p)2

.

169



Chapitre 5. Plongements de Skorokhod

Par conséquent, il est clair que pour
c

e
assez grand, D′µ(p−) < 0, donc Dµ n’est pas croissante

sur [0, 1]. Notons que, si e ≥ c (h est croissante), alors D′µ ≥ 0 (voir la condition (S′1)), et

que Dµ est croissante si et seulement si D′µ(p−) ≥ 0, i.e.
c

e
≤ 1 +

1

p
.

36 F. Hirsch et al.
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Fig. 4. Graph of Dµ for h(x) = c1[0,1/2[(x) + 1[1/2,1](x)
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Fig. 5. Graphs for h(x) = 61[0,1/2[(x) + 1[1/2,1](x)

ε > 0 and η ≥ 0 small enough, the measure µ(dx) = h(x)dx satisfies
(M ·Y ) and h may be chosen in such a way that none of the preceding
conditions is satisfied.

Figure 5.5 – Graphes de Dµ pour h(x) = c1[0,1/2[(x) + 1[1/2,1](x)
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Figure 5.6 – Graphes pour h(x) = 61[0,1/2[(x) + 1[1/2,1](x)
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Pénalisations, pseudo-inverses et peacocks dans un cadre
markovien

Comme son titre l’indique, cette thèse comporte 3 parties.
- La première partie est consacrée à la pénalisation de diffusions linéaires régulières récurrentes. Plus
précisément, nous étudions, dans un premier temps, la pénalisation de diffusions récurrentes nulles,
et nous présentons une large classe de fonctionnelles pour lesquelles le principe de pénalisation est
satisfait, sous l’hypothèse que la mesure de Lévy de l’inverse du temps local de la diffusion soit à
décroissance polynomiale en l’infini. Cette étude repose sur la construction d’une mesure σ-finie
W similaire à celle de Najnudel-Roynette-Yor. Nous traitons également, dans un second temps, le
cas de la pénalisation d’une diffusion récurrente positive réfléchie sur un intervalle par une fonction
exponentielle de son temps local en 0. Les résultats obtenus dans ce cadre se démarquent nettement
de ceux du cas récurrent nul, et l’on voit apparaître un phénomène nouveau de composition des
pénalisations.
- Dans la deuxième partie, nous étendons la notion de pseudo-inverses (introduite à l’origine par
Madan-Roynette-Yor dans le cadre des processus de Bessel) à des diffusions plus générales. Nous
montrons en particulier que l’on peut réaliser la famille de pseudo-inverses associée à une diffusion
à valeurs positives issue de 0 comme les derniers temps de passage d’une autre diffusion obtenue
grâce à la transformation de Biane.
- La dernière partie de cette thèse traite de peacocks, i.e. de processus croissants pour l’ordre
convexe. Un théorème dû à Kellerer affirme que l’on peut associer à tout peacock une martingale
ayant les mêmes marginales unidimensionnelles. Guidé par ce théorème, nous exhibons, dans un
premier temps, de larges familles de peacocks, construites essentiellement à partir de processus dit
"conditionnellement monotones", puis nous associons à certains de ces peacocks des martingales
via les plongements de Skorokhod de Hall-Breiman, Bass et Azéma-Yor.

Penalizations, pseudo-inverses and peacocks in a
Markovian set-up

As suggested by the title, this thesis comprises three parts.
- The first part is dedicated to the penalization of regular recurrent linear diffusions. More precisely,
we start by examining null recurrent diffusions, and we exhibit a large class of functionals for which
the penalization principle is satisfied, under the hypothesis that the Lévy measure of the inverse
of the local time of the diffusion has polynomial decay. This study relies on the construction of
a σ-finite measure W similar to that of Najnudel-Roynette-Yor. We then deal with the case of
the penalization of a positively recurrent diffusion (reflected on an interval) with an exponential
function of its local time at 0. The results we obtain in this set-up are quite different from the null
recurrent framework, and we see a new phenomena of composition of penalizations.
- In the second part, we extend the notion of pseudo-inverses (a notion recently introduced by
Madan-Roynette-Yor in the framework of Bessel processes) to more general diffusions. We show in
particular that we may realize the family of pseudo-inverses associated to a diffusion started from
0 and taking positive values as the last passage times of another diffusion, constructed thanks to
Biane’s transform.
- The last part of this thesis deals with peacocks, i.e. with processes which are increasing in
the convex order. A theorem due to Kellerer states that to every peacock, one can associate a
martingale which has the same one-dimensional marginals. Guided by this theorem, we first exhibit
large families of peacocks, essentially constructed from "conditionally monotone" processes, and
we then associate martingales to some of these peacocks thanks to the Skorokhod embeddings of
Hall-Breiman, Bass and Azéma-Yor.
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