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UFR Sciences et Technologies

Itération sur les Politiques Optimiste

et Apprentissage du Jeu de Tetris

THÈSE
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RésuméCette thèse s'intéresse aux méthodes d'itération sur les politiques dans l'apprentissage par renfor-
ement à grand espa
e d'états ave
 approximation linéaire de la fon
tion de valeur. Nous proposonsd'abord une uni�
ation des prin
ipaux algorithmes du 
ontr�le optimal sto
hastique. Nous montrons la
onvergen
e de 
ette version uni�ée vers la fon
tion de valeur optimale dans le 
as tabulaire, ainsi qu'unegarantie de performan
es dans le 
as où la fon
tion de valeur est estimée de façon approximative. Nousétendons ensuite l'état de l'art des algorithmes d'approximation linéaire du se
ond ordre en proposantune généralisation de Least-Squares Poli
y Iteration (LSPI) (Lagoudakis et Parr, 2003). Notre nouvelalgorithme, Least-Squares λ Poli
y Iteration (LSλPI), ajoute à LSPI un 
on
ept venant de λ-Poli
y Ite-ration (Bertsekas et Io�e, 1996) : l'évaluation amortie (ou optimiste) de la fon
tion de valeur, qui permetde réduire la varian
e de l'estimation a�n d'améliorer l'e�
a
ité de l'é
hantillonnage. LSλPI propose ainsiun 
ompromis biais-varian
e réglable qui peut permettre d'améliorer l'estimation de la fon
tion de valeuret la qualité de la politique obtenue.Dans un se
ond temps, nous nous intéressons en détail au jeu de Tetris, une appli
ation sur laquelle sesont pen
hés plusieurs travaux de la littérature. Tetris est un problème di�
ile en raison de sa stru
ture etde son grand espa
e d'états. Nous proposons pour la première fois une revue 
omplète de la littérature quiregroupe des travaux d'apprentissage par renfor
ement, mais aussi des te
hniques de type évolutionnairequi explorent dire
tement l'espa
e des politiques et des algorithmes réglés à la main. Nous 
onstatons queles appro
hes d'apprentissage par renfor
ement sont à l'heure a
tuelle moins performantes sur 
e problèmeque des te
hniques de re
her
he dire
te de la politique telles que la méthode d'entropie 
roisée (Szita etL®rin
z, 2006). Nous expliquons en�n 
omment nous avons mis au point un joueur de Tetris qui dépasseles performan
es des meilleurs algorithmes 
onnus jusqu'i
i et ave
 lequel nous avons remporté l'épreuvede Tetris de la Reinfor
ement Learning Competition 2008.Mots-
lés: 
ontr�le optimal sto
hastique, apprentissage par renfor
ement, programmation dynamique,Pro
essus Dé
isionnels de Markov, Least-Squares Poli
y Iteration, λ-Poli
y Iteration, approximation dela fon
tion de valeur, 
ompromis biais-varian
e, fon
tions de base, Tetris, méthode d'entropie 
roiséeAbstra
tThis thesis studies poli
y iteration methods with linear approximation of the value fun
tion forlarge state spa
e problems in the reinfor
ement learning 
ontext. We �rst introdu
e a uni�ed algorithmthat generalizes the main sto
hasti
 optimal 
ontrol methods. We show the 
onvergen
e of this uni�edalgorithm to the optimal value fun
tion in the tabular 
ase, and a performan
e bound in the approximate
ase when the value fun
tion is estimated. We then extend the literature of se
ond-order linear approx-imation algorithms by proposing a generalization of Least-Squares Poli
y Iteration (LSPI) (Lagoudakiset Parr, 2003). Our new algorithm, Least-Squares λ Poli
y Iteration (LSλPI), adds to LSPI an idea of
λ-Poli
y Iteration (Bertsekas et Io�e, 1996) : the damped (or optimisti
) evaluation of the value fun
tion,whi
h allows to redu
e the varian
e of the estimation to improve the sampling e�
ien
y. Thus, LSλPIo�ers a bias-varian
e trade-o� that may improve the estimation of the value fun
tion and the performan
eof the poli
y obtained.In a se
ond part, we study in depth the game of Tetris, a ben
hmark appli
ation that several worksfrom the literature attempt to solve. Tetris is a di�
ult problem be
ause of its stru
ture and its largestate spa
e. We provide the �rst full review of the literature that in
ludes reinfor
ement learning works,evolutionary methods that dire
tly explore the poli
y spa
e and handwritten 
ontrollers. We observe thatreinfor
ement learning is less su

essful on this problem than dire
t poli
y sear
h approa
hes su
h as the
ross-entropy method (Szita et L®rin
z, 2006). We �nally show how we built a 
ontroller that outperformsthe previously known best 
ontrollers, and shortly dis
uss how it allowed us to win the Tetris event ofthe 2008 Reinfor
ement Learning Competition.
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Introdu
tion





Les êtres vivants disposent naturellement de 
apa
ités remarquables. Ils sont 
apables de per
evoir leurenvironnement, de re
onnaître et de 
lasser des formes ou des signaux de toutes sortes, de 
ommuniquer,d'interagir ave
 leur entourage, de se mouvoir ou en
ore de raisonner. Au fur et à mesure de l'expérien
equ'ils a
quièrent, ils savent également améliorer leur 
omportement et leurs réa
tions. Fa
e à une situationdonnée, ils sont ainsi 
apables d'exploiter les 
onnaissan
es qu'ils ont obtenues lors de situations similairesvé
ues dans le passé. Ces aptitudes intelle
tuelles propres aux êtres vivants sont autant de dé�s pourl'intelligen
e arti�
ielle, l'un des domaines de la re
her
he en informatique.Cette thèse s'intéresse à la manière de doter les ma
hines de telles 
apa
ités. En parti
ulier, nousnous appuyons sur l'apprentissage par renfor
ement, une 
omposante de l'intelligen
e arti�
ielle danslaquelle un système 
her
he à apprendre à 
hoisir les bonnes dé
isions. On souhaite qu'une dé
isionentraînant une sensation agréable à plus ou moins long terme soit davantage 
hoisie par la suite dans des
ir
onstan
es analogues qu'une a
tion suivie d'une réponse moins favorable. Pour 
ela, l'apprentissage parrenfor
ement propose un formalisme général qui permet de modéliser de nombreux types de problèmes,ainsi que des outils algorithmiques qui visent à les résoudre. L'apprentissage par renfor
ement possèdeen outre d'autres 
ara
téristiques intéressantes. Le système apprenant est autonome, 
'est-à-dire qu'ilest 
apable d'apprendre seul un 
omportement fa
e à une situation in
onnue. De plus, il évolue dansun environnement in
ertain : les résultats de ses a
tions, sur lesquels il s'appuie pour 
onstruire sonexpérien
e, sont probabilistes. En�n, l'apprentissage par renfor
ement peut être adaptatif : si les règlesdu problème 
hangent à un moment donné, le système est 
apable de réapprendre et de mettre à jour sastratégie au fur et à mesure qu'il 
ontinue à a
quérir de l'expérien
e.Contexte s
ienti�queAvant de détailler nos travaux sur l'apprentissage par renfor
ement, nous proposons un bref panoramade l'intelligen
e arti�
ielle.L'intelligen
e arti�
ielleLa question de 
réer 
e que l'on pourrait appeler une � ma
hine intelligente � peut se dé
liner enquelques grandes thématiques que nous mentionnons 
i-dessous. Une introdu
tion générale à l'intelligen
earti
ielle est proposée dans l'ouvrage de Russell et al. (1996).� Per
eption et re
onnaissan
e : il s'agit de la 
apa
ité de la ma
hine à analyser les donnéesprovenant d'un ensemble de 
apteurs (visuels, sonores ou autres) dans le but de 
onstruire unereprésentation de son environnement. La re
onnaissan
e de la parole, la re
onnaissan
e de formeset la stéréovision sont des problèmes qui font appel à 
ette 
apa
ité de per
eption. Dans le do-maine de la vision, la re
onnaissan
e de formes permet par exemple d'identi�er des visages sur desphotographies. La re
onnaissan
e de la parole est également un sujet très a
tif de la re
her
he enintelligen
e arti�
ielle et trouve de nombreuses appli
ations, notamment dans les interfa
es vo
ales,la trans
ription automatique de la parole ou en
ore la téléphonie mobile.� Représentation des 
onnaissan
es : il s'agit i
i de doter la ma
hine d'une représentation sym-bolique d'un ensemble d'informations et de 
onnaissan
es sur le monde. On souhaite donner à lama
hine la fa
ulté de représenter des 
on
epts, les propriétés de 
es 
on
epts et les relations entreeux. On 
her
he aussi à exprimer des situations et des événements dans le temps, ave
 leurs 
auseset leurs 
onséquen
es. La notion d'ontologie permet ainsi de modéliser un domaine et de raisonnerdessus en représentant formellement les 
on
epts et les relations de 
e domaine.



10 � Traitement automatique des langues : le traitement automatique des langues 
her
he à donnerà la ma
hine la 
apa
ité de lire et de 
omprendre les langues parlées par l'homme. Contrairementaux langages informatiques qui sont 
onçus de manière très 
adrée et de façon à être interprétés parla ma
hine à partir de règles simples et pré
ises, les langues naturelles sont intrinsèquement ri
hes,
omplexes et pourvues d'ambiguïtés. À 
ourt terme, les appli
ations immédiates de la re
her
he entraitement automatique des langues sont la synthèse d'informations et la tradu
tion automatique detextes. À plus long terme, l'obje
tif serait de rendre un système 
apable d'a
quérir de la 
onnaissan
ede façon autonome en lisant simplement des textes existants.� Plani�
ation : la plani�
ation 
onsiste pour un agent intelligent à déterminer la manière d'at-teindre un but, 
omme par exemple 
al
uler son 
hemin dans un environnement. Il est né
essairepour l'agent de 
onnaître une représentation du monde et de pouvoir prédire la manière dont sesa
tions vont l'in�uen
er, a�n de faire les 
hoix qui permettent de le mener au but. Dans la plani�-
ation 
lassique, les a
tions de l'agent in�uent de façon déterministe sur l'environnement. D'autrestypes de plani�
ation prennent en 
ompte une in
ertitude dans les e�ets des a
tions et imposent àl'agent de re
al
uler un plan si ses observations ne 
orrespondent pas à ses prédi
tions. La plani�-
ation multi-agents fait quant à elle appel à la 
oordination ou à la 
ompétition de plusieurs agentspour atteindre un but qui peut être 
olle
tif.� Apprentissage automatique : l'apprentissage automatique (Mit
hell, 1997) désigne le dévelop-pement, l'analyse et l'implémentation de systèmes informatiques 
apables de s'améliorer à partird'un ensemble d'exemples ou à partir de leur propre expérien
e. L'obje
tif peut être d'apprendreà 
atégoriser des données (apprentissage supervisé ou non supervisé) ou à prendre les meilleuresdé
isions possibles en se basant sur l'expérien
e pour résoudre un problème (apprentissage parrenfor
ement).Nous nous intéressons dans 
ette thèse à permettre à un système qui prend des dé
isions séquentiellesd'apprendre à e�e
tuer les meilleurs 
hoix à l'aide de son expérien
e. Ce travail s'ins
rit don
 essentielle-ment dans la thématique de l'apprentissage automatique, même si en raison du 
ara
tère séquentiel desprises de dé
ision, notre propos abordera également quelques notions de plani�
ation. Nous présentonsmaintenant un aperçu de l'apprentissage automatique.L'apprentissage automatiqueComment peut-on permettre à un ordinateur d'apprendre de façon autonome ? L'idée naturelle est des'inspirer du pro
essus d'apprentissage des êtres vivants. On peut 
onsidérer que, 
hez un être humain,l'apprentissage se dé
line de trois manières di�érentes que nous détaillons 
i-dessous en nous appuyantsur deux exemples de pro
essus d'apprentissage : un enfant et un joueur d'é
he
s.L'apprentissage superviséD'abord, un être vivant apprend grâ
e aux 
onnaissan
es et aux 
ompéten
es qui lui sont expli
itementtransmises. Ce mode d'apprentissage est appelé apprentissage supervisé. Dans le 
as d'un enfant, safamille, son entourage et ses enseignants lui expliquent dire
tement un grand nombre de 
hoses 
ommeles nombres, la dé�nition des mots ou en
ore la politesse. Dans un jeu 
omme les é
he
s, l'apprentissagesupervisé 
onsiste à expliquer au joueur novi
e le 
oup qu'il doit jouer dans telle ou telle situation, 
e qui
onstitue une 
onnaissan
e déterminante, surtout au début et à la �n des parties.En intelligen
e arti�
ielle, le problème est modélisé (voir �gure 1) 
omme l'apprentissage d'une based'exemples, où 
haque exemple asso
ie à une situation donnée une étiquette (ou 
atégorie). Une fois
ette base d'exemples a
quise, l'obje
tif du sytème est de savoir attribuer une bonne étiquette à unenouvelle situation, in
onnue jusqu'i
i de la base d'apprentissage, mais éventuellement pro
he de 
ertainessituations déjà 
onnues. Dans le 
as de l'enfant, les exemples peuvent être des mots étiquetés par leurdé�nition et, dans le 
as du joueur d'é
he
s, les exemples sont des situations pré
ises du jeu étiquetées parles 
oups à jouer dans 
es situations. Si l'apprentissage est performant, le système saura quelle étiquette
hoisir lorsqu'il sera 
onfronté à une situation inédite.Le système doit don
 être 
apable de généraliser 
e qu'il apprend sur la base d'exemples. Cette 
apa
itéde généralisation est le 
÷ur du problème de l'apprentissage supervisé : si le sytème apprend parfaitement
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?Figure 1 � Représentation s
hématique du problème de l'apprentissage supervisé. On dispose d'une based'exemples étiquetés, 
'est-à-dire que 
haque exemple attribue une étiquette à une situation. Le système
her
he à apprendre 
ette base d'exemples a�n de savoir étiqueter de futures situations.la base d'apprentissage sans savoir exploiter 
es 
onnaissan
es, il ne saura pas étiqueter 
orre
tement unenouvelle situation. On parle alors d'apprentissage par 
÷ur ou de sur-apprentissage. Apprendre par 
÷urdes 
oups d'é
he
s sans 
omprendre leur motivation ne permettra pas au joueur de s'en sortir dans dessituations similaires mais légèrement di�érentes. De plus, les exemples de la base d'apprentissage peuventêtre bruités, voire 
omporter des éléments in
ohérents. Il est don
 important de ne pas a

order une
on�an
e absolue à la base d'apprentissage.Les te
hniques de 
lassi�
ation supervisée et de régression permettent d'e�e
tuer de l'apprentissagesupervisé. Les étiquettes sont des valeurs dis
rètes dans le 
as de la 
lassi�
ation (on 
her
he alors à
onstruire un 
lassi�eur) et 
ontinues dans le 
as de la régression (on 
her
he alors à 
onstruire unapproximateur de fon
tions). Parmi 
es appro
hes, on peut 
iter les réseaux de neurones de type per
ep-trons multi-
ou
hes (Bishop, 1996), les arbres de dé
ision (Breiman et al., 1984) ou en
ore les ma
hinesà ve
teurs supports (SVM) (Andrew, 2000).L'apprentissage non superviséUne part de l'apprentissage est également e�e
tuée de façon totalement autonome : il s'agit de l'ap-prentissage non supervisé. L'enfant est 
apable de dé
ouvrir le monde en partie par lui-même. Parexemple, avant même d'apprendre à parler, un bébé apprend de façon autonome à faire des mouvementset à relier 
es mouvements à ses per
eptions (il s'agit du développement dit sensori-moteur). Dans le
as du jeu d'é
he
s, l'apprentissage non supervisé 
onsiste pour le joueur à dé
ouvrir par lui-même destypes de situations de jeu, et par la suite à savoir les identi�er au fur et à mesure de son expérien
e :une situation de �n de partie, l'o

upation géographique d'une 
ertaine zone du plateau, une stru
tureparti
ulière des pions, et
. Il ne s'agit pas i
i de 
hoisir une bonne a
tion à jouer, ni même d'évaluer sila situation est bonne ou mauvaise, mais de dé
ouvrir des 
ara
téristiques qui vont permettre de 
lasserles situations de façon pertinente.Du point de vue de l'intelligen
e arti�
ielle, l'apprentissage non supervisé (voir �gure 2) 
onsiste àapprendre une base d'exemples, où 
haque exemple est 
ette fois une situation non étiquetée. C'est ausystème de dé
ouvrir des étiquettes appropriées et de dé�nir des 
ritères pour les attribuer. Commedans le 
as de l'apprentissage supervisé, il 
onvient de généraliser de façon pertinente 
e qui est observédans la base d'apprentissage et de ne pas faire de sur-apprentissage. Le joueur d'é
he
s doit pouvoirre
onnaître une situation de jeu inédite grâ
e aux informations qu'il possède sur des situations similaires
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Figure 2 � Représentation s
hématique du problème de l'apprentissage non supervisé. On dispose d'unebase d'exemples, où 
haque exemple est une situation seule (non étiquetée). Le système 
her
he à 
lassi�er
es exemples dans des 
atégories qu'il dé
ouvre lui-même.déjà ren
ontrées.Les te
hniques d'apprentissage non supervisé in
luent les algorithmes de 
lustering tels que K-means(Kanungo et al., 2002), l'analyse en 
omposantes indépendantes (Hyvärinen, 2001) et les 
artes auto-organisatri
es (Kohonen, 1989; Ritter et al., 1992) qui sont une forme de réseaux de neurones.L'apprentissage par renfor
ementEn�n, un troisième mode d'apprentissage, nommé apprentissage par renfor
ement (Sutton etBarto, 1998), 
onsiste à apprendre de façon autonome non pas à 
lasser des situations, mais à e�e
tuerdes a
tions dans des situations (voir �gure 3). Un être vivant e�e
tue par lui-même des a
tions qui sontsuivies d'un e�et positif ou négatif appelé ré
ompense. Grâ
e à 
ette ré
ompense, il a
quiert alors del'expérien
e et �nit par 
onnaître les 
hoix qu'il est souhaitable de faire pour obtenir le maximum d'e�etspositifs. Par exemple, un enfant apprend 
e qu'il a le droit de faire ou non en essayant spontanément 
edont il a envie : s'amuser dans le 
alme, ou en faisant du bruit ou des bêtises. L'e�et positif ou négatif estune réa
tion de la part de ses parents. Il semble raisonnable de penser qu'une grande part de l'édu
ationprovienne de 
e type d'apprentissage. Aux é
he
s, dans une situation d'in
ertitude, le joueur peut essayerun 
oup et se rendre 
ompte plus tard dans la partie que 
'était un bon ou un mauvais 
hoix. Dansles deux 
as, il a
quiert de l'expérien
e en faisant un essai et en obtenant une ré
ompense positive ounégative, 
e qui lui permettra d'améliorer ses 
hoix futurs dans des situations similaires.L'apprentissage par renfor
ement peut être adaptatif. Aux é
he
s, si l'adversaire se met à 
hanger destratégie, le joueur va pouvoir s'en rendre 
ompte en réalisant que des a
tions qu'il 
royait bonnes sontdevenues moins bonnes. À l'inverse, de mauvaises a
tions peuvent devenir bonnes si la 
onséquen
e desa
tions a 
hangé. Pour obtenir les meilleures ré
ompenses possibles tout en apprenant les 
onséquen
esdes a
tions, le système va devoir trouver de bons 
ompromis.� Est-il important d'obtenir immédiatement une ré
ompense élevée, au risque d'avoir de nombreusesré
ompenses négatives plus tard ? Autrement dit, préfère-t-on agir sur le 
ourt terme ou sur le longterme ?� Faut-il explorer l'environnement au risque d'e�e
tuer de mauvaises a
tions, ou faut-il exploiteren priorité les a
tions 
onnues 
omme bonnes, au risque de ne jamais dé
ouvrir les meilleures ?Ce dilemme exploration-exploitation est l'un des problèmes auquel un système qui apprend parrenfor
ement se 
onfronte.
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Figure 3 � Représentation s
hématique du problème de l'apprentissage par renfor
ement. Un agentévolue dans un environnement. Lorsqu'il e�e
tue une a
tion depuis un 
ertain état, il obtient une 
ertaineré
ompense et arrive dans un nouvel état. À partir de son expérien
e 
onstituée par une ou plusieursséquen
es d'états visités, d'a
tions e�e
tuées dans 
es états et de ré
ompenses obtenues, l'obje
tif estd'apprendre à 
hoisir dans n'importe quel état les a
tions qui vont maximiser le 
umul des ré
ompensessur le long terme.



14 � Lorsque le nombre de situations possibles est très élevé, 
omment réper
uter l'apprentissage de l'ef-fet d'une a
tion non pas uniquement sur la situation qui a été ren
ontrée, mais sur l'ensemble dessituations similaires ? Cette question, liée à la taille du problème à résoudre, fait appel à des te
h-niques d'estimation et d'approximation de fon
tions et rejoint la problématique de la généralisationmentionnée dans les 
as des apprentissages supervisé et non supervisé.Problématique et 
ontributionsMême s'il est probable que 
es trois types d'apprentissage interviennent simultanément dans un sys-tème apprenant idéal ou 
hez les êtres vivants, nous nous fo
alisons dans 
ette thèse sur l'apprentissagepar renfor
ement, et plus parti
ulièrement sur le traitement des problèmes à grand espa
e d'états. Com-ment un système peut-il améliorer ses a
tions lorsque les ré
ompenses qu'il obtient sont probabilistes ?Comment peut-il apprendre les 
onséquen
es d'a
tions dont l'e�et ne sera observé que bien plus tard ?Comment peut-il maximiser ses ré
ompenses au �l de l'expérien
e a

umulée, alors que le nombre desituations possibles est tel qu'il ne retrouvera que rarement voire jamais deux fois la même situation ?Nous étudions des te
hniques d'approximation de fon
tions qui peuvent être utilisées pour apprendree�
a
ement à partir d'expérien
es impré
ises, in
omplètes et bruitées. Nous nous intéressons plus spé-
i�quement dans 
ette thèse à deux algorithmes de la littérature. Le premier d'entre eux est λ-Poli
yIteration (λPI) (Bertsekas et Io�e, 1996), une te
hnique qui généralise les deux algorithmes 
lassiquesdu 
ontr�le optimal sto
hastique que sont Value Iteration et Poli
y Iteration (Puterman, 1994) en intro-duisant une notion d'optimisme réglable. L'optimisme 
onsiste à évaluer la politique 
ourante de façonamortie (in
omplète) et de passer immédiatement à la politique suivante. Nous proposons une générali-sation de 
es algorithmes qui permet d'exprimer la notion d'optimisme de manière uni�ée. Dans le 
asexa
t, nous montrons la 
onvergen
e de 
et algorithme uni�é et nous étudions expérimentalement uneappli
ation sur un problème de navigation dis
rète (Thiery et S
herrer, 2009
). Dans le 
as appro
hé,nous montrons une garantie de performan
e théorique.Le se
ond algorithme sur laquelle nous nous pen
hons est Least-Squares Poli
y Iteration (LSPI) (La-goudakis et Parr, 2003), une appro
he d'itération sur les politiques ave
 approximation linéaire du se
ondordre, 
'est-à-dire qui exploite de façon e�
a
e la 
onnaissan
e 
onstituée par les é
hantillons qui sontà sa disposition. La 
ontribution essentielle de 
ette thèse est de proposer un nouvel algorithme intituléLSλPI (Thiery et S
herrer, 2010) : il s'agit d'une généralisation de LSPI qui approxime λPI. LSλPI re-groupe les avantages de 
es deux appro
hes. Notre proposition permet d'ajouter la notion d'optimismeà LSPI et de faire un 
ompromis entre la varian
e de l'estimation de la fon
tion de valeur et le biaislié à l'optimisme. Si l'optimisme permet de réduire la varian
e en introduisant une 
ertaine pruden
edans l'estimation de la fon
tion de valeur, il 
onstitue également un biais dans la mesure où l'on 
hangede politique avant d'avoir entièrement évalué la politique pré
édente. Nous montrons expérimentalementque 
e 
ompromis biais-varian
e peut permettre d'améliorer la qualité de l'estimation et les performan
esde la politique obtenue. En résumé, il s'agit à notre 
onnaissan
e du premier algorithme qui 
umule les
ara
téristiques suivantes :� l'é
hantillonnage e�
a
e : on réalise une approximation dite du se
ond ordre,� l'optimisme dans l'évaluation : on n'attend pas que la politique soit entièrement évaluée avant dela 
hanger,� la présen
e d'un paramètre λ qui réalise un 
ompromis biais-varian
e lors de l'estimation de lafon
tion de valeur,� l'évaluation o�-poli
y : on peut évaluer une politique autre que 
elle utilisée pour générer les é
han-tillons.Dans un se
ond temps, nous étudions de façon détaillée une appli
ation : le jeu de Tetris, qui estun problème di�
ile à résoudre en raison de sa stru
ture et de son très grand nombre d'états. Nousexplorons l'état de l'art des di�érentes appro
hes permettant de traiter le problème : l'apprentissagepar renfor
ement, les te
hniques d'optimisation dire
te de la politique et les algorithmes réglés de façonmanuelle. Nous proposons la première revue qui regroupe 
es trois types d'appro
hes (Thiery et S
herrer,2009a), en dressant notamment la liste des fon
tions de base utilisées par les travaux dont nous avons
onnaissan
e. Nous mettons en éviden
e le fait que la 
omparaison de di�érents travaux doit être faiteave
 soin en raison de la grande varian
e des s
ores à Tetris et de 
ertaines subtilités d'implémentation qui
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t 
onsidérable sur les résultats. En nous appuyant sur 
ette étude bibliographique,nous proposons ensuite di�érents résultats expérimentaux. Nous montrons que, sur une taille réduitedu problème, l'apprentissage par renfor
ement permet d'obtenir la fon
tion de valeur optimale. Sur lataille normale du jeu, nous utilisons LSλPI et 
onstatons que 
e dernier a besoin de beau
oup moinsd'é
hantillons que LSPI pour obtenir des performan
es similaires. Par ailleurs, en asso
iant les pointsforts de plusieurs te
hniques diverses (la méthode d'entropie 
roisée (Szita et L®rin
z, 2006) et les bonnes
onnaissan
es expertes de Della
herie (Fahey, 2003)), et en améliorant 
es points forts, nous avons mis aupoint un joueur qui réalise à notre 
onnaissan
e les meilleures performan
es à 
e jour (Thiery et S
herrer,2009b). Notre joueur a ainsi remporté l'épreuve de Tetris dans la Reinfor
ement Learning Competition(
ompétition d'apprentissage par renfor
ement) en 2008.Plan de la suite du mémoireNotre démar
he est stru
turée de la façon suivante.� Dans le premier 
hapitre, nous introduisons dans le 
as exa
t le 
adre des Pro
essus Dé
isionnelsde Markov, qui permet de formaliser le problème de l'apprentissage par renfor
ement, et nousprésentons les prin
ipaux algorithmes du 
ontr�le optimal sto
hastique ainsi que λPI (Bertsekas etIo�e, 1996).� Dans le 
hapitre 2, nous uni�ons 
es algorithmes en introduisant une méthode générale, Uni�edPoli
y Iteration, qui permet d'exprimer la notion d'optimisme. Nous proposons une appli
ation surun problème de type navigation dis
rète.� Le 
hapitre 3 introduit le 
as approximatif. Nous fournissons d'abord une borne de performan
esur les versions approximatives de Uni�ed Poli
y Iteration. Puis nous dressons un état de l'artdes prin
ipales appro
hes d'apprentissage par renfor
ement ave
 approximation linéaire du se
ondordre, lesquelles exploitent de façon e�
a
e l'expérien
e a

umulée, notamment LSPI (Lagoudakiset Parr, 2003).� Dans le 
hapitre 4, nous proposons un nouvel algorithme du se
ond ordre, LSλPI, qui regroupeplusieurs 
ara
téristiques intéressantes des appro
hes de la littérature. Ces 
ara
téristiques in
luentl'apprentissage d'une bonne politique à partir de l'expérien
e issue d'autres politiques, et un 
om-promis réglable entre la varian
e des estimations et le biais 
ausé par l'optimisme.� Le 
hapitre 5 étudie en détail le problème de Tetris, une appli
ation de référen
e dans la 
om-munauté de l'apprentissage par renfor
ement mais également traitée par des algorithmes de typeévolutionnaires.� En�n, le 
hapitre 6 dé
rit les résultats que nous avons obtenus sur Tetris ave
 di�érentes appro
hes.
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Première partieContr�le optimal sto
hastique





Chapitre 1Fondements de l'apprentissagepar renfor
ementL'apprentissage par renfor
ement (Sutton et Barto, 1998) 
onsidère un agent informatique devantprendre des dé
isions en interagissant ave
 son environnement de manière à maximiser un signal deré
ompense sur le long terme. A 
haque instant t, l'agent est dans un état st et e�e
tue une a
tion at. Ilobtient ensuite une ré
ompense rt+1 ∈ R et arrive dans l'état st+1. L'obje
tif de l'agent est de déterminerdans 
haque état l'a
tion qui permet d'obtenir le meilleur 
umul de ré
ompenses à venir. La �gure 1.1s
hématise l'intera
tion entre l'agent et son environnement.Le problème de l'apprentissage par renfor
ement 
onsiste à exploiter l'expérien
e a

umulée jusqu'àprésent pour re
her
her les a
tions qui permettent de maximiser les ré
ompenses futures. Cependant,nous allons dans un premier temps supposer que le modèle des intera
tions est 
onnu, 
'est-à-dire quepour un problème donné, l'agent 
onnaît à l'avan
e, en fon
tion des a
tions possibles, les probabilitésqui régissent les transitions entre états et les ré
ompenses obtenues. Autrement dit, l'agent possède unmodèle qui lui fournit une 
onnaissan
e 
omplète de la dynamique des transitions et des ré
ompenses et,au lieu de se baser sur l'expérien
e passée, il e�e
tue des 
al
uls à partir de 
e modèle a�n de déterminerles a
tions à e�e
tuer selon les états. Dans le réel problème de l'apprentissage par renfor
ement, quenous traiterons à partir du 
hapitre 3, l'agent ne 
onnaît pas le modèle et doit se 
ontenter d'exploiterl'expérien
e qu'il a a
quise. Lorsque le modèle est 
onnu, on parle de 
ontr�le optimal sto
hastiqueplut�t que d'apprentissage par renfor
ement. Dans 
e 
hapitre, nous introduisons le formalisme du 
ontr�leoptimal sto
hastique et les prin
ipales notations qui seront utilisées dans 
e mémoire. Nous présentonségalement quelques algorithmes de 
ontr�le optimal sto
hastique qui sont le fondement de l'apprentissagepar renfor
ement.

Figure 1.1 � L'interfa
e agent-environnement selon Sutton et Barto (1998). A 
haque pas de temps,l'agent e�e
tue une a
tion a sur l'environnement, reçoit en retour une ré
ompense r et arrive dans unnouvel état s.



20 Chapitre 1. Fondements de l'apprentissage par renfor
ement1.1 Formalisme des PDMLe 
adre des Pro
essus Dé
isionnels de Markov (PDM) permet de formaliser l'apprentissage parrenfor
ement en dé�nissant la manière dont l'agent interagit ave
 son environnement. Un PDM est lamodélisation d'un problème donné dans le 
ontexte du 
ontr�le optimal sto
hastique. Un PDM est dé�ni
omme un tuple < S,A, P,R, γ > où :� S est l'espa
e des états ;� A est l'espa
e des a
tions ;� P est la fon
tion de transition : P (s, a, s′) est la probabilité d'arriver dans l'état s′ sa
hant que l'onest dans l'état s et que l'on e�e
tue l'a
tion a ;� R est la fon
tion de ré
ompense : R(s, a, s′) ∈ R est la ré
ompense reçue en e�e
tuant l'a
tion
a ∈ A depuis l'état s ∈ S et en arrivant dans l'état s′ ; on utilisera la notation simpli�ée R(s, a)pour désigner la ré
ompense moyenne d'un 
ouple état-a
tion : R(s, a) =

∑

s′∈S

P (s, a, s′)R(s, a, s′) ;� γ ∈ [0, 1] est un fa
teur d'a
tualisation qui détermine l'in�uen
e des ré
ompenses futures.La fon
tion de transition P et la fon
tion de ré
ompense R 
onstituent le modèle du PDM. Commeexpliqué pré
édemment, nous supposons dans 
e 
hapitre et dans le 
hapitre 2 que la fon
tion de transition
P et la fon
tion de ré
ompense R sont 
onnues. Pour un PDM donné, l'obje
tif est de déterminer pour
haque état la meilleure a
tion possible. Pour 
ela, le 
ontr�le optimal sto
hastique fait appel à la notionde politique.1.1.1 Politique et fon
tion de valeurUne politique représente le 
hoix d'une a
tion à e�e
tuer dans un état donné. Elle est dé�nie demanière générale 
omme une fon
tion π : S × A → [0, 1], où π(s, a) désigne la probabilité d'e�e
tuerl'a
tion a depuis l'état s. Cependant, on s'intéressera uniquement à des politiques déterministes, 
'est-à-dire des politiques ave
 lesquelles une seule a
tion peut être 
hoisie dans 
haque état. On 
onsidèrera lanotation π : S → A, où π(s) est l'a
tion à e�e
tuer dans l'état s.On 
her
he ainsi à déterminer la meilleure politique possible. Pour dé�nir 
e qui est une bonnepolitique, nous avons besoin d'un 
ritère qui quanti�e la qualité d'une politique. Bien que di�érents
ritères existent, le 
ritère le plus 
ourant, et que nous allons utiliser tout au long de 
e mémoire, est lafon
tion de valeur. La valeur d'une politique π est la fon
tion V π : S → R qui asso
ie à 
haque étatl'espéran
e du 
umul des ré
ompenses que la politique π obtient à partir de 
et état :

V π(s) = E

[
∞∑

t=0

γtR(st, at, st+1)

∣∣∣∣∣ s0 = s, at = π(st)

] (1.1)Le fa
teur d'a
tualisation γ ∈ [0, 1] permet de diminuer l'importan
e des ré
ompenses lointaines. Si ladynamique du système est telle que la probabilité d'atteindre un état terminal 1 en un temps �ni est égaleà 1, alors γ peut être égal à 1. Sinon, γ doit être inférieur à 1 pour éviter que la somme diverge versl'in�ni.1.1.2 Equations de BellmanUne 
ara
téristique primordiale des PDM est que la dynamique des états véri�e la propriété deMarkov, 
'est-à-dire que, dans un état s, les probabilités de transition vers l'état suivant s′ dépendentuniquement de s et pas de l'historique des états visités plus t�t ni des a
tions e�e
tuées. La propriétéde Markov est essentielle dans l'apprentissage par renfor
ement 
ar elle permet d'é
rire l'équation deBellman que nous présentons maintenant et qui est le fondement des algorithmes liés aux PDM.L'équation de Bellman (Bellman, 1957) est une équation ré
ursive qui établit une propriété fon-damentale de la fon
tion de valeur. Elle s'obtient en développant la dé�nition de la fon
tion de valeur1. Un état s est dit terminal si une fois 
et état atteint, l'agent y reste indé�niment et n'obtient plus au
une ré
ompensequelle que soit sa politique. s est terminal si pour toute a
tion a, P (s, a, s) = 1 et R(s, a, s) = 0.



1.1. Formalisme des PDM 21(équation (1.1)) d'une politique π pour tout état s :
V π(s) = E

[
∞∑

t=0

γtR(st, at, st+1)

∣∣∣∣∣ s0 = s, at = π(st)

]

= E

[
R(s0, a0, s1) + γ

∞∑

t=0

γtR(st+1, at+1, st+2)

∣∣∣∣∣ s0 = s, at = π(st)

]

=
∑

s′∈S

P (s, π(s), s′)

(
R(s, π(s), s′) + γE

[
∞∑

t=0

γtR(st+1, at+1, st+2)
∣∣ s0 = s, s1 = s′, at = π(st)

])(d'après la loi de Bayes)
=

∑

s′∈S

P (s, π(s), s′)

(
R(s, π(s), s′) + γE

[
∞∑

t=0

γtR(st+1, at+1, st+2)
∣∣ s1 = s′, at+1 = π(st+1)

])(
ar d'après la propriété de Markov, les probabilités de transition à partir de l'état s1ne dépendent pas de s0)
=

∑

s′∈S

P (s, π(s), s′)

(
R(s, π(s), s′) + γE

[
∞∑

t=0

γtR(st, at, st+1)
∣∣ s0 = s′, at = π(st)

])

= R(s, π(s)) + γ
∑

s′∈S

P (s, π(s), s′)V π(s′).Cette équation ré
ursive énon
e que la valeur d'un état dépend de la ré
ompense immédiate et de lavaleur des états suivants. Elle est le fondement de nombreux algorithmes permettant de 
al
uler unefon
tion de valeur ou une politique. On peut la réé
rire de manière ve
torielle, en 
onsidérant V π 
ommeun ve
teur de taille |S| :
V π = Rπ + γPπV

π (1.2)où Rπ est le ve
teur des ré
ompenses moyennes de 
haque état en suivant la politique π :
Rπ =




R(s1, π(s1))...
R(s|S|, π(s|S|))


et Pπ est la matri
e de transition de la 
haîne de Markov induite par la politique π :

Pπ =




P (s1, π(s1), s1) . . . P (s1, π(s1), s|S|)... ...
P (s|S|, π(s|S|), s1) . . . P (s|S|, π(s|S|), s|S|)


 .On introduit également l'opérateur de Bellman Tπ, dé�ni pour tout ve
teur V par

TπV = Rπ + γPπV.L'équation de Bellman (1.2) s'é
rit don
 de manière 
ondensée V π = TπV
π. Cet opérateur Tπ est 
ontra
-tant de fa
teur γ pour la norme in�nie 2 (Puterman, 1994), 
'est-à-dire que pour tous ve
teurs V et V ′,on a ‖TV −TV ′‖∞ ≤ γ‖V −V ′‖∞. L'opérateur Tπ admet 
omme unique point �xe la fon
tion de valeur

V π. Ainsi, V π est la seule fon
tion de valeur qui véri�e l'équation de Bellman. On peut aussi voir que Tπest un opérateur monotone, 
'est-à-dire que V ≤ V ′ ⇒ TπV ≤ TπV
′. En e�et,

V ≤ V ′ ⇒ γPπV ≤ γPπV
′ 
ar Pπ ne possède que des éléments positifs ou nuls

⇒ Rπ + γPπV ≤ Rπ + γPπV
′

⇒ TπV ≤ TπV
′2. La norme in�nie, notée ‖ · ‖∞, est l'élément maximal d'un ve
teur en valeur absolue, autrement dit : ‖V ‖∞ =

max |V | = maxs |V (s)|.
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ementPolitique et fon
tion de valeur optimaleOn note V ∗ la fon
tion de valeur optimale, qui asso
ie à 
haque état la meilleure espéran
e possibledes ré
ompenses :
∀s ∈ S V ∗(s) = max

π
V π(s).Il peut exister plusieurs politiques optimales, qui partagent alors 
ette fon
tion de valeur. La fon
tion devaleur optimale véri�e elle aussi une équation ré
ursive, l'équation d'optimalité de Bellman (Bellman,1957) :

∀s ∈ S V ∗(s) = max
a

(
R(s, a) + γ

∑

s′∈S

P (s, a, s′)V ∗(s′)

)
. (1.3)Là aussi, on peut introduire un opérateur, noté T et dé�ni pour tout ve
teur V par

∀s ∈ S [TV ] (s) = max
a

(
R(s, a) + γ

∑

s′∈S

P (s, a, s′)V (s′)

)
.L'équation (1.3) peut se réé
rire de manière 
ondensée : V ∗ = TV ∗. L'opérateur T est 
ontra
tant defa
teur γ pour la norme in�nie (Puterman, 1994) et son unique point �xe est la fon
tion de valeur optimale

V ∗. Comme Tπ, T est un opérateur monotone : si V ≤ V ′, alors TV ≤ TV ′.Les opérateurs T π et T permettent notamment d'exprimer le fait qu'une politique soit gloutonne parrapport à une fon
tion de valeur. Pour toute fon
tion de valeur V , on appelle politique gloutonne parrapport à V une politique π dé�nie par
∀s ∈ S π(s) ∈ argmax

a∈A

(
R(s, a) + γ

∑

s′∈S

P (s, a, s′)V (s′)

)
. (1.4)Nous utiliserons la notation glouton(V ) pour désigner une politique gloutonne par rapport à V . Si π estune politique gloutonne par rapport à V , on a alors TV = TπV . Si l'on 
onnaît la fon
tion de valeuroptimale, alors on en déduit une politique optimale π∗ en séle
tionnant une politique gloutonne parrapport à V ∗.1.1.3 Fon
tions de valeur QNous avons introduit les équations de Bellman et les notations dans le 
as de fon
tions de valeurdé�nies sur l'espa
e d'états. Cependant, il est également possible d'utiliser des fon
tions de valeur dé�niessur les 
ouples états-a
tions. Cela peut être intéressant en parti
ulier pour pouvoir 
al
uler une politiquegloutonne même lorsque le modèle du PDM n'est pas 
onnu. Pour une politique π, une telle fon
tion devaleur est notée Qπ : S × A → R, où Qπ(s, a) désigne l'espéran
e du 
umul des ré
ompenses que l'onpeut obtenir à partir de l'état s, en e�e
tuant l'a
tion a et en suivant la politique π ensuite :

∀(s, a) ∈ S ×A Qπ(s, a) = E

[
∞∑

t=0

γtR(st, at, st+1)

∣∣∣∣∣ s0 = s, a0 = a, at = π(st) pour t ≥ 1

]
.Une parti
ularité des fon
tions de valeur Q est que, 
ontrairement au 
as des fon
tions de valeur V (voirl'équation (1.4)), 
al
uler une politique gloutonne π par rapport à une fon
tion de valeur Q est immédiat :

∀s ∈ S π(s) ∈ argmax
a∈A

Q(s, a).La 
onnaissan
e du modèle du PDM (la fon
tion de transition P et la fon
tion de ré
ompense R) n'estpas né
essaire pour 
al
uler la politique gloutonne. Nous utiliserons également la notation glouton(Q)pour désigner une politique gloutonne par rapport à Q.
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as de fon
tions de valeurQ, les équations de Bellman s'é
rivent de façon légèrement di�érente.Pour une politique π, la fon
tion de valeur Qπ véri�e
∀(s, a) ∈ S ×A Qπ(s, a) = R(s, a) + γ

∑

s′∈S

P (s, a, s′)Qπ(s′, π(s′)),
e qui donne en notation 
ondensée
Qπ = R+ γPπQ

πoù Qπ est la fon
tion de valeur sous forme ve
torielle :
Qπ =




Qπ(s1, a1)
Qπ(s1, a2)...

Qπ(s|S|, a|A|)


 ,

R est le ve
teur des ré
ompenses de 
haque 
ouple état-a
tion :
R =




R(s1, a1)
R(s1, a2)...

R(s|S|, a|A|)


et Pπ est la matri
e de transition de la 
haîne de Markov induite par le 
hoix d'une a
tion donnée suiviede la politique π ensuite : Pπ((s, a), (s

′, a′)) = P (s, a, s′)π(s′, a′). On note que R et Pπ sont di�érentspar rapport au 
as des fon
tions de valeur V . Nous 
onservons la même notation Pπ pour la matri
e detransition. Le ve
teur des ré
ompenses immédiates quant à lui ne dépend plus de la politique : nous lenoterons don
 R au lieu de Rπ.L'opérateur de Bellman Tπ est dé�ni pour tout ve
teur Q par
TπQ = R + γPπQ.L'équation d'optimalité de Bellman se réé
rit quant à elle de la manière suivante :

Q∗(s, a) = R(s, a) + γ
∑

s′∈S

P (s, a, s′)max
a′

Q∗(s′, a′)et l'opérateur d'optimalité T est donné pour tout ve
teur Q par
[TQ] (s, a) = R(s, a) + γ

∑

s′∈S

P (s, a, s′)max
a′

Q(s′, a′).Bertsekas et Tsitsiklis (1996, pages 245-246) ont montré qu'il existe une équivalen
e entre les fon
tionsde valeur V et les fon
tions de valeur Q. Plus pré
isément, pour un PDM donné (S,A, T, R, γ), toutefon
tion de valeur Q peut être vue 
omme étant seulement dé�nie sur l'espa
e d'états si l'on 
onsidèreun PDM auxiliaire. Dans 
e PDM auxiliaire noté < S ′,A′, T ′, R′, γ′ >, l'espa
e d'états S′ est dé�ni par
S ′ = S ∪ (S × A). Dans un état s, l'a
tion a mène de façon déterministe dans l'état (s, a). Puis unetransition est e�e
tuée selon T vers un état s′ et 
ela donne lieu à une ré
ompense selon R. Les étatsvisités et les ré
ompenses obtenues par une politique π dans 
e PDM auxiliaire sont les mêmes que dansle PDM initial, en 
hoisissant γ′ de façon adaptée (
'est-à-dire γ′ =

√
γ).Sauf indi
ation 
ontraire, les algorithmes présentés dans 
e mémoire 
on
ernent les fon
tions de valeur

V mais peuvent également s'appliquer aux fon
tions de valeur Q. Nous utiliserons les fon
tions de valeur
Q uniquement dans le 
as d'algorithmes né
essitant spé
i�quement leur usage, par exemple lorsque l'onsouhaitera 
al
uler une politique gloutonne sans disposer du modèle du PDM.
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ement1.2 Algorithmes fondamentauxNous présentons maintenant quelques algorithmes fondamentaux du 
ontr�le optimal sto
hastique.Ces algorithmes permettent de 
al
uler la fon
tion de valeur optimale et don
 une politique optimale.1.2.1 Value IterationValue Iteration (Puterman, 1994), issu de la programmation dynamique, est l'un des algorithmesstandards des PDM. Il est dé
rit dans sa forme la plus usuelle dans l'algorithme 1.Algorithme 1 Value Iteration (forme usuelle)
k ← 0, V0 ← initialisation arbitrairerépéter
Vk+1 ← TVk

k ← k + 1jusqu'à ‖Vk − Vk−1‖∞ < ǫÀ 
haque itération, on applique l'opérateur d'optimalité de Bellman T présenté plus haut. Comme 
etopérateur est 
ontra
tant et que son unique point �xe est la fon
tion de valeur optimale V ∗, l'algorithme
onverge asymptotiquement vers la valeur optimale. Cependant, en pratique, il n'est pas garanti quela valeur optimale soit atteinte en un nombre d'itérations �ni. On stoppe don
 l'algorithme lorsque ladistan
e entre deux valeurs su

essives devient inférieure à un 
ertain seuil ǫ. On a alors une garantie surla distan
e restante par rapport à la fon
tion de valeur optimale V ∗ (Bertsekas et Tsitsiklis, 1996) :
‖V ∗ − Vk‖∞ ≤

γ

1− γ
ǫ.La performan
e de la politique gloutonne πk+1 par rapport à la valeur 
ourante Vk véri�e quant à elle

‖V ∗ − V πk‖∞ ≤
2γ

1− γ
ǫ.Il est possible d'é
rire une forme alternative de l'algorithme Value Iteration. Cette forme alternative,donnée dans l'algorithme 2, est équivalente à la forme usuelle de l'algorithme 1 et nous permettra de mieuxmettre en éviden
e le lien ave
 les algorithmes étudiés plus loin. L'idée est d'exprimer expli
itement lapolitique gloutonne par rapport à Vk en remarquant que, dans l'algorithme 1, 
ette politique gloutonneest impli
itement 
al
ulée lorsque l'on applique l'opérateur T .Algorithme 2 Value Iteration (forme alternative équivalente)

k ← 0, V0 ← initialisation arbitrairerépéter
πk+1 ← glouton(Vk)
Vk+1 ← Tπk+1

Vk

k ← k + 1jusqu'à ‖Vk − Vk−1‖∞ < ǫComme πk+1 est la politique gloutonne par rapport à Vk, on a Tπk+1
Vk = TVk. Ainsi, la valeur

Vk+1 = Tπk+1
Vk 
al
ulée à 
haque itération est bien la même que dans l'algorithme 1. Dans la suite de 
emémoire, nous 
onsidérerons toujours la forme de l'algorithme 2, plus pro
he de la démar
he des autresalgorithmes présentés.1.2.2 Poli
y IterationAve
 l'algorithme Poli
y Iteration (Puterman, 1994), la politique πk+1 est 
hoisie 
omme la politiquegloutonne sur les valeurs de Vk, puis Vk+1 est 
al
ulée 
omme la valeur de la politique πk+1 (algorithme 3).
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y Iteration (forme générale)
k ← 0, V0 ← initialisation arbitrairerépéter
πk+1 ← glouton(Vk)
Vk+1 ← V πk+1

k ← k + 1jusqu'à πk = πk−1Pour 
al
uler V πk+1 , on peut résoudre dire
tement l'équation de Bellman (équation 1.2), qui est unsystème linéaire :
V πk+1 = Rπk+1

+ γPπk+1
V πk+1

(I − γPπk+1
)V πk+1 = Rπk+1

V πk+1 = (I − γPπk+1
)−1Rπk+1Cependant, inverser la matri
e I − γPπk+1

, qui est de taille S × S, n'est possible en pratique que si lenombre d'états n'est pas trop élevé.Une autre possibilité, donnée dans l'algorithme 4, est d'appliquer su

essivement l'opérateur Tπk+1jusqu'à atteindre son point �xe qui est la valeur de la politique πk+1.Algorithme 4 Poli
y Iteration (ave
 évaluation par itérations su

essives)
k ← 0, V0 ← initialisation arbitrairerépéter
πk+1 ← glouton(Vk)
Vk+1 ← T∞

πk+1
Vk

k ← k + 1jusqu'à πk = πk−1La phase d'évaluation reste plus 
oûteuse en général que 
elle de Value Iteration puisqu'il faut 
al
ulerla valeur de la politique 
ourante à 
haque itération. En 
ontrepartie, Poli
y Iteration né
essite en généralmoins d'itérations pour 
onverger (Bertsekas et Tsitsiklis, 1996). Poli
y Iteration o�re par ailleurs unegarantie de 
onvergen
e vers une politique optimale en un nombre �ni d'itérations.1.2.3 Modi�ed Poli
y IterationUne te
hnique intermédiaire entre Value Iteration et Poli
y Iteration 
onsiste à appliquer à 
haqueitération l'opérateur de Bellman un nombre déterminé de fois m (algorithme 5). Ainsi, on ne 
al
ulepas entièrement la valeur de la politique 
ourante (
ontrairement à Poli
y Iteration), mais on peut s'enappro
her plus rapidement qu'ave
 Value Iteration. Cette méthode est intitulée Modi�ed Poli
y Itera-tion (Puterman, 1994).Algorithme 5 Modi�ed Poli
y Iteration
m ∈ N

k ← 0, V0 ← initialisation arbitrairerépéter
πk+1 ← glouton(Vk)
Vk+1 ← Tm

πk+1
Vk

k ← k + 1jusqu'à ‖Vk − Vk−1‖∞ < ǫLorsque m = 1, on retrouve Value Iteration, et lorsque m → ∞, on retrouve Poli
y Iteration. Ilest établi que Modi�ed Poli
y Iteration 
onverge asymptotiquement vers la valeur optimale (Puterman,1994).
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ement1.2.4 λ-Poli
y Iteration
λ-Poli
y Iteration (λPI), introduit par Bertsekas et Io�e (1996), propose une autre manière de géné-raliser Value Iteration et Poli
y Iteration. Comme dans les algorithmes pré
édents, la nouvelle politique

πk+1 est 
hoisie 
omme la politique gloutonne par rapport à Vk, puis on 
al
ule une nouvelle fon
tion devaleur Vk+1. Un paramètre λ ∈ [0, 1] spé
i�e si la mise à jour de la fon
tion de valeur est plus pro
hede Poli
y Iteration (λ = 1) ou de Value Iteration (λ = 0). λ 
orrespond à la taille du pas e�e
tué endire
tion de V πk+1 . Les auteurs de l'algorithme ont introduit un opérateur noté Mk et dé�ni à l'itération
k pour tout ve
teur V par

MkV = (1 − λ)Tπk+1
Vk + λTπk+1

V. (1.5)Ils ont établi que l'opérateur Mk est 
ontra
tant de fa
teur γλ pour la norme in�nie. L'algorithme
λPI 
al
ule son point �xe en e�e
tuant des appli
ations su

essives de Mk (voir algorithme 6).Algorithme 6 λ-Poli
y Iteration
λ ∈ [0, 1]
k ← 0, V0 ← initialisation arbitrairerépéter
πk+1 ← glouton(Vk)
Vk+1 ←M∞

k Vk

k ← k + 1jusqu'à ‖Vk − Vk−1‖∞ < ǫIntuitivement, 
et opérateur Mk peut être vu 
omme une version amortie de l'opérateur de Bellman
Tπk+1

: lorsqueMk est appliqué plusieurs fois de suite à un ve
teur V , 
ela revient à 
onstruire une fon
tionde valeur en partie dans la dire
tion de Tπk+1
Vk (ave
 un poids 1 − λ), et en partie dans la dire
tion de

V πk+1 (ave
 un poids λ). Lorsque λ = 1, on a Mk = Tπk+1
et l'algorithme se ramène exa
tement à Poli
yIteration. Plus λ est grand, et plus le ve
teur Vk+1 
al
ulé s'appro
he de V πk+1 . A l'inverse, lorsque λ = 0,on a Vk+1 = Tπk+1

Vk, 
e qui 
orrespond à Value Iteration. Plus λ est petit, plus on se 
ontente d'uneévaluation in
omplète de la fon
tion de valeur avant de 
hanger de politique.Convergen
e de λPI
λPI 
onverge vers la fon
tion de valeur optimale pour tout λ ∈ [0, 1] (Bertsekas et Io�e, 1996). Lavitesse de 
onvergen
e asymptotique a été 
ara
térisée analytiquement par ses auteurs. Nous rappelonsi
i 
e résultat :Proposition 1 (Convergen
e de λPI (Bertsekas et Io�e, 1996))Soit (Vk, πk) la séquen
e de fon
tions de valeurs et de politiques générées par λPI. On a alors :

lim
k→+∞

Vk = V ∗.De plus, pour tout k plus grand qu'un 
ertain index k̄,
‖V ∗ − Vk+1‖∞ ≤

γ(1− λ)

1− λγ
‖V ∗ − Vk‖∞.

k̄ est l'itération à partir de laquelle une politique optimale est obtenue. On voit i
i que le fa
teur β = γ(1−λ)
1−λγest 
ompris entre 0 (lorsque λ = 1) et γ (lorsque λ = 0). Lorsque la politique est optimale, la 
onvergen
easymptotique de la fon
tion de valeur est don
 plus rapide pour les valeurs de λ pro
hes de 1. Les petitesvaleurs de λ introduisent ainsi un biais, dû au fait que l'on ne 
al
ule plus la fon
tion de valeur de lapolitique 
ourante, mais que l'on se 
ontente de s'en appro
her.
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omplète Tλ

λPI étant un algorithme moins 
onnu de la littérature, nous détaillons quelques unes de ses propriétés.Notons Tλ l'opérateur dé�ni pour la politique en 
ours d'évaluation (πk+1) et pour tout ve
teur V par
TλV = (1− λ)

(
∞∑

i=1

λi−1T i
πk+1

V

)
. (1.6)L'opérateur Tλ 
al
ule ainsi une moyenne géométrique de termes identiques à 
eux de Modi�ed Poli
yIteration. Bertsekas et Io�e (1996) ont montré qu'à l'itération k de λPI, on a

Vk+1 = TλVk.Autrement dit, 
et opérateur Tλ 
al
ule la phase d'évaluation (in
omplète si λ < 1) de λPI. On a enoutre, pour tout m ∈ N
∗,

Mm
k V = (1− λ)

(
m∑

i=1

λi−1T i
πk+1

Vk

)
+ λmTm

πk+1
V. (1.7)L'équation (1.7) peut être véri�ée par indu
tion. Pour m = 1, il s'agit de la dé�nition de l'opérateur Mk(équation (1.5)). Pour m > 1, en développant l'expression Mm+1

k V = Mk(M
m
k V ), on obtient fa
ilementl'équation (1.7) ave
 m rempla
é par m + 1. La relation Vk+1 = TλVk est quant à elle obtenue à partirde l'égalité Vk+1 = M∞

k Vk et en prenant m→∞ dans l'équation (1.7).Les auteurs de λPI (Bertsekas et Io�e, 1996) ont en
ore montré une autre é
riture possible du 
al
ulde Tλ. On a en e�et
TλVk = Vk +∆k, (1.8)où ∆k est un ve
teur de taille S dé�ni par

∀s ∈ S ∆k(s) = E

[
∞∑

t=0

(λγ)t(rt+1 + γVk(st+1)− Vk(st))

∣∣∣∣∣ s0 = s, at = πk+1(st)

]
.On peut le véri�er en développant l'équation de point �xe de Mk :

Vk+1 = MkVk+1

= (1 − λ)Tπk+1
Vk + λTπk+1

Vk+1

= Rπ + (1− λ)γPπk+1
Vk + λγPπk+1

Vk+1

= (I − λγPπk+1
)−1[Rπ + (1− λ)γPπk+1

Vk]

= (I − λγPπk+1
)−1[Rπ + γPπk+1

Vk − Vk + Vk − λγPπk+1
Vk]

= (I − λγPπk+1
)−1[Rπ + γPπk+1

Vk − Vk + (I − λγPπk+1
)Vk]

= Vk + (I − λγPπk+1
)−1[Rπ + γPπk+1

Vk − Vk]

= Vk +

∞∑

t=0

(λγPπk+1
)t[Rπ + γPπk+1

Vk − Vk]

∀s ∈ S Vk+1(s) = Vk(s) + E

[
∞∑

t=0

(λγ)t(rt+1 + γVk(st+1)− Vk(st))

∣∣∣∣∣ s0 = s, at = πk+1(st)

]
.Cette expression sous forme d'espéran
e sera exploitée dans le 
hapitre 3 où nous présentons des méthodespour estimer TλVk dans le 
as approximatif.En résumé, le ve
teur Vk+1 = TλVk 
al
ulé à 
haque itération de λPI peut s'é
rire de trois manièresdi�érentes :

TλVk = (1 − λ)

(
∞∑

i=1

λi−1T i
πk+1

Vk

)

= M∞
k Vk

= Vk +∆k.
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Figure 1.2 �Vue intuitive de la notion d'optimisme dans la partition de l'espa
e des fon
tionsde valeur selon leur politique gloutonne : D'après Bertsekas et Tsitsiklis (1996), on peut dé
omposerl'espa
e des fon
tions de valeur en un ensemble de polyèdres, où 
haque polyèdre 
orrespond à une régionoù une politique est gloutonne. On suppose i
i que l'espa
e d'états S ne 
ontient que deux états s1 et
s2 : l'espa
e des fon
tions de valeur est ainsi un plan. Poli
y Iteration 
al
ule un pas d'une seule étapedire
tement vers V πk+1 tandis que Value Iteration réalise plusieurs petits pas en dire
tion de V πk+1 .Modi�ed Poli
y Iteration (MPI) et λPI sont intermédiaires : ils réalisent une étape en dire
tion de V πk+1 ,dont la longueur est paramétrable par m et λ respe
tivement. Plus la longueur des pas est petite, plusl'algorithme est dit optimiste.1.2.5 La notion d'optimismeLorsqu'un algorithme 
hange de politique alors que la fon
tion de valeur de la politique n'est pas en
oreatteinte, nous le quali�ons dans 
e mémoire d'algorithme optimiste, dans la mesure où il n'attend pasque l'évaluation soit 
omplète avant de 
onstruire la nouvelle politique. Ave
 Poli
y Iteration, 
haqueitération fait un grand pas qui aboutit dire
tement à V πk+1 , valeur de la politique gloutonne, et il n'y apas d'optimisme étant donné que la valeur est 
al
ulée entièrement. Ave
 Value Iteration, 
haque itérationfait un petit pas en dire
tion de V πk+1 : l'optimisme est i
i maximal (l'évaluation est très in
omplète).Modi�ed Poli
y Iteration et λPI sont intermédiaires : l'optimisme est réglé par m et λ respe
tivement.Tous 
es algorithmes peuvent ainsi être vus 
omme des variations plus ou moins optimistes de Poli
yIteration.La taille des pas e�e
tués par 
es algorithmes, ainsi que la traje
toire des fon
tions de valeur su

es-sives, est illustrée sur la �gure 1.2, qui représente une partition de l'espa
e des fon
tions de valeur selonleur politique gloutonne à la manière de Bertsekas et Tsitsiklis (1996, page 227). L'espa
e des fon
tions devaleur est dé
oupé en plusieurs régions, où 
haque région est un polyèdre qui 
orrespond à un ensemblede fon
tions de valeur ayant la même politique gloutonne.RemarqueOn peut véri�er analytiquement que 
es régions sont bien des polyèdres. En e�et, pour une politique
π, la région 
orrespondante notée Gπ est dé�nie par

Gπ = {V | π est gloutonne par rapport à V }
= {V | TπV = TV }



1.2. Algorithmes fondamentaux 29En développant les dé�nitions de Tπ et T , la 
ondition TπV = TV devient
∀s ∈ S R(s, π(s)) + γ

∑

s′∈S

P (s, π(s), s′)V (s′) = max
a∈S

(
R(s, a) + γ

∑

s′∈S

P (s, a, s′)V (s′)
)

∀s ∈ S, ∀a ∈ A R(s, π(s)) + γ
∑

s′∈S

P (s, π(s), s′)V (s′) ≥ R(s, a) + γ
∑

s′∈S

P (s, a, s′)V (s′). (1.9)Ainsi, Gπ est l'ensemble des fon
tions de valeur V 
ara
térisées par le système linéaire d'inégalités (1.9).On en déduit que Gπ est un polyèdre dans l'espa
e des fon
tions de valeur.Con
lusionNous avons présenté dans 
e 
hapitre les algorithmes 
lassiques du 
ontr�le optimal sto
hastiqueValue Iteration, Poli
y Iteration et Modi�ed Poli
y Iteration, ainsi que λPI (Bertsekas et Io�e, 1996).Nous avons souligné le fait que tous 
es algorithmes sont des formes d'itération sur les politiques quidi�èrent par la taille du pas e�e
tué en dire
tion de la valeur de la politique 
ourante à 
haque itération.Dans le 
hapitre 2, nous proposons une vision uni�ée des méthodes d'itération sur les politiques ave
optimisme réglable.
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Chapitre 2Une vision uni�éeNous avons présenté plusieurs algorithmes du 
ontr�le optimal sto
hastique : Value Iteration, Poli
yIteration, Modi�ed Poli
y Iteration et λ-Poli
y Iteration. Tous 
es algorithmes 
al
ulent à 
haque itérationune politique gloutonne par rapport à la fon
tion de valeur 
ourante, puis di�èrent par leur manière de
al
uler la fon
tion de valeur suivante. En observant la forme de la nouvelle fon
tion de valeur Vk+1(algorithmes 2, 4, 5 et 6), on 
onstate qu'à 
haque fois, 
elle-
i est une 
ertaine 
ombinaison linéaire determes de la forme T i
πk+1

Vk. En e�et,� dans Value Iteration, Vk+1 ← Tπk+1
Vk ;� dans Poli
y Iteration, Vk+1 ← T∞

πk+1
Vk ;� dans Modi�ed Poli
y Iteration, Vk+1 ← Tm

πk+1
Vk ;� dans λ-Poli
y Iteration, Vk+1 ← (1− λ)

∞∑

i=1

λi−1T i
πk+1

Vk.La seule di�éren
e entre 
es algorithmes est la forme des 
oe�
ients de 
ette 
ombinaison linéaire.Nous allons don
 proposer une vision uni�ée qui permet d'exprimer de façon générale toutes 
es formesd'itération sur les politiques.2.1 Uni�ed Poli
y IterationEn 
onsidérant une suite de 
oe�
ients positi�s λ1, . . . , λn, . . . dont la somme est égale à 1, 
ettenouvelle méthode s'exprime 
omme dé
rit dans l'algorithme 7.Algorithme 7 Uni�ed Poli
y Iteration
λi ∈ R

+,

∞∑

i=1

λi = 1.
k ← 0, V0 ← initialisation arbitrairerépéter
πk+1 ← glouton(Vk)

Vk+1 ←
∞∑

i=1

λiT
i
πk+1

Vk

k ← k + 1jusqu'à ‖Vk − Vk−1‖∞ < ǫLe 
hoix des 
oe�
ients λi permet de régler l'optimisme de l'algorithme. Le tableau 2.1 donne lavaleur de 
es 
oe�
ients pour 
ha
un des algorithmes évoqués pré
édemment et uni�és sous 
ette forme.



32 Chapitre 2. Une vision uni�éeAlgorithme Mise à jour de la fon
tion de valeur Coe�
ientsValue Iteration Vk+1 ← Tπk+1
Vk λ1 = 1, λi = 0 pour i 6= 1Poli
y Iteration Vk+1 ← T∞

πk+1
Vk λ∞ = 1, λi = 0 pour i 6=∞Modi�ed Poli
y Iteration Vk+1 ← Tm

πk+1
Vk λm = 1, λi = 0 pour i 6= m

λ-Poli
y Iteration Vk+1 ← (1− λ)

∞∑

i=1

λi−1T i
πk+1

Vk λi = (1− λ)λi−1Table 2.1 � Choix des 
oe�
ients λi dans les algorithmes 
lassiques du 
ontr�le optimal sto
hastique.2.2 Résultat de 
onvergen
eNous venons de proposer une version uni�ée des algorithmes de type itération sur les politiques ave
optimisme réglable. La question naturelle est de 
onnaître les propriétés de 
onvergen
e de 
et algorithmegénéral. Nous montrons dans 
ette se
tion que Uni�ed Poli
y Iteration 
onverge vers la fon
tion de valeuroptimale pour toute suite de 
oe�
ients positifs λi dont la somme est égale à 1, et nous établissons desbornes sur la vitesse de 
onvergen
e. La proposition 2, qui énon
e 
e résultat, étend la proposition 1 (le
as de λPI) au 
as général de Uni�ed Poli
y Iteration et y ajoute une borne sur la vitesse de 
onvergen
enon asymptotique.Proposition 2 (Convergen
e de Uni�ed Poli
y Iteration)Soit (λi)i≥1 une suite de 
oe�
ients réels positifs tels que ∞∑

i=1

λi = 1. Soit (Vk, πk) la séquen
e de fon
tionsde valeurs et de politiques générées par Uni�ed Poli
y Iteration. On a alors :
lim

k→+∞
Vk = V ∗.De plus, pour tout k plus grand qu'un 
ertain index k̄,

‖Vk+1 − V ∗‖∞ ≤ β‖Vk − V ∗‖∞, ave
 β =
∞∑

i=1

λiγ
i ∈ [0, γ].En�n, si V0 est tel que TV0 ≥ V0, alors on a pour tout k,

‖Vk+1 − V ∗‖∞ ≤ γ‖Vk − V ∗‖∞.PreuveNous nous inspirons i
i de la preuve de 
onvergen
e de λPI, dans Bertsekas et Tsitsiklis (1996, page46) (
e résultat est rappelé dans la proposition 1). Supposons d'abord que TV0 ≥ V0. Nous allons montrerpar indu
tion que pour tout k, on a
V ∗ ≥ TVk+1 ≥ Vk+1 ≥ TVk ≥ Vk. (2.1)L'opérateur Tπk+1

est monotone (
'est-à-dire V ≥ V ′ ⇒ Tπk+1
V ≥ Tπk+1

V ′) don
 si TVk ≥ Vk, enutilisant le fait que Tπk+1
Vk = TVk, on a

∀i ≥ 1, Tπk+1
T i
πk+1

Vk ≥ T i
πk+1

Vk ≥ Tπk+1
Vk = TVk

∀i ≥ 1, λiTπk+1
T i
πk+1

Vk ≥ λiT
i
πk+1

Vk ≥ λiTπk+1
Vk.Don
, en prenant la somme pour toutes les valeurs de i,

∞∑

i=1

λiTπk+1
T i
πk+1

Vk ≥
∞∑

i=1

λiT
i
πk+1

Vk ≥
∞∑

i=1

λiTπk+1
Vk

Tπk+1

∞∑

i=1

λiT
i
πk+1

Vk ≥
∞∑

i=1

λiT
i
πk+1

Vk ≥
∞∑

i=1

λiTπk+1
Vk.
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e 33Comme ∞∑

i=1

λi = 1, on obtient
Tπk+1

Vk+1 ≥ Vk+1 ≥ Tπk+1
Vk.Or, TVk+1 ≥ Tπk+1

Vk+1 (d'après la dé�nition de T ) et Tπk+1
Vk = TVk, don
 on a �nalement

TVk+1 ≥ Vk+1 ≥ TVk.Comme l'opérateur T est monotone, on a pour tout n ∈ N
∗, T nVk+1 ≥ TVk+1. En prenant la limitequand n→ +∞, on obtient

V ∗ ≥ TVk+1,
e qui, 
ombiné ave
 l'inégalité pré
édente, montre l'inégalité (2.1) sous l'hypothèse TV0 ≥ V0. En faisanttendre k vers∞, la séquen
e des Vk 
onverge don
 vers une limite que l'on note V∞ et qui véri�e V ∗ ≥ V∞.On déduit alors de l'inégalité (2.1) que
V∞ ≥ TV∞ ≥ V∞.On a don
 V∞ = TV∞, 
e qui signi�e que V∞ véri�e l'équation de Bellman. Ainsi, V∞ = V ∗.Pour montrer la vitesse de 
onvergen
e non asymptotique, nous utilisons l'inégalité (2.1) ainsi que lapropriété de 
ontra
tion de fa
teur γ de l'opérateur T :

‖Vk+1 − V ∗‖∞ = max
s∈S
|V ∗(s)− Vk+1(s)|

= max
s∈S

(V ∗(s)− Vk+1(s)) 
ar V ∗ ≥ Vk+1

≤ max
s∈S

(TV ∗(s)− TVk(s)) 
ar Vk+1 ≥ TVk

= max
s∈S
|TV ∗(s)− TVk(s)| 
ar V ∗ ≥ TVk

= ‖TVk − TV ∗‖∞
≤ γ‖Vk − V ∗‖∞.Nous nous plaçons maintenant dans le 
as où l'on n'a pas TV0 ≥ V0. Pour montrer la 
onvergen
e vers

V ∗, on peut rempla
er V0 par un ve
teur V̂0 = V0−ce, où e = (1, . . . , 1) et c est une 
onstante réelle positivesu�samment grande pour que T V̂0 ≥ V̂0 ; en e�et, on peut voir que lorsque c ≥ 1
1−γ

maxs(V0(s)−TV0(s)),on a ce ≥ 1
1−γ

(V0 − TV0) et don
 TV0 − γce ≥ V0 − ce, 
e qui équivaut à T V̂0 ≥ V̂0. Considérons alorsl'algorithme Uni�ed Poli
y Iteration initialisé ave
 (V̂0, π0) et notons (V̂k, π̂k) la séquen
e des valeurs etpolitiques générées. Nous allons montrer par indu
tion que pour tout k, on a
V̂k − Vk = −βkce ave
 β =

∞∑

i=1

λiγ
i et π̂k = πk.Pour k = 0, on a V̂0 − V0 = V0 − ce− V0 = −ce et π̂0 = π0 par dé�nition. Supposons que la propriété estvéri�ée au rang k. D'abord, π̂k+1 = πk+1 
ar V̂k et Vk sont égales à une 
onstante additive près. Ensuite,on peut é
rire

V̂k+1 − Vk+1 =

∞∑

i=1

λiT
i
π̂k+1

V̂k −
∞∑

i=1

λiT
i
πk+1

Vk

=

∞∑

i=1

λi(T
i
π̂k+1

V̂k − T i
πk+1

Vk)

=

∞∑

i=1

λiγ
i(V̂k − Vk) 
ar π̂k+1 = πk+1

= β(V̂k − Vk)

= −βk+1ce,
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e qui montre la propriété.Or, β est la moyenne (pondérée par des 
oe�
ients λi dont la somme est égale à 1) des termes
γ, γ2, . . . , γn, . . ., don
 β ∈ [0, γ]. Par 
onséquent, on a V̂k − Vk → 0. Comme nous avons montré que
V̂k → V ∗, on a bien également Vk → V ∗.Montrons en�n la vitesse de 
onvergen
e asymptotique. Considérons l'index k̄ tel que pour tout k ≥ k̄,
πk+1 est une politique optimale si bien que Tπk+1

V ∗ = TV ∗ = V ∗. Alors, en utilisant le fait que l'opérateur
Tπk+1

est 
ontra
tant de fa
teur γ, on a pour tout k ≥ k̄,
‖Vk+1 − V ∗‖∞ = ‖(

∞∑

i=1

λiT
i
πk+1

Vk)− V ∗‖∞

= ‖
∞∑

i=1

λi(T
i
πk+1

Vk − V ∗)‖∞

≤
∞∑

i=1

λi‖T i
πk+1

Vk − V ∗‖∞

=

∞∑

i=1

λi‖T i
πk+1

Vk − T i
πk+1

V ∗‖∞

≤
∞∑

i=1

λiγ
i‖Vk − V ∗‖∞

= β‖Vk − V ∗‖∞. �2.3 Illustration : Modi�ed λ-Poli
y IterationLa proposition 2 montre que tout algorithme qui peut s'exprimer sous la forme de Uni�ed Poli
yIteration 
onverge vers la fon
tion de valeur optimale. A�n d'illustrer 
e résultat, nous proposons etétudions i
i un tel algorithme. Ce nouvel algorithme 
ombine les idées de λPI (Bertsekas et Io�e, 1996)et de Modi�ed Poli
y Iteration (Puterman, 1994).Rappelons que λPI (voir l'algorithme 6) s'appro
he de la valeur de la politique 
ourante d'un 
ertainpas dont la taille est réglable par un paramètre λ ∈ [0, 1], et qu'il peut pour 
ela appliquer répétitivementl'opérateur Mk jusqu'à obtenir son point �xe. Pour rappel, l'opérateur Mk est dé�ni à l'itération k de
λPI pour tout ve
teur V 
omme MkV = (1 − λ)Tπk+1

Vk + λTπk+1
V . L'idée est de modi�er λPI en se
ontenant d'appliquer l'opérateur Mk un nombre limité de fois. Cette modi�
ation vise à rendre la phased'évaluation de la politique plus souple, en s'arrêtant sans attendre d'avoir 
onvergé pré
isément versle point �xe de l'opérateur Mk. Nous appelons 
ette méthode Modi�ed λ-Poli
y Iteration, de manièreanalogue à Modi�ed Poli
y Iteration (voir algorithme 5) qui repose sur la même idée : stopper l'évaluationaprès un nombre limité d'étapes.Algorithme 8 Modi�ed λ-Poli
y Iteration

λ ∈ [0, 1],m ∈ N∗
k ← 0, V0 ← initialisation arbitrairerépéter
πk+1 ← glouton(Vk)
Vk+1 ←Mm

k Vk

k ← k + 1jusqu'à ‖Vk − Vk−1‖∞ < ǫModi�ed λ-Poli
y Iteration prend don
 deux paramètres : λ ∈ [0, 1] provenant de λPI, et m ∈ N
∗provenant de Modi�ed Poli
y Iteration. La mise à jour de la fon
tion de valeur 
onsiste à appliquer mfois l'opérateur Mk : Vk+1 ←Mm

k Vk. En observant la forme de Mm
k Vk sur l'équation (1.7) (page 27), onpeut voir que Modi�ed λ-Poli
y Iteration est bien une implémentation de Uni�ed Poli
y Iteration. En
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Figure 2.1 � Selon la valeur des paramètres λ et m, Modi�ed λ-Poli
y Iteration (MλPI) généralise lesalgorithmes λ-Poli
y Iteration (λPI), Modi�ed Poli
y Iteration (MPI), Poli
y Iteration (PI) et ValueIteration (VI).e�et, Modi�ed λ-Poli
y Iteration 
onsiste à prendre λi = (1 − λ)λi−1 pour i < m, λm = λm et λi = 0pour i > m.Notons en�n que Modi�ed λ-Poli
y Iteration généralise à la fois λPI et Modi�ed Poli
y Iteration. Pluspré
isément, 
omme la mise à jour de la fon
tion de valeur est Vk+1 ←Mm
k Vk, on peut voir que :� si m→∞, on obtient l'algorithme λ-PI,� si λ = 1, on obtient l'algorithme Modi�ed Poli
y Iteration 
ar on a alors Mk = Tπk+1

,� si les deux 
onditions pré
édentes sont réunies, on obtient l'algorithme Poli
y Iteration,� si m = 1 ou si λ = 0, on obtient l'algorithme Value Iteration.Ces généralisations sont ré
apitulées sur le s
héma de la �gure 2.1.Expérien
esA�n d'étudier empiriquement l'in�uen
e de λ et m, nous avons mené des expérien
es sur un problèmede type navigation dis
rète. Un agent se dépla
e sur une grille en deux dimensions et se dirige dans lesquatre dire
tions prin
ipales jusqu'à atteindre un obje
tif. Certaines 
ases de la grille sont des murs et lesdé
isions de l'agent peuvent être bruitées. Plus formellement, le PDM est dé�ni de la manière suivante.� L'espa
e d'états S est l'ensemble des 
ases de la grille n'étant pas des murs, auxquelles on ajouteun état terminal indiquant que l'obje
tif a été atteint.� L'espa
e d'a
tions A est 
omposé des 
inq a
tions suivantes : Nord, Sud, Est, Ouest et l'a
tion
onsistant à rester sur pla
e.� Notons µ ∈ [0, 1] un terme de bruit appliqué au dépla
ement. La fon
tion de transition est, ave
probabilité 1 − µ, le dépla
ement 
orrespondant l'a
tion 
hoisie, et ave
 probabilité µ, un dépla
e-ment aléatoire 
hoisi uniformément parmi les quatre dire
tions. Lorsque l'a
tion 
hoisie 
onsiste àrester sur pla
e, au
un bruit n'est appliqué. Si un dépla
ement mène à une 
ase o

upée par unmur, alors l'agent reste sur pla
e.� En�n, la ré
ompense est de −1 à 
haque étape tant que l'état terminal n'est pas atteint, 0 une foisque l'état terminal est atteint, et une pénalité de −100 en 
as de 
ollision 
ontre un mur.Nous avons 
onsidéré plusieurs environnements ave
 di�érentes valeurs de γ et du bruit µ, sur lesquelsnous avons exé
uté l'algorithme Modi�ed λ-Poli
y Iteration ave
 di�érentes valeurs de λ et de m a�nde re
her
her des PDM pour lesquels la meilleure valeur de λ serait di�érente de 1. Pour 
omparer
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Figure 2.2 � L'environnement utilisé pour les expérien
es de la �gure 2.3. Les 
ases noires représententles murs et la 
ase grise représente l'état terminal.les exé
utions en termes de rapidité, nous avons dé�ni une mesure de performan
e destinée à 
ompterle nombre d'opérations e�e
tuées au 
ours de l'exé
ution d'un algorithme. Nous 
onsidérons qu'uneappli
ation de l'opérateur de Bellman Tπ 
orrespond à une opération (
et opérateur né
essite de par
ourirtous les états du PDM). Le 
al
ul d'une politique gloutonne équivaut à |A| opérations (5 dans notre 
as),
ar pour 
haque a
tion il faut par
ourir tous les états. En�n, 
al
uler Vk+1 = Mm
k Vk né
essite m + 1opérations : une opération pour 
al
uler le terme (1−λ)Tπk+1

Vk, qui ne 
hange pas lorsque l'on applique
Mk plusieurs fois de suite, et m opérations pour le se
ond terme de Mk, qui demande une opération à
haque fois que Mk est appliqué.La �gure 2.3 représente, pour un environnement donné de taille 20 × 20, le nombre d'opérations quiont été né
essaires pour faire 
onverger Modi�ed λ-Poli
y Iteration vers la fon
tion de valeur optimale enfon
tion de di�érentes valeurs de λ et de m. La 
onvergen
e de la fon
tion de valeur n'étant qu'asympto-tique, on arrête l'algorithme lorsque ‖Vk − Vk−1‖∞ ≤ ǫ, ave
 ǫ = 10−10. Les propriétés de 
e PDM sont
γ = 0, 999 et µ = 0.4. L'environnement utilisé pour 
es expérien
es est illustré sur la �gure 2.2.Les paramètres pour lesquels le nombre d'opérations est minimal (387 opérations) sont λ = 1 et
m = 32. Cette 
ourbe est typique des expérien
es que nous avons lan
ées : en e�et, sur toutes nosexpérien
es, il apparaît que le nombre d'opérations est le plus faible lorsque m est limité (typiquement,
10 < m < 100) et λ = 1, et 
e pour toutes les formes d'environnements que nous avons testées. Choisir
λ < 1 ne semble être intéressant que si m est grand.Pour 
ertains PDM 
ependant, la valeur optimale de λ qui a été trouvée s'est avérée être légèrementinférieure à 1 (entre 0, 97 et 1 selon les 
as). La �gure 2.4 représente des résultats plus pré
is pour l'un de
es PDM. Ses propriétés sont γ = 0, 998 et un bruit est de 0, 1. Les meilleurs paramètres trouvés étaient
λ = 0, 99 et m = 4. Nous avons relan
é des expérien
es sur 
e PDM ave
 des valeurs plus �nes de λ et ma�n d'obtenir une 
ourbe plus pré
ise autour de 
es valeurs (voir �gure 2.4). On remarque en fait que lesrésultats sont peu 
on
luants. Il semble qu'à 
ause de la stru
ture du PDM, lorsque l'on modi�e légèrement
λ ou m, la traje
toire des politiques πk peut 
hanger et ainsi aboutir à une politique optimale parfoisplus t�t que d'autres sans pour autant qu'un 
hoix de 
es paramètres se montre 
lairement avantageux.Dans 
es 
onditions, 
es résultats ne permettent don
 pas de 
on
lure qu'une valeur de λ di�érente de 1puisse être signi�
ativement meilleure que λ = 1 en termes de vitesse de 
onvergen
e lorsque m est �xéà une valeur donnant de bonnes performan
es.Dis
ussionL'intérêt d'utiliser λ < 1 est d'a

élérer 
haque itération en évaluant de manière in
omplète la politique
ourante πk+1. En 
ontrepartie, le nombre total d'itérations augmente puisque 
ette évaluation n'est plus
omplète. Or, dès lors que l'on fait diminuer m, 
'est également 
e qui se passe : on limite le nombred'appli
ations de l'opérateur Mk. Il apparaît don
 que dans 
e 
as, il n'est plus utile d'avoir λ < 1 
ar
ela ne fait que rendre plus in
omplète l'évaluation de πk+1. Utiliser λ = 1 ne pose alors plus de problème
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Figure 2.3 � Nombre d'opérations e�e
tuées par l'algorithme Modi�ed λ-Poli
y Iteration pour 
onvergeren fon
tion des paramètres λ et m, sur un problème où γ = 0, 999 et le bruit est de 0, 4. Le minimum estatteint pour λ = 1 et m = 32, où 387 opérations ont été e�e
tuées. Lorsque le nombre d'étapes m esten-dessous d'une 
ertaine valeur, il n'est plus utile d'utiliser une valeur de λ autre que 1.
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Figure 2.4 � Nombre d'opérations e�e
tuées par l'algorithme Modi�ed λ-Poli
y Iteration en fon
tiond'un 
hamp restreint de paramètres λ et m (λ ∈ [0, 98; 1] et m ∈ [1; 10]), ave
 γ = 0, 998 et un bruitde 0, 1. Bien que le minimum soit atteint pour λ = 0, 994 et m = 6 (ave
 223 opérations e�e
tuées), lesrésultats semblent peu signi�
atifs et ne permettent pas de 
on
lure qu'une valeur de λ di�érente de 1soit 
lairement meilleure.



2.3. Illustration : Modi�ed λ-Poli
y Iteration 39étant donné que la durée des itérations est déjà limitée par le nombre d'opérations m.Ces expérien
es montrent que dans le 
as exa
t, l'intérêt d'utiliser le paramètre λ est don
 limité.Lorsque λ < 1, le biais dû à l'évaluation optimiste dégrade la vitesse de 
onvergen
e asymptotique etrien ne vient 
ompenser 
e biais. En pratique, 
'est Modi�ed Poli
y Iteration (algorithme 5), plus dire
tque λPI, qui induit la meilleure 
onvergen
e dans le 
as exa
t. Comme nous le verrons dans les pro
hains
hapitres, 
'est dans le 
as appro
hé que λ va révéler son utilité.Con
lusionDans 
e 
hapitre, nous avons introduit Uni�ed Poli
y Iteration, une é
riture uni�ée des algorithmes du
ontr�le optimal sto
hastique qui 
al
ulent une politique tels que 
eux présentés dans le 
hapitre 1. Nousavons établi la 
onvergen
e de 
et algorithme uni�é et donné des bornes sur la vitesse de 
onvergen
easymptotique et non asymptotique, en généralisant le résultat existant sur λPI (Bertsekas et Io�e, 1996).Ce résultat a l'avantage de s'appliquer de façon générale à tout algorithme qui 
al
ule une politique ave
de l'optimisme, ave
 peu de 
ontraintes sur la manière dont est mise à jour la fon
tion de valeur.A�n d'illustrer Uni�ed Poli
y Iteration par un exemple, nous avons proposé MλPI, un algorithme quis'ins
rit dans 
e 
adre et qui 
umule les 
on
epts de Modi�ed Poli
y Iteration et de λPI. Notre étudeempirique sur un PDM de type navigation dis
rète a montré que, lorsque le paramètre m de Modi�edPoli
y Iteration est bien réglé, il est peu utile d'employer le paramètre λ de λPI.Cependant, nous nous sommes limités jusqu'i
i au 
as exa
t où la fon
tion de valeur est représentéede façon tabulaire, et où le modèle du PDM (la fon
tion de transition P et la fon
tion de ré
ompenses R)est 
onnu. Or, le véritable problème de l'apprentissage par renfor
ement 
onsiste à 
al
uler une politiquesans 
onnaître né
essairement le modèle du PDM, et même lorsque le modèle du PDM est 
onnu, le grandnombre d'états dans les appli
ations réelles empê
he les algorithmes exa
ts d'être appli
ables dire
tement.Pour traiter 
es di�
ultés, les te
hniques d'apprentissage par renfor
ement s'appuient sur les méthodesdu 
ontr�le optimal sto
hastique que nous avons vues jusqu'i
i et y ajoutent des te
hniques d'estimationet d'approximation de la fon
tion de valeur. Nous allons voir que λPI, dans le 
as appro
hé, possèdedes 
ara
téristiques avantageuses notamment grâ
e aux propriétés de l'opérateur Tλ. Le fait d'employer
λ < 1 permettra d'améliorer l'estimation de la fon
tion de valeur lorsque des é
hantillons sont utilisés.
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Deuxième partieLe 
as appro
hé





Chapitre 3Apprentissage par renfor
ement ave
approximationNous supposions jusqu'i
i que les fon
tions de valeur étaient représentées de manière exa
te, 
'est-à-dire sous une forme tabulaire où la valeur de 
haque état est sto
kée expli
itement. Cependant, si 
ela peutsu�re pour traiter des problèmes où l'espa
e d'états est réduit, de nombreux problèmes réels né
essitentun nombre d'états beau
oup plus important. Ainsi, en général, le nombre d'états à sto
ker en mémoireet le temps né
essaire pour les par
ourir individuellement ne permettent pas une résolution exa
te enpratique. Il va don
 falloir parvenir à généraliser à un grand nombre d'états l'expérien
e a
quise sur unpetit é
hantillon d'états visités, a�n de 
onstruire une bonne approximation de la fon
tion de valeur.Autrement dit, il s'agit de re
ourir à des te
hniques qui 
ombinent l'approximation de fon
tions etl'estimation à partir d'é
hantillons .Au lieu de représenter la fon
tion de valeur de façon tabulaire, il est usuel de l'appro
her ave
 unefon
tion paramétrée. La fon
tion de valeur exa
te Vk est ainsi rempla
ée par une représentation appro
hée
V̂k = f(wk), où wk est un ve
teur de paramètres. On 
ommet alors une erreur d'approximation
ǫk = V̂k − Vk. Il n'est plus né
essaire de sto
ker la valeur de 
haque état, mais uniquement de sto
kerles paramètres wk de 
ette représentation, 
e qui demande en général beau
oup moins de ressour
es.Les te
hniques d'approximation 
her
hent à régler 
es paramètres en minimisant l'erreur 
ommise, demanière à 
e que la fon
tion de valeur approximative soit la plus pro
he possible de la fon
tion de valeur
iblée. Pour 
ela, deux problèmes se posent : 
omment 
hoisir l'ar
hite
ture (la fon
tion f), et 
ommentajuster les paramètres wk ? Nous abordons dans 
ette thèse essentiellement la se
onde question, 
'est-à-dire que pour une ar
hite
ture donnée, nous nous intéressons à des méthodes permettant de déterminerles paramètres wk.Dans 
e 
hapitre, nous introduisons l'apprentissage par renfor
ement ave
 approximation. Nous énon-çons un résultat analytique qui garantit la performan
e des algorithmes de type itération sur les politiquesoptimiste dans le 
as appro
hé, puis nous nous intéressons à plusieurs algorithmes majeurs de l'état de l'artde l'approximation linéaire. Ces algorithmes sont le fondement de la 
ontribution que nous présenteronsdans le 
hapitre 4.3.1 Borne de performan
eNous avons pré
édemment introduit Uni�ed Poli
y Iteration, une é
riture qui généralise les méthodes
lassiques de la progammation dynamique telles que Value Iteration, Poli
y Iteration et Modi�ed Poli
yIteration, mais aussi λ-Poli
y Iteration (Bertsekas et Io�e, 1996). Uni�ed Poli
y Iteration permet notam-ment d'introduire de l'optimisme dans l'évaluation de la fon
tion de valeur selon le 
hoix des 
oe�
ients
λi, 
'est-à-dire d'évaluer la politique de façon in
omplète. Nous avons montré que dans le 
as exa
t,Uni�ed Poli
y Iteration 
onverge vers une politique optimale pour tout 
hoix des 
oe�
ients λi (voir laproposition 2, page 32). Il est don
 naturel de se demander s'il existe également dans le 
as appro
héune garantie sur la performan
e des politiques générées par 
et algorithme. Nous montrons dans 
ette
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ement ave
 approximationse
tion qu'une telle garantie existe en e�et. Le résultat énon
é dans le théorème 1 montre qu'il est rai-sonnable d'appliquer Uni�ed Poli
y Iteration ave
 approximation, 
'est-à-dire en 
ommettant une erreur
ǫk à l'itération k, pour tout 
hoix des 
oe�
ients λi, à partir du moment où 
ette erreur d'approximation
ǫk est bornée à 
haque itération. De telles garanties sont déjà 
onnues dans les 
as parti
uliers de ValueIteration et Poli
y Iteration ave
 approximation (Bertsekas et Tsitsiklis, 1996), ainsi que dans le 
as de
λPI ave
 approximation (S
herrer, 2007), mais pas dans le 
as général des algorithmes d'itération sur lespolitiques optimistes qui s'ins
rivent dans le 
adre de Uni�ed Poli
y Iteration. Ainsi, 
e théorème donneles premières garanties de performan
e pour les versions approximatives de Modi�ed Poli
y Iteration (etde la même façon, pour les versions approximatives de l'algorithme Modi�ed λ-Poli
y Iteration introduitau 
hapitre 2).Dans Bertsekas et Tsitsiklis (1996, se
tion 6.4, page 320), les auteurs é
rivent ainsi "This leaves uswith a major theoreti
al question. Is there some variant of optimisti
 poli
y iteration that is guaranteed togenerate poli
ies whose performan
e is within O(ǫ/(1−α)) or even O(ǫ/(1−α)2) from the optimal ?". Lethéorème que nous énonçons i
i est la première borne de performan
e pour les algorithmes optimistes 3d'itération sur les politiques appro
hés. Il s'agit d'un résultat abstrait qui est indépendant d'un typed'approximation de la fon
tion de valeur.Théorème 1 (Borne sur la performan
e de Uni�ed Poli
y Iteration appro
hé)Soit un ensemble de poids positifs (λi)i≥1 tels que ∞∑

i=1

λi = 1. Soit une initialisation quel
onque V̂0.Soit un algorithme itératif qui 
onstruit la suite (πk, V̂k)k≥1 de la manière suivante :
πk+1 ← glouton(V̂k)

V̂k+1 ←
∞∑

i=1

λi(Tπk+1
)iV̂k + ǫk+1.

ǫk+1 représente l'erreur d'approximation 
ommise en estimant Vk+1. Supposons qu'il existe une majora-tion uniforme ǫ de l'erreur : pour tout k, ‖ǫk‖∞ ≤ ǫ. Alors
lim sup
k→∞

‖V ∗ − V πk‖∞ ≤
2γ

(1− γ)2
ǫ.Idée générale de la preuve (S
herrer et Thiery, 2010)La preuve de 
e théorème, qui se trouve en annexe A, est signi�
ativement di�érente de 
elles quiont été proposées (séparément) pour les versions approximatives de Value Iteration et Poli
y Iteration(Bertsekas et Tsitsiklis, 1996). Dans le 
as de Poli
y Iteration, le raisonnement s'appuie sur la propriétéde 
roissan
e des fon
tions de valeur et, dans le 
as de Value Iteration, il utilise des arguments liésaux 
ontra
tions. Ces deux types d'arguments ne peuvent pas être utilisés dans le 
adre général de 
ethéorème.Nous donnons i
i une expli
ation intuitive sur la démar
he de 
ette preuve. La performan
e de lapolitique 
ourante πk est mesurée par la distan
e entre sa valeur et la valeur de la politique optimale :

‖V ∗ − V πk‖∞. L'idée est de dé
omposer 
ette distan
e en deux termes de la façon suivante :
‖V ∗ − V πk‖∞ = max(V ∗ − V πk)

= max
(
V ∗ − (V̂k − ǫk)︸ ︷︷ ︸

dk

+(V̂k − ǫk)− V πk

︸ ︷︷ ︸
sk

)Rappelons que V̂k − ǫk = Vk est la fon
tion de valeur 
iblée par l'algorithme à l'itération k (sans erreur).
dk représente la distan
e à l'optimal de la fon
tion de valeur 
iblée Vk. sk représente quant à lui le biais3. La notion d'optimisme dé
rite par Bertsekas et Tsitsiklis (1996, 
hapitres 5.4 et 6.4), est analogue (quoiqu'un peu plusextrême) à 
elle qui est employée dans 
e mémoire. Nous reprenons 
e terme dans le sens où l'on 
hange de politique avantd'avoir �ni de 
al
uler la valeur de la politique pré
édente.
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ture d'approximation linéaire 45introduit par l'optimisme, 
'est-à-dire le fait que la fon
tion de valeur 
iblée Vk n'est pas né
essairementla valeur de la politique V πk .La démar
he de la preuve 
onsiste à 
al
uler séparément des majorations de dk et sk. Il se trouve que
es majorations dépendent toutes deux d'une majoration de l'erreur de Bellman V̂k − Tπk+1
V̂k. La bornede performan
e est �nalement obtenue en utilisant 
es deux majorations.3.2 Ar
hite
ture d'approximation linéaireNous venons de présenter une borne de performan
es abstraite qui se pla
e dans un 
adre d'itérationsur les politiques ave
 optimisme éventuel mais qui peut 
on
erner tout type d'approximation de lafon
tion de valeur. Dans 
ette thèse, nous nous intéressons à un type d'ar
hite
ture : l'approximationlinéaire de la fon
tion de valeur. Même si les ar
hite
tures linéaires ont une 
apa
ité d'approximationmoindre que 
elle des méthodes non linéaires telles que les réseaux de neurones, elles sont plus simplesà mettre en ÷uvre et à analyser et font l'objet de nombreux travaux (Bertsekas et Io�e, 1996; Bradtkeet Barto, 1996; Sutton et Barto, 1998; Boyan, 2002; Lagoudakis et Parr, 2003; Nedi¢ et Bertsekas, 2003;Yu et Bertsekas, 2009; Munos, 2004). De plus, il a été montré que les ar
hite
tures non linéaires peuventdiverger là où des garanties existent pour le 
as linéaire (Tsitsiklis et Roy, 1997).Nous présentons i
i les notations spé
i�ques à l'approximation linéaire, et en parti
ulier aux méthodesd'itération sur les politiques. À 
haque itération k, on maintient à jour une politique πk et une fon
tion devaleur approximative V̂k. On 
onsidère une ar
hite
ture d'approximation linéaire 
lassique, où la fon
tionde valeur V̂k est représentée ave
 une 
ombinaison linéaire de p fon
tions de base :

V̂k(s) =

p∑

i=1

wk(i)φi(s).Les termes φi(s) sont p fon
tions de base arbitraires et les wk(i) sont les p paramètres de l'ar
hite
ture.Comme en général p≪ |S| lorsque l'espa
e d'états est grand, sto
ker une fon
tion de valeur ainsi repré-sentée demande beau
oup moins d'espa
e qu'une représentation tabulaire. En notant φ(s) le ve
teur detaille p dont les éléments sont les fon
tions de base appliquées à l'état s, 
'est-à-dire
φ(s) =




φ1(s)...
φp(s)


 ,et Φ la matri
e de taille |S| × p 
omposée de tous 
es ve
teurs, 
'est-à-dire

Φ =




� φ(s1)
T �...� φ(s|S|)
T � 

 =



| |
φ1 · · · φp

| |


 ,

V̂k peut être noté V̂k = Φwk, où wk est le ve
teur des paramètres (wk(1), . . . , wk(p))
T 
ara
térisant lafon
tion de valeur approximative V̂k. On a en outre, pour tout état s, V̂k(s) = φ(s)Twk(s).Dans un algorithme de type itération sur les politiques, πk+1 est 
hoisie 
omme étant la politique glou-tonne par rapport à V̂k, puis on représente V̂k+1 
omme une nouvelle 
ombinaison linéaire des fon
tionsde base, en 
al
ulant un nouveau ve
teur de paramètres wk+1.Cas des fon
tions de valeur QDans le 
as où l'on utilise des fon
tions de valeur Q (dé�nies sur l'espa
e des 
ouples états-a
tions), lesfon
tions de base sont elles aussi dé�nies sur les 
ouples états-a
tions. Les notations de l'approximationlinéaire s'étendent naturellement à 
e 
as de �gure à quelques modi�
ations près. La fon
tion de valeurest appro
hée par la 
ombinaison linéaire suivante :

Q̂k(s, a) =

p∑

i=1

wk(i)φi(s, a).



46 Chapitre 3. Apprentissage par renfor
ement ave
 approximationDe manière similaire, on peut é
rire Q̂k = Φwk, en notant φ(s, a) le ve
teur de taille p dont les élémentssont les fon
tions de base appliquées 
ouple (s, a), 
'est-à-dire
φ(s, a) =




φ1(s, a)...
φp(s, a)


et Φ la matri
e de taille |S||A| × p 
omposée de tous 
es ve
teurs, 
'est-à-dire

Φ =




� φ(s1, a1)
T �� φ(s1, a2)
T �...� φ(s|S|, a|A|)
T � 

 =



| |
φ1 · · · φp

| |


 .Les notations spé
i�ques à l'approximation linéaire de la fon
tion de valeur étant introduites, nous pré-sentons maintenant quelques algorithmes standards d'évaluation de la politique ou d'itération sur lespolitiques ave
 approximation linéaire de la fon
tion de valeur.3.3 Approximation linéaire du premier ordreLes algorithmes d'approximation linéaire se dé
linent en deux familles de méthodes d'approximation :les méthodes du premier ordre et 
elles du se
ond ordre. Si les deux types de méthodes s'appuient surdes é
hantillons pour évaluer les politiques, elles di�èrent par leur manière d'exploiter les informationsque 
ontiennent 
es derniers.Les méthodes du premier ordre ont pour prin
ipe d'e�e
tuer, pour 
haque é
hantillon observé, unepetite 
orre
tion de la fon
tion de valeur approximative en dire
tion de la fon
tion de valeur réelle. Cette
orre
tion se veut simple à 
al
uler, la 
omplexité du 
al
ul étant de O(p) où p est la dimension de l'ar-
hite
ture linéaire. On s'appuie pour 
ela sur les ré
ompenses observées jusqu'à une 
ertaine profondeur,puis au-delà de 
ette profondeur, sur l'estimation 
ourante de la fon
tion de valeur. Nous mentionnons i
iles deux algorithmes fondamentaux du premier ordre que sont TD(0) et TD(λ) (Sutton et Barto, 1998).3.3.1 TD(0)TD(0) ave
 approximation linéaire (Sutton et Barto, 1998) est un algorithme fondateur de la 
om-munauté de l'apprentissage par renfor
ement. Il a pour obje
tif d'estimer la valeur V π d'une politique πdonnée, à partir d'une traje
toire 4 d'é
hantillons générée ave
 π. Si l'on se pla
e dans un s
héma d'ité-ration sur les politiques, la politique π à évaluer est πk+1, gloutonne par rapport à la valeur pré
édente,et k désigne l'itération 
ourante.Idéalement, on souhaiterait que la fon
tion de valeur approximative V̂ véri�e l'équation de Bellman :

V̂ = TπV̂ . Comme TπV̂ n'appartient en général pas à l'espa
e des fon
tions de valeur approximatives,une possibilité est de le projeter sur 
et espa
e. On va don
 
her
her à résoudre l'équation projetée
V̂ = ΠDπ

TπV̂ , où ΠDπ
est une proje
tion orthogonale sur l'espa
e d'approximation.Formellement, la matri
e de proje
tion orthogonale ΠDπ

est dé�nie par ΠDπ
= Φ(ΦTDπΦ)

−1ΦTDπ.
Dπ représente la matri
e diagonale de taille |S| dont les termes sont les poids de la distribution stationnaire
µ asso
iée à la politique π. ΠDπ


orrespond à la proje
tion orthogonale selon la norme quadratiquepondérée par µ, notée ‖ · ‖µ,2 et dé�nie pour tout ve
teur V par
‖V ‖µ,2 =

√∑

s∈S

µ(s)V (s)2.Le prin
ipe de projeter de TπV̂ sur l'espa
e d'approximation est illustré sur la �gure 3.1.4. On peut étendre de façon assez immédiate au 
as de plusieurs traje
toires TD(0) et TD(λ) (voir Sutton et Barto,1998), de même que les algorithmes présentés plus loin. Par sou
i de simpli�
ation, et pour éviter d'alourdir les notations,on supposera dans 
es algorithmes qu'une seule traje
toire est utilisée.
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Distance au point fixe projeté

Figure 3.1 � Représentation s
hématique de la proje
tion de TπV̂ sur l'espa
e d'approximation. L'espa
eà trois dimensions représente l'espa
e des fon
tions de valeur et le plan représente le sous-espa
e desfon
tions de valeur appro
hées, qui est dé�ni par les fon
tions de base. TπV̂ n'étant pas dans l'espa
ed'approximation en général, l'équation de Bellman V̂ = TπV̂ n'a pas né
essairement de solution. One�e
tue don
 une proje
tion ΠDπ
vers 
et espa
e. TD(0) 
her
he à résoudre l'équation V̂ = ΠDπ

TπV̂ ,
'est-à-dire à déterminer le point �xe de l'opérateur de Bellman Tπ projeté.On 
onsidère une traje
toire d'états, a
tions et ré
ompenses (s0, a0, r1, s1, a1, r2, s2, . . . , sT ) généréepar la politique π. Nous notons V̂t = Φwt la fon
tion de valeur 
ourante au temps t, 
'est-à-dire lors de lavisite de l'état st. À 
haque état st visité, la fon
tion de valeur V̂t+1 est 
al
ulée 
omme une appli
ationapproximative de ΠDπ
Tπ à la fon
tion de valeur 
ourante V̂t. On espère ainsi 
onverger vers une bonneapproximation du point �xe de ΠDπ

Tπ.Détaillons la démar
he de TD(0). À 
haque état st observé, on souhaiterait 
orriger la fon
tion devaleur dans la dire
tion qui réduit le plus l'erreur quadratique (V π(st)− φ(st)
Twt)

2, mesurée à l'état st.Cela revient à e�e
tuer la des
ende de gradient 5 suivante (Sutton et Barto, 1998) :
wt+1 = wt −

1

2
αt∇wt

[
V π(st)− φ(st)

Twt

]2

= wt + αt

[
V π(st)− φ(st)

Twt

]
φ(st). (3.1)

αt est un fa
teur d'apprentissage 
ompris entre 0 et 1 et qui dé
roît ave
 le temps. Si αt est pro
he de1, la fon
tion de valeur sera fortement mise à jour selon les di�éren
es temporelles observées. Si αt estpro
he de 0, les observations auront moins d'impa
t sur les mises à jour.Comme la valeur exa
te V π(st) est in
onnue dans l'équation (3.1), l'idée de TD(0) est de la rempla
erpar rt+1 + γφ(st+1)
Twt. Cette quantité est 
omposée d'une part de rt+1, qui une nouvelle observation,et d'autre part de φ(st+1)

Twt, qui est la fon
tion de valeur 
ourante appliquée à l'état suivant, utiliséei
i 
omme une approximation 6 de V π(st+1). Cela revient à appliquer Tπ à la fon
tion de valeur 
ourantedans l'état st.La quantité dé�nie au temps t par
δ(t) =

(
rt+1 + γφ(st+1)

Twt

)
− φ(st)

Twtest appelée la di�éren
e temporelle à l'état st. Elle représente une 
orre
tion à e�e
tuer dans 
et état.Lorsque l'équation de Bellman est véri�ée, elle est en moyenne égale à zéro. TD(0) 
her
he à annuler lesdi�éren
es temporelles des états observés. La mise à jour que réalise TD(0) à l'état st peut ainsi s'é
rire :
wt+1 = wt + αtδ(t)φ(st).5. ∇wf(w) désigne le gradient de f par rapport à w, 
'est-à-dire le ve
teur des dérivées partielles par rapport à 
ha
unedes 
omposantes de w : ∇wf(w) = (∂f(w)

∂w(1)
, . . . ,

∂f(w)
∂w(p)

)T.6. L'idée d'estimer V π en se basant (en partie) sur la fon
tion de valeur 
ourante elle-même est appelée bootstrap-ping (Sutton et Barto, 1998). Remarquons qu'il s'agit d'une se
onde sour
e d'approximation, la première étant l'utilisationd'une ar
hite
ture paramétrée pour représenter la fon
tion de valeur.
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ement ave
 approximationUne implémentation de TD(0) est donnée dans l'algorithme 9.Algorithme 9 TD(0) ave
 approximation linéaire (Sutton et Barto, 1998)
π : politique à évaluer
(s0, a0, r1, s1, a1, r2, s2, . . . , sT ) : traje
toire générée ave
 π
(αt)t≥0 : fa
teur d'apprentissage dé
roissant ave
 t
w0 ← initialisation arbitraire
t← 0tant que st non terminal faire
δ ← rt+1 + γφ(st+1)

Twt − φ(st)
Twt

wt+1 ← wt + αtδφ(st)
t← t+ 1�n tant queretourner wt3.3.2 TD(λ)Ave
 TD(0), on 
her
he à résoudre l'équation V̂ = ΠDπ

TπV̂ en e�e
tuant à 
haque pas de tempsde la traje
toire une appli
ation approximative (
ar basée sur des é
hantillons) de ΠDπ
Tπ. Pour 
ela,dans l'équation (3.1), le terme V π(st) est appro
hé par rt+1 + γV̂t(st+1). Cependant, on peut 
hoisir del'appro
her en 
onsidérant aussi la ré
ompense de l'état suivant, 
'est-à-dire ave
 rt+1+γrt+2+γ2V̂t(st+2).L'estimation a

orde alors un peu plus de 
rédit aux ré
ompenses observées et un peu moins à la fon
tionde valeur 
ourante V̂t. Au lieu de 
her
her à 
al
uler à 
haque pas de temps ΠDπ

TπV̂t, on 
her
he à
al
uler ΠDπ
T 2
π V̂t.De manière plus générale, il est possible d'employer une estimation de V π(st) qui prend en 
ompteles ré
ompenses observées jusqu'à un horizon i donné. Une telle méthode appro
herait V π(st) par

rt+1 + γrt+2 + . . .+ γirt+i+1 + γi+1V̂t(st+i+1),
e qui reviendrait à appliquer de façon approximative ΠDπ
T i+1
π à V̂t.Le prin
ipe de TD(λ) (Sutton et Barto, 1998) est de faire une moyenne de toutes 
es estimations,pondérée de façon géométrique ave
 un paramètre λ ∈ [0, 1] qui 
ontr�le la profondeur de la mise à jour.Ainsi, V π(st) est appro
hé par

(1− λ)

∞∑

i=0

λi
(
rt+1 + γrt+2 + . . .+ γirt+i+1 + γi+1V̂t(st+i+1)

)
.À 
haque pas de temps t, TD(λ) détermine don
 V̂t+1 en e�e
tuant de façon approximative le 
al
ulsuivant :

ΠDπ

[
(1− λ)

∞∑

i=0

λiT i+1
π

]
V̂t.On retrouve dans 
e terme exa
tement l'opérateur Tλ que nous avions introduit dans le 
ontexte de

λPI (voir l'équation (1.6) page 27). Nous rappelons i
i sa dé�nition : pour une politique π en 
oursd'évaluation, Tλ est dé�ni pour tout ve
teur V par
TλV = (1 − λ)

(
∞∑

i=1

λi−1T i
πV

)
.Autrement dit, TD(λ) applique de façon approximative, à 
haque pas de temps t, l'opérateur ΠDπ

Tλà la fon
tion de valeur 
ourante V̂t. Une appli
ation de Tλ réalise un pas de taille réglable par λ dansla dire
tion de V π. Des appli
ations su

essives de Tλ permettent de 
onverger vers la valeur de la
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Distance au point fixe projeté

Figure 3.2 � Représentation s
hématique de la proje
tion de TλV̂ sur l'espa
e d'approximation. TλV̂n'étant pas dans l'espa
e d'approximation en général, on e�e
tue une proje
tion ΠDπ
vers 
et espa
e.TD(λ) 
her
he à résoudre V̂ = ΠDπ

TλV̂ , 
'est-à-dire à déterminer le point �xe de l'opérateur Tλ projeté.LSTD(λ) et LSPE(λ), qui seront présentés à la se
tion 3.4, 
her
hent également à obtenir 
e point �xe.politique π, qui est le point �xe de Tλ. En e�et, pour la distribution Dπ, l'opérateur ΠDπ
Tλ est une
ontra
tion (Sutton et Barto, 1998). L'algorithme 
her
he don
 à résoudre l'équation V̂ = ΠDπ

TλV̂ . La�gure 3.2 illustre la proje
tion de TλV̂ sur l'espa
e d'approximation et la distan
e qui est minimisée.Au temps t, la fon
tion de valeur est mise à jour d'une façon similaire à TD(0) :
wt+1 = wt + αtδλ(t)φ(st),où le terme δλ(t) rempla
e la di�éren
e temporelle δ(t) de TD(0) :

δλ(t) = (1− λ)

∞∑

i=0

λi
(
rt+1 + γrt+2 + . . .+ γirt+i+1 + γi+1φ(st+i+1)

Twt − φ(st)
Twt

)
.Comme dans TD(0), il est né
essaire d'employer un fa
teur d'apprentissage αt ∈ [0, 1] qui doit dé
roîtreave
 le temps.Le paramètre λ ∈ [0, 1] 
ontr�le la profondeur des mises à jour de la fon
tion de valeur. Lorsque

λ = 1, la fon
tion de valeur est mise à jour ave
 des di�éren
es temporelles qui tiennent 
ompte detoutes les ré
ompenses observées après l'état 
ourant, sans utiliser la fon
tion de valeur 
ourante 
ommeestimation. Il s'agit alors d'une méthode de Monte-Carlo (Sutton et Barto, 1998). Ave
 les grandes valeursde λ, les di�éren
es temporelles dépendent fortement des traje
toires observées et ont don
 une varian
eimportante. On risque alors de 
ommettre une plus grande erreur. A l'inverse, lorsque λ est petit, ona

orde plus de 
rédit à l'estimation 
ourante de la fon
tion de valeur et moins aux é
hantillons observés,
e qui réduit la varian
e mais introduit un biais qui ralentit la 
onvergen
e. Si λ = 0, seule la ré
ompenseimmédiate est prise en 
ompte : on a T0 = Tπ et il s'agit de TD(0). Ce 
ompromis biais-varian
e deTD(λ) a été étudié analytiquement par Kearns et Singh (2000). Il a été montré (Tsitsiklis et van Roy,1996) que TD(λ) ave
 approximation linéaire 
onverge vers une bonne approximation de la fon
tion devaleur sous réserve que le fa
teur d'apprentissage αt soit dé
roissant et 
orre
tement réglé. Nous dé
rivonsTD(λ) dans l'algorithme 10.Implémentation de TD(λ)Tel que dé
rit dans l'algorithme 10, TD(λ) a besoin pour 
haque état de 
al
uler des di�éren
estemporelles dans le futur (voir la dé�nition de δλ(t) à l'équation (3.3.2)). Au niveau de l'implémentation,
ela requiert de mémoriser l'ensemble de la traje
toire expli
itement et d'attendre la �n d'une traje
toire
omplète pour pouvoir 
ommen
er à mettre à jour la fon
tion de valeur. Il est possible pour éviter 
elad'utiliser la notion des tra
es d'éligibilité (Sutton et Barto, 1998). Les tra
es d'éligibilité permettentde propager les ré
ompenses vers les états pré
édemment visités au fur et à mesure du par
ours de
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ement ave
 approximationAlgorithme 10 TD(λ) ave
 approximation linéaire, vue en avant théorique (Sutton et Barto, 1998)
π : politique à évaluer
(s0, a0, r1, s1, a1, r2, s2, . . . , sT ) : traje
toire générée ave
 π
(αt)t≥0 : fa
teur d'apprentissage dé
roissant ave
 t
w0 ← initialisation arbitraire
t← 0tant que st non terminal faire
δ ← (1− λ)

∞∑

i=0

λi
(
rt+1 + γrt+2 + . . .+ γirt+i+1 + γi+1φ(st+i+1)

Twt − φ(st)
Twt

)

wt+1 ← wt + αtδφ(st)
t← t+ 1�n tant queretourner wtla traje
toire, et sans avoir à mémoriser 
elle-
i expli
itement. Sutton et Barto (1998) ont montré quel'utilisation de tra
es d'éligibilité dans TD(λ) était une bonne approximation du 
al
ul théorique présentéplus haut (algorithme 10). Une telle implémentation est donnée dans l'algorithme 11.Algorithme 11 TD(λ) ave
 approximation linéaire, vue en arrière (Sutton et Barto, 1998)

π : politique à évaluer
(s0, a0, r1, s1, a1, r2, s2, . . . , sT ) : traje
toire générée ave
 π
(αt)t≥0 : fa
teur d'apprentissage dé
roissant ave
 t
w0 ← initialisation arbitraire
δ ← 0
t← 0
zt ← φ(st)tant que st non terminal faire
δ ← δ + zt(rt+1 + (γφ(st+1)− φ(st))

Twt)
zt ← λγzt + φ(st+1)
wt+1 ← wt + αδ
t← t+ 1�n tant queretourner wt3.3.3 Limites des appro
hes du premier ordreTD(0) et TD(λ) sont des algorithmes dits du premier ordre, 
'est-à-dire que la fon
tion de valeurapproximative est mise à jour seulement via des petites 
orre
tions en dire
tion de la fon
tion de valeurréelle. La 
omplexité par itération a l'avantage d'être linéaire (O(p), où p est la dimension de l'ar
hite
-ture). Mais l'e�et de 
haque é
hantillon est assez limité et l'apprentissage né
essite souvent de traiterun grand nombre d'é
hantillons avant d'être performant. Les données pourraient être exploitées de ma-nière plus e�
a
e. Ensuite, le fa
teur d'apprentissage αt est un paramètre qui s'avère souvent di�
ileà régler en pratique. Pour pallier 
es in
onvénients, les algorithmes dits du se
ond ordre ou en
ore ave
é
hantillonnage e�
a
e ont été introduits.3.4 Approximation linéaire du se
ond ordreLes appro
hes du se
ond ordre telles que LSTD (Bradtke et Barto, 1996), LSTD(λ) (Boyan, 2002),LSPE(λ) (Nedi¢ et Bertsekas, 2003) 
her
hent, 
omme TD(λ), à résoudre l'équation V̂ = ΠDπ

TλV̂ , mais
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ond ordre 51elles ont pour prin
ipe, en exploitant e�
a
ement les informations des é
hantillons, de 
onstruire desquantités qui 
ara
térisent 
ette équation et non de 
onstruire la solution dire
tement.Ces algorithmes exploitent plus e�
a
ement les é
hantillons, 
e qui permet une meilleure vitessede 
onvergen
e, au prix d'une 
omplexité supérieure de 
haque itération à 
ause d'un système linéaire àrésoudre. Ainsi, 
haque itération a typiquement une 
omplexité en O(p2) au lieu de O(p). Cette 
omplexités'avère peu gênante en pratique étant donné qu'en général, la dimension de l'ar
hite
ture linéaire p esttrès faible 
omparée au nombre d'états. De plus, les algorithmes du se
ond ordre ne né
essitent pas defa
teur d'apprentissage di�
ile à régler. Il a été argumenté analytiquement et empiriquement (voir parexemple Boyan (2002); S
hokne
ht (2002); Yu et Bertsekas (2009)) que 
es méthodes sont plus stableset peuvent donner de bien meilleures performan
es que TD(λ). Nous dé
rivons i
i quelques appro
hessigni�
atives de la littérature sur lesquelles nous allons nous appuyer par la suite.3.4.1 LSTD et LSTD(λ)Une alternative naturelle du se
ond ordre à TD(λ) est l'algorithme LSTD(λ) (Least-Squares TemporalDi�eren
es) proposé par Boyan (2002). Le 
as de λ = 0, intitulé LSTD ou LSTD(0), a été introduitpré
édemment par Bradtke et Barto (1996).Boyan (2002) a montré que l'équation Φw = ΠDπ
TλΦw que l'on 
her
he à résoudre dans TD(λ) estéquivalente à un sytème linéaire noté Aw = b, de taille p× p et d'in
onnue w, ave


A = E

[
∑

t≥0

zt(φ(st)− φ(tt+1))
T

∣∣∣∣∣at = π(st)

]
,

b = E

[
∑

t≥0

ztrt

∣∣∣∣∣at = π(st)

]
,et zt = E

[
t∑

i=0

λt−iφ(st)

∣∣∣∣∣at = π(st)

]
.Il est possible de 
onstruire expli
itement une estimation (Ã, b̃) de 
e système au fur et à mesure dupar
ours des traje
toires, puis de résoudre 
e système pour déterminer la fon
tion de valeur approximative.Ainsi, au lieu de mettre à jour la fon
tion de valeur pour 
haque état st visité, LSTD(λ) 
onstruitin
rémentalement un système linéaire qui 
ara
térise la solution vers laquelle TD(λ) 
onvergerait.Nous dé
rivons 
ela dans les algorithmes 12 et 13. L'algorithme 12 traite du 
as parti
ulier de LSTD(où λ = 0), et l'algorithme 13 dé
rit le 
as général LSTD(λ). Notons que LSTD(λ) ne né
essite pas defa
teur d'apprentissage et n'utilise pas d'estimée initiale de la fon
tion de valeur.Algorithme 12 LSTD (Bradtke et Barto, 1996)

π : politique à évaluer
(s0, a0, r1, s1, a1, r2, s2, . . . , sT ) : traje
toire générée ave
 π
Ã← 0, b̃← 0
t← 0tant que st non terminal faire
Ã← Ã+ φ(st)(φ(st)− γφ(st+1))

T

b̃← b̃ + φ(st)rt+1

t← t+ 1�n tant que
w← Ã−1b̃retourner wLa 
onvergen
e de LSTD a été établie par Bradtke et Barto (1996), et 
elle de LSTD(λ) par Nedi¢ etBertsekas (2003).Notons que si le nombre de fon
tions de base p est élevé, le 
al
ul de la matri
e Ã peut être 
oûteux,dans la mesure où il requiert une 
omplexité en O(p3). Il peut être souhaitable de réduire 
ette 
omplexité.
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ement ave
 approximationAlgorithme 13 LSTD(λ) (Boyan, 2002)
π : politique à évaluer
(s0, a0, r1, s1, a1, r2, s2, . . . , sT ) : traje
toire générée ave
 π
Ã← 0, b̃← 0
t← 0
zt ← φ(st)tant que st non terminal faire
Ã← Ã+ zt(φ(st)− γφ(st+1))

T

b̃← b̃+ ztrt+1

zt ← λγzt + φ(st+1)
t← t+ 1�n tant que

w ← Ã−1b̃retourner wPour 
ela, au lieu de mettre à jour à 
haque itération une estimation de A, on peut maintenir dire
tementune estimation de A−1, grâ
e à la formule de Sherman-Morrison (voir Golub et Loan, 1996). Pour toutematri
e inversible H et tous ve
teurs u et v de dimensions 
ompatibles, 
ette formule établit que
(H + uvT)−1 = H−1 − H−1uvTH−1

1 + vTH−1u
. (3.2)Ainsi, dans l'algorithme 13 (et de manière similaire dans l'algorithme 12 ave
 λ = 0), la mise à jour de Ãpeut être rempla
ée par

Ã−1 ← Ã−1 − Ã−1zt(φ(st)− γφ(st+1))
TÃ−1

1 + (φ(st)− γφ(st+1))TÃ−1ztet la 
omplexité du 
al
ul de Ã−1b̃ devient O(p2) au lieu de O(p3). A�n d'assurer l'inversibilité de lamatri
e Ã−1 lors de l'initialisation, on peut �xer la valeur initiale de Ã à cI (où c est une 
onstantepositive) et don
 
elle de Ã−1 à (1/c)I.3.4.2 LSPE(λ)Nous venons de voir que TD(λ) et LSTD(λ) sont deux algorithmes d'évaluation de la politique qui
her
hent à résoudre l'équation V̂ = ΠDπ
TλV̂ . Un troisième algorithme plus ré
ent, intitulé LSPE(λ),partage 
e même obje
tif. Il a été proposé par Nedi¢ et Bertsekas (2003) et analysé par Bertsekas et al.(2003) puis par Yu et Bertsekas (2009).Alors que LSTD(λ) 
onstruit expli
tement un système qui 
ara
térise le point �xe projeté de Tλ,LSPE(λ) re
her
he 
e point �xe en réalisant des appli
ations approximatives su

essives de l'opérateur

Tλ à 
haque pas de temps d'une traje
toire, 
omme le fait TD(λ). La di�éren
e entre LSPE(λ) et TD(λ)est qu'ave
 LSPE(λ), l'appli
ation de Tλ est appro
hée d'une manière qui exploite plus e�
a
ement lesinformations des é
hantillons. Nous dé
rivons i
i de quelle manière LSPE(λ) pro
ède.Rappelons que TλV̂t peut s'é
rire sous la forme d'une espéran
e (voir l'équation 1.8 page 27) :
TλV̂t = V̂t +∆tave


∀s ∈ S ∆t(s) = E

[
∞∑

t=0

(λγ)tδ(t)

∣∣∣∣∣ s0 = s, at = π(st)

]où les δ(t) sont les di�éren
es temporelles données par δ(t) = rt+1 + γV̂t(st+1)− V̂t(st).
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ond ordre 53LSPE(λ) 
her
he la fon
tion de valeur V̂t+1 qui minimise V̂t+1 − (V̂t +∆t) à 
haque état st visité. ∆test estimé à partir de la traje
toire jusqu'au temps t. Plus pré
isément, on 
al
ule
V̂t+1 = argmin

V̂

t∑

m=0

(
V̂ (sm)− V̂t(sm)−

t∑

n=m

(γλ)n−mδ(n)

)2

.Pour 
haque état observé st, LSPE(λ) détermine V̂t+1 en e�e
tuant une résolution standard de 
e problèmeaux moindres 
arrés.Cependant, au lieu de re
al
uler une nouvelle résolution aux moindres 
arrés à 
haque pas de tempsde la traje
toire, les auteurs de LSPE(λ) (Nedi¢ et Bertsekas, 2003) ont montré qu'il est possible d'im-plémenter les résolutions de manière in
rémentale en maintenant à jour un sytème linéaire. On peutainsi, 
omme dans LSTD(λ), attendre la �n de la traje
toire pour résoudre le système. Il se trouve quele système linéaire que mantient LSPE(λ) a des similitudes ave
 
elui que 
onstruit LSTD(λ). Les deuxalgorithmes sont en fait assez pro
hes : Yu et Bertsekas (2009) ont montré que LSPE(λ) et LSTD(λ) ontla même vitesse de 
onvergen
e, et qu'ils 
onvergent l'un vers l'autre à une vitesse plus rapide que 
elleave
 laquelle ils atteignent leur limite 
ommune. Nedi¢ et Bertsekas (2003) avaient auparavant établi la
onvergen
e de LSPE(λ) selon 
ertaines 
onditions que nous ne détaillons pas i
i. LSPE(λ) est dé
ritdans l'algorithme 14.Algorithme 14 LSPE(λ) (Nedi¢ et Bertsekas, 2003)
π : politique à évaluer
(s0, a0, r1, s1, a1, r2, s2, . . . , sT ) : traje
toire générée ave
 π
w0 ← initialisation arbitraire
Ã← 0, b̃← 0
t← 0
zt ← φ(st)tant que st non terminal faire
Ã← Ã+ φ(st)φ(st)

T

b̃← b̃ + zt((γφ(st+1)
T − φ(st)

T)wt + rt+1)
zt+1 ← γλzt + φ(st+1)

wt+1 ← wt + α(Ã−1b̃− wt)
t← t+ 1�n tant queretourner wtDe manière analogue à LSTD(λ), on peut là aussi maintenir dire
tement une estimation de A−1 enutilisant la formule de Sherman-Morrison. La mise à jour de Ã est alors rempla
ée dans l'algorithme 14par

Ã−1 ← Ã−1 − Ã−1φ(st)φ(st)
TA−1

1 + φ(st)TÃ−1φ(st)et la 
omplexité du 
al
ul de la nouvelle fon
tion de valeur est réduite à O(p2).Lien ave
 TD(λ)Revenons sur la minimisation aux moindres 
arrés que LSPE(λ) résout à l'état st pour 
al
uler
ΠDπ

TλV̂t à partir des é
hantillons observés jusqu'au temps t :
V̂t+1 = argmin

V̂

t∑

m=0

(
V̂ (sm)− V̂t(sm)−

t∑

n=m

(γλ)n−mδ(n)

)2

.Bertsekas et al. (2003) ont montré que le 
al
ul que réalise TD(λ) au temps t revient en fait en moyenneà mettre à jour V̂t+1 en dire
tion du gradient de la somme 
i-dessus. Ainsi, TD(λ) peut être vu 
omme
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ement ave
 approximationune approximation de LSPE(λ) dans laquelle on e�e
tue une petite 
orre
tion en dire
tion du minimumde 
ette somme au lieu de la minimiser entièrement.3.4.3 Approximate λPILes algorithmes présentés pré
édemment dans 
e 
hapitre se fo
alisent sur le problème d'évaluer unepolitique �xée π. Même si TD(λ), LSTD, LSTD(λ) et LSPE(λ) peuvent être utilisés 
omme phase d'éva-luation dans un s
héma d'itération sur les politiques (sous réserve de générer de nouveaux é
hantillonsà 
haque itération), nous avons vu dans les 
hapitres 1 et 2 que lorsque l'on 
her
he à 
onstruire unepolitique itérativement, il n'est pas né
essaire d'évaluer 
omplètement 
haque politique intermédiaire :l'algorithme peut 
hanger de politique plus t�t (voir la �gure 1.2 page 28) et il est alors dit optimiste.On peut, dans le 
as appro
hé, envisager un s
héma d'itération sur les politiques optimiste, 
'est-à-direoù la politique 
ourante est évaluée de façon in
omplète avant de passer à la politique suivante. Pour
ela, un algorithme naturel 
onsiste à appliquer une seule fois l'opérateur ΠDπ
Tλ à la fon
tion de valeur
ourante V̂k. On peut ainsi 
onsidérer une variante de LSPE(λ) qui appliquerait ΠDπ

Tλ une seule fois(et de façon approximative), après avoir par
ouru l'intégralité d'une traje
toire, au lieu de l'appliquerrépétitivement à 
haque état visité. L'obje
tif est i
i de re
her
her le ve
teur V̂k+1 qui 
orrespond à uneseule appli
ation de ΠDπ
Tλ, 
'est-à-dire qui véri�e V̂k+1 = ΠDπ

TλV̂k.Une telle variante a en fait été proposée avant LSPE(λ) par les auteurs de λPI (Bertsekas et Io�e, 1996)sous le nom de Approximate λ-Poli
y Iteration (AλPI). Après avoir par
ouru la traje
toire entière, AλPI
al
ule la valeur V̂k+1 qui minimise au sens des moindres 
arrés la même quantité que dans LSPE(λ) :
V̂k+1 = argmin

V̂

T∑

m=0

(
V̂ (sm)− V̂k(sm)−

T∑

n=m

(γλ)n−mδ(n)

)2

.Ensuite, on 
al
ule la politique gourmande par rapport à V̂k+1, on génère de nouveaux é
hantillons et onrépète le pro
essus.Les auteurs soulignent que dans le 
as appro
hé, lorsque la fon
tion de valeur est approximative etqu'elle est estimée à l'aide d'é
hantillons, prendre λ < 1 (
'est-à-dire e�e
tuer une évaluation in
omplèteou en
ore optimiste) peut s'avérer béné�que. Nous avions vu que, dans la version exa
te de λPI, lavitesse de 
onvergen
e asymptotique se dégrade lorsque λ diminue (Bertsekas et Io�e, 1996). Cela dit, la
onvergen
e asymptotique 
orrespond au moment où la politique obtenue est optimale et où il ne resteplus qu'à a�ner la fon
tion de valeur ; i
i, le fait que la vitesse de 
onvergen
e asymptotique se dégradelorsque λ < 1 va s'avérer peu 
ru
ial dans la mesure où de toute manière, on ne peut en général pasatteindre une politique optimale. Ensuite, l'estimation qui est 
al
ulée par AλPI ou LSPE(λ) à partir desé
hantillons a une 
ertaine varian
e qui va pouvoir être diminuée grâ
e à l'optimisme. En e�et, 
onsidéronsà nouveau l'é
riture de TλV̂k en fon
tion des di�éren
es temporelles : TλV̂k = V̂k +∆k, ave

∀s ∈ S ∆k(s) = E

[
∞∑

t=0

(λγ)tδ(t)

∣∣∣∣∣ s0 = s, at = πk+1(st)

]
.Cette expression sous forme d'espéran
e met en éviden
e le fait que le paramètre λ, tout en réglantl'optimisme de l'algorithme, possède une in�uen
e de type 
ompromis biais-varian
e. Lorsque λ = 1, onpeut voir que ∆k = V πk+1− V̂k : ainsi, on 
ible la vraie valeur de πk+1 et il n'y a pas de biais. Cependant,
omme ∆k est estimé à partir d'une base d'é
hantillons, on peut voir sur l'équation 
i-dessus que l'horizonde la somme à estimer est plus important pour les grandes valeurs de λ. La varian
e de l'estimation risquealors de pénaliser l'algorithme. En revan
he, lorsque λ < 1, 
ette varian
e est réduite, mais on introduitun biais lié au fait que le ve
teur TλV̂k 
iblé à 
haque itération n'est plus la valeur de πk+1. Le nombred'itérations né
essaires sera don
 plus important, mais 
haque itération sera moins sensible à la varian
ede l'estimation.Une illustration intuitive de 
e 
ompromis biais-varian
e est donnée sur la �gure 3.3. Lorsque λ = 1,à l'itération k, on 
ible V πk+1 mais en raison de la varian
e de l'estimation, on 
ommet une erreur ǫk+1relativement importante. Lorsque λ < 1, on e�e
tue une évaluation optimiste (in
omplète) : on ne 
ible
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Figure 3.3 � Illustration du 
ompromis biais-varian
e de AλPI dans la partition des politiques gloutonnes.Si λ < 1, l'algorithme est optimiste : la fon
tion de valeur 
iblée n'est plus V πk+1 mais l'estimation estplus pré
ise.plus V πk+1 mais TλV̂k. Cela introduit un biais lié au fait que l'on ne 
ible plus la vraie fon
tion de valeur,mais la nouvelle 
ible est atteinte plus pré
isément. En fait, grâ
e à 
ette rédu
tion de la varian
e del'estimation, si le biais n'est pas très important, il se peut même que la fon
tion de valeur approximative
V̂k+1 obtenue soit �nalement plus pro
he de la vraie fon
tion de valeur V πk+1 que 
e que l'on auraitobtenu ave
 λ = 1.Une 
ontrainte de AλPI est que, 
omme pour les algorithmes présentés pré
édemment, l'évaluationest on-poli
y : à 
haque 
hangement de politique, on doit regénérer de nouveaux é
hantillons. Dansle 
hapitre 4, nous proposons une autre manière d'appro
her λPI, 
ette fois de façon o�-poli
y. Nousgénéralisons pour 
ela les idées de LSPI (Lagoudakis et Parr, 2003), l'algorithme que nous présentonsmaintenant.3.4.4 LSPILes algorithmes présentés plus haut (TD(λ), LSTD, LSTD(λ), LSPE(λ) et AλPI), lorsqu'ils sont pla
ésdans un s
héma d'itération sur les politiques, ont l'in
onvénient de né
essiter de générer de nouveauxé
hantillons à 
haque 
hangement de politique. Least-Squares Poli
y Iteration (LSPI) (Lagoudakis etParr, 2003) propose une solution à 
e problème. Il s'agit d'un algorithme d'itération sur les politiquesave
 approximation du se
ond ordre qui utilise des fon
tions de valeurs dé�nies sur l'espa
e d'états-a
tions(fon
tions de valeur Q) et où la phase d'évaluation de la politique s'appuie sur LSTD (Bradtke et Barto,1996) (
'est-à-dire LSTD(λ) ave
 λ = 0).L'utilisation de fon
tions de valeur Q 
ombiné ave
 LSTD permet en e�et d'évaluer une politique defaçon o�-poli
y, 
'est-à-dire à l'aide d'é
hantillons qui peuvent avoir été générés ave
 une autre politique,et 
es é
hantillons peuvent se limiter à des transitions individuelles de la forme (s, a, r′, s′) au lieu d'êtredes traje
toires 
omplètes.LSTD (voir la se
tion 3.4.1) 
her
he à résoudre l'équation V̂ = ΠDπ

T0V̂ (rappelons que λ = 0 et quepar ailleurs, T0 = Tπ). Ave
 l'utilisation de fon
tions de valeurs Q, le fait que l'évaluation puisse êtreo�-poli
y signi�e que la proje
tion orthogonale utilisée peut 
ette fois être pondérée par une distributionquel
onque. Dans le 
as on-poli
y, il s'agissait né
essairement de la distribution stationnaire asso
iée à
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Rés

idu quad
rat

ique

Distance au point fixe projeté

Figure 3.4 � Représentation s
hématique des deux méthodes LSTDQ et LSBRQ. LSTDQ 
her
he lafon
tion de valeur appro
hée qui est le point �xe de T0 = Tπ suivi d'une proje
tion ΠD sur l'espa
edes fon
tions de valeur approximatives, alors que LSBRQ 
her
he la fon
tion de valeur qui minimise ladistan
e entre elle-même et une appli
ation de l'opérateur T0 = Tπ.la politique π en 
ours d'évaluation. Cette méthode d'évaluation, intitulée LSTDQ (Lagoudakis et Parr,2003), 
her
he à résoudre l'équation Q̂ − ΠDT0Q̂. LSTDQ est dé
rit à l'algorithme 15. Au niveau del'implémentation, LSTDQ di�ère de LSTD (algorithme 12) uniquement par l'utilisation de fon
tions devaleur Q.Algorithme 15 LSTDQ (Lagoudakis et Parr, 2003)
π : politique à évaluer
Ã← 0, b̃← 0pour 
haque é
hantillon (s, a, r′, s′) faire
Ã← Ã+ φ(s, a)

(
φ(s, a)− γφ(s′, π(s′))

)T

b̃← b̃+ φ(s, a)r′�n pour
w ← Ã−1b̃retourner wAlgorithme 16 LSBRQ (Lagoudakis et Parr, 2003)
π : politique à évaluer
Ã← 0, b̃← 0pour 
haque é
hantillon (s, a, r′, s′, s′′) faire
Ã← Ã+

(
φ(s, a)− γφ(s′′, π(s′′))

)(
φ(s, a)− γφ(s′, π(s′))

)T

b̃← b̃+
(
φ(s, a)− γφ(s′′, π(s′′))

)
r′�n pour

w ← Ã−1b̃retourner wUne alternative à LSTDQ pour estimer la fon
tion de valeur de la politique 
ourante est la mé-thode LSBRQ (algorithme 16). LSBRQ 
her
he à minimiser dire
tement la norme quadratique du résidude Bellman ‖Q̂ − T0Q̂‖2. La �gure 3.4 donne une illustration de 
es deux 
ritères à minimiser (voiraussi Lagoudakis et Parr, 2003). LSBRQ a l'in
onvénient de né
essiter des é
hantillons de la forme
(s, a, r′, s′, s′′) où s′ et s′′ sont deux réalisations indépendantes de l'a
tion a depuis l'état s (Sutton etBarto, 1998). Ainsi, LSBRQ est plus 
ontraignant à utiliser en pratique, à moins de disposer d'un modèle
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es deux méthodes dans le 
hapitre 4 où nous proposonsune généralisation de LSPI.Comme ave
 LSTD(λ) et LSPE(λ), il est également possible de maintenir à jour dire
tement uneestimation de A−1 pour réduire la 
omplexité du 
al
ul de Ã−1b̃, et 
e ave
 les deux méthodes. Lesformules 
orrespondantes seront détaillées dans le 
hapitre 4 dans le 
ontexte plus général de LSλPI.De plus, si un modèle du PDM est 
onnu, il est possible d'exploiter 
ette 
onnaissan
e. Les é
hantillonsse limitent alors à des 
ouples états-a
tions (s, a) et on rempla
e dans les algorithmes 
i-dessus les termesde la forme φ(s′, π(s′)) et r′ par leur espéran
e respe
tive ∑
s′∈S

P (s, a, s′)φ(s′, π(s′)) et R(s, a).Au �nal, LSPI est résumé dans l'algorithme 17, pour le 
hoix d'une méthode d'évaluation donnée :LSTDQ ou LSBRQ.Algorithme 17 LSPI (Lagoudakis et Parr, 2003)
D ← ensemble d'é
hantillons de la forme { (s, a, r′, s′) avec LSTDQ

(s, a, r′, s′, s′′) avec LSBRQ
k ← 0, w0 ← initialisation arbitrairerépéter
πk+1 ← glouton(Φwk)

wk+1 ←





LSTDQ(D, πk+1)ouLSBRQ(D, πk+1)
k ← k + 1jusqu'à ‖wk − wk−1‖∞ < ǫSynthèse et 
on
lusionNous avons présenté dans 
e 
hapitre di�érents algorithmes d'évaluation de la fon
tion de valeur. La�gure 3.5 propose une vue synthétique des di�érentes appro
hes, organisées selon la manière dont elles
al
ulent la fon
tion de valeur. Nous détaillons i
i 
ette vue s
hématique. On 
onsidère une équation deBellman générale Φw = TλΦw, équivalente à l'équation de Bellman usuelle Φw = TπΦw. Comme elle n'apas né
essairement de solution dans l'espa
e d'approximation, on peut soit minimiser le résidu quadratique

‖Φw−TλΦw‖2, soit re
her
her le point �xe de l'opérateur Tλ auquel on applique une 
ertaine proje
tion
ΠD. La première possibilité n'est 
onnue que pour λ = 0 dans la littérature, ave
 LSBRQ (Lagoudakiset Parr, 2003). La se
onde possibilité se divise en deux 
as selon la distribution utilisée pour réaliserla proje
tion. Si l'on ne met pas de 
ontrainte sur 
ette distribution D, par exemple pour utiliser desé
hantillons o�-poli
y, seul le 
as λ = 0 a été proposé : il s'agit de l'algorithme LSTDQ (Lagoudakis etParr, 2003). Si l'on 
onsidère en revan
he la distribution stationnaire Dπ asso
iée à la politique à évaluer
π, il existe alors plusieurs appro
hes, qui s'appuient sur une traje
toire (s0, a0, r1, s1, . . . , sT ) généréeave
 la politique π. sT est l'état terminal de la traje
toire. Ces appro
hes 
her
hent à résoudre l'équation
Φw = ΠDπ

TλΦw. LSTD(λ) (Boyan, 2002) 
onstruit in
rémentalement, au fur et à mesure du par
oursde la traje
toire, une estimation de deux quantités A et b qui 
ara
térisent le point �xe de ΠDπ
Tλ, puis
al
ule �nalement w = Ã−1b̃. Une autre idée possible est de re
her
her 
e point �xe en e�e
tuant desappli
ations su

essives (et approximatives) de ΠDπ

Tλ, à la manière de Value Iteration. Cette méthodeest justi�ée par le fait que pour la distribution Dπ, l'opérateur ΠDπ
Tλ est une 
ontra
tion. Appliquer 
etopérateur de façon approximative à partir des é
hantillons (s0, a0, r1, . . . , st) observés jusqu'au temps trevient à minimiser le 
ritère suivant :

min
w

t∑

m=0

(
Φw(sm)− Φw̄(sm)−

t∑

n=m

(γλ)n−mδ(sn)
)2où Φw̄ représente la fon
tion de valeur pré
édente. TD(λ) (Sutton et Barto, 1998) peut être vu 
ommeun algorithme qui, pour 
haque t de 0 à T , 
al
ule le gradient de 
ette somme et 
orrige la fon
tion
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Figure 3.5 � Vue d'ensemble des algorithmes d'approximation linéaire mentionnés dans le 
hapitre 3 (voirle texte pour l'expli
ation détaillée du s
héma). On 
onsidère une politique π à évaluer et on re
her
heune fon
tion de valeur approximative Φw. Φw̄ est une estimation pré
édente de la fon
tion de valeur. Dπdésigne la distribution stationnaire asso
iée à la politique π tandis que D peut désigner une distributionquel
onque.
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ond ordre 59Synthèse des méthodes d'évaluation d'une politique πk+1Algorithme Critère Évaluation Compromis O�-poli
y É
hantillonnaged'évaluation 
onsidéré optimiste biais-varian
e (λ) e�
a
eTD(0) V̂ = ΠDπ
T0V̂TD(λ)

V̂ = ΠDπ
TλV̂

×LSTD(λ) × ×LSPE(λ) × ×AλPI (phase
V̂ = ΠDπ

TλV̂k × × ×d'évaluation)LSTDQ Q̂ = ΠDT0Q̂ × ×LSBRQ min ‖Q̂− T0Q̂‖2 × ×Table 3.1 � Synthèse des prin
ipales 
ara
téristiques des méthodes d'évaluation de la fon
tion de valeur.Chaque méthode est i
i vue 
omme un 
hoix possible pour la phase d'évaluation de la politique dans uns
héma d'itération sur les politiques à l'itération k. La politique à évaluer, notée πk+1, est la politiquegloutonne par rapport à la valeur pré
édente V̂k ou Q̂k.de valeur en dire
tion de 
e gradient, ave
 un 
ertain pas d'apprentissage qui peut être déli
at à régler.LSPE(λ) (Nedi¢ et Bertsekas, 2003), quant à lui, minimise 
ette somme par une résolution standard auxmoindres 
arrés (et répète lui aussi l'opération pour 
haque t de 0 à T ). Le 
al
ul est e�e
tué de façonin
rémentale pour éviter de devoir résoudre un système linéaire à 
haque itération. TD(λ) et LSPE(λ)réalisent don
 tous deux des appli
ations répétées de ΠDπ
Tλ, 
es appli
ations étant appro
hées de deuxfaçons di�érentes. En�n, l'algorithme AλPI (Bertsekas et Tsitsiklis, 1996) réalise la même résolution auxmoindres 
arrés que LSPE(λ), mais dans un 
ontexte d'itération sur les politiques optimiste. Il résoutle système aux moindres 
arrés seulement une fois, à la �n de la traje
toire, 
'est-à-dire pour t = Tuniquement. Il applique don
 ΠDπ

Tλ une seule fois (de façon appro
hée). Puis il 
al
ule la politiquegloutonne par rapport à la fon
tion de valeur obtenue, génère une nouvelle traje
toire ave
 
ette politiqueet re
ommen
e le pro
essus.Cal
uler une politiqueParmi les algorithmes mentionnés dans 
e 
hapitre, 
ertains sont 
onçus pour s'insérer dans un
ontexte d'itération sur les politiques et d'autres se 
on
entrent d'abord sur l'évaluation de la politique.Les prin
ipales 
ara
téristiques de 
es algorithmes sont mentionnées dans le tableau 3.1.TD(λ), LSTD(λ), LSPE(λ) et AλPI sont obligatoirement on-poli
y : ils estiment la fon
tion de valeurà partir d'une traje
toire générée ave
 la politique à évaluer. De 
e fait, il peut être déli
at d'utiliser 
esalgorithmes dans un s
héma d'itération sur les politiques. Ave
 LSPI, on peut se passer de traje
toires
omplètes générées ave
 la politique à évaluer 
ar seule la transition immédiate est prise en 
omptedans LSTDQ et LSBRQ. Les états pré
édemment visités sont oubliés, 
ontrairement à TD(λ), LSTD(λ),LSPE(λ) et AλPI où un paramètre λ 
ontr�le l'éligibilité de 
haque état. L'in
onvénient est qu'en l'absen
edu paramètre λ, on ne béné�
ie plus d'un 
ompromis biais-varian
e réglable. Il serait possible de dé�nirLSTDQ(λ) 
omme étant LSTD(λ) ave
 des fon
tions de valeurs Q, mais on perdrait le 
�té o�-poli
y : ilfaudrait 
ette fois utiliser des traje
toires 
omplètes générées ave
 la politique 
ourante. L'appro
he quenous proposons dans le 
hapitre suivant ajoute un 
ompromis biais-varian
e à LSPI via le paramètre λde λPI, tout en 
ontinuant à itérer sur les politiques de manière o�-poli
y.
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Chapitre 4LSλPI : Optimisme et 
ompromisbiais-varian
e pour le 
ontr�le optimalDans le 
hapitre pré
édent, nous avons présenté quelques algorithmes de la littérature pour évaluerune politique : TD(λ) (Sutton et Barto, 1998), LSTD (Bradtke et Barto, 1996), LSTD(λ) (Boyan, 2002),LSPE(λ) (Yu et Bertsekas, 2009), ou 
al
uler une politique : AλPI (Bertsekas et Io�e, 1996) et LSPI (La-goudakis et Parr, 2003). Nous développons dans 
e 
hapitre une nouvelle appro
he qui 
her
he à regrouperplusieurs 
ara
téristiques intéressantes de 
es algorithmes.� Se
ond ordre : nous souhaitons que les informations des é
hantillons soient exploitées de façone�
a
e par l'algorithme, par opposition à TD(λ).� Itération sur les politiques : nous nous intéressons à itérer sur les politiques et non à évaluerune politique �xée.� Optimisme : nous voulons pouvoir 
hanger de politique avant d'avoir entièrement évalué la poli-tique 
ourante, a�n de réduire la varian
e de l'estimation 
omme le fait AλPI (Bertsekas et Io�e,1996).� Compromis biais-varian
e : un 
ompromis biais-varian
e réglable par le paramètre λ permetd'améliorer la qualité de l'estimation dans AλPI, TD(λ), LSTD(λ) et LSPE(λ). (Dans le 
as deAλPI, le paramètre λ permet également de régler l'optimisme.)� Évaluation o�-poli
y : dans LSPI, la politique peut être évaluée à l'aide d'é
hantillons individuelsd'horizon 1. Des traje
toires 
omplètes ne sont pas né
essaires et 
ela permet d'évaluer les politiquesde manière o�-poli
y. On peut itérer sur les politiques sans avoir à regénérer des é
hantillons lorsquela politique 
hange. Dès lors qu'elles utilisent un paramètre λ pour faire un 
ompromis biais-varian
e,les appro
hes de l'état de l'art telles que LSTD(λ), LSPE(λ) et AλPI ont besoin d'estimer la valeurde la politique de façon on-poli
y, en utilisant des traje
toires générées ave
 la politique à évaluer.Après avoir évoqué des 
ara
téristiques qui nous ont paru intéressantes dans les algorithmes de lalittérature (itération sur les politiques, optimisme, 
ompromis biais-varian
e, évaluation du se
ond ordre,o�-poli
y et don
 possibilité d'itérer sur les politiques sans regénérer des é
hantillons), nous pouvonsdire de l'algorithme que nous allons présenter, Least-Squares λ Poli
y Iteration (LSλPI), qu'il est ànotre 
onnaissan
e le premier à toutes les posséder. LSλPI peut être vu 
omme une généralisation deLSPI ave
 un paramètre λ qui établit un 
ompromis biais-varian
e et ajoute de l'optimisme, 
omme uneversion o�-poli
y de λPI, ou 
omme une version ave
 itération sur les politiques optimiste et o�-poli
yde LSPE(λ).4.1 L'algorithme LSλPIPour mettre au point notre appro
he, nous nous sommes intéressés en parti
ulier à l'algorithme
λPI (Bertsekas et Io�e, 1996). Rappelons que dans λPI, un paramètre λ ∈ [0, 1] permet d'e�e
tuerune évaluation optimiste de la politique 
ourante, 
'est-à-dire de 
hanger de politique avant de l'avoirentièrement évaluée. Lorsque λ < 1, un biais dû à 
ette évaluation in
omplète dégrade la vitesse de
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ompromis biais-varian
e pour le 
ontr�le optimal
onvergen
e asymptotique. Dans le 
as exa
t, 
omme on ne fait pas d'estimation à l'aide d'é
hantillons,le paramètre λ n'a que peu d'utilité 
ar rien ne vient 
ompenser 
e biais : la 
onvergen
e asymptotiqueest plus lente et il n'y a pas de 
ontrepartie. En pratique, 
omme nous l'avons vu au 
hapitre 2, 
'estalors Modi�ed Poli
y Iteration, plus simple que λPI, qui induit une meilleure vitesse de 
onvergen
e.C'est dans le 
as appro
hé, lorsque la fon
tion de valeur est approximative et qu'elle est estimée àl'aide d'é
hantillons, que diminuer λ va s'avérer intéressant. D'abord, le fait que la vitesse de 
onvergen
easymptotique se dégrade lorsque λ < 1 va s'avérer peu pénalisant dans la mesure où, dans le 
as appro
hé,on ne peut en général pas atteindre une politique optimale. La vitesse de 
onvergen
e asymptotique estdon
 i
i un 
ritère moins 
ru
ial. Ensuite, nous avons vu dans le 
hapitre 3 que l'estimation qui est
al
ulée par λPI à partir des é
hantillons a une 
ertaine varian
e qui peut être diminuée grâ
e à λ.4.1.1 Idée généraleDans LSPI (Lagoudakis et Parr, 2003), le ve
teur wk+1 est 
al
ulé à 
haque itération de manière à 
eque Φwk+1 appro
he la fon
tion de valeur de πk+1, 
'est-à-dire le point �xe de Tπk+1
. En d'autres termes,que 
e soit via LSTDQ ou LSBRQ, LSPI détermine un wk+1 qui véri�e

Tπk+1
Φwk+1 ≃ Φwk+1.La démar
he que nous proposons i
i, intitulée Least-Squares λ Poli
y Iteration (LSλPI) 
onsiste à géné-raliser LSPI en y ajoutant le paramètre λ de λPI. Comme dans LSPI, nous 
onsidérons uniquement desfon
tions de valeurs dé�nies sur l'espa
e des 
ouples états-a
tions. Rappelons que l'opérateurMk (dé�ni àl'équation 1.5 page 26 pour les fon
tions de valeur V) 
orrespond à une évaluation amortie de l'opérateurde Bellman Tπk+1

. Redé�nissons Mk dans le 
as des fon
tions de valeurs Q :
MkQ = (1− λ)Tπk+1

Qk + λTπk+1
Q. (4.1)On peut remarquer dans les algorithmes 4 et 6 (pages 25 et 26) que la seule di�éren
e entre Poli
yIteration et λPI en version exa
te est l'opérateur dont on 
al
ule le point �xe : il s'agit de l'opérateur deBellman Tπk+1

dans le 
as de Poli
y Iteration, et de l'opérateur Mk dans le 
as de λPI. L'idée de LSλPIest don
 de re
her
her non pas le point �xe de Tπk+1
, mais 
elui de l'opérateur plus général Mk. Il s'agitdon
 de déterminer un wk+1 tel que

MkΦwk+1 ≃ Φwk+1.Ainsi, on ne 
her
he plus à estimer la valeur Qπk+1 , mais le ve
teur Qk+1 que λPI 
al
ulerait en versionexa
te. LSPI devient un 
as parti
ulier de LSλPI pour lequel λ = 1. LSPI possède plusieurs 
ara
téris-tiques intéressantes que LSλPI 
onserve naturellement : l'é
hantillonnage e�
a
e (il s'agit d'une méthodedu se
ond ordre), l'évaluation o�-poli
y de la fon
tion de valeur, qui permet de réutiliser les mêmes é
han-tillons malgré les 
hangements de politique, et le fait que le modèle du PDM soit optionnel mais puisseêtre exploité s'il est disponible. LSλPI ajoute à 
ela les 
ara
téristiques de λPI dis
utées plus haut : le
ompromis biais-varian
e, qui peut améliorer la qualité de l'estimation, et l'évaluation optimiste de lafon
tion de valeur.4.1.2 Méthode de proje
tion du point �xe : LSλTDQPour 
al
uler wk+1, nous avons vu que LSPI pouvait utiliser deux méthodes standards, la méthode deproje
tion du point �xe (LSTDQ) ou la méthode de minimisation du résidu quadratique (LSBRQ). Cesméthodes sont dé
rites par exemple par S
hokne
ht (2002); Munos (2003); Lagoudakis et Parr (2003).Nous les généralisons i
i au 
as de LSλPI.Comme MkQ̂k+1 n'est pas dans l'espa
e dé�ni par les fon
tions de base en général, le prin
ipe dela méthode du point �xe (LSλTD) est de lui appliquer une proje
tion orthogonale. On 
her
he don
 lafon
tion de valeur approximative Q̂k+1 = Φwk+1 qui véri�e
Q̂k+1 = ΠDMkQ̂k+1 (4.2)où ΠD est une proje
tion orthogonale sur l'espa
e d'approximation, dé�nie par Π = Φ(ΦTDΦ)−1ΦTD.

D = Dµ représente la matri
e diagonale de taille |S||A| dont les termes sont les poids de la proje
tion,



4.1. L'algorithme LSλPI 63notés µ(s, a), où µ est une distribution de probabilités sur S × A. En développant l'équation (4.2) et enutilisant de la dé�nition de Mk (équation (4.1)), on obtient
Φwk+1 = Φ(ΦTDµΦ)

−1ΦTDµ[R+ (1 − λ)γPπk+1
Φwk + λγPπk+1

Φwk+1]

ΦTDµΦwk+1 = ΦTDµ[R+ (1− λ)γPπk+1
Φwk + λγPπk+1

Φwk+1]

0 = ΦTDµ[R+ (1− λ)γPπk+1
Φwk + λγPπk+1

Φwk+1 − Φwk+1].Ainsi, wk+1 est la solution du système linéaire Aw = b, de taille p× p (rappelons que p est le nombre defon
tions de base), ave

A = ΦTDµ(Φ− λγPπk+1

Φ) et b = ΦTDµ(R+ (1− λ)γPπk+1
Φwk).Lorsque le nombre d'états est élevé, A et b ne peuvent pas être 
al
ulés dire
tement, même si un modèledu PDM est disponible. Cependant, en développant la stru
ture de A et b, on remarque que 
eux-
ipeuvent être exprimés sous la forme d'une espéran
e :

A =
∑

s∈S

∑

a∈A

µ(s, a)φ(s, a)
∑

s′∈S

P (s, a, s′)

(
φ(s, a)− λγφ(s′, πk+1(s

′))

)T

= E(s,a)∼µ,s′∼P (s,a,·)

[
φ(s, a)

(
φ(s, a)− λγφ(s′, πk+1(s

′))

)T
]
,

b =
∑

s∈S

∑

a∈A

µ(s, a)φ(s, a)
∑

s′∈S

P (s, a, s′)

(
R(s, a, s′) + (1 − λ)γφ(s′, πk+1(s

′))Twk

)

= E(s,a)∼µ,s′∼P (s,a,·),r′=R(s,a,s′)

[
φ(s, a)

(
r′ + (1 − λ)γφ(s′, πk+1(s

′))Twk

)]
.On peut alors les estimer à partir d'un ensemble de L é
hantillons de la forme (s, a, r′, s′), ave
 (s, a) ∼ µ,

s′ ∼ P (s, a, ·) et r′ = R(s, a, s′). A�n de simpli�er l'é
riture des estimations, nous allons en fait estimer
LA et Lb, 
e qui ne 
hangera pas la solution trouvée étant donné que l'on souhaite résoudre le systèmelinéaire Aw = b. Notons Ã et b̃ les estimations de LA et Lb basées sur les é
hantillons. Pour 
haqueé
hantillon (s, a, r′, s′) 
onsidéré, on met à jour Ã et b̃ ave


Ã ← Ã+ φ(s, a)

(
φ(s, a) − λγφ(s′, πk+1(s

′))

)T

,

b̃ ← b̃+ φ(s, a)

(
r′ + (1 − λ)γφ(s′, πk+1(s

′))Twk

)
.Si la distribution des é
hantillons 
orrespond à µ, alors Ã et b̃ sont bien des estimateurs non biaisésde A et b. Après avoir ainsi estimé LA et Lb à partir d'une sour
e d'é
hantillons, on résout le système

Ãwk+1 = b̃ pour 
al
uler le ve
teur de paramètres wk+1 qui 
ara
térise la fon
tion de valeur Q̂k+1.L'algorithme 18 (LSλTDQ) résume 
ette méthode de proje
tion du point �xe. On peut fa
ilementvéri�er que, lorsque λ = 1, on retrouve bien LSTDQ. Comme dans LSTDQ, si un modèle du PDMest disponible, on peut exploiter 
ette 
onnaissan
e. Les é
hantillons se résument alors à des 
ouplesétats-a
tions (s, a) et la mise à jour de Ã et b̃ devient
Ã ← Ã+ φ(s, a)

(
φ(s, a)− λγ

∑

s′∈S

P (s, a, s′)φ(s′, πk+1(s
′))

)T

,

b̃ ← b̃+ φ(s, a)
∑

s′∈S

P (s, a, s′)

(
R(s, a, s′) + (1− λ)γφ(s′, πk+1(s

′))Twk

)
.
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ompromis biais-varian
e pour le 
ontr�le optimal
Algorithme 18 LSλTDQ
π : politique à évaluer
Ã← 0, b̃← 0pour 
haque é
hantillon (s, a, r′, s′) faire
Ã← Ã+ φ(s, a)

(
φ(s, a)− λγφ(s′, π(s′))

)T

b̃← b̃+ φ(s, a)
(
r′ + (1− λ)γφ(s′, π(s′))

)T
wk�n pour

w ← Ã−1b̃retourner w

Rés
idu quad

rat
ique

Distance au point fixe projeté

Figure 4.1 � Représentation s
hématique des deux méthodes. LSλTDQ 
her
he la fon
tion de valeurappro
hée qui est le point �xe de Mk suivi d'une proje
tion sur l'espa
e des fon
tions de valeur approxi-matives, alors que LSλBRQ 
her
he la fon
tion de valeur qui minimise la distan
e entre elle-même et uneappli
ation de l'opérateur Mk.



4.1. L'algorithme LSλPI 654.1.3 Méthode de minimisation du résidu quadratique : LSλBRQPour 
al
uler la fon
tion de valeur approximative Q̂k+1 = Φwk+1, on peut également proposer laméthode de minimisation du résidu quadratique, généralisée au 
as λ ≤ 1. Considérons l'équation (géné-ralisée) de Bellman Qk+1 = MkQk+1 et le résidu de Bellman dé�ni par
Q̂k+1 −MkQ̂k+1.On 
her
he à minimiser la norme quadratique de 
ette quantité, pondérée là aussi par une distribution

µ :
‖Q̂k+1 −MkQ̂k+1‖µ,2.On 
her
he don
 un ve
teur wk+1 qui minimise

‖Φwk+1 − (1− λ)Tπk+1
Φwk − λTπk+1

Φwk+1‖µ,2
= ‖Φwk+1 − (1− λ)(R + γPπk+1

Φwk)− λ(R+ γPπk+1
Φwk+1)‖µ,2

= ‖Φwk+1 −R− (1 − λ)γPπk+1
Φwk − λγPπk+1

Φwk+1‖µ,2
= ‖(Φ− λγPπk+1

Φ)wk+1 −R− (1− λ)γPπk+1
Φwk‖µ,2

= ‖Ψwk+1 − c‖µ,2où Ψ = Φ − λγPπk+1
Φ et c = R+ (1 − λ)γPπk+1

Φwk. Ainsi, par une résolution standard aux moindres
arrés, le ve
teur de paramètres wk+1 qui minimise le résidu quadratique véri�e (ΨTDµΨ)wk+1 = ΨTDµc.Notons A = ΨTDµΨ et b = ΨTDµc. Le problème revient alors à résoudre le système linéaire Aw = b, detaille p× p, ave

A = (Φ− λγPπk+1

Φ)TDµ(Φ− λγPπk+1
Φ),

b = (Φ− λγPπk+1
Φ)TDµ(R+ (1− λ)γPπk+1

Φwk).De manière analogue à LSλTD, la matri
e A et le ve
teur b peuvent s'é
rire sous la forme d'une espé-ran
e :
A =

∑

s∈S

∑

a∈A

µ(s, a)
∑

s′∈S

P (s, a, s′)

∑

s′′∈S

P (s, a, s′′)

(
φ(s, a) − λγφ(s′′, πk+1(s

′′))

)(
φ(s, a) − λγφ(s′, πk+1(s

′))

)T

= E(s,a)∼µ,s′∼P (s,a,·),s′′∼P (s,a,·)[(
φ(s, a)− λγφ(s′′, πk+1(s

′′))

)(
φ(s, a)− λγφ(s′, πk+1(s

′))

)T
]
,

b =
∑

s∈S

∑

a∈A

µ(s, a)
∑

s′∈S

P (s, a, s′)
∑

s′′∈S

P (s, a, s′′)

(
φ(s, a) − λγφ(s′′, πk+1(s

′′))

)(
R(s, a, s′) + (1− λ)γφT(s′, πk+1(s

′))wk

)

= E(s,a)∼µ,s′∼P (s,a,·),r′=R(s,a,s′),s′′∼P (s,a,·)[(
φ(s, a)− λγφ(s′′, πk+1(s

′′))

)(
r′ + (1 − λ)γφT(s′, πk+1(s

′))wk

)]
.On peut don
 estimer la matri
e A et le ve
teur b à partir d'é
hantillons dont la distribution 
orrespondà µ. Comme l'espéran
e d'un produit est en général di�érente du produit des espéran
es, on 
onstatei
i qu'il faut, de manière analogue à LSTD et LSPI (voir par exemple les travaux de Sutton et Barto(1998); Munos (2003); Lagoudakis et Parr (2003)), utiliser pour 
haque état s deux su

esseurs s′ et s′′indépendants pour que l'estimation ne soit pas biaisée.



66 Chapitre 4. LSλPI : Optimisme et 
ompromis biais-varian
e pour le 
ontr�le optimalNotons 
haque é
hantillon (s, a, r′, s′, s′′), où (s′, r′) et s′′ sont les résultats de deux réalisationsindépendantes de l'a
tion a depuis l'état s (la ré
ompense obtenue ave
 l'état s′′ n'est pas né
essaire). Làaussi, on note Ã et b̃ les estimations de LA et Lb respe
tivement, où L désigne le nombre d'é
hantillons.Pour 
haque é
hantillon (s, a, r′, s′, s′′), on met à jour les estimations Ã et b̃ 
omme suit :
Ã ← Ã+

(
φ(s, a) − λγφ(s′′, πk+1(s

′′))

)(
φ(s, a)− λγφ(s′, πk+1(s

′))

)T

,

b̃ ← b̃ +

(
φ(s, a)− λγφ(s′′, πk+1(s

′′))

)(
r′ + (1− λ)γφ(s′, πk+1(s

′))Twk

)
.LSλBRQ est dé
rit dans l'algorithme 19.Algorithme 19 LSλBRQ

π : politique à évaluer
Ã← 0, b̃← 0pour 
haque é
hantillon (s, a, r′, s′, s′′) faire
Ã← Ã+

(
φ(s, a)− λγφ(s′′, π(s′′))

)(
φ(s, a)− λγφ(s′, π(s′))

)T

b̃← b̃+
(
φ(s, a)− λγφ(s′′, π(s′′))

)(
r′ + (1 − λ)γφ(s′, π(s′))Twk

)�n pour
w ← Ã−1b̃retourner wEn�n, si l'on dispose d'un modèle du PDM, les é
hantillons peuvent se limiter à des 
ouples états-a
tions (s, a) et la mise à jour des estimations devient

Ã ← Ã+

(
φ(s, a)− λγ

∑

s′′∈S

P (s, a, s′′)φ(s′′, πk+1(s
′′))

)

(
φ(s, a)− λγ

∑

s′∈S

P (s, a, s′)φ(s′, πk+1(s
′))

)T

,

b̃ ← b̃+

(
φ(s, a) − λγ

∑

s′′∈S

P (s, a, s′′)φ(s′′, πk+1(s
′′))

)

∑

s′∈S

P (s, a, s′)

(
R(s, a, s′) + (1 − λ)γφ(s′, πk+1(s

′))Twk

)
.On notera que, lorsqu'un modèle du PDM est disponible, 
omme les é
hantillons se limitent à des
ouples états-a
tions (s, a), la 
ontrainte de devoir générer les états et ré
ompensenses suivants en doubledisparaît. Le reste de l'algorithme est identique au 
as de LSλTD : une fois LA et Lb estimés, on résoutle système linéaire Ãw = b̃ a�n d'obtenir la fon
tion de valeur Q̂k+1.Que 
e soit ave
 LSλTD ou LSλBR, il est possible d'utiliser la formule de Sherman-Morrison pourmaintenir à jour dire
tement une estimation de A−1 et ainsi réduire la 
omplexité du 
al
ul de Ã−1b̃. Lamise à jour de Ã est alors rempla
ée par̃

A−1 ← Ã−1 +
Ã−1uvTÃ−1

1 + vTÃ−1u
(4.3)ave
, dans le 
as de LSλTDQ,

u = φ(s, a) et v = φ(s, a)− λγφ(s′, π(s′)),et, dans le 
as de LSλBRQ,
u = φ(s, a)− λγφ(s′′, π(s′′)) et v = φ(s, a) − γφ(s′, π(s′)).



4.1. L'algorithme LSλPI 67Synthèse des méthodes d'évaluation d'une politique πk+1Algorithme Critère minimisé Évaluation Compromis O�-poli
y É
hantillonnaged'évaluation pour évaluer πk+1 optimiste biais-varian
e (λ) e�
a
eTD(0) V̂ = ΠDπ
T0V̂TD(λ)

V̂ = ΠDπ
TλV̂

×LSTD(λ) × ×LSPE(λ) × ×AλPI (phase
V̂ = ΠDπ

TλV̂k × × ×d'évaluation)LSTDQ Q̂ = ΠDT0Q̂ × ×LSλTDQ Q̂ = ΠDMkQ̂ × × × ×LSBRQ ‖Q̂− T0Q̂‖2 × ×LSλBRQ ‖Q̂−MkQ̂‖2 × × × ×Table 4.1 � Positionnement des deux méthodes d'évaluation de LSλPI (LSλTDQ et LSλBRQ) parrapport aux autres méthodes d'évaluation de la fon
tion de valeur. Chaque méthode est i
i vue 
ommeun 
hoix possible pour la phase d'évaluation de la politique dans un s
héma d'itération sur les politiquesà l'itération k. La politique à évaluer, notée πk+1, est la politique gloutonne par rapport à la valeurpré
édente V̂k ou Q̂k. LSλPI peut être vu 
omme une implémentation o�-poli
y de λPI, 
omme unegénéralisation optimiste de LSPI ave
 un paramètre λ, ou en
ore 
omme une version ave
 
ontr�le o�-poli
y de LSPE(λ).4.1.4 Least-Squares λ Poli
y IterationAu �nal, LSλPI est résumé dans l'algorithme 20, pour le 
hoix d'une méthode (LSλTDQ ou LSλBRQ)et d'une règle de mise à jour des estimations (ave
 ou sans modèle).Algorithme 20 LSλPI
D ← ensemble d'é
hantillons de la forme { (s, a, r′, s′) ave
 LSλTDQ

(s, a, r′, s′, s′′) ave
 LSλBRQ
k ← 0, w0 ← initialisation arbitrairerépéter
πk+1 ← glouton(Φwk)

wk+1 ←





LSλTDQ(D, πk+1)ouLSλBRQ(D, πk+1)
k ← k + 1jusqu'à ‖wk − wk−1‖∞ < ǫLSλPI est un algorithme utilisant le paramètre λ, qui évalue les politiques ave
 une méthode du se
ondordre, et qui itère sur les politiques. Dans la littérature, les travaux aux moindres 
arrés qui évaluentune politique �xée, 
omme LSTD(λ) (Boyan, 2002) et LSPE(λ), pourraient aussi être utilisés dans un
ontexte d'itération sur les politiques a�n de traiter des problèmes de 
ontr�le. La prin
ipale di�éren
ede LSλPI ave
 l'état de l'art est qu'il s'agit d'un algorithme optimiste : il ne né
essite pas d'estimerla valeur de la politique gourmande, mais seulement de suivre sa dire
tion ave
 un pas ajustable selonla valeur de λ. L'illustration de la �gure 1.2 (page 28) est toujours valide dans le 
as des méthodes duse
ond ordre : LSλPI peut être vu 
omme une version optimiste de LSPI où l'on 
hange de politiqueavant que la phase d'évaluation de la politique 
ourante soit terminée. Par ailleurs, on peut 
onsidérerun algorithme d'itération sur les politiques qui se baserait sur LSPE(λ) pour évaluer 
haque politique.Aux détails d'approximation sto
hastique près, alors que l'évaluation via LSPE(λ) 
onsiste à appliquerl'opérateur Tλ une in�nité de fois pour évaluer la politique, LSλPI l'applique seulement une fois et 
hangede politique ensuite.



68 Chapitre 4. LSλPI : Optimisme et 
ompromis biais-varian
e pour le 
ontr�le optimalEn 
e sens, LSλPI est pro
he de l'algorithme AλPI (Bertsekas et Io�e, 1996), présenté à la se
tion 3.4.3,où l'on applique une seule fois Tλ (de façon approximative) pour 
hanger de politique ensuite. Cependant,AλPI est on-poli
y étant donné qu'il se fonde sur les mêmes mé
anismes que LSPE(λ). En e�et, l'appli-
ation approximative de l'opérateur Tλ s'appuie sur l'équation TλVk = Vk +∆k ave
 LSPE(λ) et AλPI,alors qu'ave
 LSλPI, elle s'appuie sur l'équation TλVk = M∞
k Vk. Notre appro
he permet, 
omme ave
LSPI, d'évaluer les politiques de façon o�-poli
y. Tous 
es algorithmes sont ré
apitulés dans le tableau 4.1.Revenons plus en détail sur les deux méthodes permettant de mettre à jour la fon
tion de valeurdans LSλPI : la méthode de proje
tion du point �xe (LSλTDQ) et la méthode de minimisation durésidu quadratique (LSλBRQ). Ces deux méthodes sont deux moyens de 
al
uler Q̂k+1 en 
her
hant àminimiser des 
ritères di�érents, et les solutions qu'elles trouvent sont en général di�érentes. Un 
as oùles deux appro
hes sont équivalentes est lorsque λ = 0 : en e�et, on peut voir que les estimations Ã et

b̃ sont alors 
onstruites de la même manière. L'algorithme revient dans 
e 
as à e�e
tuer Fitted ValueIteration ave
 régression linéaire, une version approximative de Value Iteration (Szepesvári et Munos,2005). Dans le 
as parti
ulier où λ = 1, 
e qui 
orrespond aux évaluations faites par LSPI, LSTDQsemble donner de meilleurs résultats (Lagoudakis et Parr, 2003). De plus, sur 
ertains exemples, onpeut montrer que LSBRQ ne 
al
ule pas la bonne solution alors que LSTDQ le fait (Sutton et al., 2009).Cependant, S
hokne
ht (2002) a montré que LSTDQ est moins stable numériquement. En e�et, la matri
e
A 
orrespondant à LSTDQ peut être singulière.4.1.5 Cas possible d'une erreur non 
ontr�léeDis
utons maintenant de la 
onvergen
e de LSλPI. Notons que 
omme LSλPI est une version approxi-mative de λPI, la garantie de performan
e du théorème 1 (page 44) s'applique. En e�et, nous avons vuau 
hapitre 2 que λPI est un 
as parti
ulier de Uni�ed Poli
y Iteration. Cette garantie de performan
es'applique lorsque l'erreur d'approximation ǫk est bornée à 
haque itération. Elle établit que sous 
ette
ondition, la distan
e de la valeur de politique obtenue par rapport à la valeur optimale est bornée. Àl'inverse, si l'erreur d'approximation n'est pas 
ontr�lée et augmente à 
haque itération, il se peut quel'algorithme diverge. Nous étudions i
i un 
as où l'algorithme peut diverger selon les valeurs de λ et γ.Nous nous intéressons à un exemple simple tiré de Bertsekas et Tsitsiklis (1996, page 334), sur lequelles auteurs montrent, dans le 
as de Fitted Value Iteration (λ = 0), que l'estimation de la fon
tionde valeur peut diverger pour 
ertaines valeurs de γ, alors même que la 
apa
ité d'approximation del'ar
hite
ture linéaire permet de représenter exa
tement la fon
tion de valeur 
ible. Nous nous intéressonsdans 
e qui suit à la 
onvergen
e des deux méthodes d'évaluation que LSλPI peut employer (LSλTDQ etLSλBRQ), et nous 
onsidérons les autres valeurs de λ (rappelons que, lorsque λ = 0, les deux méthodessont équivalentes).On 
onsidère un système non 
ontr�lé ave
 2 états, de sorte que les fon
tions de valeurs sont dé�niesuniquement sur l'espa
e d'états. La matri
e de transition est donnée par

P =

(
0 1
0 1

)
.L'état 2 est absorbant et les ré
ompenses sont 0. On a don
 Q(1) = Q(2) = 0. On 
onsidère un approxi-mateur linéaire ave
 Φ = (1 2)T. I
i, la valeur peut être représentée exa
tement par l'espa
e 
hoisi.Méthode du point �xe projeté (LSλTDQ)Dans le 
as de LSλTDQ, l'évolution des poids est régie par l'équation

wk+1 = (I − λγ(ΦTΦ)−1ΦTPΦ)−1(1 − λ)γ(ΦTΦ)−1ΦTPΦwk.On suppose i
i que les é
hantillons sont distribués uniformément, 
'est-à-dire Dµ = I. On a ΦTΦ = 5et don
 (ΦTΦ)−1ΦT = (1/5 2/5). Comme PΦ = (2 2)T, on en déduit que (ΦTΦ)−1ΦTPΦ vaut 6/5.Autrement dit, on a
wk+1 = αTDwk
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Figure 4.2 � Méthode LSλTDQ. Gau
he : |αTD| en fon
tion de λ et γ. Droite : domaine où |αTD| < 1.
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Figure 4.3 � Méthode LSλBRQ. Gau
he : |αBR| en fon
tion de λ et γ. Droite : domaine où |αBR| < 1.ave

αTD =

(1− λ)65γ

1− λ6
5γ

.L'algorithme 
onverge vers la solution si et seulement si |αTD| < 1. Ce 
oe�
ient admet des singularités :pour λγ pro
he de 5/6, il tend vers ±∞. La �gure 4.2 donne une représentation graphique de la valeurabsolue de 
e 
oe�
ient en fon
tion de λ et γ, ainsi que le domaine où 
e 
oe�
ient a un module inférieurà 1.Méthode du résidu quadratique (LSλBRQ)Ave
 LSλBRQ, l'évolution des poids est régie par l'équation
wk+1 = (ΨTΨ)−1ΨT(1− λ)γPΦwkave
 Ψ = Φ−λγPΦ = (1−2λγ, 2−2λγ)T. Ainsi ΨΨT = (1−2λγ)2+(2−2λγ)2, quantité qui est toujoursstri
tement supérieure à 1/2. Comme PΦ = (2 2)T, on en déduit que ΨTPΦ = 6− 8λγ. Au �nal, on a

wk+1 = αBRwkave

αBR =

(1− λ)γ(6 − 8λγ)

(1− 2λγ)2 + (2− 2λγ)2
.La �gure 4.3 donne 
omme pré
édemment une représentation graphique de la valeur absolue de 
e 
o-e�
ient en fon
tion de λ et γ, ainsi que le domaine où 
e 
oe�
ient a une valeur absolue inférieure à1.



70 Chapitre 4. LSλPI : Optimisme et 
ompromis biais-varian
e pour le 
ontr�le optimal
0

0.2
0.4

0.6
0.8

1

0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

Figure 4.4 � |αBR|
|αTD| en fon
tion de λ et γ.ComparaisonOn observe que, sur l'exemple étudié, la région où LSλBRQ 
onverge est stri
tement plus grande que
elle de LSλTDQ. En parti
ulier, pour toute valeur de γ, le 
hoix parmi les valeurs de λ est plus grandpour LSλBRQ que pour LSλTDQ. On notera également que, pour la valeur limite γ = 5/6, LSλTDQ ne
onverge que si l'on prend λ = 1. En�n, dans le 
as où les deux méthodes 
onvergent, on peut voir surle graphique de la �gure 4.4, où nous avons tra
é la 
ourbe |αBR|

|αTD| en fon
tion de λ et γ, que LSλBRQ
onverge toujours plus vite que LSλTDQ.4.2 Expérien
esNous avons introduit l'algorithme LSλPI, qui ajoute à LSPI (Lagoudakis et Parr, 2003) le 
ara
tèreoptimiste et la possibilité de faire un 
ompromis biais-varian
e de λPI (Bertsekas et Io�e, 1996), et nousavons dis
uté de sa validité de manière théorique en donnant une garantie de 
onvergen
e sous 
ertaines
onditions (théorème 1). Nous venons également de voir que, dans le 
as de l'évaluation d'une politique�xée, le 
hoix de λ peut in�uer sur la 
onvergen
e ou non de l'algorithme.Nous présentons maintenant quelques expérien
es sur un problème d'itération sur les politiques a�n demontrer l'intérêt de LSλPI d'un point de vue expérimental. Etant donné que LSλPI est une généralisationde LSPI, nous avons réalisé des expérien
es sur un problème d'optimisation de politique pré
édemmentétudié par Lagoudakis et Parr (2003) dans le 
adre de LSPI. Il s'agit d'un PDM de type 
haîne d'étatsdans lequel on 
onnaît la fon
tion de valeur optimale exa
te, de sorte à pouvoir fa
ilement évaluer lesperforman
es obtenues. Dans le 
hapitre 6, nous donnerons également des résultats sur le jeu de Tetris,qui est un problème plus di�
ile et à grand espa
e d'états et qui a également été traité par Lagoudakiset Parr (2003) ave
 LSPI.La �gure 4.5 représente le PDM simple 
onsidéré par Lagoudakis et Parr (2003) pour illustrer le
omportement de LSPI. Il s'agit d'une 
haîne de 20 états ave
 deux a
tions possibles : gau
he (L) oudroite (R). Chaque a
tion envoie dans la bonne dire
tion ave
 une probabilité de 0, 9, et dans la dire
tionopposée ave
 une probabilité de 0, 1. Lorsque l'agent arrive à un des deux états aux extrémités de la
haîne, il obtient une ré
ompense de 1. Dans tous les autres états, il obtient une ré
ompense nulle. Ilest 
lair que la politique optimale est 
elle qui 
onsiste à aller vers la gau
he depuis les états situésdans la moitié gau
he de la 
haîne, et vers la droite depuis les autres. La fon
tion de valeur optimalepeut être 
al
ulée fa
ilement et de manière exa
te. Ainsi, lors de nos expérien
es, on pourra tra
er la
ourbe représentant la distan
e entre la valeur 
ourante et la valeur optimale (pour mesurer la qualitéde l'approximation), et la distan
e entre la valeur de la politique 
ourante et la valeur optimale (pourmesurer la qualité de la politique obtenue).Dans 
es expérien
es, on n'utilisera pas la 
onnaissan
e du modèle du PDM (transitions et ré
om-
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Figure 4.5 � Le PDM étudié, représenté i
i ave
 5 états (nos expérien
es 
omportent 20 états). Chaquea
tion (L ou R) envoie dans la bonne dire
tion ave
 une probabilité de 0, 9 et dans la dire
tion opposéeave
 une probabilité de 0, 1. Les deux extrémités 
omportent une ré
ompense de 1.penses). Comme Lagoudakis et Parr (2003), nous avons testé deux jeux de fon
tions de base pour re-présenter l'espa
e d'états. Le premier est un ensemble de fon
tions de base polyn�miales répétées pour
ha
une des deux a
tions :

φ(s, a) =




1a=L × 1
1a=L × s
1a=L × s2

1a=R × 1
1a=R × s
1a=R × s2


où s est le numéro d'état (de 1 à 20), et 1a=X = 1 si a = X et 0 sinon. Le se
ond jeu de fon
tions estun ensemble de gaussiennes dont les moyennes sont distribuées uniformément sur l'espa
e d'états et dontla varian
e est dé�nie par σ = 4. Pour 
haque a
tion, on a 10 gaussiennes et un terme 
onstant, 
e quidonne un total de 22 fon
tions de base.In�uen
e de λNous avons observé que la 
onvergen
e de la fon
tion de valeur est plus di�
ile lorsque le nombred'é
hantillons est faible, ou lorsque γ est élevé (
'est-à-dire lorsque l'horizon du problème est grand). Si lenombre d'é
hantillons est su�samment important ou si γ est peu élevé, λ n'a que peu d'in�uen
e 
ar lavarian
e de l'estimation dis
utée pré
édemment pose moins de problèmes. Il est alors préférable d'utiliser

λ = 1 a�n de 
onverger plus rapidement. Dans les 
as de 
onvergen
e plus di�
ile, on observe plus
lairement une in�uen
e du paramètre λ. La �gure 4.6 représente la distan
e entre la fon
tion de valeurà 
haque itération et la fon
tion de valeur optimale, moyennée sur 10 exé
utions ayant des ensemblesd'é
hantillons di�érents, et 
e pour plusieurs valeurs de λ. Les ensembles d'é
hantillons 
omportent desépisodes de 200 états visités ave
 la politique qui 
hoisit une a
tion aléatoire uniformément. La méthodeutilisée est LSλTDQ dans le graphique du haut, et LSλBRQ dans le graphique du bas. Dans les deux
as, on utilise l'approximateur gaussien et γ = 0.95. Comme attendu, on observe que pour λ < 1,l'approximation est meilleure 
ar la varian
e de l'estimation est réduite. En 
ontrepartie, un plus grandnombre d'itérations est né
essaire pour atteindre 
ette bonne approximation. En e�et, 
omme dis
utépré
édemment, utiliser une valeur de λ inférieure à 1 introduit un biais dans la mesure où on ne 
her
heplus à s'appro
her le plus possible de la valeur de la politique 
ourante, mais seulement d'un 
ertain pasdans sa dire
tion. On remarquera que 
es 
ourbes sont similaires à 
elles de Kearns et Singh (2000) quiproposent une analyse théorique du 
ompromis biais-varian
e de TD(λ).On observe que pour λ = 1, au bout de quelques itérations seulement, la fon
tion de valeur 
esse des'améliorer et se met à os
iller en restant relativement loin de l'optimal par rapport aux valeurs de λ infé-rieures. Les valeurs intermédiaires de λ o�rent le meilleur 
ompromis en donnant une bonne approxima-tion et ave
 un nombre d'itérations raisonnable. Sur la plupart des expérien
es que nous avons e�e
tuées,LSλTDQ et LSλBRQ donnent des performan
es similaires, ave
 un léger avantage pour LSλTDQ. Onobserve ainsi sur la �gure 4.6 qu'ave
 LSλBRQ, il y a plus de valeurs de λ pour lesquelles la fon
tion devaleur se stabilise trop rapidement, avant d'avoir atteint une bonne approximation. En pratique, LSλTDQsemble don
 un peu plus performant que LSλBRQ étant donné qu'il donne de bons résultats pour un plus
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e entre la valeur de la politique 
ouranteet la valeur optimale, pour l'expérien
e de la �gure 4.6 ave
 LSλTDQ. On observe que la politique os
illeave
 une fréquen
e qui augmente ave
 λ et elle 
onverge pour une valeur intermédiaire (λ = 0, 7).grand intervalle de valeurs de λ. Cependant, il peut en théorie poser des problèmes de stabilité numériquedans 
ertains 
as (voir se
tion 4.1.4), bien que nous n'ayons pas ren
ontré de tels problèmes au 
ours denos expérien
es.On remarque également, surtout dans le 
as de LSλBRQ, qu'il serait intéressant d'utiliser une valeurdé
roissante de λ. En e�et, dans les premières itérations, une valeur de λ pro
he de 1 permet de s'appro
herrapidement de la fon
tion de valeur optimale, puis au fur et à mesure des itérations, les valeurs de λ pluspetites 
onduisent à une meilleure approximation.Par ailleurs, on 
onstate que lorsque la fon
tion de valeur ne 
onverge pas, la politique os
ille ave
une fréquen
e qui augmente ave
 λ. Cela se produit lorsqu'il y a un 
y
le dans la séquen
e des politiques.On peut observer 
e phénomène sur la �gure 4.7, qui représente ‖Qπk − Q∗‖∞ pour l'expérien
e de la�gure 4.6 ave
 LSλTDQ. Pour les petites valeurs de λ, la politique os
ille lentement 
ar LSλPI réalisedes petits pas. Lorsque λ augmente, les os
illations sont plus rapides puisque les pas sont plus importants(voir la vue intuitive de la �gure 1.2, page 28). Il est intéressant de 
onstater qu'il y a ensuite des valeursintermédiaires de λ pour lesquelles la politique 
onverge (par exemple λ = 0, 7). En�n, pour les grandesvaleurs de λ, la politique ne 
onverge plus et os
ille à nouveau, ave
 une fréquen
e plus importante. Lapossibilité d'utiliser λ pour stabiliser la politique est d'autant plus intéressante 
ar on peut montrer quelorsque la politique a 
onvergé, le 
oe�
ient 2γ
(1−γ)2 du théorème 1 (page 44), qui traduit l'erreur relativede la fon
tion de valeur 
ourante par rapport à la fon
tion de valeur optimale, est réduit d'un fa
teur

1− λγ.Cas d'une politique �xéeLa �gure 4.8 représente une expérien
e où la 
onvergen
e est moins di�
ile que sur l'exemple pré
édent
ar γ = 0, 9 (les autres paramètres sont in
hangés et les é
hantillons sont les mêmes). On s'intéresse i
ià LSλTDQ uniquement, où l'on observe un phénomène qui n'apparaît pas ave
 LSλBRQ. Le graphiquedu haut indique la qualité de la politique 
ourante : il représente, 
omme sur la �gure 4.7, la distan
eentre la valeur de la politique 
ourante et la valeur optimale. On remarque que la politique 
onverge,ex
epté dans le 
as où λ = 1. Le graphique du bas représente, 
omme pré
édemment, la distan
e entrela fon
tion de valeur approximative 
ourante et la fon
tion de valeur optimale. A partir de l'itération 40environ, la politique à évaluer devient la même pour toutes les valeurs de λ pour lesquelles la politique a
onvergé. Il semble alors, d'après le graphique, que l'estimation de la fon
tion de valeur 
onverge vers lamême quantité quelle que soit la valeur de λ.Nous pouvons en e�et véri�er analytiquement que, lorsque la politique est �xée et que LSλTDQ
onverge, elle 
onverge vers une valeur qui ne dépend pas de λ. Ce n'est pas le 
as de LSλBRQ en
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 γ = 0.9 et des fon
tions de basegaussiennes. Haut : Evolution de ‖Q̂πk−Q∗‖∞, distan
e entre la fon
tion de valeur exa
te de la politique
ourante, pour plusieurs valeurs de λ. Bas : Evolution de ‖Q̂k − Q∗‖∞, distan
e entre la fon
tion devaleur approximative 
ourante et la fon
tion de valeur optimale, pour plusieurs valeurs de λ. Fon
tionsde base gaussiennes. γ = 0.9. Moyenne de 10 exé
utions, 
haque exé
ution utilisant une ensemble di�érentd'épisodes de 200 é
hantillons. On observe que lorsque la politique est la même pour di�érentes valeursde λ, la fon
tion de valeur semble 
onverger vers une limite qui ne dépend pas de λ. Nous avons véri�é
ette propriété analytiquement, propriété qui ne s'applique pas à LSλBRQ.
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es 75général. En utilisant la dé�nition de Mk (équation 1.5), le fait que Q̂k+1 = Q̂k et que πk+1 = πk, on a
Q̂k+1 = ΠDMkQ̂k+1 = ΠD((1 − λ)Tπk+1

Q̂k+1 + λTπk+1
Q̂k+1) = ΠDTπk+1

Q̂k+1.Ainsi, Q̂k+1 
onverge vers le point �xe de ΠDTπk+1
, qui ne dépend pas de λ. On pourrait alors penserque λ est inutile dans LSλTDQ, mais rappelons que 
e n'est qu'en 
as de 
onvergen
e de la politique etde la fon
tion de valeur que 
ette dernière 
esse de dépendre de λ. Or, nous avons vu que 
'est justementle réglage de λ qui peut permettre d'obtenir la 
onvergen
e ou non. Cette propriété suggère que le 
hoixde λ est plus di�
ile dans le 
as de LSλBRQ étant donné qu'il in�ue non seulement sur la 
onvergen
e,mais aussi sur la fon
tion de valeur obtenue après 
onvergen
e de la politique.Con
lusionNous avons proposé dans 
e 
hapitre LSλPI, une implémentation du se
ond ordre de λPI (Bertsekaset Io�e, 1996). Notre algorithme généralise LSPI (Lagoudakis et Parr, 2003) en y ajoutant l'évaluationoptimiste de λPI. LSλPI est à notre 
onnaissan
e le premier algorithme qui 
umule les quatre 
ara
téris-tiques suivantes : l'utilisation d'un paramètre λ qui règle un 
ompromis biais-varian
e lors de l'estimationde la fon
tion de valeur, l'évaluation optimiste de la politique, l'approximation par une méthode du se-
ond ordre pour exploiter les é
hantillons de manière e�
a
e et l'itération sur les politiques o�-poli
y.Il 
onserve les avantages de LSPI : le modèle du PDM n'est pas requis (mais il peut être intégré s'il est
onnu), et il n'est pas né
essaire de générer de nouvelles traje
toires d'é
hantillons à 
haque fois que lapolitique 
hange.Nous avons présenté des résultats expérimentaux qui 
on�rment l'in�uen
e de λ sur la qualité de l'ap-proximation et la performan
e des politiques générées. Nos résultats empiriques sur un problème simple,pré
édemment traité par LSPI (Lagoudakis et Parr, 2003), montrent que les valeurs de λ intermédiaires(di�érentes de 0 et 1) peuvent donner de meilleurs résultats en pratique lorsque le nombre d'é
hantillonsest limité. Dans le 
hapitre 6, nos expérien
es sur le problème de Tetris 
on�rmeront qu'un réglage in-termédiaire de λ permet d'améliorer l'e�
a
ité de l'é
hantillonnage. Cela peut s'avérer intéressant dansdes appli
ations d'apprentissage où le nombre d'é
hantillons disponibles est restreint.Cependant, ave
 LSλPI, 
omme ave
 les autres algorithmes du se
ond ordre et 
eux utilisant unparamètre λ, un problème qui reste posé est de savoir quelle méthode d'estimation 
hoisir (LSλTDQ ouLSλBRQ) et 
omment �xer la valeur de λ. λ peut en e�et avoir une in�uen
e 
ru
iale sur la 
onvergen
eou non de l'algorithme et sur les performan
es obtenues. Les expérien
es suggèrent qu'ave
 LSλTDQ, il ya une plus grande plage de valeurs de λ qui permettent d'obtenir de bonnes performan
es. Cela 
on�rmela tendan
e selon laquelle LSλTDQ donnerait des résultats légèrement meilleurs en pratique. Con
ernantle 
hoix de λ, nous remarquons qu'une valeur dé
roissante de λ peut o�rir le meilleur 
ompromis entrela vitesse de 
onvergen
e et la qualité de l'estimation. Kearns et Singh (2000) proposent une méthodeanalytique pour déterminer la valeur optimale de λ à 
haque itération dans le 
as de TD(λ). Il seraitintéressant d'étudier une appro
he similaire pour LSλPI.
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Troisième partieEtude de 
as : le jeu de Tetris





Chapitre 5Etat de l'art des travaux sur TetrisNous avons jusqu'i
i étudié les aspe
ts théoriques de l'apprentissage par renfor
ement pour les pro-blèmes à grands espa
es d'états. Dans 
ette partie, nous allons nous intéresser en détail à une appli
ationparti
ulière qui est le jeu de Tetris. Ce problème à grand espa
e d'états a été 
onsidéré par de nombreuxalgorithmes de la littérature d'apprentissage par renfor
ement mais aussi par des appro
hes d'optimisa-tion dire
te. Comme nous allons le voir, si les appro
hes d'apprentissage par renfor
ement permettent de
al
uler une politique optimale sur une taille réduite du jeu, et parviennent à traiter la taille normale dujeu ave
 une relative e�
a
ité, 
e sont des appro
hes d'optimisation dire
te de la politique et notammentdes algorithmes de type évolutionnaires qui atteignent les meilleures performan
es sur la taille normaledu jeu. De plus, nos observations et nos résultats vont mettre en éviden
e le fait que dans un tel problème,la 
onnaissan
e qu'un expert du domaine peut apporter aux algorithmes a une in�uen
e signi�
ative etpeut parfois s'avérer en
ore plus dé
isive sur les performan
es que le 
hoix de l'algorithme lui-même.Dans 
e 
hapitre, nous présentons le problème de Tetris et nous dressons une revue des prin
ipauxtravaux qui s'y sont intéressés. Ces travaux in
luent des appro
hes d'apprentissage par renfor
ement, desappro
hes d'optimisation dire
te et des algorithmes simplement réglés à la main. Nous développons enparti
ulier deux appro
hes qui se sont montrées parti
ulièrement performantes sur Tetris : l'algorithme deDella
herie (Fahey, 2003), un 
ontr�leur réglé à la main mais doté d'une ex
ellente 
onnaissan
e experte,et la méthode d'entropie 
roisée (Szita et L®rin
z, 2006), une appro
he évolutionnaire d'optimisationdire
te de la politique.5.1 Le problème de TetrisTetris est un 
élèbre jeu vidéo 
réé en 1985 par Alexey Pajitnov. Le jeu se déroule sur une grille 2Dde taille 10 × 20 (10 
olonnes et 20 lignes), où des piè
es de di�érentes formes tombent à une 
ertainevitesse du haut de la grille les unes après les autres (voir �gure 5.1). Le joueur doit 
hoisir où il pla
e
haque piè
e : il peut dépla
er la piè
e horizontalement et la faire pivoter. Lorsqu'une ligne horizontaleest pleine, 
elle-
i est supprimée et toutes les 
ellules qui étaient au-dessus d'elle des
endent d'une ligne.L'obje
tif est de supprimer un maximum de lignes avant que la partie ne soit terminée. La partie setermine lorsqu'il ne reste plus assez d'espa
e libre en haut de la grille pour pla
er la piè
e 
ourante. Onpeut trouver une spé
i�
ation détaillée de Tetris sur le site de Fahey (2003).Tetris a fait l'objet de plusieurs travaux de re
her
he (la se
tion 5.2 en donne un aperçu). C'est unproblème di�
ile malgré ses règles simples : il 
ontient un grand nombre de 
on�gurations (de l'ordrede 2200 ≃ 1060 états 7). De plus, on sait aujourd'hui que trouver une séquen
e de 
oups qui maximise lenombre de lignes est un problème NP-
omplet, même dans le 
as où la séquen
e de piè
es est 
onnue àl'avan
e (Demaine et al., 2003).Pour 
omparer la qualité de plusieurs joueurs arti�
iels à Tetris, il est important de dé�nir unemesure de performan
e. Comme Tetris est un jeu sto
hastique, une mesure naturelle, 
onsidérée par tousles travaux dont nous avons 
onnaissan
e, est le nombre moyen de lignes réalisées par le joueur arti�
iel7. Ce nombre est approximatif 
ar il in
lut un 
ertain nombre de 
on�gurations impossibles (voir Fahey, 2003).
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(a) (b)Figure 5.1 � Une image du jeu de Tetris (a). Les sept piè
es possibles (b)avant de perdre la partie. Cette mesure est toujours �nie : il a été montré que toute partie de Tetris setermine ave
 probabilité 1 (Burgiel, 1997).Comme la plupart des 
her
heurs, nous nous intéressons à une version simpli�ée de Tetris. D'abord,nous 
onsidérons uniquement les 
ontr�leurs à une piè
e, 
'est-à-dire les joueurs arti�
iels qui 
onnais-sent la 
on�guration de la grille et la piè
e 
ourante uniquement. Un 
ontr�leur qui 
onnaît également laforme de la pro
haine piè
e, 
omme 
ela est le 
as dans le Tetris original, est appelé un 
ontr�leur à deuxpiè
es. Un tel 
ontr�leur est avantagé puisqu'il peut tirer parti de 
ette 
onnaissan
e supplémentaire pourprendre de meilleures dé
isions. Il est assez immédiat d'étendre des travaux sur des 
ontr�leurs à une piè
epour 
onstruire des 
ontr�leurs à deux piè
es. Des données expérimentales suggèrent que les performan
esd'un 
ontr�leur sont ainsi améliorées de plusieurs ordres de grandeur (Fahey, 2003). Dans un sou
i desimpli�
ation, nous nous fo
aliserons i
i sur les 
ontr�leurs à une piè
e.Pour un joueur humain, une des di�
ultés de Tetris réside dans le fait que les piè
es tombent re-lativement rapidement du haut de la zone de jeu : le peu de temps alloué rend parfois di�
ile la prisede dé
ision. Cette dimension du problème n'apparaît pas quand il s'agit de 
onstruire un 
ontr�leurinformatique. Les 
ontr�leurs que nous étudions dans nos expérien
es sont 
apables de jouer 50 000 à100 000 
oups par se
onde sur une ma
hine de bureau a
tuelle. La 
hute progressive des piè
es est don
négligeable par rapport à la vitesse à laquelle un 
ontr�leur est 
apable de prendre une dé
ision. Commedans la majorité des travaux sur Tetris (Tsitsiklis et van Roy, 1996; Bertsekas et Tsitsiklis, 1996; Kakade,2001; Lagoudakis et al., 2002; Ramon et Driessens, 2004; Farias et van Roy, 2006; Szita et L®rin
z, 2006),nous allons ignorer la 
hute des piè
es et nous 
on
entrer uniquement sur le 
÷ur du problème, qui estde dé
ider où pla
er 
haque piè
e qui se présente.5.2 Prin
ipales appro
hesDans la littérature, tous les travaux visant à 
on
evoir des 
ontr�leurs pour Tetris se fondent sur unefon
tion d'évaluation. Dans un état donné du jeu (
'est-à-dire la 
on�guration a
tuelle du mur etla piè
e 
ourante), toutes les a
tions possibles (
'est-à-dire le 
hoix d'une position et d'une orientationpour la piè
e 
ourante) sont évaluées à l'aide de 
ette fon
tion (voir �gure 5.2). Le 
ontr�leur 
hoisit alorsl'a
tion qui a reçu la meilleure évaluation. L'évaluation est une note qui a pour but de dis
riminer lesa
tions selon leur pertinen
e. On peut également 
réer un 
ontr�leur à deux piè
es à partir d'une fon
tiond'évaluation (voir �gure 5.3).Ainsi, le problème de 
réer un joueur de Tetris revient à 
on
evoir une bonne fon
tion d'évaluation.Idéalement, on voudrait que 
ette fon
tion fournisse des valeurs élevées pour les bonnes dé
isions, et defaibles valeurs pour les mauvaises. L'évaluation est en général une 
ombinaison de fon
tions de base,typiquement une somme pondérée (mais pas toujours, voir par exemple (Böhm et al., 2005)). Comme dansl'apprentissage par renfor
ement, les fon
tions de base tentent de 
apturer les 
ara
téristiques pertinentes
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État actuel
- mur
- pièce courante

Nouveau mur 1 Nouveau mur 2 Nouveau mur n

Essayer chaque action possible
(position horizontale + orientation)

Évaluation 1 Évaluation 2 Évaluation nFigure 5.2 � Prin
ipe d'un 
ontr�leur à une piè
e. L'algorithme teste 
haque a
tion possible et l'évalueà l'aide d'une fon
tion d'évaluation, typiquement une 
ombinaison linéaire de fon
tions de base. L'a
tionqui reçoit la meilleure évaluation est e�e
tuée.
État actuel
- mur
- pièce courante

Second mur 1 Second mur 2 Second mur n

Essayer chaque action possible
(position horizontale + orientation)

Évaluation 1 Évaluation 2 Évaluation n

État suivant 1
- mur 1
- pièce p

État suivant 2
- mur 2
- pièce p

État suivant n
- mur n
- pièce p

Second mur m

Évaluation m

Essayer chaque
action possible

Essayer chaque
action possible

Essayer chaque
action possible

Figure 5.3 � Prin
ipe d'un 
ontr�leur à deux piè
es. L'algorithme 
onnaît i
i à l'avan
e la pro
hainepiè
e. Pour 
haque a
tion possible, on 
onnaît de façon déterministe l'état résultant (le mur et la nouvellepiè
e). On teste alors à nouveau sur 
et état toutes les a
tions possibles et on les évalue à l'aide de lafon
tion d'évaluation. La meilleure évaluation obtenue dé�nit l'a
tion qui est e�e
tuée.
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tions et des états. Un exemple de fon
tion de base à Tetris est le nombre de trous 8 dans le murrésultant d'une dé
ision. Son poids asso
ié est habituellement négatif : plus il y a de trous, plus l'évaluationest basse 
ar les trous empê
hent de former des lignes.Con
evoir un 
ontr�leur pour Tetris basé sur une fon
tion d'évaluation se fait généralement en deuxétapes. La première étape 
onsiste à 
hoisir un ensemble de fon
tions de base approprié, 
'est-à-dire
apable d'extraire les informations pertinentes du jeu, et elle est habituellement a

omplie par un expert.Le tableau 5.1 fournit une liste des fon
tions de base introduites et utilisées par les travaux dont nous avons
onnaissan
e. La se
onde étape 
onsiste à déterminer le poids de 
haque fon
tion de base dans la sommepondérée. Dans la littérature, 
ette étape est faite manuellement (par un expert) ou automatiquement(par apprentissage par renfor
ement ou par des te
hniques d'optimisation). Nous présentons maintenantplus en détail les travaux les plus signi�
atifs à notre 
onnaissan
e.5.2.1 Appro
hes par apprentissage par renfor
ementIl est assez immédiat de modéliser le problème de Tetris 
omme un Pro
essus Dé
isionnel de Markov
< S,A, T, R, γ >. Un état s ∈ S 
omporte la 
on�guration 
omplète du mur ainsi que la piè
e 
ouranteparmi les sept piè
es possibles. Une a
tion a ∈ A est le 
hoix de la position où l'on pla
e la piè
e 
ourante,
'est-à-dire une orientation et une 
oordonnée horizontale. La ré
ompense est le nombre de lignes réalisées.La fon
tion de transition T (s, a, s′) peut se dé
omposer en deux phases, l'une déterministe et l'autre nondéterministe. La première phase, déterministe, dé�nit le mur qui résulte de l'a
tion a, et la se
onde phasegénère aléatoirement une nouvelle piè
e ave
 une distribution uniforme parmi les piè
es existantes. Lenouvel état s′ est alors 
onstitué par 
e nouveau mur et 
ette nouvelle piè
e. La fon
tion de ré
ompense
R(s, a, s′) est quant à elle déterministe puisque pour un état s donné, on peut déterminer à l'avan
ele nombre de lignes 
omplétées par toute a
tion a. Elle ne dépend pas de l'état s′. Il faut noter queles fon
tions de transitions et de ré
ompense T et R sont 
onnues dans le 
as du problème de Tetris.En�n, nous avons vu que toute partie à Tetris se terminait né
essairement (Burgiel, 1997), don
 on peutprendre un fa
teur d'a
tualisation γ = 1. A partir de 
ette modélisation, les résultats 
on
ernant les PDMs'appliquent au problème de Tetris : on sait qu'il existe une politique optimale à Tetris, et 
omme γ = 1,la fon
tion de valeur V π(s) d'un état représente le nombre de lignes moyen qui peuvent être réaliséesjusqu'à la �n de la partie en suivant la politique π.Plusieurs travaux de la littérature d'apprentissage par renfor
ement ave
 approximation de fon
tion
onsidèrent le jeu de Tetris. Certains d'entre eux sont mentionnés dans une revue de la littérature (Carr,2005). La fon
tion d'évaluation que l'on 
hoisit pour séle
tionner les a
tions (voir �gure 5.2) est i
i lafon
tion de valeur, 
'est-à-dire l'espéran
e du s
ore futur à partir de 
haque état. Ces algorithmes visentainsi à �xer les poids de manière à 
e que la somme des fon
tions de base approxime la fon
tion de valeur,
omme nous l'avons vu dans les 
hapitres pré
édents. Comme le nombre d'états est très élevé, l'espa
ed'états est exploré à l'aide de simulations. La première appro
he 
on
ernant Tetris dans 
e domainesemble être due à Tsitsiklis et van Roy (1996). Leurs travaux font appel à une version approximativede Value Iteration. Le 
ontr�leur obtenu utilise deux fon
tions de base (la hauteur maximale du muret le nombre de trous) et réalise un faible s
ore moyen (environ une trentaine de lignes). Cependant,leur travail a montré qu'utiliser une fon
tion de valeur paramétrée linéairement fon
tionne mieux que de
hoisir simplement l'a
tion qui maximise la ré
ompense immédiate (rappelons que 
elle-
i est déterministeet 
onnue) : selon eux, la plupart du temps, 
ette méthode ne parvient pas à faire une seule ligne.Par la suite, Bertsekas et Io�e (1996) ont proposé l'algorithme λPI (voir la se
tion 1.2.4) et ontappliqué à Tetris sa version approximative AλPI telle que nous l'avons dé
rite à la se
tion 3.4.3). Lafon
tion de valeur est appro
hée par un ensemble de fon
tions de base plus élaboré (voir tableau 5.1), etelle est estimée à l'aide de simulations. Leur appro
he permet d'atteindre un s
ore moyen de 3 200 lignessur 100 parties jouées. Cet ensemble de fon
tions de base a été réutilisé par la suite dans d'autres travauxdont deux d'apprentissage par renfor
ement. Dans le premier, Kakade (2001) a appliqué la méthodeNatural Poli
y Gradient et a mesuré un s
ore moyen d'environ 6 800 lignes par partie, sans 
ependantspé
i�er sur 
ombien de parties 
ette moyenne a été réalisée. Dans le se
ond, Farias et van Roy (2006)8. Un trou est une 
ellule vide re
ouverte par une 
ellule pleine.8. Un puits est une su

ession de 
ases vides dans une 
olonne, telles que leurs deux 
ellules voisines à droite et à gau
hesont o

upées. Les puits profonds sont pénalisants 
ar ils for
ent à attendre une barre verti
ale ou à faire des trous.
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Fon
tion de base Des
ription TsitsiklisetvanR
oy,1996

BertsekasetTsits
iklis,1996

Llima,2005 Lagoudakisetal.
,2002

Fahey,2003 Della
herie(Fahe
y,2003)

RamonetDriesse
ns,2004

Böhmetal.,2005 ThieryetS
herre
r,2009a

Hauteur maximale Hauteur maximale d'une 
olonne × × × × × ×Trous Nombre de 
ellules vides surmontées d'une 
ellulepleine × × × × × × × × ×Hauteur de 
olonne Hauteur de 
haque 
olonne × ×Di�éren
e de 
olonne Di�éren
e de hauteur entre 
haque paire de 
o-lonnes adja
entes × ×Hauteur d'arrivée Hauteur à laquelle la dernière piè
e a été posée × × × ×Transitions Nombre de transitions plein-vide ou vide-pleinentre deux 
ellules voisines ×Profondeur des puits Somme des profondeurs des puits, sauf pour lespuits de profondeur 1 ×Trous pondérés Sorte de somme pondérée des trous (manque dedo
umentation) ×Somme des di�éren
es Somme des di�éren
es de hauteur entre deux 
o-lonnes adja
entes ×Hauteur moyenne Hauteur moyenne des 
olonnes × ×

∆ hauteur maximale Variation de la hauteur maximale par rapport au
oup suivant ×

∆ trous Variation du nombre de trous par rapport au 
oupsuivant ×

∆ somme des di�éren
es Variation de la somme des di�éren
es par rapportau 
oup suivant ×

∆ hauteur moyenne Variation de la hauteur moyenne par rapport au
oup suivant ×Lignes Nombre de lignes supprimées au dernier 
oup × × ×Cellules pondérées Cellules pleines pondérées par leur hauteur × ×Puits Somme de la profondeur des puits × × ×Cellules pleines Nombre de 
ellules pleines × ×Érosion (Nombre de lignes supprimées au dernier 
oup)
× (Nombre de 
ellules éliminées dans la dernièrepiè
e ajoutée) × ×Transitions horizontales Nombre de transitions entre 
ellules d'une mêmeligne × × ×Transitions verti
ales Nombre de transitions entre 
ellules d'une même
olonne × × ×Puits 
umulatifs ∑

p∈puits(1 + 2 + · · · + profondeur(p)) × ×Hauteur minimale Hauteur minimale d'une 
olonne ×H. max − H. moyenne Hauteur maximale − Hauteur moyenne ×H. moyenne − H. min Hauteur moyenne − Hauteur minimale ×Prof. moyenne des trous Profondeur moyenne des trous sous la surfa
e ×Di�éren
e maximale Di�éren
e maximale de hauteur entre deux 
o-lonnes ×Trous adja
ents Nombre de trous, en 
omptant 
omme un seultrou plusieurs trous adja
ents dans la même 
o-lonne ×Puits le plus profond Profondeur maximale d'un puits ×Profondeur des trous Nombre de 
ellules pleines au-dessus de 
haquetrou ×Lignes ave
 trous Nombre de lignes ave
 au moins un trou ×Diversité de motifs Nombre de motifs de transitions di�érents entredeux 
olonnes adja
entes ×Constante Terme 
onstant égal à 1 × × × ×Table 5.1 � Liste de fon
tions de bases utilisés par les prin
ipaux travaux sur Tetris.
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he de programmation linéaire, atteignant un s
ore moyen de 4 700 lignes sur90 parties jouées. Lagoudakis et Parr (2003) ont quant à eux appliqué l'algorithme LSPI présenté au
hapitre 3 ave
 des fon
tions de base originales et dé�nies sur l'espa
e des 
ouples états-a
tions. Leursexpérien
es aboutissent à � un s
ore moyen de 1 000 à 3 000 lignes �. L'algorithme étant o�-poli
y, il
olle
te des é
hantillons d'apprentissage une seule fois et 
es é
hantillons ont l'avantage de pouvoir êtreréutilisés à 
haque 
hangement de politique. Même s'il n'a pas abouti à des performan
es élevées, nouspouvons également mentionner le travail de Ramon et Driessens (2004) basé sur de l'apprentissage parrenfor
ement relationnel.5.2.2 Appro
hes d'optimisation généraleUne alternative à l'apprentissage par renfor
ement pour déterminer les poids est d'utiliser des te
h-niques d'optimisation générale, où un algorithme 
her
he dire
tement des poids tels que le 
ontr�leur
orrespondant soit performant. Contrairement à l'apprentissage par renfor
ement où la fon
tion d'éva-luation est une approximation du s
ore futur, la fon
tion d'évaluation n'a i
i pas né
essairement desémantique. Du point de vue de l'apprentissage par renfor
ement, il s'agit d'une re
her
he dire
te dansl'espa
e des politiques. Par exemple, le programme de l'implémentation GNU Xtris utilise 6 fon
tions debase dont les poids ont été optimisés grâ
e à des algorithmes génétiques (Llima, 2005). Cet algorithmea fait évoluer 50 ensembles de 
oe�
ients sur 18 générations, pendant 500 heures-ma
hines distribuéessur 20 stations de travail. Sur un simulateur très pro
he du Tetris original, 
e programme réalise unemoyenne de 50 000 lignes par partie. Böhm et al. (2005) reportent également des résulats ave
 une ap-pro
he évolutionnaire en utilisant des fon
tions de base de la littérature ainsi que quelques fon
tionsde base originales. Cependant, leurs résultats ne peuvent pas être 
omparés ave
 la plupart des autrestravaux 
ar ils 
onsidèrent uniquement des 
ontr�leurs à deux piè
es. De plus, pour des raisons de tempsd'exé
ution, ils ne fournissent au
un résultat pré
is sur la grille standard de taille 10 × 20. En�n, Szitaet L®rin
z (2006) ont appliqué la méthode d'entropie 
roisée (voir de Boer et al., 2004), une méthodepro
he des algorithmes évolutionnaires, où une population de 
ontr�leurs évolue autour d'une distribu-tion gaussienne. Ils ont réutilisé les fon
tions de base de Bertsekas et Io�e (1996), et ont obtenu un s
oremoyen de 350 000 lignes par partie (sur 30 parties), dépassant ainsi les appro
hes par apprentissage parrenfor
ement qui utilisent 
es mêmes fon
tions de base. Nous détaillons leur appro
he dans la se
tion 5.4.5.2.3 Contr�leurs réglés manuellementÀ notre 
onnaissan
e, le meilleur 
ontr�leur à une piè
e de l'état de l'art est 
elui de Della
herie (Fahey,2003) et a été paramétré à la main. Della
herie a mis au point un ensemble e�
a
e de fon
tions de baseet a �xé ses poids manuellement. Étonnamment, 
e joueur réglé à la main dépasse les performan
es destravaux d'apprentissage par renfor
ement et les résultats de Szita et L®rin
z (2006) : sur un total de 56parties, l'algorithme de Della
herie a atteint un s
ore moyen d'environ 660 000 lignes. De plus, il fautnoter que 
ette mesure de 660 000 lignes par partie n'a pas été réalisée ave
 la version simpli�ée usuellede Tetris dé
rite plus haut, mais ave
 une implémentation du Tetris original qui, 
omme nous allons levoir dans la se
tion 5.3, est plus di�
ile que le problème de Tetris simpli�é 
onsidéré par la plupart destravaux de re
her
he. Le 
ode sour
e étant mis à disposition par Colin Fahey (Fahey, 2003), nous l'avonsanalysé pour déterminer les fon
tions de base et leurs poids. La fon
tion d'évaluation de Della
herie estla somme pondérée suivante :
− (Hauteur d'arrivée)+ (Érosion)− (Transitions horizontales)

− (Transitions verti
ales)− 4× (Nombre de trous)− (Puits 
umulatifs)où les fon
tions de base 
i-dessus sont détaillées dans le tableau 5.1.Cet aperçu de l'état de l'art donne lieu à quelques 
ommentaires. D'une part, les fon
tions de basede Della
herie (Fahey, 2003) semblent être les plus e�
a
es 
ar même ave
 des poids �xés à la main,le 
ontr�leur de Della
herie a jusqu'i
i donné les meilleurs résultats. D'autre part, les algorithmes d'op-timisation (Szita et L®rin
z, 2006; Böhm et al., 2005; Llima, 2005) apparaissent 
omme les méthodesles plus performantes pour �xer les poids d'un ensemble d'un ensemble de fon
tions de base donné. La
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iels 85raison pour laquelle les appro
hes d'apprentissage par renfor
ement (qui 
her
hent à exploiter la stru
-ture du problème de Tetris) n'atteignent pas d'aussi bonnes performan
es est probablement que, pourles te
hniques de l'état de l'art, le problème de Tetris est en
ore trop di�
ile à traiter. Il se peut que lafon
tion de valeur soit trop di�
ile à estimer ave
 une ar
hite
ture linéaire. Or, re
her
her la fon
tion devaleur optimale n'est qu'un moyen indire
t d'optimiser π : dans l'exemple de Tetris, il semble qu'explorerdire
tement l'espa
e des politiques soit plus e�
a
e.5.3 Di�
ulté de 
omparer les joueurs arti�
ielsNous venons de mentionner les s
ores moyens annon
és par les auteurs de plusieurs 
ontr�leurs deTetris. Dans 
ette se
tion, nous mettons en éviden
e le fait que 
omparer des 
ontr�leurs de Tetris variésest un problème déli
at, en parti
ulier lorsque leurs performan
es sont mesurées sur des implémentationsdi�érentes. D'abord, nous soulignons le fait que les spé
i�
ations du jeu di�èrent souvent entre les travaux.Ensuite, nous montrons que le s
ore moyen d'un 
ontr�leur de Tetris a une grande varian
e et nousexpliquons 
omment obtenir des intervalles de 
on�an
e. En�n, nous remarquons que la performan
ed'un 
ontr�leur peut varier signi�
ativement à 
ause de 
ertains détails subtils dans l'implémentationd'un 
ontr�leur.5.3.1 Spé
i�
ation du jeuNous avons déjà mentionné le fait que la plupart des travaux mettent au point des 
ontr�leurs à unepiè
e et que 
ertains 
onsidèrent des 
ontr�leurs à deux piè
es. Fahey (2003), qui propose un 
ontr�leurà deux piè
es, explique que lorsque la pro
haine piè
e n'est plus 
onnue, le 
ontr�leur à une piè
e 
or-respondant réalise des mauvais s
ores 
omparés aux autres 
ontr�leurs à une piè
e de la littérature. Celasuggère que la 
onnaissan
e de la pro
haine piè
e augmente 
onsidérablement la performan
e. Cela signi-�e également que les travaux qui utilisent des 
ontr�leurs à une piè
e sont sous-évalués si l'on 
ompareleurs résultats aux quelques travaux qui se basent sur des 
ontr�leurs à deux piè
es (Fahey, 2003; Böhmet al., 2005) 9.Lorsque l'on s'intéresse au problème de Tetris tel qu'il est 
onsidéré par la plupart des 
her
heurs,on peut remarquer qu'il est légèrement di�érent par rapport au jeu de Tetris original spé
i�é par Fahey(2003). Certaines simpli�
ations usuelles sont e�e
tuées a�n de se fo
aliser sur la préo

upation essentielled'un joueur arti�
iel, qui est de 
hoisir la position et l'orientation de la piè
e 
ourante. Dans le jeuoriginal de Tetris (voir Fahey, 2003), la piè
e 
ourante apparaît à l'intérieur de la zone de jeu, puisdes
end graduellement. La partie est perdue lorsque la piè
e n'a pas assez d'espa
e pour apparaître enhaut de la grille. Comme dans la majorité des travaux (Tsitsiklis et van Roy, 1996; Bertsekas et Tsitsiklis,1996; Kakade, 2001; Lagoudakis et al., 2002; Ramon et Driessens, 2004; Farias et van Roy, 2006; Szitaet L®rin
z, 2006), nous 
onsidérons une simpli�
ation de Tetris : le 
ontr�leur dé
ide simplement dansquelle 
olonne et ave
 quelle orientation il lâ
he la piè
e. De 
ette manière, le jeu est légèrement simpli�é
ar la piè
e apparaît dans la zone de jeu dire
tement là où le joueur a dé
idé de la pla
er. Ainsi, on
onsidère qu'il y a toujours de l'espa
e au-dessus de la zone de jeu pour 
hoisir l'orientation et la 
olonneoù l'on va lâ
her la piè
e. Cela produit une di�éren
e importante, 
ar l'intégralité de l'espa
e de la grilledevient utilisable, y 
ompris les lignes les plus hautes. On évite ainsi les situations où la hauteur du murempê
herait la piè
e d'atteindre un 
�té de la grille. Ce jeu de Tetris simpli�é est don
 plus fa
ile que lejeu original, et un 
ontr�leur a la possibilité de réaliser un plus grand nombre de lignes 10.5.3.2 Grande varian
e des s
ores à TetrisBien que la plupart des auteurs semblent 
ons
ients du fait que les s
ores à Tetris ont une importantevarian
e, presque au
un ne fournit des intervalles de 
on�an
e. A notre 
onnaissan
e, le travail de Szita9. Rappelons qu'un 
ontr�leur à une piè
e peut fa
ilement être étendu à un 
ontr�leur à deux piè
es (voir �gure 5.3)10. Notons qu'ave
 
ette simpli�
ation usuelle, il devient impossible de rebou
her un � trou � par le 
�té en laissant lapiè
e 
ourante des
endre et en la déplaçant ensuite horizontalement. Cependant, 
ela n'a pas de 
onséquen
e dans notreétude 
ar les 
ontr�leurs implémentés sur le simulateur de Fahey (2003) du jeu de Tetris original ne tirent pas non plusparti de 
ette possibilité.
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z (2006) est le seul à le faire. Nous expliquons i
i 
omment 
al
uler 
es intervalles de 
on�an
e.Fahey (2003) a 
onje
turé que le s
ore d'une partie de Tetris pour un 
ontr�leur �xé suit une distribu-tion exponentielle. Le s
ore (le nombre de lignes) étant un nombre entier, une 
onje
ture plus juste seraitde dire qu'il suit une distribution géométrique. Intuitivement, dans les deux 
as, l'idée est de 
onsidérerque la hauteur du mur au 
ours d'une partie suit une sorte de mar
he aléatoire : elle augmente et diminueselon les piè
es qui tombent. La �n de la partie, et don
 le s
ore �nal, sont déterminés par le momentoù 
ette mar
he aléatoire atteint le haut de la zone de jeu. Il est établi que, dans une mar
he aléatoire,le moment où un point pré
is est atteint suit asymptotiquement une loi géométrique. Cela peut être vu
omme une 
onséquen
e du théorème de Perron-Frobenius (Billingsley, 1995). En e�et, lorsque le temps ttend vers l'in�ni, la probabilité que la mar
he aléatoire soit toujours dans un état non absorbant au temps
t est égale à a|Λ|t où a est une 
onstante et Λ est la valeur propre non unitaire de plus grand module dela matri
e sto
hastique asso
iée à la mar
he aléatoire. Par 
onséquent, la probabilité d'atteindre la �n dela mar
he aléatoire exa
tement au temps t est égale à a|Λ|t+1 − a|Λ|t, qui est proportionnel à |Λ|t.Même si une loi géométrique serait plus appropriée qu'une loi exponentielle, la 
onje
ture de Faheya été validée expérimentalement par Szita et L®rin
z (2006) pour de nombreux 
ontr�leurs (
haque
ontr�leur génère une distribution exponentielle des s
ores à 95 %) en utilisant le test statistique deKolmogorov-Smirnov. Si l'on suppose une distribution exponentielle, l'é
art-type est égal à l'espéran
e, etsi l'on suppose une distribution géométrique, il est très pro
he de l'espéran
e (voir par exemple Billingsley,1995). En e�et, une loi géométrique de paramètre p a pour espéran
e 1

p
et pour é
art-type √ 1−p

p2 . Si pest très petit, 
e qui est le 
as pour des 
ontr�leurs de Tetris performants, l'é
art-type est très pro
he de
1
p
. Le fait que l'é
art-type soit très pro
he de l'espéran
e nous permet de déduire un intervalle de
on�an
e. Lorsque l'on évalue le s
ore moyen d'un 
ontr�leur en jouant un 
ertain nombre de parties,la 
on�an
e que l'on peut a

order à l'estimation augmente ave
 le nombre de parties mais diminuesi on augmente l'é
art-type. Comme l'é
art-type est très pro
he de l'espéran
e, plus un 
ontr�leur estperformant, plus il est di�
ile d'évaluer pré
isément ses performan
es.Plus pré
isément, l'intervalle de 
on�an
e a la forme suivante. Ave
 probabilité p, la di�éren
e entrela moyenne empirique µ̂ de N parties jouées et l'espéran
e réelle µ satisfait

|µ− µ̂| ≤ kσ√
N

=
kµ√
N
≃ kµ̂√

Noù σ est l'é
art-type du s
ore, et k est une 
onstante qui dépend de la probabilité p (typiquement, k = 1pour p = 0.68, k = 2 pour p = 0.95, k = 3 pour p = 0.997). Cela nous 
onduit à l'intervalle de 
on�an
erelatif suivant :
|µ− µ̂|

µ̂
≤ k√

N
.Illustrons 
et intervalle de 
on�an
e en 
onsidérant l'évaluation du 
ontr�leur de Della
herie sur N = 56parties. On peut 
on
lure de l'analyse 
i-dessus que l'intervalle de 
on�an
e de la moyenne empirique(660 000 lignes) est de ±27 % ave
 probabilité 0, 95. Malgré sa grande taille, l'intervalle de 
on�an
e
on�rme qu'ave
 grande probabilité (0, 95), le joueur arti�
iel de Della
herie reste le meilleur.Plus généralement, les 
ontr�leurs évalués ave
 N = 100 parties donnent un intervalle de 
on�an
e de

±20% valide 95% du temps. Dans le reste de 
ette étude, nous 
hoisissons d'utiliser la notation m± c%pour représenter des intervalles de 
on�an
e valides 95% du temps (
'est-à-dire k = 2), a�n de fournirdes intervalles intuitifs pour des s
ores de Tetris, valables la plupart du temps.5.3.3 Subtilités d'implémentationNous venons de voir qu'en général, les intervalles de 
on�an
e que l'on peut 
al
uler pour des joueursarti�
iels pour Tetris sont assez grands. Lorsque nous avons implémenté notre propre simulateur de Tetris,nous avons également remarqué que 
ertains détails subtils dans l'implémentation pouvaient avoir un e�etsigni�
atif sur les résultats obtenus.Un premier détail subtil (qui n'est jamais expli
ité dans les travaux dont nous avons 
onnaissan
e) estde savoir 
omment un joueur arti�
iel utilisant une fon
tion d'évaluation se 
omporte lorsqu'il est pro
he
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roisée 87de perdre la partie. Il se peut qu'à un moment donné, la dé
ision qui a reçu la meilleure évaluation fasseperdre la partie immédiatement, alors que d'autres dé
isions (ave
 des évaluations plus basses) auraientpermis de 
ontinuer le jeu plus longtemps. Dans un tel 
as, il est préférable de ne pas 
onsidérer 
ommedes a
tions possibles 
elles qui mènent dire
tement à la �n de la partie : la partie dure alors plus longtempset le s
ore sera meilleur. Si l'on 
hoisit de pro
éder de 
ette manière, 
ela signi�e que la partie est perduesi et seulement si toutes les dé
isions font perdre la partie. C'est le 
hoix que nous avons fait. Sur notresimulateur, le joueur arti�
iel de Della
herie réalise ainsi 5 200 000 ± 20 % lignes en moyenne. Si nouslaissons le joueur arti�
iel e�e
tuer des a
tions qui font perdre (en ayant la meilleure évaluation), lesrésultats de Della
herie tombent à 850 000± 20 % lignes.De plus, la plupart des implémentations de Tetris dé�nissent la �n de la partie 
omme étant le momentoù la piè
e 
ourante n'a pas assez d'espa
e pour être pla
ée dans la zone de jeu, 
'est-à-dire lorsque lapiè
e déborde de la grille de taille 10× 20. C'est la dé�nition que nous avons adoptée. Cependant, si nousexaminons de plus près la des
ription de Tetris é
rite par Bertsekas et Io�e (1996), nous pouvons voirqu'ils 
onsidèrent que la partie �se termine lorsqu'une 
ase de la ligne du haut devient pleine et que le hautdu mur atteint le haut de la grille�. Cette dé�nition est équivalente à dire que la piè
e déborde d'une grillede taille 10×19. Ce genre de détail peut produire une di�éren
e signi�
ative sur les s
ores : ave
 une grillede taille 10× 19, l'algorithme de Della
herie réalise 2 500 000± 20 % lignes ave
 notre implémentation aulieu de 5 200 000± 20 %. Par 
onséquent, nous pensons que les résultats expérimentaux de Bertsekas etIo�e (1996) ave
 AλPI, mentionnés dans la se
tion 5.2, sont sous-estimés par rapport aux autres travauxd'apprentissage par renfor
ement.Comme des petits détails 
on
ernant les règles du jeu et l'implémentation du joueur arti�
iel peuventavoir des e�ets signi�
atifs sur les s
ores, il est né
essaire d'employer le plus grand soin lorsque l'on 
om-pare di�érents joueurs arti�
iels. Le seul moyen d'e�e
tuer une 
omparaison �able de plusieurs 
ontr�leursest de les lan
er sur le même simulateur et un grand nombre de fois. Pour 
e faire, nous avons implémentéun simulateur de Tetris 
on�gurable et optimisé, ainsi que plusieurs 
ontr�leurs 11.Dans la suite de 
e mémoire, nous 
omparons les résultats des 
ontr�leurs 
onsidérés ave
 les perfor-man
es du 
ontr�leur de Della
herie sur les deux 
on�gurations de jeu suivantes.� La première 
on�guration est le jeu de Tetris standard utilisé par la plupart des travaux de re
her
he.Nous utilisons une grille de taille 10× 20 en 
onsidérant 
omme référen
e le meilleur s
ore que nous
onnaissons : 5 200 000 ± 20 % lignes en moyenne, qui est le s
ore atteint par le 
ontr�leur deDella
herie sur notre implémentation.� La se
onde 
on�guration nous permet de déduire une borne inférieure sur le s
ore de nos 
ontr�leurss'ils étaient lan
és sur une implémentation du Tetris original tel que spé
i�é par Fahey (2003).Dans le Tetris original, les piè
es doivent être dépla
ées étape par étape jusqu'à leur position �nale.Comme expliqué dans la se
tion 5.1, par rapport au Tetris simpli�é, la prin
ipale di�
ulté est qu'ilpeut y avoir des problèmes de 
ollisions lorsque le mur est trop haut. Comme la hauteur d'une piè
eest toujours inférieure ou égale à 4 (voir �gure 5.1), il est 
lair qu'un 
ontr�leur 
apable d'atteindreun 
ertain s
ore sur notre implémentation ave
 une grille de taille 10 × 16 fera un meilleur s
oresur le Tetris original en taille 10× 20. Pour 
ette raison, nous 
onsidérerons aussi les performan
esde nos 
ontr�leurs sur un jeu de taille 10 × 16 et nous 
omparerons 
es résultats ave
 le s
ore de
660 000± 27 % lignes (obtenu par le 
ontr�leur de Della
herie sur le simulateur du Tetris originalde Fahey (2003)). On note 
ependant que 
ette borne inférieure est assez pessimiste 
ar, en taille
10× 16, notre implémentation du 
ontr�leur de Della
herie ne réalise que 220 000± 20 % lignes.5.4 La méthode d'entropie 
roiséeMalgré les réserves que nous venons d'émettre à propos de la 
omparaison de joueurs arti�
iels surdi�érentes implémentations, l'entropie 
roisée semble être a
tuellement l'appro
he la plus e�
a
e pourrégler les poids de la fon
tion d'évaluation d'un 
ontr�leur pour Tetris. Szita et L®rin
z (2006) ont montréque 
ette méthode améliore les s
ores des travaux d'apprentissage par renfor
ement de plusieurs ordres degrandeur. Dans 
ette se
tion, nous dé
rivons la méthode d'entropie 
roisée et nous expliquons 
ommentSzita et L®rin
z (2006) l'ont appliquée à Tetris.11. Le 
ode sour
e C est disponible i
i : http://gforge.inria.fr/proje
ts/mdptetris.
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ription qui suit est inspirée de 
elle de Szita et L®rin
z (2006). Une des
ription plus détailléede 
et algorithme d'optimisation peut être trouvée dans (de Boer et al., 2004). La méthode d'entropie
roisée est un algorithme sto
hastique itératif qui 
her
he à résoudre un problème d'optimisation de laforme :
w∗ = argmax

w
S(w)où S est une fon
tion que l'on souhaite maximiser et w est un paramètre à optimiser à valeurs dans unespa
e 
ontinu (typiquement un ve
teur).La méthode d'entropie 
roisée itère sur une distribution de solutions et non sur une solution seule. On
onsidère une famille de distributions F (par exemple les distributions gaussiennes) et on veut déterminerune distribution de probabilité f ∈ F qui génère des solutions w pro
hes de la solution optimale w∗. A
haque itération t, on a une distribution ft ∈ F , et on veut que la distribution suivante ft+1 ∈ Fproduise de meilleures solutions. Pour 
ela, on 
onsidère qu'une solution w est une bonne solution sielle donne une valeur supérieure à un 
ertain seuil γt, 
'est-à-dire si S(w) > γt. Considérons alors gγt

,la distribution de probabilité uniforme qui génère des solutions dont les valeurs sont supérieures à γt.En général, 
ette distribution gγt
n'appartient pas à F . L'idée de la méthode d'entropie 
roisée est de
her
her la distribution ft+1 ∈ F qui s'en rappro
he le plus, au sens de la mesure d'entropie 
roisée 12(de Boer et al., 2004). Pour de nombreux types de familles de distributions F , 
ette distribution ft+1peut être estimée à partir d'é
hantillons générés par la distribution ft. Par exemple, dans le 
as où F estl'ensemble des distributions gaussiennes, la distribution gaussienne la plus pro
he de gγt

est 
elle qui est
ara
térisée par la moyenne et la varian
e de la distribution gγt
. On peut estimer 
es deux paramètresen générant des é
hantillons ave
 la distribution ft et en séle
tionnant 
eux qui sont au-dessus du seuil

γt, 
'est-à-dire les meilleurs.En pratique, la séquen
e des seuils γt est 
onstruite automatiquement en même temps que 
elle desdistributions ft. Pré
isément, la méthode d'entropie 
roisée dans le 
as des distributions gaussiennes estdétaillée dans l'algorithme 21, et une représentation graphique est donnée à la �gure 5.4. Globalement,elle 
onsiste à répéter les étapes suivantes. On génère N é
hantillons à partir de la distribution gaussiennea
tuelle ft, et on évalue 
ha
un de 
es N ve
teurs vis-à-vis de la fon
tion à optimiser S. On séle
tionneensuite une proportion ρ ∈ ]0, 1[ des meilleures solutions (
ela revient à �xer γt à un 
ertain seuil). Puison �xe les paramètres de la nouvelle distribution gaussienne ft+1 
omme étant la moyenne et la varian
eempiriques des meilleures solutions séle
tionnées. Un terme de bruit Zt peut être ajouté à la mise à jourde la varian
e. Lorsque Zt 6= 0, l'algorithme est appelé algorithme d'entropie 
roisée bruitée (de Boeret al., 2004). On peut voir 
e terme de bruit 
omme un moyen d'éviter une 
onvergen
e trop rapide versun mauvais optimum lo
al.Algorithme 21 Méthode d'entropie 
roisée bruitée ave
 une distribution gaussienneevaluer() : une fon
tion qui estime la fon
tion à optimiser S pour un 
ertain ve
teur w
(µ, σ) : la moyenne et la varian
e de la distribution initiale
N : le nombre de ve
teurs générés à 
haque itération
ρ : la fra
tion de ve
teurs séle
tionnés
Zt : le bruit ajouté à 
haque itérationrépéterGénérer N ve
teurs w1, w2, . . . , wN selon N (µ, σ2)Evaluer 
haque ve
teur à l'aide de la fon
tion evaluer()Séle
tionner les ⌊ρ×N⌋ ve
teurs ayant reçu les meilleures évaluations
µ← (moyenne des ve
teurs séle
tionnés)
σ2 ← (varian
e des ve
teurs séle
tionnés) +Zt�n répéter12. La mesure d'entropie 
roisée (ou divergen
e de Kullba
k-Leibler) dé�nit une notion de dissimilarité entre deux distri-butions de probabilités.
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1. Commen
er ave
 une distributiongaussienne N (µ, σ2). 2. Générer N ve
teurs ave
 
ette distri-bution.
3. Evaluer 
haque ve
teur ave

evaluer() et séle
tionner une pro-portion ρ des meilleurs ve
teurs. Cesve
teurs sont représentés en gris. 4. Cal
uler la moyenne et la varian
edes meilleurs ve
teurs.

5. Ajouter un terme de bruit à la va-rian
e, a�n d'éviter une 
onvergen
etrop rapide vers un optimum lo
al. 6. Cette moyenne et 
ette varian
e
ara
térisent une nouvelle distributiongaussienne qui générera des ve
teurspour la pro
haine itération.Figure 5.4 � Une représentation graphique de la méthode d'entropie 
roisée bruitée pour optimiser unve
teur à deux dimensions. La distribution gaussienne est representée ave
 un disque noir pour la moyenneet une ellipse pour la varian
e.



90 Chapitre 5. Etat de l'art des travaux sur TetrisDans la des
ription de l'algorithme 21, la fon
tion evaluer() qui est utilisée pour évaluer 
haque ve
teurpeut être S, ou bien une approximation de S si S prend trop de temps pour être 
al
ulée de manièreexa
te.On peut remarquer que l'algorithme d'entropie 
roisée est relativement pro
he des algorithmes évolu-tionnaires. C'est en e�et un pro
essus itératif qui traite un ensemble de solutions 
andidates (ou individus).A 
haque itération, les meilleurs individus sont séle
tionnés, puis de nouveaux individus sont générés àpartir d'eux. La prin
ipale parti
ularité de la méthode d'entropie 
roisée est la manière dont les nouvellessolutions sont générées (selon une distribution, par exemple gaussienne).Notons en�n que la méthode d'entropie 
roisée dans le 
as gaussien est très pro
he de l'algorithmeCMA-ES (Hansen et Ostermeier, 2001) (Covarian
e Matrix Adaptation Evolution Strategy). La di�éren
eessentielle réside dans le pro
essus de mise à jour de la distribution gaussienne. La méthode d'entropie
roisée se base uniquement sur les individus à l'itération 
ourante pour mettre à jour la varian
e, et yajoute un terme de bruit pour éviter de 
ontra
ter vers un optimum lo
al. CMA-ES 
her
he égalementà é
happer à un pro
essus 
ontra
tant, mais en exploitant la forme des étapes pré
édentes pour générerune nouvelle étape espérée performante. De plus, l'algorithme CMA-ES permet de prendre en 
ompteune distribution gaussienne ave
 une matri
e de 
ovarian
e 
omplète, alors que la distribution gaussienneutilisée dans la méthode d'entropie 
roisée 
orrespond au 
as d'une matri
e de 
ovarian
e diagonale. Surla �gure 5.4 (page 89), les axes des ellipses représentées sont toujours parallèles à un axe du repère. Ave
l'algorithme CMA-ES, les axes des ellipses peuvent être dans n'importe quelle dire
tion.Appli
ation à TetrisSzita et L®rin
z (2006) ont appliqué la méthode d'entropie 
roisée bruitée ave
 une distribution gaus-sienne au problème de Tetris. Ils 
onsidèrent un 
ontr�leur qui utilise les 22 fon
tions de base de Bertsekaset Io�e (1996), 
ar 
e type de 
ontr�leur avait déjà été utilisé dans plusieurs travaux (Bertsekas et Tsit-siklis, 1996; Kakade, 2001; Farias et van Roy, 2006). Notons w = (w1, . . . , w21) le ve
teur de poids àdéterminer. Pour 
ette appli
ation, la fon
tion w 7→ S(w) à optimiser est l'espéran
e du s
ore atteintpar le 
ontr�leur 
orrespondant au ve
teur de poids w. Szita et L®rin
z (2006) partent d'une distribu-tion gaussienne 
entrée à µ = (0, 0, . . . , 0) ave
 varian
e σ2 = (100, 100, . . . , 100). A 
haque itération,ils génèrent N = 100 ve
teurs et évaluent 
ha
un d'entre eux en jouant une partie. Ils séle
tionnent les
10 meilleurs ve
teurs (ρ = 10 %) et génèrent ainsi la nouvelle distribution gaussienne. Après 
haqueitération, ils jouent 30 parties ave
 le ve
teur de poids moyens de la nouvelle distribution, a�n d'obtenirune 
ourbe d'apprentissage représentant l'évolution des performan
es au fur et à mesure des itérations.Dans l'expérien
e de Szita et L®rin
z (2006), la fon
tion evaluer() est le s
ore d'une seule partie. Szitaet L®rin
z (2006) ont lan
é la méthode d'entropie 
roisée dans trois 
onditions expérimentales : sansbruit (Zt = 0), ave
 un bruit 
onstant (Zt = 4), et ave
 un bruit linéairement dé
roissant (Zt = max(5−
t/10, 0)). Les formules des bruits 
onstant et linéairement dé
roissant ont été �xées à la suite d'expérien
espréliminaires. Leurs résultats indiquent que les performan
es sont signi�
ativement améliorées lorsque l'onutilise du bruit. Leur meilleur 
ontr�leur a été obtenu ave
 le bruit linéairement dé
roissant, atteignantun s
ore moyen de 350 000 ± 37 % lignes. Nous détaillerons dans le 
hapitre 6 
omment nous avonsapprofondi 
es expérien
es pour améliorer en
ore les performan
es de la méthode d'entropie 
roisée surTetris.Con
lusionDans 
e 
hapitre, nous avons présenté 
e qui est à notre 
onnaissan
e la première revue détaillée dela littérature 
on
ernant le problème de 
réer un 
ontr�leur pour le jeu de Tetris. Nous avons résuméles travaux les plus signi�
atifs dans divers domaines (l'apprentissage par renfor
ement, les algorithmesd'optimisation et les 
ontr�leurs 
onstruits à la main) et dressé une liste 
omplète des fon
tions de baseutilisées par 
es travaux. De plus, nous avons mis en éviden
e la di�
ulté de 
omparer des résultats àTetris. Évaluer des 
ontr�leurs demande le plus grand soin en raison de la varian
e importante des s
oresréalisés, et du fait que des petits détails dans l'implémentation des règles du jeu peuvent avoir un e�et
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atif sur les performan
es. Cet état de l'art peut servir de base pour les le
teurs intéressés par leproblème de Tetris.Une 
on
lusion de 
ette revue de la littérature est que la 
onnaissan
e experte que l'on apporte à un
ontr�leur (les fon
tions de base) est au moins aussi déterminante sur les performan
es réalisées que le
hoix des paramètres de l'ar
hite
ture (les 
oe�
ients appliqués aux fon
tions de base). En e�et, parmiles di�érentes appro
hes 
onnues, le 
ontr�leur de Della
herie (Fahey, 2003) atteint jusqu'i
i les meilleurss
ores ave
 des 
oe�
ients �xés manuellement.
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Chapitre 6Nouveaux résultats sur TetrisNous avons dressé dans le 
hapitre 5 un état de l'art du problème de Tetris, de ses parti
ularités etdes prin
ipaux travaux qui s'y sont intéressés. Nous présentons maintenant des résultats originaux quenous avons obtenus ave
 di�érentes appro
hes. D'abord, nous 
onsidérons une taille de jeu réduite où le
ontr�le optimal sto
hastique exa
t devient appli
able. Ensuite, nous revenons au jeu en taille normale surlequel nous appliquons l'algorithme LSλPI introduit dans le 
hapitre 4. Nos résultats mettent en éviden
el'intérêt de notre 
ontribution par rapport à LSPI (Lagoudakis et Parr, 2003). En�n, nous revisitonségalement la méthode d'entropie 
roisée appliquée à Tetris (Szita et L®rin
z, 2006) et nous expliquons
omment, en la 
ombinant ave
 des fon
tions de base pertinentes, nous avons mis au point un 
ontr�leurqui dépasse les performan
es des travaux pré
édents et qui nous a permis de remporter l'épreuve de Tetrisde la 
ompétition d'apprentissage par renfor
ement (Reinfor
ement Learning Competition) en 2008.6.1 Contr�le optimal exa
tAvant de 
onsidérer la taille normale du jeu (10 × 20) sur laquelle il est né
essaire d'employer desalgorithmes d'apprentissage par renfor
ement appro
hé, on peut s'intéresser à une taille réduite du jeuet 
al
uler exa
tement la fon
tion de valeur optimale de 
e problème réduit. Nous avons 
onsidéré unjeu de taille 5 × 5. Le nombre d'états est alors d'un peu moins de 7 × 225, soit environ 2, 3 × 108. Dans
es 
onditions, il est alors possible de 
al
uler une politique optimale de façon exa
te en utilisant lesalgorithmes traditionnels du 
ontr�le optimal sto
hastique présentés au 
hapitre 1. Nous avons ainsiexé
uté Value Iteration sur 
e problème réduit et, après une 
entaine d'heures de 
al
uls sur une ma
hinede bureau 
onventionnelle 13, nous avons obtenu une politique optimale. En taille 5 × 5, nous pouvonsainsi dire que la valeur de l'état initial (
'est-à-dire la zone de jeu entièrement vide), autrement dit les
ore moyen de la politique optimale, est d'environ 13, 70 lignes 14. La 
onvergen
e de la fon
tion de valeurn'étant qu'asymptotique, l'algorithme a été arrêté lorsque la distan
e ‖Vk−Vk−1‖∞ entre deux fon
tionsde valeur su

essives est devenue inférieure au seuil ǫ = 10−6.6.2 Approximation linéaire : LSλPIRevenons à la taille de jeu normale (10 × 20) et intéressons-nous maintenant au 
ontr�le optimalappro
hé et à l'algorithme LSλPI, notre 
ontribution présentée au 
hapitre 4. LSPI (le 
as λ = 1) aété appliqué au jeu de Tetris par Lagoudakis et al. (2002). Nos résultats vont véri�er que diminuer λpermet de réduire la varian
e des estimations, et don
 d'améliorer les performan
es lorsque le nombred'é
hantillons est faible.13. Pro
esseur : Intel Core 2 Duo à 2, 4 GHz ; Mémoire vive : 3, 4 Go14. L'animation qui se trouve en bas à droite de 
haque page impaire de 
e manus
rit représente une partie jouée par le
ontr�leur optimal ainsi obtenu sur le jeu de taille 5× 5. Au 
ours de 
ette partie, 43 lignes ont été réalisées.
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ore moyen de 100 parties de Tetris pour di�érentes valeurs de λ à 
haque itération deLSλPI. A 
ause du faible nombre d'é
hantillons (1000), l'algorithme diverge lorsque λ = 1 pour les deuxméthodes. C'est ave
 LSλBRQ que la meilleure performan
e est atteinte (800 lignes de moyenne), pour
λ = 0, 9. Certaines 
ourbes présentent des pi
s dans les premières itérations et baissent par la suite. Onpeut penser que la politique, devenue performante, est également devenue plus di�
ile est évaluer.



6.3. Méthode d'entropie 
roisée 95Nous avons reproduit le proto
ole expérimental de Lagoudakis et al. (2002). Nous avons ainsi lan
édes expérien
es ave
 les mêmes fon
tions de base et en utilisant la 
onnaissan
e du modèle du PDM. Lesfon
tions de base, dé�nies sur l'espa
e des 
ouples états-a
tions, sont (voir aussi le tableau 5.1 page 83) :� la hauteur maximale de la pile,� le nombre de trous,� la somme des di�éren
es de hauteur entre 
olonnes adja
entes (en valeur absolue),� la hauteur moyenne des 
olonnes,� le 
hangement de 
es quantités dans l'état suivant (a�n de 
apturer l'e�et du 
hoix d'une a
tiondepuis l'état 
ourant),� le nombre de lignes réalisées en e�e
tuant l'a
tion,� un terme 
onstant.Bien que notre politique initiale soit la même que 
elle de Lagoudakis et al. (2002) (
ommuni
ationpersonnelle), les s
ores peuvent di�
ilement être 
omparés. La politique initiale réalise environ 250 lignesde moyenne par partie sur notre implémentation, tandis qu'ils reportent un s
ore initial moyen de 600lignes. Ce
i est vraisemblablement dû à des di�éren
es d'implémentation qui peuvent avoir un impa
tsigni�
atif sur le s
ore (voir se
tion 5.3.3).Nous avons d'abord lan
é LSλPI sur un ensemble de 10 000 é
hantillons, 
omme Lagoudakis et al.(2002) l'ont fait pour LSPI (
'est-à-dire λ = 1). Nous avons observé que diminuer λ n'améliorait pas laperforman
e (
ela ne faisait que ralentir la 
onvergen
e). On peut supposer que l'ensemble d'é
hantillonsétait su�samment grand pour éviter les problèmes de varian
e. Réduire λ n'est pas utile dans 
e 
as.Nous avons don
 ensuite employé un ensemble d'é
hantillons plus réduit (1 000 é
hantillons au lieu de10 000) a�n de rendre la 
onvergen
e plus di�
ile. La �gure 6.1 représente la performan
e des politiquesapprises pour di�érentes valeurs de λ. Lorsque λ = 1, l'algorithme est très instable et génère de mauvaisespolitiques 
ar le nombre d'é
hantillons est faible, 
e qui rend la varian
e de l'estimation importante. Les
ore os
ille entre 0 et 600 lignes par partie ave
 LSλTDQ, et tombe à 0 ave
 LSλBRQ. De meilleuresperforman
es sont atteintes pour d'autres valeurs de λ. Comme pour le problème de la 
haîne d'états(se
tion 4.2), on remarque que λ a plus d'in�uen
e dans le 
as de LSλBRQ. Après 
onvergen
e, le meilleurs
ore moyen est atteint ave
 λ = 0, 9 et en utilisant LSλBRQ. La politique 
orrespondante réalise environ800 lignes par partie (rappelons que la politique initiale atteignait environ 250 lignes par partie).Nos résultats expérimentaux 
on�rment don
 l'in�uen
e de λ sur la qualité de l'approximation et laperforman
e des politiques générées. Les valeurs de λ intermédiaires (di�érentes de 0 et 1) peuvent ene�et donner de meilleurs résultats en pratique lorsque le nombre d'é
hantillons est limité.On remarque que par ailleurs 
ertaines 
ourbes présentent un pi
 dans les premières itérations etbaissent par la suite. Cela pourrait être dû au fait qu'après 
es itérations, la politique, devenue perfor-mante, devient plus di�
ile à évaluer.Une perspe
tive intéressante de 
e travail serait de redé�nir sur l'espa
e d'états-a
tions les fon
tionsde base les plus utilisées de la littérature des travaux sur Tetris, notamment 
elles de Bertsekas et Io�e(1996), a�n d'évaluer plus pré
isément le su

ès de LSλPI sur Tetris par rapport aux autres appro
hes.En e�et, jusqu'à présent, on ne peut pas 
omparer dire
tement les résultats de LSPI ou LSλPI sur Tetrisave
 d'autres appro
hes d'apprentissage par renfor
ement (Tsitsiklis et van Roy, 1996; Bertsekas et Io�e,1996; Kakade, 2001; Farias et van Roy, 2006; Ramon et Driessens, 2004) étant donné que les fon
tionsde bases proposées par Lagoudakis et al. (2002) dans LSPI sont très di�érentes, et que de plus, elles sontdé�nies sur l'espa
e d'états-a
tions.6.3 Méthode d'entropie 
roiséeComme nous l'avons vu dans le 
hapitre 5, malgré leurs propriétés théoriques intéressantes (notam-ment l'estimation du s
ore futur), les méthodes d'apprentissage par renfor
ement ne sont pas 
elles quise sont montrées les plus performantes dans la littérature pour optimiser les poids d'un 
ontr�leur. Nousnous intéressons don
 i
i à la méthode d'entropie 
roisée appliquée à Tetris par Szita et L®rin
z (2006) etnous revisitons leur appro
he pour mettre au point un 
ontr�leur plus performant ave
 d'autres fon
tionsde base.En e�et, d'une part, les fon
tions de base de Della
herie semblent être les plus 
ompétitives : même
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Figure 6.2 � Notre implémentation de l'expérien
e de Szita et L®rin
z (2006). Chaque 
ourbe représentela 
ourbe d'apprentissage moyenne de 10 exé
utions pour un type de bruit donné (en é
helle logarith-mique). Nous observons que l'ajout de bruit améliore signi�
ativement les performan
es. La meilleuredes trois 
ourbes d'apprentissage moyennes est 
elle qui 
orrespond au bruit 
onstant.ave
 des poids 
hoisis à la main, le joueur arti�
iel de Della
herie donne jusqu'i
i les meilleurs résultats.D'autre part, la méthode d'entropie 
roisée (Szita et L®rin
z, 2006) apparaît 
omme étant l'algorithmele plus performant pour régler les poids d'un ensemble de fon
tions de base donné. Le joueur arti�
ielque nous mettons au point dans 
ette se
tion s'appuie sur 
es deux observations : nous allons exploiteret 
ompléter les fon
tions de base e�
a
es de Della
herie, et utiliser la méthode d'entropie 
roisée pour�xer les poids.Rappelons que Szita et L®rin
z (2006) ont appliqué la méthode d'entropie 
roisée ave
 trois sortes debruit : un bruit nul, un bruit 
onstant et un bruit linéairement dé
roissant. Comme le paramètre de bruitsemblait avoir un e�et 
ru
ial sur les résultats, nous avons mené des expérien
es supplémentaires que nousdétaillons maintenant. Szita et L®rin
z (2006) ont exé
uté 
ha
une des trois expérien
es (pas de bruit,bruit 
onstant et bruit dé
roissant) une seule fois pour des raisons de temps : leurs résultats expérimentauxont né
essité un mois de 
al
uls. Nous avons apporté un soin tout parti
ulier à l'implémentation denotre simulateur de Tetris, notamment en termes d'optimisation, de manière à pouvoir reproduire leursexpérien
es plusieurs fois. En e�et, nos premiers essais ont montré que plusieurs exé
utions de la méthoded'entropie 
roisée ave
 les mêmes paramètres pouvaient donner des résultats très di�érents. Ainsi, nousavons dé
idé de lan
er 
ha
une des trois expérien
es de Szita et L®rin
z (2006) 10 fois. Ave
 notreimplémentation optimisée de Tetris, 
ela a pris environ une semaine.Comme nous avons vu dans la se
tion 5.3 que les s
ores à Tetris ont une grande varian
e, il est 
lairque 
ette évaluation n'est pas pré
ise. Ave
 notre implémentation, nous avons essayé d'évaluer 
haqueve
teur en jouant plus de parties pour voir si 
'était un 
hoix 
ru
ial, et nous en avons 
on
lu que 
e n'étaitpas le 
as. En e�et, même si nous avons observé que le nombre d'itérations né
essaires pour atteindre leniveau de performan
e maximal est inférieur (
e qui est naturel puisque le pro
essus de séle
tion est pluspré
is), nous avons remarqué qu'après 
onvergen
e, les 
ontr�leurs obtenus n'étaient pas meilleurs.Les résultats que nous avons obtenus sont représentés aux �gures 6.2 et 6.3. La �gure 6.2 montre pour
haque type de bruit la 
ourbe d'apprentissage moyenne de 10 exé
utions (en é
helle logarithmique).Nos résultats expérimentaux 
on�rment l'observation de Szita et L®rin
z (2006) selon laquelle ajouter dubruit améliore signi�
ativement les résultats. Cependant, nous avons observé que la performan
e moyenneest meilleure ave
 le bruit 
onstant. La �gure 6.3 montre, pour 
haque type de bruit, le détail des 10
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Figure 6.3 � Détail des 10 exé
utions de 
haque expérien
e de la �gure 6.2 (en é
helle logarithmique).Haut (sans bruit) : la 
ourbe d'apprentissage se stabilise toujours après l'itération 20. Le s
ore moyenatteint varie selon les exé
utions (de 100 à 3 000 lignes). Milieu (bruit 
onstant) : les 10 exé
utionsatteignent des performan
es pro
hes après 
onvergen
e, entre 100 000 et 200 000 lignes. Bas (bruitlinéairement dé
roissant) : les 10 exé
utions atteignent des valeurs très di�érentes, de 5 000 à 250 000lignes.
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utions. La meilleure performan
e est atteinte ave
 le bruit linéairement dé
roissant : une des 10exé
utions obtient un 
ontr�leur qui réalise un s
ore moyen de 240 000± 37 % lignes. Ave
 
et intervallede 
on�an
e, nos résultats semblent 
ohérents ave
 
eux de Szita et L®rin
z (2006) (350 000 ± 37 %).L'examen de la �gure 6.3 donne une meilleure idée sur le 
hoix du bruit : les 10 exé
utions ave
 le bruit
onstant atteignent toutes des performan
es similaires après 
onvergen
e (100 000 à 200 000 ± 37 %lignes), alors qu'ave
 le bruit dé
roissant, les performan
es varient beau
oup entre plusieurs exé
utionsde la méthode d'entropie 
roisée. Cela est dû au fait que souvent, le bruit dé
roissant atteint zéro trop viteet l'algorithme 
onverge avant d'avoir eu le temps de dé
ouvrir des bonnes solutions. Par 
onséquent, sion lan
e une seule exé
ution de la méthode d'entropie 
roisée (
'était le 
as dans l'expérien
e originale deSzita et L®rin
z (2006) et 
e sera le 
as dans la pro
haine se
tion où nous 
onstruisons des 
ontr�leurs quijouent de très longues parties), le bruit 
onstant est plus �able, à moins de modi�er la formule du bruitlinéairement dé
roissant pour le faire diminuer moins vite. Cette 
on
lusion semble aussi indiquer qu'àmoins que l'implémentation de Tetris de Szita et L®rin
z (2006) di�ère de la n�tre (voir la dis
ussion à lase
tion 5.3.3 sur l'in�uen
e signi�
ative de paramètres apparemment mineurs), le s
ore de 350 000±37 %lignes par parties pourrait avoir été obtenu ave
 une part de 
han
e dans la mesure où l'algorithme a étéexé
uté ave
 du bruit linéairement dé
roissant.6.4 Vers un 
ontr�leur performantNous venons de voir que la méthode d'entropie 
roisée était un algorithme e�
a
e pour optimiserles poids d'un ensemble de fon
tions de base à Tetris. Comme nous l'avons vu dans la des
ription destravaux existants au 
hapitre 5, il est également essentiel de 
hoisir un ensemble de fon
tions de basepertinent a�n de 
apturer les aspe
ts importants du jeu de Tetris. Ainsi, une appro
he naturelle, que nousappliquons dans 
ette se
tion, est de 
onsidérer d'autres fon
tions de base de Tetris que les fon
tions deBertsekas et Io�e (1996).Nous avons essayé plusieurs 
ombinaisons de fon
tions de base, dont 
elles de Della
herie puisqu'elles
onstituent jusqu'i
i la meilleure 
onnaissan
e experte de la littérature pour Tetris. Nous avons aussiintroduit deux fon
tions de base originales : la profondeur des trous et le nombre de lignes ave
 trous. Laprofondeur des trous indique à quelle distan
e de la surfa
e du mur se trouvent les trous : 
'est la sommedu nombre de 
ellules pleines au-dessus de 
haque trou. Le but de 
ette fon
tion est d'éviter d'enterrertrop profondément des trous. Notre se
onde fon
tion de base originale 
ompte le nombre de lignes ayantau moins un trou (deux trous sur la même ligne 
omptent pour un seul).Nous avons exé
uté la méthode d'entropie 
roisée sur le jeu de taille 10×20 dans les mêmes 
onditionsque Szita et L®rin
z (2006) : nous avons 
ommen
é ave
 une gaussienne 
entrée à µ = (0, 0, . . . , 0) ave
varian
e σ2 = (100, 100, . . . , 100), nous avons généré N = 100 ve
teurs à 
haque itération, et nous avonsséle
tionné les 10 meilleurs (ρ = 10 %). Conformément aux 
on
lusions de la se
tion pré
édente, 
haqueve
teur était évalué en jouant une seule partie et nous avons 
hoisi d'utiliser un bruit 
onstant (ave
la même amplitude que Szita et L®rin
z (2006) : Zt = 4). Nous avons lan
é l'algorithme ave
 quatreensembles de fon
tions de base di�érents : Della
herie (D), Bertsekas + Della
herie (BD), Della
herie +Thiéry (DT), et Bertsekas + Della
herie + Thiéry (BDT). Comme attendu, les performan
es obtenuessont nettement meilleures que lorsqu'on se 
ontente des fon
tions de base de Bertsekas et Io�e (1996).Comme les parties sont beau
oup plus longues, nous n'avons lan
é qu'une seule exé
ution pour 
ha
unde 
es quatre ensembles de fon
tions de base. Bien que notre implémentation soit optimisée, en lançantles quatre expérien
es sur des ma
hines di�érentes, 
es expérien
es ont pris un mois.La �gure 6.4 fournit la 
ourbe d'apprentissage pour 
ha
un des quatre ensembles de fon
tions debase. Comme dans l'expérien
e de Szita et L®rin
z (2006), les 
ourbes représentent le s
ore moyen de30 parties jouées ave
 le 
ontr�leur moyen généré à la �n de 
haque itération. La première observationque l'on peut faire est que nos deux fon
tions de base originales ont un impa
t signi�
atif sur les s
ores :les 
ourbes 
orrespondantes (les deux 
ourbes en pointillés) sont 
elles qui réalisent les plus hauts pi
s.Nous observons également que si l'on supprime les fon
tions de base de Bertsekas et Io�e (1996) (lesexpérien
es sans 
es fon
tions de base 
orrespondent aux deux 
ourbes épaisses), l'algorithme prendmoins d'itérations pour 
onverger, 
e qui n'est pas surprenant puisqu'il y a moins de paramètres àoptimiser, mais atteint des s
ores similaires. Cela suggère qu'une fois que l'on a les fon
tions de base de
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ItérationsFigure 6.4 � Evolution du s
ore moyen de 30 parties (en é
helle logarithmique) ave
 la méthode d'en-tropie 
roisée bruitée, ave
 quatre ensembles de fon
tions de base : Della
herie, Della
herie + Bertsekas,Della
herie + Thiéry, Della
herie + Bertsekas + Thiéry. Les deux 
ourbes qui montent le plus hautsont 
elles où nos fon
tions de base originales sont présentes (
e sont les deux 
ourbes en pointillés).Lorsque les fon
tions de base de Bertsekas et Io�e (1996) ne sont pas présentes (
ela 
orrespond aux deux
ourbes épaisses), l'algorithme 
onverge beau
oup plus vite et les meilleures performan
es obtenues sontsimilaires. Fon
tions de base DT BDT D BDTaille 10× 20 35 000 000 36 000 000 17 000 000 20 000 000Taille 10× 16 910 000 910 000 530 000 660 000Table 6.1 � S
ore moyen du meilleur 
ontr�leur obtenu ave
 la méthode d'entropie 
roisée bruitée, pour
haque ensemble de fon
tions de base. 100 parties ont été jouées en taille 10×20 (l'intervalle de 
on�an
eest 20 %) et 1 600 parties ont été jouées en 10 × 16 (l'intervalle de 
on�an
e est alors de 5 %). Lesensembles de fon
tions de base sont représentés par leur première lettre : D pour Della
herie, B pourBertsekas, T pour Thiéry. Les meilleurs résultats sont atteints ave
 les fon
tions de base DT et BDT.Della
herie, 
elles de Bertsekas et Io�e ne donnent pas plus d'informations. On pourra en�n noter que les
ourbes de la �gure 6.4 représentent le s
ore moyen de seulement 30 parties, 
e qui fait que l'intervallede 
on�an
e 
orrespondant est assez grand (±37 %). Pour évaluer les 
ontr�leurs plus pré
isément, nousavons séle
tionné quelques 
ontr�leurs pour 
haque ensemble de fon
tions de base (nous avons 
hoisiquelques ve
teurs de poids 
orrespondant aux pi
s des 
ourbes de la �gure 6.4) et nous les avons faitjouer plus de parties. Le tableau 6.1 reporte, pour le meilleur 
ontr�leur de 
haque ensemble de fon
tionsde base, le s
ore moyen de 100 parties sur un jeu de taille 10×20. L'intervalle de 
on�an
e 
orrespondantest de ±20 %. Nous avons également fait jouer 
es mêmes 
ontr�leurs sur un jeu de taille 10× 16, pouravoir une borne inférieure sur le s
ore qu'ils réaliseraient sur le Tetris original (voir se
tion 5.3.3). Sur
e jeu de taille réduite, nous avons joué 1 600 parties (les parties étant plus 
ourtes), 
e qui donne unintervalle de 
on�an
e de 5 %.L'utilisation de la méthode d'entropie 
roisée pour optimiser les poids du 
ontr�leur de Della
herieest pertinente : par rapport aux poids originaux �xés à la main, les poids déterminés automatiquementaméliorent signi�
ativement les résultats. Les meilleurs s
ores sont atteints ave
 les ensembles BDT etDT, qui réalisent des performan
es équivalentes : 35 000 000 ± 20 % lignes sur le jeu de taille 10 × 20et 910 000 ± 5 % lignes sur le jeu de taille 10 × 16. Ainsi, 
es deux fon
tions d'évaluation dépassentl'algorithme qui était jusqu'i
i le meilleur à notre 
onnaissan
e, 
elui de Della
herie, qui réalise un s
ore
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tion de base PoidsHauteur d'arrivée -12.63Erosion 6.60Transitions de lignes -9.22Transitions de 
olonnes -19.77Trous -13.08Puits 
umulatifs -10.49Profondeur des trous -1.61Lignes ave
 trous -24.04Table 6.2 � Les poids de notre 
ontr�leur DT (Della
herie + Thiéry). S
ore moyen : 35 000 000± 20 %lignes en 10 × 20 et 910 000 ± 5 % en 10 × 16. Voir se
tion 6.4 et tableau 5.1 pour les dé�nitions desfon
tions de base.moyen de 5 200 000 ± 20 % sur notre simulateur en 10 × 20 et 660 000 ± 27 % sur un simulateur duTetris original (rappelons que jouer en 10 × 16 sur notre simulateur donne une borne inférieure assezpessimiste sur le résultat ave
 le Tetris original). Alors que le 
ontr�leur BDT 
ontient 28 fon
tions debase, le 
ontr�leur DT n'en possède que 8 : 
e dernier est don
 plus simple et plus rapide, et il peut ainsiêtre 
onsidéré 
omme meilleur. Nous donnons ses poids dans le tableau 6.2.6.5 Reinfor
ement Learning Competition 2008En nous basant sur 
e travail d'étude de l'état de l'art et d'amélioration des appro
hes les plus perfor-mantes, nous avons remporté la Reinfor
ement Learning Competition 2008 (
ompétition d'apprentissagepar renfor
ement) dans le domaine de Tetris. Cette 
ompétition faisait jouer des 
ontr�leurs de Tetris surdes instan
es modi�ées du problème, où 
ertaines propriétés du jeu (par exemple la taille de la zone dejeu ou la fon
tion de ré
ompense) pouvaient varier. Les 
ontr�leurs devaient s'adapter à 
haque environ-nement. La mesure de performan
e utilisée pour 
omparer les di�érents parti
ipants était le s
ore totalréalisé après un nombre �xé d'intera
tions, sans pénalité appliquée en �n de partie. Cette mesure de per-forman
e avait ainsi beau
oup moins de varian
e que la mesure naturelle (le s
ore d'une partie) que nousavons 
onsidéré dans 
e mémoire. Même si le problème était formulé dans le 
adre de l'apprentissage parrenfor
ement dans 
ette 
ompétition, tout type de méthode était autorisé. Nous avons utilisé une versionmodi�ée de notre 
ontr�leur DT présenté plus haut, ave
 une fon
tion de base additionnelle appelée �diversité des motifs �. Cette fon
tion de base, suggérée par Olivier Sigaud (
ommuni
ation personnelle),examine la forme du motif formé par le haut de 
haque paire de 
olonnes voisines et 
ompte 
ombien demotifs di�érents sont présents. Cela en
ourage le 
ontr�leur à faire en sorte que le mur puisse a

ueillirtoutes les formes de piè
es sans 
réer de trou. Nous savons que les 
ontr�leurs qui ont obtenu la deuxièmeet la troisième pla
e (
ommuni
ations personnelles ave
 Marek Petrik et Istvan Szita respe
tivement) ontégalement été mis au point à l'aide de la méthode d'entropie 
roisée. On peut penser que notre analyseempirique de la méthode d'entropie 
roisée appliquée à Tetris ainsi que le 
hoix des fon
tions de base ontété dé
isifs pour remporter la 
ompétition.Con
lusion et perspe
tivesA�n d'appliquer l'apprentissage par renfor
ement au jeu de Tetris, nous avons résolu de façon exa
teune instan
e réduite du problème (en taille 5 × 5) ave
 des outils traditionnels du 
ontr�le optimal,puis nous avons appliqué l'algorithme d'approximation linéaire LSλPI proposé dans le 
hapitre 4 à lataille normale du jeu (10× 20). Nos expérien
es ont 
on�rmé les résultats du 
hapitre 5 : par rapport àLSPI (Lagoudakis et al., 2002), LSλPI permet d'améliorer l'e�
a
ité de l'exploitation des é
hantillons.Des performan
es similaires sont en e�et atteintes en apprenant une base de 1 000 é
hantillons au lieude 10 000.



6.5. Reinfor
ement Learning Competition 2008 101Nous avons par ailleurs revisité l'appli
ation de la méthode d'entropie 
roisée au jeu de Tetris, proposéepar Szita et L®rin
z (2006). En reproduisant 10 fois leur expérien
e d'origine, nous avons approfondileur analyse expérimentale : en parti
ulier, nous avons observé que le bruit 
onstant semble plus �ableque le bruit linéairement dé
roissant. En utilisant la 
onnaissan
e experte (les fon
tions de base) deDella
herie (Fahey, 2003) et deux fon
tions de base originales, nous avons 
onstruit un 
ontr�leur àune piè
e qui donne à notre 
onnaissan
e les meilleurs résultats à l'heure a
tuelle et qui a remporté laReinfor
ement Learning Competition 2008.Pour aller plus loinPour améliorer en
ore les expérien
es, il serait intéressant d'appliquer l'algorithme CMA-ES (Han-sen et Ostermeier, 2001) qui est une généralisation de la méthode d'entropie 
roisée (voir se
tion 5.4).De plus, modi�er les formules de bruit ou utiliser d'autres types de bruits (notamment un bruit ave
dé
roissan
e géométrique) sont des idées à explorer. En e�et, nos résultats indiquent que le bruit linéaire-ment dé
roissant atteint trop vite zéro. On pourrait également aller plus loin en imaginant des fon
tionsde base plus 
omplexes ou plus expressives. Une première dire
tion naturelle serait d'exploiter d'autresfon
tions de base de la littérature (par exemple 
elles de Xtris (Llima, 2005) ou Fahey (2003)) ou d'eninventer d'autres. Une piste de re
her
he parti
ulièrement intéressante est le problème de séle
tionner etde 
ombiner automatiquement des fon
tions de base simples de manière à 
onstruire d'autres fon
tionsde plus haut niveau. Par exemple, de telles 
ombinaisons peuvent faire partie de l'espa
e de re
her
he,
omme dans la ré
ente appro
he de Programmation Génétique de Girgin et Preux (2007).D'une manière générale, un problème signi�
atif 
on
ernant le jeu de Tetris est le temps d'exé
utionné
essaire pour jouer une partie, 
ar les algorithmes ont besoin de jouer de nombreuses parties. C'esten
ore plus important lorsque les 
ontr�leurs sont meilleurs, 
ar les parties durent de plus en plus long-temps. Nous envisageons plusieurs pistes pour évaluer un 
ontr�leur en réduisant la durée d'une partieou le nombre de parties jouées.� Une première idée serait de lan
er l'algorithme d'apprentissage sur un jeu de taille réduite. De
ette manière, les parties sont plus 
ourtes, on peut don
 générer plus de ve
teurs, les évaluerplus soigneusement et les itérations peuvent être plus rapides. Cependant, il n'est pas 
lair qu'un
ontr�leur obtenu en jouant sur une taille réduite joue ensuite bien sur le jeu standard (10×20). Nousavons e�e
tué quelques expérien
es, et les performan
es des 
ontr�leurs 
onstruits en apprenant surdes plus petites grilles (
omme 10×16) semblent donner des s
ores légèrement inférieurs à 
eux des
ontr�leurs 
onstruits dire
tement ave
 la grille standard.� Nous avons vu que pour évaluer la qualité d'un 
ontr�leur, il est préférable de jouer de nombreusesparties. Au lieu de jouer des parties aléatoires, une piste à explorer serait de jouer un petit en-semble de parties prédeterminées, ave
 des séquen
es de piè
es générées à l'avan
e. Ainsi, ave
 
etteméthode, on utiliserait les mêmes séquen
es de piè
es pour 
omparer des 
ontr�leurs di�érents.Dans la phase de séle
tion de l'algorithme d'entropie 
roisée, 
ela pourrait permettre de séle
tion-ner les meilleurs é
hantillons de manière plus �able dans la mesure où on utiliserait la même basede 
omparaison. Cela dit, il faut que les séquen
es de piè
es prédéterminées soient su�sammentreprésentatives des parties possibles et il n'est pas 
lair qu'un 
ontr�leur entraîné sur un ensemblerestreint de séquen
es soit performant sur des parties qu'il n'a jamais ren
ontrées auparavant.� Pour réduire le temps né
essaire pour évaluer un 
ontr�leur, une idée prometteuse vient d'une
onje
ture de Fahey (2003), qui stipule que la durée d'une partie de Tetris (et par 
onséquent, lenombre de lignes réalisées) peut être estimée à partir des premiers 
oups joués. En e�et, 
onsidéronspour 
haque hauteur h (
'est-à-dire h = 0 à 20) la fréquen
e de h, qui est la proportion du tempsoù la hauteur du mur a été exa
tement h pendant les n premiers 
oups. Ave
 un bon 
ontr�leur,lorsque h est grand, la fréquen
e de h est faible puisque les murs hauts apparaissent peu souvent.Fahey a observé expérimentalement qu'ave
 son 
ontr�leur, lorsque h augmente, la diminution de lafréquen
e de h est exponentielle. Nous avons fait des expérien
es qui 
on�rment son observation pournos 
ontr�leurs. Par 
onséquent, si l'on estime les paramètres de 
ette distribution exponentielle (ilsdi�èrent pour 
haque 
ontr�leur) en e�e
tuant une régression, on peut en déduire la fréquen
e pour
h = 21, 
e qui 
orrespond à la �n de la partie. Pour un 
ontr�leur donné, on pourrait ainsi estimerla durée moyenne d'une partie en jouant seulement n 
oups au lieu de faire une ou plusieurs parties.



102 Chapitre 6. Nouveaux résultats sur TetrisCependant, nos premières observations indiquent qu'une telle méthode a une grande varian
e etmanque don
 de pré
ision, même si l'on joue un grand nombre de 
oups (de l'ordre de n = 1 000 000de 
oups).Il reste à approfondir 
es pistes a�n de réduire le temps d'exé
ution de l'algorithme.Une autre question naturelle qui reste posée est de savoir quelle méthode d'optimisation est la plusadaptée pour Tetris. Les travaux de l'état de l'art pour �xer les poids (Llima, 2005; Böhm et al., 2005;Szita et L®rin
z, 2006) ne peuvent pas être 
omparés dire
tement 
ar ils s'appuient sur di�érentes im-plémentations et di�érentes fon
tions de base. De plus, 
ontrairement aux deux autres appro
hes et auxtravaux d'apprentissage par renfor
ement, Böhm et al. (2005) 
onsidèrent uniquement des 
ontr�leurs àdeux piè
es, rendant ainsi leur performan
e in
onnue par rapport à 
elles des 
ontr�leurs à une piè
e. Ilserait intéressant d'implémenter et d'exé
uter 
es méthodes dans les mêmes 
onditions, pour déterminerdans quelles 
ir
onstan
es la méthode d'entropie 
roisée, à laquelle nous nous sommes intéressés dans
ette thèse, peut réaliser de meilleurs résultats que les appro
hes d'optimisation (si 
'est le 
as), et si detelles observations sont spé
i�ques à Tetris ou peuvent également s'appliquer à d'autres problèmes.
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Résumé de la démar
heCette thèse s'est intéressée à la manière pour un agent informatique d'apprendre automatiquementun 
omportement (ou politique) à partir d'une série d'expérien
es. Dans 
e 
ontexte, l'apprentissage parrenfor
ement propose un 
adre formel et de nombreux outils pour 
onstruire des politiques et estimerleur valeur.Dans un premier temps, nous avons présenté quelques algorithmes fondamentaux du 
ontr�le optimalsto
hastique dans le 
as exa
t, en parti
ulier λPI (Bertsekas et Io�e, 1996) qui propose d'itérer sur lespolitiques de façon optimiste, 
'est-à-dire de 
hanger de politique sans attendre d'avoir évalué 
omplète-ment la politique pré
édente. Nous avons ensuite abouti à une é
riture uni�ée de 
es algorithmes (Uni�edPoli
y Iteration) qui exprime la notion d'optimisme et nous avons montré la 
onvergen
e de 
ette propo-sition. Des expérien
es sur un problème de type navigation dis
rète ont permis d'illustrer Uni�ed Poli
yIteration et d'étudier l'optimisme.Par la suite, nous nous sommes intéressés au 
as appro
hé, où la fon
tion de valeur est représentée parune ar
hite
ture paramétrique et estimée à l'aide d'é
hantillons. Nous avons d'abord démontré l'existen
ed'une borne de performan
e sur les versions approximatives de Uni�ed Poli
y Iteration. Puis nous avonsprésenté un état de l'art des méthodes d'apprentissage par renfor
ement ave
 approximation linéaire.Parmi 
es méthodes, deux appro
hes d'itération sur les politiques ont parti
ulièrement retenu notre at-tention : LSPI (Lagoudakis et Parr, 2003), qui évalue les politiques de façon o�-poli
y, et AλPI (Bertsekaset Io�e, 1996), qui les évalue de façon optimiste. Nous avons alors proposé l'algorithme LSλPI qui 
u-mule les avantages de 
es deux appro
hes. Nos expérien
es ont montré que l'usage du paramètre λ peutpermettre d'améliorer la qualité de l'estimation et les performan
es par rapport à LSPI.Dans une troisième partie, nous avons étudié spé
i�quement l'appli
ation du jeu de Tetris, un problèmeà grand espa
e d'états que tentent de traiter plusieurs appro
hes d'apprentissage par renfor
ement, maisaussi des méthodes d'optimisation dire
te de la politique et des algorithmes réglés manuellement. Nousavons dressé le premier état de l'art 
omplet de 
es travaux ainsi que la liste des fon
tions base employéespar 
ha
un d'entre eux. Après avoir souligné la di�
ulté d'évaluer et de 
omparer les performan
es desjoueurs arti�
iels, nous avons mené plusieurs expérien
es. Nous avons résolu une instan
e réduite de Tetrisde manière exa
te ave
 le 
ontr�le optimal, et dans le 
as appro
hé, nous avons 
on�rmé empiriquementque par rapport à LSPI, LSλPI améliore l'e�
a
ité de l'exploitation des é
hantillons. Nous avons parailleurs revisité la méthode d'entropie 
roisée appliquée à Tetris (Szita et L®rin
z, 2006) et montré qu'eny introduisant une meilleure 
onnaissan
e experte 
omme 
elle de Della
herie (Fahey, 2003), on peut
onstruire un 
ontr�leur qui dépasse les performan
es de l'état de l'art. Le 
ontr�leur ainsi obtenu nousa permis de remporter l'épreuve de Tetris de la Reinfor
ement Learning Competition 2008 (
ompétitiond'apprentissage par renfor
ement).Optimisme et 
ompromis biais-varian
eTout au long de 
e mémoire, dans le 
as exa
t 
omme dans le 
as appro
hé, nous nous sommes posésla question de savoir 
e que peut apporter l'idée de 
hanger de politique sans attendre d'avoir évalué
omplètement la politique pré
édente (l'optimisme), en parti
ulier via l'utilisation du paramètre λ de
λPI (Bertsekas et Io�e, 1996).Formellement, dans λPI, l'optimisme 
onsiste à rempla
er l'équation de Bellman usuelle V = TπV parune équation de Bellman amortie V = MkV qui ne 
ara
térise plus la fon
tion de valeur de la politique
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π, mais un pas d'une 
ertaine taille en dire
tion de 
ette dernière (la taille du pas étant réglable par leparamètre λ). Autrement dit, au lieu de re
her
her le point �xe de l'opérateur Tπ, on re
her
he 
elui del'opérateur Mk (qui dépend de la politique mais aussi de la fon
tion de valeur pré
édente et de λ).Dans le 
as exa
t, nous avons rempla
é Tπ par Mk dans Modi�ed Poli
y Iteration (Puterman, 1994),et 
onstaté que 
ela n'apportait pas d'amélioration signi�
ative en termes de vitesse de 
onvergen
e. Lespropriétés intéressantes de λ apparaissent dans le 
as appro
hé, lorsque la fon
tion de valeur est estiméeà l'aide d'un ensemble d'é
hantillons. En remplaçant Tπ par Mk dans l'algorithme LSPI (Lagoudakiset Parr, 2003), nous avons ainsi obtenu un nouvel algorithme d'approximation linéaire (intitulé LSλPI)qui permet d'améliorer l'e�
a
ité de l'estimation grâ
e 
ette notion d'optimisme. LSλPI 
onstitue la
ontribution essentielle de 
ette thèse, dans la mesure où 
et algorithme est le premier qui 
umule les
ara
téristiques suivantes :� itération sur les politiques optimiste : on 
hange de politique sans attendre d'avoir évalué 
omplè-tement la politique pré
édente (via le paramètre λ de λPI),� 
ompromis biais-varian
e : le biais introduit par l'optimisme est 
ompensé par une rédu
tion de lavarian
e de l'estimation de la fon
tion de valeur,� é
hantillonnage e�
a
e : il s'agit d'une méthode du se
ond ordre, 
'est-à-dire que les informationsdes é
hantillons sont exploitées de manière e�
a
e 
omme dans LSPI, LSTD(λ) (Boyan, 2002) etLSPE(λ) (Nedi¢ et Bertsekas, 2003),� o�-poli
y : de manière analogue à LSPI, la politique peut être évaluée à partir d'é
hantillons généréesave
 une autre politique, et ayant la forme de traje
toires ou non.LSλPI est une généralisation de LSPI où nous ajoutons la notion d'optimisme a�n de réduire la varian
edes estimations. L'un des intérêts de LSPI est son e�
a
ité pour exploiter les é
hantillons, grâ
e àl'approximation du se
ond ordre qu'il e�e
tue et grâ
e à l'évaluation o�-poli
y (qui permet de réutiliserles mêmes é
hantillons malgré les 
hangements de politiques). En ajoutant la propriété de rédu
tion devarian
e à LSPI, nous améliorons en
ore son e�
a
ité en termes d'é
hantillons. En pratique, et 
ommenous l'avons véri�é expérimentalement, 
ela s'avère utile lorsque le nombre d'é
hantillons dont on disposeest limité.Du point de vue de λPI (Bertsekas et Io�e, 1996), LSλPI peut être vu 
omme une version approxi-mative où l'on 
her
he expli
itement le point �xe de Mk, 
e qui permet d'être o�-poli
y lorsque l'onutilise des fon
tions de valeur Q. Les autres appro
hes liées à λPI (
omme AλPI (Bertsekas et Io�e,1996), LSPE(λ) (Nedi¢ et Bertsekas, 2003) et TD(λ) (Sutton et Barto, 1998)) estiment quant à ellesdes di�éren
es temporelles à partir de traje
toires qui sont on-poli
y. LSTD(λ) (Boyan, 2002) se baselui aussi sur des traje
toires générées ave
 la politique à évaluer. Il faut 
ependant noter le ré
ent tra-vail de Yu (2010) qui propose une version o�-poli
y de LSTD(λ). La politique y est évaluée à l'aide detraje
toires générées ave
 une autre politique, en faisant appel à des te
hniques d'importan
e sampling.Il serait parti
ulièrement intéressant d'étudier expérimentalement les performan
es 
omparées des deuxappro
hes o�-poli
y que sont LSTD(λ) et LSλPI.L'apprentissage par renfor
ement, une appro
he ambitieuseLorsqu'ils sont appliqués au problème de Tetris, les travaux d'apprentissage par renfor
ement ontjusqu'i
i moins de su

ès que des travaux d'optimisation dire
te de la politique tels que la méthoded'entropie 
roisée (Szita et L®rin
z, 2006) ou des méthodes évolutionnaires (Llima, 2005). Ce 
onstat estune observation de notre revue de la littérature (
hapitre 5), 
on�rmée par les nouveaux résultats quenous avons présentés au 
hapitre 6.Cependant, l'apprentissage par renfor
ement fournit des outils théoriques intéressants pour estimer les
ore moyen d'un 
ontr�leur (qui est la fon
tion de valeur) et le s
ore moyen du meilleur 
ontr�leur (lafon
tion de valeur optimale). Sur une instan
e réduite du jeu (5 × 5), l'apprentissage par renfor
ementest ainsi 
apable de donner le s
ore moyen optimal depuis tout état. Sur le jeu standard (10× 20), mêmesi 
es algorithmes sou�rent de la dimensionnalité et ont plus de di�
ultés à être performants lorsqu'ilsont re
ours à de l'approximation, ils ont le mérite d'estimer le s
ore futur au lieu de se 
ontenter de lemaximiser. L'apprentissage par renfor
ement 
her
he à 
onstruire à la fois une fon
tion de valeur et unepolitique, 
e qui est un problème plus di�
ile. Bien que les méthodes d'optimisation 
omme l'entropie
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roisée et les algorithmes évolutionnaires donnent de meilleurs résultats sur Tetris à l'heure a
tuelle,leur fon
tion d'évaluation n'a pas de sémantique, elle ne fournit pas d'information sur le s
ore optimalpossible.Un autre avantage des algorithmes d'apprentissage par renfor
ement est que, dans le 
as d'une ap-proximation linéaire du se
ond ordre, les informations données par les é
hantillons observés sont exploitéesde manière e�
a
e. Ave
 LSPI (Lagoudakis et Parr, 2003), on peut se 
ontenter de générer des é
han-tillons une seule fois et de les réutiliser pour l'évaluation de 
haque politique. Notre algorithme LSλPI,tout en 
onservant 
ette propriété, améliore en
ore l'e�
a
ité des é
hantillons par rapport à LSPI. Ene�et, en introduisant de l'optimisme dans l'évaluation des politiques, nous réduisons la varian
e de l'es-timation réalisée, et le nombre d'é
hantillons né
essaires pour obtenir une bonne estimation diminue. Àl'inverse, les appro
hes d'exploration de l'espa
e des politiques telles que la méthode d'entropie 
roiséeet les algorithmes évolutionnaires ont pour prin
ipe de générer des 
entaines de 
ontr�leurs et de lesévaluer en générant de grandes quantités d'é
hantillons. Un modèle génératif est don
 né
essaire, ainsique des ressour
es plus importantes. Un algorithme tel que LSλPI 
her
he au 
ontraire à exploiter leplus e�
a
ement possible les informations des é
hantillons dont il dispose. Cela peut s'avérer parti
uliè-rement intéressant dans des appli
ations d'apprentissage en ligne dans lesquelles le nombre d'é
hantillonsdisponibles est restreint.
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Annexe APreuve de la borne de performan
eNous détaillons i
i la preuve du théorème 1, énon
é page 44, qui donne une garantie sur la performan
edes algorithmes appro
hés de type Uni�ed Poli
y Iteration (voir 
hapitre 2) sous réserve que l'erreurd'approximation soit bornée à 
haque itération.Théorème 1 (Borne sur la performan
e de Uni�ed Poli
y Iteration appro
hé)Soit un ensemble de poids positifs (λi)i≥1 tels que ∞∑

i=1

λi = 1. Soit une initialisation quel
onque V̂0.Soit un algorithme itératif qui 
onstruit la suite (πk, V̂k)k≥1 de la manière suivante :
πk+1 ← glouton(V̂k)

V̂k+1 ←
∞∑

i=1

λi(Tπk+1
)iV̂k + ǫk+1.

ǫk+1 représente l'erreur d'approximation 
ommise en estimant Vk+1. Supposons qu'il existe une majora-tion uniforme ǫ de l'erreur : pour tout k, ‖ǫk‖∞ ≤ ǫ. Alors
lim sup
k→∞

‖V ∗ − V πk‖∞ ≤
2γ

(1− γ)2
ǫ.La preuve de 
e théorème, présentée 
i-après, est signi�
ativement di�érente de 
elles qui ont étéproposées (séparément) pour les versions approximatives de Value Iteration et Poli
y Iteration. Dans le
as de Poli
y Iteration, le raisonnement s'appuie sur la propriété de 
roissan
e des fon
tions de valeurs, etdans le 
as de Value Iteration, il utilise des arguments liés aux 
ontra
tions. Ces deux types d'argumentsne peuvent pas être utilisés dans le 
adre de 
e théorème.Preuve (S
herrer et Thiery, 2010)Notations et idée générale de la preuveNous noterons� bk = V̂k − Tπk+1

V̂k l'erreur de Bellman,� dk = V ∗ − (V̂k − ǫk) la di�éren
e entre la fon
tion de valeur optimale et l'itéré V̂k (avant erreur),� sk = V̂k − ǫk − V πk la di�éren
e entre l'itéré V̂k (avant erreur) et la (vraie) valeur de la politique
πk,� β =

∑
n≥1 λnγ

n (on pourra remarquer que 0 ≤ β ≤ γ).



112 Annexe A. Preuve de la borne de performan
eLa distan
e entre la valeur de la politique optimale et la valeur de la politique 
ourante peut s'é
rirede la manière suivante :
‖V ∗ − V πk‖∞ = max(V ∗ − V πk)

= max(V ∗ − V̂k + ǫk + V̂k − ǫk − V πk)

= max(dk + sk)

≤ max dk +max sk (A.1)L'idée de la preuve est de 
al
uler des majorations de dk et de sk. Comme nous allons le voir dansle détail, les majorations que nous obtiendrons dépendront toutes deux d'une majoration de l'erreur deBellman bk, que nous 
ommençons par 
al
uler.Une borne supérieure sur l'erreur de Bellman bk Comme πk+1 est la politique gloutonne parrapport à V̂k, on a Tπk
V̂k ≤ Tπk+1

V̂k, 
e qui nous permet de dire que
bk = V̂k − Tπk+1

V̂k

= V̂k − Tπk
V̂k + Tπk

V̂k − Tπk+1
V̂k

≤ V̂k − Tπk
V̂k

= (V̂k − ǫk + ǫk)− Tπk
(V̂k − ǫk + ǫk)

= (V̂k − ǫk)− Tπk
(V̂k − ǫk) + ǫk − γPπk

ǫk

=
∑

n≥1

λn

[
(Tπk

)nV̂k−1

]
−
∑

n≥1

λn

[
(Tπk

)n+1V̂k−1

]
+ (I − γPπk

)ǫk

=
∑

n≥1

λn

[
(Tπk

)nV̂k−1 − (Tπk
)n+1V̂k−1

]
+ (I − γPπk

)ǫk

=
∑

n≥1

λn(γPπk
)n(V̂k−1 − Tπk

V̂k−1) + (I − γPπk
)ǫk

=
∑

n≥1

λn(γPπk
)nbk−1 + (I − γPπk

)ǫk.En utilisant le fait que Pπk
est une matri
e sto
hastique, on en déduit :

max bk ≤
∑

n≥1

λnγ
nmax bk−1 + (1 + γ)ǫ = βmax bk−1 + (1 + γ)ǫ.On en déduit par ré
urren
e que

max bk ≤
k−1∑

j=0

βj(1 + γ)ǫ+ βk max b0 =
1 + γ

1− β
ǫ+O(γk). (A.2)Une borne supérieure sur dk Etudions à présent le terme dk et son évolution.

dk+1 = V ∗ − (V̂k+1 − ǫk+1)

= V ∗ −
∑

n≥1

λn(Tπk+1
)nV̂k

=
∑

n≥1

λn

[
V ∗ − (Tπk+1

)nV̂k

]
. (A.3)



113Comme πk+1 est la politique gloutonne par rapport à V̂k, on a Tπ∗ V̂k ≤ Tπk+1
V̂k, et don


V ∗ − (Tπk+1
)nV̂k = Tπ∗V ∗ − Tπ∗ V̂k + Tπ∗ V̂k − Tπk+1

V̂k + Tπk+1
V̂k −

−(Tπk+1
)2V̂k + (Tπk+1

)2V̂k − . . .+ (Tπk+1
)n−1V̂k − (Tπk+1

)nV̂k

≤ Tπ∗V ∗ − Tπ∗ V̂k + γPπk+1
(V̂k − Tπk+1

V̂k) +

+(γPπk+1
)2(V̂k − Tπk+1

V̂k) + . . .+ (γPπk+1
)n−1(V̂k − Tπk+1

V̂k)

= γPπ∗(V ∗ − V̂k) +

+
[
γPπk+1

+ (γPπk+1
)2 + . . .+ (γPπk+1

)n−1
]
(V̂k − Tπk+1

V̂k)

= γPπ∗(V ∗ − (V̂k − ǫk))− γPπ∗ǫk +

+
[
γPπk+1

+ (γPπk+1
)2 + . . .+ (γPπk+1

)n−1
]
(V̂k − Tπk+1

V̂k)

= γPπ∗dk − γPπ∗ǫk +
[
γPπk+1

+ (γPπk+1
)2 + . . .+ (γPπk+1

)n−1
]
bk.Comme Pπ∗ et Pπk+1

sont des matri
es sto
hastiques, on en déduit
max[V ∗ − (Tπk+1

)nV̂k] ≤ γmax dk + γǫ+ (γ + γ2 + . . .+ γn−1)max bk

= γmax dk + γǫ+
γ − γn

1− γ
max bk.En utilisant l'équation (A.3), on obtient la ré
urren
e suivante sur max dk :

max dk+1 ≤ γmax dk + γǫ+
∑

n≥1

λn

[
γ − γn

1− γ
max bk

]
= γmax dk + γǫ+

γ − β

1− γ
max bk.A l'aide de la majoration de l'erreur de Bellman obtenue pré
édemment (équation (A.2)) on en déduit :

max dk+1 ≤ γmax dk + γǫ+
γ − β

(1− γ)(1 − β)
(1 + γ)ǫ+O(γk),
e qui donne, en prenant la limite supérieure,

lim sup
k→∞

max dk ≤
γ

1− γ
ǫ+

[
γ − β

(1 − γ)2(1− β)

]
(1 + γ)ǫ. (A.4)Une borne supérieure sur sk Considérons maintenant le terme sk de l'équation (A.1) :

sk+1 = V̂k+1 − ǫk+1 − V πk+1

=
∑

n≥1

λn

[
(Tπk+1

)nV̂k

]
− (Tπk+1

)∞V̂k

=
∑

n≥1

λn

[
(Tπk+1

)nV̂k − (Tπk+1
)∞V̂k

]
. (A.5)On peut observer que

(Tπk+1
)nV̂k − (Tπk+1

)∞V̂k = (Tπk+1
)nV̂k − (Tπk+1

)n+1V̂k + (Tπk+1
)n+1V̂k − (Tπk+1

)n+2V̂k + . . .

= (γPπk+1
)n(V̂k − Tπk+1

V̂k) + (γPπk+1
)n+1(V̂k − Tπk+1

V̂k) + . . .

= (γPπk+1
)n[I + γPπk+1

+ (γPπk+1
)2 + . . .]bk.Comme pré
édemment, en utilisant le fait que Pπk+1

est une matri
e sto
hastique, on obtient :
max[(Tπk+1

)nV̂k − (Tπk+1
)∞V̂k] ≤ γn(1 + γ + γ2 + . . .)max bk =

γn

1− γ
max bk.
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eEn utilisant l'équation (A.5), on en déduit une majoration de max sk+1 :
max sk+1 ≤

1

1− γ


∑

n≥1

λnγ
n max bk


 =

β

1− γ
max bk.A l'aide de la majoration de l'erreur de Bellman (équation (A.2)) et en prenant la limite supérieure, on a

lim sup
k→∞

max sk =
β

(1− γ)(1− β)
(1 + γ)ǫ. (A.6)Con
lusion de la preuve Finalement, revenons à l'équation (A.1) et utilisons les majorations quenous venons d'obtenir pour dk (équation (A.4)) et sk (équation (A.6)) :

lim sup
k→∞

‖V ∗ − V πk‖∞ ≤ lim sup
k→∞

max dk + lim sup
k→∞

max sk

=
γ

1− γ
ǫ+

[
γ − β

(1 − γ)2(1− β)
+

β

(1− γ)(1− β)

]
(1 + γ)ǫ.

=
γ

1− γ
ǫ+

[
γ − β + (1− γ)β

(1− γ)2(1− β)

]
(1 + γ)ǫ.

=
γ

1− γ
ǫ+

[
γ

(1 − γ)2

]
(1 + γ)ǫ.

=
γ(1− γ) + γ(1 + γ)

(1− γ)2
ǫ

=
2γ

(1− γ)2
ǫ. �



BibliographieAndrew, A. M. (2000). An introdu
tion to support ve
tor ma
hines and other kernel-based learningmethods. Roboti
a, 18(6):687�689.Bellman, R. E. (1957). Dynami
 Programming. Prin
eton University Press, Prin
eton, NJ.Bertsekas, D. et Ioffe, S. (1996). Temporal di�eren
es-based poli
y iteration and appli
ations inneuro-dynami
 programming. Rapport te
hnique, MIT.Bertsekas, D. et Tsitsiklis, J. (1996). Neurodynami
 Programming. Athena S
ienti�
.Bertsekas, D. P., Borkar, V. S. et Nedi'
, A. (2003). Improved temporal di�eren
e methods withlinear fun
tion approximation. Rapport te
hnique, MIT.Billingsley, P. (1995). Probability and measure. John Wiley & Sons, New York, 3ème édition.Bishop, C. M. (1996). Neural Networks for Pattern Re
ognition. Oxford University Press, USA, 1èreédition.Böhm, N., Kókai, G. et Mandl, S. (2005). An Evolutionary Approa
h to Tetris. In The Sixth Meta-heuristi
s International Conferen
e (MIC2005).Boyan, J. A. (2002). Te
hni
al update : Least-squares temporal di�eren
e learning. Ma
hine Learning,49:233�246.Bradtke, S. J. et Barto, A. (1996). Linear least-squares algorithms for temporal di�eren
e learning.Ma
hine Learning, 22:33�57.Breiman, L., Friedman, J., Olshen, R. et Stone, C. (1984). Classi�
ation and Regression Trees.Wadsworth and Brooks, Monterey, CA.Burgiel, H. (1997). How to lose at Tetris. Mathemati
al Gazette, 81:194�200.Carr, D. (2005). Applying reinfor
ement learning to tetris. Rapport te
hnique, Computer S
ien
edepartment of Rhodes University.de Boer, P., Kroese, D., Mannor, S. et Rubinstein, R. (2004). A tutorial on the 
ross-entropymethod. Annals of Operations Resear
h, 1(134):19�67.Demaine, E. D.,Hohenberger, S. et Liben-Nowell, D. (2003). Tetris is hard, even to approximate. InPro
. 9th International Computing and Combinatori
s Conferen
e (COCOON 2003), pages 351�363.Fahey, C. P. (2003). Tetris AI, Computer plays Tetris. http://
olinfahey.
om/tetris/tetris.html.Farias, V. et van Roy, B. (2006). Tetris : A study of randomized 
onstraint sampling. Springer-Verlag.Girgin, S. et Preux, P. (2007). Feature dis
overy in reinfor
ement learning using geneti
 programming.Rapport te
hnique RR-6358, INRIA.



116 BibliographieGolub, G. H. et Loan, C. F. V. (1996). Matrix Computations. The Johns Hopkins University Press,3rd édition.Hansen, N. et Ostermeier, A. (2001). Completely derandomized self-adaptation in evolution strategies.Evolutionary Computation, 9(2):159�195.Hyvärinen, A. (2001). Independent 
omponent analysis. Neural Computing Surveys, 2.Kakade, S. (2001). A natural poli
y gradient. In Advan
es in Neural Information Pro
essing Systems(NIPS 14), pages 1531�1538.Kanungo, T., Mount, D. M., Netanyahu, N. S., Piatko, C. D., Silverman, R. etWu, A. Y. (2002).An e�
ient k-means 
lustering algorithm : Analysis and implementation. IEEE Trans. Pattern Anal.Ma
h. Intell., 24(7):881�892.Kearns, M. et Singh, S. (2000). Bias-varian
e error bounds for temporal di�eren
e updates. In Pro-
eedings of the 13th Annual Conferen
e on Computational Learning Theory, pages 142�147.Kohonen, T. (1989). Self-organization and asso
iative memory. Springer-Verlag New York, In
, NewYork, NY, USA.Lagoudakis, M. G. et Parr, R. (2003). Least-squares poli
y iteration. Journal of Ma
hine LearningResear
h, 4:1107�1149.Lagoudakis, M. G., Parr, R. et Littman, M. L. (2002). Least-squares methods in reinfor
ementlearning for 
ontrol. In SETN'02 : Pro
eedings of the Se
ond Helleni
 Conferen
e on AI, pages 249�260. Springer-Verlag.Llima, R. E. (2005). Xtris readme. http://www.iagora.
om/~espel/xtris/README.Mit
hell, T. M. (1997). Ma
hine Learning. M
Graw-Hill, New York.Munos, R. (2003). Error bounds for approximate poli
y iteration. In ICML'03 : Pro
eedings of the 20thinternational 
onferen
e on Ma
hine learning, pages 560�567.Munos, R. (2004). Algorithme d'itération sur les politiques ave
 approximation linéaire. Journal Ele
-tronique d'Intelligen
e Arti�
ielle, 1:4�37.Nedi¢, A. et Bertsekas, D. P. (2003). Least squares poli
y evaluation algorithms with linear fun
tionapproximation. Dis
rete Event Dynami
 Systems, 13(1-2):79�110.Puterman, M. (1994). Markov De
ision Pro
esses. Wiley, New York.Ramon, J. et Driessens, K. (2004). On the numeri
 stability of gaussian pro
esses regression forrelational reinfor
ement learning. In ICML-2004 Workshop on Relational Reinfor
ement Learning,pages 10�14.Ritter, H., Martinetz, T. et S
hulten, K. (1992). Neural Computation and Self-Organizing Maps ;An Introdu
tion. Addison-Wesley Longman Publishing Co., In
., Boston, MA, USA.Russell, S. J., Norvig, P., Candy, J. F., Malik, J. M. et Edwards, D. D. (1996). Arti�
ial intelli-gen
e : a modern approa
h. Prenti
e-Hall, In
.S
herrer, B. (2007). Performan
e Bounds for Lambda Poli
y Iteration. Rapport te
hnique, INRIA.S
herrer, B. et Thiery, C. (2010). Performan
e bound for approximate optimisti
 poli
y iteration.Rapport te
hnique, Loria - INRIA.S
hokne
ht, R. (2002). Optimality of reinfor
ement learning algorithms with linear fun
tion approxi-mation. In Advan
es in Neural Information Pro
essing Systems (NIPS 15), pages 1555�1562.



117Sutton, R. et Barto, A. (1998). Reinfor
ement Learning, An introdu
tion. Bradford Book. The MITPress.Sutton, R. S., Maei, H. R., Pre
up, D., Bhatnagar, S., Silver, D., Szepesvári, C. et Wiewiora,E. (2009). Fast gradient-des
ent methods for temporal-di�eren
e learning with linear fun
tion approxi-mation. In ICML'09 : Pro
eedings of the 26th Annual International Conferen
e on Ma
hine Learning,pages 993�1000.Szepesvári, C. et Munos, R. (2005). Finite time bounds for sampling based �tted value iteration.In ICML'05 : Pro
eedings of the 22nd international 
onferen
e on Ma
hine learning, pages 880�887.ACM.Szita, I. et L®rin
z, A. (2006). Learning Tetris using the noisy 
ross-entropy method. Neural Compu-tation, 18(12):2936�2941.Thiery, C. et S
herrer, B. (2009a). Building Controllers for Tetris. International Computer GamesAsso
iation Journal, 32:3�11.Thiery, C. et S
herrer, B. (2009b). Improvements on Learning Tetris with Cross Entropy. Interna-tional Computer Games Asso
iation Journal, 32.Thiery, C. et S
herrer, B. (2009
). Une appro
he modi�ée de Lambda-Poli
y Iteration. In JournéesFran
ophones Plani�
ation Dé
ision Apprentissage, Paris Fran
e. UPMC-Paris 6.Thiery, C. et S
herrer, B. (2010). Least-Squares λ Poli
y Iteration : Bias-Varian
e Trade-o� inControl Problems. In ICML'10 : Pro
eedings of the 27th Annual International Conferen
e on Ma
hineLearning.Tsitsiklis, J. N. et Roy, B. V. (1997). An analysis of temporal-di�eren
e learning with fun
tion ap-proximation. Rapport te
hnique, IEEE Transa
tions on Automati
 Control.Tsitsiklis, J. N. et van Roy, B. (1996). Feature-based methods for large s
ale dynami
 programming.Ma
hine Learning, 22:59�94.Yu, H. (2010). Convergen
e of least squares temporal di�eren
e methods under general 
onditions. InICML'10 : Pro
eedings of the 27th Annual International Conferen
e on Ma
hine Learning.Yu, H. et Bertsekas, D. P. (2009). Convergen
e results for some temporal di�eren
e methods based onleast squares. IEEE Trans. Automati
 Control, 54:1515�1531.


	SCD_T_2010_0128_THIERY1.pdf
	Avertissement
	Page de titre
	Table des matières

	Table des figures

	Introduction

	Première partie : Contrôle optimal stochastique

	Chapitre 1 : Fondements de l'apprentissage par renforcement

	1.1 Formalisme des PDM

	1.2 Algorithmes fondamentaux


	Chapitre 2 : Une vision unifiée

	2.1 Unified Policy Iteration

	2.2 Résultat de convergence

	2.3 Illustration : Modified [lambda]-Policy Iteration



	Deuxième partie : Le cas approché

	Chapitre 3 : Apprentiqqage par renforcement avec approximation

	3.1 Borne de performance
	3.2 Architecture d'approximation linéaire
	3.3 Approximation linéaire du premier ordre

	3.4 Approwimation linéaire du second ordre


	Chapitre 4 : LS[lambda]PI : Optimisme et compromis biais-variance pour le contrôle optimal

	4.1 L'algorithme LS[lambda]PI

	4.2 Expériences



	Troisième partie : Etude de cas : le jeu de Tetris

	Chapitre 5 : Etat de l'art des travaux sur Tetris

	5.1 Le problème de Tetris

	5.2 Principales approches

	5.3 Difficulté de comparer les joueurs artificiels

	5.4 La méthode d'entropie croisée


	Chapitre 6 : Nouveaux résultats sur Tetris

	6.1 Contrôle optimal exact

	6.2 Approximation linéaire : LS[lambda]PI

	6.3 Méthode d'entropie croisée

	6.4 Vers un contrôleur performant

	6.5 Reinforcement Learning Competition 2008


	Conclusion générale

	Annexes

	Annexe A : Preuve de la borne de performance


	Bibliographie



