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RésuméCette thèse s'intéresse aux méthodes d'itération sur les politiques dans l'apprentissage par renfor-ement à grand espae d'états ave approximation linéaire de la fontion de valeur. Nous proposonsd'abord une uni�ation des prinipaux algorithmes du ontr�le optimal stohastique. Nous montrons laonvergene de ette version uni�ée vers la fontion de valeur optimale dans le as tabulaire, ainsi qu'unegarantie de performanes dans le as où la fontion de valeur est estimée de façon approximative. Nousétendons ensuite l'état de l'art des algorithmes d'approximation linéaire du seond ordre en proposantune généralisation de Least-Squares Poliy Iteration (LSPI) (Lagoudakis et Parr, 2003). Notre nouvelalgorithme, Least-Squares λ Poliy Iteration (LSλPI), ajoute à LSPI un onept venant de λ-Poliy Ite-ration (Bertsekas et Io�e, 1996) : l'évaluation amortie (ou optimiste) de la fontion de valeur, qui permetde réduire la variane de l'estimation a�n d'améliorer l'e�aité de l'éhantillonnage. LSλPI propose ainsiun ompromis biais-variane réglable qui peut permettre d'améliorer l'estimation de la fontion de valeuret la qualité de la politique obtenue.Dans un seond temps, nous nous intéressons en détail au jeu de Tetris, une appliation sur laquelle sesont penhés plusieurs travaux de la littérature. Tetris est un problème di�ile en raison de sa struture etde son grand espae d'états. Nous proposons pour la première fois une revue omplète de la littérature quiregroupe des travaux d'apprentissage par renforement, mais aussi des tehniques de type évolutionnairequi explorent diretement l'espae des politiques et des algorithmes réglés à la main. Nous onstatons queles approhes d'apprentissage par renforement sont à l'heure atuelle moins performantes sur e problèmeque des tehniques de reherhe direte de la politique telles que la méthode d'entropie roisée (Szita etL®rinz, 2006). Nous expliquons en�n omment nous avons mis au point un joueur de Tetris qui dépasseles performanes des meilleurs algorithmes onnus jusqu'ii et ave lequel nous avons remporté l'épreuvede Tetris de la Reinforement Learning Competition 2008.Mots-lés: ontr�le optimal stohastique, apprentissage par renforement, programmation dynamique,Proessus Déisionnels de Markov, Least-Squares Poliy Iteration, λ-Poliy Iteration, approximation dela fontion de valeur, ompromis biais-variane, fontions de base, Tetris, méthode d'entropie roiséeAbstratThis thesis studies poliy iteration methods with linear approximation of the value funtion forlarge state spae problems in the reinforement learning ontext. We �rst introdue a uni�ed algorithmthat generalizes the main stohasti optimal ontrol methods. We show the onvergene of this uni�edalgorithm to the optimal value funtion in the tabular ase, and a performane bound in the approximatease when the value funtion is estimated. We then extend the literature of seond-order linear approx-imation algorithms by proposing a generalization of Least-Squares Poliy Iteration (LSPI) (Lagoudakiset Parr, 2003). Our new algorithm, Least-Squares λ Poliy Iteration (LSλPI), adds to LSPI an idea of
λ-Poliy Iteration (Bertsekas et Io�e, 1996) : the damped (or optimisti) evaluation of the value funtion,whih allows to redue the variane of the estimation to improve the sampling e�ieny. Thus, LSλPIo�ers a bias-variane trade-o� that may improve the estimation of the value funtion and the performaneof the poliy obtained.In a seond part, we study in depth the game of Tetris, a benhmark appliation that several worksfrom the literature attempt to solve. Tetris is a di�ult problem beause of its struture and its largestate spae. We provide the �rst full review of the literature that inludes reinforement learning works,evolutionary methods that diretly explore the poliy spae and handwritten ontrollers. We observe thatreinforement learning is less suessful on this problem than diret poliy searh approahes suh as theross-entropy method (Szita et L®rinz, 2006). We �nally show how we built a ontroller that outperformsthe previously known best ontrollers, and shortly disuss how it allowed us to win the Tetris event ofthe 2008 Reinforement Learning Competition.
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Introdution





Les êtres vivants disposent naturellement de apaités remarquables. Ils sont apables de perevoir leurenvironnement, de reonnaître et de lasser des formes ou des signaux de toutes sortes, de ommuniquer,d'interagir ave leur entourage, de se mouvoir ou enore de raisonner. Au fur et à mesure de l'expérienequ'ils aquièrent, ils savent également améliorer leur omportement et leurs réations. Fae à une situationdonnée, ils sont ainsi apables d'exploiter les onnaissanes qu'ils ont obtenues lors de situations similairesvéues dans le passé. Ces aptitudes intelletuelles propres aux êtres vivants sont autant de dé�s pourl'intelligene arti�ielle, l'un des domaines de la reherhe en informatique.Cette thèse s'intéresse à la manière de doter les mahines de telles apaités. En partiulier, nousnous appuyons sur l'apprentissage par renforement, une omposante de l'intelligene arti�ielle danslaquelle un système herhe à apprendre à hoisir les bonnes déisions. On souhaite qu'une déisionentraînant une sensation agréable à plus ou moins long terme soit davantage hoisie par la suite dans desironstanes analogues qu'une ation suivie d'une réponse moins favorable. Pour ela, l'apprentissage parrenforement propose un formalisme général qui permet de modéliser de nombreux types de problèmes,ainsi que des outils algorithmiques qui visent à les résoudre. L'apprentissage par renforement possèdeen outre d'autres aratéristiques intéressantes. Le système apprenant est autonome, 'est-à-dire qu'ilest apable d'apprendre seul un omportement fae à une situation inonnue. De plus, il évolue dansun environnement inertain : les résultats de ses ations, sur lesquels il s'appuie pour onstruire sonexpériene, sont probabilistes. En�n, l'apprentissage par renforement peut être adaptatif : si les règlesdu problème hangent à un moment donné, le système est apable de réapprendre et de mettre à jour sastratégie au fur et à mesure qu'il ontinue à aquérir de l'expériene.Contexte sienti�queAvant de détailler nos travaux sur l'apprentissage par renforement, nous proposons un bref panoramade l'intelligene arti�ielle.L'intelligene arti�ielleLa question de réer e que l'on pourrait appeler une � mahine intelligente � peut se déliner enquelques grandes thématiques que nous mentionnons i-dessous. Une introdution générale à l'intelligeneartiielle est proposée dans l'ouvrage de Russell et al. (1996).� Pereption et reonnaissane : il s'agit de la apaité de la mahine à analyser les donnéesprovenant d'un ensemble de apteurs (visuels, sonores ou autres) dans le but de onstruire unereprésentation de son environnement. La reonnaissane de la parole, la reonnaissane de formeset la stéréovision sont des problèmes qui font appel à ette apaité de pereption. Dans le do-maine de la vision, la reonnaissane de formes permet par exemple d'identi�er des visages sur desphotographies. La reonnaissane de la parole est également un sujet très atif de la reherhe enintelligene arti�ielle et trouve de nombreuses appliations, notamment dans les interfaes voales,la transription automatique de la parole ou enore la téléphonie mobile.� Représentation des onnaissanes : il s'agit ii de doter la mahine d'une représentation sym-bolique d'un ensemble d'informations et de onnaissanes sur le monde. On souhaite donner à lamahine la faulté de représenter des onepts, les propriétés de es onepts et les relations entreeux. On herhe aussi à exprimer des situations et des événements dans le temps, ave leurs auseset leurs onséquenes. La notion d'ontologie permet ainsi de modéliser un domaine et de raisonnerdessus en représentant formellement les onepts et les relations de e domaine.



10 � Traitement automatique des langues : le traitement automatique des langues herhe à donnerà la mahine la apaité de lire et de omprendre les langues parlées par l'homme. Contrairementaux langages informatiques qui sont onçus de manière très adrée et de façon à être interprétés parla mahine à partir de règles simples et préises, les langues naturelles sont intrinsèquement rihes,omplexes et pourvues d'ambiguïtés. À ourt terme, les appliations immédiates de la reherhe entraitement automatique des langues sont la synthèse d'informations et la tradution automatique detextes. À plus long terme, l'objetif serait de rendre un système apable d'aquérir de la onnaissanede façon autonome en lisant simplement des textes existants.� Plani�ation : la plani�ation onsiste pour un agent intelligent à déterminer la manière d'at-teindre un but, omme par exemple aluler son hemin dans un environnement. Il est néessairepour l'agent de onnaître une représentation du monde et de pouvoir prédire la manière dont sesations vont l'in�uener, a�n de faire les hoix qui permettent de le mener au but. Dans la plani�-ation lassique, les ations de l'agent in�uent de façon déterministe sur l'environnement. D'autrestypes de plani�ation prennent en ompte une inertitude dans les e�ets des ations et imposent àl'agent de realuler un plan si ses observations ne orrespondent pas à ses préditions. La plani�-ation multi-agents fait quant à elle appel à la oordination ou à la ompétition de plusieurs agentspour atteindre un but qui peut être olletif.� Apprentissage automatique : l'apprentissage automatique (Mithell, 1997) désigne le dévelop-pement, l'analyse et l'implémentation de systèmes informatiques apables de s'améliorer à partird'un ensemble d'exemples ou à partir de leur propre expériene. L'objetif peut être d'apprendreà atégoriser des données (apprentissage supervisé ou non supervisé) ou à prendre les meilleuresdéisions possibles en se basant sur l'expériene pour résoudre un problème (apprentissage parrenforement).Nous nous intéressons dans ette thèse à permettre à un système qui prend des déisions séquentiellesd'apprendre à e�etuer les meilleurs hoix à l'aide de son expériene. Ce travail s'insrit don essentielle-ment dans la thématique de l'apprentissage automatique, même si en raison du aratère séquentiel desprises de déision, notre propos abordera également quelques notions de plani�ation. Nous présentonsmaintenant un aperçu de l'apprentissage automatique.L'apprentissage automatiqueComment peut-on permettre à un ordinateur d'apprendre de façon autonome ? L'idée naturelle est des'inspirer du proessus d'apprentissage des êtres vivants. On peut onsidérer que, hez un être humain,l'apprentissage se déline de trois manières di�érentes que nous détaillons i-dessous en nous appuyantsur deux exemples de proessus d'apprentissage : un enfant et un joueur d'éhes.L'apprentissage superviséD'abord, un être vivant apprend grâe aux onnaissanes et aux ompétenes qui lui sont expliitementtransmises. Ce mode d'apprentissage est appelé apprentissage supervisé. Dans le as d'un enfant, safamille, son entourage et ses enseignants lui expliquent diretement un grand nombre de hoses ommeles nombres, la dé�nition des mots ou enore la politesse. Dans un jeu omme les éhes, l'apprentissagesupervisé onsiste à expliquer au joueur novie le oup qu'il doit jouer dans telle ou telle situation, e quionstitue une onnaissane déterminante, surtout au début et à la �n des parties.En intelligene arti�ielle, le problème est modélisé (voir �gure 1) omme l'apprentissage d'une based'exemples, où haque exemple assoie à une situation donnée une étiquette (ou atégorie). Une foisette base d'exemples aquise, l'objetif du sytème est de savoir attribuer une bonne étiquette à unenouvelle situation, inonnue jusqu'ii de la base d'apprentissage, mais éventuellement prohe de ertainessituations déjà onnues. Dans le as de l'enfant, les exemples peuvent être des mots étiquetés par leurdé�nition et, dans le as du joueur d'éhes, les exemples sont des situations préises du jeu étiquetées parles oups à jouer dans es situations. Si l'apprentissage est performant, le système saura quelle étiquettehoisir lorsqu'il sera onfronté à une situation inédite.Le système doit don être apable de généraliser e qu'il apprend sur la base d'exemples. Cette apaitéde généralisation est le ÷ur du problème de l'apprentissage supervisé : si le sytème apprend parfaitement
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A

?Figure 1 � Représentation shématique du problème de l'apprentissage supervisé. On dispose d'une based'exemples étiquetés, 'est-à-dire que haque exemple attribue une étiquette à une situation. Le systèmeherhe à apprendre ette base d'exemples a�n de savoir étiqueter de futures situations.la base d'apprentissage sans savoir exploiter es onnaissanes, il ne saura pas étiqueter orretement unenouvelle situation. On parle alors d'apprentissage par ÷ur ou de sur-apprentissage. Apprendre par ÷urdes oups d'éhes sans omprendre leur motivation ne permettra pas au joueur de s'en sortir dans dessituations similaires mais légèrement di�érentes. De plus, les exemples de la base d'apprentissage peuventêtre bruités, voire omporter des éléments inohérents. Il est don important de ne pas aorder uneon�ane absolue à la base d'apprentissage.Les tehniques de lassi�ation supervisée et de régression permettent d'e�etuer de l'apprentissagesupervisé. Les étiquettes sont des valeurs disrètes dans le as de la lassi�ation (on herhe alors àonstruire un lassi�eur) et ontinues dans le as de la régression (on herhe alors à onstruire unapproximateur de fontions). Parmi es approhes, on peut iter les réseaux de neurones de type perep-trons multi-ouhes (Bishop, 1996), les arbres de déision (Breiman et al., 1984) ou enore les mahinesà veteurs supports (SVM) (Andrew, 2000).L'apprentissage non superviséUne part de l'apprentissage est également e�etuée de façon totalement autonome : il s'agit de l'ap-prentissage non supervisé. L'enfant est apable de déouvrir le monde en partie par lui-même. Parexemple, avant même d'apprendre à parler, un bébé apprend de façon autonome à faire des mouvementset à relier es mouvements à ses pereptions (il s'agit du développement dit sensori-moteur). Dans leas du jeu d'éhes, l'apprentissage non supervisé onsiste pour le joueur à déouvrir par lui-même destypes de situations de jeu, et par la suite à savoir les identi�er au fur et à mesure de son expériene :une situation de �n de partie, l'oupation géographique d'une ertaine zone du plateau, une struturepartiulière des pions, et. Il ne s'agit pas ii de hoisir une bonne ation à jouer, ni même d'évaluer sila situation est bonne ou mauvaise, mais de déouvrir des aratéristiques qui vont permettre de lasserles situations de façon pertinente.Du point de vue de l'intelligene arti�ielle, l'apprentissage non supervisé (voir �gure 2) onsiste àapprendre une base d'exemples, où haque exemple est ette fois une situation non étiquetée. C'est ausystème de déouvrir des étiquettes appropriées et de dé�nir des ritères pour les attribuer. Commedans le as de l'apprentissage supervisé, il onvient de généraliser de façon pertinente e qui est observédans la base d'apprentissage et de ne pas faire de sur-apprentissage. Le joueur d'éhes doit pouvoirreonnaître une situation de jeu inédite grâe aux informations qu'il possède sur des situations similaires
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Figure 2 � Représentation shématique du problème de l'apprentissage non supervisé. On dispose d'unebase d'exemples, où haque exemple est une situation seule (non étiquetée). Le système herhe à lassi�eres exemples dans des atégories qu'il déouvre lui-même.déjà renontrées.Les tehniques d'apprentissage non supervisé inluent les algorithmes de lustering tels que K-means(Kanungo et al., 2002), l'analyse en omposantes indépendantes (Hyvärinen, 2001) et les artes auto-organisatries (Kohonen, 1989; Ritter et al., 1992) qui sont une forme de réseaux de neurones.L'apprentissage par renforementEn�n, un troisième mode d'apprentissage, nommé apprentissage par renforement (Sutton etBarto, 1998), onsiste à apprendre de façon autonome non pas à lasser des situations, mais à e�etuerdes ations dans des situations (voir �gure 3). Un être vivant e�etue par lui-même des ations qui sontsuivies d'un e�et positif ou négatif appelé réompense. Grâe à ette réompense, il aquiert alors del'expériene et �nit par onnaître les hoix qu'il est souhaitable de faire pour obtenir le maximum d'e�etspositifs. Par exemple, un enfant apprend e qu'il a le droit de faire ou non en essayant spontanément edont il a envie : s'amuser dans le alme, ou en faisant du bruit ou des bêtises. L'e�et positif ou négatif estune réation de la part de ses parents. Il semble raisonnable de penser qu'une grande part de l'éduationprovienne de e type d'apprentissage. Aux éhes, dans une situation d'inertitude, le joueur peut essayerun oup et se rendre ompte plus tard dans la partie que 'était un bon ou un mauvais hoix. Dansles deux as, il aquiert de l'expériene en faisant un essai et en obtenant une réompense positive ounégative, e qui lui permettra d'améliorer ses hoix futurs dans des situations similaires.L'apprentissage par renforement peut être adaptatif. Aux éhes, si l'adversaire se met à hanger destratégie, le joueur va pouvoir s'en rendre ompte en réalisant que des ations qu'il royait bonnes sontdevenues moins bonnes. À l'inverse, de mauvaises ations peuvent devenir bonnes si la onséquene desations a hangé. Pour obtenir les meilleures réompenses possibles tout en apprenant les onséquenesdes ations, le système va devoir trouver de bons ompromis.� Est-il important d'obtenir immédiatement une réompense élevée, au risque d'avoir de nombreusesréompenses négatives plus tard ? Autrement dit, préfère-t-on agir sur le ourt terme ou sur le longterme ?� Faut-il explorer l'environnement au risque d'e�etuer de mauvaises ations, ou faut-il exploiteren priorité les ations onnues omme bonnes, au risque de ne jamais déouvrir les meilleures ?Ce dilemme exploration-exploitation est l'un des problèmes auquel un système qui apprend parrenforement se onfronte.
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Figure 3 � Représentation shématique du problème de l'apprentissage par renforement. Un agentévolue dans un environnement. Lorsqu'il e�etue une ation depuis un ertain état, il obtient une ertaineréompense et arrive dans un nouvel état. À partir de son expériene onstituée par une ou plusieursséquenes d'états visités, d'ations e�etuées dans es états et de réompenses obtenues, l'objetif estd'apprendre à hoisir dans n'importe quel état les ations qui vont maximiser le umul des réompensessur le long terme.



14 � Lorsque le nombre de situations possibles est très élevé, omment réperuter l'apprentissage de l'ef-fet d'une ation non pas uniquement sur la situation qui a été renontrée, mais sur l'ensemble dessituations similaires ? Cette question, liée à la taille du problème à résoudre, fait appel à des teh-niques d'estimation et d'approximation de fontions et rejoint la problématique de la généralisationmentionnée dans les as des apprentissages supervisé et non supervisé.Problématique et ontributionsMême s'il est probable que es trois types d'apprentissage interviennent simultanément dans un sys-tème apprenant idéal ou hez les êtres vivants, nous nous foalisons dans ette thèse sur l'apprentissagepar renforement, et plus partiulièrement sur le traitement des problèmes à grand espae d'états. Com-ment un système peut-il améliorer ses ations lorsque les réompenses qu'il obtient sont probabilistes ?Comment peut-il apprendre les onséquenes d'ations dont l'e�et ne sera observé que bien plus tard ?Comment peut-il maximiser ses réompenses au �l de l'expériene aumulée, alors que le nombre desituations possibles est tel qu'il ne retrouvera que rarement voire jamais deux fois la même situation ?Nous étudions des tehniques d'approximation de fontions qui peuvent être utilisées pour apprendree�aement à partir d'expérienes impréises, inomplètes et bruitées. Nous nous intéressons plus spé-i�quement dans ette thèse à deux algorithmes de la littérature. Le premier d'entre eux est λ-PoliyIteration (λPI) (Bertsekas et Io�e, 1996), une tehnique qui généralise les deux algorithmes lassiquesdu ontr�le optimal stohastique que sont Value Iteration et Poliy Iteration (Puterman, 1994) en intro-duisant une notion d'optimisme réglable. L'optimisme onsiste à évaluer la politique ourante de façonamortie (inomplète) et de passer immédiatement à la politique suivante. Nous proposons une générali-sation de es algorithmes qui permet d'exprimer la notion d'optimisme de manière uni�ée. Dans le asexat, nous montrons la onvergene de et algorithme uni�é et nous étudions expérimentalement uneappliation sur un problème de navigation disrète (Thiery et Sherrer, 2009). Dans le as approhé,nous montrons une garantie de performane théorique.Le seond algorithme sur laquelle nous nous penhons est Least-Squares Poliy Iteration (LSPI) (La-goudakis et Parr, 2003), une approhe d'itération sur les politiques ave approximation linéaire du seondordre, 'est-à-dire qui exploite de façon e�ae la onnaissane onstituée par les éhantillons qui sontà sa disposition. La ontribution essentielle de ette thèse est de proposer un nouvel algorithme intituléLSλPI (Thiery et Sherrer, 2010) : il s'agit d'une généralisation de LSPI qui approxime λPI. LSλPI re-groupe les avantages de es deux approhes. Notre proposition permet d'ajouter la notion d'optimismeà LSPI et de faire un ompromis entre la variane de l'estimation de la fontion de valeur et le biaislié à l'optimisme. Si l'optimisme permet de réduire la variane en introduisant une ertaine prudenedans l'estimation de la fontion de valeur, il onstitue également un biais dans la mesure où l'on hangede politique avant d'avoir entièrement évalué la politique préédente. Nous montrons expérimentalementque e ompromis biais-variane peut permettre d'améliorer la qualité de l'estimation et les performanesde la politique obtenue. En résumé, il s'agit à notre onnaissane du premier algorithme qui umule lesaratéristiques suivantes :� l'éhantillonnage e�ae : on réalise une approximation dite du seond ordre,� l'optimisme dans l'évaluation : on n'attend pas que la politique soit entièrement évaluée avant dela hanger,� la présene d'un paramètre λ qui réalise un ompromis biais-variane lors de l'estimation de lafontion de valeur,� l'évaluation o�-poliy : on peut évaluer une politique autre que elle utilisée pour générer les éhan-tillons.Dans un seond temps, nous étudions de façon détaillée une appliation : le jeu de Tetris, qui estun problème di�ile à résoudre en raison de sa struture et de son très grand nombre d'états. Nousexplorons l'état de l'art des di�érentes approhes permettant de traiter le problème : l'apprentissagepar renforement, les tehniques d'optimisation direte de la politique et les algorithmes réglés de façonmanuelle. Nous proposons la première revue qui regroupe es trois types d'approhes (Thiery et Sherrer,2009a), en dressant notamment la liste des fontions de base utilisées par les travaux dont nous avonsonnaissane. Nous mettons en évidene le fait que la omparaison de di�érents travaux doit être faiteave soin en raison de la grande variane des sores à Tetris et de ertaines subtilités d'implémentation qui



15peuvent avoir un impat onsidérable sur les résultats. En nous appuyant sur ette étude bibliographique,nous proposons ensuite di�érents résultats expérimentaux. Nous montrons que, sur une taille réduitedu problème, l'apprentissage par renforement permet d'obtenir la fontion de valeur optimale. Sur lataille normale du jeu, nous utilisons LSλPI et onstatons que e dernier a besoin de beauoup moinsd'éhantillons que LSPI pour obtenir des performanes similaires. Par ailleurs, en assoiant les pointsforts de plusieurs tehniques diverses (la méthode d'entropie roisée (Szita et L®rinz, 2006) et les bonnesonnaissanes expertes de Dellaherie (Fahey, 2003)), et en améliorant es points forts, nous avons mis aupoint un joueur qui réalise à notre onnaissane les meilleures performanes à e jour (Thiery et Sherrer,2009b). Notre joueur a ainsi remporté l'épreuve de Tetris dans la Reinforement Learning Competition(ompétition d'apprentissage par renforement) en 2008.Plan de la suite du mémoireNotre démarhe est struturée de la façon suivante.� Dans le premier hapitre, nous introduisons dans le as exat le adre des Proessus Déisionnelsde Markov, qui permet de formaliser le problème de l'apprentissage par renforement, et nousprésentons les prinipaux algorithmes du ontr�le optimal stohastique ainsi que λPI (Bertsekas etIo�e, 1996).� Dans le hapitre 2, nous uni�ons es algorithmes en introduisant une méthode générale, Uni�edPoliy Iteration, qui permet d'exprimer la notion d'optimisme. Nous proposons une appliation surun problème de type navigation disrète.� Le hapitre 3 introduit le as approximatif. Nous fournissons d'abord une borne de performanesur les versions approximatives de Uni�ed Poliy Iteration. Puis nous dressons un état de l'artdes prinipales approhes d'apprentissage par renforement ave approximation linéaire du seondordre, lesquelles exploitent de façon e�ae l'expériene aumulée, notamment LSPI (Lagoudakiset Parr, 2003).� Dans le hapitre 4, nous proposons un nouvel algorithme du seond ordre, LSλPI, qui regroupeplusieurs aratéristiques intéressantes des approhes de la littérature. Ces aratéristiques inluentl'apprentissage d'une bonne politique à partir de l'expériene issue d'autres politiques, et un om-promis réglable entre la variane des estimations et le biais ausé par l'optimisme.� Le hapitre 5 étudie en détail le problème de Tetris, une appliation de référene dans la om-munauté de l'apprentissage par renforement mais également traitée par des algorithmes de typeévolutionnaires.� En�n, le hapitre 6 dérit les résultats que nous avons obtenus sur Tetris ave di�érentes approhes.
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Première partieContr�le optimal stohastique





Chapitre 1Fondements de l'apprentissagepar renforementL'apprentissage par renforement (Sutton et Barto, 1998) onsidère un agent informatique devantprendre des déisions en interagissant ave son environnement de manière à maximiser un signal deréompense sur le long terme. A haque instant t, l'agent est dans un état st et e�etue une ation at. Ilobtient ensuite une réompense rt+1 ∈ R et arrive dans l'état st+1. L'objetif de l'agent est de déterminerdans haque état l'ation qui permet d'obtenir le meilleur umul de réompenses à venir. La �gure 1.1shématise l'interation entre l'agent et son environnement.Le problème de l'apprentissage par renforement onsiste à exploiter l'expériene aumulée jusqu'àprésent pour reherher les ations qui permettent de maximiser les réompenses futures. Cependant,nous allons dans un premier temps supposer que le modèle des interations est onnu, 'est-à-dire quepour un problème donné, l'agent onnaît à l'avane, en fontion des ations possibles, les probabilitésqui régissent les transitions entre états et les réompenses obtenues. Autrement dit, l'agent possède unmodèle qui lui fournit une onnaissane omplète de la dynamique des transitions et des réompenses et,au lieu de se baser sur l'expériene passée, il e�etue des aluls à partir de e modèle a�n de déterminerles ations à e�etuer selon les états. Dans le réel problème de l'apprentissage par renforement, quenous traiterons à partir du hapitre 3, l'agent ne onnaît pas le modèle et doit se ontenter d'exploiterl'expériene qu'il a aquise. Lorsque le modèle est onnu, on parle de ontr�le optimal stohastiqueplut�t que d'apprentissage par renforement. Dans e hapitre, nous introduisons le formalisme du ontr�leoptimal stohastique et les prinipales notations qui seront utilisées dans e mémoire. Nous présentonségalement quelques algorithmes de ontr�le optimal stohastique qui sont le fondement de l'apprentissagepar renforement.

Figure 1.1 � L'interfae agent-environnement selon Sutton et Barto (1998). A haque pas de temps,l'agent e�etue une ation a sur l'environnement, reçoit en retour une réompense r et arrive dans unnouvel état s.



20 Chapitre 1. Fondements de l'apprentissage par renforement1.1 Formalisme des PDMLe adre des Proessus Déisionnels de Markov (PDM) permet de formaliser l'apprentissage parrenforement en dé�nissant la manière dont l'agent interagit ave son environnement. Un PDM est lamodélisation d'un problème donné dans le ontexte du ontr�le optimal stohastique. Un PDM est dé�niomme un tuple < S,A, P,R, γ > où :� S est l'espae des états ;� A est l'espae des ations ;� P est la fontion de transition : P (s, a, s′) est la probabilité d'arriver dans l'état s′ sahant que l'onest dans l'état s et que l'on e�etue l'ation a ;� R est la fontion de réompense : R(s, a, s′) ∈ R est la réompense reçue en e�etuant l'ation
a ∈ A depuis l'état s ∈ S et en arrivant dans l'état s′ ; on utilisera la notation simpli�ée R(s, a)pour désigner la réompense moyenne d'un ouple état-ation : R(s, a) =

∑

s′∈S

P (s, a, s′)R(s, a, s′) ;� γ ∈ [0, 1] est un fateur d'atualisation qui détermine l'in�uene des réompenses futures.La fontion de transition P et la fontion de réompense R onstituent le modèle du PDM. Commeexpliqué préédemment, nous supposons dans e hapitre et dans le hapitre 2 que la fontion de transition
P et la fontion de réompense R sont onnues. Pour un PDM donné, l'objetif est de déterminer pourhaque état la meilleure ation possible. Pour ela, le ontr�le optimal stohastique fait appel à la notionde politique.1.1.1 Politique et fontion de valeurUne politique représente le hoix d'une ation à e�etuer dans un état donné. Elle est dé�nie demanière générale omme une fontion π : S × A → [0, 1], où π(s, a) désigne la probabilité d'e�etuerl'ation a depuis l'état s. Cependant, on s'intéressera uniquement à des politiques déterministes, 'est-à-dire des politiques ave lesquelles une seule ation peut être hoisie dans haque état. On onsidèrera lanotation π : S → A, où π(s) est l'ation à e�etuer dans l'état s.On herhe ainsi à déterminer la meilleure politique possible. Pour dé�nir e qui est une bonnepolitique, nous avons besoin d'un ritère qui quanti�e la qualité d'une politique. Bien que di�érentsritères existent, le ritère le plus ourant, et que nous allons utiliser tout au long de e mémoire, est lafontion de valeur. La valeur d'une politique π est la fontion V π : S → R qui assoie à haque étatl'espérane du umul des réompenses que la politique π obtient à partir de et état :

V π(s) = E

[
∞∑

t=0

γtR(st, at, st+1)

∣∣∣∣∣ s0 = s, at = π(st)

] (1.1)Le fateur d'atualisation γ ∈ [0, 1] permet de diminuer l'importane des réompenses lointaines. Si ladynamique du système est telle que la probabilité d'atteindre un état terminal 1 en un temps �ni est égaleà 1, alors γ peut être égal à 1. Sinon, γ doit être inférieur à 1 pour éviter que la somme diverge versl'in�ni.1.1.2 Equations de BellmanUne aratéristique primordiale des PDM est que la dynamique des états véri�e la propriété deMarkov, 'est-à-dire que, dans un état s, les probabilités de transition vers l'état suivant s′ dépendentuniquement de s et pas de l'historique des états visités plus t�t ni des ations e�etuées. La propriétéde Markov est essentielle dans l'apprentissage par renforement ar elle permet d'érire l'équation deBellman que nous présentons maintenant et qui est le fondement des algorithmes liés aux PDM.L'équation de Bellman (Bellman, 1957) est une équation réursive qui établit une propriété fon-damentale de la fontion de valeur. Elle s'obtient en développant la dé�nition de la fontion de valeur1. Un état s est dit terminal si une fois et état atteint, l'agent y reste indé�niment et n'obtient plus auune réompensequelle que soit sa politique. s est terminal si pour toute ation a, P (s, a, s) = 1 et R(s, a, s) = 0.



1.1. Formalisme des PDM 21(équation (1.1)) d'une politique π pour tout état s :
V π(s) = E

[
∞∑

t=0

γtR(st, at, st+1)

∣∣∣∣∣ s0 = s, at = π(st)

]

= E

[
R(s0, a0, s1) + γ

∞∑

t=0

γtR(st+1, at+1, st+2)

∣∣∣∣∣ s0 = s, at = π(st)

]

=
∑

s′∈S

P (s, π(s), s′)

(
R(s, π(s), s′) + γE

[
∞∑

t=0

γtR(st+1, at+1, st+2)
∣∣ s0 = s, s1 = s′, at = π(st)

])(d'après la loi de Bayes)
=

∑

s′∈S

P (s, π(s), s′)

(
R(s, π(s), s′) + γE

[
∞∑

t=0

γtR(st+1, at+1, st+2)
∣∣ s1 = s′, at+1 = π(st+1)

])(ar d'après la propriété de Markov, les probabilités de transition à partir de l'état s1ne dépendent pas de s0)
=

∑

s′∈S

P (s, π(s), s′)

(
R(s, π(s), s′) + γE

[
∞∑

t=0

γtR(st, at, st+1)
∣∣ s0 = s′, at = π(st)

])

= R(s, π(s)) + γ
∑

s′∈S

P (s, π(s), s′)V π(s′).Cette équation réursive énone que la valeur d'un état dépend de la réompense immédiate et de lavaleur des états suivants. Elle est le fondement de nombreux algorithmes permettant de aluler unefontion de valeur ou une politique. On peut la réérire de manière vetorielle, en onsidérant V π ommeun veteur de taille |S| :
V π = Rπ + γPπV

π (1.2)où Rπ est le veteur des réompenses moyennes de haque état en suivant la politique π :
Rπ =




R(s1, π(s1))...
R(s|S|, π(s|S|))


et Pπ est la matrie de transition de la haîne de Markov induite par la politique π :

Pπ =




P (s1, π(s1), s1) . . . P (s1, π(s1), s|S|)... ...
P (s|S|, π(s|S|), s1) . . . P (s|S|, π(s|S|), s|S|)


 .On introduit également l'opérateur de Bellman Tπ, dé�ni pour tout veteur V par

TπV = Rπ + γPπV.L'équation de Bellman (1.2) s'érit don de manière ondensée V π = TπV
π. Cet opérateur Tπ est ontra-tant de fateur γ pour la norme in�nie 2 (Puterman, 1994), 'est-à-dire que pour tous veteurs V et V ′,on a ‖TV −TV ′‖∞ ≤ γ‖V −V ′‖∞. L'opérateur Tπ admet omme unique point �xe la fontion de valeur

V π. Ainsi, V π est la seule fontion de valeur qui véri�e l'équation de Bellman. On peut aussi voir que Tπest un opérateur monotone, 'est-à-dire que V ≤ V ′ ⇒ TπV ≤ TπV
′. En e�et,

V ≤ V ′ ⇒ γPπV ≤ γPπV
′ ar Pπ ne possède que des éléments positifs ou nuls

⇒ Rπ + γPπV ≤ Rπ + γPπV
′

⇒ TπV ≤ TπV
′2. La norme in�nie, notée ‖ · ‖∞, est l'élément maximal d'un veteur en valeur absolue, autrement dit : ‖V ‖∞ =

max |V | = maxs |V (s)|.



22 Chapitre 1. Fondements de l'apprentissage par renforementPolitique et fontion de valeur optimaleOn note V ∗ la fontion de valeur optimale, qui assoie à haque état la meilleure espérane possibledes réompenses :
∀s ∈ S V ∗(s) = max

π
V π(s).Il peut exister plusieurs politiques optimales, qui partagent alors ette fontion de valeur. La fontion devaleur optimale véri�e elle aussi une équation réursive, l'équation d'optimalité de Bellman (Bellman,1957) :

∀s ∈ S V ∗(s) = max
a

(
R(s, a) + γ

∑

s′∈S

P (s, a, s′)V ∗(s′)

)
. (1.3)Là aussi, on peut introduire un opérateur, noté T et dé�ni pour tout veteur V par

∀s ∈ S [TV ] (s) = max
a

(
R(s, a) + γ

∑

s′∈S

P (s, a, s′)V (s′)

)
.L'équation (1.3) peut se réérire de manière ondensée : V ∗ = TV ∗. L'opérateur T est ontratant defateur γ pour la norme in�nie (Puterman, 1994) et son unique point �xe est la fontion de valeur optimale

V ∗. Comme Tπ, T est un opérateur monotone : si V ≤ V ′, alors TV ≤ TV ′.Les opérateurs T π et T permettent notamment d'exprimer le fait qu'une politique soit gloutonne parrapport à une fontion de valeur. Pour toute fontion de valeur V , on appelle politique gloutonne parrapport à V une politique π dé�nie par
∀s ∈ S π(s) ∈ argmax

a∈A

(
R(s, a) + γ

∑

s′∈S

P (s, a, s′)V (s′)

)
. (1.4)Nous utiliserons la notation glouton(V ) pour désigner une politique gloutonne par rapport à V . Si π estune politique gloutonne par rapport à V , on a alors TV = TπV . Si l'on onnaît la fontion de valeuroptimale, alors on en déduit une politique optimale π∗ en séletionnant une politique gloutonne parrapport à V ∗.1.1.3 Fontions de valeur QNous avons introduit les équations de Bellman et les notations dans le as de fontions de valeurdé�nies sur l'espae d'états. Cependant, il est également possible d'utiliser des fontions de valeur dé�niessur les ouples états-ations. Cela peut être intéressant en partiulier pour pouvoir aluler une politiquegloutonne même lorsque le modèle du PDM n'est pas onnu. Pour une politique π, une telle fontion devaleur est notée Qπ : S × A → R, où Qπ(s, a) désigne l'espérane du umul des réompenses que l'onpeut obtenir à partir de l'état s, en e�etuant l'ation a et en suivant la politique π ensuite :

∀(s, a) ∈ S ×A Qπ(s, a) = E

[
∞∑

t=0

γtR(st, at, st+1)

∣∣∣∣∣ s0 = s, a0 = a, at = π(st) pour t ≥ 1

]
.Une partiularité des fontions de valeur Q est que, ontrairement au as des fontions de valeur V (voirl'équation (1.4)), aluler une politique gloutonne π par rapport à une fontion de valeur Q est immédiat :

∀s ∈ S π(s) ∈ argmax
a∈A

Q(s, a).La onnaissane du modèle du PDM (la fontion de transition P et la fontion de réompense R) n'estpas néessaire pour aluler la politique gloutonne. Nous utiliserons également la notation glouton(Q)pour désigner une politique gloutonne par rapport à Q.



1.1. Formalisme des PDM 23Dans le as de fontions de valeurQ, les équations de Bellman s'érivent de façon légèrement di�érente.Pour une politique π, la fontion de valeur Qπ véri�e
∀(s, a) ∈ S ×A Qπ(s, a) = R(s, a) + γ

∑

s′∈S

P (s, a, s′)Qπ(s′, π(s′)),e qui donne en notation ondensée
Qπ = R+ γPπQ

πoù Qπ est la fontion de valeur sous forme vetorielle :
Qπ =




Qπ(s1, a1)
Qπ(s1, a2)...

Qπ(s|S|, a|A|)


 ,

R est le veteur des réompenses de haque ouple état-ation :
R =




R(s1, a1)
R(s1, a2)...

R(s|S|, a|A|)


et Pπ est la matrie de transition de la haîne de Markov induite par le hoix d'une ation donnée suiviede la politique π ensuite : Pπ((s, a), (s

′, a′)) = P (s, a, s′)π(s′, a′). On note que R et Pπ sont di�érentspar rapport au as des fontions de valeur V . Nous onservons la même notation Pπ pour la matrie detransition. Le veteur des réompenses immédiates quant à lui ne dépend plus de la politique : nous lenoterons don R au lieu de Rπ.L'opérateur de Bellman Tπ est dé�ni pour tout veteur Q par
TπQ = R + γPπQ.L'équation d'optimalité de Bellman se réérit quant à elle de la manière suivante :

Q∗(s, a) = R(s, a) + γ
∑

s′∈S

P (s, a, s′)max
a′

Q∗(s′, a′)et l'opérateur d'optimalité T est donné pour tout veteur Q par
[TQ] (s, a) = R(s, a) + γ

∑

s′∈S

P (s, a, s′)max
a′

Q(s′, a′).Bertsekas et Tsitsiklis (1996, pages 245-246) ont montré qu'il existe une équivalene entre les fontionsde valeur V et les fontions de valeur Q. Plus préisément, pour un PDM donné (S,A, T, R, γ), toutefontion de valeur Q peut être vue omme étant seulement dé�nie sur l'espae d'états si l'on onsidèreun PDM auxiliaire. Dans e PDM auxiliaire noté < S ′,A′, T ′, R′, γ′ >, l'espae d'états S′ est dé�ni par
S ′ = S ∪ (S × A). Dans un état s, l'ation a mène de façon déterministe dans l'état (s, a). Puis unetransition est e�etuée selon T vers un état s′ et ela donne lieu à une réompense selon R. Les étatsvisités et les réompenses obtenues par une politique π dans e PDM auxiliaire sont les mêmes que dansle PDM initial, en hoisissant γ′ de façon adaptée ('est-à-dire γ′ =

√
γ).Sauf indiation ontraire, les algorithmes présentés dans e mémoire onernent les fontions de valeur

V mais peuvent également s'appliquer aux fontions de valeur Q. Nous utiliserons les fontions de valeur
Q uniquement dans le as d'algorithmes néessitant spéi�quement leur usage, par exemple lorsque l'onsouhaitera aluler une politique gloutonne sans disposer du modèle du PDM.



24 Chapitre 1. Fondements de l'apprentissage par renforement1.2 Algorithmes fondamentauxNous présentons maintenant quelques algorithmes fondamentaux du ontr�le optimal stohastique.Ces algorithmes permettent de aluler la fontion de valeur optimale et don une politique optimale.1.2.1 Value IterationValue Iteration (Puterman, 1994), issu de la programmation dynamique, est l'un des algorithmesstandards des PDM. Il est dérit dans sa forme la plus usuelle dans l'algorithme 1.Algorithme 1 Value Iteration (forme usuelle)
k ← 0, V0 ← initialisation arbitrairerépéter
Vk+1 ← TVk

k ← k + 1jusqu'à ‖Vk − Vk−1‖∞ < ǫÀ haque itération, on applique l'opérateur d'optimalité de Bellman T présenté plus haut. Comme etopérateur est ontratant et que son unique point �xe est la fontion de valeur optimale V ∗, l'algorithmeonverge asymptotiquement vers la valeur optimale. Cependant, en pratique, il n'est pas garanti quela valeur optimale soit atteinte en un nombre d'itérations �ni. On stoppe don l'algorithme lorsque ladistane entre deux valeurs suessives devient inférieure à un ertain seuil ǫ. On a alors une garantie surla distane restante par rapport à la fontion de valeur optimale V ∗ (Bertsekas et Tsitsiklis, 1996) :
‖V ∗ − Vk‖∞ ≤

γ

1− γ
ǫ.La performane de la politique gloutonne πk+1 par rapport à la valeur ourante Vk véri�e quant à elle

‖V ∗ − V πk‖∞ ≤
2γ

1− γ
ǫ.Il est possible d'érire une forme alternative de l'algorithme Value Iteration. Cette forme alternative,donnée dans l'algorithme 2, est équivalente à la forme usuelle de l'algorithme 1 et nous permettra de mieuxmettre en évidene le lien ave les algorithmes étudiés plus loin. L'idée est d'exprimer expliitement lapolitique gloutonne par rapport à Vk en remarquant que, dans l'algorithme 1, ette politique gloutonneest impliitement alulée lorsque l'on applique l'opérateur T .Algorithme 2 Value Iteration (forme alternative équivalente)

k ← 0, V0 ← initialisation arbitrairerépéter
πk+1 ← glouton(Vk)
Vk+1 ← Tπk+1

Vk

k ← k + 1jusqu'à ‖Vk − Vk−1‖∞ < ǫComme πk+1 est la politique gloutonne par rapport à Vk, on a Tπk+1
Vk = TVk. Ainsi, la valeur

Vk+1 = Tπk+1
Vk alulée à haque itération est bien la même que dans l'algorithme 1. Dans la suite de emémoire, nous onsidérerons toujours la forme de l'algorithme 2, plus prohe de la démarhe des autresalgorithmes présentés.1.2.2 Poliy IterationAve l'algorithme Poliy Iteration (Puterman, 1994), la politique πk+1 est hoisie omme la politiquegloutonne sur les valeurs de Vk, puis Vk+1 est alulée omme la valeur de la politique πk+1 (algorithme 3).



1.2. Algorithmes fondamentaux 25Algorithme 3 Poliy Iteration (forme générale)
k ← 0, V0 ← initialisation arbitrairerépéter
πk+1 ← glouton(Vk)
Vk+1 ← V πk+1

k ← k + 1jusqu'à πk = πk−1Pour aluler V πk+1 , on peut résoudre diretement l'équation de Bellman (équation 1.2), qui est unsystème linéaire :
V πk+1 = Rπk+1

+ γPπk+1
V πk+1

(I − γPπk+1
)V πk+1 = Rπk+1

V πk+1 = (I − γPπk+1
)−1Rπk+1Cependant, inverser la matrie I − γPπk+1

, qui est de taille S × S, n'est possible en pratique que si lenombre d'états n'est pas trop élevé.Une autre possibilité, donnée dans l'algorithme 4, est d'appliquer suessivement l'opérateur Tπk+1jusqu'à atteindre son point �xe qui est la valeur de la politique πk+1.Algorithme 4 Poliy Iteration (ave évaluation par itérations suessives)
k ← 0, V0 ← initialisation arbitrairerépéter
πk+1 ← glouton(Vk)
Vk+1 ← T∞

πk+1
Vk

k ← k + 1jusqu'à πk = πk−1La phase d'évaluation reste plus oûteuse en général que elle de Value Iteration puisqu'il faut alulerla valeur de la politique ourante à haque itération. En ontrepartie, Poliy Iteration néessite en généralmoins d'itérations pour onverger (Bertsekas et Tsitsiklis, 1996). Poliy Iteration o�re par ailleurs unegarantie de onvergene vers une politique optimale en un nombre �ni d'itérations.1.2.3 Modi�ed Poliy IterationUne tehnique intermédiaire entre Value Iteration et Poliy Iteration onsiste à appliquer à haqueitération l'opérateur de Bellman un nombre déterminé de fois m (algorithme 5). Ainsi, on ne alulepas entièrement la valeur de la politique ourante (ontrairement à Poliy Iteration), mais on peut s'enapproher plus rapidement qu'ave Value Iteration. Cette méthode est intitulée Modi�ed Poliy Itera-tion (Puterman, 1994).Algorithme 5 Modi�ed Poliy Iteration
m ∈ N

k ← 0, V0 ← initialisation arbitrairerépéter
πk+1 ← glouton(Vk)
Vk+1 ← Tm

πk+1
Vk

k ← k + 1jusqu'à ‖Vk − Vk−1‖∞ < ǫLorsque m = 1, on retrouve Value Iteration, et lorsque m → ∞, on retrouve Poliy Iteration. Ilest établi que Modi�ed Poliy Iteration onverge asymptotiquement vers la valeur optimale (Puterman,1994).



26 Chapitre 1. Fondements de l'apprentissage par renforement1.2.4 λ-Poliy Iteration
λ-Poliy Iteration (λPI), introduit par Bertsekas et Io�e (1996), propose une autre manière de géné-raliser Value Iteration et Poliy Iteration. Comme dans les algorithmes préédents, la nouvelle politique

πk+1 est hoisie omme la politique gloutonne par rapport à Vk, puis on alule une nouvelle fontion devaleur Vk+1. Un paramètre λ ∈ [0, 1] spéi�e si la mise à jour de la fontion de valeur est plus prohede Poliy Iteration (λ = 1) ou de Value Iteration (λ = 0). λ orrespond à la taille du pas e�etué endiretion de V πk+1 . Les auteurs de l'algorithme ont introduit un opérateur noté Mk et dé�ni à l'itération
k pour tout veteur V par

MkV = (1 − λ)Tπk+1
Vk + λTπk+1

V. (1.5)Ils ont établi que l'opérateur Mk est ontratant de fateur γλ pour la norme in�nie. L'algorithme
λPI alule son point �xe en e�etuant des appliations suessives de Mk (voir algorithme 6).Algorithme 6 λ-Poliy Iteration
λ ∈ [0, 1]
k ← 0, V0 ← initialisation arbitrairerépéter
πk+1 ← glouton(Vk)
Vk+1 ←M∞

k Vk

k ← k + 1jusqu'à ‖Vk − Vk−1‖∞ < ǫIntuitivement, et opérateur Mk peut être vu omme une version amortie de l'opérateur de Bellman
Tπk+1

: lorsqueMk est appliqué plusieurs fois de suite à un veteur V , ela revient à onstruire une fontionde valeur en partie dans la diretion de Tπk+1
Vk (ave un poids 1 − λ), et en partie dans la diretion de

V πk+1 (ave un poids λ). Lorsque λ = 1, on a Mk = Tπk+1
et l'algorithme se ramène exatement à PoliyIteration. Plus λ est grand, et plus le veteur Vk+1 alulé s'approhe de V πk+1 . A l'inverse, lorsque λ = 0,on a Vk+1 = Tπk+1

Vk, e qui orrespond à Value Iteration. Plus λ est petit, plus on se ontente d'uneévaluation inomplète de la fontion de valeur avant de hanger de politique.Convergene de λPI
λPI onverge vers la fontion de valeur optimale pour tout λ ∈ [0, 1] (Bertsekas et Io�e, 1996). Lavitesse de onvergene asymptotique a été aratérisée analytiquement par ses auteurs. Nous rappelonsii e résultat :Proposition 1 (Convergene de λPI (Bertsekas et Io�e, 1996))Soit (Vk, πk) la séquene de fontions de valeurs et de politiques générées par λPI. On a alors :

lim
k→+∞

Vk = V ∗.De plus, pour tout k plus grand qu'un ertain index k̄,
‖V ∗ − Vk+1‖∞ ≤

γ(1− λ)

1− λγ
‖V ∗ − Vk‖∞.

k̄ est l'itération à partir de laquelle une politique optimale est obtenue. On voit ii que le fateur β = γ(1−λ)
1−λγest ompris entre 0 (lorsque λ = 1) et γ (lorsque λ = 0). Lorsque la politique est optimale, la onvergeneasymptotique de la fontion de valeur est don plus rapide pour les valeurs de λ prohes de 1. Les petitesvaleurs de λ introduisent ainsi un biais, dû au fait que l'on ne alule plus la fontion de valeur de lapolitique ourante, mais que l'on se ontente de s'en approher.



1.2. Algorithmes fondamentaux 27L'opérateur d'évaluation inomplète Tλ

λPI étant un algorithme moins onnu de la littérature, nous détaillons quelques unes de ses propriétés.Notons Tλ l'opérateur dé�ni pour la politique en ours d'évaluation (πk+1) et pour tout veteur V par
TλV = (1− λ)

(
∞∑

i=1

λi−1T i
πk+1

V

)
. (1.6)L'opérateur Tλ alule ainsi une moyenne géométrique de termes identiques à eux de Modi�ed PoliyIteration. Bertsekas et Io�e (1996) ont montré qu'à l'itération k de λPI, on a

Vk+1 = TλVk.Autrement dit, et opérateur Tλ alule la phase d'évaluation (inomplète si λ < 1) de λPI. On a enoutre, pour tout m ∈ N
∗,

Mm
k V = (1− λ)

(
m∑

i=1

λi−1T i
πk+1

Vk

)
+ λmTm

πk+1
V. (1.7)L'équation (1.7) peut être véri�ée par indution. Pour m = 1, il s'agit de la dé�nition de l'opérateur Mk(équation (1.5)). Pour m > 1, en développant l'expression Mm+1

k V = Mk(M
m
k V ), on obtient failementl'équation (1.7) ave m remplaé par m + 1. La relation Vk+1 = TλVk est quant à elle obtenue à partirde l'égalité Vk+1 = M∞

k Vk et en prenant m→∞ dans l'équation (1.7).Les auteurs de λPI (Bertsekas et Io�e, 1996) ont enore montré une autre ériture possible du alulde Tλ. On a en e�et
TλVk = Vk +∆k, (1.8)où ∆k est un veteur de taille S dé�ni par

∀s ∈ S ∆k(s) = E

[
∞∑

t=0

(λγ)t(rt+1 + γVk(st+1)− Vk(st))

∣∣∣∣∣ s0 = s, at = πk+1(st)

]
.On peut le véri�er en développant l'équation de point �xe de Mk :

Vk+1 = MkVk+1

= (1 − λ)Tπk+1
Vk + λTπk+1

Vk+1

= Rπ + (1− λ)γPπk+1
Vk + λγPπk+1

Vk+1

= (I − λγPπk+1
)−1[Rπ + (1− λ)γPπk+1

Vk]

= (I − λγPπk+1
)−1[Rπ + γPπk+1

Vk − Vk + Vk − λγPπk+1
Vk]

= (I − λγPπk+1
)−1[Rπ + γPπk+1

Vk − Vk + (I − λγPπk+1
)Vk]

= Vk + (I − λγPπk+1
)−1[Rπ + γPπk+1

Vk − Vk]

= Vk +

∞∑

t=0

(λγPπk+1
)t[Rπ + γPπk+1

Vk − Vk]

∀s ∈ S Vk+1(s) = Vk(s) + E

[
∞∑

t=0

(λγ)t(rt+1 + γVk(st+1)− Vk(st))

∣∣∣∣∣ s0 = s, at = πk+1(st)

]
.Cette expression sous forme d'espérane sera exploitée dans le hapitre 3 où nous présentons des méthodespour estimer TλVk dans le as approximatif.En résumé, le veteur Vk+1 = TλVk alulé à haque itération de λPI peut s'érire de trois manièresdi�érentes :

TλVk = (1 − λ)

(
∞∑

i=1

λi−1T i
πk+1

Vk

)

= M∞
k Vk

= Vk +∆k.
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Figure 1.2 �Vue intuitive de la notion d'optimisme dans la partition de l'espae des fontionsde valeur selon leur politique gloutonne : D'après Bertsekas et Tsitsiklis (1996), on peut déomposerl'espae des fontions de valeur en un ensemble de polyèdres, où haque polyèdre orrespond à une régionoù une politique est gloutonne. On suppose ii que l'espae d'états S ne ontient que deux états s1 et
s2 : l'espae des fontions de valeur est ainsi un plan. Poliy Iteration alule un pas d'une seule étapediretement vers V πk+1 tandis que Value Iteration réalise plusieurs petits pas en diretion de V πk+1 .Modi�ed Poliy Iteration (MPI) et λPI sont intermédiaires : ils réalisent une étape en diretion de V πk+1 ,dont la longueur est paramétrable par m et λ respetivement. Plus la longueur des pas est petite, plusl'algorithme est dit optimiste.1.2.5 La notion d'optimismeLorsqu'un algorithme hange de politique alors que la fontion de valeur de la politique n'est pas enoreatteinte, nous le quali�ons dans e mémoire d'algorithme optimiste, dans la mesure où il n'attend pasque l'évaluation soit omplète avant de onstruire la nouvelle politique. Ave Poliy Iteration, haqueitération fait un grand pas qui aboutit diretement à V πk+1 , valeur de la politique gloutonne, et il n'y apas d'optimisme étant donné que la valeur est alulée entièrement. Ave Value Iteration, haque itérationfait un petit pas en diretion de V πk+1 : l'optimisme est ii maximal (l'évaluation est très inomplète).Modi�ed Poliy Iteration et λPI sont intermédiaires : l'optimisme est réglé par m et λ respetivement.Tous es algorithmes peuvent ainsi être vus omme des variations plus ou moins optimistes de PoliyIteration.La taille des pas e�etués par es algorithmes, ainsi que la trajetoire des fontions de valeur sues-sives, est illustrée sur la �gure 1.2, qui représente une partition de l'espae des fontions de valeur selonleur politique gloutonne à la manière de Bertsekas et Tsitsiklis (1996, page 227). L'espae des fontions devaleur est déoupé en plusieurs régions, où haque région est un polyèdre qui orrespond à un ensemblede fontions de valeur ayant la même politique gloutonne.RemarqueOn peut véri�er analytiquement que es régions sont bien des polyèdres. En e�et, pour une politique
π, la région orrespondante notée Gπ est dé�nie par

Gπ = {V | π est gloutonne par rapport à V }
= {V | TπV = TV }



1.2. Algorithmes fondamentaux 29En développant les dé�nitions de Tπ et T , la ondition TπV = TV devient
∀s ∈ S R(s, π(s)) + γ

∑

s′∈S

P (s, π(s), s′)V (s′) = max
a∈S

(
R(s, a) + γ

∑

s′∈S

P (s, a, s′)V (s′)
)

∀s ∈ S, ∀a ∈ A R(s, π(s)) + γ
∑

s′∈S

P (s, π(s), s′)V (s′) ≥ R(s, a) + γ
∑

s′∈S

P (s, a, s′)V (s′). (1.9)Ainsi, Gπ est l'ensemble des fontions de valeur V aratérisées par le système linéaire d'inégalités (1.9).On en déduit que Gπ est un polyèdre dans l'espae des fontions de valeur.ConlusionNous avons présenté dans e hapitre les algorithmes lassiques du ontr�le optimal stohastiqueValue Iteration, Poliy Iteration et Modi�ed Poliy Iteration, ainsi que λPI (Bertsekas et Io�e, 1996).Nous avons souligné le fait que tous es algorithmes sont des formes d'itération sur les politiques quidi�èrent par la taille du pas e�etué en diretion de la valeur de la politique ourante à haque itération.Dans le hapitre 2, nous proposons une vision uni�ée des méthodes d'itération sur les politiques aveoptimisme réglable.
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Chapitre 2Une vision uni�éeNous avons présenté plusieurs algorithmes du ontr�le optimal stohastique : Value Iteration, PoliyIteration, Modi�ed Poliy Iteration et λ-Poliy Iteration. Tous es algorithmes alulent à haque itérationune politique gloutonne par rapport à la fontion de valeur ourante, puis di�èrent par leur manière dealuler la fontion de valeur suivante. En observant la forme de la nouvelle fontion de valeur Vk+1(algorithmes 2, 4, 5 et 6), on onstate qu'à haque fois, elle-i est une ertaine ombinaison linéaire determes de la forme T i
πk+1

Vk. En e�et,� dans Value Iteration, Vk+1 ← Tπk+1
Vk ;� dans Poliy Iteration, Vk+1 ← T∞

πk+1
Vk ;� dans Modi�ed Poliy Iteration, Vk+1 ← Tm

πk+1
Vk ;� dans λ-Poliy Iteration, Vk+1 ← (1− λ)

∞∑

i=1

λi−1T i
πk+1

Vk.La seule di�érene entre es algorithmes est la forme des oe�ients de ette ombinaison linéaire.Nous allons don proposer une vision uni�ée qui permet d'exprimer de façon générale toutes es formesd'itération sur les politiques.2.1 Uni�ed Poliy IterationEn onsidérant une suite de oe�ients positi�s λ1, . . . , λn, . . . dont la somme est égale à 1, ettenouvelle méthode s'exprime omme dérit dans l'algorithme 7.Algorithme 7 Uni�ed Poliy Iteration
λi ∈ R

+,

∞∑

i=1

λi = 1.
k ← 0, V0 ← initialisation arbitrairerépéter
πk+1 ← glouton(Vk)

Vk+1 ←
∞∑

i=1

λiT
i
πk+1

Vk

k ← k + 1jusqu'à ‖Vk − Vk−1‖∞ < ǫLe hoix des oe�ients λi permet de régler l'optimisme de l'algorithme. Le tableau 2.1 donne lavaleur de es oe�ients pour haun des algorithmes évoqués préédemment et uni�és sous ette forme.



32 Chapitre 2. Une vision uni�éeAlgorithme Mise à jour de la fontion de valeur Coe�ientsValue Iteration Vk+1 ← Tπk+1
Vk λ1 = 1, λi = 0 pour i 6= 1Poliy Iteration Vk+1 ← T∞

πk+1
Vk λ∞ = 1, λi = 0 pour i 6=∞Modi�ed Poliy Iteration Vk+1 ← Tm

πk+1
Vk λm = 1, λi = 0 pour i 6= m

λ-Poliy Iteration Vk+1 ← (1− λ)

∞∑

i=1

λi−1T i
πk+1

Vk λi = (1− λ)λi−1Table 2.1 � Choix des oe�ients λi dans les algorithmes lassiques du ontr�le optimal stohastique.2.2 Résultat de onvergeneNous venons de proposer une version uni�ée des algorithmes de type itération sur les politiques aveoptimisme réglable. La question naturelle est de onnaître les propriétés de onvergene de et algorithmegénéral. Nous montrons dans ette setion que Uni�ed Poliy Iteration onverge vers la fontion de valeuroptimale pour toute suite de oe�ients positifs λi dont la somme est égale à 1, et nous établissons desbornes sur la vitesse de onvergene. La proposition 2, qui énone e résultat, étend la proposition 1 (leas de λPI) au as général de Uni�ed Poliy Iteration et y ajoute une borne sur la vitesse de onvergenenon asymptotique.Proposition 2 (Convergene de Uni�ed Poliy Iteration)Soit (λi)i≥1 une suite de oe�ients réels positifs tels que ∞∑

i=1

λi = 1. Soit (Vk, πk) la séquene de fontionsde valeurs et de politiques générées par Uni�ed Poliy Iteration. On a alors :
lim

k→+∞
Vk = V ∗.De plus, pour tout k plus grand qu'un ertain index k̄,

‖Vk+1 − V ∗‖∞ ≤ β‖Vk − V ∗‖∞, ave β =
∞∑

i=1

λiγ
i ∈ [0, γ].En�n, si V0 est tel que TV0 ≥ V0, alors on a pour tout k,

‖Vk+1 − V ∗‖∞ ≤ γ‖Vk − V ∗‖∞.PreuveNous nous inspirons ii de la preuve de onvergene de λPI, dans Bertsekas et Tsitsiklis (1996, page46) (e résultat est rappelé dans la proposition 1). Supposons d'abord que TV0 ≥ V0. Nous allons montrerpar indution que pour tout k, on a
V ∗ ≥ TVk+1 ≥ Vk+1 ≥ TVk ≥ Vk. (2.1)L'opérateur Tπk+1

est monotone ('est-à-dire V ≥ V ′ ⇒ Tπk+1
V ≥ Tπk+1

V ′) don si TVk ≥ Vk, enutilisant le fait que Tπk+1
Vk = TVk, on a

∀i ≥ 1, Tπk+1
T i
πk+1

Vk ≥ T i
πk+1

Vk ≥ Tπk+1
Vk = TVk

∀i ≥ 1, λiTπk+1
T i
πk+1

Vk ≥ λiT
i
πk+1

Vk ≥ λiTπk+1
Vk.Don, en prenant la somme pour toutes les valeurs de i,

∞∑

i=1

λiTπk+1
T i
πk+1

Vk ≥
∞∑

i=1

λiT
i
πk+1

Vk ≥
∞∑

i=1

λiTπk+1
Vk

Tπk+1

∞∑

i=1

λiT
i
πk+1

Vk ≥
∞∑

i=1

λiT
i
πk+1

Vk ≥
∞∑

i=1

λiTπk+1
Vk.
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i=1

λi = 1, on obtient
Tπk+1

Vk+1 ≥ Vk+1 ≥ Tπk+1
Vk.Or, TVk+1 ≥ Tπk+1

Vk+1 (d'après la dé�nition de T ) et Tπk+1
Vk = TVk, don on a �nalement

TVk+1 ≥ Vk+1 ≥ TVk.Comme l'opérateur T est monotone, on a pour tout n ∈ N
∗, T nVk+1 ≥ TVk+1. En prenant la limitequand n→ +∞, on obtient

V ∗ ≥ TVk+1,e qui, ombiné ave l'inégalité préédente, montre l'inégalité (2.1) sous l'hypothèse TV0 ≥ V0. En faisanttendre k vers∞, la séquene des Vk onverge don vers une limite que l'on note V∞ et qui véri�e V ∗ ≥ V∞.On déduit alors de l'inégalité (2.1) que
V∞ ≥ TV∞ ≥ V∞.On a don V∞ = TV∞, e qui signi�e que V∞ véri�e l'équation de Bellman. Ainsi, V∞ = V ∗.Pour montrer la vitesse de onvergene non asymptotique, nous utilisons l'inégalité (2.1) ainsi que lapropriété de ontration de fateur γ de l'opérateur T :

‖Vk+1 − V ∗‖∞ = max
s∈S
|V ∗(s)− Vk+1(s)|

= max
s∈S

(V ∗(s)− Vk+1(s)) ar V ∗ ≥ Vk+1

≤ max
s∈S

(TV ∗(s)− TVk(s)) ar Vk+1 ≥ TVk

= max
s∈S
|TV ∗(s)− TVk(s)| ar V ∗ ≥ TVk

= ‖TVk − TV ∗‖∞
≤ γ‖Vk − V ∗‖∞.Nous nous plaçons maintenant dans le as où l'on n'a pas TV0 ≥ V0. Pour montrer la onvergene vers

V ∗, on peut remplaer V0 par un veteur V̂0 = V0−ce, où e = (1, . . . , 1) et c est une onstante réelle positivesu�samment grande pour que T V̂0 ≥ V̂0 ; en e�et, on peut voir que lorsque c ≥ 1
1−γ

maxs(V0(s)−TV0(s)),on a ce ≥ 1
1−γ

(V0 − TV0) et don TV0 − γce ≥ V0 − ce, e qui équivaut à T V̂0 ≥ V̂0. Considérons alorsl'algorithme Uni�ed Poliy Iteration initialisé ave (V̂0, π0) et notons (V̂k, π̂k) la séquene des valeurs etpolitiques générées. Nous allons montrer par indution que pour tout k, on a
V̂k − Vk = −βkce ave β =

∞∑

i=1

λiγ
i et π̂k = πk.Pour k = 0, on a V̂0 − V0 = V0 − ce− V0 = −ce et π̂0 = π0 par dé�nition. Supposons que la propriété estvéri�ée au rang k. D'abord, π̂k+1 = πk+1 ar V̂k et Vk sont égales à une onstante additive près. Ensuite,on peut érire

V̂k+1 − Vk+1 =

∞∑

i=1

λiT
i
π̂k+1

V̂k −
∞∑

i=1

λiT
i
πk+1

Vk

=

∞∑

i=1

λi(T
i
π̂k+1

V̂k − T i
πk+1

Vk)

=

∞∑

i=1

λiγ
i(V̂k − Vk) ar π̂k+1 = πk+1

= β(V̂k − Vk)

= −βk+1ce,



34 Chapitre 2. Une vision uni�éee qui montre la propriété.Or, β est la moyenne (pondérée par des oe�ients λi dont la somme est égale à 1) des termes
γ, γ2, . . . , γn, . . ., don β ∈ [0, γ]. Par onséquent, on a V̂k − Vk → 0. Comme nous avons montré que
V̂k → V ∗, on a bien également Vk → V ∗.Montrons en�n la vitesse de onvergene asymptotique. Considérons l'index k̄ tel que pour tout k ≥ k̄,
πk+1 est une politique optimale si bien que Tπk+1

V ∗ = TV ∗ = V ∗. Alors, en utilisant le fait que l'opérateur
Tπk+1

est ontratant de fateur γ, on a pour tout k ≥ k̄,
‖Vk+1 − V ∗‖∞ = ‖(

∞∑

i=1

λiT
i
πk+1

Vk)− V ∗‖∞

= ‖
∞∑

i=1

λi(T
i
πk+1

Vk − V ∗)‖∞

≤
∞∑

i=1

λi‖T i
πk+1

Vk − V ∗‖∞

=

∞∑

i=1

λi‖T i
πk+1

Vk − T i
πk+1

V ∗‖∞

≤
∞∑

i=1

λiγ
i‖Vk − V ∗‖∞

= β‖Vk − V ∗‖∞. �2.3 Illustration : Modi�ed λ-Poliy IterationLa proposition 2 montre que tout algorithme qui peut s'exprimer sous la forme de Uni�ed PoliyIteration onverge vers la fontion de valeur optimale. A�n d'illustrer e résultat, nous proposons etétudions ii un tel algorithme. Ce nouvel algorithme ombine les idées de λPI (Bertsekas et Io�e, 1996)et de Modi�ed Poliy Iteration (Puterman, 1994).Rappelons que λPI (voir l'algorithme 6) s'approhe de la valeur de la politique ourante d'un ertainpas dont la taille est réglable par un paramètre λ ∈ [0, 1], et qu'il peut pour ela appliquer répétitivementl'opérateur Mk jusqu'à obtenir son point �xe. Pour rappel, l'opérateur Mk est dé�ni à l'itération k de
λPI pour tout veteur V omme MkV = (1 − λ)Tπk+1

Vk + λTπk+1
V . L'idée est de modi�er λPI en seontenant d'appliquer l'opérateur Mk un nombre limité de fois. Cette modi�ation vise à rendre la phased'évaluation de la politique plus souple, en s'arrêtant sans attendre d'avoir onvergé préisément versle point �xe de l'opérateur Mk. Nous appelons ette méthode Modi�ed λ-Poliy Iteration, de manièreanalogue à Modi�ed Poliy Iteration (voir algorithme 5) qui repose sur la même idée : stopper l'évaluationaprès un nombre limité d'étapes.Algorithme 8 Modi�ed λ-Poliy Iteration

λ ∈ [0, 1],m ∈ N∗
k ← 0, V0 ← initialisation arbitrairerépéter
πk+1 ← glouton(Vk)
Vk+1 ←Mm

k Vk

k ← k + 1jusqu'à ‖Vk − Vk−1‖∞ < ǫModi�ed λ-Poliy Iteration prend don deux paramètres : λ ∈ [0, 1] provenant de λPI, et m ∈ N
∗provenant de Modi�ed Poliy Iteration. La mise à jour de la fontion de valeur onsiste à appliquer mfois l'opérateur Mk : Vk+1 ←Mm

k Vk. En observant la forme de Mm
k Vk sur l'équation (1.7) (page 27), onpeut voir que Modi�ed λ-Poliy Iteration est bien une implémentation de Uni�ed Poliy Iteration. En
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Figure 2.1 � Selon la valeur des paramètres λ et m, Modi�ed λ-Poliy Iteration (MλPI) généralise lesalgorithmes λ-Poliy Iteration (λPI), Modi�ed Poliy Iteration (MPI), Poliy Iteration (PI) et ValueIteration (VI).e�et, Modi�ed λ-Poliy Iteration onsiste à prendre λi = (1 − λ)λi−1 pour i < m, λm = λm et λi = 0pour i > m.Notons en�n que Modi�ed λ-Poliy Iteration généralise à la fois λPI et Modi�ed Poliy Iteration. Pluspréisément, omme la mise à jour de la fontion de valeur est Vk+1 ←Mm
k Vk, on peut voir que :� si m→∞, on obtient l'algorithme λ-PI,� si λ = 1, on obtient l'algorithme Modi�ed Poliy Iteration ar on a alors Mk = Tπk+1

,� si les deux onditions préédentes sont réunies, on obtient l'algorithme Poliy Iteration,� si m = 1 ou si λ = 0, on obtient l'algorithme Value Iteration.Ces généralisations sont réapitulées sur le shéma de la �gure 2.1.ExpérienesA�n d'étudier empiriquement l'in�uene de λ et m, nous avons mené des expérienes sur un problèmede type navigation disrète. Un agent se déplae sur une grille en deux dimensions et se dirige dans lesquatre diretions prinipales jusqu'à atteindre un objetif. Certaines ases de la grille sont des murs et lesdéisions de l'agent peuvent être bruitées. Plus formellement, le PDM est dé�ni de la manière suivante.� L'espae d'états S est l'ensemble des ases de la grille n'étant pas des murs, auxquelles on ajouteun état terminal indiquant que l'objetif a été atteint.� L'espae d'ations A est omposé des inq ations suivantes : Nord, Sud, Est, Ouest et l'ationonsistant à rester sur plae.� Notons µ ∈ [0, 1] un terme de bruit appliqué au déplaement. La fontion de transition est, aveprobabilité 1 − µ, le déplaement orrespondant l'ation hoisie, et ave probabilité µ, un déplae-ment aléatoire hoisi uniformément parmi les quatre diretions. Lorsque l'ation hoisie onsiste àrester sur plae, auun bruit n'est appliqué. Si un déplaement mène à une ase oupée par unmur, alors l'agent reste sur plae.� En�n, la réompense est de −1 à haque étape tant que l'état terminal n'est pas atteint, 0 une foisque l'état terminal est atteint, et une pénalité de −100 en as de ollision ontre un mur.Nous avons onsidéré plusieurs environnements ave di�érentes valeurs de γ et du bruit µ, sur lesquelsnous avons exéuté l'algorithme Modi�ed λ-Poliy Iteration ave di�érentes valeurs de λ et de m a�nde reherher des PDM pour lesquels la meilleure valeur de λ serait di�érente de 1. Pour omparer
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Figure 2.2 � L'environnement utilisé pour les expérienes de la �gure 2.3. Les ases noires représententles murs et la ase grise représente l'état terminal.les exéutions en termes de rapidité, nous avons dé�ni une mesure de performane destinée à ompterle nombre d'opérations e�etuées au ours de l'exéution d'un algorithme. Nous onsidérons qu'uneappliation de l'opérateur de Bellman Tπ orrespond à une opération (et opérateur néessite de parourirtous les états du PDM). Le alul d'une politique gloutonne équivaut à |A| opérations (5 dans notre as),ar pour haque ation il faut parourir tous les états. En�n, aluler Vk+1 = Mm
k Vk néessite m + 1opérations : une opération pour aluler le terme (1−λ)Tπk+1

Vk, qui ne hange pas lorsque l'on applique
Mk plusieurs fois de suite, et m opérations pour le seond terme de Mk, qui demande une opération àhaque fois que Mk est appliqué.La �gure 2.3 représente, pour un environnement donné de taille 20 × 20, le nombre d'opérations quiont été néessaires pour faire onverger Modi�ed λ-Poliy Iteration vers la fontion de valeur optimale enfontion de di�érentes valeurs de λ et de m. La onvergene de la fontion de valeur n'étant qu'asympto-tique, on arrête l'algorithme lorsque ‖Vk − Vk−1‖∞ ≤ ǫ, ave ǫ = 10−10. Les propriétés de e PDM sont
γ = 0, 999 et µ = 0.4. L'environnement utilisé pour es expérienes est illustré sur la �gure 2.2.Les paramètres pour lesquels le nombre d'opérations est minimal (387 opérations) sont λ = 1 et
m = 32. Cette ourbe est typique des expérienes que nous avons lanées : en e�et, sur toutes nosexpérienes, il apparaît que le nombre d'opérations est le plus faible lorsque m est limité (typiquement,
10 < m < 100) et λ = 1, et e pour toutes les formes d'environnements que nous avons testées. Choisir
λ < 1 ne semble être intéressant que si m est grand.Pour ertains PDM ependant, la valeur optimale de λ qui a été trouvée s'est avérée être légèrementinférieure à 1 (entre 0, 97 et 1 selon les as). La �gure 2.4 représente des résultats plus préis pour l'un dees PDM. Ses propriétés sont γ = 0, 998 et un bruit est de 0, 1. Les meilleurs paramètres trouvés étaient
λ = 0, 99 et m = 4. Nous avons relané des expérienes sur e PDM ave des valeurs plus �nes de λ et ma�n d'obtenir une ourbe plus préise autour de es valeurs (voir �gure 2.4). On remarque en fait que lesrésultats sont peu onluants. Il semble qu'à ause de la struture du PDM, lorsque l'on modi�e légèrement
λ ou m, la trajetoire des politiques πk peut hanger et ainsi aboutir à une politique optimale parfoisplus t�t que d'autres sans pour autant qu'un hoix de es paramètres se montre lairement avantageux.Dans es onditions, es résultats ne permettent don pas de onlure qu'une valeur de λ di�érente de 1puisse être signi�ativement meilleure que λ = 1 en termes de vitesse de onvergene lorsque m est �xéà une valeur donnant de bonnes performanes.DisussionL'intérêt d'utiliser λ < 1 est d'aélérer haque itération en évaluant de manière inomplète la politiqueourante πk+1. En ontrepartie, le nombre total d'itérations augmente puisque ette évaluation n'est plusomplète. Or, dès lors que l'on fait diminuer m, 'est également e qui se passe : on limite le nombred'appliations de l'opérateur Mk. Il apparaît don que dans e as, il n'est plus utile d'avoir λ < 1 arela ne fait que rendre plus inomplète l'évaluation de πk+1. Utiliser λ = 1 ne pose alors plus de problème
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Figure 2.3 � Nombre d'opérations e�etuées par l'algorithme Modi�ed λ-Poliy Iteration pour onvergeren fontion des paramètres λ et m, sur un problème où γ = 0, 999 et le bruit est de 0, 4. Le minimum estatteint pour λ = 1 et m = 32, où 387 opérations ont été e�etuées. Lorsque le nombre d'étapes m esten-dessous d'une ertaine valeur, il n'est plus utile d'utiliser une valeur de λ autre que 1.
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Figure 2.4 � Nombre d'opérations e�etuées par l'algorithme Modi�ed λ-Poliy Iteration en fontiond'un hamp restreint de paramètres λ et m (λ ∈ [0, 98; 1] et m ∈ [1; 10]), ave γ = 0, 998 et un bruitde 0, 1. Bien que le minimum soit atteint pour λ = 0, 994 et m = 6 (ave 223 opérations e�etuées), lesrésultats semblent peu signi�atifs et ne permettent pas de onlure qu'une valeur de λ di�érente de 1soit lairement meilleure.



2.3. Illustration : Modi�ed λ-Poliy Iteration 39étant donné que la durée des itérations est déjà limitée par le nombre d'opérations m.Ces expérienes montrent que dans le as exat, l'intérêt d'utiliser le paramètre λ est don limité.Lorsque λ < 1, le biais dû à l'évaluation optimiste dégrade la vitesse de onvergene asymptotique etrien ne vient ompenser e biais. En pratique, 'est Modi�ed Poliy Iteration (algorithme 5), plus diretque λPI, qui induit la meilleure onvergene dans le as exat. Comme nous le verrons dans les prohainshapitres, 'est dans le as approhé que λ va révéler son utilité.ConlusionDans e hapitre, nous avons introduit Uni�ed Poliy Iteration, une ériture uni�ée des algorithmes duontr�le optimal stohastique qui alulent une politique tels que eux présentés dans le hapitre 1. Nousavons établi la onvergene de et algorithme uni�é et donné des bornes sur la vitesse de onvergeneasymptotique et non asymptotique, en généralisant le résultat existant sur λPI (Bertsekas et Io�e, 1996).Ce résultat a l'avantage de s'appliquer de façon générale à tout algorithme qui alule une politique avede l'optimisme, ave peu de ontraintes sur la manière dont est mise à jour la fontion de valeur.A�n d'illustrer Uni�ed Poliy Iteration par un exemple, nous avons proposé MλPI, un algorithme quis'insrit dans e adre et qui umule les onepts de Modi�ed Poliy Iteration et de λPI. Notre étudeempirique sur un PDM de type navigation disrète a montré que, lorsque le paramètre m de Modi�edPoliy Iteration est bien réglé, il est peu utile d'employer le paramètre λ de λPI.Cependant, nous nous sommes limités jusqu'ii au as exat où la fontion de valeur est représentéede façon tabulaire, et où le modèle du PDM (la fontion de transition P et la fontion de réompenses R)est onnu. Or, le véritable problème de l'apprentissage par renforement onsiste à aluler une politiquesans onnaître néessairement le modèle du PDM, et même lorsque le modèle du PDM est onnu, le grandnombre d'états dans les appliations réelles empêhe les algorithmes exats d'être appliables diretement.Pour traiter es di�ultés, les tehniques d'apprentissage par renforement s'appuient sur les méthodesdu ontr�le optimal stohastique que nous avons vues jusqu'ii et y ajoutent des tehniques d'estimationet d'approximation de la fontion de valeur. Nous allons voir que λPI, dans le as approhé, possèdedes aratéristiques avantageuses notamment grâe aux propriétés de l'opérateur Tλ. Le fait d'employer
λ < 1 permettra d'améliorer l'estimation de la fontion de valeur lorsque des éhantillons sont utilisés.
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Deuxième partieLe as approhé





Chapitre 3Apprentissage par renforement aveapproximationNous supposions jusqu'ii que les fontions de valeur étaient représentées de manière exate, 'est-à-dire sous une forme tabulaire où la valeur de haque état est stokée expliitement. Cependant, si ela peutsu�re pour traiter des problèmes où l'espae d'états est réduit, de nombreux problèmes réels néessitentun nombre d'états beauoup plus important. Ainsi, en général, le nombre d'états à stoker en mémoireet le temps néessaire pour les parourir individuellement ne permettent pas une résolution exate enpratique. Il va don falloir parvenir à généraliser à un grand nombre d'états l'expériene aquise sur unpetit éhantillon d'états visités, a�n de onstruire une bonne approximation de la fontion de valeur.Autrement dit, il s'agit de reourir à des tehniques qui ombinent l'approximation de fontions etl'estimation à partir d'éhantillons .Au lieu de représenter la fontion de valeur de façon tabulaire, il est usuel de l'approher ave unefontion paramétrée. La fontion de valeur exate Vk est ainsi remplaée par une représentation approhée
V̂k = f(wk), où wk est un veteur de paramètres. On ommet alors une erreur d'approximation
ǫk = V̂k − Vk. Il n'est plus néessaire de stoker la valeur de haque état, mais uniquement de stokerles paramètres wk de ette représentation, e qui demande en général beauoup moins de ressoures.Les tehniques d'approximation herhent à régler es paramètres en minimisant l'erreur ommise, demanière à e que la fontion de valeur approximative soit la plus prohe possible de la fontion de valeuriblée. Pour ela, deux problèmes se posent : omment hoisir l'arhiteture (la fontion f), et ommentajuster les paramètres wk ? Nous abordons dans ette thèse essentiellement la seonde question, 'est-à-dire que pour une arhiteture donnée, nous nous intéressons à des méthodes permettant de déterminerles paramètres wk.Dans e hapitre, nous introduisons l'apprentissage par renforement ave approximation. Nous énon-çons un résultat analytique qui garantit la performane des algorithmes de type itération sur les politiquesoptimiste dans le as approhé, puis nous nous intéressons à plusieurs algorithmes majeurs de l'état de l'artde l'approximation linéaire. Ces algorithmes sont le fondement de la ontribution que nous présenteronsdans le hapitre 4.3.1 Borne de performaneNous avons préédemment introduit Uni�ed Poliy Iteration, une ériture qui généralise les méthodeslassiques de la progammation dynamique telles que Value Iteration, Poliy Iteration et Modi�ed PoliyIteration, mais aussi λ-Poliy Iteration (Bertsekas et Io�e, 1996). Uni�ed Poliy Iteration permet notam-ment d'introduire de l'optimisme dans l'évaluation de la fontion de valeur selon le hoix des oe�ients
λi, 'est-à-dire d'évaluer la politique de façon inomplète. Nous avons montré que dans le as exat,Uni�ed Poliy Iteration onverge vers une politique optimale pour tout hoix des oe�ients λi (voir laproposition 2, page 32). Il est don naturel de se demander s'il existe également dans le as approhéune garantie sur la performane des politiques générées par et algorithme. Nous montrons dans ette



44 Chapitre 3. Apprentissage par renforement ave approximationsetion qu'une telle garantie existe en e�et. Le résultat énoné dans le théorème 1 montre qu'il est rai-sonnable d'appliquer Uni�ed Poliy Iteration ave approximation, 'est-à-dire en ommettant une erreur
ǫk à l'itération k, pour tout hoix des oe�ients λi, à partir du moment où ette erreur d'approximation
ǫk est bornée à haque itération. De telles garanties sont déjà onnues dans les as partiuliers de ValueIteration et Poliy Iteration ave approximation (Bertsekas et Tsitsiklis, 1996), ainsi que dans le as de
λPI ave approximation (Sherrer, 2007), mais pas dans le as général des algorithmes d'itération sur lespolitiques optimistes qui s'insrivent dans le adre de Uni�ed Poliy Iteration. Ainsi, e théorème donneles premières garanties de performane pour les versions approximatives de Modi�ed Poliy Iteration (etde la même façon, pour les versions approximatives de l'algorithme Modi�ed λ-Poliy Iteration introduitau hapitre 2).Dans Bertsekas et Tsitsiklis (1996, setion 6.4, page 320), les auteurs érivent ainsi "This leaves uswith a major theoretial question. Is there some variant of optimisti poliy iteration that is guaranteed togenerate poliies whose performane is within O(ǫ/(1−α)) or even O(ǫ/(1−α)2) from the optimal ?". Lethéorème que nous énonçons ii est la première borne de performane pour les algorithmes optimistes 3d'itération sur les politiques approhés. Il s'agit d'un résultat abstrait qui est indépendant d'un typed'approximation de la fontion de valeur.Théorème 1 (Borne sur la performane de Uni�ed Poliy Iteration approhé)Soit un ensemble de poids positifs (λi)i≥1 tels que ∞∑

i=1

λi = 1. Soit une initialisation quelonque V̂0.Soit un algorithme itératif qui onstruit la suite (πk, V̂k)k≥1 de la manière suivante :
πk+1 ← glouton(V̂k)

V̂k+1 ←
∞∑

i=1

λi(Tπk+1
)iV̂k + ǫk+1.

ǫk+1 représente l'erreur d'approximation ommise en estimant Vk+1. Supposons qu'il existe une majora-tion uniforme ǫ de l'erreur : pour tout k, ‖ǫk‖∞ ≤ ǫ. Alors
lim sup
k→∞

‖V ∗ − V πk‖∞ ≤
2γ

(1− γ)2
ǫ.Idée générale de la preuve (Sherrer et Thiery, 2010)La preuve de e théorème, qui se trouve en annexe A, est signi�ativement di�érente de elles quiont été proposées (séparément) pour les versions approximatives de Value Iteration et Poliy Iteration(Bertsekas et Tsitsiklis, 1996). Dans le as de Poliy Iteration, le raisonnement s'appuie sur la propriétéde roissane des fontions de valeur et, dans le as de Value Iteration, il utilise des arguments liésaux ontrations. Ces deux types d'arguments ne peuvent pas être utilisés dans le adre général de ethéorème.Nous donnons ii une expliation intuitive sur la démarhe de ette preuve. La performane de lapolitique ourante πk est mesurée par la distane entre sa valeur et la valeur de la politique optimale :

‖V ∗ − V πk‖∞. L'idée est de déomposer ette distane en deux termes de la façon suivante :
‖V ∗ − V πk‖∞ = max(V ∗ − V πk)

= max
(
V ∗ − (V̂k − ǫk)︸ ︷︷ ︸

dk

+(V̂k − ǫk)− V πk

︸ ︷︷ ︸
sk

)Rappelons que V̂k − ǫk = Vk est la fontion de valeur iblée par l'algorithme à l'itération k (sans erreur).
dk représente la distane à l'optimal de la fontion de valeur iblée Vk. sk représente quant à lui le biais3. La notion d'optimisme dérite par Bertsekas et Tsitsiklis (1996, hapitres 5.4 et 6.4), est analogue (quoiqu'un peu plusextrême) à elle qui est employée dans e mémoire. Nous reprenons e terme dans le sens où l'on hange de politique avantd'avoir �ni de aluler la valeur de la politique préédente.



3.2. Arhiteture d'approximation linéaire 45introduit par l'optimisme, 'est-à-dire le fait que la fontion de valeur iblée Vk n'est pas néessairementla valeur de la politique V πk .La démarhe de la preuve onsiste à aluler séparément des majorations de dk et sk. Il se trouve quees majorations dépendent toutes deux d'une majoration de l'erreur de Bellman V̂k − Tπk+1
V̂k. La bornede performane est �nalement obtenue en utilisant es deux majorations.3.2 Arhiteture d'approximation linéaireNous venons de présenter une borne de performanes abstraite qui se plae dans un adre d'itérationsur les politiques ave optimisme éventuel mais qui peut onerner tout type d'approximation de lafontion de valeur. Dans ette thèse, nous nous intéressons à un type d'arhiteture : l'approximationlinéaire de la fontion de valeur. Même si les arhitetures linéaires ont une apaité d'approximationmoindre que elle des méthodes non linéaires telles que les réseaux de neurones, elles sont plus simplesà mettre en ÷uvre et à analyser et font l'objet de nombreux travaux (Bertsekas et Io�e, 1996; Bradtkeet Barto, 1996; Sutton et Barto, 1998; Boyan, 2002; Lagoudakis et Parr, 2003; Nedi¢ et Bertsekas, 2003;Yu et Bertsekas, 2009; Munos, 2004). De plus, il a été montré que les arhitetures non linéaires peuventdiverger là où des garanties existent pour le as linéaire (Tsitsiklis et Roy, 1997).Nous présentons ii les notations spéi�ques à l'approximation linéaire, et en partiulier aux méthodesd'itération sur les politiques. À haque itération k, on maintient à jour une politique πk et une fontion devaleur approximative V̂k. On onsidère une arhiteture d'approximation linéaire lassique, où la fontionde valeur V̂k est représentée ave une ombinaison linéaire de p fontions de base :

V̂k(s) =

p∑

i=1

wk(i)φi(s).Les termes φi(s) sont p fontions de base arbitraires et les wk(i) sont les p paramètres de l'arhiteture.Comme en général p≪ |S| lorsque l'espae d'états est grand, stoker une fontion de valeur ainsi repré-sentée demande beauoup moins d'espae qu'une représentation tabulaire. En notant φ(s) le veteur detaille p dont les éléments sont les fontions de base appliquées à l'état s, 'est-à-dire
φ(s) =




φ1(s)...
φp(s)


 ,et Φ la matrie de taille |S| × p omposée de tous es veteurs, 'est-à-dire

Φ =




� φ(s1)
T �...� φ(s|S|)
T � 

 =



| |
φ1 · · · φp

| |


 ,

V̂k peut être noté V̂k = Φwk, où wk est le veteur des paramètres (wk(1), . . . , wk(p))
T aratérisant lafontion de valeur approximative V̂k. On a en outre, pour tout état s, V̂k(s) = φ(s)Twk(s).Dans un algorithme de type itération sur les politiques, πk+1 est hoisie omme étant la politique glou-tonne par rapport à V̂k, puis on représente V̂k+1 omme une nouvelle ombinaison linéaire des fontionsde base, en alulant un nouveau veteur de paramètres wk+1.Cas des fontions de valeur QDans le as où l'on utilise des fontions de valeur Q (dé�nies sur l'espae des ouples états-ations), lesfontions de base sont elles aussi dé�nies sur les ouples états-ations. Les notations de l'approximationlinéaire s'étendent naturellement à e as de �gure à quelques modi�ations près. La fontion de valeurest approhée par la ombinaison linéaire suivante :

Q̂k(s, a) =

p∑

i=1

wk(i)φi(s, a).



46 Chapitre 3. Apprentissage par renforement ave approximationDe manière similaire, on peut érire Q̂k = Φwk, en notant φ(s, a) le veteur de taille p dont les élémentssont les fontions de base appliquées ouple (s, a), 'est-à-dire
φ(s, a) =




φ1(s, a)...
φp(s, a)


et Φ la matrie de taille |S||A| × p omposée de tous es veteurs, 'est-à-dire

Φ =




� φ(s1, a1)
T �� φ(s1, a2)
T �...� φ(s|S|, a|A|)
T � 

 =



| |
φ1 · · · φp

| |


 .Les notations spéi�ques à l'approximation linéaire de la fontion de valeur étant introduites, nous pré-sentons maintenant quelques algorithmes standards d'évaluation de la politique ou d'itération sur lespolitiques ave approximation linéaire de la fontion de valeur.3.3 Approximation linéaire du premier ordreLes algorithmes d'approximation linéaire se délinent en deux familles de méthodes d'approximation :les méthodes du premier ordre et elles du seond ordre. Si les deux types de méthodes s'appuient surdes éhantillons pour évaluer les politiques, elles di�èrent par leur manière d'exploiter les informationsque ontiennent es derniers.Les méthodes du premier ordre ont pour prinipe d'e�etuer, pour haque éhantillon observé, unepetite orretion de la fontion de valeur approximative en diretion de la fontion de valeur réelle. Cetteorretion se veut simple à aluler, la omplexité du alul étant de O(p) où p est la dimension de l'ar-hiteture linéaire. On s'appuie pour ela sur les réompenses observées jusqu'à une ertaine profondeur,puis au-delà de ette profondeur, sur l'estimation ourante de la fontion de valeur. Nous mentionnons iiles deux algorithmes fondamentaux du premier ordre que sont TD(0) et TD(λ) (Sutton et Barto, 1998).3.3.1 TD(0)TD(0) ave approximation linéaire (Sutton et Barto, 1998) est un algorithme fondateur de la om-munauté de l'apprentissage par renforement. Il a pour objetif d'estimer la valeur V π d'une politique πdonnée, à partir d'une trajetoire 4 d'éhantillons générée ave π. Si l'on se plae dans un shéma d'ité-ration sur les politiques, la politique π à évaluer est πk+1, gloutonne par rapport à la valeur préédente,et k désigne l'itération ourante.Idéalement, on souhaiterait que la fontion de valeur approximative V̂ véri�e l'équation de Bellman :

V̂ = TπV̂ . Comme TπV̂ n'appartient en général pas à l'espae des fontions de valeur approximatives,une possibilité est de le projeter sur et espae. On va don herher à résoudre l'équation projetée
V̂ = ΠDπ

TπV̂ , où ΠDπ
est une projetion orthogonale sur l'espae d'approximation.Formellement, la matrie de projetion orthogonale ΠDπ

est dé�nie par ΠDπ
= Φ(ΦTDπΦ)

−1ΦTDπ.
Dπ représente la matrie diagonale de taille |S| dont les termes sont les poids de la distribution stationnaire
µ assoiée à la politique π. ΠDπ

orrespond à la projetion orthogonale selon la norme quadratiquepondérée par µ, notée ‖ · ‖µ,2 et dé�nie pour tout veteur V par
‖V ‖µ,2 =

√∑

s∈S

µ(s)V (s)2.Le prinipe de projeter de TπV̂ sur l'espae d'approximation est illustré sur la �gure 3.1.4. On peut étendre de façon assez immédiate au as de plusieurs trajetoires TD(0) et TD(λ) (voir Sutton et Barto,1998), de même que les algorithmes présentés plus loin. Par soui de simpli�ation, et pour éviter d'alourdir les notations,on supposera dans es algorithmes qu'une seule trajetoire est utilisée.
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Distance au point fixe projeté

Figure 3.1 � Représentation shématique de la projetion de TπV̂ sur l'espae d'approximation. L'espaeà trois dimensions représente l'espae des fontions de valeur et le plan représente le sous-espae desfontions de valeur approhées, qui est dé�ni par les fontions de base. TπV̂ n'étant pas dans l'espaed'approximation en général, l'équation de Bellman V̂ = TπV̂ n'a pas néessairement de solution. One�etue don une projetion ΠDπ
vers et espae. TD(0) herhe à résoudre l'équation V̂ = ΠDπ

TπV̂ ,'est-à-dire à déterminer le point �xe de l'opérateur de Bellman Tπ projeté.On onsidère une trajetoire d'états, ations et réompenses (s0, a0, r1, s1, a1, r2, s2, . . . , sT ) généréepar la politique π. Nous notons V̂t = Φwt la fontion de valeur ourante au temps t, 'est-à-dire lors de lavisite de l'état st. À haque état st visité, la fontion de valeur V̂t+1 est alulée omme une appliationapproximative de ΠDπ
Tπ à la fontion de valeur ourante V̂t. On espère ainsi onverger vers une bonneapproximation du point �xe de ΠDπ

Tπ.Détaillons la démarhe de TD(0). À haque état st observé, on souhaiterait orriger la fontion devaleur dans la diretion qui réduit le plus l'erreur quadratique (V π(st)− φ(st)
Twt)

2, mesurée à l'état st.Cela revient à e�etuer la desende de gradient 5 suivante (Sutton et Barto, 1998) :
wt+1 = wt −

1

2
αt∇wt

[
V π(st)− φ(st)

Twt

]2

= wt + αt

[
V π(st)− φ(st)

Twt

]
φ(st). (3.1)

αt est un fateur d'apprentissage ompris entre 0 et 1 et qui déroît ave le temps. Si αt est prohe de1, la fontion de valeur sera fortement mise à jour selon les di�érenes temporelles observées. Si αt estprohe de 0, les observations auront moins d'impat sur les mises à jour.Comme la valeur exate V π(st) est inonnue dans l'équation (3.1), l'idée de TD(0) est de la remplaerpar rt+1 + γφ(st+1)
Twt. Cette quantité est omposée d'une part de rt+1, qui une nouvelle observation,et d'autre part de φ(st+1)

Twt, qui est la fontion de valeur ourante appliquée à l'état suivant, utiliséeii omme une approximation 6 de V π(st+1). Cela revient à appliquer Tπ à la fontion de valeur ourantedans l'état st.La quantité dé�nie au temps t par
δ(t) =

(
rt+1 + γφ(st+1)

Twt

)
− φ(st)

Twtest appelée la di�érene temporelle à l'état st. Elle représente une orretion à e�etuer dans et état.Lorsque l'équation de Bellman est véri�ée, elle est en moyenne égale à zéro. TD(0) herhe à annuler lesdi�érenes temporelles des états observés. La mise à jour que réalise TD(0) à l'état st peut ainsi s'érire :
wt+1 = wt + αtδ(t)φ(st).5. ∇wf(w) désigne le gradient de f par rapport à w, 'est-à-dire le veteur des dérivées partielles par rapport à haunedes omposantes de w : ∇wf(w) = (∂f(w)

∂w(1)
, . . . ,

∂f(w)
∂w(p)

)T.6. L'idée d'estimer V π en se basant (en partie) sur la fontion de valeur ourante elle-même est appelée bootstrap-ping (Sutton et Barto, 1998). Remarquons qu'il s'agit d'une seonde soure d'approximation, la première étant l'utilisationd'une arhiteture paramétrée pour représenter la fontion de valeur.



48 Chapitre 3. Apprentissage par renforement ave approximationUne implémentation de TD(0) est donnée dans l'algorithme 9.Algorithme 9 TD(0) ave approximation linéaire (Sutton et Barto, 1998)
π : politique à évaluer
(s0, a0, r1, s1, a1, r2, s2, . . . , sT ) : trajetoire générée ave π
(αt)t≥0 : fateur d'apprentissage déroissant ave t
w0 ← initialisation arbitraire
t← 0tant que st non terminal faire
δ ← rt+1 + γφ(st+1)

Twt − φ(st)
Twt

wt+1 ← wt + αtδφ(st)
t← t+ 1�n tant queretourner wt3.3.2 TD(λ)Ave TD(0), on herhe à résoudre l'équation V̂ = ΠDπ

TπV̂ en e�etuant à haque pas de tempsde la trajetoire une appliation approximative (ar basée sur des éhantillons) de ΠDπ
Tπ. Pour ela,dans l'équation (3.1), le terme V π(st) est approhé par rt+1 + γV̂t(st+1). Cependant, on peut hoisir del'approher en onsidérant aussi la réompense de l'état suivant, 'est-à-dire ave rt+1+γrt+2+γ2V̂t(st+2).L'estimation aorde alors un peu plus de rédit aux réompenses observées et un peu moins à la fontionde valeur ourante V̂t. Au lieu de herher à aluler à haque pas de temps ΠDπ

TπV̂t, on herhe àaluler ΠDπ
T 2
π V̂t.De manière plus générale, il est possible d'employer une estimation de V π(st) qui prend en ompteles réompenses observées jusqu'à un horizon i donné. Une telle méthode approherait V π(st) par

rt+1 + γrt+2 + . . .+ γirt+i+1 + γi+1V̂t(st+i+1),e qui reviendrait à appliquer de façon approximative ΠDπ
T i+1
π à V̂t.Le prinipe de TD(λ) (Sutton et Barto, 1998) est de faire une moyenne de toutes es estimations,pondérée de façon géométrique ave un paramètre λ ∈ [0, 1] qui ontr�le la profondeur de la mise à jour.Ainsi, V π(st) est approhé par

(1− λ)

∞∑

i=0

λi
(
rt+1 + γrt+2 + . . .+ γirt+i+1 + γi+1V̂t(st+i+1)

)
.À haque pas de temps t, TD(λ) détermine don V̂t+1 en e�etuant de façon approximative le alulsuivant :

ΠDπ

[
(1− λ)

∞∑

i=0

λiT i+1
π

]
V̂t.On retrouve dans e terme exatement l'opérateur Tλ que nous avions introduit dans le ontexte de

λPI (voir l'équation (1.6) page 27). Nous rappelons ii sa dé�nition : pour une politique π en oursd'évaluation, Tλ est dé�ni pour tout veteur V par
TλV = (1 − λ)

(
∞∑

i=1

λi−1T i
πV

)
.Autrement dit, TD(λ) applique de façon approximative, à haque pas de temps t, l'opérateur ΠDπ

Tλà la fontion de valeur ourante V̂t. Une appliation de Tλ réalise un pas de taille réglable par λ dansla diretion de V π. Des appliations suessives de Tλ permettent de onverger vers la valeur de la
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Distance au point fixe projeté

Figure 3.2 � Représentation shématique de la projetion de TλV̂ sur l'espae d'approximation. TλV̂n'étant pas dans l'espae d'approximation en général, on e�etue une projetion ΠDπ
vers et espae.TD(λ) herhe à résoudre V̂ = ΠDπ

TλV̂ , 'est-à-dire à déterminer le point �xe de l'opérateur Tλ projeté.LSTD(λ) et LSPE(λ), qui seront présentés à la setion 3.4, herhent également à obtenir e point �xe.politique π, qui est le point �xe de Tλ. En e�et, pour la distribution Dπ, l'opérateur ΠDπ
Tλ est uneontration (Sutton et Barto, 1998). L'algorithme herhe don à résoudre l'équation V̂ = ΠDπ

TλV̂ . La�gure 3.2 illustre la projetion de TλV̂ sur l'espae d'approximation et la distane qui est minimisée.Au temps t, la fontion de valeur est mise à jour d'une façon similaire à TD(0) :
wt+1 = wt + αtδλ(t)φ(st),où le terme δλ(t) remplae la di�érene temporelle δ(t) de TD(0) :

δλ(t) = (1− λ)

∞∑

i=0

λi
(
rt+1 + γrt+2 + . . .+ γirt+i+1 + γi+1φ(st+i+1)

Twt − φ(st)
Twt

)
.Comme dans TD(0), il est néessaire d'employer un fateur d'apprentissage αt ∈ [0, 1] qui doit déroîtreave le temps.Le paramètre λ ∈ [0, 1] ontr�le la profondeur des mises à jour de la fontion de valeur. Lorsque

λ = 1, la fontion de valeur est mise à jour ave des di�érenes temporelles qui tiennent ompte detoutes les réompenses observées après l'état ourant, sans utiliser la fontion de valeur ourante ommeestimation. Il s'agit alors d'une méthode de Monte-Carlo (Sutton et Barto, 1998). Ave les grandes valeursde λ, les di�érenes temporelles dépendent fortement des trajetoires observées et ont don une varianeimportante. On risque alors de ommettre une plus grande erreur. A l'inverse, lorsque λ est petit, onaorde plus de rédit à l'estimation ourante de la fontion de valeur et moins aux éhantillons observés,e qui réduit la variane mais introduit un biais qui ralentit la onvergene. Si λ = 0, seule la réompenseimmédiate est prise en ompte : on a T0 = Tπ et il s'agit de TD(0). Ce ompromis biais-variane deTD(λ) a été étudié analytiquement par Kearns et Singh (2000). Il a été montré (Tsitsiklis et van Roy,1996) que TD(λ) ave approximation linéaire onverge vers une bonne approximation de la fontion devaleur sous réserve que le fateur d'apprentissage αt soit déroissant et orretement réglé. Nous dérivonsTD(λ) dans l'algorithme 10.Implémentation de TD(λ)Tel que dérit dans l'algorithme 10, TD(λ) a besoin pour haque état de aluler des di�érenestemporelles dans le futur (voir la dé�nition de δλ(t) à l'équation (3.3.2)). Au niveau de l'implémentation,ela requiert de mémoriser l'ensemble de la trajetoire expliitement et d'attendre la �n d'une trajetoireomplète pour pouvoir ommener à mettre à jour la fontion de valeur. Il est possible pour éviter elad'utiliser la notion des traes d'éligibilité (Sutton et Barto, 1998). Les traes d'éligibilité permettentde propager les réompenses vers les états préédemment visités au fur et à mesure du parours de



50 Chapitre 3. Apprentissage par renforement ave approximationAlgorithme 10 TD(λ) ave approximation linéaire, vue en avant théorique (Sutton et Barto, 1998)
π : politique à évaluer
(s0, a0, r1, s1, a1, r2, s2, . . . , sT ) : trajetoire générée ave π
(αt)t≥0 : fateur d'apprentissage déroissant ave t
w0 ← initialisation arbitraire
t← 0tant que st non terminal faire
δ ← (1− λ)

∞∑

i=0

λi
(
rt+1 + γrt+2 + . . .+ γirt+i+1 + γi+1φ(st+i+1)

Twt − φ(st)
Twt

)

wt+1 ← wt + αtδφ(st)
t← t+ 1�n tant queretourner wtla trajetoire, et sans avoir à mémoriser elle-i expliitement. Sutton et Barto (1998) ont montré quel'utilisation de traes d'éligibilité dans TD(λ) était une bonne approximation du alul théorique présentéplus haut (algorithme 10). Une telle implémentation est donnée dans l'algorithme 11.Algorithme 11 TD(λ) ave approximation linéaire, vue en arrière (Sutton et Barto, 1998)

π : politique à évaluer
(s0, a0, r1, s1, a1, r2, s2, . . . , sT ) : trajetoire générée ave π
(αt)t≥0 : fateur d'apprentissage déroissant ave t
w0 ← initialisation arbitraire
δ ← 0
t← 0
zt ← φ(st)tant que st non terminal faire
δ ← δ + zt(rt+1 + (γφ(st+1)− φ(st))

Twt)
zt ← λγzt + φ(st+1)
wt+1 ← wt + αδ
t← t+ 1�n tant queretourner wt3.3.3 Limites des approhes du premier ordreTD(0) et TD(λ) sont des algorithmes dits du premier ordre, 'est-à-dire que la fontion de valeurapproximative est mise à jour seulement via des petites orretions en diretion de la fontion de valeurréelle. La omplexité par itération a l'avantage d'être linéaire (O(p), où p est la dimension de l'arhite-ture). Mais l'e�et de haque éhantillon est assez limité et l'apprentissage néessite souvent de traiterun grand nombre d'éhantillons avant d'être performant. Les données pourraient être exploitées de ma-nière plus e�ae. Ensuite, le fateur d'apprentissage αt est un paramètre qui s'avère souvent di�ileà régler en pratique. Pour pallier es inonvénients, les algorithmes dits du seond ordre ou enore aveéhantillonnage e�ae ont été introduits.3.4 Approximation linéaire du seond ordreLes approhes du seond ordre telles que LSTD (Bradtke et Barto, 1996), LSTD(λ) (Boyan, 2002),LSPE(λ) (Nedi¢ et Bertsekas, 2003) herhent, omme TD(λ), à résoudre l'équation V̂ = ΠDπ

TλV̂ , mais



3.4. Approximation linéaire du seond ordre 51elles ont pour prinipe, en exploitant e�aement les informations des éhantillons, de onstruire desquantités qui aratérisent ette équation et non de onstruire la solution diretement.Ces algorithmes exploitent plus e�aement les éhantillons, e qui permet une meilleure vitessede onvergene, au prix d'une omplexité supérieure de haque itération à ause d'un système linéaire àrésoudre. Ainsi, haque itération a typiquement une omplexité en O(p2) au lieu de O(p). Cette omplexités'avère peu gênante en pratique étant donné qu'en général, la dimension de l'arhiteture linéaire p esttrès faible omparée au nombre d'états. De plus, les algorithmes du seond ordre ne néessitent pas defateur d'apprentissage di�ile à régler. Il a été argumenté analytiquement et empiriquement (voir parexemple Boyan (2002); Shokneht (2002); Yu et Bertsekas (2009)) que es méthodes sont plus stableset peuvent donner de bien meilleures performanes que TD(λ). Nous dérivons ii quelques approhessigni�atives de la littérature sur lesquelles nous allons nous appuyer par la suite.3.4.1 LSTD et LSTD(λ)Une alternative naturelle du seond ordre à TD(λ) est l'algorithme LSTD(λ) (Least-Squares TemporalDi�erenes) proposé par Boyan (2002). Le as de λ = 0, intitulé LSTD ou LSTD(0), a été introduitpréédemment par Bradtke et Barto (1996).Boyan (2002) a montré que l'équation Φw = ΠDπ
TλΦw que l'on herhe à résoudre dans TD(λ) estéquivalente à un sytème linéaire noté Aw = b, de taille p× p et d'inonnue w, ave

A = E

[
∑

t≥0

zt(φ(st)− φ(tt+1))
T

∣∣∣∣∣at = π(st)

]
,

b = E

[
∑

t≥0

ztrt

∣∣∣∣∣at = π(st)

]
,et zt = E

[
t∑

i=0

λt−iφ(st)

∣∣∣∣∣at = π(st)

]
.Il est possible de onstruire expliitement une estimation (Ã, b̃) de e système au fur et à mesure duparours des trajetoires, puis de résoudre e système pour déterminer la fontion de valeur approximative.Ainsi, au lieu de mettre à jour la fontion de valeur pour haque état st visité, LSTD(λ) onstruitinrémentalement un système linéaire qui aratérise la solution vers laquelle TD(λ) onvergerait.Nous dérivons ela dans les algorithmes 12 et 13. L'algorithme 12 traite du as partiulier de LSTD(où λ = 0), et l'algorithme 13 dérit le as général LSTD(λ). Notons que LSTD(λ) ne néessite pas defateur d'apprentissage et n'utilise pas d'estimée initiale de la fontion de valeur.Algorithme 12 LSTD (Bradtke et Barto, 1996)

π : politique à évaluer
(s0, a0, r1, s1, a1, r2, s2, . . . , sT ) : trajetoire générée ave π
Ã← 0, b̃← 0
t← 0tant que st non terminal faire
Ã← Ã+ φ(st)(φ(st)− γφ(st+1))

T

b̃← b̃ + φ(st)rt+1

t← t+ 1�n tant que
w← Ã−1b̃retourner wLa onvergene de LSTD a été établie par Bradtke et Barto (1996), et elle de LSTD(λ) par Nedi¢ etBertsekas (2003).Notons que si le nombre de fontions de base p est élevé, le alul de la matrie Ã peut être oûteux,dans la mesure où il requiert une omplexité en O(p3). Il peut être souhaitable de réduire ette omplexité.



52 Chapitre 3. Apprentissage par renforement ave approximationAlgorithme 13 LSTD(λ) (Boyan, 2002)
π : politique à évaluer
(s0, a0, r1, s1, a1, r2, s2, . . . , sT ) : trajetoire générée ave π
Ã← 0, b̃← 0
t← 0
zt ← φ(st)tant que st non terminal faire
Ã← Ã+ zt(φ(st)− γφ(st+1))

T

b̃← b̃+ ztrt+1

zt ← λγzt + φ(st+1)
t← t+ 1�n tant que

w ← Ã−1b̃retourner wPour ela, au lieu de mettre à jour à haque itération une estimation de A, on peut maintenir diretementune estimation de A−1, grâe à la formule de Sherman-Morrison (voir Golub et Loan, 1996). Pour toutematrie inversible H et tous veteurs u et v de dimensions ompatibles, ette formule établit que
(H + uvT)−1 = H−1 − H−1uvTH−1

1 + vTH−1u
. (3.2)Ainsi, dans l'algorithme 13 (et de manière similaire dans l'algorithme 12 ave λ = 0), la mise à jour de Ãpeut être remplaée par

Ã−1 ← Ã−1 − Ã−1zt(φ(st)− γφ(st+1))
TÃ−1

1 + (φ(st)− γφ(st+1))TÃ−1ztet la omplexité du alul de Ã−1b̃ devient O(p2) au lieu de O(p3). A�n d'assurer l'inversibilité de lamatrie Ã−1 lors de l'initialisation, on peut �xer la valeur initiale de Ã à cI (où c est une onstantepositive) et don elle de Ã−1 à (1/c)I.3.4.2 LSPE(λ)Nous venons de voir que TD(λ) et LSTD(λ) sont deux algorithmes d'évaluation de la politique quiherhent à résoudre l'équation V̂ = ΠDπ
TλV̂ . Un troisième algorithme plus réent, intitulé LSPE(λ),partage e même objetif. Il a été proposé par Nedi¢ et Bertsekas (2003) et analysé par Bertsekas et al.(2003) puis par Yu et Bertsekas (2009).Alors que LSTD(λ) onstruit explitement un système qui aratérise le point �xe projeté de Tλ,LSPE(λ) reherhe e point �xe en réalisant des appliations approximatives suessives de l'opérateur

Tλ à haque pas de temps d'une trajetoire, omme le fait TD(λ). La di�érene entre LSPE(λ) et TD(λ)est qu'ave LSPE(λ), l'appliation de Tλ est approhée d'une manière qui exploite plus e�aement lesinformations des éhantillons. Nous dérivons ii de quelle manière LSPE(λ) proède.Rappelons que TλV̂t peut s'érire sous la forme d'une espérane (voir l'équation 1.8 page 27) :
TλV̂t = V̂t +∆tave

∀s ∈ S ∆t(s) = E

[
∞∑

t=0

(λγ)tδ(t)

∣∣∣∣∣ s0 = s, at = π(st)

]où les δ(t) sont les di�érenes temporelles données par δ(t) = rt+1 + γV̂t(st+1)− V̂t(st).



3.4. Approximation linéaire du seond ordre 53LSPE(λ) herhe la fontion de valeur V̂t+1 qui minimise V̂t+1 − (V̂t +∆t) à haque état st visité. ∆test estimé à partir de la trajetoire jusqu'au temps t. Plus préisément, on alule
V̂t+1 = argmin

V̂

t∑

m=0

(
V̂ (sm)− V̂t(sm)−

t∑

n=m

(γλ)n−mδ(n)

)2

.Pour haque état observé st, LSPE(λ) détermine V̂t+1 en e�etuant une résolution standard de e problèmeaux moindres arrés.Cependant, au lieu de realuler une nouvelle résolution aux moindres arrés à haque pas de tempsde la trajetoire, les auteurs de LSPE(λ) (Nedi¢ et Bertsekas, 2003) ont montré qu'il est possible d'im-plémenter les résolutions de manière inrémentale en maintenant à jour un sytème linéaire. On peutainsi, omme dans LSTD(λ), attendre la �n de la trajetoire pour résoudre le système. Il se trouve quele système linéaire que mantient LSPE(λ) a des similitudes ave elui que onstruit LSTD(λ). Les deuxalgorithmes sont en fait assez prohes : Yu et Bertsekas (2009) ont montré que LSPE(λ) et LSTD(λ) ontla même vitesse de onvergene, et qu'ils onvergent l'un vers l'autre à une vitesse plus rapide que elleave laquelle ils atteignent leur limite ommune. Nedi¢ et Bertsekas (2003) avaient auparavant établi laonvergene de LSPE(λ) selon ertaines onditions que nous ne détaillons pas ii. LSPE(λ) est déritdans l'algorithme 14.Algorithme 14 LSPE(λ) (Nedi¢ et Bertsekas, 2003)
π : politique à évaluer
(s0, a0, r1, s1, a1, r2, s2, . . . , sT ) : trajetoire générée ave π
w0 ← initialisation arbitraire
Ã← 0, b̃← 0
t← 0
zt ← φ(st)tant que st non terminal faire
Ã← Ã+ φ(st)φ(st)

T

b̃← b̃ + zt((γφ(st+1)
T − φ(st)

T)wt + rt+1)
zt+1 ← γλzt + φ(st+1)

wt+1 ← wt + α(Ã−1b̃− wt)
t← t+ 1�n tant queretourner wtDe manière analogue à LSTD(λ), on peut là aussi maintenir diretement une estimation de A−1 enutilisant la formule de Sherman-Morrison. La mise à jour de Ã est alors remplaée dans l'algorithme 14par

Ã−1 ← Ã−1 − Ã−1φ(st)φ(st)
TA−1

1 + φ(st)TÃ−1φ(st)et la omplexité du alul de la nouvelle fontion de valeur est réduite à O(p2).Lien ave TD(λ)Revenons sur la minimisation aux moindres arrés que LSPE(λ) résout à l'état st pour aluler
ΠDπ

TλV̂t à partir des éhantillons observés jusqu'au temps t :
V̂t+1 = argmin

V̂

t∑

m=0

(
V̂ (sm)− V̂t(sm)−

t∑

n=m

(γλ)n−mδ(n)

)2

.Bertsekas et al. (2003) ont montré que le alul que réalise TD(λ) au temps t revient en fait en moyenneà mettre à jour V̂t+1 en diretion du gradient de la somme i-dessus. Ainsi, TD(λ) peut être vu omme



54 Chapitre 3. Apprentissage par renforement ave approximationune approximation de LSPE(λ) dans laquelle on e�etue une petite orretion en diretion du minimumde ette somme au lieu de la minimiser entièrement.3.4.3 Approximate λPILes algorithmes présentés préédemment dans e hapitre se foalisent sur le problème d'évaluer unepolitique �xée π. Même si TD(λ), LSTD, LSTD(λ) et LSPE(λ) peuvent être utilisés omme phase d'éva-luation dans un shéma d'itération sur les politiques (sous réserve de générer de nouveaux éhantillonsà haque itération), nous avons vu dans les hapitres 1 et 2 que lorsque l'on herhe à onstruire unepolitique itérativement, il n'est pas néessaire d'évaluer omplètement haque politique intermédiaire :l'algorithme peut hanger de politique plus t�t (voir la �gure 1.2 page 28) et il est alors dit optimiste.On peut, dans le as approhé, envisager un shéma d'itération sur les politiques optimiste, 'est-à-direoù la politique ourante est évaluée de façon inomplète avant de passer à la politique suivante. Pourela, un algorithme naturel onsiste à appliquer une seule fois l'opérateur ΠDπ
Tλ à la fontion de valeurourante V̂k. On peut ainsi onsidérer une variante de LSPE(λ) qui appliquerait ΠDπ

Tλ une seule fois(et de façon approximative), après avoir parouru l'intégralité d'une trajetoire, au lieu de l'appliquerrépétitivement à haque état visité. L'objetif est ii de reherher le veteur V̂k+1 qui orrespond à uneseule appliation de ΠDπ
Tλ, 'est-à-dire qui véri�e V̂k+1 = ΠDπ

TλV̂k.Une telle variante a en fait été proposée avant LSPE(λ) par les auteurs de λPI (Bertsekas et Io�e, 1996)sous le nom de Approximate λ-Poliy Iteration (AλPI). Après avoir parouru la trajetoire entière, AλPIalule la valeur V̂k+1 qui minimise au sens des moindres arrés la même quantité que dans LSPE(λ) :
V̂k+1 = argmin

V̂

T∑

m=0

(
V̂ (sm)− V̂k(sm)−

T∑

n=m

(γλ)n−mδ(n)

)2

.Ensuite, on alule la politique gourmande par rapport à V̂k+1, on génère de nouveaux éhantillons et onrépète le proessus.Les auteurs soulignent que dans le as approhé, lorsque la fontion de valeur est approximative etqu'elle est estimée à l'aide d'éhantillons, prendre λ < 1 ('est-à-dire e�etuer une évaluation inomplèteou enore optimiste) peut s'avérer béné�que. Nous avions vu que, dans la version exate de λPI, lavitesse de onvergene asymptotique se dégrade lorsque λ diminue (Bertsekas et Io�e, 1996). Cela dit, laonvergene asymptotique orrespond au moment où la politique obtenue est optimale et où il ne resteplus qu'à a�ner la fontion de valeur ; ii, le fait que la vitesse de onvergene asymptotique se dégradelorsque λ < 1 va s'avérer peu ruial dans la mesure où de toute manière, on ne peut en général pasatteindre une politique optimale. Ensuite, l'estimation qui est alulée par AλPI ou LSPE(λ) à partir deséhantillons a une ertaine variane qui va pouvoir être diminuée grâe à l'optimisme. En e�et, onsidéronsà nouveau l'ériture de TλV̂k en fontion des di�érenes temporelles : TλV̂k = V̂k +∆k, ave
∀s ∈ S ∆k(s) = E

[
∞∑

t=0

(λγ)tδ(t)

∣∣∣∣∣ s0 = s, at = πk+1(st)

]
.Cette expression sous forme d'espérane met en évidene le fait que le paramètre λ, tout en réglantl'optimisme de l'algorithme, possède une in�uene de type ompromis biais-variane. Lorsque λ = 1, onpeut voir que ∆k = V πk+1− V̂k : ainsi, on ible la vraie valeur de πk+1 et il n'y a pas de biais. Cependant,omme ∆k est estimé à partir d'une base d'éhantillons, on peut voir sur l'équation i-dessus que l'horizonde la somme à estimer est plus important pour les grandes valeurs de λ. La variane de l'estimation risquealors de pénaliser l'algorithme. En revanhe, lorsque λ < 1, ette variane est réduite, mais on introduitun biais lié au fait que le veteur TλV̂k iblé à haque itération n'est plus la valeur de πk+1. Le nombred'itérations néessaires sera don plus important, mais haque itération sera moins sensible à la varianede l'estimation.Une illustration intuitive de e ompromis biais-variane est donnée sur la �gure 3.3. Lorsque λ = 1,à l'itération k, on ible V πk+1 mais en raison de la variane de l'estimation, on ommet une erreur ǫk+1relativement importante. Lorsque λ < 1, on e�etue une évaluation optimiste (inomplète) : on ne ible
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Figure 3.3 � Illustration du ompromis biais-variane de AλPI dans la partition des politiques gloutonnes.Si λ < 1, l'algorithme est optimiste : la fontion de valeur iblée n'est plus V πk+1 mais l'estimation estplus préise.plus V πk+1 mais TλV̂k. Cela introduit un biais lié au fait que l'on ne ible plus la vraie fontion de valeur,mais la nouvelle ible est atteinte plus préisément. En fait, grâe à ette rédution de la variane del'estimation, si le biais n'est pas très important, il se peut même que la fontion de valeur approximative
V̂k+1 obtenue soit �nalement plus prohe de la vraie fontion de valeur V πk+1 que e que l'on auraitobtenu ave λ = 1.Une ontrainte de AλPI est que, omme pour les algorithmes présentés préédemment, l'évaluationest on-poliy : à haque hangement de politique, on doit regénérer de nouveaux éhantillons. Dansle hapitre 4, nous proposons une autre manière d'approher λPI, ette fois de façon o�-poliy. Nousgénéralisons pour ela les idées de LSPI (Lagoudakis et Parr, 2003), l'algorithme que nous présentonsmaintenant.3.4.4 LSPILes algorithmes présentés plus haut (TD(λ), LSTD, LSTD(λ), LSPE(λ) et AλPI), lorsqu'ils sont plaésdans un shéma d'itération sur les politiques, ont l'inonvénient de néessiter de générer de nouveauxéhantillons à haque hangement de politique. Least-Squares Poliy Iteration (LSPI) (Lagoudakis etParr, 2003) propose une solution à e problème. Il s'agit d'un algorithme d'itération sur les politiquesave approximation du seond ordre qui utilise des fontions de valeurs dé�nies sur l'espae d'états-ations(fontions de valeur Q) et où la phase d'évaluation de la politique s'appuie sur LSTD (Bradtke et Barto,1996) ('est-à-dire LSTD(λ) ave λ = 0).L'utilisation de fontions de valeur Q ombiné ave LSTD permet en e�et d'évaluer une politique defaçon o�-poliy, 'est-à-dire à l'aide d'éhantillons qui peuvent avoir été générés ave une autre politique,et es éhantillons peuvent se limiter à des transitions individuelles de la forme (s, a, r′, s′) au lieu d'êtredes trajetoires omplètes.LSTD (voir la setion 3.4.1) herhe à résoudre l'équation V̂ = ΠDπ

T0V̂ (rappelons que λ = 0 et quepar ailleurs, T0 = Tπ). Ave l'utilisation de fontions de valeurs Q, le fait que l'évaluation puisse êtreo�-poliy signi�e que la projetion orthogonale utilisée peut ette fois être pondérée par une distributionquelonque. Dans le as on-poliy, il s'agissait néessairement de la distribution stationnaire assoiée à
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Figure 3.4 � Représentation shématique des deux méthodes LSTDQ et LSBRQ. LSTDQ herhe lafontion de valeur approhée qui est le point �xe de T0 = Tπ suivi d'une projetion ΠD sur l'espaedes fontions de valeur approximatives, alors que LSBRQ herhe la fontion de valeur qui minimise ladistane entre elle-même et une appliation de l'opérateur T0 = Tπ.la politique π en ours d'évaluation. Cette méthode d'évaluation, intitulée LSTDQ (Lagoudakis et Parr,2003), herhe à résoudre l'équation Q̂ − ΠDT0Q̂. LSTDQ est dérit à l'algorithme 15. Au niveau del'implémentation, LSTDQ di�ère de LSTD (algorithme 12) uniquement par l'utilisation de fontions devaleur Q.Algorithme 15 LSTDQ (Lagoudakis et Parr, 2003)
π : politique à évaluer
Ã← 0, b̃← 0pour haque éhantillon (s, a, r′, s′) faire
Ã← Ã+ φ(s, a)

(
φ(s, a)− γφ(s′, π(s′))

)T

b̃← b̃+ φ(s, a)r′�n pour
w ← Ã−1b̃retourner wAlgorithme 16 LSBRQ (Lagoudakis et Parr, 2003)
π : politique à évaluer
Ã← 0, b̃← 0pour haque éhantillon (s, a, r′, s′, s′′) faire
Ã← Ã+

(
φ(s, a)− γφ(s′′, π(s′′))

)(
φ(s, a)− γφ(s′, π(s′))

)T

b̃← b̃+
(
φ(s, a)− γφ(s′′, π(s′′))

)
r′�n pour

w ← Ã−1b̃retourner wUne alternative à LSTDQ pour estimer la fontion de valeur de la politique ourante est la mé-thode LSBRQ (algorithme 16). LSBRQ herhe à minimiser diretement la norme quadratique du résidude Bellman ‖Q̂ − T0Q̂‖2. La �gure 3.4 donne une illustration de es deux ritères à minimiser (voiraussi Lagoudakis et Parr, 2003). LSBRQ a l'inonvénient de néessiter des éhantillons de la forme
(s, a, r′, s′, s′′) où s′ et s′′ sont deux réalisations indépendantes de l'ation a depuis l'état s (Sutton etBarto, 1998). Ainsi, LSBRQ est plus ontraignant à utiliser en pratique, à moins de disposer d'un modèle



3.4. Approximation linéaire du seond ordre 57génératif. Nous reviendrons plus en détail sur es deux méthodes dans le hapitre 4 où nous proposonsune généralisation de LSPI.Comme ave LSTD(λ) et LSPE(λ), il est également possible de maintenir à jour diretement uneestimation de A−1 pour réduire la omplexité du alul de Ã−1b̃, et e ave les deux méthodes. Lesformules orrespondantes seront détaillées dans le hapitre 4 dans le ontexte plus général de LSλPI.De plus, si un modèle du PDM est onnu, il est possible d'exploiter ette onnaissane. Les éhantillonsse limitent alors à des ouples états-ations (s, a) et on remplae dans les algorithmes i-dessus les termesde la forme φ(s′, π(s′)) et r′ par leur espérane respetive ∑
s′∈S

P (s, a, s′)φ(s′, π(s′)) et R(s, a).Au �nal, LSPI est résumé dans l'algorithme 17, pour le hoix d'une méthode d'évaluation donnée :LSTDQ ou LSBRQ.Algorithme 17 LSPI (Lagoudakis et Parr, 2003)
D ← ensemble d'éhantillons de la forme { (s, a, r′, s′) avec LSTDQ

(s, a, r′, s′, s′′) avec LSBRQ
k ← 0, w0 ← initialisation arbitrairerépéter
πk+1 ← glouton(Φwk)

wk+1 ←





LSTDQ(D, πk+1)ouLSBRQ(D, πk+1)
k ← k + 1jusqu'à ‖wk − wk−1‖∞ < ǫSynthèse et onlusionNous avons présenté dans e hapitre di�érents algorithmes d'évaluation de la fontion de valeur. La�gure 3.5 propose une vue synthétique des di�érentes approhes, organisées selon la manière dont ellesalulent la fontion de valeur. Nous détaillons ii ette vue shématique. On onsidère une équation deBellman générale Φw = TλΦw, équivalente à l'équation de Bellman usuelle Φw = TπΦw. Comme elle n'apas néessairement de solution dans l'espae d'approximation, on peut soit minimiser le résidu quadratique

‖Φw−TλΦw‖2, soit reherher le point �xe de l'opérateur Tλ auquel on applique une ertaine projetion
ΠD. La première possibilité n'est onnue que pour λ = 0 dans la littérature, ave LSBRQ (Lagoudakiset Parr, 2003). La seonde possibilité se divise en deux as selon la distribution utilisée pour réaliserla projetion. Si l'on ne met pas de ontrainte sur ette distribution D, par exemple pour utiliser deséhantillons o�-poliy, seul le as λ = 0 a été proposé : il s'agit de l'algorithme LSTDQ (Lagoudakis etParr, 2003). Si l'on onsidère en revanhe la distribution stationnaire Dπ assoiée à la politique à évaluer
π, il existe alors plusieurs approhes, qui s'appuient sur une trajetoire (s0, a0, r1, s1, . . . , sT ) généréeave la politique π. sT est l'état terminal de la trajetoire. Ces approhes herhent à résoudre l'équation
Φw = ΠDπ

TλΦw. LSTD(λ) (Boyan, 2002) onstruit inrémentalement, au fur et à mesure du paroursde la trajetoire, une estimation de deux quantités A et b qui aratérisent le point �xe de ΠDπ
Tλ, puisalule �nalement w = Ã−1b̃. Une autre idée possible est de reherher e point �xe en e�etuant desappliations suessives (et approximatives) de ΠDπ

Tλ, à la manière de Value Iteration. Cette méthodeest justi�ée par le fait que pour la distribution Dπ, l'opérateur ΠDπ
Tλ est une ontration. Appliquer etopérateur de façon approximative à partir des éhantillons (s0, a0, r1, . . . , st) observés jusqu'au temps trevient à minimiser le ritère suivant :

min
w

t∑

m=0

(
Φw(sm)− Φw̄(sm)−

t∑

n=m

(γλ)n−mδ(sn)
)2où Φw̄ représente la fontion de valeur préédente. TD(λ) (Sutton et Barto, 1998) peut être vu ommeun algorithme qui, pour haque t de 0 à T , alule le gradient de ette somme et orrige la fontion
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Figure 3.5 � Vue d'ensemble des algorithmes d'approximation linéaire mentionnés dans le hapitre 3 (voirle texte pour l'expliation détaillée du shéma). On onsidère une politique π à évaluer et on reherheune fontion de valeur approximative Φw. Φw̄ est une estimation préédente de la fontion de valeur. Dπdésigne la distribution stationnaire assoiée à la politique π tandis que D peut désigner une distributionquelonque.



3.4. Approximation linéaire du seond ordre 59Synthèse des méthodes d'évaluation d'une politique πk+1Algorithme Critère Évaluation Compromis O�-poliy Éhantillonnaged'évaluation onsidéré optimiste biais-variane (λ) e�aeTD(0) V̂ = ΠDπ
T0V̂TD(λ)

V̂ = ΠDπ
TλV̂

×LSTD(λ) × ×LSPE(λ) × ×AλPI (phase
V̂ = ΠDπ

TλV̂k × × ×d'évaluation)LSTDQ Q̂ = ΠDT0Q̂ × ×LSBRQ min ‖Q̂− T0Q̂‖2 × ×Table 3.1 � Synthèse des prinipales aratéristiques des méthodes d'évaluation de la fontion de valeur.Chaque méthode est ii vue omme un hoix possible pour la phase d'évaluation de la politique dans unshéma d'itération sur les politiques à l'itération k. La politique à évaluer, notée πk+1, est la politiquegloutonne par rapport à la valeur préédente V̂k ou Q̂k.de valeur en diretion de e gradient, ave un ertain pas d'apprentissage qui peut être déliat à régler.LSPE(λ) (Nedi¢ et Bertsekas, 2003), quant à lui, minimise ette somme par une résolution standard auxmoindres arrés (et répète lui aussi l'opération pour haque t de 0 à T ). Le alul est e�etué de façoninrémentale pour éviter de devoir résoudre un système linéaire à haque itération. TD(λ) et LSPE(λ)réalisent don tous deux des appliations répétées de ΠDπ
Tλ, es appliations étant approhées de deuxfaçons di�érentes. En�n, l'algorithme AλPI (Bertsekas et Tsitsiklis, 1996) réalise la même résolution auxmoindres arrés que LSPE(λ), mais dans un ontexte d'itération sur les politiques optimiste. Il résoutle système aux moindres arrés seulement une fois, à la �n de la trajetoire, 'est-à-dire pour t = Tuniquement. Il applique don ΠDπ

Tλ une seule fois (de façon approhée). Puis il alule la politiquegloutonne par rapport à la fontion de valeur obtenue, génère une nouvelle trajetoire ave ette politiqueet reommene le proessus.Caluler une politiqueParmi les algorithmes mentionnés dans e hapitre, ertains sont onçus pour s'insérer dans unontexte d'itération sur les politiques et d'autres se onentrent d'abord sur l'évaluation de la politique.Les prinipales aratéristiques de es algorithmes sont mentionnées dans le tableau 3.1.TD(λ), LSTD(λ), LSPE(λ) et AλPI sont obligatoirement on-poliy : ils estiment la fontion de valeurà partir d'une trajetoire générée ave la politique à évaluer. De e fait, il peut être déliat d'utiliser esalgorithmes dans un shéma d'itération sur les politiques. Ave LSPI, on peut se passer de trajetoiresomplètes générées ave la politique à évaluer ar seule la transition immédiate est prise en omptedans LSTDQ et LSBRQ. Les états préédemment visités sont oubliés, ontrairement à TD(λ), LSTD(λ),LSPE(λ) et AλPI où un paramètre λ ontr�le l'éligibilité de haque état. L'inonvénient est qu'en l'absenedu paramètre λ, on ne béné�ie plus d'un ompromis biais-variane réglable. Il serait possible de dé�nirLSTDQ(λ) omme étant LSTD(λ) ave des fontions de valeurs Q, mais on perdrait le �té o�-poliy : ilfaudrait ette fois utiliser des trajetoires omplètes générées ave la politique ourante. L'approhe quenous proposons dans le hapitre suivant ajoute un ompromis biais-variane à LSPI via le paramètre λde λPI, tout en ontinuant à itérer sur les politiques de manière o�-poliy.
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Chapitre 4LSλPI : Optimisme et ompromisbiais-variane pour le ontr�le optimalDans le hapitre préédent, nous avons présenté quelques algorithmes de la littérature pour évaluerune politique : TD(λ) (Sutton et Barto, 1998), LSTD (Bradtke et Barto, 1996), LSTD(λ) (Boyan, 2002),LSPE(λ) (Yu et Bertsekas, 2009), ou aluler une politique : AλPI (Bertsekas et Io�e, 1996) et LSPI (La-goudakis et Parr, 2003). Nous développons dans e hapitre une nouvelle approhe qui herhe à regrouperplusieurs aratéristiques intéressantes de es algorithmes.� Seond ordre : nous souhaitons que les informations des éhantillons soient exploitées de façone�ae par l'algorithme, par opposition à TD(λ).� Itération sur les politiques : nous nous intéressons à itérer sur les politiques et non à évaluerune politique �xée.� Optimisme : nous voulons pouvoir hanger de politique avant d'avoir entièrement évalué la poli-tique ourante, a�n de réduire la variane de l'estimation omme le fait AλPI (Bertsekas et Io�e,1996).� Compromis biais-variane : un ompromis biais-variane réglable par le paramètre λ permetd'améliorer la qualité de l'estimation dans AλPI, TD(λ), LSTD(λ) et LSPE(λ). (Dans le as deAλPI, le paramètre λ permet également de régler l'optimisme.)� Évaluation o�-poliy : dans LSPI, la politique peut être évaluée à l'aide d'éhantillons individuelsd'horizon 1. Des trajetoires omplètes ne sont pas néessaires et ela permet d'évaluer les politiquesde manière o�-poliy. On peut itérer sur les politiques sans avoir à regénérer des éhantillons lorsquela politique hange. Dès lors qu'elles utilisent un paramètre λ pour faire un ompromis biais-variane,les approhes de l'état de l'art telles que LSTD(λ), LSPE(λ) et AλPI ont besoin d'estimer la valeurde la politique de façon on-poliy, en utilisant des trajetoires générées ave la politique à évaluer.Après avoir évoqué des aratéristiques qui nous ont paru intéressantes dans les algorithmes de lalittérature (itération sur les politiques, optimisme, ompromis biais-variane, évaluation du seond ordre,o�-poliy et don possibilité d'itérer sur les politiques sans regénérer des éhantillons), nous pouvonsdire de l'algorithme que nous allons présenter, Least-Squares λ Poliy Iteration (LSλPI), qu'il est ànotre onnaissane le premier à toutes les posséder. LSλPI peut être vu omme une généralisation deLSPI ave un paramètre λ qui établit un ompromis biais-variane et ajoute de l'optimisme, omme uneversion o�-poliy de λPI, ou omme une version ave itération sur les politiques optimiste et o�-poliyde LSPE(λ).4.1 L'algorithme LSλPIPour mettre au point notre approhe, nous nous sommes intéressés en partiulier à l'algorithme
λPI (Bertsekas et Io�e, 1996). Rappelons que dans λPI, un paramètre λ ∈ [0, 1] permet d'e�etuerune évaluation optimiste de la politique ourante, 'est-à-dire de hanger de politique avant de l'avoirentièrement évaluée. Lorsque λ < 1, un biais dû à ette évaluation inomplète dégrade la vitesse de



62 Chapitre 4. LSλPI : Optimisme et ompromis biais-variane pour le ontr�le optimalonvergene asymptotique. Dans le as exat, omme on ne fait pas d'estimation à l'aide d'éhantillons,le paramètre λ n'a que peu d'utilité ar rien ne vient ompenser e biais : la onvergene asymptotiqueest plus lente et il n'y a pas de ontrepartie. En pratique, omme nous l'avons vu au hapitre 2, 'estalors Modi�ed Poliy Iteration, plus simple que λPI, qui induit une meilleure vitesse de onvergene.C'est dans le as approhé, lorsque la fontion de valeur est approximative et qu'elle est estimée àl'aide d'éhantillons, que diminuer λ va s'avérer intéressant. D'abord, le fait que la vitesse de onvergeneasymptotique se dégrade lorsque λ < 1 va s'avérer peu pénalisant dans la mesure où, dans le as approhé,on ne peut en général pas atteindre une politique optimale. La vitesse de onvergene asymptotique estdon ii un ritère moins ruial. Ensuite, nous avons vu dans le hapitre 3 que l'estimation qui estalulée par λPI à partir des éhantillons a une ertaine variane qui peut être diminuée grâe à λ.4.1.1 Idée généraleDans LSPI (Lagoudakis et Parr, 2003), le veteur wk+1 est alulé à haque itération de manière à eque Φwk+1 approhe la fontion de valeur de πk+1, 'est-à-dire le point �xe de Tπk+1
. En d'autres termes,que e soit via LSTDQ ou LSBRQ, LSPI détermine un wk+1 qui véri�e

Tπk+1
Φwk+1 ≃ Φwk+1.La démarhe que nous proposons ii, intitulée Least-Squares λ Poliy Iteration (LSλPI) onsiste à géné-raliser LSPI en y ajoutant le paramètre λ de λPI. Comme dans LSPI, nous onsidérons uniquement desfontions de valeurs dé�nies sur l'espae des ouples états-ations. Rappelons que l'opérateurMk (dé�ni àl'équation 1.5 page 26 pour les fontions de valeur V) orrespond à une évaluation amortie de l'opérateurde Bellman Tπk+1

. Redé�nissons Mk dans le as des fontions de valeurs Q :
MkQ = (1− λ)Tπk+1

Qk + λTπk+1
Q. (4.1)On peut remarquer dans les algorithmes 4 et 6 (pages 25 et 26) que la seule di�érene entre PoliyIteration et λPI en version exate est l'opérateur dont on alule le point �xe : il s'agit de l'opérateur deBellman Tπk+1

dans le as de Poliy Iteration, et de l'opérateur Mk dans le as de λPI. L'idée de LSλPIest don de reherher non pas le point �xe de Tπk+1
, mais elui de l'opérateur plus général Mk. Il s'agitdon de déterminer un wk+1 tel que

MkΦwk+1 ≃ Φwk+1.Ainsi, on ne herhe plus à estimer la valeur Qπk+1 , mais le veteur Qk+1 que λPI alulerait en versionexate. LSPI devient un as partiulier de LSλPI pour lequel λ = 1. LSPI possède plusieurs aratéris-tiques intéressantes que LSλPI onserve naturellement : l'éhantillonnage e�ae (il s'agit d'une méthodedu seond ordre), l'évaluation o�-poliy de la fontion de valeur, qui permet de réutiliser les mêmes éhan-tillons malgré les hangements de politique, et le fait que le modèle du PDM soit optionnel mais puisseêtre exploité s'il est disponible. LSλPI ajoute à ela les aratéristiques de λPI disutées plus haut : leompromis biais-variane, qui peut améliorer la qualité de l'estimation, et l'évaluation optimiste de lafontion de valeur.4.1.2 Méthode de projetion du point �xe : LSλTDQPour aluler wk+1, nous avons vu que LSPI pouvait utiliser deux méthodes standards, la méthode deprojetion du point �xe (LSTDQ) ou la méthode de minimisation du résidu quadratique (LSBRQ). Cesméthodes sont dérites par exemple par Shokneht (2002); Munos (2003); Lagoudakis et Parr (2003).Nous les généralisons ii au as de LSλPI.Comme MkQ̂k+1 n'est pas dans l'espae dé�ni par les fontions de base en général, le prinipe dela méthode du point �xe (LSλTD) est de lui appliquer une projetion orthogonale. On herhe don lafontion de valeur approximative Q̂k+1 = Φwk+1 qui véri�e
Q̂k+1 = ΠDMkQ̂k+1 (4.2)où ΠD est une projetion orthogonale sur l'espae d'approximation, dé�nie par Π = Φ(ΦTDΦ)−1ΦTD.

D = Dµ représente la matrie diagonale de taille |S||A| dont les termes sont les poids de la projetion,



4.1. L'algorithme LSλPI 63notés µ(s, a), où µ est une distribution de probabilités sur S × A. En développant l'équation (4.2) et enutilisant de la dé�nition de Mk (équation (4.1)), on obtient
Φwk+1 = Φ(ΦTDµΦ)

−1ΦTDµ[R+ (1 − λ)γPπk+1
Φwk + λγPπk+1

Φwk+1]

ΦTDµΦwk+1 = ΦTDµ[R+ (1− λ)γPπk+1
Φwk + λγPπk+1

Φwk+1]

0 = ΦTDµ[R+ (1− λ)γPπk+1
Φwk + λγPπk+1

Φwk+1 − Φwk+1].Ainsi, wk+1 est la solution du système linéaire Aw = b, de taille p× p (rappelons que p est le nombre defontions de base), ave
A = ΦTDµ(Φ− λγPπk+1

Φ) et b = ΦTDµ(R+ (1− λ)γPπk+1
Φwk).Lorsque le nombre d'états est élevé, A et b ne peuvent pas être alulés diretement, même si un modèledu PDM est disponible. Cependant, en développant la struture de A et b, on remarque que eux-ipeuvent être exprimés sous la forme d'une espérane :

A =
∑

s∈S

∑

a∈A

µ(s, a)φ(s, a)
∑

s′∈S

P (s, a, s′)

(
φ(s, a)− λγφ(s′, πk+1(s

′))

)T

= E(s,a)∼µ,s′∼P (s,a,·)

[
φ(s, a)

(
φ(s, a)− λγφ(s′, πk+1(s

′))

)T
]
,

b =
∑

s∈S

∑

a∈A

µ(s, a)φ(s, a)
∑

s′∈S

P (s, a, s′)

(
R(s, a, s′) + (1 − λ)γφ(s′, πk+1(s

′))Twk

)

= E(s,a)∼µ,s′∼P (s,a,·),r′=R(s,a,s′)

[
φ(s, a)

(
r′ + (1 − λ)γφ(s′, πk+1(s

′))Twk

)]
.On peut alors les estimer à partir d'un ensemble de L éhantillons de la forme (s, a, r′, s′), ave (s, a) ∼ µ,

s′ ∼ P (s, a, ·) et r′ = R(s, a, s′). A�n de simpli�er l'ériture des estimations, nous allons en fait estimer
LA et Lb, e qui ne hangera pas la solution trouvée étant donné que l'on souhaite résoudre le systèmelinéaire Aw = b. Notons Ã et b̃ les estimations de LA et Lb basées sur les éhantillons. Pour haqueéhantillon (s, a, r′, s′) onsidéré, on met à jour Ã et b̃ ave

Ã ← Ã+ φ(s, a)

(
φ(s, a) − λγφ(s′, πk+1(s

′))

)T

,

b̃ ← b̃+ φ(s, a)

(
r′ + (1 − λ)γφ(s′, πk+1(s

′))Twk

)
.Si la distribution des éhantillons orrespond à µ, alors Ã et b̃ sont bien des estimateurs non biaisésde A et b. Après avoir ainsi estimé LA et Lb à partir d'une soure d'éhantillons, on résout le système

Ãwk+1 = b̃ pour aluler le veteur de paramètres wk+1 qui aratérise la fontion de valeur Q̂k+1.L'algorithme 18 (LSλTDQ) résume ette méthode de projetion du point �xe. On peut failementvéri�er que, lorsque λ = 1, on retrouve bien LSTDQ. Comme dans LSTDQ, si un modèle du PDMest disponible, on peut exploiter ette onnaissane. Les éhantillons se résument alors à des ouplesétats-ations (s, a) et la mise à jour de Ã et b̃ devient
Ã ← Ã+ φ(s, a)

(
φ(s, a)− λγ

∑

s′∈S

P (s, a, s′)φ(s′, πk+1(s
′))

)T

,

b̃ ← b̃+ φ(s, a)
∑

s′∈S

P (s, a, s′)

(
R(s, a, s′) + (1− λ)γφ(s′, πk+1(s

′))Twk

)
.
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Algorithme 18 LSλTDQ
π : politique à évaluer
Ã← 0, b̃← 0pour haque éhantillon (s, a, r′, s′) faire
Ã← Ã+ φ(s, a)

(
φ(s, a)− λγφ(s′, π(s′))

)T

b̃← b̃+ φ(s, a)
(
r′ + (1− λ)γφ(s′, π(s′))

)T
wk�n pour

w ← Ã−1b̃retourner w

Rés
idu quad

rat
ique

Distance au point fixe projeté

Figure 4.1 � Représentation shématique des deux méthodes. LSλTDQ herhe la fontion de valeurapprohée qui est le point �xe de Mk suivi d'une projetion sur l'espae des fontions de valeur approxi-matives, alors que LSλBRQ herhe la fontion de valeur qui minimise la distane entre elle-même et uneappliation de l'opérateur Mk.



4.1. L'algorithme LSλPI 654.1.3 Méthode de minimisation du résidu quadratique : LSλBRQPour aluler la fontion de valeur approximative Q̂k+1 = Φwk+1, on peut également proposer laméthode de minimisation du résidu quadratique, généralisée au as λ ≤ 1. Considérons l'équation (géné-ralisée) de Bellman Qk+1 = MkQk+1 et le résidu de Bellman dé�ni par
Q̂k+1 −MkQ̂k+1.On herhe à minimiser la norme quadratique de ette quantité, pondérée là aussi par une distribution

µ :
‖Q̂k+1 −MkQ̂k+1‖µ,2.On herhe don un veteur wk+1 qui minimise

‖Φwk+1 − (1− λ)Tπk+1
Φwk − λTπk+1

Φwk+1‖µ,2
= ‖Φwk+1 − (1− λ)(R + γPπk+1

Φwk)− λ(R+ γPπk+1
Φwk+1)‖µ,2

= ‖Φwk+1 −R− (1 − λ)γPπk+1
Φwk − λγPπk+1

Φwk+1‖µ,2
= ‖(Φ− λγPπk+1

Φ)wk+1 −R− (1− λ)γPπk+1
Φwk‖µ,2

= ‖Ψwk+1 − c‖µ,2où Ψ = Φ − λγPπk+1
Φ et c = R+ (1 − λ)γPπk+1

Φwk. Ainsi, par une résolution standard aux moindresarrés, le veteur de paramètres wk+1 qui minimise le résidu quadratique véri�e (ΨTDµΨ)wk+1 = ΨTDµc.Notons A = ΨTDµΨ et b = ΨTDµc. Le problème revient alors à résoudre le système linéaire Aw = b, detaille p× p, ave
A = (Φ− λγPπk+1

Φ)TDµ(Φ− λγPπk+1
Φ),

b = (Φ− λγPπk+1
Φ)TDµ(R+ (1− λ)γPπk+1

Φwk).De manière analogue à LSλTD, la matrie A et le veteur b peuvent s'érire sous la forme d'une espé-rane :
A =

∑

s∈S

∑

a∈A

µ(s, a)
∑

s′∈S

P (s, a, s′)

∑

s′′∈S

P (s, a, s′′)

(
φ(s, a) − λγφ(s′′, πk+1(s

′′))

)(
φ(s, a) − λγφ(s′, πk+1(s

′))

)T

= E(s,a)∼µ,s′∼P (s,a,·),s′′∼P (s,a,·)[(
φ(s, a)− λγφ(s′′, πk+1(s

′′))

)(
φ(s, a)− λγφ(s′, πk+1(s

′))

)T
]
,

b =
∑

s∈S

∑

a∈A

µ(s, a)
∑

s′∈S

P (s, a, s′)
∑

s′′∈S

P (s, a, s′′)

(
φ(s, a) − λγφ(s′′, πk+1(s

′′))

)(
R(s, a, s′) + (1− λ)γφT(s′, πk+1(s

′))wk

)

= E(s,a)∼µ,s′∼P (s,a,·),r′=R(s,a,s′),s′′∼P (s,a,·)[(
φ(s, a)− λγφ(s′′, πk+1(s

′′))

)(
r′ + (1 − λ)γφT(s′, πk+1(s

′))wk

)]
.On peut don estimer la matrie A et le veteur b à partir d'éhantillons dont la distribution orrespondà µ. Comme l'espérane d'un produit est en général di�érente du produit des espéranes, on onstateii qu'il faut, de manière analogue à LSTD et LSPI (voir par exemple les travaux de Sutton et Barto(1998); Munos (2003); Lagoudakis et Parr (2003)), utiliser pour haque état s deux suesseurs s′ et s′′indépendants pour que l'estimation ne soit pas biaisée.



66 Chapitre 4. LSλPI : Optimisme et ompromis biais-variane pour le ontr�le optimalNotons haque éhantillon (s, a, r′, s′, s′′), où (s′, r′) et s′′ sont les résultats de deux réalisationsindépendantes de l'ation a depuis l'état s (la réompense obtenue ave l'état s′′ n'est pas néessaire). Làaussi, on note Ã et b̃ les estimations de LA et Lb respetivement, où L désigne le nombre d'éhantillons.Pour haque éhantillon (s, a, r′, s′, s′′), on met à jour les estimations Ã et b̃ omme suit :
Ã ← Ã+

(
φ(s, a) − λγφ(s′′, πk+1(s

′′))

)(
φ(s, a)− λγφ(s′, πk+1(s

′))

)T

,

b̃ ← b̃ +

(
φ(s, a)− λγφ(s′′, πk+1(s

′′))

)(
r′ + (1− λ)γφ(s′, πk+1(s

′))Twk

)
.LSλBRQ est dérit dans l'algorithme 19.Algorithme 19 LSλBRQ

π : politique à évaluer
Ã← 0, b̃← 0pour haque éhantillon (s, a, r′, s′, s′′) faire
Ã← Ã+

(
φ(s, a)− λγφ(s′′, π(s′′))

)(
φ(s, a)− λγφ(s′, π(s′))

)T

b̃← b̃+
(
φ(s, a)− λγφ(s′′, π(s′′))

)(
r′ + (1 − λ)γφ(s′, π(s′))Twk

)�n pour
w ← Ã−1b̃retourner wEn�n, si l'on dispose d'un modèle du PDM, les éhantillons peuvent se limiter à des ouples états-ations (s, a) et la mise à jour des estimations devient

Ã ← Ã+

(
φ(s, a)− λγ

∑

s′′∈S

P (s, a, s′′)φ(s′′, πk+1(s
′′))

)

(
φ(s, a)− λγ

∑

s′∈S

P (s, a, s′)φ(s′, πk+1(s
′))

)T

,

b̃ ← b̃+

(
φ(s, a) − λγ

∑

s′′∈S

P (s, a, s′′)φ(s′′, πk+1(s
′′))

)

∑

s′∈S

P (s, a, s′)

(
R(s, a, s′) + (1 − λ)γφ(s′, πk+1(s

′))Twk

)
.On notera que, lorsqu'un modèle du PDM est disponible, omme les éhantillons se limitent à desouples états-ations (s, a), la ontrainte de devoir générer les états et réompensenses suivants en doubledisparaît. Le reste de l'algorithme est identique au as de LSλTD : une fois LA et Lb estimés, on résoutle système linéaire Ãw = b̃ a�n d'obtenir la fontion de valeur Q̂k+1.Que e soit ave LSλTD ou LSλBR, il est possible d'utiliser la formule de Sherman-Morrison pourmaintenir à jour diretement une estimation de A−1 et ainsi réduire la omplexité du alul de Ã−1b̃. Lamise à jour de Ã est alors remplaée par̃

A−1 ← Ã−1 +
Ã−1uvTÃ−1

1 + vTÃ−1u
(4.3)ave, dans le as de LSλTDQ,

u = φ(s, a) et v = φ(s, a)− λγφ(s′, π(s′)),et, dans le as de LSλBRQ,
u = φ(s, a)− λγφ(s′′, π(s′′)) et v = φ(s, a) − γφ(s′, π(s′)).



4.1. L'algorithme LSλPI 67Synthèse des méthodes d'évaluation d'une politique πk+1Algorithme Critère minimisé Évaluation Compromis O�-poliy Éhantillonnaged'évaluation pour évaluer πk+1 optimiste biais-variane (λ) e�aeTD(0) V̂ = ΠDπ
T0V̂TD(λ)

V̂ = ΠDπ
TλV̂

×LSTD(λ) × ×LSPE(λ) × ×AλPI (phase
V̂ = ΠDπ

TλV̂k × × ×d'évaluation)LSTDQ Q̂ = ΠDT0Q̂ × ×LSλTDQ Q̂ = ΠDMkQ̂ × × × ×LSBRQ ‖Q̂− T0Q̂‖2 × ×LSλBRQ ‖Q̂−MkQ̂‖2 × × × ×Table 4.1 � Positionnement des deux méthodes d'évaluation de LSλPI (LSλTDQ et LSλBRQ) parrapport aux autres méthodes d'évaluation de la fontion de valeur. Chaque méthode est ii vue ommeun hoix possible pour la phase d'évaluation de la politique dans un shéma d'itération sur les politiquesà l'itération k. La politique à évaluer, notée πk+1, est la politique gloutonne par rapport à la valeurpréédente V̂k ou Q̂k. LSλPI peut être vu omme une implémentation o�-poliy de λPI, omme unegénéralisation optimiste de LSPI ave un paramètre λ, ou enore omme une version ave ontr�le o�-poliy de LSPE(λ).4.1.4 Least-Squares λ Poliy IterationAu �nal, LSλPI est résumé dans l'algorithme 20, pour le hoix d'une méthode (LSλTDQ ou LSλBRQ)et d'une règle de mise à jour des estimations (ave ou sans modèle).Algorithme 20 LSλPI
D ← ensemble d'éhantillons de la forme { (s, a, r′, s′) ave LSλTDQ

(s, a, r′, s′, s′′) ave LSλBRQ
k ← 0, w0 ← initialisation arbitrairerépéter
πk+1 ← glouton(Φwk)

wk+1 ←





LSλTDQ(D, πk+1)ouLSλBRQ(D, πk+1)
k ← k + 1jusqu'à ‖wk − wk−1‖∞ < ǫLSλPI est un algorithme utilisant le paramètre λ, qui évalue les politiques ave une méthode du seondordre, et qui itère sur les politiques. Dans la littérature, les travaux aux moindres arrés qui évaluentune politique �xée, omme LSTD(λ) (Boyan, 2002) et LSPE(λ), pourraient aussi être utilisés dans unontexte d'itération sur les politiques a�n de traiter des problèmes de ontr�le. La prinipale di�érenede LSλPI ave l'état de l'art est qu'il s'agit d'un algorithme optimiste : il ne néessite pas d'estimerla valeur de la politique gourmande, mais seulement de suivre sa diretion ave un pas ajustable selonla valeur de λ. L'illustration de la �gure 1.2 (page 28) est toujours valide dans le as des méthodes duseond ordre : LSλPI peut être vu omme une version optimiste de LSPI où l'on hange de politiqueavant que la phase d'évaluation de la politique ourante soit terminée. Par ailleurs, on peut onsidérerun algorithme d'itération sur les politiques qui se baserait sur LSPE(λ) pour évaluer haque politique.Aux détails d'approximation stohastique près, alors que l'évaluation via LSPE(λ) onsiste à appliquerl'opérateur Tλ une in�nité de fois pour évaluer la politique, LSλPI l'applique seulement une fois et hangede politique ensuite.



68 Chapitre 4. LSλPI : Optimisme et ompromis biais-variane pour le ontr�le optimalEn e sens, LSλPI est prohe de l'algorithme AλPI (Bertsekas et Io�e, 1996), présenté à la setion 3.4.3,où l'on applique une seule fois Tλ (de façon approximative) pour hanger de politique ensuite. Cependant,AλPI est on-poliy étant donné qu'il se fonde sur les mêmes méanismes que LSPE(λ). En e�et, l'appli-ation approximative de l'opérateur Tλ s'appuie sur l'équation TλVk = Vk +∆k ave LSPE(λ) et AλPI,alors qu'ave LSλPI, elle s'appuie sur l'équation TλVk = M∞
k Vk. Notre approhe permet, omme aveLSPI, d'évaluer les politiques de façon o�-poliy. Tous es algorithmes sont réapitulés dans le tableau 4.1.Revenons plus en détail sur les deux méthodes permettant de mettre à jour la fontion de valeurdans LSλPI : la méthode de projetion du point �xe (LSλTDQ) et la méthode de minimisation durésidu quadratique (LSλBRQ). Ces deux méthodes sont deux moyens de aluler Q̂k+1 en herhant àminimiser des ritères di�érents, et les solutions qu'elles trouvent sont en général di�érentes. Un as oùles deux approhes sont équivalentes est lorsque λ = 0 : en e�et, on peut voir que les estimations Ã et

b̃ sont alors onstruites de la même manière. L'algorithme revient dans e as à e�etuer Fitted ValueIteration ave régression linéaire, une version approximative de Value Iteration (Szepesvári et Munos,2005). Dans le as partiulier où λ = 1, e qui orrespond aux évaluations faites par LSPI, LSTDQsemble donner de meilleurs résultats (Lagoudakis et Parr, 2003). De plus, sur ertains exemples, onpeut montrer que LSBRQ ne alule pas la bonne solution alors que LSTDQ le fait (Sutton et al., 2009).Cependant, Shokneht (2002) a montré que LSTDQ est moins stable numériquement. En e�et, la matrie
A orrespondant à LSTDQ peut être singulière.4.1.5 Cas possible d'une erreur non ontr�léeDisutons maintenant de la onvergene de LSλPI. Notons que omme LSλPI est une version approxi-mative de λPI, la garantie de performane du théorème 1 (page 44) s'applique. En e�et, nous avons vuau hapitre 2 que λPI est un as partiulier de Uni�ed Poliy Iteration. Cette garantie de performanes'applique lorsque l'erreur d'approximation ǫk est bornée à haque itération. Elle établit que sous etteondition, la distane de la valeur de politique obtenue par rapport à la valeur optimale est bornée. Àl'inverse, si l'erreur d'approximation n'est pas ontr�lée et augmente à haque itération, il se peut quel'algorithme diverge. Nous étudions ii un as où l'algorithme peut diverger selon les valeurs de λ et γ.Nous nous intéressons à un exemple simple tiré de Bertsekas et Tsitsiklis (1996, page 334), sur lequelles auteurs montrent, dans le as de Fitted Value Iteration (λ = 0), que l'estimation de la fontionde valeur peut diverger pour ertaines valeurs de γ, alors même que la apaité d'approximation del'arhiteture linéaire permet de représenter exatement la fontion de valeur ible. Nous nous intéressonsdans e qui suit à la onvergene des deux méthodes d'évaluation que LSλPI peut employer (LSλTDQ etLSλBRQ), et nous onsidérons les autres valeurs de λ (rappelons que, lorsque λ = 0, les deux méthodessont équivalentes).On onsidère un système non ontr�lé ave 2 états, de sorte que les fontions de valeurs sont dé�niesuniquement sur l'espae d'états. La matrie de transition est donnée par

P =

(
0 1
0 1

)
.L'état 2 est absorbant et les réompenses sont 0. On a don Q(1) = Q(2) = 0. On onsidère un approxi-mateur linéaire ave Φ = (1 2)T. Ii, la valeur peut être représentée exatement par l'espae hoisi.Méthode du point �xe projeté (LSλTDQ)Dans le as de LSλTDQ, l'évolution des poids est régie par l'équation

wk+1 = (I − λγ(ΦTΦ)−1ΦTPΦ)−1(1 − λ)γ(ΦTΦ)−1ΦTPΦwk.On suppose ii que les éhantillons sont distribués uniformément, 'est-à-dire Dµ = I. On a ΦTΦ = 5et don (ΦTΦ)−1ΦT = (1/5 2/5). Comme PΦ = (2 2)T, on en déduit que (ΦTΦ)−1ΦTPΦ vaut 6/5.Autrement dit, on a
wk+1 = αTDwk
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Figure 4.2 � Méthode LSλTDQ. Gauhe : |αTD| en fontion de λ et γ. Droite : domaine où |αTD| < 1.
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Figure 4.3 � Méthode LSλBRQ. Gauhe : |αBR| en fontion de λ et γ. Droite : domaine où |αBR| < 1.ave
αTD =

(1− λ)65γ

1− λ6
5γ

.L'algorithme onverge vers la solution si et seulement si |αTD| < 1. Ce oe�ient admet des singularités :pour λγ prohe de 5/6, il tend vers ±∞. La �gure 4.2 donne une représentation graphique de la valeurabsolue de e oe�ient en fontion de λ et γ, ainsi que le domaine où e oe�ient a un module inférieurà 1.Méthode du résidu quadratique (LSλBRQ)Ave LSλBRQ, l'évolution des poids est régie par l'équation
wk+1 = (ΨTΨ)−1ΨT(1− λ)γPΦwkave Ψ = Φ−λγPΦ = (1−2λγ, 2−2λγ)T. Ainsi ΨΨT = (1−2λγ)2+(2−2λγ)2, quantité qui est toujoursstritement supérieure à 1/2. Comme PΦ = (2 2)T, on en déduit que ΨTPΦ = 6− 8λγ. Au �nal, on a

wk+1 = αBRwkave
αBR =

(1− λ)γ(6 − 8λγ)

(1− 2λγ)2 + (2− 2λγ)2
.La �gure 4.3 donne omme préédemment une représentation graphique de la valeur absolue de e o-e�ient en fontion de λ et γ, ainsi que le domaine où e oe�ient a une valeur absolue inférieure à1.
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Figure 4.4 � |αBR|
|αTD| en fontion de λ et γ.ComparaisonOn observe que, sur l'exemple étudié, la région où LSλBRQ onverge est stritement plus grande queelle de LSλTDQ. En partiulier, pour toute valeur de γ, le hoix parmi les valeurs de λ est plus grandpour LSλBRQ que pour LSλTDQ. On notera également que, pour la valeur limite γ = 5/6, LSλTDQ neonverge que si l'on prend λ = 1. En�n, dans le as où les deux méthodes onvergent, on peut voir surle graphique de la �gure 4.4, où nous avons traé la ourbe |αBR|

|αTD| en fontion de λ et γ, que LSλBRQonverge toujours plus vite que LSλTDQ.4.2 ExpérienesNous avons introduit l'algorithme LSλPI, qui ajoute à LSPI (Lagoudakis et Parr, 2003) le aratèreoptimiste et la possibilité de faire un ompromis biais-variane de λPI (Bertsekas et Io�e, 1996), et nousavons disuté de sa validité de manière théorique en donnant une garantie de onvergene sous ertainesonditions (théorème 1). Nous venons également de voir que, dans le as de l'évaluation d'une politique�xée, le hoix de λ peut in�uer sur la onvergene ou non de l'algorithme.Nous présentons maintenant quelques expérienes sur un problème d'itération sur les politiques a�n demontrer l'intérêt de LSλPI d'un point de vue expérimental. Etant donné que LSλPI est une généralisationde LSPI, nous avons réalisé des expérienes sur un problème d'optimisation de politique préédemmentétudié par Lagoudakis et Parr (2003) dans le adre de LSPI. Il s'agit d'un PDM de type haîne d'étatsdans lequel on onnaît la fontion de valeur optimale exate, de sorte à pouvoir failement évaluer lesperformanes obtenues. Dans le hapitre 6, nous donnerons également des résultats sur le jeu de Tetris,qui est un problème plus di�ile et à grand espae d'états et qui a également été traité par Lagoudakiset Parr (2003) ave LSPI.La �gure 4.5 représente le PDM simple onsidéré par Lagoudakis et Parr (2003) pour illustrer leomportement de LSPI. Il s'agit d'une haîne de 20 états ave deux ations possibles : gauhe (L) oudroite (R). Chaque ation envoie dans la bonne diretion ave une probabilité de 0, 9, et dans la diretionopposée ave une probabilité de 0, 1. Lorsque l'agent arrive à un des deux états aux extrémités de lahaîne, il obtient une réompense de 1. Dans tous les autres états, il obtient une réompense nulle. Ilest lair que la politique optimale est elle qui onsiste à aller vers la gauhe depuis les états situésdans la moitié gauhe de la haîne, et vers la droite depuis les autres. La fontion de valeur optimalepeut être alulée failement et de manière exate. Ainsi, lors de nos expérienes, on pourra traer laourbe représentant la distane entre la valeur ourante et la valeur optimale (pour mesurer la qualitéde l'approximation), et la distane entre la valeur de la politique ourante et la valeur optimale (pourmesurer la qualité de la politique obtenue).Dans es expérienes, on n'utilisera pas la onnaissane du modèle du PDM (transitions et réom-
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Figure 4.5 � Le PDM étudié, représenté ii ave 5 états (nos expérienes omportent 20 états). Chaqueation (L ou R) envoie dans la bonne diretion ave une probabilité de 0, 9 et dans la diretion opposéeave une probabilité de 0, 1. Les deux extrémités omportent une réompense de 1.penses). Comme Lagoudakis et Parr (2003), nous avons testé deux jeux de fontions de base pour re-présenter l'espae d'états. Le premier est un ensemble de fontions de base polyn�miales répétées pourhaune des deux ations :

φ(s, a) =




1a=L × 1
1a=L × s
1a=L × s2

1a=R × 1
1a=R × s
1a=R × s2


où s est le numéro d'état (de 1 à 20), et 1a=X = 1 si a = X et 0 sinon. Le seond jeu de fontions estun ensemble de gaussiennes dont les moyennes sont distribuées uniformément sur l'espae d'états et dontla variane est dé�nie par σ = 4. Pour haque ation, on a 10 gaussiennes et un terme onstant, e quidonne un total de 22 fontions de base.In�uene de λNous avons observé que la onvergene de la fontion de valeur est plus di�ile lorsque le nombred'éhantillons est faible, ou lorsque γ est élevé ('est-à-dire lorsque l'horizon du problème est grand). Si lenombre d'éhantillons est su�samment important ou si γ est peu élevé, λ n'a que peu d'in�uene ar lavariane de l'estimation disutée préédemment pose moins de problèmes. Il est alors préférable d'utiliser

λ = 1 a�n de onverger plus rapidement. Dans les as de onvergene plus di�ile, on observe pluslairement une in�uene du paramètre λ. La �gure 4.6 représente la distane entre la fontion de valeurà haque itération et la fontion de valeur optimale, moyennée sur 10 exéutions ayant des ensemblesd'éhantillons di�érents, et e pour plusieurs valeurs de λ. Les ensembles d'éhantillons omportent desépisodes de 200 états visités ave la politique qui hoisit une ation aléatoire uniformément. La méthodeutilisée est LSλTDQ dans le graphique du haut, et LSλBRQ dans le graphique du bas. Dans les deuxas, on utilise l'approximateur gaussien et γ = 0.95. Comme attendu, on observe que pour λ < 1,l'approximation est meilleure ar la variane de l'estimation est réduite. En ontrepartie, un plus grandnombre d'itérations est néessaire pour atteindre ette bonne approximation. En e�et, omme disutépréédemment, utiliser une valeur de λ inférieure à 1 introduit un biais dans la mesure où on ne herheplus à s'approher le plus possible de la valeur de la politique ourante, mais seulement d'un ertain pasdans sa diretion. On remarquera que es ourbes sont similaires à elles de Kearns et Singh (2000) quiproposent une analyse théorique du ompromis biais-variane de TD(λ).On observe que pour λ = 1, au bout de quelques itérations seulement, la fontion de valeur esse des'améliorer et se met à osiller en restant relativement loin de l'optimal par rapport aux valeurs de λ infé-rieures. Les valeurs intermédiaires de λ o�rent le meilleur ompromis en donnant une bonne approxima-tion et ave un nombre d'itérations raisonnable. Sur la plupart des expérienes que nous avons e�etuées,LSλTDQ et LSλBRQ donnent des performanes similaires, ave un léger avantage pour LSλTDQ. Onobserve ainsi sur la �gure 4.6 qu'ave LSλBRQ, il y a plus de valeurs de λ pour lesquelles la fontion devaleur se stabilise trop rapidement, avant d'avoir atteint une bonne approximation. En pratique, LSλTDQsemble don un peu plus performant que LSλBRQ étant donné qu'il donne de bons résultats pour un plus
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0 20 40 60 80 100 120 140 160Figure 4.7 � Chaîne d'états : évolution de ‖Qπk−Q∗‖∞, distane entre la valeur de la politique ouranteet la valeur optimale, pour l'expériene de la �gure 4.6 ave LSλTDQ. On observe que la politique osilleave une fréquene qui augmente ave λ et elle onverge pour une valeur intermédiaire (λ = 0, 7).grand intervalle de valeurs de λ. Cependant, il peut en théorie poser des problèmes de stabilité numériquedans ertains as (voir setion 4.1.4), bien que nous n'ayons pas renontré de tels problèmes au ours denos expérienes.On remarque également, surtout dans le as de LSλBRQ, qu'il serait intéressant d'utiliser une valeurdéroissante de λ. En e�et, dans les premières itérations, une valeur de λ prohe de 1 permet de s'approherrapidement de la fontion de valeur optimale, puis au fur et à mesure des itérations, les valeurs de λ pluspetites onduisent à une meilleure approximation.Par ailleurs, on onstate que lorsque la fontion de valeur ne onverge pas, la politique osille aveune fréquene qui augmente ave λ. Cela se produit lorsqu'il y a un yle dans la séquene des politiques.On peut observer e phénomène sur la �gure 4.7, qui représente ‖Qπk − Q∗‖∞ pour l'expériene de la�gure 4.6 ave LSλTDQ. Pour les petites valeurs de λ, la politique osille lentement ar LSλPI réalisedes petits pas. Lorsque λ augmente, les osillations sont plus rapides puisque les pas sont plus importants(voir la vue intuitive de la �gure 1.2, page 28). Il est intéressant de onstater qu'il y a ensuite des valeursintermédiaires de λ pour lesquelles la politique onverge (par exemple λ = 0, 7). En�n, pour les grandesvaleurs de λ, la politique ne onverge plus et osille à nouveau, ave une fréquene plus importante. Lapossibilité d'utiliser λ pour stabiliser la politique est d'autant plus intéressante ar on peut montrer quelorsque la politique a onvergé, le oe�ient 2γ
(1−γ)2 du théorème 1 (page 44), qui traduit l'erreur relativede la fontion de valeur ourante par rapport à la fontion de valeur optimale, est réduit d'un fateur

1− λγ.Cas d'une politique �xéeLa �gure 4.8 représente une expériene où la onvergene est moins di�ile que sur l'exemple préédentar γ = 0, 9 (les autres paramètres sont inhangés et les éhantillons sont les mêmes). On s'intéresse iià LSλTDQ uniquement, où l'on observe un phénomène qui n'apparaît pas ave LSλBRQ. Le graphiquedu haut indique la qualité de la politique ourante : il représente, omme sur la �gure 4.7, la distaneentre la valeur de la politique ourante et la valeur optimale. On remarque que la politique onverge,exepté dans le as où λ = 1. Le graphique du bas représente, omme préédemment, la distane entrela fontion de valeur approximative ourante et la fontion de valeur optimale. A partir de l'itération 40environ, la politique à évaluer devient la même pour toutes les valeurs de λ pour lesquelles la politique aonvergé. Il semble alors, d'après le graphique, que l'estimation de la fontion de valeur onverge vers lamême quantité quelle que soit la valeur de λ.Nous pouvons en e�et véri�er analytiquement que, lorsque la politique est �xée et que LSλTDQonverge, elle onverge vers une valeur qui ne dépend pas de λ. Ce n'est pas le as de LSλBRQ en
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4.2. Expérienes 75général. En utilisant la dé�nition de Mk (équation 1.5), le fait que Q̂k+1 = Q̂k et que πk+1 = πk, on a
Q̂k+1 = ΠDMkQ̂k+1 = ΠD((1 − λ)Tπk+1

Q̂k+1 + λTπk+1
Q̂k+1) = ΠDTπk+1

Q̂k+1.Ainsi, Q̂k+1 onverge vers le point �xe de ΠDTπk+1
, qui ne dépend pas de λ. On pourrait alors penserque λ est inutile dans LSλTDQ, mais rappelons que e n'est qu'en as de onvergene de la politique etde la fontion de valeur que ette dernière esse de dépendre de λ. Or, nous avons vu que 'est justementle réglage de λ qui peut permettre d'obtenir la onvergene ou non. Cette propriété suggère que le hoixde λ est plus di�ile dans le as de LSλBRQ étant donné qu'il in�ue non seulement sur la onvergene,mais aussi sur la fontion de valeur obtenue après onvergene de la politique.ConlusionNous avons proposé dans e hapitre LSλPI, une implémentation du seond ordre de λPI (Bertsekaset Io�e, 1996). Notre algorithme généralise LSPI (Lagoudakis et Parr, 2003) en y ajoutant l'évaluationoptimiste de λPI. LSλPI est à notre onnaissane le premier algorithme qui umule les quatre aratéris-tiques suivantes : l'utilisation d'un paramètre λ qui règle un ompromis biais-variane lors de l'estimationde la fontion de valeur, l'évaluation optimiste de la politique, l'approximation par une méthode du se-ond ordre pour exploiter les éhantillons de manière e�ae et l'itération sur les politiques o�-poliy.Il onserve les avantages de LSPI : le modèle du PDM n'est pas requis (mais il peut être intégré s'il estonnu), et il n'est pas néessaire de générer de nouvelles trajetoires d'éhantillons à haque fois que lapolitique hange.Nous avons présenté des résultats expérimentaux qui on�rment l'in�uene de λ sur la qualité de l'ap-proximation et la performane des politiques générées. Nos résultats empiriques sur un problème simple,préédemment traité par LSPI (Lagoudakis et Parr, 2003), montrent que les valeurs de λ intermédiaires(di�érentes de 0 et 1) peuvent donner de meilleurs résultats en pratique lorsque le nombre d'éhantillonsest limité. Dans le hapitre 6, nos expérienes sur le problème de Tetris on�rmeront qu'un réglage in-termédiaire de λ permet d'améliorer l'e�aité de l'éhantillonnage. Cela peut s'avérer intéressant dansdes appliations d'apprentissage où le nombre d'éhantillons disponibles est restreint.Cependant, ave LSλPI, omme ave les autres algorithmes du seond ordre et eux utilisant unparamètre λ, un problème qui reste posé est de savoir quelle méthode d'estimation hoisir (LSλTDQ ouLSλBRQ) et omment �xer la valeur de λ. λ peut en e�et avoir une in�uene ruiale sur la onvergeneou non de l'algorithme et sur les performanes obtenues. Les expérienes suggèrent qu'ave LSλTDQ, il ya une plus grande plage de valeurs de λ qui permettent d'obtenir de bonnes performanes. Cela on�rmela tendane selon laquelle LSλTDQ donnerait des résultats légèrement meilleurs en pratique. Conernantle hoix de λ, nous remarquons qu'une valeur déroissante de λ peut o�rir le meilleur ompromis entrela vitesse de onvergene et la qualité de l'estimation. Kearns et Singh (2000) proposent une méthodeanalytique pour déterminer la valeur optimale de λ à haque itération dans le as de TD(λ). Il seraitintéressant d'étudier une approhe similaire pour LSλPI.
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Troisième partieEtude de as : le jeu de Tetris





Chapitre 5Etat de l'art des travaux sur TetrisNous avons jusqu'ii étudié les aspets théoriques de l'apprentissage par renforement pour les pro-blèmes à grands espaes d'états. Dans ette partie, nous allons nous intéresser en détail à une appliationpartiulière qui est le jeu de Tetris. Ce problème à grand espae d'états a été onsidéré par de nombreuxalgorithmes de la littérature d'apprentissage par renforement mais aussi par des approhes d'optimisa-tion direte. Comme nous allons le voir, si les approhes d'apprentissage par renforement permettent dealuler une politique optimale sur une taille réduite du jeu, et parviennent à traiter la taille normale dujeu ave une relative e�aité, e sont des approhes d'optimisation direte de la politique et notammentdes algorithmes de type évolutionnaires qui atteignent les meilleures performanes sur la taille normaledu jeu. De plus, nos observations et nos résultats vont mettre en évidene le fait que dans un tel problème,la onnaissane qu'un expert du domaine peut apporter aux algorithmes a une in�uene signi�ative etpeut parfois s'avérer enore plus déisive sur les performanes que le hoix de l'algorithme lui-même.Dans e hapitre, nous présentons le problème de Tetris et nous dressons une revue des prinipauxtravaux qui s'y sont intéressés. Ces travaux inluent des approhes d'apprentissage par renforement, desapprohes d'optimisation direte et des algorithmes simplement réglés à la main. Nous développons enpartiulier deux approhes qui se sont montrées partiulièrement performantes sur Tetris : l'algorithme deDellaherie (Fahey, 2003), un ontr�leur réglé à la main mais doté d'une exellente onnaissane experte,et la méthode d'entropie roisée (Szita et L®rinz, 2006), une approhe évolutionnaire d'optimisationdirete de la politique.5.1 Le problème de TetrisTetris est un élèbre jeu vidéo réé en 1985 par Alexey Pajitnov. Le jeu se déroule sur une grille 2Dde taille 10 × 20 (10 olonnes et 20 lignes), où des pièes de di�érentes formes tombent à une ertainevitesse du haut de la grille les unes après les autres (voir �gure 5.1). Le joueur doit hoisir où il plaehaque pièe : il peut déplaer la pièe horizontalement et la faire pivoter. Lorsqu'une ligne horizontaleest pleine, elle-i est supprimée et toutes les ellules qui étaient au-dessus d'elle desendent d'une ligne.L'objetif est de supprimer un maximum de lignes avant que la partie ne soit terminée. La partie setermine lorsqu'il ne reste plus assez d'espae libre en haut de la grille pour plaer la pièe ourante. Onpeut trouver une spéi�ation détaillée de Tetris sur le site de Fahey (2003).Tetris a fait l'objet de plusieurs travaux de reherhe (la setion 5.2 en donne un aperçu). C'est unproblème di�ile malgré ses règles simples : il ontient un grand nombre de on�gurations (de l'ordrede 2200 ≃ 1060 états 7). De plus, on sait aujourd'hui que trouver une séquene de oups qui maximise lenombre de lignes est un problème NP-omplet, même dans le as où la séquene de pièes est onnue àl'avane (Demaine et al., 2003).Pour omparer la qualité de plusieurs joueurs arti�iels à Tetris, il est important de dé�nir unemesure de performane. Comme Tetris est un jeu stohastique, une mesure naturelle, onsidérée par tousles travaux dont nous avons onnaissane, est le nombre moyen de lignes réalisées par le joueur arti�iel7. Ce nombre est approximatif ar il inlut un ertain nombre de on�gurations impossibles (voir Fahey, 2003).
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(a) (b)Figure 5.1 � Une image du jeu de Tetris (a). Les sept pièes possibles (b)avant de perdre la partie. Cette mesure est toujours �nie : il a été montré que toute partie de Tetris setermine ave probabilité 1 (Burgiel, 1997).Comme la plupart des herheurs, nous nous intéressons à une version simpli�ée de Tetris. D'abord,nous onsidérons uniquement les ontr�leurs à une pièe, 'est-à-dire les joueurs arti�iels qui onnais-sent la on�guration de la grille et la pièe ourante uniquement. Un ontr�leur qui onnaît également laforme de la prohaine pièe, omme ela est le as dans le Tetris original, est appelé un ontr�leur à deuxpièes. Un tel ontr�leur est avantagé puisqu'il peut tirer parti de ette onnaissane supplémentaire pourprendre de meilleures déisions. Il est assez immédiat d'étendre des travaux sur des ontr�leurs à une pièepour onstruire des ontr�leurs à deux pièes. Des données expérimentales suggèrent que les performanesd'un ontr�leur sont ainsi améliorées de plusieurs ordres de grandeur (Fahey, 2003). Dans un soui desimpli�ation, nous nous foaliserons ii sur les ontr�leurs à une pièe.Pour un joueur humain, une des di�ultés de Tetris réside dans le fait que les pièes tombent re-lativement rapidement du haut de la zone de jeu : le peu de temps alloué rend parfois di�ile la prisede déision. Cette dimension du problème n'apparaît pas quand il s'agit de onstruire un ontr�leurinformatique. Les ontr�leurs que nous étudions dans nos expérienes sont apables de jouer 50 000 à100 000 oups par seonde sur une mahine de bureau atuelle. La hute progressive des pièes est donnégligeable par rapport à la vitesse à laquelle un ontr�leur est apable de prendre une déision. Commedans la majorité des travaux sur Tetris (Tsitsiklis et van Roy, 1996; Bertsekas et Tsitsiklis, 1996; Kakade,2001; Lagoudakis et al., 2002; Ramon et Driessens, 2004; Farias et van Roy, 2006; Szita et L®rinz, 2006),nous allons ignorer la hute des pièes et nous onentrer uniquement sur le ÷ur du problème, qui estde déider où plaer haque pièe qui se présente.5.2 Prinipales approhesDans la littérature, tous les travaux visant à onevoir des ontr�leurs pour Tetris se fondent sur unefontion d'évaluation. Dans un état donné du jeu ('est-à-dire la on�guration atuelle du mur etla pièe ourante), toutes les ations possibles ('est-à-dire le hoix d'une position et d'une orientationpour la pièe ourante) sont évaluées à l'aide de ette fontion (voir �gure 5.2). Le ontr�leur hoisit alorsl'ation qui a reçu la meilleure évaluation. L'évaluation est une note qui a pour but de disriminer lesations selon leur pertinene. On peut également réer un ontr�leur à deux pièes à partir d'une fontiond'évaluation (voir �gure 5.3).Ainsi, le problème de réer un joueur de Tetris revient à onevoir une bonne fontion d'évaluation.Idéalement, on voudrait que ette fontion fournisse des valeurs élevées pour les bonnes déisions, et defaibles valeurs pour les mauvaises. L'évaluation est en général une ombinaison de fontions de base,typiquement une somme pondérée (mais pas toujours, voir par exemple (Böhm et al., 2005)). Comme dansl'apprentissage par renforement, les fontions de base tentent de apturer les aratéristiques pertinentes
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État actuel
- mur
- pièce courante

Nouveau mur 1 Nouveau mur 2 Nouveau mur n

Essayer chaque action possible
(position horizontale + orientation)

Évaluation 1 Évaluation 2 Évaluation nFigure 5.2 � Prinipe d'un ontr�leur à une pièe. L'algorithme teste haque ation possible et l'évalueà l'aide d'une fontion d'évaluation, typiquement une ombinaison linéaire de fontions de base. L'ationqui reçoit la meilleure évaluation est e�etuée.
État actuel
- mur
- pièce courante

Second mur 1 Second mur 2 Second mur n

Essayer chaque action possible
(position horizontale + orientation)

Évaluation 1 Évaluation 2 Évaluation n

État suivant 1
- mur 1
- pièce p

État suivant 2
- mur 2
- pièce p

État suivant n
- mur n
- pièce p

Second mur m

Évaluation m

Essayer chaque
action possible

Essayer chaque
action possible

Essayer chaque
action possible

Figure 5.3 � Prinipe d'un ontr�leur à deux pièes. L'algorithme onnaît ii à l'avane la prohainepièe. Pour haque ation possible, on onnaît de façon déterministe l'état résultant (le mur et la nouvellepièe). On teste alors à nouveau sur et état toutes les ations possibles et on les évalue à l'aide de lafontion d'évaluation. La meilleure évaluation obtenue dé�nit l'ation qui est e�etuée.



82 Chapitre 5. Etat de l'art des travaux sur Tetrisdes ations et des états. Un exemple de fontion de base à Tetris est le nombre de trous 8 dans le murrésultant d'une déision. Son poids assoié est habituellement négatif : plus il y a de trous, plus l'évaluationest basse ar les trous empêhent de former des lignes.Conevoir un ontr�leur pour Tetris basé sur une fontion d'évaluation se fait généralement en deuxétapes. La première étape onsiste à hoisir un ensemble de fontions de base approprié, 'est-à-direapable d'extraire les informations pertinentes du jeu, et elle est habituellement aomplie par un expert.Le tableau 5.1 fournit une liste des fontions de base introduites et utilisées par les travaux dont nous avonsonnaissane. La seonde étape onsiste à déterminer le poids de haque fontion de base dans la sommepondérée. Dans la littérature, ette étape est faite manuellement (par un expert) ou automatiquement(par apprentissage par renforement ou par des tehniques d'optimisation). Nous présentons maintenantplus en détail les travaux les plus signi�atifs à notre onnaissane.5.2.1 Approhes par apprentissage par renforementIl est assez immédiat de modéliser le problème de Tetris omme un Proessus Déisionnel de Markov
< S,A, T, R, γ >. Un état s ∈ S omporte la on�guration omplète du mur ainsi que la pièe ouranteparmi les sept pièes possibles. Une ation a ∈ A est le hoix de la position où l'on plae la pièe ourante,'est-à-dire une orientation et une oordonnée horizontale. La réompense est le nombre de lignes réalisées.La fontion de transition T (s, a, s′) peut se déomposer en deux phases, l'une déterministe et l'autre nondéterministe. La première phase, déterministe, dé�nit le mur qui résulte de l'ation a, et la seonde phasegénère aléatoirement une nouvelle pièe ave une distribution uniforme parmi les pièes existantes. Lenouvel état s′ est alors onstitué par e nouveau mur et ette nouvelle pièe. La fontion de réompense
R(s, a, s′) est quant à elle déterministe puisque pour un état s donné, on peut déterminer à l'avanele nombre de lignes omplétées par toute ation a. Elle ne dépend pas de l'état s′. Il faut noter queles fontions de transitions et de réompense T et R sont onnues dans le as du problème de Tetris.En�n, nous avons vu que toute partie à Tetris se terminait néessairement (Burgiel, 1997), don on peutprendre un fateur d'atualisation γ = 1. A partir de ette modélisation, les résultats onernant les PDMs'appliquent au problème de Tetris : on sait qu'il existe une politique optimale à Tetris, et omme γ = 1,la fontion de valeur V π(s) d'un état représente le nombre de lignes moyen qui peuvent être réaliséesjusqu'à la �n de la partie en suivant la politique π.Plusieurs travaux de la littérature d'apprentissage par renforement ave approximation de fontiononsidèrent le jeu de Tetris. Certains d'entre eux sont mentionnés dans une revue de la littérature (Carr,2005). La fontion d'évaluation que l'on hoisit pour séletionner les ations (voir �gure 5.2) est ii lafontion de valeur, 'est-à-dire l'espérane du sore futur à partir de haque état. Ces algorithmes visentainsi à �xer les poids de manière à e que la somme des fontions de base approxime la fontion de valeur,omme nous l'avons vu dans les hapitres préédents. Comme le nombre d'états est très élevé, l'espaed'états est exploré à l'aide de simulations. La première approhe onernant Tetris dans e domainesemble être due à Tsitsiklis et van Roy (1996). Leurs travaux font appel à une version approximativede Value Iteration. Le ontr�leur obtenu utilise deux fontions de base (la hauteur maximale du muret le nombre de trous) et réalise un faible sore moyen (environ une trentaine de lignes). Cependant,leur travail a montré qu'utiliser une fontion de valeur paramétrée linéairement fontionne mieux que dehoisir simplement l'ation qui maximise la réompense immédiate (rappelons que elle-i est déterministeet onnue) : selon eux, la plupart du temps, ette méthode ne parvient pas à faire une seule ligne.Par la suite, Bertsekas et Io�e (1996) ont proposé l'algorithme λPI (voir la setion 1.2.4) et ontappliqué à Tetris sa version approximative AλPI telle que nous l'avons dérite à la setion 3.4.3). Lafontion de valeur est approhée par un ensemble de fontions de base plus élaboré (voir tableau 5.1), etelle est estimée à l'aide de simulations. Leur approhe permet d'atteindre un sore moyen de 3 200 lignessur 100 parties jouées. Cet ensemble de fontions de base a été réutilisé par la suite dans d'autres travauxdont deux d'apprentissage par renforement. Dans le premier, Kakade (2001) a appliqué la méthodeNatural Poliy Gradient et a mesuré un sore moyen d'environ 6 800 lignes par partie, sans ependantspéi�er sur ombien de parties ette moyenne a été réalisée. Dans le seond, Farias et van Roy (2006)8. Un trou est une ellule vide reouverte par une ellule pleine.8. Un puits est une suession de ases vides dans une olonne, telles que leurs deux ellules voisines à droite et à gauhesont oupées. Les puits profonds sont pénalisants ar ils forent à attendre une barre vertiale ou à faire des trous.
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Fontion de base Desription TsitsiklisetvanR
oy,1996

BertsekasetTsits
iklis,1996

Llima,2005 Lagoudakisetal.
,2002

Fahey,2003 Dellaherie(Fahe
y,2003)

RamonetDriesse
ns,2004

Böhmetal.,2005 ThieryetSherre
r,2009a

Hauteur maximale Hauteur maximale d'une olonne × × × × × ×Trous Nombre de ellules vides surmontées d'une ellulepleine × × × × × × × × ×Hauteur de olonne Hauteur de haque olonne × ×Di�érene de olonne Di�érene de hauteur entre haque paire de o-lonnes adjaentes × ×Hauteur d'arrivée Hauteur à laquelle la dernière pièe a été posée × × × ×Transitions Nombre de transitions plein-vide ou vide-pleinentre deux ellules voisines ×Profondeur des puits Somme des profondeurs des puits, sauf pour lespuits de profondeur 1 ×Trous pondérés Sorte de somme pondérée des trous (manque dedoumentation) ×Somme des di�érenes Somme des di�érenes de hauteur entre deux o-lonnes adjaentes ×Hauteur moyenne Hauteur moyenne des olonnes × ×

∆ hauteur maximale Variation de la hauteur maximale par rapport auoup suivant ×

∆ trous Variation du nombre de trous par rapport au oupsuivant ×

∆ somme des di�érenes Variation de la somme des di�érenes par rapportau oup suivant ×

∆ hauteur moyenne Variation de la hauteur moyenne par rapport auoup suivant ×Lignes Nombre de lignes supprimées au dernier oup × × ×Cellules pondérées Cellules pleines pondérées par leur hauteur × ×Puits Somme de la profondeur des puits × × ×Cellules pleines Nombre de ellules pleines × ×Érosion (Nombre de lignes supprimées au dernier oup)
× (Nombre de ellules éliminées dans la dernièrepièe ajoutée) × ×Transitions horizontales Nombre de transitions entre ellules d'une mêmeligne × × ×Transitions vertiales Nombre de transitions entre ellules d'une mêmeolonne × × ×Puits umulatifs ∑

p∈puits(1 + 2 + · · · + profondeur(p)) × ×Hauteur minimale Hauteur minimale d'une olonne ×H. max − H. moyenne Hauteur maximale − Hauteur moyenne ×H. moyenne − H. min Hauteur moyenne − Hauteur minimale ×Prof. moyenne des trous Profondeur moyenne des trous sous la surfae ×Di�érene maximale Di�érene maximale de hauteur entre deux o-lonnes ×Trous adjaents Nombre de trous, en omptant omme un seultrou plusieurs trous adjaents dans la même o-lonne ×Puits le plus profond Profondeur maximale d'un puits ×Profondeur des trous Nombre de ellules pleines au-dessus de haquetrou ×Lignes ave trous Nombre de lignes ave au moins un trou ×Diversité de motifs Nombre de motifs de transitions di�érents entredeux olonnes adjaentes ×Constante Terme onstant égal à 1 × × × ×Table 5.1 � Liste de fontions de bases utilisés par les prinipaux travaux sur Tetris.



84 Chapitre 5. Etat de l'art des travaux sur Tetrisont appliqué une approhe de programmation linéaire, atteignant un sore moyen de 4 700 lignes sur90 parties jouées. Lagoudakis et Parr (2003) ont quant à eux appliqué l'algorithme LSPI présenté auhapitre 3 ave des fontions de base originales et dé�nies sur l'espae des ouples états-ations. Leursexpérienes aboutissent à � un sore moyen de 1 000 à 3 000 lignes �. L'algorithme étant o�-poliy, ilollete des éhantillons d'apprentissage une seule fois et es éhantillons ont l'avantage de pouvoir êtreréutilisés à haque hangement de politique. Même s'il n'a pas abouti à des performanes élevées, nouspouvons également mentionner le travail de Ramon et Driessens (2004) basé sur de l'apprentissage parrenforement relationnel.5.2.2 Approhes d'optimisation généraleUne alternative à l'apprentissage par renforement pour déterminer les poids est d'utiliser des teh-niques d'optimisation générale, où un algorithme herhe diretement des poids tels que le ontr�leurorrespondant soit performant. Contrairement à l'apprentissage par renforement où la fontion d'éva-luation est une approximation du sore futur, la fontion d'évaluation n'a ii pas néessairement desémantique. Du point de vue de l'apprentissage par renforement, il s'agit d'une reherhe direte dansl'espae des politiques. Par exemple, le programme de l'implémentation GNU Xtris utilise 6 fontions debase dont les poids ont été optimisés grâe à des algorithmes génétiques (Llima, 2005). Cet algorithmea fait évoluer 50 ensembles de oe�ients sur 18 générations, pendant 500 heures-mahines distribuéessur 20 stations de travail. Sur un simulateur très prohe du Tetris original, e programme réalise unemoyenne de 50 000 lignes par partie. Böhm et al. (2005) reportent également des résulats ave une ap-prohe évolutionnaire en utilisant des fontions de base de la littérature ainsi que quelques fontionsde base originales. Cependant, leurs résultats ne peuvent pas être omparés ave la plupart des autrestravaux ar ils onsidèrent uniquement des ontr�leurs à deux pièes. De plus, pour des raisons de tempsd'exéution, ils ne fournissent auun résultat préis sur la grille standard de taille 10 × 20. En�n, Szitaet L®rinz (2006) ont appliqué la méthode d'entropie roisée (voir de Boer et al., 2004), une méthodeprohe des algorithmes évolutionnaires, où une population de ontr�leurs évolue autour d'une distribu-tion gaussienne. Ils ont réutilisé les fontions de base de Bertsekas et Io�e (1996), et ont obtenu un soremoyen de 350 000 lignes par partie (sur 30 parties), dépassant ainsi les approhes par apprentissage parrenforement qui utilisent es mêmes fontions de base. Nous détaillons leur approhe dans la setion 5.4.5.2.3 Contr�leurs réglés manuellementÀ notre onnaissane, le meilleur ontr�leur à une pièe de l'état de l'art est elui de Dellaherie (Fahey,2003) et a été paramétré à la main. Dellaherie a mis au point un ensemble e�ae de fontions de baseet a �xé ses poids manuellement. Étonnamment, e joueur réglé à la main dépasse les performanes destravaux d'apprentissage par renforement et les résultats de Szita et L®rinz (2006) : sur un total de 56parties, l'algorithme de Dellaherie a atteint un sore moyen d'environ 660 000 lignes. De plus, il fautnoter que ette mesure de 660 000 lignes par partie n'a pas été réalisée ave la version simpli�ée usuellede Tetris dérite plus haut, mais ave une implémentation du Tetris original qui, omme nous allons levoir dans la setion 5.3, est plus di�ile que le problème de Tetris simpli�é onsidéré par la plupart destravaux de reherhe. Le ode soure étant mis à disposition par Colin Fahey (Fahey, 2003), nous l'avonsanalysé pour déterminer les fontions de base et leurs poids. La fontion d'évaluation de Dellaherie estla somme pondérée suivante :
− (Hauteur d'arrivée)+ (Érosion)− (Transitions horizontales)

− (Transitions vertiales)− 4× (Nombre de trous)− (Puits umulatifs)où les fontions de base i-dessus sont détaillées dans le tableau 5.1.Cet aperçu de l'état de l'art donne lieu à quelques ommentaires. D'une part, les fontions de basede Dellaherie (Fahey, 2003) semblent être les plus e�aes ar même ave des poids �xés à la main,le ontr�leur de Dellaherie a jusqu'ii donné les meilleurs résultats. D'autre part, les algorithmes d'op-timisation (Szita et L®rinz, 2006; Böhm et al., 2005; Llima, 2005) apparaissent omme les méthodesles plus performantes pour �xer les poids d'un ensemble d'un ensemble de fontions de base donné. La



5.3. Di�ulté de omparer les joueurs arti�iels 85raison pour laquelle les approhes d'apprentissage par renforement (qui herhent à exploiter la stru-ture du problème de Tetris) n'atteignent pas d'aussi bonnes performanes est probablement que, pourles tehniques de l'état de l'art, le problème de Tetris est enore trop di�ile à traiter. Il se peut que lafontion de valeur soit trop di�ile à estimer ave une arhiteture linéaire. Or, reherher la fontion devaleur optimale n'est qu'un moyen indiret d'optimiser π : dans l'exemple de Tetris, il semble qu'explorerdiretement l'espae des politiques soit plus e�ae.5.3 Di�ulté de omparer les joueurs arti�ielsNous venons de mentionner les sores moyens annonés par les auteurs de plusieurs ontr�leurs deTetris. Dans ette setion, nous mettons en évidene le fait que omparer des ontr�leurs de Tetris variésest un problème déliat, en partiulier lorsque leurs performanes sont mesurées sur des implémentationsdi�érentes. D'abord, nous soulignons le fait que les spéi�ations du jeu di�èrent souvent entre les travaux.Ensuite, nous montrons que le sore moyen d'un ontr�leur de Tetris a une grande variane et nousexpliquons omment obtenir des intervalles de on�ane. En�n, nous remarquons que la performaned'un ontr�leur peut varier signi�ativement à ause de ertains détails subtils dans l'implémentationd'un ontr�leur.5.3.1 Spéi�ation du jeuNous avons déjà mentionné le fait que la plupart des travaux mettent au point des ontr�leurs à unepièe et que ertains onsidèrent des ontr�leurs à deux pièes. Fahey (2003), qui propose un ontr�leurà deux pièes, explique que lorsque la prohaine pièe n'est plus onnue, le ontr�leur à une pièe or-respondant réalise des mauvais sores omparés aux autres ontr�leurs à une pièe de la littérature. Celasuggère que la onnaissane de la prohaine pièe augmente onsidérablement la performane. Cela signi-�e également que les travaux qui utilisent des ontr�leurs à une pièe sont sous-évalués si l'on ompareleurs résultats aux quelques travaux qui se basent sur des ontr�leurs à deux pièes (Fahey, 2003; Böhmet al., 2005) 9.Lorsque l'on s'intéresse au problème de Tetris tel qu'il est onsidéré par la plupart des herheurs,on peut remarquer qu'il est légèrement di�érent par rapport au jeu de Tetris original spéi�é par Fahey(2003). Certaines simpli�ations usuelles sont e�etuées a�n de se foaliser sur la préoupation essentielled'un joueur arti�iel, qui est de hoisir la position et l'orientation de la pièe ourante. Dans le jeuoriginal de Tetris (voir Fahey, 2003), la pièe ourante apparaît à l'intérieur de la zone de jeu, puisdesend graduellement. La partie est perdue lorsque la pièe n'a pas assez d'espae pour apparaître enhaut de la grille. Comme dans la majorité des travaux (Tsitsiklis et van Roy, 1996; Bertsekas et Tsitsiklis,1996; Kakade, 2001; Lagoudakis et al., 2002; Ramon et Driessens, 2004; Farias et van Roy, 2006; Szitaet L®rinz, 2006), nous onsidérons une simpli�ation de Tetris : le ontr�leur déide simplement dansquelle olonne et ave quelle orientation il lâhe la pièe. De ette manière, le jeu est légèrement simpli�éar la pièe apparaît dans la zone de jeu diretement là où le joueur a déidé de la plaer. Ainsi, ononsidère qu'il y a toujours de l'espae au-dessus de la zone de jeu pour hoisir l'orientation et la olonneoù l'on va lâher la pièe. Cela produit une di�érene importante, ar l'intégralité de l'espae de la grilledevient utilisable, y ompris les lignes les plus hautes. On évite ainsi les situations où la hauteur du murempêherait la pièe d'atteindre un �té de la grille. Ce jeu de Tetris simpli�é est don plus faile que lejeu original, et un ontr�leur a la possibilité de réaliser un plus grand nombre de lignes 10.5.3.2 Grande variane des sores à TetrisBien que la plupart des auteurs semblent onsients du fait que les sores à Tetris ont une importantevariane, presque auun ne fournit des intervalles de on�ane. A notre onnaissane, le travail de Szita9. Rappelons qu'un ontr�leur à une pièe peut failement être étendu à un ontr�leur à deux pièes (voir �gure 5.3)10. Notons qu'ave ette simpli�ation usuelle, il devient impossible de rebouher un � trou � par le �té en laissant lapièe ourante desendre et en la déplaçant ensuite horizontalement. Cependant, ela n'a pas de onséquene dans notreétude ar les ontr�leurs implémentés sur le simulateur de Fahey (2003) du jeu de Tetris original ne tirent pas non plusparti de ette possibilité.



86 Chapitre 5. Etat de l'art des travaux sur Tetriset L®rinz (2006) est le seul à le faire. Nous expliquons ii omment aluler es intervalles de on�ane.Fahey (2003) a onjeturé que le sore d'une partie de Tetris pour un ontr�leur �xé suit une distribu-tion exponentielle. Le sore (le nombre de lignes) étant un nombre entier, une onjeture plus juste seraitde dire qu'il suit une distribution géométrique. Intuitivement, dans les deux as, l'idée est de onsidérerque la hauteur du mur au ours d'une partie suit une sorte de marhe aléatoire : elle augmente et diminueselon les pièes qui tombent. La �n de la partie, et don le sore �nal, sont déterminés par le momentoù ette marhe aléatoire atteint le haut de la zone de jeu. Il est établi que, dans une marhe aléatoire,le moment où un point préis est atteint suit asymptotiquement une loi géométrique. Cela peut être vuomme une onséquene du théorème de Perron-Frobenius (Billingsley, 1995). En e�et, lorsque le temps ttend vers l'in�ni, la probabilité que la marhe aléatoire soit toujours dans un état non absorbant au temps
t est égale à a|Λ|t où a est une onstante et Λ est la valeur propre non unitaire de plus grand module dela matrie stohastique assoiée à la marhe aléatoire. Par onséquent, la probabilité d'atteindre la �n dela marhe aléatoire exatement au temps t est égale à a|Λ|t+1 − a|Λ|t, qui est proportionnel à |Λ|t.Même si une loi géométrique serait plus appropriée qu'une loi exponentielle, la onjeture de Faheya été validée expérimentalement par Szita et L®rinz (2006) pour de nombreux ontr�leurs (haqueontr�leur génère une distribution exponentielle des sores à 95 %) en utilisant le test statistique deKolmogorov-Smirnov. Si l'on suppose une distribution exponentielle, l'éart-type est égal à l'espérane, etsi l'on suppose une distribution géométrique, il est très prohe de l'espérane (voir par exemple Billingsley,1995). En e�et, une loi géométrique de paramètre p a pour espérane 1

p
et pour éart-type √ 1−p

p2 . Si pest très petit, e qui est le as pour des ontr�leurs de Tetris performants, l'éart-type est très prohe de
1
p
. Le fait que l'éart-type soit très prohe de l'espérane nous permet de déduire un intervalle deon�ane. Lorsque l'on évalue le sore moyen d'un ontr�leur en jouant un ertain nombre de parties,la on�ane que l'on peut aorder à l'estimation augmente ave le nombre de parties mais diminuesi on augmente l'éart-type. Comme l'éart-type est très prohe de l'espérane, plus un ontr�leur estperformant, plus il est di�ile d'évaluer préisément ses performanes.Plus préisément, l'intervalle de on�ane a la forme suivante. Ave probabilité p, la di�érene entrela moyenne empirique µ̂ de N parties jouées et l'espérane réelle µ satisfait

|µ− µ̂| ≤ kσ√
N

=
kµ√
N
≃ kµ̂√

Noù σ est l'éart-type du sore, et k est une onstante qui dépend de la probabilité p (typiquement, k = 1pour p = 0.68, k = 2 pour p = 0.95, k = 3 pour p = 0.997). Cela nous onduit à l'intervalle de on�anerelatif suivant :
|µ− µ̂|

µ̂
≤ k√

N
.Illustrons et intervalle de on�ane en onsidérant l'évaluation du ontr�leur de Dellaherie sur N = 56parties. On peut onlure de l'analyse i-dessus que l'intervalle de on�ane de la moyenne empirique(660 000 lignes) est de ±27 % ave probabilité 0, 95. Malgré sa grande taille, l'intervalle de on�aneon�rme qu'ave grande probabilité (0, 95), le joueur arti�iel de Dellaherie reste le meilleur.Plus généralement, les ontr�leurs évalués ave N = 100 parties donnent un intervalle de on�ane de

±20% valide 95% du temps. Dans le reste de ette étude, nous hoisissons d'utiliser la notation m± c%pour représenter des intervalles de on�ane valides 95% du temps ('est-à-dire k = 2), a�n de fournirdes intervalles intuitifs pour des sores de Tetris, valables la plupart du temps.5.3.3 Subtilités d'implémentationNous venons de voir qu'en général, les intervalles de on�ane que l'on peut aluler pour des joueursarti�iels pour Tetris sont assez grands. Lorsque nous avons implémenté notre propre simulateur de Tetris,nous avons également remarqué que ertains détails subtils dans l'implémentation pouvaient avoir un e�etsigni�atif sur les résultats obtenus.Un premier détail subtil (qui n'est jamais expliité dans les travaux dont nous avons onnaissane) estde savoir omment un joueur arti�iel utilisant une fontion d'évaluation se omporte lorsqu'il est prohe



5.4. La méthode d'entropie roisée 87de perdre la partie. Il se peut qu'à un moment donné, la déision qui a reçu la meilleure évaluation fasseperdre la partie immédiatement, alors que d'autres déisions (ave des évaluations plus basses) auraientpermis de ontinuer le jeu plus longtemps. Dans un tel as, il est préférable de ne pas onsidérer ommedes ations possibles elles qui mènent diretement à la �n de la partie : la partie dure alors plus longtempset le sore sera meilleur. Si l'on hoisit de proéder de ette manière, ela signi�e que la partie est perduesi et seulement si toutes les déisions font perdre la partie. C'est le hoix que nous avons fait. Sur notresimulateur, le joueur arti�iel de Dellaherie réalise ainsi 5 200 000 ± 20 % lignes en moyenne. Si nouslaissons le joueur arti�iel e�etuer des ations qui font perdre (en ayant la meilleure évaluation), lesrésultats de Dellaherie tombent à 850 000± 20 % lignes.De plus, la plupart des implémentations de Tetris dé�nissent la �n de la partie omme étant le momentoù la pièe ourante n'a pas assez d'espae pour être plaée dans la zone de jeu, 'est-à-dire lorsque lapièe déborde de la grille de taille 10× 20. C'est la dé�nition que nous avons adoptée. Cependant, si nousexaminons de plus près la desription de Tetris érite par Bertsekas et Io�e (1996), nous pouvons voirqu'ils onsidèrent que la partie �se termine lorsqu'une ase de la ligne du haut devient pleine et que le hautdu mur atteint le haut de la grille�. Cette dé�nition est équivalente à dire que la pièe déborde d'une grillede taille 10×19. Ce genre de détail peut produire une di�érene signi�ative sur les sores : ave une grillede taille 10× 19, l'algorithme de Dellaherie réalise 2 500 000± 20 % lignes ave notre implémentation aulieu de 5 200 000± 20 %. Par onséquent, nous pensons que les résultats expérimentaux de Bertsekas etIo�e (1996) ave AλPI, mentionnés dans la setion 5.2, sont sous-estimés par rapport aux autres travauxd'apprentissage par renforement.Comme des petits détails onernant les règles du jeu et l'implémentation du joueur arti�iel peuventavoir des e�ets signi�atifs sur les sores, il est néessaire d'employer le plus grand soin lorsque l'on om-pare di�érents joueurs arti�iels. Le seul moyen d'e�etuer une omparaison �able de plusieurs ontr�leursest de les laner sur le même simulateur et un grand nombre de fois. Pour e faire, nous avons implémentéun simulateur de Tetris on�gurable et optimisé, ainsi que plusieurs ontr�leurs 11.Dans la suite de e mémoire, nous omparons les résultats des ontr�leurs onsidérés ave les perfor-manes du ontr�leur de Dellaherie sur les deux on�gurations de jeu suivantes.� La première on�guration est le jeu de Tetris standard utilisé par la plupart des travaux de reherhe.Nous utilisons une grille de taille 10× 20 en onsidérant omme référene le meilleur sore que nousonnaissons : 5 200 000 ± 20 % lignes en moyenne, qui est le sore atteint par le ontr�leur deDellaherie sur notre implémentation.� La seonde on�guration nous permet de déduire une borne inférieure sur le sore de nos ontr�leurss'ils étaient lanés sur une implémentation du Tetris original tel que spéi�é par Fahey (2003).Dans le Tetris original, les pièes doivent être déplaées étape par étape jusqu'à leur position �nale.Comme expliqué dans la setion 5.1, par rapport au Tetris simpli�é, la prinipale di�ulté est qu'ilpeut y avoir des problèmes de ollisions lorsque le mur est trop haut. Comme la hauteur d'une pièeest toujours inférieure ou égale à 4 (voir �gure 5.1), il est lair qu'un ontr�leur apable d'atteindreun ertain sore sur notre implémentation ave une grille de taille 10 × 16 fera un meilleur soresur le Tetris original en taille 10× 20. Pour ette raison, nous onsidérerons aussi les performanesde nos ontr�leurs sur un jeu de taille 10 × 16 et nous omparerons es résultats ave le sore de
660 000± 27 % lignes (obtenu par le ontr�leur de Dellaherie sur le simulateur du Tetris originalde Fahey (2003)). On note ependant que ette borne inférieure est assez pessimiste ar, en taille
10× 16, notre implémentation du ontr�leur de Dellaherie ne réalise que 220 000± 20 % lignes.5.4 La méthode d'entropie roiséeMalgré les réserves que nous venons d'émettre à propos de la omparaison de joueurs arti�iels surdi�érentes implémentations, l'entropie roisée semble être atuellement l'approhe la plus e�ae pourrégler les poids de la fontion d'évaluation d'un ontr�leur pour Tetris. Szita et L®rinz (2006) ont montréque ette méthode améliore les sores des travaux d'apprentissage par renforement de plusieurs ordres degrandeur. Dans ette setion, nous dérivons la méthode d'entropie roisée et nous expliquons ommentSzita et L®rinz (2006) l'ont appliquée à Tetris.11. Le ode soure C est disponible ii : http://gforge.inria.fr/projets/mdptetris.



88 Chapitre 5. Etat de l'art des travaux sur TetrisLa desription qui suit est inspirée de elle de Szita et L®rinz (2006). Une desription plus détailléede et algorithme d'optimisation peut être trouvée dans (de Boer et al., 2004). La méthode d'entropieroisée est un algorithme stohastique itératif qui herhe à résoudre un problème d'optimisation de laforme :
w∗ = argmax

w
S(w)où S est une fontion que l'on souhaite maximiser et w est un paramètre à optimiser à valeurs dans unespae ontinu (typiquement un veteur).La méthode d'entropie roisée itère sur une distribution de solutions et non sur une solution seule. Ononsidère une famille de distributions F (par exemple les distributions gaussiennes) et on veut déterminerune distribution de probabilité f ∈ F qui génère des solutions w prohes de la solution optimale w∗. Ahaque itération t, on a une distribution ft ∈ F , et on veut que la distribution suivante ft+1 ∈ Fproduise de meilleures solutions. Pour ela, on onsidère qu'une solution w est une bonne solution sielle donne une valeur supérieure à un ertain seuil γt, 'est-à-dire si S(w) > γt. Considérons alors gγt

,la distribution de probabilité uniforme qui génère des solutions dont les valeurs sont supérieures à γt.En général, ette distribution gγt
n'appartient pas à F . L'idée de la méthode d'entropie roisée est deherher la distribution ft+1 ∈ F qui s'en rapprohe le plus, au sens de la mesure d'entropie roisée 12(de Boer et al., 2004). Pour de nombreux types de familles de distributions F , ette distribution ft+1peut être estimée à partir d'éhantillons générés par la distribution ft. Par exemple, dans le as où F estl'ensemble des distributions gaussiennes, la distribution gaussienne la plus prohe de gγt

est elle qui estaratérisée par la moyenne et la variane de la distribution gγt
. On peut estimer es deux paramètresen générant des éhantillons ave la distribution ft et en séletionnant eux qui sont au-dessus du seuil

γt, 'est-à-dire les meilleurs.En pratique, la séquene des seuils γt est onstruite automatiquement en même temps que elle desdistributions ft. Préisément, la méthode d'entropie roisée dans le as des distributions gaussiennes estdétaillée dans l'algorithme 21, et une représentation graphique est donnée à la �gure 5.4. Globalement,elle onsiste à répéter les étapes suivantes. On génère N éhantillons à partir de la distribution gaussienneatuelle ft, et on évalue haun de es N veteurs vis-à-vis de la fontion à optimiser S. On séletionneensuite une proportion ρ ∈ ]0, 1[ des meilleures solutions (ela revient à �xer γt à un ertain seuil). Puison �xe les paramètres de la nouvelle distribution gaussienne ft+1 omme étant la moyenne et la varianeempiriques des meilleures solutions séletionnées. Un terme de bruit Zt peut être ajouté à la mise à jourde la variane. Lorsque Zt 6= 0, l'algorithme est appelé algorithme d'entropie roisée bruitée (de Boeret al., 2004). On peut voir e terme de bruit omme un moyen d'éviter une onvergene trop rapide versun mauvais optimum loal.Algorithme 21 Méthode d'entropie roisée bruitée ave une distribution gaussienneevaluer() : une fontion qui estime la fontion à optimiser S pour un ertain veteur w
(µ, σ) : la moyenne et la variane de la distribution initiale
N : le nombre de veteurs générés à haque itération
ρ : la fration de veteurs séletionnés
Zt : le bruit ajouté à haque itérationrépéterGénérer N veteurs w1, w2, . . . , wN selon N (µ, σ2)Evaluer haque veteur à l'aide de la fontion evaluer()Séletionner les ⌊ρ×N⌋ veteurs ayant reçu les meilleures évaluations
µ← (moyenne des veteurs séletionnés)
σ2 ← (variane des veteurs séletionnés) +Zt�n répéter12. La mesure d'entropie roisée (ou divergene de Kullbak-Leibler) dé�nit une notion de dissimilarité entre deux distri-butions de probabilités.
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1. Commener ave une distributiongaussienne N (µ, σ2). 2. Générer N veteurs ave ette distri-bution.
3. Evaluer haque veteur ave
evaluer() et séletionner une pro-portion ρ des meilleurs veteurs. Cesveteurs sont représentés en gris. 4. Caluler la moyenne et la varianedes meilleurs veteurs.

5. Ajouter un terme de bruit à la va-riane, a�n d'éviter une onvergenetrop rapide vers un optimum loal. 6. Cette moyenne et ette varianearatérisent une nouvelle distributiongaussienne qui générera des veteurspour la prohaine itération.Figure 5.4 � Une représentation graphique de la méthode d'entropie roisée bruitée pour optimiser unveteur à deux dimensions. La distribution gaussienne est representée ave un disque noir pour la moyenneet une ellipse pour la variane.



90 Chapitre 5. Etat de l'art des travaux sur TetrisDans la desription de l'algorithme 21, la fontion evaluer() qui est utilisée pour évaluer haque veteurpeut être S, ou bien une approximation de S si S prend trop de temps pour être alulée de manièreexate.On peut remarquer que l'algorithme d'entropie roisée est relativement prohe des algorithmes évolu-tionnaires. C'est en e�et un proessus itératif qui traite un ensemble de solutions andidates (ou individus).A haque itération, les meilleurs individus sont séletionnés, puis de nouveaux individus sont générés àpartir d'eux. La prinipale partiularité de la méthode d'entropie roisée est la manière dont les nouvellessolutions sont générées (selon une distribution, par exemple gaussienne).Notons en�n que la méthode d'entropie roisée dans le as gaussien est très prohe de l'algorithmeCMA-ES (Hansen et Ostermeier, 2001) (Covariane Matrix Adaptation Evolution Strategy). La di�éreneessentielle réside dans le proessus de mise à jour de la distribution gaussienne. La méthode d'entropieroisée se base uniquement sur les individus à l'itération ourante pour mettre à jour la variane, et yajoute un terme de bruit pour éviter de ontrater vers un optimum loal. CMA-ES herhe égalementà éhapper à un proessus ontratant, mais en exploitant la forme des étapes préédentes pour générerune nouvelle étape espérée performante. De plus, l'algorithme CMA-ES permet de prendre en ompteune distribution gaussienne ave une matrie de ovariane omplète, alors que la distribution gaussienneutilisée dans la méthode d'entropie roisée orrespond au as d'une matrie de ovariane diagonale. Surla �gure 5.4 (page 89), les axes des ellipses représentées sont toujours parallèles à un axe du repère. Avel'algorithme CMA-ES, les axes des ellipses peuvent être dans n'importe quelle diretion.Appliation à TetrisSzita et L®rinz (2006) ont appliqué la méthode d'entropie roisée bruitée ave une distribution gaus-sienne au problème de Tetris. Ils onsidèrent un ontr�leur qui utilise les 22 fontions de base de Bertsekaset Io�e (1996), ar e type de ontr�leur avait déjà été utilisé dans plusieurs travaux (Bertsekas et Tsit-siklis, 1996; Kakade, 2001; Farias et van Roy, 2006). Notons w = (w1, . . . , w21) le veteur de poids àdéterminer. Pour ette appliation, la fontion w 7→ S(w) à optimiser est l'espérane du sore atteintpar le ontr�leur orrespondant au veteur de poids w. Szita et L®rinz (2006) partent d'une distribu-tion gaussienne entrée à µ = (0, 0, . . . , 0) ave variane σ2 = (100, 100, . . . , 100). A haque itération,ils génèrent N = 100 veteurs et évaluent haun d'entre eux en jouant une partie. Ils séletionnent les
10 meilleurs veteurs (ρ = 10 %) et génèrent ainsi la nouvelle distribution gaussienne. Après haqueitération, ils jouent 30 parties ave le veteur de poids moyens de la nouvelle distribution, a�n d'obtenirune ourbe d'apprentissage représentant l'évolution des performanes au fur et à mesure des itérations.Dans l'expériene de Szita et L®rinz (2006), la fontion evaluer() est le sore d'une seule partie. Szitaet L®rinz (2006) ont lané la méthode d'entropie roisée dans trois onditions expérimentales : sansbruit (Zt = 0), ave un bruit onstant (Zt = 4), et ave un bruit linéairement déroissant (Zt = max(5−
t/10, 0)). Les formules des bruits onstant et linéairement déroissant ont été �xées à la suite d'expérienespréliminaires. Leurs résultats indiquent que les performanes sont signi�ativement améliorées lorsque l'onutilise du bruit. Leur meilleur ontr�leur a été obtenu ave le bruit linéairement déroissant, atteignantun sore moyen de 350 000 ± 37 % lignes. Nous détaillerons dans le hapitre 6 omment nous avonsapprofondi es expérienes pour améliorer enore les performanes de la méthode d'entropie roisée surTetris.ConlusionDans e hapitre, nous avons présenté e qui est à notre onnaissane la première revue détaillée dela littérature onernant le problème de réer un ontr�leur pour le jeu de Tetris. Nous avons résuméles travaux les plus signi�atifs dans divers domaines (l'apprentissage par renforement, les algorithmesd'optimisation et les ontr�leurs onstruits à la main) et dressé une liste omplète des fontions de baseutilisées par es travaux. De plus, nous avons mis en évidene la di�ulté de omparer des résultats àTetris. Évaluer des ontr�leurs demande le plus grand soin en raison de la variane importante des soresréalisés, et du fait que des petits détails dans l'implémentation des règles du jeu peuvent avoir un e�et



5.4. La méthode d'entropie roisée 91signi�atif sur les performanes. Cet état de l'art peut servir de base pour les leteurs intéressés par leproblème de Tetris.Une onlusion de ette revue de la littérature est que la onnaissane experte que l'on apporte à unontr�leur (les fontions de base) est au moins aussi déterminante sur les performanes réalisées que lehoix des paramètres de l'arhiteture (les oe�ients appliqués aux fontions de base). En e�et, parmiles di�érentes approhes onnues, le ontr�leur de Dellaherie (Fahey, 2003) atteint jusqu'ii les meilleurssores ave des oe�ients �xés manuellement.
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Chapitre 6Nouveaux résultats sur TetrisNous avons dressé dans le hapitre 5 un état de l'art du problème de Tetris, de ses partiularités etdes prinipaux travaux qui s'y sont intéressés. Nous présentons maintenant des résultats originaux quenous avons obtenus ave di�érentes approhes. D'abord, nous onsidérons une taille de jeu réduite où leontr�le optimal stohastique exat devient appliable. Ensuite, nous revenons au jeu en taille normale surlequel nous appliquons l'algorithme LSλPI introduit dans le hapitre 4. Nos résultats mettent en évidenel'intérêt de notre ontribution par rapport à LSPI (Lagoudakis et Parr, 2003). En�n, nous revisitonségalement la méthode d'entropie roisée appliquée à Tetris (Szita et L®rinz, 2006) et nous expliquonsomment, en la ombinant ave des fontions de base pertinentes, nous avons mis au point un ontr�leurqui dépasse les performanes des travaux préédents et qui nous a permis de remporter l'épreuve de Tetrisde la ompétition d'apprentissage par renforement (Reinforement Learning Competition) en 2008.6.1 Contr�le optimal exatAvant de onsidérer la taille normale du jeu (10 × 20) sur laquelle il est néessaire d'employer desalgorithmes d'apprentissage par renforement approhé, on peut s'intéresser à une taille réduite du jeuet aluler exatement la fontion de valeur optimale de e problème réduit. Nous avons onsidéré unjeu de taille 5 × 5. Le nombre d'états est alors d'un peu moins de 7 × 225, soit environ 2, 3 × 108. Danses onditions, il est alors possible de aluler une politique optimale de façon exate en utilisant lesalgorithmes traditionnels du ontr�le optimal stohastique présentés au hapitre 1. Nous avons ainsiexéuté Value Iteration sur e problème réduit et, après une entaine d'heures de aluls sur une mahinede bureau onventionnelle 13, nous avons obtenu une politique optimale. En taille 5 × 5, nous pouvonsainsi dire que la valeur de l'état initial ('est-à-dire la zone de jeu entièrement vide), autrement dit lesore moyen de la politique optimale, est d'environ 13, 70 lignes 14. La onvergene de la fontion de valeurn'étant qu'asymptotique, l'algorithme a été arrêté lorsque la distane ‖Vk−Vk−1‖∞ entre deux fontionsde valeur suessives est devenue inférieure au seuil ǫ = 10−6.6.2 Approximation linéaire : LSλPIRevenons à la taille de jeu normale (10 × 20) et intéressons-nous maintenant au ontr�le optimalapprohé et à l'algorithme LSλPI, notre ontribution présentée au hapitre 4. LSPI (le as λ = 1) aété appliqué au jeu de Tetris par Lagoudakis et al. (2002). Nos résultats vont véri�er que diminuer λpermet de réduire la variane des estimations, et don d'améliorer les performanes lorsque le nombred'éhantillons est faible.13. Proesseur : Intel Core 2 Duo à 2, 4 GHz ; Mémoire vive : 3, 4 Go14. L'animation qui se trouve en bas à droite de haque page impaire de e manusrit représente une partie jouée par leontr�leur optimal ainsi obtenu sur le jeu de taille 5× 5. Au ours de ette partie, 43 lignes ont été réalisées.



94 Chapitre 6. Nouveaux résultats sur Tetris

0

500

1000

1500

2000

0 10 20 30 40 50

0

500

1000

1500

2000

0 10 20 30 40 50Figure 6.1 � Sore moyen de 100 parties de Tetris pour di�érentes valeurs de λ à haque itération deLSλPI. A ause du faible nombre d'éhantillons (1000), l'algorithme diverge lorsque λ = 1 pour les deuxméthodes. C'est ave LSλBRQ que la meilleure performane est atteinte (800 lignes de moyenne), pour
λ = 0, 9. Certaines ourbes présentent des pis dans les premières itérations et baissent par la suite. Onpeut penser que la politique, devenue performante, est également devenue plus di�ile est évaluer.



6.3. Méthode d'entropie roisée 95Nous avons reproduit le protoole expérimental de Lagoudakis et al. (2002). Nous avons ainsi lanédes expérienes ave les mêmes fontions de base et en utilisant la onnaissane du modèle du PDM. Lesfontions de base, dé�nies sur l'espae des ouples états-ations, sont (voir aussi le tableau 5.1 page 83) :� la hauteur maximale de la pile,� le nombre de trous,� la somme des di�érenes de hauteur entre olonnes adjaentes (en valeur absolue),� la hauteur moyenne des olonnes,� le hangement de es quantités dans l'état suivant (a�n de apturer l'e�et du hoix d'une ationdepuis l'état ourant),� le nombre de lignes réalisées en e�etuant l'ation,� un terme onstant.Bien que notre politique initiale soit la même que elle de Lagoudakis et al. (2002) (ommuniationpersonnelle), les sores peuvent di�ilement être omparés. La politique initiale réalise environ 250 lignesde moyenne par partie sur notre implémentation, tandis qu'ils reportent un sore initial moyen de 600lignes. Cei est vraisemblablement dû à des di�érenes d'implémentation qui peuvent avoir un impatsigni�atif sur le sore (voir setion 5.3.3).Nous avons d'abord lané LSλPI sur un ensemble de 10 000 éhantillons, omme Lagoudakis et al.(2002) l'ont fait pour LSPI ('est-à-dire λ = 1). Nous avons observé que diminuer λ n'améliorait pas laperformane (ela ne faisait que ralentir la onvergene). On peut supposer que l'ensemble d'éhantillonsétait su�samment grand pour éviter les problèmes de variane. Réduire λ n'est pas utile dans e as.Nous avons don ensuite employé un ensemble d'éhantillons plus réduit (1 000 éhantillons au lieu de10 000) a�n de rendre la onvergene plus di�ile. La �gure 6.1 représente la performane des politiquesapprises pour di�érentes valeurs de λ. Lorsque λ = 1, l'algorithme est très instable et génère de mauvaisespolitiques ar le nombre d'éhantillons est faible, e qui rend la variane de l'estimation importante. Lesore osille entre 0 et 600 lignes par partie ave LSλTDQ, et tombe à 0 ave LSλBRQ. De meilleuresperformanes sont atteintes pour d'autres valeurs de λ. Comme pour le problème de la haîne d'états(setion 4.2), on remarque que λ a plus d'in�uene dans le as de LSλBRQ. Après onvergene, le meilleursore moyen est atteint ave λ = 0, 9 et en utilisant LSλBRQ. La politique orrespondante réalise environ800 lignes par partie (rappelons que la politique initiale atteignait environ 250 lignes par partie).Nos résultats expérimentaux on�rment don l'in�uene de λ sur la qualité de l'approximation et laperformane des politiques générées. Les valeurs de λ intermédiaires (di�érentes de 0 et 1) peuvent ene�et donner de meilleurs résultats en pratique lorsque le nombre d'éhantillons est limité.On remarque que par ailleurs ertaines ourbes présentent un pi dans les premières itérations etbaissent par la suite. Cela pourrait être dû au fait qu'après es itérations, la politique, devenue perfor-mante, devient plus di�ile à évaluer.Une perspetive intéressante de e travail serait de redé�nir sur l'espae d'états-ations les fontionsde base les plus utilisées de la littérature des travaux sur Tetris, notamment elles de Bertsekas et Io�e(1996), a�n d'évaluer plus préisément le suès de LSλPI sur Tetris par rapport aux autres approhes.En e�et, jusqu'à présent, on ne peut pas omparer diretement les résultats de LSPI ou LSλPI sur Tetrisave d'autres approhes d'apprentissage par renforement (Tsitsiklis et van Roy, 1996; Bertsekas et Io�e,1996; Kakade, 2001; Farias et van Roy, 2006; Ramon et Driessens, 2004) étant donné que les fontionsde bases proposées par Lagoudakis et al. (2002) dans LSPI sont très di�érentes, et que de plus, elles sontdé�nies sur l'espae d'états-ations.6.3 Méthode d'entropie roiséeComme nous l'avons vu dans le hapitre 5, malgré leurs propriétés théoriques intéressantes (notam-ment l'estimation du sore futur), les méthodes d'apprentissage par renforement ne sont pas elles quise sont montrées les plus performantes dans la littérature pour optimiser les poids d'un ontr�leur. Nousnous intéressons don ii à la méthode d'entropie roisée appliquée à Tetris par Szita et L®rinz (2006) etnous revisitons leur approhe pour mettre au point un ontr�leur plus performant ave d'autres fontionsde base.En e�et, d'une part, les fontions de base de Dellaherie semblent être les plus ompétitives : même
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Figure 6.2 � Notre implémentation de l'expériene de Szita et L®rinz (2006). Chaque ourbe représentela ourbe d'apprentissage moyenne de 10 exéutions pour un type de bruit donné (en éhelle logarith-mique). Nous observons que l'ajout de bruit améliore signi�ativement les performanes. La meilleuredes trois ourbes d'apprentissage moyennes est elle qui orrespond au bruit onstant.ave des poids hoisis à la main, le joueur arti�iel de Dellaherie donne jusqu'ii les meilleurs résultats.D'autre part, la méthode d'entropie roisée (Szita et L®rinz, 2006) apparaît omme étant l'algorithmele plus performant pour régler les poids d'un ensemble de fontions de base donné. Le joueur arti�ielque nous mettons au point dans ette setion s'appuie sur es deux observations : nous allons exploiteret ompléter les fontions de base e�aes de Dellaherie, et utiliser la méthode d'entropie roisée pour�xer les poids.Rappelons que Szita et L®rinz (2006) ont appliqué la méthode d'entropie roisée ave trois sortes debruit : un bruit nul, un bruit onstant et un bruit linéairement déroissant. Comme le paramètre de bruitsemblait avoir un e�et ruial sur les résultats, nous avons mené des expérienes supplémentaires que nousdétaillons maintenant. Szita et L®rinz (2006) ont exéuté haune des trois expérienes (pas de bruit,bruit onstant et bruit déroissant) une seule fois pour des raisons de temps : leurs résultats expérimentauxont néessité un mois de aluls. Nous avons apporté un soin tout partiulier à l'implémentation denotre simulateur de Tetris, notamment en termes d'optimisation, de manière à pouvoir reproduire leursexpérienes plusieurs fois. En e�et, nos premiers essais ont montré que plusieurs exéutions de la méthoded'entropie roisée ave les mêmes paramètres pouvaient donner des résultats très di�érents. Ainsi, nousavons déidé de laner haune des trois expérienes de Szita et L®rinz (2006) 10 fois. Ave notreimplémentation optimisée de Tetris, ela a pris environ une semaine.Comme nous avons vu dans la setion 5.3 que les sores à Tetris ont une grande variane, il est lairque ette évaluation n'est pas préise. Ave notre implémentation, nous avons essayé d'évaluer haqueveteur en jouant plus de parties pour voir si 'était un hoix ruial, et nous en avons onlu que e n'étaitpas le as. En e�et, même si nous avons observé que le nombre d'itérations néessaires pour atteindre leniveau de performane maximal est inférieur (e qui est naturel puisque le proessus de séletion est pluspréis), nous avons remarqué qu'après onvergene, les ontr�leurs obtenus n'étaient pas meilleurs.Les résultats que nous avons obtenus sont représentés aux �gures 6.2 et 6.3. La �gure 6.2 montre pourhaque type de bruit la ourbe d'apprentissage moyenne de 10 exéutions (en éhelle logarithmique).Nos résultats expérimentaux on�rment l'observation de Szita et L®rinz (2006) selon laquelle ajouter dubruit améliore signi�ativement les résultats. Cependant, nous avons observé que la performane moyenneest meilleure ave le bruit onstant. La �gure 6.3 montre, pour haque type de bruit, le détail des 10
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Figure 6.3 � Détail des 10 exéutions de haque expériene de la �gure 6.2 (en éhelle logarithmique).Haut (sans bruit) : la ourbe d'apprentissage se stabilise toujours après l'itération 20. Le sore moyenatteint varie selon les exéutions (de 100 à 3 000 lignes). Milieu (bruit onstant) : les 10 exéutionsatteignent des performanes prohes après onvergene, entre 100 000 et 200 000 lignes. Bas (bruitlinéairement déroissant) : les 10 exéutions atteignent des valeurs très di�érentes, de 5 000 à 250 000lignes.



98 Chapitre 6. Nouveaux résultats sur Tetrisexéutions. La meilleure performane est atteinte ave le bruit linéairement déroissant : une des 10exéutions obtient un ontr�leur qui réalise un sore moyen de 240 000± 37 % lignes. Ave et intervallede on�ane, nos résultats semblent ohérents ave eux de Szita et L®rinz (2006) (350 000 ± 37 %).L'examen de la �gure 6.3 donne une meilleure idée sur le hoix du bruit : les 10 exéutions ave le bruitonstant atteignent toutes des performanes similaires après onvergene (100 000 à 200 000 ± 37 %lignes), alors qu'ave le bruit déroissant, les performanes varient beauoup entre plusieurs exéutionsde la méthode d'entropie roisée. Cela est dû au fait que souvent, le bruit déroissant atteint zéro trop viteet l'algorithme onverge avant d'avoir eu le temps de déouvrir des bonnes solutions. Par onséquent, sion lane une seule exéution de la méthode d'entropie roisée ('était le as dans l'expériene originale deSzita et L®rinz (2006) et e sera le as dans la prohaine setion où nous onstruisons des ontr�leurs quijouent de très longues parties), le bruit onstant est plus �able, à moins de modi�er la formule du bruitlinéairement déroissant pour le faire diminuer moins vite. Cette onlusion semble aussi indiquer qu'àmoins que l'implémentation de Tetris de Szita et L®rinz (2006) di�ère de la n�tre (voir la disussion à lasetion 5.3.3 sur l'in�uene signi�ative de paramètres apparemment mineurs), le sore de 350 000±37 %lignes par parties pourrait avoir été obtenu ave une part de hane dans la mesure où l'algorithme a étéexéuté ave du bruit linéairement déroissant.6.4 Vers un ontr�leur performantNous venons de voir que la méthode d'entropie roisée était un algorithme e�ae pour optimiserles poids d'un ensemble de fontions de base à Tetris. Comme nous l'avons vu dans la desription destravaux existants au hapitre 5, il est également essentiel de hoisir un ensemble de fontions de basepertinent a�n de apturer les aspets importants du jeu de Tetris. Ainsi, une approhe naturelle, que nousappliquons dans ette setion, est de onsidérer d'autres fontions de base de Tetris que les fontions deBertsekas et Io�e (1996).Nous avons essayé plusieurs ombinaisons de fontions de base, dont elles de Dellaherie puisqu'ellesonstituent jusqu'ii la meilleure onnaissane experte de la littérature pour Tetris. Nous avons aussiintroduit deux fontions de base originales : la profondeur des trous et le nombre de lignes ave trous. Laprofondeur des trous indique à quelle distane de la surfae du mur se trouvent les trous : 'est la sommedu nombre de ellules pleines au-dessus de haque trou. Le but de ette fontion est d'éviter d'enterrertrop profondément des trous. Notre seonde fontion de base originale ompte le nombre de lignes ayantau moins un trou (deux trous sur la même ligne omptent pour un seul).Nous avons exéuté la méthode d'entropie roisée sur le jeu de taille 10×20 dans les mêmes onditionsque Szita et L®rinz (2006) : nous avons ommené ave une gaussienne entrée à µ = (0, 0, . . . , 0) avevariane σ2 = (100, 100, . . . , 100), nous avons généré N = 100 veteurs à haque itération, et nous avonsséletionné les 10 meilleurs (ρ = 10 %). Conformément aux onlusions de la setion préédente, haqueveteur était évalué en jouant une seule partie et nous avons hoisi d'utiliser un bruit onstant (avela même amplitude que Szita et L®rinz (2006) : Zt = 4). Nous avons lané l'algorithme ave quatreensembles de fontions de base di�érents : Dellaherie (D), Bertsekas + Dellaherie (BD), Dellaherie +Thiéry (DT), et Bertsekas + Dellaherie + Thiéry (BDT). Comme attendu, les performanes obtenuessont nettement meilleures que lorsqu'on se ontente des fontions de base de Bertsekas et Io�e (1996).Comme les parties sont beauoup plus longues, nous n'avons lané qu'une seule exéution pour haunde es quatre ensembles de fontions de base. Bien que notre implémentation soit optimisée, en lançantles quatre expérienes sur des mahines di�érentes, es expérienes ont pris un mois.La �gure 6.4 fournit la ourbe d'apprentissage pour haun des quatre ensembles de fontions debase. Comme dans l'expériene de Szita et L®rinz (2006), les ourbes représentent le sore moyen de30 parties jouées ave le ontr�leur moyen généré à la �n de haque itération. La première observationque l'on peut faire est que nos deux fontions de base originales ont un impat signi�atif sur les sores :les ourbes orrespondantes (les deux ourbes en pointillés) sont elles qui réalisent les plus hauts pis.Nous observons également que si l'on supprime les fontions de base de Bertsekas et Io�e (1996) (lesexpérienes sans es fontions de base orrespondent aux deux ourbes épaisses), l'algorithme prendmoins d'itérations pour onverger, e qui n'est pas surprenant puisqu'il y a moins de paramètres àoptimiser, mais atteint des sores similaires. Cela suggère qu'une fois que l'on a les fontions de base de
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ItérationsFigure 6.4 � Evolution du sore moyen de 30 parties (en éhelle logarithmique) ave la méthode d'en-tropie roisée bruitée, ave quatre ensembles de fontions de base : Dellaherie, Dellaherie + Bertsekas,Dellaherie + Thiéry, Dellaherie + Bertsekas + Thiéry. Les deux ourbes qui montent le plus hautsont elles où nos fontions de base originales sont présentes (e sont les deux ourbes en pointillés).Lorsque les fontions de base de Bertsekas et Io�e (1996) ne sont pas présentes (ela orrespond aux deuxourbes épaisses), l'algorithme onverge beauoup plus vite et les meilleures performanes obtenues sontsimilaires. Fontions de base DT BDT D BDTaille 10× 20 35 000 000 36 000 000 17 000 000 20 000 000Taille 10× 16 910 000 910 000 530 000 660 000Table 6.1 � Sore moyen du meilleur ontr�leur obtenu ave la méthode d'entropie roisée bruitée, pourhaque ensemble de fontions de base. 100 parties ont été jouées en taille 10×20 (l'intervalle de on�aneest 20 %) et 1 600 parties ont été jouées en 10 × 16 (l'intervalle de on�ane est alors de 5 %). Lesensembles de fontions de base sont représentés par leur première lettre : D pour Dellaherie, B pourBertsekas, T pour Thiéry. Les meilleurs résultats sont atteints ave les fontions de base DT et BDT.Dellaherie, elles de Bertsekas et Io�e ne donnent pas plus d'informations. On pourra en�n noter que lesourbes de la �gure 6.4 représentent le sore moyen de seulement 30 parties, e qui fait que l'intervallede on�ane orrespondant est assez grand (±37 %). Pour évaluer les ontr�leurs plus préisément, nousavons séletionné quelques ontr�leurs pour haque ensemble de fontions de base (nous avons hoisiquelques veteurs de poids orrespondant aux pis des ourbes de la �gure 6.4) et nous les avons faitjouer plus de parties. Le tableau 6.1 reporte, pour le meilleur ontr�leur de haque ensemble de fontionsde base, le sore moyen de 100 parties sur un jeu de taille 10×20. L'intervalle de on�ane orrespondantest de ±20 %. Nous avons également fait jouer es mêmes ontr�leurs sur un jeu de taille 10× 16, pouravoir une borne inférieure sur le sore qu'ils réaliseraient sur le Tetris original (voir setion 5.3.3). Sure jeu de taille réduite, nous avons joué 1 600 parties (les parties étant plus ourtes), e qui donne unintervalle de on�ane de 5 %.L'utilisation de la méthode d'entropie roisée pour optimiser les poids du ontr�leur de Dellaherieest pertinente : par rapport aux poids originaux �xés à la main, les poids déterminés automatiquementaméliorent signi�ativement les résultats. Les meilleurs sores sont atteints ave les ensembles BDT etDT, qui réalisent des performanes équivalentes : 35 000 000 ± 20 % lignes sur le jeu de taille 10 × 20et 910 000 ± 5 % lignes sur le jeu de taille 10 × 16. Ainsi, es deux fontions d'évaluation dépassentl'algorithme qui était jusqu'ii le meilleur à notre onnaissane, elui de Dellaherie, qui réalise un sore



100 Chapitre 6. Nouveaux résultats sur TetrisFontion de base PoidsHauteur d'arrivée -12.63Erosion 6.60Transitions de lignes -9.22Transitions de olonnes -19.77Trous -13.08Puits umulatifs -10.49Profondeur des trous -1.61Lignes ave trous -24.04Table 6.2 � Les poids de notre ontr�leur DT (Dellaherie + Thiéry). Sore moyen : 35 000 000± 20 %lignes en 10 × 20 et 910 000 ± 5 % en 10 × 16. Voir setion 6.4 et tableau 5.1 pour les dé�nitions desfontions de base.moyen de 5 200 000 ± 20 % sur notre simulateur en 10 × 20 et 660 000 ± 27 % sur un simulateur duTetris original (rappelons que jouer en 10 × 16 sur notre simulateur donne une borne inférieure assezpessimiste sur le résultat ave le Tetris original). Alors que le ontr�leur BDT ontient 28 fontions debase, le ontr�leur DT n'en possède que 8 : e dernier est don plus simple et plus rapide, et il peut ainsiêtre onsidéré omme meilleur. Nous donnons ses poids dans le tableau 6.2.6.5 Reinforement Learning Competition 2008En nous basant sur e travail d'étude de l'état de l'art et d'amélioration des approhes les plus perfor-mantes, nous avons remporté la Reinforement Learning Competition 2008 (ompétition d'apprentissagepar renforement) dans le domaine de Tetris. Cette ompétition faisait jouer des ontr�leurs de Tetris surdes instanes modi�ées du problème, où ertaines propriétés du jeu (par exemple la taille de la zone dejeu ou la fontion de réompense) pouvaient varier. Les ontr�leurs devaient s'adapter à haque environ-nement. La mesure de performane utilisée pour omparer les di�érents partiipants était le sore totalréalisé après un nombre �xé d'interations, sans pénalité appliquée en �n de partie. Cette mesure de per-formane avait ainsi beauoup moins de variane que la mesure naturelle (le sore d'une partie) que nousavons onsidéré dans e mémoire. Même si le problème était formulé dans le adre de l'apprentissage parrenforement dans ette ompétition, tout type de méthode était autorisé. Nous avons utilisé une versionmodi�ée de notre ontr�leur DT présenté plus haut, ave une fontion de base additionnelle appelée �diversité des motifs �. Cette fontion de base, suggérée par Olivier Sigaud (ommuniation personnelle),examine la forme du motif formé par le haut de haque paire de olonnes voisines et ompte ombien demotifs di�érents sont présents. Cela enourage le ontr�leur à faire en sorte que le mur puisse aueillirtoutes les formes de pièes sans réer de trou. Nous savons que les ontr�leurs qui ont obtenu la deuxièmeet la troisième plae (ommuniations personnelles ave Marek Petrik et Istvan Szita respetivement) ontégalement été mis au point à l'aide de la méthode d'entropie roisée. On peut penser que notre analyseempirique de la méthode d'entropie roisée appliquée à Tetris ainsi que le hoix des fontions de base ontété déisifs pour remporter la ompétition.Conlusion et perspetivesA�n d'appliquer l'apprentissage par renforement au jeu de Tetris, nous avons résolu de façon exateune instane réduite du problème (en taille 5 × 5) ave des outils traditionnels du ontr�le optimal,puis nous avons appliqué l'algorithme d'approximation linéaire LSλPI proposé dans le hapitre 4 à lataille normale du jeu (10× 20). Nos expérienes ont on�rmé les résultats du hapitre 5 : par rapport àLSPI (Lagoudakis et al., 2002), LSλPI permet d'améliorer l'e�aité de l'exploitation des éhantillons.Des performanes similaires sont en e�et atteintes en apprenant une base de 1 000 éhantillons au lieude 10 000.



6.5. Reinforement Learning Competition 2008 101Nous avons par ailleurs revisité l'appliation de la méthode d'entropie roisée au jeu de Tetris, proposéepar Szita et L®rinz (2006). En reproduisant 10 fois leur expériene d'origine, nous avons approfondileur analyse expérimentale : en partiulier, nous avons observé que le bruit onstant semble plus �ableque le bruit linéairement déroissant. En utilisant la onnaissane experte (les fontions de base) deDellaherie (Fahey, 2003) et deux fontions de base originales, nous avons onstruit un ontr�leur àune pièe qui donne à notre onnaissane les meilleurs résultats à l'heure atuelle et qui a remporté laReinforement Learning Competition 2008.Pour aller plus loinPour améliorer enore les expérienes, il serait intéressant d'appliquer l'algorithme CMA-ES (Han-sen et Ostermeier, 2001) qui est une généralisation de la méthode d'entropie roisée (voir setion 5.4).De plus, modi�er les formules de bruit ou utiliser d'autres types de bruits (notamment un bruit avedéroissane géométrique) sont des idées à explorer. En e�et, nos résultats indiquent que le bruit linéaire-ment déroissant atteint trop vite zéro. On pourrait également aller plus loin en imaginant des fontionsde base plus omplexes ou plus expressives. Une première diretion naturelle serait d'exploiter d'autresfontions de base de la littérature (par exemple elles de Xtris (Llima, 2005) ou Fahey (2003)) ou d'eninventer d'autres. Une piste de reherhe partiulièrement intéressante est le problème de séletionner etde ombiner automatiquement des fontions de base simples de manière à onstruire d'autres fontionsde plus haut niveau. Par exemple, de telles ombinaisons peuvent faire partie de l'espae de reherhe,omme dans la réente approhe de Programmation Génétique de Girgin et Preux (2007).D'une manière générale, un problème signi�atif onernant le jeu de Tetris est le temps d'exéutionnéessaire pour jouer une partie, ar les algorithmes ont besoin de jouer de nombreuses parties. C'estenore plus important lorsque les ontr�leurs sont meilleurs, ar les parties durent de plus en plus long-temps. Nous envisageons plusieurs pistes pour évaluer un ontr�leur en réduisant la durée d'une partieou le nombre de parties jouées.� Une première idée serait de laner l'algorithme d'apprentissage sur un jeu de taille réduite. Deette manière, les parties sont plus ourtes, on peut don générer plus de veteurs, les évaluerplus soigneusement et les itérations peuvent être plus rapides. Cependant, il n'est pas lair qu'unontr�leur obtenu en jouant sur une taille réduite joue ensuite bien sur le jeu standard (10×20). Nousavons e�etué quelques expérienes, et les performanes des ontr�leurs onstruits en apprenant surdes plus petites grilles (omme 10×16) semblent donner des sores légèrement inférieurs à eux desontr�leurs onstruits diretement ave la grille standard.� Nous avons vu que pour évaluer la qualité d'un ontr�leur, il est préférable de jouer de nombreusesparties. Au lieu de jouer des parties aléatoires, une piste à explorer serait de jouer un petit en-semble de parties prédeterminées, ave des séquenes de pièes générées à l'avane. Ainsi, ave etteméthode, on utiliserait les mêmes séquenes de pièes pour omparer des ontr�leurs di�érents.Dans la phase de séletion de l'algorithme d'entropie roisée, ela pourrait permettre de séletion-ner les meilleurs éhantillons de manière plus �able dans la mesure où on utiliserait la même basede omparaison. Cela dit, il faut que les séquenes de pièes prédéterminées soient su�sammentreprésentatives des parties possibles et il n'est pas lair qu'un ontr�leur entraîné sur un ensemblerestreint de séquenes soit performant sur des parties qu'il n'a jamais renontrées auparavant.� Pour réduire le temps néessaire pour évaluer un ontr�leur, une idée prometteuse vient d'uneonjeture de Fahey (2003), qui stipule que la durée d'une partie de Tetris (et par onséquent, lenombre de lignes réalisées) peut être estimée à partir des premiers oups joués. En e�et, onsidéronspour haque hauteur h ('est-à-dire h = 0 à 20) la fréquene de h, qui est la proportion du tempsoù la hauteur du mur a été exatement h pendant les n premiers oups. Ave un bon ontr�leur,lorsque h est grand, la fréquene de h est faible puisque les murs hauts apparaissent peu souvent.Fahey a observé expérimentalement qu'ave son ontr�leur, lorsque h augmente, la diminution de lafréquene de h est exponentielle. Nous avons fait des expérienes qui on�rment son observation pournos ontr�leurs. Par onséquent, si l'on estime les paramètres de ette distribution exponentielle (ilsdi�èrent pour haque ontr�leur) en e�etuant une régression, on peut en déduire la fréquene pour
h = 21, e qui orrespond à la �n de la partie. Pour un ontr�leur donné, on pourrait ainsi estimerla durée moyenne d'une partie en jouant seulement n oups au lieu de faire une ou plusieurs parties.



102 Chapitre 6. Nouveaux résultats sur TetrisCependant, nos premières observations indiquent qu'une telle méthode a une grande variane etmanque don de préision, même si l'on joue un grand nombre de oups (de l'ordre de n = 1 000 000de oups).Il reste à approfondir es pistes a�n de réduire le temps d'exéution de l'algorithme.Une autre question naturelle qui reste posée est de savoir quelle méthode d'optimisation est la plusadaptée pour Tetris. Les travaux de l'état de l'art pour �xer les poids (Llima, 2005; Böhm et al., 2005;Szita et L®rinz, 2006) ne peuvent pas être omparés diretement ar ils s'appuient sur di�érentes im-plémentations et di�érentes fontions de base. De plus, ontrairement aux deux autres approhes et auxtravaux d'apprentissage par renforement, Böhm et al. (2005) onsidèrent uniquement des ontr�leurs àdeux pièes, rendant ainsi leur performane inonnue par rapport à elles des ontr�leurs à une pièe. Ilserait intéressant d'implémenter et d'exéuter es méthodes dans les mêmes onditions, pour déterminerdans quelles ironstanes la méthode d'entropie roisée, à laquelle nous nous sommes intéressés dansette thèse, peut réaliser de meilleurs résultats que les approhes d'optimisation (si 'est le as), et si detelles observations sont spéi�ques à Tetris ou peuvent également s'appliquer à d'autres problèmes.



Conlusion générale
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Résumé de la démarheCette thèse s'est intéressée à la manière pour un agent informatique d'apprendre automatiquementun omportement (ou politique) à partir d'une série d'expérienes. Dans e ontexte, l'apprentissage parrenforement propose un adre formel et de nombreux outils pour onstruire des politiques et estimerleur valeur.Dans un premier temps, nous avons présenté quelques algorithmes fondamentaux du ontr�le optimalstohastique dans le as exat, en partiulier λPI (Bertsekas et Io�e, 1996) qui propose d'itérer sur lespolitiques de façon optimiste, 'est-à-dire de hanger de politique sans attendre d'avoir évalué omplète-ment la politique préédente. Nous avons ensuite abouti à une ériture uni�ée de es algorithmes (Uni�edPoliy Iteration) qui exprime la notion d'optimisme et nous avons montré la onvergene de ette propo-sition. Des expérienes sur un problème de type navigation disrète ont permis d'illustrer Uni�ed PoliyIteration et d'étudier l'optimisme.Par la suite, nous nous sommes intéressés au as approhé, où la fontion de valeur est représentée parune arhiteture paramétrique et estimée à l'aide d'éhantillons. Nous avons d'abord démontré l'existened'une borne de performane sur les versions approximatives de Uni�ed Poliy Iteration. Puis nous avonsprésenté un état de l'art des méthodes d'apprentissage par renforement ave approximation linéaire.Parmi es méthodes, deux approhes d'itération sur les politiques ont partiulièrement retenu notre at-tention : LSPI (Lagoudakis et Parr, 2003), qui évalue les politiques de façon o�-poliy, et AλPI (Bertsekaset Io�e, 1996), qui les évalue de façon optimiste. Nous avons alors proposé l'algorithme LSλPI qui u-mule les avantages de es deux approhes. Nos expérienes ont montré que l'usage du paramètre λ peutpermettre d'améliorer la qualité de l'estimation et les performanes par rapport à LSPI.Dans une troisième partie, nous avons étudié spéi�quement l'appliation du jeu de Tetris, un problèmeà grand espae d'états que tentent de traiter plusieurs approhes d'apprentissage par renforement, maisaussi des méthodes d'optimisation direte de la politique et des algorithmes réglés manuellement. Nousavons dressé le premier état de l'art omplet de es travaux ainsi que la liste des fontions base employéespar haun d'entre eux. Après avoir souligné la di�ulté d'évaluer et de omparer les performanes desjoueurs arti�iels, nous avons mené plusieurs expérienes. Nous avons résolu une instane réduite de Tetrisde manière exate ave le ontr�le optimal, et dans le as approhé, nous avons on�rmé empiriquementque par rapport à LSPI, LSλPI améliore l'e�aité de l'exploitation des éhantillons. Nous avons parailleurs revisité la méthode d'entropie roisée appliquée à Tetris (Szita et L®rinz, 2006) et montré qu'eny introduisant une meilleure onnaissane experte omme elle de Dellaherie (Fahey, 2003), on peutonstruire un ontr�leur qui dépasse les performanes de l'état de l'art. Le ontr�leur ainsi obtenu nousa permis de remporter l'épreuve de Tetris de la Reinforement Learning Competition 2008 (ompétitiond'apprentissage par renforement).Optimisme et ompromis biais-varianeTout au long de e mémoire, dans le as exat omme dans le as approhé, nous nous sommes posésla question de savoir e que peut apporter l'idée de hanger de politique sans attendre d'avoir évaluéomplètement la politique préédente (l'optimisme), en partiulier via l'utilisation du paramètre λ de
λPI (Bertsekas et Io�e, 1996).Formellement, dans λPI, l'optimisme onsiste à remplaer l'équation de Bellman usuelle V = TπV parune équation de Bellman amortie V = MkV qui ne aratérise plus la fontion de valeur de la politique
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π, mais un pas d'une ertaine taille en diretion de ette dernière (la taille du pas étant réglable par leparamètre λ). Autrement dit, au lieu de reherher le point �xe de l'opérateur Tπ, on reherhe elui del'opérateur Mk (qui dépend de la politique mais aussi de la fontion de valeur préédente et de λ).Dans le as exat, nous avons remplaé Tπ par Mk dans Modi�ed Poliy Iteration (Puterman, 1994),et onstaté que ela n'apportait pas d'amélioration signi�ative en termes de vitesse de onvergene. Lespropriétés intéressantes de λ apparaissent dans le as approhé, lorsque la fontion de valeur est estiméeà l'aide d'un ensemble d'éhantillons. En remplaçant Tπ par Mk dans l'algorithme LSPI (Lagoudakiset Parr, 2003), nous avons ainsi obtenu un nouvel algorithme d'approximation linéaire (intitulé LSλPI)qui permet d'améliorer l'e�aité de l'estimation grâe ette notion d'optimisme. LSλPI onstitue laontribution essentielle de ette thèse, dans la mesure où et algorithme est le premier qui umule lesaratéristiques suivantes :� itération sur les politiques optimiste : on hange de politique sans attendre d'avoir évalué omplè-tement la politique préédente (via le paramètre λ de λPI),� ompromis biais-variane : le biais introduit par l'optimisme est ompensé par une rédution de lavariane de l'estimation de la fontion de valeur,� éhantillonnage e�ae : il s'agit d'une méthode du seond ordre, 'est-à-dire que les informationsdes éhantillons sont exploitées de manière e�ae omme dans LSPI, LSTD(λ) (Boyan, 2002) etLSPE(λ) (Nedi¢ et Bertsekas, 2003),� o�-poliy : de manière analogue à LSPI, la politique peut être évaluée à partir d'éhantillons généréesave une autre politique, et ayant la forme de trajetoires ou non.LSλPI est une généralisation de LSPI où nous ajoutons la notion d'optimisme a�n de réduire la varianedes estimations. L'un des intérêts de LSPI est son e�aité pour exploiter les éhantillons, grâe àl'approximation du seond ordre qu'il e�etue et grâe à l'évaluation o�-poliy (qui permet de réutiliserles mêmes éhantillons malgré les hangements de politiques). En ajoutant la propriété de rédution devariane à LSPI, nous améliorons enore son e�aité en termes d'éhantillons. En pratique, et ommenous l'avons véri�é expérimentalement, ela s'avère utile lorsque le nombre d'éhantillons dont on disposeest limité.Du point de vue de λPI (Bertsekas et Io�e, 1996), LSλPI peut être vu omme une version approxi-mative où l'on herhe expliitement le point �xe de Mk, e qui permet d'être o�-poliy lorsque l'onutilise des fontions de valeur Q. Les autres approhes liées à λPI (omme AλPI (Bertsekas et Io�e,1996), LSPE(λ) (Nedi¢ et Bertsekas, 2003) et TD(λ) (Sutton et Barto, 1998)) estiment quant à ellesdes di�érenes temporelles à partir de trajetoires qui sont on-poliy. LSTD(λ) (Boyan, 2002) se baselui aussi sur des trajetoires générées ave la politique à évaluer. Il faut ependant noter le réent tra-vail de Yu (2010) qui propose une version o�-poliy de LSTD(λ). La politique y est évaluée à l'aide detrajetoires générées ave une autre politique, en faisant appel à des tehniques d'importane sampling.Il serait partiulièrement intéressant d'étudier expérimentalement les performanes omparées des deuxapprohes o�-poliy que sont LSTD(λ) et LSλPI.L'apprentissage par renforement, une approhe ambitieuseLorsqu'ils sont appliqués au problème de Tetris, les travaux d'apprentissage par renforement ontjusqu'ii moins de suès que des travaux d'optimisation direte de la politique tels que la méthoded'entropie roisée (Szita et L®rinz, 2006) ou des méthodes évolutionnaires (Llima, 2005). Ce onstat estune observation de notre revue de la littérature (hapitre 5), on�rmée par les nouveaux résultats quenous avons présentés au hapitre 6.Cependant, l'apprentissage par renforement fournit des outils théoriques intéressants pour estimer lesore moyen d'un ontr�leur (qui est la fontion de valeur) et le sore moyen du meilleur ontr�leur (lafontion de valeur optimale). Sur une instane réduite du jeu (5 × 5), l'apprentissage par renforementest ainsi apable de donner le sore moyen optimal depuis tout état. Sur le jeu standard (10× 20), mêmesi es algorithmes sou�rent de la dimensionnalité et ont plus de di�ultés à être performants lorsqu'ilsont reours à de l'approximation, ils ont le mérite d'estimer le sore futur au lieu de se ontenter de lemaximiser. L'apprentissage par renforement herhe à onstruire à la fois une fontion de valeur et unepolitique, e qui est un problème plus di�ile. Bien que les méthodes d'optimisation omme l'entropie



107roisée et les algorithmes évolutionnaires donnent de meilleurs résultats sur Tetris à l'heure atuelle,leur fontion d'évaluation n'a pas de sémantique, elle ne fournit pas d'information sur le sore optimalpossible.Un autre avantage des algorithmes d'apprentissage par renforement est que, dans le as d'une ap-proximation linéaire du seond ordre, les informations données par les éhantillons observés sont exploitéesde manière e�ae. Ave LSPI (Lagoudakis et Parr, 2003), on peut se ontenter de générer des éhan-tillons une seule fois et de les réutiliser pour l'évaluation de haque politique. Notre algorithme LSλPI,tout en onservant ette propriété, améliore enore l'e�aité des éhantillons par rapport à LSPI. Ene�et, en introduisant de l'optimisme dans l'évaluation des politiques, nous réduisons la variane de l'es-timation réalisée, et le nombre d'éhantillons néessaires pour obtenir une bonne estimation diminue. Àl'inverse, les approhes d'exploration de l'espae des politiques telles que la méthode d'entropie roiséeet les algorithmes évolutionnaires ont pour prinipe de générer des entaines de ontr�leurs et de lesévaluer en générant de grandes quantités d'éhantillons. Un modèle génératif est don néessaire, ainsique des ressoures plus importantes. Un algorithme tel que LSλPI herhe au ontraire à exploiter leplus e�aement possible les informations des éhantillons dont il dispose. Cela peut s'avérer partiuliè-rement intéressant dans des appliations d'apprentissage en ligne dans lesquelles le nombre d'éhantillonsdisponibles est restreint.
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Annexes





Annexe APreuve de la borne de performaneNous détaillons ii la preuve du théorème 1, énoné page 44, qui donne une garantie sur la performanedes algorithmes approhés de type Uni�ed Poliy Iteration (voir hapitre 2) sous réserve que l'erreurd'approximation soit bornée à haque itération.Théorème 1 (Borne sur la performane de Uni�ed Poliy Iteration approhé)Soit un ensemble de poids positifs (λi)i≥1 tels que ∞∑

i=1

λi = 1. Soit une initialisation quelonque V̂0.Soit un algorithme itératif qui onstruit la suite (πk, V̂k)k≥1 de la manière suivante :
πk+1 ← glouton(V̂k)

V̂k+1 ←
∞∑

i=1

λi(Tπk+1
)iV̂k + ǫk+1.

ǫk+1 représente l'erreur d'approximation ommise en estimant Vk+1. Supposons qu'il existe une majora-tion uniforme ǫ de l'erreur : pour tout k, ‖ǫk‖∞ ≤ ǫ. Alors
lim sup
k→∞

‖V ∗ − V πk‖∞ ≤
2γ

(1− γ)2
ǫ.La preuve de e théorème, présentée i-après, est signi�ativement di�érente de elles qui ont étéproposées (séparément) pour les versions approximatives de Value Iteration et Poliy Iteration. Dans leas de Poliy Iteration, le raisonnement s'appuie sur la propriété de roissane des fontions de valeurs, etdans le as de Value Iteration, il utilise des arguments liés aux ontrations. Ces deux types d'argumentsne peuvent pas être utilisés dans le adre de e théorème.Preuve (Sherrer et Thiery, 2010)Notations et idée générale de la preuveNous noterons� bk = V̂k − Tπk+1

V̂k l'erreur de Bellman,� dk = V ∗ − (V̂k − ǫk) la di�érene entre la fontion de valeur optimale et l'itéré V̂k (avant erreur),� sk = V̂k − ǫk − V πk la di�érene entre l'itéré V̂k (avant erreur) et la (vraie) valeur de la politique
πk,� β =

∑
n≥1 λnγ

n (on pourra remarquer que 0 ≤ β ≤ γ).



112 Annexe A. Preuve de la borne de performaneLa distane entre la valeur de la politique optimale et la valeur de la politique ourante peut s'érirede la manière suivante :
‖V ∗ − V πk‖∞ = max(V ∗ − V πk)

= max(V ∗ − V̂k + ǫk + V̂k − ǫk − V πk)

= max(dk + sk)

≤ max dk +max sk (A.1)L'idée de la preuve est de aluler des majorations de dk et de sk. Comme nous allons le voir dansle détail, les majorations que nous obtiendrons dépendront toutes deux d'une majoration de l'erreur deBellman bk, que nous ommençons par aluler.Une borne supérieure sur l'erreur de Bellman bk Comme πk+1 est la politique gloutonne parrapport à V̂k, on a Tπk
V̂k ≤ Tπk+1

V̂k, e qui nous permet de dire que
bk = V̂k − Tπk+1

V̂k

= V̂k − Tπk
V̂k + Tπk

V̂k − Tπk+1
V̂k

≤ V̂k − Tπk
V̂k

= (V̂k − ǫk + ǫk)− Tπk
(V̂k − ǫk + ǫk)

= (V̂k − ǫk)− Tπk
(V̂k − ǫk) + ǫk − γPπk

ǫk

=
∑

n≥1

λn

[
(Tπk

)nV̂k−1

]
−
∑

n≥1

λn

[
(Tπk

)n+1V̂k−1

]
+ (I − γPπk

)ǫk

=
∑

n≥1

λn

[
(Tπk

)nV̂k−1 − (Tπk
)n+1V̂k−1

]
+ (I − γPπk

)ǫk

=
∑

n≥1

λn(γPπk
)n(V̂k−1 − Tπk

V̂k−1) + (I − γPπk
)ǫk

=
∑

n≥1

λn(γPπk
)nbk−1 + (I − γPπk

)ǫk.En utilisant le fait que Pπk
est une matrie stohastique, on en déduit :

max bk ≤
∑

n≥1

λnγ
nmax bk−1 + (1 + γ)ǫ = βmax bk−1 + (1 + γ)ǫ.On en déduit par réurrene que

max bk ≤
k−1∑

j=0

βj(1 + γ)ǫ+ βk max b0 =
1 + γ

1− β
ǫ+O(γk). (A.2)Une borne supérieure sur dk Etudions à présent le terme dk et son évolution.

dk+1 = V ∗ − (V̂k+1 − ǫk+1)

= V ∗ −
∑

n≥1

λn(Tπk+1
)nV̂k

=
∑

n≥1

λn

[
V ∗ − (Tπk+1

)nV̂k

]
. (A.3)



113Comme πk+1 est la politique gloutonne par rapport à V̂k, on a Tπ∗ V̂k ≤ Tπk+1
V̂k, et don

V ∗ − (Tπk+1
)nV̂k = Tπ∗V ∗ − Tπ∗ V̂k + Tπ∗ V̂k − Tπk+1

V̂k + Tπk+1
V̂k −

−(Tπk+1
)2V̂k + (Tπk+1

)2V̂k − . . .+ (Tπk+1
)n−1V̂k − (Tπk+1

)nV̂k

≤ Tπ∗V ∗ − Tπ∗ V̂k + γPπk+1
(V̂k − Tπk+1

V̂k) +

+(γPπk+1
)2(V̂k − Tπk+1

V̂k) + . . .+ (γPπk+1
)n−1(V̂k − Tπk+1

V̂k)

= γPπ∗(V ∗ − V̂k) +

+
[
γPπk+1

+ (γPπk+1
)2 + . . .+ (γPπk+1

)n−1
]
(V̂k − Tπk+1

V̂k)

= γPπ∗(V ∗ − (V̂k − ǫk))− γPπ∗ǫk +

+
[
γPπk+1

+ (γPπk+1
)2 + . . .+ (γPπk+1

)n−1
]
(V̂k − Tπk+1

V̂k)

= γPπ∗dk − γPπ∗ǫk +
[
γPπk+1

+ (γPπk+1
)2 + . . .+ (γPπk+1

)n−1
]
bk.Comme Pπ∗ et Pπk+1

sont des matries stohastiques, on en déduit
max[V ∗ − (Tπk+1

)nV̂k] ≤ γmax dk + γǫ+ (γ + γ2 + . . .+ γn−1)max bk

= γmax dk + γǫ+
γ − γn

1− γ
max bk.En utilisant l'équation (A.3), on obtient la réurrene suivante sur max dk :

max dk+1 ≤ γmax dk + γǫ+
∑

n≥1

λn

[
γ − γn

1− γ
max bk

]
= γmax dk + γǫ+

γ − β

1− γ
max bk.A l'aide de la majoration de l'erreur de Bellman obtenue préédemment (équation (A.2)) on en déduit :

max dk+1 ≤ γmax dk + γǫ+
γ − β

(1− γ)(1 − β)
(1 + γ)ǫ+O(γk),e qui donne, en prenant la limite supérieure,

lim sup
k→∞

max dk ≤
γ

1− γ
ǫ+

[
γ − β

(1 − γ)2(1− β)

]
(1 + γ)ǫ. (A.4)Une borne supérieure sur sk Considérons maintenant le terme sk de l'équation (A.1) :

sk+1 = V̂k+1 − ǫk+1 − V πk+1

=
∑

n≥1

λn

[
(Tπk+1

)nV̂k

]
− (Tπk+1

)∞V̂k

=
∑

n≥1

λn

[
(Tπk+1

)nV̂k − (Tπk+1
)∞V̂k

]
. (A.5)On peut observer que

(Tπk+1
)nV̂k − (Tπk+1

)∞V̂k = (Tπk+1
)nV̂k − (Tπk+1

)n+1V̂k + (Tπk+1
)n+1V̂k − (Tπk+1

)n+2V̂k + . . .

= (γPπk+1
)n(V̂k − Tπk+1

V̂k) + (γPπk+1
)n+1(V̂k − Tπk+1

V̂k) + . . .

= (γPπk+1
)n[I + γPπk+1

+ (γPπk+1
)2 + . . .]bk.Comme préédemment, en utilisant le fait que Pπk+1

est une matrie stohastique, on obtient :
max[(Tπk+1

)nV̂k − (Tπk+1
)∞V̂k] ≤ γn(1 + γ + γ2 + . . .)max bk =

γn

1− γ
max bk.



114 Annexe A. Preuve de la borne de performaneEn utilisant l'équation (A.5), on en déduit une majoration de max sk+1 :
max sk+1 ≤

1

1− γ


∑

n≥1

λnγ
n max bk


 =

β

1− γ
max bk.A l'aide de la majoration de l'erreur de Bellman (équation (A.2)) et en prenant la limite supérieure, on a

lim sup
k→∞

max sk =
β

(1− γ)(1− β)
(1 + γ)ǫ. (A.6)Conlusion de la preuve Finalement, revenons à l'équation (A.1) et utilisons les majorations quenous venons d'obtenir pour dk (équation (A.4)) et sk (équation (A.6)) :

lim sup
k→∞

‖V ∗ − V πk‖∞ ≤ lim sup
k→∞

max dk + lim sup
k→∞

max sk

=
γ

1− γ
ǫ+

[
γ − β

(1 − γ)2(1− β)
+

β

(1− γ)(1− β)

]
(1 + γ)ǫ.

=
γ

1− γ
ǫ+

[
γ − β + (1− γ)β

(1− γ)2(1− β)

]
(1 + γ)ǫ.

=
γ

1− γ
ǫ+

[
γ

(1 − γ)2

]
(1 + γ)ǫ.

=
γ(1− γ) + γ(1 + γ)

(1− γ)2
ǫ

=
2γ

(1− γ)2
ǫ. �
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