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Chapitre 1

Introduction.

Un plasma est un gaz constitué de particules chargées, ionisées, et dont la densité
satisfait simultanément deux critéres. Elle doit étre suffisamment élevée pour que les
particules obéissent aux lois statistiques, mais assez faible pour que les interactions
binaires soient négligeables comparées aux forces coulombiennes de longue portée. En
fait, la caractéristique d’un plasma est la prépondérance des effets collectifs sur les
interactions entre les particules.

Au-dessus d'une température de 100000 K, la matiere est dans un état ionisé.
Pour cette raison, le plasma est parfois appelé le quatrigme état de la matiere. En
effet, 'augmentation de la température provoque le passage de I'état solide a I'état
liquide. De méme, si la température d'un liquide est assez élevée, il se transforme en
gaz. Enfin, si un gaz est porté i trés haute température, les particules sont ionisées,
et Pon obtient un plasma.

Pour autant, il est possible de générer un plasma sans recourir 4 'augmentation
de la température. Pour cela, il faut provoquer un mécanisme d’ionisation a une tres
faible densité. D’ailleurs, la plupart des plasmas fabriqués en laboratoires ou se situant
dans la couche ionosphérigque (au-dessus de Patmosphére} suivent ce principe.

L’état de plasma dépend done plutdt du ratio de Ia densité des particules sur la
température. Ce n’est qu’en introduisant les échelles caractéristiques d’un plasma
que nous consbtatons cette propriété. Tout d’abord, pour caractériser 1'échelle du
temps, nous introduisons la fréquence plasma: si un groupe d’électrons est bruta-
lement déplacé, une force électrostatique de direction opposée au déplacement est
créée de maniére a rétablir la position d’équilibre. Ces particules oscillent autour de
cette position. La {réquence plasma représente la fréquence de ces oscillations et est

définie par
172
(Mf)/
Wy = .
Eg Ml

oll g représente la densité des électrons, g la charge, m. la masse d’un électron et gg
Ia permittivité du vide.

Ensuite, I'échelle d’espace est caractérisée par la longueur de Debye Ap, qui définit
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le seuil au-dessus duguel I'individualité des particules disparait, et 'ensemble des par-
ticules est percu comme un nuage électronique. En termes de densité et de température
la longueur de Debye g’exprime de la fagon suivante

1oy Mads
)\%) py £0 k B Ta ’
ol «v désigne Pespéce des particules, ng o la densité, 7, la température des particules
a el kp la constante de Boltzmann. La longueur de Debye fait clairement apparaitre
I'importance que joue le ratio de la densité sur la température dans la définition d’un
plasma. Nous définissons ensuite la sphére de Debye, qui est la sphére de rayon Ap
et qui exprime la zone d’influence d’une particule. Ainsi, le nombre de particules
contenu dans cette sphére ng )\‘?’D joue un réle important en physique des plasmas.
C'est pourquoi, nous introduisons le parametre plasima g

1
{J = .
9= 0 3

Etant donné que la fréquence de collisions entre les particules décroit avec la den-
sité, ou lorsque la température croit, la condition “g tend vers zéro” correspond
a une décroissance de la fréquence de collisions. En effet, les forces coulombiennes
exercées entre deux particules voisines, sont négligeables devant la force de Coulomb
générée par I'ensemble des particules. Dans ce travail, nous nous somres essentielle-
ment intéressés aux plasmas “Vlasov”, c’est-d-dire pour lesquels le parameétre g est
suffisamment petit pour négliger les collisions entre les particules.

Bien que les plasmas soient trés peu présents sur la Terre dans leur état na-
turel, leurs applications sont de plus en plus diversifiées. Dans la vie de tous les
jours, on trouve les plasmas dans les tubes & décharge électrique (tubes & néons), les
arcs électriques... Les premiers travaux d’expériences concernant la physique des plas-
mas remontent aux années vingt par Langmuir, Tonks... Par exemple, les décharges
électriques sont utilisées dans le traitement de matériaux et de surfaces. Les plasmas
se refrouvent également dans les écrans plats. Cependant, Uapplication majeure de la
physique des plasmas est la recherche sur la fusion thermonucléaire controlée qui a
pour but d’obtenir une énergie propre et renouvelable utilisant la fusion & I'image de
ce qui se produit dans une bombe & hydrogeéne ou dans le soleil.

Il existe deux moyens pour produire de I'énergie par réaction nucléaire. D’une
part, Ia fission consiste & faire collisioner un atome d’Uranium 235 avec un neutron
thermigue, le noyau se brise alors en deux parties plus 1égéres. Il est suivi de émission
de deux ou trois neutrons qui libérent de 1’énergie et qui vont a leur tour réagir dans
une réaction de fission en chaine. Ce procédé est aunjourd’hui largement exploité.

D’autre part, la fusion consiste en la formation d'un atome plus lourd & partir du
contact entre deux atomes plus légers ayant vaincu la force de répulsion conlombienne.
Il y a alors production d’énergie, selon la relation d’Einstein (E = mc?), du fait de
la différence de masse entre les réactifs et les sous-produits de la réaction de fusion,



La fusion du Deutérium avec le Tritium est la plus simple & réaliser, elle polarise
donc les recherches. Le Deutérium (D) est non radioactif, c’est un atome d’hydrogeéne
(H) qui s’est vu rajouter un neutron. Sur Terre une molécule d’eau sur 30 000 est de
I'eau lourde c’est-a-dire qu’elle contient deux atomes de Deutérium. En fait, un métre
cube d'eau renferme 34 g de Deutérium qui sera équivalent, sur le plan énergétique
(en termes de fusion), & 300 000 litres de pétrole. Quant au Tritium (1), d'une période
radioactive de 12 ans, et donc relativement vite désintégré par rapport a de I’'Uranium
(U) utilisé dans la réaction de fission, il sera produit par surrégénération du Lithium
(L) représentant 0.004% de la crotite terrestre.

nt+ Li® 5 He* + 7 4 4.78 MeV
nt + Li7 = He* + T+ nl — 247 MeV,

olt He symbolise un atome d’Hélium et n' un neutron.

L’avantage économique majeur de la réaction de fusion est que ces éléments sont
uniformément répartis sur Terre. La réaction de fusion considérée entraine la formation
d’Hélium non radioactif, ne pouvant étre confiné dans I'atmosphére terrestre du fait
de la vitesse de libération.

D+ T — He* (3.52 MeV) + n! (14.06 MeV).

Les guantités de combustibles et de cendres produites par an et par réacteur seralent
de quelques centaines de kilogrammes. De plus, de par les criteres tres stricts de la
réaction de fusion il ne peut y avoir “emballement” comme ¢’est possible pour la
réaction de fission qui nécessite un contrdle actif. Sans l'injection de combustible dans
le réacteur, son fonctionnement ne serait que de quelques dizaines de secondes. De plus,
la. faible quantité de réactifs présents dans le réacteur (environ 10 grammes) limite
I'importance de tout accident éventuel. Mais un réacteur a fusion devra supporter
des contraintes neutroniques, thermiques, mécaniques tres séveres de sorte que la
‘réalisation industrielle d’un réacteur est un réel défi. Le réacteur sera alimenté en
combustible (mélange Deutérium-Tritium). Ce mélange passera alors a [’état plasma,
au sein duquel la réaction de fusion aura lieu. L’émission dan neutron thermique,
pouvant traverser la barriére magnétique, sera l'origine de la régénération du Tritium,
par surrégénération du Lithium “stocké” dans la paroi. Ce Tritium sera alors mélangé
avec le Deutérium et réintroduit dans la chambre. La production d’"Hélium sera 1'un
des moyens de chauffage, de par la perte de I"énergie cinétique de ces noyaux sous
forme de chaleur. L’Hélium, produit non radioactif, sera extrait du plasma. La chaleur
produite sera transformée en électricité par l'intermédiaire d'un fluide caloporteur,
selon des techniques bien développées dans I'exploitation de 1'énergie de fission.
Pour que deux noyaux puissent fusionner, et donc fournir de 'énergie, il faut
qu’ils parviennent & s’approcher & des distances trés faibles pour lesquelles les forces
nucléaires peuvent intervenir. Pour ce faire les noyaux doivent posséder une énergie
cinétique suffisante pour vaincre la force de Coulomb, liée 4 la charge électrique
des noyaux. Cette force de répulsion a une portée bien supérienre i celle des forces
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Fia. 1.1 — Fusion d’un atoeme de Tritium et de Deutérium permeitiant de fournir de
Pénergie.

nucléaires. Cependant, il existe une distance (Rg) & partir de laquelle les forces at-
tractives prennent le pas sur les forces répulsives. Pour les noyaux auxguels nous nous
intéressons, cette distance est de 'ordre du diametre nucléaire (5. 1071% m).

Le processus de fusion exige de chauffer et maintenir le plasma & des régimes de
température plus importants que dans le coeur du soleil. Ces contraintes dictent les
recherches qui définiront le coeur des réacteurs car il faut maintenir le plasma dans
des conditions favorables aux réactions et cela pendant un temps suffisamment long.
Cette capacité & conserver la chaleur suffisamment longtemps est appelée confinement
de I"énergie.

Alors que dans le soleil le confinement est gravitationnel, sur Terre deux voies de
recherche se développent : la méthode du confinement inertiel et celle du confinement
magnétique.

L.e confinement inertiel est di & la propre inertie des particules. C’est a Pintérieur
d'une microcapsule de mélange réactif fortement comprimée par des lasers que la
fusion se produit, d’abord au centre puis vers extérieur, par propagation, dans le
combustible froid environnant. La réaction de fusion a lieu aussi longtemps que le
combustible reste confiné par sa propre inertie.

Le confinement magnétique a été historiquement le premier et reste toujours
prépondérant, méme si la recherche sur le confinement inertiel a tendance & plus
se développer. Pour le confinement magnétique, la pression magnétique équilibre la
pression cinétique et empéche théoriquement le contact avec les parois du fait de la



création d'un véritable bouclier magnétique. De plus, dans un plasma, les particules
se mouvant de facon désordonnée, 'ajout d’un champ magnétique fait qu’elles ac-
quiérent un mouvement de giration hélicoidale autour des lignes de champ formées
dans le plasma.

Le confinement est limité par les collisions coulombiennes entre particules d’espéces
différentes {électrons et ions par exemple) qui provoquent un phénomeéne de diffusion
de ces particules A travers les surfaces magnétiques. Le plasma n’étant pas en équilibre
thermodynamique, vu que Is présence du champ magnétique n’apporte pas d’énergie
potentielle, les collisions entres particules font évoluer le systéme vers I’équilibre, & n
et I constant, détruisant ainsi le confinement. Le probleme est que les collisions ne
constituent pas le seul mécanisme qui contréle cette évolution.

Un plasma confiné est le siege d’un grand nombre d’oscillations. La plupart d’entre
elles sont stables mais certaines sont instables. La vitesse de propagation de ces
derniéres est telle qu'elles sont en résonance avec e mouvement d’un ensemble pri-
vilégié de particules dont elles tirent par effet Landau I'énergie nécessaire 4 leur am-
plification. Il en résulte des champs électriques turbulents qui jouent un role analogue
a celui des collisions pour augmenter les coefficients de transport perpendiculaires. T1
peut en résulter des instabilités et des pertes,

Enfin, il faut éviter la contamination du plasma par des impuretés, ¢’est-d-dire
par les atomes qui se libérent lorsque le plasma atteint une température exirémement
élevée et entre en contact avec la surface des matériaux constituant la chambre. Cette
contamination est susceptible de refroidir le plasma et de réduire la probabilité de
fusion en diluant les ions de Deutérium et de Tritium combustibles. De plus, il ¥ aura
perte par rayonnement électromagnétique. En effet, les impuretés sont des particules
d’éléments “lourds” qui en traversant le plasma s’ionisent. Le probléme responsable
de ce rayonnement électromagnétique est que ces impuretés ne s’ionisent pas totale-
ment et ainsi attirent les électrons. Pour les numéros atomiques élevés, 'ignition est
empéchée & partir d'une concentration en impuretés de guelques pour cent. Pour les
numéros atomiques faibles il y a seulement dilution. Son principe consiste & dévier
des particules du plasma & P'aide de champs magnétiques vers des plaques cibles de-
vant lesquelles le flux du plasma réduira les impuretés. De cela il résultera un plasma
peu chaud et trés dense qui protégera ces plaques de I’énergie incidente et réduira la
production d’impuretés.

La compréhension de tous les phénomeénes entrant en jeu nécessite une modélisation
mathématique & la fois du transport, des collisions et des interactions des particules
qui suivent les lois de la physique statistique. On représentera I'ensemble des parti-
cules d'une méme espéce par une fonction de distribution f{¢,z,£) qui est positive,
et dépend de sept variables, le temps ¢, la position z, et la vitesse v (ou 'impulsion
£}. Nous supposerons que f{t, - -) appartient au moins & l'espace LJIGC(IR"" x IR,
ol1 d représente la dimension du probleme. D'un point de vue physique f(t,z,£)dz dé
représente la probabilité de trouver des particules dans un élément de volume dr d¢
au temps ¢, au point de l'espace des phases (z,£). Le domaine physique, caractérisé
par la variable x, peut étre un ouvert borné Q. Il en va de méme pour I'espace des
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vitesses {ou de I'impulsion £). Pour certains modéles, en utilisant la symétrie du do-
maine géométrigque, la dimension des espaces x et £ peut étre différente. Par exemple,
le probléme 11/2 signifie que I'espace des phases est (z,£) € R x IR?.

Comme nous 'avons déja vu, les particules sont soumises aux forces coulombiennes
de longue portée générées par le mouvement de Uensemble des particules. Ces forces
sont assimilées & des champs moyens électromagnétiques, appelés champs autoconsis-
tants. Ainsi, les éguations du mouvement sont données soit par la loi de Newton dans
le cas classique, soit par la relation d’Hinstein dans le cas relativiste

dx d

L —vfe), % = Flap) (1.1)
ou F(tz,v) représente le champ de force total et dans le cadre classique la valeur de
la vitesse v(¢) est donnée par

v(&) =¢/m,

tandis que dans le cadre relativiste

S P—

VIt e jm?
Ce systéme peut étre reformulé 3 travers une équation aux dérivées partielles

vérifiée par la fonction de distribution f, qui traduit la congervation du nombre de
particules le long des trajectoires

0= L 10.a0E0) = 2 +0(€).Vaf + Flt20).Ve.

La fonction de distribution f(4,z,£) qui décrit I'évolution statistique du systéme de
particules; est constante le long des courbes caractéristiques (z(t),£(1)) données par
{1.1). Nous obtenons alors, 'équation de Vlasov

of

E—I—fv(f).vxf + F(tgw).Vef =0 (1.2)
avec une donnée initiale & £=0, .
Ft=028) = folz,8), V(ag) e R xR (1.3)

Le champ de force F(t,2,v) est la force de Lorentz donnée par
Fltaw) = L (E(ta) +v A B(ta)). (1.4)

o E(t,z), B(f,z) désignent les champs moyens autoconsistants solutions des équations
de Maxwell

(98 _egupo. i

ot £0

8B

AV x E=1{. {1.5)
gr TV B0

v-E=2 v.B=0,

\ £0
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ol ¢ représente 1a vitesse de la lumiére dans le vide, gy la permittivité du vide, p(t,x)
et j(f.z) sont les densités de charge et de courant calculées & partir de la fonction de
distribution f{¢,z,£)

tta) =g [ feadde, i) =q [ viteaod, (16)

ol1 g est la charge d’une particule. Un modéle approché et souvent utilisé, est le systéme
de Vlasov-Poisson, qui ne prend en compte que les effets électrostatiques (B = 0) et
ol (1.5} est remplacé par

V-BE=" et VxE=0 (1.7)
£0
Le probléme de Pexistence de solution du modele de Viasov-Poisson (VP) et Vlasov-
Maxwell (VM) a fait Pobjet de recherches actives ces derniéres années. Nous rappe-
lons ici les principaux résultats concernant les théorémes d’existence de solutions des
gystéemes de Vlasov-Maxwell classique ou relativiste et Vlasov-Poisson classique.

Le premier résultat d’existence de solutions classiques pour Vlasov-Poisson est
donné par S.V. lordanskii [25]. S. Ukai et T. Okabe [30] montrent ensuite Pexistence
et I'unicité de solutions globales en temps pour le probléme en dimension deux, et
lexistence locale en temps en dimension trois. C. Bardos et P. Degond donnent un
théoréme d’existence de solutions pour (VP} en dimension trois pour des données
initiales petites [4]. Le probléme en dimension trois est complétement résolu par K.
Pfaffelmoser [27]. Ce résultat a été simplifié et amélioré par différents auteurs [23, 24,
26, 29]. Cette approche consiste & considérer une solution dont la donnée initiale est
4 support compact et & contrdler Paccroissement du support au cours du temps. Soit

Q(t) =1 +sup{|v|: 3 (r.2) € [0 x> f(r.z,v) # 0}
Dans [27], nous pouvons trouver le résultat suivant

Théoreme 1. Supposons que la donnée initiole fy soit une fonction positive d
support compact appartenant 4 C’cl(lR3 x IR*). Alors, le probléme de Vlasov-Poisson
(1.2)-(1.7) sur tout Uespace R® x IR® admet une unique solution f appartenant a
CHIR" x IR® x IR®) et

QU) < G+, p>33/17

et le champ électrique autoconsistant F appartient & C1(IRY x IR%) et est lipschitzien
par rapport 4 .

Notons que le taux de croissance du support de la fonetion de distribution f a été
amélioré dans [29], mais sa valeur optimale est toujours inconnue.
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Lorsque la donnée initiale n’est pas & support compact, P.-L. Lions et B. Perthame
[26] ont développé une autre approche qui consiste & rechercher des solutions fortes.
L’équation de Vlasov n'est pas satisfaite au sens classique puisque la solution n’est
pas suffisamment réguliére, mais est vérifiée an sens des distributions, De plus, il est
possible de définir les courbes caractéristiques presque partout. La démonstration est
basée sur des estimations ¢ priori sur le champ F et les moments d’ordre m > 3.
Dans [26], les auteurs montrent le résultat suivant

Théoréme 2. Supposons gue lo donnée initiale fo soit une fonction positive
appartenant ¢ L' N L®(R? x R*) et

[ |o|™ fodzdv < +00, m > mg > 3.
J 1IR3 xR

Alors, Uéquation de Vlasov-Poisson (1.2)-(1.7) admet une solution forte f apparte-
nant i espace C(IRY,L* N L®(IR? x IR?)) et vérifiant

sup f fo|™ f(tz,w)dede < Cp, YT > 0.
tc[0,7)J |73 < R?

3
pltz) = . ftzw)de € CURY LA(IRY)), 1<qg< ﬂfrg_mo
]R\

3
E(tx) e C(RT,LYR?)), 3/2<qg<3 : + o

_“'.*’TLU-

Enfin, sous des hypothéses minimales sur la donnée initiale
/ |2 fodady < 400
4 113 R?

et fo € L' N L°(RY), ou bien fo log™(fo) € LM(IRY x IRY), A-A. Arsene’v [1], puis
différents anteurs |5, 18] ont montré Pexistence de solutions faibles. Dans ce cas,
Péquation de Vlasov-Poisson est satisfaite an sens des distributions.

Théoréme 3. Soit fo une fonction positive appartenant ¢ L' N L (IR® x IR?) et
SUPPOSONS qUE

/ - wi? fodzdy < +o0.
R x IR

Alors, il existe une solution faible o Uéquation de Viasov-Poisson (1.2)-(1.7) appaor-
tenant & Uespace C(IRT L®(IR* x IR®) — w+) vérifiant

E(t) = / [o2f (t,2,0)dedv + ! / |E(tx)|2dz < £(0).
REx 3 2 /ms
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La démonstration est basée sur les estimations a prior: naturelles de conservation
des normes L? pour 1 < p < 400 et de I'énergie

d
aé’(t) < 0.
La régularité elliptique de ’équation de Poisson permet ensuite d’obtenir la conver-
gence forte du champ électrique, ce qui donne un sens au produit E(t,z) f(f,z,v).

R. Robert a montré 'unicité des solutions faibles en dimension trois lorsque celles-
13 sont & support compact [28]. Nous mentionnons également les travaux de Majda
et Zheng en dimension une, qui mountrent ’existence de solutions lorsque la donnée
initiale est une mesure.

Concernant le probléme de 'existence et de Punicité de solution classique globale
pour le systéme de Vlasov-Maxwell, nous rappelons les travaux de R. Glassey et W.
Strauss [19, 20] dans le cas relativiste, et de S. Wollman [31] pour le cas classique.
Dans [19], les auteurs démontrent le théoréme suivant

Théoréme 4. Supposons que la donnée initiale fu soit une fonction positive d
support compact appartenant & O (IR x IR3) et les champs électromagnétiques Fo(x),
By(z) € C*(R®) tels que

V-By=0, V-Ey=pyfeo, PoiQ/IRsfodv-

En supposant une estimaotion a priori sur Uapprorimation ou la solution : il existe
une fonction continue B(t) telle que f(t,zw) =0, lorsque |v| > B(2). Alors, le systéme
de Viasov-Mazwell (1.2)-(1.5) admet une unique solution f appartenant & espace
C'IRT x R* x IR). De plus, E(t), B(t) € C*(IRT x R?).

D’autres travaux ont été poursuivis sur le systéme de Viasov-Maxwell dans Pes-

pace des phases 1D1/2 [21] et 2D1/2 [22] afin de contrdler le support de la fonction de
distribution.
De leur coté, P. Degond [12] et K. Asano [2] démontrent Pexistence locale en temps
et I'unicité d’une solution forte pour le systéme de Vlasov-Maxwell classique. Pour
conclure sur les rappels de la théorie de l'équation de Vlasov non linéaire, nous
énongons le théoréme de R. DiPerna et P.-L.. Lions sur 'existence de solutions faibles
pour Vlasov-Maxwell classique ou relativiste [14].

Théoréme 5. Soit fy une fonction positive appartenant ¢ I' N L°(IR? x R?) et
vérifiant

. L r
folvl2dz dv + = |Eq|? + |By|?dx < +o0.
R IR? 2 Jge
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Alors, il existe une solution faible au systéme de Viasov-Mazwell (1.2)-(1.5) apparte-
nant a Uespace f € C(RT.L®(IR? x R®) —w+) et B,B € C(IR",L*(R?) — w).

TFinalement, la plupart des problémes théoriques sur I'existence de solutions pour
Péquation de Vlasov non linéaire sont maintenant biett compris. Nous renvoyons an
travail de synthése [6] réalisé par F. Bouchut, F. Golse et M. Pulvirenti concernant la
théorie de l'existence de solutions.

Quant A la discrétisation de I'éguation de Vlasov, elle suscite beaucoup d’intérét de
la part des physiciens. En effet, les résultats numériques peuvent indiquer de nouveaux
axes de recherches sur la modélisation et le comportement des solutions. Mais surtout
la simulation numérique en physique des plasmas permet de compiéter, de guider,
et d’améliorer les tests expérimentaux souvent trés coiiteux dans ce domaine, par
exemple, lors de la construction de lasers, de tokamaks, ou de réacteurs nucléaires.

La plupart du temps, Papproximation de 'équation de Vlasov est réalisée par des
méthodes particulaires [8, 10, 11]. Celles-ci sont particulierement attractives pour les
problémes en dimensions élevées, comme c’est le cas pour I'équation de Vlasov. De
plus, ce type de schémas permet d’obtenir des résultats satisfaisants avec relativement
peu de “particules numériques” . L'idée de ces méthodes consiste & tirer aléatoirement
les positions et vitesses initiales suivant la densité de probabilité f, puis a4 résoudre
les équations des trajectoires. Ainsi, la fonction de distribution f{f,z,v) est approchée
par une mesure discréte de la forme

N(te,w) = Z% ) 0y ) (%) ® Gy (v), (1.8)

avec

1 stz =,
O (%) = { 0 sinon

et les points w;(t) et (x;(f),v;(t)) sont solutions du systéme d’équations différentielles
correspondant & I’équation des courbes caractéristiques (1.1) pour les N particules,

( d.’L‘z i .
dt( ) = U’e‘.(t)a b= 1" :N
e P R S (1.9)
dt
wi(t) = wy(0), i=1,,N

ot F(t,z;(t),;(t)) représente la force de Lorentz (1.4). Nous appelons w;(t) le poids
de la particule ¢ lequel est conservé au cours du temps pour I'équation de Vlasov et
(z;{t),v:(t)) la position de la particule ¢ dans Pespace des phases. L’intégration du
systeme (1.9) se fait le plus souvent par un schéma saute-mounton pour calculer la
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solution sur un pas de temps, par exemple nous mettons a jour la position et le poids
at temps %11 4 partir des valeurs au temps ¢* par

A7 (v (") = wi(E")) = F(t"2i(e")0i (87)),

< Aif (2 (") — () = w1, (1.10)

| w1 = w (7).

11 est alors nécessaire de calculer la force de Lorentz F{t" z;{t"),v;("}) en discrétisant
I'équation de Poisson ou le systéme de Maxwell sur un maillage de espace physique.
Nous renvoyons, par exemple, le lecteur & la revue de F. Assous et P. Ciarlet [3] pour
la discrétisation par la méthode des éléments finis pour les équations de Maxwell
puis & Birdsall-Langdon pour la résolution des équations de Maxwell ou Poisson et
le couplage avec Vlasov [8]. Finalement, les champs E(t") et B{t") sont calculés au
point x;(¢") par une formule d’interpolation.

Ces méthodes permettent d’utiliser un pas de temps relativement grand contrai-
rement aux schémas eulériens qui discrétisent Péquation de Vlasov sur une grille de
Pespace des phases (x,v), ce qui implique une condition de stabilité du type CFL
qui est trés contraignante pour 'équation de Vlasov. De plus, ces méthodes sont
intéressantes en dimension élevée puisque le stockage est de 'ordre de d NV, o1l N
représente le nombre total de particules et d la dimension du probléme. Cependant,
pour les problémes dans 'espace des phases 2D ou 4 D, ces méthodes perdent de
plus en plus de leur intérét. En effet, les moyens de calculs actuels sont tels qu’il est
possible d’utiliser un grand nombre de particules. mais le recours & des méthodes de
Monte-Carlo introduit du bruit nmemérique ef le taux de convergence de ces schémas
est seulement de l'ordre de O(1/4/N), ot N est le nombre total de particules. Ainsi,
ies méthodes eulériennes ou semi-lagrangiennes d’ordre élevé sont de plus en plus at-
trayantes pour traiter ce type de problémes a condition de faire appel aux technigques
de plus en plus développées du calcul scientifique et & des moyens de calculs impor-
tants.

Ce travail est essentiellement axé sur la mise au point de schémas mumériques
pour I'approximation de 'équation de Vlasov par des méthodes eulériennes ou semi-
lagrangiennes, c’est-a-dire utilisant une grille de l'espace des phases {z,u). L'une
des difficultés est de s’affranchir de la condition C'FL qui est trés pénalisante pour
I’"équation de Vlasov

At < A:C/ Urmnax,

ol At est le pas de temps, Az la taille d’une maille de I'espace physique et Vg, le
rayon du support de 'espace des vitesses de la fonction de distribution f{¢,2z,v). Il faut
ensuite évaluer les erreurs numériques dues a la résolution de 'équation sur une grille
et mettre an point des algorithmes rapides de maniére 4 réduire le temps de calculs
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et &tre ainsi plus compétitif face aux méthodes particulaires. Nous poursuivons notre
étude & quelgues problémes de la physique des plasmas pour lesquels Vordre élevé
des méthodes eulériennes présente un avantage certain. Ce travail est organisé comine
suit.

Chapitre 2: Analyse d’un schéma volumes finis pour Vlasov-
Poisson.

Dans ce chapitre, nous nous intéressons 4 un probléme classigque en physique des
plasmas: le systéme de Vlasov-Poisson avec des conditions aux limites périodiques.
Nous présentons d’abord un schéma de volumes finis d’ordre un pour la discrétisation
de l'équation de Viasov en calculant le flux au bord de chaque cellule de Vespace des
phases. Nous approchons ensuite le champ électrique en utilisant le noyau de Green
correspondant & ’équation de Poisson. Nous démontrons ainsi le théoréme de conver-
gence du schéma volumes finis vers la solution faible de équation de Vlasov-Poisson
[15, 16).

Nous posons = [0,L], ol L représente la période en z, Q7 = [0,7]x et de la méme
maniere = Q x R,, Qr = [0,T[xQ.

Théoréme. Soit fo(z,0) une fonction positive, continue et telle que
AC > 0;  folz,w) < CRW) pour (z,0) € Q, (1.11)

ot 1
Rv)=7——5 avec A >2.
= Ty
Soit (Mp)p~o une suite de maillages cartésiens de Uespace des phases et At le pas de
temps vérifiant la condition de stabilité suivante,

At

0 oAy
t J

(Avjlvg| + Az |EP|) <1-¢&, Vijn, (1.12)
ot ET est une approzimation du champ électrique ou temps 1" au point ;. Nous
considérons Uapprorimation numérique de la fonction de distribution donnée par le

schéma volumes finis, notée par fi(t,z,v) et le champ électrique outoconsistant discret
Ey(t,x). Alors,

Inltxw) —  f(tazw) dans L>(Qp) faible — %, lorsque h — 0,

Ey(t,e) —  E(tx) dans C{8p), lorsque h — 0,

ot (f,E) désigne Uunique solution de I’équation de Viasouv-Poisson.
De plus, si fo appartient ¢ BV{(Q)) et sous la condition de stabilité (plus restrictive
que la précédente)

e (00 (ol +1B) <16 Vigm. (113)

t
o
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Alors, la convergence devient forte,

fn — [ fortement dans C*{[0,T]; L},.(Q)).

La démonstration consiste d’abord & établir des estimations sur la fonction de dis-
tribution f3, sur le champ électrique discret ainsl que sur ses dérivées de maniére
4 montrer la convergence forte de Ej. Ceci nous permetira de traiter le terme non.
linéaire Ey fp,. La convergence vers la solution de 'équation de Vlasov s’obtient en-
suite a partir d'une estimation BV faible. Nous montrons également que si la donnée
initiale est bornée dans I'espace des variations bornées BV, alors la fonction de dis-
tribution f,(¢) reste bornée dans cet espace. Cette derniére estimation est utile pour
montrer la convergence forte de la fonction de distribution.

Nous montrons ensuite le théoreme suivant qui donne une estimation d’erreurs sur
I’approximation numérique. Pour cette démonstration nous supposons que la solution
de Péquaiion de Vlasov est a support compact.

Théoréme. Soit fo{z,w) appartenant & Wcloo(Q) Soit (Mp) -0 une suite de
mailloges de Uespace des phases et At le pas de temps satisfaisant la condition de
stabilité (1.12) : il existe £ €]0,1] tel que

At n ..
Nous considérons DUapprozimation numérique obtenue o partir du schéma volumes
finis, puis notons fr(t,xw) lo fonction de distribution discréte, Ey(t,x) le champ
élecirique discret. Alors,

/ e~ ftz0) — fultaw)Pdtdedy < CLp(RY? + A2 4+ CLll fo — Fa(0)22-
Qr

Chapitre 3 : Quelques schémas conservatifs pour ’équation
de Vlasov.

Nous revoyons d’abord quelques méthodes eulériennes et semi-lagrangiennes pour
la résolution d'une équation de transport et plus particulierement 'équation de Vla-
sov couplée avec I'équation de Poisson. La plupart de ces méthodes ne donnent pas
de bonnes propriétés sur la fonction de distribution discréte, comme la préservation
de la positivité, la conservation du nombre total de particules, des normes LY et de
I"énergie. L'objectif de ce chapitre est de proposer de nouveaux schémas numériques,
les méthodes PFC (Positive and Flux Conservative), permettant d’obtenir une ap-
proximation précise de la fonction de distribution dans l'espace des phases, la conser-
vation de la masse globale (nous parlerons plutét de conservation du nombre de par-
ticules) et la préservation de la positivité. De plus, la méthode de reconstruction est
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locale {17].

Proposition. L’approzimnation numérique définie par le schéma PFC satisfait

- la conservation locale de la masse : pour tout i € I, ff’j'://f fulz)de = Az f;.

- le principe du mazimum : pour tout T € [Tmin,Tmaz), 0 < fo{z) < foo-
De plus, si nous supposons que la variation totale de la fonction de distribution f(x)
est bornée, alors Uestimnation globale suivante a lieu

Tmaw
[ Fn(®) = Fal@)lds < Az S (1= e)lfinn — il < TV(F) A,
Jzin -
ot f, est une approzimation d’ordre trois de la fonction de distribution et ¢; est un
correcteur de pente assurant la conservation de la positivité.
Ensuite, nous présentons différents types d’interpolations locales pour la méthode
semi-lagrangienne. Ces méthodes doivent donner une description aussi précise que la
reconstruction par spline cubigue tout en conservant I'aspect local de I'interpolation.
Enfin, nous introduisons un nouveau schéma aux différences finies issu de la dyna-
mique des fluides (équation d’Fuler incompressible en dimension deux) qui conserve
quelques invariants de I'équation de Vlasov (masse, impulsion, énergie, norme L?).
Nous le stabilisons par ajout d’un terme de collisions.

Chapitre 4: L’équation de Vlasov axisymétrique.

Ce chapitre est consacré A 1'étude numérigue de I'équation de Vlasov axisymétrique.
Nous supposons que la fonction de distribution initiale est invariante par rotation.
Ainsi, la solution de 'éguation de Vlasov reste invariante par rotation et vérifie
I’équation en coordonnées cylindriques

af af q q
Fm + Ur g + (EES(W) + mEa(t,r) +

U‘%) Of _wo 01 (114

v} Ou, T Ouvg

ol le champ E,(¢,r) est donné par I'équation de Poisson et B, (¢,r) représente le champ
appliqué que 'on supposera la plupart du temps linéaire.

L’objectif est de développer un code en coordonnées cylindriques pour fraiter les
faisceaux de particules et construire des solutions de références pour Ia mise au point
des codes cartésiens dans l'espace des phases complet. Ce travail a été réalisé en
partenariat avec le Département de Physique Théorique et Appliquée (DPTA} du
Commissariat & I'Energie Atomique (CEA).

Dans une premigre partie, nous donnons une nouvelle formulation de Péguation
de Vlasov en coordonnées cylindrigues par la recherche d’invariants supplémentaires.
Ceci permettra 'implantation directe des calculs paralléles. Nous présentons ensuite
la. construction de solutions stationnaires pour le systéme de Vlasov-Poisson avec
champ appliqué, comme les fonctions de distributions K-V ou de Maxwell-Boltzmann.
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La fonction de distribution K-V servira de base pour la focalisation de faisceanux
quelconques. Aprés un bref rappel de la méthode numérique employée, nous donnons
différents résultats numériques nouveaux dans ce domaine.

Chapitre 5: Approximation de I’équation de Landau.

Dans ce chapitre, nous traitons le cas d’un plasma collisionel modélisé par ’'équation
de Landau. I1 décrit donc les collisions binaires entre des particules chargées avec des
interactions longue portée,

af 1 .
o TvVef HF(t2) Vof = EQ(.f&j)a (1.15)

ot Q(f,f) est Popérateur de collisions:

Q0 = [ 80 =) |(Tuf ) f67) = (TSt (1) o, (110

avec
V&RV

Gl

ol v € IR, mais le cas le plus intéressant d’un point de vue mathématique et physique
est v = —3, lequel modélise les interactions coulombiennes.

Dans un premier temps nous présentons plusieurs schémas pour approcher l'équation
de Landau par des méthodes déterministes {9].

D’autre part, il n’existe pas de résultats numériques dans P'espace des phases
complet, ¢’est-a-dire lorsque la fonction de distribution dépend de la variable d’espace
et de vitesse (z,v). Pourtant, le couplage avec la partie transport est nécessaire pour
traiter des problémes appliqués & la physique des plasmas ou 4 la dynamique des
gaz. De plus, 'ajout de la partie transport peut engendrer des oscillations ou des
discontinuités dans Vespace des vitesses et le traitement de Uopérateur de collisions par
ces algorithmes rapides pourrait entrainer des problémes de précision. L'objectif de ce
chapitre est de donner un algoerithme efficace basé sur la décomposition des opérateurs
de collisions et transports pour traiter 'équation de Landau non homogeéne. L'équation
de transport sera résolue en utilisant le schéma PFC d’ordre trois permeitant de
conserver la masse, I'impulsion, "énergie et la positivité [18].

Olv) = []""28(v), et  S(v) =Id— {1.17)

Chapitre 6: Existence de solutions pour Vliasov-Darwin
relativiste.

Dans un premier temps, nous précisons 'adimensionement du systéme de Vlasov-
Darwin en vue du résultat de convergence de Vlasov-Darwin vers Vlasov-Poisson
lorsque la vitesse caractéristique des particules est négligeable devant la vitesse de la
lumiére. Nous montrons ensuite un résultat d’existence de solutions faibles [7]. Nous
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introduisons un petit paramétre € qui désigne le ratio de la vitesse caractéristique des
particules sur la vitesse de la lumiére.

Théoréme. Soit fy une fonction positive, appartenant ¢ L' N LOO(IRi % le} et
vérifiant

. 1
/133 Jios % fodzdf < oo,
X

avec y(&) = W . De plus, nous posons
Ay = Ay + e AT A,
ot Ay et Ay sont donnés par
Av=lfolls et Az = VEIfoli (lfollr +22 €(0)7”,

avec
-1 1
5(t):] &—fdmd{—i——/ |EL ()2 + |B ()] da.
xR} € 2 e
Supposons qu’il existe une constante o > 0, indépendante de fy, Er(0) et B(0}, telle
que

ce'2 Ay < 1,

Alors, le systeme de Vlasov-Darwin (6.6)-(6.8) admet une solution faible.

La démonstration est basée sur des estimations a prieri naturelles sur le champ
longitudinal By, et le champ magnétique B dans Pespace L (R, L*(IR})), puis sur
les moments de f. Cependant, les estimations @ prieri habituelles ne donnent pas de
bornes sur la composante transverse du champ électrique Fr. De plus, Er est solution
de "équation
2O EL L0

TABr = e e gy

ol trés peu d’information est disponible sur le terme source %, que 'on calcule &
partir de Péquation de Vlasov.

Ainsi, par une méthode du dualité nous établissons l'existence d’une borne sur
le champ électrique transverse FEr dans 'espace Lfo C(IRE) sous une condition de pe-
titesse sur l’énergie et la taille de la donnée initiale. Puis, nous présentons I'étude
d'un probléme régularisé et le passage 4 Ia limite qui permet de conclure 4 I'existence
de solutions faibles pour Vlasov-Darwin. Dans la derniére partie, nous montrons que
lorsque le ratio de la vitesse des particules sur la vitesse de la lumiere tend vers zéro,
la solution du systéme de Vlasov-Darwin converge vers la solution du modele simplifié

de Vlasov-Poisson.
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Théoréme. Soit fo une fonction positwe qui vérifie les hypothéses du théoréme
précédent. Nous supposons de plus, qu’il existe Cy > 0, telle que

f Jolé| dz d +f |EL(0)1% + | B(0))? dz < C.
R*xR? "3
Alors, le systéme de Viasov-Darwin relativisie admet une solution foible qui converge

vers la solution faible du systéme de Viasou-Poisson non relativiste, lorsque ¢ tend vers
zéro. De plus, pour ¢ suffisamment petit, la condition de petitesse sur fy disparait.
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1 Introduction.
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Chapitre 2

Analyse d’un schéma volumes
finis pour Vlasov-Poisson.

2.1 Introduction.

Le systéme de Vlasov-Poisson modélise un plasma non collisionel composé de parti-
cules chargées. 1l décrit I’évolution de la fonction de distribution (solution de I'équation
de Vlasov) sous l'effet du transport libre et des champs autoconsistants (donnés par
Iéquation de Poisson). Nous nous intéressons ici aux méthodes numériques pour la
discrétisation du systéme de Vlasov-Poisson dans I'espace des phases (z,v). La plupart
des méthodes considérées utilisent les courbes caractéristiques données par I’équation
de Vlasov, comme par exemple les méthodes PIC (Particle In Cell) ou les méthodes
semi-lagrangiennes. Une autre approche possible est d'utiliser les méthodes volumes
finis, qui sont connues pour leur robustesse et leur coit de calcul abordable pour la
discrétisation des lois de conservation (voir R. Eymard, T. Gallouet, R. Herbin [9] et
les références correspondantes). Des schémas volumes finis ont déja été implantés pour
I'approximation numérique des équations de Vlasov-Poisson [3, 12, 15] ou de Vlasov-
Maxwell [8]. Dans ce chapitre, nous étudions la convergence d’un schéma volumes
finis pour un probléme simplifié de la physique des plasmas, c’est-A-dire le systéme
de Vlasov-Poisson en dimension une avec des conditions aux limites périodigues en la
variable d’espace z.

Avant de décrire précisément le probléme considéré, nous mentionnons guelques
travaux ol le probléme de la convergence d’'un schéma numérique pour le systéme
de Vlasov-Poisson est étudié. P.-A. Raviart et G.-H. Cottet ont présenté une analyse
mathématique d’une méthode particulaire pour la résolution du systéme de Vlasov-
Poisson en dimension une [5]. S. Wollman a poursuivi cette étude pour le probléme en
dimension une [19], puis en dimension trois [20]. D’autre part, J. Schaeffer a prouvé la
convergence d’un schéma différences finies pour le systeme de Vlasov-Poisson-Fokker-
Planck [13], mais la partie transport est discrétisée par une méthode semi-lagrangienne
et la donnée initiale est supposée étre trois fois différentiable. En fait, d’aprés nos
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connaissances, il n’existe pas de résultat de convergence pour la discrétisation de
I"équation de Vlasov par un schéma eulérien.

Nous rappelons maintenant le systéme de Vlasov-Poisson: soit £ =|0,L] et Qp =
[0,7[x]0,L[. Nous notons par f(¢,z,v} la fonction de distribution des électrons dans
lespace des phases (avec la masse normalisée & un et la charge d’un électron & plus
un) et par £(¢,2) le champ électrique autoconsistant. Le systéme de Viasov-Poisson
s"écrit alors de la facon suivante

of | ,of of _
-+ UEt 4+ Blha)zh = 0, (Lew) € DIX0LIXR, (2.1)
ak '
St = [ flsod — 1 (ta) € DIHWLL (2.2)
az R
avec une donnée initiale positive
F(0,z,m) = folzw), (z,v) €]0,L[xIR. (2.3)

Nous imposons des conditions aux limites périodiques en z:
F(E00) = f(t.Lw)  (to) € 0TIxR (2.4)

et une condition de compatibilité signifiant la “neutralité globale” du plasma

1 /b
—/ flazvydede =1 te[0,T] (2.5)
Ljy Jm

Pour déterminer de fagon unique le champ électrique E(%,z), nous ajoutons une condi-
tion de moyenne nulle

[L E{ta)ds =0 te0,T], (2.6)
0

ce qui revient a supposer que le potentiel électrique est périodique.

Nous présentons d’abord un schéma de type volumes finis pour la discrétisation
de I'équation de Vlasov en calculant le flux au bord de chaque cellule de I'espace des
phases et approchons le champ électrique en utilisant le noyan de Green correspondant
4 I'équation de Poisson. Nous donnons ensuite quelques estimations a priori sur f et
F, puis une estimation BV faible. Ceci permettra de prouver la convergence vers la
solution faible du systéme de Vlasov-Poisson lorsque la discrétisation de I'espace des
phases devient de plus en plus fine. Enfin, nous proposons des estimations d’erreurs
lorsque la solution est supposée plus réguliere.

2.2 Régularité et discrétisation de I’équation de Vlasov-
Poisson.

Nous avons & notre disposition une littérature importante concernant I'existence
de solution de Péquation de Viasov-Poisson. Nous considérons icl le résultat obtenu
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par J. Cooper et A. Klimas [6] qui prouvent l'existence globale et Punicité d'une
solution continue f(¢,7,v), avec un champ électrique E(¢,z) ayant sa dérivée en espace
%—5 bornée, si la donnée initiale fy(x,v) est continue et posséde son premier moment
borné. En d’autres termes, il existe une fonction positive R{v) vérifiant la propriété
de décroissance & Uinfini

folzw) < C R(v) et /OL /}R |v| R{v)dvdr < +oc.

Dans ce chapitre, nous supposons que la donnée initiale est continue et appartient
a L=(Q) n LYQ), ou Q =]0,L[x R et Qr = [0,T[x Q. Puis, pour simplifier, nous

choisissons )

TR

Ainsi, en appliquant le résultat de Cooper et Klimas, le systéme (2.1)-{2.6) posséde
une unique solution : le couple de fonctions ( f,F) vérifie f(t,z,v) € O%Q7), E(t,z) €
Wo(Q7) et pour toute fonction ¢ € C°°(Qr), périedique en z et 3 support compact
en (t,v), nous avons

R{v) avec A > 2.

/QTf(Z—f + wg—i + H(i,x) g—f)dmdﬂdt -+ /Qf{] w(0,z,0)drdy = 0,

olt le chamyp électrique E(¢,2) est donné par I'équation de Poisson

a—E(t,:B) = / fltzwide — 1.
R

dr
Dans le but de calculer une approximation de Iéquation de Vlasov-Poisson par un
schéma volumes finis, nous définissons Mj un maillage cartésien de l'espace des
phases. My, sera constitué de cellules, notées C; ;, ¢ € I = {0,...,n; — 1} ot n, désigne
le nombre d’intervalles de discrétisation de [0,L] et j € Z.
My, est donné par deux suites strictement croissantes (z;_1/3)ic /0, n,} de U'intervaile
[0,L] et ('Uj_ilfg)jez de R.
Nous désignons par Az; = 4,179 — 2;_1/2 le pas de l'espace physique et par Av; =
vir1/2 —vj_1/2 16 pas de Pespace des vitesses. Enfin le parametre 2 indique l'ordre de
grandeur de la grille
b = max{Ax;, Av;}.
1]

Nous supposons que le maillage est admissible, c¢’est-a-dire qu’il existe o €}0,1] tel que
Yh>0V(,j) €l xZ, ah<Ar, <h e ah<Au <h (2.7)
Finalement, nous obtencns un maillage cartésien composé de volumes de controle

Cij = @i 12%100X[vy 12,0512, powri€letje Z.
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Nous appelons At le pas de temps et {* = n AL
La donmnée initiale est projetée sur le maillage par

1

=
2,7 IO’L,JI Ci,;

folz,w)dzdy ou bien fgj = folwiw;),

ol z; et v; représentent les centres des intervalles de discrétisation [z, /9,241 /‘Q] et

[@j—1/2»Uj+1/2]-

La méthode volumes finis consiste & intégrer I'équation de Vlasov sur chaque volume
de contrdle. Ensuite en appliquant le théoréme de Gauss, nous approchons les flux
sur les hords de la cellule. Ainsi,

/ FE"T e v)dedy =

" zw)drdy (2.8)

|l !C,;fl

7( i+1/2,5 ¢1m1/2,1+¢71+1/2 71b;q:.v'—1/2)=
Cijl

b

- T 7L 4 s pay P
o @l /2. et o] 41,2 Teprésentent les flux correspondant au volume de controle Cj ; :

¢?—i~l/2,j = /t
Yiivijz = /t

Ces flux ¢z+1/2g et gb”H/Q sont discrétisés par qbb 1/2,j € 7,b”+1/2 en utilisant une
formule de quadrature, par exemple & 'aide d’un schéma décentré amont, nous obte-
nons

tn-l—l ]+1/9
/ F (63541 pp,v)dudt,
—12

t'n.—l—l

i+1/‘>
f B(tx) f(t.o0i110)dedt.
€;

i—-1/2

& | AtAvvy £l siv; >0
PHYZI At Avjeg ff 5 sivg <0
et
n _ | AtAz; BT fT si B >0
Hit1/2 T AL Agy BEP i S1LET <0,

oit B est une approximation du champ électrique sur U'intervalle [z;_, /5,2, /2] définie
plus loin en approchant la solution de équation de Poisson. La valeur f7"; représente
une approximation de la moyenne de la solution de Péquation de Vlasov sur le volume
de controle C; ; au temps 7.

Ainst, nous établissons la version discréte de la conservation des flux (2.8):

fn+1 = fij— ICz‘j[ (7?+1/2,j - qgll/?,j + @[;23'“/2 - "/;Ej—z/:z)- (2.9)
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Pour compléier le schéma, nous imposons des conditions aux Hmites périodiques en

la variable z, les valeurs ™, ; et I, ; représentent une approximation de la fonction
2, &L,

de distribution sur des cellules imaginaires qui prolongent I'intervalle [0,1]

n — Tk 1 .
Jnog = oy siv; >0,

n — n Poay.
f*l,j = fnmfl,j S1 Uj < O.

Pour travailler dans un domaine borné en vitesse, la fonction de distribution f;, est
tronquée lorsque |v] > wvp, oll vy, est un réel positif suffisamment grand, qui tend vers
Vinfini lorsque A tend vers zéro. Nous définissons alors J = {j € Z; |vj 1720 < v}
et imposons

Privie =0 Vi) elxZ\J

Ainsi, nous construisons une approximation de la fonciion de distribution dans le
domaine Q7 = Qp x IR donnée par

ulbow) = fi lorsque (4,z,0) e Eh % Cy g et (i) € T x T
AT 0 lorsque |v] > vy,

Nous calculons ensuite une premi‘eré approximation de la densité de charge pp,(¢,2)
et de courant jp(t,z) en intégrant la fonction de distribution en », pour (t,z) €

178 [ (@51 j2,%501 2]

pn(t) = ] fultzydo = 3 Ay f2 = o, (2.10)
L JCE

nlta) — / v hulban)de = 3 Avyu; 2 = 0. (2.11)
JIR 4

Pour construire une approximation du champ électrique qui soit continue en temps,
nous posons

t— " n

At
Nous pouvons maintenant résoudre explicitement 1'équation de Poisson en utilisant le
noyau de Green associé

ph(tn+l:$)'

y
Z—1 ste<<y< L
T S1E =y )
K(:U?y):
% sil0<y <.

Le champ électrigue discret Fj est alors continu en (£,7) et linéaire par morceaux par
rapport aux variables f et z,

L

Ep(tz) = : K.y} (palty) — 1)dy. (2.12)
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Finalement sur Pintervalle [z;_; /2,7;11 /2], le champ électrique est approché en utilisant
la formule des rectangles

I n 1 Fik1/2 n
B mre) = 5 [ B
R TSy,

L
- fo K (2o (on(t") — 1)dy. (2.13)

Nous allons maintenant démontrer le théoréme de convergence de I'approximation
définie par le schéma volumes finis vers la solution de I'équation de Viasov-Poisson.

Théoréme 2.1 Soit fo{z,v) une fonction positive, continue et telle que

AC > 0;  folzw) < C R(v) pour {(z,v) € Q, (2.14)

1
Rv)= —+—— awec > 2
© =T
Soit (Mp)p»o une suite de maillages cartésiens de Uespace des phases et At le pas de
temps vérifiant lo condilion de stabilité suivante,

3¢ €]0,1[; (Avjlvj| + Az; |B}) < 1€, V(L)) € I x J,¥ne IN. (2.15)

At
A:ﬁg A’Uj
Nous considérons Uapprozimation numérigue de la fonction de distribution fn{t,x,v)
donnée par le schéma volumes finis (2.9) et le chamyp électrique autoconsistant discret
En(t.z) donné par (2.12). Alors,

faltzw) = f(taw) dans L{Q7) faible — %, lorsque h = 0,
En(t,z) — B(ix) dans C{Q7), lorsque h — 0,

ou (f,E) désigne U'unique solution de Uéquation de Viasov-Poisson (2.1)-(2.6).
De plus, si fo appartient & BV(Q) et sous la condition de stobilité (plus resirictive
que la précédenie)

At
J¢ €]0,1]; E(|uj| +|EM) <1—¢& V(@4 elxJ VneN. (2.16)
Alors, lo convergence devient forte,

fn = [ fortement dans C°([0,77; L. (Q)).

La démonstration consiste d’abord & établir des estimations sur la fonction de
distribution f, sur le champ électrique discret ainsi que sur ses dérivées de maniére
& montrer la convergence forte du champ électrique Fj. Ce qui nous permettra de
traiter le terme non linéaire Ey, fr grice & un résultat de compacité forte sur £y. La
convergence de f vers la solution de 'équation de Viasov s’obtient ensuite & partir
d’une estimation BV faible. Nous montrons également que si la donnée initiale est
bornée dans l'espace des fonctions a variations bornées BV, alors, la fonction de
distribution f(f) reste bornée dans cet espace. Cette derniére estimation est utile
pour montrer la convergence forte de f;, vers f.
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2.3 Estimations a priori.

Dans cette partie, nous décrivons les propriétés satisfaites aussi bien par I'approxi-
mation numeérique que par la solution de I’équation de Vlasov-Poisson. Ces estimations
permettent de démontrer la convergence vers la solution.

Dans un premier temps, nous vérifions la conservation des deux premiers moments
de fj par le schéma numérique, lorsque le pas d’espace des vitesses Av; est constant

/0 ’ f}R fh(t”,m,v)( ! ) da iy = /U ’ fm fh(O,xm)(i)dwdv, > 0.

Nous montrons ensuite pour toute fonction ¢ € C(IRT . JRT) convexe, une propriété
de décroissance en temps de la fonction

de)(fh (t,z,0))dzdv.

Cette premiére estimation sur la fonction de distribution permet d’établir un principe
du maximum sur f(t). Nous donnons dans le méme temps une estimation L>® du
champ électrique discret Ej(t). Par la Proposition 2.2, nous montrons Iexistence
d’une borne uniforme sur f;, par rapport & la variable d’espace x. Une estimation L*
sur le premier moment en vitesse de f en découle. Enfin, ’équation de Poisson et
la conservation de la charge nous donnent une estimation du champ électrique dans
Pespace WL (Qr).

Proposition 2.1 Nous supposons qu’il existe une fonction conveze ¢, telle que

./DL.[IF{gﬁ(fo(m,U))dIdU < +oo.

Alors, dés que le pas de temps At sotisfait (2.15), Uapprorimation numérigue est bien
définie et vérifie

L L
Vic R, 7 >0, /0 fm([)(fh(t + 7,x,0))drdy < /0 fﬂ? P fultzw))dedy.

De plus,
3
[Brltz)| <5 L, V(tz) € RTX]0,L

Preuve : soit (i,7) € I x Z. La solution numérique au temps "1 sur la cellule de
Vespace des phases C;; s'écrit 4 aide du schéma volumes finis (2.9)

+ _

] 1,05" |E2n‘ n Y n Yi n

g = WA Ay T A ) ) Al n o+ At n.

v ( (AI?' N Av; i+ Az, fitng + Az, fivi
E™T n—

E
+ MR fg}j_1+AtTij s (2.17)
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avec r = max(r,0) et 7~ = max{(—r,0).

Sous la condition de stabilité de type CFL (2.15), la valeur de la fonction de
distribution f:;';r ! est donnée par une combinaison convexe de ffj, T fid g Moo
ffj 41- Ainsi, en considérant une fonction convexe arbitraire ¢, nous obtenons

¢(f-“ﬂ) < (1 — At (M + @)) & (1) + At U & (f1 L)
4 - ' AZE? A’Uj By Aggz i—1,5
Ui i B
FAL ¢ (fg) + AL A ¢ (fla) + At A ¢ (/). (218)

Finalement, il vient pour tout n € IV

. :
/(; /1;? Pz ) dody. = ZAxiAUj(ﬁ(ﬂ:jﬂ“l) < ZAJ??:A’Ujﬁb( :f:,)

] 7
L s
< /0 /}R (™ ,0))dad

Il reste maintenant & montrer que le champ électrique discret est uniformément borné.
La justification est similaire & celle réalisée dans le cas continu, pour tout (f,x) ap-
partenant & {2,

' I
Butw) = | /0 K(zg) (pulty) — Dy

L L
< I/O K (zy) pn(ty)dy| + /0 K (z,y)dy|

< K|z [ Br(ty)dy + 3<L+5=3L
Jo

Le champ électrique est donc bien uniormément borné par rapport au pas h. De plus,
la borne est uniforme par rapport au temps. d

Remarque 2.1 La Proposition 2.1 permet de montrer plusieurs propridiés sur la
fonction de distribution. D’abord en considérant ¢(r) = r— (respectivement ¢(r) =
(r — |ifoline)T) et en supposant que la donnée initicle est positive (respectivement
bornée), alors, Uapprozimation numérigue f), est positive (respectivement bornée) au
cours du temps.

Nous savons gque dons le cas continu toutes les normes IP de lo solution de
Uéguation de Viasov-Foisson sont conservées au cours du temps, mais dans le cas
discret la propriété est plus faible. En effet, en prenant ¢(r) = |r|’, nous établissons
que les normes LP de Uapprozimation numérique sont décroissantes par rapport au
temps. Ceci est di a la dissipation du schéma numérigue.
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Pour établir une autre estimation sur le champ électrique, il reste & évaluer les
moments pp et 4.

Proposition 2.2 Nous supposons gue la donnée initiale fy est positive el

C

pour A > 2. Alors, il existe une constante Cr dévendant uniquement de ', L et fy
telle que

0< falt,ww) =CpRalv),  (taw) € [OT[X0,L[xR,

ot Rp(v) = (‘Hﬁwf pour v & [U_j—1/270j+1/2[: JEZ.
De plus, pour h suffisamment petit, il existe une constanie Cp > 0, telle que
0< palta) < Cry lin(tw)| < Or, (t3) € Q. (2.19)

Preuve : notons d’abord que pour tout A < L, il existe une constante ¢y =
co{a,A) > 0, telle que

Ry (vj4p)

<14 ¢g Awj, our F=—1oul.
Rh(vj) ! P

Alors, en posant A = (1 -+ 2LecyAt) et en choisissant une approximation de la donnée
initiale telle que

() Y "
fis = Col / folzw)dedy  ou  f7; = folzivg),

nous obtenons f3,{0,z,0) < A°C Ry, (v), puisque A® = 1.
Raisonnons ensuite par récurrence, supposouns que f; (1",2,0) < A" C R, (v}, alors, en
utilisant le schéma numérique (2.17)

Tig ~(1-a Avj luj| + Az |EZ-'*I) Iy Ty
O Rh(’Uj) AinA’le C Rh ('Uj) A’E? C Rh(ﬂj)
Al dtg aZ Sl Raleia) G BE Sl Ralvin)
AzcZ C Ry (v;) Av; CRylvj—1) Raplvy) Av; CRyp(vj) Ryl(vs)

et & l'aide de la condition de stabilité (2.15) sur Af, nous avons
[

|lvil | 1E7 |v4 B
b o (1 Ay " Uil g 4 ApZEl An(1 4 6o Aw,
Trey S (1 (A )) Am 4+ At Am A1 + ¢y Avy)

Az Avy T; Av;,
3
< A1+ §ch At) = A"
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Finalement, il vient
ntl
V(i) €T x Z, -2 <A™
( J) ? CR]-L ('Uj) iy
Ainsi, puisque pour tout T < +oc et pour tout n € {0,...T/At}, la qnantité A est
bornée par e®”, nous obtenons une majoration uniforme sur le comportement en v
de Ia fonction de distribution discréte fj,

Fu(tyzw) < Cp By(v)  pour (taw) € Q.

Il existe évidemment une estimation analogue dans le cas continu. Maintenant, dans
le but de montrer U'inégalité (2.19) sur les moments py, et ja, nous observons que

A h
_[RRF*(””” = Z(1+hfji)A < 2 G iainp

JEE jeN

< h+ 1/ dv < 4o
- a g (14 [v))* '

Ce qui montre que pour A suffisamment petit, il existe une constante Cy ne dépendant
que de fo, o, T et L, telle que

pp(tz) = / fnzv)de < Cp(h + 1 / ———iiv—/\) < +o,
IR IR (

o 1+ |v])
et
l7n(t )E<f]v|f(t u)dy < Cp(h + 1[ _dv_)<+
Jnle, I > = AL 0)AY = U o IR(]-'{"'UD/\_I o

Les densités de charge et de courant sont donc uniformément bornées par rapport 3
h. O

2.3.1 Estimation sur les dérivées de L.

Dans la Proposition 2.1, nous avons déja montré que Ej, est uniformément borné
par rapport & h dans Pespace L™ (fly). Calculons maintenant une estimation sur les
dérivées en (i,z) de Ej.

Proposition 2.3 En reprenani les hypothéses formulées dans ln Proposition 2.1 et
pour h suffisamment petit, il existe une constante Cr, ne dépendant que de la donnée
initiale et du domaine Oy, telle que

aEh
oz

(t,r;c)} + ‘%(t,m) < Cr, (t,z) e Q7.
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Preuve : étudions d’abord Vestimation sur la dérivée en x, qui est explicitement
donnée par Péquation de Poisson: soit (¢,2) € {2y, nous pouvons alors trouver n €
{0,..,T/ At} tel que ¢t € [t7,t" 1], d’on

D) = |ma) 1] < |t | 1
$—m t—n .
< {1~ ) () + “Ag P p(t"H ) o+ L

En utilisant le résultat de la Proposition 2.2 qui donne une borne uniforme sur pp(f,z),
il vient 'estimation sur le gradient du champ électrique:

' BEh

8.’13 (tﬂ‘r) l S CT: V(t,.’L‘) = QT.

Afin d’évaluer 22& nous introduisons une nouvelle approximation du courant 7, notée
at | PP

par ju(t,x), pour (t,z) € [t" " %[z 19,241 2l

Jiv, — 37

In(tx) = 37 + (2 — 2521 9) Ao
Ly

avec
_ ot -
= > Avy (o] fl— v fhay)
jeZ

et j, € L™ (U T, Whoo( ) Nous rappelons également que 'approximation de la
densité de charge py, precedemment définie appartient & W5 (0,T; L°°(2}). Ainsi,
en intégrant le schéma (2.17) par rapport & la variable en vitesse v, nous obtenons
comme dans le cas continu la conservation de la charge discréte

Y(t,z) € Qp, %’%@(7‘,1) + %j-f(t,;n) = 0.

A Paide du noyau de Green, une nouvelle formulation de £ at , est. alors donnée par

%(t,m) = fK:cy (i"tde—/ —~K{z.y)

ai.
e *(t,y)dy
1
= Jh(t,£)+L / i (t,y )y
0

et en observant que |j7*| < |57+ 57,1, la Proposition 2.2 permet de déduire estima-

tion sur a—h puisque la densité de courant est bornée uniformément par rapport & h.

Ce gui acheve la démonstration. (]
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2.3.2 Estimation BV faible de f,.

Le lemme suivant sera utile pour montrer la convergence de ( £y, f,) vers la solution
de 'équation de Vlasov-Poisson.

Lemme 2.1 Nous supposons que le pas de temps At satisfait lo condition de stabilité
(2.15) et que le maillage cartésien de ['espace des phases est admissible, ¢’est-a-dire
qu’il vérifie (2.7). De plus, lo donnée initiale appartient ¢ Uespace LY(Q) N L¥(Q).
Sotent R > 0 etT > 0 avec h < R et At < T. Soient jo,j1 € Z et Np € IN tels que
—R e [Ujofl/Q?vj0+]./2{? R e [’szfl/Z’lU_h-}-l/‘Q[ et & [(NT - 1)At,NT At[ Pour une
fonction lipschitzienne ¢ : IRT — IR™, posons

N J1
EFu(¢) = Aty > Y Amdvy

n=0 i€l 3=j3p

'”;L ]¢(f£j) - ¢'(f31-1,j)| (2.20)

+ vy [e(fE) — Sl + EM (gl — o8 0+ B |olff) — ¢(fffj+1)|]

et

Nt g1
Eln(9) = At 33 Awiley g(775) - (1), (2.21)

n=01cl j=jo
Alors, il existe une constante C > 0, ne dépendant que de T', R, fy, o, &, telle que

EF,(¢) < CRY? el EFy(¢) < C A2 (2.22)

Preuve : faisons d’abord la preuve pour ¢{r) = r. En multipliant le schéma (2.17)
par Ax; Av; ffj et en sommmant sur ¢ € {U,..,'n,m - 1}, jE {j[),..,jl}, et n & {0,..,NT},
il vient:

Bi+By=0,

ol

By = Z Am,;Avj[fffjJrl - fznj} I

Rl

et

B, = Atz

nti%j

- : +
+ Aoy S5 = gl i+ De BT — AT

+
Avw, v [f:n:j - f?—l,j} f:f?

T An BT - Sl |
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Notons que

n 1 1
it = il fy = =5l — = U+ ( Y2,

ainsi, By peut s'écrire

= ——ZA%AW S = P

by

MZAI Avi(fL)? + ZAT Avy(f5F 2,

A partir du schéma numérique (2.17), nous établissons 1'égalité suivante

ZAmzA'Uj Fotl ffj]Q _

n?;.,.?
Z ——Ai Avj vl [f8 = [+ Avyo; [fF — 1]
A . J .? 5] "‘*—15.? 7 J 47 - 1+1aj
2

+ ATz E?Jr [f:i 'z ’f 1] =+ Am?’ En“ [ ZT:L? - £j+1]

FEnsuite, en utilisant I'inégalité de Cauchy-Schwarz et la condition de stabilité sur le
pas de temps (2.15}, nous avons

1
> —5AH1-9) )

7,5, 7

_E_A'Uj T’T; [f?.,j fz—H ]] + Aa’% En+ [fz ] .,_} 1]2

Ayl [ff — fliy 1

+ Az B~ ] ]

1
-5 3 Azghv ().

%
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Il reste maintenant & traiter le second terme Bs qui peut étre reformulé de la maniére
suivante

By — %Atz

7,1,

Avyof [f1 = fg g7 + Avjoy U7 — fl 1

Az BT UfE — f P + Aw BY L - ff:”jﬂlzl

1
+—2-Atz

n,i

Az, E?Jr [(f:lgl)z - (fi?jofl)Q]

- 2
+ A B [(f)" — (.f£?1+1)2]:t*
Alors, puisque B + B» = 0 l'inégalité suivanie est vérifiée

At Z {A"’j ”_;r [fi — 1711,_;.}2 + Avjvy [.fi?}j - f{ﬂ-l,j]z

7,27

+ Az B - S+ Aw BYT LS —.'fj+1]2]

1 , At , .
< EZA%AW(. O+ ?Zmi \ER[(fFi0=1)? + ()]
i, L)

1 f . 2 .
< = |72(0) Pdzdy + = | foll 7o 1 BR 12 (00 =
§Jor §

LS
r

Nous remarquons que K ne dépend pas de h, en effet

' ‘ 12
1Erllzr0r) < T ollLig) et ([Q |.fh(0)|2d-’13dﬂ> < T follz2 ()
T

On en déduit alors compte tenu de 'inégalité de Cauchy-Schwarz,

EFy(Id) < |At Z Av; ’Uj [l — f?—l,j? + Avjuy [f — .m—l,j]z

ﬂ'ai:j

1/2
+ Az BT — R P+ A BRI - f3j+1]2j|

1/2
X | At Z Az?(Avj |vj| + Az 1Ef’|)}

TL:éaj

E.

A

5 1/2
2TLR(R+ §L)} ‘




2.3 Estimations a priori. 39

Maintenant, il reste & estimer le second terme F Fyp, (7d) donné par (2.21) : en utilisant
le schéma volumes finis (2.17), on a

EFQh(Id} = Atz Az, A,Uj fﬂ+1 - f?,g
58,7
S AtQ Z A’Uj ’Uj_-i_ |f’:}.§' —_ fgn_l’jf + A?Jj (U; [j:j‘j - 't+l,jl
4%,

+ Az EPV ISR — o+ An B R — I} :

Comme précédemment, nous utilisons 'inégalité de Cauchy-Schwarz, la condition de
stabilité sur le pas de temps (2.15) et la borne uniforme sur le champ électrique discret
dans L (), pour établir une borne sur le terme EFyy, (1d)

1 1/2
2TLR—2—£] )

Done, le Lemme 2.1 est prouvé pour ¢(r) = r. Ces inégalités obtenues sur E#;(/d)
et EFy,{1d) se généralisent pour toute fonction ¢ lipschitzienne, puisque

Vroir2 € [0l follzee],  |@(r1) — @(r2)| < Lip(¢} [r: — ral.

EFy(Id) < A2 g1/2

Alors
EFy,(¢) < Lip(d) EFy(Id), EFa(¢) < Lip(d) EFa(Id).

Ce qui conclut la preuve du lemme. O

2.3.3 Estimation BV forte de f.

Dans cette partie, nous supposons que la donnée initiale fo(x,v) appartient i
BV(Q). Dans le but d’obtenir la convergence forte dans L},,(Q), nous devons mon-
trer que la variation totale de la solution numérique reste uniformément bornée.

Rappel: rappelons d’abord la définition de la varlation totale pour une fonction
a plusieurs variables (voir par exemple R. LeVéque [11]). Pour simplifier, nous nous
limitons & une fonction & deux variables (z,y).

Définition 2.1 Soit g(z,1y) une fonction définie sur IR%. La variation totale de g est
donnée par la limite suivanie

TViylg) = limsup - / lg(z + ey} — glz,y)|dzdy

e—0

+ hmsup /|g Ly ey — glzyy) | dedy.
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Nous pouvons définir la variation totale d’une fonction g, constante par morceaux:

TViy(9) = > lysrr — il lg(zi1,y5) — glzi9)]
07
e — zal lg(ziy501) — 9l@ay;)]-

Proposition 2.4 (Estimation de lo variation totale de fp,)

Nous supposons que la condition de stabilité sur le pas de temps (2.16) est satisfaite
et que lo donnée initiale fy appartient & BV (Q). Alors, il existe une constante Crp,
ne dépendant que de fo, L et T, telle que

Vn & {03"-1T/At}1 Tvmv(fh(tn)) < OT TV:*w(fO)w
otr [y, est donnée par (2.17).

Remarque 2.2 La fonction de distribution n’est pas & variation totale décroissente.
L’estimation BV n'est pas trés naturelle pour Uéquation de Viasov, puisque 'éguation
de Viasov est une équation de transport. Ainsi, cette estimation se rapproche d’avan-
tage d'une majoration du gradient discret de fy, dans L'(IR?).

Preuve : il suffit d’exprimer la fonction de distribution discréte au temps ¢! en
utilisant le schéma (2.17) sur deux cellules voisines 4 et 7 -+ 1 et de faire la différence
Fiane— jn“ Alors, en utilisant la décomposition du champ électrique

41,7
EX, = B - EM+EM,
Bl = BYL - BT+ E
il vient
+
v, En|

n+1 n+l — At 1 no_ fR
f’t-}-l,j f ( (A’Llﬂ + A% N Jg)) (fz+1,; fz,;)

+ —
v, v
i :
+ Afﬁ(ffj —fiag) Af*&ﬁ;;( oy — fiyg)
EPT EM
+ Af (f 1-1 — fig=1) + Atﬁ&ﬂj (fl1je1— figes)

En+ n+ n— _ pn—

B - E
+1 i+l :
+ At Av; — (i1 1) ATt Av; (e — Fl)-

Nous multiplions ensuite cette égalité par Av; et sommons sur ¢ € {0,.,n, — 1}
et j € Z. En utilisant la condition de stabilifé (2.16) sur le pas de temps, nous

montrons que le terme (1 — At (

L+ E‘Ml)> est positif, ce qui permet
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d’établir I'inégalité suivante

n+1 n+1
ZA{UJ f?.+l,j fz

<2Av- 1 — At v; + ] +JE§LI [F80 . — (2.23)
= — ] A$z’+1 Asci- A’Uj i+1,7 1,7 .
+ —
ALY Avy Il = + ALY Any L Ko e = flagl (224)
2] b
+ AtZEnﬂfﬁH,j—i — PRl ALY BT — Il (2.25)
&

+ At Z B~ BT Ry — Flg—l
+ Afz |ELS — B I — figl

Nous utilisons la périodicité de f et la condition de stabilité (2.16} pour traiter les
termes de bords en x (2.23)-(2.25). Nous obtenons alors

ZA% SR e ZAUJ o — f (2.26)
3,4 i

+AtZ|E?J:L1 By — Rl (2.27)
+Atz:|—‘5'zﬂ;:1 EXO N e — gt (2.28)

1l reste maintenant & traiter les termes (2.27)-(2.28) qui représentent la variation
totale de fj, au temps t" par rapport a la variable des vitesses v. Nous rappelons que
le champ électrique discret est hipschitzien par rapport 4 x

deyr >0, |Big — B <o A,

ol la constante ¢; 7 ne dépend que de (7, de la donnée initiale et du temps final 7.
Comme la fonction x — max(z,0) est lipschitzienne de norme égale 4 un, nous avons

ntl 1
E:A’Uj |f;rf1,g n+i < § Avi [flq ;= fiy
~
+ AtE Bl — E7( Efz+1,3 jfﬁi—l,j—lD

< ZA’UJ L= ALY enr A | - Y-
%)
Nous obtenons finalement une estimation de Ia variation totale en z de la fonction de
distribution au temps "+ en fonction de la variation totale en z et v de la fonction
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de distribution au temps #".
Notons par TV, la variation totale en z, ainsi

TVa(falt™D) = D duyIfREy - 1
(4

IA

TV (fat) +erp ATV (HEM). (2.29)

Montrons égaletnent que la variation totale en v reste bornée uniformément par rap-
port & h. La démonstration est similaire & celle présentée pour lestimation de la
variation totale en z. Nous utilisons la propriété d’admissibilité du maillage (2.7)
pour controler le taux de variation v —wv;:

3

11
5+ ﬁ) A'Uj.

Vi — ;<
1 =V (2

Nous estimons alors la variation totale en v de f, au temps #*1*
Jear >0, TV(f") STV (f) + or ATV (HE)).  (230)

Ainsi, & partir des deux inégalités (2.29) et (2.30), puis en posant c3 7 = ¢;. 7+ a7, la
variation totale de la fonction de distribution fj, au temps "' s’exprime en fonction
de 1a variation totale de f,, au temps {?

TV (a1} S TVao (fa0M)) + o ATV (£ut7). (231)

En utilisant le lemme de Gronwall, nous déduisons la majoration suivante

TVyy (.fh(tn)) <explea D) TV, (fh(o)) .

Pour conclure la preuve de la proposition, nous utilisons le fait que lorsque fu appar-
tient & BV(Q), alors, fp vérifie Uinégalité suivante

ZA'UJ‘ |f£0+1,j - fﬁ_;.-l + Az |fgj+1 - fgﬂ < TV (fo).
71.?

Dong, il existe une constante C'r, qui ne dépend que de fo, T, L, telle que

TV (Fal8)) < exp(Cr) TVe (£(0)).
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2.4 Démonstration du théoréme 2.1.

Nous considérons une suite de maillages de Pespace des phases (My)p~p. Cette
suite vérifie la condition d’admissibilité (2.7) et le pas de temps At est calculé de
maniére & ce que la condition de stabilité (2.15) soit satisfaite.

Pour un maillage douné, nous pouvons construire une approximation {fp,E}) en uti-
lisant le schéma de type volumes finis {2.13)-(2.17). Nous posons alors

A= {Eh e Wh®(Qp); Ej donné par (2.13) pour un maillage Mh}.

D'une part, la Proposition 2.3 implique lexistence d’une constante Cp strictement
positive, ne dépendant que de fy, T, L, telle que

oE;

aEh
VE, € A, ||Epllie + I|WuLw + [

O
D’autre part, étant donné que Uinjection de W*°(Qr} dans CP(€27) est compacte, il
existe au moins une sous-suite de (E}y, )¢ et une fonction £ appartenant 3 W12 (Qy)
telles que

|z < Cr.

Ey(tz) = E(tx) dans WH®(Qp) faible-x, lorsque h — 0,
Ey(tx) — FE(t,z) dans C(%p) forte, lorsque h — 0.

De plus, la Proposition 2.1 donne une estimation utiforme de la norme L% de f.
Ainsi, il existe au moins une sous-suite de (f;}, et une fonction f € L(Qr) telles
que

frtzw) — fltaw) dans L(Qr) faiblex, lorsque h — 0.

En outre, comme la charge discréte py est également hornée dans L™ (€2y), il existe
une autre sous-suite de (f ), vérifiant

prita) — p{t,z) dans L°(Qr) faiblex, lorsque A — (.

Nous prouvons facilement que la limite p(t,z) correspond & | rf(tzw)de. En effet,
considérons #(t,x) € LY(Qr), alors

/U_T /DL (ph - fﬂfdv)d)(t,w) drdt = /UT /OL /|;JI£T (fh. _ f)¢(t,$) dvdzdt
+ /OT /O-L /ww. (fh, - f)?f)(t,z:) dudadt.

Puisque fr — f dans L*(Q7) faible-%, le premier terme de droite tend vers zéro
pour 7 fixé, lorsque h tend vers zéro. De plus, & partir de la seconde estimation de la
Proposition 2.1 qui est satisfaite aussi bien par f que par fi, nous obtenons

fwlfh—fadm /!'l Ufal +17bdv < 207 (e [ G

o] |w|zr
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Le dernier terme de ces inégalités devient petit, dés que 'on choisit » suffisaimment
grand. Ainsi, p converge vers JJR fdv dans L*(Q7) faible-x.

Remarquons & présent que si la donnée initiale appartient & BV (Q)), nous pouvons
construire une nouvelle approximation de la fonction de distribution, f,, continue en
temps. 11 est facile de vérifier que f;, et f, vont converger vers la méme limite. Nous
posons alors,

= { fn € COT;LL(Q);  fn donnée par (2.17) pour un maillage Mh,}
et ~ B
B(t) = { /i) € Lh(Q); Ju€ BY.

Une conséquence du théoréme de compacité d’Helly (voir par exemple [14, Théoréme
5.1.1] ou [9, 11]) et Pestimation de la variation totale de la fonction de distribution f3
montre que I'injection de 'espace B(t) dans L}, (@) est relativement compacte. Enfin,
en utilisant le schéma numérique pour la construction de fp et & I'aide de 'estimation
de 1a variation totale de f;(t), nous montrons que B est uniformément équicontinue
au sens suivant : pour tout R strictement, positif et tel que la boule B(0,R) soit incluse
dans @, pour tout € strictement positif, il existe n strictement positif tel que

I fn(t) = fal2)lliiomy <6 ViEB, 0S5t <t STt —faf <7
En appliquant le théoréme d’Ascoli, nous prouvons que la fonction de distribution
discréte fi, converge fortement vers f dans CY(0,T; Ll o)
2.4.1 Convergence vers la solution faible de 1’équation de Vlasov.

Soit g € C(Qr), £ > 0 et jo,j1 € Z tels que

supp ((p(ﬁ,:c,.)) C [-R,A],

aveld
—R € (wj5-1/2Vj0r1y2) €8 RE (vj-1/20541/2)-

Multiplions le schéma volumes finis (2.17) par

thrl

dadvdt,
Ang:ZAgjft [ (tz0)dody

PUIS, SOMINONS SUr ¢ € {0,..,7133 - 1}, 7€ {,7'0,..,3'1} et n & {0,..,NT = %}, il vient
Ei+FEy =10

avec
7 +1

+1 _ pm
Z(f” i) At /. / (t,z,v)dedvdt

71,8,
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et

E2=Z{Avjwj (7 = Fl )+ Dwjoy (F8 = SRy y) + Amg BIY (7 — f )
i

t"+1

Az; B 1.
+ Ay (f& = f1,3+1)] AT, Avjft /C’{,j o(t,z,w)dedod

Dans la suite nous notons

: d
Big= fh(t,mjv)—f(t,m,v)dtdmdv —f—/ folz,we(0,2,0)dedv
J Qr ot &
et
By — fultzw) (y a—tp(f zw) + Ep(ta) — ¢ (t,z,0) )d:cdvdt.
3 ] QT y BCB ] dU

Nous allons comparer les termes E; et F g, puis les termes Ey et Ep de maniére a
établir que Fy g + Fz o converge vers zéro lorsque h - 0.
Comparaison entre £ et F;,.

Nous remarquons d’abord que Ey peut étre écrit de la maniére suivante en
décomposant U'intégrale sur chague cellule C;

z fi / (tp (") — go(t”,:c,u)) drdv —l—/ Jolz.w)p(0,z,v)dedy.
7,17 @
En utilisant une intégration par partie discréte, il suit

= _Z( bl ”) / etz w)dedy
Jey

148,

_ /Q (fh(O,:E,’U) - fo(:z:,ru)) o(0,2:0)dzd.

Alnsi,

tn+l

B+ Bl <Y - T;l/

7,2,

/ t Jo,0)|dtdzdo

/Qlfh((),:r,w) — folz,0)] |¢(0,2,v)|dzdy.

En supposant par exemple que la donnée initiale est discrétisée de la maniére suivante

TR0y = / folzw)dedv, V{zw) € Cy

Z]‘
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et en utilisant le fait que la donnée initiale f; € L (Q) N L>(Q), nous avons
g, [ 17(0.20) = fola0)| [p(0.6,0) dadv = 0.
h-+0 Q

De plus, & partir de l'inégalité obtenue sur le terme EF,, défini par (2.21) et en
prenant ¢{r) = r. il vient

S /

4,7

tn+1

f t )| dtdzdy < Ol || g ALY

Alors,
By +E1 9] — 0 lorsque h — 0.

Comparaison entre F> et Fy.

Introduisons la notation

gt 12
EQ,l = Z (f'.: g fz— 1,7 / [ t ﬂ?i_lfg_,i))d’l)dt
T, ] Yj—1/2
tn+l Vs /2
+'U (fzj fz+1!] / / f TH—I/?’ )d'vdf
Vi1y2
gl Tit1/2
En+( 1’7 ,j J. / [ t.ﬁ';’ ’Uj l/g)dmdf
[ Ti—1/2

72— gt i+1/2
E (f1j ,7_|_1 /t / t $,Uj+1/2)d.'f)dt

Tij—1/2

et comparons Fy et F 1, il vient

| By —

n)?’)J

+ vy (= fhy) [ /tn

+ En+( i e;r l |: /
[

+ B - fn

+1

tn-&-l
Z. [Uj (}L:}J z 1,3 Aﬂ?g [ /‘Ci'j (,O(t,.’li,’U) - (:D(tvmil/ZaU)dvdt}

o(t,z,m) go(t@iﬂ/g,'u)dwdt]

Ln+1

/ gp(t?“r?”) - C,O(t,:})‘,'l)j_]_/‘g)d.’ﬂdt]
Cyj

t'n+l

[A?Jj n f (t,zv) W(iaw,vj_l/g)dwdt]] ’ .

En utilisant 'inégalité sur le terme EFy; défini par (2.20) en prenant ¢(r) = r, il
existe une constante ¢ > 0 ne dépendant que de T', R, L, fy, a et £ telle que

| By — Eo1| < || Vellpe A7
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Estimons ensuite |Ea2 g + Fo 1| en écrivant le terme Es; comme suit {nous rappelons
que @ est & support compact)

gttt Vig1/2
Zfz,j 'Uj'/ / (P(t Tir1/2:Y ) ﬂa(t::cé—i/%v)d“dt
—1/2

73,5
fn+1

n i+1/2
+E /t‘ / (t X UJ+1/2) (t,x,TJj_l/Q)d:Edt .
Ti— 1/2

De la méme maniére

tn+1

?’J+1/’
Z f” [[ / o(t $%+l/2a v) — QO(t,IBiml/Q,?J))dvdt
Pi_1/2

n,i,j

“J.

Ainsi, 1] existe une constante ¢ > 0 ne dépendant que de T', R, L, fo. v el € satisfaisant

tn+1

i+1/2
f Btz (‘P(tafﬂavj+1/2) - ‘P(tuﬂia’l’j—lﬂ))dﬁdt]-

Eio1yn

|Bo0 + Bo
i k12
< Zf?j '/ / i’U—’UT‘ I(P tTH—l/Qv ) @{tawi—l/%@)id’vdﬁ
12,4, Yi-1/2

7 +1

i+1/2
+ [ / IEh (t,z) E”| Ic,a(t z,v41/2) — it $,vj_1/2}|d$dt}
Ti—1/2

< | Vile 3 At Az Av; T [Avj + sup|Ey(tz) — Eﬁ}
78,1,

< cTlVoliz= [[follrs A

Finalement, nous rappelons gque Fy + F5 = 0 et obtenons ainsi

_ Op  O¢ dyp
e(Ath) = [QT fh(@t P + By (tx) aqj)dtda:dv+/Qf0(x,v)rp(0,a:,v)dxdv

= Eig+ Fay
= Do+ B+ Fao+ Fop — Eay + Eo.

Les estimations précédentes impliquent P'existence d'une constante C' ne dépendant
que de @, fo, L, T, o et £, telle que

|Ero+ Bil < C(lfo— falO)llp: + At3),
IEQ’(] + EQJE < Ch,
|Eay — Bs| < ChY2

Alors, le terme e{At,h) converge vers zéro lorsque le parametre A tend vers zéro.
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Comme nous lavons vu
fultz,w) — f(t.zw) faiblement dans L{Qr)-

et
Ej(t,z) — E(t,z) fortement dans C°(Cp).

Nous avons de plus montré que le couple limite (f,E) d’une sous-suite de (f1,,Ex)n~0
est une solution de Péquation de Vlasov (2.1). Pour achever la démonstration du
théoréme de convergence, il faut maintenant montrer que ce couple limite satisfait
I'équation de Poisson.

Remarque 2.3 Pour le calcul numérique, nous uiilisons un support en vitesse suffi-
samment grand mais fini. Dans cette démonstration, nous avons supposé que lorsque
h — 0, le support de la fonction de distribution fplt,x,.) tend vers Uinfini, ainsi lo
condition de stabilité sur le pas de temps (2.15) nous impose que

h?

1
ElE E]O;l[l V= F et At =~ m o~ hl+E.

2.4.2 Convergence vers la solution de I'équation de Poisson.

Nous rappelons que le champ électrique discret défini précédemment est continu
par rapport & {£,z). Cependant, pour simplifier Panalyse nous allons considérer une
nouvelle approximation constante sur chaque intervalle de temps [£,#*![ du champ
électrique

L L
Fp(t.) = j K(z.) (o () — L)dy,

oll py, est domnmée par (2.10). Etant donné que ah est uniformément hornée, il est
facile de prouver que £, et Iy, vont converger vers la méme limite lorsque A tend vers
zéro. Ainsi, B}, converge presque partout vers F.

Montrons & présent que FE(t,z) est solution de 'équation de Poisson: soit {t,x)
appartenant 3 L!(Qr},

. L
[ Tate) itandiie = [ﬂ A [ﬂ K(z.9) (pn(t) — 1)dy] (t.0)dvca.

Nous savons que la densité de charge discréte pp, converge vers p{t,z) = [, f r f(tzw)dy
dans L"O(QT) falble—* on [ représente la solution de I'équation de Vlasov Posons

glt.y) fo x,y) ¢(t,x)de, on a g ¢ L' (Qr). BEn appliquant le théoréme de Fubini,
nous montrons

/ pr(ty) glty)didy — [ plty) g(ty)didy, lorsque h— 0

Qe S Qg
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et nous avons

L
Bito) = [ Klow) ttw) - Dy <t pita) = [ fitaw)ds

Ce qui prouve que le couple (f,E) est une solution de Péquation de Vlasov-Poisson.

La formulation faible implique que la solution du systéme de Vlasov-Poisson ap-
partient & C°([0,T[; D’). Cependant, la régularité W(Qr) du champ électrique F
et la continuité de la donnée initiale en {z,v) permettent de conclure que la fonction
de distribution f est aussi continue en (¢,2,v). Nous rappelons que dans le cadre de
notre étude la solution de Iéquation de Vlasov-Poisson est unique, c¢’est done toute
la suite (fp.Ep )50 qui converge vers la méme limite solution de ’équation.

2.5 Estimations d’erreurs.

Cette partie est consacrée i obtention d’estimations d’erreurs sur 'approximation
(fn,Er). Nous supposons que la donnée initiale est 4 support compact par rapport
& la variable de vitesse, ainsi il est facile de vérifier, en utilisant la théorie des ca-
ractéristiques, que la solution de 1'équation de Vlasov reste & support compact en
vitesse.

Pour réaliser ces estimations d’erreurs, nous adaptons les estimations réalisées par
J.-P. Vila et P. Villedieu [18] pour I'équation de Vlasov.

Notons par M(@r) Pensemble des mesures positives sur Qr, c’est-a-dire Pen-
semble des formes linéaires positives et continues sur C'(Q7). Puis par W, (Q),
'ensemble des fonctions appartenant & WL (Qr), périodiques en z et i support
compact en (£.v).

Proposition 2.5 Nous supposons que lao condition de stabilité sur le pas de temps
(2.15) est satisfaite et que le maillage est admissible (2.7). Nous supposons également
que la donnée initiale appartient o I*(Q) N L*°(Q) et est bornée par la fonction R(v)
définie par (2.14). Alors, il existe deuz mesures V%,AL et V}%,At & M(Qr) telle que pour

toute fonction o € WE™(Qr), @ > 0, on ait

Lo (P O LAY .
/QT f”(ﬁ + v . + Ey(t,x) %)dtd:r,dv +/C;)fg(x,v)<,o((},.;z,v)dwdv

< [ o0t + [ (ol + Vanphdvian (252
L Q JQr

et
d

O Oy
- 2 {5 el v oy 2 \
/QT 'fh(ﬁt + v e + Fn(t,x) av)dtdmdv /c:g fo{zw)e(0,2z.v)dedy

< f@ o(0)dv? + [Q (o + | Van@))di? ar  (2.33)
T
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De plus, ces mesures satisfont : pour tout T' > 0 et tout B > 0, il exriste une constante
C ne dépendant que de T, R, L, fo, a et &, telle que

v ac[OTIXIOLIXBOR)) < (A2 + 12 4 i fo — fu(O)p)-

7 al(OTIKIOLIXBOR)Y) < C (A2 4R 4 | fo— fa(0)]2).

Preuve : I'idée de la preuve est similaire A celle présentée pour montrer la conver-
gence du schéma volumes finis vers la solution faible de I'équation de Vlasov. Nous uti-
lisons le Lemme 2.1 pour les fonctions convexes et localement lipschitziennes ¢(r) = r
(respectivement ¢(r) = r*) pour établir la majoration de la mesure v/} ., (vespective-

2
ment vy a;).

Considérons ¢ une fonction convexe et localement lipschitzienne de IR™ dans IR,
Soit @ € C®(Qr}, ¢ > 0, soient R > 0, 7o, 51 € Z tels que

Supp(ﬁp(t,mr)> - [—RvR]
avec
—R € (vj—1/2Vj501/2) et R € {vj,-12:95 11/2)-
Nous multiplions I'inégalité (2.18) par la quantité

tn+1

1
At Az; Avy t,v) dadvdt
At A:EZ AUJ /t;" ,/C‘:’id (70( 71:3'”) Tav s

qui est positive. Puis, nous sommons sur ¢ € {O,..,nm — 1}, i € {j(},..,.ﬁ} et n €
{0,..,Np = L}, il vient
B+ E, <0

avec
tn+1

B X (00 ) o [

.. 3
,t,J

[ wltz,v)dedudt
Ch.g

et

By = Y,

yt,7

Avyvf (1) = (1) + Avjoy (@(F75) — $(fP )

+ Az BT ($(f) = o(flg-0)) + A BT (G(T5) — o6 10))
gl

1
K — t,x,v)drdvudt.
AZB@ A’Uj _/tﬂ /Cz,j (P( )
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Dans la suite nous noterons par

0
Elg=— qb(fh(t;a:,v))Ef—(t,:n,v)dtdxdv —-/ d(folz,0))p(0,2,0)drdy
QT Q
et
Fyp— — ;}T q‘)(fh(t,x,v))(v -g—i(t,x,v) + Fp{tx) g—f(t,:c,v) )daz‘dvdt.

Nous remarquons d’abord que By peut &tre écrit de la maniere suivante

Eio=-—- Z cﬁ(ffj)/ (go(t”“,m,v) — t,o(t”;:t,’v))dzr:dfu

nid Cig

—/¢(fo($,v))cp(0,m,v)dmdv.
4G

En utilisant une intégration par partie discréte, il suit

By = Z(qb(f;f;l)—qs(f;fj)) | etttz

i, i
= [ (00080 = 8D (00

Nous avons,

\Eho— Fi

< Z!¢ n—£—1 At/]:

nz,_}

+ / $(Fa(0.2:0)) — dUlo (o)) p(0.2.0) lddo,

Dol i)l %

n?,j

5.

fQ $(£(0.2:0)) — dfo(5.0))] @(0,2,0)dado.

tn+1

/ Ptz ) — o(t,z,0)|dtdzdy

I

ptl

/ | f t”“ r‘”H + {t — "1 2,0)db|dtdzdu,

Nous posons alors,

1,99
< V;f,At,i—é‘t*J >

= Y e - () /

i 3,_}

LnJrl

d
[ / |— L " 4 (¢ — )0,z 0) |dOdtdzdy.
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< 10 p(0) >= ]Q B(F(0,2,0)) — Bfo(a))] @(02.0)dzd.
11 vient alors,
Bro— Byl < < vl fi >+ < vlp(0) > . (2.34)

Ainsi, & partir de Pinégalité sur le terme FFy;, défini par (2.21) dans le Lemme 2.1 et
puisque la fonetion ¢ est lipschitzienne, on a

via([0.T[x]0,LIxB(0,R)) < CA#?.
Puis, comme fy est suffisamment réguliere, nous avons
u;{’([o,T[x}o,L[xB(o,R)) <Ch.

Pour étudier Es, introduisons la notation

E2,1 — Zlﬂj (QS( T,Lj ,j f

tw-i-l

’UJ,+1/)
[ t fl’,‘l'_l/g,’l))d'b’dt

ﬂ,’.';,j ] 1/2
AR P ESVE
+Uj (qb( :13 ’t+1,_j' / [ (P(t $1+1/2, }dudt
i-1/2
tvm+1 x 4172
+ Eer (¢5(f3j} (fz,g 1)) / o(t a:,vj_l/Q)d:cdt
Ti_1/2
7L — ¢ it+1/2
+Ez (¢(f?,j g,j+1 / f t CE,Uij}.’/Q)d.’Edt
i Ty_1j2

et comparons Fy et Ko,

By — By
,t'n,+1

) {”f (S — i) [Alm?]f

.. T
1,5

+ vy (B{F7y) — @i ;) [Am[t

= B ) | 5

tn-‘rl
B ) — o) |5 ) C,_(w(t,m,v)—w(wj-m))dmdtﬂ«

/c (w(t x,v) — (p(t,:ni,l/g,v)) dvdt]

fn+1
fC o(t,zv) — o(tzi1/2:0)) dvdt]
i

L1L+1

/ p(t,zv) (p(t,:rr,vj,l/g)) da:dt]
Cz

53
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o . 6.2 e
Nous montrons comme précédemment I'existence d'une mesure v}, , satisfaisant
b

8
Byi — Fo| < <o (%’4 > (2.35)

et en utilisant l'inégalité sur le terme EFy, défini par (2.20) dans le Lemme 2.1 et
puisque la fonction ¢ est lipschitzienne, il existe une constante ¢ > 0 ne dépendant
quede T, R, L, fy, o et £ telle que

vf A {107 ]U,L{xB(o,R)) < B2

Pour estimer ensuite [Eog — Ea 1}, nous écrivons le terme Ep; comme suit (nous
rappelons que ¢ est 4 support compact)

- -zl [

n,i.d

vEp [
n

De méme, nous avons

— =Y e U

n'&,__’}

tn+1 ’U?+1/2
/ {tziy 12,0} — 0ty 0,v)dvdt
1

F—1/2

tn—l—l

ip1/9
/ (L2051 70) — (b0 10 )dzdl |
&I;

i—1/2

tn-(—l

'UJ-!-I/Z
/ Pt 10,0) — @ty jp,0))dudt

Tj-1/2

tn—}-l ‘T1+1/2

f (t ZE) (Kp(t L. 'Uj-‘rl/?) (f,.ﬁl?,‘l)j_l/g))d"ﬂdt] .
15 Ti172

En procédant toujours de la méme maniére

|Ea0 — Fo |
SR IR
< / / v —vj] |@(tip1/20) — @(t55-19.0) |dvdt
na,j Yi—1/2
i”+1

/;

En utilisant la régularité de £, il existe une mesure vf” "\ telle que

1+1/2
/ E';, t,x) Eﬂ |cp(t,m,'vj+1/2) — go(t,a:,vj_l/g)‘da:dt}.
friry

i—1/2

|E20 — Fopf <<y Atai | + | (2.36)

et une constante ¢ qui ne dépend que de fo, T, R, L, telle que

pR(OTIXOLXBOR)) < eT [g(fo)lls
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Lorsque ¢(r) = r, Pinégalité (2.18) correspond au schéma numérique (2.17). Ainsi,
By +Ey=0¢t

[T fh(% +v %% + En(tx) %(g)dtdmdv + /Qfg(;;':,v)go({),m,v)dmdv
By — Eap

—Eig+ B —Fog+Ey1 — Eay + Eo,

|E10 — E1| + [Foo — Bar| + | By — Eal.

VAN

1 2 3 . 1 2 3
En posant v}hm = v,(f-l-uff,m+vf’m+r/im pour ¢(r) = r, et puisque ”f?,m’ fo,ma I/;f,At

vérifient les inégalités (2.34), (2.35), (2.36), la premiére inégalité de la Proposition 2.5
suit. Nous remarquons qu’en appliquant la méme technique nous pouvons montrer que
la formulation faible discréte {2.32) sur f), est encadrée par deux mesures bornées.

Finalement, pour une fonction ¢ convexe quelconque compte tenu de 1'inégalité
(2.18) et ) + E2 < 0, nous obtenons

— o A fr) (%—f + v g—i + En(t,x) gf)dtd:cd@ — /qu(fo(w,v))go((},m,v)dxdv
g+ Eap

< EBig—Ei+ Eopg— Foy + By — B,

< |Eip— Ei| + |Eop — Eap| + | Ea — Eal.

l

En prenant la fonction ¢(r) = r2, localement lipschitzienne, nous pouvons appliquer
les inégalités du Lemme 2.1: en posant 1/%5 A = Vi V}{f’it + Vﬁ_’it -+ Vf?.’Zt el les
estimations (2.34), (2.35), (2.36), nous obtenons le résultat.

L

A partir de cette proposition, nous obtenons le théoreme suivant gui donne une
estimation d’erreurs sur l'approximation numeérique. Afin de simplifier 1’étude, nous
supposons que la solution de 'équation de Vlasov est & support compact par rapport
& la variable de vitesse.

Théordme 2.2 Soient folz,v) appartenant ¢ WI(Q) et (Mp)nso une suite de
maillages de Uespace des phases, At le pas de temps satisfaisant la condition de sta-
bilité (2.15) : il existe £ €]0,1] tel que
=N A EM) <1 € Y(ij) € Ix J¥ne N

m( vy lvg| + Az [El|) <1 €, Y(ig) € I x J,¥n € IN.
Considérons Uapprozimation numérigue obtenue d portir du schéma volumes finis
(2.17), puis notons fj,(t,z,v) la fonction de distribution discréte et Ey(t,z) le champ
électrigue discret donné par (2.12}. Alors,

./ e Y f(tm,0) — Faltzw)Pdtdedy < CLp(h? + A2 + Ol fo = fa(0)] 12
Q7



2.5 Estimations d’erreurs. 5939

Prenve : puisque la donnée initiale est supposée &tre A support compact, pour un
temps T < +oo, il existe R > 0, tel que

v(t,z) € [0,7[x]0,L], supp(f(t,m,.)) < B(0,R).

De plus, en utilisant la régularité de la donnée initiale, la solution de 1’équation de
Vlasov-Poisson (FZ,f) est unique et f appartient & W1*(Qy). Pour toute fonction
w E W,}’OO(QT), nous avons

dg Op O 2
fQTf (81‘ + v U 5 + Ep(t,x) %)dtda:dv—!—/Qfg(m,ﬁ)tp((],:c,v)dwdv

=2 f(E, — E)cp(t7ﬂ:,v)(?—fdtd$dv.
G ov

Compte tenu de la premiére inégalité de la Proposition 2.5 avec ¢ € we (Qr), alors
la fonction de distribution f ¢ appartient & Iespace W2 (Qr). Nous pouvons done
Futiliser comme fonction test:

do dy '
_2[ fhf(at —i-vé— + Ep{tx) B'u)dtdmdv—g /Qfg(m,w)go((),m,'v)d:cdw

a
> -2 < ?/h’At, IVigolf @) > -2 / I (E - Eh) {t,2,v) df didzdu.

Qr

Ensuite, 4 'aide de la deuxiéme inégalité de la Proposition 2.5, nous déduisons que
f# vérifie

C a0 8 O
z —_— —
/QTfh(at e -I-Eh(fa:)a )dtdmdv+/f0 z,0){0,2,0)dxdu
2 —< Vh,Atv Vigwe| > .

Finalement, il vient en additionnant membres & membre les deux inégalités ci-dessus

[If fh\( +vg—+Eh( )g:f)dtd:ﬂdv

a
>2 [ (fu=1) (B E)p Lot
Qr v
—2 |f§1,00 < ‘V.Flz,Ata !vt,m,v@l > =< ”’E,At: ,vt=ﬂ‘7,v(’0| > (2'37)

Posons alors o = 5”%“ 1o LR et w = max(2R;3L) et considérons une fonction
ke CHIR";[0,1]) telle que

1 sire[0,R+wT),
k(r) = _
0 sir€[R+wT+1,+ o0
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et k'(r} <0 Vr e IRT. Nous construisons alors

E(|(z0)| +wt)e™ ™ si(t20) € Qr,
(p(t?x'lru) =
0 sit>1T.

La fonction ¢ n’est pas dans l'espace W *(Qr), mais une technique de régularisation
habituelle montre qu'une telle fonction peut étre considérée [18]. En utilisant cette
fonction ¢ comme fonction test, nous calculons chaque terme de l'inégalité (2.37).
D’abord, puisque le champ électrique discret est calculé & partir du noyau de Green,
Vinégalité suivante a liew

‘E(T,IL') - Eh(ta"'c” = I /QK($ay)[f(t>y7U) - fh(f:’yav)]dyd?)’,

IA

~/Q If(t,‘y,’l}) - fh(t,y,v) )d'gd’u

Alors, en ufilisant I'inégalité de Cauchy-Schwarz, nous avons

oy
2 fQT(fh —- ) (Ep — E)p 55—) dtdxduv

. 1/2 1/2
2 H ||L (/ | fn —f}%dtdm) (/ (B, — E)zgodtdq:dv)
Qr JQr

e, ([ : %
2L B e ([ 1= 5o dedoa

|

IA

1/2
(/ | faltyw) — f(ty.w)Po(ts,v) dtdwdvdydw) :
S QX G

Puisque k() = 1 lorsque (t,2,v) € [0,T[x]0,L[xB{0,R), il vient

(o~ 1) (Er — E)o g—f didedy

l JQ7
1/2
< ALRIE = ([ 1 fPodrdoar)
Qr

1/2
( / e*“ifh(t,y,w)—f(t,y,wn?dtdydw) ,
T

< 4 LR” ||L°° /Q |f — fh.|2 pdtdzdu.
* T
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Ensuite, nous calculons les dérivées

d

E(i,ﬂ),?ﬁ) = wk((zv)|+wt)e ™™ — ak(|(zw)] +wt)e
P 5 _a

Getan) = oK)l +wte,

d¢ _ v —a

g(t,m,v) = oo E((zp)] +wt)e @t

En remplacant les dérivées par leur expression, nous obtenons finalement

[ = nP RG]+ one ot 25T D) g,

QT |($"U)I
- f If = Ful? k(|(z,2)] + wt) e”**dtdrdu
Qr
— af ', _ 2 —at
z -4 |-~ LR Af = fal? B([(zv)] +wit)e didxdo
) Or
=2 11,00 v, ([0.TIXI0E(X BO.RY ) — v3 a ([0,T[X10,L[x BO.R)).
Mais comme &' < 0 et w = max(2 R; 3L), le terme suivant est positif:

ve + Ep(tz)v
|(z,0}|

Or, k(|(z,w)] + wt) = 1 lorsque (t,z,v) € Qr et a = 5 ‘E%HL&J L R, ce qui permet
d’établir le résultat :

= 0,

/ e b |f — falP dtdede < Cig [v;{,At([o,T[x]o,L[xB(O,R))
Qr
VA ([O,T[X}O,L[x B(U,R))} :

A Taide des majorations sur v} 5, et 1 5, établies par la Proposition 2.5, nous
complétons la preuve. 1

2.6 Conclusion.

Dans ce chapitre, nous avons proposé un schéma de type volumes finis pour la
résolution numérique de I’équation de Vlasov-Poisson dans ’espace des phases {z,v).
La simplicité de ce schéma permet de montrer la convergence vers la solution du
systéme. La preuve de la convergence ne nécessite pas beaucoup de régularité sur la
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solution, puisqu’elle utilise la formulation faible du probléme; ce qui permet de traiter
la plupart des applications physiques of1 la fonction de distribution appartient seule-
ment & I'espace L' M L™ (voir par exemple les problemes de faisceaux de particules).
Nous avons choisi d’étudier, par souci de clarté, le probleme de Vlasov-Poisson avec
des conditions aux limites périodiques en la variable z. Cependant, la démonstration
s’adapte au probléme de Cauchy sur tout 'espace et pour des solutions faibles moins
régulieres puisque nous n’utilisons pas les courbes caractéristiques [7] (mais dans ce
cas, il n’y a pas, en général, unicité de la solution). La démonstration des estimations
d’erreurs convient bien & 'équation de Vlasov, puisque la formulation faible, satis-
faite pour toute fonction convexe de fj,, suffit & montrer ces estimations. Nous évitons
ainsi de faire appel & arsenal utilisé pour les équations hyperboliques non linéaires,
¢’est-d-dire des formulations faibles, entropiques et discrétes.

La méthode de convergence s’applique relativement facilement aux problémes en
dimension supérieure et pour des maillages non cartésiens, pourvu que le maillage
de 'espace physique soit le méme pour le calcul de la fonction de distribution et
-des champs, de maniére & éviter des formules d’interpolations entre les maillages.
Les difficultés se situent plutét dans 'obtention d’estimations @ priori sur les champs
électromagnétiques autoconsistants ou sur les quantités de la forme |, e | b{v)dv pour
traiter la non linéarité particuliére de 1’équation de Vlasov couplée avec les équations
de Poigson ou de Maxwell.

Dans le cas du systéme de Viasov-Poisson, il est possible de montrer une estimation
sur le gradient du champ électrique puisque le caractére elliptique de 'éguation de
Poisson permet de gagner de Ia régularité 4 condition d’avoir une estimation sur la
denstté de charge p, obtenue & partir de la conservation de 'énergie du systeme. Pour
montrer la convergence, il faudrait ensuite établir une majoration sur %‘? 3 l'aide de
la version discréte de 'équation de continuité

Y(t,z) € RY x IRY, %’ngv-j = 0.

Une estimation de %*- n’est pas évidente a établir pour des maillages non structurés.
Pour le systéme de Vlasov-Maxwell, il n'est pas possible de montrer la convergence
forte des champs électromagnétiques puisque les équations de Maxwell ne permettent
pas de gagner en régularité. L’espoir est donc de donner une version discréte des
lemmes de moyenne pour établir la convergence forte du terme [y, f1(v)dv.

Concernant les résultats numériques, le schéma présenté dans ce chapitre est seule-
ment d’ordre un et 'évolution de la fonction de distribution n’est pas suflisamment,
précise. De plus, la condition de stabilité sur le pas de temps peut devenir trés res-
trictive si le support de la fonction de distribution en vitesse est grand. Au chapitre
suivant, nous proposons une méthode de conservation des flux directement inspirée
de ce schéma : nous diserétisons les flux sur le bord de chaque cellule par un schéma
d’ordre élevé, puis pour éviter une condition CFL, nous utilisons les courbes ca-
ractéristiques.
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Chapitre 3

Quelques schémas conservatifs
pour I’équation de Vlasov.

3.1 Introduction.

L’équation de Vlasov décrit ’évolution d'un systéme de particules soumises aux
champs électromagnétiques extérieurs et autoconsistants générés par le déplacement
des particules. L’inconnue f(t,z,v), dépendant du temps £, de la position z et de la
vitesse v, représente la fonction de distribution des particules (électrons, ions,...) dans
Pespace des phases. Ce modéle est conramment utilisé pour I'étude de la propagation
des faisceaux de particules ou en physique des plasmas.

La résolution numérique de I'équation de Vlasov s’effectue le plus souvent & 'aide
de méthodes particulaires (Particle In Cell} qui consistent 4 approcher le plasma ou
I'ensemble des particules formant le faisceau par un nombre fini de macro particules.
Les trajectoires de ces particules sont calculées & partir des courbes caractéristiques
données par I'équation de Vlasov, tandis que les champs extérieurs et autoconsis-
tants sont approchés sur un maillage de 1'espace physique. Pour une description plus
détaillée, le lecteur est renvoyé au livre de Birdsall et Langdon [2]. Ces méthodes
permettent la plupart du temps d’obtenir des résultats trés satisfaisants avec un
nombre relativement peu élevé de macro particules. Cependant, il est bien connu que
le bruit numérique généré par ce type de méthodes est trop important pour décrire
précisément la fonction de distribution dans I'espace des phases. De plus, ce brnit
numérique décroit seulement en 1/ /N lorsque le nombre de particules N croit. Pour
remédier & ce genre de probleme, des méthodes discrétisant Péguation de Vlasov sur
un maillage de Pespace des phases ont été proposées. Parmi celles-ci, la méthode de
transformation de Fourier en (z,v) est basée sur I'utilisation de “Transformés de Fou-
rier Rapides” (Fast Fourier Transform) de la fonction de distribution dans 'espace des
phases, mais est seulement valide pour des conditions de bords périodigues [11, 12].
En effet, pour les problémes non périodiques, des oscillations de Gibbs se forment sur
le bord et se propagent & U'intérieur du domaine. Une méthode de type éiéments finis a
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aussi été proposée [21, 22]. Celle-ci est particulierement adaptée pour le traitement de
problémes dans des géométries complexes rencontrés dans la plupart des applications,
mais nécessite la résolution numérique d’un systéme matriciel & chaque itération ce qui
est un inconvénient pour la résolution de I'équation de Vlasov en dimension élevée. La
méthode semi-lagrangienne, qui consiste & calculer la fonction de distribution sur les
noeuds d’une grille de espace des phases en suivant les courbes caractéristiques, est
également utilisée. Pour conmaitre la valeur de f & origine de la caractéristique, une
méthode d’interpolation d’ordre élevé est nécessaire. E. Sonnendriicker et al. [18, 19]
ont proposé la reconstruction 3 'aide de splines cubiques, ce qui permet d’obtenir de
trés bons résultats en terme de précision. Cependant ['utilisation de ce type d’interpo-
lation détruit le caractére local de la reconstruction. Nakamura et Yabe ont pour leur
part présenté la méthode CIP (Cubic Interpolated Propagation), qui est basée sur
Papproximation des gradients de la fonction de distribution dans le but d’utiliser une
interpolation de type Hermite [20]. Cette méthode est trés coliteuse en place mémoire
puisgu’elle nécessite le stockage de f, Vi f et V, f. Un autre schéma pour ’approxima-
tion de I'équation de Viasov est la méthode FCT (Flux Corrected Transport) proposée
dans [5, 6] ou plus récemment la méthode FBM (Flux Balance Method) [8]: 'idée
de base de ces méthodes est de calculer la moyenne de la solution de Péguation de
Vlasov par un schéma conservatif sur chague cellule de la grille discrétisant espace
des phases.

L’'inconvénient commun 4 l'ensemble de ces méthodes est la non préservaiion
de la positivité, ce qui représente un désavantage pour des simulations en temps
longs puisque des oscillations numériques peuvent se développer. Dans un premier
temps, 'objectif de ce chapitre est de proposer de nouveaux schémas numérigues, les
méthodes PFC (Positive and Flux Conservative), permettant d’obtenir une approxi-
mation précise de la fonction de distribution dans I'espace des phases, la conserva-
tion de la masse globale (nous parlerons plutét de conservation du nombre de parti-
cules), la préservation de la positivité. De plus, nous proposerons des méthodes d’in-
terpolations locales, ce qui permettra une parallélisation plus directe. Ensuite, nous
présentons différents types d’interpolations locales pour la méthode semi-lagrangienne,
Ces méthodes doivent donner une description aussi précise que la reconstruction par
spline cubique tout en conservant I'aspect local de 'interpolation. Enfin, nous intro-
duisons un nouveaun schéma aux différences finies issu de la dynamique des fluides
{équation d’Euler incompressible en dimension deux) qui conserve les propriétés de
I'équation de Vlasov et que nous stabilisons par 'ajout d’un terme de collisions.

Ce chapitre s’organise de la maniére suivante : dans une premidre partie, nous décrivons
briévement ’équation de Vlasov en rappelant quelques propriétés de la solution comme
la conservation de entropie cinétique, les normes I'” de f et 'énergie. Ensuite, nous
présentons différentes méthodes conservatives pour la discrétisation d’une équation
de transport et plus particuliérement de 'équation de Vlasov-Poisson, en utilisant
les courbes caractéristiques. Nous donnons différentes techniques de reconstruction
qui permettent de contrdler les oscillations numériques. Dans la derniére partie, nous
présentons des résultats numériques en dimension deux el quatre, dans 'espace des
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phases pour comparer les schémas en terme de précision et de temps de calcul.

3.2 L’équation de Vlasov.

L'évolution de la densité d'une seule espéce de particules f(t,z,v}dz dv dans l'es-
pace des phases (z,v) € R® x R, d = 1,..,3, est donnée par 'équation de Vlasov,

af ,

5? + v V:ﬂ:f + F(t,x,'@)) : vvf = 0> (31)
ott le champ de force F(t,z,v) est couplé avec la fonction de distribution f, ce qui
donne un systéme non linéaire. Nous mentionnons les modéles de Vlasov-Poissen (VP)
et Vlasov-Maxwell (VM) décrivant I’évolution de particules sous Peffet des champs
électromagnétiques autoconsistants: nous définissons d’abord la densité de charge
p(t,z) et la densité de courant j(f,z) par

pltz) = q [m o), §(6) =g [R v (), (3.2)

ou g est la charge d'une particule. Le champ de force est donné pour 'éguation de
Vlasov-Poisson par

F(t,&,",’l)) = % E(t,fﬂ), E(t=$) - —vﬂiqﬁ(tuw): - Aﬂ‘q") = ;‘%? (33)

ot m représente la masse d'une seule particule. Pour 'équation de Vlasov-Maxwell,
nous avons

F{tzw) = % (E(tz) +v A Blt,z)) (3.4)
et E, B sont solutions des équations de Maxwell

{ OF

2 B:_i
5 CVX. e
) 9§+V><Ezo, (3.5)
ot
v.E=%, v.B=y,

£y
avec la condition de compatibilité

dp
—+V.j=0, 3.6
o TV I=0, - (3.6)
qui est automatiquement vérifiée par la solution de I'équation de Vlasov.

Nous rappelons maintenant quelques estimations classiques sur les équations de

(VP) et (VM). D’abord en supposant que la donnée initiale fo(z,v) est positive,
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la solution f(f,x,v) reste positive au cours du temps. Ensuite, en observant que
divg , (v, F'(t,x,v)) = 0, nous déduisons immédiatement que pour toute fonction 5 €
C'(R*,R*),

d

— Blf(tzw))dadv =0, Yte RT.
dt R [Re
En particulier toutes les normes LP de f, pour 1 < p < 400, sont préservées. De plus,

en prenant 5(r) = r In(r), nous obtenons la conservation de 'entropie cinétique

d o d : o +
EEH(t) == ./IR'iled f{t,z,0) 11} (F{t,z))dadv =0, VieIR".

Ensuite, en multipliant Péquation de Vlasov par |v[? et en intégrant par parties, nous
démontrons la conservation de 1’énergie pour I'équation (VP)

d

7 flt,zw) v dzdy + 80/ |E(t,z)]*de =0, VYt RT
it J e R

Finalement, nous remarquons que ’équation de Vlasov, couplée avec D'équation de
Poisson, conserve également la masse globale et I'impulsion,

d | .
prl ft,z,v) ( " ) drdy =0, Vie IR™.

3.3 La méthode de conservation des flux.

Nous introdulsons un nouveau schéma conservatif pour la discrétisation d’une
équation de tramsport. Nous proposons ensuite plusieurs techniques de reconstruc-
tion. Contrairement aux méthodes eulériennes classiques de type différences finies ou
volumes finis explicites en temps, la méthode que nous proposons n’est pas contrainte
par une condition CFL sur le pas de temps puisque nous utilisons les courbes ca-
ractéristiques. Le couplage de 'équation de Vlasov avec les équations de Poisson ou
de Maxwell provoque la “filamentation™ de la fonction de distribution dans Uespace
des phases, ceci constitue la principale des difficultés dans la construction d’un schéma,
numérique pour 'équation de Vlasov. En effet, la fonction de distribution f(¢,z.v) est
constante le long des courbes caractéristiques qui deviennent si proches les unes des
autres que les régions de 'espace des phases ol f(t,z,v} prend des valeurs différentes
se rapprochent et de forts gradients sont ainsi générés. A partir d'un certain temps,
la grille de l'espace des phases devient trop grossiére pour suivre ces filaments deve-
nus trop fins. Les différentes méthodes présentées brievement dans l'introduction ne
possédent pas de mécanismes pour distinguer les oscillations numériques de ces fila-
ments. L’algorithme devrait effectivement &tre d’ordre élevé lorsque le concept d’ordre
est relié 4 celui de la précision et devrait controler les oscillations lorsque les gradients
deviennent trop forts ou lorsque la fonction de distribution tend vers zéro. La méthode
conservative mise au point est basée sur ces principes.
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Le point de départ de notre méthode est la méthode FBM (Flux Balanced Method)
(8], qui diserétise 'équation de Vlasov sous sa forme conservative: nous observons
d’abord qu’en utilisant un schéma A pas fractionnaire en temps, nous pouvons nous
restreindre, sans perte de généralités, & une équation de transport en dimension une

ai’f + aﬁf (U.(f,ﬂ',‘) f) = 03 V(t,:}?) € ]R+ x [mm‘iﬂammam]' (37)

Nous supposerons que le champ de vitesse u(,z) est suffisamment régulier, par exemple
u(4,z) est continue en (t,z) et localement lipschitzienne en . Ainsi, nous pouvons
définir, au sens classique, les courbes caractéristiques correspondant 3 Iéquation de
transport et solutions du systéme d’équations différentielles

dX
{ () = u(s,X (s)), (3.8)
X(t) ==

Nous notons par X (s,f,z) la solution de (3.8) et considérons le jacobien J(s,t,2) =
02X (s,t,2). Dans [4], les auteurs montrent que le jacobien J(s,t,r) est strictement
positif pour tout (s,t,z) € IRT x RT x IR et la solution de I’équation de transport
(3.7) s'écrit '

' fltx) = fls,X(s,t,2)) J(s,t,x), (3.9)

ce qui exprime la conservation du nombre de particules le long des courbes ca-
ractéristiques

VK Ndx = Ayld .
CR /K f(t.2)dz f\ g, TV (3.10)

olt
X(st,K)={yeR: 3FzeK y=X(st2)}

Cette propriété reste vraie en dimension supérieure, d > 1. Maintenant, nous introdui-
sons une suite de points (z;, 1 /‘2)@6 1 du domaine de calcul [Zmin,Trmaz] €6 nOUS posons
AT = 24419 — i1y et C; = [T;_1/9,2;11/9]. Supposons que Jes valeurs de la fouction
de distribution soient connues au temps £* = n Af, nous trouvons les nouvelles valeurs
au temps £*1! en intégrant I’équation de Vlasov sur chaque intervalle discret. Ainsi,
en utilisant la propriété de conservation des particules (3.10) et en rappelant que le
jacobien z r+ J(#",t"F1 x) est strictement positif, nous obtenons sur chacque intervalle

Tit1/2 . X" 0]
[ £ 2)di = / P ) de

Tio1/z X{tmantlr,_qs)
Alors, en posant
n Lit1/2 n
Bt - [ F(t" ) dr,
X(tnvtn+l=1;i+l/2)

nous décrivons la conservation de la masse:

Tit1/2 . Tigis2
[ e aae = ey + [ pemds - @ip). 61

i—1/2 Ti-1/2
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L’évaluation de la moyenne de la solution sur [z; j2:Zip1/2) permet d’ignorer les
détails de la solution exacte qui peuvent étre trés cotteux a estimer.

En général, nous ne pouvons pas donner une expression explicite des courbes
caractéristiques, il est donc nécessaire d’introduire une discrétisation en temps du
systéme d’équation différentielle ordinaire (3.8). En utilisant un schéma saute-mouton
d’ordre deux, nous aboutissons & la résolution d’un probléme de point fixe , dans lequel
nous cherchons z” = X (8" #"1 .z, 4 o) tel que

3

Tip1 — & = Atu(t* T2 g2

2 _n At gtz - T2 + 2"
: 5 —

Ce probléme peut étre résolu de maniére itérative en utilisant un point fixe de New-
ton. Nous remarquons que la plupart du temps, pour les équations de iransport en
cinétique, le schéma en temps a pas fractionnaire permet d’éviter cette situation
puisque les courbes caractéristiques sont des droites ou peuvent étre calculées ex-
plicitement.

La principale étape consiste maintenant 4 choisir une méthode efficace pour recons-
truire une approximation de la fonction de distribution & partir des valeurs moyennes
sur chaque intervalle C;. Dans [8], E. Fijalkow utilise seulement une interpolation
linéaire, mais cette méthode ne conserve pas la positivité et ne permet pas de contrdler
les oscillations numériques. La méthode proposée par J. P. Boris et D. L. Book [5],
ou les méthodes pour les équations de transport [13] faisant appel aux limiteurs de
pentes classiques comme “minmod” et “superbee” sont trop dissipatives pour obtenir
une description précise de la fonction de distribution ou deviennent instables. Iei, nous
utiliserons une reconstruction via primitive: soit F(¢",.) une primitive de la fonction
de distribution f(¢"..), nous noterons par

1 Lir1/2

fr=— F(t"z)dx,
' Az L3179

ainsi, F(t"21/0) — F(t"2_1/9) = Az fl, et

i
F(tn,ﬂii+1/2) — AIZ.}C’? = ’UJ,?
k=0

Dans la suite, la variable en temps ™ agit comme un simple parameétre, elle sera donc
abandonnée. Nous présentons deux méthodes de reconstructions différentes.

3.3.1 La reconstruction ENO.

La méthode ENO (Essentiellement Non Oscillante) a été introduite par Harten
et al. dans [10]. Elle est couramment utilisée pour la discrétisation des équations
hyperboliques et permet de contréler les oscillations numériques lors de Papparition
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de discontinuités. Contrairement aux équations hyperboliques classiques, 1’équation
de Vlasov ne développe pas de choces, mais de forts gradients peuvent apparaitre dans
I'espace des phases. La reconstruction de type ENO parait bien adaptée pour traiter
ce type de probléme. Nous rappelons d’abord les formules de différences divisées qui
jouent un réle important pour la mise au point de 'algorithme

F[mi+3/2;--:$i+p+1/ﬂ - F[$i+1/2u--:ﬂ7i+p—1/2]

F[$i+1/27$i+3/23"7$i+p+1/2} = . :
Titpri/a — Tit1/2

F.[fi-f—i/Q} = F($i+1/2} = wi.
(3.12)
Pour une fonction F' satisfaisant les propriétés pour p > 1,
- SiF(z) € Cp([xi+1/2=$i+p+1/2]): alors
T dPF
———(C}.
pl daP

— Si la k-éme dérivée de F(z) est discontinue pour 0 < k < p sur lintervalle
[$i+1/2153i+p+1/2], alors

3¢ € [mivyotivprryel, FlTig1y0,%iys/asZivpyi/e] =

Flaio®icsyz,Tipr1ya] = O(AZF ) [w)],

ol [w(k)} représente le saut de la k-éme dérivée. La reconstruction de type ENO
consiste alors & choisir le “stencil” (points d’interpolation) pour lequel 'approximation
est la plus réguliere, c’est-a-dire pour laquelle 1a différence divisée est la plus petite
en valeur absolue sur I'intervalle [2;_; /5,2;41/2]. Nous définissons d’abord g(x), le
polynome de degré un, interpolant la fonction F(z) en ;19 et z;1/9,

Wy — Wi

Az
et posons di(z) = 1. Nous raisonnons maintenant par récurrence, supposons que le
polynome de degré k interpolant la fonction F(z) aux points

qi(z) = w1 + (& — x;_19)

Ly (6) 17210 Ty (1) +k—1/2

soit connu. Pour déterminer le polyndme gz41(z), nous considérons les & + 2 poinis
obtenus en ajoutant aux précédents le premier point 4 gauche ou le premier point &
droite et choisissons le point d’interpolation pour lequel la différence divisée est la
plus petite en valeur absolue

Ay (i) = dp(1) — 1 s IF[mdk(z‘)—sp:-aﬂfdﬁ,(i)Jrk—l/ﬂ| < |F[H:dk(z‘)——l/21'a$dk(i)—i—k—]—]/?]':
kL di (i) sinon.

Nous continuons Palgorithme jusqu’d atteindre Pordre souhaité. A partir de cette
reconstruction, nous établissons la propriété démontrée par A. Harten et ol. [10],

Proposition 3.1 Nous supposons que la fonction F(z) est r+1 continuement dérivable
et définissons Fy(x), son approzimation polynomiale par morceauz telle que

Vi € [$z‘—1/2,337;+1/2], Fylz) = qﬁ»{-’ﬂ)?
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ot gr{x) est le polyndme de degré v construit en suivant Ualgorithme précédent.
Alors,
dkq, dkF

= o (@) = () + O(Az™17 %), 0<k <,

= g {2y 1p2) = Flogyeh Y9 €{diy 120 lryrr-12 4
- gr(x) est une approximation non oscillante au sens suivant
TV(g,()] < TVIF()] + O(Az"™Y),

ot la variation fotale de la fonction F(.) est le nombre défini par la limite supéricur
du taur d’accroissement de F,

TV[F(.})] = limsup -i— f |Flz+¢e)— Fla)|dz.

£—0

Nous renvoyons & {10] pour la démonstration. Cette derniere inégalité permet de
contréler les oscillations numériques 4 Pordre r + 1. A partir de cette approximation
d’ordre élevé, nous pouvons approcher le flux de particules ®;,5(#") par

Tit1/2

Qipypp(t7) = [ Fhp)de = Fy(z.1p) — Fp(X 4" 0400 02))-

Xt mi )

Cette méthode a été implantée jusqu’a Pordre quatre. Ce n’est pas un schéma positif,
mais les oscillations numériques sont atténuées.

3.3.2 La méthode Positive et & Flux Conservatif (PFC).

Comme précédemment, nous utilisons la reconstruction via primitive, mais le
“stencil” est désormais fixé, Pour assurer la préservation de la positivité et le prin-
cipe du maximum dans I’étape de reconstruction, nous introduisons des correcteurs
de pentes. En effet, c’est seulement en sacrifiant le principe d’ordre élevé que nous
pourrons espérer obtenir un schéma positif.

Dans la suite, nous notons par foo = r;lg;c{ fit

Une approximation d’ordre deux. Supposous pour simplifier que la vitesse de
propagation u(#,z) soit positive, nous construisons alors une premiére approximation
de f, d’ordre élevé sur intervalle [; 1/2,%;41/2] en utilisant les points {z;_1/2, Ty 1/2,
Ziisse) et la propriété w; — w; 1 = Az f;:

Jiv1 — Ji

— 1
Fplz)=wi1+ (& —z_y2)fi + 5(33 = ziqo)@ - -7‘fz‘+1/2)T-
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Ainsi, par dérivation, nous obtenons une approximation d’ordre élevé de la fonction
de distribution sur l'intervalle [z;_y j5.%;11/2]

th( V= fit (22 )fz—l-l f}

fh(ﬂ?) dz Az

Mais, cette approximation ne satisfait pas le principe du maximum et des oscillations
numériques peuvent apparaitre, nous introduisons alors les correcteurs de pentes

win(152 £/ (fi1 = i) Si firr — fi > 0,
min (12 (foo = )/ (o1 — £)) i firs = £ < 0.

Nous définissons alors une nouvelle approximation, o les pentes sont atténuées lorsque
la solution devient moins réguliere,

(3.13)

€ =

fulz) = fi + eilo — $z)fz+iw fz: Va € [%—1/2,%4-1/2}- (3.14)

A partir de cette reconstruction, nous pouvons démontrer la proposition suivante

Proposﬂzlon 3.2 Lapproximation numérique définie par (3.14) satisfait:
—~ La conservation locale de la masse : pour tout i € I, f;“”f’ fu(z)dz = Az f;.
- Le principe du mazimum : pour tout T € [Zmin,Tmaz), 0 < fn(z) < foo-
De plus, si nous supposons que la variation totale de lo fonction de distribution f(z)
est bornée, alors Destimation globule suivante a lieu

Tmaw _
[ @) = Tuwllde < 2031 - el — £ < TV(F) e
Tmin 5

Définissons une approximation du flux ®;;/5(¢"): nous recherchons d’abord I’in-
tervalle Cy tel que X (¢",1" "1z, o) € Cy et posons a; = &j4172 — X (E8" 2401 2),
lequel satisfalt 0 < «; < Az et le lux de particules est donné par

n Tipi/e "
Bypr o) = / P s = o [+ 2 (1= £2) (fy ~ )] + As Z I
Titrjam h=i+1

Par symétrie, nous obtenons une approximation de @, /Q(t“) lorsque la vitesse de
propagation u(f,z) est négative, en posant oy = 1; 159 — X ("t e, /2), alors
—Ar <oy <0et
. Firi/2 € ¥:
Dip1/0(t") = / FEaydz = o [f; — "22 (I+ KL) (fi— fi-1)] + Az Z Tk
T

JL; 12T k=il
ol €; est donné par
min(132{foo ~ )/ (5 = fi-1)) 8 fi= i1 >0,
min(ls =2f3/(f5 fj—l)) sifj— fi—1 <0

6_4}‘—

(3.15)
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Une approximation d’ordre trois. Nous généralisons maintenant la méthode
précédente & l'ordre trois. Sur Iintervalle [z;_y /9,21 /2], nous utilisons les points
d’interpolation {z;_3/2,%;_1/2:%i41 /2:%i4.3 /2} pour approcher la fonction primitive, et
introduisons des correcteurs de pentes pour finalement définir une nouvelle approxi-
mation : pour tout x € Cj,

fnlz) =fi (3.16)
e
toeAs [2 (@ —zi)(x -~ zi372) + (& — i1 o) (2 = $i+1/2)} (fivr — fi)
+ szg [2 (z — zi)(z — 2iy30) + (2 — 2y o) (T — $i+1/2)} (fi = fi1),

avec les correcteurs de pentes

o[ min(2 0 - 5) Shn=f20
min 1;—2(foo“fi)/(fa:+1“fi)) sifixr — fi <Oy
et
= min{ 1;2 (foo — fi)/(fi — fFl)) si fi — fi-1>0, (3.18)

min{ 1; =2 f;/(fi — fifl)) sifi— fi-1<0.

Proposition 3.3 L’approzimation de lo fonction de distribution fnlz) définie par

(5.16)-(3.18) et construite en utilisant la méthode d’interpolation d’ordre trois satisfait
- La conservation locale de la masse: pour tout i € 1, fffjl‘//; frlz)dz = Az f;.
— Le principe du mazimum : pour tout T € [TminsZmaz, 0 < fo(r) < foo

De plus, si nous supposons que la variation totale de la fonction de distribution f(x)
est bornée, alors Uestimation globale suivanie a lieu

Tmin

ot fj, désigne Dapprozimation d’ordre trois de [ sans correcteur de pente.

Prewve : considérons « € Oy = [7; 19,12 et notons par

alz) = ﬁ [2 (z —z)(@ — 2 3p2) + (2 — @ _12)(x — ﬂ?a:ﬂ/:z)],
Bla) = g2 - 2o Tiage) (@ = 212 E i)

11 est alors facile de vérifier que

Tiy1/2 Lig1/2
/ af{x)dz = / Blz)dz =0,
[ xr

Li1/2 i—1/2
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ce qui donne la conservation locale de la masse ou du nombre de particules sur chague
cellule. Pour obtenir la préservation de la positivité en supposant que les valeurs (f;);
sont positives, nous observons que sur la cellule Cj, la fonction «(x) est croissante
tandis que la fonction B(z) décroit et az), #(z) € [—1,2]. Nous décomposons alors la
fonction fj{z) comme la somme de h(z) et de g(z), avec

g(;—)ﬁj(fi-}-l_ ), et gz :% 2 fi+ @e{(ﬁ;— fi—1)

ha) =3 /it
3

La fonction h(x) est une combinaison linéaire des valeurs f; et fiyi, ainsi la positivité

de h{z) résulte de la valeur prise par €; . Nous raisonnons de la méme maniere avec

la fonction g(z) et ¢; , puis, prouvons que g(z) est positive. Finalement, la fonction

de distribution f5(z), qui s’écrit comme la somme de deux fonctions positives, est

positive,

En utilisant une décomposition similaire, nous pouvons démontrer que f,(z) est

bornée par fu.

Maintenant, il reste & prouver I'estimation globale sur la reconstruction positive en

fonction de 'approximation d’ordre élevé -

[ i) - Tuwlas

_ Z/mih/g | eulz) (L — ) [fier — Ji) + B(z) (1 — &) [fi — fiia] | do

i i—1/2

< 2833 (0= )lfir = fil = 282 3 (1= )i = fia

£

[/

18z Y [firs — fil S 422 TV(f).
O

A partir de cette reconstruction, nous pouvons approcher le flux de particules
P, 1/9(t"), en recherchant la cellule C; telle que X (¢ #" 1 2,1, /0) € C; et en posant
;= 1o — X(E" 8w 2), 0 < € Az Alnsi, pour une vitesse de propagation
positive nous obtenous

Tit1/2 )
D;y1p0(t") = [ f(t"z)dx

12T

! et . .
= Ar Y Gt e [+ 0@ 1) U — f)
k=j+1
Yy

€ g .
+% (1= O+ (- fj_l)],
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tandis que lorsque u(t,z) est négative, en posant a; = ;.12 — X (1" 2,14 /2), on
a—Az <a; <0et

Tit1/2
ipty = [ peas
T

F—1/27%
it ' E;_ ; o
= Az Y futtoi fi— -7+ ) (- )
=i+l

€. Iy o
J 2 i
—L 2=+ ) (f - S0,
Le schéma numérique PFC est alors complétement défini.

Reconstruction en dimension supérieure. Nous présentons briévement [al-
gorithme pour étendre la méthode en dimension supérieure (nous nous limitons ici
& la dimension deux). Soit (i,j) € IN x IN, nous notons Cj; = [1;_1/2,Zi11/2] X
[¥j—1/2:Y;+1/2], une cellule de la grille du domaine de calcul. Nous posons ensuite
pour ¥ € {@;_1/9,%;11/2)

1 Yji4+1/2 1 Lig1/2 Y172
b= [ty e = [0 [ fegagas,
Ay [, ©

Yj—1r2 Ay Az i-1/2 JYj_1/2

La fonction Fj(z) représente la primitive de f;(x) qui s’annule en z_ 5, alors

i
Fi(zipry2) — Fil@iipe) = B fig, et Fjlwip0) = AJIka,j = W;,j-
k=0

Nous construisons alors une approximation de f;(z), notée g;(x), & Pordre trois en
utilisant les correcteurs de pentes ejj et ¢, ;
g (=} = fij (3.19)
et
1"’ . .
+ w [2 (x — zi)(x ~ 371'—3/2) +{z ~ 933‘—1/2)(-’5 - -’Li+1/2)] (fixrg— fiz)

€i,i

* ganr 2@ m) e = wsy) + (o ma) e = s )] (i = fimi)

avec

N min(1;2 f;;/(fier; — fi,j)) si firrs £ fig >0,
"7 min( 1; =2 (foo — fiy)/(fiz15 — ﬁ:,j)) si fix1;— fig <O

Ainsi, gj{z) est une approximation de —.Al_y fy ?*f//; f(z,y)dy. Nous réitérons le procédé
vy

pour 2 fixé: nous posons F(x,y) la primitive de f(z,y) par rapport A la variable y qui
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s’annule en y_; /5. Elle verifie donc

g

Flayiaye) = Ay > fela) = w;(z).
k=0

Nous obtenons finalement sur la cellule C; ; une approximation du type

St

el (:
+ 6752 [2 (v~ uiy —wjmsp2) + (W — w2y — yj+1/2)} (fie1(x) — f5(2))

fh(way

o
G

(3.20)

—

™

—

GA(T 1200 = )W~ vyaspa) = W = 512y = 50002)| (i (@) - fima(@)),

+

ou f;(z) est donné par (3.19) et les correcteurs de pentes

min 132 £5(2)/(fy1 (5) ~ f;(2))) si fj:(2) = fi(2) > 0,

5:.‘: 7} =
;) min{ 15 =2 (foo — f3(2)}/(fi+:(z) — fj(ﬂf))) si fix1(z) — fi(x) <O

3.4 La méthode semi-lagrangienne.

Comme nous l'avons déja vu le “champ de vitesse” (v,E(f,z)} de Péquation de
Vlasov-Poisson est & divergence nulle (c’est également le cas pour Vlasov-Maxwell),
ainsi I'équation de Vlasov peut s’écrire sous la forme non conservative,

of . t oy gpd o, i
Bt +o.Ve f+ Eltx)}.V, f=0, Y(zw)eR" xR x IR {(3.21)
Cette équation indique que la fonction de digtribution est constante le long des courbes
caractéristiques. En supposant que la solution est connue au temps " = n At, elle
vérifie alors au temps 1!

FE™ Tz w) = fEX (), V(1 ),

ol les valeurs (X (#%,t" ! z.0),V (" "1 zv)) représentent la solution du systéme
d’équations différentielles ordinaires correspondant aux courbes caractéristigues (qui
sont les trajectoires des particules). La méthode semi-lagrangienne est basée sur cette
propriété. Elle consiste & approcher la fonction de distribution aux points de la grille
de 'espace des phases discrétisant le domaine de calcul (X;,v;)icr. Les valeurs somnt
mises & jours a chaque étape de temps en calculant T'origine des caractéristiques dans
I'espace des phases {X (#%,£"!x;,v;),V (#",#"T! x;,v;)). Puis, & 'aide d’une méthode
d’interpolation d’ordre élevé, nous reconstruisons la fonction de distribution sur tout
I'espace de maniére & calculer une approximation précise de la valeur 4 l'origine de
la caractéristique. Dans des travaux précédents [18], une méthode d’interpolation par
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spline cubique a été utilisée. Cette méthode donne des résultants trés satisfaisants
du point de vue de la précision, mais a le désavantage d’étre globale, c¢’est-a-dire que
toutes les valeurs de la fonction de distribution sont utilisées pour la reconstruction
sur une cellule, ce qui provoque d'importantes communications entre les processeurs
lors de calculs paralleles. Nous voulons ici mettre au point une méthode locale pour
améliorer la vitesse de calcul tout en gardant une bonne précision. Pour simplifier la
présentation, nous nous limiterons an cas unidimensionnel, mais les méthodes d’inter-
polations présentées ici peuvent facilement s’étendre 4 la dimension supérieure. Dans
la suite, nous supposerons que la fonction de distribution est connue au temps " sur
la grille:
f(tnzxi) = flny Viel

et présenterons deux méthodes de reconstruction basées sur linterpolation de La-
grange et d’Hermite,

3.4.1 L’interpolation de Lagrange.

Nous cherchons une approximation continue de la fonction f{t",.), notée fy, telle
que

Viel, fu(xs) =f' et VYrel[x,xial, fa(s)=gm(z),

ou le polynbéme ¢, {2} appartient & Pypiq[X;,Xi11], C'est-a-dire & Pensemble des po-
lynémes de degré 2m + 1 sur Uintervalle {x;,%x;11]. Nous choisissons uniquement les
. 12 [t q
polyndmes de degré impair de maniére & construire un schéma centré. En effet, 'en-
semble des points untilisés pour construire le polynéme g, (x) sur Pintervalle [x;,x;41]
est

{Xi—mv-,xz‘;XiH,---:Xz'+1+m }

et gm(z) est de la forme suivante

2m+1 k
gm(@) = [P + D IicmrXiomi] [~ %m0,
k=1 =0

Ol f[Xi—myesXi—m+k] €8t donnée par la formule des différences divisées que nous avons
déja rencontrée

. o X Xiag] — X Xip-1]
f[xza-"axz-l-]!?] - 1(? Xz:-p T x; £ H (322)
flxil = f(xi).

Cette méthode d’interpolation donue une approximation qui est simplement conti-
nue. Il est donc nécessaire d'utiliser un polynéme de degré assez élevé pour mettre au
point un schéma suffisamment précis (m au moins supérieur & 2}. Cette méthode a
été implantée jusqu'a m = 4, c’est-a-dire un polyndme de degré neuf.
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A partir de cette reconstruction, nous pouvons définir une approximastion de la fone-
tion de distribution au temps t**! en chaque point de la grille de I'espace des phases.
Pour m = 2, nous supposons que X (t*," x;} est déji connu et appartient & U'in-
tervalle [x;j,%,4:], alors nous notons o; = [X (""" x;) —x; ]| /Az, avec Az =
X;j4+1 — X;. La solution au point x; est donnée par

f(t”+1,xi) = (X(tn,tn_H,xi))
1
= f;l + ai[f;?ﬂ - f;z] - 5051'(1 - ai)Ef;Jrl - fo +ff_1]
—goull = o) (1 + )l ffo = 3 i + 317 = 1]

1 7L n
+ﬁai(1—@i)(1+@i)(2—ai)[ j+2_3 ;EH +3f}1_ j—lj

JrT;BQiU — o (1 + a2 — o) (2 4+ ay) %
XU =4 6L = S+ 1]

En général, la méthode semi-lagrangienne ne conserve pas la masse globale ou le
nombre de particules, mais dans le cas de 'advection Hnéaire, I'utilisation de schémas
centrés permet de récupérer cette propriété. Dans ce qui suit, nous supposons que la
vitesse de propagation u est positive,

FE ) = F(E" % — uAe).

Nous cherchons (7,a), tel que j = [”AAm |, o1 [.] représente la partie entitre et 0 < a =

uli —x;_; < Az. Alors, en utilisant la méthode semi-lagrangienne et en sommant
sur ’ensemble des points de la grille, nous obtenons

Do = A e A - L]

z

1
tya(l - a) Z[fin—j—H =2+l

A partir des formules de différences divisées, le résultat suivant est immédiat

DIHED I EEDIN

1

Lors de la résolution des équations (VP) ou (VM), la méthode de décomposition des
opérateurs revient a résoudre des équations de transport & coefficients constants; la
masse globale est donc conservée i chaque étape.

3.4.2 L’interpolation d’Hermite.

Nous présentons ici une reconstruction qui utilise des polynomes d’Hermite de
degré trois assurant la continuité de approximation ainsi que celle de sa dérivée.
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Pour cela, il est nécessaire d’estimer la dérivée 8, f{z). Dans [20], les auteurs ont
traité ’"équation d’advection a coefficients constants, et ont proposé d’approcher le
profil de la dérivée en dérivant I’équation. lls obtiennent ainsi un systéme d’équation
de transport pour f et 9, f. Cette méthode convient bien & la résolution numérique de
I'équation de Vlasov-Poisson, mais le coiit est d’autant plus élevé que la dimension du
probléme est importante: des problémes de place mémoire sont générés lorsque 'on
traite les équations dans Uespace des phases 20 ou 303, Nous proposons ici d’approcher
les dérivées en utilisant une formule de différences finies a lordre deux et quatre
centrées.

Or it = A [fh—fRd, ou Ouff = 15K, 8L — fR] -~ [ff e — Flal) -

Ainsi, pour tout = € [x;,%;11], f(z) est donnée par le polynome de degré trois ps(z)
tel que

pB(Xi) = in, 83:1'93(7(:') = 8$f';,w

P3(Xi) = f?ﬂ: Oup3(Xiy1) = 8:cfi11-

A partir ce cette reconstruction, nous définissons une nouvelle approximation sur la
‘grille au temps £+ par ; = [X(t“,t”'i'l,xi) - xj} JAz, on X (#,#"71 x;) appartient
& [Xj,X;+1]. La nouvelle valeur est alors déterminée par

f(tn+1axi) = P3 (X(tTLatn+laxi))
= I+ Dz d [+ of BfE — ;7= Aw[20: P + 02 f740]]
+a§ [A‘C {arfiﬁ—l + 0. f' -2 [f;}l-] - fzn]] .

Comime pour 'interpolation de Lagrange, un schéma centré permet d’obtenir la conser-
vation du nombre de particules dans le cas particulier d’advection & coefficients
constants, En outre, pour calculer 'approximation sur I'intervalle [x;,x; 1], nous utili-
sons les pomts {X;_2,%; 1,%;,X;11,Xi+2,Xi+3 }, ¢ qui correspond au stencil utilisé pour
une interpolation de Lagrange de degré cing.

3.5 La méthode de conservation de ’énergie.

En 1966, A. Arakawa [1] a introduit une méthode aux différences finies pour
I'intégration des équations de la dynamique des fluides en dimension deux, permettant
en particulier de conserver 1’énergie cinétique et la vorticité moyenne. Ce schéma peut
facilement s’adapter & I'éguation de Vlasov-Poisson. En dimension une, le systéme de
Viasov-Poisson normalisé s'écrit

of | ,0f [ 0vof _/ _
e Jrvam + B O =, Ap= | fdv-—1. (3.23)

En posant o = —p + 3’;, nous définissons ’hamiltonien J(,f) = %%’% - %%, et

Péquation de Viasov devient
of

T Jp.f) =0.
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Cette formulation constitue le point de départ de la méthode d’Arakawa, qui donne
une approximation, notée J (1, f}, d’ordre deux et quatre de J{4,f), en imposant la
conservation des quantités suivantes

— Conservation du nombre de particule:

f Jp (i, fldzdy = 0 = fdxdv = c*°.
R2 R?

— Conservation de I’énergie:

[ Jp (W, f)hdrdy =0 = fipdrdo = c*®.
J IR? R?

— Conservation de la norme L2 de f:

/ Jp(p, f)fdede = 0 = f frdodv = .
R2 "2

Nous calculons trois approximations de J{¢,f) aux points de la grille (z;,y;): ;-
Nous notons par h = ;11 — Z; = Yj41 — ¥4, alors:

! 1
Jip,f) = T2 [W’Hl,j — i 1) (fijer — Jig—1)

— (i1 — g fivr; — firl,j)} )

1
JLif) = 2 [@bz‘ﬂ,j (fir1+1 = fivrg-1) — i1 (fimj+1 — fim1,5-1)

=i (fir g+ — fimrgir) + i1 (firr,5-1 — fé—l,j—l)]a

1
I f) = 17z [¢i+1,j+1 (fij+1 = fizig) = Yici-1 (ficry — fig—1)

—Yic1 1 (figm — fimrg) Y i1 (fir; — fi,j—l)] :

L’approximation J;, (15, f) est finalement donnée par la moyenne des trois approxima-
tions, ce qui permet de conserver la masse, I’énergie et la norme L? de f;,. Cependant,
cette méthode ne conserve pas la positivité et I'utilisation d’un schéma en temps ex-
plicite implique une condition de stabilité sur le pas de temps. De plus, ce schéma
devient “instable” lorsque des filaments se développent 3 I'échelle de la grille, c’est-
a-dire que des oscillations numériques sont générées et se mélangent aux filaments
donnés par 'éguation. Les méthodes précédentes utilisent une procédure d’interpola-
tion qui élimine ces mauvaises oscillations et stabilise I'algorithme. Iei, la conservation
de la norme L2 de f;, ne permet pas d’introduire de la diffusion, ainsi des instabilités
numériques apparaissent. Nous ajoutons alors un terme de collisions qui va agir sur
les petites échelles pour relaxer la fonction de distribution. En s’inspirant des travaux
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de R. Robert et J. Someria sur la dynamique des fluides [16], nous pouvons calcu-
ler un opérateur de collisions qui maximise I'entropie locale et conserve les moments
jusqu’a Vordre souhaité. Nous désirons mettre au point un schéma qui conserve les
moments jusqu’s l'ordre deux, c’est-a-dire la masse globale, 'impulsion et 1’énergie.
Plus précisément, nous recherchons l'opérateur satisfaisant

o1 o
ot v’

ot J est choisi tel que pour tout =, Vopérateur de collisions maximise Uentropie

S(tx) = fmf log f duv,

et tel qu’il y ait
— 1une borne sur la norme

171 —f#dv <a

ol le parametre « est de 'ordre de la taille de la grille.
— conservation du nombre de particules n, de I'impulsion vy et de I'énergie ¢, oit

n:/ fdw, vgzlffvdv, e/vadv,
R IR R

ce qui revient & imposer
N
[ — v | dv =10,
bk ov q)2

— sl nécessaire conservation des moments d’ordre plus élevé
k L < L
fotdv, Yk < kmpar-
R

Soit H I'ensemble des opérateurs pseudodifférentiels agissant sur les fonctions stric-
tement positives de W N L¥(IR) telles que les moments jusqu'a lordre kg, et
Pentropie soient finis. Nous définissons 'application A :

Nous cherchons alors Popérateur J qui minimise la fonction A sous les contrainies
indiquées précédement. En utilisant une technique de multiplicateurs de Lagrange,
nous introduisons les multiplicateurs Ay, pour k=0,.... et calculons 'opérateur de
collisions 7 de sorte qu’il vérifie

k
dH 1 d{nwp) ey
E_;_Of“j”-l_Al a1 +A_E+2Akdt/fv
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kmaz
. 18f 11 mar b1 B
/mj(fav+afj+A1+AQU+}§:3AkU )dv_(].

Ce qui donne

? . £ -
J =« (6£+A1.f + Aafu+ Y Apfot 1).

k=3

En particulier pour knex = 2, lopérateur de collisions est de la forme suivante

af g (3f ,
- =ap—1f =+ A f —
at + J(Il/)!f) aav (8?} + lf Agflv) ¥
avec A7 = ef:?;’ et Ay = ﬁf—y—g, cest-a-dire Ay = v/T et Ay = 1/T, ou T =
0 8]

(€ — nvd)/n représente la température. La difficulté est de choisir le parameétre a
qui détermine la fréquence de collisions permettant la relaxation de 'entropie. Nous
signalons par exemple les travaux de L. R. Gardner ef al. [9] qui vont dans ce sens.

3.6 Tests numériques.

3.6.1 L’advection linéaire.

Considérons d’abord le probléme de 'advection linéaire & vitesse constante avec
conditions aux limites périodiques sur [—7;7):

g—{ + vg{; =0, Vze [;ﬁ,w] et f(t,—=w) = f{t, 7). (3.24)

Sous ces hypothéses simplificatrices, une analyse de Fourier du schéma est rendue
possible en utilisant une transformation de Fourier discréte

N1 N-1 ’
f;}, — Zf]?ezkxj’ ol f]? — Z f}tektka:j'
k=0 3=0

La solution de Péquation d’advection (3.24) s’écrit pour chaque coefficient de Fourier
fR=flerr (3.25)

En général, Pégalité (3.25) n’est pas exactement satisfaite par la solution du schéma
numérique, il est alors nécessaire de donner le type d’erreur que nous pouvons ren-
contrer,

— Perreur d’amplitude f;? / f',?: les harmoniques doivent décroitre pour stabiliser
[algorithme, ce qui induit de la diffusion numérique. Cette erreur est d’autant
plus importante que le nombre d’onde £ est petit.

— lerreur de phase

vt — Arg(f/ f2}] : ce type d’erreur est le plus souvent. appelé
dispersion et décrit Perveur sur les harmoniques qui se propagent 4 la mauvaise
vitesse. Cette erreur est croissante avec le nombre d’onde k.
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D’une part, Perreur d’amplification est présentée (voir Fig. 3.1) pour les schémas
FBM et PFC en utilisant la méthode de reconstruction d’ordre trois sans correcteur
de pente et pour les méthodes semi-lagrangiennes avec une interpolation de type
Lagrange & Pordre trois, cing et neuf, puis en utilisant les interpolations d’Hermite
et gpline cubique. Les méthodes utilisant une reconstruction réguliére c'est-a-dire an
moins continuement différentiable (Hermite et spline cubique) sont moins dissipatives
que celles utilisant une approximation au mieux continue. En fait, il est nécessaire
d'utiliser un polynéme de degré neuf pour I'interpolation de Lagrange, afin d’obtenir
un facteur d’amplification comparable & celui obtenu par la méthode spline cubique.
Pour la méthode conservative (FBM ou PFC), ce facteur est proche de celui obtenu
par Vinterpolation de Lagrange de degré trois pour la méthode semi-lagrangienne.

D’autre part, P'erreur de phase {voir Fig. 3.2) obtenue pour la méthode semi-
lagrangienne utilisant une interpolation d’Hermite est la plus importante. De plus,
Iinterpolation par spline cubique est moins précise que celle obtenue par une inter-
polation de Lagrange de degré neuf. L’erreur de phase des méthodes conservatives
semble moins importante que celle des méthodes semi-lagrangiennes.

Amplification fator for conservetive method Ampiification fastor Zor Lagrangs inbaepalation Amplification fecker for Harmire and ssline interpalations

)
5.

Fic. 3.1 — Le coefficient d’amplification en fonction de « = % pour une nombre

d’onde fizé k. (1) la méthode FBM {(croiz) ei Uapprozimation d’ovdre trois sans cor-
recteur de pente (ligne); (2) la méthode semi-lagrangienne utilisant une interpolation
de type Lagrange de degré 8 (boite), 5 (diamant) et 9 (croiz); (3) utilisant les po-
lynémes d’Hermite (boite) et par spline cubique (ligne).

3.6.2 Le systeme de Vlasov-Poisson.

Cette partie est consacrée i la comparaison des différentes méthodes de recons-
truction pour traiter I'équation de Vlasov avec conditions aux limites périodiques

O Ve 0 f) 4V, (B(t) ) =0
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Phase error for conservative method Phase error for Lagrange interpolation Phase error for Hermite and spling
03] 037 63
021 023 nud’dmmq‘uu iz nnacpdm\bu
++m+“+ iy o nu
11 i AR o8 o n
ot A ) 01 :l’#*'*“’“"*m:ﬁ'a ci] o A
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0.3 03] 03

(1) (2) (3)

Fic. 3.2 — L’erreur de phase en fonction de o = ”AA; pour une nombre d’onde fixé k.

(1) la méthode FBM (croiz) et Uapprozimation d’ordre trois sans correcteur de pente
(ligne); (2) la méthode semi-lagrangienne utilisant une interpolation de type Lagrange
de degré 3 [(boite), & [diamant) et 9 (croiz); (3) utilisant les polynémes d’Hermite
(boite) et par spline cubigue (ligne).

couplée avec I’équation de Poisson normalisée g =m =c=1
E(tx) = ~V.d(tz), —A¢tz)= / ftzw)do — 1.
IRCI

La procédure de discrétisation en temps, introduite par Cheng et G. Knorr [7], est
basée sur un schéma de décomposition d’opérateurs. Pour passer de 1’étape " au
temps "1, nous procédons de la maniére suivante
— 1. réalisation d'une premiere étape d’advection le long de Paxe z pour un demi
pas de temps: f*(z,2) = f(#"2 — vAt/2,v).
— 2. caleul du champ électrique au temps t**1/2 en utilisant f* pour le calcul de
la charge dans 'équation de Poisson.
- 3. réalisation d’une étape d’advection le long de 'axe des vitesses v pour un pas
de temps: f** = f*(z,0 — B2 2)At).
— 4. réalisation d’'une seconde étape d’advection le long de 'axe z pour un demi
pas de temps: f(£" " zw) = f**(z — vAL/2,0).
Cet algorithme permet d’obtenir une approximation d’ordre deux en At. Nous propo-
sons maintenant divers cas tests pour comparer les différents types de reconstruction.

A. L’amortissement Landau linéaire en dimension une. La donnée initiale
est

f(0,z,0) = \/—12=7Te_;2/2 (1 + acos(kz)), Y(zw)c[0,L] xR,

ol a=0.01, la période vaut L=4 7 et k=0.5. Le nombre de cellules utilisé est N,=32
dans la direction = et N,=16, 32 et 64 le long de I'axe des vitesses v, le parametre
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Umar=4.5 désigne le rayon du support de la fonction de distribution en vitesse et le
pas de temps vaut Af=1/8.

La Fig. 3.3 représente I'évolution de 'énergie électrique discréte 37 | E;(#)|? obtenue
par le schéma PFC, la reconstruction ENO d’ordre guatre, le schéma de conservation
de DPénergie et la méthode semi-lagrangienne utilisant une interpolation par spline
cubique avec N,=32. Les résultats obtenus par la méthode semi-lagrangienne en uti-
lisant les différents types d’interpolation {(Hermite & Pordre quatre, Lagrange de degré
cing et neuf, spline) sont trés proches les uns des autres. L’aspect local des recons-
tructions de Lagrange et d'Hermite ne semble donc pas porter atteinte 4 la précision
de la méthode et ne crée pas plus d’oscillations numériques gue Pinterpolation par
spline cubique.

Concernant les résultats numériques, ‘Veffet de récurrence” apparait & Tr=44.68,
ce qui correspond 4 la valeur prédite Tr = 27 /(k Av) pour I'équation de transport
libre, c’est-a-dire sans champ électrique. La méthode PFC donne dans un premier
temps une description précise de amortissement, mais lorsque 'on se rapproche
du temps de récurrence, I’évolution du champ électrique devient moins précise. En
revanche, les méthodes ENO, de conservation de ’énergie et semi-lagrangiennes pa-
raissent moins sensibles & ce phénomeéne et sont plus précises pour un temps plus long.
Pour ce cas test, la fonction de distribution reste positive et les variations de la norme
d’erreur relative sur Pentropie cinétique, sur la norme I? de f et sur Pénergie totale
demeurent inférieares 4 107°. Pour le schéma de conservation de I'énergie, Popérateur
de collisions est ici sans influence: les effets non lindaires sont trés faibles, le schéma,
ne développe done pas d'oscillations numériques.

Le premier mode du champ électrique £=0.5, obtenu par le schéma PFC, est
présenté en Fig. 3.4, pour les discrétisations N, =16, 32 et 64 cellules. Nous constatons
que Pamplitude du champ électrique décroit de maniére exponentielle par rapport au
temps, en accord avec la théorie de Landau. Le taux d’amortissement et la frégquence
d’oscillations obtenus par cette méthode avec seulement 32 cellules en v, sont donnés
respectivement par y=0.153 et w=1.4135, ce qui correspond bien aux valeurs y=0.1533
et w=1.4156 prédites par la théorie. L’utilisation d’un nombre suflisamment grand de
peints de discrétisation permet de repousser effet de récurrence et donc d’améliorer
Papproximation du champ électrique pour des temps plus longs.

B. L’amortissement Landan non linéaire en dimension une. Dans cet exemple,
I'amplitude de la perturbation initiale de la densité est accrue, nous considérons la
donnée initiale précédente avec a=0.5 ef ¥y, =6. Le nombre de cellules en x est
Np=32 et N,=64, 128. La théorte de Landau ne peut plus s’appliquer puisque les
effets non linéaires deviennent trop importants, cependant ce test a été étudié par
plusieurs auteurs [11, 20, 14]. Les résultats obtenus sont en accord avec les nom-
breuses simulations présentées dans la littérature : amplitude de I'énergie électrique
décroit dans un premier temps exponentiellement, puis oscille de maniére périodique
autour d'une constante. Sur la Fig. 3.5, I'évolution de I'énergie électrique obtenue
par la méthode PFC et par le schéma de conservation de 'énergie est tracée pour
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Fia. 3.3 — Evolution de Uénergie électrique en échelle logarithmique obtenue par (1)
le schéma PFC, (2) la reconstruction ENO d’ordre guatre, (3) lo méthode de conser-
vation de Uénergie et ({) semi-lagrangienne avec une interpolation par spline cubique
pour 32x 32 inconnues pour amortissement Landau linéaire.

y=-01633 —
E{a‘s) -

. .. [
- L L -6 L L L L L i L . L 5 L L i
0 H 10 13 20 0 5 1015 20 25 30 3 40 45 %0 0 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50

(1) (2) (3)

Fia. 3.4 — Evolution du premier mode du champ électrique E{t,k = 0.5) obtenu par la
méthode PFC, pour (1) N,=16, (2) N,=82 (3) N,=64 cellules pour Uamortissement
Landau linéaire.
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une discrétisation de 32x64 cellules. Nous comparons ces résultats avec ceux obtenus
par la méthode semi-lagrangienne utilisant une interpolation par spline cubique avec
32 x 64 et 32 x 128 points. Nous notons d’abord que I'évolution de I'énergie électrique
donnée par les schémas semi-lagrangiens utilisant une interpolation locale {Lagrange,
Hermite) est semblable 4 celle obtenue & partir de I'interpolation par spline cubique,
alors que la méthode PFC est beaucoup plus précise pour une méme résolution. En
effet, pour obtenir un résultat comparable avec la méthode semi-lagrangienne, il est
nécessaire d'utiliser une grille deux fois plus fine. Concernant la méthode de conserva-
tion de I’énergie, les résultats numériques dépendent fortement du coeflicient devant
I'opérateur de collisions: pour cette simulation il vaut 3.107%, mais une petite varia-
tion de ce paramétre modifie sensiblement les résultats, ce qui rend cette méthode
peu robuste et difficile & utiliser pour des cas plus complexes.

Ensuite, nous nous intéressons a Pévolution de Pentropie cinétique et des normes
L? de f, qui sont théoriquement conservées. I.’évolution de entropie cinétique discréte
définie par H(#)=—>_ fi{t) In(f;(t)) et la norme LP(t) discréte Y | fi(¢)|P pour p=1,2
sont présentées sur la Fig. 3.6 pour les différents schémas. Les variations de la norme L!
de fr représentent le taux de valeurs négatives de la fonction de distribution puisque
tous les schémas proposés conservent le nombre total de particules Y f;(¢). D'une
part, les méthodes semi-lagrangiennes et de conservation de l'énergie ne préservent
pas la positivité et Parmplitude des oscilations numériques croit lorsque les effets non
linéaires deviennent plus importants. L’évolution de 'entropie cinétique ou des normes
L? de f}, obtenue par les différents types d’interpolations en utilisant la méthode
semi-lagrangienne est en accord avec P'analyse de Fourier réalisée pour I'équation
d’advection linéaire. La dissipation de la norme L? de f est plus importante pour
les schémas de conservation des lux que pour les méthodes semi-lagrangiennes avec
une interpolation d’ordre élevé. En contre partie, les variations de la norme L de
fn sont bien plus importantes pour le méthodes semi-lagrangiennes et montrent que
la faible dissipation de ces schémas favorise I'introduction d’erreurs numériques. La
variation des points de reconstruction utilisée par la méthode ENO agit comme un
effet régularisant, ainsi la diffusion est la plus importante et I'entropie cinétique n'est
pas bien stabilisée. I’entropie obtenue par la méthode PFC est également croissante,
mais se stabilise ensuite, tandis que celle donnée par la méthode semi-lagrangienne
continue d’osciller. Il est possible de diminuer les oscillations numériques du schéma
de conservation de énergie en modifiant le coefficient devant 'opérateur de collisions,
mais Vamplitude de Pénergie électrique et 'entropie continuent alors de décroitre par
rapport an temps.

D’autre part, la représentation de la fonction de distribution dans 1’espace des
phases (z,v), montre Papparition de trous autour de la vitesse de phase vy = w/k.
Ces trous représentent les particules qui sont pidgées par les ondes électrostatiques
(voir la Fig. 3.7). La décroissance de l'entropie entraine une régularisation de la fonc-
tion de distribution lorsque les filaments deviennent plus fins que la taille de la grille
de l'espace des phases. Des petites oscillations sont visibles pour la fonction de dis-
tribution donnée par la méthode de conservation de 1'énergie, elles représentent les
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erreurs numériques. La forte diffusion des méthodes conservatives peut s’expliquer par
I’étape de moyennisation. In effet, les plus petits détails de la fonction de distribu-
tion sont éliminés pour stabiliser le schéma. Cependant, Ia projection sur le maillage,
signifie que nous regardons I'équation de Vliasov & V'échelle de la grille de 'espace
des phases, ainsi les détails les plus fins ne peuvent pas étre pris en compte par le
schéma numérique. De plus, Vapproximation obtenue semble donner une honne des-
cription des valeurs macroscopiques, c’est-a-dire des guantités physiques obtenues par
intégration de la fonction de distribution en vitesse, puisque 1’évolution du champ
électrique décrite par la méthode PFC demeure trés précise avec une grille grossiére
de l'espace des phases. Enfin, les variations de 1’énergie totale restent inférieures &
2% pour tous les schémas numériques exceptées pour la méthode ENQ, pour laquelle
I’énergie totale est croissante et Pamplitude du champ électrique est amortie. Ainsi, la
méthode ENO ne semble pas bien adaptée pour décrire les effets non linéaires générés
par 1'équation de Vlasov.

PFG scheme 32x64 —— ENERGY scheme 32x64 ——

| \WW it ni ﬂmﬂWWW\””\m/
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F1G. 3.5 - Evolution de Uénergie électrique discréte obtenue par (1} la méthode PF( et
(2) de conservation de l'énergie avec 32x 64 cellules; (3) la méthode semi-lagrangienne
avec 32x 64 points et (4) 32x128 points pour Uamortissement Landau non linéaire.
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FiG. 3.6 — Evolution de l'entropie cinétique discréte, des normes L' et L? de fy,
obtenues avec 32X 64 inconnues pour Pamortissement Landau non linéaire.

C. L’amortissement Landau en dimension deux. La donnée initiale est choisle
telle que v = (vg.0y)

1 - -
fola,vevy) = 5o PRI (1 4 qcos(ks @) coslhy y)),

avec ¢ = 0.05, le rayon du support de la fonction de distribution vaut vm.,=6, les
nombres d’ondes k;—=Fk,=0.5 et les dimensions de la boite sont prises en fonction
des nombres d’ondes L,—L,=2n/k,=2n/k,=47. Finalement, la grille de 'espace
des phases contient 64 points par direction et le pas de temps est fixé 4 At=1/8.
Puisque la donnée initiale est symétrique par rapport aux axes z et y, 'évolution des
deux composantes du champ électrique est identique. Les modes de Fourier du champ
électrique sont tracés en Fig. 3.9. La décroissance des modes E,(t,k; = 0,k, = 0.5)
et Fp(t.k, = 0.5k, = 0.5) est exponentielle en temps avec un taux d’amortisse-
ment donné respectivement par v = -0.1533 et y=-0.394 et la fréquence d’oscillations
w=1.4156 et w=1.6973, ce qui correspond aux valeurs prédites par la théorie linéaire
de Landau. L’amplitude du mode k,=k,=0.5 est la plus importante, mais celui-ci
décroit rapidement, tandis que la valeur du champ électrique correspondant an mode
ky=0.5, ky=0 est bien moins ample et la décroissance moindre.

D. L’évolution d’nn faisceau 2D. Nous considérons maintenant I'évolution d’un

faiscean semi gaussien dans 'espace des phases de dimension quatre. Dans ce cas

I'équation de Vlasov s’écrit de la fagon suivante, pour tout x = {z,y) et v = (vg,vy)
of

Bt + vV f + (Ei(t,x) + E.(t,x)).Ve f = 0, (3.26)

ou E, représente le champ électrique autoconsistant donné par 1'équation de Poisson
et E, est le champ appliqué linéaire permettant la focalisation du faisceau.

H



3.6 Tests numériques. 87

: ] ] -
PFC3, at t=15wp ENERGY, el1<15 w SPLINE, at t=15wg
5 5 5
/\ ~ /‘.\
i
4 / 4 1 \
/A / \ {0
[ i [
3 i i 3 f \ 3 i i
! i ! ! H i
i 1 | { !
2 /f ‘\\ 2 / 1 2 / |
! } / \\ / \
1 I‘ i‘ I /\j ‘\ 1 /
N Al . AL - A A
5 4 2 0 2 PR § 4 2 0 2 s 8 4 4 2 0 2 T
5 :
PFC3, at =06 wp ENEREY, at1:25 vy
5 i 5
o AN
‘ o ; i
i 1 i
Mo [
3 i | 3 f |
! / i
4 d )
]
' i W ; !
0 J\J Ve 0 . Ve e
] + 2 ¢ 2 4 6 § 4 2z 0 2 4 8
] — 5 :
ENERGY, at =35 wy}
5 5
&
4 i 1 [
i £
3 iy 3 P
| i i
P A
2 f b 2 ! |
| i / |
1 / Y 1 |
f\_/‘} \‘\, | \V\f\/\‘
al " ’\K o 4//\/./\‘ "~
5 -4 2 0 2 48 6 4 2 0 2 4 5
8 6 - 3 -
PFGS, al =45 wp ENERGY, at1=45 g SPLINE, ot =45 wy
5 5 a 5
I f
4 . 4 M 4
[ [
;o o !
3 fa \\ 3 i‘. .L 3 :‘7
: / | zf 4 h 2 / '
/ \ w / \
1 /’ \ 1 ; ;| 1 of N
-t
N ! s o J\// \’v\\_ ° L~ e
I 2 0 2 4 3 6 4 2 0 2 4 6 4 2 2 2 4 5
6 . 8 5
PFC3, at 155 wp ENEFIGY, att=45 u SPLINE, at 1=55 wg
5 5 o 5
/\ I it
‘ 1 i
4 /’ \ 4 [ 4 [
- P Fo
3 / 3 ! i |
[ . ] [
| | |
2 f’ ! 2 |’r k\: 2 f 1
! 4 lw ?‘. I L
1 | \ 1 ] L 1 |
. /V/ Y
o J/ e [ \v\\;_ 9 L~ V|
5 -4 2z 0 2 4 3 5 0+ 2 0 2 4 6 4 2 2 2 s 8

FiG. 3.7 - Développement de la fonction de distribution intégrée en espace obtenue par
(1) le schéma PFC; (2) la méthode de conservation de lénergic et (3) par la méthode
semi-lagrangienne pour Uamortissement Landou non lindaire.
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t=05 =10 =18

{=60

35 4

F1a. 3.8 — Développement de la fonction de distribution pour les valeurs f(t,xz,v) < 0.1
obtenues par le schéma PFC pour Uemortissement Landau non linéaire.
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Time development of E(0.5,0.5)

y=-0.394

y=-0.1533
E(0.5,0.5)

E{0,0.5)

|

|
12 | }

.
|

F16. 3.9 — Evolution des premiers modes du champ électrique £,(0.5,0) et F,(0.5,0,5)
en échelle logarithmique obtenus par la méthode PFC avec 6464 cellules pour I’amor-
tissement Landau linéaire 2D.

1. Résolution de l'équation de Poisson. Le champ électrique autoconsistant

est donné par I'équation de Poisson, il vérifie donc E.{t,x) = —V¢{t,x),
—A¢=ple, dans Q={xcR% [xP< (37}, (3.27)
é =0, sur N ={x€R:; |xj*?= (%)2}? '

ou ¢ désigne le rayon du faisceau. Nous discrétisons d’abord I'équation de Poisson sur
une grille réguliére par une méthode spectrale:

G(t,x) = Z b Sin(z—?;k.x), dr = — Z D% Sin(i—;rk.x).

keZ® kCZ?
L’utilisation d’une base de sinus permet de résoundre le probléme de Poisson avec
condition de Dirichlet homogene sur Q, =] — 3¢ 3472

—Ad=pleg, dans Qo et $=0,sur  INo.

Pour trouver une approximation de I"équation (3.27), nous recherchons les points de
la grille tels que X; € 92, Puis, résolvons

1 six=x;,

—Aqﬁj = 6j={ 0 sinon dans 29,
&Ej = 0,sur .

Nous notons par J = {j € £ X; € 081}, il reste & calculer les coefficients (;);c7
assurant la condition de Dirichlet homogéne sur la paroi

B(x) — > ady(x;) =0, VieJ.
g
L’approximation de (3.27) est alors donnée par

P(x;) = P{x;) — Z ay pilxs), Vie Z°.

JeT
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2. Résultats numériques. La fonction de distribution initiale est donnée par

'v;‘)r+?:2
9 - 2 . 2
e i, siz?+y? <d’

folz,y,v5,0) = @rol) (rad)
et folz,yvevy) = 0, si 22 + ¢ > &% Pour avoir un faisceau “adapté”, nous de-
vons calculer la vitesse thermique vy, et le champ électrique appliqué £, appropriés
(voir par exemple [15]). Pour cela, nous considérons une fonction de distribution K-V
(Kapchinsky-Viadirmisky}, qui est une solution stationnaire de 'équation de Vlasov-
Poisson {3.26) et pour laquelle le champ électrique autoconsistant est linéaire. Ainsi,
le champ de force électrique total s’écrit

% (By(t,x) + Ea(t,x)) = —w?x

et la fonction de distribution K-V est de la forme

N A v
fo(x,v) =d¢, avecC = {(F+5t AP + AR = 1},

Nous calculons alors les valeurs RMS (Root Mean Square) qui correspondent aux
moments d’ordre deux en espace et en vitesse normalisés

— [z? fdxdv = [ 02 fdxdv
rms = = e = , - — - —_— 27
T Va2 =y [ fixdv A2, vy = U2 T faxdv wAf

— 2 — 2 fdxdv
o Jmo [ faxdy _ [ (drifdxdv
Yrms Yy ffdx g /2, Vyrms = \/ Uy ffdx v wAf2.

Nous choisissons alors une fonction de distribution semi-gaussienne équivalente au
faiscean K-V, c’est-a-dire, telle que les deux fonctions de distribution alent les mémes
quantités RMS

a2 2 o3 _ .2 2
:r:z_yg-_a/il, ﬂth_"va%_vfg_wa/47

ott w? représente le coefficient directeur de la différence entre le champ électrique
autoconsistant initial et le champ appliqué E,(t,z) = —w? z. Dans cet exemple, nous
avons choisi w et wy tels que la dépression du nombre d’onde 0%’5:1 /4. La densité
du faisceau ny peut s’écrire en fonction du courant T et de la vitesse du faisceau vy,
de la facon suivante: ng = q—*;) Le faisceau est supposé élre composé de particules
de potassium ionisées, le courant vaut [=0.2 A, la vitesse du faisceau est v,=0.63
x10% m/s et le rayon du faisceau est a=0.02 m. Nous comparons la solution obtenue
par Palgorithme PFC utilisant une reconstruction d’ordre trois positive et la solution
obtenue par la méthode semi-lagrangienne (pour plus de détails voir [19]).

Les contours projetés dans 'espace des phases, les coupes de la densité ainsi que
le champ électrique total sont présentés sur les Fig. 3.10,3.11. Le faisceau commence

par se creuser & 'intérieur, ainsi les régions de fortes densités se propagent au coeur
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Nombre de processeurs | méthode PFC | méthode SPLINE
1 processeur 24 min 35 min 45 sec
2 processeurs 13 min 20 sec 19 min 45 sec
4 processeurs 5 min 50 sec 8 min 55 sec
& processeurs a7 sec 1 min 15 sec

TAB. 3.1 ~ Temps de caleul pour les méthodes PFC3 el semi-lagrangiennes avec inter-
polation par spline cubigue en fonction du nombre de processeurs pour une résolution
32 x 32 x 32 x 32.

Nombre de processeurs | méthode PFC | méthode SPLINE
1 processeur 9 h 04 min 12 h 15 min
2 processeurs 4 h 30 min 6 h 20 min
4 processeurs 2 h 11 min 3 h 07 min
8 processeurs : 56 min 84 min

Tag. 3.2 — Temps de calcul pour les méthodes PFCS et semi-lagrangiennes avec inter-
polation par spline cubigue en fonction du nombre de processeurs pour une résolution
64 % 64 x 64 x 64.

du faisceau et se dirigent ensuite de nouvean vers l'extérieur, ce qui crée des ondes
- de densité de charge. Ces ondes finissent par s’amortir aprés plusieurs périodes. Les
résultats obtenus par la méthodes PFC sont trés proches de ceux obtenus par la
méthode semi-lagrangienne avec une interpolation par spline cubique.

3.7 Conclusion.

Pans cette partie, nous avons introduit une nouvelle méthode pour la résolution
numérique de 1’équation de Vlasov par une méthode eulérienne utilisant une grille de
Pespace des phases. Cette méthode impose la conservation du nombre de particules {ou
de 1a masse globale) et le contrdle des oscillations numériques qui peuvent, apparaitre
en utilisant la variation des points de reconstruction (ENQ) ou en imposant la conser-
vation de la positivité (PFC). Nous avons vu que cette méthode est particulierement
efficace pour le traitement des probléemes non linéaires. D’une part, la méthode ENO
semble étre trop dissipative pour donner une approximation précise de la fonction
de distribution lorsque le probléme est fortement non linéaire puisque I'entropie n’est
jamais stabilisée. D’autre part, la méthode PFC est aussi précise que la méthode semi-
lagrangienne ef génére trés pen d’oscillations numériques. La méthode PFC diffuse
davantage que la méthode semi-lagrangienne utilisant une interpolation par spline
cubique, mais les valeurs macroscopiques obtenues par intégration de la solution par
rapport A la variable des vitesses v sont données avec une bonne précision. De plus, la
reconstruction locale est particuliérement bien adaptée pour le calcul parallele qui est



92 3 Quelques schémas conservatifs pour ’équation de Vlasov.

H¥

g |

1hetd |

EL

15015 |

Soetd

[} I S S e . |
W oem ' L L
'S -

I T

ety

L
LU B L LL T
P . = e
an

|

159 |

E

Setd } {

a3 e 4w 8 4E BT 48

(1) (2)

F1G. 3.10 - Développement (1) de la projection en (x,y), (2) de la projection en (x.v, ).
(3) de la projection en (vy,v,), (4) de la coupe de la densité de charge obtenues par

la méthode PFC.
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(2) (3) (4)

Fi1G. 3.11 - Développement (1) de la projection en (x,y), (2) de la projection en (.0, ).
(3) de la projection en (vg.vy). (4) de la coupe de la densité de charge oblenues par
la méthode semi-lagrangienne.
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indispensable pour traiter les problémes de la physique avec suffisammment de points
de discrétisations en dimension élevée.

Cette méthode se présente donc comme une alternative aux méthodes particulaires
lorsque celles ¢i ne donnent pas satisfaction pour traiter des problémes en 1D1/2, 2D
et 2D1/2. .

Ensuite, nous avons proposé et testé différentes interpolations locales pour la
méthode semi-lagrangienne. L’étude de la stabilité L? confirme la précision de I'in-
terpolation par spline cubique en terme de dissipation et de dispersion. Pourtant,
T'utilisation de I'interpolation cubique d"Hermite avec une approximation des dérivées
4 Dordre quatre ou l'interpolation de Lagrange de degré cing donne des résultats trés
satisfaisants avec un moindre cofit. La méthode semi-lagrangienne qui a Pavantage
de s’adapter aux domaines & géométrie complexe [3] présente donc un intérét majeur
pour de futurs développements du traitement de Péquation de Vlasov dans Iespace
des phases.
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Chapitre 4

L’équation de Vlasov
axisymétrique.

4.1 Introduction.

Pour réaliser la fusion thermonucléaire ou traiter d’autres applications de la phy-
sique des plasmas, il est nécessaire d’accélérer un faisceau de particules & trés haute
énergie. Pour minimiser la radioactivité dans Paccélérateur, il faut éviter les “pertes”,
c’est-3~dire les particules s’échappant du corps du faisceau. C'est pourquoi, il est essen-
tiel de comprendre la formation d’un halo : une couronne formée de particules autour
du corps du faisceaun. Ce phénoméne apparait lorsque la densité de charge est élevée,
ce qui provoque de fortes variations du champ électrique autoconsistant et une petite
quantité de particules est piégée autour du faisceau. Plusieurs modeéles approchés ont
été considérés pour expliquer ce processus {Particle Core Model), mais la plupart ne
prennent pas en compte toutes les non linéarités, Cecl ne permet donc pas d’évaluer
la quantité de particules perdue et d’expliguer le mécanisme de formation du halo. T}
faut done étudier un modéle plus proche de la réalité comme le systéme de Vlasov-
Poisson. Les expériences dans ce domaine restent difficiles & mettre en place et sont
encore trés cottenses. Il est donc impératif de recourir & la simulation numérique. La
plupart des méthodes particulaires, qui sont utilisées pour la discrétisation du trans-
port de particules, n’arrivent pas i décrire ces mécanismes. En effet, d’'une part le
“bruit numérique” est trop important pour approcher précisément les zones de faibles
densités ol se situent les halos (aux alentours de un millieme de la densité totale).
De plus, le faible taux de convergence de ces méthodes ne suffit pas 4 bien décrire
I’évolution de la fonction de distribution méme lorsque le nombre de particules se
rapproche de la réalité. Le recours & la discrétisation de I'équation de Vlasov dans
P'espace des phases semble done souhaitable dans ce cas. Dans la plupart des appli-
cations nous pouvons supposer une symétrie cylindrique et considérer 1’équation de
Vlasov en coordonnées cylindriques 1.01/2 ou 2D1/2.

Dans ce chapitre, nous supposons que le faisceau est uniforme en la variable lon-
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gitudinale z et se propage a vitesse constante

_ £./m
VTP &

ou &, représente 'impulsion dans la direction 2. Ainsi, les composantes transverses
(vg,vy) sont petites devant la vitesse longitudinale v,. Le probléme se réduit donc a
I’étude de I'équation de Vlasov classique dams le plan transverse. De plus, nous sup-
posons que la fonction de distribution initiale est invariante par rotation. La solution
de 'équation de Vlasov reste alors invariante par rotation et vérifie I'équation en
coordonnées cylindriques

af of g q v\ Of  wev, 8f
9 9 (45 ey + ) 2L 2% 9T _ oy
ot + or (m s(br) + mE (&) + r ) dv, r A 0 (1)

ol le champ E,(f,r) est donné par l'équation de Poisson et E,{f,r) représente le
champ appliqué que 'on supposera la plupart du temps linéaire. La variable r désigne
Ia distance par rapport & Porigine r = /22 + 42 el

v cosfl  sinf Vg
vg /] \ —sinf cosf vy )

Le champ F{t,r) est donné par 'équation de Poisson en coordonnées cylindrigues

19rk; '
ior = plt,r)/ea, pltr) =g / F o, vg)do, dug. (4.2)
r Or R?

Dans la suite, nous étudierons également I'éguation de Vlasov avec un champ
magnétique appligué de la forme B = (0,0,8,), oll B, est constant. I’équation de
Vlasov devient alors,

af af q qB, v?, af g B, vgvy \ O
v +v,~§ + (EES(t,r) + — vg + ol B Sl e v + " Jvp 0. {4.3)

Cette équation est plus réaliste, puisque la focalisation de faisceaux de particules est
Ia plupart du temps réalisée par 'application d'un champ magnétique longitudinal.
Le reste du chapitre est organisé comine suit. Nous donnons d’abord une nouvelle
formulation de I'équation de Vlasov en coordonnées cylindriques par la recherche
d’invariants supplémentaires. Nous présentons ensuite la construction de solutions
stationnaires pour le systéme de Vlasov-Poisson avec champ appliqué, comme les
fonctions de distribution K-V ou de Maxwell-Boltzmann. La. fonction de distribution
K-V servira de base pour la focalisation de faisceaux quelconques. Aprés un bref rappel
de la méthode numérique employée, nous donnons différents résultats numériques.
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4.2 Recherche d’invariants.

Les courbes caractéristiques de 'équation de Vlasov en coordonnées cylindriques
vérifient le systéme d’équations différentielles

7=,
2
v
vp= -2 4 i’ung + iEs(t,r) (4.4)
rom ™m
vgur - g
vp= -2 L, B,
r m

11 est facile de vérifier que pour ’équation (4.3)

7

1
H(TSUT:UQ) = §m(7)z + Ug) + ¢ g’ﬁs(t,’f‘) (45)

est un invariant, ol ¢ est donné par E, = 0,.¢,. Il est difficile de se placer dans le
référentiel {r,v,,H) puisqu’il contient le champ autoconsistant. Nous recherchons alors
un nouvel invariant I de la forme I{r,zy) et tel que I = 0. Ainsi,

P= ey A
— T ar U By’
a7 Vgl g or
= i - rBz Y
v ar ( T mv Ovg
_T%@Lw%+z&u@
or rooom vy

11 faut donc résoudre 'équation de transport

af oI
o~ Gt ) g

(4.6)
Hr = 1yg) = I1(vg)-
Le systéme définissant les courbes caractéristiques correspondant & (4.6) est donné

par

dvg vy qB;

dr T m

{(4.7)
?)9(8) — wa.
La solution de I'équation différentielle {41.7) s’écrit de la facon suivanie,
1¢gB 1 1¢B
wp(r) = (s wy + ﬁqmz 32) ~ "3 qmz T (4.8)

Ainsi, en prenant la donnée initiale I (vg) = vg +
invariant pour Péquation de Vlasov,

%—BZA, nous trouvons un nouvel

I(rvg) = I{10{1)) = I1{vg(1)) = 1 vg + %qizTQ'

(4.9)
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Nous obtenons ainsi une nouvelle formulation de 'équation de Vlasov par un change-
ment de variable (r,v.,v9) — (r,v,,I) avec

I 1gB,
vp = — — —
r 2 m

P

et

af ay g 1 1/(q¢B:\* \ of
Z4 i 2R - _Z — = Vi 9 4.1
B + o, o + (m $(L,r) + eyl Gl B Fo, 0, eR {(4.10)

Cette nouvelle formulation est particulierement bien adaptée pour la parallélisation
des calculs puisque la variable I joue seulement le réle d’un paramétre [3].

4.3 Solutions stationnaires.

4.3.1 Fonction de distribution K-V.

Nous nous intéressons 4 la fonction de distribution de Kapchinsky-Viadirmisky (K-
V), qui est une solution stationnaire de 1’équation de Vlasov-Poisson. Cette fonction de
distribution a fait I'objet de nombreuses études en physique des faisceaux et constitue
le point de départ de la focalisation [4]. Seit a > (), nous considérons la fonction de
distribution

ol 0) = "260( 2 — 9T - a?), (4.11)

ol ng représente la densité totale, H et I sont donnés par (4.5) et (4.9), tandis que le
paramétre (3 reste & déterminer. Puisque H et I sont des invariants pour I'éguation
de Viasov, il est clair que fy est une solution stationnaire de I"éguation de Vlasov

§(1r00) = fofr (0,01 (0),00(0)) = "= H — BT — o).

Il reste & calculer le champ autoconsistant A partir de I’équation de Poisson

1o . Ods \ /e
ror ar ) = Pee
Nous calculons d’abord la densité de charge p. Pour cela, intégrons la fonction de

distribution par rapport a (v,,ug), pour un calcul rigoureux nous devons approcher la
mesure de Dirac par une fonction intégrable, par exemple

kj2,sixe[-1/k1/k],
gr(z) =
0, sinon.



4.3 Solutions stationnaires. 101

Nous notons par fy; la fonction de distribution approchée de f5. Ainsi, pour tout
(0 < r < rmgr, OU T'mas représente le rayon du faisceau

g1y
pk(t,:r') = m[ fg,k(?”,?)r,'lfﬁ)d@r d’l)g,
il R2
i B: .
_ am Of g {02 403+ 2L g, — Blrug + 2 sz)_ag) dur g,
it n? m
G
_ L/ g (v — K) du, dve,
R?
avec

198 .
K = —vj —Z%Qbs + fBr (Ug-l— §qmzr> + a*.

Alors, la densité de charge approchée s’écrit

Ty
pr(tr) = 7% 9k (’U? - K) dur dvg,
m R?

AL e
= R(fwgk(v K) \/5> supp{gr)dvg,

gno [ 1 5
= — supp{gg)dug + O(1/E7).
=0 | supplgi)dns + 01K
Nous posons ensuite

B
R=a®+ 2 + g3 0002 9Ly,
m
et le parametre 3 est tel que R > 0. Nous calculons,

gno

pe(tr) = - /_ \/d—v_gv—

= gng+ O(1/E%).

O(1/k%),

Lorsque % tend vers I'infini, nous concluons que

p(t,r) = qmo.

Le potentiel ¢, est alors donné par

Finalement, le paramétre 5 doit vérifier

1 . 2 2
R=a2+(§ﬁ2+%ﬁ—w>1>0.
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Nous reconnaissons la fréquence plasma, w, et la fréquence cyclotronique w,,

2_ 9™ 9 4
== . = ——B .
“r meg.  © om
Nous avons dong,
2, (Lo, 2 r’
=q"+ Eﬁ +wcﬁ—wp -5>U

Dans le but d’analyser et de comparer le comportement de différentes solutions sta-
tionnaires ou non stationnaires, P. M. Lapostolle et F. J. Sacherer ont introduit les
valeurs RMS et le concept de faisceaux équivalents [2]. Deux faisceaux composés de
la méme espéce de particules, ayant la méme densité, le méme courant et la méme
énergie cinétique sont équivalents si les seconds moments de la fonction de distribution
en z, Y, vy et vy sont égaux. Considérons une fonction de distribution stationnaire
ou non stationnaire normalisée f(¢,7,y,v,,v,) dans 'espace des phases 4 D. Le second
moment en x est défini par

ﬁz/ 2? f(t,2.y,0,,0y drdydo, do,
1R4

et le rayon RMS dans la direction des z est donné par

Trms = z?.
De la méme maniere, nous définissons Yrms, Ve, m, » Vyrm, - L2808 la suite, nous utiliserons
les notations habituelles x] .. = v, /v, et 2’ = v, /v,, ol v, désigne la vitesse
constante du faisceau dans la direction z. Pour une fonction de distribution K-V,
nOUS NOtONS Par Timgr = & €t ), = ¢, le rayon maximal du faisceau sur les axes
et #’. Nous avons alors [4]

22 =a%/4, 27 =d?*/4.

Ensuite, nous introduisons I'émittance qui joue un réle fondamental dans la physique
des faisceaux. Elle décrit 'ensemble des particules gui se trouvent a Pintérieur du

faisceau 12
_ 2y L
€p = (:L‘Q:r:'zgmcc’ ) .

Cette valeur n’est en général pas constante. En effet, les non linéarités dues an cou-
plage de ’équation de Vlasov avec I'équation de Poisson, font croitre I'émittance tout
en oscillant an cours du temps.

D’un point de vue pratique, la fonction de distribution K-V n’est pas le meilleur
modéle pour représenter un faisceau de laboratoire. Pour cela, nous étudions les fais-
ceaux semi-gaussiens (voir chapitre 2) ou les fonctions de distribution de Maxwell-
Boltzmann. Cependant, pour les solutions stationnaires ou non stationnaires, les fais-
ceaux K-V sont toujours utilisés pour calculer les parameétres d’adaptation a 'aide de
la définition de faisceaux équivalents.
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4.3.2 Fonction distribution de Maxwell-Boltzmann.

Nous étudions ici une solution stationnaire de ’équation de Vlasov axisymétrique
normalisée ¢ — m — 1 avec un champ électrique appliqué linéaire E,{{,r) = —r/2.
Considérons la fonction de distribution pour 0 < o < 1,

Jolryopvg) = % exp (— (E(U.’% + US) + ¢s(t,ry + qba(t,r))) , (4.12)

2
avec ¢g(t,r) = r2/4 et Eu{t,r) = —Orda(t,r). Nous évaluons ensuite 1a solution de
Iéquation de Poisson normalisée
19 Oehs 2
——= = Sy - ). 4.1
L2 (r %) = ampge - ) (1.13)

Lorsque « est différent de zéro et de un, nous ne connaissons pas de solutions explicites
de Péquation de Poisson (4.13). C’est pourquei, nous approchons le potentiel ¢, par
une formule aux différences finies: soit (r;);>0, un maillage de [0,7mz]

$o = 0,

d1 = alri/4,
i T,_ -

i = T._E 112 (2 $ic1 — G2 (_:03_/12 — aAr” exp(—¢i_1 — T§m1/4)>) :
2— =

4.4 Discrétisation de ’équation de Vlasov axisymétrique.

Nous utilisons une grille de Uespace des phases (r,v,,I). Cependant, il est nécessaire
d’utiliser une discrétisation particuliere dans la direction /. En effet, lorsque le champ
électrique total est linéaire comme pour une fonction de distribution K-V, les courbes

caractéristiques s’écrivent
w? 2 2 ?
G o te
5 v+ 2 cr,

2
(fs + o) = %T2-

11 faut donc contréler le ratio I/r, la discrétisation dans la direction I vérifie donc

_4
m

I = +wre.

Nous utilisons alors la conservation des valeurs de la fonction de distribution le long
des caractéristiques pour construire Palgorithme. Les nouvelles valeurs sont calculées
en chaque point de la grille en recherchant l'origine des courbes caractéristiques au
temps précédent. Cette méthode n'implique pas de condition de stabilité sur le pas
de temps du type CFL, ce qui powrrait étre trés pénalisant pour traiter Iéquation
pres de axe r =0,
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Ensuite, dans Péquation de Vlasov axisymétrique le facteur 7?/r? agit comme un
potentiel de répulsion par rapport au champ électrique total. Ce potentiel est le plus
important prés de 'axe, o le champ électrique est négligeable. La principale difficulté
dans la discrétisation de I’équation de Vlasov en coordonnées cylindriques se situe donge
dans le traitement de I'équation prés de 'axe r = 0. La méthode la plus naturelle
consisterait & séparer la partie du transport libre qui peut étre résolue explicitement,
puis & résoudre la partie autoconsistante. Cependant, des erreurs numériques sont
générées prés de l'axe r = 0, et se propagent & lintérieur du domaine. En effet,
lorsque l'on souhaite observer des phénoménes & de trés petites échelles, il est impératif
d’empécher la propagation des erreurs numériques. Une autre possibilité est d’utiliser
un schéma de splitting d’opérateurs classiques: sur 'intervalle de temps [#%,¢7H1], 1a
fonction de distribution au temps " est donnée par f"(r,v,,I)

af* af}s

+
ot or or

f*(UﬁT.5UT EI) = fn(r')UTﬂI)'
Nous calculons le champ électrique autoconsistant E, & partir de 'approximation
(At I}, Puis,

of q I 1 /¢B,\? af
at " (mEs(t’T) tETI ( m ) ") ou, 0
0w, 0) = (At rvp.I).

Finalement, f**(rp,, 1) = f**(ru,,I).

La discrétisation de 1'équation (4.14) nécessite application de conditions aux
limites artificielles. En effet, en r = 0 et pour », > 0, le flux de particules est entrant,
tandis que pour v, < 0 des particules sortent du domaine de calcul. Ainsi, nous devons
modéliser le passage des particules & travers Paxe r = 0. Pour cela, nous avons imposé
la réflection spéculaire de particules

f(0w, D) = F(0, —ve,I), Vo> 0.

La résolution numérique des équations de transport (4.14) et (4.15) est ensuite réalisée
4 l'aide d'une méthode semi-lagrangienne avec une interpolation de type Hermite. Par
exemple, pour 'équation (4.14), sur I'intervalle [r;,r; 1], nous approchons la dérivée de
la fonction de distribution en chaque point de la grille par une formule de différences
finies d’ordre quatre

= (),
(4.14)

(4.15)

1
sz 12A [ [f?—f—l “f?—ﬂ*[fﬂ‘z"f?—ﬂ}'

La reconstruction est alors donnée sur chaque intervalle [r;,r;+1] par un polynome de
degré trois interpolant la fonction de distribution et sa dérivée aux points de la grille

f'r) = f?“‘("'_ri)av’f?*'(?"_ﬁ [ [erl J Ar 28, I+ 0 f1+l]:|
+ (r—r)? [Aw [0 + OafF] - 2{f7 - ]
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La fonction de distribution est alors reconstruite sur tout le domaine au femps $*. 11
reste alors A utiliser les courbes caractéristiques pour calculer la fonction de distribu-
tion aux points de la grille au ternps " +1,

4.5 Résultats numériques.

4.5.1 Faisceau semi-gaussien.

Dans cet exemple, nous considérons 'évolution d’un faiscean semi gaussien dans
Pespace des phases de dimension guatre. De plus, la fonction de distribution est inva-
riante par rotation.

Nous résolvons donc le systéme de Vlasov-Poisson en coordonnées cylindrigues.
Puis, pour permettre la focalisation du faisceau nous appliquons un champ magnétique
constant le long de 'axe z. Alors, la fonction de distribution obéit A 'équation de
Vlasov de la forme

I? . 2
of + vra—f + (Es(t,r)—k;g (QBZ) r) of _ 0, YvIe R, (4.16)

ot Jr 2m v,

on [=rwvg — %% et E; représente le champ électrique autoconsistant donné par
Péqguation de Poisson. La fonction de distribution initiale en coordonnées cartésiennes
est donnée pour x2 + y? < a?

. o qB. .9 qB. ., 9
fo(d“?ay,’vzcavy) = WGXP (— ((U;c - 2my) + (”y + 2mﬂf) [2vi ),

et folz,y.v.0) = 0, si2? +4° > a®. Le champ magnétique B, et la vitesse thermique
vy, sont calculés a partir des quantités RMS, de sorte que le faiscean soit équivalent
au faiscean K-V adapté. ‘

Nous supposons que le faisceau est composé d’une seule espéce de particules, des
ions lourds de potassium. La densité ng est calculée & partir du courant I=0.2 A ef
de la vitesse de propagation du faisceau le long de 'axe »

-1
72

2 7:1+L2K9
mec

ol K est I’énergie propre du faisceau K = 8. 10* eV. Finalement, le rayon du faisceau
est a=0.02 m et la dépression du nombre d’onde w/wg = 1/4.

Nous observons la formation d'une onde au bord du faisceau. Celle-ci se propage
a lintérieur du faisceau et est finalement réfléchie prés de 'axe r = 0. Le champ
électrique autoconsistant initial est linéaire & Uintérieur du faisceau. Les variations
du champ sont relativement faibles mais suffisantes pour perturber fortement la den-
sité (Fig. 4.1). La résolution de I'équation axisymétrique permet d’utiliser un plus
grand nombre d’'inconnues que pour 'approximation de ’équation en coordonnées



106 4 L’éguation de Vlasov axisymétrique.

cartésiennes. Ceci permet de décrire plus précisément la fonction de distribution. De
plus, la nouvelle formulation de I'équation de Vliasov conserve parfaitement les inva-
riants # et T = ruog + %TQ. Dans ce cas, I'utilisation de 'équation axisymétrique et
dune diserétisation par une méthode semi-lagrangienne donnent des résultats trés
satisfaisants. Lorsque 'on compare 1'évolution de la densité obtenue par le code
axisymétrique et par une méthode eulérienne ou semi-lagrangienne en coordonnées
cartésiennes, nous observons une plus grande amplitude de Vonde & l'intérieur du
faisceau. Ensuite, 'amortissement de cette onde est plus tardif avec le code axi-
symétrique. En effet, la résolution plus faible en coordonnées cartésiennes introduit de
la dissipation numérique qui donne une approximation moins précise du transport de
particules. Pour terminer, il est possible de comparer les résultats avec ceux obtenus
par les méthodes particulaires (code WARP [1]). Le bruit numérique est clairement
trop important pour distinguer les erreurs numériques des phénomeénes physiques. Il
faut utiliser un grand nombre de particules pour obtenir un résultat similaire {(un
million de particules) [5].

4.5.2 Faisceau Maxwell-Boltzmann.

Nous considérons une fonction de distribution de Maxwell-Boltzmann (4.12) qui
est une solution stationnaire du systéme autoconsistant de Vlasov-Poisson. Nous per-
turbons la densité de 50%. Les paramétres du faiscean sont les suivants: les particules
sont des ions lourds {potassium), le courant vaut 7 — 0.2 A et l’énergie K = 8. 10*
eV et le rayon est rma, = 0.01 m. Nous présentons d’abord 1'évolution des quantités
RMS

2 w2
o)

. _ —_— .2
Trms = TQ': Orpms = U Vs — Vg

et Pémittance ¢,, donnée par
€x = \/ P02 — T~

Or,z=r cosf

A / 22 f (£,2,y,02,0y ) dz dy duvy doy,
R '

" w20
= / r2f (roop, Ddr du, dI ( / ((:059)2056’)
R? 0

= 7.
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(3)

Fi1G. 4.1 — Développement de (1) la projection en (x,y), (2) la projection en (x,v;),
(3) la projection en (v,,vy) obtenues par le code azisymélrique pour un faisceau semi-
gaussien a z=0, 0.32, 0.48. 0.64. 0.96 m.
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F16. 4.2 — Développement de la coupe de (1) la densité N(t,r), (2) du premier moment

2m

2
en vy, (3) du premier moment en vg, (4) du champ de force total Eg{t,r) — (&) r

a Uintérieur du faisceau obtenues par le code azisymétrique pour un faiSceou semi-
gaussien z—0, (.58, 0.48, 0.64, 0.96 m.
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Ensuite, puisque v, = v, cosd — vpsin

v o= /1R4 w2 £ (4,2,3,0,0,0, ) dz dy do, duvy

2@
= / V2 f (ry0p, I dr dv, dI / (cos 8)%d
®? J0
2T
Jr/ v3 f (rvp, D) dr du, dI ([ (51119)2d9)
biiid 49
= 7 (v?+v}).
Enfin, z v, = 7v,(cos 8)? — rvy(sin )2,
TU; = [49:1);6f(t,m,y,'vm,wy)d:ﬂdydww duy
i
= 77U,

Ce qui permet de calculer 'émittance & partir des coordonnées cylindriques

s :ﬂ\/?z@ﬁg) — 7T

La Fig. 4.5 illustre la formation d’'un halo autour du corps du faisceaun. Ces coupes

sont réalisées lorsque la valeur RMS v, . correspond 4 un extremum. En effet, c’est -
& cet instant que le halo est le plus visible [4]. Pour une dépression du nombre d’onde

w/wy = 1/2, nous observons les contours de la densité de charge pour 2=09.4 m,

13.57 m, 16.79 m, 23.05 m, 25.14 m. Le halo correspond approximativement & un

milliéme de la densité totale. De plus, pour notre faisceau le rayon vaut 0.01 m et la

dimension du plateau est approximativement de 0.025 m, ce qui correspond bien 4 la

valeur maximale du rayon, donnée par la formule empirique de T. P. Wangler et al.

[6] qui vaut 0.0241 m.

4.6 Conclusion.

Dans ce chapitre, nous avons proposé une méthode pour la discrétisation de
I’équation de Vlasov en coordonnées cylindriques sur une grille de ’'espace des phases.
Les résultats numériques montrent que la précision de ce type de méthode est telle
qu’il est possible de mettre en évidence des phénomeénes trés fing comme la formation
de halos. Ainsi, par cette méthode nous pouvons traiter un grand nombre d’applica-
tions de la physique des faisceaux et construire des solutions de références pour les
codes en coordonnées cartésiennes. En effet, pour traiter la focalisation par gradients
alternés, il faut utiliser I’espace des phases complet puisque la fonction de distribution
n’est plus axisymétrique. Nous devons donc valider les solutions numériques obtenues
par les codes 2D x 2D avant de traiter des probléemes plus complexes.
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Chapitre 5

Approximation de I’équation de
Landau.

5.1 Introduction.

L’ équation de Landau ou Fokker-Planck-Landau (FPL) a été établie par Landau
en 1936 pour P’étude des collisions dans les plasmas. En effet, 'équation de Boltz-
mann perd tout son sens pour des interactions coulombiennes (voir Partie I de [26])
qui sont pourtant de premiere importance en physique des plasmas, physique des
accélérateurs, lasers, interactions faisceaux-plasmas, ondes de chocs et expansion de
plasmas ou encore en astrophysique. Ce modele déecrit done les collisions binaires entre
des particules chargées avec des interactions de longue portée,

St uaf + LB(ta) - Vol = 2QUD, (5.1
olt ¢ représente la charge d’une particule, et m sa masse, Q(f,f) est Vopérateur de
collisions défini par

QT = V. /

}RS

v — o) [(va(tav))f(tuﬂ*) — (Vo J (L") [ (B0) | do®, - (5:2)

avec &
v v

®(v) = o728 (w), et S(v) = Id-— B (5.3)

|v
L’inconnue f{t,z,v) représente la denstté d’un gaz ou d’un plasma dans 'espace des
phases, de position x et vitesse v. f(¢,2,v) est positive et telle que le moment d’ordre
deux soit fini. De plus, dans I'équation (5.1), € représente le nombre de Knudsen, qui
détermine la fréquence de collisions et E(t,z) désigne le champ de force autoconsistant
donné par la solution de I'équation de Poisson

E(t,’L‘) = —Vadlt,z), —Ad¢(tz)= % (t.z,v)dv,

f
RS
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o gg est la permittivité du vide. Comme pour ’équation de Boltzmann, différentes
valeurs de v dans (5.3} permettent d’établir un classement : nous parlerons de poten-
tiels durs lorsque v > 0, de molécules Maxwelliennes, lorsque v = ( e de potentiels
mous pour v < 0. Ce dernier cas contient les interactions coulombiennes (y = —3},
dont les principales applications sont dans le domaine de la physique des plasmas.
La structure algébrique de 'opérateur est similaire a celle de 'opérateur de Boliz-
mann, nous retrouvons ainsi des propriétés physiques comme la conservation de la
masse, de I'impulsion, de 'énergie

. 1
] QUN@ | v =0

w2
et la décroissance de entropie cinétique H (¢},

dH

dtﬂzj%Lﬁﬂmﬂmﬁmmmugu

Finalement, les états stationnaires de lopérateur FPL ie. Q(f,f) = 0, sont donnés
par des fonctions de distribution Maxwelliennes :

p v — uo|®
Mo uo,r{v) = WGXP (—) :
1

oll p est la masse totale, up la vitesse moyenne, et vy, la vitesse thermique qui est lide
a la température 1" par vy, = /kp T/m, ot le réel positif kg désigne la constante de
Boltzmann. De plus,

p=/%sf(v)dv? uo=%]j;z3 Flo) do, ngﬁ.ﬁzsf(v)(u()—w)zdv-

Comme il est bien connu dans la littérature et établi par les travaux mathématiques
d’A.-A. Arsenev et N. V. Peskov [1], P. Degond et B. Lucquin-Desreux [12] et plus
récemment L. Desvillettes [13], 'équation FPL est obtenue en supposant que les col-
lisions rasantes sont prépondérantes dans 1’équation de Boltzmann. Concernant le
probleme d’existence de solutions, A-A. Arsenev et N.-V. Peskov [2] ont établi un
premier résultat d’existence locale en temps de solutions faibles dans le cas spatiale-
ment homogeéne pour les potentiels coulombiens. Récemment, une preuve d’existence
globale en temps de solutions renormalisées a été donnée par R. Alexandre et C. Vii-
lani [1, 27] dans le cas non homogene et pour une donnée initiale d’énergie finie. Nous
renvoyons le lecteur intéressé au remarquable travail de syntheése de C. Villani sur le
sujet [28].

Pour 'éguation de Boltzmann, la plupart des simulations numériques sont réalisées
par des méthodes Monte-Carlo [10]. Par conire, pour I'équation de Landau et plus
particulisrement pour les interactions coulombiennes, ces méthodes ne donnent pas de
résultats satisfaisants. D ailleurs, la plupart de ces méthodes particulaires sont basées
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sur une intuition physique plus gue sur la discrétisation directe de ’éguation de Lan-
dau [6, 19]. Plusieurs schémas déterministes ont donc été considérés, ces dernitres
années, pour la résolution numérique de I'éguation FPL dans le cas homogéne (la
fonction de distribution f ne dépend pas de la variable d’espace z). D’abord, dans
le cas isotrope [3], ¢’est-a-dire lorsque la fonction de distribution ne dépend que de
la variable d’énergie €2 = |v[2, puis pour les problemes A symétrie cylindrique dans
[23, 17]. La construction d'un schéma numérique conservatif et entropique pour 'ap-
proximation de 'opérateur FPL dans I’espace des vitesses v € IR? a été proposée par
P. Degond et B. Lucquin-Desreux [11]: le point de départ de cette méthode est de
discrétiser I'opérateur en utilisant la formulation faible dn probléme homogene. Ceci
permet de retrouver toutes les propriétés de conservations. Cependant, une implanta-
tion directe d’un tel schéma en dimension trois est trop coiiteuse. Plusieurs méthodes
rapides ont alors été considérées pour réduire le temps de calcul, comme les méthodes
multipole [16] et mulsigrille {7]. Une autre approche, basée sur la discrétisation di-
recte de Vopérateur en utilisant une méthode spectrale, a récemment été envisagée
[20]. Elle permet de réduire le colit quadratique & N log N, ot N est le nombre total
d’'inconnues.

-~ (e chapitre est constitué de deux parties. La premiere est consacrée & la descrip-
tion de différents algorithmes rapides pour approcher opérateur de Landau. Nous
présentons une nouvelle méthode basée sur 'approximation de l'opérateur pour une
fonction de distribution isotrope. Cette approximation est bien connue en physique
des plasmas pour le cas pseudo-isotrope [25] et permet de réduire 1'évaluation de
T'opérateur de collisions & un coit lindaire. Des tests comparatifs pour les méthodes
multigrille, spectrale et pseudo-isotrope dans le cas maxwellien et coulombien sont
réalisés. Les méthodes spectrale et multigrille ont prouvé leur efficacité dans le cas
homogene, mais d’aprés nos connaissances, il n’existe pas de résulfats numériques
dans la situation non homogéne. Pourtant, le couplage avec la partie transport est
nécessaire pour traiter des problémes appliqués & la physique des plasmas ou & la dy-
namigue des gaz. De plus, I'ajout de la partie transport peut engendrer des oscillations
ou des discontingités dans Pespace des vitesses et le traitement de opérateur de colli-
sions par ces algorithmes rapides pourrait entrainer des problemes de précision. Dans
la deuxiéme partie, nous donnons un algorithme efficace, basé sur la décomposition
des opérateurs de collisions et transports, pour traiter I’équation de Landau non ho-
mogene. L’équation de transport sera résolue en utilisant le schéma PFC d’ordre trois
permettant de conserver la masse, 'impulsion, I"énergie et la positivité.

5.2 Comparaison de schémas numériques.

Nous rappelons les principaux traits des algorithmes rapides, puis présentons la
méthode pseudo-isotropique. Ensuite, nous proposons des résultats nuinériques clas-
siques pour le traitement de 1'équation FPL dans le but de comparer la précision, le
cout et ia robustesse des différents schémas numériques dans le cas homogeéne. Dans la
derniére partie, nous rappelons le schéma & pas fractionnaire permettant le couplage
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de I"'équation de transport et de 'opérateur de collisions. Des résultats numériques
illustrant l'effet de la fréquence de collisions sont présentés dans le cas 110 x 30 avec
la méthode multigrille (dimension une en espace et dimension trois en vitesse).

5.2.1 Trois algorithmes rapides pour I’équation de Landau.

Cette partie est d’abord consacrée & une bréve description des méthodes spectrale
et multigrille. La non linéarité de 'équation de Landau est de type quadratique, ce-
pendant la complexité des deux méthodes est de 'ordre de N log(N), ot N représente
le nombre d’inconnues.

Dans la derniére partie, nous proposons une nouvelle méthode pour la discrétisation
de Vopérateur avec un coiit linéaire lorsque la fonction de distribution est “presque
isotrope”.

A. La méthode spectrale.

Discrétisation de 'opérateur. Cette méthode a été récemment proposée par L.
Pareschi et al. pour approcher les équations de Boltzmann [21] et Landau [20, 22].
Nous décrivons brievemnent l'idée de la discrétisation et renvoyons le lecteur aux ar-
ticles de réferences pour plus de détails. Nous écrivons d’abord Popérateur souns sa
forme usuelle

AN =Y. [ o) [(wa(t;v))f(t,v Fa) (Yol o +9)f(b0)|dg. (5.4)

Nous supposons que e support de la fonction de distribution est inclus dans la boule
B(0,R/2) avec R > 0. Cette hypothése ne peut pas étre satisfaite en général puisque
I’état stationnaire est donné par une Maxwellienne, qui n’est pas & support compact.
La fonction de distribution est donc tronquée & zéro lorsque f prend des valeurs
suffisamment petites. A partir de cette hypothese sur le support de la fonction de dis-
tribution, le domaine d’intégration est inclus dans la boule B(0,R). Nous approchons
ensuite la fonction de distribution par une somme partielle d’une série de Fourier

vy = > fult)e BHY, (5.5)

kE{—N,. N}

on k=(ky,ka,ks), N est le multi-entier (n,n,n), n représentant le nombre de demi-
modes dans chaque direction et le k-éme mode est donné par

1 / —i k.
— tuye " Vdw.
(2R Jeo.m f(t.v)

En substituant I'approximation fy{f,v) dans lopérateur (5.4}, nous obtenons

fu(ty =

At =F]T X A0 falt) fulam)e B

tync{—N, . N}2
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olt B (I,m) est défini par

3(lm) = w|7T? m)(l —m) — A P e il P
Bultm) = [ [ m) = w2 e

= I?U,ﬂl)‘*l?(ﬂ%?ﬂ),

avec
w

B(lm) = / jw|7 T2 [52 — (.
J B(0,7) |w|

Nomns recherchons alors la fonction de distribution fx qui vérifie

vie (-NNy [ fO (fvof) | 78000 0.
Bo,Ry L Of

)2] eiw.mdw.

Comme le terme résiduel de I'opératewr FPPL est orthogonal & tout polyndéme trigo-
nométrique de degré < n, nous obtenons le systéme d’équations différentielles ordi-
naires suivant

Vk e {—N,.. N1, %{;’i - [E]W S fifm [B(zjm} —é(m,m)]

R
lL,mc{—N,. N}
H+m=k

Maintenant, il reste & approcher les termes B([,m) en décomposant en deux parties,

— . 42112 g W ool swem
B(m) /Bm) Wiadll (z.|w|)]e dw,

3
= [ / || 7Ty — Z I ij Q)(w)———wl u;j €70 ™ oy,
J B{0,m) i1 B(0,7) ]

Nous posons donc

F{m) = / || T2 e M sy (5.6)
B(0,m)
wiw,
) = [, e, o

pour finalement obtenir le nouvean systéme ’'EDO: Vk ¢ {—N,...N},

% = [%] T Z Frem fm [(k —m)2F(m) — B(m,m)} (5.8)
’ me{—N,. N}

ST - o
ST el = ma) (e = m) i m).
hi=lme{—N,. N}
Remarque 5.1 Les coefficients F'(m) et I; ;, donnés par (5.6) et (5.7), ne dépendent
que de vy et 8’écrivent comme des intégrales ¢ une dimension. s sont done approchés
en utilisant une formule de quadrature récursive permetiant de contréler Perreur
numerique.
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Pour approcher le terme de droite du systéme (5.8} qui s’écrit comme une somme de
convolutions discrétes, il suffit d’utiliser un algorithme faisant appel 4 la Transforma-
tion de Fourier Rapide {FFT). Soit Sy une convolution discréte, elle s’écrit sous la
forme
Sy = Z gm hkz—m-
me{~N,.,N}

L’évaluation de Sk est de 'ordre de (8n®) log(8n?), oit 8n? est le nombre total d’in-
connues. En effet
— la réalisation d’une FE'I' pour transformer g,, et hp_,, en g, et flchm dans
Pespace de Fourier a un cotit de 'ordre O((87n3)log(8n®)),
— le calcul de la somme dans Pespace de Fourier i a un “coiit linéaire”.
~ la réalisation d’une FFT inverse pour transformer 5’k en 55 a un coit de ordre
O((8n3) log{8n3)).
L’approximation utilisant la méthode spectrale préserve exactement la masse, puisque
les conditions aux limites sont périodigues. L'impulsion et Pénergie sont contrdlées
par la précision spectrale. En effet, nous rappelons le résultat déja présenté par L.
Pareschi et al. dans [22] en apportant une correction & la preuve. Nous introduisons
Pn l'opérateur de projection

Pn i Ly(] ~ R.R[%) — PV, (5.9)

ott d est la dimension de ’espace des vitesses et PV désigne 'ensemble des polynomes
trigonométriques de R® de degré inférieur & |N| et L2(] — R,R[%) est I'espace des
fonctions mesurables, périodiques de | — R,R[? et de carré intégrable.

Proposition 5.1 Socit v > 0. Nous supposons que la fonction de distribution f solu-
tion clossique de l'équation de Landou satisfait

fem (1= RE[),

ot Hg (1 — R,R|%) désigne I’espace des fonctions mesurables, périodiques sur | — R,R[*
et dont les dérivées jusqu’a Uordre deuz sont de carré intégrable.

Alors, approzimation spectrale Qn{fn,fn) = PnQfn.fn) de Uopérateur de
collisions Q(f,f) vérifie

QUn.S 2
1QULH — Qn (o fllzz < C() (Ilf ~ Il + M%ﬂ) . (510

Preuve : nous décomposons d’abord Perreur en deux parties

1QULN) = Qufnafnilizz < QUL - QUnafadllz:
+ QU N fn) — Qnlfv Sz
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Nous savons que fy € PV et puisque Popérateur de Landau est quadratique en fy,
il est clair que Q(fn,fn) € P?Y. Ainsi, en appliquant les estimations classiques des
méthodes spectrales [24], nous avons

QUf) = QxS < g NQU NS iy

11 reste & estimer le second terme ||Q(f.f) — Q(fn,fn)ll 12 Pour cela, nous utilisons
I'identité
Q.S —Qlag) = QU +a.f —9),

ol 'opérateur bilinéaire symétrique ¢{.,.) est défini par

Qf.g) = lvu- P (w) [(va(tﬂf +w))g(tw) — (Vug(ty + w))f(tuv)] dw
2 B(02R)

+ %Vv- (w) [(va(tﬂ’ +w))f{tw) = (Vufltr + w)).q(fﬂf}} dw,
B(02R)

lequel peut sécrire en utilisant le produit de convolution en reprenant les notations
- de [26]

d
QU =Y 5 [t +ali050 21— ).
dyi=1
Cavec
i j(z) = |22 (@,_,» - 7;;) G =aigxf
et

olz) = O 0i(2) = =2(y+ 3)|z]", & =cxf.

Sous 'hypothése v > 0, les quantités a;; et ¢ sont bornées sur B(0,R), nous vérifions
Pestimation sur Q(f.g)

1Q(F9)lzz < Cr Ulglzs 171l + #1205 lgllrz) < Ce Ngltms 1£ 11z
Ainsi, nous obtenons la majoration souhaitée
1QUS) — QU N)llz SCr I+ fullay I — Falley < CRS) NS — Fvllaz-

Ce qui conclut la démonstration de la Proposition 5.1. O

Remarque 5.2 Celle estimation n'est pas valable dans le cas coulombien, puisque
dans ce cas les quantités a;; et ¢ ne sont pas bornées sur B(0,R).

Notons que nous n’avons aucune information sur les états stationnaires, sur la
décroissance de I'entropie et sur la préservation de la positivité.



122 5 Approximation de ’équation de Landau.

B. La méthode multigrille.

Cette méthode a été proposée par C. Buet et al. dans |7]. Nous supposons ici que
le domaine d’'intégration est inclus dans une “boite” de diametre R, que Pon notera
par (. Posons pour toute fonction ¢(v) suffisamment réguliére,

Ha®) = 3 Jltw) f(tn") [Vaple) — Vo) B —0")
(Vo In(/ () ~ Vo In(F (t07))]

En utilisant la formulation faible, ’équation de Landau s’écrit

/ QS (w)p(v)dy :/ H (v )dv*du. (5.11)
R? CoxCo

Puis, nous introduisons une grille réguliére discrétisant le domaine d'intégration Cjy,
composée de N = 8" points, ou n représente le nombre total de niveaux de grille. Le
pas de Uespace des vitesses est noté par Av = R/(2") et fi(¢) représente 'approxima-
tion de f(t,u), avec v; = L Av —wp, L = (111203 € T = {1,..,2"}° et vy est le centre
de la grille.

Discrétisation différences finies. Dans une premiére partie, nous rappelons le
schéma conservatif et entropique introduit par P. Degond et B. Lucquin-Desreux [11].
A partir de la formulation faible (5.11) et pour [ € 7, nous définissons 1'approximation

Q(f,f); de Vopérateur de collisions par

Z/—\USQ(faf)MZ Z AvS H(vy,v,).

€T (1,m)eT2

Le terme H{u,vy) désigne une approximation de H(v;,v,,) pour une fonction test

quelconque ¢ € CL(IRY)

H(vr0) = —3 10 Fu(D[(Do) = (D)l (01— ) [(Dn F(B) — (DIn f (1),
{(5.12)

ot D est une approximation différences finies de I'opérateur gradient.

A partir de cette formulation, nous prenons une fonction ¢ telle que @(v)=1 et

©(v,)=0, pour p # I, puis obtenons le systéme d'éguations différentielles suivant

dfi(t)
it

= FR(t) = (D"p(H) (5.13)
ou D)* est 'opérateur de différences finies adjoint de D et

pilt) = 3 fit) (00 = v) (DI f(©)) = (DI f(B))-

meT
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Pour obtenir la conservation de la masse, de 'impulsion et de I’énergie, nous calculons
d’abord une approximation de 'opérateur FPL en utilisant successivement "opérateur
différences finies décentré amont DT et aval D~ définis par

¢2+es 77bz ¢z - ’l,bi_e_,; .

+ .
(DS )i = Ay Av

(D, ); = s=1,2,3,
ol e représente la s-eme composante de la base canonique de . Nous introduisons

aussi 'approximation centrée D¢

'l/)z +es r‘/)z'fes

D; s=12,3.
( fﬁb) 2 A’U 1 ¥
Lopérateur FPL discret est finalement obtenu & partir de 1a moyenne des opérateurs

approchés & Paide de DT et D~. 1l vérifie ainsi

i
AP QU w | =0
el v?

Dans [7], les auteurs reformulent ce schéma comme la somme d’une approximation
centrée d’ordre deux et d’un terme de viscosité artificielle en Av? qui permet d’éliminer
les mauvaises conservations., Une telle approximation de {5.13) est actuellement trop
cotiteuse, il faut donc réduire le temps de caleul en utilisant un algorithme rapide.

La méthode multigrille. Nous décrivons maintenant la mise au point de l'al-
gorithme multigrille pour améliorer la vitesse de calcul de Uopérateur. Il consiste &
décomposer lopérateur en différents niveaux et 3 calculer les interactions entre les
particules suivant leur vitesse relative v — v*|.

Au niveau un, nous décomposons le domaine d’intégration Cp en huit “boites” de
taille identique notées par C7, r € I} = {0,1}3, que nous appellerons les “enfants de
Cp” et Cp étant le “parent” des boites C7. Nous avons ainsi

[peunwee 3 [

(ry)e{0,1}3

Au niveau deux, nous décomposons chaque boite C] en “sous-boites” 05’, pour 7' €
Iy = {0,1,2}3, nous calculons alors les interactions des particules suivant la position
relative des boites d’un méme niveau. Nous introduisons la définition suivante: la
cellule C};’ est dite bien séparée de C] si et seulement si les parenis de C’};r et de CF
sont les plus proches voisins et si Cf n’est pas le plus proche voisin de C}. Le plus
proche voisin de C} est obtenu en ajoutant au centre les quantités (R/ 2%V(e1,9,83),
avec (51,52,63) € {—1,0,1}.

Nous écrivons alors la formulation faible de Uopérateur comme la somme de Uintégrale
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sur les boites bien séparées (b.s) et sur les boites qui ne sont pas bien séparées (p.b.s.}:

| arnwee) = ¥ [ Hee)de

('rr’)EI cy xC‘
+ Z f (v, 0% )dudv®,
(rrels cy ><C”
p.h.s.

Sila cellule CF est “bien séparée”, nous calculons Pintégrale 4 partir d’une formule de
2 P ” b
quadrature donnée ci-dessous, sinon la contribution est calculée au niveau supérieur.
Nous répétons ce procédé jusqu’a ce que le niveau final n soit atteint.
P Jusg q
Pour un nivean fixé %, nous devons approcher 'intégrale de la forme,

/ H(v ") dvdv®, (5.14)
crxer

mais une approximation directe requiert 8% évaluations, ce qui implique un calcul de
I'ordre de N?. Ainsi, pour réduire le coiit, nous utilisons seulement ny, = 8% évaluations
pour approcher (5.14}, puis demandons qu’aprés n, itérations en temps, tous les
couples (4,7} € Cf x C’};r alent donné leur contribution. Soit {1,...,n;}, les ny, éléments
de la boite C} et soit 7 une permutation aléatoire de {1,...,nx}. Dans une premiére
partie, nous approchons (5.14) par une formule de quadrature de type Monte-Carlo
en utilisant les paires (,w()), I € {1,...,nx}, & la deuxiéme itération, nous utilisons
(L,x%(1)), etc... Ainsi, aprés ny itérations, Pordre 7 est de nouvean atteint.
Finalement, lorsque C} et C}; sont bien séparées, Papproximation Monte-Carlo de
(5.14) est donnée par

/‘T . H(v,w*)dvdv® = Sk Z Ar® H(vp,vqqy)-
CrxCy ied{l,ng}

L’évaluation de l'opérateur FPL est alors réduit & ordre n N ( < N loghN).

Discrétisation en temps. Concernant la discrétisation en temps, un schéma d’Fu-
ler explicite est utilisé. Pour assurer la stabilité de I'algorithme, nous imposons des
conditions sur le pas de temps At pour lesquelles le schéma donne une approximation
positive et assure la décroissance de l'entropie [8]. 1l existe une constante positive
C > 0 telle que

|FR(t)| = |(D*p)i| < C In(K) fi(t),

ot K = maxy <1} (fi/ fizm), puis en posant At; = «/(C In(K}), avec a €]0,1],
Papproximation f;(t) reste positive. Finalement, 'entropie décroit pourvu que le pas
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de temps vérifie

—~Av®> " FR(t) In(fi{£))

FP2(t)
Avdd b
25w Ji(t)
Nous notons enfin que pour éviter une condition de stabilité globale de type (5.15)
sur le pas de temps, nous utilisons un algorithme de sous-cyclage, ¢’est-a-dire que 1'on
choisit un pas de temps différent 4 chaque nivean de grille.

Al < min | Aty (5.15)

C. Le schéma pseudo-isotrope.

La méthode pseudo-isotrope pour P'équation de Landau est trés proche de la
méthode multigrille décrite précédemment, le point de départ est le schéma conserva-
tif de type différences finies. La formulation faible discrétisée de 1"équation FPL peut
étre reformulée en utilisant la symétrie de 'opérateur. Pour toute fonction test @

Drpitse? =80 S fi 5D (o — o) [(DIn )i~ (DIn )], (5160

i€l (i,f)ET?

ol f; désigne la moyenne de [ sur la cellule ¢ et D est l'opérateur différences finies
utilisé précédemment pour la construction de la méthode multigrille.

A partir de ce schéma aux différences finies, nous approchons le systéme d’équations
différentielles ordinaires:

df; (1)
dt

oul D* est Vopérateur adjoint de I, et

pi() = Y £ilt) F5(02(0: ) (D10 1) — (DI F(1));) (5.17)
jeT
et la matrice ®(v) s’écrit

v) = |o]7 (v|*Id v ®v).

Lorsque la fonction de distribution est isotrope, le facteur multiplicatif |v — v*[Y dans
la matrice ¢ peut étre remplacé par max(jv|,|v*)7 [9, 25]. Ceci peut étre vérifié en
utilisant les polyndmes de Legendre. En effet, nous avons

1 1 1 1 =
= — R P l_
v —v*| vt (14 2pz +p2)1/2 ot g Hz)p's

ot p=v" /v~ avec v = max(|vl,|v*|) et v~ = min(|v|,|v*|), x est le cosinus de 'angle
entre les deux vecteurs vitesses et P} désigne le polyndme de Legendre de degré {. Alors,
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comme dans le cas continu, seul le terme d’ordre zéro apporte sa contribution. Cette
propriété est utilisée pour dériver I’équation isotrope simplifiée.

Pour une fonction de distribution quelconque, nous pouvons considérer une tron-
cature de la série en ne retenant que les M premiers termes du développement. Dans
cette partie, nous nous limiterons & la plus grossiére approximation {M = 1). En
utilisant ce que nous appellerons 'approximation isotrope, qui est valable pour une
fonction de distribution proche de la fonction isotrope, nous améliorons les méthodes
multipole et multigrille [7, 8, 16]: le colt de cette méthode devient en effet linéaire et
le nombre d’inconnues n'est plus forcément une puissance de deux.

Proposition 5.2 Supposons que Uespace des vitesses v € IR® soit discrétisé par une
grille composée de points de la forme (v;, +0.5) Av, i, € {—N,...N -1} et a =1,2,5.
Alors, la méthode pseudo-isotrope décrite précédemment a un coit de calcul linéaire
par rapport au nombre total de points de discrétisation 8 N

Preuve : nous devons évaluer les quantités de la forme

A% () = (max([vil o) fif 5 (v = v5)alvi — v3) (D10 fli = (DI f)5)s)
! (5.18)
ol ¢, [ et & représentent les composantes {1,2,3} des vecteurs de IR?. Cette somme
peut étre décomposée selon que |v;| < |v;] ou v > Juyl.
La premiére étape consiste A calculer les moments en “énergie”, ¢’est-a-dire en |v].
Nous définissons alors

HOP0 (i) = > w0 vis (D1 6 F 057, (5.19)
J

ou les indices o, et § sont maintenant dans {0,1,2,3}. (v; o désigne la a-éme compo-
sante du point v; lorsque o € {1,2,3} tandis que v, 9 est égal & 1. De plus, le parametre
¢ est défini de la maniére suivante

_ { 1 st vy < uil,
€ = )
0 sinon.

Le nombre de valeurs de la forme (|v;|); est largement inférieur au nombre total de
points de discrétisation de la grille. Par exemple, si nous utilisons une grille uniforme
centrée v; o = (iq + 0.5)Av oi1 iy € {—N,N — 1}, le nombre de points est N} = 8N?,
tandis que le nombre de valeurs de la forme || est No = O(N?). En effet,

o2

0< A“t, — (iq +0.5)? < N2,
v

les valeurs |v;|°/Av? appartiennent donc 4 'ensemble {0,...,3 N}, Enfin, en utilisant
la symétrie de la grille, il est possible de réduire encore le nombre de valeurs de la
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forme |v;|. Les propriétés de symétrie et la structure de la matrice @ font que les seules
quantités nécessaires pour calculer (5.19) sont

(a,8:7) €10,1,2,3}3 tel que o < 8, afy & {1,6,8,27}.

Le cardinal de cet ensemble est 34, Le coiit de calcul de cette étape est donc de I'ordre
de N; = 8 N3, et le colit en place mémoire de I'ordre de Na. Nous calculons d’abord

PRy = D waug@nflisfi (5.20)
!
fpi=|vi|

avec un coitt en Ny = 8 N3,
La seconde phase est accumulation :

7

3
Haﬁ’a’o('”ii) — Zpa,ﬂ,t?(lvk!), Ha',,@,ﬁ,l(hjil) _ Z |,Uk1')’ Pa,,ﬁ,d(lvko-
k=0 k=0

Ainsi, nous estimons les valeurs
FoA0(ugl) = i (Joal” HP00 (i) + HOP (o))

Cette évaluation nécessite environ No opérations.
La troisitme phase est la partie attribution. Par exemple pour le terme A'??
correspondant & la premiére ligne et deuxiéme colonne

A2 = " max(loil, o) (vi — w1 (v = vy)e fi £ (D In i — (D1n f)z)s,
i

nous étendons le produit des vitesses relatives et obtenons

AVP2(0)) = (v via FOUO oy FRO0 gy p1OY L RO (D f),
+ ('Uz‘,l V2 o0z 3,1 F202 2 Fro2 + FQ’I’Q) .

Le cott de cette derniére partie est Nj.

En conclusion, nous avons montré que Pévaluation de I'intégrale double de la forme
(5.18) a un cout linéaire en dépit de sa structure quadratique. Le second avantage,
lorsque l'on utilise cette approximation, est que le nombre de points n'est plus de la
forme 2%. Ceci est trées important pour la flexibilité de la méthode. O

5.2.2 Tests numériques dans le cas homogéne.

Nous présentons maintenant des tests numériques pour comparer les différents
algorithmes dans les situations suivantes

— le cas maxwellien (y = () pour lequel des solutions explicites sont connues [4, 5].
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— le cas coulombien isotrope (y=-3) introduit dans [25] et pour lequel un code
unidimensionnel isotrope [9] est utilisé pour calculer des solutions de références.

— le cas coulombien bi-maxwellien: ce dernier test est de premiére importance en
physique des plasmas et consiste en une donnée initiale bi-Maxwellienne qui est
loin de la situation isotrope. Les deux premieres méthodes sont alors utilisables,
et nous permettront d’évaluer la préecision en fonction du temps CPU.

An cours de ces tests, nous observerons 1’évolution des quantités physiques suivantes,
— L’entropie cinétique discréte

H(t)= " A f;(1) In{fi(t)).
= 4
— Le moment discret d’ordre quatre:
Ma(t) = > A fug]* filt).
ieZ?®

— Les températures discrétes: pour k=1, 2, 3

3

1

_ 3 ok E\2 g _

() = Y0 AP Av iR e T() = S T),
ie > k=]

ot uy = (ud,ud,ul) est une approximation de 'impulsion ]Ef ma v f(Lw)do et p

une approximation de la masse totale.

- Lerreur quadratique discréte: dans le cas Maxwellien (v=0), nous pouvons cal-
culer des solutions explicites. Nous notons par 7% la solution de I’équation
de Landau, puis définissons la norme L? de lerreur relative discréte par

(E Av? |f‘3m0t(vi,t) — fz(t)‘z)
(Z Av?’!fe“:{"Ct(TJ?;,t)]Q)l/g

1/2

BQ() =

A. Le cas Maxwellien (v = 0).

La donnée initiale est choisie dans la classe des solutions exactes connues isotropes,
qui est une extension des solutions de A.-V. Bobylev [4]. Nous posons S = 0.6 et

considérons
1 18 |u)? |2

—ex .
2xS5)32 8§ 28 pl-5g)
Les résultats numériques sont comparés avec la solution explicite

o1 58§-3 1-8|v? |2
'f(t’”)_(2ﬁ5)3/2( 55 7S 2_s> exp(=5g)

folv) =

ot § = 1 — 0.4 exp(—%/6). Dans ce cas les températures 77(t), T5(¢), T5(f) sont
égales puisque la solution est isotrope. Ce test est réalisé pour évaluer la précision
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Nombre d’inconnues | spectrale | multigrille | pseudo-isotrope \
16 x 16 x 16 0.4 sec 0.08 sec 0.03 sec
32 %32 x 32 10 sec 1.8 sec (.37 sec

TAB. 5.1 — Temps de calcul pour les méthodes spectrale, multigrille et pseudo-isotrope
en fonction du nombre d’inconnues pour une évaluation de Uopérateur (TEST A).

Nombre d’inconnues spectrale multigrille | pseudo-isotrope
16 x 16 x 16 2 min 40 sec 10 sec 03 sec
32 % 32 x 32 07 h 40 min | 3 min 21 sec 1 min 50 sec

TAB. 5.2 — Temps de calcul total pour les méthodes spectrale, multigrille et pseudo-
isotrope en fonction du nombre d’inconnues (TEST A).

des différents schémas en comparant Pévolution de erreur quadratique. Pour la
méthode spectrale, un schéma de type Runge-Kutta d’ordre élevé est nécessaire pour
la résolution du systéme d’équations différentielles ordinaires, puisqu’il est impératif
de garder la haute précision de l'algorithme. De plus, le support de la fonction de
distribution est plus important que celui utilisé pour les méthodes différences finies.
En effet, pour obtenir la stabilité du schéma et pour éviter Ueffet d’“aliasing” inhérent
aux méthodes spectrales, un support sufisamment large est requis.

La simulation est stoppée lorsque 1'état stationnaire est atteint, ce qui correspond,
.par exemple, & la stahilisation de Pentropie. Le tableau 5.1 montre le temps de calcul
pour I'évaluation de 'opérateur de collisions: nous avons réalisé une itération avec un
pas de temps proche de zéro et un schéma d’Fuder explicite. Le coat de la méthode
pseudo-isotrope est largement réduit par rapport aux méthodes rapides, en N log N.
D’autre part, le tableau 5.2, représente le temps de calcul total pour les différentes
méthodes en fonction du nombre d’inconnues. L’augmentation du temps de calcul de
la méthode spectrale avec 32° modes s’explique par Putilisation du schéma Runge-
Kutta qui nécessite plusieurs évaluations de I'opérateur 4 chaque itération. De plus,
la condition de stabilité est de I'ordre de O(1/N?), ol NV est le nombre d’inconnues,
ce qui devient trés contraignant pour cette résolution. Un schéma d’ordre quatre de
type Adams-Balshforth, qui ne nécessite qu'une évaluation & chaque itération a été
tegié, mais la restriction sur le pas de temps devient plus forte et ne permet pas de
réduire le temps de calcul. Concernant 'utilisation de la méthode multigrille, I'algo-
rithme de sous-cyclage est trés efficace dans cette situation. Le cofit linéaire de la
méthode pseudo-isotrope pour I'évaluation de 'opérateur améliore le temps de calcul,
méme si la condition sur le pas de temps demeure quadratique, i.e. At < C A%

L’évolution de la norme discréte, de Pentropie et du moment d’ordre quatre est
présentée (voir Fig. 5.1,5.2,5.3). Au vu des résultats numériques, les méthodes multi-
grille et pseudo-isotrope semblent étre d’ordre un. En effet, 'approximation différences
finies de l'opérateur gradient est d'ordre deux, mais 'utilisation d’un algorithme
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Monte-Carlo diminue la précision. En contre partie, le schéma spectral est large-
ment plus précis avec 32° modes et semble étre ici d’ordre deux. De plus, I'évolution
de Terreur obtenue par ’algorithmne spectral avec 16 modes dans chaque direction
est seulement quatre fois supérieure 4 celle obtenue par la méthode mulitgrille avec
32 points dans chaque direction. Pourtant, 'erreur de Papproximation spectrale ne
converge pas vers zéro lorsque t tend vers I'infini, ce qui signifie que ’état station-
naire n’est pas bien décrit sur des temps longs. Enfin, le comportement de ’entropie
et du moment d’ordre quatre discrets obtenus avec 16 modes ne sont pas suffisam-
ment précis, tandis que la méthode multigrille qui assure la décroissance de Uentropie
semble plus robuste.

The quadratic amor for the spectral method The quadrati for the multigri hod The quadratic error for the psetde-isatropic methad
T T 0.1 T a1 .
22 modes = 32points - 3zpaints ¢
18 modes + 16points  + 6 points -
001 o, ’,..-”"‘"""‘““-kwm
. n‘\w o, o, oo .
i, oo 7 ... l
0.01 pe——— ' e, : e
JRTTTIITY oy -
Yoy
°na°a
00001 | . e,
s 0.001
ie05
leds L * 00007 . 20001 * £
0 2 3 [ ] 10 9 2 4 [} 8 10 ] 2 4 g & 10
(1) (2) (3)

FiG. 5.1 - Evolution au cours du temps de la norme L? de lerreur relative pour (1)
la méthode spectrale, (2) la méthode mulligrille, (3) et le schéma pseudo-isotrope en
utilisant 167 et 323 inconnues (TEST A).

The entrepy lor the speclral mathod The entropy for the mutigrid method Thie entropy for fhe pseudo-isotropic method
-4.18 T 418 v T T -4.18 r T
32modes ¢ 32 points 32 points ~—
16modes + T6points + 18 paints —-
42 F 42 42
3 ; I§
B - \
4z, 42t 422 |
[ 3 \
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426 -426 426
42 . : . 428 : 428
0 2 & 6 8 ib] 0 2 4 6 8 10 0 2 4 6 ) 10

FIG. 5.2 — Evolution au cours du temps de Uentropie cinétique pour (1) lo méthode
spectrale, (2) la méthode multigrille, (3) et le schéma pseudo-isotrope en utilisant 163
et 32° inconnues (TEST A).
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The fourth order moment for the speciral method The fourth order moment or the mulkgrid methed ‘The fourth order mament for the psewdo-sotropic mathod

32 modes —— 32 points ~— Rpoints ~—
1 Tomedes — 1 16

16 points -~ 16 points -+

e i

F1G. 5.3 — Evolution au cours du temps du moment d’ordre quatre pour (1) la méthode
spectrale, (2) la méthode multigrille, (3) et le schéma pseudo-isotrope en utilisant 16°
et 323 inconnues (TEST A).

B. Le cas isotrope (y= -3).

La donnée initiale est maintenant isotrope puisqu’elle ne dépend que du module

de la vitesse jv]
1 (vl — o)
Jolv) = 52 &XP (—S’ 2 ,

avec 5 = 10, o = 0.3. Ce test est réalisé pour comparer I’évolution de 'entropie
cinétique avec celle obtenue par le code isotrope unidimensionnel, décrit dans [9],
lequel est utilisé avec un nombre important de points de la forme 2 = |v|?. La
résolution est de 16* modes pour la méthode spectrale et 32° pour les schémas multi-
grille et pseudo-isotrope. Vaprés les résultats présentés en Fig. 5.4 et 5.5, Pévolution
de D'entropie induite par les trois méthodes est en accord avec celle obtenue par le
code isotrope. Pour éviter leffet d'“aliasing” de la méthode spectrale, le support doit
étre suffisamment large, ce qui diminue la précision de la représentation de la fonction
de distribution. Cependant, Pétat stationnaire semble &ire déerit avec précision dans
ce cas. La méthode pseudo-isotrope donne également de bons résultats puisque la
fonction de distribution reste isotrope.

C. La somme de deux Maxwelliennes (y = —3).

La donnée initiale est maintenant choisie bi-Maxwellienne, ¢’est-a-dire la somme
de deux Maxwelliennes -

fof0) = 5 (Mpr 2 (0) + My 7)),

[N

avec v = (2,3,3), v2 = (4,3,3) et vg = (3,3,3) représente le centre de la grille. La vitesse
thermique vaut vy, = 0.45, la masse totale est p = 5. Le temps final de la simulation est
T = 20, ce qui correspond & I'état stationnaire, Ce test permet d’observer 1"évolution
de Dentropie, de 1a température et de la fonction de distribution lorsque la donnée



132 5 Approximation de ’équation de Landau.

Evolution of the entropy for the spectral method - Evaiution of the entrony for the mulligrid methed -oozodEWmm of the eniropy for the pseudc-isatropio meihod
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F1G. 5.4 - Evolution au cours du temps de Uentropie cinétigue pour (1) la méthode
spectrale, (2) la méthode multigrille, (3) et le schéma pseudo-isotrope comparée avec
celle obtenue par le code isotrope 1d isotrope (TEST B).

Distribution function evciution for the speciral method Distribution function evolution for the multigrid method Distribution funcfion for the pseudo-isotropic method
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FiG. 5.5 — Evolution au cours du temps de la fonction de distribution pour (1) la
méthode spectrale, (2) la méthode multigrille, (3) et le schéma pseudo-isotrope (TEST
B).
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initiale est loin de Péquilibre et non isotrope. En effet, dans le cas Maxwellien, C.
Villani [26] donne la vitesse de convergence de la température vers 'état stationnaire

Ty(t) = T + (T3(0) — T™) exp(~12p1),

ou T est la température 3 P'état stationnaire, p représente la masse totale. Ce-
pendant, dans le cas le plus intéressant, le cas coulombien (v = —3), nous n’avons
pas d'mformation sur le temps de relaxation. D’ailleurs, il n’existe pas de résultat
théorique prouvant que la fonction de distribution solution de Véquation de Landau
converge vers I’équilibre pour y = —3. Le recours a la simulation numérique devient
ici nécessaire pour comprendre les phénomenes physiques.

D’abord, nous présentons dans le tableau 5.3, le temps de calcul total pour une
itération, en utilisant un schéma d’Euler, afin de comparer le temps requis pour
I'évaluation de Popérateur dans le cas coulombien. L’augmentation du temps de calcul
est en accord avec Uestimation théorique pour les deux méthodes en N log N, ot N est
le nombre total d’inconnues. Mais, le temps nécessaire pour 'évaluation de Popérateur
par la méthode multigrille est nettement inférieur 4 celui de la méthode spectrale. Le
temps CPU pour la simulation compléte est donné dans le tableau 5.4. Pour ce test,
nous avons utilisé 8 et 16 modes pour la méthode spectrale et 163, 32 points pour
le schéma multigrille. Les ternps de calculs sont trés proches lorsque 1a méthode mul-
tigrille est utilisée avee 322 points et la méthode spectrale avec seulement 16% modes.
Tes Figures suivantes proposent I'évolution des quantités physiques obtenues par les
deux méthodes. Pour conserver I'ordre élevé de la méthode spectrale, un schéma de
type Runge-Kutta d’ordre quatre est requis. Ainsi, un petit nombre de modes suffit
4 donner une approximation raisonnable: la relaxation de la température (Fig. 5.6 et
5.7) obtenue par Palgorithme multigrille avec 32% points est trés proche du résultat
donné par la méthode spectrale avec seulement 16 modes. Nous pouvons noter que
I’état stationnaire de la température donné par le schéma multigrille est néanmoins
plus précis. En outre, I'entropie donnée par l'algorithme spectral, qui n’est pas un
schéma entropique, est décroissante et correspond bien a 'entropie de la méthode
multigrille. Par contre, le moment d’ordre quatre pour la méthode spectrale continue
de croitre. Enfin, 'état stationnaire de la fonction de distribution est bien décrit pour
les deux méthodes. Pour terminer, la Fig. 5.8 représente 1’évolution de la fonction de
distribution dans P'espace des vitesses 3D, pour f(¢,v) = 0.02, vers Pétat d’équilibre.
Ce résultat est obtenue par la méthode spectrale utilisant 32 modes. Les isovaleurs
de Détat initial correspondent 3 deux sphéres dans I'espace des vitesses JR®. Ensuite,
les deux fonctions de distribution se rapprochent pour fusionner jusqu’a ce que état
stationnaire soit atteint et représenté par une seule sphére centrée.

En conclusion, les deux schémas donnent des résultats trés proches en ferme de
précision. De plus, les tests réalisés a l'aide des différentes méthodes montrent que
la fonction de distribution converge vers un état d’équilibre & vitesse exponentielle.
Cependant, dans le cas coulombien il semble difficile de donner une formule explicite
du temps de relaxation.
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Nombre d'inconnues | méthode spectrale | méthode multigrille
3x8x8 (.03 sec
16 x 16 x 16 0.40 sec 0.08 sec
32 x 32 x 32 9.00 sec 1.88 sec

méthode spectrale

temps CPU

méthode multigrille

temps CPU

8 x 8 xR
16 x 16 x 16

3 min 57 sec
33 min 04 sec

16 x 16 x 16
32 x 32 x32

1 min 52 sec
36 min 53 sec

TAB. 5.3 — Temps de calcul pour les méthodes spectrale et multigrille en fonction du
nombre d’inconnues pour une évaluation de l'opérateur (TEST C).

TAB. 5.4 — Temps de caleul total pour les méthodes spectrale et multigrille en fonction

du nombre d’inconnues (TEST C).

Temperature evolution with 16 modes
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F1c. 5.6 — Evolution au cours du temps de la température pour (1) la méthode spectrale

et (2) multigrille (TEST C).

Entropy evolution for spectral and muttigrid methods

Fourth order moment for spectral and multigrid methods
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FiG. 5.7 — Bvolution au cours du temps de (1) Uentropie et (2) du moment d’ordre
quatre pour les méthodes spectrale et multigrille (TEST C).
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F1G. 5.8 — Evolution au cours du temps de l'isovaleur ftwe,vy0.)=0.02 dans Uespace
des vilesses 3D (TEST C).
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5.2.3 Une premiere discrétisation de 1’équation de Landau non ho-
mogene.

L’objectif de cette partie est de donner une premiére idée pour traiter Péquation
de Landau non homogéne :
af .1
— +v.Vyf=- . 5.21
L 40 Vaf = QUL (5.21)
Nous utilisons un schéma a pas fractionnaire ou de décomposition d’opérateurs. Sup-
posons que f™(z,v) soit une approximation de f au temps " et discrétisons d’abord
Péquation de transport libre,
aof
S +v.Vf =0, pourie[0,Af,

H0.z0) = fi(2v).

Nous posons alors f*(z,v) = f(At,z,v), puis résolvons la partie collisions en utilisant
un algorithme rapide,

(5.22)

of _ 1.5+
5 =2 QD). pourte[0.AL, (5.23)

f0,z0) = f*(z,0).

La solution au terps "1 est finalement donnée par f"Ti(z,v) = f(At.z,v). Lorsque
le nombre de Knudsen ¢ tend vers zéro, les collisions dominent la partie transport, il
faut donc diminuer le pas de temps ce qui rend la discrétisation de I'équation FPL plus
cofiteuse. A partir des tests présentés dans la partie précédente, la méthode multigrille
parait mieux adaptée pour les calculs non homogenes dans 'espace des vitesses en
dimension trois. La méthode spectrale est plus précise, mais le temps de calcul reste
trop élevé. D’autre part, la méthode multigrille qui est seulement d’ordre un, a un coit
de calcul beaucoup plus abordable et U'algorithme de sous-cyclage permet d’utiliser
un pas de temps plus grand. Ainsi, il est possible de réaliser des simulations sur des
temps longs avec un nombre de Knudsen petit. Pour la diserétisation de Péquation de
transport, nous utilisons la méthode de conservation des flux, présentée au Chapitre
2. Celle-ci parait bien appropriée puisqu’elle permet la préservation de la positivité,
la décroissance de Pentropie {qui est théoriquement constante), puis de conserver la
masse, I'impulsion et I'énergie

1 1
D v | =DM

i v? i 22

- Le couplage de ces deux algorithmes convient trés bien pour la discrétisation dans le
cas non homogéne puisque la plupart des propriétés sont conservées au niveau discret.
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5.2.4 Tests numériques dans le cas non homogene 1D x 3D.

A. Le cas d’une bi-Maxwellienne. Nous considérons d’abord une donnée initiale
bi-Maxwelienne en v, avec une forte modulation de la densité

Folzw) = l(J\/tp,,,l;r(fu) + Mpoor(®) (1405 eos(ho) ),

2

avec kg = 0.3. Pour simplifier, nous imposons des conditions aux limites périodiques
en la variable z,

F{t,00) = f(t,Lw), V{tw) € RY x R

Avec ces hypothéses, la masse, 'impulsion et I’énergie sont conservées au cours du
temps et 1'état stationnaire est donné par le produit d’une fonction constante en « et
Maxwellienne en v calculée & partir de la masse, de Pimpulsion et de la température
de la donnée initiale. La température et 'entropie sont présentées dans la Fig. 5.9.
La température totale est bien comservée et Pentropie décroit exponentiellement,
puis se stabilise. Nous observons aussi que la valeur de D’entropie finale correspond
précisément A celle donnée par la solution stationnaive. Dans la Fig. 5.10, I'évolution
de la fonction de distribution dans 'espace des phases (x,v,} obtenue par Uintégration
de la fonction de distribution en (v,,v,) est présentée: 'équation de transport avec
les conditions aux limites périodiques provoquent des oscillations dans Fespace des
vitesses. Ceependant, aprés quelques itérations, Popérateur de collisions agit comme
une équation de diffusion qui élimine les oscillations et homogénéise la fonction de
distribution jusqu’a atteindre P'état stationnaire.

Evelution of the temparature for jest 1 Evoiution of the entropy for test 1
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F1a. 5.9 — Evolution au cours du temps (1) de la température et (2) de Uentropie dans
le cas non homogéne (TEST A).
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F1G. 510 — Evolution au cours du temps de la fonction de distribution dans le cus
non homogeéne dans Uespace des phases en z =0 et z =7 /ky (TEST A).

B. Le tube a choc: Du transport libre aux modéles hydrodynamiques.
Dans cet exemple, nous nous intéressons aux problémes de la dynamiqgue des gaz. C'est
pourquoi, nous observons I'évolution des quantités macroscopiques: p(f,z) représente
la densité du gaz, u(t,z) la vitesse moyenne et T'(¢,z) la température totale. Ces quan-
tités sont obtenues en calculant les moments de la fonction de distribution f(¢,z,v)
par rapport & la variable de vitesse v,

pltay = [ | f(twn)d, ult) = [ ftta)van

pt,x)

et la température

T(t.x) = fltz,o) (ultr) —v)? du.

3p(t,z) Jps

Nous discrétisons alors 'équation de Landau non homogene :

o 3 1
Tvul=Zaun,

ol £ est le nombre de Knudsen, qui détermine la fréquence de collisions. Lorsque
fe nombre de Knudsen tend vers zéro, les collisions dominent la pariie transport et
les quantités macroscopiques {p(t,z),u(t,2),T(f,x)) correspondent de maniére formelle
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avec la solution des équations d'Euler compressibles pour la dynamique des gaz:

( Jp O

d 3] 9 B
a(p )_;‘EE(JOU +_’P)”— ’
7, o

L gg(pe)-kég(pe-kp)u_{}.

Pour fermer le systéme, nous considérons I’équation d’état d'un gaz parfait.
Nous choisissons maintenant une donnée initiale pour le probléme du tube & choc de
Sod:

(o1, 1) = (1,0,1) si0<z<05,
(pryur,T,) = (0.125,0,0.25)  5i 0.5 <z < 1.

A partir de ces quantités, nous calculons la condition initiale pour 'équation de Lan-
dau non homogéne donnée par

folww) =M, 1y s10< 2 <05,

f[)(mﬂ)) = Mpr,ur:Tr Si 0.5 < x S 1.

Nous présentons des simulations pour des nombres de Knudsen différents et compa-
rons les valeurs macroscopiques (p,u, T} obtenues en discrétisant FPL & partir de la
méthode multigrille avec la solution numérique de 'équation de transport libre (sans
collision) et avec la solution numérique des équations d'Euler. La solution débute avec
un gaz de forte densité et 4 température élevée dans la région 0 < x < 0.5 et avec
une densité et une température faibles dans la région 0.5 < z < 1. Le gaz est initia-
lement au repos. A ¢t = 0, le diaphragme séparant les deux régions est ouvert. Ceci
provoque une onde de choc qui se propage dans le milieu A faible densité et une onde
de raréfaction dans le milieu 4 forte densité.

Nous observons que lorsque le nombre de Knudsen ¢ tend vers zéro, les valeurs macro-
scopiques {p,u,T") se rapprochent de la solution des équations d’Euler. D’autre part,
la solution de 1'équation de transport libre (¢ = +o0) développe de forts gradients
par rapport 3 la variable des vitesses. Cependant, lorsque la fréquence de collisions
augmente, c’est-a-dire lorsque ¢ tend vers zéro, 'opérateur de Landau agit comme
une équation de diffusion et le profil de la fonction de distribution en v devient plus
régulier (voir Fig. 5.11).

5.2.5 Conclusion.

Dans cefte partie, nous avons revu et comparé les méthodes spectrale et multi-
grille, puis introduit une nouvelle méthode pour approcher 'opérateur FPL lorsque
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FIG. 5.11 - Evolution au cours du temps de la fonction de distribution ¢ x = 1/2 pour
(1) le transport libre, (2) Uéquation FPL avec e=10"% et (8) e=10"" (TEST B).

Comparison of the density at 1=0.10

free transport —
1 Lo k=1.E-04 —— 7
N euler equation -
0.8 |
0.6 |
04 |
0.2 ]
0 : : : L L | 1 1 1

G t1 02 03 04 05 06 07 08 09 1

F1G. 5.12 — Densité pour Uéquation de transport libre, l'opérateur FPL avec e =101
et le systéme d’Euler au temps t = 0.10 (TEST B).
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Comparison of the temperature at 1=0.10

1 T T T T T T T T

AT free transport ——
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Fi1Gg. 5.13 — Température pour 'équation de transport libre, l'opérateur FPL avec
e=10"* et le systéme d’Buler au temps t = 0.10 (TEST B).

Comparison of the mean velocity at t=0.10
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Fia. 5.14 — Vitesse moyenne pour [’équation de transport libre, 'opérateur FPL avec
e=10"" et le systéeme d’Euler au temps t = 0.10 (TEST B).
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la fonction de distribution est presque isotrope. Cette derniére méthode réduit sen-
siblement le temps de caleul, mais ne peut pas éire utilisée lorsque la fonction de
distribution est loin d’8tre isotrope.

La méthode spectrale conserve seulement la masse globale, mais donne une ap-
proximation des moments et de 'énergie avec la précision spectrale. Un compro-
mis doit étre trouvé sur la taille du support pour éviter Peffet d’“aliasing” tout en
conservant une bonne description de la fonction de distribution. Les tests numériques
montrent que les variations des moments sont négligeables, mais le coiit de caleul reste
trop élevé pour utiliser un nombre de modes suffisamment grand et traiter le cas non
homogeéne en dimension trois en vitesse. De plus, la condition de stabilité sur le pas
de temps est de l'ordre de O(1/N?), ot N représente le nombre total d’inconnues en .

Concernant la méthode multigrille couplée avec le schéma aux différences finies
préservant les moments de la fonction de distribution, elle donne des résultats satis-
faisants avec un nombre d’inconnues peu élevé et un coiit de calcul raisonnable. En
effet, Valgorithme de sous-cyclage évite une condition de stabilité globale sur le pas de
temps et réduit considérablement le temps de calcul. L'utilisation de formules de gua-
drature de type Monte-Carlo diminue la précision du schéma, mais donne néanmoins
des résultats suflisamment précis sur la relaxation de la température et de 'entropie.
De plus, la conservation des moments et la préservation de la positivité sont un avan-
tage pour la simulation en temps long, ce qui permet le couplage avec la méthode a
flux conservatif (PFC) pour le traitement de I’équation non homogeéne.

5.3 Discrétisation de I’équation de Landau non homogeéne
2D x 2D.

Pans la partie précédente, nous avons vu que la méthode spectrale donne des
résultats trés précis pourvu que le nombre d’inconnues soit suffisamment élevé. Ce-
pendant, le coilt de calcul augmente sensiblement avec le nombre de modes puisque
l'utilisation d’un schéma explicite pour la diserétisation en temps implique une condi-
tion de stabilité trés pénalisante sur le pas de temps. En dimension deux, il est possible
de traiter 'opératenr de collision avec un nombre suffisamment élevé d’inconnues tout
en conservant un temps de calcul abordable.

L’objectif de cetie partie est donc de développer un algorithme pour la discrétisation
de I’équation de Landau dans 'espace des phases (z,v) € IR? x JR? couplant la méthode
spectrale pour les collisions et le schéma & fiux conservatif pour le transport. Notre
méthode est basée sur un schéma de “splitting” en temps permettant de découpler Ia
partie collisions et la partie transport. Dans le couplage, un schéma de type Runge-
Kutta adapté pour Ia phase de collisions est utilisé et permet d’éviter partiellement des
pas de temps trop petits lorsque le probleme devient raide. Les principales propriétés
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de notre méthode peuvent éire résumées ainsi
— Précision spectrale pour ’évaluation de Q(f,f) avec N log(N) opérations.

— Précision d'ordre deux en temps évitant une condition de stabilité trop restric-
tive sur le pas de temps due & la raideur de 'opérateur de collisions.

Reconstruction d’ordre trois pour la discrétisation de I'équation de transport
avec correcteurs de pentes.

— Possibilité d’utiliser des grilles différentes pour les phases transport et collisions.
— Possibilité de parallélisation grice au schéma de “splitting”.
Cette partie est organisée comme suit. D'une part, nous rappelons brievement le
schéma, spectral en dimension quelcongue. Nous montrons que 'utilisation d'un schéma,

explicite en temps pour la résolution du systéme différentiel implique une condition
sur le pas de temps du type

At < C g/N?,

ol € est le nombre de Knudsen et V le nombre d’inconnues. Nous rappelons ensuite
le schéma a flux conservatif (PFC) et introduisons la discrétisation de différentes
conditions aux limites.

5.3.1 La méthode numérigue.

Pour le traitement numérique des équations cinétiques du type (5.1), un simple
schéma de “splitting” d’ordre un est obtenu en considérant les deux étapes successives.
Entre le temps ¢ = n Af et #*71, nous approchons Vopérateur de collisions Sa(At)

af 1

f(O,x,v) = fn(fli,v).

(5.24)

Puis, nous posons [*(z,v) = f(At,z,v) et résolvons Péquation de transport S1(At)

97 _ _
gi T v:rf + F(tama?}) ) va = 0}
¢ (5.25)
F(0,2,0) = f*(z,v).
Finalement, la nouvelle valeur au temps "1 est donnée par f*T!(zv) = f(Atz.v).
Alors, un schéma d’ordre deux peut étre facilement dérivé en symétrisant le schéma

d’ordre un:

FrH = §1{At/2) 0 So(At) o S1(AE/2) f™.

Dans la suite, nous présentons d’abord la discrétisation de Popérateur de collisions en
utilisant la méthode spectrale. Puis, nous donnons un algorithme de diserétisation de
Péquation de transport avec des conditions aux limites diffusives ou spéculaires.
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A. Un algorithme rapide pour 1’étape de collisions.

Nous rappelons briévement les principales étapes de la discrétisation de Péquation
de Landau (5.1) par une méthode spectrale.
Nous écrivons d’abord Popérateur de collisions

AN =v.. | d@(v-v*)[(va(m))f(t,v*) (Vo ") (t0) 7. (5.26)

Nous approchons ensuite Ia fonction de distribution par une somme partielle d’une
série de Fourier

ntwy= Y. e BFY (5.27)

ke{-N,.,N}
olt k=(k1,...kq), N est le multi-entier (n,..,n), n représente le nombre de demi-modes

dans chaque direction et le k-éme mode est donné par

1

o _ Féik;.v ;.
Fel) = o /B o S

Nous calculons Uopérateur de collisions pour fy
P P 3

QUfnfw) = [%]ﬁd ST A fult) Br(tm)et F @
I;me{—N,. ,N}?
avec

Brll,m) = /B(Um) | |7 [(z +m)(l—m) — (L + m).l_i_(,z —m) ﬂ] O g

)

Nous obtenons finalement le systéme d’équations différentielles ordinaires suivant

afi _ {E]”f” S femdn [(s—mPRem) - Bmm)|  (528)

dt R
me{—N,..,N}

T3 .
- [E] Z Z f!c-—m fm(ke - mz)(kj — "m,j)Ii,j{m),

i,9=1mec{—N,. N}

avec
F(m) = / oo |72 e M g (5.29)
B(0,m)
L ;(m) = / |w\7+2wemmdw. (5.30}
B{0,m) |wl

L’opérateur est approché par un algorithme en N log(N) basé sur la Transformation
de Fourier Rapide (FFT}.
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B. Discrétisation en temps.

La comparaison des méthodes multigrille et spectrale montre qu’un schéma de
base pour la résolution du systéme différentiel (5.28) n’est pas bien adapté puisque
I'augmentation du nombre d’inconnues conduit 4 la résolution d’un systéme de plus en
plus raide. Ainsi, la forte non linéarité du systéme d’équations et le nombre important
d’inconnues rendent 'utilisation d’un schéma implicite trés colteuse. D’autre part,
la structure “diffusive” de 'opérateur de collisions entraine une condition de stabilité
sur le pas de temps de I'ordre du carré du pas des vitesses pour un schéma explicite.

Proposition 5.3 Soit fg“ Vapprozimation du k-éme mode de | au temps %11,
utilisant une méthode spectrale couplée avec un schéma d’Fuler explicite pour la
discrétisation en temps de Uéguation de Landau homogene. Alors, le pas de temps
At doit satisfaire la condition de stabilité suivante

&

= C(/Y}daf) > 07 At S O(’Y?d?f) ﬁv

ot N? = Zi:l n® et n est le nombre de modes dans chagque direction.

Preuve : posons FP( £), tel que
FRf) = L[S e (e = mPEam) — m? B ()]

R me{—N,.,N}
d
TS S el —ma = mp) g (m),
ij=1mc{~N,. N}
Alors, en utilisant un schéma d’Euler explicite d’ordre un, nous avons
VEC{=N. N}, fith=fi+ At FP(f").

La condition de stabilité sur le pas de temps est donnée par

Vke{-N,. . N}, At<1/Lip(FP{)),

ot Lip(FP;(.)) est la constante de Lipschitz de FFy(.), qui peut étre évaluée en
calculant le jacobien 7 ;

T

< 2 [E] " e (F i) [l =02 (R0] = PG = D)

d
2 (RO + B = D) + Y k=12 0] + [P - D]
tyg=1
Or, les coefficients Fy(m), Fy(m) et I;; sont uniformément bornés par rapport 3 f,
puizqu’ils ne dépendent que de vy et de la dimension de 'espace des vitesses.
qte+d

BLm), (Fam)], glm)] <2 Fgm
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Alors, il existe une constante strictement positive C'(y,d,R), telle que

dF Py,
dg;

. d. n
90t = [ < S22

Finalement, le pas de temps est borné par

1 in €
At < ———— < X T — —N,.. .
— Lﬁp(Fk) = G(’YudR) f[] NQJ Vk € { N? JN}

4d

A partir de la Proposition 5.3, nous observons que le pas de temps décroit lorsque
le nombre de modes croit ou lorsque le nombre de Knudsen tend vers zéro. Cet in-
convénient peut étre partiellement évité en utilisant un schéma d’ordre élevé explicite
avec un large intervalle de stabilité, Pour les tests numériques présentés dans la suite,
nous utilisons le schéma d’ordre trois DUMKA récemment proposé par A.-A. Medo-
vikov dans [18]. Cette méthode est directement inspirée des schémas de Runge-Kutta
et le polyndme de stabilité est calculé de sorte que le domaine de stabilité soit op-
timal. Ainsi, grice au large domaine de stabilité, ce schéma permet de résoudre des
problemes relativement raides et puisque il est explicite, le coiit de caleul reste raison-
nable. L’eflicacité de la méthode peut étre fortement améliorée en utilisant un procédé
de pas de temps adaptatif.

C. Discrétisation de 1’équation de transport.

Cette partie est consacrée 4 la résolution numérique de I'équation de Vliasov
caractérisant la partie transport. Ainsi, nous utilisons une méthode eulérienne qui
consiste a discrétiser la fonction de distribution f sur une grille de Pespace des phases.
Considérons 'équation de Viasov

af
ot

+ Ve {vf)+ V- (Blz) f)=0 (5.31)

couplée avec I'équation de Poisson normalisée

Eltx) = -Vd(tx), — A¢tz)= fggd flt,zv)do. (5.32)

La procédure de diserétisation en temps est basée sur un schéma de décomposition
d’opérateurs. Pour passer de V'étape #* au temps t" 1!,
— 1. réalisation d’une premiére étape d’advection le long de 'axe = pour un demi
pas de temps: f*(z,v) = f({"2 — vAL/2,0).
— 2. caleul du champ électrique au temps 71/2 en utilisant f* pour le calcul de
la charge dans ’équation de Poisson.
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- 3. réalisation d’une étape d’advection le long de 'axe des vitesses v pour un pas
de temps: f** = §f*(z,0 — B2 2)At).

- 4. réalisation d’une seconde étape d'advection le long de 'axe z pour un demi
pas de temps: f(t" " x0) = f*(z — vA/22).

En utilisant cette procédure, nous pouvons nous restreindre, sans perte de généralité,
4 la résolution d'une équation de transport en dimension une

hf+0, (uf)=0, V(tz)c R x [Zmin Tmaz ), (5.33)

oll u est une vitesse constante. Alors, la solution de Péquation de transport au temps
"1 est donnée par

.f(tn+1533) = f(tnaﬁ': —u At): Va € [mmimxmam]'

Nous introduisons une suite de points (%;1/9)icr du domaine de calcul [y, Tmax] €t
posons Az = x40 — Zi_1/2, Ci = [Zj_1/2,Ti41/9]- Nous supposons que les valeurs de
la fonction de digtribution sont connues au temps {" = n At et calculons les nouvelles
valeurs au temps t**! en intégrant Iéquation de Vlasov sur chaque intervalle discret.
Ainsi, en utilisant la solution explicite de ’équation, nous avons

Tit1/2 Tip1/e—uw AL
/ fH ayde = / F"z)dz.

Ti_1/2 Ti-1ya At

En posant

Lit1/2
Di1pp(t) = / f(#"z)dz,

mi—i—l/? —u AL
nous obtenons la conservation du nombre de particules
Tit1/2

/ T ey ds = B,y (1) + / f(Em)de = @iy o). (5.34)

i-1/2 Ljun1 /2

A partir de cette reconstruction nous obtenons le schéma suivant

) i1/ .
Di1p(t") = f f(t"z)dz
xr

FEE A At}
: € : -
= Az Z fo + +ou {fg‘ + —é— (1-— z;) {2- %) (fi+1 — 15)
k=j+1
€5 [0 o,
L (1= 1+ ) Ui — fi-0)-
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D. Discrétisation des conditions aux limites.

Nous considérons Iéquation de Landau non homogeéne (5.1) avec des conditions
aux limites supplémentaires en Ia variable de U'espace physique.

lv-n|f(zwt) = / |v. - ()| K (v — v,2,t) f(2,04,8) du, for v - n > 0,2 € 99,

w10
(5.35)
ol n{x) représente la normale unitaire intérieure au domaine £2. Le flot entrant est
défini en fonction du flot sortant modifié par le noyau des conditions aux limites
linéaire K donné par Pintégrale {5.35). Ce noyau est tel que la positivité et la conser-
vation de la masse soient assurées.

K(ve = v,xt) >0, / K{v, »vaxt)dv = 1. (5.36)
ver(x)>0

D’un point de vue physique, nous supposons qu’a la frontiere du domaine 2, une
fraction e des particules est absorbée par le mur. Ces particules sont ensuite ré-émises
a la vitesse correspondant a celle se trouvant dans le plasma et 4 la température du
mur. Quant & la fraction restante (I — ), elle est parfaitement réfléchie. Ceci nous
conduit & imposer pour les vitesses entrantes

flzot) =(1—a)Rf(zwt) + aMflzut), €0, v-n(x) >0, (5.37)
avec 0 <o <1, et

Rf(zwt) = flozpe —2n(n-v).t), (5.38)
Mflzut) = plzd)fs(v). (5.39)

ou fg est donnée par

2
. v
Js(v) = 2T My 1, (v) = exp (_zk_BTs> :

ol kp représente la constante de Boltzmann et Ty la température du bord 952,
Dans 'équation (5.39), la valeur p(#,z) est déterminée par la conservation de la
masse sur la surface

2aTsu{z,t) Mg, (v)v - nlde = / flzpt)|v - nl|dv. (5.40)

Jun0 wn<0

La discrétisation des réflections spéculaires est évidente pour des géométries simples,
mais est plus difficile pour des géoméiries complexes, par exemple, lorsque le domaine
n’est pas symétrique. Ici, nous nous plagons dans Q = [0,L]?, le flot est alors donné
par

Y(tw) € RT x R%

bl

<I)i+1/2(tn,'u.n S 0) i @Hl/g(tn,v.n 2 0)
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La discrétisation des conditions aux limites diffusives est plus difficile & mettre en
ceuvre. Pour simplifier, nous présentons le schéma pour une équation de transport en
dimension une sur 'intervalle (@in,Tmez). Supposons que les valeurs de la fonction
de distribution au temps t*, (f*);er, soient connues. D’une part, lorsque Porigine de la
courbe caractéristique se trouve & l'intérieur du domaine, la valeur de f au temps ¢!
est calculée A l'aide du schéma PFC présenté précédemment. D’autre part, lorsque
lorigine de la courbe caractéristique est & l'extérieur du domaine, par exemple a
gauche du point £ = ZTpn, nous calculons la valeur ,uf“‘H/ 2(:qu,mﬂ) qui représente une
approximation de j(t,%mn) sur Uintervalle de temps [£7,#*7!] par

tn-i— 1 tﬂ‘+1

QTTTS/ ,u(tazmm/ M, 7, (v)vdodt = / ftzrmm,)vdvdt.
g tn

Ainsi, lorsque la vitesse v est négative, la fonction de distribution sur l'intervalle
(7 471 est calculée & partir des courbes caractéristiques
dXx
“(s)
5

- L’origine de la caractéristique au temps t™ peut, &tre facilement localisée X (8" 1,2, ) =
Zmin + (" — ¢). En exprimant la conservation de la masse, nous calculons alors

=, X(t} = Tmin-

tn+1

2w Ts f M(tal‘min) Ml,D,Ts (U) vdvdi
Al u>0
tn—i—}

= / / X (1"t Zmin )0} v dt dv
<0 JEn
Tonin—U O
= —f / F (" xw)dr do.
EASURLE 2

Finalement, la valeur 1" "Y/2(z:,) correspond 3 la moyenne de p(t 2 ) sur [£7,2711]
Tmin =Y At
f f " oxw) dedu
MH—LI/Q mzn — W20 S Typin
27Ty At Mo, (v )'Ud'u
S0

Ainsi, & partir de ,u”H/ 2 nous pouvons approcher le flot de particules lorsque l'origine

de la courbe caractéristique est & l'extérieur du domaine. Lorsque la vitesse v; est
positive, nous notons par ¢ € [#%,#"*1]) le temps tel que Zpm = X (61" a, /2); MOUs
avons alors

i+1/2 3
Dot joy (1) = / ( Ftew)de + | i) v dt

X+ o) £

i
= Az Z I+ (=) " (@) Mo (0))-
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5.3.2 Tests numérigues.
TEST 1: le cas Maxwellien d — 2.

La donnée initiale est choisie dans la classe des solutions exactes isotropes [4]: nous
posons & = 0.5 et considérons

o) = g (1= 555 (1= BL) e

Les résultats numérigques sont comparés avec la solution explicite

ot = s (1- 52 (1- 1)) emot- 21,

ou S = 1—0.5 exp(—21). Dans ce cas les températures T (£), T2(¢) sont égales puisque
la solution reste isotrope. Ce test est effectué pour comparer 'efficacité du schéma
d’ordre trois DUMKA avec le schéma d'Fuler explicite standard. La simulation est
stoppée lorsque U'état stationnaire est atteint ce qui correspond 3 la stabilisation de
I'entropie cinétique. Nous utilisons un nombre de modes n = 16, 32 et 64 dans chaque
direction, tandis que le pas de temps At et le support de la fonction de distribution
dépendent du nombre de points de la grille. D’une part, le temps total de calcul
est présenté dans le tableau 5.5 en fonction du nombre de modes. II montre que
le schéma DUMKA utilisant une procédure de pas de temps adaptatif permet de
réduire sensiblement le temps de calcul lorsque le nombre d’inconnues augmente. En
effet, I'utilisation de la méthode spectrale avec 64 modes et du schéma DUMKA
est pratiquement quatre fois plus rapide que I'algorithme utilisant le schéma d’Euler.
D’auntre pars, la norme de 'erreur quadratique est tracée dans la Fig. 5.15. Le schéma
d’Euler donne bien évidemment une approximation & l'ordre deux O(Aw?) puisque
il satisfait une condition de stabilité du type At < C Av?. En outre, la solution
numérique obtenue par le schéma DUMKA est bien plus précise. Le schéma DUMKA
semble donc étre prometteur pour la discrétisation d’ordre élevé de équation de
Landau par la méthode spectrale.

La Fig. 5.16 représente 'évolution du pas de temps At lorsque le schéma DUMKA
est utilisé avec une procédure de pas de temps adaptatif. Nous constatons que lorsque
la. fonction de distribution devient proche de I'équilibre, il est possible de choisir un
pas de temps beauncoup plus grand.

TEST 2: I'amortissement Landau dans le cas non homogéne.

Nous considérons maintenant le systeme de Viasov-Poisson couplé avec ’équation
de Landau:
af af
m + Va5 + Etx)

af
Jug

= S QD). (5.41)



5.3 Discrétisation de ’équation de Landau non homogeéne 2D x 2D.

151

Nombre d'inconnues | DUMKA adaptatif | DUMEKA Af fixé | EULER At fixé
16 x 16 000.6 sec 001.6 sec 001.2 sec
32 x 32 005.0 sec 013.0 sec 012.0 sec
| 64 x 64 143.0 sec 515.0 sec 512.0 sec

TAB. 5.5 — Temps de calcul total pour les schémas DUMKA et Euler en fonction du

nombre de modes (TEST 1).
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Fra. 5.15 —  Evolution ou cours du temps de Uerreur quadratique relative pour le

schéma (I)I_Euler (2) DUMKA et (3) DUMKA avec pas de temps adaptatif en utilisant
16, 32 et 64 modes dans chagque direction (TEST 1).
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FI1G. 5.16 — Evolution au cours du temps de Uentropie numérigue el du pas de lemps

pour le schéma DUMKA (TEST 1).
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La donnée initiale est donnée par

1 : 2
— = e~ (vitup)f20 (1 + acos(kz)), Y{z,vmvy) € (0,1} x IR2,

f(O,a:,va,,vy) = 2'JT 02

o o=0.24, o=0.5, la période en espace est L=4 et k=2x/L. L’équation de Vlasov
développe de la filamentation dans 'espace des phases et de larges gradients en v
sont générés. Ainsi, un nombre important de points est nécessaire pour discrétiser la,
partie transport. C'est pourquoi, nous utilisons une grille dans l’espace des phases
composée de N;=32 dans l'espace physique et N, =N, =64 dans la direction des vi-
tesses. D’autre part, ’équation FPL agit sur des échelles plus lentes en temps et le cofit
de calcul de Popérateur de collisions augmente sensiblement lorsque le nombre d’incon-
nues est aceru. Nous utilisons alors une grille plus grossiére (32x32) pour ’évaluation
de l'opérateur FPL. Les deux grilles de Pespace des vitesses sont liées par une inter-
polation par polynémes trigonométriques. L’évolution de I'énergic électrique diseréte,
3. Az EZ(2), est tracée & 'échelle logarithmique dans la Fig. 5.17 en fonction du
nombre de Knudsen . La valeur ¢ = +00 correspond 4 I'équation de Vlasov-Poisson
sans collision. Dans ce cas, 'amplitude de ’énergie électrique décroit d’abord de fagon
exponentielle et oscille ensuite autour d’une constante. Par contre, en présence de col-
lisions, l'amplitude de I'énergie élecirique continue de décroitre en fonciion du temps,
De plus, lorsque la fréquence de collisions est suffisament élevée, la décroissance reste
exponentielle. Concernant I'évolution de la fonction de distribution dans 'espace des
phases (z,v.), sans collision, les variations de 'énergie électrique créent des bosses
autour de la vitesse de phase v4 = w/k, ont w est la fréquence d’oscillations et k le
nombre d’ondes. Par contre, lorsque la fréquence de collisions est suffisament impor-
tante, I'opérateur de collisions agit comme une équation de diffusion et les oscillations
générées par le couplage avec le systéme de Vlasov-Poisson diminuent (voir Fig. 5.18).
Finalement, lorsque la fréquence de collisions croit, Pénergie électrique tend vers zéro
et la fonction de distribution est stabilisée & I"équilibre. Dans la Fig. 5.18, nous repor-
tons évolution de la quantité

Ftwg) =/ F (2 ug,0y) di duy.
RxIR

TEST 3: Les conditions aux limites de réflection.

Nous considérons ici I'équation de Landau non homogéne (5.1) dans Pespace des
phases de dimension quatre 2D x 2D. Nous notons l'espace physique € = (0,1} x (0,1)

aa_f—!‘vvxf: EQ(faf)': V(t,XJV) E'IR+ XQXIR?’

f(t = O,X,V) - f(](X,V); V(X,V) €2 x RQ:

Ftx,v) = p(t) exp (—v?/2a,(z)), V{tx,v)E RT x 0 x R* v-n <0,
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Fic. 5.17 — Evolution au cours du temps de Uénergie électrigue en échelle logarith-
mique en fonction du nombre de Knudsen, (1) e = +o0, (2) ¢ =200 et (3) € = 50.

ol n représente la normale extérieure au domaine. La quantité p(f) est calculée de
sorte que le nombre total de particules soit conservé, o, (z) représente la température
imposée & la frontiére. On prend

G'w(X)l: { 3o six=0ye{01),

o sinon

et la donnée initiale est

2 1 2
fo(x,v) = -2—71”; exp (— (m(vx +21‘)g * y)) )

avec o = 0.25 et Vespace des vitesses est tronqué 3 ve. = 4.5. La fonction de
distribution initiale représente la densité d’un gaz dont la vitesse initiale moyenne est
w(z,y) =(-1,0) et la température initiale est constante 7'(z,y) = (0.5,0.5).

Dans la suite, nous considérons 'évolution des quantités macroscopiques: la den-
sité p, la vitesse moyenne u, la température 7' du plasma et des quantités suivantes

Fy (ﬁ,fl;‘,?}m) = / f(t:i'aya?))dyy dya
[0,1]x IR
Fm (t,y,vy) - / f(tag"ayav)de d:E,
[0,1}x R
Flty) = fltzyv)de dy.
J0

D’une part, nous présentons les résultats pour =1, le nombre de cellules en x est
N,=64, N,=32 et Ny ,=N,, =32 modes dans chaque direction pour la discrétisation
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5.3 Discrétisation de ’équation de Landau non homogeéne 2D x 2D. 155

dans D'espace des vitesses (Fig. 5.19}). D’autre part, pour e=0.1, nous utilisons seule-
ment 167 modes pour la discrétisation de l'opérateur de Landau et N, =N,, =32
points pour la résolution de I'étape de transport. Ceci pour éviter une condition de
stabilité trop pénalisante sur le pas de temps. Le lien entre les deux grilles se fait par
une interpolation par polynémes trigonométriques (voir Fig. 5.21).

Les Figures montrent les isovaleurs de la vitesse moyenne et de la température
pour différentes valeurs du nombre de Knudsen é=0.1 et 1. Le front de la vitesse
moyenne et de la température se déplace le long de 'axe des x et est réfiéchi a la
frontiere z=1. Pour de petites valeurs du nombre de Knudsen, la température et la
vitesse moyenne développent de forts gradients. Concernant les projections (v;,v,), la
fonction de distribution intégrée en (z,y) est initialement une Maxwellienne centrée
en u={-1,0) et se déplace ensuite jusqu'a atteindre un état stationnaire uenq=(0,0),
avec une température différente. La projection en (z,v;) montre que lorsque la partie
transport doinine les collisions (¢ = 1), de forts gradients dans I'espace des vitesses
sont générés. Ceci nécessite I'utilisation d’un nombre important de points dans ’espace
des vitesses. En outre, pour de petites valeurs du nombre de Knudsen (g = 0.1), les
collisions sont dominantes. Ainsi, I'opérateur FPL introduit plus de diffusion et la
fonction de distribution f dans I'espace des vitesses est plus réguliere.

5.3.3 Conclusion.

Nous avons introduit une méthode efficace pour Papproximation de 'opérateur
(5.1) dans le cas non homogéne. L’opérateur de collisions est résolu en utilisant une
méthode spectrale qui consiste seulement 4 approcher la fonction de distribution par
une série de Fourier et & discrétiser 'opérateur FPL dans Pespace de Fourier. Cette
méthode conserve la masse et donne une approximation de 'impulsion et de I'énergie
avec une précision spectrale pourvu gque le support soit suffisamment grand. Pour la
discrétisation en temps, un schéma d’ordre élevé est nécessaire pour préserver la haute
précision de la méthode, mais la condition de stabilité de Pordre de O(1/N?) est trés
restrictive. Le schéma d’ordre trois DUMKA améliore sensiblement les résultats en
terme de précision et de vitesse de calcul lorsque nous utilisons une procédure de pas
de temps adaptatif. Pour conserver la précision spectrale de la méthode, il faudrait
utiliser un schéma de type spectral pour la résohition nurérique de I’équation de
Vlasov. Mais, ceci ne permettrait pas de traiter des problemes dans 'espace physique
avec des conditions aux limites réalistes. Ainsi, nous avons préféré le couplage avec
un schéma conservatif pour la phase de transport.

Finalement, cette méthode donne de bons résultats avec un nombre de modes
dans 'espace des vitesses relativement peu élevé. La méthode multirésolution consiste
a discrétiser la partie transport avec un nombre de points élevé, dans 'espace des
vitesses, tandis que Popérateur de collisions est approché avec une résolution plus
grossiere. Une interpolation par polyndmes trigonométriques fait le lien entre les
deux grilles. Cette approche numérique se justifie d'un point de vue physique par
la différence d’échelles entre les deux opérateurs, En effet, les collisions coulombiennes
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agissent sur des temps plus longs, alors que le transport crée de fortes variations dans
I'espace des phases sur des temps brefs.
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Chapitre 6

Existence de solutions pour
Vlasov-Darwin.

6.1 Introduction.

Le modeéle de Darwin a été présenté par le physicien C. G. Darwin dans la revue
Philosophical Magazine dans un article intitulé “The dynamical motion of particles”
[8]. Ce systéme est une approximation des équations de Maxwell écrites sous la forme
d’un Lagrangien avec un potentiel retardé, lorsque la vitesse des particules est petite
devant la vitesse de la lumiére, mais pas négligeable. Nous pouvons aussi obtenir le
modele de Darwin & partir des équations de Maxwell écrites sous la forme habituelle.
Nous rappelons d’abord le systéme de Maxwell pour une densité de charge p et une
densité de courant j données; les champs électrique E et magnétique B vérifient

é%_f ~V xB=—poj, V(tz)€R" x R (6.1)

da_f 1V x E=0, ¥(tr)e R x B, (6.2)

V-E:B—, V-B=0, Y(z)cR" xR, (6.3)
€0

oll €y représente la permittivité du vide, ¢ la vitesse de la lumiére et ug la perméabilité
du vide, laquelle est reliée & ¢ et ¢ par la relation pgeg ¢ = 1.

Pour obtenir le modele de Darwin & partir des équations de Maxwell, il est
nécessaire de décomposer le champ électrique en deux parties: ume partie longitu-
dinale ou irrotationelle, ¢’est-a-dire 4 rotationel nul, qui sera notée Fj et une partie
transverse ou solénoidale, ¢’est-a-dire & divergence nulle, notée £

E(tz) = Er{tx)+Ep(tz), VxE,=0 e V-Ep=0

L’approximation de Darwin consiste alors & négliger les variations en temps de la par-
tie transverse devant les variations de la composante longitudinale. Ainsi, I’équation -
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d’Ampére du systeme de Maxwell devient

1 dEL

c? ot
D’un point de vue mathématique, cette approximation change la structure hyperbo-
lique des équations de Maxwell, en effet le systéme approché est elliptique. Puisque
d’une part V x Er =0, il existe une fonction scalaire ¢ (dés gue Ej, est suflisamment
régulier), telle que £y, = —V¢. D’antre part, V- Er = 0, alors 'équation V- E = p/ep
du systéeme de Maxwell peut étre remplacée par

—~VxB=—upj, Ytz e R xR. (6.4)

Ep=-Vé et ~—Aq§=€£.
0

Ensuite, en prenant le rotationel de I'équation (6.4), il vient
VXV xB=pVxj
et puisque V - B =0, le champ magnétique satisfait 'équation suivante
—AB = pgV x j.

Enfin, compte tenu de la loi de Faraday (6.2), nous établissons 1’égnation vérifiée par
le champ transverse Ep
a 1 §%Fr aj

—AET—VXVXET*_EVXB='C_2W_#O“§£-
L’utilisation du modéle de Darwin se justifie aussi du point de vue de la simulation
mumérigue. En effet, la discrétisation du systéme hyperbolique de Maxwell entraine
des problemes liés d’une part A la condition CFL et d’autre part au transport des er-
reurs numériques lorsque le maillage est trop grossier. La discrétisation des équations
de Darwin sous sa forme elliptique semble étre plus stable numériquement, puisque
la condition de stabilité disparait et la dissipation est contenue dans les équations.
Des schémas numérigues discrétisant le systéme de Darwin ont été implaniés et
semblent donner des résultats satisfaisants (voir par exemple [24]). Ce modele présente
également un “avantage” sur e modele électrostatique, oil la seule équation de Poisson
est considérée, car il prend en compte les effets induits par les champs magnétiques.

Lorsque I'on souhaite décrire '’évolution d’un plasma non collisionel, il faut coupler

les équations des champs avec I'équation de Vlasov relativiste

of

Lt 0(€) Vaf + a(B(L7) +0(€) X B(t) Ve f =0,
oll f représente la fonction distribution d'une espéce de particule (ions, électrons,...)
et g la charge d’une particule. La variable £ désigne P'impulsion et v(£) est la vitesse
relativiste des particules

£/m

V1I+E2/m2e?

v(§) =



Sa 7
P e

) : i T B oo
ware tadu b by =l T

- LLEL P NANDY 9
BIBLIOTHEQUE DES SCIENCES
Hue du Jardin Botanique
54600 VILLERS-LES-NANCY

6.1 Introduction. 165

ol m représente la masse d’une particule. Ainsi, les densités de charge p et de courant
7, néeessaires pour la résolution des équations de Maxwell ou de Darwin, sont calculées
& partir de la fonction de distribution solution de ’équation de Viasov

i) =dnq [ Jta s, ) =ang [ @) e

Le couplage des équations des champs et de ’équation de Vlasov donne un systeme
non linéaire quadratique en f. Le probleme de D'existence de solutions faibles et clas-
siques pour le modéle simplifié de Vlasov-Poisson est bien compris dans la plupart des
cas [3, 18, 21, 23]. La question de I'unicité est résolue pour les solutions classiques et en
partie pour les solutions faibles. Nous mentionnons par exemple le résultat d’unicité
de R. Robert pour les solutions faibles 4 support compact [22] et celui de P.-L. Lions
et B. Perthame pour les solutions fortes avec une condition sur Uexpansion du sup-
port [20]. Concernant le systéme de Vlasov-Maxwell, R. Glassey et J. Schaeffer ont
traité le cas des solutions classiques en dimension 1DV/2 et 2D%/2, mais le probléme en
dimension trois n'est que partiellement résolu [10, 2, 14]. Pour les solutions faibles, R.
DiPerna et P.-L. Lions ont donné un résultat d’existence de solutions pour le systéme
de Vlasov-Maxwell classique lorsque la donnée initiale fy appartient & L' N L (IR%)
et a une énergie finie (non relativiste}

f fo v 2dzdy + / B(O)? + |B(0)|2dx < +oc. (6.5)
RE xR 2 /i

Ce résultat est particulierement intéressant puisqu’il n’utilise que les estimations na-
turelles sur ta solution.

Pour le systéme de Darwin linéaire, P. Degond et P.-A. Raviart ont montré 'exis-
tence et Punicité d’une solution lorsque les densités de charge p et de courant j sont
suffisamment réguliéres [11]. Mais, le probleme d’existence de solutions du systéme
de Vlasov-Darwin n’a fait 'objet d’aucune étude. La technique mise au point par R.
DiPerna et P.-L. Lions pour les systémes de Vlasov-Poisson et Vlasov-Maxwell ne
g'applique pas directement au systéme de Vlasov-Darwin, En eflet, Pestimation na-
turelle de 'énergie pour le systéme de Vlasov-Darwin ne fournit aucune information
sur la composante transverse du champ électrique Ep.

Dans cette partie, nous traitons le modéle de Vlasov-Darwin et prouvons Pexis-
tence de solutions faibles sous une condition de petitesse sur la donnée initiale.

Nous présentons également un résultat de convergence de la solution du modéle de
Vlasov-Darwin vers la solution du systéme électrostatique de Vlasov-Poisson, lorsque
la vitesse des particules est négligeable devant la vitesse de la lumiere.

Ce chapitre est organisé comme suit. Dans un premier temps, nous précisons 1'adi-
mensionnement du systéme de Vlasov-Darwin en vue du résultat de convergence. En-
suite, nous donnons les estimations a priori naturelles sur les champs Fy et B dans
'espace L®(IR L?(IR2)), puis sur les moments en £ de f. Sous une condition de pe-
titesse sur ['énergie et la taille de la donnée initiale, nous établissons 'existence d'une
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borne sur le champ électrique transverse Fr dans 'espace L®(IR; ,Lfoc(ﬂ%i)). Puis,
nous étudions un probleme régularisé et le passage a la limite qui permet d’obtenir
Texistence d'une solution faible pour Vlasov-Darwin. Dans la derniére partie, nous
montrons que lorsgue le ratio de la vitesse des particules sur la vitesse de la lumiére
tend vers zéro, le systéme de Vlasov-Darwin peut étre remplacé par le modale simplifié

de Vlasov-Poisson.

6.2 Adimensionnement des équations de Vlasov-Darwin.

Pour distinguer les fonctions scalaires et 4 valeurs vectorielles, nous introduisons

la notation:
IP(R®) = (IP(RY)P, p>1.

Compte tenu des observations de la partie précédente, I'équation de Vlasov relativiste
s’écrit

ad

—8:1]; + o) Vo f +q(E+v{l)xB)-Vef =0,
couplée avec le systéme de Darwin pour le calcul des champs (K, B)

(1 JEL _

0_2_(’}{““ va:*nu‘Uja

aB

- -

o1 + ¥V x Er O,

v.E,=" v.B=u,
€0

\E:ET—FELet V-Er=0, VxIr=10,

ou les inconnues sont (f,Er,ET,B).

Dans le but d’étudier la convergence de la solution du modéle de Vlasov-Darwin,
lorsque la vitesse des particules devient petite par rapport & la vitesse de la lumiére,
nous réalisons un adimensionnement des équations basé sur les échelles caractéristiques
= longueur caractéristique de Pespace physique,
= temps caractéristique,

impulsion caractéristique,

vitesse caractéristique,

SN N I ol

= densités de charge et de courant caractéristiques,

ol

champs électrique et magnétique caractéristiques,

b
]
i

fonction distribution caractéristique.
Les inconnues s’expriment alors en fonction des valeurs caractéristiques, par exemple

f=fFf E=EFEE B=BD5B
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Pour alléger les notations nous notons encore f’ par f, E' par E, etc. Les équations
de Vlasov-Darwin sécrivent alors

of @t —_f(c E T
—_ p— . = — = B " =
o+ 00 Vos +aBt (S m 4Tl x B) - Vef =0,
avec
(L E 9F; iL
ct cB ot HoJ
L ¢B 8B
—_— e E -
T a7 o TV XET=0
E
€@=—V - B = p,
\ Lp
ol

B ¢
M B e fmre

v(é) =

et Péquation de continuité devient

Notons par £ le ration de la vitesse caractéristique des particules sur la vitesse de la
lumiére, nous avons

£ B . E ' —
Sy, LBy Gomh el =1 et w=1F

:67 — 3 0=
mwu E Lp m

=I] b~

La quantité w, s’appelle la fréguence cyclotronigue et nous la supposons de I'ordre de
e/t. L’éguation de Vlasov adimensionnée est alors donnée par

O 46 Ve f + (k) + 0(0) x Blta) - Ve = 0, (6:6)
ol la vitesse relativiste est donnée par
S — (6.7)

V1 +e2|€]2

et les champs électromagnétiques vérifient le modeéle de Darwin adimensionné

r OF; .

E-—aT—VXB—'—Ej,

oB

SE‘FVXE’T—O, (68)

V-BEp=p, V-B=0,

\E:ET-f-ELet V'ET:O, VxFE,=0
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Les densités de charge p et de courant j sont calculées a partir de la fonction de
distribution f

pltz) = [ MEzQdE, j(tz) = / v(§) f(t2,€)dE.
iz I
Enfin au temps ¢ = 0, la fonction de distribution est donnée par une fonction f
St =02.6) = fo(x:£), (w£) € R® x IR’. (6.9)

Dans la suite nous montrons que le systéme de Vlasov-Darwin adimensionné admet
une solution faible sous une condition de petitesse sur la donnée initiale. La fonction
de distribution f({,z,£) € L®°(R",L' N L>®(IR%)) et satisfait au sens des distributions
I"équation de Vlasov (6.6). Les densités de charge p et de courant j sont telles que

P, § € LO(RY; L3 (RY)).

Les champs Er, Fr, B vérifient au sens des distributions les équations de Darwin
{6.8) avec

(Br,Er,B) € LP(R; L% + LOIRY)) x L&y 5 L2 (IR3)) > L (IR 5 IL2 (1)

Dans la suite, nous noterons

7(§) = V1+e5P (6.10)

Théoréme 6.1 Soit fy une fonction positive, appartenant ¢ L' N L®(R® x R*) et
vérifiant

/I;?’" RSL@;—_if@d;ﬁd§<+w7 E%*LBfo(w,f)dSEEQ(Rﬁ),

De plus, nous posons 7
Ag = Ay + e AP A3

ot Ay et Ao sont donnés par

A= follze et Az = [l (1ol +2£(0)"7,
ou

E(t) zfmmg“/—@%—lf(f)dmd@r%/w [EL() + Bt da.

£

Supposons qu’il existe une constante o > 0, indépendante de fu, Fp(0) et B(0), telle
que
JEl/QAo <1,

Alors, le systéme de Viesov-Darwin (6.6)-(6.8) admel une solution faible.

La preuve de ce théoréme sera faite en plusieurs étapes: nous recherchons d’abord
des estimations e prieri sur la fonction de distribution f et les champs électriques
Fr et Er et magnétique 7. Nous étudions ensuite un probleéme régularisé pour lequel
nous montrons ’existence d'une solution globale réguliére. Puis par passage & la limite
dans le probleme régularisé, nous prouvons que le systéme de Vlasov-Darwin admet
bien une solution faible.
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6.3 Estimations a PrioTi.

Dans cette partie, nous noterons par C{fg.¢), les constantes ne dépendant que de
la donnée initiale fy et de . Puis, par C(fp), les constantes ne dépendant que de la
donmnée initiale fj.

La premiére estimation a priors est la préservation de la positivité de la fonction
de distribution f et la conservation des normes LP, c’est-a-dire pour toute fonction
convexe ® € W, (IR),

loc
[ stapies [ a(pizo)dde (611
JIRE IR R? % IR®

Nous établissons ensuite la conservation de I'énergie.

Proposition 6.1 Seit (f.Er.Fp,B) une solulion réquliére du . systéeme de Vlasou-
Darwin. Alors, Uénergie totale, qui s'¢cril

E(t):ﬁigxmsl%;lf(t)dmd$+;/ B ()2 + | B(t)|? d, (6.12)

est conservée au cours du temps.
De plus,

2 1 . ‘
[ms /Eq/ef(t)lf.! dédﬁgfmg /{;>1/€f(t)|§|d£d <(14+V2) E().  (6.13)

Preuve : compte tenu des définitions de v(£) donné par (6.10) et de v(£) introduit
dans {6.7), nous avons

g2t
1+ 222
Nous multiplions I’équation de Vlasov (6.6) par v(£) et intégrons en (z,£):
i
dt Jmswms

V(€)= = £2u(§).

WO fdeds f <20(¢) - (B + Ey) fdeda = 0.

R3xR3
Ce qui donne
el

dt fp s (&) fdE dx staj (Er + Er)dz = 0. (6.14)

R

Ensuite, nous considérons les équations de Darwin (6.8), multiplions la premiére
équation par ¢ (Br + E1) et la deuxiéme par € B et intégrons sur RS ;
52 d 2 ' 2 :
—— |Ey| da:—s/ VxB - (Epr + Er)dz = w—S/ i (Er + Ep)dz,
2 dt IRZ IRS ]RB
e? d

% |B|2d:;r+€f VxEr-Bde = 0.
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Ainsi, en additionnant ces deux égalités, nous obtenons

< d B |2d5r'+52d |B)? da: — 52/ - (Br + Ep)dz (6.15)
Tdt g T T T S e T J T T LA '

Alors, les égalités {6.14) et (6.15) impliquent la conservation au cours du temps de la
quantité suivante

1 1 f
/ l(glfdgdm+m/ |B|? dz + / |Er)? dz.
Jm3xm* £ 2 J/me 2 S
Enfin, la conservation de la masse totale donne la conservation de I’énergie:
e(t) = Y=L earr L[ 1B12a lf B2 d
b(t)/mamg o Jdedety | |BPdw g [ (Bl de

Pour montrer 1'inégalité (6.13), il suffit de remarquer que

1 P
11 V2 max(Leld) = 14 /I eee | e

< €)%

Corollaire 6.1 Nous supposons gque la donnée initiale fy est positive et telle qu’il
existe une constante C(fy.e) strictement positive vérifiant

fo € L® 0 LYIRS), [ foy(€)déda + [ NELO)? + |B(O)Pdz < C(fo.). (6.16)
R 3

Alors,

ety <eo= [ O fasder g [ (B0 +1BOP) do < Ol

Nous donnons maintenant un deuxiéme Corollaire qui établit une borne sur (f, 7,5}
uniforme par rapport & e.

Corollaire 6.2 Nous supposons que la donnée initiale fo est posilive et telle qu’il
existe une constante C(fo) strictement positive vérifiant

fo € I 0 L} (IRS), / fole2dede + / EL (O + [B(O)[Pds < C(fo).  (6.17)
IR J R

Alors, Uénergie £(t) est uniformément bornde par rapport i € ef telle que

2 - 1 "
/11?,3-/|§|§1/5f(t)|£| dé dz + 5/11? Ll>l/6f(t)|§fd£d < (1+V2) @) < C(fo).
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L’estimation de I'énergie donne & la fois des estimations sur les champs (£r,B)
et sur les momenis en ¢ de la fonction de distribution. Ceci permettra d’obtenir des
estimations sur les densités p et 7.

Nous rappelons maintenant un lemme d’interpolation classique qui nous sera utile
tout au long de ce chapitre [6].

Lemme 6.1 Sila fonction de distribution satisfait
FENI=EY), [ i e D). mzo.
P

Alors, il existe une constanie C > 0, telle que

il

. 3/(3+m)
Iolsenss < CUAEL™ ([ 1epms asae)

3/(34m)
clilgesess < CURIEL™ ([l doag)

Preuve : nous observons d’abord que les densités p(t) et £7(¢) sont homogénes par
rapport & la variable £, puisque ¢ |v(£)| < 1, nous avons effectivement |¢ 7| < p. Ainsi,
il suffit d’estimer p(z):

- [Jeow — [ reods jwf(z,f)d&
CR Wl + [ e e

IA

Il s’agit maintenant de trouver le rayon R pour lequel cette inégalité est optimale.
Nous posons alors a = C'||f||ze et b= [ps [€™ f(2,6) d¢ et minimisons

¢(r)_ar +b—

,‘,am

. i 1 3
Le minimmim de ¥ est atteint pour la valeur r = [% ] /(m+3)

optimale

g , ce qui donne I'inégalité

3/(m+3)
/ Flwg)de < O ||yl ( [Rg lflmf(:c,f)df)

[

Pour le systéme de Vlasov-Darwin, I'estimation de I'énergie permet d’obtenir une
majoration des moments en £ de f. Ces estimations donnent plus de régularité sur les
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densités de charge p(t) et de courant j(¢) dans les espaces LP(IR2), pour p strictement
supérieur & un.
Proposition 6.2 Sous Uhypothése (6.16} ou (6.17), les densités de charge et de cou-

rant satisfont

Cifollia (ifoll + £(0)*1, (6.18)
C (I foliz: + £0)). (6.19)

lo(@)lzers + lli @ pars
17 CEH e

Preuve : nous montrons d’abord que le premier moment en £ de f est borné dans
LYR3):

[ lf (b ) de = [ €1F (b,2.,6) dE + / €1F (t.,6) de,
JIR? Jlgl<t gf> 2

1/ .
< [Pt de e (— PR d&) .
lel<t £ Jig>1
Ainsi, en intégrant en z, il vient

| 5
[ reagade < [ ruegais [ rueg

i
+ e (g foo ] 00 da:).

Enfin, en appliquant le résultat de la Proposition 6.1 sur la conservation de I’énergie
et la conservation de la moyenne, nous établissons

[ astagdzds < 1ol +(1+e) (L4 V) EO)

Ce qui montre que le premier moment en & de f est borné dans L' (IRY).
Ensuite, nous appliquons le lemme d’interpolation (Lemme 6.1) pour m = 1 et

- montrons le résultat
1/4 34
Ol elitlans < OO ([ lelftagacds)

3/

< OO (Ioll + 0+ (1 +vE) £©)

Pour conclure la preuve, nous estimons j{¢) dans IL'(JR2):

(k)] = feaod| < [ wlreagde

w1+l
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Ainsi,

0l < [ 15 taddds < (Il + (421 + VD) EO).

Estimations sur le champ Fr.

L’estimation de I'’énergie (6.12) ne fournit aucune information sur la composante
transverse du champ électrique Fp. A partir du systéme de Darwin, nous dérivons
Péquation suivante sur Er

2 .
Ok, 205

—AE C i )
THE op ot

(6.20)

Ensuite, 'équation de Vlasov (6.6) permet d’exprimer %;—: lequel dépend implicitement
de ET,

_% [Rgv(f)t@v(f)vxfdﬁ

- [ (14 21627 12(1d - 20(E) @ v(€))(Br + Br + ev(¢) x B)J de.
J g3

ol
v(&) ®v(f) = (vi(§) vj(E)<ijes

puisque
1

i e

Ftant donné que le terme source %% de T'équation (6.20) n’est pas suffisamment
régulier, nous ne pouvons pas appliquer une méthode variationnelle classique pour
établir une estimation sur Ir. Notre démonstration est donc basée sur une technique
de dualité. Pour ce faire, nous avons besoin d’imposer une condition de petitesse sur
la donnée initiale. Afin d’introduire cette condition, posons

divi (&) = bi; — £ vi(€) v(8).

Ap = Ao + e AP A3, (6.21)

ou A et Ay sont donnés par

172

Av=follpr et Ay = 1folli2 (I follzr + €2 E(0)) (6.22)

Le résultat suivant donne une estimation sur le champ électrique transverse Er
sous une condition de petitesse sur Ap.
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Proposition 6.3 Nous supposons qu’il exisie une constante o > 0 indépendanie de
la donnée initiale, telle que

oel2C Ay < 1. (6.23)
Alors, il existe une constante C(fq,0) strictement positive, telle que
| Br(®)ligz,ps < Clfoo) £,
ot Uespace fonetionnel I2+IL° est muni de la norme Il g2y ge définie par

p2+bllgs, Er=a+b, ac L*(R), be LS(RY)}.

1Erll 2 ge = inf { fla

Nous montrons d’abord des lemmes intermédiaives pour préparer la démonstration.
Commencons par le Lemme de Mih’lin qui concerne 1’équation de Poisson.

Lemme 6.2 Soit p €]1, + oo, a € C3(IR>\ {0}) telle que
3C >0, |¢®Da(s) < C,

ot « est un multi entier tel que |o| < 3. Alors, Popérateur linéaire g — F'aF g est
continu de LP dans L¥, ou F représenie la Transformation de Fourier.

En appliquant ce Lemme & équation de Poisson, nous avons le résultat suivant.

Corollaire 6.3 Soit g € LP(IR?), avec 1 < p < +oo, considérons 'équation de Pois-
som,
—Au = Dig,

ou Dpg indigue la premiere dérivée partielle de g selon la k-éme composante. Alors,

iUk

IDju e = | F*
JRE FE

F glle < Collglies,

ot Yy désigne le k-éme coefficient de Fourier.
Pour la preuve du résultat, nous renvoyons par exemple & [15] ou [16].

Lemme 6.3 Soit g € L*(IR*) N ILS5(IR%). Alors, la fonction g peut étre décomposée
de maniére unigue dans Uespace IL°(IR?) par

g=9r+9g1. gr.gr € L*IR?), Vxgr=0, V-gr=0.

De plus, nous avons gr, gr € IL6/5(IE23) et if exisie une constante €' ne dépendani pas
de g telle que

lgrllgsrs < Cligligers, lgrllg> < Clgllge
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Preuve : puisque la fonction g appartient & L?(JR*), nous pouvons appliguer la
décomposition de Hodge [5]: la fonction ¢ peut donc s’écrire comme la somme directe
de gr et de g1 avec

g=gr+91. 97,91 € L*(R?), Vxg,=0, V.-gr=0.
Puisque g vérifie V-gr=0, il existe une unique fonction ¢y € ¥ telle que g7 = V x4,
et I'espace Y est défini par la complétion de

{u e (DRY);, V-u= o}, (6.24)

pour la norme du gradient v — [Vu|| ;2 (voir par exemple [9, Chapitre IX] ou [5}).
De plus, 1, est solution de ’équation suivante au sens des distributions

—Athy =V x g.

En appliquant le Lemme de Lax-Milgram, nous montrons que ce probléme admet une
solution unique 1, € Y. De plus, nous savons que g € L572(IR%), alors en appliquant
le Corollaire 6.3, nous établissons ’existence d’une constante C > 0, telle que

Viby € (LR, Vbl gers < C llgllgoss-
Alinsi,
gzl gers = IV X gl gors < ClIVapgllgors < C llgllgose-

Nous déduisons alors que g, = g — gy € L%/ *(IR?). Ce qui conclut la démonstration.
0

Lemme 6.4 Soit gr € IL?(IR*) N ILY3(IR%), tel que V - gr=0. Alors, le probléme
—Ap=gr et Pev (6.25)

admet une solution unique dans lespace Y défini par (6.24). De plus, il existe une
constante € > 0 ne dépendont pas de gp, telle que

[l L + [Vllge < C max {llgrl gz lgrligess} -

Preyve : la démonstration de I'existence et de I'unicité d’une solution de (6.25) se
fait par une méthode variationnelle classique dans 'espace de Hilbert ¥ muni de la
norme du gradient w — ||V 2.

D'une part, 4 'aide des inégalités de Gagliardo-Nirenberg-Sobolev, nous établissons
[25]

Ill e < C IV g2 < C 1D goss- (6.26)

D’autre part, Uinégalité de Calderén-Zygmund appliguée & ’éguation de Poisson
donne, puisque gr € s/ {IRY)

HDQ"p“Lﬁ/ﬁ <C ”9TH15515 (6.27)
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et puisque g7 € L2 (IR?)
ID*ll g2 < C llgrllge (6.28)

Ensuite, en rappelant que Vinjection de Vespace W 2(IR®) dans IL5(IR?) est continue,
nous montrons une estimation sur V¢ dans ILS(IR%)

IVligs < C (IVll g2 + 1Dl p2) - (6.29)

Alors, en regroupant les inégalités (6.26), (6.27), (6.28) et (6.29), nous obtenons la
premiére estimation

IVeligs <C (IV9lge + D%l g2) < € max {|lgrilgzllgrlipes} - (6.30)

Ensuite, les inégalités (6.26) et (6.30) indiquent que 3 appartient & W1H8(IR3), dont
Pinjection dans espace IL™°(IR®) est continue. Nous montrons donc

lpllze < C (lllge + [Veplige) < € max {|lgr

rllgrllpes (6.31)

A partir des inégalités (6.30) et (6.31), nous concluons la démonstration

llfe + [ Vellge < C max {llgrllzz,lgriiyess } -

Lemme 6.5 Soit (f,.5,B) une solution réguliére du systéme de Viasov-Darwin rela-
tiviste. Posons

Mostta) = [ (04 P frag) de
]RS
Alors, nous avons

UM Blle < €2 C Rl (lolles +2 €)' (6.52)

Preuve : il suflit de considérer un réel B > (0 et de décomposer M _;(¢) de la facon
suivante

& [ feadya+ 2Py
Rt _
= ¢ [ Fltwg) (L fe?) "2 de + 22 / Ftm.8) (1+ 227 de,
[§i<R

l€l>R

< @) / 1+l e + = F(ta) (1 + i) 2 de.
<R E? Jig>r
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Puisque,

R 2,2 2

- dr e |57
2 14 e2igi2)-1/2 g g2 / gtr < B2
) /I§I<R( i) ¢=15 o (1+e2r9)i2 = 2 ’

NOUS avons,

& / Fta€) (1 +e2)e?) V2 de
1R3

2
< Ol B+ g [ a0 Rl e

Ainsi, en posant
1
0= U@l 18%e e b= [ flreg i 2 de,
nous minimisons la fonction {r) = ar + b/r et obtenons
Y 1/2
& Moa(ta) < CF0)I7 ( /B FwE) (L4 Sl des) :
1 reste donc 4 estimer I'intégrale du second membre. D’une part, nous avons
[ fea) 1+ eyt g
R

= [ feeo R de s [ fus) (1422 e
lel<1/e > /e

1
C N = [ d )
(p(t,m) +e (E [, s 5))

D’autre part,

[

1@z < [ follzee-

Ce qui permet d’estimer la norme L? de la quantité M_;, en appliquant le résultat
de la Proposition 6.1 sur 'estimation de Pénergie,

EIM B < E2CIFOIYE (IFOIn + =€),

< 1/2
< 20N RIV2 (ol + 26(0) 7 = /2.4,

g

Nous présentons maintenant la démonstration de la Proposition 6.3. Compte tenu
du peu d’information gue nous possédons sur %—3{, nous ne pouvons pas appliguer les
méthodes variationnelles classiques pour obtenir une estimation sur le champ trans-

verse Ep. Cette preuve est donc basée sur une méthode de dualité. Nous montrons
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une estimation sur le champ électrique transverse K en imposant une condition de
petitesse sur la donnée initiale.

Preuve de la Proposition 6.3: soit g € IL2(IR®) N IL*/(IR%). D’une part, grace au
Lemme 6.3, la fonction g peut étre décomposée suivant sa composante longitudinale
et transverse

'_q=gT+gL, Vxgr=0 V.gr=0

Dautre part, grace au Lemme 6.4, il existe une unique fonction ¢ € Y solution du
probléme suivant

—AY=gr, pEY. (6.33)

Etant donné que les champs E;(t) et B(t) appartiennent & l'espace L2(IR3) et j(2)
4 Despace Y 3(1[-33) et compte tenu de I'équation donnant le champ électrique trans-
verse Fp (6.20) et de (6.33), nous avons

“Ep | 5 0j
+ & a,

<~AET+£28

gy i >=0.

Les trois termes de ce produit de dualité donnent

< —AEpp) »>= —/ Er - Ay dx =/ Evr - grde :/ By gdr. (6.34)
R} R? /i

Puisque V x Er, = 0, nous avons E; = —V¢ et V -1 = 0, nous obtenons donc
PE & ¢
2 L 2 2
= — = =,V >=0. 6.35
g < 5 b > gt < 8t2v¢’¢> £ < 522 (i (6.35)

1l reste donc a estimer le produit de dualité suivant
< g2 g%,'¢ > (6.36)
A partir de ’équation de Vlasov, nous pouvons calculer le terme %
3y .
5= [ O 6 Vars (6.37)
- /Rg(l + 6Py (Id — Po(€) @ v(€)(Br +ev(€) x B)f d€,  (6.38)

- [ YA ole) @ v(€)) Br f de. (6.39

Cette estimation sera faite en plusieurs étapes.
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Etape I. Nous commencgons par estimer

< [ w00 V) dsi >
J IR

Compte tenu des régularités de la densité de charge p(¢) € L1 (IR?) N EAP(IR?) et de
Ia fonction ¢ € WS(IR?®) obtenue dans le Lemme 6.4, nous obtenons

2 f O W) - Vaf)dEh >= —62] Ft2,8) () (V) v(€) da de.
R R

3XR3
(6.40)
Posons alors
Kita) = [ |t ) dt
Jm?
A Taide de I'inégalité de Holder, il vient
e [ w000 - apaw > <€ O 190l 041
1l faut donc estimer la norme L/5(IR%) de K(t,z). D’une part, nous avons
Kl =2 [ J0a8) o e < [ )i
Jme A+eE?) 7 Jme
ainsi,
2 [|K@) pase < o) llzass- (6.42)

IY’autre part,

eK(tz) = € f Ft,2.,8) (€| de + 2 / Fta,€) fo(&)] dt,
|E}<1/e |€|>1/e

1
2 ; 2d 2 <4 l d .
£ .Lgl/sf(t’x,f) [E]°de + ¢ (&_Lbugf(t,m,g) B 5)

Gréce & l'inégalité (6.13), nous avons alors

IA

2 [ Kltz)dz <& (14 V2) (). (6.43)
H?,3

Enfin, en utilisant une inégalité d’interpolation entre les espaces L1 (IR*) et L?(IR?),
puis les inégalités (6.42) et (6.43), nous concluons

I < QLT R0
< g3 ((1 +2) E(t))1/3 ”p(t)”i{f;g, (6.44)



180 6 Existence de solutions pour Vlasov-Darwin.

En regroupant les inégalités (6.40), (6.41) et (6.44), nous obtenons I'estimation sui-
vante

€% < /;R;”(@ (W(€) - Vaf) degp > | < e2PC(E@N o2 IV Bllge.  (6.45)

Enfin, compte tenu de (6.45), de la conservation de ’énergie {6.12) et Pestimation de
la densité de charge p {6.18), nous concluons la premiére étape

62

< [ o wle)- Var dsa > (6.46)
Fizs

< CEPEO) foll (oller + OV IV s
Etape II. Nous allons traiter le terme (6.38) ne contenant pas la composante Er.

< [ R (1 o) ®0(0) f By + 20 X B w > . (6.47)
¥izs
D’une part, en appliquant l'inégalité de Holder, nous avons

E?

[ (=) (1= @ vie) B ) i as e
R

A

2 c/' M1 (6,2)| EL [0} da.
IRS
< 2 C UM @)lg2 1Bl gz Il (6.48)

D’autre part, en procédant de la méme maniére pour le terme comprenant le champ
magnétique B et en observant que ¢ [v{£)] < 1, nous établissons

62

[ 50 T (1 P(e) @ 0(6)) ev(€) % B) - it da
<€ CIM AWl |BOg [z (649)

En regroupant les inégalités (6.48), (6.49), nous utilisons 'estimation de M_; donnée

3

par {6.32) et de I'énergie fournie par (6.12) et obtenons ainsi 'inégalité ci-dessous

2 / (1 + 262) V2 (1d — e*u(€) @ v{€)) F(EL +ev(€) x B)wbdé dx
]Rﬁ

1/2

< 2 RIY2 (ol +2£0)) 7 £0)2 [pfe. (6.50)

Etape IIL. 1l reste & estimer le terme contenant By (6.39). Celui-ci vérifie

< [0+ 2 (1 = @) @ 0(e) £ Brgab >

<O [ Mota)iBlplae. (65
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Compte tenu des égalités (6.34), (6.35) et (6.36), nous avons

i
Ergdei=—e2< oy, (6.52)

le Bt

Puis, les trois étapes (6.46), {(6.50), (6.51) ci-dessus ont permis d’établir l'existence

d’une constante C(fp) > 0 et d’une constante C > 0 ne dépendant pas de fy, telles

que: pour toute fonction g € L8/° N IL2 (IR%)

EBrgdzl < C(fo) ([9llne £/% + V4] o £27)

i R®
Ve f  Moa(t) | Br| da [l
o

Ensuite, grace aux Lemmes 6.3 et 6.4, nous avons

i/ Ergdz
BS

< Cfo) e (1 +€Y%) gl porspp2 (6.53)
+ &0 [ M) |Eridelal oo

Nous rappelons que le dual de Pespace (L2 N IL.5/%) est L2+ L5 (voir par exemple [4,
Théoréme 2.7.1]). Donc, pour tout ¢ € L2(IR%) et b € LI(IR®), tels que Er = a + b,
NOus avons

& fma M_1(t,z) [Br|de < || M1 ()] g2 lallgz + |l M1 () zoss B gs.  (6.54)
Gréce 3 (6.32), nous obtenons

M )2 < 20 FollY2 (Ifolle +26(0) 2 =20 Ay, (6.55)

ol As est défini par {6.22). Observons aussi que

EIM @l = [P fawde < 2ol < 2l = A
(6.56)
ou A; est défini par (6.22). Ainsi, par I'inégalité de Hélder
2 3
E Ml < (E IMa@lp)™ (MA@l

(S2A1)2/3 (51/2 C.AQ)U ,

< O 2 A

[/

Nous rappelons que Ap est défini par (6.21)

Ao = Ay + e AP AL,



182 6 Existence de solutions pour Vlasov-Darwin.

Ainsi, en regroupant (6.53), (6.54), (6.55) et (6.56), pour tout « € L2(JR?) et b €

3

Eﬁ(ﬂ%g), avec for = a + b, il existe une constante & > ( telle que
‘ f Ergdz
RS

En prenant l'infimum de [[al|;2 + ||b||z6, tels que Ey = a + b, nous obtenons alors
pour tout g € L5 N IL?

i/ Engz‘
RS

Par dualité, nous avons

< Clfo)e?(1 + /%) lgll y6r5 02

+ e Ay (ol + [6]20) lglgerseo

< Clfo) 51/2(1 + 51/6) “.(]HEG/%ULQ +oel/? A ”ET”_IL2+1L6 ||9”1L5/5m:33'

1 Erligaype < C(fo) (1 +e0)et? + o0&l Ao |Br 2y
Donc, sous la condition de petitesse sur la donnée initiale:
oet? A < 1,

nous établissons une majoration uniforme: il existe une constante C( fo,0) strictement
positive, telle gque
IEr (&)l g2, go < Clfo,0) (140,

Ce gui achéve la démonstration de la Proposition 6.3. O

6.4 Etude d’un probléme régularisé.

L’objectif de cette partie est la construction d’une suite de solutions réguliéres
approchant la solution du systéme de Vlasov-Darwin. Nous étudions alors un probléme
régularisé pour lequel les estimations données dans la partie précédente restent valides.
Le parametre € n'intervient pas, nous prendrons donc & = 1.

D’abord, nous régularisons la donnée initiale fy et supposons

supp folz,.) C B(O,Ry) et fo € CHIR® x IRY). (6.57)

Ensuite, nous considérons 6, (z) € C*(IR?), radiale telle que
suppl, C B(0,1/n), / Opde =1, 60, > 0.
]RS

Nous nous intéressons alors au systeme de Vlasov-Darwin régularisé [6]:

% - 0(E)-Vof + (By + Er + (&) x B) #0n - Vef = 0, (658)
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et aut temps ¢ = 0, la fonction de distribution f vérifie
f(U,Z‘,f) - fﬂ(mag): V(.T,f) € IRS X 'ZR3
et les champs (Er(t,z),Er(t,%),B(t,2)} sont donnés par

( OE
wa—;—Vsz—j*Hn, (t,z) € RY x R?

a—B+V><ET=0, (tz) € RT x IR?

! ot (6.59)

V-Bp=p%b,, V-B=0, (tz)eR xR

\ E=Er+E,et V-Er=0 VxE, =0 (tz)e Rt xR

avec

) = [ feadide i)~ [ o) frag)de

Proposition 6.4 Sous les hypothéses mentionnées ci-dessus, le systéme de Viasouv-
Darwin régularisé (6.58)-(6.59) admet une solution (f™ E}E},B™) vérifiant

/te CHIRY x R? x R%),
E,B" € CYIRT; IH'(IRY)) et B} € LY(IRT;Y),
ou Y est défini par (6.24).

En appliquant une démarche similaire & la partie précédente, nous vérifions fa-
cilement que les estimations précédentes restent valides pour le probléme régularisé
(6.58)-(6.59) et grace & Uinégalité de Young

1f *glle < fllpe gl

Ces estimations sont done uniformes par rapport & n. En effet, nous avons

— conservation de I'énergie:
T 1 T i
et)= [ GO0 e dedsts [ 1B+ B 0 do = £(0)
I R 2 s
— inégalité d’'interpolation:

" @ lls + 17Ol < 151 (ol + 0+ v2) €)™
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~ estimation 2 + IL° de EZ(t) sous la condition de petitesse:

— conservation des normes LP : pour toute fonction 4 € CL(IRT,IRT),

[ B (t,28)) dodt < f B fol ) drd.
J s Rt

De plus, la solution du probléme régularisé satisfait les propriétés suivantes, mais
non uniformément par rapport  n:

300 >0, TID MWl < COND @l Vo e [1,+ o],

oit D f7{¢) = (Vi f"(t),Vef™(¢)). Enfin, la solution f™(¢) reste & support compact en
(z.£) et le support est contenu dans la boule de centre 0 et de rayon R™(t) défini par

4
R*(t) = Ry + /0 ma (1, (B (s) + P (5)) = Ol =) ds.

Nous montrons aussi que F2(¢) est borné dans IL®(IR?) sans restriction sur la taille
de fy et sur 'énergie initiale.

Le paragraphe suivant est consacré & la démonstration de l'existence d’une solution
du systéme régularisé. La preuve est basée sur la linéarisation du probléme.

6.5 Preuve de la Proposition 6.4.

Dans cette partie, nous montrons que le probléme régularisé (6.58), (6.59) admet
une solution. Les estitmations qui suivent sont valables pour un n fixé. Ainsi, pour
alléger les notations nous ne marquerons pas la dépendance de la solution en n.

La démonstration est basée sur la linéarisation du probléme (6.58)-(6.59). Nous
désignons par f! la solution du probléme de transport libre (E%=B"=0),

fl(t,it’,‘,f) - fo(:.,," - 'U(é-) t:é)

L’équation de Vlasov relativiste linéarisée s’écrit alors pour la (k + 1}-2me itération,
k>0,

afichl
ot

£ u(€) Ve f T+ (BF + EE 1 u(&) x B¥Y £ 0, - VeffT =0, (6.60)
ol les champs (E§,E%¥ B¥) sont supposés connus. Ainsi, & partir de la solution lians
nous calculons les nouveaux champs (ERT ES1 BE+1). Le champ magnétique B!

vérifie une équation elliptique

V x V x BH (1) = (v x F L 4 en) (), V-Bl(tz)=0. (6.61)
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Ensuite, le champ longitudinal E’EH satisfait Péquation de Poisson

V. B () = (pkﬂ s en) (ta), Vx E¥ti(t) =0, (6.62)
Enfin, E%"H est solution du probléme variationnel suivant : Eé“ﬁ'l(t) eYetVweY
f \ VE#*’I(t,.f) Vuw(z) + (AkH (E%H * Bn) (t,az)) w0y (x)dz (6.63)
B
= / (I’”‘l * 9,,?,) (t,z)  wiz)dz,
R3
ou pour simplifier I’écriture, nous avons d’une part posé,

T ta) = T8Nt x) + T8 (), (6.64)

avec

I (1) — / o€) Vaf* (6,6) - 0(€) de

JR3

ot
ié“-(t,w) = f (1 1€2)Y2(Id — (&) @ v(&)) Atz ) BX ™ (t2) 0, (x) de
RS

_/ (1+ €)Y (Id — v(&) @v(€)) FH (tr,)v(&) x B (1) * Oul) dE.
IRS
Puis, d’autre part la matrice A*T! est donnée par

Al () = f 1+ [ED™H? (1d — v(€) ®v(€)) fFF (ta ) dE. (6.65)

IRB

Etude de I’équation de Vlasov linéaire.

Proposition 6.5 Nous suppesons gue la donnée initiale fy vérifie les hypothéses
(6.57) et que (BE(t), E¥ (1), BE(t)) sont donnés et appartiennent ¢ IL2 (IR%) x IL* (IR} x
LS(IR?). '

Alors, éguation de Viasov linéarisée (6.60) admet une solution unigue classique
et reste & support compact contenu dans B(0,R¥T\ (1)) avec

et 1 . Je &
Rty < Ry +f max (I,II(ET(S) + Ei(s)) * Hnﬂloo) ds.
0

Preuve : nous utilisons les propriétés de la convolution, pour obtenir des estima-
tions uniformes & partir d’une régularité minimale sur les champs (EE(t),E% (£),B%(1)).
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En effet, ’équation (6.60) est une équation de transport linéaire avec des champs
de vecteurs réguliers. Le systéme définissant les courbes caractéristiques

(dX(s) e
ds v{Z(s)},
4 digé) - (Ei(S,X(S)) + Fh(s,X(s)) + v(E(s)) x Bk(S,X(s))) ‘0, (6.66)
X(t) =z, E(t}=¢

admet donc une unique solution globale, s — (X {s,f,2,£),Z(s,t,2.,£)) et la solution de
I’équation de Vlasov linéaire (6.60) est donnée par

FEHL(4,2,6) = fo(X(0),2(0),

ou X(0) = X (0,t,2,8) et Z(0) = E(0,t,2,£). De plus, en dérivant une fois 'équation de
Vlasov (6.60) en (z,£), nous obtenons

%D FEY 4 0(€) - VLD A 4 (BE 4 EE 4 0(8) x BR) %0, - VD AT = @R

ol
GFl = (Dw(€)) Vo "' + D(E} + Ef + v(€) x BY) « 0, - Ve 5.

Nous déduisons que pour tout p € [1, + o),
d k+1 k i k k+1
DS Blie < (141D (BED) + BEE) 1 0(€) x BE®) = Ol ) [DFF@)llss.

Par un lemme de Gronwall, nous montrons que la quantité ||D f¥+1(#)||z» est bornée
par C(8y,).

Enfin, la solution f¥*1(¢) reste & support compact et suppf*tt(t) € B(0,RF (1))
onl
t

ey < R(}-l-/o max(1,||(E§§(s)+E§2(s})*9n|lp)ds.

Etude du systéme de Darwin linéaire.

La fonction de distribution f%T1(¢) est solution de I'équation de Vlasov linéaire.
Elle vérifie donc la propriété suivanie

IO e < 1 O)ze = [ollze, P € 1, +00]. (6.67)
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Proposition 6.6 5ila donnée initiale vérifie les hypothéses (6.57). Alors, les champs
BEFL BT of EEVY wérifient :

3C(0n) >0, VE=0, [|BZ Blgs + IELH @)llge + 185 ()] g2 < C6a).
Preuve : nous donnons d’abord une estimation du champ magnétique B*+*, lequel
vérifie
_AB* (1) = (v 9 Lana® 9n) (t.2).
Gréce aux propriétés de la convolution et par application du Corollaire 6.3, nous avons
IVB* " )| gors < C L7 % 0n ()l oss < C N follor 10n] zoss-
Ensuite, 3 'aide de I'inégalité de Gagliardo-Nirenberg-Sobolev, nous savons que

1B ()] g2 < CUVBET ()] o

Ainsi, en regroupant les deux inégalités précédentes, nous obtenons une premiere
estimation de BF+1,

IB¥ )| g2 < Clifoller 10n]l o (6.68)
De la méme maniére, il existe une constante C > 0, indépendante de &, telle que
IEE @) g2 < ClUfollr 10l Loss- (6.69)

Enfin, nous traitons le champ transverse E;ﬂ“, lequel vérifie le probléme varia-
tionnel: Eg&“ €Y et pour tout w €Y,

fR VEE™(L2) Vi(z) + (A’““(t,:z:) (E;H *en) (t,a:)) a0, (2)de

| = /313 (IkH i Hn) (t,z) - w(z)dz,  (6.70)

oit le vecteur Z7F1! et la matrice A*+! sont respectivement définis par (6.64) et (6.65).

La démonstration de Pexistence d’une solution est basée sur le Lemme de Lax-
Milgram dans 'espace de Hilbert Y. La coercivité provient de la positivité de la ma-
trice A¥T1. Enfin, la régularité du terme source provient du produit de convolution. De
plus, nous obtenons une borne uniforme: prenons dans la formulation variationnelle
la fonction test w = E'é._cfl, il vient

/BS \VEE 2ds < /m: (o i s 0, B, (6.71)

Ainsi, en décomposant le terme de droite et en rappelant que |[v(£)| < 1, nous avons
d’'une part

bl

= \ / , ( / v(f)-vmf’““v(g)df)*en-Eﬁldaz
R \J IR

/ms TFl v, EXflde

< / Pt % 0, |VERT da,
.JR3
< ol 16a] 22 [ VEET 1. (6.72)
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D’autre part, puisque B**1 et Ef“ sont uniformément bornés dans L?(JR*), nous
établissons

‘ / AT EE N de
IRS

- ‘/ (11 1€P)"2 (1d - v(E) ® v(e)) £+ x
IRG

}(BEP 4 0(&) x BF) w0y BEM # GpdodS |

< WA (BT + BEY s« 0, g | EATY # 0| oo,
< Aol (B g2 -+ 1B¥ gm0l g2 | B | o 102 | poss -

Compte tenu de l'inégalité de Gagliardo-Nirenberg-Sobolev, nous avons

1B

re < CIVEFT )l e,

d’on

‘ | T By < Ol (5 g + 1B )00 100l s IV 5 g

(6.73)
En regroupant les inégalités (6.71), (6.72) et {6.73), nous montrons Uexistence d’une
constante C(8,) > 0, indépendante de k, telle que

IVEE W15z < C0,) [VEE )]z,

c’est-a-dire,
3C(0a) > 0, |[VEF™ (#)l|g2 < C(Bn)-

Par conséguent,
3CB) >0, [|EEF @) e € C6n). (6.74)

Remarque 6.1 L’estimation uniforme des champs (E(t),E% (t),B%(t)) dans Uespace
ES(R?) x L2(IR*) x E2(IR®) et les propriétés du produit de convolution permettent
de contréler le support de la fonction de distribution f*T1 uniformément par rapport
a k. Ainsi, pour tout k > 0, le support de la fonction de distribution f*(t) est inclus
dans la boule de centre 0 et de rayon R{t), tel que

3C(6,) >0, R{)<Ry+C(b,)t (6.75)
Pour achever la démonstration de la Propaosition 6.4, il suffit de montrer que la

solution du probléme linéarisé converge vers la solution du probléeme régularisé lorsque
k tend vers Uinfini.
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Passage a la limite: & — +oo.

Soit (fk,EE,E%,Bk)kEW la. suite de solutions de 1’équation de Vlasov linéaire
(6.60), (6.61), (6.62), (6.63). D’une part, Ia majoration (6.67) donne une borne de
la fonction de distribution f* dans L2(JR* x IRS) . T existe done une sous suite de
(F*)k>o et une fonction f € L2 (IR x IR%), telles que

¥ — f faiblement dans L*(IR™ x R®), lorsque k& — +oc.

H

D’autre part, les majorations (6.68), (6.69) et (6.74) donnent des estimations uni-
formes des champs électromagnétiques (E%,E% B¥). 11 existe donc une sous suite de
(E’;c”aEE7Bk)k20 et (ETaEL-:B)a tels que

B¥ ~ B faiblement dans L*(IR* x R?), lorsque k — 400,
E} > Ep  faiblement dans L*(IR" x IR?), lorsque k — +o0,
Ef —~ Er faiblement dans L°(IRT x R?), lorsque k — +oo.

Il reste & montrer que la limite (f,FEr,Er,B) est solution du probléeme de Vlasov-
Darwin régularisé (6.58})-(6.59).

- Nous estimons d’abord, la différence des champs magnétiques B*+1 — B¥,
VXV x (Bkﬂ' - B’“) (tz) = —A (B’““ - B’“) (ta) = V x (j""“ — jk) + 0 (1,7).

Donc, & partir de I’inégalité de Gagliardo-Nirenberg-Sobolev, nous avons

(B —BEY)lge < CIV(BE = BY(0)| goss

< ONGFT = 55) % 0 t)]| pors,

< ¢ ( [, “f’“)(t)ldéda:) T
3 IR

<

1/2

ot ([ 1= k) 1o
e xm?

ol le rayon R(t) est défini par (6.75). Nous en déduisons alors que

1B*H = BEY Wl > < Ca) (7 = Y@z (6.76)

Nous procédons de la méme maniére pour la différence des champs longitudinaux
EfTT — E£ 11 vient alors

IESY — EEY®) g2 < CO) 17 — 150 22 (6.77)

Nous faisons la différence des équations (6.70) relatives 4 E% et EXt| puis prenons
E’fﬁl - Eé& pour fonction test. Nous obtenons

[ VER - BR 0P+ [ BT - BRI« 0,4 (OB — B)(0) + 00 do
1R3

]R3
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- /IRa (I =I5 O - (Bp = B)(H)do (6.78)
+ /w HEETL - BEY(E) % 0,(AF — AR (¢) BR(2) + 6, dax. (6.79)

Dans la suite, nous estimons les termes (6.78) et (6.79) en fonction de la quantité
IV — B8 .
D’abord, puisque |v(£)] < 1, nous vérifions

‘ [ @ =20 0 (B - B0
IRS
< [l - Bh))| ded,
IR,

< N = 0B) () + Onll e [V (BETY — EEY ()52,
< R ||(FE = 5@z 10n |1 IV(EET — BEY(®)]| -

Ainsi, il existe une constante ¢ > 0, dépendant de #,, telle que

= O”(fkﬂ—fk)( 1)l 2 ”V(Ekﬂ Ef) Nige
(6.80)

[ @ = Thy 0, (B4 - B0

De la méme maniére, nous avons

/ (ZEth — I5Y(8) = 0, - (BEYY — EE)(t)d=
]R3

< [ I = OIET @) +0() x B0) 5 0l(EE — B)(0) + 0, dede
[ TN = B 0l 10— B )+ byl
/Rﬁf'“(t)l’v(é)X(Bk+1—3’“)(t)*9nf (BET — BE)(2) + 6nldcd.

En utilisant les majorations obtenues précédemment sur B*** — B* données par (6.76)
et sur Ef“ — E% dans (6.77) et les bornes uniformes sur B* dans (6.68) et E¥ données
par (6.69), nous montrons I'existence d’une constante C(#,;) > 0, indépendante de k,
telle que

< C6) 151 = 1Pl 1 BE = Bl .

(6.81)
En regroupant les inégalités (6.80) et (6.81), nous obtenons une majoration du terme
(6.78)

1[R3(I§+1 —IE) 50, - (BATY — E5)(t)da

U S(Ik“ —I*) %0, - (EET — EX)dz
iR

< CB,) |FF = Al IV(EE — ES)| .
(6.82)
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Il reste & obtenir une estimation de (6.79) : puisque le support de f* est uniformément
borné, il existe une constante C(f,) > 0, telle que

' /m, ) HEETY — BR)(8) % 0,(AF — AFFNY () BE (1) + 0, dz (6.83)
< COINEFT = ER) Dl ge 15 = SO Lo-
En regroupant les inégalités (6.82) et (6.83), nous avons,

IV(ER" — BR)@)iE: < COMEF = BR®)gs 15 = M@0 22
+ CONVEET = ER)®)ge 17 = 702

Grace & I'inégalité de Gagliardo-Nirenberg-Sobolev,
HEE = ER@gs < [V(EFT — BRHOI g2,
nous abtenons la majoration suivante
IEF = BROllgs < CO) N = )0 | (6.84)

Pour achever la démonstration de la convergence, il faut estimer la différence

(F441 = 14

"g__t(fkﬂ — Y+ u(E) - VLR -
+ (Efr<7 + E% + v(§) x Bk) % O - Vg(fkﬂ —

= —{BE- BT + (B - B 4 o(©) x (B - B} 0, Vst
Nous multiplions alors Péquation par (f**!1 — f*) et intégrons en (z,£), il vient

}_i B+l pki2 g, k1 gk ‘ Gl ek
2di [mﬂ [f2 = FP dwdg + /IR (FEFL — f5Yo(e) - Vo f5H1 — 1%) de de
¥ fﬂa =R (BE 4 B 0(€) x BY) 00 Vel = 1) dudg
= —/W . (fE+1 — fk) {(EE — Eﬁ—l) + (E% B Eéi‘l)} %0, - vgfk dz dé
_ le o (fk‘-l—l o fk) {U(g) % (Bk _ Bk—l)} " gn . vffk dr df

En utilisant les estimations d’erreurs sur les champs (6.76), (6.77), (6.84)}, nous ob-
tenons finalement V'existence d'une constante C'(6,) > 0, indépendante de k, telle
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que

1d
2dt JR3xms

< IVeftlam [ ([ 1 ) x

x {|Ef - Bf7 + |BE - BEY 4 |B* - B} w0,
< COD N PPl FE = e

Ainsi, nous établissons I'inégalité suivante

d

NG = 1@z < COn) 15— £ B)ILe.

Par récurrence, nous en déduisons Uestimation suivante de f¥™1 — 7% dang Pespace
L*(IR? x IR?)

|ffc+1 _ fkl2 dedg

k
17— e < SO

Ce qui prouve la convergence forte pour tout 7 > 0 dans L2([0,T] x R®) de la suite
(f*)pemv vers f et compte tenu de (6.76), (6.77) et (6.84), la convergence forte de
(B*(t),E% (£}, E5(1) )pen dans L2 (IR?) x L2(IR®) x ILS(IRY) vers (B, Ey,Er).

La limite ainsi obtenue satisfait les équations suivante au sens des distributions

— AB(tx) = (V x j *8,) (t,x), V-B(tz)=0. (6.85)

Fuis, sur le champ électrique longitudinal

— Ap(tz) = (px0n) (t,x), Er(te) = —-Vétz). (6.86)
De plus, £7 € L=([0,7];Y) est solution du probléme variationnel,
94
/ VEp(t) Vwdz = l(t) %0, -wdr, YweY. . (6.87)
Jm? Jms O

En utilisant la régularité des champs, la fonction f vérifie f € CY{[0,7] x R* x R%),
avec f(t) A support compact et p,j € CH([0,T] x R?),

af
bt
Itant donné que les termes sources des équations (6.85), {6.86) et (6.87) sont régularisés
en espace et dérivable pour chaque ¢ 4 dérivée continue en temps, nous avons B,
Er € CH[0,T]; C=(IR*) N FH'(IR?)).
Montrons maintenant que (Fp,Ep,B) vérifient le systéme de Darwin régularisé
(6.59). Nous remarquons d’abord que V x (V x B(t) —j7 #0,(t)) = 0 et V x B{t) -
% 6, (t) € LA (IR?), il existe donc une unique fonction p € Y telle que

+v(&) Vof + (Br + Br +v(§) x B)#8,-Vf = 0.

V x B(t) + Vp =7 #0,(0). (6.88)
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De plus, en prenant la divergence de I'équation (6.88) et compte tenu de (6.86), il
vient

. e ad
V. (Vp) :Apzv.j*gn:_a_’;*gnzam,
Nous avous donc ' 9
Alp — -2y =0,
(p at) 0

Puisque les terme sources p(t) et j(¢) sont & support compact et Vp, 68% € L (R%),

nous établissons que
OE;

v =0
p _'_ 8t 1
ce qui donne la premiére éqguation du systéme (6.59)
OF
—a—f+V><B:j*en. (6.89)

Ensuite, & partir de I’équation (6.87) vérifiée par Fr, nous considérons ¢ = {(p1,02,03) €
(D(IR))? et posons w = V x g, alors w € D(IR®) et V- w = 0. Nous pouvons donc
prendre w comine fonction test

oy v

<V x (—AET‘F%%*H”) o >= (.

Tl existe donc.une fonction scalaire po € L2(IR?), telle que
9i
V X V x Ep+ Vps — a_i «8,, dans H (IRY).

Or en dérivant par rapport au temps "équation (6.89}, nous obtenons

O*Er OB
—— et ~——+VxEp=0.

g ¢ E T
Ce qui montre que les champs (Fp.Fr,B) sont solutions du systéme de Darwin
régularisé (6.59).

Vo =

6.6 FEtude de ’existence de solutions faibles.

Dans cette partie, nous supposons que fy vérifie les hypothéses suivantes
fo€ L N LYIR® x R?), [ foy(§)dédz < +cc.
J RS < )RS

Considérons une suite de fonction (E7},E?,B" f") solution du probléme régularisé
(6.58)-(6.59} et rappelons V'estimation de I’énergie sur le probléme régularisé qui est
uniforme par rapport & n: :

-1 1
J RS m? € 2/ m 2 [
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et Pestimation sur la composante transverse du champ électrique Er sous une condi-
tion de petitesse sur la donnée initiale (6.23), puisque U'injection de #? + IL® dans
L%, est continue

YR >0, 3Ckg>0, / |E22dz < Cpe. (6.91)
B(O,R)

Les estimations (6.90) et (6.91) donnent le bon cadre fonctionnel pour décrire le
produit (By, + Br + v(£) x B) f dans L}, , puisque les termes sont dans L2 .

En effet, ces estimations permettent d’extraire des sous suites faiblement conver-
gentes dans Pespace L?OC(JRS). Cependant, comme nous n’avons pas d’imformation sur

les dérivées nous ne pouvons pas garantir ['égalité des deux quantités
(B, +Er+v(€) xB)f et Ex}rq (B} + EF +v(€) x B*) f™.
2 oQ

Pour cela, nous utilisons le Théoréme suivant, démontré dans [6, 19]

Théoréme 6.2 Soient Q = (0,T) x R? et v(¢) ¢ L (IR? R?), satisfaisant

loc

Vo S%, Vuc R, e w(é)o=u}=0

et une suite f™ bornée dans L‘foc(ﬂ x IR®) qui satisfait pour tout 1 € D(IR®), la suile

{fﬂz (?g—: + V- w(f) f”) ¢('U)dv} (6.92)

est compacie duns Hl;i(ﬂ) Alors, la suite

{[ reseuee)

est compacte dans L7 ().

loc

A l'aide de ce Théoréme, il reste & montrer que la limite du probléme régularisé
converge bien vers la solution faible de Vlasov-Darwin. Ce qui achévera la démonstration
du Théoreme 6.1.

A partir des estimations L%OC sur la suite (f™,E7, ER,B")p-0, nous déduisons qu’il
existe une sous-suite qui converge faiblement dans L2 vers (f,E;,Fp,B).

loc
De plus, les normes L” de ™ sont également bornées car

[ BUF™ (b)) dade < / Blfolz,£))dzde. VP € CURT).
J IR RE R3 xRS

Ainsi, la solution du probleme régularisé vérifie au sens des distributions: V ¢ €
D(R)
af" n n
[ (G w0 vr)ves= [ o-veed,
. lRa t lR.i
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avec g" = (E} + EFf +v(§) x B"} 8, f". Nous savons gue E}, Ef} et B" sont bornés
dans I3 .((0,1) x R*) et f™ est bornée dans L((0,T) x IR* x IR?), donc le terme
g™ Vip(€) est borné dans L2 ((0,T) x IR x B(0,R)), pour tout T', R < +oc. De plus,
pour tout u € IR et ¢ € 52, en appliquant le théoréme des fonction implicites & la
fonction 3q(-) définie par

Bo(€) =v(&) -0 —u,
nous avons

[{e€ B, w(&)-o=u}|=0.

Gréce au Théoréme 6.2, nous obtenons alors
VPED(RY, [ e~ [ jta v dms LR F),
R 3
Ainsi, nous montrons que Vi € D(]Rz’),‘v’go e D((0,1) x RY),
T .
[ ] @ myewa) ([ resoued) da
¢] IR® Jie
T
f f (B, + E7) p(t,x) ([ flit,z,8) w(f)df) drdt, lorsque n — +oo
0 JIR? R?
et de la méme maniere, Yoy € D(IR),Vio € D((0,T) x IR3),
T . .
[ [ ([ reeow@veas) <5 ot st
Jo JmPANJRE
i
f / ( / FlE3.6) () (6) d§> < Bo(ts)dedt, lotsque n— oo,
0 JIR® RE

Nous obtenons donc un quadruplet {f,Er,E7,B) solution an sens des distributions du
probléme de Vlasov-Darwin

d
4 0(&) Vel + (Br+ Br+ev(é) x B)- Ve [ =0
et les champs électromagnétiques vérifient au sens des distributions
¢ JEg
L Beci
€5 V x £ 7,
0B
) 5 +V x Br =0,

VB:O, V-EL:p,

\ VXEL=U, V. EBEp=1(.
A Taide de (6.6)-(6.8), nous montrons les propriétés suivantes

f e CURT L®(R® x IR?) — w+), Er,B € CURT AR — w).
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6.7 Convergence de Vlasov-Darwin pour des petites vi-
tesses.

Dans cette partie, nous supposons que la donnée initiale est uniformément bornée
par rapport a ¢, nous considérons les hypothéses suivantes.

fo € L N LYIR? x IRY), / C folePdedr < +o0.
R*<R?

Nous notons par (f¢,E; ,E5,B*) la solution du systéme de Vlasov-Darwin (6.6), (6.8).
Nous nous intéressons 4 la convergence des solutions du systéeme de Vlasov-Darwin
adimensionné lorsque le paramétre ¢ tend vers zéro. Nous prouvons alors

Théordéme 6.3 Soit fy une fonction positive, appartenant & L1 N L(IR® x IR?) et
vérifiant

/‘ o Iflgdazdﬁf EL(0)2 + |B(0))? da < Cy,
R m? e

on Cy est une constante strictement positive indépendante de £ et fy satisfait la condi-
tion de petitesse (6.23).

Alors, lo suite de solutions du systéme de Vlasov-Darwin relativiste (6.6)-(6.8)
converge vers la solution faible du systéme de Viesov-Poisson non relativiste, lorsque
e tend vers zéro. De plus, pour ¢ suffisamment petit, la condition de petitesse sur fg
devient inutile.

Nous montrons d’abord que la suite {£5 (£))e»0 est compacte dans ]Li{ 64 (IR).

Proposition 6.7 Nous supposons que la donnée initiale vérifie (6.17). Alors, la suite

de solution définissant le champ électrigue longitudinal (Ef5)s~o converge fortement
dans L“(B+,ILS/4(R3))‘

loc

Avant de procéder & la démonstration de la Proposition 6.7, nous montrons le
lemme suivant qui donne une majoration de la densité de courant j.

Lemme 6.6 Sous hypothése (6.17), la densité de courant j vérifie: il existe une
constante C(fy) > 0, ne dépendant que de la donnée initiale fy, telle que

175 @)l gsre < Cfo).

Preuve : nous définissons d’abord les fonctions de distribution fi et f5 par

ff:{ Og si €] < 1/e,

sinon
et f5 = f° — ff. Ainsi, nous posons

. £ . . I
i = f T @ - [
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D’une part, la conservation de Pénergie énoncée dans le Corollaire 6.2 implique

[P it de < 1+ vB) EO) et (Ol < el

Par une inégalité d’interpolation, nous avons

A/5
i@l < CUEOIE ([ 168 sfdac)

Ce qui montre que jf est uniformément borné dans .54 (IR?).
D’autre part, la conservation de I’énergie indique que j5 est borné dans I.'(IR?)
de la fagon suivante

| Bolda<e 0rvDEO) @ 15O~ < Mol 699
Ainsi, par application d’une inégalité d’interpolation dans les espaces LP, nous avons

135 B g5 < 35 OIE 15 @1 5 (6.94)

I1 faut donc estimer ||j5 ||, +/2 : nous posons alors

pitt) = [ fiteag) e

Par une inégalité d’interpolation et compte tenu de (6.93), nous avons

3/4
ellgs @l gars <Up5(E) e < Cslf5(2) 1/4 (/ f5(2)[€]dE dﬂ?) < Clfo) e

En d’autres termes,
155 ()| pars < C{fo) e/
Puis, en substituant cette estimation dans (6.94), nous obtenons

. 5 5 1/5 NA/E
e < LI 115 < (= 1+ vBE®) " (Che) )

< o (0+vaem)”

Ce qui montre que j° = ji + 55 est uniformément borné dans L5/4 (IR®). ]

Preuve de lo Proposition 6.7: nous rappelons que le champ électrique longitudinal
s’écrit B (t,x) = —V¢° (t,z), on ¢° est solution de 'équation de Poisson

_A¢E=p5'
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De plus, les inégalités d’interpolation, énoncées dans la Proposition 6.2, donnent des
estimations sur les densités de charge et de courant : il existe une constante C{fp), ne
dépendant gue de la donnée initiale, telle que

lp* W llgars + 165Nl S C, Vi e R

Ainsi, puisque Ej satisfait I'équation de Poisson, il existe une constante C(fp) > 0,
telle que

12 @) [ze < C(fo), 3/2<p< 12/5 et [VEL(#)lge < C(fo), 1 <g<4/3(6.95)

Pour obtenir la convergence forte de K7, nous devons maintenant estimer la dérivée
par rapport au temps de Ej
OE;
ot

€ -V x B* = —¢j°. (6.96)

Le champ magnétique vérifie B® € L?(IR?) et
—AB* =V xj°.

Or, d’aprés le Lemme 6.6, (1) est uniformément borné dans IL°/4(IR*) et le Lemme
6.2 permet de montrer que

IV % Béligos < Ce 15(0)]| gove- (6.97)
Ainsi,
OES 1 . .
ila—fllmsm = ZIV s Bligsrs o+ 157 @) orn = C 5" @)l s
Nous avons donc établi la majoration: il existe C'(fp) > 0, ne dépendant que de fj,
telle que
H(S’Ei
ot
Finalement, & partir de (6.95) et (6.98), nous avons montré
- E5 (t,z) est borné dans espace LOO(B+,W1’5/4(IRS)),

loc

lgsre < C @ s < Clfo). (6.98)

- Qg&i est borné dans lespace L (IR*, L3 (IRY)).
Done, par application du théoréme d’Aubin, la suite E} est compacte dans 'espace
L"O(IR“L,ILO/ 4(11%3)). Ce qui acheve la démonstration de la Proposition 6.7 0

loc

Nous rappelons d’abord les estimations, uniformes par rapport a ¢, obtenues dans
la premiére partie sous les hypotheses (6.17) :

[, B raan ey [ pPas g [ (BRPds < Ol e e
Rix|R® € 2 Jips 2 Jms
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Ensuite, la fonction de distribution est bornée par la donnée initiale pour toute les
normes L?(IR%)

5@z < Wfollzee,  E/5MI < | folly, e R

Enfin, en reprenant la démonstration de 'estimation sur le champ Fy, nous pouvons
nous apercevoir que la condition de petitesse disparait lorsque ¢ est suffisamment petit

3¢, €]0,1], €72 A5 < Ch.

Ainsi, pour tout R > 0, il existe une constante Cgr(fo), ne dépendant que de Ia donmée
initiale fy et R, telle que

/ |ES (1)) dz < 2CR(fo)e. (6.99)
J B(0,R)

De plus, le champ magnétique B est solution de [’équation de Poisson suivante au
gsens des distributions,
—AB* =V xj°%, V-B " =0.

En appliquant le Corollaire 6.3 et les inégalités d’interpolation sur la densité de courant
- 4%, nous obtenons 'estimation: il existe une constante C > 0, telle que
= £ - <E 1/6 i g 5/6
B[z < C VB |yers < Cliei | gers < Cllei®llyy Nes®li s
Ainsi, en appliquant le résultat de la Proposition 6.2 sur la densité de courant j et le
Lemme 6.6, nous montrons Pexistence d’une constante C(fo) > 0, telle que

1Bl < C(fo) e (6.100)

A partir de ces estimations, nous montrons l'existence d’une sous suite toujours
notée (f°,E5,E%,B%);~0 et un couple (f,E), tels que

FE(t2,8) = f(b@.8) faiblement dans L°(RY L2(IR® x IR*)), lorsque £ — 0,
et en rappelant que la suite (E7 (¢)).»0 est compacte dans IL?/ 4

3 .
. (JR7}, nous avons pour
tout R > 0

E5(t,z) — E(tx) fortement dans L% (IR™,L**(B(0,R))), lorsque ¢ — 0.

De plus, les estimations sur les champs (£%,5%) montrent qu’ils convergent vers zéro
fortement dans L2 _(IR3).
Le passage 4 la limite dans les équations de Darwin ne pose pas de probléme,

puisque la convergence faible suffit. Nous obtenons alors

o

V-E=p, et —=—j.
P It ]
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Le traitement du terme non linéaire de "équation de Vlasov est rendu possible par
la convergence forte des champs électromagnétiques. En effet, £ [v(£)| < 1 et daprés
les estimation (6.99) et (6.100) dans U'espace ;.. (IR®) sur E% et B?, nous montrons
qu’au sens des distributions

(Br 4+ ev®(£) x BY) V,f° = 0.
D’une part, la convergence forte dans ﬂ)i{j (R*) du champ électrique longitudinal E%
vers la limite E et d’autre part la majoration de f¢ pour toute les normes LP(IR°)
impliquent la convergence au sens des distributions

Ei f* = Ef, lorsque e — 0.

Finalement le couple (f,E) est une solution faible de I'équation de Vlasov-Poisson.
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Résumé. Ce travail est consacré a I'étude de quelqies problemes dc la physique des.
.plasmas: le transport de particules chargées et I'étude des collisions.

Dans un premier temps; plusieurs méthodes eulériennes pour la discrétisation de i’équation :

de Vlasov, modélisant le transport des particules, sont proposées. L'originalité de ces méthodes
est 'utilisation d’'un maillage ou d'une grille de I'espace des phases pouvant aller jusqu’a six

dirhensions. Une démonstration rigoureuse de la convergence et des estimations d’erreurs . -

sont d’abord présentées pour an schéma simplifié. Puis des schémas d’ordre plus élevé sont
proposés et appliqués a la physique des faisceaux. Leur précision permet de mettre en évidence
des phénomenes tres fins comme la formation de halos.
Ensuite, des schémas déterministes appliqués 4 Vopérateur de Landau ui déerit les colli-
* sions binaires dans un plasma, sont proposés. Des tests numériques permettent de comparer
les différentes méthodes et mettent en évidence U'effet des collisions dans 'évolusion du plasma.
© Dans la dernitre partie, le probleme d’existence de solutions pour le modele de Viasov-
Darwin en- dimension trois est traité. Pour cela, des méthodes classiques sur.les équations

cinétiques et des résultats sur les problemes elliptiques sont utilisés. Enfin, la convergence du .

-systeme de’ Vlasov-Darwin vers Viasov-Poisson est prouvée.

Mots-¢lé. Ph.ysiquerdes Plasmas, systeme de Vlasov-Poisson, méthode semi-lagrangienne,
" schéma volumes-finis, équation de Fokker-Planck-Landau, systéme de Viasov-Darwin.

. Abstract This Wori\ is devoted to the numerical SImulatlon of transport of partlcles and
~collisions: :

We first propose a , finite voiume scheme to discretize the Vlasov Pmsson system, we pr( e
. the convergence of the approximation to the couple (£, f), which is the unique weak solution of
the Viasov-Poisson system. Then, a new scheme for solving the Vlasov equation using a phase
space grid is proposed. Several numerical results are presented in two and four dimensional
phase space and the scheme is compared with the semi-lagrangian method. We also gwe
numerical results of beam prepédgation and halo iormatmn in the transverse plan.

The next part is devoted to the comparison of deterministic schemes to approximate the

Fokker-Planck-Landau equation. Numerical results for both space homogeneous and space
nor homogeneoub situations show the efficiency and the accuracy of the present method,
In the last chapter, we prove global existence of weak solutions for the Vlasov- Drarwin
. system with a restriction on the initial energy. From classical estimates on kinetic and ellipiic
" equations, we finally prove that when the characteristic velocity of particles is negligeable in
front of the light velocity, the ‘solutlon oi 2% lasow -Darwin system conv erges to the weak sc}hltlon
of the Vlasov-Poisson system, o _ _ SRR g

Key-words. Plasma Physics, Vlasov-Poisson system, semi-Lagrangian method, finite vo-
lume schemes, Fokker-Planck-Landau equation, Vlasov-Darwin system. '
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