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Notations

Opérateurs et conventions

â

(a * b)
Re [a]
lm [a]
a<xb

E[X]
Cxx

Cxy

cum xx

cum xy

1
AT
A-1

At

K(A)

11·11

appl(A, B)

une estimée de a.

produit de convolution.

partie réelle de a.

partie imaginaire de a.

a proportionnel à b.

espérance de la variable aléatoire X.

fonction d'autocorrélation de x.

fonction d'intercorrélation entre x et y.

cumulant d'ordre 3 de x.

cumulant d'ordre 3 entre x et y.

matrice identité de dimension définie par le contexte.

transposée de la matrice A.

inverse de la matrice A (régulière).

inverse généralisée de la matrice A.

conditionnement de la matrice A.

norme euclidienne.

ensemble des applications de A vers B.

Symboles et fonctions

t temps continu.

k indice temporel (temps discret).

f fréquence.

Te période d' échantillonnage (en secondes).

fe fréquence d'échantillonnage (en Hz).

N nombre de données.

M nombre d'échantillons de la réponse impulsionnelle finie.

JR ensemble des nombres réels.

N ensemble des entiers naturels.



x Notations

T retard (en secondes).

d indice du retard à temps discret (sous l'hypothèse: T = d x Te).

dmin , dmax

ID> (dmin , dmax )

u(t) et u[kJl
y(t) et y[k]
v(t) et v[k]
q-l

s

G(s)
u(s)
z

H(z)

h[k]
HU)
M
o
P
IP c ~p

M(O)

CM

CM (0)
L

Qe(t)
Qs(t)
uQe[k]
uQ.[k]
hdt)

bornes du retard connues a priori.

= {d E N* / dmin ~ d ~ dmaxJ ensemble des retards admissibles a priori.

signaux d'entrée à temps continu et à temps discret.

signaux de sortie à temps continu et à temps discret.

bruit et perturbations à temps continu et à temps discret.

opérateur de retard: q-1u[k] = u[k - 1].

variable de la transformée de Laplace.

fonction de transfert à temps continu.

transformée de Laplace de la variable u(t).
variable de la transformée en z.

fonction de transfert à temps discret.

échantillons k de la réponse impulsionnelle.

transformée de Fourier à temps discret de la réponse impulsionnelle.

structure de modèle.

vecteur des paramètres.

nombre de paramètres.

ensemble des paramètres admissibles a priori.

modèle de la structure M.
comportement entrée-sortie de la structure M.
comportement entrée-sortie du modèle M(O).
longueur du bief.

le débit entrant.

le débit sortant.

la commande de débit entrant.

la commande de débit sortant.

la hauteur d'eau au niveau de l'aménagement aval.

Abréviations et acronymes

VA variable(s) aléatoire(s).

i.i.d. indépendantes et identiquement distribuées.

SBPA séquence binaire pseudo-aléatoire.

RSB rapport signal-sur-bruit (en dB).

RI réponse impulsionnelle.

RIF réponse impulsionnelle finie.

ILes variables à temps discret sont notées x[k] et correspondent à l'échantillonnage temporel avec une période

constante Te de la variable à temps continu x(t) : x[k] = x(kTe).
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Introduction

Afin d'analyser, de prévoir ou de commander le comportement d'un système, il est nécessaire de

déterminer un modèle de ce dernier, c'est-à-dire un ensemble d'équations liant ses entrées et ses

sorties. Cette étape correspond à la modélisation du processus. li existe deux approches permettant

de résoudre ce problème. La première consiste à utiliser les principes de la physique (ou les lois

de la Nature) gouvernant le système. On parle alors de modèles de connaissance. Une alternative

à cette approche est fondée sur une procédure expérimentale consistant à mesurer et à analyser

les entrées et les sorties du système. On parle alors de modèles comportementaux (ou boîte noire).

Dans les deux cas, des paramètres peuvent être inconnus (ou mal connus). La détermination d'un

modèle à partir des données entrée-sortie, c'est-à-dire l'identification du modèle, constitue un

problème inverse, par opposition au problème direct consistant à déterminer la (ou les) sortie(s)

connaissant la (ou les) entrée(s) et les paramètres du modèle.

En raison de la complexité de certains systèmes réels et du manque de données disponibles, un

problème inverse peut être mal posé au sens de HADAMARD [HADAMARD (1902) ; TIKHO

NOV et ARSENINE (1976) ; IDIER (2001)], c'est-à-dire qu'il ne satisfait pas l'une des condi

tions d'existence, d'unicité ou de continuité de la solution. La condition d'existence signifie qu'il

existe une solution satisfaisant les équations du modèle. L'exigence d'unicité garantie qu'il n'existe

qu'une solution, c'est-à-dire qu'une seule combinaison de valeur des paramètres permet un ajus

tement optimum sur les observations. Enfin, on parle de continuité lorsque la dépendance de la

solution est continue par rapport aux données. Par ailleurs, un problème bien-posé peut être mal

conditionné [DEMOMENT et al. (2001)]. En effet, la continuité est une condition nécessaire, mais

pas suffisante, de stabilité de la solution. Par conséquent, bien que le problème soit bien-posé,

si son conditionnement est mauvais, alors sa solution sera toujours sensible aux incertitudes des

observations. Par conséquent, il faut non seulement veiller à ce que le problème d'estimation soit

bien-posé, mais aussi bien-conditionné.

Le contexte expérimental dans lequel sont recueillies les données joue un rôle très important sur

la formalisation du problème. En effet, il rassemble l'ensemble des facteurs sur lesquels peut agir

l'utilisateur afin de poser et de conditionner le problème le mieux possible. De ce fait, les choix

effectués au niveau de la forme des entrées, de la localisation et du type de capteurs et d'action

neurs, des instants de mesure, etc., constituent une étape très importante qu'il faut adapter pour

faciliter la résolution du problème d'estimation. Toutefois, la planification d'expérience est parfois
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impossible, le plus souvent pour des raisons d'économie et/ou de sécurité. Dans ce cas, les don

nées à disposition sont obtenues lors du fonctionnement normal (nominal) du processus, dans un

contexte expérimental passif li faut alors mettre en place des moyens pour restaurer les caractères

bien-posé et bien-conditionné du problème.

La théorie de l'inversion généralisée (dont fait partie la célèbre solution des Moindres Carrés)

offre une alternative permettant de bien-poser le problème [DEMOMENT et al. (2001)]. Le mau

vais conditionnement du problème peut être réglé par des méthodes de régularisation. Ces dernières

peuvent être classées en deux grandes familles: celles qui procèdent par contrôle de dimension (dé

composition tronquée en valeurs singulières, paramétrisation parcimonieuse) et celles qui opèrent

par minimisation d'un critère composite ou par optimisation sous contrainte. Toutefois, ces mé

thodes nécessitent des choix (comme celui de la fonctionnelle régularisante, par exemple) dont

leur justification est empirique. L'approche bayésienne offre alors les outils nécessaires permettant

de justifier ces choix et va même jusqu'à dépasser ces méthodes en offrant un cadre cohérent et

complet à la prise en compte de connaissances a priori.

Le cadre de recherche de cette thèse a été déterminé suite à un problème pratique soulevé lors d'une

étude antérieure réalisée par le CRAN pour le Centre d'Ingénierie Hydraulique d'EDF. Cette étude

à caractère appliqué, terminée en décembre 2000 et sur laquelle ont travaillé T. BASTOGNE et H.

GARNIER, avait pour objectif d'identifier le comportement de biefs de rivière aménagés à partir

de données de production [GARNIER et BASTOGNE (2000)]. Cette identification reposait sur une

valeur du retard entre le débit en amont et le niveau en aval du bief, comprise dans un certain

intervalle. Ce dernier était obtenu à partir de valeurs empiriques du retard et de mesures réalisées

à partir de tests d'intumescences. Cependant, ces valeurs ont été remises en cause par les résul

tats expérimentaux. Ainsi, une des principales perspectives de cette étude a été d'améliorer ces

connaissances en estimant le retard à partir des données à notre disposition, c'est-à-dire obtenues

en condition d'exploitation des installations.

L'objectif du premier chapitre est de positionner le problème. li contient une description du com

portement du bief de rivière aménagé et des conditions d'exploitation dans lesquelles ont été re

cueillies les données. Ceci nous a conduit à proposer une modélisation simplifiée du comportement

du système dans les conditions expérimentales passives. La principale contribution de ce chapitre

est une analyse de l'échec des méthodes classiques d'identification en présence des données réelles

disponibles. Enfin, ce chapitre contient une étude du niveau d'information des données disponibles.

Le second chapitre est principalement consacré aux concepts de l'identifiabilité et dans une moindre

mesure à ceux de discernabilité. Devant la richesse des travaux portant sur le concept d'identifia

bilité et ses différentes définitions plus ou moins pertinentes [LECOURTIER et WALTER (1981)],

nous proposons la classification des différents concepts d'identifiabilité suivante: identifiabilités

a priori, a posteriori et numérique. La première contribution de ce chapitre est de proposer une

définition de l'identifiabilité a posteriori qui analyse l'identifiabilité dans un cadre expérimental



Introduction 3

(avec les données disponibles). Celle-ci nous amène alors au développement de deux méthodes

d'identifiabilité a posteriori, l'une qualitative et l'autre quantitative. Une application de ces mé

thodes au cas du bief met en évidence la difficulté de l'estimation du retard à partir des données

disponibles.

Le chapitre 3 a pour objectif d'effectuer un état de l'art des méthodes d'estimation de retard à

temps discret en considérant le retard comme un multiple de la période d'échantillonnage. Une

étude d'applicabilité de ces méthodes au cas du bief de rivière aménagé sera également menée.

Cela nous conduira à la généralisation, au cas de la structure de modèle du bief, d'une méthode

fondée sur les corrélations des signaux entrée-sortie et présentée dans [ZHENG et FENG (1990)].

Les méthodes retenues seront analysée au travers d'exemples de simulation et d'une application

au bief.

Afin de pallier les inconvénients engendrés par les conditions expérimentales passives (structure

bouclée et manque d'information des données), le chapitre 4 vise à développer une méthode origi

nale d'estimation de retard prenant en compte des informations a priori. Celui-ci est estimé grâce

à la détection d'une discontinuité dans une réponse impulsionnelle par une approche bayésienne.

Cette méthode, non-supervisée, présente l'avantage d'être efficace et simple à mettre en œuvre et

constitue la principale contribution de cette thèse.





Chapitre 1

Position du problème

Le sujet de cette thèse est issu d'un problème soulevé lors d'une étude antérieure réalisée par le

CRANpour le Centre d'Ingénierie Hydraulique d'EDF. Cette étude à caractère appliqué, terminée

en décembre 2000, avait pour objectif d'identifier le comportement de biefs de rivière aménagés

à partir de données de production [GARNIER et BASTOGNE (2000)]. Pour effectuer ce travail,

des valeurs empiriques du retard étaient disponibles. Cependant, ces valeurs ont été remises en

cause par les résultats expérimentaux. Il fallut donc estimer ces retards à partir des données à

disposition, mais ce travail s'avéra difficile à cause d'un cadre expérimental passif Il n'était en

effet pas possible d'imposer un plan d'expérience.

Ce chapitre commence par décrire et modéliser le comportement d'un biefde rivière aménagé. En

suite, le retard est estimé à partir des données à notre disposition, par une approche fondée sur la

minimisation d'une fonction de l'erreur de sortie et une recherche exhaustive vis-à-vis du retard.

Malheureusement, les résultats sont inacceptables. Par conséquent, une recherche des causes de

cet échec est effectuée. Enfin, les conditions expérimentales, premières responsables de cet échec

(car la réalisation d'une expérimentation imposant des excitations appropriées donnerait sans au

cun doute des résultats acceptables), sont analysées afin de proposer une méthode d'estimation

conduisant à de meilleurs résultats malgré ces conditions expérimentales passives.

1.1 Modélisation d'un bief de rivière aménagé

Un biefde rivière aménagé est composé d'un bief de rivière (c'est-à-dire d'une section du cours

d'eau), de plusieurs kilomètres, délimité par deux aménagements hydroélectriques situé en amont

et en aval du bief (voir schéma à la figure 1.1). La photo 1.2 représente un exemple de ces aména

gements, constitué d'un barrage (équipé de vannes) et d'une usine de production hydroélectrique

(équipée de turbines). Le bief étudié a une longueur d'environ 8 km et une largeur moyenne de

80 m. Par conséquent, étant donné sa longueur, des variations de débits en amont du bief produi

ront des effets en aval seulement au bout d'un certain temps à cause du temps de transport de la

matière (c'est-à-dire au transport de l'eau). Cette durée correspond au retard que l'on cherche à

estimer.
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FIG. 1.1 - Bief de rivière aménagé (la distance entre les aménagements est de plusieurs kilomètres).

1 variable 1 désignation

Qe débit entrant

Qs débit sortant

uQe commande de débit entrant

U commande de débit sortantQs

hL hauteur d'eau au niveau de l'aménagement aval

TAB. 1.1- Variables d'un bief de rivière aménagé.

FIG. 1.2 - Exemple d'aménagement hydroélectrique.
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Dans notre étude, le bief (sans les aménagements) est considéré comme un système à temps continu

possédant deux entrées, correspondant aux débits entrant (en amont) et sortant (en aval), notées res

pectivement Qe et Qs, et une sortie, correspondant au niveau d'eau en aval du bief, notée hL (qu'il

est important de contrôler afin de respecter l'environnement). Le retard apparaît donc entre le débit

entrant Qe et le niveau d'eau en aval hL, Notons qu'il est possible d'agir sur les débits, au niveau

des barrages, par l'intermédiaire des signaux de commande que nous noterons uQe et uQs pour les

aménagements amont et aval, respectivement. Le tableau 1.1 récapitule les différentes variables

utilisées.

Un bief de rivière est un système hydraulique à surface libre car l'écoulement de l'eau, en contact

avec l'atmosphère, est dû à la pente de fond du bief. Son comportement peut alors être modélisé

par les équations de DE SAINT-VENANT [DE SAINT-VENANT (1871)] :

(1.1)

(1.2)

où:

• S = S(x, t) est la section mouillée (en m 2
), c'est-à-dire la section (transversale) occupée

par l'écoulement, au point x et à l'instant t;

• Q = Q(x, t) est le débit de l'écoulement (en m 31s) au point x et à l'instant t;

• z = z(x, t) = Zo + h(x, t) est la cote absolue de l'eau (en m);

• J est la pente de frottement, calculée à partir de la formule de Manning-Strickler :

où n est le coefficient de Manning qui est fonction de la rugosité des parois et R = SIPest

le rayon hydraulique, quotient entre la section mouillée et le périmètre mouillé.

• q = q(x, t) est le débit latéral par unité de longueur (en m 21s), q > 0: apport, q < 0: pertes;

r;, est un nombre traduisant l'influence du débit latéral sur la quantité de mouvement;

• 9 est l'accélération de la pesanteur (en mlS2).

Ces équations sont obtenues à partir des équations de conservation de la masse et de quantité de

mouvement d'un volume élémentaire du fluide sous les hypothèses suivantes [LITRICO (1999)] :

• l'écoulement est mono-dimensionnel ;

• la pente 1 du fond du bief est suffisamment faible pour satisfaire l'approximation: sin 1 ~ 1;

• la masse volumique de l'eau est considérée comme constante;

• la répartition des pressions est hydrostatique;

• les effets de la viscosité interne sont négligeables devant les frottements externes.
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La iTésolution de ces équations nécessite des conditions initiales (le débit et la cote en tout point à

l'instant zéro) et deux conditions aux limites (par exemple une condition à l'amont en débit et une

condition à l'aval en cote). Ce système d'équations aux dérivées partielles hyperboliques non li

néaires n'a pas de solution analytique. Cependant, il est possible de résoudre ces équations à l'aide

de schémas numériques comme le schéma de discrétisation de Preissmann [GEORGES et LITRICO

(2002)].

Le modèle de SAINT-VENANT est bien adapté aux canaux, pour lesquels la géométrie est bien

connue [001 et al. (2005)]. Toutefois, dans le cas des rivières, ce modèle est difficile à appliquer

[L TRICO (1999)] car:

• la géométrie des rivières est rarement connue et est généralement variante dans l'espace. Les

campagnes de mesure nécessaires sont d'un coût non négligeable, surtout lorsqu'il s'agit de

rivières de plusieurs dizaines de kilomètres de long;

• l'écoulement dans ces rivières est parfois torrentiel, ce qui pose problème à la plupart des

schémas numériques de résolution des équations de SAINT-VENANT.

Pour ces raisons, nous sommes contraints d'utiliser un modèle simplifié permettant de reproduire

les caractéristiques essentielles de la dynamique de ces systèmes en un point donnée du bief (x =
L, L étant la longueur du bief). Cette réduction du problème nous permet de passer d'une équation

aux dérivées partielles à une équation différentielle. En effet, en supposant l'absence d'affluent, la

dynamique d'un bief de rivière peut être décrite approximativement par une structure de modèle à

temps continu, invariante et causale dont les éléments sont un retard pur (terme de transport) et un

terme intégrateur (matérialisant le stockage de l'eau) [CUNO et THEOBALD (1998) ; THOMASSIN

et al. (2004)] :

6.hds) = ~S (e-TS 6.Qe(s) - 6.Qs(s)) + bhL(s), (1.3)

où s est la variable de Laplace, 6.hL(s), 6.Qe(s) et 6.Qs(s) sont respectivement les transformées

de Laplace de 6.hL(t) = hL(t) - hdü), 6.Qe(t) = Qe(t) - Qe(ü) et 6.Qs(t) = Qs(t) - Qs(ü),
et bhL(s) est la transformée de Laplace d'un terme représentant les bruits et les erreurs de mo

délisation. Enfin, le paramètre A représente la surface du bief (en m 2
) et T est le retard, dû au

phénomène de transport de l'eau, entre le débit entrant par l'aménagement amont Qe(t) et le ni

veau d'eau du bief en aval hL(t). Notons que ce retard varie lentement au cours du temps et peut

donc être considéré comme constant sur une certaine période. En toute rigueur, la surface du bief

A dépend du niveau d'eau. Toutefois, étant donné l'ordre de grandeur des caractéristiques géo

métriques du bief (longueur et largeur respectivement d'environ 8 km et 80 m, d'où une surface

d'environ 640000 m 2) et les variations de niveau d'eau de nos données de l'ordre de quelques

dizaines de centimètres (voir par exemple à la figure 1.12(a)), la surface peut donc également être

considérée comme constante.

Le problème est que nous ne disposons pas de mesures des débits entrant ou sortant. Nous avons

uniquement à notre disposition les signaux de commandes de débits uQe [k] et uQ s [k] (échantillon

nés avec une période Te ~ 133 s) envoyés à l'entrée des aménagements qui actionnent l'ouverture
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ou la fermeture des vannes. En fait, ces systèmes sont constitués de boucles de régulation dont

les temps de réponse sont négligeables par rapport à Te' Par conséquent, ces boucles peuvent être

modélisées par un simple gain constant (que l'on notera K e pour l'aménagement amont et K s pour

l'aménagement aval) et un bloqueur d'ordre zéro (BOZ), car les débits réels sont des grandeurs

physiques à temps continu. Les deux aménagements peuvent donc être modélisés par les équations

suivantes:

Qe(t) = K e. BOZ(uQ.[k]) + <5Qe(t),

Qs(t) = K s . BOZ(uQs[k]) + <5Qs(t),

(1.4)

(1.5)

où <5Qe(t) et <5Qs(t) représentent les erreurs de modélisation. En regroupant les équations (1.3),

(1.4) et (1.5), le système « aménagements + bief» peut être modélisé par une structure de modèle

dont le schéma-bloc est représenté à la figure 1.3.

Bief

As

dhD(t)

1 Te hdk]
--- I-~X~X )----..-- ------.

As + hdt)
hdO)

Aménagements

dQe(t) Qe(O)

uQ.[k]
BOZ K e

uQ.[k]
BOZ K s

dQ.(t) Q.(O)

FIG. 1.3 - Schéma-bloc de la structure de modèle d'un bief de rivière aménagé.

Toutefois, puisque nous n'avons également à notre disposition qu'une mesure de niveau d'eau en

aval (signal échantillonné et quantifié avec un pas de quantification de 0.01 m) que nous noterons

hL[k], nous choisissons de modéliser le système composé du bief et des deux aménagements par la

structure discrète suivante, obtenue par la discrétisation de la structure précédente par la méthode

du BOZ (voir démonstration ci-dessous) :

K T. -d-1 K T. -1

~hdk] = ~ e lq- q-1 ~UQ.[k] - ~ e 1 ~ q-1 ~uQJk] + v[k], (1.6)

où ~hdk] = hdk] - hdO], ~uQ.[k] = uQ.[k] - UQ.[O], ~uQ.[k] = uQe[k] - UQ.[O]. Le si

gnal v[k] représente toutes les erreurs de mesures, de modélisation et de quantification. Toutefois,

cette discrétisation n'est possible que sous l'hypothèse que le retard soit un multiple de la période

d'échantillonnage: T = d . Te' Le schéma-bloc de cette structure simplifiée est représenté à la

figure 1.4.

Démonstration 1 (Discrétisation de la structure « aménagements + bief »)

L'utilisation d'un BOZ dans les équations (1.4) et (1.5) implique les relations suivantes:

Qe(t) = Ke· uQe(t) + 8Qe(t),

Qs(t) = Ks .uQs(t) + 8Qs(t),

(1.7)

(1.8)
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OÙ UQe (t) = UQe [k] et uQs (t) = uQs [k] pour k Te ~ t < (k + 1) Te. En particulier, à t = 0, on a donc:

Qe(O) = Ke . uQe(O) + <5Qe(O),

Qs(O) = K s . uQs(O) + <5Qs(O),

ce qui implique (avec la notation ~x(t) = x(t) - x(O)) :

~Qe(t) = K e · ~uQe(t) + ~<5Qe(t),

~Qs(t) = K s . ~uQs(t) + ~<5Qs(t).

(1.9)

(1.10)

(1.11)

(1.12)

(1.13)

Les transformées de Laplace de ces deux équations et l'équation (1.3) conduisent au résultat suivant:

~hL(S) = ; S (Ke e-rs ~uQe(s) - K s ~uQs(s))

+ AIs (e-rs ~<5Qe(s) - ~<5Qs(s)) + <5hL(S).

Enfin, la discrétisation de cette structure à temps continu par la méthode du BOZ pour une période d'échan

tillonnage Te (en supposant T = d . Te) donne alors la structure à temps discret suivante:

~hL[k] = A ~e~~~1) (Ke q-d ~uQe [k] - Ks ~uQs [k]) + v[k],

où le bruit v[k] est régi par la relation suivant:

T. -1

v[k] = A (le~ q-1) (q-d ~<5Qe[k] - ~<5Qs[k]) + <5hL[k].

Aménagements + Bief

(1.14)

(1.15)

•

v[k]

FIG. 1.4 - Schéma-bloc de la structure de modèle nO 1 : structure de modèle simplifiée d'un bief

de rivière aménagé (sous l'hypothèse: T = d· Te).

Ayant modélisé le comportement du système entre les différentes entrées-sorties à notre disposi

tion, il est maintenant possible d'estimer les paramètres, et plus particulièrement, d'estimer l'indice

de retard d.

1.2 Estimation du retard

Nous possédons plus de 300 jeux de données correspondant chacun à 24 heures d'enregistrements

des commandes de débits et de mesure du niveau aval. Les jeux contenant des valeurs « claire

ment» erronées ont été éliminés. Nous avons choisi d'estimer le retard pour chacun des jeux de
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données, ce qui signifie que nous supposons que ce dernier, ainsi que les autres paramètres du

modèle, sont constants sur une durée de 24 heures.

En supposant que le retard est un multiple de la période d'échantillonnage et qu'il est possible de le

borner à partir de nos connaissances a priori (d E ID>(dmin , dmaxJ = {d E N* / dmin :::;; d :::;; dmax }),

une méthode d'estimation du retard consiste à effectuer une recherche exhaustive du minimum

d'un critère en fonction du retard et des autres paramètres qu'il est également nécessaire d'estimer.

Le principe de cette méthode, constituée de deux étapes, est donné par l'algorithme 1.1.

<> Pour chaque dE ID>(dmin , dmax ), estimation du vecteur des paramètres e à d fixé par minimi

sation d'un critère J(e, d) fonction par exemple de l'erreur de sortie:

fJ d = argmin J(e, d),
OEIP'

(

1 N-l 1 )
= argwJif N L 2e[k, e, d]2 ,

k=O

(

lN-lI )
= argwJif Nf; 2 (y[k] - y[k, e, d])2 ,

où y[k] est la sortie mesurée, y[k, e, d] est la sortie du modèle non bruitée et JP c jRP est

l'ensemble des vecteurs de paramètres e, de dimension p, admissibles a priori.

<> Estimation du retard par la minimisation du même critère mais à ed fixé :

d = arg min J(fJd , d).
dEII}(dmin,dmax )

ALGO. 1.1- Estimation du retard par recherche exhaustive et minimisation de l'erreur de sortie.

La méthode de l'erreur de sortie est synthétiquement présentée dans l'annexe A. On peut ainsi

constater que l'optimisation du critère nécessite généralement l'utilisation d'une méthode itéra

tive ou récursive, comme celle du gradient [SODERSTROM et STOICA (1989) ; LJUNG (1999)].

Toutefois, nous sommes dans un cas particulier où le dénominateur F(q-l) du transfert de l'équa

tion (A.2) est connu. Nous allons voir que le critère J(e, d), àd fixé, possède une solution explicite.

Dans notre cas, le vecteur de paramètre est e = [KeTe/ A, KsTe/ AV et le critère à minimiser (à d

fixé) est le suivant:

1 N-l 1 2

J(e, d) = N L 2 (e[k, e, d]) ,
k=O

lN-lI ~ 2

= N L 2 (~hdk] - ~hdk, e, dl) ,
k=O

(1.16)

(1.17)
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où
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~ K T -d-1 K T -1

ilhdk, 0, d] = ~ e 1
q
- q-1 iluQJk] - ~ e 1 ~ q-1 iluQ.[kl,

1 T
--------=-1 <p [k, d] 0,
1- q-

avec <pT[k, d] = [iluQJk - 1 - dl, -iluQ.[k - 1]]. Par conséquent, on a:

En 0 = ild, la dérivée du critère est nulle. On a alors la relation suivante:

dJ(O, d) 1 = ~~ - 1 [k d] (ilh [k] - 1 T[k d]il ) = O.dO . N L 1 _ -1 <p, L 1 _ -1 <p , d
(J=(Jd k=O q q

Finalement, on obtient donc une solution explicite:

(1.18)

(1.19)

(1.20)

(1.21)

(1.22)

où 'lj7[k, d] = 1-~-1 <p[k, d] = 1-~-1 [iluQJk - 1 - dl, -iluQ.[k - 1]], sous la condition que:

N-1

(i) la matrice C~(d) ~ ~ L 'lj7[k, d]'lj7T[k, d] soit inversible, 'id E [dmin , dmax].

k=O

Toutefois, il est connu que l'inversibilité de la matrice C~(d) n'est pas suffisante pour obtenir

une estimée ild acceptable: il faut également que l'opération d'inversion soit stable, c'est-à-dire

qu'une petite erreur sur les éléments de la matrice C~(d) n'en entraîne pas une erreur importante

sur les éléments de la matrice inverse. Cette stabilité est mesurée par le conditionnement de la

matrice1. Si ce dernier est proche de 1, alors l'opération d'inversion est stable et la solution est

acceptable, mais s'il est trop élevé, alors la solution ne sera pas admissible (la variance de l'esti

mateur sera grande).

De plus, il est montré par un raisonnement identique à celui présenté en annexe A [LJUNG (1999)],

que l'estimateur est asymptotiquement sans biais si la condition (i) est vérifiée et si :

N-1

(ii) J~oo ~ L 'lj7[k, do]vo[k] = E ['lj7[k, do]vo[k]] = 0,
k=O

sous l'hypothèse que les signaux soient stationnaires et ergodiques, où {vo[k]} représente le bruit

du modèle vrai. Cette condition sera vérifiée si :

1La définition du conditionnement d'une matrice est donnée au chapitre 2, paragraphe 2.2.2.5.
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(a) {vo[k]} est une suite de variables aléatoires indépendantes de moyenne nulle,

ou

13

(b) les suites {~uQelk]} et {~uQ.[k]} sont indépendantes de la suite de moyenne nulle

{vo[k]}.

Toutefois, la condition (a) a peu de chance d'être vérifiée dans notre cas étant donné la relation

régissant le bruit (voir équation (1.15».

Enfin, en supposant que le bruit du modèle vrai résulte du filtrage d'un bruit blanc {eo[k]} de

moyenne nulle et de variance Ào :

on montre alors [SODERSTROM et STOICA (1989)] que la matrice de covariance asymptotique de

l'estimateur est égale à :

Po = À6 (E [1/J[k, dol1/JT[k, dol]) -1 E[HO(q-1 )1/J[k, dolHo(q-1 )1/JT[k, dol] x

(E [1/J[k,dol1/JT[k,dol])-l. (1.23)

En conclusion, l'estimée ne sera acceptable que si les trois points suivants sont réalisés:

• la matrice C~(d) est bien conditionnée (ce qui implique la condition (i»;

• la condition (ii) est vérifiée;

• la variance du bruit n'est pas trop élevée.

La figure 1.5 représente le pourcentage des estimées du retard obtenu à partir de l'ensemble des

jeux de données en utilisant l'ALGO. 1.1 où fJ d est obtenu par l'équation (1.22). On constate que

l'estimée la plus souvent obtenue est d = 1 (correspondant à presque 60 % des estimées), c'est

à-dire que pour presque 60 % des jeux de données, l'estimée du retard est inférieure à 133 s. Or,

le bief est d'une longueur de plus de 8 km. Cela signifie donc que les effets d'une variation de

débit à l'amont du bief se propagent à une vitesse supérieure à 60 mls, ce qui ne peut pas être

physiquement le cas. Ensuite, l'estimée la plus souvent obtenue correspond à la borne supérieure

dmax = 20 (17 %). Par conséquent, cela signifie que pour ces 17 % de jeux de données d ~ 20 et

non pas que d = 20. Il n'y donc pas d'autre estimée significative. En conclusion, ces résultats ne

sont pas admissibles, d'autant plus que les experts du bief s'accordent à évaluer ce retard entre 6

et 12 périodes d'échantillonnage.

L'inversion de la matrice (condition (i» n'est pas à l'origine de cet échec. En effet, comme le

montre la figure 1.6 sur laquelle est représenté l'histogramme des conditionnements des matrices

inversées lors de l'estimation des paramètres, la matrice est très souvent inversible et loin de la

singularité.

Il reste donc deux explications à l'échec de l'estimation:
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FIG. 1.5 - Histogramme des estimées du retard par recherche exhaustive et minimisation de l'er

reur de sortie (dmin = 0 et dmax = 20) pour l'ensemble des jeux de données.
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• la condition (b) n'est pas respectée, donc l'estimateur est biaisé;

• la variance du bruit Va est élevée à cause des grandes incertitudes de modélisation, ce qui

entraîne une grande variance de l'estimateur.

Afin de pouvoir trouver les raisons de cet échec et proposer une solution, le paragraphe suivant

détaille les conditions expérimentales passives dans lesquelles les données ont été recueillies.

1.3 Les conditions expérimentales passives

Afin d'éviter tout risque d'inondation et toute baisse de production d'énergie hydroélectrique, il

est impossible de réaliser des plans d'expérience permettant d'obtenir des données « idéales »

pour identifier le bief. Il faut donc se contenter des données recueillies dans les conditions de

fonctionnement de l'installation. Comme nous allons le voir dans les paragraphes suivants, ceci

impose une structure de modèle bouclée et un niveau d'information contenu dans les données

relativement faible.

1.3.1 Les contraintes de structure

Un bief de rivière aménagé est une partie des installations de production hydroélectrique d'une

rivière, composée d'un bief délimité par deux aménagements. L'objectif de ces installations est de

piloter les débits d'eau au niveau de chaque aménagement afin de produire de l'énergie hydroélec

trique tout en évitant des inondations, c'est-à-dire en régulant le niveau d'eau de chaque bief.

FIG. 1.7 - Série de biefs de rivière aménagés en cascade.

La conduite des biefs aménagés est réalisée en cascade à partir d'un poste de commande, dans

lequel un opérateur humain surveille la mesure des niveaux à maîtriser et, en retour, élabore les

consignes de débit à appliquer à chaque aménagement (voir FIG. 1.7). La régulation du bief se fait

par l'amont local. Cela signifie que l'opérateur affecte la consigne de débit sortant en fonction:
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variable désignation

Q~i) débit entrant du bief i

Q~i) débit sortant du bief i
(i)uQ commande de débit entrant du bief i et de débit sortant du bief (i - 1)

h~) hauteur d'eau au niveau de l'aménagement aval du bief i

hL (i) consigne de hauteur d'eau au niveau de l'aménagement aval du bief i

TAB. 1.2 - Variables d'une série de biefs de rivière aménagés en cascade.

h* (1)
L +

h* (3)
L +

FIG. 1.8 - Conduite des biefs de rivière aménagés en cascade (PC: poste de commande).

• des objectifs de régulation sur le niveau;

• des variations de la commande de débit entrant, considérée comme une perturbation.

Plus exactement, il ajuste la commande de débit de l'aménagement amont afin de réguler le niveau

aval du bief et de rejeter les perturbations dues aux variations du débit entrant (voir Fig. 1.8).

Cette régulation avec action anticipatrice peut alors être approximativement modélisée par deux

correcteurs :

(1.24)

qui représentent respectivement la correction anticipatrice entre les commandes des débits entrant

et sortant, et la contre-réaction du niveau aval sur la consigne de débit sortant. K Qe et K hL sont des

gains proportionnels et dQe représente le retard pur du régulateur CQe (q-l). Notons que pour des

raisons de stabilité, K hL doit être négatif. En théorie, dQe est non nul et est choisi, en fonction du

retard T du bief, dans des tables spécifiques dédiées à la conduite des biefs. Toutefois, en pratique,

l'opérateur tend à répercuter les variations du débit entrant sur le débit sortant sans attendre leur

effet sur le niveau d'eau aval, d'où dQe = O. Ce constat est corroboré par l'examen des estimées de

la réponse impulsionnelle (en boucle fermée) entre les consignes des débits entrant et sortant. En

effet, d'après les équations (1.6) et (1.24), l'opérateur de transfert (en boucle fermée) entre 6.uQs
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K a q-d-l + K q-dQe-1 - K q-dQe
hL e Qe Qe (1.25)

où ae = KeTe/A, as = KsTe/A et d ~ 1 est le retard entre hL et uQe (en boucle ouverte). Par

conséquent, la valeur de dQe correspond au nombre de premiers échantillons nuls de la réponse

impulsionnelle entre !::1uQs et !::1uQe' Or, le premier échantillon des estimées de cette réponse im

pulsionnelle2 pour l'ensemble des données n'est jamais nul (voir exemple de la figure 1.9). Par

conséquent, dQe = O.

0.6

~
0.50)

c:;
c:;
0

'Vi 0.4::;
0-

.§
0.30)

r/)

c:
0
0-
'e 0.2
~
0)

"0 0.1
0)

'0)

E....
tî 0
0)

-0.1
0 5 10 15 20

temps discret k

FIG. 1.9 - Exemple d'une estimée de la réponse impulsionnelle entre les commandes de débit.

Finalement, un bief de rivière aménagé, piloté par un opérateur humain, est modélisé par le schéma

bloc de la figure 1.10. La variation de consigne !::1hL[k] est supposée nulle (fonctionnement en

régulation). Les signaux 8uQs [k] et v[k] représentent des bruits, incertitudes et erreurs de modéli

sation. On dispose de relevés des signaux hdk], uQe[k] et uQs[k], c'est-à-dire de !::1hdk], !::1uQJk]

et !::1uQs [k].

La structure de modèle est donc « doublement» bouclée, ce qui entraîne des corrélations entre

les commandes de débit !::1uQe et !::1uQs' et entre la commande !::1uQs et le bruit v. Cette dernière

corrélation explique alors l'échec de la méthode d'estimation (§ 1.2), puisque la condition (b) n'est

pas vérifiée dans notre cas.

Le paragraphe suivant est consacré à une analyse du niveau d'information contenue dans les don

nées disponibles car l'intervalle de confiance des estimées dépendra de la richesse des densités

spectrales de puissance des entrées.

2L'estimation des réponses impulsionnelles est réalisée par l'analyse de corrélation, méthode présentée à l'an

nexe B.
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Opérateur

t.hL[k] = 0 t<:>\

+'<~

Chapitre 1 : Position du problème

Aménagements + Bief

KT. -d-l_e_e _q _
A 1- q-l

v[k]

~À +k t.hdk]
-'< Y 'C>'

FIG. 1.10 - Schéma-bloc de la structure de modèle nO 2: structure de modèle simplifiée d'un bief

de rivière aménagé dans les conditions expérimentales imposées (sous l'hypothèse: T = d . Te).

1.3.2 Uinformation contenue dans les données

Nous rappelons que nous avons à notre disposition les commandes de débit entrant et sortant, l::!..uQe

et l::!..uQs' et la mesure du niveau d'eau aval du bief I::!..hL sur une année sous forme de 332 jeux de

données journaliers (certains relevés journaliers sont inexploitables).

Les jeux de données peuvent être classés selon la quantité d'information qu'ils contiennent. Il est

alors possible d'isoler trois catégories de jeux: la plus informative, la moins informative et une

catégorie de jeux représentant les données dont la quantité d'information est la plus courante. Pour

cela, il est nécessaire de choisir une grandeur caractéristique de cette quantité d'information. Nous

avons utilisé l'ordre d'excitation persistante du signal (il aurait également été possible d'étudier la

complexité linéaire du signal [TONG et PERREAU (1998)]).

1.3.2.1 Notion d'excitation persistante

Définition 1.1 (signal d'excitation persistante d'ordre n [SÔDERSTRÔM et STOICA (1989)])

Un signal {u[k]}~~Ol est dit être d'excitation persistante d'ordre n si :

(i) la limite suivante existe:

1 N-l

Cuu[l] 1:> lim - L u[k + l]u[k],
N-+oo N

k=O

et

(ii) la matrice suivante

(1.26)

cuu[-n + 1] cuu[-n + 2]

cuu[n - 1]
cuu[n - 2]

(1.27)

est définie positive. •
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Remarque 1.1 Si {u[knr==-ol est une suite de variables aléatoires stationnaire et ergodique alors:

N-l

~~oo ~ L u[k + l]u[k] = E [u[k + l]u[k]] /), cuu[l],
k=O

(1.28)

où cuu[l] est la fonction d'autocorrélation de u et, par conséquent, la matrice Cuu(n) est égale à

la matrice d'autocorrélation de u de dimension n x n (elle a la propriété d'être une matrice de

Tœplitz). 0

Remarque 1.2 Une suite de variables aléatoires (VA), indépendantes et identiquement distribuée

(i.i.d.) de moyenne nulle et de variance a 2
, possède une matrice d'autocorrélation égale à a 2I

qui est toujours définie positive. Elle est donc d'excitation persistante de tout ordre. On montre

également qu'un signal composé de n sinusoïdes de fréquences différentes:

n

u[k] = LAi sin(27f fikTe) , avec 0 ~ fI < h < ... < fn ~ fe/ 2,
i=l

est d'excitation persistante d'ordre:

2n si 0 < fI et fn < fe/ 2,

2n - 1 si 0 = flOU fn = fe/2,

2n - 2 si 0 = fI et fn = fe/2,

où fe est la fréquence d'échantillonnage. De même, on peut montrer qu'une séquence binaire

pseudo-aléatoire (SBPA) de période maximale M est d'excitation persistante d'ordre M - 1

[LJUNG (1999)]. 0

Ce concept a été introduit, à l'origine, afin d'assurer que l'estimation d'une RIF par la méthode de

corrélation (présentée dans l'annexe B) possède une solution [SODERSTROM et STOICA (1989)].

En effet, si {u[knr':ol est d'excitation persistante d'ordre M alors la matrice C uu de l'équa

tion (RI2) est régulière, donc l'inverse de cette matrice, ainsi que l'estimée de la RIF, existent.

De plus, on montre que la convergence en probabilité (consistency) d'un estimateur des paramètres

d'une structure linéaire (en boucle ouverte) possédant n paramètres nécessite que le signal d'entrée

soit d'excitation persistante d'ordre n et que sa variance dépendra de l'inverse de la matrice d'au

tocorrélation Cuu(n). Il est donc important que l'opération d'inversion de la matrice soit stable,

c'est-à-dire que le conditionnement de la matrice (voir paragraphe 2.2.2.5) soit proche de 1, si

non la variance de l'estimateur sera d'autant plus grande que le conditionnement de la matrice est

grand. Dans le cas d'une structure en boucle fermée, l'excitation persistante de l'entrée n'est pas

suffisante, pour plus de détails voir [LJUNG (1999)].

Si on revient au cas de l'estimation des paramètres par la méthode de l'erreur de sortie du para

graphe 1.2, la structure possède deux entrées. Nous avons donc besoin d'une définition de la notion

d'excitation persistante d'un signal de dimension m. Une telle définition peut être obtenue à partir

de la généralisation de la méthode de corrélation à m entrées.
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Définition 1.2 (excitation persistante d'ordre n d'un signal de dimension m)

Un signal {u[k] = [UI [k] ... um[kJJ T}~==-OI est dit être d'excitation persistante d'ordre n = L~I ni
SI :

(i) la limite suivante existe V i, j = 1 ... m :

et

(ii) la matrice suivante

(1.29)

CU1U1 (nI, nI)

C U2U1 (n2, nI)

C U1U2 (nI, n2)

C U2U2 (n2, n2)

CU1Um (nI, nm)

CU2Um (n2, nm)
(1.30)

est définie positive, où V i, j = 1 ... m :

CUiUj [0]
CUiUj [-1]

CuiUj [nj - 1]
CUiUj [nj - 2]

(1.31)

•

Remarque 1.3 Si chaque signal {udk]} ~=o\ i E 1, ... , m, est une suite de variables aléatoires

stationnaire et ergodique alors:

N-I

J~oo ~ L ui[k + l]uj[k] = E [ui[k + l]uj[k]] b. Cuiuj[l],
k=O

(1.32)

où CUiUj [l] est la fonction d'intercorrélation entre Ui et Uj et, par conséquent, la matrice C UiUj (ni, nj)

est égale à la matrice d'intercorrélation entre Ui et Uj de dimension ni x nj (matrice de Tœplitz).

Notons que la matrice résultante C uu(n) n'est pas une matrice de Tœplitz. 0

Remarque 1.4 Il ne suffit pas que chaque signal {udk]}~==-o\ i E 1, ... ,m, soit d'excitation per

sistante d'ordre ni pour que {u[k]}~==-OI soit d'excitation persistante d'ordre n = L~I ni, sauf si

les m signaux sont décorrélés. 0

1.3.2.2 Étude pratique (a posterionj de l'excitation persistante des données

En théorie, le rang d'une matrice correspond au nombre de ses valeurs propres non nulles. Tou

tefois, en pratique, on ne dispose que d'une estimée des matrices (1.27) ou (1.30). La présence

d'erreurs d'estimation fait que cette matrice est souvent de rang plein (toutes ses valeurs propres

sont souvent non nulles), même si l'ordre d'excitation persistante maximal du signal est inférieur

à N. Le rang théorique est alors obtenu en négligeant les valeurs propres (normalisées) inférieures
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FIG. 1.11- Histogrammes des ordres de l'excitation persistante de /}.uQe et /}.uQs sur une année.

à un seuil.

La figure 1.11 représente les histogrammes des ordres d'excitation persistante de chacune des

entrées /}.uQe et /}.uQs dont la longueur avoisine 600 échantillons par jeu de données. Le seuil

permettant de distinguer les valeurs propres significatives est fixé à 10-3 3. On constate que les

ordres d'excitation persistante sont distribués de manière quasi-identique pour les deux entrées.

La plupart des jeux de données ont un ordre d'excitation proche de 20. Autour de cette moyenne,

on distingue des jeux de données moins informatifs (ordre d'excitation inférieur à 10) et d'autres

plus informatifs (ordre d'excitation supérieur à 40). Les figures 1.12(a), 1.12(b) et 1.12(c) repré

sentent respectivement les jeux de données du 03 novembre, 14 mars et 27 février dont les ordres

d'excitation de /}.uQe sont 62, 17 et 10 et ceux de /}.uQs sont 43, 18 et 10. Les valeurs propres des

matrices d'autocorrélation obtenues pour ces trois jeux sont représentées à la figure 1.13. Le jeu

possédant l'information la plus élevée correspond, bien évidemment, à celui ayant le plus grand

3Le choix de ce seuil est arbitraire. Il signifie que nous considérons comme négligeabJe toute valeur propre 1000

fois plus petite que la plus grande des valeurs propres car ces dernières sont normalisées par rapport à la plus importante

d'entre elles.
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nombre de valeurs propres non négligeables (supérieur à un seuil que nous avons fixé à 10-3). Il

est clair que si l'on change le seuil, l'ordre d'excitation persistante « estimé» varie. Toutefois,

on peut constater que la modification de ce seuil n'altère pas la classification des jeux selon leur

information.

La figure lol3(f) représente l'histogramme des ordres d'excitation persistante de [~uQe' ~uQ.] de

dimension 2. On remarque que plus de 80 % des ordres sont inférieurs à 20. On en déduit que le

nombre de paramètres que l'on peut estimer avec un modèle possédant plusieurs entrées sera plus

faible que celui d'un modèle mono--entrée.

1.4 Conclusion

Ce chapitre est dédié à la description du problème étudié dans ce mémoire, c'est-à-dire l'iden

tification d'un bief de rivière à partir des conditions expérimentales passives. Il débute par une

description du fonctionnement du bief de rivière aménagé et des données disponibles. Nous avons

alors vu qu'une structure de modèle de connaissance fondée sur les équations de SAINT-VENANT

était difficilement exploitable. Pour cette raison, une structure de modèle simplifiée, tenant compte

des caractéristiques essentielles de la dynamique et du retard, a été proposée.

L'estimation du retard par une approche classique a abouti à des résultats inacceptables (cet échec

a également été montré dans [BASTOGNE et al. (2002) ; THOMASSIN et al. (2003b)). Nous mon

trons alors que cet échec est en partie dû à la présence d'une boucle implicite dans la structure du

processus, révélée par l'étude des conditions d'acquisition des données expérimentales. En effet, la

modélisation des conditions expérimentales conduit à une structure de modèle bouclée, possédant

une rétroaction et une action anticipatrice effectuées par un opérateur. Ces actions entraînent une

corrélation entre les entrées et le bruit de sortie empêchant ainsi la convergence de l'estimateur

vers la valeur « vraie» du vecteur des paramètres.

En outre, une étude a posteriori des données disponibles, c'est-à-dire l'analyse de leur niveau

d'information, montre que l'ordre d'excitation persistante des jeux de données est relativement

faible. Ceci peut donc entraîner une variance élevée de l'estimateur.

L'analyse des conditions expérimentales présentée dans ce chapitre est en réalité une étape d'une

étude plus générale qu'est celle de l' identifiabilité. En effet, cette dernière consiste à étudier à la

fois les caractères bien-posé et bien-conditionné du problème inverse que constitue l'estimation

des paramètres d'une structure. Ceci sera étudié en détails dans le chapitre suivant.



Chapitre 2

Identifiabilité et discernabilité

L'identification d'un système nécessite notamment la résolution de deux problèmes correspon

dant au choix de la structure du modèle et à l'estimation des paramètres de la structure choi

sie {WALTER et PRONZATO (1994) ,. LJUNG (1999)]. Dans les deux cas, il s'agit d'un pro

blème inverse qui, en raison de la complexité de certains systèmes réels et du manque de don

nées disponibles, peut être soit impossible à résoudre s'il est mal-posé (au sens de HADAMARD

{HADAMARD (1902) ,. TrKHONov et ARSENINE (1976) ,. IDIER (200l)}, c'est-à-dire s'il ne res

pecte pas les conditions d'existence, d'unicité et de continuité de la solution), soit très difficile à

résoudre s'il est mal-eonditionné. Nous allons voir que l'étude de ces propriétés dans le cadre

de chacun des deux problèmes - estimation des paramètres et choix de la structure - conduit

alors respectivement à deux concepts: l'identifiabilité et la discernabilité. En effet, il est connu

que l'identifiabilité vérifie l'existence et l'unicité de la solution du problème de l'estimation des

paramètres {WALTER (1987)}, mais nous allons également montrer les liens existant entre l'iden

tifiabilité, la continuité de la solution et le conditionnement du problème.

Tout d'abord, nous allons donner des définitions des notions de structures, modèles et comporte

ments dont nous aurons besoin par la suite. Ensuite, une grande partie du chapitre est consacrée

à l'identifiabilité avec pour premier objectif de clarifier ses différentes notions. En effet, comme

le montre le tableau 2.1\ on trouve dans la littérature un certain nombre de terminologies as

sociées à l'identifiabilité avec parfois des définitions équivalentes portant des noms différents et,

inversement, des définitions différentes portant le même nom2• Toutefois, ces différentes notions

sont divisibles en trois concepts. Dans un premier temps, l'identifiabilité a priori 3 étudie l'iden

tifiabilité de la structure dans un cadre idéal. Dans un second temps, l'identifiabilité a posteriori

étudie toujours l'identifiabilité de la structure, mais cette fois, à partir des données disponibles

(on ne se place plus dans un cadre idéal). Enfin, on trouve parfois une troisième étude d'identifia-

1Des implications et des équivalences entre certaines de ces définitions peuvent être trouvées dans [NOIRET

(2000) ; NaUYEN et WOOD (1982)].
2D'ailleurs, Y. LECOURTIER et E. WALTER [LECOURTIER et WALTER (1981)] ont critiqué les différentes termi-

nologies présentées dans [DISTEFANO III et COBELLI (1980)].
3Cette étude peut être réalisée avant d'avoir recueilli des données, d'où le nom d'identifiabilité a priori, par oppo

sition à l'identifiabilité a posteriori qui tient compte des données entrée-sortie à disposition.
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Terminologie extraite des références Article(s)

Chapitre 2 : Identifiabilité et discernabilité

Terminologie
utilisée dans
la thèse

identifiahilité structurelle
[BELLMAN et ÂSTRDM (1970) ; REID

(1977) ; DISTEFANO III et COBELLI

(1980)]

identifiabilité de la fonction de transfert
(identifiability from the transfer function) [GLOVER et WILLEMS (1974)]

discernabilité de la sortie
(output distinguishability)

identifiabilité des Moindres Carrés
(feast square identifiability)

identifiahilité déterministe

identifiabilité théorique

identifiahilité a priori

identifiabilité qualitative

identifiabilité en sensibilité

identifiahilité pratique

identifiahilité a posteriori

identifiabilité quantitative

identifiabilité en terme de convergence
de l'estimateur

identifiahilité numérique

identifiabilité stochastique

identifiabilité robuste

[GREWAL et GLOVER (1976)]

[GREWAL et GLOVER (1976) ;
CHAVENT (1987)]

[REID (1977) ; NORTON (1986)]

[JULIEN et al. (2000)]

[GODFREY et DISTEFANO III (1987) ;
BREAMS et al. (2002)]

[WALTER et PRONZATO (1987) ;
NOIRET (2000)]

[REID (1977)]

[VAJDA (1987) ; VANROLLEGHEM et al.
(1995) ; BRUN et al. (2001) ; DOCHAIN

et VANROLLEGHEM (2001)]

[GODFREY et DISTEFANO III (1987)]

[WALTER et PRONZATO (1987)]

[TSE et ANTON (1972) ; LJUNG (1976)]

[GODFREY et DISTEFANü III (1987)]

[DISTEFANO III et COBELLI (1980)]

[LJUNG et al. (1993)]

identifiabilité
a priori
(étude de la

structure)

identifiabilité
a posteriori
(étude des

données

disponibles)

identifiabilité
numérique
(étude de

l'estimateur)

TAB. 2.1- Différentes terminologies d'identifiahilité trouvées dans la littérature.

bilité: l'identifiabilité numérique. Cependant, nous verrons que cette étude se ramène à celle de

la convergence de l'estimateur choisi. Par conséquent, nous ne la détaillerons pas. L'identifiabi

lité a priori étant largement étudiée par ailleurs {WALTER (1987) ,. OLLIVIER (1990) ,. DIOP et

FLIESS (1991) ,. LJUNG et GLAD (1994) ,. WALTER et PRONZATO (1994) ,. NOIRET (2000)), nos

contributions concernent principalement l'identifiabilité a posteriori pour laquelle une définition

et une méthode d'analyse sont proposées. De plus, nous montrons que l'identifiabilité a posteriori

quantitative (identifiabilité pratique selon [DOCHAIN et VANROLLEGHEM (2001) ,. BRUN et al.

(2001))) revient à étudier la continuité de la solution et le conditionnement du problème. Le pa-
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ragraphe suivant est consacré à la discernabilité. Ce concept étant lié à celui de l'identifiabilité,

nous avons également pu formuler de nouvelles interprétations. Enfin, le dernier paragraphe est

dédié à l'étude d'identifiabilité de la structure du biefde rivière aménagé déterminée au chapitre 1.

2.1 Structures, modèles et comportements

La modélisation consiste à organiser les connaissances théoriques ou expérimentales de manière à

proposer une loi d'évolution du système, ce qui suppose le choix de grandeurs d'état significatives,

si possible en nombre fini, et de paramètres internes a priori connus ou inconnus. Ceci définit une

structure. Le problème est alors de déterminer un ensemble de valeurs à attribuer aux paramètres

inconnus de la structure, compatibles avec les mesures effectuées. Cette évaluation définit alors un

modèle permettant de simuler ou de prédire l'évolution du système et éventuellement de le com

mander ou de le surveiller.

Les définitions suivantes (légèrement modifiées) sont extraites de la thèse de F. OLLIVIER [OLLIVIER

(1990)].

Définition 2.1 On appelle structure de modèle, notée M, la formulation:

• d'une classe d'applications (représentant les m entrées) :

• de deux applications:

f
9

• d'une famille d'applications:

cPi

où:

lE x JP X jR+ X jRm r---+

lE x JP X jR+ r---+

JP r---+ jR, i = 1 ... n,

(2.1)

(2.2)

(2.3)

lE c jRn est l'ensemble des vecteurs d'état admissibles de dimension n,

JP c jRP est l'ensemble des vecteurs de paramètres de dimension p admissibles a priori,

m est la dimension du vecteur d'entrée,

r est la dimension du vecteur de sortie. •

En donnant au vecteur des paramètres une valeur 0 particulière, on obtient un modèle de la struc

ture M qui sera noté M(O).
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Définition 2.2 On appelle système d'équations d'état de la structure, l'ensemble d'équations:

dx
dt = f(x, e, t, u),

y = g(x, e, t),

(2.4)

(2.5)

et conditions initiales, les équations:

où:

(2.6)

tE ]R+

X E JE c ]Rn

U E]Rm

y E]Rr

e E JP c ]RP

est le temps,

est le vecteur d'état,

est le vecteur d'entrée,

est le vecteur d'observation,

est le vecteur des paramètres internes. •
Définition 2.3 On appelle structure linéaire (en les entrées), une structure pour laquelle le sys

tème d'équations d'état est de la forme:

dx
- = A(t, e)x + B(t, e)u,
dt

y = C(t, e)x,

(2.7)

(2.8)

où A, B et C sont des matrices de tailles respectives n x n, n x m et r x n dont les coefficients

dépendent du temps t et du vecteur des paramètres e. •

On dira qu'une structure est invariante si les fonctions f et 9 sont indépendantes du temps, et

qu'elle est polynômiale ou rationnelle si de plus les fonctions le sont. Enfin, on dira qu'elle est à

conditions initiales nulles si les fonctions <Pi définissant ces conditions sont nulles.

Définition 2.4 On appelle comportement entrée-sortie du modèle M(e), noté CM(e), l'appli

cation qui à tout vecteur d'entrée associe le vecteur de sortie du modèle:

cM(e): U - appl(]R+,]Rr),

u(t) - y(t),
(2.9)

où y(t) est la sortie du modèle M(e) soumis à l'entrée u(t) que l'on notera yM(t, e, u) afin

de faire apparaître les grandeurs dont elle dépend (les conditions initiales, toujours supposées

connues, sont omises).

Alors, le comportement entrée-sortie de la structure, noté CM, est l'application qui, à tout vec

teur de paramètres e E JP, associe le comportement entrée-sortie du modèle M (e). •
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Remarque 2.1 La notion de comportement est donc décrite comme une application. Toutefois,

dans [WILLEMS (1986)}, J. C. WILLEMS définit le comportement d'un modèle par:

(2.10)

et le comportement d'une structure est défini par:

(2.11)

Il décrit donc la notion de comportement par l'ensemble des trajectoires possibles des variables

manifestes w(t). Ces deux notions de comportementproposéespar F. OLLIVIER et J. C. WILLEMS

sont liées. En effet, le comportement d'un modèle selon WILLEMS correspond à l'ensemble des tra

jectoires correspondant aux graphes des applications à l'origine du comportement entrée-sortie

d'un modèle selon OLLIVIER:

JB(O) = {t E jR+, w(t) = (uT(t),yT(t)f E jRm+r 1 y(t) = [CM (0)] (u(t))} ,

JB = {t E jR+, 0 E lP', w(t) = (uT(t), yT(t)f E jRm+r 1 y(t) = [CM (0)] (u(t))}.

(2.12)

(2.13)

o

Le comportement entrée-sortie d'une structure est un objet trop peu maniable pour être utilisé

directement, c'est pourquoi il est parfois substitué par une fonction des paramètres plus simple,

appelée résumé.

Définition 2.5 Un résumé de CM est une application rM de lP' dans JE telle que:

(2.14)

On parle de résumé exhaustif s'il est possible de remplacer l'implication précédente par l'équiva

lence :

(2.15)

•
Dans le cas de structures linéaires invariantes avec des conditions initiales nulles, les paramètres

de Markov (c'est-à-dire la matrice des réponses impulsionnelles) et la matrice de transfert sont

des résumés exhaustifs.

2.2 Identifiabilité

Une fois la structure de modèle M choisie, il est crucial de s'assurer qu'il est théoriquement

possible d'estimer les paramètres 0 d'un modèle de cette structure à partir des données entrée

sortie. Deux facteurs majeurs vont avoir un impact sur l'identifiabilité :

• la complexité de la structure;

• les données disponibles.

Ils vont respectivement conduire à deux notions:



30 Chapitre 2 : Identifiabilité et discernabilité

• l'identifiabilité a priori ;

• l'identifiabilité a posteriori .

Notons que l'identifiabilité a priori est la plus fondamentale et constitue une condition nécessaire

à }'identifiabilité a posteriori. Si une structure n'est pas identifiable a priori, c'est-à-dire si au

moins un des paramètres n'est pas identifiable, alors quelle que soit l'information contenue dans

les données, il sera naturellement impossible d'estimer le (ou les) paramètre(s) a priori non iden

tifiable(s). Il sera alors nécessaire d'étudier l'identifiabilité a posteriori des paramètres a priori

identifiables, si besoin en fixant les paramètres non identifiables.

Voici trois exemples de structures non-identifiables. Les deux premiers sont des exemples mettant

en cause directement la structure (non identifiable a priori). La non-identifiabilité de la dernière

structure est due aux données disponibles (non identifiable a posteriori).

Exemple 1 (Sur-paramétrisation du modèle)

Soit le modèle Ml (a, b) régi par l'équation suivante:

y(t) =a·b·u(t). (2.16)

La structure Ml n'est pas identifiable puisque tous les modèles MI(â, b) tels que: â = al, et b= ,. boù

, E lR*, donnent le même comportement entrée-sortie que le modèle Ml (a, b). Seule la structure régie par

l'équation y(t) = a . u(t) est identifiable. _

r(tH :L_I_c_H_U_(t)_L.-~~G~~~

FIG. 2.1 - Exemple d'illustration d'une structure avec une boucle fermée.

Exemple 2 (Structure avec une boucle fermée)

Soit le modèle en boucle fermée M2(a, b) (Fig 2.1) fonctionnant en régulation (consigne nulle r(t) = 0 et

y(O) i- 0) régi par l'équation suivante:

G: (2.17)

où le signal de commande u(t) est issu d'un correcteur proportionnel de paramètre connu p :

c: u(t) = -p. y(t). (2.18)

Par conséquent, l'équation régissant la structure en boucle fermée est la suivante:

dy
Y(t) + (a + p . b) dt (t) = 0, (2.19)

donc la structure M2(a, b) n'est pas identifiable puisque tous les modèles M2(â, b) tels que: â = a +,. P

et b= b-, où, E lR, donnent le même comportement entrée-sortie que le modèle M2(a, b). Notons tout

de même que si r(t) i- 0, alors la structure est a priori identifiable. _
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Exemple 3 (Entrées corrélées)

Soit le modèle M3(a, b) régi par l'équation suivante:

31

y(t) = a· Ul(t) + b· U2(t), (2.20)

où:

(2.21)

Alors, la structure M3 n'est pas identifiable puisque tous les modèles M3(â, b) tels que: â = a +, .Œ et

b= b-, où, E lR, donnent le même comportement pour ces entrées que le modèle M3(a, b). •

Remarque 2.2 Les structures de modèle mono-entrée/mono-sortie de type « boîte noire» ca

noniques4 sont toujours a priori identifiables et elles sont a posteriori identifiables si l'entrée est

d'excitation persistante d'ordre suffisamment élevé (voir définition 1.1). En effet, on peut véri

fier que dans ce cas le problème est bien-posé et bien-conditionné. C'est pourquoi le problème

d'identifiabilité n'estpas soulevé lorsque l'on identifie un système par une structure canonique. En

revanche, l'identifiabilité est évoquée en « boîte noire» dans les cas à entrées et sorties multiples

non canoniques ou dans un contexte boucle fermée par exemple.

Outre les deux facteurs précédents conduisant aux notions d'identifiabilité a priori et a posteriori,

le bruit (terme regroupant les erreurs de caractérisation et de mesure), souvent modélisé par un

processus stochastique (ou une suite de variables aléatoires en temps discret), est un autre facteur

évident ayant un impact sur le résultat de l'identification. Pour cette raison, il est à l'origine du troi

sième type d'identifiabilité trouvé dans la littérature: l'identifiabilité numérique des paramètres

(voir tableau 2.1). Cette étude a pour objectif de répondre à la question suivante: est-ce que les

paramètres de la structure stochastique choisie (bruits modélisés par un processus stochastique),

estimés à partir d'un comportement du système par une méthode d'estimation choisie, convergent

presque sûrement (avec une probabilité 1) vers les vrais? [TSE et ANTON (1972); LJUNG (1976);

GUSTAVSSON et al. (1977)]. Toutefois, ce problème n'est rien d'autre que celui de l'évaluation des

propriétés d'un estimateur dans le cadre de la théorie de l'estimation [GODFREY et DISTEFANO III

(1987)]. Il s'agit donc d'un problème déjà longuement étudié que nous avons choisi de ne pas inté

grer dans l'étude de l'identifiabilité, bien qu'il puisse s'avérer être un problème non résolu dans le

cas de structures de modèles spécifiques pour justifier la cohérence des résultats d'identification.

4c'est-à-dire sous une forme telle qu'il existe une façon unique de l'écrire. On obtient, par exemple, une forme

canonique en écrivant la fonction de transfert comme le rapport de deux polynômes ordonnés en s, à condition de

simplifier numérateur et dénominateur par leur PGCD et de normaliser (fixer à un) le coefficient de plus bas (ou de

plus haut) degré en s du dénominateur.
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2.2.1 Identifiabilité a priori

Dans un premier temps, on s'intéresse à l'identifiabilité a priori vis-à-vis de la structure, indé

pendamment de toute expérience. Pour cela, nous allons étudier, dans un cadre idéal, la structure

de modèle afin de s'assurer qu'il existe une solution unique (identifiabilité globale) ou un nombre

fini de solutions (identifiabilité locale) à l'estimation des paramètres. Par conséquent, l'étude de

l'identifiabilité a priori revient à tester l'existence et l'unicité du vecteur des paramètres, c'est

à-dire les deux premières conditions pour que le problème d'estimation soit bien-posé au sens

de HADAMARD. Notons que cette notion est voisine de l'observabilité qui exprime l'existence et

l'unicité du vecteur d'état correspondant à un comportement entrée-sortie donné [DIOP et FLIESS

(1991)].

L'objectif de l'identifiabilité a priori est de vérifier que deux vecteurs de paramètres différents

n'entraînent pas le même comportement entrée-sortie (ou le même résumé du comportement), ce

qui se traduit par:

fJ = fJ*,

(2.22)

(2.23)

où fJ* et fJ appartiennent à lP, l'ensemble des paramètres admissibles a priori.

En somme, évaluer l'identifiabilité a priori revient à tester l'injectivité du comportement entrée

sortie de la structure (Fig. 2.2).

Espace des
paramètres

admissibles lP'

Espace des
comportements

entrée-sortie

Espace des
paramètres

admissibles lP'

Espace des
comportements

entrée-sortie

(a) Application injective : structure identi

fiable car Eq. (2.22)~Eq. (2.23)

(b) Application non injective: structure non

identifiable car Eq. (2.22):t>Eq. (2.23)

FIG. 2.2 - Interprétation algébrique de la condition d'identifiabilité a priori (globale).

2.2.1.1 Cadre d'étude de l'identifiabilité a priori

Cette étude se réalise dans le cadre théorique (idéal) suivant [WALTER et PRONZATO (1994)] :

• le système et le modèle ont des structures identiques (pas d'erreur de caractérisation);

• les signaux d'entrée-sortie sont non bruités;



2.2 Identifiabilité 33

• l'entrée à appliquer et les instants de mesure sont choisis librement (ce qui sous-entend

qu'ils sont indépendants des paramètres et des autres variables).

Le schéma de la figure 2.3 est une représentation de ces conditions idéales.

système

YM(t, 0*, u)
M(O*)

u(t) libre
Structures
identiques

M(O)

+ e(t) = 0
() = ()*

YM(t,O,U)'-----_.......
modèle

FIG. 2.3 - Identifiabilité a priori.

2.2.1.2 Définitions de l'identifiabilité a priori

Le concept d'identifiabilité a priori a été traité dès le début des années 1970 selon différentes

définitions [BELLMAN et ÂSTROM (1970) ; GLOVER et WILLEMS (1974) ; GREWAL et GLOVER

(1976)]. Ces définitions et d'autres plus récentes, ainsi que des comparaisons, peuvent être trouvées

dans l'état de l'art de NGUYEN [NGUYEN et WOOD (1982)], le livre édité par WALTER [WALTER

(1987)] et la thèse de NOIRET [NOIRET (2000)]. Les définitions suivantes, données par WALTER

[WALTER et PRONZATO (1994)], sont basées sur des notions d'analyse. Il existe également des

définitions basées sur des notions d'algèbre, données par [DIOP et FLIESS (1991)] ou [LJUNG et

GLAD (1994)] que nous ne formulerons pas ici.

Définition 2.6 Le paramètre Bi est a priori globalement identifiable en ()* E lP' si :

(2.24)

•
L'identifiabilité globale n'est pas toujours facile à démontrer. C'est pourquoi, il existe une défini

tion d'identifiabilité locale qui est souvent plus facile à démontrer.

Définition 2.7 Le paramètre Bi est a priori localement identifiable en ()* E lP' si :

où V (()*) est un voisinage de ()*.

(2.25)

•
Définition 2.8 La structure est a priori globalement (resp. localement) identifiable si tous ses pa

ramètres sont a priori globalement (resp. localement) identifiables. •
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Puisqu'aucune donnée expérimentale n'a encore été recueillie, aucune valeur numérique ne peut

être attribuée au vecteur des paramètres ()* de la structure. Il faut donc que l'étude de l'identi

fiabilité soit effectuée pour toutes les valeurs de ()* admissibles. C'est pourquoi, l'identifiabilité

est souvent traitée en tant que propriété structurelle, c'est-à-dire qu'elle est étudiée pour presque

toutes les valeurs des paramètres de lP, et éventuellement fausse sur un sous--espace de mesure

nulle (espace contenant des valeurs atypiques des paramètres) [WALTER et PRONZATO (1994)].

Définition 2.9 Un paramètre Bi est a priori structurellement globalement (resp. localement) iden

tifiable s'il est globalement (resp. localement) identifiable \:;j()* E lP. •

Si pour presque tout ()*, il existe une solution unique pour (), la structure est a priori structu

rellement globalement identifiable. Si pour presque tout ()*, l'ensemble des solutions est dénom

brable, la structure est a priori structurellement localement identifiable. Si pour presque tout ()*,

l'ensemble des solutions n'est pas dénombrable, la structure est a priori structurellement non

identifiable.

2.2.1.3 Méthodes d'identifiabilité a priori

Il existe de nombreuses méthodes pour tester l'identifiabilité a priori d'une structure de modèle

linéaire ou non, fondées soit sur une approche analytique, soit sur une approche algébrique. Les

descriptions détaillées de ces méthodes, peuvent être trouvées dans [WALTER (1982, 1987); CHA

PELL et al. (1990) ; OLLIVIER (1990) ; NOIRET (2000) ; JAUBERTHIE (2002)].

Dans le cas de structures linéaires, l'identifiabilité a priori est un concept bien cerné. Il existe

ainsi plusieurs méthodes simples à mettre en œuvre, utilisant différents résumés du comportement

(comme par exemple les paramètres de Markov, la matrice de transfert ou la réalisation minimale

de la forme d'état). Ce paragraphe présente la méthode fondée sur la matrice de transfert. Cette

dernière sera utilisée afin d'étudier l'identifiabilité a priori de la structure de l'application envi

sagée dans cette thèse. Considérons une structure de modèle linéaire avec des conditions initiales

nulles. Pour tester son identifiabilité, il est possible d'utiliser la méthode suivante [WALTER et

PRONZATO (1994)] :

• exprimer la matrice de transfert associée H(s, ()) ;

• transformer H(s, ()) sous forme canonique Hc(s, ());

• écrire les équations en () et ()* traduisant l'identité des paramètres de Hc(s, ()) et Hc(s, ()*);

• résoudre ces équations en ().

Exemple 4 (extrait de (WALTER et PRONZATO (1994)])

Soit le modèle dont la fonction de transfert sous forme canonique est la suivante:

(2.26)
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La relation Hc(s, 0) = Hc(s, 0*) se traduit par le système d'équations:

(h = Oi,

O2 + 03 = 0; + 0;,

0203 = 0;0;.
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(2.27)

(2.28)

(2.29)

•
Ce dernier possède deux solutions en 0 : 0 1 = (Oi, B;, 0; f et O2 = (Bi, 0; , 0;)T. On ne pourra donc pas

trancher entre O2 et 03 sans faire appel à d'autres mesures que celles prévues ou à d'autres connaissances a

priori que celles supposées disponibles lors de l'étude de l'identifiabilité a priori.

Le cas des structures non linéaires est bien plus complexe. En effet, il n'est parfois possible de

mettre en évidence que des conditions nécessaires et/ou suffisantes d'identifiabilité globale. La

liste ci-dessous renvoie à quelques méthodes disponibles:

• l'approche par linéarisation autour d'un point d'équilibre [GODFREY et DISTEFANO III

(1987)] ;

• l'approche par développement en séries (série de Taylor [GODFREY et DISTEFANO III

(1987)] ou séries génératrices [WALTER (1982)]);

• l'approche par la méthode des similarités [VAJDA et al. (1989)];

• l'approche par l'algèbre différentielle [OLLIVIER (1990) ; LJUNG et GLAD (1994) ; DENIS

VIDAL et al. (1999) ; FLIESS et SIRA-RAMIREZ (2003)].

Cette dernière s'avère très efficace dans les cas complexes. Elle est devenue accessible grâce aux

travaux récents de A. SEDOGLAVIC qui a mis au point un algorithme testant l'observabilité et

l'identifiabilité locale des systèmes et l'a implanté sous MAPLE (logiciel de calcul symbolique)

[SEDOGLAVIC (2002)]. Les récents travaux de [XIA et MOOG (2003)] et [MARGARIA et al.

(2004)] permettent de faire le point sur l'identifiabilité de structures non-linéaires et présentent

des applications.

2.2.1.4 Identifiabilité a priori de structures stochastiques

Pour les systèmes réels, il convient de prendre en compte dans la structure de modèle les incerti

tudes de mesures et de modélisation. Il est possible de modéliser ces incertitudes par une approche

probabiliste ce qui conduit alors à une structure de modèle M v fonction d'un ou plusieurs proces

sus stochastiques stationnaires v(t). Il peut alors être essentiel de s'assurer que les paramètres de

la structure de modèle du bruit, ainsi que ceux de la structure globale (partie déterministe + partie

stochastique), sont a priori identifiables. L. LJUNG [LJUNG (1999)] est le seul à notre connais

sance à considérer l'identifiabilité de la structure du bruit.

Nous proposons alors d'étudier l'identifiabilité a priori stochastique dans le cadre suivant:
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• processus stochastiques (stationnaires) v(t) du système et du modèle libres et identiques

(même trajectoire) ;

• pas de bruit supplémentaire;

• pas d'erreur de caractérisation;

• entrée u(t) libre.

Les définitions et les méthodes restent identiques à celles précédemment décrites, sauf que la struc

ture M prend en compte celle de la structure du bruit M v • Dans le cas le plus couramment envi

sagé, représenté à la figure 2.4, les bruits et perturbations sont additifs et leur structure de modèle

est définie par M v = {H(s,'l9)/'l9 E lP} où H(s,'l9) est un filtre stable et inversement stable

mis sous forme canonique. La structure M v est donc identifiable. Alors, si l'identifiabilité de la

structure M a été établie, l'identifiabilité théorique de la structure stochastique résultante Ms

(correspondant à M + M v ) est triviale.

v(t) libre
----------------,

1
1 Structure
1 stochastique Mv(-a*)
1 du système

1

1 YM.(t,O*,-a*,u,v)
M(O*)

YM.(t,O,-a,U,V)

u(t) libre

1 1
L • ~

Structures
identiques

r---- it----------
1 1

1 M(O)
1

1

1 Structure
1 stochastique
1 du modèle 1
L ~

v(t) libre

+ e(t) = 0 [:] [::]

FIG. 2.4 - Identifiabilité a priori d'une structure stochastique - cas d'un bruit additif en sortie.

2.2.1.5 Objectifs de l'identifiabilité

Un objectif original de l'identifiabilité, récemment développé par C. NOIRET [NOIRET (2000)], est

d'améliorer les méthodes d'identification en prenant en compte ses résultats. Toutefois, le princi

pal objectif de l'identifiabilité a priori reste de parvenir à formuler des conditions d'identifiabilité

de la structure, en particulier sur l'entrée, afin de garantir l'unicité de la solution du problème

d'identification de la structure. Cette étude s'avère en effet nécessaire à toute démarche de pla

nification d'expériences visant à rechercher les conditions expérimentales permettant d'obtenir la

meilleure précision sur les estimées des paramètres [WALTER et PRONZATO (1990); JAUBERTHIE

(2002)]. D'avantage de résultats sur l'identifiabilité a priori de systèmes à retard sont présentés
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dans [ORLOV et al. (2002b,a) ; BELKOURA et ORLOV (2002) ; BELKOURA et al. (2000)]. Néan

moins, dans notre cas, la planification d'expériences est impossible pour des raisons de sécurité

et de coût. En revanche, il serait intéressant de pouvoir déterminer si les données disponibles per

mettent d'estimer correctement les paramètres a priori identifiables de notre structure. Cette étude

va être réalisée par l'identifiabilité a posteriori.

2.2.2 Identifiabilité a posteriori

Une fois l'identifiabilité a priori de la structure démontrée, il est alors important de vérifier que la

condition d'unicité de la solution du problème inverse (estimation) est toujours vérifiée a poste

riori, c'est-à-dire avec les données entrée-sortie disponibles.

L'identifiabilité a posteriori, aussi souvent nommée identifiabilité pratique, a fait l'objet de nom

breux travaux ces dix dernières années, notamment en bioprocédés où certains systèmes s'avèrent

avoir une structure a priori identifiable, mais non identifiable a posteriori à cause des conditions

expérimentales passives [DOCHAIN et al. (1995) ; VANROLLEGHEM et al. (1995) ; WEIJERS et

VANROLLEGHEM (1997); BRUN et al. (2001); DOCHAIN et VANROLLEGHEM (2001)]. Toutefois,

leur théorie repose sur la minimisation de l'énergie de l'erreur de sortie, ce qui sous-entend donc

que leur résultat d'identifiabilité dépend du critère (i.e. de l'estimateur) utilisé. Nous proposons

ici de définir l'identifiabilité a posteriori indépendamment de l'estimateur considéré, c'est-à-dire

en exploitant uniquement la structure de modèle et les données disponibles. L'analyse de l'esti

mateur est envisagée dans le cadre de l'identifiabilité numérique (voir tableau 2.1). Le concept de

l'identifiabilité a posteriori que nous allons utiliser est basé sur celui de l'identifiabilité a priori.

2.2.2.1 Cadre d'étude de l'identifiabilité a posteriori

La différence entre les cadres d'étude des identifiabilités a priori et a posteriori concerne les

entrées: elles ne sont plus libres mais imposées. On parle alors d'un cadre expérimental passif où

les données sont issues d'une simple observation et non d'une planification optimale d'expérience

[GODFREY (1993); SCHOUKENS et PINTELON (1991); WALTER et PRONZATO (1994)]. Le cadre

de l'identifiabilité a posteriori (voir FIG. 2.5) est donc le suivant:

• le système et le modèle ont des structures identiques (pas d'erreur de caractérisation);

• les entrées disponibles sont non bruitées (donc non mesurées) ;

• les entrées sont imposées (conditions expérimentales passives) ;

• le choix de la période d'échantillonnage des données est adaptée au problème.

Cette étude est donc toujours réalisée dans un cadre théorique, même si celui-ci n'est plus idéal;

c'est d'ailleurs pourquoi nous préférons les qualificatifs a priori et a posteriori plutôt que ceux de

théorique et pratique.
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système

y M(t, 8*, u)
M(8*)

u(t) donnée
Structures
identiques

M(8)

+ e(t) = 0

===> fJ = fJ*

y M(t, 8, u)
'---------'

modèle

FIG. 2.5 - Identifiabilité a posteriori.

2.~.2.2 Définitions de l'identifiabilité a posteriori

Il ne s'agit plus d'étudier l'injectivité du comportement entrée-sortie de la structure, mais d'étudier

l'injectivité de son comportement pour une entrée spécifique, imposée par les conditions expéri

mentales.

Définition 2.10 La structure est a posteriori globalement identifiable en fJ* E JP si :

pouru(t) donnée, VfJ E JP, Vt E h,tN] (l'horizon de mesure),

[CM (fJ)](u(t)) = [CM(fJ*)](u(t)) ===> fJ = fJ*, (2.30)

ce qui est équivalent, d'après la définition 2.4 du comportement entrée-sortie d'un modèle, à :

YM(t,fJ,U)=YM(t,fJ*,u) ===> fJ=fJ*.

Définition 2.11 La structure est a posteriori localement identifiable en fJ* E JP si :

pour u(t) donnée, :JV(fJ*) tel que VfJ E V(fJ*), Vt E [tl, tN],

YM(t,fJ,U)=YM(t,fJ*,u) ===> fJ=fJ*,

où V (fJ*) représente un voisinage de fJ*.

2.2.2.3 Méthode d'identifiabilité a posteriori locale

(2.31)

•

(2.32)

•

Soit M une structure de modèle mono--entrée/mono-sortie a priori identifiable. Soit fJ* E JP c ffi-P

le vecteur des paramètres du modèle nominal, p étant le nombre de paramètres de la structure à

estimer (a priori identifiables). Soit fJ E V(fJ*), p < N. Notons dfJ la différence entre les deux

vecteurs de paramètres: fJ = fJ* + dfJ. Alors, le développement en série de Taylor du premier

ordre de y(t, fJ* + dfJ, u) (pour raison de simplification l'indice M faisant référence à la structure

considérée est omise) donne:

( * ) ( *) ~8y(t,fJ,U)1 B O( 2)Y t, fJ + dfJ, u = y t, fJ ,u + {;;{ 8B
i

(J* d i + dfJ, (2.33)
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Par conséquent, la condition d'identifiabilité a posteriori locale de la structure (2.32) est quasi

équivalente (à l' approximation près) à :

où:

[ ] ~ ay(t, (), u) 1

Vt E t l , tN , 7=:. aO
i

(J* dOi = 0 ==} d() = 0,

ay(t,(),u) 1 = ( 0* )
ao . Sy t, t' U

t (J*

(2.34)

(2.35)

est la fonction de sensibilité de la sortie y(t,()*,u) par rapport au paramètre 0; pour l'entrée u
donnée et où [tl, tN] correspond à l'ensemble des instants des échantillons des données. L'équation

précédente se réécrit :

ou encore:

p

Vt E [tl, tN], L Sy(t, 0;, u)dOi = 0 ==} d() = 0,
i=l

(2.36)

,

.... Sy(tl,.o;, U))
'. : d() = 0

. .. Sy(tN,0;, u)
v

Sy((J* ,u)

d() = 0, (2.37)

où Sy (()* , u) est la matrice de sensibilité de la sortie y par rapport aux paramètres de la structure

()* pour u donnée. Cette écriture permet de voir que la condition (2.32) est vraie si et seulement si

les colonnes de la matrice Sy (()* , u) sont linéairement indépendantes ou que la matrice Sy (()* , u)
est de rang plein colonne:

Rang(Sy(()*,u)) = p,

ou, de manière équivalente, que le noyau de la matrice Sy (()* , u) est de dimension nulle:

Ker(Sy(()*,u)) = 0.

(2.38)

(2.39)

En conclusion, s'il existe une fonction de sensibilité (c'est-à-dire une colonne de la matrice de

sensibilité) :

nulle ou colinéaire à une autre, alors la condition d'unicité n'est pas respectée. Attention, ce n'est

pas parce que la fonction de sensibilité d'un paramètre est non-nulle que ce dernier est a posteriori

identifiable.

Remarque 2.3 Le choix des instants de discrétisation [tl, tN] est important. Il faudra d'assurer

que la discrétisation temporelle des données est adaptée, c'est à dire qu'elle n'entraîne pas une

chute du rang de la matrice de sensibilité. 0
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Remarque 2.4 Ce lien entre les notions d'identifiabilité et de sensibilité de la sortie n'estpas nou-

veau. 1. G. REID a déjà donné une définition de structure « identifiable en sensibilité» (sensitivity

identifiable) dans {REID (1977)) mais sans donner de définition de l'identifiabilité. Le chapitre [RICHALET

et al. (1971)) introduit le concept de sensibilité et montre son importance dans le développement

des méthodes d'identification. 0

La principale difficulté de cette méthode reste l'évaluation des fonctions de sensibilité. Plusieurs

approches de différentiation (numérique, analytique, automatique) sont alors utilisables [GRIEWANK

(2001)] et il existe des outils logiciels de différentiation associés à ces méthodes. Par exemple, le

logiciel DIFFEDGE5 [MASSE (2001)] a été développé récemment pour résoudre des problèmes de

différentiation symbolique de modèles décrits sous forme de schémas-blocs.

Nous avons précédemment considéré le cas mono-entrée/mono-sortie, mais cette méthode est

généralisable au cas multi-entrées/multi-sorties en considérant la matrice de sensibilité globale

(composée des fonctions de sensibilité de chaque sortie par rapport à chaque paramètre de la struc

ture e; pour le vecteur d'entrées u donné) de dimension Nr x p :

(2.40)

où:

(2.41)

On peut alors montrer que la structure est a posteriori localement identifiable en ()* si et seulement

si Rang (Sy(()*, u)) = p.

2.2.2.4 Lien avec la continuité de la solution

La condition de continuité signifie que la dépendance de la solution () par rapport à la sortie y est

continue, c'est-à-dire que lorsque l'erreur dy = y(t, ()* + d(), u) - y(t, ()*, u) sur la donnée tend

vers zéro, l'erreur d() tend aussi vers zéro :

dy ---+ 0 ~ d() ---+ O. (2.42)

Nous avons vu au paragraphe précédent que si les paramètres sont a posteriori localement identi

fiables alors la matrice de sensibilité Sy(()*, u) est de rang p. Or, si Rang (Sy(()*, u)) = p, alors:

(2.43)

où ot représente l'inverse généralisée d'une matrice. Par conséquent, l'identifiabilité a posteriori

locale des paramètres implique la continuité (locale) de la solution (troisième condition pour qu'un

problème soit bien-posé au sens de HADAMARD) : le problème de l'identification est bien-posé.

Toutefois, le problème peut être mal-eonditionné. Nous reviendrons sur le conditionnement du

problème au paragraphe 2.2.2.6.

5DIFFEDGE, copyright APPEDGE, http://www.appedge.com
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Nous avons vu au paragraphe 2.2.2.3 que l'identifiabilité a posteriori d'une structure revenait à

étudier la singularité de la matrice de sensibilité de la sortie vis-à-vis des paramètres. L'identifia

bilité a posteriori d'un paramètre revient à tester la non-nullité de la fonction de sensibilité de la

sortie vis-à-vis de ce paramètre, et sa non-colinéarité avec une autre (vis-à-vis d'un autre para

mètre). Ces études sont donc qualitatives. Toutefois, puisque la dépendance linéaire est un critère

quantitatif, il est possible de quantifier l'identifiabilité a posteriori d'un paramètre vis-à-vis des

autres. Cette idée de degré (ou de quantification) d'identifiabilité rejoint les méthodes de sélection

de paramètres identifiables des bioprocédés [WEBERS et VANROLLEGHEM (1997) ; BRUN et al.

(2001)] et celles de sélection de variables en régression linéaire (avec un critère de corrélation)

[DRAPER et SMITH (1981)].

Le conditionnement d'une matrice est une mesure du degré de régularité de cette dernière. li peut,

par conséquent, servir de mesure du degré d'identifiabilité a posteriori d'une structure ou d'un

paramètre. Par définition, le conditionnement d'une matrice A E IRnxm est:

(2.44)

où Il./1 est une norme matricielle. On montre alors qu'une matrice ayant un conditionnement élevé

est proche de la singularité, tandis qu'une matrice ayant un conditionnement petit (proche de 1

car K;(A) ~ 1) est loin d'être singulière. Lorsque la norme 2 est retenue le conditionnement de A

correspond alors au rapport des valeurs singulières extrêmes de A :

(2.45)

Notons qu'une matrice singulière aura un conditionnement infini.

Par conséquent, une structure ayant une matrice de sensibilité avec un conditionnement élevé sera

moins identifiable qu'une autre ayant une matrice de sensibilité avec un conditionnement plus

faible au sens où la première est plus proche de la singularité que la seconde, c'est-à-dire que son

inversion sera plus sensible à des perturbations (ou incertitudes) sur les données.

Enfin, afin de comparer le degré d'identifiabilité de chacun des paramètres, il suffit alors de com

parer les conditionnements de toutes les matrices formées par les diverses combinaisons possibles

des fonctions de sensibilité (c'est-à-dire des colonnes de la matrice de sensibilité de la structure).

Il est donc possible de classer les paramètres de la façon suivante:

1. Le paramètre le plus identifiable est celui ayant la plus grande norme (euclidienne) :

(2.46)

où e correspond à l'ensemble des paramètres étudiés.

2. Le deuxième est celui dont la fonction de sensibilité et celle relative à el forment une matrice

ayant le conditionnement le plus faible, c'est-à-dire le plus petit rapport amax/amin. Or,

toutes ces matrices ont la même valeur singulière a max , donc il suffit de choisir celle qui a



42 Chapitre 2 : Identifiabilité et discernabilité

la plus grande valeur (Jmin. Par conséquent, le deuxième paramètre le plus identifiable est

déterminé par:

(2.47)

où e\ {el} correspond à l'ensemble des paramètres étudiés privé de el'

3. Le je paramètre (3 ~ j ~ p) est alors déterminé par:

(2.48)

où 'E j = {el,,' ej-Il est l'ensemble des (j - 1)e paramètres plus identifiables et SL;j =
[Sy(el , u) ... Sy(ej - l , u)] est la matrice formée par les fonctions de sensibilité vis-à-vis de

chacun des paramètres de 'E j .

Enfin, une représentation synthétique de ces résultats peut être effectuée en traçant ces maxima

(ou les valeurs singulières de la matrice de sensibilité) en fonction de leur argument, c'est-à-dire

en fonction du classement établi. Cette classification sera effectuée dans le cadre de l'étude de

l'identifiabilité a posteriori de la structure de notre application au paragraphe 2.4.

2.~.2.6 Lien avec le conditionnement du problème

ous allons maintenant voir que le conditionnement du problème est lié au conditionnement de

la matrice de sensibilité et, par conséquent, qu'étudier le degré d'identifiabilité a posteriori de la

structure revient à étudier le conditionnement du problème. Tout d'abord, considérons un problème

linéaire de la forme suivante:

y=AO, (2.49)

où y et 0 sont respectivement des vecteurs de dimensions N et p, et A est une matrice de dimension

N x p. Le vecteur y et la matrice A sont des données du problème. Dans notre cas, ils dépendent

de la structure du modèle et des données entrée-sortie. L'annexe B montre la mise sous forme d'un

problème linéaire de l'identification d'une réponse impulsionnelle finie.

Le conditionnement du problème (2.49) mesure la sensibilité de la solution 0 à des perturbations

relatives de A et de y. Il nécessite le choix d'une norme de vecteur et de sa norme matricielle

subordonnée et il est alors défini par:

K(A, y) t::. Hm sup
E-+O+ II~AII ~ EIIAII

II~yll ~ Ellyll

Il (A + ~A)t (y + ~y) - Atyll
E11Aty11

(2.50)

Or D. J. HIGHAM souligne dans [HIGHAM (1995)] que le conditionnement du problème est lié au

conditionnement de la matrice A par la relation suivante:

K(A y) = K(A) + IIAtlillyl1
, IIAtyl1 '

(2.51)
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où /'l,(A) est le conditionnement de la matrice A (mesurant la sensibilité de l'opération d'inversion

de la matrice) dont la définition a déjà été donnée à l'équation (2.44). Par conséquent, en utilisant

l'inégalité liAit ~ Ilyll/11811, on déduit des équations (2.44) et (2.51) que:

(2.52)

Finalement, on constate donc que le conditionnement de la matrice A donne un nombre de gran

deur acceptable du conditionnement du problème. Or, la matrice de sensibilité de la sortie vis-à-vis

des paramètres du problème linéaire de l'équation (2.49) est égale à la matrice A. Par conséquent,

il est possible de quantifier le conditionnement du problème en quantifiant l'identifiabilité a poste

riori d'une structure.

Remarque 2.5 Si le conditionnement d'une matrice est infini, cela implique que cette matrice

n'est pas inversible et donc que la solution du problème inverse n'est pas continue, c'est-à-dire

que le problème est mal conditionné et mal-posé. <>

2.3 Discernabilité

La discernabilité assure qu'il est possible (ou non) de faire la distinction entre plusieurs structures

candidates à la représentation d'un système. On considère maintenant deux structures de modèle

M et N, pensées être pertinentes pour décrire le système S et associées respectivement aux vec

teurs de paramètres 8 E IP et cP E Q (FIG. 2.6). On dira que N est structurellement discernable

de M, si pour presque toute valeur de 8 E IP, il n'existe aucune valeur cP E Q satisfaisant l'égalité

des comportements entrée-sortie des deux modèles. Notons que contrairement à l'identifiabilité,

cette définition n'est pas symétrique: la proposition «N est structurellement discernable de M »

n'entraîne pas nécessairement« M est structurellement discernable de N ». Lorsque les deux pro

positions sont vérifiées, on dira que M et N sont structurellement discernables. Les algorithmes de

test de discernabilité structurelle [CHAPMAN et al. (1994)] sont analogues à ceux employés pour

l'identifiabilité de la structure. Il y a cependant deux différences notables. La première est qu'au

lieu de considérer deux modèles de même structure, on considère deux modèles de structures dif

férentes. La seconde est que l'on espère montrer l'inexistence d'une solution cP, alors que dans

l'étude de l'identifiabilité on espère montrer l'unicité de cette solution. Par ailleurs, il est facile de

prouver [WALTER et PRONZATO (1994)] que l'identifiabilité d'une structure n'est ni nécessaire ni

suffisante pour sa discernabilité. Il suffit de mettre en évidence des structures qui sont discernables

alors qu'aucune n'est identifiable et des structures identifiables qui ne sont pas discernables.

Définition 2.12 On dira que M et N sont structurellement (globalement) discernables sur IP x Q,

s'il n'existe aucune valeur de 8 E IP et cP E Q satisfaisant:

(2.53)

•
On peut également donner une définition de discernabilité locale non structurelle beaucoup moins

restrictive.
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modèle 1

YM(t,O,U)
M(O)

u(t) libre
Structures
différentes

N(4))

+ e(t) =J 0

YN(t, 4>, u)
'---------'

modèle 2

FIG. 2.6 - Discernabilité a priori de structures.

Définition 2.13 On dira que M et N sont localement discernables en ()* E lP' et en cP* E Q, s'il

n'existe aucune valeur de () E V (()*) et cP E V (cP*) satisfaisant:

(2.54)

•
Naturellement, tout comme pour l'identifiabilité, il est important d'étudier la discernabilité a pos

teriori des structures candidates, c'est-à-dire pour les jeux de données à notre disposition.

Définition 2.14 On dira que M et N sont a posteriori localement discernables en ()* E lP' et en

cP* E Q pour un vecteur u d'entrées donné, s'il n'existe aucune valeur de () E V( (}*) et cP E V( cP*)
satisfaisant, 'lit Eh, tN] :

[CM ((})] (u(t)) = [CN(cP)] (u(t)),

ou de manière équivalente:

Toutefois, la non-existence est plus difficile à démonter que l'unicité.

2.4 Identifiabilité d'un bief de rivière aménagé

(2.55)

(2.56)

•

Dans le chapitre 1, nous avons montré qu'un bief de rivière peut être modélisé par une structure à

temps continu régie par l'équation suivante:

-- K e e-TS
-- K s 1--

I::::.hds) = --- l::::.uQ (s) - -- l::::.uQ (s)A s e As s'
(2.57)

où les paramètres sont () = [Ke , K s , A, TV avec T > O. Rappelons que les données sont I::::.hL la

côte du bief en aval, l::::.uQe et l::::.uQs respectivement les commandes de débit entrant et sortant.

La méthode d'identifiabilité a priori présentée au paragraphe 2.2.1.3 montre que les paramètres

K e, K s et A ne sont pas identifiables. En revanche, les paramètres ae = KelA, as = KsiA et T
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sont a priori structurellement globalement identifiables. Nous considérerons donc maintenant la

structure régie par l'équation suivante:

(2.58)

où les paramètres sont (j = [Œe , Œs , T]T avec T > O.

Nous allons maintenant étudier l'identifiabilité a posteriori de cette structure en (j* (dont les va

leurs sont données dans le tableau 2.2) à partir de plusieurs jeux de données à notre disposition

(voir chapitre 1). Pour cela, nous avons vu au paragraphe 2.2.2 qu'il était nécessaire de calculer

les fonctions de sensibilité de la sortie vis-à-vis des paramètres pour les entrées disponibles. Ces

calculs peuvent se faire de manière soit analytique comme nous allons le voir, soit en utilisant le

logiciel DIFFEDGE évoqué précédemment. Toutefois, ce dernier ne permet pas de calculer direc

tement la sensibilité d'une sortie vis-à-vis d'un retard. Mais ceci reste possible indirectement en

approchant le retard avec, par exemple, une approximation de Padé [MALEK-ZAVAREI et JAM

SHIDI (1987) ; RICHARD (2003b)].

paramètre valeur nominale

T 7 x Te (en s)

A 0,669.106 (en m 2
)

K e 1

K s 0,8

TAB. 2.2 - Valeurs nominales (j* des paramètres du bief aménagé.

D'après l'équation (2.58), les transformées de Laplace des fonctions de sensibilité de la sortie

vis-à-vis de chacun des paramètres vérifient les relations suivantes6 :

(2.59)

(2.60)

(2.61)

desquelles il est possible de déduire les fonctions de sensibilité à l'aide de la transformée de La

place inverse. La figure 2.8 représente ces fonctions de sensibilité évaluées pour le jeu d'entrées

représenté à la figure 2.7 et les valeurs des paramètres indiquées dans le tableau 2.2, les conditions

initiales étant supposées nulles. On constate que, dans ces conditions, la sortie est très sensible

vis-à-vis des deux paramètres Œe et Œs (variation de la sensibilité respectivement entre -5.105 et

10.105, et entre -15.105 et 0). En revanche, elle est beaucoup moins sensible vis-à-vis du retard

puisque sa sensibilité varie entre -1.10-4 et 1.10-4 . Toutefois, bien que cette sensibilité soit faible,

6Nous rappelons que la notation x(s) représente la transformée de Laplace de la variable x(t).
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FIG. 2.8 - Fonctions de sensibilité de la sortie flh L du modèle nominal vis-à-vis des trois para

mètres a e , as et T pour les entrées fluQe et fluQs données. Le conditionnement de la matrice de

sensibilité vaut 1,86.1010 .

on ne peut pas la considérer comme nulle. De plus, les deux autres vecteurs de sensibilité ne sont

pas colinéaires: la matrice de sensibilité n'est pas singulière. Toutefois, le conditionnement de

cette dernière est élevé (1, 86.1010). Par conséquent, la structure est a posteriori identifiable mais

au moins un des paramètres est très peu identifiable. La figure 2.9 représente les valeurs singu

lières de la matrice de sensibilité pour ce jeux de données (marqueurs x), ainsi que celles pour

l'ensemble des jeux de données à notre disposition (marqueurs.), en fonction du classement des

paramètres du plus au moins identifiable, obtenu par le méthode présentée au paragraphe 2.2.2.5.

On constate que a e et as ont un degré d'identifiabilité du même ordre de grandeur. Toutefois,

le retard T possède un degré d'identifiabilité beaucoup plus faible. Il est responsable du mauvais

conditionnement du problème pour l'ensemble des jeux de données, compris entre 5.109 et 5.1011

comme l'indique la figure 2.10 représentant la répartition de ce dernier pour l'ensemble des jeux

de données.
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En conclusion, le problème d'identification est bien-posé, mais mal conditionné étant donné les

signaux disponibles. En particulier, le retard est peu identifiable, ce qui signifie qu'il est déjà suf

fisant de l'estimer à une période d'échantillonnage près.
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FIG. 2.9 - Résultats de l'identifiabilité a posteriori quantitative pour l'ensemble des jeux de don

nées (x valeurs singulières de la matrice de sensibilité pour le jeux de données du 14/03).
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FIG. 2.10 - Histogrammes des nombres de conditionnement des matrices de sensibilité obtenues

pour l'ensemble des jeux de données.

2.5 Conclusion

Ce chapitre est consacré aux concepts d'identifiabilité et dans une moindre mesure à ceux de dis

cernabilité. Devant la richesse des travaux portant sur le concept d'identifiabilité et ses différentes
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définitions plus ou moins pertinentes [LECOURTIER et WALTER (1981)], il nous a paru nécessaire

d'apporter une clarification. Nous avons alors proposé la classification suivante:

• l'identifiabilité a priori;

• l'identifiabilité a posteriori;

• l'identifiabilité numérique.

Ce chapitre a été principalement dédié aux deux premières notions. L'identifiabilité numérique,

relative à l'étude des propriétés de l'estimateur des paramètres, et donc déjà longuement étudiée,

n'est pas considérée dans ce travail.

L'identifiabilité a priori consiste à étudier l'existence et l'unicité d'une solution à l'estimation des

paramètres d'une structure de modèle dans un cadre idéal (indépendamment des données).

Une fois l'identifiabilité a priori de la structure démontrée, il est alors important de vérifier que

l'unicité de la solution du problème inverse est également garantie a posteriori dans le cadre expé

rimental (avec les données disponibles) : il s'agit alors de l'identifiabilité a posteriori. Ce concept

a déjà été défini sous la terminologie d'identifiabilité pratique [DOCHAIN et VANROLLEGHEM

( 001)]. Dans ce cadre, notre contribution a été de proposer une définition de l'identifiabilité

a posteriori généralisant celle de l'identifiabilité a priori donnée dans [WALTER et PRONZATO

(]994)]. Celle-ci nous a conduit au développement d'une méthode d'identifiabilité a posteriori

locale, consistant à étudier le rang de la matrice de sensibilité de la sortie vis-à-vis des paramètres

de la structure de modèle. Cette étude est qualitative : la structure est ou n'est pas identifiable.

Nous avons vu que cette étude peut également être quantitative: un paramètre peut être plus ou

moins identifiable qu'un autre. Nous avons alors proposé une méthode de sélection de paramètres

selon leur degré d'identifiabilité pour une entrée donnée, par l'inspection du conditionnement des

matrices de sensibilité.

Finalement, nous sommes parvenus à la conclusion que des liens entre les différents concepts

d'identifiabilité et l'étude du problème inverse (d'estimation) peuvent être établis. Ceux-ci peuvent

être résumés par le diagramme suivant:

identifiabilité a posteriori locale
(étude des données disponibles)

Étude du caractère bien-posé:

- existence d'une solution;

- unicité de la solution;

- continuité de la solution.

Étude du conditionnement.

}
identifiabilité a priori
(étude de la structure)

}
Enfin, le dernier paragraphe du chapitre a été dédié à l'étude d'identifiabilité de la structure du bief

de rivière aménagé déterminée au chapitre 1. Celle-ci montre qu'il est déjà suffisant d'estimer le

retard à une période d'échantillonnage près, étant donné le degré d'identifiabilité a posteriori de

ce paramètre.



Chapitre 3

Méthodes d'estimation de retard

L'objectif de ce chapitre est, d'une part, d'effectuer un état de l'art des méthodes d'estimation

du retard d'une structure de modèle à temps discret, le retard étant supposé être un multiple de

la période d'échantillonnage: T = d x Te, où d E N*. D'autre part, il s'agira d'appliquer le

principe de ces méthodes à l'estimation de retard de biefde rivière aménagé.

Cependant, ces méthodes ne sont pas directement applicables aux cas du biefde rivière aménagé.

En effet, nous avons montré au chapitre 1 que le bief de rivière aménagé, dans les conditions

expérimentales passives, est modélisé par la structure de modèle représentée à la figure 3.1. Deux

grandes approches peuvent alors être considérées pour identifier le bief (et en particulier estimer

le retard) selon la structure de modèle:

• l'approche directe, qui ne prend pas en compte la nature bouclée du système: la structure

de modèle (ne contenant pas de boucle) représente directement le comportement entre les

deux entrées, tluQe et tluQs' et la sortie tlhL ,.

• l'approche indirecte, qui prend en compte les boucles du système: la structure de modèle,

mono-entrée/mono-sortie, représente le comportement (bouclé) entre une entrée tluQe et la

sortie tlhL .

Notons que si les correcteurs sont connus, il est alors possible de passer d'un modèle de l'ap

proche directe à un autre de l'approche indirecte, et inversement.

La première partie de ce chapitre effectue un état de l'art des principales méthodes d'estimation

de retard de structure à temps discret mono-entrée/mono-sortie.

La deuxième partie est dédiée à une étude d'applicabilité des méthodes précédemment décrites

dans le cadre du biefde rivière. Certaines de ces méthodes vont s'avérer difficilement utilisables en

l'état et il sera alors nécessaire de les adapter. Nous proposerons en particulier une généralisation

de la méthode d'estimation de retard développée dans [ZHENG et FENG (1990)J au cas d'une

structure possédant deux entrées et une sortie corrélées.

Enfin, la dernière partie concerne l'application des méthodes retenues à l'estimation du retard du

biefde rivière aménagé à partir des données disponibles.
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Approche directe

6.hj,[k]~

(3.1)

FIG. 3.1- Schéma-bloc de la structure de modèle simplifiée d'un bief de rivière dans les conditions

expérimentales passives.

3.1 Estimation de retard de structure mono-entrée/mono-sortie

à temps discret: un état de l'art

La structure de modèle du système considérée dans cette partie est la suivante:

B(q-1) -d
y[k] = A(q-1) q u[k] + w[k],

où {u[k]}r~ol représente l'entrée (d'ordre d'excitation persistante suffisamment élevé), {y[k]}r~ol

la sortie, {w[k]}r~ol le bruit agissant sur le système et:

(3.2)

(3.3)

Les ordres na et nb sont supposés connus. Le paramètre d correspond au retard à estimer.

Les méthodes d'estimation de retard, qui vont être présentées, sont classées en trois catégories:

• celles fondées sur l'estimation d'une réponse impulsionnelle finie (RIF);

• celles fondées sur l'estimation d'un transfert rationnel;

• celles fondées sur l'estimation des statistiques d'ordres 2 et 3 des données entrée-sortie.

Les performances des principales méthodes seront illustrées à l'aide d'un exemple de simulation

du modèle d'ordre 2 suivant:

-1 + 0 1 -2

y[k] = 1 _ q1.6q-1 ~~.8q_2q-dU[k] + w[k], pour k = O... N - 1, (3.4)

dont les paramètres sont rappelés dans le tableau 3.1. L'entrée {u[k]}r~i est une suite de variables

aléatoires (VA) stationnaire et ergodique, le bruit {w[k]}r~ol est une suite de VA stationnaire dont

la variance est déterminée en fonction du rapport signal-sur-bruit 1 (RSB) souhaité. La période

lLe RSB (en dB) est défini comme étant 10 fois le rapport logarithmique entre la puissance du signal et celle du

bruit.
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d'échantillonnage vaut Te = 0.1 s. De plus, parce que certaines méthodes supposeront que l'entrée

{u[knr==-ol est un processus MA (Moyenne Ajustée) d'ordre fini, l'entrée de notre exemple vérifie

la relation suivante:

u[k] = (2.1 - 0.8q-l + 1.3q-2 + 2.2q-3) r[k], (3.5)

où {r[knr==-ol est une suite de VA indépendantes et identiquement distribuées (i.i.d.). Notons que

l'ordre d'excitation persistante de l'entrée u (voir définition 1.1, p. 18) est égal à celui de r.

TAB. 3.1- Valeurs des paramètres du modèle de simulation.

3.1.1 Méthodes fondées sur l'estimation d'une RIF

Les deux méthodes présentées dans ce paragraphe nécessitent l'estimation d'une réponse impul

sionnelle infinie tronquée, c'est-à-dire l'estimation d'une RIF. Cette dernière peut être réalisée par

une des méthodes présentées dans l'annexe B. L'estimateur du maximum de vraisemblance (MV)

est classiquement utilisé. Le retard est ensuite détecté par l'une des deux méthodes suivantes:

• détection de l'instant de début de la partie non-nulle de la RIF [SODERSTROM et STOICA

(1989) ; CARLEMALM et al. (1999) ; BJORKLUND (2003)] ;

• séparation fréquentielle du retard et de la dynamique, puis détection du retard [BJORKLUND

(2003)].

Le principe de la première méthode repose sur le fait que les d premiers échantillons de la RIF

d'un système causal à retard sont théoriquement nuls. Celui de la seconde repose sur le fait que la

réponse impulsionnelle h[k] est égale au produit de convolution de la réponse impulsionnelle du

système non retardé hnr[k] et d'une impulsion unité retardée bd[k] = b[k - d] :

(3.6)

comme l'illustre la figure 3.2 [BJORKLUND (2003)]. Naturellement, le résultat de détection du

retard dépendra de la qualité des estimées de la RIF.

Remarque 3.1 Nous considérons dans ce travail que la réponse impulsionnelle discrète est ob

tenue par la discrétisation d'un système continu par la méthode de l'invariance indicielle (signal

d'entrée supposé constant par morceau, ce qui revient implicitement à considérer un bloqueur

d'ordre 0). De ce fait, on a hnr [0] = 0 et h[d] = 0, comme on peut le constater sur la figure 3.2. Le

retard correspond donc à l'indice du dernier des premiers coefficients nuls de la réponse impul

sionnelle h[k], et non pas à l'indice de son premier coefficient non-nul. 0
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FIG. 3.2 - Décomposition de la réponse impulsionnelle d'un système à retard.

3 1.1.1 Détection du début de la partie non-nulle de la RIF

La détection de l'instant de début de la partie non-nulle de la réponse impulsionnelle est réalisée

par des techniques de détection de sauts de moyenne. Une fois la réponse impulsionnelle estimée,

un test statistique permet par comparaison à un seuil de déterminer l'instant à partir duquel la

réponse impulsionnelle commence à varier. Il existe plusieurs tests qui peuvent être utilisés, parmi

lesquels on peut citer:

• Utilisation directe de la réponse estimée:

Dans ce cas, aucun traitement (filtrage) n'est effectué sur la réponse impulsionnelle estimée.

Le retard est approché par l'instant à partir duquel la réponse impulsionnelle est supérieure à

un seuil. Cette méthode est simple et performante quand le RSB est satisfaisant. En revanche,

le taux de fausses détections augmente rapidement quand le RSB diminue.

• Dérivée de la réponse impulsionnelle :

Idéalement, en l'absence de bruit, un saut brusque dans la réponse impulsionnelle est carac

térisé localement par une grande valeur absolue de la dérivée (discrète). Comme l'opérateur

de différentiation discrète est sensible au bruit, un détecteur plus réaliste consiste à appli

quer un filtre (typiquement passe-bas) avant la dérivation et le seuillage. C'est le principe de

l'algorithme de la dérivée filtrée [BASSEVILLE (1981)].

• Réponse indicielle:

La réponse impulsionnelle est d'abord intégrée (pour obtenir la réponse indicielle), avant

d'appliquer le seuil.

• Test de Page-Hinkley (CUSUM) :

La réponse impulsionnelle ou indicielle d'un système dynamique retardé présente un saut

de moyenne mobile à un instant correspondant au retard du système. L'algorithme classique

du CUSUM [PAGE (1954) ; BASSEVILLE et NIKIFOROV (1993)], présenté dans l'annexe C,

permet de détecter cet instant en calculant la statistique suivante (en supposant que /-La = 0

et le saut de moyenne Vm est positif) :

g+[n] = max{O, g+[n - 1] + h[n] - v;}, pour 0 ~ n ~ M - 1, (3.7)
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appelée fonction de décision, où h est la réponse impulsionnelle (ou indicielle) finie estimée

(d'ordre de troncature M), Vm est le saut minimum à détecter et g+[-l] = O. Le temps

d'arrêt est alors déterminé par la relation suivante:

ka = arg min {g+[n] > À},
O~n~M-l

(3.8)

où À est un seuil à fixer. Alors, si un saut supérieur à Vm est détecté, le retard du système est

approché par:

d= arg max {g+[n] = O}.
O~n~ka

(3.9)

Un exemple, présenté ci-dessous, illustre le principe de cette méthode, ainsi que ces perfor

mances.

D'autres détecteurs, tels que l'algorithme GLR (GeneralizedLikelihoodRatio) de Willsky [WILLSKY

et JONES (1976); BASSEVILLE et NIKIFOROV (1993)] ou celui de Carlemalm et al. [CARLEMALM

et al. (1999)], peuvent également être utilisés. Cependant, l'algorithme CUSUM est celui qui donne

le meilleur rapport simplicité-performance.

(b) Fonction de décision.
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FIG. 3.3 - Exemple de détection du retard par l'algorithme CUSUM pour un bruit de 0 dB sur la

réponse impulsionnelle (vm = 0.9 et À = 2).

Pour illustrer le fonctionnement de l'algorithme CUSUM, la figure 3.3 montre la fonction de déci

sion g+[n] obtenue à partir de la réponse impulsionnelle théorique bruitée du système définie par

l'équation (3.4) (le bruit, simulant l'erreur d'estimation, est une suite de VA i.i.d. selon une densité

de probabilité gaussienne de moyenne nulle et de variance déterminée de sorte que le RSB soit égal

à 0 dB). Les paramètres de l'algorithme CUSUM sont les suivants2 : Vm = 0.9 et À = 2. L'instant de

détection de l'algorithme est ka = 32 et le retard estimé vaut d= 30. Malgré l'importance du bruit,

2Ce choix de paramètres est heuristique, obtenu par essais successifs. Toutefois, des méthodes d'estimation de ces

paramètres peuvent être trouvées dans [BASSEVILLE et NIKIFOROV (1993)].
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le retard a été correctement estimé pour cette réalisation. Les estimées du retard obtenues à partir

5000 réalisations de la RI bruitée, à différentes valeurs du RSB, sont représentées à la figure 3.4

sous la forme d'histogrammes. Le taux de réussite de la détection est proche de 100% pour un RSB

supérieur à la dB. Naturellement, ce taux diminue avec le RSB ; toutefois, il est encore supérieur à

60% pour un RSB de a dB.
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FIG. 3.4 - Histogramme des estimées du retard par la méthode de détection CUSUM d'un saut de

moyenne de la RI pour différents RSB (5000 réalisations de la RI bruitée, Vm = 0.9 et .À = 2).

De plus, l'application de cet algorithme pour la détection d'un saut de moyenne dans l'estimée

au sens du MV de la RIF de l'exemple de l'équation (3.4) à partir de 5000 réalisations du jeux

de données entrée-sortie (sortie bruitée avec des RSB de 20, 10 et a dB, et N = 500) donne des

ré ultats très proches de ceux de la figure 3.4, sensiblement meilleurs.

En conclusion, cet algorithme de détection est relativement robuste au bruit.

3.[1.1.2 Séparation fréquentielle du retard et de la dynamique

Une méthode alternative à la précédente consiste à séparer les dynamiques du système et le retard

en étudiant la partie réelle de la réponse en fréquence. Cette méthode a été introduite récemment

dans [BJ0RKLUND (2003)].

D après l'équation (3.6), la réponse en fréquence du système, notée H(j), est donnée par la relation

s ivante:

H(j) = F(h[kJ) = F(hnr [kJ)F(6[k - dTeJ) = Hnr(j)e-i27rfdTe, (3.10)

où F est l'opérateur de la transformée de Fourier à temps discret et Hnr est la réponse fréquentielle

du système non retardé. En prenant la partie réelle de H(j), on obtient:

Re [H(j)] = Re [Hnr(j)e-i27rfdTeJ '

= Re [(Re [Hnr (j)] + i lm [Hnr (j)]) (cos(27r f dTe) - i sin(27r f dTe))] ,

= Re [Hnr(j)] cos(27r fdTe) + lm [Hnr(j)] sin(27r fdTe),
'-----v------" '-----v------"

A B

= [v A cos(27r fdTe) + B sin(27r fdTe)] VA2 + B2.
A2 + B2 VA2 + B2

(3.11)

(3.12)

(3.13)

(3.14)
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En posant:

l'équation précédente devient:

Re [H(j)] = yiA2 + B2 [sin (<p(j)) cos(27r fdTe) + cos (<p(j)) sin(27r fdTe)] ,

= (3(j) sin (27r fdTe + <p(j)) ,

où:

(3(j) = yiA2 + B2 = VRe [Hnr (j)]2 + lm [Hnr (j)]2,

<p(j) = arcsin Re [Hnr(j)] .

VRe [Hnr (j)]2 + lm [Hnr (j)]2

(3.15)

(3.16)

(3.17)

(3.18)

(3.19)

La partie réelle de la réponse en fréquence Re [H(j)] est donc constituée d'un signal (3(j) modulé

par une sinusoïde de « fréquence» dTe et de phase <P(j). La transformée de Fourier inverse de la

partie réelle de H(j), F-1 (Re [H(j)]), possède donc un « pic» à l'instant dTe.

La figure 3.5 montre un exemple de simulation de cette méthode sans bruit. Le système utilisé est

défini par l'équation (3.4) dans laquelle le bruit est nul. Le retard est égal à 30 échantillons. La

réponse impulsionnelle théorique du système est représentée à la figure 3.5(a). Sur la figure 3.5(b),

on voit que la partie réelle de la transformée de Fourier de la réponse impulsionnelle Re [H(j)]
contient une oscillation, mais son amplitude est faible. Afin d'augmenter l'effet de l'oscillation,

l'auteur propose de prendre le logarithme de la valeur absolue de Re [H(j)], ce qui va amplifier les

petites valeurs du signal positif (voir Fig. 3.5(c)). Finalement, la transformée de Fourier inverse est

calculée (Fig. 3.5(d)). Elle possède deux pics dont un à la fréquence 2d = 60, car la valeur absolue

a doublé la base de fréquence du signal périodique (sinusoïde).

Malheureusement, cette méthode est très sensible au bruit. En effet, on peut remarquer sur la figure

3.6(a) que, pour un RSB de 20 dB, le pic caractérisant le retard est difficilement détectable, voire

indétectable pour un RSB de 10 dB (Fig. 3.6(b)).

3.1.2 Méthodes fondées sur l'estimation d'un transfert rationnel

Les méthodes présentées dans les deux paragraphes suivants nécessitent l'estimation d'une struc

ture de type transfert rationnel.

3.1.2.1 Méthode du numérateur augmenté

La structure de modèle de cette méthode est la suivante:

B*(q-l)
y[k] = A(q-l) u[k] + w[k], (3.20)
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où le numérateur est augmenté:

B*(q-l) = b*q-l + ... + b* q-Cnb+dmax)
1 nb+dmax '

(3.21)

(3.23)

(3.24)

vis-à-vis du numérateur de l'équation (3.1). Le paramètre dmax est la valeur maximale que peut

prendre le retard, connue a priori. Alors, en théorie, les paramètres du numérateur vérifient les

relations suivantes:

bi = 0, i = 1, ... ,d,

bi = bi - d i = 1 + d, ... , nb + d,

bi = 0, i = nb + d + 1, ... , nb + dmax ·

Après avoir estimé les paramètres bi (par une technique d'identification classique [SODERSTROM

et STOICA (1989) ; LJUNG (1999)]), il suffit alors d'en déduire le nombre des premiers paramètres

bi négligeables (théoriquement nuls). Cette méthode repose donc sur une prise de décision visant

à séparer les valeurs nulles de celles non nulles, tout comme la méthode détectant le début de la

partie non-nulle de la RIF (présentées au § 3.1.1.1). D'ailleurs les techniques de détection présen

tées dans ce paragraphe peuvent être utilisées.

D'autres méthodes existent [DE KEYSER (1986) ; DASTYCH et UNBEHAUEN (1995)]. Elles sont

en général fondées sur des mesures faisant intervenir les coefficients du numérateur augmenté. Par

exemple, dans [DASTYCH et UNBEHAUEN (1995)], on définit les rapports suivants:

L~=o Ib;1
Ci = +d ,pour i = 1, ... ,nb + dmax - 1, (3.22)

,\,nb. max 1b* 1
DJ=t+l J

et le retard est évalué en utilisant la règle:

d= min{i : Ci > /'1;} - 1,

où /'1; est un seuil d'erreur fixé a priori.

L'avantage principal de ces approches réside dans leur facilité de mise en œuvre. En revanche,

elles présentent plusieurs inconvénients:

• la difficulté de déterminer les paramètres de synthèse des détecteurs (comme par exemple

les seuils) ;

• la sur-paramétrisation du numérateur (importante lorsque le retard est grand) entraîne une

augmentation de la variance de l'estimateur des paramètres. Celle-ci est également amplifiée

par le manque d'information dans les données, rendant ainsi plus difficile la détection des

paramètres nuls [LEE et HANG (1985) ; ELNAGGAR et al. (1991)].

3.1.2.2 Méthode explicite

Pour cette méthode, la structure de modèle correspond à celle du système (voir équation (3.1)) :

B(q-l) -d
y[k] = A(q-l) q u[k] + w[k].
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Le retard d est un paramètre explicite de la structure de modèle. Son estimation est réalisée conjoin

tement à celle des autres paramètres de la structure.

Le principe de l'estimation est représenté à l'algorithme 3.1. Nous avons choisi de privilégier une

éthode d'optimisation exhaustive vis-à-vis du retard pour deux raisons. La première est que le

retard prend uniquement des valeurs entières (d E N*) comprises entre dmin et dmax . Le nombre

d'itérations de la recherche exhaustive est donc fini. La seconde est qu'elle évite tout problème de

convergence vers un minimum local (non global) comme cela a été montré dans le cas de certaines

éthodes d'optimisation [KAMINSKAS (1979) ; PUKEIKIS (1985) ; ZHENG et FENG (1991) ;

NAGY et LJUNG (1991)]. Notons que nous avons déjà utilisé cette méthode dans le chapitre 1 pour

laquelle les critères J 1 et J2 correspondaient à l'énergie de l'erreur de sortie.

Pilusieurs travaux [PUKEIKIS (1985) ; ZHENG et FENG (1991) ; BJORKLUND et al. (1991) ; FER

RETTI et al. (1991)] proposent des techniques de filtrage afin de transformer certains critères non

convexes vis-à-vis du retard en critères convexes. Cela permet d'obtenir une méthode d'optimisa

tion moins coûteuse en calculs que la recherche exhaustive (dans le cas où l'ensemble des retards

admissibles est grand). Cependant, la procédure de sélection de tels filtres est quelque peu compli

quée.

Oette méthode sera analysée au paragraphe 3.2 lors de l'étude de l'applicabilité de la méthode au

cas de la structure de modèle du bief.

1. Pour chaque valeur du retard possible (d = dmin , ... , dmax) :

estimation des autres paramètres () de la structure de modèle à d fixé à partir des données

entrée-sortie,

o choix d'un critère J1 (d, ()),

o choix d'une méthode d'optimisation,

éd = arg min J1(d, ()).
9ERP

2. Estimation du retard,

o choix d'un critère J2 (d, Ôd ),

o pour chaque valeur du retard possible 0Id E [dmin , dmaxD :

évaluation de J2(d, éd)'

ALGO. 3.1 - Principe des méthodes explicites fondées sur une recherche exhaustive vis-à-vis du

retard.
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3.1.3 Méthodes fondées sur l'estimation des statistiques d'ordres 2 et 3 des

données entrée-sortie

3.1.3.1 Méthode de corrélation

L'estimation de retard à partir des fonctions de corrélation des signaux d'entrée-sortie a été pré

sentée pour la première fois par [FAURE et EVANS (1969)] dans un cas déterministe. Ensuite,

de nombreuses méthodes traitant le cas de systèmes à retards purs ont été développées [CARTER

(1987)]. Ce sont ZHENG et FENG [ZHENG et FENG (1990)] qui pour la première fois (à notre

connaissance) présentent une méthode fondée sur les fonctions de corrélation permettant l'identi

fication d'un système stochastique dont le retard est inconnu.

Ils considèrent la structure de modèle suivante:

(3.25)

où

A ( -1) - 1 -1 -naq - - a1q - ... - anaq ,

B ' ( -1) - b b -1 b -nbq - 0 + 1q + ... + nb q ,

avec bo =1- 0 3• Les suites {u[k]}::Ol et {y[k]}::Ol correspondent respectivement à l'entrée du

système et à la sortie bruitée; la suite {w[k]} ::01représente les bruits et les perturbations agissant

sur le système. L'entrée {u[k]} ::01est supposée être d'ordre d'excitation persistante suffisant (voir

définition 1.1, p. 18). Le paramètre d' > 0 est le retard inconnu. Enfin, les racines du polynôme

A(q-1) sont supposées être à l'intérieur du cercle unité (le système est stable).

Les auteurs montrent alors que si {u[k]}::Ol est un processus à moyenne ajustée (MA) d'ordre

nf:

(3.26)

où {r[k]} ::01est une suite de VA i.i.d. selon une densité de probabilité gaussienne de moyenne

nulle et de variance (J2 et :

et si {u[k]) ::01est décorrélée de {w[k]} ::01,alors les valeurs de la fonction d'intercorrélation

entrée-sortie sont telles que:

(3.27)

3Cette condition implique que la réponse impulsionnelle du système non retardé hnr vérifie hnr[O] =1- O. Or, nous

avions justement supposé dans ce travail (voir FIG. 3.2) que hnr[O] = O. Toutefois, ce changement d'hypothèse

entraîne uniquement un décalage de l'indice de retard: l'indice de retard estimé par cette méthode correspond à

d' = d + 1.
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Par conséquent, le retard peut être évalué à partir des estimées de la fonction d'intercorrélation

entre la sortie et l'entrée êyu et de l'ordre d'autocorrélation nf (cette dernière estimée étant obtenue

en estimant l'ordre de la fonction d'autocorrélation de l'entrée). Cette évaluation est effectuée

en déterminant l'instant à partir duquel la fonction d'intercorrélation est supérieure à un seuil.

Toutefois, cette évaluation est un des principaux reproches que nous faisons à cette méthode, car

la détermination de ce seuil est heuristique. C'est pourquoi, nous avons préféré utiliser, dans nos

simulations, un algorithme de détection évaluant l'instant du début de la partie non-nulle de la

fonction d'intercorrélation. Nous avons choisi l'algorithme CUSUM pour les raisons déjà évoquées

au § 3.1.1.1. Une fois le retard estimé, il est possible d'estimer les paramètres du modèle, par

exemple à l'aide de la méthode des moindres carrées, en utilisant l'entrée {u [k - d']} ~=-Ol .

Remarque 3.2 si nf = 0, alors {u[kl}::Ol est un bruit blanc gaussien de variance fJ0"2. Par

conséquent, la fonction d'intercorrélation entre y et u vérifie la relation suivante:

(3.28)

où h[l] est le le coefficient de la réponse impulsionnelle. Détecter l'instant du début de la partie

non-nulle de la fonction d'intercorrélation revient donc à détecter l'instant du début de la partie

non-nulle de la réponse impulsionnelle. Ceci montre donc un lien entre les méthodes présentées

aux paragraphes précédents et cette méthode de corrélation. 0

Afin d'évaluer les performances de la méthode, nous avons effectué une simulation multiple en

utlisant 5000 jeux de données du modèle de l'équation (3.4) où {w[k]}~==-Ol est une suite de VA

i..d. selon une densité de probabilité gaussienne de moyenne nulle et de variance 0"; fonction du

RSB désiré. La figure 3.7 représente les histogrammes des retards estimés pour différentes valeurs

de N et du RSB. L'ordre d'autocorrélation nf n'a pas été estimé; il a été fixé à sa valeur vraie

(nf = 3). Les paramètres de l'algorithme CUSUM ont été fixés par essais successifs aux valeurs

suivantes: l/m = 4, À = 60. On constate que le taux de bonne détection diminue d'environ 80 %

pour N = 2000 et RSB = 20 dB à seulement 30 % pour N = 500 et RSB = 0 dB. Ce résultat est

cohérent, étant donné que la variance de l'estimateur de r yu est d'autant plus grande que le bruit

e t élevé et N est faible.

En conclusion, il s'agit d'une méthode simple à implanter (l'estimation de la fonction d'intercor

r' ation est encore plus simple que celle de la RIF puisqu'il n'y pas de problème d'inversion de

matrice), peu sensible au bruit si le nombre de données est suffisamment grand. Toutefois, sur

notre exemple, les performances de cette approche sont inférieures à celle de la méthode fondée

sur l'estimation d'une RIF (voir Fig. 3.4) dans les mêmes conditions (N = 500).

3.11.3.2 Méthode des cumulants

Cette méthode repose sur le même principe que la méthode précédente de [ZHENG et FENG

( 990)], excepté le fait qu'elle utilise les moments d'ordre 3 (cumulants) au lieu des fonctions

d corrélation. Elle a été développée par CHEN et al. dans [CHEN et CHEN (1994)]. L'avantage

de cette méthode est qu'elle peut considérer, non seulement du bruit sur la sortie, mais également
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FIG. 3.7 - Histogrammes des estimées du retard d = d' - 1 = 30 pour différentes valeurs de N et

de RSB (5000 simulations de Monte Carlo).

du bruit sur l'entrée, à l'inverse des méthodes précédentes qui considèrent uniquement un bruit

sur la sortie. Il s'agit donc d'une approche erreurs-en-Ies-variables. De plus, cette méthode peut

être utilisée dans un cadre général (c'est-à-dire où les signaux ne sont pas issus de suite de VA

distribuées selon un loi de probabilité gaussienne).

ü[k] B(q-l) Y[k]
--
A(q-l)

w[k] + + v[k]
+

u[k] y[k]

FIG. 3.8 - Schéma-bloc de la structure considérée par la méthode des cumulants.
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S~>it le système suivant (dont un schéma-bloc est représenté à la figure 3.8) :

A(q-1 )y[k] = q-d' B(q-1 )u[k],

u[k] = u[k] + w[k],

y[k] = Y[k] + v[k],

où

(3.29)

(3.30)

(3.31)

A(q-1) = 1 - a1q-1 - - anaq-na,

B(q-1) = bo+ b1q-1 + + bnbq-nb,

a ec bo i- 04.Les suites {u[k]} ::01et {y[k]} ::01représentent respectivement l'entrée et la sor

tie non bruitées du système. L'entrée est modélisée par une suite de VA stationnaire non gaus

sienne de moyenne nulle, de moments non-nuls et finis jusqu'à l'ordre 3 (les auteurs supposent

que les moments sont non-nuls et finis jusqu'à l'ordre 6 pour des besoins d'analyse statistique

de leur méthode) et d'ordre d'excitation persistante suffisant (voir définition 1.1, p. 18). La suite

{w[k]} :=-01représente les incertitudes de mesure sur l'entrée; {u[k]} ::01est l'entrée observée.

La suite {v[k]} ::01représente les bruits et les perturbations observés sur la sortie du système;

{ [k]} ::01est la sortie observée; le paramètre d' 2 aest le retard inconnu. Les racines du po

lynôme A(q-1) sont supposées être à l'intérieur du cercle unité (le système est stable). Enfin, les

suites {w[k]} ::01et {v[k]} ::01sont supposées indépendantes de l'entrée {u[k]} ::01.
Si l'entrée {u[k]} ::0

1
est une suite de VA stationnaire de spectre rationnel fini, alors elle peut être

modélisée par un processus MA d'ordre n j :

(3.32)

où {r[k]} ::01est une suite de VA i.i.d., non gaussienne, de moyenne nulle et de moments non-nuls

et finis jusqu'à l'ordre 6, et

Ils montrent alors que:

{

cumyu[l' h] = 0, pour l > d',

cumyu[d' , h] = bo'YefJfnj i- 0,

(3.33)

(3.34)

(3.35)

où II = d' - n j et cum yu est le cumulant d'ordre 3 entre y et u. Toutefois, l'application de ces

relations nécessite de connaître la valeur de II = d' - nj où ni le retard d', ni l'ordre nj ne sont

connus. Il faut donc estimer la valeur de ll' Pour cela, ils montrent que:

{

cumyu[l' l] = 0, pour l < h,

cum yu [ll,ll] = bo'YefJfnj i- O.

L'algorithme d'estimation du retard est présenté à l'algorithme 3.2. Une fois le retard estimé, une

cinquième étape peut être ajoutée pour estimer les paramètres du modèle.
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1. Calcul du cumulant d'ordre 3 cûITi yu[l, l] à partir des données:

1 N
éUiil yu[l, l] = N Ly[k]u[k - l]u[k - l],

k=l

(3.36)

pour l = T3 , T3 + 1, ... ,T4 , où T3 et T4 sont respectivement des bornes inférieure et supé

rieure de h = d' - nI, connues a priori.

2. Décision de la valeur de il en suivant la condition suivante:

(3.37)

où E est un petit nombre positif, choisi de façon appropriée. Si nI est connue, le retard peut

être déduit de il :d' = il + nI, sinon il faut passer à l'étape suivante.

3. Calcul du cumulant éUiilyu[l, il] à partir des données:

N

éUiilyu[l, il] = ~ Ly[k]u[k - l]u[k - il],
k=l

pour l = T2 , T2 - 1, ... ,il + 1, il, où T2 une borne supérieure de d', connue a priori.

4. Décision de la valeur de d' en suivant la condition suivante:

où 0 est un petit nombre positif, choisi de façon appropriée.

ALoo. 3.2 - Estimation du retard par la méthode des cumulants.

(3.38)

(3.39)

Afin d'évaluer les performances de la méthode, nous avons effectué une simulation multiple en

utilisant 5000 jeux de données du modèle de l'équation (3.4) où {w[k]}f==-Ol est une suite de VA
i.i.d. selon une densité de probabilité gaussienne de moyenne nulle et de variance a; fonction du

RSB désiré. La figure 3.9 représente les histogrammes des retards estimés pour différentes valeurs

de N et du RSB. L'ordre d'autocorrélation nI n'a pas été estimé; il a été fixé à sa valeur vraie

(nI = 3). La détection est effectuée par l'algorithme CUSUM dont les paramètres ont été fixés par

essais successifs à l/m = 100 et ), = 600. On constate que le taux de bonne détection diminue

d'environ 80 % pour N = 8000 et RSB =20dB à seulement 20 % pour N = 2000 et RSB =0 dB.

Rappelons que le taux de bonne détection de 80 % avait été atteint par la méthode de corrélation

pour seulement N = 2000. Par conséquent, la méthode des cumulants nécessite un nombre de

4Cette condition implique, comme dans la méthode précédente, que la réponse impuisionnelle du système non

retardé hnr vérifie hnr[O] f:. O. Par conséquent on a d' = d + 1.
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FIG. 3.9 - Histogrammes des estimées du retard d = d' - 1 = 30 par la méthode des cumulants

pour différentes valeurs de N et de RSB (5000 simulations de Monte Carlo).

données beaucoup plus important que la méthode de corrélation pour obtenir des résultats simi

laires, mais elle a l'avantage de considérer un cadre plus général (c'est-à-dire bruit non gaussien),

sans oublier celui d'être une méthode erreurs--en-Ies-variables.

3.1.4 Conclusion

Lianalyse effectuée dans cette première partie permet de sélectionner les trois méthodes suivantes:

1. la méthode fondée sur l'estimation d'une RIF (estimation par MY et détection d'un saut par

le CUSUM);

2. la méthode fondée sur l'estimation d'un transfert rationnel (estimation des paramètres à d

fixé, suivie d'une recherche exhaustive du retard);

3. la méthode fondée sur l'estimation des fonctions de corrélation.

L'objectif de la partie suivante est d'effectuer une étude d'« applicabilité» de ces méthodes d'esti

mation de retard valables dans le cas d'une structure mono--entrée/mono-sortie au cas d'une struc-
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ture telle que celle du bief de rivière aménagé, c'est-à-dire possédant en particulier une rétroaction

et une action anticipatrice.

,
3.2 Etude d'applicabilité à un bief de rivière

Comme nous l'avons déjà indiqué dans l'introduction de ce chapitre, deux structures de modèle

peuvent être envisagées pour identifier le bief de rivière selon l'approche directe ou indirecte (voir

Fig. 3.1).

3.2.1 Cas de la structure nO 1 (approche directe)

Aménagements + Bief

6.uQ_e_[k_J-.l KeTe~
A 1- q-l

v[k]

FIG. 3.10 - Schéma-bloc de la structure de modèle nO 1 (approche directe).

La structure de modèle considérée par l'approche directe (voir Fig. 3.10) est régie par l'équation

suivante:

(3.40)

ou de manière équivalente par:

(3.41)

où le vecteur de paramètres est 0 = [b1, b2V = [K:,te, K~te V. Le bruit {v[k]}~==-Ol représente les

incertitudes de mesure et de modélisation et vérifie la relation de l'équation (1.15). Cette dernière

permet de supposer que ce bruit peut être modélisé par une marche aléatoire d'ordre 1 :

1
v[k] = 1 _ q-l e[k], (3.42)

où {e[k]}~==-ol est une suite de VA i.i.d. selon une loi gaussienne de moyenne nulle et de variance

0-;. L'équation (3.41) permet d'obtenir une structure de modèle avec un bruit, additif sur la sortie

y, modélisé par une suite de VA i.i.d.. Elle permet donc d'éliminer le bruit v participant à l'échec

de l'identification par une approche directe présentée au chapitre 1.
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3.a.1.i Méthodes fondées sur l'estimation d'une RIF

La généralisation de la méthode présentée au paragraphe 3.1.1.1 au cas de cette structure est simple.

Elle consiste à estimer les RIF entre chacune des deux entrées et la sortie sous la contrainte de

corrélation entre les entrées et la sortie. Une fois les RIF estimées, il suffit de détecter le retard de

la RIF entre D.uQe et D.hL à l'aide de l'algorithme CUSUM.

unique limitation de cette méthode est la nécessité que l'entrée [D.uQelk] D.uQslk]] (de dimen

s'on 2) soit d'ordre d'excitation persistante suffisant pour que la variance de l'estimateur des pa

r mètres des RIF ne soit pas trop élevée. Plus précisément, il faut que cet ordre soit supérieur au

nombre de coefficients à estimer. Or, nous avons vu au chapitre 1 que cet ordre était inférieur à 10

pour presque 80 % des entrées disponibles (voir Fig. 1.11). C'est pourquoi, il apparaît clairement

qu'une méthode fondée sur l'estimation d'un transfert rationnel est plus adaptée dans notre cas car

e 'le ne nécessite l'estimation que de deux paramètres bl et b2 .

3.2.1.2 Méthodes fondées sur l'estimation d'un transfert rationnel

La méthode présentée au paragraphe 3.1.2.2 consiste à estimer le vecteur de paramètres () = [bl b2 ]

pour chaque valeur du retard possible (d E JI))(dmin , dmax ) à partir des signaux d'entrée-sortie

D.uQe' D.uQs et D.hdk] régis par l'équation 3.41. Nous choisissons de minimiser le critère, fonction

de l'erreur de sortie, suivant:

où:

N-l

J(d, ()) = L (y[k] - <pT[k, d](}) 2,

k=O

y[k] = D.hdk] - D.hdk - 1),

<p[k, d] = [D.uQe[k - d - 1], D.uQslk - IJJT.

(3.43)

(3.44)

(3.45)

e qui implique que, pour chaque valeur de d possible, l'estimée du vecteur de paramètres est

o tenue par la relation suivante (moindres carrés) :

(3.46)

el'estimée de d est obtenue par:

(3.47)

Les propriétés de l'estimateur de l'équation (3.46) sont connues (voir dans [LJUNG (1999)]). Tou-
~

tefois, nous ne connaissons pas celles de l'estimateur de d (qui dépendent de celles de ()). C'est

pourquoi nous allons effectuer des simulations afin d'évaluer les performances de cet estimateur.

Nous avons simulé le modèle représenté à la figure 3.1 pour les valeurs des paramètres indiquées

dans le tableau 3.2. L'entrée {D.uQelk]}~:-Ol est, dans un premier temps, une SBPA de longueur
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maximales N = 29 -1 = 511 (d'ordre d'excitation persistante N -1). Dans un second temps, elle

correspond à l'entrée du jeu de données du 09/03 représentée à la figure 3.11. Le bruit {v[k]}~=Ol,

dans un premier temps, est une marche aléatoire d'ordre 1 :

1
v[k] = 1 _ q-l e[k], (3.48)

où {e[k]}~~ol est un bruit blanc gaussien de variance déterminée par le choix du RSB désiré. Dans

un second temps, le bruit {v [k]} ~~Ol sera égal à {e [k]} ~~c1. Ces séries de simulation, dont les condi

tions sont résumées dans le tableau 3.3, permettent donc de tester la robustesse de cet estimateur

vis-à-vis du niveau d'information contenu dans les données et du modèle du bruit.

TAB. 3.2 - Valeurs des paramètres du modèle de simulation.

paramètre

d

KeTelA

KsTelA
K Qe

K hL

60

40

20

0
..se

0 -20

;::l
<] -40

-60

-80

-100

0

valeur

7

10-4 (en 81m2
)

1,2.10-4 (en 81m2
)

1

1000

100 200 300 400 500 600

temps discret k

FIG. 3.11- Entrée fluQe du jeux de données du 09/03.

L'estimation du retard par la méthode présentée ci-dessus pour 5000 simulations de Monte Carlo a

conduit aux résultats présentés à la figure 3.12 : l'estimée du retard vaut d= 7 dans 100 % des cas

pour des RSB de 20, 10 et 0 dB et dans environ 99.5 % des cas pour un RSB de -10 dB. La méthode

est donc très performante lorsque l'entrée est d'ordre d'excitation persistante suffisamment élevé.

Ensuite, nous avons voulu tester la robustesse de la méthode vis-à-vis de la structure du modèle du

bruit. Nous avons alors toujours considéré le modèle précédent, mais les bruits ont été modélisés

par un bruit blanc (v[k] = e[k]). La figure 3.13 présente les estimées du retard obtenues pour

SUne SBPA de longueur maximale N = 511 = 29 -1 signifie qu'elle est engendrée à J'aide d'un registre à décalage

possédant 9 cellules [LANDAU et BESANÇON-VODA (2001)].
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l'entrée du jeu de données du 09/03 et v est un bruit blanc.
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1 Entrée 1
Bruit DApproche

RSB
directe

20 dB (a)
v[k] = 10dB (b)
1 _l

q
_ 1 e[k]

FIG. 3.12
OdB (c)

SBPA -10dB (d)
N= 511 20 dB (a)

v[k] = e[k]
IOdE (b)

FIG. 3.13
üdB (c)

-10dB (d)

20 dB (a)
v[k] = IOdB (b)

entrées
I _Iq_l e[k]

FIG. 3.14
OdB (c)

des

données
-IOdB (d)

du
20 dB (a)

09/03 v[k] = e[k]
IOdB (b)

FIG. 3.15
OdB (c)

-IOdB (d)

TAB. 3.3 - Conditions de simulation des 5000 jeux de données et méthodes d'estimation utilisées

pour les différentes résultats présentés aux FIG. 3.12 - 3.15.

différents RSB. On constate que les résultats sont encore très satisfaisants pour des RSB de 20, 10

et 0 dB, mais nettement moins bons (d = 7 pour moins de 10 % des estimées) pour un RSB de

-10 dB. La méthode est donc encore performante lorsque l'entrée est d'ordre d'excitation élevé et

que le RSB est supérieur à 0 dB.

Enfin, nous avons voulu tester la robustesse de la méthode vis-à-vis du niveau d'information de

l'entrée en effectuant toujours la simulation du modèle ci-dessus, mais cette fois avec comme en

trée {D.uQ.[k]}~~Ol celle du jeux de données du 09/03 représentée à la figure 3.11. Les figures 3.14

et 3.15 représentent les histogrammes obtenus pour les deux modèles du bruit, c'est-à-dire pour

v[k] = 1-~-1 e[k] et v[k] = e[k], respectivement. On constate que, lorsque le modèle du bruit est

correct, la diminution du niveau d'information augmente la variance des estimées pour un RSB

de 0 dB, mais l'estimée la plus souvent obtenue est égale à la valeur vraie, ce qui n'est plus le

cas lorsque le RSB diminue (pour un RSB de -10 dB, cette estimée est égale à dmax). Enfin, si

le modèle du bruit est incorrect, alors les performances de la méthode d'estimation du retard se

détériorent même à RSB élevé: à 10 dB la variance des estimées a augmenté et à 0 dB l'estimée la

plus souvent obtenue vaut 1 (c'est-à-dire dmin).

En conclusion, la qualité des estimées du retard obtenues par cette approche directe se détériore

rapidement lorsque l'ordre d'excitation des entrées diminue et le RSB est faible.

3.2.1.3 Généralisation de la méthode de corrélation

La méthode de corrélation de ZHENG et FENG, présentée au paragraphe 3.1.3.1 dans le cas d'une

structure mono-entrée/mono-sortie, suppose que l'entrée et les perturbations (et les bruits) sont
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non corrélées; ce qui n'est pas le cas du bief de rivière. Toutefois, ZHENG et FENG présentent

toujours dans le même article une méthode d'estimation de retard où il est supposé que l'entrée et

les perturbations sont corrélées. Celle-ci permet d'estimer le retard d'une structure de modèle sous

forme de transfert rationnel en boucle fermée sans connaissance du correcteur. Cette méthode peut

s'avérer intéressante du point de vue de la charge de calcul vis-à-vis de la méthode précédente si

l'incertitude a priori sur le retard est grande. C'est pourquoi nous avons généralisé cette méthode

au cas d'une structure de modèle à deux entrées et une sortie, bouclée par une rétroaction et une

action anticipatrice.

Dans le paragraphe suivant, nous présentons la méthode de ZHENG et FENG dans le cas d'une

s ucture mono-entrée/mono-sortie bouclée, puis nous développerons la généralisation de cette

éthode au cas d'une structure avec rétroaction et action anticipatrice.

as d'une structure mono-entrée/mono-sortie bouclée.

ENG et FENG présentent toujours dans le même article [ZHENG et FENG (1990)] une méthode

d estimation de retard de la structure de modèle définie par l'équation (3.25), où il est supposé que

la fonction d'intercorrélation entre {U[k]}t'~l et {w[k]}t'':Ol vérifie la relation suivante:

{
ewU[l] =J 0,

cwu[l] = 0,

-m ~ l ~ 0,

l < -m ou l > 0,
(3.49)

où m ~ °est l'ordre d'intercorrélation entre w et u. Cela signifie que la commande à l'instant

k ne dépend que des perturbations aux instants k, k - 1 ... , k - m. Cette hypothèse est en fait

assez restrictive. D'ailleurs, elle n'est pas vérifiée si {w[k]}t'':Ol n'est pas un bruit blanc (on peut

vérifier que, dans ce cas, on aura au mieux Cwu [l] =J °pour -m ~ l ~ nw, où nw > °est l'ordre

d autocorrélation de w).

Les auteurs considèrent le cas où {u[k]}t'':Ol est une suite stationnaire de VA non corrélées de

moyenne nulle et de variance o"~. Nous reviendrons sur la véracité de cette hypothèse après avoir

présentée la théorie des auteurs. Ds montrent alors que les coefficients ai peuvent être estimés grâce

aux équations suivantes:

na

Cyy [l] = L aiCyy [l - il, pour l > nb + d' + m,
i=l

(3.50)

0' nb est supposé être connu a priori, m peut être estimé à partir de l'estimée de Cwu et d' peut

être majoré par d'max supposé être connu a priori, et sous l'hypothèse que {w[k]}t'~l soit un bruit

banc. La démonstration de ces équations (3.50), nommées équations de Yule-Walker généralisées,

est effectuée dans l'annexe D.

Une fois les coefficients ai estimés, il est possible d'estimer la quantité suivante:

na

pyu[l] l!. Cyu[l] - L âicyu[l - il,
i=l

(3.51)
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qui, en théorie, est égale à :

nb

pyu[l] = ~ biCuu[l - i] + cwu[l],
i=O

et, par conséquent, vérifie les relations suivantes:

pyu[l] = 0, l < -m,

pyu[l] = cwu[l], -m ::;; l ::;; 0,

pyu[l] =0, O<l<dl,

Pyu[l] = bl-dl(J~, dl::;; l ::;; nb + dl,

71

(3.52)

(3.53)

pyu[l] = 0, l > nb + dl.

L'indice de retard dl peut donc être obtenu en détectant le premier instant positif tel que Pyu [l] -=1- O.

Revenons sur l'hypothèse que l'entrée {u[k]}~==-Ol soit une suite de VA non corrélées. Si on sup

pose que {w[k]}~==-Ol est un bruit blanc et que la fonction d'intercorrélation entre w et u vérifie

la relation (3.49), cela signifie, comme nous l'avons déjà dit, que u[k] dépend de {w[k], w[k 
1], ... ,w[k -m]}. Par conséquent, cela implique que u[k] dépend de {u[k], u[k-l], ... ,u[k-m]}
et donc l'hypothèse, que {u[k]}~==-Ol soit une suite de VA non corrélées, est fausse. D'ailleurs, dans

le cas d'une structure bouclée, l'hypothèse que la commande soit une suite de VA non corrélées

n'est pas réaliste: la commande à l'instant k dépend au moins de celle à l'instant k -1. Au mieux,

on peut supposer que la fonction d'intercorrélation de {u[k]}~==-Ol est finie, d'ordre nf > 0:

{
CUU[l] -=1- 0,

cuu[l] = 0,

Ill::;; nf,

l < -nf ou l > nf'
(3.54)

Alors, par une démonstration analogue à celle de l'annexe D, en supposant toujours que {w[k]}~==-Ol

est un bruit blanc et que la fonction d'intercorrélation entre w et u vérifie la relation (3.49), on

montre que l'on a les équations suivantes:

na

cyy[l] = ~ aiCyy[l - i], pour l > nb + dl + max{m, nf - dl}.
i=l

(3.55)

Ces équations permettent d'estimer les coefficients ai, qui permettent à leur tour d'estimer la sta

tistique pyu[l] toujours définie par l'équation (3.51) et maintenant vérifie les relations suivantes:

pyu[l] = 0,

pyu[l] -=1- 0,

pyu[l] = 0,

Pyu [l] -=1- a
pyu[l] = 0,

l < -m,

-m::;; l::;; 0,

0< l < dl - nf,

dl - n f ::;; l ::;; nb + dl + n f'

l > nb + dl + n f'

(3.56)
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Cette statistique permet donc d'estimer l'indice d' - nf (à condition que d' - nf > 0) ou l'indice

n +d' +n f' L'indice de retard d' peut alors être obtenu si nb et n f sont connus a priori. Si n f n'est

pas connu a priori, notons qu'il est possible de l'estimer à partir de la fonction d'intercorrélation

deu.

Remarque 3.3 Si {w[k]}~::-~ n'estpas un bruit blanc, il est également possible de développer une

théorie similaire en supposant que:

{

CWW[l] =1 0,

cww[l] = 0,
(3.57)

c'est à dire que {w [k]} ~::-Ol soit un processus MA d'ordre nw :

(3.58)

et {e [k]} ~::-Ol est un bruit blanc. L'ordre nw doit être connu ou être majoré par une valeur connue.

De plus, rappelons que l'hypothèse (3.49) n'est plus vraie. 0

Bn conclusion, il est possible d'estimer le retard d'une structure mono-entrée/mono-sortie à partir

de cette méthode même si les données entrée-sortie sont corrélées. Nous allons maintenant montrer

qu'il est possible de généraliser le principe de cette méthode au cas d'une structure possédant deux

entrées et une sortie corrélées par une rétroaction et une action anticipatrice (voir FIG. 3.16), la

s ructure du bief étant un cas particulier de cette structure.

1 udk] w[k]

'* l
Cu(q-I) udk] B,(q-') -d

A(q-l) q - 1
A(q-l)

r[k]

a '<À Cy(q-l) ~ -:<l U2[k] B2(q-l) ~')., +k
y[k]

+'<~ +'<.>' +'<.>' A(q-l) +'<.>' '<.>'

yOrk] =

FIG. 3.16 - Exemple d'une structure avec rétroaction et action anticipatrice.

Cas d'une structure avec rétroaction et action anticipatrice.

On suppose que la sortie du système est régie par la relation suivante:

(3.59)
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où

A( -1) - 1 -1 -naq - - a1q - ... - anaq ,

B ( -1) - b + b -1 b -nbl1 q - 10 nq + ... + 1nbq ,

B ( -1) - b b -1 b -nb22 q - 20 + 21 q + ... + 2nb q .

blO i= 0,
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Les suites {udk]}~~\ {u2[k]}~==-01 et {w[k]}~==-ol sont des suites de VA stationnaires et ergodiques.

Les ordres na, nb1 et nb2 sont supposés connus a priori. De plus, on suppose que les hypothèses

(1t 1)-(1tS ) suivantes sont vérifiées:

• (1t1) : {w[k]} ::01est un bruit blanc de variance a~;

• (1t2) : {U1 [k]} ::01et {w[k]} ::01sont non corrélées;

• (1t3): {u1[k]}::a
1

est un processus MA d'ordre nj :

où {rI [k]} ::01est une suite de VA non corrélée de moyenne nulle et de variance a:
1

;

• (1t4 ) : la fonction d' intercorrélation entre {w [k] }::: et {U2 [k] } ::01est finie:

(3.60)

-m ~ l ~ 0,

l < -m ou l > 0;
(3.61)

l < -PlOU l > P2 .
(3.62)

On montre alors que les équations de Yule-Walker généralisées s'écrivent:

na nb2
Cyy[l] = L aicyy[l- i] + L b2iCu2y[l- il, pour l > max{nj - d,P2} + dl + nb1·

i=l i=O

Elles permettent d'estimer les coefficients ai et b2i .

(3.63)

Démonstration 2

En multipliant l'équation (3.59) par y[k-l] et en prenant l'espérance des deux termes de l'égalité, on obtient

la relation suivante :

na nbl nb2
Cyy[l] = L aiCyy[l - i] + L b1iCu1y[l- dl - i] + L b2iCu1 y[l - i] + Cwy[l]. (3.64)

i=l i=O i=O

L'objectif est de montrer que

nbl
L b1i Cu1y[l- dl - i] + Cwy[l] = 0, pour l > max{nj - d,P2} + dl + nb1. (3.65)
i=O
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otons que, d'après l'équation (3.59), la sortie y[k] peut être réécrite sous la forme d'une somme de convo

lutions discrètes:

B1(q-l) -d' B2(q-l) 1
y[k] = A(q-l) q ul[k] + A(q-l) u2[k] + A(q-l) w[k],

00 00 00

= L gdi]udk - dl - i] + L g2 [i]u2 [k - i] + L h[i]w[k - i].
i=O i=O i=O

<) Nous commençons par nous intéresser au terme L:~~~ b1iCu1y[1 - dl - i] de l'équation (3.65).

D'après l'équation (3.67), on a :

(3.66)

(3.67)

00 00 00

Cu1y[1] = L gdi]Cu1Ul [l + dl + i] + L g2[i]Cu1u2 [l + i] + L h[i]Cu1w[l + il· (3.68)
i=O i=O i=O

Comme {u1 [k] } ~:Ol est un processus MA d'ordre nf' on a :

et donc on a:

00

Lgl[i]Cu1Ul[l + dl + i] 1: 0, l ~ nf - dl,
i=O
00

Lgdi]Cu1Ul [l + dl + i] = 0, l > nf - dl.
i=O

(3.69)

(3.70)

De plus, puisque l'on a supposé que la fonction d'intercorrélation entre {Ul [k]} ~:Ol et {U2 [k]} ~:Ol est

nie, et plus précisément vérifie la relation (3.62), on a :

00

Lgdi]Cu1u2[l + i] 1: 0, l ~ P2,
i=O
00

Lg2[i]Cu1u2[l + i] = 0, l > P2.
i=O

(3.71)

Enfin, comme on a supposé que {Ul [k]} ~:Ol et {w[k]} ~:Ol sont non corrélées, on a :

00

L h[i]Cu1w[1 + i] = 0, "Il.
i=O

En utilisant ces trois résultats et l'équation (3.68), on obtient:

Par conséquent, on a :

nbl

L bliCu1y[l- dl - i] = 0, pour l > nb + dl + max{nf - dl ,P2}.
i=O

<) Nous nous intéressons maintenant au terme Cwy[l] de l'équation (3.65).

(3.72)

(3.73)

(3.74)
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D'après l'équation (3.67), on a :

75

00 00 00

Cwy [l] = L 91 [i]Cwul [l + d' + i] + L 92 [i]Cwu2 [l + i] + L h[i]Cww [l + i]. (3.75)
i=O i=O i=O

Comme on a supposé que {U1 [k]} :=~1 et {w[k]}::; sont non corrélées, on a :

00

L 91 [i]Cwul [l + d' + i] = 0, Vl.
i=O

De plus, à partir de (3.61), on a :

00

L92[i] Cwu2[l + i] # 0, l:::; 0,
i=O
00

L92[i]Cwu2[l + i] = 0, l > O.
i=O

Enfin, comme {w[k]}f~Ol est un bruit blanc, on a:

00

L h[i]Cww[l + i] # 0, l:::; 0,
i=O
00

L h[i]Cww[l + i] = 0, l > O.
i=O

Par conséquent, on a :

Cwy [l] = 0, pour l > O.

(3.76)

(3.77)

(3.78)

(3.79)

Finalement, les résultats (3.74) et (3.79) montrent le résultat de l'équation (3.65) et, par conséquent, prouvent

les équations de Yule-Walker généralisées. •

Une fois les coefficients ai et b2i estimés, il est possible d'estimer la statistique:

na nb2

PYUl [l] ~ CYU1 [l] - L âicYU1 [l - i] - L b2iCU2Ul [l - i],
i=l i=O

qui, en théorie, est égale à :

nbl

PYUl [l] = L b1iCUIUl [l - d' - i] + CWU1 [l],
i=O
nbl

= L b1iCUIUl [l - d' - i],
i=O

(3.80)

(3.81)

(3.82)

car {u1[k]} ::01et {w[k]} ::01sont non corrélées. Par conséquent, cette statistique vérifie les rela

tions suivantes:

{

PYUl [l] =1- 0, d' - nt ::; l ::; d' + nt + nb1,
(3.83)

Pyul[l] = 0, l < d' - nt ou l > d' + nt + nb1'

En conclusion, l'indice de retard d' peut être estimé en détectant l'instant d' - nt à partir duquel

PYUl [l] devient non-nul. Si l'ordre nt n'est pas a priori connu, il peut être estimé à partir de la

fonction d'autocorrélation de {udk]}f~i.
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La méthode d'estimation de retard présentée au paragraphe précédent est applicable au cas du bief

à condition que les hypothèses (H 1)-(H5 ) (où Ul, U2 et y correspondent respectivement à tluQe'

tluQ. et tlhL ) soient respectées. Malheureusement, ce n'est pas le cas. En effet, les entrées tluQe

e~ tluQ. ne vérifient pas les hypothèses (H3 ) et (H5 ) : les fonctions d'autocorrélation de tluQe

e d'intercorrélation entre tluQe et tluQ. ne sont pas finies (voir exemple à la figure 3.17). En

perspective, il serait intéressant de tester les performances de cette approche sur des exemples de

simulation, à défaut d'une application sur des données réelles.
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cr 500
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<1
c1
;l

(J 0 f----'---\---+-----+---f--è"----1
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(a) autocorrélation de LluQe

1500

1000

-
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(b) intercorrélation entre LluQe et LluQ.

F G. 3.17 - Exemples des estimées des fonctions d'autocorrélation de tluQe et d'intercorrélation

entre tluQe et tluQ.'

3.2.2 Cas de la structure nO 2 (approche indirecte)

Opérateur 1 ~uQe[k] Aménagements + Bief..
K Qe ~uQ.[k] KeTe q-d-l

-r l_q-l
1-

v[k)

=0 KÀ

KhI- --Jç,>- ~UQ.[k] K.Ts q-l .-:<>- +k ~hd

+'<>' +'<.Y -r l_q-l .:..,<y '<.Y

k]

FIG. 3.18 - Schéma-bloc de la structure de modèle nO 2 (approche indirecte).

La structure de modèle considérée par l'approche directe (voir Fig. 3.18) est régie par l'équation

suivante:

(3.84)



3.2 Étude d'applicabilité à un bief de rivière

où

Ces deux équations conduisent à la relation suivante:

où:

77

(3.85)

(3.86)

(3.87)

(3.88)

(3.89)

(3.90)

Ces paramètres sont non nuls. Cette structure de modèle est alors mono-entrée/mono-sortie. Les

méthodes d'estimation de retard présentées dans la première partie du chapitre sont applicables.

3.2.2.1 Méthodes fondées sur l'estimation d'une RIF

Les méthodes décrites au paragraphe 3.1.1 sont fondées sur la nullité des d premiers échantillons

de la réponse impulsionnelle. Or, seul le premier échantillon de la réponse impulsionnelle, corres

pondant à H(q-l) défini par l'équation (3.87), est nul. Par conséquent, ces méthodes ne vont pas

estimer d. Notons que cet échec est dû à la présence du terme K Qe KsJe (non nul) dans le numé

rateur de H(q-l). S'il n'y avait pas d'action anticipatrice, c'est-à-dire si K Qe = 0, ces méthodes

pourraient estimer d.

3.2.2.2 Méthodes fondées sur l'estimation d'un transfert rationnel

Pour des raisons d'identifiabilité (voir chapitre 2), l'estimation de tous les paramètres de la struc

ture de modèle de l'équation (3.86) nécessite que les correcteurs soient connus. De plus, pour

des raisons de convergence des estimateurs, il est nécessaire qu'il existe un signal d'excitation

r[k] (d'ordre d'excitation persistante suffisant) connu à la sortie des correcteurs [SÔDERSTRÔM

(1999)] ou que les correcteurs (connus) varient au cours du temps. Par conséquent, l'utilisation de

ces approches afin d'identifier une structure bouclée sont généralement envisageables uniquement

lorsqu'il est possible d'effectuer une planification d'expériences. Toutefois, notre objectif princi

pal étant l'estimation du retard, et non celle des paramètres de cette structure, l'utilisation de ces

approches reste envisageable.

La méthode présentée au paragraphe 3.1.2.2 consiste à estimer le vecteur de paramètres (J

[bl , b2 , ajT pour chaque valeur du retard possible (d E [))(dmin , dmax )) à partir des signaux
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d'entrée-sortie ~uQe' et ~hdk] régis par la structure de modèle de l'équation 3.87. Puisque

{v[k]};:-'=-Ol est une marche aléatoire d'ordre 1 (voir Eq. (3.42», cette structure de modèle devient

la structure ARX (autorégressive à entrée auxiliaire) suivante:

ous choisissons alors de minimiser le critère suivant:
N-l

J(d, 0) = I: (~hdk] - <pT[k, d]0)2,
k=O

où:

<p[k,d] = [~uQJk-1], ~uQs[k-d-1], ~hdk-1]f·

(3.91)

(3.92)

(3.93)

(3.94)

e qui implique, que pour chaque valeur de d possible, l'estimée du vecteur de paramètres est

o tenue par la relation suivante (moindres carrés) :

6d ~ [~<Plk, dl<pT[k, dl] -1~ <p[k, dit.hL[kl,

et l'estimée de d est obtenue par:

d= arg min J(d, Bd)' (3.95)
dEID>(dmin ,dmax )

S propriétés de l'estimateur de l'équation (3.94) sont connues (voir dans [LJUNG (1999)]). Tou-
~

tefois, nous ne connaissons pas celles de l'estimateur de d (qui dépendent de celles de 0). C'est

pourquoi nous allons effectuer des simulations afin d'évaluer les performances de cet estimateur.

Nous avons simulé le modèle représenté à la figure 3.1 pour les valeurs des paramètres indi

quées dans le tableau 3.2. L'entrée {~uQJk]};:-'':Ol est, dans un premier temps, une SBPA de lon

gueur maximale N = 29 - 1 = 511 (d'ordre d'excitation persistante N - 1). Dans un second

temps, elle correspond à l'entrée du jeu de données du 09/03 représentée à la figure 3.11. Le bruit

{v [k]} ;:-'':0\ dans un premier temps, est une marche aléatoire d'ordre 1. Dans un second temps, le

b uit {V[k]};:-'~l sera égal à {e[k]};:-'':ol. Ces séries de simulations, dont les conditions sont résumées

dans le tableau 3.4, permettent donc de tester la robustesse de cet estimateur vis-à-vis du niveau

d'information contenu dans les données et du modèle du bruit.

Les figures 3.19 - 3.22 représentent les histogrammes des estimées du retard obtenues dans les

mêmes conditions que celles de l'approche directe (Fig. 3.12 - 3.15). On constate que l'approche

d'recte donne de bien meilleurs résultats, en particulier lorsque le bruit est blanc. On en déduit que

l'approche directe est plus robuste au modèle du bruit.

3.2.2.3 La méthode de corrélation

La méthode de corrélation, présentée au paragraphe 3.1.3.1, tout comme les méthodes fondées

sur la nullité des d premiers échantillons de la RIF, estime le retard du transfert H(q-l) (voir

équation (3.87», non pas d.
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'J1AB. 3.4 - Conditions de simulation des 5000 jeux de données et méthodes d'estimation utilisées

pour les différentes résultats présentés aux FIG. 3.19 - 3.22.

3.2.3 Conclusion

étude d'applicabilité effectuée précédemment a permis finalement de retenir uniquement la mé

thode fondée sur l'estimation d'un transfert rationnel pour les deux approches directe et indirecte.

ous allons maintenant présenter les résultats de ces deux méthodes dans le cas de l'estimation de

retard du bief.

3.3 Application à un bief de rivière aménagé

La figure 3.23 représente les histogrammes et la répartition journalière des estimées de l'indice

de retard d obtenues à partir des données entrée-sortie disponibles en utilisant l'une approche

·recte. On constate qu'approximativement 50 % des estimées du retard valent 6 fois la période

'échantillonnage (ce qui correspond environ à 13 min). Une analyse de ces résultats vis-à-vis des

paramètres physiques du bief sera effectuée dans le prochain chapitre.

Les résultats obtenus par l'approche indirecte sont présentés à la figure 3.24. On remarque dans ce

cas que la majorité des estimées sont à la limite supérieure de l'intervalle spécifié. Ce qui indique

1échec de cette approche et conforte les résultats de simulation présentés précédemment.
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3.4 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons effectué un état de l'art des méthodes d'estimation du retard entre

l'entrée et la sortie d'une structure de modèle à temps discret, sous l'hypothèse que le retard est

un multiple de la période d'échantillonnage. Les performances des principales méthodes ont été

évaluées sur un exemple de simulation. Cela nous a conduit à retenir trois approches d'estimation

de retard:

1. une méthode fondée sur l'estimation d'une RIF (estimation par MV et détection d'un saut par

le CUSUM);

2. une méthode fondée sur l'estimation d'un transfert rationnel (estimation des paramètres à d

fixé, suivie d'une recherche exhaustive du retard);

3. une méthode fondée sur l'estimation des fonctions de corrélation.

Ensuite, nous avons étudié l'applicabilité de ces méthodes au cas du bief de rivière aménagé, en

considérant les deux approches directe et indirecte. Les résultats sont résumés dans le tableau 3.5.

Dans le cas de l'approche directe, la première méthode se généralise sans difficulté à une structure

à deux entrées et une sortie. Toutefois, sa mise en œuvre nécessite le réglage des paramètres de

l'algorithme de détection CUSUM qui dépendent de la variance des estimées de la RIF. Dans des

conditions expérimentales passives, ce réglage s'avère difficile. En revanche, la deuxième méthode



82 Chapitre 3 : Méthodes d'estimation de retard

est simple à mettre en œuvre. Des exemples de simulation proche du système réel ont montré son

efficacité. Enfin, nous avons vu que la dernière méthode ne pouvait pas s'appliquer directement

à cause de la corrélation entre les entrées et la sortie. Pour cette raison, nous avons proposé une

généralisation de cette approche à ce cas, sous certaines hypothèses généralement peu restrictives.

Malheureusement, dans le cas particulier du bief, les fonctions de corrélation entre les entrées

disponibles ne sont pas finies, ce qui a entraîné l'échec de cette méthode. Par conséquent, les

performances de cette méthode restent à étudier de manière plus approfondie.

Concernant l'approche indirecte, seule la méthode fondée sur l'estimation d'un transfert ration

nel s'applique. En effet, les deux autres approches échouent en raison de la non-nullité des d

premiers échantillons de la RIF, induite par l'action anticipatrice. Des exemples de simulation de

la deuxième méthode ont permis de mettre en évidence ses performances. Néanmoins, celles-ci

restent inférieures à celles obtenues dans le cas de l'approche directe.

Bnfin, l'application de la méthode fondée sur l'estimation d'un transfert rationnel au cas du bief

de rivière pour les deux approches a conforté les résultats de simulation. L'approche directe donne

des estimées du retard plus satisfaisantes, souvent comprises entre 5 et 7 fois la période d'échan

t' lonnage.

ans le chapitre suivant, nous développons une nouvelle méthode d'estimation de retard. Elle re

pose sur la modélisation du bief par une structure RIF intégrant les boucles de régulation (approche

i directe). L'approche proposée est développée dans un contexte bayésien qui facilite l'introduc

t on de connaissances a priori. Ceci permet, en effet, d'obtenir de meilleurs résultats en présence

de données peu informatives.

Méthode directe Méthode indirecte

!:>UQ&-i ~!:>UQ. !:>hL
ML~ !:>it,.

Difficultés: bruit =marche aléatoire d premiers échantillons non

et entrées corrélées nuls

Méthodes:

RIF ./ Applicable ./ Applicable

mais beaucoup de méthode développée au

paramètres et données peu chapitre 4

informatives

Fonction de transfert ./ Applicable ./ Applicable

mais le critère doit être mais moins performante

fonction de l'erreur de (+ de paramètres)

prédiction

Corrélation X Non applicable X Non applicable

hypothèses non respectées

TAB. 3.5 - Applicabilité des méthodes d'estimation de retard à un bief de rivière aménagé.



Chapitre 4

Une approche bayésienne pour

l'identification de bief de rivière

Ce chapitre est dédié à l'identification d'un biefde rivière aménagé à partir de données expérimen

tales passives. Ce système a été présenté au chapitre 1, où ont été également décrites les conditions

expérimentales, et où l'information contenue dans les données a été analysée. Plus particulière

ment, nous avons vu que l'ordre d'excitation persistante des entrées était souvent faible. Or, ce

facteur est susceptible de conduire à des estimées insatisfaisantes des paramètres et du retard du

modèle, comme nous l'avons vu au chapitre 3. L'objectif de ce chapitre est de développer une

méthode d'identification originale (incluant l'estimation du retard) adaptée au problème. Celle-ci

offre une alternative aux méthodes présentées au chapitre précédent.

Ce chapitre est structuré de la façon suivante. Dans un premier temps, nous mettons en évidence

que le retard introduit une discontinuité dans la réponse impulsionnelle entre le niveau aval du

bief et la commande du débit entrant sous l'hypothèse de la modélisation retenue au chapitre 1.

L'identification du biefde rivière est réalisée alors au travers de l'estimation conjointe du retard

et de cette réponse impulsionnelle. Pour cela, la deuxième partie de ce chapitre présente deux

estimateurs de la réponse impulsionnelle : celui du maximum de vraisemblance (approche clas

sique) et celui du maximum a posteriori (approche bayésienne). Ce dernier permet d'introduire une

contrainte de douceur sur l'estimée de la réponse impulsionnelle. Toutefois, cette contrainte péna

lise excessivement les discontinuités et, par conséquent, rend difficile la détection du retard. Nous

proposons alors une nouvelle approche permettant, à la fois, de prendre en compte l'a priori de

douceur de la réponse impulsionnelle tout en conservant ses discontinuités, et d'estimer conjoin

tement à celle-ci le retard, en une seule étape. Enfin, ces méthodes sont analysées et comparées

au travers d'un exemple de simulation, puis appliquées sur les jeux de données du bief
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k]

Opérateur 1~uQ.[k] Aménagements + Bief
•

K Qe ~uQ.[kJ KeTe q-d-1
-----:;r- 1 _ q-1 -

v[k]

= 0 /CÀ
Khi, ~À

~uQ.[k]
KsTe~~À +1 ~hd

+'<>!:~ +)1 A l_q-1 - y--vy

F G. 4.1- Schéma-bloc de la structure de modèle simplifiée d'un bief de rivière aménagé dans les

conditions expérimentales passives.

4.1 Information disponible a priori

Pour l'ensemble de ce chapitre, nous nous plaçons sous l'hypothèse où la structure de modèle du

bief de rivière aménagé (voir schéma-bloc Fig. 4.1) est régie par l'équation suivante:

où

(4.2)

e {v[k]}~==-Ol est une suite de variables aléatoires (VA) représentant les erreurs de modélisation et

de mesures. Ces deux équations conduisent à la relation suivante:

KeTe -d _ K KsTe 1 -1

~hdk] = A q Qe A -1 ~u [k] + - q v[k] (43)
-(KhL K{e + l)q-1 + 1 q Qe -(KhL KÀTe + l)q-1 + 1 . .

\" ", \" ",v v
H(q-1) w[k]

Par conséquent, le transfert rationnel H(q-1) décrivant le comportement dynamique entre ~hdk]

et ~uQelk] dépend effectivement de l'indice de retard à estimer d (entre la consigne de débit

entrant et le niveau aval du bief), mais comme nous l'avons déjà vu dans le chapitre précédent le

retard de ce transfert est égal à 1, et non pas à d, à cause de la présence du coefficient K Qe Ks{e

(non nul) au numérateur (présence due à la correction anticipatrice). Ce transfert se décompose

selon deux systèmes du premier ordre (de même constante de temps). L'un, de gain négatif, est

retardé d'un échantillon, l'autre, de gain positif, est retardé de d + 1 échantillons. La figure 4.2

représente la réponse impulsionnelle théorique entre ~hL et ~uQe du modèle dont les valeurs des

paramètres sont indiquées dans le tableau 4.1. On peut démontrer que cette réponse impulsionnelle

h[k] possède« deux discontinuités» : une première entre les points h[O] et h[l] et une seconde entre

h[d] et h[d + l]. En dehors de ces deux discontinuités, la réponse impulsionnelle varie de façon

douce au cours du temps. il est donc possible d'estimer le retard d en détectant l'instant de la

seconde discontinuité. Mais, cette détection nécessite d'identifier cette réponse impulsionnelle.
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paramètre

d

KeTelA

KsTelA
K Qe

K hL

valeur

7

10-4 (en slm2
)

1,2.10-4 (en slm2 )

1

-1000

TAB. 4.1- Valeurs des paramètres du modèle de simulation.

-4
x10

1

0.5

0

..lè

..c:
-0.5

-1

-1.5
0 5 d 10 15 20

temps discret k
25 30

FIG. 4.2 - Exemple d'une réponse impulsionnelle théorique h[k] entre le niveau tlhL (en m) et le

débit entrant tluQe (en m31s).

4.2 Identification d'une réponse impulsionnelle infinie tronquée

4.2.1 Position du problème

w[k]

FIG. 4.3 - Schéma-bloc d'un système mono-entrée/mono-sortie.

Le problème consiste à estimer une réponse impulsionnelle infinie tronquée1 à l'ordre M {h[k]}~Ol

à partir des données entrée-sortie {u[k]}f~Ol et {y[k]}f~Ol (M < N) du système (Fig. 4.3) dont

un modèle linéaire, causal, invariant et à temps discret, est décrit par l'équation de convolution

1Ce qui revient à estimer une réponse impulsionnelle finie (RIF). C'est pourquoi nous parlerons de RIF dans la suite

du chapitre.
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M-l

y[k] = (h * u) [k] + w[k] = L h[k - l]u[l] + w[k], pour k = 0, ... , N - 1, (4.4)
1=0

où {w[k]} :=~l représente les bruits, perturbations et erreurs de modélisation, supposés additifs. li

s'agit d'un problème inverse [IDIER (2001)] qui, comme nous allons le voir, est bien-posé si les

Iconditions d'inversibilité sont respectées, mais qui peut être mal--conditionné (voir définition au

chapitre 2).

La concaténation des N équations (4.4) forme un système d'équations linéaires basé sur les don

nées disponibles:

y=Uh+w, (4.5)

avec

[ Y[0] ] [ h[O] ] [ w[O] ]
y=

y[N:-l]
EIRN

, h=

h[M:-l]
E IRM w =

W[N:-l]
E IRN

,,

u[O] 0 0

url] u[O]

U= u[M-2] u[M-3] 0 E IRNxM
.

u[M-l] u[M-2] u[O]

u[N-l] u[N-2] u[N-M]

4.2.2 Estimateur du maximum de vraisemblance

Le principe de cet estimateur classique est rappelé à l'annexe B. Sous l'hypothèse2 que west un

vecteur gaussien centré et de matrice de covariance définie positive C w , le critère à minimiser est

le suivant:

1 JMV(h) = ~(y - UhlC;;'(y - Uh)·1 (4.6)

Sous les conditions d'inversibilité (M < N, rang(U) = M et C w définie positive), on obtient

a ors une expression explicite de l'estimateur du MY, dans le cas du modèle linéaire gaussien:

(4.7)

On peut démontrer que cet estimateur est non biaisé si le bruit est de moyenne nulle.

2Cette hypothèse est un choix peu compromettant que l'on peut faire sur la densité de probabilité du bruit dans une

situation d'incertitude [JAY ES (2003) ; IDIER (2001)].
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Le problème est alors bien-posé (au sens de HADAMARD : existence, unicité et continuité de la

solution), mais il peut être mal-conditionné si le conditionnement de la matrice UTC~lU est

élevé. Dans ce cas, la solution au sens du MY (qui procure pourtant la plus grande fidélité aux

données) est inacceptable car celle-ci est trop sensible au bruit des données. Ceci est montré à

l'aide de l'exemple de simulation présenté au paragraphe suivant. Enfin, notons que si C w = o-~I,

alors l'estimateur du MY est le suivant:

(4.8)

4.2.2.1 Exemple de simulation

3025

RIF théorique
hMV

5 10 15 20
temps discret k

(b) l'entrée est celle du jeu de données du 09/03

X 10-4

1.51-----.---.------~===='====::::==~

0.5

0
~

~

-0.5

-1

-1.5

-2
30 025

RIF théorique
hMV

5 10 15 20
temps discret k

(a) l'entrée est une SBPA

o

X 10-4

1.51------r-------.--~==~==::::::!::==::::;l

1=

-1 .5 L.L-__'---_---'-_-----'__--'-_~_ _____.J

FIG. 4.4 - Estimées de la RIF au sens du MY (RSB = 0 dB).

entrée bruit

FIG.4.4(a) SBPA 1,3 w '" N(O, o-~I)

FIG.4.4(b) donnée du 09/03 1,7.104 RSB = 10dB

TAB. 4.2 - Conditions de simulation des jeux de données d'estimation.

Nous considérons le modèle représenté par l'équation (4.3) dont les valeurs des paramètres sont

indiquées dans le tableau 4.1. L'entrée l:i.uQe est une séquence binaire pseudo-aléatoire (SBPA) de

longueur maximale N = 511. Le bruit {w[k]}~':Ol est une suite de YA i.i.d. selon une loi gaus

sienne de moyenne nulle et de variance o-~ telle que le RSB soit égal à 10 dB. Ces conditions

expérimentales sont récapitulées dans le tableau 4.2. La figure 4.4(a) représente une estimée de la

RIF obtenue par l'estimateur du MY. On constate que cette estimée est légèrement dispersée vis-à

vis de la solution théorique. Le conditionnement de la matrice UTU est faible3 : K(UTU) ~ 1, 3.

La détection de la discontinuité est réalisable sans difficulté. En revanche, si on considère un jeu de

données ayant pour entrée celle dujeu de données du 09/03 (FIG. 3.11), l'estimée au sens du MY est

3Ce qui est logique en présence d'un signal d'excitation persistante d'ordre suffisant.
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beaucoup plus dispersée (voir FIG. 4.4(b». Ceci s'explique par un conditionnement de la matrice

UTU de l'ordre de 1, 7.104 . Dans ce cas, la détection de la discontinuité s'avère alors plus difficile.

Les paragraphes qui suivent ont pour objectif:

• de tester la robustesse de l'estimateur du MV vis-à-vis du modèle du bruit du bief (§ 4.2.2.2);

• de proposer un algorithme alternatif fournissant une solution moins rugueuse (§ 4.2.3).

4 2.2.2 Robustesse vis-à-vis du modèle du bruit du bief

Sous l'hypothèse de modélisation du bief de rivière aménagé (voir Eq. (4.3», le bruit {w[k]}~==-Ol

résulte du filtrage du bruit {v[k]}~==-Ol :

1 -1-q
w[k) = 1 _ aq-1 v[k], (4.9)

où a = K hL K{e + 1. Nous avons vu au chapitre 1 que le bruit {v[k]}~==-Ol représentait les in

certitudes de mesure et de modélisation et vérifiait la relation de l'équation (1.15). Cette dernière

permet de supposer que ce bruit peut être modélisé par une marche aléatoire d'ordre 1 :

1
v[k) = 1 _ q-1 e[k], (4.10)

(4.11)

ou {e[k]}~~l est une suite de VA i.i.d. selon une loi gaussienne de moyenne nulle et de variance

(Je. D'ailleurs les résultats d'estimation de retard obtenus au chapitre 3 à partir des données du bief

confirment cette hypothèse de modélisation de {v[k]}~==-Ol. Par conséquent, le bruit {w[k]}~==-Ol est

un processus AR (autorégressif) d'ordre 1, puisqu'à partir des équations (4.9) et (4.10), on a :

1
w[k] = 1 _ aq-1 e[k).

La fonction d'autocorrélation de {w[k]}~==-Ol vérifie alors les relations suivantes:

(4.12)

A partir de cette équation, il est possible de déterminer la matrice de covariance du bruit C w qui

est donnée par:

1 a a 2 a N - 1

a 1 a a N - 2
2

C = (Je a 2 a 1 a N - 3 (4.13)
w 1- a2

a N - 1 a N - 2 a N - 3 1

Cette matrice est inversible Va =1= 1. Pour les valeurs des paramètres indiquées dans le tableau 4.1,

on a a = 0.88.
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Afin d'étudier la robustesse de l'estimateur vis-à-vis du modèle du bruit, nous avons simulé 500

jeux de données du modèle de l'équation (4.3) (pour les valeurs des paramètres indiquées dans

le tableau 4.1) pour lesquels l'entrée est une SBPA de longueur maximale N = 511, le bruit

{w[k]}~==-Ol résulte du processus AR de l'équation (4.11) où la variance a; est fixée de sorte à

avoir un RSB de 0 dB. La figure 4.5(a) montre la réponse impulsionnelle théorique, ainsi que la

moyenne et l'écart-type des échantillons des RIF obtenus à partir de l'estimateur du MV de l'équa

tion (4.7) en considérant la matrice de covariance de C w de l'équation (4.13). La figure 4.5(b)

montre les résultats obtenus toujours à partir des mêmes jeux de données, mais en considérant

l'estimateur du MV de l'équation (4.8), c'est-à-dire en supposant que {w[k]}~==-Ol est une suite

de VA i.i.d. selon une loi gaussienne de moyenne nulle et de variance a~. On remarque que la

différence est surtout perceptible sur les premiers et les derniers échantillons des estimées. En re

vanche, aux points définissant la discontinuité d'intérêt, il n'y a pratiquement aucune différence

entre les résultats obtenus avec la matrice de covariance Cw de l'équation (4.13) (avec a = 0.88)

et C w = a~l. Ce résultat est confirmé par d'autres simulations dans lequel le RSB a été modifié.

Par conséquent, l'estimée du retard ne devrait pas être considérablement affectée si l'on suppose

que le bruit {w[k]}~==-Ol est une suite de VA i.i.d. selon une loi gaussienne de moyenne nulle et de

variance a~. C'est pourquoi, pour des raisons de simplicité, nous allons dorénavant considérer que

{w[k]}~==-Ol vérifie cette hypothèse.

30

- RIF théorique
- - moy. hMV[k]

10 15 20 25
temps discret k

(b) hMV = (UTU)-lUTy

X 10-4

1

0.5

0
~

~

-0.5

-1

-1.5
30 0 5

- RIF théorique
- - moy. hMV[k]

5 10 15 20 25
temps discret k

(a) hMV = (UTC~lU)-lUTC~ly

0.5

0
~

~

-0.5

-1

-1.5
0

X 10-4

1r-r-------.----r-----.----..----.-----,

FIG. 4.5 - Moyenne et écart-type des estimées de la RIF au sens du MV pour 500 simulations de

Monte Carlo (0 dB). (a) Prise en compte de la matrice de covariance C w ; (b) le bruit {w[k]}~==-Ol

est supposé être une suite de VA i.i.d. selon une loi gaussienne de moyenne nulle et de variance a~.

entrée bruit RSB

FIG. 4.5 SBPA w[k] - l-;q-l e[k] OdB

avec e t'V N(O, a;l)

TAB. 4.3 - Conditions de simulation des 500 jeux de données d'estimation.
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4.2.3 Introduction de douceur par une approche bayésienne : estimateur du

maximum a posteriori (MAP)

La méthode précédente n'utilise pas d'autre information apriori sur la RIF que son support tempo

rel (l'ordre de troncature de la RIF). Lorsque les conditions expérimentales sont favorables (entrée

suffisamment excitante, fort rapport signal sur bruit), les résultats sont acceptables. En revanche,

dans des conditions expérimentales moins favorables, les résultats deviennent rapidement inex

ploitables. Une solution consiste alors à prendre en compte d'autres informations a priori sur la

RIF, comme, par exemple, le fait qu'elle varie de façon douce au cours du temps.

4.2.3.1 Principe

La prise en compte de connaissances disponibles a priori peut être effectuée à l'aide d'une ap

proche bayésienne. Celle-ci fournit en effet un cadre approprié pour la construction d'un critère.

E le s'appuie sur la fonction de vraisemblance (prise en compte de l'information contenue dans

1 s données), mais cette dernière est pondérée par multiplication avec la densité de probabilité a

priori (prise en compte de l'information disponible a priori), c'est la règle de Bayes. Après nor

malisation, on obtient la densité de probabilité a posteriori:

(hl V f3 f3 ) = py(ylh, V, f3w)PH(hlf3h)
PH y, , h' w ( IV f3 (3) ,py y , h, w

(4.14)

où py(ylh, V, f3w) est la fonction de vraisemblance, PH(hlf3h) est la densité de probabilité a

priori de l'objet, et py(yIV, f3h,!3w)' égale à l'intégrale (par rapport à h) du produit de la fonc

tion de vraisemblance et de la densité de probabilité a priori et appelée vraisemblance généralisée,

permet de normaliser le produit [ROBERT (2001) ; RICHARD (2003a)]. Les hyperparamètres f3h

e !3w désignent respectivement les paramètres des densités de probabilité de h et du bruit.

L'estimateur du maximum a posteriori (MAP), hMAP
, qui minimise le risque de Bayes (risque

moyen) pour la fonction de coût 0-1 [ROBERT (2001)], est alors le suivant:

(4.15)

4.2.3.2 Cas du modèle linéaire gaussien avec introduction de douceur

L'information a priori de douceur temporelle dans la RIF peut être introduite en considérant le

vecteur des différences finies d'ordre 2 :

hD = Dh, (4.16)
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où D est la matrice de Tœplitz suivante:

91

2 -1 0

-1 2 -1

o -1 2

D=

o

o

E ]RMxM.

2 -1 0

-1 2 -1

0 -1 2

(4.17)

En effet, sous l'hypothèse que {hD[k]}~(/ soit une suite de VA i.i.d. selon une loi gaussienne

de moyenne nulle et de variance a~D' la contrainte de douceur sur h peut alors être paramétrée

par a~D car une faible valeur de a~D signifie que les variations entre les éléments successifs de

h sont faibles, et inversement. De plus, sous cette hypothèse, on montre alors que h suit une loi

gaussienne de moyenne nulle et de matrice de covariance Ch = a~D (DTD) -l, sous la condition

que les matrices D et DTD soient inversibles, ce qui est le cas si D correspond à la matrice de

l'équation (4.17). Par conséquent, l'information a priori de douceur temporelle dans la RIF peut

être codée par la densité de probabilité a priori sur h suivante:

(4.18)

(4.19)

(4.20)

En supposant que le bruit {w[k]}~==-Ol est une suite de VA i.i.d. selon une loi gaussienne de moyenne

nulle et de variance a~, la fonction de vraisemblance est la suivante:

(4.21)

(4.22)

et la vraisemblance généralisée est alors égale à :

(4.23)

Par conséquent, la densité de probabilité a posteriori est:

(4.24)
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où:

K = rexp [-~IIY - VhW - ~IIDhI12] dhlh 2aw 2aho

(4.25)

ne dépend pas de h. L'estimateur du MAP vérifie alors les relations suivantes:

= arg min [-lnpH(hly, V, a~ ,a~)],
hEIRM 0

= arg min [~IIY - VhW + 2 12 IIDhI12],
hEIRM 2aw aho

et le critère à minimiser est le suivant:

(4.26)

(4.27)

(4.28)

JMAP(h) = Ily - Vhl12 + a
'--v-""

Fidélité aux données

I[DhW,
"--v---"
Fidélité à

l'a priori sur h

(4.29)

pour h E IRM et où a = a?;ja~o' Il s'agit donc d'un problème de minimisation d'un critère pé

nalisé correspondant à une régularisation par critère composite [DEMüMENT et al. (2001) ; IDIER

(2001)]. Le premier terme du critère correspond à l'anti-Iog-vraisemblance. Il reflète l'adéquation

de l'estimateur aux données. Le second terme traduit les connaissances introduites a priori sur

la solution. Il reflète la fidélité de l'estimateur aux propriétés souhaitées a priori. Le paramètre

a permet d'effectuer un compromis entre les deux. Le paramètre a~o est fixé en fonction de la

contrainte de douceur désirée: plus il tend vers 0, plus le poids de la contrainte de douceur a priori

est grand. Le paramètre a; représente le niveau de bruit: plus a; est grand, plus l'information

contenue dans les données est incertaine, et donc plus de poids doit être donné à l'information a

priori.

Sous la condition d'inversibilité de la matrice (VTV + aDTD), on déduit de l'équation (4.29) que

l'estimée de la RIF au sens du MAP est donnée par l'expression suivante:

(4.30)

D'après cette équation, il est clair que l'estimée au sens du MV est un cas particulier de celle du

MAP, dans lequel a = 0 (aucun a priori de douceur). Enfin, on peut démontrer que la variance

e l'estimateur du MAP est plus faible que celle de l'estimateur du MV, mais en contre-partie

l'estimateur du MAP est biaisé.

4.2.3.3 Exemple de simulation

Le but de ce paragraphe est de mettre en évidence l'apport de l'estimateur précédent en terme de

ouceur, comparativement à l'estimateur du MV, ainsi que ses limitations. Pour cela, on considère

toujours le jeu de données utilisé au paragraphe 4.2.2.1 ayant pour entrée celle du jeu du 09/03. Les

conditions de simulation sont rappelées dans le tableau 4.4. La figure 4.6 représente les estimées
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FIG. 4.6 - Estimées de la RIF au sens du MV et du MAP.
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temps discret k
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(c) Estimée au sens du MAP

FIG. 4.7 - Barres impulsionnelles.

entrée bruit

FIG. 4.6 et 4.7 donnée du 09/03 1,7.104 W r-v N(O, CT;I)
RSB = 10 dB

TAB. 4.4 - Conditions de simulation des jeux de données d'estimation.
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de la RIF au sens du MY et du MAP (a = 10000). Comme prévu, on constate que la solution donnée

par l'estimateur du MAP est plus douce que celle fournie par l'estimateur du MY. Par conséquent,

elle est plus proche de la RIF théorique en dehors des discontinuités. En revanche, la contrainte de

douceur a adouci les discontinuités « théoriques» : la détection de discontinuité dans l'estimée au

sens du MAP est difficile puisqu'il n'y a pas de discontinuité franche.

La figure 4.7 est une autre représentation de la réponse impulsionnelle, nommée « barre impul

sionnelle ». Chaque coefficient de la RIF est représenté par un niveau de gris correspondant à sa

valeur (du blanc pour le plus petit des coefficients au noir pour le plus grand). Cette représenta

tion permet, d'une part, de mettre en évidence la présence d'une discontinuité au travers d'une

brusque variation du niveau de gris, et d'autre part, d'obtenir des « représentations temps-jours»

ue nous utiliserons par la suite, dans le paragraphe 4.4, par une juxtaposition de plusieurs barres

impulsionnelles. Cette figure montre que l'instant de la discontinuité (due au retard) dans la RIF

est caractérisé par le passage d'un niveau de gris clair au noir.

uisque la contrainte de douceur pénalise les discontinuités que l'on cherche à détecter, notre idée

a été d'appliquer cette contrainte sur la RIF sauf au niveau des discontinuités « théoriques» (par

pposition aux discontinuités introduites dans l'estimée par le bruit) en modifiant la m~trice de

énalisation D. Toutefois, l'instant de la seconde discontinuité est inconnu (c'est justement ce que

1on cherche), nous allons donc en même temps (conjointement) l'estimer.

4.3 Estimation conjointe de la RIF et du retard

Nous avons vu dans le paragraphe 4.1 que la réponse impulsionnelle de notre système est carac

térisée par deux discontinuités : la première se situe entre les échantillons 0 et 1, et la seconde

entre d et d + 1 (d est donc supérieur ou égal à 2). L'objectif de cette partie est de développer une

méthode permettant d'imposer une contrainte de douceur sur la RIF, sauf aux instants caractérisant

es deux sauts, et de détecter l'instant du second saut qui caractérise la valeur du retard. Le principe

de cette méthode a déjà fait l'objet de publications [THOMASSIN et al. (2003a) ; THOMASSIN et

BASTOGNE (2003)].

4.3.1 Principe

Comparativement aux approches précédentes, le retard d est maintenant un paramètre explicite du

critère. Par conséquent, l'estimée de la RIF dépend du retard d, ce dernier correspondant à l'instant

discret du premier point de la discontinuité à détecter.

L'information a priori sur les objets h et d est exprimée sous la forme d'une densité de probabilité

a priori conjointe égale à (règle du produit) :

(4.31)
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OÙ f3h et f3d sont des vecteurs d'hyperparamètres, contenant les divers paramètres des densités de

probabilité. La densité de probabilité a posteriori conjointe de h et d, déterminée par le théorème

de Bayes, permet de combiner l'information a priori avec celle contenue dans les données:

(4.32)

où py(ylh, d, D, f3w ) est la fonction de vraisemblance. Le terme :

(4.33)

permet de normaliser le produit. Comme dans le cas précédent, nous choisissons l'estimateur mi

nimisant le risque de Bayes pour une fonction de coût 0-1, c'est-à-dire l'estimateur maximisant

la densité de probabilité a posteriori conjointe, le maximum a posteriori conjoint (MAPC) :

(4.34)

où IIJ) correspond à l'ensemble des valeurs du retard admissibles (IIJ) c N*). Le critère à minimiser

est donc proportionnel à l'anti-Iog de la densité de probabilité a posteriori conjointe:

JMAI'C(h, d) <X -ln [PH,D(h, dl y, D, f3h, f3d,f3w)] ,

<X -ln [Py(ylh, d, D, f3w)PH(hld, f3h)PD(d!f3d)] ,

car py(yID, f3h' f3d,f3w) dépend ni de h, ni de d.

4.3.1.1 Fonction de vraisemblance

(4.35)

(4.36)

En supposant que le bruit est une suite de VA i.i.d. selon une densité de probabilité gaussienne de

moyenne nulle et de variance a;, la fonction de vraisemblance est la suivante:

py(ylh, d, D, a~) = (21ra~)N/2 exp [- 2~~ (y - Dh)T(y - Dh)] ,

= (21ra~)N/2 exp [- 2~~ Ily - Dh112] .

4.3.1.2 Densité de probabilité a priori de la RIF

(4.37)

(4.38)

Nous voulons contraindre la RIF à être relativement douce, sauf entre les deux couples de points

(h[O], h[l]) et (h[d], h[d + 1]) (d ;? 2). Pour cela, nous allons modifier la matrice D de l'équa

tion (4.17) qui permettait d'introduire une contrainte de douceur sur toute la RIF. Cette nouvelle
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(4.41)

matrice, qui appartient toujours à jRMXM mais qui dépend désormais de d, est la suivante:

1 a a .. . . .. . .. . .. . .. ... a
a 1 -1

a -1 2 -1

Ainsi, le vecteur h D = Ddh correspond aux différences finies d'ordre 2 de h, sauf aux instants

d'screts k = 0,1, d, d + 1, de sorte qu'aucune contrainte de douceur n'est appliquée entre hD[O]

et hD[I], et entre hD[d] et hD[d + 1]. Cette information a priori est alors imposée, comme dans

la méthode du MAP (§ 4.2.3), en supposant que le vecteur hD suit une loi gaussienne de moyenne

nulle et de matrice de covariance a~o1 :

2 1 [1 T ]
PHo(hDld,aho) = (21fa~o)M/2 exp -2a~o hDhD . (4.40)

Puisque hD = Ddh, la RIF h est alors distribuée selon une loi gaussienne de moyenne nulle et de

matrice de covariance a~o (D~Dd)-l :

PH(hld, a~o) = 1 exp [-~hTD~Ddh] .
(21fa~o)M/2J det((D~Dd)-l) 2aho

Notons que cette hypothèse nécessite que la matrice D~Dd soit inversible, ce qui est bien le cas.

De plus, on peut vérifier que det((D~Dd)-l) = 1, donc la densité de probabilité a priori de la RIF

est la suivante:

(4.42)

4.3.1.3 Densité de probabilité a priori du retard

La densité de probabilité a priori de d, PD(dl,l3d), est déterminée à partir de notre information a

priori sur d. Si l'on ne dispose pas d'information a priori sur le retard, il est possible d'utiliser

ne densité de probabilité a priori non informative. Plusieurs lois peuvent convenir comme par

xemple la loi uniforme, la loi gamma ou la loi de Rayleigh [ROBERT (2001)], dont l'expression

est la suivante:

(4.43)
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où ad = arg mF [PD(dla~)] est un hyperparamètre, et ll[o,+oo[(d) est la fonction indicatrice d'inter

valle qui vaut 1 si d E [0, +oo[ et asinon. La figure 4.8 représente cette loi pour ad = 7. Cette loi a

les avantages de prendre en compte la positivité du retard4 et de posséder un seul hyperparamètre.

0.1 ,-------,------.--~,---.----.--___,

0.08

~ 0.06
b

~
Cl

>:l..

5 10

IJ"d = 7
15

d

20 25 30

4.3.1.4 Critère

FIG. 4.8 - Loi de Rayleigh.

D'après l'équation (4.36), en retenant l'anti-Iog des termes qui sont fonctions de h et de d des

équations (4.38), (4.42) et (4.43), on obtient le critère à minimiser suivant:

(4.44)

pour h E IRM et dE ][J)(dmin,dmaxJ où ][J)(dmin,dmaxJ = {d E N*jdmin :::; d:::; dmax }. Il peut se

réécrire sous la forme suivante:

a 2

]MAPC(h, d) = Ily - Uhl12 +~
"-v-' a2

Fidélité aux données ho

IIDdh l1 2 + a; (d: - 2In(d)) .
'-v--" ad

Fidélité à " v ,1

l'a priori sur h Fidélité à
l'a priori sur d

(4.45)

L'hyperparamètre a~o permet d'ajuster la contrainte a priori de douceur sur h. L'hyperparamètre

a~ est fixé en fonction de notre connaissance a priori sur la valeur la plus probable du retard. Enfin,

l'hyperparamètre a; permet d'ajuster le compromis entre la fidélité aux données et celles aux a

priori sur h et d.

Notons que si l'on ne dispose pas d'a priori sur le retard, il est possible de considérer la loi a priori

sur le retard comme une loi uniforme, ce qui conduit au critère suivant:

2

]~~PC(h, d) = Ily - UhW + a2w IIDdhI12,
aho

toujours pour hE IRM et dE ][J)(dmin , dmax ).

(4.46)

4En toute rigueur, la loi a priori sur le retard devrait être discrète afin de tenir compte du caractère discret du retard.

Ce caractère discret n'est toutefois considéré que lors de la procédure d'optimisation.
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4.3.1.5 Optimisation du critère

Le critère JMAI'C(h, d) de l'équation (4.45) est quadratique en h et, à d fixé, possède une solution

e~plicite :

(4.47)

où a = (j~/(j~D' mais il n'est pas convexe vis-à-vis de d. Toutefois, d est un nombre entier positif

que l'on peut borner à l'aide de nos connaissances a priori: 2 ~ dmin ~ d ~ dmax . Une méthode

simple sans problème de convergence consiste à calculer le critère JMAPC(h, d) pour toutes les va

leurs de JI)) (dmin , dmax )5, c'est-à-dire effectuer, comme dans le chapitre 3, une recherche exhaustive

vis-à-vis du retard. Finalement, l'estimation de h et d peut donc se résumer par l'algorithme 4.1.

Toutefois, la résolution de ce problème nécessite l'évaluation des hyperparamètres (j~D' (j~ et (j~.

vant d'étudier ce problème, nous allons voir, dans un cadre idéal où ces hyperparamètres sont

és, les performances de cette méthode d'estimation de retard du bief.

ALGO. 4.1- Estimation de h et d pour les hyperparamètres fixés.

o h MAPC = h(d MAPC) = (UTU + "'D~ DA )-luTy
u; d MAPC d MAPC •

o Pour d = dmin , dmin + 1, ... , dmax ,

a) formation de la matrice D d ,

b) estimation de h à d fixé :

h(d) = (UTU + aDIDd)-lUT y,

c) calcul du critère:

JMAPC(h(d),d) = Ily - Uh(d)W + aIIDdh(d)W + (j; (:~ - 2ln(d)).

o d MAPC = arg min JMAPC(h(d), d).
dElJJ>(dmin,dmax)

4.3.2 Exemple de simulation (hyperparamètres fixés)

but de ce paragraphe est de mettre en évidence les performances de cette méthode d'estimation

de retard dans le cas où les hyperparamètres sont fixés. En effet, puisque ce paragraphe considère

un cadre de simulation où les valeurs vraies'des objets h et d sont connues (on note do la valeur

raie du retard et h theo la RIF théorique), il est possible de fixer les hyperparamètres de manière

optimalé à :

• (j~ est fixé à la valeur de la variance du bruit : (j~ = IIwl1 2
/ N = Ily - Uhtheo l1 2

/ N;

• (j~D est fixé à la valeur de la variance de Ddohtheo : (j~D = 11Ddohtheo112 / M.

5Ce qui revient à tronquer la loi a priori du retard, à la discrétiser et donc à la normaliser.
6Les choix de a~ et de a~D sont justifiés par les résultats des équations (4.61) et (4.62).
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Nous avons simulé 5000 jeux de données entrée-sortie du modèle défini au paragraphe 4.1 pour

2 types d'entrée: l'une est une SBPA de longueur maximale N = 511, l'autre est l'entrée du

jeu de données du 09/03, pour deux types de bruit: w[k] = l-;q-l e[k] et w[k] = ll-=-;q-_\ e[k] où

e rv N(O, 0";1). De plus, différents RSB ont été considérés. Le tableau 4.5 récapitule ces conditions

de simulation et indique la figure présentant les résultats obtenus selon la méthode d'estimation

utilisée: approches directe (méthode présentée au chapitre précédent), méthode du MAPC avec

comme 2 lois a priori sur le retard: la loi uniforme et la loi de Rayleigh.

MAPC MAPC

Entrée Bruit RSB Approche loi uniforme loi de Rayleigh
directe hyperpar. fixés hyperpar. fixés

20 dB (a)
w[k] = 10 dB (b)
1 _ ~q-l e[k]

FIG. 4.9 FIG. 4.13 FIG. 4.17
OdB (c)

SBPA -10 dB (d)
N = 511 20 dB (a)

w[k] = 10dB (b)1 _ q-l FIG. 4.10 FIG. 4.14 FIG. 4.18
1 _ aq-l e[k] OdB (c)

-10 dB (d)

20 dB (a)
w[k] = 10 dB (b)
1 _ ~q-l e[k]

FIG. 4.11 FIG. 4.15 FIG. 4.19
OdB (c)

donnée

du
-10dB (d)

09/03
20 dB (a)

w[k] = 10 dB (b)
1- q-l FIG. 4.12 FIG. 4.16 FIG. 4.20
1 _ aq-l e[k] OdB (c)

-10 dB (d)

TAB. 4.5 - Conditions de simulation des 5000 jeux de données et méthodes d'estimation utilisées

pour les différentes résultats présentés aux FIG. 4.9 - 4.20.

Lorsque l'ordre d'excitation persistante de l'entrée est élevé (entrée SBPA), toutes les méthodes

comparées aboutissent à des résultats similaires. En effet, d'après les figures correspondant aux

deux premières lignes du tableau 4.5, on remarque que le pourcentage des estimées correctes est

très satisfaisant, même à faible RSB.

En considérant maintenant une entrée moins informative (celle du jeu de données du 09/03) as

sociée à un bruit de la forme w[k] = l-;q-l e[k], les performances sont toujours satisfaisantes à

fort RSB quelle que soit la méthode utilisée. Des différences apparaissent lorsque le RSB diminue.

Ainsi, c'est la méthode MAPC utilisant une loi de Rayleigh qui est la moins sensible aux incerti

tudes puisque ces dernières sont compensées par les informations a priori.

Enfin, lorsque l'on utilise la même entrée que la précédente avec un bruit de la forme w[k] =

ll-=-;q--:"\ e[k], il apparaît clairement que l'approche du MAPC est plus performante que l'approche

directe, surtout avec une loi a priori de Rayleigh. Bien sûr, la loi de Rayleigh fournit toujours les

meilleurs résultats quand le niveau de bruit est élevé.
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et w[k] [(1- q-l )/(1 - aq-l )]e[k]; la densité de probabilité apriori sur le retard est uniforme.
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et w[k] = [1/ (1- aq-l )]e[k] ; la densité de probabilité apriori sur le retard est une loi de Rayleigh.
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FIG. 4.18 - MAPC : histogrammes des retards estimés pour différents RSB, l'entrée est une SBPA

et w[k] = [(1 - q-l )/(1 - aq-l )]e[k] ; la densité de probabilité a priori sur le retard est une loi de

Rayleigh.
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!G. 4.19 - MAPC : histogrammes des retards estimés pour différents RSB, l'entrée est celle du

jeux de donnée du 09/03 et w[k] = [1/(1 - aq-l )]e[k] ; la densité de probabilité a priori sur le

retard est une loi de Rayleigh.
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!G. 4.20 - MAPC : histogrammes des retards estimés pour différents RSB, l'entrée est celle du

jeux de donnée du 09/03 et w[k] = [(1 - q-l)/(1- aq-l)]e[k]; la densité de probabilité a priori

sur le retard est une loi de Rayleigh.
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(4.49)

(4.50)

En conclusion, de manière générale, l'estimateur du MAPC conduit à des résultats meilleurs que

ceux de l'approche directe. De plus, cet estimateur est plus robuste au modèle du bruit. Toutefois,

ces performances sont nécessairement conditionnées par un « bon» réglage des hyperparamètres.

En pratique, il s'avère même difficile de connaître leur ordre de grandeur. La suite de ce chapitre

est consacrée à la mise en œvre de l'estimation des hyperparamètres de manière non supervisée.

4.3.3 Estimation des hyperparamètres

L'hyperparamètre a~ peut être fixé. Rappelons que si aucune connaissance a priori sur le retard

n'est disponible, il suffit de considérer une loi a priori uniforme qui conduit au critère de l'équa

tion (4.46). En revanche, les hyperparamètres a~D et a~ doivent être estimés à partir des informa

tions disponibles.

4.3.3.1 Principe

Les hyperparamètres constituent un second niveau de description du problème indispensable à

la résolution du premier niveau constitué par les paramètres eux-mêmes [DEMüMENT et IDIER

(1999)]. Ce dernier infère sur les objets, dans notre cas h et d, pour une valeur des hyperparamètres

donnée au travers de la densité de probabilité a posteriori de l'équation (4.32). Le second niveau

infère sur les hyperparamètres grâce à une relation analogue7
:

( 2 21 V 2) _ p(yla~D,a~,V,a~)p(a~D,a~IV,a~) (4.48)
p ahD,aW y, ,ad - ( IV 2)

P Y ,ad

Si la fonction de vraisemblance p(yla~D' a~, V, a~) (correspondant à la vraisemblance généralisée

du premier niveau, c'est-à-dire le terme de normalisation, où a~ et a~ sont devenus des variables)

est suffisamment « piquée », l'influence de la densité de probabilité a priori p(a~D' a~ IV, a~) est

négligeable, et l'estimation des hyperparamètres peut être résolue par la maximisation de cette

vraisemblance. Cependant, il faut pour cela résoudre un problème de marginalisation :

p(yla~D' a~, V, a~) = 1 p(ylh, d, V, a~)p(hld,a~D)p(dla~)dhdd.
h,d

Une telle intégrale conduit rarement à un résultat explicite. Pour contourner cette difficulté, on

peut introduire des «variables cachées» z, complétant les observations y, de sorte que la nouvelle

vraisemblance p(y, zla~D' a~, V, a~) soit plus simple à calculer. li est alors nécessaire de maxi

miser des espérances conditionnelles par des techniques itératives, déterministes ou stochastiques

(algorithmes EM et SEM) [DEMPSTER et al. (1977) ; BILMES (1997) ; GREEN (1990)]. Toutefois,

on peut aussi remarquer que la densité de probabilité a posteriori conjointe des paramètres h, d et

des hyperparamètres a~D et a~ :

(h d
2 21 V 2) _ p(ylh, d, V, a~)p(hld,a~D)p(dla~)p(a~D)p(a~)

p , ,ahD,awy, ,ad - ( IV 2) ,
P y ,ad

résume toute l'information des deux niveaux d'inférence. Il est donc intéressant de la maximiser

conjointement par rapport aux paramètres et aux hyperparamètres.

7Les notations des densités de probabilité ont été allégées pour des raisons de lisibilité.
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4.3.3.2 Méthode d'optimisation du critère

Le problème d'optimisation peut être implanté par un algorithme itératif maximisant successive

ent la densité de probabilité p(h, d, a~D' a; Iy, V, aâ) par rapport aux paramètres h, d, puis par

rapport aux hyperparamètres a; et aâ :

(4.51)

(4.52)

Si on suppose que les hyperparamètres a~D et a; suivent une loi a priori uniforme (le choix d'une

autre loi a priori non informative est possible), alors:

(h d
2 21 V 2) _ p(ylh, d, V, a;)p(hld, a~D)p(dlaâ)

p , ,ahD,awy, ,ad - ( IV 2)
P Y ,ad

Le critère à minimiser, correspondant à l'anti-Iog des termes, fonctions des objets h, d et des

hyperparamètres a~D' a;, de la densité de probabilité a posteriori conjointe, est proportionnel à:

(4.53)

et vaut donc:

(4.54)

A a~D et a; fixés, minimiser ce critère revient à minimiser celui de l'équation (4.45). A h, d fixés,

on a:

d'où:

(4.55)

(4.56)

et:

2 IIDdh l1
2

ahD = M

2 Ily-Vhl12

aw = N '

(4.57)

(4.58)

(4.59)

(4.60)
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donc:

~ (h d, a~) = arg ~in j~APC(h,d, a~D' a~) =
IIDdhl1 2

M
,

ahD

-'2 (h d 2) - . jMAPC(h d 2 2) - Ily- UhW
aw , ,ahD - argmin a "ah ,aw -

Na 2 D
w
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(4.61)

(4.62)

Par conséquent, l'algorithme itératif décrit par l'équation (4.51), conduit à l'algorithme 4.2, étant

donné la procédure d'estimation de h et de d (ALGO. 4.1).

1. Initialisation: i = 0, h(i) = hinil> dei) = dinil> E = 10-3•

2. Itération: i = i + 1.

--Ci) IIDd(i-l)h(i-l)W
o Estimation de a~D : a~D M

----(~) Ily - Uh(~-I) 11 2
o Estimation de a 2 . a 2 = -------'-

w' w N

o Pour dei) = dmin , dmin + 1, ... , dmax ,

a) formation de la matrice Dd(i),

b) estimation de h(i) à dei) fixé :

---- (i)
~(i) (i) _ T a~ T -1 T
h (d ) - (U U + --(i) Dd(i) Dd(i)) U y,

a2
hD

c) calcul du critère:

]MAPC(h(i) (d(i)), dei)) = Ily _ Uh(i)(d(i))112+ ~(;~) IIDd(i)h(i)(d(i))112 + ~(i) (d~;2 _ 21n(d(i))).
~ dhD

o dei) = arg. min . jMAPC(h(i) (d(i)), dei)).
{de,) EN" ,dmin ::;;d(') ::;;dmax }

-'2(i)
o h(i) = h(i) (d(i)) = (UTU + ~D~. DA. )-lUTy--(i) de,) de,) .

a 2
hD

3. Continuer l'itération (étape 2.) tant que:

--(i) --(i-I) ----Ci) ----Ci-Il
a 2 _ a 2 a 2 _ a 2

hD hD w w
--(i-I) < E, et ----(i-I) < E.

a 2 a 2
hD w

4. h MAPC = h(i) et dMAPC = d(i).

ALGO. 4.2 - Estimation de h, d et des hyperparamètres a~D' a;.
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4.3.3.3 Exemple de simulation

On considère toujours le modèle de l'équation (4.3), dont les valeurs des paramètres sont définis

dans le tableau 4.1. L'entrée est une SBPA de longueur maximale N = 511. Le bruit {w[k]}f==-Ol

résulte du processus AR de l'équation (4.11) où la variance a: est fixée de sorte à avoir le RSB dé

siré. Ces conditions de simulation sont rappelées dans le tableau 4.6. La figure 4.21 représente les

RIF théorique et estimées par les estimateurs du MY et du MAPC (ALGO. 4.2) pour des RSB de 20,

0, -5 et -la dB. L'algorithme du MAPC est initialisé par h inil = hMV, dinit = la et ad est fixé à 7.

Pour un RSB = 20 dB, les résultats sont acceptables: les estimées de la RIF sont proches de la RIF

t éorique et dMAI'C = 7. En revanche, lorsque le RSB diminue, on constate que l'estimée de la RIF

a sens du MAPC est trop douce, au point que pour un RSB de -la dB, elle est quasiment nulle:

1 contrainte de douceur est trop importante. La figure 4.22 représente l'évolution des estimées des

objets h, d et des hyperparamètres a~o et a; en fonction des itérations de l'algorithme 4.2 pour un

RSB de -la dB. On constate que l'estimée de a~o ne cesse de tendre vers a et, ainsi, applique une

contrainte de douceur de plus en plus forte sur l'estimée de la RIF.

Le problème est que l'application de la méthode du MAPC (avec l'estimateur au sens du MY des

hyperparamètres) aux données du bief disponibles conduit dans tous les cas à une contrainte de

douceur sur la RIF trop importante. Nous allons voir dans le paragraphe suivant que ce problème

est dû à la dégénérescence de la densité de probabilité aposteriori conjointe, puis nous proposerons

une solution à ce problème dans le paragraphe 4.3.3.5.

4.3.3.4 Dégénérescence de la densité de probabilité a posteriori conjointe

a dégénérescence de la densité de probabilité a posteriori conjointe (en l'infini) signifie que,

\if (y U ( 2 ) E jRM X jRNxM X jR+* :J (hO dO a 2 ° a20 ) E jRM X lJ)) X jR+ X jR+ tel que', , d ' "ho' w .

(4.63)

et donc que, quelles que soient les données, l'estimateur du MAPC (qui maximise la densité de pro

babilité a posteriori conjointe p(h, d, a~o' a; Iy, U, aâ)) conduit à la solution (hO, dO, a;0, a~o0).
Reprenons l'expression de la densité de probabilité a posteriori conjointe obtenue à l'Eq. (4.52) :

(4.64)

où:

(4.65)

(4.66)

(4.67)
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FIG. 4.21- Estimées d'une RIF par l'estimateur du MAPC inacceptables.

entrée bruit RSB

FIG. 4.21(a) 20 dB

FIG.4.21(b) w[k] = l-;q-l e[k] OdB
SBPA

FIG.4.21(c) avec e t'V N(O, cr;l) -5 dB

FIG. 4.21(d) et 4.22 -lOdB

TAB. 4.6 - Conditions de simulation des jeux de données d'estimation.
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IG. 4.22 - Estimées des paramètres et des hyperparamètres en fonction du nombre d'itération

SB = -10 dB).

On montre alors que le quadruplet ((J~D 0 = 0, hO = 0, (J; 0
, dO), où (J; 0

-=1 0, V dO E [)), conduit à

une singularité de la densité de probabilité a posteriori conjointe. En effet, dans ce cas, on a :

= +00, (4.68)

alors que les limites des autres termes p(ylh, d, D, (J;) et p(dl(J~) sont finies et non nulles. Par

conséquent, un tel quadriplet conduit à la dégénérescence de la densité de probabilité a posteriori

conjointe. De plus, on peut montrer que si (J; 0
= 0, alors:

(4.69)

Ce qui signifie qu'en l'absence de bruit, le quadriplet ((J~D 0 = 0, hO = 0, (J;0
= 0, dO), V dO E [)),

ne conduit pas à une singularité. Enfin, le couple ((J; = 0, W = y - Dh = 0) constitue également

une singularité de la fonction de vraisemblance, mais en pratique ce cas n'est pas possible car les
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données sont toujours sujettes à incertitudes.
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Nous avons vu dans les simulations précédentes (§ 4.3.3.3) que l'estimateur du MAPC conduit à

une solution nulle seulement quand le RSB est très faible. Or d'après l'interprétation précédente

celle-ci devrait être nulle quel que soit a~ =1= O. En fait, ceci est dû à la présence d'un maximum

local vers lequel converge la méthode d'optimisation. Pour illustrer ce phénomène, on considère

l'exemple suivant.

On considère toujours le modèle de l'équation (4.3), dont les valeurs des paramètres sont définis

dans le tableau 4.1. L'entrée est une SBPA de longueur maximale N = 511. Le bruit {w[k]}f==-Ol
résulte du processus AR de l'équation (4.11). Ces conditions de simulation sont rappelées dans le

tableau 4.7.

Puisque le phénomène de dégénérescence est indépendant de d, la valeur du retard est fixée à sa

valeur vraie do = 7. D'après l'équation (4.54), le critère à maximiser par rapport aux hyperpara

mètres est:

où

J (2 2) __ M 1 ( 2 ) _ IIDill12 IIy - UhW _ N In(a2)
d aho' aw - 2 n aho 2a~o 2a; 2 w ,

~""'_----"''V'''------'~~'''''----''''v",----",,;

J~2 J(J2
Vho W

a priori sur h information sur les
données

(4.70)

(4.71)

Notons que lorsque a~o - 0, alors h - O. Par conséquent, à a~ fixé (non nul), ce critère dégénère

puisque l'on a :

(4.72)

entrée bruit RSB

FIG.4.23(a)

1

20 dB

FIG.4.23(b) w[k] = l-;q-l e[k] OdB
SBPA

FIG.4.23(c)

1

avec e rv N(O, a;l) -5dB

FIG.4.23(d) -10dB

TAB. 4.7 - Conditions de simulation des jeux de données d'estimation.

Les figures 4.23 représentent l'évolution de ce critère (centré8) et de ses composantes J(J2 et J(J2
hO W

(également centrées), en fonction de a~o pour différents RSB, c'est-à-dire pour différentes valeurs

SLe terme « centré» signifie que l'on a retranché la valeur moyenne au critère. Ceci n'a naturellement aucune

incidence sur l'argument du maximum du critère.
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FIG. 4.23 - Évolution du critère en fonction de a~o pour différents RSB.

de a;. Étant donné que l'algorithme d'optimisation est initialisé par h init = hMV
, la première es-

-(1)
timée a~o est relativement élevée. Par conséquent, l'algorithme parcourt le critère de la gauche

vers la droite et va converger vers le point représenté par une étoile. Dans les cas où le RSB est

relativement élevé, il d'agit d'un maximum local (FIG. 4.23(a)-4.23(c». Toutefois, lorsque le RSB

diminue, ce maximum finit par disparaître (FIG. 4.23(d» car J(J2 s'aplatit tandis que J(J2 tend
W ho

vers une droite de pente - M /2 (en échelle logarithmique). L'estimée tend alors vers 0 (point de la

égénérescence).

lLa dégénérescence de la fonction de vraisemblance dans le cadre de l'estimation des paramètres

d'un mélange gaussien est un problème d'optimisation connu [KIEFER et WOLFOWITZ (1956)].

Dans ce contexte, une solution consiste à pénaliser la fonction de vraisemblance par une densité de

probabilité a priori de type gamma inverse sur la variance du bruit, ce qui élimine les singularités et

rend ainsi le problème bien-posé [RmoLFI et IDIER (1999); SNOUSSI et MOHAMMAD-DJAFARI

2002)]. Nous allons nous inspirer de cette solution pour résoudre la dégénérescence de la densité

de probabilité a posteriori conjointe.
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4.3.3.5 Solution à la dégénérescence

111

(4.73)

Une solution au problème de dégénérescence consiste à pénaliser la densité de probabilité a poste

riori conjointe de l'équation (4.54) par une densité de probabilité a priori de type gamma inverse

sur la variance a~D :

(h d
2 21 D 2 (3 ) _ p(ylh, d, D, a~Jp(hld, a~D)p(dlaâ)p(a~D \ah (3h)

p , ,ahD,aW y, ,ad,ah, h - ( ID 2) ,
P y ,ad

avec:

(3Cth exp[-~]

p(a~Dlah,(3h) = r(~h) (a~D)::~lll[o,+oo[(a~D)' (4.74)

où r(.) est la fonction gamma, ll[o,+OO[(a~D) est la fonction indicatrice qui vaut 1 si a~D E [0, +oo[

et 0 sinon. Les deux nouveaux hyperparamètres ah et (3h (tous les deux dans ]R+*) sont à déterminer.

On a alors:

( 2 21 2 1 [1 2]P h, d, ahD' aw y, D, ad' ah, (3h) ex: (a~)N/2 exp - 2a~ lIy - Dhll

x (a~D)~/2+Ctdl exp [- 2:~D (11DdhW + 2(3h)] ll[o,+OO[(a~D)

x d2 exp [-2
d22

] ll[o,+oo[(d), (4.75)
ad ad

et il n'y a pas de dégénérescence car:

(4.76)

L'optimisation peut être réalisée comme précédemment, c'est-à-dire par l'algorithme itératif de

l'équation (4.51), maximisant successivement la densité p(h, d, a~D' a~ly, D, aâ, ah, (3h) par rap

port aux paramètres h, d et par rapport aux hyperparamètres a~D' a~. Le critère à minimiser,

fonction des objets h, d et des hyperparamètres a~D et a~ de la densité de probabilité a posteriori

conjointe, est proportionnel à :

(4.77)

et vaut donc:

(4.78)

A a~D et a~ fixés, ce critère correspond à celui de l'équation (4.36). Son optimisation s'effectue

donc par la même procédure. A h et d fixés, on montre que:

~(h,d,a~D)

. J MAPC (h d 2 2 )argmm Ct (3 "ahD' aw2 h, h
ŒhD

. J MAPC (h d 2 2 )arg mm Ct {3 " ahD ' aw2 h, h
Œw

IIDdh l1 2 + 2(3h
M+2(ah+ 1)'

Ily - Dhl1 2

N

(4.79)
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Par conséquent, l'algorithme itératif 4.2 est complété pour prendre la forme de l'ALGO. 4.3.

Initialisation' i = 0 h(i) = hMV d(i) = d·· E = 10-3
., , mIl> ,

2. Itération: i = i + 1.

---(i)
o Estimation de o-h

D
: o-h

D

IIDd(i_l)h(i-1)11 2 + 2{3h

M+2(ah+ 1)

----(i) Ily - Uh(~-l) 11 2

o Estimation de o-~ : o-~ = N

o Pour d(i) = dmin , dmin + 1, ... ,dmax ,

a) formation de la matrice Dd(i) ,

b) estimation de h(i) à d(i) fixé :

2(i)
~(i) (i) _ T o-w T -1 T
h (d ) - (U U + ---(i) Dd(i) Dd(i») U y,

0-2
hD

c) calcul du critère:

JMAPC(h(i)(d(i)), d(i)) = Ily _ Uh(i) (d(i))11 2 + i(;~) IID
d
(i)h(i)(d(i))11 2 + ~(i) (d:~2 - 2ln(d(i))).

0'2 d
hD

o d(i) = arg. min. jMAPC(h(i) (d(i)), d(i)).
{d(') EN* ,dmin ~d(') ~dmax}

2(i)

o h(i) = h(i) (d(i)) = (UTU + ~D'r D·. )-lUT y
---(i) d(i) d(') .
0'2

hD

3. Continuer l'itération (étape 2.) tant que:

---(i) ---(i-1) ----(i) ----(i-1)
0-

2
- 0-

2
0-2 - 0-2

hD hD W W

---(i-1) < E, et ----(i-1) < E.

0-2 0-2
hD W

ALGO. 4.3 - Estimation de h, d et des hyperparamètres o-h
D

, o-~ avec une loi a priori gamma

inverse sur o-h
D

•

reste maintenant à déterminer les hyperparamètres ah et {3h de la densité de probabilité a priori

de o-h
D

• Reprenons l'expression de la densité de probabilité a priori de h :

(4.80)
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de laquelle on déduit la fonction de vraisemblance de (T~D :
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(4.81)

Si l'on considère la statistique v = IIDJ hW, alors l'expression précédente est proportionnelle à:

(4.82)

La densité de probabilité a posteriori vérifie alors les relations suivantes:

(4.83)

(4.84)

(4.85)

Il s'agit donc d'une loi gamma inverse de paramètres ao = M/2 + ah et f30 = v/2 + f3h, et on a

donc:

(4.86)

Par conséquent, les paramètres ao et f30 peuvent être déterminés en fonction de l'allure de la densité

de probabilité P((T~D Iv) désirée9• La figure 4.24 représente cette densité de probabilité relativement

à v, c'est-à-dire:

(4.87)

pour v = 10-8, ao = Met f30 = Mv. Notons que les axes sont en échelle logarithmique. On

a alors ah = M /2 et f3h = M v - v /2. La densité de probabilité a priori de (T~D obtenue est

représentée à la figure 4.24(b).

Le problème est que la valeur de v n'est pas connue. Au mieux, il est possible de déterminer

la statistique10 vMV = IIDhMvW où, nous le rappelons, h MV représente la connaissance de h la

plus fidèle aux données. Cependant, étant donné que la variance de l'estimateur hMV est élevée à

cause du mauvais conditionnement du problème d'inversion (voir § 4.2.2.1), on a v « vMV
• La

figure 4.25 représente la densité de probabilité relativement à vMV
:

(4.88)

pour vMV = 10-8, ao = Met f30 = vMV• On peut vérifier que cet a priori suppose que v est de

l'ordre de M.1O-3v MV (~ 1O-1.5vMV). On a alors ah = M/2 et f3h = vMV /2. La densité de proba

bilité a priori de (T~D obtenue est représentée à la figure 4.25(b).
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IG. 4.24 - Densités de probabilité a posteriori (ao = Met /30 = Mv) et a priori (ah = M/2 et
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.
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IG. 4.25 - Densité de probabilité a posteriori (ao = Met /30 = vMV
) et a priori (ah = M/2 et

/3h = vMV/2) de O"~D pour vMV = 10-8 .10-3 / M = 10-5 / M.

Afin d'observer les résultats obtenus par cette nouvelle approche, la figure 4.26 présente les ré

s ltats obtenus à partir des jeux de données déjà utilisés au paragraphe 4.3.3.4. On constate, cette

fois-ci, que l'estimée de la RIF n'est pas trop pénalisée par la contrainte de douceur car les hyper

paramètres (en particulier O"~D) sont mieux estimés.

4.3.4 Exemple de simulation (hyperparamètres estimés)

Pour cet exemple de simulation, on reprend les mêmes conditions que celles décrites dans le para

graphe 4.3.2 et récapitulées dans le tableau 4.8.

l'instar du cas où les hyperparamètres sont fixés, l'approche proposée conduit à des résultats

très satisfaisants lorsque l'entrée est d'ordre d'excitation persistante élevé, que ce soit avec une

9Dans l'état actuel de l'avancée des travaux, ce choix est heuristique, obtenu par essais successifs.
1011 s'agit bien de la matrice D définie à l'équation (4.17). En effet, ceci semble être le choix le moins compromettant

pour remplacer la matrice Dd qui ne peut pas être déterminée, étant donné que la valeur de d est inconnue.
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FIG. 4.26 - Estimées d'une RIF par l'estimateur du MAPC avec une loi a priori gamma inverse sur
2

(JhD'

MAPC MAPC

Entrée Bruit RSB loi uniforme loi de Rayleigh

hyperpar. fixés hyperpar. fixés

20 dB (a)
w[k] = 10 dB (b)
1 _ ~q-1 e[k]

FIG. 4.27 FIG. 4.31
OdB (c)

SBPA -IOdB (d)
N = 511 20 dB (a)

w[k] =
10 dB (b)1 -1 FIG. 4.28 FIG. 4.32-q

1 _ aq-1 e[k] OdB (c)

-10dB (d)

20 dB (a)
w[k] = 10 dB (b)
1 _ ~q-1 e[k]

FIG. 4.29 FIG. 4.33
OdB (c)

donnée

du
-10dB (d)

09/03
20 dB (a)

w[k] =
IOdE (b)1 -1 FIG. 4.30 FIG. 4.34-q

1 _ aq-1 e[k] OdB (c)

-10dB (d)

TAB. 4.8 - Conditions de simulation des 5000 jeux de données et méthodes d'estimation utilisées

pour les différents résultats présentés aux FIG. 4.27 - 4.34.
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IG. 4.30 - MAPC : histogrammes des retards estimés pour différents RSB, l'entrée est celle du

jeux de donnée du 09/03 et w[k] = [(1 - q-l)/(1 - aq-l )]e[k] ; la densité de probabilité apriori

ur le retard est uniforme.
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FIG. 4.34 - MAPC : histogrammes des retards estimés pour différents RSB, l'entrée est celle du
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loi uniforme ou une loi de Rayleigh. En outre, lorsque l'entrée est moins informative et que le

R8B est faible, on constate une légère amélioration des résultats pour les hyperparamètres (J~D et

(J~ estimés. Finalement, cette méthode est une alternative aux approches paramétriques présentées

au chapitre 3 étant donné sa robustesse au modèle du bruit et au manque d'information dans les

données.

En conclusion, nous avons développé une méthode d'estimation de la RIF et du retard non supervi

sée puisqu'elle ne nécessite le réglage d'aucun paramètre. Nous allons maintenant appliquer cette

approche au cas du bief de rivière aménagé.

4.4 Application à un bief de rivière aménagé

lfobjectif de ce paragraphe est de comparer plusieurs estimateurs de la RIF et du retard dans un

cadre expérimental correspondant à celui d'un bief de rivière aménagé présenté au chapitre 1. En

particulier, les algorithmes utilisés sont les estimateurs MY, MAP (estimation de la RIF) et deux

versions du MAPC (estimation de la RIF et du retard) : l'une avec une loi a priori sur le retard

uniforme et l'autre avec une loi de Rayleigh.

4.4.1 Estimation d'une RIF par MV

Nous avons à notre disposition 332 jeux de données, chacun d'une durée d'environ 24 heures. Afin

d'observer l'évolution des estimées au cours du temps et de comparer les différentes approches, les

estimées des RIF seront présentées sous une nouvelle forme: la représentation temps-jours (RTl).

Elle consiste en la juxtaposition des barres impulsionnelles estimées quotidiennement, présentées

au paragraphe 4.2.3.3.

La figure 4.35 montre la RTl des différentes RIF estimées par la méthode du MY. On peut observer

la présence de discontinuités caractérisées par le changement de niveau de gris, le retard corres

pondant à l'instant du plus grand changement. On constate que la plupart des retards sont compris

entre 6 et 7 par une analyse visuelle. A partir des estimées de la RIF, il est possible de déterminer

le retard en utilisant un algorithme de détection de changement de moyenne tel que l'algorithme

CUSUM (voir annexe C). Concernant les estimées des RIF, on observe que ces dernières ont une

allure bruitée; le bruit présent sur les données est amplifié par l'inversion de la matrice de données

érent à la méthode du MY. Pour palier ce problème, nous avons proposé l'algorithme du MAP

introduisant une contrainte de douceur sur la RIF.

4.4.2 Estimation d'une RIF par MAP

ne méthode permettant d'obtenir une estimée plus douce de la RIF est l'approche MAP (para

graphe 4.2.3). En utilisant un paramètre de douceur a = 10000 (rapport entre la fidélité aux don

nées et l'a priori de douceur), on obtient les estimées de la RIF illustrées par la RTl de la figure 4.36.

Comme attendu, on obtient bien des estimées plus douces que celles obtenues avec l'estimateur



4.4 Application à un bief de rivière aménagé 119

300

250

200

~

.9., 150

100

50

o 5 10 15 20
temps discret k

25

FIG. 4.35 - RTJ : estimées de la RIF au sens du MY.

MY. Ceci est reflété par des variations faibles des niveaux de gris entre les échantillons (dans le

sens de l'abscisse k). Toutefois, les discontinuités sont moins franches que précédemment, ren

dant ainsi la détection visuelle du retard plus délicate. Tout comme pour la méthode du MY, il est

également possible d'utiliser l'approche du CUSUM pour estimer le retard. Néanmoins, à cause de

la contrainte de douceur dans la méthode du MAP, le retard estimé par le détecteur sera imprécis

(<< retard» à la détection). Pour pouvoir appliquer l'a priori de douceur tout en conservant les

discontinuités, nous allons utiliser la méthode du MAPC.
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FIG. 4.36 - RTJ : estimées de la RIF au sens du MAP (a = 10000).



120 Chapitre 4 : Une approche bayésienne pour l'identification de bief de rivière

4.4.3 Estimation d'une RIF et du retard par MAPC

o tre l'estimation d'une RIF, la méthode du MAPC réalise l'estimation du retard. Nous avons tout

d'abord considéré le cas d'une densité de probabilité a priori uniforme sur le retard. Ceci signifie

que le seul a priori disponible sur le retard est son appartenance à l'intervalle [dmin , dmax ]. Les ré

sultats sont présentés sur les figures 4.37 et 4.38 (dmin = 3 et dmax = 15). Évidemment, la douceur

des RIF estimées par le MAPC est quasiment identique à celle du MAP, en dehors des points de

discontinuité. En revanche, au niveau des discontinuités, le MAPC aboutit à des sauts plus abrupts

que le MAP. Par rapport à l'estimateur du MV, les transitions ressortent mieux du fait du lissage

effectué sur les estimées de la RIF. Visuellement, on s'aperçoit que la majorité des retards (~ 80 %)

est comprise entre 5 et 7. Ceci est confirmé par la figure 4.38 où sont représentés l'évolution des

estimées du retard au cours de l'année et leur histogramme.
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FIG. 4.37 - RTJ : RIF estimées par la méthode du MAPC avec une loi uniforme.

FIG. 4.38 - Retards estimés par la méthode du MAPC avec une loi uniforme.
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~ous avons ensuite considéré la méthode du MAPC avec une loi de Rayleigh (ad = 6.5) comme

densité de probabilité a priori du retard. Les résultats sont présentés sur les figures 4.39 et 4.40
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FIG. 4.39 - RTJ : RIF estimées par la méthode du MAPC avec une loi de Rayleigh O"d = 6.5).
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FIG. 4.40 - Retards estimés par la méthode du MAPC avec une loi de Rayleigh O"d = 6.5).

(dmin = 3 et dmax = 15). On constate que plus de 95 % des estimées du retard valent 6 ou 7. Ce

qui signifierait que le retard de ce bief varie très peu au cours de l'année. Bien sûr, cette conclusion

repose sur des résultats obtenus en modifiant l'a priori sur le retard, c'est-à-dire en imposant une

estimée du retard entre 6 et 7 dans le cas où les données sont peu informatives. Ce qui explique la

faible dispersion du retard sur l'année.

4.4.4 Analyse des résultats

La méthode du MAPC (avec loi uniforme) a été appliquée sur 4 biefs, de longueurs différentes,

répartis en cascade le long de la Basse-Isère. La plage de variation des indices de retard estimés

pour chacun des biefs est représentée à la figure 4.41. Afin d'apprécier la pertinence de ces résul

tats, nous allons comparer ces estimées à des valeurs du retard obtenues à partir de connaissances

empmques.

Ces connaissances empiriques sont issues de critères physiques: à débit constant, le retard pur est
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proportionnel à la longueur du bief et dépend du tirant d'eau dans le bief qui influence la célérité

d s ondes. Dans notre cas, le débit n'est pas constant, mais son influence limitée par rapport à

la célérité de l'onde fait de la longueur des biefs un indicateur assez fiable permettant d'évaluer

la validité des estimations des retards. Notons que les célérités sont similaires entre les différents

biefs étant donnée la répartition de ces derniers.

La figure 4.41 fait apparaître une proportionnalité entre les intervalles de variation des retards

estimés par la méthode du MAPC (-) et la longueur du bief; ce qui renforce la validité des es

timations. Cette figure représente également les intervalles d'incertitudes des retards obtenus à

partir de connaissances empiriques ( ). Ce sont les valeurs de référence normalement utilisées

par les opérateurs pour la conduite manuelle des biefs. Notons que l'incertitude de ces estimations

est d'environ trois périodes d'échantillonnage autour de la valeur nominale. Comparativement,

on constate une aberration de ces estimations empiriques puisqu'elles sont très éloignées d'une

c ractéristique linéaire. Enfin, la figure 4.41 montre également l'amélioration significative de la

précision des nouvelles estimations par rapport aux anciennes puisque leurs intervalles de varia

tions ont au moins été divisés par deux. La comparaison de ces résultats corrobore la pertinence

des estimations.
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fIG. 4.41- Intervalles de variations des retards empirique et estimé en fonction de la longueur du

bief.

4.5 Conclusion

Ce chapitre est dédié à l'identification d'un bief de rivière aménagé à partir de données expérimen

tales passives par une approche bayésienne. La principale contribution est le développement d'une

méthode originale estimant conjointement le retard et une réponse impulsionnelle finie. Cette ap-

roche est basée sur le fait que le retard introduit une discontinuité dans la réponse impulsionnelle

ntre le niveau aval du bief et la commande du débit entrant. L'estimation du retard est réalisée
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FIG. 4.42 - Différentes étapes de construction de l'algorithme proposé.
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grâce à l'application d'une contrainte de douceur sur la réponse impulsionnelle sauf au niveau de

1 discontinuité.

Des exemples de simulation ont permis de montrer l'intérêt de cette approche comparativement à

l'approche directe présentée au chapitre 3. Cependant, la méthode proposée nécessite le réglage

d'hyperparamètres difficilement réalisable en pratique. Pour cette raison, nous avons présenté une

méthode d'estimation de ces hyperparamètres qui donne des résultats satisfaisants en simulation et

à fort RSB. Cependant, lorsque le RSB est faible, l'estimée de la RIF est souvent nulle; la contrainte

de douceur est trop forte. Ce problème apparaît également lors de l'application sur les données

réelles. Nous avons mis en évidence que ce problème était dû à la dégénérescence de la densité

de probabilité a posteriori conjointe. La solution proposée consiste à pénaliser cette densité de

probabilité par une densité de probabilité a priori de l'hyperparamètre qui agit sur la contrainte

de douceur. Les différentes étapes de la construction de cette méthode sont représentées par le

d'agramme de la figure 4.42.

En conclusion, nous avons développé une méthode d'estimation de la RIF et du retard non su

pervisée puisqu'elle ne nécessite le réglage d'aucun paramètre. L'application de cette méthode au

cas du bief a permis d'affiner sensiblement la plage de variation des retards estimés par rapport

aux données fournies par les approches classiques. Enfin, une analyse des résultats d'estimation

de retard a permis de vérifier la cohérence de ces derniers vis-à-vis des paramètres physiques du

bief.

Ajoutons que, la lecture des résultats d'estimation de la réponse impulsionnelle finie, pour l'en

semble des jeux de données disponibles sur l'année, a été facilitée par la proposition d'une re

présentation originale de l'évolution des réponses impulsionnelles identifiées jour par jour: la

représentation temps-jour.



Conclusion

Les travaux présentés dans ce mémoire concernent l'identification de systèmes dynamiques à

temps discret à partir de données échantillonnées, et plus particulièrement l'estimation de retards.

Ils sont motivés par une application à un bief de rivière aménagé. Les difficultés résident dans

l'obligation d'utiliser des données recueillies dans des conditions expérimentales passives et, qui

plus est, en présence d'une boucle de régulation avec action anticipatrice effectuée par un opéra

teur humain.

Le chapitre 1 a permis de mettre en évidence des problèmes liés à l'estimation de retard du bief

de rivière. Pour cela, une modélisation simplifiée de l'installation est effectuée. Elle conduit à une

structure de modèle possédant deux entrées et une sortie. L'estimation du retard de cette structure

par une approche classique aboutit à des résultats inacceptables. Deux facteurs, liés aux conditions

expérimentales passives, sont à l'origine de cet échec. Le premier est la présence de boucles de ré

gulation et d'action anticipatrice entraînant des corrélations entre les entrées et le bruit. Le second

est le manque d'information dans les données recueillies. En effet, une étude a posteriori des don

nées disponibles montre que l'ordre d'excitation persistante des jeux de données est relativement

faible.

Au chapitre 2, il est proposé de classer les différents concepts de l'identifiabilité de la façon sui

vante:

• l'identifiabilité a priori: elle consiste à étudier l'existence et l'unicité d'une solution à l'esti

mation des paramètres d'une structure de modèle dans un cadre idéal (indépendamment des

données) ;

• l'identifiabilité a posteriori: elle vérifie que l'unicité de la solution est toujours garantie a

posteriori dans le cadre expérimental (avec les données disponibles);

• l'identifiabilité numérique: elle est relative à l'étude des propriétés de l'estimateur des pa

ramètres.

Cette dernière est déjà longuement étudiée dans la littérature. Elle n'est donc pas considérée dans

ce travail. En revanche, une nouvelle définition de l'identifiabilité a posteriori a été proposée.

Elle s'appuie sur la définition de l'identifiabilité a priori et conduit au développement d'une mé

thode qualitative d'identifiabilité a posteriori locale, consistant à étudier le rang de la matrice de

sensibilité de la sortie vis-à-vis des paramètres de la structure de modèle. Ensuite, une méthode

quantitative mesurant le degré d'identifiabilité d'un paramètre par rapport aux autres a été déve-
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loppée. Enfin, l'étude de l'identifiabilité du bief de rivière montre qu'il est suffisant d'estimer le

r tard à une période d'échantillonnage près, étant donné le degré d'identifiabilité a posteriori de

ce paramètre.

Dans le chapitre 3, nous avons effectué un état de l'art des méthodes d'estimation de retard d'une

structure de modèle à temps discret, sous l'hypothèse d'un retard multiple de la période d'échan

tillonnage. Cela nous a conduit à retenir trois approches d'estimation de retard:

• une méthode fondée sur l'estimation d'une RIF (estimation par MV et détection d'un saut par

le CUSUM);

• une méthode fondée sur l'estimation d'un transfert rationnel (estimation des paramètres à d

fixé, suivie d'une recherche exhaustive du retard);

• une méthode fondée sur l'estimation des fonctions de corrélation.

ne étude d'applicabilité de ces méthodes au cas du bief de rivière a été réalisée. Elle nous a

conduit à la généralisation de la méthode de corrélation de [ZHENO et FENO (1990)] au cas d'une

Structure à deux entrées et une sortie corrélées. Finalement, après comparaison des différentes mé

thodes sur des exemples de simulation, nous avons retenu la méthode fondée sur l'estimation d'un

transfert rationnel pour estimer le retard du bief. Celle-ci fournit des résultats satisfaisants en pré

sence de signaux suffisamment informatifs, mais échoue dans le cas contraire (ce qui est le cas

avec certaines des données disponibles).

L'objectif du quatrième chapitre a été de développer une méthode d'estimation de retard alter

native aux précédentes, performante même en présence de données peu informatives. Pour cela,

l'approche bayésienne offre un cadre de travail permettant d'intégrer des connaissances a priori

compensant le manque d'information des données. Tout d'abord, nous avons montré que le retard

pouvait être estimé par la détection d'une discontinuité dans la réponse impulsionnelle entre le

iveau aval du bief et la commande du débit entrant. L'estimation du retard peut donc être réali

sée via la détection de l'instant de cette discontinuité conjointement à l'estimation de la réponse

impulsionnelle.

L'approche bayésienne proposée dans ce chapitre impose une contrainte de douceur sur tous les

échantillons de la réponse impulsionnelle sauf entre deux échantillons définissant la discontinuité.

L'avantage de cette méthode est triple:

• elle ne nécessite pas une connaissance parfaite de la structure de modèle, mais seulement

que la réponse impulsionnelle soit finie;

• elle effectue un compromis entre l'information contenue dans les données et celle fournie

par l'a priori;

• elle est facile à mettre en œuvre car non-supervisée.

La difficulté majeure du développement de cette méthode a été l'estimation des hyperparamètres.

Nous avons mis en évidence un problème de dégénérescence de la densité de probabilité a poste

riori conjointe lors de l'estimation des hyperparamètres. Ce problème a été résolu en intégrant une
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nouvelle contrainte a priori sur l'hyperparamètre responsable de la dégénérescence. Des exemples

de simulation ont permis de mettre en avant les performances de la méthode proposée.

Dans le cadre de l'application au bief, la plage de variation des retards estimés par cette méthode

a été sensiblement affinée par rapport aux estimées fournies par les approches classiques. Une

analyse des résultats d'estimation de retard a permis de vérifier la cohérence de ces derniers vis

à-vis des paramètres physiques du bief.

Néanmoins, nous avons recensé une limitation à l'approche bayésienne proposée. En effet, elle

ne s'applique que lorsque le retard introduit une discontinuité dans la réponse impulsionnelle. De

plus, cette discontinuité doit être suffisamment franche. Ce qui est, par exemple, le cas des systèmes

dont l'ordre relatif est égal à 1.

Enfin, nous avons proposé dans ce chapitre une représentation originale des réponses impulsion

nelles identifiées pour chaque jeu de données journaliers : la représentation temps-jour. Elle a

facilité la visualisation de leur évolution.

En terme de perspective, il serait tout d'abord intéressant d'améliorer l'approche proposée en pre

nant en compte le fait que le retard varie lentement d'un jour à l'autre. Il est possible d'intégrer

cette information en imposant une contrainte de douceur sur le retard. Toutefois, cette contrainte

ajoute une complexité supplémentaire à l'algorithme d'optimisation.

D'autre part, il serait également intéressant de développer une approche bayésienne d'estimation de

retard qui considère une structure de modèle paramétrique parcimonieuse (par exemple, définie par

une fonction de transfert) possédant moins de paramètres à estimer qu'une réponse impulsionnelle.

Elle permettrait d'intégrer des connaissances a priori sur les paramètres, comme par exemple le

retard et/ou les correcteurs utilisés.

Une autre perspective de recherche concerne le développement d'une méthode d'estimation de

retard du bief de rivière utilisant les mesures des débits entrant et sortant, et non plus les consignes

de débit. Cela implique des signaux d'entrée bruités à cause des erreurs de mesures. Il est alors

envisageable de développer des techniques de type « erreurs--en-Ies-variables » pour l'estimation

de retard.





Annexe A

Méthode de l'erreur de sortie

Soit un système linéaire et invariant dans le temps, régi par l'équation suivante:

(Al)

où u[k] et y[k] sont respectivement l'entrée et la sortie à l'instant discret k du processus, {vo[k]}
est une suite de variables aléatoires représentant les bruits et les incertitudes, et GO(q-1) est l'opé

rateur de transfert modélisant le comportement du système.

Ce système peut être modélisé par le modèle de l'erreur de sortie, régi par les équations suivantes:

_ B(q-1)
y[k] = F(q-1) u[k],

y[k] = y[k] + e[k],

où Y[k] représente la sortie sans bruit du modèle, e[k] est l'erreur de sortie et:

B( -1) - b -1 + + b -nbq - 1q ... nbq ,

F ( -1) - 1 f -1 f -nfq - + 1q + ... + nfq .

Les ordres nb et n f sont supposés connus. Le vecteur des paramètres à estimer est:

(A2)

(A3)

(A4)

(A5)

(A.6)

Puisque Y[k] n'est jamais observé, nous le noterons y[k, 8] afin de rappeler sa dépendance vis-à

vis des paramètres. Son évaluation est effectuée à partir de l'équation (A2), c'est-à-dire à partir

de la relation suivante:

Celle-ci peut se réécrire sous une forme pseudo-linéaire1
:

y[k, 8] = cpT[k, 8] x 8, (A8)

IOn parle de forme« pseudo-linéaire» car le régresseur e,o[k, 0] dépend des paramètres à estimer, contrairement à

la forme linéaire.
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on:
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<p[k, 0] = [u[k - 1] ... u[k - nb] - y[k - 1 0] (A9)

La méthode de l'erreur de sortie (output error method) consiste à estimer le paramètre 0 en mini

misant l'erreur de sortie e[k] de l'eq. (A3), c'est-à-dire que l'on a :

(A10)

où

(Al1)

(A.12)

(A13)

Recherche des hypothèses de convergence de l'estimateur [SODERSTROM et STüICA (1989)]

D'après l'équation (A.lO), on a :

d JN(O) 1 = 0
dO (J=ê N '

~~ d e[k, 0] 1 [k il ] = 0
{=::::} NL dO A xe ,UN .

k=O (J=(JN

Or:

donc:

(A14)

(A1S)

(A16)

(Al?)

8e[k,O]
8bi

8e[k,0]
8h

pour i = 1 ... nb,

pouri=I ... nf·

(A18)

D'où l'on déduit que:

d e[k, 0] 1 = _ ~ 1 [k il ]
dO A F( -1) <p , N,

(J=(JN q
(A19)
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où les coefficients de F(q-l) correspondent aux nf derniers éléments du vecteur de paramètres

(JN' L'équation (A15) devient alors:

(A20)

ce qui est équivalent à :

(A21)

et donc:

(A22)

sous l'hypothèse que ~ 'Lt~:al F(:-l) c.p[k, ÔN]c.pT[k, ÔN]soit inversible.

Supposons que pour le vecteur de paramètre vrai (Jo, on ait la relation suivante:

BO(q-l)
y[k] = FO(q-l) u[k] + vo[k],

= c.pT[k, (Jo](Jo + vo[k].

En supposant que l'estimateur converge:

lim (JN = (Jo,
N-.oo

alors, d'après l'équation (A.22) :

(A23)

(A24)

(A25)

et en remplaçant y[k] à l'aide de l'équation (A24), on obtient:

lim (JN = lim
N-.oo N-.oo

En supposant que les signaux d'entrée-sortie sont quasi-stationnaires, et en notant:

1
'ljJ[k, (Jo] = FO(q-l) c.p[k, (Jo],

(A27)

(A28)
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et l'équation (A27) devient:

(A29)

(A30)

(A31)

Par conséquent, comme limN--->oo êN = Oa, cela implique les deux points suivants:

1 • C1/Jo'Po est une matrice régulière;

• C1/Jovo - O.

Ce dernier point est vérifié dans l'un des deux cas suivants:

- {va [k]} est une suite de variables aléatoires indépendantes de moyenne nulle; alors, Va [k] ne

dépendra plus alors de ce qui se passe à l'instant k - 1 et donc E [1/J[k, Oa]va[k]] = 0;

la suite {u[k]} est indépendante de la suite de moyenne nulle {va[k]}; alors, cp[k, 0] ne

contient que des termes dépendants de u et y, donc il ne dépendant pas du bruit et on peut

conclure que E [1/J[k, Oa]va[k]] = O.
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Estimation d'une réponse impulsionnelle

finie

Il existe deux grandes classes de méthodes permettant l'estimation d'une réponse impulsionnelle

finie (RIF). L'une résout un système d'équations construit directement à partir des données dispo

nibles. La méthode la plus classique est celle du maximum de vraisemblance (présentée au § B.I).

L'autre fait appel à une estimation préalable des fonctions d'autocorrélation et d'intercorrélation

des données. Il s'agit de l'analyse de corrélation (présentée au § B.2).

B.I Méthode du maximum de vraisemblance

Un modèle mono-entrée/mono-sortie linéaire, causal, invariant à temps discret, est décrit par les

équations de convolution suivantes:

M-1

y[k] = (h *u) [k] + w[k] = L h[l]u[k - l] + w[k], pour k = M - 1, ... , N - 1, (B.I)
1=0

où {u[k]} ::01et {y[k]} ::01sont respectivement l'entrée et la sortie, {h[k]} :~1 est la RIF à esti

mer, M étant son ordre de troncature (M < N) et {w [k]} ::01représente les bruits, perturbations

et erreurs de modélisation, supposés additifs. La concaténation des N équations (B.I) forme un

système d'équations linéaires basé sur les données disponibles:

avec

y=Uh+w, (B.2)

y=
[

y[O] ]

y[N:-l] [

h[O] ]

h[M:-l] [

w[O] ]

w[N:-l]

E ]RN,
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u[O] 0

url] u[O]

u= u[M-2] u[M-3]
u[M-l] u[M-2]

u[N -1] u[N-2]

B.1.1 Principe

o

o E ffi.NxM.

u[O]

u[N-M]

L'estimateur du maximum de vraisemblance (MY) est défini par l'argument correspondant à la

valeur maximale de la fonction de vraisemblance py(ylh) :

hMV
= arg max [py(Ylh)] .

hElRM
(B.3)

Cette dernière est déduite de la densité de probabilité directe des données en remplaçant la va

riable y par un jeu de données observées et où le vecteur des paramètres h devient la variable. Le

ogarithme de la fonction de vraisemblance, appelé log-vraisemblance, ou son opposé (anti-Iog

raisemblance), sont classiquement utilisés, car ils facilitent généralement les calculs analytiques

sans changer l'argument du maximum (puisqu'il s'agit de fonctions monotones) :

hMV
= arg max [lnpy(Ylh)] = arg min [-lnpy(Ylh)] .

hElRM hElRM

B.1.2 Cas du modèle linéaire gaussien

(BA)

Supposons que west un vecteur gaussien centré et de matrice de covariance définie positive] C w •

La densité de probabilité du bruit s'écrit alors:

(B.S)

où la notation cletO représente le déterminant. On en déduit alors la fonction de vraisemblance :

On obtient ainsi l'expression de l'anti-Iog-vraisemblance suivante:

lToutes ses valeurs propres sont strictement positives. La matrice est donc inversible et son déterminant est non

nul.
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de laquelle on déduit le critère àminimiser contenant uniquement le terme de l'anti-Iog-vraisemblance

fonction de h :

(B.8)

Sous les conditions d'inversibilité (M < N, rang(U) = M et Cw définie positive), on obtient

alors une expression explicite de l'estimateur du MV, dans le cas du modèle linéaire gaussien:

(B.9)

B.2 Analyse de corrélation

Une RIF peut également être estimée en résolvant un système d'équations faisant appel aux fonc

tions d'autocorrélation de l'entrée et d'intercorrélation entre l'entrée et la sortie. Les méthodes

classiques de résolution de ce système sont rassemblées sous le terme d'analyse de corrélation

[Box et JENKINS (1976) ; GODFREY (1980) ; LJUNG (1999) ; SODERSTROM et STOICA (1989)].

La fonction d'intercorrélation entre l'entrée et la sortie est:

Cuy [l] ,@, E [u[k]Y[k + l]] , (B.10)

où l E [-N + 1, N - 1] est l'indice de la fonction d'intercorrélation, aussi nommé décalage entre

les deux signaux.

En remplaçant y[k+l] à l'aide de l'équation (B.1) et en supposant que la fonction d'intercorrélation

entre l'entrée et le bruit est nulle (cuv[l] = 0, Vl), on obtient les relations suivantes:

cuy[l] ~ E[U[k] (%;: h[m]u[k + 1- m] + v[k + 1]) ],

~ E [U[k] %;: h[mJu[k +1- ml] + E [u[k]V[k + 1]] ,

M-l

= L h[m] E [u[k]u[k + l - ml] + E [u[k]v[k + l]] ,
m=O

M-l

= L h[m]cuu[l- m] + cuv[l],
'-v-'

m=O =0

ce qui conduit à l'ensemble des équations suivantes:

Cuy[l] = (h*Cuu)[l] pourl = -N + 1 + M, ... ,N - 1.

La concaténation de ces dernières fournit le système suivant:

(B.1l)

(B.12)
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_ [Cuu[-N -: 1+ M] ... Cuu[-~+ 1]]
Cuu_: : E IR2N-I-MXM,

Cuu[N - 1] cuu[N - M]

[

cuy[-N + 1 + M]]
Cuy = : E IR

2N
-

1
-

M et h =

cuy[N - 1]

L'avantage est que, dans ce système d'équations, les effets du bruit sont théoriquement annihi

lés. Par conséquent, les méthodes de résolution de ces équations en présence de bruit devraient

conduire à des estimées de meilleure qualité d'une RIF que celles fournies par les méthodes basées

directement sur les données. Toutefois, en pratique, les fonctions d'autocorrélation et d'intercor

rélation ne sont pas connues. Il faut donc les estimer et, par conséquent, des erreurs d'estimation

sont introduites. La variance de ces erreurs est d'autant plus grande que le nombre de données (N)

est faible. Par conséquent, les résultats d'estimation de ces méthodes seront généralement moins

satisfaisants que ceux des méthodes présentées au § B.1, et ce d'autant plus que N est petit.

B.2.! Approche classique: méthode du maximum de vraisemblance.

Cette méthode permet de prendre en compte les erreurs d'estimation des fonctions d'autocorréla

'on et d'intercorrélation. En effet, en supposant que ces dernières, notées {b[k]}:-=-~+l' suivent

une distribution gaussienne et soient additives, le système d'équations:

où

(B.13)

[

b[-N + 1 + M]]

et b = b[N'- 11 E lIl.'N-I-M,Cuy =

[
êuu[~N ~ 1+ MI ... ~u[-~ + 1]]

cuu[N - 1] cuu[N - M]

[

êuy[-N + 1 + M]]
: E IR2N- 1- M. ,

êuy[N - 1]

E IR2N-I-MxM ,

peut être résolu par la méthode du maximum de vraisemblance présentée au § B.l. La qualité du

résultat dépendra du conditionnement de la matrice ê uu'

.2.2 Approche fréquentielle: méthode de division spectrale.

Le passage dans le domaine fréquentiel par transformation de Fourier à temps discret de l'équa

tion (B.12) conduit à une relation très simple: l'interspectre entrée-sortie est le produit (simple) de

l'autospectre de l'entrée et de la réponse en fréquence HU) de la RIF. Cette réponse peut donc (en
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théorie) s'obtenir par simple division. Cependant, comme tout problème d'inversion, la qualité du

résultat dépend du conditionnement de la matrice inversée (ici il s'agit de ê uu). De plus, cette mé

thode néglige les erreurs d'estimation des fonctions d'autocorrélation et d'intercorrélation. C'est

pourquoi, son utilisation en dehors d'un cadre idéal (dans lequel l'entrée est d'ordre d'excitation

persistante élevé et N est grand) n'est pas recommandée.

B.2.3 Approche par filtrage des signaux.

Cette approche se décompose en deux étapes: la première consiste à filtrer les signaux d'entrée

sortie de sorte que l'entrée filtrée soit un bruit blanc, et la seconde estime la réponse impulsionnelle

à partir de la fonction de corrélation entre les signaux filtrés.

En effet, si l'entrée est un bruit blanc stationnaire de variance 0-
2

, notée {e[k]} ::01,alors:

(B.14)

et l'équation (B.11) devient:

(B.1S)

Par conséquent, la RIF est proportionnelle à la fonction d'intercorrélation entre l'entrée blanche et

la sortie à 0-
2 près :

w[k]

(B.16)

e[k] 1
A(q-l)

FIG. B.l- Principe de l'approche par filtrage des signaux

L'approche consiste alors àmodéliser l'entrée par un processus (auto--régressif) AR (voir FIG. B.l).

Soit Â(q-1) une estimée du filtre de pré-blanchiment, correspondant à un modèle AR de la suite

de données {u[k]} ::01:
A(q-1 )u[k] = e[k], (B.l?)
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e soient uf et Yf les signaux d'entrée et de sortie filtrés par Â(q-1) :

Uf[k] = Â(q-1 )u[k],

Yf[k] = Â(q-1 )y[k],

alors, on montre que, théoriquement, :

En pratique, on aura:

(B.18)

(B.19)

(B.20)

(B.21)

où êUfYf est une estimée de la fonction d'intercorrélation entre {Uf[k]} :=~1 et {Yf[k]} ::0\ et êJ2

est la variance empirique de {Uf[k]} ::01.
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Test de Page-Hinkley (CUSUM)

L'algorithme de Page-Hinkley (également appelé CUSUM pour cumulative SUM) est introduit par

E. S. Page [PAGE (1954)]. Il consiste à tester le degré de véracité de deux hypothèses relatives à la

moyenne d'une suite d'observations d'un processus.

On considère {y[k]}~~l une suite de variables aléatoires indépendantes, distribuées selon des lois

de probabilité gaussiennes dépendant d'un seul paramètre /-L, la moyenne; la variance a 2 est sup

posée identique. Avant l'instant de rupture, le paramètre /-L est égal à /-La, et après le saut il est égal

à /-Ll i= /-La. Le problème est de détecter l'instant du changement de moyenne de la suite.

Compte tenu des considérations précédentes, la variable aléatoire y[k] ne peut obéir qu'à l'une des

deux hypothèses suivantes:

Ho : y[k] l'V N(/-Lo, a 2
),

Hl : y[k] l'V N(/-Ll' a2
).

(C.1)

(C.2)

On note PYk (y[k]/Ho) et PYk (y[k]/H l ) les densités de probabilité conditionnelle de la VA y[k] sous

les hypothèses Ho et Hl, respectivement. On suppose que les moyennes avant et après le saut sont

connues et on pose Yn = [y [0], y[l], ... ,y[nJ] où 0 ~ n ~ N - 1.

On définit le rapport de vraisemblance entre les hypothèses Ho et Hl :

(C.3)

Le logarithme du rapport de vraisemblance s'écrit alors:

Sous les hypothèses gaussiennes précédentes, l'équation (CA) devient:

S(n) ~ 1"1 :;/0~ (Y1kl -1"0 _1"1 ; 1"0) .

(CA)

(C.5)
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B posant l/m = lJ.tl - J.tol, on obtient l'algorithme CUSUM bilatéral décrit par les relations:

n

g+[n] = max{ü, I)y[k] - J.to - I/m/2)} ,
k=l

n

g-[n] = max{ü, I)-y[k] + J.to - I/m/2)},
k=l

(C6)

(C?)

(C.8)

Les fonction g+ ln] et g- ln] sont appelées fonctions de décision. La première détecte les sauts posi

tifs (J.tl > J.to) et la seconde les sauts négatifs. L'instant ka est appelé temps d'arrêt; il correspond à

1 instant où l'une des fonctions de décision dépasse un seuil fixé À appelé seuil de détection. Enfin,

il reste à déterminer l'instant du changement de moyenne correspondant à l'instant:

(C9)

où

(ClO)

c'est-à-dire où g± correspond à g+ ou g- selon que le saut détecté à l'instant ka est positif ou

négatif, respectivement.

Comme le montrent les équations (C6)-(C9), l'algorithme CUSUM est de faible complexité nu

mérique, d'autant plus que les fonctions de décision peuvent être calculées de façon récursive:

g+[n] = max{ü, g+[n - 1] + y[n] - J.to - I/m/2},

g-[n] = max{ü, g-[n - 1] - y[n] + J.to - I/m/2}.

(Cll)

(C.12)



Annexe D

"Equations de Yule-Walker généralisées

Considérons un système régi par la relation suivante:

où

(D.1)

A( -1) - 1 -1 -naq - - a1q - ... - anaq ,

B ( -1) - b b -1 b -nbq - 0 + 1q + ... + nb q , bo =1 o.

Le signal {U[k]}~==-ol est une suite stationnaire de VA non corrélées de moyenne nulle et de variance

(J~. Le signal {w[k]}~==-Ol est un bruit blanc de variance (J3. De plus, il est supposé que la fonction

d'intercorrélation entre ces deux suites vérifie la relation suivante:

{

Cwu [l] =1 0,

cwu[l] = 0,

-m ~ l ~ 0,

l < -m ou l > 0,
(D.2)

où m ?: 0 est l'ordre d'intercorrélation entre w et u.

Alors, ZHENG et FENG montrent que la fonction d'autocorrélation de y vérifie les relations sui

vantes:

na

Cyy[l] = L aiCyy[l- il, pour l > nb + d' + m,
i=l

(D.3)

appelées équations de Yule-Walker généralisées [ZHENG et FENG (1990)] car elles sont analogues

aux équations de Yule-Walker d'un processus ARMA [Box et JENKINS (1976)].

Démonstration

En multipliant l'équation (D.1) par y[k - l] et en prenant l'espérance des deux termes de l'égalité,

on obtient la relation suivante:

na nb

Cyy[l] = L aicyy[l - i] +L bicuy[l - d' - i] + cwy[l].
i=l i=O

(DA)
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Uobjectif est de montrer que

Annexe 0 : Équations de Yule--Walker généralisées

nb

L bicuy[l - d' - i] + Cwy[l] = 0, pour l > nb + d' + m.
i=O

(D.S)

Notons que, d'après l'équation (D.1), la sortie y[k] peut être réécrite sous la forme d'une somme

de convolutions discrètes:

B(q-l) -dl 1
y[k] = A(q-l) q u[k] + A(q-l) w[k],

00 00

= L g[i]u[k - d' - i] + L h[i]w[k - il·
i=O i=O

(D.6)

(D.?)

Ô Nous commençons par nous intéresser au terme 2:~o biCuy[l - d' - i] de l'équation (D.S).

D'après l'équation (D.?), on a :

00 00

cuy[l] = L g[i]cuu[l + d' + i] + L h[i]cuw[l + il·
i=O i=O

(D.8)

Comme {u[k]}~==-Ol est une suite stationnaire de VA non corrélées de moyenne nulle et de variance

<T~, alors on a :

{

CUU[l] = <T~ =1= 0, l = 0,

cuu[l] = 0, l =1= 0,

et donc:

00

L g[i]Cuu[l + d' + i] =1= ° l:::';; -d'
i=O
00

L g[i]cuu[l + d' + i] = 0, l > -d'.
i=O

De plus, en utilisant l'équation (D.2), on a :

00

L h[i]cuw[l + i] =1= ° l:::';; m,
i=O
00

L h[i]euw[l + i] = 0, l > m,
i=O

(D.9)

(D.10)

(D.11)

car Cuw [l] = Cwu [-l]. En utilisant ces deux derniers résultats et l'équation (D.8), on obtient:

Cuy[l] = 0, pour l > max{ -d', m} = m.

ar conséquent, on a :

nb

L biCuy[l- d' - i] = 0, pour l > nb + d' + m.
i=O

(D.12)

(D.13)
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oNous nous intéressons maintenant au terme cwy[l] de l'équation (D.5).

D'après l'équation (D.?), on a:

00 00

cwy[l] = Lg[i]cwu[l + d' + i] + L h[i]cww[l + il·
i=O i=O

Comme {w[k]}~==-Ol est un bruit blanc, on a :

00

L h[i]cww[l + i] =1= 0, l ~ 0,
i=O
00

L h[i]cww[l + i] = 0, l > O.
i=O

De plus, à partir de (D.2), on a :

00

L g[i]cwu[l + d' + i] =1= 0, l ~ -d',
i=O
00

L g[i]cwu[l + d' + i] = 0, l > -d'.
i=O

Par conséquent, on a :

Cwy[l] = 0, pour l > max{O, -d'} = O.

(D.14)

(D.15)

(D.16)

(D.l?)

Finalement, les résultats (D.13) et (D.l?) montrent le résultat de l'équation (D.5), et par conséquent

prouvent les équations de Yule-Walker généralisées.
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Résumé

Cette thèse porte sur J'identification de modèles à temps discret, et plus précisément, sur J'estima

tion de retard. Ces travaux sont motivés par une application à des biefs de rivière aménagés pour Ja

production d'énergie hydroélectrique. Les difficultés résident dans l'obligation d'utiliser des don

nées recueillies dans un contexte de régulation avec action anticipatrice effectuée par un opérateur

humain.

Après avoir classé les diverses notions d'identifiabilité, une approche permettant de déterminer le

degré d'identifiabilité a posteriori des paramètres est proposée. Son application montre la faibJe

identifiahilité du retard pour les données disponibles. Ensuite, une étude d'applicabilité des mé

thodes existantes d'estimation de retard au cas du modèle du bief est menée en motivant les choix

retenus. Ceci a conduit à la généralisation d'une méthode fondée sur les corrélations des signaux

d'entrée-sortie. Afin de pallier les inconvénients engendrés par les conditions expérimentales pas

sives, une méthode originale d'identification bayésienne est développée. Elle est non-supervisée

et simple à mettre en œuvre. La difficulté majeure de son développement a été l'estimation des

hyperparamètres à cause de la dégénérescence d'une densité de probabilité. Les résultats d'appli

cation montrent une diminution sensible de la plage de variation du retard. Leur analyse a permis

de vérifier leur cohérence vis-à-vis des paramètres physiques du bief.

Mots-clés: identification des systèmes, estimation de retard, conditions expérimentales passives,

approche bayésienne, identifiabilité, bief de rivière aménagé.

Abstract

This thesis deals with the identification of discrete-time models, and particularly the time-delay 1

estimation. This work is justified by an application to river reaches managed for hydroelectric en

ergy production. The difficulties lie in the obligation to use data collected in a context of combined

feedback/feedforward control carried out by a human operator.

After having classified the various concepts of identifiability, an approach allowing one to determ

ine the degree of a posteriori identifiability of the parameters is proposed. Its application shows the

low identifiability of the time-delay for the available data. Then, an applicability study of the exist

ing time-delay estimation methods to the reach model case is undertaken by justifying the retained

choices. This has led to the generalization of a method based on correlations between the inputs

and the output. In order to mitigate the disadvantages generated by the normal operating condi

tions, an original Bayesian identification method is developed. It is non-supervised and simple

to implement. The major difficulty of its development has been the hyperparameters estimation

because of the degeneration of a probability distribution. Application results show a reduction in

the time-delay interval variation. Their analysis permitted to check their coherence with respect to

the physical parameters of the reach.

Keywords : system identification, time-delay estimation, normal operating conditions, Bayesian

approach, identifiability, managed river reach
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