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Immeubles fines et groupes de Kac-Moody

Résune

Le but de ce travail est d’étendre la théorie de Bruhat-Tits au cas des groupes de Kac-Moody sur des corps locaux.

Il s'agit donc de définir un espace géométrique sur lequel un tel groupe agit, semblable a 'immeuble de Bruhat-Tits
d’un groupe réductif.

En fait, la premiére partie reste dans le cadre de la théorie de Bruhat-Tits puisqu’on y définit une famille de com-
pactification des immeublestaes. C’est dans la seconde partie qu’en s’inspirant de la construction de la premiere,
on aborde le cas des groupes de Kac-Moody. Les espaces obtenus ne vérifient pas toutes les conditions demandées a
un immeuble, car deux points peuvent ne pas appartenir a un méme appartement. lls sont donc appelés des masures,
et plus précisement des masures bordées.

Mots clefs :immeuble, immeubleféine, Bruhat-Tits, Kac-Moody, groupe, masure, corps local, donnée radicielle,
valuation.

Affine buildings and Kac-Moody groups

Abstract

This work aims at generalizing Bruhat-Tits theory to Kac-Moody groups over local fields. We thus try to construct
a geometric space on wich such a group will act, and wich will look like the Bruhat-Tits building of a reductive group.
Actually, the first part stays in the field of Bruhat-Tits theory as it exposes a family of compactification of an ordinary
affine building. It is in the second part that we move to Kac-Moody theory, using the first part as a guide. The spaces
obtained do not satisfy all the requirement for a building, as two points are not always in one apartment. They will be
called hovels ("masures” in french), and more precisly bounded hovels.

keywords : building, &fine building, Bruhat-Tits, Kac-Moody, group, hovel, local fiel, root datum, valuation.

Travail dfectué a l'institutElie Cartan, Unité mixte de recherche 7502 Nancy-Université et CNRS
Boulevard des aiguillettes, BP 70239, 54506 Vandoeuvre lés Nancy cedex (France)
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Introduction

LorsqueG est un groupe réductif sur un corps valida théorie de Bruhat-Tits développée dans [BT72] et [BT84]
permet de lui associer un immeuldle= 7(G), appelé immeuble de Bruhat-Tits @e Les appartements desont des
espacesféines, dont les espaces directeurs sont les appartements de I'immeuble vectoriel (ou plutdt de la réalisation
vectorielle de 'immeuble de Titsﬁ deG, ce qui explique que ce type d'immeuble soit appelé immeufilesa

Rappelons rapidement quelques intéréts de cet immeuble. En premier lieu, 'imniezsilplus précis que I'im-
meuble vectoriel7, au sens ol il est possible de reconstruira partir deZ. En fait, 7 (ou plutdt la réalisation
sphérique de I'immeuble de Tits @) peut-etre vu comme le bord & I'infini dedans une certaine compactification
de 7. De plus, 'immeublel fait intervenir la topologie d& héritée de celle d& ; par exemple, sK est complet lo-
calement compact localement compact, les sous-groupes compacts maxingasarddes fixateurs des points de
ceci peut permettre de déterminer facilement les classes de conjugaison des sous-groupes compacts maximaux. Enfin,
le type def est un groupe de Coxeter produit semi-direct du typi @wec un groupe de translation, et les résultats
généraux sur I'action d’un groupe sur un immeuble fournissent directement une décomposition de Cafan pour

Le point qui va particulierement nous intéresser dans le présent travail est I'étude des immeubles des sous-groupes
paraboliques d&. En dfet, tout sous-groupe paraboligue@&admet un facteur de Lévi qui est lui-méme un groupe
réductif et donc dispose de ses propre immeubles vectorifiire A immeuble vectoriel du sous-groupe parabolique
P(f), fixateur de la facett€ de 7, est tout simplemerft’, la reunion des facettes decontenant dans leur adhérence.

Quant a 'immeuble iine pourP( fq), il n'apparait pas directement dafismais on peut le voir comme le "bord a I'in-

fini de I dans la direction dé”. Il faut bien entendu donner un sens plus précis a ceci, mais on constate alors qu’en
rajoutant &7 tous les immeublesfines des sous-groupes paraboliqueSdm obtient un espacg qui est une com-
pactification def, dans le cas oif (c'est-a-direK) est localement compact. Cette compactification efémdinte de

celle obtenue en rajoutant comme bord/dBmmeuble sphérique d&. On I'appelle compactification polyédrique,

ou compactification de Satake car elle est semblable a la compactification de Satake d’un espace symétrique. Concer-
nant cette compactification, on peut se référer a [Lan96].

On propose dans une premiére partie de définir cette compactification, mais sans faire usage d’'uB.geoupe
effet, un immeuble ffine peut étre défini de maniére abstraite, et il existe certains immeublesale dimension
inférieure & 3 qui ne sont 'immeuble de Bruhat-Tits d’aucun groupe réductif. Nous partons donc d’'un immeuble
affine I localement compact et construisons son compadfif@r des méthodes uniquement géométriques. On pro-
pose de plus quelques variations de cette construction, qui comprennent celles introduites dans [Wer07], et qui dans
le cas de 'immeuble d’'un groupe réductif, reviennent a ne pas utiliser dans le bgrédedémmeubles de tous les
sous-groupes paraboliques@ell est possible que, indépendamment de I'obtention de I'espatelecteur trouve
quelque intérét a I'étude des propriétés d’incidencé d@i a été nécessaire.

Le but premier de cette these est néanmoins I'étude des groupes de Kac-Moody sur un corps valeg.l&n e
groupes de Kac-Moody sont une généralisation usuelle, de dimension infinie, des groupes réductifs et il est naturel de
vouloir les étudier au moyen d'immeubles. En fait, les méthodes de géométrie habituelles deviennent trés délicates en
dimension infinie, ce qui accroit I'utilité de méthodes immobilieres. Soit ddna groupe de Kac-Moody. Limmeu-
ble vectoriel? pourG est connu, lorsqué est déployé ou presque déployé, voir [R€02]. Un appartemeﬁtrﬂest
plus un espace vectoriel, mais un cdne dans un espace vectoriel, reunion de deux cbnes convexes opposés. Limmeuble
7 aussi est reunion de deux parties convekest 7-, chacune d’entre elles est un immeuble au sens usuel, et ces
deux immeubles sont jumelés. On dira aussi simplement/gest un immeuble jumelé. Concernant les immeubles
jumelés, on peut se reporter a [Abr96], [AB08] ou [R€02].

Maintenant supposor défini sur un corps valug, peut-on définir un immeubldine pourG ? Dés qués n'est
pas réductif, ceci est a priori impossible, car la decomposition de Cartan n’est pas vraB @angeut tout de méme
en calquant la construction de Bruhat-Tits obtenir un espaedétant la structure d8, voir [GR08] et [Rou10] pour
le cas d’'un group& déployé. Cet espace ne vérifie pas les conditions d’incidence classiques définissant un immeuble,
il porte le nom de masure.
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Cependant, dés qureest un sous-groupe parabolique@ele type fini, c'est-a-dire dont les facteurs de Lévi sont
de dimension finie, il admet un véritable immeubféree. Ainsi, si, guidés par la construction de la premiere partie,
on rajoute & son bord polyédrique, on y trouvera plusieurs immeubfiéses classiques, ce qui peut étre d'un grand
intérét pour I'etude d&. En fait, la reunion des immeubleffiaes (correspondant aux paraboliques de type fini d’'un
Elle vérifie les conditions d’incidence définissant un immeuble abstrait, et a été déenommée "immeubléinetroa
On propose dans le second chapitre de construire directement un €spid@ehé au group®, réunion de la masure
de G et de son bord polyédrique, appelé masure bordée. Cette construction sera valable pour u@ giepipgé
mais aussi pour un groupe presque déployé (a conditiofcggat de valuation discréte et son corps résiduel parfait,
comparer a [BT84] 5.1.1), c'est peut-étre le principal apport de ce travail.

De la méme maniere que dans [BT72], nous définirons une masure bordée dans le cadre plus général d'un groupe
G muni d’'une donnée radicielle valuée, aprés avoir adapté cette notion pour qu’elle comprenne le cas d’un systeme
de racines infini, et donc le cas d’'un groupe de Kac-Moody. Il apparait dfieudtié supplémentaire : la définition
des sous-groupes fixateurs d'un point Beappelés sous-groupes parahoriques dans [BT72], n’est plus évidente.
Plusieurs possibilités sont envisageables, conduisant a des masures bordées &@mmtedi. Nous définirons donc
de maniére axiomatique la notion de famille de sous-groupes parahoriques, et nous prouverons I'existence de familles
de sous-groupes parahoriques maximale et minimale.

Le travail de [Roul0] prouve I'existence d'une "bonne” famille de parahoriques pour un gt@uigployé, et
permet donc la définition d’'une "bonne” masure bordée. Pour étudier un groupe presque déployé, on prouvera d’abord
comme dans [BT72] 10, un résultat de descente général dans le cadre d’'une donnée radicielle valuée. On appliquera
ce résultat & deux fois de suite, en passant par une extension intermédiaifegdequasi-déploi&s, comme dans
[BT84] 4 et 5.

Je tiens a remercier Guy Rousseau qui a été le directeur de thése parfait pour moi. Je remercie également mes
collegues de I'equipe de groupe de Lie et analyse harmonique, et particulierement Stéphane Gaussent et Nicole Bardy-
Panse qui m’'ont aidé a apprendre les bases de la théorie des immeubles dans une trés bonne ambiance au début de
ma these. Amaury Thuillier, Annette Werner, et Bertrand Rémy dont le travail m’a donné I'idée de la condition (fonc)
de la partie 11.2.3. Simon Goodwin pour avoir organisé une école d'été sur les groupes algébriques qui m'a été
tres profitable. Je remercie bien sr I'état francais pour avoir financé mon travail, sur un sujet pourtant assez loin
d’applications concretes et lucratives. Enfin, je remercie tous ceux que j'ai oublié de citer, ainsi que le climat lorrain,
tellement propice au travail.
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Premiere partie
Compactification polyédrigues d’'un immeuble dfine

1 Introduction

Le but de ce chapitre est de présenter une construction purement géométrique de la compactification polyédrique
d’'unimmeuble &ine localement fini, comme celle décrite par Landvogt [Lan96]. Offralachit totalement de 'usage
d’un groupe agissant sur 'immeuble, ce qui permet de définir une compactification pour les quelques immeubles qui
pourraient ne pas étre associés a un groupe muni d’une BN-paire.

On propose également une généralisation : on définit toute une famille de compactifications, indexée par 'ensem-
ble des partitions de I'espace directeur d’'un appartement en cdnes assujettis a certaines conditions. Parmi elles se
trouvent la compactification polygonale classique définie dans [Lan96] ou [GRO06] ainsi que celles décrites par An-
nette Werner dans [WerQ7].

Décrivons rapidement I'espace obtenu. L'adhérence de chaque appartement sera I'espace compact formé en ra-
joutant a l'infini un polyédre, dont chaque face sera un complexe de Coxeter dont le groupe de Coxeter sera un
sous-groupe du groupe de Weyl de 'immeuble. On peut choisir n'importe quel polyédre stable par le groupe de Weyl
vectoriel, mais pour un choix quelconque, la structure de complexe de Coxeter sera triviale sur de nombreuses faces.
La compactification de I'immeuble est obtenue en étendant la compactification d’'un appartement de référence, d’'une
maniere qu’on prouvera étre unique, au moins dans le cas de I'immeuble de Bruhat-Tits d’un groupe réductif. Le bord
ainsi rajouté a I'immeuble est en fait une réunion d'immeubléses, dont les groupes de Coxeter sont des sous-
groupes du groupe de Coxeter de I'immeuble de départ. Le choix de la décomposition en cdnes au départ détermine
lesquels de ces sous-groupes interviennent.

Par ailleurs, quelques résultats intermédiaires peuvent avoir leur intérét propre, certains sont valides dans le cadre
d’'un immeuble quelconque. Il s’agit principalement des résultats de la partie 4, qui donnent des criteres pour s'as-
surer qu’une partie d'un immeuble est incluse dans un seul appartement. On prouve notamment que deux galeries
tendues sont, quitte & étre réduites, incluse dans un méme appartement (du systtme complet d’appartements), puis
on généralise au cas d'une galerie tendue et d’'une cheminée. Ceci prouve par exemple que deux facettes de quartiers
guelconques contiennent des sous-facettes incluses dans un méme appartement, généralisant le résultat similaire déja
connu pour les quartiers (voir par exemple la proposition (9.5) de [Ron89]).

Dans la partie 2, on énonce et on analyse brievement les conditions requises sur une décomposition en cones de
I'espace directeur d'un appartement pour définir une compactification de 'immeuble. Dans la partie suivante, on définit
la compactification d’'un appartement. L'interlude de la partie 4 permet d’é€noncer les quelques résultats nécessaires a
la suite qui peuvent avoir un intérét propre. La partie 5 définit I'ensemble qui sera I'immeuble compactifié, la partie
6 définit la topologie sur cet ensemble et prouve les propriétés attendues, en particulier la compacité. Dans la partie
7, on vérifie que la compactification de I'immeuble ainsi définie est unique lorsqu’une compactification d'un apparte-
ment est fixée et que I'immeuble provient d’'un groupe muni d’une donnée radicielle. Cela fournit un moyen simple
de comparer cette compactification avec d’autres, comme celles définies dans [Lan96], [GRO6] et [Wer07]. Enfin, la
partie 8 décrit le bord qu’on vient de rajouter a 'immeuble : il s'agit d’'une réunion d'immeubileseade dimensions
inférieures.
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2 La donnée initiale

2.1 Conventions, notations

Un immeuble sera vu a priori comme un complexe simplicial vérifiant les axiomes classique ([Bro89], [Tit74]),
ou comme un complexe polysimplicial comme dans [BT72]. Chaque appartédmshtin complexe de Coxeter, dont
on noteW(A) le groupe de Coxeter. Ce groupe est indépendamt deisomorphisme prés. Lorsqu’on choisit une
chambrec de A, les réflexions par rapport aux cloisonsaforment une parti&s(c) de W(A) telle que W(A), S(c))
est un systeme de Coxeter. La classe d’isomorphismi(@¢ est caractérisée par un diagramme appelé diagramme
de Coxeter. Son ensemble de sommets est en bijections{eg et les sommets correspondant aux réflexiopst
sont reliés sk ett ne commutent pas, on précise alors sur I'aréte I'ordretd€e diagramme ne dépend pas du choix
deAnidec.

On définit sur 'ensemble des facettes le type, c’est une fonction a valeuf§&(s) qui permet de caractériser

les orbites des facettes d’'un appartement sous I'action du groupe de Weyl. Les isomorphismes entre appartements

préservent le type, par définition.

L'ensemble des chambres deest muni d’'une distance a valeur dan§A), appeléeVN-distance. En fait] est
totalement déterminé par I'ensemble de ses chambres muni\ifedsstance, c’est d'ailleurs le point de vue adopté
dans [Ron89].

Nous nous intéressons principalement aux immeulflesesa. Dans ce cas, on identifié sa réalisation géométrique
affine, qui est un espace meétrique complet dans laquelle les appartements sont des éspesesididiens, les
groupes de Coxeter des groupes de transformations orthogofiales,aet les isomorphismes entre appartements des
isométries. Voir [Bro89], chapitre VI, [BT72], [Tit86], [Par00],[Rou08]. C'est cet espace qu’on se propose de compact-
ifier. Si A est un appartement, le group4A) est engendré par les réflexions orthogonales par rapport a des hyperplans
appelés murs ([Bou68]). Les murs définissent une partitio dent les parties sont identifiees aux facetteddes
chambres étant les facettes de dimension maximale.

On noteA I'espace directeur dA, c’est lui aussi un complexe de Coxeter dont le grdﬂﬁ&) est 'ensemble des
parties vectorielles des elements\WeA). Il est engendré par les réflexions orthogonales par rapport aux méis de
qui sont les espaces directeurs des mura.dees murs dei définissent une partition d&en cdnes convexes appelés
facettes de Weyl ou facettes vectorielles. Ces parties sont identifiees aux simplexes du complexe d&Coxeter

Il existe un systeme de racigec A tel gue les murs d& sont les noyaux des racines et de(fA) est le groupe
de Coxeter fiine associ€, au sens de [Bou68], 2.5.

Si on fixe une chambre de We@lc A, on note, pous € S(C), as la racine correspondante (donc keg)(= Fix(s)).
Alors {as}ses(c) €St une base deetC = {x e A|¥se S(C), as(X) > 0}. De plus, dans le diagramme de CoxeteAde
deux sommets ett sont reliés si et seulement®i n'est pas orthogonale@. En considérant ce diagramme comme
un simple graphe, on définit les notions de connexité habituelles.

Lorsqu’on passe du point de vue complexe simplicial au point de vue géométrique d'un immi@nielele vo-
cabulaire change un peu :

Un complexe simplicial est en particulier un ensemble muni d’une relation d’ordre. On notera généralement
cette relation, et on dira queeest inclus dand lorsquec C d. Mais lorsquee C d dans un immeubleffine, alors dans
la réalisation géométriqueest inclus dans I'adhérence deavecc c d si et seulement & = d; en généralg c dd.

De plus, dans un complexe simplicial, la facette maximale infériegretad, notéec A d est appelée l'intersec-
tion dec etd. Dans la réalisation géométrique, I'adhérence del est égale a I'intersection des adhérences etgl,
maiscAd ne s’exprime pas de maniére directe en fonctioo el (en fait,cAd est I'intérieur deend dans Vectfnd)).

Si M est un mur et une chambre dans un systeme de Coxatem noteraD(M, c) le demi-appartement fermé
délimité parM et contenant. Sauf précision, un demi-appartement signifiera un demi-appartement fermé. Un demi-
appartement peut aussi etre défini a I'aide de deux chambres adjacentb®u d’'une raciner (on voit a priori les
racines comme des formeffines sur un appartement) et d’'un entteron notera?(c, d) la réunion des chambres
fermées plus proches dejue ded, et D(a, k) = {X|a(X) + k > 0}.
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SoientD* et D~ les deux demi-appartements définis par un mudans un appartemeit On dira que deux
partiesa ets de A sont séparées pM sia c D* et c D, ou l'inverse. On notera alorg™p (Donc par exemple,
ac M = /Mg quel que soiB). On dira que ces parties sont séparées stricteme gaen outrar ¢ M etg ¢ M.

L'enclos d’'une parti€e dans un appartemeAtest I'intersection de tous les demi-appartements fermésabm-
tenantE. On la note GA(E).

LorsqueA et B sont deux appartements ayant au moins une chambre en commun, on peut naturellement identifier
AavecB. Lorsque la dimension dén B est moindre, on ne peut qu’identifier un sous-espad®aleec un sous-espace
de B, voici comment on procéde :

Les sous-espaces Vet ¢ A| x,y e AnBJ) c Aet Vect(xye B| x,y e AnBJ) c B sont canoniquement iso-
morphes. On identifie alors ces deux sous-espaces, et on note 'espace/bt&hCet espace vérifie la proprieté
suivante : sE est un troisiéme appartementgsi A — E ety : B — E sont deux isomorphismes qui coincident sur
un ensembl® c An B, alors 'espace directetirde Aff(b) est inclus dan&n B, et pour tout € b, on ag(V) = ¥/(V).

Cette "intersection des espaces directeurs” ne vérifie pas I'associativité, en fait I'echitarB)(n C n'a méme

aucun sens, cak N B n'est pas uniguement défini au moyen de la structure vectoriell® eleB, mais bien de la
structure d’espacesfimes deA et B. (Une notation commAAB serait sans doute plus appropriée.)

RemarqueDans la suiteb ne signifiera pas en général I'espace directeur fitbp

2.2 (Cdnes convexes

Dans ce chapitre, tous les cdnes seront supposé convexes a priori. Un cdne vectoriel convexéReesizaan
vectoriel E est un sous-ensemble &estable par addition et multiplication par un scalaire strictement positif. Tout
cone vectoriel contient 0 dans son adhérencé& &8st un espacefiane dirigé paré, un cdne convexefine deE est
un sous-ensemble dede la formef = s+ f ouis e E et f est un cdne convexe d&

Lorsquefﬂest un cone d& ne contenant pas de droite (on dit aussi "cOne pointu”), alors I'écritures + f est
unique, ce qui permet de défificomme étant Isommedte f, notés(f).

Le cone vectorief est quand a lui toujours bien déterminé, on I'appelldifactionde f. Deux cdnes ayant la
méme direction sont dfaralleles Si g est un cone parallele fietg c f, alorsg est un sous-cone parallele dget
on abrége "sous-cdne parallele” en "scp”.

RemarqueDans [BT72], deux parties d’'un appartement égales a translation pres sont appelées équipollentes au
lieu de paralleles.

2.3 Décomposition d’'un appartement en énes

On fixe désormais un appartemeyt On noteraVvV = W(Ap) son groupe de Coxeter, &' = W(,—A)o) son groupe
de Coxeter vectoriel. On choisit un ensemplele parties non vides dEﬁ vérifiant les propriétés suivantes :

- (H1) :KS = Upgr f (Le symbole signifie "réunion disjointe™.)
— (H2) : 7 est fini.
— (H3):{0} e F.

— (H4) : Chaque élement d€ est décrit par un systéme d’équations et d’inéquations linéaires : pouf toff,
il existene N, @y, ...,an € ﬁo* r e Ntels quefﬂz {xe K’o| @i(X) =0, Vi e [1,r], etaj(x) > 0, Vi e [r + 1, n]}}.
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En particulier, chaque élément #lees un cdne convexe, ouvert dans son support.
— (H5) : Le bord d’'un cond deF est une réunion d’autre cones e qu’on appelle les faces de
— (H6): Sif,g e F etsif estune face dg, alorsf = Vect(f) N g.

Lorsqu’on parle du bord d'un cdne, on sous-entend ici le bord dans I'espace vectoriel qu’il engendre. Pou

f’verifiant (H4), qui est donc ouvert dans Veidt(on adf = f\ f.
A partir de ces données, on va définir une compactificatiofod®es qu’on voudra I'étendre en une compac
cation de7, il faudra en outre supposer :

— (H7) : ¥ est stable par le groupe de Weyl vectoké.

2.4 Congquences directes des hypolises surF

Chaque élément dg est un cdne convexe, ouvert dans I'espace vectoriel qu’il engendre. Dé@®lest le sel
cbne a contenir 0, donc aucun élementfdae contient de droite, et les sommets des coffases de direction L
elément def sont bien définis.

Remarquela condition (H3) a en fait pour unique but de permettre de définir le sommet d’'un cone pour
les raisonnements dans la suite, mais elle semble supdtfiugions briévement le cas général. Sbie F le cone
contenant 0. Commé est un cdne ouvert dans Vet}(on af = Vect(f), c'est-a-dire que est un espace vectori
Comme I'adhérence de tout cone vectoriel contient 0, par (H5) on voitfgest dans le bord de chaque élén
de ¥ . On vérifie alors que chacun de ces élements est stable par additibpngrapeut donc quotienter pdrpoul
obtenir un espace vectoriel muni d’'une décomposition en cones vérifiant cette fois toutes les hypotheses (+
Si d(Ao/ f) est le bord qu'on va définir dans la section 3, alors la méme procédure applidyést & conduirait ¢
rajouter exactementle méme bord. En fait, la 5:ondition (H3) impose de rajodgarabord de codimension 1 et n

supérieure. Par exemple si on avait chd@isi {Ag}, la compactificatiordg serait juste le compactifié d’Alexandt
deA.

Lorsque ¢ )iciuy est une famille de formes linéaires définisshisbmme dans (H4), on notera juste :
f={ai>0,0;=0,i€l, el

. L, . , . o . .
La famille (@)icius €St nécessairement génératriceAgé sans quoif ou une de ses faces contiendrait un s
. — . TN
espace vectoriel d&y non réduit 0).

Lorsqueg est une face dé, alors il existe une familleat)ic|Lak telle que :

f'={ai>0,0j=0,iclUl jeK}
g={ei >0,aj=0,i€el, jeJuK}

2.5 Exemples

Un premier exemple de telle décompositionﬂﬁen cones est la decomposition en facettes de Weyl, rfoté
Les cones flines dont les directions sont dafié sont les facettes de quartier, et la compactification qu’on obti
alors est la compactification polygonale classique, décrite dans [Lan986].

Un exemple un peu plus général est celui considéré par Annette Werner dans [Wer07], ou I'idée est d'er
décomposition en facettes de Weyl les cloisons d’un certain type. On détaille un peu cet exemple dans la ¢
paragraphe.

11
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2.5.1 Decompositions en @nes obtenues partir d’'une partie de S

On fixe une chambre de Weg, c K)o soitS I'ensemble des réflexions par rapport aux cloison€glede sort:

gue les facettes dKo sont typées par les parties 8e Soit J une partie deS, I'idée est de rassembler les chaml
séparées par une cloison de tyfpeavecj € J. Pour assurer la convexité, il faut penser a rajouter alors les fe
de dimension plus petite qui se trouvent entre plusieurs chambres rassemblées. Pour s’assurer que (H5) et
vérifiees, il faut aussi rassembler les facettes bordant plusieurs chambres rassemblées, lorsqu’elles engendr
espace vectoriel. On arrive a la définition suivante :

Définition 2.5.1. Si f une facette de Weyl d&_é detype lc S, on notef? la réunion de f et des facettes de son
de type inclus dansu (J N 1+).

_ Sihetf sont deux facettes d'une méme chambre fermée, ladectypel’ et f de typel, alorsh est incluse dar
fJ si et seulement gt est la réunion dé et d’une partie dg disconnectée de Donc une facettl n’est incluse dar
aucunfd, avecf # hsi et seulement si son type ne contient aucune composante connexe incluse daagelle
facette sera ditadmissible On dira également que son type est admissible, de sorte qu’une facette est admis:
seulement si son type est admissible.

Définition 2.5.2. Si f est une facette admissible dg 6n pose .J = V\lg’mi.f_J.
On pose ensuité&” = WY, {J.f | f facette admissible deE

RemarqueConformément & la notation déja introduite, 'ensemble des facettes de W&yl .est

Proposition 2.5.3. L’ensembler” est un ensemble de cones, qui vérifie les hypotheses (H1)-(H2) et (H4-H7). |
facette de Weyl f est incluse dans un unique cong Heju’'on notera Jf. Lorsque J ne contient aucune compos
connexe de S, alorg” vérifie également (H3).

Démonstration:

Les points (H2), et (H7) sont évidents, (H3) est vrai si et seulem¢dit sst une facette admissible, ce qui équi
bien au fait quel ne contient aucune composante connexg.déest également clair qué = Usep T, et pour prou
ver (H4) et (H5), il siifit de considérer des élements@eé du typeJ.f, avecf une facette admissible @.

On commence par (H4). Soiefi;}ics 'ensemble des racines délimita@g. Soitl c S et f la facette deCy de
typel, alors
f={ai=0,aj>0i€el, jeS\I},

et

f={0i=0, x>0, >0, iel,lednlt, keS\(U@nIH)).

NotonsL = Jn 1+ etK = S\ (1 U (InI+)). Montrons quel.f = {ai =0, Ww(ax) >0, i€ l, ke K, we Wj_ . }.
En attendant, notoris ce dernier ensemble. C’est un ensemble délimité par des murs, donc une réunion de
De plus, pour toutv € Wy |, et touti € I, w(ei) = ai, on voit donc queE est stable paw)

NalE

Pour montrer qué.f c E, il suffit donc de montrerquia_J c E. Soitx e 7, il vérifie déja les conditions;(x) = 0,

i €1.Soitk e K etwe Wy . On sait quas}ss est une base du systeme de racinegfdé)r,w € Wi =W, el
LN K = 0. Doncw(ak) = ak + 1. Niar, avecn, € N. Il apparait ainsi que/(ay)(X) > 0. Doncx € E.
Montrons l'inclusion inverse. Soit € E, il existew € W_ tel queVI € L, a;(w.X) > 0. CommeE est stable paw,

w.x € E, et ainsiw.x vérifie toutes les inégalités prouvant qu'il appartieifaDoncx € W.fY = J.f.

A présent, prouvons que chaque facette de Weyl est incluse dans un unique goheCdei impliquera direct
ment (H1) car les élements G€’ sont des réunions de facettes de Weyl. $ait7? une facette de Weyl, incluse d:
deux éléments d€ 7, disonsw;.J.g; etw,.J.gy. En translatant tout par un élément\d#, on peut supposefr c Co.
Soitl; le type deg; etl, celui degs. Il existev; € Mﬂ'f etvy € Wyq; tels quef c wivi@] et f C wov,g). Commef,

01 etg, sont des facettes d&, ceci implique en faif ¢ g_j N gg. Le type def s'écritdoncl’ = 111 J; = I, J, 0UJy

12
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et J, sont des parties dédisconnectées respectivementldet del,. Soit K une composante connexe du typefd
elle est incluse soit dang soit dans);. De deux choses I'une : sdit c J et alorsK ne peut étre incluse dahscarg;
est admissible, soK ¢ J et alors elle ne peut &tre incluse daasOn voit donc quel; est la réunion des composar
connexes d& incluses dang, I; est la réunion des autres composantes connexes. Le méme raisonnement e
pourl, et J,, ce qui prouvd; = |, etJ; = Jo. D'olg; = g et Jgi = Jgo. Il reste a regardew; etw,. On sai
quewyvy € Fix(f) = Wi, etl’ = 1bUJy clu(@nlt). Douwwvg € V\/l"u(m'l), d'ouw;Jg; = Jgi. De méme
WoJ.gz = Jg2 = J.g1 = wyJ.g1. Ce qui prouve qué est incluse dans un unique conefié

Prouvons (H5). Soif € 7° une facette de Weyl admissible qu’on peut supposer incluse@gsit| son type
CommeJ.f est une union de facettes de Weyl, son bord I'est aussi.g3aie facette de Weyl bordadtf. Quitte ¢
translateig par un élément d&/y ., qui stabilisel.f, on peut supposey c Co, et doncg c f. Commel.f est ouvel
dans Vect{.f), onaméme c f \ fJ. NotonsJ.g le cone deF’ contenany, il s’agit de prouver qué.g c 4J.f. Soit
I” le sous ensemble d&obtenu en retirant au type @etoutes ses composantes connexes incluses Hefwit h la
facette deCy de typel’, alorsh est admissible eg ¢ h’ ¢ Jh, doncJ.g = J.h. Si J; est une composante connexe
type() incluse dang) alorsJ; N | est une réunion de composantes connexddmduses dang, d'otJ; N | = 0 cal
| est admissible. Ceci prouve que I’, etdonch c f. EnsuiteJh=WY_ . .h? c JfcarWy ,, c WY, eth? c f.
Et commelh # Jf cargc Jh,onalhn Jf =0 douJhc dJf.

Il ne reste plus qu’a prouver (H6). Saih une face d’'un conéd.f. Comme dans le paragraphe précédent, on
supposer qué et f sont des facettes admissibles@g Soit| le type def etl’ le type deh. Nous procédons p
récurrence sur Cart(\ 1), en commencant par montrer I'hérédité.

On suppose donc Caid(, 1) > 2. Commeh ¢ fJ, il existel € I’ \ (I U (J N I+). Soitg la facette deCy de type
| U{I}, elle est admissible. Par réecurrence ahgg= J.f N Vect(J.g). De plus,J.h est une face dé.g, differente del.g
carh est admissible et ne peut donc &tre incluse @gdnBonc par récurrencd,h = Jgn Vect(J.h). La combinaiso
des deux égalités donne bigh = J.f N Vect(J.h).

Traitons maintenant le cas Carty( 1) = 1. Dans I'égalitélh = Vect(J.h) n J.f, linclusion” c " est évidente. Sc
x € Vect(d.h) n J.f, cela signifie, d’aprés la description dé obtenue pour prouver (H4) :

— pourtout € I’, j(X) =0
— pourtoutw e WY, etke S\ (1 U (JN1+)), w.ak(x) = 0.

Et le but est de prouver :

— pourtout € I’, j(x) =0

— pourtoutw e Wy, etke S\ (I"U (IN 1)), w.ak(X) = 0.
Parmi ces inégalités, celles qui ne sont pas directement dans la liste des hypothéseswsaiix)es O lorsque :

ke (S\I'UE@NIHNN\ S\NIUENTID))) = (1u@NIEEDN'UENTE) = NI\ I'uE@N)) = NS\ 1Tul'h)

etlorsquev € WY ..
Soitk un tel indice etv € WY ..
lg I+,
Alors wk e WY

Jnl+?

En particulierk € WY

i+ Soitl tel quel” \ I = {I}. Commel” est admissiblt

etle S\ (1 u(dnlt))doudapres les hypothesedk o (x) > 0. Mais :
wka(X) = a1(kwx) = a1 (WX — 20(Wx).))) = a1 (Wx) — 2war(X).{axlar)
Commel € I’ etw1x € Vect(d.h), on aa; (W *x) = 0. Il reste done-2way(X).{axla) > 0.

Maisk # | carl € I’ etk ¢ I’. De plus, sik était orthogonal &, il serait orthogonal &', ce qui est exclus. Ains
{aklay) < 0, ce qui entrainavag(x) > 0. O
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2.5.2 Comparaison avec [Wer07]

On peut des a présent vérifier de fagon élémentaire que les partitioﬁ’s €e parties convexes définies d
[Wer07] sont précisement du type précédent. Ces parties sont définies, pour 'immeuble de Bruhat-Tits d’L
G(K) avecK un corps local, a partir d'une représentation linéairgdele et de dimension finie d8(K), mais n
dépendent en fait que de la facette de WeylAdedans laquelle se trouve le plus haut poidéA) de p une fois
fixée une base du systeme de racine ([WerQ7] théoreme 4.5). Sdit type de cette facette (il est indépentc
de A). Commep est fidele,J ne contient pas de composante connex&dBourA la base du systeme de raci

correspondant a la chamb@, on aJ = {se€ S| {ag1o(A)) = 0}. Nous allons vérifier que la partitian(p) deK’o
définie dans [Wer07] est”.

Soit A une base du systeme de racinesret A. Il est immédiat d’'apres la définition donnée dans [We
(définition 1.1) queY' y est dit admissible si et seulement si il exibte S admissible (au sens défini plus haut) tel
Y = {ai}ia-

Les parties définies dans [Wer07] sont notégspour A une base du systéme de racine¥ et A une parti
admissible. Ce sont des réunions de facettes de Weyl ([Wer07], proposition 4.4), ouvertes dans leur su

réalisent une partition dEO stable par le groupe de WeW". SoitA la base correspondanta, etY c A une parti
admissible. Soiff la facette deCy de typel, avecY = {aj}ici, nous allons voir qu&$§ = J.f. Pour commencer,
proposition [Wer07] 4.4 montre qu&} N Co = f7 = J.f N Co.

Montrons queF$ est stable paW;,.. Soitse JN I+, alors la facette d€, de typel U{s} est incluse danyn F$.
Or F§ est ouverte dans son support, qui £t ker(e;) et donc qui est stable par Alors F$ doit contenir la facet
s.f. Dot F{ n sF{ # 0, d’ou s stabiliseF$. On déduit de ceci quéf c FJ.
Pour I'autre inclusion, soit € FJ. En choisissant € f de maniére générique, on peut s'assurer gug he rencontr
que des facettes de dimension di¥ 1. Soitg la premiére facette fferente def rencontrée par ce segment en pal
dey. Comme k. y] c FJ, par convexité d&4, on obtient qugy c f N F$ = fJ. Commeg est de codimension 1 de
f, le type deg estl U {s}, avecs e JnI+. Alors la facettes f estincluse dand f, et elle contient "la suite” du segmt
[%,y], c’est a dire un intervalle ouvert]v[ tel que L, V[U([x,y] N @) U ([x,y] N f) est connexe. On af = J(sf),
etF = sF{ = F{ (car ces deux cdnes contiennent la facetfe On peut appliquer la proposition [Wer07] <
dans la chambre.Cy, on obtient queF$ N sCy = J.f N sCy est la réunion des facettes dd de type inclus dar
I U(JINI1+). Alors la prochaine facette rencontrée par le segment est de typd U {t}, avect € Jn |+, elle est bie
incluse dansl.f, la facette de dimension maximale suivantestdt qui est aussi dandf car st € Wy .. Ainsi de
suite, on vérifie que tout le segmenrty] est inclus dang.f (puisque k, y] ne rencontre qu’un nombre fini de facett

2.5.3 Dessins, autres exemples

Voici les dessins de quelques décompositions en cones de I'appartement vectoriel Ag Ppenotes et t les
réflexions par rapport aux cloisons de la chambre de base.
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Ficure 1 — Décomposition en facettes de Weyl. Je la laisse en arriere-plan dans les exemples suivani

0

7

Ficure 2 — Décomposition de typg 'S : on retire les cloisons de type

Ficure 3 — Un autre exemple de décomposition vérifiant (H1)-(H7).

3 Compactification deAq

3.1 LensembleA,

Définitions 3.1.1.
— Un¥-cbne gfine dans A est un cone dont la direction est dafis On notef 5, I'ensemble deg -cones gines
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de A.

— Deux¥-cbnes gines sont équivalents lorsqu'’ils sont paralleles et que leur intersection est non vide. |
section contient alors un autrg-cone gfine, paralléle aux deux premiers. On note~f, g, ou juste f~ g
lorsqu’il N’y a pas d’ambiguité.

Proposition 3.1.2. La relation "&tre équivalent” est une relation d’équivalence sty .

Remarquons également que les relations "étre un sous-cone” et "étre un sous-cone parallele” sont de

d’ordre.

Définition 3.1.3. On poseAq = Fao! ~a,- Pour f e Fa,, on note[ f]a,, ou juste[ f] lorsqu’aucune confusion n'e

possible, la classe de f. Et si=[u + ﬂAO avec ue Ao, f € F, on appellefﬂle cbne directeur ou la direction de x
est uniquement déterming). o
Pour f € #, on note A I'ensemble des points de,Ale cone directeuf, c’est la "facade” de typef de I'ap-

partement A. La projection A — A,p est notée R.fOU juste . Lorsqu’un cone f de directiof est fixé, on pourr
noter pour simplifier A = Ag.

Proposition 3.1.4. Soit fe Fa,- La fagade A est un espacefine isomorphe a &(Vect(fﬁ, et son espace vector

. —> rd =
directeur estA, - ~ Ag/Vectf.

~ . =4 [p4 - = . . .
Lorsqu’un cone vectoriel € 7 s’écritf = {a; > 0,aj = 0,1 € |, j € J} avec ()icuy une famille de forme
lineaires, alors leaj, j € J s'identifient a des formes linéaires siyy;, elles forment méme une famille génératric:

rund . . . , . .
A, Quand auxy, i € |, on sait qu’elles envoient tout représentant de tout poilgleur un voisinage deco dans
R, on dira donc qu’elles prennent la valeto surA ..

3.2 Topologie surAq
3.2.1 Definitions

Définition 3.2.1. SoitU I'ensemble des voisinages Ge:lansﬁo stables par le groupe de Weyl"WPour U un te
voisinage, et & Fa,, On pose : _
Va9, U) = {xe Ag|dhe xtqghc g+ U}.

C’est donc I'ensemble des pointsE@ayant un représentant inclus dans-dJ. Lorsqu'il n’y aura pas d’ambiguit
on notera justel(g, U).

RemarqueComme le produit scalaire d% estWV-invariant, les boules de centre 0 sont des exemples d’élé
de.

Proposition 3.2.2. Il existe une unique topologie sé telle que pour tout x Ao, 'ensemble des/a, (g, U) pour
U € Up, et ge x soit une base de voisinage de x.

Démonstration: _

Il suffit de vérifier que pour tout € Ag, U,V € Up,, 0,0 € X, il existeW € Up, eth € x tels queVa,(h, W) c
Vao(9, V) N Va, (9, U). Mais commeg ~a, 9, g N g’ contient un autre représentdntle x. SoitW = U NV, alors
h+Wcg+Ung +V,douVa(h, W) c Va(g, V)N Va(d,U). m|

RemarguelLa fonctionVa, ainsi définie est croissante en les deux variabled): siV et f c galorsV(f,U) c
V(f,V) etV(f,U) c V(g,U).

On peut remplacet{ par n'importe quelle base de voisinages de 0 dﬁ’nsan obtiendra alors encore une b
de la méme topologie su. On peut notamment choisir une base denombrable de voisinages de 0, ensuite
limite par exemple aux cones dont les coordonnées du sommet sont rationnelles, on obtient une base dénc
la topologie deA,, ainsiAg est & base denombrable d’ouverts, les caractérisations par des suites sont possibl
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Lemme 3.2.3.Sat f € F et soit{a; = 0, aj > 0,i€l, je J}un systeme d’équations et d’'inéquations détermi
f SoitUe U. Soit(xn)n une suite dans ftelle quea;(Xn) —no 0O pourie I, etlimn,e @j(X,) = +co pour je J.
Alors a partir d’un certain rang, les xsont dans U+ f

Preuve du lemme:

La seule dificulté provient du fait quéa; }icjus est une famille génératrice mais pas forcément libré\geSoit
I” I maximal tel quga;}ici- soit libre. Soit ensuitd’ c J tel quefeilicruy Soit une base day,. Il existee tel que
U ={X|ai(X)| <eViel’UJ}cU.

Pourn assez grand, onla;(x,)| < € pouri € |”. Soit alorsy, € Ag tel quea;(yn) = ai(X,) pouri € I’ etej(yn) =0
pourj € J'. Le pointy, est alors dan¥, et il sufit de vérifier quex, — y, € f

Or pour touti € I’, @i(X, — Yn) = 0. Comme touty;, i € | est combinaison linéaire deg, j € I’, on obtient qu
@i(X — Yn) = 0 pour touti € |. Enfin,U’ est borné, donc pour tojjite J, aj(yn) aussi. Commerj(X,) tend verswo, on
vérifie bien quer;(x») — aj(yn) est positif dés qua est assez grand. ]

Il est maintenant facile de prouver la caractérisation des suites convergentes suivante :

Proposition 3.2.4. Soit(x,)nar UNe suite de ddont tous les élements ont la méme directiooit | = [a+ g] € Ao.
Alors (x,)n converge vers | si et seulement si les deux conditions suivantes sont réalisées :

— f est une face dg.

— Pour toute famillga; ficiuauk € Ay de formes lingaires telle qu@= {Xlai(x) = 0,aj(x) > 0,i €1, je JUK} et
f= {Xi(X) = 0,aj(x) > 0,i e 1 uJ, j € K}onalimy. ai(X:) = ai(d) pourie | etlimn,. aj(X,) = co pour
j € J. (Il existe une telle familléy;} car f est une face dg).

Démonstration:

On commence par supposer qug) {tend verd. Si f n'est pas une face dg alors il existe une forme linéaire
telle quea(f) c R* eta(g) c R-, et un vecteuw € f tel quea(V) > 0. Donce(f) contient un voisinage de l'infi
(dansR U {xo0}), et il en va de méme de tous leéh) pourh un représentant d’ux. Il est donc impossible qu’un i
h soit inclus dans un ensemble de la forbher a + g des qudJ est bornég, il est alors impossible guesoit dans |
voisinage’V(a + g, U) del correspondant. Bt/ contient bien des éléments bornés, prendre par exemple des b

Soit ensuite un ensemble de formes linéajrgheciLauk C Ay tel qued = {Xlai(x) = 0,aj(X) > 0,iel, je JUK]
etf = {Xai(X) = 0,aj(X) > 0,i € I U J, j € K}. Soiti € |, montrons quey(X,) tend versy;(a). Soite > 0, il existe
U € U tel quea;(U) c] —¢, €[. Et pourn assez grandk, € V(a+ g, U) doncx, a un représentant inclus dads-a+g.
Maisai(U + a+ §) C]ai(a) — €, ai(a) + €[, cara;(g) = {0}. On en déduit quiri(a) — ai(Xn)| < €. On a ainsi prouve qt
liMne @i(X) = @i(a)

Soit j € J, vérifions quer;(x,) tend vers l'infini. Soitm € R. Commec;(g) est un voisinage de l'infini, il exis
Ve gtel queej(a+V) > m+ 1. SoitU € U tel quee;(U) c] - 1, 1[. Commea + V + g est un autre représentantidé
partir d’un certain rangx, doit étre dansV/(a + V + g, U). Et cela impliquer;j(x,) > m.

A présent, supposons que les deux conditions sont vérifiees par laxgditd (nontrons qu’elle converge ali
versl. Commeak(F) contient un voisinage de& pour toutk € K, on peut choisiy, un point d'un représentant dg
pour toutn, de sorte que les suites(y,) tendent verso. Les suitesyi(yn) pouri € | etaj(yn) pourj € J tenden
guand a elle obligatoirement vers le¢a) etoo, respectivement. Soil € U, qu’on peut supposer ouvert, et sait- g
un représentant deon peut supposex € a+ @. On a pourtout € |, @j(a) = «;(a’) cara eta’ different d’'un élemel
ded. Alors le lemme indique qug, est dandJ + & + g a partir d’'un certain rang. Mais commyg est un point d'u
représentant de,, y, + f est un représentant dg. Ety, € U + & + g, avecU + & + g un ouvert, etf ¢ §implique
quey,+ fcU+a +d. D'oll X, € V(@ +d,U).

Ceci étant vrai pour tout) € U ouvert, et pour toud’ € a + g, cela prouve la proposition. O
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3.2.2 Sparation
Proposition 3.2.5. L’espace topologique_o est sépareé.

Démonstration:

Soientx ety dansAg, X # Y, et soientf € x, g € y des représentants. Il faut troud&V € Up,, ' ~a, T €tg ~a, 0
tels queVa, (', U) N Va (9, V) = 0. D’aprés la définition d&/,,, il suffit de s’assurer qu& + U Nng’ +V = 0.

Pour commencer, supposons q‘ﬁe g, c'est-a-dire qud etg sont paralléles. Alor$ N g = @ car sinon on aura
f ~p, gpUisx = y. Soient{ai}ic| €t{Bj}jes des formes linéaires séy telles quef = {zVi, ai(2) = 0 etV|, Bj(2 > 0}.
Soite > 0 tel quedi € |, |ai(X) — ai(y)| > 2¢, soitB une boule centrée en 0 telle qu€B) C] — €, €[. AlorsU =V = B,
f’ = f etg’ = g conviennent.

Etudions maintenant le cas dii# gd. Alors fn g = 0. Les adhérences de ces deux cbnes ne sont pas i
supposons par exempfeg g, soitd € f — g. Pour toutl > 0, f + AU c f. Soite une forme linéaire separaftetg :
supposons par exempléf) c R~ ete(g) c R*. Alorsa(l) < 0, et pourt assez grand;, + At etg sont séparés par |
hyperplanz~(K), k € R. Quitte & choisiit encore un peu plus grand, on peut supposemgue f + Ad, o(2) < k-1
etv¥ze g, a(2 > k. Soit alorsU € U, tel quea(U) c] —1/2,1/2[,onaf + A0+ U Nng+U = 0, ce qui acheve |
preuve. m]

3.2.3 Linclusion canonique

A - A
X = [{xl]a _
injective. On I'appelle I'injection canonique deyAansAy.

Définition 3.2.6. Soit i : . Cette fonction est bien définie c} € F. Il estimmédiat qu’elle e:

Proposition 3.2.7. L'injection canonique est continue, ouverte, d'image dense dgn®e plus, pour Ue U, et
f e Fag, iTHV(f,U)) = f +U.

Démonstration:

L'assertion~1(V(f,U)) = f+U découle directement des définitions. On voit alors quitest ouverti~(V(f, U))
est ouvert. Comme une base de la topologiéglest constituée de¥’(f,U) pourU e U ouvert, ceci prouve qui
est continue.

Limage est dense : di € Fa,, U € U alors pour touk e f + U, {x} € i(Ag) N V(f,U).

Enfini est ouverte car les ensembles de la fosmeU, x € Ag, U € U forment une base de voisinagesAiget
ont pour image les/({x}, U). O

On identifie donc au moyen dé\g & un ouvert dense d&. Une fois cette identification faite, on peut remarc
I'égalité suivante YU € U, f € Fa,,

Va(h,Uy=T+U

3.2.4 Compacié
Proposition 3.2.8. L’espace topologique fest compact.

Démonstration: o
Il reste & montrer que toute suite admet une valeur d'adhérence. Soitxddnpe (ine suite dangy. CommeF

est fini, on peut supposer que tous lgont une méme directiofi. Fixons une origine @ A et identifionsK)o et Ao.
Alors chaquex, a un représentant inclus dans un congFd€omme# est fini, on peut supposer qu'il existee 7
tel que chaque, a un représentant dafs On a forcemenf c F.

Choisissons un systeme d'inéquations peur

F={xeAlai(X) >0Viel, a(x)=0VieJ},
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les{ailiciuy €tant une famille génératrice @g. Un systeme d’'inéquations deest alors de la forme :
f'={xe Aglai(X) > OVi € Iy, ai(X) = OVi € JU I},

oul = I;ul, estune partition dé Pouri € J, on aai(x,) = 0 pour toutn puisque lex, ont un représentant incl
dansF. Et pouri € I3, on aa;(X,) = co.

Quitte a extraire une sous-suite dg)( on peut supposer que pour towt I, soitaj(x,) converge vers une limi
Ai, SOita;(X,) tend verso. SoitC = {i € lo| liMpe @i(Xy) = A} €tN = {i € I5|limpe ai(Xn) = oo} (C pour "convergent
et N pour "non convergent”).

Posons
g=1{xeAglai(X) >0VieliUN, ai(X) =0Vie JuC}

Nous allons maintenant montrer qu'il existe Ag tel queYi € C, a;(u) = A, puis quey := U+ g € Fa, puis enfir
que la suitgx,} converge versd] a,. Nous aurons besoin du lemme suivant :

Lemme 3.2.9.Soit E un espace vectoriel de dimension fiig)ic;,; une famille génératrice finie dans Hxn)n une
suite dans E vérifianti € |, (@i(X.))n est bornée, e¥j € J, aj(x,) tend verse. Alors il existe ze E tel queYi € I,
ai(2) =0etV¥je J,aj(2 > 0.

Preuve du lemme:
On montre le lemme par récurrence Kljie cardinal deJ. On peut supposer que les coordonnéesgaglonJ
sont toujours non nulles.

Si|J| = 0 alorsz = 0 convient.

Si|J| = 1, soitj I'element deJ. Soitz, = a,-)&n)' Alors pouri € |, @i(z)) — 0, etaj(z,) = 1 pour toutn. Tous le:
ai(z,) convergent donc, et comme la famille dgsst génératrice dé*, la suitez, admet une limite dani. Et cette
limite vérifie clairement les conditions requises.

Supposons maintenafly = k > 1. Quitte a prendre une sous suite dg)(, il existe une énumératiod =
{@j,, ..., aj ) telle que :

—VneN,aj,(%) < ... < a@j (%)

— Yu € [1,K], la suite %)n converge.

On pose alorg, = ﬁ la suite g,) converge vers une limite, € E. Cette limite vérifien;(z.,) = 0 pour tou
i €1, etelle aau moins une coordonnég Jstrictement positive. Soi; = {j € Jlej(z.) > 0}.

En retirant aux, un multiple convenable d&,, et en prenant éventuellement encore une sous suite, on peult
bornées un ensemble non vifig }jcx de nouvelles coordonnées, aw€ac J;, sans changer les(x,),i € I, et er
s'assurant que les;, j € J; — K qui ne sont pas devenue bornées tendent toujours vers I'infini. Alors par hypotl
récurrence, il existe, € E qui annule lesy, i € | LK ettel quexj(z:) > 0 pourj € J- K. Alorsz = z; + z, convient
ce qui prouve le lemme. O

Montrons I'existence d’'un tel u

Posonst; = 0 pouri € J. Si la famille{a;}icj.c est libre, I'existence dae ne pose aucun probleme. SKitc JUC
tel que{a;}ick Soit une sous famille libre maximale @& }ic;.c. On peut alors trouvar tel quea;(u) = 4; pouri € K.
Sii € (JuC)\ K alorsa; est combinaison linéaire deg, j € K. Disonsa; = 3k aje;. En appliquant cette égal
aux x, et en passant a la limite, on obtieht= 3.« aj4;. Doncai(u) = Yk ajaj(U) = Xjek @jd; = 4;. Ainsi, u
convient bien.

Montrons que & ¥ : _

Pour montrer qug = u+ g € Fa,, il faut montrer quej € 7. On ag c F, etgd est l'intérieur de Vectd) N F. Donc
g est une des faces dg, d'aprés les hypothéses faites §urEn fait, la seule dficulté est de montrer qug+ 0. On
va pour ce faire construire directement un poingdepartir de la suitexg).
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Pour toutn € N, on peut choisitt, € Ag un point d'un représentant dg de sorte qué, € F etai(th) —noe ©
pour touti € 1. On a alorsyi(t,) — oo pouri dansly U N, ai(t,) — 4; pouri € C eta;(t,) = 0 pouri € J. Alors le
lemme prouve I'existence d’un point de

Conclusion :
En résumé, on dispose d’une famille génératrigede A, indexée pat; IC LIN LI J, avec :
ai(Xn) = 0 pouri € J.
ai(xn) tend versy; pouri € C.
— aj(Xn) = oo pouri € 1.
— ai(X,) tend verso pouri € N.
De plusg = {Xai(X) > 0,aj(x) =0Vie I UN, j e JUC} et f= {Xi(X) > 0,aj(x) =0,Viel;,je juNUC]),
etdoncf c g.
Nous sommes donc exactement dans la situation de la proposition 3.2.4, et lxgwiteténd vers{i + gla,- O

3.3 Structure du bord de A,
3.3.1 Prolongement des automorphismes

Pour que les automorphismesAigse prolongenten des homéomorphismeagld est nécessaire de supposer q
F est stable par le groupe de Weyl vectoi®| (hypothése (H7)), ce que nous ferons dorénavant. Un tel prolonge
est forcément unique puisqég est dense dank,.
A - A
[fla, = [W(F)la,
qui prolonge w, c’est donc I'unique prolongement continu de wpa A

Proposition 3.3.1. Soit we W, et soifv : . Alors W est un homéomorphisme bien défini de

Démonstration:

Sif = x+ f € Fa, alorsw(f) = w(X) + W(f) € Fa, carw € W' préserveF. DoncW préserveFa,. On voit
également quiV préserve la relation d’équivaleneg, doncw est bien défini. Comme de plusest bijectif surFa,,
on obtient quev'est bijectif.

Soitx = [f]a, € Ao, etV(f, U) un voisinage de&, montrons quev=(V(f,U)) contient un voisinage de*(x) =
[w1(f)]. On calcule wWY(V(f,U)) = {(w(g)llg c f+ U} = {[g]w(g) c f+ U} ={[gllgcwf+U)}. Mais
wL(f + U) = wi(f) + U donew 1(V(f,U)) = V(W L(f), U}, qui est un voisinage de*(x). Doncw est continue.

CommeA, est compact (donc en particulier sepavédstautomatiquement fermée, c’est donc un homéomorpt
m]

: . - . . " s . .
Bien entendu, I'action d&VY sur Ay s'étend elle aussi de la méme maniére en une action par homéomorpf
surllq- A, ;- L'action afine et I'action vectorielle sont compatibles au sens suivanti:ssiW envoieA - surAgg, Si

W e WY est sa partie vectorielle, alofsenvoieA, - sur Ay eth/‘A—oz est bien la partie vectorielle d@a .
f

3.3.2 Coeurs de dnes

Pour faire le lien entre les cones @eet les facettes de Weyl vectorielles, la notion du coeur d’'un cdne dévela
dans ce paragraphe est utile. Il s’agit d’attacher & un corfe dee facette vectorielle, ou une partie de facette ve:
rielle, qui le caractérise.

Dans un complexe de Coxeter abstrait, donc un complexe simpliciabstiune facette, alorfs' est le complexe
de Coxeter formé de toutes les facetessipérieures &. Pour définir la notion similaire dans le cadre de la réalisal
géometrique d’un immeuble abstrait, nous prenons les conventions suivamte: Aiest un céne inclus dans un
facette de Weyl, on appelhoiledeg dansA etgjg (parfois juste?*) I'union de toutes les chambres fermées conter
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2~ A PRI . R s .
6. Cest un cdne convexe fermé d’intérieur non vide. L'étoiledde la propriété que tout mur coupant son intér
2
%

doit contenirs. De plus, sip : A — B est un isomorphisme alo:ﬁ(g)g = 5(6A).
Si f = x+ f'avecf un céne inclus dans une facette de Weyl, on pigse x + f;.

Définition 3.3.2. Soit f € F, soit Wfi = Stah,\,v(ﬁ le stabilisateur def. On pose&(ﬁ = % = (xe f|vwe
WY, W(X) = X} = n Fixa, (W), c’est le coeur de’

Voici quelques propriétés simples du coeur d'un cbne. Remarquons qu’on obtient des informations nor
sur les cdnes dg, en particulier sur leurs stabilisateurs d&s
Proposition 3.3.3. Soit f'e F. Alors :

1. Ywe WY, s(w.f) = w.s(f).

2. 6(5 est un cdne vectoriel convexe non vide.

3. Sif #ge F, alorss(f) N 6(g) = 0.

4. §(f) estinclus dans I'intersection des murs coupénét Wficontient les réflexions par rapport a ces murs.

o

Wfi = Fixw(5(f)), c’est a dire qu’un element de Wetabilise f si et seulement si il fix&( f).

6(5 est inclus dans une facette de Weyl.

f'c s(f).

(amélioration de 4.)5(f3 est égal a l'intersection dd’ et des murs couparfE et Wfi est le sous groupe !
Coxeter engendré par les réflexions selon ces murs.

© N o

9. Sige 7 etsif c g, alors il existe une facette de Wéelle ques(f) U 5(g) c h.

Démonstration:

1. Comme\/\/\:’vfﬁ = WMWl, les points fixes de/\/\:’V'F sontw.FixAO(\N}i). D’ou &§(w. f3 =w.fn W.FixAO(V\/‘fi) =
wﬁhFM“Wp:wMﬁ.

2. L'ensemble des point fixes d’'une application linéaire est un cone vectori%I convekewssi. Dongj( f3 es
une intersection de cdnes vectoriels convexe, c’en est donc un auss&eScbltCommeW‘fi est fini, on pet
définirg comme le barycentre de/(2)|w € V\/‘fi}. Par convexité dé’ ge f etc’estun point fixe powvg, Donc
5(f) 0.

3. Ceci est clair caﬁ(ﬁ cf.

4. SoitM un mur coupanf, soitco la réflexion selorM. CommeF est stable paw", o(f) € F. Mais o fixe at
moins un point def, doncf'n o-(f3 #0, donCO-(F) = fetoe W‘fL AIors(S(F) C Fix(o) = Mnf.

5. Soitw e W'. Siw € Malorsw fixe 6(5 par définition. Réciproquement, sifixe 5(f§, alorsw fixe au moin
un point def, doncw(f) = f'(on a déja fait ce raisonnement).

6. Il s'agit d’abord de prouver que pour tout mur vectoNﬁzld(F) est soit inclus dan, soit inclus dans un d
deux demi-appartements ouverts délimités Iﬁlan\/lais c’est une conséquence de la convexite’éi(dé et di
quatriéme point. Ensuite, d’aprés le point précédent filtsie vérifier que Fiyy(5(f)) = Fixw+(d), olig est I
facette de Weyl contenaam. Ceci découle du fait que/ préserve I'ensemble des facettes de Weyl, et ¢
w e WY stabilise une facette, alors il la fixe.
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7. SoitC une chambre fermée coupaﬁtMontrons queC contient&(fﬁ. Supposons par I'absurde qu'il exi
ye 6(5 \ C. Soitx e Cn f, alors Kk yl c f. Soitztel queCn [x yl =[x, Z.Onaz+ycary ¢ C. Alorszes
dans un muM qui bordeC et qui ne contient parq y]. Mais z € f, doncM coupef donc d’apres le quatrier
point,5(f) ¢ M. En particuliery € M, d’oli [x,y] € M, ce qui est une contradiction.

8. Notonsg la facette de Weyl contenaﬁ(fﬁ. Alors V\/‘fi = Fixw (@), c’est un sous groupe de Coxeter \4&,

engendré par les réflexions selon les murs contahdutdis ces murs sont justement les murs courb?;(utiliser
4.), d'ou la seconde partie de 8. On sait alors de plusd@jast 'ensemble des points fixes W‘fi, et auss

I'intersection des murs contenatOn obtient alors qué(ﬁ = ém fﬁpuis que&(f3 et I'intersection def et de:
murs coupanfé.

9. Sif'c g, alorss(f) c g c 6(g)*, d'oil le résultat. o

Lorsquef*e 7, f nest pas forcementinclus dans une facette de Weyl. On peut n'eanmoinf’p@&drf)*. Cec
contientf, par le point 7. de la proposition. On notera alord, i 7a,, * = 5(f) + f*.

Exemples :
— Dans le cas oif = 7 est I'ensemble des facettes de Weyleon as(f) = f, pour toutf € 7.

— Dans le cas oif = 77 comme dans 2.5, i est une facette admissible g detypel, alors par définitior

WY, € Stabg. fﬁ. D’autre part, il est clair qu&\V = Stab@ c Stahl.f. Il est facile de verifier qgu’en fe
Stab.f) = Deés lors, le coeur d& f est la facette d€, detypel U(JnI+). De maniére plus géenére

Iu(.]mll
si f est une facette admissible, alo(s. fj est la sous-facette de Weyl dele typel U (3N 14).

— Lafigure 4 représente les coeurs des cones de la décomposition du troisieme exemple de 2.5.3. Les
dimension 2 sont hachurés, ceux de dimension 1 sont en pointille. Pour faciliter la lecture, la figure d
rappelle cette décomposition en cones.

Ficure 4 — Les coeurs d’'un autre exemple de décomposition en cones.

Pour finir, définissons le coeur d’un con@re :
Définition 3.3.4. Soit f = x + f'un cone gine. On définit alorg(f) = x+ 6(5, c'est le coeur de f.
Le coeur d’'un coneféine est toujours caractéristique du cone :
Proposition 3.3.5. L'ensemble des coeurs de confre possibles es{1x+ Slxehy b€ 6(7’)}. Et chacun de c¢

coeurs est le coeur d’exactement un cofime.
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Démonstration:

Il est évident que chacun drs- s, pourx € Ag etd le coeur d'un cone vectoriel est le coeur d’un cofitna
Etudions I'unicité. Supposon&f) = 5(g) avecf,g € Fa,- Commes(f) eté(g) sont des sous-cones deetg, ils ne
contiennent pas de sous-espace vectoriel non trivial et ont donc chacun un unique sommet, tout ebgn@a peu
alors conclure, d'apres la définition du coeur d’'un cdne, que le sommieedeaussi celui d&(f), de méme poug.

Commes(f) = §(g), on obtient que tous ces sommets sont égaux. D(é?lz 6(0), puis f= g d’'aprés I'étude du ci
vectoriel, d’ou enfinf = g. O

Définition 3.3.6. Soité € §(Fa,) un coeur de cone dansAOn appelle cdnefine de A engendré pap I'unique
f e Fa, tel ques(f) = 6.

Voici quelques propriétés immédiates du coeur d’'un céfiee:

Proposition 3.3.7. Soit f € F4,. Alors :

— Sis estun coeur tel qué c 6(f3 ets c f, alors le cone engendré pérest inclus dans f. Sic 6(5 ets c f,
alors le cdne engendré parest inclus dang.
— Pour tout we W, w(f) = f si et seulement si w fix#&f).

3.3.3 Structure de complexe de Coxeter vectoriel sur une facade

Fixons un cond € . Dans ce paragraphe, on notéra= A, la facade de, de typef. C’est un espacefine

dont I'espace directeur ebt = K)O/Vect(fq). On munitF du produit scalaire obtenu en l'identifiant ave‘?)”(. Nous
commencons par étudier la structureFdeNotonsp = Pa, ¢ la projection suiF, et : K’o — F sa partie vectorielle.

Soit MY I'ensemble (fini) des murs vectoriels conten&nBi M e MY, alorsp(M) est un hyperplan dE. Nous

\'
dirons que lep(M), pourM € M sont lesmursdeF. La fonctionpyy : A/l\lﬁ - {pTl\l%r)s deF) est injective, noL
'._)

permettant d’identifieM” & 'ensemble des murs d@ Cet ensemble de murs fait &eun complexe de chambr
nous voulons prouver qu'il s'agit en fait d’'un complexe de Coxeter. Il nous reste donc a trouver un groupe de
agissant simplement transitivement sur I'ensemble des chambFés de

Rappelons que le groupk" agit suruf»efﬁof» et que le stabilisateur dEestW‘fﬁ ={we V\/"|W(f3 = f}. Poul
W e V\/}i on notep(w) I'application induite sufF. Le groupep(W‘fi) préserveM et le produit scalaire dE, c’est le
candidat naturel comme groupe de CoxeteFddontrons que c’estféectivement un groupe de Coxeter et qu'il :
simplement transitivement sur 'ensemble des chambrés @n observe la suite exacte courte :

0 — Fixws(f*) — W 5 pWY) — 0

D’aprés le paragraphe précéd% est le fixateur dangV’ de 5(f§, ou encore le fixateur de la facette de V'

contenanﬁ(ﬁ. Choisissons une chamb@econtenant( f3 dans son adhérence, s8itle systeme générateur &¢'
formé des réflexions par rapport aux murs@eAlors il existel c S tel que\/\/‘fi =W =< gs el > Deplus

| = {se SIs(s(F)) = 8(f)).

CommeW" préserve le produit scalaire sﬁé, les éléments dW}i stabilisent Vect{) et (f)*. Dans une ba:

yw) O
0 ¢w)

est la matrice dev restreint & {)*, c’est aussi la matrice dg(w).

adaptée, leurs matrices sont du tyfat(w) =

}, oty (w) est la matrice dev restreint a Vect{) et ¢(w)
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Soit s € |, s est diagonalisable et préserve les espaces Y?peit((fy. On peut donc choisir une base adaptée
comme précédemment en imposant en plusyfgeet ¢(s) soient diagonales. Le spectre slest composé d’'un seul
-1 et les autres valeurs propres sont 1, donc (s} est une réflexion ep(s) = id, soit ¢(s) est une réflexion et
Y(s) =id.

Notonsl; I'ensemble des réflexions dese trouvant dans le premier cas, c’est-a-dire qui agisserffeufixent
f*. Notonsl, I'ensemble des réflexions se trouvant dans le second cas, qui fiertonnent une réflexion sdr-.
Alors W, c Fixy (), Wi, N W, = {id}, et Pw;, estinjective. De plus, tout éléement @, commute avec tout élement
deWw, etW‘fiz W = Wi, est engendré pal, etW,,.

Par conséquerW‘fi =~ W, xW,,, avecW,, =~ Fiva(F) ~ p(\/\/‘fi) (11 etl, sont deux parties disjointes du diagramme

de Coxeter dé). En particulier,p(\/\/‘fﬁ) est un groupe de Coxeter.

A présent, on vérifie que le complexe de chambres définidd4sur F est isomorphe au complexe de Coxeter
W,,.C. On dispose d’une fonctiow,,-équivariante d&\,.C dans les chambres d@e: il s’agit de la fonctionpg qui a
une chambr® danswW,,.C associe la chambre dﬁacontenanp(D).

Cette fonction est injective car les murs\dg.C contiennent tous les points fixes @&, donc en particulier’,
donc ce sont tous des élémentsMe Deux chambres distinctes daw,.C sont donc séparées par un mur /¥,
elles donnent donc deux chambres distinctes &ans

Enfin vérifions quep est surjective. Toutes les réflexions par rapport & un muvesont des éléments dé, .
Comme ces derniéres agissent transitivement sur les chamgretoteommepc estW,,-invariante, on obtient bien la
surjectivité.

Résumons :

Proposition 3.3.8.S0itf e 7, alors I'espace vectoriel directeur de la fagadg-&st muni d’une structure de complexe
de Coxeter ou ;

— les murs sont les hyperplans du tymﬂp ol M est un mur dei, contenantf.

— le groupe de Coxeter es(W‘fﬁ) ~ Fixv\,v(f) (isomorphe a W avec les notations précédentes).

Si C est une chambre fermée conten’i(rlﬁ, alors ce complexe de Coxeter est isomorplﬁma,v(fs.c, via I'applica-
tion pe : w.C —la chambre de- contenant pwn.C).

RemarqueCe complexe de Coxeter n’est pas forcément essentiel. Le cas extréme est atteintﬂﬁesquee
droite, incluse dans une chambre. Aldrs (0, doncA, - est trivial comme complexe de Coxeter, et pourtant il est de
dimension dim{) — 1.

En fait, A, est essentieks  Fixa,(W;,) = Vect(f) & Vect(f) = Vect(CI(f)). En particulierA,, est essentiel si

f’est une réunion de facettes de Weyl.

Dans la décompositioW‘fi =~ W, x W,,, le premier facteur est donc le groupe de CoxeteFd€oncernant le
deuxiéme facteur, on montre facilement le résultat suivant :

Proposition 3.3.9. SoitE le supplémentaire orthogonal dlect(&(ﬁ) dansVect(fj, de sorte qu’en identifiarff avec
f*, on aAg = Vect(§(f)) ® E @ F, et la somme est orthogonale.

Alors les murs dé contenant( f3 contiennent soiE, soitF. On sait déja que les premiers induisent les murs de
F, les second définissent un complexe de CoxeteEsdont le groupe de Coxeter esi{,WCe complexe de Coxeter
est essentiel.

En terme de diagrammes de Dynkin, disons qu® @st le diagramme déy, | (qu’'on identifie & un sous-
diagramme deD) est obtenu en enlevant les noeudsileorrespondant au type de la facette de Weyl contenant
6(f3. Le diagramme obtenu est séparé en deux parties non reliées, le digtanteteet le diagrammé, de F. No-
tons que si le diagramme dkg, 5 est connexe, alor& ou F doit &tre trivial, c’est-a-dire sans mur, ce qui correspond
aux situations suivantes :
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— Etrivial & 11=0 o Stalw(f) = Stahw(5(f)) o fc CI(s(f)).
Comme6(f3 = CI(5(f§) N f, ceci équivaut en fait &= 6(f) donc aF =

— Ftrivial & 1,=0 & Fixw(f) ={e} & CI(f) contient une chambre.

3.3.4 Structure de complexe de Coxeterffine sur une facade

A présent, soitM = {M mur deA | M e M"}. Alors M est un ensemble discret d hyperplans. Le sous-groupe
de W qui stabilise la facad& = A estWy = {w € WW € \N‘fi} {w e W|W(f$ . Ce sous-groupe contient

les symétries par rapports aux murs/e il préserve la structure euclidienne Beet cet ensemble d’hyperplans. En
notantp(w) I'elément del son(F) induit parw, on voit donc quep(W;) agit surF en préservanM, et qu'’il contient
les réflexions orthogonales par rapport aux hyperplanside

Ceci sufit a prouver queM définit un complexe de Coxeteffime surF, et quep(W;) contient le groupe de
Coxeter correspondant.

Définition 3.3.10. L'ensemble des facettes é_sest la réeunion des ensembles de facettes de chacune de ses fagcades.

3.4 Compactification de chaque appartement

Soit A un appartement d& soit¢ : Ag — A un isomorphisme e : K’o - Asa partie linéaire. On notera encore
F 'ensemble deg(f), f € ¥. Comme deux isomorphismes enfiget A différent d’'un élément du groupe de Weyl
W, le choix deg n'intervient pas dans cette définition. De la méme maniére, on notera efidaesemble deg(U),
U € U, ou si I'on préfere, 'ensemble des voisinage de 0 dasgbles paW(K) Comme dans la partie précédente,
on définit¥a I'ensemble des conesfmes deA, A le compactifié d&, {A | fe 7'} 'ensemble des facades deVa
la fonction qui & un cdne dgx et un éléement d€/ associe un voisinage daAsle coeur d'un cone, etc..

Un isomorphismey : A — B entre deux appartements induit un isomorphisme entre chacun de ces objets pour
A et I'objet correspondant pouB. Il s’étend notamment en un unique homeomorph|smA dar B, noté encorey.
Explicitement, on &([ f]a,) = [#(f)]a.

Pour toute fagad8 deA, y induit une isométrie entrd. et B, +, cet homéomorphisme induit une bijection entre
les murs deA; et ceux deB» c’est donc un isomorphisme de complexes de Coxeter.

Dans la sune on appe?lera isomorphismes d’appartements compactifies les applications d¢ellesont des
homéomorphismes entre deux appartements compactifiés qui induisent sur chaque fagade un isomorphisme de com-
plexe de Coxeter.

4 Quelques €sultats genéraux sur les immeubles

Le but principal de cette section est de donner des critéres permettant de s'assurer qu’'une pagticideluse
dans un appartement.

Les résultats de 4.1 sont bien connus (voir [AB08] 3.137, 4.97, 4.101), nous en redonnons tout de méme une preuve
pour faciliter la lecture et pour disposer d’un énoncé précis valable dans le cadre présent.

lls sont vrais dans un immeuble quelconque, nous cesserons donc pour cette partie de gugffineeA défaut
d’'une réalisationfiine, il sera toujours possible d'utiliser la réalisation comme cdne de Tits d'un complexe de Coxeter
¥ quelconque. Il s’agit d’'un cdne conve®adans un espace vectoriel de dimension fihidont le sommet est 0. Les
murs deX correspondent a des hyperplans vectoriel¥ dgui rencontrent I'intérieur d€), les facettes sont des cones
convexes de sommet O, les facettes de dimeriggont des cdnes ouverts dans un sous-espace vectoriel de dimension
i (voir [Bou68] 4.6).

La notation(f) pour une facettd dans un complexe de Coxefereprésentera I'intersection des murs3igui
contiennentf. Si X est un complexe de Coxeteffiae, identifié a sa représentatioffize, alors(f) = Aff(f), et six
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est un complexe de Coxeter quelconque identifié a son cdiés alors f) = Vect(f).

On rappelle d’abord quelques résultats classiques, sur lesquels s’appuie toute la suite :

Proposition 4.0.1. SoitZ unimmeuble, de systeme de Cox@IS). Son systeme complet d’appartement est'ensem-
ble des parties d& isomorphes au complexe de Coxetel(\ES).

A partir de cette proposition, on montre le résultat fondamental suivant (voir [Ron89], théoréme 3.6 page 31) :

Théoreme 4.0.2.Soit Z un ensemble de chambrefdsométrique pour la W-distance dea une partie d&(W, S).
Alors il existe un appartement du systeme complet d’appartemedtsdetenant Z.

On note immédiatement deux conditions équivalentes a celle donnée par le théoreme :

Corollaire 4.0.3. Soit Z un ensemble de chambres dénkes conditions suivantes sont équivalentes :
— Pourtout ¢d,e€ Z, §(c, e) = §(c, d)s(d, €), ous est la W-distance dé.
— Trois chambres quelconques de Z sont incluses dans un méme appartement.
— Il existe un appartement contenant Z.

Voici deux situations particulieéres ou s’applique ce théoreme :

Corollaire 4.0.4.
— Si Z est une galerie tendue (pas forcément finie), alors Z est contenu dans un appartement du systeme complet
d’appartements d&.
— Si D est un demi-appartement délimité par un mur M, et si ¢ est une chambrdatg une cloison est incluse
dans M, alors DJ ¢ est inclus dans un appartement du systeme complet d’appartements de

Enfin, voici une version assez générale du résultat parfois apjeiéme fondamental des immeubles

Lemme 4.0.5.Soieni etX’ des complexes de chambres. On suppose quedatosite cloison est dans au plus deux
chambres. Soit ¢ une chambre Heet d une chambre dE’. Alors il existe au plus un morphisme de complexes de
chambres injectif d& dansX’ qui envoie ¢ sur d.

En particulier, six c X’ et c= d, un tel morphisme est forcément 'inclusion.

4.1 Parties closes dans un appartement

Voici quelques rappels sur la notion de partie close, principalement issus de [BT72] pour fiereadaur le cas
général considéreé ici, on peut se reporter a [R€02] 5.4.3. On donne une preuve de deux résultats classiques, a savoir la
cléture de l'intersection de deux appartements et I'existence d’'un isomorphisme entre deux appartements fixant leur
intersection dans le cas général ou l'intersection des appartements ne contient pas forcément de chambre.

Définition 4.1.1. Une partie Z dans un appartement A est dite close si c’est une intersection de demi-appartements de
A. Si Z est une partie quelconque de A, on noigDl(ou juste C{Z)) et on appelle enclos de Z la plus petite partie
close contenant Z. C'est aussi I'intersection de tous les demi-appartements de A contenant Z.

Proposition 4.1.2. Si Z est la fermeture d'un ensemble E de chambres, alors Z est clos si et seulement si E contient
toutes les galeries minimales entre deux élements de E.

Démonstration:

Le sens= est clair. Pour l'autre sens, il s’agit de montrer que est une chambre dé& qui n’est pas dank,
alors il existe un mur séparantie toutes les chambres &e
Soitd, ..., dk, c une galerie minimale de ac. Alorsd; € E etd; ¢ E. SoitM le mur entred; etd,. Soite € E, siM
séparaitd; ete alors il existerait une galerie minimale ene&etd; passant pad,, ce qui impliquerait quel, € E, ce
qui est impossible. Donbl séparec etE. O
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Cette proposition permet une définition de la cléture dgnsour des ensembles de chambres, cohérente avec la
précédente:

Définition 4.1.3. Un ensemble de chambres fl@st dit clos s'il contient toutes les galeries minimales entre deux de
ses chambres. L'enclos d’'un ensemble de chambres est le plus petit ensemble de chambres clos le contenant.

La proposition précédente prouve qu&sst un ensemble de chambres inclus dans un apparténaliorsZ est
clos (au sens 4.1.3) si et seulemerid sist clos dan# (au sens 4.1.1).

L'enclos d'une partie, méme convexe, d'un appartement n’est pas toujours évidente. Par exemple dans un apparte-
ment de typeB, on trouve facilement des parties convexes de toute dimension non nulle, dont I'enclos contient des
chambres qui n'ont aucun point en commun avec la partie de départ.

4.1.1 Projection

Pour étudier la cloture d’ensembles de facettes qui ne sont pas forcement I'adhérence d’'un ensemble de chambre,
la notion de projection est treés utile. Rappelons-en les principales propriétés.

Définition 4.1.4. SoitX un complexe de chambres, soient ¢ et d deux simplexes@ie appelle projection de d sur c
et on note prqj(d) I'intersection des chambres finales de toutes les galeries minimales de d a c.

Proposition 4.1.5. SoitX un complexe de Coxeter, et ¢, d deux simplexés édors :

— proj.(d) c Cl(cu d)

— Soit g la chambre terminale d’une galerie minimale de d a c, et/&bltensemble des murs contenant c et d.
Alors proj.(d) est I'intersection de g et des murs 4¢.

— L'étoile de proj(d) est formée des chambres terminales des galeries tendues de d & c et des intersections de ces
chambres. Son groupe de Coxeter, c’est-a-Hirgy)(proj.(d)) est le groupe engendré par les réflexions selon
les murs dem.

— dim(projc(d)) > dim(d) avec égalité si et seulement stqd)s.

Remarqueta dimension d’une facettedans un complexe de Coxelest son nombre de sommet. Ceci coincide
avec la dimension de Vedt( dans le cone de Tits, et avec la dimension di& 3 plus 1 dans une réalisatioffiae siz
est de type fline et irréductible. Dans le cas non irréductible, la représentafiore @eX contient des polysimplexes
gui engendrent un espace de dimension moindre que leur nombre de sommets moins 1.
Cependant, la proposition est encore vraie dans ces cas si on remplace la dimension d'une facette par la dimension de
I'espace #ine qu’elle engendre.

Démonstration:

Pour le premier point, soM* un demi-appartement délimité par le miret contenant etd. SoitI" une galerie
minimale ded ac, siT" n’est pas incluse darid*, alors en la pliant le long dil on obtient une autre galerie minimale
ded ac qui elle est incluse dandl*. La chambre finale de cette galerie contient gob)j d’ou proj,(d) ¢ M*. Ceci
prouve que prfd) c Cl(cu d).

Passons au second point. S0i& go, ..., gk Une galerie tendue dia c avecgk = g etk = d(c, d). SoitM € M,
notonsoy la réflexion selorM. Alors ow(I') est aussi une galerie minimale dé c, donc proj(d) c g A om(g) =
g A M. Nous prouvons ainsi que pgéil) € g A Apem M.

Pour montrer I'inclusion réciproque, il s’agit de prouver que toute galerie tenddi@ dse termine par une cham-
bre contenang A Apem M. S0it® = hy, ..., h une telle galerie. Il sfiit de prouver que les murs sépargmte h, sont
dansM. SiN est un tel mur, il contieng A he donc en particuliec. De plus, il ne peut couper fini ® sans quoi on
pourrait réduire ces galeries par un pli le longhleEDoncN séparey, dehg, donc contiengg A hg, et en particulied.
Ceci prouve qué\ € M, et conclut la démonstration du second point.
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Notons7 I'ensemble des chambres terminales de galeries tenduka deNotons aussW’ le groupe engendré
par les réflexions selon un mur @d. Nous venons de voir que tout mur séparant deux chambrésetd dansm.
Nous avons vu juste avant qM¢ stabilise7". Ceci entraine qué& = W'.g, et que7 contient toutes les galeries ten-
dues entre deux de ses éléments. De plus, I'actio’dsur7™ est simplement transitive puisque celleWE) sur les
chambres d& 'est. SoitS’ I'ensemble des réflexions selon les mursdeéordant7. Siw € W', soit A une galerie
tendue dg awg, elle est incluse darg. Le premier mur gu’elle rencontre correspond a une réflegier®’, et alors
[(sw) < I(w). On prouve ainsi par récurrence g& est engendré pa8’, c’est donc le sous-groupe parabolique de
W(Z) correspondant & la chambgeet aux réflexionss’. C'est donc le fixateur de la facette ddixée parS’. Mais
Fixz(S") = Fixzs(W') = Nwew WY, C'est 'intersection des chambres @e et par définition, c’est prgid). Au final,

W = Fixw)(proj(d)), et7 = W.g est 'ensemble des chambres de (gid))*. Ceci prouve le troisieme point.

Pour le dernier point, on considére la réalisation ggéométiae/ deX comme cdne de Tits. Sokly 'ensemble
des murs deM qui bordentg, ils correspondent & une famille d’hyperplans linéairement indépendants (au sens ou
les formes linéaires les définissant sont indépendantes). Nous avons vu q) j@sj 'intersection dey et des
murs deMg, d’ot Codim(proj(d)) = Card(Mg) = Codim(\yepm, M). Comme tous ces murs contiennenon a
d € Nuem, M, d'ot dimd < dim(Myep, M) = dim(proj(d).
Le cas d'égalité est atteint lorsque tous les murs contethaantiennent également pgég). On a alorsc C
proj.(d) c (d)z. Réciproquement, si c (d)s, alors tous les murs contenahtontiennent aussi et donc sont dans
M. Au vu du point précédeniM est I'ensemble des murs contenant gid)j On a dong(d)s = (proj.(d))s d'ou
dimd = dim(proj.(d)). O

4.1.2 Les parties closes sont des complexes de chambre

Proposition 4.1.6. Une patrtie close dans un complexe de Coxeter est un complexe de chambre.

Démonstration:

Soit E une partie close dans un complexe de CoxEteBoitc un simplexe deE, choisissonsl un simplexe de
dimension maximale daris La proposition 4.1.5 montre que pg) est inclus dang& et est de dimension supérieure
a celle ded. Commed est de dimension maximale, les dimensions sont en fait égale, ceci prouvesfliaclus dans
un simplexe de dimension maximale.

Il reste & prouver gu’entre deux simplexesklee dimension maximale existe une galerie dBnSoientc etd
deux tels simplexes, on procede par récurrence sur la distance; damtsec etd.

Sid(c,d) = 0, cela signifie que etd sont inclus dans une méme cham@rdeX. Soit alorsc v d la plus petite
facette deC contenant etd, elle est incluse dans €l(d) donc dan€. Commec etd sont de dimension maximales
dansE, on a dim¢ v d) = dim(c) = dim(d), d'ouc = c Vv d = d. La galerie de longueur 0 formée uniqguement de la
chambrecreliec ad.

Sid(c,d) > 0, soitl" = go...0k, K > 1, une galerie tendue daBsled ac. Commec iz gk_1, le simplexer ;= CAQk-1
est de codimension 1 daegc’est une cloison d&). Maintenant prgj(d) est une chambre de adjacente & et
strictement plus proche daBsded quec. Ce qui conclut la récurrence. O

Le cas particulier d’'une intersection de murs est intéressant, puisqu’on prouve alors qu'il s’agit d'un complexe de
chambre "au plus mince” :

Lemme 4.1.7.Une intersection de murs dans un complexe de Coxeter est un complexe de chambres dans lequel une
cloison est incluse dans au plus deux chambres.

Démonstration:

Soit M un ensemble de murs dans un complexe de CoXewiE leur intersection. En particulier, c’est une partie
close de2 donc un complexe de chambres. Soitne cloison dé&. On considére la réalisation géométrigueomme
cdne de Tits du complexe de Coxeterformé des simplexes decontenant-. La facette minimale de™ esto, elle
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correspond &0} dans le cone de Tits. Les chambresEleontenant- correspondent a des demi-droites issues de 0.
Nous voulons montrer qu’il ne peut y avoir qu’au plus deux telles demi-droites.

Les demi-appartements decontenanE soit contiennent™ soit contiennent- dans le mur qui les bordent et
induisent alors un demi-appartementadfe Ceci prouve qu& N o* est égale a l'intersection des demi-appartements
deo™* induits par les demi-appartementsXeontenant N o* et dont le bord contient. DoncE N ¢* est une partie
close der*. DansV, c’est 'intersection d€ avec des demi-espaces, c’est donc un convexe. Daressiune chambre
de E contenantr, alorsE n o* c Vect(d), en identifiantE N o* etd a leurs images dané. Ainsi les chambres dE
contenantr sont, dan¥/, des demi-droites issues de 0 incluse dans la droitedjedt(n’y en a que deux possibles.

Ce dernier résultat permet de prouver la caractérisation géométrique des parties closes suivante :

Proposition 4.1.8. Soitx un complexe de Coxeté&r, c V sa réalisation comme cdne de Tits dans I'espace vectoriel
V. Soit E un ensemble de facettes dont 'image daast fermée et convexe. Alors E est une partie close.

Remarque:

— Réciproquement, une partie closestest clairement convexe et fermée dénet égale a une union de facettes.

— Ce résultat est encore vrai dans le cadre d’'un complexe de CoX@éteren remplagant la réalisation comme
cone de Tits par la réalisation comme espdtie@ (et en remplagant dans la preuve Vecpar AfF(f) ).

Preuve du lemme:

On identifieE a son image darG. Soit f c E une facette de dimension maximale. So# f. Pour touty € E, le
segmentx, y] est contenu dang. Commef est une facette maximale & ce segment doit rester, au voisinagexde
dansf. Donc [x,y] c Vect(f). Ceci prouve qu& c Vect(f).

A présent, soiy c Vect(f) une facette qui n’est pas incluse ddfsnontrons qu'’il existe un muvl tel queE|Mg.
Soitx € f,y € g CommeE est fermée, il existe € [x,y] tel que [x,y] N E = [X, Z]. Quitte a déplacer le point
dansf, on peut supposer queest dans une facettec Vect(f) de dimension dimf() — 1. Il existe un mumM tel que
h = M n Vect(f), vérifions queM convient. S'il existait un poina € E tel quex|Ma, alors le segmenta] 7] serait
inclus dan<. Mais il existe au plus deux facettes de dimension dinrfcluses dans Vect] et contenant dans leur
adhérence, par le lemme 4.1.7. Qs et [a, Z] coupent deux telles facettes distinctes. Ceci prouve qu'il y en a deux,
et qu’elles sont dank. Mais ceci contredit la définition decar I'adhérence de leur réunion contient un voisinage de
zdans Vectf) inclus dan<E. ]

4.1.3 Intersection de deux appartements
Proposition 4.1.9. L'intersection de deux appartements A et B est une partie close de A et de B.

Démonstration:

Soit f une facette maximale daken B, c’est a dire une facette qui n’est incluse dans I'adhérence d’'aucune autre
facette incluse dan& N B. Montrons queA N B c (f)a.

Soit g une facette dané N B. Soientl's = ay, ...,ak etI's = by, ..., b deux galeries minimales dea g, I'une
dansA I'autre dansB (deux galeries minimales entre deux facettes ont forcément la méme longueu) =S¢af =
ds, ..., d; = by) une galerie minimale de; ab; etZ un appartement la contenant. OniaA b; = f puisquef est une
facette maximale dansn B, et toutes les chambres decontiennent .

Soitp = paa,, p(I's) st une galerie minimale entfeet g dansA. Si ¢ est 'isomorphisme d& sur A fixant ay,
les murs séparamt, etp(b;) sont les images pardes murs d& séparang; etb;. Si M est un tel murM ne sépare
pasf etg puisquef c M. Doncg c M, sans quoi une des galeriEg ou p(I'g) traverseraitM et ne serait donc pas
minimale. Il reste donc a prouver que l'intersection de ces murd ggtou de maniere équivalente, que I'intersection
des murs d& traversés pat est(f);.

Soit S le systeme générateur du groupe de CoxXétete Z formé par les réflexions selon les cloisonsagdeSoit
| c Sletype def, W, =< | > le fixateur def dansW. SoientMy, .., M, les murs traversés pa#, o, ...,0q les
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réflexions correspondantes,\gtle groupe qu’elles engendrent. Il &t de montrer quéJ = W,. Pour commence
o1 € | puisqueM; est un mur dey et queo; fixe f. Notonss; = o;. Ensuite, on @, = 01 0 S 0 01, avecs; € S.
On constate alors que fixe f. En continuant ainsi jusqu'@;, on constate qub =< s;, S, Ss, ..., § > oU less son
des eléments d8 qui fixent f, c’est a dire des élements tell ne reste plus qu'a prouver que chaque élémeni
apparait dangsy, ..., §}. Soits € |, supposons par I'absurde qae& {si, ..., §}. Soith la facette de typé — {s}, c'es!
une facette strictement plus grande duet elle est fixée par toutes lgs Elle est donc fixée par toutes les mais
ceci entraine quie C a; A by, et cela contredit I'hypothese de maximalité $ur

Nous avons ainsi prouvé géen B c (f)a. On peut conclure par récurrence sur la longueleA.

Sil = 0, alorsf est une chambre. Il est alors bien connu que dans cé\cag est 'adhérence d’'un ensemble
chambres, et que toute galerie minimale entre deux chambresidest incluse dana N B. DoncA N B est clos.

Sil > 0, utilisons le corollaire 4.0.4 pour trouver un appartenf@rdontenant un demi-appartementAdélimité
pard; A d; ainsi qued; etd,. Cet appartement contient le mur Aaléfinit pard; A dy, il contient donc en particuli
(f)a, doncAn B. DoncAn B = (AN A;) N (BN Ap). Par hypothése de récurrenée) A; et A; N B sont deux partie
closes de\;, donc AN Ay) N (BN Ap) est close dand;. Mais il existe un isomorphisme dg surA qui fixe AN Ay,
donc en particulierAn A;) N (BN Ag), ce qui conclut la preuve. ]

4.1.4 Isomorphisme entre deux appartements

Proposition 4.1.10. Soient A et B deux appartements, alors il existe un isomorphism& — B fixant An B. De
plus, siy : A — B est un isomorphisme fixant une facette de dimension maximale:d Alorsy fixe An B.

Démonstration:

Par 4.1.9 et 4.1.6A N B est un complexe de chambre. Sttine chambre dé& n B. SoientC et D des chambre
deA et B, respectivement, contenahtSoitZ un appartement contenadty D. En composant un isomorphismeA
surZ fixantC puis un isomorphisme d& sur B fixant D, on obtient un isomorphismg: A — B fixantd. Montrons
que¢ fixe AN B.

Le dernier point de la proposition 4.1.5 montre quer B c (d)a et An B c (d)g. Or ¢({d)a) = (d)g, d’'ou
¢(AnN B) c (d)s. Comme(d)g est un complexe de chambre "au plus mince”, par 4.1.7, etpdneuit un morphism
injectif entreA N B et(d)g le "lemme fondamental des immeubles” 4.0.5 montre gjfire AN B. |

4.2 Chemirees

La notion de cheminée permettra d'utiliser pleinement le théoreme 4.5.2 (ci-dessous). Nous en donno
définition ainsi que les propriétés élémentaires. On suppose dorénavaneguafine.

Lemme 4.2.1. Soit ALJn appartement, c une facette defAine facette d&. Alors les points de ¢ + f3 restent
distance bornée deicf . De plus, si d est une autre facette dejAine autre facette dételles que Qd+g) c Cl(c+ fj,

alorsgc f.
Preuve du lemme:
Soit{aj}iciuy des formes fines surA telles qued@i}iciuy SOit une base du systeme de racineddwecf = {@; >
0,:@;=0,i€l, jeJettelles que les murs dede direction ket; sont lesy; *({n}) pourn € Z. Alors :
c+fciey> infe(ai), ajeaj(c),icl, jedycla=n, ieje[n,m],icl, jed)

en appelant, poure | L J, n; la partie entiere de iga;) et pourj € J, m; le plus petit entier supérieur & si;).
Le troisieme ensemble est une intersection de demi-appartements donc une partie close, donc ccnftiéﬁu

Il est de plus égal & + f avech = {ai = i, a; € [nj, mj]}. Comme{@i}iciu €St une base & et gu’elle reste borni
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surb, on déduit qué est borné. Mais est également borné, on voit alors facilement que les poinks+dé sont
distance bornée de+ f. Et ceci reste en particulier vrai pour les points decGl(f).

Maintenant sij ¢ f, cela signifie qu'il existe/ € g\ f. Alorsd(v, f) > 0. Pourx un point ded, les points de |
formex+ AV sont dans CH{ + g) et peuvent &tre rendus arbitrairement éloignés-gé, carc est borné. Ceci contre:
que Cld + @) c Cl(c + f). o

Définition 4.2.2.
— Une cheminée dans un appartement A est une partie de A de la form€IR + fﬁ, ou c est une facette
A et f une facette dé. La facettef est uniguement déterminée par R d’aprés le lemme 4.2.1, on I'app
direction de R.

— Soient R et Rdeux cheminées. On dira qué &t une sous-cheminée de R lorsqueRR. On dira que Res
une sous-cheminée pleine, abrégé en scp, lorsque de plus’' RmetIR méme direction e ff(R) = Aff(R').

On abrége de la méme maniére sous-cheminée pleine et sous-cone paralléle, mais les deux notions on
le méme sens, I'une dans le cadre des coffeses et I'autre dans le cadre des cheminées.

Proposition 4.2.3. Soit R= Cl(c+ fj une cheminée dans A, soit d une facette de A incluse dans R. Mdns@lc R,
c’est donc une sous-cheminée de R.

Démonstration:

Soit D un demi-appartement decontenanR, montrons qu’il contiendl + f. Ceci n'est pas tout a fait évident
d, et doncd + f n’est pas forcémentincluse dans f Soita € A", k € Z tels queD = D(a, k) = {x € Ala(X) > k.
Nous savons déja qukc R ¢ D. SoitV € f, x € d, montrons ques + V € D. Dans le cas contraire, nous auri
a(X) > keta(x+V) < k, d'ou@(V) < 0. Choisissons alors un point quelconguec, on aurax(c) > k carc c D, mais
a(c + AV) < 0 pourd un réel assez grand. ceci contredit le fait quef ¢ D. Doncx + V € D. ]

Le lemme suivant permet dans certains cas de se ramener a des cheminées dont la base est une chaml

Lemme 4.2.4.Soit R= CI(x + f3 une cheminée. Soit ¢ une chambre dont I'adhérence contient x,=etdc + fj.
Alors toute sous-cheminée pleine ded@ntient une sous-cheminée pleine de R.

Preuve du lemmeSoitR; = Cl(y + f3 une scp dd;. Le cdney + f* contient une sciR de R, et pour montre
queR’ c Ry, il suffit de prouver qu’aucun mur dont la direction contiéne sépare strictemeRtdeR;. SoitM un
tel mur. CommeR et R} sont deux parties incluse daRs = Cl(c + fﬁ, si M sépare strictemefi deR;, alorsM doit
séparer strictement deux partiesale f Mais c’est impossible pour un mur dont la direction contient |

Définition 4.2.5. Soit R= Cl(c + f) une cheminée. Une demi-droite caractéristique de R est une demi-&l e
I'extrémité est dans c et dont la direction est incluse dafjen particulier,d c R).

RemarqueSi ¢ est une demi-droite, alors @G)(est une cheminée dofiest caractéristique.

Proposition 4.2.6. Soit R= Cl(c + f3 une cheminée dans un appartement A. &oite demi-droite caractéristique
R. Alors :

— R=CI(¥)

— Aft(CI(6)) est I'intersection des murs contenant

— Si¢’ est une demi-droite incluse dafisalors Cl©’) est une scp de R.
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Démonstration:

Pour le premier point, la proposition 4.2.3 prouve quesT R. Pour montrer I'autre inclusion, sdi? = D(«, k)
un demi-appartement contenaftmontrons qu'il contienR. Soit x le sommet des, § sa direction, de sorte que
§ = X+ 6. Le fait quex est dans prouve queD contientc. Et le fait queD contient une demi droite dirigée péar
prouve quex(3) [0, co[. Mais 3 est inclus dang, ete est une racine, d’oi(f) c [0, oo[. On obtient alorg + f ¢ D,
douRc D.

Pour prouver le second point, sd¥ls I'ensemble des murs contenantSoit M € Ms, alorsé est dans les deux
demi-appartements délimités plr, donc CI¢) est dans l'intersection de ces deux demi-appartements, c'est-a-dire
dansM. Ceci prouve que &(CI(5)) € Nmep, M.

Pour l'inclusion réciproque, comme la répartition des muré\asest discrete, il exist& € 6 qui n’est inclus dans
aucun autre mur que ceux @d;. Soite la distance minimale entreet un mur n’appartenant pasis, on ae > 0
encore par la répartition discrete des murs. Alors la boule @aps,, M de centrex et de rayore est incluse dans
Cl(6), ce qui prouve qu€\yep, M c AfF(CI(6)).

Enfin pour le troisieme point, il faut montrer queffCI(5)) = Aff(ClI(¢")). Ceci provient directement du point
précédent. O

RemarqueGuy Rousseau définit les cheminées comme I'enclos datisne demi-droite, et d'un germe de seg-
ment de méme origine. Dans le cas d’'un immeuble ou les murs sont répartis de maniére discrete, c’est une définition
équivalente au vu de la proposition qui précede.

Ainsi, une cheminée peut-étre caractérisée par une demi-droite. Nous allons maintenant voir qu’'une demi-droite est
incluse dans une galerie tendue, ce qui permettra de ramener les raisonnements sur les cheminées a des raisonnemen
sur les galeries tendues.

Proposition 4.2.7. Soité une demi-droite et s son origine, éwn segment et s une extrémitésdélors pour toute
chambre g contenant s dans son adhérence, il existe une galerie tendue commencagttpatenanty dans son
adhérence. De plus, 'adhérence de toute chambre ou cloison de cette galerie rercontre

Démonstration:

Soit M I'ensemble fini des murs contenantSoit E l'intersection de tous les demi-appartemeB{dv, c,) pour
M e M. La demi-droites est incluse dank. Elle est découpée en segments d'intérieur non vide (pour la topologie
induite surs), et chacun de ces segments est inclus dans une unique chambre fermée inclisekadket, si un
tel segment est inclus dans deux chambres, alors il existe utMa@parant ces chambres et contenant ce segment.
Comme le segment est d’'intérieur non vitkecontients, doncM € M, donc au plus une des deux chambres est dans
E. Soient (k)kev CE€S Segments, rangés de maniere que le sommesdit danslg et quevk, Iy N ly1 # 0. Soient
(ck)kery les chambres correspondantgsest bien la chambre donnée dans I'énoncé. RoalN, soitI'y une galerie
minimale entrec etcy,.1. C'est une galerie incluse daiscar E est clos. On définit enfili comme la concaténation
desI'kx auxquels on a retiré leurs dernieres chambres, c’est &dirgoour éviter qu’elles n’apparaissent deux fois de
suite. Cette galerie contient biénil reste a vérifier qu’elle est tendue.

Remarquons pour commencer que puisfue E, les murs deM ne séparent pas les chambred'dSupposons
gu'il existe un murM coupant deux foi§’, entred; etd, puis entree; ete;. Il existek etl tels qued; U d, c Tk et
e; U e c I. Toutes les chambres @ig contiennent dans leur adhérence le poinkdely, 1, doncM contient aussi ce
point. De mémeM contient le point dé, N 1,,;. Mais M ne peut contenir deux points distincts Alssans contenia,
donck = I. Alors M coupel'k deux fois, mais c’est impossible puisglieest une galerie minimale. |

4.3 Inclusion d’'une partie d’'appartement et d’'une chambre dans un appartement

On suppose dorénavahtmunit de son systeme complet d’appartements.
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Considérons une galerie tendlie= ¢, ..., ¢, de longueum. Soit A; un appartement contenacy, le but est
d’étudier quelles parties d& sont incluses dans un appartement contenant égalesnedh peut supposer qu
n'est pas dangy. Soit M; le mur deA; contenant la cloisor; A c,. Alors d’aprés le corollaire 4.0.4, chacun des
deux demi-espaces dg délimités parM; est inclus dans un appartement contenant égalemeSoit A, un tel
appartement contenant un demi-appartememntdet c,. On définitM, comme étant le mur d&; contenant la cloison
C2 A c3. Alors chacun des demi-appartement®d@eut étre inclus dans un appartement contecamlais ces demi-
appartements contiennent en quelque sorte des quarts d'apparterdgntatecontinuant ainsi jusqu’au bout de la
galeriel’, on prouve la:

Proposition 4.3.1. Soit A un appartement et ¢ une chambre. Soit n la longueur minimale entre une chambre de A et c.
Alors il existe un découpage c P(A) de A en2" parties fermées, (certaines pouvant étre vides) tel que :
— P est obtenu en coupant A en deux le long d’'un mur, puis en coupant chacun des demi-appartements obtenus
encore en deux le long d’autres murs, et en répétant cette opération enedéais
— chaque élément d@ est inclus dans un appartement contenant également c.

RemarqueCette proposition est vraie dans un immeuble quelconque.

Voici deux résultats qui seront tres utiles par la suite directement obtenus grace a cette proposition.

Corollaire 4.3.2.
— Soitl" = ¢y, ¢y, ... une galerie tendue infinie. Soit d une chambrefddlors il existe p € N et un appartement
A contenantd et tous leg jgour i > n.
— Soit f une facette de quartier, et c une chambre. Alors il existe un scp de f qui est inclus dans un appartement
contenant également c.

Démonstrationil suffit de remarquer que &i est un appartement contendhsi M est un mur dé alors un des
deux demi-appartements dedéfinis parM contient tous les; a partir d'un certain rang, car une galerie tendue ne
peut étre coupée deux fois par un méme mur. Et de la méme maniBregstientf, alors un des demi-appartements
définis parM contient un scp dé. O

Nous voulons maintenant préciser la proposition 4.3.1, en déterminant certaines zérgs deront obligatoire-
ment incluses dans un élément de la partiforiPour cela, il s’agit d'identifier des parties éequi ne seront jamais
coupées par un mur "séparaktiec’. Commencgons par donner un sens précis a ceci :

Proposition 4.3.3. Soit Ae A, soitl" = (¢)i) une galerie tendue telle queg € A, avec | un intervalle d&! contenant
0. Soit Z un appartement contendntet¢ : Z — A un isomorphisme fixanpcSoits une partie de A, connexe,
contenant g, telle qu'aucuny(M) pour M un mur de Z traversé parne sépare strictement deux pointsale

Alors il existe un appartement contenan{§}Iu T

Démonstration:

On construit par récurrence une suite d’apparteméfis (telle que pour toute |, on aitBUucoUci U...UG C ;.

Pouri = 0, Yo = A convient. Supposons a présafitonstruit, aved € | tel quei + 1 € . Soit M; le mur deY;
contenant; A ¢i;1. Si nous prouvons quig; ne coupe pag alors ceci entrainera qeJ ¢ U ... U ¢ € D(M;, ¢), et
le corollaire 4.0.4 prouvera I'existence d’'tfn; convenable.

Supposons par I'absurde qivk rencontrgs. Soity; : Y; — Alisomorphisme fixang (il est unique cag contient
la chambrep). Alors yi(M;) rencontrg3. Mais yi(M;) = ¢ o yi(M;), ouy; : Y; = Z est l'isomorphisme fixanty. Et
¥i(M;) est un mur d& coupant. Ceci contredit les hypothéses, et prouve donc I'existencé, de

Chaquey; contient en fait C|§), carANY; est une partie close. Et @G)est égal a I'adhérence de I'ensemble de ses
chambres car il contient une chambre. A présent, pour tout tiipied) de chambres incluse dans gIQU T, il existe
Y; contenant U d U e. Ceci prouve, en utilisant le corollaire 4.0.3 I'existence d’'un appartementtenant Cif) UT..
]

Passons a présent a quelques situations particulieres ou s'applique ce résultat.
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Définition 4.3.4. Soit A un appartement étun cone inclus dans une facette AleSoits = a+ & un cone de direction
6. On appelle base d& et on note £) I'intersection des et des demi-appartements contenant un voisinage de a pour
la topologie induite sub.

Cette définition est indépendante de I'appartemdarintenand choisi. De plus, comme les murs Aeont répartis
de manire discretdy(s) contient un voisinage dgpour la topologie induite sut. En particulier, la base decontient
une basefline de Afg(6), pour tout appartemeit contenant. Dis autrement, £g(b(5)) = Affg(6). Enfin, b(s) est
inclus dans une facette de

RemarqueCette définition sera réutilisée en 6 pour définir la topologie sur I'immeuble compactifié.

Proposition 4.3.5. Soit A un appartement,une facette dé non triviale, ac A, on notes := a+ 6. Soit b la base de
6. Soit B un autre appartement contenant byet A — B un isomorphisme fixant b. Soit x une facette de B incluse

2u

dans a— J(&A) et telle qu’aucun mur dont la direction contieihe sépare strictement a de x.

Alors pour toute chambr€ c A incluse dans?, il existe un appartement Z contendat C) U {x}.
En particulier, pour tout point t dé?, il existe un appartement contenantt, a et x.

Remarque:

— ¥(6) et(/?(g) sont indépendants du choix dge

— Commeb c AN B contient une baseflane des, on a en fai6 ¢ An B. Cependant, pour les démonstrations de
cette sous-partie, il me parait plus clair de ne pas faire cette identification, c’est-a-dire de distidgyés).

— Dans la suite, on pourra notef = a— 3 le cdne opposéd, et de maniére généralefsest un cdne ne contenant
pas de droite- f = s(f) — f,

Démonstration:

Soitcy une chambre d&, coupant + C et dont I'adhérence contieht SoitT" = c, ..., G Une galerie tendue entre
Co et x. Si Z est un appartement conten@inety, : A — Z un isomorphisme fixarti, alorsx est une facette d&, les
seuls murs d& dont la direction contienﬁz(g) et qui séparerd de x contiennent ou x, et enfinx € —yz(6)*. On est
ainsi ramené au cas ou l'intersection des deux appartements considérés contient la chambre

SoitB = (a+ C) U co, C’est un connexe contenaayt il faut maintenant vérifier que pour tout mmt deT, Y71 (M)
ne coupe pag. SoitM un tel mur. Alorsy;*(M) sépare strictemeg etx, donc coupe-6*. Si en plusy;*(M) coupe

. =4 . . . s . . . 2 . .
B alors il coupea + C donc en particulier 'intérieur d&*. Ceci impliques c y;*(M) puisé c M. Mais alorsx ¢ M
oua e M. Le premier cas est exclus dslr sépare strictementde co. Quand au second cas, il impliqgiiec M, ce qui
empéche qu& coupea + C. O

Dans la variante suivante de ce résultat, on veut obtenir un appartement cotenaxt Pour cela on peut
renforcer I'hypothese sur les murs dont la direction conteen imposant par exemple que les seuls murs séparant
b de x contiennentx. Cependant, nous nous contenterons de I'hypotRése-y(5), qui présente I'avantage qu’en
poussant un tout petit peu le raisonnement, on arrive a trouver un appartement contenant non seguiearsen fait
&* U —y(6). Ceci donne le résultat :

Proposition 4.3.6. Soient Ag, a, b, B,y comme précédemment.
Alors il existe un appartement contenaijtu —(s)

Démonstration:

On commence, comme pour la preuve précédente, par se ramener avdcaBarontient une chambre. Soient
etd deux chambres contenantincluses respectivement dafA®t B. SoitA = d, d, ..., dk, C une galerie entrd etc.
En utilisantk + 1 fois le corollaire 4.0.4, on trouve une sudg = B, By, ..., Bx;1 d’'appartements tels qui c B; (en
notantdy = d etdy;1 = ¢) et tels queB; N Bj,1 contient un demi-appartement délimité par le Mjrde B; contenant
di A di;1. Or ce mur contienb, on vérifie alors par une simple récurrence que pour itoM; contient—y(5). Soit
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Z = By,1 : cet appartement contieaty(s) et une chambrede An Z. Soit¢ : Z — Afixantc, alors—y(8) = —¢~(6).

Soitl une demi-droite dan& passant paa, dont la direction est intérieure%i’*l(g), et dont I'origine est danis.
Elle est donc incluse darsy(5) U b. SoitT" = (G)iey Une galerie tendue le long dedonnée par la proposition 4.2.7
telle quecy = c. Soitg = Cl(coUd,) € A. Pour pouvoir appliquer la proposition 4.3.3, il nous reste a prouver que pour
tout murM traversé parF, (M) ne coupe pag.

Soit M un tel mur, il coupé sans la contenir, doriaz M, d’otl (3*1(3) NM=0etM ne peut coupais’*l(g*).
NotonsM* et M~ les deux demi-appartements dedélimités parM en choisissan«ff*l(g*) c M*. SoientM* et
M~ les demi-appartements decorrespondants, nous avons alogsc M*. Passons du cdté de: nous savons que
Co C ¢(M*) ets* ¢ F(M*). Doncp c Cl(co + 5*) C #(M*). Ainsi, $(M) ne coupe pas.

D’apres la proposition 4.3.3, il existe un apparteméobntenan8UT. Alorsl c YN Z d'ou CI(l) c Y N Z. Mais
CI(l) > —¢~1(6) : c’est une conséquence de la proposition 4.2.6 (en fai} € egal & la cheminée b — ¢-1(5))).
Comme-¢~1(5) = —y(0), la proposition est prouvée. |

4.4 Retractions par rapport a deux chambres adjacentes

Nous étudions ici comment change une rétraction lorsqu’on remplace la chambre de base par une chambre adja-
cente.

Proposition 4.4.1. Soient ¢ et ¢, deux chambres adjacentes dans un appartement A. Soit f la claisoc,@t M le
mur de A contenant fg la réflexion selon M. Soient encqeg = pc, a €tp2 = pc,.a. Alors pour toute chambred 7,
= p2(d) = pa(d) ou bienp,(d) = o o p1(d).
— Sip1(d) est du méme cdté de M queadors po(d) = p1(d).
— Sip1(d) est du méme cdté de M quealors les deux possibilités peuvent survenir, et gn@) = p1(d) si et
seulement sicest dans I'enclos de d et.c

On peut aussi énoncer un résultat un peu moins précis mais plus clair :

Corollaire 4.4.2. On reprend les hypotheses de la proposition. Aja&) = p1(d) si et seulement si il existe un
appartement contenani,cc, et d.

Remarquele sens= du corollaire est de toute fagon une conséquence directe de la définition d’'une rétraction.

Démonstration:

Soit B un appartement contenasitetd, soit¢ : B — Al'isomorphisme fixant;. Alors p1(d) = ¢(d).

Si p1(d) est du méme coté dd quec; alorsd est du méme coté de (M) quecy. En vertu du corollaire 4.0.4, il
existe un apparteme#tcontenantl, c; etcy, ce qui prouve qup;(d) = p2(d).

Dans l'autre situation, appelog$ la chambre adjacenteca le long def dansB. Cette chambre), est donc dans
I'enclos dec; et ded. Sic), = ¢, alorscy, ¢, etd sont dans un méme appartement, dog(d) = p2(d) etc, est bien
dans I'enclos de; et ded. Il ne reste donc qu’a veérifier que & # c, alorsp,(d) = o o p1(d) etc, n'est pas dans
I'enclos dec; etd. Le deuxieme point est prouvé car nous disposons d’un apparteBiguai,contientc; etd, mais
pasc, sans quoi il y aurait trois chambres contenfiaiansB.

Pour prouver le premier point, constatons que la formpu(®) = o o p1(X) est vraie lorsquel = c,. Soit B* le
demi appartement délimité par‘(M) et contenant),, donc égalemerd. Par le corollaire 4.0.4, il existe un autre
appartemenB’ contenanB™ etc,. Si¢’ : B’ — Aest I'isomorphisme correspondant, alpg$d) = ¢’(d) et I'égalité
p2(C2) = o o p1(Cy) devienty’(c;) = o o ¢(C2). Restreignons o ¢ et¢’ a B* : nous obtenons deux morphismes de
complexe de chambre injectifs @ dansA, qui coincident ert,. CommeB™ est convexe, ceci entraine qéeet
o o ¢ coincident suB*. O
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4.5 Inclusion de deux galeries tendues dans un appartement
45.1 Le theoreme

Définition 4.5.1. SoitT" = (ci)ic; une galerie. Une sous-galerie deest une galerie obtenue en enlevant un nombre
fini de chambres &. Dans le cas ou k N et ouI” est tendue, une sous-galerieldest donc de la formé;)ii, pour
unip € N.

Théoreme 4.5.2.Soienfl” = (¢)iav €tA = (di)iey deux galerie tendues. Alors il existe une sous-galeri€ deune
sous-galerie dé qui sont incluses dans un méme appartement.

Démonstration:

Notations :

Soit A un appartement contendntPouri € N, soitp; = pg.a, Mi le mur deA entrec; etci,1, o la réflexion selon
M;, de sorte que pour toutet pour toute chambrede 7, on a en vertu de la proposition 4.4i.1(c) = pi(c) ou
pi+1(C) = o o pi(c). Remarquons que par continuité gde;, la méme formule s’applique pour le calcul gig; pour
deux chambres adjacentes, sauf dans le cas ou ces deux chambres sont projet&ses gas chambre adjacentes a
M;.

Choisissons un point spécial 0 pour identiffeet A. Quitte & réduird’, cette galerie est incluse dans une cham-
bre vectorielleC. Grace a la proposition.d1, on voit que, quitte a la réduire, la rétraction d’'une galerie tendue est
une galerie tendue. En particuligf(A) est incluse a translation prés dans une chambre vectorielle. ChoisBsons
une chambre vectorielle a distance maximal€dmntenant un translaté ggA). Notons enfirs; la distance entre la
chambreC etD;. Comme le complexe de Coxeter vectoriel est finiglesont majorées par une certaine constapte

Plan de la preuve :

Pendant cette démonstration, nous allons étudier enggpeiut diférer dep;.1. Nous verrons qu'il y a trois cas a
distinguer : soip; etpj.1 coincident sur presque toutes les chambres,dmit elles dfferent sur un nombre infini de
ces chambres ét.1 > §;, soit elles dfferent sur un nombre infini de ces chambre.gt= 6;. Nous allons commencer
par traiter le cas ou seul le premier cas intervient (lemme 4.5.4). Ensuite, nous allons vérifier que les trois cas cités
sont dfectivement les seuls possibles, nous en profiterons pour analyser un peu plus en détail le deuxieme cas (lemme
4.5.5). Alors nous verrons qu’on peut réduit@our se ramener a une situation ou le deuxieme cas n’apparait pas,
puis qu’on peut la réduire une seconde fois pour que le troisieme cas n'apparaisse plus non plus.

Lemme 4.5.3. Supposons que pour toutiN et pour toute chambre d d& p;i(d) = pi;1(d) = p(d). AlorsT etA sont
dans un méme appartement.

Preuve du lemme:

Par le corollaire 4.4.2, pour toute chambrée A et touti € N, d, ¢; etci,1 sontinclus dans un méme appartement.
Par ailleurs, quitte a réduirk, on peut supposer queest incluse dans un appartement contenant ayskiegalité
desW-distances(a, ¢) = §(a, b)s(b, c) est alors réalisée dans le cas{alb, c} = {c1,d,d’}, avecd,d’ € A, etdans le
cas ol{a, b, c} = {c¢j,ci;1,d}, aveci € N etd € A (et bien sUr aussi dans le ca@gsb, c} c T ou{a, b,c} c A). Le cas
{a,b,c} ={ci,cj,d},i, j e Netd € A, s'obtient aisément par récurrence furj|. Le dernier cas est, b, ¢} = {d,d’, ¢}
avecd,d’ € A, il se traite a partir des cas précédenigd, d’) = 6(d, ¢1)d5(cy, d’) = 6(d, ¢)d(ci, c1)d(ca, ¢)d(ci, d’) =
é(d, ¢)s(ci, d).

Il ne reste plus qu'a appliquer le théoréme 4.2t A sont incluses dans un méme appartement. O

Lemme 4.5.4.Supposons que pour toupi(d) = pi+1(d) = p(d) pour toutes les chambres d desauf un nombre fini.
AlorsT etA sont incluses dans un méme appartement.

Preuve du lemme:
Nous allons construire par récurrence une sous-gaiée A telle que le lemme 4.5.3 s’appliqud’atA’. Plus
précisément, nous allons construire pour foeilN une sous-galeri&; deA telle quevk < i, ¥d € Aj, pk(d) = p+1(d).
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Pour des raisons techniques, nous allons imposer en outrg (@ue= p1(A;j) est une galerie tendue. Ensuite, nous
vérifierons que la suiteX{) est stationnaire a partir d’'un certain rang, alors la "limite” de cette suite conviendra.
Commencons par choisir poss une sous galerie dé telle queoi(A;) est tendue. Supposons ensuite constriite
et construisong;,1. Supposons qu'il existdy € A; tel quepi;1(dk) = i o pi(dk). Par la proposition 4.4.;(dk)

est dans le demi-appartemef{M;, ¢i.1). Comme par hypothése seul un nombre fini de chambisA vérifient
pi+1(6) = o o pi(e), il existed, € A; tel quepi;1(d) = pi(d). Nous pouvons choisik et d, adjacentes, c’est a dire

I = k+ 1. Alors pi(dk), oi(d) = pir1(d), piz1(dk) est une galerie de longueur 2 daiysdoncd(o;(dk), pi+1(dk)) < 2.
Mais pi;1(dk) = ai(oi(dk)) doncd(oi(dk), pi+1(dk)) est impair. En ffeto; induit une involution sur 'ensemble des murs
séparanp;(dy) et pi+1(dk), et cette involution n’a qu’un point fixéylj, car un mur stabilisé par; ne peut séparer un
point et son image par;. Il y a donc un nombre impair de murs séparady) et pi.1(dy).

Ainsi d(oi(dy), pi+1(dk)) = 1, les deux chambres(dy) et pi+1(dk) sont de part et d’autre dil;, et pi;1(dk) =
pi+1(d) = pi(d). Commep;(A;) est tendue, elle ne peut coupgdr une autre fois k etl sont donc les seuls indices
adjacents tels qu&,1(dk) = o o pi(dk) etpir1(d) = pi(d). Nous en déduisons que la premiéere formule est vraie pour
tous les indices inférieurslq et la seconde pour tous les indices supérielréas particulier] = k+ 1). Nous avons
donc une description précise de la situation : une partie finig (@8 est dans le demi-appartemef{M;, ci;1), et
C'est précisément cette partie qui va étre déplacée lors du pasgage @n posei;,1 = (d;)j=«, et cela conclut la
construction de la suite\().

Il reste a vérifier qu'au cours de cette construction, il n'y a qu’'un nombre fini d’étapes ou on a réellement retiré des
chambres @, pour obtenirA;,;. Soitl I'ensemble des indicdstel queA;,; est diférent deA;. Nous allons montrer
qu'il ne peut y avoir deux indiceiset j dansl tels queM; = Mj, ce qui prouvera qukest fini puisque I'ensemble des
murs vectoriels est fini. Supposons par I'absurde I'existence dedeis aveci < j. Lors de la construction d&;, 1,
on a fait en sorte que;1(Ai+1) soit inclus dan®D(M;, ¢;). Commel est tendue eMi = M,—, D(Mi, c) € D(Mj, c)).
D’aprés la construction, la galefig(A;) est une sous galerie @ggA;), elle est donc incluse dad3(M;, ¢;). Mais cela
implique alors que;j,ia; = pjja; €t cela contredit le fait quge I. |

Lemme 4.5.5.Soit i € N tel que quep; # pi+1 pour un nombre infini de chambres deSupposons; < 6i,1.
Alors §; = 6i;1 et on peut supposer;l} = D;. De plus;(A) reste a distance bornée de M

Preuve du lemmeCommep;(A) est tendue a partir d’un certain rang, on.a(d) # pi(d) pour toute chambre de
A & partir d’un certain rang.

Tout d’abord p;(A) est a partir d'un certain rang dans le demi apparterfi¥M;, i, 1).

Par allleurspi,1(A) est a translation prés dans la cham@iD;), doncd(C, D;) > d(C, #(D;)). Cela signifie que
M sépareC et D;. Mais M; est un translaté dil; dans la direction d€. (Pour resumer les placements deéentes
parties étudiées par rapport aux deux mMiset Mi, on peut noter T, Ci,1, i (A)l'\"ici|'\ﬁi Di, ot |M symbolise le mur
M.) Le point qui nous intéresse est celui-ci : un translatg; @€ est dan®>(M;, ¢i,1) donc dani)(l\ﬁi, C) et un autre
translaté est dari3; donc dans-D(M;, C). Cela implique quei(A) reste a distance bornée Nk, au sens ol il existe
un majorant a la distance entre une chambreog@) et M;.
Alors 2M est un majorant de la distance entr@l) et p;.1(d) pour les chambred € A. Ceci implique que;,1(A) est
incluse a translation prés dans la méme chambre vectoriellg (\ec’'est-a-dire danB;. Mais comme$i,; < 6;, on
trouve que&i.1 = 6 et on peut choisib;,; = D;. |

Fin de la démonstration de 4.5.2 :

Lorsqueo; = pi+1 pour presque toutes les chambres\dé est clair quey; = 6,1, et qu’'on peut choisiD;,1 = D;.
Lorsquep; # pi+1 pour un nombre infini de ces chambres, nous venons de voifiqug ¢6; implique ques;,; = §; et
gu’on peut encore supposBr,; = D;j. Donc la fonction +— §; est croissante. Comme elle est bornéedaay, elle
est constante a partir d'un certain rang. Quitte a raccolir@n peut la supposer constante. Nous sommes alors pour
touti soit dans le cas de lemme 4.5.5, soit dans leocasp;,1 pour presque toutes les chambres\d&n particulier
on peut supposer que pour toub; = D;. Il s’agit bien sir de se ramener a présent au cas du lemme 4.5.4.

SoitF la facette vectorielle égale a I'intersection de tous les murs vectoriels a distance bornée desqpe(a)este
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Soit M I'ensemble des murs vectoriels contenlansoitW! = {w € W|wF = F}. Nous allons montrer que pour tout
i, M est égal & I'ensemble des murs a distance bornée desquels; (aste

Commencons par= 1. SoientMy, .., M les murs & distance bornée desquels regi®), il s'agit en fait de vérifier
queM = {My,..., My}. Soientas, .., ax des formes linéaires tels q; = keraj. SoitM = kera un mur dansM.
Alors o est combinaison linéaire deg. Mais chaquerj est bornée sys1(A), donca est également bornée sur(s),
c’est a dire que,(A) reste a distance bornée ik

Supposons a présent le résultat vrai au rar®j p; etp;.1 ne diférent que sur un nombre fini de chambres\de
le résultat reste évidemment vrai au rangl. Sinon, par le lemme 4.5.p,(A) reste a distance bornée W&, et par
hypothése de récurrendd; € M, eto; € W{. Lensemble des murs a distance bornégidg(A) est donari(M),
mais ceci vautM puisquer fixe F.

On utilise maintenant la compactification dedéfinie parF = {facettes vectorielles de Way(c'est a dire la
compactification polygonale classique). Spia projection deA sur I'espace fline Ar ~ A/Vect(lf). On prendp(0)
comme origine dan&g pour l'identifier a son espace vectoriel directeur. LensenMIg'identifie (viap) a 'ensemble
des murs vectoriel dag, WY = Stalw(F) est le groupe de Coxeter vectoriel. Lensemble des mitirses deAr est
{p(M)IM mur dfine deA etM € M}, et siM € M on notera encor® au lieu depg(M). Enfin, siw € W vérifie
w e WY alorsw agit surAr en préservant les murs, notonss GA(Ar) I'automorphisme fiine induit paw sur Ar.
(Attention : la fonctionw — W n’est pas injective et/ i'est pas forcement dans le groupe de Coxetekdg

Chaque galerig;(A) est tendue & partir d’'un certain rang, et reste a distance bornée des nidrete ne coupe
donc qu’un nombre fini de murs paralleles a un muppdeDonc a partir d’'un certain rang, sa projection sgrreste
dans une unigue chambre Ag, notons cette chambgg. Les chambres vectoriell€set D, sont également projetées
dans des chambres vectoriellesAle (de maniére pas nécessairement surjective a priori), qu’on notera éhebre
D pour simplifier. Nous avons vu dans le lemme 4.5.5 [sﬁaes’epard: et D1, Sipi+1 # pi pour un nombre infini de
chambres d&. Commel\ﬁi € M, M; est un mur dé?g, et la relation M; sépareD; etC” est encore vraie dan&e.
On a de plus dans ce cas quie; = &i(g;). Mais M; est un translaté dil; dans la direction d€, doncM; sépareg; et
D;. Ceci entraine que,1 est strictement plus proche &g queg;, au sens ou pour toute chamigrimcluse dan®;,
d(e gi.1) < d(e g).

Et s'il existei tel queg; € D4, alors la suite degi est constante polr> i. Car sigx c Dy, il nest plus possible
que My sépareD; degy, donc plus possible qu:1 = o«(gk)-

Nous avons donc prouvé que la suitp) est finalement stationnaire. Nous pouvons raccolircie sorte qu'elle
soit complétement stationnaire. Cela implique que pouritgut# pi.1 Seulement pour un nombre fini de chambres
deA. Mais c’est précisément la situation du lemme 4.5.4, ce qui conclut la déemonstration. O

4.5.2 Congquences

Nous voici en mesure d’énoncer les résultats les plus forts de cette partie. Nous allons voir par exemple qu’étant
donnés deux conedfmesf etg, il existe un appartemem contenant non seulement des sous-cdnes paralleles de

f etg, mais encore un "épaississement” de ces sous-cones paralleles. Précigéometiiendra des cheminées de

directionf et g, contenant des scp deetg et dont les bases sont des chambres (4.5.7).

Pour commencer, le théoréme permet de prouver que deux demi-droites peuvent étre réduites pour étre incluses
dans un méme appartement :

Proposition 4.5.6. Soient; ets, deux demi-droites. Alors il existé etd;, deux demi-droites incluses respectivement
dansé; etd, et un appartement Z tel qué U 6, C Z. Des lors, Z contient @) U CI(5%).

preuve :Cela découle de la proposition 4.2.7 et du théoreme 4.5.2 O

Ceci permet de traduire le théoreme en terme de cheminées :
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Proposition 4.5.7. Soient R et R deux cheminées, dans les appartement respegtiés A. Alors il existe R scp R
et R, scp R deux sous cheminées pleines qui sont incluses dans un méme appartement.

DémonstrationSoients; etd, des demi-droites caractéristiquesRieet R;. Soit B contenant une demi-droitg
incluse dans; et une demi-droite’, incluse dans,. Alors B contient CI§’) qui est une scp dB; et CI(’) qui est
une scp dé,. O

Le méme procédé permet quelques variations :

Proposition 4.5.8.
1. Soit R une cheminée et ¢c une chambre, alors il existe un appartement contenant c et une scp de R

2. Soient deux cones=f x + f et g=y+gou f'c A etgc B sont inclus dans des facettes de Weyl. Alors il existe
un appartement contenant des sous-cones parallélesd de f et g.

3. Soit f= x+ f comme au point précédent, et soit c une chambre, alors il existe un appartement contenant c et
un scp de f.

Démonstration:

1. Soits une demi-droite caractéristique Bel” une galerie tendue la contenant dans son adhérence. D'aprées 4.3.2,
il existeZ € A contenant et une sous-galerie dé alorsZ contientc et une scp d&.

2. Soitéy = x + 61 ets, = y+ &, avecd; c f etd, c d. SoitB € A ets,, &, des sous-demi-droites dg et 5,
tels ques’; U ¢, c B. Alors Cl(¢7) U CI(65) < B. Mais nous savons que @G}) = Cl(c; + ﬁl) ouc est la facette
affine contenant le sommet dget ﬁl est la facette vectorielle contenant la directiorzﬁge:’est-é-direﬂ. Alors
f' c hy. De plus,c; contient le sommed; ded’, qui est un point dé. Donc au final, Ci¢; + ﬁl) contient un scp
s, + f de f. De méme, CIg;) contient un scp dg.

3. Ce point est semblable aux précédents.

Faisons tout de suite le lien avec les coeurs de coffiegs :

Corollaire 4.5.9. Soient fe F5 et ge Fg deux conesg@nes. Alors il existe un appartement Z contenant un scp de
6(f) etun scp dé(g).

Ceci provient du fait que Ci(f)) et Cl((g)) sont des cheminées.

RemarqueTout ceci généralise le fait bien connu que deux quartiers contiennent des sous-quartiers inclus dans un
méme appartement ([Ron89] proposition 9.5 page 121).

4.6 Sysémes d’'appartements

Rappelons que selon les conventions adoptées ici, un immeuble est muni par définition d’un systéme d’apparte-
ments, de sorte que rigoureusement, 'immeuble étudié devrait étre dénafé @8y [ n’'étant que I'ensemble sous-
jacent. Si la définition des facettes est indépendante du systeme d’appartements choisis, celle des quartiers et autres
cones lui est au contraire tres liee.

Jusqu’ici, nous avons toujours supposé guetait le systeme complet d’appartements, mais il peut étre intéressant
de noter que les résultats précédents sont encore vrais pour d'autres systemes d'appartements (la construction d’un
compactifie def ne sera cependant possible qu’en munisgadé son systeme complet d’appartements). Nous al-
lons étudier ici le cas d’'un systeme d’appartemefitgjui permet la définition d’'un immeuble sphérique a l'infini
(Z,A)>, c'est-a-dire que deux quartiers d& (A’) contiennent toujours des sous-quartiers contenus dans un méme
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appartement d&t’. Un tel systeme d’appartements pourra étre qualifié de "cohérent” ou "double” car c’est le type de
systéme d’appartement qui provient d’'un systeme de Tits double selon la terminologie de [BT72] 5.1.3.

Fixons avant tout un peu de formalisni@ ést toujours le systeme complet d’appartements) :

Deéfinition 4.6.1. Un systéme d’appartements pdur, A) est un sous-ensemhi de A tel que deux chambres de
sont toujours incluses dans un élemenifte

La proposition suivante est alors immédiatement vérifiée :

Proposition 4.6.2.
— SiA’ est un systeme d’appartements pQirA), alors (I, A’) est un immeuble.
— Soit Ae A et B une partie bornée de A. Alors il existé AA’ contenantB.

Définition 4.6.3. Un systeme d’appartement pour (7, A) est dit double, ou cohérent, si pour tous quartierse
Q2 de(Z,A'), il existe des sous-quartiers)@t Q, ainsi qu’un appartement & A’ tels que QU Q, C A.

D’apres la proposition 4.5.8, le systeme complet d’appartens@mst double.
Pour tout systéme double d’appartements, on peut définir 'immeuble sphérique a mfii)°, voir [Wei09].

On fixe a présent un systeme double d’appartements. La proposition suivante est la proposition 10.28 de [Wei09]
(ou un systeme d’appartements est par définition double, et ou un systeme "plein” est un systeme ou la conclusion de
la proposition suivante est vraie), ellffieme que le deuxieme point du corollaire 4.0.4 est encore vrai daugd'y :

Proposition 4.6.4. Soita un demi-appartement d&, A’), et ¢ une chambre ayant une cloison dédnsalors il existe
Ae A telqueaUcc A

Voici les grandes lignes de la démonstration :

Soitmla cloison dec incluse danda, on peut supposer que contient un sommet spécial Alors I'immeuble a
linfini (I, A’)* est isomorphe a I'ensemble des facettes de quartier de sometdtapplicationp : (7, A')* — o
est un morphisme surjectif.

SoitZ contenantr, soientx ety les chambres d& contenantn, avecx € «, y € —a. Soitd la chambre opposée a
y danso* N Z.

SoientQy, Qy, Qq les quartiers inclus dars, de sommeb, contenanix, y et d respectivement, ces quartiers
définissent des chambres a I'infixit, y° etd>. Lintersection dex® ety est la cloisorm™ de (7, A’)* correspon-
dant au cdne inclus dadgs, de sommeb et contenant.

Nous voulons a présent montrer qu’il existe une charaire (m™)* telle quep(c™) = c. Ceci provient de [Wei09]
29.53, on reproduit ici 'argument.

SoitY € A’ contenank etc, soitx’ I'opposée dex dansy, donc il existe une galerie minimalede x a x’ passant
parc, de longueur égale au diametteleo* et de ¢, A')*. SoitxX® € (I, A')™ telle quep(x™) = xX'. Commep est
un morphisme de complexes de chambres, dfxax’) < d(x*, X¥*°), mais commal(x, X') = d est déja maximale, on
a en fait égalité. Dong™ et X’ sont opposeées, et il existe une galétiereliantx™ a x> de méme type quE. Cette
galerie est alors envoyée pasurl’, par conséquent on peut choisir patirsa deuxieme chambre.

Ensuite, il existeA tel que I'appartement a I'infinA* contientc™ et d*, doncA contient des scp d€. et Qq.
Comme ces quartiers sont opposé®geA contient en failQ. U Qq et donc en particuliec. D’autre part A* contient
toute galerie tendue d#° ac™, et il en existe une qui passe pét. DoncA contient un scp d€y, mais commeA
contient le sommet de Qy, on obtientQy c A. Alors par cloture d&AN Z, o C A. O

Corollaire 4.6.5. Le résultat de 4.3.1 est encore vrai pour un immeuble muni d’'un systeme double d’appartements.

Les corollaires de la proposition 4.3.1 sont eux aussi encore vrais pour un systéme double d’appartements, si on
part d’'une galerie tendue ou d'une facette de quartier déja incluse dans un apparteient de
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Corollaire 4.6.6.
— SoitI" une galerie tendue incluse dans un appartemer#ilet c une chambre, alors il existeAA’ contenant
c et une sous-galerie de
— Soit f une facette de quartier dans un appartemenfiiet ¢ une chambre, alors il existe AA’ contenant ¢
et un scp de f.

La proposition 4.5.7 reste elle aussi vraie dans un systeme double d’appartements :

Proposition 4.6.7. Soient R et R, deux cheminées d&, A’), alors il existe Ae A’ contenant des sous-cheminées
pleines de Ret R.

Démonstration:

SoientA;, A; € A’ des appartements conten&atet R,, respectivement. Quitte a raccour®ir et Ry, il existe un
appartemenZ dans le systeme complét d'appartements tel que; U R, c Z. Par le lemme 4.2.4, on peut supposer
queR; et R, ont pour bases des chambres, disBps= Cl(c; + f;) etR, = Cl(c; + f;). Soients, = 5 + R*V,; et
62 = S + R*V, des droites caractéristiques pduretR; ; le fait de supposer que les bases de ces cheminées sont des
chambres entraine g contient un voisinage d&, pouri € {1, 2}. En particulierZ n A; contient un ouvert, ce qui
fournit un isomorphisme canonique enffetA;.

NotonsM| = s + tv;, pouri € {1,2} ett € R*. Quitte & déplaces, a I'intérieur dec,, on peut supposer que pdur

_—
assez grand\itM? = SIS + t(V, — V1) est dans une chambEedeZ. En raccourcissamy et s, on peut supposer que
c’est le cas pour toute R*.

Soit B; la chambre correspondantidansA;. Alors s, + Dy ets, — B, sont deux quartiers deg (A’'), et il existe
A € A’ contenant des sous-quartiefs+ D1 ets, - D,. Montrons queA contients; U &5.

Soitt € R*. Il existe N}, N2 e]ME, M?[ tels que ME, N [c Ay n Z et INZ, M?] c A, N Z. On peut donc prolonger
de maniére unique le segmeM{, MZ] en un ensembl®;, dans I'appartement; d’'un cdté et dans, de l'autre, de

. . . > = 2 2 . -
sorte queD; N A, etD; N A, soient des demi-droites. ComrwN{ € Dy et MZN? € —D», on voit queD; N (S| + D1)
etDyN (s, - 52) sont deux demi-droites (non vides).

Montrons queD; est une droite. On not®; = D; N A et Dz = Dy N Z, doncD; N Dz est un segment non trivial.
Soiti € {1, 2}, on commence par montrer qlg U Dz est une géodésique.

Soit c une chambre d& N A telle quec contient un segment non trivial d& N Dz, et soitp la rétraction
pcz. Alors p(D; U D7) est une demi-droite darid Soientx,y € D; U Dz, notonslp,(X,y) (resp.lyoy((X), o(¥))
) la longueur de la partie dB; entrex ety (resp. deo(Dy) entrep(X) et p(y)). Alors, en utilisant successivement
quep(D; U Dz) est une demi-droite, que induit une isométrie sub; et surDz et quep diminue les distances :
d(e(X),p(¥)) = luoy(e(x).p(y)) = Ip(xy) = d(xy) > d(p(x),p(y)). Par consequenti(x,y) = d(o(X),o(y) pour
tousx,y € D; U Dz. Commep(D; U D7) en est une, ceci prouve qiiz U Dz est une géodésique, grace a I'egalité
[xy] = {z] d(x.2) + d(z y) = d(x y)}. _

Ainsi, D;UDz etD,UDz sont des géodésiques. Switne chambre dg telle qued contient un segment non trivial
de Dz, alorspgz(D1 U Dz U Dy) est une droite d&. Le méme raisonnement que précédemment prouve maintenant
queD; = D; U Dz U D, est une géodésique, donc une droite.

CommeA contient deux demi-droites opposéedieil contientDy, donc en particulier§1, M?]. Doncé; U s, ©
A douRiUR, C A O

Corollaire 4.6.8.
— Soit R une cheminée (&, A’), et ¢ une chambre, alors il existedAA’ contenant ¢ et une scp de R.
— Soient f et g deux cbnes de direction incluse dans une facette de Weyl, alors il exisié @®ntenant un scp
de f etunscp de f.
— Soient’; etl'; deux galeries, chacune incluse dans un appartemert’ddlors il existe Ac A’ contenant des
sous-galeries dE; etT,.
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DémonstrationLes deux premiers points forment I'analogue de 4.5.8, ils sont clairs. Le troisieme point es
logue de 4.5.2 a ceci prés qu'il faut bien suppdsget I'; incluse a priori dans des appartementsAie Pour le
prouver, il sifit de montrer le lemme suivant :

Lemme 4.6.9. SoitI" = ¢y, ¢y, ... une galerie tendue infinie dans un appartement A. Alors il existe une chenr
contenant une sous-galerie Heet telle que toute scp de R contient une sous-galerie de

Preuve du lemme:
Pour toute racine vectoriel@, une et une seule des trois possibilités suivantes est vérifiee (les racines s
ici comme des demi-appartements) :
1. Il existe une racine de direction@ contenant une sous-galeriedeet toute racine de direction? ne contier
gu’une nombre fini de chambres He
2. ll existe une racinea de direction-@ contenant une sous-galerieldeet toute racine de directiahne contier
gu’une nombre fini de chambres He
3. Il existe une racine de direction? telle quex et—a — 1 contiennent des sous-galeriedtdéJne telle raciner
est alors unique.
SoitN I'ensemble des racinegfaes obtenues dans le cassditip le premier indice tel que, ¢ Neen(@ N (—a —1)).
Pour chaque racine vectorieffedans le cas.1soit/ la plus petite racine contenaftt }i»i,, Soit P 'ensemble de ce
racines. Soit la facette vectorielfe= {@ = 0 et3 > 0, Ya € N, B € P}. Alors la chemine® := CI(c,, + f) = Nuenop @
convient. o

4.7 Parallelisme

La notion de cheminée permet, grace a la proposition 4.5.7, d’étendre la notion de parallélisme a des co
sont pas forcément dans le méme appartement :

Définition 4.7.1. Soient f et g deux cones chacun inclus dans une facette de quartier, de sorte qu’il existt
partement contenant des scpeft g de f et g. On dit que f et g sont paralleles lorsquee$t parallele a gdans ce
appartement.

On vérifie facilement que la définition est indépendante des scp et de I'appartement cHogig sont paralléle:
alors dés que deux sdp etg’ sont inclus dans un méme appartem&nt’ est un translaté dg'.

Nous savons qu'il existe toujours un appartement contenant des dcptddorsquef etg sont (inclus dans) d
facettes de quartiers. Lorsqdie/ g, on peut encore améliorer ce résultat : il existe un appartement contenan
deux cdnes en entier. On peut méme remplacer un des deux cdnes par une cheminée.

Proposition 4.7.2. Soient fg deux facettes de quartier paralléles, etFCI(c + f3 ou ¢ est une chambre c conten
§(f) dans son adhérence (dona=fR). Alors il existe un appartement contenant R et un scp de g.

Démonstration:

Soit Z un appartement contenant une &p= Cl(c’ + f3 deR et un scpy deg. Soit f’ un scp def inclus dan
R. Commeg’ = f7, et quef,* est un cone d'intérieur non vidg, doit couperf;*. Soity € g’ n ;" SoitC c Z une
chambre vectorielle, contenafitdans son adhérence et telle quef’ +C. Alorsy+g@ =y+ f c f+C.Or, par e
proposition 4.3.5, il existe un apparteméhtontenant U (f” + 6), donc en particuliery + g est un scp dg inclus
dansX. Si A est un appartement contendntla cldéture deA n X implique queR = Cl(c U (X' + fﬂ’)) est égaleme
incluse dans. O

RemarqueSi f etg ne vérifient pas = g mais seulement c g, alors le résultat de la proposition est encore
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Proposition 4.7.3. Le parallélisme est une relation d’équivalence.

Démonstration:

Il est évident que le parallélisme est une relation réflexive et symétrique, montrons la transitivite./Sgiet
g // htrois cones inclus dans des facettes de quartiers. On peut suppigenclus dans un appartemehteth inclus
dans un appartemetcontenant un scg’ de g. Montrons quef // h. On remarque que puisque le parallélisn
l'intérieur d’'un appartement fixé est une relation d’équivalence, s'il existe un appartement contenant un scp «
des trois cdne$, g eth alors le résultat est vrai.

Soitx le sommet de€f etz celui deh. SoitT" = ¢, ..., ¢ une galerie minimale entre une chambrefdeontenani
dans son adhérence et une chambrB dentenanz dans son adhérence. On raisonne par récurrence sur la lor
der.

Sil = 1, alorsx etz sont dans une méme chambre fermé&e AN B. Alors AN B > {x} U ¢’. Mais la cldture d
ceci dansA contientf, d’'ou f ¢ An B. Alors B contientf, hetg’, et dansB, f est translaté dg etg’ est translaté ¢
h. Ceci implique qud // h.

Supposons> 1. Soitx’ € ¢c; A ¢, et f/ le cdne deA paralléle af (et donc &) de sommek’. Soit A, contenant;
et un scpy, deg. AlorsAn A; D go U {X'}, d’ou par convexitéf’ c Ay. Alors la galeriec,, ..., ¢ est de longueur- 1,
elle part d’'une chambre d& contenant le sommet d&, et f’ c Ay, nous pouvons utiliser I'hypothése de récurre
pour obtenir quef’ // h. Enfin, siR est la cheminée Gif + f$ dansA, il existeZ > RU hp, avech, un scp deh
(proposition 4.7.2). Par convexité den Z, f/ c Z. Et par transitivité du parallélisme a l'intérieur def // h. O

5 Construction de 7

Onprocéde de la méme maniére que pour la constructid déensemblel sera un ensemble de cones quoti
par la relation d’équivalence signifiant que deux cdnes ont une intersection de dimension maximale. Ensuite
legérement élargis, fourniront une base de voisinage de la topologie.

5.1 Préliminaires
Voici regroupés quelques résultats techniques qui serviront plusieurs fois dans la suite.

Lemme 5.1.1. Soient AZ,Z’ € A, soientp : Z — Aety’ : ZZ — A deux isomorphismes qui coincident sur
facette bc Zn Z’. Alors il existe we Wx qui fixeg(b) et tel quevx e ZNZ’, ¢(X) = w.¢'(X).

Preuve du lemmeSoit¢ : 2/ — Z fixantZ’ N Z. Alors pourtoutx e ZNZ’, onag(x) = ¢ o & o ¢~ o ¢'(x). On
posew = ¢ o & o ¢ 1 : wfixe bieng(b) = ¢'(b), doncw convient. o

Proposition 5.1.2. Soient Ac A, x € A, ¥ C A un cdne inclus dans une facette de Weyl, et b une partie d'une 1
de A. On suppose que b est incluse darsyxcontient une basefine deAff(x + y) et que xe b.

On considére un point¢ 7 inclus dans un appartement Z tel quebA N Z. On suppose que t est envoyé pa
isomorphisme : Z — A fixant b dans une partie de A de la forme §, otig c A est convexe et incluse dayis On
suppose également q0e a etd est stable par le fixateur dgdans W, qu’on note W.

Si I est une autre partie incluse dans une facette, telleyjaeAff(b’), et B c b — ¥*, si Z est un apparteme
contenant bet t et sig’ est un isomorphisme’ Z- A fixant b, alors¢’(t) € x + g.

RemarquePar continuité, on obtient directement qué siZ vérifie ¢(t) € x + g, alors¢’(t) € X + g.

Dans le cas ol etb’ sont des chambres (c’est le cas essentiel comme on va le voir dés le début de la preu
proposition s’exprime beaucoup plus clairement :
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Corollaire 5.1.3. Sdent x,y et comme dans la proposition. Soit ¢ une chambre de A telle que &t ¢ une autr
chambre telle que’ac x — ¥*. Soit t un point de tel quepc a(t) € X+ g alorspe a(t) € X+ g.

Démonstration de la proposition

SoitI" = ¢y, ..., ¢k une galerie tendue deab’, notonso; = pag, la rétraction suA centrée emr;. Commeb contien
une base d&+ ¥, x+ g est stable par Fix, (b). On déduit alors du lemme précédent gug) € x+ g, et que le résult:
sera prouveé si nous prouvons quét) € x + . Montrons par récurrence que pour tbet [1, k], oi(t) € x + g, le ca:
| =1 estdéjavu.

Soitl € [2,k]], supposong_1(t) € x + §. Soit M, le mur deA contenant; A ¢_;. Si M, sépare, pas forcéme
strictementg et p;_1(t), alors on est dans la dispositiom;: |M ¢_1, pi_1(t). Alors la proposition 4.4.1ffrme que

o) = pi-a(t) € X+ 8.

Dans l'autre cas, onla, ¢, pi_1(t) |™ ci_1, b, etpi_1(t) ¢ M,. Notonsc la réflexion selorM;, les deux possibilité
o1(t) = pi—1(t) oupi(t) = oy o pi_1(t) sont alors possibles. Dans le premier cas, on a évidengy(€nt x + @, étudion:
le second cas. On noye= p;_1(t), doncp(t) = o (y).

Soita € A* tel queM, = ker(@). CommeM, est un mur d’une galerie minimale entretb’, il ne peut contenib’,
donc il existeu € b’ tel que@(xu) # 0, on peut supposei(xu) > 0. Par ailleurs, avec ce choix de signe p&uon ¢
@(%) > 0. Maisxt € —7* etxy € ¥*. Ceci entraine qudl; coupey”, et donc quey ¢ M. En particulier® e W; el
doncd(Q) = §.

Soitz 'unique point de l'intersectiony, y] N M; (le cas ot{x,y} c M, est trivial, on a alorg,(t) = pi-1(t)). Pal
convexité dej et comme Oe §, z € x + §. Nous savons qué&(X}) € @, et donc quex + & (Xy) € X + §. Ensuite
o1(y) = z+ &(Z) = z+ A5 (XY) pour le scalairel € [0, 1] adéquat. C'est alors une simple application du théoréer
Thalés que de vérifier qug(y) € [y, x + &(X¥)], d'out o (y) = pi(t) € X+ J par convexité. O

Lemme 5.1.4.Soit Z un appartement, § € ¥z avec g un scp de f. Alors g coupe le coé(ir), et donc il existe u
scp d de g dont le coeur est un scp &¢).

Preuve du lemme: }
Soitx = §(f) ety = g(g) les sommets des deux cones. SWit C GI(2) le stabilisateur dd” dans le groupe ¢
Weyl deZ. On définit une action d&/; surZ en imposant que est un point fixe. Alorg(f) = f N Fixz(Wp). Soi

Z= X+ Xwew, W(XY). Le pointzest bierW;— fixe. Commexy € f.il estdansf, et I'écriturez = X+ XY+ Zwew,—(e) WOXF)
prouve qu’il est aussi dargs doncz € 6(f) N g, ce qui prouve le lemme. O

5.2 (Cones dans 'immeuble
Définition 5.2.1. Soit A un appartement, etd Fa. Le cone d€ correspondant au cone f de A est:

f= [J ¢s(h

BeA.5(f)cB

ol ¢g est un isomorphisme quelconque de A sur B figéft
On noteF 7 I'ensemble de tous ces cdnes pour tous les choix de A et de f possibles.

Le choix degg dans la définition n’importe pas puisque deux choik&lent d’'un automorphisme defixant§(f)
donc stabilisant.

Il est clair que sif € Fa etg € Fg sont des cdnes tels qaef) = §(g), alorsf = §: le coeur du conefine sufit &
déterminer le cone de 'immeuble. Dit autrementBsiontients(f), alorsf = § olig est le cone d@ de coeus(f).
Nous verrons plus tard que réciproquement, un cdne d’immeuble définit un unique coeur dfinéne a
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Lemme 5.2.2.Sat F = f e F7, avec fe Fa. Soit Z un appartement contenaigf), et¢ : A — Z un isomorphism
fixants(f). Alors Zn f = ¢(f).

Preuve du lemme:

L'inclusion > est vraie par définition dé. Montronsc. Soity € Z n f. Par définition, il existe un apparteme
contenany et §(f) et tout isomorphisme d¥ sur A fixant §(f) envoiey dansf. Soity : Y — Z un isomorphism
fixanty ets(f). Alors¢p~t oy 1 Y — Aest un isomorphisme fixan¢f). Doncg ™ o y(y) € f, doncy = y(y) € ¢(f).0

Lemme 5.2.3.Soient fg € Fa tels que f estun scp de g. Alofsc §.

Preuve du lemme: .
Remarquons que pour montrer qu'un pdirg f appartient &, il suffit de trouver un appartement conter
{t} Uo(f) U o(g).

Soitxle sommet de ety celui deg. Il n’y a qu’'un nombre fini de murs parallélesﬁef) séparant strictementet
y, soitn ce nombre. On raisonne par récurrencensur
Sin = 0, soitt € f, etY un appartement contendiitU §(f). Commef c §(f),, le lemme précédent indique ¢

fnY c §(f), en particuliert € 5(). Deés lors, on peut trouver une chamftirdeV telle ques(f) U {t) c x+ C et la
proposition 4.3.5 prouve gu'’il existé € A contenanft} U () U {y}. Par convexité et fermeture @n A, Z contien
aussix + 5(f§ = 6(g) (car f= g dansA). On conclut qué € §.

Sin > 0, soitM un mur paralléle ?6(f3 séparant strictementety. Soitz = [x,y] N M, alorsz + f est scp dey,
etf estscp de+ f. De plus, le nombre de murs paralléle&(ﬁ séparant strictementet z est strictement inférie
an, de méme que le nombre de murs parallélégfi séparant strictementet x. Donc par hypothése de récurret

z+ fcgetfcz+ f,dolle résultat. O

Remarquell n’est pas vrai quef c §si f c gsans que‘ﬁz g.

5.3 Coeur d'un cdne dimmeuble

Lemme 5.3.1. Soit f € ¥4, ety un scp de&j(f). Soit B un appartement contenantsoit¢ : B — A un isomorphisir
fixanty. Soit xe BN f, alors&(x) € f. Plus précisément, si Z contient x5#f), alors il existe un isomorphisme dt
sur A, fixanty(f) et envoyant x suf(x).

Preuve du lemme:
SoitZ > {x} U §(f). Soitg : Z — B un isomorphisme fixant l'intersectiahn B. Alors £ o ¢ est un isomorphisn
deZ surA qui vérifie& o ¢(x) = £(X). Il suffit donc de prouver quéo ¢ fixe 6(f) pour prouver le lemme. Maiso ¢

fixe vy, doncg—;ﬁ fixey = 5(f§ cZnA Doncé o ¢ fixeZN AN (y + Vect(s( fj)), ce qui contiend(f). ]

Proposition 5.3.2. Si f € Fa et ge Fg sont deux cones tels qdie= §, alorss(f) = §(g) c An B.

Démonstration:

D’apres la proposition 4.5.7, il existe un apparten®obntenant des safa ets, des(f) ets(g). Soientf’, g’ € ¥z
les cones engendrés parets,. Nous allons commencer par montrer gjie- . B

Supposons par I'absurde que ce n’est pas le cas, Horn@’ = 0. Il est alors impossible qug C 5 etg c f,
d’aprés les hypothéses mises guron peut donc supposer qu'il existe g’ \ f.

Sdt y le sommet deg, y' celui deg’. Soit¢ : Z — B un isomorphisme fixani,, alors¢(g’) est le cone dé
engendré paf,, c’est donc un scp dg Par le lemme 5.2.3(g’) c 8, mais¢(g’) = g, d'oug’ C §.
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_ De la méme maniere, sajt : Z — A unisomorphisme fixand;. Alors y/(f’) est un scp dd, et on obtient qu
fcf=4§.

Nous déduisons en particulier qée € R*, y' + AV € §. Et commey(f’) est un scp d¢, ¥(f") = . Pour tout rée
A, 9(y + V) = y(y') + AP(¥). Commev ¢ f, on ay/(vV) ¢ . Donc pour lambda assez gramdy’ + V) ¢ f.

Commey + AV € § = f, il existe un appartemeid contenans(f) U {y’ + Av}. Soitn : X — Z un isomorphism
fixantXnZz, en particulier; fixe 61 ety’ +av. Alorsyon : X — Aestunisomorphisme qui fix@, et donc Afl(61) N A,
ce qui contient(f). Nous savons dans cette situation que f = ( o n)"1(f), d'oly + AV € (¥ o n)~X(f), mais
Yonly + V) =y(y + V) ¢ f, d’ou la contradiction.

Nous avons donc prouvé qié= g, nous allons maintenant montrer que les sommets de f etg coincident
En utilisant la proposition 4.7.2, on peut supposer fwentients(f) en entier, dond = f’, on peut méme suppo:
queZ = A. On peut également supposer dieontient un scp; ded(f). En réesuméAn B contient un scp; des(f)
et un scpy, des(g), et ces deux scp sont paralleles. L”egafi(cg) = §(d) a donc un sens (et est vraie), dans B.

Soité : B — A un isomorphisme fixanA N B. D’aprés le lemme précédeily) € f et¢é1(x) € g. La second
egalité impliquex € £(g) = £(y) + £(g). Or £(g) est un cone vectoriel de coefi((d)) = o(f), puisquet fixe &, et
5(d) = 5(f). Doncé(g) = f, etx € &(y) + f.

Nous arrivons ainsi aux deux relationg & &(y) + fﬁetg(y) € x + f. Par unicité du sommet d ceci implique
x = £(y). On utilise enfin la version précise du lemme précédent Tsait appartement contenai(if) ety, il existe
un isomorphismé : T — A fixants(f) et tel quez(y) = £(y). MaisZ~(x) = x puisquex € 6(f), doux =y.

En particulier,x = y € An B, et par convexité d& n B, 5(f) c An Bets(g) c An B, et enfin on peut calcule
dansA ou dansB : 5(f) = x + 6(f) = y + 6(q) = 6(g). o

Cette proposition permet les définitions suivantes :

Définitions 5.3.3.
— Le coeur d’un cond de 'immeublel ests(f). On le notes(f).
— On appelle sommet dele sommet dé(f), on le note §f).
— Deux cones FG € #7 sont dit paralleles lorsqué(F) // 6(G), ceci définit une relation d’équivalence sfy.
— SiGF € 7 sont deux cbnes paralleles avecFG, on dit que F est un sous-cone parallele de G, et on at
sous-cbne parallele en scp. Ceci définit une relation d’ordrefSur

Lemme 5.3.4.Soient G € F7 tels que G est scp de F. Alors il existe un appartement contéight) 6(G).

Preuve du lemme:

Nous savons déja qu'il existe (proposition 4.7.2) un appartedgnbntenant(G) et un scp ded(F). Il existe
aussiA; contenant(F) U {S(G)}, ceci cars(G) € F. Alors A; N A; D {s(G)} U 6, d’ou par convexitéd; N Ay D 6(G),
et doncA; o §(F) U 6(G). O

5.4 Equivalence de énes, I'ensemblel

Nous définissons maintenant une relation d’équivalence sur I'ensemble des cdnes de I'immeuble d’unt
tout & fait semblable a la définition de la relation d’équivalence sur I'ensemble des ¢hnes deAo.

Deéfinition 5.4.1. Deux cones FG € 7 sont équivalents lorsqu’il existe H¥7 quiest un scp de F etde G. Onn
alors F ~ G.
Le lemme 5.2.3 montre que &ig € Fa alorsf ~ag = f ~§.

Lemme 5.4.2.Soient EG € 7, alors F ~ G si et seulementsiF G et FNG = 0.
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Preuve du lemme:

SiF ~ G,ilestclairqueF NG # 0 et queF /) G (carF / H /| G).

Supposons maintenant gen G # 0 et queF // G. Soitx € F N G, soit A et B des appartements tels (
6(F)u{x} c Aets(G)U{x} c B. Nous pouvons alors construire deux coné@s:= x+6(F) c Aetds = x+@ c B.
Ces deux cones sont paralleles, donc il extstentenand; et un sous-cone paralléié des,. Par convexité d& N B,
on voit qu’en faits, ¢ Z. Doncé; etd, sont deux cones paralléles, inclus dZrnst de méme sommeb; = §,. Soit
H e ¥ tel ques(H) = 61. Il est a peu prés clair gug c F N G, voici quand méme le raisonnement :

Soit f € Fa tel ques(f) = 5(F). Alors x € f, puissy c f. Soithy € Fa tel ques(hy) = 61, alorsH = hy ethy ¢ f.
CommeF = f, on conclut par le lemme 5.2.3 qiiec F. On procéde de méme pour prouver die G. O

Proposition 5.4.3. La relation "étre équivalent” est une relation d’équivalence stir.

Démonstration:

Cette relation est symétrique et réflexive, montrons qu’elle est transitive. $aidfy, F3 € 77 tels queF; ~ F»
etF, ~ F3. SoitG; un scp de; et F», etG, un scp deF; et Fs. Il nous stffit de trouver un conél € ¥ qui soil
un scp deG; et deG,. Et comme nous savons déja qae / Gy, grace au lemme précédent, ifBude prouver qu
GiNGy 0.

Quitte & remplaceB; par un scp, il existe un appartemeatcontenans(F2) U 5(G1). Le lemme 5.1.4 appliqué
F, N Z; etGy N Z; dans I'appartemerd; prouve I'existence d'un scp; deG; dont le coeur est un scp déF,). De
méme, il existe un scpl, deG, dont le coeur est aussi inclus daf{s,).

Ainsi 6(H;) et §(Hz) sont deux scp du méme cOhéF»), leur intersection contient donc un troisieme sc
6(F2) (il suffit de verifier ques(6(F2)) + S(6(F2)S(6(H1)) + S(6(F2)S(6(H2)) € 6(H1) N 6(H2) ). Si H est le cone de&
correspondant a ce coeur, alétsest un scp dél; donc deG; donc deF, ainsi que deH, donc deG; donc deFs.
Ce qui prouve qu&; ~ Fs. O

Nous pouvons enfin définir lensemble:
Définition 5.4.4. On posel = ¥/ ~. Si F € ¥, on note[F] la classe d’équivalence de F pour
Notons enfin ce petit résultat :

Lemme 5.4.5.Soit Ac A, et f € Fa. Soit Ge F tel quef ~ G. Alors il existe f un scp de f tel qué’ est un sc
de G.

DémonstrationD’apres la proposition 4.7.2, il existe un appartem&obntenans(f) et un scp d&(G). Soitg’
le cbne &ine deZ engendré par ce scp. D'aprés le lemme 5.1.4, il existe scp deS(f) qui est inclus dang’. Alors
le cdnef’ engendré pad’ dansA convient. O

5.5 Injections canoniques
Définitions 5.5.1.

— Soitey : - 1 . Cest I'injection canonique d¢ dansT.
x = [ix] - B
— Pour tout appartement A, sait [f]A : f}] . Cest I'injection canonique dé dans’.
A

Quelques mots pour s'assurer que ces définitions sont licites :
— Pourz, il faut vérifier que{x} € 7, Vx € 1. C'est le cas car st est dans I'apparteme#, alors{x} € ¥, el
{x} = {x}.
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— Nous avons déja vu que i~ g alors f ~ § ce qui montre que, est bien définie.
Proposition 5.5.2. Les injections canonigues sont injectives.

Démonstration:

Il est clair quers est injective. SoiA € A, pour montrer quea est injective, on considére deux corfeg € Fa
tels quea([f1a) = ta([g]a). C'est a dire qud ~ §. Donc il existeH € #7 qui est scp dd etd. Par le lemme 5.3.4,
existeB € A contenant(f) U 6§(H). En utilisant le lemme 5.1.4 dafis on obtient un nouveau co¥ € ¥ qui es
scp deH et dont le coeur est inclus dasi§), donc dan#\. Alors notanth’ = H’ N A, on voit queh’ est scp dané de
f etg, etdoncf ~p Q. O

6 Topologie surl

6.1 Définition
Définition 6.1.1. Soit F € F7, soit Ae A(J) contenant(F). On note IfF) et on appelle base de F la base &¢&).
De méme, si £ Fa, on notera iff) la base dej(f).

La définition de la base d’un cone dont la direction est dans une facette vectorielle est donnée en 4.3.4.

Maintenant, nous avons besoin d’'un moyen de définir un voisinage de 0 dans les espaces directeurs
appartements a la fois. Nous avons déja dé&fincomme étant I'ensemble des voisinages de 0 d%nsu Ao es
'appartement de référence choisi au début, stables par le groupe de vﬁ’yw& AlorssiU e U, si¢: Ay —» B
est un isomorphisme quelconque, I'mag@@J) c B est indépendante de l'isomorphismechoisi. Nous pouvor
ainsi identifierU & un voisinage de 0 dans I'espace directeur de n'importe quel appartemeng. EAsi> B est ur
isomorphisme, nous pouvons écriex + U) = ¢(x) + U, Vx € A.

Définition 6.1.2. Soit Fe F7, Atelques(F) c A, f= AnF,etUc A, stable par WK). On pose :
F+U0= [ ¢s((f +U)ns(F)a).

Bob(F)

L'union est prise sur tous les appartemetgui contiennenb(F), et¢g : A — B est un isomorphisme qui fi
b(F).

Remarquell aurait pu paraitre plus simple de prendre I'union de§f + U), mais le fait de prendre l'intersecti
avecs(f), permettra d'utiliser la proposition 4.3.5.

Le sous groupe d&/x qui fixe b(f) fixe aussio(f), puisqueb(f) contient une base afié de Afhd(f), et donc i
stabilisef, et sa partie vectorielle est un sous-group&\eet donc stabilis&J. Ceci permet de vérifier que le chi
deg¢g n'importe pas.

Si A’ est un autre appartement conteng(i), et sif’ = A’ N F alorsf + U = {7 + U. Ceci permet la définition

FrU:=f+U.

Lemme 6.1.3.0n garde les notations précédentes. Si B est un appartement conteRjretxi¢s : A — B est ul
isomorphisme qui fixe(E), alors BN (f + U) = ¢g((f + U) N 6(f)3). En particulier, An (f+U) = (f + U) n 6(f)5.

Preuve du lemmeSi x € B n (f+ U), alors il existe un appartemef contenanto(f) et un isomorphisrr
#c 1 A = C fixant b(f) tel quex € ¢c((f + U) N 6(f)a). On choisit alorgy : C — B fixantb(f) U {x}, comm
¥ o e : A— Bfixe b(f), on ay o ¢c((f + U) N 6(f)3) = oa((f + U) N 6(f)5). Dot x € gg((f +U)NS(F)5). O

On peut maintenant définir les ensembles qui seront la base de voisinage de la topolﬁgie sur
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Définition 6.1.4. Soit F € ¥, et Ue U. On pose :
Vr(F,U) =({xe 7 |un représentant de x est inclus dafs U).

Lorsqu’il n’y a pas de risque de confond®é;(F, U) avec un voisinagd/a(f, U) d'un point dans un apparteme
compactifie, on pourra juste notér(F, U).
Pour xe I, on note’Vy = {V(F,U) | x=[F], U € U}.

Lemme 6.1.5.Soient EG € Fr et UV € U alors :
- fcf+U
- siF+U cG+V, alorsV(F,U) c V(G,V)
—siUcV,alorsF+UcF+V
— siFestscpdeG, alos+U c G+ U.

Preuve du lemme:

Les trois premiers points sont évidents. Pour le quatrieme point, on choisit un apparfeoterienant(F) et
6(G) (lemme 5.3.4). On noté = AN F le cdne engendré pafF) dansA, etg = AN G le cbne engendré pa(G),
doncf est un scp d@. Il ne reste plus qu’a appliquer la méme méthode que celle utilisée dans cette situati
prouver quef c §(en 5.2.3).

On commence par supposer qu’aucun muAdearalléle &(G) ne sépare strictemes(f) ets(g). Soitx € F + U,
il existe B > {x} Ub(F) et$ : A — B fixantb(F), tel quex € ¢((f + U) N f1). En particulierx € ¢(f)g. D’apres
la proposition 4.3.5, il existe un appartem@ntontenanb(G) U b(F) U {x}. Soity : Z — Afixant An Z, donc el
particulierb(F) U b(G). Commex € F + U, y(X) € (f + U) n f; c (g+U) n g, doncx e G + U.

S'il existe un muM paralléle &(G) et séparant strictemestf) et s(g), soitz = [s(f), S(g)] N M. Par récurrenc

onaF+Ucz+f+Uetz+ f+UcG+U. O

Proposition 6.1.6. Il existe une unique topologie sirtelle que pour tout x T, Vy soit une base de voisinages d

Démonstration: _ _

Il faut montrer pour touk € 7, queVy # 0, queYV € Vy, x e V, et quevx € I, V1, Vs € Vy, AV3 € Vi tel que
V3 c V1 N Vs, Les deux premiéres assertions sont claires.

Soit doncx € 7 etVy, Vs € Vy. SoientFy, Fy € xetUs, U, € U tels queVy = V(F1, Uy) etVs = V(Fap, Uy).

CommeF; ~ F», il existeH qui est scp dé&; et deF,. SoitU = U; nU,, on a bierJ € U. Alors, V(H,U) € V
et d'apres le lemmeV(H,U) c V(F1,U1) N V(F2, Uy). O

Notons tout de suite ce résultat évident, mais important :

Proposition 6.1.7. Soit ge Aut(J). Alors g se prolonge en un hom'eomorphism«?den posant ({F]) = [g(F)].

6.2 Lien avec la topologie deA

Nous allons maintenant faire le lien entre les voisinages du®feU) dans I'immeuble et [ed/A(f, U) dans ul
appartement. La seule petiteftiulté provient du fait que dans la définition fle- U on fait intervenir  + U) N f*
et non justef + U comme dans led/a(f, U).
Définition 6.2.1. Soit Ae A, U € U et f € Fa, on note :

W U) = {x € A| un représentant de x est inclus dgis+ U) N f*}.

Proposition 6.2.2. Soit Ae A. Alors I'ensemble ded”, (f,U), pour f € ¥4 et U € U est une base de voisinage
la topologie surA.
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Démonstration:

Déja, quels que soierft € Fa etU € U, on aV,(f,U) c Va(f,U). Il reste a verifier queV,(f,U) est ur
voisinage def]a.

SoitU’ € U borné et inclus dand. Commef* est un cdne d’intérieur non vide, il existes f tel quex+U’ c f*.
Alors x+ '+ U’ c (f +U)n f* doncVa(x+ f,U’) € V,(f,U), et [x+ f]a = [f]a doncVa(x + f.U’) est bien u
voisinage de f]a. O

Etant donnés un corfe € F; et un appartement contenanb(F), il existe un unique élement d& dont le coet
estimage dé(F) par un isomorphisme d’appartements fixa{f). Nous noterons ce corken A car il est en fait ég;
aF + {0} n A. Si Acontient un cond tel queF = f, c’est-a-dire siA contients(F), alorsF N A n’est autre qud. La

propriété principale d& N A est que pour tout) € U, F + U = (F m/AS+ u.

Nous voici en mesure d’écrire un voisinage de basé da fonction des voisinages de base des appartemet

Proposition 6.2.3. Soit Fe 7, U € U, borné. Alors :

Vi (F,U) = U VA(FNAU),
ASh(F)

ou l'union est prise sur tous les appartements Afdgui contiennent {F).

Démonstration: A
On commence par l'inclusions”. Soit A € A tel queb(F) c A, notonsf = F n A. Soitt € V,(f,U), soit

g € Fa un représentant deinclus dans { + U) n f*. CommeF + U = f + U, tout ce que nous devons montrer
quegc f+U.

Lemme 6.2.4.Soit Ac A, U c A borné et stable par \0A), et f, g € Fa tels que gc (f + U) N f*. Alors il existe ui
scp d de g tel quey c f+ U.

Preuve du lemmeOn va appliquer la proposition 5.1.2, avge= §(0), X = S(g') etb = b(g’). Il nous faut choisi
b’ de maniére a ce qu® c s(g’) — g*, Aff(b’) > 6(g). De plus, pour que la conclusion de la proposition 5.1.2 nou
utile, il faut queb(f) c b’. B

Commeg c f, il existe une facette de Wefiltel ques(f) U 6(g) c h. Soit alorsb’ la base du cong(f) + h, de
sorte queAff(b’) o 6(g) etb(f) c b'. Soitg’ un scp deg tel queb’ c 5(g’) — §*.

Soitz € §, soitZ € A contenanb’ U {7}, et¢ : Z — Afixantb’. Alors la proposition 5.1.2 prouve quéz) € ¢/,
en particulierg(2) € (f + U) n f*. Commey fixe b’ qui contientb(f), ceci prouve que € f + U. |

On passe a l'autre inclusion pour la preuve de la propositiontSoft;(F, U). Il existe un représenta@ € ¥
detinclus dang- + U et un appartemerit contenanb(F) U §(G) (corollaire 4.3.2). Soif = FNA, alorsAnF + U =
(f+U)n ", (parlelemme 6.1.3)d'oG NAc (f + U)n f*. Et comme = [G N A]a, onabiert € V,(f,U). O

6.3 71 estséparé
Proposition 6.3.1. L'espace topologiqué est separé.

Démonstration: .

Soientx ety deux points distincts dé€. D'apres la proposition 4.5.8, il existee A, et f, g € Fa tels quex = [f]
ety = [g]. D’apres le lemme 5.2.F, +a g. CommeA est séparé et qué]a # [g]a, ON peut, quitte a restreindfeetg
a des scp, supposer qu'il exidtiee U tel quef + U ng+ U = 0. Quitte & remplacdd par une boule incluse dakk
on peut supposer qug est convexe.
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On peut encore restreindgea un scp pour s'assurer qu¥f) c s(g) — 6(d)*. Alors nous pouvons utiliser
proposition 5.1.2 pour obtenir qufer U N g+ U = 0 : soitt € g+ U, soitZ € A contenanb(f) ett, soit¢ : Z — A
fixant b(F), alors la proposition 5.1.2flrme queg(t) € g + U, donct ¢ f +U. Ceci implique directement g
Y(f,U) N V(g U) = 0 : nous avons obtenu un voisinagexdet un dey qui sont disjoints. O

6.4 I estabase cenombrable d’ouverts

Lorsquer est localement fini, ou plus généralement lorsque chaque cloison n’est pas incluse dans pl
nombre dénombrable de chambres, la topologie qu’on vient de définir est a base dénombrable d’ouverts
guelgues mots pourquoi.

Tout d’abord, pour calculef + U, seulsU, s(f) et b(f) comptent. Or, pour un sommet fixé, il n’existe qu
nombre fini de bases le contenant. L'’hypothesesimplique qu’il n’y a qu’'un nombre dénombrable de point:
I & coordonnées rationnelles (en fixant une chambre de référence, et unéibasdaas cette chambre). Donc
prenant tous les sommets a coordonnées rationnellesidaostes les bases correspondantes a ces sommets,
les voisinages de 0 dan% de la formeB(0, %), on obtient une base de voisinages pour la topologi¢ dgii es
déenombrable.

6.5 Injections canoniques
6.5.1 Linjection ¢y

Proposition 6.5.1. L'injection canonique; : 7 — 7 est telle que, pour tout ¢ U, F € 7 on at}l((V[(F, U)) =
F + U. De plus, elle est continue, ouverte et d'image dense.

Démonstration:

SoientU € U, F € F7 etx € (;1(V(F,U)). On a alor§x} c F + U, doncx € F + U. L'autre direction est (enco
plus) claire. _

Il est maintenant clair que I'image dg est dense dans.

Montrons que est ouverte. Sold un ouvertx € O. Il existe un voisinag8 dex dansZ, inclus dan®© qui est un
boule dand’, B = B(x, €). La boule dan#\ By (0, €) est stable par le groupe de Weyl g doncBy (0,€) € U. Il est
de plus clair qud = {x} + B (0. €). (Ici, b({x}) = {b} et{x};, = A). Nous allons vérifier que (B) = V({x}, Bg (0. €)):
ce sera alors bien un voisinage:@éx) dansr.

L'inclusionc découle directement de I'égali = {x} + B (0, €). Pour l'autre inclusion, il sfiit de remarque

que puisqud est borné, sy = [f] € 17(B) alorsf = {0}.

Enfin, montrons que; est continue. SoiD un ouvert deZ, soitx € L}l(O). Il existe un voisinage de(X) inclus
dansO de la forme’V({x}, U). Alors x € (;{(V({x},U)) = {xj + U c ;(O). Il reste & prouver quex} + U contien

un voisinage dex dans7. Or U contient une boul@,, (0, €), donc{x} + U > {x} + Ba,(0,€) = Bz(x, €) qui est u
voisinage dex dansf. O

Nous pouvons donc identifidr a I'ouvert dense; (7). La relationg.l((V(F, U)) = F + U devient alorsV(F,U) N
I=F+U.

6.5.2 Les injectiongp

Proposition 6.5.2. Soit Ac A, alors I'injection canoniques : A — 7 est telle que, pour tout & Fa, U € U borné
il existe f € Fa un scp de f tel qué’a(f’,U) c ngl((vj(ﬁ U)) c Va(f,U). Cette injection est de plus continue
fermee. _ _

En particulier, c’est un homéomorphismeAlesur son image qui est un fermé compacfde
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Démonstration:

Sat f € Fa, U € U, borné. Soit§]a € L,}l((vf(fN, U)), ce qui signifie que quitte & remplaagpar un scp, on a
gc f+U. Alorsgc f+UNA=(f+U)ns(f)* c f+U.Donc [gla € Va(f, ).

Pour 'autre inclusion, notons = (). On choisitf’ un scp def tel quef’ + U c §(f)*, ceci existe call est
borné et(f)* est un cdne convexe et d’intérieur non vide. Aléfs- U c (f + U) n f*. Vérifions quef’ convient.

Soit [g]a € Va(f’,U), on peut supposer quec '+ U doug c (f + U) n f*. On peut aussi imposer que
b(f) c b(g) — 6(g)*. Alors en utilisant la proposition 5.1.2 (prendre= b(g), b’ = b(f), ¥ = 6(g)), on vérifie que
gc f+U, dotw(gla) c V(f,V).

La continuité dea est alors immeédiate. Le fait qug est fermée provient alors de la compaciteAlet de la
séparation d¢. ]

Nous pouvons dsormais identifier un appartement compadtifiain fermé compact dé. La proposition 4.5.8
nous permet de prouver une généralisation de I'axiome indiquant que deux chambres doivent &tre incluses
méme appartement : _

Soitc une chambre d€ et x = [F] € 41, alors il existeA € A contenant et un scp dé(F). Doncc U {x} c A.
De méme, sk = [F] ety = [G] sont deux points du bord d&, il existe A € A contenant un scp d¥F) et un scp de
6(G), et alors{x} U {y} c A.

Lemme 6.5.3.Soient x et y des facettes deu des points dé7, alors il existe un appartement A tel que)y c A
(Ici, on identifie x &x} dans le cas ou x est un point.)

6.6 Retractions

Nous avons vu que gi est un appartementete Wy, alorsw s’étend de maniere unique en un homéomorphisi
deAsur lui-méme, puis que 8i: A — Bestunisomorphisme, alogss’étend de maniere unique en un homéomorph
de A surB, qu’on note encore. Les rétractions peuvent aussi s'étendie:a

Proposition 6.6.1. Soit Ae A, et ¢ une chambre de A, spit= pc a la rétraction sur A de centre c. Alogss’étend de
maniére unique en une fonction continude I surA.

Démonstration: _

Soitx € 47, nous savons qu'il existé € A tel que{x} U ¢ c Z. Soit¢ : Z — Afixantc, alorsp;z = ¢, il est donc
naturel de poser(x) = ¢(x). Pour que cette définition soit valide, il faut s’assurer qu#& sst un autre appartemen
tel que{x} Uc c Z’ etsi¢’ : Z — Afixec, alorsg(x) = ¢'(X).

Soientf € ¥z et f’ € 7 des représentants aeAlorsp(f) = ¢(f) € Fa etp(f’) = ¢'(f') € Fa, etd(X) = [o(F)]a,
¢’ (X) = [p(f")]a. Il nous faut donc vérifier que(f) ~a o(f’).

Quitte a raccourcif et f’, il existe un appartemeivtcontenansd(f) U §(f’). Quitte a raccourcir encorie on peut
supposer, dang: c c §(f) - 6(f3§. On peut raccourcir maintenafit, pour obtenir que, dans, 6(f") c 6(f)*.

Supposons dans un premier temps gu’aucun miffresépare strictemefitf) des(f’). Soitg = CI(6(f)us(f')).
Alors, en notaniy un isomorphisme d& surY fixants(f), siM est un mur d& séparant strictemestf) etc, yv(M)
ne peut séparer strictement deux pointgdea proposition 4.3.3 permet donc de trouver un appartedXeonntenant
6(f) U 6(f') U c. LesF-cones engendrés péff) et 5(f’) dansX sont équivalents. Sojt : X — A fixantc, alors
o(6(f)) = x(6(f) etp(6(f")) = x(6(f")). Il s’ensuit que les cdnes engendrés p@i(f)) et p(6(f’)) sont équivalents
dansA. Mais ces cdnes sont exactemgttt) etp(f’).

Pour traiter le cas général, nous allons construire damse suites(f) = d, ..., 6y = 6(f’) de coeurs qui ne sont
séparés par aucun mur, et qui engendrent des cignesfi équivalents. La projectiopsry : Y — Ysry deY sur la
facadeYy(r) envoieé(ﬁ et 5(f7) dans deux facettes bien déterminées. Boit go, ..., gk une galerie dans’ém entre
ces deux facettes. On nofe et f,, les cones engendrés pHif) ets(f’) dansY. D'apres 3.3.3, aprés avoir choisi ut
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systéme de générateusde W(Y) adapté, on a une partitidn= 11 L |5, o1 | est le type de(fy), 11 est 'ensembl
des réflexions d& fixant f* et I, le type des réflexions fixarf?(. Six est une cloison d¥;r) de type inclus dank,
M le mur deY correspondant, alofd > fy. Par conséquenk/ ne peut séparei(f) ded(f’), carfy ~y f;. Ainsile
type de la galeri€ est inclus dans;.

On définit a présent la suite de coeudgsdy, ..., o et la suite de cdnes, ..., fx par récurrence. En plus ¢
conditions déja citées, on requiert qoigr (i) C g lorsquei est pair.

On pose&yy = §(f), fo = fy. Ensuite si, ..., 6 et fo, ..., fi sont construits pourun indice pair, soit- la réflexion
dont la direction fixeS(f?) qui reléve la réflexion d&jy définie par la cloisom; A gi.1. La cloisong; A gi.1 est de
type un élément d&, donca; € W, & stabilisefy et fixe f}. Soit s le sommet ddfj, par hypothése de récurrer
fi ~y fy, doncf, = s+ fy, etoi(fi) = oi(9) + i(fy) = o (9) + fy. SoitM; le mur fixé paroy, doncfl ¢ M, et soith
le projeté orthogonal desur M. Alors ori(s) = s+ 2sh etshe M+ ¢ f;“ = Vect(fy).

On pose alorsi,; := h+ fy = fi + shet fi,» = o(f;) = f; + 2sh Ces deux cdnes sont équivalent§.2On pos:
ensuitedi;; = 6(fiz1) etdio = 6(fiz2). Les deux coeur§; et i1 sont projetés dans la méme chambre ferlgllzéde'

Ys(r), € qui signifie qu’aucun mur dont la direction contié(f) ne sépare strictemeni de 6;,;. Mais comme ce
deux coeurs sont paralléles de direcﬁﬁ()ﬁ), un mur dont la direction ne contient p&a(sﬁ ne peut de toute facon
les séparer, donc aucun mur ne sépare strictesndet;,;. De mémeg;,; etdi,» sont projetés dans la méme chan
ferméeg; ,,, donc aucun mur ne sépare strictemént de ...

Ainsi 6;,1 etdi2 Vérifient les conditions requises. On construit ainsi les sdges, dx et fo, ..., fa. Alors sy es
projeté dans la méme chambre fermgeued(f’) et fax ~y fy ~y f, il ne reste donc plus qu'a posék,1 = fy
etdaxs1 = o(f’) pour obtenir une suite de conesdé&quivalents allant déy a f,, telle que les coeurs de deux c0
consécutifs ne sont séparés strictement par aucun mur.

Nous avons que dans ces conditions, deux coeurs consécutifs ont des scp dont les imag@stjis coeurs
cbnes de&Fp équivalents. Dong(f) ets(f’) ont des scpy ety’ envoyés pap sur des coeurs de conesd@géquivalents
Mais p(y) = ¢(y) etp(y’) = ¢’'(y), on a donc prouvé qug(f) = p(f) ~a ¢’(f’) = p(f’). Ceci prouve que est bier
définie.

Montrons qu’elle est continue. Comnieest ouvert dang, et quep est continue, la continuité geest acquise €
tout point deZ. Il s’agit donc de montrer, powre dA, pourx € p~2({y}) et pourVa(f,U) un voisinage dg dansA,
quep L(Va(f,U)) contient un voisinage de
SoitZ € A tel que{x} Uc € Z, soit¢ : Z — Afixantc. Commef n’est pas réduit & un poiny (€ dA), on peut I
raccourcir pour s'assurer qae- §(f) — 6(f3*. Un voisinage d¢x} dansZ estV(¢~(f), U), vérifions qu'il est inclu
dansp 1 (Va(f, U)). SoitB o b(¢~1(f)) U {t} ety : B — Z fixantb(¢~1(f)) tels quay(t) € (¢~X(f) + U) n ¢~1(f)*, il
faut montrer que(t) € f + U.

Nous savons que c s(¢~(f)) — ¢~1(f)3, donc en utilisant la proposition 4.3.5, on voit qu'il exi@ee A con-
tenant{t} U b(¢~1(f)) U c. Soity’ : B" = Z fixant B’ N Z, en particuliery’ fixe b(¢~(f)) doncy/(t) € ¢~1(f) + U.
Ensuiteg o ¢’ fixe ¢, doncp(t) =g oy/(t) € f + U.

L'unicité dep découle de sa continuité et de la densit&/dtans’ . O

A présent, nous pouvons nous contenter de noéela place de.

Les résultats obtenus pour les rétractiong geeuvent souvent s’étendre aux rétractionsiswoici ce que deviel
la proposition 4.4.1 (I'énoncé est un petfelient de celui sur les rétraction dahar il faut prendre en compte
possibilité queyz(X) = o o p2(X)) :

Proposition 6.6.2. Soit Ae A, ¢; et ¢ deux chambres adjacentes dans A, M le mur les sépardatyéflexion selo
M. Soitp1 = pac, €tp2 = pac,. Soit xe 7, alors :

— Soitp1(X) = p2(x), SOitp2(X) = o o pa(X).

— Sip1(X) € D(M, ¢1) alors p1(x) = p2(X).

— Sip1(X) € D(M, c1) et sip1(X) = p2(X), alors il existe un appartement B contenafte et x.
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Démonstration:

Les deux premiers points découlent de la proposition 4.4.1, et de la continyitégeet o

Pour le troisieme point, on répéte quasiment la preuve de la proposition 4.4.1. SuppdgprsD(M, c;), soil
Z; € Atel que(x} U ¢y C Z1. Supposons que ¢ Z; et montrons qu’alorgz(x) = o o p1(X). Soitgy : Z; — Afixant
c1, alorsp1(X) = ¢1(X). Soitd la chambre d&;, voisine dec; le long degbIl(M) (en fait,d = ¢~%(cy)), d # c, puisqut
C2 ¢ Z;. Il existe un appartemeizy contenaan)zl(q&;l(M),d) U cp. Cet appartement contiertdans son adhérer
car il contientg;(D(M, c,)), et il ne contient pas;. Soit¢, : Z, = Afixantcy, on apa(X) = ¢2(X). On a aus:

¢2(d) = ¢1 = o o ¢1(d). Alors ¢, eto o ¢1 coincident suE)(d;Il(M), d), puis surD(¢;1(M), d) donc enx. O

6.7 Compacié

Pour l'instant, la notatiorf + U est définie pouf un cdne dans un appartementletine partie deiy. On défini
a présent, st est une facette dans un appartem&et siC est une partie dé stable par les parties vectorielles
éléements de Fiy,(c),
c+C= U¢B(c+(f).
Boc

L'union est prise sur tous les appartements contegagttpg est un isomorphisme d& versB fixant ¢ dont le choi;
n'importe pas.

Avant de prouver la compacité de vérifions cette conséquence de la proposition 4.2.7 :

Lemme 6.7.1.Soit A un appartement, et C une partie convexe et ouverte de A. Soit E la réunion de toute le:
de A qui rencontrent C. Alors pour toute chambre ¢ de E, et tout painCy il existe une galerie tendue dec ay
reste dans E.

Preuve du lemmeSoientx € Cnc, alors [, y[c C. CommecnC est ouvert, on peut supposer quey ne rencontr
gue des chambres et des cloisons (aucune facette de dimension inférieurefyet’'@seinclus dans aucune direct
de mur deA. SoitT" une galerie le long dex|y], commencant pat, donnée par la proposition 4.2.7. L'adhérenc
chaque chambre découpe k,y]. Soit e une de ces chambres;, {/] rencontre soie soit une de ses cloisons. M
si elle rencontre une de ses cloisons, disonsn ne peut avoiry c Vect(m) car Vect() est la direction d’'un mu
Alors [x, y] rencontre aus® ([, y] N mest forcement danx]y[). CommeC est convexe X, y[c C ete€ E. ]

Il est temps de montrer queest compact
Théoréme 6.7.2.Si limmeublel est localement fini, alors I'espadeest compact.

Démonstration: _
Comme nous savons déja giiest séparé et a base denombrable d’ouverts, il ne reste plus qu'a montrer
séquentiellement compact. Sok v Une suite dang, trouvons lui une valeur d’adhérence.

Premiére étape : Quitte & remplacéx,) par une sous-suite, il existe A7, f € Fa, ¢ une chambre de A, Etune
chambre deA tels que(pa.c(Xn))nar converge versy := [f]a, 6(f) c c+ C etVn e N, pac(X,) € S(f) + C.

Commencons par choisty dansAp au hasard, et notong = pa,.c- CommeA; est compact, on peut suppc
gue la suite go(xn))n coOnverge vers une limitg) € Ag. On peut aussi supposer que tousdes,) sont dans une mér

facade deA,, c’est a dire qu'ils ont tous la méme directignSoit f, € yo un représentant dg, alorsg c f5. On
peut de plus choisify de sorte queg c (fo) — fg‘. Comme un voisinage dg dansAg est inclus dang(fo)*, on peu
supposer que tous lgg(x,) ont un représentaig, inclus danss(fo)*. Mais 6(f3)* est une réunion finie de chamkb
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fermées, donc il exist€, chambre dei, telle ques(fo) + CTO contient une infinité deg,, on peut supposer qu'il I
contient tous. Bien siir, cela implique gs{do) + Co contient tous lepo(x,).

Pour conclure la premiére étape, il ne reste plus qu’'a s’assuref(fjec m, ce qui, puisqué(fﬁ) c CTO
revient a s'assurer quey coupes(fo) — Co. Pour l'instant,cy est inclus seulement darsgfp) — 6(1%)*. Soitd une

chambre a distance minimale dgdont I'adhérence coups fy) — 60.

Nous allons maintenant prouver par récurrenceksyure s'il existeA’, ¢/, €', f’ etd’ dans la méme configurati
queAy, co, Co, o etd le sont actuellement, avec’, d’) = k, alors il existeA, c, f, etC comme requis pour conclt
la premiére étape.

. . . L . 2, .
Sik = 0 la conclusion est immédiatd;, ¢/, C’ et f’ conviennent.

Sik > 0, soitl" = (¢ = ¢, Cy, ..., Ck = d’) une galerie minimale ent@ etd’, et soitM = Vect(cy A ¢;) le premie
mur traversé, soiry la symétrie de\' selonM, notonsog = pa ¢ €tp1 = pag-

Si po(%n) = p1(X,) pour une infinité d’'indices, alors on peut passer a une sous-suite pour SUppoSepAE =
p1(Xn) pour toutn. Alors il suffit de remplacec’ parc; pour pouvoir appliquer I'hypothése de récurrence.

Par contre, dans I'autre cas, on peut supposepgig) = o o po(Xn) pour toutn € N. Alors la suite dep;(x,) ne
vérifie plus du tout les hypothéses demandées, il va falloir changer d’appartement.

D’aprées la proposition 6.6.2, cette situation n’est possible que si pountaytx,) ¢ D(M,c’). De plus, poL
toutn € N, il existe alors une chambmgg voisine dec’ et decy, et un appartement dont I'adhérence content’ et
Xn. Commer est supposé localement fini, il N’y a qu’un nombre fini de chambres voisinestac;, on peut don
remplacer ,), par une sous-suite pour qu'il existe une chambredjxmisine dec; etc’ telle que pour tout € N, il
existeB, € A tel quec’ U eU {X,} € B.

Soit A” un appartement contenasitet e, et soitg : A' — A” fixant A’ N A”. Nécessairemeng(c;) = e. Alors
¥n e N, pare(Xn) = ¢(oo(Xn)). Comme de plusl(e, ¢(d)) = k — 1, on peut appliquer 'hypothése de récurrend€’s
e = ¢(c1), #(d), (f), etd(C). Ceci conclut la premiére étape.

Seconde étape : On note= pa. la rétraction obtenue dans la premiére étape. On montre a présent que
suite (X,)n, admet une valeur d’adhérence dafssoit il existe une galerie tendyén)nan dans A issue degd= c et

une suitg(t,), telle que pour tout n, pour toutt n, p(x) € d, + Cothedhetlimpety = Y. ON peut enfin impos
quevneN, dyn (c+C) # 0.

On notep = pac.

On commence par regarder le casfod {0}. Dans ce cagi. € A, etK = (g, Cest un voisinage dg. dansA,
il contient donc tous lep(x,) & partir d’'un certain rang. Majs™*(K) est une union finie de chambres fermées, |
c’est un compact, et la suite ), a une valeur d’adhérence dans(K) donc dang.

Supposons a présent qﬁeﬁ {0}. Par le lemme 6.7.1, il existe une galerie minimale do, dy, ...,d, dec a s(f)
telle quevi € [0, u], d; coupec + C.

On choisit ensuite une demi-droitec 6(5, et on prolongel, ...,d, par une galerie tendue dont I'adhére
contientl := s(f) + r(proposition 4.2.7). Verifions qu’on peut s'assurer gye (c + C) # 0 pourn > u. NotonsM,
'ensemble des murs contendnélors la construction faite dans la proposition 4.2.7 est telle que chaque char
la galerie @n)nsq, €st incluse dang\yey, O(M, dy). Par ailleursg + C est un convexe, délimité par un nombre
de ses hyperplans d’appui, et ces hyperplans ont pour direction un nfurNtetons; I'ensemble des hyperpla
d’appui dec + o} qui contiennent.

Il suffit de montrer quel N (c + 6) # 0 pour les chambred; contenant un segment idans leur adhérence,
alors nous pourrons relier deux telles chambres par une galerie dont chaque chambreicGype la constructio
donnée dans la preuve de la proposition 4.2.7 consiste exactement a définir d'abord les chambres contenant
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del dans leur adhérence, puis a relier ces chambres par des galeries tendues arbitraitamé&de ces chambr
soit [x — &, x + €[ un segment déinclus dangl;. Les hyperplans d’appui d& sont des murs en nombre fini, et c
contenank doivent contenirf—¢€, x+€[ et sont donc des éléments 4. Par conséquent, il existe un voisinagde x
tel queV N Muep, D(M, dy) € di. De la méme maniere, les hyperplans d’appui d€ qui contiennenx doivent con

tenirl carl c ¢+ C. Donc il existe un voisinage de x tel queU N Nrery D(H,C) cc+ C. Il ne reste plus qu’a verifi
queU NV N Npery D(H, ©) Nmem, DM, dy) est d'intérieur non vide. NotorS = Myer, D(H, €) Nives, DM, du),
nous savons que est d’intérieur non vide puisqul contient un point disons dec + cn Nmer, DM, dy). De plus
| c S etS est convexe. Il ne reste plus qu'a relieg x par une droite pour finalement obtenir un point intérie
unvns.

Ceci permet d’obtenir qud, N (c + 6) # 0 pour toutn. Vérifions que la galeriedg)nay est tendue. Si ce n'e
pas le cas, c’est qu'ily a un miM qui séparel, de dy et d'une chambre, avecn > u. Mais §(f) € dy N (c+ 6)

etd,ndy+ 1 # 0, doul c M. En particuliers(f) € M, mais ceci est impossible puisqdg ..., d, est une galer
minimale dedy a §(f). Donc la galeried,)ny Obtenue est bien tendue.

Pour touti € N, soits € Ind;. La suite &) tend versy.,. Donc pour tout, lesp(xn) sont inclus a partir d’'un certe
rangN; danss + 6(6*. Vérifions gu’en fait ils sont dans + C. Soitn > N;, un représentarg, de p(xn) est inclu;
danss + F ol F est une facette vectorielle dont 'adhérence conti¢fit etd. Disonsg, = s + ¥+ g avecv € F.

—_— — — .

On calcule alors g, = S(f) + S(f)s + V+ . Or s(f)s € §(f) doncs(f)s +V e F etgy ¢ (f) + F. Mais nou:
savons d’'autre part quéx,) € S(f) + C.DoncF c C, ep(x)es+ Fcs+C.

Ainsi, pour toui € N, lesp(x,) sont inclus dans; + C & partir d’un certain rang. En passant & une sous-suite,
supposer que'n > i, p(x,) € di + C.

Par ailleurs, en déplacant un peu B®on peut obtenir une suité;) convergeant verg., et telle quet; € di. Cec
conclut la seconde étape.

Troisieme étape : On suppose maintenant g n’a pas de valeur d’adhérence dadis Montrons qu'il exist
une sous-suite dg,), et une galerie tenduk = ()i telle que ¢ = dy = ¢, que pour tout ip(c) = d; et que les y

pour k> i sont dans I'adhérence d + C.

—

Ici, on notec; + C = ¢ + <Zi(6) pour un isomorphisme; de A sur un appartemer; contenant et ¢; qui fixe
c. On remarque que puisqoeest une chambre, on a en fajt+ C = péiq (¢ + #(C)), et I'adhérence de ceci ve

péiq(ci + &1(C)) (pour verifier I'inclusion non évidente, utiliser le lemme 6.5.3 pour inclure un poiit éans ul
méme appartement).

On commence par montrer par récurrence que pouri tbexistecy, ..., ¢; et une sous-suited() de (x,) satisfaisar
aux conditions demandées.

D'apres la premiére étape, tous essont dang(c + C). Donccy = ¢ convient bien.

—

Ensuite, SUPpOSOITS, ..., G construits. Comme, € ¢ + C et ¢ coupecy + C, en utilisant la proposition 4.3.5,
trouve un appartemei®, tel quecy U ¢ U {X,} C Bn. Soit, : By — Afixantco, commeg,(x,) = p(%) € dis1 +C,

pourn > i + 1, on voit quex, € ¢;1(di1) + C.Or #1(div1) est une chambre adjacente;aet il n’y a qu’'un nombr
fini de telles chambres. On peut donc passer a une sous Xfiede (x) pour que tous leg+* soient dans un mér

—

e+ C avece une chambre adjacenteadont I'image pap estdi.1. Il ne reste plus qu'a posef,1 = e.

Enfin, on prendy,) la sous-suite dex{) définie pary, = X. Le couple [ = (co, €1, -..), (Yn)) Satisfait aux cond
tions demandées par I'étape 3. Pour ne pas alourdir les notations, dans la suite or,notgra

56



tel-00497961, version 1 - 6 Jul 2010

Conclusion :

Sat Z un appartement contendntsoit¢ : Z — A fixantco, SoitX. = ¢~ 1(Y.). Montrons quex, tend versx,.
SoitV(g, U) un voisinage de&.,. CommeVa(#(g), U) N ¢(g)* est un voisinage dg., il existe un entieN tel que
dn N (@(9) + U) Nnap(g)* # 0 ettel quevn > N, p(X,) € Va(é(9), U) N ¢p(g)*. Soitn = N, montrons que, € V(g, U).

Commecy coupecy + Cetx, € cy +C, la proposition 4.3.5 indique I'existence d’un apparten@nel que
{Xn}UCn UCy C B. Dés lors, on ales égalitepz o, (Xn) = pz.co(Xn) = ¢~ 0 p(Xn), d'0U pz ¢, (Xn) € Vz(g, U) N g*. Mais
commecy coupeb(g) + g*, on peut appliquer la proposition 5.1.2, qui prouve que si un appartementXecoriien
b(g) et x,, et siy : X — Z fixe b(g), alorsy(x,) € Vz(g, U) N g*. Ceci entraine bien que € V(g, U). O

7 Unicité de la construction

On suppose dans cette partie quanuni de son systeme complet d’appartements, est 'immeuble obtenu :
d’'une donnée radicielle valuée discrete comme dans [BT72]. C'est donc en particulier lefcast $immeuble d
Bruhat-Tits d'un groupe réductif sur un corps local.

Nous allons montrer qu’une fois fixée une compactificatiodglde la maniére présentée dans la partie 3, il r
iste en fait qu'une seule maniere de I'étendre en une compactificatidrsdelaquelleG agit par homéomorphisn
Ceci permettra directement de comparer la compactificatiohdifinie dans le présent travail & celles de [Lan9
[WerQ7].

Rappelons brievement quelques notations.

On choisit un appartemeng, ainsi qu'un sommet spéciald Ay, qui permet d’identifieg etK’o ainsi queAf; et
les formes fines su, s'annulanten 0. Il existe un systéme de ragineventuellement non réduit, si, et pour tou
a € ¢, il existeT', un sous-groupe discret dR,(+) tel que les murs dég sont lesM(a, k) := {x € Ag | a(X) + k = 0}
poura € ¢ etk e T,.

Un groupeG agit surZ, pour touta € ¢ etk € I, il existe un sous-groupd, x deG qui fixe le demi-apparteme
D(a,K) = {xe Ag| a(X) + k > 0} ainsi que toutes les chambres ayant une cloison dans son intérieuikw Row
etk <l €Iy, onalU, C U,k donc la réunior,, := Uker, Uak €St Un groupe. Le groupe, x agit simplemer
transitivement sur 'ensemble des appartements contéd@nk). Le groupeG est engendré par lés, i, poura € ¢
etk € I’ ainsi que par un autre sous-groupe rdtqui fixe Ag.

Ces sous-groupes vérifient les axiomes d’une donnée radicielle valuée. On suppose de plus I'axiome st
mutateurs deb, i vérifié au sens fort : pour tout, 8 € ¢ avecs ¢ R™.«a, pour toutk € T, | € T'g,

[Uek Upi] € ( U pa-+8.pkeql > p,ge N* etpa + g8 € ¢.

Le groupeG est muni de la topologie de la convergence simple/sw'est-a-dire gu’une base de voisinage®
est I'ensemble des fixateurs de parties bornées. Alors l'actiéhgie 7 est continue.

Le fixateur dang® d’'un produit d’éléments de divers sous-groupes radidiglg est dans certains cas faclil
déterminer :

Proposition 7.1. Soientas, ..., ak € ¢ des racines deux a deux non colinéaires, 8mit..., Uy) € Uy, X ... X Ug,. On
suppose qué); Fixa,(U;) contient au moins une chambre. Al¢tXa, (Us...Ux) = ﬂ:;l Fixa, (Ui).

RemarquePour des racines dans un sous-systeme réduit et positif tleypothese "non colinéaires” devie
juste "distinctes”.

57



tel-00497961, version 1 - 6 Jul 2010

Démonstration:

Onnoteg = u;...ux. Pour chaqué I'ensemble des points fixes deest un demi-appartemef délimité par un
mur M; de direction kerg;).

La premiére inclusion est claire.

Soitx € Ag\ ﬂ!;l D, montrons que n’est pas fixé pag. On remarque pour commencer qu'il est impossible que
X soit fixé parg et tous lesy; sauf un.

Soitc une chambre incluse dafig ©;. Commec est ouvert dandg, on peut choisiy € ctel que i, y] ne rencontre
pas d’'intersection de murs. $etait fixé pag, alors [x, y] le serait aussi. Or le segmennt {/] sort de(); D; en coupant
un seul mur, disonbl;. Donc [x, y] contient un point qui est dansf()i.; i) \ Dj. Doncz est fixe par tous les; sauf
uj, ce qui est impossible. m|

Rappelons ce résultat (voir [BT72] 7.4.33), exprimant que lorsqu’un éléemedt, déixe une grande boule dans
un appartement, alors il fixe une petite boule de méme centre dans I'immeuble. CBx(mte la boule dans\ de
centreo de rayorr, etBz(o,r) la boule dang'.

Proposition 7.2. Il existe une constanté dépendant uniquement getelle que pour tout & Ay, etr e R*, sia € ¢
etke A, sonttels que B (o, Ar) ¢ D(e, k) et siue U,, alors u fixe B(o, r).

Démonstration:
Pourg € ¢, notonsMg le maximum, dq§| sur la sphére unité, et soit= max{'\,\j—; |a,B € ¢}.

Soienta € ¢ etk € T, tels queBa, (0, Ar) € D(a, K).

SoitV le groupe engendré par 18,8, +..+ g pkraali+.+pls POUM € N, B1, ..., Bn € @, (11, ..., In) € Tg, X... XTI, et
P, d1, --., On € N* tels quepa + qiB1+... + Onfn € ¢ et chaqueD(B;, |;) contiento. Montrons que les éléments Wdixent
Ba,(0,r). Déja, poun le vecteur qui maximisé& sur la sphére unité, on@— Arv € D(a, k) d'oul (@ + Kk)(0) = ArM,.
Soit maintenany = pa + i1 + ... + OB €t ) = pk+ qul1 + ... + Onln cOmme dans la définition d€. Alors
¥(0) + j > p(a(0) + k) > ArM,,. Ceci entraine que la boulﬁo(o,/IM—:r) est incluse dan®(, j). Comme/l,\'\",,—: >1,0n
obtient le résultat voulu.

A présent, soitl € U, x, etd une chambre dé coupantB;(o,r). SoitT" = cy, ..., ¢, = d une galerie tendue avec
0 € Gy C Ag. Soitp la rétraction suy, de centreco. Il existeB, € ¢, 11 € T, etvy € Ug,, tels quevi.cy = p(c1)
et D(B1, 1) contientcy donco. Ensuite il existgsz € ¢, l2 € T, Vo € Ug,), tels quevavicy = p(C), et D(B, I2)
contientcy U p(c1) donc encor®. On obtient finalemergy, ..., Bn, 1, ..., In, V1, ..., Va tels queo(d) = Vy...vov1.d. Notons
V = Vp...V1.

Commep(d) coupeBa,(0,1) € Bay(0, Ar), on au.p(d) = p(d) = v.d = uv.d. Le fait que chaque commutateur
(u,v) = uv.u‘lvi‘1 soit dansv permet de prouver par un calcul classique que)(a V, et donc quet, v)* fixe v.d.
Alorsv.d = (u,v)vu.d d’ol (u, v)~*v.d = vu.d puisd = u.d. O

Corollaire 7.3. Soient A et B deux appartements, on suppose qu'’il exist& o B et r > Otels que A B contient la
boule By(o, Ar) ou A est la constante de la proposition. Alors il existe & tel que gA = B, et g fix AnB)UBz(o, ).

Démonstration:
Par conjugaison, on peut suppoger= Ag. Le groupe engendré par l&k, k tels queD(a, k) > Ba(0, Ar) est
transitif sur les appartements contenBg(o, Ar) et il fixe By (o, r) d’apres 7.2. O

Et voici le résultat annonceé :

Proposition 7.4. Soit] un espace topologique compact contengyiel quel est ouvert dense dads
On suppose que 'adhérence de I'appartement de réferegiaifon noteA, est homéomorphe&, par un homéomorphisr
fixant A. On noteA : a — & cet homé&omorphisme. A

On_suppose que l'action de G sur s’étend en une action continue siit Alors il existe un homéomorphisme
x : I — IquiestG-équivariant et qui fixe.
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RemarquePa densité de?\y dansAo, et par densité d& dans7, les applications. : a - a et y sont uniques :
elles existent.

Démonstration: A A .
Si A est un appartement d& on noteraA son adhérence dads Les deux cldtures d’appartemeritet A son
alors homéomorphes, par un uniqgue homéomorphisme qug&éur/\ o g, oug € Gest tel queg.A = Ao. Il est don

naturel de vouloir définir une fonction de la sorte :

X -

o NI
Q N

N
ga — ga
,pourg e Getae A. _

Montrons quey est bien définie : soierg, g’ € G eta,a € Ag tels quega = g’a’ et montrons quga = g'&'.
En remplagany par @)*g, on se rameéne au cas gli= 1. Soientf un représentant deet f’ un représentant (
a'. Quitte a les réduire, il existé A contenang(é(f)) U 6(f’). Soientd etd’ des demi-droites incluses daf(d)
et§(f’) de directions incluses darfset ', de sorte que est 'unique point dang ded \ d eta’ est 'unique poir
dansZ ded’ \ d’. Ainsi, d’ etg.d ont le méme point limite dang, qui esta’. CommeZ est homeomorphehpar ur
homéomorphisme fixaidt, on en déduit que’ etg.d ont le méme unique point limite dads

Le point limite ded’ dansA, esta’ et comme/ est séparé, c'est aussi I'unique point limitediedansi donc et
particulier dang. De méme, I'unique point limite de dans7 esta, donc par continuité dg, le point limite deg.d
dansZ, donc dang estg.a. Ceci prouve que’™= g.a.

Doncy est bien définie. C’est une foncti@équivariante qui fixe’, elle induit 'unique homéomorphisme o
sur A pour chaque appartemeit Comme deux points quelconquesAsont toujours inclus dans I'adhérence ¢
méme appartement (lemme 6.5.3), ceci entrainggest injective. Il ne reste plus qu’'a montrer guest continue
elle sera alors fermée par compacitéldet separation dé, et son image sera un fermé fieontenant c'est-a-dir
7 lui-méme.

Soitx € 7, _montrons qug est continue erx. Le cas otk € 7 est évident, et paB-équivariance dg, on se ramer
au cas olx € Ag. Au total, on peut supposere dA,.

Soit O un ouvert deI contenaniy(x). Notonsp™ : G x 7 — 7T raction deG sur 7. Par continuité de,”et
parce queex = X € Ao, il existe un voisinage ouvef) de e dansG et un voisinage ouveN de X dans7 tel que
Q.V = p(Qx V) c O. SoitV = y 1(V). Alors x € Q.V c y 1(Q.V) c x"}(O). Il reste a prouver qué.V contient u
voisinage dex dansr.

Sat f € Fa, un représentant de On peut supposer qu@ est le fixateur danG d’une partie bornée, de la fori
Br(o,r), avecr € R** eto € Ag, on peut méme imposere —§(f), ou—4(f) signifies(f) — 6(f3.

Soit 1 la constante donne par la proposition 7.2. Soi8nite I'ensemble des parties d’appartement égales
cléture des(f) et d’'une boule de centiede rayontr, c’est-a-dire :

{Bilial = {8 sous-complexe simplicial d&| AB € A tqs(f) c B, o € Betp = Cl(Bg(0, Ar) U §(f))}

Cet ensemble est fini car 'ensemble des sous-complexes simplicid®p(ole) est fini.
On choisit alorgB;}ic; une famille d’appartements tels gdec |, 8; c B;.

Pour tout € I, y induit un homéomorphisme entBp et B. Commex € B;, y(X) = X € B. De plusV n B; est ur
voisinage dex tlansB;, doncy 1(V n B;) c V est un voisinage dedansB;. Il contient donc un ensemble de la for
Vg (fi,R), avecR € U et fi € Fg, [fi] = x (Vg (fi, R) est défini en 6.2.1). Comm#f) c B;, on peut supposer q
6(fi) c 6(f) c A (voir 5.1.4). Soity un scp deig; 6(f) tel queBa(o, ar) € —yi. SoitR = Mg R. AlorsR € U,
ety est un coeur de condtae. Soitg € Fa, le cone engendré pat c’est un scp dé donc [g] = xetV(g,R) es
un voisinage de dans’. Nous savons que pour tout |, Vr(g,R) n B c V. Montrons queVr(g,R) c Q.V, cele
conclura la preuve.
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Soitt € Vr(g,R), il suffit de montrer qu'il existén € Q eti € | tel queh.t € Vg (fi, R). D’apres la propositic
6.2.3, il existe un appartementcontenanb(g) et un représentante ¥; det, tel quer c (¢z(g) + R) N ¢z(Q)*, ou
#z : A — Z est un isomorphisme fixab{g). Quitte & réduire, on peut supposei(r) inclus dans un des quartiers

la formeb(g) + C avecC une chambre dez(y)". Commeo a été choisi dansé(f), il est dans-y, donc aucun mur ¢
Ao dont la direction contieng ne sépare strictementet b(g). La proposition 4.3.5 permet de conclure a I'existe
d’'un appartement contenanto} U b(g) U (7).

Ensuite, la proposition 4.3.6 prouve gu'il existe un apparteramantenant-y, Uy. En particulierXn A contien
oety,donco+y =0+ 6(5, ce qui contiend(f). De plus, nous avons suppdBg(o, Ar) C —y,, Ce qui entraine qt
Bv(o, A1) c -y c YN X

Soiti € | tel queB; N X > Bx(o, Ar) U §(f). Par le corollaire 7.3, il existle € G tel queh.Y = B;, hfixe Y N B; el
Br(o,r). En particulierh € Q.

Enfin, sigy : Ay — Y estunisomorphisme fixah{g), alorsh.s6(r) c h.((¢v(g)+R)Nev(g)*) = (@+R)Ng’, oug es
le cone engendré pardansB;. Commeg; ¢ fi etRc R, on obtienh.5(r) c (fi + R) N f*, d'ouhte V5 (fi,R) c V.
m]

Ce résultat prouve que les compactificationsZdééfinies par A. Werner dans [Wer07] sont identiques a
présentée ici pour les decompositions en cpiedécrites en 2.5. En &f, nous avons déja vu que la decompos
¥(p) définie dans [Wer07] était égalefa’, et nous avons défini la compactification Aga partir deF~ exactemer
de la méme maniére que dans [Wer07].

En particulier, les compactifications de [Lan96] et [GRO06] coincident avec celle présentée igi poufF® la
décomposition en cdnes de Weyl vectoriels.

8 Description def

Dans cette partie, on vérifie principalement une propriété attendue desavoir que son bord est réunion d’
meubles #ines, dont les groupes de Coxeter sont des sous-groupes de Coxater de

8.1 I estune ©union d'immeubles

Lemme 8.1.1.Soient AB € A, soient xe AN B, ye A.Si y est dans la méme facettequue x alors ye BnAet>
et y sont dans la méme facetteBle

Notons a cette facette, elle est donc incluse dand. Il existe un isomorphismg: A — B dont le prolongeme
a A dansB envoie la facade de A contenant x sur la facade de B contenant x et fixe a.

Enfin, si fe Fa, f’ € F5 sont tels que x [f]a = [f']s, alors(f) = f.

Preuve du lemmeSi x ety dans une méme facette de cela signifie qu'il existef, g € Fa tels quex = [f] et
y = [g], avec f= g et tels qu’aucun mur dont la direction contiehnhe sépare au sens larfjede g. C'est-a-dir
gu’aucun mur dont la direction contiefine sépard deg ni ne contient I'un sans contenir l'autre.

D'autre partx € B donc il existef’ € 75 tel quex = [ ’].

On choisit un appartemegtcontenant, quitte a les raccourditf) et s(f’). Nous allons montrer quge AN Z,
c’est-a-dire qu'il existe un scp dgdont le coeur est inclus daks Z. Il suffit de montrer qugn CI(5(f)) # 0. (Pou
une compactification polygonale classique o 7, c’est automatique.)

On décompos& en somme orthogonale de trois sous-espaces comme dansA:3.9ect((f)) ® E® f*, ol E
est le supplémentaire orthogonal de Vé(:ﬂ[) dans Vect(ﬁ. Notonspg la projection orthogonale S, alorspé(ﬁ
est un cbne convexe qui engenéet qui est stable par son groupe de Coxeter. Correst essentiel, ceci impliq

uep(f) = €

60



tel-00497961, version 1 - 6 Jul 2010

Il existe donc un point € g tel que pz(v) = pe(s(f)). En rajoutant & un éléement assez grand d(e‘ﬁ, on peu
aussi s'assurer quec f,. Veérifions quev € CI(5(f)). Supposons qu'un muv = o~1({0} ) sépare strictememntet

6(f). Disons quex(6(f)) > 0 eta(v) < O. A|0rSa(5(f_)) >0 eta(s(f)v) < 0. Mais comm@(f)v e f*, ceci implique
a(é(fq)) = 0, C'est-a- dlreﬁ(F) c M. Mais nous savons qgu'un tel mur soit conti&hsoit contientf™. Le premier ca
est impossible car il |mpI|qué c M et nous avons supposé qu'aucun mur dont la direction corfuaatseparé et
g. Quand au second cas, il implique qéies’annule sur Vecti((fﬁ) @ f*. Mais commepe(v) = pe(s(f)), il est alor:
impossible quéVl séparer et 5(f).

Ainsi, v+ f estun scp de et son coeur est inclus dans &If) donc dansA N Z. Ceci prouve qug € AN Z. En
choisissant un isomorphisrge : A — Z qui fixe 5(f), et donas(v + f3, on vérifie quex ety sont dans la méme face
deZ. Alors comme précédemment, on peut trouver ungsate ¢1 (v + f3 dont le coeur est dans G((’)) donc dan
Z N B. On obtient alors qug € Betx ety sont dans la méme facette Be

Il ne reste plus qu'a choisir un isomorphismg : Z — B fixant §(f’), et doncs(g'), et & posep = ¢, o ¢1
pour obtenir un isomorphisme desur B dont le prolongementA_fixe x. Il est immédiat quéﬁ’(ﬁ = f = g, donc
#(As) = Aq. La définition dep est indépendante de et les raisonnements que nous venongeatuer prouvent gt
¢ fixe toute la facette d& contenank. O

RemarqueCommeA et B sont fermésA N B contient en fai. Et commaep est continu, il fixea.

LorsqueA_\n B = 0, mais queA contient un cond, B un conef’ avecf / f’, on peut quand méme, comme d
la preuve précédente, en passant par un appartehoemtenant un scp d#f) et un scp dé(f’), prouver qu'il exist:
un isomorphisme dA sur B qui induit un isomorphisme ente&; et B¢,. Ceci prouve le

Lemme 8.1.2. Soient A et B deux appartementse fFa, f/ € Fg tels que f// f’. Alors il existe un isomorphisr
¢ 1 A5 Binduisant un isomorphisme de 8ur By, tel qued(f) = 7.

On deéfinit 'ensemble des facettes icomme étant la réunion des ensembles de facettes de chaque appi
compactifie. Le lemme montre que deux facettes sont disjointes ou égales, et que si un appartement contie
d'une facette, alors il contient toute la facette, et son adhérence.

Tout comme un immeubld, vérifie les assertions suivantes :

Proposition 8.1.3.
-1I= UAEJ’(A _
— Pour deux facettes a et b, il existecontenant les deux. o
— SiANB contient deux facettes a et b, alors il existe un "isomorphisme d’appartements compasgtifiés™ B
fixanta et b.

Mais bien sir, les\ ne sont pas des complexes de Coxeter.

Démonstration: _

Le premier point vient directement de la définitionfld_e second est conséquence du lemme 6.5.3 et du fe
lorsqu’un appartement compactifié contient un point d’'une facette, alors il contient toute cette facette.

Prouvons le troisieme point. En remplacartb un point inclus dana et un point inclus danis, on se raméne i
cas ota etb sont deux points.

Soit fa € Fa un représentant dedansA, etgg € Fs un représentant dedansB. Soientd, une demi-droite inclus
dans l'intérieur de5(fa) dans Af{6(fa)), etd, une demi-droite incluse dans l'intérieur d@g) dans Af{6(gp)). En
choisissant des galeries, daxstB, le long de ces demi-droites (proposition 4.2.7), puis en choisissant un appa
contenant des sous-galeries de ces galeries, on obtient un appaetoantintersection aveé contient un scp ¢
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6(fa) et au moins une chambre disams L'intersection de&Z avecB contient un scp dé&(gs) et une chambres. Quitte
a réduirefa etgg, on suppos& o §(fa) U 6(gs).

A présent, soitp; : B — Z un isomorphisme fixanB N Z. Alors ¢ est la restriction @B de la rétractionpz,.
Lorsqu’on étendby etpz ¢, par continuité 8B et 7, on obtienpy,(a) = aet pz¢,(b) = bcaraub c Z, d'olig1(a) = a
etg1(b) = b.

De la méme maniére il existe : 7 5 ATqui fixeaU b, alorsg, o ¢; convient. |

Définition 8.1.4. Soit F € 7, on notelr = {[G] |G € Z, G // F}. On appelleraZ la facade de I'immeubld de
type F.

Bien sOr,7r ne dépend que de la classe de parallélismié,dd méme que de la classe de parallélismé&(&¢. Si
A est un appartement contenaf), si f € Fa est le cdne engendré p&(F), on notera inditéremment/¢, 7¢, ou
mémeL;(,:).

Proposition 8.1.5. Pour tout F€ ¥, I est unimmeubleffine. Ses appartements sont lespbdur tous les appart
ments A contenant un cone f tel qu¢ F.

Démonstration:

ChaqueA; est un complexe de Coxeteffiae, et la réunion de ces complexes de Coxeter esthiel®i A et B
sont deux appartements contenant des cdretsy tels quef / F / §, alorss(f) // 6(g), et le lemme 8.1.2 prou
I'existence d’'un isomorphisme entfg et By. Ainsi, tous les (présumés) appartementd gesont isomorphes.

Soienta etb deux facettes dég. Par la proposition 8.1.3, il existe un appartem@tel queau b c A. Alorsaet
b sontinclus dans des fagadesAlalisonsa c Ag etb c Ay, avecg, h € Fa. On peut choisig représentant un éléme
dea eth représentant un élement HeAlors g // F // h, d'olu Ay = A, = Ar est un appartement d& qui contien
aub.

Enfin, soientAr et Br deux appartements (présumésyge supposons quis N Br contienne deux facettesetb,
et cherchons un isomorphisme e surBr fixantaUb. Par la proposition 8.1.3, il existe: A — B un isomorphism
d’appartements compactifiés fixant b. Alors ¢ induit I'ilsomorphisme cherché entfg et Bg . O

Si A est un appartement contenant un cérel quef // F, alorsf’est unique (car le parallélisme est une rele
d’équivalence : sg est un autre cone avec// F, alorsf // g). Ceci autorise la

Définition 8.1.6. Si A est un appartement contenant un cone f telfyfeF, on note A := As.
La projection de A sur Asera notée R ou par, OU juste @, pr, Pr Selon le niveau de précision requis.

Donc en résumé, il y a trois notations pour le méme objet, ‘A etAc.

Remarquel'immeuble 7¢ n'est pas forcément essentiel. Par exemplé([) est contenu dans une chambr
Weyl vectorielle, alord r est un seul appartement, sans mur (voir la remarque de 3.3.8).

Maintenant qu’on sait que les facades sont des immeubles, on peut montrer d’autres résultats dans lam
par exemple :

Proposition 8.1.7. Soit F € 7, soient AB € A deux appartements contenant des cones paralletgg h Alors il
existe un isomorphismge: A =SB qui fixe A N Bg.

Démonstration: _
Soit x une facette de dimension maximaleAen Bs. Il existe¢ : A — B fixant x et envoyan®¢ surBg, par le

lemme 8.1.1. Notongg : Ar — B isomorphisme d’appartements de induit par¢. Commegg fixe une facett
de dimension maximale d& N Bg, il fixe nécessaireme= N Be (proposition 4.1.10). D'ou le résultat. O
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8.2 Bord d’'une facade

Onvérifie ici que chaque fagadg- peut étre compactifiee tout comme nous avons compagtigéque le résulti
est homéomorphe a une réunion que nous préciserons, de plusieurs facades de
Onfixe a présent un corfe € 7.

8.2.1 Compactification deZ

Choisisson#\ un appartement contenaiff), soitp = par la projectionA — Ag. Soitf = F N A, alorsAg = As
est un complexe de Coxetefiae et le groupe vectoriel associé est isomorphe via la projepta)ﬁix,v(ﬁ)(f}

On poseF* = {f(g) Ige 7 etf cg.

Lemme 8.2.1.Soitg € 7 dont f est une face, c’est-a-dirE c §. Alorsg est stable parf, c’est-a-direg + f c g.
RemarqueEn fait,g + f = g carg est ouvert dans Ved) et O f.

Preuve du lemmeC’est immédiat si on fixe une description deet de sa facef’ en termes d’'équations
d’inéquations linéaires comme en 2.4, mais voici une preuve é€lémentaire :
Soitx € getv € f. Commeg est ouvert dans Ved]], il exister > 0 tel que la boul®(x, r) dans Vectg)) soit incluse

dansg. Ensuitev € gdonc il existee € Vect(), de norme inférieure tel quev+e € g. Alors x+v = (x—€)+(v+e) € g.
m}

Proposition 8.2.2. L'ensembler ™ vérifie les conditions requises pour définir une compactificatiod gleDe plus
I'application g — p(g) est une bijection entre 'ensemble des coneg deyantf comme face .

Démonstration:
On commence par les points évideng" est fini, il contient{0} = ﬁ(f4), et il est stable par le groupe de W

WI(AE) = Fixyyz(F).

Montrons queAs = Jger+ §. Comme le terme de droite est stable par homothétiestfit de montrer qu’il con
tient un voisinage de 0. Par conséquent, flisde montrer que, dams | J{g | fc a} contient un voisinage d’un poi
de f. Soitx € f. Sig € F est un cone ne contenant pislans son adhérence, alorg g (cardg est une réunio
disjointe de cones darsg). Il existe doncUg un voisinage dex dansA qui ne coupe pag. Comme¥ est fini, le

nombre de&Jy ainsi définis poug variant parmiles cénes dofitn’est pas une face est fini, et leur intersection e:
voisinage decinclus dansUth feg g. Nous avons prouvée qu&s = | Jgesr 0.

Montrons que cette union est disjointe. Sa(g) et p(h) deux élements d&, o g, h € ¥ sont des cones ayafi
comme face. Supposons qg@) N P(h) contient un point, écrivons ce point sous la forf{@) avecx € A. Alors il
existev,w e Vect(ﬁ telsquex+ve getx+we h. Mais il existevy, Vo, Wi, W, € f tels quev = vy — Vv, etw = Wy — Wo.
Alors le pointx + v + W; = X+ V+ Vo +W; = X+ W+ W, + vy estdangin ﬁ, d'apres le lemme. Ceci entraine
g = h, doncp(@) = P(H).

Ceci montre également que I'applicatigm- p(g) est bijective.

Le petit raisonnement qu’on vient de faire fonctionne aussi dans le cas de ¢omes, d donne le résultat suiva
gu’on note pour utilisation ultérieure :

Lemme 8.2.3.Soit h g € Fa deux conesfines tels qud bordeg eth. Si gh) N p(g) # 0, alors hn g # 0.
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Passons & la description des cones a I'aide d’un systéeeeiafions et d'inéquations. Sgitc 7 ayantf comme
face. SoientailicLik € A* telles qus{%z {{Z'i Z (()) Z'; _ (()) Ii 2 II ,ukJ.’slfleulli}}

Lesay pourk € JUK définissent des formes linéaires #r Vérifions quep(g) = {@j >0, =0, jeJ ke K}.
L'inclusion "c” est claire. Réciproquement, un point de I'ensemble de droite est de la fi{pthavecx € A aj(x) >0
pourj € Jetax(x) = 0 pourk € K, et nous voulons montrer qu’il existec Vect(f3 tel quex + v € g. On s’apercoit
qu'il suffit de choisirv € f assez grand. Nous avons donc obtenu une descriptigien systéme d’équations «
d’inéquations linéaires comme requis.

Passons aux deux conditions portant sur les faces d’'un céne.

Soit p(g) € FF, verifions que son bord est la réunion d'autres cone® BeSoit B(x) € dp(g), soit p(h) € FF
le cdne contenarfi(x). Nous allons montrer quﬁac dg. On choisitx pour quex € R. Pour toutn € N, il existe un
point de(g) a distance inférieure ﬁde B(x). Cela signifie qu'il existes, € A, v, € Vect(ﬁ tels quex+ vp+ € € §
etllell < 1. On décompose;, = v} - V2 avecv}, V2 € f, on impose en outre qui + Vi > 1. Alorsx + v € h et
X+Vi+e ed

n n .

La suite &%ﬁ”)n a une valeur d’adhérencg a priori dansh. Mais en fait, cette suite reste dars+ f, et

x+f = x+ f c R pa le lemme 8.2.1 appliqué & et & ses faces. Donce . La suite ("), aussi admey

a I+l
comme valeur d’adhérence, dpr+ V3| > 1 ete, — 0. Doncy € g N h. Commeh # g, h est une face dg : h c 4g.
Dot p(h) ¢ Pdg) c P(g). Mais commep(h) N P(g) = 0, on arrive ap(h) c dp(g). Ainsi, dp(g) est une réunior
d’autres cones dgF.

Enfin, il reste a montrer q_uﬁ = Vect(ﬁ(ﬁ)) N @ et nous savons qu_ia = Vect(h) N a Par conséquent, i

suffit de montrer ques(h) = p(h) et @ = ﬁ(a). Les deux égalités, poiiret § sont similaires, on ne traite que cel
concernang. L'inclusion o vient de la continuité d@. Pour I'autre inclusion, il sfiit de montrer ques(g) est fermé,
ce qui revient a montrer qu@+ Vect(f3 est fermé. On reprend ldg;}ic;Liux cCOmme au paragraphe précédent,
verifie alors quej + Vect(f) = {aj >, ax =0, j € J ke K}, c'estbien fermé. O

L'avant dernier paragraphe de la preuve prouvait en fait :
Lemme 8.2.4.Sid, h € ¥ sont bordés paf et si p(h) est une face dg(g), alorsh est une face dg.

Nous pouvons donc compactifige a I'aide de la decompositiofi ™ en cbnes de l'appartemeAt. On note
provisoiremenf ¢ I'espace obtenu, 8¢ est un appartement dg, on noteBg sa compactification.

Verifions rapidement qu@E ne dépend pas du choix de I'appartemé&nt
Proposition 8.2.5. Soit B un appartement dég, soit g le cone de B engendré par un coeur parallet&), soit

Ps = PeF : B — Bg la projection. Alors I'ensemble des cones vectoriels ﬁl@ﬁ{ﬁ(ﬁ) |he Fetgc ﬁ}.

Démonstration:
Par définition, ceci est vrai po@r= A. PourB quelconque, I'ensemble des cones vectoriel§pdest{$(k) |ke ?F}

ol¢ : Ar — B est un isomorphisme de complexes de Coxeter dont le choix n'importe pas.
Commef // g, il existeé : A = Btel queg?(F) = g (lemme 8.1.2). Alors induit un isomorphisme entr
At et By, on peut choisiiy comme étant égal a cet isomorphisme. On a afosspa = pg o &, et on vérifie que

(#R1 K e 7F) = {pa() 1 g < R} o
Paur finir, etudions le lien entre le coeur d'un cogie ¥ bordé parf et le coeur deg(g) € FF :
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Proposition 8.2.6. Sat g € # un cdne bordé paff soit B= un appartement dég. Alors

— Pe(6(9)) < 6(Pe(d))-
- Pe(d) = Pe(9)"
— Sige g est de directiong, alors ps(b(g)) < b(ps(9)).

Démonstration:

Notonsp = pg et fixonsf € F5 tel quef // f.

Soit x € 6(d), montrons que¥(X) € 5(p(g)). Il faut donc montrer quex est fixé par Stafyg_,((d)). Soitw €
Stakyg,,(Pe(d)), on identifiew a un élement de F\i,?;(g)(ﬁ, ce qui assure déja queg) est encore bordé pdr Et
commep(d) = w(p(g)) = p(w(@)), on obtient par la deuxieme partie de la proposition 8.2.2w@ = §. Alors
w(x) = x par définition de5(g), et donow(p(x)) = p(X).

~ Passons au second point. Siest une facette de Weyl dasdont I'adhérence contier(d), alors p(5(g)) ¢
p(C) c P(C). NotonsCr la facette de Weyl d&: qui contient(C), nous venons de prouver que son adhér
contientp(6(g)), elle contient donc toute la facette de Weyl conterg{ti(g)), et cette facette contieatp(g)) par le
premier point. Don€r ¢ F(g)* et B(C) c P(a)*. Ce qui prouved(d*) c pg)*.

Montrons I'autre inclusion : sofEr une facette de Weyl dBe dont 'adhérence contiea(p(g)). Soient{a;}iciuy
des racines d&k, identifiees a des racines @es’annulant surf, telles queCr = {x € Br | ai(x) = 0 etaj(x) >
0.¥i € I, j € J). Alors g-(Cr) contients(g) et p(Cr) = {xe Bl ai(x) = 0 ete;(x) >0, Vi€, j e J}. Il existe
une facette€ de B incluse dang1(Cr), de dimension maximale, et dont I'adhérence contiégtu &( f$ (propositior
3.3.3, point 9). Alor<C contient un cond inclus dans’, tel que Vectﬂ) = Vect(f) Il existe des racinegy ke telles
queC = {xe B| ai(x) = 0 ete;j(x) > 0, Vi €I, j € JUK]. On ne rajoute aucune condition du type= 0 carC es
choisi de dimension maximale. S'il existee K tel queak(fj = 0, alors kergy) induit un mur deBg, qui ne pet
couperCe. Doncay(Cr) > 0, puisax(p(Cr)) > 0, ce qui signifie que la conditian > 0 est inutile pour défini€.
On peut donc supposer que pour th K, a/k(f_§ # {0}. Alors, pour toutk € K, il existev € f, tel queak(v) # 0.
Commey, € f; c C, on a automatiquementy(vk) > 0 et (vk) > 0 pour toutl € k. En sommant tous ceg, on
obtientw € f tel que pour touk € K, ax(w) > 0. Alors pour toutx € ﬁ_l(ép), il existed € R* tel quex + Aw € C, e

ceci prouve qug(C) = Cr. Commes(g) c C, on aC c g+, doncCr c p(g").

Enfin, pour le dernier point, il faut montrer queéb(g)) est dans chaque demi-appartemenBgdecontenant u
voisinage des(p(g)) dansp(g). NotonsDg_ (M, +) un tel demi-appartemenr¥] est un mur dég, identifié & un mur d
B dont la direction contienf. SoitO ouvert deBr tel queONg c Dg, (M, +), alorsp™(0)ng ¢ p~X(0)n p~(p(g)) =
p1(ONng) c pY(De.(M, +)). Ainsi p~1(Dg. (M, +)) est un demi-appartement 8eontenant le voisinage (0) N g
de s(g) dansg. Ceci entraine qui(g) ¢ p~*(Dg, (M, +)), donc quep(b(g)) € Dg. (M, +). O

Linclusion réciproque du premier point n’est en général pas vraie, mais le fafi(@(®) c 5(p(g)) implique qu¢
B(6(g)) est inclus dans la méme facette de Weyl que celle contéfg{®). En terme de cdnes affis, on obtient le

Corollaire 8.2.7. Soit B- un appartement dd ¢, soit g € g un cdne bordé par un cdne parallele a f. Al
Cl(pe(5(9))) = Cl(s(pe(9)))-

On ne peut pas dire directement la méme chose pour les basb&g)aest définie comme I'intersection deavec
des demi-appartements fermés. Il se pourrait donc a priorp@e(g)) soit inclus dans un bord de la facette de V
contenanb(p(g)). Mais ce n'est pas le cas. EnetffsiM est un mur contenamg(b(g)), alors le mur correspond:
contientb(g) et doncg, d’ou finalemenb(p(g)) c M. On peut donc &noncer le

Corollaire 8.2.8. Soit B: un appartement dég, soit ge ¥g bordé par un cone parallele a f. Alors @is(b(g))) =
Cl(b(pe(9)))-
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8.2.2 7r comme réunion de fagades de’

Onmontre ici queﬁ est homéomorphe & la réunion flg et d’autres fagades d& On pose :
B(F)={GeFr|TAec A F e F7, G unscpdaStqF’ // F, 6(F)US(G) c AetAnF c AnG')

Ondira queB(F) est 'ensemble des cones déordés paF.

Proposition 8.2.9.L’espace topologiquEE esthoméomorphe ala réunion despour G € 8(F). L'homéomaorphisn
est donné par :

Ir - Ucesr) L6
[9ls. = [Dala
Un point[g]a. d’un appartement compactif& est envoyé sur le point deégal &[g,], ol g est un relevé de

dans A, c’est & dire ge Fa, pa(ga) = g etf C Ga.
Deplus,y fixeIk.

X -

Démonstration:

x est bien défini :

Pour commencer, soffr un appartement dég, soientg eth deux cbnes équivalents dafis, soientga, hy € Fa
des relevés, montrons qgg~a ha. On a égalité des directiongd,) = g = h = p(ha), doncga = h, par la deuxieme
assertion de la proposition 8.2.2.det h # 0 donc le lemme 8.2.3 s’appliqu@; N hy # 0. Doncg, ~ ha.

Passons au cas général ; so# I’E soientAr et Be deux appartements d&, soitg € Fa. eth € g, tels que
x = [d]a: = [h]g.. Soientga € Fa eth, € Fg des relevés. Alor&,, hy} B(F)

Il existe fa € Fa et f, € Fa tels ques(fa) / 6(F) // 6(fb), fa € Gar fo € o, S(fa) = S(a), et s(fy) = S(hy). D’aprés
la proposition 3.3.3, point 9, il existe une facette de quaktierA et une autré c B telles ques(ga) U §(fa) c k et
6(hp) U(fp) c I. On choisitk etl minimales. SoiZ € A contenant un scp deet un scp dé, montrons qué contient
alors le coeur d’'un scp dg et le coeur d'un scp dey,.

Il'y a deux possibilites : soif(f2) c 6(d.) et alorsk est la facette de Weyl contenai(t.) et doncs(dz) € ga N K, soit
§(f2) est disjoint de5(d.), alorsk eg la plus petite facette fermée contenant Cé6fd) U §(d)), alors b, vic da N K
pour n’importe quell € 6(ga) etv € §(fz). Dans tous les ca&n ga # 0. Donc tout scp dé contient un point dega,

alorst+6(d) c k par le lemme 8.2.1. Ceci prouve gAe Z contient le coeur d’un scp dg. De mémeBnN Z contient
le coeur d’'un scp dby,. Notonsg, eth; les cones engendrés par ces coeurs, ginsy G, et h, ~7 hy.

CommeZ contient également un cone parallelg al contient un cdne parallelefaet fournit donc un apparteme
Zr de Z¢. Nous voulons montrer qugs "~ hy, et pour cela il stiit de montrer quay, ~z h,. En raison du ca
particulier traité au début de la preuve, ilfiSude prouver quepz(g;) ~z. pz(h,). Ce sera fait si nous prouvons g
§ = pa(0a) ~z. Pz(02) eth = pe(hp) ~7. pz(hy). Bien sirr les deux égalités sont similaires, vérifions juste la prer

Quitte & remplaceg, par le scp engendré péfy,), etg par la projection suAr du cdne obtenu, on peut suppo:
kc AnZ, 6(ga) = 6(92) et pa(ga) = 9. L'intersectionA N Z est fermée, donc contiekt Or k contientpa(k N A) car
5(f;) c kdonckn A est stable par addition avé(:f;). DoncAr N Zr D Cl(pa(6(9a)))- Et, d’apres le corollaire 8.2.°
Ar N Ze 5 6(pa(ga)) = 6(9). o

On peut maintenant choisir: A — Z un "isomorphisme d’appartements compactifies” qui en Zg. Alors

#(9) = ¢ o pa(da) = Pz © #(da) = pz(gz). Ainsi, pz(gz)fe\stJI’image degg par un isomorphisme d’appartements qui f
5(g), doncpz(g,) etgont le méme coeur, et domc="pz(g,). Ceci achéve de prouver gueest bien définie.

Prenons note de ce résultat, que nous avons montré au passage et qui resservira :
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Lemme 8.2.10.Sdent F',G,H € ¥ tels que Ge B(F) et H € B(F’). Alors il existe un appartement Z, il exi
Oz Tz 1), h; € F7 tels qued, eth, sont des scp de G et H, et f’ sontparallelesa FetF f,cg,etf ch,.

De plus, si A est un appartement fieontenans(G) et un cone paralléle &(F), si g, = AN G, alors pa(ga) ~Te
pz(g,). Et similairement pour H et &

RemarqueEn appliquant ce lemme au cas BU = H etG ~ H, on vérifie que sG € B(F) etH ~ G, alors
H e 8(F).

X estsurjective Soitx € Ugegr) L c- Il existe un appartemertet un coneg € ¥ tel quex = [g]a et F borded:
Alors pa(9) € Fae etx = x([pa(9)]ac)-

x est injective :Soientx,y € Tr, X = [dla, Y = [h]s., et supposons quex) = x(Y). Soientda € Fa, hy € Fs
des relevés, alorg,™~ hy. Quitte a raccourcig, ethy, on peut supposer grace au lemme 8.2.10 qu'il eXdsteA,
Oz hy, f, € F7 tels queg; ~ §a, h, ~ Ny et f, // F. Alors g, ~2 h,, c’est-a-dire quey, N h, contient un scp deg; et de
h,. Alors I'i image parp; de ce e scp est un scp ¢e(g,) et depz(hz), doncpz(gz) ~z- Pz(hz). Mais le lemme fiirme
en outre que = Pa(0a) ~T: pz(,) et similairement pouh. Ceci implique quey ™ ~Te hdoncx =y.

x est continue SoitXx = [g]a. un point d’un appartement compactifie de 7¢. Fixons un relevig, € ¥4 deg et
un ouvertd € U de sorte qué&/ = V7 (8a, U) N (Usesr)Zc) €st un voisinage deg(x), et les voisinages obtenus
la sorte forment une base de voisinageg (. Montrons que (V) contient un voisinage de, précisément, noi
allons montrer qu&/z. (g, p(U)) c x~1(V). Soit f € Fa un cone tel qud // F

Soitt € V7.(g, p(V)), soitH € F7 un représentant de Alors H est borde paF, donc d'apres la propositit
4.7.2, il existeB € A contenanb(gy) + 6(f§ et un scp dé(H), on peut suppose(H) lui-méme. L’mtersecﬂorAm B
contient alorgp(b(ga)) et donab(g) par le corollaire 8.2.8. Soit : B — Ainduisant un isomorphismig- — Ar fixant
b(g). Alors ¢(t) € V,,_(g. B(U)) (voir 6.2.3). On g o ¢(t) = ¢ o x(1), il reste donc a vérifier que(s(t)) € Va(da, U).

Soith € Ar un représentant dit) inclus dansg+ pa(U)) Ng*. Commepa(ga+U) = g+ p(U), il existes € ga+U
tel quepa(s) = s(g). Mais alorss € p~(g¥), donc d’apres la proposition 8.2.6, il existe f'tel ques+ Ve g;. Alors
S+ Ve (ga+ U) N g On choisit le relevé, deh dont le sommet est+ ¥, donch, = s+ 7+ hy € (ga + U) N g, cal
ha est dans le bord dg (lemme 8.2.4). Ceci prouve quéa(t)) V),(ga, U), doncy est continue.

x est fermeear T est compact ef est separé.

x fixeIr : Soitx € I, soit As un appartement contenaxitsoit f € ¥4 un représentant de on af / f.0ne
X = [{x}]a et unrelevé déx} dansA estf. Doncy(x) = [f]a = x. O

Ainsi,X(fE) est compact, donc fermé dafisDe plus,7¢ est dense dangr, doncy(Zg) = I¢ est dense da
x(Ze).Doule

Corollaire 8.2.11. L'adhérence dd ¢ dansl estX(fE) = UgesF) L6-

On peut donc identifier, au moyen gela compactificatiorﬁ deZ¢ ala cldture de/e dans’.
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Deuxieme partie
Masures bordees et groupes de Kac-Moody sur un
corps local

9 Introduction

Le but de ce chapitre est de définir un objet semblable a 'immeuble de Bruhat-Tits d’'un groupe réductif sur un
corps local, mais pour un groupe de Kac-Moody.

Ceci a déja éte fait dans [GR08] par Stéephane Gaussent et Guy Rousseau, pour un groupe déployé sur un corps
K dont le corps résiduel contiefit L'objet défini est appelé "masure” car il ne satisfait pas toutes les conditions
demandées a un immeuble habituel. Pour un corps plus général, mais toujours un groupe déployé, Guy Rousseau
([Rou06]) a défini des "immeubles micrizes”, que I'on peut voir comme une partie du bord a I'infini d’'une masure,
semblable au bord rajouté a un immeulffeng lorsqu’on définit sa compactification polygonale. Enfin, il a également
obtenu dans ce méme cadre des masures, dans [Roul0].

On propose ici de se placer dans le cadre général des groupes munis d’'une donnée radicielle valuée, cadre qui
inclut les groupes de Kac-Moody déployés mais aussi presque déployés sur un corps muni d’une valuation réelle. Nous
construirons simultanément une "masure” et son bord (qui contiendra deux "immeubledfimesdacar celui-ci sera
utile a I'etude des propriétés géométriques de la masure. L'objet obtenu sera appelé une masure bordée.

On se rend compte que plusieurs choix peuvent étre faits, menafiégedies masures bordées. Pour rentrer un
peu dans le détail, la construction d’'un appartenfene présente pas defiiculté (partie 11.1) , et on cherche donc
ensuite, selon le procédé habituel de Bruhat et Tits, & construire un objet immobilier comme qudBiendear la
relation d’équivalence déterminée par le choix des sous-groupgs|dieseront les fixateurs des pointsAleCes sous-
groupes sont appelés, comme dans le cas réductif, des "sous-groupes parahoriques”, et contrairement au cas réductif,
leur définition n’est pas évidente : plusieurs possibilités sont envisageables. Ainsi, dans [GR08], Stéphane Gaussent
et Guy Rousseau définissent les familles de groupes parahofiiieP™, £"™ dont la définition est quelque peu
indirecte, et nécessite I'emploi de "complétions” du groupe de Kac-M@dgnsidéré.

Toujours par soucis de généralité, nous optons pour une approche axiomatique, c’est-a-dire que nous définissons
abstraitement la notion de "famille de parahoriques”, et nous étudions les objets immobiliers que I'ont peut construire,
en fonction des propriétés vérifiees par une telle famille. C'est la partie 11. On étudiera plus particulierement deux
familles de parahoriques : la "minimale” puis la "maximale”. Au 12, on essaie de descendre les structures précédentes
(valuation et famille de parahoriques) a un sous-groupe. Dans la partie 13 enfin, on étudie le cas d'un groupe de Kac-
Moody. Pour un groupe déployé, la partie 11 s’applique directement, mais pour un groupe presque-déployé, il faut
d’abord utiliser les résultats de la partie 12 pour obtenir une valuation et une famille de parahoriques. Le résultat final
est le suivant (theoreme 13.5.1) :

Théoreme. Soit G un groupe de Kac-Moody presque déployé sur un ddrpkeployé sur la cldture séparable &e
On suppos& muni d’'une valuation réelle discrete non triviale, telle que son corps résiduel soit parfait.

Alors il existe une masure bord&e pour G(K), qui provient d’une valuatiopy et d’'une bonne famille de para-
horiques Q vérifiant (para2.1*)(sph). Pour toute facette sphériquié de f(K), la fa(;adeJK’& s'injecte dans la

facade’, (, dela masure bordég;, pour G(L), ou f est la facette dé?(L) contenant un ouvert d.

Les définitions de bonnes familles de parahoriques, de la condition (dajaet des facade se trouventen 11.2.1
et11.3.3.
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10 Rappels et notations

Lorsquea : X — R est une fonction sur un ensemt{eon notera pou¥ c X, a(Y) = 0 sia(Y) = {0}, a(Y) > 0
sia(Y) c R™, a(Y) = 0sia(Y) c R, etc...

Si A est un complexe simplicial, di est une facette dé, f* est la réunion des facettes bordées paAinsi,
Iorsquefﬁest une facette dans un immeutlef* désignera la réunion des facettesideont I'adhérence contierft,
donc 'immeuble résiduel eh. SiZ est un appartement de la reunion des facettes dedont I'adhérence contierf
sera dond* N Z.

10.1 Immeubles vectoriels

Ce que nous appelonsici les immeubles vectoriels sont les immeubles décrits dans [R€02]. Ce sont des
jumelés, donc en fait la réunion de deux immeubles classiques. Dans la réalisation géométrique de ces imm
nous considérons, les appartements sont inclus dans des espaces vectoriels, d’ou I'appellation "immeubles-
Une autre appellation frequente est “immeubles coniques”, car les appartements sont des cdnes dans ¢
vectoriels.

10.1.1 Donree radicielle

Il'y a plusieurs définitions possibles pour une donnée radicielle, selon que I'on considére qu’un systeme ¢
est un sous-ensemble d’'un espace vectoriel réel (comme dans [R€02] 6.2.4) ou un ensemble de demi-co
Coxeter (comme dans [Ré02] 1.4.1). La seconde possibilité est plus générale, la premiére plus précise, €
notamment de distinguer une racine et son double. Un systeme de racines du premier type sera dit ve
systéme du second type sera dit géomeétrique.

Si a, 8 sont deux racines d’'un systémegl'intervalle [a, 8] est défini de la sorte :

— [@,B] ={pa+ 0B | p,q e N etpa+ g8 € ¢} lorsquep est un systeme de racines vectoriel.

— [@,B] = {y € ¢ | @ N B C v} lorsqueyp est un systeme de racines géométrique.

On définit aussid, B[= [, 8] \ {a, B} ainsi que &, B] et [, B[ de la maniére évidente.

Une partiay d’'un systeme de racine est dite close lorsque pourdQie v, [«, 8] C y. La partiey est dite de plu
nilpotente si elle est finie. Enfin, une parfiest dite prénilpotente s'il existe un systeme positide ¢ et un élemer
w € W(¢) du groupe de Weyl associgpatel quey c ¢™ N w(—¢*). Une partigy est nilpotente si et seulement si ¢
est close et prénilpotente. La notion de prénilpotence est principalement utilisée pour les paires de rdaiyg:
est une telle paire, il est presque immédiat que l'intervall@] est clos, ains{«, 8} est prénilpotente si et seulem
si [, B] est fini.

Dans la suite, sauf mention du contraire, les systemes de racines considérés seront toujours de type vect
I'existence d’un systéme de racingsous-entend I'existence d’ttrespace vectoriel tel queg ¢ V*. On suppos
de plus¢ a base libre, c’est-a-dire que toute bakdu systeme de racingsest aussi une base de I'espace vect
sous-jacenV/*.

L'ensemble des kew), @ € ¢ est alors appelé I'ensemble des mursidet pour toute racine € ¢, il existe ung
réflexion dan@l(\7), notéer,, d’hyperplan fixe kexg) qui préserve I'ensemble des murs\eLe groupe engend
par ces, est le groupe de Weyl dg, notéW(g). Il existe une famille ¢),<» de vecteurs d¥ telle que pour tou
a € ¢, laréflexionr, est donnée par la formutg(V) = V — a(V).a¥. On note pour tout, 8 € ¢, { a,B) = B(a”). On e
clairement a,a ) = 2.

Un systeme de racinesest dit réduit si pour tout € ¢, ¢ N R.a = {xa}. Lorsqueg n'est pas réduit, la setL
possibilité est en faib " R.a = {+a, +2a} 0U¢p NR.a = {za, i%a'}. On notera alor®eq = {@ € ¢ | 1/2a ¢ ¢}.

Définition 10.1.1. Soit¢ un systeme de racines gt un systeme positif dags Soit G un groupe €tJ, ), Une famille
de sous-groupes de G. On note=T",c,; Nc(U,) l'intersection des normalisateurs des UJ™ = ({U, | @ € ¢*} ) et
U™ =({Uy @€ —¢"}).

Le couple(G, (Uy)aep) €St appelé une donnée radicielle de typs :

— (DR1) : Chaque | est un sous-groupe de G non trivial.
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— (DR2) : Pour toute paire prénilpotente de racirfesg}, le groupe[U,,, U,] des commutateurs de,let U, est
inclus dans< {Uy |y e]a,,B[} >

— (DR3) : Six € ¢ et2a € ¢, alors Uy, est inclus strictement dans,U

— (DR4) : Pour touta € ¢, et tout ue U, \ {g}, il existe U,u” € U_, tels que ifu) := v'uu” conjugue chaque
Us, B € ¢ en U, ;. De plus, les dferents ifu) peuvent étre choisis de sorte que pour towt & U, \ {€},
n(u).T = n(v).T.

— (DR5): TU*NU™ = {g).

Cette donnée radicielle est dite génératrice si de plus :
— (DRG): G estengendrépar T etlesU

Enfin, lorsque le systeme de racingsst fini, on dira queD est de type fini.

Remarques:

— C'est la définition utilisée dans [Rou06], 1.5, elle équivaut a la définition de "donnée radicielle jumelée entiere”
de [Ré€02] 6.2.5. Dans la terminologie de [R&02], le qualificatif "entiere” sert a indiquer que le systeme de
racines est de type vectoriel. La définition d'une donnée radicielle pour un systeme de racines géométriques est
exactement la méme, a ceci pres que la définition d’un intervalle de racines utilisée en (DR2) a changé, et que
(DR3) devient inutile.

Le qualificatif "jumelé” sert quand a lui & se rappeler que dans le cas @st infini, cette donnée radicielle
menera a un immeuble jumelé. Il n’a aucune signification formelle, ce qui expliqgue son omission ici.
Signalons enfin que c’est la notion géométrique de donnée radicielle qui est définie dans [ABOS8].

— Dans [BT72], la classe(u)T, u € U, est notéeM,,. La condition (DR4) y est exprimée avec g plutdt que

lesn(u).

LorsqueD = (G, (Uq)acy) €St Une donnée radicielle, on notera toujolirs= (,cs No(U,) comme dans la
définition, c’est le tore maximal associ&a On prouve que les éléement&i) dans (DR4) sont uniques, on peut donc
conserver la notation(u). On note enfirN le sous-groupe dé engendré par ces éléments et paOn prouve facile-
ment quen(u™t) = n(u)~%, que pour toutn € N, n(munT?) = mnu)m2, et que s’ etu” sont tels qua(u) = u'uu’,
alorsn(u) = n(u’) = n(u”) (la preuve de ce dernier point sera rappelée en 11.1.11).

On prouve queN est le normalisateur dE dés que la condition "(CENT)” définie dans [Ré€02] 1.2.5 est vérifiée.
Cette condition s’exprime ainsi :

(CENT): Ya e ¢, Zy,(T) = {e}.

Cette condition est vérifiée par tous les groupes de Kac-Moody sur un corps de cardinal au moins 4 (voir infra), et nous
verrons qu’elle I'est aussi pour tous les groupes munis d'une donnée radicielle "valuée” (voir 10.2). On la supposera
toujours vraie dans la suite.

Le groupe quotient/T s’identifie au groupe de Weyl du systeme de ragims identifiant pour tout € U, \ {€},
n(u).T a la réflexiorr,.

Le groupeT et tous ses conjugués sont appelés les tores maximaGx aeec un abus de langage puisque leur
définition dépend en fait de la donnée radiciglleSi T’ = gT g est un tore maximal, on noté(T’) = gNg* son
normalisateur. On note ausgsV etgy C (g\7)* I'espace vectoriel et le systeme de racines abstraitement isomorphes a
V et via les applications — g.Vete - ga. Sig’ € G est un autre élement tel qié = g Tg 2, alorsgg’ € N
doncglg’ agit surV et surg, on peut donc identifie’V agV etg'¢ age viag'.v — g.(g" g )Vetg'a — g(g~1g).v.

Pour toute € ¢, on note enfirdg, = gU,g™%, ceci est compatible a I'identificatiag = g'¢. Alors (G, (Uga)gaegs) €St
encore une donnée radicielle.

Dans la suite, on évitera de particulariser la donnée radici€lléU,).cs) (correspondant au torg), on con-
sidérera plutdt qué est muni d’'une classe d’équivalence, pour la conjugaison, de données radicielles. Pour chaque
toreT on noterap(T) c V(T)* le systeme de racine atl{)qeq(r) les groupes radiciels correspondants.
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SiD = (G, (Uy)ees) €St une donnée radicielle, pour toute pattide ¢, on notereG(y) = ({U, | @ € ¢} ). Ainsi,
lorsqueD est génératrice, on@ = T.G(¢).

Par définition méme, un groupe de Kac-Moody déployé admet une donnée radicielle. Et c’est un des buts
gue de prouver que c’est encore le cas pour une classe de groupes de Kac-Moody plus générale, celle des
Kac-Moody "presque déployé”. De [Ré02] 8.4.1 (pour le cas déploy€), et 12.6.3 (pour le cas presque dé|
obtient :

Proposition 10.1.2. Si G est un groupe de Kac-Moody déployé ou presque déployg, alors il admet une donr
cielle de type un systeme de racifigectoriel a base libre (comme ci-dessus). Dans le cas déplo§égsi un corp
de cardinal au moins 4, alors (K) vérifie la condition (CENT).

Pour la définition d’un groupe de Kac-Moody presque déployé, se reporter a [Re€02] partie 11.3

10.1.2 Limmeuble d’'une donree radicielle

Une donnée radicielle permet de définir un immeuble vectoriel. On notera dans I sirteneuble obtenu
partir de la donnée radiciell&((U,)qe4), OU plutdt sa réalisation geéomeétrique (voir [R€02] chapitre 5). Degp s
infini, il s'agit en fait de la réunion de deux immeubles jumelés comme définis dans [Abr9g].

Sesappartementsont en bijection avec les tores maximau@lé'appartement correspondant a un tore max
T est inclus dans I®-espace vectorie\V(T) tel qued(T) c \7(T)*. Le choix d'une basé&l de ¢(T) définit un con
C=Cy= {x € \7(T) | a(X) >0, Ya € H}, c’estla chambre positive relativdh Les ensembles obtenus en rempla

certaines des inégalitésO par des égalités 0 dans la définition d€ sont lesfacettesde C. La réunion des facett

deC est donc 'adhérend@ deC. L'appartementi(T) est alorsh(¢(T)).C U W(¢(T)).(~C) ¢ V(T), ses facettes sc
les +wf, pourw € W(¢(T)) et f’ une facette d€. Leschambressont les facettes de dimension maximales, dor
images de:C par unw € W(#(T)), et lescloisonssont les facettes de codimension 1. C’est un cone, réunion di

cones convexeh*(T) = W(¢(T)).C et A-(T) = —A*(T). Le cdne positifA*(T) est appelé le cone de Tits. Chacul
ces deux cdnes convexes, avec sa structure de facettes, est un complexe de CoxXater)pour

Lintérieur, not’eﬁ\sph, de A(T) dansV(T) est une réunion de facettes, appeléeddesttes sphérique€e son
précisément les facettes dont le fixateur dffe(T)) est fini. Les chambres et les cloisons sont toujours sphér
leur fixateur dan¥V(¢(T)) étant respectivemef} et un groupe d’ordre 2.

On pourra noter le groupe de Wed(¢(T)) parW(T), ou W(A(T)) pour rappeler qu'il s’agit du groupe de W
"vectoriel”.

Limmeuble 7 est obtenu en collant Ie§(T) pour tous les tores maximadx Ces appartements sont perm
transitivement paG, selon la formuleg.A_f(T) = K(gT g1) ([Ré02] 2.6.2). En conséquend¥(T) est le stabilisateur (
A(T). Poura € ¢, u € U,, I'elementn(u) agit surA(T) comme la réflexion selon le mur kej(d_e groupeT quand
lui est le fixateur dei(T).

Pour toute racine € ¢(T), D(e) := {x e A(T) | a(X) > 0} est ledemi-appartementirigé para. Le groupdJ,, fixe

ce demi-appartement, et est simplement transitif sur les appartements le contenant.
Sion fixe un tore maximal, et une base d&(T), on définit?* = G.AH(T) et~ = G.A~(T). Ce sont deux immeubl
au sens classique. Lorsqaest fini, ils coincident. Lorsqug est infini, leur intersection ne contient que des fac
non sphériques, et contient toujoy@s. Le d’ecoupagff =7t U7l est indépendant des choix @eet de la base ¢
o(T), maisZ* et7- sont échangés si on remplace par exemple une bag@jlpar son opposée. Ces deux immeu
sont jumelés.

Pour toute parti(ﬁ d’'un appartemen#&, on note Ck(ﬁ) sonenclos il s'agit de l'intersection de tous les det
appartements d& contenant}. Une partie égale a son enclos sera ditese On verra (10.1.4) que I'enclos d'u
partieQ est généralement indépendant de I'appartendelat contenant considéré, et on pourra éliminer I'indi
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dans la notation g}(ﬁ).

LorsqueC et B sontgewg chambres de méme signe, on peut définir leur distance (a valed¥,gans I'usag
qﬂu’onﬂen aura). Lorsque et D sont dg signgs opposés, on définit leur ccldistance. Celle-ci est nulle si et seule
Cet [3 sontopposéesc’est—a—dire siC = —D dans un certain appartemehtes contenant. Dans ces conditions
noteC = opg(D).

Lorsquefﬁest une facette sphérique deon peut définir lgprojectionsur fﬁ([Abr96] I.4). On commence par
définir pour les chambres de: si C est une chambre d& alors sa projection stff, notéeprf{@) est 'unique chambi
de f* qui est a distance minimale @iet f sont de méme signe) ou a codistance maximale (dans le cas contr.
C. Ensuite, sij est une facette quelconque, on PEse(d) = Necr prf{é), ou plutdt, pr Q) est la facette maxime
contenue dans cette intersection fermée. Insistons sur le fait que la projection sur und faesttdéfinie que lorsqt
f'est sphérique. (Lorsqu‘én’est pas sphérique, elle est en fait quand méme définie pour les fagddeséme sigr
queff)

On prouve que sféetg sont dans un appartemehtalors prAd) C A (voir [Abr96], 1.4, corollaire 3). On pe!
alors donner une caractérisation géometriquprg¢g) :

Proposition 10.1.3. Soientf une facette sphérique gtune facette quelconque alors 1) est la plus grande facet
de f* incluse dans GJ(f'U g).
De plus, pi{(Q) est l'intersection def* et de tous les murs d& contenant’ U g.

DémonstrationPour tout demi-appartemeﬁt contenantf U g, il existe un appartemerﬁ tel queI5 = AnB.
Comme on vient de le rappelgr {d) ¢ An B = B. On prouve ainsi quer {g) c CI(f'U g).

La premiére assertion découle alors de la deuxiéme, montrons celle-cif $eitsemble des murs decontenar
fug. Soit M e M, soiept(f etD les deux chambres a N A ayant une cloison commune dalis Alors @ ne peu
sépareC de prC), ni D de pr{D) sans quoC serait plus proche (ou a codistance plus grande);der (C) que de
prAC). Alors pr (@) c pr{C) N pr{B) c M. D'oti pr{@) < f* N Nyica, M-

Pour I'autre inclusion, soivf un mur contenanpr {d), montrons queM € . |l existe deux chambre et B de
g* n Atelles queM séparepr C) de pr (D). Comme précédemmen ne peux sépareg ni D de leur projectior

sur f et par conséqueni} separe de. DoncM > € B > g. o

Paur toute partieﬁ d'un appartemen&(T), on noteP(fz) son fixateur dan&, c’est lesous-groupe paraboliquae
G associé . Rappelons les propriétés essentielles de ces groupes::

Proposition 10.1.4.

1. Si fﬂetg sont deux facettes d’un appartemé(T), alors G = P(fﬁ.N(T).P(g). Lorsqueféetg sont Qe meén
signe, cette decomposition est dite de Bruhat, sinon de Bftkbeci entraine que pour toutes facettiestg de
7, il existe un appartement les contenant.

Sif= +(d, et si f’est une chambre, on a une décomposition plus précise | Gen) U(f}nu(g), et pour tou
t e T il y a écriture unique dans la double class¢f0tu (g).

2. Soit3 une partie deA(T) incluse dansA*(T), incluse dansi™(T) ou rencontrantA* (T)sph et A~(T)spn Alors
Mg N(T).P( f3 = N(T).P(ﬁ), ce qui signifie qu’entre deux appartements contehexiste un isomorphisr
induit parun éléementde G fixaft Autrement dit, le groupe(@) est transitif sur les appartements conten@r

3. SoitQ une partie deA(T) incluse dangi(T)*, incluse dansi(T)", ou rencontrani&*(T)sph €t A (T)sph Alors
P(Q) = P(CI(S)).
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Au vu du point 2, ceci signifie que I'intersection de deux ammentsﬁ_f etB est une partie close dans chacun
des appartement& etB si elle est incluse dan&', ou dansA-, ou si elle rencontré\spn.

Démonstration:

1. Voir [Ré02] partie 1. On prouve qu'un groupe muni d’'une donnée radicielle est également muni d’une "BN-paire
raffinée” en 1.5.4, puis qu’un tel groupe vérifie une version plus précise que celle @noncée ici de la décomposition
de Bruhat en 1.2.3 et de la décomposition de Bifkka 1.2.4.

Déduisons-en la version géomeétrique : soiﬂmg deux facettes dg, soit A(T) un appartement contenafit
eth.A(T), avech € G, un appartement contenahth et A(T) existent cad est la réunion de ses appartements,
et carG permute ces derniers transitivement). On utilise alors la décomposition de MBidktadff dans I'ap-
partemenf(T) avec les facettels g et f : il existe p € P(h~1g), n € N(T) etq € P(f) tels queh = gnp Alors
I’appartemenq.K(T) contientf’u g.

2. La version géométrique de ce résultat est prouvée dans [AB08], 6.73 Idﬁsqstd’adhérence d’une réunion
de chambres. Elle est de plus connugsi A" ouQ c A ([AB08] 4.5).

Etudions le cas général, o rencontre&’;ph et A_f;ph. Soit B un autre appartement conten&ﬁhtsoientfﬁetg

des facettes maximales d& N B* et A~ n B, respectivement. Sof une chambre d& contenant dans son
adhérence, db une chambre dB contenang dans son adhérence. Il existe un apparteeuntenan€ u B.

On sait quef+ N A* estune partie close (4.1.9) contenant la chanthrdonc c’est 'adhérence d’un ensemble

de chambres. Du coté négatif, comghest une facette sphérique incluse dans A-, ce dernier ensemble est
clos et contient la chambmg(é). Il s’agit donc également de I'adhérence d’un ensemble de chambres. Donc
AnZ est 'adhérence d’un ensemble de chambres, et par [AB08], 6.73, il exist& tel queg.A = Z, etg fixe

C, doncf, etg.

De méme, il existe, € G tel queg.Z = B etg, fixe f U d. Au final, gzg; fixe f'Ug et envoieA surB. Par 4.1.10,

0201 fixe alorsA* N B* etA- N B~. En particulierg,g; fixe Q.

Pour en déduire la version algébrique du résultag, siM . N.P(f), posonsB = g.A, et soitgyg; € P(Q)

comme ci-dessus, alogslg,gr.A = Adoncglg,g1 € N etg e N.P(S).

3. Encore une fois, ceci est classique Iorsﬁue A* (voir 4.1.9), on peut donc supposer c{ﬁeontient des points
sphériques positifs et négatifs. On peut aussi supposeRqoatient CI( N A*) et CI(G N A7), en particulier
Q est 'adhérence d’une réunion de facettes sphériques.
Lorsque$} est une partie "équilibrée” (c’est-a-dire une réunion finie de facettes sphériques en contenant au
moins une positive et une négative), oﬁ(eﬁ) = T.G(¢(§)) (voir [R€02], chapitre 6, ceci sera détaillé un peu
au paragraphe suivant). Chaque groupe radigigk € ¢(ﬁ) fixe un demi-appartement contenghtdonc fixe
aussi CI(3).
Si Q est I'adhérence d’un ensemble de chambres, aloé)(élst la plus petite partie dk fermée et stable par
projection sur ses cloisons ([AB08] 5.193, ol une partie convexe est par définition un ensemble de chambres
stable par projection sur ses cloisons intérieures)‘?Sig sont deux facettes sphériques de signes opposeés,
alorsf’U g est une partie équilibrée, et le paragraphe precédent montie(queg) fixe CI(f U g), qui contient
prA0). Il est alors évident que(Q3) fixe P(CI(Q)).

Pour traiter le cas général, on reprend la démonstration de [AB08] 5.193. On commence par le

Lemme 10.1.5.Soit ¢ une partie close d&* ou deA~ contenant un point sphérique. Alarsest I'intersection
des demi-appartements contenaret dont le bord contient ou une cloison sphérique de

RemarquebJne cloison de” est par définition une facette de codimension 1 dans
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Preuve du lemmeSupposons par exemple c A*. Soit f une facette dél* \ ¢, montrons gu'il existe u
demi-appartement comme dans I'enoncé qui séfarec. Soitc une chambre de, & distance minimale d&
(rappelons qu’une partie close d’'un systeme de Coxeter est un complexe de chambre, d’apr&e4tid6jy
une facette sphérique e,

Supposons dans un premier temps chéﬁ # € SoitM un mur contenart, et doncc, mais pasprdfﬁ, il ne
contient alors pa§. Le demi-appartement délimité piiet ne contenant pef%est comme requis dans I'énon
contientc et pasfﬁ.

Supposons a présent qme(ﬁ = C. Il existe alors une unique cloisan de € a distance minimale dé.
Remarquons que puisqugeest fermef ¢ ¢, doncprm(f) est une facette de méme dimension qudifférente
dec, et incluse dans Vegfc). Sachant qu€ est sphérique donc dans l'intérieur du cone de Tits, tout poi
m est dans un segment ouvert reliant un poinpdg f) et un point de2, doncm est dans l'intérieur du cone
Tits, doncm est une cloison sphérique de Soit M un mur contenan® et pasg, soit B le demi-apparteme
delimitée parM contenant, alorsD contientc, sans quopry(f) serait dang, contredisant la définition de
De plus,f’¢ B. o

On montre alors la version géométrique du point 3. Saitn appartement tel qu& N B contient des poin
sphériques positifs et négatifs. Seitin signe. La partig* := A% N Be est close dans¢, c’est l'intersectiol
des demi-appartements la contenant et dont le bord comtiemi une cloison sphérique @&. NotonsD*< cet
ensemble de demi-appartements. bié D, etm une chambre ou une cloison sphériquerdiacluse dan
dD. CommeA N B est stable par projection, et que la projectionréest bien définie puisqua est sphériqu
< contient tous lepry(d) pourd une facette d&< n B<. Et ceci entraine qub contientA— N B-<.

On prouve ainsi que CKN B) est égal & 'intersection des demi-appartement®te D, puis que CI&N B) =
ctuc cAnB.

Pour en déduire la version algébrique du résultat, goit P(fz), posonsB = g.A. Par le point 2, il exist
h e P(An B) tel queh.A = B, doncgth € N(G). Or N(Q) = N(CI(Q)), et CIQ) c An Bd'ouh e P(CI($)).
Au final, on obtient biemy € P(CI(5)).

10.1.3 [ecomposition de Levi
On se référe ici a [Re02] chapitre 6. On fixe dans ce paragraphe uh,teten noteA = A(T) et = ¢(T).

SoitQ une partie dét. On note :

— (D) ={regla(@) >0

- (D) ={eep| () =0}

- (@) = (D) L g™(D) = {a € ¢ | () 2 0}.

L'ensemble de racine;s*‘(ﬁ) est un sous-systeme de racinea&dborsqueé contient un point sphérique, il est fi

On définit ensuite les sous-groupesR(é) suivants :

- Mﬁ(ﬁ), le facteur de Lévi de Eﬁ) par rapportA_f:
Il est défini parMK(ﬁ) = FixG(VectK(ﬁ)) = FixG(ﬁ v opﬁ(ﬁ)). Il est d’aprés 10.1.4 .2 transitif sur les .
partements contenant Vg(ﬁ). Si O est une facette ou si elle contient une facette sphérique, Mg(ré) =
(TAUa | @ € g"(AYD)]) = T.G(¢™(S)). Enfin, le couple M(d)’(u")a€¢m(ﬁ)) est une donnée radicielle
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systeme de racineg"(3), voir [R€02] 6.2.3. En particulier, lorsqu&contient un point sphériqua™(<) est un
systeme de racines fini, M(ﬁ) est muni d’une donnée radicielle de type fini.

- U(ﬁ), le facteur unipotent de @3) :
C'est le sous-groupe distingué B&3) engendré pad(¢(Q)) = ( {UQ |a e ¢“(K)(ﬁ)} > Il est donc indépendant
de I'appartemenk contenan£} considéré. S contient un point sphérique positif et un point sphérique négatif,
il admet la décomposition avec écriture uniqudz(ﬁ) = aed’u@(g) U,, quel que soit I'ordre des facteurs. En

particulier, on a alor§) (ﬁ) G(¢”(Q)) Lorsqan est une chambré) (Q) = G(¢“(Q)) et IorsqueQ est une
facette U (Q) est 'intersection desl (C) pourCf les chambres d& contenant} dans leur adhérence. On prouve
enfin que s est une facette sphenqué(Q) = U(C) n U(D) dés queC et B sont deux chambres opposées
dansd N A.

Une partie équilibr'eedansf est une partie d’'appartement qui contient des points positifs et négatifs et qui est
recouverte par un nombre fini de facettes sphériques (éventuellement fermées).
Dans le cas olf} est soit une facette soit une partie équilibr'eeﬁ?;i@(ﬁ) admet une décomposition de Lévi
([Re02],6.2.2et6.4.1):
P(S) = M) =< U(S) .

Une extension vectorielle d@ est une partie dé de la forme Vecé(ﬁ) pour un appartemert contenantl. La

, . ;. - . . - . . . .
décomposition de Lévi peut aussi s’exprimer en disant$jig®) est simplement transitif sur les extensions vectorielles
=
deQ.

10.2 Valuation d’une donree radicielle

A I'exemple de [BT72], on ajoute maintenant une structure supplémentaire & notre donnée radicielle qui permet
de rendre compte, dans le cas d’un groupe sur un corps local, de la valuation du corps.

Définition 10.2.1. Soit¢ un systeme de racines. S@, (U,).cs) Une donnée radicielle et pour toate ¢ soity, une
fonction de U dansR U {co}. Pour toutl € R on note U, ; = ¢, ([, ©]).

On dit que la famillg(y, )aeg €St une valuation de la donnée radiciel®, (Uy)qep), OU QUEG, (Uy, ¢a)eecp) €St UNE
donnée radicielle valuée si :

— (V0O) :Ya € ¢, p,(U,) a au moins trois éléements.

— (V1) : Pour touta € ¢ etd € R, U, , est un sous-groupe de,Uet U, o, = {€}.

— (V2.1): Pour toutr,B € ¢, ue U, \ {e}, ve Ug \ {e},

@r, 5 (N(U).VN(L)) = @(V) — @ B (U)

Uos\{e} — A

— (V2.2) : Pour toutr € ¢, pour toutte T, Voo ou(V) = gutvtd)

est constante.
— (V3) : Pour toute paire prénilpotente de racinf@s3}, pour toust, u € R :

[Ua,/l» Uﬁ,;z] c < {Upa+q8,p/l+ay | p,ge N* et P + qﬁ € ¢} >

— (V4) : Sia € ¢ et2a € ¢ alors ¢y, est la restriction dep, & Uy,.

Lorsque(G, (Uq, va)acp) €St une donnée radicielle valuée, on garde la notatign gu’on vient d'introduire.
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Si de plus pour tout € ¢req, 0 € o (Uy), On dit quey est une valuation spéciale.

Remarques:

— Soita € ¢, etu € U, \ {€}. Par (V1), on voit quep, (U) = ¢, (u™), et par (V2.1) on obtient_,(n(u).u.n(u)™%) =
_(PQ(U)-

— Avec (V0) et (V2.1), on voit gu'il existe un sous groupeRi@on trivial A tel queg,(U,) + A = ¢o(Uy).

L’ensemble des valuation d® est muni d’une action d¥ : pour toutv € V et une valuation deD, on définit
p+VparYa € ¢, u € Uy, (p +V)o(U) = ¢.(u) + a(V). Il estimmédiat de vérifier que + V est encore une valuation
deD. Deux valuationsg ety’ telles qu'il existev e V tel queyp = ¢’ + V sont dites équipollentes. Sgitune valuation
guelconque. Le fait que engendre7* entraine que I'action d¥ sur 'ensembley + V des valuations équipollentes a
¢ est simplement transitive, dogc+ V est un espacefine sous/.

SiTI est une base dg, il s'agit aussi d’une base dé et on peut donc trouvet € V tel que pour toutr € ¢,

0 € ¢.(Uy) + (V). En utilisant (V2.1), on vérifie alors que cette relation reste vraie pourt@uteq. Ainsi, ¢ + V
est une valuation spéciale équipollentge. ®n peut donc toujours se ramener a une valuation spéciale, a équipollence
pres.

Notons enfin que pour towg € G, la famille de fonctiong.¢ définie parVa € g.¢, Yu € U,, (9.¢).(U) =
¢g-1.(g7tug) est une valuation de la donnée radicigjl®.

Dans la définition de la valuation d’'une donnée radicielle finie de [BT72], ou méme dans la définition de la valu-
ation d’'une donnée radicielle quelconque de [Rou06], I'axiome (V2) est beaucoup plus faible que celui présenté ici.
Par contre on ajoute un cinquieme axiome a savoir :

(V5) : Pour touta € ¢, pour toutu € U, \ {e}, pour tousu’,u” € U_, tels quen(u) = vuu’, alors—g,(u) =
P-o(U) = p_a(U”).

On prouvera (en 11.1.11) que pour une donnée radicielle finie, la définition présente équivaut a celle de [BT72],
autrement dit que d’une part I'axiome (V2) présenté ici est conséquence de sa version faible et de (V0), (V1), (V3),
(V4), (V5), et que d’autre part (V5) découle des (V0)...(V4) ci-dessus. Dans le gagstinfini, I'auteur n’a pas pu
se passer de la version forte de (V2).

Proposition 10.2.2.SoitD = (G, (U,)es¢) une donnée radicielle admettant une valuaigoa (¢,)qcs- Alors D vérifie
la condition (CENT).

DémonstrationSoita € ¢, u € U, \ {€}. Nous devons trouvere T tel queutu™ # t. Par (V0), il exister € U, \ {€}
tel quep,(u) # ¢.(v). Posong = n(u)n(v), il est clair par (DR4) qué normalise chaqu&g, donct € T. Montrons
quet~lut £ u. On calculep, (t"tut) en utilisant deux fois (V2.1) :

e (n(v)™n(u).unUn(v)

t,o_(,(n(u)‘lun(u)) —(~a, @) @.(V)
@a(U) = (@, @) @a(U) + 204 (V) = 204(V) — ¢ (U)
@a(U)

Donct™lut # u. m]

H

Proposition 10.2.3.

1. Soit G un groupe de Kac-Moody déployé, $biin corps muni d’une valuation non triviate : K — R U {oo}.
Alors il existe une valuatio(yp, ).y de la donnée radicielléG(K), (U (K))qep), elle est définie pap, (Uq(K)) =
@(K), ol (Uy)aeg €St UN systeme de Chevalley pgur

2. SoitD = (G, (Ua)aep) une donnée radicielle avegcun systeme de racines fini. Sgit= (¢q)aey UNE valuation
deD au sens de [BT72] 6.2.1. Alogsest aussi une valuation d®@ au sens présent.
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Démonstration:

Pour le cas Kac-Moody, on trouvera dans [Rou06] 2.2 des références qui prouvent toutes les conditions (Vx) sauf

(V2). Dans le cas d'un systeme de racines fini, ces conditions sont les méme dans [BT72] et ici.

Il ne reste qu’'a étudier (V2). Cette condition découle rapidement de I'existence d’'un espaearaini d’'une
action convenable dd (un appartement en fait). Expliguons comment sous forme d’'un lemme :

Lemme 10.2.4.Soit¢ c V* un systéme de racines, & = (G, (Ua)ees) une donnée radicielle. Sajt = (¢q)aep UNE
famille de fonctions aveda € ¢, ¢, : U, — R U {oo} ety (oo} = {€}.

On suppose qu'il existe un espacgiree A sousV, un point o€ A et une action de N sur A par automor-
phismes gines telle que pour tout € ¢ et ue U, \ {e}, n(u) agit comme la réflexion d’hyperplan (, ¢, (U)) =
{x e Al a(0X) + ¢.(u) = 0} dont la direction est la réflexion,re W(¢). Alors la familley vérifie (V2.1). Side plus T
agit sur A par translation, alorg vérifie (V2.2).

Preuve du lemmeOn identifie lesa € ¢ a des formesféines surA par a(x) = «(0X). La valeury,(u) est
caractérisée par l'egalite(Fixy (n(u)) = {—¢a (U)}.

Soienta, S € ¢ et (u,v) € U, \ {€} x Ug \ {e}. Pour calcule, g (n(u).v.n(u)‘l), il faut donc étudier la réflexion
n(n(u).v.n(u)~?). Par la définition (voir (DR4)), il est clair que(n(u).v.n(u)™) = n(u).n(v).n(u) %, et 'ensemble de
ses points fixes esi(u).Fixa(v). Il existe un poing € Fix(n(u)) et un réek tel quea + x.a¥ € Fix(n(v)) (si @ etp sont

colinéaires, pour touw € Fix(n(u)) il existe un telx, sinon il existea € Fix(n(u)) N Fix(n(v)), alorsx = 0 convient).
Alorsn(u).(a+ x.a¥) = a- x.a’,onadonc:

a(@),

B@+xa’) =p@) + xa.p)
(re.B)(@a-xa") = (6 - (a,Ba)(@a- x.a")
= @) - (a.p)a(d) - X, B) + 2X. B)

= @) - (a.p)a(d) + X, B)

= —pp(V) + (@, Bpa(U) .

_(Pa(u)
—pp(V)
et: — g, p(n(u).v.n(U)™)

Ceci prouve (V2.1). On procéde de méme pour (V2.2) :@aite, u € U, \ {e} ett € T. On vérifie facilement que
n(tutt) = tn(u)t™1, c’est donc une réflexion d’hyperplai(a, ¢,(U)) + %, si V; désigne le vecteur de la translation
induite part surA. Alors ¢, (U) — ¢,(tut™) = a(%) ne dépend pas de |

Pour conclure la preuve de la proposition, dans les deux cas il existe un efipaeA anuni d’une action deN
comme dans le lemme, voir [Rou06] partie 2 et [BT72] 6.2.10. ]

11 Construction genérale

On fixe pour toute cette partie une donnée radicielle valuée générdtrces, (U,. ¢q)acs), aVECH Speciale. On
rappelle que la condition (CENT) de [R€02] 1.2.5 est alors vérifiee d'apres 10.2.2, donc le normahgadediun
tore maximall est le groupe engendré paet lesn(u), u € U,, a € ¢(T).

On construit un objet immobilief de maniere tout & fait similaire a [BT72] : on commence par définir pour
tout tore maximall' un appartemerA(T) muni d’'une action déN(T) ; on définit ensuite les sous-groupes, appelés
"parahoriques”, qui seront les fixateurs d&des points dé\; et on définit finalement comme quotient d& x A(T)
par la relation imposant que les sous-groupes parahoriques sfieativement les fixateurs des pointsA@).

77



tel-00497961, version 1 - 6 Jul 2010

11.1 Lappartement

Onfixe un tore maximall dansG. On définit dans ce numéro I'objé{(T) qui sera I'appartement relatif & I
s'agit d’une réunion disjointe d’espaceffimes soud/(T) et certains de ses sous-espace vectoriels. Dans tout
partie, on notera = ¢(T),V = V(T), A= A(T) etN = N(T).

11.1.1 Facades d’appartement

Soit Y(T) un espaceféine sousV. Les facades d¥(T) sont définies exactement comme dans 3.1, a partir
famille de cones d¥ formée par les facettes de On rappelle neanmoins rapidement ces définitions.

Un cdne dan¥(T) est une partie d¥(T) de la formef = x+ f ou f’est un cone dg’(T). Le cone vectorief es
uniguement déterming, c’est la directionxie f. Deux cones de méme direction sont dits paralleles, ongqgtd .
Lorsqueg est paralléle et inclus darfs on dit que c’est un sous-cone paralléle, abrégé en "scp”.

On définit une relation d’équivalenee(ou ~1 lorsqu'il faut préciser) sur I'ensemble des cdnes convexeqte
Soientf = x+ f etg=y+ g, on pose :

f~go (f/getfng+0) & (f ngcontientunscp dé etdeg) < (f / getxye Vect(fﬁ)

Pour tout cone convexE on noteY(T), I'ensemble des cones dirigés pﬁquotient'e par. C'est lafacadede

Y(T) dedirection f. C'estun espacefiane isomorphe a’(T)/Vect(F), et I'action deV/(T) surA passe au quotient
Y(T)y

SoitT(K(T)) 'ensemble des facettes &eT), ce sont en particulier des cones convexeg(ilé). L’ appartemer
(bordé) associé a Bst alors :

AT := ) Yy
fer (A(T))
On noteraA(T) - pour désigner la facadgT), et les facades d¥é(T) seront appelées les facadesA{&).
Les facades ainsi construites seront appelées fagades d’appartement, pour les distinguer des facades d’'imn

la définition est a venir. Lorsqueeest un point dé\(T), on noteraf, la direction de la facade le contenant. L'esp¥
agit sur I'appartemerA(T) par translation et les orbites sont ses facades.

On noteA(T)spnla réunion des facades sphériquesAdE), c’est-a-dire des fagcades de type une facette vectc
sphérique. On note ausi{T)*, A(T)~ la réunion des facades positives et n'egatiﬁé“s‘);ph etA(T);phIa réunion de
facades sphériques positives et négatives. Dans la terminologie de [RA(ID)@Lh et A(T);ph sont les réalisations
Satake de deux appartements micfioas.

On définit une topologie suk(T), telle que les voisinages d’'un point ﬁ sontles:
(U, f) = {a€ A(T) | un représentant deest inclus dant) + f} ,

pour tous les voisinagds de x dans I'espace afie Y(T). Cette topologie induit la topologie classique d'un es|
affine de dimension finie sur chaque fagade et 'adhérence d’une fécaelst I'union des facade&y pour fc g.

Cette topologie est séparée, etfsest une facette sphérique, alérs= Ugtq fg Ag €4 compact (3.2.8).
Comme les bases desont des bases d&, la plus petite facette d§(T) est{0}. La facadeA(T)q, = Y(T) es

appeléda facade principalele A(T), c’est I'intérieur deA(T). On la notera doné(T), et on pourra oublier la notati
Y(T).
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Si fﬁetgsont deux facettes d&telles quefﬁc Vect(), 'applicationpry est bien définie

[a+f] » [a+d]

c'est laprojectionsur la facade.

SiQ c A= A(T) est dans une facade, et siE est un sous-espace vectoriel\id) contenant, alors on défin
(2, E)A = pr Q) + E, le sous-appartement engendré et E..
Si E est juste une partie d& la notatior({ Q, E ) désignerq Q, Vecty(E) ).

RemarqueQuels que soier® etE, siQ # 0, anrs( Q.E >A coupe toujours la facade principale.

Jusqu’alafin de 11.1, on notefa= A(T).

11.1.2 Murs et demi-appartements

On fixe une origine € A, et on identifie les formes linéaires S¥ir= A a des formesfiines surd qui s'annuler
eno, autrement dit on pose pour tawte ¢ eta € A, «(a) ;= a(08). Soita € ¢ une racine. St e F est une facet
telle quea(f3 = 0, alorsa définit encore une formefiine surA;. Si a(ﬁ > 0, on dit quexr prend la valeuro surA.

Enfin sia(f) < 0, on dit quex prend la valeur-oo surA¢. De la sorteq définit une fonction suA, a valeurs dar
R U {#o00}.

Ces définitions permettent une caractérisation pratique de la topologie de

Lemme 11.1.1.La topologie de A est engendrée par les demi-espaces oyxerta | a(x) > a} pour a€ R eta € ¢.
Autrement dit, une suitg,tend vers une limite x si et seulemen¥sgic ¢, a(x,) — a(X).

Pour toute € ¢ etA € R, on poseM(a, 1) = {Xx€ A| a(X) + 1 = 0} etD(a, 1) = {Xx € A| @(X) + 2 > 0}. On noter.
égalemenD(a, «) = A. Lensemble ded/(«, 1) ainsi obtenus pour € ¢ et € ¢, (U, \ {€}) est I'ensemble desmurs
deA; 'ensemble de®(a, 1) correspondants est 'ensemble desni-appartemenide A.

SiM = M(a, 2) est un mur déA(T), on noteraM = ker(@) c V la directionde M, c’est un mur deX (ou plut®d
sa trace SUA est un mur de&’). Lorsqu’une intersection de murs est réduite a un seul point, ce point est ap
sommetLorsqu’un sommet est inclus dans un mur de chaque direction possible, cs&stumet spéciaPar exempl
o0 est un sommet spécial (ceci est en fait equivalent & la condifi@st spéciale”).

Notons que sM est un mur contenast dont la direction contiert, anrs( Q.E >A c M.

Un isomorphismefiiney entre les fagades principales de deux appartenfgiitset A(T’) dont la partie vectc
rielle préserver induit une bijection, encore not@e entreA(T) et A(T’). Si cette bijection préserve I'ensemble
murs, on dit que est unisomorphisme d’appartemenemarquons qu’un isomorphisme d’appartements ainsi
ne préserve pas forcément les types des facettd§Teni méme leur signe.

Pour tout muM = M(a, ), ry désigne la réflexion de directiop qui fixe M N A. Elle induit un automorphisn
involutif de A(T), qu’on appelle laé&flexion selon M

SoitM un mur deA(T) et f'e 7. Alors M NA(T)qest soit vide, soit un hyperplan @T) . Ces hyperplans serc
appelés les murs d&(T) .

On notera pour toute partie ou filfede A, et pour toutr € ¢, U,(Q) = {ue U, | Q c D(a, ¢.(u))}. Par exempl
U, () = U, etU,(A) = {e}. Pour toute partie/ de ¢, on notera aussb(y, Q) = ({U(Q) | @ € ¢} ). Enfin, G()
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désignerds (¢, Q).

RemarqueDans [BT72],,& est par définition I'espace afe des valuations équipollentegall est isomorphe
celui défini plus haut vi@ + V — ¢ + V. En patrticulier, la valuatiop est identifiee au poird.

11.1.3 Parties closes

Définition 11.1.2. Une partie close de @) est une intersection finie de demi-appartements. L'enclos d’une pal
d’un filtre E de AT) est le filtre noté QE) engendré par les parties closes défAcontenant E.

Remarques:

— Avec cette définition, Cfj) = 0.

— Cette définition de partie close est plus restrictive que celle de [GR08], elle conduit donc a des en
grands. En ffet, dans [GRO08], on autorise des demi-appartements dirigés par des racines imaginaire
intersection infinie de demi-appartements est close, pourvu que ces demi-appartements soient dirig
racines distinctes.

Si Q est une partie dé, on notera® la reunion des directions des facades rencontréeQ phorsqueQ est ur
filtre, G sera la réunion des directions des facades rencontrées par tous les élengents de

Exempled1.1.3
1. SoitC une chambre d& etQ = Ag. Alors CI(Q) est le filtre des voisinages dg Q=C, et Cl(ﬁ) =Cl(Q) = C.

Eneffet tout élement du filtre Qlf) contient des points de chaque facade dirigée par une facefterdeme s
CI(©) ne contient aucun point d’aucune fagaiiepour f ¢ C.

2. Soitmune cloison dek, prenong) = Ay U A_n. Alors & = mu —m, et CI(@3) est I'hyperplan contenant. Mais
Cl(Q2) = A, doncCI(Q) = A+ Cl(ﬁ). (I suffit méme de prendr@ = Ay U {x} avecx un point deA_p.)

3. Avec encoreh une cloison de&, en prenanf) = Aw, on obtientCI(Q) = m Cl(ﬁ) = m. Ainsi méme e

restant dané&* ou A~ on n'a pal(Q) = Cl(ﬁ).

Proposition 11.1.4. Pour toute partieQ de A,CI(Q; est close. En conséquenCH(QS > CI(G).

Démonstration:
Soit f c CI(CI(€2)), montrons quef c CI(Qi. Il s’agit de prouver que tout élément du filtre Q)(contient ui
point deAy. Soit doncD; N ... N Dk € CI(Q) une intersection finie de demi-appartements contefaifour touti,

CI(Q) c D; doncCI(Q) c B;, doncf e B;. Si fest dans l'intérieur d&;, alorsA, ¢ D;. On peut donc, quitte A retii

les D; tels quefﬁest dans l'intérieur d&;, supposer que pour toutf c 95;. Alors D1 N D»... N Dy est stable pi
Vect(f) et contient don¢ @, ') , qui contient bien au moins un point de si Q # 0. Le cas = 0 est trivial.. O

Le résultat suivant fournit une description plus ou moins constructive de la trace de I'enclos d'un€ phatit
une fat;ade!\fa.

Proposition 11.1.5. SoitQ une partie de A. SoiD I'ensemble des facettes @¥(Q2)). On ¢gfectue les opératiol
suivantes suf :

1. Pour chaque coupl@, §) tel que ac Q, G e D etaestdans la fagadefmvecféc Vect(d), on rajoute pg(a) a
Q.
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2. Pour chaque coupléb, fﬁ, avec be Q, f € D, tels que b est dans la facadg Avecf c Vect(@), on choisit
ae prél(b) N Ay eton rajoute a- g aQ.

AppelonsR!(C,) 'ensemble ainsi obtenu, olyGeprésente les choixfectués a chaque opération 2. Si de nou-
veaux couplega, g) ou (b, f3 vérifiant les conditions ci-dessus sont apparus, fiactue a nouveau les opérations 1
et 2, et on not&?(C,) 'ensemble obtenu. On obtient ainsi par récurrence un ense@H€,) pour tout ne N, on
noteQ>(C) la réunion de tous ces ensembles, il depend de la suite C de tous lesiactixés a chaque opération 2.
Notonsc I'ensemble de toutes les suites de choix possibles. Alors poufs oGt (A(T)) :

CQ) N Ag =) CIQ™(©C) N A)
Cec

Ou plutdt, C[Q) N Ay, est le filtre engendré par les €1*°(C) N AfB)' pourCe C.

RemarqueCeci signifie grosso modo que Qi est la cldture d€2 sous les opérations 1, 2, et "prendre la cldture
dans chaque facade”. Lafficulté de rédaction vient du fait que I'opération 2 n’est pas bien définie puisqu’elle dépend
d’un choix.

Démonstration:

Pour montrer l'inclusion "> ", il suffit de vérifier que pour tout demi-appartemé&ntontenant, il existe un
choixC € ¢ tel queD > Q*(C). Ceci revient a vérifier que £ contient une parti®, alors il contient toute partie
obtenue a partir d® par une opération 1, et que pour chaque coumléﬁ(vérifiant les conditions de 2, il existe un
choix dea € prél(b) tel que la partie obtenue par I'opération 2 & parti®@dest encore incluse dabs Ces vérifications
sont immédiates.

Pour montrer I'autre inclusion, il faut prouver quelsest un demi-appartement, dirigé par une raoj@qﬁm(fa),
contenant u2*(C) N Ag, pour unC € ¢, alorsD > Q. Soit doncD un tel demi-appartement, et supposons par

'absurde qu’il existew € Q \ D. Soit g la direction de la facade contenant Soith = prfa(g’), en appliquant
I'opération 1 aQ avec le coupled), ﬁ), on voit queprg(w) € Q*(C). Ensuite, en appliquant 'opération 2 avec le
couple prg(w), fS), on voit queQ=(C) NAg, et donc en particulidd, contient un cone de la fornae+ h. Ceci entraine
quea(h) > 0, d'olia(g) > 0. D'autre parte(g) < 0 sans quoi on aurait € Ag c D. Ainsi, o(g) = 0 : g, f et donc
aussih sont dans kerf). Donca(w) = a(prg(w)) = a(a). Mais ceci contredit le fait que ¢ D alorsqueae D. O

Corollaire 11.1.6. Soientf, § deux facettes incluses da@{Q), telles quef ¢ Vect(g). On noteQq = CI(Q) N Ay,
Qp = CI(Q) N Ap. Alors Qg = prg(Qy).

Pour utiliser le résultat de la proposition 11.1.5 lorsqu’on ne connait pas précisément les directions des facades

rencontrées par QI), on pourra utiliser le lemme suivant :

Lemme 11.1.7.0n se place a nouveau dans les conditions de la proposition 11.1.5. On suppose en odir@que
CI(S3). Alors le résultat de la proposition 11.1.5 est encore valable si on défin1€) de la méme maniére, mais
en n'gfectuant les opérations 1 et 2 que lorsque les face‘ﬁ:esg concernées sont dans(db.

Preuve du lemme:
Les ensemble€>(C) obtenus ici sont plus petits que ceux obtenus en 11.1.5, donc l'inclusion
CI(Q) N Ag > Neee CH(Q™(C) N A ) est encore vraie.

Pour l'inclusion réciproque, la preuve de 11.1.5 est encore vraie puisqu’elle ne passe que par de@facéﬂﬂs
h=pre(d) c CI(©). O
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11.1.4 Facettes

Définition 11.1.8. Soit x€ A, soit f la direction de la facade contenant x. On naﬁel’espaee vectorieﬁfﬁ, muni

des directions des murs contenant x. C’est donc un complexe de Coxeter, a priori non essentiel, de ¢fupe W
{W e W(A) | w.x = x} c Fixw(,s)(F). Ony pense comme a I'espace tangent de A en x.

Soitx € A(T), soitA(T)la facade contenamt SoitF c A(T)-une facette dé. On noteF(x, F) = Germ,(x+ F)

le filtre engendré par les parties closesA{&) contenant un voisinage dedansx + F (pour la topologie induite).
Insistons sur le fait quE (x, F) est engendré uniquement par des parties closes.

L'ensemble de ces filtres est 'ensemble des facette®(dg Si F = F(x, F_') est une facette d&(T), la facette vec-
torielle F est uniguement déterminée pgarc’est la direction dé-. Le pointx par contre n’est uniquement déterminé
gue lorsque\ est non discret ou queest un sommet da.

Dans le cas oWk est discret, et ogp(T) est fini, les facettes sont en fait les filtres associés a des ensembles, et ces
ensembles sont les facetté¢Rraes fermées habituelles.

RemarqueCette définition est identique a celle de [Rou06] pour une facette sphérique, bien que non présentée de
la méme maniere. Elle fiere cependant de celle de [GRO8] pour une facett®. de

11.1.5 ActiondeN

Le normalisateulN du toreT agit sur 'appartement vectoridl, et méme sur I'espacé. On notera/ : N —
W(A) = GI(V) cette action. On va définir, suivant 'exemple de [BT72], une actitine de N surA, qui s'étendra
a A, dont la partie vectorielle sefg et telle que I'éléement(u), pouru € U, a € ¢ agira par réflexion selon le mur
M(a, ¢o(U)). Remarquons que puisque le tdtdixe V, il devra agir SurA par translation.

Proposition 11.1.9. Pour tout te T, il existe un unique vectetly € V tel que pour toutr € ¢, pour tout ue U, \ {e},
'Z)(a7 QD(Y(tUI_l)) = Z)(a7 QD(Y(U)) + \7t .

Ce vecteur est caractérisé par les égalibds) = ¢, (U) — ¢, (tut™), pour toute € ¢ etue U, \ {e}.
L'application qui & t associe la translation de vecteiyest une action de T sur(Y).

Démonstration:
On commence par prouver I'unicité. Giest un vecteur convenable, alors pour tewt ¢ etu e U, \ {€},ona:

D(a, pa(U)) + Vi {ae Ala(@) + ga(U) > 0} +
{a+ Vi e Al a(a) + ¢a(u) > 0}
{fae Al a(a—W) + g, (u) > 0}
{

ae Al a’(a) - a’(vt) + ‘Pcr(u) 2 O} = Z)(a7 ‘Pcr(u) - (I(\7t)) .

On en déduitp, (tut™?) = @, (u) — (%) ou encorex(V;) = ¢, (U) — @, (tut™t). Commey est une famille génératrice
deV*, ces conditions pour tous lese ¢ forcent I'unicité dev.

Passons a I'existence. D’aprés le calcul précédent, la conditieng,(tut™)) = D(a, ¢.(U)) + ¥ équivaut &
a(%) = @ (U) — @o(tut™?). SoitIT un systéme de racines simples dang s'agit donc d'une base dé*. Pour chaque
@ € ¢, on choisit uru, € U, \ {e}. Il existe alors un uniqug € V tel queVe € I1, (%) = o(Uy) — g (tut™1). D’aprés
la condition (V2.2) des valuations de données radicielles, la quanfitg) — ¢, (tu,t ™) est indépendante du choix de
uU,, donc I'égalité précédent reste vraie pour towt U, \ {€}. |l reste & montrer que I'ensemble des racines vérifiant
cette propriété est stable par n'importe quelle réflexjoi < I1.
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C’est une conséquence de (V2.1). So# ¢ une racine vérifiantu € U, \ {€}, a(%) = ¢ (Us) — @(tu,t™2). Soits
une racine simple. Alors :

rg.c(V) (V) - (B, a)B(W)
‘pa(ua) - ‘P(Y(tuatil) -, @) (‘Pﬁ(uﬁ) - ‘pﬁ(tuﬁtil))

(‘Pw(ua) - (B, a’>‘pﬁ(uﬁ)) - (‘P(Y(tuatil) - B, a)‘P,B(tuﬁrl))

Mais par (V2.1), le premier terme egt,q(n(Ug).Us,-N(Us) ™) et le second esty . (N(tust™).tut~.n(tust™)1)).
Commen(tust™t) = tn(ug)t™*, ce dernier vaup;(tn(us).Ua.n(us)t ™), d’oll le résultat.

Enfin, sit; ett, sont deux éléements dE, alors pour toutr € ¢ etu € U, \ {€}, on aD(a, (pa(tltzugltll)) =
D(@, pa(U)) + Vg, et d'autre parD(e, o (titout ;1)) = D(a, g (U)) + W, + W,. Par unicité des;, on obtient, ;, =
Vi, + W, : on a bien une action de groupe. O

Proposition 11.1.10.1l existe une unique actionde N sur A par automorphismes d’appartement telle que pour tout
a € g etue U, \ {e}, v(n(u)) est la réflexion orthogonale selon le mur(de,(u)) et pour tout te T, v(t) est la
translation de vecteu..

Pour tout ne N, on av(n) = ¥(n), autrement dit la partie vectorielle de cette action &sEnfin, cette action
échange les demi-appartements de A selon la formule :

YneN, aegpetue U, \{e, v(n).D(a,p,(u)) = DHF(n).a, gov(n),a(nun‘l)) .

Démonstration:

Rappelons qu’on a fixé un poimt € A tel gue pour tour € ¢, le mur M(e, 0) passe pap. NotonsN, =
({n(u) | @ € ¢, ue U, \ {e} ety,(u) = 0} ). On commence par définirsurN, en posant quén € N,, v(n) est I'auto-
morphisme &ine deY(T) qui fixe o et dont la partie vectorielle egn).

On veut ensuite définir surT en posant poure T quev(t) soit la translation de vectewy, il faut vérifier que les
deux définitions sont compatibles Mg N T. D&ja,!(T) = {idy}, doncv(N, N T) = {idy(r)}. Il reste donc a prouver
que pour tout € N, N T, ¥ = 0. Fixons un tet, au vu de la proposition précédente, iffstde prouver que pour tout
a € petue U, \ (e}, g, (U) = . (tut'?). Fixons de tels etu. Il découle de (V2.1) que pour tofite ¢ etv € U tel
quegg(v) =0, ‘prﬁ,a(n(v).u.n(v)‘l) = ¢,(u). Ceci entraine que pour toate No, ¢no(NUITY) = ¢,(u), et en particulier,
‘;Oa(u) = Qpa(turl)'

On a ainsi défini surN, U T. Montrons queN = N,.T. Pour toutx € ¢ etu € U, \ {€}, il existeu, € U, \ {€} tel
quep,(Uy) = 0. Doncn(u)n(u) € T etn(uy) € No, On prouve ainsi qudl = ( N, T ). Mais comme\, normaliseT,
on obtient bierN = N,.T.

On définit alorsy surN parv(not) = v(no) o v(t), pour tousn, € N, ett € T. Ceci est bien défini car est trivial
surN, N T. Commey(T) = {id}, il est évident que la partie vectorielle dé) estv(n) pour toutn € N. Montrons
quev est une action de groupe. Soienin, € Ny etty, to € T, par définition on a(nytinyty) = v(nlngngltlnztg) =
v(m)v(m)v(my i) v(tz). Ceci devrait valoin(ny)v(t:)v(n2)v(tz), nous devons donc prouver qu)v(ny'tiny) =
v(t1)v(ny) autrement dit qué‘(ngl).vt1 = Vniltlnz. Il suffit de traiter le cas ou(ny) est une réflexion : il existe alofse ¢
etv e Ug \ {e}, avecys(v) = O tel quen, = n(v). Soita € ¢ etu e U, \ {e}. Alors :

a (Vngltlnz) = @a(U) - Sﬂa(niltlnz.u-nilt{lnz)
= @a(U) - pretinzun;'tyh) = (B.a ) gp(v)
= a(U) + rpa(Vh,) — @re(Mumt) — (B, a )y ga(v)
= @a(U) + a(rp. V) — a(U) + (B, @ ) gp(V) — (B, @ ) pp(V)

= a(rﬁ.th)
= a((ny").W)
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Ceci, étant vrai quelque saite ¢, prouve bien que(n;).v, = Vi34, -

Comme la partie vectorielle de cette action #stjui préserve I'ensemble des facettesAjeelle s'étend & une

action surA. Prouvons qu’elle stabilise 'ensemble des demi-appartemeitsdion la formule annoncée. Saik ¢,
u e U, \ {e}. Larelationv(n).D(a, ¢.(U)) = DGF(N).a, tpv(n)ﬂ(nunfl)) est déja vraie pour € T, par la définition des;.
Soitn € No, on a déja vu qu'alorgy, . (nurmr?) = ¢, (u). Il ne reste plus qu’a calculer :
v(N).D(a, ga(W) = {v(n).(0+V) € Al a(0+V)+ g, (u) > 0}
{0 +VeAla (v(n)’l(o + \7)) + o (U) > 0}
{o+veAla(o+#(n)(¥) + ga(u) = 0}
{o+ Ve A|V(n).a(o+ V) + g, (u) > 0}
D (#(n).a, ¢a(U))
D (#(n).a, ¢sey.a(nun™))

A présent, soitr € ¢, u € U, \ {e}, montrons que(n(u)) est la réflexion selon le mwi(a, ¢, (U)). On sait déja
gue la partie vectorielle dgn(u)) est une réflexion selon le mur ke)( doncv(n(u)) est la composée d’'une réflexion
et d’'une translation de vectevre ker(a).

Alors v(n(u))? est la translation de vecteuw2= V.. Mais pour tou € ¢, v e Ug, ona:

es((U’.vn(U)™®) = @r,p(n(U).V.N(U) ) = (. B ) ¢a(U)
(Pﬁ(V) —(a, raﬁ)‘pa(u) - CV,,BM%(U)
@p(V)

car{a,r,B) = (rqa,B)=-(a,B). Ceci prouve qua = 0, doncrv(n(u)) est une réflexion.
Maintenant, par le résultat précéderfh).M(a, ¢, (1)) = M(-a, ¢_,(n(u).u.n(u)=1). Mais par (V2.1),

(p,w(n(U).U.n(U)71) = o (U) — (@, @) @a(U) = =g, (U) .

Donc v(n).M(a, p.(U)) = M(-a, —¢.(U)) = M(a, ¢.(U)). Sachant que I'hyperplan fixe d€n(u)) est parallele a
M(a, ¢.(U)), ceci entraine que c’est précisemdfa, ¢, (u)), et donc que(n(u)) est la réflexion annoncée.

L'unicité dev est claire calN est engendré par et lesn(u), pouru € U, \ {€}, @ € ¢. O

La définition de cette action d¢ permet de prouver la condition "(V5)” présente dans la définition de la valuation
d’une donnée radicielle pour [BT72] ou [Rou06] :

Corollaire 11.1.11. Soita € ¢, u e U, \{e} et U,u” € U_, tels que fu) = vuu’. Alorsp, (U) = —p_o(U) = —p_(U"”).
Lorsqueg est un systeme de racines fini, la définition de valuation d’'une donnée radicielle donnée en 10.2 équivaut
acelle de [BT72]6.2.1.

Démonstrationil est classique que(u) = n(u’) = n(u”). Rappelons tout de méme la preuve : oo'au’ =
uu”n(u)~*u'n(u). Mais n(u)~*u'n(u) € U,, d’'ol le résultat. Om(u), n(u’), n(u”) agissent respectivement par les
réflexions selorM(a, ¢, (1)), M(-a, p,(U)) et M(—a, ¢, (U”)). L'égalité de ces trois murs entraine bien les égalités
annoncées.

Comme la condition (V2) de 10.2 est clairement plus forte que celle de [BT72], et comme les autres conditions
( (V0), (V1), (V3), (V4)) sont inchangée, le point précédent prouve qu’une valuation au sens de 10.2 est aussi une
valuation pour [BT72]. Nous avons vu 'autre implication en 10.2.3. O

En conséquence de ce corollaire, pour tout facette sph'eﬁ,dae‘amille (9

[BT72] de la donnée radicielleM4(f), (U.)
De.

wedn(f) est une valuation au sens de

sm(fy)- La donnée radicielle valuée/l(&(ﬁ, (U, @a) 4yngm(i3) SETa NOtEE

a;in
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Définition 11.1.12. Le fixateur dans N d’'un point ou d'une partie a de A ouAdsera noté &) (et donc NT)(a) s'il
faut préciser le tore). Le fixateur de A sera not€li ou juste H s'il est inutile de préciser le tore.

Dans la suite, on omettra souvent de netetv pour I'action d’un €lément dil sur un point deA ou deA.

Exemplell.1.13 Remarquons tout de suite que pour une paktie A, N(Q) ¢ N(CI(2)). Il suffit de choisir deux
chambreg etd de A(T), séparées par une cloisan et de trouvet € T qui induit une translation dont la direction
n’est pas incluse dams. Alorst fixe A: U Ay mais pashy, alors que Clie U Ag) = Ac U AU Ag,

Il est par contre clair d’apres 10.1.4 qu'ore N(Q) agit comme une translation sur chaque sous-espace
<a), Vect(CI(ﬁ)) >A. La proposition suivante améliore un peu ce résultat, en permettant de remplﬁ)epﬂl@l(ﬁ).

. N — - R
Notons que les dlierentes translations induites sur chagueVect(CI(Q2)) ne sont a priori pas selon le m&me vecteur.

Proposition 11.1.14.SoitQ une partie de A, alors [2) c N(CI(Q)).

Démonstration: .

Soitn € N(Q), SOitE = Fix z(n), c’est une partie close decontenant Cké). Supposon& # CI(Q). Alors il existe
a € ¢ tel queE' C ﬁ(a) et un pointa € CI(Q) tel quea(a) = —c0. Ce pointa n’est donc dans aucun demi-appartement
dirigé para, et pourtant il est dans Q) : il n’existe donc pas de demi-appartement dirigé @&ui contienneQ. ||
existe donc) € Q tel quea(w;) € R Vi € N et limi_ aw;) = —.
L'ensembleE nkere c Aest clos et non vide puisqu’il contient les directions des facades contenant [esit f'une
facette maximale dE N kera, alors tous less, Se projettent SUA, et ces projetés sont fixes parSoit w},)n € (Ap)"

_
la suite ainsi obtenue. Saite N tel quea(wjwy) < 0. Alors n fixe la droite contenanwy, wy}, donc sa direction
_—
wywp, puis la facettg contenant cette direction. Dogec E, maisa(g) = R~ doncg ¢ B(a), ce qui est impossible.
DoncE = CI(Q). o

Remarqueta définition des facades; ~ A/Vect(f3 revient & essentialisétpour le groupe de Coxeter Fm)(fj.
Cette construction est semblable a la compactification polyhédrale, ou de Satake, d’'un appartement d’'un immeuble
affine. Elle permet d’avoir suh une topologie séparée, et telle que I'adhérence d’'une fagade sphérique est compacte.
Elle a cependant le défaut de perdre une partie de I'action du toreféinsgt induit une translation de direction in-
cluse dans Vecfﬁ surY(T), alorst agit trivialement suA¢. Dans la premiere réalisation d’'un appartement mignoa
dans [Rou06] par exemple, les fagcades sont toutes isomorphes comme efippaEea¥T), ce qui évite ce souci.

11.1.6 Opposition
Définition 11.1.15. Si a= [x + f] € A(T), le point opposé a a dany(A) est opm(@ =[x- fl.

L'applicationopacry est une involution qui permute les facadesAg€), préserve I'ensemble des murs et commute
a I'action deW(T). Plus généralement, elle commute a tout isomorphisme d’appartements. Cependant, ce n'est pas
un automorphisme d’appartement car I'action sur le bord d’'une fagcade n’est pas induite par I'action sur cette facade
(0pur) N'est pas continue). En faibpar) fixe la fagade principale, et le seul automorphisme d’appartemei¢ide
fixant la fagade principale etar).

11.2 Familles de sous-groupes parahoriques

Maintenant que nous disposons des apparterd€mnds il faut, pour définir un immeuble selon la méthode usuelle,
déterminer quels seront les fixateurs des point&@a. Ces fixateurs seront appelés des sous-groupes parahoriques
deG.
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Dans cette sous-section, on étudie quelles sont en géegmiopriétés qu’on peut espérer d’'une famille de so
groupes parahorigues. On étudie également I'exemple le plus simple de telle famille : la "famille minimale de
horiques”.

On fixe un tore maximar, et on noteA = A(T), N = N(T).

11.2.1 Cefinition

Deéfinition 11.2.1. Soit Q = (Q(a))aca Une famille de sous-groupes de G.(8est une partie de A, on note Q) =
Nweo Qlw). SiQ est un filtre de A, on note(@) = Uqgeo Q).

On dit que Q est une famille de sous-groupes parahoriques Pairelle vérifie :

— (para0.1) : Siae A, alors U(f) c Q(a) c P(f). (compatibilite avec l'immeuble vectoriel)

— (para0.2) :Yae A(T), N(T)a c Q(a). (compatibilite de I'action de KI'))

— (para0.3) :Yae A(T), Y(a, 1) € ¢(T) xR tel que ac D(a, 1), U,1 € Q(a). (points fixes des groupes radiciels
— (para 0.4) :¥n e N(T), Yae A(T), nQ@n! = Q(na).

Si Q) et @ sont deux familles de parahoriques, on dira qued@ntient Q siVae A, Q1(a) c Qz(@.
On noteP = (P(a))4ea la famille de sous-groupes parahoriques de G définiefaae A, P(a) = ( U(f2), N(a), G(a) >

On définit encore les condition suivantes sur Q, certaines dépendent d’une facet®(A(T)), d'une partie
Q c A, d'un point ac A ou d’une chambr€ def: N A

— (parainj) :Yae A(T), N(T)a = Q(&) n N(T). (inclusion des appartements dans I'immeuble)
— (para sph) : Pour tout & Aspn, Q(a) = P(a). (valeur sur les points sphériques)

— (para 2) (lien entre une facade et son bord) qui s’énonce en plusieurs variantes :
— (para2.1)f) : Vf'e F(9), Va e Ar, Q@) N P(g) = Q(a, prg(a)))-
— (para2.2)) : Vf e (), vae Ag, N(T)Q(a) N N(T)P(G) = N(T)Q({a, prg(a)}).
— (para2.1%)(g) : ¥f e 7(g), Yae Ay, Q@) n P(@) = Q@+ g).

— (paradec)C,a): Q@) = (Q@) N U(C)) . (Q@) n U(=C)) . N(a). (decomposition de (@))
— (para6)(Q) : Q(Q) = Nq.Q(CI(Q)). (intersections d’'appartements)
— (parab)(Q) : Naca(N(T).Q(a)) = N(T).Q(Q). (isomorphismes entre appartements)

Lorsque Q vérifie (para 2.1fo %ou une de ses variantes) pour toute facditen dira juste que Q vérifie (para
2.1). Lorsqu’elle vérifie (para 2.1§{ pour toute facette sphériquée ¥ (A), on dira qu’elle vérifie (para 2.1)(sph),
lorsqu’elle vérifie (para 2.1)0) pour toute cloisom deA, on dira qu’elle vérifie (para 2.1)(cloison), etc...

Une famille de parahoriques vérifiant (para sph), (para inj) et (para 2.2)(sph) sera appelée une bonne fam
parahoriques.

Remarques:

— Ici, pour une parti€ de A, Q(Q) désigne par définitiom,,.o Q(w). Dans [GRO8] ou [Roul0], on définit di-
rectement les valeurs d’'une famille de parahoriques sur chaque Qade), et on prouve ensuite, au moin
dans les bons cas, la relati@fiQ) = N,,co Qw).
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— On prouveraen 11.7.1 qu’'une bonne famille de parahorigefievautomatiquement (para 2.1)(sph).
— Il estimmédiat que pour toute face@iela conjonction de (para.2+)(g) et de (para 2.2} équivaut a :
(para 22*)(g) : Yfe ?(a), Yae Ar, N(T)Q(@) N N(T)P(G) = N(T)Q(a+d) .

— Pour toute famille de parahoriqué} et pour toute parti€ de A, G(QQ) c Q(Q), par (para 0.3). De méme p«
toute facettef, G(e™( fﬁ, Q) est en quelque sorte le plus petit groupe évidemment inclus@@sN M(F).

Proposition 11.2.2. La famille® est la plus petite famille de parahoriques.

DémonstrationRappelons qué(a) = { {U.k | a € D(a, K)} ). Par (para 0.1), (para 0.2) et (para 0.3), toute fal
de parahorique doit &tre supérieur@.aVais il est clair que cette derniére vérifie (para 0). O

Toute famille de parahoriques permettra de définir une masure bordée. Le but est bien slr de trouver u
de parahoriques vérifiant un maximum de conditions (para x), ce qui menera a une masure possédantun m
propriétés semblables a celles d’'un immeuble.

Nous verrons que, au moins dans le cas Kac-Moody, la fafillst une bonne famille de parahorique, et
étudierons les propriétés de la masure bordée que définit une telle famille. _

Nous prouverons au 11.8 I'existence d’une bonne famille de parahoriques mafinusesorte que toute bon
famille de parahoriques sera & chercher eRte¢P.

11.2.2 Lafamille minimale de parahoriques

Dans ce paragraphe, on étudie le premier exemple de famille de parahoriques disponible : la famille &in

Lorsqueféest sphérique, la théorie de Bruhat-Tits décrit bien les facM%(ﬁ N P(a), permettant de prouver
proposition suivante (qui est la raison d’étre de la condition (pat) :

Proposition 11.2.3. Soit f une facette sphérique, &tc Ap

1. PQ)n MR(F) est le sous-groupe parahorique de,:(\fT) associé a la partie2 de I'appartement A pour la
donnée radicielle valuée fin® - := (Mg( f), (Ua, Pa) yeqm(y)» AU SENS de [BT72].

2. PQ) = U(f) = (Mg(f) n P(Q)) et Mx(f) N P(Q) = N(Q) . G(¢™(f), ).

3. P(Q) = N(Q).P(Cla (2)), autrement ditp veérifie (para6) sur les parties de A

4. Nwea N.P(w) = N.P(Q2), autrement ditP verifie (para5) sur les parties de A

5. Pour tout ac A, etd € f* N A, P@@) N P(g) = P(a+ g).

6. Pour toute chambr€ de f*, P(Q) = (P(Q) n U(C)) . (P(Q) n U(-C)) . N(Q), autrement dit, P vérif
(para dec)f2).

Démonstration:

1. Pourtout € Q, P(a) = U(f)>( N(a), {U(a) | a € g™(f)} ), d'ot P@)nM4(F) = ( N(a), {Ua(a) | @ € g™(F)} ).
Ceci est précisément la définition du sous groupe parahoriqMaAa(iﬁ) au pointa. Ensuite,P(2) N Mg( f} es
l'intersection de tous ces groupes paut Q, c’est bien le sous-groupe parahoriqud\digﬁ pour la partieQ.

2. Par la decomposition de Lévi d&f), on aP(Q) c P(f) = U(f) = M(f). Mais U(f) c P(Q) d'oti P(Q) =
U(f) > (M(f) n P(Q)). Et par [BT72],M(f) n P(Q) = N(Q).G(¢™(f), Q).

3. Découle immédiatement de 1, @&@M(f), Q) = G(¢™(f), Cla (X2)).
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4. On calcule :

ﬂN.P(w) = N.ﬂN(fﬁ.P(w)

weQ wWeQ
= N U N . ({Ua(@ | a € p™(F})
wWEQ
= NU(f). ﬂ N . (M(F) n P(a))
weQ
= NU(f) . N(f). (M(f) n P(@))
= N.PQ)

La premiére égalité est vraie car pour taut Q, P(w) c P(f). La troisiéme vient de I'unicité de la decomposit
de Lévi deP( fﬁ, et la quatrieme est le résultat classique dans les immeubles, voir [BT72].

5. Soitg € P(@) N P(g) = U(f) . (M(f) n P(@) n P(@). Pour touth € f* n A U(f) c P(A:). En particulier,
U(ﬁ C P(FQ), on peut donc supposgre M(f3 N P(a) N P(@). Le résultat est alors classique.
6. Le groupel\/l(ﬁ N P(Q) admet par [BT72] une telle decomposition, elle s’écritici :
M(f) N P@Q) = G(4(C) N ¢"(). Q) . G(#(C) N ¢™(f), Q) . N(Q)
,ouC’ est la chambre opposé€dansf*. Mais¢(C’) N ¢™(f) = ¢(~C) N ¢™(f), d’oli
M(f) N P(Q) c G(¢(C), Q) . G(¢(-C), Q) . N() c (P(Q) nU(C)) . (P(Q) nU(=C)) . N() .

CommeU(f) c P(Q) N U(C) etP(Q) = U(f).(M(f) n P(Q), on arrive au résultat annonce.

Corollaire 11.2.4. Les résultats de la proposition précédente sont vrais pour n'importe quelle famille Q de
horiques vérifianf{para sph.

Dans le cas ofD vient d'un groupe de Kac-Moody déployé, Guy Rousseau a prouvé en [Roul0] 456\quiiie
(paradeg. Pour le cas d’'un groupe de Kac-Moody sur@(ft)), c'est [GR08] 3.4.1.

Proposition 11.2.5.Si D est la donnée radicielle valuée issue d’'un groupe de Kac-Moody déployé G, alors la f
minimale de parahoriques attachée avérifie (para dec).

O

RemarqueSi on retire la conditiorva € A, U(f;) c Q(a) dans (para 0), on obtient une famille minimale p
petite queP. Il s’agit de Py, avecPy(a) = ( N(a), G(a) ). On peut étudier rapidement cette famille de sous-groupe
G.

Soita € A, et f la direction de la facade d& Pour toute € ¢U(f), on aU,(a) = U,, et poura € ¢ \ ¢(f),
Ua(a) = {e}. DoncG(a) = G(4(f),a) = ( {Ua(a) | @ € ¢(f)} ). Sachant ques(a) c P(f) = U(f) = M(f), le groupe

(N(@),G(¢"™(f),a) ) = ( N(@). {Ua(@) | @ € $™(f)} ), qui est inclus dandl4( f), normalise (f)nPo(a), et on prouve :
Po(a) = (U(f) N Po(a)) = ( N(a), G(¢™(f),a) )

CommeN(a) normalise a la fois) (f) N Po(a) etG (qﬁm(ﬁ, a), on a aussi les décompositions :
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Po(a) (U(f) N Po(@) = (N(@) . G(¢™(f). a))

N(@) . (U(f)n Po(@)) . G(¢™(f).a)

Le groupeU(f) n P(a) est le sous-groupe distingué 8¢a) engendré paB(¢"(f)), et plus précisement le pl
petit sous-groupe de(a) contenanG(q)“(ﬁ) et normalisé paG (qﬁm(ﬁ, a). Il peut étre strictement inclus dabt(fj.

LorsqueQ est une partie dé, par I'unicité dans la décomposition de LéRﬂF) = U(f3 = Mg( fj, on obtient :
Po(€) = (U(f) N Po(©2)) = (M4(F) N Po(©2)) .

Notons que la famill®, benéficie d’une proprieté de plus qBe si f est une facette sphérique efsic Ay, alors

tout p € Po(Q) fixe une partie dé de la forme J,,cq, wo + f, avecQq une partie del telle quepr{Qo) = Q.

11.2.3 La condition (fonc)

Si a est un sommet spécial, alokga), et doncQ(a) pour n’'importe quelle familleQ de parahoriques, contie
un systeme de représentants pW(w_f). DoncN.Q(a) = T.Q(a), ceci est un bon point de départ pour prouvel
exemple (parénj), (para 2.2), ou (para2). On est donc souvent capable de prouver ces conditions pour des st
spéciaux.

Pour passer a un poiatplus général, I'idée retenue ici est de plonger I'appartermgmbur la donnée radiciel
valuéeD dans un appartemeAt pour une donnée radiciell®* qui soit identique 3 comme ensemble, mais mi
de plus de murs, de sorte gasoit spécial dans”. Il s’agit donc de trouver une donnée radicielle valuée, sur le r
systeme de racines qd& mais dont I'image de la valuation soit plus grande. Dans le cas d’un groupe de Kac-
déployé, ceci revient juste a considérer une extension (ramifiée) du corps de base.

Ceci est axiomatisé par la condition "(fonc)” :

Définition 11.2.6. La donnée radicielle valué® = (G, (U,, ¢.)ecp) VErifie la condition (fonc) si pour tout sot
groupeA deR, il existe une donnée radicielle valuée notée = (G2, (U2, ¥2)aes) telle que, avec les notatio
évidentes :

1. GcGretTc TA

2. Pourtoute € ¢, U, = UA N G.

3. Pour toute € ¢, ¢, = ¢4y, -

4. Pour toute € ¢, 93(U,,) est stable par addition avet.

Lorsqu’une donnée radiciell® = (G, (U,, ¢.).) Vérifie (fonc), on notera pour tout sous-groupeleR, D, G2,
AUNA, TA, P2 = (PA(@))aca, --- tous les objets obtenus grace a la donnée radicielle vaiféee

On notera A I'appartement poutD”, muni de ses murs, facettes et son action dedéfini a partir de I'espac
affine A et du point de base o (c’est-a-dire les mémes que pour A).

U

Proposition 11.2.7.Un groupe de Kac-Moody G déployé sur un corps |Id€adérifie toujours la condition (fonc).

DémonstrationLorsqueG est un groupe de Kac-Moody déployé sur un cdgpa s’agit en fait de la valeur eK
d’'un foncteurg desK-algebres vers les groupes munis d’'une donnée radicielle de systeme de racine fixé, et
K-algebreK’, les sous-groupes radiciels g€K’) sont isomorphes &, +). Etant donn@\, il suffit donc de chois
une extensiok* de K ramifiee de sorte ques(K) = A, puis de prendr&”* = G(K%). Le lemme 8.4.4 de [REO
prouve ques® est muni d’une donnée radicielle vérifiant le point 2 ci-dessus, les points 1 et 3 sont clairs. O

RemarquelorsqueG n'est que presque déployé, il s'agit encore d’'un foncteuriKledgebres vers les groug
munis d’'une donnée radicielle, mais le systeme de racine varie, et les groupes radiciels ne sont plus ison
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groupe additif du corps.

Proposition 11.2.8. SoitD une donnée radicielle valuée vérifiant (fonc), goiin sous-groupe dR. Alors :

1. T=T2NG,etN=N*NG.
2. I:’action de N surA est la restriction de I'action de N c’est-a-direv = ()In. En particulier, pour toute facette
f'deA, G NA(f) = N(f).
3. Pour toutf e F(A), PM(FYNG = P(f), puis U(f) = UA(F) NG, M(f) = MA(f)nG, et N*.PA(f)n G = N.P(f).
4. Limmeublel = f(Z)) s'injecte dans/® = f(Z)A), les appartements de ces deux immeubles sont isomorphes.
5. Pour tout ac Agpn, P(a) = P*(a) N G.
6. v = v*|n. En particulier, pour tout & A, N(@) = N*(a) N G.
7. LorsqueA = R, tout point de A est un sommet spécial dfis
Démonstration:
1. On rappelle que par définitidn= (¢, No(U.), 0uNg(U,) est le normalisateur déd,. Soitg € G N T4, alors
pour toute € ¢, gU,gt c GNUA = U,. Doncg e T.
EtudionsN® N G. Le groupeN” est engendré par* et par um(u), pour unu € U2 pour chaquer € ¢. On peut
choisiru € Uy, il vient alorsN* = N.T2. Pour conclureN* NG = NTANG =N.(T*nG) = N.T = N.
2. L’action deN2 surA se fait viaw? = N2/T2, et celle deN viaW = N/T. MaisN2 = NT2 etTAnN =T,
doncWA = N/T = W.
3. Soitf une facette d& etg € PA(f) N G. SoitC une chambre dé* N A, on noterdJ* = U(C) etg* = ¢(C). On
rappelle la decomposition de Bruhat fine :
G=| |urn(Urnntun).
neN
Soitg = uinw, 'unique écriture dey selon cette decomposition.
La méme décomposition poE’P(ﬁ donne :
PA(f) = |_| U.n (UM nntutn) |
neNA(f)
Soitg = un*uj la décomposition correspondantegleSin # n*, les cellulesdJ*.n?. (UA+ N nAfluA*nA) c
UMnfU etU*.n. (U* N n*1U*n) c UA*nUA* sont disjointes. Dona = n® € N 0 NA(f) = N(f). Ensuite,
I'unicité de I'écriture dans la cellulg®+.n. (UA+ N n‘1UA+n) entraineu; = U} € U(C) etu, = 1y € U(C). Ceci
prouve que € U*N(fﬂ)U+ C P(fj.
Ensuite, I'unicité de I'ecriture dans la decomposition de LRAGf) = UA(f) = MA(f), et les inclusions) (f) c
UA(f) et M(f) c MA(f) entrainent les deux égalitég f) = UA(F) N G, M(f) = MA(f) N G.
Soit enfing € G N NA.PA(f). CommeN et N2 induisent le méme groupe de transformationsA(e’est juste
le groupe de Weyl associé au systeme de ragigbexisten € N tel queng € PA(f). Alorsnge PA(f)n G =
P(f).
4. Par construction] = G x A/< ol < est la relation d’eéquivalence,@)<(h,b) & Ine Ntqb = naetg‘bne

P(fj, ol f est la facette contenaat PourZ et 7, les deux appartements de référence sont les mémes, et le
point précédent permet facilement de vérifier (fuséinjecte dang™.

90



tel-00497961, version 1 - 6 Jul 2010

5. Soitf une facette sphériqua,e Aretpe PA(@)NG.Alorsp e UA(f)=M2(@) NG = (UA(F)NG) = (M2 (@) NG)
grace au point 2 et a 'unicité dans la decomposition de LeW{d). Le groupeM?(a) N G est le fixateur dans

G du pointa de 'immeuble de Bruhat-Tits de la donnée radiciem?(ﬁ, i (te¢m(f3). D’apres [BT72] propo-

sition 9.1.17, il s’agit deM(a). D’autre part, il a déja eté vu quér(f) n G = U(f).

6. Comme le point de baseest le méme dana et A*, les actiony et v* coincident sulN,. Il reste a étudier
l'action de T. Rappelons que pour € T, v(t) est par définition la translation dé de vecteurv; tel que
(V%) = @ (U) — @o(tut™) pour touta € ¢ etu € U, \ {g}. L'égalité dev(t) et dev?(t) est alors conséquence du
troisieme point de la définition de la condition (fonc).

7. Clair.

Lorsqu’une donnée radicielle valugevérifie (fonc), il sera utile, étant donnée une famille de parahori@uesur
D de savoir SiQ se comporte bien vis-a-vis des extensi@is données par (fonc). Ceci justifie d’introduire encore
une définition :

Deéfinitions 11.2.9. Soit Q une famille de parahoriques pour une donnée radicielle vaiuée
— Pour toute partie de A, on dira que Q vérifie la condition (fon©)si D vérifie (fonc) et si pour touk < R il
existe une famille de parahoriques Qour D" telle queva € Q, @*(a) N G = Q(a).

— Ondira que Q vérifie un ensemble de conditions (para.xxx) "fonctoriellement” si D vérifie (fonc) et si pour
tout groupeA < R, il existe une famille de parahoriques‘@our D2, contenant Q, et vérifiant (parax.., Xy).

— On dira que Q vérifie (foncg¥) et un ensemble de conditions (parg x, X) "fonctoriellement” si D vérifie
(fonc) et si pour tout groupa < R, il existe une famille de parahoriques'@our D", vérifiant (para X, ..., X),
ettelle quevac Q, Q*(a) NG = Q(a).

— Les notations (fonc) et (fonc)(sph) désigneront respectivement (fonc)(A) et (fpRc)(A

Nous avons vu par exemple que des gueérifie (fonc), alors la famille minimale de parahoriques associée vérifie
(fonc)(sph). De plus, toutes les propriétés que nous prouverons étre vérifiees par la famille minimale de parahoriques
P le seront en fait fonctoriellement. En particulier :

Proposition 11.2.10.Si D est la donnée radicielle valuée attachée a un groupe de Kac-Moody G, alors la famille
minimale de parahoriques P vérifie (para dec) fonctoriellement.

11.2.4 Relations directes entre les conditions (para x)

Nous étudions les relations les plus directes entre i&rdntes conditions introduites en 11.2.1 et 11.2.3. La
philosophie est la suivante : les conditions (para 5) et (para 6) sont équivalentes aux propriétés d’incidence classiques
attendues d’'un immeuble. On n’a en général pas trouvé de famille de parahoriques les vérifiant pour une donnée
radicielle sur un systeme de racine infini. On tachera cependant de déterminer deg)yaotiesesquelles elles sont
vraies (dans [GRO8] par exemple, on détermine des "parties avec un bon fixateur” qui en particulier vérifient (para 5)
et (para 6)).

Nous nous appuierons plutdt pour construire la masure sur les conditionsnpakparasph et les variantes
de (para 2.1). Celles-ci ont déja une interprétation géométrique, et ceci permettra de les descendre d’'un groupe de
Kac-Moody déployé a un groupe presque déployé.

Les conditions (pardeq et (fonc) sont plutdt des intermédiaires techniques, vérifiés par les groupes de Kac-
Moody déployés et qui entrainent les conditions précédentes. On ne s’en préoccupera a priori plus lors de I'étude d'un
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groupe presque déployé.

On étudiera les relations un peu moins directes entre ces conditions apres avoir défini laf{@sQk car cer-
taines implications sont plus facilement prouvées grace a cet outil géométrique.

Proposition 11.2.11.Soit Qun%famille de parahoriques vérifiant (para dec) fonctoriellement. Alors pour tout point
a et toute facette sphériguede f; N A, @) N P(ﬁ = Q(a) N P(pr«a)).
En particulier,Q vérifie fonctoriellement (para sph) et (para 2.1)(sph).

DémonstrationCommef est sphérique, on a la décomposition de Bruha\‘/lg}(aﬁ, dou:

P(f) U(f) = Mg(f)
= U(f) = (G(¢"(f),8) . N G(¢™(f), &)
= G(@"(f),a). U(f) . Np. Ge™(f), )

c P(af)). U(f).Ne.P({af),)

Soitg € Q(a) N P(f), nous pouvons donc supposee Q(a) N (U(f) = Ng).

Dans un premier temps, supposons guest un sommet spécial. Alors quitte a multiplier par un élément de
N(a+ f), on peut supposere Q(a) N (U(f) = T). Soitu e U(f),t € T tels queg = u.t. Par ailleurs, soi€ une cham-
bre def* N A, et soienu™ € U(C)nQ(a), u™ € U(-C)NnQ(a) etn € N, tels queg = utun. Alorsg = u*nn~tun = ut,
et par I'unicité moduldr du facteur dan#l dans la décomposition de Birkfigour les chambres et —n~1C, on ob-
tient quen.T = T, doncg est dans la double claske’ T U~. Enfin, par unicité d’'écriture dans cette double classe, on
obtientu* = ue U(f)nQa),n=te TnN(@) etnlun = ed’oliu™ = e. Lélementt € N(a) N T fixe a, sa facade et
son adhérence, ete U(ﬁ N Q(a) fixe aet Ay en entier. Dong € Q(a) N P(pr «a)).

Lorsquea n'est pas un sommet spécial Aeil I'est dans un certai®® grace a (fonc). Le paragraphe précédent
entraine alors qu®(a) N P(f3 c Q(a) N PA(prA@)). MaisG n PA(prf{a)) = P(pra)) d’aprés 11.2.8. O

Proposition 11.2.12. Toute famille Q de parahoriques vérifiant fonctoriellement (para sph) et (parar)Jpéur
toute cloisomm deA verifie (para in ).

Démonstration:

Soita € Aetg e N n Q(a). SoitA tel quea est un sommet spécial daA$, soientD” = (G2, (U2)), N4, TA... les
groupes donnés par la condition (fonc).

Il existen € NA(a) tel queng € TANn.Q(a) c TANQ(a). Pour toute cloisomde f: N A, @ vérifie (para 2.1)f)
d’oling € T n Q*(prs(a)). Commem est sphérique, par (pasph on obtientng € T2 N P2(prx(a)) ce qui vaut
TA NUAMY) = (MA(f) N PA(prm(a)) par la proposition 11.2.3. ComnTé ¢ M2 (%) on obtientng € T2 N M2(pr(a))
et par [BT72], ceci est le fixateur daMs* (M) de A%, donc I'ensemble detse T2 induisant une translation de vecteur
V; € Vecty(m).

Ceci étant pour chaque cloisande f;* N A, et comme l'intersection d,e? et des murs contenant ces cloisons est

a

triviale (carAﬂ; est essentiel), on voit queg induit une translation triviale su@&?, autrement ditnge T2 n NA(A?)
d’olig € N*(a) n G. Or ceci vauiN(a) par 11.2.8. |

Remarquel’hypothése la plus précise pour cette proposition est en@aitérifie fonctoriellement (paraph et
(para 2.1)€) pour f dans une familleF de facettes sphériques detelle que sy Vect(f) = {0}. Par exemple la
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famille ¥ des cloisons bordant une chambre donnée convient. En général, nous appliquerons ce résultat & des familles
vérifiant (para 2.1)(sph), ce qui entraine bien (para &) pour toute cloisom.

En assemblant les deux propositions précédentes, on trouve :

Corollaire 11.2.13. Toute famille vérifiant fonctoriellement (para dec) vérifie fonctoriellement (para inj), (para sph)
et (para 2.1)(sph).

C’est en particulier le cas, lorsqu® est la donnée radicielle valuée issue d'un groupe de Kac-Moody G déployé,
pour la famille minimale de parahoriqués

Remarquell ne manque que (para 2.2)(sph) a une telle famille pour quelle soit une bonne famille de parahoriques.

11.3 Definition de la masure bordee
11.3.1 Larelation déquivalence
SoitQ = (Q(a))aca Une famille de sous groupes @evérifiant (para 0.2).

Définition 11.3.1. Soit~¢ la relation sur Gx A définie par :
(9,8) ~¢ (h,b) © Ine N(T)tgb=naetghne Q@)
Proposition 11.3.2. La relation~¢ est une relation d’eéquivalence si et seulemei® serifie (para 0.4).

Démonstration:
Déja,~q est toujours réflexive.

Supposons que vérifie (para 0.4). Commencons par montrer gigeest symétrique. Soieng,a) et (, b) tels
que @,a) ~q (h,b). Soitn € N(T) tel queb = naetgthn e Q(a). Alorsa = n"*b eth~ign? = n(g~thn)In! ¢
nQ@n! = Q(b).

Pour la transitivite, soieng(a), (h, b) et (k, c) tels que §,a) ~q (h,b) ~q (k, ). Soitn € N(T) tel queb = naet
g~*hn e Q(a), et soitm e N(T) tel quec = mbeth~*kme Q(b). Alors ¢ = mnaetg-*kmn= (g~thn)n~*(h~tkmn ¢
Q(@).n*Q(b)n = Q(a).

Réciproquement, supposonrg une relation d’équivalence. Saite N(T) eta € A(T). soitq € Q(na), alors
(1,na) ~q (g7'n, a). D’ol par symétrie,d'n, a) ~¢ (1, na), donc il existay € N(T) tel quena= naetn qr € Q(a).
Alors n™In € Fixner)(a) € Q(a) par (para 0.2). D'oin~gn € Q(a). Nous avons montré quelQ(na)n ¢ Q(a). L'in-
clusion inverse s'obtient en appliquant ce résultat’ O

11.3.2 Cefinition

On fixe un tore maximar, et une famille de parahoriqu€ssur A(To). On va construire I'objet immobilief (Q)
en se basant sur I'apparteme{T ), la construction sera bien slr indépendante du choik,de

Définition 11.3.3. Soit7(Q) = G x A(To)/ ~q. C'est la masure bordée associé¢?, Q). Lorsque le contexte sera
clair, on notera juste @ pour la classe dég, a) dansZ(Q). Sinon on la noterdg, alo.
On définit une action de G surpar g'.[g,a] = [d'g, &].

ATog) — Ig
a - [lalg
deZ(Q) associé a §. Les images de ce dernier par les éléements de G sont les apparteméi(t3)de

Soitet, o : . C’est I'injection canonique de &) dansZ(Q). Son image est I'appartement
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Proposition 11.3.4. La fonctionet, o est NTo)-équivariante. Elle est de plus injective si et seulement si Q vérifie
(parainj).

Démonstration:

La N(To)-équivariance découle de la définition dg.

Si Q vérifie (paranj), soienta,b € A(To) tels que (1a) ~q (1, b). Alors il existen € N(To) tel queb = naet
n e Q(a). Doncn € Q(a) N N(To) = Fixn(ry)(a), donca = b.

Réciproguement, supposonsinjective. L'inclusion Fixyr,) (@) c Q(a) N N(To) est vraie par (para 0.2). Pour
l'autre inclusion, soitg € Q(a) N N(Ty). Alorsga € A(To) et (L a) ~o (1,9a) d’ou par injectivité dag, a = gaet
g € Fix(a). O

On suppose désormais qQevérifie (paranj), et on identifieA(To) acr,o(A(To)).

Proposition 11.3.5. Le stabilisateur de ) dans G est ITp).

Démonstration:

Linclusion N(To) c Stals(A(To)) est vraie par la définition deg (ou par 1aN(To)-équivariance de I'inclusion de
A(To) dansr).

Réciproquement, sof € G tel queg.A(To) = A(To). Soit fe F(A(To)), soita € Ay Alorsg.a € A(T) et par la
définition de~g, il existen € N(Ty) tel queg.a = n.a. Doncg € n.P(a) c N(To).P(F). Ceci étant valable pour toute
facettef e F(A(To)), on obtientg € Mz, N(To)-P(f) = N(To).P(A(To)) = N(To).To = N(To) (10.1.4 pour la
premiere égalité). O

Les deux propositions précédentes permettent de définir la structure des appartemiéRjs de

Deéfinition 11.3.6. La structure d’appartement sur(#&) (i.e. les murs et la structurefene sur chaque facade) est celle
qui fait dewr, o un isomorphisme d’appartements. Pour tout autre apparteméi{g), la structure d’appartement
sur gA(To) est celle qui fait de |g, un isomorphisme d’appartements dont la partie vectorielle est I'application
V(To) — 9.V(To)
Vv > gV
Si A= g.A(To) est un appartement, I'addition d’un point de A et d’'un vecteur 8§ T) sera notéera.

(voir la fin de 10.1.1).

Par exemple, sA est un appartemendg un point deA, V un vecteur de/(T), etg € G, alorsg(a +a V) =
g(@ +ga 9(V). Sine N(T), alorsn(a +a V) = n(a) +a v(n).v.

Proposition 11.3.7. Soit T un tore maximal de G. Soitg G tel que T= gTog™. Pour touta € ¢(To), on pose
9 : Up \ {8} — A

o u = (g tug)
cielle (G, (Uy)aegs), et 'appartement abstrait @) qu’elle définit est isomorphe de maniéréMy-équivariante a
'appartement de g\(To) de 7.

et gq(€) = oo. Alors la famille(ge.)aes €St Une valuation de la donnée radi-

RemarquelLe systéme de racingg et la donnée radicielle3;, (U, )oeg.4) Ne dépendent pas du choix ge G tel
queT = gTg?, contrairement & la valuatiam.

Démonstration:
Il est immédiat queg.¢ est une valuation. Pour celle-ci, on a pour tauk ¢ etk € A U {oo}, QU0 =
Ugk. En conséquence, si € A(T) (resp.og € A(To)) est le point de base powgp (resp.¢), alors le groupe

N(T) = <{n(u) [ueU,, acgp, etgpg1,(U) = 0}> qui sert a définir I'action déN(T) sur A(T) dans 11.1.5 est
egal 3g.N(To)og™?, et fixe le pointg.oq.

94



tel-00497961, version 1 - 6 Jul 2010

AT — ATo)

0+V > g.0g+7V
N(T)o-équivariante, et concernant I'action @ieon vérifie directement avec la proposition 11.1.9 que pourttati,
Vi = g(vg’ltg)- o

Alors I'application est un isomorphism&(T)-équivariant. En fiet, elle est clairement

Grace a cette proposition, on identifie désormais pourdouiG I'appartement.A(To) de 7(Q) avec I'apparte-
ment abstraif(gTog ™).

Voici quelques propriétés immédiates fe

Proposition 11.3.8.

1. Le fixateur d’un point x A(To) est X). Plus généralement, pour un appartement B.A(To) = A(gTog™),
le fixateur d’un point x B est gQg~'x)g~ .

2. Soit T untore maximal,a A(T), g € G. Siga e A(T), alors il existe ne N(T) tel que ga = n.a.
3. Pour tout xe 7, le groupeFixg(X) est transitif sur les appartements contenant x.

Démonstration:

1. Si @ X) ~aq X, alors il existen € N(To) tel quenx = x etg=tn € Q(x). Alors n € Fixne,)(X) € Q(X) par (para
0.2), et dong € Q(x). La réciproque est claire, le cas général aussi.

2. DansA(Ty), c'est la définition de-q. Le cas plus général s’y raméne tdd(To)h™ = N(hToh™?).

3. SoientA etg.A deux appartements contenanOn peut supposek = A(To). Alorsg1x € A(To), et par le point
précédent, il exista € N(To) tel queg=x = nx. Alors gn € Fixg(X), etg.A(To) = gnA(To).

O

On prolonge naturellement la définition des sous-groupes parahoriques, de maniére cohérente avec les notations

Q(x), Q(Q) déja introduites :
Définition 11.3.9. Pour tout xe 7, on note @X) = Fixg(X). Pour toute partie de 7, on note QQ) = Fixg(L).

Remarques:

— SiAest un appartement, aic AetV € A, alors le poinia +4 V € A est bien défini par la formula +4 V =
9(g71(@) +ay) 971(V)), olig € G est tel queyg.A(To) = A. Mais ceci dépend a priori de I'apparteméntontenant
aet tel quev € A considéré. On ne peut donc pas noter ce pointl. En terme de condition sur la familte,
le pointa + V est bien défini SN.Q(g"*a) N N.P(g~*V) c N.(Q({g™*a, g *(a + ¥)}) N P(g~1V)) (ol 'addition est
faite dansA(Tp)). Ceci est une conséquence de (pafa)?2 voir la section 11.9.

— Il 'en va de méme pour les projections ase A et fe T(K), on peut notepr, ((2) la projection dea sur la
facadeA; dans I'appartemenh. Le projetépr (a) est bien défini sN.Q(a) N N.P(f3 c N.Q(fa, pr(a)}), en
particulier siQ vérifie (para 2.2)f). Voir 11.7.

— Pour I'enclos enfin, 92 est une partie d’'un appartemehton notera G{(Q) I'enclos deQ dansA. Ceci sera
indépendant dé si Q vérifie (para 5)Q) et (para 6)Q2).

Enfin, on montre une caractérisation geométrique de la valuations des sous-groupes radiciels.

Proposition 11.3.10.Soit T un tore maximaly € ¢(T), u € U,. Alors I'ensemble des points fixes de u dali)Aest
précisemenD(a, ¢, (U)).

Démonstration:
Notonsk = ¢,(u). Par (para 0.3) et comme pour t@u A, Q(a) = Fix(a), U,k fixe D(e, K). Supposons quefixe
un pointx € D(-a, —K) \ M(a, k). Soientu’, u” € U_, tels quen(u) = vuu”. D'aprés 11.1.11p_,(U') = p_(u”’) = -k
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doncu’ etu” fixent x. Ainsi n(u) € Q(x). Or n(u) induit la réflexion selon le muM(«, k) qui ne contient pag. Donc
n(u) € (Q(x) N N) \ N(x), ceci contredit (paranj). O

Corollaire 11.3.11. Poura € ¢(T) et xe A(T), U,(X) = {u e U, | u fixe %.
Corollaire 11.3.12. Soita € ¢(T), xe A(T), et ge G. Alors gU,(X)g* = Ug,(9.X).

Proposition 11.3.13.Soient Q et R deux familles de parahoriques avet R. Alors il existe une projection nature
G équivariantep : 7(Q) » I(R), [g,a]lg — [0, alr. En particulier, la masure bordég(P) correspondant a la famil
minimale de parahoriques se projette sur toutes les autres masures bordées de G.

DémonstrationSi (g, &) ~o (h, b), alors il existen € N tel queb = naetgthne Q(a). CommeQ(a) c R(a), cec
entraine §, a) ~r (h, b). Donc¢ est bien définie. Le reste est évident. |

11.3.3 Facades d'immeuble

Rappelons que, par définition (voir 11.3.6), les facades d’appartementg damns toutes les parties de la for
9.(Ayp), avecg € G et f e 7 (Ay).

Lemme 11.3.14.Soientf = (hAg),  ete = (gAg)ge deux facades d’appartements$ie # 0, alors hf = ge.

Preuve du lemmeOn peut supposér = e. Soita € A, N (gAo)ge. Alors gla € Ay donc il existen € N tel que
gne Q(a). En particuliergn € P(f) doncg™f = nf, et d’autre pary‘a = nad’otin.f = 8 Aufinal,g*f =& O

En conséquence de ceci, la direction d'une facade d’appartement detbien définie :

Définition 11.3.15. Soitf = g.(A,) une facade d’appartement, alors la facette vectoriellﬁegst appelée la directic

def. La réunion de toutes les facades d’appartement dirigées par une facette vectﬁéeﬂappelée la facade de
de directionf. On la note7 .-

Proposition 11.3.16.Les facades d& forment une partition dd. De plus, I’applicationfﬁ+—> I - est une bijectio
G-équivariante entre les facettes detles facades dé. En conséquence, le stabilisateur dans G de la faggedes
P(f).

Démonstrationie lemme prouve que deux facades sont disjointes ou égales. Dedplast la réunion de s
facades, dong = G.Ag est la réunion de ses facades d’appartement, et donc de ses fagcades d’'immeuble.
L'application > I - est clairement surjective &-équivariante. S¥ ¢ = 7, soitf une facade d’appartement

directionf eta € f. Par hypothése, il existede directiong contenant. Le lemme entraine alorE = g. ]

Proposition 11.3.17.Si f est une facette sphérique deet si Q vérifie (para sph), la fagadg; est 'immeuble d

Bruhat-Tits du groupe I)g(fﬁ, pour tout appartemeni contenant’
Pour une facettef’ géneérale, la facade fermég; = Uger: £ g est la masure bordée pour la donnée radicit

valu’ee(M(fﬁ, (Ug, (pa)awm(ﬁ) avec la famille de parahoriques Q restreintﬁA

DéemonstrationSoit f une facette dd’. Soitg = By une fagcade d’appartement de directior| existe pe P(fj
tel queB = p.Aetdoncg = p.Ap. Ainsi, 7 = P(fj.Afﬁ. Mais commeU(ﬁ fixe Ap,onaf = M,g(fﬁ.Af».
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Supposonfsmérique. AlorsA¢ est un appartement pour la donnée radicielle valu'eeihkjg. Le fait que pour

touta e Ap, Mg( f3 N P(a) soit le sous-groupe parahorique pddy » au pointa permet de vérifier immédiatement que
I pestlimmeuble de Bruhat-Tits dBy ¢.

Dans le cas générah; = Uy 1,5 Ag €8 Un appartement pouby ¢ De plusT; = Mg(f). A, et on vérifie

directement sur la définition que ceci est la masurége- pour la famille de parahoriqueb(( f) N Q(a)) O

acA;’

11.4 Deécomposition d'lwasawa

On prouve ici la decomposition d’lwasa@a= P(C) . N(T) . G(F), valable pour toute chamb@de A(T) et pour
toute facettd= c A. Rappelons que selon nos notations, le gra@(f€) est défini paG(F) = ( {U.(F) | @ € ¢(T)} ),
avecU,(F) :={ue U, | F c D(a, ¢, (u))}. Pour toute famille de parahorig@on aG(F) c Q(F), donc la décompositic
d’'lwasawa impliques = P(fj . N(T) . Q(F), pour toute facettéﬁdeA’(T) etF de A(T).

11.4.1 Ladecomposition

Lemme 11.4.1.SoitC une chambre d&(T), soita € ¢(T) qui s'annule sur une cloisom deC. Autrement ditg est
une racine simple d¢(6). Alors :
UC) = UM = U,

RemarqueOn rappelle que pour une chamieU (C) = G(¢(C)).

Preuve du lemme:

Le groupel,, fixe la cloisonm donc normalis&J (m). Soitu € U, N U(n), alorsu fixe les deux chambres dequi
bordentm, etu € U,, ceci entrainel = e. Ainsi le groupe engendré pak, et U(m) est bien un produit semi-direct.
Il est inclus dandJ(C) car U, tout commeU(m) le sont U(mM) = U(C) N U(rs.C) si rm est la réflexion dand par
rapport am). Enfin, pour toute racing € ¢(C), on a soi = a, soitB € ¢¥(m), et dans les deux cas; c U(m) = U,.
D’ou le résultat. O

Proposition 11.4.2. (Décomposition d’lwasawa) Sdit une chambre d&(T) et F une facette de(&). Alors :
G=UC).N(T).G(F).

Démonstration:

La preuve est classique. |l §ii de prouver que 'ensemble = U(@) . N(T) . G(F) est stable par multiplication
a gauche par n'importe quel élement@eOr G est engendré par, par lesU,, aveca € ¢(C) et par ledJs avecB une
racine simple d@&(—@). Déja,Z est clairement stable par multiplication a gauchepat lesU,. Soit dongs = —a
une racine simple dﬁ(—C?), montrons qué est stable par multiplication & gauche phy

Par le lemme précédert(C) = U(m) = U,, avecm la cloison deC qui est incluse dans le noyau feLe groupe
U(m) est normalisé padg, etUg.Z ¢ U(mM).Us.U,.N(T).G(F). Lensemblela, 8} = {@, —a} est un systeme de racine
fini, donc par [BT?Z]:U,BUG c <Uﬁ» Uo, T > = U, T{er, U, = U, TuUU_,Tr, c UU_,N, ou fo = n(U) estla
réflexion générée par un élément quelcongde U,,.

Ainsi,Ug.ZcU(m) .U, . U_, . N(T) . G(F) = U(C) . U_o . N(T) . G(F).

Etudions maintenant le produit_,.N(T).G(F). Pour toutn € N(T), U_,.n = nn*U_,n = nU_,1,. Dans la

donnée radicielle de type fini€ U_p14,Un10, T Y, (U_n1.0, 0—n1ar (Un1a, ©n14))), €N utilisant la décomposition
d’lwasawa ou de Bruhat selon qoete(F) est fini ou non, il vient_p1 , € Up1,.N(T).G(F). D’'oti U_,.N(T).G(F)
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U,.N(T).G(F).

On a alors obtenuUs.Z c U(M).U, . N(T) . G(F) c U(C) . N(T) . G(F). O

Corollaire 11.4.3. Pour toutes facette c A(T) et F c A(T), pour toute familleQ de parahoriques sur @), on a
G = P(f).N(T).Q(F) .

Corollaire 11.4.4. Soit F une facette d& et f une facette d&’. Pour tout appartement A contenant F, il exi
g € Q(F) tel quef c g.A. En particulier, il existe un appartement contenant F dont I'appartement directeur cc
f.

DémonstrationSoitg € G tel quefﬁc g.A. SoitT le tore maximal tel qué = A(T). Par le corollaire precéde
g € Q(F)N(T)P(g 1 f). Soitg = gnpune écriture dg correspondante. Alor c g.A. o

11.4.2 Unicié

LorsqueQ vérifie (paradeq pour une facett&, on prouve un résultat d'unicité pour le facteur d&hgour toute
décomposition d’'lwasawa faisant intervehir

Proposition 11.4.5. SoientC une chambre d& et F une facette de A/FE Aun élement du filtre F. Soientmi € N
tels que UC).n.G(F") n U(C).n".G(F’) # 0. On suppose de plus qifec nC ou ' c n'C, ou f est la direction de I;
facade de F.

Pour tout a € F’, si Q vérifie (paradec)(a), alorsAn’ € N(a). Autrement dit, le facteur dans N dans

décomposition de Lévi est uniqgue modui@N
En particulier, si Q vérifie (para dec)(a) pour toutaF’, alors mn’ € N(F).

Démonstration:
Soita € F’ tel queQ vérifie (paraded(a). Onan’ € U(C).n.Q(F’"), d'otun ' € U(N1C) . Q(F’) c U(n*C) . Q(a) =
U(n1C) . (U(-n"C)nQ(a)) . N(a) par (paraded(a). Donc il existen, € N(a) tel quen—n'n, € U(n"IC) . U(-n"1C).
Par unicité du facteur o dans la decomposition de Birklivectorielle, on obtienm'n'n, = e. O

En fait, I'unicitt moduloN(a) d'un facteurn € N dans la décomposition d'lwasav@ = U(C).N.Q(a), avec
f'c nC, équivaut a I'egalite N n U(n1C).Q(a) = N(a). Nous avons juste vérifie que cette derniére est conséq
de (paradeg(a). Nous verrons plus loin (11.7.6) gu’elle est également vraie lor§est une bonne famille de pa
horiques.

Corollaire 11.4.6. Soit ac A. SoitQ une famille de parahoriques vérifiant (para dec)(a) fonctoriellement. Alors
tout sous-groupd deR, G n NA(f3).Q%(a) = N(f2).(G n Q*(a)).

Et donc siQ vérifie en outre (fonc)(a), alors G N*.Q*(a) = N.Q(a).

DémonstrationSoitg = u.n.p une écriture dey dans la decomposition d’'lwasavg= U(C) . N . Q(a), pour
C une chambre dé; n A. CommeP(a) c P*(a), N c N2, etU(C) c UA(C), c'est aussi une écriture dpdans
G* = UAC) . NA . QM\a).

Par ailleurs, soify = n.q® une écriture venant de 'hypotheges N2(f2).Q*(a). Par la proposition précéden
n.N2(a) = n®.N*(a). Doncg € n.Q*(a), puisg € n.(Q*(a) N G), ce qui vaun.Q(a) si (fonc)@) est vrai. O

Remarquele méme raisonnement permettra la méme conclusion lorsqu’on étudiera un groupe presque
par descente galoisienne.
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11.5 Decomposition de BruhayBirkho ff

Proposition 11.5.1. Soient @ et F, deux facettesﬁd’un %ppartemen¢TA. OD suppose gu’'au moins une des deux
est sphérique. Alors G U(f1)G(F1)N(T)G(F2)U(f,), ou f1, respectivement,, est la direction de la facade de;F
respectivement &

RemarqueEn fait, I'nypothése minimale sur les facettéset F, pour que la décomposition soit vraie, et prouvée
par la preuve a suivre est : § et f; sont les directions des fagades Bget F, alors pour toutv € W(A(T)),
¢™(f1 U i) est fini.

Démonstration:
On fixeg € G. Pour cette preuve, 'appartement par défaut’€s?), c’est-a-dire qu’on noterbl pourN(T), M(f)
pour Mamy(f) ....

Par la decomposition d’'lwasawa @& g € P(f1) . N . G(F2) = U(f1).M(f1) . N . G(F,). CommeU(f) est
normalisé pa6G(F2), on peut supposer qu'il existes N tel queg € M(fZ) .n.

On utilise alors la decomposition d’lwasawa damgf;), avec la facettefiineF; et la facette vectoriellprﬁ(an).

Le sous-groupe parabolique cMa(fZ) fixant cette facette vectorielle est le groupe engendré padleaveca €
oM(f1) N p(nf2) = #(A), en notan = conv(f; — f; + nfz). DoncM(f;) = (G(F1) N M(f1)) . N(f1) . P(€}). Notons
queﬁ est équilibrée, car les deux facettnzg;(f}) et prff»l(fZ) sont sphériques, incluses dadset de signes opposeés.
DoncP() = M(Q) = U(Q) c M(Q) < U(nf2). Ainsi,

ge G(F1) . N(f1) . M(Q) . U(nfy).n = G(Fy) . N(f1) . M(Q) . n.U(f)
On peut donc supposer qu'il existe N(fZ) tel que :
ge nl.M(fz).n

Les facettesi\F, et n;*F; se projettent SuA;. Et par la décomposition de Bruhat dans le groupe muni d'une
donnée radicielle valuée finl(33), on aM(Q) = G(¢™(), prg(n;1F1)) . N(©) . G(¢™(), prg(nF2)). Enfin, sachant
que pour toute partie deAq, G(¢™(@), F) ¢ G(( F. Vect(@) ),), on arrive &

M(Q) c G(n;*F1) . N(G) . G(nFy)

, puis :
g€ mG(N;*Fy) . N(Q) . G(NF2)n = G(F1) . iN(@)n . G(F2) € G(F1) . N . G(F»)

Corollaire 11.5.2. Pour toute famille Q de parahoriques, pour toutes facettgeet-F, d’'un appartement &), si
I'une des deux est sphérique, alors :

G =Q(F1) . N(T) . Q(F2) .

Corollaire 11.5.3. Pour toute famille Q de parahoriques, pour toutes facettesti, de 7(Q), si 'une des deux est
sphérique, alors il existe un appartement contenantf,.

Démonstration:Soit A(T) un appartement contenalt, soitg € G tel queF, c g.A(T). Par la décomposition
de BruhatBirkhoff, G = Q(F1) . N(T) . Q(g~*F2). Soitg = qinap I'écriture correspondante ag Alors F1 U F, C
ql.A(T). O
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11.6 Construction de familles erifiant (para deg

Lemme 11.6.1.SoitC une chambre d&, m une cloison d€, et ac A tel quef, ¢ m. Soite € ¢ la racine telle qu
a(C) > 0 eta(n) = 0. Pour toute famille Q de parahoriques vérifiant (para sph) et (para B)Ln a :

Q(a) N U(C) = (Qa) N U(mM) = Uy(a) .

Preuve du lemmeSoitg € Q(a) N U(C). On sait par le lemme 11.4.1 qugC) = U(n) = U,,, il existe donc un
décompositiory = u.u, avecu € U(M) etu, € U,. CommeU(C) c P(m), on ag € Q@) N P(M) = Q({a, prm(a)})
par (para 2.1X0). Le facteuru € U(m) fixe toute la facadé\y, on en déduit que, € U, N P(prm(a)), c'est-a-dir¢
U, € U,(a). En particuliery, fixe a, doncu aussi :u € U(m) N Q(a). O

Proposition 11.6.2. Soite un signe, soit Q une famille de parahoriques vérifiant (para sph) et (parar@) Péul
toute cloisonm de signes. On suppose que la famille minimale P vérifie ayggira2.1)(m) pour toute cloisorm.
Alors pour tout ac A€ et toute chambr€ def> n A¢, l'ensemble :

R@ = (@ nU(C)) . (PE)NU(-C)) . N(a)
est un sous-groupe de(§) contenant Ra). Il est en outre indépendant de la chamB¥ele f;* N A¢ choisie.

Si on définit en outre @) = Q(a) pour tout ac A\ A¢, on obtient une famille de parahoriques R incluse dal
et vérifiant (para dec) pour les chambres de signe

Démonstration:

Supposonsg = +. Soitae A etC une chambre d&*, notonsR~(a) = (Q(a) N U(@)) . (P(a) N U(—(f)) . N(a).

Commencons par montrer qée(a) est indépendant de la chamifede ff{ - il suffit de prouver qudR«(a) =
Rr”é(a) pour toute racine simple de ¢(C) N ¢m(f2). Soite une telle racine, e, la cloison deC correspondant
D'apres le lemme précédei@(a) N U(C) = (Q(a) N U(M,)) . U,(a) et de mémé(a) N U(-C) = (P(a) N U(-m,))
U_.(a). De plus,U,(a) normaliseP(a) N U(-y,). Ainsi :

Re(2) (Q@) NU(My)) . Ug(a) - (P(@) N U(-My)) . U_u(a) - N(a)

(Q@NU(M,)) . (P(a) NU(-My)) . Ua(a).U_o(a) . N(a)
L'ensembleU,(a).U_,(a) est inclus dans le groupe avec donnée radicielle valuéeN@i#,). Il est méme inclu

dans le fixateur Figm,)(Prm,(a)) du point pry, (a) de 7y, l'immeuble de Bruhat-Tits dévi(m,). Or ce fixateu

est égal aJ,(a).U_,(a).(N(@) n M(my,)) = U_,(a).U,(a).(N(@) n M(m,)) d’aprés [BT72]. DondJ,(a).U_,(a) c
U_.(2).U,(a).N(a) et finalement :

Re(a)

(Q(@) NU(My)) . (P(&) N U(-My,)) . U_e(a).Uq(a)-N(a)
(Q(a) N U(mt))'u—(t(a) . (P(a) N U(_my))'ua(a) . N(a)

Or ¢(rw(f) = (¢((f) \ {@}) U {—a} et similairement pouqb(—rw(f), donc le lemme précédent indique qug(d) N
U(My)).U-.(a) = Q@) N U(r,C) et (P(a) N U(-m,)).U,(a) = P(a) N U(r,C). Nous avons bien prouvé qiRx(a) =
R.c(@).

On peut maintenant not&(a) au lieu deR<(a). Pour montrer qu’il s'agit d’'un groupe, il §it de montrer qu’i
est stable par multiplication a gauche @&g) et parN(a). Commencons par la stabilité par multiplication g).
CommeG(a) = U(fé).({Ua(a) lae ¢m(f;)} > il suffit de voir la stabilite sous la multiplication pat(f2) et pal
les U,(a), @ € ¢™(fa). Pour touta € ¢™(fy), il existe une chambr€ c f positive telle quer € ¢(C). Alors
U.(a) c Q(a) n U(C) d'oli U,(a).R(@) c R(a). Passons M(f;) : pour n'importe quelle chambr€ de fz’{, oné
U(fa) c Q@) nU(C), d'otiU(f).R@) c R(a).
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Pour finir, soitn € N(a), fixonsC une chambre positive. AlonaR(a) = n.R«(a) = n(Q(a) N U((f)) . (P(@n
U(-C)) . N(@) = (Q(@ n U(nC)) . (P(a) N U(-nC)) . nN(a) = R <(a) = R(@).

Ceci prouve qué(a) est un groupe. Il est clair que(a) c R(@) c Q(a), et ceci entraine immédiatement que
(R())aca €St une famille de parahoriques. De plus, pour toute cha@pesitive, Q(a) N U(C) = R(@) n U(C) et
P(a) N U(=C) c R(@) n U(C) doncR vérifie (paraded(C). o

RemarqueCeci et la proposition 11.2.11 prouvent que pour la famille minimale de parahofiessconditions
(para 2.1)(sph) fonctorielle (et méme (para 2.1) fonctoriel sur les cloisons) etdg@afanctorielle sont équivalentes,
car pourQ = P, on obtientR = P, quel que soit le signechoisi.

Corollaire 11.6.3. S'il existe une famille de parahoriques vérifiant (para sph) et (para &Ljour chaque cloison
m, alors la famille minimale P vérifie (para dec).

DémonstrationPour toute cloisom, le fait queQ vérifie (parasph) et (para 2.1){) entraine qué® vérifie aussi
(para 2.1)[M), nous sommes donc bien dans les conditions d’application de la proposition.

Soita € A, soitC une chambre dé:’{ N A. Soite le signe deC. Soit R¢ la famille de parahoriques construite par
la proposition, alord&(a) = (Q(a) N U(C)).(P(a) n U(-C)).N(a). Prenant I'intersection aveR(a), il vient P(a) =
P(a) N R(a) = (P(a) N U(C)).(P(a) N U(-C)).N(a). o

11.7 Bonnes familles de parahoriques
11.7.1 Une condition sffisante pour (para 2.2)

Nous avons déja vu au 11.2.13 que la condition (pl@e fonctorielle implique (parinj), (parasph et (para
2.1)(sph). Nous pouvons maintenant, grace a la décomposition d’lwasawa, prouver qu’elle implique également (para
2.2)(sph), autrement dit que toute famille vérifiant (p@eg fonctoriellement est une bonne famille de parahoriques.

Proposition 11.7.1.

1. Soit Q une famille de parahoriques qui vérifie (para dec) fonctoriellement. Alors Q vérifie (para 2.2)(sph)
(fonctoriellement).

2. Soitf une facette telle que Q vérifie (para 2.@)).(On suppose de plus que Q vérifie (para inj). Alors Q vérifie
(para 2.1)(f3. En particulier, toute bonne famille de parahoriques vérifie (para 2.1)(sph).

Remarquekes conditions du deuxieme point sont plutdt plus faibles que celles du premier point, et sa preuve plus
simple, on peut donc considérer la condition (para 2.1) comme plus faible que (para 2.2).

Démonstration:

1. Rappelons qu® vérifie (parasph), (para 2.1) et (pare ) par la proposition 11.2.11. Saite A et f’une facette
sphérique danﬁ;‘. Soitg € N.Q(a) N N.P(fs, on peut supposey € Q(a) N N(f;).P(fﬁ. Grace a (fonc), soih
tel quea est spécial dana®, puis soitn € N2(a) tel queng € PA(f). CommeQ vérifie fonctoriellement (para
2.1)(f) puis (parasph, on ang e Q*(a) N P*(f) = Q*({a, pra)}) c P(pra)). D'oli g € NA(a).P*(pr{a)) n
G. Le point pra) étant sphérique, la famill@ vérifie (fonc)(r«a)) (par 11.2.8, 5) et (pamdeq(pra))
(grace a 11.2.3, 6). Par le corollaire 11.4.6, puis la proposition 11.2.3, 1, on apte@(a) N N.P(pra)) =
Q(a) N N.U(f).G(¢™(f), a). CommeG(¢™(f), a) c Q({a, pra)}), on peut supposere Q@) N NU(f).

Soit C une chambre dont I'adhérence contidniSoitg = nu une écriture de correspondant § € N.U(f)
etg = MU “u¢ une écriture correspondantgac Q(a) = N(a).(U(-C) n Q(a)).(U(C) n Q(a)) (obtenue par
(paraded(a)). Alors ntn’ = u(u€)L(u)L. Etu(u®)~t € U(C). Donc par I'unicité dans la décomposition de
Birkhoft vectorielle d&G, on obtientu = u € U(ﬁ N Q(a) c Q(fa, pr«(a)}). Doncg = nue N.Q({a, pra)}).
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2. Soitge Q@ n P(fj. D’aprées (para 2.2)‘6, on a alorgy € N.Q({a, pr{a)}). Soitg = nqI'écriture correspon
dante, on@ = g.a = n.a d'otin € Q@@ NN = N(a) grace a (parinj). De mémef = g.f = n.f d'otin e N(f).
Mais commeN agit de maniérefine surA, n € N(a) N N(f3 = N(a+ f$ c Q(la, pr{a)}).

Corollaire 11.7.2. Toute famille de parahoriqueQ vérifiant fonctoriellement (para dec) vérifie fonctoriellem
(para sph), (parainj), (para 2.1)(sph) et (para 2.2)(sph), c’est donc une bonne famille de parahoriques.
C’est en particulier le cas pour la famille minimale de parahoriques dans un groupe de Kac-Moody déplo!

DémonstrationC’est une conséquence du corollaire 11.2.13 et de la proposition ci-dessus. O

11.7.2 Projections

La condition (para 2.2)‘6 entraine que la projectiqor (a) est bien définie dans, dés que‘; C ? indépendamme

de l'appartement contenaatet f considéré. Ainsi, dans une bonne famille de parahorigues, la conjonction de
2.2)(sph) et de (parsph permettra souvent de ramener une preuve a une étude dans une facade sphérique, (
un immeuble affie, bien connu grace a [BT72].

Proposition 11.7.3. SiQ vérifie (para 2.2)(), alors la projection py est bien définie sur la reunion deg¢TAq tels
quef'ugc A(T) etg c f. Pour tout ge G, on a gpria) = pryA9.a).

Démonstration: B

Soita dans une facada(T)q telle quef’'u g c A(T) etd c f. Soit To un tore maximal de réference, sgie G
tel queg.A(T) = A(Ty). Alorsg. fﬁetgg sont deux facettes d@(To) telles queg.g c VectK(TO)(g. fj donc la projectior
grg{_{ga)dest bien définie dan&(To). On veut posepr (@) = g*l(prgf{ga)), il s’agit de vérifier que ceci estindépend:

eT etdeg.

Soientgdonél" etg’ d’autres choix possibles. Alogig™! envoiega etgfﬁsur un autre point d&(Tp) et une autre
facette de&’(To). Doncg'g™ € N(To)Q(ga) N N(TO)P(gf3. Ceci vautN(To)Q({ga, prgf{ga)}) par (para 2.2}11‘3. Soit
n € N(To) tel queg’'g™ € n.Q({ga, pr,{ga)}). Alors g'g™(pry(9a) = n(pry{9a) = pr,,Anga) = pr, g'a). Ceci
prouve queg(pry{9a)) = (9)(pry (9'a)). =

11.7.3 Congquences varkes

On rassemble ici quelques petits résultats obtenus au moyen des projections pour une bonne famille
horiques.

On peut dans une certaine mesure caractériser un poihipde ses projetés dans diverses fagades. Par exe
on prouve le :

Lemme 11.7.4.Soit f une facette d&, et Q une famille de parahoriques vérifiant (para sph) et (para BipjHour

toute cloisonm def* n A. Alors pour tout ue U(f), pour tout ac A tel quef c f7, ou ua = a, ou bien ta ¢ A.
En terme de groupes, ceci s’écri(f) N N.Q(a) c Q(a).

Preuve du lemmeSoita € A, supposons.a € A. Soit M une cloison def* N AN ff{, dorsu € P(m), donc
u.prm(@) = prm(u.@) € Ay. Ainsi u envoie le pointpry(a) sur un autre point de I'appartemefy. Sachant que fixe
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par ailleurs un cdne ouvert d;, (c'est-a-dire une demi-droite, puisque ditg) = 1), et quel, est un immeubl
affine (en fait un arbre), ceci entraine query(a) = prp(a), d'ol pry(u.a) = pra(a). .

Donca etu.a sont deux points dA dont les projetés sur tous lég, pourm une cloison dé*nAn f;* caincident
Ceci entraine qua u(aS est dans l'intersection de cas Mais celle-ci est triviale dansf;. O

Voici la premiére conséquence de ce lemme :

Proposition 11.7.5. Toute famille de parahoriques vérifiant (para sph), (parainj), (para Z})ét (para 2.2)t)
pour toute cloisomm vérifie aussi (para dec).

Remarquegrace a 11.7.1, on peut remplacer I'hypothése (pararf) pdr (paranj).

Démonstration:

Soita € AetC e F(ff n A). Par la decomposition d’'lwasaw@, = U(C).N.P(a). Prenant I'intersection av
Q(a), il vient Q(a) = (U(C).NN Q(a)).P(a). Mais le lemme entraine facilement (avec (parg) queU (C).NN Q(a) =
(U(©) n Q@)-N(a). D'ott Q(@a) = (U(C) n Q)-P(a). . .

Maintenant,P vérifie (paradeqg par le corollaire 11.6.3, donB(a) = (U(C) n P(a)).(U(-C) n P(a)).N(a) c
(U(C) n Q@)).(U(=C) N Q(a)).N(a). D'oui le résultat :Q@) = (U(C) n Q(a)).(U(-C) N P(@)).N(@) c (U(C) n
Q(@)-(U(-C) N Q(@).N(a). o

Remarquet.e résultat obtenu est méme un peu plus fort : on a vu@(ag = (U (C) N Q(a)).(U(-C) N P(a)).N(a).

Vu le corollaire 11.7.2 et la proposition 11.2.12, dans le cas ou la donnée radicielle est fonctorielle, on a ¢
toute famille de parahoriqué&3équivalence entre les assertions suivantes :

— Q est fonctoriellement une bonne famille de parahoriques.

— Q vérifie fonctoriellement (pardeq.

— Q vérifie fonctoriellement (paraph), (para 2.1)f) et (para 2.2)¢) pour toute cloisom.

— Q vérifie fonctoriellement (paraph), (parainj), et (para 2.2)t) pour toute cloisom.

Pour une familleQ vérifiant (parasph, (parainj), et (para 2.2) pour les cloisons, le lemme implique aussi I'é(

N N U(C).Q(a) = N(a), pour toute chambr€ de A et tout pointa € A tels quefa € C. Et ceci permet, comme «
11.4.5, de prouver l'unicité moduld(a) du facteur dansl de la décomposition d’lwasawa :

Proposition 11.7.6. Soit Q une bonne famille de parahoriques. Soiéntine chambre d& et a€ A. Alors NN
U(©).Q@) = N(@) si fa c C. B B
En conséquence, pour tousm € N tels quef; cnCoufacnC, ona:

UEC).n.Q@)NnUE).n.Q@) #0 = n'n’ e N@ = U(C).n.Q@E) = UC).n".Q@).

DémonstrationLe premier point découle du lemme 11.7.4, la suite estimmédiate (voir la partie 11.4.2)0
Proposition 11.7.7.0n suppose que Q vérifie (para 2®)(pour toute cloisom. Soity = {aa, ..., ax} € ¢*(C) un
ensemble réduit de racines, rangées dans un ordre grignotant. (Ceci signifie que pourketi) contient un
cloison incluse dans l'intérieur d@);.; D(a;j), voir par exemple [Re€02] 9.1.2).

Soitu= uj...ux avec y € U,,. Alors :

Fixa(u) = ﬂ Fix(u;) = ﬂ D(ai, o, (W)
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Démonstration:
La seconde égalité vient de 11.3.10. Pour la premiere, I'inclusidrest claire.

Soita € Fixa(u). Par hypothese, il existe une cloisoh, incluse dans ked;) et dans l'intérieur d¢ ., D(a;).
Ainsi, u € P(my), et pour toutj > 1, u; fixe Ay, . Doncu agit surAs, commeu;. Par la proposition 11.7.3; et u;
fixent le pointpry, (a). Ceci entraine; € U,, (prs, (&) = Uy, (3).

Maintenant I'eléementi;*u = us...uy fixe a et est le produit dé& — 1 élements de groupes radiciels dans un ¢
grignotant, par récurrence on obtient que pour tauf2, k], u; € U,, ().

D’ol U € Uy, (a)...U,, (a) eta e N, Fix(u). =

11.7.4 [ecomposition de lévi
La proposition suivante donne dans certains cas une décomposition de LE@(onur

Proposition 11.7.8. Soit f une facette sphérique d& soit Q une famille de parahoriques vérifiant (para Zﬂ)él
(para 2.2)(M) pour chaque cloisom def* N A. SoitQ une partie de A telle que €8) = f . Alors :

Q) = (U(f)n Q@)= (NQ).G(¢"(f). )
(U nQ@)=Q({(a.f),) .

Démonstration: R

Il est clair que(U(f) N Q(Q)) = (N(Q).G (¢™(f), Q) < (U(f) n Q@) = Q(( . '), ) Q).

Soitg € Q(R). NotonsQ ¢ = prAQ), d'apres (para 2.1)6, g € Q). D'apres 11.2.3,2,0n g € U(f§ 4
(N©QQ-G(e™(F), Q). Mais G(™(f), ) = G(¢™(), Q), on peut donc supposgre (U(f).N(Q¢) N Q). Main-
tenant, le lemme 11.7.4 entraige (U(f3 N Q(Q)) . N(Q). m]

Cette proposition permet, pour prouver qQevérifie (para 21*)(1?), de se ramener a I'étude db(f3 N Q(a),
comme l'indique le corollaire suivant :

Corollaire 11.7.9. Soit Q une famille de parahoriques vérifiant les hypotheses de la proposition. Si a est

d'une fagade favecg c f, alors :

Q(a) N P(f)

(U(f) N Q@) = (N(a+ ).G(¢"™(f), a))
(U nQ@)=Q((af),) -

DémonstrationAyant remarqué qué(a) N P(ﬁ = Q({a, pr{a)}), on applique la proposition@ = {a, pr{a)}.o

Nous avons ainsi obtenu une décomposition de Lévi pour le grQ({fg lorsque Clﬁ) est 'adhérence d'ut
facettef*sphérique. Cette décomposition repose sur la décomposition de Lévi vectoriEﬂéq)dd y a un autre ce
ol1 on dispose d’une décomposition de Lévi vectorielle : c’est pour le fixateur d’une Qaeti@ilibree (c’est-a-dil
une union finie de facettes sphériques dont au moins une est positive et une négative). Ceci fournit naturell
décomposition des group€XQ) correspondants. De plus, dans le cas équilibré on dispose d’'une bonne des
du facteur unipotent.

Proposition 11.7.10. SoitQ une partie de A contenant au moins un point sphérique positif et un point spt
négatif. On suppose que Q est une bonne famille de parahoriques. Alors :

Q(Q) = U(Q) = (M(S) n Q(©))
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avec :

U@ = GE'@.Q)= [] Ud)
el (@)

red

M@ NQEQ) = N(Q).GE"A),Q).
(Le produit dans UQ) peut s'gfectuer dans n'importe quel ordre.)

Démonstration:

Soientf* et f~ des facettes maximales de 8)(n A+ et CI(3) N A~. Alors Vect(f*) = Vect(f~) = Vect(CI(Q)),
doncM(f*) = M(f7) = M(CI(B)) = M(Q). De plus,f* U f~ est une partie equilibrée, donc son fixateur admet la
decomposition de LeW(f* U f-) = U(f* U ) < M(S).

Soitg € Q(Q). En particulierg € P(&) = P(CI($)) c P(f* U ), doncg € Q(Q) N (U(f* U ) < M(EY)). Soient
ue U(fﬂ+ v fi) etme M(ﬁ) tels queg = um Montrons ques etmfixent Q.

Soitw € Q. Alors f* U f~ U f,, est une partie équilibrée, donc

P(fruf uf)=Uu(f*uf uf)«Mf*uf uf)=Ufuf uf)=M@Q).
Le groupeU(f* u f~ U f,) fixe toute la fagadé\f;, donc

g€ Q) NP(fru U f) =U(f" U U ) = (M) N Qw)) -

Mais U(f* U f~ U f,) ¢ U(f* U f7), doncg = umest également I'ecriture dg dans la decomposition de
Q(w) N P(f* U = U f,) qu’on vient d’obtenir. En particuliey etm fixent w.
On a ainsi prouvé:

QQ)

= (M(@) N Q(Q))

{ ﬂ U(fruf ufy

feF (&)

(U U ) N Q@) = (M) N Q) .

Etudions le premier facteur. Comnié U f~ sont deux facettes sphériques de signes opposés, on sait par [R€02]
6.3.1 quel(f* U f™) = G(¢"(f* U 7)) = [T oep (Fruf) U,, pour un ordre qu’on peut choisir grignotant WJd(fﬁ U

fi) (carg(T) est réduit). Alors la proposition 11.7.7 permet de montrer que :

QY NU(Fruf)= [ Uu@.

gl (Fruf™)
Mais sia ¢ ¢”(ﬁ), alorsU,(Q) = {e}. D’ou finalement :

Q) NU(f*uf)= [] Uu@).

R ()

red

Passons & la description 8(G) N Q(). Soitm € M(G) N Q(Q). Soitw € Q. Soit f = pry. (f¥), olie est un signe

def,,. Il s’agit d’'un facette sphérique. Par (para Zﬂmjuis 11.2.3me Q(prdw))n M(ﬁ) = N(prf{a))).G(qﬁm(ﬁ),w).
CommeN(pr«w)) = N(pry (w)), on obtientm € Q(pr ¢ (w)). Au final, mfixe la partiepr . (Q2), d’ou, encore avec
11.2.3:

me N(pre. (Q))-G(¢"(D). Q) N QQ) = N(Q).6(4"(6). ) .
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Corollaire 11.7.11. Dans les conditions de la proposition{Q) = N(€2).Q(CI(2)).

Exemplell.7.12 Lorsque = D(a, K) est un demi-appartement dans un appartedatproposition donn@(Q) =
Usk > H. SoitQ’ = (Qn ,&) U M(a, k), alors CIEY) = Q, N(Q) = N(Q), &’ = M(«), et la proposition donne alc
Q(Q) = Q(Y) = {e} < (H.U, k). On peut ainsi obtenir plusieurs décompositions de type Lévi d’'un méme groupe
que les facteurs de la formi, (Q) tels queU_,(Q) = {e} sont considérés comme inclus dans le facteur unipote
dans le facteur de Lévi.

On préferera sirement les placer dans le facteur unipotent, et pour obtenir ce résultat il faut appliquer la p
a la partie CIQ2) au lieu deQ.

11.8 Labonne famille de parahoriques maximale

Définition 11.8.1. Soit Q une bonne famille de parahoriques. On définit :

Q@) = {g € P(f) | Ve () N Tspn 9.pre(@) = pry ()}
Ainsi Q(a) est I'ensemble des élements@ejui permutent les projetés dedans les facades sphériques.

Lemme 11.8.2.Soit Q une famille de parahoriques vérifiant (para sph) et (para 2.2)(sph) fonctoriellemen. Bt
sous-groupe d&. Alors I'application

v IQ - I(QY)
' [g’ a]Q = [(g’ a)] QA

est bien définie, G-equivariante, et compatible aux projections (c’est-ay@ing(a)) = pr(w(a)) pour toute facett

fﬁsphérique et tout & Ay avecd C B Elle induit une injection de’(Q)sph dansZ(Q*)spn €t plus généralemel
limage inverse d’un poini(g, a)]o:, a € A et ge G est de cardinal 1 dés queGN2.Q*(a) = N.Q(a).

Preuve du lemmeét est clair quay est bien définie gb-équivariante. Elle est également compatible aux projec
dans I'appartemer#, puis parG-équivariance suf (Q).

Détaillons un peu l'injectivité : soierg,h € G, a,b € Atels que ¢,a) ~x (h,b). Alors gthe N*.Q* @) NG, et
par hypothése (ou par 11.2.8 pour un paisphérique)N*.Q*(a) N G = N.Q(a). D'oli (g, @) ~q (h, b). ]

Proposition 11.8.3. Pour toute famille de parahoriques Q fonctoriellement bor@est encore une famille de pa
horiques fonctoriellement bonne pafx. Elle vérifie en outre (fonc), et (para 2.1), et non juste (para 2.1)(sph).

Démonstration:
Pour touta € A, Q(a) est un sous-groupe d¥ f,) contenant)(a) et doncP(a) d’aprés 11.7.3. De plus, (para C
est claire, don® est une famille de parahoriques.

Sia € Agpn alors f, est une facette sphérique d} donc par définition déj(a),_on a pour toug € (S(a),
ga= g.prf;(a) = prgf;(a) =a. DoncQ(a) = Q(a) = P(a), carQ vérifie (parasph). DoncQ vérifie (parasph.

Montrons (fonc). Soi € Aetg e Q*(a) N G. Soit f € (f2)sph S0ty : 7(Q) — 7(Q*) comme dans le lemm

On ay(g.prAa)) = g (pr{a)) = g.pr{y(a)) = prgf{w(a)) = w(prgf{a)). Mais commepr (@) est un point sphériqt
ety estinjective surZ(Q)sph,_ceci entraine qug.pr«a) = prgf{a).

On prouve ainsi qug € Q(a).
Etudions (para2.1). Saéte A, fe fg“ etqe Q_(a) N P(f}. Pour montrer qug Q_(prf{a)), il suffit de montrer qu

pour toute facetté € (fi)sph, g.pri(prea) = prq'ﬁ(prfq(a)). Mais pri(pra)) = prq(a), etprq'ﬁ(prfq(a)) = prqﬁ(a), le
résultat en découle.
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La condition (paranj) est alors conséquence de 11.2.12.

Il reste a voir (para 2.2)(sph). Soit doae A, f une facette sphérique dg etg e NQ(a) N P(f§ N(fa)Q(a) N
P(f). Soit A < R tel quea soit spécial dang\®, il existe alorst € T2 tel quetg € Q*(a) N PA(f), donc pa
(para 2.1)€) pour @, tg € Q*({a, prd@))) puisg € T*Q (fa, pr{a)}) N G c T*PA(pra)) n G. Alors, comm
pr{a) est sphériqueR” vérifie (paraded(pra)) donc par 11.4.6, 11.2.8 point 5, puis 11.2)3; N(F) P(prda)) =
N(fj U(f3 G(¢m(f3 a). Quitte a multlpllerg a droite par un élément c(é(qﬁm(F) a), et a gauche par un élément
N(fj on peut donc supposgre N(fa) Q@ N U(f3

DansG*, ceci donnegg € TA.QA(@) N UA() puisquea est spécial dans?. Soitt € T2 tel queg € t.Q*(a),
alorst™lg € Q*(a) n P(fﬁ* N A_f), donct™1g fixe tous les projetés da sur les fagcades sphériques de direction
f* n An f:. En particulier, soith une cloison dan* n An f, dors g.prm(a) = t.pra(a) € Ag. CommeAy est un
facade sphérique, le lemme 11.7.4 y est toujours vrai, et le faiganUA(ﬁ entraine alorg.prp(a) = prmx(a). Donc
t fixe la facadeAy. Au total,t induit surAg une translation de vecteur inclus dans chaque W@g6urm une cloisol

dansf* n An f;*. L'intersection de ces hyperplans et@g est triviale, dond fixe Ap.etge (5A(a) N UA(F) NnG.
Appliquant (para 2.1)‘6, puis (fonc), on obtieng € (5A({a, pr{a) NG = (5({a, pr{a)}). O

Lemme 11.8.4.Soient Q et R deux familles de parahoriques vérifiant (para sph) et (para 2.2)(sph). On supg.

Q - IR
[g.8]oc + [g.ar
induit un isomorphisme ent®&Q)spn €t I (R)spn, €t pour toute facette sph’eriqﬁepour tout point a tel que@:1 c h,on
ay(pry(a)) = pra(¥(a)).

Preuve du lemmél est clair quey envoiel (Q)sph sur 7 (R)sph Montrons qu’elle est injective suf(Q)spn Soien
g.he G, a be Agpntels que ¢,a) ~r (h, b). Alors il existen € N tel queb = naetg—thn e R(a). MaisR(a) = P(a) =
Q(a) carRet Q vérifient (parasph). D'oul (g, &) ~o (h, b).

LorsqueQ et R vérifient (para 2.2)?) pour une certaine facette la compatibilité entrey et pry: est claire sur |
définition. O

pour tout ae A, Q@) c R(a). Alors le morphisme surjectif G-équivariant d'immeubjes

Proposition 11.8.5. Pour toute bonne famille de parahoriques Q, sa complétﬁ(nst égale a celle de P.

Démonstration:Soit s : 7(P) —» I(Q) comme dans le lemme. Sate A g € F_’(a) etf e (fﬁ)spr1 Alors
g.prga) = prgf~(a) d’ou, puisquey estG-équivariante et compatible aux projectiogspr{a) = g.pr«y(a)) =
prgf{w(a)) = pr f4(a) On obtient ainsy € Q(a), puisP c Q.

Pour I'autre inclusion, soig € Q(a), fe (fa)sph. Alors y(g.pr{a)) = g.prf{lp(a)_) =_p)rgf{¢(a)) = w(prgf{a)).
Alors par injectivité dey surZ(Q)spn, 0N obtient dang’(Q), g.pr«a) = prgf{a). DouQcP.

Maintenant, pour toute bonne famili@de parahoriques, on@c Q = P. ]

Corollaire 11.8.6. Supposons qu'il existe une famille de parahoriques fonctoriellement bonn&pour

Alors P est I'unique bonne famille de parahoriques maximale, et P est I'unique bonne famille de para
minimale.

Ceci est en particulier le cas dans un groupe de Kac-Moody déployé.

DémonstrationOn a déja vu que est I'unique famille de parahoriques minimale, et grace aux corollaires
et 11.7.2 qu’elle est bonne dés qu'il existe une famille de parahoriques fonctoriellement bonfie Qauncernank,
il s’agit des deux propositions précédentes. m]
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11.9 Tres bonnes familles de parahoriques

On donne maintenant quelques propriétésZd®) lorsqueQ est une bonne famille de parahoriques véri
certaines hypothéses supplémentaires. Ces hypothéses supplémentaires sont vérifiees par exemple par
parahoriques construite par Guy Rousseau pour un groupe de Kac-Moody déployé ([Roul0]), elles le serc
par la famille de parahoriques que nous obtiendrons pour un groupe presque déployé dans la partie 13.

11.9.1 Actiondel sur T

Proposition 11.9.1. Soit f une facette dé&. Si Q vérifie (par.2*)(f), alors pour toutV € f et ac A tel quefs c f,
pour tout appartement B contenant afton a a+a V = a +g V. Autrement dit, I'opération a V est bien définie,

indépendante de 'appartement contenant & ebnsidéré.
A

De plus, tout appartement contenant aatontientalors a+ f , et cet ensemble est indépendantde A. On pi

donc le noter juste & f.

Démonstration: R
Soitg € G tel queg.B = A. Alorsg € N.Q(@) n N.P(f) = N.Q(a+ f ) (adhérence dans). On peut suppos
A

geQa+ f ), en particulierg fixea+a v, doncg-2(a+a V) = a+a V. Mais par définition de la structurdfime sur le

appartementg *(@a+aV) = g1(@) +g1a g H(V) =a+gV. D'olla+aV=a+g V.

A A

Ensduite, le fait queB = g™'A, avecg™ € Q(a+ f ) entraine quea+ f < An B. Or de maniére généra
A 1A A

5

= -9 —
gla+f =gla+g?lf ,onobtientdonciciqua+f =a+f . m]

11.9.2 Existence d'isomorphismes entre appartements

La condition (para 2")(sph) permet également de prouver (para 5) pour certaines pari@spendant, une cc
dition un peu plus faible 4ft, il sS’agit de :

(para 21+-)(f) : Vg e U(f), il existea € A tel queg € Q(a+ (f*n K))

Ramarques:
- CommeU(ﬁ =Ne U((f), ouC parcourt 'ensemble des chambresfde A, un élementi U(ﬁ fixe toujour:

un cone dirigé par chacune de ces chambres. Lorgtmed’ejé une chambre, (par&?)(fﬁ est donc toujoul
vérifiee. Pour une facette générale, cette condition impose que la réunion de ces cones fixés soit conr
— Cette condition est clairement vérifieeierifie (para 21+)(C) pour toute chambr€ de f* N A,

Lemme 11.9.2.Soit Q une bonne famille de parahoriques vérifiant (p2d ~)(sph).
1. Soit A un appartement d&(Q), soit fe (F(Ksprp, Q c Apetge P(Q). Alors il existe une parti€g A ef

n e N(Q) tels que pHQo) = Q et nge Q(Qp + fj.

2. Soit f une facette spheérique. SoitaA tel quef, c Vecty(f) et telle que soif;, est sphérique, soif, et f son
de méme signe. Alors :

— vge Q@ n P(f), Ibe a+ f'tel que ge Q({al Ub + ) c Q(fa, pra)))
— Vge NQ(@) n P(f), 3b e a+ f'tel que ge NQ(a} U b + f) c NQ((a, pr (a))).
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3. La projection pg(a) d'un point a€ | sur une facadd avecfﬂsph’erique est bien définie lorsqu'il existe
appartemen& contenant, U f, tel quef; c Vect,g(fs et{ f, est de méme signe qlﬂﬂeou f, est sphériqug On
a alors pour tout g= G, gprda) = prgf{ga).

Le deuxiéme point constitue un renforcement de (para 2.1)(sph) et de (para 2.2)(sph), non seulement ca
qgu’un cone dirigé paf est fixé, mais aussi car il s’applique lorsafde- Vect(f) et non seulement lorsqug c f.

Preuve du lemme:
On sait par 11.2.3 quB(Q) = N(Q).U(f).G(¢™(f), Q). Soientn € N(Q), u € U(f) etm € G(¢™(f), Q) tels que

ng = um Par (para Z**)(fq), il existea € Atel queu fixe a + f* N A, et ceci contient une partie de la forrfdg +

avecQq c A et prAQo) = Q. Le facteumfixe < Q, fﬁ>A qui contientQq + f. Ceci prouve le premier point.

Soient f eta comme dans I'enoncé du second point. $aitQ(a) N P(f). En particulierg € P(fau f) = P(CI(fau
f)) par 10.1.4. Soib = pr; () c CI(f; U ), alorsh est une facette sphérique et Vst Vect(f). Par (para 2.1J9,

g € Q(pry(a)). Par le premier point, il existe € N(pr:(a)) etag € Atels quepri(ao) = pry(a) etng € Q(ap + ﬁ). Le

coneay + h contient un sous cone de la forie- havech € a+ h. En particulierb € A doncb + R = b+ f. Finale-

ment,g € Q(a) N N(pr(a)).Q(b + fﬁ. ModuloG(q&m(ﬁ), a), on peut supposere Q(a) N N(prﬁ(a)).(U(ﬁ) N Qb+ fj).
Alors le lemme 11.7.4 entraine que le facteur del(r;(a)) fixe a, et donca + h. Ainsi, ge Q@ nNQ(b+ fﬁ.

Simaintenang e NQ@n P(fj, alors en particulieg € N.P( f;)m P(f3 etd’apres 10.1.4, ceci vaMtP(CI(f:‘U fj).
On peut donc supposgre P(Cl(fgu fﬁ), en particulierg € P(ﬁ) en notant encore = prf;(fﬁ. Alors par (para 2.2f0,

ge N(ﬁ).Q({a, prr(a)}). Mais nous venons de voir que tout élementQi¢a, pr(a)}) fixe un cone de la formb + f
avecbea+ f.

Le troisieme point se prouve alors tout comme 11.7.3. O

Proposition 11.9.3. Soit Q une bonne famille de parahoriques vérifiant (p2d ~)(sph). SoitQ une partie de ,
contenant au moins un point sphérique et incluse dah®dans A, ou contenant au moins un point sphéri
positif et un point sphérique négatif.
Alors :
[ N.Qw) = N.Q)
we
Démonstration:
Soitg € Myeq N.Q(w). En particulierg € Mg N.P(f3 = N.P(ﬁ) = N.P(Cl(ﬁ)) par la proposition 10.1.4, on pe

donc supposeg € P(CI()), d'otig € N,cq N(f.,).Q(w).

On traite le cas o contient des facettes sphériques positives et négative, le @soit étant plus simple
Soientf* et f~ des facettes maximales de 8)(n A* et CI@3) n A-, respectivement. Ces facettes sont spheérir
pre(f7) = f*, etprq (f*) = £, d'ot Vect(f*) = Vect(f™) et N(f*) = N(f) = N(@). NotonsQ* = Q n A" et
Q" =QnNnA".

D’aprés le deuxieme point du lemnge Nyeo+ N(fﬁ’f).Q(prfﬁ+ (w)), et ceci vauN(fﬁ*).Q(prfﬁ+ (Q*)), par 11.2.¢
De mémeg € N(f).Q(pr¢ (Q)).

Par le premier point du lemme, il exis@; c A telle quepre(®;) = pre(Q7) etg € N(fﬁ‘).Q(Gg + fi).
Appliquant alors (para 2.217() sur la partied,, puis 11.2.3 4, on trouvge N(fﬂ+).Q(prf»+(Q+u®5)). Mais Vect(fﬁ) =
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Vect(fi) doncprg (QF U ;) = pre ().
Finalement, on peut supposgre Q(pr. (€2)), puis encore par le lemme, qu'il existe une pafg c A et

n* e N(fi) tels quepre, (Qf) = prq () etn*g fixe Qf + f*. De méme, il exist&), c Aetn e N(fi) tels que

pre () = pre(Q) etn™.gfixe Qg + f-

On peut supposer* = e. Soitw € Q; + f- Alorsg € N.Q(w) N P(fﬁf) = N.Q({w, pre. (w)}), etil existe d’apre
le Ieane un poinE)' e Atel queg € N.Q({w}}) W+ fﬁ+). Soitn € N tel queng € Q(fw} U ' + f*’f). Lintersectior
(0 + f7) N (Qf + ) contientun scp de’ + f*, carQ{ contient un point dont la projection sy est la méme qt
celle dew etw’. Commeg fixe Qf + f*, nfixe lintersectionw’ + f* N Qf + f* eten particulier ce scp. D’ou, puisc

n agit par automorphismefane surA, n fixe w. Finalementg € Q(w).
Ainsi, g fixe (QF + ) U (Qg + ).

Enfin, soitw € Q, soite un signe daw. Soith = prf;(f?) (bien défini carf,, et f¢ sont de méme signe), ali

ge N.Qw)n P(ﬁ) = N.Q({w, prg(w))}), et il existew’ € w + Retne N(fj,) tels quengfixe w’ + h. D'autre partg fixe
Pry(Qf) = prr(Q), par (para 2.1)(sph), dorgee N(ﬁ).U(ﬁ).G(¢m(§),Q). Le fait queg fixe Qf entraine avec le lemn

11.7.4 que le facteur damda(ﬁ) fixe Qf, et doncdg + R, doncg fixe unQ + ﬁavecQﬁ C ,&, pri(€2) = prg(Q), et cec
contient en particulier un scp @€ + h. On en déduit alors, comme au paragraphe précédenti(w) d’olig € Q(w).
On a bien prouvg € Q(Q). O

Corollaire 11.9.4. Si Q est une bonne famille de parahoriques vérifiant ((fata~)(sph), et si A et B sont de
appartements dé(Q) dont I'intersection contient un point sphérique de signalors il existe ge G tel que gA =B
et g induit de A sur B un isomorphisme fixaritrABe.

Si An B contient un point sphérique de chaque signe, alors il exist&gel que gA = B et g fixe A0 B.

Autrement dit, s2 est une partie d'un appartement A, contenant un point sphérique et incluse danstier
contenant un point sphérique de chaque signe, aldf)@st transitif sur les appartements contenent

Corollaire 11.9.5. SoitQ une partie d’'un appartement A contenant au moins un point sphérique positif et u
sphérique négatif. Alors pour tout appartement B contegigrit existe ge G qui induit un isomorphisme de A su
fixant Cl(Q).

En particulier, la partie C(Q) est bien définie, independamment de I'appartement contéhaansidére.

DémonstrationC’est la concaténation de 11.9.4 et de 11.7.11. O

11.9.3 Intersection d’appartements

On passe maintenant a I'étude de (para 6).

On avu en s’appuyant sur la décomposition de Leve), que cette condition est vérifiée pour des padies A
contenant un point sphérique positif et un point sphérique négatif, de® g@séune bonne famille de parahoriq
(corollaire 11.7.11). Nous allons maintenant étudier le cas d'une fad@mposée de points sphériques d'un m
signe. On ne dispose pas pour le fixateur d’une telle partie de la décomposition de Lévi, mais on prouve toul
(para 6), sous I'hypothése (pard 2 )(sph).

Proposition 11.9.6. SoitQ c Agpn. Soit Q une bonne famille de parahoriques vérifiant (pdd ™). Alors :

Q(Q) = N(Q).Q(CI(Q) N Aspr) -
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Démonstration:
L’ inclusion "> " est claire. Le cas of2 coupeA;ph etA;phdécouIe de 11.7.10, on suppose dénc A;ph.

Soitg € Q(Q). En particulierg € P(Cl(ﬁ)) par 10.1.4. Par le lemme 11.9.2, il existe un choix ¢ tel que défini
dans le lemme 11.1.7, tel qges M eo () NfTJ.Q(w), ou f;, est la direction de la facade contenantet ouQ’(C) est

l'intersection deQ™(¢) avec I'union des fagades sphériques de direction incluse daeﬁ$ Ctﬁrsquefﬂest une facette
sphérique de C.fé), on obtient alorgy € N..Q(CI(Q™(C) n Ap) N Ay). Or la partie CIQ™(C) n Ap) N Ap contient
Cl(Q) N Ay, d'apres le lemme 11.1.7, d’'ale Ny . Q(CI(Q) N Ay).

Nous voulons maintenant prouver le résultat similaire Iorsﬁmt une facette sphérique 673(52_3 Supposons
qu'il existe f"une telle facette non incluse dans @)( Quitte a projeterf’ sur une facette adéquate de@)(on peut
supposer qu’une faaga de f’ de codimension 1 est incluse dans@L(La facettem est dans I'intérieur de I'enclos de
Qu f'(pour la topologie induite), elle est donc sphérique. Le fait fjgeCI(Q) signifie qu'il existea € ¢(3) telle que
a/(f_) < 0. Tout demi-appartement dirigé pame contient aucun point d&, or fc EI(—Q_s ceci implique qu’aucun
demi-appartement dirigé parne contientQ. Il existe donc ¢) € Q" telle quea(wn) —n-e —o0 €ta(wn) € R pour
toutn (autrement dit,fj,n C kera pour toutn). La facettem est maximale dans QM) N ker(e), donc tous lesv, ontun
projetéw;, dansAy. Commem est sphériqueiy, est compact, et la suite)() a une valeur d’adhérenee, dansAgy.
Commea(ws) = —0, we est dans une facetig Cl(ﬁ), sphérique. Or, par 11.9.8 fixe tous lesw/,, n € N, puis
commeg est sphériqueg fixe Cl{w/,In € N}. Doncg fixe un conec c Ay tel quews = [C]a,. Ainsig € Q(w) < P(Q),
on peut donc rajouten,, 2, etg a . On arrive ainsi & prouver qugee P(C—I(EZ_S).

Alorsil existe un choiC € ¢ etQ~(C), comme définis cette fois a la proposition 11.1.5, telsgaé ,co~(c) Ny Q(w).

Donc pour chaque facette sphériqueCdeQ;, g € N..Q(A¢ N CI(Ap N Q*(C))), or Ap N CI(Ap N Q*(C)) contient
CI(Q) n A¢, d’apres la proposition 11.1.5. On conclut alors grace a la proposition 11.9¢8«Ng.Q(CI(Q) N Aspr).
m}
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12 Descente

Il est facile de généraliser au cas présent le théoreme 9.2.10 de [BT72] qui permet sous certaines hypothéses de
descendre la valuation d@ a un sous-groupe. Pour obtenir une masure bordée pour ce sous-groupe, il faudra ensuite
descendre la famille de parahoriques. Ce sont bien sQr ces résultats qui serviront pour définir une valuation dans un
groupe de Kac-Moody presque déployé.

12.1 Contexte et notations

On fixe un tore maximal et on notep = ¢(T), V= \7(T), A= K(T). On fixe également une bonne famille de
parahorique® et on notel = 7(Q).

On se donne un autre systéme de racisfes (V%)* avecV* un sous- -espace dé On noteraW(¢") c GI(V“) le
groupe de Weyl ef? c V4 'appartement correspondants. On notera a&§31 ANV, la trace de I'appartemeAtsur

V4. On adopte la convention de noter en lettres latines les racing's @a suppose :

— (DSR) :¢" est un systéme de racines a base libre, et il existe une ch&hHee’ telle que toute facette d&
rencontreA et toute facette sphérique @ rencontréAspn.

On noterdT’ la base de" correspondant a la chambteé donnée par (DSR). On ne suppose pasd¢fuangendre
(V%)*, autrement ditd?, V%) n’est pas forcement essentiel.

On se donne ensuite une donnée radiciglle= (G, (Ui)ae(l,n) de systéme de racines. On notera avec upen
exposant tous les objets associés a la donnée radig)gligar exempleN®, T¢ ...
Pour touta € ¢%, k € R, on note :

$a = {a €dlaly e R**.a}
go = [aecgla(V?) =0
B = {xeA |a(x) >0jcA
Ua = U(B(@) = G(¢a) = ({Us | @ € $a})
Uak = <{U(,,,k |@ € ga T €R™ elayy, = ra}>
Z = PA)=(T.{Uslacpeta(V)=0}) .

Pour toute racine simpla e I1%, 'ensemblep, n’est autre que&“(ﬁ(a)). Il est inclus dang™(ker(@)) qui est fini
car d'apres (DSR), keaj N Ksph # 0. De plus,P(ker(@) N K) = Mx(ker(@ n K) =(Z,Uy, U_y), c’est un groupe muni
d’une donnée radicielle de systeme de racinegfini ¢_, U ¢o.

On suppose veérifiees les conditions suivantes de compatibilité des données radicielles :

- (DDR 1) :Gf c G etVa e ¢, Ul c U,.

— (DDR 2) :Va € ¢f tel que & € ¢, Card{am laegetay e R**.a} <2

- (DDR3.1): Tt c Z.

— (DDR 3.2) : Pour tou& € ¢% etu € U%, nf(u).Z.nf(u) 2 = Z, nf(u)Uanf(u)~ = U_s et nf(u)U_anf(u) 2 = U

Remarquons que (DDR 1) entraine que pour t@up, # 0. En particulier, il existex € ¢ tel que ker§) =
ker(@) NV, et méme{x eVila(x) > 0} = {x e Vi a(x) > O}.

Concernant 'immeuble vectoriel, on suppose :
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- (DIV): G A NA=A,.
Onse donne encore une parfigde 7. On noteAy = An Iy, etonsuppose :

— (DM 1) : I est stable paB® et pour toute facette sphériqrﬂﬂe: 7 Iy N I ¢ estune partie convexe dg-.
— (DM 2) : Ay est un sous-espacfiae de,&(T) dirigé parV®, etAn Iy est'adhérence damsde A;.

— (DM 3) : Pour toute facette sphériqtﬁ%encontrant&'”, il existe une facett& de A, rencontrant’y, qui n’es
pas contenue dans I'adhérence d’'une autre fagéttie 7 - rencontrant y.

— (DM 4) : A; est stable paN?.

La condition (DM 3) est non triviale : par exempleAi est un mur, il pourrait exister un autre apparten
contenanty tel queZ N 7y soit une bande dar® contenan®y; dans son intérieur. Alors $ est une facette da
maximale dangy (une cloison), elle est dans I'adhérence d’une chamb&awripant’;.

Grace a (DDR1), on définit pour toate ¢%, etu € Ug,
¢A(U) ;= supfk e RU {co} U € Uak} -

On suppose enfin les deux hypothéses suivantes concernant les valuations :

— (DV1) : "p € Ay” autrement dit, le poind € A(T) tel queYa € ¢, U, o fixe o est danghy.
— (DV 2):VYae ¢4, Cardi(US) > 3.

Les conditions (DV 1) et (DM 2) imposent donc gée) 7 = 0 + V.
Hormis le fait qu’on ne suppose pasfini, ces hypotheses sont plus fortes que celles de [BT72]:onar
(DSR), (DIV) et (DM 4). (Par ailleurs, on a renommé les (DI x) en (DM x).)

12.2 Descente dans I'immeuble vectoriel

Conformément & nos notation&, est le cone de Tits dané défini par le systéme de racing’s En général,
verra qu’il est plus grand qu§1, ce qui empéche immédiatement de plonger limmeubldans’. Cependant, nol
allons voir queA intersecte chaque facette d& ce qui permettra quand méme d'identifier & lintérieurdene
réalisation de I'immeuble d®*. Cette réalisation sera not@@

Lemme 12.2.1.Soit ac IT* une racine simple. Alors :
— Il existe une partie ’equilibr@ deA telle qué C 5(a) c Clﬁ(ﬁ),
— P(B() = Z= U,
— Pour tout ue U3 \ {e}, ré(u) permuteB(a) et B(-a),
— Nfc (NN Stab@)) . Z.
En particulier, I'action de N sur 7 stabiliseA,.

RemarqueCeci entraine en particulier qug est fini, et permet de prouver que les groupgs définis plus hat
sont les mémes que ceux définis a partipfieomme dans la définition 10.2.1.

Preuve du lemme:

Soitn¥ la cloison deC! telle que ker§) = Vecty, (7¥), alors d’aprés (DSR)J¥ coupeAsph CommeAsyn est ut
cdne ouvert dan¥, il existe un cénem c ¥, inclus dans une facette sph’eriqueﬁﬂet contenant un ouvert def.
Alors I'enveloppe convexe dg U —m est kerf). Soit encorex € Cf N Ksph, alorsG := mu —mu {x} est une part|
equilibrée, incluse dari3(a), etB(a) c Cl4(Q).

Leﬁsous-grﬁoupe paraboliqLR(Iﬁ(a)) = P(ﬁ) admet donc une décomposition de L%vi. Son facteur de Lé
Fixg(D(a) U —D(a)) = Fixg(A;) = Z, et son facteur unipotent g, par définition. D’ouP(D(a)) = Z = U..
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Soitu € UX \ {€}. Alors (DDR 3.2) entraine que®(u) conjugueP(B(a)) en P(B(-a)). Mais P(D(a)) est un sous-
groupe parabolique dil(ker(@)) (correspondant & la facette contenBa)/ ker(@)). Choisissons un Bords* pour
M(ker(@)) dansP(ﬁ(a)), et un autreB~ dansP(Iﬁ(—a)), alors il existen € N N M(ker(@)) tel queB~ = nB*n~L. Alors
n.P(B(a))n ! et P(D(-a)) = n*(u).P(B(a)).n*(u)~* sont deux paraboliques conjugués diti&er(@)) (remarquer que

n‘(u) € M(ker(@)) ) contenant un méme Borel : ils sont égaux. (On a en fait prouvé que les deux facettes contenant

D(a)/ ker(a) et D(—a)/ ker(a) sont de méme type.)

Deés lors,nrf(u) ! € M(ker(@)) stabilise les deux paraboliquBgD(a)) et P(D(-a)). Doncnri(u)t € P(B(a)) N
P(D(-a)) = Z etnf(u) € N.Z.

Doncn”(u).ﬁ_\]q = n.A’ﬁ c A Avec I'hypothése (DIV), on obtient en pluﬁ(u).ﬁh C G“.A’h NA = A_fﬁ Donc né(u)
stabiliseA,. CommeZ fixe A;, I'elementn € Z.nf(u) stabilise aussk,.

Enfin, le fait quen(u) échangeP(D(a)) et P(D(-a)) entraine que’(u) échange Gl(D(a)) et Cly(D(-a)), mais
CI,:(Iﬁ(a)) N A_)\h = 5(a), et similairement pous-a, doncné(u) échangeﬁ(a) et 5(—a).

CommeN? = (T“,{n“(u) laellf, ue Ug} > etTh c Z par (DDR 3.1), linclusionN? ¢ (N n Stab@;)).Z est
maintenant claire. O

Définition 12.2.2. Pour tout ne N, soientrie N N Stab@) et ze Z tels que n= n'z. On pose,(n) = #(1')ly.

Ceci est bien défini caX N Z fixe V. Notons gu’il s’agit juste de la restriction& de I'action den sur 7, étendue
par linéarité &/%, ce qui est possible c#;, engendré/?, par (DSR).

Proposition 12.2.3.
1. Pour tout ne N, #,(n) stabiliseV et A, L'applicationy, est une action de groupe, elle stabilise 'ensemble des
facettes dei¥, et induit sur cet ensemble la méme action due

2. Chaque facetté® de A* rencontreA, et f* N A est l'intersection d&/* avec une réunion de facettes deSi f*
est sphérique, elle rencontfgpy,

RemarqueEn conséquence, la condition (DSR) est vérifiee pour n'importe quelle chahieA’, et le lemme
précédent est vrai pour n’importe quelle racine ¢° (et non seulemerat € IT%).

Démonstration:

Soitt € T% Par (DDR 3.1)t € Z donc¥,(t) = id = (). Ainsi %, et# coincident sufr®.,

De plus, la description d& comme extension par linéarité de I’actionN@surA] montre qu’il s’agit d’une action
de groupe.

Ensuite, soian € TT%, u € UL\ {€} etn = nf(u). Comme&1 engendr&/*, par la condition (DSR), le lemme montre que
74(N) stabiliseV%. De plus, il fixe kerg) et échange les demi-espaces délimités par cet hyperplan. £afd,= v,(n%)
maisn? € Tt donc#,(n?) = Idy,, par la premiére phrase de cette preuve. Ceci prouveignopest une réflexion
d’hyperplan kerg).

Montrons maintenant qug(n) préserve 'ensemble des mursAe Soitb € 1. D’apreés le lemmeZ N Uy, = {e}.
Soitu, € UE \ {e}, alorsup, ¢ Z. L'élementuy fixe 5(b), et s'il fixait également une facetiférencontranﬁh mais pas
D(b), alors en appliquant, grace au lemme, la proposition 10.114, B8erait CI(O(b) U f4), ce qui contienﬁu. Mais
c'est impossible cam, ¢ Z. Ainsi Fixg () = B(b).

Alors Fixﬁh(nubn‘l) = #%,(n).B(b), et par ailleurs, commeuwn™ € Uy, , nun* fixe le demi-cone3(ri.b). Donc
B(ri.b) c #,(n).B(b). De la méme manier&(ri(-b)) c #n).B(-b). Et commeD(ri(b)) U B(ri(-b)) = A, = B(b) U
5(—b), on obtient I’égalit’eﬁ(rg.b) = Vh(n).lﬁ(b). En particulier, le bord dﬁ(rg.b) rencontreA_fsph et engendre un
hyperplan dé/%, il s’agit donc de kelré.b). Ainsi le mur kerp) est envoyé pa¥(n) sur ker(g.b).
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Nous avons en particulier prouvé que pour toutes racinedesrab € I1%, le mur ker(i.b) rencontre&sph. Cec
permet de recommencer le raisonnement du paragraphe précédent, et de prouver que pour toute ragne Hj
pour toutu, € UE, Ani(uc)). ker(ri.b) = ker(rﬂ.rg.b). Puis finalement, nous obtenons que tout mu?/'ijﬁencontreﬁfsph
et quei, permute 'ensemble de ces murs de la méme maniérg‘que

SoitaeITf, ue Ui\{e}. Alors I'image?u(n).éh de la chambr€?¥ donnée par (DSR) est une autre chambraiget
son adhérence contiﬁlmka(a), il s'agit doncrg.@. Le méme résultat est encore vrai pe@, puis par I'argumet
standard des complexes de chambre minces, on prouvig(@yeagit commerg1 sur I'ensemble des chambres e et

ceci entraine qué,(n) agit comme”g sur 'ensemble des facettes de En particuliery,(n) stabiliseA?.
Le premier point est ainsi prouvé.

Le second point est maintenant facile. OA%a= Vh(N“).(fﬂ U Vh(N“).—C?h, donc toute facette d&" sécrit 17h(n).fWa
pour un certaim € N* et f* une facette d€*. Par définition de,, #,(n). f* = #(r). f* pour un certaim’ € N. Comme
A et Aspn sont stables pat, ceci intersectd, et mémeAs,nsi f* est sphérique.

De plus,lﬂa N A est delimitee par des cones de la forme ek)sn’(A_f qui sont traces de murs de Ceci entrain
I'existence d’une famille de facette§)telle quef® n A = (UJ; f;) n V% a)

On définit les murs deiéi]q comme étant les ke N A_)\h poura e ¢°. D'apres la propositionA’ﬁ muni dev, est
tout commeA* muni dei#, une réalisation géometrique du complexe de Coxeter assgéignani de son action
Nf. Cependant, ni 'une ni 'autre ne sont en général 'appartement de référence pour limniéwtsda donné
radicielleD?, au sens de 10.1.2 car ils ne sont pas forcément essentielﬁ Sqi, ker(@) la plus petite facette .
Il s’agit d’un sous-espace vectoriel we, et 'appartement de référence pcflirestA"g = A_f”/f;q. Les actions” et ne
coincident en général pas i, puisqu’on peut modifier la familleal') ..« par n'importe quelle famille d'élemer
dansfy, tout en gardant une famille de coracines pgur

Par contre, suvs := V#/f?, on peut montrer qué et#, coincident. En e€t, pour tout € T%, #(t) = Id = ¥(t).
Ensuite, soifa € ¢ etn € nf(U, \ {e}). Alors V“(n)?gl(n) stabilise chaque facette, donc en particulier induit unt

mothétie de rapport positif sur chaque facette de dimension 1. En conjuguant par d’autres élemNgmis deit que
le rapport d’homothétie est le méme dans chaque facette de dimension 1 d’un méme type. Finglgyigfr) * es

une homothétie sur chague composante irr’eductib@délors V#(n)¥%,(n)~t commute &4(n), permettant de voir qt
(#(N)¥,(n)1)? = #(n?)%(n?)~1 = Id carn? € T%. Donc le rapport d’homothétie est partout 1.

On posefh = G“.Aﬂ1 c 7, on définit ses appartements, ses facettes, ses murs comme étant les image
élements d&" de I’appartemen@i1 et de ses murs et facettes.

Proposition 12.2.4.fh est une réalisation géométrique de 'immeubleffe autrement dit le complexe simplic

formé des facettes déq avec son action de ‘Get la relation d’ordre "&tre dans I'adhérence de” est isomorph
limmeuble abstrait deD?.

Démonstration: . .
On veut définir une application entre les facetted tlet celles de/,. On pose :

L F@) > F(Ty
Pgf e g(F+ A

, pour toutg € G¥ et f facette dei¥.

Verifions quej est bien définie. Sj.f = h.& dans7®, avecg, h € Gl et f,8 e F(AY), alors il existen € Nf tel que
8 = n.f (dansAl) etg-thn e PA(f). Alors #(n).(& + f2) = %(n).(8+ fY) = '+ f.. Soient’ € N etz € Z tels que
n = 'z, alors par définition d&,, ¥,(n) = ¥(n')|y;. D'ou €+ fg = 9(n).(f + f?;) dans’.
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Commeg thr' = g~thnz't € P¥(f).P(f'+ f7), et comme, d’aprés (DDR 1) et (DDR 3.B(f) c P(f + f}), on
prouve quey. f'= h.bdans’.

Ainsi Test bien définie. Elle est claireme@f-équivariante, son image efg, et sa restriction 55(/&’“,;) est ur
isomorphisme de complexe de Coxeterﬁ(ﬁh). Maintenant, le fait que tout couple de facetteg@lest inclus dar
un appartement, qui est image Afepar un élément dé4, prouve l'injectivite. O

Définition 12.2.5. Pour toute facettd; de 7,, on note P(f;) = P(f;/ %), Mk(f;) = M%(f;/ f2) et Ui(f;) = UA(f,/ ).

Notons quef;/ fg est une partie de facette de, mais son fixateur et ses facteurs unipotent et de Lévi sont
aux fixateur, facteur unipotent et facteur de Lévi de cette facette.

Proposition 12.2.6. Soit f; une facette de?h, et f une facette dd rencontrantf,. Alors :

- P(f)=P(f)nG = P(An G,

- UXf) = U(f)nGH = U(f) NG,

- Mk(f;) = Mg(f) N G* = My(f) N G, si f; est dans 'appartemerf,,

- Ti=ZnG,

— pour tout ae ¢4, U? = U, N G

Démonstration: . R R

Par la proposition précédenté( f,) = FixGh(fh/fg) = P(f,n A) NGt c P(f)n G~ De plus, sig € G* N P(f), alors
g fixe une partie de la facetté, et donag fixe cette facette. D’oll I'inclusio®f N P(ﬁ C P”(f;).

Maintenant, on obtient directement,fgiest dans?,, Mk(f;) = Pi(f) N P“(opﬁh(f;)) =G n P( f;) n P(Opﬁ(f;)) -
G* N Mg(f) = G* n P(f) n Popy(f)) = G n Mk(f).

Ensuite,U“(f;) est le sous-groupe distingué E’é(f]) engendré par IeSlfi, ace ¢““(f§). Chacun de ceSJg es
bien inclus dandJ(f;) et dansU(f), et Pi(f;) c P(f;) n P(f), doncU(f}) et U(f) sont normalisés pa(f;). D'ou
linclusion U(f}) c U(f;) n U(f) N G~

Une fois choisi un appartement contendjtles decompositions de Le#(f;) = MA(f;) = U(f) et P(f) =
M(ﬁ =< U(f3 permettent de prouvdu‘(fﬁ NG c U“(f;).

On aalordJ¥(f;) = G* N U(f) c G" n U(f}). Linclusion manquante est évidente ¢a¢f;) c U(f), carf; contien
une partie de la facette

Par le premier point, pour toute parfiede A, PA(3) = P(G) N GY. En particulier, pour toua € ¢°, P'(3(a)) =
P(Iﬁ(a))mGh = (Z=xU,)NG comme on 'avudans le lemme 12.2.1. MB%Iﬁ(a)) admet par ailleurs la décomposit
de LéviP#(B(a)) = Th = UL Les inclusionsT ¢ Z et UL c U, permettent alors de prouver qiié = Z n G" et
Ui =UanGh O

12.3 Descente de la valuation
On suppose désormais qQevérifie (para 2L*~)(sph).
Lemme 12.3.1.N% c N.Q(Ay).
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Preuve du lemme:e groupeN® stabiliseA; par (DM 4). Et le group&(A;) est transitif sur les appartements cc

tenan@, par le corollaire 11.9.4, cﬂ_ru contient des points sphériques positifs et négatif®,érifie (para 2L*~)(sph).
m]

On étudie maintenant I'action @& surA, et on prouve que® est une valuation poud?.
Commeo € A;, on peut identifier chaque € ¢° a une forme fiine surA; s'annulant ero, et on note pour tou

acgietleR, D(a,/l)z{xeAu|a(x)+/120}etM(a,/l)={xeAu|a(x)+/l=0}.

Proposition 12.3.2. Pour tout a€ ¢ pour tout ue Ug, Fixa,(u) = D(a, cpg(u)), et I'action de rfu) sur 7 induit sur A

une réflexion selon I'hyperplan (d, cpg(u)).
La famille o forme une valuation poup®.

Démonstration:

Soita € ¢%, k € R. Pour toutr € ¢4, Soitr € R** tel quealy, = r.a, alorsUq = Ua(D(a,K)). Or[1,eq, .o Yo (D(a, K))
est égal au group@(D(a, k)) N U,, grace a 11.7.10 car, req €St une partie nilpotente de racines. Le fait qu’il s’agi:
d’'un groupe prouve que c’eblak. DONCUak = [1oep, .00 Ua(D(a,K)) = Ua N Q(D(a, K)).

Soitu € U. Sachant que Fi{u) est une intersection de demi-appartements dirigés pabtigsa € ¢a (11.7.7),
on voit que Fix, (u) est un demi-espace dirigé pafa). La description qu’on vient d’obtenir dés, ¢ entraine alors

que Fix, (U) = D(a p4(u)).

Soitm, une cloison deKh contenue dans kea). Commern, intersecte&;ph il existe une facettéh de A, sphérique,
contenant un ouvert d&,. On noteDy, = (Mgx(M), (Ua, ¢o)acgmimy)- Il S'agit d’une donnée radicielle valuée de ty

fini. On note ’egalemerﬁ)fﬁq = (Mk(rﬂ), (ug)aewmm), il s'agit d'une donnée radicielle de type fini. Avec la par
d’immeubleZy = 7y N Iy, ces deux données radicielles vérifient les hypothéses du théoreme [BT72] 9.2.
conclusion, la valuationg,) ,cmm se descend a une valuation@%\q, qui n’est autre (si on compare la définition
[BT72] 9.1.6 a celle du présent texte) qu;é)gewm(mq). Ainsi, (gog)aewmm) est une valuation. Comn#™(m,) contient
au moinsa et —a, on obtient directement (V2.2) et (V5) pour la racie

Soientu’,u” € U_, tels quen(u) = v'uu”. Alors par (V5),p_a(U’) = ¢-a(U”’) = —pa(u). Doncu’ et u” fixent
D(~2, ~pa(W), etn(u) fixe M(u, ¢a(w)). _

Montrons quen(u) agit surA; comme une réflexion. Soient € N etq € Q(Ay) c Z tels quen(u) = n’.qg. Alors
Vy(n(u)) = ¥(n')ly, et c’est une réflexion dan& (12.2.3, 1). DonaY induit une réflexion SuAy. Mais n(u) agit surAy
commen’ carn(u)~n’ € Q(A4). Doncn(u) induit bien surA; une réflexion selon I'hyperplai(a, cpg(u)).

Il est maintenant facile de vérifier qgé est une valuation. On a déja supposeé (V 0) : il s'agit de (DV2). Le (\
est clair, (V 2) découle du lemme 10.2.4, valide @aet ¥, coincident. La condition (V 3) est facilement vérifiée gré

a (DR 2) (0" est une donnée radicielle) et grace a la caractérisati@i(daa par les points fixes de. Enfin (V 4) est
évident sur la définition de®. O

12.4 Descente de la famille de parahoriques

La derniere étape avant d’obtenir une masure bordée pour le g&ugst de définir une famille de parahoriqu
pour (D7, ¢%). Pour commencer, on décrit une réalisatigrie I'appartement afie A’ en utilisant la masure bordéde

Commeg! est & base libre dan¥¥)*, on peut, quitte & remplacerpar une valuation équipollente, supposer
©* est spéciale, comme dans la partie 11.
On construit alors I'appartemeA; comme dans 11.1 : il s'agit de I'ensemlfle des cones dand, dirigés par

une facette deKﬁ, quotienté par la relatiom ~ g < f N g contient un scp dé et deg. Pour une facetté; deA@,
'ensemble des classes de cbnes dirigésf]:))ast appelé la facade de directiﬁret notéAhf;. Remarquons que pot
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toute facettef de A contenant un ouvert dé, la fa(;adeAhﬁ est isomorphe @r{A;) ou encore &y N Ag, on pourri
noter pr . cet isomorphisme, q]rﬁ sa réciproque. La fagade principale A?f{'; ou fg est la plus petite facette (ﬂg

Les murs, demi-appartements, facettes sont définis & parietldep comme dans 11.1. L'action d¥ stabilise
A, et 'ensemble des facettes &g elle induit donc une action sé, par automorphismes.

Soit f; une facette d&h, soient (f?)id les facettes d& gui contiennent un ouvert dé autrement dit les facett
maximales parmi celles qui recouvre‘EltOn pose alors, pour toate Af; :

Q@) = ) Qpre@)nG".
i€l
RemarqueSi fg est sphérique, alors lfsle sont aussi et en utilisant 11.9.2 puis (para Zf)ll(our chaqué, on
voit que tous le)(pr(a)) N P“(f;) sont égaux, de sorte q@(a) est égal a n'importe lequel de ces groupes.

Lemme 12.4.1.Soit a€ A, soit f; la direction de la facade de a, soieﬁ?)id les facettes dé contenant un ouve
def;, notons pour toutE | a; = prﬁ(a).
Alors

G* n Stal (). Q(fatiar) = Ni(f). Q4(a) .
Preuve du lemme: L
Linclusion > vient deN? ¢ N.Q(Ay).
Réciproquement, sog = nge G* N stab\,(f:).Q({ai}id). Soitg = unigf une écriture dg dans la decompositic
d'lwasawaG" = U%(C,).N".G!(a), avecC, une chambre dont 'adhérence contiént

Soiti € I. SoitC; une chambre d& dont I'adhérence contient un ouvert@eetn1f. Soientn’ € N, z € Q(Ay)
tels quen® = n'z Alors pour touti € |, g = enq = uw.n'.(zqf) sont deux écritures dg dans la deécompositit

d’'lwasawaG = U((fi).N.Q(ai). Par la proposition 11.7.6, applicable darc nG, n"ln € N(a). Au total, "™’ =
nin'z ! e N({aier) d'otin € n.Q({ai}ier). Alors g = nq e n’.Q(fai}) N G*  N°.(Q({ailier) N G*) = N"Q¥(a). o

Proposition 12.4.2. La famille @ est une bonne famille de parahoriques p@D¥, ). Si Q veérifie (para.1)(sph)
alors ¢ aussi.

RemarquelLa condition (para 2+~)(sph) ne semble pas se descend@,zn tout cas pas de maniére évider

Démonstration:
On fixe une facettd, € 7 (A;) et un pointx € AufE' on note )ic; 'ensemble des facettes decontenant un ouve

de f;, et pour toui € I, on posex; = pr ().

Pourtoui € I, onaU’(f;) c U(f;) c U(f)), doncU,(f;) c Q¥ (). D'autre part, pour totite 1, Qi(x) ¢ P(f)NG* =
PA(f) = Pi(f;). D'ot Q4(x) c Pi(f}), doncQ¥ vérifie (para 0.1).

Soit n € Nf(x). Modulo un élement ¢ Q(N), qui fixe donc tous lesi, on peut supposen € N(x). Alors
il existe un représentarft = y + f, de x inclus dansAy, tel que f, N n.f, contient un scp de,. Autrement dit
ne N(f}) etyn(y) € Vect(f;). Ceci implique directement e N(f) etyn(y) € Vect(f)) (car Vect(;) = Vect(f))). D'ots
n e N(prg(y)) = N(x;). Ceci prouve (para 0.2).

Les deux conditions (para 0.3) et (para 0.4) sont claires, @®@st une famille de parahoriques.
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Soitg, une facette sphérique d?‘é N A_fﬁ Soitg € QA(x) N P*(g,). Soitg une facette d& contenant un ouvert ag,
il existei € | tel quef?c a alorsg € Q(x) N P(d) c Q(prg(x)) = Q(prg(prg,(x))). Dol (para 2.1)(sph).

Montrons (paraph : supposonsf; sphérique et montrons qu@(x) = P(x) = U“(fﬁ).N”(x).G“(ﬁm(fﬁ), X). Soit
i €1, alorsf est sphérique (proposition 12.2.3) et :

(¥ Q(x) N PA(fy)
P(x) N PA(f;)
U(f) > (N(x).G(¢™ (), X)) n PA(fy)

Avec la decomposition de Le#(f;) = U%(f;) = M¥(f;) = (U(f) n G¥) > (M(f) N G) (par 12.2.6), on obtient :

Q(x)

(U(F) N G?) = (N(x).G(g™(F). x) N G¥)
= UA() = (N(x).G(¢™(F). x) N G¥) .

C’est la proposition 9.1.17 de [BT72], appliquée aux données radic'@lilestﬂhfﬂ et avecS? = T¥, qui indique alor
' b

queN(x).G(¢™(f), X) N G = N(x).GH(¢™(f), x). CommeN*(x) c Ni(x) et ¢"™(f) = ¢"™(f}), on a bien obter
Q(x) ¢ PA(x).

Montrons (paranj) : soitn € Nf n Qi) = N# N P(f;) N Q{ai}ia). Soitay € A, tel quea = [ag + f,
alorsna = [nag + f;]. De plus, pour un € | quelconque, le fait que.a; = n.[ag + f?] = & entraine qu
aon(aos € Vect(f?) = Vect(f;). Doncn.[ag + f:] =[ap + f;], autrement din € Nf(a).

Il ne manque & plus que (para 2.2)(sph) pour &tre une bonne famille de parahoriques. Sog,dorefacett
de f? N Asphetg e NEQI(x) N P(dy) = NA(T).Q4(x) N P(@,). Soient @)ici des facettes d& contenant un ouvert dg,

telles que pour tolite | f c g;.
Paur touti € I, on ag € N(f)Q(x) N P(@) < N(f).Q(x) N P(@) = N(f).Q(x;, prg (x)}). Donc par 11.9.:

g € P(d;) N Niear N(F)-Q{x;. prg (x)}) © N.Q(1:. prg (%)ier) N P(dy) = N(G:)-Q({x;. prg, (x)}ier)- Si g est une facet
de A contenant un ouvert dg qui ne figure pas parmi leg, alorsQ({x;, prg (Xi)}ie!) € Q(prg(x) (voir la remarqu
précédant le lemme). Alors comme de pius G¥, on obtient par le lemme € N¥(g,). Q*(prg (X))

Supposons que satisfasse a (paral?)(sph). Soitg, f? N A@ soitg € Q(a) n PA(gy). Alors pour touti,
g€ Q@) N P(g) = Q(a + gi). Ceci entraine bien quge Q*(a + g,). O

12.5 Injection des facades

Soit 7% = 7(QF) la masure bordée po®* qu’on vient d’obtenir. Le but de ce paragraphe est d’identifier cert
fagcades dd* a des parties dg. Soit f; une facette dé,, soit f’une facette d& contenant un ouvert dé Comme ol
'a déja dit, injectionA, < A est bien définie paw, + f;] — [a + ], pour touta, € A;. Nous voulons & prése
étudier I'injection de[”( dansf? ;.

b

' - I
f,

b
[g.0a + £~ [g.[ax+ f]]
Sif'est sphérique, elle est de plus injective.

Proposition 12.5.1. La fonction jf; : est bien définie et Gequivariante.
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DémonstrationSadentg, h € Gf eta,b e Ath tels que ¢, a) ~q: (h,b). Soientay, by € A; tels quea = [ay + f;] et
b = [by + f;], notons encore’ = [a; + f] eth’ = [by + f].

Soitn € Nf tel quen.a = b etg~thn e Q¥(a). Doncn.(a; + ;) N (b; + f;) # 0. Commef contient un ouvert dé,
ceci entrainen.(a; + f) N (by + f) # 0. Il existen’ € N etz e Q(A;) tels quen = n'z, alorsn'.(a; + ) = n.(a; + f), ef
nous venons de voir que ce cbne est équivalélgmafﬁ. Ainsi,n.a =b'.

De plusg~thn = g~thnz?! € Q¥(a).Q(a") = Q(a’). Donc @, a) ~q (h, b), et la fonctionj , est bien définie. Elle €
clairement équivariante.

Gardant les notations précédentes, supposons maintﬁrmm’erique etd, &) ~o (h,b’). Doncgthly = & et
g'h € Q(&).N n Pi(f;). CommeQ(a’) c P(f), on a en faig~th € Q(&').N(f). Mais N(f) = N(f}) d'oui finalemer
g7'h € ((Q(@) N P(f)).N(f})) n Pi(fy). Soient ()iai les facettes d& contenant un ouvert d§, et ()i les projete
deadans les facades;,. Comme lesf; sont sphériques et comn@evérifie (para 21" ~)(sph),Q(&) N P(f;) =Q@)n
P(Ui f)) = Q({aiar). Alors le lemme 12.4.1 prouve qge'h e Q%(a).N¥(f;). Soitn € N*(f;) tel quegh € Qi(a)n"L, il
reste & prouver quea = b. Sachant qué(a) c Q(a) etg *h.y = &, onadéjmn.a’ = b'. Doncn.(au+f3n(bu+f3 #0.
Doncn(ag)b; € Vect(f) N V¥ = Vect(f}). Doncn.(a, + ) N (by + ) # 0. o
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13 Le cas Kac-Moody

Onadopte la définition de J. Tits pour les groupes de Kac-Moody, et on se réfere principalement a [R€0Z

13.1 Rappels et notations
13.1.1 Groupes de Kac-Moody dployés

Soit G un groupe de Kac-Moody déployé sur un coffysil s’agit donc d'un foncteur deK-algebres vers I
groupes. Comme tout groupe de Kac-Mod@y,ient avec une algebre de Kac-Moaoglgt une actiorAd : G — Aut(g)
appelée I'action adjointe.

Pour chaque tore maximal on noteT* son groupe de caracteresietson groupe de cocaracteres. On définit
forme bilinéaire(.,.) : T* x T, — Z par{y, h) = nsi y o h(k) = k" pour toutk € K.

A chague tore maximdl correspond un systeme de racigé@) tel que I'algébre de Kac-MoodyK) est gradué
par¢(T) U {0}. On note toujour¥/(T) I'espace vectoriel réel tel qu(T) c V(T)*, toute base dec(T) est une bas
deV/(T)*. On note aussQ)(T) = Z.¢%(T) le réseau des racines, il existe un morphism&(E) dansT*, notéa — a,
qui s’étend & une application linéaire éT)* dansT* @ R.

Une racine est soit réelle, soit imaginaire, on ni(f€) 'ensemble des racines réelles#&t(T) celui des racine
imaginaires. L'ensemblg®(T) est appelé le systéme complet de racines. Dans la suite, ce sera le plus g¢T)
qui interviendra, ce qui explique qu’on ait choisi la notation la plus courte pour le désigner.

Il existe une base de Chevallegs)Yacsim deg. Pour chaque € ¢, g, est de dimension 1 et la base contien
élément not&, deg, \ {0}. Par contre pous une racine imaginaire, au = 0, g, peut étre de dimension supérie!
et la base contiendra plusieurs élémenggdeA chaque racine réelle € ¢(T) correspond un sous-groupk, deG,
isomorphe au groupe additif. Il existe un choix des isomorphismgs<; entre lesU,(K) et (K, +) tels que pot
a € ¢, Ad(u,(K)) = exgad(ke,)) = X k® (%‘?)”) € Aut(g) (I'algebre de Kac-Moody(K) vautK ® gz, ol gz est un
Z-algebre de Lie stable par Iég‘j“—)n, n € N). Le toreT agit diagonalement, pad(t).e, = a(t).e,.

Le groupel,, est normalisé paF, plus précisément, la formule suivante est vérifiee pouik ett € T(K) :
tu, (Kt = Uy (a(t).K)

On noteN(T) le normalisateur dd, il est engendré paf et les élements, (k) = U_,(KDu,(K)Uu_o(k?1)
poura € ¢ etk € K. On note également/(T) = N(T)/T le groupe de Weyl vectoriel relatif &. La paire
(W(T), (ne(1).T)qer) forme un systéme de Coxeter pour toute Haske ¢.

Tout ceci entraine que la famill&(K), (U.(K))aeg(r)) €St une donnée radicielle génératrice.

Supposons maintenakitmuni d’'une valuation non triviale : K — R U {co}. Comme on I'a déja dit (propositir
10.2.3), la famille de fonctiog = (¢a)aey(r) définie par :

S Ug(K) — RU{co}
Yo k) > wK)

est une valuation de cette donnée radicielle.

Dans le cas d’'un groupe de Kac-Moody, I'actionTdeur A(T) peut étre décrite un peu plus directement que
le cas général d’'une donnée radicielle (11.1.9).

Proposition 13.1.1. Soit T un tore maximal de G. Alors pour tout fT, le vecteuf est I'unique vecteur d¥(T) tel
que:
Ya € ¢, a(W) = —w(a(t)) .
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Démonstration:

Par la proposition 11.1.9, le vecteuy est caractérisé par(%) = ¢.(U) — ¢ (tut™?), pour touta € ¢ et tout
u e Uy (K) \ {e}.

Soita € ¢, et prenonsi = u,(1) (u # e puisqueu;*(e) = 0). Alors :

W) = @a(Ua(D)) - galtia (L)
= 0- ‘pa(ua(g(t)-l))
= —w(a(t)).
DoncV; vérifie les égalités annoncées. Lunicitéwest claire cap engendre/*. O

Nous avons vu (11.8.6) que les familles minimale et maximale de parahd?igu® sont fonctoriellement de
bonnes familles de parahoriques.

D’apres [Roul0], il existe une bonne famille de parahorigQgmur D, qui vérifie en outre (para 2)(sph) et
(paradeq. En particulier, tous les résultats de 11 s'applique@t a

13.1.2 Groupes de Kac-Moody presqueé&ployés

Soit maintenant un groupe de Kac-Moo@ypresque déployé sur un corlis déployé sur la cldture séparalilg
deK. Il existe alors une extension galoisienne fihide K, incluse dan¥s qui déploieG. On se réfere a [R€02] 11.3
pour la définition d’'un groupe de Kac-Moody presque déployé, la condition principale est que le groupe de Galois
deK|L préserve la classe des sous-groupes de Borel positifs et négaBfsAdesi, ce groupe de Galois stabilisera
chacun des immeubles positifs et négatifs<3{e). On fixe un torek-déployé maximal'k. Il existe un tore maximal
T K-défini contenanfg, et quitte a remplacek par une autre extension galoisienne un peu plus grande, on peut
supposef L-déployé.

Le groupeG(L) est tel que décrit au paragraphe précédent, et il admet une masure bor@eenotera parfoi&
pourG(L),fpourf(L) et pourly

On suppos& muni d’'une valuation non triviale : K — R U co (en particulierK est infini). Soitl’ = Ga/ (L|K).
On suppos& complet, ce qui entraine en particulier quse prolonge de maniere uniqu&g et donc d_, la valua-
tion obtenue est alors nécessaireniestable.

On suppose enfin que pour toute extension sépatdhlie K, G(K) 9 M = G(M) (c’est la condition (DSC
2) de [R€02] 12.1.1). On est alors dans les conditions de [R&€02], chapitre 12, et il existe un immeuble vectoriel pour
G(K), venant d’'une donnée radicielle. Voici un résume :

Le groupe de Galoi§ agit par définition d'un groupe presque déployé G(L) et sur son algebre de ligL),
en vérifianto(Ad(g).x) = Ad(og).ox pourg € G et x € g. Ceci définit une action dE sur 7y, par automorphismes
d'immeubles, qui préserve les immeubles positif et négatif, mais qui ne préserve pas le type des facettes.On note
f(K) =T, on prouve gu’il s’agit d’'un immeuble po@(K).

Les appartements (ﬁK), qu’on appellera leX-appartements vectoriels, sont les parties maximala?é(me de
la formeE n A(T) avecE un sous-espace vectoriel ¥€T) rencontranfis,{(T). lls sont en bijection avec 'ensemble
des toreK-déployés maximaux d&(K). Commel ne respecte pas les types, Kirappartement n’est généralement
pas une réunion de facettesﬁ@). Un appartement dﬁ(K) est toujours inclus dans un appartemenfdmi estl™-
stable, ceci correspond a I'inclusion d’un t@edéployé maximal dans un tore maximal définiEuRéciproquement,
siTq c T est I'inclusion d’un tore déployé maximal dans un tore maximal définksworsA(T) est un appartement
I'-stable, dont le lieu des points fixes sdusstAx (Tq). Le fixateur duk-appartemeni(Tq) est le centralisateur de
T4, NOtEZ(Ty). Le fixateur deAy (Tg) dansG(K) est doncZ(Tq)(K) = Z(Tq4)". Le stabilisateur déy (Tg) estN(Ty), il
agit donc SUy via W(A_CK) = N(Tq)/Z(Tyg).
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Soit A un K-apparﬁement vectgriel inclus dgns un apeartement vectar®és murs sont le; N M poHrM un
mur d’un appartemerA contenantx et tel queAx N M N Agpn # 0 (cette derniére condition signifie qée: N M
est un murréel). Ces murs font dét; un complexe de Coxeter, dont le groupe de CoxeteWé#). Les facettes
de A sont des réunions de parties de la forﬁqepour f une facette de& I'-stable. Une facette d& est sphérique
si et seulement si elle coupﬁgph (et donc contient uné’, avecf une facette sphérique d_é Les racines pouKK
sont lesalg poura € ¢(K) telle que kerg) N Ax est un mur réel, autrement dit rencon&@h et n'est pas égal Ar
(doncelg, # 0). Lensemble des racines de notég(Ax) ou ¢(Tq) est un systétme de racines, pas forcement réduit
cﬁontrairement :}»(5\), et son groupe de Weyl eW(KK). LesK-racines géométriques sont les demi-appartements de
AK.

Pour touta € ¢(Tq), on note, conformément & 124, = {@ € ¢(T) | alg, € R**.a} etUs = (U, ) € ga. Le
sous-groupe radiciel associ@aa&st alorsU,(K). La famille Dg = (G(K), (U (K))ae¢(Td)) est une donnée radicielle
pourG(K) ([Re02] 12.6.3). Il y a ici un petit conflit de notation puisque le groupe jouant le role gieur la donnée
radicielleDx, c’est-a-dirg"; No) (Ua(K)), est en faiZ(Tq)(K).

Limmeuble que définit cette donnée radicielle n’est pas exacteﬁ(&)t: T, cependant ce dernier en est tout
de méme une bonne réalisation géométrique (voir [R€02] 12.4.4 et 13.4.2). L'immé(ﬂi@l@orrespond en fait a
I’immeublefh de la partie 12, et 'immeuble de la donnée radicighg correspond .

Le cas d'un groupe de Kac-Moody presque déployé comporte une simplification notable par rapport a la situation
générale étudiée en 12 : pour toute facette sphérﬁ]gdeKK, il n’existe qu’une seule facette decontenant un ouvert
de f_]{g. En dfet, dans le cas contraire il existerait un murﬁleoupant l'intérieur de‘fg. Commeﬁfg est sphérique, ce
mur coupe&sphm KK, et donc induit un mur défK, qui coupeﬁfg, ce qui est impossible.

13.2 Action du groupe de Galois

On définit dans ce paragraphe une action du gréupe 'immeubleZ .. On rapelle qu’on a fixé un toi€-déployé
maximal Tx inclus dans un tore maxim&l-défini etL-déploy€eT. Le toreT est dond -stable, ce qui permettra de
définir une action d& sur I'appartemeni(T). L'extension de cette action&ne posera ensuite aucun probleme.

13.2.1 Action del sur A

Dans cette partie, on nofe = A(T) A= A(T), ¢ = ¢(T),V = V(T). Le fait queT est défini suik implique que
A estI-stable, et cette action desur A s'étend par linéarite ¥. De plusI” permute les racines et les sous-groupes
radiciels relatifs &, de maniére compatible a son action sur I'algebre de Lie. On a précisément; pdueta € ¢ :

oUa(K) = Uya(o(K).KT)
ouk? est défini parr.e, = kJ.€,,.
D'ou
oU(a, ) = U(o(a), 2 + v

ol wJ € R vautw(ky).

Par conséquent, on veut définir une actio deir A telle queo envoieD(e, 1) surD(o (), A + w3). Cette action
doit &tre compatible avec I'action vectorielle HsurV, il ne reste donc qu'a déterminer 'image du pant/oici en
guelques mots la justification de la définition qui va suivre :

Nous voulonsrM(e, 2) = M(c @, A + wY), c'est-a-dire

foxeYola(X)+1=0}={xe Yy |oa(X)+ 1+ =0}

Il faut donc quea(c1(x)) = (oca)(X) + wI, et ce pour toutr € ¢. Soitd € V tel quex = o0 + O, alors
(ca)(X) = (ca)(t) = a(c1(d). D’autre part, si nous définissons une actidiina dec sur A, dont la partie vec-

_—
torielle coincide avec I'action déja connuedsurV, nous aurons—1(x) = o + 0o~(0) + o2(t), puisa(c—1(x)) =
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a(oo~Y(0)) + a(c~1(d)). Finalement, il nous faut faire en sorte qu@s(0)) = w?.

Lemme 13.2.1.Soito € T, on notew, = wJ poura € ¢. Soit Sc W(T) un systéme générateur de réflexions, et
IT = (as)s C ¢ la base dep correspondante. Soiemt 3 € ¢, S€ S tels quar = sB = B— < @s, B > as. Alors
We = Wg— < s, B> Ws.

RemarqueOn rappelle que par définitior, a, 8 >= B(a").

Preuve du lemmedn note pouly € ¢, k, = k7, doncw, = w(k,). On note égalememt = k7 , et on reprend les
notations de [R€02] chapitres 7 et 8.

Puisquer = spB, on ae, = +s'eg = +Ad(n,(1)).6;. (La notations* désigne un automorphisme dejui releve
I'element du groupe de Weyd € W(¢), en caractéristique nulls; = exp(adfs) exp(ades) exp(adfs)). Appliqguanto
a cette égalité, on trouve :

Ke€ro = £Ad(0(Na,(1))).0(€5)
= £hsAd(N, (ks)) €
= ks Ad(N0, (1) Ks")ess
= 2ksks <" Ad(Nra, (1)).€0
+ = koks (9.0
+ koks e,

Dol w, = wg— < s, 8> W, O

I
H+ |

1

Commell est une base dé*, il existe pour toutr € I' un vecteur,. € V tel que pour tous € S, as(V,) = Wy .
Alors d’apres le lemme, on a ausd,,) = Wl pour toutew € ¢.

a

Définition 13.2.2. Pouro € T etl € V, on pose
o(o+d) =0+ V, +o(0)

Proposition 13.2.3. La formule ci-avant s’étend a une action de groupd'dmir A, par automorphismes d’apparte-
ment, compatible avec celle d€T au sens oifon).x = o(n(c"1.X)), et compatible avec I'action dé sur les sous-
groupes radiciels au sens @uD(a, 1) = D(0a, ) sio.U, a1 = Ugey,. L'ensemble de ses points fixes est 'adhérence
d’un sous-espacefine deA dirigé par\7F.

Démonstration:
Pour vérifier qu'il s'agit d’'une action de groupe, on vérifie la condition de cocycle attendue suff.|8pienta € ¢,
o,y €T, on calcule dans 'algeébre de Lie

)/O'ea = 7(kgeﬂ'tl) = ’Y(kg)kl/'aeyo'a
et d’autre part :
YO .€ = k?;(rey(ra
D’ou la relationw?” = w(y(k9)) + wh, = wJ + wk,, la deuxiéme égalité carpréserve la valuation.
Maintenant, si, o € T, on a poutd € V, y(c-(0+ ) = 0+ v, + (V) + yo(b). Par conséquent, il faut vérifier que
Yo =V, +¥(Vy).
-1 -1 _ . -1,-1 -1

Soite € ¢, alorsa(V, +y(V,)) = wl +(y t)(V,) = w}, +w§,11”. Par le calcul précédent, cecivauf ¥ = w7 =
a(V,,). Commev,, est I'unique vecteur d¥ vérifiant cette relation pour todt € ¢, on obtient biernd,, =V, +y(V;),
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et I'action del” sur A est bien une action de groupe.

Par construction agit par automorphismestaes et préserve I'ensemble des murs, cette action, a prioﬁi,
s’étend donc a une action séipar automorphismes d’appartements.

Montrons la compatibilité avec I'action dé¢. Pour commencer, un élément de la formgd), aveca € ¢ etl € L,
induit surA la réflexionr selon le muM(a, w(l)). L'élémento(n,(l)) = n,(o-(1)kZ) induit alors la réflexion selon
mur M(ca, (l) + 03) = o.M(a, w(l)). C'est bien la conjugaison par I'action dede la réflexiorr. CommeN es
engendreé par les,(l) et T, il reste & vérifier quedt).x = o(t(c"1x)) pourt € T.

Soitdonct € T, d’apres 13.1.1t agit surl” par translation selon le vectegrdéfini par

a(%) = —w(a(t)), Ya e ¢ cV*
Or poure € ¢, a oo = o L. est encore dangetocta=ctoaoo e T* dou:
(o) = —w(c o @ o o(t)) = —w(@(ot)), Ya e T* c V.

(la deuxiéme égalité car la valuatianestI'-stable.)
Ceci entraingi,; = o(V;) d'ou la relation de compatibilité entre les actionst @t deo-.

Enfin, commd" est fini, son action su fixe un point, disong’. Dés lors AT = o’ + VT, |

13.2.2 Actiondel sur 1

On dira qu'une familleQ de parahoriques suX(T) estI-stable si pour toua € A(T) et touto € T, 0.Q(a) =
Q(ca). Les familles minimale et maximale de parahoriques sont clairefstables, il en est de méme de la fan
construite dans [Roul0].

Soit Q une bonne famille de parahoriquEsstable, par définitiod (Q) = G x A(T)/ ~, ou ~ est la relatio
d’équivalence définie pag(x) ~ (h,y) & Ine N(T) tqy = nxetg~thne Q(x). CommeN(T) estK-défini, 'actior
del surG x A(T) paro.(g, X) = (g, oX) passe au quotient et définit une action (D), cette action stabilis&(T)
et prolonge I'action définie précédemment.

Lemme 13.2.4.Le groupd agit surJ par automorphismes de masure bordée, c’est-a-dire qu'il préserve I'ens
des appartements deet induit entre deux appartements un isomorphisme d’appartements.

De plus, pour tous x 7, g € G, eto € T, o(gX) = o(g)o(X). Pour tout tore maximal T, o(A(T")) = A(o(T")).
Enfin, pour toute facett€ de 7, 0.7 = 7.

Preuve du lemme:
SoitZ un appartement, saite G tel queZ = g.A(T). AlorsoZ = o(g).A(T), c’est donc un appartement, I'apparten
vectoriel lui correspondant es{g).A(T) = o-(g.A(T)) = o(Z). De plus, en notant; la restriction de I'action de- &
Z, etoum) sa restriction #(T), on aoz = o(g) o oar) 0 g L. Commeg™?, o(g) etoarry induisent des isomorphisir
entre les appartements concerngsgest bien un isomorphisme d’appartements.

La relationo(gx) = o(g)o(X) vient de la définition de I'action dE. Si T’ est un autre tore maximal, s@te G
tel queT’ = gTt?, alorsA(T’) = g.A(T), dot . A(T") = o(g).0c(A(T)) = o(9).A(T) = A(c(g)To(g)™). Mais
a(QTo(g) ™" = o(gTg™) = o(T").

Enfin, si f est une facette d&, alorsZ ;- = P(f).Aq donce.Z ¢ = o(P(f)).c(A;) = P(cf).A ¢ = I ;. Le cas o
f'¢ As’obtient par conjugaison par un élemerg G tel queg.f c A. O

En particulier, si dans un appartem@my = x +z V, alors dansrZ o (y) = o(X) +,z (V).
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13.3 Action du normalisateur du tore deployé

Nous avons obtenu pour tout tore maxirkaidéfini etL-déployéT contenanflTy une partieA(T)" stable pe
N(T)(K) . Nous allons voir qu’on peut, au moins sous I'hypothése que le dogss "maximalement complet”, tro
ver un autre espacdfame dirigé parAx qui soit stable paN(Tx)(K), c'est-a-dire qui permette de vérifier (DM 4).

Remarqueles résultats de cette partie ne sont pas utilisés dans la suite, car cette construction ne perr
vérifier (DM 2). Elle permet cependant justement de se rendre compte d&dalth rencontrée.

Soit f;{ une facette maximale d&:, f'une facette d& contenant un ouvertd%. SoitJ := I¢, c’estunimmeubl

affine carf est sphérique, c’est en fait limmeuble de Bruhat-Tits du grduR(aF) = Fixg(Ax) = Z(Tx).
Les groupe&(Tx) et agissent suff, etZ(Tx)(K) préserve 'ensemblg’, qui contient le singletopr {A(T)").

Lemme 13.3.1.L’ensembleJ™ est une partie non vide, bornée et convexgide

Preuve du lemmd:immeuble J est 'immeuble de Bruhat-Tits d&(Tx), c'est donc aussi 'immeuble du sel
simplifié deZ(Tx), c'est-a-dire d&(Tx)/Z(Z(Tx)). CommeTyx C Z(Z(Tx)), et Tk est un tor&K-déployé maximal, ¢
semi-simplifié n’a pas de toig-déployé, il est anisotrope. Alors la proposition 5.2.1 de [Rou77] entraing/tjues
borné.

C'est une partie convexe cBagit surg par automorphismes d’'immeuble, et non vide car elle configfA(T)").
i

RemarqueSans supposer que la valuationiflest discréte, il n'est en général pas clair que I'immeublgde)
contienne un poink-fixe (voir [BT84] 5.1.6). Ici, c’'est le fait d'avoir choidl de maniere a assurer I'existence ¢
tore maximalL-déployé efK défini contenantk qui a cette conséquence.

Proposition 13.3.2.Si 'immeubleJ est complet, il existe un sous-espagima Y(K) d'un appartement A dé&, stable
par N(Tx)(K), fixe parT, dirigé par Vectz(Ax).

Remarquel'immeuble J est complet si et seulementlsiest "maximalement complet”, d'aprés [BT72] 7.5.:
7.5.5, ce qui est le cas par exemple des que la valuatidnede discréte.

Démonstration:
Le produitZ(Tx)(K) x T agit surJ en stabilisang™. D’aprés le lemme et le fait qug est complet, le théoréme
point fixe de Bruhat-Tits prouve I'existence d’'un pome g7 fixe parZ(Tx)(K). Soit T’ un tore maximal d&(Tx)
tel quep € A(T')¢. SoitY = pr;}(p) N A(T’), il s'agit de I'adhérence d’un espacfiine deA(T’) stable paiN(Tx)(K)

et parT, et dirigé par Ve(;g(T,)(ﬁ. AlorsT agit surY par automorphismes ats, avec des orbites finies, dohadme

lui m&me un point-fixe p. FinalementY(K) := Y = p+ Vect,x(T,)(fT) =p+ VectK(KK) convient. O

On obtient de la sorte un espa¥ek) c 7' sur lequel agitN(Tx)(K). Cependant, on ne sait pas si il existe
appartemenA le contenant tel qua n 7T = Y(K). Autrement dit, en modifiant(K) pour satisfaire a (DM 4), on
perdu la condition (DM2).

Pour résoudre cettefticulté, nous aurons besoin d’hypotheses sur le gr@ipe le corpsk, et nous devror
choisir unZy plus petit queZ™.
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13.4 Descente
13.4.1 \frification des premieres conditions de descente

Proposition 13.4.1. Soit G un groupe de Kac-Moody presque déployé sur un cBrpdeployé sur une extension
galoisiennel. On noteDyx et Dp les données radicielles pour(G) et K), correspondant a un tore maximat
déployé T et un toreK-déployé maximal f inclus dans T. Alors le couplg Dy, Dx) Vvérifie les conditions (DSR),
(DDR) et (DIV).

SiK est muni d’'une valuation non triviale, alors toute valuatiorp, de D, associée comme en 10.2.3 vérifie (DV
2).

Supposons de plus, TK-défini, soit @ une bonne famille de parahoriques vérifiant (p&ra*~-)(sph) pour
(Dv, L), soit Iy = 7(Qy), etI’ = Gal (L|M), qui agit donc sutZ;.. Alors la donnédD., ¢., Dx, I1) satisfait aussi
aux conditions (DM 1), (DM 2).

Les conditions manquantes sont donc (DM 3) et (DM 4), ainsi que (DV 1). Remarquons qu’on peut toujours rem-
placergr, par une valuation équipollente pour satisfaire a cette derniére.

On rappelle que, contrairement a ce que les notations pourraient faire croire, le groupe jouant 1§ réémndéda
donnée radiciell®y est en fanZ(TK)(K) qui contient en général stnctem&g

De plus, on a prigg = A[L de maniére a voif x comme une partie d&; . C’est donc en général un complexe de
Coxeter non essentiel, et ce n’est pas I'appartement obtenu abstraitement a pdfi) de

Pour le reste, on notera avEcen indice tous les objets habituellement obtenus a partir d'une donnée radicielle.

Voici le dictionnaire entre les objeis-rationels considérés ici et les objets de la partie 12 :

- D=0, D = Dy,

- G* = G(K), T* = Z(Tg)(K), N* = N(Tx)(K),

- ¢“ ¢(TK) U = Uax pour touta e #(Tx),

V(T]L) Vh VeCR/(T‘ )(AK)

—Ih I(K) A, = Ax,

- =9, ¢" = ¢x,
— pour la deuxieme partie de la proposition, on alira: 7}, doncA; = A(TL)F

DémonstrationOn nOte\?L = \7(TL)1 \7K = VeCR-/’L(KK), A = A(TL) etoyx = ¢(TK)

— (DSR) : On apg = {al,:K | @ € ¢ et ker@) N KLsph # (2)}. Par [R€02] 12.4.4, toutes les facettesfqtecoupentf;
par 12.6¢x est a base libre ; enfin dic est une facette sphérique fe, alors¢£‘g(ff<) est fini, mais pour tout

ae ¢g(f£;), #(ker(@)) est aussi fini (caa est unek-racine réelle), donc au fina@(ff{) est fini, doncfx coupe
au moins une facette sphérique.

— (DDR1) : Pour tout € ¢, on aUgx = ({UQ,L | @ € ¢, etcu|\7K € {a, 2a}} >r. Ceci est clairement inclus dans le
groupeU, = ({U(,,L | € ¢p etaly, € R**.a} >

- (DDRZ) Pour tout € %, sia € ¢ esttelle querly, € R™.a, alorsely, € ¢x. Commegy est un systeme de
racines, il ne peuty avoir plus de deux telg, .

— (DDR3) : Le groupd® pour la donnée radiciell®x est en faitZ(Tx)(K), avecZ(Tx) le centralisateur du tore
déployé maximaTl, autrement dit le fixateur d&. Or le group€&Z défini dans 12.1 est précisément ce fixateur.
D’ou l'inclusion Z(Tg)(K) c Z(Tg) = Z
Pour touta € ¢, U € Uga, N(U) stabiliseAx et donc normalisz. Il agit surAx comme une réflexion d’hyperplan
kera, d’oun(u)Uan(u)™ = U_5 etn(u)U_an(u)™* =
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— (DIV) : Limmeuble 7(K) = 7T e stable pa6G(K), et 7(K) n A = Ag. D'oit (DIV).

— (DV2) : Soitt € Tg(K), t induit surA une translation de vectedi ett stabiliseAx donc¥, € Vi. Pour tou

a € ¢x etk € R, on atUait™ = Ugkyaw). DONC I'image depx, est stable par le group@a(v), et il nous fau
maintenant prouver qu'il existes Tk (K) tel quea(v) # 0.
Le vecteurv; est caractérisé par le fait que pour taut ¢, a(%) = —w(a(t)) (proposition 13.1.1). En pe
ticulier, sia € ¢y, est telle querly, = a, alorsa(V) = (%) = -w(a(t)) = -w(@t), cara = alr,. Mais
a(Tx) D a(@”(K*)) = (K*)?, car(a,a") = 2, et le résultat découle de ce quest une valuation non triviale <
K, donc surK*)2.

On suppose maintenafit K-défini, et on prend’; = 71. On peut alors définiAx = Al = Kﬁ

— (DM1) : La partie]} est clairement stable p&(K). Soit f’une facette sphérique. $?= 0, alors il s’agit biel

d’'une partie convexe et stable ga¢K). Sinon, la facettef estI-stable, el agit surZ ¢ par automorphism
d’'immeuble dine, donc[? est convexe gb(K)-stable.

— (DM2) : Conséquence de 13.2.3.

Dans toute la suite, on fixe une bonne famille de parahoriQuasur Dr..

13.4.2 Corps intermédiaire

Soit Tx un toreK-déployé maximal. On suppose désormais qu'il existe une extension galoisiemoglérémer
ramifiée deK, incluse dang, telle que le groupe réductff(Tx) soit quasi-déployé suvl. Ceci est par exemple le ¢
des que la valuation dg est discrete et que son corps résiduel est parfait.

Il existe alors un sous-groupe de Bof; du groupe réductiZ(Ty) défini surM. Ce Borel contient un to
maximal Ty, défini surM. CommeTg c Z(By), Tr contientTg. Soit Ty, la partieM-déployée del, c’est-a-dir
le groupe engendré par les image des cocaracterés fiees parlyy; = Gaf (L|M). Cette partie contient encofig
puisque tout cocaractere d@g est un cocaractere de, fixe parly;.

Prouvons qudy, = Zz(r,)(Tu). A priori, Zz(r,)(Tw) est le sous-groupe de Lévi @Tx) engendré pafy. et pa
les groupes radicield,, poura € ¢(T.) tels quea(Ty) = {1} (cette condition entraine automatiquemerd ¢™(Tx),
doncU, c Z(Tk)).

Le systeme de racines d€Tx) par rapport au tore maximdl, est¢™(Tx), ou ¢ = ¢(Tr) est le systeme «
racines pouf par rapport & . SoitIl la base de™(Tx) correspondant 8,4, etI1" sa base duale. Comnf; es
I'y-stable, ces bases sont permutéedpatUne base des cocaractereslgeest alors I'ensemble de§,.o o, pourO
unel'y-orbite dandT1V.

Soit maintenantr € ¢™(Tx) tel quea(Ty;) = {1}. Alors @ s’annule sur tout cocaractére d@g, donc pour tout
orbite O dansIl’, a(¥,c0p) = X0l @p) = 0. CommeO c II", tous les(a,p) sont de méme signe, dc
finalement, ils sont tous nuls. Au total s’annule sur tous les elementH#&, ceci est impossible. Il n’existe donc |
de raciner € ¢™(Tx) s’annulant suify. DoNcZz(r,y(Tu) = Tw.

Verifions queTy,; est un toreM-déployé maximal. ST est un torévi-déployé contenariy, alorsT c Z(Ty) = Tr.
Sip estun cocaratere de commeT estM-déployép estl'y-fixe. Donc par définition d&;,;, son image est darigy.
On prouve ainsi qu& c Ty.

Maintenant, le fait qu&x c T entraine qu&zk)(Tu) = Zo(Tw), donc finalemenfs(Tu) = T, et le groupés
est lui aussi quasi-déployé sir.

On a finalement trois tore€g; c Ty € Tp. Le premier esK-déployé maximal, le second @gtdéployé maxima
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le troisieme est maximal (&t-déploy€), etM-défini. De plus I'extension de corfis c M est modérément ramifiée.
G est quasi-déployé sid.

On a déja introduily; = ga[(L|M) on notera de plubyx = ga[(M|K) Le groupeFM est distingué danE et
~ ['/Ty. SoientAr, = A(Ty), A = A(TL) Ay = A(TM) c A etAr = A(TK) - AM CommeTy, estM-défini, le
groupeFM agit surAy, et 'ensembledy = AEN est I'adhérence d’'un espacgiine soushy;.

RemarqueOn ne peut définir un espaée aussi simplement, il faudra attendre 13.4.4.

13.4.3 Descente quasiéployee

On commence par appliquer la partie 12 aux données radic#llest Dy.. D’apres la proposition 13.4.1, tou
les conditions de descente sauf (DM 3) et (DM 4) sont vérifiees, en pré’rﬁérpour jouer le role def®, et er
remplacanty par une valuation eéquipollente basée en un poirgde

Nous avons vu qué est quasi-déployé sii, c'est-a-dire que nous avons trouvé un tteléployé maximalyy
tel queTy, = Z(Ty) est un tore maximal dé. Le toreT;, est dondv-défini, et c’est I'unique tore maximal conten
T

On aN(Ty) © N(Tp).Z(Tw) = N(Tp), d’ot N(Ty)(M) < N(Tp)(M). Comme la partiedy; = A(Tp)™ est el
général stable pad(Ty)(M), eIIe l'estici aussi paN(TM)(M) ainsi la condition (DM 4) est elle vérifiée.

Concernant (DM 3), soIEM une chambre dé\M et C une chambre dAL rencontranCM Soitx € Ay etF la
facette ded;, contenanGerm, (X+ C). C’est une chambre dBqui coupeAy; et doncZ™. Pour toute facette sphéric
fe F(A.), la facette contenarr F) coupe@, est une chambre dg&; et donc n’est incluse dans aucune a
facette def .

On obtient donc par la partie 12 une valuatignhde la donnée radiciell®,;, un appartemenfy = Ayi(Tw), UNE
bonne famille de parahoriqué€y; vérifiant (para 2L*)(sph), puis une masure bordég = 7(Qy) pourG(M).

On noteraJy; = G(M).Ay © T™, c’est Ianalogue des "points invariants ordinaires” de [Rou77] 2.4.13.1
proposition 12.5.1, pour toute facette spherldMeieIM, lafacader,, ¢ deIM s'identifie afw Nl ¢, o f'estl unique

facette del’ contenant un ouvert d; (voir la remarque 2 la fin de 13.1.2).

Soito € T, alorso. Ty est un autre tor@l-déployé maximal d&s, donc il existeg € G(M) tel queo.Ty =
g.Ty.g7. Montrons quer.Ay = g.Ay.

Pour commencerr. Ay = o-.(AEM) = (ocAL)™. En dfet, six € A{M, alorso.x € o.A., et pour touty € Iy,
y.ox=oc0 Yyox = oxcaro tyo € Iy. DOﬂCO’.(AIl:M) c (oAL)™, lautre inclusion est semblable.

Donco.Ay = (0AL)™ = A (o TL)™. Maiso.Ty, = gTog™* car c’est 'unique tore maximal contenarity;. Donc
oAy = (9.A)™ = g. AT = g.Ay carg estly-fixe.

Ceci prouve quefy; est stable par.

13.4.4 Descente magtément ramifiee

On étudie maintenant le grouK). On va utiliser les résultats de la partie 12, appliqués aux données rad
Dy, et Dx, le travail surDy; de la partie précédente servira a définir une pdifiede 7, et a prouver les conditio
(DM x).

On avu quéd" agit surJy;, on peutdonc posdiyk = jr j“‘ La masure bordég; admet des points-fixes ca
G contient des tores maximaiixdéployés eK-définis. Donc[F # 0. Cependantil n’est pas clair qug, = 71 N Ju
soit non vide. Nous serons en fait obligés de le supposer, mais c’est une hypothese qui, tout comme I'hyp
I'existence de I'extensiol, est vérifiee des que la valuationEeest discréte. C'est en fait I'analogue de la cond
(DE) de [BT84] 5.1.5.
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Proposition 13.4.2.0nsuppose que la famille Q vérifie (pa2al*~)(sph), et que 'immeuble de Bruhat-Tig (Z(Tx))
du groupe réductif ZTx) sur le corpsM admet un poinf'-fixe.

Alors il existe un tore maximal T tel que les conditions de descente de la partie 12 sont vérifiees pour les
radiciellesDy (T) et Dk (Tx), et pour la partiel yx de fy.

Comme pour 13.3.2, par le théoréme de point fixe de Bruha(Z(Tx))" est non vide dés que I'immeub
I(Z(Tg)) est complet, et ceci est vrai dés que la valuatioiiaest discrete.

Démonstration: . .

Pour toute facette sphériqdede 7, Iy N I, ¢estvide sif N 7y = 0. Sinon, il s’agit de 'ensemble des poir
I'-fixes dans la fa(;adtﬁ,w»v ol fy; est une facette d&y, contenant’. Cette facade est un immeubleJey agit par
automorphismes, dorf{ﬁﬁ est une partie convexe. Ainsi (DM 1) est vérifié, pour la partie d'immeiiple

La proposition 13.4.1Mprouve encore les conditions (DSR), (DDR), (DIV), et (DV 2), pour n’importe que
maximalT contenanfk et pour n'importe quelle valuation d@. (T). Il reste a voir (DM 2, 3 et 4) ainsi que (DV 1

Le fait que I'extensiorK c M soit modérément ramifiee entraine que le lig(Z(Tx))™ des pointdk-fixes de
l'immeuble 7 (Z(Tx)) de Z(Tk) sur le corpsM est de diameétre nul. Erffet le groupeZ(Tx), ou plutdt son semi
simplifie Z(Tx)/Z(Z(Tx)) estK-anisotrope, donc sachant que le degré de sauvadBfiE) est nul, c’est la propositio
5.2.1 de [Rou77]. Comme nous avons supposé qu'il est non vide, il s'agit d'un singtefen le pointp est donc fixé
parZ(T)(K).

Le groupeZ(T) est le fixateur danG du K-appartemendy. Pour toute chambré deAg, on noteraf la facette
de A contenant un ouvert d. La facettef est sphérique, et 'immeubl&(Z(Tx)) est isomorphe d , la fagade de
I =71.(G)de typefﬁ. L'immeubleM-rationnelZy;(Z(Tx)) est alors isomorphe A- N Jy, par la proposition 12.5.:
Cet immeuble est inclus dad$, de sorte que I'action déy coincide avec celle déx.

On notepy I'unique pointT-fixe de N Jy. Soit& I'ensemble des points 4§, ainsi obtenus pour toutes |

chambres déy. LensembleS est donc fixe paZ(Tx)(K), et stabilisé paN(Tx)(K).

Il existez € Z(Tx)(M) tel que le point-fixe de I (Z(Tx)) est dans I'appartement correspondant au Tore
zT.zt SoitZ = A(T) = zA.L. Alors Z' est inclus dangfy,; et contientS. Notons que comme € Z(Tg), Ac c Z.
Nous allons montrer qu&nZy est I'adhérence d’un espace aidirigé par Vect@K), et gu'il est stable paX(Tx)(K).

Comme§ est constitué de points sphériques des deux signg&)atst en fait indépendant de I'appartemen
contenant considéré (corollaire 11.9.5). En conséquence, cet enclos est stabét parN(Tx)(K). Il s'agit d’'une
partie convexe d&, donc I'action del" fixe un pointx € Z n CI(E). Soito € I'. Par le corollaire 11.9.5, il exist
g € Q(CI(&)) tel quer.Z = g.Z. Alors g~1o est un automorphisme dqui fixe &, donc sa partie vectorielle fixy .
Il fixe de plusx, et ceci entraine qu'il fixex + Vect(KK). Commeg fixe CI(E) qui contientx + Vect(KK), on voit quer

fixe x + Vect(Ax). Finalementx + Vect(Az) ¢ Z'. CommeZ" c Z™ c J;,, on obtientx + Vect(Az) € Z N I.

Réciproguement, sojte Z N Iy, montrons qug € X + Vect(Ax). Supposons dans un premier termlsi. Soit
f'une facette d& contenant un ouvert d'une chambreAe Le pointpr(y) estI'-fixe, et commey € Jy, c’est un
point de - N Jy, c’est doncp. Ceci et le résultat similaire pou{fﬁprouve déja qug € CI(&). Ensuite, commi
x ety ont la méme projection suf ., quitte a déplacey selon Vect@K), on peut supposer e X + f Soitv € f'tel
quey = X +z V. Alors pour touto- € T', y = o(Y) = 0(X) +oz (V) = X +,z oo(V). Comme au paragraphe précéds
soitq € Q(CI(&)) tel ques.Z = q.Z. Alors q oy = y (cary € CI(E)) d’ol, dansZ, X +z V = X +z g *o(V), donc
V= qlo(V), et commey fixe f, V = o-(V).

Ainsi, Ve fI' c Ag, ety € x+ Vect(Ax). De la méme maniére, on obtient pour toute facagelle quegn Ax # 0,
ZgN Iy = prg(x) + Vect(KK).
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Ainsi, Z N Iy est 'adhérence d’'un espacfiiae sous VectKK). On le noteZg, son intérieur jouera le rdle diy
de la partie 12.

La condition (DM 2) est donc vérifiee pour 'appartem2rt’est-a-dire le tore maximdal ou la donnée radicielle
Dy (T)). De plus nous avons vu que ¢ CI(E) doncZg = CI(E) N Iy, et comme ces deux ensembles sont stabilisés
parN(Tx)(K), Zx aussi, d’'ou (DM 4).

Etudions (DM 3). Soig une facette sphérique iecoupanﬁK. SoitF = Germ (X + F_') une facette d&y coupant
Zx de dimension maximale, dor€ contient un ouvert d&x N Zg, et il existe une facetté deZ n g* contenant un
ouvert deAx telle queF = fﬁ/Vect(Q) (ou _pIutf)tlf' = (fﬁ+ Vect(@)).Vect(@). Supposons qu'il existe une autre facette

F’ de4rencontranty; ettelle quer c F’. Il existe un appartemei; de 74 contenant’ et tel quef’ c By. Soient
x € F' NIy etyeF N Iy. Alors prox) tout commepr(y) sont deux point$-fixes dansyy N 7 ¢ : ils sont égaux.

Doncxey+ Vectgg(F) = Affg,(F). Maisx € F’ etF’ n Aff(F) = 0 : on obtient une contradiction, et il n’existe pas
de telle facettd-".

Enfin, soity une valuation deDy (T) basée en un poitte Z, elle vérifie immédiatement (DV 1).

13.5 Conclusion

Résumons les résultats précédents. Saih groupe de Kac-Moody presque déployé sur un corps #gldéployé
sur la cloture séparable d@e Soit Tk un toreK-déployé maximal, il existe une extension galoisiehrie K qui déploie
G et telle gu'il existe des tore maximailixdéployés contenafi.

Pour tout tel toreT, la famille de parahorique® définie dans [Roul0] est une bonne famille de parahoriques
pourDy(T), et elle vérifie en outre (paral?)(sph). Alors la proposition 13.4.1 s’applique, permettant de vérifier les
conditions de descente (DSR), (DDR) et (DIV), ainsi que (DV 2) pour toute valuatiafgr).

Si de plus la valuation d& est discrete, et le corps résiduel parfait, alors il existe une extension intermédiaire
M c L telle queG est quasi-déployé s et telle que I'extensioiil ¢ M est non ramifiée. Ceci permet la définition
de la partieZ sz = Ju N I'. Lhypothése de discrétion de la valuationKi@ermet également d’appliquer la proposi-
tion 13.4.2, prouvant que la partigy vérifie les conditions (DM). La condition (DV 1) est obtenue dés qu’on choisit
une valuation basée en un pointfig , alors toutes les conditions de descente de la partie 12 sont vérifiées.

On obtient donc une valuation pour la donnée radici€lg puis un appartement, une bonne famille de para-
horiques vérifiant (para 2)(sph), et enfin une masure bordée. On sait en outre que les facades sphériques de cette
masure bordée sont incluses dans des facades sphériques de la masurébpode®;. .

Théoreme 13.5.1.Soit G un groupe de Kac-Moody presque déployé sur un déypeployé sur la cloture séparable
deK, vérifiant les conditions de descente (DSC) de [R€02] 12.1.1. On sufipmsmi d’'une valuation réelle discrete
non triviale, telle que son corps résiduel soit parfait.

Alors il existe une masure bord&e pour G(K), qui provient d’une valuatiopy et d’'une bonne famille de para-
horiques Q vérifiant (para2.1*)(sph). Pour toute facette sphériquié de f(K), la fa(;adeJK’ﬁg s'injecte dans la

facades

L f» de lamasure bordég;, pour G(L), ou f est la facette dé?(L) contenant un ouvert dé.

Remarqueles hypotheses sur le corfigvaluation discrete et corps résiduel parfait) interviennent pour résoudre
deux dfficultés : pour assurer I'existence d’'une extendibmon ramifiée dé&k qui quasi-déploie le groupe réductif
Z(Tg), puis pour assurer I'existence d’un polifixe dans I'immeuble de ce dernier. Ces deuiidiltés ne font inter-
venir qu’un groupe réductif, et sont rencontrées de la méme maniére dans [BT84]. Ainsi, si offineutarésultat
précédent enfiaiblissant les hypothéses sur le cakpseci devrait &tre possible de la méme maniere que dans [BT84].
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13.6 Questions

Signalons finalement deux points qui restent non résolus.

En premier lieu, on ne sait pas s'il existe en général, pour toute donnée radicielle valuée, une bonne famille de
parahoriques. Nous ne disposons a priori que de la famille minimale de parahoriques; méme la définition de la famille
maximale n’est possible que si I'on suppose I'existence d’au moins une bonne famille. Ce n’est que dans le cas d’'une
donnée radicielle valuée venant d’'un groupe de Kac-Moody que I'on sait, grace a [Roul0] que la famille minimale est
bonne, et qu'il existe en outre une bonne famille vérifiant en plus (para 2

Par ailleurs, pour construire la masure bordée d’un groupe de Kac-Moody presque déployé, on définit un apparte-
ment, puis une famille de parahoriques, puis on applique la construction générale. Il n’est alors pas clair que la masure
obtenue s’injecte (ou au moins que chacune de ses facades s'injecte) dans la masure du groupe déployé. On a seule-
ment prouvé que ses facades sphériques s'injectent dans des fagades sphériques de la masure du groupe déployé, et i
est facile d’en déduire I'existence d’un plongement pour les immeubles rfliceadeG(K).
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