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Immeubles affines et groupes de Kac-Moody

Résuḿe

Le but de ce travail est d’étendre la théorie de Bruhat-Tits au cas des groupes de Kac-Moody sur des corps locaux.
Il s’agit donc de définir un espace géométrique sur lequel un tel groupe agit, semblable à l’immeuble de Bruhat-Tits
d’un groupe réductif.

En fait, la première partie reste dans le cadre de la théorie de Bruhat-Tits puisqu’on y définit une famille de com-
pactification des immeubles affines. C’est dans la seconde partie qu’en s’inspirant de la construction de la première,
on aborde le cas des groupes de Kac-Moody. Les espaces obtenus ne vérifient pas toutes les conditions demandées à
un immeuble, car deux points peuvent ne pas appartenir à un même appartement. Ils sont donc appelés des masures,
et plus précisément des masures bordées.

Mots clefs : immeuble, immeuble affine, Bruhat-Tits, Kac-Moody, groupe, masure, corps local, donnée radicielle,
valuation.

Affine buildings and Kac-Moody groups

Abstract

This work aims at generalizing Bruhat-Tits theory to Kac-Moody groups over local fields. We thus try to construct
a geometric space on wich such a group will act, and wich will look like the Bruhat-Tits building of a reductive group.
Actually, the first part stays in the field of Bruhat-Tits theory as it exposes a family of compactification of an ordinary
affine building. It is in the second part that we move to Kac-Moody theory, using the first part as a guide. The spaces
obtained do not satisfy all the requirement for a building, as two points are not always in one apartment. They will be
called hovels (”masures” in french), and more precisly bounded hovels.

keywords : building, affine building, Bruhat-Tits, Kac-Moody, group, hovel, local fiel, root datum, valuation.

Travail effectué à l’institutÉlie Cartan, Unité mixte de recherche 7502 Nancy-Université et CNRS
Boulevard des aiguillettes, BP 70239, 54506 Vandoeuvre lès Nancy cedex (France)

2

te
l-0

04
97

96
1,

 v
er

si
on

 1
 - 

6 
Ju

l 2
01

0



Introduction

LorsqueG est un groupe réductif sur un corps valuéK, la théorie de Bruhat-Tits développée dans [BT72] et [BT84]
permet de lui associer un immeubleI = I(G), appelé immeuble de Bruhat-Tits deG. Les appartements deI sont des
espaces affines, dont les espaces directeurs sont les appartements de l’immeuble vectoriel (ou plutôt de la réalisation
vectorielle de l’immeuble de Tits)~I deG, ce qui explique que ce type d’immeuble soit appelé immeuble affine.

Rappelons rapidement quelques intérêts de cet immeuble. En premier lieu, l’immeubleI est plus précis que l’im-
meuble vectoriel~I, au sens où il est possible de reconstruire~I à partir deI. En fait, ~I (ou plutôt la réalisation
sphérique de l’immeuble de Tits deG) peut-être vu comme le bord à l’infini deI dans une certaine compactification
deI. De plus, l’immeubleI fait intervenir la topologie deG héritée de celle deK ; par exemple, siK est complet lo-
calement compact localement compact, les sous-groupes compacts maximaux deG sont les fixateurs des points deI,
ceci peut permettre de déterminer facilement les classes de conjugaison des sous-groupes compacts maximaux. Enfin,
le type deI est un groupe de Coxeter produit semi-direct du type de~I avec un groupe de translation, et les résultats
généraux sur l’action d’un groupe sur un immeuble fournissent directement une décomposition de Cartan pourG.

Le point qui va particulièrement nous intéresser dans le présent travail est l’étude des immeubles des sous-groupes
paraboliques deG. En effet, tout sous-groupe parabolique deG admet un facteur de Lévi qui est lui-même un groupe
réductif et donc dispose de ses propre immeubles vectoriel et affine. L’immeuble vectoriel du sous-groupe parabolique
P( ~f ), fixateur de la facette~f de~I, est tout simplement~f ∗, la réunion des facettes de~I contenant~f dans leur adhérence.
Quant à l’immeuble affine pourP( ~f ), il n’apparait pas directement dansI, mais on peut le voir comme le ”bord à l’in-
fini deI dans la direction de~f ”. Il faut bien entendu donner un sens plus précis à ceci, mais on constate alors qu’en
rajoutant àI tous les immeubles affines des sous-groupes paraboliques deG on obtient un espacēI qui est une com-
pactification deI, dans le cas oùI (c’est-à-direK) est localement compact. Cette compactification est différente de
celle obtenue en rajoutant comme bord deI l’immeuble sphérique deG. On l’appelle compactification polyédrique,
ou compactification de Satake car elle est semblable à la compactification de Satake d’un espace symétrique. Concer-
nant cette compactification, on peut se référer à [Lan96].

On propose dans une première partie de définir cette compactification, mais sans faire usage d’un groupeG. En
effet, un immeuble affine peut être défini de manière abstraite, et il existe certains immeubles affines de dimension
inférieure à 3 qui ne sont l’immeuble de Bruhat-Tits d’aucun groupe réductif. Nous partons donc d’un immeuble
affineI localement compact et construisons son compactifiéĪ par des méthodes uniquement géométriques. On pro-
pose de plus quelques variations de cette construction, qui comprennent celles introduites dans [Wer07], et qui dans
le cas de l’immeuble d’un groupe réductif, reviennent à ne pas utiliser dans le bord deĪ les immeubles de tous les
sous-groupes paraboliques deG. Il est possible que, indépendamment de l’obtention de l’espaceĪ, le lecteur trouve
quelque intérêt à l’étude des propriétés d’incidence deI qui a été nécessaire.

Le but premier de cette thèse est néanmoins l’étude des groupes de Kac-Moody sur un corps valué. En effet, les
groupes de Kac-Moody sont une généralisation usuelle, de dimension infinie, des groupes réductifs et il est naturel de
vouloir les étudier au moyen d’immeubles. En fait, les méthodes de géométrie habituelles deviennent très délicates en
dimension infinie, ce qui accroit l’utilité de méthodes immobilières. Soit doncG un groupe de Kac-Moody. L’immeu-
ble vectoriel~I pourG est connu, lorsqueG est déployé ou presque déployé, voir [Ré02]. Un appartement de~I n’est
plus un espace vectoriel, mais un cône dans un espace vectoriel, réunion de deux cônes convexes opposés. L’immeuble
~I aussi est réunion de deux parties convexes~I+ et ~I−, chacune d’entre elles est un immeuble au sens usuel, et ces
deux immeubles sont jumelés. On dira aussi simplement queI est un immeuble jumelé. Concernant les immeubles
jumelés, on peut se reporter à [Abr96], [AB08] ou [Ré02].

Maintenant supposonsG défini sur un corps valuéK, peut-on définir un immeuble affine pourG? Dès queG n’est
pas réductif, ceci est a priori impossible, car la décomposition de Cartan n’est pas vraie dansG. On peut tout de même
en calquant la construction de Bruhat-Tits obtenir un espaceI reflétant la structure deG, voir [GR08] et [Rou10] pour
le cas d’un groupeG déployé. Cet espace ne vérifie pas les conditions d’incidence classiques définissant un immeuble,
il porte le nom de masure.
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Cependant, dès queP est un sous-groupe parabolique deG de type fini, c’est-à-dire dont les facteurs de Lévi sont
de dimension finie, il admet un véritable immeuble affine. Ainsi, si, guidés par la construction de la première partie,
on rajoute àI son bord polyédrique, on y trouvera plusieurs immeubles affines classiques, ce qui peut être d’un grand
intérêt pour l’étude deI. En fait, la réunion des immeubles affines (correspondant aux paraboliques de type fini d’un
certain signe pour être précis) qui apparaissent dans le bord deI a déjà été étudiée par Guy Rousseau dans [Rou06].
Elle vérifie les conditions d’incidence définissant un immeuble abstrait, et a été dénommée ”immeuble microaffine”.
On propose dans le second chapitre de construire directement un espaceĪ attaché au groupeG, réunion de la masure
deG et de son bord polyédrique, appelé masure bordée. Cette construction sera valable pour un groupeG déployé
mais aussi pour un groupe presque déployé (à condition queK soit de valuation discrète et son corps résiduel parfait,
comparer à [BT84] 5.1.1), c’est peut-être le principal apport de ce travail.

De la même manière que dans [BT72], nous définirons une masure bordée dans le cadre plus général d’un groupe
G muni d’une donnée radicielle valuée, après avoir adapté cette notion pour qu’elle comprenne le cas d’un système
de racines infini, et donc le cas d’un groupe de Kac-Moody. Il apparait une difficulté supplémentaire : la définition
des sous-groupes fixateurs d’un point deI, appelés sous-groupes parahoriques dans [BT72], n’est plus évidente.
Plusieurs possibilités sont envisageables, conduisant à des masures bordées a priori différentes. Nous définirons donc
de manière axiomatique la notion de famille de sous-groupes parahoriques, et nous prouverons l’existence de familles
de sous-groupes parahoriques maximale et minimale.

Le travail de [Rou10] prouve l’existence d’une ”bonne” famille de parahoriques pour un groupeG déployé, et
permet donc la définition d’une ”bonne” masure bordée. Pour étudier un groupe presque déployé, on prouvera d’abord
comme dans [BT72] 10, un résultat de descente général dans le cadre d’une donnée radicielle valuée. On appliquera
ce résultat àG deux fois de suite, en passant par une extension intermédiaire deK qui quasi-déploieG, comme dans
[BT84] 4 et 5.

Je tiens à remercier Guy Rousseau qui a été le directeur de thèse parfait pour moi. Je remercie également mes
collègues de l’équipe de groupe de Lie et analyse harmonique, et particulièrement Stéphane Gaussent et Nicole Bardy-
Panse qui m’ont aidé à apprendre les bases de la théorie des immeubles dans une très bonne ambiance au début de
ma thèse. Amaury Thuillier, Annette Werner, et Bertrand Rémy dont le travail m’a donné l’idée de la condition (fonc)
de la partie 11.2.3. Simon Goodwin pour avoir organisé une école d’été sur les groupes algébriques qui m’a été
très profitable. Je remercie bien sûr l’état français pour avoir financé mon travail, sur un sujet pourtant assez loin
d’applications concrètes et lucratives. Enfin, je remercie tous ceux que j’ai oublié de citer, ainsi que le climat lorrain,
tellement propice au travail.
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3.3 Structure du bord dēA0 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 20
3.3.1 Prolongement des automorphismes . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 20
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7 Unicité de la construction 57

8 Description deI 60
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8.2 Bord d’une façade . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 63

8.2.1 Compactification deIF . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 63
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11.3 Définition de la masure bordée . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 93
11.3.1 La relation d’équivalence . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 93
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11.6 Construction de familles vérifiant (paradec) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 100
11.7 Bonnes familles de parahoriques . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 101

11.7.1 Une condition suffisante pour (para 2.2) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 101
11.7.2 Projections . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 102
11.7.3 Conséquences variées . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 102
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Première partie

Compactification polyédriques d’un immeuble affine

1 Introduction

Le but de ce chapitre est de présenter une construction purement géométrique de la compactification polyédrique
d’un immeuble affine localement fini, comme celle décrite par Landvogt [Lan96]. On s’affranchit totalement de l’usage
d’un groupe agissant sur l’immeuble, ce qui permet de définir une compactification pour les quelques immeubles qui
pourraient ne pas être associés à un groupe muni d’une BN-paire.

On propose également une généralisation : on définit toute une famille de compactifications, indexée par l’ensem-
ble des partitions de l’espace directeur d’un appartement en cônes assujettis à certaines conditions. Parmi elles se
trouvent la compactification polygonale classique définie dans [Lan96] ou [GR06] ainsi que celles décrites par An-
nette Werner dans [Wer07].

Décrivons rapidement l’espace obtenu. L’adhérence de chaque appartement sera l’espace compact formé en ra-
joutant à l’infini un polyèdre, dont chaque face sera un complexe de Coxeter dont le groupe de Coxeter sera un
sous-groupe du groupe de Weyl de l’immeuble. On peut choisir n’importe quel polyèdre stable par le groupe de Weyl
vectoriel, mais pour un choix quelconque, la structure de complexe de Coxeter sera triviale sur de nombreuses faces.
La compactification de l’immeuble est obtenue en étendant la compactification d’un appartement de référence, d’une
manière qu’on prouvera être unique, au moins dans le cas de l’immeuble de Bruhat-Tits d’un groupe réductif. Le bord
ainsi rajouté à l’immeuble est en fait une réunion d’immeubles affines, dont les groupes de Coxeter sont des sous-
groupes du groupe de Coxeter de l’immeuble de départ. Le choix de la décomposition en cônes au départ détermine
lesquels de ces sous-groupes interviennent.

Par ailleurs, quelques résultats intermédiaires peuvent avoir leur intérêt propre, certains sont valides dans le cadre
d’un immeuble quelconque. Il s’agit principalement des résultats de la partie 4, qui donnent des critères pour s’as-
surer qu’une partie d’un immeuble est incluse dans un seul appartement. On prouve notamment que deux galeries
tendues sont, quitte à être réduites, incluse dans un même appartement (du système complet d’appartements), puis
on généralise au cas d’une galerie tendue et d’une cheminée. Ceci prouve par exemple que deux facettes de quartiers
quelconques contiennent des sous-facettes incluses dans un même appartement, généralisant le résultat similaire déjà
connu pour les quartiers (voir par exemple la proposition (9.5) de [Ron89]).

Dans la partie 2, on énonce et on analyse brièvement les conditions requises sur une décomposition en cônes de
l’espace directeur d’un appartement pour définir une compactification de l’immeuble. Dans la partie suivante, on définit
la compactification d’un appartement. L’interlude de la partie 4 permet d’énoncer les quelques résultats nécessaires à
la suite qui peuvent avoir un intérêt propre. La partie 5 définit l’ensemble qui sera l’immeuble compactifié, la partie
6 définit la topologie sur cet ensemble et prouve les propriétés attendues, en particulier la compacité. Dans la partie
7, on vérifie que la compactification de l’immeuble ainsi définie est unique lorsqu’une compactification d’un apparte-
ment est fixée et que l’immeuble provient d’un groupe muni d’une donnée radicielle. Cela fournit un moyen simple
de comparer cette compactification avec d’autres, comme celles définies dans [Lan96], [GR06] et [Wer07]. Enfin, la
partie 8 décrit le bord qu’on vient de rajouter à l’immeuble : il s’agit d’une réunion d’immeubles affines de dimensions
inférieures.
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2 La donnée initiale

2.1 Conventions, notations

Un immeubleI sera vu a priori comme un complexe simplicial vérifiant les axiomes classique ([Bro89], [Tit74]),
ou comme un complexe polysimplicial comme dans [BT72]. Chaque appartementA est un complexe de Coxeter, dont
on noteW(A) le groupe de Coxeter. Ce groupe est indépendant deA à isomorphisme près. Lorsqu’on choisit une
chambrec de A, les réflexions par rapport aux cloisons dec forment une partieS(c) deW(A) telle que (W(A),S(c))
est un système de Coxeter. La classe d’isomorphisme deW(A) est caractérisée par un diagramme appelé diagramme
de Coxeter. Son ensemble de sommets est en bijection avecS(c), et les sommets correspondant aux réflexionss et t
sont reliés sis et t ne commutent pas, on précise alors sur l’arête l’ordre dest. Ce diagramme ne dépend pas du choix
deA ni dec.

On définit sur l’ensemble des facettes le type, c’est une fonction à valeur dansP(S(c)) qui permet de caractériser
les orbites des facettes d’un appartement sous l’action du groupe de Weyl. Les isomorphismes entre appartements
préservent le type, par définition.

L’ensemble des chambres deI est muni d’une distance à valeur dansW(A), appeléeW-distance. En fait,I est
totalement déterminé par l’ensemble de ses chambres muni de saW-distance, c’est d’ailleurs le point de vue adopté
dans [Ron89].

Nous nous intéressons principalement aux immeubles affines. Dans ce cas, on identifieI à sa réalisation géométrique
affine, qui est un espace métrique complet dans laquelle les appartements sont des espaces affines euclidiens, les
groupes de Coxeter des groupes de transformations orthogonales affines, et les isomorphismes entre appartements des
isométries. Voir [Bro89], chapitre VI, [BT72], [Tit86], [Par00],[Rou08]. C’est cet espace qu’on se propose de compact-
ifier. Si A est un appartement, le groupeW(A) est engendré par les réflexions orthogonales par rapport à des hyperplans
appelés murs ([Bou68]). Les murs définissent une partition deA dont les parties sont identifiées aux facettes deA, les
chambres étant les facettes de dimension maximale.

On note~A l’espace directeur deA, c’est lui aussi un complexe de Coxeter dont le groupeW(~A) est l’ensemble des
parties vectorielles des éléments deW(A). Il est engendré par les réflexions orthogonales par rapport aux murs de~A,
qui sont les espaces directeurs des murs deA. Les murs de~A définissent une partition de~A en cônes convexes appelés
facettes de Weyl ou facettes vectorielles. Ces parties sont identifiées aux simplexes du complexe de Coxeter~A.

Il existe un système de racineφ ⊂ ~A∗ tel que les murs de~A sont les noyaux des racines et dontW(A) est le groupe
de Coxeter affine associé, au sens de [Bou68], 2.5.

Si on fixe une chambre de WeylC ⊂ ~A, on note, pours ∈ S(C),αs la racine correspondante (donc ker(αs) = Fix(s)).
Alors {αs}s∈S(C) est une base deφ etC =

{
x ∈ ~A | ∀s ∈ S(C), αs(x) > 0

}
. De plus, dans le diagramme de Coxeter de~A,

deux sommetss et t sont reliés si et seulement siαs n’est pas orthogonale àαt. En considérant ce diagramme comme
un simple graphe, on définit les notions de connexité habituelles.

Lorsqu’on passe du point de vue complexe simplicial au point de vue géométrique d’un immeuble affine, le vo-
cabulaire change un peu :

Un complexe simplicial est en particulier un ensemble muni d’une relation d’ordre. On notera généralement⊏

cette relation, et on dira quec est inclus dansd lorsquec ⊏ d. Mais lorsquec ⊏ d dans un immeuble affine, alors dans
la réalisation géométriquec est inclus dans l’adhérence ded, avecc ⊂ d si et seulement sic = d ; en général,c ⊂ ∂d.

De plus, dans un complexe simplicial, la facette maximale inférieure àc et àd, notéec∧ d est appelée l’intersec-
tion dec etd. Dans la réalisation géométrique, l’adhérence dec∧ d est égale à l’intersection des adhérences dec etd,
maisc∧d ne s’exprime pas de manière directe en fonction dec etd (en fait,c∧d est l’intérieur de ¯c∩d̄ dans Vect(¯c∩d̄)).

Si M est un mur etc une chambre dans un système de CoxeterA, on noteraD(M, c) le demi-appartement fermé
délimité parM et contenantc. Sauf précision, un demi-appartement signifiera un demi-appartement fermé. Un demi-
appartement peut aussi être défini à l’aide de deux chambres adjacentesc et d, ou d’une racineα (on voit a priori les
racines comme des formes affines sur un appartement) et d’un entierk : on noteraD(c, d) la réunion des chambres
fermées plus proches dec que ded, etD(α, k) = {x|α(x) + k ≥ 0}.
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SoientD+ et D− les deux demi-appartements définis par un murM dans un appartementA. On dira que deux
partiesα et β deA sont séparées parM si α ⊂ D+ etβ ⊂ D−, ou l’inverse. On notera alorsα|Mβ (Donc par exemple,
α ⊂ M ⇒ α|Mβ quel que soitβ). On dira que ces parties sont séparées strictement parM si en outreα 1 M etβ 1 M.

L’enclos d’une partieE dans un appartementA est l’intersection de tous les demi-appartements fermés deA con-
tenantE. On la note ClA(E).

LorsqueA et B sont deux appartements ayant au moins une chambre en commun, on peut naturellement identifier
~A avec~B. Lorsque la dimension deA∩Best moindre, on ne peut qu’identifier un sous-espace de~A avec un sous-espace
de ~B, voici comment on procède :

Les sous-espaces Vect(
{
~xy ∈ ~A | x, y ∈ A∩ B

}
) ⊂ ~A et Vect(

{
~xy ∈ ~B | x, y ∈ A∩ B

}
) ⊂ ~B sont canoniquement iso-

morphes. On identifie alors ces deux sous-espaces, et on note l’espace obtenu~A ∩ ~B. Cet espace vérifie la propriété
suivante : siE est un troisième appartement, siφ : A

∼
−→ E etψ : B

∼
−→ E sont deux isomorphismes qui coı̈ncident sur

un ensembleb ⊂ A∩ B, alors l’espace directeur~b de Aff(b) est inclus dans~A∩ ~B, et pour tout~v ∈ ~b, on a~φ(~v) = ~ψ(~v).
Cette ”intersection des espaces directeurs” ne vérifie pas l’associativité, en fait l’écriture (~A ∩ ~B) ∩ ~C n’a même

aucun sens, car~A ∩ ~B n’est pas uniquement défini au moyen de la structure vectorielle de~A et ~B, mais bien de la
structure d’espaces affines deA et B. (Une notation commeA~∩B serait sans doute plus appropriée.)

Remarque:Dans la suite,~b ne signifiera pas en général l’espace directeur de Aff(b).

2.2 Cônes convexes

Dans ce chapitre, tous les cônes seront supposé convexes a priori. Un cône vectoriel convexe dans unR-espace
vectoriel ~E est un sous-ensemble de~E stable par addition et multiplication par un scalaire strictement positif. Tout
cône vectoriel contient 0 dans son adhérence. SiE est un espace affine dirigé par~E, un cône convexe affine deE est
un sous-ensemble deE de la formef = s+ ~f où s ∈ E et ~f est un cône convexe de~E.

Lorsque~f est un cône de~E ne contenant pas de droite (on dit aussi ”cône pointu”), alors l’écrituref = s+ ~f est
unique, ce qui permet de définirscomme étant lesommetde f , notés( f ).

Le cône vectoriel~f est quand à lui toujours bien déterminé, on l’appelle ladirectionde f . Deux cônes ayant la
même direction sont ditparallèles. Si g est un cône parallèle àf et g ⊂ f , alorsg est un sous-cône parallèle def , et
on abrège ”sous-cône parallèle” en ”scp”.

Remarque:Dans [BT72], deux parties d’un appartement égales à translation près sont appelées équipollentes au
lieu de parallèles.

2.3 Décomposition d’un appartement en ĉones

On fixe désormais un appartementA0. On noteraW = W(A0) son groupe de Coxeter, etWv = W(
−→
A0) son groupe

de Coxeter vectoriel. On choisit un ensembleF de parties non vides de
−→
A0 vérifiant les propriétés suivantes :

– (H1) :
−→
A0 =

⊔
~f∈F

~f . (Le symbole⊔ signifie ”réunion disjointe”.)

– (H2) :F est fini.

– (H3) : {0} ∈ F .

– (H4) : Chaque élément deF est décrit par un système d’équations et d’inéquations linéaires : pour tout~f ∈ F ,

il existen ∈ N, α1, ..., αn ∈
−→
A0
∗, r ∈ N tels que~f = {x ∈

−→
A0|αi(x) = 0, ∀i ∈ ~1, r�, etα j(x) > 0, ∀i ∈ ~r + 1, n�}.
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En particulier, chaque élément deF est un cône convexe, ouvert dans son support.

– (H5) : Le bord d’un cône~f deF est une réunion d’autre cônes deF , qu’on appelle les faces de~f .

– (H6) : Si ~f , ~g ∈ F et si ~f est une face de~g, alors ~f = Vect( ~f ) ∩ ~g.

Lorsqu’on parle du bord d’un cône, on sous-entend ici le bord dans l’espace vectoriel qu’il engendre. Pour un cône
~f vérifiant (H4), qui est donc ouvert dans Vect(~f ), on a∂ ~f = ~f \ ~f .

A partir de ces données, on va définir une compactification deA0. Dès qu’on voudra l’étendre en une compactifi-
cation deI, il faudra en outre supposer :

– (H7) :F est stable par le groupe de Weyl vectorielWv.

2.4 Conśequences directes des hypothèses surF

Chaque élément deF est un cône convexe, ouvert dans l’espace vectoriel qu’il engendre. De plus,{0} est le seul
cône à contenir 0, donc aucun élément deF ne contient de droite, et les sommets des cônes affines de direction un
élément deF sont bien définis.

Remarque:La condition (H3) a en fait pour unique but de permettre de définir le sommet d’un cône pour faciliter
les raisonnements dans la suite, mais elle semble superflue.Étudions brièvement le cas général. Soitf ∈ F le cône
contenant 0. Commef est un cône ouvert dans Vect(f ), on a f = Vect(f ), c’est-à-dire quef est un espace vectoriel.
Comme l’adhérence de tout cône vectoriel contient 0, par (H5) on voit quef est dans le bord de chaque élément
deF . On vérifie alors que chacun de ces éléments est stable par addition parf , on peut donc quotienter parf pour
obtenir un espace vectoriel muni d’une décomposition en cônes vérifiant cette fois toutes les hypothèses (H1) - (H6).
Si ∂(A0/ f ) est le bord qu’on va définir dans la section 3, alors la même procédure appliquée àA0 etF conduirait à
rajouter exactement le même bord. En fait, la condition (H3) impose de rajouter àA0 un bord de codimension 1 et non
supérieure. Par exemple si on avait choisiF = {~A0}, la compactificationĀ0 serait juste le compactifié d’Alexandroff
deA0.

Lorsque (αi)i∈I⊔J est une famille de formes linéaires définissant~f comme dans (H4), on notera juste :

~f = {αi > 0, α j = 0, i ∈ I , j ∈ J}.

La famille (αi)i∈I⊔J est nécessairement génératrice de
−→
A0
∗ sans quoi~f ou une de ses faces contiendrait un sous-

espace vectoriel de
−→
A0 non réduit à{0}.

Lorsque~g est une face de~f , alors il existe une famille (αi)i∈I⊔J⊔K telle que :

~f = {αi > 0, α j = 0, i ∈ I ⊔ J, j ∈ K}

~g = {αi > 0, α j = 0, i ∈ I , j ∈ J ⊔ K}

2.5 Exemples

Un premier exemple de telle décomposition de
−→
A0 en cônes est la décomposition en facettes de Weyl, notéeF ∅.

Les cônes affines dont les directions sont dansF ∅ sont les facettes de quartier, et la compactification qu’on obtiendra
alors est la compactification polygonale classique, décrite dans [Lan96].

Un exemple un peu plus général est celui considéré par Annette Werner dans [Wer07], où l’idée est d’enlever à la
décomposition en facettes de Weyl les cloisons d’un certain type. On détaille un peu cet exemple dans la suite de ce
paragraphe.
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2.5.1 D́ecompositions en ĉones obtenues̀a partir d’une partie de S

On fixe une chambre de WeylC0 ⊂
−→
A0, soitS l’ensemble des réflexions par rapport aux cloisons deC0, de sorte

que les facettes de
−→
A0 sont typées par les parties deS. Soit J une partie deS, l’idée est de rassembler les chambres

séparées par une cloison de type{ j} avec j ∈ J. Pour assurer la convexité, il faut penser à rajouter alors les facettes
de dimension plus petite qui se trouvent entre plusieurs chambres rassemblées. Pour s’assurer que (H5) et (H6) seront
vérifiées, il faut aussi rassembler les facettes bordant plusieurs chambres rassemblées, lorsqu’elles engendrent le même
espace vectoriel. On arrive à la définition suivante :

Définition 2.5.1. Si f une facette de Weyl de
−→
A0 de type I⊂ S , on notef̄ J la réunion de f et des facettes de son bord

de type inclus dans I∪ (J ∩ I⊥).

Si h et f sont deux facettes d’une même chambre fermée, avech de typeI ′ et f de typeI , alorsh est incluse dans
f̄ J si et seulement siI ′ est la réunion deI et d’une partie deJ disconnectée deI . Donc une facetteh n’est incluse dans
aucun f̄ J, avec f , h si et seulement si son type ne contient aucune composante connexe incluse dansJ. Une telle
facette sera diteadmissible. On dira également que son type est admissible, de sorte qu’une facette est admissible si et
seulement si son type est admissible.

Définition 2.5.2. Si f est une facette admissible de C0, on pose J. f =Wv
J∩I⊥ . f̄

J.
On pose ensuiteF J =Wv. {J. f | f facette admissible de C0}.

Remarque:Conformément à la notation déjà introduite, l’ensemble des facettes de Weyl estF ∅.

Proposition 2.5.3.L’ensembleF J est un ensemble de cônes, qui vérifie les hypothèses (H1)-(H2) et (H4-H7). Chaque
facette de Weyl f est incluse dans un unique cône deF J, qu’on notera J. f . Lorsque J ne contient aucune composante
connexe de S , alorsF J vérifie également (H3).

Démonstration:
Les points (H2), et (H7) sont évidents, (H3) est vrai si et seulement si{0} est une facette admissible, ce qui équivaut

bien au fait queJ ne contient aucune composante connexe deS. Il est également clair que~A =
⋃

f∈F J f , et pour prou-
ver (H4) et (H5), il suffit de considérer des éléments deF J du typeJ. f , avecf une facette admissible deC0.

On commence par (H4). Soient{αi}i∈S l’ensemble des racines délimitantC0. Soit I ⊂ S et f la facette deC0 de
type I , alors

f = {αi = 0, α j > 0, i ∈ I , j ∈ S \ I },

et
f̄ J = {αi = 0, αk > 0, αl ≥ 0, i ∈ I , l ∈ J ∩ I⊥, k ∈ S \ (I ∪ (J ∩ I⊥))}.

NotonsL = J ∩ I⊥ et K = S \ (I ∪ (J ∩ I⊥)). Montrons queJ. f = {αi = 0, w(αk) > 0, i ∈ I , k ∈ K, w ∈ Wv
J∩I⊥ }.

En attendant, notonsE ce dernier ensemble. C’est un ensemble délimité par des murs, donc une réunion de facettes.
De plus, pour toutw ∈Wv

J∩I⊥ et touti ∈ I , w(αi) = αi , on voit donc queE est stable parWv
J∩I⊥ .

Pour montrer queJ. f ⊂ E, il suffit donc de montrer quēf J ⊂ E. Soitx ∈ f̄ J, il vérifie déjà les conditionsαi(x) = 0,

i ∈ I . Soitk ∈ K et w ∈ Wv
J∩I⊥ . On sait que{αs}s∈S est une base du système de racines de

−→
A0. Or, w ∈ WJ∩I⊥ = WL, et

L ∩ K = ∅. Doncw(αk) = αk +
∑

l∈L nlαl , avecnl ∈ N. Il apparaı̂t ainsi quew(αk)(x) > 0. Doncx ∈ E.
Montrons l’inclusion inverse. Soitx ∈ E, il existew ∈ WL tel que∀l ∈ L, αl(w.x) ≥ 0. CommeE est stable parw,

w.x ∈ E, et ainsiw.x vérifie toutes les inégalités prouvant qu’il appartient àf̄ J. Doncx ∈WL. f̄ J = J. f .

A présent, prouvons que chaque facette de Weyl est incluse dans un unique cône deF J. Ceci impliquera directe-
ment (H1) car les éléments deF J sont des réunions de facettes de Weyl. Soitf ∈ F ∅ une facette de Weyl, incluse dans
deux éléments deF J, disonsw1.J.g1 et w2.J.g2. En translatant tout par un élément deWv, on peut supposerf ⊂ C̄0.
Soit I1 le type deg1 et I2 celui deg2. Il existev1 ∈Wv

J∩I⊥1
etv2 ∈WJ∩I⊥2

tels quef ⊂ w1v1ḡJ
1 et f ⊂ w2v2ḡJ

2. Commef ,

g1 etg2 sont des facettes dēC0, ceci implique en faitf ⊂ ḡJ
1∩ ḡJ

2. Le type def s’écrit doncI ′ = I1⊔ J1 = I2⊔ J2 où J1
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et J2 sont des parties deJ disconnectées respectivement deI1 et deI2. Soit K une composante connexe du type def ,
elle est incluse soit dansI1 soit dansJ1. De deux choses l’une : soitK ⊂ J et alorsK ne peut être incluse dansI1 carg1

est admissible, soitK 1 J et alors elle ne peut être incluse dansJ1. On voit donc queJ1 est la réunion des composantes
connexes deI ′ incluses dansJ, I1 est la réunion des autres composantes connexes. Le même raisonnement est valable
pour I2 et J2, ce qui prouveI1 = I2 et J1 = J2. D’où g1 = g2 et J.g1 = J.g2. Il reste à regarderw1 et w2. On sait
quew1v1 ∈ Fix( f ) = WI ′ , et I ′ = I1 ∪ J1 ⊂ I ∪ (J ∩ I⊥). D’où w1v1 ∈ Wv

I∪(J∩I⊥ ), d’où w1J.g1 = J.g1. De même,

w2J.g2 = J.g2 = J.g1 = w1J.g1. Ce qui prouve quef est incluse dans un unique cône deF J.

Prouvons (H5). Soitf ∈ F ∅ une facette de Weyl admissible qu’on peut supposer incluse dansC0, soit I son type.
CommeJ. f est une union de facettes de Weyl, son bord l’est aussi. Soitg une facette de Weyl bordantJ. f . Quitte à
translaterg par un élément deWv

J∩I⊥ qui stabiliseJ. f , on peut supposerg ⊂ C̄0, et doncg ⊂ f̄ . CommeJ. f est ouvert
dans Vect(J. f ), on a mêmeg ⊂ f̄ \ f̄ J. NotonsJ.g le cône deF J contenantg, il s’agit de prouver queJ.g ⊂ ∂J. f . Soit
I ′ le sous ensemble deS obtenu en retirant au type deg toutes ses composantes connexes incluses dansJ. Soit h la
facette deC̄0 de typeI ′, alorsh est admissible etg ⊂ h̄J ⊂ J.h, doncJ.g = J.h. Si J1 est une composante connexe de
type(g) incluse dansJ alorsJ1 ∩ I est une réunion de composantes connexes deI incluses dansJ, d’où J1 ∩ I = ∅ car
I est admissible. Ceci prouve queI ⊂ I ′, et donch ⊂ f̄ . Ensuite,J.h = Wv

J∩I ′⊥ .h̄
J ⊂ J. f carWv

J∩I ′⊥ ⊂ Wv
J∩I⊥ et h̄J ⊂ f̄ .

Et commeJ.h , J. f carg ⊂ J.h, on aJ.h∩ J. f = ∅ d’où J.h ⊂ ∂J. f .

Il ne reste plus qu’à prouver (H6). SoitJ.h une face d’un côneJ. f . Comme dans le paragraphe précédent, on peut
supposer queh et f sont des facettes admissibles deC̄0. Soit I le type def et I ′ le type deh. Nous procédons par
récurrence sur Card(I ′ \ I ), en commençant par montrer l’hérédité.

On suppose donc Card(I ′ \ I ) ≥ 2. Commeh 1 f̄ J, il existe l ∈ I ′ \ (I ∪ (J ∩ I⊥). Soitg la facette deC̄0 de type
I ∪ {l}, elle est admissible. Par récurrence on aJ.g = J. f ∩ Vect(J.g). De plus,J.h est une face deJ.g, différente deJ.g
carh est admissible et ne peut donc être incluse dans ¯gJ. Donc par récurrence,J.h = J.g∩ Vect(J.h). La combinaison
des deux égalités donne bienJ.h = J. f ∩ Vect(J.h).

Traitons maintenant le cas Card(I ′ \ I ) = 1. Dans l’égalitéJ.h = Vect(J.h)∩ J. f , l’inclusion ” ⊂ ” est évidente. Soit
x ∈ Vect(J.h) ∩ J. f , cela signifie, d’après la description deJ. f obtenue pour prouver (H4) :

– pour touti ∈ I ′, αi(x) = 0
– pour toutw ∈Wv

J∩I⊥ et k ∈ S \ (I ∪ (J ∩ I⊥)), w.αk(x) ≥ 0.
Et le but est de prouver :
– pour touti ∈ I ′, αi(x) = 0
– pour toutw ∈Wv

J∩I ′⊥ et k ∈ S \ (I ′ ∪ (J ∩ I ′⊥)), w.αk(x) ≥ 0.
Parmi ces inégalités, celles qui ne sont pas directement dans la liste des hypothèses sont lesw.αk(x) ≥ 0 lorsque :

k ∈ (S\(I ′∪(J∩ I ′⊥))) \ (S\(I∪(J∩ I⊥))) = (I∪(J∩ I⊥))\(I ′∪(J∩ I ′⊥)) = (J∩ I⊥)\(I ′∪(J∩ I ′⊥)) = (J∩ I⊥)\(I ′∪ I ′⊥)

et lorsquew ∈Wv
J∩I ′⊥ .

Soit k un tel indice etw ∈ Wv
J∩I ′⊥ . En particulier,k ∈ Wv

J∩I⊥ . Soit l tel queI ′ \ I = {l}. CommeI ′ est admissible,
l < J ∩ I⊥.

Alors wk ∈Wv
J∩I⊥ , et l ∈ S \ (I ∪ (J ∩ I⊥)) d’où d’après les hypothèseswk.αl(x) ≥ 0. Mais :

wk.αl(x) = αl(kw−1x) = αl(w−1x− 2αk(w−1x).α∨k ) = αl(w−1x) − 2wαk(x).〈αk|αl〉

Commel ∈ I ′ et w−1x ∈ Vect(J.h), on aαl(w−1x) = 0. Il reste donc−2wαk(x).〈αk|αl〉 ≥ 0.
Mais k , l car l ∈ I ′ et k < I ′. De plus, sik était orthogonal àl, il serait orthogonal àI ′, ce qui est exclus. Ainsi,
〈αk|αl〉 < 0, ce qui entraı̂newαk(x) ≥ 0. �
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2.5.2 Comparaison avec [Wer07]

On peut dès à présent vérifier de façon élémentaire que les partitions de
−→
A0 en parties convexes définies dans

[Wer07] sont précisément du type précédent. Ces parties sont définies, pour l’immeuble de Bruhat-Tits d’un groupe
G(K) avecK un corps local, à partir d’une représentation linéaireρ fidèle et de dimension finie deG(K), mais ne
dépendent en fait que de la facette de Weyl deA∗0 dans laquelle se trouve le plus haut poidsλ0(∆) de ρ une fois
fixée une base∆ du système de racine ([Wer07] théorème 4.5). SoitJ le type de cette facette (il est indépendant
de∆). Commeρ est fidèle,J ne contient pas de composante connexe deS. Pour∆ la base du système de racines

correspondant à la chambreC0, on a J = {s ∈ S | 〈αs|λ0(∆)〉 = 0}. Nous allons vérifier que la partitionΣ(ρ) de
−→
A0

définie dans [Wer07] estF J.
Soit ∆ une base du système de racines etY ⊂ ∆. Il est immédiat d’après la définition donnée dans [Wer07]

(définition 1.1) queY y est dit admissible si et seulement si il existeI ⊂ S admissible (au sens défini plus haut) tel que
Y = {αi}i∈I .

Les parties définies dans [Wer07] sont notéesF∆Y pour∆ une base du système de racines etY ⊂ ∆ une partie
admissible. Ce sont des réunions de facettes de Weyl ([Wer07], proposition 4.4), ouvertes dans leur support, qui

réalisent une partition de
−→
A0 stable par le groupe de WeylWv. Soit∆ la base correspondant àC0, etY ⊂ ∆ une partie

admissible. Soitf la facette deC0 de typeI , avecY = {αi}i∈I , nous allons voir queF∆Y = J. f . Pour commencer, la
proposition [Wer07] 4.4 montre queF∆Y ∩C0 = f̄ J = J. f ∩C0.

Montrons queF∆Y est stable parWJ∩I⊥ . Soits ∈ J∩ I⊥, alors la facette deC0 de typeI ∪{s} est incluse dansC0∩F∆Y.
Or F∆Y est ouverte dans son support, qui est

⋂
i∈I ker(αi) et donc qui est stable pars. Alors F∆Y doit contenir la facette

s. f . D’où F∆Y ∩ s.F∆Y , ∅, d’où s stabiliseF∆Y. On déduit de ceci queJ. f ⊂ F∆Y.
Pour l’autre inclusion, soitx ∈ F∆Y. En choisissanty ∈ f de manière générique, on peut s’assurer que [x, y] ne rencontre
que des facettes de dimension dim(f )−1. Soitg la première facette différente def rencontrée par ce segment en partant
dey. Comme [x, y] ⊂ F∆Y, par convexité deF∆Y, on obtient queg ⊂ f̄ ∩ F∆Y = f̄ J. Commeg est de codimension 1 dans
f , le type deg estI ∪ {s}, avecs ∈ J∩ I⊥. Alors la facettes f est incluse dansJ. f , et elle contient ”la suite” du segment
[x, y], c’est à dire un intervalle ouvert ]u, v[ tel que ]u, v[∪([x, y] ∩ g) ∪ ([x, y] ∩ f ) est connexe. On aJ. f = J.(s f),
et Fs∆

sY = s.F∆Y = F∆Y (car ces deux cônes contiennent la facettes f). On peut appliquer la proposition [Wer07] 4.4,
dans la chambres.C0, on obtient queF∆Y ∩ sC̄0 = J. f ∩ sC̄0 est la réunion des facettes des. f de type inclus dans
I ∪ (J∩ I⊥). Alors la prochaine facette rencontrée par le segment [x, y] est de typeI ∪ {t}, avect ∈ J∩ I⊥, elle est bien
incluse dansJ. f , la facette de dimension maximale suivante estst. f qui est aussi dansJ. f car st ∈ WJ∩I⊥ . Ainsi de
suite, on vérifie que tout le segment [x, y] est inclus dansJ. f (puisque [x, y] ne rencontre qu’un nombre fini de facettes).

2.5.3 Dessins, autres exemples

Voici les dessins de quelques décompositions en cônes de l’appartement vectoriel de typeA2. On notes et t les
réflexions par rapport aux cloisons de la chambre de base.
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Figure 1 – Décomposition en facettes de Weyl. Je la laisse en arrière-plan dans les exemples suivants.

Figure 2 – Décomposition de typeF {s} : on retire les cloisons de types.

Figure 3 – Un autre exemple de décomposition vérifiant (H1)-(H7).

3 Compactification deA0

3.1 L’ensembleA0

Définitions 3.1.1.
– UnF -cône affine dans A0 est un cône dont la direction est dansF . On noteFA0 l’ensemble desF -cônes affines
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de A0.
– DeuxF -cônes affines sont équivalents lorsqu’ils sont parallèles et que leur intersection est non vide. L’inter-

section contient alors un autreF -cône affine, parallèle aux deux premiers. On note f∼A0 g, ou juste f∼ g
lorsqu’il n’y a pas d’ambiguı̈té.

Proposition 3.1.2. La relation ”être équivalent” est une relation d’équivalence surFA0.

Remarquons également que les relations ”être un sous-cône” et ”être un sous-cône parallèle” sont des relations
d’ordre.

Définition 3.1.3. On poseĀ0 = FA0/ ∼A0. Pour f ∈ FA0, on note[ f ]A0, ou juste[ f ] lorsqu’aucune confusion n’est
possible, la classe de f . Et si x= [u+ ~f ]A0 avec u∈ A0, ~f ∈ F , on appelle~f le cône directeur ou la direction de x (il
est uniquement déterminé).

Pour ~f ∈ F , on note A0~f l’ensemble des points de A0 de cône directeur~f , c’est la ”façade” de type~f de l’ap-

partement A0. La projection A0→ A0~f est notée pA0, ~f
ou juste p~f . Lorsqu’un cône f de direction~f est fixé, on pourra

noter pour simplifier Af = A~f .

Proposition 3.1.4. Soit ~f ∈ FA0. La façade A0~f est un espace affine isomorphe à A0/Vect(~f ), et son espace vectoriel

directeur est
−−→
A0~f ≃

−→
A0/Vect~f .

Lorsqu’un cône vectoriel~f ∈ F s’écrit ~f = {αi > 0, α j = 0, i ∈ I , j ∈ J} avec (αi)i∈I⊔J une famille de formes

linéaires, alors lesα j , j ∈ J s’identifient à des formes linéaires sur
−−→
A0~f , elles forment même une famille génératrice de

−−→
A0~f

∗. Quand auxαi , i ∈ I , on sait qu’elles envoient tout représentant de tout point deA0~f sur un voisinage de+∞ dans
R, on dira donc qu’elles prennent la valeur+∞ surA0~f .

3.2 Topologie surA0

3.2.1 Définitions

Définition 3.2.1. SoitU l’ensemble des voisinages de0 dans
−→
A0 stables par le groupe de Weyl Wv. Pour U un tel

voisinage, et g∈ FA0, on pose :
VA0(g,U) = {x ∈ Ā0 | ∃h ∈ x tq h⊂ g+ U}.

C’est donc l’ensemble des points dēA0 ayant un représentant inclus dans g+ U. Lorsqu’il n’y aura pas d’ambiguı̈té,
on notera justeV(g,U).

Remarque:Comme le produit scalaire de
−→
A0 estWv-invariant, les boules de centre 0 sont des exemples d’éléments

deU.

Proposition 3.2.2. Il existe une unique topologie sur̄A0 telle que pour tout x∈ Ā0, l’ensemble desVA0(g,U) pour
U ∈ UA0 et g∈ x soit une base de voisinage de x.

Démonstration:
Il suffit de vérifier que pour toutx ∈ Ā0, U,V ∈ UA0, g, g′ ∈ x, il existeW ∈ UA0 et h ∈ x tels queVA0(h,W) ⊂

VA0(g,V) ∩ VA0(g
′,U). Mais commeg ∼A0 g′, g ∩ g′ contient un autre représentanth de x. Soit W = U ∩ V, alors

h+W ⊂ g+ U ∩ g′ + V, d’oùVA0(h,W) ⊂ VA0(g,V) ∩VA0(g
′,U). �

Remarque:La fonctionVA0 ainsi définie est croissante en les deux variables : siU ⊂ V et f ⊂ g alorsV( f ,U) ⊂
V( f ,V) etV( f ,U) ⊂ V(g,U).

On peut remplacerU par n’importe quelle base de voisinages de 0 dans
−→
A0, on obtiendra alors encore une base

de la même topologie surA0. On peut notamment choisir une base dénombrable de voisinages de 0, ensuite si on se
limite par exemple aux cônes dont les coordonnées du sommet sont rationnelles, on obtient une base dénombrable de
la topologie deA0, ainsiA0 est à base dénombrable d’ouverts, les caractérisations par des suites sont possibles.
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Lemme 3.2.3.Soit ~f ∈ F et soit{αi = 0, α j > 0, i ∈ I , j ∈ J} un système d’équations et d’inéquations déterminant
~f . Soit U∈ U. Soit(xn)n une suite dans A0 telle queαi(xn)→n→∞ 0 pour i ∈ I, et limn→∞ α j(xn) = +∞ pour j ∈ J.

Alors à partir d’un certain rang, les xn sont dans U+ ~f .

Preuve du lemme:
La seule difficulté provient du fait que{αi}i∈I∪J est une famille génératrice mais pas forcément libre deA∗0. Soit

I ′ ⊂ I maximal tel que{αi}i∈I ′ soit libre. Soit ensuiteJ′ ⊂ J tel que{αi}i∈I ′∪J′ soit une base deA∗O. Il existeǫ tel que
U′ := {x| |αi(x)| < ǫ ∀i ∈ I ′ ∪ J′} ⊂ U.

Pourn assez grand, on a|αi(xn)| < ǫ pouri ∈ I ′. Soit alorsyn ∈ A0 tel queαi(yn) = αi(xn) pouri ∈ I ′ etα j(yn) = 0
pour j ∈ J′. Le pointyn est alors dansU, et il suffit de vérifier quexn − yn ∈ ~f .

Or pour touti ∈ I ′, αi(xn − yn) = 0. Comme toutαi , i ∈ I est combinaison linéaire desα j , j ∈ I ′, on obtient que
αi(xn − yn) = 0 pour touti ∈ I . Enfin,U ′ est borné, donc pour toutj ∈ J, α j(yn) aussi. Commeα j(xn) tend vers∞, on
vérifie bien queα j(xn) − α j(yn) est positif dès quen est assez grand. �

Il est maintenant facile de prouver la caractérisation des suites convergentes suivante :

Proposition 3.2.4. Soit(xn)n∈N une suite de A0 dont tous les éléments ont la même direction~f . Soit l= [a+ ~g] ∈ A0.
Alors (xn)n converge vers l si et seulement si les deux conditions suivantes sont réalisées :

– ~f est une face de~g.
– Pour toute famille{αi}i∈I⊔J⊔K ⊂ A∗0 de formes linéaires telle que~g = {x|αi(x) = 0, α j(x) > 0 , i ∈ I , j ∈ J ⊔ K} et
~f = {x|αi(x) = 0, α j(x) > 0 , i ∈ I ⊔ J, j ∈ K} on a limn→∞ αi(xn) = αi(a) pour i ∈ I et limn→∞ α j(xn) = ∞ pour
j ∈ J. (Il existe une telle famille{αi} car ~f est une face de~g).

Démonstration:
On commence par supposer que (xn) tend versl. Si ~f n’est pas une face de~g, alors il existe une forme linéaireα

telle queα( ~f ) ⊂ R+ etα(~g) ⊂ R−, et un vecteur~v ∈ ~f tel queα(~v) > 0. Doncα( ~f ) contient un voisinage de l’infini
(dansR ∪ {±∞}), et il en va de même de tous lesα(h) pourh un représentant d’unxn. Il est donc impossible qu’un tel
h soit inclus dans un ensemble de la formeU + a+ ~g dès queU est borné, il est alors impossible quexn soit dans le
voisinageV(a+ ~g,U) de l correspondant. EtU contient bien des éléments bornés, prendre par exemple des boules.

Soit ensuite un ensemble de formes linéaires{αi}i∈I⊔J⊔K ⊂ A∗0 tel que~g = {x|αi(x) = 0, α j(x) > 0 , i ∈ I , j ∈ J ⊔ K}

et ~f = {x|αi(x) = 0, α j(x) > 0 , i ∈ I ⊔ J, j ∈ K}. Soit i ∈ I , montrons queαi(xn) tend versαi(a). Soit ǫ > 0, il existe
U ∈ U tel queαi(U) ⊂]− ǫ, ǫ[. Et pourn assez grand,xn ∈ V(a+~g,U) doncxn a un représentant inclus dansU+a+~g.
Maisαi(U + a+ ~g) ⊂]αi(a)− ǫ, αi(a)+ ǫ[, carαi(~g) = {0}. On en déduit que|αi(a)− αi(xn)| < ǫ. On a ainsi prouvé que
limn→∞ αi(xn) = αi(a)

Soit j ∈ J, vérifions queα j(xn) tend vers l’infini. Soitm ∈ R. Commeα j(~g) est un voisinage de l’infini, il existe
~v ∈ ~g tel queα j(a+~v) > m+ 1. SoitU ∈ U tel queα j(U) ⊂] − 1, 1[. Commea+~v+ ~g est un autre représentant del, à
partir d’un certain rang,xn doit être dansV(a+ ~v+ ~g,U). Et cela impliqueα j(xn) > m.

A présent, supposons que les deux conditions sont vérifiées par la suite (xn) et montrons qu’elle converge alors
versl. Commeαk( ~f ) contient un voisinage de∞ pour toutk ∈ K, on peut choisiryn un point d’un représentant dexn

pour toutn, de sorte que les suitesαk(yn) tendent vers∞. Les suitesαi(yn) pour i ∈ I et α j(yn) pour j ∈ J tendent
quand à elle obligatoirement vers lesαi(a) et∞, respectivement. SoitU ∈ U, qu’on peut supposer ouvert, et soita′+~g
un représentant del, on peut supposera′ ∈ a+ ~g. On a pour touti ∈ I , αi(a) = αi(a′) cara eta′ diffèrent d’un élément
de~g. Alors le lemme indique queyn est dansU + a′ + ~g à partir d’un certain rang. Mais commeyn est un point d’un
représentant dexn, yn + ~f est un représentant dexn. Et yn ∈ U + a′ + ~g, avecU + a′ + ~g un ouvert, et~f ⊂ ~g implique
queyn + ~f ⊂ U + a′ + ~g. D’où xn ∈ V(a′ + ~g,U).

Ceci étant vrai pour toutU ∈ U ouvert, et pour touta′ ∈ a+ ~g, cela prouve la proposition. �
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3.2.2 Śeparation

Proposition 3.2.5. L’espace topologiquēA0 est séparé.

Démonstration:
Soientx ety dansĀ0, x , y, et soientf ∈ x, g ∈ y des représentants. Il faut trouverU,V ∈ UA0, f ′ ∼A0 f etg′ ∼A0 g

tels queVA0( f ′,U) ∩VA0(g
′,V) = ∅. D’après la définition deVA0, il suffit de s’assurer quef ′ + U ∩ g′ + V = ∅.

Pour commencer, supposons que~f = ~g, c’est-à-dire quef et g sont parallèles. Alorsf ∩ g = ∅ car sinon on aurait
f ∼A0 g puisx = y. Soient{αi}i∈I et {β j} j∈J des formes linéaires surA0 telles que~f = {z|∀i, αi(z) = 0 et∀ j, β j(z) > 0}.
Soitǫ > 0 tel que∃i ∈ I , |αi(x)−αi(y)| > 2ǫ, soitB une boule centrée en 0 telle queαi(B) ⊂] − ǫ, ǫ[. Alors U = V = B,
f ′ = f et g′ = g conviennent.

Étudions maintenant le cas où~f , ~g. Alors ~f ∩ ~g = ∅. Les adhérences de ces deux cônes ne sont pas égales,
supposons par exemple~f 1 ~̄g, soit~u ∈ ~f − ~̄g. Pour toutλ > 0, f + λ~u ⊂ f . Soitα une forme linéaire séparant~f et~g :
supposons par exempleα( ~f ) ⊂ R− etα(~g) ⊂ R+. Alorsα(~u) < 0, et pourλ assez grand,f + λ~u etg sont séparés par un
hyperplanα−1(k), k ∈ R. Quitte à choisirλ encore un peu plus grand, on peut supposer que∀z ∈ f + λ~u, α(z) ≤ k − 1
et∀z ∈ g, α(z) ≥ k. Soit alorsU ∈ UA0 tel queα(U) ⊂] − 1/2, 1/2[, on a f + λ~u+ U ∩ g+ U = ∅, ce qui achève la
preuve. �

3.2.3 L’inclusion canonique

Définition 3.2.6. Soit i :
A0 → Ā0

x 7→ [{x}]A0

. Cette fonction est bien définie car{0} ∈ F . Il est immédiat qu’elle est

injective. On l’appelle l’injection canonique de A0 dansĀ0.

Proposition 3.2.7. L’injection canonique est continue, ouverte, d’image dense dansĀ0. De plus, pour U∈ U, et
f ∈ FA0, i−1(V( f ,U)) = f + U.

Démonstration:
L’assertioni−1(V( f ,U)) = f+U découle directement des définitions. On voit alors que siU est ouvert,i−1(V( f ,U))

est ouvert. Comme une base de la topologie deA0 est constituée desV( f ,U) pourU ∈ U ouvert, ceci prouve quei
est continue.

L’image est dense : sif ∈ FA0, U ∈ U alors pour toutx ∈ f + U, {x} ∈ i(A0) ∩V( f ,U).
Enfin i est ouverte car les ensembles de la formex + U, x ∈ A0, U ∈ U forment une base de voisinages deA0 et

ont pour image lesV({x},U). �

On identifie donc au moyen dei A0 à un ouvert dense dēA0. Une fois cette identification faite, on peut remarquer
l’égalité suivante :∀U ∈ U, f ∈ FA0,

VA0( f ,U) = f + U

3.2.4 Compacit́e

Proposition 3.2.8. L’espace topologique A0 est compact.

Démonstration:
Il reste à montrer que toute suite admet une valeur d’adhérence. Soit donc (xn)n∈N une suite dansA0. CommeF

est fini, on peut supposer que tous lesxn ont une même direction~f . Fixons une origine 0∈ A0 et identifions
−→
A0 et A0.

Alors chaquexn a un représentant inclus dans un cône deF . CommeF est fini, on peut supposer qu’il existeF ∈ F
tel que chaquexn a un représentant dansF. On a forcément~f ⊂ F̄.

Choisissons un système d’inéquations pourF :

F = {x ∈ A0 |αi(x) > 0∀i ∈ I , αi(x) = 0∀i ∈ J},
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les{αi}i∈I∪J étant une famille génératrice deA∗0. Un système d’inéquations de~f est alors de la forme :

~f = {x ∈ A0 |αi(x) > 0∀i ∈ I1, αi(x) = 0∀i ∈ J ∪ I2},

où I = I1⊔ I2 est une partition deI . Pouri ∈ J, on aαi(xn) = 0 pour toutn puisque lesxn ont un représentant inclus
dansF. Et pouri ∈ I1, on aαi(xn) = ∞.

Quitte à extraire une sous-suite de (xn), on peut supposer que pour touti ∈ I2, soitαi(xn) converge vers une limite
λi , soitαi(xn) tend vers∞. SoitC = {i ∈ I2| limn∞ αi(xn) = λi} et N = {i ∈ I2| limn∞ αi(xn) = ∞} (C pour ”convergent”
et N pour ”non convergent”).

Posons
~g = {x ∈ A0 |αi(x) > 0∀i ∈ I1 ⊔ N, αi(x) = 0∀i ∈ J ⊔C}.

Nous allons maintenant montrer qu’il existeu ∈ A0 tel que∀i ∈ C, αi(u) = λi , puis queg := u+ ~g ∈ FA0 puis enfin
que la suite{xn} converge vers [g]A0. Nous aurons besoin du lemme suivant :

Lemme 3.2.9.Soit E un espace vectoriel de dimension finie,(αi)i∈I⊔J une famille génératrice finie dans E∗, (xn)n une
suite dans E vérifiant∀i ∈ I, (αi(xn))n est bornée, et∀ j ∈ J, α j(xn) tend vers∞. Alors il existe z∈ E tel que∀i ∈ I,
αi(z) = 0 et∀ j ∈ J,α j(z) > 0.

Preuve du lemme:
On montre le lemme par récurrence sur|J| le cardinal deJ. On peut supposer que les coordonnées desxn selonJ

sont toujours non nulles.

Si |J| = 0 alorsz= 0 convient.
Si |J| = 1, soit j l’élément deJ. Soitzn =

xn
α j (xn) . Alors pouri ∈ I , αi(zn) → 0, etα j(zn) = 1 pour toutn. Tous les

αi(zn) convergent donc, et comme la famille desαi est génératrice deE∗, la suitezn admet une limite dansE. Et cette
limite vérifie clairement les conditions requises.

Supposons maintenant|J| = k > 1. Quitte à prendre une sous suite de (xn)n, il existe une énumérationJ =
{α j1, ..., α jk} telle que :

– ∀n ∈ N, α j1(xn) ≤ ... ≤ α jk(xn).

– ∀u ∈ ~1, k�, la suite (α ju (xn)
α jk (xn) )n converge.

On pose alorszn =
xn

α jk (xn) , la suite (zn) converge vers une limitez∞ ∈ E. Cette limite vérifieαi(z∞) = 0 pour tout

i ∈ I , et elle a au moins une coordonnée (αjk) strictement positive. SoitJ1 = { j ∈ J|α j(z∞) > 0}.
En retirant auxxn un multiple convenable dez∞, et en prenant éventuellement encore une sous suite, on peut rendre

bornées un ensemble non vide{α j} j∈K de nouvelles coordonnées, avecK ⊂ J1, sans changer lesαi(xn), i ∈ I , et en
s’assurant que lesα j , j ∈ J1−K qui ne sont pas devenue bornées tendent toujours vers l’infini. Alors par hypothèse de
récurrence, il existez1 ∈ E qui annule lesαi , i ∈ I ⊔ K et tel queα j(z1) > 0 pour j ∈ J− K. Alors z= z1+ z∞ convient,
ce qui prouve le lemme. �

Montrons l’existence d’un tel u:
Posonsλi = 0 pouri ∈ J. Si la famille{αi}i∈J⊔C est libre, l’existence deu ne pose aucun problème. SoitK ⊂ J ⊔C

tel que{αi}i∈K soit une sous famille libre maximale de{αi}i∈J⊔C. On peut alors trouveru tel queαi(u) = λi pouri ∈ K.
Si i ∈ (J ⊔C) \ K alorsαi est combinaison linéaire desα j , j ∈ K. Disonsαi =

∑
j∈K a jα j . En appliquant cette égalité

aux xn et en passant à la limite, on obtientλi =
∑

j∈K a jλ j . Doncαi(u) =
∑

j∈K a jα j(u) =
∑

j∈K a jλ j = λi . Ainsi, u
convient bien.

Montrons que g∈ F :
Pour montrer queg = u+ ~g ∈ FA0, il faut montrer que~g ∈ F . On a~g ⊂ F̄, et~g est l’intérieur de Vect(~g) ∩ F. Donc

~g est une des faces deF, d’après les hypothèses faites surF . En fait, la seule difficulté est de montrer que~g , ∅. On
va pour ce faire construire directement un point de~g à partir de la suite (xn).
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Pour toutn ∈ N, on peut choisirtn ∈ A0 un point d’un représentant dexn de sorte quetn ∈ F etαi(tn) →n→∞ ∞

pour touti ∈ I1. On a alorsαi(tn) → ∞ pour i dansI1 ⊔ N, αi(tn) → λi pour i ∈ C etαi(tn) = 0 pouri ∈ J. Alors le
lemme prouve l’existence d’un point de~g.

Conclusion :
En résumé, on dispose d’une famille génératrice (αi) deA∗0, indexée parI1 ⊔C ⊔ N ⊔ J, avec :
– αi(xn) = 0 pouri ∈ J.
– αi(xn) tend versλi pouri ∈ C.
– αi(xn) = ∞ pouri ∈ I1.
– αi(xn) tend vers∞ pouri ∈ N.
De plus~g = {x|αi(x) > 0, α j(x) = 0∀i ∈ I1 ⊔ N, j ∈ J ⊔C} et ~f = {x|αi(x) > 0, α j(x) = 0 ,∀i ∈ I1, j ∈ j ⊔ N ⊔C},

et donc~f ⊂ ~g.
Nous sommes donc exactement dans la situation de la proposition 3.2.4, et la suite (xn)n∈N tend vers [u+ ~g]A0. �

3.3 Structure du bord de Ā0

3.3.1 Prolongement des automorphismes

Pour que les automorphismes deA0 se prolongent en des homéomorphismes deA0, il est nécessaire de supposer que
F est stable par le groupe de Weyl vectorielWv (hypothèse (H7)), ce que nous ferons dorénavant. Un tel prolongement
est forcément unique puisqueA0 est dense dansA0.

Proposition 3.3.1.Soit w∈ W, et soit̃w :
A0 → A0[

f
]
A0
7→ [w( f )]A0

. Alors w̃ est un homéomorphisme bien défini de A0

qui prolonge w, c’est donc l’unique prolongement continu de w à A0.

Démonstration:
Si f = x + ~f ∈ FA0, alorsw( f ) = w(x) + ~w( ~f ) ∈ FA0 car ~w ∈ Wv préserveF . DoncW préserveFA0. On voit

également queW préserve la relation d’équivalence∼A0 doncw̃ est bien défini. Comme de plusw est bijectif surFA0,
on obtient que ˜w est bijectif.

Soit x = [ f ]A0 ∈ A0, etV( f ,U) un voisinage dex, montrons que ˜w−1(V( f ,U)) contient un voisinage de ˜w−1(x) =
[w−1( f )]. On calcule :w̃−1(V( f ,U)) = {[w−1(g)]|g ⊂ f + U} = {[g]|w(g) ⊂ f + U} = {[g]|g ⊂ w−1( f + U)}. Mais
w−1( f + U) = w−1( f ) + U doncw̃−1(V( f ,U)) = V(w−1( f ),U}, qui est un voisinage de ˜w−1(x). Doncw̃ est continue.

CommeA0 est compact (donc en particulier séparé), ˜west automatiquement fermée, c’est donc un homéomorphisme.
�

Bien entendu, l’action deWv sur
−→
A0 s’étend elle aussi de la même manière en une action par homéomorphismes

sur
⊔

~f∈F

−−→
A0, ~f . L’action affine et l’action vectorielle sont compatibles au sens suivant : siw ∈W envoieA0~f surA0~g, si

~w ∈Wv est sa partie vectorielle, alors~w envoie
−−→
A0~f sur

−−→
A0~g et ~w

|
−−→
A0~f

est bien la partie vectorielle dew|A0~f
.

3.3.2 Coeurs de ĉones

Pour faire le lien entre les cônes deF et les facettes de Weyl vectorielles, la notion du coeur d’un cône développée
dans ce paragraphe est utile. Il s’agit d’attacher à un cône deF une facette vectorielle, ou une partie de facette vecto-
rielle, qui le caractérise.

Dans un complexe de Coxeter abstrait, donc un complexe simplicial, sif est une facette, alorsf ∗ est le complexe
de Coxeter formé de toutes les facettesg supérieures àf . Pour définir la notion similaire dans le cadre de la réalisation
géométrique d’un immeuble abstrait, nous prenons les conventions suivante : si~δ ⊂ ~A est un cône inclus dans une
facette de Weyl, on appelléetoilede~δ dansA et~δ∗A (parfois juste~δ∗) l’union de toutes les chambres fermées contenant
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~δ. C’est un cône convexe fermé d’intérieur non vide. L’étoile de~δ a la propriété que tout mur coupant son intérieur
doit contenir~δ. De plus, siφ : A→ B est un isomorphisme alors~φ(~δ)∗B = ~φ(~δ∗A).

Si f = x+ ~f avec~f un cône inclus dans une facette de Weyl, on posef ∗A = x+ ~f ∗A.

Définition 3.3.2. Soit ~f ∈ F , soit Wv
~f
= StabWv( ~f ) le stabilisateur de~f . On poseδ( ~f ) := ~f

Wv
~f = {x ∈ ~f | ∀w ∈

Wv
~f
, w(x) = x} = ~f ∩ FixA0(W

v
~f
), c’est le coeur de~f .

Voici quelques propriétés simples du coeur d’un cône. Remarquons qu’on obtient des informations non triviales
sur les cônes deF , en particulier sur leurs stabilisateurs dansWv.

Proposition 3.3.3. Soit ~f ∈ F . Alors :

1. ∀w ∈Wv, δ(w. ~f ) = w.δ( ~f ).

2. δ( ~f ) est un cône vectoriel convexe non vide.

3. Si ~f , ~g ∈ F , alorsδ( ~f ) ∩ δ(~g) = ∅.

4. δ( ~f ) est inclus dans l’intersection des murs coupant~f , et Wv
~f

contient les réflexions par rapport à ces murs.

5. Wv
~f
= FixWv(δ( ~f )), c’est à dire qu’un élément de Wv stabilise~f si et seulement si il fixeδ( ~f ).

6. δ( ~f ) est inclus dans une facette de Weyl.

7. ~f ⊂ δ( ~f )∗.

8. (amélioration de 4.)δ( ~f ) est égal à l’intersection de~f et des murs coupant~f , et Wv
~f

est le sous groupe de

Coxeter engendré par les réflexions selon ces murs.

9. Si~g ∈ F et si ~f ⊂ ~g, alors il existe une facette de Weyl~h telle queδ( ~f ) ∪ δ(~g) ⊂ ~h.

Démonstration:

1. CommeWv
w~f
= wWv

~f
w−1, les points fixes deWv

w. ~f
sontw.FixA0(W

v
~f
). D’où δ(w. ~f ) = w. ~f ∩ w.FixA0(W

v
~f
) =

w.( ~f ∩ FixA0(W
v
~f
) = w.δ( ~f ).

2. L’ensemble des point fixes d’une application linéaire est un cône vectoriel convexe. Et~f aussi. Doncδ( ~f ) est
une intersection de cônes vectoriels convexe, c’en est donc un aussi. Soitz ∈ ~f . CommeWv

~f
est fini, on peut

définirg comme le barycentre de{w(z)|w ∈Wv
~f
}. Par convexité de~f , g ∈ ~f , et c’est un point fixe pourWv

~f
. Donc

δ( ~f ) , ∅.

3. Ceci est clair carδ( ~f ) ⊂ ~f .

4. Soit ~M un mur coupant~f , soitσ la réflexion selon~M. CommeF est stable parWv, σ( ~f ) ∈ F . Maisσ fixe au
moins un point de~f , donc ~f ∩ σ( ~f ) , ∅, doncσ( ~f ) = ~f etσ ∈Wv

~f
. Alors δ( ~f ) ⊂ Fix ~f (σ) = ~M ∩ ~f .

5. Soitw ∈ Wv. Si w ∈ Wv
~f

alorsw fixe δ( ~f ) par définition. Réciproquement, siw fixe δ( ~f ), alorsw fixe au moins

un point de~f , doncw( ~f ) = ~f (on a déjà fait ce raisonnement).

6. Il s’agit d’abord de prouver que pour tout mur vectoriel~M, δ( ~f ) est soit inclus dans~M, soit inclus dans un des
deux demi-appartements ouverts délimités par~M. Mais c’est une conséquence de la convexité deδ( ~f ) et du
quatrième point. Ensuite, d’après le point précédent, il suffit de vérifier que FixWv(δ( ~f )) = FixWv(~g), où~g est la
facette de Weyl contenantδ( ~f ). Ceci découle du fait queWv préserve l’ensemble des facettes de Weyl, et que si
w ∈Wv stabilise une facette, alors il la fixe.
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7. SoitC une chambre fermée coupant~f . Montrons queC contientδ( ~f ). Supposons par l’absurde qu’il existe
y ∈ δ( ~f ) \C. Soit x ∈ C ∩ ~f , alors [x, y] ⊂ ~f . Soitz tel queC ∩ [x, y] = [x, z]. On az , y cary < C. Alors z est
dans un mur~M qui bordeC et qui ne contient par [x, y]. Mais z ∈ ~f , donc ~M coupe~f , donc d’après le quatrième
point,δ( ~f ) ⊂ ~M. En particulier,y ∈ ~M, d’où [x, y] ∈ ~M, ce qui est une contradiction.

8. Notons~g la facette de Weyl contenantδ( ~f ). Alors Wv
~f
= FixWv(~g), c’est un sous groupe de Coxeter deWv,

engendré par les réflexions selon les murs contenant~g. Mais ces murs sont justement les murs coupant~f (utiliser
4.), d’où la seconde partie de 8. On sait alors de plus que~g est l’ensemble des points fixes deWv

~f
, et aussi

l’intersection des murs contenant~g. On obtient alors queδ( ~f ) = ~g∩ ~f puis queδ( ~f ) et l’intersection de~f et des
murs coupant~f .

9. Si ~f ⊂ ~g, alorsδ( ~f ) ⊂ ~g ⊂ δ(~g)∗, d’où le résultat. �

Lorsque~f ∈ F , ~f n’est pas forcement inclus dans une facette de Weyl. On peut néanmoins poser~f ∗ = δ( f )∗. Ceci
contient~f , par le point 7. de la proposition. On notera alors, sif ∈ FA0, f ∗ = s( f ) + ~f ∗.

Exemples :
– Dans le cas oùF = F ∅ est l’ensemble des facettes de Weyl de~A0, on aδ( ~f ) = ~f , pour tout~f ∈ F .

– Dans le cas oùF = F J comme dans 2.5, si~f est une facette admissible de~C0 detype I , alors par définition,
Wv

J∩I⊥ ⊂ Stab(J. ~f ). D’autre part, il est clair queWv
I = Stab(~f ) ⊂ StabJ. ~f . Il est facile de vérifier qu’en fait

Stab(J. ~f ) =Wv
I∪(J∩I⊥ . Dès lors, le coeur deJ. ~f est la facette de~C0 detypeI ∪ (J∩ I⊥). De manière plus générale,

si ~f est une facette admissible, alorsδ(J. ~f ) est la sous-facette de Weyl de~f de typeI ∪ (J ∩ I⊥).

– La figure 4 représente les coeurs des cônes de la décomposition du troisième exemple de 2.5.3. Les coeurs de
dimension 2 sont hachurés, ceux de dimension 1 sont en pointillé. Pour faciliter la lecture, la figure de gauche
rappelle cette décomposition en cônes.

Figure 4 – Les coeurs d’un autre exemple de décomposition en cônes.

Pour finir, définissons le coeur d’un cône affine :

Définition 3.3.4. Soit f = x+ ~f un cône affine. On définit alorsδ( f ) = x+ δ( ~f ), c’est le coeur de f .

Le coeur d’un cône affine est toujours caractéristique du cône :

Proposition 3.3.5. L’ensemble des coeurs de cône affine possibles est
{
x+ ~δ | x ∈ A0, ~δ ∈ δ(F )

}
. Et chacun de ces

coeurs est le coeur d’exactement un cône affine.
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Démonstration:
Il est évident que chacun desx + ~δ, pour x ∈ A0 et ~δ le coeur d’un cône vectoriel est le coeur d’un cône affine.

Étudions l’unicité. Supposonsδ( f ) = δ(g) avec f , g ∈ FA0. Commeδ( f ) et δ(g) sont des sous-cônes def et g, ils ne
contiennent pas de sous-espace vectoriel non trivial et ont donc chacun un unique sommet, tout commef etg. On peut
alors conclure, d’après la définition du coeur d’un cône, que le sommet def est aussi celui deδ( f ), de même pourg.
Commeδ( f ) = δ(g), on obtient que tous ces sommets sont égaux. D’oùδ( ~f ) = δ(~g), puis ~f = ~g d’après l’étude du cas
vectoriel, d’où enfinf = g. �

Définition 3.3.6. Soitδ ∈ δ(FA0) un coeur de cône dans A0. On appelle cône affine de A0 engendré parδ l’unique
f ∈ FA0 tel queδ( f ) = δ.

Voici quelques propriétés immédiates du coeur d’un cône affine :

Proposition 3.3.7. Soit f ∈ FA0. Alors :

– Siδ est un coeur tel que~δ ⊂ δ( ~f ) et δ ⊂ f , alors le cône engendré parδ est inclus dans f . Si~δ ⊂ δ( ~f ) et δ ⊂ f̄ ,
alors le cône engendré parδ est inclus dans̄f .

– Pour tout w∈W, w( f ) = f si et seulement si w fixeδ( f ).

3.3.3 Structure de complexe de Coxeter vectoriel sur une façade

Fixons un cône~f ∈ F . Dans ce paragraphe, on noteraF := A0~f la façade deA0 de typef . C’est un espace affine

dont l’espace directeur est~F =
−→
A0/Vect(~f ). On munit ~F du produit scalaire obtenu en l’identifiant avec (~f )⊥. Nous

commençons par étudier la structure de~F. Notonsp = pA0, ~f
la projection surF, et ~p :

−→
A0→ ~F sa partie vectorielle.

SoitMv l’ensemble (fini) des murs vectoriels contenant~f . Si ~M ∈ Mv, alorsp( ~M) est un hyperplan de~F. Nous

dirons que lesp( ~M), pour ~M ∈ Mv sont lesmursde ~F. La fonctionpMv :
Mv → {murs de~F}
~M 7→ p( ~M)

est injective, nous

permettant d’identifierMv à l’ensemble des murs de~F. Cet ensemble de murs fait de~F un complexe de chambres,
nous voulons prouver qu’il s’agit en fait d’un complexe de Coxeter. Il nous reste donc à trouver un groupe de Coxeter
agissant simplement transitivement sur l’ensemble des chambres de~F.

Rappelons que le groupeWv agit sur∪ ~f∈F ~A0~f et que le stabilisateur de~f estWv
~f
= {w ∈ Wv|w( ~f ) = ~f }. Pour

w ∈ Wv
~f
, on notep(w) l’application induite sur~F. Le groupep(Wv

~f
) préserveMv et le produit scalaire de~F, c’est le

candidat naturel comme groupe de Coxeter de~F. Montrons que c’est effectivement un groupe de Coxeter et qu’il agit
simplement transitivement sur l’ensemble des chambres de~F. On observe la suite exacte courte :

0→ FixWv
~f
( ~f⊥)→Wv

~f

p
→ p(Wv

~f
) → 0

D’après le paragraphe précédent,Wv
~f

est le fixateur dansWv deδ( ~f ), ou encore le fixateur de la facette de Weyl

contenantδ( ~f ). Choisissons une chambreC contenantδ( ~f ) dans son adhérence, soitS le système générateur deWv

formé des réflexions par rapport aux murs deC. Alors il existe I ⊂ S tel queWv
~f
= WI =< s|s ∈ I >. De plus,

I = {s ∈ S|s(δ( ~f )) = δ( ~f )}.

CommeWv préserve le produit scalaire sur
−→
A0, les éléments deWv

~f
stabilisent Vect(~f ) et (~f )⊥. Dans une base

adaptée, leurs matrices sont du typeMat(w) =

[
ψ(w) 0

0 φ(w)

]
, oùψ(w) est la matrice dew restreint à Vect(~f ) et φ(w)

est la matrice dew restreint à (~f )⊥, c’est aussi la matrice dep(w).
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Soit s ∈ I , s est diagonalisable et préserve les espaces Vect(~f ) et (~f )⊥. On peut donc choisir une base adaptée
comme précédemment en imposant en plus queψ(s) etφ(s) soient diagonales. Le spectre des est composé d’un seul
−1 et les autres valeurs propres sont 1, donc soitψ(s) est une réflexion etφ(s) = id, soit φ(s) est une réflexion et
ψ(s) = id.

NotonsI1 l’ensemble des réflexions deI se trouvant dans le premier cas, c’est-à-dire qui agissent sur~f et fixent
~f⊥. NotonsI2 l’ensemble des réflexions se trouvant dans le second cas, qui fixent~f et donnent une réflexion sur~f⊥.
Alors WI2 ⊂ FixWv( ~f ), WI1 ∩WI2 = {id}, et p|WI2

est injective. De plus, tout élément deWI1 commute avec tout élément
deWI2 et Wv

~f
=WI =WI1⊔I2 est engendré parWI1 et WI2.

Par conséquent,Wv
~f
≃WI1 ×WI2, avecWI2 ≃ FixWv( ~f ) ≃ p(Wv

~f
) (I1 et I2 sont deux parties disjointes du diagramme

de Coxeter de~A0). En particulier,p(Wv
~f
) est un groupe de Coxeter.

A présent, on vérifie que le complexe de chambres défini parMv sur ~F est isomorphe au complexe de Coxeter
WI2 .C. On dispose d’une fonctionWI2-équivariante deWI2 .C dans les chambres de~F : il s’agit de la fonctionpC qui a
une chambreD dansWI2 .C associe la chambre de~F contenantp(D).

Cette fonction est injective car les murs deWI2 .C contiennent tous les points fixes deWI2 donc en particulier~f ,
donc ce sont tous des éléments deM. Deux chambres distinctes dansWI2 .C sont donc séparées par un mur deMv,
elles donnent donc deux chambres distinctes dans~F.

Enfin vérifions quepC est surjective. Toutes les réflexions par rapport à un mur deMv sont des éléments deWI2.
Comme ces dernières agissent transitivement sur les chambre de~F et commepC estWI2-invariante, on obtient bien la
surjectivité.

Résumons :

Proposition 3.3.8.Soit ~f ∈ F , alors l’espace vectoriel directeur de la façade A0~f est muni d’une structure de complexe
de Coxeter où :

– les murs sont les hyperplans du type p( ~M) où ~M est un mur de~A0 contenant~f .
– le groupe de Coxeter est p(Wv

~f
) ≃ FixWv( ~f ) (isomorphe à WI2 avec les notations précédentes).

Si C est une chambre fermée contenantδ( ~f ), alors ce complexe de Coxeter est isomorphe àFixWv( ~f ).C, via l’applica-
tion pC : w.C 7→la chambre de~F contenant p(w.C).

Remarque:Ce complexe de Coxeter n’est pas forcément essentiel. Le cas extrême est atteint lorsque~f est une
droite, incluse dans une chambre. AlorsI = ∅, doncA0~f est trivial comme complexe de Coxeter, et pourtant il est de
dimension dim(I) − 1.

En fait,A0~f est essentiel⇔ FixA0(WI2) = Vect(~f ) ⇔ Vect(~f ) = Vect(Cl(~f )). En particulier,A0~f est essentiel si
~f est une réunion de facettes de Weyl.

Dans la décompositionWv
~f
≃ WI1 ×WI2, le premier facteur est donc le groupe de Coxeter de~F. Concernant le

deuxième facteur, on montre facilement le résultat suivant :

Proposition 3.3.9. Soit ~E le supplémentaire orthogonal deVect(δ( ~f )) dansVect(~f ), de sorte qu’en identifiant~F avec
~f⊥, on a ~A0 = Vect(δ( ~f )) ⊕ ~E ⊕ ~F, et la somme est orthogonale.

Alors les murs de~A0 contenantδ( ~f ) contiennent soit~E, soit ~F. On sait déjà que les premiers induisent les murs de
~F, les second définissent un complexe de Coxeter sur~E, dont le groupe de Coxeter est WI1. Ce complexe de Coxeter
est essentiel.

En terme de diagrammes de Dynkin, disons que siD est le diagramme deA0, I (qu’on identifie à un sous-
diagramme deD) est obtenu en enlevant les noeuds deD correspondant au type de la facette de Weyl contenant
δ( ~f ). Le diagramme obtenu est séparé en deux parties non reliées, le digrammeI1 de ~E et le diagrammeI2 de ~F. No-
tons que si le diagramme deAδ( ~f ) est connexe, alors~E ou ~F doit être trivial, c’est-à-dire sans mur, ce qui correspond
aux situations suivantes :
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– ~E trivial ⇔ I1 = ∅ ⇔ StabWv( ~f ) = StabWv(δ( ~f )) ⇔ ~f ⊂ Cl(δ( ~f )).
Commeδ( ~f ) = Cl(δ( ~f )) ∩ ~f , ceci équivaut en fait à~f = δ( f ) donc à~E = {0}.

– ~F trivial ⇔ I2 = ∅ ⇔ FixWv( ~f ) = {e} ⇔ Cl( ~f ) contient une chambre.

3.3.4 Structure de complexe de Coxeter affine sur une façade

A présent, soitM = {M mur deA0 | ~M ∈ Mv}. AlorsM est un ensemble discret d’hyperplans. Le sous-groupe
de W qui stabilise la façadeF = A0~f estW~f = {w ∈ W|~w ∈ Wv

~f
} = {w ∈ W|~w( ~f ) = ~f }. Ce sous-groupe contient

les symétries par rapports aux murs deM, il préserve la structure euclidienne deF et cet ensemble d’hyperplans. En
notantp(w) l’élément deIsom(F) induit parw, on voit donc quep(W~f ) agit surF en préservantM, et qu’il contient
les réflexions orthogonales par rapport aux hyperplans deM.

Ceci suffit à prouver queM définit un complexe de Coxeter affine surF, et quep(W~f ) contient le groupe de
Coxeter correspondant.

Définition 3.3.10. L’ensemble des facettes dēA0 est la réunion des ensembles de facettes de chacune de ses façades.

3.4 Compactification de chaque appartement

Soit A un appartement deI soitφ : A0 → A un isomorphisme et~φ :
−→
A0 → ~A sa partie linéaire. On notera encore

F l’ensemble des~φ( ~f ), ~f ∈ F . Comme deux isomorphismes entreA0 et A diffèrent d’un élément du groupe de Weyl
W, le choix deφ n’intervient pas dans cette définition. De la même manière, on notera encoreU l’ensemble des~φ(U),
U ∈ U, ou si l’on préfère, l’ensemble des voisinage de 0 dans~A stables parW(~A). Comme dans la partie précédente,
on définitFA l’ensemble des cônes affines deA, Ā le compactifié deA,

{
A~f |

~f ∈ F
}

l’ensemble des façades dēA,VA

la fonction qui à un cône deFA et un élément deU associe un voisinage dans̄A, le coeur d’un cône, etc...

Un isomorphismeψ : A
∼
−→ B entre deux appartements induit un isomorphisme entre chacun de ces objets pour

A et l’objet correspondant pourB. Il s’étend notamment en un unique homéomorphisme deĀ sur B̄, noté encoreψ.
Explicitement, on aφ([ f ]A0) = [φ( f )]A.

Pour toute façadeA~f deA, ψ induit une isométrie entreA~f et B~ψ( ~f ), cet homéomorphisme induit une bijection entre
les murs deA~f et ceux deB~ψ( ~f ), c’est donc un isomorphisme de complexes de Coxeter.

Dans la suite, on appellera isomorphismes d’appartements compactifiés les applications tellesφ qui sont des
homéomorphismes entre deux appartements compactifiés qui induisent sur chaque façade un isomorphisme de com-
plexe de Coxeter.

4 Quelques ŕesultats ǵenéraux sur les immeubles

Le but principal de cette section est de donner des critères permettant de s’assurer qu’une partie deI est incluse
dans un appartement.

Les résultats de 4.1 sont bien connus (voir [AB08] 3.137, 4.97, 4.101), nous en redonnons tout de même une preuve
pour faciliter la lecture et pour disposer d’un énoncé précis valable dans le cadre présent.

Ils sont vrais dans un immeuble quelconque, nous cesserons donc pour cette partie de supposerI affine. A défaut
d’une réalisation affine, il sera toujours possible d’utiliser la réalisation comme cône de Tits d’un complexe de Coxeter
Σ quelconque. Il s’agit d’un cône convexeC dans un espace vectoriel de dimension finieV dont le sommet est 0. Les
murs deΣ correspondent à des hyperplans vectoriels deV (qui rencontrent l’intérieur deC), les facettes sont des cônes
convexes de sommet 0, les facettes de dimensioni sont des cônes ouverts dans un sous-espace vectoriel de dimension
i (voir [Bou68] 4.6).

La notation〈 f 〉 pour une facettef dans un complexe de CoxeterΣ représentera l’intersection des murs deΣ qui
contiennentf . Si Σ est un complexe de Coxeter affine, identifié à sa représentation affine, alors〈 f 〉 = Aff( f ), et siΣ
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est un complexe de Coxeter quelconque identifié à son cône de Tits, alors〈 f 〉 = Vect(f ).

On rappelle d’abord quelques résultats classiques, sur lesquels s’appuie toute la suite :

Proposition 4.0.1.SoitI un immeuble, de système de Coxeter(W,S). Son système complet d’appartement est l’ensem-
ble des parties deI isomorphes au complexe de Coxeter de(W,S).

A partir de cette proposition, on montre le résultat fondamental suivant (voir [Ron89], théorème 3.6 page 31) :

Théorème 4.0.2.Soit Z un ensemble de chambre deI, isométrique pour la W-distance deI à une partie deΣ(W,S).
Alors il existe un appartement du système complet d’appartements deI contenant Z.

On note immédiatement deux conditions équivalentes à celle donnée par le théorème :

Corollaire 4.0.3. Soit Z un ensemble de chambres dansI. Les conditions suivantes sont équivalentes :
– Pour tout c, d, e∈ Z, δ(c, e) = δ(c, d)δ(d, e), oùδ est la W-distance deI.
– Trois chambres quelconques de Z sont incluses dans un même appartement.
– Il existe un appartement contenant Z.

Voici deux situations particulières où s’applique ce théorème :

Corollaire 4.0.4.
– Si Z est une galerie tendue (pas forcément finie), alors Z est contenu dans un appartement du système complet

d’appartements deI.
– Si D est un demi-appartement délimité par un mur M, et si c est une chambre deI dont une cloison est incluse

dans M, alors D∪ c est inclus dans un appartement du système complet d’appartements deI.

Enfin, voici une version assez générale du résultat parfois appelé≪ lemme fondamental des immeubles≫ :

Lemme 4.0.5.SoientΣ etΣ′ des complexes de chambres. On suppose que dansΣ′, toute cloison est dans au plus deux
chambres. Soit c une chambre deΣ et d une chambre deΣ′. Alors il existe au plus un morphisme de complexes de
chambres injectif deΣ dansΣ′ qui envoie c sur d.

En particulier, siΣ ⊂ Σ′ et c= d, un tel morphisme est forcément l’inclusion.

4.1 Parties closes dans un appartement

Voici quelques rappels sur la notion de partie close, principalement issus de [BT72] pour le cas affine. Pour le cas
général considéré ici, on peut se reporter à [Ré02] 5.4.3. On donne une preuve de deux résultats classiques, à savoir la
clôture de l’intersection de deux appartements et l’existence d’un isomorphisme entre deux appartements fixant leur
intersection dans le cas général où l’intersection des appartements ne contient pas forcément de chambre.

Définition 4.1.1. Une partie Z dans un appartement A est dite close si c’est une intersection de demi-appartements de
A. Si Z est une partie quelconque de A, on note ClA(Z) (ou juste Cl(Z)) et on appelle enclos de Z la plus petite partie
close contenant Z. C’est aussi l’intersection de tous les demi-appartements de A contenant Z.

Proposition 4.1.2. Si Z est la fermeture d’un ensemble E de chambres, alors Z est clos si et seulement si E contient
toutes les galeries minimales entre deux éléments de E.

Démonstration:
Le sens⇒ est clair. Pour l’autre sens, il s’agit de montrer que sic est une chambre deA qui n’est pas dansE,

alors il existe un mur séparantc de toutes les chambres deE.
Soit d1, ..., dk, c une galerie minimale deE à c. Alors d1 ∈ E et d2 < E. Soit M le mur entred1 et d2. Soite ∈ E, si M
séparaitd1 et e alors il existerait une galerie minimale entree et d1 passant pard2, ce qui impliquerait qued2 ∈ E, ce
qui est impossible. DoncM séparec et E. �
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Cette proposition permet une définition de la clôture dansI, pour des ensembles de chambres, cohérente avec la
précédente :

Définition 4.1.3. Un ensemble de chambres deI est dit clos s’il contient toutes les galeries minimales entre deux de
ses chambres. L’enclos d’un ensemble de chambres est le plus petit ensemble de chambres clos le contenant.

La proposition précédente prouve que siZ est un ensemble de chambres inclus dans un appartementA, alorsZ est
clos (au sens 4.1.3) si et seulement siZ̄ est clos dansA (au sens 4.1.1).

L’enclos d’une partie, même convexe, d’un appartement n’est pas toujours évidente. Par exemple dans un apparte-
ment de typeB̃2 on trouve facilement des parties convexes de toute dimension non nulle, dont l’enclos contient des
chambres qui n’ont aucun point en commun avec la partie de départ.

4.1.1 Projection

Pour étudier la clôture d’ensembles de facettes qui ne sont pas forcement l’adhérence d’un ensemble de chambre,
la notion de projection est très utile. Rappelons-en les principales propriétés.

Définition 4.1.4. SoitΣ un complexe de chambres, soient c et d deux simplexes deΣ. On appelle projection de d sur c
et on note projc(d) l’intersection des chambres finales de toutes les galeries minimales de d à c.

Proposition 4.1.5. SoitΣ un complexe de Coxeter, et c, d deux simplexes deΣ. Alors :
– projc(d) ⊂ Cl(c∪ d)
– Soit g la chambre terminale d’une galerie minimale de d à c, et soitM l’ensemble des murs contenant c et d.

Alors projc(d) est l’intersection de g et des murs deM.
– L’étoile de projc(d) est formée des chambres terminales des galeries tendues de d à c et des intersections de ces

chambres. Son groupe de Coxeter, c’est-à-direFixW(Σ)(projc(d)) est le groupe engendré par les réflexions selon
les murs deM.

– dim(pro jc(d)) ≥ dim(d) avec égalité si et seulement si c⊂ 〈d〉Σ.

Remarque:La dimension d’une facettef dans un complexe de CoxeterΣ est son nombre de sommet. Ceci coı̈ncide
avec la dimension de Vect(f ) dans le cône de Tits, et avec la dimension de Aff( f ) plus 1 dans une réalisation affine siΣ
est de type affine et irréductible. Dans le cas non irréductible, la représentation affine deΣ contient des polysimplexes
qui engendrent un espace de dimension moindre que leur nombre de sommets moins 1.
Cependant, la proposition est encore vraie dans ces cas si on remplace la dimension d’une facette par la dimension de
l’espace affine qu’elle engendre.

Démonstration:
Pour le premier point, soitM+ un demi-appartement délimité par le murM et contenantc et d. SoitΓ une galerie

minimale ded àc, siΓ n’est pas incluse dansM+, alors en la pliant le long deM on obtient une autre galerie minimale
ded à c qui elle est incluse dansM+. La chambre finale de cette galerie contient projc(d), d’où projc(d) ⊂ M+. Ceci
prouve que projc(d) ⊂ Cl(c∪ d).

Passons au second point. SoitΓ = g0, ..., gk une galerie tendue ded à c avecgk = g et k = d(c, d). Soit M ∈ M,
notonsσM la réflexion selonM. AlorsσM(Γ) est aussi une galerie minimale ded à c, donc projc(d) ⊂ g∧ σM(g) =
g∧ M. Nous prouvons ainsi que projc(d) ⊂ g∧

∧
M∈M M.

Pour montrer l’inclusion réciproque, il s’agit de prouver que toute galerie tendue ded àc se termine par une cham-
bre contenantg∧

∧
M∈M M. SoitΘ = h0, ..., hk une telle galerie. Il suffit de prouver que les murs séparantg dehk sont

dansM. Si N est un tel mur, il contientg∧ hk donc en particulierc. De plus, il ne peut couper niΓ ni Θ sans quoi on
pourrait réduire ces galeries par un pli le long deN. DoncN sépareg0 deh0, donc contientg0∧ h0, et en particulierd.
Ceci prouve queN ∈ M, et conclut la démonstration du second point.
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NotonsT l’ensemble des chambres terminales de galeries tendues ded à c. Notons aussiW′ le groupe engendré
par les réflexions selon un mur deM. Nous venons de voir que tout mur séparant deux chambres deT est dansM.
Nous avons vu juste avant queW′ stabiliseT . Ceci entraı̂ne queT = W′.g, et queT contient toutes les galeries ten-
dues entre deux de ses éléments. De plus, l’action deW′ surT est simplement transitive puisque celle deW(Σ) sur les
chambres deΣ l’est. SoitS′ l’ensemble des réflexions selon les murs deM bordantT . Si w ∈ W′, soitΛ une galerie
tendue deg àwg, elle est incluse dansT . Le premier mur qu’elle rencontre correspond à une réflexions ∈ S′, et alors
l(sw) < l(w). On prouve ainsi par récurrence queW′ est engendré parS′, c’est donc le sous-groupe parabolique de
W(Σ) correspondant à la chambreg et aux réflexionsS′. C’est donc le fixateur de la facette deg fixée parS′. Mais
FixΣ(S′) = FixΣ(W′) =

⋂
w∈W′ wg, c’est l’intersection des chambres deT , et par définition, c’est projc(d). Au final,

W′ = FixW(Σ)(projc(d)), etT =W′.g est l’ensemble des chambres de (projc(d))∗. Ceci prouve le troisième point.

Pour le dernier point, on considère la réalisation géométriqueC ⊂ V deΣ comme cône de Tits. SoitMg l’ensemble
des murs deM qui bordentg, ils correspondent à une famille d’hyperplans linéairement indépendants (au sens où
les formes linéaires les définissant sont indépendantes). Nous avons vu que projc(d) est l’intersection deg et des
murs deMg, d’où Codim(projc(d)) = Card(Mg) = Codim(

⋂
M∈Mg

M). Comme tous ces murs contiennentd, on a
d ⊂
⋂

M∈Mg
M, d’où dimd ≤ dim(

⋂
M∈Mg

M) = dim(projc(d).
Le cas d’égalité est atteint lorsque tous les murs contenantd contiennent également projc(d). On a alorsc ⊏

projc(d) ⊂ 〈d〉Σ. Réciproquement, sic ⊂ 〈d〉Σ, alors tous les murs contenantd contiennent aussic et donc sont dans
M. Au vu du point précédent,M est l’ensemble des murs contenant projc(d). On a donc〈d〉Σ = 〈projc(d)〉Σ d’où
dimd = dim(projc(d)). �

4.1.2 Les parties closes sont des complexes de chambre

Proposition 4.1.6. Une partie close dans un complexe de Coxeter est un complexe de chambre.

Démonstration:
Soit E une partie close dans un complexe de CoxeterΣ. Soit c un simplexe deE, choisissonsd un simplexe de

dimension maximale dansE. La proposition 4.1.5 montre que projc(d) est inclus dansE et est de dimension supérieure
à celle ded. Commed est de dimension maximale, les dimensions sont en fait égale, ceci prouve quec est inclus dans
un simplexe de dimension maximale.

Il reste à prouver qu’entre deux simplexes deE de dimension maximale existe une galerie dansE. Soientc et d
deux tels simplexes, on procède par récurrence sur la distance, dansΣ, entrec et d.

Si d(c, d) = 0, cela signifie quec et d sont inclus dans une même chambreC deΣ. Soit alorsc ∨ d la plus petite
facette deC contenantc et d, elle est incluse dans Cl(c, d) donc dansE. Commec et d sont de dimension maximales
dansE, on a dim(c∨ d) = dim(c) = dim(d), d’où c = c ∨ d = d. La galerie de longueur 0 formée uniquement de la
chambrec relie c à d.

Si d(c, d) > 0, soitΓ = g0...gk, k ≥ 1, une galerie tendue dansΣ ded àc. Commec a gk−1, le simplexeσ := c∧gk−1

est de codimension 1 dansc (c’est une cloison deE). Maintenant projσ(d) est une chambre deE adjacente àc et
strictement plus proche dansΣ ded quec. Ce qui conclut la récurrence. �

Le cas particulier d’une intersection de murs est intéressant, puisqu’on prouve alors qu’il s’agit d’un complexe de
chambre ”au plus mince” :

Lemme 4.1.7.Une intersection de murs dans un complexe de Coxeter est un complexe de chambres dans lequel une
cloison est incluse dans au plus deux chambres.

Démonstration:
SoitM un ensemble de murs dans un complexe de CoxeterΣ, etE leur intersection. En particulier, c’est une partie

close deΣ donc un complexe de chambres. Soitσ une cloison deE. On considère la réalisation géométriqueC comme
cône de Tits du complexe de Coxeterσ∗ formé des simplexes deΣ contenantσ. La facette minimale deσ∗ estσ, elle
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correspond à{0} dans le cône de Tits. Les chambres deE contenantσ correspondent à des demi-droites issues de 0.
Nous voulons montrer qu’il ne peut y avoir qu’au plus deux telles demi-droites.

Les demi-appartements deΣ contenantE soit contiennentσ∗ soit contiennentσ dans le mur qui les bordent et
induisent alors un demi-appartement deσ∗. Ceci prouve queE ∩ σ∗ est égale à l’intersection des demi-appartements
deσ∗ induits par les demi-appartements deΣ contenantE ∩ σ∗ et dont le bord contientσ. DoncE ∩σ∗ est une partie
close deσ∗. DansV, c’est l’intersection deC avec des demi-espaces, c’est donc un convexe. Donc sid est une chambre
deE contenantσ, alorsE ∩ σ∗ ⊂ Vect(d), en identifiantE ∩ σ∗ et d à leurs images dansV. Ainsi les chambres deE
contenantσ sont, dansV, des demi-droites issues de 0 incluse dans la droite Vect(d) : il n’y en a que deux possibles.�

Ce dernier résultat permet de prouver la caractérisation géométrique des parties closes suivante :

Proposition 4.1.8. SoitΣ un complexe de Coxeter,C ⊂ V sa réalisation comme cône de Tits dans l’espace vectoriel
V. Soit E un ensemble de facettes dont l’image dansC est fermée et convexe. Alors E est une partie close.

Remarque:
– Réciproquement, une partie close deΣ est clairement convexe et fermée dansC, et égale à une union de facettes.
– Ce résultat est encore vrai dans le cadre d’un complexe de Coxeter affine en remplaçant la réalisation comme

cône de Tits par la réalisation comme espace affine (et en remplaçant dans la preuve Vect(f ) par Aff( f ) ).

Preuve du lemme:
On identifieE à son image dansC. Soit f ⊂ E une facette de dimension maximale. Soitx ∈ f . Pour touty ∈ E, le

segment [x, y] est contenu dansE. Commef est une facette maximale deE, ce segment doit rester, au voisinage dex,
dansf . Donc [x, y] ⊂ Vect(f ). Ceci prouve queE ⊂ Vect(f ).

A présent, soitg ⊂ Vect(f ) une facette qui n’est pas incluse dansE, montrons qu’il existe un murM tel queE|Mg.
Soit x ∈ f , y ∈ g. CommeE est fermée, il existez ∈ [x, y] tel que [x, y] ∩ E = [x, z]. Quitte à déplacer le pointx
dansf , on peut supposer quez est dans une facetteh ⊂ Vect(f ) de dimension dim(f ) − 1. Il existe un murM tel que
h = M ∩ Vect(f ), vérifions queM convient. S’il existait un pointa ∈ E tel quex|Ma, alors le segment [a, z] serait
inclus dansE. Mais il existe au plus deux facettes de dimension dim(f ) incluses dans Vect(f ) et contenantzdans leur
adhérence, par le lemme 4.1.7. Or [x, z] et [a, z] coupent deux telles facettes distinctes. Ceci prouve qu’il y en a deux,
et qu’elles sont dansE. Mais ceci contredit la définition dez car l’adhérence de leur réunion contient un voisinage de
zdans Vect(f ) inclus dansE. �

4.1.3 Intersection de deux appartements

Proposition 4.1.9. L’intersection de deux appartements A et B est une partie close de A et de B.

Démonstration:
Soit f une facette maximale dansA∩ B, c’est à dire une facette qui n’est incluse dans l’adhérence d’aucune autre

facette incluse dansA∩ B. Montrons queA∩ B ⊂ 〈 f 〉A.
Soit g une facette dansA ∩ B. SoientΓA = a1, ..., ak et ΓB = b1, ..., bk deux galeries minimales def à g, l’une

dansA l’autre dansB (deux galeries minimales entre deux facettes ont forcément la même longueur). Soit∆ = (a1 =

d1, ..., dl = b1) une galerie minimale dea1 à b1 et Z un appartement la contenant. On aa1 ∧ b1 = f puisquef est une
facette maximale dansA∩ B, et toutes les chambres de∆ contiennentf .

Soit ρ = ρA,a1, ρ(ΓB) est une galerie minimale entref et g dansA. Si φ est l’isomorphisme deZ sur A fixant a1,
les murs séparanta1 et ρ(b1) sont les images parφ des murs deZ séparanta1 et b1. Si M est un tel mur,M ne sépare
pas f et g puisquef ⊂ M. Doncg ⊂ M, sans quoi une des galeriesΓA ou ρ(ΓB) traverseraitM et ne serait donc pas
minimale. Il reste donc à prouver que l’intersection de ces murs est〈 f 〉A, ou de manière équivalente, que l’intersection
des murs deZ traversés par∆ est〈 f 〉Z.

Soit S le système générateur du groupe de CoxeterW deZ formé par les réflexions selon les cloisons dea1. Soit
I ⊂ S le type de f , WI =< I > le fixateur def dansW. SoientM1, ..,Ml les murs traversés par∆, σ1, ..., σl les
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réflexions correspondantes, etU le groupe qu’elles engendrent. Il suffit de montrer queU = WI . Pour commencer,
σ1 ∈ I puisqueM1 est un mur dea1 et queσ1 fixe f . Notonss1 = σ1. Ensuite, on aσ2 = σ1 ◦ s2 ◦ σ1, avecs2 ∈ S.
On constate alors ques2 fixe f . En continuant ainsi jusqu’àσl , on constate queU =< s1, s2, s3, ..., sl > où lessi sont
des éléments deS qui fixent f , c’est à dire des éléments deI . Il ne reste plus qu’à prouver que chaque élément deI
apparaı̂t dans{s1, ..., sl}. Soit s ∈ I , supposons par l’absurde ques < {s1, ..., sl}. Soith la facette de typeI − {s}, c’est
une facette strictement plus grande quef , et elle est fixée par toutes lessi . Elle est donc fixée par toutes lesσi , mais
ceci entraı̂ne queh ⊂ a1 ∧ b1, et cela contredit l’hypothèse de maximalité surf .

Nous avons ainsi prouvé queA∩ B ⊂ 〈 f 〉A. On peut conclure par récurrence sur la longueurl de∆.
Si l = 0, alors f est une chambre. Il est alors bien connu que dans ce cas,A∩ B est l’adhérence d’un ensemble de

chambres, et que toute galerie minimale entre deux chambres deA∩ B est incluse dansA∩ B. DoncA∩ B est clos.
Si l > 0, utilisons le corollaire 4.0.4 pour trouver un appartementA1 contenant un demi-appartement deA délimité

pard1 ∧ d2 ainsi qued1 et d2. Cet appartement contient le mur deA définit pard1 ∧ d2, il contient donc en particulier
〈 f 〉A, doncA∩ B. DoncA∩ B = (A∩ A1) ∩ (B∩ A1). Par hypothèse de récurrence,A∩ A1 et A1 ∩ B sont deux parties
closes deA1, donc (A∩ A1) ∩ (B∩ A1) est close dansA1. Mais il existe un isomorphisme deA1 surA qui fixe A∩ A1,
donc en particulier (A∩ A1) ∩ (B∩ A1), ce qui conclut la preuve. �

4.1.4 Isomorphisme entre deux appartements

Proposition 4.1.10. Soient A et B deux appartements, alors il existe un isomorphismeφ : A
∼
−→ B fixant A∩ B. De

plus, siψ : A
∼
−→ B est un isomorphisme fixant une facette de dimension maximale de A∩ B, alorsψ fixe A∩ B.

Démonstration:
Par 4.1.9 et 4.1.6,A∩ B est un complexe de chambre. Soitd une chambre deA∩ B. SoientC et D des chambres

deA et B, respectivement, contenantd. SoitZ un appartement contenantC∪D. En composant un isomorphisme deA
surZ fixantC puis un isomorphisme deZ surB fixant D, on obtient un isomorphismeφ : A

∼
−→ B fixant d. Montrons

queφ fixe A∩ B.
Le dernier point de la proposition 4.1.5 montre queA ∩ B ⊂ 〈d〉A et A ∩ B ⊂ 〈d〉B. Or φ(〈d〉A) = 〈d〉B, d’où

φ(A∩ B) ⊂ 〈d〉B. Comme〈d〉B est un complexe de chambre ”au plus mince”, par 4.1.7, et queφ induit un morphisme
injectif entreA∩ B et 〈d〉B le ”lemme fondamental des immeubles” 4.0.5 montre queφ fixe A∩ B. �

4.2 Chemińees

La notion de cheminée permettra d’utiliser pleinement le théorème 4.5.2 (ci-dessous). Nous en donnons ici une
définition ainsi que les propriétés élémentaires. On suppose dorénavant queI est affine.

Lemme 4.2.1.Soit A un appartement, c une facette de A,~f une facette de~A. Alors les points de Cl(c + ~f ) restent à
distance bornée de c+ ~f . De plus, si d est une autre facette de A,~g une autre facette de~A telles que Cl(d+~g) ⊂ Cl(c+ ~f ),

alors~g ⊂ ~f .

Preuve du lemme:
Soit {αi}i∈I⊔J des formes affines surA telles que{~αi}i∈I⊔J soit une base du système de racines de~A avec ~f = {~αi >

0, : ~α j = 0, i ∈ I , j ∈ J} et telles que les murs deA de direction kerαi sont lesα−1
i ({n}) pourn ∈ Z. Alors :

c+ ~f ⊂ {αi > in fc(αi), α j ∈ α j(c), i ∈ I , j ∈ J} ⊂ {αi ≥ ni , : α j ∈ [n j,mj ], i ∈ I , j ∈ J}

en appelant, pouri ∈ I ⊔ J, ni la partie entière de infc(αi) et pour j ∈ J, mj le plus petit entier supérieur à supc(α j).
Le troisième ensemble est une intersection de demi-appartements donc une partie close, donc contient Cl(c+ ~f ).

Il est de plus égal àb+ ~f avecb = {αi = ni , α j ∈ [n j,mj ]}. Comme{~αi}i∈I⊔J est une base de~A∗ et qu’elle reste bornée
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surb, on déduit queb est borné. Maisc est également borné, on voit alors facilement que les points deb+ ~f sont à
distance bornée dec+ ~f . Et ceci reste en particulier vrai pour les points de Cl(c+ ~f ).

Maintenant si~g 1 ~f , cela signifie qu’il existe~v ∈ ~g \ ~f . Alors d(~v, ~f ) > 0. Pourx un point ded, les points de la
formex+λ~v sont dans Cl(d+~g) et peuvent être rendus arbitrairement éloignés dec+ ~f , carc est borné. Ceci contredit
que Cl(d+ ~g) ⊂ Cl(c+ ~f ). �

Définition 4.2.2.
– Une cheminée dans un appartement A est une partie de A de la forme R= Cl(c + ~f ), où c est une facette de

A et ~f une facette de~A. La facette~f est uniquement déterminée par R d’après le lemme 4.2.1, on l’appelle la
direction de R.

– Soient R et R′ deux cheminées. On dira que R′ est une sous-cheminée de R lorsque R′ ⊂ R. On dira que R′ est
une sous-cheminée pleine, abrégé en scp, lorsque de plus R et R′ ont la même direction etAff(R) = Aff(R′).

On abrège de la même manière sous-cheminée pleine et sous-cône parallèle, mais les deux notions ont à peu près
le même sens, l’une dans le cadre des cônes affines et l’autre dans le cadre des cheminées.

Proposition 4.2.3.Soit R= Cl(c+ ~f ) une cheminée dans A, soit d une facette de A incluse dans R. Alors Cl(d+ ~f ) ⊂ R,
c’est donc une sous-cheminée de R.

Démonstration:
Soit D un demi-appartement deA contenantR, montrons qu’il contientd+ ~f . Ceci n’est pas tout à fait évident car

d, et doncd + ~f n’est pas forcément incluse dansc+ ~f . Soitα ∈ A∗, k ∈ Z tels queD = D(α, k) = {x ∈ A|α(x) ≥ k}.
Nous savons déjà qued ⊂ R ⊂ D. Soit~v ∈ ~f , x ∈ d, montrons quex + ~v ∈ D. Dans le cas contraire, nous aurions
α(x) ≥ k etα(x+~v) < k, d’où~α(~v) < 0. Choisissons alors un point quelconquey ∈ c, on auraα(c) ≥ k carc ⊂ D, mais
α(c+ λ~v) < 0 pourλ un réel assez grand. ceci contredit le fait quec+ ~f ⊂ D. Doncx+ ~v ∈ D. �

Le lemme suivant permet dans certains cas de se ramener à des cheminées dont la base est une chambre.

Lemme 4.2.4.Soit R= Cl(x+ ~f ) une cheminée. Soit c une chambre dont l’adhérence contient x, et R1 = Cl(c+ ~f ).
Alors toute sous-cheminée pleine de R1 contient une sous-cheminée pleine de R.

Preuve du lemme:Soit R′1 = Cl(y + ~f ) une scp deR1. Le côney + ~f ∗ contient une scpR′ deR, et pour montrer

queR′ ⊂ R′1, il suffit de prouver qu’aucun mur dont la direction contient~f ne sépare strictementR deR′1. Soit M un

tel mur. CommeR et R′1 sont deux parties incluse dansR1 = Cl(c+ ~f ), si M sépare strictementR deR′1, alorsM doit

séparer strictement deux parties dec+ ~f . Mais c’est impossible pour un mur dont la direction contient~f . �

Définition 4.2.5. Soit R= Cl(c+ ~f ) une cheminée. Une demi-droite caractéristique de R est une demi-droiteδ dont
l’extrémité est dans c et dont la direction est incluse dans~f (en particulier,δ ⊂ R).

Remarque:Si δ est une demi-droite, alors Cl(δ) est une cheminée dontδ est caractéristique.

Proposition 4.2.6. Soit R= Cl(c+ ~f ) une cheminée dans un appartement A. Soitδ une demi-droite caractéristique de
R. Alors :

– R= Cl(δ)
– Aff(Cl(δ)) est l’intersection des murs contenantδ
– Siδ′ est une demi-droite incluse dansδ, alors Cl(δ′) est une scp de R.

31

te
l-0

04
97

96
1,

 v
er

si
on

 1
 - 

6 
Ju

l 2
01

0



Démonstration:
Pour le premier point, la proposition 4.2.3 prouve que Cl(δ) ⊂ R. Pour montrer l’autre inclusion, soitD = D(α, k)

un demi-appartement contenantδ, montrons qu’il contientR. Soit x le sommet deδ, ~δ sa direction, de sorte que
δ = x + ~δ. Le fait quex est dansc prouve queD contientc. Et le fait queD contient une demi droite dirigée par~δ
prouve queα(~δ) ⊂ [0,∞[. Mais~δ est inclus dans~f , etα est une racine, d’oùα( ~f ) ⊂ [0,∞[. On obtient alorsc+ ~f ⊂ D,
d’où R⊂ D.

Pour prouver le second point, soitMδ l’ensemble des murs contenantδ. Soit M ∈ Mδ, alorsδ est dans les deux
demi-appartements délimités parM, donc Cl(δ) est dans l’intersection de ces deux demi-appartements, c’est-à-dire
dansM. Ceci prouve que Aff(Cl(δ)) ⊂

⋂
M∈Mδ

M.
Pour l’inclusion réciproque, comme la répartition des murs deA est discrète, il existex ∈ δ qui n’est inclus dans

aucun autre mur que ceux deMδ. Soit ǫ la distance minimale entrex et un mur n’appartenant pas àMδ, on aǫ > 0
encore par la répartition discrète des murs. Alors la boule dans

⋂
M∈Mδ

M de centrex et de rayonǫ est incluse dans
Cl(δ), ce qui prouve que

⋂
M∈Mδ

M ⊂ Aff(Cl(δ)).

Enfin pour le troisième point, il faut montrer que Aff(Cl(δ)) = Aff(Cl(δ′)). Ceci provient directement du point
précédent. �

Remarque:Guy Rousseau définit les cheminées comme l’enclos dansA d’une demi-droite, et d’un germe de seg-
ment de même origine. Dans le cas d’un immeuble où les murs sont répartis de manière discrète, c’est une définition
équivalente au vu de la proposition qui précède.

Ainsi, une cheminée peut-être caractérisée par une demi-droite. Nous allons maintenant voir qu’une demi-droite est
incluse dans une galerie tendue, ce qui permettra de ramener les raisonnements sur les cheminées à des raisonnement
sur les galeries tendues.

Proposition 4.2.7. Soitδ une demi-droite et s son origine, ouδ un segment et s une extrémité deδ. Alors pour toute
chambre c0 contenant s dans son adhérence, il existe une galerie tendue commençant par c0 contenantδ dans son
adhérence. De plus, l’adhérence de toute chambre ou cloison de cette galerie rencontreδ.

Démonstration:
SoitM l’ensemble fini des murs contenantδ. Soit E l’intersection de tous les demi-appartementsD(M, c0) pour

M ∈ M. La demi-droiteδ est incluse dansE. Elle est découpée en segments d’intérieur non vide (pour la topologie
induite surδ), et chacun de ces segments est inclus dans une unique chambre fermée incluse dansE. En effet, si un
tel segment est inclus dans deux chambres, alors il existe un murM séparant ces chambres et contenant ce segment.
Comme le segment est d’intérieur non vide,M contientδ, doncM ∈ M, donc au plus une des deux chambres est dans
E. Soient (Ik)k∈N ces segments, rangés de manière que le sommet deδ soit dansI0 et que∀k, Ik ∩ Ik+1 , ∅. Soient
(ck)k∈N les chambres correspondantes,c0 est bien la chambre donnée dans l’énoncé. Pourk ∈ N, soitΓk une galerie
minimale entreck et ck+1. C’est une galerie incluse dansE carE est clos. On définit enfinΓ comme la concaténation
desΓk auxquels on a retiré leurs dernières chambres, c’est à direck+1, pour éviter qu’elles n’apparaissent deux fois de
suite. Cette galerie contient bienδ, il reste à vérifier qu’elle est tendue.

Remarquons pour commencer que puisqueΓ ⊂ E, les murs deM ne séparent pas les chambres deΓ. Supposons
qu’il existe un murM coupant deux foisΓ, entred1 et d2 puis entree1 et e2. Il existek et l tels qued1 ∪ d2 ⊂ Γk et
e1∪e2 ⊂ Γl . Toutes les chambres deΓk contiennent dans leur adhérence le point deIk∩ Ik+1, doncM contient aussi ce
point. De mêmeM contient le point deI l ∩ I l+1. Mais M ne peut contenir deux points distincts de∆ sans contenir∆,
donck = l. Alors M coupeΓk deux fois, mais c’est impossible puisqueΓk est une galerie minimale. �

4.3 Inclusion d’une partie d’appartement et d’une chambre dans un appartement

On suppose dorénavantI munit de son système complet d’appartements.
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Considérons une galerie tendueΓ = c1, ..., cn de longueurn. Soit A1 un appartement contenantc1, le but est
d’étudier quelles parties deA1 sont incluses dans un appartement contenant égalementcn. On peut supposer quec2

n’est pas dansA1. Soit M1 le mur deA1 contenant la cloisonc1 ∧ c2. Alors d’après le corollaire 4.0.4, chacun des
deux demi-espaces deA1 délimités parM1 est inclus dans un appartement contenant égalementc2. Soit A2 un tel
appartement contenant un demi-appartement deA1 etc2. On définitM2 comme étant le mur deA2 contenant la cloison
c2∧ c3. Alors chacun des demi-appartements deA2 peut être inclus dans un appartement contenantc3. Mais ces demi-
appartements contiennent en quelque sorte des quarts d’appartement deA1. En continuant ainsi jusqu’au bout de la
galerieΓ, on prouve la :

Proposition 4.3.1.Soit A un appartement et c une chambre. Soit n la longueur minimale entre une chambre de A et c.
Alors il existe un découpageP ⊂ P(A) de A en2n parties fermées, (certaines pouvant être vides) tel que :

– P est obtenu en coupant A en deux le long d’un mur, puis en coupant chacun des demi-appartements obtenus
encore en deux le long d’autres murs, et en répétant cette opération encore n− 2 fois

– chaque élément deP est inclus dans un appartement contenant également c.

Remarque:Cette proposition est vraie dans un immeuble quelconque.

Voici deux résultats qui seront très utiles par la suite directement obtenus grâce à cette proposition.

Corollaire 4.3.2.
– SoitΓ = c0, c1, ... une galerie tendue infinie. Soit d une chambre deI. Alors il existe n0 ∈ N et un appartement

A contenant d et tous les ci pour i ≥ n0.
– Soit f une facette de quartier, et c une chambre. Alors il existe un scp de f qui est inclus dans un appartement

contenant également c.

Démonstration:Il suffit de remarquer que siA est un appartement contenantΓ, si M est un mur deA alors un des
deux demi-appartements deA définis parM contient tous lesci à partir d’un certain rang, car une galerie tendue ne
peut être coupée deux fois par un même mur. Et de la même manière, siA contient f , alors un des demi-appartements
définis parM contient un scp def . �

Nous voulons maintenant préciser la proposition 4.3.1, en déterminant certaines zones deA qui seront obligatoire-
ment incluses dans un élément de la partitionP. Pour cela, il s’agit d’identifier des parties deA qui ne seront jamais
coupées par un mur ”séparantA dec”. Commençons par donner un sens précis à ceci :

Proposition 4.3.3.Soit A∈ A, soitΓ = (ci)i∈I une galerie tendue telle que c0 ∈ A, avec I un intervalle deN contenant
0. Soit Z un appartement contenantΓ, et φ : Z

∼
−→ A un isomorphisme fixant c0. Soitβ une partie de A, connexe,

contenant c0, telle qu’aucunφ(M) pour M un mur de Z traversé parΓ ne sépare strictement deux points deβ.
Alors il existe un appartement contenant Cl(β) ∪ Γ.

Démonstration:
On construit par récurrence une suite d’appartements (Yi)i∈I telle que pour touti ∈ I , on aitβ∪c0∪c1∪ ...∪ci ⊂ Yi .
Pouri = 0, Y0 = A convient. Supposons à présentYi construit, aveci ∈ I tel quei + 1 ∈ I . Soit Mi le mur deYi

contenantci ∧ ci+1. Si nous prouvons queMi ne coupe pasβ alors ceci entraı̂nera queβ ∪ c1 ∪ ... ∪ ci ⊂ D(Mi , ci), et
le corollaire 4.0.4 prouvera l’existence d’unYi+1 convenable.

Supposons par l’absurde queMi rencontreβ. Soitχi : Yi
∼
−→ A l’isomorphisme fixantβ (il est unique carβ contient

la chambrec0). Alors χi(Mi) rencontreβ. Maisχi(Mi) = φ ◦ ψi(Mi), ouψi : Yi
∼
−→ Z est l’isomorphisme fixantc0. Et

ψi(Mi) est un mur deZ coupantΓ. Ceci contredit les hypothèses, et prouve donc l’existence deYi+1.
ChaqueYi contient en fait Cl(β), carA∩Yi est une partie close. Et Cl(β) est égal à l’adhérence de l’ensemble de ses

chambres car il contient une chambre. A présent, pour tout triple (c, d, e) de chambres incluse dans Cl(β) ∪ Γ, il existe
Yi contenantc∪ d∪e. Ceci prouve, en utilisant le corollaire 4.0.3 l’existence d’un appartementY contenant Cl(β)∪Γ.
�

Passons à présent à quelques situations particulières où s’applique ce résultat.
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Définition 4.3.4. Soit A un appartement et~δ un cône inclus dans une facette de~A. Soitδ = a+ ~δ un cône de direction
~δ. On appelle base deδ, et on note b(δ) l’intersection deδ et des demi-appartements contenant un voisinage de a pour
la topologie induite surδ.

Cette définition est indépendante de l’appartementA contenantδ choisi. De plus, comme les murs deA sont répartis
de manire discrète,b(δ) contient un voisinage dea pour la topologie induite surδ. En particulier, la base deδ contient
une base affine de AffB(δ), pour tout appartementB contenantδ. Dis autrement, AffB(b(δ)) = AffB(δ). Enfin,b(δ) est
inclus dans une facette deA.

Remarque:Cette définition sera réutilisée en 6 pour définir la topologie sur l’immeuble compactifié.

Proposition 4.3.5. Soit A un appartement,~δ une facette de~A non triviale, a∈ A, on noteδ := a+ ~δ. Soit b la base de
δ. Soit B un autre appartement contenant b, etψ : A

∼
−→ B un isomorphisme fixant b. Soit x une facette de B incluse

dans a− ~ψ(~δ∗A) et telle qu’aucun mur dont la direction contient~δ ne sépare strictement a de x.

Alors pour toute chambre~C ⊂ ~A incluse dans~δ∗A, il existe un appartement Z contenant(a+ ~C) ∪ {x}.
En particulier, pour tout point t deδ∗A, il existe un appartement contenant t, a et x.

Remarque:
– ψ(δ) et ~ψ(~δ) sont indépendants du choix deψ.
– Commeb ⊂ A∩ B contient une base affine deδ, on a en fait~δ ⊂ ~A∩ ~B. Cependant, pour les démonstrations de

cette sous-partie, il me parait plus clair de ne pas faire cette identification, c’est-à-dire de distinguer~δ de~ψ(~δ).
– Dans la suite, on pourra noter−δ = a−~δ le cône opposé àδ, et de manière générale sif est un cône ne contenant

pas de droite,− f = s( f ) − ~f .

Démonstration:
Soitc0 une chambre deA, coupanta+ ~C et dont l’adhérence contientb. SoitΓ = c0, ..., ck une galerie tendue entre

c0 et x. Si Z est un appartement contenantΓ, etψZ : A
∼
−→ Z un isomorphisme fixantb, alorsx est une facette deZ, les

seuls murs deZ dont la direction contient~ψZ(~δ) et qui séparenta dex contiennenta ou x, et enfinx ∈ −ψZ(δ)∗. On est
ainsi ramené au cas où l’intersection des deux appartements considérés contient la chambrec0.

Soitβ = (a+ ~C) ∪ c0, c’est un connexe contenantc0, il faut maintenant vérifier que pour tout murM deΓ, ψ−1
Z (M)

ne coupe pasβ. Soit M un tel mur. Alorsψ−1
Z (M) sépare strictementc0 et x, donc coupe−δ∗. Si en plusψ−1

Z (M) coupe

β alors il coupea+ ~C donc en particulier l’intérieur deδ∗. Ceci implique~δ ⊂
−−−−−−→
ψ−1

Z (M) puis~δ ⊂ ~M. Mais alorsx ⊂ M
oua ∈ M. Le premier cas est exclus carM sépare strictementx dec0. Quand au second cas, il impliqueδ ⊂ M, ce qui
empêche queM coupea+ ~C. �

Dans la variante suivante de ce résultat, on veut obtenir un appartement contenantδ∗ ∪ x. Pour cela on peut
renforcer l’hypothèse sur les murs dont la direction contient~δ, en imposant par exemple que les seuls murs séparant
b de x contiennentx. Cependant, nous nous contenterons de l’hypothèsex ⊂ −ψ(δ), qui présente l’avantage qu’en
poussant un tout petit peu le raisonnement, on arrive à trouver un appartement contenant non seulementx, mais en fait
δ∗ ∪ −ψ(δ). Ceci donne le résultat :

Proposition 4.3.6. Soient A,δ, a, b, B,ψ comme précédemment.
Alors il existe un appartement contenantδ∗A ∪ −ψ(δ)

Démonstration:
On commence, comme pour la preuve précédente, par se ramener au cas oùA∩ B contient une chambre. Soientc

et d deux chambres contenantb, incluses respectivement dansA et B. SoitΛ = d, d1, ..., dk, c une galerie entred et c.
En utilisantk + 1 fois le corollaire 4.0.4, on trouve une suiteB0 = B, B1, ..., Bk+1 d’appartements tels quedi ⊂ Bi (en
notantd0 = d et dk+1 = c) et tels queBi ∩ Bi+1 contient un demi-appartement délimité par le murMi deBi contenant
di ∧ di+1. Or ce mur contientb, on vérifie alors par une simple récurrence que pour touti, Mi contient−ψ(δ). Soit
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Z = Bk+1 : cet appartement contient−ψ(δ) et une chambrec deA∩ Z. Soitφ : Z
∼
−→ A fixantc, alors−ψ(δ) = −φ−1(δ).

Soit l une demi-droite dansZ passant para, dont la direction est intérieure à−~φ−1(~δ), et dont l’origine est dansb.
Elle est donc incluse dans−ψ(δ) ∪ b. SoitΓ = (ci)i∈N une galerie tendue le long del, donnée par la proposition 4.2.7
telle quec0 = c. Soitβ = Cl(c0∪ δ

∗
A) ⊂ A. Pour pouvoir appliquer la proposition 4.3.3, il nous reste à prouver que pour

tout murM traversé parΓ, φ(M) ne coupe pasβ.

Soit M un tel mur, il coupel sans la contenir, donc~l 1 ~M, d’où ~φ−1(~δ) ∩ ~M = ∅ et ~M ne peut couper~φ−1(~δ∗).
Notons ~M+ et ~M− les deux demi-appartements de~Z délimités par ~M en choisissant~φ−1(~δ∗) ⊂ ~M+. SoientM+ et
M− les demi-appartements deZ correspondants, nous avons alorsc0 ⊂ M+. Passons du côté deA : nous savons que
c0 ⊂ φ(M+) et~δ∗ ⊂ ~φ( ~M+). Doncβ ⊂ Cl(c0 + ~δ

∗) ⊂ φ(M+). Ainsi, φ(M) ne coupe pasβ.
D’après la proposition 4.3.3, il existe un appartementY contenantβ∪ Γ. Alors l ⊂ Y∩ Z d’où Cl(l) ⊂ Y∩ Z. Mais

Cl(l) ⊃ −φ−1(δ) : c’est une conséquence de la proposition 4.2.6 (en fait Cl(l) est égal à la cheminée ClZ(b− ~φ−1(~δ))).
Comme−φ−1(δ) = −ψ(δ), la proposition est prouvée. �

4.4 Rétractions par rapport à deux chambres adjacentes

Nous étudions ici comment change une rétraction lorsqu’on remplace la chambre de base par une chambre adja-
cente.

Proposition 4.4.1. Soient c1 et c2 deux chambres adjacentes dans un appartement A. Soit f la cloison c1 ∧ c2 et M le
mur de A contenant f ,σ la réflexion selon M. Soient encoreρ1 = ρc1,A etρ2 = ρc2,A. Alors pour toute chambre d⊂ I,

– ρ2(d) = ρ1(d) ou bienρ2(d) = σ ◦ ρ1(d).
– Siρ1(d) est du même côté de M que c1 alorsρ2(d) = ρ1(d).
– Siρ1(d) est du même côté de M que c2 alors les deux possibilités peuvent survenir, et on aρ2(d) = ρ1(d) si et

seulement si c1 est dans l’enclos de d et c2.

On peut aussi énoncer un résultat un peu moins précis mais plus clair :

Corollaire 4.4.2. On reprend les hypothèses de la proposition. Alorsρ2(d) = ρ1(d) si et seulement si il existe un
appartement contenant c1, c2 et d.

Remarque:Le sens⇐ du corollaire est de toute façon une conséquence directe de la définition d’une rétraction.

Démonstration:
Soit B un appartement contenantc1 et d, soitφ : B→ A l’isomorphisme fixantc1. Alors ρ1(d) = φ(d).
Si ρ1(d) est du même côté deM quec1 alorsd est du même côté deφ−1(M) quec1. En vertu du corollaire 4.0.4, il

existe un appartementZ contenantd, c1 et c2, ce qui prouve queρ1(d) = ρ2(d).

Dans l’autre situation, appelonsc′2 la chambre adjacente àc1 le long def dansB. Cette chambrec′2 est donc dans
l’enclos dec1 et ded. Si c′2 = c2 alorsc1, c2 et d sont dans un même appartement, d’oùρ1(d) = ρ2(d) et c2 est bien
dans l’enclos dec1 et ded. Il ne reste donc qu’à vérifier que sic2 , c′2 alorsρ2(d) = σ ◦ ρ1(d) et c′2 n’est pas dans
l’enclos dec1 et d. Le deuxième point est prouvé car nous disposons d’un appartement,B qui contientc1 et d, mais
pasc2 sans quoi il y aurait trois chambres contenantf dansB.

Pour prouver le premier point, constatons que la formuleρ2(x) = σ ◦ ρ1(x) est vraie lorsqued = c′2. Soit B+ le
demi appartement délimité parφ−1(M) et contenantc′2, donc égalementd. Par le corollaire 4.0.4, il existe un autre
appartementB′ contenantB+ et c2. Si φ′ : B′ → A est l’isomorphisme correspondant, alorsρ2(d) = φ′(d) et l’égalité
ρ2(c2) = σ ◦ ρ1(c2) devientφ′(c2) = σ ◦ φ(c2). Restreignonsσ ◦ φ et φ′ à B+ : nous obtenons deux morphismes de
complexe de chambre injectifs deB+ dansA, qui coı̈ncident enc2. CommeB+ est convexe, ceci entraı̂ne queφ′ et
σ ◦ φ coı̈ncident surB+. �
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4.5 Inclusion de deux galeries tendues dans un appartement

4.5.1 Le théorème

Définition 4.5.1. SoitΓ = (ci)i∈I une galerie. Une sous-galerie deΓ est une galerie obtenue en enlevant un nombre
fini de chambres àΓ. Dans le cas où I= N et oùΓ est tendue, une sous-galerie deΓ est donc de la forme(ci)i≥i0 pour
un i0 ∈ N.

Théorème 4.5.2.SoientΓ = (ci)i∈N et∆ = (di)i∈N deux galerie tendues. Alors il existe une sous-galerie deΓ et une
sous-galerie de∆ qui sont incluses dans un même appartement.

Démonstration:

Notations :
Soit A un appartement contenantΓ. Pouri ∈ N, soitρi = ρci ,A, Mi le mur deA entreci et ci+1, σi la réflexion selon

Mi , de sorte que pour touti et pour toute chambrec deI, on a en vertu de la proposition 4.4.1ρi+1(c) = ρi(c) ou
ρi+1(c) = σi ◦ ρi(c). Remarquons que par continuité deρi+1, la même formule s’applique pour le calcul deρi+1 pour
deux chambres adjacentes, sauf dans le cas où ces deux chambres sont projetées parρi sur des chambre adjacentes à
Mi .

Choisissons un point spécial 0 pour identifierA et ~A. Quitte à réduireΓ, cette galerie est incluse dans une cham-
bre vectorielleC. Grâce à la proposition 4.3.1, on voit que, quitte à la réduire, la rétraction d’une galerie tendue est
une galerie tendue. En particulier,ρi(∆) est incluse à translation près dans une chambre vectorielle. ChoisissonsDi

une chambre vectorielle à distance maximale deC contenant un translaté deρi(∆). Notons enfinδi la distance entre la
chambreC etDi . Comme le complexe de Coxeter vectoriel est fini, lesδi sont majorées par une certaine constanteδmax.

Plan de la preuve :
Pendant cette démonstration, nous allons étudier en quoiρi peut différer deρi+1. Nous verrons qu’il y a trois cas à

distinguer : soitρi etρi+1 coı̈ncident sur presque toutes les chambres de∆, soit elles diffèrent sur un nombre infini de
ces chambres etδi+1 > δi , soit elles diffèrent sur un nombre infini de ces chambres etδi+1 = δi . Nous allons commencer
par traiter le cas où seul le premier cas intervient (lemme 4.5.4). Ensuite, nous allons vérifier que les trois cas cités
sont effectivement les seuls possibles, nous en profiterons pour analyser un peu plus en détail le deuxième cas (lemme
4.5.5). Alors nous verrons qu’on peut réduireΓ pour se ramener à une situation où le deuxième cas n’apparaı̂t pas,
puis qu’on peut la réduire une seconde fois pour que le troisième cas n’apparaisse plus non plus.

Lemme 4.5.3.Supposons que pour tout i∈ N et pour toute chambre d de∆, ρi(d) = ρi+1(d) = ρ(d). AlorsΓ et∆ sont
dans un même appartement.

Preuve du lemme:
Par le corollaire 4.4.2, pour toute chambred de∆ et touti ∈ N, d, ci etci+1 sont inclus dans un même appartement.

Par ailleurs, quitte à réduire∆, on peut supposer que∆ est incluse dans un appartement contenant aussic1. L’égalité
desW-distancesδ(a, c) = δ(a, b)δ(b, c) est alors réalisée dans le cas où{a, b, c} = {c1, d, d′}, avecd, d′ ∈ ∆, et dans le
cas où{a, b, c} = {ci , ci+1, d}, aveci ∈ N et d ∈ ∆ (et bien sûr aussi dans le cas{a, b, c} ⊂ Γ ou {a, b, c} ⊂ ∆). Le cas
{a, b, c} = {ci , c j, d}, i, j ∈ N etd ∈ ∆, s’obtient aisément par récurrence sur|i− j|. Le dernier cas est{a, b, c} = {d, d′, ci}

avecd, d′ ∈ ∆, il se traite à partir des cas précédents :δ(d, d′) = δ(d, c1)δ(c1, d′) = δ(d, ci)δ(ci, c1)δ(c1, ci)δ(ci, d′) =
δ(d, ci)δ(ci, d′).

Il ne reste plus qu’à appliquer le théorème 4.0.2 :Γ et∆ sont incluses dans un même appartement. �

Lemme 4.5.4.Supposons que pour tout i,ρi(d) = ρi+1(d) = ρ(d) pour toutes les chambres d de∆ sauf un nombre fini.
AlorsΓ et∆ sont incluses dans un même appartement.

Preuve du lemme:
Nous allons construire par récurrence une sous-galerie∆′ de∆ telle que le lemme 4.5.3 s’applique àΓ et∆′. Plus

précisément, nous allons construire pour touti ∈ N une sous-galerie∆i de∆ telle que∀k < i, ∀d ∈ ∆i , ρk(d) = ρk+1(d).
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Pour des raisons techniques, nous allons imposer en outre queρi(∆i) = ρ1(∆i) est une galerie tendue. Ensuite, nous
vérifierons que la suite (∆i) est stationnaire à partir d’un certain rang, alors la ”limite” de cette suite conviendra.
Commençons par choisir pour∆1 une sous galerie de∆ telle queρ1(∆1) est tendue. Supposons ensuite construite∆i ,
et construisons∆i+1. Supposons qu’il existedk ∈ ∆i tel queρi+1(dk) = σi ◦ ρi(dk). Par la proposition 4.4.1,ρi(dk)
est dans le demi-appartementD(Mi , ci+1). Comme par hypothèse seul un nombre fini de chambrese de∆ vérifient
ρi+1(e) = σi ◦ ρi(e), il existedl ∈ ∆i tel queρi+1(dl) = ρi(dl). Nous pouvons choisirdk et dl adjacentes, c’est à dire
l = k ± 1. Alors ρi(dk), ρi(dl) = ρi+1(dl), ρi+1(dk) est une galerie de longueur 2 dansA, doncd(ρi(dk), ρi+1(dk)) ≤ 2.
Maisρi+1(dk) = σi(ρi(dk)) doncd(ρi(dk), ρi+1(dk)) est impair. En effetσi induit une involution sur l’ensemble des murs
séparantρi(dk) et ρi+1(dk), et cette involution n’a qu’un point fixe,Mi , car un mur stabilisé parσi ne peut séparer un
point et son image parσi . Il y a donc un nombre impair de murs séparantρi(dk) etρi+1(dk).

Ainsi d(ρi(dk), ρi+1(dk)) = 1, les deux chambresρi(dk) et ρi+1(dk) sont de part et d’autre deMi , et ρi+1(dk) =
ρi+1(dl) = ρi(dl). Commeρi(∆i) est tendue, elle ne peut couperMi une autre fois :k et l sont donc les seuls indices
adjacents tels queρi+1(dk) = σi ◦ ρi(dk) etρi+1(dl) = ρi(dl). Nous en déduisons que la première formule est vraie pour
tous les indices inférieurs àk, et la seconde pour tous les indices supérieurs àk (en particulier,l = k+ 1). Nous avons
donc une description précise de la situation : une partie finie deρi(∆) est dans le demi-appartementD(Mi , ci+1), et
c’est précisément cette partie qui va être déplacée lors du passage àρi+1. On pose∆i+1 = (d j) j≥k, et cela conclut la
construction de la suite (∆i).

Il reste à vérifier qu’au cours de cette construction, il n’y a qu’un nombre fini d’étapes où on a réellement retiré des
chambres à∆i pour obtenir∆i+1. Soit I l’ensemble des indicesi tel que∆i+1 est différent de∆i . Nous allons montrer
qu’il ne peut y avoir deux indicesi et j dansI tels que~Mi = ~M j , ce qui prouvera queI est fini puisque l’ensemble des
murs vectoriels est fini. Supposons par l’absurde l’existence de telsi et j, aveci < j. Lors de la construction de∆i+1,
on a fait en sorte queρi+1(∆i+1) soit inclus dansD(Mi , ci). CommeΓ est tendue et~Mi = ~M j , D(Mi , ci) ⊂ D(M j , c j).
D’après la construction, la galerieρ j(∆ j) est une sous galerie deρi(∆i), elle est donc incluse dansD(M j , c j). Mais cela
implique alors queρ j+1|∆ j = ρ j|∆ j et cela contredit le fait quej ∈ I . �

Lemme 4.5.5.Soit i ∈ N tel que queρi , ρi+1 pour un nombre infini de chambres de∆. Supposonsδi ≤ δi+1.
Alorsδi = δi+1 et on peut supposer Di+1 = Di . De plus,ρi(∆) reste à distance bornée de Mi .

Preuve du lemme:Commeρi(∆) est tendue à partir d’un certain rang, on aρi+1(d) , ρi(d) pour toute chambred de
∆ à partir d’un certain rang.

Tout d’abord,ρi(∆) est à partir d’un certain rang dans le demi appartementD(Mi , ci+1).
Par ailleurs,ρi+1(∆) est à translation près dans la chambre~σi(Di), doncd(C,Di) ≥ d(C, ~σi(Di)). Cela signifie que

~Mi sépareC et Di . Mais Mi est un translaté de~Mi dans la direction deC. (Pour résumer les placements des différentes
parties étudiées par rapport aux deux mursMi et ~Mi , on peut noter :Γ, ci+1, ρi(∆)|Mi ci |

~Mi Di , où |M symbolise le mur
M.) Le point qui nous intéresse est celui-ci : un translaté deρi(∆) est dansD(Mi , ci+1) donc dansD( ~Mi ,C) et un autre
translaté est dansDi donc dans−D( ~Mi ,C). Cela implique queρi(∆) reste à distance bornée de~Mi , au sens où il existe
un majorantM à la distance entre une chambre deρi(∆) et Mi .
Alors 2M est un majorant de la distance entreρi(d) etρi+1(d) pour les chambresd ∈ ∆. Ceci implique queρi+1(∆) est
incluse à translation près dans la même chambre vectorielle queρi(∆), c’est-à-dire dansDi . Mais commeδi+1 ≤ δi , on
trouve queδi+1 = δi et on peut choisirDi+1 = Di . �

Fin de la démonstration de 4.5.2 :
Lorsqueρi = ρi+1 pour presque toutes les chambres de∆, il est clair queδi = δi+1, et qu’on peut choisirDi+1 = Di .

Lorsqueρi , ρi+1 pour un nombre infini de ces chambres, nous venons de voir queδi+1 ≤ δi implique queδi+1 = δi et
qu’on peut encore supposerDi+1 = Di . Donc la fonctioni 7→ δi est croissante. Comme elle est bornée parδmax, elle
est constante à partir d’un certain rang. Quitte à raccourcirΓ, on peut la supposer constante. Nous sommes alors pour
tout i soit dans le cas de lemme 4.5.5, soit dans le casρi = ρi+1 pour presque toutes les chambres de∆. En particulier
on peut supposer que pour touti, Di = D1. Il s’agit bien sûr de se ramener à présent au cas du lemme 4.5.4.

SoitF la facette vectorielle égale à l’intersection de tous les murs vectoriels à distance bornée desquels resteρ1(∆).
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SoitM l’ensemble des murs vectoriels contenantF, soitWv
F = {w ∈Wv|wF = F}. Nous allons montrer que pour tout

i,M est égal à l’ensemble des murs à distance bornée desquels resteρi(∆).
Commençons pari = 1. SoientM1, ..,Mk les murs à distance bornée desquels resteρ1(∆), il s’agit en fait de vérifier

queM = {M1, ...,Mk}. Soientα1, .., αk des formes linéaires tels queM j = kerα j . Soit M = kerα un mur dansM.
Alors α est combinaison linéaire desα j . Mais chaqueα j est bornée surρ1(∆), doncα est également bornée surρ1(δ),
c’est à dire queρ1(∆) reste à distance bornée deM.

Supposons à présent le résultat vrai au rangi. Si ρi et ρi+1 ne diffèrent que sur un nombre fini de chambres de∆,
le résultat reste évidemment vrai au rangi + 1. Sinon, par le lemme 4.5.5,ρi(∆) reste à distance bornée deMi , et par
hypothèse de récurrence,~Mi ∈ M, etσi ∈ Wv

F . L’ensemble des murs à distance bornée deρi+1(∆) est doncσi(M),
mais ceci vautM puisqueσi fixe F.

On utilise maintenant la compactification deA définie parF = {facettes vectorielles de Weyl} (c’est à dire la
compactification polygonale classique). Soitp la projection deA sur l’espace affineAF ≃ A/Vect(~F). On prendp(0)
comme origine dansAF pour l’identifier à son espace vectoriel directeur. L’ensembleM s’identifie (viap) à l’ensemble
des murs vectoriel deAF , Wv

F = StabWv(F) est le groupe de Coxeter vectoriel. L’ensemble des murs affines deAF est

{p(M)|M mur affine deA et ~M ∈ M}, et si M ∈ M on notera encoreM au lieu depF(M). Enfin, siw ∈ W vérifie
~w ∈ Wv

F alorsw agit surAF en préservant les murs, notons ˜w ∈ GA(AF) l’automorphisme affine induit parw surAF .
(Attention : la fonctionw 7→ w̃ n’est pas injective et ˜w n’est pas forcement dans le groupe de Coxeter deAF .)

Chaque galerieρi(∆) est tendue à partir d’un certain rang, et reste à distance bornée des murs deM, elle ne coupe
donc qu’un nombre fini de murs parallèles à un mur deM. Donc à partir d’un certain rang, sa projection surAF reste
dans une unique chambre deAF , notons cette chambregi. Les chambres vectoriellesC et D1 sont également projetées
dans des chambres vectorielles deAF (de manière pas nécessairement surjective a priori), qu’on notera encoreC et
D1 pour simplifier. Nous avons vu dans le lemme 4.5.5 que~Mi sépareC et D1, si ρi+1 , ρi pour un nombre infini de
chambres de∆. Comme ~Mi ∈ M, Mi est un mur deAF , et la relation ”Mi sépareD1 et C” est encore vraie dansAF .
On a de plus dans ce cas quegi+1 = σ̃i(gi). Mais Mi est un translaté de~Mi dans la direction deC, doncMi séparegi et
D1. Ceci entraı̂ne quegi+1 est strictement plus proche deD1 quegi , au sens où pour toute chambree incluse dansD1,
d(e, gi+1) < d(e, gi).

Et s’il existei tel quegi ∈ D1, alors la suite desgk est constante pourk ≥ i. Car sigk ⊂ D1, il n’est plus possible
queMk sépareD1 degk, donc plus possible quegk+1 = σ̃k(gk).

Nous avons donc prouvé que la suite (gi) est finalement stationnaire. Nous pouvons raccourcirΓ de sorte qu’elle
soit complètement stationnaire. Cela implique que pour touti, ρi , ρi+1 seulement pour un nombre fini de chambres
de∆. Mais c’est précisément la situation du lemme 4.5.4, ce qui conclut la démonstration. �

4.5.2 Conśequences

Nous voici en mesure d’énoncer les résultats les plus forts de cette partie. Nous allons voir par exemple qu’étant
donnés deux cônes affines f et g, il existe un appartementA contenant non seulement des sous-cônes parallèles de
f et g, mais encore un ”épaississement” de ces sous-cônes parallèles. Précisément,A contiendra des cheminées de
direction ~f et~g, contenant des scp def et g et dont les bases sont des chambres (4.5.7).

Pour commencer, le théorème permet de prouver que deux demi-droites peuvent être réduites pour être incluses
dans un même appartement :

Proposition 4.5.6.Soientδ1 etδ2 deux demi-droites. Alors il existeδ′1 etδ′2 deux demi-droites incluses respectivement
dansδ1 et δ2 et un appartement Z tel queδ′1 ∪ δ

′
2 ⊂ Z. Dès lors, Z contient Cl(δ′1) ∪ Cl(δ′2).

preuve :Cela découle de la proposition 4.2.7 et du théorème 4.5.2 �

Ceci permet de traduire le théorème en terme de cheminées :
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Proposition 4.5.7.Soient R1 et R2 deux cheminées, dans les appartement respectifs A1 et A2. Alors il existe R′1 scp R1

et R′2 scp R2 deux sous cheminées pleines qui sont incluses dans un même appartement.

Démonstration:Soientδ1 et δ2 des demi-droites caractéristiques deR1 et R2. Soit B contenant une demi-droiteδ′1
incluse dansδ1 et une demi-droiteδ′2 incluse dansδ2. Alors B contient Cl(δ′1) qui est une scp deR1 et Cl(δ′2) qui est
une scp deR2. �

Le même procédé permet quelques variations :

Proposition 4.5.8.

1. Soit R une cheminée et c une chambre, alors il existe un appartement contenant c et une scp de R

2. Soient deux cônes f= x+ ~f et g= y+ ~g où ~f ⊂ ~A et~g ⊂ ~B sont inclus dans des facettes de Weyl. Alors il existe
un appartement contenant des sous-cônes parallèles f′ et g′ de f et g.

3. Soit f = x + ~f comme au point précédent, et soit c une chambre, alors il existe un appartement contenant c et
un scp de f .

Démonstration:

1. Soitδ une demi-droite caractéristique deR, Γ une galerie tendue la contenant dans son adhérence. D’après 4.3.2,
il existeZ ∈ A contenantc et une sous-galerie deΓ, alorsZ contientc et une scp deR.

2. Soitδ1 = x + ~δ1 et δ2 = y + ~δ2 avec~δ1 ⊂ ~f et~δ2 ⊂ ~g. Soit B ∈ A et δ′1, δ′2 des sous-demi-droites deδ1 et δ2

tels queδ′1 ∪ δ
′
2 ⊂ B. Alors Cl(δ′1) ∪ Cl(δ′2) ⊂ B. Mais nous savons que Cl(δ′1) = Cl(c1 + ~h1) où c est la facette

affine contenant le sommet deδ′1 et~h1 est la facette vectorielle contenant la direction deδ′1, c’est-à-dire~δ1. Alors
~f ⊂ ~h1. De plus,c1 contient le sommets1 deδ′1, qui est un point def . Donc au final, Cl(c1 +~h1) contient un scp

s1 + ~f de f . De même, Cl(δ′2) contient un scp deg.

3. Ce point est semblable aux précédents.

�

Faisons tout de suite le lien avec les coeurs de cônes affines :

Corollaire 4.5.9. Soient f ∈ FA et g ∈ FB deux cônes affines. Alors il existe un appartement Z contenant un scp de
δ( f ) et un scp deδ(g).

Ceci provient du fait que Cl(δ( f )) et Cl(δ(g)) sont des cheminées.

Remarque:Tout ceci généralise le fait bien connu que deux quartiers contiennent des sous-quartiers inclus dans un
même appartement ([Ron89] proposition 9.5 page 121).

4.6 Syst̀emes d’appartements

Rappelons que selon les conventions adoptées ici, un immeuble est muni par définition d’un système d’apparte-
ments, de sorte que rigoureusement, l’immeuble étudié devrait être dénoté par (I,A), I n’étant que l’ensemble sous-
jacent. Si la définition des facettes est indépendante du système d’appartements choisis, celle des quartiers et autres
cônes lui est au contraire très liée.

Jusqu’ici, nous avons toujours supposé queA était le système complet d’appartements, mais il peut être intéressant
de noter que les résultats précédents sont encore vrais pour d’autres systèmes d’appartements (la construction d’un
compactifié deI ne sera cependant possible qu’en munissantI de son système complet d’appartements). Nous al-
lons étudier ici le cas d’un système d’appartementsA′ qui permet la définition d’un immeuble sphérique à l’infini
(I,A′)∞, c’est-à-dire que deux quartiers de (I,A′) contiennent toujours des sous-quartiers contenus dans un même
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appartement deA′. Un tel système d’appartements pourra être qualifié de ”cohérent” ou ”double” car c’est le type de
système d’appartement qui provient d’un système de Tits double selon la terminologie de [BT72] 5.1.3.

Fixons avant tout un peu de formalisme (A est toujours le système complet d’appartements) :

Définition 4.6.1. Un système d’appartements pour(I,A) est un sous-ensembleA′ deA tel que deux chambres deI
sont toujours incluses dans un élément deA′.

La proposition suivante est alors immédiatement vérifiée :

Proposition 4.6.2.
– SiA′ est un système d’appartements pour(I,A), alors (I,A′) est un immeuble.
– Soit A∈ A etB une partie bornée de A. Alors il existe A′ ∈ A′ contenantB.

Définition 4.6.3. Un système d’appartementsA′ pour (I,A) est dit double, ou cohérent, si pour tous quartiers Q1 et
Q2 de(I,A′), il existe des sous-quartiers Q′1 et Q′2 ainsi qu’un appartement A∈ A′ tels que Q′1 ∪ Q′2 ⊂ A.

D’après la proposition 4.5.8, le système complet d’appartementsA est double.
Pour tout système double d’appartements, on peut définir l’immeuble sphérique à l’infini (I,A′)∞, voir [Wei09].

On fixe à présent un système double d’appartements. La proposition suivante est la proposition 10.28 de [Wei09]
(où un système d’appartements est par définition double, et où un système ”plein” est un système où la conclusion de
la proposition suivante est vraie), elle affirme que le deuxième point du corollaire 4.0.4 est encore vrai dans (I,A′) :

Proposition 4.6.4.Soitα un demi-appartement de(I,A′), et c une chambre ayant une cloison dans∂α, alors il existe
A ∈ A′ tel queα ∪ c ⊂ A.

Voici les grandes lignes de la démonstration :
Soit m la cloison dec incluse dans∂α, on peut supposer quem contient un sommet spécialo. Alors l’immeuble à

l’infini ( I,A′)∞ est isomorphe à l’ensemble des facettes de quartier de sommeto, et l’applicationp : (I,A′)∞ → o∗

est un morphisme surjectif.
Soit Z contenantα, soientx et y les chambres deZ contenantm, avecx ∈ α, y ∈ −α. Soitd la chambre opposée à

y danso∗ ∩ Z.
SoientQx, Qy, Qd les quartiers inclus dansZ, de sommeto, contenantx, y et d respectivement, ces quartiers

définissent des chambres à l’infinix∞, y∞ et d∞. L’intersection dex∞ et y∞ est la cloisonm∞ de (I,A′)∞ correspon-
dant au cône inclus dans∂α, de sommeto et contenantm.

Nous voulons à présent montrer qu’il existe une chambrec∞ ∈ (m∞)∗ telle quep(c∞) = c. Ceci provient de [Wei09]
29.53, on reproduit ici l’argument.

SoitY ∈ A′ contenantx etc, soit x′ l’opposée dex dansY, donc il existe une galerie minimaleΓ dex à x′ passant
parc, de longueur égale au diamètred deo∗ et de (I,A′)∞. Soit x′∞ ∈ (I,A′)∞ telle quep(x′∞) = x′. Commep est
un morphisme de complexes de chambres, on ad(x, x′) ≤ d(x∞, x′∞), mais commed(x, x′) = d est déjà maximale, on
a en fait égalité. Doncx∞ et x′∞ sont opposées, et il existe une galerieΓ∞ reliantx∞ à x′∞ de même type queΓ. Cette
galerie est alors envoyée parp surΓ, par conséquent on peut choisir pourc∞ sa deuxième chambre.

Ensuite, il existeA tel que l’appartement à l’infiniA∞ contientc∞ et d∞, doncA contient des scp deQc et Qd.
Comme ces quartiers sont opposés eno, A contient en faitQc ∪ Qd et donc en particulierc. D’autre part,A∞ contient
toute galerie tendue ded∞ à c∞, et il en existe une qui passe parx∞. DoncA contient un scp deQx, mais commeA
contient le sommeto deQx, on obtientQx ⊂ A. Alors par clôture deA∩ Z, α ⊂ A. �

Corollaire 4.6.5. Le résultat de 4.3.1 est encore vrai pour un immeuble muni d’un système double d’appartements.

Les corollaires de la proposition 4.3.1 sont eux aussi encore vrais pour un système double d’appartements, si on
part d’une galerie tendue ou d’une facette de quartier déjà incluse dans un appartement deA′ :
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Corollaire 4.6.6.
– SoitΓ une galerie tendue incluse dans un appartement deA′ et c une chambre, alors il existe A∈ A′ contenant

c et une sous-galerie deΓ.
– Soit f une facette de quartier dans un appartement deA′ et c une chambre, alors il existe A∈ A′ contenant c

et un scp de f .

La proposition 4.5.7 reste elle aussi vraie dans un système double d’appartements :

Proposition 4.6.7. Soient R1 et R2 deux cheminées de(I,A′), alors il existe A∈ A′ contenant des sous-cheminées
pleines de R1 et R2.

Démonstration:
SoientA1,A2 ∈ A

′ des appartements contenantR1 et R2, respectivement. Quitte à raccourcirR1 et R2, il existe un
appartementZ dans le système completA d’appartements tel queR1 ∪ R2 ⊂ Z. Par le lemme 4.2.4, on peut supposer
queR1 et R2 ont pour bases des chambres, disonsR1 = Cl(c1 + ~f1) et R2 = Cl(c2 + ~f2). Soientδ1 = s1 + R

+~v1 et
δ2 = s2 + R

+~v2 des droites caractéristiques pourR1 et R2 ; le fait de supposer que les bases de ces cheminées sont des
chambres entraı̂ne queRi contient un voisinage deδi , pouri ∈ {1, 2}. En particulier,Z ∩ Ai contient un ouvert, ce qui
fournit un isomorphisme canonique entre~Z et ~Ai .

NotonsMi
t = si + t~vi , pouri ∈ {1, 2} et t ∈ R+. Quitte à déplacers2 à l’intérieur dec2, on peut supposer que pourt

assez grand,
−−−−−→
M1

t M2
t =
−−−→s1s2 + t(~v2 − ~v1) est dans une chambre~D de~Z. En raccourcissantδ1 et δ2, on peut supposer que

c’est le cas pour toutt ∈ R+.
Soit ~Di la chambre correspondant à~D dans~Ai . Alors s1 + ~D1 et s2 − ~D2 sont deux quartiers de (I,A′), et il existe

A ∈ A′ contenant des sous-quartierss′1 + ~D1 et s′2 − ~D2. Montrons queA contientδ1 ∪ δ2.
Soit t ∈ R+. Il existeN1

t ,N
2
t ∈]M

1
t ,M

2
t [ tels que [M1

t ,N
1
t [⊂ A1 ∩ Z et ]N2

t ,M
2
t ] ⊂ A2 ∩ Z. On peut donc prolonger

de manière unique le segment [M1
t ,M

2
t ] en un ensembleDt, dans l’appartementA1 d’un côté et dansA2 de l’autre, de

sorte queDt ∩ A1 et Dt ∩ A2 soient des demi-droites. Comme
−−−−→
M1

t N1
t ∈

~D1 et
−−−−→
M2

t N2
t ∈ −

~D2, on voit queDt ∩ (s′1 + ~D1)

et Dt ∩ (s′2 − ~D2) sont deux demi-droites (non vides).

Montrons queDt est une droite. On noteDi = Dt ∩ Ai et DZ = Dt ∩ Z, doncDi ∩ DZ est un segment non trivial.
Soit i ∈ {1, 2}, on commence par montrer queDi ∪ DZ est une géodésique.

Soit c une chambre deZ ∩ Ai telle quec̄ contient un segment non trivial deDi ∩ DZ, et soitρ la rétraction
ρc,Z. Alors ρ(Di ∪ DZ) est une demi-droite dansZ. Soientx, y ∈ Di ∪ DZ, notonslDt (x, y) (resp.lρ(Dt)(ρ(x), ρ(y))
) la longueur de la partie deDt entrex et y (resp. deρ(Dt) entreρ(x) et ρ(y)). Alors, en utilisant successivement
queρ(Di ∪ DZ) est une demi-droite, queρ induit une isométrie surDi et surDZ et queρ diminue les distances :
d(ρ(x), ρ(y)) = lρ(Dt)(ρ(x), ρ(y)) = lDt (x, y) ≥ d(x, y) ≥ d(ρ(x), ρ(y)). Par conséquent,d(x, y) = d(ρ(x), ρ(y) pour
tousx, y ∈ Di ∪ DZ. Commeρ(Di ∪ DZ) en est une, ceci prouve queDi ∪ DZ est une géodésique, grâce à l’égalité
[x, y] = {z | d(x, z) + d(z, y) = d(x, y)}.

Ainsi, D1∪DZ etD2∪DZ sont des géodésiques. Soitd une chambre deZ telle qued̄ contient un segment non trivial
de DZ, alorsρd,Z(D1 ∪ DZ ∪ D2) est une droite deZ. Le même raisonnement que précédemment prouve maintenant
queDt = D1 ∪ DZ ∪ D2 est une géodésique, donc une droite.

CommeA contient deux demi-droites opposées deDt, il contientDt, donc en particulier [M1
t ,M

2
t ]. Doncδ1∪ δ2 ⊂

A, d’où R1 ∪R2 ⊂ A. �

Corollaire 4.6.8.
– Soit R une cheminée de(I,A′), et c une chambre, alors il existe A∈ A′ contenant c et une scp de R.
– Soient f et g deux cônes de direction incluse dans une facette de Weyl, alors il existe A∈ A′ contenant un scp

de f et un scp de f .
– SoientΓ1 etΓ2 deux galeries, chacune incluse dans un appartement deA′. Alors il existe A∈ A′ contenant des

sous-galeries deΓ1 etΓ2.
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Démonstration:Les deux premiers points forment l’analogue de 4.5.8, ils sont clairs. Le troisième point est l’ana-
logue de 4.5.2 à ceci près qu’il faut bien supposerΓ1 et Γ2 incluse à priori dans des appartements deA′. Pour le
prouver, il suffit de montrer le lemme suivant :

Lemme 4.6.9. SoitΓ = c0, c1, ... une galerie tendue infinie dans un appartement A. Alors il existe une cheminée R
contenant une sous-galerie deΓ et telle que toute scp de R contient une sous-galerie deΓ.

Preuve du lemme:
Pour toute racine vectorielle~α, une et une seule des trois possibilités suivantes est vérifiée (les racines sont vues

ici comme des demi-appartements) :

1. Il existe une racineα de direction~α contenant une sous-galerie deΓ, et toute racine de direction−~α ne contient
qu’une nombre fini de chambres deΓ.

2. Il existe une racine−α de direction−~α contenant une sous-galerie deΓ, et toute racine de direction~α ne contient
qu’une nombre fini de chambres deΓ.

3. Il existe une racineα de direction~α telle queα et−α − 1 contiennent des sous-galeries deΓ. Une telle racineα
est alors unique.

Soit N l’ensemble des racines affines obtenues dans le cas 3., soit i0 le premier indice tel queci0 ⊂
⋂
α∈N(α∩ (−α−1)).

Pour chaque racine vectorielle~β dans le cas 1., soitβ la plus petite racine contenant{ci}i≥i0, soit P l’ensemble de ces
racines. Soit la facette vectorielle~f = {~α = 0 et~β > 0, ∀α ∈ N, β ∈ P}. Alors la cheminéeR := Cl(ci0 +

~f ) =
⋂
α∈N∪P α

convient. �

4.7 Parallélisme

La notion de cheminée permet, grâce à la proposition 4.5.7, d’étendre la notion de parallélisme à des cônes qui ne
sont pas forcément dans le même appartement :

Définition 4.7.1. Soient f et g deux cônes chacun inclus dans une facette de quartier, de sorte qu’il existe un ap-
partement contenant des scp f′ et g′ de f et g. On dit que f et g sont parallèles lorsque f′ est parallèle à g′ dans cet
appartement.

On vérifie facilement que la définition est indépendante des scp et de l’appartement choisi : sif etg sont parallèles,
alors dès que deux scpf ′ etg′ sont inclus dans un même appartementA, f ′ est un translaté deg′.

Nous savons qu’il existe toujours un appartement contenant des scp def et g lorsquef et g sont (inclus dans) des
facettes de quartiers. Lorsquef ∥ g, on peut encore améliorer ce résultat : il existe un appartement contenant un des
deux cônes en entier. On peut même remplacer un des deux cônes par une cheminée.

Proposition 4.7.2. Soient f, g deux facettes de quartier parallèles, et R= Cl(c+ ~f ) où c est une chambre c contenant
s( f ) dans son adhérence (donc f⊂ R̄). Alors il existe un appartement contenant R et un scp de g.

Démonstration:
Soit Z un appartement contenant une scpR′ = Cl(c′ + ~f ) deR et un scpg′ deg. Soit f ′ un scp def inclus dans

R′. Comme~g′ = ~f ′, et quef ′∗Z est un cône d’intérieur non vide,g′ doit couperf ′∗Z . Soity ∈ g′ ∩ f ′∗Z . Soit ~C ⊂ ~Z une

chambre vectorielle, contenant~f ′ dans son adhérence et telle quey ∈ f ′ + ~C. Alors y+ ~g′ = y+ ~f ′ ⊂ f ′ + ~C. Or, par la
proposition 4.3.5, il existe un appartementX contenantc∪ ( f ′ + ~C), donc en particulier,y+ ~g′ est un scp deg inclus
dansX. Si A est un appartement contenantf , la clôture deA ∩ X implique queR = Cl(c ∪ (x′ + ~f ′)) est également
incluse dansX. �

Remarque:Si f etg ne vérifient pas~f = ~g mais seulement~f ⊂ ~g, alors le résultat de la proposition est encore vrai.
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Proposition 4.7.3. Le parallélisme est une relation d’équivalence.

Démonstration:
Il est évident que le parallélisme est une relation réflexive et symétrique, montrons la transitivité. Soitf ∥ g et

g ∥ h trois cônes inclus dans des facettes de quartiers. On peut supposerf etg inclus dans un appartementA, eth inclus
dans un appartementB contenant un scpg′ de g. Montrons quef ∥ h. On remarque que puisque le parallélisme à
l’intérieur d’un appartement fixé est une relation d’équivalence, s’il existe un appartement contenant un scp de chacun
des trois cônesf , g et h alors le résultat est vrai.

Soit x le sommet def et z celui deh. SoitΓ = c1, ..., cl une galerie minimale entre une chambre deA contenantx
dans son adhérence et une chambre deB contenantzdans son adhérence. On raisonne par récurrence sur la longueurl
deΓ.

Si l = 1, alorsx et z sont dans une même chambre ferméec ⊂ A∩ B. Alors A∩ B ⊃ {x} ∪ g′. Mais la clôture de
ceci dansA contient f , d’où f ⊂ A∩ B. Alors B contient f , h etg′, et dansB, f est translaté deg′ etg′ est translaté de
h. Ceci implique quef ∥ h.

Supposonsl > 1. Soitx′ ∈ c1 ∧ c2 et f ′ le cône deA parallèle àf (et donc àg) de sommetx′. SoitA2 contenantc2

et un scpg2 deg. Alors A∩ A2 ⊃ g2 ∪ {x′}, d’où par convexité,f ′ ⊂ A2. Alors la galeriec2, ..., cl est de longueurl − 1,
elle part d’une chambre deA2 contenant le sommet def ′, et f ′ ⊂ A2, nous pouvons utiliser l’hypothèse de récurrence
pour obtenir quef ′ ∥ h. Enfin, siR est la cheminée Cl(c1 + ~f ) dansA, il existeZ ⊃ R∪ h2, avech2 un scp deh
(proposition 4.7.2). Par convexité deA∩ Z, f ′ ⊂ Z. Et par transitivité du parallélisme à l’intérieur deZ, f ∥ h. �

5 Construction deI

Onprocède de la même manière que pour la construction deA0 : l’ensembleI sera un ensemble de cônes quotienté
par la relation d’équivalence signifiant que deux cônes ont une intersection de dimension maximale. Ensuite ces cônes,
légèrement élargis, fourniront une base de voisinage de la topologie.

5.1 Préliminaires

Voici regroupés quelques résultats techniques qui serviront plusieurs fois dans la suite.

Lemme 5.1.1. Soient A,Z,Z′ ∈ A, soientφ : Z
∼
−→ A etφ′ : Z′

∼
−→ A deux isomorphismes qui coı̈ncident sur une

facette b⊂ Z ∩ Z′. Alors il existe w∈WA qui fixeφ(b) et tel que∀x ∈ Z ∩ Z′, φ(x) = w.φ′(x).

Preuve du lemme:Soit ξ : Z′
∼
−→ Z fixant Z′ ∩ Z. Alors pour toutx ∈ Z ∩ Z′, on aφ(x) = φ ◦ ξ ◦ φ

′−1 ◦ φ′(x). On
posew = φ ◦ ξ ◦ φ

′−1 : w fixe bienφ(b) = φ′(b), doncw convient. �

Proposition 5.1.2. Soient A∈ A, x ∈ A,~γ ⊂ ~A un cône inclus dans une facette de Weyl, et b une partie d’une facette
de A. On suppose que b est incluse dans x+ ~γ, contient une base affine deAff(x+ ~γ) et que x∈ b̄.

On considère un point t∈ I inclus dans un appartement Z tel que b⊂ A∩ Z. On suppose que t est envoyé par un
isomorphismeφ : Z

∼
−→ A fixant b dans une partie de A de la forme x+ ~g, où~g ⊂ ~A est convexe et incluse dans~γ∗A. On

suppose également que0 ∈ ~g et~g est stable par le fixateur de~γ dans W~A, qu’on note W~γ.

Si b′ est une autre partie incluse dans une facette, telle que~γ ⊂
−−−−−→
Aff(b′), et b′ ⊂ b− ~γ∗, si Z′ est un appartement

contenant b′ et t et siφ′ est un isomorphisme Z′
∼
−→ A fixant b′, alorsφ′(t) ∈ x+ ~g.

Remarque:Par continuité, on obtient directement que sit ∈ Z̄ vérifieφ(t) ∈ x+ ~g, alorsφ′(t) ∈ x+ ~g.

Dans le cas oùb etb′ sont des chambres (c’est le cas essentiel comme on va le voir dès le début de la preuve), cette
proposition s’exprime beaucoup plus clairement :
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Corollaire 5.1.3. Soient x,~γ et~g comme dans la proposition. Soit c une chambre de A telle que x∈ c̄ et c′ une autre
chambre telle que c′ ⊂ x− ~γ∗. Soit t un point deI tel queρc,A(t) ∈ x+ ~g alorsρc′ ,A(t) ∈ x+ ~g.

Démonstration de la proposition
SoitΓ = c1, ..., ck une galerie tendue deb àb′, notonsρi = ρA,ci la rétraction surA centrée enci . Commeb contient

une base dex+~γ, x+~g est stable par FixWA(b). On déduit alors du lemme précédent queρ1(t) ∈ x+~g, et que le résultat
sera prouvé si nous prouvons queρk(t) ∈ x+ ~g. Montrons par récurrence que pour toutl ∈ ~1, k�, ρl(t) ∈ x+ ~g, le cas
l = 1 est déjà vu.

Soit l ∈ ~2, k�, supposonsρl−1(t) ∈ x + ~g. Soit Ml le mur deA contenantcl ∧ cl−1. Si Ml sépare, pas forcément
strictement,cl et ρl−1(t), alors on est dans la disposition :cl |

Ml cl−1, ρl−1(t). Alors la proposition 4.4.1 affirme que
ρl(t) = ρl−1(t) ∈ x+ ~g.

Dans l’autre cas, on ab′, cl , ρl−1(t) |Ml cl−1, b, etρl−1(t) < Ml . Notonsσl la réflexion selonMl , les deux possibilités
ρl(t) = ρl−1(t) ouρl(t) = σl ◦ ρl−1(t) sont alors possibles. Dans le premier cas, on a évidemmentρl(t) ∈ x+ ~g, étudions
le second cas. On notey = ρl−1(t), doncρl(t) = σl(y).

Soit~α ∈ ~A∗ tel que ~Ml = ker(~α). CommeMl est un mur d’une galerie minimale entreb etb′, il ne peut contenirb′,
donc il existeu ∈ b′ tel que~α( ~xu) , 0, on peut supposer~α( ~xu) > 0. Par ailleurs, avec ce choix de signe pour~α, on a
~α( ~xy) > 0. Mais ~xu ∈ −~γ∗ et ~xy ∈ ~γ∗. Ceci entraı̂ne que~Ml coupe~γ∗, et donc que~γ ⊂ ~Ml . En particulier,~σl ∈ W~γ et
donc~σl(~g) = ~g.

Soit z l’unique point de l’intersection [x, y] ∩ Ml (le cas où{x, y} ⊂ Ml est trivial, on a alorsρl(t) = ρl−1(t)). Par
convexité de~g et comme 0∈ ~g, z ∈ x + ~g. Nous savons que~σl( ~xy) ∈ ~g, et donc quex + ~σl( ~xy) ∈ x + ~g. Ensuite
σl(y) = z+ ~σl(~zy) = z+ λ~σl( ~xy) pour le scalaireλ ∈ [0, 1] adéquat. C’est alors une simple application du théorème de
Thalès que de vérifier queσl(y) ∈ [y, x+ ~σl( ~xy)], d’où σl(y) = ρl(t) ∈ x+ ~g par convexité. �

Lemme 5.1.4.Soit Z un appartement, f, g ∈ FZ avec g un scp de f . Alors g coupe le coeurδ( f ), et donc il existe un
scp g′ de g dont le coeur est un scp deδ( f ).

Preuve du lemme:
Soit x = s( f ) et y = s(g) les sommets des deux cônes. SoitW~f ⊂ Gl(~Z) le stabilisateur de~f dans le groupe de

Weyl de~Z. On définit une action deW~f surZ en imposant quex est un point fixe. Alorsδ( f ) = f ∩ FixZ(W~f ). Soit

z= x+
∑

w∈W~f
w( ~xy). Le pointzest bienW~f − f ixe. Comme~xy ∈ ~f , il est dansf , et l’écriturez= x+ ~xy+

∑
w∈W~f−{e}

w( ~xy)
prouve qu’il est aussi dansg. doncz ∈ δ( f ) ∩ g, ce qui prouve le lemme. �

5.2 Cônes dans l’immeuble

Définition 5.2.1. Soit A un appartement, et f∈ FA. Le cône deI correspondant au cône f de A est :

f̃ =
⋃

B∈A,δ( f )⊂B

φB( f )

oùφB est un isomorphisme quelconque de A sur B fixantδ( f ).
On noteFI l’ensemble de tous ces cônes pour tous les choix de A et de f possibles.

Le choix deφB dans la définition n’importe pas puisque deux choix diffèrent d’un automorphisme deA fixantδ( f )
donc stabilisantf .

Il est clair que sif ∈ FA etg ∈ FB sont des cônes tels queδ( f ) = δ(g), alors f̃ = g̃ : le coeur du cône affine suffit à
déterminer le cône de l’immeuble. Dit autrement, siB contientδ( f ), alors f̃ = g̃ où g est le cône deB de coeurδ( f ).
Nous verrons plus tard que réciproquement, un cône d’immeuble définit un unique coeur de cône affine.
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Lemme 5.2.2.Soit F = f̃ ∈ FI, avec f∈ FA. Soit Z un appartement contenantδ( f ), etφ : A→ Z un isomorphisme
fixantδ( f ). Alors Z∩ f̃ = φ( f ).

Preuve du lemme:
L’inclusion⊃ est vraie par définition dẽf . Montrons⊂. Soity ∈ Z ∩ f̃ . Par définition, il existe un appartementY

contenanty et δ( f ) et tout isomorphisme deY sur A fixant δ( f ) envoiey dans f . Soitψ : Y → Z un isomorphisme
fixanty et δ( f ). Alorsφ−1 ◦ ψ : Y→ A est un isomorphisme fixantδ( f ). Doncφ−1 ◦ ψ(y) ∈ f , doncy = ψ(y) ∈ φ( f ).�

Lemme 5.2.3.Soient f, g ∈ FA tels que f est un scp de g. Alors̃f ⊂ g̃.

Preuve du lemme:
Remarquons que pour montrer qu’un pointt ∈ f̃ appartient à ˜g, il suffit de trouver un appartement contenant

{t} ∪ δ( f ) ∪ δ(g).

Soit x le sommet def ety celui deg. Il n’y a qu’un nombre fini de murs parallèles àδ( ~f ) séparant strictementx et
y, soitn ce nombre. On raisonne par récurrence surn.

Si n = 0, soitt ∈ f̃ , etY un appartement contenant{t} ∪ δ( f ). Commef ⊂ δ( f )∗A, le lemme précédent indique que

f̃ ∩Y ⊂ δ( f )∗Y, en particulier,t ∈ δ( f )∗Y. Dès lors, on peut trouver une chambre~C de~Y telle queδ( f )∪ {t} ⊂ x+ ~C et la
proposition 4.3.5 prouve qu’il existeZ ∈ A contenant{t} ∪ δ( f ) ∪ {y}. Par convexité et fermeture deZ ∩ A, Z contient
aussix+ δ( ~f ) = δ(g) (car ~f = ~g dans~A). On conclut quet ∈ g̃.

Si n > 0, soit M un mur parallèle àδ( ~f ) séparant strictementx et y. Soitz = [x, y] ∩ M, alorsz+ ~f est scp deg,
et f est scp dez+ ~f . De plus, le nombre de murs parallèles àδ( ~f ) séparant strictementy et z est strictement inférieur
à n, de même que le nombre de murs parallèles àδ( ~f ) séparant strictementz et x. Donc par hypothèse de récurrence,
˜
z+ ~f ⊂ g̃ et f̃ ⊂

˜
z+ ~f , d’où le résultat. �

Remarque:Il n’est pas vrai quef̃ ⊂ g̃ si f ⊂ g sans que~f = ~g.

5.3 Coeur d’un cône d’immeuble

Lemme 5.3.1.Soit f ∈ FA, etγ un scp deδ( f ). Soit B un appartement contenantγ, soitξ : B→ A un isomorphisme
fixantγ. Soit x∈ B∩ f̃ , alorsξ(x) ∈ f . Plus précisément, si Z contient x etδ( f ), alors il existe un isomorphisme de Z
sur A, fixantδ( f ) et envoyant x surξ(x).

Preuve du lemme:
SoitZ ⊃ {x} ∪ δ( f ). Soitφ : Z→ B un isomorphisme fixant l’intersectionZ ∩ B. Alors ξ ◦ φ est un isomorphisme

deZ surA qui vérifieξ ◦ φ(x) = ξ(x). Il suffit donc de prouver queξ ◦ φ fixe δ( f ) pour prouver le lemme. Maisξ ◦ φ

fixe γ, donc
−−−→
ξ ◦ φ fixe ~γ = δ( ~f ) ⊂ ~Z ∩ ~A. Doncξ ◦ φ fixe Z ∩ A∩ (γ + Vect(δ( ~f ))), ce qui contientδ( f ). �

Proposition 5.3.2. Si f ∈ FA et g∈ FB sont deux cônes tels quẽf = g̃, alorsδ( f ) = δ(g) ⊂ A∩ B.

Démonstration:
D’après la proposition 4.5.7, il existe un appartementZ contenant des scpδ1 etδ2 deδ( f ) etδ(g). Soientf ′, g′ ∈ FZ

les cônes engendrés parδ1 et δ2. Nous allons commencer par montrer que~g′ = ~f ′.

Supposons par l’absurde que ce n’est pas le cas, donc~f ′ ∩ ~g′ = ∅. Il est alors impossible que~f ′ ⊂ ~g′ et~g′ ⊂ ~f ′,

d’après les hypothèses mises surF . on peut donc supposer qu’il existe~v ∈ ~g′ \ ~f ′.
Soit y le sommet deg, y′ celui deg′. Soit φ : Z

∼
−→ B un isomorphisme fixantδ2, alorsφ(g′) est le cône deB

engendré parδ2, c’est donc un scp deg. Par le lemme 5.2.3,̃φ(g′) ⊂ g̃, maisφ̃(g′) = g̃′, d’où g̃′ ⊂ g̃.
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De la même manière, soitψ : Z → A un isomorphisme fixantδ1. Alors ψ( f ′) est un scp def , et on obtient que
f̃ ′ ⊂ f̃ = g̃.

Nous déduisons en particulier que∀λ ∈ R+, y′ + λ~v ∈ g̃. Et commeψ( f ′) est un scp def , ~ψ( ~f ′) = ~f . Pour tout réel

λ, ψ(y′ + λ~v) = ψ(y′) + λ~ψ(~v). Comme~v < ~f ′, on a~ψ(~v) < ~f . Donc pour lambda assez grand,ψ(y′ + λ~v) < f .
Commey′ + λ~v ∈ g̃ = f̃ , il existe un appartementX contenantδ( f ) ∪ {y′ + λ~v}. Soitη : X → Z un isomorphisme

fixantX∩Z, en particulierη fixe δ1 ety′+λ~v. Alorsψ◦η : X→ A est un isomorphisme qui fixeδ1, et donc AffX(δ1)∩A,
ce qui contientδ( f ). Nous savons dans cette situation queX ∩ f̃ = (ψ ◦ η)−1( f ), d’où y′ + λ~v ∈ (ψ ◦ η)−1( f ), mais
ψ ◦ η(y′ + λ~v) = ψ(y′ + λ~v) < f , d’où la contradiction.

Nous avons donc prouvé que~f ′ = ~g′, nous allons maintenant montrer que les sommetsx et y de f etg coı̈ncident.
En utilisant la proposition 4.7.2, on peut supposer queZ contientδ( f ) en entier, donc̃f = f̃ ′, on peut même supposer
queZ = A. On peut également supposer queB contient un scpγ1 deδ( f ). En résumé,A∩ B contient un scpγ1 deδ( f )
et un scpδ2 deδ(g), et ces deux scp sont parallèles. L’égalitéδ( ~f ) = δ(~g) a donc un sens (et est vraie), dans~A∩ ~B.

Soit ξ : B → A un isomorphisme fixantA ∩ B. D’après le lemme précédent,ξ(y) ∈ f et ξ−1(x) ∈ g. La seconde
égalité impliquex ∈ ξ(g) = ξ(y) + ~ξ(~g). Or ~ξ(~g) est un cône vectoriel de coeur~ξ(δ(~g)) = δ( ~f ), puisqueξ fixe δ2 et
δ(~g) = δ( ~f ). Donc~ξ(~g) = ~f , et x ∈ ξ(y) + ~f .

Nous arrivons ainsi aux deux relations :x ∈ ξ(y) + ~f et ξ(y) ∈ x + ~f . Par unicité du sommet def , ceci implique
x = ξ(y). On utilise enfin la version précise du lemme précédent : soitT un appartement contenantδ( f ) et y, il existe
un isomorphismeζ : T → A fixantδ( f ) et tel queζ(y) = ξ(y). Maisζ−1(x) = x puisquex ∈ δ( f ), d’où x = y.

En particulier,x = y ∈ A∩ B, et par convexité deA∩ B, δ( f ) ⊂ A∩ B et δ(g) ⊂ A∩ B, et enfin on peut calculer,
dansA ou dansB : δ( f ) = x+ δ( ~f ) = y+ δ(~g) = δ(g). �

Cette proposition permet les définitions suivantes :

Définitions 5.3.3.
– Le coeur d’un cônẽf de l’immeubleI estδ( f ). On le noteδ( f̃ ).
– On appelle sommet dẽf le sommet deδ( f ), on le note s( f̃ ).
– Deux cônes F,G ∈ FI sont dit parallèles lorsqueδ(F) ∥ δ(G), ceci définit une relation d’équivalence surFI.
– Si G, F ∈ FI sont deux cônes parallèles avec F⊂ G, on dit que F est un sous-cône parallèle de G, et on abrège

sous-cône parallèle en scp. Ceci définit une relation d’ordre surFI.

Lemme 5.3.4.Soient F,G ∈ FI tels que G est scp de F. Alors il existe un appartement contenantδ(F) ∪ δ(G).

Preuve du lemme:
Nous savons déjà qu’il existe (proposition 4.7.2) un appartementA1 contenantδ(G) et un scpδ deδ(F). Il existe

aussiA2 contenantδ(F) ∪ {s(G)}, ceci cars(G) ∈ F. Alors A1 ∩ A2 ⊃ {s(G)} ∪ δ, d’où par convexité,A1 ∩ A2 ⊃ δ(G),
et doncA2 ⊃ δ(F) ∪ δ(G). �

5.4 Équivalence de ĉones, l’ensembleI

Nous définissons maintenant une relation d’équivalence sur l’ensemble des cônes de l’immeuble d’une manière
tout à fait semblable à la définition de la relation d’équivalence sur l’ensemble des cônes affines deA0.

Définition 5.4.1. Deux cônes F,G ∈ FI sont équivalents lorsqu’il existe H∈ FI qui est un scp de F et de G. On note
alors F ∼ G.

Le lemme 5.2.3 montre que sif , g ∈ FA alors f ∼A g ⇒ f̃ ∼ g̃.

Lemme 5.4.2.Soient F,G ∈ FI, alors F ∼ G si et seulement si F∥ G et F∩G , ∅.
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Preuve du lemme:
Si F ∼ G, il est clair queF ∩G , ∅ et queF ∥ G (carF ∥ H ∥ G).
Supposons maintenant queF ∩ G , ∅ et queF ∥ G. Soit x ∈ F ∩ G, soit A et B des appartements tels que

δ(F)∪{x} ⊂ A etδ(G)∪{x} ⊂ B. Nous pouvons alors construire deux cônes :δ1 := x+
−−−→
δ(F) ⊂ A etδ2 := x+

−−−→
δ(G) ⊂ B.

Ces deux cônes sont parallèles, donc il existeZ contenantδ1 et un sous-cône parallèleδ′2 deδ2. Par convexité deZ∩B,
on voit qu’en faitδ2 ⊂ Z. Doncδ1 et δ2 sont deux cônes parallèles, inclus dansZ et de même sommet :δ1 = δ2. Soit
H ∈ FI tel queδ(H) = δ1. Il est à peu près clair queH ⊂ F ∩G, voici quand même le raisonnement :

Soit f ∈ FA tel queδ( f ) = δ(F). Alors x ∈ f , puisδ1 ⊂ f . Soith1 ∈ FA tel queδ(h1) = δ1, alorsH = h̃1 et h1 ⊂ f .
CommeF = f̃ , on conclut par le lemme 5.2.3 queH ⊂ F. On procède de même pour prouver queH ⊂ G. �

Proposition 5.4.3. La relation ”être équivalent” est une relation d’équivalence surFI.

Démonstration:
Cette relation est symétrique et réflexive, montrons qu’elle est transitive. SoientF1, F2, F3 ∈ FI tels queF1 ∼ F2

et F2 ∼ F3. SoitG1 un scp deF1 et F2, etG2 un scp deF2 et F3. Il nous suffit de trouver un côneH ∈ FI qui soit
un scp deG1 et deG2. Et comme nous savons déjà queG1 ∥ G2, grâce au lemme précédent, il suffit de prouver que
G1 ∩G2 , ∅.

Quitte à remplacerG1 par un scp, il existe un appartementZ1 contenantδ(F2) ∪ δ(G1). Le lemme 5.1.4 appliqué à
F2 ∩ Z1 etG1 ∩ Z1 dans l’appartementZ1 prouve l’existence d’un scpH1 deG1 dont le coeur est un scp deδ(F2). De
même, il existe un scpH2 deG2 dont le coeur est aussi inclus dansδ(F2).

Ainsi δ(H1) et δ(H2) sont deux scp du même côneδ(F2), leur intersection contient donc un troisième scp de

δ(F2) (il suffit de vérifier ques(δ(F2)) +
−−−−−−−−−−−−−−→
s(δ(F2)s(δ(H1)) +

−−−−−−−−−−−−−−→
s(δ(F2)s(δ(H2)) ∈ δ(H1) ∩ δ(H2) ). Si H est le cône deI

correspondant à ce coeur, alorsH est un scp deH1 donc deG1 donc deF1, ainsi que deH2 donc deG2 donc deF3.
Ce qui prouve queF1 ∼ F3. �

Nous pouvons enfin définir l’ensembleI :

Définition 5.4.4. On poseI = FI/ ∼. Si F ∈ FI, on note[F] la classe d’équivalence de F pour∼.

Notons enfin ce petit résultat :

Lemme 5.4.5.Soit A∈ A, et f ∈ FA. Soit G∈ FI tel que f̃ ∼ G. Alors il existe f′ un scp de f tel quẽf ′ est un scp
de G.

Démonstration:D’après la proposition 4.7.2, il existe un appartementZ contenantδ( f ) et un scp deδ(G). Soitg′

le cône affine deZ engendré par ce scp. D’après le lemme 5.1.4, il existeδ′ un scp deδ( f ) qui est inclus dansg′. Alors
le cônef ′ engendré parδ′ dansA convient. �

5.5 Injections canoniques

Définitions 5.5.1.

– SoitιI : I → I

x 7→ [{x}]
. C’est l’injection canonique deI dansI.

– Pour tout appartement A, soitι : Ā → I[
f
]
A 7→ [ f̃ ]

. C’est l’injection canonique dēA dansI.

Quelques mots pour s’assurer que ces définitions sont licites :
– PourιI, il faut vérifier que{x} ∈ FI, ∀x ∈ I. C’est le cas car six est dans l’appartementA, alors{x} ∈ FA, et

˜{x} = {x}.
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– Nous avons déjà vu que sif ∼A g alors f̃ ∼ g̃ ce qui montre queιA est bien définie.

Proposition 5.5.2. Les injections canoniques sont injectives.

Démonstration:
Il est clair queιI est injective. SoitA ∈ A, pour montrer queιA est injective, on considère deux cônesf , g ∈ FA

tels queιA([ f ]A) = ιA([g]A). C’est à dire quẽf ∼ g̃. Donc il existeH ∈ FI qui est scp dẽf et g̃. Par le lemme 5.3.4, il
existeB ∈ A contenantδ( f ) ∪ δ(H). En utilisant le lemme 5.1.4 dansB, on obtient un nouveau côneH′ ∈ FI qui est
scp deH et dont le coeur est inclus dansδ( f ), donc dansA. Alors notanth′ = H′ ∩ A, on voit queh′ est scp dansA de
f et g, et doncf ∼A g. �

6 Topologie surI

6.1 Définition

Définition 6.1.1. Soit F ∈ FI, soit A∈ A(I) contenantδ(F). On note b(F) et on appelle base de F la base deδ(F).
De même, si f∈ FA, on notera b( f ) la base deδ( f ).

La définition de la base d’un cône dont la direction est dans une facette vectorielle est donnée en 4.3.4.

Maintenant, nous avons besoin d’un moyen de définir un voisinage de 0 dans les espaces directeurs de tous les

appartements à la fois. Nous avons déjà définiU comme étant l’ensemble des voisinages de 0 dans
−→
A0, où A0 est

l’appartement de référence choisi au début, stables par le groupe de Weyl de
−→
A0, W

−→
A0. Alors siU ∈ U, si φ : A0

∼
−→ B

est un isomorphisme quelconque, l’image~φ(U) ⊂ ~B est indépendante de l’isomorphismeφ choisi. Nous pouvons
ainsi identifierU à un voisinage de 0 dans l’espace directeur de n’importe quel appartement. Et siφ : A

∼
−→ B est un

isomorphisme, nous pouvons écrireφ(x+ U) = φ(x) + U, ∀x ∈ A.

Définition 6.1.2. Soit F ∈ FI, A tel queδ(F) ⊂ A, f = A∩ F, et U ⊂ ~A, stable par W(~A). On pose :

f̂ + U =
⋃

B⊃b(F)

φB(( f + U) ∩ δ( f )∗A).

L’union est prise sur tous les appartementsB qui contiennentb(F), etφB : A
∼
−→ B est un isomorphisme qui fixe

b(F).
Remarque:Il aurait pu paraı̂tre plus simple de prendre l’union desφB( f +U), mais le fait de prendre l’intersection

avecδ( f )∗A permettra d’utiliser la proposition 4.3.5.

Le sous groupe deWA qui fixe b( f ) fixe aussiδ( f ), puisqueb( f ) contient une base affine de AffAδ( f ), et donc il
stabilise f , et sa partie vectorielle est un sous-groupe deWv

A et donc stabiliseU. Ceci permet de vérifier que le choix
deφB n’importe pas.

Si A′ est un autre appartement contenantδ(F), et si f ′ = A′ ∩ F alors f̂ + U = ̂f ′ + U. Ceci permet la définition :

F̂ + U := f̂ + U.

Lemme 6.1.3.On garde les notations précédentes. Si B est un appartement contenant b(F), et siφB : A
∼
−→ B est un

isomorphisme qui fixe b(F), alors B∩ ̂( f + U) = φB(( f + U) ∩ δ( f )∗A). En particulier, A∩ ̂( f + U) = ( f + U) ∩ δ( f )∗A.

Preuve du lemme:Si x ∈ B ∩ ̂( f + U), alors il existe un appartementC contenantb( f ) et un isomorphisme
φC : A

∼
−→ C fixant b( f ) tel quex ∈ φC(( f + U) ∩ δ( f )∗A). On choisit alorsψ : C

∼
−→ B fixant b( f ) ∪ {x}, comme

ψ ◦ φC : A
∼
−→ B fixe b( f ), on aψ ◦ φC(( f + U) ∩ δ( f )∗A) = φB(( f + U) ∩ δ( f )∗A). D’où x ∈ φB(( f + U) ∩ δ( f )∗A). �

On peut maintenant définir les ensembles qui seront la base de voisinage de la topologie surI :
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Définition 6.1.4. Soit F ∈ FI, et U ∈ U. On pose :

VI(F,U) = {x ∈ I | un représentant de x est inclus danŝF + U}.

Lorsqu’il n’y a pas de risque de confondreVI(F,U) avec un voisinageVA( f ,U) d’un point dans un appartement
compactifié, on pourra juste noterV(F,U).

Pour x∈ I, on noteVx = {V(F,U) | x = [F], U ∈ U}.

Lemme 6.1.5.Soient F,G ∈ FI et U,V ∈ U alors :
– f̃ ⊂ f̂ + U
– si F̂ + U ⊂ Ĝ+ V, alorsV(F,U) ⊂ V(G,V)
– si U ⊂ V, alorsF̂ + U ⊂ F̂ + V
– si F est scp de G, alorŝF + U ⊂ Ĝ+ U.

Preuve du lemme:
Les trois premiers points sont évidents. Pour le quatrième point, on choisit un appartementA contenantδ(F) et

δ(G) (lemme 5.3.4). On notef = A∩ F le cône engendré parδ(F) dansA, etg = A∩G le cône engendré parδ(G),
donc f est un scp deg. Il ne reste plus qu’à appliquer la même méthode que celle utilisée dans cette situation pour
prouver quef̃ ⊂ g̃ (en 5.2.3).

On commence par supposer qu’aucun mur deA, parallèle àδ(G) ne sépare strictements( f ) et s(g). Soitx ∈ F̂ + U,
il existe B ⊃ {x} ∪ b(F) et φ : A

∼
−→ B fixant b(F), tel quex ∈ φ(( f + U) ∩ f ∗A). En particulier,x ∈ φ( f )∗B. D’après

la proposition 4.3.5, il existe un appartementZ contenantb(G) ∪ b(F) ∪ {x}. Soitψ : Z
∼
−→ A fixant A ∩ Z, donc en

particulierb(F) ∪ b(G). Commex ∈ F̂ + U, ψ(x) ∈ ( f + U) ∩ f ∗A ⊂ (g+ U) ∩ g∗A, doncx ∈ Ĝ + U.
S’il existe un murM parallèle àδ(G) et séparant strictements( f ) et s(g), soitz= [s( f ), s(g)] ∩ M. Par récurrence,

on aF̂ + U ⊂
̂̃

z+ ~f + U et
̂̃

z+ ~f + U ⊂ Ĝ+ U. �

Proposition 6.1.6. Il existe une unique topologie surI telle que pour tout x∈ I,Vx soit une base de voisinages de x.

Démonstration:
Il faut montrer pour toutx ∈ I, queVx , ∅, que∀V ∈ Vx, x ∈ V, et que∀x ∈ I, V1,V2 ∈ Vx, ∃V3 ∈ Vx tel que

V3 ⊂ V1 ∩ V2. Les deux premières assertions sont claires.
Soit doncx ∈ I et V1,V2 ∈ Vx. SoientF1, F2 ∈ x etU1,U2 ∈ U tels queV1 = V(F1,U1) et V2 = V(F2,U2).
CommeF1 ∼ F2, il existeH qui est scp deF1 et deF2. SoitU = U1∩U2, on a bienU ∈ U. Alors,V(H,U) ∈ Vx

et d’après le lemme,V(H,U) ⊂ V(F1,U1) ∩V(F2,U2). �

Notons tout de suite ce résultat évident, mais important :

Proposition 6.1.7. Soit g∈ Aut(I). Alors g se prolonge en un homéomorphisme deI, en posant g([F]) = [g(F)].

6.2 Lien avec la topologie deĀ

Nous allons maintenant faire le lien entre les voisinages du typeV(F,U) dans l’immeuble et lesVA( f ,U) dans un
appartement. La seule petite difficulté provient du fait que dans la définition dêf + U on fait intervenir (f + U) ∩ f ∗

et non justef + U comme dans lesVA( f ,U).

Définition 6.2.1. Soit A∈ A, U ∈ U et f ∈ FA, on note :

V′A( f ,U) =
{
x ∈ Ā | un représentant de x est inclus dans( f + U) ∩ f ∗

}
.

Proposition 6.2.2. Soit A∈ A. Alors l’ensemble desV′A( f ,U), pour f ∈ FA et U ∈ U est une base de voisinage de
la topologie surĀ.
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Démonstration:
Déjà, quels que soientf ∈ FA et U ∈ U, on aV′A( f ,U) ⊂ VA( f ,U). Il reste à vérifier queV′A( f ,U) est un

voisinage de [f ]A.
SoitU′ ∈ U borné et inclus dansU. Commef ∗ est un cône d’intérieur non vide, il existex ∈ f tel quex+U′ ⊂ f ∗.

Alors x+ ~f + U′ ⊂ ( f + U) ∩ f ∗ doncVA(x+ ~f ,U′) ⊂ V′A( f ,U), et [x+ ~f ]A = [ f ]A doncVA(x+ ~f ,U′) est bien un
voisinage de [f ]A. �

Étant donnés un côneF ∈ FI et un appartementA contenantb(F), il existe un unique élément deFA dont le coeur
est image deδ(F) par un isomorphisme d’appartements fixantb(F). Nous noterons ce cônêF ∩A car il est en fait égal
à ̂F + {0} ∩ A. Si A contient un cônef tel queF = f̃ , c’est-à-dire siA contientδ(F), alorsF̂ ∩ A n’est autre quef . La

propriété principale dêF ∩ A est que pour toutU ∈ U, F̂ + U = ̂(F̂ ∩ A) + U.

Nous voici en mesure d’écrire un voisinage de base deI en fonction des voisinages de base des appartements :

Proposition 6.2.3. Soit F ∈ FI, U ∈ U, borné. Alors :

VI(F,U) =
⋃

A⊃b(F)

V′A(F̂ ∩ A,U),

où l’union est prise sur tous les appartements A deI qui contiennent b(F).

Démonstration:
On commence par l’inclusion ”⊃”. Soit A ∈ A tel queb(F) ⊂ A, notons f = F̂ ∩ A. Soit t ∈ V′A( f ,U), soit

g ∈ FA un représentant det inclus dans (f + U) ∩ f ∗. CommeF̂ + U = f̂ + U, tout ce que nous devons montrer est
queg̃ ⊂ f̂ + U.

Lemme 6.2.4.Soit A∈ A, U ⊂ ~A borné et stable par W(~A), et f, g ∈ FA tels que g⊂ ( f + U) ∩ f ∗. Alors il existe un
scp g′ de g tel quẽg′ ⊂ f̂ + U.

Preuve du lemme:On va appliquer la proposition 5.1.2, avec~γ = δ(~g), x = s(g′) et b = b(g′). Il nous faut choisir

b′ de manière à ce queb′ ⊂ s(g′)−~g∗,
−−−−−→
Aff(b′) ⊃ δ(~g). De plus, pour que la conclusion de la proposition 5.1.2 nous soit

utile, il faut queb( f ) ⊂ b′.

Comme~g ⊂ ~f , il existe une facette de Weyl~h tel queδ( ~f ) ∪ δ(~g) ⊂ ~h. Soit alorsb′ la base du cônes( f ) + ~h, de

sorte que
−−−−−→
Aff(b′) ⊃ δ(~g) et b( f ) ⊂ b′. Soitg′ un scp deg tel queb′ ⊂ s(g′) − ~g∗.

Soit z ∈ g̃′, soitZ ∈ A contenantb′ ∪ {z}, etφ : Z
∼
−→ A fixant b′. Alors la proposition 5.1.2 prouve queφ(z) ∈ g′,

en particulier,φ(z) ∈ ( f + U) ∩ f ∗. Commeφ fixe b′ qui contientb( f ), ceci prouve quez ∈ f̂ + U. �

On passe à l’autre inclusion pour la preuve de la proposition. Soitt ∈ VI(F,U). Il existe un représentantG ∈ FI
det inclus dansF̂ + U et un appartementA contenantb(F)∪δ(G) (corollaire 4.3.2). Soitf = F̂∩A, alorsA∩ F̂ + U =
( f + U) ∩ f ∗, (par le lemme 6.1.3) d’oùG ∩ A ⊂ ( f + U) ∩ f ∗. Et commet = [G∩ A]A, on a bient ∈ V′A( f ,U). �

6.3 I est śeparé

Proposition 6.3.1. L’espace topologiqueI est séparé.

Démonstration:
Soientx et y deux points distincts deI. D’après la proposition 4.5.8, il existeA ∈ A, et f , g ∈ FA tels quex = [ f̃ ]

ety = [g̃]. D’après le lemme 5.2.3,f /A g. CommeĀ est séparé et que [f ]A , [g]A, on peut, quitte à restreindref etg
à des scp, supposer qu’il existeU ∈ U tel que f +U ∩ g+U = ∅. Quitte à remplacerU par une boule incluse dansU,
on peut supposer queU est convexe.
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On peut encore restreindreg à un scp pour s’assurer queb( f ) ⊂ s(g) − δ(~g)∗. Alors nous pouvons utiliser la
proposition 5.1.2 pour obtenir quêf + U ∩ ĝ+ U = ∅ : soit t ∈ ĝ+ U, soitZ ∈ A contenantb( f ) et t, soitφ : Z

∼
−→ A

fixant b(F), alors la proposition 5.1.2 affirme queφ(t) ∈ g + U, donc t < f̂ + U. Ceci implique directement que
V( f̃ ,U) ∩V(g̃,U) = ∅ : nous avons obtenu un voisinage dex et un dey qui sont disjoints. �

6.4 I està base d́enombrable d’ouverts

LorsqueI est localement fini, ou plus généralement lorsque chaque cloison n’est pas incluse dans plus qu’un
nombre dénombrable de chambres, la topologie qu’on vient de définir est à base dénombrable d’ouverts. Voici en
quelques mots pourquoi.

Tout d’abord, pour calculer̂f + U, seulsU, s( f ) et b( f ) comptent. Or, pour un sommet fixé, il n’existe qu’un
nombre fini de bases le contenant. L’hypothèse surI implique qu’il n’y a qu’un nombre dénombrable de points de
I à coordonnées rationnelles (en fixant une chambre de référence, et une base affine dans cette chambre). Donc en
prenant tous les sommets à coordonnées rationnelles dansI, toutes les bases correspondantes à ces sommets, et tous
les voisinages de 0 dans~A0 de la formeB(0, 1

n), on obtient une base de voisinages pour la topologie deI qui est
dénombrable.

6.5 Injections canoniques

6.5.1 L’injection ιI

Proposition 6.5.1. L’injection canoniqueιI : I → I est telle que, pour tout U∈ U, F ∈ FI on a ι−1
I

(VI(F,U)) =
F̂ + U. De plus, elle est continue, ouverte et d’image dense.

Démonstration:
SoientU ∈ U, F ∈ FI et x ∈ ι−1

I
(V(F,U)). On a alors{x} ⊂ F̂ + U, doncx ∈ F̂ + U. L’autre direction est (encore

plus) claire.
Il est maintenant clair que l’image deιI est dense dansI.
Montrons queιI est ouverte. SoitO un ouvert,x ∈ O. Il existe un voisinageB dex dansI, inclus dansO qui est une

boule dansI, B = B(x, ǫ). La boule dans~A0 B~A0
(0, ǫ) est stable par le groupe de Weyl de~A0, doncB~A0

(0, ǫ) ∈ U. Il est

de plus clair queB = ̂{x} + B~A0
(0, ǫ). (Ici, b({x}) = {b} et{x}∗A = A). Nous allons vérifier queιI(B) = VI({x}, B~A0

(0, ǫ)) :

ce sera alors bien un voisinage deιI(x) dansI.
L’ inclusion⊂ découle directement de l’égalitéB = ̂{x} + B~A0

(0, ǫ). Pour l’autre inclusion, il suffit de remarquer

que puisqueB est borné, siy = [ f̃ ] ∈ ιI(B) alors ~f = {0}.

Enfin, montrons queιI est continue. SoitO un ouvert deI, soit x ∈ ι−1
I

(O). Il existe un voisinage deιI(x) inclus

dansO de la formeV({x},U). Alors x ∈ ι−1
I

(V({x},U)) = ̂{x} + U ⊂ ι−1
I

(O). Il reste à prouver quê{x} + U contient

un voisinage dex dansI. Or U contient une bouleBA0(0, ǫ), donc ̂{x} + U ⊃ ̂{x} + BA0(0, ǫ) = BI(x, ǫ) qui est un
voisinage dex dansI. �

Nous pouvons donc identifierI à l’ouvert denseιI(I). La relationι−1
I

(V(F,U)) = F̂ + U devient alorsV(F,U) ∩
I = F̂ + U.

6.5.2 Les injectionsιA

Proposition 6.5.2. Soit A∈ A, alors l’injection canoniqueιA : A→ I est telle que, pour tout f∈ FA, U ∈ U borné,
il existe f′ ∈ FA un scp de f tel queVA( f ′,U) ⊂ ι−1

A (VI( f̃ ,U)) ⊂ VA( f ,U). Cette injection est de plus continue et
fermée.

En particulier, c’est un homéomorphisme deĀ sur son image qui est un fermé compact deI.
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Démonstration:
Soit f ∈ FA, U ∈ U, borné. Soit [g]A ∈ ι

−1
A (VI( f̃ ,U)), ce qui signifie que quitte à remplacerg par un scp, on a

g̃ ⊂ ̂̃f + U. Alors g ⊂ ̂̃f + U ∩ A = ( f + U) ∩ δ( f )∗ ⊂ f + U. Donc [g]A ∈ VA( f ,U).
Pour l’autre inclusion, notonsx = s( f ). On choisit f ′ un scp def tel que f ′ + U ⊂ δ( f )∗, ceci existe carU est

borné etδ( f )∗ est un cône convexe et d’intérieur non vide. Alorsf ′ + U ⊂ ( f + U) ∩ f ∗. Vérifions quef ′ convient.
Soit [g]A ∈ VA( f ′,U), on peut supposer queg ⊂ f ′ + U d’où g ⊂ ( f + U) ∩ f ∗. On peut aussi imposer que

b( f ) ⊂ b(g) − δ(~g)∗. Alors en utilisant la proposition 5.1.2 (prendreb = b(g), b′ = b( f ), ~γ = δ(~g)), on vérifie que
g̃ ⊂ f̂ + U, d’où ιA([g]A) ⊂ V( f̃ ,U).

La continuité deιA est alors immédiate. Le fait queιA est fermée provient alors de la compacité deĀ et de la
séparation deI. �

Nous pouvons dsormais identifier un appartement compactifiéĀ à un fermé compact deI. La proposition 4.5.8
nous permet de prouver une généralisation de l’axiome indiquant que deux chambres doivent être incluses dans un
même appartement :

Soit c une chambre deI et x = [F] ∈ ∂I, alors il existeA ∈ A contenantc et un scp deδ(F). Doncc ∪ {x} ⊂ Ā.
De même, six = [F] et y = [G] sont deux points du bord deI, il existeA ∈ A contenant un scp deδ(F) et un scp de
δ(G), et alors{x} ∪ {y} ⊂ Ā.

Lemme 6.5.3.Soient x et y des facettes deI ou des points de∂I, alors il existe un appartement A tel que x∪ y ⊂ Ā.
(Ici, on identifie x à{x} dans le cas où x est un point.)

6.6 Rétractions

Nous avons vu que siA est un appartement etw ∈WA, alorsw s’étend de manière unique en un homéomorphisme
deĀ sur lui-même, puis que siφ : A

∼
−→ Best un isomorphisme, alorsφ s’étend de manière unique en un homéomorphisme

deĀ sur B̄, qu’on note encoreφ. Les rétractions peuvent aussi s’étendre àI :

Proposition 6.6.1.Soit A∈ A, et c une chambre de A, soitρ = ρc,A la rétraction sur A de centre c. Alorsρ s’étend de
manière unique en une fonction continueρ̄ deI sur Ā.

Démonstration:
Soit x ∈ ∂I, nous savons qu’il existeZ ∈ A tel que{x} ∪ c ⊂ Z̄. Soitφ : Z

∼
−→ A fixant c, alorsρ|Z = φ, il est donc

naturel de poserρ(x) = φ(x). Pour que cette définition soit valide, il faut s’assurer que siZ′ est un autre appartement
tel que{x} ∪ c ⊂ Z̄′ et siφ′ : Z′

∼
−→ A fixe c, alorsφ(x) = φ′(x).

Soientf ∈ FZ et f ′ ∈ FZ′ des représentants dex. Alorsρ( f ) = φ( f ) ∈ FA etρ( f ′) = φ′( f ′) ∈ FA, etφ(x) = [ρ( f )]A,
φ′(x) = [ρ( f ′)]A. Il nous faut donc vérifier queρ( f ) ∼A ρ( f ′).

Quitte à raccourcirf et f ′, il existe un appartementY contenantδ( f )∪ δ( f ′). Quitte à raccourcir encoref , on peut
supposer, dansZ : c ⊂ s( f ) − δ( ~f )∗Z. On peut raccourcir maintenantf ′, pour obtenir que, dansY, δ( f ′) ⊂ δ( f )∗.

Supposons dans un premier temps qu’aucun mur deY ne sépare strictementδ( f ) deδ( f ′). Soitβ = Cl(δ( f )∪δ( f ′)).
Alors, en notantψY un isomorphisme deZ surY fixantδ( f ), si M est un mur deZ séparant strictements( f ) etc, ψY(M)
ne peut séparer strictement deux points deβ. La proposition 4.3.3 permet donc de trouver un appartementX contenant
δ( f ) ∪ δ( f ′) ∪ c. LesF -cônes engendrés parδ( f ) et δ( f ′) dansX sont équivalents. Soitχ : X

∼
−→ A fixant c, alors

ρ(δ( f )) = χ(δ( f ) et ρ(δ( f ′)) = χ(δ( f ′)). Il s’ensuit que les cônes engendrés parρ(δ( f )) et ρ(δ( f ′)) sont équivalents
dansA. Mais ces cônes sont exactementρ( f ) etρ( f ′).

Pour traiter le cas général, nous allons construire dansY une suiteδ( f ) = δ0, ..., δu = δ( f ′) de coeurs qui ne sont
séparés par aucun mur, et qui engendrent des cônesf0, ..., fk équivalents. La projectionpδ( f ) : Y → Yδ( f ) deY sur la
façadeYδ( f ) envoieδ( ~f ) et δ( ~f ′) dans deux facettes bien déterminées. SoitΓ = g0, ..., gk une galerie dansY

δ( ~f ) entre
ces deux facettes. On notefY et f ′Y les cônes engendrés parδ( f ) et δ( f ′) dansY. D’après 3.3.3, après avoir choisi un
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système de générateursS deW(~Y) adapté, on a une partitionI = I1 ⊔ I2, où I est le type deδ( ~fY), I1 est l’ensemble
des réflexions deS fixant ~f⊥ et I2 le type des réflexions fixant~fY. Si π est une cloison deYδ( f ) de type inclus dansI2,
M le mur deY correspondant, alors~M ⊃ ~fY. Par conséquent,M ne peut séparerδ( f ) deδ( f ′), car fY ∼Y f ′Y. Ainsi le
type de la galerieΓ est inclus dansI1.

On définit à présent la suite de coeursδ0, δ1, ..., δ2k et la suite de cônesf0, ..., f2k par récurrence. En plus des
conditions déjà citées, on requiert quepδ( f )(δi) ⊂ g i

2
lorsquei est pair.

On poseδ0 = δ( f ), f0 = fY. Ensuite siδ0, ..., δi et f0, ..., fi sont construits pouri un indice pair, soitσi la réflexion,
dont la direction fixeδ( ~fY) qui relève la réflexion deYδ( f ) définie par la cloisongi ∧ gi+1. La cloisongi ∧ gi+1 est de
type un élément deI1, donc~σi ∈ WI1, ~σi stabilise~fY et fixe ~f⊥Y . Soit s le sommet defi , par hypothèse de récurrence,

fi ∼Y fY, donc fi = s+ ~fY, etσi( fi) = σi(s) + ~σi( ~fY) = σi(s) + ~fY. Soit Mi le mur fixé parσi , donc ~f⊥Y ⊂ ~Mi , et soith

le projeté orthogonal dessurM. Alorsσi(s) = s+ 2~sh, et ~sh∈ ~M⊥ ⊂ ~f⊥⊥Y = Vect(~fY).

On pose alorsfi+1 := h+ ~fY = fi + ~shet fi+2 = σi( fi) = fi + 2~sh. Ces deux cônes sont équivalents àfi . On pose
ensuiteδi+1 = δ( fi+1) et δi+2 = δ( fi+2). Les deux coeursδi et δi+1 sont projetés dans la même chambre fermée ¯g i

2
de

Yδ( f ), ce qui signifie qu’aucun mur dont la direction contientδ( ~f ) ne sépare strictementδi deδi+1. Mais comme ces
deux coeurs sont parallèles de directionδ( ~f ), un mur dont la direction ne contient pasδ( ~f ) ne peut de toute façon pas
les séparer, donc aucun mur ne sépare strictementδi deδi+1. De même,δi+1 etδi+2 sont projetés dans la même chambre
ferméeg i

2+1, donc aucun mur ne sépare strictementδi+1 deδi+2.
Ainsi δi+1 et δi+2 vérifient les conditions requises. On construit ainsi les suitesδ0, ..., δ2k et f0, ..., f2k. Alors δ2k est

projeté dans la même chambre ferméegk queδ( f ′) et f2k ∼Y fY ∼Y f ′Y, il ne reste donc plus qu’à poserf2k+1 = f ′Y
et δ2k+1 = δ( f ′) pour obtenir une suite de cônes deY équivalents allant defY à f ′Y telle que les coeurs de deux cônes
consécutifs ne sont séparés strictement par aucun mur.

Nous avons que dans ces conditions, deux coeurs consécutifs ont des scp dont les images parρ sont des coeurs de
cônes deFA équivalents. Doncδ( f ) etδ( f ′) ont des scpγ etγ′ envoyés parρ sur des coeurs de cônes deFA équivalents.
Mais ρ(γ) = φ(γ) et ρ(γ′) = φ′(γ), on a donc prouvé queφ( f ) = ρ( f ) ∼A φ

′( f ′) = ρ( f ′). Ceci prouve queρ est bien
définie.

Montrons qu’elle est continue. CommeI est ouvert dansI, et queρ est continue, la continuité de ¯ρ est acquise en
tout point deI. Il s’agit donc de montrer, poury ∈ ∂A, pourx ∈ ρ̄−1({y}) et pourVA( f ,U) un voisinage dey dansĀ,
queρ̄−1(VA( f ,U)) contient un voisinage dex.
Soit Z ∈ A tel que{x} ∪ c ∈ Z̄, soit φ : Z

∼
−→ A fixant c. Commef n’est pas réduit à un point (y ∈ ∂A), on peut le

raccourcir pour s’assurer quec ⊂ s( f ) − δ( ~f )∗. Un voisinage de{x} dansI estV(φ−1( f ),U), vérifions qu’il est inclus
dansρ−1(VA( f ,U)). Soit B ⊃ b(φ−1( f )) ∪ {t} etψ : B

∼
−→ Z fixant b(φ−1( f )) tels queψ(t) ∈ (φ−1( f ) + U) ∩ φ−1( f )∗, il

faut montrer queρ(t) ∈ f + U.
Nous savons quec ⊂ s(φ−1( f )) − φ−1( f )∗Z, donc en utilisant la proposition 4.3.5, on voit qu’il existeB′ ∈ A con-

tenant{t} ∪ b(φ−1( f )) ∪ c. Soitψ′ : B′
∼
−→ Z fixant B′ ∩ Z, en particulier,ψ′ fixe b(φ−1( f )) doncψ′(t) ∈ φ−1( f ) + U.

Ensuiteφ ◦ ψ′ fixe c, doncρ(t) = φ ◦ ψ′(t) ∈ f + U.

L’unicité deρ̄ découle de sa continuité et de la densité deI dansI. �

A présent, nous pouvons nous contenter de noterρ à la place de ¯ρ.
Les résultats obtenus pour les rétractions deI peuvent souvent s’étendre aux rétractions surI. Voici ce que devient

la proposition 4.4.1 (l’énoncé est un peu différent de celui sur les rétraction dansI car il faut prendre en compte la
possibilité queρ2(x) = σ ◦ ρ2(x)) :

Proposition 6.6.2. Soit A∈ A, c1 et c2 deux chambres adjacentes dans A, M le mur les séparant,σ la réflexion selon
M. Soitρ1 = ρA,c1 etρ2 = ρA,c2. Soit x∈ I, alors :

– Soitρ1(x) = ρ2(x), soitρ2(x) = σ ◦ ρ1(x).
– Siρ1(x) ∈ D(M, c1) alorsρ1(x) = ρ2(x).
– Siρ1(x) < D(M, c1) et siρ1(x) = ρ2(x), alors il existe un appartement B contenant c1, c2 et x.
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Démonstration:
Les deux premiers points découlent de la proposition 4.4.1, et de la continuité deρ1, ρ2 etσ.
Pour le troisième point, on répète quasiment la preuve de la proposition 4.4.1. Supposonsρ1(x) < D(M, c1), soit

Z1 ∈ A tel que{x} ∪ c1 ⊂ Z1. Supposons quec2 1 Z1 et montrons qu’alorsρ2(x) = σ ◦ ρ1(x). Soitφ1 : Z1
∼
−→ A fixant

c1, alorsρ1(x) = φ1(x). Soitd la chambre deZ1, voisine dec1 le long deφ−1
1 (M) (en fait,d = φ−1(c2)), d , c2 puisque

c2 1 Z1. Il existe un appartementZ2 contenantDZ1(φ
−1
1 (M), d) ∪ c2. Cet appartement contientx dans son adhérence

car il contientφ−1
1 (D(M, c2)), et il ne contient pasc1. Soit φ2 : Z2

∼
−→ A fixant c2, on aρ2(x) = φ2(x). On a aussi

φ2(d) = c1 = σ ◦ φ1(d). Alorsφ2 etσ ◦ φ1 coı̈ncident surD(φ−1
1 (M), d), puis surD(φ−1

1 (M), d) donc enx. �

6.7 Compacit́e

Pour l’instant, la notation̂f + U est définie pourf un cône dans un appartement etU une partie de~A0. On définit
à présent, sic est une facette dans un appartementA et si ~C est une partie de~A stable par les parties vectorielles des
éléments de FixWA(c),

̂c+ ~C =
⋃

B⊃c

φB(c+ ~C).

L’union est prise sur tous les appartements contenantc, etφB est un isomorphisme deA versB fixant c dont le choix
n’importe pas.

Avant de prouver la compacité deI, vérifions cette conséquence de la proposition 4.2.7 :

Lemme 6.7.1.Soit A un appartement, et C une partie convexe et ouverte de A. Soit E la réunion de toute les facettes
de A qui rencontrent C. Alors pour toute chambre c de E, et tout point y∈ C̄, il existe une galerie tendue de c à y qui
reste dans E.

Preuve du lemme:Soientx ∈ C∩c, alors [x, y[⊂ C. Commec∩C est ouvert, on peut supposer que [x, y] ne rencontre
que des chambres et des cloisons (aucune facette de dimension inférieure) et que~xyn’est inclus dans aucune direction
de mur deA. SoitΓ une galerie le long de [x, y], commençant parc, donnée par la proposition 4.2.7. L’adhérence de
chaque chambre deΓ coupe [x, y]. Soit e une de ces chambres, [x, y] rencontre soite soit une de ses cloisons. Mais
si elle rencontre une de ses cloisons, disonsm, on ne peut avoir~xy ⊂ Vect(m) car Vect(m) est la direction d’un mur.
Alors [x, y] rencontre aussie ( [x, y] ∩m est forcément dans ]x, y[). CommeC est convexe, [x, y[⊂ C et e ∈ E. �

Il est temps de montrer queI est compact

Théorème 6.7.2.Si l’immeubleI est localement fini, alors l’espaceI est compact.

Démonstration:
Comme nous savons déjà queI est séparé et à base dénombrable d’ouverts, il ne reste plus qu’à montrer qu’il est

séquentiellement compact. Soit (xn)n∈N une suite dansI, trouvons lui une valeur d’adhérence.

Première étape : Quitte à remplacer(xn) par une sous-suite, il existe A∈ A, f ∈ FA, c une chambre de A, et~C une

chambre de~A tels que(ρA,c(xn))n∈N converge vers y∞ := [ f ]A, δ( f ) ⊂ c+ ~C et∀n ∈ N, ρA,c(xn) ∈ s( f ) + ~C.

Commençons par choisirc0 dansA0 au hasard, et notonsρ0 = ρA0,c0. CommeA0 est compact, on peut supposer
que la suite (ρ0(xn))n converge vers une limitey0 ∈ A0. On peut aussi supposer que tous lesρ(xn) sont dans une même

façade deA0, c’est à dire qu’ils ont tous la même direction~g. Soit f0 ∈ y0 un représentant dey0, alors~g ⊂ ~f0. On
peut de plus choisirf0 de sorte quec0 ⊂ s( f0) − ~f ∗0 . Comme un voisinage dey0 dansA0 est inclus dansδ( f0)∗, on peut

supposer que tous lesρ0(xn) ont un représentantgn inclus dansδ( f0)∗. Mais δ( ~f0)∗ est une réunion finie de chambres
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fermées, donc il existe~C0 chambre de~A0 telle ques( f0) + ~C0 contient une infinité degn, on peut supposer qu’il les

contient tous. Bien sûr, cela implique ques( f0) + ~C0 contient tous lesρ0(xn).

Pour conclure la première étape, il ne reste plus qu’à s’assurer queδ( f0) ⊂ c0 + ~C0, ce qui, puisqueδ( ~f0) ⊂ ~C0

revient à s’assurer que ¯c0 coupes( f0) − ~C0. Pour l’instant,c0 est inclus seulement danss( f0) − δ( ~f0)∗. Soit d une

chambre à distance minimale dec0 dont l’adhérence coupes( f0) − ~C0.
Nous allons maintenant prouver par récurrence surk que s’il existeA′, c′, ~C′, f ′ et d′ dans la même configuration

queA0, c0, ~C0, f0 et d le sont actuellement, avecd(c′, d′) = k, alors il existeA, c, f , et ~C comme requis pour conclure
la première étape.

Si k = 0 la conclusion est immédiate,A′, c′, ~C′ et f ′ conviennent.

Si k > 0, soitΓ = (c′ = c0, c1, ..., ck = d′) une galerie minimale entrec′ et d′, et soitM = Vect(c0 ∧ c1) le premier
mur traversé, soitσM la symétrie deA′ selonM, notonsρ0 = ρA′,c′ etρ1 = ρA′ ,c1.

Si ρ0(xn) = ρ1(xn) pour une infinité d’indicesn, alors on peut passer à une sous-suite pour supposer queρ0(xn) =
ρ1(xn) pour toutn. Alors il suffit de remplacerc′ parc1 pour pouvoir appliquer l’hypothèse de récurrence.

Par contre, dans l’autre cas, on peut supposer queρ1(xn) = σ ◦ ρ0(xn) pour toutn ∈ N. Alors la suite desρ1(xn) ne
vérifie plus du tout les hypothèses demandées, il va falloir changer d’appartement.

D’après la proposition 6.6.2, cette situation n’est possible que si pour toutn, ρ0(xn) < D(M, c′). De plus, pour
tout n ∈ N, il existe alors une chambreen voisine dec′ et dec1, et un appartement dont l’adhérence contienten, c′ et
xn. CommeI est supposé localement fini, il n’y a qu’un nombre fini de chambres voisines àc′ et àc1, on peut donc
remplacer (xn)n par une sous-suite pour qu’il existe une chambre fixee, voisine dec1 etc′ telle que pour toutn ∈ N, il
existeBn ∈ A tel quec′ ∪ e∪ {xn} ∈ B̄n.

Soit A′′ un appartement contenantc′ et e, et soitφ : Ā′
∼
−→ Ā′′ fixant A′ ∩ A′′. Nécessairement,φ(c1) = e. Alors

∀n ∈ N, ρA′′ ,e(xn) = φ(ρ0(xn)). Comme de plusd(e, φ(d)) = k − 1, on peut appliquer l’hypothèse de récurrence àA′′,
e= φ(c1), φ(d), φ( f ), et~φ( ~C). Ceci conclut la première étape.

Seconde étape : On noteρ = ρA,c la rétraction obtenue dans la première étape. On montre à présent que soit la
suite(xn)n admet une valeur d’adhérence dansI, soit il existe une galerie tendue(dn)n∈N dans A issue de d0 = c et

une suite(tn)n telle que pour tout n, pour tout i≥ n, ρ(xi) ∈ dn + ~C, tn ∈ dn et limn→∞ tn = y∞. On peut enfin imposer
que∀n ∈ N, dn ∩ (c+ ~C) , ∅.

On noteρ = ρA,c.
On commence par regarder le cas où~f = {0}. Dans ce cas,y∞ ∈ A, etK =

⋃
c̄⊃y∞ c̄ est un voisinage dey∞ dansA,

il contient donc tous lesρ(xn) à partir d’un certain rang. Maisρ−1(K) est une union finie de chambres fermées, donc
c’est un compact, et la suite (xn)n a une valeur d’adhérence dansρ−1(K) donc dansI.

Supposons à présent que~f , {0}. Par le lemme 6.7.1, il existe une galerie minimalec = d0, d1, ..., du dec à s( f )
telle que∀i ∈ ~0, u�, di coupec+ ~C.

On choisit ensuite une demi-droite~l ⊂ δ( ~f ), et on prolonged0, ..., du par une galerie tendue dont l’adhérence
contientl := s( f ) + ~l (proposition 4.2.7). Vérifions qu’on peut s’assurer quedn ∩ (c+ ~C) , ∅ pourn > u. NotonsMl

l’ensemble des murs contenantl, alors la construction faite dans la proposition 4.2.7 est telle que chaque chambre de
la galerie (dn)n≥du est incluse dans

⋂
M∈Ml

D(M, du). Par ailleurs,c + ~C est un convexe, délimité par un nombre fini
de ses hyperplans d’appui, et ces hyperplans ont pour direction un mur de~A. NotonsHl l’ensemble des hyperplans
d’appui dec+ ~C qui contiennentl.

Il suffit de montrer quedi ∩ (c+ ~C) , ∅ pour les chambresdi contenant un segment del dans leur adhérence, car
alors nous pourrons relier deux telles chambres par une galerie dont chaque chambre coupec+ ~C, et la construction
donnée dans la preuve de la proposition 4.2.7 consiste exactement à définir d’abord les chambres contenant un segment
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de l dans leur adhérence, puis à relier ces chambres par des galeries tendues arbitraires. Soitdi une de ces chambres,
soit ]x− ~ǫ, x+ ~ǫ[ un segment del inclus dansd̄i . Les hyperplans d’appui dedi sont des murs en nombre fini, et ceux
contenantx doivent contenir ]x−~ǫ, x+~ǫ[ et sont donc des éléments deMl . Par conséquent, il existe un voisinageV dex
tel queV∩

⋂
M∈Ml

D(M, du) ⊂ d̄i. De la même manière, les hyperplans d’appui dec+ ~C qui contiennentx doivent con-

tenir l carl ⊂ c+ ~C. Donc il existe un voisinageU de x tel queU∩
⋂

H∈Hl
D(H, c) ⊂ c+ ~C. Il ne reste plus qu’à vérifier

queU ∩ V ∩
⋂

H∈Hl
D(H, c)

⋂
M∈Ml

D(M, du) est d’intérieur non vide. NotonsS =
⋂

H∈Hl
D(H, c)

⋂
M∈Ml

D(M, du),
nous savons queS est d’intérieur non vide puisquedu contient un point disonsu dec+ ~C∩

⋂
M∈Ml

D(M, du). De plus,
l ⊂ S̄ et S est convexe. Il ne reste plus qu’à relieru à x par une droite pour finalement obtenir un point intérieur à
U ∩ V ∩ S.

Ceci permet d’obtenir quedn ∩ (c + ~C) , ∅ pour toutn. Vérifions que la galerie (dn)n∈N est tendue. Si ce n’est

pas le cas, c’est qu’il y a un murM qui séparedu de d0 et d’une chambredn avecn ≥ u. Mais s( f ) ∈ d̄u ∩ (c+ ~C)

et d̄n ∩ du + ~l , ∅, d’où l ⊂ M. En particuliers( f ) ∈ M, mais ceci est impossible puisqued0, ..., du est une galerie
minimale ded0 à s( f ). Donc la galerie (dn)n∈N obtenue est bien tendue.

Pour touti ∈ N, soitsi ∈ l∩ d̄i . La suite (si) tend versy∞. Donc pour touti, lesρ(xn) sont inclus à partir d’un certain

rangNi danssi + δ( ~f )∗. Vérifions qu’en fait ils sont danssi + ~C. Soit n ≥ Ni , un représentantgn deρ(xn) est inclus
danssi + ~F où ~F est une facette vectorielle dont l’adhérence contientδ( ~f ) et~g. Disonsgn = si + ~v+ ~g avec~v ∈ ~F.

On calcule alors :gn = s( f ) +
−−−−→
s( f )si + ~v + ~g. Or

−−−−→
s( f )si ∈ δ( ~f ) donc

−−−−→
s( f )si + ~v ∈ ~F et gn ⊂ s( f ) + ~F. Mais nous

savons d’autre part queρ(xn) ∈ s( f ) + ~C. Donc ~F ⊂ ~C, et ρ(xn) ∈ si + ~F ⊂ si + ~C.

Ainsi, pour touti ∈ N, lesρ(xn) sont inclus danssi + ~C à partir d’un certain rang. En passant à une sous-suite, on peut
supposer que∀n ≥ i, ρ(xn) ∈ di + ~C.
Par ailleurs, en déplaçant un peu lessi on peut obtenir une suite (ti) convergeant versy∞ et telle queti ∈ di . Ceci
conclut la seconde étape.

Troisième étape : On suppose maintenant que(xn) n’a pas de valeur d’adhérence dansI. Montrons qu’il existe
une sous-suite de(xn), et une galerie tendueΓ = (ci)i∈N telle que c0 = d0 = c, que pour tout i,ρ(ci) = di et que les xk

pour k≥ i sont dans l’adhérence dêci + ~C.

Ici, on notêci + ~C = ̂ci + ~φi( ~C) pour un isomorphismeφi de A sur un appartementBi contenantc et ci qui fixe

c. On remarque que puisqueci est une chambre, on a en fait̂ci + ~C = ρ−1
Bi ,ci

(ci + ~φi( ~C)), et l’adhérence de ceci vaut

ρ−1
Bi ,ci

(ci + ~φi( ~C)) (pour vérifier l’inclusion non évidente, utiliser le lemme 6.5.3 pour inclure un point etci dans un
même appartement).

On commence par montrer par récurrence que pour touti, il existec0, ..., ci et une sous-suite (xi
n) de (xn) satisfaisant

aux conditions demandées.
D’après la première étape, tous lesxn sont dansρ−1(c+ ~C). Doncc0 = c convient bien.

Ensuite, supposonsc0, ..., ci construits. Commexn ∈
̂ci + ~C et ci coupe ̂c0 + ~C, en utilisant la proposition 4.3.5, on

trouve un appartementBn tel quec0 ∪ ci ∪ {xn} ⊂ B̄n. Soitφn : Bn
∼
−→ A fixant c0, commeφn(xn) = ρ(xn) ∈ di+1 + ~C,

pour n ≥ i + 1, on voit quexn ∈
̂

φ−1
n (di+1) + ~C. Or φ−1

n (di+1) est une chambre adjacente àci , et il n’y a qu’un nombre
fini de telles chambres. On peut donc passer à une sous suite (xi+1

n ) de (xi
n) pour que tous lesxi+1

n soient dans un même
̂e+ ~C avece une chambre adjacente àci dont l’image parρ estdi+1. Il ne reste plus qu’à poserci+1 = e.

Enfin, on prend (yn) la sous-suite de (xn) définie paryn = xn
n. Le couple (Γ = (c0, c1, ...), (yn)) satisfait aux condi-

tions demandées par l’étape 3. Pour ne pas alourdir les notations, dans la suite on noteraxn = yn.
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Conclusion :

Soit Z un appartement contenantΓ, soitφ : Z
∼
−→ A fixantc0, soit x∞ = φ−1(y∞). Montrons quexn tend versx∞.

SoitV(g,U) un voisinage dex∞. CommeVA(φ(g),U)∩ φ(g)∗ est un voisinage dey∞, il existe un entierN tel que
dN ∩ (φ(g) + U) ∩ φ(g)∗ , ∅ et tel que∀n ≥ N, ρ(xn) ⊂ VA(φ(g),U)∩ φ(g)∗. Soitn ≥ N, montrons quexn ∈ V(g,U).

CommecN coupe ̂c0 + ~C et xn ∈
̂cN + ~C, la proposition 4.3.5 indique l’existence d’un appartementB tel que

{xn} ∪ cN ∪ c0 ⊂ B̄. Dès lors, on a les égalités :ρZ,cN(xn) = ρZ,c0(xn) = φ−1 ◦ ρ(xn), d’oùρZ,cN(xn) ∈ VZ(g,U)∩g∗. Mais
commecN coupeb(g)+ ~g∗, on peut appliquer la proposition 5.1.2, qui prouve que si un appartement ferméX̄ contient
b(g) et xn, et siψ : X̄

∼
−→ Z̄ fixe b(g), alorsψ(xn) ∈ VZ(g,U) ∩ g∗. Ceci entraı̂ne bien quexn ∈ V(g,U). �

7 Unicité de la construction

On suppose dans cette partie queI, muni de son système complet d’appartements, est l’immeuble obtenu à partir
d’une donnée radicielle valuée discrète comme dans [BT72]. C’est donc en particulier le cas siI est l’immeuble de
Bruhat-Tits d’un groupe réductif sur un corps local.

Nous allons montrer qu’une fois fixée une compactification deA0 de la manière présentée dans la partie 3, il n’ex-
iste en fait qu’une seule manière de l’étendre en une compactification deI sur laquelleG agit par homéomorphisme.
Ceci permettra directement de comparer la compactification deI définie dans le présent travail à celles de [Lan96] et
[Wer07].

Rappelons brièvement quelques notations.

On choisit un appartementA0, ainsi qu’un sommet spécial 0∈ A0, qui permet d’identifierA0 et
−→
A0 ainsi que~A∗0 et

les formes affines surA0 s’annulant en 0. Il existe un système de racineφ, éventuellement non réduit, sur~A0, et pour tout
α ∈ φ, il existeΓα un sous-groupe discret de (R,+) tel que les murs deA0 sont lesM(α, k) := {x ∈ A0 | α(x) + k = 0}
pourα ∈ φ et k ∈ Γα.

Un groupeG agit surI, pour toutα ∈ φ etk ∈ Γα, il existe un sous-groupeUα,k deG qui fixe le demi-appartement
D(α, k) := {x ∈ A0 | α(x) + k ≥ 0} ainsi que toutes les chambres ayant une cloison dans son intérieur. Pourα ∈ φ
et k ≤ l ∈ Γα, on aUα,l ⊂ Uα,k, donc la réunionUα :=

⋃
k∈Γα Uα,k est un groupe. Le groupeUα,k agit simplement

transitivement sur l’ensemble des appartements contenantD(α, k). Le groupeG est engendré par lesUα,k, pourα ∈ φ
et k ∈ Γk ainsi que par un autre sous-groupe notéH qui fixe A0.

Ces sous-groupes vérifient les axiomes d’une donnée radicielle valuée. On suppose de plus l’axiome sur les com-
mutateurs desUα,k vérifié au sens fort : pour toutα, β ∈ φ avecβ < R−.α, pour toutk ∈ Γα, l ∈ Γβ,

[Uα,k,Uβ,l] ⊂
〈

Upα+qβ,pk+ql

〉
p, q ∈ N∗ et pα + qβ ∈ φ.

Le groupeG est muni de la topologie de la convergence simple surI, c’est-à-dire qu’une base de voisinages dee
est l’ensemble des fixateurs de parties bornées. Alors l’action deG surI est continue.

Le fixateur dansA0 d’un produit d’éléments de divers sous-groupes radicielsUα,k est dans certains cas facile à
déterminer :

Proposition 7.1. Soientα1, ..., αk ∈ φ des racines deux à deux non colinéaires, soit(u1, ..., uk) ∈ Uα1 × ... × Uαk . On
suppose que

⋂
i FixA0(ui) contient au moins une chambre. AlorsFixA0(u1...uk) =

⋂k
i=1 FixA0(ui).

Remarque:Pour des racines dans un sous-système réduit et positif deφ, l’hypothèse ”non colinéaires” devient
juste ”distinctes”.
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Démonstration:
On noteg = u1...uk. Pour chaquei, l’ensemble des points fixes deui est un demi-appartementDi délimité par un

mur Mi de direction ker(αi).
La première inclusion est claire.
Soit x ∈ A0 \

⋂k
i=1Di , montrons quex n’est pas fixé parg. On remarque pour commencer qu’il est impossible que

x soit fixé parg et tous lesui sauf un.
Soitc une chambre incluse dans

⋂
iDi . Commec est ouvert dansA0, on peut choisiry ∈ c tel que [x, y] ne rencontre

pas d’intersection de murs. Six était fixé parg, alors [x, y] le serait aussi. Or le segment [x, y] sort de
⋂

iDi en coupant
un seul mur, disonsM j . Donc [x, y] contient un pointzqui est dans (

⋂
i, jDi) \ D j . Donczest fixe par tous lesui sauf

u j , ce qui est impossible. �

Rappelons ce résultat (voir [BT72] 7.4.33), exprimant que lorsqu’un élément deUα,k fixe une grande boule dans
un appartement, alors il fixe une petite boule de même centre dans l’immeuble. On noteBA(o, r) la boule dansA de
centreo de rayonr, et BI(o, r) la boule dansI.

Proposition 7.2. Il existe une constanteλ dépendant uniquement deφ telle que pour tout o∈ A0, et r ∈ R+, si α ∈ φ
et k∈ Λα sont tels que BA0(o, λr) ⊂ D(α, k) et si u∈ Uα,k, alors u fixe BI(o, r).

Démonstration:
Pourβ ∈ φ, notonsMβ le maximum, de|~β| sur la sphère unité, et soitλ = max

{
Mα

Mβ
| α, β ∈ φ

}
.

Soientα ∈ φ etk ∈ Γα tels queBA0(o, λr) ⊂ D(α, k).
SoitV le groupe engendré par lesUpα+q1β1+...+qnβn,pk+q1l1+...+qnln pourn ∈ N, β1, ..., βn ∈ φ, (l1, ..., ln) ∈ Γβ1×...×Γβn et

p, q1, ..., qn ∈ N
∗ tels quepα+q1β1+ ...+qnβn ∈ φ et chaqueD(βi , l i) contiento. Montrons que les éléments deV fixent

BA0(o, r). Déjà, pour~v le vecteur qui maximise~α sur la sphère unité, on ao− λr~v ∈ D(α, k) d’où (α + k)(o) ≥ λrMα.
Soit maintenantγ = pα + q1β1 + ... + qnβn et j = pk + q1l1 + ... + qnln comme dans la définition deV. Alors
γ(o)+ j ≥ p(α(o)+ k) ≥ λrMα. Ceci entraı̂ne que la bouleBA0(o, λ

Mα

Mγ
r) est incluse dansD(γ, j). CommeλMα

Mγ
≥ 1, on

obtient le résultat voulu.

A présent, soitu ∈ Uα,k, et d une chambre deI coupantBI(o, r). SoitΓ = c0, ..., cn = d une galerie tendue avec
o ∈ c̄0 ⊂ A0. Soit ρ la rétraction surA0 de centrec0. Il existeβ1 ∈ φ, l1 ∈ Γβ1 et v1 ∈ Uβ1,l1 tels quev1.c1 = ρ(c1)
etD(β1, l1) contientc0 donco. Ensuite il existeβ2 ∈ φ, l2 ∈ Γβ2, v2 ∈ Uβ2,l2 tels quev2v1c2 = ρ(c2), etD(β2, l2)
contientc0∪ ρ(c1) donc encoreo. On obtient finalementβ1, ..., βn, l1, ..., ln, v1, ..., vn tels queρ(d) = vn...v2v1.d. Notons
v = vn...v1.

Commeρ(d) coupeBA0(o, r) ⊂ BA0(o, λr), on au.ρ(d) = ρ(d) = v.d = uv.d. Le fait que chaque commutateur
(u, vi) = uviu−1v−1

i soit dansV permet de prouver par un calcul classique que (u, v) ∈ V, et donc que (u, v)−1 fixe v.d.
Alors v.d = (u, v)vu.d d’où (u, v)−1v.d = vu.d puisd = u.d. �

Corollaire 7.3. Soient A et B deux appartements, on suppose qu’il existe o∈ A∩ B et r> 0 tels que A∩ B contient la
boule BA(o, λr) oùλ est la constante de la proposition. Alors il existe g∈ G tel que g.A = B, et g fixe(A∩B)∪BI(o, r).

Démonstration:
Par conjugaison, on peut supposerA = A0. Le groupe engendré par lesUα,k tels queD(α, k) ⊃ BA(o, λr) est

transitif sur les appartements contenantBA(o, λr) et il fixe BI(o, r) d’après 7.2. �

Et voici le résultat annoncé :

Proposition 7.4. SoitÎ un espace topologique compact contenantI, tel queI est ouvert dense danŝI.
On suppose que l’adhérence de l’appartement de référence A0, qu’on noteÂ0 est homéomorphe ā̀A0 par un homéomorphisme
fixant A0. On note∧ : a 7→ â cet homéomorphisme.
On suppose que l’action de G surI s’étend en une action continue surÎ. Alors il existe un homéomorphisme
χ : I → Îqui est G-équivariant et qui fixeI.
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Remarque:Par densité deA0 dansĀ0, et par densité deI dansI, les applications∧ : a 7→ â et χ sont uniques si
elles existent.

Démonstration:
Si A est un appartement deI, on noteraÂ son adhérence danŝI. Les deux clôtures d’appartements̄A et Â sont

alors homéomorphes, par un unique homéomorphisme qui vautg−1
|Â
◦∧ ◦g|Ā, oùg ∈ G est tel queg.A = A0. Il est donc

naturel de vouloir définir une fonction de la sorte :

χ : I → Î

g.a 7→ g.â

, pourg ∈ G et a ∈ Ā0.
Montrons queχ est bien définie : soientg, g′ ∈ G et a, a′ ∈ Ā0 tels quega = g′a′ et montrons quegâ = g′â′.

En remplaçantg par (g′)−1g, on se ramène au cas oùg′ = 1. Soientf un représentant dea et f ′ un représentant de
a′. Quitte à les réduire, il existeZ ∈ A contenantg(δ( f )) ∪ δ( f ′). Soientd et d′ des demi-droites incluses dansδ( f )
et δ( f ′) de directions incluses dans~f et ~f ′, de sorte quea est l’unique point dans̄I de d̄ \ d et a′ est l’unique point
dansĪ de d̄′ \ d′. Ainsi, d′ et g.d ont le même point limite dans̄Z, qui esta′. CommeZ̄ est homéomorphe ầZ par un
homéomorphisme fixantZ, on en déduit qued′ etg.d ont le même unique point limite dansẐ.

Le point limite ded′ dansÂ0 estâ′ et commeÎ est séparé, c’est aussi l’unique point limite ded′ dansÎ donc en
particulier danŝZ. De même, l’unique point limite ded dansÎ esta, donc par continuité deg, le point limite deg.d
dansÎ, donc danŝZ estg.â. Ceci prouve que ˆa′ = g.â.

Doncχ est bien définie. C’est une fonctionG-équivariante qui fixeI, elle induit l’unique homéomorphisme dēA
sur Â pour chaque appartementA. Comme deux points quelconques deI sont toujours inclus dans l’adhérence d’un
même appartement (lemme 6.5.3), ceci entraı̂ne queχ est injective. Il ne reste plus qu’à montrer queχ est continue :
elle sera alors fermée par compacité deI et séparation dêI, et son image sera un fermé deÎ contenantI c’est-à-dire
Î lui-même.

Soit x ∈ I, montrons queχ est continue enx. Le cas oùx ∈ I est évident, et parG-équivariance deχ, on se ramène
au cas oùx ∈ Ā0. Au total, on peut supposerx ∈ ∂A0.

Soit O un ouvert deÎ contenantχ(x). Notonsρ̂ : G × Î → Î l’action deG sur Î. Par continuité de ˆρ, et
parce quee.x = x ∈ Ā0, il existe un voisinage ouvertQ de e dansG et un voisinage ouvert̂V de x̂ dansÎ tel que
Q.V̂ = ρ(Q× V̂) ⊂ O. SoitV = χ−1(V̂). Alors x ∈ Q.V ⊂ χ−1(Q.V̂) ⊂ χ−1(O). Il reste à prouver queQ.V contient un
voisinage dex dansI.

Soit f ∈ FA0 un représentant dex. On peut supposer queQ est le fixateur dansG d’une partie bornée, de la forme
BI(o, r), avecr ∈ R+∗ et o ∈ A0, on peut même imposero ∈ −δ( f ), où−δ( f ) signifies( f ) − δ( ~f ).

Soit λ la constante donne par la proposition 7.2. Soient{βi}i∈I l’ensemble des parties d’appartement égales à la
clôture deδ( f ) et d’une boule de centreo de rayonλr, c’est-à-dire :

{βi}i∈I =
{
β sous-complexe simplicial deI | ∃B ∈ A tq δ( f ) ⊂ B, o ∈ B etβ = Cl(BB(o, λr) ∪ δ( f ))

}

Cet ensemble est fini car l’ensemble des sous-complexes simpliciaux deBI(o, r) est fini.
On choisit alors{Bi}i∈I une famille d’appartements tels que∀i ∈ I , βi ⊂ Bi .

Pour touti ∈ I , χ induit un homéomorphisme entrēBi et B̂i. Commex ∈ B̄i , χ(x) = x̂ ∈ B̂i. De plus,V̂ ∩ B̂i est un
voisinage de ˆx dansB̂i, doncχ−1(V̂ ∩ B̂i) ⊂ V est un voisinage dex dansB̄i. Il contient donc un ensemble de la forme
V′Bi

( fi ,Ri), avecRi ∈ U et fi ∈ FBi , [ fi ] = x (V′Bi
( fi ,Ri) est défini en 6.2.1). Commeδ( f ) ⊂ Bi, on peut supposer que

δ( fi) ⊂ δ( f ) ⊂ A (voir 5.1.4). Soitγ un scp de
⋂

i∈I δ( fi) tel queBA(o, λr) ⊂ −γ∗A. Soit R =
⋂

i∈I Ri . Alors R ∈ U,
et γ est un coeur de cône affine. Soitg ∈ FA0 le cône engendré parγ, c’est un scp def donc [g] = x etVI(g,R) est
un voisinage dex dansI. Nous savons que pour touti ∈ I ,VI(g,R) ∩ Bi ⊂ V. Montrons queVI(g,R) ⊂ Q.V, cela
conclura la preuve.
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Soit t ∈ VI(g,R), il suffit de montrer qu’il existeh ∈ Q et i ∈ I tel queh.t ∈ V′Bi
( fi ,Ri). D’après la proposition

6.2.3, il existe un appartementZ contenantb(g) et un représentantτ ∈ FZ de t, tel queτ ⊂ (φZ(g) + R) ∩ φZ(g)∗, où
φZ : A

∼
−→ Z est un isomorphisme fixantb(g). Quitte à réduireτ, on peut supposerδ(τ) inclus dans un des quartiers de

la formeb(g) + ~C avec~C une chambre deφZ(γ)∗. Commeo a été choisi dans−δ( f ), il est dans−γ, donc aucun mur de
A0 dont la direction contient~γ ne sépare strictemento et b(g). La proposition 4.3.5 permet de conclure à l’existence
d’un appartementY contenant{o} ∪ b(g) ∪ δ(τ).

Ensuite, la proposition 4.3.6 prouve qu’il existe un appartementX contenant−γ∗Y∪γ. En particulier,X∩A contient

o etγ, donco+ ~γ = o+ δ( ~f ), ce qui contientδ( f ). De plus, nous avons supposéBA(o, λr) ⊂ −γ∗A, ce qui entraı̂ne que
BY(o, λr) ⊂ −γ∗Y ⊂ Y∩ X.

Soit i ∈ I tel queBi ∩ X ⊃ BX(o, λr) ∪ δ( f ). Par le corollaire 7.3, il existeh ∈ G tel queh.Y = Bi, h fixe Y∩ Bi et
BI(o, r). En particulier,h ∈ Q.

Enfin, siφY : A0
∼
−→ Y est un isomorphisme fixantb(g), alorsh.δ(τ) ⊂ h.((φY(g)+R)∩φY(g)∗) = (gi+R)∩g∗i , oùgi est

le cône engendré parγ dansBi. Commegi ⊂ fi etR⊂ Ri , on obtienth.δ(τ) ⊂ ( fi +Ri)∩ f ∗i , d’oùh.t ∈ V′Bi
( fi ,Ri) ⊂ V.

�

Ce résultat prouve que les compactifications deI définies par A. Werner dans [Wer07] sont identiques à celle
présentée ici pour les décompositions en côneF J décrites en 2.5. En effet, nous avons déjà vu que la décomposition
Σ(ρ) définie dans [Wer07] était égale àF J, et nous avons défini la compactification deA0 à partir deF J exactement
de la même manière que dans [Wer07].

En particulier, les compactifications de [Lan96] et [GR06] coı̈ncident avec celle présentée ici pourF = F ∅ la
décomposition en cônes de Weyl vectoriels.

8 Description deI

Dans cette partie, on vérifie principalement une propriété attendue deI, à savoir que son bord est réunion d’im-
meubles affines, dont les groupes de Coxeter sont des sous-groupes de Coxeter deW.

8.1 I est une ŕeunion d’immeubles

Lemme 8.1.1.Soient A, B ∈ A, soient x∈ Ā∩ B̄, y∈ Ā. Si y est dans la même facette deĀ que x alors y∈ B̄∩ Ā et x
et y sont dans la même facette deB̄.

Notons a cette facette, elle est donc incluse dansĀ∩ B̄. Il existe un isomorphismeφ : A
∼
−→ B dont le prolongement

à Ā dansB̄ envoie la façade de A contenant x sur la façade de B contenant x et fixe a.
Enfin, si f ∈ FA, f ′ ∈ FB sont tels que x= [ f ]A = [ f ′]B, alors~φ( ~f ) = ~f ′.

Preuve du lemme:Si x et y dans une même facette dēA, cela signifie qu’il existef , g ∈ FA tels quex = [ f̃ ] et
y = [g̃], avec ~f = ~g et tels qu’aucun mur dont la direction contient~f ne sépare au sens largef de g. C’est-à-dire
qu’aucun mur dont la direction contient~f ne séparef deg ni ne contient l’un sans contenir l’autre.

D’autre part,x ∈ B̄ donc il existef ′ ∈ FB tel quex = [ f̃ ′].

On choisit un appartementZ contenant, quitte à les raccourcir,δ( f ) et δ( f ′). Nous allons montrer quey ∈ Ā∩ Z̄,
c’est-à-dire qu’il existe un scp deg dont le coeur est inclus dansA∩Z. Il suffit de montrer queg∩Cl(δ( f )) , ∅. (Pour
une compactification polygonale classique, oùF = F ∅, c’est automatique.)

On décompose~A en somme orthogonale de trois sous-espaces comme dans 3.3.9 :~A = Vect(δ( f )) ⊕ ~E ⊕ ~f⊥, où ~E
est le supplémentaire orthogonal de Vect(δ( ~f )) dans Vect(~f ). Notonsp~E la projection orthogonale sur~E, alorsp~E( ~f )

est un cône convexe qui engendre~E et qui est stable par son groupe de Coxeter. Comme~E est essentiel, ceci implique
quep~E( ~f ) = ~E.
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Il existe donc un pointv ∈ g tel que p~E(v) = p~E(s( f )). En rajoutant àv un élément assez grand deδ( ~f ), on peut
aussi s’assurer quev ∈ f ∗A. Vérifions quev ∈ Cl(δ( f )). Supposons qu’un murM = α−1({0}) sépare strictementv et

δ( f ). Disons queα(δ( f )) > 0 etα(v) < 0. Alors~α(δ( ~f )) ≥ 0 et~α(
−−−−→
s( f )v) < 0. Mais comme

−−−−→
s( f )v ∈ ~f ∗, ceci implique

~α(δ( ~f )) = 0, c’est-à-direδ( ~f ) ⊂ ~M. Mais nous savons qu’un tel mur soit contient~E soit contient~f⊥. Le premier cas
est impossible car il implique~f ⊂ ~M et nous avons supposé qu’aucun mur dont la direction contient~f ne séparef et
g. Quand au second cas, il implique que~α s’annule sur Vect(δ( ~f )) ⊕ ~f⊥. Mais commep~E(v) = p~E(s( f )), il est alors
impossible queM séparev et s( f ).

Ainsi, v+ ~f est un scp deg et son coeur est inclus dans Cl(δ( f ) donc dansA∩ Z. Ceci prouve quey ∈ Ā∩ Z̄. En
choisissant un isomorphismeφ1 : A

∼
−→ Z qui fixeδ( f ), et doncδ(v+ ~f ), on vérifie quex ety sont dans la même facette

de Z̄. Alors comme précédemment, on peut trouver un scpg′ deφ1(v+ ~f ) dont le coeur est dans Cl(δ( f ′)) donc dans
Z ∩ B. On obtient alors quey ∈ B̄ et x et y sont dans la même facette dēB.

Il ne reste plus qu’à choisir un isomorphismeφ2 : Z
∼
−→ B fixant δ( f ′), et doncδ(g′), et à poserφ = φ2 ◦ φ1

pour obtenir un isomorphisme deA sur B dont le prolongement à̄A fixe x. Il est immédiat que~φ( ~f ) = ~f ′ = ~g, donc
φ(Af ) = Ag. La définition deφ est indépendante dey, et les raisonnements que nous venons d’effectuer prouvent que
φ fixe toute la facette dēA contenantx. �

Remarque:CommeĀ et B̄ sont fermés,̄A∩ B̄ contient en fait ¯a. Et commeφ est continu, il fixe ¯a.

LorsqueĀ∩ B̄ = ∅, mais queA contient un cônef , B un cônef ′ avec f ∥ f ′, on peut quand même, comme dans
la preuve précédente, en passant par un appartementZ contenant un scp deδ( f ) et un scp deδ( f ′), prouver qu’il existe
un isomorphisme deA surB qui induit un isomorphisme entreAf et Bf ′ . Ceci prouve le

Lemme 8.1.2. Soient A et B deux appartements, f∈ FA, f ′ ∈ FB tels que f∥ f ′. Alors il existe un isomorphisme
φ : A

∼
−→ B induisant un isomorphisme de Af sur Bf ′ , tel que~φ( ~f ) = ~f ′.

�

On définit l’ensemble des facettes deI comme étant la réunion des ensembles de facettes de chaque appartement
compactifié. Le lemme montre que deux facettes sont disjointes ou égales, et que si un appartement contient un point
d’une facette, alors il contient toute la facette, et son adhérence.

Tout comme un immeuble,I vérifie les assertions suivantes :

Proposition 8.1.3.
– I =

⋃
A∈A Ā

– Pour deux facettes a et b, il existēA contenant les deux.
– SiĀ∩ B̄ contient deux facettes a et b, alors il existe un ”isomorphisme d’appartements compactifiés”φ : Ā

∼
−→ B̄

fixant a et b.

Mais bien sûr, les̄A ne sont pas des complexes de Coxeter.

Démonstration:
Le premier point vient directement de la définition deI. Le second est conséquence du lemme 6.5.3 et du fait que

lorsqu’un appartement compactifié contient un point d’une facette, alors il contient toute cette facette.
Prouvons le troisième point. En remplaçanta etb un point inclus dansa et un point inclus dansb, on se ramène au

cas oùa et b sont deux points.
Soit fA ∈ FA un représentant dea dansA, etgB ∈ FB un représentant deb dansB. Soientda une demi-droite incluse

dans l’intérieur deδ( fA) dans Aff(δ( fA)), et db une demi-droite incluse dans l’intérieur deδ(gB) dans Aff(δ(gb)). En
choisissant des galeries, dansA etB, le long de ces demi-droites (proposition 4.2.7), puis en choisissant un appartement
contenant des sous-galeries de ces galeries, on obtient un appartementZ dont l’intersection avecA contient un scp de
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δ( fA) et au moins une chambre disonscA. L’intersection deZ avecB contient un scp deδ(gB) et une chambrecB. Quitte
à réduirefA et gB, on supposeZ ⊃ δ( fA) ∪ δ(gB).

A présent, soitφ1 : B
∼
−→ Z un isomorphisme fixantB ∩ Z. Alors φ est la restriction àB de la rétractionρZ,cB.

Lorsqu’on étendφ1 etρZ,cB par continuité à̄B etI, on obtientρZ,cB(a) = a et ρZ,cB(b) = b cara∪b ⊂ Z̄, d’oùφ1(a) = a
etφ1(b) = b.

De la même manière il existeφ2 : Z̄
∼
−→ Ā qui fixea∪ b, alorsφ2 ◦ φ1 convient. �

Définition 8.1.4. Soit F ∈ FI, on noteIF = {[G] | G ∈ I, G ∥ F}. On appelleraIF la façade de l’immeubleI de
type F.

Bien sûr,IF ne dépend que de la classe de parallélisme deF, et même que de la classe de parallélisme deδ(F). Si
A est un appartement contenantδ(F), si f ∈ FA est le cône engendré parδ(F), on notera indifféremmentIF , I f , ou
mêmeIδ(F).

Proposition 8.1.5. Pour tout F∈ FI, IF est un immeuble affine. Ses appartements sont les Af pour tous les apparte-
ments A contenant un cône f tel quef̃ ∥ F.

Démonstration:
ChaqueAf est un complexe de Coxeter affine, et la réunion de ces complexes de Coxeter est bienIF . Si A et B

sont deux appartements contenant des cônesf et g tels que f̃ ∥ F ∥ g̃, alorsδ( f ) ∥ δ(g), et le lemme 8.1.2 prouve
l’existence d’un isomorphisme entreAf et Bg. Ainsi, tous les (présumés) appartements deIF sont isomorphes.

Soienta etb deux facettes deIF . Par la proposition 8.1.3, il existe un appartementA tel quea∪ b ⊂ Ā. Alors a et
b sont inclus dans des façades deA, disonsa ⊂ Ag etb ⊂ Ah, avecg, h ∈ FA. On peut choisirg représentant un élément
dea et h représentant un élément deb. Alors g̃ ∥ F ∥ h̃, d’où Ag = Ah = AF est un appartement deIF qui contient
a∪ b.

Enfin, soientAF et BF deux appartements (présumés) deIF , supposons queAF∩BF contienne deux facettesa etb,
et cherchons un isomorphisme deAF surBF fixanta∪b. Par la proposition 8.1.3, il existeφ : Ā

∼
−→ B̄ un isomorphisme

d’appartements compactifiés fixanta∪ b. Alorsφ induit l’isomorphisme cherché entreAF et BF . �

Si A est un appartement contenant un cônef tel que f̃ ∥ F, alors ~f est unique (car le parallélisme est une relation
d’équivalence : sig est un autre cône avec ˜g ∥ F, alors f ∥ g). Ceci autorise la

Définition 8.1.6. Si A est un appartement contenant un cône f tel quef̃ ∥ F, on note AF := Af .
La projection de A sur Af sera notée pA, f ou pA,F , ou juste pA, pf , pF selon le niveau de précision requis.

Donc en résumé, il y a trois notations pour le même objet :AF , Af et A~f .

Remarque:L’immeubleIF n’est pas forcément essentiel. Par exemple, si~δ(F) est contenu dans une chambre de
Weyl vectorielle, alorsIF est un seul appartement, sans mur (voir la remarque de 3.3.8).

Maintenant qu’on sait que les façades sont des immeubles, on peut montrer d’autres résultats dans la même veine,
par exemple :

Proposition 8.1.7. Soit F ∈ FI, soient A, B ∈ A deux appartements contenant des cônes parallèles àδ(F). Alors il
existe un isomorphismeφ : Ā

∼
−→ B̄ qui fixe AF ∩ BF .

Démonstration:
Soit x une facette de dimension maximale deAF ∩ Bf . Il existeφ : Ā

∼
−→ B̄ fixant x et envoyantAF surBF, par le

lemme 8.1.1. NotonsφF : AF
∼
−→ BF l’isomorphisme d’appartements deIF induit parφ. CommeφF fixe une facette

de dimension maximale deAF ∩ BF, il fixe nécessairementAF ∩ BF (proposition 4.1.10). D’où le résultat. �

62

te
l-0

04
97

96
1,

 v
er

si
on

 1
 - 

6 
Ju

l 2
01

0



8.2 Bord d’une façade

Onvérifie ici que chaque façadeIF peut être compactifiée tout comme nous avons compactifiéI, et que le résultat
est homéomorphe à une réunion que nous préciserons, de plusieurs façades deI.

Onfixe à présent un côneF ∈ FI.

8.2.1 Compactification deIF

ChoisissonsA un appartement contenantδ(F), soit p = pA,F la projectionA→ AF . Soit f = F ∩ A, alorsAF = Af

est un complexe de Coxeter affine et le groupe vectoriel associé est isomorphe via la projectionp à FixW(~A)( ~f ).

On poseF F =
{
~p(~g) | ~g ∈ F et ~f ⊂ ~g

}
.

Lemme 8.2.1.Soit~g ∈ F dont ~f est une face, c’est-à-dire~f ⊂ ~g. Alors~g est stable par~f , c’est-à-dire~g+ ~f ⊂ ~g.

Remarque:En fait,~g+ ~f = ~g car~g est ouvert dans Vect(~g) et 0∈ ~f .

Preuve du lemme:C’est immédiat si on fixe une description de~g et de sa face~f en termes d’équations et
d’inéquations linéaires comme en 2.4, mais voici une preuve élémentaire :

Soitx ∈ ~g etv ∈ ~f . Comme~g est ouvert dans Vect(~g), il exister > 0 tel que la bouleB(x, r) dans Vect(~g) soit incluse
dans~g. Ensuitev ∈ ~g donc il existeǫ ∈ Vect(~g), de norme inférieure àr tel quev+ǫ ∈ ~g. Alors x+v = (x−ǫ)+(v+ǫ) ∈ ~g.
�

Proposition 8.2.2. L’ensembleF F vérifie les conditions requises pour définir une compactification deIF . De plus,
l’application~g 7→ ~p(~g) est une bijection entre l’ensemble des cônes deF ayant ~f comme face etF F .

Démonstration:
On commence par les points évidents :F F est fini, il contient{0} = ~p( ~f ), et il est stable par le groupe de Weyl

W(~AF) ≃ FixW(~A)( ~f ).

Montrons queAf =
⋃
~g∈F F ~g. Comme le terme de droite est stable par homothéties, il suffit de montrer qu’il con-

tient un voisinage de 0. Par conséquent, il suffit de montrer que, dansA,
⋃
{~g | ~f ⊂ ~g} contient un voisinage d’un point

de ~f . Soit x ∈ ~f . Si ~g ∈ F est un cône ne contenant pas~f dans son adhérence, alorsx < ~g (car∂~g est une réunion
disjointe de cônes dansF ). Il existe doncU~g un voisinage dex dansA qui ne coupe pas~g. CommeF est fini, le

nombre desU~g ainsi définis pour~g variant parmi les cônes dont~f n’est pas une face est fini, et leur intersection est un
voisinage dex inclus dans

⋃
~g tq ~f⊂~g~g. Nous avons prouvé queAf =

⋃
~g∈F F ~g.

Montrons que cette union est disjointe. Soit~p(~g) et ~p(~h) deux éléments deF F , où~g, ~h ∈ F sont des cônes ayant~f
comme face. Supposons que~p(~g) ∩ ~p(~h) contient un point, écrivons ce point sous la forme~p(x) avecx ∈ ~A. Alors il
existev,w ∈ Vect(~f ) tels quex+v ∈ ~g et x+w ∈ ~h. Mais il existev1, v2,w1,w2 ∈ ~f tels quev = v1−v2 etw = w1−w2.
Alors le pointx + v1 + w1 = x + v + v2 + w1 = x + w + w2 + v1 est dans~g ∩ ~h, d’après le lemme. Ceci entraı̂ne que
~g = ~h, donc~p(~g) = ~p(~h).

Ceci montre également que l’application~g 7→ ~p(~g) est bijective.
Le petit raisonnement qu’on vient de faire fonctionne aussi dans le cas de cônes affines, il donne le résultat suivant,

qu’on note pour utilisation ultérieure :

Lemme 8.2.3.Soit h, g ∈ FA deux cônes affines tels que~f borde~g et~h. Si p(h) ∩ p(g) , ∅, alors h∩ g , ∅.

�
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Passons à la description des cônes à l’aide d’un système d’équations et d’inéquations. Soit~g ∈ F ayant~f comme

face. Soient{αi}i∈I⊔J⊔K ∈ ~A∗ telles que


~g = {αi > 0, αk = 0, i ∈ I ⊔ J, k ∈ K}
~f = {αi > 0, αk = 0, i ∈ I , k ∈ J ⊔ K}

.

Lesαk pourk ∈ J⊔K définissent des formes linéaires sur~Af . Vérifions que~p(~g) = {α j > 0, αk = 0, j ∈ J, k ∈ K}.
L’inclusion ”⊂” est claire. Réciproquement, un point de l’ensemble de droite est de la forme~p(x) avecx ∈ ~A, α j(x) > 0
pour j ∈ J etαk(x) = 0 pourk ∈ K, et nous voulons montrer qu’il existev ∈ Vect(~f ) tel quex+ v ∈ ~g. On s’aperçoit
qu’il suffit de choisirv ∈ ~f assez grand. Nous avons donc obtenu une description de~p(~g) en système d’équations et
d’inéquations linéaires comme requis.

Passons aux deux conditions portant sur les faces d’un cône.
Soit ~p(~g) ∈ F F , vérifions que son bord est la réunion d’autres cônes deF F . Soit ~p(x) ∈ ∂~p(~g), soit ~p(~h) ∈ F F

le cône contenant~p(x). Nous allons montrer que~h ⊂ ∂~g. On choisitx pour quex ∈ ~h. Pour toutn ∈ N, il existe un
point de~p(~g) à distance inférieure à1n de ~p(x). Cela signifie qu’il existeǫn ∈ ~A, vn ∈ Vect(~f ) tels quex+ vn + ǫn ∈ ~g

et ||ǫn|| < 1
n. On décomposevn = v1

n − v2
n avecv1

n, v
2
n ∈

~f , on impose en outre que||x + v1
n|| ≥ 1. Alors x + v1

n ∈
~h et

x+ v1
n + ǫn ∈ ~g.

La suite ( x+v1
n

||x+v1
n||

)n a une valeur d’adhérencey, a priori dans~h. Mais en fait, cette suite reste dansx + ~f , et

x+ ~f = x + ~f ⊂ ~h par le lemme 8.2.1 appliqué à~f et à ses faces. Doncy ∈ ~h. La suite (x+v1
n+ǫn

||x+v1
n||

)n aussi admety

comme valeur d’adhérence, car||x+ v1
n|| ≥ 1 etǫn → 0. Doncy ∈ ~g∩ ~h. Comme~h , ~g, ~h est une face de~g : ~h ⊂ ∂~g.

D’où ~p(~h) ⊂ ~p(∂~g) ⊂ ~p(~g). Mais comme~p(~h) ∩ ~p(~g) = ∅, on arrive à~p(~h) ⊂ ∂~p(~g). Ainsi, ∂~p(~g) est une réunion
d’autres cônes deF F .

Enfin, il reste à montrer que~p(~h) = Vect(~p(~h)) ∩ ~p(~g), et nous savons que~h = Vect(h) ∩ ~g. Par conséquent, il

suffit de montrer que~p(~h) = ~p(~h) et ~p(~g) = ~p(~g). Les deux égalités, pour~h et ~g sont similaires, on ne traite que celle
concernant~g. L’inclusion⊃ vient de la continuité de~p. Pour l’autre inclusion, il suffit de montrer que~p(~g) est fermé,
ce qui revient à montrer que~g + Vect(~f ) est fermé. On reprend les{αi}i∈I⊔J⊔K comme au paragraphe précédent, on
vérifie alors que~g+ Vect(~f ) = {α j ≥, αk = 0, j ∈ J, k ∈ K}, c’est bien fermé. �

L’avant dernier paragraphe de la preuve prouvait en fait :

Lemme 8.2.4.Si~g, ~h ∈ F sont bordés par~f et si~p(~h) est une face de~p(~g), alors~h est une face de~g.

Nous pouvons donc compactifierIF à l’aide de la décompositionF F en cônes de l’appartementAF . On note
provisoirement̂IF l’espace obtenu, siBF est un appartement deIF , on noteB̂F sa compactification.

Vérifions rapidement quêIF ne dépend pas du choix de l’appartementA :

Proposition 8.2.5. Soit BF un appartement deIF , soit g le cône de B engendré par un coeur parallèle àδ(F), soit

pB = pB,F : B→ BF la projection. Alors l’ensemble des cônes vectoriels de BF est
{
~p(~h) | ~h ∈ F et~g ⊂ ~h

}
.

Démonstration:
Par définition, ceci est vrai pourB = A. PourBquelconque, l’ensemble des cônes vectoriels de~BF est

{
~φ(~k) | ~k ∈ F F

}

oùφ : AF
∼
−→ BF est un isomorphisme de complexes de Coxeter dont le choix n’importe pas.

Comme f ∥ g, il existe ξ : A
∼
−→ B tel que~ξ( ~f ) = ~g (lemme 8.1.2). Alorsξ induit un isomorphisme entre

Af et Bg, on peut choisirφ comme étant égal à cet isomorphisme. On a alorsφ ◦ pA = pB ◦ ξ, et on vérifie que{
~φ(~k) | ~k ∈ F F

}
=

{
~pB(~h) | ~g ⊂ ~h

}
. �

Pour finir, étudions le lien entre le coeur d’un cône~g ∈ F bordé par~f et le coeur de~p(~g) ∈ F F :
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Proposition 8.2.6. Soit ~g ∈ F un cône bordé par~f , soit BF un appartement deIF . Alors
– ~pB(δ(~g)) ⊂ δ(~pB(~g)).
– ~pB(~g∗) = ~pB(~g)∗

– Si g∈ FB est de direction~g, alors pB(b(g)) ⊂ b(pB(g)).

Démonstration:
Notonsp = pB et fixons f ∈ FB tel que f̃ ∥ f .
Soit x ∈ δ(~g), montrons que~p(x) ∈ δ(~p(~g)). Il faut donc montrer quex est fixé par StabW(~BF )(~p(~g)). Soit w ∈

StabW(~BF )(~pB(~g)), on identifiew à un élément de FixW(~B)( ~f ), ce qui assure déjà quew(~g) est encore bordé par~f . Et
comme~p(~g) = w(~p(~g)) = ~p(w(~g)), on obtient par la deuxième partie de la proposition 8.2.2 quew(~g) = ~g. Alors
w(x) = x par définition deδ(~g), et doncw(~p(x)) = ~p(x).

Passons au second point. Si~C est une facette de Weyl dans~B dont l’adhérence contientδ(~g), alors ~p(δ(~g)) ⊂

~p( ~C) ⊂ ~p( ~C). Notons ~CF la facette de Weyl de~BF qui contient~p( ~C), nous venons de prouver que son adhérence
contient~p(δ(~g)), elle contient donc toute la facette de Weyl contenant~p(δ(~g)), et cette facette contientδ(~p(~g)) par le
premier point. Donc~CF ⊂ ~p(~g)∗ et ~p( ~C) ⊂ ~p(~g)∗. Ce qui prouve~p(~g∗) ⊂ ~p(~g)∗.

Montrons l’autre inclusion : soit~CF une facette de Weyl de~BF dont l’adhérence contientδ(~p(~g)). Soient{αi}i∈I⊔J

des racines de~BF, identifiées à des racines de~B s’annulant surf , telles que~CF = {x ∈ ~BF | αi(x) = 0 etα j(x) >

0,∀i ∈ I , j ∈ J}. Alors ~p−1( ~CF ) contientδ(~g) et ~p−1( ~CF) =
{
x ∈ ~B | αi(x) = 0 etα j(x) > 0, ∀i ∈ I , j ∈ J

}
. Il existe

une facette~C de~B incluse dans~p−1( ~CF ), de dimension maximale, et dont l’adhérence contientδ(~g)∪δ( ~f ) (proposition

3.3.3, point 9). Alors~C contient un cône~f1 inclus dans~f , tel que Vect(~f1) = Vect(~f ). Il existe des racines{αk}k∈K telles
que ~C =

{
x ∈ ~B | αi(x) = 0 etα j(x) > 0, ∀i ∈ I , j ∈ J ⊔ K

}
. On ne rajoute aucune condition du typeαk = 0 car ~C est

choisi de dimension maximale. S’il existek ∈ K tel queαk( ~f ) = 0, alors ker(αk) induit un mur de~BF , qui ne peut
couper~CF . Doncαk( ~CF) > 0, puisαk(~p−1( ~CF )) > 0, ce qui signifie que la conditionαk > 0 est inutile pour définir~C.
On peut donc supposer que pour toutk ∈ K, αk( ~f ) , {0}. Alors, pour toutk ∈ K, il existevk ∈ ~f1 tel queαk(vk) , 0.

Commevk ∈ ~f1 ⊂ ~C, on a automatiquementαk(vk) > 0 etαl(vk) ≥ 0 pour toutl ∈ k. En sommant tous cesvk, on
obtientw ∈ ~f tel que pour toutk ∈ K, αk(w) > 0. Alors pour toutx ∈ ~p−1( ~CF ), il existeλ ∈ R+ tel quex+ λw ∈ ~C, et

ceci prouve que~p( ~C) = ~CF . Commeδ(~g) ⊂ ~C, on a ~C ⊂ ~g∗, doncCF ⊂ ~p(~g∗).

Enfin, pour le dernier point, il faut montrer quep(b(g)) est dans chaque demi-appartement deBF contenant un
voisinage des(p(g)) dansp(g). NotonsDBF (M,+) un tel demi-appartement,M est un mur deBF , identifié à un mur de
B dont la direction contient~f . SoitO ouvert deBF tel queO∩g ⊂ DBF (M,+), alorsp−1(O)∩g ⊂ p−1(O)∩p−1(p(g)) =
p−1(O∩ g) ⊂ p−1(DBF (M,+)). Ainsi p−1(DBF (M,+)) est un demi-appartement deB contenant le voisinagep−1(O)∩ g
des(g) dansg. Ceci entraı̂ne queb(g) ⊂ p−1(DBF (M,+)), donc quep(b(g)) ⊂ DBF (M,+). �

L’inclusion réciproque du premier point n’est en général pas vraie, mais le fait que~p(δ(~g)) ⊂ δ(~p(~g)) implique que
~p(δ(~g)) est inclus dans la même facette de Weyl que celle contenantδ(~p(~g)). En terme de cônes affines, on obtient le

Corollaire 8.2.7. Soit BF un appartement deIF , soit g ∈ FB un cône bordé par un cône parallèle à f . Alors
Cl(pB(δ(g))) = Cl(δ(pB(g))).

On ne peut pas dire directement la même chose pour les bases, carb(g) est définie comme l’intersection deg avec
des demi-appartements fermés. Il se pourrait donc a priori quep(b(g)) soit inclus dans un bord de la facette de Weyl
contenantb(p(g)). Mais ce n’est pas le cas. En effet, si M est un mur contenantp(b(g)), alors le mur correspondant
contientb(g) et doncg, d’où finalementb(p(g)) ⊂ M. On peut donc énoncer le

Corollaire 8.2.8. Soit BF un appartement deIF , soit g∈ FB bordé par un cône parallèle à f . Alors Cl(pB(b(g))) =
Cl(b(pB(g))).
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8.2.2 ÎF comme ŕeunion de façades deI

Onmontre ici quêIF est homéomorphe à la réunion deIF et d’autres façades deI. On pose :

B(F) =
{
G ∈ FI | ∃A ∈ A, F′ ∈ FI, G′ un scp deG tq F′ ∥ F, δ(F′) ∪ δ(G′) ⊂ A et A∩ F′ ⊂ A∩G′

}

Ondira queB(F) est l’ensemble des cônes deI bordés parF.

Proposition 8.2.9.L’espace topologiquêIF est homéomorphe à la réunion desIG pour G∈ B(F). L’homéomorphisme
est donné par :

χ : ÎF →
⋃

G∈B(F) IG[
g
]
AF
7→
[
ga
]
A

.

Un point[g]AF d’un appartement compactifiḗAF est envoyé sur le point dēA égal à[ga], où ga est un relevé de g

dans A, c’est à dire ga ∈ FA, pA(ga) = g et ~f ⊂ ~ga.
Deplus,χ fixeIF .

Démonstration:

χ est bien défini :
Pour commencer, soitAF un appartement deIF , soientg et h deux cônes équivalents dansAF , soientga, ha ∈ FA

des relevés, montrons quega ∼A ha. On a égalité des directions :~p(~ga) = ~g = ~h = ~p(~ha), donc~ga = ~ha par la deuxième
assertion de la proposition 8.2.2. Etg∩ h , ∅ donc le lemme 8.2.3 s’applique :ga ∩ ha , ∅. Doncga ∼ ha.

Passons au cas général : soitx ∈ ÎF , soientAF et BF deux appartements deIF , soitg ∈ FAF et h ∈ FBF tels que
x = [g]AF = [h]BF . Soientga ∈ FA et hb ∈ FB des relevés. Alors{g̃a, h̃b} ⊂ B(F)

Il existe fa ∈ FA et fb ∈ FB tels queδ( fa) ∥ δ(F) ∥ δ( fb), fa ⊂ ḡa, fb ⊂ h̄b, s( fa) = s(ga), et s( fb) = s(hb). D’après
la proposition 3.3.3, point 9, il existe une facette de quartierk ⊂ A et une autrel ⊂ B telles queδ(ga) ∪ δ( fa) ⊂ k̄ et
δ(hb)∪ δ( fb) ⊂ l̄. On choisitk et l minimales. SoitZ ∈ A contenant un scp dek et un scp del, montrons queZ contient
alors le coeur d’un scp dega et le coeur d’un scp dehb.
Il y a deux possibilités : soitδ( ~fa) ⊂ δ(~ga) et alors~k est la facette de Weyl contenantδ(~ga) et doncδ(~ga) ⊂ ~ga ∩ ~k, soit

δ( ~fa) est disjoint deδ(~ga), alors~k est la plus petite facette fermée contenant Conv(δ( ~fa) ∪ δ(~ga)), alors ]u, v[⊂ ~ga ∩ ~k
pour n’importe quelu ∈ δ(~ga) et v ∈ δ( ~fa). Dans tous les cas,~k ∩ ~ga , ∅. Donc tout scp dek contient un pointt dega,
alorst+ δ(~g) ⊂ k par le lemme 8.2.1. Ceci prouve queA∩Z contient le coeur d’un scp dega. De même,B∩Z contient
le coeur d’un scp dehb. Notonsgz et hz les cônes engendrés par ces coeurs, ainsi ˜gz ∼I g̃a et h̃z ∼I h̃b.

CommeZ contient également un cône parallèle àfa, il contient un cône parallèle àf et fournit donc un appartement
ZF de IF . Nous voulons montrer que ˜ga ∼ h̃b, et pour cela il suffit de montrer quegz ∼Z hz. En raison du cas
particulier traité au début de la preuve, il suffit de prouver quepZ(gz) ∼ZF pZ(hz). Ce sera fait si nous prouvons que
g̃ = p̃A(ga) ∼IF p̃Z(gz) et h̃ = p̃B(hb) ∼IF p̃Z(hz). Bien sûr les deux égalités sont similaires, vérifions juste la première.

Quitte à remplacerga par le scp engendré parδ(gz), etg par la projection surAF du cône obtenu, on peut supposer
k ⊂ A∩ Z, δ(ga) = δ(gz) et pA(ga) = g. L’intersectionĀ∩ Z̄ est fermée, donc contient̄k. Or k̄ contientpA(k̄ ∩ A) car

δ( ~fa) ⊂ ~k donc k̄∩ A est stable par addition avecδ( ~fa). DoncAF ∩ ZF ⊃ Cl(pA(δ(ga))). Et, d’après le corollaire 8.2.7,
AF ∩ ZF ⊃ δ(pA(ga)) = δ(g).

On peut maintenant choisirφ : Ā
∼
−→ Z̄ un ”isomorphisme d’appartements compactifiés” qui fixeAF ∩ ZF . Alors

φ(g) = φ ◦ pA(ga) = pZ ◦ φ(ga) = pZ(gz). Ainsi, pZ(gz) est l’image deg par un isomorphisme d’appartements qui fixe
δ(g), doncpZ(gz) et g ont le même coeur, et donc ˜g = p̃Z(gz). Ceci achève de prouver queχ est bien définie.

Prenons note de ce résultat, que nous avons montré au passage et qui resservira :
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Lemme 8.2.10.Soient F′,G,H ∈ FI tels que G∈ B(F) et H ∈ B(F′). Alors il existe un appartement Z, il existe
gz, fz, f ′z , hz ∈ FZ tels queg̃z et h̃z sont des scp de G et H,̃fz et f̃ ′z sont parallèles à F et F′, fz ⊂ ḡz et f′z ⊂ h̄z.

De plus, si A est un appartement deI contenantδ(G) et un cône parallèle àδ(F), si ga = A∩G, alors p̃A(ga) ∼IF

p̃Z(gz). Et similairement pour H et F′.

Remarque:En appliquant ce lemme au cas oùF′ = H et G ∼ H, on vérifie que siG ∈ B(F) et H ∼ G, alors
H ∈ B(F).

χ est surjective :Soit x ∈
⋃

G∈B(F) IG. Il existe un appartementA et un côneg ∈ FA tel quex = [g]A et F bordeg̃.
Alors pA(g) ∈ FAF et x = χ([pA(g)]AF ).

χ est injective :Soientx, y ∈ ÎF , x = [g]AF , y = [h]BF , et supposons queχ(x) = χ(y). Soientga ∈ FA, hb ∈ FB

des relevés, alors ˜ga ∼ h̃b. Quitte à raccourcirga et hb, on peut supposer grâce au lemme 8.2.10 qu’il existeZ ∈ A,
gz, hz, fz ∈ FZ tels que ˜gz ∼ g̃a, h̃z ∼ h̃b et f̃z ∥ F. Alors gz ∼Z hz, c’est-à-dire quegz ∩ hz contient un scp degz et de
hz. Alors l’image parpZ de ce scp est un scp depZ(gz) et depZ(hZ), doncpZ(gz) ∼ZF pZ(hZ). Mais le lemme affirme
en outre que ˜g = p̃A(ga) ∼IF p̃Z(gz) et similairement pourh. Ceci implique que ˜g ∼IF h̃ doncx = y.

χ est continue :Soit x = [g]AF un point d’un appartement compactifiḗAF deIF . Fixons un relevéga ∈ FA deg et
un ouvertU ∈ U de sorte queV := VI(g̃a,U) ∩ (∪G∈B(F)IG) est un voisinage deχ(x), et les voisinages obtenus de
la sorte forment une base de voisinages deχ(x). Montrons queχ−1(V) contient un voisinage dex, précisément, nous
allons montrer queVIF (g, ~p(U)) ⊂ χ−1(V). Soit f ∈ FA un cône tel quẽf ∥ F.

Soit t ∈ VIF (g, ~p(U)), soit H ∈ FI un représentant det. Alors H est bordé parF, donc d’après la proposition
4.7.2, il existeB ∈ A contenantb(ga) + δ( ~f ) et un scp deδ(H), on peut supposerδ(H) lui-même. L’intersection̄A∩ B̄
contient alorsp(b(ga)) et doncb(g) par le corollaire 8.2.8. Soitφ : B̄

∼
−→ Ā induisant un isomorphismeBF

∼
−→ AF fixant

b(g). Alorsφ(t) ∈ V′AF
(g, ~p(U)) (voir 6.2.3). On aχ ◦ φ(t) = φ ◦ χ(t), il reste donc à vérifier queχ(φ(t)) ∈ V′A(ga,U).

Soith ∈ AF un représentant deφ(t) inclus dans (g+ ~pA(U))∩g∗. CommepA(ga+U) = g+ ~p(U), il existes ∈ ga+U
tel quepA(s) = s(g). Mais alorss ∈ p−1(g∗), donc d’après la proposition 8.2.6, il existe~v ∈ ~f tel ques+ ~v ∈ g∗a. Alors
s+ ~v ∈ (ga + U) ∩ g∗a. On choisit le relevéha deh dont le sommet ests+ ~v, doncha = s+ ~v+ ~ha ⊂ (ga + U) ∩ g∗a, car
~ha est dans le bord de~ga (lemme 8.2.4). Ceci prouve queχ(φ(t)) ∈ V′A(ga,U), doncχ est continue.

χ est ferméecarÎF est compact etI est séparé.

χ fixeIF : Soit x ∈ IF , soit AF un appartement contenantx, soit f ∈ FA un représentant dex, on a f̃ ∥ f . On a
x = [{x}]AF et un relevé de{x} dansA est f . Doncχ(x) = [ f ]A = x. �

Ainsi, χ(ÎF) est compact, donc fermé dansI. De plus,IF est dense danŝIF , doncχ(IF) = IF est dense dans
χ(ÎF). D’où le

Corollaire 8.2.11. L’adhérence deIF dansI estχ(ÎF) =
⋃

G∈B(F) IG.

On peut donc identifier, au moyen deχ, la compactification̂IF deIF à la clôture deIF dansI.
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Deuxième partie

Masures bordées et groupes de Kac-Moody sur un
corps local

9 Introduction

Le but de ce chapitre est de définir un objet semblable à l’immeuble de Bruhat-Tits d’un groupe réductif sur un
corps local, mais pour un groupe de Kac-Moody.

Ceci a déjà été fait dans [GR08] par Stéphane Gaussent et Guy Rousseau, pour un groupe déployé sur un corps
K dont le corps résiduel contientC. L’objet défini est appelé ”masure” car il ne satisfait pas toutes les conditions
demandées à un immeuble habituel. Pour un corps plus général, mais toujours un groupe déployé, Guy Rousseau
([Rou06]) a défini des ”immeubles microaffines”, que l’on peut voir comme une partie du bord à l’infini d’une masure,
semblable au bord rajouté à un immeuble affine lorsqu’on définit sa compactification polygonale. Enfin, il a également
obtenu dans ce même cadre des masures, dans [Rou10].

On propose ici de se placer dans le cadre général des groupes munis d’une donnée radicielle valuée, cadre qui
inclut les groupes de Kac-Moody déployés mais aussi presque déployés sur un corps muni d’une valuation réelle. Nous
construirons simultanément une ”masure” et son bord (qui contiendra deux ”immeubles microaffines”) car celui-ci sera
utile à l’étude des propriétés géométriques de la masure. L’objet obtenu sera appelé une masure bordée.

On se rend compte que plusieurs choix peuvent être faits, menant à différentes masures bordées. Pour rentrer un
peu dans le détail, la construction d’un appartementA ne présente pas de difficulté (partie 11.1) , et on cherche donc
ensuite, selon le procédé habituel de Bruhat et Tits, à construire un objet immobilier comme quotient deG × A par la
relation d’équivalence déterminée par le choix des sous-groupes deG qui seront les fixateurs des points deA. Ces sous-
groupes sont appelés, comme dans le cas réductif, des ”sous-groupes parahoriques”, et contrairement au cas réductif,
leur définition n’est pas évidente : plusieurs possibilités sont envisageables. Ainsi, dans [GR08], Stéphane Gaussent
et Guy Rousseau définissent les familles de groupes parahoriquesPmin, Ppm, Pnm dont la définition est quelque peu
indirecte, et nécessite l’emploi de ”complétions” du groupe de Kac-MoodyG considéré.

Toujours par soucis de généralité, nous optons pour une approche axiomatique, c’est-à-dire que nous définissons
abstraitement la notion de ”famille de parahoriques”, et nous étudions les objets immobiliers que l’ont peut construire,
en fonction des propriétés vérifiées par une telle famille. C’est la partie 11. On étudiera plus particulièrement deux
familles de parahoriques : la ”minimale” puis la ”maximale”. Au 12, on essaie de descendre les structures précédentes
(valuation et famille de parahoriques) à un sous-groupe. Dans la partie 13 enfin, on étudie le cas d’un groupe de Kac-
Moody. Pour un groupe déployé, la partie 11 s’applique directement, mais pour un groupe presque-déployé, il faut
d’abord utiliser les résultats de la partie 12 pour obtenir une valuation et une famille de parahoriques. Le résultat final
est le suivant (théorème 13.5.1) :

Théorème. Soit G un groupe de Kac-Moody presque déployé sur un corpsK, déployé sur la clôture séparable deK.
On supposeK muni d’une valuation réelle discrète non triviale, telle que son corps résiduel soit parfait.

Alors il existe une masure bordéeIK pour G(K), qui provient d’une valuationϕK et d’une bonne famille de para-
horiques QK vérifiant (para2.1+)(sph). Pour toute facette sphérique~fK de ~I(K), la façadeI

K, ~fK
s’injecte dans la

façadeI
L, ~f , de la masure bordéeIL pour G(L), où ~f est la facette de~I(L) contenant un ouvert de~fK.

Les définitions de bonnes familles de parahoriques, de la condition (para 2.1+), et des façade se trouvent en 11.2.1
et 11.3.3.
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10 Rappels et notations

Lorsqueα : X → R est une fonction sur un ensembleX, on notera pourY ⊂ X, α(Y) = 0 siα(Y) = {0}, α(Y) > 0
si α(Y) ⊂ R+∗, α(Y) ≥ 0 siα(Y) ⊂ R+, etc...

Si A est un complexe simplicial, sif est une facette deA, f ∗ est la réunion des facettes bordées parf . Ainsi,
lorsque~f est une facette dans un immeuble~I, ~f ∗ désignera la réunion des facettes de~I dont l’adhérence contient~f ,
donc l’immeuble résiduel en~f . Si ~Z est un appartement de~I, la réunion des facettes de~Z dont l’adhérence contient~f
sera donc~f ∗ ∩ ~Z.

10.1 Immeubles vectoriels

Ce que nous appelons ici les immeubles vectoriels sont les immeubles décrits dans [Ré02]. Ce sont des immeubles
jumelés, donc en fait la réunion de deux immeubles classiques. Dans la réalisation géométrique de ces immeubles que
nous considérons, les appartements sont inclus dans des espaces vectoriels, d’où l’appellation ”immeubles vectoriels”.
Une autre appellation fréquente est ”immeubles coniques”, car les appartements sont des cônes dans ces espaces
vectoriels.

10.1.1 Donńee radicielle

Il y a plusieurs définitions possibles pour une donnée radicielle, selon que l’on considère qu’un système de racines
est un sous-ensemble d’un espace vectoriel réel (comme dans [Ré02] 6.2.4) ou un ensemble de demi-complexes de
Coxeter (comme dans [Ré02] 1.4.1). La seconde possibilité est plus générale, la première plus précise, elle permet
notamment de distinguer une racine et son double. Un système de racines du premier type sera dit vectoriel, un
système du second type sera dit géométrique.

Si α, β sont deux racines d’un systèmeφ, l’intervalle [α, β] est défini de la sorte :
– [α, β] = {pα + qβ | p, q ∈ N et pα + qβ ∈ φ} lorsqueφ est un système de racines vectoriel.
– [α, β] = {γ ∈ φ | α ∩ β ⊂ γ} lorsqueφ est un système de racines géométrique.

On définit aussi ]α, β[= [α, β] \ {α, β} ainsi que ]α, β] et [α, β[ de la manière évidente.
Une partieψ d’un système de racine est dite close lorsque pour toutα, β ∈ ψ, [α, β] ⊂ ψ. La partieψ est dite de plus

nilpotente si elle est finie. Enfin, une partieψ est dite prénilpotente s’il existe un système positifφ+ deφ et un élément
w ∈ W(φ) du groupe de Weyl associé àφ tel queψ ⊂ φ+ ∩ w(−φ+). Une partieψ est nilpotente si et seulement si elle
est close et prénilpotente. La notion de prénilpotence est principalement utilisée pour les paires de racines. Si{α, β}
est une telle paire, il est presque immédiat que l’intervalle [α, β] est clos, ainsi{α, β} est prénilpotente si et seulement
si [α, β] est fini.

Dans la suite, sauf mention du contraire, les systèmes de racines considérés seront toujours de type vectoriel. Ainsi,
l’existence d’un système de racinesφ sous-entend l’existence d’unR-espace vectoriel~V tel queφ ⊂ ~V∗. On suppose
de plusφ à base libre, c’est-à-dire que toute baseΠ du système de racinesφ est aussi une base de l’espace vectoriel
sous-jacent~V∗.

L’ensemble des ker(α), α ∈ φ est alors appelé l’ensemble des murs de~V, et pour toute racineα ∈ φ, il existe une
réflexion dansGl(~V), notéerα, d’hyperplan fixe ker(α) qui préserve l’ensemble des murs de~V. Le groupe engendré
par cesrα est le groupe de Weyl deφ, notéW(φ). Il existe une famille (α∨)α∈φ de vecteurs de~V telle que pour tout
α ∈ φ, la réflexionrα est donnée par la formulerα(~v) = ~v− α(~v).α∨. On note pour toutα, β ∈ φ, 〈 α, β 〉 = β(α∨). On a
clairement〈 α, α 〉 = 2.

Un système de racinesφ est dit réduit si pour toutα ∈ φ, φ ∩ R.α = {±α}. Lorsqueφ n’est pas réduit, la seule
possibilité est en faitφ ∩ R.α = {±α,±2α} ouφ ∩ R.α = {±α,± 1

2α}. On notera alorsφred = {α ∈ φ | 1/2α < φ}.

Définition 10.1.1.Soitφ un système de racines, etφ+ un système positif dansφ. Soit G un groupe et(Uα)α∈φ une famille
de sous-groupes de G. On note T=

⋂
α∈φ NG(Uα) l’intersection des normalisateurs des Uα, U+ = 〈 {Uα | α ∈ φ

+} 〉 et
U− = 〈 {Uα | α ∈ −φ

+} 〉.
Le couple(G, (Uα)α∈φ) est appelé une donnée radicielle de typeφ si :
– (DR1) : Chaque Uα est un sous-groupe de G non trivial.
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– (DR2) : Pour toute paire prénilpotente de racines{α, β}, le groupe[Uα,Uγ] des commutateurs de Uα et Uγ est
inclus dans

〈 {
Uγ | γ ∈]α, β[

} 〉
.

– (DR3) : Siα ∈ φ et2α ∈ φ, alors U2α est inclus strictement dans Uα.
– (DR4) : Pour toutα ∈ φ, et tout u∈ Uα \ {e}, il existe u′, u′′ ∈ U−α tels que n(u) := u′uu′′ conjugue chaque

Uβ, β ∈ φ en Urα.β. De plus, les différents n(u) peuvent être choisis de sorte que pour tout u, v ∈ Uα \ {e},
n(u).T = n(v).T.

– (DR5) : T.U+ ∩ U− = {e}.

Cette donnée radicielle est dite génératrice si de plus :
– (DRG) : G est engendré par T et les Uα.

Enfin, lorsque le système de racinesφ est fini, on dira queD est de type fini.

Remarques:
– C’est la définition utilisée dans [Rou06], 1.5, elle équivaut à la définition de ”donnée radicielle jumelée entière”

de [Ré02] 6.2.5. Dans la terminologie de [Ré02], le qualificatif ”entière” sert à indiquer que le système de
racines est de type vectoriel. La définition d’une donnée radicielle pour un système de racines géométriques est
exactement la même, à ceci près que la définition d’un intervalle de racines utilisée en (DR2) a changé, et que
(DR3) devient inutile.
Le qualificatif ”jumelé” sert quand à lui à se rappeler que dans le cas oùφ est infini, cette donnée radicielle
mènera à un immeuble jumelé. Il n’a aucune signification formelle, ce qui explique son omission ici.
Signalons enfin que c’est la notion géométrique de donnée radicielle qui est définie dans [AB08].

– Dans [BT72], la classen(u)T, u ∈ Uα est notéeMα. La condition (DR4) y est exprimée avec lesMα plutôt que
lesn(u).

LorsqueD = (G, (Uα)α∈φ) est une donnée radicielle, on notera toujoursT =
⋂
α∈φ NG(Uα) comme dans la

définition, c’est le tore maximal associé àD. On prouve que les élémentsn(u) dans (DR4) sont uniques, on peut donc
conserver la notationn(u). On note enfinN le sous-groupe deG engendré par ces éléments et parT. On prouve facile-
ment quen(u−1) = n(u)−1, que pour toutm ∈ N, n(mum−1) = mn(u)m−1, et que siu′ et u′′ sont tels quen(u) = u′uu′′,
alorsn(u) = n(u′) = n(u′′) (la preuve de ce dernier point sera rappelée en 11.1.11).

On prouve queN est le normalisateur deT dès que la condition ”(CENT)” définie dans [Ré02] 1.2.5 est vérifiée.
Cette condition s’exprime ainsi :

(CENT) : ∀α ∈ φ, ZUα
(T) = {e} .

Cette condition est vérifiée par tous les groupes de Kac-Moody sur un corps de cardinal au moins 4 (voir infra), et nous
verrons qu’elle l’est aussi pour tous les groupes munis d’une donnée radicielle ”valuée” (voir 10.2). On la supposera
toujours vraie dans la suite.

Le groupe quotientN/T s’identifie au groupe de Weyl du système de racineφ en identifiant pour toutu ∈ Uα \ {e},
n(u).T à la réflexionrα.

Le groupeT et tous ses conjugués sont appelés les tores maximaux deG, avec un abus de langage puisque leur
définition dépend en fait de la donnée radicielleD. Si T′ = gTg−1 est un tore maximal, on noteN(T′) = gNg−1 son
normalisateur. On note aussig.~V etgφ ⊂ (g~V)∗ l’espace vectoriel et le système de racines abstraitement isomorphes à
~V et φ via les applications~v 7→ g.~v etα 7→ gα. Si g′ ∈ G est un autre élément tel queT′ = g′Tg′−1, alorsg−1g′ ∈ N
doncg−1g′ agit sur~V et surφ, on peut donc identifierg′~V à g~V et g′φ à gφ via g′.~v 7→ g.(g−1g′)~v et g′α 7→ g(g−1g′).~v.
Pour toutα ∈ φ, on note enfinUgα = gUαg−1, ceci est compatible à l’identificationgφ = g′φ. Alors (G, (Ugα)gα∈gφ) est
encore une donnée radicielle.

Dans la suite, on évitera de particulariser la donnée radicielle (G, (Uα)α∈φ) (correspondant au toreT), on con-
sidérera plutôt queG est muni d’une classe d’équivalence, pour la conjugaison, de données radicielles. Pour chaque
toreT on noteraφ(T) ⊂ ~V(T)∗ le système de racine et (Uα)α∈φ(T) les groupes radiciels correspondants.
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SiD = (G, (Uα)α∈φ) est une donnée radicielle, pour toute partieψ deφ, on noteraG(ψ) = 〈 {Uα | α ∈ ψ} 〉. Ainsi,
lorsqueD est génératrice, on aG = T.G(φ).

Par définition même, un groupe de Kac-Moody déployé admet une donnée radicielle. Et c’est un des buts de [Ré02]
que de prouver que c’est encore le cas pour une classe de groupes de Kac-Moody plus générale, celle des groupes de
Kac-Moody ”presque déployé”. De [Ré02] 8.4.1 (pour le cas déployé), et 12.6.3 (pour le cas presque déployé) on
obtient :

Proposition 10.1.2.Si G est un groupe de Kac-Moody déployé ou presque déployé, alors il admet une donnée radi-
cielle de type un système de racineφ vectoriel à base libre (comme ci-dessus). Dans le cas déployé, siK est un corps
de cardinal au moins 4, alors G(K) vérifie la condition (CENT).

Pour la définition d’un groupe de Kac-Moody presque déployé, se reporter à [Ré02] partie 11.3

10.1.2 L’immeuble d’une donńee radicielle

Une donnée radicielle permet de définir un immeuble vectoriel. On notera dans la suite~I l’immeuble obtenu à
partir de la donnée radicielle (G, (Uα)α∈φ), ou plutôt sa réalisation géométrique (voir [Ré02] chapitre 5). Dès queφ est
infini, il s’agit en fait de la réunion de deux immeubles jumelés comme définis dans [Abr96].

Sesappartementssont en bijection avec les tores maximaux deG. L’appartement correspondant à un tore maximal
T est inclus dans leR-espace vectoriel~V(T) tel queφ(T) ⊂ ~V(T)∗. Le choix d’une baseΠ deφ(T) définit un cône
~C = ~CΠ =

{
x ∈ ~V(T) | α(x) > 0, ∀α ∈ Π

}
, c’est la chambre positive relative àΠ. Les ensembles obtenus en remplaçant

certaines des inégalités> 0 par des égalités= 0 dans la définition de~C sont lesfacettesde ~C. La réunion des facettes

de ~C est donc l’adhérence~C de ~C. L’appartement~A(T) est alorsW(φ(T)). ~C∪W(φ(T)).(− ~C) ⊂ ~V(T), ses facettes sont
les±w~f , pourw ∈ W(φ(T)) et ~f une facette de~C. Leschambressont les facettes de dimension maximales, donc les
images de± ~C par unw ∈W(φ(T)), et lescloisonssont les facettes de codimension 1. C’est un cône, réunion de deux

cônes convexes~A+(T) = W(φ(T)). ~C et ~A−(T) = −~A+(T). Le cône positif~A+(T) est appelé le cône de Tits. Chacun de
ces deux cônes convexes, avec sa structure de facettes, est un complexe de Coxeter pourW(T).

L’intérieur, noté ~Asph, de ~A(T) dans~V(T) est une réunion de facettes, appelées lesfacettes sphériques. Ce sont
précisément les facettes dont le fixateur dansW(φ(T)) est fini. Les chambres et les cloisons sont toujours sphériques,
leur fixateur dansW(φ(T)) étant respectivement{e} et un groupe d’ordre 2.

On pourra noter le groupe de WeylW(φ(T)) parW(T), ou W(~A(T)) pour rappeler qu’il s’agit du groupe de Weyl
”vectoriel”.

L’immeuble ~I est obtenu en collant les~A(T) pour tous les tores maximauxT. Ces appartements sont permutés
transitivement parG, selon la formuleg. ~A(T) = ~A(gTg−1) ([Ré02] 2.6.2). En conséquence,N(T) est le stabilisateur de
~A(T). Pourα ∈ φ, u ∈ Uα, l’élémentn(u) agit sur~A(T) comme la réflexion selon le mur ker(α). Le groupeT quand à
lui est le fixateur de~A(T).

Pour toute racineα ∈ φ(T), ~D(α) :=
{
x ∈ ~A(T) | α(x) ≥ 0

}
est ledemi-appartementdirigé parα. Le groupeUα fixe

ce demi-appartement, et est simplement transitif sur les appartements le contenant.
Si on fixe un tore maximalT, et une base deφ(T), on définit~I+ = G. ~A+(T) et ~I− = G. ~A−(T). Ce sont deux immeubles
au sens classique. Lorsqueφ est fini, ils coı̈ncident. Lorsqueφ est infini, leur intersection ne contient que des facettes
non sphériques, et contient toujours{0}. Le découpage~I = ~I+ ∪ ~I− est indépendant des choix deT et de la base de
φ(T), mais~I+ et ~I− sont échangés si on remplace par exemple une base deφ(T) par son opposée. Ces deux immeubles
sont jumelés.

Pour toute partie~Ω d’un appartement~A, on note Cl~A(~Ω) sonenclos, il s’agit de l’intersection de tous les demi-

appartements de~A contenant~Ω. Une partie égale à son enclos sera diteclose. On verra (10.1.4) que l’enclos d’une
partie ~Ω est généralement indépendant de l’appartement~A la contenant considéré, et on pourra éliminer l’indice~A
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dans la notation Cl~A(~Ω).

Lorsque~C et ~D sont deux chambres de même signe, on peut définir leur distance (à valeur dansN, pour l’usage
qu’on en aura). Lorsque~C et ~D sont de signes opposés, on définit leur codistance. Celle-ci est nulle si et seulement si
~C et ~D sontopposées, c’est-à-dire si~C = −~D dans un certain appartement~A les contenant. Dans ces conditions, on
note ~C = op~A(~D).

Lorsque~f est une facette sphérique de~I, on peut définir laprojectionsur ~f ([Abr96] I.4). On commence par la
définir pour les chambres de~I : si ~C est une chambre de~I, alors sa projection sur~f , notéepr ~f ( ~C) est l’unique chambre

de ~f ∗ qui est à distance minimale (si~C et ~f sont de même signe) ou à codistance maximale (dans le cas contraire) de
~C. Ensuite, si~g est une facette quelconque, on posepr ~f (~g) =

⋂
~C∈ ~f ∗ pr ~f ( ~C), ou plutôt,pr ~f (~g) est la facette maximale

contenue dans cette intersection fermée. Insistons sur le fait que la projection sur une facette~f n’est définie que lorsque
~f est sphérique. (Lorsque~f n’est pas sphérique, elle est en fait quand même définie pour les facettes~g de même signe
que ~f .)

On prouve que si~f et ~g sont dans un appartement~A, alorspr ~f (~g) ⊂ ~A (voir [Abr96], I.4, corollaire 3). On peut
alors donner une caractérisation géométrique depr ~f (~g) :

Proposition 10.1.3.Soient~f une facette sphérique et~g une facette quelconque alors pr~f (~g) est la plus grande facette

de ~f ∗ incluse dans Cl~A( ~f ∪ ~g).

De plus, pr~f (~g) est l’intersection de~f ∗ et de tous les murs de~A contenant~f ∪ ~g.

Démonstration:Pour tout demi-appartement~D contenant~f ∪ ~g, il existe un appartement~B tel que ~D = ~A ∩ ~B.
Comme on vient de le rappeler,pr ~f (~g) ⊂ ~A∩ ~B = ~D. On prouve ainsi quepr ~f (~g) ⊂ Cl( ~f ∪ ~g).

La première assertion découle alors de la deuxième, montrons celle-ci. SoitM l’ensemble des murs de~A contenant
~f ∪ ~g. Soit ~M ∈ M , soient~C et ~D les deux chambres de~g∗ ∩ ~A ayant une cloison commune dans~M. Alors ~M ne peut
séparer~C de pr ~f ( ~C), ni ~D depr ~f (~D) sans quoi~C serait plus proche (ou à codistance plus grande) der ~M .pr ~f ( ~C) que de

pr ~f ( ~C). Alors pr ~f (~g) ⊂ pr ~f ( ~C) ∩ pr ~f (~D) ⊂ ~M. D’où pr ~f (~g) ⊂ ~f ∗ ∩
⋂

~M∈M
~M.

Pour l’autre inclusion, soit~M un mur contenantpr ~f (~g), montrons que~M ∈ M . Il existe deux chambres~C et ~D de

~g∗ ∩ ~A telles que~M séparepr ~f ( ~C) de pr ~f (~D). Comme précédemment,~M ne peux séparer~C ni ~D de leur projections

sur ~f et par conséquent,~M sépare~C de ~D. Donc ~M ⊃ ~C ∩ ~D ⊃ ~g. �

Pour toute partie~Ω d’un appartement~A(T), on noteP(~Ω) son fixateur dansG, c’est lesous-groupe paraboliquede
G associé à~Ω. Rappelons les propriétés essentielles de ces groupes :

Proposition 10.1.4.

1. Si ~f et ~g sont deux facettes d’un appartement~A(T), alors G = P( ~f ).N(T).P(~g). Lorsque~f et ~g sont de même
signe, cette décomposition est dite de Bruhat, sinon de Birkhoff. Ceci entraine que pour toutes facettes~f et~g de
~I, il existe un appartement les contenant.
Si ~f = ±~g, et si ~f est une chambre, on a une décomposition plus précise : G=

⊔
n∈N(T) U( ~f )nU(~g), et pour tout

t ∈ T il y a écriture unique dans la double classe U( ~f )tU(~g).

2. Soit~Ω une partie de~A(T) incluse dans~A+(T), incluse dans~A−(T) ou rencontrant~A+(T)sph et ~A−(T)sph. Alors⋂
~f∈~Ω N(T).P( ~f ) = N(T).P(~Ω), ce qui signifie qu’entre deux appartements contenant~Ω existe un isomorphisme

induit par un élément de G fixant~Ω. Autrement dit, le groupe P(~Ω) est transitif sur les appartements contenant~Ω.

3. Soit~Ω une partie de~A(T) incluse dans~A(T)+, incluse dans~A(T)−, ou rencontrant~A+(T)sph et ~A−(T)sph. Alors

P(~Ω) = P(Cl(~Ω)).
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Au vu du point 2, ceci signifie que l’intersection de deux appartements~A et ~B est une partie close dans chacun
des appartements~A et ~B si elle est incluse dans~A+, ou dans~A−, ou si elle rencontre~Asph.

Démonstration:

1. Voir [Ré02] partie 1. On prouve qu’un groupe muni d’une donnée radicielle est également muni d’une ”BN-paire
raffinée” en 1.5.4, puis qu’un tel groupe vérifie une version plus précise que celle énoncée ici de la décomposition
de Bruhat en 1.2.3 et de la décomposition de Birkhoff en 1.2.4.

Déduisons-en la version géométrique : soient~f et~g deux facettes de~I, soit ~A(T) un appartement contenant~f
et h. ~A(T), avech ∈ G, un appartement contenant~g (h et ~A(T) existent car~I est la réunion de ses appartements,
et carG permute ces derniers transitivement). On utilise alors la décomposition de Bruhat/Birkhoff dans l’ap-
partement~A(T) avec les facettesh−1~g et ~f : il existe p ∈ P(h−1~g), n ∈ N(T) et q ∈ P( ~f ) tels queh = qnp. Alors
l’appartementq. ~A(T) contient~f ∪ ~g.

2. La version géométrique de ce résultat est prouvée dans [AB08], 6.73 lorsque~Ω est l’adhérence d’une réunion
de chambres. Elle est de plus connue si~Ω ⊂ A+ ou ~Ω ⊂ A− ([AB08] 4.5).

Étudions le cas général, où~Ω rencontre~A+sph et ~A−sph. Soit ~B un autre appartement contenant~Ω, soient ~f et ~g

des facettes maximales de~A+ ∩ ~B+ et ~A− ∩ ~B−, respectivement. Soit~C une chambre de~A contenant~f dans son
adhérence, et~D une chambre de~B contenant~g dans son adhérence. Il existe un appartement~Z contenant~C∪ ~D.
On sait que~Z+ ∩ ~A+ est une partie close (4.1.9) contenant la chambre~C, donc c’est l’adhérence d’un ensemble
de chambres. Du côté négatif, comme~g est une facette sphérique incluse dans~Z− ∩ ~A−, ce dernier ensemble est
clos et contient la chambrepr~g( ~C). Il s’agit donc également de l’adhérence d’un ensemble de chambres. Donc
~A∩ ~Z est l’adhérence d’un ensemble de chambres, et par [AB08], 6.73, il existeg1 ∈ G tel queg. ~A = ~Z, etg fixe
~C, donc ~f , et~g.
De même, il existeg2 ∈ G tel queg.~Z = ~B etg2 fixe ~f ∪~g. Au final,g2g1 fixe ~f ∪~g et envoie~A sur~B. Par 4.1.10,
g2g1 fixe alors~A+ ∩ ~B+ et ~A− ∩ ~B−. En particulierg2g1 fixe ~Ω.

Pour en déduire la version algébrique du résultat, sig ∈
⋂

~f∈~Ω N.P( ~f ), posons~B = g. ~A, et soitg2g1 ∈ P(~Ω)

comme ci-dessus, alorsg−1g2g1. ~A = ~A doncg−1g2g1 ∈ N et g ∈ N.P(~Ω).

3. Encore une fois, ceci est classique lorsque~Ω ⊂ ~A± (voir 4.1.9), on peut donc supposer que~Ω contient des points
sphériques positifs et négatifs. On peut aussi supposer que~Ω contient Cl(~Ω ∩ ~A+) et Cl(~Ω ∩ ~A−), en particulier
~Ω est l’adhérence d’une réunion de facettes sphériques.

Lorsque~Ω est une partie ”équilibrée” (c’est-à-dire une réunion finie de facettes sphériques en contenant au
moins une positive et une négative), on aP(~Ω) = T.G(φ(~Ω)) (voir [Ré02], chapitre 6, ceci sera détaillé un peu
au paragraphe suivant). Chaque groupe radicielUα, α ∈ φ(~Ω) fixe un demi-appartement contenant~Ω, donc fixe
aussi Cl(~Ω).
Si ~Ω est l’adhérence d’un ensemble de chambres, alors Cl(~Ω) est la plus petite partie de~A fermée et stable par
projection sur ses cloisons ([AB08] 5.193, où une partie convexe est par définition un ensemble de chambres
stable par projection sur ses cloisons intérieures). Si~f et ~g sont deux facettes sphériques de signes opposés,
alors ~f ∪ ~g est une partie équilibrée, et le paragraphe précédent montre queP( ~f ∪ ~g) fixe Cl(~f ∪ ~g), qui contient
pr ~f (~g). Il est alors évident queP(~Ω) fixe P(Cl(~Ω)).

Pour traiter le cas général, on reprend la démonstration de [AB08] 5.193. On commence par le

Lemme 10.1.5.SoitC une partie close de~A+ ou de~A− contenant un point sphérique. AlorsC est l’intersection
des demi-appartements contenantC et dont le bord contientC ou une cloison sphérique deC .

Remarque:Une cloison deC est par définition une facette de codimension 1 dansC .
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Preuve du lemme:Supposons par exempleC ⊂ ~A+. Soit ~f une facette de~A+ \ C , montrons qu’il existe un
demi-appartement comme dans l’énoncé qui sépare~f deC . Soit~c une chambre deC , à distance minimale de~f
(rappelons qu’une partie close d’un système de Coxeter est un complexe de chambre, d’après 4.1.6),~c est donc
une facette sphérique de~A+.

Supposons dans un premier temps quepr~c( ~f ) , ~c. Soit ~M un mur contenant~c, et doncC , mais paspr~c( ~f ), il ne
contient alors pas~f . Le demi-appartement délimité par~M et ne contenant pas~f est comme requis dans l’énoncé,
contientC et pas~f .

Supposons à présent quepr~c( ~f ) = ~c. Il existe alors une unique cloison~m de ~c à distance minimale de~f .
Remarquons que puisqueC est fermé,~f 1 ~c, doncpr~m( ~f ) est une facette de même dimension que~c, différente
de~c, et incluse dans Vect~A(~c). Sachant que~c est sphérique donc dans l’intérieur du cône de Tits, tout point de

~mest dans un segment ouvert reliant un point depr~m( ~f ) et un point de~c, donc~m est dans l’intérieur du cône de
Tits, donc~m est une cloison sphérique deC . Soit ~M un mur contenant~m et pas~c, soit ~D le demi-appartement
délimité par ~M contenant~c, alors ~D contientC , sans quoipr~m( ~f ) serait dansC , contredisant la définition de~c.
De plus,~f 1 ~D. �

On montre alors la version géométrique du point 3. Soit~B un appartement tel que~A ∩ ~B contient des points
sphériques positifs et négatifs. Soitǫ un signe. La partieC ǫ := ~Aǫ ∩ ~Bǫ est close dans~Aǫ , c’est l’intersection
des demi-appartements la contenant et dont le bord contientC ǫ ou une cloison sphérique deC ǫ . NotonsDǫ cet
ensemble de demi-appartements. Soit~D ∈ Dǫ , et ~m une chambre ou une cloison sphérique deC incluse dans
∂~D. Comme~A∩ ~B est stable par projection, et que la projection sur~m est bien définie puisque~m est sphérique,
C ǫ contient tous lespr~m(d) pourd une facette de~A−ǫ ∩ ~B−ǫ. Et ceci entraine que~D contient~A−ǫ ∩ ~B−ǫ.
On prouve ainsi que Cl(~A∩ ~B) est égal à l’intersection des demi-appartements deD+∪D−, puis que Cl(~A∩ ~B) =
C+ ∪ C− ⊂ ~A∩ ~B.

Pour en déduire la version algébrique du résultat, soitg ∈ P(~Ω), posons~B = g. ~A. Par le point 2, il existe
h ∈ P(~A∩ ~B) tel queh. ~A = ~B, doncg−1h ∈ N(~Ω). Or N(~Ω) = N(Cl(~Ω)), et Cl(~Ω) ⊂ ~A∩ ~B d’où h ∈ P(Cl(~Ω)).
Au final, on obtient bieng ∈ P(Cl(~Ω)).

�

10.1.3 D́ecomposition de Ĺevi

On se réfère ici à [Ré02] chapitre 6. On fixe dans ce paragraphe un toreT, et on note~A = ~A(T) etφ = φ(T).

Soit ~Ω une partie de~A. On note :
– φu(~Ω) =

{
α ∈ φ | α(~Ω) > 0

}

– φm(~Ω) =
{
α ∈ φ | α(~Ω) = 0

}

– φ(~Ω) = φu(~Ω) ⊔ φm(~Ω) =
{
α ∈ φ | α(~Ω) ≥ 0

}
.

L’ensemble de racinesφm(~Ω) est un sous-système de racines deφ. Lorsque~Ω contient un point sphérique, il est fini.

On définit ensuite les sous-groupes deP(~Ω) suivants :

– M~A(~Ω), le facteur de Lévi de P(~Ω) par rapport ~A :

Il est défini parM~A(~Ω) := FixG(Vect~A(~Ω)) = FixG(~Ω ∪ op~A(~Ω)). Il est d’après 10.1.4 .2 transitif sur les ap-

partements contenant Vect~A(~Ω). Si ~Ω est une facette ou si elle contient une facette sphérique, alorsM~A(~Ω) =

〈T,
{
Uα | α ∈ φ

m(~A)(~Ω)
}
〉 = T.G(φm(~Ω)). Enfin, le couple (M(~Ω), (Uα)

α∈φm(~Ω)) est une donnée radicielle de
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système de racinesφm(~Ω), voir [Ré02] 6.2.3. En particulier, lorsque~Ω contient un point sphérique,φm(~Ω) est un
système de racines fini, etM(~Ω) est muni d’une donnée radicielle de type fini.

– U(~Ω), le facteur unipotent de P(~Ω) :
C’est le sous-groupe distingué deP(~Ω) engendré parG(φu(~Ω)) =

〈 {
Uα | α ∈ φ

u(~A)(~Ω)
} 〉

. Il est donc indépendant

de l’appartement~A contenant~Ω considéré. Si~Ω contient un point sphérique positif et un point sphérique négatif,
il admet la décomposition avec écriture unique :U(~Ω) =

∏
α∈φu(~A)(~Ω) Uα, quel que soit l’ordre des facteurs. En

particulier, on a alorsU(~Ω) = G(φu(~Ω)). Lorsque~Ω est une chambre,U(~Ω) = G(φu(~Ω)), et lorsque~Ω est une
facette,U(~Ω) est l’intersection desU( ~C) pour ~C les chambres de~A contenant~Ω dans leur adhérence. On prouve
enfin que si~Ω est une facette sphérique,U(~Ω) = U( ~C) ∩ U(~D) dès que~C et ~D sont deux chambres opposées
dans~Ω∗ ∩ ~A.

Une partie équilibréedans~I est une partie d’appartement qui contient des points positifs et négatifs et qui est
recouverte par un nombre fini de facettes sphériques (éventuellement fermées).

Dans le cas où~Ω est soit une facette soit une partie équilibrée de~A, P(~Ω) admet une décomposition de Lévi
([Ré02], 6.2.2 et 6.4.1) :

P(~Ω) = M~A(~Ω) ⋉ U(~Ω) .

Une extension vectorielle de~Ω est une partie de~I de la forme Vect~B(~Ω) pour un appartement~B contenant~Ω. La

décomposition de Lévi peut aussi s’exprimer en disant queU(~Ω) est simplement transitif sur les extensions vectorielles
de ~Ω.

10.2 Valuation d’une donńee radicielle

A l’exemple de [BT72], on ajoute maintenant une structure supplémentaire à notre donnée radicielle qui permet
de rendre compte, dans le cas d’un groupe sur un corps local, de la valuation du corps.

Définition 10.2.1. Soitφ un système de racines. Soit(G, (Uα)α∈φ) une donnée radicielle et pour toutα ∈ φ soitϕα une
fonction de Uα dansR ∪ {∞}. Pour toutλ ∈ R on note Uα,λ = ϕ−1

α ([λ,∞]).
On dit que la famille(ϕα)α∈φ est une valuation de la donnée radicielle(G, (Uα)α∈φ), ou que(G, (Uα, ϕα)α∈φ) est une

donnée radicielle valuée si :

– (V0) :∀α ∈ φ, ϕα(Uα) a au moins trois éléments.

– (V1) : Pour toutα ∈ φ etλ ∈ R, Uα,λ est un sous-groupe de Uα, et Uα,∞ = {e}.

– (V2.1) : Pour toutα, β ∈ φ, u ∈ Uα \ {e}, v ∈ Uβ \ {e},

ϕrα .β

(
n(u).v.n(u)−1

)
= ϕβ(v) − 〈α, β〉ϕα(u)

– (V2.2) : Pour toutα ∈ φ, pour tout t∈ T,
Uα \ {e} → Λ

v 7→ ϕα(v) − ϕα(tvt−1)
est constante.

– (V3) : Pour toute paire prénilpotente de racines{α, β}, pour tousλ, µ ∈ R :

[Uα,λ,Uβ,µ] ⊂
〈 {

Upα+qβ,pλ+qµ | p, q ∈ N
∗ et pα + qβ ∈ φ

} 〉

– (V4) : Siα ∈ φ et 2α ∈ φ alorsϕ2α est la restriction deϕα à U2α.

Lorsque(G, (Uα, ϕα)α∈φ) est une donnée radicielle valuée, on garde la notation Uα,λ qu’on vient d’introduire.
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Si de plus pour toutα ∈ φred, 0 ∈ ϕα(Uα), on dit queϕ est une valuation spéciale.

Remarques:
– Soitα ∈ φ, etu ∈ Uα \ {e}. Par (V1), on voit queϕα(u) = ϕα(u−1), et par (V2.1) on obtientϕ−α(n(u).u.n(u)−1) =
−ϕα(u).

– Avec (V0) et (V2.1), on voit qu’il existe un sous groupe deR non trivialΛ tel queφα(Uα) + Λ = φα(Uα).

L’ensemble des valuation deD est muni d’une action de~V : pour tout~v ∈ ~V et ϕ une valuation deD, on définit
ϕ + ~v par∀α ∈ φ, u ∈ Uα, (ϕ + ~v)α(u) = ϕα(u) + α(~v). Il est immédiat de vérifier queϕ + ~v est encore une valuation
deD. Deux valuationsϕ etϕ′ telles qu’il existe~v ∈ ~V tel queϕ = ϕ′ + ~v sont dites équipollentes. Soitϕ une valuation
quelconque. Le fait queφ engendre~V∗ entraine que l’action de~V sur l’ensembleϕ + ~V des valuations équipollentes à
ϕ est simplement transitive, doncϕ + ~V est un espace affine sous~V.

Si Π est une base deφ, il s’agit aussi d’une base de~V et on peut donc trouver~v ∈ ~V tel que pour toutα ∈ φ,
0 ∈ ϕα(Uα) + α(~v). En utilisant (V2.1), on vérifie alors que cette relation reste vraie pour toutα ∈ φred. Ainsi, ϕ + ~v
est une valuation spéciale équipollente àϕ. On peut donc toujours se ramener à une valuation spéciale, à équipollence
près.

Notons enfin que pour toutg ∈ G, la famille de fonctiong.ϕ définie par∀α ∈ g.φ, ∀u ∈ Uα, (g.ϕ)α(u) =
ϕg−1α(g−1ug) est une valuation de la donnée radicielleg.D.

Dans la définition de la valuation d’une donnée radicielle finie de [BT72], ou même dans la définition de la valu-
ation d’une donnée radicielle quelconque de [Rou06], l’axiome (V2) est beaucoup plus faible que celui présenté ici.
Par contre on ajoute un cinquième axiome à savoir :

(V5) : Pour toutα ∈ φ, pour toutu ∈ Uα \ {e}, pour tousu′, u′′ ∈ U−α tels quen(u) = u′uu′′, alors−ϕα(u) =
ϕ−α(u′) = ϕ−α(u′′).

On prouvera (en 11.1.11) que pour une donnée radicielle finie, la définition présente équivaut à celle de [BT72],
autrement dit que d’une part l’axiome (V2) présenté ici est conséquence de sa version faible et de (V0), (V1), (V3),
(V4), (V5), et que d’autre part (V5) découle des (V0)...(V4) ci-dessus. Dans le cas oùφ est infini, l’auteur n’a pas pu
se passer de la version forte de (V2).

Proposition 10.2.2.SoitD = (G, (Uα)α∋φ) une donnée radicielle admettant une valuationϕ = (ϕα)α∈φ. AlorsD vérifie
la condition (CENT).

Démonstration:Soitα ∈ φ, u ∈ Uα \{e}. Nous devons trouvert ∈ T tel queutu−1 , t. Par (V0), il existev ∈ Uα \{e}
tel queϕα(u) , ϕα(v). Posonst = n(u)n(v), il est clair par (DR4) quet normalise chaqueUβ, donct ∈ T. Montrons
quet−1ut , u. On calculeϕα(t−1ut) en utilisant deux fois (V2.1) :

ϕα(n(v)−1n(u)−1.u.n(u)n(v)) = ϕ−α(n(u)−1un(u)) − 〈 −α, α 〉ϕα(v)

= ϕα(u) − 〈 α, α 〉ϕα(u) + 2ϕα(v) = 2ϕα(v) − ϕα(u)

, ϕα(u)

Donct−1ut , u. �

Proposition 10.2.3.

1. Soit G un groupe de Kac-Moody déployé, soitK un corps muni d’une valuation non triviale̟ : K → R ∪ {∞}.
Alors il existe une valuation(ϕα)α∈φ de la donnée radicielle(G(K), (Uα(K))α∈φ), elle est définie parϕα(uα(k)) =
̟(k), où (uα)α∈φ est un système de Chevalley pourφ.

2. SoitD = (G, (Uα)α∈φ) une donnée radicielle avecφ un système de racines fini. Soitϕ = (ϕα)α∈φ une valuation
deD au sens de [BT72] 6.2.1. Alorsϕ est aussi une valuation deD au sens présent.
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Démonstration:
Pour le cas Kac-Moody, on trouvera dans [Rou06] 2.2 des références qui prouvent toutes les conditions (Vx) sauf

(V2). Dans le cas d’un système de racines fini, ces conditions sont les même dans [BT72] et ici.

Il ne reste qu’à étudier (V2). Cette condition découle rapidement de l’existence d’un espace affine muni d’une
action convenable deN (un appartement en fait). Expliquons comment sous forme d’un lemme :

Lemme 10.2.4.Soitφ ⊂ ~V∗ un système de racines, etD = (G, (Uα)α∈φ) une donnée radicielle. Soitϕ = (ϕα)α∈φ une
famille de fonctions avec∀α ∈ φ, ϕα : Uα → R ∪ {∞} etϕ−1

α {∞} = {e}.
On suppose qu’il existe un espace affine A sous~V, un point o ∈ A et une action de N sur A par automor-

phismes affines telle que pour toutα ∈ φ et u ∈ Uα \ {e}, n(u) agit comme la réflexion d’hyperplan M(α, ϕα(u)) :={
x ∈ A | α( ~ox) + ϕα(u) = 0

}
dont la direction est la réflexion rα ∈ W(φ). Alors la familleϕ vérifie (V2.1). Si de plus T

agit sur A par translation, alorsϕ vérifie (V2.2).

Preuve du lemme:On identifie lesα ∈ φ à des formes affines surA par α(x) = α( ~ox). La valeurϕα(u) est
caractérisée par l’égalitéα

(
Fix~V(n(u))

)
= {−ϕα(u)}.

Soientα, β ∈ φ et (u, v) ∈ Uα \ {e} × Uβ \ {e}. Pour calculerϕrα.β

(
n(u).v.n(u)−1

)
, il faut donc étudier la réflexion

n
(
n(u).v.n(u)−1

)
. Par la définition (voir (DR4)), il est clair quen

(
n(u).v.n(u)−1

)
= n(u).n(v).n(u)−1, et l’ensemble de

ses points fixes estn(u).FixA(v). Il existe un pointa ∈ Fix(n(u)) et un réelx tel quea+ x.α∨ ∈ Fix(n(v)) (si α etβ sont
colinéaires, pour touta ∈ Fix(n(u)) il existe un telx, sinon il existea ∈ Fix(n(u)) ∩ Fix(n(v)), alorsx = 0 convient).
Alors n(u).(a+ x.α∨) = a− x.α∨, on a donc :

−ϕα(u) = α(a) ,

−ϕβ(v) = β(a+ x.α∨) = β(a) + x〈α, β〉 ,

et : − ϕrα .β(n(u).v.n(u)−1) = (rα.β)(a− x.α∨) = (β − 〈α, β〉α)(a− x.α∨)

= β(a) − 〈α, β〉α(a) − x〈α, β〉 + 2x〈α, β〉

= β(a) − 〈α, β〉α(a) + x〈α, β〉

= −ϕβ(v) + 〈α, β〉ϕα(u) .

Ceci prouve (V2.1). On procède de même pour (V2.2) : soitα ∈ φ, u ∈ Uα \ {e} et t ∈ T. On vérifie facilement que
n(tut−1) = tn(u)t−1, c’est donc une réflexion d’hyperplanM(α, ϕα(u)) + ~vt, si ~vt désigne le vecteur de la translation
induite part surA. Alorsϕα(u) − ϕα(tut−1) = α(~vt) ne dépend pas deu. �

Pour conclure la preuve de la proposition, dans les deux cas il existe un espace affine A muni d’une action deN
comme dans le lemme, voir [Rou06] partie 2 et [BT72] 6.2.10. �

11 Construction ǵenérale

On fixe pour toute cette partie une donnée radicielle valuée génératriceD = (G, (Uα, ϕα)α∈φ), avecϕ spéciale. On
rappelle que la condition (CENT) de [Ré02] 1.2.5 est alors vérifiée d’après 10.2.2, donc le normalisateurN(T) d’un
tore maximalT est le groupe engendré parT et lesn(u), u ∈ Uα, α ∈ φ(T).

On construit un objet immobilierI de manière tout à fait similaire à [BT72] : on commence par définir pour
tout tore maximalT un appartementA(T) muni d’une action deN(T) ; on définit ensuite les sous-groupes, appelés
”parahoriques”, qui seront les fixateurs dansG des points deA ; et on définit finalementI comme quotient deG×A(T)
par la relation imposant que les sous-groupes parahoriques soient effectivement les fixateurs des points deA(T).
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11.1 L’appartement

On fixe un tore maximalT dansG. On définit dans ce numéro l’objetA(T) qui sera l’appartement relatif àT. Il
s’agit d’une réunion disjointe d’espaces affines sous~V(T) et certains de ses sous-espace vectoriels. Dans toute cette
partie, on noteraφ = φ(T), ~V = ~V(T), ~A = ~A(T) et N = N(T).

11.1.1 Façades d’appartement

Soit Y(T) un espace affine sous~V. Les façades deY(T) sont définies exactement comme dans 3.1, à partir de la
famille de cônes de~V formée par les facettes de~A. On rappelle néanmoins rapidement ces définitions.

Un cône dansY(T) est une partie deY(T) de la formef = x+ ~f , où ~f est un cône de~V(T). Le cône vectoriel~f est
uniquement déterminé, c’est la direction dex+ ~f . Deux cônes de même direction sont dits parallèles, on noteg ∥ f .
Lorsqueg est parallèle et inclus dansf , on dit que c’est un sous-cône parallèle, abrégé en ”scp”.

On définit une relation d’équivalence∼ (ou∼T lorsqu’il faut préciser) sur l’ensemble des cônes convexes deY(T).
Soient f = x+ ~f et g = y+ ~g, on pose :

f ∼ g ⇔ ( f ∥ g et f ∩ g , ∅) ⇔ ( f ∩ g contient un scp def et deg ) ⇔ ( f ∥ g et ~xy ∈ Vect(~f ))

Pour tout cône convexe~f on noteY(T) ~f l’ensemble des cônes dirigés par~f quotienté par∼. C’est lafaçadede

Y(T) dedirection ~f . C’est un espace affine isomorphe àY(T)/Vect(~f ), et l’action de~V(T) surA passe au quotient sur
Y(T) ~f .

SoitF (~A(T)) l’ensemble des facettes de~A(T), ce sont en particulier des cônes convexes de~V(T). L’ appartement
(bordé) associé à Test alors :

A(T) :=
⋃

~f∈F (~A(T))

Y(T) ~f

On noteraA(T) ~f pour désigner la façadeY(T) ~f , et les façades deY(T) seront appelées les façades deA(T).
Les façades ainsi construites seront appelées façades d’appartement, pour les distinguer des façades d’immeubles dont
la définition est à venir. Lorsquea est un point deA(T), on notera~fa la direction de la façade le contenant. L’espace~V
agit sur l’appartementA(T) par translation et les orbites sont ses façades.

On noteA(T)sph la réunion des façades sphériques deA(T), c’est-à-dire des façades de type une facette vectorielle
sphérique. On note aussiA(T)+, A(T)− la réunion des façades positives et négatives,A(T)+sph et A(T)−sph la réunion des
façades sphériques positives et négatives. Dans la terminologie de [Rou06],A(T)+sph et A(T)−sph sont les réalisations de
Satake de deux appartements microaffines.

On définit une topologie surA(T), telle que les voisinages d’un point [x+ ~f ] sont les :

V (U, ~f ) =
{
a ∈ A(T) | un représentant dea est inclus dansU + ~f

}
,

pour tous les voisinagesU de x dans l’espace affineY(T). Cette topologie induit la topologie classique d’un espace
affine de dimension finie sur chaque façade et l’adhérence d’une façadeA~f est l’union des façadesA~g pour ~f ⊂ ~g.

Cette topologie est séparée, et si~f est une facette sphérique, alorsA~f =
⋃
~g tq ~f⊂~g

A~g est compact (3.2.8).

Comme les bases deφ sont des bases de~V∗, la plus petite facette de~A(T) est{0}. La façadeA(T){0} = Y(T) est
appeléela façade principaledeA(T), c’est l’intérieur deA(T). On la notera donc̊A(T), et on pourra oublier la notation
Y(T).
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Si ~f et~g sont deux facettes de~A telles que~f ⊂ Vect(~g), l’applicationpr~g :
A~f → A~g

[a+ ~f ] 7→ [a+ ~g]
est bien définie,

c’est laprojectionsur la façadeA~g.

SiΩ ⊂ A = A(T) est dans une façadeA~f , et si ~E est un sous-espace vectoriel de~Y(T) contenant~f , alors on définit
〈
Ω, ~E

〉
A
= pr−1

~f
(Ω) + ~E, le sous-appartement engendré parΩ et ~E..

Si ~E est juste une partie de~A, la notation
〈
Ω, ~E

〉
désignera

〈
Ω,Vect~A( ~E)

〉
.

Remarque:Quels que soientΩ et ~E, siΩ , ∅, alors
〈
Ω, ~E

〉
A

coupe toujours la façade principale.

Jusqu’à la fin de 11.1, on noteraA = A(T).

11.1.2 Murs et demi-appartements

On fixe une origineo ∈ Å, et on identifie les formes linéaires sur~V = ~̊A à des formes affines surÅ qui s’annulent
eno, autrement dit on pose pour toutα ∈ φ et a ∈ A, α(a) := α( ~oa). Soitα ∈ φ une racine. Si~f ∈ F est une facette
telle queα( ~f ) = 0, alorsα définit encore une forme affine surA~f . Si α( ~f ) > 0, on dit queα prend la valeur∞ surA~f .

Enfin siα( ~f ) < 0, on dit queα prend la valeur−∞ sur A~f . De la sorte,α définit une fonction surA, à valeurs dans
R ∪ {±∞}.

Ces définitions permettent une caractérisation pratique de la topologie deA :

Lemme 11.1.1.La topologie de A est engendrée par les demi-espaces ouverts{x ∈ A | α(x) > a} pour a∈ R etα ∈ φ.
Autrement dit, une suite xn tend vers une limite x si et seulement si∀α ∈ φ, α(xn)→ α(x).

�

Pour toutα ∈ φ etλ ∈ R, on poseM(α, λ) = {x ∈ A | α(x) + λ = 0} et D(α, λ) = {x ∈ A | α(x) + λ ≥ 0}. On notera
égalementD(α,∞) = A. L’ensemble desM(α, λ) ainsi obtenus pourα ∈ φ etλ ∈ ϕα(Uα \ {e}) est l’ensemble desmurs
deA ; l’ensemble desD(α, λ) correspondants est l’ensemble desdemi-appartementsdeA.

Si M = M(α, λ) est un mur deA(T), on notera~M = ker(α) ⊂ ~V la directionde M, c’est un mur de~A (ou plutôt
sa trace sur~A est un mur de~A). Lorsqu’une intersection de murs est réduite à un seul point, ce point est appelé un
sommet. Lorsqu’un sommet est inclus dans un mur de chaque direction possible, c’est unsommet spécial. Par exemple
o est un sommet spécial (ceci est en fait équivalent à la condition ”ϕ est spéciale”).

Notons que siM est un mur contenantΩ dont la direction contient~E, alors
〈
Ω, ~E

〉
A
⊂ M.

Un isomorphisme affineψ entre les façades principales de deux appartementsA(T) et A(T′) dont la partie vecto-
rielle préserveF induit une bijection, encore notéeψ, entreA(T) et A(T′). Si cette bijection préserve l’ensemble des
murs, on dit queφ est unisomorphisme d’appartements. Remarquons qu’un isomorphisme d’appartements ainsi défini
ne préserve pas forcément les types des facettes de~A(T) ni même leur signe.

Pour tout murM = M(α, λ), rM désigne la réflexion de directionrα qui fixe M ∩ Å. Elle induit un automorphisme
involutif de A(T), qu’on appelle laréflexion selon M.

Soit M un mur deA(T) et ~f ∈ F . Alors M∩A(T) ~f est soit vide, soit un hyperplan deA(T) ~f . Ces hyperplans seront
appelés les murs deA(T) ~f .

On notera pour toute partie ou filtreΩ deA, et pour toutα ∈ φ, Uα(Ω) = {u ∈ Uα | Ω ⊂ D(α, ϕα(u))}. Par exemple,
Uα(∅) = Uα et Uα(A) = {e}. Pour toute partieψ de φ, on notera aussiG(ψ,Ω) = 〈 {Uα(Ω) | α ∈ ψ} 〉. Enfin,G(Ω)
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désigneraG(φ,Ω).

Remarque:Dans [BT72],Å est par définition l’espace affine des valuations équipollentes àϕ. Il est isomorphe à
celui défini plus haut viao+ ~v 7→ ϕ + ~v. En particulier, la valuationϕ est identifiée au pointo.

11.1.3 Parties closes

Définition 11.1.2. Une partie close de A(T) est une intersection finie de demi-appartements. L’enclos d’une partie ou
d’un filtre E de A(T) est le filtre noté Cl(E) engendré par les parties closes de A(T) contenant E.

Remarques:
– Avec cette définition, Cl(∅) = ∅.
– Cette définition de partie close est plus restrictive que celle de [GR08], elle conduit donc à des enclos plus

grands. En effet, dans [GR08], on autorise des demi-appartements dirigés par des racines imaginaires, et une
intersection infinie de demi-appartements est close, pourvu que ces demi-appartements soient dirigés par des
racines distinctes.

Si Ω est une partie deA, on notera~Ω la réunion des directions des façades rencontrées parΩ. LorsqueΩ est un
filtre, ~Ω sera la réunion des directions des façades rencontrées par tous les éléments deΩ.

Exemples11.1.3.

1. Soit ~C une chambre de~A etΩ = A~C. Alors Cl(Ω) est le filtre des voisinages deΩ, ~Ω = ~C, et Cl(~Ω) =
−−−−→
Cl(Ω) = ~C.

Eneffet tout élément du filtre Cl(Ω) contient des points de chaque façade dirigée par une facette de~C, même si
Cl(Ω) ne contient aucun point d’aucune façadeA~f pour ~f ⊂ ∂ ~C.

2. Soit~mune cloison de~A, prenonsΩ = A~m∪A−~m. Alors ~Ω = ~m∪−~m, et Cl(~Ω) est l’hyperplan contenant~m. Mais

Cl(Ω) = A, donc
−−−−→
Cl(Ω) = ~A , Cl(~Ω). (Il suffit même de prendreΩ = A~m∪ {x} avecx un point deA−~m.)

3. Avec encore~m une cloison de~A, en prenantΩ = A~m, on obtient
−−−−→
Cl(Ω) = ~m∗ , Cl(~Ω) = ~m. Ainsi même en

restant dansA+ ou A− on n’a pas
−−−−→
Cl(Ω) = Cl(~Ω).

Proposition 11.1.4.Pour toute partieΩ de A,
−−−−→
Cl(Ω) est close. En conséquence,

−−−−→
Cl(Ω) ⊃ Cl(~Ω).

Démonstration:
Soit ~f ⊂ Cl(

−−−−→
Cl(Ω)), montrons que~f ⊂

−−−−→
Cl(Ω). Il s’agit de prouver que tout élément du filtre Cl(Ω) contient un

point deA~f . Soit doncD1 ∩ ... ∩ Dk ∈ Cl(Ω) une intersection finie de demi-appartements contenantΩ. Pour touti,

Cl(Ω) ⊂ Di donc
−−−−→
Cl(Ω) ⊂ ~Di , donc~f ⊂ ~Di . Si ~f est dans l’intérieur de~Di , alorsA~f ⊂ Di . On peut donc, quitte à retirer

les Di tels que~f est dans l’intérieur de~Di , supposer que pour touti, ~f ⊂ ∂~Di . Alors D1 ∩ D2... ∩ Dk est stable par
Vect(~f ) et contient donc

〈
Ω, ~f
〉

A
, qui contient bien au moins un point deA~f siΩ , ∅. Le casΩ = ∅ est trivial.. �

Le résultat suivant fournit une description plus ou moins constructive de la trace de l’enclos d’une partieΩ dans
une façadeA~f0

.

Proposition 11.1.5. SoitΩ une partie de A. SoitD l’ensemble des facettes de
−−−−→
Cl(Ω)). On effectue les opérations

suivantes surΩ :

1. Pour chaque couple(a, ~g) tel que a∈ Ω, ~g ∈ D et a est dans la façade A~f avec~f ⊂ Vect(~g), on rajoute pr~g(a) à
Ω.
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2. Pour chaque couple(b, ~f ), avec b∈ Ω, ~f ∈ D, tels que b est dans la façade A~g avec ~f ⊂ Vect(~g), on choisit
a ∈ pr−1

~g
(b) ∩ A~f et on rajoute a+ ~g àΩ.

AppelonsΩ1(C1) l’ensemble ainsi obtenu, où C1 représente les choix effectués à chaque opération 2. Si de nou-
veaux couples(a, ~g) ou (b, ~f ) vérifiant les conditions ci-dessus sont apparus, on effectue à nouveau les opérations 1
et 2, et on noteΩ2(C2) l’ensemble obtenu. On obtient ainsi par récurrence un ensembleΩn(Cn) pour tout n∈ N, on
noteΩ∞(C) la réunion de tous ces ensembles, il dépend de la suite C de tous les choix effectués à chaque opération 2.
NotonsC l’ensemble de toutes les suites de choix possibles. Alors pour tout~f0 ∈ F (~A(T)) :

Cl(Ω) ∩ A~f0
=
⋂

C∈C

Cl(Ω∞(C) ∩ A~f0
)

Ou plutôt, Cl(Ω) ∩ A~f0
est le filtre engendré par les Cl(Ω∞(C) ∩ A~f0

), pour C∈ C .

Remarque:Ceci signifie grosso modo que Cl(Ω) est la clôture deΩ sous les opérations 1, 2, et ”prendre la clôture
dans chaque façade”. La difficulté de rédaction vient du fait que l’opération 2 n’est pas bien définie puisqu’elle dépend
d’un choix.

Démonstration:
Pour montrer l’inclusion ”⊃ ”, il suffit de vérifier que pour tout demi-appartementD contenantΩ, il existe un

choix C ∈ C tel queD ⊃ Ω∞(C). Ceci revient à vérifier que siD contient une partieΘ, alors il contient toute partie
obtenue à partir deΘ par une opération 1, et que pour chaque couple (b, ~f ) vérifiant les conditions de 2, il existe un
choix dea ∈ pr−1

~g
(b) tel que la partie obtenue par l’opération 2 à partir deΘ est encore incluse dansD. Ces vérifications

sont immédiates.
Pour montrer l’autre inclusion, il faut prouver que siD est un demi-appartement, dirigé par une racineα ∈ φm( ~f0),

contenant unΩ∞(C) ∩ A~f0
, pour unC ∈ C , alorsD ⊃ Ω. Soit doncD un tel demi-appartement, et supposons par

l’absurde qu’il existeω ∈ Ω \ D. Soit ~g la direction de la façade contenantω. Soit ~h = pr ~f0(~g), en appliquant

l’opération 1 àΩ avec le couple (ω,~h), on voit quepr~h(ω) ∈ Ω∞(C). Ensuite, en appliquant l’opération 2 avec le

couple (pr~h(ω), ~f0), on voit queΩ∞(C)∩A~f0
, et donc en particulierD, contient un cône de la formea+~h. Ceci entraine

queα(~h) ≥ 0, d’oùα(~g) ≥ 0. D’autre part,α(~g) ≤ 0 sans quoi on auraitω ∈ A~g ⊂ D. Ainsi, α(~g) = 0 : ~g, ~f0 et donc

aussi~h sont dans ker(α). Doncα(ω) = α(pr~h(ω)) = α(a). Mais ceci contredit le fait queω < D alors quea ∈ D. �

Corollaire 11.1.6. Soient~f , ~g deux facettes incluses dans
−−−−→
Cl(Ω), telles que~f ⊂ Vect(~g). On noteΩ~g = Cl(Ω) ∩ A~g,

Ω ~f = Cl(Ω) ∩ A~f . AlorsΩ~g = pr~g(Ω ~f ).

Pour utiliser le résultat de la proposition 11.1.5 lorsqu’on ne connait pas précisément les directions des façades
rencontrées par Cl(Ω), on pourra utiliser le lemme suivant :

Lemme 11.1.7.On se place à nouveau dans les conditions de la proposition 11.1.5. On suppose en outre que~f0 ⊂
Cl(~Ω). Alors le résultat de la proposition 11.1.5 est encore valable si on définit lesΩ∞(C) de la même manière, mais
en n’effectuant les opérations 1 et 2 que lorsque les facettes~f ou~g concernées sont dans Cl(~Ω).

Preuve du lemme:
Les ensemblesΩ∞(C) obtenus ici sont plus petits que ceux obtenus en 11.1.5, donc l’inclusion

Cl(Ω) ∩ A~f0
⊃
⋂

C∈C Cl
(
Ω∞(C) ∩ A~f0

)
est encore vraie.

Pour l’inclusion réciproque, la preuve de 11.1.5 est encore vraie puisqu’elle ne passe que par des facettes~g ⊂ ~Ω et
~h = pr ~f0(~g) ⊂ Cl(~Ω). �
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11.1.4 Facettes

Définition 11.1.8. Soit x ∈ A, soit ~f la direction de la façade contenant x. On note~Ax l’espace vectoriel~A~f , muni

des directions des murs contenant x. C’est donc un complexe de Coxeter, a priori non essentiel, de groupe W(~Ax) ={
~w ∈W(~A) | w.x = x

}
⊂ FixW(~A)(

~f ). On y pense comme à l’espace tangent de A en x.

Soit x ∈ A(T), soitA(T) ~f la façade contenantx. Soit ~F ⊂
−−−−→
A(T) ~f une facette de~Ax. On noteF(x, ~F) = Germ x(x+ ~F)

le filtre engendré par les parties closes deA(T) contenant un voisinage dex dansx + ~F (pour la topologie induite).
Insistons sur le fait queF(x, ~F) est engendré uniquement par des parties closes.
L’ensemble de ces filtres est l’ensemble des facettes deA(T). Si F = F(x, ~F) est une facette deA(T), la facette vec-
torielle ~F est uniquement déterminée parF, c’est la direction deF. Le pointx par contre n’est uniquement déterminé
que lorsqueΛ est non discret ou quex est un sommet deA.

Dans le cas oùΛ est discret, et oùφ(T) est fini, les facettes sont en fait les filtres associés à des ensembles, et ces
ensembles sont les facettes affines fermées habituelles.

Remarque:Cette définition est identique à celle de [Rou06] pour une facette sphérique, bien que non présentée de
la même manière. Elle diffère cependant de celle de [GR08] pour une facette deÅ.

11.1.5 Action deN

Le normalisateurN du toreT agit sur l’appartement vectoriel~A, et même sur l’espace~V. On notera~ν : N →
W(~A) = Gl(~V) cette action. On va définir, suivant l’exemple de [BT72], une action affineν deN sur Å, qui s’étendra
à A, dont la partie vectorielle sera~ν, et telle que l’élémentn(u), pouru ∈ Uα, α ∈ φ agira par réflexion selon le mur
M(α, ϕα(u)). Remarquons que puisque le toreT fixe ~V, il devra agir surA par translation.

Proposition 11.1.9.Pour tout t∈ T, il existe un unique vecteur~vt ∈ ~V tel que pour toutα ∈ φ, pour tout u∈ Uα \ {e},

D(α, ϕα(tut−1)) = D(α, ϕα(u)) + ~vt .

Ce vecteur est caractérisé par les égalitésα(~vt) = ϕα(u) − ϕα(tut−1), pour toutα ∈ φ et u∈ Uα \ {e}.
L’application qui à t associe la translation de vecteur~vt est une action de T sur Y(T).

Démonstration:
On commence par prouver l’unicité. Si~vt est un vecteur convenable, alors pour toutα ∈ φ etu ∈ Uα \ {e}, on a :

D(α, ϕα(u)) + ~vt = {a ∈ A | α(a) + ϕα(u) ≥ 0} + ~vt

=
{
a+ ~vt ∈ A | α(a) + ϕα(u) ≥ 0

}

=
{
a ∈ A | α(a− ~vt) + ϕα(u) ≥ 0

}

=
{
a ∈ A | α(a) − α(~vt) + ϕα(u) ≥ 0

}
= D(α, ϕα(u) − α(~vt)) .

On en déduitϕα(tut−1) = ϕα(u) − α(~vt) ou encoreα(~vt) = ϕα(u) − ϕα(tut−1). Commeφ est une famille génératrice
de~V∗, ces conditions pour tous lesα ∈ φ forcent l’unicité de~vt.

Passons à l’existence. D’après le calcul précédent, la conditionD(α, ϕα(tut−1)) = D(α, ϕα(u)) + ~vt équivaut à
α(~vt) = ϕα(u) − ϕα(tut−1). SoitΠ un système de racines simples dansφ, il s’agit donc d’une base de~V∗. Pour chaque
α ∈ φ, on choisit unuα ∈ Uα \ {e}. Il existe alors un unique~vt ∈ ~V tel que∀α ∈ Π, α(~vt) = ϕα(uα)−ϕα(tuαt−1). D’après
la condition (V2.2) des valuations de données radicielles, la quantitéϕα(uα)− ϕα(tuαt−1) est indépendante du choix de
uα, donc l’égalité précédent reste vraie pour toutu ∈ Uα \ {e}. Il reste à montrer que l’ensemble des racines vérifiant
cette propriété est stable par n’importe quelle réflexionrβ, β ∈ Π.
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C’est une conséquence de (V2.1). Soitα ∈ φ une racine vérifiant∀u ∈ Uα \ {e}, α(~vt) = ϕα(uα) − ϕ(tuαt−1). Soitβ
une racine simple. Alors :

rβ.α(~vt) = α(~vt) − 〈β, α〉β(~vt)

= ϕα(uα) − ϕα(tuαt−1) − 〈β, α〉
(
ϕβ(uβ) − ϕβ(tuβt

−1)
)

=
(
ϕα(uα) − 〈β, α〉ϕβ(uβ)

)
−
(
ϕα(tuαt−1) − 〈β, α〉ϕβ(tuβt

−1)
)

Mais par (V2.1), le premier terme estϕrβα(n(uβ).uα.n(uβ)−1) et le second estϕrβα(n(tuβt−1).tuαt−1.n(tuβt−1)−1)).
Commen(tuβt−1) = tn(uβ)t−1, ce dernier vautϕrβα(tn(uβ).uα.n(uβ)t−1), d’où le résultat.

Enfin, si t1 et t2 sont deux éléments deT, alors pour toutα ∈ φ et u ∈ Uα \ {e}, on aD(α, ϕα(t1t2ut−1
2 t−1

1 )) =
D(α, ϕα(u)) + ~vt1t2 et d’autre partD(α, ϕα(t1t2ut−1

2 t−1
1 )) = D(α, ϕα(u)) + ~vt2 + ~vt1. Par unicité des~vt, on obtient~vt1.t2 =

~vt1 + ~vt2 : on a bien une action de groupe. �

Proposition 11.1.10.Il existe une unique actionν de N sur A par automorphismes d’appartement telle que pour tout
α ∈ φ et u ∈ Uα \ {e}, ν(n(u)) est la réflexion orthogonale selon le mur M(α, ϕα(u)) et pour tout t∈ T, ν(t) est la
translation de vecteur~vt.

Pour tout n ∈ N, on a
−−→
ν(n) = ~ν(n), autrement dit la partie vectorielle de cette action est~ν. Enfin, cette action

échange les demi-appartements de A selon la formule :

∀n ∈ N, α ∈ φ et u∈ Uα \ {e}, ν(n).D(α, ϕα(u)) = D(~ν(n).α, ϕ~ν(n).α(nun−1)) .

Démonstration:

Rappelons qu’on a fixé un pointo ∈ Å tel que pour toutα ∈ φ, le mur M(α, 0) passe paro. NotonsNo =

〈 {n(u) | α ∈ φ, u ∈ Uα \ {e} etϕα(u) = 0} 〉. On commence par définirν surNo en posant que∀n ∈ No, ν(n) est l’auto-
morphisme affine deY(T) qui fixeo et dont la partie vectorielle est~ν(n).

On veut ensuite définirν surT en posant pourt ∈ T queν(t) soit la translation de vecteur~vt, il faut vérifier que les
deux définitions sont compatibles surNo ∩ T. Déjà,~ν(T) = {id~Y}, doncν(No ∩ T) = {idY(T)}. Il reste donc à prouver

que pour toutt ∈ No ∩ T, ~vt = ~0. Fixons un telt, au vu de la proposition précédente, il suffit de prouver que pour tout
α ∈ φ et u ∈ Uα \ {e}, ϕα(u) = ϕα(tut−1). Fixons de telsα et u. Il découle de (V2.1) que pour toutβ ∈ φ et v ∈ Uβ tel
queϕβ(v) = 0, ϕrβ .α(n(v).u.n(v)−1) = ϕα(u). Ceci entraine que pour toutn ∈ No, ϕn.α(nun−1) = ϕα(u), et en particulier,
ϕα(u) = ϕα(tut−1).

On a ainsi définiν surNo ∪ T. Montrons queN = No.T. Pour toutα ∈ φ et u ∈ Uα \ {e}, il existeuo ∈ Uα \ {e} tel
queϕα(uo) = 0. Doncn(u)n(uo) ∈ T et n(uo) ∈ No, on prouve ainsi queN = 〈 No,T 〉. Mais commeNo normaliseT,
on obtient bienN = No.T.

On définit alorsν surN parν(not) = ν(no) ◦ ν(t), pour tousno ∈ No et t ∈ T. Ceci est bien défini carν est trivial
sur No ∩ T. Comme~ν(T) = {id}, il est évident que la partie vectorielle deν(n) est~ν(n) pour toutn ∈ N. Montrons
queν est une action de groupe. Soientn1, n2 ∈ No et t1, t2 ∈ T, par définition on aν(n1t1n2t2) = ν(n1n2n−1

2 t1n2t2) =
ν(n1)ν(n2)ν(n−1

2 t1n2)ν(t2). Ceci devrait valoirν(n1)ν(t1)ν(n2)ν(t2), nous devons donc prouver queν(n2)ν(n−1
2 t1n2) =

ν(t1)ν(n2) autrement dit que~ν(n−1
2 ).~vt1 = ~vn−1

2 t1n2
. Il suffit de traiter le cas où~ν(n2) est une réflexion : il existe alorsβ ∈ φ

et v ∈ Uβ \ {e}, avecϕβ(v) = 0 tel quen2 = n(v). Soitα ∈ φ etu ∈ Uα \ {e}. Alors :

α(~vn−1
2 t1n2

) = ϕα(u) − ϕα(n−1
2 t1n2.u.n

−1
2 t−1

1 n2)

= ϕα(u) − ϕrβα(t1n2.u.n
−1
2 t−1

1 ) − 〈 β, α 〉ϕβ(v)

= ϕα(u) + rβα(~vt1) − ϕrβα(n2un−1
2 ) − 〈 β, α 〉ϕβ(v)

= ϕα(u) + α(rβ.~vt1) − ϕα(u) + 〈 β, α 〉ϕβ(v) − 〈 β, α 〉ϕβ(v)

= α(rβ.~vt1)

= α(~ν(n−1
2 ).~vt1)
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Ceci, étant vrai quelque soitα ∈ φ, prouve bien que~ν(n−1
2 ).~vt1 = ~vn−1

2 t1n2
.

Comme la partie vectorielle de cette action est~ν, qui préserve l’ensemble des facettes de~A, elle s’étend à une
action surA. Prouvons qu’elle stabilise l’ensemble des demi-appartements deÅ selon la formule annoncée. Soitα ∈ φ,
u ∈ Uα \ {e}. La relationν(n).D(α, ϕα(u)) = D(~ν(n).α, ϕ~ν(n).α(nun−1)) est déjà vraie pourn ∈ T, par la définition des~vt.
Soit n ∈ N0, on a déjà vu qu’alorsϕ~ν(n).α(nun−1) = ϕα(u). Il ne reste plus qu’à calculer :

ν(n).D(α, ϕα(u)) =
{
ν(n).(o+ ~v) ∈ A | α(o+ ~v) + ϕα(u) ≥ 0

}

=
{
o+ ~v ∈ A | α

(
ν(n)−1(o+ ~v)

)
+ ϕα(u) ≥ 0

}

=
{
o+ ~v ∈ A | α

(
o+ ~ν(n)−1.(~v)

)
+ ϕα(u) ≥ 0

}

=
{
o+ ~v ∈ A | ~ν(n).α(o+ ~v) + ϕα(u) ≥ 0

}

= D
(
~ν(n).α, ϕα(u)

)

= D
(
~ν(n).α, ϕ~ν(n).α(nun−1)

)

A présent, soitα ∈ φ, u ∈ Uα \ {e}, montrons queν(n(u)) est la réflexion selon le murM(α, ϕα(u)). On sait déjà
que la partie vectorielle deν(n(u)) est une réflexion selon le mur ker(α), doncν(n(u)) est la composée d’une réflexion
et d’une translation de vecteur~w ∈ ker(α).

Alors ν(n(u))2 est la translation de vecteur 2~w = ~vn(u)2. Mais pour toutβ ∈ φ, v ∈ Uβ, on a :

ϕβ(n(u)2.v.n(u)−2) = ϕrαβ(n(u).v.n(u)−1) − 〈 α, β 〉ϕα(u)

= ϕβ(v) − 〈 α, rαβ 〉ϕα(u) − 〈 α, β 〉ϕα(u)

= ϕβ(v)

car〈 α, rαβ 〉 = 〈 rαα, β 〉 = − 〈 α, β 〉. Ceci prouve que~w = 0, doncν(n(u)) est une réflexion.
Maintenant, par le résultat précédent,ν(n).M(α, ϕα(u)) = M(−α, ϕ−α(n(u).u.n(u)−1). Mais par (V2.1),

ϕ−α(n(u).u.n(u)−1) = ϕα(u) − 〈 α, α 〉ϕα(u) = −ϕα(u) .

Donc ν(n).M(α, ϕα(u)) = M(−α,−ϕα(u)) = M(α, ϕα(u)). Sachant que l’hyperplan fixe deν(n(u)) est parallèle à
M(α, ϕα(u)), ceci entraine que c’est précisémentM(α, ϕα(u)), et donc queν(n(u)) est la réflexion annoncée.

L’unicité deν est claire carN est engendré parT et lesn(u), pouru ∈ Uα \ {e}, α ∈ φ. �

La définition de cette action deN permet de prouver la condition ”(V5)” présente dans la définition de la valuation
d’une donnée radicielle pour [BT72] ou [Rou06] :

Corollaire 11.1.11. Soitα ∈ φ, u ∈ Uα\{e} et u′, u′′ ∈ U−α tels que n(u) = u′uu′′. Alorsϕα(u) = −ϕ−α(u′) = −ϕ−α(u′′).
Lorsqueφ est un système de racines fini, la définition de valuation d’une donnée radicielle donnée en 10.2 équivaut

à celle de [BT72] 6.2.1 .

Démonstration:Il est classique quen(u) = n(u′) = n(u′′). Rappelons tout de même la preuve : on au′uu′′ =
uu′′n(u)−1u′n(u). Mais n(u)−1u′n(u) ∈ Uα, d’où le résultat. Orn(u), n(u′), n(u′′) agissent respectivement par les
réflexions selonM(α, ϕα(u)), M(−α, ϕα(u′)) et M(−α, ϕα(u′′)). L’égalité de ces trois murs entraine bien les égalités
annoncées.

Comme la condition (V2) de 10.2 est clairement plus forte que celle de [BT72], et comme les autres conditions
( (V0), (V1), (V3), (V4) ) sont inchangée, le point précédent prouve qu’une valuation au sens de 10.2 est aussi une
valuation pour [BT72]. Nous avons vu l’autre implication en 10.2.3. �

En conséquence de ce corollaire, pour tout facette sphérique~f , la famille (ϕα)α∈φm( ~f ) est une valuation au sens de

[BT72] de la donnée radicielle (M~A( ~f ), (Uα)αinφm( ~f )). La donnée radicielle valuée (M~A( ~f ), (Uα, ϕα)αinφm( ~f )) sera notée
D ~f .
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Définition 11.1.12. Le fixateur dans N d’un point ou d’une partie a de A ou de~A sera noté N(a) (et donc N(T)(a) s’il
faut préciser le tore). Le fixateur de A sera noté H(T), ou juste H s’il est inutile de préciser le tore.

Dans la suite, on omettra souvent de noterν et~ν pour l’action d’un élément deN sur un point deA ou de~A.

Exemple11.1.13. Remarquons tout de suite que pour une partieΩ ⊂ A, N(Ω) 1 N(Cl(Ω)). Il suffit de choisir deux
chambres~c et ~d de ~A(T), séparées par une cloison~m, et de trouvert ∈ T qui induit une translation dont la direction
n’est pas incluse dans~m. Alors t fixe A~c ∪ A~d mais pasA~m, alors que Cl(A~c ∪ A~d) = A~c ∪ A~d ∪ A~m.

Il est par contre clair d’après 10.1.4 qu’unn ∈ N(Ω) agit comme une translation sur chaque sous-espace〈
ω,Vect(Cl(~Ω))

〉
A
. La proposition suivante améliore un peu ce résultat, en permettant de remplacer Cl(~Ω) par

−−−−→
Cl(Ω).

Notons que les différentes translations induites sur chaqueω+Vect(
−−−−→
Cl(Ω)) ne sont a priori pas selon le même vecteur.

Proposition 11.1.14.SoitΩ une partie de A, alors N(Ω) ⊂ N(
−−−−→
Cl(Ω)).

Démonstration:
Soitn ∈ N(Ω), soit ~E = Fix ~A(n), c’est une partie close de~A contenant Cl(~Ω). Supposons~E ,

−−−−→
Cl(Ω). Alors il existe

α ∈ φ tel que~E ⊂ ~D(α) et un pointa ∈ Cl(Ω) tel queα(a) = −∞. Ce pointa n’est donc dans aucun demi-appartement
dirigé parα, et pourtant il est dans Cl(Ω) : il n’existe donc pas de demi-appartement dirigé parα qui contienneΩ. Il
existe donc (ω) ∈ ΩN tel queα(ωi) ∈ R ∀i ∈ N et limi→∞ α(ωi) = −∞.
L’ensemble~E∩kerα ⊂ ~A est clos et non vide puisqu’il contient les directions des façades contenant lesωn. Soit ~f une
facette maximale de~E∩kerα, alors tous lesωn se projettent surA~f , et ces projetés sont fixes parn. Soit (ω′n)n ∈ (A~f )

N

la suite ainsi obtenue. Soitn ∈ N tel queα(
−−−−→
ω′0ω

′
n) < 0. Alors n fixe la droite contenant{ω′0, ω

′
n}, donc sa direction

−−−−→
ω′0ω

′
n, puis la facette~g contenant cette direction. Donc~g ⊂ ~E, maisα(~g) = R−∗ donc~g 1 ~D(α), ce qui est impossible.

Donc ~E =
−−−−→
Cl(Ω). �

Remarque:La définition des façadesA~f ≃ A/Vect(~f ) revient à essentialiser~A pour le groupe de Coxeter FixW(~A)( ~f ).
Cette construction est semblable à la compactification polyhédrale, ou de Satake, d’un appartement d’un immeuble
affine. Elle permet d’avoir surA une topologie séparée, et telle que l’adhérence d’une façade sphérique est compacte.
Elle a cependant le défaut de perdre une partie de l’action du tore. En effet, sit induit une translation de direction in-
cluse dans Vect(~f ) surY(T), alorst agit trivialement surA~f . Dans la première réalisation d’un appartement microaffine
dans [Rou06] par exemple, les façades sont toutes isomorphes comme espaces affines àY(T), ce qui évite ce souci.

11.1.6 Opposition

Définition 11.1.15. Si a= [x+ ~f ] ∈ A(T), le point opposé à a dans A(T) est opA(T)(a) = [x− ~f ].

L’applicationopA(T) est une involution qui permute les façades deA(T), préserve l’ensemble des murs et commute
à l’action deW(T). Plus généralement, elle commute à tout isomorphisme d’appartements. Cependant, ce n’est pas
un automorphisme d’appartement car l’action sur le bord d’une façade n’est pas induite par l’action sur cette façade
(opA(T) n’est pas continue). En fait,opA(T) fixe la façade principale, et le seul automorphisme d’appartement deA(T)
fixant la façade principale estidA(T).

11.2 Familles de sous-groupes parahoriques

Maintenant que nous disposons des appartementsA(T), il faut, pour définir un immeuble selon la méthode usuelle,
déterminer quels seront les fixateurs des points deA(T). Ces fixateurs seront appelés des sous-groupes parahoriques
deG.

85

te
l-0

04
97

96
1,

 v
er

si
on

 1
 - 

6 
Ju

l 2
01

0



Dans cette sous-section, on étudie quelles sont en généralles propriétés qu’on peut espérer d’une famille de sous-
groupes parahoriques. On étudie également l’exemple le plus simple de telle famille : la ”famille minimale de para-
horiques”.

On fixe un tore maximalT, et on noteA = A(T), N = N(T).

11.2.1 D́efinition

Définition 11.2.1. Soit Q= (Q(a))a∈A une famille de sous-groupes de G. SiΩ est une partie de A, on note Q(Ω) =⋂
ω∈Ω Q(ω). SiΩ est un filtre de A, on note Q(Ω) =

⋃
Ω′∈Ω Q(Ω′).

On dit que Q est une famille de sous-groupes parahoriques pourD si elle vérifie :
– (para 0.1) : Si a∈ A~f , alors U( ~f ) ⊂ Q(a) ⊂ P( ~f ). (compatibilité avec l’immeuble vectoriel)
– (para 0.2) :∀a ∈ A(T), N(T)a ⊂ Q(a). (compatibilité de l’action de N(T))
– (para 0.3) :∀a ∈ A(T), ∀(α, λ) ∈ φ(T)×R tel que a∈ D(α, λ), Uα,λ ⊂ Q(a). (points fixes des groupes radiciels)
– (para 0.4) :∀n ∈ N(T), ∀a ∈ A(T), nQ(a)n−1 = Q(na).

Si Q1 et Q2 sont deux familles de parahoriques, on dira que Q2 contient Q1 si ∀a ∈ A, Q1(a) ⊂ Q2(a).
On noteP = (P(a))a∈A la famille de sous-groupes parahoriques de G définie par∀a ∈ A, P(a) =

〈
U( ~fa),N(a),G(a)

〉
.

On définit encore les condition suivantes sur Q, certaines dépendent d’une facette~g ∈ F (~A(T)), d’une partie
Ω ⊂ A, d’un point a∈ A ou d’une chambre~C de ~f ∗a ∩ ~A :

– (para in j) : ∀a ∈ A(T), N(T)a = Q(a) ∩ N(T). (inclusion des appartements dans l’immeuble)

– (para sph) : Pour tout a∈ Asph, Q(a) = P(a). (valeur sur les points sphériques)

– (para 2) (lien entre une façade et son bord) qui s’énonce en plusieurs variantes :
– (para 2.1)(~g) : ∀ ~f ∈ F (~g), ∀a ∈ A~f , Q(a) ∩ P(~g) = Q({a, pr~g(a)}).

– (para 2.2)(~g) : ∀ ~f ∈ F (~g), ∀a ∈ A~f , N(T)Q(a) ∩ N(T)P(~g) = N(T)Q({a, pr~g(a)}).

– (para2.1+)(~g) : ∀ ~f ∈ F (~g), ∀a ∈ A~f , Q(a) ∩ P(~g) = Q(a+ ~g).

– (para dec)(~C, a) : Q(a) = (Q(a) ∩ U( ~C)) . (Q(a) ∩U(− ~C)) . N(a). (décomposition de Q(a))

– (para6)(Ω) : Q(Ω) = NΩ.Q(Cl(Ω)). (intersections d’appartements)

– (para5)(Ω) :
⋂

a∈Ω(N(T).Q(a)) = N(T).Q(Ω). (isomorphismes entre appartements)

Lorsque Q vérifie (para 2.1)(~f ) (ou une de ses variantes) pour toute facette~f , on dira juste que Q vérifie (para
2.1). Lorsqu’elle vérifie (para 2.1)(~f ) pour toute facette sphérique~f ∈ F (~A), on dira qu’elle vérifie (para 2.1)(sph),
lorsqu’elle vérifie (para 2.1)(~m) pour toute cloison~m de~A, on dira qu’elle vérifie (para 2.1)(cloison), etc...

Une famille de parahoriques vérifiant (para sph), (para in j) et (para 2.2)(sph) sera appelée une bonne famille de
parahoriques.

Remarques:
– Ici, pour une partieΩ de A, Q(Ω) désigne par définition

⋂
ω∈Ω Q(ω). Dans [GR08] ou [Rou10], on définit di-

rectement les valeurs d’une famille de parahoriques sur chaque partieΩ de A, et on prouve ensuite, au moins
dans les bons cas, la relationQ(Ω) =

⋂
ω∈Ω Q(ω).
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– On prouvera en 11.7.1 qu’une bonne famille de parahoriques v´erifie automatiquement (para 2.1)(sph).

– Il est immédiat que pour toute facette~g, la conjonction de (para 2.1+)(~g) et de (para 2.2)(~g) équivaut à :

(para 2.2+)(~g) : ∀ ~f ∈ F (~g), ∀a ∈ A~f , N(T)Q(a) ∩ N(T)P(~g) = N(T)Q(a+ ~g) .

– Pour toute famille de parahoriquesQ, et pour toute partieΩ deA, G(Ω) ⊂ Q(Ω), par (para 0.3). De même pour
toute facette~f , G(φm( ~f ),Ω) est en quelque sorte le plus petit groupe évidemment inclus dansQ(Ω) ∩ M( ~f ).

Proposition 11.2.2.La familleP est la plus petite famille de parahoriques.

Démonstration:Rappelons queG(a) =
〈 {

Uα,k | a ∈ D(α, k)
} 〉

. Par (para 0.1), (para 0.2) et (para 0.3), toute famille
de parahorique doit être supérieure àP. Mais il est clair que cette dernière vérifie (para 0). �

Toute famille de parahoriques permettra de définir une masure bordée. Le but est bien sûr de trouver une famille
de parahoriques vérifiant un maximum de conditions (para x), ce qui mènera à une masure possédant un maximum de
propriétés semblables à celles d’un immeuble.

Nous verrons que, au moins dans le cas Kac-Moody, la familleP est une bonne famille de parahorique, et nous
étudierons les propriétés de la masure bordée que définit une telle famille.

Nous prouverons au 11.8 l’existence d’une bonne famille de parahoriques maximaleP̄, de sorte que toute bonne
famille de parahoriques sera à chercher entreP et P̄.

11.2.2 La famille minimale de parahoriques

Dans ce paragraphe, on étudie le premier exemple de famille de parahoriques disponible : la famille minimaleP.

Lorsque~f est sphérique, la théorie de Bruhat-Tits décrit bien les facteursM~A( ~f ) ∩ P(a), permettant de prouver la
proposition suivante (qui est la raison d’être de la condition (parasph)) :

Proposition 11.2.3.Soit ~f une facette sphérique, etΩ ⊂ A~f .

1. P(Ω) ∩ M~A( ~f ) est le sous-groupe parahorique de M~A( ~f ) associé à la partieΩ de l’appartement A~f pour la

donnée radicielle valuée finieD ~f := (M~A( ~f ), (Uα, ϕα)α∈φm( ~f )), au sens de [BT72].

2. P(Ω) = U( ~f ) ⋊
(
M~A( ~f ) ∩ P(Ω)

)
et M~A( ~f ) ∩ P(Ω) = N(Ω) . G

(
φm( ~f ),Ω

)
.

3. P(Ω) = N(Ω).P(ClA~f
(Ω)), autrement dit,P vérifie (para6) sur les parties de A~f .

4.
⋂
ω∈Ω N.P(ω) = N.P(Ω), autrement dit,P vérifie (para5) sur les parties de A~f .

5. Pour tout a∈ A~f , et~g ∈ ~f ∗ ∩ ~A, P(a) ∩ P(~g) = P(a+ ~g).

6. Pour toute chambre~C de ~f ∗, P(Ω) = (P(Ω) ∩ U( ~C)) . (P(Ω) ∩ U(− ~C)) . N(Ω), autrement dit, P vérifie
(para dec)(Ω).

Démonstration:

1. Pour touta ∈ Ω, P(a) = U( ~f )⋊
〈

N(a),
{
Uα(a) | α ∈ φm( ~f )

} 〉
, d’oùP(a)∩M~A( ~f ) =

〈
N(a),

{
Uα(a) | α ∈ φm( ~f )

} 〉
.

Ceci est précisément la définition du sous groupe parahorique deM~A( ~f ) au pointa. Ensuite,P(Ω) ∩ M~A( ~f ) est

l’intersection de tous ces groupes poura ∈ Ω, c’est bien le sous-groupe parahorique deM~A( ~f ) pour la partieΩ.

2. Par la décomposition de Lévi deP( ~f ), on aP(Ω) ⊂ P( ~f ) = U( ~f ) ⋊ M~A( ~f ). Mais U( ~f ) ⊂ P(Ω) d’où P(Ω) =

U( ~f ) ⋊ (M( ~f ) ∩ P(Ω)). Et par [BT72],M~A( ~f ) ∩ P(Ω) = N(Ω).G(φm( ~f ),Ω).

3. Découle immédiatement de 1, carG(φm( ~f ),Ω) = G(φm( ~f ),ClA~f
(Ω)).
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4. On calcule :
⋂

ω∈Ω

N.P(ω) = N.
⋂

ω∈Ω

N( ~f ).P(ω)

= N.
⋂

ω∈Ω

U( ~f ) . N( ~f ) .
〈 {

Uα(a) | α ∈ φm( ~f )
} 〉

= N.U( ~f ) .
⋂

ω∈Ω

. N( ~f ) .
(
M( ~f ) ∩ P(a)

)

= N.U( ~f ) . N( ~f ).
(
M( ~f ) ∩ P(Ω)

)

= N.P(Ω)

La première égalité est vraie car pour toutω ∈ Ω, P(ω) ⊂ P( ~f ). La troisième vient de l’unicité de la décomposition
de Lévi deP( ~f ), et la quatrième est le résultat classique dans les immeubles, voir [BT72].

5. Soitg ∈ P(a) ∩ P(~g) = U( ~f ) . (M( ~f ) ∩ P(a)) ∩ P(~g). Pour tout~h ∈ ~f ∗ ∩ ~A, U( ~f ) ⊂ P(A~h). En particulier,

U( ~f ) ⊂ P(a+ ~g), on peut donc supposerg ∈ M( ~f ) ∩ P(a) ∩ P(~g). Le résultat est alors classique.

6. Le groupeM( ~f ) ∩ P(Ω) admet par [BT72] une telle décomposition, elle s’écrit ici :

M( ~f ) ∩ P(Ω) = G(φ( ~C) ∩ φm( ~f ),Ω) . G(φ( ~C′) ∩ φm( ~f ),Ω) . N(Ω)

, où ~C′ est la chambre opposée à~C dans~f ∗. Maisφ( ~C′) ∩ φm( ~f ) = φ(− ~C) ∩ φm( ~f ), d’où

M( ~f ) ∩ P(Ω) ⊂ G(φ( ~C),Ω) . G(φ(− ~C),Ω) . N(Ω) ⊂ (P(Ω) ∩U( ~C)) . (P(Ω) ∩ U(− ~C)) . N(Ω) .

CommeU( ~f ) ⊂ P(Ω) ∩ U( ~C) et P(Ω) = U( ~f ).(M( ~f ) ∩ P(Ω), on arrive au résultat annoncé.

�

Corollaire 11.2.4. Les résultats de la proposition précédente sont vrais pour n’importe quelle famille Q de para-
horiques vérifiant(para sph).

Dans le cas oùD vient d’un groupe de Kac-Moody déployé, Guy Rousseau a prouvé en [Rou10] 4.6 queP vérifie
(paradec). Pour le cas d’un groupe de Kac-Moody sur unC((t)), c’est [GR08] 3.4.1.

Proposition 11.2.5.SiD est la donnée radicielle valuée issue d’un groupe de Kac-Moody déployé G, alors la famille
minimale de parahoriques attachée àD vérifie (para dec).

�

Remarque:Si on retire la condition∀a ∈ A, U( ~fa) ⊂ Q(a) dans (para 0), on obtient une famille minimale plus
petite queP. Il s’agit deP0, avecP0(a) = 〈 N(a),G(a) 〉. On peut étudier rapidement cette famille de sous-groupes de
G.

Soit a ∈ A, et ~f la direction de la façade dea. Pour toutα ∈ φu( ~f ), on aUα(a) = Uα, et pourα ∈ φ \ φ( ~f ),
Uα(a) = {e}. DoncG(a) = G(φ( ~f ), a) =

〈 {
Uα(a) | α ∈ φ( ~f )

} 〉
. Sachant queP0(a) ⊂ P( ~f ) = U( ~f ) ⋊ M~A( ~f ), le groupe〈

N(a),G(φm( ~f ), a)
〉
=
〈

N(a),
{
Uα(a) | α ∈ φm( ~f )

} 〉
, qui est inclus dansM~A( ~f ), normaliseU( ~f )∩P0(a), et on prouve :

P0(a) =
(
U( ~f ) ∩ P0(a)

)
⋊

〈
N(a), G

(
φm( ~f ), a

) 〉

CommeN(a) normalise à la foisU( ~f ) ∩ P0(a) etG
(
φm( ~f ), a

)
, on a aussi les décompositions :
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P0(a) =
(
U( ~f ) ∩ P0(a)

)
⋊

(
N(a) . G

(
φm( ~f ), a

))

= N(a) .
(
U( ~f ) ∩ P0(a)

)
. G
(
φm( ~f ), a

)

Le groupeU( ~f ) ∩ P(a) est le sous-groupe distingué deP(a) engendré parG(φu( ~f )), et plus précisément le plus
petit sous-groupe deP(a) contenantG(φu( ~f )) et normalisé parG

(
φm( ~f ), a

)
. Il peut être strictement inclus dansU( ~f ).

LorsqueΩ est une partie deA~f , par l’unicité dans la décomposition de LéviP( ~f ) = U( ~f ) ⋊ M~A( ~f ), on obtient :

P0(Ω) =
(
U( ~f ) ∩ P0(Ω)

)
⋊

(
M~A( ~f ) ∩ P0(Ω)

)
.

Notons que la familleP0 bénéficie d’une propriété de plus queP : si ~f est une facette sphérique et siΩ ⊂ A~f , alors

tout p ∈ P0(Ω) fixe une partie deA de la forme
⋃
ω∈Ω0

ω0 + ~f , avecΩ0 une partie deÅ telle quepr ~f (Ω0) = Ω.

11.2.3 La condition (fonc)

Si a est un sommet spécial, alorsN(a), et doncQ(a) pour n’importe quelle familleQ de parahoriques, contient
un système de représentants pourW(~A). Donc N.Q(a) = T.Q(a), ceci est un bon point de départ pour prouver par
exemple (parain j), (para 2.2), ou (para 2.2+). On est donc souvent capable de prouver ces conditions pour des sommets
spéciaux.

Pour passer à un pointa plus général, l’idée retenue ici est de plonger l’appartementA pour la donnée radicielle
valuéeD dans un appartementA∆ pour une donnée radicielleD∆ qui soit identique àA comme ensemble, mais muni
de plus de murs, de sorte quea soit spécial dansA∆. Il s’agit donc de trouver une donnée radicielle valuée, sur le même
système de racines queD, mais dont l’image de la valuation soit plus grande. Dans le cas d’un groupe de Kac-Moody
déployé, ceci revient juste à considérer une extension (ramifiée) du corps de base.

Ceci est axiomatisé par la condition ”(fonc)” :

Définition 11.2.6. La donnée radicielle valuéeD = (G, (Uα, ϕα)α∈φ) vérifie la condition (fonc) si pour tout sous-
groupe∆ deR, il existe une donnée radicielle valuée notéeD∆ = (G∆, (U∆α , ϕ

∆
α)α∈φ) telle que, avec les notations

évidentes :

1. G⊂ G∆ et T ⊂ T∆.

2. Pour toutα ∈ φ, Uα = U∆α ∩G.

3. Pour toutα ∈ φ, ϕα = ϕ∆α |Uα
.

4. Pour toutα ∈ φ, ϕ∆α(Uα) est stable par addition avec∆.

Lorsqu’une donnée radicielleD = (G, (Uα, ϕα)α) vérifie (fonc), on notera pour tout sous-groupe∆ deR,D∆, G∆,
U∆α , N∆, T∆, P∆ = (P∆(a))a∈A, ... tous les objets obtenus grâce à la donnée radicielle valuéeD∆.

On notera A∆ l’appartement pourD∆, muni de ses murs, facettes et son action de N∆, défini à partir de l’espace
affineÅ et du point de base o (c’est-à-dire les mêmes que pour A).

Proposition 11.2.7.Un groupe de Kac-Moody G déployé sur un corps localK vérifie toujours la condition (fonc).

Démonstration:LorsqueG est un groupe de Kac-Moody déployé sur un corpsK, il s’agit en fait de la valeur enK
d’un foncteurG desK-algèbres vers les groupes munis d’une donnée radicielle de système de racine fixé, et pour toute
K-algèbreK′, les sous-groupes radiciels deG(K′) sont isomorphes à (K′,+). Étant donné∆, il suffit donc de choisir
une extensionK∆ deK ramifiée de sorte que̟ (K∆) = ∆, puis de prendreG∆ = G(K∆). Le lemme 8.4.4 de [Ré02]
prouve queG∆ est muni d’une donnée radicielle vérifiant le point 2 ci-dessus, les points 1 et 3 sont clairs. �

Remarque:LorsqueG n’est que presque déployé, il s’agit encore d’un foncteur desK-algèbres vers les groupes
munis d’une donnée radicielle, mais le système de racine varie, et les groupes radiciels ne sont plus isomorphes au
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groupe additif du corps.

Proposition 11.2.8. SoitD une donnée radicielle valuée vérifiant (fonc), soit∆ un sous-groupe deR. Alors :

1. T = T∆ ∩G, et N= N∆ ∩G.

2. L’action de N sur~A est la restriction de l’action de N∆, c’est-à-dire~ν = (~ν∆)|N. En particulier, pour toute facette
~f de ~A, G∩ N∆( ~f ) = N( ~f ).

3. Pour tout~f ∈ F (~A), P∆( ~f )∩G = P( ~f ), puis U( ~f ) = U∆( ~f )∩G, M( ~f ) = M∆( ~f )∩G, et N∆.P∆( ~f )∩G = N.P( ~f ).

4. L’immeuble~I = ~I(D) s’injecte dans~I∆ = ~I(D∆), les appartements de ces deux immeubles sont isomorphes.

5. Pour tout a∈ Asph, P(a) = P∆(a) ∩G.

6. ν = ν∆|N. En particulier, pour tout a∈ A, N(a) = N∆(a) ∩G.

7. Lorsque∆ = R, tout point de A est un sommet spécial dansI∆.

Démonstration:

1. On rappelle que par définitionT =
⋂
α∈φ NG(Uα), oùNG(Uα) est le normalisateur deUα. Soitg ∈ G∩ T∆, alors

pour toutα ∈ φ, gUαg−1 ⊂ G ∩U∆α = Uα. Doncg ∈ T.
ÉtudionsN∆ ∩G. Le groupeN∆ est engendré parT∆ et par unn(u), pour unu ∈ U∆α pour chaqueα ∈ φ. On peut
choisiru ∈ Uα, il vient alorsN∆ = N.T∆. Pour conclure,N∆ ∩G = N.T∆ ∩G = N.(T∆ ∩G) = N.T = N.

2. L’action deN∆ sur ~A se fait viaW∆ = N∆/T∆, et celle deN via W = N/T. Mais N∆ = N.T∆ et T∆ ∩ N = T,
doncW∆ = N/T =W.

3. Soit ~f une facette de~A etg ∈ P∆( ~f )∩G. Soit ~C une chambre de~f ∗ ∩ ~A, on noteraU+ = U( ~C) etφ+ = φ( ~C). On
rappelle la décomposition de Bruhat fine :

G =
⊔

n∈N

U+.n.
(
U+ ∩ n−1U−n

)
.

Soitg = u1nu2 l’unique écriture deg selon cette décomposition.

La même décomposition pourP∆( ~f ) donne :

P∆( ~f ) =
⊔

n∈N∆( ~f )

U∆+.n.
(
U∆+ ∩ n−1U∆−n

)
.

Soit g = u∆1n∆u∆2 la décomposition correspondante deg. Si n , n∆, les cellulesU∆+.n∆.
(
U∆+ ∩ n∆−1U∆−n∆

)
⊂

U∆+n∆U∆+ et U+.n.
(
U+ ∩ n−1U−n

)
⊂ U∆+nU∆+ sont disjointes. Doncn = n∆ ∈ N ∩ N∆( ~f ) = N( ~f ). Ensuite,

l’unicité de l’écriture dans la celluleU∆+.n.
(
U∆+ ∩ n−1U∆+n

)
entraineu1 = u∆1 ∈ U( ~C) etu2 = u∆2 ∈ U( ~C). Ceci

prouve queg ∈ U+N( ~f )U+ ⊂ P( ~f ).

Ensuite, l’unicité de l’écriture dans la décomposition de LéviP∆( ~f ) = U∆( ~f ) ⋊ M∆( ~f ), et les inclusionsU( ~f ) ⊂
U∆( ~f ) et M( ~f ) ⊂ M∆( ~f ) entrainent les deux égalitésU( ~f ) = U∆( ~f ) ∩G, M( ~f ) = M∆( ~f ) ∩G.

Soit enfing ∈ G ∩ N∆.P∆( ~f ). CommeN et N∆ induisent le même groupe de transformations sur~A (c’est juste
le groupe de Weyl associé au système de racinesφ), il existen ∈ N tel queng∈ P∆( ~f ). Alors ng ∈ P∆( ~f ) ∩G =
P( ~f ).

4. Par construction,~I = G × ~A/~∼ où ~∼ est la relation d’équivalence (g, a)~∼(h, b) ⇔ ∃n ∈ N tq b = naet g−1bn ∈
P( ~f ), où ~f est la facette contenanta. Pour~I et ~I∆, les deux appartements de référence sont les mêmes, et le
point précédent permet facilement de vérifier que~I s’injecte dans~I∆.
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5. Soit ~f une facette sphérique,a ∈ A~f et p ∈ P∆(a)∩G. Alors p ∈ U∆( ~f )⋊M∆(a)∩G = (U∆( ~f )∩G)⋊(M∆(a)∩G)

grâce au point 2 et à l’unicité dans la décomposition de Lévi deP∆( ~f ). Le groupeM∆(a)∩G est le fixateur dans
G du pointa de l’immeuble de Bruhat-Tits de la donnée radicielle (M∆( ~f ), (U∆α )α∈φm( ~f )). D’après [BT72] propo-

sition 9.1.17, il s’agit deM(a). D’autre part, il a déjà été vu queU∆( ~f ) ∩G = U( ~f ).

6. Comme le point de baseo est le même dansA et A∆, les actionν et ν∆ coı̈ncident surNo. Il reste à étudier
l’action de T. Rappelons que pourt ∈ T, ν(t) est par définition la translation deY de vecteur~vt tel que
α(~vt) = ϕα(u) − ϕα(tut−1) pour toutα ∈ φ et u ∈ Uα \ {e}. L’égalité deν(t) et deν∆(t) est alors conséquence du
troisième point de la définition de la condition (fonc).

7. Clair.

�

Lorsqu’une donnée radicielle valuéeD vérifie (fonc), il sera utile, étant donnée une famille de parahoriquesQ pour
D de savoir siQ se comporte bien vis-à-vis des extensionsD∆ données par (fonc). Ceci justifie d’introduire encore
une définition :

Définitions 11.2.9.Soit Q une famille de parahoriques pour une donnée radicielle valuéeD.
– Pour toute partieΩ de A, on dira que Q vérifie la condition (fonc)(Ω) siD vérifie (fonc) et si pour tout∆ ≤ R il

existe une famille de parahoriques Q∆ pourD∆ telle que∀a ∈ Ω, Q∆(a) ∩G = Q(a).

– On dira que Q vérifie un ensemble de conditions (para x1, ..., xk) ”fonctoriellement” siD vérifie (fonc) et si pour
tout groupe∆ ≤ R, il existe une famille de parahoriques Q∆ pourD∆, contenant Q, et vérifiant (para x1, ..., xk).

– On dira que Q vérifie (fonc)(Ω) et un ensemble de conditions (para x1, ..., xk) ”fonctoriellement” siD vérifie
(fonc) et si pour tout groupe∆ ≤ R, il existe une famille de parahoriques Q∆ pourD∆, vérifiant (para x1, ..., xk),
et telle que∀a ∈ Ω, Q∆(a) ∩G = Q(a).

– Les notations (fonc) et (fonc)(sph) désigneront respectivement (fonc)(A) et (fonc)(Asph).

Nous avons vu par exemple que dès queD vérifie (fonc), alors la famille minimale de parahoriques associée vérifie
(fonc)(sph). De plus, toutes les propriétés que nous prouverons être vérifiées par la famille minimale de parahoriques
P le seront en fait fonctoriellement. En particulier :

Proposition 11.2.10.SiD est la donnée radicielle valuée attachée à un groupe de Kac-Moody G, alors la famille
minimale de parahoriques P vérifie (para dec) fonctoriellement.

11.2.4 Relations directes entre les conditions (para x)

Nous étudions les relations les plus directes entre les différentes conditions introduites en 11.2.1 et 11.2.3. La
philosophie est la suivante : les conditions (para 5) et (para 6) sont équivalentes aux propriétés d’incidence classiques
attendues d’un immeuble. On n’a en général pas trouvé de famille de parahoriques les vérifiant pour une donnée
radicielle sur un système de racine infini. On tâchera cependant de déterminer des partiesΩ pour lesquelles elles sont
vraies (dans [GR08] par exemple, on détermine des ”parties avec un bon fixateur” qui en particulier vérifient (para 5)
et (para 6)).

Nous nous appuierons plutôt pour construire la masure sur les conditions (parain j), (parasph) et les variantes
de (para 2.1). Celles-ci ont déjà une interprétation géométrique, et ceci permettra de les descendre d’un groupe de
Kac-Moody déployé à un groupe presque déployé.

Les conditions (paradec) et (fonc) sont plutôt des intermédiaires techniques, vérifiés par les groupes de Kac-
Moody déployés et qui entrainent les conditions précédentes. On ne s’en préoccupera a priori plus lors de l’étude d’un
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groupe presque déployé.

On étudiera les relations un peu moins directes entre ces conditions après avoir défini la masureI(D,Q), car cer-
taines implications sont plus facilement prouvées grâce à cet outil géométrique.

Proposition 11.2.11.Soit Q une famille de parahoriques vérifiant (para dec) fonctoriellement. Alors pour tout point
a et toute facette sphérique~f de ~f ∗a ∩ ~A, Q(a) ∩ P( ~f ) = Q(a) ∩ P(pr ~f (a)).

En particulier,Q vérifie fonctoriellement (para sph) et (para 2.1)(sph).

Démonstration:Comme~f est sphérique, on a la décomposition de Bruhat deM~A( ~f ), d’où :

P( ~f ) = U( ~f ) ⋊ M~A( ~f )

= U( ~f ) ⋊ (G(φm( ~f ), a) . N~f . G(φm( ~f ), a))

= G(φm( ~f ), a) . U( ~f ) . N~f . G(φm( ~f ), a)

⊂ P(
〈

a, ~f
〉

A
) . U( ~f ) . N~f . P(

〈
a, ~f
〉

A
)

Soitg ∈ Q(a) ∩ P( ~f ), nous pouvons donc supposerg ∈ Q(a) ∩ (U( ~f ) ⋊ N~f ).

Dans un premier temps, supposons quea est un sommet spécial. Alors quitte à multiplier par un élément de
N(a+ ~f ), on peut supposerg ∈ Q(a)∩ (U( ~f ) ⋊ T). Soitu ∈ U( ~f ), t ∈ T tels queg = u.t. Par ailleurs, soit~C une cham-
bre de~f ∗∩ ~A, et soientu+ ∈ U( ~C)∩Q(a), u− ∈ U(− ~C)∩Q(a) etn ∈ Na tels queg = u+u−n. Alorsg = u+nn−1u−n = ut,
et par l’unicité moduloT du facteur dansN dans la décomposition de Birkhoff pour les chambres~C et−n−1 ~C, on ob-
tient quen.T = T, doncg est dans la double classeU+TU−. Enfin, par unicité d’écriture dans cette double classe, on
obtientu+ = u ∈ U( ~f ) ∩Q(a), n = t ∈ T ∩ N(a) etn−1u−n = ed’où u− = e. L’élémentt ∈ N(a)∩ T fixe a, sa façade et
son adhérence, etu ∈ U( ~f ) ∩ Q(a) fixe a et A~f en entier. Doncg ∈ Q(a) ∩ P(pr ~f (a)).

Lorsquea n’est pas un sommet spécial deA, il l’est dans un certainA∆ grâce à (fonc). Le paragraphe précédent
entraine alors queQ(a) ∩ P( ~f ) ⊂ Q(a) ∩ P∆(pr ~f (a)). MaisG∩ P∆(pr ~f (a)) = P(pr ~f (a)) d’après 11.2.8. �

Proposition 11.2.12.Toute famille Q de parahoriques vérifiant fonctoriellement (para sph) et (para 2.1)(~m) pour
toute cloison~m de~A vérifie (para in j).

Démonstration:
Soita ∈ A et g ∈ N ∩ Q(a). Soit∆ tel quea est un sommet spécial dansA∆, soientD∆ = (G∆, (U∆α )), N∆, T∆... les

groupes donnés par la condition (fonc).
Il existen ∈ N∆(a) tel queng∈ T∆∩n.Q(a) ⊂ T∆∩Q∆(a). Pour toute cloison~mde ~f ∗a ∩ ~A,Q∆ vérifie (para 2.1)(~m)

d’où ng ∈ T∆ ∩ Q∆(pr~m(a)). Comme~m est sphérique, par (parasph) on obtientng ∈ T∆ ∩ P∆(pr~m(a)) ce qui vaut
T∆ ∩U∆(~m)⋊ (M∆( ~f )∩ P∆(pr~m(a)) par la proposition 11.2.3. CommeT∆ ⊂ M∆(~m) on obtientng∈ T∆ ∩M∆(pr~m(a))
et par [BT72], ceci est le fixateur dansM∆(~m) deA∆

~m
, donc l’ensemble dest ∈ T∆ induisant une translation de vecteur

~vt ∈ Vect~A(~m).

Ceci étant pour chaque cloison~m de ~f ∗a ∩ ~A, et comme l’intersection deA∆
~fa

et des murs contenant ces cloisons est

triviale (car ~A~fa
est essentiel), on voit queng induit une translation triviale surA∆

~fa
, autrement dit,ng ∈ T∆ ∩ N∆(A∆

~fa
)

d’où g ∈ N∆(a) ∩G. Or ceci vautN(a) par 11.2.8. �

Remarque:L’hypothèse la plus précise pour cette proposition est en fait ”Q vérifie fonctoriellement (parasph) et
(para 2.1)(~f ) pour ~f dans une familleF de facettes sphériques de~A telle que

⋂
~f∈F Vect(~f ) = {0}. Par exemple la
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familleF des cloisons bordant une chambre donnée convient. En général, nous appliquerons ce résultat à des familles
vérifiant (para 2.1)(sph), ce qui entraine bien (para 2.1)(~m) pour toute cloison~m.

En assemblant les deux propositions précédentes, on trouve :

Corollaire 11.2.13. Toute famille vérifiant fonctoriellement (para dec) vérifie fonctoriellement (para in j), (para sph)
et (para 2.1)(sph).

C’est en particulier le cas, lorsqueD est la donnée radicielle valuée issue d’un groupe de Kac-Moody G déployé,
pour la famille minimale de parahoriquesP.

Remarque:Il ne manque que (para 2.2)(sph) à une telle famille pour quelle soit une bonne famille de parahoriques.

11.3 D́efinition de la masure bord́ee

11.3.1 La relation d’équivalence

SoitQ = (Q(a))a∈A une famille de sous groupes deG vérifiant (para 0.2).

Définition 11.3.1. Soit∼Q la relation sur G× A définie par :

(g, a) ∼Q (h, b) ⇔ ∃n ∈ N(T) tq b= na et g−1hn∈ Q(a)

Proposition 11.3.2.La relation∼Q est une relation d’équivalence si et seulement siQ vérifie (para 0.4).

Démonstration:
Déjà,∼Q est toujours réflexive.

Supposons queQ vérifie (para 0.4). Commençons par montrer que∼Q est symétrique. Soient (g, a) et (h, b) tels
que (g, a) ∼Q (h, b). Soit n ∈ N(T) tel queb = na et g−1hn ∈ Q(a). Alors a = n−1b et h−1gn−1 = n(g−1hn)−1n−1 ∈

nQ(a)n−1 = Q(b).
Pour la transitivité, soient (g, a), (h, b) et (k, c) tels que (g, a) ∼Q (h, b) ∼Q (k, c). Soitn ∈ N(T) tel queb = na et

g−1hn ∈ Q(a), et soitm ∈ N(T) tel quec = mbet h−1km ∈ Q(b). Alors c = mnaet g−1kmn= (g−1hn)n−1(h−1km)n ∈
Q(a).n−1Q(b)n = Q(a).

Réciproquement, supposons∼Q une relation d’équivalence. Soitn ∈ N(T) et a ∈ A(T). soit q ∈ Q(na), alors
(1, na) ∼Q (q−1n, a). D’où par symétrie, (q−1n, a) ∼Q (1, na), donc il existen′ ∈ N(T) tel quena= n′a etn−1qn′ ∈ Q(a).
Alors n−1n′ ∈ FixN(T)(a) ⊂ Q(a) par (para 0.2). D’oùn−1qn ∈ Q(a). Nous avons montré quen−1Q(na)n ⊂ Q(a). L’in-
clusion inverse s’obtient en appliquant ce résultat àn−1. �

11.3.2 D́efinition

On fixe un tore maximalT0, et une famille de parahoriquesQ surA(T0). On va construire l’objet immobilierI(Q)
en se basant sur l’appartementA(T0), la construction sera bien sûr indépendante du choix deT0.

Définition 11.3.3. SoitI(Q) = G × A(T0)/ ∼Q. C’est la masure bordée associée à(D,Q). Lorsque le contexte sera
clair, on notera juste g.a pour la classe de(g, a) dansI(Q). Sinon on la notera[g, a]Q.
On définit une action de G surI par g′.[g, a] = [g′g, a].

Soit ιT0,Q :
A(T0) → IQ

a 7→ [1, a]Q
. C’est l’injection canonique de A(T0) dansI(Q). Son image est l’appartement

deI(Q) associé à T0. Les images de ce dernier par les éléments de G sont les appartements deI(Q).
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Proposition 11.3.4. La fonctionιT0,Q est N(T0)-équivariante. Elle est de plus injective si et seulement si Q vérifie
(para in j).

Démonstration:
La N(T0)-équivariance découle de la définition de∼Q.
Si Q vérifie (parain j), soienta, b ∈ A(T0) tels que (1, a) ∼Q (1, b). Alors il existen ∈ N(T0) tel queb = na et

n ∈ Q(a). Doncn ∈ Q(a) ∩ N(T0) = FixN(T0)(a), donca = b.
Réciproquement, supposonsιQ injective. L’inclusion FixN(T0)(a) ⊂ Q(a) ∩ N(T0) est vraie par (para 0.2). Pour

l’autre inclusion, soitq ∈ Q(a) ∩ N(T0). Alors qa ∈ A(T0) et (1, a) ∼Q (1, qa) d’où par injectivité deιQ, a = qa et
q ∈ Fix(a). �

On suppose désormais queQ vérifie (parain j), et on identifieA(T0) à ιT0,Q(A(T0)).

Proposition 11.3.5.Le stabilisateur de A(T0) dans G est N(T0).

Démonstration:
L’inclusion N(T0) ⊂ StabG(A(T0)) est vraie par la définition de∼Q (ou par laN(T0)-équivariance de l’inclusion de

A(T0) dansI).
Réciproquement, soitg ∈ G tel queg.A(T0) = A(T0). Soit ~f ∈ F (~A(T0)), soit a ∈ A~f . Alors g.a ∈ A(T) et par la

définition de∼Q, il existen ∈ N(T0) tel queg.a = n.a. Doncg ∈ n.P(a) ⊂ N(T0).P( ~f ). Ceci étant valable pour toute
facette~f ∈ F (~A(T0)), on obtientg ∈

⋂
~f∈F (~A(T0)) N(T0).P( ~f ) = N(T0).P(~A(T0)) = N(T0).T0 = N(T0) (10.1.4 pour la

première égalité). �

Les deux propositions précédentes permettent de définir la structure des appartements deI(Q) :

Définition 11.3.6. La structure d’appartement sur A(T0) (i.e. les murs et la structure affine sur chaque façade) est celle
qui fait de ιT0,Q un isomorphisme d’appartements. Pour tout autre appartement g.A(T0), la structure d’appartement
sur g.A(T0) est celle qui fait de g|A0 un isomorphisme d’appartements dont la partie vectorielle est l’application
~V(T0) → g.~V(T0)

~v 7→ g.~v
(voir la fin de 10.1.1).

Si A= g.A(T0) est un appartement, l’addition d’un point de A et d’un vecteur de g.~V(T0) sera notée+A.

Par exemple, siA est un appartement,a un point deA, ~v un vecteur de~V(T), et g ∈ G, alors g(a +A ~v) =
g(a) +gA g(~v). Si n ∈ N(T), alorsn(a+A ~v) = n(a) +A ~ν(n).~v.

Proposition 11.3.7. Soit T un tore maximal de G. Soit g∈ G tel que T= gT0g−1. Pour toutα ∈ φ(T0), on pose

g.ϕα :
Ugα \ {e} → Λ

u 7→ ϕα(g−1ug)
, et g.ϕα(e) = ∞. Alors la famille(gϕα)α∈φ est une valuation de la donnée radi-

cielle (G, (Uα)α∈g.φ), et l’appartement abstrait A(T) qu’elle définit est isomorphe de manière N(T)-équivariante à
l’appartement de g.A(T0) deI.

Remarque:Le système de racineg.φ et la donnée radicielle (G, (Uα)α∈g.φ) ne dépendent pas du choix deg ∈ G tel
queT = gTg−1, contrairement à la valuationgφ.

Démonstration:
Il est immédiat queg.ϕ est une valuation. Pour celle-ci, on a pour toutα ∈ φ et k ∈ Λ ∪ {∞}, g.Uα,kg−1 =

Ugα,k. En conséquence, sio ∈ A(T) (resp.o0 ∈ A(T0)) est le point de base pourgϕ (resp.ϕ), alors le groupe
N(T)0 =

〈 {
n(u) | u ∈ Uα, α ∈ gφ, etgϕg−1α(u) = 0

} 〉
qui sert à définir l’action deN(T) sur A(T) dans 11.1.5 est

égal àg.N(T0)0g−1, et fixe le pointg.o0.
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Alors l’application
A(T) → A(T0)
o+ ~v 7→ g.o0 +T ~v

est un isomorphismeN(T)-équivariant. En effet, elle est clairement

N(T)0-équivariante, et concernant l’action deT, on vérifie directement avec la proposition 11.1.9 que pour toutt ∈ T,
~vt = g(~vg−1tg). �

Grâce à cette proposition, on identifie désormais pour toutg ∈ G l’appartementg.A(T0) deI(Q) avec l’apparte-
ment abstraitA(gT0g−1).

Voici quelques propriétés immédiates deI :

Proposition 11.3.8.

1. Le fixateur d’un point x∈ A(T0) est Q(x). Plus généralement, pour un appartement B= g.A(T0) = A(gT0g−1),
le fixateur d’un point x∈ B est gQ(g−1x)g−1.

2. Soit T un tore maximal, a∈ A(T), g ∈ G. Si g.a ∈ A(T), alors il existe n∈ N(T) tel que g.a = n.a.

3. Pour tout x∈ I, le groupeFixG(x) est transitif sur les appartements contenant x.

Démonstration:

1. Si (g, x) ∼Q x, alors il existen ∈ N(T0) tel quenx = x et g−1n ∈ Q(x). Alors n ∈ FixN(T0)(x) ⊂ Q(x) par (para
0.2), et doncg ∈ Q(x). La réciproque est claire, le cas général aussi.

2. DansA(T0), c’est la définition de∼Q. Le cas plus général s’y ramène carhN(T0)h−1 = N(hT0h−1).

3. SoientA etg.A deux appartements contenantx. On peut supposerA = A(T0). Alors g−1x ∈ A(T0), et par le point
précédent, il existen ∈ N(T0) tel queg−1x = nx. Alors gn∈ FixG(x), etg.A(T0) = gnA(T0).

�

On prolonge naturellement la définition des sous-groupes parahoriques, de manière cohérente avec les notations
Q(x), Q(Ω) déjà introduites :

Définition 11.3.9. Pour tout x∈ I, on note Q(x) = FixG(x). Pour toute partieΩ deI, on note Q(Ω) = FixG(Ω).

Remarques:
– Si A est un appartement, sia ∈ A et~v ∈ ~A, alors le pointa +A ~v ∈ A est bien défini par la formulea +A ~v =

g(g−1(a)+A(T0) g−1(~v)), oùg ∈ G est tel queg.A(T0) = A. Mais ceci dépend a priori de l’appartementA contenant
a et tel que~v ∈ ~A considéré. On ne peut donc pas noter ce pointa+ ~v. En terme de condition sur la familleQ ,
le pointa+ ~v est bien défini siN.Q(g−1a) ∩ N.P(g−1~v) ⊂ N.(Q({g−1a, g−1(a+ ~v)}) ∩ P(g−1~v)) (où l’addition est
faite dansA(T0)). Ceci est une conséquence de (para 2.2+), voir la section 11.9.

– Il en va de même pour les projections : sia ∈ A et ~f ∈ F (~A), on peut noterprA, ~f (a) la projection dea sur la

façadeA~f dans l’appartementA. Le projetépr ~f (a) est bien défini siN.Q(a) ∩ N.P( ~f ) ⊂ N.Q({a, pr ~f (a)}), en

particulier siQ vérifie (para 2.2)(~f ). Voir 11.7.

– Pour l’enclos enfin, siΩ est une partie d’un appartementA, on notera ClA(Ω) l’enclos deΩ dansA. Ceci sera
indépendant deA si Q vérifie (para 5)(Ω) et (para 6)(Ω).

Enfin, on montre une caractérisation géométrique de la valuations des sous-groupes radiciels.

Proposition 11.3.10.Soit T un tore maximal,α ∈ φ(T), u ∈ Uα. Alors l’ensemble des points fixes de u dans A(T) est
précisémentD(α, ϕα(u)).

Démonstration:
Notonsk = ϕα(u). Par (para 0.3) et comme pour touta ∈ A, Q(a) = Fix(a), Uα,k fixeD(α, k). Supposons queu fixe

un pointx ∈ D(−α,−k)\M(α, k). Soientu′, u′′ ∈ U−α tels quen(u) = u′uu′′. D’après 11.1.11,ϕ−α(u′) = ϕ−α(u′′) = −k
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doncu′ et u′′ fixent x. Ainsi n(u) ∈ Q(x). Or n(u) induit la réflexion selon le murM(α, k) qui ne contient pasx. Donc
n(u) ∈ (Q(x) ∩ N) \ N(x), ceci contredit (parain j). �

Corollaire 11.3.11. Pourα ∈ φ(T) et x∈ A(T), Uα(x) = {u ∈ Uα | u fixe x}.

Corollaire 11.3.12. Soitα ∈ φ(T), x ∈ A(T), et g∈ G. Alors gUα(x)g−1 = Ugα(g.x).

Proposition 11.3.13.Soient Q et R deux familles de parahoriques avec Q⊂ R. Alors il existe une projection naturelle
G équivarianteφ : I(Q)։ I(R), [g, a]Q 7→ [g, a]R. En particulier, la masure bordéeI(P) correspondant à la famille
minimale de parahoriques se projette sur toutes les autres masures bordées de G.

Démonstration:Si (g, a) ∼Q (h, b), alors il existen ∈ N tel queb = naet g−1hn∈ Q(a). CommeQ(a) ⊂ R(a), ceci
entraine (g, a) ∼R (h, b). Doncφ est bien définie. Le reste est évident. �

11.3.3 Façades d’immeuble

Rappelons que, par définition (voir 11.3.6), les façades d’appartements dansI sont toutes les parties de la forme
g.(A0~f ), avecg ∈ G et ~f ∈ F (~A0).

Lemme 11.3.14.Soientf = (hA0)h~f et e = (gA0)g~e deux façades d’appartements. Sif ∩ e , ∅, alors h~f = g~e.

Preuve du lemme:On peut supposerh = e. Soita ∈ A0~f ∩ (gA0)g~e. Alors g−1a ∈ A0~e donc il existen ∈ N tel que

gn∈ Q(a). En particulier,gn ∈ P( ~f ) doncg−1 ~f = n~f , et d’autre partg−1a = nad’où n. ~f = ~e. Au final, g−1 ~f = ~e. �

En conséquence de ceci, la direction d’une façade d’appartement dansI est bien définie :

Définition 11.3.15.Soitf = g.(A0~f ) une façade d’appartement, alors la facette vectorielle g. ~f est appelée la direction

def. La réunion de toutes les façades d’appartement dirigées par une facette vectorielle~f est appelée la façade deI
de direction~f . On la noteI ~f .

Proposition 11.3.16.Les façades deI forment une partition deI. De plus, l’application~f 7→ I ~f est une bijection

G-équivariante entre les facettes de~I et les façades deI. En conséquence, le stabilisateur dans G de la façadeI ~f est

P( ~f ).

Démonstration:Le lemme prouve que deux façades sont disjointes ou égales. De plus,A0 est la réunion de ses
façades, doncI = G.A0 est la réunion de ses façades d’appartement, et donc de ses façades d’immeuble.

L’application ~f 7→ I ~f est clairement surjective etG-équivariante. SiI ~f = I~g, soit f une façade d’appartement de

direction ~f et a ∈ f. Par hypothèse, il existeg de direction~g contenanta. Le lemme entraine alors~f = ~g. �

Proposition 11.3.17.Si ~f est une facette sphérique de~I, et si Q vérifie (para sph), la façadeI ~f est l’immeuble de

Bruhat-Tits du groupe M~A( ~f ), pour tout appartement~A contenant~f .

Pour une facette~f générale, la façade ferméeI ~f :=
⋃
~g∈ ~f ∗ I~g est la masure bordée pour la donnée radicielle

valuée(M( ~f ), (Uα, ϕα)α∈φm( ~f )) avec la famille de parahoriques Q restreinte à A~f .

Démonstration:Soit ~f une facette de~I. Soit g = B~f une façade d’appartement de direction~f . Il existe p ∈ P( ~f )

tel queB = p.A et doncg = p.A~f . Ainsi,I ~f = P( ~f ).A~f . Mais commeU( ~f ) fixe A~f , on aI ~f = M~A( ~f ).A~f .
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Supposons~f sphérique. AlorsA~f est un appartement pour la donnée radicielle valuée finieD~A, ~f . Le fait que pour

touta ∈ A~f , M~A( ~f )∩P(a) soit le sous-groupe parahorique pourD~A, ~f au pointa permet de vérifier immédiatement que
I ~f est l’immeuble de Bruhat-Tits deD~A, ~f .

Dans le cas général,A~f =
⋃
~g∈ ~f ∗∩~A A~g est un appartement pourD~A, ~f . De plusI ~f = M~A( ~f ).A~f , et on vérifie

directement sur la définition que ceci est la masure deD~A, ~f pour la famille de parahoriques (M~A( ~f ) ∩ Q(a))a∈A~f
. �

11.4 Décomposition d’Iwasawa

On prouve ici la décomposition d’IwasawaG = P( ~C) . N(T) . G(F), valable pour toute chambre~C de ~A(T) et pour
toute facetteF ⊂ A. Rappelons que selon nos notations, le groupeG(F) est défini parG(F) = 〈 {Uα(F) | α ∈ φ(T)} 〉,
avecUα(F) := {u ∈ Uα | F ⊂ D(α, ϕα(u))}. Pour toute famille de parahoriqueQ, on aG(F) ⊂ Q(F), donc la décomposition
d’Iwasawa impliqueG = P( ~f ) . N(T) . Q(F), pour toute facette~f de ~A(T) et F deA(T).

11.4.1 La d́ecomposition

Lemme 11.4.1.Soit ~C une chambre de~A(T), soitα ∈ φ(T) qui s’annule sur une cloison~m de~C. Autrement dit,α est
une racine simple deφ( ~C). Alors :

U( ~C) = U(~m) ⋊ Uα

Remarque:On rappelle que pour une chambre~C, U( ~C) = G(φ( ~C)).

Preuve du lemme:
Le groupeUα fixe la cloison~mdonc normaliseU(~m). Soitu ∈ Uα ∩U(~m), alorsu fixe les deux chambres de~A qui

bordent~m, et u ∈ Uα, ceci entraineu = e. Ainsi le groupe engendré parUα et U(~m) est bien un produit semi-direct.
Il est inclus dansU( ~C) carUα tout commeU(~m) le sont (U(~m) = U( ~C) ∩ U(r~m. ~C) si r~m est la réflexion dans~A par
rapport à~m). Enfin, pour toute racineβ ∈ φ( ~C), on a soitβ = α, soitβ ∈ φu(~m), et dans les deux casUβ ⊂ U(~m) ⋊ Uα.
D’où le résultat. �

Proposition 11.4.2. (Décomposition d’Iwasawa) Soit~C une chambre de~A(T) et F une facette de A(T). Alors :

G = U( ~C) . N(T) . G(F) .

Démonstration:
La preuve est classique. Il suffit de prouver que l’ensembleZ := U( ~C) . N(T) . G(F) est stable par multiplication

à gauche par n’importe quel élément deG. OrG est engendré parT, par lesUα avecα ∈ φ( ~C) et par lesUβ avecβ une
racine simple deφ(− ~C). Déjà,Z est clairement stable par multiplication à gauche parT et lesUα. Soit doncβ = −α
une racine simple deφ(− ~C), montrons queZ est stable par multiplication à gauche parUβ.

Par le lemme précédent,U( ~C) = U(~m) ⋊ Uα, avec~m la cloison de~C qui est incluse dans le noyau deβ. Le groupe
U(~m) est normalisé parUβ, etUβ.Z ⊂ U(~m).Uβ.Uα.N(T).G(F). L’ensemble{α, β} = {α,−α} est un système de racine
fini, donc par [BT72],Uβ.Uα ⊂

〈
Uβ,Uα,T

〉
= Uα.T{e, rα}Uα = Uα.T ⊔ UαU−αTrα ⊂ UαU−αN, où rα = n(u) est la

réflexion générée par un élément quelconqueu deUα.
Ainsi, Uβ.Z ⊂ U(~m) . Uα . U−α . N(T) . G(F) = U( ~C) . U−α . N(T) . G(F).

Étudions maintenant le produitU−α.N(T).G(F). Pour toutn ∈ N(T), U−α.n = nn−1U−αn = nU−n−1.α. Dans la
donnée radicielle de type finie (〈 U−n−1.α,Un−1.α,T 〉 , ((U−n−1.α, ϕ−n−1.α, (Un−1.α, ϕn−1.α))), en utilisant la décomposition
d’Iwasawa ou de Bruhat selon quen−1α(F) est fini ou non, il vientU−n−1.α ⊂ Un−1α.N(T).G(F). D’où U−α.N(T).G(F) ⊂
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Uα.N(T).G(F).

On a alors obtenu :Uβ.Z ⊂ U(~m).Uα . N(T) . G(F) ⊂ U( ~C) . N(T) . G(F). �

Corollaire 11.4.3. Pour toutes facettes~f ⊂ ~A(T) et F ⊂ A(T), pour toute familleQ de parahoriques sur A(T), on a

G = P( ~f ).N(T).Q(F) .

Corollaire 11.4.4. Soit F une facette deI et ~f une facette de~I. Pour tout appartement A contenant F, il existe
q ∈ Q(F) tel que ~f ⊂ q. ~A. En particulier, il existe un appartement contenant F dont l’appartement directeur contient
~f .

Démonstration:Soit g ∈ G tel que ~f ⊂ g. ~A. SoitT le tore maximal tel queA = A(T). Par le corollaire précédent,
g ∈ Q(F)N(T)P(g−1 ~f ). Soitg = qnpune écriture deg correspondante. Alors~f ⊂ q. ~A. �

11.4.2 Unicit́e

LorsqueQ vérifie (paradec) pour une facetteF, on prouve un résultat d’unicité pour le facteur dansN pour toute
décomposition d’Iwasawa faisant intervenirF.

Proposition 11.4.5.Soient~C une chambre de~A et F une facette de A, F′ ⊂ A un élément du filtre F. Soient n, n′ ∈ N

tels que U( ~C).n.G(F′) ∩ U( ~C).n′.G(F′) , ∅. On suppose de plus que~f ⊂ n~C ou ~f ⊂ n′ ~C, ou ~f est la direction de la
façade de F.

Pour tout a ∈ F′, si Q vérifie (para dec)(a), alors n−1n′ ∈ N(a). Autrement dit, le facteur dans N dans la
décomposition de Lévi est unique modulo N(a).

En particulier, si Q vérifie (para dec)(a) pour tout a∈ F′, alors n−1n′ ∈ N(F).

Démonstration:
Soita ∈ F′ tel queQvérifie (paradec)(a). On an′ ∈ U( ~C).n.Q(F′) , d’oùn−1n′ ∈ U(n−1 ~C) . Q(F′) ⊂ U(n−1 ~C) . Q(a) =
U(n−1 ~C) . (U(−n−1~C)∩Q(a)) . N(a) par (paradec)(a). Donc il existena ∈ N(a) tel quen−1n′na ∈ U(n−1 ~C) . U(−n−1 ~C).
Par unicité du facteur deN dans la décomposition de Birkhoff vectorielle, on obtientn−1n′na = e. �

En fait, l’unicité moduloN(a) d’un facteurn ∈ N dans la décomposition d’IwasawaG = U( ~C).N.Q(a), avec
~f ⊂ n~C, équivaut à l’égalité :N ∩ U(n−1 ~C).Q(a) = N(a). Nous avons juste vérifié que cette dernière est conséquence
de (paradec)(a). Nous verrons plus loin (11.7.6) qu’elle est également vraie lorsqueQ est une bonne famille de para-
horiques.

Corollaire 11.4.6. Soit a∈ A. SoitQ une famille de parahoriques vérifiant (para dec)(a) fonctoriellement. Alors pour
tout sous-groupe∆ deR, G∩ N∆( ~fa).Q∆(a) = N( ~fa).(G∩ Q∆(a)).

Et donc siQ vérifie en outre (fonc)(a), alors G∩ N∆.Q∆(a) = N.Q(a).

Démonstration:Soit g = u.n.p une écriture deg dans la décomposition d’IwasawaG = U( ~C) . N . Q(a), pour
~C une chambre de~f ∗a ∩ ~A. CommeP(a) ⊂ P∆(a), N ⊂ N∆, et U( ~C) ⊂ U∆( ~C), c’est aussi une écriture deg dans
G∆ = U∆( ~C) . N∆ . Q∆(a).

Par ailleurs, soitg = n∆.q∆ une écriture venant de l’hypothèseg ∈ N∆( ~fa).Q∆(a). Par la proposition précédente,
n.N∆(a) = n∆.N∆(a). Doncg ∈ n.Q∆(a), puisg ∈ n.(Q∆(a) ∩G), ce qui vautn.Q(a) si (fonc)(a) est vrai. �

Remarque:Le même raisonnement permettra la même conclusion lorsqu’on étudiera un groupe presque déployé
par descente galoisienne.
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11.5 D́ecomposition de Bruhat/Birkhoff

Proposition 11.5.1. Soient F1 et F2 deux facettes d’un appartement A(T). On suppose qu’au moins une des deux
est sphérique. Alors G= U( ~f1)G(F1)N(T)G(F2)U( ~f2), où ~f1, respectivement~f2, est la direction de la façade de F1,
respectivement F2.

Remarque:En fait, l’hypothèse minimale sur les facettesF1 et F2 pour que la décomposition soit vraie, et prouvée
par la preuve à suivre est : si~f1 et ~f2 sont les directions des façades deF1 et F2, alors pour toutw ∈ W(~A(T)),
φm( ~f1 ∪w~f2) est fini.

Démonstration:
On fixeg ∈ G. Pour cette preuve, l’appartement par défaut estA(T), c’est-à-dire qu’on noteraN pourN(T), M( f )

pourMA(T)( f ) ... .

Par la décomposition d’Iwasawa deG, g ∈ P( ~f1) . N . G(F2) = U( ~f1).M( ~f1) . N . G(F2). CommeU( ~f2) est
normalisé parG(F2), on peut supposer qu’il existen ∈ N tel queg ∈ M( ~f1) . n.

On utilise alors la décomposition d’Iwasawa dansM( ~f1), avec la facette affineF1 et la facette vectoriellepr ~f1(n
~f2).

Le sous-groupe parabolique deM( ~f1) fixant cette facette vectorielle est le groupe engendré par lesUα avecα ∈
φm( ~f1) ∩ φ(n~f2) = φ(~Ω), en notant~Ω = conv(~f1 − ~f1 + n~f2). DoncM( ~f1) = (G(F1) ∩ M( ~f1)) . N( ~f1) . P(~Ω). Notons
que~Ω est équilibrée, car les deux facettespr ~f1(

~f2) et pr
− ~f1

( ~f2) sont sphériques, incluses dans~Ω, et de signes opposés.

DoncP(~Ω) = M(~Ω) ⋉ U(~Ω) ⊂ M(~Ω) ⋉ U(n~f2). Ainsi,

g ∈ G(F1) . N( ~f1) . M(~Ω) . U(n~f2).n = G(F1) . N( ~f1) . M(~Ω) . n.U( ~f2)

On peut donc supposer qu’il existen1 ∈ N( ~f1) tel que :

g ∈ n1.M(~Ω).n

Les facettesnF2 et n−1
1 F1 se projettent surA~Ω. Et par la décomposition de Bruhat dans le groupe muni d’une

donnée radicielle valuée finieM(~Ω), on aM(~Ω) = G(φm(~Ω), pr~Ω(n−1
1 F1)) . N(~Ω) . G(φm(~Ω), pr~Ω(nF2)). Enfin, sachant

que pour toute partieF deAΩ, G(φm(~Ω), F) ⊂ G(
〈

F,Vect(~Ω)
〉

A
), on arrive à

M(~Ω) ⊂ G(n−1
1 F1) . N(~Ω) . G(nF2)

, puis :
g ∈ n1G(n−1

1 F1) . N(~Ω) . G(nF2)n = G(F1) . n1N(~Ω)n . G(F2) ⊂ G(F1) . N . G(F2)

�

Corollaire 11.5.2. Pour toute famille Q de parahoriques, pour toutes facettes F1 et F2 d’un appartement A(T), si
l’une des deux est sphérique, alors :

G = Q(F1) . N(T) . Q(F2) .

Corollaire 11.5.3. Pour toute famille Q de parahoriques, pour toutes facettes F1 et F2 deI(Q), si l’une des deux est
sphérique, alors il existe un appartement contenant F1 ∪ F2.

Démonstration:Soit A(T) un appartement contenantF1, soit g ∈ G tel queF2 ⊂ g.A(T). Par la décomposition
de Bruhat/Birkhoff, G = Q(F1) . N(T) . Q(g−1F2). Soit g = q1nq2 l’écriture correspondante deg. Alors F1 ∪ F2 ⊂

q1.A(T). �
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11.6 Construction de familles v́erifiant (para dec)

Lemme 11.6.1.Soit ~C une chambre de~A, ~m une cloison de~C, et a∈ A tel que~fa ⊂ ~m. Soitα ∈ φ la racine telle que
α( ~C) > 0 etα(~m) = 0. Pour toute famille Q de parahoriques vérifiant (para sph) et (para 2.1)(~m) on a :

Q(a) ∩ U( ~C) =
(
Q(a) ∩ U(~m)

)
⋊ Uα(a) .

Preuve du lemme:Soit g ∈ Q(a) ∩ U( ~C). On sait par le lemme 11.4.1 queU( ~C) = U(~m) ⋊ Uα, il existe donc une
décompositiong = u.uα avecu ∈ U(~m) et uα ∈ Uα. CommeU( ~C) ⊂ P(~m), on ag ∈ Q(a) ∩ P(~m) = Q({a, pr~m(a)})
par (para 2.1)(~m). Le facteuru ∈ U(~m) fixe toute la façadeA~m, on en déduit queuα ∈ Uα ∩ P(pr~m(a)), c’est-à-dire
uα ∈ Uα(a). En particulier,uα fixe a, doncu aussi :u ∈ U(~m) ∩ Q(a). �

Proposition 11.6.2. Soit ǫ un signe, soit Q une famille de parahoriques vérifiant (para sph) et (para 2.1)(~m) pour
toute cloison~m de signeǫ. On suppose que la famille minimale P vérifie aussi(para2.1)(~m) pour toute cloison~m.
Alors pour tout a∈ Aǫ et toute chambre~C de ~f ∗a ∩ ~A

ǫ , l’ensemble :

R(a) =
(
Q(a) ∩ U( ~C)

)
.
(
P(a) ∩ U(− ~C)

)
. N(a)

est un sous-groupe de Q(a) contenant P(a). Il est en outre indépendant de la chambre~C de ~f ∗a ∩ ~A
ǫ choisie.

Si on définit en outre R(a) = Q(a) pour tout a∈ A \ Aǫ , on obtient une famille de parahoriques R incluse dans Q
et vérifiant (para dec) pour les chambres de signeǫ.

Démonstration:
Supposonsǫ = +. Soita ∈ A et ~C une chambre de~A+, notonsR~C(a) =

(
Q(a) ∩ U( ~C)

)
.
(
P(a) ∩U(− ~C)

)
. N(a).

Commençons par montrer queR~C(a) est indépendant de la chambre~C de ~f ∗a : il suffit de prouver queR~C(a) =

Rrα ~C
(a) pour toute racine simpleα deφ( ~C) ∩ φm( ~fa). Soitα une telle racine, et~mα la cloison de~C correspondante.

D’après le lemme précédent,Q(a)∩U( ~C) = (Q(a)∩U(~mα)) . Uα(a) et de mêmeP(a)∩U(− ~C) = (P(a)∩U(−~mα)) ⋊
U−α(a). De plus,Uα(a) normaliseP(a) ∩ U(−~mα). Ainsi :

R~C(a) = (Q(a) ∩ U(~mα)) . Uα(a) . (P(a) ∩ U(−~mα)) . U−α(a) . N(a)

= (Q(a) ∩ U(~mα)) . (P(a) ∩ U(−~mα)) . Uα(a).U−α(a) . N(a)

L’ensembleUα(a).U−α(a) est inclus dans le groupe avec donnée radicielle valuée finieM(~mα). Il est même inclus
dans le fixateur FixM(~mα)(pr~mα

(a)) du point pr~mα
(a) de I~mα

, l’immeuble de Bruhat-Tits deM(~mα). Or ce fixateur
est égal àUα(a).U−α(a).(N(a) ∩ M(~mα)) = U−α(a).Uα(a).(N(a) ∩ M(~mα)) d’après [BT72]. DoncUα(a).U−α(a) ⊂
U−α(a).Uα(a).N(a) et finalement :

R~C(a) = (Q(a) ∩U(~mα)) . (P(a) ∩ U(−~mα)) . U−α(a).Uα(a).N(a)

= (Q(a) ∩U(~mα)).U−α(a) . (P(a) ∩ U(−~mα)).Uα(a) . N(a)

Or φ(rα ~C) = (φ( ~C) \ {α}) ∪ {−α} et similairement pourφ(−rα ~C), donc le lemme précédent indique que (Q(a) ∩
U(~mα)).U−α(a) = Q(a) ∩ U(rα ~C) et (P(a) ∩ U(−~mα)).Uα(a) = P(a) ∩ U(rα ~C). Nous avons bien prouvé queR~C(a) =
Rrα ~C

(a).

On peut maintenant noterR(a) au lieu deR~C(a). Pour montrer qu’il s’agit d’un groupe, il suffit de montrer qu’il
est stable par multiplication à gauche parG(a) et parN(a). Commençons par la stabilité par multiplication parG(a).
CommeG(a) = U( ~fa).

〈 {
Uα(a) | α ∈ φm( ~fa)

} 〉
, il suffit de voir la stabilité sous la multiplication parU( ~fa) et par

les Uα(a), α ∈ φm( ~fa). Pour toutα ∈ φm( ~fa), il existe une chambre~C ⊂ ~f ∗a positive telle queα ∈ φ( ~C). Alors
Uα(a) ⊂ Q(a) ∩ U( ~C) d’où Uα(a).R(a) ⊂ R(a). Passons àU( ~fa) : pour n’importe quelle chambre~C de ~f ∗a , on a
U( ~fa) ⊂ Q(a) ∩ U( ~C), d’où U( ~fa).R(a) ⊂ R(a).
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Pour finir, soitn ∈ N(a), fixons ~C une chambre positive. Alorsn.R(a) = n.R~C(a) = n(Q(a) ∩ U( ~C)) . (P(a) ∩

U(− ~C)) . N(a) = (Q(a) ∩U(n~C)) . (P(a) ∩ U(−n~C)) . nN(a) = Rn~C(a) = R(a).

Ceci prouve queR(a) est un groupe. Il est clair queP(a) ⊂ R(a) ⊂ Q(a), et ceci entraine immédiatement que
(R(a))a∈A est une famille de parahoriques. De plus, pour toute chambre~C positive,Q(a) ∩ U( ~C) = R(a) ∩ U( ~C) et
P(a) ∩ U(− ~C) ⊂ R(a) ∩U( ~C) doncR vérifie (paradec)( ~C). �

Remarque:Ceci et la proposition 11.2.11 prouvent que pour la famille minimale de parahoriquesP, les conditions
(para 2.1)(sph) fonctorielle (et même (para 2.1) fonctoriel sur les cloisons) et (paradec) fonctorielle sont équivalentes,
car pourQ = P, on obtientR= P, quel que soit le signeǫ choisi.

Corollaire 11.6.3. S’il existe une famille de parahoriques vérifiant (para sph) et (para 2.1)(~m) pour chaque cloison
~m, alors la famille minimale P vérifie (para dec).

Démonstration:Pour toute cloison~m, le fait queQ vérifie (parasph) et (para 2.1)(~m) entraine queP vérifie aussi
(para 2.1)(~m), nous sommes donc bien dans les conditions d’application de la proposition.

Soit a ∈ A, soit ~C une chambre de~f ∗a ∩ ~A. Soit ǫ le signe de~C. Soit Rǫ la famille de parahoriques construite par
la proposition, alorsRǫ(a) = (Q(a) ∩ U( ~C)).(P(a) ∩ U(− ~C)).N(a). Prenant l’intersection avecP(a), il vient P(a) =
P(a) ∩ Rǫ(a) = (P(a) ∩ U( ~C)).(P(a) ∩ U(− ~C)).N(a). �

11.7 Bonnes familles de parahoriques

11.7.1 Une condition suffisante pour (para 2.2)

Nous avons déjà vu au 11.2.13 que la condition (paradec) fonctorielle implique (parain j), (parasph) et (para
2.1)(sph). Nous pouvons maintenant, grâce à la décomposition d’Iwasawa, prouver qu’elle implique également (para
2.2)(sph), autrement dit que toute famille vérifiant (paradec) fonctoriellement est une bonne famille de parahoriques.

Proposition 11.7.1.
1. Soit Q une famille de parahoriques qui vérifie (para dec) fonctoriellement. Alors Q vérifie (para 2.2)(sph)

(fonctoriellement).

2. Soit ~f une facette telle que Q vérifie (para 2.2)(~f ). On suppose de plus que Q vérifie (para in j). Alors Q vérifie
(para 2.1)(~f ). En particulier, toute bonne famille de parahoriques vérifie (para 2.1)(sph).

Remarque:Les conditions du deuxième point sont plutôt plus faibles que celles du premier point, et sa preuve plus
simple, on peut donc considérer la condition (para 2.1) comme plus faible que (para 2.2).

Démonstration:

1. Rappelons queQ vérifie (parasph), (para 2.1) et (parain j) par la proposition 11.2.11. Soita ∈ A et ~f une facette
sphérique dans~f ∗a . Soit g ∈ N.Q(a) ∩ N.P( ~f ), on peut supposerg ∈ Q(a) ∩ N( ~fa).P( ~f ). Grâce à (fonc), soit∆
tel quea est spécial dansA∆, puis soitn ∈ N∆(a) tel queng ∈ P∆( ~f ). CommeQ vérifie fonctoriellement (para
2.1)(~f ) puis (parasph), on ang∈ Q∆(a)∩P∆( ~f ) = Q∆({a, pr ~f (a)}) ⊂ P∆(pr ~f (a)). D’où g ∈ N∆(a).P∆(pr ~f (a))∩
G. Le point pr ~f (a) étant sphérique, la familleQ vérifie (fonc)(pr ~f (a)) (par 11.2.8, 5) et (paradec)(pr ~f (a))
(grâce à 11.2.3, 6). Par le corollaire 11.4.6, puis la proposition 11.2.3, 1, on obtientg ∈ Q(a) ∩ N.P(pr ~f (a)) =

Q(a) ∩ N.U( ~f ).G(φm( ~f ), a). CommeG(φm( ~f ), a) ⊂ Q({a, pr ~f (a)}), on peut supposerg ∈ Q(a) ∩ NU( ~f ).

Soit ~C une chambre dont l’adhérence contient~f . Soit g = nu une écriture deg correspondant àg ∈ N.U( ~f )
et g = n′u−ǫuǫ une écriture correspondant àg ∈ Q(a) = N(a).(U(− ~C) ∩ Q(a)).(U( ~C) ∩ Q(a)) (obtenue par
(paradec)(a)). Alors n−1n′ = u(uǫ)−1(u−ǫ)−1. Et u(uǫ)−1 ∈ U( ~C). Donc par l’unicité dans la décomposition de
Birkhoff vectorielle deG, on obtientu = uǫ ∈ U( ~f ) ∩ Q(a) ⊂ Q({a, pr ~f (a)}). Doncg = nu∈ N.Q({a, pr ~f (a)}).
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2. Soitg ∈ Q(a) ∩ P( ~f ). D’après (para 2.2)(~f ), on a alorsg ∈ N.Q({a, pr ~f (a)}). Soitg = nq l’écriture correspon-

dante, on aa = g.a = n.a, d’oùn ∈ Q(a)∩N = N(a) grâce à (parain j). De même,~f = g. ~f = n. ~f d’où n ∈ N( ~f ).

Mais commeN agit de manière affine surA, n ∈ N(a) ∩ N( ~f ) = N(a+ ~f ) ⊂ Q({a, pr ~f (a)}).

�

Corollaire 11.7.2. Toute famille de parahoriquesQ vérifiant fonctoriellement (para dec) vérifie fonctoriellement
(para sph), (para in j), (para 2.1)(sph) et (para 2.2)(sph), c’est donc une bonne famille de parahoriques.

C’est en particulier le cas pour la famille minimale de parahoriques dans un groupe de Kac-Moody déployé.

Démonstration:C’est une conséquence du corollaire 11.2.13 et de la proposition ci-dessus. �

11.7.2 Projections

La condition (para 2.2)(~f ) entraine que la projectionpr ~f (a) est bien définie dansI, dès que~fa ⊂ ~f , indépendamment

de l’appartement contenanta et ~f considéré. Ainsi, dans une bonne famille de parahoriques, la conjonction de (para
2.2)(sph) et de (parasph) permettra souvent de ramener une preuve à une étude dans une façade sphérique, donc dans
un immeuble affine, bien connu grâce à [BT72].

Proposition 11.7.3. SiQ vérifie (para 2.2)(~f ), alors la projection pr~f est bien définie sur la réunion des A(T)~g tels

que ~f ∪ ~g ⊂ ~A(T) et~g ⊂ ~f . Pour tout g∈ G, on a g.pr ~f (a) = prg~f (g.a).

Démonstration:

Soit a dans une façadeA(T)~g telle que~f ∪ ~g ⊂ ~A(T) et~g ⊂ ~f . Soit T0 un tore maximal de référence, soitg ∈ G

tel queg.A(T) = A(T0). Alors g. ~f et g.~g sont deux facettes de~A(T0) telles queg.~g ⊂ Vect~A(T0)(g. ~f ) donc la projection
prg~f (ga) est bien définie dansA(T0). On veut poserpr ~f (a) = g−1(prg~f (ga)), il s’agit de vérifier que ceci est indépendant
deT et deg.

Soient doncT′ et g′ d’autres choix possibles. Alorsg′g−1 envoiegaet g~f sur un autre point deA(T0) et une autre
facette de~A(T0). Doncg′g−1 ∈ N(T0)Q(ga) ∩ N(T0)P(g~f ). Ceci vautN(T0)Q({ga, prg~f (ga)}) par (para 2.2)(g~f ). Soit

n ∈ N(T0) tel queg′g−1 ∈ n.Q({ga, prg~f (ga)}). Alors g′g−1(prg~f (ga)) = n(prg~f (ga)) = prng~f (nga) = prg′ ~f (g
′a). Ceci

prouve queg−1(prg~f (ga)) = (g′)−1(prg′ ~f (g
′a)). �

11.7.3 Conśequences varíees

On rassemble ici quelques petits résultats obtenus au moyen des projections pour une bonne famille de para-
horiques.

On peut dans une certaine mesure caractériser un point deI par ses projetés dans diverses façades. Par exemple,
on prouve le :

Lemme 11.7.4.Soit ~f une facette de~A, et Q une famille de parahoriques vérifiant (para sph) et (para 2.2)(~m) pour

toute cloison~m de~f ∗ ∩ ~A. Alors pour tout u∈ U( ~f ), pour tout a∈ A tel que~f ⊂ ~f ∗a , ou u.a = a, ou bien u.a < A.
En terme de groupes, ceci s’écrit U( ~f ) ∩ N.Q(a) ⊂ Q(a).

Preuve du lemme:Soit a ∈ A, supposonsu.a ∈ A. Soit ~m une cloison de~f ∗ ∩ ~A ∩ ~f ∗a , alors u ∈ P(~m), donc
u.pr~m(a) = pr~m(u.a) ∈ A~m. Ainsi u envoie le pointpr~m(a) sur un autre point de l’appartementA~m. Sachant queu fixe
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par ailleurs un cône ouvert deA~m (c’est-à-dire une demi-droite, puisque dim(A~m) = 1), et queI~m est un immeuble
affine (en fait un arbre), ceci entraine queu.pr~m(a) = pr~m(a), d’où pr~m(u.a) = pr~m(a).

Donca etu.a sont deux points deA dont les projetés sur tous lesA~m, pour~mune cloison de~f ∗ ∩ ~A∩ ~f ∗a cöıncident.

Ceci entraine que
−−−−→
a u(a) est dans l’intersection de ces~m. Mais celle-ci est triviale dansA~fa

. �

Voici la première conséquence de ce lemme :

Proposition 11.7.5. Toute famille de parahoriques vérifiant (para sph), (para in j), (para 2.1)(~m) et (para 2.2)(~m)
pour toute cloison~m vérifie aussi (para dec).

Remarque:grâce à 11.7.1, on peut remplacer l’hypothèse (para 2.1)(~m) par (parain j).

Démonstration:
Soit a ∈ A et ~C ∈ F ( ~f ∗a ∩ ~A). Par la décomposition d’Iwasawa,G = U( ~C).N.P(a). Prenant l’intersection avec

Q(a), il vient Q(a) = (U( ~C).N∩Q(a)).P(a). Mais le lemme entraine facilement (avec (parain j)) queU( ~C).N∩Q(a) =
(U( ~C) ∩ Q(a)).N(a). D’où Q(a) = (U( ~C) ∩ Q(a)).P(a).

Maintenant,P vérifie (paradec) par le corollaire 11.6.3, doncP(a) = (U( ~C) ∩ P(a)).(U(− ~C) ∩ P(a)).N(a) ⊂
(U( ~C) ∩ Q(a)).(U(− ~C) ∩ Q(a)).N(a). D’où le résultat :Q(a) = (U( ~C) ∩ Q(a)).(U(− ~C) ∩ P(a)).N(a) ⊂ (U( ~C) ∩
Q(a)).(U(− ~C) ∩ Q(a)).N(a). �

Remarque:Le résultat obtenu est même un peu plus fort : on a vu queQ(a) = (U( ~C)∩Q(a)).(U(− ~C)∩P(a)).N(a).

Vu le corollaire 11.7.2 et la proposition 11.2.12, dans le cas où la donnée radicielle est fonctorielle, on a donc pour
toute famille de parahoriquesQ équivalence entre les assertions suivantes :

– Q est fonctoriellement une bonne famille de parahoriques.
– Q vérifie fonctoriellement (paradec).
– Q vérifie fonctoriellement (parasph), (para 2.1)(~m) et (para 2.2)(~m) pour toute cloison~m.
– Q vérifie fonctoriellement (parasph), (parain j), et (para 2.2)(~m) pour toute cloison~m.

Pour une familleQ vérifiant (parasph), (parain j), et (para 2.2) pour les cloisons, le lemme implique aussi l’égalité

N ∩ U( ~C).Q(a) = N(a), pour toute chambre~C de ~A et tout pointa ∈ A tels que~fa ∈ ~C. Et ceci permet, comme en
11.4.5, de prouver l’unicité moduloN(a) du facteur dansN de la décomposition d’Iwasawa :

Proposition 11.7.6. Soit Q une bonne famille de parahoriques. Soient~C une chambre de~A et a ∈ A. Alors N∩

U( ~C).Q(a) = N(a) si ~fa ⊂ ~C.

En conséquence, pour tous n, n′ ∈ N tels que~fa ⊂ n~C ou ~fa ⊂ n′ ~C, on a :

U( ~C).n.Q(a) ∩U( ~C).n′.Q(a) , ∅ ⇒ n−1n′ ∈ N(a) ⇒ U( ~C).n.Q(a) = U( ~C).n′.Q(a).

Démonstration:Le premier point découle du lemme 11.7.4, la suite est immédiate (voir la partie 11.4.2).�

Proposition 11.7.7. On suppose que Q vérifie (para 2.2)(~m) pour toute cloison~m. Soitψ = {α1, ..., αk} ⊂ φ
u( ~C) un

ensemble réduit de racines, rangées dans un ordre grignotant. (Ceci signifie que pour tout i,ker(αi) contient une
cloison incluse dans l’intérieur de

⋂
j>iD(α j), voir par exemple [Ré02] 9.1.2).

Soit u= u1...uk avec ui ∈ Uαi . Alors :

FixA(u) =
⋂

i

Fix(ui) =
⋂

i

D(αi , ϕαi (ui))
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Démonstration:
La seconde égalité vient de 11.3.10. Pour la première, l’inclusion ”⊃” est claire.

Soit a ∈ FixA(u). Par hypothèse, il existe une cloison~m1, incluse dans ker(α1) et dans l’intérieur de
⋂

j>1D(α j).
Ainsi, u ∈ P(~m1), et pour toutj > 1, u j fixe A~m1. Doncu agit surA~m1 commeu1. Par la proposition 11.7.3,u et u1

fixent le pointpr~m1(a). Ceci entraineu1 ∈ Uα1(pr~m1(a)) = Uα1(a).
Maintenant l’élémentu−1

1 u = u2...uk fixe a et est le produit dek − 1 éléments de groupes radiciels dans un ordre
grignotant, par récurrence on obtient que pour touti ∈ ~2, k�, ui ∈ Uαi (a).

D’où u ∈ Uα1(a)...Uαk(a) et a ∈
⋂k

i=1 Fix(ui). �

11.7.4 D́ecomposition de Ĺevi

La proposition suivante donne dans certains cas une décomposition de Lévi pourQ(Ω) :

Proposition 11.7.8.Soit ~f une facette sphérique de~A, soit Q une famille de parahoriques vérifiant (para 2.1)(~f ) et

(para 2.2)(~m) pour chaque cloison~m de~f ∗ ∩ ~A. SoitΩ une partie de A telle que Cl(~Ω) = ~f . Alors :

Q(Ω) =
(
U( ~f ) ∩ Q(Ω)

)
⋊

(
N(Ω).G

(
φm( ~f ),Ω

))

=
(
U( ~f ) ∩ Q(Ω)

)
⋊ Q
(〈
Ω, ~f
〉

A

)
.

Démonstration:
Il est clair que

(
U( ~f ) ∩ Q(Ω)

)
⋊

(
N(Ω).G

(
φm( ~f ),Ω

))
⊂
(
U( ~f ) ∩ Q(Ω)

)
⋊ Q
(〈
Ω, ~f
〉

A

)
⊂ Q(Ω).

Soit g ∈ Q(Ω). NotonsΩ ~f = pr ~f (Ω), d’après (para 2.1)(~f ), g ∈ Q(Ω ~f ). D’après 11.2.3, 2, on ag ∈ U( ~f ) ⋊(
N(Ω ~f ).G(φm( ~f ),Ω ~f )

)
. MaisG(φm( ~f ),Ω ~f ) = G(φm( ~f ),Ω), on peut donc supposerg ∈ (U( ~f ).N(Ω ~f )) ∩ Q(Ω). Main-

tenant, le lemme 11.7.4 entraineg ∈ (U( ~f ) ∩ Q(Ω)) . N(Ω). �

Cette proposition permet, pour prouver queQ vérifie (para 2.1+)( ~f ), de se ramener à l’étude deU( ~f ) ∩ Q(a),
comme l’indique le corollaire suivant :

Corollaire 11.7.9. Soit Q une famille de parahoriques vérifiant les hypothèses de la proposition. Si a est un point

d’une façade A~g avec~g ⊂ ~f , alors :

Q(a) ∩ P( ~f ) =
(
U( ~f ) ∩ Q(a)

)
⋊

(
N(a+ ~f ).G

(
φm( ~f ), a

))

=
(
U( ~f ) ∩ Q(a)

)
⋊ Q
(〈

a, ~f
〉

A

)
.

Démonstration:Ayant remarqué queQ(a)∩ P( ~f ) = Q({a, pr ~f (a)}), on applique la proposition àΩ = {a, pr ~f (a)}.�

Nous avons ainsi obtenu une décomposition de Lévi pour le groupeQ(Ω) lorsque Cl(~Ω) est l’adhérence d’une
facette~f sphérique. Cette décomposition repose sur la décomposition de Lévi vectorielle deP( ~f ). Il y a un autre cas
où on dispose d’une décomposition de Lévi vectorielle : c’est pour le fixateur d’une partie~Ω équilibrée (c’est-à-dire
une union finie de facettes sphériques dont au moins une est positive et une négative). Ceci fournit naturellement une
décomposition des groupesQ(Ω) correspondants. De plus, dans le cas équilibré on dispose d’une bonne description
du facteur unipotent.

Proposition 11.7.10.SoitΩ une partie de A contenant au moins un point sphérique positif et un point sphérique
négatif. On suppose que Q est une bonne famille de parahoriques. Alors :

Q(Ω) = U(Ω) ⋊
(
M(~Ω) ∩ Q(Ω)

)
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avec :

U(Ω) := G(φu(~Ω),Ω) =
∏

α∈φu
red(~Ω)

Uα(Ω)

M(~Ω) ∩ Q(Ω) = N(Ω).G(φm(~Ω),Ω) .

(Le produit dans U(Ω) peut s’effectuer dans n’importe quel ordre.)

Démonstration:
Soient ~f + et ~f − des facettes maximales de Cl(~Ω) ∩ ~A+ et Cl(~Ω) ∩ ~A−. Alors Vect(~f +) = Vect(~f −) = Vect(Cl(~Ω)),

doncM( ~f +) = M( ~f −) = M(Cl(~Ω)) = M(~Ω). De plus,~f + ∪ ~f − est une partie équilibrée, donc son fixateur admet la
décomposition de LéviP( ~f + ∪ ~f −) = U( ~f + ∪ ~f −) ⋊ M(~Ω).

Soitg ∈ Q(Ω). En particulier,g ∈ P(~Ω) = P(Cl(~Ω)) ⊂ P( ~f + ∪ ~f −), doncg ∈ Q(Ω) ∩ (U( ~f + ∪ ~f −) ⋊ M(~Ω)). Soient
u ∈ U( ~f + ∪ ~f −) et m ∈ M(~Ω) tels queg = um. Montrons queu etm fixentΩ.

Soitω ∈ Ω. Alors ~f + ∪ ~f − ∪ ~fω est une partie équilibrée, donc

P( ~f + ∪ ~f − ∪ ~fω) = U( ~f + ∪ ~f − ∪ ~fω) ⋊ M( ~f + ∪ ~f − ∪ ~fω) = U( ~f + ∪ ~f − ∪ ~fω) ⋊ M(~Ω) .

Le groupeU( ~f + ∪ ~f − ∪ ~fω) fixe toute la façadeA~fω
, donc

g ∈ Q(ω) ∩ P( ~f + ∪ ~f − ∪ ~fω) = U( ~f + ∪ ~f − ∪ ~fω) ⋊
(
M(~Ω) ∩ Q(ω)

)
.

Mais U( ~f + ∪ ~f − ∪ ~fω) ⊂ U( ~f + ∪ ~f −), doncg = um est également l’écriture deg dans la décomposition de
Q(ω) ∩ P( ~f + ∪ ~f − ∪ ~fω) qu’on vient d’obtenir. En particulier,u etm fixentω.

On a ainsi prouvé :

Q(Ω) =


⋂

~f∈F (~Ω)

U( ~f + ∪ ~f − ∪ ~f )

 ⋊
(
M(~Ω) ∩ Q(Ω)

)

=
(
U( ~f + ∪ ~f −) ∩ Q(Ω)

)
⋊

(
M(~Ω) ∩ Q(Ω)

)
.

Étudions le premier facteur. Comme~f + ∪ ~f − sont deux facettes sphériques de signes opposés, on sait par [Ré02]
6.3.1 queU( ~f + ∪ ~f −) = G(φu( ~f + ∪ ~f −)) =

∏
α∈φu

red( ~f+∪ ~f−) Uα, pour un ordre qu’on peut choisir grignotant surφu
red(

~f + ∪

~f −) (carφ(T) est réduit). Alors la proposition 11.7.7 permet de montrer que :

Q(Ω) ∩ U( ~f + ∪ ~f −) =
∏

α∈φu
red( ~f+∪ ~f−)

Uα(Ω) .

Mais siα < φu(~Ω), alorsUα(Ω) = {e}. D’où finalement :

Q(Ω) ∩ U( ~f + ∪ ~f −) =
∏

α∈φu
red(~Ω)

Uα(Ω) .

Passons à la description deM(~Ω)∩Q(Ω). Soitm ∈ M(~Ω)∩Q(Ω). Soitω ∈ Ω. Soit ~f = pr ~fω ( ~f ǫ), oùǫ est un signe

de ~fω. Il s’agit d’un facette sphérique. Par (para 2.1)(~f ) puis 11.2.3,m ∈ Q(pr ~f (ω))∩M(~Ω) = N(pr ~f (ω)).G(φm(~Ω), ω).
CommeN(pr ~f (ω)) = N(pr ~f+ (ω)), on obtientm ∈ Q(pr ~f+ (ω)). Au final, m fixe la partiepr ~f+ (Ω), d’où, encore avec
11.2.3 :

m ∈ N(pr ~f+ (Ω)).G(φm(~Ω),Ω) ∩ Q(Ω) = N(Ω).G(φm(~Ω),Ω) .

�

105

te
l-0

04
97

96
1,

 v
er

si
on

 1
 - 

6 
Ju

l 2
01

0



Corollaire 11.7.11. Dans les conditions de la proposition, Q(Ω) = N(Ω).Q(Cl(Ω)).

Exemple11.7.12. LorsqueΩ = D(α, k) est un demi-appartement dans un appartementA, la proposition donneQ(Ω) =
Uα,k ⋊ H. SoitΩ′ = (Ω ∩ Å) ∪ M(α, k), alors Cl(Ω′) = Ω, N(Ω′) = N(Ω), ~Ω′ = ~M(α), et la proposition donne alors
Q(Ω) = Q(Ω′) = {e}⋉ (H.Uα,k). On peut ainsi obtenir plusieurs décompositions de type Lévi d’un même groupe, selon
que les facteurs de la formeUα(Ω) tels queU−α(Ω) = {e} sont considérés comme inclus dans le facteur unipotent ou
dans le facteur de Lévi.

On préfèrera sûrement les placer dans le facteur unipotent, et pour obtenir ce résultat il faut appliquer la proposition
à la partie Cl(Ω) au lieu deΩ.

11.8 La bonne famille de parahoriques maximale

Définition 11.8.1. Soit Q une bonne famille de parahoriques. On définit :

Q̄(a) =
{
g ∈ P( ~fa) | ∀ ~f ∈ ( ~f ∗a ) ∩ ~Isph, g.pr ~f (a) = prg. ~f (a)

}

Ainsi Q̄(a) est l’ensemble des éléments deG qui permutent les projetés dea dans les façades sphériques.

Lemme 11.8.2.Soit Q une famille de parahoriques vérifiant (para sph) et (para 2.2)(sph) fonctoriellement. Soit∆ un
sous-groupe deR. Alors l’application

ψ :
I(Q) → I(Q∆)

[g, a]Q 7→ [(g, a)]Q∆

est bien définie, G-équivariante, et compatible aux projections (c’est-à-direψ(pr ~f (a)) = pr ~f (ψ(a)) pour toute facette

~f sphérique et tout a∈ A~g avec~g ⊂ ~f ). Elle induit une injection deI(Q)sph dansI(Q∆)sph, et plus généralement,
l’image inverse d’un point[(g, a)]Q∆, a ∈ A et g∈ G est de cardinal 1 dès que G∩ N∆.Q∆(a) = N.Q(a).

Preuve du lemme:Il est clair queψ est bien définie etG-équivariante. Elle est également compatible aux projections
dans l’appartementA, puis parG-équivariance surI(Q).

Détaillons un peu l’injectivité : soientg, h ∈ G, a, b ∈ A tels que (g, a) ∼Q∆ (h, b). Alors g−1h ∈ N∆.Q∆(a) ∩G, et
par hypothèse (ou par 11.2.8 pour un pointa sphérique),N∆.Q∆(a) ∩G = N.Q(a). D’où (g, a) ∼Q (h, b). �

Proposition 11.8.3.Pour toute famille de parahoriques Q fonctoriellement bonne,Q̄ est encore une famille de para-
horiques fonctoriellement bonne pourD. Elle vérifie en outre (fonc), et (para 2.1), et non juste (para 2.1)(sph).

Démonstration:
Pour touta ∈ A, Q̄(a) est un sous-groupe deP( ~fa) contenantQ(a) et doncP(a) d’après 11.7.3. De plus, (para 0.4)

est claire, donc̄Q est une famille de parahoriques.
Si a ∈ Asph, alors ~fa est une facette sphérique de~f ∗a donc par définition deQ̄(a), on a pour toutg ∈ Q̄(a),

g.a = g.pr ~fa(a) = prg~fa
(a) = a. DoncQ̄(a) = Q(a) = P(a), carQ vérifie (parasph). DoncQ̄ vérifie (parasph).

Montrons (fonc). Soita ∈ A et g ∈ Q̄∆(a) ∩G. Soit ~f ∈ ( ~f ∗a )sph. Soitψ : I(Q) → I(Q∆) comme dans le lemme.
On aψ(g.pr ~f (a)) = g.ψ(pr ~f (a)) = g.pr ~f (ψ(a)) = prg~f (ψ(a)) = ψ(prg~f (a)). Mais commepr ~f (a) est un point sphérique
etψ est injective surI(Q)sph, ceci entraine queg.pr ~f (a) = prg~f (a).

On prouve ainsi queg ∈ Q̄(a).

Étudions (para 2.1). Soita ∈ A, ~f ∈ ~f ∗a etq ∈ Q̄(a)∩P( ~f ). Pour montrer queq ∈ Q̄(pr ~f (a)), il suffit de montrer que

pour toute facette~h ∈ ( ~f ∗)sph, q.pr~h(pr ~f (a)) = prq.~h(pr ~f (a)). Mais pr~h(pr ~f (a)) = pr~h(a), et prq.~h(pr ~f (a)) = prq~h(a), le
résultat en découle.
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La condition (parain j) est alors conséquence de 11.2.12.

Il reste à voir (para 2.2)(sph). Soit donca ∈ A, ~f une facette sphérique de~f ∗a , etg ∈ NQ̄(a) ∩ P( ~f ) = N( ~fa)Q̄(a) ∩
P( ~f ). Soit ∆ ≤ R tel quea soit spécial dansA∆, il existe alorst ∈ T∆ tel que tg ∈ Q̄∆(a) ∩ P∆( ~f ), donc par
(para 2.1)(~f ) pour Q̄∆, tg ∈ Q̄∆({a, pr ~f (a)}) puis g ∈ T∆Q̄∆({a, pr ~f (a)}) ∩ G ⊂ T∆P∆(pr ~f (a)) ∩ G. Alors, comme

pr ~f (a) est sphérique,P∆ vérifie (paradec)(pr ~f (a)) donc par 11.4.6, 11.2.8 point 5, puis 11.2.3,g ∈ N( ~f ).P(pr ~f (a)) =

N( ~f ).U( ~f ).G(φm( ~f ), a). Quitte à multiplierg à droite par un élément deG(φm( ~f ), a), et à gauche par un élément de
N( ~f ), on peut donc supposerg ∈ N( ~fa).Q̄(a) ∩ U( ~f ).

DansG∆, ceci donneg ∈ T∆.Q̄∆(a) ∩ U∆( ~f ) puisquea est spécial dansA∆. Soit t ∈ T∆ tel queg ∈ t.Q̄∆(a),
alors t−1g ∈ Q̄∆(a) ∩ P( ~f ∗ ∩ ~A), donct−1g fixe tous les projetés dea sur les façades sphériques de direction dans
~f ∗ ∩ ~A∩ ~f ∗a . En particulier, soit~m une cloison dans~f ∗ ∩ ~A∩ ~f ∗a , alors g.pr~m(a) = t.pr~m(a) ∈ A~m. CommeA~m est une
façade sphérique, le lemme 11.7.4 y est toujours vrai, et le fait queg ∈ U∆( ~f ) entraine alorsg.pr~m(a) = pr~m(a). Donc
t fixe la façadeA~m. Au total,t induit surA~fa

une translation de vecteur inclus dans chaque Vect(~m) pour~mune cloison

dans~f ∗ ∩ ~A∩ ~f ∗a . L’intersection de ces hyperplans et de~A~fa
est triviale, donct fixe A~fa

, etg ∈ Q̄∆(a) ∩ U∆( ~f ) ∩G.

Appliquant (para 2.1)(~f ), puis (fonc), on obtientg ∈ Q̄∆({a, pr ~f (a)}) ∩G = Q̄({a, pr ~f (a)}). �

Lemme 11.8.4.Soient Q et R deux familles de parahoriques vérifiant (para sph) et (para 2.2)(sph). On suppose que

pour tout a∈ A, Q(a) ⊂ R(a). Alors le morphisme surjectif G-équivariant d’immeublesψ :
I(Q) → I(R)

[g, a]Q 7→ [g, a]R

induit un isomorphisme entreI(Q)sph etI(R)sph, et pour toute facette sphérique~h, pour tout point a tel que~fa ⊂ ~h, on
a ψ(pr~h(a)) = pr~h(ψ(a)).

Preuve du lemme:Il est clair queψ envoieI(Q)sph surI(R)sph. Montrons qu’elle est injective surI(Q)sph. Soient
g, h ∈ G, a, b ∈ Asph tels que (g, a) ∼R (h, b). Alors il existen ∈ N tel queb = naet g−1hn ∈ R(a). MaisR(a) = P(a) =
Q(a) carRet Q vérifient (parasph). D’où (g, a) ∼Q (h, b).

LorsqueQ et R vérifient (para 2.2)(~h) pour une certaine facette~h, la compatibilité entreψ et pr~h est claire sur la
définition. �

Proposition 11.8.5.Pour toute bonne famille de parahoriques Q, sa complétionQ̄ est égale à celle de P.

Démonstration:Soit ψ : I(P) → I(Q) comme dans le lemme. Soita ∈ A, g ∈ P̄(a) et ~f ∈ ( ~f ∗a )sph. Alors
g.pr ~f (a) = prg~f (a), d’où, puisqueψ estG-équivariante et compatible aux projections,g.pr ~f (a) = g.pr ~f (ψ(a)) =
prg~f (ψ(a)) = prg~f (a). On obtient ainsig ∈ Q̄(a), puisP̄ ⊂ Q̄.

Pour l’autre inclusion, soitg ∈ Q̄(a), ~f ∈ ( ~f ∗a )sph. Alors ψ(g.pr ~f (a)) = g.pr ~f (ψ(a)) = prg~f (ψ(a)) = ψ(prg~f (a)).
Alors par injectivité deψ surI(Q)sph, on obtient dansI(Q), g.pr ~f (a) = prg~f (a). D’où Q̄ ⊂ P̄.

Maintenant, pour toute bonne familleQ de parahoriques, on aQ ⊂ Q̄ = P̄. �

Corollaire 11.8.6. Supposons qu’il existe une famille de parahoriques fonctoriellement bonne pourD.
Alors P̄ est l’unique bonne famille de parahoriques maximale, et P est l’unique bonne famille de parahorique

minimale.
Ceci est en particulier le cas dans un groupe de Kac-Moody déployé.

Démonstration:On a déjà vu queP est l’unique famille de parahoriques minimale, et grâce aux corollaires 11.6.3
et 11.7.2 qu’elle est bonne dès qu’il existe une famille de parahoriques fonctoriellement bonne pourD. Concernant̄P,
il s’agit des deux propositions précédentes. �
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11.9 Très bonnes familles de parahoriques

On donne maintenant quelques propriétés deI(Q) lorsqueQ est une bonne famille de parahoriques vérifiant
certaines hypothèses supplémentaires. Ces hypothèses supplémentaires sont vérifiées par exemple par la famille de
parahoriques construite par Guy Rousseau pour un groupe de Kac-Moody déployé ([Rou10]), elles le seront encore
par la famille de parahoriques que nous obtiendrons pour un groupe presque déployé dans la partie 13.

11.9.1 Action de~I sur I

Proposition 11.9.1.Soit ~f une facette de~A. Si Q vérifie (para2.2+)( ~f ), alors pour tout~v ∈ ~f et a∈ A tel que~fa ⊂ ~f ,
pour tout appartement B contenant a et~f , on a a+A ~v = a +B ~v. Autrement dit, l’opération a+ ~v est bien définie, et
indépendante de l’appartement contenant a et~f considéré.

De plus, tout appartement contenant a et~f contient alors a+ ~f
A

, et cet ensemble est indépendant de A. On pourra

donc le noter juste a+ ~f .

Démonstration:

Soit g ∈ G tel queg.B = A. Alors g ∈ N.Q(a) ∩ N.P( ~f ) = N.Q(a+ ~f
A

) (adhérence dansA). On peut supposer

g ∈ Q(a+ ~f
A

), en particulier,g fixea+A ~v, doncg−1(a+A ~v) = a+A ~v. Mais par définition de la structure affine sur les
appartements,g−1(a+A ~v) = g−1(a) +g−1A g−1(~v) = a+B ~v. D’où a+A ~v = a+B ~v.

Ensuite, le fait queB = g−1A, avecg−1 ∈ Q(a+ ~f
A

) entraine quea+ ~f
A

⊂ A ∩ B. Or de manière générale,

g−1.a+ ~f
A

= g−1a+ g−1 ~f
g−1A

, on obtient donc ici quea+ ~f
B

= a+ ~f
A

. �

11.9.2 Existence d’isomorphismes entre appartements

La condition (para 2.2+)(sph) permet également de prouver (para 5) pour certaines partiesΩ. Cependant, une con-
dition un peu plus faible suffit, il s’agit de :

(para 2.1+−)( ~f ) : ∀g ∈ U( ~f ), il existea ∈ Å tel queg ∈ Q
(
a+ ( ~f ∗ ∩ ~A)

)
.

Remarques:
– CommeU( ~f ) =

⋂
~C U( ~C), où ~C parcourt l’ensemble des chambres de~f ∗ ∩ ~A, un élémentu ∈ U( ~f ) fixe toujours

un cône dirigé par chacune de ces chambres. Lorsque~f est déjà une chambre, (para 2.1+−)( ~f ) est donc toujours
vérifiée. Pour une facette générale, cette condition impose que la réunion de ces cônes fixés soit connexe.

– Cette condition est clairement vérifiée siQ vérifie (para 2.1+)( ~C) pour toute chambre~C de ~f ∗ ∩ ~A.

Lemme 11.9.2.Soit Q une bonne famille de parahoriques vérifiant (para2.1+−)(sph).

1. Soit A un appartement deI(Q), soit ~f ∈ F (~Asph), Ω ⊂ A~f et g ∈ P(Ω). Alors il existe une partieΩ0 ⊂ Å et

n ∈ N(Ω) tels que pr~f (Ω0) = Ω et ng∈ Q(Ω0 + ~f ).

2. Soit ~f une facette sphérique. Soit a∈ A tel que~fa ⊂ Vect~A( ~f ) et telle que soit~fa est sphérique, soit~fa et ~f sont
de même signe. Alors :

– ∀g ∈ Q(a) ∩ P( ~f ), ∃b ∈ a+ ~f tel que g∈ Q({a} ∪ b+ ~f ) ⊂ Q({a, pr ~f (a)})

– ∀g ∈ NQ(a) ∩ P( ~f ), ∃b ∈ a+ ~f tel que g∈ NQ({a} ∪ b+ ~f ) ⊂ NQ({a, pr ~f (a)}).
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3. La projection pr~f (a) d’un point a∈ I sur une façadeI ~f avec ~f sphérique est bien définie lorsqu’il existe un

appartement~A contenant~fa ∪ ~f , tel que~fa ⊂ Vect~A( ~f ) et { ~fa est de même signe que~f ou ~fa est sphérique}. On
a alors pour tout g∈ G, g.pr ~f (a) = prg~f (ga).

Le deuxième point constitue un renforcement de (para 2.1)(sph) et de (para 2.2)(sph), non seulement car il prouve

qu’un cône dirigé par~f est fixé, mais aussi car il s’applique lorsque~fa ⊂ Vect(~f ) et non seulement lorsque~fa ⊂ ~f .

Preuve du lemme:
On sait par 11.2.3 queP(Ω) = N(Ω).U( ~f ).G(φm( ~f ),Ω). Soientn ∈ N(Ω), u ∈ U( ~f ) et m ∈ G(φm( ~f ),Ω) tels que

ng = um. Par (para 2.1+−)( ~f ), il existea ∈ A tel queu fixe a+ ~f ∗ ∩ ~A, et ceci contient une partie de la formeΩ0 + ~f

avecΩ0 ⊂ Å et pr ~f (Ω0) = Ω. Le facteurmfixe
〈
Ω, ~f
〉

A
qui contientΩ0 + ~f . Ceci prouve le premier point.

Soient ~f eta comme dans l’énoncé du second point. Soitg ∈ Q(a)∩P( ~f ). En particulier,g ∈ P( ~fa∪ ~f ) = P(Cl( ~fa∪
~f )) par 10.1.4. Soit~h = pr ~fa(

~f ) ⊂ Cl( ~fa ∪ ~f ), alors~h est une facette sphérique et Vect(~h) = Vect(~f ). Par (para 2.1)(~h),

g ∈ Q(pr~h(a)). Par le premier point, il existen ∈ N(pr~h(a)) et a0 ∈ Å tels quepr~h(a0) = pr~h(a) et ng ∈ Q(a0 + ~h). Le

cônea0 + ~h contient un sous cône de la formeb+ ~h avecb ∈ a+ ~h. En particulier,b ∈ A~fa
doncb+ ~h = b+ ~f . Finale-

ment,g ∈ Q(a)∩N(pr~h(a)).Q(b+ ~f ). ModuloG(φm(~h), a), on peut supposerg ∈ Q(a)∩N(pr~h(a)).(U(~h)∩Q(b+ ~f )).

Alors le lemme 11.7.4 entraine que le facteur dansN(pr~h(a)) fixe a, et donca+ ~h. Ainsi, g ∈ Q(a) ∩ Q(b+ ~f ).

Si maintenantg ∈ NQ(a)∩P( ~f ), alors en particulierg ∈ N.P( ~fa)∩P( ~f ) et d’après 10.1.4, ceci vautN.P(Cl( ~fa∪ ~f )).
On peut donc supposerg ∈ P(Cl( ~fa∪ ~f )), en particulier,g ∈ P(~h) en notant encore~h = pr ~fa(

~f ). Alors par (para 2.2)(~h),

g ∈ N(~h).Q({a, pr~h(a)}). Mais nous venons de voir que tout élément deQ({a, pr~h(a)}) fixe un cône de la formeb+ ~f

avecb ∈ a+ ~f .

Le troisième point se prouve alors tout comme 11.7.3. �

Proposition 11.9.3. Soit Q une bonne famille de parahoriques vérifiant (para2.1+−)(sph). SoitΩ une partie de A
contenant au moins un point sphérique et incluse dans A+ ou dans A−, ou contenant au moins un point sphérique
positif et un point sphérique négatif.

Alors : ⋂

ω∈Ω

N.Q(ω) = N.Q(Ω)

Démonstration:
Soitg ∈

⋂
ω∈Ω N.Q(ω). En particulier,g ∈

⋂
~f∈~Ω N.P( ~f ) = N.P(~Ω) = N.P(Cl(~Ω)) par la proposition 10.1.4, on peut

donc supposerg ∈ P(Cl(~Ω)), d’où g ∈
⋂
ω∈Ω N( ~fω).Q(ω).

On traite le cas où~Ω contient des facettes sphériques positives et négative, le cas où~Ω ⊂ ~A± étant plus simple.
Soient ~f + et ~f − des facettes maximales de Cl(~Ω) ∩ ~A+ et Cl(~Ω) ∩ ~A−, respectivement. Ces facettes sont sphériques,
pr ~f+ (

~f −) = ~f +, et pr ~f− (
~f +) = ~f −, d’où Vect(~f +) = Vect(~f −) et N( ~f +) = N( ~f −) = N(~Ω). NotonsΩ+ = Ω ∩ A+ et

Ω− = Ω ∩ A−.
D’après le deuxième point du lemme,g ∈

⋂
ω∈Ω+ N( ~f +).Q(pr ~f+ (ω)), et ceci vautN( ~f +).Q(pr ~f+ (Ω

+)), par 11.2.3.

De même,g ∈ N( ~f −).Q(pr ~f−(Ω
−)).

Par le premier point du lemme, il existeΘ−0 ⊂ Å telle quepr ~f− (Θ
−
0 ) = pr ~f− (Ω

−) et g ∈ N( ~f −).Q(Θ−0 +
~f −).

Appliquant alors (para 2.2)(~f +) sur la partieΘ−0 , puis 11.2.3 4, on trouveg ∈ N( ~f +).Q(pr ~f+ (Ω
+∪Θ−0)). Mais Vect(~f +) =

109

te
l-0

04
97

96
1,

 v
er

si
on

 1
 - 

6 
Ju

l 2
01

0



Vect(~f −) doncpr ~f+ (Ω
+ ∪Θ−0 ) = pr ~f+ (Ω).

Finalement, on peut supposerg ∈ Q(pr ~f+ (Ω)), puis encore par le lemme, qu’il existe une partieΩ+0 ⊂ Å et

n+ ∈ N( ~f +) tels quepr ~f+ (Ω
+
0) = pr ~f+ (Ω) et n+g fixe Ω+0 +

~f +. De même, il existeΩ−0 ⊂ Å et n− ∈ N( ~f −) tels que

pr ~f− (Ω
−
0 ) = pr ~f− (Ω) et n−.g fixeΩ−0 +

~f −.

On peut supposern+ = e. Soitω ∈ Ω−0 +
~f −. Alors g ∈ N.Q(ω) ∩ P( ~f +) = N.Q({ω, pr ~f+ (ω)}), et il existe d’après

le lemme un pointω′ ∈ Å tel queg ∈ N.Q({ω} ∪ ω′ + ~f +). Soitn ∈ N tel queng ∈ Q({ω} ∪ ω′ + ~f +). L’intersection
(ω′ + ~f +) ∩ (Ω+0 +

~f +) contient un scp deω′ + ~f +, carΩ+0 contient un point dont la projection surA~f+ est la même que

celle deω etω′. Commeg fixeΩ+0 +
~f +, n fixe l’intersectionω′ + ~f + ∩Ω+0 +

~f +, et en particulier ce scp. D’où, puisque
n agit par automorphisme affine surÅ, n fixeω. Finalement,g ∈ Q(ω).

Ainsi, g fixe (Ω+0 +
~f +) ∪ (Ω−0 +

~f −).

Enfin, soitω ∈ Ω, soit ǫ un signe deω. Soit~h = pr ~fω ( ~f ǫ) (bien défini car~fω et ~f ǫ sont de même signe), alors

g ∈ N.Q(ω) ∩ P(~h) = N.Q({ω, pr~h(ω)}), et il existeω′ ∈ ω +~h etn ∈ N( ~fω) tels quengfixeω′ + ~h. D’autre part,g fixe

pr~h(Ωǫ0) = pr~h(Ω), par (para 2.1)(sph), doncg ∈ N(~h).U(~h).G(φm(~Ω),Ω). Le fait queg fixeΩǫ0 entraine avec le lemme

11.7.4 que le facteur dansN(~h) fixeΩǫ0, et doncΩǫ0 +
~h, doncg fixe unΩ~h +

~h avecΩ~h ⊂ Å, pr~h(Ω~h) = pr~h(Ω), et ceci

contient en particulier un scp deω′ +~h. On en déduit alors, comme au paragraphe précédent,n ∈ N(ω) d’où g ∈ Q(ω).
On a bien prouvég ∈ Q(Ω). �

Corollaire 11.9.4. Si Q est une bonne famille de parahoriques vérifiant (para2.1+−)(sph), et si A et B sont deux
appartements deI(Q) dont l’intersection contient un point sphérique de signeǫ, alors il existe g∈ G tel que g.A = B
et g induit de A sur B un isomorphisme fixant Aǫ ∩ Bǫ .

Si A∩ B contient un point sphérique de chaque signe, alors il existe g∈ G tel que g.A = B et g fixe A∩ B.

Autrement dit, siΩ est une partie d’un appartement A, contenant un point sphérique et incluse dans A± ou bien
contenant un point sphérique de chaque signe, alors Q(Ω) est transitif sur les appartements contenantΩ.

Corollaire 11.9.5. SoitΩ une partie d’un appartement A contenant au moins un point sphérique positif et un point
sphérique négatif. Alors pour tout appartement B contenantΩ, il existe g∈ G qui induit un isomorphisme de A sur B
fixant ClA(Ω).

En particulier, la partie Cl(Ω) est bien définie, indépendamment de l’appartement contenantΩ considéré.

Démonstration:C’est la concaténation de 11.9.4 et de 11.7.11. �

11.9.3 Intersection d’appartements

On passe maintenant à l’étude de (para 6).
On a vu en s’appuyant sur la décomposition de Lévi deQ(Ω), que cette condition est vérifiée pour des partiesΩ ⊂ A

contenant un point sphérique positif et un point sphérique négatif, dès queQ est une bonne famille de parahoriques
(corollaire 11.7.11). Nous allons maintenant étudier le cas d’une partieΩ composée de points sphériques d’un même
signe. On ne dispose pas pour le fixateur d’une telle partie de la décomposition de Lévi, mais on prouve tout de même
(para 6), sous l’hypothèse (para 2.1+−)(sph).

Proposition 11.9.6.SoitΩ ⊂ Asph. Soit Q une bonne famille de parahoriques vérifiant (para2.1+−). Alors :

Q(Ω) = N(Ω).Q(Cl(Ω) ∩ Asph) .
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Démonstration:
L’ inclusion ”⊃ ” est claire. Le cas oùΩ coupeA+sph et A−sph découle de 11.7.10, on suppose doncΩ ⊂ A+sph.

Soitg ∈ Q(Ω). En particulier,g ∈ P(Cl(~Ω)) par 10.1.4. Par le lemme 11.9.2, il existe un choixC ∈ C tel que défini
dans le lemme 11.1.7, tel queg ∈

⋂
ω∈Ω′(C) N~fω

.Q(ω), où ~fω est la direction de la façade contenantω, et oùΩ′(C ) est

l’intersection deΩ∞(C ) avec l’union des façades sphériques de direction incluse dans Cl(~Ω). Lorsque~f est une facette
sphérique de Cl(~Ω), on obtient alorsg ∈ N~f .Q(Cl(Ω∞(C) ∩ A~f ) ∩ A~f ). Or la partie Cl(Ω∞(C) ∩ A~f ) ∩ A~f contient
Cl(Ω) ∩ A~f , d’après le lemme 11.1.7, d’oùg ∈ N~f . Q(Cl(Ω) ∩ A~f ).

Nous voulons maintenant prouver le résultat similaire lorsque~f est une facette sphérique de
−−−−→
Cl(Ω). Supposons

qu’il existe ~f une telle facette non incluse dans Cl(~Ω). Quitte à projeter~f sur une facette adéquate de Cl(~Ω), on peut
supposer qu’une face~m de ~f de codimension 1 est incluse dans Cl(~Ω). La facette~m est dans l’intérieur de l’enclos de
~Ω∪ ~f (pour la topologie induite), elle est donc sphérique. Le fait que~f 1 Cl(~Ω) signifie qu’il existeα ∈ φ(~Ω) telle que

α( ~f ) < 0. Tout demi-appartement dirigé parα ne contient aucun point deA~f , or ~f ⊂
−−−−→
Cl(Ω), ceci implique qu’aucun

demi-appartement dirigé parα ne contientΩ. Il existe donc (ω) ∈ ΩN telle queα(ωn) →n→∞ −∞ etα(ωn) ∈ R pour
toutn (autrement dit,~fωn ⊂ kerα pour toutn). La facette~mest maximale dans Cl(~Ω)∩ ker(α), donc tous lesωn ont un
projetéω′n dansA~m. Comme~m est sphérique,A~m est compact, et la suite (ω′) a une valeur d’adhérenceω∞ dansA~m.
Commeα(ω∞) = −∞, ω∞ est dans une facette~g 1 Cl(~Ω), sphérique. Or, par 11.9.2,g fixe tous lesω′n, n ∈ N, puis
comme~g est sphérique,g fixe Cl{ω′n|n ∈ N}. Doncg fixe un cônec ⊂ A~m tel queω∞ = [c]A~m

. Ainsi g ∈ Q(ω∞) ⊂ P(~g),

on peut donc rajouterω∞ àΩ, et~g à ~Ω. On arrive ainsi à prouver queg ∈ P(
−−−−→
Cl(Ω)).

Alors il existe un choixC ∈ C etΩ∞(C), comme définis cette fois à la proposition 11.1.5, tels queg ∈
⋂
ω∈Ω∞(C) N~fω

Q(ω).

Donc pour chaque facette sphérique de
−−−−→
Cl(Ω), g ∈ N~f .Q(A~f ∩ Cl(A~f ∩ Ω

∞(C))), or A~f ∩ Cl(A~f ∩ Ω
∞(C)) contient

Cl(Ω) ∩ A~f , d’après la proposition 11.1.5. On conclut alors grâce à la proposition 11.9.3 queg ∈ NΩ.Q(Cl(Ω) ∩ Asph).
�
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12 Descente

Il est facile de généraliser au cas présent le théorème 9.2.10 de [BT72] qui permet sous certaines hypothèses de
descendre la valuation deD à un sous-groupe. Pour obtenir une masure bordée pour ce sous-groupe, il faudra ensuite
descendre la famille de parahoriques. Ce sont bien sûr ces résultats qui serviront pour définir une valuation dans un
groupe de Kac-Moody presque déployé.

12.1 Contexte et notations

On fixe un tore maximalT et on noteφ = φ(T), ~V = ~V(T), ~A = ~A(T). On fixe également une bonne famille de
parahoriquesQ et on noteI = I(Q).

On se donne un autre système de racinesφ♮ ⊂ (~V♮)∗ avec~V♮ un sous-espace de~V. On noteraW(φ♮) ⊂ Gl(~V♮) le
groupe de Weyl et~A♮ ⊂ ~V♮ l’appartement correspondants. On notera aussi~A♮ = ~A∩ ~V♮, la trace de l’appartement~A sur
~V♮. On adopte la convention de noter en lettres latines les racines deφ♮. On suppose :

– (DSR) :φ♮ est un système de racines à base libre, et il existe une chambre~C♮ de ~A♮ telle que toute facette de~C♮

rencontre~A et toute facette sphérique de~C♮ rencontre~Asph.

On noteraΠ♮ la base deφ♮ correspondant à la chambre~C♮ donnée par (DSR). On ne suppose pas queφ♮ engendre
(~V♮)∗, autrement dit (φ♮, ~V♮) n’est pas forcément essentiel.

On se donne ensuite une donnée radicielleD♮ = (G♮, (U♮
a)a∈φ♮) de système de racinesφ♮. On notera avec un♮ en

exposant tous les objets associés à la donnée radicielleD♮, par exempleN♮, T♮ ...
Pour touta ∈ φ♮, k ∈ R, on note :

φa :=
{
α ∈ φ | α|~V♮ ∈ R

+∗.a
}

φ0 :=
{
α ∈ φ | α(~V♮) = 0

}

~D(a) :=
{
x ∈ ~A♮ | a(x) ≥ 0

}
⊂ ~A♮

Ua := U(~D(a)) = G(φa) = 〈 {Uα | α ∈ φa} 〉

Ua,k :=
〈 {

Uα,rk | α ∈ φa, r ∈ R+∗ etα
|~V♮ = ra

} 〉

Z := P(~A♮) =
〈

T,
{
Uα | α ∈ φ etα(~V♮) = 0

} 〉
.

Pour toute racine simplea ∈ Π♮, l’ensembleφa n’est autre queφu(~D(a)). Il est inclus dansφm(ker(a)) qui est fini
car d’après (DSR), ker(a) ∩ ~Asph, ∅. De plus,P(ker(a) ∩ ~A) = M~A(ker(a) ∩ ~A) = 〈 Z,Ua,U−a 〉, c’est un groupe muni
d’une donnée radicielle de système de racine finiφa ∪ φ−a ∪ φ0.

On suppose vérifiées les conditions suivantes de compatibilité des données radicielles :

– (DDR 1) :G♮ ⊂ G et∀a ∈ φ♮, U♮
a ⊂ Ua.

– (DDR 2) :∀a ∈ φ♮ tel que 2a ∈ φ♮, Card
{
α
|~V♮ | α ∈ φ etα

|~V♮ ∈ R
+∗.a
}
≤ 2.

– (DDR 3.1) :T♮ ⊂ Z.
– (DDR 3.2) : Pour touta ∈ φ♮, etu ∈ U♮

a, n♮(u).Z.n♮(u)−1 = Z, n♮(u)Uan♮(u)−1 = U−a et n♮(u)U−an♮(u)−1 = Ua.

Remarquons que (DDR 1) entraine que pour touta, φa , ∅. En particulier, il existeα ∈ φ tel que ker(a) =
ker(α) ∩ ~V♮, et même

{
x ∈ ~V♮ | a(x) ≥ 0

}
=
{
x ∈ ~V♮ | α(x) ≥ 0

}
.

Concernant l’immeuble vectoriel, on suppose :
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– (DIV) : G♮. ~A♮ ∩ ~A = ~A♮.

Onse donne encore une partieI♯ deI. On noteA♯ = Å∩ I♯, et on suppose :

– (DM 1) :I♯ est stable parG♮ et pour toute facette sphérique~f ⊂ ~I, I♯ ∩ I ~f est une partie convexe deI ~f .

– (DM 2) : A♯ est un sous-espace affine deÅ(T) dirigé par~V♮, etA∩ I♯ est l’adhérence dansA deA♯.

– (DM 3) : Pour toute facette sphérique~f rencontrant~A♮, il existe une facetteF deA~f , rencontrantI♯, qui n’est
pas contenue dans l’adhérence d’une autre facetteF′ deI ~f rencontrantI♯.

– (DM 4) : A♯ est stable parN♮.

La condition (DM 3) est non triviale : par exemple siA♯ est un mur, il pourrait exister un autre appartementZ
contenantA♯ tel queZ ∩ I♯ soit une bande dansZ, contenantA♯ dans son intérieur. Alors siF est une facette deA
maximale dansA♯ (une cloison), elle est dans l’adhérence d’une chambre deZ coupantI♯.

Grâce à (DDR1), on définit pour touta ∈ φ♮, etu ∈ U♮
a,

ϕ
♮
a(u) := sup

{
k ∈ R ∪ {∞} | u ∈ Ua,k

}
.

On suppose enfin les deux hypothèses suivantes concernant les valuations :

– (DV1) : ”ϕ ∈ A♯” autrement dit, le pointo ∈ A(T) tel que∀α ∈ φ, Uα,0 fixe o est dansA♯.

– (DV 2) : ∀a ∈ φ♮, Card(ϕ♮a(U♮
a)) ≥ 3.

Les conditions (DV 1) et (DM 2) imposent donc queA∩ I♯ = o+ ~V♮.
Hormis le fait qu’on ne suppose pasφ fini, ces hypothèses sont plus fortes que celles de [BT72] : on a rajouté

(DSR), (DIV) et (DM 4). (Par ailleurs, on a renommé les (DI x) en (DM x).)

12.2 Descente dans l’immeuble vectoriel

Conformément à nos notations,~A♮ est le cône de Tits dans~V♮ défini par le système de racinesφ♮. En général, on
verra qu’il est plus grand que~A♮, ce qui empêche immédiatement de plonger l’immeuble~I♮ dans~I. Cependant, nous

allons voir que~A intersecte chaque facette de~A♮, ce qui permettra quand même d’identifier à l’intérieur de~I une
réalisation de l’immeuble deD♮. Cette réalisation sera notée~I♮.

Lemme 12.2.1.Soit a∈ Π♮ une racine simple. Alors :
– Il existe une partie équilibrée~Ω de ~A telle que~Ω ⊂ ~D(a) ⊂ Cl~A(~Ω),
– P(~D(a)) = Z ⋉ Ua,
– Pour tout u∈ U♮

a \ {e}, n♮(u) permute~D(a) et ~D(−a),
– N♮ ⊂ (N ∩ Stab(~A♮)) . Z.

En particulier, l’action de N♮ sur ~I stabilise~A♮.

Remarque:Ceci entraine en particulier queφa est fini, et permet de prouver que les groupesUa,λ définis plus haut
sont les mêmes que ceux définis à partir deϕ♮ comme dans la définition 10.2.1.

Preuve du lemme:
Soit ~m♮ la cloison de~C♮ telle que ker(a) = Vect~V♮ (~m♮), alors d’après (DSR),~m♮ coupe~Asph. Comme~Asph est un

cône ouvert dans~V, il existe un cône~m ⊂ ~m♮, inclus dans une facette sphérique de~A et contenant un ouvert de~m♮.
Alors l’enveloppe convexe de~m∪ −~m est ker(a). Soit encore~x ∈ ~C♮ ∩ ~Asph, alors~Ω := ~m∪ −~m∪ {~x} est une partie

équilibrée, incluse dans~D(a), et ~D(a) ⊂ Cl~A(~Ω).

Le sous-groupe paraboliqueP(~D(a)) = P(~Ω) admet donc une décomposition de Lévi. Son facteur de Lévi est
FixG(~D(a) ∪ −~D(a)) = FixG(~A♮) = Z, et son facteur unipotent estUa, par définition. D’oùP(~D(a)) = Z ⋉ Ua.
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Soit u ∈ U♮
a \ {e}. Alors (DDR 3.2) entraine quen♮(u) conjugueP(~D(a)) enP(~D(−a)). Mais P(~D(a)) est un sous-

groupe parabolique deM(ker(a)) (correspondant à la facette contenant~D(a)/ ker(a)). Choisissons un BorelB+ pour
M(ker(a)) dansP(~D(a)), et un autreB− dansP(~D(−a)), alors il existen ∈ N ∩ M(ker(a)) tel queB− = nB+n−1. Alors
n.P(~D(a))n−1 et P(~D(−a)) = n♮(u).P(~D(a)).n♮(u)−1 sont deux paraboliques conjugués dansM(ker(a)) (remarquer que
n♮(u) ∈ M(ker(a)) ) contenant un même Borel : ils sont égaux. (On a en fait prouvé que les deux facettes contenant
~D(a)/ ker(a) et ~D(−a)/ ker(a) sont de même type.)

Dès lors,nn♮(u)−1 ∈ M(ker(a)) stabilise les deux paraboliquesP(~D(a)) et P(~D(−a)). Doncnn♮(u)−1 ∈ P(~D(a)) ∩
P(~D(−a)) = Z etn♮(u) ∈ N.Z.

Doncn♮(u). ~A♮ = n. ~A♮ ⊂ ~A. Avec l’hypothèse (DIV), on obtient en plusn♮(u). ~A♮ ⊂ G♮. ~A♮ ∩ ~A = ~A♮. Doncn♮(u)
stabilise~A♮. CommeZ fixe ~A♮, l’élémentn ∈ Z.n♮(u) stabilise aussi~A♮.

Enfin, le fait quen♮(u) échangeP(~D(a)) et P(~D(−a)) entraine quen♮(u) échange Cl~A(~D(a)) et Cl~A(~D(−a)), mais
Cl~A(~D(a)) ∩ ~A♮ = ~D(a), et similairement pour−a, doncn♮(u) échange~D(a) et ~D(−a).

CommeN♮ =
〈

T♮,
{
n♮(u) | a ∈ Π♮, u ∈ U♮

a

} 〉
, et T♮ ⊂ Z par (DDR 3.1), l’inclusionN♮ ⊂ (N ∩ Stab(~A♮)).Z est

maintenant claire. �

Définition 12.2.2. Pour tout n∈ N♮, soient n′ ∈ N ∩ Stab(~A♮) et z∈ Z tels que n= n′z. On pose~ν♮(n) = ~ν(n′)|~V♮ .

Ceci est bien défini carN∩Z fixe ~V♮. Notons qu’il s’agit juste de la restriction à~A♮ de l’action den sur~I, étendue
par linéarité à~V♮, ce qui est possible car~A♮ engendre~V♮, par (DSR).

Proposition 12.2.3.

1. Pour tout n∈ N♮, ~ν♮(n) stabilise~V♮ et ~A♮. L’application~ν♮ est une action de groupe, elle stabilise l’ensemble des
facettes de~A♮, et induit sur cet ensemble la même action que~ν♮.

2. Chaque facette~f ♮ de ~A♮ rencontre~A, et ~f ♮ ∩ ~A est l’intersection de~V♮ avec une réunion de facettes de~A. Si ~f ♮

est sphérique, elle rencontre~Asph.

Remarque:En conséquence, la condition (DSR) est vérifiée pour n’importe quelle chambre~C♮ de ~A♮, et le lemme
précédent est vrai pour n’importe quelle racinea ∈ φ♮ (et non seulementa ∈ Π♮).

Démonstration:

Soit t ∈ T♮. Par (DDR 3.1),t ∈ Z donc~ν♮(t) = id = ~ν♮(t). Ainsi ~ν♮ et~ν♮ coı̈ncident surT♮.
De plus, la description de~ν♮ comme extension par linéarité de l’action deN♮ sur ~A♮ montre qu’il s’agit d’une action

de groupe.
Ensuite, soita ∈ Π♮, u ∈ Ua\{e} etn = n♮(u). Comme~A♮ engendre~V♮, par la condition (DSR), le lemme montre que

~ν♮(n) stabilise~V♮. De plus, il fixe ker(a) et échange les demi-espaces délimités par cet hyperplan. Enfin,~ν♮(n)2 = ~ν♮(n2)
maisn2 ∈ T♮ donc~ν♮(n2) = Id~V♮ , par la première phrase de cette preuve. Ceci prouve que~ν♮(n) est une réflexion
d’hyperplan ker(a).

Montrons maintenant que~ν♮(n) préserve l’ensemble des murs de~A♮. Soitb ∈ Π♮. D’après le lemme,Z ∩Ub = {e}.

Soit ub ∈ U♮
b \ {e}, alorsub < Z. L’élémentub fixe ~D(b), et s’il fixait également une facette~f rencontrant~A♮ mais pas

~D(b), alors en appliquant, grâce au lemme, la proposition 10.1.4, 3,ub fixerait Cl(~D(b) ∪ ~f ), ce qui contient~A♮. Mais
c’est impossible carub < Z. Ainsi Fix~A♮ (ub) = ~D(b).

Alors Fix~A♮ (nubn−1) = ~ν♮(n). ~D(b), et par ailleurs, commenubn−1 ∈ Ura.b, nubn−1 fixe le demi-cône~D(r♮a.b). Donc

~D(r♮a.b) ⊂ ~ν♮(n). ~D(b). De la même manière,~D(r♮a(−b)) ⊂ ~ν(n). ~D(−b). Et comme~D(r♮a(b)) ∪ ~D(r♮a(−b)) = ~A♮ = ~D(b) ∪
~D(−b), on obtient l’égalité~D(r♮a.b) = ~ν♮(n). ~D(b). En particulier, le bord de~D(r♮a.b) rencontre~Asph et engendre un

hyperplan de~V♮, il s’agit donc de ker(r♮a.b). Ainsi le mur ker(b) est envoyé par~ν(n) sur ker(r♮a.b).
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Nous avons en particulier prouvé que pour toutes racines simplesa, b ∈ Π♮, le mur ker(r♮a.b) rencontre~Asph. Ceci
permet de recommencer le raisonnement du paragraphe précédent, et de prouver que pour toute racine simplec ∈ Π,
pour toutuc ∈ U♮

c,~ν(n♮(uc)). ker(r♮a.b) = ker(r♮c.r
♮
a.b). Puis finalement, nous obtenons que tout mur de~V♮ rencontre~Asph,

et que~ν♮ permute l’ensemble de ces murs de la même manière que~ν♮.

Soita ∈ Π♮, u ∈ U♮
a\{e}. Alors l’image~ν♮(n). ~C♮ de la chambre~C♮ donnée par (DSR) est une autre chambre de~A♮, et

son adhérence contient~C♮∩ker(a), il s’agit doncr♮a. ~C♮. Le même résultat est encore vrai pour− ~C♮, puis par l’argument
standard des complexes de chambre minces, on prouve que~ν♮(n) agit commer♮a sur l’ensemble des chambres de~A♮, et

ceci entraine que~ν♮(n) agit commer♮a sur l’ensemble des facettes de~A♮. En particulier,~ν♮(n) stabilise~A♮.
Le premier point est ainsi prouvé.

Le second point est maintenant facile. On a~A♮ = ~ν♮(N♮). ~C♮ ∪ ~ν♮(N♮).− ~C♮, donc toute facette de~A♮ s’écrit ~ν♮(n). ~f ♮

pour un certainn ∈ N♮ et ~f ♮ une facette de~C♮. Par définition de~ν♮, ~ν♮(n). ~f ♮ = ~ν(n′). ~f ♮ pour un certainn′ ∈ N. Comme
~A et ~Asph sont stables par~ν, ceci intersecte~A, et même~Asph si ~f ♮ est sphérique.

De plus, ~f ♮ ∩ ~A est délimitée par des cônes de la forme ker(a) ∩ ~A qui sont traces de murs de~A. Ceci entraine
l’existence d’une famille de facettes (~fi) telle que~f ♮ ∩ ~A = (

⋃
i
~fi) ∩ ~V♮. �

On définit les murs de~A♮ comme étant les ker(a) ∩ ~A♮ pour a ∈ φ♮. D’après la proposition,~A♮ muni de~ν♮ est,
tout comme~A♮ muni de~ν♮, une réalisation géométrique du complexe de Coxeter associé àφ♮ muni de son action de
N♮. Cependant, ni l’une ni l’autre ne sont en général l’appartement de référence pour l’immeuble~I♮ de la donnée
radicielleD♮, au sens de 10.1.2 car ils ne sont pas forcément essentiels. Soit~f ♮0 =

⋂
a ker(a) la plus petite facette de~A♮.

Il s’agit d’un sous-espace vectoriel de~V♮, et l’appartement de référence pour~I♮ est~A♮
e := ~A♮/ ~f ♮0. Les actions~ν♮ et~ν♮ ne

coı̈ncident en général pas sur~V♮, puisqu’on peut modifier la famille (a∨)a∈φ♮ par n’importe quelle famille d’éléments

dans~f0, tout en gardant une famille de coracines pourφ♮.
Par contre, sur~V♮

e := ~V♮/ ~f ♮0, on peut montrer que~ν♮ et~ν♮ coı̈ncident. En effet, pour toutt ∈ T♮, ~ν♮(t) = Id = ~ν♮(t).
Ensuite, soita ∈ φ♮ et n ∈ n♮(Ua \ {e}). Alors ~ν♮(n)~ν−1

♮
(n) stabilise chaque facette, donc en particulier induit une ho-

mothétie de rapport positif sur chaque facette de dimension 1. En conjuguant par d’autres éléments deN♮, on voit que
le rapport d’homothétie est le même dans chaque facette de dimension 1 d’un même type. Finalement,~ν♮(n)~ν♮(n)−1 est

une homothétie sur chaque composante irréductible de~V♮
e. Alors~ν♮(n)~ν♮(n)−1 commute à~ν♮(n), permettant de voir que

(~ν♮(n)~ν♮(n)−1)2 = ~ν♮(n2)~ν♮(n2)−1 = Id carn2 ∈ T♮. Donc le rapport d’homothétie est partout 1.

On pose~I♮ = G♮. ~A♮ ⊂ ~I, on définit ses appartements, ses facettes, ses murs comme étant les images par les
éléments deG♮ de l’appartement~A♮ et de ses murs et facettes.

Proposition 12.2.4. ~I♮ est une réalisation géométrique de l’immeuble deD♮, autrement dit le complexe simplicial

formé des facettes de~I♮, avec son action de G♮ et la relation d’ordre ”être dans l’adhérence de” est isomorphe à
l’immeuble abstrait deD♮.

Démonstration:
On veut définir une application entre les facettes de~I♮ et celles de~I♮. On pose :

~ :
F (~I♮) → F (~I♮)

g. ~f 7→ g.(( ~f + ~f ♮0) ∩ ~A)

, pour toutg ∈ G♮ et ~f facette de~A♮.

Vérifions que~ est bien définie. Sig. ~f = h.~e dans~I♮, avecg, h ∈ G♮ et ~f , ~e ∈ F (~A♮), alors il existen ∈ N♮ tel que
~e = n. ~f (dans~A♮

e) et g−1hn ∈ P♮( ~f ). Alors ~ν♮(n).(~e+ ~f ♮0) = ~ν♮(n).(~e+ ~f ♮0) = ~f + ~f ♮0. Soientn′ ∈ N et z ∈ Z tels que

n = n′z, alors par définition de~ν♮, ~ν♮(n) = ~ν(n′)|~V♮ . D’où ~e+ ~f ♮0 = ~ν(n).( ~f + ~f ♮0) dans~I.
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Commeg−1hn′ = g−1hnz−1 ∈ P♮( ~f ).P( ~f + ~f ♮0), et comme, d’après (DDR 1) et (DDR 3.1),P♮( ~f ) ⊂ P( ~f + ~f ♮0), on

prouve queg. ~f = h.~b dans~I.

Ainsi ~j est bien définie. Elle est clairementG♮-équivariante, son image est~I♮, et sa restriction àF (~A♮
e) est un

isomorphisme de complexe de Coxeter surF (~A♮). Maintenant, le fait que tout couple de facettes de~I♮ est inclus dans
un appartement, qui est image de~A♮ par un élément deG♮, prouve l’injectivité. �

Définition 12.2.5. Pour toute facette~f♮ de~I♮, on note P♮( ~f♮) = P♮( ~f♮/ ~f
♮
0), M♮

~A♮
( ~f♮) = M♮

~A♮
( ~f♮/ ~f

♮
0) et U♮( ~f♮) = U♮( ~f♮/ ~f

♮
0).

Notons que~f♮/ ~f
♮
0 est une partie de facette de~I♮, mais son fixateur et ses facteurs unipotent et de Lévi sont égaux

aux fixateur, facteur unipotent et facteur de Lévi de cette facette.

Proposition 12.2.6.Soit ~f♮ une facette de~I♮, et ~f une facette de~I rencontrant~f♮. Alors :

– P♮( ~f♮) = P( ~f♮) ∩G♮ = P( ~f ) ∩G♮,

– U♮( ~f♮) = U( ~f ) ∩G♮ = U( ~f♮) ∩G♮,

– M♮

~A♮
( ~f♮) = M~A( ~f♮) ∩G♮ = M~A( ~f ) ∩G♮, si ~f♮ est dans l’appartement~A♮,

– T♮ = Z ∩G♮,
– pour tout a∈ φ♮, U♮

a = Ua ∩G♮.

Démonstration:
Par la proposition précédente,P♮( ~f♮) = FixG♮ ( ~f♮/ ~f

♮
0) = P( ~f♮ ∩ ~A)∩G♮ ⊂ P( ~f )∩G♮. De plus, sig ∈ G♮ ∩ P( ~f ), alors

g fixe une partie de la facette~f♮, et doncg fixe cette facette. D’où l’inclusionG♮ ∩ P( ~f ) ⊂ P♮( ~f♮).

Maintenant, on obtient directement, si~f♮ est dans~A♮, M♮

~A♮
( ~f♮) = P♮( ~f♮) ∩ P♮(op~A♮ (

~f♮)) = G♮ ∩ P( ~f♮) ∩ P(op~A( ~f♮)) =

G♮ ∩ M~A( ~f♮) = G♮ ∩ P( ~f ) ∩ P(op~A( ~f )) = G♮ ∩ M~A( ~f ).

Ensuite,U♮( ~f♮) est le sous-groupe distingué deP♮( ~f♮) engendré par lesU♮
a, a ∈ φ♮u( ~f♮). Chacun de cesU♮

a est
bien inclus dansU( ~f♮) et dansU( ~f ), et P♮( ~f♮) ⊂ P( ~f♮) ∩ P( ~f ), doncU( ~f♮) et U( ~f ) sont normalisés parP♮( ~f♮). D’où

l’inclusion U♮( ~f♮) ⊂ U( ~f♮) ∩ U( ~f ) ∩G♮.
Une fois choisi un appartement contenant~f♮, les décompositions de LéviP♮( ~f♮) = M♮( ~f♮) ⋉ U♮( ~f♮) et P( ~f ) =

M( ~f ) ⋉ U( ~f ) permettent de prouverU( ~f ) ∩G♮ ⊂ U♮( ~f♮).

On a alorsU♮( ~f♮) = G♮ ∩U( ~f ) ⊂ G♮ ∩U( ~f♮). L’inclusion manquante est évidente carU( ~f♮) ⊂ U( ~f ), car ~f♮ contient
une partie de la facette~f .

Par le premier point, pour toute partie~Ω de ~A♮, P♮(~Ω) = P(~Ω) ∩G♮. En particulier, pour touta ∈ φ♮, P♮(~D(a)) =
P(~D(a))∩G♮ = (Z⋉Ua)∩G♮, comme on l’a vu dans le lemme 12.2.1. MaisP♮(~D(a)) admet par ailleurs la décomposition
de Lévi P♮(~D(a)) = T♮

⋉ U♮
a. Les inclusionsT♮ ⊂ Z et U♮

a ⊂ Ua permettent alors de prouver queT♮ = Z ∩ G♮ et
U♮

a = Ua ∩G♮. �

12.3 Descente de la valuation

On suppose désormais queQ vérifie (para 2.1+−)(sph).

Lemme 12.3.1.N♮ ⊂ N.Q(A♯).
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Preuve du lemme:Le groupeN♮ stabiliseA♯ par (DM 4). Et le groupeQ(A♯) est transitif sur les appartements con-
tenantA♯, par le corollaire 11.9.4, carA♯ contient des points sphériques positifs et négatifs, etQvérifie (para 2.1+−)(sph).
�

On étudie maintenant l’action deG♮ surA, et on prouve queϕ♮ est une valuation pourD♮.
Commeo ∈ A♯, on peut identifier chaquea ∈ φ♮ à une forme affine surA♯ s’annulant eno, et on note pour tout

a ∈ φ♮ etλ ∈ R, D(a, λ) =
{
x ∈ A♯ | a(x) + λ ≥ 0

}
et M(a, λ) =

{
x ∈ A♯ | a(x) + λ = 0

}
.

Proposition 12.3.2.Pour tout a∈ φ♮, pour tout u∈ U♮
a, FixA♯ (u) = D(a, ϕ♮a(u)), et l’action de n(u) surI induit sur A♯

une réflexion selon l’hyperplan M(a, ϕ♮a(u)).
La familleϕ♮ forme une valuation pourD♮.

Démonstration:
Soita ∈ φ♮, k ∈ R. Pour toutα ∈ φa, soitr ∈ R+∗ tel queα|~V♮ = r.a, alorsUα,rk = Uα(D(a, k)). Or

∏
α∈φa,red

Uα(D(a, k))
est égal au groupeQ(D(a, k))∩Ua, grâce à 11.7.10 carφa,red est une partie nilpotente de racines. Le fait qu’il s’agisse
d’un groupe prouve que c’estUa,k. DoncUa,k =

∏
α∈φa,red

Uα(D(a, k)) = Ua ∩ Q(D(a, k)).

Soitu ∈ U♮
a. Sachant que FixA(u) est une intersection de demi-appartements dirigés par des~D(α), α ∈ φa (11.7.7),

on voit que FixA♯ (u) est un demi-espace dirigé par~D(a). La description qu’on vient d’obtenir desUa,k entraine alors

que FixA♯ (u) = D(a, ϕ♮a(u)).

Soit ~m♮ une cloison de~A♮ contenue dans ker(a). Comme~m♮ intersecte~Asph, il existe une facette~mde ~A, sphérique,
contenant un ouvert de~m♮. On noteD~m = (M~A(~m), (Uα, ϕα)α∈φm(~m)). Il s’agit d’une donnée radicielle valuée de type

fini. On note égalementD♮

~m♮
= (M♮

~A♮
(~m♮), (U

♮
a)a∈φ♮m(~m♮)), il s’agit d’une donnée radicielle de type fini. Avec la partie

d’immeubleI♯~m = I♯ ∩ I~m, ces deux données radicielles vérifient les hypothèses du théorème [BT72] 9.2.10. En

conclusion, la valuation (ϕα)α∈φm(~m) se descend à une valuation deD♮

~m♮
, qui n’est autre (si on compare la définition de

[BT72] 9.1.6 à celle du présent texte) que (ϕ
♮
a)a∈φ♮m(~m♮). Ainsi, (ϕ♮a)a∈φ♮m(~m♮) est une valuation. Commeφ♮m(~m♮) contient

au moinsa et−a, on obtient directement (V2.2) et (V5) pour la racinea.
Soientu′, u′′ ∈ U−a tels quen(u) = u′uu′′. Alors par (V5),ϕ−a(u′) = ϕ−a(u′′) = −ϕa(u). Doncu′ et u′′ fixent

D(−a,−ϕa(u)), etn(u) fixe M(u, ϕ♮a(u)).
Montrons quen(u) agit surA♯ comme une réflexion. Soientn′ ∈ N et q ∈ Q(A♯) ⊂ Z tels quen(u) = n′.q. Alors

~ν♮(n(u)) = ~ν(n′)|~V♮ et c’est une réflexion dans~V♮ (12.2.3, 1). Doncn′ induit une réflexion surA♯. Maisn(u) agit surA♯

commen′ carn(u)−1n′ ∈ Q(A♯). Doncn(u) induit bien surA♯ une réflexion selon l’hyperplanM(a, ϕ♮a(u)).

Il est maintenant facile de vérifier queϕ♮ est une valuation. On a déjà supposé (V 0) : il s’agit de (DV2). Le (V 1)
est clair, (V 2) découle du lemme 10.2.4, valide car~ν♮ et~ν♮ coı̈ncident. La condition (V 3) est facilement vérifiée grâce

à (DR 2) (D♮ est une donnée radicielle) et grâce à la caractérisation deϕ
♮
a(u) par les points fixes deu. Enfin (V 4) est

évident sur la définition deϕ♮. �

12.4 Descente de la famille de parahoriques

La dernière étape avant d’obtenir une masure bordée pour le groupeG♮ est de définir une famille de parahoriques
pour (D♮, ϕ♮). Pour commencer, on décrit une réalisationA♮ de l’appartement affineA♮ en utilisant la masure bordéeI.

Commeφ♮ est à base libre dans (~V♮)∗, on peut, quitte à remplacerϕ par une valuation équipollente, supposer que
ϕ♮ est spéciale, comme dans la partie 11.

On construit alors l’appartementA♮ comme dans 11.1 : il s’agit de l’ensembleA♮ des cônes dansA♯ dirigés par

une facette de~A♮, quotienté par la relationf ∼ g ⇔ f ∩ g contient un scp def et deg. Pour une facette~f♮ de ~A♮,
l’ensemble des classes de cônes dirigés par~f♮ est appelé la façade de direction~f♮ et notéA

♮ ~f♮
. Remarquons que pour
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toute facette~f de ~A contenant un ouvert de~f♮, la façadeA♮ ~f♮
est isomorphe àpr ~f (A♯) ou encore àA♯ ∩ A~f , on pourra

noterpr ~f cet isomorphisme, etpr ~f♮ sa réciproque. La façade principale estA
♮ ~f ♮0

, où ~f ♮0 est la plus petite facette de~A♮.

Les murs, demi-appartements, facettes sont définis à partir deφ et deϕ comme dans 11.1. L’action deN♮ stabilise
A♯ et l’ensemble des facettes de~A♮, elle induit donc une action surA♮ par automorphismes.

Soit ~f♮ une facette de~A♮, soient (~fi)i∈I les facettes de~A qui contiennent un ouvert de~f♮, autrement dit les facettes

maximales parmi celles qui recouvrent~f♮. On pose alors, pour touta ∈ A~f♮
:

Q♮(a) =
⋂

i∈I

Q(pr ~fi (a)) ∩G♮ .

Remarque:Si ~f♮ est sphérique, alors les~fi le sont aussi et en utilisant 11.9.2 puis (para 2.1)(~fi) pour chaquei, on
voit que tous lesQ(pr ~fi (a)) ∩ P♮( ~f♮) sont égaux, de sorte queQ♮(a) est égal à n’importe lequel de ces groupes.

Lemme 12.4.1.Soit a∈ A♮, soit ~f♮ la direction de la façade de a, soient( ~fi)i∈I les facettes de~A contenant un ouvert

de ~f♮, notons pour tout i∈ I ai = pr ~fi (a).
Alors

G♮ ∩ StabN( ~f♮).Q({ai}i∈I ) = N♮( ~f♮).Q
♮(a) .

Preuve du lemme:
L’inclusion⊃ vient deN♮ ⊂ N.Q(A♯).

Réciproquement, soitg = nq ∈ G♮ ∩ stabN( ~f♮).Q({ai}i∈I ). Soitg = u♮n♮q♮ une écriture deg dans la décomposition
d’IwasawaG♮ = U♮( ~C♮).N♮.G♮(a), avec~C♮ une chambre dont l’adhérence contient~f♮.

Soit i ∈ I . Soit ~Ci une chambre de~A dont l’adhérence contient un ouvert de~C♮ et n−1 ~fi . Soientn′ ∈ N, z ∈ Q(A♯)
tels quen♮ = n′z. Alors pour touti ∈ I , g = e.n.q = u♮.n′.(zq♮) sont deux écritures deg dans la décomposition

d’IwasawaG = U( ~Ci).N.Q(ai). Par la proposition 11.7.6, applicable car~fi ⊂ n~Ci , n−1n′ ∈ N(ai). Au total, n−1n′ =
n−1n♮z−1 ∈ N({ai}i∈I ) d’où n ∈ n♮.Q({ai}i∈I ). Alors g = nq∈ n♮.Q({ai}) ∩G♮ ⊂ N♮.(Q({ai}i∈I ) ∩G♮) = N♮Q♮(a). �

Proposition 12.4.2.La famille Q♮ est une bonne famille de parahoriques pour(D♮, ϕ♮). Si Q vérifie (para2.1+)(sph),
alors Q♮ aussi.

Remarque:La condition (para 2.1+−)(sph) ne semble pas se descendre àQ♮, en tout cas pas de manière évidente.

Démonstration:
On fixe une facette~f♮ ∈ F (~A♮) et un pointx ∈ A♮ ~f♮

, on note (~fi)i∈I l’ensemble des facettes de~A contenant un ouvert

de ~f♮, et pour touti ∈ I , on posexi = pr ~fi (x).

Pour touti ∈ I , on aU♮( ~f♮) ⊂ U( ~f♮) ⊂ U( ~fi), doncU♮( ~f♮) ⊂ Q♮(x). D’autre part, pour touti ∈ I , Q♮(x) ⊂ P( ~fi)∩G♮ =

P♮( ~fi) = P♮( ~f♮). D’où Q♮(x) ⊂ P♮( ~f♮), doncQ♮ vérifie (para 0.1).
Soit n ∈ N♮(x). Modulo un élémentz ∈ Q(A♯), qui fixe donc tous lesxi , on peut supposern ∈ N(x). Alors

il existe un représentantf♮ = y + ~f♮ de x inclus dansA♯, tel que f♮ ∩ n. f♮ contient un scp def♮. Autrement dit,

n ∈ N( ~f♮) et
−−−→
yn(y) ∈ Vect(~f♮). Ceci implique directementn ∈ N( ~fi) et

−−−→
yn(y) ∈ Vect(~fi) (car Vect(~f♮) = Vect(~fi)). D’où

n ∈ N(pr ~fi (y)) = N(xi). Ceci prouve (para 0.2).

Les deux conditions (para 0.3) et (para 0.4) sont claires, doncQ♮ est une famille de parahoriques.
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Soit~g♮ une facette sphérique de~f ∗
♮
∩ ~A♮. Soitg ∈ Q♮(x)∩ P♮(~g♮). Soit~g une facette de~A contenant un ouvert de~g♮,

il existe i ∈ I tel que~fi ⊂ ~g, alorsg ∈ Q(xi) ∩ P(~g) ⊂ Q(pr~g(xi)) = Q(pr~g(pr~g♮(x))). D’où (para 2.1)(sph).

Montrons (parasph) : supposons~f♮ sphérique et montrons queQ♮(x) = P♮(x) = U♮( ~f ♮).N♮(x).G♮(φ♮m( ~f ♮), x). Soit

i ∈ I , alors ~fi est sphérique (proposition 12.2.3) et :

Q♮(x) = Q(xi) ∩ P♮( ~f♮)

= P(xi) ∩ P♮( ~f♮)

= U( ~fi) ⋊ (N(xi).G(φm( ~fi), x)) ∩ P♮( ~f♮)

Avec la décomposition de LéviP♮( ~f♮) = U♮( ~f♮) ⋊ M♮( ~f♮) = (U( ~fi) ∩G♮) ⋊ (M( ~fi) ∩G♮) (par 12.2.6), on obtient :

Q♮(x) =
(
U( ~fi) ∩G♮

)
⋊

(
N(xi).G(φm( ~fi), x) ∩G♮

)

= U♮( ~f♮) ⋊
(
N(xi).G(φm( ~fi), x) ∩G♮

)
.

C’est la proposition 9.1.17 de [BT72], appliquée aux données radiciellesD ~fi
etD♮

~f♮
, et avecS♮ = T♮, qui indique alors

queN(xi).G(φm( ~fi), x) ∩ G♮ = N♮(xi).G♮(φ♮m( ~fi), x). CommeN♮(xi) ⊂ N♮(x) et φ♮m( ~fi) = φ♮m( ~f♮), on a bien obtenu
Q♮(x) ⊂ P♮(x).

Montrons (parain j) : soit n ∈ N♮ ∩ Q♮(a) = N♮ ∩ P( ~f♮) ∩ Q({ai}i∈I ). Soit a0 ∈ A♯ tel quea = [a0 + ~f♮],

alors n.a = [n.a0 + ~f♮]. De plus, pour uni ∈ I quelconque, le fait quen.ai = n.[a0 + ~fi ] = ai entraine que
−−−−−−→
a0n(a0) ∈ Vect(~fi) = Vect(~f♮). Doncn.[a0 + ~f♮] = [a0 + ~f♮], autrement ditn ∈ N♮(a).

Il ne manque àQ♮ plus que (para 2.2)(sph) pour être une bonne famille de parahoriques. Soit donc~g♮ une facette
de ~f ∗

♮
∩ ~Asph et g ∈ N♮.Q♮(x) ∩ P(~g♮) = N♮( ~f♮).Q♮(x) ∩ P(~g♮). Soient (~gi)i∈I des facettes de~A contenant un ouvert de~g♮,

telles que pour touti ∈ I ~fi ⊂ ~gi .
Pour tout i ∈ I , on ag ∈ N( ~f♮)Q(xi) ∩ P(~gi) ⊂ N( ~fi).Q(xi) ∩ P(~gi) = N( ~fi).Q({xi, pr~gi

(xi)}). Donc par 11.9.3,

g ∈ P(~g♮) ∩
⋂

i∈I N( ~fi).Q({xi , pr~gi
(xi)}) ⊂ N.Q({xi , pr~gi

(xi)}i∈I ) ∩ P(~g♮) = N(~g♮).Q({xi , pr~gi
(xi)}i∈I ). Si ~g est une facette

de ~A contenant un ouvert de~g♮ qui ne figure pas parmi les~gi, alorsQ({xi , pr~gi
(xi)}i∈I ) ⊂ Q(pr~g(x) (voir la remarque

précédant le lemme). Alors comme de plusg ∈ G♮, on obtient par le lemmeg ∈ N♮(~g♮).Q♮(pr~g♮ (x)).

Supposons queQ satisfasse à (para 2.1+)(sph). Soit~g♮ ∈ ~f ∗
♮
∩ ~A♮, soit g ∈ Q♮(a) ∩ P♮(~g♮). Alors pour touti,

g ∈ Q(ai) ∩ P(~gi) = Q(ai + ~gi). Ceci entraine bien queg ∈ Q♮(a+ ~g♮). �

12.5 Injection des façades

SoitI♮ = I(Q♮) la masure bordée pourG♮ qu’on vient d’obtenir. Le but de ce paragraphe est d’identifier certaines
façades deI♮ à des parties deI. Soit ~f♮ une facette de~A♮, soit ~f une facette de~A contenant un ouvert de~f♮. Comme on
l’a déjà dit, l’injectionA♮ ~f♮

→֒ A~f est bien définie par [a♯ + ~f♮] 7→ [a♯ + ~f ], pour touta♯ ∈ A♯. Nous voulons à présent

étudier l’injection deI♮
~f♮

dansI ~f .

Proposition 12.5.1.La fonction j~f♮ :
I
♮

~f♮
→ I ~f

[g, [a♯ + ~f♮]] 7→ [g, [a♯ + ~f ]]
est bien définie et G♮-équivariante.

Si ~f est sphérique, elle est de plus injective.
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Démonstration:Soient g, h ∈ G♮ et a, b ∈ A♮ ~f♮
tels que (g, a) ∼Q♮ (h, b). Soienta♯, b♯ ∈ A♯ tels quea = [a♯ + ~f♮] et

b = [b♯ + ~f♮], notons encorea′ = [a♯ + ~f ] et b′ = [b♯ + ~f ].

Soit n ∈ N♮ tel quen.a = b et g−1hn ∈ Q♮(a). Doncn.(a♯ + ~f♮) ∩ (b♯ + ~f♮) , ∅. Comme~f contient un ouvert de~f♮,

ceci entrainen.(a♯ + ~f ) ∩ (b♯ + ~f ) , ∅. Il existen′ ∈ N et z ∈ Q(A♯) tels quen = n′z, alorsn′.(a♯ + ~f ) = n.(a♯ + ~f ), et

nous venons de voir que ce cône est équivalent àb♯ + ~f . Ainsi, n′.a′ = b′.
De plusg−1hn′ = g−1hnz−1 ∈ Q♮(a).Q(a′) = Q(a′). Donc (g, a) ∼Q (h, b), et la fonctionj ~f♮ est bien définie. Elle est

clairement équivariante.

Gardant les notations précédentes, supposons maintenant~f♮ sphérique et (g, a′) ∼Q (h, b′). Doncg−1h.b′ = a′ et
g−1h ∈ Q(a′).N ∩ P♮( ~f♮). CommeQ(a′) ⊂ P( ~f ), on a en faitg−1h ∈ Q(a′).N( ~f ). Mais N( ~f ) = N( ~f♮) d’où finalement

g−1h ∈
(
(Q(a′) ∩ P( ~f♮)).N( ~f♮)

)
∩ P♮( ~f♮). Soient (~fi)i∈I les facettes de~A contenant un ouvert de~f♮, et (ai)i∈I les projetés

dea dans les façadesA~fi
. Comme les~fi sont sphériques et commeQ vérifie (para 2.1+−)(sph),Q(a′)∩P( ~f♮) = Q(a′)∩

P(
⋃

i
~fi) = Q({ai}i∈I ). Alors le lemme 12.4.1 prouve queg−1h ∈ Q♮(a).N♮( ~f♮). Soitn ∈ N♮( ~f♮) tel queg−1h ∈ Q♮(a)n−1, il

reste à prouver quen.a = b. Sachant queQ♮(a) ⊂ Q(a′) etg−1h.b′ = a′, on a déjàn.a′ = b′. Doncn.(a♯+ ~f )∩(b♯+ ~f ) , ∅.

Donc
−−−−−→
n(a♯)b♯ ∈ Vect(~f ) ∩ ~V♮ = Vect(~f♮). Doncn.(a♯ + ~f♮) ∩ (b♯ + ~f♮) , ∅. �
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13 Le cas Kac-Moody

Onadopte la définition de J. Tits pour les groupes de Kac-Moody, et on se réfère principalement à [Ré02].

13.1 Rappels et notations

13.1.1 Groupes de Kac-Moody d́eployés

Soit G un groupe de Kac-Moody déployé sur un corpsK, il s’agit donc d’un foncteur desK-algèbres vers les
groupes. Comme tout groupe de Kac-Moody,G vient avec une algèbre de Kac-Moodyg et une actionAd : G→ Aut(g)
appelée l’action adjointe.

Pour chaque tore maximalT, on noteT∗ son groupe de caractères etT∗ son groupe de cocaractères. On définit une
forme bilinéaire〈., .〉 : T∗ × T∗ → Z par〈χ, h〉 = n si χ ◦ h(k) = kn pour toutk ∈ K.

A chaque tore maximalT correspond un système de racinesφc(T) tel que l’algèbre de Kac-Moodyg(K) est graduée
parφc(T) ∪ {0}. On note toujours~V(T) l’espace vectoriel réel tel queφc(T) ⊂ ~V(T)∗, toute base deφc(T) est une base
de~V(T)∗. On note aussiQ(T) = Z.φc(T) le réseau des racines, il existe un morphisme deQ(T) dansT∗, notéα 7→ ᾱ,
qui s’étend à une application linéaire de~V(T)∗ dansT∗ ⊗ R.

Une racine est soit réelle, soit imaginaire, on noteφ(T) l’ensemble des racines réelles, etφim(T) celui des racines
imaginaires. L’ensembleφc(T) est appelé le système complet de racines. Dans la suite, ce sera le plus souventφ(T)
qui interviendra, ce qui explique qu’on ait choisi la notation la plus courte pour le désigner.

Il existe une base de Chevalley (ea)a∈φ⊔Im deg. Pour chaqueα ∈ φ, gα est de dimension 1 et la base contient un
élément notéeα degα \ {0}. Par contre pourα une racine imaginaire, ouα = 0, gα peut être de dimension supérieure,
et la base contiendra plusieurs élément degα. A chaque racine réelleα ∈ φ(T) correspond un sous-groupeUα deG,
isomorphe au groupe additif. Il existe un choix des isomorphismes (uα)α∈φ entre lesUα(K) et (K,+) tels que pour
α ∈ φ, Ad(uα(k)) = exp(ad(keα)) =

∑
n k⊗ ( ad(eα)n

n! ) ∈ Aut(g) (l’algèbre de Kac-Moodyg(K) vautK ⊗ gZ, oùgZ est une

Z-algèbre de Lie stable par lesad(eα)n

n! , n ∈ N). Le toreT agit diagonalement, parAd(t).eα = ᾱ(t).eα.

Le groupeUα est normalisé parT, plus précisément, la formule suivante est vérifiée pourk ∈ K et t ∈ T(K) :

tuα(k)t−1 = uα(ᾱ(t).k)

On noteN(T) le normalisateur deT, il est engendré parT et les élémentsnα(k) := u−α(k−1)uα(k)u−α(k−1)
pour α ∈ φ et k ∈ K. On note égalementW(T) = N(T)/T le groupe de Weyl vectoriel relatif àT. La paire
(W(T), (nα(1).T)α∈π) forme un système de Coxeter pour toute baseΠ deφ.

Tout ceci entraine que la famille (G(K), (Uα(K))α∈φ(T)) est une donnée radicielle génératrice.

Supposons maintenantK muni d’une valuation non trivialeω : K→ R ∪ {∞}. Comme on l’a déjà dit (proposition
10.2.3), la famille de fonctionϕ = (ϕα)α∈φ(T) définie par :

ϕα :
Uα(K) → R ∪ {∞}

uα(k) 7→ ω(k)

est une valuation de cette donnée radicielle.

Dans le cas d’un groupe de Kac-Moody, l’action deT surA(T) peut être décrite un peu plus directement que dans
le cas général d’une donnée radicielle (11.1.9).

Proposition 13.1.1.Soit T un tore maximal de G. Alors pour tout t∈ T, le vecteur~vt est l’unique vecteur de~V(T) tel
que :

∀α ∈ φ, α(~vt) = −ω(ᾱ(t)) .
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Démonstration:
Par la proposition 11.1.9, le vecteur~vt est caractérisé parα(~vt) = ϕα(u) − ϕα(tut−1), pour toutα ∈ φ et tout

u ∈ Uα(K) \ {e}.
Soitα ∈ φ, et prenonsu = uα(1) (u , epuisqueu−1

α (e) = 0). Alors :

α(~vt) = ϕα(uα(1))− ϕα(tuα(1)t−1)

= 0− ϕα(uα(ᾱ(t).1))

= −ω(ᾱ(t)).

Donc~vt vérifie les égalités annoncées. L’unicité de~vt est claire carφ engendre~V∗. �

Nous avons vu (11.8.6) que les familles minimale et maximale de parahoriqueP et P̄ sont fonctoriellement de
bonnes familles de parahoriques.

D’après [Rou10], il existe une bonne famille de parahoriquesQ pourD, qui vérifie en outre (para 2.1+)(sph) et
(paradec). En particulier, tous les résultats de 11 s’appliquent àQ.

13.1.2 Groupes de Kac-Moody presque d́eployés

Soit maintenant un groupe de Kac-MoodyG presque déployé sur un corpsK, déployé sur la clôture séparableKs

deK. Il existe alors une extension galoisienne finieL deK, incluse dansKs qui déploieG. On se réfère à [Ré02] 11.3
pour la définition d’un groupe de Kac-Moody presque déployé, la condition principale est que le groupe de Galois
deK|L préserve la classe des sous-groupes de Borel positifs et négatifs deG. Ainsi, ce groupe de Galois stabilisera
chacun des immeubles positifs et négatifs deG(L). On fixe un toreK-déployé maximalTK. Il existe un tore maximal
T K-défini contenantTK, et quitte à remplacerL par une autre extension galoisienne un peu plus grande, on peut
supposerT L-déployé.

Le groupeG(L) est tel que décrit au paragraphe précédent, et il admet une masure bordéeIL. On notera parfoisG
pourG(L), ~I pour~I(L) etI pourIL

On supposeK muni d’une valuation non trivialeω : K → R ∪∞ (en particulier,K est infini). SoitΓ = Gal (L|K).
On supposeK complet, ce qui entraı̂ne en particulier queω se prolonge de manière unique àKs, et donc àL, la valua-
tion obtenue est alors nécessairementΓ-stable.

On suppose enfin que pour toute extension séparableM deK, G(Ks)Gal (Ks|M) = G(M) (c’est la condition (DSC
2) de [Ré02] 12.1.1). On est alors dans les conditions de [Ré02], chapitre 12, et il existe un immeuble vectoriel pour
G(K), venant d’une donnée radicielle. Voici un résumé :

Le groupe de GaloisΓ agit par définition d’un groupe presque déployé surG(L) et sur son algèbre de lieg(L),
en vérifiantσ(Ad(g).x) = Ad(σg).σx pourg ∈ G et x ∈ g. Ceci définit une action deΓ sur ~IL, par automorphismes
d’immeubles, qui préserve les immeubles positif et négatif, mais qui ne préserve pas le type des facettes.On note
~I(K) = ~IΓ, on prouve qu’il s’agit d’un immeuble pourG(K).

Les appartements de~I(K), qu’on appellera lesK-appartements vectoriels, sont les parties maximales de~I(K) de
la forme ~E ∩ ~A(T) avec~E un sous-espace vectoriel de~V(T) rencontrant~Asph(T). Ils sont en bijection avec l’ensemble
des toresK-déployés maximaux deG(K). CommeΓ ne respecte pas les types, unK-appartement n’est généralement
pas une réunion de facettes de~I(L). Un appartement de~I(K) est toujours inclus dans un appartement de~I qui estΓ-
stable, ceci correspond à l’inclusion d’un toreK-déployé maximal dans un tore maximal défini surK. Réciproquement,
si Td ⊂ T est l’inclusion d’un tore déployé maximal dans un tore maximal défini surK, alors~A(T) est un appartement
Γ-stable, dont le lieu des points fixes sousΓ est ~AK(Td). Le fixateur duK-appartement~AK(Td) est le centralisateur de
Td, notéZ(Td). Le fixateur de~AK(Td) dansG(K) est doncZ(Td)(K) = Z(Td)Γ. Le stabilisateur de~AK(Td) estN(Td), il
agit donc sur~AK via W(~AK) := N(Td)/Z(Td).
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Soit ~AK unK-appartement vectoriel inclus dans un appartement vectoriel~A. Ses murs sont les~AK ∩ M pourM un
mur d’un appartement~A contenant~AK et tel que~AK ∩ M ∩ ~Asph , ∅ (cette dernière condition signifie que~AK ∩ M
est un murréel). Ces murs font de~AK un complexe de Coxeter, dont le groupe de Coxeter estW(~AK). Les facettes
de ~AK sont des réunions de parties de la forme~f Γ pour ~f une facette de~A Γ-stable. Une facette de~AK est sphérique
si et seulement si elle coupe~Asph (et donc contient une~f Γ, avec ~f une facette sphérique de~A). Les racines pour~AK
sont lesα|~AK pourα ∈ φ(~A) telle que ker(α) ∩ ~AK est un mur réel, autrement dit rencontre~Asph et n’est pas égal à~AK
(doncα|~AK , 0). L’ensemble des racines de~AK notéφ(~AK) ou φ(Td) est un système de racines, pas forcément réduit

contrairement àφ(~A), et son groupe de Weyl estW(~AK). LesK-racines géométriques sont les demi-appartements de
~AK.

Pour touta ∈ φ(Td), on note, conformément à 12.1,φa =
{
α ∈ φ(T) | α|~AK ∈ R

+∗.a
}

et Ua = 〈 Uα 〉α ∈ φa. Le
sous-groupe radiciel associé àa est alorsUa(K). La familleDK := (G(K), (Ua(K))a∈φ(Td)) est une donnée radicielle
pourG(K) ([Ré02] 12.6.3). Il y a ici un petit conflit de notation puisque le groupe jouant le rôle deT pour la donnée
radicielleDK, c’est-à-dire

⋂
a NG(K)(Ua(K)), est en faitZ(Td)(K).

L’immeuble que définit cette donnée radicielle n’est pas exactement~I(K) = ~IΓ, cependant ce dernier en est tout
de même une bonne réalisation géométrique (voir [Ré02] 12.4.4 et 13.4.2). L’immeuble~I(K) correspond en fait à
l’immeuble~I♮ de la partie 12, et l’immeuble de la donnée radicielleDK correspond à~I♮.

Le cas d’un groupe de Kac-Moody presque déployé comporte une simplification notable par rapport à la situation
générale étudiée en 12 : pour toute facette sphérique~fK de ~AK, il n’existe qu’une seule facette de~A contenant un ouvert
de ~fK. En effet, dans le cas contraire il existerait un mur de~A coupant l’intérieur de~fK. Comme~fK est sphérique, ce
mur coupe~Asph∩ ~AK, et donc induit un mur de~AK, qui coupe~fK, ce qui est impossible.

13.2 Action du groupe de Galois

On définit dans ce paragraphe une action du groupeΓ sur l’immeubleIL. On rapelle qu’on a fixé un toreK-déployé
maximalTK inclus dans un tore maximalK-défini etL-déployéT. Le toreT est doncΓ-stable, ce qui permettra de
définir une action deΓ sur l’appartementA(T). L’extension de cette action àI ne posera ensuite aucun problème.

13.2.1 Action deΓ sur A

Dans cette partie, on note~A = ~A(T), A = A(T), φ = φ(T), ~V = ~V(T). Le fait queT est défini surK implique que
~A estΓ-stable, et cette action deΓ sur ~A s’étend par linéarité à~V. De plusΓ permute les racines et les sous-groupes
radiciels relatifs àT, de manière compatible à son action sur l’algèbre de Lie. On a précisément, pourσ ∈ Γ etα ∈ φ :

σuα(k) = uσα(σ(k).kσα )

oùkσα est défini parσ.eα = kσα .eσα.

D’où
σU(α, λ) = U(σ(α), λ + ωσα )

oùωσα ∈ R vautω(kσα ).
Par conséquent, on veut définir une action deΓ surA telle queσ envoieD(α, λ) surD(σ(α), λ + ωσα ). Cette action

doit être compatible avec l’action vectorielle deΓ sur~V, il ne reste donc qu’à déterminer l’image du pointo. Voici en
quelques mots la justification de la définition qui va suivre :
Nous voulonsσM(α, λ) = M(σα, λ + ωσα ), c’est-à-dire

{σx ∈ Y0 | α(x) + λ = 0} =
{
x ∈ Y0 | σα(x) + λ + ωσα = 0

}

Il faut donc queα(σ−1(x)) = (σα)(x) + ωσα , et ce pour toutα ∈ φ. Soit ~u ∈ ~V tel que x = o + ~u, alors
(σα)(x) = (σα)(~u) = α(σ−1(~u)). D’autre part, si nous définissons une action affine deσ sur A, dont la partie vec-

torielle coı̈ncide avec l’action déjà connue deσ sur ~V, nous auronsσ−1(x) = o+
−−−−−−→
oσ−1(o) + σ−1(~u), puisα(σ−1(x)) =

123

te
l-0

04
97

96
1,

 v
er

si
on

 1
 - 

6 
Ju

l 2
01

0



α(
−−−−−−→
oσ−1(o)) + α(σ−1(~u)). Finalement, il nous faut faire en sorte queα(

−−−−−−→
oσ−1(o)) = ωσα .

Lemme 13.2.1.Soitσ ∈ Γ, on noteωα = ωσα pour α ∈ φ. Soit S ⊂ W(T) un système générateur de réflexions, et
Π = (αs)s∈S ⊂ φ la base deφ correspondante. Soientα, β ∈ φ, s ∈ S tels queα = s.β = β− < αs, β > αs. Alors
ωα = ωβ− < αs, β > ωαs.

Remarque:On rappelle que par définition,< α, β >= β(α∨).

Preuve du lemme:On note pourγ ∈ φ, kγ = kσγ , doncωγ = ω(kγ). On note égalementks = kσαs
, et on reprend les

notations de [Ré02] chapitres 7 et 8.
Puisqueα = s.β, on aeα = ±s∗eβ = ±Ad(nαs(1)).eβ. (La notations∗ désigne un automorphisme deg qui relève

l’élément du groupe de Weyls ∈ W(φ), en caractéristique nulle,s∗ = exp(adfs) exp(ades) exp(adfs)). Appliquantσ
à cette égalité, on trouve :

kαeσα = ±Ad(σ(nαs(1))).σ(eβ)
= ±kβAd(nσαs(ks))eσβ
= ±kβAd(nσαs(1).k−α

∨
σs

s )eσβ
= ±kβk

−<αs,β>
s Ad(nσαs(1)).eσβ

= ± ± kβk
−<αs,β>
s eσ(s).σ(β)

= ± ± kβk
−<αs,β>
s eσα

D’où ωα = ωβ− < αs, β > ωαs. �

CommeΠ est une base de~V∗, il existe pour toutσ ∈ Γ un vecteur~vσ ∈ ~V tel que pour touts ∈ S, αs(~vσ) = ωσ
−1

αs
.

Alors d’après le lemme, on a aussiα(~vσ) = ωσ
−1

α pour touteα ∈ φ.

Définition 13.2.2. Pourσ ∈ Γ et~u ∈ ~V, on pose

σ(o+ ~u) = o+ ~vσ + σ(~u)

Proposition 13.2.3.La formule ci-avant s’étend à une action de groupe deΓ sur A, par automorphismes d’apparte-
ment, compatible avec celle de N(T) au sens où(σn).x = σ(n(σ−1.x)), et compatible avec l’action deΓ sur les sous-
groupes radiciels au sens oùσ.D(α, λ) = D(σα, µ) si σ.Uα,λ = Uσα,µ. L’ensemble de ses points fixes est l’adhérence
d’un sous-espace affine deÅ dirigé par~VΓ.

Démonstration:
Pour vérifier qu’il s’agit d’une action de groupe, on vérifie la condition de cocycle attendue sur lesωσα . Soientα ∈ φ,
σ, γ ∈ Γ, on calcule dans l’algèbre de Lieg :

γσ.eα = γ(kσαeσα) = γ(kσα )kγσαeγσα

et d’autre part :
γσ.eα = kγσα eγσα

D’où la relationωγσα = ω(γ(kσα )) + ωγσα = ωσα + ω
γ
σα, la deuxième égalité carΓ préserve la valuationω.

Maintenant, siγ, σ ∈ Γ, on a pour~u ∈ ~V, γ(σ(o+ ~u)) = o+~vγ + γ(~vσ) + γσ(~u). Par conséquent, il faut vérifier que
~vγσ = ~vγ + γ(~vσ).

Soitα ∈ φ, alorsα(~vγ+γ(~vσ)) = ωγ
−1

α +(γ−1α)(~vσ) = ωγ
−1

α +ω
σ−1

γ−1α
. Par le calcul précédent, ceci vautω

σ−1γ−1

α = ω
(γσ)−1

α =

α(~vγσ). Comme~vγσ est l’unique vecteur de~V vérifiant cette relation pour toutα ∈ φ, on obtient bien~vγσ = ~vγ + γ(~vσ),
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et l’action deΓ sur A est bien une action de groupe.

Par construction,Γ agit par automorphismes affines et préserve l’ensemble des murs, cette action, a priori surÅ,
s’étend donc à une action surA par automorphismes d’appartements.

Montrons la compatibilité avec l’action deN. Pour commencer, un élément de la formenα(l), avecα ∈ φ et l ∈ L,
induit surA la réflexionr selon le murM(α, ω(l)). L’élémentσ(nα(l)) = nσα(σ(l)kσα ) induit alors la réflexion selon le
mur M(σα, ω(l) + ωσα ) = σ.M(α, ω(l)). C’est bien la conjugaison par l’action deσ de la réflexionr. CommeN est
engendré par lesnα(l) et T, il reste à vérifier que (σt).x = σ(t(σ−1x)) pourt ∈ T.
Soit donct ∈ T, d’après 13.1.1,t agit surΓ par translation selon le vecteur~vt défini par

α(~vt) = −ω(ᾱ(t)), ∀α ∈ φ ⊂ ~V∗

Or pourα ∈ φ, α ◦ σ = σ−1.α est encore dansφ etσ−1.α = σ−1 ◦ ᾱ ◦ σ ∈ T∗ d’où :

α(σ~vt) = −ω(σ−1 ◦ ᾱ ◦ σ(t)) = −ω(ᾱ(σt)), ∀α ∈ T∗ ⊂ ~Y∗.

(la deuxième égalité car la valuationω estΓ-stable.)
Ceci entraine~vσt = σ(~vt) d’où la relation de compatibilité entre les actions det et deσ.

Enfin, commeΓ est fini, son action sur̊A fixe un point, disonso′. Dès lors,AΓ = o′ + ~VΓ. �

13.2.2 Action deΓ sur I

On dira qu’une familleQ de parahoriques surA(T) estΓ-stable si pour touta ∈ A(T) et toutσ ∈ Γ, σ.Q(a) =
Q(σa). Les familles minimale et maximale de parahoriques sont clairementΓ-stables, il en est de même de la famille
construite dans [Rou10].

Soit Q une bonne famille de parahoriquesΓ-stable, par définitionI(Q) = G × A(T)/ ∼, où ∼ est la relation
d’équivalence définie par (g, x) ∼ (h, y) ⇔ ∃n ∈ N(T) tq y = nx et g−1hn∈ Q(x). CommeN(T) estK-défini, l’action
deΓ surG × A(T) parσ.(g, x) = (σg, σx) passe au quotient et définit une action surI(Q), cette action stabiliseA(T)
et prolonge l’action définie précédemment.

Lemme 13.2.4.Le groupeΓ agit surI par automorphismes de masure bordée, c’est-à-dire qu’il préserve l’ensemble
des appartements deI et induit entre deux appartements un isomorphisme d’appartements.

De plus, pour tous x∈ I, g ∈ G, etσ ∈ Γ, σ(gx) = σ(g)σ(x). Pour tout tore maximal T′, σ(A(T′)) = A(σ(T′)).
Enfin, pour toute facette~f de~I, σ.I ~f = Iσ ~f .

Preuve du lemme:
SoitZ un appartement, soitg ∈ G tel queZ = g.A(T). AlorsσZ = σ(g).A(T), c’est donc un appartement, l’appartement
vectoriel lui correspondant estσ(g). ~A(T) = σ(g. ~A(T)) = σ(~Z). De plus, en notantσZ la restriction de l’action deσ à
Z, etσA(T) sa restriction àA(T), on aσZ = σ(g) ◦σA(T) ◦ g−1. Commeg−1, σ(g) etσA(T) induisent des isomorphismes
entre les appartements concernés,σZ est bien un isomorphisme d’appartements.

La relationσ(gx) = σ(g)σ(x) vient de la définition de l’action deΓ. Si T′ est un autre tore maximal, soitg ∈ G
tel queT′ = gTt−1, alorsA(T′) = g.A(T), d’où σ.A(T′) = σ(g).σ(A(T)) = σ(g).A(T) = A(σ(g)Tσ(g)−1). Mais
σ(g)Tσ(g)−1 = σ(gTg−1) = σ(T′).

Enfin, si ~f est une facette de~A, alorsI ~f = P( ~f ).A~f doncσ.I ~f = σ(P( ~f )).σ(A~f ) = P(σ ~f ).Aσ~f = Iσ~f . Le cas où
~f 1 ~A s’obtient par conjugaison par un élémentg ∈ G tel queg. ~f ⊂ ~A. �

En particulier, si dans un appartementZ y= x+Z ~v, alors dansσZ σ(y) = σ(x) +σZ σ(~v).
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13.3 Action du normalisateur du tore d́eployé

Nous avons obtenu pour tout tore maximalK-défini etL-déployéT contenantTK une partieA(T)Γ stable par
N(T)(K) . Nous allons voir qu’on peut, au moins sous l’hypothèse que le corpsL est ”maximalement complet”, trou-
ver un autre espace affine dirigé par~AK qui soit stable parN(TK)(K), c’est-à-dire qui permette de vérifier (DM 4).

Remarque:Les résultats de cette partie ne sont pas utilisés dans la suite, car cette construction ne permet pas de
vérifier (DM 2). Elle permet cependant justement de se rendre compte de la difficulté rencontrée.

Soit ~fK une facette maximale de~AK, ~f une facette de~A contenant un ouvert de~fK. SoitJ := I ~f , c’est un immeuble

affine car~f est sphérique, c’est en fait l’immeuble de Bruhat-Tits du groupeM~A( ~f ) = FixG(~AK) = Z(TK).
Les groupesZ(TK) etΓ agissent surJ, etZ(TK)(K) préserve l’ensembleJΓ, qui contient le singletonpr ~f (A(T)Γ).

Lemme 13.3.1.L’ensembleJΓ est une partie non vide, bornée et convexe deJ.

Preuve du lemme:L’immeubleJ est l’immeuble de Bruhat-Tits deZ(TK), c’est donc aussi l’immeuble du semi-
simplifié deZ(TK), c’est-à-dire deZ(TK)/Z(Z(TK)). CommeTK ⊂ Z(Z(TK)), etTK est un toreK-déployé maximal, ce
semi-simplifié n’a pas de toreK-déployé, il est anisotrope. Alors la proposition 5.2.1 de [Rou77] entraine queJΓ est
borné.

C’est une partie convexe carΓ agit surJ par automorphismes d’immeuble, et non vide car elle contientpr ~f (A(T)Γ).
�

Remarque:Sans supposer que la valuation deK est discrète, il n’est en général pas clair que l’immeuble deZ(TK)
contienne un pointΓ-fixe (voir [BT84] 5.1.6). Ici, c’est le fait d’avoir choisiL de manière à assurer l’existence d’un
tore maximalL-déployé etK défini contenantTK qui a cette conséquence.

Proposition 13.3.2.Si l’immeubleJ est complet, il existe un sous-espace affine Y(K) d’un appartement A deI, stable
par N(TK)(K), fixe parΓ, dirigé parVect~A(~AK).

Remarque:L’immeubleJ est complet si et seulement siL est ”maximalement complet”, d’après [BT72] 7.5.4 et
7.5.5, ce qui est le cas par exemple dès que la valuation deL est discrète.

Démonstration:
Le produitZ(TK)(K) × Γ agit surJ en stabilisantJΓ. D’après le lemme et le fait queJ est complet, le théorème de
point fixe de Bruhat-Tits prouve l’existence d’un pointp ∈ JΓ fixe parZ(TK)(K). SoitT′ un tore maximal deZ(TK)
tel quep ∈ A(T′) ~f . SoitY = pr−1

~f
(p) ∩ A(T′), il s’agit de l’adhérence d’un espace affine deA(T′) stable parN(TK)(K)

et parΓ, et dirigé par Vect~A(T′)(
~f ). AlorsΓ agit surY par automorphismes affines, avec des orbites finies, doncY admet

lui même un pointΓ-fixe p. Finalement,Y(K) := YΓ = p+ Vect~A(T′)( ~f
Γ) = p+ Vect~A(~AK) convient. �

On obtient de la sorte un espaceY(K) ⊂ IΓ sur lequel agitN(TK)(K). Cependant, on ne sait pas si il existe un
appartementA le contenant tel queA∩ IΓ = Y(K). Autrement dit, en modifiantY(K) pour satisfaire à (DM 4), on a
perdu la condition (DM2).

Pour résoudre cette difficulté, nous aurons besoin d’hypothèses sur le groupeG ou le corpsK, et nous devrons
choisir unI♯ plus petit queIΓ.

126

te
l-0

04
97

96
1,

 v
er

si
on

 1
 - 

6 
Ju

l 2
01

0



13.4 Descente

13.4.1 V́erification des premìeres conditions de descente

Proposition 13.4.1. Soit G un groupe de Kac-Moody presque déployé sur un corpsK, déployé sur une extension
galoisienneL. On noteDK etDL les données radicielles pour G(L) et G(K), correspondant à un tore maximalL-
déployé TL et un toreK-déployé maximal TK inclus dans TL. Alors le couple(DL,DK) vérifie les conditions (DSR),
(DDR) et (DIV).

SiK est muni d’une valuation non trivialeω, alors toute valuationϕL deDL associée comme en 10.2.3 vérifie (DV
2).

Supposons de plus TL K-défini, soit QL une bonne famille de parahoriques vérifiant (para2.1+−)(sph) pour
(DL, ϕL), soitIL = I(QL), etΓ = Gal (L|M), qui agit donc surIL. Alors la donnée(DL, ϕL,DK,IΓL) satisfait aussi
aux conditions (DM 1), (DM 2).

Les conditions manquantes sont donc (DM 3) et (DM 4), ainsi que (DV 1). Remarquons qu’on peut toujours rem-
placerϕL par une valuation équipollente pour satisfaire à cette dernière.

On rappelle que, contrairement à ce que les notations pourraient faire croire, le groupe jouant le rôle deT dans la
donnée radicielleDK est en faitZ(TK)(K), qui contient en général strictementTK.

De plus, on a pris~AK = ~AΓ
L
, de manière à voir~IK comme une partie de~IL. C’est donc en général un complexe de

Coxeter non essentiel, et ce n’est pas l’appartement obtenu abstraitement à partir deφ(Td).
Pour le reste, on notera avecK en indice tous les objets habituellement obtenus à partir d’une donnée radicielle.
Voici le dictionnaire entre les objetsK-rationels considérés ici et les objets de la partie 12 :
– D = DL,D♮ = DK,
– G♮ = G(K), T♮ = Z(TK)(K), N♮ = N(TK)(K),
– φ♮ = φ(TK), U♮

a = Ua,K pour touta ∈ φ(TK),
– ~V = ~V(TL), ~V♮ = Vect~V(TL)

(~AK),

– ~I♮ = ~I(K), ~A♮ = ~AK,
– ϕ = ϕL, ϕ♮ = ϕK,
– pour la deuxième partie de la proposition, on auraI♯ = IΓL, doncA♯ = Å(TL)Γ.

Démonstration:On note~VL = ~V(TL), ~VK = Vect~VL(
~AK), AL = A(TL) etφK = φ(TK).

– (DSR) : On aφK =
{
α|~AK | α ∈ φ et ker(α) ∩ ~ALsph, ∅

}
. Par [Ré02] 12.4.4, toutes les facettes de~IK coupent~I ;

par 12.6φK est à base libre ; enfin si~fK est une facette sphérique de~AK, alorsφm
K
( ~fK) est fini, mais pour tout

a ∈ φm
K
( ~fK), φm

L
(ker(a)) est aussi fini (cara est uneK-racine réelle), donc au finalφm

L ( ~fK) est fini, donc~fK coupe
au moins une facette sphérique.

– (DDR1) : Pour touta ∈ φK, on aUa,K =
〈 {

Uα,L | α ∈ φL etα|~VK ∈ {a, 2a}
} 〉Γ

. Ceci est clairement inclus dans le

groupeUa =
〈 {

Uα,L | α ∈ φL etα|~VK ∈ R
+∗.a
} 〉

.

– (DDR2) : Pour touta ∈ φK, si α ∈ φL est telle queα|~VK ∈ R
+∗.a, alorsα|~VK ∈ φK. CommeφK est un système de

racines, il ne peut y avoir plus de deux telsα|~VK .

– (DDR3) : Le groupeT♮ pour la donnée radicielleDK est en faitZ(TK)(K), avecZ(TK) le centralisateur du tore
déployé maximalTK, autrement dit le fixateur de~AK. Or le groupeZ défini dans 12.1 est précisément ce fixateur.
D’où l’inclusion Z(TK)(K) ⊂ Z(TK) = Z.
Pour touta ∈ φK, u ∈ UKa, n(u) stabilise~AK et donc normaliseZ. Il agit sur~AK comme une réflexion d’hyperplan
kera, d’où n(u)Uan(u)−1 = U−a etn(u)U−an(u)−1 = Ua.
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– (DIV) : L’immeuble ~I(K) = ~IΓ est stable parG(K), et ~I(K) ∩ ~A = ~AK. D’où (DIV).

– (DV2) : Soit t ∈ TK(K), t induit surA une translation de vecteur~vt et t stabiliseAK donc~vt ∈ ~VK. Pour tout
a ∈ φK et k ∈ R, on atUa,kt−1 = Ua,k+a(~vt). Donc l’image deϕKa est stable par le groupeZ.a(~vt), et il nous faut
maintenant prouver qu’il existet ∈ TK(K) tel quea(~vt) , 0.
Le vecteur~vt est caractérisé par le fait que pour toutα ∈ φL, α(~vt) = −ω(ᾱ(t)) (proposition 13.1.1). En par-
ticulier, si α ∈ φL est telle queα|~VK = a, alorsa(~vt) = α(~vt) = −ω(ᾱ(t)) = −ω(ā(t)), car ā = ᾱ|TK . Mais
a(TK) ⊃ a(a∨(K∗)) = (K∗)2, car〈a, a∨〉 = 2, et le résultat découle de ce queω est une valuation non triviale sur
K, donc sur (K∗)2.

On suppose maintenantTL K-défini, et on prendI♯ = IΓL. On peut alors définirAK = AΓ
L
= A♯.

– (DM1) : La partieIΓ
L

est clairement stable parG(K). Soit ~f une facette sphérique. SiIΓ
~f
= ∅, alors il s’agit bien

d’une partie convexe et stable parG(K). Sinon, la facette~f estΓ-stable, etΓ agit surI ~f par automorphismes

d’immeuble affine, doncIΓ
~f

est convexe etG(K)-stable.

– (DM2) : Conséquence de 13.2.3.
�

Dans toute la suite, on fixe une bonne famille de parahoriquesQ pourDL.

13.4.2 Corps interḿediaire

SoitTK un toreK-déployé maximal. On suppose désormais qu’il existe une extension galoisienneM modérément
ramifiée deK, incluse dansL, telle que le groupe réductifZ(TK) soit quasi-déployé surM. Ceci est par exemple le cas
dès que la valuation deK est discrète et que son corps résiduel est parfait.

Il existe alors un sous-groupe de BorelBM du groupe réductifZ(TK) défini surM. Ce Borel contient un tore
maximalTL défini surM. CommeTK ⊂ Z(BM), TL contientTK. Soit TM la partieM-déployée deTL, c’est-à-dire
le groupe engendré par les image des cocaractères deTL fixes parΓM := Gal (L|M). Cette partie contient encoreTK
puisque tout cocaractère deTK est un cocaractère deTL fixe parΓM.

Prouvons queTL = ZZ(TK)(TM). A priori, ZZ(TK)(TM) est le sous-groupe de Lévi deZ(TK) engendré parTL et par
les groupes radicielsUα pourα ∈ φ(TL) tels queα(TM) = {1} (cette condition entraine automatiquementα ∈ φm(TK),
doncUα ⊂ Z(TK)).

Le système de racines deZ(TK) par rapport au tore maximalTL estφm(TK), où φ = φ(TL) est le système de
racines pourG par rapport àTL. SoitΠ la base deφm(TK) correspondant àBM, etΠ∨ sa base duale. CommeBM est
ΓM-stable, ces bases sont permutées parΓM. Une base des cocaractères deTM est alors l’ensemble des

∑
ρ∈O ρ, pourO

uneΓM-orbite dansΠ∨.
Soit maintenantα ∈ φm(TK) tel queα(TM) = {1}. Alors α s’annule sur tout cocaractère deTM, donc pour toute

orbite O dansΠ∨, α(
∑
ρ∈O ρ) =

∑
ρ∈O 〈 α, ρ 〉 = 0. CommeO ⊂ Π∨, tous les〈 α, ρ 〉 sont de même signe, donc

finalement, ils sont tous nuls. Au total,α s’annule sur tous les élément deΠ∨, ceci est impossible. Il n’existe donc pas
de racineα ∈ φm(TK) s’annulant surTM. DoncZZ(TK)(TM) = TM.

Vérifions queTM est un toreM-déployé maximal. SiT est un toreM-déployé contenantTM, alorsT ⊂ Z(TM) = TL.
Si ρ est un cocaratère deT, commeT estM-déployé,ρ estΓM-fixe. Donc par définition deTM, son image est dansTM.
On prouve ainsi queT ⊂ TM.

Maintenant, le fait queTK ⊂ TM entraine queZZ(TK)(TM) = ZG(TM), donc finalementZG(TM) = TL, et le groupeG
est lui aussi quasi-déployé surM.

On a finalement trois toresTK ⊂ TM ⊂ TL. Le premier estK-déployé maximal, le second estM-déployé maximal,
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le troisième est maximal (etL-déployé), etM-défini. De plus l’extension de corpsK ⊂ M est modérément ramifiée, et
G est quasi-déployé surM.

On a déjà introduitΓM = Gal (L|M), on notera de plusΓK = Gal (M|K). Le groupeΓM est distingué dansΓ et
ΓK ≃ Γ/ΓM. SoientAL = A(TL), ~AL = ~A(TL), ~AM = ~A(TM) ⊂ ~AL et ~AK = ~A(TK) ⊂ ~AM. CommeTL estM-défini, le
groupeΓM agit surAL, et l’ensembleAM = AΓM

L
est l’adhérence d’un espace affine sous~AM.

Remarque:On ne peut définir un espaceAK aussi simplement, il faudra attendre 13.4.4.

13.4.3 Descente quasi-d́eployée

On commence par appliquer la partie 12 aux données radiciellesDM etDL. D’après la proposition 13.4.1, toutes
les conditions de descente sauf (DM 3) et (DM 4) sont vérifiées, en prenantI

ΓM
L

pour jouer le rôle deI♮, et en
remplaçantϕ par une valuation équipollente basée en un point deAM.

Nous avons vu queG est quasi-déployé surM, c’est-à-dire que nous avons trouvé un toreM-déployé maximalTM
tel queTL = Z(TM) est un tore maximal deG. Le toreTL est doncM-défini, et c’est l’unique tore maximal contenant
TM.

On a N(TM) ⊂ N(TL).Z(TM) = N(TL), d’où N(TM)(M) ⊂ N(TL)(M). Comme la partieAM = A(TL)ΓM est en
général stable parN(TL)(M), elle l’est ici aussi parN(TM)(M), ainsi la condition (DM 4) est-elle vérifiée.

Concernant (DM 3), soit~CM une chambre de~AM et ~C une chambre de~AL rencontrant~CM. Soit x ∈ AM et F la
facette deAL contenantGerm x(x+ ~C). C’est une chambre deI qui coupeAM et doncIΓM . Pour toute facette sphérique
~f ∈ F (~AL), la facette contenantpr ~f (F) coupeA♯, est une chambre deI ~f et donc n’est incluse dans aucune autre
facette deI ~f .

On obtient donc par la partie 12 une valuationϕM de la donnée radicielleDM, un appartementAM = AM(TM), une
bonne famille de parahoriquesQM vérifiant (para 2.1+)(sph), puis une masure bordéeIM = I(QM) pourG(M).

On noteraJM = G(M).AM ⊂ IΓM , c’est l’analogue des ”points invariants ordinaires” de [Rou77] 2.4.13. Par la
proposition 12.5.1, pour toute facette sphérique~fM de~IM, la façadeI

M ~fM
deIM s’identifie àJM∩ I ~f , où ~f est l’unique

facette de~I contenant un ouvert de~fM (voir la remarque à la fin de 13.1.2).

Soit σ ∈ Γ, alorsσ.TM est un autre toreM-déployé maximal deG, donc il existeg ∈ G(M) tel queσ.TM =
g.TM.g−1. Montrons queσ.AM = g.AM.

Pour commencer,σ.AM = σ.(AΓM
L

) = (σAL)ΓM . En effet, si x ∈ AΓM
L

, alorsσ.x ∈ σ.AL, et pour toutγ ∈ ΓM,
γ.σ.x = σσ−1γσx = σx carσ−1γσ ∈ ΓM. Doncσ.(AΓM

L
) ⊂ (σAL)ΓM , l’autre inclusion est semblable.

Doncσ.AM = (σAL)ΓM = AL(σTL)ΓM . Maisσ.TL = gTLg−1 car c’est l’unique tore maximal contenantσTM. Donc
σ.AM = (g.AL)ΓM = g.AΓM

L
= g.AM carg estΓM-fixe.

Ceci prouve queJM est stable parΓ.

13.4.4 Descente mod́erément ramifiée

On étudie maintenant le groupeG(K). On va utiliser les résultats de la partie 12, appliqués aux données radicielles
DL etDK, le travail surDM de la partie précédente servira à définir une partieI♯K deIL, et à prouver les conditions
(DM x).

On a vu queΓ agit surJM, on peut donc poserI♯K = JΓM = J
ΓK
M

. La masure bordéeIL admet des pointsΓ-fixes car
G contient des tores maximauxL-déployés etK-définis. DoncIΓ

L
, ∅. Cependant il n’est pas clair queJΓ

M
= IΓ

L
∩JM

soit non vide. Nous serons en fait obligés de le supposer, mais c’est une hypothèse qui, tout comme l’hypothèse sur
l’existence de l’extensionM, est vérifiée dès que la valuation deK est discrète. C’est en fait l’analogue de la condition
(DE) de [BT84] 5.1.5.
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Proposition 13.4.2.Onsuppose que la famille Q vérifie (para2.1+−)(sph), et que l’immeuble de Bruhat-TitsIM(Z(TK))
du groupe réductif Z(TK) sur le corpsM admet un pointΓ-fixe.

Alors il existe un tore maximal T tel que les conditions de descente de la partie 12 sont vérifiées pour les données
radiciellesDL(T) etDK(TK), et pour la partieI♯K deIL.

Comme pour 13.3.2, par le théorème de point fixe de Bruhat,IM(Z(TK))Γ est non vide dès que l’immeuble
IM(Z(TK)) est complet, et ceci est vrai dès que la valuation deK est discrète.

Démonstration:
Pour toute facette sphérique~f de ~IL, I♯K ∩ IL, ~f est vide si~f ∩ ~IM = ∅. Sinon, il s’agit de l’ensemble des points

Γ-fixes dans la façadeI
M ~fM

où ~fM est une facette de~IM contenant~f ΓM . Cette façade est un immeuble, etΓ y agit par

automorphismes, doncIΓ
M ~fM

est une partie convexe. Ainsi (DM 1) est vérifié, pour la partie d’immeubleI♯K.

La proposition 13.4.1 prouve encore les conditions (DSR), (DDR), (DIV), et (DV 2), pour n’importe quel tore
maximalT contenantTK et pour n’importe quelle valuation deDL(T). Il reste à voir (DM 2, 3 et 4) ainsi que (DV 1).

Le fait que l’extensionK ⊂ M soit modérément ramifiée entraine que le lieuIM(Z(TK))ΓK des pointsΓK-fixes de
l’immeubleIM(Z(TK)) de Z(TK) sur le corpsM est de diamètre nul. En effet le groupeZ(TK), ou plutôt son semi-
simplifiéZ(TK)/Z(Z(TK)) estK-anisotrope, donc sachant que le degré de sauvageries(M|K) est nul, c’est la proposition
5.2.1 de [Rou77]. Comme nous avons supposé qu’il est non vide, il s’agit d’un singleton{p}, et le pointp est donc fixé
parZ(TK)(K).

Le groupeZ(TK) est le fixateur dansG duK-appartement~AK. Pour toute chambre~fK de ~AK, on notera~f la facette
de ~A contenant un ouvert de~fK. La facette~f est sphérique, et l’immeubleI(Z(TK)) est isomorphe àI ~f , la façade de

I = IL(G) de type~f . L’immeubleM-rationnelIM(Z(TK)) est alors isomorphe àI ~f ∩ JM, par la proposition 12.5.1.

Cet immeuble est inclus dansIΓM , de sorte que l’action deΓ y coı̈ncide avec celle deΓK.
On notep~f l’unique pointΓ-fixe deI ~f ∩ JM. SoitE l’ensemble des points deJM ainsi obtenus pour toutes les

chambres de~AK. L’ensembleE est donc fixé parZ(TK)(K), et stabilisé parN(TK)(K).

Il existe z ∈ Z(TK)(M) tel que le pointΓ-fixe deIM(Z(TK)) est dans l’appartement correspondant au toreT :=
zTLz−1. Soit Z = A(T) = z.AL. Alors ZΓM est inclus dansJM et contientE. Notons que commez ∈ Z(TK), ~AK ⊂ ~Z.
Nous allons montrer queZ∩I♯K est l’adhérence d’un espace affine dirigé par Vect(~AK), et qu’il est stable parN(TK)(K).

CommeE est constitué de points sphériques des deux signes, ClZ(E) est en fait indépendant de l’appartement le
contenant considéré (corollaire 11.9.5). En conséquence, cet enclos est stable parΓ et parN(TK)(K). Il s’agit d’une
partie convexe deZ, donc l’action deΓ fixe un pointx ∈ Z̊ ∩ Cl(E). Soitσ ∈ Γ. Par le corollaire 11.9.5, il existe
g ∈ Q(Cl(E)) tel queσ.Z = g.Z. Alors g−1σ est un automorphisme deZ qui fixeE, donc sa partie vectorielle fixe~AK.

Il fixe de plusx, et ceci entraine qu’il fixex+ Vect(~AK). Commeg fixe Cl(E) qui contientx+ Vect(~AK), on voit queσ

fixe x+ Vect(~AK). Finalement,x+ Vect(~AK) ⊂ ZΓ. CommeZΓ ⊂ ZΓM ⊂ JM, on obtientx+ Vect(~AK) ⊂ Z ∩ I♯K.

Réciproquement, soity ∈ Z ∩ I♯K, montrons quey ∈ x+ Vect(~AK). Supposons dans un premier tempsy ∈ Z̊. Soit
~f une facette de~Z contenant un ouvert d’une chambre de~AK. Le pointpr ~f (y) estΓ-fixe, et commey ∈ JM, c’est un

point deI ~f ∩ JM, c’est doncp~f . Ceci et le résultat similaire pour− ~f prouve déjà quey ∈ Cl(E). Ensuite, comme

x et y ont la même projection surI ~f , quitte à déplacery selon Vect(~AK), on peut supposery ∈ x + ~f . Soit~v ∈ ~f tel
quey = x +Z ~v. Alors pour toutσ ∈ Γ, y = σ(y) = σ(x) +σZ σ(~v) = x +σZ σ(~v). Comme au paragraphe précédent,
soit q ∈ Q(Cl(E)) tel queσ.Z = q.Z. Alors q−1σ.y = y (cary ∈ Cl(E)) d’où, dansZ, x +Z ~v = x +Z q−1σ(~v), donc
~v = q−1σ(~v), et commeq fixe ~f , ~v = σ(~v).

Ainsi,~v ∈ ~f Γ ⊂ ~AK, ety ∈ x+Vect(~AK). De la même manière, on obtient pour toute façadeZ~g telle que~g∩ ~AK , ∅,
Z~g ∩ I♯K = pr~g(x) + Vect(~AK).
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Ainsi, Z ∩ I♯K est l’adhérence d’un espace affine sous Vect(~AK). On le noteZK, son intérieur jouera le rôle duA♯

de la partie 12.
La condition (DM 2) est donc vérifiée pour l’appartementZ (c’est-à-dire le tore maximalT ou la donnée radicielle

DL(T)). De plus nous avons vu queZK ⊂ Cl(E) doncZK = Cl(E) ∩ I♯K, et comme ces deux ensembles sont stabilisés
parN(TK)(K), ZK aussi, d’où (DM 4).

Étudions (DM 3). Soit~g une facette sphérique de~Z coupant~AK. SoitF = Germ x(x+ ~F) une facette deZ~g coupant

ZK de dimension maximale, doncF contient un ouvert deZK ∩ Z~g, et il existe une facette~f de ~Z ∩ ~g∗ contenant un

ouvert de~AK telle que~F = ~f /Vect(~g) (ou plutôt ~F = ( ~f + Vect(~g)).Vect(~g). Supposons qu’il existe une autre facette
F′ deI~g rencontrantI♯K et telle queF ⊂ F̄′. Il existe un appartementB~g deI~g contenantF′ et tel que~f ⊂ ~B~g. Soient
x ∈ F′ ∩ I♯K et y ∈ F ∩ I♯K. Alors pr ~f (x) tout commepr ~f (y) sont deux pointsΓ-fixes dansJM ∩ I ~f : ils sont égaux.

Donc x ∈ y+ Vect~B~g(
~f ) = AffB~g(F). Mais x ∈ F′ et F′ ∩ Aff(F) = ∅ : on obtient une contradiction, et il n’existe pas

de telle facetteF′.

Enfin, soitϕ une valuation deDL(T) basée en un pointo ∈ ZK, elle vérifie immédiatement (DV 1).
�

13.5 Conclusion

Résumons les résultats précédents. SoitG un groupe de Kac-Moody presque déployé sur un corps valuéK, déployé
sur la clôture séparable deK. SoitTK un toreK-déployé maximal, il existe une extension galoisienneL deK qui déploie
G et telle qu’il existe des tore maximauxL-déployés contenantTK.

Pour tout tel toreT, la famille de parahoriquesQ définie dans [Rou10] est une bonne famille de parahoriques
pourDL(T), et elle vérifie en outre (para 2.1+)(sph). Alors la proposition 13.4.1 s’applique, permettant de vérifier les
conditions de descente (DSR), (DDR) et (DIV), ainsi que (DV 2) pour toute valuation surDL(T).

Si de plus la valuation deK est discrète, et le corps résiduel parfait, alors il existe une extension intermédiaire
M ⊂ L telle queG est quasi-déployé surM et telle que l’extensionK ⊂ M est non ramifiée. Ceci permet la définition
de la partieI♯K = JM ∩ IΓ. L’hypothèse de discrétion de la valuation deK permet également d’appliquer la proposi-
tion 13.4.2, prouvant que la partieI♯K vérifie les conditions (DM). La condition (DV 1) est obtenue dès qu’on choisit
une valuation basée en un point deI♯K , alors toutes les conditions de descente de la partie 12 sont vérifiées.

On obtient donc une valuation pour la donnée radicielleDK, puis un appartement, une bonne famille de para-
horiques vérifiant (para 2.1+)(sph), et enfin une masure bordée. On sait en outre que les façades sphériques de cette
masure bordée sont incluses dans des façades sphériques de la masure bordéeIL pourDL.

Théorème 13.5.1.Soit G un groupe de Kac-Moody presque déployé sur un corpsK, déployé sur la clôture séparable
deK, vérifiant les conditions de descente (DSC) de [Ré02] 12.1.1. On supposeKmuni d’une valuation réelle discrète
non triviale, telle que son corps résiduel soit parfait.

Alors il existe une masure bordéeIK pour G(K), qui provient d’une valuationϕK et d’une bonne famille de para-
horiques QK vérifiant (para2.1+)(sph). Pour toute facette sphérique~fK de ~I(K), la façadeI

K, ~fK
s’injecte dans la

façadeI
L, ~f , de la masure bordéeIL pour G(L), où ~f est la facette de~I(L) contenant un ouvert de~fK.

Remarque:Les hypothèses sur le corpsK (valuation discrète et corps résiduel parfait) interviennent pour résoudre
deux difficultés : pour assurer l’existence d’une extensionM non ramifiée deK qui quasi-déploie le groupe réductif
Z(TK), puis pour assurer l’existence d’un pointΓ-fixe dans l’immeuble de ce dernier. Ces deux difficultés ne font inter-
venir qu’un groupe réductif, et sont rencontrées de la même manière dans [BT84]. Ainsi, si on veut affiner le résultat
précédent en affaiblissant les hypothèses sur le corpsK, ceci devrait être possible de la même manière que dans [BT84].
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13.6 Questions

Signalons finalement deux points qui restent non résolus.

En premier lieu, on ne sait pas s’il existe en général, pour toute donnée radicielle valuée, une bonne famille de
parahoriques. Nous ne disposons a priori que de la famille minimale de parahoriques; même la définition de la famille
maximale n’est possible que si l’on suppose l’existence d’au moins une bonne famille. Ce n’est que dans le cas d’une
donnée radicielle valuée venant d’un groupe de Kac-Moody que l’on sait, grâce à [Rou10] que la famille minimale est
bonne, et qu’il existe en outre une bonne famille vérifiant en plus (para 2.1+).

Par ailleurs, pour construire la masure bordée d’un groupe de Kac-Moody presque déployé, on définit un apparte-
ment, puis une famille de parahoriques, puis on applique la construction générale. Il n’est alors pas clair que la masure
obtenue s’injecte (ou au moins que chacune de ses façades s’injecte) dans la masure du groupe déployé. On a seule-
ment prouvé que ses façades sphériques s’injectent dans des façades sphériques de la masure du groupe déployé, et il
est facile d’en déduire l’existence d’un plongement pour les immeubles microaffines deG(K).
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