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Introduction

La mise en équations ou plus généralement la spécification d’un probleme releve d’une
démarche fondamentale en mathématiques qui est motivée par la connaissance d’une
méthode de résolution dans le domaine de calcul adéquat comme par exemple les termes
du premier ordre, les booléens, les entiers ou les réels. La diversité des domaines fait de la
recherche d’une méthode de résolution, ou algorithme, une expérience difficile a sans cesse
renouveler. Il s’agit d’un probleme indécidable en général: on ne peut en effet espérer
trouver un algorithme universel mais il est crucial de trouver des classes de problemes
décidables.

Ce constat a ainsi ouvert la voie a une activité de recherche en informatique dont
I’objet est la construction d’algorithmes de résolution dans des structures spécifiques et
qui s’inscrit dans une perspective tres ambitieuse consistant a automatiser le raisonnement
(mathématique). Dans ce contexte, la résolution d’équations dans des structures abstraites
(de termes), ou unification, est une composante fondamentale de nombreux prouveurs de
théoremes élaborés a ce jour. L’intérét s’est d’abord porté sur I'unification syntaxique,
pour laquelle les symboles de fonctions n’ont aucune propriété particuliere. Les travaux de
G. Plotkin[Plo72], M. Stickel [Sti85] et ceux de J.-P. Jouannaud et H. Kirchner [JK86] pour
n’en citer que quelques uns, ont permis d’intégrer des théories équationnelles au processus
de déduction afin d’en accroitre lefficacité et 1’expressivité grace a une unification.de
nature plus sémantique.

Le souci permanent d’améliorer les systemes de déduction a ensuite conduit a intro-
duire le concept dc contrainte. Le principe du raisonnement avec contraintes consiste a
ne pas calculer les solutions d’un probleme mais & garder celui-ci sous la forme d’une
contrainte schématisant 1’ensemble des instances admissibles. Il suffit alors souvent de
tester la satisfaisabilité des contraintes avant d’entamer un processus de déduction. La
connaissance d’algorithmes de satisfaisabilité revét donc dans ce cadre une importance
capitale.

Le raisonnement avec contraintes est aussi un moyen d’utiliser des domaines de cal-
cul spécifiques et de faire coopérer deux formes de déductions distinctes. L’une dépend
fortement d’algorithmes spécialisés disponibles dans le domaine de calcul ou s’exprime
les contraintes, alors que 'autre est basée sur des mécanismes plus généraux comme la
résolution, la simplification ou la superposition. Parmi les exemples de domaines de calcul
qui ont été intégrés a la programmation logique avec contraintes [JL87, Col90, DvHS*88],
citons notamment les réels, les domaines finis, ’algebre de Boole, et plus généralement les
algebres primales qui sont des algébres finies permettant d’exprimer toute fonction définie
sur le domaine par un terme. Mais jusqu’a présent, la gestion de plusieurs domaines de
calcul dans les systemes de déduction se limite au cas ou les algorithmes de résolution ne



10 Introduction

cooperent pas ou tres peu. Ces algorithmes sont le plus souvent utilisés indépendamment
P'un de l'autre.

L’objet de cette these est 1’étude de la combinaison des algorithmes de résolution de
contraintes afin d’encore augmenter le pouvoir d’expression des systemes de déduction.
Le probleme est le suivant: comment construire & partir de deux algorithmes de résolu-
tion de contraintes dans deux domaines de calcul, un nouvel algorithme de résolution de
contraintes dans la réunion des deux domaines? Une instance de ce probléme est obtenue
en remplacant la résolution de contraintes par 'unification.

La situation actuelle

Le probleme de combinaison a déja été abordé dans le cadre de l'unification ou le
besoin d’outils systématiques pour la construction d’algorithmes [Kir85a] s’est tres vite
affirmé. Alors qu’un algorithme d’unification modulo I’axiome de commutativité se déduit
de celui existant pour 'unification syntaxique, il n’en est pas de méme pour ’associativité-
commutativité, ou 'unification fait appel a la résolution d’équations diophantiennes. De-
vant la complexité du probleme, la recherche d’algorithmes d’unification est devenue au fil
des années une activité a part entiere ayant pour souci majeur de concevoir des outils pour
leur construction quasi-automatique. Deux voies principales pour une telle construction
ont été explorées:

e Comment transformer un probleme d’unification (sémantique) modulo une théorie
en un autre relevant de 'unification syntaxique?

Le concept de surréduction [Hul80] permet de'répondre & cette question dans le cas
de théories définies par un systeme de réécriture convergent.

e Comment construire de facon modulaire un algorithme d’unification dans une théo-
rie équationnelle £, U E; en réutilisant les algorithmes existants pour £y et Ey?

C’est ce probléme de combinaison d’algorithmes d’unification qui est a ’origine des
travaux exposés dans cette these.

De nombreux éléments de réponses, toujours plus complets, ont déja été apportés mais
pour le mélange de théories disjointes uniquement. C. Kirchner [Kir85a, Kir89] s’est inté-
ressé au mélange de théories admettant des algorithmes d’unification spécifiques. Mais en
général, des restrictions syntaxiques ont d’abord été imposées sur la forme des axiomes.
Le cas des axiomes réguliers et non effondrants fut résolu par K. Yelick [Yel87] et a
permis ainsi de mélanger symboles libres, commutatifs et associatifs-commutatifs. Puis
la méthode fut généralisée aux axiomes réguliers. Enfin, le cas général a été résolu par
M. Schmidt-Schauff [SS89] par la présentation d’un algorithme non-déterministe, qui fut
ensuite rendu déterministe par A. Boudet {Bou90a]. Mais ’abandon progressif des restric-
tions syntaxiques s’est accompagné en contre-partie de la spécialisation des algorithmes
d’unification a combiner. Il faut en effet pouvoir déterminer les solutions satisfaisant une
certaine restriction comme celle de ne pas instancier une variable arbitraire.

Méme si le cas général semble avoir été résolu, le probleme de la combinaison de 'uni-
fication présente encore un large éventail de perspectives. F. Baader et K. Schulz [BS92]
ont d’ailleurs montré récemment que la condition sur les algorithmes d’unification avec
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restriction pouvait étre précisée et qu’il suffisait d’une restriction dite lin€aire parce que
fondée sur un ordre total sur les variables z,...,Zn,,¥1,...,Yn, du probleme et ce afin
d’éviter ’apparition d’un cycle

n=thlm] A n=talp] A ya="talon] A =",y

lors du calcul des solutions. Un autre avantage de ce dernier algorithme, inspiré de celui
non-déterministe proposé par M. Schmidt-Schau$}, est de s’appliquer aussi bien a la déci-
sion de l'unification qu’a I’unification elle méme, ce que ne permettaient pas les approches
précédentes. .

Tous ces algorithmes ont cependant un mécanisme commun s’appuyant sur ’hypothese
que les théories ont des signatures disjointes. Cette condition est primordiale a premiere
vue car elle permet de déterminer sans ambiguité la théorie d’un symbole et de décomposer
un probleme hétérogene en deux sous-problemes purs, chacun d’eux formés exclusivement
de symboles dans une théorie. L’opération de purification consiste a remplacer chaque
sous-terme étranger par une nouvelle variable et de rajouter ’équation résolue liant cette
variable et le terme abstrait. Ensuite, ['utilisation conjointe des algorithmes d’unification
sur les sous-problemes purs fournit deux solutions pures

? ?
T1="81 N ANZp,= 8y,

ylz?tl A A ynzz?tng

qu’il faut combiner pour en extraire une unique solution, elle, hétérogene. C’est dans cette
phase de combinaison des solutions qu’intervient la notion de restriction linéaire.

Derriere I’apparente simplicité de ce mécanisme de combinaison se cachent cependant
de sérieuses difficultés:

e Pourquoi un probleme pur peut-il étre impunément résolu dans sa théorie alors
qu’en principe il devrait I’étre dans le mélange? Autrement dit, ce mécanisme est-il
valide dans 1'union des théories?

¢ Quelle démarche entreprendre lorsqu’une variable se trouve résolue simultanément
dans les deux théories ou lorsque un cycle entre les variables empéche la construction
d’une forme résolue hétérogene?

La diversité du comportement des théories vis-a-vis de ces problémes explique 'évo-
lution par paliers a laquelle on a pu assister pour la combinaison de 'unification. En fait,
les principes de combinaison, a savoir purification et résolution séparée, s’appliquent avec
plus ou moins de facilité suivant les classes de théories considérées.

Ces principes ont déja été employés par le passé mais sous une forme simplifiée pour un
autre probleme que 'unification. Nelson et Oppen [NO79] d’une part et Shostak [Sho84]
d’autre part se sont intéressés dans les années 1980 a la coopération d’algorithmes de déci-
sion dans des théories du premier ordre, avec pour objectif la vérification de programmes
mélangeant listes, tableaux et réels. La réutilisation des algorithmes se fait la aussi apres
avoir transformé une formule hétérogéne en deux sous formules pures par l'introduction
de nouvelles variables faisant abstraction de sous-termes étrangers. La coopération des
algorithmes s’effectue au travers des variables, seuls termes partagés par les deux théories
disjointes: on déduit les égalités entre variables puis on les propage dans ['autre théorie.
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Les objectifs

La similitude des algorithmes de combinaison laisse présager de existence de principes
applicables au cadre plus général de la résolution des contraintes. Le but de cette these
est d’approfondir le champ d’application des principes de combinaison en poursuivant les
objectifs suivants: ’

e Adapter les principes de combinaison a des probléemes spécifiques. Cette voie a été
ouverte par T. Nipkow [Nip91] pour la combinaison du filtrage dans les théories ré-
gulieres. Cette démarche est motivée par le fait que la plupart des théories acceptent
des algorithmes spécialisés beaucoup plus eflicaces que les algorithmes d’unification,
dont ’existence méme n’est pas toujours garantie.

e Définir un cadre formel - un langage et son interprétation - dans lequel la résolution
de contraintes se fasse par combinaison. Ce probleme doit étre considéré comme
une extension de celui résolu pour l'unification et les contraintes équationnelles.
Contrairement au premier point, il existe aussi des structures pour lesquelles on
dispose de bien plus qu’un simple algorithme d’unification.

L’objectif de trouver un cadre général a la combinaison de résolveurs de contraintes
est tres subjectif puisqu’il dépend fortement de comment est défini un algorithme de
résolution et pour quel type de contraintes. Nous nous limiterons aux algorithmes
de résolution de contraintes symboliques pour lesquels une solution peut toujours
étre représentée sous la forme d’une substitution des variables par des termes.

e Ktendre la combinaison a des théories a signatures non disjointes.

Cet objectif est particulierement ambitieux. Il est effet difficile d’imaginer un algo-
rithme d’unification (ou décision de 'unification) modulo I’associativité-commutativité
obtenu a partir de ceux existants respectivement pour l’associativité et la commu-
tativité. Notre but est plus modestement d’établir des conditions sur la forme du
mélange qui permettent de toujours utiliser les mémes principes de combinaison.

e Justilier I'utilité des méthodes de combinaisorn en programmation logique et déduc-
tion automatique, par exemple dans le cas ou 'on intégre une structure prédéfinie
(comme les booléens) et des opérateurs (éventuellement associatifs-commutatifs)
définis par des égalités ou des regles de réécriture.

Pour cela, nous nous placerons dans le cadre de la surréduction contrainte qui a
lavantage d’illustrer une autre forme de construction systématique de procédures
de résolution de contraintes.

Plan du travail

Le plan du document est le suivant.

Apres cette introduction, le chapitre 1 a pour but de rappeler les concepts utilisés au
cours de cette these: algebre universelle, réécriture, unification, résolution de contraintes
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symboliques.

Le chapitre 2 est destiné a faire la synthese des connaissances acquises dans le domaine
de la combinaison d’algorithmes d’unification.

Les problémes liés a ’approche modulaire sont précisés et 1’on montre comment ils
ont été résolus en fonction des hypotheses faites sur les théories. Nous mettrons plus
particulierement ’accent sur les deux approches suivies a ce jour. L’une dite par résolu-
tion conduit a un algorithme déterministe, tandis que l'autre, dite par décision, permet
d’établir un algorithme non-déterministe pour I'unification et la décision de 'unification.
Méme si "approche par résolution est pleinement justifiée pour certaines théories, comme
par exemple les théories régulieres et non effondrantes, elle ne 1’est pas vraiment dans le
cas général a cause du caractere non-déterministe de la combinaison des solutions. Ces
deux approches relevent pourtant des mémes principes pour la résolution des conflits
inter-théories:

e Une variable instanciée dans une théorie est considérée comme une constante libre
dans 'autre théorie.

e Une solution doit satisfaire une restriction linéaire basée sur un ordre <, interdisant
. . 2
une variable y de figurer dans s si z="s et z < y.

La seule différence finalement entre les deux approches se situe dans la construction
de la restriction linéaire. Elle est incrémentale dans 'approche par résolution et n’est
réactualisée que lors d’un conflit inter-théories, alors qu’elle est fixée initialement dans
I’approche par décision pour éviter justement que n’apparaissent ces conflits. Nous mon-
trons dans ce chapitre comment I’approche par décision permet d’améliorer sans difficulté
I’algorithme déterministe de combinaison de 1'unification, notamment en ce qui concerne
sa preuve de correction et de terminaison.

Le chapitre 3 a pour objectif d’étendre la combinaison d’algorithmes d’unification a
des mélanges de théories non disjointes, probleme ouvert jusqu’alors.

Les preuves des algorithmes de combinaison récents sont toutes basées sur ’existence
d’un systéme de réécriture combiné convergent décrivant 1’égalité dans le mélange et 1'uti-
lisation de techniques de réécriture. I.’étude approfondie de ces preuves nous a conduit a
introduire la notion de théorie décomposable en sous-théories partageant éventuellement
des symboles. L’intérét d’une théorie décomposable est de pouvoir se représenter a 1’aide
d’un systeme de réécriture combiné formé de sous-systemes disjoints, c’est-a-dire n’ayant
entre eux aucune paire critique. C’est ce qui permet de s’assurer qu’une équation pure
peut se résoudre dans sa théorie sans perte de généralité.

Reste le probleme de la combinaison des solutions. Une variable est désormais instan-
ciée dans les deux théories si elle ’est par un terme formé de symboles partagés. L’idée
consiste alors a imposer, a priori, ce type d’instanciation. Sous I’hypothese de n’avoir
qu’un nombre fini d’instanciations par des termes partagés a effectuer, nous construisons
deux algorithmes de combinaison complets pour une théorie décomposable. L’un, itératif,
s’applique uniquement a 1’unification alors que 'autre, non-déterministe, s’applique aussi
3 la décision de I'unification. Le mélange de théories avec constantes partagées est un cas
particulier des deux approches.
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Le chapitre 4 est consacré a la combinaison de certains algorithmes de décision. L’ap-
proche suivie au cours de ce chapitre, permet entre autre d’obtenir un nouvel algorithme
de combinaison du filtrage s’appliquant aussi au probleme de décision du filtrage dans
I'union de deux théories, ce en quoi il differe de celui proposé par T. Nipkow pour les
théories régulieres.

Le probleme de filtrage, bien que pouvant se ramener a celui de 'unification avec
constantes, est tres spécifique puisqu’il existe des théories dont le filtrage est finitaire (resp.
décidable) alors que 'unification est infinitaire (resp. indécidable), et inversement. Une
autre motivation pour étudier comment combiner des algorithmes de filtrage s’explique
par l'efficacité dont ils font preuve en comparaison de ceux disponibles pour 1'unification.
Mais contrairement aux apparences, ce probléme n’est pas une simple instance de celui
abordé au chapitre 2 pour 'unification. Il ne suffit pas en effet de remplacer unification
par filtrage dans 'algorithme de combinaison pour obtenir un algorithme (complet) de
combinaison du filtrage. Ce comportement s’explique par la perte de spécificité que ’on
constate en appliquant sans y prendre garde les principes de combinaison sur une équation
de filtrage (ou filtre-équation) s="1 ou ¢ est par définition un terme clos:

e La purification du terme s avec variables introduit une nouvelle équation résolue
? . ’ .
z="s', qui n’est plus une filtre-équation.

Cette étape étant, nous semble-t-il, incontournable pour la combinaison, nous allons
plutot chercher a résoudre des problemes de filtrage étendu composé a la fois de
filtre-équations et d’équations résolues.

® La purification d’un terme clos ¢ a pour conséquence de le remplacer par un terme
avec variables.

4

Le terme ¢ sera préalablement remplacé par une forme canonique appelée forme
réduite par couches. Elle est mise en correspondance pour la premiere fois avec la
notion de forme normale suivant le systeme de réécriture combiné, qu’elle remplace
avantageusement car elle peut se calculer.

e Deux variables z et y faisant abstraction de deux termes avec variables peuvent
s'identifier par ="y dans une théorie et engendrer ainsi dans I’autre théorie un

N . . ? . 2 ?
probléme d’unification s'="s" si z="5" A y="5"".
Pour éviter une telle situation, nous allons introduire une classe de théories dites

partiellement linéaires avec des propriétés de linéarité permettant de ne pas avoir a
considérer ces identifications.

L’algorithme de combinaison du filtrage que nous proposons est complet pour la classe
des théories partiellement linéaires qui inclut théories linéaires et théories régulieres non
effondrantes. Nous montrons ensuite que ce résultat ne peut pas étre élargi a d’autres
théories sans avoir a engendrer un probleme d’unification.

Nous concluons ce chapitre en donnant une version non-déterministe de 1’algorithme
de Nelson et Oppen s’appuyant 13 encore sur une phase d’identification des variables si-
milaire a celles nécessaires a 'unification, au filtrage et au probleme du mot.

Le chapitre 5 est dédié a 1’étude de la résolution de contraintes symboliques dans des
structures a domaine fini.
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Nous commencerons par rappeler les travaux récents de T. Nipkow [Nip90] et W. Biitt-
ner [BES'90] concernant la résolution de contraintes dans les algebres primales.

T. Nipkow a étudié plus particulierement 1'unification en montrant comment étendre
les méthodes déja anciennes concernant les algebres booléennes. La question fut alors
posée de savoir comment combiner un algorithme d’unification dans les algebres primales
a un algorithme d’unification dans une théorie équationnelle. Cette question en amene
tout naturellement une autre: existe-t-il une présentation équationnelle a toute algebre
primale? On montre que toute algebre primale est I'algebre initiale d’une présentation
équationnelle w-complete, ce qui explique par la méme occasion pourquoi il est possible
de confondre algebre de Boole et théerie booléenne dans le contexte de 'unification.

W. Bittner replace les algebres primales dans le contexte plus général de la résolu-
tion de contraintes dans les algebres finies en donnant un algorithme ayant la propriété
de minimiser le nombre de variables introduites dans la solution. L’algorithme que nous
proposons s’en inspire fortement mais présente toutefois I’avantage de résoudre symbo-
liquement et uniformément n’importe quel type de contraintes en dissociant le calcul
des solutions de celui de la construction d’une solution symbolique. Cela permet ensuite
de I'appliquer directement aux pseudo-booléens, une forme de combinaison des booléens
et des entiers, et plus généralement a toute autre structure plongeant une ou plusieurs
algebres primales dans les entiers.

Nous disposons donc de résolveurs de contraintes symboliques que ’on va chercher a
combiner & la maniere de ce qui est fait pour les algorithmes d’unification. Pour cela, nous
devons définir un langage de contraintes et une sémantique.

Le chapitre 6 est donc consacré a la définition d’un langage de contraintes combiné
pour lequel la résolution symbolique s’effectue par appel a des résolveurs de contraintes
dans des sous-structures.

L’objectif est de construire une structure qui soit une extension conservative préser-
vant la validité des contraintes pures. C’est ce qui nous a incité a prendre pour domaine

-une algebre de termes quotientée par la théorie équationnelle dont les axiomes sont les
égalités valides dans I'une ou 'autre des sous-structures. L’interprétation des prédicats
est définie sur ce domaine en fonction de la validité de la formule atomique pure obtenue
par normalisation et abstraction des sous-termes étrangers.

Dans le langage de contraintes combiné ainsi construit, nous obtenons un résolveur de
contraintes symboliques par combinaison des résolveurs de contraintes symboliques avec
restriction linéaire.

En guise d'illustration, nous montrons comment adapter pour le combiner le résolveur
de contraintes dans les algebres finies vu au chapitre 5. Pour tenir compte d’une restriction
linéaire, nous utilisons un algorithme d’élimination de constante, équivalent & un probleme
de filtrage sur des termes éliminants, que ’on résout grace a l’algorithme d’unification.

Finalement, nous montrons que le partage des constantes s’applique a la combinaison
de structures ayant une intersection des domaines non vide.

Le chapitre 7 présente comment incorporer un résolveur de contraintes dans une struc-
ture prédéfinie aux mécanismes de réécriture et de surréduction.

La forme de spécification basée sur une structure prédéfinie que nous étudions regroupe
des propriétés exprimées équationnellement ou par regles de réécriture avec contraintes
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dans la structure prédéfinie. Le choix d’une sémantique opérationnelle s’est naturellement
portée sur une relation de réécriture modulo une congruence entre termes hétérogenes qui
tient compte de I’égalité dans la structure prédéfinie, des nouveaux symboles et de leurs
propriétés équationnelles C'. C’est ce qui nous conduit a définir une extension conservative
du langage de base qui est un langage combiné.

Le langage de contraintes associé a une spécification basée sur une structure prédéfinie
admet alors une procédure de résolution de contraintes fonctionnant sur deux niveaux
d’incrémentalité:

e surréduction utilisant la résolution de contraintes dans le langage combiné,

e résolution dans le langage combiné par combinaison d’un résolveur de contraintes
du langage de base et d’un algorithme d’unification modulo C.

Mais pour que cette procédure soit correcte et complete, il faut pouvoir vérifier la
terminaison et la confluence de la relation de réécriture.

En conclusion, nous résumons les apports et explorons un certain nombre de perspec-
tives de recherche.
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Notions préliminaires

Nous présentons dans ce chapitre les notions préliminaires aux themes abordés au
cours de ce document. Nous y introduisons notamment les termes du premier ordre,
les Y-algebres ainsi que les langages de contraintes. Nous rappelons également divers
résultats classiques concernant 1’algebre universelle, la réécriture et l'unification. Pour
plus de détails, le lecteur est invité a se reporter & [DJ90a] pour la réécriture et a [JK91]
pour l'unification.

Ce chapitre a aussi pour objectif de fixer la terminologie et les notations utilisées par
la suite.

1.1 Algebres Universelles

Deux types de relations seront utilisées dans ce document: les relations d’équivalence
et les ordres.

Etant donnée une relation binaire — sur un ensemble 7" dont les éléments sont ¢,1', .. .,
on note « la relation inverse de —, — sa fermeture transitive, —— sa fermeture réflexive
transitive, «— sa fermeture symétrique et «— sa fermeture réflexive, symétrique et
transitive. La composition des relations —; et —4 est notée —; 0 —,.

Une relation binaire ~ réflexive, symétrique et transitive est une relation d’équivalence.
Un ordre > est une relation binaire irréflexive, antisymétrique et transitive. Un préordre
> est une relation binaire réflexive et transitive.

1.1.1 Algéebres

Soit S un ensemble d’indices. Un ensemble S-indexé est une famille d’ensembles, un
pour chaque s € § que l'on notera (A;)ses. Une fonction S-indexée entre deux ensembles
S-indexés A et B est une fonction « : A — B telle que Va € A;, a(a) € B,. Un élément
a d’'un ensemble S-indexé A est indezé par s € S si a € Aj.

Les éléments de S seront désormais appelés symboles de sortes.

Définition 1.1 Une signature est un triplet ¥ = (S, F,P) tel que

e S est un ensemble de symboles de sortes.

o F = U,»o(F)n est un ensemble de symboles de fonctions S* x S-indexé tel que tout
symbole f € (F), est indexé par (si,...,8n,8), ce qu'on note f : 51,...,8, — s €t
appelle profil de f. L’entier n est appelé arité de f, notée |f].

17
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e P est un ensemble de symboles de prédicats S*-indezé tel que tout symbole p € P
a un unique indez (s1,...,8,), c€ qu’'on note p : s1,...,5, et appelle profil de p.
L’entier n est l’arité de p, notée |p|.

Un symbole de fonction a une arité fixe mais plusieurs profils alors qu’un symbole de
prédicat a une arité unique et un seul profil. Nous avons choisi d’introduire immédiatement
une information de sorte et la possibilité de surcharger des symboles de fonctions. Cela
facilitera ensuite la définition des algebres a sortes ordonnées.

Les symboles de fonctions d’arité nulle sont notés a, b, c,... et appelés constantes, les
autres seront notés f,q,h,....

Soit ¥ = (S, F,P) une signature.

Définition 1.2 Une (S, F)-algébre A est un domaine A = (Ay)ses muni d’un ensemble
de fonctions F4 tel que pour tout symbole f € F correspond une fonction fu : AVl — A
pour laquelle si f est de profil f : s1,...,5, — s et (a1,...,a,) € A5, X -+ xX A, alors
fA(al, e ,an) € As.

Lorsque S est un singleton, cet ensemble sera souvent omis et I’on parlera simplement
de F-algebre. Cette remarque est valable pour toutes les notations qui seront définies a
I’aide d’un ensemble de sortes S.

Une application qui respecte la structure de (S, F)-algebre est un homomorphisme.

Définition 1.3 Etant données deuz (S, F)- algebres A et B, une application S-indezée ¢
de A vers B telle que

VfeF, Yay,...,an € A, 0(falar,...,a,)) = fa(0(ar),...,0(a,))
est un homomorphisme de A vers B.

Définition 1.4 Une algébre A d’une classe de (S, F)-algebres est libre sur un ensemble
S-indexé X st pour toute application S-indexée 0 : X — B, il existe un unique homomor-
phisme v : A — B tel que 0 et v coincident sur X.

Une algebre libre est unique a un isomorphisme pres si elle existe. On peut donc parler
sans ambiguité de la (S, F)-algebre libre sur X.
Par la suite, les éléments de A’ seront appelés variables et notés z,y, z,

1.1.2 Termes

Définition 1.5 FEtant donnés une signature ¥ = (S, F,P) el un ensemble S-indexé X
de symboles de variables, l’ensemble des termes (du premier ordre) T'(S,F,X) est le
plus petit ensemble contenant X tel que f(ty,...,t,) est dans T(S,F,X) si f € F et
tiy ... ty € T(S,F,X).

L ensemble des termes sans variables, appelé termes clos est noté T(S,F).

Il est clair que T'(S,F, X) peut étre muni d’une structure de (S, F)-algebre, et notée
T(S,F,X). Dans la classe de toutes les (S, F)-algebres, 7 (S, F, X) est ’algebre libre sur

X. Une assignation S-indexée o : X — A s’ étend de fagon unique en un homomorphisme
g ¢ q
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a de T(S,F,X) vers A. La restriction d’une assignation « a une ensemble de variables
V C X est notée ajy. Cette notation s’étend aux ensembles d’assignations. L’ensemble
de toutes les assignations est noté ASS%, ou simplement ASS, lorsque il n’y a pas
d’ambiguité.
Définition 1.6 L’ensemble V(t) des variables d’un terme t est défini inductivement par:
o V(t)=10 site (F)o,
o V(t)={z} sit e X,
e V() =UL, V() sit = fty,..w,ta).

1=

Un terme peut étre vu comme un arbre fini étiqueté.

Arbres, sous-arbres, positions

Définition 1.7 Soit Ny Uensemble des entiers strictement positifs, N3 le monoide libre
engendré par N, € le mot vide et . [’opération de concaténation. Pour tous p,q € N3, p
est un préfize de g, ce que l'on note p < ¢, s’il existe ¢' € N7 tel que ¢ = p.¢'. p est un
prefize strict de ¢, noté p < ¢, sip<qetp#q. SipZLqetqZp, petq sont disjointes
ou incomparables, ce qu’on note p M q.

Un arbre sur F U X est une application t d’une partie non vide Pos(t) de N7 dans
FUX telle que:

1. Pos(t) est clos par préfize.
2. Pour tout p € Pos(t) et tout ¢ € Ny, pa € Pos(t) si et seulement si t(p) = f € F
et 1 <1 <|f].
Pos(t) est appelé ensemble des positions de t, et t est fini si Pos(t) lest. La taille |t| d’un
terme t est dans ce cas le cardinal de Pos(t).

L’ensemble des arbres finis sur F U X peut étre muni naturellement d’une structure de
(S, F)-algebre isomorphe & 7 (S, F, X). On parlera donc dorénavant indifférement d’arbre
ou de terme. ,

Définition 1.8

e Pour tout terme t et toute position p € Pos(t), t(p) est appelé symbole a la position
p dans t. t(e€) est également appelé symbole de téte de t.

e On appelle sous-terme de t a la position p € Pos(t), le terme noté ty,, et défini par
te(q) = t(p.q). t|, est un sous-terme strict de t si p # ¢.

o Sit(e)=f € F, on notera t sous la forme f(t;1,...,t,) oun =|f].

e Une position p de t est variable si t(p) € X'. L’ensemble des positions variables de
t est noté VPpos(t) alors que [’ensemble des positions non variables de t est noté
FPos(t).

Une position p de t est constante sit(p) € (F)o. L’ensemble des positions constantes
de t est noté CPos(t).

La notation t[s], est utilisée pour signifier que ¢ contient s comme sous-terme a la
position w et la notation ¢[w « s] pour faire remarquer que le sous-terme {, a été

remplacé par s dans t.
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1.1.3 Substitutions

Une substitution est un endomorphisme de 7(S,F, &) dont la restriction a & est
I'identité presque partout, c’est-a-dire sauf sur un sous-ensemble fini de X'. Les substitu-
tions seront notées par des lettres grecques minuscules, o, ¢, v, ¢, . . . La notation postfixe,
l.e. to, est utilisée pour I'application d’une substitution ¢ a un terme ¢. Une substitution
bijective est un renommage. Une substitution o est idempotente si oo = 0.

On appelle domaine d’une substitution ¢ 1’ensemble Dom(c) = {z € X | z0 # z}
et codomaine d’une substitution o 'ensemble Ran(o) = {zo | € Dom(o)}. L’ensemble
des variables introduites par une substitution o est VRan(o) = Uzepom(o)V(20).

La restriction de o a un ensemble de variables V', notée o}y, est définie par zoy = zo
siz € V et zojy = z sinon.

Le préordre de filtrage ou de subsomption est défini par s < ¢ 5’1l existe une substitution
o telle que so = t.

1.1.4 Algebres a sortes ordonnées

Lorsque I’ensemble des sortes S d’une signature ¥ = (S, F,P) est partiellement or-
donné par <, on dit que ¥ est une signature ordo-sortée.

Définition 1.9 Soit ¥ = (S, F,P) une signature pour laquelle S est un ensemble par-
tiellement ordonné par <. Une X-algébre ordo-sortée est une (S,F)-algébre telle que le
domaine A = (A,)ses vértfie

Vs, s'e S, A, C Ay s1s <.

Il faut cette fois construire un ensemble de termes bien formés.

Un X-terme de sorte s est soit une variable de sorte s’ avec s’ < s, soit de la forme
flti, .. ty) ou f:81,...,8, — s est un profil de ¥ avec s’ < s, et chaque ¢; est un X-
terme de sorte s;, pour ¢ = 1,...,n. L’ensemble des 3-termes construits sur un ensemble
de variables X" est noté T(X,X). On écrit en général ¢ : s pour préciser qu’un terme ¢ est
de sorte s.

Une signature ¥ est réguliére si tout L-terme t possede une plus petite sorte que 'on
désigne par [s(t). On restreint ici notre attention aux signatures ordo-sortées régulieres.

L’ensemble des termes T'(X, X') peut étre muni naturellement d’une structure de -
algebre, notée T(X, X'), qui est algebre libre sur X' de la classe de toutes les ¥-algebres
ordo-sortées.

Une X-substitution est un endomorphisme de 7 (%, X).

1.1.5 Validité

La notion de validité est définie pour une (S, F)-algebre, et donc a fortiori pour les
Y-algebres ordo-sortées.

Définition 1.10 Une paire de termes (I, ) est appelé égalité, axiome ou équation suivant
le contexte, et notée (I =r).
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Définition 1.11 Une (S, F)-algébre A valide une égalité s =t, noté A= s =1t ou plus
simplement s =4 t si Va € ASSY, a(s) = a(t) et satisfait une égalité s =t sl existe
a € ASST telle que a(s) = ot). Une (S,F)-algébre A est un modéle d’un ensemble
d’égalités F st elle valide toutes les €galités de F.

On note Th(A) P'ensemble des égalités valides dans une (S, F)-algebre A et Mod(FE)
la classe des (S, F)-algebres qui sont modeles de £.

1.2 Théories équationnelles
Soit £/ un ensemble d’égalités de T'(S,F, X), appelés dans ce contexte, aziomes.

Définition 1.12 FEtant donnée une signature ¥ = (S, F,P), une présentation équation-
nelle est un couple (F, E) telle que E est un ensemble d’aziomes de T'(S,F,X).

Le probleme de validité dans Mod(E) consiste a décider si une égalité s = t est valide
dans tout modele de £. Ce probléeme peut se ramener a des considérations syntaxiques.

Définition 1.13 Etant donnée une présentation équationnelle (F, F), on appelle théorie
équationnelle engendrée par (F, E) ou £-€égalité et on note =g la plus petite congruence
sur T'(S,F,X) contenant toutes les égalités (lo = ro) ou (I = r) est un aziome de E et
o une substitution quelconque.

Le théoreme suivant est le fondement de la logique équationnelle. Il relie le probleme
sémantique de la validité d’une égalité dans une classe de modéeles au probleme syntaxique
de la F-égalité.

Théoréeme 1.1 (Birkhoff [Bir35], Complétude du raisonnement équationnel) s = t est
valide dans Mod(FE) si et seulement si s =g t.

La FE-égalité peut encore étre obtenue par le remplacement d’égal par égal décrit ci-
apres.

Définition 1.14 FEtant donné un ensemble d’axziomes £, on note «——g la relation binaire
symétrique sur T(S,F,X) définie par s «—g t si il existe un aziome ({ =r) de F, une
position w de s et une substitution o tels que s, = lo et t = s[ro]..

Remarque 1.1 s =g t & s «—p t.

Par abus de langage et de notation, on confond souvent la théorie équationnelle =g,
la. présentation équationnelle (F, F') et ’ensemble des axiomes E.

L’ensemble des classes de congruence de £ dans T'(S,F,X) peut étre muni naturel-
lement d’une structure de F-algebre, notée 7(S,F,X)/ =g, qui est ’algebre libre sur X
de la classe des (S, F)-algebres modeles de E.

On donne a présent les caractérisations des principales classes de théories.

Définition 1.15 Une théorie I est
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e effondrante sl eziste un terme non variable E-égal a une variable,

e simple st aucun terme n'est E-€gal a l'un de ses sous-termes stricts,

e réguliere si pour tout couple (s,t) de termes E-égauz, V(s) = V(t),

e linéaire st pour tout couple (s,t) de termes E+€gauz, s et t sont linéaires,

e triviale si tous ses modéles ont un support réduit @ un élément, c¢’est-a-dire si v =y

est valide dans Mod(E).

Toutes les théories évoquées dans le reste du document sont supposées non triviales
ou consistantes.
Rappelons les définitions des axiomes les plus couramment utilisés:

Abbréviation | Nom Définition
A(f) Associativité f(f(z,y),2) = f(z, f(y,2))
C(f) Commutativité f(z, ) fly,z)
Dd(f,g) Distributivité droite | f(g ( y),z) = g(f(z,2), fly,z))
Dg(f,9) Distributivité gauche | f(z, g(:zr y)) 9(f(z,2), f(z,9))
D(f,9) Distributivité Dg(f,g9) U Dd(f,g)
I(f) Idempotence flz,z) ==
InvD(x*,€) Inverse Droit rxi(z)=e
]nvG( ,€) Inverse Gauche i(z)xz=¢
Nd(*,e) Neutre droit rke=zx
Ng(*,e) Neutre gauche exT =21

et les théories mélangeant plusieurs axiomes:

Nom Définition

AG | Groupe abélien | A(x),C(x), InvD(*,e), Ng(x,¢€)

BR | Anneau booléen | A(+),C(+), Nd(+,0), InvG(+,0),
(( ) )( )(N)d(* , 1), I(x), Dd(x, +)

Le concept de théorie équationnelle s’étend aux ensembles d’axiomes E de T'(¥, X), ou
¥ désigne une signature ordo-sortée. On parle alors de ¥-axiomes ordo-sortés et de présen-
tation équationnelle ordo-sortée, notée (X, E). La définition d’une théorie équationnelle
engendrée par un ensemble d’axiomes E ordo-sortés est obtenue a partir de la définition
d’une théorie équationnelle en remplacant les notions de termes et substitutions par celles
de Y-termes et Y-substitutions.

La généralisation aux ¥-algebres du théoréme de complétude du raisonnement équa-
tionnel nécessite quelques précautions comme celle de supposer que toute sorte s € S est
non vide, c’est-a-dire qu’il existe au moins un terme de cette sorte s.

L’extension du concept de remplacement d’égal par égal au cas ordo-sorté n’est pas
completement immeédiate.

DA

Définition 1.16 FEtant donné un ensemble de Y-aziomes F, on note «——g la relation
binaire symétrique sur T(X,X) définie par s «—— g t sl existe un -aziome (I =) de
E, une position w de s et une substitution o tels que
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o s, = lo,

e il y a une sorte s pour laquelle sjw «— z] € T(Z,X) et x,lo,70 sont des termes de
sorte s,

e t = s[ro],.

Dans notre contexte, les Y-axiomes de £ sont supposés universellement quantifiés sur

X.

1.3 Définition et propriétés des systemes de réécri-
ture

Nous donnons d’abord quelques propriétés abstraites liées aux relations binaires dont
nous aurons besoin par la suite. Ces notions seront essentiellement utilisées pour les sys-
temes de réécriture.

1.3.1 Relations binaires sur un ensemble

Soit — une relation binaire sur un ensemble 7', avec par exemple T = T'(S, F, X).

Définition 1.17 Un élément t de T est réductible par — s’il existe t' dans T tel que
t — t'. Dans le cas contraire, il est irréductible. On appelle forme normale de t tout
élément t' irréductible tel que t —— t'. Lorsque un terme t a une unigque forme normale,
celle-ci est notée t |.

Propriété de Church-Rosser

La question que 'on se pose est de savoir si t «— t’. L’idéal serait de calculer une
forme normale de chacun des éléments et de tester si elles sont égales. Cela n’est possible
que si d'une part une forme normale existe pour tout élément, et si d’autre part elle
est unique. Les formes normales existent des que — fermine, c’est-a-dire qu’il n’existe
pas de suite infinie (¢;);>, d’éléments de 7" telle que t; — t; — ---. Dans le cas ol une
forme normale existe, son unicité est assurée par la propriété de Church-Rosser ou par la
confluence qui est une propriété équivalente.

Définition 1.18
1. — ala propriété de Church-Rosser st
s C s o
2. — est confluente si
—— 0 =5 C 50—
3. — est localement confluente st

— * *
—0— = —> 0
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4. — est convergente si — termine et a la propriete de Church-Rosser.

La confluence est une propriété difficile a tester. En pratique, le test de confluence se
fait localement grace au théoreme suivant:

Théoréeme 1.2 (Newman 1942 [New/2]) Si — termine, alors les propri¢tés suivantes
sont équivalentes :

— a la propriété de Church-Rosser,

— est confluente,

— est localement confluente,

Vit eT t et o t|=t].

e o o~

Propriété de Church-Rosser modulo une relation d’équivalence

On considere —p et «+— g deux relations binaires sur 7', dont 1'une, «+—g, est une
relation d’équivalence. Le probléeme que 1’on aborde ici est de déterminer comment décider
de t («—pr U «—g)* t' en fonction d’une procédure de décision pour «—p.

On note «—pyg la relation «—pg U «—g, et —p/p la relation HE 0 RO g
simulant la relation induite par —p sur les classes d’équivalence de «—g.

La premiere idée serait de calculer comme précédemment des formes normales par la
relation — g/ puis de tester leur égalité modulo la relation d’équivalence «—p. Il n’est
plus possible d’avoir unicité des formes normales mais seulement unicité modulo une classe
d’équivalence. La propriété de Church-Rosser doit donc étre adaptée en conséquence.

Définition 1.18 —pr/g a la propriété de Church-Rosser modulo E si
* C * * *
—R/E = —7R/E O < —E O ¢“—R/E

Dans la pratique, on simule la relation — g,z par une relation — 5 plus faible satisfai-
sant —»RC—>SC—>R/E On a alors une propriété de Church-Rosser modulo E pour —g,

M Y 9
ainsi qu'une notion de confluence qui n'implique plus la propriété de Church-Rosser. Pour

’

la récupérer, il faut introduire une nouvelle propriété appelée cohérence qui assure que si
t est irréductible par —g et t «—p t/, alors ¢’ est aussi irréductible par —g. On note ¢ | g
une forme normale de ¢ par la relation |g.

Définition 1.20

1. —5 a la propriété de Church-Rosser modulo E st
Ed * b3 *
——Rp/E & —50 g 0 g
2. —s est confluente modulo E si
* * * * *
g0 —5 C ~—9g5 005
3. —g est cohérente avec «——g modulo E st

* * * * *
—50—p C —g0 —f 0 3
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4. —g est localement confluente avec — g modulo E si
* £ *
50— C —g0 —p 0 g
5. —g est localement cohérente avec «——g modulo E si
* * *
=5 0 3 C —50 ¢ 0 +—g

6. —s est convergente modulo I si —g termine et — 5 a la propriété de Church-Rosser

modulo .

Théoreéme 1.3 (J.-P. Jouannaud & H. Kirchner [JK86]) Si — g/ termine, alors les

propri€tés suivantes sont équivalentes :

1. —g a la propriété de Church-Rosser modulo F,
2. —g est confluente modulo F et — 5 est cohérente avec «—— 5 modulo F,

3. — s est localement confluente avec — g modulo E et localement cohérente avec «——p

modulo F,
4Vt ET it Copupt & tlge—pt |s.

Ordres noethériens

On rappelle qu’un ordre > est une relation binaire irréflexive, antisymétrique et tran-
sitive.

Définition 1.21 Un ordre > sur T est nathérien s’il n’existe pas de suite infinie (t;)i>1
d’éléments de T telle que t; > 1, > ...

La construction d’ordres neethériens peut éventuellement se faire par extension.
L’extension lexicographique permet par exemple de comparer des uplets.

Définition 1.22 Soient n ensembles ordonnés (T;,>;)i=1,..n. Le produit cartésien or-
donné lexicographiquement (T3 X --- X Ty, >1er) est défini par :

!
(81,...,8n) > e (t17--'7tn)
sl existe i, 1 <1< ntel que s; >;t; et V5, 1 <3 <1,s;=t,.
Proposition 1.1 Si >; est neethérien pouri = 1,...,n alors >'* [est qussi.

Pour comparer des objets de tailles arbitraires, on introduit la notion de multi-ensemble
sur 1" qui est une application de 7" vers N. Un ordre sur T peut étre facilement étendu a
un ordre sur les multi-ensembles sur 7.

Définition 1.23 Soit > un ordre sur T. L’ordre multi-ensemble est défini par L >™%" M
siL#Met(M(y)>Ly)= 3z e T,z >y et L(z) > M(z)).

Proposition 1.2 Si > est nethérien alors >™¥ [’est aussi.
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1.3.2 Systémes de réécriture

L’idée centrale de la réécriture est d’imposer une direction dans 'utilisation d’axiomes.

Définition 1.24

e Une régle de réécriture est une paire de termes orientée, noté g — d, ou g est le
membre gauche de la régle et d son membre droit.

e Un systéme de réécriture sur les termes est un ensemble de regles de réécriture.

e La relation de réécriture —p associée 4 un systéme de réécriture R est définie par:
t =gt sl existe une position w dans t, une régle g — d dans R et une substitution
o telles que t, = go et t' = tldo],. Si on veut préciser la position, la régle et la
substitution, alors on écrirat — R, 440t

o L’ensemble des variables d’une régle ¢ — d, noté V(g — d), est défini par V(g) U
V(d).
o Une regle de réécriture est lin€aire a gauche si son membre gauche est linéaire. Un

systéme de réécriture est linéaire a gauche si toutes ses régles le sont.

e La téte d'une regle est la téte de son membre gauche.

Par application du théoréme 1.2, si la relation de réécriture — g est convergente, alors
pour décider de ’égalité t «—p t, il suffit de calculer les formes normales ¢ |z et ¢ |gr
puis de les comparer.

Définition 1.25 Un systéme de réécriture R est convergent (resp. est confluent, termine)
st la relation de réécriture —pg est convergente (resp. est confluente, termine).

1.3.3 Terminaison

La convergence requiert la terminaison. Cette propriété est indécidable en général
meéme pour un systeme de réécriture réduit a une seule regle linéaire a gauche, comme ’a

montré M. Dauchet [Dau89]. On peut néanmoins prouver la terminaison dans certain cas
au moyen d’un ordre sur les termes.

Définition 1.26 Un ordre de réécriture sur les termes est un ordre > stable par conterte
et par instanciation: pour tous termes t,t', u et toute substitution o,

t >t = ulto], > ult'o],
Un ordre de réduction est un ordre de réécriture nethérien.

On assure la terminaison de la réécriture en orientant les regles de maniere a ce que
toute regle g — d vérifie ¢ > d ou > est un ordre de réduction sur les termes.

Théoréme 1.4 [Lan77] Le systéme de réécriture R termine si et seulement si —pg est
contenu dans un ordre de réduction.
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De nombreux auteurs ont décrit des ordres de réduction sur les termes. Parmi les
plus connus, citons l'ordre de Knuth-Bendix ou kbo [KB70], les ordres sur les chemins
(Pla78, Der82, BP85, JLR82] ou encore les interprétations polynomiales [Lan75, BCL8T].

Un ordre de réduction total contient I’ordre sous-terme. Dans le cas contraire, si £), > ¢
pour un terme t et une position w, alors il existe une chaine infinie décroissante t > t{t],, >
t[t[t]u]w > - ... On appelle ordre de simplification, un ordre de réduction contenant l'ordre

sous-terme.

Théoréme 1.5 [Der82] Soit F un ensemble fini de symboles de fonctions. Un systéme
de réécriture R termine s’il existe un ordre de simplification > tel que pour toute régle

g—+ddeR,g>d.

Les ordres de simplifications peuvent étre construits a partir d’un ordre sur les sym-
boles de fonctions F appelé précédence. Des exemples sont décrits ci-apres.

Définition 1.27 Soit > une précédence sur F. L’ ordre multi-ensemble sur les chemins
>0 (RPO) est défini sur les termes clos par s = f(s1,..,8,) >mo t = g(t1,..., 1) st
['une des conditions suivantes est satisfaite.

1. f:g et {517-9-;5n} >77];10th {tla-"vtm}
2. f>rgetVie{l,....m}, s >, t;

3. Jie{l,... ,n} tel que s; >po & 0u 5, ~
avec ~ [equivalence d une permutation pres des sous-termes.

Proposition 1.3 [Der82] L’ordre multi-ensemble sur les chemins est un ordre de sim-
plification.

Lorsque la précédence >r est totale (sur F), >,,, l'est aussi.

Cette définition s’étend aux termes avec variables & la condition de ne pas pouvoir
comparer deux variables ou une variable et un symbole de fonction.

L’ordre suivant compare les sous-termes lexicographiquement.

Définition 1.28 Soit >5 une précédence sur F. L ordre lexicographique sur les chemins
>0 (LPO) est défini sur les termes clos par s = f(s1,..,8n) o t = g(t1,. .., tm) st Uune
des conditions suivantes est satisfaite:

1. f=get(s1,...,8) >§;ﬁ (t1,e.ootm) et Vg € {1,...,m}, s >ipo t;
2. f>rg et\7’j€{1,...,m},s >1po T
3. Jie{l,...,n} tel que s; >, t ous; =1t.

Proposition 1.4 [KL80] L’erdre lezicographique sur les chemins est un ordre de sim-

o Sa

plification.

Lorsque la précédence >r est totale (sur F), >, lest aussi.

L’ordre lexicographique sur les chemins s’étend aux termes avec variables de la méme
maniere que 'ordre multi-ensemble.

Au cours de ce document, nous n’utiliserons que les ordres de simplification totaux
sur les termes clos, orientation d’un couple de termes clos ne pouvant pas dans ce cas
échouer.

Pour plus de détails concernant la terminaison, nous renvoyons le lecteur & [Der87].
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1.4 Langages de contraintes
Apres avoir abordé le probléme de validité, on s’intéresse a celui de la satisfaisabilité.

Définition 1.29 Soit ¥ = (S, F,P) une signature. Une Y-structure A est une (S, F)-
algébre A de domaine A = U,es As munie d’'un ensemble de relations P tel que pour
tout p € P de profil p: sy,...,8, correspond une relation pgy de As, X -+ X Ag,.

Une signature X est toujours supposée contenir le prédicat d’égalité =, celui-ci est
interprété comme ['identité dans A.

La définition d’un langage de contraintes donnée ci-dessous est celle qu’on trouve
dans [KKR90] et [Smo89]. Les contraintes sont des formules du premier ordre construites
sur les termes T(S, F, X'), les prédicats P et les connecteurs logiques T, A, —, 3.

Définition 1.30 Soit ¥ = (S, F,P) une signature. Un langage de contraintes C'Lg[¥, X]
est donné par:
e Un ensemble X de variables S-indezé et infini dénombrable.

¢ Un ensemble de contraintes C[X, X] défini comme étant le plus petit ensemble tel
que

- T eC[%, 4],
= p'(t1y-. s tn) ECIE, X)) sipEP et ty,... .t, € T(S,F,X),
—chNd eC[E,X]sic,deC[E,X].
— —ec € C[X,X] sic,d € C[E,X],
—dz:ceCE,X]sice C]X,X].
e L’ensemble V(c) des variables d’une contrainte ¢ est défini par:
- V(1) =0,
= V(p'(tr, .., 1)) = Ui, V(t),
- V(eAd)=V(c)UV(d),
= V(=e) = V(e),
- V(3z :¢) = V(c)\{z}.
e Une X-structure K.

e Une application Solx qui associe a chaque terme ou contrainte ¢ 'ensemble des
assignations Solx(c) défini comme suit:

~ Solc(T) = {a € ASSE},

- Solc(t) ={a | a(t) € K},

— Solc(p(t1,...,t;)) = {a € ASSE | (altr),...,a(t;)) € px},

— Solg(c A ') = Solx(c) N Solx(c),

— Solx(—c) = ASSFE\Solk(c),

~ Solx(Az : ¢) = {a € ASSE | 93 € ASSE, Qx\{z} = Bla\{z} €t B € Solx(c)}.
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Une assignation de Solc(c) est une solution de ¢ dans C'Lx[X, X]. Une contrainte
c est satisfaisable dans CLx[5,X] st Solc(c) # 0. Une contrainte c est dite valide
dans C'Lx[X, X], noté K k= ¢, si Solc(c) = ASSE. Deux contraintes ¢ et ¢’ sont
V-équivalentes si Solc(c)y = Solg(c)v ou tout simplement équivalentes lorsque

V=24a.

Lorsque k est une classe de X-structures K, on note C L[5, X] la classe des langages de
contraintes CLx[X, X]. Une contrainte est valide dans CL.[Z,X] si elle est valide dans
tous les langages de contraintes C Lx|%, X| de la classe.

Les abbréviations suivantes sont utilisées pour définir les connecteurs logiques V.V, L:

o cVc =—(necA ),
e Vr:c=—(3z: e,
e L =-(T).

Une contrainte équationnelle est une contrainte formée avec le seul prédicat d’égalité.
Au cours de ce document, nous allons principalement nous intéresser aux contraintes
¢ sans quantification et aux contraintes existentiellement quantifiées

Jzy,...,zpie=3z: (.. (Fzn ). )

abrégées en 37 : ¢ ol ¢ est une contrainte sans quantification et & = {zy,...,z,}. Les
contraintes universellement quantifiées sont abrégées de méme en V3 : c.

Nota: La quantification d’une contrainte est tou-
jours mentionnée explicitement. Ainsi, ¢ dénote systé-
matiquement une contrainte sans quantification dans
37 :c ou Vy: c.

1 igte un aleo
i €Xiste un aigo-

rithme permettant de décider si une contrainte arbitraire 3V(c) : ¢ est valide dans le
langage.

1.4.1 Regles de transformation

Une contrainte 37 : ¢ est équivalente a une disjonction de conjonction de contraintes
atomiques existentiellement quantifiées

/9 = .
\/ 31‘]' .CJJ/\"'/\C]'JLJ.
jed

grace aux égalités valides dans ’algébre des contraintes (cf. figure 1.1).
Un algorithme de résolution de contraintes symboliques a base de regles est un en-
semble de regles de transformation muni d’un controéle sur leurs applications. Une regle

37 ew» 2’ 2



30 1. Notions préliminaires

Pour tous termes s, ¢ et toutes contraintes a, b, c:

(s="t) = (t='s)
(aAb)Ac = aNn(bAc)

aNb = bAa
aNT = a
aNl = 1
alhNa = a
(avVb)Ve = aV(bVe)
aVb = bVa
aVl = a
aVT = T
aVa = a

AbVe) = (aAb)V(aAc)
Jz:(aVb) = (z:a)V(dz:b)
(Frz:a)A(TFy:b) = 3x,y.a/\?7s1x§§V(b),y§§V(a)

Figure 1.1. Egalités entre contraintes

transforme une conjonction 37 : ¢ en une disjonction de conjonctions

(37 : cw» Hx_; L C)jed

pour |J| > 1, chacune d’entre elles transformant la conjonction 3% : ¢ en une autre
conjonction Eixz L.

Une regle non-déterministe (nommée regle™ lors de sa définition) est appliquée suivant
une stratégie “don’t choose” alors qu’une regle standard est appliquée suivant une stratégie

“don’t care”.
Une regle 37 : e¢w» Jz’ @ ¢ est

e correcte si Solx(3z' : ¢') C Solx (37 : ¢),
o compléte si Solc(37 : ¢) C Solx (3’ : &).
Une regle non-déterministe (37 : cw» 3:6_; 1 ¢} )jeq est

e correcte si U;¢s Sol,c(fi:c_;- c;) C Solx(37 : ¢),
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e compléte si Solc (3T : ¢) C Ujey SOZ}c(.:_i.’L‘_; i ).

Une régle correcte et complete est adéquate. Nous dirons aussi qu’elle préserve 1'en-
semble des solutions.

L’ensemble des nouvelles wvariables introduites par une regle 37 : cw» a7 : ¢ est
V(c')\V(¢). Ces variables sont toujours supposées existentiellement quantifiées, i.e.

—

V(EN\V(e) = &\Z

afin de ne pas capturer leurs solutions. Par conséquent, V(37 : ¢) = V(Ha?’ 2 ).

Un ensemble de regles de transformation peut étre vu comme un systéeme de réécriture
dans le langage des contraintes. L’application d’une regle 37 : cw» Iz c, notée le plus
souvent

iz : ¢

3z : ¢
par souci de lisibilité, consiste a remplacer une sous-contrainte égale modulo les égalités de
la figure 1.1 au “numérateur” par la contrainte au “dénominateur”. Nous n’utiliserons par
la suite qu'une regle de transformation ayant une contrainte existentiellement quantifiée
au “numérateur”: il s’agit justement de la regle qui consiste & éliminer la quantification
lorsque c’est possible. Toutes les autres régles transforment une contrainte non quantifiée
par une autre pouvant étre éventueilement existentiellement quantifiée s’il y a introduction

de nouvelles variables.

1.4.2 Solutions symboliques

Une solution symbolique (ou unificateur lorsque la contrainte est une équation s="t)
est une substitution permettant de schématiser un ensemble de solutions.
Une CLi[X, X]-substitution o est une substitution bien formée vérifiant

V(z:s) € Dom(o), Ya € Solc(zo), a(zo) € K.

o SSx(T)=SUBSTY,

o SSk(p'(try.. . tn)) = {0 € SUBSTx | K = p(ti0,...,t,0)},

e SSi{cA )= 55c(c)NSSk(c),

o SSx(—c) = SUBST\SSx(c),

o SSc(Jz:c)={0€ SUBSTk | 3¢ € SUBSTx, ojx\(z} = dlx\{z} €& ¢ € SSk(c)}.

A partir de maintenant et pour ne pas compliquer la notation, nous nous autoriserons
a ne plus toujours préciser le langage de contraintes mais simplement la ¥-structure qui
le définit. Dans ce qui suit, toutes les substitutions sont bien formées.

Une substitution ¢ est une K-instance sur V' C X d’une substitution o, ce que 1’on
note o <} ¢, s’il existe une substitution u telle que Yz € V, z¢ =¢ zopu.
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Définition 1.32 Un ensemble de substitutions est un ensemble complet de solutions
(symboliques) d’une C Li[X, X]-contrainte c, noté CSSk(c), si

1. (Protection des variables) Yo € CSSk(c), Dom(c) N VRan(o) = 0.
2. (Correction) CSSx(c) C SSk(c).
3. (Complétude) V¢ € SSk(c),do € CSSx(c), o S,\é(c) b.

Lorsque deux substitutions de CSSk(c) sont incomparables par S,‘é(c), l’ensemble complet
des solutions C'SSk(c) est minimal. Si CSSx(c) est réduit a un singleton alors cette
solution est dite principale, et notée mgsi(c).

L’ensemble SSk(c) des solutions symboliques d’une CLx[Z, X]-contrainte ¢ est un
CSS}c(C)

Etant donnée une substitution idempotente o = {z; — ¢, }:c1, on note & la contrainte
équationnelle A;c;z;="t; qui est dite en forme résolue car o est un CSSk(5). Cette
remarque est valable pour n’importe quelle ¥-structure K puisque o est bien formée.
Lorsque [ est vide alors & dénote 1. A contrario, & dénote T si o est la substitution
identité.

Nous allons nous restreindre a certains langages de contraintes, a savoir ceux dont
I’existence d’une solution coincide avec ’existence d’une solution symbolique.

Définition 1.33 Un langage de contraintes C L[E, X], ou plus simplement la L-structure
K, est engendré par les termes si

Vke K, 3t € T(S,F), da € Solc(t), k= at).

Corollaire 1.1 Si CLg[%, X] est un langage de contraintes engendré par les termes et ¢
une contrainte de ce langage alors Solx(c) = 0 si et seulement si SSx(c) = 0.

On suppose dorénavant qu’un langage de contraintes est engendré par les termes.

La notion de solution symbolique et d’ensemble complet de solutions est motivée par
le fait suivant qui stipuie qu’un ensembie de complet de solutions schématise i’ensembie
des solutions.

Remarque 1.2 Soit ¢ une CLg[X, X]-contrainte. On a

e Vo € CSSk(c), Solg(d) C Solk(c) (Correction),
e Va € Solc(c),do € CSSk(c), a € Solg(6) (Complétude).

Définition 1.34 Un langage de contraintes est de type
e unitaire si toute contrainte admet un ensemble complet de solutions contenant au
plus une solution,
e finitaire si toute contrainte ¢ admet un ensemble complet fini de solutions,

e infinitaire si pour toute contrainte, il eriste un ensemble complet minimal de solu-
tions et s’il existe une contrainte dont tout ensemble complet de solutions est infins,
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e nullaire 5%/ existe une contrainte n’admettant pas d’ensemble complet minimal de
solutions.

Définition 1.35 Un résolveur de contraintes symbolique est un algorithme permettant
de calculer un ensemble complet de solutions pour une contrainte arbitraire du langage.

Remarque 1.3 St le langage de contraintes C L[X, X] est finitaire alors toute contrainte
¢ est équivalente a la contrainte équationnelle

/'  3V(E)N\V(e): 6.

JECSSK:(C)

En général, la connaissance du type d’un langage de contraintes est une conséquence
de I’élaboration d’un résolveur de contraintes symbolique.

Nota: Par abus de terminologie, nous dirons qu’un
langage de contraintes est finitaire lorsque de sur-
croit un algorithme énumerant (en un temps fini) tout
ensemble complet de solutions est connu.

1.5 Unification dans une théorie équationnelle

L’unification est la résolution de contraintes équationnelles 3% : ¢ sans négation dans
un langage dont la structure est 7(F,X)/ =g.

L’unification modulo une théorie £ étant indécidable en général, chaque théorie est un
cas particulier qu’il s’agit de traiter de maniere adéquate. Des algorithmes d’unification
pour bon nombre de théories intéressantes en pratique ont néanmoins été décrits dans
la littérature. On pourra citer entre autres la plus simple d’entre elles, la théorie vide,
pour laquelle des algorithmes d’unification ont été proposés par de nombreux auteurs
dont Robinson [Rob65], A. Martelli & U. Montanari [MM82], J. Corbin & M. Bidoit
[CB83]; la théorie AC' (M. Stickel [Sti75], Livesey & Siekmann [LS76]); la théorie AG
des groupes abélicns (D. Lankford, G. Dutler & B. Brady [LBB84]) et bien d’autres
encore. Des algorithmes moins spécifiques ont également été présentés pour certaines
classes de théories comme par exemple les théories commutatives ou monoidales décrites
par F. Baader [Baa89] et W. Nutt [Nut90], dans lesquelles I'unification se ramene a la
résolution d’équations dans un semi-anneau. Cette classe inclut en particulier les monoides
commutatifs et les groupes abéliens.

I existe aussi des procédures complétes d’énumeération des solutions d’un probleme
d’unification modulo une théorie quelconque. De telles procédures ont été décrites par
J. Gallier & W. Snyder [GS89] et D. Dougherty & P. Johann [DJ90b]. Ces procédures
ne terminent pas en général, mais sont néanmoins des procédures de semi-décision pour
'unification.

La surréduction introduite par M. Fay [Fay79] est elle aussi une méthode générale
d’unification modulo une théorie engendrée par un systeme de réécriture convergent. Cette
méthode de résolution a le méme inconvénient de ne pas terminer en général.

L’objectif de cette section est de rappeler les concepts fondamentaux liés a l'unification
en les replacant dans le contexte plus général de la résolution de contraintes.
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Un probléme d’unification est une contrainte équationnelle 37 : I ou T' représente une
conjonction d’équations, ou systéme d’équations, notées s="¢t. Une solution de 37 : I est
une solution symbolique de 37 : I' modulo £. L’ensemble des solutions symboliques de
3z : T, ou unificateurs, est noté SUg(3Z : T'). L’ensemble des solutions de 3% : I' est
engendré par instanciation des éléments d’un ensemble complet de solutions symboliques
ou ensemble complet d’unificateurs de 37 : T', noté CSUR(3IZ : T'). La dimension de tout
ensemble complet minimal d’unificateurs permet de définir le type de 1'unification dans
£, ou par abus de langage le type de F.

Exemple 1.1

o La théorie vide (D) est unitaire.

e la théorie présentée par les axiomes

(z+y)+z = o+ (y+2)
ct+y = y+=z
z+0 = 2z

est unitaire si les seuls symboles de la signature sont + et 0, finitaire sinon.
e La théorie présentée par C(+) est finitaire mais non unitaire.

e La théorie présentée par A(+) est infinitaire. Par ezemple, si a est une constante,
a+z et t+a n’admettent qu’un ensemble complet d’unificateurs et celui-ci est infini.

e La théorie présentée par les aziomes 1 xz =z, f(x *y) = f(y) est nullaire comme
lont montré F. Fages et (G. Huet [FH83].

Nous parlerons plus précisement d’unification élémentaire lorsque les problemes équa-
tionnels ne contiennent que des symboles de fonctions de la signature de F. Cette dis-
tinction est nécessaire car le type de I'unification est, en général, différent de celui de
'unification avec constantes libres [BHSS90], ol sont autorisés des symboles d’arité nulle
ne figurant pas dans la signature de £.

T 'annrache 3 haae da racles de Pins
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sation dans la construction des algorithmes. Le processus de résolution est vu comme
la transformation progressive d’un probleme d’unification en un autre équivalent jusqu’a
ce qu’une forme résolue soit atteinte. Ces transformations peuvent étre déterministes ou
non-déterministes. Dans le premier cas, on obtient une seul systeme d’équations alors que
dans le second, plusieurs regles sont a appliquer en parallele pour obtenir finalement une

HReatinn fTV(N a 1 1INe
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disjonction de systemes d’équations.

Un algorithme d’unification a base de regles présente 'avantage de séparer complete-
ment les régles de transformation correctes et completes de leur utilisation, ou controle.
La preuve d’un tel algorithme s’effectue en quatre étapes:

@ Correction. Il s’agit de prouver que les regles de transformation sont correctes et
completes.

e Complétude. On vérifie ensuite que les formes normales (par rapport aux regles de
transformation) sont les formes résolues.
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e Terminaison. Il faut trouver et choisir un controle ou des controles pour lesquels
I’application des regles de transformation termine.

e Fquité. Les formes normales sont atteintes pour le controle choisi.

La preuve de Complétude est souvent routiniere. Dans 1’absolu, une forme résolue est
un probleme d’unification pour lequel il est possible d’extraire directement un unificateur.

Définition 1.36 (Forme résolue) Un probléme d’unification en forme résolue est L, T
ou
32 gy ="ty A Tp=1,

St

e ZN{zy,...,z,} =0,
o V1 <i,j <n,z #
o V1<4i,j<nm,z;i ¢ V(L))

La substitution o = {z; ~ t1,...,z, +— t,} est un unificateur principal du probléme
37 z1="t1 A ---zp='1, en forme résolue.

Remarque 1.4 Si P est un probléme d’unification en forme résolue alors application de
la régle EQE (cf. figure 1.2) termine et transforme 37 : P en une forme résolue équivalente.

La stratégie employée systématiquement ici consiste a mettre de c6té la quantification -
existentielle jusqu’a ce qu’une forme résolue soit atteinte pour le probleme d’unification
sans quantification. La regle d’élimination des quantificateurs existentiels transforme en-
suite le probleme d’unification avec quantification en une forme résolue.

La principale difficulté dans la preuve d’un algorithme d’unification a base de regles
est sirement 'aspect Terminaison. Pour résoudre ce probleme spécifique, on cherchera
d’abord la plus grande classe de controles qui terminent. Un exemple d’algorithme d’uni-
fication terminant pour tout controéle est donné en figure 1.3 pour le cas de la théorie vide.
La notion de forme résolue utilisée dans ce contexte ne correspond pas directement & une
substitution.

Définition 1.37 (Forme séquentiellement résolue) Un probleme d’unification en forme
séquentiellement résolue est L, T ou

1=t A ATp= 1,

51
e V1<i<j<n,z #zj,
e V1<i<j<m,z ¢ V()
e V1<i<nt, e X =>V1<j5<nz ¢ V).
Remarque 1.5 St P est un probléme d’unification en forme séquentiellement résolue,

alors lapplication des régles EQE et Remplacement (cf. figure 1.2) termine et transforme
d7Z : P en une forme résolue équivalente.



36 1. Notions préliminaires

EQE
Jz: (32’ : P A x="t)
3z P
Remplacement
PAz="t
Plz— t} Az="

siz ¢ V(P)

siz € V(P)ett¢g X

Figure 1.2. Ensemble de regles appliquées en post-traitement

La regle de remplacement est en elle méme un obstacle a la terminaison pour tout
contréle. C’est pourquoi elle n’est utilisée qu’en post-traitement, lorsque par exemple
plus aucune autre regle de la figure 1.3 ne s’applique.

Proposition 1.5 L’application des régles RY a un probléme d’unification P termine
pour tout contréle et retourne un probléme d’unification équivalent a P dans la théorie
vide en forme séquentiellement résolue.

La théorie vide (§) a la particularité de retourner au plus un unificateur principal: il
n’y a pas de regle non-déterministe.

La finalité des algorithmes d’unification est d’étre intégrée a des mécanismes de dé-
duction comme celui que nous allons décrire succintement.

1.6 Complétion de systémes de réécriture

Lorsqu’un systeme de réécriture n’est pas convergent, il est parfois possible d’obtenir la
convergence en ajoutant des regles. On dit alors qu’on complete le systeme de réécriture.
La premiére procédure de complétion fut décrite par Knuth & Bendix [KB70] en 1970. Ce
processus de complétion est basé sur le calcul de paires critiques et le test de confluence

lacale Thtitivarment ime rnair 1a rarragnand & Aoy rdderitiires naccihlos d71in mame
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terme.
Définition 1.38
o Un termet se superpose (ou se chevauche) sur un termet’ d une position w € Pos(t’)
s’il existe une substitution o telle que to =t 0

e Soient g — d et | — 1 deux régles avec des ensembles disjoints de variables, tel quel
se superpose sur g a une position non variable w de g avec ['unificateur principal o.
Le terme superposé go produit une paire critique (p, q) définie par p = (glw « ])o
et ¢ = do.

e Une paire critique (p,q) est joignable si p —pg 0 «—p q.

On notera que le calcul d'une paire critique requiert I'unification dans la théorie vide.

Théoréme 1.6 [Hue80] Un systéme de réécriture R est localement confluent si et seule-
ment si toute paire critique de R est joignable.
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Suppression
PAs="s
P

Decomposition
PAf(s1,-0ey80)="f(t1,.- 1)
PAsi="t A ANs,="t,

VarRep
PAz="y
Plz — y} Az="y

siz,yeV(P)etz#y

Fusion
P Az=" =
LIE AT sio<ls| <
PAz="sN\s="t
Conﬂit( =2g( )
PAf(s1yo.,8)="g(t1,... tm )
n sif#g
Cycle
P A xlz?tl[:z:g]pl JANERN xn:?tn[xl]p R .
n si p; # € pour un i € { n}

Figure 1.3. Ensemble de regles RV pour 'unification dans la théorie vide

Ce théoreme donne un moyen implicite de compléter un systeme R, qui consiste a
engendrer les paires critiques et a tester si elles sont confluentes. Si ce n’est pas le cas, la
paire critique est orientée en une nouvelle regle de réécriture quand c’est possible. Il faut
ensuite calculer les paires critiques entre la nouvelle reégles et les regles déja présentes dans
le systeme. Cette procédure de complétion peut étre décrite par un ensemble de regles
Mais elle peut s’avérer incapable d’orienter une paire critique. C’est le cas par exemple
de (z + y,y + z) qu’aucun ordre de réduction ne permet d’orienter. L'idée est alors de
partager I’ensemble des axiomes en d’une part un systeme de réécriture R et d’autre
part un systeme d’axiomes £. On raisonne alors modulo la congruence engendrée par E,
notée =g. D’apres le théoreme 1.3, il s’agit d’utiliser une relation de réécriture qui simule
la relation de réécriture —p/p sur les classes de congruence. Nous n’allons détailler que
celle étudiée par J.-P. Jouannaud et H. Kirchner et proposée a I’'origine par Peterson et

Stickel [PS81].

Définition 1.39 La relation de réécriture —p g associée a un ensemble de regles R et
un ensemble d’aziomes E est définie par:t —p gt s’il existe une position w dans t, une
regle g — d dans R et une substitution o telles que t, =g go et t' = t[do],. 5 on veut
préciser la position, la régle et la substitution, alors on écrit t =R Ewg—do t'-

Les tests de confluence et de cohérence locale modulo F, comme dans le cas précédent,
sont basés sur des calculs de paires critiques. On a alors & la fois des paires critiques de
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confluence, issues de superpositions entre des membres gauches de regles de réécriture, et
des paires critiques de cohérence, issues de superpositions entre le membre gauche d’une
regle et un membre d’axiome.

Définition 1.40

e Un termet se superpose (ou se chevauche) modulo £ sur un terme t' d une position
w € Pos(t') sl existe une substitution o telle que to =g t| 0.

e Sotent g — d et | — r deux régles avec des ensembles disjoints de variables, tel que
[ se superpose sur g a une position non variable w de g. L’ensemble

{(glw &= 1)), do) | o € CSUE(9.="1)}

est appelé ensemble complet de paires critiques de confluence de l — r sur g — d a
la position w.

e Soient (g =d) € E et | — r une régle avec des ensembles disjoints de variables, tel
que [ se superpose sur g a une position non variable w # € de g. L’ensemble

{{(glw = 1])o,do) | o € CSUR(g="1)}

est appelé ensemble complet de paires critiques de cohérence de |l — r sur g — d a
la position w.

e On note CP(R,E) la réunion de tous les ensembles complets de paires critiques
modulo E d’une régle de R sur une régle de R ou un aziome de E.

o Une paire critique (p,q) est joignable modulo E si p —pp o «—p«—pgq.

Théoréme 1.7 Si — g g termine, alors —gr g a la propriété de Church-Rosser modulo E
st et seulement st toutes les paires critiques de C' P(R, E) sont joignables.

La procédure de complétion d’un systeme de réécriture pour la réécriture —p i est
alors identique a celle décrite dans le cas ou E est vide. Les seules différences résident
d’'une part dans le test d’égalité qui se fait modulo F, et d’autre part dans le calcul
des paires critiques qui nécessite 'unification modulo E. Pour plus de détails sur cette
procédure de complétion, le lecteur est convié a se reporter a [JK86, Kir85b].

1.7 La modularité et son vocabulaire

Le principe de modularité est omniprésent en informatique. Il consiste a décomposer
un probleme en sous-problemes plus faciles a résoudre. Dans le cadre de la déduction
automatique, on dit qu'une propriété est modulaire si le fait qu’elle soit vraie dans deux
théories Ty et T, implique qu’elle le soit encore dans 'union des théories 7y U T,. On
parle d’union disjointe lorsque 7T} et Ty sont formées sur des signatures disjointes. La
notion de théorie doit étre ici prise au sens large. Il peut s’agir d’une théorie équationnelle
présentée par un systeme de réécriture. On s’est ainsi beaucoup intéressé a la modularité
de propriétés de systemes de réecriture comme la confluence locale, la terminaison et
la convergence. Rappelons les principaux résultats acquis pour 'union disjointe de deux

systemes de réécriture Ry U R,.
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La confluence [Toy87] est une propriété modulaire mais la terminaison ne l’est pas [Toy86)].
Des résultats positifs concernant la terminaison sont obtenus en rajoutant des hypotheses
supplémentaires sur la forme des regles. Une régle est effondrante si son membre droit est
une variable. Une regle est duplicante si une variable a plus d’occurrences dans le membre
droit que dans le membre gauche. M. Rusinowitch [Rus87] a montré que la terminaison
est modulaire si les systemes R, et R, ne contiennent pas de regle duplicante ou si elles
ne contiennent pas de regle effondrante. A. Middeldorp [Mid89] a ensuite montré qu’il
suffisait que 'un des systemes R; ne contienne ni régle effondrante ni regle duplicante
pour que la terminaison soit modulaire. Il a été montré récemment par Kurihara et Ohu-
chi [KO90] que la terminaison est modulaire dans la classe des systémes de réécriture pour
lesquels la terminaison est prouvée par un ordre de simplification.

A. Middeldorp et Y. Toyama [MT91] se sont intéressés a la modularité de certaines pro-
priétés lorsque les systeme de réécriture partagent des symboles de fonctions qui sont des
constructeurs, c’est-a-dire des symboles n’apparaissant pas en téte des membres gauches
des regles. La convergence est, par exemple, une propriété modulaire pour des systémes
de réécriture respectant la discipline de constructeurs.

Au cours de ce document, il sera traité de la modularité de 'unification, du probleme
du mot, du filtrage et de la résolution de contraintes en général. Le probléeme de modula-
rité posé est alors de déterminer si 'existence d’algorithmes permettant de résoudre des
contraintes dans FE; et K, implique I’existence d’un algorithme permettant de résoudre
le méme type de contraintes mais dans ’union £; U F,. Cela conduit indirectement a se
demander comment combiner deux algorithmes existants pour en construire un troisieme
de facon systématique pour le mélange F, U E, des théories E; et E,.

La combinaison d’algorithmes d’unification dans le mélange de deux théories disjointes
a fait I'objet de beaucoup d’études et résultats que nous rappelons au chapitre 2. Nous
montrons de notre c6té comment les étendre a des signatures non disjointes au chapitre 3.

Mais tous les problemes liés a la modularité ou a la combinaison d’algorithmes utilisent
un meéme vocabulaire et des notions fondamentales que nous allons définir de la fagon la
plus générale possible. Il suffira ensuite de les spécialiser en fonction des problemes traités.
Les contraintes et termes considérés dans le contexte de la combinaison sont formeés
ur Punion de deux signatures X; = (81, F1,P1) et Lo = (52, F2, Pa), notée & = Z; U I,
et définie par ¥ = (51 U S, Fi U Fa, Py U Pa).

Cette signature permet de construire des contraintes et termes sur un ensemble §;US,-
indexé de variables X = &5, U X, .

Une contrainte de C[X; U Xq, X] est dite hétérogéne ou mizte.

Plus précisement, une contrainte de C[¥;, As,| est dite i-pure pour ¢ = 1,2.

La méme terminologie est utilisée pour les termes: T(S,US,, F1UF;, X') est 'ensemble

urs. Un t-terme

&2

des termes hétérogénes alors que T'(S;, F;, Xs,) est Pensemble des termes i-p
est un terme tel que #(e) € F;.

Dans ’avenir, nous parlerons en général de contraintes (ou termes) hétérogenes par
opposition aux contraintes (ou termes) pures.

Le point commun aux approches modulaires que nous allons développer est de dé-
composer une contrainte hétérogene en plusieurs contraintes pures en vue de réutiliser
les algorithmes de chaque structure composante. On définit pour cela la notion de sous-
terme étranger qu’on appelle encore sous-terme étranger maximal ou immédiat dans la
littérature [Bou90a, Nip91].



40 1. Notions préliminaires

Définition 1.41

¢ L’ensemble des positions étrangéres d’un terme t est
AltenPos(t) = {w # €| t(w) ¢ F,UX et V' € Pos(t), w' <w = t(W') € F;, 1 =1,2}.

e L’ensemble des sous-termes étrangers d’un terme t est AST(t) = {t), | w € AlienPos(t)}.
o La hauteur de théories ht(t) d’un terme t est nulle si AST(t) = 0, sinon ht(t) =
1 + maxseAST(t) ht(S).

o L’ensemble des positions de rupture d’un termet est
RPos(t) ={e}U{pn | n €N, t(p) ¢ Fi, t(pn) € F, i =1,2}.

Le remplacement des sous-termes étrangers par des variables transforme une contrainte
hétérogene en une contrainte pure pouvant étre résolue grace a un algorithme disponible
dans 'une des structures du mélange.

Définition 1.42 Une abstraction par variables est une application bijective = d’un en-
semble de termes non variables vers un ensemble de variables. On dit qu’un terme t est
abstrait dans une contrainte s’il est remplacé par la variable ().

Nota: Lorsque des termes d’une contrainte sont abs-
traits, ils le seront toujours par des variables n’appa-
raissant pas déja dans la contrainte.

On choisit donc 7 en fonction de la contrainte ou figurent les termes a abstraire.
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Combinaison d’algorithmes
d’unification

Ce chapitre a pour objectif de présenter les principes de combinaison utilisées dans
cette these. Ils sont a la base de ’extension de la combinaison des algorithmes d’unification
aux mélanges de théories non disjointes que nous verrons au chapitre 3.

Nous rappelons tout d’abord les résultats acquis au sujet de la combinaison d’algo-
rithmes d’unification [Kir85a, Tid86, Her87, Yel87, SS89, Bou90a, BS92]. Nous commen-
cerons par le cas des théories simples pour lequel les problemes liés a la combinaison se
résolvent de fagon évidente, a la différence du cas général. Deux approches ont été suc-
cessivement étudiées pour résoudre le cas général des théories disjointes. L'une ’a été par
A. Boudet et a permis d’obtenir un algorithme pseudo-déterministe dont la principale
difficulté est la preuve de terminaison. L’autre approche suivie par M. Schmidt-Schaufl
puis par F. Baader et K. Schulz a abouti a un algorithme completement non-déterministe
dont ’avantage est de terminer trivialement. La présentation des deux approches est faite
dans le souci de pouvoir les comparer et surtout de mettre en évidence qu’elles relevent
toutes les deux des mémes principes. Cette comparaison nous a conduit a les présenter
un peu différemment de leurs auteurs. Par souci de complétude, nous incluons les preuves
de certains résultats utiles pour les chapitres suivants.

Les deux approches utilisent en partie la connaissance d’un algorithme d’élimination
de constante, probleme qui n’a pas encore été étudié de fagon systématique méme s’il est
fortement relié au probleme de combinaison des solutions. Nous présenterons ’état des
connaissances ainsi que des procédures basées sur des méthodes de surréduction.

2.1 Le mélange de théories simples et disjointes

Nous allons commencer par le cas de mélange le plus simple, afin d’exposer les pro-
blemes et les notions qui seront détaillés au cours du chapitre. L’algorithme de combinaison
qui en résulte est siirement celui qui's’apparente le plus a celui, exemplaire, connu pour
la théorie vide et rappelé au chapitre 1.

Une théorie simple [Kir85a] est une théorie ayant de bonnes propriétés vis-a-vis des
cycles.

Proposition 2.1 Une théorie E est simple si et seulement si il n’existe pas de solution
au probléeme de cycle z =% t[z], avec w # e.

41
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La théorie vide est simple. De nombreuses théories intéressantes d’un point vue pra-
tique le sont aussi.

Exemple 2.1 Les théories C, AC sont simples.

L’hypothese de simplicité d’une théorie impose de fortes restrictions syntaxiques sur
la forme des axiomes qui seront du plus grand intérét pour la combinaison.

Proposition 2.2 Une théorie simple est réguliere et non effondrante.

Preuve: Si F est effondrante alors il existe une F-égalité = =g t[z] et I'identité est
solution de z =} t[z]. Si £ n’est pas réguliére alors il existe une E-égalité [ =g r[z]
avec ¢ ¢ V(I) et {z — [} est solution de z =}, r[z]. O

La réciproque est fausse puisque la théorie close {a = f(a)} n’est pas simple alors
qu’elle est réguliere et non effondrante.
Le probleme de déterminer si une théorie arbitraire appartient a la classe des théories

simples est indécidable [BHSS90].

2.1.1 Abstraction

Si 'on veut adopter une approche modulaire, il faut pouvoir projeter un terme, une
égalité ou une équation du mélange de théories Fy U Fy vers un terme, une égalité ou une
équation dans une théorie F; composant le mélange.

La projection d’un terme hétérogene vers un terme dit “pur” s’effectue par abstraction
des sous-termes étrangers. Chaque sous-terme étranger est remplacé, ou abstrait, par
une variable de telle maniére qu’une méme variable serve a abstraire deux sous-termes
étrangers équivalents modulo £ U FE,. Cette opération fait I'objet de la définition suivante.

Définition 2.1 Une abstraction par variables simple est une application bijective m d’un
ensemble des représentants de (I'(F1 U Fap, X)\X)/ =g,uE, vers un sous-ensemble de X.

La 1-abstraction 1™ d’un terme t est définie par

ez =xsizEeEX,
e flsi,...,8p)" = f(sT',...,87") si f€F,
® f(‘slv-"rsp)m :W(f(‘slw"vsp)) Slf(fﬁ

La i-abstraction o™ d’une substitution o est définie par o™ = {z — (z0)™ | z €
Dom(o)}. |

Remarque 2.1 N’importe quel représentant de (T (FiUF2, X )\X)/ =g,uE, est un terme
non variable car Fy U Ey est une théorie réguliere et non effondrante.

Remarque 2.2 La i-abstraction t™ d’un terme t est un terme t-pur.
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Un probleme d’unification I' est lui aussi transformé en une conjonction I'y AT’y de pro-
blemes respectivement 1-pur et 2-pur. Cette transformation, appelée purification consiste
elle aussi a remplacer un sous-terme étranger ¢ par une nouvelle variable z et a rajou-
ter I’équation z="¢ correspondante. En appliquant jusqu’a saturation cette “régle” de
transformation, on obtient la conjonction I'y A T’y annoncée.

Une équation :-pure doit encore étre résolue dans le mélange de théories Fy U Fy, la
purification n’étant qu’une opération syntaxique. Pour cela, ’objectif essentiel reste bien
évidemment de pouvoir réutiliser les algorithmes d’unification dans les théories compo-
santes I/ et Fs.

2.1.2 Réselution dans une composante

’

Une méthode correcte pour résoudre une équation i-pure consiste & la résoudre dans sa
théorie £;. Une F;-solution d’une équation i-pure est en effet une Fy U Fs-solution puisque
E; C E, U FE,. La principale difficulté est de montrer la complétude de cette méthode,
c’est-a-dire de mettre en évidence que toute E; U Ej-solution est l'instance d’une FE;-
solution. Pour se faire, nous allons voir comment se projette dans une composante un
pas de remplacement d’égal par égal. Nous utiliserons pour I'instant uniquement le fait
qu’une théorie simple est réguliére et non effondrante.

Lemme 2.1 Sotent F, et E, des théories non effondrantes.
. Y, . *
Si s «—EuE, t alors s™ «——pg g, 1.

Preuve: Supposons que s est un ¢-terme. Si le pas de «— g, g, s’effectue dans un sous-
terme étranger de s, alors 8™ = {™ car le sous-terme obtenu par remplacement est
encore étranger pour ¢ puisque £ et E; sont non effondrantes. Si le pas de «— g, g,
s’effectue a une position inférieure a toute position de AlienPos(s), alors c’est un
pas de «—g,, ou les sous-termes étrangers de s figurent dans la partie instance.
On peut donc appliquer le méme pas de «—g, entre s™ et ¢™ oll ¢ est un ¢-terme
puisque E; est non effondrant. Nous avons donc aussi ™ =1™ € X pour j #¢. O

D~

A4 2. v o S iy
Un remplacement d’¢ al d'un terme i-pr

axiome de FE; pour obtenir u

i

terme ¢-pur.

Lemme 2.2 Sotent Fy et Ey des théories régulieres et non effondrantes.

Stse€T(Fi,X) el s —pum t alorst € T(Fi,X) et s —g, L.

Preuve: Puisque E; est non effondrante, il ne peut pas s’agir d’'un Fj-remplacement
d’égal par égal. Ensuite, aucun sous-terme étranger pour ¢ ne peut étre introduit
par un pas de «— g, puisque la théorie F; est réguliére. Donc ¢ est ¢-pur. O

Des lemmes 2.1 et 2.2, il découle qu’a toute preuve équationnelle dans le mélange
correspond une preuve équationnelle dans une composante sur les termes abstraits.

Proposition 2.3 Soient E, et F, des théories réguliéres et non effondrantes. Pour tous
les termes s et t, on a s =g,uE, t & $™ =g,uE, t™ & s™ =g, t™.

Cette proposition permet en particulier de montrer la complétude de la résolution dans
une composante qu’on exprime par le lemme suivant:
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Lemme 2.3 Soient Fy et Ey des théories régulieres et non effondrantes. Si s et t sont
deur terme i-purs et o une substitution alors

50 =g,uE, to & s0™ =g, to™.

Preuve: Les termes s et ¢t étant ¢-purs, on a (s0)™ = so™ et (to)™ =to™ . O

La substitution o est une instance de o™ puisque o =g, 5, o™ 7 .

Une fois les problemes I'y et I'; résolus dans leurs théories respectives, il faut encore
s’assurer qu’a partir de deux solutions issues de chaque composante, on peut en construire
une dans le mélange. Nous allons voir que dans le mélange de théories simples, soit une
conjonction de formes résolues est une forme résolue, soit cette conjonction n’a pas de
solution dans le mélange parce qu’elle contient un conflit de théories ou un cycle.

2.1.3 Conflit de théories

Si une variable est instanciée dans les deux théories alors le probleme n’a pas de
solution d’apres la proposition suivante:

Proposition 2.4 Si E; et Ey sont des théories non effondrantes, alors il n’existe pas
d’égalité s =p,uE, t avec s(e) € Fy et t(e) € Fs.

Preuve: S5i s =g,ug, t alors s™ =g, t™ avec t™ € X puisque t(e) € F,. La théorie E;
est donc effondrante, ce qui est en contradiction avec I’hypothese. O

2.1.4 Résolution de cycle

Si le probleme contient un cycle, alors il n’a pas de solution puisque 'union (disjointe)
de théories simples est encore une théorie simple.

Proposition 2.5 Si F; et E; sont des théories simples alors Ey U Ey est une théorie
simple.

Preuve: On prouve par récurrence sur la hanteur de théories du terme ¢ gu’une équation
7 s . N . s . .
r=p ,g,t[*]w n'a pas de solution. Supposons I’existence d’une substitution o telle
que 20 =g, uE, to[zo],.

¢ Sila hauteur de théories de ¢ est nulle, alors ¢ est un terme ¢-pur et zo =g, g,
to[zo] implique zo™ =g, to™[z0™], ce qui est absurde par hypothese sur E;.

e On peut supposer sans perte de généralité que zo(¢), t(¢) € F; d’apres la propo-

sition 2.4. Ensuite, grace a la proposition 2.3, nous avons zo™ =g, (to[zol,)™.
S’il n’existe pas de position étrangere entre € et w alors zo™ =g, (to)™[zo™],
ce qui est absurde puisque F; est simple.
S’il existe une position étrangere entre ¢ et w alors une variable y fait abs-
traction d’un terme ayant zo pour sous-terme strict. Cette variable doit aussi
faire abstraction d’un sous-terme étranger de zo puisque E; est réguliere et
non effondrante. Par conséquent, il existe une solution a une équation y="uly],
ou u est un terme dont la hauteur de théories est strictement inférieure a celle
de t, ce qui est absurde par hypothese de récurrence.
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|

En conséquence, un cycle composé obtenu par la conjonction de formes résolues dans
chaque composante n’a pas de solution. Nous verrons qu’il n’est pas nécessaire de sup-
poser les théories simples pour qu’un cycle composé n’ait pas de solution. Les théories
régulieres et non effondrantes en sont un autre exemple. De plus, nous n’avons utilisé
pour le lemme 2.3 que les propriétés de régularité et de non effondrement des théories
simples. I’algorithme que nous allons présenter est de ce fait encore valable pour les
théories régulieres et non effondrantes. Il est di a A. Boudet [Bou90a).

2.1.5 Algorithme a base de régles

L’algorithme s’apparente beaucoup a celui donné pour 'unification dans la théorie
vide avec forme séquentiellement résolue, c’est-a-dire sans remplacement. En voici un bref
descriptif:

o les regles VA et IE transforment le probleme en une conjonction de probléemes purs,
e la regle £;-Res résout le sous-prebleme ¢-pur dans la théorie £,

® la regle Conflit est similaire a celle dans la théorie vide, a ceci pres qu’elle s’applique
a des symboles disjoints appartenant chacun a une théorie différente,

e la regle Cycle est identique & celle dans la théorie vide.

Rappelons que les transformations ne portent que sur la partie non quantifiée du pro-
bleme d’unification. C’est pourquoi on ne mentionne que les quantifications existentielles
sur les variables rajoutées.

Structure de données

La structure de données est celle prise par A. Boudet [BJSS90, Bou90b, Bou90a]. Un

probléeme d’unification 3

&3
i
19

[l
D~

fa)
e}

11T

entre variables,
e P, le sous-probleme de P (¢ = 1,2) composé d’équations i-pures.
La plus petite relation d’équivalence sur X' contenant Py est notée =y .

Nota: Lorsqu’on utilise P,(Q), ... pour dénoter un pro-
bléme d’unification, il est fait référence a cette struc-
ture de données.

On note T le probleme d’unification initial et I'; AT’y la conjonction de problemes purs
respectivement 1-pur et 2-pur obtenue par application répétée des regles VA et IE.
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VA , \
PAs="1 G4 WE AlienPos(t)
Jz: PAs="tzl, Az ="1 x est une nouvelle variable
IE Y
PANs="1 si SET(fl,X)\X,tET(fQ,X)\X
Az PAz="sAz ="t z est une nouvelle variable
E;-Res™
Hfzpz S sio; € CSUEl(PZ) et T; = V(&Z)\V(Pz)
VarRep
PAz="y .
P
Pla v g nasTy siz,y € V(P)
%onﬂit ) )
ANx="s ANzx="1 .
- f z si s(e) € Fi,t(e) € Fy
Cycle
PA .flz?tl [$2]p1 AN fn:? n[rl]pn

sip; Zepoiruni € {1,...,n}

Figure 2.1. Ensemble de regles RS pour 'unification dans le mélange de théories simples
et disjointes

Lemme 2.4 L’application a un probleme d’unification T' des régles VA et IE avec un
controle arbitraire termine et retourne un probléme d’unification 3% : I'y ATy €quivalent

al.
Les regles VA et IE font décroitre respectivement

e le multi-ensemble des hauteurs de théories des sous-termes étrangers des termes de

PH, noté THmuz(P),
e le nombre d’équations impures de Py, noté I E(P).

Une forme normale pour {VA,IE} est un probleme d’unification n’ayant pas de sous-
probleme hétérogene Py. En considérant simplement les nouvelles variables comme exis-
tentiellement quantifiées, VA et IE préservent de facon évidente I’ensemble des solutions.

La preuve de terminaison donnée ci-dessous du systéme de regles RS est un peu plus
simple que celle donnée dans la thése d’A. Boudet [Bou90a]. Elle utilise les variables du
probleme I'y A T'y associé au probleme initial T'.

Forme résolue

Les regles RS de la figure 2.1 transforment un probleme en un autre qui lui est
équivalent d’apreés les propositions 2.4, 2.5 et 2.4. Il s’agit encore de vérifier qu’une forme
normale est une forme séquentiellement résolue (et réciproquement).
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Lemme 2.5 ( [Bou90a]) Si les régles de RS appliquées avec un contréle arbilraire 4
un probléme I' terminent, alors elles retournent une disjonction équivalente de problemes
d’unification 37 : P ou les P sont en forme séquentiellement résolue.

Terminaison
La preuve de terminaison est basée sur le fait que la résolution dans une théorie ne

peut engendrer de nouvelles variables qui puissent étre partagées avec I'autre théorie.

Définition 2.2 Une variable est introduite par un E;-unificateur o; d’un sous-probléme
t-pur P s1 ¢’est une variable de V(6;)\V(P;). Un ensemble de variables W C X est protégé
par unification des sous-problémes purs de P si

Vo, € CSUg,(F,); xo, € W sizo, € X etz € W

et si les variables introduites par o; sont en dehors de I’ensemble des variables du probleme
P, de W et celles introduites respectivernent par o, et oy sont distinctes entre elles.

Lemme 2.6 [l est toujours possible de protéger un ensemble W de variables par unifica-
tion des sous-problémes purs de P.

Preuve: Il existe un renommage p tel que

Va,y € V(F;), (zo)p = (yoi)p € W sl 2o, = yo, = wo; € X,w e W.
La substitution +; définie par y; =) ;4 est solution de P; et satisfait la condition
requise. Elle vérifie aussi o; =Y() 4,4~ puisque g est un renommage. L’ensemble
des substitutions v; définit donc un CSUg,(P;). O

Les hypotheses prises ci-dessous sont valables pour tous les algorithmes a base de
regles détaillés par la suite.

Hypothese 2.1

1. Les variables introduites par purification sont incluses dans V(I'y AT3).

2. V(T'y AT'g) est protégé par unification des sous-problémes purs de P.

Ces hypotheses permettent de s’assurer d’une part que les classes de nouvelles va-
riables introduites par E;-unification et apparaissant dans P; sont des nouvelles classes de
variables et d’autre part que les nouvelles classes de variables apparaissant dans P, et P,
sont disjointes.

Lemme 2.7 Les propriétés suivantes:

L (V(P\V(I ALR)) =v N V(AT =v =10
2. (VIP\V(TiAT2)/ =v N (V(P)\V(T1AL))) =v =0

sont conservées par application de E;-Res.
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Preuve: Avant application de E;-Res, on a V(F;) C V(I'; Al';) et les propriétés énoncées
sont donc vraies initialement.

Supposons maintenant que ces propriétés soient vraies pour un probleme P et que
celui-ci soit transformé en ) par E;-Res.

1. Si une équation impropre z="y, = € V(P)\V(I'1 AT), y € V(I'; A T), est
engendrée par E;-Res, alors ¢ € V(Qv) mais z ¢ V(Q;) car par hypothese,
ro; =y si o; € CSUg,(P;) et non pas yo; = z.

2. Une variable introduite par E;-Res n’est pas élément de V(I'y AT;) et n’apparait
pas ailleurs dans P. Si cette variable est dans V(@);) tout en étant égale mo-
dulo =y a une variable de V(F;), alors cette derniere est nécessairement dans
V(P)\V(I'y A Ty), sinon cette variable est dans V(Qvy) en utilisant le méme
argument que pour le premier point.

|

L’application de FE;-Res ne produit pas de nouvelles classes de variables qui puissent
créer un conflit inter-théories.

Lemme 2.8 La propriété
V() =v (] V(P =v CVY(I1AL)/ =y
est conservée par application de F;-Res, VA et IE.

Preuve: Pour E;-Res, il s’agit d’une conséquence immédiate de la proposition précédente.

La nouvelle variable introduite par VA et IE figure a la fois dans P; et P, mais aussi
par hypothese dans I'y A T'y. O

Lemme 2.9 VarRep ne s’applique qu’a des variables de V(I'y A1';).

Preuve: Supposons que la régle F;-Res engendre une nouvelle équation z="y avec z €
V(EP)\V(T1 A T'z), cest-a-dire qu'elle trausforme un probléme P en un probleme
Q A z="y. Nous allons montrer que = ¢ V(Q). La variable z n’est déja plus élément
de V(Q:) par application de F;-Res.

Si z ¢ V(Qv) alors on montre par ’absurde que z ¢ V(Qg A Q);) pour j #

e Siz e V(Qu) alors z € V(I'y A I'g) puisque V(Qg) C V(I'; AT).
e Siz € V(Q,) = V(F;) alors les lemmes 2.8 et 2.7 impliquent que z € V(I'1 AT).
Siz € V(Qv) alors un probleme tel que x est résolue et n’apparait nulle part ailleurs

a d’abord été engendré puis z a forcément été réintroduite par E1-Res ou F;-Res, ce
qui est contraire a I’hypothese 2.1.

En définitive, ¢ V(Q) et VarRep ne s’applique pas avec z="y. O
Mesures de complexité:

A chaque probleme d’unification, on associe une mesure de complexité strictement
décroissante pour chaque regle de RS suivant un ordre ncethérien.



2.1. Le mélange de théories simples et disjointes 49

® T H,.u(P) le multi-ensemble des hauteurs de théories des sous-termes étrangers des
termes de Py,

e [FE(P) le nombre d’équations impures de Py,

e PV R(P) le nombre d’applications potentielles de VarRep (entre variables de V(I'; A
F2))7

e USP(P) le nombre de sous-problemes purs de P qui ne sont pas en formes résolues,

e NVC(P)=|V(I'1ATl)/ =v | ot =y est la plus petite relation d’équivalence sur X
contenant Py.

Lemme 2.10 E;-Res fait décroitre NVC(P) ou ne modifie ni NVC(P) ni PV R(P).
VarRep ne modifie pas NVC(P) et fait décroitre PV R(P).

Preuve: La regle F;-Res a deux comportements:
1. E;-Res engendre une équation impropre ="y, z,y € V(I'; ATy) et NVC(P)
décroit,

2. Si toutes les équations impropres ="y engendrées par F;-Res vérifient = ¢
V(Ti AT2) ouy ¢ V(I'y ATy), alors NVC(P) n’est pas modifié, de méme que
PV R(P) d’apres la proposition 2.9, mais USP(P) décroit.

la regle VarRep ne modifie pas le nombre de classes d’équivalence de =y mais diminue
strictement le nombre de représentants d’une classe dans Py A Py A P,. O

La mesure de complexité NVC(P) précede PV R(P) dans l'ordre lexicographique
comparant les mesures de complexité.

Proposition 2.6 Le systéeme de régles RS termine pour tout controle.

e

Preuve: La preuve est résum

regles

THpu(P)

USP(P)

VA

!

IE

E;-Res(1)

Ei-Res(Q)

VarRep

!

Les regles Conflit et Cycle ne sont pas reproduites ici car elles menent directement a
des formes normales. O

Théoréme 2.1 Si E, et E; sont deux théories disjointes et simples alors la Fi U Ey-
unification est finitaire si et seulement si la F;-unification (1 = 1,2) est finitaire.

On notera qu’il s’agit de I'unification élémentaire, le cas général d’unification avec sym-
boles libres correspondant au mélange de théories quelconques que nous allons maintenant
aborder.
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2.2 Le mélange de théories disjointes

Dans la section précédente, de fortes conditions étaient imposées sur les théories pou-
vant étre combinées. On traite a présent du cas général sans restriction sur la forme des
axiomes. De nouveaux problemes surgissent:

e un sous-terme étranger ne reste pas toujours étranger par remplacement d’égal par

égal,
e un terme ¢-pur peut se réécrire en un j-terme, ¢ # j, par un axiome effondrant,

® un nouveau sous-terme étranger peut étre introduit par remplacement d’égal par
égal.

Les deux derniers points peuvent étre réglés en imposant une certaine direction dans
'utilisation des axiomes.

2.2.1 Systeme de réécriture combiné

L’idée d’introduire un systeme de réécriture pour décrire le comportement de ’égalité
dans le mélange de théories est diie & A. Boudet et J.-P. Jouannaud. Cette idée a ensuite
été reprise par F. Baader et K. Schulz, montrant ainsi son intérét pour le probleme de
décision dans le mélange de théories [BS92]. La définition du systéme de réécriture combiné
que nous donnons est plus directe et ne nécessite pas 1'utilisation de la complétion sans
échec sur les axiomes E; et E5. Nous allons l'introduire comme étant ’ensemble des
instances hétérogenes et closes des Ej-égalités et Fp-égalités.

Soit £ = {lo = ro | l=g, r, Ran(c) CT(FUF,UX),lo >ro} pours =1,2.

Pour orienter toutes les instances closes des F;-égalités, un ordre de réduction total
sur T(F, U F, U X) est utilisé.

Hypothése 2.2 > est un ordre de simplification total sur T(F; U F, U X) tel que >y
est neethérien.

Il n’y a aucune difficulté & satisfaire cette hypotheése, un ordre LPO ou RPO fait tres
bien ’affaire. Le théoréeme de Dershowitz 1.5 ne permet pourtant pas de conclure que >
est un ordre de réduction car F U X est infini.

Proposition 2.7 Un ordre de simplification sur T(F U X) est nethérien si >y est
neethérien.

Preuve: La preuve est basée sur le théoréme de Kruskal [Kru60] et la notion de pré-bel-

ordre.

La relation > définie sur F U X par I'égalité sur F et > est une relation de pre-
bel-ordre. En vertu du théoréeme de Kruskal, la relation de plongement >.,,; induite
par > et définie comme étant la plus petite relation reflexive transitive et stable par
contexte incluant

f(sla"'asn) zemb Sq 1§7’Sn
T Zemb Y T,y eEX, >y



2.2. Le mélange de théories disjointes o1

est une relation de pré-bel-ordre sur T'(F; U F, U X). L’ordre de simplification >
contient le pré-bel-ordre >.,,;. Par conséquent, s’il existe une chaine infinie décrois-
sante t; > t3 > ..., alors d’apres la définition d’un pré-bel-ordre, il existe deux
termes ¢}, tx tels que j < k, t; <.mp tx et donc t; < ty, ce qui est absurde. O

Le fait que > soit un ordre de simplification permet de valider la proposition suivante:
Lemme 2.11 Sil—r € Ey UES et l(e) € F; alorsl —r € E7.

Preuve: Considérons une regle lo — ro € E7 telle que lo(¢) € F; pour j # 7. Dans ce
cas, | est nécessairement une variable z avec ¢ € V(r) puisque E; est consistante.
Par conséquent, [o est sous-terme strict de ro et ro > [o puisque > est un ordre de
simplification, ce qui est absurde. O

L’hypothese d’un ordre de simplification total sur les termes clos est donc essentielle
pour déterminer la théorie d’une regle en fonction de sa téte. Toutes les paires critiques
entre E7 et £ sont donc joignables. Les paires critiques entre regles de E7 sont elles
aussi joignables puisque par définition E; représente les instances (closes) de toutes les
E;-égalités et pas seulement des axiomes de F;. Il en résulte la convergence du systéme
de réécriture combiné.

Proposition 2.8 Les systémes de réécriture E7, ES et E7 U E3 sont convergents.

Preuve: Terminaison: Soient s et ¢ deux termes de ’T(]:l UF,UX). 5is —p>ypy t alors
s —p>tous —p>t Dans les deux cas, s > t ou > est un ordre neethérien sur

kal UJ‘zL)X)

Confluence: Puisque — prugy termine, il suffit de montrer que —p>uEy est locale-
ment confluent. Deux cas non triviaux sont a considérer:

Supposons ’existence d’un pic s «—g> t —g> u, ou (s,u) est I'instance d’une paire
. . . /l . 7’ 4 . .

critique ({,7), qui est aussi une FE;-égalité. Ainsi s = lip,u = rip,l =g, r et donc

S — UoU U — 8 est Tine racla da L2

S —= U ocuu une régic ac L7 .

Supposons ’existence d’un pic s —g> 1t —p> U avec, sans perte de généralité,
la régle de E7 appliquée a la position e. Donc t = ¢ et s = dip avec ¢ =g, d
et g,d € T(F;,X). La regle de E? s’applique nécessairement a une position don
le symbole est dans F;. Il existe donc une variable z € V(g) a une position p,
une substitution ' et une position ¢ telle que u = gy[ri’],, avec zp), = [’
et Y — ' € E7. Soit o la substitution définie par yo = yy pour y # = et
zo = zp[ry’],. Alors

* *
S =l syt ST (_'"_>£,ga"—vdo‘ UT Sl Iy U

a

Le fait de supposer les instances des variables de V(r)\V(/) normalisées assure que
la réduction d’un terme s’effectue sans 'introduction de nouveaux sous-termes étrangers
réductibles.
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On note R le systéme de réécriture inclus dans E{ U £ défini par

2
R=\J{lo 5 ro|l=gr, Ran(oc) CT(FLUFUX), lo > ro,

1=1
zo est £ U Ey-normalisée pour z € V(r)\V()}.
Corollaire 2.1 s =g,up, t <= s [p= 3 lprup;=1t lp>up>=1 lr.

Nous supposerons par défaut que les variables de X" sont inférieures aux autres termes
suivant 'ordre >. Cela permet de ne pas introduire de nouveaux sous-termes étrangers et
de s’assurer ainsi que la forme normale d’un terme i-pur est ¢-pur.

2.2.2 Abstraction

Le terme ¢t | g est maintenant choisi comme représentant canonique de la classe de ¢
modulo ;U FE,, ce qui conduit a une nouvelle définition de ’abstraction par variables qui
devient une bijection entre termes normalisés et un ensemble de variables. Le domaine de
I’abstraction par variables ne contient pas de variables puisqu’il s’agit de termes qui ne
sont abstraits dans aucune théorie.

Définition 2.3 Une abstraction par variables est une bijection 7 entre ’ensemble des
termes R-normalisés T |p={u |[plu e T(FRUF UX) et u |[ge T(FLUF, UX)\X} et
un sous-ensemble de variables de X'.

Le terme t™, appel€ 1-abstraction du terme t, est défint de facon inductive comme suit:

e sit=x € X alorst™ =z,

o sit= f(s1,...,8p) et [ € F; alorst™ = f(s]',...,5;7)
sinon sit [g¢ X alorst™ =x(t [r) sinon t™ =1t |g.

Il est intéressant de noter que les variables sont R-normalisées, z |gp= z pour z € X.
Nous aurions donc pu définir ’abstraction par variables comme l'identité sur X', c’est-a-
dire 7(z |r) = z et définir ainsi la :-abstraction sans avoir a considérer différemment les
variables. C’est I’option choisie par F. Baader et K. Schulz [BS92].

2.2.3 Résolution dans une composante

L’objectif essentiel reste de pouvoir résoudre un probléme z-pur obtenu par purification
en utilisant 1’algorithme de F;-unification. La regle correspondante est bien évidemment
correcte mais sa complétude mérite qu’on s’y attarde. On suit la méme démarche que pré-
cédemment. Le premier point est de déterminer comment se projette un pas de réécriture
du mélange.

Proposition 2.9 Soit s un i-terme dont les sous-termes étrangers sont R-normalisés. Si
s —pt alors

® s —p>1 out est soit R-normalisé, soit un i-terme dont les sous-termes ¢etrangers
3 -
sont R-normalisés,
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e s™ =g, 1.

Preuve: La regle de R s’applique nécessairement & une position ou figure un symbole
de F; puisque les sous-termes étrangers sont R-normalisés. Il s’agit donc d’une regle

de E7.

Si t est une variable, alors elle est R-normalisée. Si t est un j-terme, j # i, alors
c’est un sous-terme étranger de s, donc R-normalisé. Sinon,  est un z-terme dont
tous les sous-termes étrangers sont R-normalisés puisque les sous-termes étrangers
éventuellemment introduits sont irréductibles.

Les sous-termes étrangers figurant dans la partie “instance” de la regle E7 appliquée,
il existe donc une F;-égalité entre les 7-abstractions de s et t. O

Proposition 2.10 Si s est un i-terme dont les sous-termes étrangers sont R-normalisés

Ue

alors s™ =g, (s [Rr)
Preuve: Par la proposition 2.9 et induction ncethérienne sur —p. O

Corollaire 2.2 Sis ett sont des i-termes dont les sous-termes €trangers sont R-normalisés
alors
S =E,UE; t <= s™ =F; A

Preuve: Si s =g g, t alors s™ =g, _(3 )™ =(t [r)" =g t™. O

La théorie Fy U F; est donc en particulier une extension conservative de F; et de Ej.
Corollaire 2.3 Si s et t sont des termes t-purs alors s =g, up, t <= s =g, {.
Lemme 2.12 Si s est un terme i-pur et o une substitution R-normalisée alors

o (s0) L= (s0) Ls>,

e ((so) [r)™ =g, so™.

Preuve: Par la proposition 2.9 et induction ncethérienne sur — . Un sous-terme étranger
de so est R-normalisé car s est pur et ¢ R-normalisée. O

Si s est une variable alors so est R-normalisé et I'on a méme plus besoin d’utiliser la
proposition 2.9.
Ce lemme permet de montrer la complétude de la regle £;-Res qu’on exprime par ce

qui suit.
Lemme 2.13 Si s,t sont des termes t-purs et o une substitution R-normalisée alors
S0 :Elu}g2 to & so”™ =g, ta™.

Preuve: Si (so) [r= (to) g alors ((so) |r)™ = ((to) [r)™ et

s0™ = (s0)" =5, ((s0) Ln)™ = ((t0) Lp)™ =g, {to)" = to™.
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2.2.4 Combinaison des solutions

A ce stade, un probleme hétérogene I' a été séparé en deux sous-problemes purs I'; et
I'; qui ont été résolus dans leur théorie respective. Deux formes résolues sont calculées,
une par théorie, et il va falloir en extraire une solution pour le mélange de théories. Nous
avons vu que dans le cas de théories simples, soit la conjonction des formes résolues est
une forme résolue, soit cette conjonction contient un conflit de théories ou un cycle et
elle n’a pas de solution. Il en va autrement dans le cas général. Un conflit ou un cycle
inter-théories peut désormais posséder des solutions. Pour les déterminer, deux approches
ont été étudiées; elles seront présentées puis comparées dans les sections suivantes.

La premiere approche, die a A. Boudet, consiste a reprendre ’algorithme d’unification
dans le mélange de théories simples et d’y modifier les regles Conflit et Cycle qui ne sont
plus correctes. 1l s’agit donc de rajouter de nouvelles regles de combinaison a la regle
F;-Res.

La seconde approche a été introduite par M. Schmidt-Schaufl [SS89] puis reprise par
F. Baader et K. Schulz [BS92]. L’idée consiste cette fois a éviter a priori d’engendrer
des conflits ou des cycles inter-théories au cours de la résolution. Pour ce faire, il faut
modifier la résolution dans chaque théorie pour ne calculer que les solutions qui puissent
étre combinées, c’est-a-dire celles dont la conjonction définit une forme (séquentiellement)
résolue. L’avantage de cette seconde approche est de pouvoir s’appliquer a la fois au
probleme de résolution d’équations et surtout au probleme de décision de l'unification
puisque les solutions n’ont pas a étre explicitement engendrées.

Les avantages et inconvénients des approches par décision et résolution seront plus
longuement discutés en section 2.5.

2.3 Approche par résolution

La i-abstraction d’une solution o de P doit satisfaire certaines restrictions dans la
théorie F; que nous allons coder par des prédicats définis localement dans chaque théorie
E; & la manicre de ce qui est fait dans [Bou90a).

Nous supposons ici ’existence d’un algorithme d’unification dans chaque théorie com-
posante.

2.3.1 Conflit de théories

Une variable z peut apparaitre résolue dans deux théories, i.e. x :}’51 i Az :;32 ta,
mais ne peut étre instanciée par une solution R-normalisée o que dans 'une seule des
théories, disons F;. La j-abstraction du terme (zo)™ pour j # 1 est une variable telle que
(zo)™ =g, (t;0)™. Il va donc falloir s’intéresser en priorité aux Ej-solutions instanciant
x par une variable et c’est pourquoi A. Boudet introduit un prédicat unaire Mg, avec une
variable en argument pour la “marquer”. La sémantique de ce prédicat est définie de la
facon suivante:

Définition 2.4 Une substitution o; est solution d’un probleme de E;-unification P; A
Mg, (z) si o; est une solution de P; telle que zo; € X.



2.3. Approche par résolution 59

Une équation ¢ =p, ¢t A Mg, (z) n’est plus en forme résolue puisque {z > t} n’est pas
solution de z :gl t A Mg, ().

Définition 2.5 Le probléme d’unification P, = 6; AN Mg, (z1) A+ A Mg, (z,,) est en forme
résolue si &; est en forme résolue et

Vke{l,...,n}, zyo € X.
La forme résolue 6; est notée tsf( ;).

Le singleton {o;} est un CSUg,(F).
L’introduction du prédicat de marquage Mg, est motivée par la proposition suivante,
décrivant comment résoudre un conflit de théories.

Proposition 2.11 Soit P un probléme z="t, A z="t, avec t, € T(F;,X)\X et t, €
T(F2, XY)\X. Si o est une solution R-normalisée de P alors il existe un indice i € {1,2}
tel que o™ est solution de P; A Mg,(z).

Preuve: Si o est une substitution R-normalisée alors il existe 7 € {1,2]} tel que zo(c) €
F; UX et donc zo™ € A pour ¢ # j. O

On pourra remarquer qu’il n’a pas été nécessaire de supposer la variable résolue dans
chaque théorie pour prouver la proposition.

2.3.2 Résolution de cycles

Comme nous ’avons déja évoqué pour le mélange de théories simples, il suffit de
s’'intéresser aux cycles composés de formes résolues de chaque théorie composante.

Définition 2.6 Un cycle composé est un cycle

y}:?tl[mﬂ A m;:731[u AN y=Tt, [2.] A 2, =’s, [y1]
tel que
o ty,...,t, € T(F1, A)\A,
@ S1,...,8, € T(fQ,X)\X,
® Ti,...,Tn,Y1,--.,Yn sont des variables distinctes.

Si ’on considére le cycle composé y="t;[z] A 2="t;[y] et o une solution R-normalisée
instanciant y dans F; et = dans Fs, alors le terme zo (resp. la variable (zo)™) ne peut
pas ¢tre sous-terme strict de yo (resp. (yo)™) et yo (resp. la variable (yo)™) sous-terme
strict de zo (resp. (zo)™). C’est ce qui motive 'introduction d’un prédicat binaire avec
des variables en arguments et la sémantique suivante:

Définition 2.7 Une substitution o; est solution d’un probleme de F;-unification P, A
Arcg (z,y) sizo;, € X et zo; ¢ V(yo,).
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Définition 2.8 Le probléme d’unification
Py =6; NMg(z1) N+ AN Mg, (z) AN Arcg,(z1,y1) A -+ N Arcg,(Tn, Yn)
est en forme résolue si 6; A Mg, (z1) A --- AN Mg, (2,) est en forme résolue et si
Vke {1,...,n}, zxo; € X et 210y & V(ypo:).

La forme résolue 6; est notée tsf(F;).

Le singleton {o;} est un CSUE,(F;). .

Un probleme y =}, t[z] A Arcg,(z,y) n’est plus en forme résolue puisque z € V(t[z]).

La résolution d’un cycle composé est basée sur la proposition suivante:
Proposition 2.12 Si P, A Py est un cycle composé

yi="t[e ] A o= s1[ya] A - ya="tn[ea] A Ta="50[y1]

et o une solution R-normalisée de Py A Py, alors

e 0™ est solution de Py A Mg, (y,) pour un m € {1,...,n},

® ou 0™ est solution de P, N Mg,(x,,) pour un m € {1,...,n},
e ou o™ est solution de Py N\ Arcg, (Tm,ym) pour un m € {1,... ,n},
® ou 0" est solution de Py N Arcg,(Ym, Tm) pour un m € {2,...,n},

® ou o™ est solution de Py \ Arcg,(y1,2,).
Preuve: Si
Vme {1,...,n}, zno(e) € Fo,
Vm e {1,...,n}, yrole) € i,

et
Vme{l,...,n}, onc
Vm € {27 s 7n}a ymo-ﬂ? € V(Im—10)>
y10™ € V(zno),

alors y10 est sous-terme strict de z,0 et z,0 est sous-terme strict de y,0, ce qui est
absurde. O

2.3.3 Unification avec restriction

Il faut pouvoir résoudre les problemes d’unification spécifiques introduits lors d'un
conflit ou d’un cycle inter-théories.
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Restriction variable

Un probleme contenant des prédicats Mg, et Arcg, est appelé probleme d’unification
avec restriction variable.

Définition 2.9 Un probleme de E;-unification avec restriction variable est un probléme
de E;-unification

P, =P/ AMg,(z21) A+ AN Mg,(2,) A Areg,(z1,y1) A -+ - A Arcg,(2n, Yn),

ou P! ne contient pas de prédicat Mg,, ni de prédicat Arcg,. On note M(P;) ’ensemble
des variables {z1,...,24,T1, ..., Ty }.

Pour résoudre un probleme d’unification avec restriction variable, il ne suffit pas d’em-
pécher l'instanciation des variables marquées M(P,). Les variables de M(P;) ne pourront
étre considérées comme constantes (libres) qu’apres avoir été identifiées.

Identification de variables

La définition que nous prenons impose l'idempotence des substitutions instanciant des
variables par des variables.

Définition 2.10 ([5589]) Soient V et W deuzr ensembles de variables. Une identification
£ de V sur W est une substitution idempotente telle que Dom(£) C V et Ran(§) C W.
L’ensemble des identifications de V sur W est noté IDY . L’ensemble des identifications
de V sur lui-meéme est noté Dy .

Il suffit d’une partition de V en au plus |W/| parties pour construire une identification.

Proposition 2.13 Si deuz substitutions o el ¢ sont deur substitutions de 1DY compa-
rables par <V alors o et ¢ sont définies a un renommage prés.

Restriction constante

Les variables marquées dans une théorie puis identifiées sont ensuite considérées comme
des constantes libres dans 'une ou 'autre des théories mais pas dans les deux théories
simultanément. Les contraintes équationnelles a résoudre ne sont donc plus simplement
des problemes d’unification.

Définition 2.11 ( [Bur90]) Un probléeme de décision de E-unification avec constantes
est une contrainte équationnelle

Vi (3%:T)

ot T' = (Arer sk="tx) est un probléme de E-unification et £ @ § = V(T'). On parle plus
précisement de probleme du mot lorsqu’il n’y a pas de variable existentiellement quantifiée
et de probléme de décision du filtrage lorsque Uper V(tx) C 7.
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La FE-unification consiste a trouver les assignations des variables existentiellement
quantifiées dans le probleme de décision (équivalent a T ou L)

vy : T.

De méme, la F-unification avec constantes définie ci-aprés consiste a trouver les assigna-
tions des variables existentiellement quantifiées dans le probleme de décision (sans variable

libre)

Définition 2.12 Un probléme de E-unification avec constantes est un couple (T',C)
formé

e d’un probléme de E-unification T,

® et d’un ensemble C C X de variables skolémisées.

Une substitution o est solution d’un probléme de E-unification avec constantes (I',C) si
o est solution de I' et si Ve € C, co = c. L'ensemble (resp. un ensemble complet) de

E-solutions au probléeme (I',C) est noté SUg(T,C) (resp. CSUg(T,C)).

Il est important de noter que:

® Toutes les constantes libres apparaissant dans un probleme de E-unification sont
dorénavant vus comme des variables skolémisées méme si le contexte C (les variables
universellement quantifiées) n’est pas toujours explicite.

d’unification existentiellement quantifié car nous chercherons toujours a expliciter
les solutions de toutes les variables avant de tenir compte de la quantification exis-
tentielle en éliminant celles introduites par le calcul.

L’unification avec constantes suffit pour résoudre un probleme d’unification n’incluant
que des prédicats Mg, mais ne est plus lorsque il contient aussi des prédicats Arcg,.

Définition 2.13 ( [BS92]) Un probléeme de E-unification avec restriction constante est
un triplet (I',C,n) formé

e d’un probleme de E-unification avec constantes (I',C'),

e et d’'une relation n de C x V(I').
Pour tout ¢ € C, on note n(c) I’ensemble des variables {v | (¢,v) € n}.

Une substitution o est solution d’un probléme de E-unification avec restriction constante
(T',C,n) si o est solution de (T',C) et si Ve € C, Yz € n(c), ¢ ¢ zo. L'ensemble (resp.

un ensemble complet) de E-solutions au probléeme (I',C,n) est noté SUg(T',C,n) (resp.
CSUR(T, C,n)).

La proposition suivante établit le lien entre restriction variable et restriction constante.
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Proposition 2.14 ( [Bou90a]) Un ensemble complet de E;-solutions au probléme
P = Pi/ N MEi(Zl> ARSENA MEi(Zf;!) A ArcEi(Ilv?h) AREENA ArcEi(‘Tn7 yn),

est

U CSUg (P& M(P)EA(z16,01), - - (226, 90)}) 0 &

CEID m(py

Les notions de restriction constante et variable étant équivalentes modulo identification
des variables, nous n’emploierons plus que I'unification avec restriction constante ou plus
simplement unification avec restriction.

Elimination de constante

Un probleme d’élimination de constante est un cas particulier de probleme d’unification
avec restriction.

Définition 2.14 Un probleme de E-élimination de constante est un probleme de E-
unification avec restriction constante (6,C,n) tel que & est un probléme d’unification
en forme résolue et n(c) € Dom(a) pour tout ¢ € C.

Un probleme d’élimination de constante est défini dans [SS89] par un ensemble de

couples
{(Cl,tl), feey (Cn, tn)}

Définition 2.15 Un E-éliminateur de {(c1,%1),...,(cn,tn)} est une substitution o véri-
fiant Vi€ {1,...,n} Ju, t,oc =g u et ¢; ¢ u.

Proposition 2.15 /] existe un €liminateur de

{(clatl)v e (Cmtn>}

si et seulement si il existe une solution au probléeme

n

(A 2=t U desd. U2},

k=1

ou les variables z1,...,x, sont distinctes entre elles et distinctes de celles de JF_, V(tx).

Il est impossible d’en dire plus car seule I’existence d’un terme éliminant est requise
dans la définition 2.15, qui n’est donc pas suffisante pour obtenir un algorithme de réso-
lution. C’est pourquoi nous allons dorénavant considérer ’ensemble de couples

{(Cla tl)a A (cna tn)}
comme une notation abrégée au probleme

(k/n_\ ze="1x, k@ {ex}s k@ {(cr, 1) })-

On pourrait envisager de construire un algorithme d’élimination de constante de fagon
incrémentale en résolvant successivement chaque équation avec restriction.
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Définition 2.16 Un probleme d’élimination de constante élémentaire est un probléme
d’unification avec restriction (z="t[c], {c}, {(c,z)})

Malheureusement, un probleme d’unification avec restriction n’est pas stable par ins-
tanciation, ce qui interdit a priori une approche incrémentale.

Exemple 2.2 Considérons la théorie E = {f(0,z) = 0}. La substitution ¢ = {z —
f(z,0),y — 0} est une solution au probléeme de E-élimination de constante élémentaire

(@="f(z, f{y,0), {c}, {(c,2)}).

Mais la substitution {z — f(¢,0),y — 0,z +— c} est une instance de o qui n’est plus
solution au probleme.

L’intérét de la classe des théories définies ci-dessous est de pouvoir exprimer tout
probléeme d’élimination de constante élémentaire par un probléeme d’unification, ce qui
permet ensuite de construire incrémentalement un algorithme d’élimination de constante.

Définition 2.17 Un théorie E est stable si pour tout probléeme de E-élimination de
constante élémentaire (z="t[c|,{c},{(c,2)}), il existe un probléme de E-unification avec
constantes (I',C) tel que

CSUg(z="t[c],{c}, (¢,2)}) = CSUR(T,C).
Toutes les théories pour lesquelles I’élimination de constante est connue sont stables.

Proposition 2.18 5S¢ E est une théorie stable alors la E-élimination de constante est
finitaire st ef seulement si la F-élimination de constante élémentaire est finitaire.

Un algorithme d’unification avec restriction constante est obtenu grace a 'utilisation
conjointe d’un algorithme d’unification avec constantes et d’un algorithme d’élimination
de constante.

Proposition 2.17 Un ensemble complet de E-solutions au probleme (I',C,n) est

U CSUg(6,C,n).

c€CSUR(T,C)

Preuve: Correction: Une solution v de (6,C,7n) est solution de (I',C) puisque o €
CSUg(T, C); cette solution vérifie aussi la restriction Ve € C, V& € 5(c), ¢ ¢ zv,
donc 1 est plus précisement solution de (I',C, n).
Complétude: Si v € CSUg(T,C,5) alors ¢ est solution de (I',C) et il existe
o € CSUg(T,C), une substitution p telle que Yz € V(I'), z¢p =g zop. Puisque
Dom(c) N VRan(c) = B, on peut supposer sans perte de généralité que p vérifie
Yz € V(I),zp =g zop et p =Y@) 4. Les substitutions ¢ et u satisfaisant la restric-
tion Ve € C, Yz € n(c), ¢ ¢ zp, on peut conclure que g est solution de (6,C,7n) et
qu’il existe ¢ € CSUg(6,C,n) telle que ¢ §E(F) p="0y. O

Cette décomposition n’est intéressante que si I'unification avec constantes est finitaire

dans F.
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Corollaire 2.4 Si E est une théorie stable alors la E-unification avec restriction est
finitaire si et seulement si la E-unification avec constantes est finitaire.

Corollaire 2.5 Si F est une théorie stable alors la F U }-unification est finitaire si et
seulement si la E-unification avec constantes est finitaire.

Ce corollaire est une conséquence de ’algorithme d’unification décrit ci-apres appliqué
au mélange de E et de la théorie vide pour laquelle 'unification avec restriction est unitaire
puisque [’élimination de constante élémentaire n’a pas de solution.

2.3.4 Algorithme a base de régles

VA )

PANs="1 . | we AlienPos(t)
Jz:PAs="tz], Nz ="1, 11 2 est une nouvelle variable
IE )

PAs="t . { s € T(F, XN\X, t € T(Fp, X)\X
ez PArx="sAhz="1 | = est une nouvelle variable
Ei-]F§eS+
EEY sio; € CSUEt(Pl) et T; = V(é‘z)\V(Pz)

VarRep

PAz="y . .
P{CL‘ = y} A CL‘:?y SLE, Y < V(P)
Conflitt

PAz="sAz="t
PAz="s ANx="t A Mg, (z)

Si s(e) € F,t(€) € F, et la régle VarRep ne s’applique pas
Cyclet
P Ay="t[z]
P Ay="t[z] A (Mg, (y)V Arcg,(z,y))
Si y="t[x] est membre d’'un cycle composé de P avec t € T(F;, X)\X et la régle VarRep
ne s’applique pas

Figure 2.2. Ensemble de regles RD pour 'unification dans le mélange de théories dis-

jointes

Forme résolue

Les regles RD de la figure 2.2 sont correctes et completes d’apres les propositions 2.11, 2.12
et 2.4. On vérifie ensuite qu'une forme normale pour RD est un probléeme d’unification
dont on peut extraire directement un ensemble complet de solutions.

Définition 2.18 Un probléme d’unification P est séparé si P = Py AP AP,. Un probléeme
P séparé est en forme séquentiellement résolue s:
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o Py APy est en forme résolue,
o Py AP, est en forme résolue,

o tsf(Pv A Py) ANtsf(Pv A Py) est en forme séquentiellement résolue.

Les prédicats Mg, et Arcg, ont une sémantique dans la théorie E; mais n’en ont pas
dans le mélange E;U E,, ce qui explique la nécessité d’une forme résolue pour un probléme
séparé ne contenant plus de sous-probléme hétérogéne Pj.

Lemme 2.14 ( [Bou90a]) Si les régles de RD appliquées avec un contréle arbitraire a
un probleme I' terminent, alors elles retournent une disjonction équivalente de problémes
d’unification 37 : P ou les P sont en forme séquentiellement résolue.

Terminaison

La preuve de terminaison s’appuie sur les mémes principes que pour les théories
simples. On utilise ici le fait que les classes de variables créant un conflit inter-théories
sont incluses nécessairement dans V(I'y A T';)/ =v..Les regles Conflit et Cycle ne s’appli-
quent que si VarRep ne s’applique plus. C’est pourquoi les arguments de Mg, et Arcg,
sont assimilés a des classes de variables modulo =y .

Autres mesures de complexité:

@ NM(P) le nombre de classes d’équivalence de V(I'; AT;)/ =v ne figurant pas dans
une marque M,

 NA(P) le nombre de classes d’équivalence de V(I'; A T';)/ =v ne figurant pas dans
un arc Are.

Lemme 2.15 Conflit et Cycle font décroitre respectivement NM(P) et NA(P).

Preuve: Les regles Conflit et Cycle ne s’appliquent que si la classe de variables est déja
marquée ou si un couple de classes de variables ne figure pas déja dans un Arc. On
ne revient donc pas sur le travail déja effectué. O

Lemme 2.16 E;-Res ne fait croitre ni NM(P) ni NA(P).

Preuve: E;-Res ne fait pas croitre NV C(P) et ne supprime ni des marques ni des arcs.
O

Proposition 2.18 Le systeme de régles RD termine pour tout contréle.

Preuve: La preuve est résumée par le tableau suivant:

regles | 1 Hmu(P) | IE(P) | NM(P) | NA(P) | NVC(P) | PVR(P) | USP(P)

VA )

IE - ]

Conflit = = !

Cycle

I
[

E;-Res(1)

I

I

I

I
(_
(_

Ei—Res(Q) :l —

1
il
—

I

— 1l

VarRep = = = - powwed

O
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Théoréme 2.2 (M. Schmidt-Schaufi [SS589]) Si E, et Ey sont deux théories disjointes
alors la Ey U Ey-unification est finitaire si la F;-unification avec restriction (1 = 1,2)
est finitaire.

Ce théoreme a été démontré initialement sans donner d’algorithme déterministe. A. Bou-
det a ensuite présenté et prouvé I’algorithme sous forme de regles décrit en figure 2.2. La
preuve de terminaison semblait la principale difficulté de 1’algorithme déterministe. La
preuve que nous en avons faite est plus simple, et nous allons voir qu’elle n’a plus raison
d’étre pour ’algorithme non-déterministe présenté dans ce qui suit.

2.4 Approche par décision

Les regles mises en évidence précédemment sont basées sur la transformation d’un
probleme z-pur sous une forme résolue équivalente. Elles ne peuvent donc s’appliquer
au probleme de décision puisque l'on suppose alors ne plus disposer d’un algorithme de
E;-unification mais seulement d’un algorithme de E;-unifiabilité.

La combinaison d’algorithmes de décision de 'unification a été abordée pour la pre-
miere fois par M. Schmidt-Schau [SS89] puis par F. Baader et K. Schulz [BS92] qui ont
montré qu’une méme méthode pouvait s’appliquer a la fois au probleme de décision et au
probleme de résolution.

2.4.1 Unification avec restriction linéaire

L’idée est de résoudre les problemes 1-purs et 2-purs obtenus par purification suivant
une meéme restriction interprétée différemment dans les théories E; et £;. Cette restriction
est choisie en fonction de la forme séquentiellement résolue attendue.

Définition 2.19 Soient (I',C,7n) un probléme de E-unification avec restriction, V un
ensemble fini de variables incluant V(I') et < un ordre linéaire sur V U C. Le probleme
(I, C,7n) est un probleme de E-unification avec restriction linéaire noté (I',C, <) s1

Vee O, n(c)={ve V) | v<e}
Un ensemble (resp. ensemble complet) de E-solutions au probleme (I',C,<) est noté
SUS(T,C) (resp. CSUE(T,C)).
Une méme restriction linéaire est utilisée par les deux théories afin de construire des
solutions dont la conjonction est une forme séquentiellement résolue.

Solutions combinées

Définition 2.20 Soient (I'1, V2, <) et (I'2, V41, <) deuz problémes respectivemnent 1-pur et
2-pur avec < un ordre linéaire sur V3 @ Vo, = V(I'1 AT'z). La solution combinée o1 ©® o3
de I'y et I'y obtenue a partir de o, € SU§1(F1,V2) et oy € SUg, (I'2, V1) est définie comme
suit: si x une variable de V; et {y1,...y,} Uensemble des variables de V; (1 # j) inférieures

a x par rapport @ <, alors £o = T0;[Yr — YO lk=1,..,n-

Une solution combinée est la substitution associée a une forme séquentiellement réso-
lue,

Proposition 2.19 Une solution combinée de I'y et I'y est une £, U Ey-solution de I'y AL';.
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Décidabilité
On montre qu'une £, U E;-solution de I';y AT’y est I'instance d’ une solution combinée.

Nous allons d’abord établir un lemme permettant de régler le cas des solutions instanciant
des variables par des variables ou par des termes non distincts.

Lemme 2.17 Si ¢ est une solution R-normalisée d’un probleme d’unification I', alors il
existe

e une identification { € 1Dy,
® une solution o R-normalisée de I'¢,

telles que o =Y1) ¢, Ran(o)NX =0 et Yo,y € Dom(o), zo0 £yo siz #y.

On suppose dorénavant qu’une substitution ¢ R-normalisée instancie les variables
par des termes distincts qui ne sont pas des variables. Cela va permettre de définir une
abstraction par variables a partir d’une solution o en posant 7(zc) = & pour z € Dom(o)
et de faciliter ainsi les preuves de complétude, par exemple celle du lemme suivant.

Lemme 2.18 St o est une solution R-normalisée d’un probleme d’unification I'y A Iy,
alors il existe

e une identification £ € IDyr,ary),

o un ordre linéaire < sur Vi @ Vo = V((I') AT'2)E),

* une solution combinée o1 © 0z de (I1€,V, <) et (12, 1, <),
tels que €(o1 © 03) <V(T1AT2) o

Preuve: Soit o une solution R-normalisée d’une conjonction I'y A I'; telle que Ran(o)N
X =0etVa,y € Dom(o),z0 # yo si ¢ # y. L’abstraction par variables 7 peut étre
par conséquent définie comme une bijection telle que Vz € o, n(zo) = z. Par cette
définition, zo est abstrait par « lorsque zo est sous-terme étranger.

[’ordre linéaire < est choisi tel que ¢ < y si zo est sous-terme strict de yo.

On considere les substitutions o; = ¢™ et g3 = ¢™. Par le lemme 2.13, o est

™ RN
FEi-solution de I'; et oy est E,-solution. Chaque variable de Dom({c) est instanciée

dans oy ou o2 mais pas dans les deux. On définit V; = Dom(o,) et Vo = Dom(os).
Par conséquent si z € V; alors zoy = x et si ¢ € V, alors xo; = z. Les variables de
Vi sont donc skolémisées dans Fy et symétriquement les variables de V; skolémisées
dans Fj. On s’assure ensuite que o, et o, satisfont la restriction linéaire < induit par
I'ordre sous-terme strict. Si le terme zo; (¢ = 1,2) contient une variable y instanciée
dans o; (7 # 1) alors montrons que z ¢ y. Par construction, si y est une variable
de zo;, alors le sous-terme étranger yo est sous-terme de zo. Il est sous-terme strict
car zo et yo sont différents puisque les variables z et y sont non identifiées. Donc
y<z. O

Théoréme 2.3 (M. Schmidt-Schaufl [SS89], F. Baader et K. Schulz [BS92]) Si Ey et E,
sont deuz théories disjointes alors la Ey U Ey-unification est décidable si la F;-unification
avec restriction lin€aire (v = 1,2) est décidable.

Ce résultat de décidabilité mene & un résultat de résolution, a condition de savoir
construire un ensemble complet de solutions combinées.
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Ensemble complet de solutions combinées

Proposition 2.20 L’ensemble des solutions combinées
{O’ =01 @O"Q | 01 € CSUEI(Tl,‘/Q), g9 € CSUEz(Fz,‘/l)}
est un ensemble complet de solutions.combinées de (I'1, V2, <) et (I'z, V1, <).

Preuve: Soit ¢/ = o] © o} avec o, € SUg (I}, V;). Il existe une substitution o; €
CSUg.(I's,V;) tel que o; Sﬁ. ol. Nous allons montrer que ¢ = o1 ® o3 est plus
générale que o', c’est-a-dire

VieVe v
o SE]UEQ o'.

Il existe donc deux substitutions vy, 72 tel que
r_Vvi
g; =E; 97

pour ¢,j = 1,2 et ¢ # j. Ces substitutions n’instancient pas les variables de V; @ V5:
Dom(y) N (V1 @ V2) =0 et Dom(y2) N (Vi & Va) = 0. On supposera sans perte de
généralité que 7, (resp. ;) est idempotente et instancie des variables introduites
par 'unification dans F; (resp. Es), c’est-a-dire v1v1 = 71, Y272 = 72 et Dom(vy,) N

Dom(vy2) = .
La preuve se fait par induction noethérienne sur 'ordre <. Soit z une variable de
Vi et {y1,...,yn} ensemble des variables de V; inférieures a = par rapport a <.

I’hypothese d’induction est
Yo' =g0E, Yo Y2

pour y < z. Cette hypothese est vérifiée pour la variable minimale z de V,,, avec
m = 1,2 car par définition

o I __ _— —
20 = 20, =F, 20mYm = 20mY17Y2 = 207172-

zo’ = zoi[ye — yko'lk=1,...n
=g 2oi{yk < yeo lk=1,.m
=E,uE, TOilUk < YoM Y2lk=1,0m
= (zoiyr < yrolk=1,..n) N7

= TOY172-

Nous avons donc montré que yo' =g,uE, yoy172 pour y < z. O

L’algorithme qui en résulte est completement non-déterministe.
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Algorithme

L’algorithme consiste a choisir toutes les identifications et toutes les restrictions li-
néaires possibles puis résoudre séparement chaque sous-probleme pur dans sa théorie en
tenant compte de la restriction choisie.

On le présente formellement par la proposition suivante:

Proposition 2.21 Un ensemble complet de Ey U Ey-solutions au probleme 'y A T'y est
formé de Uensemble des substitutions £(o1 © oq) telles que

o { € IDyramy),
o < est un ordre linéaire sur Vi & Vo = V((I';} A T'9)E),
® 0 € CSUEl(Flé,‘/Z), 09 € CSUEQ(Fzé,‘/l)

L’apport de F. Baader et K. Schulz est d’avoir montré que 'unification avec restriction
linéaire est suffisante pour obtenir un algorithme d’unification dans le mélange de théories
disjointes. Méme si I’on ne connait pas encore de théories dont ['unification avec restriction
differe de 'unification avec restriction linéaire, cela permet d’avoir une idée plus précise
sur le non-déterminisme inhérent a ’approche modulaire. Il n’est pas nécessaire en effet de
considérer n’importe quelles relations entre variables et variables skolémisées: les relations
d’ordres linéaires suffisent.

Théoréme 2.4 (F. Baader et K. Schulz [BS92]) Si Ey et E, sont deux théories disjointes
alors la By U Ey-unification est finitaire st la F;-unification avec restriction linéaire
(i =1,2) est finitaire.

2.4.2 TUnification avec symboles libres

En appliquant 'algorithme de combinaison au mélange d’une théorie E et de la théo-
rie vide (), on obtient un algorithme de F-unification avec symboles libres, notée £ U §-
unification et encore appelée E-unification générale. La théorie équationnelle notée abu-

sivernent K U §) est celle engendrée par la présentation équationnelle (F U Fy, E) ot F et

CaiiTy LLiiT Tl e Y i (SRS Lw S L

Fy sont des ensembles de symboles de fonctions disjoints, ce qui correspond a un mélange
de théories disjointes si ) dénote I’ensemble des axiomes

au lieu d’un ensemble vide d’axiomes.

Corollaire 2.6 Si la E-unification avec restriction linéaire est décidable (resp. finitaire)
alors la E-unification générale est décidable (resp. finitaire).

L’objectif de cette section est de montrer les réciproques.
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Probléme de décision

Nous allons donc nous intéresser au mélange F; U Ey avec By = E et Ey = .
A chaque restriction linéaire est associée un probléeme d’unification dans la théorie
vide.

Définition 2.21 Ftant donné un probleme d’untfication avec restriction linéaire (I, C, <
), 6« désigne le probleme d’unification défini par

0« = {C = fc(wh o 7$m) I 77(0) = {wlv <o 7$m}}»
ot les symboles de C' sont des variables pour 6. et f. des symboles libres.

On peut supposer que pour toute solution R-normalisée ¢' de &, 7(cy)’) = ¢ pour
¢ € C puisque les termes de Ran(d<) ne sont pas unifiables. Avec cette hypothese,

Vee C, cp'™ = c.
Lemme 2.19 SUg(I',C) C{y'™ | ' € SUpup(I' A6<)}.

Preuve: Si est solution de (T, C, <) alors on peut construire par induction ncethérienne
sur < une substitution 1’ telle que ¢» =Y o/ et Ve € C, cp’ = fo(z19, ..., zmt").
Cette substitution v’ est donc solution de I' A 6, elle vérifie p = ™. O

Lemme 2.20 SUS(I',C) D {¢'™ | ¥' € SUgup(I' A6<) LR}

Preuve: Si ¢ est solution R-normalisée de I' A 6 alors 3™ est solution de I', d’apres
le lemme 2.13. 1l reste a montrer que (¢")™ est aussi solution de (I, C, <), c’est-a
dire qu’elle satisfait la restriction linéaire <. Les termes f.(z,%,...,z,m?") sont K-
normalisés car les symboles f, sont libres et ¢/ R-normalisée. Donc Ve € C,ctp’ =
felz1d's ... 2nt"). Un terme ¢y’ ne pouvant étre sous-terme de z1¢,...,z,%’, on
acg (zpp)™ pour k=1,...,m. O

Proposition 2.22 La E-unification avec restriction linéaire est décidable si et seulement
st la E-unification générale est décidable.

Probhléme de résolution

Pour pouvoir étendre le résultat précédent a la résolution, il suffit d’utiliser la propriété
que § est une théorie non effondrante.

Lemme 2.21 Si F; est une théorie non effondrante alors s =g,up, t <= s™ =g, t™.

Preuve: La preuve est basée sur la proposition 2.9, ses corollaires et sur le fait que
t™ = (t |r)™ si F3 une théorie non effondrante et ¢ un 2-terme. Dans ce qui suit, on
note ¢ le terme ¢ dont les sous-termes étrangers sont remplacés par leurs R-formes
normales

= tw « tjo | RlueatienPos(t)-

Supposons s =g,ug, t. Trois cas sont a distinguer:
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® Si s et ¢ sont des 1-termes alors s™ = §™ =g, t™ = {7,

® Si s est un l-terme et ¢t un 2-terme alors
M =8 =g (s|p) =(tgr)" =1t

e Sis et {sont des 2-termes alors s™ = {™.

O

Corollaire 2.7 5i E, est une théorie non effondrante alors s <g,ug, t <= s™ <p, t™.

Lemme 2.22 L’ensemble des substitutions

{¢'™ | ¢' € CSU(T N 6<)}
est un CSUg(T, C).

Preuve: Nous avons montré en proposition 2.22 que pour toute solution ¢ € SUg(I',C, <
), il existe ¥’ tel que ¥ = P avec ¢ € SUgpyp(I" A 6<). 11 existe donc ¢ €
CSUgu(I' A 6<) tel que ¢ ggﬁb) ', et ¢ <g '™ d’apres le corollaire 2.7. Donc
Vip € SUR(T, C, <) 3¢' € CSUgu(L A 6<) tel que ¢m <y y. O

Théoréme 2.5 (F. Baader et K. Schulz [BS92]). La E-unification avec restriction li-
néaire est décidable (resp. finitaire) si et seulement si la E-unification générale est déci-
dable (resp. finitaire).

2.4.3 Disunification

Le probleme traité dans ce paragraphe est celui de la résolution de problemes équa-
tionnels formés a la fois d’équation s="t et de diséquations s #° ¢, qu’on appelle probléeme
de disunification. La notion de solution & un probleme de disunification s #° ¢ est sujet a
deux interprétations possibles

Pour J. Siekmann [Sie90], il s’agit d’une solution symbolique o telle que so # to est une
diségalité valide dans la structure considérée. La notion d’ensemble complet de solutions
garde alors son intérét puisqu’une solution est stable par instanciation. Malheureusement,
dans ce contexte la combinaison d’algorithme de disunification retournant un ensemble
complet de disunificateurs est vouée a ’échec. La résolution d’une diséquation pure dans
sa composante reste correcte mais n’est plus complete...

Exemple 2.3 Considérons le mélange d’un symbole libre f, Ey = {f(z) = f(z)} et d’un
symbole commutatif +, Ey{z +y =y + ¢} et la diséquation z #° = +y. La substitution
o={zw— f(z"),y— f(y"),z— f(z')} est un disunificateur de z # = +y dans le mélange
E,UE,. Par contre, la substitution 6™ = {z +— X,y — Y,z +— Z} n’est bien évidernment
pas un disunificateur de z # z+y dans E,. Cet exemple contredit donc une généralisation
du lemme 2.13.
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Une alternative est de considérer une solution a un probleme de disunification comme
étant simplement une assignation satisfaisant le probleme [Biir87]. Reste alors a choisir
la structure adéquate.

Pour la combinaison, la structure étudiée jusqu’a présent est la théorie équationnelle
T(FUF, X))/ =g,uE,- On pourra utiliser dans cette structure la négation du lemme 2.13:

s #pup, to < (so)™ #g, (to)™,

si 8,t sont des termes ¢-purs. Mais dans ce contexte, une instance d’une solution n’est plus
une solution. En conséquence, une solution combinée, construite par instanciation, n’est
plus nécessairement une solution dans le mélange de théories équationnelles. Ce probleme
a été résolu par F. Baader et K. Schulz [BS93].

La structure considérée par H. Comon et P. Lescanne [Com88, CL88, Com91] est une
algebre de termes clos qui permet par exemple de résoudre des problemes liés a la réducti-
bilité inductive. Les algorithmes de disunification d’H. Comon et P. Lescanne suivent une
approche par résolution: un probléeme de disunification est transformé jusqu’a aboutir a
une forme résolue équivalente dont la propriété est d’avoir une solution si et seulement
elle est différente de L. Une autre approche, celle de F. Baader et K. Schulz, consiste a
montrer comment modifier 'algorithme de combinaison pour décider de l'existence d’une
solution close. Nous allons en rappeler les grandes étapes et les principaux résultats.

Purification

On ramene un probleme de disunification a une conjonction de problemes purs I'y AT,
ou les seules diséquations sont de la forme z # y avec z,y € X et & # y. Pour ce faire,
une diséquation s £’ ¢ est transformé en z="s A y="t Az £’ y.

En corollaire, nous allons avoir a disunifier les variables qui ne s’identifient pas.

Identification

Une identification permet d’identifier les variables dont les solutions ont méme forme
normale et permet de distinguer les variables qui sont égales a des formes normales dis-
tinctes.

Définition 2.22 FEtant donnée  une identification, on note {4 le probléeme de disunifi-
cation inter-variables suivant:
£ = AN E T
z,y€Ran(§),c#y

Il va falloir considérer les problémes de disunification de la forme (I'y A T'2)€ A €x.

Existence d’une solution

L’algorithme de décision de I’existence d’une solution pour un probleme de disunifica-
tion dans 7 (Fy U Fa, X')/ =g,uE, est basé sur le théoreme suivant qui utilise la disunifi-
cation avec restriction linéaire.

Théoréme 2.6 ( [BS93]) Il existe une Ey U Ey-solution ¢ I'y ATy si et seulement si il
existe
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e { € IDyr ary),

e un ordre linéaire < sur Vi @ Vy = V((I'1 AT)é),
o une Ey-solution a (['1€ A €4, V2, <),

e une Fy-solution a (T36 A €4, Vi, <).

La principale difficulté consiste a montrer que si o; € SS<(T'1,V2) et 02 € SS<(T'2, V1)
alors (07 ® 02) [r est Ey U Ey-solution. Il faut absolument que la solution combinée soit
R-normalisée pour étre une F; U Fs-solution. La réciproque est, elle, inchangée.

On notera que la décision de I'existence d’une solution a un probleme de disunification
est triviale si 'on dispose d’un algorithme de £ U Fs-unification. On peut alors dans un
premier temps résoudre le sous-probleme d’unification puis tester a I’aide d’un algorithme
de décision de la E; U F;-égalité si les solutions de variables z, y ne sont pas Fy U E-égaux
si z #° y est une diséquation du probleme. La construction modulaire d’un algorithme de
décision de la £y U Fy-égalité, ou probleme du mot, sera vue au chapitre 4.

L’intérét de la disunification dans 7 (F; U F3, &)/ =g, uE, doit donc relativisé puisque
un algorithme de E; U Es-unification suffit pour résoudre le probleme.

Existence d’une solution close

On s’intéresse désormais a la décision de ’existence d’une solution close, c’est-a-dire
une substitution o telle que VRan(o) = §). Ce probleme est identique a celui que se pose
H. Comon, mais sera résolu différemment, sans ’aide d’une forme résolue.

A premiére vue, il serait tentant de vouloir adapter le théoreme 2.6 en remplacant
simplement la notion de solution par celle de solution close.

Pour la correction, si oy est solution close de (I'1€ A €4, V2, <) (ol V5 est un ensemble
de constantes libres) et o3 une solution close de (I'yé A {4, V), <) (ot V; est un ensemble
de constantes libres) alors (o] ® g2) | g est une solution de I'; AT'y. 1l s’agit d’une solution
close car VRan(o1y,) = VRan(oay,) = 0 par définition et surtout parce qu'on peut
facilement s’assurer de ’existence d’un terme clos plus petit que toute variable. La forme
normale d’une substitution close est par conséquent close.

Pour la complétude, si o est une E; U E,-solution alors ¢™ et o™ sont des solutions
satisfaisant une certaine restriction linéaire mais ne sont pas closes car elles peuvent
contenir des variables qui ne sont pas instanciées par des termes clos dans ’autre théorie.
Par contre, ¢™ et ¢™ sont des solutions restrictives.

Définition 2.23 ( [BS93]) Une E-solution o est restrictive si Vo € Dom(o),z0 #gy €
X.

La question est de savoir s’il existe une F-solution a un probleme 'y AT’y lorsqu’il existe
une F-solution restrictive a un probleme (I''§ A€z, V3, <) et une Ej-solution restrictive a
un probleme (I'26 A€y, Vi, <). Il est possible de répondre par I'affirmative mais seulement
si les domaines des algebres T(F)/ =g, et T(F,;)/ =g, sont infinis, auquel cas il est
possible de construire une solution close & un probleme de disunification inter-variables

£

Théoréme 2.7 ( [BS93]) Soient E; et E, des théories disjointes telles que les domaines
de T(Fy)/ =g, et T(F2)/ =g, sont infinis. Il existe une Eq U Ey-solution close a I'y AT
st et seulement st 1l existe
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@ £ € IDyrar,),

e un ordre linéaire < sur V; &V, = V((I'1 AT)E),
e une Fy-solution restrictive a (I'1€ A &4, Va, <),

® une [iy-solution restrictive a (I'y6 A €4, V1, <).

L’hypothese faite sur les théories peut étre relachée sur FE,. Il suffit de supposer
T(F1)/ =g, infini et que pour tout probléme satisfaisable dans £, il existe une solu-
tion close. En particulier, s’il existe une solution restrictive, alors il existe une solution
close. Le fait que seul T(F7)/ =g, soit infini suffit pour construire une solution a &..
Cette remarque s’applique au cas ou F; est la théorie vide et F; contient au minimum
une constante et un symbole qui ne P'est pas. La théorie F; peut étre par exemple la
théorie associative dont la disunification avec restriction linéaire est décidable mais dont
I’unification est infinitaire. :

Corollaire 2.8 ( [BS93]) Soit F un ensemble de symboles contenant une constante, un
symbole non constant et d’autres symboles sur lesquels est formé un ensemble A d’axiomes
associatifs. La théorie existentielle de T(F)/ =4 est décidable.

2.5 Comparaison des approches par résolution et
décision

La présentation des deux approches s’est faite dans le souci d’homogéneiser les nota-
tions et les concepts utilisés par les différents auteurs. Nous avons vu dans un premier
temps comment combiner des algorithmes d’unification avec restriction en suivant une dé-
marche par transformation successive de problemes équationnels. Ensuite, il a été montré
que la restriction linéaire suffisait pour l'unification mais aussi pour 'unifiabilité. L algo-
rithme de combinaison correspondant ne fait plus appel a des regles de transformation
mais consiste simplement a rajouter I'information nécessaire a la définition d’une restric-
tion linéaire. Finalement, nous avons rappelé qu’il y a équivalence entre unification avec
symboles libres et unification avec restriction linéaire. Il est en effet possible de coder une
restriction linéaire par un probleme d’unification avec symboles libres alors que le méme
codage n’est plus valable avec une restriction quelconque, comme le montre ’exemple
suivant, tiré de [BS92].

Exemple 2.4 Le probléme d’unification (z="c A y="d, {c,d}, {(c,y),(d,z)}) a pour so-
lution évidente {z — ¢,y — d} alors que son codage avec symboles libres

e="c Ay="d Ae="f.(y) A d="fu(y),
ot c,d sont des variables, n’a pas de solution.

Il n’est donc pas envisageable d’interchanger les notions de restriction et restriction
linéaire puisque elles se comportent différemment vis-a-vis de 'unification avec symboles
libres. L’unification avec restriction linéaire est donc suffisante pour la combinaison d’algo-
rithmes et permet de par son équivalence avec ['unification générale d’obtenir un résultat
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de modularité qui n’a pu étre démontré pour 'unification avec restriction. Ces remarques
laissent a penser que l'unification avec restriction linéaire ou de facon équivalente I'uni-
fication générale est le bon concept & combiner pour le mélange de théories disjointes.
Cependant, I'unification avec restriction est utile aussi en pratique puisque:

Proposition 2.23 Si F est une théorie stable alors la E-unification avec restriction li-
néaire est finitaire si et seulement si la E-unification avec restriction est finitaire.

Les regles de transformation de la figure 2.2 peuvent étre vues comme une implanta-
tion des principes de combinaison qui ont été dégagés, mais plus tard par F. Baader et
K. Schulz. Le plus grand intérét & mon sens de ’approche par décision prise par F. Baa-
der et K. Schulz, dans le prolongement de M. Schmidt-Schau8, est d’avoir pu isoler des
concepts de combinaison qui sont centrés sur 'unification avec restriction linéaire. Il en
résulte un algorithme de combinaison des solutions totalement non-déterministe faisant
appel de facon systématique aux algorithmes d’unification avec restriction linéaire de
chaque théorie composante. Cet algorithme de combinaison présente en outre I’avantage
de terminer trivialement. On ne pouvait donc réver plus simple sur le principe. Cette ap-
parente simplicité sur la forme va faciliter I’extension de ces concepts de combinaison, ou
regles de combinaison & d’autres cas que la seule unification dans le mélange de théories
disjointes. Cette approche permet aussi de résoudre un probléme de décision, ce qui n’est
pas négligeable par exemple pour la déduction ou la programmation avec contraintes, ou
un algorithme de satisfaisabilité suffit dans beaucoup de situations. Pour le seul probleme
de décision, l’algorithme de combinaison non-déterministe semble difficile a améliorer dans
le cas général puisque aucune transformation ne peut étre a priori autorisée. Par contre,
pour le probleme de résolution, il serait tentant de vouloir utiliser la connaissance ac-
crue sur chaque théorie pour essayer de déterminiser, ou rendre opérationnelle la méthode
de combinaison décrite par M. Schmidt-Schaufl puis par F. Baader et K. Schulz. L’idée
d’A. Boudet est justement d’utiliser en premier lieu les algorithmes d’unification, sans
restriction, et de ne pratiquer d’étapes non-déterministes que lorsqu’elles s’averent néces-
saires, c’est-a-dire lors d’un conflit inter-théories. Le choix d’une théorie pour une variable
n’est ainsi effectué que lorsque celle-ci apparait résolue dans les deux théories et qu’il y a
dOﬂC COTiIit.

La différence fondamentale entre ’algorithme non-déterministe (celui de F. Baader
et K. Schulz) et I’algorithme déterministe (celui de A. Boudet) est que dans le premier,
la restriction linéaire est imposée dés le départ alors que dans le second, cette restric-
tion (linéaire) se construit au fur et & mesure et seulement si nécessaire. Cette approche
déterministe semble idéale a premiere vue. Cependant, il faut remarquer que la construc-
tion de la restriction est relativement cotiteuse. Un conflit de théorie peut étre interprété
comme un constat d’échec & 'approche déterministe: une étape de résolution aurait pu

uil v

’ .

étre évitée si le choix d’une théorie avait été fait préalablement. La méme remarque est
valable pour un cycle composé dont la détection, moins évidente, nécessite cette fois un
tri topologique. L’étape de résolution ayant engendré un cycle composé apparait comme
superflue puisque elle n’a pas réussi a l’empécher et qu’il va donc falloir reconsidérer son
cas. Le comportement de ’algorithme déterministe est donc nettement moins bon dans le
pire cas lorsque toutes les restrictions linéaires doivent étre construites pour aboutir a un
ensemble complet de solutions. Par contre, il a un intérét lorsque les algorithmes d’uni-
fication des théories composantes ont la particularité d’instancier aussi peu de variables
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que possible. C’est d’ailleurs comme cela que A. Boudet motive son algorithme. Il faudrait
aussi supposer qu’il y ait aussi peu de variables que possible qui soient introduites dans
les solutions. Au vu de toutes ces remarques, un probléme qui se résout plus rapidement
avec ’algorithme de A. Boudet doit étre tres particulier.

Une autre critique, plus fondamentale, est liée & la sémantique du prédicat Arc. Intui-
tivement, il correspond & 1’ordre linéaire que doit satisfaire la relation d’“Occur-Check”
d’une solution. Mais ce prédicat n’est pas interprété par une relation d’ordre sur les va-
riables. Il n’est donc pas tenu compte de ’antisymétrie et de la transitivité de 'ordre
linéaire, ce qui conduit a de trop nombreuses éliminations de constante, comme le montre
I’exemple suivant:

Exemple 2.5 Considérons un probléme séparé Py APy, avec Py = (z="t,[y][z] Av="t][y])
et Py = (y="ty[z]Az="t}[v]). Les variables apparaissant dans les termes ont ét€ mises entre
crochets. Ce probléme contient deux cycles composés et pour les résoudre, on est amené
a éliminer successivement x dans ty et y dans tq, c’est-a-dire a considérer Arcg, (y,z) et
Arcg,(z,y), ce qui n'est pas nécessaire d’apres 'approche par décision puisque un ordre
lin€aire suffit.

Par conséquent, le prédicat Arc n’est qu’une grossiere approximation de l'ordre li-
néaire. Beaucoup de solutions superflues sont de ce fait calculées et n’auraient pas besoin
de I'étre.

Dans 'algorithme déterministe, I’élimination de constante n’est pas le seul outil pour
la résolution des cycles. Il faut aussi utiliser I'unification avec constantes. Ce dernier
mécanisme peut paraitre surprenant a ce stade mais s’explique par ’absence d’un choix
de théorie pour une variable du cycle. L’utilisation des algorithmes d’unification avec
constantes et élimination de constante n’est pas clairement séparée comme elle I’est dans
la construction d’un algorithme d’unification avec restriction. L’unification avec constantes
n’est pas a proprement parler un mécanisme pour la résolution d’un cycle composé mais
plutot de quoi réparer un oubli car rien ne préjuge de la forme définitive du probleme
séparé obtenu apres avoir choisi une théorie pour chaque variable d’un cycle composé.

L’algorithme d’unification a base de regles présenté par A. Boudet est intéressant
a bien des égards. La preuve qu’il en fait suit des normes bien établies. La preuve de
Terminaison est comme toujours dans ce contexte la partie la plus délicate a réaliser alors
qu’elle devient triviale dans I’approche de F. Baader et K. Schulz. La preuve de Correction
a nécessité I'introduction de nouveaux prédicats pour la résolution de cycle inter-théories
par des régles correctes et completes. Les prédicats Mg, et Arcg, ont pourtant un statut
particulier puisqu’ils n’ont pas de sémantique dans le mélange E; U Ey mais seulement
dans la théorie F;. Grace au lemme 2.13, il est bien siir possible de faire correspondre une
£y U Fy-solution E-normalisée a une E;-solution par z-abstraction mais cela ne permet
pas stricto sensu de parler de regles de Conflit et Cycle préservant ’ensemble des solutions.

Au vu de ces remarques, le probleme de combinaison a permis de mettre en évidence
les limites du formalisme a base de regles de transformation. Une version a base de regles
de 'algorithme de combinaison s’accorde mal en effet au caractére intrinsequement non-
déterministe de la combinaison. Les problemes rencontrés pour la preuve de Correction
et Terminaison de I'algorithme “déterministe” sont artificiels car non pas liés a la combi-
naison en elle méme mais plutot a I’approche par regles de transformation. L’algorithme
d’unification & base de regles représente finalement un contrdle sur la construction d’une
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restriction linéaire, ce qui est en contradiction avec la séparation souhaitée entre controle
et transformation. Il est pourtant des cas de combinaison ot le non-déterminisme est
relativement restreint voire inexistant. Dans ces cas, une approche a base de regles de
transformation retrouve tout son intérét, comme nous l'avons vu pour le mélange de
théories régulicres et non effondrantes. Mais en général, les algorithmes de combinaison
présentés dans la suite le seront en suivant une approche par décision. Nous donnerons
des principes de combinaison pour préciser comment

e purifier un probleme,

e identifier les variables,

e choisir une théorie pour chaque variable,
e choisir un ordre linéaire.

Mais il ne s’agira pas de regles de transformation comme celles, en principe déterministes,
définissant un algorithme d’unification a base de regles.

2.6 Procédures d’élimination de constante

Le probleme de I’élimination de constante joue un réle majeur dans la combinaison
d’algorithmes d’unification. Nous allons rappeler les algorithmes connus pour certaines
théories spécifiques. Ensuite nous verrons des procédures plus générales basées, elles, sur
la surréduction. Mais il vain d’espérer un algorithme d’élimination de constante universel
puisque ce probléme, tout comme 'unification, est indécidable en général.

Proposition 2.24 [l existe une théorie dans laquelle Uélimination de constante est inde-

cidable.

Preuve : Considérons la théorie DA(x,+) U {h(z,y,y) = ¢(y)} dont l'unification est
indécidable car 'unification dans DA est indécidable [SzaT9] et les symboles h, g
disjoints de + et *. Les éliminateurs de ¢ dans h(c, s,t) sont les unificateurs de s et
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Il existe aussi des théories dans lesquelles I’élimination de constante est moins complexe
que I'unification. Considérons par exemple la théorie A0 = A(+) U {z + 0 = 0}. Eliminer

une constante ¢ dans un terme t est équivalent dans A0 & unifier ¢ et 0, un probleme de
AQ-unification finitaire. Par contre, la AQ-unification est en général infinitaire.

L’élimination de constante est fortement liée & la résolution de cycles composés mais
ne suffit pas pour résoudre des cycles dans une seule théorie.

Proposition 2.25 Il existe une théorie équationnelle, un terme t et un cycle x="t[z},,
w # ¢, dont lunification est décidable mais pour lequel la résolution du probléme d’elimi-
nation de constante élémentaire (x="t[c|,,{c},{(c,z)}) est indécidable.

Preuve: Ilsuffit de considérer la théorie DA(*, +)U{h(z,y,y) = 9(v,y), h(g9(y, 2),y,2) =
g(y,z)} et le probleme z="h(z,s,u). Un unificateur principal est {z — g(s,u)}.
Mais ’élimination de ¢ dans h(c, s, u) est, lui, équivalent a unifier s et «, un probleme
indécidable dans cette théorie. O
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Le probléme encore ouvert concerne le lien entre unification avec constantes et élimi-
nation de constante. La question est:
“Eriste-t-il une théorie dont unification avec constantes est finitaire mais dont [’élimi-
nation de constante est infinitaire?”

Nous ne connaissons pas a I’heure actuelle de théories qui ne soient pas stables et qui
pourraient donc permettre de répondre positivement a la question.

2.6.1 Exemples de théories stables et finitaires

On rappelle ici les résultats connus concernant ’élimination de constante.

Nous avons déja mentionné que ce probléme est trivial dans les théories régulieres.
Dans ce cas, soit la forme résolue satisfait la restriction linéaire, soit elle ne la satisfait pas
et le probleme n’a pas de solution. On a donc simplement un test syntaxique a effectuer.

Il existe pourtant des théories intéressantes en pratique et qui ne sont pas régulieres.
On peut citer par exemple les anneaux booléens (BR) et les groupes abéliens (AG) qui
sont toutes les deux des théories dont I'unification est unitaire.

Théoréme 2.8 (M. Schmidt-Schauff [SS89]) L’élimination de constante dans BR est

unitaire.

La solution satisfaisant une restriction est obtenue a partir d’un unificateur principal
par annulation des coefficients des constantes a éliminer. Le méme principe est utilisé
pour I’élimination de constante dans les groupes abéliens.

Théoréme 2.9 (M. Schmidt-Schauf8 [S589]) L’élimination de constante dans AG est

unitaire.

Il existe finalement relativement peu d’axiomes utiles en pratique et non réguliers.
Citons par exemple I'axiome inverse, Inv(*,e) = {z * i(z) = e}, pour AG et I'axiome
absorbant, Abs(*,0) = {z x0 = 0} pour BR. A. Boudet s’est intéressé a 'unification
dans AC0 = AC({*) U Abs(x,0) en montrant comment réutiliser I'unification dans AC.
L’élimination de constante dans ACO est équivalent a unifier les termes avec 0 lorsqu’ils
contiennent des constantes a éliminer.

Théoréme 2.10 (A. Boudet [Bou90a]) L’élimination de constante dans ACQ est fini-
tare.

Apres ce bref récapitulatif, mentionnons un résultat prouvé au chapitre 6 concernant

IAininatian A gt ants nra la 121 R i D O . Iy ad
lehuuuatluu dc constante dcum 11CS aigeores priifnales gul SOt approXimatlvement des

algebres pour lesquelles toute fonction peut étre représentée par un terme.
Théoreme 2.11 L’élimination de constante dans les algébres primales est unitaire.

L’algorithme d’élimination de constante que nous présentons au chapitre 6 est basé
sur 'unification qui a la propriété d’étre unitaire dans les algebres primales.
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2.6.2 Procédures par surréduction

De méme que pour 'unification, la surréduction permet d’obtenir une procédure com-
plete d’énumération des solutions pour le probléeme de I’élimination de constante.

Considérons une théorie équationnelle présentée par un systéme de réécriture R et un
ensemble d’axiomes FE.

Définition 2.24 Un terme s se surréduit modulo E en un terme t s’il existe une position
w € FPos(s), un renommage d’une régle | — r de R et une substitution o tels que
® 0 C CSUE(th:?L'),

e t = (s[r],)o,
ce qu'on note s~g t ou simplement s ~ t lorsque E est vide.

La relation ~ g est appelée surréduction modulo £ ou simplement surréduction lorsque
E est vide. On note s ~7% , t s'il existe une dérivation de surréduction

S = tl ,\/)E,(Tl t2 ,\/)E,(Tz Tt ’\")E,On_l tn—l - t

telle que o = 0109+ - - 0,1
Considérons d’abord le cas ou F est vide.

Proposition 2.26 Soit (z="t[c],{c},{(c,z)}) un probléeme d’élimination de constante
elémentaire. St R est un systeme de réécriture convergent alors

{fa o ulor | £ we £ )
est un CSUg(2="t[c], {c},{(c,2)}).

Preuve: (Correction). Si t ~7* u tel que ¢ ¢ u alors t7 —% u et o est un R-éliminateur
de ¢ dans ¢.
(Complétude). Soit 7 une substitution R-normalisée. Si 7 est un R-éliminateur de
c dans t alors t7 —} u |g avec ¢ ¢ u | g. Sil’on suppose en effet ¢ € u | g alors il
existe v’ tel que ¢ ¢ v’ et u' —% u g, ce qui est absurde puisque les regles [ — r de
R vérifient V(1) 2 V(r).
D’apres le lemme de relevement [Hul80] établissant le lien entre réécriture et surré-
duction, nous avons ensuite t ~> v avecv <u |gp et o S,‘;(t) 7. Puisque ¢ ¢ u | g et
v<ul|p,onacéguvet {:v»—wu}ag}g(t) {z—ulg}r. O

Corollaire 2.9 (M. Schmidt-Schauf [S589]) Soit R un systéme de réécriture convergent.
Sl existe une stratégie de surréduction compléte et terminante alors

e [’élimination de constante €lémeniaire est finitaire,

® R est stable.

Ce résultat peut étre étendu a un systeme de réécriture R convergent modulo F puisque
E est alors nécessairement une théorie réguliere.
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Proposition 2.27 Soit (z="t[c],{c},{(c,z)}) un probléme d’élimination de constante
élémentaire. Si R est un systeme de réécriture convergent modulo F, alors

{{z—u}o | t~E, u,c ¢ u}

est un CSUrup(z="t[c],{c},{(c,2)}).

Preuve: (Correction). Si ¢ ~% v tel que ¢ ¢ u alors 7 =% g u et o est un RU E-
éliminateur de ¢ dans .

(Complétude). Soit 7 une substitution normalisée pour —pgrpg. 51 7 est un R U £-
éliminateur de ¢ dans ¢ alors {7 =% g u |gE avec ¢ ¢ u |gp. On ne peut pas en
effet avoir ¢ € u |gp car s —p g t implique V(s) D V(¢) puisque F est un ensemble
d’axiomes réguliers.

D’apres le lemme de relevement [Kir85a] établissant le lien entre réécriture et sur-

, . . Vi(t
réduction modulo F, nous avons ensuite ¢t ~% . v avec v <gpu |pp et o SR(U}; T.

L’hypothese de régularité des axiomes de E permet encore une fois d’affirmer que
c ¢ vlorsque ¢ ¢ u pE et v <gp u |gE. La substitution 7 est donc une instance
d’une solution obtenue par surréduction: {z — v}o <P {z — u |g}T avec ¢ ¢ v.
O

Corollaire 2.10 Soit R un systeme de réécriture convergent modulo E. S’ existe une
stratégie de surréduction modulo E complete et terminante alors

e [’élimination de constante €lémentaire est finitaire,

e RUUFE est stable.

La surréduction modulo AC' fournit par exemple un algorithme d’élimination de
constante dans la théorie AC0 = {a %0 — 0} U AC(x).
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Cette section se veut un bref récapitulatif des résultats concernant la modularité de
I"unification; ceux-ci sont des conséquences directes des algorithmes introduits précédem-
ment.

Le théoréme central, énoncé ci-dessous, concerne toutes les théories mais 'unification
avec symboles libres, ou unification générale.

Théoreme 2.12 (F. Baader et K. Schulz [BS92]). Si E, et E, sont deuzr théories dis-
jointes alors la Ey U Ey-unification générale est décidable (resp. finitaire) si et seulement
si la E;-unification générale (1 = 1,2) est décidable (resp. finitaire).

Preuve: La (E,U0)UE,-unification est décidable (resp. finitaire) si la (£;U)-unification
et la Fr-unification avec restriction linéaire sont décidables (resp. finitaires), c’est-
a-~dire si la F U @-unification générale et la E,-unification générale sont décidables
(resp. finitaires), ou la ) U f-unification générale est la F;-unification générale. O
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Si les théories E; et E; sont stables alors il n” y a pas de différence entre unification
générale et unification avec constantes.

Théoréme 2.13 Si F, et E, sont deuz théories stables et disjointes alors la Fy U Fs-
unification avec constantes est finitaire si et seulement si la E;-unification avec constantes
(1t =1,2) est finitaire.

Les théories régulieres sont stables puisque I’élimination de constante élémentaire n’a
pas de solution. Si elles sont en plus non effondrantes alors le filtrage sur une constante
n’a pas non plus de solution et 1’on obtient le méme résultat que celui vu pour les théories
simples en guise d’introduction.

Théoréme 2.14 (K. Yelick [Yel87]). Si Ey et Ey sont deux théories réguliéres, non ef-
fondrantes et disjointes alors la Ey U Ey-unification est finitaire si et seulement st la
Ei-unification (1 = 1,2) est finitaire.

Biirckert [Biir90] a montré qu’il existe une théorie dans laquelle I'unification avec
constantes est indécidable alors que 'unification est décidable. La méme question se pose
a présent entre unification générale et unification avec constantes. Un élément de réponse
a déja été apporté par Narendran et Otto [NO90] qui ont exhibé une théorie dont la
résolution d’une équation quelconque est décidable alors que la résolution d’un systeme
d’équations ne l'est plus. Puisque un systeme A7, sp="t; est équivalent & une seule équa-
tion f(s1,...,8m)="f(t1,...,tn) avec f un symbole libre, on peut en conclure que:

Proposition 2.28 | existe une théorie dont ['unification générale d’une équation est
indécidable alors que Uunification d’une équation est décidable.

Dans le méme ordre d’idée, on peut se demander s’il existe une théorie dont 1'unifi-
cation générale est infinitaire alors que 'unification avec constantes est finitaire. Une
telle théorie ne peut pas étre stable.
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Unification dans les mélanges de
théories non disjointes

La construction modulaire d’un algorithme d’unification est cette fois fondée sur la
décomposition d’'une théorie £ en deux sous-théories Fy et K, partageant éventuellement
des symboles et dont la combinaison des algorithmes d’unification respectifs permet d’en
obtenir un pour le mélange de théories F = F, U E,.

Les conditions que nous donnons vont donc dans le sens de la décomposabilité et
s’apparentent ainsi beaucoup aux conditions suffisantes pour la modularité de propriétés
liées aux systemes de réécriture [K092]. L’idée est d’étendre la méthode initiée pour le
cas disjoint qui consiste a introduire un systeme de réécriture convergent formé de deux
sous-systemes (un par théorie) sans paire critique.

L’existence d’un tel systeme de réécriture combiné permet de pouvoir résoudre sans
perte de complétude un sous-probleme pur dans sa théorie composante. Bien qu’il s’agisse
la d’une propriété essentielle pour la réutilisation “intelligente” d’un algorithme d’unifi-
cation, elle ne permet pas pour autant de régler les conflits inter-théories qui surviennent
lorsque les solutions respectives des algorithmes des deux théories composantes doivent
étre composées. Le probleme de la combinaison des solutions est fondamentalement diffé-
rent dans le contexte du melange non disjoint, sulvant que 'on dispose d e quoi énumerer

un ensemble comnlet fini de soluts

ipralu dad ni

—

d’une solution.

La principale difficulté provient du fait qu’une variable peut se trouver désormais
instanciée dans les deux théories par un terme formé de symboles partagés. Les méthodes
que nous allons présenter consistent a introduire explicitement, lorsque c’est possible,
un nombre fini de contextes partagés soit pour résoudre les conflits inter-théories, soit
pour éviter leurs apparitions. Deux algorithmes sont ainsi proposés: I'un s’appuie sur la

ossibilité de transformer un probleme en une forme résolue alors que Pautre pratique des
transformations beaucoup plus élémentaires, ce qui lui permet de s’appliquer a la fois au
probleme de décision et a celui de résolution. Mais la différence sur les formes des mélanges
de théories auxquelles s’appliquent ces deux algorithmes ne permet pas de conclure que
I’un est plus général que l'autre. Ils fonctionnent d’ailleurs différemment puisque chacun
d’eux a sa propre vision d’un sous-probleme formé exclusivement de symboles partagés.
Pour I'un, il s’agit d’un sous-probléeme pur simultanément dans les deux théories alors que
pour 'autre, ce sous-probleme doit étre résolu a part, dans la théorie vide.

Comme précédemment dans le cas du mélange de théories disjointes, nous allons intro-
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duire le probléme de la combinaison des solutions par une forme de mélange pour laquelle
un conflit inter-théories n’a pas de solution.
Ce chapitre est le fruit d’une étude menée en collaboration avec £. Domenjoud et

F. Klay.

3.1 Théories décomposables

On considere deux théories équationnelles E et Ey dont les signatures respectives sont
Fi et Fp avec F = F; UF, et Fi N Fp, = SF (abbréviation de “Shared Functions”).

Un moyen pour éviter les paires critiques entre théories est de limiter les égalités ayan
un symbole partagé en téte. Nous allons supposer que les égalités dont les deux membres
ont un symbole partagé en téte sont décomposables et que les autres égalités s’orientent
en regles de réécriture ayant des symboles non partagées en téte des membres gauches.

L’ordre de réduction > introduit dans le cas disjoint sert maintenant aussi a orienter
correctement les égalités de maniere a ce que les symboles partagés puissent étre vus
comme des constructeurs.

Définition 3.1 Une théorie (F, E) = (F1, Fr) U (Fz, Ey) est décomposable sl existe un
ordre de réduction > sur T(F UX) tel que

e (B, >Y={s—t]|s=gt s>t s,t € T(FUX)} est un systéme de réécriture

convergent sur T (F U X) vérifiant =g, = «— (g, >)-

e Les symboles partagés de SF = F1 N Fy sont des constructeurs pour (E;, >) i.e.
vf € va f(tla o atp) l(Ei,>): f(tl l(E,‘,))a R 7tp l(Ei,>))'

Le mélange de théories a signatures disjointes est I’exemple trivial de théorie décom-
posable car SF est vide. Il suffit de prendre un ordre de simplification total sur 7 (FUX).

Le mélange de théories représenté par I'union de systemes de réécriture canoniques
respectant la discipline de constructeurs [MT91] est lui aussi décomposable lorsque les
symboles partagés sont des constructeurs. Il suffit de prendre la relation de réécriture
pour ordre de réduction.

Corollaire 3.1 Si £ = E; U E, est une théorie décomposable alors
o Vs,t € T(F,X), VfeSF,
S :f(sl,...,sp) =E; f(tl,...,tp) =t Vk e {1,...,p}, Sk —E; tk.

Les symboles de SF sont dits w-libres [Kir85a/.
o Vs,t € T(F,X), ¥f,g € SF,

s= f(s1,...,5) #E, g(t1,...,t,) =t si fF#g
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3.1.1 Systéme de réécriture combiné

On suppose dorénavant que £ = F; U F; est une théorie décomposable.
Les systemes de réécriture associés a chaque théorie composante sont équivalents a des
systemes n’ayant pas de symboles partagés en téte des membres gauches. Soit

E> ={loc >ro|l=gr l,re T(Fi,X),Ran(c) CT(FUX),loc >ro,l(e) € F;\SF}.

Le systeme de réécriture £ U E3 a le méme pouvoir de preuve que E si cette théorie
est décomposable.

Lemme 3.1 ¢ —*—>E? t L(E>)

Preuve: Par induction sur [¢].
Sit=1r¢c & alors x =z |(g,>), sinon > n’est pas un ordre de réduction.

Si t(e) = f € SF alors, par hypotheése d’induction,
t= f(tb s 7tp) —*—>El> f(tl »L(E,‘,>)7 e 7tp l(E',‘,>)) =t l(Ei,>) .

Si t(é) € f}\S]j alors ¢ l(E,-,>): f(tl,...,tp) l(E.-,>): f(ty l(Ei,>)7' st l(Ei’>)),
sinon > n’est pas un ordre de réduction. C’est donc le méme cas que le précédent.
Considérons le cas ou t(e) € F;\SF. Si t est t-pur alors il existe une substitution
o et une égalité [ =g, r telles que t = [ = lo =g, ro = t |(g ). Sinon, par
hypothese d’induction, ¢ —*—+Ei> tlw — 11, L(B:,>) weatienPos(t)y = u. Il existe alors une
substitution o et une égalité [ =g, r telles que u = lo =g, ro = u | (g, 5=t [(£;,>)
ou Ran(o) = {tj, l(&;,>) |w € AlrenPos(t)}. O

Proposition 3.1 Les systémes de réécriture E7, E3 et EY U E3 sont convergents.

N ’ 7 . * .
Preuve: Le systéeme de réécriture E7 est convergent car «—p> = »(B;,>) d’apres le

?

lemme précédent.

des sup

-

|
1valentes

Les superpositions entre régles de E7 et EJ sont
i S i 2 1Ly
s

D’ﬂ 1. or
vvvvvvvv V\iu i
a position variable car les tétes des regles de EY et E2 sont distinctes. O

On note R le systeme de réécriture inclus dans E7 U E3 et défini par:

2
R= U{la —ro|l=gr, Ran(c) CT(FUX), lo >ro, l(e) € F;\SF,

1=1

zo est E7 U E3-normalisée pour z € V(r)\V())}.
Corollaire 3.2 s =p,up, t <> s lr=s lprupy=1t lprupz="1 R
Les symboles partagés sont w-libres dans F.

Proposition 3.2 Les symboles partagés sont des constructeurs pour R:

VieSF, (f(s1,---8)) Llr=f(s1 lR,-- 1 8p IR).
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3.1.2 Abstraction

L’abstraction par variables n’a pas a étre définie pour les termes en forme normale
dont la téte est partagée, qui ne seront jamais abstraits. Il en résulte une définition de la
i-abstraction un peu moins opérationnelle puisqu’elle consiste soit a normaliser les sous-
termes apparemment étrangers, soit a abstraire par variables des sous-termes étrangers
qui le restent par normalisation.

Définition 3.2 Une abstraction par variables © est une bijection de
{ulp |[ueT(FUX) etuln(c) e F\SF}

vers un ensemble de variables de X .
La i-abstraction d’un terme t est le terme t™ défini inductivement comme suit:
e Sit=x€ X alorst™ =z,
o Sit=f(s1,...,8,) et f € F alorst™ = f(s*,...,8])
sinon sit |p(e) ¢ FiUX alorst™ = n(t |g) sinon t™ =1t |p.

La ¢-abstraction d’un terme ¢ est un terme z-pur si les sous-termes étrangers de ¢ sont
R-normalisés.

Remarque 3.1 Si s est un terme i-pur et o une substitution R-normalisée alors (so)™ =
so™ est t-pur.

Cette définition de I'abstraction est nettement plus adaptée a l'unification, ou 1’on
abstrait une substitution R-normalisée, qu’au probléeme du mot, ou ’abstraction ne signifie
plus seulement remplacer un sous-terme étranger par une variable.

Un terme ayant un symbole partagé en téte a intuitivement un ensemble de sous-
termes étrangers différent suivant que le symbole de téte est vu dans F; ou F,. Cette .
notion doit donc étre redéfinie par rapport a une théorie £;.

Définition 3.3 L’ensemble des positions ¢-étrangeres d’un terme t est
AlienPos;(t) = {w #£ ¢ | H(w) ¢ F;UX et Vo' € Pos(t), v <w = t(w') € F}.

L’ensemble des sous-termes i-étrangers de t est ASTi(t) = {t|. | w € AlienPos(t)}.
L’ensemble des positions étrangéres de t est AlienPos(t) = AlienPosi(t)U AlrenPoss(t).

AT

L’ensemble des sous-termes étrangers de t est AST(t) = ASTy(t) U ASTH(1).
On remarquera que AST(t) = AST;(t) st t(e) € Fi\SF.
Exemple 3.1 Soit t = f(a,a + a) un terme tel que Fy = {f,+},F2 = {f,a} et By =

Ey =10. Les abstractions de t sont t™ = f(x(a),n(a)+ 7(a)) et t™ = f(a,7(a +a)) alors
que [’ensemble des sous-termes étrangers est AST(t) = {a} U {a + a}
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3.1.3 Résolution dans une composante

Nous allons voir que la preuve de complétude de la résolution dans une composante
est similaire & celle vue pour le cas du mélange de théories disjointes. On suit la meme
progression que pour le cas disjoint, en montrant d’abord sous quelle condition les -
abstractions d’un terme et de sa forme normale sont F;-égales.

Proposition 3.3 Si s est un i-terme dont les sous-termes i-étrangers sont R-normalisés
alors s™ est un terme t-pur tel que s™ =g, (s [r)™.

Preuve: Sis —pg, talors s(w) € F, puisque les sous-termes i-étrangers sont R-normalisés
et plus précisément s(w) € F;\SF car un symbole partagé ne peut apparaitre en
téte des membres gauches des régles de R. Le terme s se réécrit donc en ¢ par une
regle de E7 pour laquelle les sous-termes étrangers figurent dans la partie instance,
ce qui implique s™ =g, t™. Par définition de R, cette régle n’introduit pas de nou-
veaux sous-termes étrangers réductibles. De plus, lorsque ¢ n’est pas un i-terme, il
s’agit soit d’une variable, soit d’un sous-terme étranger de s, c’est-a-dire que ¢ est
R-normalisé.

Il suffit ensuite d'une preuve par induction sur — g pour prouver la proposition. U
Corollaire 3.3 5i s est un terme t-pur et o une substitution R-normalisée alors
(s =8, (s )™
Preuve: Si s n’est pas un :-terme mais une variable, alors so = so | et

(s0)™ = (s0 Lp)™.
O

Lemme 3.2 Si s,t sont des termes i-purs et o une substitution R-normalisée alors

(L p—

so =g to & so g, to™.

Ly p—

Preuve: so =g,ug, t0 & so™ = (so)™ =g, (so [g)™ = (to |r)™ =g, (o) =tc™. O

3.1.4 Combinaison des solutions

Les hypothese faites jusqu’a présent ont servi a montrer comment résoudre un pro-
bleme pur dans sa composante. Mais nous n’avons résolu que la moitié du probleme
puisque il s’agit de résoudre une conjonction de problemes respectivement 1-pur et 2-
pur. Une premieére solution serait de s’intéresser aux cas de conflits inter-théories qui font
qu’une conjonction de formes résolues pures n’est pas une forme résolue. Une seconde
solution serait de ne pas introduire a prior: de conflits inter-théories en s’imposant une
restriction sur les solutions recherchées. Ces deux approches seront étudiées successive-
ment. Elles nécessitent en général toutes deux d’autres hypotheses que la décomposabilité
d’une théorie. Dans le cas de théories disjointes, nous avons eu recours & l’unification
avec restriction linéaire. Mais cette notion de restriction linéaire ne peut étre directement
utilisée dans le cas non disjoint puisqu’un terme ( R-normalisé) a téte partagée n’est pas
forcément abstrait par une variable dans au moins ['une des théories composantes. Les
hypothéses que nous serons amenés a faire permettent de gérer au mieux cette situation
délicate qui empéche une combinaison des solutions comme dans le cas disjoint.
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3.2 Approche par résolution

Nous commencons par I’étude d’un cas simple ou 'unification élémentaire est suffisante
parce que les conflits inter-théories n’ont pas de solution. Un cas plus général sera ensuite
considéré. :

3.2.1 Le cas régulier et non effondrant

L’algorithme de combinaison déterministe que nous présentons maintenant généralise
celui vu pour le mélange des théories régulieres non effondrantes mais disjointes.

Théorie faiblement partagée

Définition 3.4 Une théorie (F, E) est faiblement partagée par rapport a un ensemble de
symboles de fonctions SF C F si

e les symboles de SF sont w-libres,
e Vs,tc T(F,X), VfeSF,

s=f(s1,...,8) £gt si te)# [

Proposition 3.4 L’union de deuzx théories (Fi, E1) et (Fz, F3) faiblement partagées par
rapport a un méme ensemble de symboles de fonctions SF = Fi N F, est une théorie
décomposable faiblement partagée par rapport a SF.

Preuve: L’ordre de simplification vu dans le cas disjoint peut étre réutilisé car il n’y a
pas a orienter des égalités dont I’'un des membres a un symbole de téte partagé et
pas 'autre. L’hypothese de w-liberté et I’absence d’autre égalité ayant un symbole
partagé en téte suffit pour que les symboles de SF soient des constructeurs pour K.
O

Une théorie faiblement partagée ne peut pas étre effondrante. L’hypothese supplémen-
taire de régularité permet de résoudre le plus simplement possible les conflits inter-théories
comme dans le cas disjoint.

Conflit de théories

On utilise le lemme 3.2 comme dans le cas disjoint, ainsi que le fait qu’il n’y a pas
d’égalité mixte [ =g r avec l(¢) € SF et r(e) ¢ SF.

Proposition 3.5 Si Ky et Ey sont des théories faiblement partagées, alors il n’existe pas
de solution au probléme P = (z="t; A z="t,) tel que
8 tl < T(.;rl,X)\\X,
o t, € T(F2, ¥)\X,
o t1(c) ¢ SF ou tz(c) ¢ SF ou ti(€),t2(c) € SF,t1(e€) # ta(e).
Preuve: Par 'absurde. S’il existe une solution au probléme P, alors £y ou F; n’est pas
faiblement partagée, parce qu’il existe forcément une égalité ayant comme membre
une variable ou une égalité dont I’'un des membres est a téte partagée et I'autre pas,

ou encore une égalité dont les membres n’ont pas les mémes symboles partagés au
sommet. [
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Résolution de cycle

11 suffit, comme nous ’avions annoncé dans le cas disjoint, de s’intéresser aux cycles
composés. Mais la notion de cycle composé doit étre légerement adaptée lorsque des
symboles sont partagés pour éviter de le confondre avec un cycle pouvant étre résolu
uniquement dans une théorie.

Définition 3.5 Un cycle composé est un cycle
? ? ? ?
ylzitl[xl] A 551:'31[112] AREE yn:tn[xn] A xn:'sn[yl]

tel que

e t,....l, € T(F1,X)\X,

& S1,...,8, € T(Fy, X\ X,

® I1,...,T,,Y1,--.,Yn Sont des variables distinctes.
Jke{l,....n}, ti g T(SF,X)\AX,
dke{l,....n}, s ¢ T(SF,X)\X,

Un cycle qui n’est pas composé est soit 1-pur, soit 2-pur.

Proposition 3.6 5i E| et Ey sont des théories faiblement partagées, réquliéres et non
effondrantes, alors il n’existe pas de solution a un cycle composé.

Preuve: On peut toujours réarranger un cycle composé par généralisation d’un contexte
partagé et sa propagation dans ’autre théorie pour que

P = (ylz?tl[ﬂvl] A wlz?sl[:‘h] AREE yn:?tn[wn] A SUn:?Sn[yl])

vérifie t1(€), ..., to(€) € FI\SF et s1(¢),...,sn(€) € F2\SF. Si o est une solution

R-normalisée de P alors
Vm e {1,...,n}, zno(e) € FR\SF,

Vm e {1,...,n}, ymo(c) € FI\SF,

sinon il existe une égalité ayant comme membre une variable ou une égalité dont
I’'un des membres a une téte partagée et pas ’autre; et

Vm € {1,...,n}, zmo™ € V(ymo),

Ym € {27 SRR n}7 ymoﬁz S V(CCm_IO'),
Y107 € V(zno),

sinon il existe une égalité non réguliere. Dans ce cas, y10 est sous-terme strict de
z,0 et x,0 est sous-terme strict de y;0, ce qui est absurde. O
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VA

PAs="t G ) wE AlienPos(t)
Jz: PAs="tz], Ae =1, z est une nouvelle variable
IE )
PAs="1

Jz:PAz="sAx="1t
i { seT(F, XN\X, te T(Fo, Y\X, s ¢ T(SF,X)out ¢ T(SF,X)

z est une nouvelle variable

Ei]—j Res™
er P sio; € CSUg(P)) et ; = V(6:)\V(P)
VarRep
P A x:?y .

PR — siz,y € V(P)
Conflit :

_? —7 SETfl,X)\X7
AL f” si{ teT(F X\X,

s(€) ¢ SF ou t(e) ¢ SF ou s(e),t(e) € SF,s(e) # t(e)

Dec

PAz="f(s1,...,8) Az="f(t1,...,t,)
P A :C:?f(517 e 7817) A /\i:l Sk:?tk

si aucune autre regle ne s’applique

Cycle
P A yl:?tl[ml] A Il:?sl[yZ] Noeee yn:?tn[l‘n] A ‘Tn:?sn[yl]
L

siyi="t[z1] A zi="s1[y2) A yn="tn[2s] A 2,="5,[1n] est un cycle composé.

Figure 3.1. Ensemble de regles RAS pour 'unification dans le mélange de théories
faiblement partagées, régulieres et non effondrantes

Algorithme

La structure de données est rigoureusement identique a celle prise pour les théories
disjointes, un probleme P se décomposant en Py A Py A Py A P,. La différence majeure
est que les problemes P; et P, ont en commun les équations sur T(SF, X).

La preuve de terminaison de I’ensemble RAS des regles données en figure 3.1 est
similaire a celle du cas disjoint. Il faut toutefois tenir compte des variables qui apparaissent
résolues par un terme dont la téte est partagée.

Définition 3.6 Une variable est SF-résolue dans P si Py A Py A Py = (Q A 2="t) avec
z & V(Q)UV(t),t(e) € SF. Une classe de variables est SF-résolue s’il en ezxiste un
représentant SF-résolu dans le probléme obtenu en appliquant jusqu’a saturation la régle

VarRep.

On suppose dorénavant que si P est de la forme P = (QAz="t) avect € T(SF,X)\X,
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alors = est une variable SF-résolue c’est-a-dire que le remplacement de = par ¢ dans
Py A P, A Py est implicitement effectué au retour de chaque regle de transformation.
Autre mesure de complexité: NV Rsz(P) est le nombre de classes de variables de
V(I'y AT2)/ =v non SF-résolues.
La regle Dec s’applique a une variable a la fois SF-résolue dans P; et SF-résolue dans
P> tandis que Py est vide: elle fait donc décroitre NV Rsz(P).

Proposition 3.7 L’application des régles RAS a un probléme I' termine pour tout controle
et retourne une disjonction équivalente de problemes d’unification 3% : P ou les P sont
en forme séquentiellement résolue.

Preuve: La preuve est résumée par le tableau suivant:
regles THnu(P) | IE(P) | NVRss(P) | NVC(P) | PVR(P) | USP(P)
VA !
IE = !
Dec = =
Ei—Res(O)
Ei-Res(l) l
Ei—Res(Q) = = = l
VarRep = = — — 1

Il
Il
I e—]e—
—

i

H

|
(_

La régle E;-Res a plusieurs comportements. Elle engendre une équation z="t, = €
V(I'T ALy), t € T(SF,X)\X et NVRsxr(P) décroit, ou sinon elle engendre une
équation z="y entre variables et NV C(P) décroit, ou sinon elle rend P; résolu tout
en préservant I’état de P;, j # 1, c’est-a-dire que USP(P) décroit.

Les regles Conflit et Cycle ne sont pas reproduites ici car elles meénent directement 2
des formes normales. O

Théoreme 3.1 Soit 1 U Ey une théorie décomposable en deur théories Fq et E faible-
ment partagées, réguliéres et non effondrantes. La E; U Ej-unification est finitaire st
la E;-unification (1 =1,2) est finitaire.

3.2.2 Généralisation

La principale difficulté pour la combinaison des solutions est qu’une solution dans
I'union E), U F; peut instancier une variable dans les deux théories, F; et F,. Il n’est
plus possible de choisir une théorie pour une variable et de s’interdire d’instancier cette
variable dans 1’autre théorie.

L’idée que nous allons développer consiste & deviner les contextes partagés pouvant
apparaitre en téte de certaines formes normales, celles représentant des classes de termes
“mixtes”.

Définition 3.7 Un conterte partagé est un terme de T(SF U {{]}).

Définition 3.8 Un théorie E décomposable est bornée s’il existe un ensemble fini de
conteztes partagés SC tel que

{Cft1,....t) 1 C € SC t1(e),... . ty(c) € F\SF} ={t lr |t lr(c) € SF et t(c) € F\SF}
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On suppose disposer d’un oracle permettant de déterminer SC lorsque une théorie
décomposable est bornée.

Exemple 3.2 Considérons la théorie E = Ey1U Ey avec E; = {f(hi(z)) = ¢:(f(z))} pour
v = 1,2 avec le symbole f partagé par Fy et E,. Le symbole [ est w-libre et la précédence
g2 > g1 > [ > ha > hy permet d’orienter les €galités afin de ne pas faire apparaitre le
symbole f en téte des membres gauches de régles. La théorie E est donc décomposable et
admet comme borne SC = {f([])}.

La théorie E = Ey U Ey avec E; = {f(z) = ¢:(f(z))} est encore décomposable mais
elle n’est pas bornée puisqu’on peut instancier la variable x par un terme a symboles
partagés arbitrairement grand. Nous verrons ultérieurement comment traiter cette théorie
en swivant une approche par décision.

La théorie £ = Ey U Ey avec E; = {c = g;(f(z))} est cette fois bornée par une
constante. La notion de théorie décomposable bornée permet donc de capturer une forme
de melange dont les constantes ne sont pas les seuls symboles partagés (f Uest aussi dans
cet ezemple).

Cette définition autorise donc certaines égalités entre deux termes dont 'un a une
téte partagée et I'autre pas. Elle empéche cependant les théories effondrantes, sauf & une
condition.

Proposition 3.8 Si une théorie décomposable bornée est effondrante alors les symboles
partagés sont des constantes.

Preuve: Soit F une théorie effondrante ayant un symbole partagé f non constant, par
exemple unaire. Il existe une égalité [[z] =g x et par conséquent [[f"(z)] = f"(x)
ou n est un entier arbitrairement grand. Le terme [ a forcément en téte un symbole
non partagé, sinon £ n’est pas décomposable. O

Le partage des constantes n’a donc pas de conséquence sur la forme des théories qu’il
est possible de mélanger. Mais nous n’irons pas jusqu’a dire que c’est le seul cas intéressant

lorsque les signatures sont non disjointes.

L’ensemble des substitutions d’un ensemble de variables V' par des contextes partagés
est construit & l’aide d’un ensemble de variables W de taille |W| = Y pcse [CPos(C)] et
que ’on supposera disjoint de l’ensemble des variables V(P) du probleme P a résoudre.

Soient SC[W] = {Clwy,...,w,] € T(SF,W) | C € SC} et
SUBSY = {p | Dom(p) C V,Ran(p) C SC[W]}.

Ces substitutions sont appliquées lorsqu’apparaissent des conflits de théories.

3.2.3 Algorithme

L’algorithme a la méme caractéristique que celui proposé par A. Boudet dans le cas
disjoint: résoudre les conflits inter-théories au fur et a mesure de leurs apparitions par la
construction progressive d’une restriction linéaire. On reprend exactement la méme ter-
minologie et la méme structure de données que celles utilisées jusqu’a présent. Nous allons
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cependant introduire de nouvelles notations pour simplifier I’écriture et se restreindre a
un probléeme avec restriction linéaire.
Etant donné un ordre linéaire < sur V; & V3, le probleme

A‘U2€V2 ME1 (UQ) /\ /\’U1 €V1 ME2 (Ul)
/\ /\‘U1 €V1<’U2€V2 ATCEI (UQ, 1)]) /\ /\‘U2€V2<’U1 €V1 ATCE2(U17 (UQ)

Linear(V4, V2, <) = {

exprime la restriction linéaire a ’aide de marques et d’arcs.
Etant donnés une variable z, un terme ¢ et p € SUBSSC, le probléeme d’unification

Inst(z,t,p) = IV(zp) : (mp="t Aa="zpA N (Mg, (w)V Mg, (w)))
weV(zp)

va remplacer le probléeme z="t lorsque le terme t a une téte non partagée.

Finalement, on note en abrégé Mg, (W) le probleme A, cw ME, (w) composé de marques
dans F;.

On s’intéresse uniquement a résoudre un probleme séparé, c’est-a-dire une conjonction
I'y ATy de probléemes purs, en le transformant par un systeme de régles RAD jusqu’a
obtenir une forme normale. Les mesures de complexité utilisées sont fonctions des variables
de ce probleme initial.

Le systéeme RND = {VarRep, Conflits, DecRep, Res} est composé de seulement quatre
regles:

e VarRep et DecRep gerent I'interaction entre les deux théories. La regle DecRep a pour
but de propager dans 'autre théorie un contexte partagé généralisé par I'introduc-
tion de nouvelles variables. Cette régle permet en particulier de réarranger un cycle
composé de sorte que les termes qui le forment aient tous des tétes non partagées.

e Conflits permet de choisir une théorie ou un contexte lorsque une variable apparait
résolue par un terme ayant une téte non partagée.

¢ Res consiste a appliquer, sous les hypotheses 2.1, les algorithmes de F;-unification
puis Fs-unification suivant une méme restriction linéaire.
Correction

La regle essentielle du systéeme RAND est Res, qui fait appel aux algorithmes de E;-
unification (¢ = 1,2) suivant la méme restriction étendue aux variables déja marquées
mais pas encore intégrées a l'ordre linéaire. La preuve que cette régle préserve ’ensemble
des solutions est basée sur la proposition suivante.

Proposition 3.8 Soit ¢ une substitution R-normalisée dont les termes de Ran(o) sont
des termes non-variables et distincts deuz a deux. Si o est une solution de

P APy A Mg, (W2) A Mg, (W1) A Linear(Vy, V2, <)
avec WiNVy =WonVo, =Wy N Wy =0, alors o est solution d’un probléme
o1 A & A Linear(V; U Wi, Vo U Wa, <)

ot K est un ordre lineaire sur (ViUW, )@ (VaUW,) tel que < D < et oy € C’SU§<1(P1,V2U
WQ),O'Q -~ CSDTE(PQ,% U VV]).
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Preuve: Si o est une solution R-normalisée alors nécessairement
Ve e V,UW,, zo(c) € F;\SF,
sinon 0™ ¢ SUg, (P, Vo UW;) ou 0™ ¢ SUg,(P,, V1 U W;). L’ordre linéaire < tel

que T < y si zo est sous-terme de yo contient <, sinon ¢™ ¢ SUg (P, V2) ou
o™ ¢ SUg, (P2, V1). On vérifie ensuite comme d’habitude par contraposée que les
solutions o™ et o™ satisfont la méme restriction linéaire <. O

Les problemes sont a identifier au préalable afin de tenir compte de toutes les solutions
R-normalisées.

Les variables marquées le sont par la regle Conflits qui consiste a fixer une théorie ou
un contexte partagé de SC.

Proposition 3.10 La régle Conflits préserve [’ensemble des solutions.

Preuve: Soit o une solution R-normalisée de P A z="¢ avec t(¢) ¢ SF.
Si zo(e) € F\SF alors zo™ € X pour j # 1.
Sizo € X alors z0™ = zo™ € X

Sizo(e) € SF alors il existe C' € SC tel que zo = C[t4,...,t,] avecty(e),...,t,(€) €
F\SF puisque E; U E5 est bornée. Par conséquent, il existe p € SUBSfIC} et une
substitution ¢ identique a o sauf pour VRan(p) telles que zo = zp¢ =g,up, to =
té = x¢. Plus précisément, Ywi € VRan(p), wr¢ = tx avec wrd™ € X ou wed™ €
X. O

Une équation z="t avec t(¢) € SF peut elle aussi créer un conflit de théories ou
un cycle composé. La regle de remplacement DecRep permet de propager le contexte
partagé en téte de ¢ en généralisant les sous-termes a tétes non partagées par des nouvelles
variables. Le probleme obtenu reste un probleme séparé. La preuve de correction de cette
régle ne pose pas de difficulté.

arnlitirda
UilipiCoulT

Les variables qui vont figurer dans un probleme Inst sont uniquement celles qui engen-
drent des conflits inter-théories.

Définition 3.9 Une variable est conflictuelle pour un probléeme séparé si elle apparait
résolue dans les deuz théories ou si elle est membre d’un cycle composé. Une classe de
variables est conflictuelle s’ eziste une variable de la classe qui est conflictuelle pour le
probieme obienu en appliquant jusqu’a saturation la régle VarRep.

Une conjonction de formes résolues pures est en forme séquentiellement résolue si et
seulement si elle ne contient pas de classe de variables conflictuelle.

Le systeme de régles RAND a été congu pour qu’un probléme séparé soit en forme
normale si et seulement si c’est une forme séquentiellement résolue.

Proposition 3.11 Un probléme séparé est en forme séquentiellement résolue st el seule-
ment si il est irréductible par le systéme de régles RN D.
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Preuve: (<) Si un probléme séparé contient une forme non résolue alors Res s’applique.

Si c’est une conjonction de formes résolues sans étre une forme séquentiellement ré-
solue, alors il existe une classe de variables conflictuelle et VarRep s’applique s’il n’y
a pas de variable conflictuelle ou sinon Conflits ou DecRep s’applique, mais unique-
ment lorsque cette variable n’est pas déja marquée. Dans le cas contraire, il existe
nécessairement une variable marquée n’apparaissant pas dans la restriction linéaire
et Res s’applique.

(=) Si un probleme séparé est en forme séquentiellement résolue alors VarRep ne
s’applique pas et il n’existe pas de variable conflictuelle: ni Conflits ni DecRep ne
peut s’appliquer. Il en est de méme pour Res car les problemes purs sont résolus et
toutes les variables marquées figurent dans la restriction linéaire. O

Terminaison

La preuve de terminaison repose sur le principe qu’un conflit de théories ou un cycle
composé est relatif a au moins une classe de variables du probleme initial. Celle-ci est
utilisée dans la construction d’une restriction linéaire et ce choix ne sera jamais remis en
cause. Il faut cependant se méfier des nouvelles variables introduites par DecRep qui pour-
raient devenir conflictuelles si elles n’étaient toutes directement ajoutées a la restriction
linéaire.

Proposition 3.12 Si une conjonction de formes résolues n’est pas séquentiellement ré-
solue, alors il existe une classe de variables conflictuelle incluse dans V(I'y ATy)/ =v ot
=y est la relation d’équivalence engendrée par Py .

Preuve: Les variables introduites par DecRep peuvent étre conflictuelles si elles sont mar-
quées au lieu d’étre SF-résolues. Dans ce cas, elles seront intégrées a la restriction
linéaire a la prochaine application de Res. Il ne peut plus y avoir conflit de théo-
ries pour ces variables apres application de Res. D’autres variables sont également
introduites par Fi-unification d’une part et Fj-unification d’autre part mais sont
supposées disjointes et ne sont donc pas conflictuelles. Par conséquent, les seules
classes de variables conflictuelles non incluses dans V(I'y A I';)/ =y figurent dans
la restriction linéaire apres Res. Si le nouveau probléeme contient encore un cycle
composé, celui-ci concerne nécessairement une classe de variables ne figurant pas
dans la restriction linéaire, c’est-a-dire une classe dans V(I'; AT;)/ =y. O

La regle Conflits fait décroitre NM(P) ou NV Rsz(P) alors que DecRep fait décroitre
NV Rsx(P).

La regle Res ne fait pas croitre NM(P) et NV Rsx(P) mais fait décroitre des mesures
de complexité déja utilisées pour le mélange de théories disjointes.

Lemme 3.3 La régle Res fait décroitre NA(P), NVRsz(P), NVC(P), NM(P) ou USP(P).

Preuve: Si le probleme est une conjonction de formes résolues alors les marques contien-
nent au moins une classe de variables conflictuelle non encore incluse dans la res-
triction linéaire et N A(P) décroit. Sinon, le probleme n’est pas une conjonction de
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VarRep
PAz="y

Pl{z— y} ANz="y

siz,y € V(P)

Conflits
PAz="t

\/peSUBSfIC} Pp A lnSt(xv t) P)

s1
e VarRep ne s’applique pas,
e t(c) € F\SF,
& z est une variable conflictuelle non marquée.

DecRep
PAz="Clty,..., 1]

V,esupsse 30 P{z > Clvr,...,v]p} Az="Clor, ..., vlp A Nizq Inst(vk, L, p)

sl

s VarRep ne s’applique pas,

o CeT(SF,X),

e t1(€),....t,(e) € F\SF,

e 7= {v1,...,v,} est un ensemble de nouvelles variables,

e x est une variable conflictuelle.

Rest
(Pr A Mg, (W32)) A (P, A Mg, (W1)) A Linear(V7, Vo, <)

£ A€y A (321 2 61) A (32, 1 63) ALinear(Vy U W16y, Vs U Whéy, <)

a

Si

e VarRep ne s’applique pas,

(P, A Mg, (W3)) ou (Py A Mg,(W1)) n’est pas résolu, ou Wi # 0 ou W # 0.

W;NV, =0 pouri=1,2,

& € [ Dy, oIDg}i pour i = 1,2,

< est un ordre linéaire sur (V; U Wi&1) @ (Vo U Waés) contenant <,

oy € CSUE (Prés /\éla‘/Z U Wa6r), 00 € CSUE (Pa /\52,‘/1 U Wi&h),

71 = V(6)\V(P), 73 = V(62)\V(Py) et 71 N 3y = 0.

Figure 3.2. Ensemble de régles RAD pour l'unification dans une théorie décomposable
bornée
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formes résolues. Supposons que Res engendre une équation z="t, z € V(I'; A Ty)
et t € T(SF,X)\X. Dans ce cas, USP(P) ne décroit pas nécessairement, mais
NV Rsg(P) décroit. Considérons maintenant le cas contraire, ou USP(P) décroit.
Supposons que soit engendrée par Res une équation z="y telle que PV R(P) aug-
mente. Deux cas de figure se présentent: soit z,y € V(I'; AT;) et NVC(P) décroit,
soit z € V(I'hT ATR), y € V(I't AT;) ot y est forcément marquée alors que z ne
’est pas. Dans ce dernier cas, NM (P} décroit. Tous les autres cas contredisent 1’hy-
pothése que PV R(P) augmente. Y’autre part, si PV R(P) n’augmente pas, alors
USP(P) décroit toujours. O

Proposition 3.13 Le systéme de régles RAN'D termine pour tout contréle et retourne une
disjonction de formes séquentiellement résolues équivalente au probleme initial 'y A T's.

Preuve: La preuve de terminaison est résumée par le tableau suivant:

regles NVRsz(P) | NM(P) | NA(P) | NVC(P) | PVR(P) | USP(P)
Conflits(1) 1
Conflits(2)
DecRep

—{e— | ]

= =l | =L [ =1 = I
VarRep = = = =

-

Théoreme 3.2 Si E1UFE; est une théorie décomposable bornée alors la £1UE,-unification
est finitaire si la Ej-unification avec restriction linéaire (i =1,2) est finitaire.

Les théories faiblement partagées sont des théories bornées dont ’ensemble des contextes

SC est vide.

Corollaire 3.4 Si F, U E; est une théorie décomposable faiblement partagée alor

Q ]n
Fy U E,-unification est finitaire si la Fj-untfication avec restriction linéaire (1 = 1,2)
est finitaire.

L’algorithme simplifié correspondant ressemble beaucoup a celui connu dans le mélange
de théories disjointes. La seule différence se situe dans la regle DecRep qui, comme VarRep,
gere 'interaction entre les théories.

Une autre cas exemplaire est donné par une théorie décomposable ne partageant que
des constantes, qui est forcément bornée par 1’ensemble SC de ces constantes.

Corollaire 3.5 Si Fy U E3 est une théorie décomposable partageant des constantes alors
la E1U Eqy-unification est finitaire st la E;-unification avec restriction linéaire (1 = 1,2)
est finitaire.

On remarquera qu’il suffit de ne pas avoir de FE;-égalité entre constantes pour que
F, U Ey soit décomposable.

Nous allons voir que ce résultat concernant le mélange avec constantes partagées peut
étre étendu au probleme de décision.
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3.3 Approche par décision

La résolution effective des problémes purs n’est plus requise ici. On suppose ne dispo-
ser que d’algorithmes permettant de décider si un probleme est unifiable. L’idée consiste
a borner non plus les contextes partagés apparaissant en téte des formes normales per-
mettant de passer d’une théorie a 'autre mais plutot les instances partagées suffisantes
pour valider toute égalité.

3.3.1 Hypothéses

Nous allons maintenant considérer des théories dont on peut supposer “sans perte de
généralité” que les égalités ont un nombre borné de symboles partagés consécutifs, qu’ils
apparaissent en téte ou ailleurs. Cela signifie qu’il existe pour cette théorie un entier n
tel qu'on puisse toujours se restreindre a une égalité ne contenant dans chacun de ses
membres qu’un nombre de symboles partagés consécutifs inférieur a n. Pour formaliser
cette propriété, on abstrait certains sous-termes a tétes partagées par des variables. Soient
o une bijection de

{ulp [ueT(F,X)etulr(e) € SF}
vers un ensemble de variables de X et {1 une application qui a tout terme ¢t de 7 (F, &)
associe un ensemble de positions () tel que

Qt) C {w € Pos(t) | tw) € SF}.

On appelle abstraction partagée par rapport a (p,{) une application gq : 7(F,X) —
T(F,X) qui a tout terme ¢t associe t¢ = tfw « p(t| |r)]weaq)-

Nous supposerons toujours que le codomaine de p est disjoint de celui de 7, c’est-a-dire
que ces deux abstractions définissent conjointement une bijection de 7(F U X) g vers
un ensemble de variables. .

Les termes sont abstraits lorsqu’ils contiennent plus d’un nombre fixé de symboles
partagés consécutifs. La hauteur de partage d’un terme t est intuitivement le nombre
maximal de symboles partagés consécutifs sur une branche de t:

Définition 3.10 Lg hauteur de partage d'un terme t, notée hp(t), est définie inductive-
v (=} ) \"/’ J
ment par
® hp(z)=0siz e X,
e hp(c) =1 sice SFo,
e hp(c) =0 sice Fo\SF,
® hp(f(s1,...,8,)) = max(1l + max,esr(hp(s;)), max, gsr(hp(si))) si f € SF,

® hp(f(si,...,8p)) = maxXieq,.p}(hp(si)) st f ¢ SF.

Définition 3.11 Un facteur de partage d’une théorie équationnelle (F,E) par rapport
a un ensemble de symboles de fonctions SF C F est un entier n tel qu’il eriste une
abstraction partagée pq préservant l’égalité dans F i.e.

VS,tET(}—,X), s=ptss?=gtt

et pour laquelle les termes du codomaine de pg ont des hauteurs de partage inférieures a
n.



3.3. Approche par décision A 95

On suppose disposer d’un oracle permettant de déterminer un facteur de partage pour
une théorie donnée, s’il existe.

Dans le cas extréme ol 1’on peut se ramener a des F-égalités ne contenant plus de
symboles partagés alors ces symboles partagés ne sont pas seulement w-libres mais libres.

Remarque 3.2 Si une théorie décomposable E admet un facteur de partage nul alors
soit SF =10, soit SF est un ensemble de symboles libres pour E.

Dans le cas élémentaire ou SF est un ensemble de constantes alors pq est "application
identité.
Remarque 3.3 St E1UFE; est une théorie décomposable ne partageant que des constantes
alors E1, Ey et By U Ey admettent 1 comme facteur de partage.

L’existence d’un facteur de partage est une propriété modulaire pour les théories fai-
blement partagées qui sont des théories non effondrantes.

Proposition 3.14 Si E; U E; est une théorie décomposable en deuz théories faiblement
partagées Fy et Ey admettant respectivement ny et ny comme facteurs de partage alors
FEy U E; admet max(ny,ng) comme facteur de partage.

Preuve : On suppose 'existence d’abstractions partagées g1, et gaq, préservant respec-
tivement 1’égalité de Iy et Fy, dont les facteurs de partage sont respectivement n,;
et no.

Nous allons dans un premier temps définir une abstraction partagée pour £ =
F, U E; a partir de celles supposées pour F; et E,. Etant donnée une bijection p
quelconque, 'application {) est construite inductivement comme suit:

O(z) = {},

Qt) = {e} sit(e) € SF, ‘
Qt) = (™) U{ww | w e AlienPos(t), (tj,)™ € V(t™),w" € Q(tw)}
sit(e) € F\SF (i =1,2).

Il est facile ensuite de vérifier par induction sur la hauteur de théories
tout terme ¢, on a hp(t?) < n ou n = max(ny,nz). Il s’agit de montrer ensuite que
Pabstraction pq préserve la F-égalité. Pour cela, on prouve par induction sur la

hauteur de théories que (¢ =g (I [ r)?.

Si | est un terme i-pur alors [ =g, ([ [r)™, 1% =g, (([ lr)™)% et [¢ = [% =g,
(I Llr)™)% = ((I [r)™)?, par définition de pq. En instanciant par (77!)¢, on obtient
le = 16(x)0 =g (1 L) )e(x=)e = (1 )",

Considérons un i-terme [ hétérogene. Puisque FE; est faiblement partagée et donc
non effondrante, [™ est un terme ¢-pur et {™ =g, (I [g)™. Il existe par hypothese une
abstraction partagée piq. telle que (I™)% =g, ((I [g)™)% puis (I")%(x ") =g (({ |r
))ei(r=1)e = (I |r)? en instanciant la précédente E;-égalité par (x~')°. D’apres
I’hypotheése d’induction, on a (I™)%(771)2 =g [¢ et donc [¢ =g (I | r)®.

En conclusion, si [ =g r alors | [g=7 |pet [ =g ({ [r)? = (r [r)? =g . O

On suppose dorénavant que £ = E, U F, est une théorie décomposable admettant un
facteur de partage n grace a une abstraction partagée pgq.
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3.3.2 Algorithme

Un terme ou un probleme d’unification est dit strictement purs’il est pur et ne contient
pas de symboles partagés. Un terme ou un probleme d’unification est partagé s’il ne
contient que des symboles partagés.

Lemme 3.4 Soit F une théorie décomposable. Si s,t sont des termes strictement purs et
o une substitution R-normalisée alors

so =g to & so® =g to®.
Preuve: Les symboles partagés ne pouvant apparaitre que dans la substitution o, on a
(s0)? =g so? et (to)? =g to®. La substitution o est une instance de 0¢ qui contient
au plus n symboles partagés consécutifs. O

La principale caractéristique de ’algorithme est de résoudre des problemes strictement
purs en appliquant explicitement toutes les substitutions de SUBS{¢ ot SC = {C | C ¢
T(SF, (), hp(C) < n}.

Un probléme d’unification hétérogene I' est équivalent apres purification (ou les sym-
boles partagés sont vus comme étrangers) a une conjonction de problemes I'g A I'y A T’y
respectivernent partagé, strictement 1-pur et 2-pur. La résolution du probleme 'y s’effec-
tue dans la théorie vide @, ou les symboles partagés sont considérés comme libres.

La 0-abstraction d’un terme t est t™ = (™)™ € T(SF,X).

Lemme 3.5 Si s,t sont des termes partagés et o une substitution R-normalisée alors

8o =g tog & so™° =¢ to™.

Preuve:
so =g to & so™ =g to™ car s,t sont 1-purs.
& s(0™)™ =g, t(c™)™ car s,t sont 2-purs.
& 80" =g to™ car les symboles de SF sont w-libres dans Ej.
.

L’algorithme que nous proposons consiste a réutiliser celui dans le mélange de théories
disjointes pour résoudre la conjonction I'y A I'y A I’y grace aux algorithmes d’unification
dans 0, Fy, Fs.

Théoréme 3.3 Soit £y U FE, une théorie décomposable admettant un facteur de partage.
La Ey U Ej-unification est décidable (resp. finitaire) si la E;-unification (z = 1,2) avec
restriction lin€aire est décidable (resp. finitaire).

Preuve: Soit ¢ une solution R-normalisée d’une conjonction I'g A I'y A I’y ou I'y est un
probleme partagé et ', 'y des problemes respectivement strictement 1-pur et stric-
tement 2-pur. On peut supposer sans perte de généralité que toutes les variables
s’instancient par des termes non variables et distincts entre eux, sinon les pro-
blemes n’ont pas été identifiés et doivent 1’étre au préalable. D’autre part et d’apres
l’existence d’un facteur de partage, on peut supposer qu’il existe une substitution
pE SUBSS(CFMFQ) et une substitution o telles que
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o Ve € V(IhAT1 AT2),z¢ = zpo,
e o est une substitution R-normalisée telle que m(zo) = « si zo(€) € F\SF,
e o est une substitution R-normalisée telle que g(zo) = = si zo(e) € SF,

g€ SSg(Lop AT1p A T2p),

et o est obtenue a partir d’une solution ou il est fait abstraction des termes ayant
un symbole partagé en téte. Plus précisement, (op,uv,)? € SSe(ip A T'2p, Vo) ot
Vi=A{z | zo(e) € FASF} pour i = 1,2 et Vo = {z | 2o(¢) € SF}. On a donc
o1 = ((ouw,)9)™ € SSE, (Tip, Vo U Va) et 03 = ((opyu1,)4)™ € S5k, (T2p, Vo U V1)
La substitution oy = o™ est solution de I'yp dans @, et plus précisement og €
SSe(Lop, V1 U V). Une variable de V; (¢ = 0,1,2) n’est donc instanciée que par o;.
L’ordre linéaire < est choisi tel que = < y si xo est sous-terme strict de yo. On
s’assure ensuite que og, 0y et oy satisfont la restriction linéaire <. Si le terme zo;
(¢ = 0,1,2) contient une variable y € V; (j # ¢) alors montrons que ¢ £ y. Par
construction:

e Sile terme zo; (7 = 1,2) contient une variable y € V4, alors yo est sous-terme
de zo.

e Sile terme zo; (¢ = 1,2) contient une variable y € V; avec 7 = 1,2 et ¢ # j,
alors yo est sous-terme étranger de zo.

e Sile terme zoy contient une variable y € V; UV; alors yo est sous-terme de zo.

Dans tous les cas, yo est sous-terme strict de zo car zo et yo sont différents puisque
z et y n’ont pas été identifiées. Donc y < x par définition de <.

La solution ¢ E-normalisée de I'g AT AT, est donc égale a po ou o est une instance
d’une solution combinée oo © (01 @ 03) de Top A (T1p A T'ap) dans les théories 0, Ey
et EQ. (]

Un ensemble complet d’unificateurs est obtenu en utilisant I’algorithme de combinaison
dans le mélange de théories disjointes sur la disjonction

\/ (Fop AT1p A Tqp)
pESUBSSC

V(I'gAl; ATg)
avec les algorithmes d’unification dans les théories §), E; et E, pour résoudres les sous-
problemes respectivement partagé et strictement purs.

3.3.3 Applications

La notion de facteur de partage est completement abstraite et inutilisable directement.
Il est donc primordial de montrer que la classe de théories admettant un facteur de
partage est non vide et qu’elle contient méme le cas important en pratique des partages
de constantes.

Lorsque SF est vide, les théories Fy, Fy et By U )y admettent des facteurs de partage
nuls. L’ensemble des substitutions SUBSg‘(:rl/\rg) est vide et [’on retrouve bien ’algorithme
de combinaison dans les théories disjointes. Lorsque SF est maintenant un ensemble de
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constantes alors K, Ky, Ky U E; admettent 1 comme facteur de partage. Dans ce cas
particulier, SUBSS?FIAFQ) représente ’ensemble des substitutions dont le codomaine est
un ensemble de constantes.

Corollaire 3.6 Si FE; U E, est un théorie décomposable dont les symboles partagés sont
des constantes alors la Ey U Fs-unification est décidable (resp. finitaire) sila E;-unification
(1 = 1,2) avec restriction linéaire est décidable (resp. finitaire).

Rappelons encore une fois qu’une théorie partageant des constantes est décomposable
s'il n’y a pas de E;-égalités entre constantes.

Les constantes partagées n’est pas le seul cas admettant 1 comme facteur de partage.
Exemple 3.3 Soient By = {f(z) = g(z)} et E; = {f(z) = h(z)} avec la précédence
h>g > f ou f est partagé. Il est facile de vérifier que Ey U E, admet 1 comme facteur
de partage.

Cette approche permet donc de traiter par combinaison des cas “d’école” qui ne pou-
vaient pas I’étre par le passé malgré leur déconcertante simplicité.

Exemple 3.4 (Suite de I’Ezemple 3.2). Considérons la théorie E = FE1 U Ey avec E; =
{f(z) = ¢:(f(2))} et qui admet 1 comme facteur de partage. L équation

n(f(2))="92(f(f()))

se résout de la fagon suivante:
Apres purification, on obtient la conjonction

e="g(v) A z="ga(v2) A (=" f(2) Ava="f(f (1))

Aprés instanciation de ce probleme par p = {z — f(w)}, il s’agit de résoudre

fw)="gi(v1) A f(w)="ga(va) A (n1="Ff(z) A va="F(f(¥)))-

Apres résolution des €quations strictement pures dans les théories respectives, on obtient

o= f(w) Ave="f(w).

Ces équations sont ensuite reportées dans le probléme partagé pour aboutir au probleme

Flw)=*f(z) A fw)="F(f(y))
qui est équivalent dans § a x="w A w="f(y). Le dernier probléme étant en forme sé-
quentiellement résolue, il n’est plus besoin d’imposer une restriction linéaire et la solution
principale est celle attendue: {x — f(y)}. Les variables z, vy, v, w sont supposées existen-
trellement quantifiées et n’apparaissent donc plus dans cette solution.
L’existence d’'un facteur de partage permet donc de traiter des théories non bornées.

Exemple 3.5 La théorie E = Ey U Ey avee E; = {g:(f(2), f(y)) = ¢:(f(y), f(z))} est
décomposable car les théories E; sont faiblement partagées. Nous avons vu précédemment
un algorithme de combinaison de ["unification pour les théories faiblement partagées. Mais
la connaissance d’un facteur de partage valant 1 pour les théories E; permet cette fois de
combiner les algorithmes de décision de l'unification. On note au passage que la surréduc-
tion ne termine pas et ne permet pas d’obtenir un algorithme de E-unification.

Il existe par conséquent des théories décomposables (ne partageant pas uniquement
les constantes) pour lesquelles on dispose a la fois d’un algorithme de combinaison de
I’'unification et d’un algorithme de combinaison de décision de I'unification.
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3.4 Codage dans le mélange de théories disjointes

Nous avons présenté un algorithme d’unification s’inspirant beaucoup de celui existant
dans les théories disjointes. Il est possible en fait de repositionner, dans certains cas, un
probleme d’unification dans une théorie décomposable avec facteur de partage en un
probleme d’unification dans le mélange de deux théories disjointes. Une fois ce lien établi,
nous pourrons ainsi nous contenter dans une certaine mesure de ’étude du cas disjoint
lorsque 1’on s’intéressera a des problémes d’unification spécifiques.

Le passage a un mélange de théories disjointes s’effectue en dupliquant ’ensemble des
symboles partagés SF pour obtenir SF; et SF,:

SF,={fi| feSF}.

Soit F! = (F:\SF) U SF;. On considere la présentation (F!, E!) obtenue en rajoutant
I'indice : aux symboles partagés de (F;, F;). Pour passer d’une signature a ’autre nous
utiliserons le systeme de réécriture I = {fi(z1,...,2,) — f(z1,...,2.) | f € SF,|f| = n}
qui est évidemment convergent.

Supposons la purification déja effectuée et qu’il ne reste plus qu’a résoudre dans F;U F;
une conjonction I'y A I'; de problemes d’unification respectivement strictement 1-pur et
2-pur. 51 I'y et I'y sont indicées par 1 et 2 pour obtenir I'] et I',, alors une E] U E)-solution
de I'} AT est une F; U Ey-solution de I'y AT, par effacement des indices (i.e. normalisation

suivant —).

Proposition 3.15 Soient s,t des termes de T (F| U Fy, X).
Si s =gupy t alors s l1=g,uE, ¢ 1.

Preuve: Les théoremes valides dans £’ le sont dans n’importe quel modele de E’, en
particulier dans F ou l'interprétation des symboles fi, f, est identique pour f € SF.
]

Réciproquement, pour la complétude, il s’agit de montrer qu'une £, U Ej-solution de
™ AT, est hitaniie o Lliant ]cs indices d

if /N1y O0LeNUE €11 duliiany i€8 1ndices a
faire, nous allons établir un codage qui permet de passer d’un terme de 7 (F; U Fp, X)
a un terme de 7(F, U F}, X). Etant donné ¢t € 7 (F; U F,, X), on note t' le terme de
T(F, U F}, X) identique a ¢ sauf aux positions ou figurent un symbole partagé qui est
alors indicé par la théorie du symbole non partagé qui le précede.

Ce codage ne s’applique qu’a un ensemble de termes 7' dont les symboles de téte ne
sont pas partagées. On note 1" ’ensemble issu du codage de T. De méme, on note o’ la
substitution {z — (z0) | z € Dom(c)} si ¢ vérifie zole) ¢ SF pour = € Dom(o).

Une abstraction par variables 7 : T [g— X définit elle aussi une abstraction par
variables 7! : T |);— X par «'(t') = 7(t). La i-abstraction '™ d’un terme t' est ensuite
définie comme précédemment dans le cas disjoint.

une K] U El-solution de I, AT, Pour ce

Vivii MG L N 2 9.

Lemme 3.6 Soit I'y AT'y une conjonction de probléemes strictement purs. St o est une
solution R-normalisée de I'y A T'y n’ayant pas de symbole partagé en téte alors o’ est une
E} U Ej-solution de ') AT,
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Preuve: Pour tout i = 1,2 et n’importe quelle équation s="t de I';, on a:

$0 =E,uE, to
& (s0)™ =g, (to)™ par lemme 3.2 (1)
& (sa')’r:’ =g (ta’)’rf (2)

(2) est simplement un renominage de (1) car

e les symboles indicés par j apparaissent nécessairement dans les sous-termes
étrangers qui sont remplacés par de nouvelles variables.

e les variables qui sont des i-abstractions de sous-termes étrangers sont inchan-
gées par définition de 7'

Ensuite (2) implique ((so”)™)7x'~! =g ((ta")™)r'~1. Cette égalité est identique a
so’ =g to’. Donc so’ =g1ypy t'o et 0 = o’ |1 par définition de o’. O

Théoréme 3.4 Soit F1 U Fy une théorie décomposable admettant un facteur de partage.
Un algorithme d’unification dans le mélange de deuz théories équationnelles disjointes
avec en entrée

V (I'1p) A (T2p)

pGSUBSv(r AT32)

fournit un ensemble complet de Ey U FEy-solutions 4 une conjonction de problémes d’uni-
fication I'y A T'y strictement purs.

Preuve: Pour toute solution R-normalisée o de I'y A T', il existe d’apres le lemme 3.6
une substitution ¢ R-normalisée et un p € bUBbV(F AT,) tels que ¢’ est une £ U K-

solution de ((T'1p)" A (T'2p)) et pg <VI1AT2) 5 Par Consequent3

U SUgrui ((T1p) A (L2p)’) L1 op

pESUB SV(Fl Al'2)

est un CSUg,ug,(I'1 AT,). L’ensemble de solutions peut étre ensuite remplacé par
un ensemble complet de solutions. Soit ¥ € CSUgup((T1p)" A (I'2p)’) tel que
» <VT'p) ) A (T2p)")

7
=EIUE, ¢, on a

Ve € V((Fip) A (T2p)), zo =g, ¢ |r
=guE, T(¥p) 1
=puE, TV liplr.

Donc

U CSUgug,((T'1ip) A (L2p)') L1 op

c
pESUBSv(F AT3)

est un CSUg,ug, ('t ATy). O

Ce résultat fournit encore une fois un algorithme d’unification pour une théorie dé-
composable partageant les constantes. La transformation d’un probleme hétérogene en
une conjonction de problemes I'; A 'y strictement purs nécessite de poser en parallele
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une substitution p € SUBSFC pour un V € V(I';y A Ty) qui sera ensuite prolongée par
I’ensemble des substitutions SUBSS(CFMFQ)\V lors de la réutilisation de ’algorithme de
combinaison dans le mélange de théories disjointes.

Le mélange avec constantes partagées est le cas ou I'unification dans la théorie vide
du probleme partagé se limite donc a la plus simple expression.

Cette forme de mélange n’est pas pour autant a sous-estimer car elle apparait natu-
rellement lorsqu’il est possible de transformer, par abstraction de termes clos, une théorie
équationnelle en une union de deux théories. Les constantes introduites par abstraction
sont alors partagées par ces deux théories et n’ont pas a étre égales entre elles. Les théo-
ries closes avec symboles AC [NR93], les théories minces [CHJ92] avec symboles AC ou
théories SHAC [DK93], sont des exemples pour lesquels le probleme de 'unification peut
en conséquence se traiter par combinaison.
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4

Combinaison d’algorithmes de
décision

L’utilisation d’un algorithme d’unification élémentaire est aussi une fagon construc-
tive de décider d’une contrainte équationnelle dont les variables, les inconnues, sont
existentiellement quantifiées. L’unification élémentaire n’étant pas toujours adaptée a
la combinaison, on lui préfere 'unification avec constantes libres pour les théories ré-
gulieres effondrantes et dans le cas général I'unification avec symboles libres. La notion
de constante libre correspond en logique du premier ordre a une variable universellement
quantifiée [Biir90]. Un algorithme de combinaison de 'unification a ainsi pour objet la
décision dans 'algebre libre T (Fy U F3, X')/ =g,uE, de contraintes équationnelles

Vy:(3F: 1)

ot I' = (Awer sk="tx) et V(I') = £ @ ¥, par utilisation des algorithmes de décision du
méme type de contraintes dans 7(Fy, X))/ =g, et T(F2, X)/ =g,.

Le probleme abordé indirectement dans ce chapitre est celui de la décision de contraintes
équationnelles spécifiques que sont:

e le probléme du mot, V3 : s="t avec § = V(s) U V(¢).
o le filtrage, V7 : (37 : s="t) avec V(t) C 7.

Les valeurs associées aux inconnues & peuvent étre évidemment obtenues par 1’algo-
rithme de combinaison de 'unification avec constantes, s’il existe un tel algorithme dans
chaque théorie composante. Cette hypothese est trop forte pour bon nombre de théories
pour lesquelles 'unification est indécidable alors que le probleme du mot ou le filtrage est
décidable. De plus, I'utilisation d’un algorithme d’unification pour résoudre un probleme
du mot ou de filtrage s’avere souvent tres inefficace.

(C’est pourquoi nous allons chercher a combiner des algorithmes de décision spécia-
lisés. Il ne suffit pas pour autant de remplacer chaque algorithme d’unification par un
plus spécifique dans ’algorithme de combinaison. En cherchant a résoudre des problemes
hétérogenes spécifiques, on risque en effet d’avoir a considérer des problemes purs ayant
perdu en spécificité. Nous allons voir sous quelles conditions cette spécificité peut étre
maintenue au cours de la résolution. Cela va nous conduire a adapter les regles de com-
binaison de 'unification d’abord pour le probleme du mot puis le filtrage et finalement
pour le probléeme de la combinaison des solutions.

103
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Pour clére ce chapitre, nous allons reprendre les travaux précurseurs de Nelson et
Oppen [NOT79, Nel81] qui se sont intéressés & la combinaison d’algorithmes de décision
dans des théories non équationnelles. Les regles que nous présentons dans ce cadre sont
celles qui s’averent en définitive essentielles a la combinaison. Elles doivent étre cependant
adaptées pour s’appliquer au modele de combinaison particulier que représente 7 (F; U

F2, X)) =E,0B,-

4.1 Probléeme du mot

L’objectif de cette section est d’adapter les techniques de combinaison a un probleme
d’unification tres particulier ou les membres gauche et droit d’une équation ne contiennent
que des constantes libres. Ce probleme correspond a la décision de 1’égalité dans une
théorie équationnelle, ou probléme du mot.

Nous allons nous intéresser a la construction incrémentale d’un algorithme de décision
du probleme du mot dans l'union de théories équationnelles £ = E; U E, a partir de ceux
disponibles dans les théories équationnelles £, et E,.

La construction incrémentale d’algorithmes de décision du probleme du mot est forte-
ment reliée aux différents aspects de la modularité de systeme de réécriture. Si les théories
équationnelles F; et E, sont engendrées par des systémes de réécriture canoniques, com-
biner des algorithmes de décision du probleme du mot se limite a I’étude de la modularité
de la convergence. Notre approche est plus générale car elle ne présuppose pas |’existence
d’un systeme de réécriture canonique pour chaque théorie.

La combinaison du probleme du mot a déja été abordée dans le cadre de la combinaison
de 'unification par E. Tiden [Tid86] et M. Schmidt-Schaufl [SS89]. Ces deux auteurs
prouvent la décidabilité du probleme du mot dans le mélange de théories disjointes. La
méthode est basée sur une transformation préalable des termes. Cette méthode a été
reprise plus tard par T. Nipkow [Nip91] dans le cadre de la combinaison du filtrage.

La méthode que nous proposons pour le mélange de théories disjointes est analogue
a celles existantes mais sa compréhension est grandement facilitée par 'utilisation du
systeme de réécriture combiné R convergent sur les termes clos introduit au chapitre 2.
La réécriture par ce systeme de réécriture R infini n’étant pas opérationnelle, 1'idée est
de trouver un moyen pour simuler la mise en forme normale suivant R. Nous verrons
comment substituer la notion de forme réduite par couches a celle de forme normale.
Cette nouvelle forme canonique a ’avantage de pouvoir se calculer.

Hypothese 4.1 Les théories équationnelles Fy et Ey ont des signatures disjointes.

On précise d’abord comment ramener le probleme du mot dans le mélange de théories a
un probleme dans une composante. Nous verrons ensuite que la combinaison des solutions
obtenues par chaque algorithme est triviale puisque il s’agit alors de prendre simplement
la conjonction des valeurs de vérité retournées par chaque algorithme de décision du
probleme du mot.

4.1.1 Forme réduite par couches

La principale étape consiste a résoudre le probleme dans une seule composante. Comme
la notion de substitution n’a pas d’intérét pour le probleme du mot, on aimerait avoir un
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lemme de projection de la forme

s=ptes™ =5 1.

T

Malheureusement cette équivalence n’est pas toujours valide. Pour qu’elle le soit, on pour-
rait supposer s et ¢ R-normalisés. L’objectif est de déterminer une condition plus faible
sur les termes en introduisant une autre forme canonique.

Définition 4.1 Un terme t est en forme réduite par couches (f.r.c)

e sit est une variable,

o ou si t(e) et t |p (€) sont des symboles dans la méme théorie et les sous-termes
étrangers de t sont en forme réduite par couches.

Lemme 4.1 Si s est en forme réduite par couches et s —g t alorst est en forme réduite
par couches et s™ =g, 7.

Preuve: On peut supposer que s est un i-terme puisque une variable est irréductible par

R.
La preuve s’effectue par induction sur la hauteur de théories.

Si s est ¢-pur alors t est forcément un ¢-terme dont les sous-termes étrangers sont
irréductibles lorsqu’ils existent. Donc t est en forme réduite par couches.

Si s —pg, t avec w inférieure a toute position de AlienPos(t), alors s — g, . t.
Deux cas se présentent:

1. Si t(w) € Fj,j # i alors t est un sous-terme étranger de s. En supposant
w=¢ 1 |r () = t(e) € F; puisque les sous-termes étrangers de s sont en
forme réduite par couches, ce qui contredit que s est en forme réduite par
couches puisque s |g (¢) =t [r (€) € Fj. Donc w # € et t), est sous-terme

étranger en forme réduite par couches d’un i-terme ¢ qui est donc lui aussi en
forme réduite par couches.

2. Sit(w) € F; alors les sous-termes étrangers de ¢ sont ceux de s plus éventuel-
lement d’autres qui sont forcément irréductibles par définition de R.
Lorsque w est supérieure ou égale a une position de AlienPos(s), t est forme réduite
par couches d’apres I’hypothése d’induction.

En définitive, t est toujours en forme réduite par couches. La seconde assertion est
ensuite une conséquence directe de la proposition 2.9. O

Lorsque s n’est pas un i-terme alors 1’égalité s™ =g, t™ est simplement z = z avec
E;
7(s lr) = z et n’a donc peu d’intérét.

Corollaire 4.1 5i s et t sont deuz termes en forme réduite par couches alors

s=pt <<= s" =g, A
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Soient t[s1, ..., 8m]etti[Smi1, - - -, k] des i-termes.

Egalp(tifst,...,sm], tilSma1, .-, 56]) = Egalg (Lilzr, ..., 2nl, tilzmen, - - Th])
ou z1,...,x; sont des variables telles que
e Vpe {l,...,k}, z, =s,s1s,€X.

o Vp,ge{l,...,k}, z, =z, ssi Egaly(s,,sq).

Figure 4.1. Algorithme de décision de 1’égalité de termes en f.r.c

Preuve: D’apres le lemme précédent nous avons s™ =g, (s [g)™ et t™ =g, (t [r)™. Si
s=ptalorss [p=1 [gets™ =g (s [g)™ = (t [r)™ =g, t™. Réciproquement, si
s =g, t™ alors s =g s"in ! =g t"x =g t. O
Pour faciliter la lecture de ’algorithme, on introduit au préalable une nouvelle notation
pour représenter 1'opération de i-abstraction. C’est celle utilisée dans [Nip91].

Définition 4.2 Etant donné t un i-terme, VPos;(t) désigne 'ensemble des positions va-
riables de t pour lesquelles les symboles des positions préfizes sont dans F;:

VPosi(t) = {p € VPos(t) | Vg < p, t(q) € F;}

et V;(t) 'ensemble des variables de t auz positions de VPos;(t). On note t;[s1, -y Smlpr....pms
abrégé ent;[s1,...,Sm], lei-termet dont l'ensemble des positions {py,...,pm} = VPos;(t)U
AlienPos(t) vérifie t,, = sp pour k = 1,...,m. Le terme t;[z1,...,Zm]p;, ..pm, GDTEGE
en t;{z1, ..., x|, est celui obtenu en remplacant les termes sy,..., 8, par les variables
Tiyeeoy Ty € X

tilz1, - s Tmlpypm = tpr — 2] [P & Tl

Proposition 4.1 Soient E, et E, des théories disjointes. La Ey U Eq-égalite de termes
en forme réduite par couches est décidable si la E;-égalite est décidable pour 1 =1,2.

Preuve: Considérons la figure 4.1. Il s’agit de montrer par récurrence sur la hauteur de
théories que Egalg(t,t’) retourne vrai si et seulement si (¢ =g t’) lorsque ¢, sont
en forme réduite par couches.

e Sit,t’ sont des termes ¢-purs alors Egaly(¢,t’) retourne vrai si et seulement
si (t =g, t'), qui est équivalent a (¢t =g t') puisque les regles de R servant a
normaliser ¢ et ¢’ sont forcément dans E;.

e En supposant vraie I’hypothese de récurrence sur les sous-termes étrangers de
t et ¢, il existe une abstraction par variables 7= (une application) telle que

Vge {1,....k},n(sq Lr) = 24
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Par conséquent Egaly(#;[s1,. .., Sm], ti[Sm+1,. - -, Sk]) retourne vrai si et seule-
ment si
(ti[ml, ceay :L'm] =E; t;[$m+17 ceey :L'k])
= (tﬂ-i =E; tm")
-~ (t =g t,),

par le corollaire 4.1.
O

Pour les théories non effondrantes, la normalisation d’un terme ne peut pas changer la
théorie du symbole de téte et n’importe quel terme est donc en forme réduite par couches.
L’algorithme ci-dessus permet déja d’affirmer:

Corollaire 4.2 Soient E, et E, des théories disjointes non effondrantes. Le probleme du
mot dans Iy U E, est décidable si le probleme du mot dans F; est décidable pourt =1,2.

Exemple 4.1 Considérons By = A(+) et F, = C(%). Léquation (a + (ax b)) + (b *
a):%lu}%a + ((axb) + (axb)) est vraie si et seulement si (a + V) + X:?E]a + (Y +2)
avec V=X =Y = Z car axb =g, bxa. Léquation hétérogene est donc vraie puisque

(a+V)+V =g a+(V+V).

La précédente proposition peut étre généralisée a I’ensemble des théories dans la me-
sure ol il est possible de calculer une forme réduite par couches.

4.1.2 Calcul d’une forme réduite par couches

Il reste a étudier la possibilité de calculer la forme réduite par couches d’un terme
quelconque. Nous allons voir comment utiliser les algorithmes de décision du probleme du
mot pour effondrer un terme sur un sous-terme étranger. Le risque de considérer comme
étranger un terme qui ne l’est pas toujours est alors évité. Des effondrements successifs
par un processus ascendant vont permettre de construire une forme réduite par couches.

Définition 4.3 Un i-terme t s’effondre sur une variable ou un sous-terme étranger u de
t sit™ =g u™. Le terme u est effondrant pourt.

Le E;-théoreme correspondant est effondrant car dans les deux cas u™ est une variable.

Exemple 4.2 Supposons E; = {z + z = z} et E; la théorie vide avec Fy = {f,a}, le
1-terme f(a)+ f(a) s’effondre sur f(a).

Si les sous-termes étrangers de ¢ sont en forme réduite par couches alors on sait décider
de I’égalité entre sous-termes étrangers et il est donc possible de décider si un sous-terme
étranger est effondrant pour ¢.

Proposition 4.2 L’effondrement d’un t-terme t sur un élément de Vi(t) U AST(t) est
décidable si les sous-termes étrangers de t sont en forme réduite par couches et si la
Ei-égalité et Ey-égalité sont décidables.



108 4. Combinaison d’algorithmes de décision

Soient t;[s1,...,s,] un i-terme et k un indice entre 1 et m.
Effondrer(t;[si,. .., sm], sx) = Egalg (i1, ..., Tm], k)
ou Zi,...,T, sont des variables telles que
e Vpe{l,...,m}, z,=s,sis, € X.

e Vp,g € {l,...,m}, z, =z, ssi Egalg(sy, Sq)-

Figure 4.2. Effondrement d’un terme

Preuve: Considérons la figure 4.2. Par hypothése, il existe une abstraction par variables
7 (une application) telle que

Vpe{l,...,m},w(s, |r) = x,.

Ainsi
Effondrer(t;[si,...,sm),sk) = (tilz1, ..., 2m] =5, zk) = ({7 =g, sp' ).
0
Définition 4.4 Soit t;[s1,...,sm] un i-terme dont les variables et les sous-termes étran-
gers sont Sy,...,8y,. t || désigne le terme défini comme suit:

e ¢ = c si ¢ est une variable ou une constante.

® (ti[s1,...,sm]) U=1ti[s1 |,...,8m |}] sl n'existe pas de terme effondrant pour t;[s; |
yeeySm .
® (ti[s1,...,sm]) = u si u est effondrant pour t;[s; |,...,5m .

Proposition 4.3 ¢ || est un terme en forme réduite par couches, E-égal a t, qui est
calculable si la F;-égalité est décidable pour i =1,2.

Preuve: Par récurrence sur la hauteur de théories.

e Sit est un terme i-pur alors ¢ | est une variable si et seulement celle-ci est
effondrante pour ¢. On dispose alors d’un algorithme pour décider de t{z] =g, .

e Sl existe un algorithme pour calculer les formes réduites par couches de
S1y.+.,8m, alors l'effondrement sur une variable ou un sous-terme étranger
est décidable. Si un effondrement est possible alors ¢ |} est en forme réduite par
couches. Si aucun effondrement n’est possible alors la normalisation suivant R
du terme ¢;[s1 {,..., s |}] ne peut pas changer la théorie du symbole de téte.
Le terme ¢ }= t,[s1 {},..., s;n {}] est donc en forme réduite par couches.

Dans les deux cas t |} est F-égal a t car sy =g s1 U,...,8m =g sm .
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t |} est calculé récursivement comme suit:

Sit€ XU (F)yalorst =t
Sit=(t:[s1,...,8m]) alors
t=tils1 U, .., 8n U]
Pour u € Vi(t')U AST(t') faire
Si Effondrer(t/,u) alorst {:=u
Sinon t {:=1¢'
FinPour
FinSi

Figure 4.3. Calcul de la forme réduite par couches

Théoreme 4.1 (M. Schmidt-Schauff [SS89]) Soient E; et E, des théories disjointes. Le
probleme du mot dans 1 U Fy est décidable si le probleme du mot dans E; est décidable
pour 1 =1,2.

Preuve: Il existe une abstraction par variables 7 telle que Egalg(t {},t" |}) retourne vrai
s1 et seulement si

((tP)™ =g (" H™)
(tU=pt"l)

=
& (t=gt)
d
Exemple 4.3 Considérons Ey = A(+) et E, = CI(*). L’équation
((a+b)*(a+b)+ (axb)=p5 pa+ (b+ (bxa))

est vraie si et seulement si (a+b) 4 (axb)=% ,pa+ (b+ (bxa)) est vraie. Les membres
de cette équation sont maintenant en forme réduite par couches. Le probléme est ensuite
équivalent d (a+b) + V=] a+ (b+ X) avec V = X puisque a x b =p, b*a. L’équation
hétérogéne est finalement vraie puisque (a +b) +V =g, a+ (b+ V).

4.1.3 Reégles de combinaison

Les regles de combinaison du probléme du mot peuvent étre présentées en suivant la
démarche suivie pour 'unification. Cette forme de description peut étre vue comme une
dérécursivation possible de ’algorithme vu précédement qui consistait a calculer les formes
normales puis a pratiquer l’abstraction. La différence majeure se situe dans l'introduction
explicite de nouvelles variables et équations résolues.
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Présentons informellement les grandes lignes de I'algorithme:

La premicre étape consiste a calculer les formes réduites par couches des membres
des équations. Les variables apparaissant dans les membres des équations initiales sont
toutes skolémisées. Des variables non skolémisées sont introduites au cours de la purifica-
tion mais sont existentiellement quantifiées. Une nouvelle variable et une équation résolue
sont introduites pour chaque sous-terme étranger s abstrait. Il s’agit ensuite d’identifier les
nouvelles variables faisant abstraction de sous-termes étrangers potentiellement équiva-
lents. On obtient des conjonctions d’équations résolues ensuite transformées en équations
i-pures dont les variables sont toutes skolémisées dans F;. Ces équations peuvent étre
finalement remplacées par leurs formes résolues grace aux seuls algorithmes de décision
du probléme du mot.

La correction des regles de combinaison du probleme du mot peut se faire au travers
des regles de combinaison de 'unification. Mais la spécificité du probleme du mot et la mise
en forme réduite par couches des termes permet d’éliminer beaucoup de non-déterminisme
dans 1'utilisation des regles de combinaison de 'unification:

e Une variable introduite par purification est nécessairement instanciée dans la théorie
du terme abstrait car celui-ci est clos et en forme réduite par couches. Le choix de
la théorie est donc completement déterministe.

e Le choix d’un ordre linéaire est lui aussi déterministe car il n’y a pas de cycle
composeé.

e L’identification des variables ne mene a une solution que si elle identifie des termes
ayant leurs symboles de téte dans la méme théorie.

Il faut ensuite pouvoir résoudre le probleme décomposé a I’aide des algorithmes de
décision du probleme du mot. Deux formes d’équations coexistent encore dans le probleme
d’unification e; A e, apres purification et identification. ‘

Soit s="t est un équation i-pure dont les membres sont clos. L’algorithme de décision
du probleme du mot est dans ce cas susceptible de la résoudre.

Soit ="s et = figure dans un autre équation ¢-pure résolue: x="t. L’étape de fusion
engendre alors ’équation i-pure s='t. Lorsque = n’apparait plus nulle part ailleu
e; alors I'équation z="s est retirée de ¢; car = est existentiellement quantifiée.

Finalement toutes les équations sont mises en formes résolues L ou T grace aux
algorithmes de décision du probleme du mot dans E; et F,. La combinaison des solutions

de chaque composante est triviale dans ce contexte car elle consiste simplement en la

]
)
jo B
sY
=

conjonction des formes résolues.

Pour conclure, remarquons que les adaptations des regles de combinaison de 'unifica-
ion au probléme du mot se situent en pré et post-traitement. Une phase préliminaire est
e

nécessaire pour la mise en forme réduite par couches des membres des équations. Ensuite

4
Y

et avant la résolution proprement dite, il faut encore rajouter une phase de fusion per-
mettant de reconstruire un probléeme du mot afin que 'on puisse utiliser les algorithmes
disponibles dans chaque théorie. Ces deux phases seront encore présentes pour le filtrage
qui est le prochain probleme d’unification particulier traité dans ce chapitre.

Proposition 4.4 Les régles de combinaison du probleme du mot appliquées a une équa-
tion s="t retournent T si s =g,ug, t, L sinon.
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1. Mise en forme réduite par couches

Appliquer tant que possible la regle suivante:

eNs="t
eNsl ="t]

2. Purification
Appliquer tant que possible la regle suivante:

Abstraction Variaqble
e\ s='1

dz e As[z]l,="t Az="s),

si
o w € AlienPos(s),

e z est une nouvelle variable.

3. ldentification de variables
€1 €2

VeeIDye ne,y (€1 A €2)€

4. Fusion

Appliquer tant que possible les regles suivantes:

eNz="s N rz="¢

e ANs="t A r="s

Ar:eANz="s

€

5. Decide

Appliquer tant que possible les regles suivantes:

SiSZEit

SiS#Eit

Figure 4.4. Regles de combinaison du probleme du mot
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Exemple 4.4 Considérons a nouveau 'ezemple 4.3 et I’équation
(a+ ) (a )+ (a s )="a+ (b+ (b+a))

Cette équation est équivalente aprés mise en forme réduite par couches et purification a
(a+b8)+V="a+ (b+ X)AV="axbAX="bxa. L'équation (a +b)+V="a+ (b+ X),
ou V et X sont skolémisées, est équivalente a L et meéne donc a un échec. En appliquant
Uidentification {X s V'} on doit considérer ((a-+b)+V="a+(b+V))A(V="axbAV="bxa).
Apres fusion, il s’agit finalement de résoudre (a-{—b)-}—V:?a-{—(b-{— V) dans Ey et a*xb="bxa

dans Ey qui sont toutes deuz équivalentes a T.

4.1.4 Extension au mélange de théories non disjointes

La notion d’abstraction dans le mélange de théories non disjointes est différente de
celle utilisée dans le cas disjoint. Un sous-terme étranger n’est remplacé par une variable
que si sa forme normale reste un sous-terme étranger. Lorsque par exemple cette forme
normale a un symbole de téte qui est partagé alors elle se substitue au sous-terme étranger.
L’abstraction d’un terme quelconque est donc une opération délicate et la encore il est
intéressant d’avoir une notion de forme réduite par couches, dans certains cas calculable,
et qui ait les mémes propriétés que la forme normale suivant le systéme de réécriture
combiné R défini a partir d’une théorie décomposable £ = E; U E; (cf. chapitre 3).

Définition 4.5 Un terme t est en forme réduite par couches (f.r.c) si

® ¢ est une variable,
e out(e),t [r(e) €SF,
® out(e),t |r(c) € F;\SF,

et si les sous-termes €trangers de t sont en forme réduite par couches.
On déduit de cette définition que:

Proposition 4.5 Sit est un terme en forme réduite par couches alors t™ est un terme
t-pur tel que t™ =g, (1 [g)™.

Preuve: 5it est un i-terme alors {™ = (t{w < {1, |rlueatienros(t))™

)
J
la proposition 3.3. Si ¢ n’est pas un i-terme alors ™ = (¢ | g)

™

Corollaire 4.3 Si s,t sont deuz termes en forme réduite par couches alors

S =p,uE, & 8™ =g t™.

Preuve: s =F,UE, t& s lR: t lR<:)> s =FE, (S lR)ﬂ" = (t lR)m =g, t7, O

La F) U Es-égalité de deux termes en forme réduite par couches est donc décidable
si 'on sait décider de la E;-égalité pour ¢ = 1,2. Mais pour donner une méthode opéra-
tionnelle de calcul d’une forme réduite par couches, la décision de la F;-égalité ne suffit
plus.
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Définition 4.6 Un i-terme t tel que t(e) ¢ SF change de téte dans la théorie E; sl
existe un terme u tel que

e t™ =E; u™,
o u est effondrant pourt ou u(e) € SF.

On dit que u est un terme changeant la téte de t.

On notera que u n’est plus forcement un sous-terme de ¢ et peut avoir son symbole de

téte dans SF.

Proposition 4.6 Soit t un i-terme tel que t(e) ¢ SF. Si

e toutl probleme de décision de E;-filtrage
YV(r): (3z1,...,2m :f(:cl,,..,a:m):;ir) fesF
est décidable.

e les sous-termes étrangers de t sont en forme réduite par couches,
e la F-€galité et Fy-égalité sont décidables,
alors il est possible de décider de [’existence d’un terme u changeant la téte de t dans E;
et d’en exhiber un lorsqu’il existe.
Preuve: Par hypothese, 1’égalité entre sous-termes étrangers de ¢ est décidable et l'on
sait donc décider de existence d’un u € V;(¢t) U AST'(¢) tel que t™ =g, u™

D’autre part, il existe un terme u changeant la téte de ¢ si et seulement si il existe
f € SF et une substitution o tels que

t" =g, f(zi0,...,2,0),
ou zy,...,Z, sont des variables n’apparaissant pas dans ™. Par hypothése, on sait
d’abord décider
YV(r): (Fzq,. .. 20 f(a:h.s.?zm):?,;itm) fesSF
puis obtenir une solution o pour les variables z1,...,z,,, s'il en existe une, en

utilisant un algorithme de semi-décision (& la Gallier et Snyder [GS89]). Le terme
f(z10,...,zm0) change la téte de t. La construction de ¢™ est la encore décidable
car les sous-termes étrangers de ¢ sont supposés étre en forme réduite par couches.

O
PL nn SAv}GAA 7 SOa't un Z':iommo tol aue e & Qf qy 4 n’e oof nas en fnfrrrnp re Sdarste mar
1 v vL i irve vow ‘11‘.’[/ L/\L/ Y_ Ly | U ll tIUJU o l/JUl fiv ¥ L‘/LA/ (/ tl i
couches et les sous-termes étrangers de t sont en forme réduite par couches alors il existe

un terme u changeant la téte de t dans E;.

Preuve: On a (™ =g, (t [r)™ d’apres la preuve de la proposition 4.5. Posons u = ¢ |g.
Par hypothese, u(e) € SF ou u(e) ¢ F.
Si u(e) € SF alors u change la téte de t.

Si u(e) ¢ F; alors il existe nécessairement s € V;(t) U AST' () tel que u =g,uE, S et
donc ™ =g, s™ car F,; est consistante. O
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Proposition 4.8 Si ¢t est un terme tel que t(e) € SF et dont les sous-termes étrangers
sont en forme réduite par couches, alors t est en forme réduite par couches.

Preuve: Puisque tous les symboles partagés sont des constructeurs pour R, t(e) =t |p
(e). O

La notation ¢[sy,...,s,]| définie initialement dans le cas disjoint est reprise icl en
prenant toutefois en compte le changement de définition d’un sous-terme étranger dans
le cas non-disjoint. On note par exemple fla,a + a] le terme f(a,a + a) si f € SF et
{a,+} ¢ SF. Une couche partagée est donc une couche a part entiere.

Définition 4.7 On note t |} le terme défini comme suit:

e cll=c sic est une variable ou une constante.

o (ti[s1,...,sm]) U=ti[s1 d,...,8m U] siti(e) € SF,

o (ti[s1,...,sm]) = ti[s1 U,...,8m ] sl n'existe pas de terme changeant la téte de
tils1 4y ..., 8m ] dans E;.

o (ti[s1,...,5m]) = u st u est un terme changeant la téte de t;[s1 |,...,sn |] dans
E;.

Proposition 4.9 ¢ || est un terme en forme réduite par couches, FE-égal a t, qui est
calculable si la F;-€galité et les problemes de décision de F;-filtrage

YV(r): (Fz1,...,2m :f(xl,...,xm):;;ir) fesSF
sont décidables pour 1 =1,2.

Preuve: On montre que t |} est en forme réduite par couches par récurrence sur la
hauteur de théories et d’apres les propositions 4.7 et 4.8. Pour calculer un terme
changeant la téte d’un terme, il suffit d’utiliser la proposition 4.6. O

Théoreme 4.2 Soit F1U E;y une théorie décomposable. Le probléme du mot dans E1U E,
est décidable si le probleme du mot dans F; et les problémes de décision de E;-filtrage

YV(r): (Fz1,..., 2, :f(a:l,...,a:m):?Eir) fesSF
sont décidables pour i =1,2.

Lorsque les symboles partagés SF sont uniquement des constantes, il suffit de savoir
décider des problemes YV(r) : c:%ir pour le calcul des formes réduites par couches. Ces
probléemes sont trivialement des problemes du mot dans £;.

Corollaire 4.4 Soit F1UFE; une théorie décomposable partageant uniquement des constantes.
Le probléeme du mot dans I, U E, est décidable st le probléme du mot dans F; est décidable
pour v =1,2.

Lorsque les symboles partagés ne peuvent pas apparaitre au “sommet”, les problemes
de décision de E;-filtrage, ayant justement pour objet de remonter un symbole partage au
sommet, n’ont pas de solution.

Corollaire 4.5 Soit Iy U Ey une théorie décomposable en deux théories Fy et Fy faible-
ment partagées. Le probléme du mot dans FE; U Ey est décidable si le probleme du mot
dans FE; est décidable pour 1 =1,2.
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4.2 Filtrage

Le probleme de combinaison du filtrage consiste & combiner des algorithmes de filtrage
dans deux théories équationnelles £, et E; afin d’obtenir un algorithme de filtrage dans
I’union Fy U Ey des théories équationnelles.

Ce probleme a déja été abordé par T. Nipkow [Nip91] en imposant des restrictions
syntaxiques sur la forme des égalités puisque seul le cas des théories régulieres est traité
avec succes. Pour le résoudre, il ne suffit pas de connecter un algorithme de filtrage a la
place d’un algorithme d’unification dans ’algorithme de combinaison de I'unification. En
cherchant a résoudre un probleme de filtrage hétérogene a ’aide de ’algorithme de com-
binaison de l'unification, on risque en effet de considérer d’autres problemes équationnels
qui ne sont plus simplement des problemes de filtrage, mais a nouveau des problemes
d’unification.

Nous allons présenter un algorithme de combinaison du filtrage, ou de décision du fil-
trage, qui s’inspire des techniques de combinaison introduites par F. Baader et K. Schulz [BS92]
pour l'unification. Cet algorithme est complet pour une large classe de problemes:

s . ’ . ? 7 .
e Les conjonctions d’équations de filtrage s <* ¢, ou filtre-équations dont les membres
gauches s sont purs dans une théorie. On suppose alors l’existence dans chaque
théorie d’un algorithme de filtrage avec restriction linéaire.

e Les problemes de filtrage combinables qui sont grossiérement les problemes équation-
nels pouvant étre résolus sans 1’aide d’un algorithme d’unification. Cette propriété
est décidable pour un probleme donné en supposant l’existence d’un algorithme

~ pour résoudre dans chaque théorie, filtre-équations et équations résolues suivant
une restriction linéaire.

e Tout probleme de filtrage si les théories sont partiellement lin€aires, une généra-
lisation des théories linéaires incluant les théories régulieres et non effondrantes.
On pourra alors se contenter de la connaissance d’un algorithme de filtrage pour
chaque théorie, la restriction linéaire étant superflue méme pour la combinaison
d’algorithmes de décision du filtrage.

Nous verrons aussi que le filtrage dans des théories non partiellement linéaires n’est
pas un outil suffisamment puissant pour le probléme de combinaison. Il est impossible de
se passer dans ce contexte de l'unification.

Nous allons d’abord considérer le cas du mélange de théories équationnelles disjointes.

Un probleme de filtrage est considéré ici comme un probleme d’unification particu-
lier [Bir90].

Définition 4.8 Un probleme de E-filtrage est un probleme de E-unification avec constantes
(T',C) tel que

o I'= (Aper s1="t1),

o User V(ti) € C CV(T).

On note un probleme de E-filtrage sous la forme Apcg sk <? t.. L’ensemble C des
variables skolémisées est noté GV(I'). Voici d’autres sous-ensembles de V(I') que nous
distinguerons:
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e RV(I') = Urer V(tr), Uensemble des variables skolémisées dans les membres droits.

e RV (I') = GV(I)\RV(L), l'ensemble des variables skolémisées qui ne sont pas dans

les membres droits.

o CV(I') = {tx | tx € X,k € K}, l'ensemble des variables membres droits.

Remarquons qu’un probleme de E-unification avec constantes (I', C') ou de E-unification
avec restriction constante (I', C, n) est par définition encore un probleme de E-unification.
C’est ce qui permet d’avoir directement une sémantique pour les solutions des problemes
(', C),C" n) de E-filtrage avec restriction constante.

4.2.1 Probléme de filtrage étendu

La premiere étape de ’algorithme de combinaison consiste a purifier un probleme de
filtrage hétérogene par l'introduction de nouvelles variables et d’équations résolues. Les
problemes devant étre résolus apres purification sont donc des conjonctions de problemes
de filtrage et de formes résolues qu’on appelera problémes de filtrage étendus.

Définition 4.9 Un probleme de E-filtrage étendu est un probléeme d’unification avec
constantes

(T'ne,C)
ou (I',C) est un probléme de E-filirage et o une substitution telle que Dom(a)NVRan(o) =
0 et V(I')NDom(o) = 0.

L’ensemble des variables résolues d’un probléme de filtrage étendu T'AG est SV(I'AG) =
Dom (o).

L’introduction de nouvelles variables par purification ne pose pas de difficulté dans

les membres gauches des filtre-équations contenant déja des variables. Par contre, celles
introduites dans les membres droits est plus problématique car elles changent le statut
des ces termes qui ne sont plus clos. L’étude spécifique de la purification des membres
droits sera détaillée dans la prochaine section. On se limitera a une premiere purification
“gauche”.
Définition 4.10 Soient 1,5 € {1,2} et ¢ # j. Une filtre-équation (s <’ t) est i-pure
a gauche si s est i-pur. Un probléme de filtrage est i-pur a gauche s’il est formé de
filtre-équations i-pures d gauche. Un probléeme de filtrage €tendu I' A & est i-pur a gauche
st I' est 1-pur a gauche et & est i-pur. Un probléme de (E), E;)-filtrage étendu est une
conjonction de problémes de filtrage €tendu purs a gauche (I't A G1) A (T2 A 02) telle que
Dom(c1) N Dom(oz) = 0 et Yz € Dom(o;) Yy € V(zoy), = ¢ V(yo;) pouri,j = 1,2 et
1.

Nous venons de définir les problémes obtenus apres une premiere étape de purification.
Proposition 4.10 Un probléme de E, U E,-filtrage est équivalent a un probléme de
(Ey, Ey)-filtrage étendu.

Preuve: Le probleme de (K, E,)-filtrage étendu est obtenu par application répétée de
la regle en figure 4.5. O

Les variables n’apparaissant résolues que dans une seule des deux théories, la conjonc-
tion des formes résolues &1 Ad, est tres spécifique. Nous verrons comment profiter de cette

situation.
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Abstraction Variable
I'Ap(s,t)

Jz T Ap'(sjw = z],t) Az =" s

ou
o w € AlienPos(s),

e z est une nouvelle variable,

e pc{=<}.

Figure 4.5. Purification gauche pour le filtrage

4.2.2 Résolution dans une composante

Chaque filtre-équation est maintenant ¢-pure a gauche. Nous nous sommes contentés
pour l'instant de purifier le membre gauche qui contenait déja des variables. Par contre,
Pintroduction de variables dans le membre droit doit étre évitée puisqu’elle change la
nature du probleme qui devient alors une équation. Une solution serait d’abstraire le
membre droit puis de résoudre la filtre-équation z-pure ainsi obtenue. Comme pour le
probleme du mot, une abstraction aveugle peut s’avérer dangereuse.

Exemple 4.5 Considérons By = {z+z = x} et Fy la théorie vide avec un symbole unaire

[ La flrcqaton [((2) < JULe)  f1e) et quaint & (/) < 1510)
Mais la ﬁltre équation f(f(z)) <p, f(C) obtenue par 2-abstraction du membre droit de

(f(
f(f(2)) <k f(f(a) + E )() n’a pas de solution alors que f(f(z)) <p, f(f(a)), fillre-

équation équivalente a f(f(z)) <%, f(f(a)), a pour unique solution {z — a}.

Le membre droit devrait étre préalablement R-normalisé pour éviter de considérer
comme étrangers des sous-termes qui ne le sont plus par remplacement d’égal par égal.
A nouveau, nous utiliserons la normalisation opérationnelle fournie par la mise en forme
réduite par couches introduite initialement pour le probleme du mot.

Lemme 4.2 Soient (s <' t) une filtre-équation i-pure a gauche, t un terme en forme
réduite par couches et o une substitution R-normalisée. Alors

s0 =gt <= so™ =g, 1.

Preuve: Puisque o est R-normalisée, nous avons (so)™ =g, ((so) |r)™. De meéme,
t™ =g, (t |[r)™ car t et t |g sont en forme réduite par couches.

Si so =g t alors (so) lr=t lr et (so)™ =g, ((so) [r)™ = (t |gr)™ =g, t™.
Réciproquement, si s6™ =g, ™ alors so = so™ix ™! =g, t"r ! =g t. O

Ce lemme signifie qu'une E-solution & une filtre-équation i-pure a gauche s <% t est
I'instance d’une E;-solution a la filtre-équation i-pure obtenue grace a la réduction par
couches du membre droit ¢ puis z-abstraction de ¢ |J. Le calcul de la forme réduite par
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couches ¢ |} est rendu possible puisque le filtrage et donc le probleme du mot est décidable
dans chaque théorie. La ¢-abstraction de ¢ |} ne pose pas non plus de difficulté puisque
’égalité entre ses sous-termes étrangers (en f.r.c) est décidable.

En pratique, nous n’allons pas effectuer de z-abstraction mais plutot purifier le membre
droit en forme réduite par couches. Cela correspond & introduire une nouvelle variable et
aussi 1’équation entre cette variable et le terme qu’elle abstrait. Le fait que le terme
abstrait soit clos et en forme réduite par couches implique que le choix de la théorie pour
cette variable est completement déterministe. Il est fixé par la téte du terme abstrait.
Ainsi, une variable introduite par purification dans un membre droit en forme réduite par
couches sera considérée comme une variable skolémisée dans la théorie ou sera résolue la
filtre-équation.

Définition 4.11 Soit I'; le probléme d’unification i-pur obtenu a partir d’un probléme de
filtrage étendu I' par application de la régle de purification droite en figure 4.9.

On note GSV(I';) la réunion de GV(I') et de ensemble des variables introduites par
purification droite et figurant comme membres d’une équation de T';.

Il s’agit des variables skolémisées de I' et des variables de I'; introduites par purifi-
cation des membres droits dont la particularité est de s’instancier nécessairement dans
E;. Compte tenu de I'introduction de nouvelles variables, il faudra ensuite pouvoir les
identifier comme cela a été fait dans la version non-déterministe (i.e. avec identifications)
de I'algorithme de combinaison du probleme du mot.

En vertu des lemmes 2.13 et 4.2, on peut conclure qu’un probleme de filtrage étendu
i-pur a gauche est résolue dans sa théorie de fagon correcte et complete.

4.2.3 Combinaison des solutions

Nous avons vu comment ramener un probleme de filtrage étendu pur a gauche a un
probleme de filtrage étendu pur. Il reste a déterminer comment résoudre une conjonction
I'; ATy de problemes de filtrage étendu, chacun pur dans sa théorie respective. Nous allons
réutiliser la technique utilisée pour 1'unification qui consiste a résoudre chaque probléeme
suivant une méme restriction rendant plus aisée la combinaison des solutions.

Cette technique de combinaison est valable pour toute conjonction I'y A I'; de pro-
blemes d’unification purs et en particulier une conjonction de problémes de filtrage étendu.
Pour ce faire, nous avons a résoudre des problemes d’unification avec restriction linéaire
(T, Va, <) et (I', Vi, <), ou < est un ordre linéaire sur Vi @ V, = V(I'y A T).

La résolution d’un probleme de filtrage étendu suivant une restriction linéaire peut
s’effectuer par 'utilisation successive d’un algorithme de filtrage puis d’un algorithme
d’élimination de constante.

Théoréme 4.3 Le filtrage étendu avec restriction est finitaire si et seulement s le filtrage
et [’élimination de constante sont finitaires.

Preuve: S’il existe un algorithme de filtrage étendu avec restriction alors il existe a for-
tiorl un algorithme de filtrage et un autre algorithme pour tenir compte de la restric-
tion dans une forme résolue, c’est-a-dire un algorithme d’élimination de constante.
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Réciproquement, un algorithme de filtrage étendu avec restriction peut étre construit
en deux phases, une premiere pour la résolution du probleme de filtrage et une
seconde pour tenir compte de la restriction a ’aide d'un algorithme d’élimination
de constante. On suit donc scrupuleusement la méme construction que celle donnée
dans [BS92] pour I'unification avec restriction. O

Le fait d’avoir a résoudre un probleme de filtrage étendu suivant une certaine restric-
tion linéaire ne change pas sa nature.

Proposition 4.11 Si [ est un probléme de E-filtrage étendu alors (I',C, <) est un pro-
bleme de E-filtrage étendu avec restriction linéaire.

Preuve: La skolémisation d’une variable z transforme une équation z =%  en ¢ <} z si
r € CNSVY(I). Dans les autres cas, une filtre-équation reste une filtre-équation et
une équation résolue reste une équation résolue. 0

Malheureusement, il faut encore tenir compte des probléemes de filtrage étendu identi-
fiés. Nous avons délibérement repoussé ’application des identifications en fin de processus
car c’est elle qui pose probleme. Une identification doit éire alors compatible avec la
restriction linéaire déja imposée. Les variables identifiées sont instanciées dans la méme
théorie et se comportent pareillement vis-a-vis de la restriction linéaire.

Définition 4.12 Soit < un ordre lin€aire sur Vi & V. Une identification & dans I Dy, gv,
est compatible avee < si

e Vr,y € Dom(f), 2 =y =,y €V,
ez <y, =2 yl=yl{=2a"<y.

L dentification £y, est notée &;.

Une identification peut facilement changer la nature d’un probleme de filtrage étendu I'

e

«
candrer un nrobleme
genarer e

’e il pPIURIC s

nuisau’il suffit aue deux variables de SYI(T) soient identifides nour en

puisqu’il suflit que deux variables de SV(I') soient identifiées pour er

d’unification qui ne puisse pas toujours étre résolu par filtrage.
Nous allons distinguer certains cas pour lesquels I’identification de variables n’engendre

pas de probleme d’unification.

Filtrage pur a gauche
L’identification de variables n’est pas génante s’il n’y a pas d’équations introduites par

purification de membres gauches, i.e. SV(I'1) = SV(T'y) = 0.

Définition 4.13 Une conjonction I'y ATy de problémes de fillrage respectivement 1-pur
et 2-pur a gauche est un probleme de filtrage pur a gauche.

Théoréme 4.4 Le E; U E,-filtrage pur a gauche est décidable (resp. finitaire) si le E;-
filtrage pur & gauche avec restriction linéaire est décidable (resp. finitaire).
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Preuve: Lelemme 4.2 stipule que la résolution d’un probleme de filtrage pur a gauche est
équivalente a la résolution d’une conjonction I'y AT’y de problemes de filtrage purs par
mise en forme réduite par couches et abstraction des membres droits. Un probleme de
filtrage pur identifié reste un probléme de filtrage pur. La combinaison des solutions
se fait ensuite par filtrage avec restriction linéaire. Les solutions combinées obtenues
ne sont pas encore tout a fait celles du probleme de filtrage pur a gauche initial. Les
variables skolémisées introduites par z-abstraction doivent en effet étre substituées
par les sous-termes étrangers (en f.r.c) correspondants, en appliquant la substitution
7~! qui est 'inverse de I’abstraction par variables. O

Exemple 4.6 Considérons E1 = A(+), F2 = A(%) deux théories dont le filtrage est fi-
nitatre mais ['unification infinitaire. Pour résoudre le probleme de Ey U Fs-filtrage pur a
gauche

e+ (y+2)<"(a+b)+(axb) A zxa <" (axb)*a,

nous avons a considérer la conjonction de problémes purs

(z4+(y+2) S?(a+b)+c) A (z%xa <?(a*b)*a).

Les variables z,y seront instanciées dans la théorie F, et z dans la théorie Ey. La
9 1
variable z est skolémisée dans F, et identifie a c. La filtre-équation

z+(y+e) <" (a+b)+e
est résolue dans Fy et a pour solution {x v a,y — b}. La filtre-équation
zxa <" (a*b)xa

est résolue dans E et a pour solution {z +— a *b}. En combinant ces deux solutions,
on obtient finalement 'unique solution {z — a,y + b,z +— a x b}. On remarquera que
¢ napparait plus dans la solution et qu’il n’est donc méme pas nécessaire de remplacer ¢
par le terme abstrait a * b dans la solution.

Il est important de noter que ce résultat est valable sans condition sur les théories
(signatures disjointes mis a part). Nous allons désormais nous intéresser a des classes de
théories qui se comportent bien par rapport a 'identification de variables.

Théories régulieres non effondrantes

La phase de purification (cf figure 4.6) peut étre adaptée dans ce cas pour ne pas
rodir 1 )

introduire seulement une équation résclue mais des filtre-équations. La raison en est qu'u

r3

sous-terme étranger apparaissant dans le membre gauche de so =g, ug, t est B} U FE;-égal a
un sous-terme étranger de t qui est donc clos. L’adaptation a donc pour objet d’“identifier”
directement un sous-terme étranger du membre gauche & un autre du membre droit. On
obtient ainsi des problémes de filtrage pur a gauche a la place de problemes de filtrage
étendu. Le théoréme suivant est donc une conséquence du précédent.

Théoréme 4.5 Soient E; et F, deux théories régulieres non effondrantes. Le Ey U Fs-
filtrage est décidable (resp. finitaire) si le E;-filtrage est décidable (resp. finitaire).
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Abstraction Variable(RNE)

FTAs<t
V(w,w’)eAlienPos(s)XAlienPos(t) dz:T A S{w « ‘T] S? tA Slw S? t]w’ ANz S? t|w'
sis ¢ T(Fi,X), s(e),t(e) € F; et z une nouvelle variable.

Conflit )
PAs< t{

4
si s(e) € Fi, t(e) ¢ Fi.

Figure 4.6. Purification dans les théories régulieres non effondrantes

Exemple 4.7 Considérons By = A(+), Ey = C(x) et la filtre-équation
(y+2)+(zxa) <" a+ (b+ (axb)).
Par application de la régle Abstraction Variable(RNE), nous obtenons le probléme de filtrage
(y+2)+v<"at(b+(axb) A v<"axb A zxa<"axb.
Pour le probleme de filtrage 1-pur a gauche , on résoud d’abord
(y+2)+v<"a+(b+c) A v< ¢
puis on remplace ¢ par le terme abstrait a x b dans la solution. On obtient alors
{y = a,z+— b,v— axb}.

La résolution du probléme de filtrage 2-pur donne {x — b}. En combinant les solutions,
on a finalement la solution attendue

{z — b,y — a,z+— b}.

La variable v est supposée existentiellement quantifiée, elle n’apparait donc pas dans la
solution.

On peut remarquer qu’il n’est méme pas nécessaire de connaitre des algorithmes de
E;-filtrage avec restriction linéaire parce que le filtrage dans les théories régulieres a la
particularité de retourner des solutions closes et ne peut donc pas introduire de cycle
composé nécessitant l'introduction d’une restriction linéaire.

Lemme 4.3 Si E est une théorie réguliére alors la restriction aux variables du probléme
d’une solution a un probléeme de E-filtrage est close.

Preuve: Soit s <} ¢ une filtre-équation et o une solution telles que so =g t. Puisque
E est réguliere, on a V(so) = V(t) et donc VRan(o)) € V(t), ou V(1) est un
ensemble de variables skolémisées. O
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Filtre-Equation(Non Eff)
PTAs<¢
Ve Jz : TAsjw = 2] <Pt Y Asp <P (D) Az <P ()

sl

o s¢ T(Fi,X), s(€) € Fi, t I (e) ¢ X,

o w e AlienPos(s),

o z est une nouvelle variable,

o OV ={c}sitl ()¢ F, sinon O = AlienPos(t |}).

Filtre-Equation(Eff)
PAs<’t G Jwe AltenPos(s)
Jr: T Asfw —z] <TEA =" T est une nouvelle variable
Equation(Non Eff)
DA p'(ufz]w, t) A s="z
I'A (/\wEQ p7(u[w’ — ‘Siw]vt)) A 5[w — m]wEQ:?m

si () C AlienPos(s) et p € {=, <}

Equation(Eff)
I As="z . | we AlienPos(s)
. — sl “
Jy T Asjw = yl="z A s="y y est une nouvelle variable

Figure 4.7. Purification dans les théories régulieres

Théories réguliéres

Une variable introduite par purification d’une filtre-équation peut maintenant s’ins-
tancier dans deux théories:

e celle ol la variable apparait dans un membre gauche d’une filtre-équation. Par fil-
trage, cette variable sera égale & un terme clos. Dans l'autre théorie, elle figure
comme membre d’une équation résolue et sera skolémisée. La purification de I'autre
membre de cette équation permet ensuite soit d’“effacer” une couche, soit d’engen-
drer une nouvelle équation résolue (cf. figure 4.7).

e celle ol la variable apparait résolue dans une équation. Comme précédemment dans
les théories non effondrantes, cette équation est en fait une filtre-équation résolue.

L’identification de variables non skolémisées n’a pas a étre imposée puisqu'il suffit de
tester I’égalité entre les termes clos associés qui sont obtenus soit par filtrage, soit par la
purification décrite en figure 4.7.

Le résultat suivant avait déja été montré par T. Nipkow [Nip91].
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Théoréme 4.6 Si E; et Fy sont deuzr théories réguliéres, alors le Eq U Ey-filtrage est
finitaire si et seulement si le F;-filtrage est finitaire.

Les algorithmes que nous proposons sont basés sur les propositions suivantes:

Proposition 4.12 Soit I' un probléme de filtrage. L’ensemble des substitutions

&1&2(01 © 02)

tel que

@

I'y ATy est un probleme de filirage étendu pur a gauche obienu en appliquant tant
que possible les régles de la figure 4.7 avec en entrée I,

Vo 2 SV(I'y), Vi D SV(Ty),

VioVe=V([1ATy),

¢ € IDv,, & € IDy, avec (Dom(&,) U Dom (&) NGV(T) =0,
o1 € CSUE, (T1&2,Va), 04 € CSUE,(T261, V1),

Vi€ {1,2}, Yo,y € Vi, z0; =g, yo; & 26 = y&;,

forme un ensemble complet de solutions de T'.

Preuve: Remarquons tout d’abord que les problemes (I'1€2, V2) et (I'2€:, Vi) sont des

problemes de filtrage d’apres les conditions imposées sur V; et V5. Le dernier point est
nécessaire parce que ’identification de variables n’est effectuée que dans la théorie ou
elles sont skolémisées alors qu’elle devrait 1’étre dans les deux théories. Les solutions
o1 et oy ne peuvent donc étre combinées directement. Il faut au préalable déterminer
puis combiner les instances ¢; de o; telles que

\V/J:ay S ‘/ial' 7é Y, x¢z —E; y¢2 s1 CL'& = yé‘l

Mais comme FE; et E; sont des théories régulieres, les substitutions o, et o, sont
closes. Les seules instances modulo respectivement Ky et E, sont donc les substitu-
tions oy et o2. Ainsi, pour que o et o, puissent étre combinées, il faut et il suffit
que

VSC, 'E‘ia“’# X0, =E; YO st § _“527

ou le test de F;-égalité est décidable puisque I’on dispose d’un algorithme de F;-

filtrage. On notera que les variables de QV( ) ne sont pas a identifier (leurs identi-
fie ng manent vide) (]
de). O

Py
leauuullu menent a un A an 1 1 vl

Exemple 4.8 Considérons Ey = A(+), E; = CI(*) et la filtre-équation
+

(zxy)+ (a+0b) <" (a+a)+b.

La solution {z — a,y +— a} s’obtient en considérant

v+(a+b)<'(at+a)+b A v="z*y,
Vi = {U‘?a“,*b}) Vo = {xwy}r



124 4. Combinaison d’algorithmes de décision

PurifGauche
TAs <t

slw € AlienPos(s) et  est une nouvelle variable
T Aslw 2] <Pt Az="s), (s)

Fusion , )
TAz < tAxz="s

Fnz<'tAns<'t

FiltreRes )
F'ns < i

I'A Ager ok <7t

sis € T(F;, XN\X, {zr = titeex € CSUg, (s <"t )

Suppression
IAe <"tAhz <"t

T Az <'t sit=pt

Echec ) )
The <"tAhz <"t ,
n sit #gt

Figure 4.8. Ensemble de regles RMTR pour le filtrage dans le mélange de théories régu-
lieres

e & ={v—a}, &={},
e 0y ={} =CSUg(a+(a+bd) <" (a+a)+b), 00 = {z — a,y = a} = CSUg,(z*y <’
a.

Les solutions oy et oy peuvent étre dans ce cas particulier trivialement combinées.

Algorithme de filtrage déterministe

Apres avoir vu un algorithme non déterministe méme dans sa phase de purification,
nous allons présenter un algorithme déterministe sous la forme de regles de transformation
données en figure 4.8. La différence avec I’approche précédente est de ne pas se préocupper
de I’introduction d’une équation résolue x="s. Dans les théories régulieres, cette variable z
apparaissant par ailleurs dans une filtre-équation sera forcément associée a un terme clos.
La résolution d’une filtre-équation engendre en effet une conjonction de filtre-équations
résolues, par exemple z <’ t. C’est ce qui permet ensuite de transformer r="s et = <" ¢
ens<"tetax < t.

(Forme Résolue) On peut facilement vérifier que les formes normales par rapport a
RMR sont les conjonctions de filtre-équations résolues

N ze <t
keK
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ou L ou T. Supposons que [' n’est pas une conjonction de filtre-équations résolues. 5’1l
existe une équation z="s, soit z <’ t est une filtre-équation de I' et Fusion s’applique,
soit il existe dans I' une filtre-équation s[z] <’ t ayant une occurrence de z dans le
membre gauche non variable et PurifGauche ou FiltreRes s’applique. Sinon, s’il existe une
filtre-équation non encore résolue, alors PurifGauche ou FiltreRes s’applique. Dans le cas
ou toutes les filtre-équations sont résolues, il existe nécessairement deux filtre-équations
z<"tetz <"t dans I et Suppression ou Echec s’applique.

Par conséquent, une reégle de transformation de RMR peut toujours étre appliquée a

I.

Proposition 4.13 (Terminaison) Le systéme de régles RMR termine pour tout controle
et retourne une forme résolue équivalente au probleme de filtrage initial.

Preuve: Pour tout I', on considere les mesures de complexité suivantes:
e T H,,, estle multi-ensemble des hauteurs de théories des sous-termes étrangers
des termes de T'.

e NEQ est le nombre d’équations dans T

e NNV est le nombre de filtre-équations de I' qui n’ont pas une variable en
membre gauche.

e NMEQ est le nombre de filtre-équations de I'.

Ces mesures de complexité sont comparées de fagon lexicographique. La situation
est décrite ci-dessous.

regles TH,u | NEQ | NNV | NMEQ
PurifGauche l

Fusion .= !

FiltreRes = = 1

Suppression = = = 1
Echec = = = !

O

On ne peut pas avoir de résultat de décision du filtrage suivant la méme approche.

Le principe développé dans la prochaine section généralise le cas des théories régulieres
et non effondrantes dans le sens ou ne seront identifiées deux variables que si 'une est
égale a un terme clos. I’identification de variables n’implique pas alors I'unification de
sous-termes étrangers mais le filtrage sur un terme clos.

Les théories linéaires semblent par exemple vérifier ce principe car une variable d’un
membre gauche d’une égalité ne doit étre identifiée qu’a une variable du membre droit.

La combinaison de théories régulieres avec des théories linéaires pose pourtant pro-

bleme comme le montre I’exemple suivant inspiré de [Nip91].
Exemple 4.9 Considérons trois théories Ey = {f(z) = a}, E; = {g(z,z) = z} et

e+(y+z) = (z+y)+z
Es=DA=X{ z*x(y+z) = ax*xy+zx*xz
(z+y)xz = x*xz4yx*xz
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La théorie E; est linéaire et les théories Ey, Es sont régulieres. Le filtrage est décidable
dans chacune des théories:

e la Fi-unification avec constantes est en effet trivialement décidable,
e la Ey-unification est considérée par ezemple dans [Her87],

® la théorie E5 a la particularité d’étre décidable [Sza82] pour le filtrage et indécidable
pour 'unification.

Nous allons montrer que le £1 U FyU Es-filtrage est indécidable en utilisant le fait que
la Fs-unification est indécidable.
Sotent s,t € T({+,*},X). La filtre-équation

f(g(f(s), f(t)) g a

est unifiable dans K, U Ey U E3 si et seulement st

g(f(s), f(1)="f(z) est unifiable
& f(s)="f(t) est unifiable

2

=4 s="1 est unifiable

L équation s="t est unifiable dans E1UE;UFEs si et seulement si s="t est unifiable dans
Es = DA. Or la DA-unification est indécidable. Par conséquent, le Fy U Ey U Es-fillrage
est indécidable alors que le filtrage est décidable dans les théories Fy, Ey et Fs.

Nous verrons comment combiner le filtrage de théories linéaires et de théories régulieres
lorsque ces dernieres sont non effondrantes, ce qui n’est pas le cas de I’exemple précédent
a cause de F,.

4.2.4 Probléeme de filtrage combinable

Les variables skolémisées apparaissant dans les membres droits et celles n’apparaissant
que dans les membres gauches sont sensiblement différentes. Les premieres sont liées a
des termes clos, les secondes sont éventuellement égales dans ’autre théorie a des termes
non clos. L’identification des secondes entre elles est tres facheuse.

L’idée que nous allons développer dans cette section consiste a déterminer précisément
les théories pour lesquelles les identifications posant probléme sont superflues. Le probleme
provient de 1'identification de variables skolémisées dans une théorie mais instanciées dans
Pautre. Les variables skolémisées dans un membre gauche d’une filtre-équation d’une
théorie peuvent apparaitre résolues ailleurs. L’identification de ces variables entre elles
engendre donc un probleme d’unification dans 'autre théorie. De méme, 'identification
de ces variables avec un membre droit est elle aussi délicate puisque ce membre droit
peut apparaitre résolu dans une autre théorie. Ces remarques conduisent a la définition
suivante:

Définition 4.14 Un probléeme de E-filtrage étendu I' suivant une restriction linéaire <
est combinable si pour toute identification ¢ telle que

1. soit £ € ]DW(F),
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© 2. sott € € ]D%?F) et aucun membre gauche d’une filtre-équation 1£ <" z de T'¢ n'a

une unique occurrence de x si x ¢ V(l),

on a SUS(TE) = SUS(T)E. La théorie équationnelle E est a filtrage combinable si tout
probléeme de E-filtrage étendu est combinable.

L’intérét de rejeter les identifications a la fin du calcul des solutions est finalement de
completement pouvoir s’en débarrasser durant la combinaison des solutions.
[’objectif du prochain paragraphe est de caractériser les théories a filtrage combinable.

Théories partiellement linéaires

La définition que nous donnons est volontairement abstraite afin de recouvrir 1’en-
semble des théories a filtrage combinable. Il s’agit intuitivement des théories pour les-
quelles il est possible d’éliminer une variable d’un terme ou d’effondrer un terme sur une
variable sans avoir a pratiquer d’identification. Nous verrons que de nombreuses théories
connues vérifient les propriétés suivantes sur ’égalité.

Définition 4.15 Un termer élimine un ensemble V del siVz € V, z € V(1) et z ¢ V(r).
Une théorie E est partiellement linéaire si pour tout terme linéaire [ et toute identifi-
cation & sur V(1), on a

e pour tout terme r tel que [§ =g r et v élimine VE de £ 1l existe d tel que | =g d et
d élimine V de [,

o I{ =p x implique | =g = st v = z.

Les théories linéaires sont partiellement linéaires.

Les théories régulieres sont partiellement linéaires si elles sont non effondrantes, auquel
cas le second point de la définition est toujours satisfait. Il existe en pratique peu d’axiomes
[ = z effondrants satisfaisant ce second point. On peut citer par exemple les axiomes de

projection f(zy,...,zy) =z; avect € {1,...,m} et 2+ 0 = z.
La théorie engendrée par le seul axiome effondrant z + x = z est réguliere mais n’est
pas partiellement linéaire puisque =z + r = x ne peut étre linéarisée, c’est-a-dire qu’il

n’existe pas d’axiome x + y = z ou y + ¢ = x. Pour la méme raison, la théorie booléenne
n’est pas non plus partiellement linéaire.

Il existe cependant des théories partiellement linéaires qui ne sont ni régulieres ni
linéaires.

Exemple 4.10 Nous allons ezhiber une théorie partiellement linéaire pour laquelle le
filtrage €tendu est finitaire.
Soit DAZ la théorie équationnelle présentée par les aziomes DA et Z:

z+(y+z) = (z+y)+z
DA=<{ zx(y+z) = x*xy+taxz
(x+y)*xz = arzty*z

z+0 = 0
Zﬁ{x*() = 0
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Si ¢ est un terme contenant le symbole 0 alors I le contient aussi et | =z 0. Sinon £
est toujours égal modulo DA a un terme ayant les mémes variables, auncune variable ne
pouvant étre éliminée ou effondrée. La théorie DAZ qui n’est ni réguliere a cause de Z
ni linéaire a cause de 'aziome de distributivité est donc partiellement linéaire.

On s’intéresse a présent a lexistence d’un algorithme de DAZ-filtrage étendu avec
restriction. Le DAZ-filtrage est finitaire car le D A-filtrage est finitaire [Sza82]. Le lecteur
pourra en effet facilement vérifier que

o CSUpaz(s <? t) est vide si s contient 0 et t ne contient pas 0.
o CSUpaz(s <"t) = CSUpaz(s="0) = Usev(sy{z m— 0} sit contient 0.
e CSUpaz(s <"t) =CSUpu(s <* t) si s et t ne contiennent pas 0.
La DAZ-élimination de constante est elle aussi finitaire car €quivalente au DAZ-filtrage

sur 0. Par conséquent le DAZ-filtrage étendu avec restriction est encore finitaire alors
que la DAZ-unification est infinitaire puisque la DA-unification est infinitaire.

Le lemme suivant confirme la possibilité de tester la propriété de filtrage combinable
sur des ensembles complets de solutions.

Lemme 4.4 Si £ est une identification sur des variables skolémisées compatible avec une
restriction linéaire < alors un CSUg ()¢ est un CSUgS(TE) si et seulement si SUg (T€) =
SUS(T)E.

Preuve: (<) Pour la correction, on a CSUS(I¢ C SUS(T)E = SUS(T€) et pour la
complétude,
Wy € SUS(T€) = SUS(D)E3o € CSUS(DIE, o <) .

Donc CSUgE(T')¢ est un CSUE(TE).
(=) Par hypothese,

Vip € SUS(TE)3o € CSUSTIE, o <o) 4.

_ e e v(r
Pour toute substitution ¢ satisfaisant la restriction linéaire < telle que o §,E.( ) 0]

et 0 € CSUS(T), on a ¢ € SUS(T)E. Par conséquent, SUS(FE) C SUS(T)E.
L'inclusion SUE(T)¢ C SUS(TE) est toujours vérifiée ce qui permet d’en conclure

que SUS()E = SUS(TE).

Proposition 4.14 Une théorie équationnelle est partiellement linéaire st et seulement st
elle est a filtrage combinable.

Preuve: (<) Pour tout terme linéaire [ dont les variables V(!) sont skolémisées, il suflit
?
de considérer soit z="[ suivant la restriction linéaire < sur V U C avec V = {z} et

C = V(l), soit I’équation close z="1 avec z € V(l).
(=) Il suffit de prouver que
vy € SUS(I¢)3¢ € CSUE(T), ¢ <"
puisque CSUg(T)E C SUg(TE). Soit 1 une substitution telle que (€) € SUx(T¢).

Un probleme de filtrage étendu T' est composé de filtre-équations et d’équations.
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1. Soit s <” ¢ une filtre-équation de I'. Comme Dom(£) C RV (I), on a s(1€) =g
te =t
Si t est de hauteur non nulle alors toutes les variables skolémisées de s iden-
tifiées par ¢ sont éliminées par ¢. La définition 4.15 implique qu’il existe u tel
que s =g u avec u =g ué =g (sy)é =g t.

Si t est une variable skolémisée z alors s(1¢) = (s¥) =g z. D’apres la défini-
tion 4.15, on a (s¥) =g .

2. Soit ="t une équation résolue de I' et z()€) =g t(1€). Si pour tenir compte de
la restriction linéaire <, z(3¢) élimine une variable skolémisée de ¢(3)€) alors la
définition 4.15 implique I'existence d’une substitution ¢ telle que z¢ =g t¢ avec
o6 = (&) sur V(1) et (z¢)¢ =g to¢ =g t(Y€) =p z(1p¢). Sinon {z — 1} est
une solution de z="¢ suivant la restriction linéaire < avec {z s t}¢ g};} (¥€).
Le terme solution associé a = ne peut étre remis en cause par la considération
d’autres équations car x n’apparait résolue qu’'une fois dans I'.

O

Modularité de la partielle linéarité

Pour qu’une approche modulaire de la construction d’algorithmes de filtrage (étendu)
ait un intérét, il faut d’abord s’assurer de la modularité de la partielle linéarité.

La modularité de cette propriété se démontre en projetant toute £ U Fy-égalité sur
une égalité dans F;, théorie supposée partiellement linéaire. Avant de projeter une égalité
hétérogene dans une seule composante, il faut que les termes soient mis en forme réduite
par couches. On montre dans un premier temps que la forme réduite par couches d’un
terme identifié est égal a I'identification de sa forme réduite par couches et ce grace a la
linéarité des axiomes effondrants de chaque théorie.

Lemme 4.5 Si I; et Ey sont deur théories partiellement lin€aires, t un terme linéaire
et € une identification de 1Dy alors

(t&) U= (t V)¢
Preuve: Par récurrence sur la hauteur de théories.

e Sit est e-pur alors, par hypothese t£ =g, « si et seulement si t =g, z (avec
z ¢ Dom(€)) et donc (&) Y= (¢t J)E.

e Supposons le lemme vrai pour les sous-termes étrangers. Alors

til(s16) Uy oy (88 V) = tis1 Uy .-, sm YJE.

Il s’agit de montrer que ¢;[s; {,..., s, {}J¢ s’effondre sur uf si et seulement si
tils1 Uy, sm |}] s’effondre sur w.
St t;[s1 ..., sm U]€ s’effondre sur un sous terme ué alors par définition

(t:{s1 Uooovvsm $)O)™ =g, (€)™,
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Il existe donc une identification &; telle que

tils1 4y ooy sm ™6 =5, u™
puis

tilsi Uy ooy sm Y™ =5, u™
car F; est partiellement linéaire. Par conséquent (¢€) = (¢t |)¢ s’il existe un
sous-terme effondrant.

Réciproquement, s’il existe un sous-terme u effondrant pour #;[s; {,...,5m J]
alors par définition

tils1 4y ooy 8m U™ =g, u™
et t;[s1 U,...,8m | =p u avec u sous-terme de t;[s; |}, ..., 8, |}]. En identifiant

cette égalité par £, on obtient

tl(s16) 4,y (smé) Y = tifsi &y ooy sm € =F ul.
Puis finalement '
(ti[sl P U]é)m —E; (ué)m
car les sous-termes étrangers sont en forme réduite par couches. Par contrapo-

sée, si t;[s1 1, ..., 8m U]¢ ne s’effondre pas alors ¢;[s1 {},...,sm ] ne s’effondre

pas non plus et donc (¢£) = (¢;[s1 U,...,sm J])€ = (£ {)E.
O

Proposition 4.15 Si £y et E, sont deux théories partiellement linéaires alors Ey U Ey
est une théorie partiellement linéaire.

Preuve: Considérons une égalité £ =g r telle que ({€) || et r || ont des symboles de téte
dans F;. D’apres le corollaire 4.1, on a

() W)™ =g, (r )™,
puis

((LHE™ =g, (r Y™
d’apres le lemme 4.5. 1l existe donc une identification & sur V(({ {)™) telle que

(L™ ) =g (r )"
et (r §)™ élimine un ensemble de variables V; faisant abstraction de termes avec des
occurrences de variables de V:

Vee V3Iz, €V, ¢ € x;x~h.

Puisque E; est partiellement linéaire, il existe d tel que (({ {)™) =g, d et d élimine
V. Ensuite [ =g ({ |}) =g ((l Y)")7~! =g dx~! avec VN V(dr!) = ) puisque
V(d)nv;, =10.
De la méme fagon, [ = x implique successivement ((I£) )™ =g, z, ([ })6)™ =
z puis ({ })™¢; =g, z et ({ )™ =g,  par hypothese sur E;. On reconstruit ensulte
une F-égalité par application de 771, [ =g (I )™ )r ' =g ax~ ' =2. O

Réciproquement, si I'une des théories £; ou E, n’est pas partiellement linéaire alors
E, U F5 ne l'est pas non plus puisque les égalités entre termes i-purs sont conservés par
mélange: s’il existe une égalité i-pure rendant une théorie F; non partiellement linéaire
alors cette égalité fera de méme pour 'union £; U Ej.
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Filtrage étendu vs Unification

On s’intéresse davantage au filtrage étendu suivant une restriction linéaire qui est
fortement lié & la résolution conjointe avec une forme résolue dans la théorie vide.

Définition 4.16 Un probleme de E-filtrage librement étendu est un probléme équationnel
I'A Gy

ou I' est un probleme de E-filtrage étendu et oy une substitution formée de symboles libres
telle que

e Dom(og) N Ran(oy) =0,
e Vz,y € Dom(og),z # y, CSU@(xa@:?yU@) = 0.

Une variable peut apparaitre résolue dans la théorie £ et dans la théorie vide mais
sera forcément instanciée dans la théorie vide qui est non effondrante. De plus, deux
variables résolues et instanciées dans la théorie vide ne pourront étre identifiées a cause
de I’hypothese faite sur la substitution oy.

Proposition 4.16 Si le E-filtrage librement étendu est décidable (resp. finitaire) alors le
E-filtrage étendu avec restriction linéaire est décidable (resp. finitaire).

Preuve: Il suffit de prendre la substitution o, obtenue a partir d’un restriction linéaire <

et qui permet de résoudre un probléme d’unification avec restriction linéaire (I', C, <)

~ grace au probleme d’unification avec symboles libres I' A 6. . Dans le cas particulier

ou I' A 6. est un probleme de filtrage librement étendu, on est alors capable de
résoudre un probleme de filtrage étendu avec restriction linéaire (I', C, <). O

Dans le cas ou £ n’est pas partiellement linéaire, la notion de filtrage librement étendu
est trop forte car elle coincide avec 'unification en présence de symboles libres.

Proposition 4.17 Si E n’est pas partiellement linéaire alors le E U Q-filtrage librement
étendu est équivalent a la E U Q-unification.

Preuve: On montre comment coder tout probléeme d’unification en un probleme de fil-
trage librement étendu. L’apport des symboles libres permet de créer des sous-termes
étrangers aux positions adéquates dans des termes ne pouvant étre linéarisés. Ces
sous-termes étrangers sont ensuite forcément abstraits par des variables skolémisées
dans la théorie E. Lorsque E n’est pas partiellement linéaire, trois situations rendant
I’identification nécessaire se produisent. La premiere est die a une identification de
variables éliminées, la seconde a l'identification de variables aidant a éliminer une
autre variable, et la troisieme est a effectuer pour identifier une variable effondrante.

1. Il existe un terme linéaire [, une identification { € 1Dy tels que [{ contient
une variable z aux positions ) = {wy,...,w,} pour n > 1 et une égalité l{ =g r
avec ¢ ¢ V(r) pour laquelle le probleme de filtrage

lfwy — h(t)][.. Jlwn « A(t)] <" r
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est équivalent au probleme d’unification

si h est un symbole libre et les positions de [ hormis {2 sont closes.
2. Il existe un terme [ linéaire et une identification £ € I Dy, tels que

@ une variable non éliminable z apparait aux positions Q = {w,...,w,} de
[ pour n > 1,

e une variable éliminable y est & une position w’ de ¢,

pour lesquels le probleme de filtrage librement étendu
Fy, 22 =" lw « h(t)]]- Jlwn — Atn)][yl A y="f(2)

est équivalent au probleme d’unification

si h, f sont des symboles libres et les positions de [ hormis {2 sont closes.

3. Il existe un terme [ linéaire et une identification { € 1Dy tels que I{ contient
une variable z aux positions = {wy,...,w,} (n > 1) pour lesquels le probléeme

de filtrage librement étendu
3z : wy = h(t)][. . Jwn « h(t,)]="2 A 2="h(t,)

est équivalent au probleme d’unification
th="...="t,

si h est un symbole libre et les positions de [ hormis {2 sont closes.

O
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d’appliquer

Le filtrage librement
linéaires car ’on dispose alors de l'unification avec restriction permettan
I’algorithme de combinaison de 1'unification.

Apres ce premier résultat négatif, nous allons voir que la décidabilité du filtrage libre-
ment étendu est modulaire dans les théories partiellement linéaires. L’algorithme corres-

pondant est décrit ci-apres sous forme de regles.

P S I
UL ElEnIau

4.2.5 Regles de combinaison
Les régles de combinaison que nous proposons n’engendrent que des problemes qui
peuvent étre résolus par utilisation conjointe du filtrage et de 1’élimination de constante.
Ces regles de combinaison ont pour objet de transformer un probleme de (Fy, Fs)-

filtrage étendu I' en des conjonctions de problemes de filtrage étendu avec restriction
linéaire (I'y, Va2, <) et (I'z, V4, <) tels que

e I'; est un probleme de filtrage étendu 1-pur,



4.2. Filtrage 133

Abstraction Close ,
FAs< 't

Fvr, s vm s DA s=HE )l o]l Jlom = va] AN o6 < (E D)y

ol

o s € T(Fi ),

o {wy,...,wn} = AlienPos(t |}) si t |} (¢) € Fi, sinon {wi,...,wn} = {€},

e {vi,...,vn} est un ensemble de nouvelles variables.

Figure 4.9. Purification droite pour le filtrage

o ['; est un probleme de filtrage étendu 2-pur,

e V] est un ensemble de variables instanciées dans F; et skolémisées dans FEj,
e V5 est un ensemble de variables instanciées dans F5 et skolémisées dans Fjq,
e < est un ordre linéaire sur V; @ V5.

L’étape de Purification introduit aussi des variables dans les membres droits en forme
réduite par couches. Le choix de théories est déterministe pour ces variables et sera pris
en compte a l’étape suivante.

L’étape de Choix de la restriction linéaire consiste a fixer les ensembles de variables V] et
V5 en tenant compte qu’une variable figurant dans un membre droit d’une filtre-équation
est skolémisée dans la théorie ou sera résolue cette filtre-équation. Les variables sont
ensuite identifiées de telle maniere que ces identifications engendrent soit de nouvelles
filtre-équations, soit de nouvelles équations résolues mais en aucun cas d’équations qui ne
puissent étre résolues par un algorithme de filtrage.

Définition 4.17 Une identification { préserve la spécificité d’un probleme de filirage
étendu (I',C) si (' ANE,C) est égal aprés remplacement @ un probléme de filtrage étendu.

L’étape de Fusion transforme le probleme équationnel obtenu apres identification en
une conjonction de problemes de filtrage étendu purs équivalente.

L’étape de Combinaison réduit le probleme équationnel en conjonctions de formes ré-
solues pures qui sont obtenues par filtrage étendu avec la méme restriction linéaire.

Un probleme équationnel obtenu finalement par Resolution est en forme séquentiel-
lement résolue. 1l est transformé ensuite en une forme résolue d’arbre par application
répétée de la regle de Remplacement.

Proposition 4.18 Les regles de combinaison du filtrage en figure 4.10 retournent un
ensemble complet de solutions si les problemes de filtrage étendu a résoudre sont combi-
nables.

Preuve: Nous avons a montrer que
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1. Purification
r
Fl A F2
ou I'y est l-pur et I'y est 2-pur. Le probleme I'y A Iy est obtenu en appliquant
tant que possible la regle de la figure 4.9.
2. Application non-déterministe.
Choix de la restrict;?rflinéaire et identification des variables
1 ALg
(Ti&a AéL Vo, <) A (T2 A é2, Vi, <)
ou
e < est un ordre linéaire sur V; @ Vo = V(I'y AT)\GV(T),
e ¢ est une identification compatible avec < telle que ¢; préserve la spécificité de
(I'1&2, V2) et &3 préserve la spécificité de (I'zéy, V4).
3. Fusion
Appliquer tant que possible les regles suivantes:
Fusion(Proj)
(Fi/\sz?t,‘/j,<) . . .
Vt)eV;
Fusion(Filtre)
(TiAnz="sAnz <"t {,V;, <)
(Tins <"t A <"t ,V;,<)
4. Combinaison
Appliquer tant que possible la regle suivante:
ngsol‘u/tion v
<) A . .,
T, Vo, A) ( 2,9 g o; € CSUE,(I'i, Vj), 5 #1
o1 A (o) ¢
5. Solution combinée

Appliquer tant que possible la regle suivante:

Remplacement
FAz ="t
M{z—t} Az ="1

sizeV([)ett¢ X

Figure 4.10. Regles de combinaison du filtrage




4.2. Filtrage 135

e I’ensemble des solutions combinées des problemes (I'y, V2, <) et (I'z, V4, <)
considérés a ’étape de Combinaison forme un ensemble complet de solutions
au probleme de filtrage étendu I.

e Ces problémes sont effectivement des problemes de filtrage étendu.

Pour le premier point, il s’agit de vérifier que le choix de la restriction linéaire et de
'identification de variables est suffisant. Les variables de GSV(I';) sont forcément
skolémisées dans F;, la mise en forme réduite par couches permet de s’en assurer.
Les variables de GV(I') = GSV(I'1) N GSV(I';) = Vi NV, sont méme skolémisées
dans E; et F,. Pour ce qui est des identifications, leur nombre est relativement limité
et nous allons avoir a utiliser ’hypothese que (I'1, V2, <) et (I'q, V4, <) sont combi-
nables. Montrons d’abord l'intérét de pouvoir identifier apreés la résolution. Soit ¢
une identification compatible avec <. Si I'on suppose SUF, (I'1&2) = SUg, (I'1)é; et
SUg,(T261) = SUg, (F2)éy, alors il est facile de montrer par induction sur < que
I’ensemble des solutions combinées

SUg, (T1& A 51) ® SUg, (T2é A éz)

est inclus dans

SUS, (') ® SUS, (I'2).

En toute généralité nous aurions a effectuer une identification ¢ = £{&5 telle que
¢! € [ Dy, compatible avec < se décompose en deux identifications £/ = p;&; ou

gsv(T, Vi
wi € IDY Gy, 0 IDGyr )

et & € ]D&Qgg&(;ﬁ)’) ou plus précisément

VAGSVY(T;
(el Dmi(gsmﬁrg)usvm))

puisque 'on peut supposer sans perte de généralité que les variables de GSV(I';)
sont les représentants des classes d’équivalence définis par une identification. I.’en-
semble des variables de V,\GSV(I';) pouvant apparaitre dans V(I';) est inclus dans
RY (T;) U SV(T';). Comme p; se charge d’identifier une variable de SV(T';) =
CV((I';,V;)) a une autre du membre gauche, on peut en conclure que ¢; satisfait
la condition donnée en définition 4.14. En supposant les problemes I'yuz A jiy et
[yp01 A fig filtre-combinables, nous avons par définition

SUél((Fll@ A in)éz) = SU}le(Fl,Uz A fir)€a,

SUg,(Tapr A fr2)ér) = SUg, (Tapn A fi2)éy,

et donc ) )
SUg, (N1& A &) © SUR, (T2 A &)

est inclus dans

SUE, (T1pz A fu) © SUE, (Tapr A fiz).

Il reste a montrer que les problemes équationnels I';; A ji; sont équivalents a des
problémes de F;-filtrage étendu. On utilise ici le fait que SY(I'1) N SY(T',) = 0 et
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donc Dom(p; syr,)) NSV(Lip;) = B. Cette identification ne peut pas créer un cycle
dans F; car y; sera choisie de maniére & n’identifier une variable z; de SV(T';) qu’a
une variable y; de ¢; si z;="t; est ’équation de I'; ayant I'occurrence de z;, pourvu
évidemment que z; ne soit pas déja identifiée & une variable de SV(I';) U GSV(L;).
Par hypothese, il n’existe pas d’équation y;="t;[z;] dans I'; et donc pas de cycle.

D’un autre c6té, iy, sy(r,) identifiant exclusivement sur des variables égales a des
termes clos dans F;, on transforme

r="s Ay <"t | Az="y

en .
s <"t Ay <"t Az="y.
O

Etant donné un probleme de filtrage étendu, savoir s’il est ou non combinable est
décidable car le filtrage est supposé décidable dans chaque théorie.

Exemple 4.11 Considérons E; la théorie booléenne non partiellement lin€aire de signa-
ture {—,+,-,0,1}.

e Soient Ey la théorie vide ) et f un symbole libre. Pour résoudre la filtre-équation
z+ f(z) <' 1, nous devons d’abord la purifier. On obtient x +c¢ <* 1 Ac="f(z) avec
c € Vo car Ey est une théorie non effondrante. La résolution dans les booléens de la
filtre-équation engendre z="-c+ c-y créant ainsi un cycle composé avec c="f(z).
Pour le casser, on fire un ordre linéaire © < c¢. La résolution suivant cette restriction
linéaire donne la solution {x — 1}. Cette substitution forme un ensemble complet
de solutions car unique probleme de filtrage étendu solvable est combinable puisque
ne contenant qu’une variable skolémisée c.

e Soient Ey = {g(z,y) = g(y,2)} et la filtre-équation = + g(y,2) <' g(a,b) + g(b, a).
Aprés purification, nous obtenons x+c¢ <’ ¢/ Ne="g(y, z) Ac'="g(a,b) avec c,c’ € V,
car By est une théorie non effondrante. L’unique fagon d’obtenir une solution a la
filtre-équation = + ¢ <° ¢ est d’identifier ¢ et ¢!. La résolution de x + ¢ <° ¢ dans
les booléens produit {x — c-v} ou v est une nouvelle variable. Dans la théorie Ey,
[identification de ¢ et ¢’ a pour conséquence d’avoir a considérer la filtre-équation
g(y,2) <* g(a,b) dont les solutions sont {y +— a,z +— b} et {y — b,z — a}. En

recombinant les solutions de chaque théorie, on obtient finalement
{:C = g(aab)'vvy = a,z = b}7

{z — g(bya) v,y — b z— a}

formant un ensemble complet de solutions puisque ['unique probléme de filtrage
étendu est évidemment combinable.

L’algorithme de combinaison du filtrage ne renvoie pas toujours un ensemble complet
de solutions, cela dépend si le probleme de filtrage étendu donné a résoudre est combinable
ou non. Nous allons dorénavant nous intéresser aux théories pour lesquelles I’algorithme
est complet.
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4.2.6 Discussion

L’algorithme de combinaison vu précédemment s’applique aux théories dont tous les
problemes de filtrage étendu sont combinables, c’est-a-dire les théories partiellement li-
néaires.

Théoréme 4.7 Si F; et FEy sont deuzx théories partiellement linéaires alors le (K, Fs)-
filtrage étendu est décidable (resp. finitaire) si le E;-filtrage étendu (1 = 1,2) avec restric-
tion linéaire est décidable (resp. finitaire).

Le théoreme peut étre généralisé car I'algorithme permet en fait la résolution de pro-
blemes de F; U Es-filtrage librement étendu.

Théoréme 4.8 Si F, et Fy sont deuz théories partiellement linéaires alors le E1 U Fs-
filtrage librement étendu est décidable (resp. finitaire) si et seulement si le I;-filtrage
librement étendu (1 = 1,2) est décidable (resp. finitaire).

Preuve: Un probleme de F; U E-filtrage librement étendu est équivalent a une conjonc-
tion I'; A T'y A Ty de problemes de filtrage étendu purs dans Ej, F> et § qui sont
toutes des théories partiellement linéaires. L’algorithme vu jusqu’a présent pour
deux théories s’applique tout aussi bien a trois théories partiellement linéaires. Une
identification u se décompose maintenant en trois identifications g1, fto, fto sur les
ensembles de variables V], V5, V; instanciées respectivement dans les théories Fy, F
et . Nous avons a combiner trois ensembles de solutions

(SUqf(FoMHz A fio) @SUEI(FWOM Afh))® SUESz(FzHo#l A fia).

Les problemes a résoudre ne sont plus toujours équivalents a des problemes de
filtrage étendu car SV(I'o) N SV(T; AT;) est éventuellement non vide. Les identifi-
cations po & considérer dans §) vérifient

g8V (o) <
Ho € ]DVO\SV(OF1AF2) © ]Ds({z(n/\rz)'

Comme V5 2 SV(I'y), il est maintenant possible d’identifier deux variables instan-
ciées dans la théorie vide mais cette identification méne & un échec dans la théorie {)
par définition de I'y qui est une forme résolue dont les termes ne sont pas unifiables.
Les problémes a résoudre a I’étape de Combinaison restent donc combinables.

Le E, U E,-filtrage librement étendu est par conséquent décidable (resp. finitaire)
si le E;-filtrage étendu avec restriction linéaire est décidable (resp. finitaire). Pour
clore la preuve, il suffit de remarquer qu’un algorithme de FEj-filtrage étendu avec
restriction linéaire peut étre construit grace a un algorithme de F;-filtrage librement
étendu d’apres la proposition 4.16. O

Ce résultat appliqué a la combinaison d’une théorie partiellement linéaire et de la
théorie vide, elle aussi partiellement linéaire, complete la proposition 4.17.

Corollaire 4.6



138 4. Combinaison d’algorithmes de décision

e St F est partiellement linéaire alors le E U (-filtrage librement étendu est décidable
(resp. finitaire) st et seulement si le E-filtrage librement étendu est décidable (resp.
finitatre).

e 51 F n’est pas partiellement linéaire alors le E U Q-filtrage librement étendu est
décidable (resp. finitaire) st et seulement st la £ U Q-unification est décidable (resp.
finitaire).

Nous savons désormais comment résoudre des problemes hétérogenes un peu plus gé-
néraux que les problemes de filtrage. Si 'on se restreint aux problemes de filtrage, la
restriction linéaire n’est méme plus nécessaire car le filtrage dans une théorie partielle-
ment linéaire ne peut introduire de cycle composé. Les théories partiellement linéaires
généralisent en ce sens les théories régulieres.

Lemme 4.6 Soit E une théorie partiellement linéaire et I' un probléeme de filtrage. On
peut supposer sans perte de généralité que

Yo € CSUR(I"),Vz € V(I'),Ye € RV(I'), ¢ ¢ wo.

Preuve: Soit o une solution de I' et ¢’ la substitution obtenue a partir de ¢ par renom-
mage des constantes ¢ € RV (I') en ¢/ ¢ GV(T'). La substitution ¢’ ne contient plus
de variable skolémisée de RV (I'). Pour chaque filtre-équation s <% ¢t de I' on a
so =g t et trois cas sont envisageables:

¢ 97l existe plusieurs occurrences de ¢ € RV (I') dans so alors so’ =g t par
hypothese de partielle linéarité de F.

& 51l existe une occurrence de ¢ € RV (I') dans so alors so’ =g t est un renom-
mage de so =g t.

e S’il n’existe pas d’occurrence de ¢ € RV (I') alors so’ = so =g t.

La substitution ¢’ est donc une solution de I'. Lorsque o §}§(F) ¢ alors o = o'{¢ —

c} §}§(F) é et donc o' € CSUR(I') si 0 € CSUE(I"). O

Les variables skolémisées pouvant créer un cycle composé sont celles figurant unique-
ment dans les membres gauches des filtre-équations. Si elles n’apparaissent plus dans les
solutions, il ne peut y avoir introduction de cycle composé.

Théoreme 4.9 Si F, et E, sont deuzx théories partiellement lin€aires alors le Ey U F,-
filtrage est décidable (resp. finitaire) si et seulement sile E;-filtrage (i = 1,2) est décidable
(resp. finitaire).

Preuve: Considérons une conjonction de problemes de filtrage étendu
(T A 61, Vo, <) A (T2 A, Vi, <)

obtenu a I’étape de Combinaison & partir d’'un probleme de filtrage I'. Le probleme
équationnel &1 A &2 est forcément en forme séquentiellement résolue d’apres les
identifications effectuées. D’apres le lemme 4.6, la résolution de (I'y, V) et (I'2, V})
n’introduit pas de cycle composé. Par conséquent, il existe un ordre linéaire < pour
lequel la conjonction (I'y A &1, Vs, <) A (I'z A 62, V1, <) a une solution suivant la
restriction linéaire < si (I't, V2) et (I'z, V1) ont chacun une solution. O
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Exemple 4.12 Considérons Fy = {f(z,y) = y} une théorie lincaire, Ey = C(x) une
théorie réguliére non effondrante et la filtre-équation

flyxy,yxz) <taxb.
La Purification méne au systéme suivant:
(f(v,w) <" ) A(v="y %y Aw="y* 2z Ac="axb)

ot les vartables v, w,c sont E,-instanciées car Ky est non effondrante. L’identification
{v > ¢} a appliquer sur f(v,w) <" ¢ méne a un échec. Par contre, la filtre-équation est
équivalente @ T pour l’identification {w v c}. Nous avons alors a identifier w et ¢ dans
Pautre théorie et a résoudre yxz <’ axb, ce qui conduit a l'ensemble complet de solutions
{y—a,z— b} et {y— bz~ a}.

Exemple 4.13 (Suite de ’Ezemple .9). La théorie réguliére E3 n’est pas partiellement
linéaire car laziome idempotent z + x = x n’est pas linéaire. L’exemple {.9 n’est donc
pas un contre-ezemple au théoréme 4.9 qui ne s’applique pas au Ey U Ey U Fs-filtrage.

Le théoreme 4.9 s’applique évidemment a la plus simple des théories partiellement
linéaires, a savoir la théorie vide.

Corollaire 4.7 Si E est une théorie partiellement linéaire alors le E-filtrage avec sym-
boles libres est décidable (resp. finitaire) si et seulement si le E-filtrage est décidable (resp.
finitaire).

On rappelle que les théories linéaires et les théories régulieres non effondrantes sont
partiellement linéaires.

Le seul résultat connu jusqu’a présent ne concernait que le mélange de théories ré-
gulieres qui ne sont pas partiellement linéaires. L algorithme de filtrage dans le mélange
de théories régulieres nécessite la construction effective des solutions de chaque théorie et
ne peut donc étre utilisé pour combiner des algorithmes de décision. Le filtrage dans les
théories régulieres n’est donc pas a proprement parler un cas particulier de celui dans les
théories partiellement linéaires. Ainsi, l’on ne dispose pas de résultat de décidabilité pour
la combinaison du filtrage étendu dans les théories régulieres alors que dans les théories
partiellement linéaires nous avons le théoreme 4.8 et son corollaire:

“Le £y U...U E, U {-filtrage librement étendu est décidable (resp. finitaire) si le
F; U (-filtrage librement étendu est décidable (resp. finitaire).”

Si maintenant 'une des théories F; n’est pas partiellement linéaire alors le F; U ... U
E, UD-filtrage librement étendu est équivalent a la F; U. .. E,U@-unification. Le probleme
est dans ce cas celui résolu par F. Baader et K. Schulz dans [BS92]. C’est pourquoi la
combinaison d’algorithmes de filtrage est traitée ici de fagcon exhaustive meéme si le filtrage
étendu pourrait paraitre a certains égards comme une trop forte extension du filtrage.
Le cas tres particulier des théories régulieres en est la parfaite illustration. Toutefois,
avoir & considérer des équations résolues et donc des problemes de filtrage étendu semble
nécessaire a une approche modulaire pour laquelle la purification joue un role majeur.
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4.2.7 Extension au mélange de théories non disjointes

La notion de forme réduite par couches adaptée aux théories décomposables permet
de transformer un probleme de filtrage I' en une conjonction I'g A T'y A T'y de problemes
tout aussi spécifiques. Nous avons vu au chapitre 2 sous quelle condition il est possible de
résoudre cette conjonction en considérant les problemes

\Y; (Fop) A (T1p) A (Tgp)

sc
peSUBSV(FOArlAF2)

et 'algorithme de combinaison dans les théories disjointes mais en utilisant les algorithmes
d’unification dans 0, F1, Es.

Les spécificités du probleme o AI'; A'; et des théories supposées partiellement linéaires
permettent d’utiliser des algorithmes de filtrage au lieu des algorithmes d’unification.
Cette optimisation est justifiée par la mise en forme réduite par couches des membres
droits des filtre-équations qui force les variables introduites dans les membres droits a
étre skolémisées et rend, par la méme occasion, inutile I'instanciation d’une variable de
RV(To ATy AT;) par un contexte partagé. Il suffit donc de considérer les problemes

\Y; (Top) A (C1p) A (T2p)

pESUBSSE.
RV(T'gATl'; AT3)

qui menent a des problemes de filtrage par application des regles de combinaison du filtrage
dans le mélange des théories disjointes. La restriction sur les identifications a appliquer
ne dépend pas en effet de la forme du mélange, disjoint ou non, mais uniquement de
la propriété de partielle linéarité satisfaite par 0, £y, I/ et de la fagon de combiner les
solutions qui est identique au cas disjoint. Le résultat concernant le filtrage dans les
théories partiellement linéaires peut donc étre étendu aux théories décomposables.

Théoréme 4.10 Soit Fy U F; une théorie décomposable, partiellement linéaire et admet-
tant un facteur de partage. Le £y U Ey-filtrage est décidable (resp. finitaire) si le E;-filtrage
(1 =1,2) est décidable (resp. finitaire).

On notera que dans le cas particulier du mélange avec constantes partagées, il est

possible de ramener simplement le probleme a une disjonction

\Y; (T'ip) A (Tp)

sc
pESUBSW(Fl AT3)

dans le mélange de théories disjointes et se servir ensuite du fait qu'une forme réduite par
couches pour F; U F, est aussi une forme réduite par couches pour £7 U Ej.

N’oublions pas non plus que le calcul d’une forme réduite par couches utilise des
algorithmes de décision du filtrage dans Fy et E,. L’existence d’algorithmes retournant
un ensemble complet de solutions & un probléeme de filtrage arbitraire se révele en effet
une hypothese trop forte puisqu’il suffit d’utiliser un algorithme de semi-décision pour
déterminer une solution s’il en existe une.

Il n’est méme pas besoin de supposer [’existence d’un facteur de partage pour Iy U £,
lorsque les théories E; et F; sont régulieres. Dans ce cas, les problemes a résoudre apres
purification sont deux problémes de filtrage purs a gauche dont les solutions sont forcément
closes. La combinaison des solutions se ramene alors simplement au probleme du mot.
L’algorithme est identique & celui présenté en figure 4.8.
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Théoréme 4.11 Soit Ey U E, une théorie décomposable réguliere. Le 7 U Ey-fillrage est
finitaire st le E;-filtrage (i = 1,2) est finitaire.

Il est remarquable que I’hypothése de décomposabilité avec régularité ne suffit pas
pour 'unification.

4.3 FElimination de cbnstante

Nous allons nous intéresser au plus simple des problemes équationnels, la forme résolue,
dont 'unification élémentaire est unitaire car triviale et ce dans n’importe quelle théorie.

Par contre, dans le cadre de la combinaison, 'unification élémentaire est supplantée
par 'unification avec restriction pour laquelle méme une forme résolue pose des difficultés
si elle ne satisfait pas la restriction.

4.3.1 Forme résolue librement étendue

Nous avons introduit le probleme de ’élimination de constante comme étant celui de
I'unification d’'une forme résolue avec restriction. ;

La résolution suivant une restriction linéaire peut, elle, se traduire de fagon équation-
nelle dans le mélange avec des symboles libres. La définition d’une forme résolue librement
étendue est analogue a celle introduite pour le filtrage.

Définition 4.18 Une E-forme résolue librement étendue est un E U -probléme équa-
tionnel
a Aoy
ot & est une forme résolue et op une substitution formée de symboles libres telle que
e Dom(op) N Ran(og) =0,
e Vz,y € Dom(og),z #y, CSUp(zop="yag) = 0.

Lorsqu’il y a conflit entre une variable apparaissant résolue dans E et dans { alors
cette variable sera forcément instanciée dans . L’hypothése de non-unifiabilité permet
de s’assurer que les variables résolues dans @ et skolémisées dans E ne pourront étre
identifiées.

Proposition 4.19 Si la E-unification de forme résolue librement étendue est décidable
(resp. finitaire) alors la E-unification de forme résolue avec restriction linéaire est déci-
dable (resp. finitaire).

Preuve: A nouveau, d’apres Baader & Schulz [BS92], on peut coder la restriction li-
néaire en posant I' A o, olt 0., une substitution construit a partir de <, vérifie les
hypotheses de la définition 4.18. O

Il est remarquable que cette proposition n’est valable que pour une restriction linéaire.
Si ¢ est une solution de & suivant une restriction quelconque, alors

/\ CL“:? fc(xléa .. '7xm¢)
ceC

n’est pas nécessairement en forme résolue et il n’est donc pas possible de construire im-
meédiatement par composition une solution a & A &y.
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Théoréme 4.12 Si E, et FE, sont deuzx théories partiellement linéaires et non effon-
drantes alors la E; U E,-unification de forme résolue librement étendue est décidable
(resp. finitaire) si et seulement si la E;-unification de forme résolue librement étendue
est décidable (resp. finitaire).

Preuve: C’est une conséquence directe de la proposition 4.18. Une forme résolue est un
cas particulier de probleme de filtrage étendu. Les problemes équationnels devant
étre résolus par application de I'algorithme de filtrage ne restent pas toujours en
forme résolue. On peut en effet introduire des filtre-equations avec des variables
skolémisées en membres droits. Celles-ci n’ont pas de solution car les théories sont
supposées non effondrantes. O

Nous avons établi une correspondance entre élimination de constante et unification
de forme résolue suivant une restriction quelconque et non pas seulement linéaire. C’est
pourquoi nous ne pouvons remplacer la notion d’unification de forme résolue librement
étendue par celle d’élimination de constante qui est trop forte pour les besoins de la
combinaison. On doit alors se restreindre a I’élimination de constante élémentaire.

Théoreme 4.13 Si E, el F, sont deuz théories partiellement linéaires et non effon-
drantes alors la E1U FEq-élimination de constante élémentaire est décidable (resp. finitaire)
st et seulement si la E;-€élimination de constante €lémentaire est décidable (resp. finitaire).

Preuve: Le probleme d’élimination de constante élémentaire consistant a éliminer une
seule constante ¢ dans un seul terme ¢ est équivalent a 'unification de la forme
résolue librement étendue

e="t[c] A e="f.(z).

O

Un algorithme d’élimination de constante élémentaire ne permet pas de résoudre une
conjonction de problemes élémentaires car la notion d’élimination n’est pas stable par
instanciation. Mais en pratique, il a toujours été possible jusqu’a présent d’exprimer un
probleme d’élimination de constante elementalre par un probléme unification. Si 'uni-
fication dans la théorie en question es
élémentaires d’élimination peut se résoudre incrémentalement en considérant successive-
ment chacun des problemes. Il n’y a dans ce cas pas de différence entre élimination et
élimination élémentaire et par conséquent entre unification avec restriction quelconque et

linéaire qui s’obtiennent toutes les deux a ’aide d’un algorithme d’élimination élémentaire.

A N TN D

uili€ COIjOiiClioN a€ Proviciiies

4.3.2 Combinaison des solutions

Nous nous intéressons maintenant a combiner des algorithmes d’élimination de constante
en vue de résoudre une conjonction de formes résolues, chacune pure dans une théorie.

Lorsque une conjonction de formes résolues pures est donnée en entrée, ’algorithme
d’unification dans le mélange de théories équationnelles nécessite encore la connaissance
d’un algorithme d’unification pour résoudre les problemes obtenus apres identification et
choix de théories pour les variables. Se restreindre aux théories partiellement linéaires et
non effondrantes permet de ne pas avoir a pratiquer d’identification et de ne pas avoir a
choisir de théories.
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Théoréme 4.14 Soient F, et Ey, deuzr théories partiellement linéaires et non effon-
drantes, &1 une Fy-forme résolue et oo une Ey-forme résolue. La Ey U Ey-unification
de &y A &4 est décidable (resp. finitaire) si la F;-élimination de constante est décidable

(resp. finitaire).

Preuve: Les seuls problemes équationnels unifiables a ’étape de combinaison de 1’algo-
rithme de filtrage étendu sont des formes résolues suivant une restriction linéaire.
O

L’élimination de constante est donc le seul outil nécessaire pour la combinaison des
solutions dans les théories partiellement linéaires non effondrantes. Cette notion a été
introduite initialement afin de résoudre les cycles composés mais elle s’accompagne en
général d’une phase d’unification pour les équations et filtre-équations obtenues respecti-
vement par identification et choix de théories.

Exemple 4.14 Considérons les théories linéaires non effondrantes Ey = ACO(+) et
Ey = 0 et la conjonction de formes résolues

="y +z A z="f(y,z).

L’élimination de constante dans ACO(+) est équivalente au filtrage sur 0. La forme
résolue ="y + z suivant la restriction x < z a donc pour solution {z — 0,y — 0} dans
ACO(+). La forme résolue z="f(y, z) suivant la méme restriction < z a pour solution
{z = fly,2)}. En combinant ces deux solutions, on obtient

{ » 0,y — 0,2 — f(0,0)}

qui est U'unique solution. En effet, ’élimination de constante dans la théorie mde n’ayant
pas de solution, la restriction linéaire z < x conduit a un échec.
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1. Appliquer tant que possible
Conflit

((3'1 A .’13:?51) A (.T:?SQ A (3'2)
L

si sy(c) € Fy,s2(€) € F

2. Appliquer la régle suivante pour toute restriction linéaire < sur V; @V, = V(61 A 55)
telle que V; C Dom(o;) pour i = 1,2

Resolution
(61 A G2)

e sty € CSUS (¢;,V;),7 # 1
(,),1/\,),2) E;( ]) 7&

3. Solution combinée
Appliquer tant que possible la regle suivante:

Remplacement
Az ="1
[z —t}Aa="1

size V() ett¢g X

Figure 4.11. Regles de combinaison des solutions dans les théories partiellement linéaires
et non effondrantes

4.4 Satisfaisabilité

Le probleme étudié ici est différent de ceux évoqués jusqu’a présent méme s’il s’énonce
de la méme fagon:

“Comment construire un algorithme de satisfaisabilité dans ['union de deuz théories ThyU
Thy a partir de ceuz existants dans Thy et Thy 27"

On s’intéresse désormais a savoir s’il existe un modele de Thy U T hy satisfaisant une
formule arbitraire, alors qu’auparavant le modele était fixé. En particulier, lorsque T°hy U
Thy = Fy U F;y est un ensemble d’égalités, il se peut que le modeéle de Mod(FE; U E,)
satisfaisant une formule ne soit pas T(F, U F2, X)/ =g,ur,- Le théoréeme de Birkhoff,
bien qu’établissant le lien entre égalité modulo =g, g, et égalité dans Mod(FE, U E3), ne
permet pas de ramener le probleme a la satisfaisabilité modulo =g, ug,.

Dans le cadre de la vérification de programmes, on est amené a tester la satisfaisabilité
de formules complexes dans des structures de données comme les tableaux, les listes et
’arithmétique entiere ou réelle. Ces structures de données interagissent entre elles puisque
on peut concevoir des listes de réels ou des tableaux dont les indices sont des entiers,
comme l'illustre la formule

vli + 5] # v[i + 1]

formée d’un opérateur [] de sélection d’un élément de tableau et de 1’addition + sur les
entiers. Cette formule est satisfaisable si 7 # j. Supposons maintenant que 7 et j sont liées

par une formule
1+ k=7 AN0<k<1Akxk<O0.
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Cette formule est satisfaisable dans les entiers et implique 7 = j puisque k£ = 0. Mais la
conjonction avec la formule précédente est alors insatisfaisable.

Le probleme de la satisfaisabilité de formules hétérogenes a été résolu pour I’arithmé-
tique de Presburger avec symboles non interprétés par Shostak [Sho79] puis en présence
de tableaux (d’entiers) par Suzuki et Jefferson [SJ77]. Une approche modulaire est sui-
vie par Nelson et Oppen [NOT9, Nel81] avec pour objectif de combiner des algorithmes
de satisfaisabilité dans les théories du premier ordre de certaines structures de données.
L’objectif de cette section est de d’abord présenter ces travaux relativement anciens et 1’al-
gorithme de combinaison déterministe qui en résulte. Ensuite, nous verrons des regles de
combinaison qui s’apparentent beaucoup a celles vues jusqu’a présent pour 1'unification,
le probleme du mot ou le filtrage.

Ces regles de transformations sont liées & la construction d’un modele pour 'union de
deux théories disjointes satisfaisant une conjonction de deux formules si chacune d’elles
est pure et satisfaisable dans une théorie. On pourra se ramener a une conjonction de deux
formules pures par une étape préliminaire de purification. Mais il ne suffit pourtant pas de
tester la satisfaisabilité des formules obtenues par purification. Il va encore falloir pratiquer
I'identification de variables de facon indéterministe. Une vision moins déterministe de
I’algorithme présenté dans [NO79] avait déja été esquissée par Oppen [Opp80]. L’étape
indéterministe d’identification de variables que nous proposons est identique a celle utilisée
par F. Baader et K. Schulz pour la disunification [BS93]. Des variables z, y non identifiées
doivent étre contraintes a satisfaire la diségalité = # y.

4.4.1 Exemples de théories

Nous donnons quelques exemples d’axiomatisation en logique du premier ordre de
“structures de données” dont les algorithmes de décision de la satisfaisabilité des for-
mules sans quantification sont connus et pourront étre ensuite combinés par la méthode
introduite par la suite. Nous supposerons dorénavant que toutes les formules considérées
sont universellement quantifiées, ou sans quantification. Les exemples suivants sont tirés

de [NOT79, Opp80].

e La satisfaisabilité dans la théorie R des réels avec 'opérateur d’addition présentée
par ’ensemble d’axiomes R

z+0=2x
4+ (=z)=0
(e+y)+z=z+(y+2)
rTty=y+tzw
z <z

R=¢ z<yVvy<z

rSyNysz=>z=y
c<yAy<z=>zx<z2
r<y=>rc+z<y+=z

01
0<1

est décidable par un algorithme basé sur le simplexe [Nel81].
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e La satisfaisabilité dans la théorie 7 des tableaux présentée par 1" ’ensemble des
axiormes

store(v, i, ¢e)[i] = e
i # ] = store(v, 1, ¢)[j] = vlj]
T = { store(v,1,v[i]) =v
store(store(v, 1, €), 1, f) = store(v, 7, f)
1 # j = store(store(v, 1, ¢e), j, f) = store(store(v, 7, f), 2, ¢€)

est décidable [DST78]. La sélection du i-eéme élément de v, select(v,?), a été abrégée
en vlz).

e La satisfaisabilité dans la théorie vide § ou théorie de 1’égalité.

Nous n’avons introduit que le strict nécessaire pour illustrer le fonctionnement de
I’algorithme de combinaison, qui va permettre par exemple de résoudre le probleme de
satisfaisabilité dans I'union des théories RUT, T U® ou R U 0.

4.4.2 Algorithme déterministe

Le déroulement de ’algorithme est d’abord présenté de fagon informelle sur un exemple
pour que le lecteur puisse apprécier son comportement sans surprise.
Considérons la formule

(Yrue) e+ flz)—fly) #Fz+yrhz<yAy+z2<zAz20

dans la théorie RU{. L’introduction de variables aux positions étrangeres et des équations
résolues correspondantes permet de transformer la formule g g en une conjonction pr A

g,
(¥r) t+ X -Y#Fz+tyhz<yAy+z<zAhz20,

=y X=fz)NY = f(y)

satisfaisable dans R U 0 si et seulement si ¢ Dest.

L’interaction entre les théories R et {} se fait au travers des formules communes aux
deux théories, déduites par I'une et propagées par 'autre. Il s’agit typiquement d’égalités
impropres * = y ou de diségalités = # y. On pourrait s’inquiéter du nombre potentiel-
lement infini de formules impropres encore appelées résidus dans [NO79]. Heureusement,
seules les égalités entre deux variables sont a propager. Ainsi, de la formule ¢ on peut
déduire que z = y. Cette déduction est automatique car nous disposons dans R d’un al-
gorithme de décision de la satisfaisabilité et donc indirectement de la validité par exemple
de pr = = = y dans R. L’égalité & = y est ensuite propagée dans ¢y, pour obtenir

(¢r) z+ X -Y#z+yAe<yAy+z2<zAz=20ANz=y,

(o) X=fe)NY = fly)hz=y.



4.4, Satisfaisabilité 147

L’algorithme de décision dans @) permet de déduire X = Y propagée dans ¢g. Le nouvel
état est

(¢r) t+ X —-Y#z+yAz<yAy+z<zAz20Az=yAX =Y,

() X=f&)AY = f(y) Az =yAX =Y
avec g devenu insatisfaisable car équivalent a
X-Y#0ANX=Y

vu que ¢ = y et z = (0. L’algorithme retourne finalement insatisfaisable et ce résultat est
correct puisque toutes les transformations effectuées sont valides dans R ou 0, donc dans
RUD.

S1 nous étions arrivé a un stade ou chaque formule est satisfaisable dans sa théorie et
aucune équation impropre déductible, alors 1’algorithme aurait retourné satisfaisable. Toute
la difficulté de la preuve d’adéquation faite dans [NOT9], que nous ne développerons pas
ici, est de démontrer que la formule est bien dans ce cas satisfaisable dans R U 0.

La propagation des équations n’est cependant pas aussi simple qu’il y parait. Déduire
n égalités z; = y1,...,2, = y, d’'une formule ¢ est équivalent a déduire la conjonction
N z; = y; de . Par contre, il existe des formules pour lesquelles une disjonction V7 z; =
y; est déduite sans que I'une des égalités x; = y; le soit individuellement.

Définition 4.19 Sotent 2n wvariables xq,...,T0,Y1,...yn. Une formule © est conveze si
@ impliqgue une disjonction VI_,z; = y; alors p implique x; = y; pour un 1 € {1,...,n}.

Une théorie est convexe si toules ses formules sont convezes.

On peut montrer que R est convexe par des considérations géométriques dans R. Mais
T n’est pas convexe car

store(v,t,e)[j] =z Av[jl=y=>z=yVz=ce

sans que store(v,1,¢€)[7] = z A v[j] = y n’implique individuellement z = y ou z = e. La
théorie des entiers avec I’addition n’est pas non plus convexe car

0<z<iAy=0NAz=1=>or=yVzr=z2
Il en est de méme pour la théorie des réels avec multiplication car
rxy=0Az=0=>zc=yVy=z=z

La non convexité d’une théorie n’empéche pas ’algorithme de combinaison de s’appli-
quer, elle ne fait que le compliquer. Chaque équation d’une disjonction doit étre en effet
prise en compte dans un branchement différent.
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Algorithme par propagation d’égalités

Soient T'hy et T'hy deux théories formées sur des signatures disjointes et ¢ une formule
hétérogene.

1. Transformer ¢ en une conjonction de formules ¢; A @, respectivement 1-pure et
2-pure.

2. (Insatisfaisable 7) Si (1 est insatisfaisable dans T'h; ou ¢, insatisfaisable dans T'h,
alors retourner insatisfaisable.

3. (Propagation) Si Th; = ¢; = ¢ =y et Th; fr o; = & =y alors

w1 :=(p1 ANz =y)et p:=(p2 ANz =y)
puis aller en 2.

4. (Branchement ?) Si ¢; implique une disjonction

n
\/ i =Y
=1

sans impliquer individuellement chaque équation alors relancer n fois 1’algorithme
avec @1 Ay A z; = y; en entrée. Retourner satisfaisable si I'une au moins des n
exécutions retourne satisfaisable. Sinon retourner insatisfaisable.

5. Retourner satisfaisable.

Cet algorithme termine puisqu’on ne peut créer indéfiniment des égalités entre un
nombre fini et constant de variables. Par comparaison, la terminaison de 1’algorithme de
combinaison de I'unification donné par A. Boudet est beaucoup plus délicate méme s’il
est aussi basé sur la propagation des équations entre variables. La différence se situe au
niveau de I’ensemble des variables qui est dans ce cas modifié au cours du déroulement
de P’algorithme.

Le principal inconvénient de I’algorithme que nous venons de présenter est d’avoir a
utiliser les algorithmes de décision a deux niveaux, I'un pour la satisfaisabilité des formules
et I'autre pour la déduction des égalités a propager.

Nous allons adopter une autre démarche, fondamentalement différente, consistant a
ne pas déduire des égalités mais a imposer une méme identification de variables dans les
deux théories.

L’algorithme que nous présentons formellement dans le prochain paragraphe est a
’algorithme de Nelson et Oppen, ce qu’est ’algorithme de F. Baader et K. Schulz a celui
de A. Boudet. La preuve s’appuie sur la construction effective d’un modele de T'hy U T h,
satisfaisant une conjonction de formules pures, chacune déja satisfaisable dans sa théorie.

Le prochain paragraphe va permettre de formaliser certains concepts et de préciser
les théories pour lesquelles 'algorithme de combinaison est adéquat. En effet, méme si
nous n'en avions pas fait mention jusqu’a présent, l'algorithme de Nelson et Oppen ne
s’applique pas toujours.
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4.4.3 Modele pour la combinaison

Dans ce qui suit, une formule est une formule de logique du premier ordre sans quan-
tification.

Définition 4.20 Une théorie T'h est un ensemble de formules. Une formule ¢ est valide
dans une théorie T'h si tout modéle de Th est modéle de , ce qu’on note Th = . Une
formule ¢ est satisfaisable dans une théorie Th s’il existe un modéle de Th qui satisfait .
Une formule ¢ est insatisfaisable dans une théorie Th si elle n’est pas satisfaisable dans

Th.
Corollaire 4.8 Une formule ¢ est valide dans Th si ~p est insatisfaisable dans Th.

Preuve: Par définition ¢ est valide dans T'h signifie que @ est valide dans tous les modeles
de T'h, ce qui est équivalent a — insatisfaisable dans tous les modeles de T'h. O

Un algorithme de décision de la satisfaisabilité fournit aussi un algorithme de décision
de la validité et réciproquement. Cela explique pourquoi on peut décider des formules

ThiEe=z=y

et donc “déduire” les équations entre deux variables z et y de ¢ a propager par ’algorithme
de Nelson et Oppen.

L’objet de ce paragraphe est de montrer comment construire un modele de Thy U T h,
satisfaisant une conjonction de formules ¢ A @2 si g est satisfaisable dans T'h; et fy
satisfaisable dans Th,. Les modeles My de Thy et M, de T h, satisfaisant respectivement
@1 et o doivent vérifier une méme propriété.

Définition 4.21 (G. Nelson [Nel81]) Une théorie Th est stable-infinie si pour toute for-
mule ¢ satisfaisable dans T'h il existe un modele de T'h satisfaisant o ayant un domaine

Les théories utilisées en pratique axiomatisent des modeles dont les domaines sont,
infinis: Réels, Entiers, Termes, Tableaux, Listes, etc ...

Définition 4.22 Une théorie Th axiomatise un modele M si toute formule valide dans
M Dest aussi dans Th et réciproquement.

Corollaire 4.9 Une théorie ariomatisant un modeéle de domaine infini est stable-infinie.

Les théories R, T, {) sont donc stabie-infinies.

Lorsque une théorie est stable-infinie et ¢ satisfaisable dans cette théorie alors il existe
un modele infini dénombrable satisfaisant ¢ puisque il possible de prendre un domaine
dénombrable de termes clos a la place du domaine infini quelconque. Les constantes cor-
respondent aux valeurs d’une assignation des variables de ¢ évaluant ¢ a vrai.

Deux théories stable-infinies ont quasiment un méme domaine d’interprétation car
deux ensembles infinis dénombrables peuvent étre mis en bijection. L’existence d’une telle
bijection permet d’envisager maintenant la construction d’un modele de T'h;UT Ay, pourvu
que les signatures des théories soient disjointes.
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I faut cependant que deux variables prennent une méme valeur simultanément dans
les deux théories. C’est pourquoi nous allons effectuer une méme identification de va-
riables dans les deux formules pures. Mais comme précédemment pour la disunification
(cf. chapitre 2), les variables non identifiées doivent étre en plus contraintes a satisfaire
les diségalités £, (cf. définition 2.22).

Le résultat suivant établit comment réutiliser les algorithmes de satisfaisabilité de
chaque théorie composante.

Théoreme 4.15 Si Thy et Thy sont deux théories stable-infinies a signatures disjointes
alors une formule ¢1 A @q est satisfaisable dans la théorie Thy U Thy si et seulement st
il existe une identification £ telle que p1& A €4 est satisfaisable dans Thy et 6 N Ex est
satisfaisable dans Thy.

Preuve: On suppose les théories T'h; et Thy formées respectivement sur une (Fi, Py )-
signature et (F3, P,)-signature.

(=) 1l existe un modele M de Thy; U Th, et une assignation o : X — M tels que
a(p1/Apy) est vrai. Pour I'identification ¢ définie sur V(1 Awy) comme suit: z€ = y¢
si a(z) = a(y), on a encore a(p1 Aw2)é Aéx) vrai, qui est équivalent & a(p1€ A€x)
vrai et a(wed A €x) vral. Ainsi M est un modele de T'h; satisfaisant @& A €.

(«) 1l existe un modele M; de Th; et une assignation «o; : X — M; tels que
(i€ A Ex) est vrai. On peut supposer sans perte de généralité que M; et M, sont
des domaines infinis dénombrables. Ils peuvent étre donc mis en bijection. On note
h une bijection de M; vers M, telle que

Ve e V(w1 A wa)l A&z), hlaa(z)) = oa(z)

La relation d’équivalence sur My U M, engendrée par h est notée =. Les assignations
ay et oy définissent une assignation a : V(o A ¢g) — (M; U My)/= de la fagon
suivante:

Ve € V(o1 Aga), ale) = [ar(2€)]/= = [aa(at)]/=

La structure M de domaine (M; U M;)/= est définie comme suit sur les symboles

de fonctions et prédicats:

vieFi, fmla]/z .. leal/z) = [fmlar, .. a0)]/=
Vf € ]:27 f/‘\/i([bl]/57 R [bn //E) = [ffviz(blv te ?bn)]/E
Vp € P, PM([al]/Ew"v[an]/E) = pM1(a17"'van)
VPE p27 pM([bl]/Eaa[bn]/E) = pMz(blv"'7bn)

Cette structure est modéle de T'hy U T'h, et satisfait ¢ A @q car a@r A @) est vral.
O

Corollaire 4.10 La propriété stable-infinie est modulaire par union disjointe: Thy UThy
est stable-infinie si Thy et Thy sont deuz théories stable-infinies a signatures disjointes.

Preuve: Le domaine (M; U M,)/= du modele M construit pour la preuve du théo-
reme 4.15 est infini. O
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1. Purification
(@) ThyuTh,

(1 A 92)ThyuTh, , . .
ol 1 A g est obtenue & partir de f en appliquant tant que possible la regle

Abstraction Variable
(S‘Q /\ p(t17 o 7tﬂ))Th1UTh2

(90 A p(. . ,tg[w « .T], .. ) ANz = tl|w)Th1UTh2

N

ou

e pePiU{=},
e [c{l,...,n},
e w € AlienPos(t),

e z est une nouvelle variable.

2. ldentification des variables
(1 A ©2)ThyuThs

VeerDy(py noy) (916 A &g )Thy A (026 A &t )Tny)

3. Satisfaisabilité

Appliquer tant que possible les regles suivantes:

(%.W)frh’ si ¢, satisfaisable dans T'h;
(%J)_Th’ si p; est insatisfaisable dans T'h;

Figure 4.12. Regles de combinaison de la satisfaisabilité

4.4.4 Regles de combinaison

Par souci de commodité, nous supposerons que la formule ¢ a décider est mise en
forme normale disjonctive, chaque conjonction de littéraux étant décidée séparément. Le

résultat définitif est obtenu en prenant la disjonction des formules I ou T qui se réduit

& L (insatisfaisable) ou T (satisfaisable).

La proposition suivante est une conséquence directe du théoreme 4.15.

Proposition 4.20 Si Thy et Thy sont deuz théories stable-infinies a signatures disjointes
et ¢ une conjonction de litlérauz, alors les régles de combinaison de la figure 4.12 retourne
T si @ est satisfaisable dans Thy UThy, L sinon.

L’algorithme de combinaison ainsi décrit se comporte de [a méme maniere dans les
théories convexes et non convexes.
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Exemple 4.15 Considérons l'exemple tiré de [NO79],

) store(v,2,€)[j] = z A o] =,

(¢r) z>elNz>y.

Pour les identifications £ identifiant z et y, on a pré insatisfaisable dans K. Pour les
tdentifications £ identifiant x et e, on a pgr insatisfaisable dans R. Pour les autres iden-
tifications, on doit considérer la conjonction des diségalités x # y AN x # e A ... et alors
o1l N €4 est insatisfaisable. Fn définitive, la formule or N o1 est insatisfaisable dans
RUT car or€ A €x est insatisfaisable dans R ou ngé A&z est insatisfaisable dans T' pour
toute identification £.

L’algorithme proposé par Nelson et Oppen aurait déduit

TEeyr=>x=yVr=e

puis propagé séparement x =y el x = e,

4.4.5 Application aux théories équationnelles

On s’intéresse naturellement a appliquer ’algorithme de combinaison de la satisfaisa-
bilité a deux théories E; et F, composées exclusivement d’axiomes égalitaires.
Un modele particulier de F; est ’algebre libre

T(F X)) =

engendrée par ’ensemble d’axiomes F;. Le résultat fondamental dii & G .Birkhoff [Bir35,
BM70] permet d’étudier le probleme de validité dans E; grace a T (F;, X')/ =g, puisque

E; IZSZ' :tzﬁj(}—“/ﬂt})/ :Ei': s; = t;.

Mais cette équivalence n’est valable que pour une égalité s; = ¢, ou plus exactement une
conjonction d’égalités. Un algorithme de décision du probleme du mot dans E; ne fournit
ainsi qu’un algorithme de satisfaisabilité des formules

(N sig=tix) =\ sig # tig

kEK ke K

Une formule pure obtenue par purification n’a pas cette forme et ne pourra donc pas
étre décidée. Les regles de combinaison de la satisfaisabilité ne permettent pas la décision
du probleme du mot dans E; U F; qui a été traité en début de chapitre.

Meéme la conjonction de formules pures

e1Aoa =V sip Zlix) AV S2k, # tak,)

k1€Ky ko €Ko

ne peut étre décidée car les formules obtenues apres identification des variables sont encore
trop complexes pour ’algorithme disponible dans chaque théorie équationnelle.

En conclusion, 'algorithme de combinaison de la satisfaisabilité n’est pas adapté a
I'union disjointe des théories équationnelles. Nous avons vu en début de chapitre quelles
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sont les étapes supplémentaires nécessaires a la décision du probleme du mot dans 'union
des théories équationnelles. Il n’est pas étonnant en effet qu'un algorithme de satisfaisa-
bilité pour un modele particulier, en 'occurrence

T(FiUFe, X))/ =E,0E,

soit une spécialisation d’un algorithme de satisfaisabilité pour I’ensemble des modeles de
Ey U E,.

L’extension de 1’algorithme de combinaison de la satisfaisabilité & des mélanges de
théories non disjointes n’a pas encore été menée, mais il semble que la construction du
modele pour la preuve du théoreme 4.15 se généralise tres bien lorsque seules les constantes
sont partagées et qu’il n’y a pas deux constantes représentant le méme élément du do-
maine. Cette hypothése sera reprise pour la définition au chapitre 6 d’un langage de
contraintes dans lequel un algorithme de résolution symbolique s’obtient par combinai-
som.
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5

Résolution de contraintes dans les
algebres finies

Ce chapitre est consacré a 1’étude d’algorithmes de résolution dans des structures
algébriques basées sur des domaines finis. Nous nous intéresserons en premier lieu aux
anneaux et algebres booléennes ou I'unification a la propriété d’étre unitaire. Deux mé-
thodes anciennes ont été récemment redécouvertes. Nous les rappellerons en les appliquant
uniquement a l'unification dans I’anneau booléen a deux éléments ou a I’algebre de Boole
associée.

Il y a souvent confusion entre l’algebre de Boole et les booléens, entre ’algebre ini-
tiale et la variété équationnelle engendrée par les axiomes booléens. Nous verrons que
cette confusion est pleinement justifiée. En conséquence, ’algorithme d’unification dans
’algebre initiale fournit un algorithme d’unification dans la variété équationnelle. Par ce
biais, le probleme est repositionné dans un contexte plus standard en théorie de I'unifica-
tion.

Les propriétés de 'algebre de Boole se généralisent a d’autres algebres finies dites
primales qui par définition ont une structure algébrique suffisamment riche pour permettre
d’exprimer n’importe quelle fonction par un terme. Nous allons poursuivre ’approche
initialisée dans [Biit89, Biit88, BES*90] qui consiste a plonger toute algebre finie dans

une algebre primale par adjonction d’opérateurs.

L’objectif est de mettre en évidence des classes d’algebres ayant les mémes bonnes
propriétés que celles de 'algebre de Boole. Le concept d’algebre primale sera ainsi gé-
néralisé a d’autres structures potentiellement infinies, comme par exemple la structure
des pseudo-booléens qui contient les entiers et les booléens. L’algorithme de résolution
de contrainte introduit pour les algebres finies sera étendu a ces structures mélangeant

Parithmétique sur les entiers et un ou plusieurs domaines finis.

5.1 Anneaux booléens

Les anneaux booléens ont suscité beaucoup d’intérét en déduction automatique. C’est
une théorie équationnelle dont la complétion modulo des égalités AC' termine et donne un
systeme de réécriture pour décider du probleme du mot. L’unification dans les anneaux
booléens a elle aussi connu un vif regain d’interét ces dernieres années car elle offre la
particularité d’étre unitaire.

135
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5.1.1 Probléme du mot

La classe des anneaux booléens est définie par ’ensemble des axiomes BR construit
sur ’ensemble des symboles de fonctions Fgr = {0,1,A, B}.

tPB0 = 2

z@z = 0

zA0 = 0

TNl = z

TANxT = =z
T Ay & 2) (zNy) @ (zA2)

BR = zdz = 0

TNy = yAzx
(zAy)ANz = zA(yAz)

Ty = yor
(z@y)dz = 70D =)

ANy = yAz
(zANy)ANz = zA(yA=z)

Un anneau boolcen est un modeéle de BE.

Le systeme de regles de réécriture obtenu apres complétion modulo les axiomes d’as-
sociativité et commutativité de A et @ a été donné pour la premiére fois par Hsiang et
Dershowitz [HD83]. Il peut s’obtenir de fagon automatique par un logiciel de complétion
supportant l'unification associative-commutative [KK86].

zd0 — =z
xHx — O
xANQ — O
TNl — =z
TNz —

sA(y®z) — (zAhy)D(zAz)

La réécriture par ces regles et modulo 'associativité-commutativité de A et & fournit
un algorithme de décision de I'égalité dans les anneaux booléens. L’étroite liaison existant
entre anneaux et algebres booléennes permet de dériver un systeme de réécriture de termes
contenant éventuellement le ™ (non) et le V {ou). Il suffit de rajouter les regles suivantes:

Vy — (Ay)@TBY

T — 51

pour transposer le probleme dans les anneaux booléens.

[’égalité dans les algebres booléennes est donc elle aussi décidable par réécriture. Le
systeme canonique utilisé n’est cependant pas construit sur les seuls symboles de fonctions
{0,1,A,7, 4} définissant une algebre booléenne. La définition d’une algebre booléenne sera
précisée ultérieurement.

L’existence d’'un systéme canonique pourrait motiver 'utilisation de techniques de
surréduction afin de construire une procédure d’unification, voire un algorithme. Cette idée
est a proscrire de par les propriétés exemplaires de cette théorie concernant 'unification.
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5.1.2 Unification

La résolution d’équations dans les anneaux booléens a été traitée depuis fort long-
temps, 'une des deux méthodes présentées dans ce qui suit étant due a Boole, 'autre
plus récente a été présentée par Lowenheim au début du siecle. Ces deux algorithmes
de résolution ont été repris récemment par U. Martin & T. Nipkow [MN86, MN89] et
W. Biittner & Simonis [BS87] dans un cadre plus conforme & la théorie de I'unification.
L’objectif de ce paragraphe est d’exposer ces différents algorithmes et d’en montrer les
avantages et surtout les inconvénients.

Par souci de commodité, ces algorithmes sont présentés uniquement dans ’algebre
initiale de BR de domaine {0,1}, c’est-a-dire 'anneau booléen & deux éléments {0,1}
noté 2, méme s’ils sont valables pour tout modele de BR.

Définition 5.1 Les termes booléens t formés sur les symboles Fgr contenant n variables
T1,...,T, seront notés st nécessaire t(zy,...,x,) et sont interprétés comme des fonctions
booléennes de 2" — 2. Si b € 2" alors t(b) correspond a la valeur de cette fonction en b.

Lemme 5.1 Le probléme d’unification entre termes booléens t1="t, est équivalent au
probleme de filtrage t, @ t,="0.

Preuve: Les équations t;="t5, {; @ ty="t; B t, puis finalement ¢; & t,="0 par ’axiome
z @ z = 0 ont le méme ensemble de solutions. O

Seules les équations t="0 seront donc considérées par la suite.

L’unification dans les anneau booléens est unitaire. Elle s’apparente donc a I'unification
dans la théorie vide, elle aussi unitaire. Pourtant, a la différence de la théorie vide, il existe
un nombre infini d’unificateurs principaux équivalents entre eux. En effet, il existe un
unique terme dans chaque classe d’équivalence modulo ) mais une infinité dans chaque
classe d’équivalence modulo BR. Pour choisir un bon unificateur principal, il va donc
falloir des criteres comme celui introduit ci-dessous.

Définition 5.2 Un unificateur o de t="0 tel que VRan(co) = V(t) est reproductif si pour
tout b solution de t="0, i.e. t(b) =0, on a

(3310(_&), v 73:71(7(@)) - Q

Un unificateur reproductif possede donc la particularité de représenter I’ensemble des
solutions.

Proposition 5.1 Un unificateur reproductif est un unificateur principal.

Preuve: Etant donnés ¢ un unificateur et ¢ un unificateur reproductif, on montre que
o g,‘;ﬂij 0.
Soit m = V(t¢) le nombre de variables apparaissant dans 1’équation substituée. Pour
tout m-uplet & on a

Vie {1,...,n}, zio(z16(),...,z.0(b)) = z;6(b)
puisque ¢ est un unificateur de't="0, c’est-a-dire

Nous avons donc Vz; € V(t), 2,00 = x;6 et par conséquent o Sg(}? ¢. O
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L’avantage des méthodes de Boole et Lowenheim est de retourner directement un
unificateur reproductif et donc principal.

Théoréme 5.1 (Méthode de Boole [Boo47]). Soit un probléme d’unification

2

t(.fl?l, e .’I?n):O
Si la substitution o est définie par
o={x1— (t(0,2q,...,2,) B t(L,22,...,2,) D 1) Azy D0, 29,...,2,)}0,

et o’ un unificateur principal de

2

t(O,xg, . ,.’En) A t(l,.’l?g, cee ,.’En):'
alors o est un unificateur principal de t="0.

Pour le début de la récurrence, il s’agira de remarquer que 1'identité est un unificateur
reproductif si ¢t = 0.

Preuve: (Idée). On se contente de vérifier par récurrence sur le nombre de variables n
. . ? . .
que si ¢ est un unificateur de ¢="0 alors il est reproductif.

Lorsque n = 0, on peut remarquer que I’'identité est un unificateur reproductif si
t=0.

Considérons n > 0 et une solution b de t="0. Soit b = (0,by,...,b,) et z10(b) =
t(0,b,...,b,) =0.S0it b = (1,bg,...,b,) et zy0(b) = 1(0,by,...,0,)Bt(0,bs,...,0,)F
1 = 1. Dans tous les cas, la premiere composante est reproduite. En supposant o’
reproductif, on obtient

(z10(b), 220" (), ..., 2,0 (8)) = (210(8), b2,y ..., b)) = (b1, .., by)-
O
Exemple 5.1 Considérons le terme t = (1 @ z2) A z1. Lunificateur principal est
o={z1—~ (08 (1FBz)P1) Az}

avec o' unificateur principal de 0 A z9="0. Comme 0 A o =pgr 0, on peut prendre la
substitution identité pour o'. Aprés simplification, on obtient o = {z > x1 A z2} et lon
vérifie que

to=(r1AN22@z) A1 =21 A2y B 1 Ay =0.

L’algorithme implanté dans CHIP et présenté dans [BS87] se base sur la méthode de
Boole. Les variables introduites par unification sont renommées, et toutes les variables du
probleme a unifier ne sont pas nécessairement instanciées.

Le renommage des variables dans ['unificateur principal permet de considérer 'unifi-
cateur principal comme un probléme équationnel en forme résolue, et d’adopter ainsi une
approche par régles de transformation de problemes équationnels.
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Les variables n’ont pas a étre toutes instanciées si le test d’arrét est 1 =ggr 0 avec
t non clos, au lieu de ¢t = 0 avec ¢ clos. Cette optimisation a déja été pratiquée dans
I’exemple 5.1.

Une autre implantation de la méthode figure dans [RT90].

L’autre méthode dlie & Lowenheim nécessite la connaissance d’une solution particu-
liere, un probléme annexe traité dans [MN88] pour le cas général et qui n’est pas considéré
ici car évident dans 2.

Théoreme 5.2 (Méthode de Lowenheim [Low08]). Soit b une solution particuliére de

<

t(:z:l, . ,.’En):O
La substitution o définie par
c={zir zi®t(z1,...,z) A (z; B Y))}
=1
est un unificateur principal de t="0.

Preuve: Cette méthode retourne un unificateur reproductif: si ¢(b) = 0 alors

(z10(b), ..., 200 ()) = (bL@®LB)A (by BB, ... by ®t(b) A (by @ U.))
= (b BOAGBDY),... . b DO (b &)
= (b1y...,bp).

Pour les non solutions b vérifiant £(b) = 1, on obtient

(210(B), ..., 2a0 (D)) = (b1 @ by BY),... b & (b ®V.))
= (B,,...,0). ‘

O

DY acQasio a3l
Uil AoouLlT auas

la section suivante.

Exemple 5.2 Considérons le terme t = z1 A\ x5 et la solution particuliére (0,0) telle que
t(0,0) = 0. Un unificateur principal esi

o={r1— 1 DT NT2, T2 — To DT A T2}
et lon vérifie que to = (z1 Bxi Aa) A(z2 B i Az) =21 Az Dy Azy =0.

Le gros inconvénient des deux méthodes, surtout de la seconde, est d’introduire autant
de variables que de variables initialement dans le probleme. L’unification ne simplifie pas
le probleme en nombre de variables. I.’algorithme [BEST90] exposé plus en détail par la
suite n’a pas cet inconvénient, il introduit un nombre minimal de variables. Le probleme
apres unification s’en trouve simplifié, méme si I’ensemble des solutions est conservé. Le
prix a payer est le calcul cette fois de I’ensemble des solutions et non plus, comme pour
la méthode de Lowenheim, d’une seule solution.
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5.2 Algébres booléennes et primales

Nous avons déja introduit de fagon implicite une algebre booléenne en définissant le V
(ou) et le " (non) par rapport & un anneau booléen. Il aurait été tout aussi naturel [Rud74]
d’introduire d’abord la notion d’algebre booléenne puis celle d’anneau en posant z @ y =
(Z Ay)V (z Ay). La présentation équationnelle BA sur ’ensemble des symboles Fgs =
{0,1,A,V,7} ci-dessous est celle tirée de [SA91].

VO = =z
ANl = z
sA(yVz) = (zAhy)V(zAz)
tV(ynz) = (zVy)A(zV2)
ExVyg/\y =y
rAy)Vy =y
BA= Vi = 1
xAz = 0
TANYy = YAz
(zAyY)ANz = zA(yA=z)
tVy = yVz
(zVy)Vz = zV(yVz)

Une algébre booléenne est un modele de BA.

La structure d’anneau booléen a souvent été préférée en déduction automatique a
celle d’algebre booléenne car elle offre, nous 1’avons déja évoqué, un parfait exemple de
réécriture modulo un ensemble d’égalités AC alors que la présentation équationnelle BA
n’admet pas de systéme réécriture canonique [SA91].

Pourtant, la réécriture modulo AC, bien qu’elle fournisse une méthode élégante de
décision de 1’égalité, n’est pas un outil particulierement efficace. Par ailleurs, le fait que
I’égalité dans B R soit aussi celle dans 2 incite a ne considérer que l’anneau booléen 2
dans lequel le probleme du mot est simplement un probleme de combinatoire.

Nous allons nous intéresser plus particulierement aux algebres finies dont le domaine
et ’ensemble des opérations sont finis. Un exemple de base est I'algebre de Boole B a deux
éiéments {0,1}. Il est bien connu dans cetie algebre que toute fonction de {0,1}™ vers
{0,1} peut étre représentée par un terme qui est la somme de ses mondmes. Cette dé-
composition symbolique est du plus grand interét pour I'unification. Les algebres vérifiant
cette propriété bien singuliere sont dites primales.

Dans un premier temps, on précise la relation entre terme et fonction.

Soit A une F-algebre de domaine A avec F un ensemble fini de symboles. Un terme ¢
formé sur ’ensemble des symboles de fonctions F et un ensemble de variables z4,..., z,,
A

1. AM s R N
ac A vers A coinme suit:

Y(ay,...,a,) € A™, tA(al, cey ) = aft),

1720 T ~ i @b
dennit une ronction v

oll ¢ est une assignation qui associe la valeur a; a la variable z; pour tout 7 € [1...m].
Réciproquement, si toute fonction est l'interprétation fonctionnelle d’un terme alors
A est dite primale [Fos53, Nip90].

Définition 5.3 Une F-algebre A est primale si toute fonction f : A™ — A d’arité m
non nulle est égale a t* pour un terme t de T(F,X).
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Une algebre primale est par définition une algebre engendrée par les termes. Mais la
réciproque est fausse puisque ’algebre de termes avec un ensemble fini de symboles n’est
pas primale.

Proposition 5.2 Si A est une F-algébre primale ayant un ensemble de symboles de
fonctions F fini, alors A est une algébre finie.

Preuve: Sile domaine A de A est infini, alors
{facglg: AT — AP, fa € (Fp)a}
est strictement inclus dans {A™ — A}. O

Nous supposerons dorénavant un ensemble fini de symboles de fonctions F et sous cette
condition, une algebre primale est une algebre finie. Mais la réciproque est évidemment
fausse. L’idée de W. Biittner pour manipuler de fagon homogene I’ensemble des algebres
finies est d’enrichir leurs structures algébriques pour que toutes deviennent primales. Nous
allons nous placer dans le méme contexte.

Définition 5.4 Soit A une F-algébre de domaine A = {0,...,n — 1}. L’algébre finie

enrichie A a pour domaine A et pour symboles de fonctions
F=FUu{L[1],....[n=2,T,Co...,Cpn1,+,-}

interpretés comme suit:

e 14=20

e [4=n—1

o Vic A\ {0,n—1}, [i]a =1

e Vic AVz € A, Ciygler)=n—1siz =10 sinon
e V(z,y) € A%, = +4y = max(z,y)

o V(z,y) € A% -4y = min(z,y).

Exemple 5.3 L’algébre de domaine A = {0,1} muni des seuls opérateurs d’enrichisse-
ment est [’algébre de Boole B a un renommage prés des symboles: le symbole + correspon-
dant a V (ou), - a A (et), Co a~ (non). L’opérateur Cy est lidentité: Cy(z) = x. L’algébre
de Boole sera souvent pris pour les exemples; c’est la plus intéressante “sur le papier” car
la combinatoire inhérente au domaine y est limitée.

L’algebre A est primale puisque toute fonction f : A™ — A est égale a I'interprétation
fonctionnelle du terme

2. Cal@r) - Coplzm) [flar,. . am)] (POST)
(a1yemyam)EA™
ot [f(ay....,a)] est la constante dont 'interprétation vaut la valeur de f en (ay, ..., an).

Ce terme représente la table de vérité de la fonction f. L’adjonction de nouveaux opéra-
teurs permet ainsi une représentation symbolique d’une fonction sur un domaine fini.
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5.3 Une présentation équationnelle pour les algebres
primales

Nous allons maintenant construire une théorie équationnelle qui, par remplacement
d’égal par égal, permet d’obtenir une forme canonique pour tout terme ¢ qui est la dé-
composition de (POST) de la fonction t#. La table de vérité de I’ interprétation fonc-
tionnelle d’un terme ¢ peut donc étre obtenue par raisonnement équationnel a partir de
la connaissance des tables de vérité des fonctions F 4.

Définition 5.5 Soit AF 'ensemble fini d’aziomes sur T (F,X) donné en figure 5.1.

z+(y+z) = (e+y)+= (1)
zt+y = y+uz (2)
z-(y-z) = (z-y)z (3)
Ty = Yoz (4)
t-(y+z) = z-y+z-z (5)
g+ (y-z) = (e+y) (z+2) (6)
z+ 1l = z (7)
z+T = T (8)
z-1L = 1 (9)
z-T =z (10)
T+zT = =z (11)
Tr = I (12)
\V/f € ?mvfi € A7 Ci(f(xla set >$p)) = 'ZfA(zl ..... ip)= C’u(x‘) C; (‘TP) (13)
Vie A, Ci(te]) = T (14)
V(i,j) € A% i £ 5, Ci(z)-Ci(z) = L (15)
o Cilz) = T (16)
o Ciz)-i] = ¢ (17)
Figure 5.1. La présentation équationnelle AF

Lorsque n = 2 et F = ) alors cet ensemble d’axiomes est une autre présentation de la
théorie équationnelle BA. Nous verrons que la présentation AF joue le méme réle pour
A que BA pour ’algebre de Boole B.

Exemple 5.4 L’ égalité Ci([7]) = L avec i # j est un théoréme dans AF:
V(i,7) € A% i # J,
L =ar Ci[s])- Ci([]) par (15)
=ar Ci(J])- T par (14)
=ar Ci(ly]) par (10)
Définition 5.6 La forme canonique d’un terme t de T(F,X) est

>, TeV(t) - fa)] (CAN)

{a:V(t)— A}



5.3. Une présentation équationnelle pour les algébres primales 163

Cette forme canonique est & comparer a la décomposition précédente (POST) ou f
vaut t4 et f(ay,...,an) vaut a(t). Afin de simplifier la notation, le produit [,y Co(z)(2)
sera désormais désigné par [[ (V) et appelé atome. Cette terminologie provient de [BES*90]
ot I’ensemble des interprétations fonctionnelles [T a(V') sont les atomes d’une algebre boo-
léenne de fonctions.

Remarque: La somme vide est définie égale & L et le produit vide égal a T. Avec ces
définitions, pour un terme clos on a

t=ar Y. T-lat)] =ar [a(t)],

{o:0—A4}

ol a est 'unique homomorphisme de T (F) vers A puisque T (F) est 'algébre initiale de
la classe des F-algebres.

Lemme 5.2 Un terme t de T(F,X) est égal modulo AF d sa forme canonique.

Preuve: On prouve tout d’abord par induction structurelle sur les termes que

Vie AVte T(F, &), Cit) =ar > [[a(V(®). (CAN;)
{a:V(t)—Ala(t)=t}
Cette égalité est vrai pour les variables:
Vee X, Ci(z) =4r > Co(z) ()
{a:{z}—Ala(z)=1}
car il s’agit ici d’une égalité syntaxique. Pour les constantes, on a:
Vi€ A, Cil]) =ar > T
{a:0— Ala([1])=i}

Si 7 = ¢ alors la somme est non vide et donc C;([7]) =4F T, sinon la somme est vide
et Ci([s]) =ar L.

Considérons maintenant un terme ¢t = f(t1,...,t,). On suppose (C AN;) vrai sur les
sous termes tq,...,%,. Il faut s’intéresser plus particulierement au produit de Cy, (¢1)
et Ci,(t2) qui est égal modulo AF a la somme des produits

ITa(V(t)) - TT e2(V(t2)),

pour tout couple
(ar,a2) € {a1 1 V(t1) = Al aa(ty) = i} x {ag 1 V(t2) = A| aa(t2) = iz}

tel que

Vo € V(6) NV(t), ar(z) = as(). (*)
Les assignations a; U as, uniquement définies lorsque (a1, az) satisfont la condition
(%), sont les assignations « : V(#1) U V(tz) — A telles que a(t;) = i1 et a(ty) = 1s.

Le produit
H(eq Ue)(V(t1) U V(22))
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est égal modulo AF a
H a1 tl) H ag(V tz

puisque (+) est idempotent. Les produits associés aux couples ne satisfaisant pas la
condition (x) sont AF-égaux a L par 'axiome (15). Par conséquent

Cii(t1) - Ci,(t2) =ar > [Ta(V(t) UV(t)),

{a:V{E)UV(t2) = AIAZ_ oft;) =15}

et plus généralement, lorsque le produit est itéré, on obtient

II Ci(t) =ar > [T (U2, V().

7=1 {aUE_ V() —AIAT_ o) =i}

En utilisant ensuite ’axiome (13), on peut conclure que C;(t) est AF-égal a la somme
des produits [T a(V(t)) tels que il existe (i1,...,7,) € AP vérifiant fa(i1,...,7,) =1
et la conjonction

/p\g(t):

i=1

Ou encore

Ci(t) =ar > [Te(v(t).

{o:V(t)— Ala(t)=1}

Finalement par ’axiome (17), on trouve la forme canonique annoncée pour tout

terme t:
t=ar Y, Jle(V®)-lat)
{a:V(t)—A}
O

Il est possible de rajouter aux variables de ¢ d’autres variables V' car

> TeV) =ar IIC X Cawle)

{a:V—A4} z€V {a:{z}—A}
=ar ]| T by (16)

reV

=aFr 1.

Ensuite

{a:V(t)—A}

=4F Z H V(t)uV)-la(t)).

{o:V(t)uV— A}

Cette adjonction de variables dans la forme canonique va servir pour la preuve de la
prochaine proposition. Celle-ci permet d’expliquer pourquoi l'unification dans ’algebre
de Boole et 'unification dans la classe des modeles de BA est identique. Une propriété
analogue existe entre A et AF qui justifie Putilisation de termes & la place de fonctions.
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Proposition 5.3 Les F-algébres A et T(F, X)) =4r ont le méme ensemble de théorémes
équationnels: pour toute égalité (s =1), A= s =1 si el seulement si s =4p t.

Preuve: (= : une égalité valide dans A est une AF-égalité.). Le lemme 5.2 établit que

S =AF Z HG(V(S) Uv(t))- [al(s)]

{a:V(s)uV(t)— A4}

et

t=ar Y ITe(VHUY(s) - laft)).

{a:V(t)UV(s)— A}
Avec par hypothese
VYo € ASSY, a(s) = a(t).
Par conséquent s =45 t.

(<) Il suffit de vérifier que tous les axiomes de la présentation AF' sont valides dans

A O

Proposition 5.4 Les F-algébres A et T(F)/ =arp sont isomorphes.

Preuve: Par application du lemme 5.2 aux termes clos, on obtient

\7’t I~ T(]:)? t AF [h(t)], (**)

ol h est unique homomorphisme de 7 (F) vers A. C’est une surjection. En consi-

dérant T (F) quotientée par =4F on obtient une bijection puisque

o si h(s) = h(t) alors s = ¢ par (%x),

e si h(s)# h(t) alors A = h(s)] = [h(t)] et [h(s)] #aF [h(t)], grace & la proposi-
tion 5.3. Donc s #4r t.

a

Corollaire 5.1 La présentation (F, AF) est w-compléte, i.e. les algébres T (F,X)/ =ar

et T(F)/ =ar ont les mémes théorémes équationnels.

Ce résultat peut s’appliquer a toute algebre primale A pours lesquelles les opérateurs
+,-,Co,...,Cpr_1 sont alors inutiles puisque il existe des termes

tostiteoy e ooton oti, .ty
dont les interprétations fonctionnelles sont respectivement les fonctions
+Aa'A700A7- . '7Cn—lA)—l—A7' . .,TA.

11 est alors possible de les réécrire dans les axiomes de AF pour obtenir une présentation
PA. Cette méthode “par réécriture” n’est absolument pas opérationnelle mais donne un
schéma de construction d’une présentation équationnelle pour n’importe quelle algebre
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primale. Pour formaliser cette traduction, il suffit de considérer le systeme de réécriture

suivant:
r+y — t4
Ty — 1.
Col(z) — g,
TRANS = { °

Cn*l(x) - tcn—l
1 — tJ_

T — tT

\

ou les axiomes non orientés correspondants sont par définition valides dans A. Ce systeme
de réécriture est trivialement convergent:

e La terminaison peut étre prouvée en prenant un ordre de simplification comme un
RPO ou les symboles de fonctions F\F sont supérieurs que tous les symboles de F
suivant 'ordre de précédence.

e L.a confluence locale est die a ’absence de paires critiques.
p q

Pour tout terme ¢t € 7(F,X) sa forme normale par rapport & TRANS, désignée par
t lTrRANS, est un terme de T(F, X'). Soit PA la présentation obtenue par normalisation
par rapport a TRANS des axiomes AF":

PA = {(l |rrans=r1 lrrans)|(l = 1) € AF}.

On pourra remarquer que tout axiome de PA est valide dans A. Il est ensuite facile de
prouver par induction sur la longueur des preuves =45 que

Vs,t € T(F,X), s =4p t = s lTrRans=pa t lTRANS -

La réciproque est aussi vraie: s |7rans=pa t |Trans implique que s |TraNs=Aa t lTRANS
avec s =ZxS lTRANS et t :It lTRANS- Ainsi s :“Af‘t et s —AF t.
Comme les termes de T'(F,X) sont en forme normale par rapport a TRANS, nous
avons
VS,tET(]‘_,X), S=pal<= s pl=>s=3t<=>s5=41

De fagon analogue, on peut observer que 7 (F)/ =pa et A sont isomorphes, ce qui conduit

au théoréme suivant:

Théoréme 5.3 Une algébre primale est l'algébre initiale d’une présentation équationnelle
w-compléte.

Ce théoréme va justifier les techniques de combinaison mises en ceuvre dans le chapitre
suivant.
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5.4 Unification dans les algebres finies

Les méthodes classiques d’unification booléenne ont été étendues aux algebres primales
par T. Nipkow [Nip88, Nip90]. Nous allons a présent les appliquer a notre contexte en
reprenant rigoureusement les mémes notations que celles utilisées pour I'unification dans
2, ainsi que la notion d’unificateur reproductif.

Lemme 5.3 Le probléme d’unification ty="t, entre termes t1,t, € T(F ,X) est équiva-
lent a un probléme de filtrage t="0.

Preuve: Le terme ¢ vaut

0(;i Ci(t1) - Ci(t)).
] :

’ 7 . ) ? o s
Dorénavant, seules les équations t="0 seront considérées.
La méthode de Boole ou élimination successive de variables est basée sur le lemme

suivant.

Lemme 5.4 L’ équation t(zy,...,2,)="0 a une solution si et seulement si
IT t) =
1€A™

La construction d’un unificateur reproductif par élimination successive nécessite un
terme discriminant pour sélectionner un m-uplet lorsqu’il est ou non solution.

Définition 5.7 Le terme discriminant d(z,y, z) est défini comme suit:

d(xvyvz) = Co(w) Y+ (Z Cl(x))
i#£0

La fonction correspondante vaut 4 si 2 = 0 sinon elle vaut z. Ce terme est utilisé pour
la construction d’un unificateur reproductif.

Théoreme 5.4 (Méthode de Boole).. Soit un probléeme d’unification
t(.’L‘l, N ,lem):?o.
St la substitution o est définie par

o= {z1— (dt(z1,...,Tm), 71, Y Colt(i, 22 ..., zm)) - [i])}0,

1€EA

et o' un unificateur principal de

Ht 3y L2y L m):?

7€A

alors o est un unificateur principal de t="0.
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Preuve: On montre par récurrence sur le nombre de variables que

(z10(2), ..., 2mo(2)) =12

si ¢(2) = 0, ou sinon il existe un m-uplet j tel que ¢(j) =0 et

(x10(2),...,2mo(2)) = J.
Si t(71,2) = 0 alors

$10’(Z.1,£.) = d(t(ll,.IQO' (L) . ()),Zl,)
= d(t(z),71,.
car o’ satisfait I’hypothese de récurrence. Ensuite, comme ¢(i1,2) = 0, on a z,0(2) =
i1. Pour les autres variables d’indice k£ > 1, 240 (1) = z40’(2) = tx par hypothese.

Si t(21,2) # 0 alors

xlo’(ilal‘) = d(t(ila‘rQUI(l‘)a---y-rmo',(l)) Zla"')
= d(t(il,jQ,...,jm),l.l,...>

car o’ satisfait ’hypotheése de récurrence. 5i ¢(41, j2, ..., Jm) = 0 alors j; = 7, sinon
il existe un élément j; tel que £(j1,...,7m) =0 et
a=>_Colt(1,- s Jm)) 1
€A

Ainsi il existe (J1,...,7m) tel que t(j1,...,7m) =0 et
(210(31,8)y .y 0 (11,2)) = (1, -y Jm)
avec t(j1,...,Jm) = 0, c’est-a-dire
(210(11,2)y - -, Zm0(21,2)) = (J1s-+ 5 Jm)
puisque zxo = zx0’ pour k > 1.
Par conséquent, pour tout z € A™, on a
tz10(2),...,zmo(1)) =0,

et la substitution o est donc un unificateur de t="0. Cet unificateur est principal
puisque reproductif. O

Exemple 5.5 Soit la F -algébre finie de domaine {0,1,2} avec {0,1,2,Co,Cy,Ca,+, -, %3}
et *3 interprété par la multiplication modulo 3.
Considérons le probléme xq *3 2o="0. Un unificateur principal est

o ={z; — Co(z1#322) 21+ (Co(z2) - 1+ Co(2%322) - 2) - (C1(z1 %3 x2) + Coz1 *3 22)) o

o o est la substitution identité puisque (0 x3 z3) - To="0 < 0="0.
On remarquera que l'interprétation de x5 ne sert que pour le test d’arrét.
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Le terme discriminant permet aussi de construire un unificateur reproductif par la
méthode de Lowenheim.

Théoréeme 5.5 (Méthode de Lowenheim). Soit i = (i3,...,1,,) € A™ une solution par-

ticuliere de
?

t(z1,...,2m)=0.
La substitution o définie par

o= 6{% .'—* d(t(fﬂh---afﬁm)afﬂkai;)}

k=1

est un unificateur principal de t="0.

Preuve: On montre que la substitution o est un unificateur reproductif.

Si #(i) = 0 alors
Yk e {1,...,m}, zxo(i) = d(t(i),ix, i) = ix
Si t(3) # 0 alors
Yk e {1,...,m}, zpo(i) = d(t(2), ix, i) = il

Par conséquent,

Vie A™, H(o(i),...,o(1) = 0,

et o est un unificateur principal. O

Exemple 5.6 (Suite de I’Ezemple 5.5). L unification de x1 *3 2,="0 par la méthode de
Lowenheim donne '

{$1 = 00(561 *3 562) * Iy, Tp 00(561 *3 »’172) : »’32}

3
£,
[g+]
*

w
3
45
V)
L
3
(9]
&
4]
V)

1

avec la solution particuliere (0,0). On remarquera que [interprétatio
saire que pour le calcul de cette solution particuliere.

L’unification par ces deux méthodes ne simplifie pas vraiment le probleme au sens
ou les mémes variables sont réintroduites. L’algorithme peut éventuellement s’appliquer
a d’autres types de contraintes mais il faut qu’elles soient préalablement transformées
en un probleme de filtrage t='0. I.’algorithme que nous allons voir permet de traiter les
contraintes en général.

5.5 Un résolveur de contraintes

L’algorithme exposé maintenant ne repose pas sur les méthodes de Boole et Lowen-
heim. Cet algorithme, proposé pour la premiere fois par W. Biittner et al. [BES190], a
’avantage d’introduire aussi peu de variables que possible. La technique de preuve uti-
lisée ici est plus directe que celle donnée dans [BEST90] et elle permet de s’appliquer
directement a des contraintes quelconques et non plus seulement équationnelles.
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Définition 5.8 (Langage przmal) Le langage de contraintes primal CLar[E,X] est dé-
fini par la signature ¥ = ({s.}, F,P), la F -algébre A et un ensemble de relations Pa
sur A.

Dans ce langage de contraintes primal, Nous allons montrer qu’un ensemble complet
minimal de solutions symboliques contient au plus un élément qu’on appellera solution
principale.

Les contraintes auquels nous nous intéresserons plus particulierement sont les équa-
tions, les diséquations et les inéquations. Par exemple si F = {0,1,Co, +,-}, P = {=’
<" et X = {v,w,z,y,2}alors (z =" 2 (2 4+ 1)), (z+y £ v-w), (z-y <Tz41)
sont des contraintes atomiques de ce langage de contraintes primal.

Comme les algebres considérées sont finies, ’ensembles des solutions Sol4(c)jy () d'une
contrainte ¢ est facilement calculable: il suffit de tester toutes les valeurs p0531bles et de
ne garder que celles qui satisfont la contrainte. On s’intéresse plus particulierement a une
représentation symbolique de cet ensemble fini de solutions. Pour analyser ce probleme,
nous allons caractériser une solutlon symbolique o grace a une application surjective de
I’ensemble des assignations ASSA ) de nouvelles variables vers les assignations solutions
SOZA( ) V(c)-

Etant donné une contrainte ¢, une substitution o définit une application
o ASSZ(CU) — ASSX(C)
qui associe a tout a € ASSZ(CG) un assignation définie par
Ve € V(e), oa)(z) = a(zo).
Cette relation s’étend aisément par induction structurelle aux termes formés sur V(c):

Vi € T(F,V(e), o.(a)(t) = alto).

On note Z(o.) le rang de cette application o, Z(0.) = {o.(a)|a € ASSX(CU)}.

Exemple 5.7 Dans l'algebre de Boole, considérons l'équation ¢ = (z =
substitution ¢ = {y +— z}. 0. associe @ (z — 0) lassignation (xz — 0)(y

(z — 1) Uassignation (z — 1)(y — 1).

Le résultat suivant réduit la recherche d’une solution symbolique a une condition
nécessaire et suffisante sur o..

Proposition 5.5 Une substitution o est une solution symbolique d’une contrainte c st et
seulement si Z(o.) C Sols(c)v(e)-

Preuve: Il suffit de considérer une contrainte atomique ¢ = p(t1,...,tm), Ou p est un
prédicat (ou =). Une substitution o est une solution symbolique si et seulement si

Va? (Q_(O'(tl)), s 79—(0(tm))) € pa
Ve, (o(a)(t1),...,0a)(tn)) € pa

—
—



5.5. Un résolveur de contraintes ' 171

En particulier, une contrainte ¢ n’a pas de solution symbolique si Sols(c) est vide.
La richesse algébrique des algebres primales permet d’établir un lien entre le préordre
de subsomption et 'inclusion des assignations schématisées.

Proposition 5.6 Soient o el o’ deux substitutions et ¢ une contrainte. Alors
Viey o+ . . ’
o <,p 0 sietseulement st (o) C I(o.).

Preuve: (<) Une assignation de V(co’) vers A est notée ici o/. Par hypothese, nous
avons

Va'3a, Ve € V(c), o (zo') = o.(/)(z) = o.(a)(z) = az0).

1l existe donc

U ASS:(CUI) — ASSX(M)

tel que

Vo' Vo € V(e), d(z0’) = u(d)(z0o).
Soit y la substitution |

oo Y TIeM(e0") - [u(@) @) eeven.

{a’:V(co’)— A}
D’apres 'interprétation des opérateurs de F, on a pie, = u. Par conséquent,

Yo/ Vo € V(e), &(zop) = per(a)(z0) = u(a')(zo) = o'(z0’).

Ou encore, dans la théorie équationelle AF'":

Ve € V(c), vo' =ap zop.

(=) La notation est analogue a la premiere partie de la preuve. On peut supposer
sans perte de généralité que V(cop) = V(co’).

Vo' Vz € V(e), ol(d)(z) = o (zd)
= o

(Cest-a dire I(al) C I(o.). O

Corollaire 5.2 S'il existe une substitution o telle que I(o.) = Sols(c)y(e), alors o est
une solution principale de c.

Le probleme est maintenant de prouver I’existence d’une telle substitution o. Pour se
faire, il suffit de construire une application o. de ’ensemble des assignations de nouvelles
variables Y (introduit pour exprimer les assignations « : V(co) — A) vers les assignations
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des variables de V(c¢). Le nombre de nouvelles variables Y sera choisi aussi petit que
possible mais doit satisfaire la condition

> [Sola(c) .
En effet, puisque o, est une application, nous avons
[ASSY] 2 [Z(0c)| = |Sola(e) -

De plus |ASSY| = |A|"! avec |A| = n. Dans le pire cas, le cardinal de Y est égal a
celui de V(c) et le plus facile alors est de conserver I’ensemble des solutions (modulo un
renommage) et d’envoyer les non-solutions sur une solution particuliere. Mais, de toute
fagon, n” importe quelle surjection de ASSY vers Sol4(c)jy() peut étre utilisée pour a..

Exemple 5.8 Dans lalgébre de Boole, considérons l’équation ¢ = (z + yz =" zyz), ol
le symbole - est omis. Une assignation (par ezemple 3 = (z — 0)(y — 0)(z — 0)) est
notée de fagon abusive par son atome (T Gz pour )). Le lecteur pourra vérifier que

) e.st nécessaire d mtmduzre deu:v variables y1 et yy, puisque 2V1 > 4 implique |Y] = 2
comme plus petite possibilité. On peut choisir o, comme suit:

(V1Y) =TYZ 0c(Y1y2) =TYz 0(11¥2) = TYZ 0e(y1y2) = 792
La forme canonique permet de construire la substitution o correspondant a 1’applica-

tion o..

Théoreme 5.6 Soit ¢ une contrainte, ¥ un ensemblv ﬁn" de nouvelles variables disjoint

de V(c) et o. une application de ASSY wvers ASSA tels que I(o.) = Sola(c)y(). La

substitution
c={z— Y Jla a)(z)]}zev(o)

{a:Y — A}

est une solution principale de c.
Preuve: Par construction et pour tout z € V(c¢), a(zo) = o.(a)(z). O

Exemple 5.9 (Suite de 'Ezemple 5.8: ¢ = (z+yz =" zyz)). o
a l'atome y1ys, oc(@)(y) = 1 st « est y1 Jz ou y1y2, oc(a)(z
Apres simplification, on obtient

o(a ( ) =1 si « correspond
=1 st a est Yrys ou Y1y

)

mgs(c) = {z — y1ya,y = y1,2 = Y2 }.

L’unification booléenne permet d’apporter une aide a la vérification de circuits. L’exemple
suivant est tiré de [DSvHS7].

Exemple 5.10 Le circuit CROSS de la figure 5.2 est composé exclusivement de portes
élémentaires ET, OU, NON. Ce circuit peut donc étre directement spécifié par un ensemble
d’équations dans l'algébre de Boole:
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X G I K P A
|
| —) i I v i }
D- 2
-/ L
> >—D-
Y E H J N B

Figure 5.2. Le circuit CROSS

~

G = X
E =Y
F =" XY
I =" G+ F
H = E+F
K =T
J = T
M =" K4+ F
L =" J4+F
O =" L+M
P = K
N = 7
A =" P.O
B =" N.O

L’algorithme de résolution appliqué a ce systéme d’équations retourne pour solution
principale

(XY= A=Y, B— Y}

On peut en conclure que le but de ce circuit est d’échanger les entrées. Nous verrons
plus tard comment modifier l'algorithme afin d’exprimer les sorties A, B en fonction des
entrées en considérant X, Y comme des constantes.

L’algorithme de résolution ne s’applique pas uniquement a des équations mais aussi a
des diséquations.

Exemple 5.11 Dans Ualgébre de Boole, considérons la diséquation d = (z-(y+2) £ z -
7). Le lecteur pourra vérifier que l'ensemble des solutions est Sol(d) = {7 Z ,2yZ,zyz}.
Comme |Sol(d)] = 3, la condition 2% > 3 implique |Y| = 2 pour plus petite possibilité.
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Nous allons donc introduire deuz nouvelles variables y; et y;. L’application o4 peut étre
construite de la fagon suivante:

0i( i ¥2) =xYZ oa(Tiye) =2yZ oalyi¥2) = zyz oa(yryz) = zyz
La solution principale correspondante est
{r—1y= Tiy2+y,z - ul
L’algorithme s’applique encore a des inéquations.

Exemple 5.12 Toujours dans 'algébre de Boole dans laquelle on définit 0 < 1, considé-
rons linéquation 1 = (z+y < T). Le lecteur pourra vérifier que Iensemble des solutions
est Sol(i) = {z7y,zy}.

Comme |Sol(i)| = 2, la condition 2I¥1 > 2 implique |Y| = 1 pour plus petite possibilité.
Nous allons donc introduire une unique nouvelle variable y,. L’application o; peut étre
fizée de la fagcon suivante:

oi(Jr) =27 oi(F)=ay
La solution principale correspondante est
{e— 1y~ 71}
Linégalite
1+ 791 <
est effectivement valide dans l'algébre de Boole.

Le résolveur symbolique s’applique a toute forme de contrainte ¢. La mise sous forme
équationnelle d’une contrainte quelconque [BEST90, Nip90] devient alors superflue. La
seule hypothese est de savoir calculer 'ensemble fini des solutions Sol4(c)y(). Un domaine
infini peut aussi rentrer dans ce cadre pourvu qu’il n’y ait toujours qu’un ensemble fini de
valeurs prises par les variables. C’est ce que nous allons voir avec la structure des pseudo-
booléens qui mélange les opérateurs sur les entiers et ’algebre de Boole, les variables
prenant uniquement des valeurs sur {0, 1}.

5.6 Les pseudo-booléens

Une algebre primale est par définition mono-sortée. Un terme s’interprete par une
fonction dont le domaine et le codomaine sont identiques et n’'importe quelle fonction est
I'interprétation d’un terme. Cette notion peut étre généralisée a des algebres multi-sortées
et plus particulierement ordo-sortées. Dans ce cadre, un terme bien formé s’interprete par
une fonction dont le domaine fini est différent du codomaine infini. Nous allons nous
intéresser a titre d’exemple aux fonctions pseudo-booléennes f : {0,1}™ — Z ou Z
désigne 'ensemble des entiers relatifs. La structure algébrique ordo-sortée introduite par
A. Bockmayr [Boc91] et qui est reprise ici possede deux sortes, I'une Bool interprétée
par {0,1} et 'autre Int par Z. Chacune de ces deux sortes est munie des opérateurs
usuels. L’inclusion de sorte Bool < Int permet de construire dans une certaine mesure des
termes hétérogénes qui s’averent utile pour représenter n’importe quelle fonction pseudo-

booléenne.
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Définition 5.9 Considérons la signature ordo-sortée Lpp = ({Bool, Int}, FEaUF 1ns, PrB)
avec Bool < Int telle que les symboles de fonctions Fpa = {0,1,V,A,"} soient munis
des profils

0,1 :— Bool

~: Bool — Bool

V, A : Bool x Bool — Bool

et les symboles de fonction Fr,y = {—,+, *} soient munis des profils

—:Int — Int
+,% : Int x Int — Int

Soit PB une Y pg-structure telle que
(Bool)ps = {O 1},

(Int)ps =

(Fpa)rs = (-'FBA)B,
(Frnt)ps = (Fint) z,

ou B est la Fga-algébre de Boole et Z est la Frys-algébre interprétant respectivement
—, 4, * par Uopposé, l'addition et la multiplication sur Z, les entiers relatifs.

La structure PB et un ensemble de variables X = Xpyo U X1, définissent un lan-
gage de contraintes dans lequel nous allons chercher a résoudre symboliquement certaines
contraintes.

Définition 5.10 Un terme pseudo-booléen est un terme de T(Xpp, XBoot). Une contrainte
pseudo-booléenne est une contrainte dont les termes sont pseudo-booléens.

Nous allons nous restreindre a la résolutions de contraintes pseudo-booléennes ¢ qui
ont la particularité d’avoir un ensemble fini d’assignations solutions Solps(c)y(c)-

Les assignations des variables booléennes par les valeurs {0,1}, et les substitutions
de ces variables booléennes par des termes nécessairement booléens font que la démarche
suivie pour la résolution de contraintes dans 1’algebre de Boole est encore valable dans
cette algebre ordo-sortée. Cela mene au résultat suivant, identique a un renommage pres
a celui vu au théoreme 5.6.

Notation: Le monoéme construit sur l'assignation o : V — {0, 1} est ici désigné par
Aa(V) et vaut

ANa(V)=T s
Aa(V)=2A (Aa(V\(z))) si V#Del s
Aa(V)=z A (ANa(V\{z})) s V a(z)
Théoréme 5.7 Soit ¢ une contrainte pseudo-booléenne, Y un ensemble fini de nouvelles

variables booléennes disjoint de V(c) et o, une application de ASS{OI} vers ASS{O 1} tels
que I(o.) = Solps(c)y(). La substitution

o={r— Vo A« (@)@} revie)

{o:Y—{0,1}}

Q

V=>0
V# D et 0
# 0 et 1

est une solution principale de ¢ dans PB.
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Le probléme de la construction d’une solution principale a partir de ’ensemble des
solutions Solps(c)y( est identique a celui vu dans ’algebre de Boole car les variables
sont de sorte Bool: ces variables s’évaluent dans {0, 1} et sont substituées par des termes
de sorte Bool interprétés par des fonctions booléennes.

La structure PB offre donc la possibilité de combiner la résolution symbolique de
contraintes booléennes et 'arithmétique qui elle doit étre intégrée au calcul des solutions

SOlpB<C).

Cette structure permet aussi de représenter toute fonction pseudo-booléenne par un
terme pseudo-booléen puisque toute fonction f : {0,1}™ — Z et V = {z1,...,zn} est
I'interprétation fonctionnelle d’un terme & m variables V = {z1,...,z,},

E f(CY(.’El),...,CY(SCm))/\a(V),
a:V—{0,1}

ol Y- désigne l'itération de 4, et avec par convention

ot=mt
1=1

On notera que cette propriété n’a pas été utilisée jusqu’a présent pour construire une
solution principale.
Autrement dit, tout terme posséde une forme canonique ayant méme interprétation
b
fonctionnelle.

Lemme 5.5 Un terme t € T(Xpp, Xpoor) est égal dans PB a sa forme canonique:

t=ps Y a(h) Aa(V(1).

a:V(t)—{0,1}

Ce terme bien formé est constitué d’opérateurs sur les booléens et d’autres sur les
entiers. Les opérateurs booléens A et ~ peuvent s’exprimer en fonction d’opérateurs sur
les entiers. En effet,

X : Bool =pg 1 — X : Bool.

Toute terme pseudo-booléen ¢ s’écrit en définitive sous la forme d’une expression polyno-
miale t |,

ou les cyw désignent des coeflicient sur Z et [] l'itération de x*.

Exemple 5.13 La fonction f:{0,1}* — Z définie par la table de vérité

X Y[ f(X,Y)
00 2
01 3
10 i
11 1
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a pour forme canonique
2XAY 43X AY HAXAY +XAY =21 -X)(1-Y)+3(1 - X)Y +4X(1-Y)+ XY
et pour expression polynomiale 242X +Y — 4XY.

Nous allons exhiber une présentation équationnelle ordo-sortée PB permettant de
transformer tout terme pseudo-booléen en sa forme polynomiale. Elle n’est constituée que
d’égalités valides dans PB.

Définition 5.11 Soit PB Uensemble fini d’aziomes ordo-sortés sur T (Xpg,X) obtenus
par la réunion des axiomes BA dont les variables sont supposées de sorte Bool et des
aztomes donnés en figure 5.8. Tous les axiomes de PB sont universellement quantifiés
sur X.

r:Int4(y: Int+z:Int) = (z:Int+y: Int)+z: Int
z:Int+0 z: Int
z:IntH(—z: Int) 0
x: Int4y: Int y:Int+z: Int \
z:Intx(y:Int*z:Int) (z:Int*xy:Int)*z: Int
z:Intx1 x: Int
x:Intxy: Int y:Intxz: Int
z:Int*(y: Int4z: Int) (z:Intxy:Int)4(x: Int*z: Int)

H

Il

X : Bool* X : Bool = X : Bool
X :BoolANY : Bool = X :Bool+Y : Bool
X:Bool = 1—X: Bool

X :BoolVY : Bool = X :Bool+Y : Bool — X : Bool xY : Bool

Figure 5.3. La présentation équationnelle ordo-sortée PB\B A

La démarche suivie par A. Bockmayr [Boc91] est de réécrire systématiquement les
termes avec symboles booléens grace au systeme de réécriture

X :BoolANY : Bool — X :Bool+xY : Bool
BBooloInt = X :Bool — 1-—X: Bool
X : BoolVY : Bool — X :Bool+Y : Bool — X : Bool Y : Bool

dont les égalités figurent dans P B. La forme normale suivant Rpg,/— 1, d’un terme booléen
est de sorte Int. Cela pose probleme car la forme normale d’une solution symbolique de
sorte Bool n’est plus une substitution bien formée au sens habituel. La définition d’un
unificateur est modifiée dans [Boc91] pour qu’une substitution o de sorte Bool soit un
unificateur de s="t si (50) |rpoy_ ;= (16) LRpou_1.. €St valide dans PB.

Nous avons préféré inclure les régles du syteme de réécriture Rpooi— rnt COmime axiomes
de la présentation PB. Ce choix permet d’éviter I’adaptation du concept d’unificateur a
ce contexte particulier.

Le systeme de réécriture Rp,oi—1n: Permet de montrer des propositions analogues a
celles mises en évidence dans les algebres finies et énoncées dans les deux propositions
suivantes.
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Proposition 5.7 Les Ypg-algébres PB et T(Xpp,X)/ =pp ont le méme ensemble de
théorémes équationnels pseudo-booléens: pour toute égalité (s = t) de termes pseudo-
booléens, PB = s =1t si et seulement si s =pp t.

Preuve: (= : une égalité valide dans PB est une PB-égalité). Le remplacement d’égal
par égal modulo PB permet de transformer les termes s et ¢ en leurs expressions
polynomiales s | et ¢t | respectives: s =pg s | et t =pp t |. Par hypothese, nous
avons s =pg t et donc s [=1 |. Ce qui permet de conclure que s =pp t.

(«=) I suffit de vérifier que tous les axiomes de la présentation P B sont valides dans
PB. O
Proposition 5.8 Les Xpg-algébres PB et T(Xpp)/ =pp sont isomorphes.

Preuve: Soit h I'unique homomorphisme de 7 (X pg) vers PB. D’apres la proposition 5.7,
nous savons que
h(t) fois
YVt € T(E_PB% t=ppt|=1+4...4+41 si h(t) 75 0,t =pg t |= 0 sinon.

e si h(s) = h(t) alors s =pp t,
e si h(s)

Donc s

En quotientant 7 (Xpp) par =pp on obtient une bijection car
)

h(t) alors PB s |=1t | et s |#ppt |, grace a la proposition 5.7.
prB t.

DN

O

Corollaire 5.3 La présentation équationnelle ordo-sortée (Xpp, PB) est w-compléte sur
les pseudo-booléens, i.e. les algébres T(Xpp, X)) =pp et T(Xpp)/ =pp (isomorphe a
PB) ont les mémes théorémes équationnels pseudo-booléens.

L’unification dans la théorie équationnelle ordo-sortée PB de contraintes équation-
nelles pseudo-booléennes est donc unitaire.

5.7 Les pseudo-finis

La notion de pseudo-booléens peut étre directement étendue a une algebre primale
A. La structure algébrique ainsi définie est appelée pseudo-finis.

Définition 5.12 Considérons la signature ordo-sortée L pp = ({ Prim, Int}, FUF1nt, PpF)
avec Prim < Int telle que les symboles de fonction F soient munis des profils

[0],...,[n—1]:— Prim
Coye..,Croy : Prim — Prim
~+,: Prim x Prim — Prim

Soit PF une Lpp-structure telle que
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&

ot Z est la Frni-algébre interprétant respectivement —, 4, x par Uopposé, ’addition et la
multiplication sur Z, les entiers relatifs.

La structure PF et un ensemble de variables X = Xp,in, U X1, définissent un langage
de contraintes. Comme précédemment pour les pseudo-booléens, nous allons nous limiter
a certaines contraintes.

Définition 5.13 Un terme pseudo-fini est un terme de T(Xpp, Xprim). Une contrainte
pseudo-finie est une contrainte dont les termes sont exclusivement pseudo-finis.

On s’intéressera exclusivement aux contraintes pseudo-finies ¢ car elles ont un ensemble
fini de solutions Solp£(c)y(s)-

Le résultat suivant s’inspire directement du théoreme 5.6. La preuve en est évidente
puisque les assignations a considérer sont celles de ASS:(C).

Théoréme 5.8 Soit ¢ une contrainte pseudo-finie, ¥ un ensemble fini de nouvelles va-
riables de sorte Prim disjoint de V(c) et o. une application de ASSY vers ASSX(C) tels
que I(0.) = Solpr(c)v(). La substitution

c={zr Y oY) ou@)@)]oevio

{o:Y —A}
est une solution principale de ¢ dans PF.

L’intérét principal du résolveur est de minimiser le nombre de variables introduites.

Exemple 5.14 Voici un petit jeu de réflexion. Le bul est de compléter la phrase ci-
dessous, en remplagant les “...” par un seul chiffre (de 0 a 9), afin d’obtenir une phrase
cohérente.

“Dans cette phrase, il y a
.. fois le chiffre 0,
... fois le chiffre 1,
.. fois le chiffre 2,
... fois le chiffre 3,
... fois le chiffre 4,
... fois le chiffre 5,
... fois le chiffre 6,
... fois le chiffre 7,
... fois le chiffre 8,

... fois le chiffre 9.7
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Ce probléeme peut étre exprimé par le systeme d’équations

X, =7 1-H—CO(X0) 14 Co(Xy) - 1-H—"--H—CO(X9) -1

Xo =" 14Cs(Xo) 14 Co(Xy) 14+ +Co(Xo) -1

dans la structure PF dont la sorte Prim s’interpréte par 'ensemble des chiffres allant de
0 a9. Les variables Xo, Xy,...,Xq sont de sorte Prim et correspondent auz chiffres qui

dowent se substituer auz “..” de chaque ligne. L’équation

Xy =" 14Cy(Xo) - 14 Cy(Xy) - 14+ C1(Xo) - 1

possede 40951 solutions et sa résolution permet de passer d’un probléme de 10 variables
a un plus stimple ne contenant plus que 5 variables.

Cette structure algébrique permet de représenter par des termes 'ensemble des fonc-
tions f: A™ — Z. Soit V = {zy,...,2,} un ensemble de m variables. L’interprétation
fonctionnelle du terme

2. flel@),. . alzm)) ([Te(v®) - [1]).

a:V(t)—{0,1}

est la fonction f.

A nouveau, nous allons montrer une présentation équationnelle permettant d’obtenir
par remplacement d’égal par égal une forme canonique pour tout terme ¢. Cette forme
normale correspond a la décomposition de son interprétation fonctionnelle. Cette présen-
tation contient les axiomes AF, les axiomes des anneaux et certaines égalités de liaison
entre ces deux théories.

Définition 5.14 Soit PF l'ensemble fini d’aziomes ordo-sortés sur T(Xpp,X) obtenus
par la réunion des aziomes AF dont les variables sont supposées de sorte Prim et des

ariomes donnés en figure 5.4. Tous les axiomes de PF sont universellement quantifiés
sur X.

Lemme 5.6 Un terme t de T(Xpr, Xprim) €st €gal modulo PF a sa forme canonique:

t=pr 3o o®(Ta(VE)-[1)).

a:V(t)—A

Ce lemme conduit a un résultat comparable a ceux énoncés pour les algebres primales
puis pour les pseudo-booléens.

Corollaire 5.4 La présentation équationnelle ordo-sortée (¥pp, PF) est w-compléte sur
les pseudo-finis, i.e. les algébres T(Xpp, X)) =pr et T(Xpr)/ =pr (isomorphe a PF)
ont les mémes théorémes €quationnels pseudo-finis.
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r:Int4(y: Int4z:Int) = (z:Int4y:Int)+z: Int
z:Int4[0] = z:Int
z:Int4H(—z:Int) = [0]
x:Intty:Int = y:Int4z:Int
z:Intx(y:Intxz:Int) = (z:Intxy:Int)xz:Int
z:Intx[1] = z:Int
x:Intxy:Int y:Intxx:Int
z:Int*(y:Int4z:Int) = (z:Intxy:Int)4(z: Intxz: Int)
Vie F,, f(Xy:Prim,....X,: Prim) P irsigyear S (21,05 2p)
(Ciy(Xy 2 Prim)--- C (X, : Prim) - [1])
(X :Prim-[1)+« (Y : Prim-[1]) = X :Prim-Y : Prim - [1]

Figure 5.4. La présentation équationnelle ordo-sortée PF\AF

5.8 Le mélange des pseudo-booléens et pseudo-finis

Deux instances du méme résolveur de contraintes dans une algebre finie doivent étre
utilisées lorsque par exemple les sortes Bool et Prim figurent dans une méme structure.
Il 0’y a pas d’échange entre les résolveurs puisque chacun s’occupe de ses variables.

Définition 5.15 Considérons la signature Ypgr = LpgUXpr et la ¥ ppr-structure PBF
définie par Uunion de la Ypg-structure PB et de la YXpp-structure PF.

On notera que I'union des structures est ici définie sans ambiguité puisque les symboles
de XppNEpp sont par définition interprétés de facon identique dans PB et PF. La Lppp-
structure PBF et un ensemble de variables X' = Xp,oiUXprin UX 1, définissent un langage
de contraintes.

Exemple 5.15 1l s’agit du probleme connu sous le nom SEND + MORE = MONEY .
Le probléeme original consiste a rendre l'addition juste en attribuant auz lettres des valeurs
entre 0 et 9, avec la contrainte supplémentaire que deux lettres différentes aient des valeurs
différentes. En €crivant cette addition avec les retenues, on obtient

ot les variables de retenues sont de sorte Bool et les autres variables de sorte Prim, avec
Prim s’interprétant par Uensemble des chiffres allant de 0 a 9.

On va s’intéresser a résoudre de fagon symbolique les contraintes pseudo-combinées.
toujours dans I'intention de faire décroitre le nombre de variables exprimant les contraintes.
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Définition 5.16 Un terme de T(Xppr, XBoolUXpPrim) est dit pseudo-combiné. Une contrainte
formée de termes pseudo-combinés est pseudo-combinée.

Une substitution o bien formée, de domaine inclus dans Xg,o; U Xpyim, définit une
application

ASSE}O(CIU} Bool ASSV(CU Prim _, 455{013001 > ASSA Przm.

La substitution o est solution symbolique d’une contrainte ¢ pseudo-combinée si et
seulement si
I(oc) € Solper(c) (o)

Les résultats vus pour les algebres primales s’appliquent a la fois pour la sorte Bool
et la sorte Prim et conduisent au théoreme suivant.

Théoréme 5.9 Soient ¢ une contrainte pseudo-combinée, Y un ensemble fini de nouvelles
variables de sorte Bool disjoint de V(c), Y' un ensemble fini de nouvelles variables de sorte
Prim disjoint de V(c) et o. une application de

ASSY L x ASSY 5 ASSY)Bea o AG QY (Edprim

{0,1} {0,1}

tels que

I(o.) = Solppr(c)y(e)-

La substitution

o= {(L‘ — \/ /\aBool(Y) N [O-C(a)(x)]}JTEV(C)Bool

{a:YUY’'—{0,1}UA}
U{,CC = 2 HaPrim<Y,) ) [Uc<a)(‘r)]}$EV(C)an
{o:YUY’'—{0,1}UA}

est une solution principale de ¢ dans PBF.

Cet algorithme de résolution de contraintes dans PBF fournit un algorithme d’unifi-
cation dans la théorie équationnelle obtenue par mélange de PB et PF.

Lemme 5.7 Un terme t de T(Xppr, XBoot U Xprim) est €gal modulo PBUPF a sa forme
canonique:

t =pBUPF > alt) (A @Boat(V(t)Boot)) * (J] @prim (V(E)prim) - [1])-

a:V(t)—*BOOZpBJ:UPTimpB}-

Corollaire 5.5 La présentation équationnelle ordo-sortée (Y ppr, PBUPF) est w-compléte
sur les termes pseudo-combinés, i.e. les algébres T(Yppr, X)/ =ppurr et T (Xppr)/ =pBuPF
(isomorphe a PBJF) ont les mémes théorémes équationnels pseudo-combinés.

Le mélange des théories équationnelles PB et PF est remarquable. Ces deux théories
ordo-sortées sont non disjointes et il est pourtant possible d’obtenir un algorithme d’uni-
fication dans 'union PB U PF a partir de ceux existants dans PB et PF. L'unification
dans 'union PB U PF est unitaire comme elle I'est dans PB et PF.
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La sorte commune Int a les mémes propriétés dans chacune des deux structures ce
qui explique en partie le phénomene. En outre, la construction de termes mixtes est
sérieusement limitée. Il est interdit par exemple de construire dans ce cadre ordo-sorté un
terme uniquement formé de symboles Fp4 et F alors que pour certaines interprétations,
BOOl’pB}" g Primpgf.

Nous verrons dans le prochain chapitre comment combiner deux algebres finies avec
une intersection des domaines non vide sans passer par un intermédiaire, les entiers en
I’occurrence, qui favorise leur “pseudo” combinaison.
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6

Combinaison de résolveurs de
contraintes

Ce chapitre est consacré a la définition d’un langage de contraintes combiné pour
lequel un résolveur est obtenu par combinaison de résolveurs de contraintes symboliques
dans des langages formés sur des signatures disjointes ou plus généralement ayant des
constantes partagées. Un cas plus général de partage de symboles imposerait de trop fortes
restrictions sur les langages composants. L’objectif est cette fois d’étendre les principes
de combinaison a des contraintes non équationnelles et a des structures qui ne soient pas
nécessairement basées sur des théories équationnelles. La construction d’un tel langage
de contraintes passe par le choix d’une structure qui est une extension conservative des
structures composantes. Il va s’agir d’une algebre de termes quotientée par une relation de
congruence obtenue en mélangeant les égalités valides dans chaque structure composante.
L’interprétation des prédicats est définie grace a ’abstraction des sous-termes étrangers.
Mais cette abstraction ne sera effectuée que sur des termes préalablement normalisés par
une relation de réécriture convergente de méme expressivité que 1’égalité dans la structure
combinée. :

Les principales regles de combinaison vont donc s’inspirer de celles déja vues dans le
cas particulier de 'unification. Il faudra par exemple supposer I’existence d’un résolveur
de contraintes suffisamment spécialisé pour permettre de résoudre des contraintes suivant
une certaine restriction (linéaire).

Afin d’illustrer la notion de langage combiné sur le résolveur de contraintes dans les
algebres primales vu au chapitre 5, nous allons d’abord devoir étendre ce résolveur pour
qu’il puisse tenir compte d’une restriction. L’algorithme correspondant est obtenu en
deux phases bien distinctes, une premiere phase de résolution proprement dite suivi d’une
phase de prise en compte de la restriction par l'utilisation d’un algorithme d’élimination
de constante que nous détaillerons.

Nous verrons ensuite comment combiner ce résolveur de contraintes avec un algo-
rithme d’unification en montrant comment se ramener a un probleme de combinaison
d’algorithmes d’unification grace a l'existence d’une présentation équationnelle AF de
I’égalité dans une algebre primale A.

On détaillera finalement des applications au langage combiné:

Le cas le plus simple de mélange avec une théorie équationnelle est celui qui consiste
a étendre 'algebre primale par des symboles libres que ’on voudrait interpréter par des
fonctions sur le domaine de cette algebre. Nous préciserons les liens existants entre le

185
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langage combiné et la classe de tous les enrichissements possibles de 1’algebre primale sur
son domaine.

Dans le méme ordre d’idée, la combinaison de résolveurs de contraintes dans deux al-
gebres finies permet d’obtenir un résolveur de contraintes symboliques dans une structure
proche de celle liée au langage combiné mais qui est, elle, définie plus simplement par
I'union des domaines et interprétations. Cette approche n’est intéressante que lorsque les
domaines respectifs ont une intersection non vide car les contraintes hétérogenes ont alors
une solution. Les constantes représentant les éléments de I'intersection des domaines sont
dans ce cas partagées.

6.1 Un langage de contraintes combiné

Un modele pour la combinaison de deux langages de contraintes doit au mieux préser-
ver la validité des contraintes pures de chaque langage pour qu’on puisse ensuite résoudre
des contraintes pures dans les langages respectifs. L’existence d’un tel modele dépend
fortement des symboles de sortes, fonctions ou prédicats partagés par les deux signa-
tures correspondantes. Intuitivement, il serait naturel de vouloir prendre pour modele la
structure formée de I'union des interprétations.

Définition 6.1 Soient ¥; = (S1,F1,P1), B2 = (Sq,F2,S2) deuz signatures du premier
ordre et £ U Xy = (81 US,y, F1 UF,, P UPy) lunion des signatures. On note 4, U A, la
¥y U Yg-structure définie par:

o (S1US2)aua, = (S1)a, U(S2)a,,
@ (fl Uf?)AlUAQ = (fl).Al U (fQ)A27
o (P1UP2)au4, = (Pr)a, U(P2)a,.

La structure A; U A; n’est cependant définie que si les symboles partagés ont la méme
interprétation dans les deux sous-structures A4; et A,. Lorsque c’est le cas, une contrainte
i-pure est valide dans A; U A, si et seulement si elle I’est dans A;. Dans cette forme de
combinaison, les ensemble des sortes S; et Sy peuvent étre disjoints méme si les domaines
d’interprétation ont une intersection non vide, i.e. (S1)4, N (S2)4, # 0, auquel cas un
terme hétérogene peut avoir une solution dans A; U A;. Nous nous intéresserons plus
particulierement au cours de ce chapitre a des algebres finies ayant une intersection des
domaines non vide.

Le mélange de théories équationnelles (F;, Ey) et (F3, £;) mono-sortées et partageant
la méme sorte s. ne rentre pas dans ce cadre puisque =g, # =g, U =g,. Nous avons
pourtant vu aux chapitres précédents que scus certaines conditions comme par exemple
les signatures disjointes, il était possible la aussi de préserver les égalités de =p, et =g,
et plus encore de pouvoir obtenir un algorithme d’unification dans £; U E; en combinant
ceux existants dans F; et Fj.

Nous allons maintenant chercher & construire sur le méme principe un langage de
contraintes combiné avec conservation des propriétés atomiques de deux structures A,
et A, mono-sortées et partageant la méme sorte s.. Il n’est pas surprenant d’avoir a
considérer dans ce cas la classe des modeles validant les égalités de Th(A;) et celles de
T h(A,) et plus précisement ’algebre libre sur un ensemble de variables &'
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Définition 6.2 Soient %1 = ({s.},F1,P1) et Ly = ({s.},F2,S2) deuxr signatures du
premier ordre. Le langage combiné C L[, U Xy, X] est défini par la structure C quu est
Ualgébre de termes quotient T ({s.}, F1UF2, X))/ =g,uE, ot By = Th(A1), Ey = Th(Ay)

et X est un ensemble de variables de sorte s.. On note =¢ la relation =g, E,-

Cette définition est volontairement incomplete et sera précisée en temps utile. Il faudra
en particulier définir une interprétation pour les prédicats.

Nous utiliserons comme représentants canoniques des classes d’équivalence de =g, ug,
les formes normales suivant le systéme de réécriture combiné R introduit aux chapitres 2
et 3. Soient F = F; U F, et > un ordre de simplification total sur les termes (clos)
7 (F U X). Rappelons que ’ensemble des instances hétérogenes orientées des E;-égalités
est noté E£;. On note que la construction de R qui est faite précédemment ne suppose
pas que =g, ou =g, soit finiment engendrée.

6.1.1 Hypotheéses

Les conditions a satisfaire par I'égalité dans les structures composantes ne sont pas
restrictives. On suppose que seules les constantes sont partagées. S’autoriser d’autres
symboles partagés n’est pas réaliste dans ce contexte car cela implique de fortes restrictions
sur ces symboles et donc sur ’égalité dans chaque composante, qui rappelons-le, doit étre
quelconque.

Hypothese 6.1

1. Les signatures ¥y = ({s.}, F1, P1) et £y = ({s.}, F2, P2) sont finies.

. Les ¥y -structure A, et YXo-structure Ay sont consistantes.

. Pour chaque structure A; (i = 1,2),
Va,be Fia#b, (a)a; # (b)a;

En conséquence, les théories By = Th(A;) et E; = Th(A;) sont consistantes et il
n’y a pas de F;-égalité entre constantes dont seulement certaines sont partagées par K
et F,. Nous nous sommes donc replacés dans les conditions vues au chapitre 3 pour
la combinaison d’algorithmes d’unification dans le mélange de théories équationnelles
partageant des constantes uniquement.

Rappelons seulement qu'il ne peut y avoir de constante partagée en téte des membres
gauches des regles du systeme de réécriture combiné R. Une constante partagée est donc
un terme irréductible.

6.1.2 Abstraction

Une contrainte atomique p(ty,...,¢,) hétérogene est décomposée en une conjonction
de contraintes atomiques par l'introduction de nouvelles equations résolues de la forme
v ~\ 2 Pl . o
x="t ou t est sous terme étranger et z la variable qui le remplace.
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Au niveau des preuves des théoremes équationnels, nous avons déja évoqué le be-
soin d’un outil analogue permettant de représenter chaque classe de termes hétérogenes
équivalents par une unique variable.

Définition 6.3 Une abstraction par variables est une bijection 7 entre [’ensemble des
termes R-normalisés T |p= {u |p lu € T(FUX) et u |[ge T(FUX)\(XUSC)} et un

sous-ensemble de variables de X .

Un terme partagé, nécessairement une variable ou une constante, n’a pas a étre abs-
trait.
Le terme ™, appelé i-abstraction du terme ¢, est défini de facon inductive comme suit:

® sit=ac SC alors t™ = q,
e sit=x¢€ X alors t™ =z,

e sit= f(s1,...,8,) et feF alorst™ = f(s7*,...,s)

’Tp

sinon sit |gp¢ (X USC) alors t™ = 7 (¢ |g) sinon t™ =1t |p.

Exemple 6.1 Considérons les théories équationnelles £y = {axT =z} , Fy = {z+7T =
T} et le terme hétérogénet = (y x (y+T))x T.t™ est (yx T)x T puisque (y+T) [p=T.
t™ est y puisque t |p=y.

On rappelle que ’application réciproque 7~ de 7 n’est pas a proprement parler une
substitution car elle a un domaine potentiellement infini mais on utilisera systémati-
quement sa restriction a un ensemble fini de variables. La substitution o™ désigne la
i-abstraction de o definie par o™ = {z + (z0)™ |z € Dom(o)}. Nous utiliserons dans la
suite le fait que ¢t™ est un terme i-pur, que (to)™ = to™ si t est i-pur et finalement que
o™ Sf o si o est KH-normalisée.

6.1.3 Résolution dans une composante

Intéressons-nous tout d’abord au cas des contraintes équationnelles en adaptant les
résultats vus pour la combinaison d’algorithmes d’unification dans les théories équation-
nelles.

Lemme 6.1 Soit t un terme t-pur et o une substitution R-normalisée. Alors

((ta) iR)m =4, to™.

Preuve: D’apres le Lemme 2.12, nous savons que (to) [ gp= (to) [g> et donc
((to) Ir)™ =g, to™
avec, par définition, les équivalences suivantes:

Ur

((tO') lR)Wi =E, te™ & ((tO‘) iR)m =Th(As) te™ & ((tO‘) lR)”i =4, to
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Proposition 6.1 Soient s et t deuz termes t-purs et o une substitution R-normalisée.
Alors

S0 =¢ tog & so™ =4, to™.

Preuve: D’apres le Lemme 6.1, to™ =4, ((to) lr)™ et to™ =4 ((so) Lr)™ avec
S0 =pg,uE, to si et seulement si (so) [p= (tc) |r. O

L’interprétation d’un prédicat p de P; différent de 'égalité est d’abord définie sur
I’ensemble des termes 7 (F, X’) puis on montrera la compatibilité vis-a-vis de la relation
d’équivalence =¢.

Définition 6.4 (FErtension des prédicats). Soient p un prédicat n-aire de P;, ty,... 1,
des termes de T(F U X'). L’interprétation pc de p est la relation définte par:
pe(tyy-..,tn) est vrai ssi A; = p((t1 Lr)™, ..., (tn LR)™).

Cette définition est compatible avec la relation d’équivalence =¢. En effet si ¢y =g ug,
sk, alors leur forme normale suivant R est identique et donc (t; [r)™ =4, (sx Lr)™ puisque

(te Lr)™ = (sk LR)™.

Proposition 6.2 Soit p un prédicat n-aire de P;.
CE p(ty,...,t,) st et seulement st A; = p((t1 Lr)™, ..., (. LR)™).

Preuve: On montre tout d’abord que (¢ |g)™ <4, (to [r)™ si o est une substitution
R-normalisée et ¢ un ¢-terme. Considérons les termes v et u obtenus en remplagant
les sous-termes étrangers par leurs R-formes normales. D’apres le Lemme 6.1, nous
avons v =4, (t [p)™ et u™ =4, (to [g)™. Le terme u™ est une instance de v™, l.e.
u™ = v™¢, ou ¢ est définie comme suit:

e s = (so [g)™ sis e AST(v),
o o =z0" stz € V;(v).

Par conséquent, (¢t [g)™ =4, v™ S u™ =4, (to [gr)™.

Maintenant, si pe(ty,...,t,) est vrai alors p((¢1 [r)™,...,(¢tn Lr)™) est valide dans
A; ainsi que p((tyo [g)™, ..., (tno [r)™) et donc pe(tio,...,t,0) est encore vrai.

Pour la réciproque, il sutfit de considérer la substitution identité qui est E-normalisée.
0]

Exemple 6.2 Dans le langage obtenu par combinaison de lalgébre de Boole et de la

théorie équationnelle {f(z) = f(x)}, les contraintes suivantes sont valides: f(z)+ f(z) =

1, f(z)# f(2), f(z)+1>1 elc...

L’interprétation C définie ci-dessus a I'avantage de préserver exactement la validité des
contraintes pures de chaque langage et rien que celles-ci.

Proposition 6.3 Si ¢; est une contrainte atomique i-pure de C'L 4,[%;, X] alors

C}:CiﬁAi‘,:Ci.
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Preuve: Sity,...,t, sont t-purs alors ({x [r)™ =4, tx pour k=1,...,n et donc

A p(ty,. . tn) & Ak p((t Lr)™, . (B L)),
c'est-a-dire C = p(ty,...,t,) si et seulement si A; = p(t1,...,t,). O

La satisfaisabilité des contraintes pures est préservée pour cette interprétation des
prédicats: si ¢; est une contrainte ¢-pure, alors a une solution dans C correspond une
solution symbolique dans A;.

Proposition 6.4 Soient p € P;, p(ty,...,t,) une contrainte atomique i-pure et o une
substitution R-normalisée. Alors

CEp(tio,...,tho) & A Epltic™, ... t,a™).

Preuve: Par définition, p(ti0,...,t,0) est vrai dans C ssi p(((t10) [r)™,...,((t,0) lr
)™) est valide dans A;. A nouveau d’apres le Lemme 6.1, on a ((tx0) [r)™ =4,
tro™ et donc p(((tio) [r)™,...,((tno) lr)™) est valide dans A; si et seulement si

p(tio7, ... t,o™) est valide A;. O

En conséquence, un ensemble complet de solutions symboliques C'SS4,(c) est encore
un C'SSe(c) si ¢ est une contrainte ¢-pure, ce qui signifie qu’un résolveur de contraintes
symboliques dans 'L 4,[%;, X] peut-étre utilisé de fagon correcte et complete. C'est ce
résultat qui justifie notre démarche et permet de voir C'L¢[2; U X,, '] comme “le langage
combiné”.

Dans notre approche, une diséquation i-pure s #. ¢ peut étre résolue dans A; sans
perte de complétude si #; est vue comme un prédicat. Mais I'interprétation dans C qui
est faite du prédicat #; ne correspond pas a la négation de =¢ mais a I’extension de #; au
domaine de C. On notera que dans ce contexte, chaque langage de contraintes composant
doit posséder son propre prédicat de diségalité. Cette approche constructive de la négation
permet de réutiliser un algorithme de disunification dans un langage composant comme
ce qui est fait pour 'unification.

6.1.4 Combinaison des solutions

Le probleme de la combinaison des solutions fournies par chaque langage composant se
pose a nouveau. En effet, nous savons qu’un ensemble complet de solutions symboliques
CSS4,(ci) est un CSSe(c;) pour ¢ = 1,2 si ¢ A ¢z est la conjonction de contraintes
pures équivalente a la contrainte initiale c. Mais cela ne suffit pas pour trouver l'’ensemble
complet C'SS¢(ci1Acy). Comme pour la combinaison d’algorithmes d’unification, on montre
qu’un ensemble complet de solutions C'SS¢(c1Acy) est obtenu par combinaison de solutions
de SSy4, (c1) et SSa,(c2) satisfaisant une méme restriction linéaire. Cette notion s’étend
parfaitement a des contraintes non équationnelles.

Définition 6.5 Soient < un ordre linéaire sur Vi ®V, Uunion disjointe de deuz ensembles
de variables et c¢; une contrainte de CL4,[;, X] telle que V(c;) € Vi @ V;. Une solution
symbolique suivant la restriction linéaire < est une solution symbolique o telle que

e Ve, €V, ,xj0 =zxj,
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e Vz; € Vi, Vo, €V, z; ¢ zi0 stz <z
L’ensemble de ces solutions symboliques est noté SS5 (ci, V;).

Définition 6.6 Un ensemble complet de substitutions est un ensemble complet de solu-
tions suivant la restriction linéaire < d’une C'L 4,[X;, X]-contrainte ¢;, désigné par CSS5 (¢, V),
5t

1. (Protection des variables) Yo € CSS5.(¢;,V;), Dom(a) N VRan(c) = 0.
2. (Correction) CSS3 (¢;, V;) € SS5 (i, V5).
3. (Complétude) V¢ € SS5 (ci, Vi), Jo € CSS5 (e, Vy), o <4 4.

Un ensemble complet est minimal si deuz substitutions de cet ensemble ne peuvent étre
comparées par Sigci). Lorque un ensemble complet minimal est un singleton, celui-ci est
noté mgs5 (ci, V;).

Le résultat suivant est analogue a celui donné par F. Baader et K. Schulz pour la com-
binaison d’algorithmes d’unification. On s’intéresse d’abord a un résultat de décidabilité.

On montre dans un premier temps que pour toute solution de ¢; A ¢ dans C il existe
une identification, une instanciation par des constantes partagées et enfin une restriction
linéaire pour lesquelles il existe une solution dans chaque langage composant.

Proposition 6.5 La résolution de contraintes dans C L¢[¥,UY,, X| est décidable si la ré-
solution de contraintes avec restriction linéaire est décidable dans les langages C' L 4,[1, X']

et CLA2 [EQ’X]

Preuve: Soit ¢ une solution R-normalisée d’une conjonction de contraintes atomiques
c1 A ¢z. On peut supposer sans perte de généralité qu’il n’existe pas deux variables
z,y dans le probleme tel que zo = yo, sinon elles doivent d’abord étre identifiées.
L’abstraction par variables m peut étre alors définie comme une bijection telle que
pour les variables z du probleme on a n(zo) = z st zo ¢ X U SC. Alnsi, 20 est
abstrait par z lorsque zo est sous-terme étranger. L’ordre linéaire < est choisi tel
que z < y s1 zo est sous-terme strict de yo.

On considere les substitutions oy et oy définies par
0; = {2 = 20" }ao()eF\SCH
et I'instanciation par des constantes
p=1{z— 0}mesc.

Par hypothese, on a 0 € SS5¢(cy A ¢2) et donc 0™ € SS4,(¢) et 0™ € SS54,(¢ca) ou
encore oy € SSy, (c1p) et 0 € 5S4, (c2p), d’apres les notations introduites. Chaque
variable n’est instanciée que par une seule des deux substitutions, o; ou o3. La
restriction linéaire est définie sur V; @ V, avec V; = Dom(o;). Il faut maintenant
s’assurer que les substitutions o; et o, satisfont la méme restriction <. Si le terme
zo; (¢ = 1,2) contient une variable y instanciée dans o, (j # ¢) alors montrons que
z £ y. Par construction, si y est une variable de zo; alors le sous terme étranger yo
est sous terme de zo. Il est sous terme strict car zo et yo sont différents puisque les
variables z et y sont non identifiées. Donc y < z. En conclusion oy € 555 (e1p, V2)
et oy € SS5, (e2p. V). O
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Nous n’avons pour 'instant mis en évidence qu’un résultat de complétude. Récipro-
quement, deux solutions dans chaque langage de contraintes doivent étre combinées pour
donner une solution dans le langage combiné.

La prochaine section est consacrée 3 la construction effective d’un ensemble complet
de solutions symboliques dans le langage combiné a partir des ensembles complets calculeés
par chaque résolveur de contraintes.

6.1.5 Solutions combinées

Une solution combinée correspond simplement a la transformation d’une forme sé-
quentiellement résolue en une forme résolue par remplacements successifs.

Définition 6.7 Soient ¢, et c; deux contraintes respectivement 1-pure et 2-pure. La solu-
tion combinée oy Oy de ¢; et ¢ obtenue a partir de oy € S5 (1, V2) et 02 € 55%,(c2, V1)
est définie comme suit: si x une variable de V; et {y1,...yn} Uensemble des variables de
V; (¢ # j) inférieures a = par rapport a <, alors xo = zo;[yr < YrO|k=1,. .-

Proposition 6.6 Une solution combinée oy & oy de ¢, et ¢y est solution symbolique de
c1 A ey dans CLe[X U Xq, X,

Preuve: Par définition nous avons o1 € SS4,(c1) et o3 € S54,(c2) et donc o1 € SS¢(er)
et 0, € SSc(c2). Ensuite, par construction o; gZ(ClA”) o1 ® oy. N'importe quelle
instance d’une solution ¢; de ¢; est une solution de ¢;. Ainsi oy ® g9 € 5S¢(c1) et

o1 © oy € SSc(cy), est-a-dire oy © 02 € SSe(e1 Aez). O

La proposition 2.20 introduite au chapitre 2 s’applique en fait a des solutions symbo-
liques de n’importe quelles contraintes. Elle stipule qu'un ensemble complet de solutions
combinées est obtenu en combinant des ensembles complets de solutions. C’est ce qui nous

permet d’obtenir aussi un algorithme de résolution.

&,

25 €
able) si la résolution de contraintes avec restriction linéaire est finitaire (resp. décidable)

dans les langages C L4, [Xy, X] et CL 4,[2,, X].
L’algorithme est basé sur la proposition suivante:

Proposition 6.7 L’ensemble des substitutions £p(o1 © o3) tel que

£ € IDy(ciney);

pE SUBSE(CECIACZ))Q;

e < est un ordre linéaire sur Vi & V2 = V((c1 A c2)€p),
o1 € CSS5 (erép, Va) et oz € CSSEQ(pr,Vl),

est un C'SSc(cr A ez).
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Preuve: Nous avons vu pour la proposition 6.5 qu’une solution ¢ R-normalisée est une
instance d’une solution combinée:

o = (01 ® 0'2)71'—1
ou o1 € SS§ (c1p) et oy € SSF,(c2p), avec 0y, 02, p, < définis en fonction de o et
¢1, ¢p identifiées en fonction de o.

D’apres la proposition 2.20, il existe o € CSSg (e1p) et o) € CSSG (cap) telles
que

/ / V1®V2
S © ) SC T,

ou Vi®Vz = V(e1pAczp). En considérant maintenant toutes les variables de V(ciAcy),
on a

(01 @ op)p <" o

puisque o et p sont égales sur les variables V(¢ A ex)\(Vi @ V). O

[’algorithme correspondant permet de combiner soit des algorithmes de résolution,
soit des algorithmes de décision.

6.1.6 Regles pour la combinaison

Les regles de transformation sont données en figure 6.1. Il y a principalement deux
étapes appelées Purification et Combinaison qui produisent une forme séquentiellement ré-
solue. Une troisieme étape consiste a appliquer la régle de Remplacement jusqu’a obtenir
une forme résolue. L’application séquentielle de ces trois étapes termine évidement et
retourne un ensemble complet de C' L[ U ¥z, X)-sclutions symboliques.

L’étape déterministe Purification transforme une contrainte ¢ en conjonction de contraintes
pures ¢; A ¢z chacune satisfaisable dans un langage composant.

[’étape indéterministe Combinaison est consacrée a la résolution dans chaque compo-
sante et a la combination des solutions. Les parameétres de cette étape sont

e Une conjonction ¢; A ¢ formée de C'L4,[3;, X]-contraintes ¢; (¢ = 1,2).
e Un ensemble de variables V; instanciées dans C' L 4,[¥;, X] et gelées dans C' L 4,[%2, X].
e Un ensemble de variables V; instanciées dans C'L 4,[2,, X'] et gelées dans C'L 4[4, X].

e Un ordre linéaire sur I'union disjointe de Vj et V, qui représente ’ordre d’“Occur-
Check” de la forme séquentiellement résolue souhaitée.

On rappelle que ¢ désigne la forme résolue associée a toute substitution o idempotente.

6.2 Extension du résolveur de contraintes dans les
algebres finies
Nous allons d’abord préciser comment il est possible de repositionner simplement le

probléme dans le cadre de la combinaison d’algorithmes d’unification lorsque les compo-
sants sont un langage primal C'L 4p[ 2, X] et un langage équationnel C Lg,[¥,, X].
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1. Purification
Appliquer tant que possible les regles suivantes:

Abstraction Variable(Contrainte)
cAp(t, ... tm)
Jz e Ap(ty, s tel@lw, ooy tm) Az =" tgy,
p & Pz’?
si ¢ w € AlienPos(ty) si ty(e) € Fi,w = €si tg(e) € F;,j # 1,
z est une nouvelle variable

Abstraction Variable(Equation)
chs="t Jwe AlienPos(t),
JricAs="tz]lu N ="1,

z est une nouvelle variable

Equation Impure

cAhs="1 Si{SET(th)\XafET(f%X)\X

dr:cehz="sAhz="1 z est une nouvelle variable

2. Combinaison

Considérer

e toute identification £ € 1Dy, acy)s
e toute instanciation p € SUBSEE’EQMZ)&),

e tout ordre linéaire < sur V; & Vo = V((c1 A ¢2)ép)

et appliquer la regle suivante

Resol/ution .
a1 Neg)

(pAENGLAGY)

sio; € CSSY (ciép, V)

3. Solution combinée
Appliquer tant que possible la regle suivante

Remplacement

chx="1

{z—t}Hc)Nz =1

siz € V(c)ett ¢ X

Figure 6.1. Résolution de contraintes dans CL¢[¥ U ¥q, X




6.2. Extension du résolveur de contraintes dans les algebres finies 195

Dans ce contexte bien particulier, une contrainte atomique primale ¢ est eéquivalente
dans A & une conjonction d’équations mgs(c). Ces deux contraintes ont donc méme
ensemble complet de solutions symboliques dans C.

La purification étendue aux contraintes non équationnelles transforme la contrainte
initiale en une conjonction de contraintes atomiques pures dans une composante du lan-
gage. Celles qui sont pures dans le langage primal sont ensuite transformées en équations.
En définitive, on obtient une contrainte ¢ telle que CSSe(c) = CSUarug, (). 1l s’agit
donc dans ce cas d’un probléme de combinaison d’algorithmes d’unification dans les théo-
ries équationnelles AF et F,.

Pour résoudre ce probleme de combinaison il faut disposer d’un algorithme d’unifica-
tion avec restriction linéaire pour le langage primal et le langage équationnel. Nous allons
nous intéresser plus généralement a la résolution de contraintes avec restriction linéaire
dans un langage primal. Il faut pouvoir

1. considérer comme constantes les variables instanciées dans "autre théorie Fy,

2. tenir compte d’une restriction linéaire en éliminant certaines constantes des termes
solutions.

Cette décomposition est celle utilisée couramment pour la combinaison d’algorithmes
d’unification (et non d’unifiabilité). Elle s’étend parfaitement a la résolution de contraintes
symboliques et plus précisément a un langage primal ou une contrainte atomique primale
est équivalente a une contrainte équationnelle.

Ces deux phases distinctes nécessitent pour chaque théorie équationnelle des outils spé-
cifiques qui sont l'unification avec constantes et I’élimination de constante. Ces outils sont
obtenus pour la théorie AF en transposant le probleme dans 'algébre A puisque 1’éga-
lité dans AF est celle dans A. Le résolveur de contraintes dans le langage CL,p[%, X]
doit étre spécialisé pour que les solutions symboliques n’instancient pas les variables dites
gelées, qui sont considérées comme constantes dans la théorie équationnelle AF'. D’autre
part, les solutions ne doivent pas contenir certaines variables gelées, vues dans la théorie
équationnelle AF' comme des constantes a éliminer dans les termes solutions. Nous ver-
rons que |’élimination de variable gelée peut s’effectuer par unification dans un langage
“““““ njonction de pro
équationnelle. C’est la raison pour laquelle nous nous limiterons a 1’étude d’un probléme
élémentaire, a savoir I’élimination d’une seule variable gelée dans un seul terme.

UG I 5 USRI £ 74 B SUUN.SI S o Tarrand i1 UL
piemes a’élimination est Suuplcmcut une contrainte

6.2.1 Résolution de contraintes avec variables gelées

Le résolveur de contraintes dans C'Lsr[ Y, X] doit étre spécialisé pour éviter I'instan-
ciation de variables gelées. .

Un ensemble complet de solutions d’une contrainte ¢ par rapport a un ensemble de
variables gelées M € V(c) est défini en imposant qu’une solution ¢ n’instancie pas les
variables de M: Vo € CSS(c, M), Dom(c) C V(c¢)\ M. Lorsqu’un ensemble complet
minimal C'SS(¢, M) contient au plus un élément alors celui-ci sera noté mgs(c, M).

Lorsqu’une substitution ¢ n’instancie pas les variables gelées M dans une contrainte
¢, ces variables apparaissent encore dans la contrainte co et ’application o, entre assigna-
tions laisse inchangée les valeurs assignées aux variables gelées M:

Va Vz € M, o.(a)(z) = alzo) = a(z).
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Nous allons voir comment s’intégre cette condition supplémentaire a celles données
dans le cas sans variable gelée. ‘

Cette condition signifie que les assignations é des variables gelées M sont inchan-
gées par l'application o, entre assignations et qu’il suffira de s’intéresser aux variables
non gelées. Etant donnée une assignation § € ASS%! de variables gelées, on note § la
substitution obtenue en remplagant la valeur 6(z) € A par la constante correspondante
[6(z)] € F. La condition que les variables M ne sont pas instanciées par o s’écrit

I(o.) =6 UZI(og).

Les propositions suivantes sont des conséquences directes de cette décomposition ap-
pliquée aux résultats du chapitre précédent.

Proposition 6.8 Si o est une substitution n’instanciant pas les variables gelées M alors
o est une solution symbolique de c si et seulement si

V8 € ASSY, I(0,5) C Sola(ch) .4

L’équivalence entre préordre de subsomption des substitutions o et ¢’ et inclusion des
rangs de o, et o, peut étre raffinée lorsque o et o’ gélent les variables de M.

Proposition 6.9 Soit o et o’ deux substitutions n’instanciant pas les variables gelées M.
Alors o §ZE§) o' ssiV6 € ASSY, I(o.s) CI(o).

Corollaire 6.1 57l existe une substitution o n’instanciant pas les vartables gelées M
telle que V6 € ASSY', I(o,5) = SolA(cé)lv(Cé), alors o est une solution principale de c.

La résolution d’une contrainte ¢ par rapport a un ensemble de variables gelées M
s’effectue en considérant les sous problemes obtenus en projetant de toutes les fagons
possibles les variables gelées sur les valeurs du domaine. En effet, une solution symbolique
o est solution principale de ¢ par rapport a un ensemble de variable gelées M si et
seulement si pour toute substitution é des variables gelées M, 06 est solution principale
de ¢é.

Théoréme 6.2 Soit ¢ une contrainte et M un ensemble de variables inclus dans V(c).
La substitution

{z = J]6(M) - mgs(ct)(z)}oeviepm
5
est une solution principale de ¢ par rapport a Uensemble de variables gelées M.

Preuve: Cette substitution n’instancie pas les variables de M et vérifie la condition du
Corollaire 6.1. O

Exemple 6.3 (Suite de lexemple 5.8: ¢ = (z+yz =" zyz)). Supposons M = {z}. Il faut
considérer 0 = (0 + yz =" 0yz) ot Sol(c0) = {7 Z,72z,yZ} et cl = (L+yz="1yz) o
Sol(cl) = {yz}. Ainsi mgs(cl) = {y — 1,z — 1} et Uapplication

(T W2) =07 0w(Tiy2) =Tz 0(v1%2) =YZ 0w(thy2) =yZ

produit mgs(c0) = {y = 1,2 — Jiy2}-
Les termes T - mgs(c0)(y) + = - mgs(cl)(y) et T -mgs(c0)(z) + x - mgs(cl)(z) sont res-
pectivement associés ay et z: mgs(ec, M) ={y— Ty, +z,2— T Ty + z}.
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6.2.2 Un algorithme d’élimination de variable gelée

Nous considérons a présent le probleme des cycles composés
.

? ? ? N N
y1:'t1[$1‘] A $1:'51[y2] FANRIE Un= tn[.’l/'n] A Tp= Sn{yl}

de termes non variables purs alternativement dans chaque langage de contraintes. Ces
cycles peuvent avoir des solutions dans le langage de contraintes combiné. Pour les trouver
il faut calculer les bonnes instances qui transforment le cycle composé en une forme
séquentiellement résolue. C’est ’objet d’un algorithme d’élimination de variable gelée.

Définition 6.8 Un terme u est une instance d’un terme t suivant un ensemble de va-
riables M s’il existe une substitution o telle que

e Dom(o) N M = 1.

® o —=4p Uu.

Le préordre de subsomption ainsi défini sera noté <4

Définition 6.9 Un terme u élimine z dans t suivant un ensemble de variables gelées M

stz ¢ u,x & M ett <MU{I} u. L’ensemble de ces termes est noté STFE(z,t,M). La
substitution o est un ehmmateur de  dans t. L’ensemble des éliminateurs de x dans t

est noté SE(z,t, M).

Exemple 6.4 Considérons le terme booléen t = = +y. La substitution ¢ = {y — T} est
un €liminateur de x danst. Le terme 1 élimine x danst. La substitution o = {y — T +z}
est ausst un €liminateur mais est plus général que ¢. '

Définition 6.10 Un ensemble de termes est un ensemble complet de termes éliminant
dans ¢ suivant les variables gelées M, noté par CSTE(z,t, M), si

[ OSTE(z,t, M) C STE(z,t, M).
2. Yu € STE(z,t, M) 3s € CSTE(z,t, M), s <{% u.
Un CSTE(z,t, M) est minimal si deuz termes de CSTE(x,t, M) ne peuvent pas étre

comparés par <MU{I} Lorsqu’un tel ensemble est au plus un singleton, mgte(zx,t, M)
désigne cet unique €lément.

Un terme u éliminant  dans ¢ prend des valeurs de ¢ notées
Val(t) = {a(t) | « € ASS4},
et en particulier celles indépendantes des valeurs prises par z,

Common(z,t) = (| Val(t{z — [i]}).

€A

Il y a a nouveau équivalence entre I'inclusion C sur ’ensemble des valeurs prises par
les termes et le préordre de subsomption <4r sur les termes.
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Proposition 6.10 Soient t el u deuz termes.
t SE u si et seulement si ¥6 € ASSYY, Val(ub) C Val(th).

arF u si et seulement Val(u) C Val(t).

A

En particulier, si M = ) alors on a

Preuve: La preuve est basée sur 'application de la proposition 5.6 aux substitutions
o={zm1t}, 0 = {2z u} et a la contrainte triviale

C —= /\ I:?I.

eV (t)UV(u)u{z}

La variable z est supposée ne pas apparaitre dans s et {. Comme o et ¢’ n’instancient
pas les variables gelées M il existe une substitution p telle que

Ve € V(c), zo0 =z0'p

sl et seulement si

V6 € ASSY, I(o's) C I(o.g),

cette condition étant équivalente a
V6 € ASSH!, Val(ué) C Val(ts).

On peut supposer sans perte de généralité que p n’instancie pas les variables de M
puisque
Yo € M, zp =ar x.

a

Proposition 6.11 5iu est un terme €liminant v dans t suivant un ensemble de variables
gelées M alors ,
V6 € ASSYY Val(u8) C Common(z,16).

Preuve: Le terme u est une instance de ¢ suivant un ensemble de variables gelées MU{z}
avec ¢ ¢ u.

t <M i€ A, V6 € ASSM, Val(ub{z — [i]}) C Val(t6{z — [i]}).
AF A

D’autre part, les valeurs prises par u ne dépendent pas des valeurs de z puisque
z ¢ u. Ainsi

Val(ub) = Val(ub{z — [0]}) = ... = Val(ub{z — [n —1]}).
En regroupant, on obtient

Val(ub) C () Val(z,t6{z — [i]}) = Common(z,18).

1€A



6.2. Extension du résolveur de contraintes dans les algebres finies 199

I1 suffit ensuite d’exhiber un terme u ne satisfaisant pas seulement 'inclusion mais
I’égalité: c’est un terme principal éliminant = dans .
Le cas avec variables gelées est a nouveau basé sur celui sans variable gelée.

Théoréeme 6.3 Le probleme qui consiste a trouver un ensemble complel de termes éiimi-
nant ¢ dans t est unitaire dans les algébres finies.

e St M = 0 alors mgte(z,t,0) = ;4 Ci(v) - [S(2)], ot v est une nouvelle variable
(v V(t)) et S: A Common(z,t) une application surjective.

o Si M = alors mgte(z,t, M) = SsT16(M) - mygte(z,t8,0).

Exemple 6.5 Sit est un terme booléen sans variable (M = 0) non équivalent a z, alors
on peut choisir mgte(z,t,0) = v lorsque Common(z,t) = {0,1}, ot mgte(z,t,0) = 0O
(resp. 1) lorsque Common(z,t) = {0} (resp. {1}).

La résolution de contraintes avec variables gelées fournit un éliminateur principal:
c’est la solution principale d’un probléme de filtrage (¢! <% u) o u est le terme principal
éliminant = dans ¢.

Théoréme 6.4 Le probleme d’élimination de variable gelée est unitaire dans les algebres
finies. Un éliminateur principal de = dans t est mgs(t =' mgte(z,t, M), M U {z,v}) ou
MU {v} sont les variables dans mgte(x,t, M).

Preuve: On note c le probleme de filtrage a résoudre et o sa solution principale. Si ¢’
désigne un éliminateur de z dans ¢ suivant un ensemble de variables gelées M, alors
il existe un terme dans ST FE(z,t, M) et par conséquent,

MU{z,v ~ ol =
V6 € ASSYVE, T(o's) C {B | B(t6) € Common(z,t8)} = (o g).
La substitution ¢’ est donc une instance de o. La substitution u telle que
Vz € V(c),z0’ =r zop

n’instancie pas les variables de M U {z,v} puisque Dom(c)N{M U {z,v}} =  par
construction et Dom(a’) N {M U {z,v}} = 0 par hypothése. O

Exemple 6.6 Soitt un terme booléen 7 (y +yz)+ayz. Comme Common(z,t) = {0,1},
le terme éliminant est une variable v. Il s’agit ensuite de considérer ¢ = (t =" v) ou z et
v sont gelées, c’est-a-dire:

c00 = {z — 0,v — 0}(c) avec Sol(c00) = {yz}.

01 = {z — 0,v — 1}(c) avec Sol(c01) ={y Z,yz,yZ}.

cl0 = {z +— 1, v+ 0}(c) avec Sol(c10) ={¥7,72,y7 }.

cll = {z+— 1,v — 1}(c) avec Sol(cll) = {yz}.

Ainsi mgs(c00) = mgs(cll) = {y — 1,z +— 1} et mgs(c0l) = mgs(cl0) = {y — y1,2 —

U1 Y2} grdce a l'application
U'c()l(—:’jl_ %): yf UCOI(@—I—%) = —ng UCOl(ylz’—;’E) :y'z_ UCOl(yly2):y—Z
Finalement,

mygs(c,{z,v})={y— TT +Topr + 20y + 20,2 TV + TG Y2+ 2T J1 y2 + Tv}.
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6.2.3 Résolution de contraintes avec restriction linéaire

L’algorithme proposé s’inspire fortement de la construction générale qui utilise d’abord
un résolveur de contraintes avec variables gelées puis un algorithme d’élimination de
variable gelée pour tenir compte de la restriction linéaire. Les particularités de la résolution
de contraintes dans le langage primal font qu’une solution principale est obtenue par
composition de deux substitutions correspondant a ces deux étapes bien distinctes. Une
conjonction de problemes d’élimination est une conjonction de filtre-équations

tlz] <p u

ou u est le terme éliminant = dans ¢. Il est supposé qu'une nouvelle variable permettant de
construire un terme éliminant ne peut figurer dans deux termes éliminants différents. Elle
est implicitement gelée puisque elle apparait dans un membre droit d’une filtre-équation.

Proposition 6.12 Une solution principale de la contrainte ¢ suivant la restriction li-
néaire < sur V(c) =V & M est la composée de deuz substitution ovp telle que

1. o € mgs(c, M),
2. w € mgS(A{(z,y)EMXch(y} ro S? mgte(y,xa,M\{y}),M)

La prise en compte de la restriction linéaire nécessite de savoir résoudre une conjonction
de problemes d’élimination d’une variable gelée dans un terme. Savoir résoudre un pro-
bléeme d’élimination ne permet pas en général de résoudre une conjonction de problemes.
En effet ce probleme n’est pas stable par instanciation. Il n’est pas possible de d’abord
résoudre un probleme d’élimination puis de reporter cette solution dans le probleme sui-
vant qui risque de 'instancier sans qu’elle reste une solution. Une démarche incrémentale
ne peut donc pas étre entreprise en général. Le fait de pouvoir transposer un probleme
d’élimination en une équation est donc de la plus grande importance. Cela permet de voir
une conjonction de problemes d’élimination comme une conjonction d’équations ou plus
exactement de filtre-équations. [l n’est pas nécessaire de résoudre une équation une par
une si ’on dispose d’'une méthode plus efficace de résolution de systemes d’équations.

En particulier, nous avons & considérer des sous-systemes de filtre-équations de la
forme

/\ ra S7AF mgte(y.,;ca,M\{y})
{veM | z<y}
Soit M, l’ensemble des variables gelées supérieures & = pour 'ordre linéaire <. Pour
chacune de ces variables gelées, un terme éliminant est créé, alors qu’un seul suffirait pour
représenter 1’ensemble de ces termes éliminants. Ce terme est construit sur ’ensemble des
valeurs

(1 Common(y,zob),

yeEM

et ne nécessite I'introduction que d’une seule variable afin de schématiser cet ensemble
de valeurs. I’étude de la résolution d’un systeme d’équations permet donc de mettre
en évidence une optimisation de I’élimination de plusieurs variables gelées dans un seul
terme. S’intéresser directement a 1’élimination de plusieurs variables dans un terme aurait
alourdi inutilement la notation. Grice & ce regroupement des problemes d’élimination,
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il suffit d’introduire une nouvelle variable comme doublure de chaque variable non gelée
sauf pour la variable maximale par rapport a < qui, elle, ne contient pas de variable gelée
a éliminer. L’ensemble

(| Common(y,zc6)
yEMy
peut aussi étre un singleton, auquel cas la valeur correspondante est directement utilisée
comme terme éliminant.

Le systeme de problémes d’élimination a résoudre pour le second point de la pro-
position 6.12 est donc en définitive une conjonction de sous-systemes qui se réduisent
simplement en une seule filtre-équation, une pour chaque variable z € V.

L’idée est ensuite de résoudre ce systéme de filtre-équations de facon incrémentale. On
commence par choisir ’élément minimal  de maniere indéterministe et en ne fixant pas a
priori ’ordre < sur les autres variables. L’ensemble M, est quand méme défini et permet
d’éliminer toutes les variables supérieures a x. La solution est ensuite reportée dans la
contrainte équationnelle sous forme résolue. Ce qui a été fait pour rendre z minimal ne
sera plus a refaire, la variable étant compléetement déconnectée des autres variables. En
effet, le terme solution associé a cette variable ne changera plus au cours du processus
d’élimination, il est gelé. Ce processus est réitéré sur les variables restantes et un nouvel
élément minimal doit étre fixé. L’élimination se poursuit jusqu’a ce qu’il n’y ait plus
de variable non ordonnée. On s’arréte finalement avec une substitution respectant la
restriction linéaire qui s’est construite au fur et & mesure.

Corollaire 6.2 La résolution de contraintes avec restriction lin€aire est unitaire dans un
langage primal.

Nous savions que la résolution de contraintes avec variables gelées est unitaire mais
cela ne suffisait pas pour combiner un résolveur de contraintes dans un langage primal avec
un algorithme d’unification dans un langage équationnel. Le résolveur de contraintes dont
nous disposons maintenant est prét a étre combiné avec un autre algorithme d’unification
pourvu que ce dernier soit lui aussi suffisamment puissant.

6.2.4 Résolution de contraintes pseudo-booléennes et pseudo-
finis avec restriction

Le probleme de la résolution avec restriction (linéaire) de contraintes pseudo-booléennes
ou plus généralement pseudo-finies n’a pas été traité jusqu’a présent.

Nous montrons qu’il est possible de résoudre des contraintes ayant des variables de
sorte Int lorsque celles-ci sont toujours membres d’une équation. En particulier, il est
possible d’avoir une équation x : Int="t. La question est alors de savoir comment éliminer
une variable (nécessairement de sorte Bool) dans ¢. C’est une question essentielle si l'on
veut combiner PF ou simplement PB & une autre structure ordo-sortée (par exemple une
théorie équationnelle), probleme évoqué au chapitre suivant.

Définition 6.11 Une contrainte pseudo-booléenne (resp. pseudo-finie) étendue est une
contrainte dont les membres des équations sont des termes pseudo-booléens (resp. pseudo-
finis) ou des variables de sorte Int.
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Un algorithme de résolution de contraintes pseudo-finies étendues avec restriction est
obtenu en utilisant d’abord un algorithme de résolution de contraintes avec variables
gelées puis un algorithme d’élimination de variable gelée dans un terme pseudo-fini.

Précisons comment s’enchainent ces algorithmes.

e L’algorithme de résolution est utilisé pour les contraintes pseudo-finies sans consi-
’ ’ a s ?
dérer les équations résolues = : Int="¢.

e La restriction doit étre ensuite prise en compte. Comme un probleme de filtrage
t <* z : Int n’a pas de solution dans PF, il suffit de savoir éliminer une variable
(forcément de sorte Prim) de t. '

On note au passage que 'identification de variables de sorte Int dans une contrainte
pseudo-finie étendue produit une contrainte pseudo-finie étendue.

Lemme 6.2 L’élimination de variable gelée dans un terme pseudo-booléen (resp. pseudo-
fini) est équivalente a un probléeme de filtrage dans les pseudo-booléens (resp. pseudo-finis).

Preuve: Considérons le cas simple ou il n’y a pas d’autre variable gelée dans ¢ que z,
celle a éliminer. Comme nous 'avons vu précédemment, le probleme d’élimination
de z dans ¢ est équivalent & un probléme de filtrage ¢ < u. La seule différence avec
les algebres primales se situe dans le nombre de variables a introduire dans le terme
u. Celui-ci est construit d’apres ’ensemble des valeurs prises par ¢ indépendamment
de celles de = qui est noté Common(xz,t). L’ensemble fini des valeurs prises par ¢,
noté Val(t), est inclus strictement dans Z mais n’est pas inclus dans A. L'ensemble
Common(z,t) est défini par Common(z,t) = NieaVal(t{z — [i]}). Le terme u
est construit grace a une surjection S de A™ — Common(z,t). Le nombre m de
variables vérifie nécessairement |A|™ > |Common(z,t)|. On le choisira minimal.

u = X Cil(vl)""cim(vm)' [5(;)]

(il ,--wim)EA'"

La construction du terme éliminant u se généralise de la méme facon que dans le
cas des algébres primales pour autoriser d’autres variables gelées dans ¢t. O

On peut noter qu’il a été possible de ramener le probleme de I’élimination de variable
gelée a un probleme de filtrage parce que toute fonction pseudo-finie peut s’exprimer par
un terme.

Corollaire 6.3 La résolution symbolique avec restriction des contraintes pseudo-booléennes
étendues (resp. pseudo-finies étendues) est unitaire.

6.2.5 Combinaison avec une théorie équationnelle

L’existence d’une présentation équationnelle AF' w-complete dont 1’algebre initiale est
A offre une justification au mélange avec une autre présentation équationnelle définis-
sant par exemple des propriétés simples sur d’autres symboles comme par exemple la
commutativité, ’associativité-commutativité ou simplement des symboles sans propriétés
dits libres. Les outils nécessaires pour résoudre 'unification dans le mélange le sont aussi
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pour combiner plus généralement un résolveur de contraintes dans un langage primal avec
un algorithme d’unification dans un langage équationnel. On utilise alors pleinement le
résolveur de contraintes dans le langage primal sans se limiter aux seules équations.

W. Biittner [BEST90] avait montré que I'unification dans les algebre finies (enrichies)
est unitaire. Dans le méme contexte, nous pouvons maintenant conclure que 1'unification
dans les algebres finies en présence de symboles libres est finitaire. Ce résultat s’étend a
la résolution de contraintes dans le modele de combinaison choisi et a d’autres théories
comme par exemple la commutativité ou I'associativité-commutativité.

Proposition 6.13 La résolution de contraintes dans les algebres finies en présence de
symboles libres, commutatifs, associatifs-commutatifs est finitaire.

Preuve: L’unification avec restriction linéaire est équivalente a ['unification élémentaire
si les théories sont régulieres et non effondrantes. Nous savons en particulier que
I'unification dans la théorie vide est unitaire et que 'unification modulo la commu-
tativité ou ’associativité-commutativité est finitaire. O

Un certain nombre de restrictions linéaires n’ont pas a étre considérées car le filtrage
sur une constante et ’élimination de constante n’ont pas de solution dans les théories
régulieres et non effondrantes. La démarche suivie dans ce cas est de construire une res-
triction linéaire progressivement et seulement lorsque elle s’avere nécessaire, c’est-a-dire
en cas de conflit ou de cycle entre théories.

Exemple 6.7 Considérons la combinaison d’une algébre primale 3 avec les symboles de
fonctions {0,1,2, Co,C1,Cs,+,-} et la théorie définie par les deux symboles de fonctions
{a, f} et Uaziome de commutativité C = {f(z,y) = f(y,z)}, La conjonction d’équations
pures

(y="v-wAhz="2-(z+1)A(f(v,z) =" f(a, f(z,y)))

est résolue comme suit:
On résout d’abord la seconde €quation dans la théorie C', pour obtenir

(y="v-whz="z-(z+1))A(z="arv=" f(z,9)).

La variable x est maintenant instanciée dans la théorie Commutative. Donc = doit étre
gelée dans 3 et l’équation correspondante résolue. Nous obtenons

(y="v-wAz="z)A(z="aAv="f(z,y)).
Il existe encore un cycle composé
v=" fla,y) Ny =" v-w

pouvant étre cassé€ en posant la restriction linéaire y < v avec v instancice dans C' et gelée
dans 3. La variable v est éliminée dans v - w: on obtient w =" Co(v) -2’ et y =" 0 ou '
est une nouvelle variable apparaissant au cours du processus d’€limination.

Finalement, la contrainte équationnelle est en forme résolue

(Z :?:p/\w_—_7 C’()(U)-zi/\y:"7 0)/\($ :?a/\v =’ f($’y))

La solution correspondante est {x — a,v +— f(a,0),y +— 0,z — a,w — Cy(f(a,0))-2'}.
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Il est remarquable que le mélange des deux théories unitaires que sont la théorie vide
et AF est une théorie seulement finitaire comme le montre I’exemple suivant.

Exemple 6.8 Considérons une équation booléenne avec un symbole libre f:

z="f(z) + f(y) + f(0).

Un ensemble complet minimal de solutions de cette équation est formé des deux substi-
tutions {z — 1,y — 1} et {z — 1,y — 0}.

L’unification avec restriction linéaire est unitaire dans AF alors que I'unification avec
symboles libres est seulement finitaire. Cela n’empéche pas ces deux notions d’étre équi-
valentes au sens ou un algorithme d’unification avec restriction linéaire fournit un algo-
rithme d’unification avec symboles libres et réciproquement [BS92}. Mais la construction
d’un algorithme d’unification avec symboles libres se fait au prix de nombreuses étapes
indéterministes puisque il faut a priori considérer toutes les identifications et toutes les
restrictions linéaires.

L’algorithme de combinaison s’applique aussi a des diséquations en supposant que le
symbole de diségalité est un prédicat du langage primal. Prenons I’exemple d’une diséqua-
tion primale élémentaire contenant exclusivement des symboles de fonctions étrangers.

Exemple 6.9 Considérons la diséquation z #" f(y). Cette diséquation est purifiée pour
obtenir:

z £ 2 A z="f(y).

La résolution de x #" z dans le langage de Boole renvoie la solution x="% . La conjonction
z="Z ANz="f(y) est en forme séquentiellement résolue dont la solution est la substitution

{z = fl¥)}
Cette solution est correcte pour toute interpréetation de f dans ['algebre de Boole.
L’exemple suivant nécessite 'utilisation de 1’algorithme d’élimination.
Exemple 6.10 Considérons la diséquation

f) -y # f) v+ fly)- v

dans lalgébre de Boole en présence d’un symbole libre f. Aprés purification, on obtient
les deux contraintes pures

(@-y# T-y+z-7)A(e="f(y))
La résolution de la diséquation dans lalgébre de Boole introduit un cycle composé
(y="T +z-y1) A (e="f(y))-

Pour le casser, on pose la restriction lindaire y < = ot x est instanciée dans la théorie
vide et y dans l’algébre de Boole. Le terme éliminant z dans le terme associ€e a y vaut 1
et done {y="1}.
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Une autre possibilité serait d’instancier y dans la théorie vide et donc de la geler
dans Ualgébre de Boole. Mais I'équation y="F + z - y1 n'a pas de solution lorsque = et y
sont gelées. Le dernier recours est alors d’identifier x et y mais dans ce cas, c’est 'autre
équation x="f(z) qui n’a pas de solution dans la théorie vide.

Par conséquent, l'unique solution est {y — 1}. Vérifions que cette substitution est
solution:

Cette derniére diséquation est valide dans toutes les interprétations et en particulier celles
dont le domaine reste celui de l'algebre de Boole.

6.2.6 Interprétation de la combinaison avec symboles libres

Le mélange d’une algebre finie avec des symboles ayant certaines propriétés abstraites,
comme la commutativité, permet de résoudre des problémes génériques, en faisant abs-
traction de toutes les autres propriétés. Il serait tentant d’interpréter les symboles libres
par des fonctions sur le seul domaine A fini. Cela peut se révéler dangereux car il n’existe
qu’un nombre fini d’interprétations possibles.

Exemple 6.11 L égalité f(f(f(z))) =" f(z) est valide pour toute interprétation de f sur
le domaine de l'algébre de Boole, que ce soit les fonctions constantes 0 ou 1, ["identité ou
la négation T . L’algorithme de combinaison fait appel a U'unification dans la théorie vide
qut ne trouve pas de solution.

L’algorithme de combinaison n’est donc pas complet pour le langage de contraintes
augmenté de symboles libres mais dont le seul domaine d’interprétation est A, celui de
lalgebre finie. Pour préserver la complétude mais aussi le domaine d’interprétation, il
faudrait considérer la classe des langages de contraintes dont les domaines d’interprétation
sont toutes les puissances A™ (m > 1) de A.

Définition 6.12 Soit A une ¥ = ({s.}, F, P)-structure et Fy un ensemble de symboles de
fonctions disjoint de F. On note A la classe de toutes les X' = (S, FUFy, P)-structures
A™ pour m > 1 vérifiant:

® (S*)Am =A™,

o Vfe F,¥(ay,...,a4) € (A7),
fam(ay, ... ag) = (fal(ar)p, -5 (ag)p)s - -5 fal{ar)m, - -5 (ag)pm))
o Vpe P, V(ay,...,a) € (A™)9,

pam(ay,...,ay) =pal(a)p, .-, (ag)p) A ... Apa((@1)jms -+ (@g)im)-
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L’objectif du paragraphe est de mettre en évidence le lien existant entre la validité
dans le langage de contraintes combiné C'Lsrup[ %', X] ot les symboles de £\ T sont
libres et le langage de contraintes C'L+.[S’, X] dont les interprétations sont basées sur
A. Nous allons principalement montrer que I’égalité dans A > est celle dans AF U §.

Le mélange avec symboles libres est tres particulier puisque une égalité entre termes
hétérogenes se projette directement sur une égalité dans AF":

Vs, t € T(F UFp, X), s =apugt & s =45 t™.

Cette équivalence permet de montrer le Lemme suivant par récurrence sur la hauteur
de théories qui est, rappelons-le, grossiecrement le nombre maximum de couches dans un
terme.

Lemme 6.3 Soit h un entier positif. Il existe une interprétation A™ telle que un en-
semble fini de termes non AF U (0-égaux deur a deux et de hauteur de théories €gale a h
sinterpretent differement dans A™.

Preuve: Si A = 0 alors les termes sont purs. S’ils le sont dans AF on prend m = 1.
L’entier m est fonction de la taille des termes lorsqu’ils sont purs dans la théorie
vide.

Soit un ensemble de termes de hauteur de théories h. On suppose le Lemme vrai
pour les sous termes étrangers de hauteur de théories h — 1. Les symboles de téte
libres (i.e. dans Fj) de termes de l’ensemble peuvent étre considérées distinctes
deux a deux, sinon on peut décomposer les termes et le probieme. Trouver une
interprétation pour distinguer les termes a symboles de téte libres distinctes ne
pose pas de difficulté. Nous allons maintenant nous intéresser a un couple (s, ) de
termes dont I’'un au moins a son symbole de téte dans la théorie AF'. Par hypothese
nous avons s™ #,p t™ et il existe m et A™ interprétant différement les sous termes
étrangers non AF'U(-équivalents. Il est ensuite facile de construire une interprétation
A™+! interprétant différement s et ¢. O

Proposition 6.14 Soient Fy un ensemble de symboles de fonctions disjoint de F et ¢
une CLapug[ X', X]-contrainte atomique. Alors

CL3|S X Ece CLapw]S, X e

Preuve: Remarquons dans un premier temps que t =apup t [r et t™ =45 (t [r)™. Par
conséquent une contrainte atomique p((t; |g)™,...,(t, lr)™) est valide dans A si

et seulement si p(¢7*,...,171) est valide dans A.

On utilise ensuite la définition de 'interprétation standard d’un langage combiné
pour montrer que

o Sip(ty,..., 1) est valide dans AF'UQ alors p(t7*,...,7") est valide dans A et
A et donc par instanciation p(ty,...,%,) est valide dans A°.

e Sip(ti,...,t,) n’est pas valide dans AF U} alors p(t]*,...,t7') n’est pas va-
lide dans A. On peut donc construire une interprétation de A & partir de
I'interprétation fournie par 'application du Lemme 6.3 a ’ensemble des sous
termes étrangers de {t1,...,t,}. Cette interprétation ne satisfait donc pas la
contrainte atomique p(ty,...,t,).
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(|

Cette proposition permet de conclure que ’algorithme de résolution de contraintes
dans la combinaison d’une algebres finie et de symboles libres est aussi un algorithme de
résolution symbolique pour une classe de langages de contraintes dont les domaines sont
uniquement basés sur celui de ’algebre finie.

Corollaire 6.4 La résolution de contraintes symboliques est finitaire dans C Lg.[ %', X].

L’interprétation des symboles libres sur le seul domaine A est donc trop approximatif.
C’est ’ensemble des puissances de A qu’il s’agit de considérer.

6.2.7 Combinaison de deux algébres finies non disjointes

La combinaison de deux langages de contraintes primaux
CLAF1 [({3*}7 ?17 Pl)a X] et CLAF2 [({S*}a —f_Q? 7)2)7 ‘X}

est envisageable dans le méme contexte. Les algebres finies A; et A, sont les algebres
initiales des présentations w-complétes ( F 1, AF}) et ( F o, AF3). Nous nous intéresserons
principalement aux algebres finies A et A, dont les domaines Ay et A, ont une inter-
section non vide. Prenons par exemple:

e La ({Bool}, F)-algebre A, avec F, = {0,1,V, A, } interprété par les opérateurs
sur le domaine {0, 1}.

o La ({Prim}, F.)-algebre A, avec Fy = {0,1,2,+,-,Co, C1, Cy} interprété comme
dans la définition 5.4 sur le domaine {0, 1, 2}.

Les domaines de ces deux algebres finies ont une intersection non vide, en ’occurrence
{0,1}. Les présentations équationnelles partagent les constantes correspondantes {0, 1}.
Ce partage des seules constantes permet d’établir un lien entre les solutions du langage

+ + d +
combiné dont les sortes de chaque langage composant sont disjointes

CLZIUZQ[(SI USy, F1U Fo, PiUP,), &)

avec par exemple &7 = {Bool} et S, = {Prim}) et les solutions symboliques du langage
p p gag
combiné

CLaruar ({8}, F1U Fq, PiUPy), X

En effet, un résolveur de contraintes dans
CLapuar[({s:}, F1U Fa,PLUP,), X]
fournit un résolveur de contraintes symbolique dans
CLz 7, l(S1US2, F1U FaPrUP,), XL

La proposition suivante précise la relation entre solutions et solutions symboliques.
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Proposition 6.15 Soit c une CLLuZz [(§1US,, F1U F 2, PLUP,), X]-contrainte. Pour
toute solution o € SOZXIUX2(C) il existe une substitution o0 € CSSar,uar,(c) telle que

Vz € V(c), a(z) = a(zo).

Preuve: Dans ce qui suit, une substitution o est dite par valeurs si Ran(o) est un
ensemble de constantes. Toute substitution par valeurs correspond a la restriction
d’une assignation dans A4 ;U A, a un ensemble fini de variables, et réciproquement.

On peut supposer que ¢ est une conjonction de contraintes atomiques pures ¢; A ¢z
car 1’étape de purification préserve ’ensemble des solutions dans les deux langages
de contraintes. Si a(c) est vrai dans A ;U A, alors la substitution par valeurs définie
comme suit:

Vz € V(c), 26 = [e(z)]

est une solution de ¢ dans AF} U AF,. Il existe donc une restriction linéaire sur
Vi @ Vo = V(e1 A ¢2) et une solution combinée o = o1 © 03 telle que o} _<_XlF1 ¢ et
o2 SXQFQ ¢. Soient 71,72 les substitutions correspondantes:

o P — e
VT € ‘/ia .,bQﬁ =AF; TOY;.

Comme ¢ est une substitution par valeurs, nous pouvons supposer sans perte de
généralité que ~; est encore une substitution par valeurs définie sur VRan(o;)\V;
avec Ran(v;) C (F;)o, sinon on peut toujours clore 7; pour qu’elle le devienne. En
combinant les solutions, nous obtenons

Ve € V(c¢), 2¢ =ap,uar, 207172

Les variables de VRan(o;) N Dom(o;), (i # 7) sont des variables identifiées a celles
de V(c1)NV(cq) et qui sont donc instanciées par ¢ avec des constantes de SC'. Ainsi
717, correspond & une solution o de zo dans A; U A,. Ensuite ¢ est définie sur
Dom(v1) U Dom(~,) = V(co)\V(c) comme étant égale & v,7,. La substitution ¢
étendue aux nouvelles variables, Dom(¢) = V(c) U V(co), correspond finalement a
une solution & € Solz ,7,(c) qui satisfait

Vo € V(c), a(z) = a(zo).
O

Réciproquement, si 0 € C'SSap uar,(c) et « est une assignation des variables telle que
afco) est vrai dans Ay U Ay, alors o € Solz 7, (c).
L’algorithme de résolution dans

CLaruar ({3}, FiU F o, PrUPy), X]

permet d’obtenir une schématisation de ’ensemble des solutions d’un autre langage com-
biné qui, lui, préserve les domaines de chaque algebre finie composante. L’algorithme dont
nous disposons pour ce dernier a la méme fonctionnalité que les algorithmes qui le com-
posent. Il permet de synthétiser ’ensemble des solutions par valeurs. Son intérét est nul
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lorsque la contrainte & résoudre est insatisfaisable. Le probleme de la satisfaisabilité est
en effet tout aussi évident dans le langage combiné

CLz,,x,[(S1 U8y, F1U Fa, PrUP,), A

que dans les langages composants puisque les domaines d’interprétations restent finis. Ce
probléme ne nécessite pas un algorithme de représentation compacte des solutions.

L’algorithme de combinaison tel qu’il est décrit est trop indéterministe pour espérer
une bonne représentation des solutions. Toutes les restrictions linéaires, toutes les instan-
ciations par des constantes partagées et finalement toutes les identifications doivent étre
appliquées. Nous allons déterminer quels sont les cas qui peuvent étre évités sans perte
de complétude.

L’idée générale est de fixer d’abord les restrictions linéaires qui sont plus ou moins
incontournables et de n’envisager 'instanciation par des constantes partagées ou l'iden-
tification de variables qu’en cas d’extréme nécessité et ce afin de préserver un ensemble
complet de solutions. Cette optimisation est valable pour d’autres mélanges de théories
équationnelles mais peut étre plus facilement mise en oeuvre pour AFy U AF;, d’autant
que AFy et AF, sont deux théories ayant le méme comportement. Pour toutes les deux,
le filtrage est décidable mais pas n’importe comment puisque il correspond d’apres la

D §

proposition 3.6 a I'inclusion des assignations schématisées par les substitutions.

Choix de la restriction linéaire

Le choix que nous faisons est franchement radical. Il consiste a voir les variables
partagées comme des constantes libres dans les deux théories. On empéche ainsi tout
risque d’introduction de cycle composé. La notion méme de restriction linéaire n’a pas
d’interét dans ce cas dénaturé. C’est pourtant un cas de figure fréquent car dans notre
contexte une solution principale avec variables gelées, si elle existe, est encore solution
principale.

Proposition 6.16 Soit M [’ensemble des variables partagées dans ¢y et ¢z, i.e. M =
V(er) N V(ez). Si les substitutions o1 = mgsar, (c1, M) el 0y = mgsap,(ca, M) ezxistent
alors la solution composée o = o104 est une solution principale de c; Acy dans AFYUAF,.

—

Preuve: Par construction, la contrainte équationnelle c; est équivalent a mgs(c;, M)
dans AF; si mgs(c;, M) existe. Donc
CSSaruar, (mgs(cr, M) A mgs(cz, M))

est un CSSapuar(c1 A ¢2), o mgs(c1, M) A mgs(cz, M) est en forme séquentiel-
lement résolue. O

L’unification dans le mélange AF; U AF, est donc unitaire pour une large classe de
contraintes équationnelles.

Exemple 6.12 Soient ¢; = (z Vv="v) et ¢; = (v="y - (C1(v) + C2(v))). Les algorithmes

d’unification avec v gelée dans A, et A, donnent respectivement
{z = v Ay},
{y = (Co(v) - Ci(y2) + C1(v)) - 1 + Co(v) - Ca(y2) + Ca(v)}

dont la composition est un unificateur principal dans le mélange.
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Instanciation par des constantes partagées

L’algorithme de combinaison force 'instanciation par des constantes partagées de ma-
niere completement indéterministe. Cette approche va a I’encontre de la schématisation
par des solutions symboliques que nous souhaitons obtenir. Ce genre d’instanciation ne
sera effectué que si nécessaire. Une instanciation est rendue nécessaire lorsque un probleme
n’a pas de solution ou lorsque I’élimination de variable gelée ne préserve pas 1’ensemble
des solutions, ce qui peut se produire car cette derniere opération consiste justement a ne
sélectionner que certaines solutions particulieres.

Le critere suivant est motivé par la facilité de décider du filtrage dans les algebre finies.

Proposition 6.17 Soit < une restriction linéaire sur Vi @ Vo = V(cy A ¢2) et p une
substitution par des constantes partagées. Si

V5 A
mg 5r (c1, V2o, <A masip (cipw, A b, Va),

V- ~
mg g, (c2, Vi)ow <iw msiE, (c2ppy A By, Vi),

alors la substitution p n’a pas a étre considérée a [’étape de Combinaison.

— PN ’ N . . 1 /o < A 4 I
Preuve: On note o’ la solution combinée de o] = mgsjp (cipjy, A pyy, V) et of =
mygsgip, (C2pvy A Pivy, V1), et o la solution combinée de oy = mgs§ip (c1, V2) et 0y =

: v,
mgsir, (c2, V1). Il s’agit de montrer que o = 01 © 0y SXlFLiU?AFZ o1 ® oy = o'. Par

hypothese nous savons qu’il existe deux substitutions ~;, ¥2 telles que

1 _V; . )
O; =AF, OiP|v,7i

pour t,j = 1,2 et ¢ # 7. Les hypotheses faites sur 71 et v, et qu’on rappelle sont

J

les mémes que celles de la proposition 2.20. Les substitutions n’instancient pas les
variables de Vi @ Va: Dom(y) N (Vi @ Va) = 0 et Dom(y2) N (Vi & Vo) = 0. On
supposera sans perte de généralité que v, (resp. ;) est idempotente et instancie des
variables introduites par 'unification dans AF; (resp. AF}), c’est-a-dire v191 = 7,
Yova = Yo et Dom (1) N Dom(v,) = 0.

La preuve se fait par induction noétherienne sur 1’ordre <. Soit = une variable de
Vi et {y1,...,yn} 'ensemble des variables de V; inférieures a = par rapport a <.
L’hypothese d’induction est

/
YO =AFUAF, YOY172

pour y < x. Cette hypothese est vérifiée pour la variable minimale z de V,, avec
m = 1,2 car par définition

/ /
20 = 20, =AF, 20mYm = 20mY172 = 207172.

Pour la variable z, la définition inductive d’une solution combinée est

4 7 7
ro = o[y < YrO'|k=1,..m
T I
=ARUAF, TOP,YilVk < Yr0'|k=1,.n

I
= AFUAF, $0i’7i[yk — YO ]k:l..“,n
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car Yx0' =aRuar, ¢ sl yppy, = ¢ € SC. Ensuite

! /
ro = zovilyr < Yko ' lk=1,...n

=ARUAF, TOiYE < Yeo1Yelk=1,.n
= (z0ilyr < YrOlr=1,..n) N1 72

= 072
Nous avons donc montré que yo' =ap, uam, yony, pour y < z. O

Nous nous intéressons maintenant aux causes empéchant le critére de la proposi-
tion 6.17 d’étre toujours applicable. L’unification avec variables gelées dans AF) et AF),
vérifie en effet

mgsam (c1p, A P, Va) =ik mgsar, (c1, Va)pv,
et
MYSAF, (C2pr1 A pAlvzv VYl) :ZzFQ mgsar, (627 ‘/i)p|V1'

sl mgsar, (¢1, V2) et mgsag,(co, V1) existent. Mais cette propriété n’est malheureusement
pas préservée en passant a la résolution de contraintes avec restriction linéaire. La cause
en est justement la phase d’élimination qui peut se faire avec perte de solutions.

Exemple 6.13 Soient les contraintes ¢ = (z="Fv Vy), ¢ = (y="Ca(z)) avec V; =
{z},Va = {y} et < y. Le terme éliminant y dans v Vy est 1. La contrainte a résoudre
pour tenir compte de la restriction est

(2="(7vVy)="1)

dans B. Cela n’empéche pas ensuite d’avoir a instancier x par 0 et de résoudre
(z="(7v Vy)="0).

La solution obtenue ne sera évidemment pas une instance de la précédente.

Le critere de la proposition 6.17 peut étre testé sans construire explicitement la sub-
stitution.

Proposition 6.18 Soit < une restriction linéaire sur V(c) =V @ M et p € SUBSTS.
V(e
mysgr (e, M)p <4E mgsar(cp, M)

st et seulement si
Common(y,tpia{zy) C Common(y,t)

pour tout probléme d’élimination de y danst a considérer durant le calcul de mgs§p(c, M).
Preuve: D’apres la proposition 5.6. O

Pour ensuite appliquer le critere de la proposition 6.17, il suffit de remarquer que
mg‘sti(Cipr]a V;) —<—XlF, mgsti(CiPV, A pv;, V;)

Ce critére est méme satisfait a priori pour tout p € SUBS3S lorsque les ensembles
Common(y,t) calculés durant la phase d’élimination ne sont pas seulement inclus dans
A mais égaux a A. Dans ce cas un mgs§p(c, M) est un mgsar(c, M).
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Identification des variables

Une proposition analogue a celle pour les constantes partagées est valable pour les
identifications.

Proposition 6.19 Soit < une restriction linéaire sur Vi & Vo = V(cy A ¢z) et € une
identification compatible avec <. St

mgs§p (c1, Va)v, <im masir (b, A&, Va),

v )
mgsip (c2, Vi) <im, mgsip (26w A v, Vi),

alors Didentification £ n’a pas a étre considérée a [’étape de Combinaison.

Preuve: La preuve est quasiment identique a celle de la proposition 6.17. Elle se fait
a nouveau par induction ncethérienne sur <. La seule différence se situe dans la
construction de la solution combinée o' de of = mgsip (i, A élvl) et of =
mgsir, (26 A éle) ou I'on utilise cette fois le fait que yi, 0" = yr,0' si yr, &y, =
Yr,€v, pour Yk, ,yr, € V;. O

Il faut a nouveau remarquer que la condition d’application de la proposition 6.19 n’est

pas toujours satisfaite pour 'unification avec restriction linéaire, alors qu’elle ’est pour
I'unification avec variables gelées puisque

mgSAF1(01§|V2 A §|V17V2) :lel mgSAFl(Cla V2)§[V2
et
MgSAF, (02€|V1 A §|V27 Vl) :X2F2 MgSAF, (627 Vl)f|V1 .

si mgsar, (c1,V2) et mgsar, (¢, V1) existent.

L’élimination ne préserve pas obligatoirement ’ensemble des solutions. Les unificateurs
obtenus par identification ne sont donc pas toujours des instances de ceux obtenus sans
identification.

Exemple 6.14 Soient les contraintes ¢; = (x="t[u,y,2]), o = (y="Ca(2)) A (2="Ca(v))
avec Vi = {2z}, Va = {y, 2z} et <y < z. Le terme booléen t est

YyzZuViyzVvVyz Vyzu.
Le terme €liminant {y,z} dans t est 1. L’unificateur principal suivant la restriction <
instanciera donc x par 1. Considérons maintenant l'identification {z — y}. Le terme €li-

minant y dans t{z — y} est une variable. L unificateur principal de la contrainte identifice
ne sera donc pas une instance du précédent.

La proposition 5.6 permet de raisonner directement sur les valeurs prises par les termes
sans avoir a construire de substitutions.

Proposition 6.20 Soit < une restriction linéaire sur V(c) =V @ M et £ € Dy telle
que Vz,y M,z€ < y€ stz < y.

mgsSr(e, M)E <42 mgsSp(ct, M)

st et seulement si
Common(yé, t€) C Common(y,t)

pour tout probléme d’élimination de y danst a considérer durant le calcul de mgs§g(c, M).
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On peut en conclure que le critére de la proposition 6.19 est satisfait a priorilorsque les
termes éliminants & construire durant la phase d’élimination le sont grace a des surjections
sur A, c’est-a-dire lorsque le mgs$p(c, M) est encore un mgsar(c, M).

Il est remarquable cependant que 'unification avec et sans restriction linéaire bien
qu’elles soient toutes les deux unitaires sont donc fondamentalement différentes méme
pour des algebres finies. Les deux phases que sont résolution puis élimination n’ont pas
les mémes bonnes propriétés de conservation des solutions et il est bon qu’elles soient
distinguées.

Dans la premiere, l'identification (resp. I'instanciation par constantes partagées) n’est
nécessaire que lorsque 1'une des deux contraintes n’a pas de solution.

Dans la seconde, 'identification (resp. I'instanciation par constantes partagées) permet
éventuellement de trouver d’autres solutions.

Application

L’intégration d’algorithmes d’unification dans des structures algébriques spécifiques a
permis d’augmenter I’expressivité de Prolog. I.’algorithme d’unification booléenne est par
exemple utilisé dans CHIP [BS87]. L’algorithme d’unification dans les algebres finies sert
aussi de support a un Prolog étendu [BES'90, Tid88] dont les applications sont notam-
ment la vérification symbolique de circuits électroniques. Les outils dont nous disposons
permettent désormais d’intégrer une ou plusieurs algebres finies et le domaine de Her-
brand dans un seul et méme Prolog. Les algorithmes d’unification sous-jacents font alors
appel aux techniques de combinaison lorsque les problemes le nécessitent.

La vérification de circuits électroniques s’effectue par exemple dans [BES*90] a diffé-
rents niveaux d’abstraction.

e L’algebre de Boole B. Une porte nor(A, B, X) ou A, B sont les entrées et X la sortie
peut étre spécifiée par I’équation

{X =, AV B}.

T T a1 T

e L’algebre de Heyting H a 7 éléments {Z,0,1,U,0,1, U} est aussi un treillis dont les
opérateurs

{Zaﬁviaﬁaov:[?U’_*_?'vCZv'"7CU})

sont définis de facon usuelle. Cette algebre est utilisée pour modéliser des circuits
électroniques dans [BES190, Tid88]. Une porte nand(A, B, X) est spécifiée dans la
technologie nMQOS par le systeme d’équations

X =}, 1+0 ‘ §1
T =i Ci(A) X+ Co(A)- P+ (Cu(A)+Cz(A) + Cp(A)) - Q §2
0 =}, Ci(B)-T+Co(B): R+ (Cu(B)+Cz(B)+ C(B))- S §3

Ces deux niveaux de spécification pourraient étre mélangés dans un Prolog intégrant
I'unification dans la combinaison des deux algebres finies. Une intersection des domaines
non vide est essentielle pour introduire un cadre de combinaison algébrique dans lequel
s’utilise 1’algorithme de combinaison avec constantes partagées. Cette forme de combi-
naison n’engendre pas un nouveau domaine de calcul. Mais ’hypothese de signatures
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non disjointes est requise dans ce cas alors que jusqu’a présent mieux valait supposer
le contraire. Les constantes partagées apparaissent donc comme un bon compromis pour
adopter des techniques de combinaison sans pour autant se placer sur un nouveau domaine
de calcul.



7

Résolution de contraintes
incréementale avec des structures
prédéfinies

Nous avons vu aux chapitres précédents comment les principes de combinaison per-
mettent de construire systématiquement de nouveaux algorithmes. Un autre mécanisme
de construction systématique de procédures de résolution de contraintes est fourni par
la notion de surréduction. A 'origine, ce mécanisme [Hul80] a été utilisé pour résoudre
des équations dans des théories présentées par des systemes de réécriture convergents. La
surréduction est une généralisation de la réécriture qui consiste & remplacer le filtrage par
Punification. Les variables d’'un terme surréduit sont instanciées grace a 'unification et
cette instanciation fournit une solution a une équation s="t lorsque s et t se surréduisent
en deux termes unifiables. |

La surréduction a ensuite été étendue a des systémes de réécriture modulo une théorie
équationnelle £ [JKK83]. Ce processus de surréduction présente ’inconvénient de terminer
rarement et d’étre relativement inefficace lorsqu’un probleme de E-unification a un grand
nombre de solutions (voire une infinité de solutions) auquel cas il produit alors de multiples
dérivations de surréduction modulo £. L’idée de la surréduction contrainte est de ne pas
résoudre un probleme d’unification mais plutot de le garder autant que possible sous la
forme d’une contrainte a satisfaire. Nous allons nous placer dans le cadre de la surréduction
contrainte en nous limitant a des contraintes dans une structure prédéfinie pour laquelle on
suppose disposer d’un résolveur de contraintes. On considerera comme exemples privilégiés
ceux traités dans les chapitres précédents.

Afin d’illustrer les notions de réécriture et surréduction contraintes, considérons un
exemple élémentaire adapté de [AB94], qui consiste a axiomatiser le plus grand commun
diviseur grace a la structure prédéfinie NV des entiers de sorte Nat munie de ’addition +,
de son élément neutre 0 et de la relation d’ordre >. On enrichit cette signature de base
en ajoutant un nouvel opérateur ¢ : Nat, Nat — Nat:

gz :Nat,0) — z:Nat| T
g(z : Nat+y: Nat,y: Nat) — g(z:Nat,y: Nat) | y: Nat >0
g(z: Nat,y: Nat) = g(y: Nat,z: Nat)

On note qu’une regle de réécriture est dotée d'un partie contrainte dont 1’objet est de

215
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déterminer les instances admissibles pour son application. On s’autorise aussi des axiomes
dont 1’application n’est pas contrainte.

La réécriture est effectuée dans une structure qui est une extension conservative de
N et qui integre le nouveau symbole g et sa propriété d’étre commutatif. Cette structure
est plus précisément une algebre de termes quotientée par une relation de congruence ~¢
prenant en compte la N -égalité et ’égalité engendrée par C = {g(X,Y) = g(V, X)}. La
réécriture s’applique ensuite modulo ~¢ et permet par exemple de calculer la valeur de ¢
avec pour arguments (¢(2,1) +1,¢(0,1)):

9(9(2,1) + 1,9(0,1))(~c g(9(2,1) + 1,9(1,0)) —=rc 9(9(2,1) + 1,1) —re

9(9(23 1)7 1)(NC g(g(l +1, 1)7 1)) RC g(g(lv 1)7 1)(NC g(g(o +1, 1)7 1)) —RC
9(9(0,1),1)(~c g(9(1,0),1)) =re g(1,1)(~c g(0 +1,1)) —rc g(0,1)(~c g(1,0)) —rc 1.

On peut remarquer que la relation de réécriture —p ¢ ne termine pas si I'on supprime la
partie contrainte de la deuxieme regle car

g(z: Nat,0)(~¢ g(z: Nat + 0,0)) —gc g(z : Nat,0).

La surreduction permet ensuite d’utiliser les regles de réécriture contraintes pour
construire une procédure de résolution de contraintes sur la signature enrichie a partir
d’un algorithme de résolution de contraintes modulo ~¢. Mais pour cbtenir une procédure
complete, il faut pouvoir tester au préalable la convergence de la relation —g¢. On met
ainsi en évidence la nécessité d’introduire un langage de contraintes hétérogenes formées
a la fois de symboles prédéfinis et de symboles ajoutés par ’enrichissement.

La premiere partie du chapitre est consacrée a préciser les différentes notions de mé-
langes avec une structure prédéfinie. Ces différentes notions correspondent au souci de
pouvoir intégrer les structures étudiées jusqu’a présent. Le langage de contraintes com-
biné qui en résulte s’inspire fortement de celui vu au chapitre précédent mais on ’adaptera
pour traiter des structures & plusieurs sortes et pour permettre la définition d’une relation
de réécriture sur des classes d’équivalence de termes hétérogenes.

On construit ensuite un langage de contraintes associé & une spécification basée sur une
structure prédéfinie. La sémantique opérationnelle d’une telle spécification est une relation
de réécriture contrainte dont la confluence locale peut étre vérifiée par la convergence de
paires critiques a la condition de s’imposer une certaine restriction syntaxique sur la forme
des contraintes.

La surréduction contrainte peut elle aussi étre définie dans ce contexte et permet de
résoudre des contraintes dans le langage associé a la spécification de fagon correcte et
complete lorsque la relation de réécriture est supposée convergente. Elle fournit en cela
une autre facon de construire incrémentalement un algorithme de résolution de contraintes
non nécessairement équationnelles.

7.1 Enrichissement d’une structure prédéfinie

Afin d’étre le plus général possible, nous allons désormais considérer des structures
prédéfinies a plusieurs sortes et plus précisément a sortes ordonnées.
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Les hypotheses syntaxiques et sémantiques que nous serons amenés a faire sont celles
communément admises dans le cadre de la logique équationnelle ordo-sortée [SNGM89].

Uns structure prédéfinie n’en est pas pour autant quelconque. Sa signature est supposée
réguliere, i.e. tout terme a une unique plus petite sorte. La structure doit, comme toujours,
étre engendrée par les termes. Par exemple, la structure des entiers est engendrée par un
symbole s interprété comme la fonction successeur et par 0 mais rien n’empéche d’enrichir
la signature par une infinité de constantes 0,1,2,3,...

Définition 7.1 Une ¥y-structure ordo-sortée A est prédéfinie si

o Xy = (So,Fo,Po) est une signature réguliére.

e A est une structure engendrée par les termes.

On note L4 le langage de contraintes de base défini par la ¥o-structure prédéfinie A
et un ensemble de variables Aj de sorte dans Sy. Les termes et contraintes du langage L 4
seront désormais appelés termes et contraintes de base. Les symboles de £ sont prédéfinis.

Dans une spécification basée sur une structure prédéfinie, on étend cette structure par
la définition de nouveaux symboles. La signature Y, est donc enrichie par de nouveaux
symboles de sortes et de fonctions pour aboutir a une signature ¥ = (S,F,P, <) telle
que § 2 Sy, F O Fg et P = Py. Solent F; = F\Fy, S; 'ensemble des sortes dans les
profils de Fy et Xy = (81, F1, 0).

Les signatures Yy et ¥; ont donc par construction des ensembles de symboles de
fonctions disjoints. ,

L’ensemble A} des variables de base est lui aussi étendu en un ensemble de variables
X = Xy U & par I'adjonction d’un ensemble de variables X; de sortes dans S;\So.

Le probleme que nous allons considérer est celui du mélange de deux théories équa-
tionnelles a sortes ordonnées (¥, L) et (X1, ;) dont I'une, Ey, est ’ensemble des égalités
T h{A) valides dans A et I'autre, £y, est un ensemble de ¥;-axiomes.

Le probleme de combinaison traité par A. Boudet [Bou92| peut étre vu comme un cas
particulier de mélange de théories partageant des symboles de fonctions: un méme symbole
peut par exemple étre associatif dans I’une des théories et étre associatif-commutatif dans
’autre théorie. Le probleme abordé au cours de ce chapitre est fondamentalement différent:
les seuls symboles partagés seront cette fois les symboles de sortes et non les symboles de
fonctions.

Bien que I’hypothese des ensembles de symboles de fonctions disjoints soit primordiale
pour construire une extension conservative a Fy et Ej, elle ne suffit pas pour autant a
généraliser le cas mono-sorté. Il faut encore supposer que I’enrichissement est construit de
fagon hiérarchique [BGW92], c’est-a-dire que les nouvelles sortes sont supérieures a celles
de base.

Hypothese 7.1

& Yo, sont des signatures réguliéres.

e Les sortes de §;\So sont supérieures ou incomparables a celles de S.
e FoNF =10.

e Pr=10.
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On notera que la signature Yo n’est pas enrichie par de nouveaux prédicats.
Précisons quelques cas d’enrichissements remarquables.

e Le cas sans intérét ou So N'S; = 0 et les sortes de Sy et Sy sont incomparables.
Il n’existe alors aucun terme bien formé pouvant étre construit a la fois avec des

symboles de Fy et Fj.

e Le cas dégénéré ou S; N Sy = 0 mais avec des sortes de Sy et S; comparables.
Modifions I’exemple en introduction, ou g a le profil g : Term, T erm — Term avec
Nat < Term. Le terme g(z *y,z 4 1) est bien formé mais il n’existe pas de terme
de sorte Nat ayant un sous-terme étranger de sorte T'erm, et donc pas d’égalité
glzxy,z+1)+g(z,y) = g(z,y) + g(x*y,z+1). La propriété que + soit commutatif
dans NV ne s’étend pas & la sorte Term.

® Le cas mono-sorté: So = S; = {s.} pour lequel la construction d’un langage de
contraintes combiné a déja été étudiée au chapitre 6.

e Un cas plus intéressant est celui du melange avec partage d’une seule sorte vistble
s, qui est considérée comme maximale pour ¥y et minimale pour Y. Le terme
gz *y,y) + 1 est bien formé si g : Nat, Nat — Nat, ou Nat est la seule sorte
partagée. C’est par défaut ce cas que nous privilégions dans ce qui suit méme s’il
n’est pas completement général. Il englobe toutefois le cas plus simple précédent.

e Il est parfois souhaitable que la sorte maximale de la structure prédéfinie ne soit
pas celle visible du reste de I’enrichissement. Prenons par exemple la structure des
pseudo-booléens dont la sorte maximale est Int mais dans laquelle on ne sait pas
résoudre de fagon symbolique les contraintes dont les variables sont justement de
cette sorte. C’est au contraire la sorte Bool qui devrait étre visible de ’extérieur.
Cet état de fait nous a poussé a étudier le cas général autorisant des sortes partagées
sans restriction. Kn contrepartie, ce cas exige des hypotheses supplémentaires d’ordre
sémantique pour permettre de généraliser la construction d’un systéme de réécriture
combiné.

Les nouveaux symboles peuvent posséder des propriétés élémentaires exprimées sous
forme d’axiomes comme la commutativité ou ’associativité-commutativité. Nous suppose-
rons dorénavant que (21, £;) est une théorie équationnelle réguliere et non effondrante. De
plus, (24, £) satisfait une propriété de préservation des sortes par F;-égalité qui permet
en général [GKK90, Kir88] de passer d’'un cadre mono-sorté a un cadre ordo-sorté.

Définition 7.2 Soit ¥ une signature réguliere. Une théorie équationnelle ordo-sortée en-
gendrée par (X, F) préserve les sortes si

Vit e T(E,X), t =g t' = Is(t) = ls(t)).

Hypothese 7.2 (X1, E1) est une théorie équationnelle ordo-sortée réguliere, non effon-
drante et préservant les sortes.

Cette hypotheése est nécessaire pour s’assurer de la terminaison de la réécriture modulo
la congruence sur les termes hétérogénes que nous allons définir et qui formalise celle
présentée en introduction.
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7.2 Le mélange de théories partageant une seule
sorte

Nous allons montrer comment 'hypothese du mélange avec une seule sorte partagée s.

permet de construire un systéme de réécriture combiné analogue a celui du cas mono-sorte.

7.2.1 Hypotheses

On suppose ’existence d’une sorte s. de ¥y qui s’interpréte par le domaine de la
structure prédéfinie. Cette sorte s. peut donc étre considérée comme maximale dans Sp.
Les nouvelles sortes de 3, sont toutes supérieures a la seule sorte visible de 2q.

Hypothese 7.3

e SoNSi C {s.},
e s, est sorte marimale pour Sy,

e s, est sorte minimale pour Sy.

7.2.2 Systeme de réécriture combiné

Les méthodes de combinaison vues jusqu’a présent s’appuyent fortement sur la connais-
sance d’une relation de réécriture convergente ayant la méme expressivité que 1’égalité
dans le mélange des théories équationnelles. Nous allons construire une telle relation mais
cette fois sur les termes ordo-sortés. L’ensemble des regles R, = Fg U E7 est défini exac-
tement comme dans le cas mono-sorté. La seule différence se situe dans le fait que E7
est ’ensemble des instances orientées de E;-égalités ordo-sortées. Par contre, ces regles ne
peuvent pas s’appliquer n’importe comment, au risque de réécrire un terme bien formé
en un autre qui ne I’est plus. Pour éviter le probleme, on se limite & réécrire a certaines
positions, dites de ruptures, qui sont intuitivement celles ou s’effectuent les changements

de théories. La définition précise est donnée au chapitre 1.

Définition 7.3 La relation —p> est définie par: t —p> t' si
dl—r e E7, Jw € RPos(t) t.q. t|, =1 et t' = t[r],. La relation —p_ est —g> U =g

On vérifie ensuite que —p, simule effectivement 1'égalité =g, g, .
Proposition 7.1 Si t,t' € T(X,X) alors
t =gup, U &=t gt

Preuve: (<) Si le pas de réécriture s’effectue au sommet, alors ¢ —p_. t' implique
trivialement t =g,up, t'.

Considérons maintenant les autres cas.

Solent ¢ —p> t', une position w # ¢ € RPos(t) et une regle I — ¢ € EY
telles que t' = tlw « r¥]. Le sous-terme étranger t, est forcément de sorte s.
car So N'S1 = {s.}. La plus petite sorte de t|, ne peut étre inférieure a s, car
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. est minimale dans S;. Donc [s(t,) = s. et tlw « z : s.] € T(E,X). Ensuite
Is(ti,) = Ils(r¢) = ls(l) = s. car (X, Fy) préserve les sortes. Par conséquent,
e T(E,X)ett=pgug t.

Soient ¢ —p ', une position w # € € RPos(t) et une regle [y — r¢p € By telles
que ¥’ = tlw « ry]. Le sous-terme étranger ty,, avec t(w) un symbole de Yo, est
donc de sorte s.. A nouveau, tfw « z : 5. € T'(X, X)) car Sy NSy = {s.}. Le terme
rip étant lui aussi de sorte s., on at' € T(E,X) et t =g,um, t'.

(=) On montre que t «—g,ugE, t' implique ¢t «—p_ t'. Supposons ¢\ = g¢, t' =
t[A «= di] et ¢ = d € E;. 1l existe une position w € RPos(t) et un terme u tels que
t' = t'[uld¥]]. et ulg] =g, u[d]. Le couple (u[g]e,u[d]s) s'oriente forcément en une
regle de I parce que 'ordre de simplification est total sur T(X U X'). O

Les relations — >, — > et — g, convergent pour les mémes raisons que celles évoquées
dans le cas mono-sorté.

L’existence d’un systeme de réécriture combiné convergent sur T(¥,X) permet de
généraliser sans difficulté les résultats du cas mono-sorté.

Les sous-termes étrangers sont forcément de sorte s. et sont donc abstraits par des
variables de sorte s..

Définition 7.4 Une abstraction par variables est une bijection 7 entre l'ensemble des
termes non variables R.-normalisés T |p,= {u g, |[u € T(XUX) et u |p.€ T(SUX)\X}
et un sous-ensemble de variables de X tel que w(u |g,) = z : s..

La ¢-abstraction ¢™ d’un terme t est un terme bien formé.

Une équation z-pure peut étre résolue de facon correcte et complete. La preuve qui
établit cette propriété essentielle est rigoureusement identique a celle du cas mono-sorté.

Le systeme de réécriture, ou plus exactement la 0-abstraction sert a définir 1'inter-
prétation de Py dans le langage Lg,up, dont le domaine d’interprétation est la théorie
équationnelle =g, g,. Nous avons montré que la résolution s’effectue ensuite de fagon
analogue au cas équationnel. Cependant, la définition de I'interprétation de Py peut étre
simplifiée en tenant compte du fait que Ey est non effondrante. En conséquence, s =g,ug, ¢
est équivalent a s™ =g, 7, c’est-a-dire & s™ =4 t™, et la validité de p(¢7°,...,t7) dans
A est équivalent a celle de p((t1 {r. )™, ..., (¢, Lr.)™) dans A. Mais quoi qu’il en soit, le
systeme de réécriture R, est toujours utilisé méme s’il est caché dans la 0-abstraction.

7.3 Le mélange de théories ordo-sortées

Au lieu de se restreindre a une seule sorte partagée et maximale pour la structure
prédéfinie, on veut maintenant étudier les résultats précédents et la construction d’un
systeme de réécriture combiné dans le cas du mélange de théories équationnelles a sortes
ordonnées satisfaisant les mémes hypotheses.

7.3.1 Hypotheéses

On suppose que . = ¥ U X; est une signature réguliére ayant un ensemble fini de
sortes. Les théories (g, Fo) et (X1, 1) vérifient que toute classe d’équivalence modulo
=p, contient un terme de plus petite sorte minimale.
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Définition 7.5 Soit ¥ une signature régulicre. Une théorie équationnelle ordo-sortée
(¥, E) est sémantiquement réguliere s:

Vit e T(E,X),t =gt 3" € T(S,X), t =p t" =p t' t.q. Is(t) > ls(t") < Is(t).
Une théorie équationnelle préservant les sortes est de fagon évidente sémantiquement
réguliere.

Exemple 7.1 Les structures PB des pseudo-booléens et PF des pseudo-finis sont séman-
tiqguement réguliéres car [’ordre sur les sortes est total: Bool < Int pour PB et Prim < Int

pour PF.

L’hypothese de régularité sémantique faite sur (g, Fo) et (X;, F1) permet de construire
une relation de réécriture combinée qui sans cela n’aurait pas pu étre convergente.

7.3.2 Systéme de réécriture combiné

Le systeme de réécriture utilise un ordre de simplification >, sur T(X U &) tel
que les variables X" soilent inférieures aux autres termes par >gm,. Cela évite d’avoir a
introduire de nouveaux sous-termes étrangers par réécriture.

Définition 7.6 Soit E; un ensemble de ¥;-aziomes (i = 0,1). On note E7 [’ensemble
des régles lo — ro telles que
® Z,T‘ - T(EZ,X) et l:Ei r,

o o est une X-substitution vérifiant Vo € X, ls(zo) = ls(z) et Vo € V(r)\V(l),z0 €
X :

o Is(lo) > ls(ro) ou ls(lo) = ls(ro) et lo >smp, To.

;

On notera que la condition [s(zo) = z est justifiée par le fait que 'on considere les
instances de toutes les F;-égalités. Ainsi I'instanciation d’une E;-égalité par une spécia-
lisation [GKK90] est encore une FE;-égalité. La condition zo € X pour les variables z
n’apparaissant pas dans le membre gauche d’une F;-égalité est justifiée par le fait que les
variables sont inférieures aux autres termes par > ;.

La solution de facilité pour s’assurer de la terminaison serait de supposer ’existence
d’un ordre de simplification compatible avec la décroissance des sortes. Nous allons voir
que cela n’est pas nécessaire parce qu’il suffit d’appliquer les regles aux positions de
rupture en réutilisant la réécriture de la définition 7.3.

Proposition 7.2 Sit,t' € T(X,X) alors
t =g,uE, t =1 ‘_*""Rc t.

Preuve: On montre que si t «—gug, t' alors t «—p. t'. Supposons th = g, t' =
tIA « dy] et (g = d) € E;. 1] existe une position w € RPos(t) et un terme u tels
que t' = t'[u[dy]], et ulg] =g, u[d]. La substitution 3 est la composition po d’un
renommage p et d’une substitution o telle que (s(zo) = ls(z) pour tout z € X'. En
posant | = u[g|u, r = ul[dp, on a | =g, r. Par hypothese de régularité sémantique,
il existe ¢ tel que [ =g, ¢ =g, r avec [s(l) > Is(q) < Is(r). En appliquant o, on a
toujours ls(lo) > Is(qo) < Is(ro). Donc t «—pg_ 4 irego " Rewgoe—ro b -

La réciproque est évidente. O
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Proposition 7.3 Les relations —p>, —p> et —p, sont convergentes.

Preuve: Terminaison: on considere la mesure de complexité associée a un terme ¢ et

définie par MC(t) = (M S(t),¢) ou

o MS(t) =Ugy, | weRPos(t)} $(t), un multiensemble sur & ;

e { le terme ;

et I'extension lexicographique (> i, >simp) de 'extension multi-ensemble >,y de
> bien fondé sur S et de >, un ordre bien fondé sur T'(¥X U &).

Soit ¢ — g, io—re t'. Supposons d’abord que le nombre de sous termes étrangers
ne diminue pas. Si [s(lo) > ls(ro) alors MS(t) >mue MS(t'). Si ls(lo) = ls(ro)
alors MS(t) = MS(t') mais ¢t >, t'. Supposons maintenant que le membre droit
de la regle appliquée est un sous-terme étranger du membre gauche. Dans ce cas,
{ti. | w € RPos(t)} D {t|,, | &' € RPos(t')} et MS(t) >pu; MS(t'). En définitive,
MC(t) (>mult, >simp) MC(t') sit —p, t.

Confluence: considérons le cas non trivial d’une superposition t' «pg>  t — 5> t”
t ! 1

a une position critique. Il existe alors p =g, ¢ et o tel que t' = po,t" = qo avec
Is(po) = ls(p) et Is(qo) = ls(q). Plusieurs cas peuvent ensuite se produire:
Si ls(p) = ls(q) alors ¢/ «——p> t".

)=
Sl ls(p) > 1s(q) alors ' —p> t".
Is(p) < Is(q) alors 1/ «p> "
Sl Is(p) et ls(q) sont incomparables, alors, par hypothese, il existe r tel que p =g,
r =g, q avec Is(p) > ls(r) < ls(q) et donc #' — > TO > t”. En résumé,

s s 0 — > t".
Ei Ei

Finalement, une superposition ¢’ —p> t —p> t",i # 7 correspond a une superpo-
sition a une position variable puisque les signatures ¥, et ¥; sont disjointes. Cette
superposition est similaire au cas mono-sorté car les relations —py et —p> font
décroitre les sortes. O

Les propositions détaillées dans ce qui suit étendent celles vues dans le cas mono-sorté.
On montre tout d’abord que (X9 U Xy, Ey U E}) est une extension conservative de

(20, Eo) et (21, El)
Proposition 7.4 Si t,t' sont des termes i-purs alors
=FEoUE; t =t =K t,

Preuve: (<) =g C=gug,-
(=) Par construction, t =g, g, t' & t [g>= 1t |p>. Sit (ou t') un terme ¢-pur
est réductible par — > alors il existe une éégle lo - ro € EZ n’introduisant pas
de sous-termes étrangérs, i.e. Ran(o) C T(%;, X), tel que t[lo] —g> t[ro]. Donc
lo =g, ro, ls(lo) > ls(ro) et t[lo] =g, t[ro] avec t[ro] i-pur. On prouve ensuite par
induction necethérienne sur —p> que t =g t |p>. O
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Corollaire 7.1 (£oU Xy, By U Ey) est une extension conservative sémantiquement régu-

liere de (Zo,Eo) et (El,El).
Preuve: (X0 U X, Ey U E}) est sémantiquement réguliere puisque
Vit € T(E,X), t =gyum, t L. =E,um, ' t.q. Is(t) > Is(t Lr.) < Is(t).

(X0 U4, Eg U E) est une extension conservative de (Zg, £o) et (X1, Ey), d’apres la
proposition précédente. O

(XoUZX1q, EoUE]) a donc la méme propriété que celle requise initialement pour (Xq, Fo)
et (21 N E] ) .

La relation — g, permet ensuite de définir I'abstraction de fagon tres naturelle puis-
qu’un terme en forme normale est abstrait par une variable dont la sorte est la plus petite
sorte du terme.

Définition 7.7 Une abstraction par variables est une bijection © entre [’ensemble des
termes non variables R.-normalisés T |gp.= {u g, |u € T(EUX) et u [p.€ T(EUX)\X'}
et un sous-ensemble de variables de X tel que w(u |p,) =2 : s sils(u [r, ) =s.

La ¢-abstraction d’un terme K.-normalisé remplace chaque sous-terme étranger u par
une variable dont la sorte s est la plus petite sorte de u | g, avec [s(u) > s puisque —p,
fait décroitre les sortes. La i-abstraction d’un terme reste donc un terme bien formé. Mais
comme dans le cas mono-sorté, la i-abstraction ne sera pratiquement appliquée que sur
des termes ou des substitutions R.-normalisés.

Les résultats vus précédemment concernant la résolution dans une composante se
généralisent immédiatement. La 0-abstraction est ensuite utilisée afin de définir le langage
de contraintes Lg,up, pour lequel un algorithme de résolution se dérive directement de
celuil vu dans le cas mono-sorté.

7.4 Langage combiné

La construction du la

ngage combiné que nous entreprenons est valable pour les deux
formes de mélanges décrits jusqu’a présent. Mais contrairement a ce que 'on pourrait
imaginer, la structure qui va permettre de définir le langage combiné n’est pas tout-a-fait
un mélange de théories équationnelles méme si elle s’en inspire fortement. La difficulté
se situe dans la possible non régularité des égalités de T h(.A). L’objectif principal étant
d’introduire une réécriture modulo des classes de termes hétérogenes, il est impossible

d’avoir une égalité non réguliere sans faire apparaitre un cycle.

Exemple 7.2 En reprenant ’exemple donné en introduction avec la structure des entiers
N, ona:0=p 0xg(0,0) = 0%0 =x 0 car ¢(0,0) =g 0. Il y a donc un cycle, c’est-a-dire
que la relation — gy simulant la réécriture modulo =xr et définie par =y 0 —pg 0 =y ne
termine pas.

Le probléme est dii a la non régularité des égalités de 7 h(.A) qui permet d’engendrer
de nouveaux sous-termes étrangers. Mais il est difficilement acceptable de supposer quoi
que ce soit sur la forme des égalités de Fy = Th(A), et en particulier la régularité. Cela
serait contraire au principe de théorie prédéfinie qui peut étre a priori quelconque.
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7.4.1 Construction de interprétation

La solution que nous proposons consiste a utiliser une restriction de =g, g, préservant
la théorie du symbole de téte ainsi que le nombre de couches non prédéfinies.

Définition 7.8 Le nombre de 1-couches d’un terme t est défini inductivement par:
e ncy(z) =0,
e nci(t) =1+ F,easyne(s) sitle) € Fi,
o nci(t) = Yseasriy nai(s) sit(e) ¢ Fi.

La relation de congruence ~¢ est la restriction de =pg,up, préservant la théorie du
symbole de téte et le nombre de 1-couches. Nous en donnons la définition suivante:

Définition 7.9 La relation ~¢ est définie par: s ~c t si s =g,up, t et

e s(e),tle) € FUX;

o ct nci(s) = ney(t)

La relation ~¢ est clairement une relation de congruence.
Détaillons quelques situations remarquables:

® 5i s et tsont des termes de base alors s ~¢ ¢ si s =g, up, t, qui est encore équivalent
as=y4t.

e Un l-terme ne peut pas étre égal modulo ~¢ a un 0-terme. En particulier, 0 +¢

9(0,0).
® ~c et =g g, sont identiques lorsque Fq et Fy sont régulieres et non effondrantes.

e Dans le cas o S§ NSy = 0 avec des sortes de Sy inférieures a celles de Sy, on a
s ~ctsis =gug tcar nei(s) = ney(t).

La relation de réécriture introduite au cours de ce chapitre a pour objet de réécrire un
1-terme modulo ~¢. Il est donc essentiel de ne pas introduire de nouveaux 1-termes qui
seraient autant de nouvelles réécritures potentielles. Mais il faut encore pouvoir s’assurer
de la préservation de la plus petite sorte d’un 1-terme par égalité modulo ~¢.

Définition 7.10 La relation ~¢ préserve la sorte d’un terme a symbole de téte non
prédéfini si pour tout 1-terme t,

t~et' = 1s(t) = Is(t').

Par définition, un 1-terme ne peut étre égal modulo ~¢ qu’a un autre 1-terme.

Lorsque le mélange s’effectue au travers d’une seule sorte visible s., on a [s(t) =
[s(t |g,) sitest un 1-terme et donc Is(t) = [s(t [r,) = Is(t' [r.) = Is(¥') si t ~c t'.

Dans le cas plus général, nous supposerons que:

Hypothese 7.4 La relation ~¢ préserve la sorte d’un terme a symbole de téte non pré-

défini.



7.4. Langage combiné 225

Pour assurer cette hypothese dans le cas général, il suffit par exemple que les symboles
de fonctions dans ¥; ne soient pas surchargés de plusieurs profils.

Définition 7.11 Le langage de contraintes combin€ L¢ est défini par la Y-structure, 'al-
gébre de termes T(X,X)/ ~c¢ et l'ensemble des variables X .

L’interprétation des prédicats dans le langage combiné L¢ est identique a celle prise
pour Lg,ug, dans les sections précédentes.

La relation de congruence ~¢ n’étant pas toujours stable par instanciation, nous allons
nous restreindre aux substitutions dont ’application préserve ’égalité modulo ~¢. Il s’agit
d’instancier les variables par des termes qui ne risquent pas de changer le nombre de 1-
couches. En particulier, les variables de base sont instanciées par des termes de base et
non par des termes hétérogenes.

Définition 7.12 Un terme de base appartient a T (3o, Xp). Une substitution admissible
est la composée de deur substitutions p, g telles que

e Dom(puy) C A et Ran(p) C T(3,X),
e Dom(po) C Xy et Ran(po) C T (Xo, Xo).

L’ensemble des Y-substitutions admissibles est noté SUBST,.

Avec cette définition, si p est une solution admissible alors les termes de Ran(u) n’ont
qu’une 1-couche au plus. La restriction aux variables de base d’'une substitution admissible
est en particulier une substitution de base.

Proposition 7.5 5i 0 et ¢ sont deuzr substitutions admissibles alors
g r~¢ §Z5 = 0 =E,uE; QZS

Preuve: Si F; est une théorie non effondrante, alors un l-terme s vérifiant nc,(s) = 1
est forcément égal par =g,ug, & un autre l-terme ¢ vérifiant ne,(¢) = 1. O

Une autre propriété de ces substitutions est de conserver 1’égalité modulo ~¢ par
instanciation.

Lemme 7.1 Sit est un terme non variable et o une substitution admissible alors ne,(to) =
ney(t).

Preuve: Une substitution admissible instancie une variable de Xy par un terme de base,
ce qui ne crée pas une nouvelle 1-couche. Cette substitution instancie aussi une
variable de X} qui se trouve nécessairement sous un symbole de fonction dans F;
par un terme vérifiant ne; () <1 ce qui ne crée pas non plus une nouvelle 1-couche.
]

Proposition 7.6 Vs,t € T(X, X), s ~¢t <= Yo € SUBSTy, so ~¢ to.
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Preuve: Siset ¢ sont des i-termes alors ney(so) = ne;(to) lorsque o est une substitution
admissible.

Si I'un des deux termes s ou ¢ est une variable alors il s’agit nécessairement de deux
termes de base. O

Il existe une infinité de substitutions admissibles qui sont solutions d’une contrainte,
qu’elle soit équationnelle ou non. Ces solutions peuvent étre représentées par un ensemble
complet de solutions admissibles ordonnées suivant ’ordre de subsumption SEV défini par
o<3V ¢ 'l existe u € SUBST, telle que Vz € V, ©é =g,ur, Tou.

Définition 7.13 L’ensemble des solutions admissibles d’une L¢-contrainte c est
SS55(c) = SSc¢(e) N SUBST.
Un ensemble complet de solutions admissibles d’une L¢-contrainte ¢ est noté C'SSi(c).

L’objectif est maintenant de déterminer un algorithme de résolution de contraintes
dans L¢ qui calcule un ensemble complet de solutions admissibles & partir d’un algorithme
d’unification dans C' et d’un algorithme de résolution de contraintes dans L 4.

7.4.2 Algorithme de résolution

La démarche adoptée consiste a d’abord transformer un probleme dans L¢ en un
autre dans Lg, g, puis & déterminer comment en extraire les solutions admissibles. Les
principes de combinaison vont devoir étre adaptés pour tenir compte de cette restriction
supplémentaire sur la forme des solutions souhaitées.

On montre dans un premier temps comment se ramener facilement a une contrainte
dans Lg, g, par unification, entre eux, des sous-termes étrangers.

Proposition 7.7 Soient s et t des termes el o une substitution admissible.

1. Sis(e), t(e) € Fi et nei(s) = ney(t) alors so ~¢ to < so =g,uE, to.
2. Sis€ X ett un terme tel que ney(t) <1, alors so ~¢ to < s0 =g,uE, to.

3. Dans les cas contraires (cas symétriques mis a part), il n'existe pas de substitution
admissible o telle que so ~¢ to.

Preuve: C’est une conséquence immédiate de la définition 7.9 et du fait que F; soit non
effondrante pour le point 2. O

Corollaire 7.2 Pour tout Lc-contrainte d, il existe une contrainte c telle que
§5¢(d) = SSg,um, (),

0i S5 . (¢) = SSmup, () N SUBST,.
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On se place désormais dans le langage de contraintes Lg,ug, -

Comme dans le cas mono-sorté, une contrainte ¢ est transformée en une conjonction
co N ¢; de contraintes respectivement 0-pure et 1-pure par l'introduction de nouvelles
variables qui sont existentiellement quantifiées et peuvent étre instanciées par des termes
completement hétérogenes.

La restriction aux substitutions admissibles permet de limiter le non-déterminisme
inhérent a la combinaison des solutions.

Définition 7.14 Soient < un ordre linéaire sur Vo & Vi = V(co A 1) et V un sous-
ensemble de V(co A ¢1). Une solution combinée oo © oy € SSE, (co, V1) ©® SSg (c1, Vo) est
élémentaire pour V si

[ ] VﬂXog‘/o
e Yvg € VN A, Yo € Vi, vg <vy.

o Pour toutes variables vg € VNAy et v1 € VIN(VNAY), il n’existe paswg € Vo, wy € Vi
telles que
Vo < wp < wo < V1.

e Pour toutes variables v € VN Ay et wo € VoN{(V NAY), il n'existe pas wy € V] telle
que
vo < wy < wg.

Les solutions admissibles de ¢ sont obtenues a partir des solutions de coAc;y élémentaires

pour V(c).

Proposition 7.8 (Correction) La restriction a V(c) d’une solution combinée oo © oy €
SSg,(co, Vi)©SSE (e1, Vo) élémentaire pour V(c) est une solution admissible de la contrainte
c.

Preuve: Il est clair qu’une solution combinée élémentaire pour V(c) est une solution
de c¢. Reste a montrer qu’il s’agit d’une solution admissible. Par hypothese, les
variables de V(c¢) N Aj sont instanciées dans Fy par des termes ne pouvant contenir
de sous-termes étrangers car ces variables sont minimales pour <. Il s’agit donc de
termes de base. Les autres variables de V(c) s’instancient dans F; par des termes ne
pouvant contenir que des termes de base pour sous-termes étrangers. La substitution
(00 @ 01)|v(e) est donc une solution admissible de ¢. O

Il faut encore s’assurer qu’une solution combinée élémentaire pour V(¢) est une instance
admissible d’une solution combinée construite a 1’aide de solutions principales suivant la
méme restriction linéaire <.

Proposition 7.9 Pour toute solution combinée ¢ € SSg,(co, Vi) ® SSg,(c1, Vo) €lémen-
taire pour V, il existe une solution combinée o € CSSg (co, V1) © CSSg (c1, Vo) élémen-
taire pour V telle que 0<3'¢.

Preuve: Nou‘s avons vu au chapitre 2 que si o SEOO ¢o et o1 SE &1 alors (go®¢1) :g%%g
(00 © 01)pop1 OU 0g =g, Pofo €t 01 =g, O1i1. Les substitutions po et yy ont des

domaines disjoints, leur composition ou union est une substitution admissible. O
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Toute solution admissible en forme normale suivant R, est l'instance d’une solution
combinée dont la restriction linéaire est déterminée d’apres 1'ordre sous-terme.
On traite d’abord du cas simple ne nécessitant pas d’identification.

Proposition 7.10 (Complétude). Soit o une solution R.-normalisée dont les termes de
Ran(o) sont des termes non-variables et distincts deuz a deuz. Si o est une solution
de co A ¢ telle que oy € SUBSTy, alors il existe une solution combinée o9 O o €
CSS5, (co, V1) © CSSg (1, Vo) €élémentaire pour V telle que oo © o <:Vo.

Preuve : Soit o une solution admissible de coAc; en forme normale suivant R.. Nous avons
vu dans le cas mono-sorté comment une substitution en forme normale permet de
définir une restriction linéaire < sur Vo @ V. Soit zg € VN &Y. Puisque zoo(€) € Fo,
on a ro € Vp par définition de V4. '

Supposons qu’il existe une variable vy € Vj telle que v; < zg € AXy. Par définition
de <, vio avec z10(€) € Fy est sous-terme de zq0, ce qui est absurde puisque
zoo € T (Lo, Xo).

Soit z € V N A telle que g < x. 5’1l existe une ou des variables ne respectant
pas les conditions de la définition 7.14 sur <, alors le terme zo contient un 0-terme
qui n’est pas un terme de base, ce qui est absurde puisque o est supposée étre une
substitution admissible.

La substitution o est égale a (6™ ® o™ )xr™! avec 0™ © o™ € SSg (co,V1) ©
SSg (c1,Va), ou 77! consiste a remplacer éventuellement des variables de A, par
des termes de base dans Ran((¢™ © 0™ )jyng, ), ce qui signifie que o™ @ o™ <V
D’apres la proposition précédente, il existe oo © oy € CSSE, (o, V1) © CSSE (c1, Vo)
telle que a9 ® o0 gg"a’fo oo™ gg"a. 0O

Finalement, pour tenir compte de I’ensemble des solutions admissibles R, -normalisées,
il suffit de considérer toutes les identifications sur les variables de V(co A ¢1).

Proposition 7.11 L’ensemble des substitutions £(oq © o1) telles que

8 fe IDV(CO/\Cl);
e < est un ordre lin€aire sur Vo & Vi = V(co A &1)€,

® 0 Doy € CS’S’EO(CO&VQ ® CSSEl(clf, Vo) est une solution combinée €lémentaire
pour V(c)¢,

est un CSSE(c).

Preuve: Remarquons tout d’abord que la R.-forme normale d’une solution admissible
reste une substitution admissible. Puis on identifie les variables des contraintes afin
de satisfaire la condition d’application de la proposition précédente et prouver ainsi
la complétude. O
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7.5 Spécification basée sur une structure prédéfinie

Une spécification équationnelle basée sur une structure prédéfinie est formée d’égalités
qui sont contraintes dans la structure prédéfinie.

Définition 7.15 Soit A une g = (So, Fo, Po)-structure prédéfinie et ¥ une signature
ordo-sortée. Une €galité contrainte dans une Yg-structure prédéfinie A est un couple formé
d’une égalité et d’une contrainte, noté ({ =r || ¢), oul,r € T(X,X) et c est une contrainte

de L 4.

On peut remarquer que deux signatures sont utilisées, I'une pour la partie égalité et
I’autre pour la partie contrainte.

Définition 7.16 Une spécification basée sur une structure prédéfinie A est un quadruplet
(2, E,C, L) tel que

e X est un enrichissement d’une signature ordo-sortée g,

o [ 4 est un langage de contraintes s’interprétant dans la Yg-structure A,

e F est un ensemble d’égalités sur T (X, X) contraintes dans la Eg-structure prédéfinie

A,
o ( est un ensemble d’égalités sur T (X, X).

La structure prédéfinie est une ¥y-structure alors que F est un ensemble d’égalités
formées sur un enrichissement de 3. La structure prédéfinie est donc insuffisante pour
donner une interprétation a une spécification (X, £, C, L4). Il s’agit de déterminer une ex- k
tension conservative qui tienne compte des nouveaux symboles. On utilise en I'occurrence
la structure du langage combiné L.

7.5.1 Construction d’une interprétation

La structure associée a une spécification (2. F C. L ) est une alg qQuo-
La structure associée a une spécification (3, E, C, L 4) est une alg mes q
tientée par une relation de congruence prenant en compte a la fois la A-égalité, la C-égalité

et la schématisation des égalités I contraintes dans L 4.
On reprend la notation introduite dans [KKR90]. L’ensemble des égalités schématisées
par une égalité contrainte ({ = r || ¢) est

Sall=r|c)={lo=ro|oc e SUBSI,, o1x, € SSa(c)}.

L’ensemble des regles de réécriture schématisées par une regle de réécriture contrainte
(I = r || ¢) est de maniere identique

Sal—=r|ey={lo = ro|oceSUBSTy, 0% € SSa(c)}.

Les définitions qui suivent sont valables pour les égalités contraintes et les regles de
réécriture contraintes.
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L’ensemble des instances schématisées par un ensemble E d’égalités contraintes est
I'union des égalités schématisées

SAE)y=|J Sall=r] o).

(I=r [ )€E

L’interprétation standard d’une spécification basée sur une structure prédéfinie est une
congruence contenant ~¢ et celle engendrée par S4(£).

Définition 7.17 L’interprétation standard M d’une spécification (X, E,C, L) est al-
gébre de termes

T(E,X)/(~e U ~s,um),

ou ~s (i) est la plus petite relation de congruence sur T (X, X) contenant S4(E). On note
~m la relation (~¢ U NSA(E))*

L'objectif est de substituer completement le langage de contraintes combiné L¢ au
langage de base L 4. C’est pourquoi nous allons introduire une schématisation des égalités
contraintes dans le langage combiné qui va s’avérer équivalente a celle fixée dans le langage
de base si 'on se restreint aux substitutions admissibles. Le langage de base L4 ne sera
donc plus directement utilisé.

La schématisation d’une égalité contrainte dans la structure C est définie par

Sc(l=r|le)={lc=rc|oe€5Sic)}

et Sc(E) = Uu=r | 9erSc(l = 7 || ¢). Une substitution o € S5z(c) est simplement
dite solution de ¢ modulo ~¢ car seules les substitutions admissibles seront désormais
considérées.

Nous allons nous limiter au cas ou I’ensemble E est orienté en un ensemble K de regles
de réécriture contraintes.

Définition 7.18 Le langage de contraintes Lpe associ€ a la spécification (X, R,C, L¢)
est défint par la signature X, U'interprétation standard M et Uensemble des variables X .

Nous verrons ultérieurement comment s’interprétent les prédicats dans le langage Lr ¢
grace a la relation de réécriture engendrée par R, de méme expressivité que ~pq et qui
peut étre vue comme une réécriture des classes d’équivalence de ~¢.

7.5.2 Reéécriture contrainte

L’égalité dans le langage de contraintes Ly ¢ est simulée par une relation de réécriture
ontrainte modulo ~c¢.

Définition 7.19 La relation —pc est définie sur T(X,X) par:t —pct' st
g —d| c) € R, Jot.gq

tw ~c go

o€ 55 (c)

t' = tlw « do]
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La relation — g est stable par instanciation admissible.
Si I’on suppose que les regles de R ne contiennent que des contraintes ¢ de base, alors
la relation ~pc= (~¢ U «—pg¢)* coincide avec ~ .

Proposition 7.12 Les relations ~gc=~a sont identiques st K ne contient que des
contraintes de base.

Preuve: Si c est une contrainte de L4 alors {0 € SUBST, | ox, € 554(c)} = S55(¢)
et donc S4(R) = S¢(R). O

Nous verrons plus loin que le systeme de réécriture R doit aussi vérifier que tout
terme de base est irréductible. Pour ce faire, il suffit que C soit un ensemble de ¥;-
axiomes non effondrants et que chaque membre gauche de R ait un symbole de téte non
prédéfini. Ces conditions sont suffisantes pour préserver la structure prédéfinie et signifient
qu'un symbole prédéfini est un constructeur pour R et qu’un axiome effondrant doit étre
orienté en une regle de réécriture contrainte.

Définition 7.20 Le systéme de réécriture R termine modulo ~¢ si
la relation —pjc deéfinie par ~c 0 —pe 0 ~¢ termine. La relation —pc est convergente
modulo ~¢ st la relation — g termine et si

* * *
——RrcC—R/c O ~c O «—Rjc -

Pour la relation de réécriture que nous venons d’introduire, les définitions de confluence,
cohérence, confluence et cohérence locale sont définies de facon standard [JK86].

Théoreme 7.1 Soit R un systeme de réécriture avec contraintes de base. Si R termine
modulo ~¢ alors les propriétés suivantes sont €quivalentes:

—pc est convergente modulo ~¢,

—npc est confluente et cohérente modulo ~¢,

—pe est localement confluente et localement cohérente modulo ~¢,

Vi, e T(E,X), t ~pet' &t lpe~ct' Lre -

o e o~

Preuve: Similaire a celle du théoréeme 1.3. O

7.5.3 Propriété de Church-Rosser

La confluence peut étre obtenue par le calcul de paires critiques et d’extensions. Le
langage de contraintes L¢ présente l’avantage d’étre défini par une ¥-structure et non
pas par une Yg-structure comme l'était L4. Une égalité (resp. une regle de réécriture)
(l =71 ¢) (resp. (I = r || ¢)) est formée a partir de termes [, et d’une contrainte ¢
construits sur la méme signature ¥. C’est ce qui va permettre de définir les notion des
paires critiques et extensions comme étant des égalités contraintes et de se placer dans le
méme cadre que celul introduit dans [KKR90].
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Définition 7.21 Une paire critique contrainte de (g — d || ¢') et ({ — 7 || ¢) est ’égalité
contrainte
d=glrly | e Ad A(g=cl)

ot c A A(g=(l) est satisfaisable.

Définition 7.22 Une eztension contrainte de (I — r || ¢) par rapport a (g = d) € C est
glllo = glrle || e A (go=cl)

ot ¢ A (gj,=41) est satisfaisable.

Les ensembles de paires critiques et extensions contraintes d’un ensemble de regles R
sont notés respectivement C'C' P(R) et CCE(R).
Lemme 7.2 Si t (_zyylc—rr || ¢ go (__%] do ou t (_g,’lc—w' [l e go _);g-x»d [| ¢
position non variable de g, alors il existe une extension contrainte ou une paire critique
contrainte (p = q || S) telle que o est une solution de S modulo ~¢ et po ~¢ do, qo ~c t;.

do, avec w une

Pour faire converger ces pics, il suffit que les paires critiques et extensions convergent.

Définition 7.23 Une paire critique ou une extension contrainte (p = ¢ || S) est conver-
gente modulo ~¢ st Vo solution de S modulo ~¢,

po —— RC U~V — Rc 40
Un systeme de réécriture doit respecter la structure prédéfinie.

Définition 7.24 R est un systeme de réécriture avec contraintes de base si
V(i—r]c) €R,

e V() 2 V(r),

e Vo€ 55(c),ls(lo) > ls(ro),

o [ est un 1-terme,

e V(c) C Ay

La condition syntaxique sur la forme des régles de R empéche un terme de base de se
réécrire en un terme ayant un symbole de téte non prédéfini.

Corollaire 7.3 Un terme de base est irréductible par —rjc.

Preuve: Supposons un terme base ¢ réductible par —pgc. Il existe donc (¢ — d || ¢)
de R et une position w telles que t|, ~¢ go. Puisque C' est un ensemble d’axiomes
non effondrants, (t,)™ =g, (go)™. Le terme g ayant un symbole de F; en téte,
(go)™ est une variable qui n’apparait pas dans (t,)™ = t|, un terme de base. Ceci
contredit ’hypothese que Ky = T h(.A) est une théorie consistante.

Un terme de base est encore irréductible par —pg/¢ car un terme de base ne peut
étre égal modulo ~¢ qu’a un autre terme de base. O
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Le fait que ~¢ préserve la sorte d’un 1-terme permet aussi de s’assurer d’une propriété
essentielle pour pouvoir généraliser les propriétés de la réécriture mono-sortée.

Proposition 7.13 Sit —pe t’' alors ls(t) > Is(t').

Preuve: Sit est réductible par — g, alors il existe (g — d || ¢) de R et une position w
telles que ), ~¢ go et go est un 1-terme. Par hypothese, Is(t,) = ls(go) > Is(ro).
Donc Is(t) > ls(tfw «= do]). O

Toutes les contraintes des regles de R ne contiennent que des variables de Xy qui
s’instancient nécessairement par des termes irréductibles pour —pg¢. C’est ce qui permet
de faire converger un pic a une position variable lorsque celle-ci est contrainte, c’est-a-dire
dans A&p. La condition imposant que les symboles de téte des regles ne sont pas prédéfinis
sert a limiter la construction des extensions aux seuls axiomes de ', sans avoir a considérer

ceux de Th(A).

Théoreme 7.2 Soit R un systeme de réécriture avec contraintes de base. Toutes les
paires criliques et ertenstons contraintes sont convergentes modulo ~¢ si et seulement st
—ge est localement confluent et cohérent modulo ~c.

Preuve: (<) Evident.
(=) Supposons #; —Het ;%gcaHda 5

Si w € VPos(g) alors c’est un cas de superposition variable similaire au cas mono-
sorté car — g est sorte décroissante. On a donc

. * ’ ! X
i1 —Rc hha «—pR 1o «——Rc tg,

ou la substitution o est définie comme d’habitude.

Siw ¢ VPos(g) alors t(e) € Fy.

o Sit —p> t, alors ¢ est sous-terme étranger de t5 et ¢, «—pgc to.

e Sit —p> ty alors t «—¢ t,. Il existe ainsi un terme ty pour lequel ¢, <%
t «—c t] ~c tz et (t1,1]) est une instance d’une extension contrainte (p =
q || S) convergente par hypothese:

£
t) ~c po —pc U ~c vV ——Rc q0 ~c t} ~c L.

Supposons t; «% . t —%5 t2. On distingue trois cas de superposition:

e position disjointe: les réductions commutent.

e position variable: si c’est une variable de X; alors un terme de base serait réduc-
tible, ce qui est absurde par définition de R. Sinon la variable n’apparait pas
dans la contrainte et I’on trouve alors une preuve par réécriture comme habi-
tuellement dans le cas mono-sorté ou ordo-sorté avec hypothese de décroissance
des sortes.
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e position critique: s’il existe une position de rupture entre e et w, alors cela
correspond a un cas de superposition variable. Dans le cas contraire, t; et ¢,
sont des instances d’une paire critique contrainte (p = ¢ || S) convergente par
hypothese:

1 * ns , * ~ +
1 ~¢ PO —>Rc U ~c UV SR 40 ~C t2.
D

Une paire critique convergente pour toute solution de C'SSg(¢) l'est aussi pour toute
solution de SS5¢(c). Lorsque la résolution de contraintes dans ~¢ est finitaire, cela
permet de n’avoir a tester qu'un ensemble fini de paires critiques non contraintes. Cette
remarque est une motivation au troisieme point du théoreme suivant:

Théoréeme 7.3 L’égalité contrainte (p = q || S) est convergente si

e 5 est insatisfaisable modulo ~¢,

& oupn~c(g, .
e ou V¥l e CSSE(S), (pf =qb || T) est convergente

® oug —prc g et (¢ =d| S) est convergente.

Les regle de transformation pour tester la confluence et la cohérence modulo ~¢ sont
données en figure 7.1. La correction de ces regles est établie par le théoréme suivant:

Théoréme 7.4 57 existe une dérivation finie par ces regles:
(0,R)F (CE,R)F ... (CE;, R)
telle que CE; = 0, CCP(R)UCCE(R) C Uo<j<; CE; alors R est localement confluent et

cohérent modulo ~¢.

Preuve: Si R n’est pas localement confluent et cohérent, alors d’apres le théoreme 7.2,
il existe une paire critique ou extension non convergente mise dans y<;<; CE;. La
regle Supprimer ne peut s’appliquer sur une égalité non convergente, sinon il y a
contradiction d’apres le théoreme 7.1. L’application des autres regles sur une égalité
non convergente engendre une égalité non convergente, sinon il y a contradiction
d’apres le théoreme 7.1. Par conséquent, on montre par induction sur j < : que CE;
est non vide, ce qui est en contradiction avec I’hypothese. O

On remarquera que le test de convergence de — ¢ est encore conditionné par celui de
la terminaison de R modulo ~¢, probleme évoqué dans la section suivante.

Théoréme 7.5 Soit R un systéeme de régles de réécriture avec contraintes de base. Si la
relation —gc est convergente modulo ~¢, alors M est un enrichissement consistant de

A.
Preuve: Considérons deux éléments a,a’ de A qui sont égaux modulo ~g¢. Alors
a ——pe § ~cw—pe d

Aucune régle de R ni égalité de C ne peut s’appliquer sur a ou a’, donc a =4 a’. O



7.5. Spécification basée sur une structure prédéfinie 235

Deduire

CE,CRU{(¢g —d| d),(l—>r] ¢}
H—»
CEU{g[rlo =d || cAc A(gu=20)},

CRU{(g —d | ¢),(l =] c)}
sicAd A (9|w—cl) satisfaisable

Etendre
CE,CRU{(l—r | o)}
CEU{glll = glr] | ¢ A (gro=¢0)}

CRU{(Il—r| )}
si(g=4d) € Cetch(gu=E) satlsfalsable

Simplifier
CEU{(g=d|| S)},CR

CEU{(¢'=d| 9)},CR
sig —pc g

Supprimer

CEU{(p=q| 9)},CR

H—»

CE,CR

s1 p =¢ q ou S insatisfaisable
Propager

CEU{(p=q| SAD)},CR
H—»

CEU{(pf =q0 || S)},CR
sif € Dom(@)NV(S)=0et § € SUBSTy

Figure 7.1. Test de confluence et cohérence modulo ~¢

L’étape suivante pour obtenir une procédure de complétion serait d’orienter les paires
critiques produites par Deduire et les extensions produites par Etendre. A ce stade, nous
sommes confrontés a plusieurs problemes:

e Une paire critique (p = ¢ || S) vérifiant p(¢), ¢(€) € Fo ne peut pas étre orientée
d’apres la définition 7.24. Ce cas de figure ne se présente que lors d’une superposition
en €.

e La contrainte S d’une paire critique (p = ¢ || S) doit étre résolue pour que les
variables de V(S) € X, puissent instancier (p = ¢) et donc ne plus figurer dans la
partie contrainte.
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¢ Enfin, pour une égalité contrainte (p = ¢ || ) vérifiant p(e) € F; et V(5) € &b, il
faut encore trouver un ordre de réduction. Ce probleme est évoqué dans la section
suivante.

7.5.4 Terminaison

La structure choisie comme interprétation standard d’une spécification (£, R, C, L4)
ne facilite pas le probleme de terminaison.

Pour que la relation —pg¢ termine, il suffit de trouver un ordre de réduction >¢ com-
patible avec ~c, stable par instanciation de base et par contexte pour lequel [ > r si
(l—rlceR

Une premiere idée consiste naturellement a essayer d’étendre sur la structure C un
ordre neethérien défini sur A en posant [ >¢ r si [™ >4 r™, Cette extension a l’avantage
a premieére vue de rester un ordre ncethérien. Malheureusement, cet ordre ne permet pas
d’orienter des regles de réécriture dont chaque membre gauche [ a une téte dans F; qui,
une fois 0-abstrait, est égal a une variable. Pour un ordre neethérien > 4 et A une structure
consistante, une variable est forcément un terme minimal. En conclusion, >¢ ne permet
d’orienter aucune des regles d’un systeme de réécriture avec contraintes de base. C’est un
ordre trop sémantique.

Par contre, on peut tester la terminaison par un critere plus syntaxique basé par
exemple sur le nombre de 1-couches ne; (t) d’un terme t. Cette mesure est compatible par
définition avec ~¢: nei(s) = nei(t) si s ~¢ t. Lorsque les regles de R font décroitre le
nombre de 1-couches, alors nci(s) > ne(t) si s —pe t et 'on montre ainsi que —pgye
termine. C’est en particulier le cas lorsque les membres droits des regles de R sont des
termes de base. Ce critere est cependant tres syntaxique.

Si P'on cherche une méthode plus générale, il est clair qu’il ne faut pas se ramener
uniquement a la structure prédéfinie A comme nous avons tenté de le faire mais essayer
de combiner un ordre compatible avec =744 et un ordre compatible avec =¢. Mais la
difficulté du probleme de modularité dans le contexte de la terminaison ne permet pas a
I’heure actuelle de dégager des idées générales qui puissent étre appliquées au probleme
de terminaison d’un systeme de réécriture avec contraintes de base.

A titre d’exemple, prenons toutefois le cas éiémentaire des listes de booléens ou la
congruence ~¢ est suffisamment pauvre pour ne pas poser de probleme dans la recherche
d’un ordre neethérien qui lui est compatible.

Exemple 7.3 Soient ¥y 'ensemble des symboles vide, cons, tete, queue munis des profils

sutvants:
vide :— List

cons : Bool, List — Lust
tete : List — Bool
queue : List — List

Uensemble des aziomes

I - tete(cons(b: Bool,l: List)) = b: Bool
| queue(cons(b: Bool,l: List)) [: List

et le langage de contraintes engendré par la structure des booléens.
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Les égalités contraintes s’orientent évidemment de la gauche vers la droite, sans avoir
a se soucier de la compatibilité avec ~¢ car chaque terme n'est €gal qu’a une instance de
lui-meéme.

7.6 Surréduction contrainte

L’objectif de cette section est d’appliquer des techniques de surréduction a la résolution
de contrainte dans le langage L. L’intérét de la méthode réside dans son incrémentalité
puisqu’elle permet a partir d’un algorithme de résolution de contraintes dans L¢ d’obtenir
une procédure de résolution dans L.

7.6.1 Interprétation des prédicats

Comme nous ’avons fait en son temps pour L¢, il s’agit de déterminer une interpré-
tation des prédicats de Py pour Lpc.

En supposant R convergent modulo ~¢, on ramene le probleme de la validité modulo
~npc a celui de la validité modulo ~¢ par mise en forme normale suivant —pc.

Définition 7.25 Sip € Py alors Uinterprétation pa de p est la relation définie par
Vi, .oty € T(E,X), palty,... ) est vrai ssi Le = p(t1 Lres---5tn LRC)-

Cette définition est évidemment compatible avec ~ ¢ = ~p ¢ puisque — g est conver-
gente.

On montre ensuite qu'une contrainte p’(¢;, . . ., ,) valide dans L¢ est encore valide dans
Lpc. Clest vrai de fagon évidente pour une contrainte équationnelle puisque ~cC~pe.
Pour les autres contraintes, nous avons besoin d’un lemme stipulant que ’égalité modulo
=g,uE, est préservée par normalisation suivant —pc.

Lemme 7.3 Pour tous termes s,t € T(X, X}, si s =g,up, t alors s |re=E,uE, t lre.

e . . * * *
Preuve: On utilise le fait quesit; « g t «—p, tyalorst; ——pc 0 «—p, 0 —pgc to.
Deux cas sont a considérer:

® Sitj «—prct > b alors t; —pgc o > 0 «~—pe ty car lorsque >
s’applique a position (w) € F, alors t|, est nécessairement sous-terme de {,
et t «—Rc to.

e Sity ;Ric t —p> t, alors t; <LR$C t ~c ty car <'—>E1>§~C, puis t; —gre
0~ O <*—R,C t2 par cohérence de ~¢ et finalement ¢, L)]g,c o) ‘L*Rc o) ‘*—R,C

*
1y car ~cCe——p..

d

PI‘OpOSitiOI’l 7.14 Soit pE Po. LR,C }: p(tl, ‘e ,tn) = Lc l= p(tl J,R’c,. ..,tn lR,C)v
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Preuve: Il s’agit de montrer que si pp(ty,...,1t,) est vrai alors pa(tio,...,t,0) est
encore vral pour n’importe quelle substitution o normalisée suivant —p ¢ (admissible
ou non). Nous avons (to) [re~c (t Lre o) Lrc puis

T iy e
(to lre)™ =4 ((t lre o) Lre)™ =4 (({t lrc o) lR.) R,

d’apres le lemme 7.3, et

(to lre)™ =a (((tlrco)lr) lrRe)™
= ((tlreo) lr)™(x ™" lRe)™

=4 (tlpca)™(x™ " lre)™

D’autre part,
(ta_)wo = twoo_wo{swo — (50')7T0}s‘”oev(t”0)

et par conséquent,

(tio Lre)™ =a (ti lre)™o™E(x ™ LRe)™

b £ = {g™ ™o o
ott £ = {s™ — (80)™ }imeuny(emoy-

On peut en conclure que

LaikEp((tioc lre)™, . ... (tho Lre)™) si La = p((t Lre)™, oy (tn LrRe)™)
c’est-a-dire
Le Ep(tio Lre, - tao Lre) si Le = p(t Lre, - -t Lre)-
O
Proposition 7.15 Soit p € Py. Si Le = p(ts,...,t,) alors Lre E p(ti, ..., t,).

Preuve: D’aprés le lemme 7.3, ¢ lre=r,uE, (t lr,) |RC €t donc

(tlre)™ =a ((t lr) lrc)™ = (t Lr)™ (77" LRre)™ =a t™(x ™" |pe)™

car F; est non-effondrante. Par conséquent, si Le E p(ti,...,t,) alors Ly =
p(t1°, .., 17°), La = p((ty lre)™, ..., (tn LrRe)™), Le = p(ty lre, -5t lRe)
et Lre = p(ty ... 1), O

7.6.2 Correction

La surréduction contrainte est définie sur des formules contraintes appelées buts, de
la forme (3X,p"(t1,...,t,) || S) ot X est un ensemble de variables existentiellement
quantifiées, p’(¢1,...,1,) une contrainte atomique telle que p € Py et S une contrainte de

Le.
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Définition 7.26 L’ensemble des solutions modulo ~pc d’un but G = (3X,p'(t,....ta) || 9)
est défint par

SOLRre(G) = {op@nx | o € SSE(S) et Lre | p(tio, ... tao)}.
Lensemble des solutions modulo ~¢ d’un but G = (3X,p"(t1,...,tn) || S) est défini par
SOLe(G) = {opepx | o € SSES AP (t1,- ., ta))}.
Proposition 7.16 SOL¢(G) C SOLgc(G).
Preuve: D’apres la proposition 7.15. O

Nous allons voir que toute solution modulo ~¢ d’un but G’ obtenu par surréduction
est encore une solution modulo ~p¢ de G.

Par souci de commodité, on se restreint aux contraintes élémentaires dont le prédicat
est binaire, comme par exemple =, #, <.

Définition 7.27 Le but (3X,p’(g,d) || S) est surréduit avec la régle (I — v || ¢) en
XUV —=r]le), p'glre,d) || SAeA (gu=¢0))
si S A cA(gu=(l) est satisfaisable.

La relation entre surréduction et réécriture dans ce contexte est exprimée par le résultat
suivant.

Proposition 7.17 Si le but (3X,p'(g,d) || S) est surréduit avec (I — r || ¢) en (3X U
V(=7 e, p'(g[r)w,d) || §7), ot S = S AcA(gu=24l), alors pour toute solution a de
S" modulo ~¢, ga —rc girla avec la régle (I — r || ¢).

Preuve: Puisque « est solution de S', g,a ~¢ la et « est solution de ¢ modulo ~¢. O

Proposition 7.18 Soit G = (3X,p'(g,d) || S) et G' = (X', p'(¢',d'") || §') t.q. G est
surréduit avec (I — r || ¢) en G'. Alors SOLpc(G') C SOLrc(G).

Preuve: On peut supposer sans perte de généralité que
G'=@AXUWW({ —r|e),p ( [ Ju, d) || SAcA(g1,=21)). Toute solution de SOLp¢(G')
est la restriction & V(G")\ X' = V(G)\X d’une substitution «a telle que @ € SS5(S")

et Lre = p(d'a,da). La substltution a est aussi une solution de S modulo ~¢
puisque S’ = S A ¢ A (gj,=¢1). Ensuite, comme « € SS3(c), go —prce g'a. Donc
ga lre=g'a e et Lpe = plga, da).

Pour le prédicat d’égalité, nous n’avons pas a supposer la convergence de R modulo
~¢ puisque dans ce cas ga —prc §'a ~pc da. O

La proposition suivante prouve la correction de la surréduction.
Proposition 7.19 S’ existe une dérivation par surréduction
Go = (30, 590, d0) || T)~r Gy~ ..~ G = (X, g ) || S,)
alors SOLc(Gr) € SOLpc(Go).

Preuve: D’apres les propositions 7.16 et 7.18. O
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7.6.3 Complétude

Il s’agit de prouver que pour toute solution o € SOLgr¢(30,p'(go,do) || T), il existe
une dérivation par surréduction

Go = (30, p'(go,do) || T)~ G1~ ...~ Gn = (3X0, 0 (gn, dn) || Sn)
et une substitution 8 telle que o ~5 “® § et § € SOLc(G).

Lemme 7.4 Soit G; = (3X;,p'(g:,d:),S:) un but et y; une substitution définie et nor-
malisée pour —pe sur V(G;). Si g € SSE(S;) et p'(gs,di)u; réductible par —pe, alors il
existe une étape de réduction (p*(g:,d;))i: —re p'(u,v), une étape de surréduction

Gi = (3X;,p"(g:,d:), S:) ~ Giyr = (3Xiv1, 0 (Giv1, dir), Sivr)

et une substitution normalisée y; 1, définie et normalisée pour — g sur V(Gi41), telle que
fivr € SSE(Sit1), P (Gir1s digi)tivr ~c p'(uw,v) et pip =VIENX

Preuve: Si (p’(gi,d;))p: —rc p'(u,v), il existe une position w dans g;u; (ou d;p;), une
regle (I — r || ¢) € R, et une substitution « telle que (g;pii) ~c lo, o € S5¢(c),
u = (gipi)[ra).. Puisque p; est normalisée pour —pe, on a (i) = Gijwpti- Donc
gilw €t [ sont unifiables modulo ~¢ et ¢ A gy, =¢! est satisfaisable modulo ~c.

Il existe une stratégie de réduction de l'intérieur vers 'extérieur (“innermost”) a
filtrage normalisant et 'on peut donc supposer sans perte de généralité que o est
définie et normalisée pour —gc sur V(I — r || ¢), avec (V(G;) U VRan(u)) N
V(I — r || ¢) = 0. La substitution g;4, définie sur V(Git1) par pipq =VG)
=V(=rll9 o est normalisée pour —ge. Donc pipy = pie € SSE(Siq1) et

1) 47

M1 =
(P (gilr)ws di)) priga ~c p?(u,v). O
Lemme 7.5 Soit G; = (3X;,p'(¢i,d:),S:) un but et p; une substitution définie et nor-

malisée pour —pc sur V(G;). Si p; € SSE(S;) et (p'(gi,di))ps réductible par —gjc, alors
il existe une dérivation par réduction

(P (gir di))pi —=rye p'(5,1)
avec s,t irréductibles par —pg/c, une dérivation par surréduction
Gi = (3Xi, P'(ge,di) || Si) ~ Gisa~ ..~ Gr = (3Xi, p(gr, di) || Si)

et une substitution normalisée y, définie et normalis€ée pour —pc sur V(Gy), telle que
e € SSE(Sk), 07 (gr, di)pr ~c p'(s,t) et py =VENX

Preuve: Par induction ncethérienne sur —pyc.

Si p'(gi, d;)p; est réductible pour — g/ alors il lest aussi pour —pe car —gc est
cohérent avec ~¢ et —pj termine. Donc p’(g;,d;)p; est réductible par —pc et
d’apres le lemme 7.4, il existe une étape de réduction p*(g:, d;)pi —re p'(u,v), une
étape de surréduction G5 ~ G4 et une substitution y,,; définie et normalisée pour
—re sur V(Gipq) telle que pigy € SSE(Sipa), piyr = N g et p’(gi di)pi —re
P (u,v) ~c p(giz1, diz1)pit1- Sip’(w,v) est irréductible par — gy alors on prend k =
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i+ 1. Sinon p*(giy1, dit1) i1 est réductible par — g/ et par hypothese d’induction,
il existe une dérivation par réduction

P (i1, dig1)itis1 —R/C p(s't)
avec §', ¢’ irréductibles par — /¢, une dérivation par surréduction
Gi-}—l 0 S e S 4 Gk == (HXk,p?(gk,dk) “ Sk),

et une substitution g définie et normalisée pour —g¢ sur V(Gy) telle que pyp €
SSE(Sk), 0" (grs di) s ~e p' (', ) et g =V G0N\, Puisque V(Gipn)\ Xi1 =
V(G\Xi et pipn =N on a g =YEN 0 D

Théoréme 7.6 Soient Go = (30,p"(g0,do), T) un but et po une substitution définie et
normalisée pour —grc sur V(Go). Si po € SOLpe(Go), alors il existe une dérivation par
surréduction

Go = (30, p'(go,do) || T)~ Gy~ ...~ Gy = (3X0, 0 (g, dy) || Su)

telle que o € SOL(G,).

Preuve: Sip’(go,do)uo est irréductible par — g alors Lrc = p(go, do) o implique Le =
p(go,do)po par définition de Lre.
Si p*(go,do)po est réductible par —pgc alors il 'est aussi par —pgjc. D’apres le
lemme 7.5, il existe une dérivation par réduction
P’ (g0, do)tio ——rye p'(s,1)
avec s,t irréductibles par — g/, une étape de surréduction

Go = (30, p?(go,do) | T)~ G~ oo~ Gy = (HXn,p?(gn,dn) Il Sn)

et une substitution normalisée y, telle que u, € SSE(Sn), P*(gn, dn)itn ~c p*(s,t) et
o =V(Go) pn. Les termes s et ¢ sont normalisés pour —pgc et Lrce = p(s,t) par hy-

pothese sur po. Par conséquent, Le = p(s,t) ~¢ p(gn, dn)pin €t po = (fn)v(@n)\X, €
SOLc(G,). O

La surréduction fournit donc une procédure complete de résolution de contraintes pour
le langage Lpc.

Exemple 7.4 Considérons le langage de contraintes Ly engendré par la Xo-structure B
des booléens avec

Yo = ({Bool}, {A,V : Bool, Bool — Bool,” : Bool — Bool,0,1 :— Bool}, {=,#,<})

et ’ensemble Xy des variables de base {x,y,z,v: Bool,...}. Considérons la spécification

(incompléte) (X, R, AC(zor), Lg) ou:

zor(z,z) — 0

R:{ zor(z,1) > T
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On cherche a résoudre le but
Go = (30, zor(zor(s,t),0) £ zor(1,v) || T)
o 8,1 sont des termes de base. Par surréduction de G, on obtient

Go ~ (Jz, zor(0,0) #* zor(1,v) || zor(s,t)="zor(z,z))
~ (3z,y, 0 £ zor(1,0) || zor(s,t)="zor(z,z) A zor(0,0)="zor(y, y))
~ Gs = (3z,y,2, 0 £ Z || zor(s,t)="zor(z,2) A zor(0,0)="zor(y,y)
Azor(l,v)="zor(z,1))

tel que

SOLe(Gs) = S5 (3z,y,2, 0 75? zZ A wor(s,t);—_?wor(w,w) A xor(0,0):?xor(y’y)
Azor(1,v)="zor(z,1))
= S5:(3z,y,2, 0 £ Z Az="sAs="t Ay="0A v:?z)
= SS30#£" T As="t)
= SSs(0# v As="1)

car v, s,t sont ici des termes de base. La solution principale de v =3 0As =}; t est solution
principale du but Gy car Gz est le seul but se dérivant de Gy par surréduction contrainte.



Conclusion

Nous nous sommes consacrés au cours de ce travail a I’étude de la combinaison des
résolutions de contraintes dans la double intention d’étendre les techniques connues pour
P'unification et de les appliquer au cadre plus général de la démonstration automatique
avec contraintes. Nos travaux fournissent en cela des algorithmes puissants permettant
d’étendre la combinaison a des mélanges de théories équationnelles non disjointes mais
aussi a des problemes spécifiques comme le filtrage, le probleme du mot ou I’élimina-
tion de constante. Nous proposons plus généralement un modele pour la combinaison
de résolveurs de contraintes symboliques qui s’applique a la combinaison de structures
concretes non disjointes ou a l'intégration d’une structure concrete au raisonnement par
contraintes. Il résulte de ce dernier point une procédure de résolution héritant des deux
formes d’incrémentalité que sont surréduction et combinaison.

Apports

L’étude du mélange des théories non disjointes nous a conduit a introduire la notion de
théories décomposables. 1l s’agit de I'union de théories équationnelles non nécessairement
disjointes pouvant se représenter par un systeme de réécriture combiné, convergent et qui
est formé de regles dont la téte a elle seule détermine ’appartenance a I'une ou ’autre des
théories composantes. Une théorie décomposable est alors une extension conservative de
ses composantes pour laquelle méme la résolution est préservée. C’est 'une des propriétés
essentielles dont 1l faut s’assurer pour réutiliser un algorithme d’unification disponible
dans I'une des composantes.

Nous présentons deux algorithmes d’unification dans des théories décomposables:

e Un algorithme de résolution uniquement qui suppose ’existence d’un ensemble fini
de contextes partagés en téte des égalités.

® Un algorithme de décision et résolution qui suppose ’existence d’un entier, appelé
facteur de partage, correspondant au nombre de symboles partagés qu’il est néces-
saire de faire apparaitre dans les égalités.

Ces hypotheses abstraites permettent de résoudre le probleme important de la combi-
naison des solutions qui vient se greffer a celui de la construction d’une extension conserva-
tive. A 'intersection de ces hypotheses se trouve le cas du mélange de théories partageant
les constantes uniquement [Rin92] qui est stirement celui qui comprend le plus grand
nombre de théories.

243
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L’introduction des théories partiellement linéaires a été rendue nécessaire par la spé-
cialisation des techniques de combinaison & des problemes spécifiques comme le filtrage.
La spécificité d’un probleme n’est pas en général préservée par les transformations préa-
lables a la réutilisation des algorithmes de chaque composante. Il est fort probable alors
d’avoir & considérer des problemes qui ne sont plus du ressort des algorithmes spéciali-
sés. L'intérét des théories partiellement linéaires est justement de pouvoir laisser tomber
sans perte de généralité les problemes qui ne peuvent pas étre résolus par les algorithmes
spécialisés disponibles. Cette classe de théories est intéressante & plus d’un titre et en
particulier pour le filtrage et I’élimination de constante qui peuvent s’effectuer sans faire
appel & l'unification. L’approche qui consiste a d’abord résoudre chaque probleme pur
séparément puis a régler les éventuels conflits inter-théories se trouve alors pleinement
justifiée.

Les résultats concernant le filtrage dans le mélange de théories partiellement linéaires
disjointes s’obtiennent grace a un algorithme de combinaison du filtrage étendu, un pro-
bleme composé de filtre-équations et équations résolues. L’algorithme de combinaison que
nous proposons s’applique au probleme de décision, ce que ne permettait pas ’algorithme
de combinaison du filtrage donné par T. Nipkow dans les théories régulieres.

L’étude de la combinaison du filtrage a directement pour conséquence d’avoir a s’inté-
resser a la combinaison du probléme du mot. Le principe de décision est le méme que celui
utilisé par réécriture a ceci pres qu’on remplace la notion trop théorique de forme normale
suivant le systeme de réécriture combiné par celle, plus pratique car calculable, de forme
réduite par couches. Un probleme du mot hétérogene se résout par le calcul des formes
réduites par couches suivi d’un test d’égalité dans la théorie de téte grace a I’abstraction
des sous-termes étrangers eux-aussi en forme réduite par couches.

La notion de forme réduite par couches est étendue aux théories décomposables mais
sa construction utilise non plus seulement les algorithmes de décision du probléme du mot
mais aussi les algorithme de filtrage de chaque théorie composante. Les résultats concer-
nant probleme du mot et filtrage s’étendent en conséquence aux théories décomposables.
Il est remarquable cependant que le filtrage dans les théories décomposables réguliéres et
non effondrantes n’ait pas besoin de I'existence d’un facteur de partage car le probleme
de la combinaison des solutions se réduit dans ce cas a l'utilisation des algorithmes de
décision du probleme du mot. Ii s’agit 1a encore d’un résultat pius fort que celui valable
pour 'unification.

Apres [’étude de ces problemes équationnels spécifiques, nous avons cherché a définir
un modele pour la combinaison d’algorithmes résolvant de maniere symbolique d’autres
contraintes que les simples contraintes équationnelles. Dans la pratique, plusieurs résol-
veurs de contraintes sont en effet amenés a coexister dans un méme contexte (langage
de programmation ou démonstrateur de théoremes). 1l est alors naturel de vouloir les
combiner afin de les faire résoudre des problemes éventuellement hétérogenes et donc
plus généraux que ceux auxquels ils étaient initialement destinés. Nous montrons que la
résolution de contraintes symbolique dans le langage combiné préservant la validité des
formules atomiques de chaque composante s’effectue par combinaison des résolveurs de
contraintes avec restriction linéaire. Nous avons montré comment prendre en compte cette
restriction linéaire dans le cas des algebres primales grace a un algorithme d’élimination de
constante obtenu par extension d’un résolveur de contraintes [KR92] dans diverses struc-
tures a domaine fini: algebres finies ou booléennes, pseudo-booléens ou plus généralement
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pseudo-finis. Cet algorithme d’élimination utilise I’algorithme de résolution de contraintes
intégré au logiciel UNIEF dont 1'une des caractéristiques est de représenter les termes par
des graphes de décision [Bry86] pour lesquels les nceuds sont des variables et les arcs
sont étiquetés par des valeurs du domaine. L’objet de la résolution consiste alors a repré-
senter une contrainte sous la forme la plus compacte possible en minimisant le nombres
de variables. Cela permet ensuite d’améliorer sensiblement la résolution incrémentale des
contraintes.

Nous disposons donc de résolveurs de contraintes qui peuvent se combiner pour s’ap-
pliquer au mélange de deux algebres finies ayant une intersection non vide grace aux
constantes partagées.

Une autre application est celle qui consiste a intégrer une structure prédéfinie au sein
d’une spécification équationnelle introduisant propriétés et nouveaux symboles a l’aide
de regles contraintes ou axiomes. Une procédure hiérarchisée de résolution de contraintes
est présentée pour une extension conservative de la structure prédéfinie. Sa principale
caractéristique est d’étre fondée a la fois sur des techniques de surréduction et sur des
techniques de combinaison dans le cadre de la construction incrémentale d’algorithmes de
résolution de contraintes.

Cette application ouvre la voie & I’

utilisation concrete de la combinaison en program-

mation logique.

Perspectives

Les algorithmes d’unification et filtrage que nous proposons s’appliquent a un large -
éventail de théories équationnelles. En contre-partie, il n’est pas possible a I’heure actuelle
de décider si une théorie est décomposable ou partiellement linéaire, si elle est bornée ou
admet un facteur de partage. Ce travail doit s’effectuer a la main avant de songer a
combiner les algorithmes d’unification ou de filtrage. 1l serait donc intéressant de trouver
des criteres suffisants mais décidables permettant de conclure qu’une théorie satisfait I'une
des propriétés requises par nos algorithmes de combinaison. Dans le méme ordre idée, on
peut se demander:

e Dans quelle mesure I'union de deux théories est-elle décomposable?

Nous savons déja que 'union de théories disjointes, ou faiblement partagées, ou
partageant seulement des constantes “irréductibles” est décomposable. La question
qui se pose maintenant est de savoir si 'ordre de réduction sur les termes (clos)
hétérogenes dont nous avons besoin peut étre construit de fagon modulaire a partir
d’ordres de réduction fournis par chaque théorie composante.

e Sous quelles conditions les notions de théorie bornée ou de facteur de partage sont-
elles modulaires?

Un élément de réponse a déja été apporté en montrant que I’existence d’un facteur
de partage est modulaire pour les théories faiblement partagées.

e Existe-t-il des criteres simples sur les axiomes d’une théorie, autres que la linéarité
ou la régularité avec non-effondrement, permettant de s’assurer qu’une théorie est
partiellement linéaire?
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L’hypothese de décomposabilité bien que pouvant capturer une forme de mélange non
disjoint impose cependant une sérieuse restriction sur les symboles partagés puisqu’ils
doivent étre w-libres. Les problémes équationnels composés des seuls symboles partagés
sont alors résolus dans la théorie vide. Il semble possible d’autoriser d’autres théories que
la théorie vide, ce qui suppose que les symboles partagés aient la méme propriété dans les
deux théories composantes. L’ordre de simplification total sur les termes clos hétérogenes
doit étre en conséquence défini modulo la théorie partagée, celle vérifiée par les sym-
boles partagés. Nous pensons plus particulierement aux symboles partagés commutatifs
ou associatifs-commutatifs.

La construction d’une extension conservative préservant les résolutions de chaque théo-
rie doit encore pouvoir étre réalisée d’une maniere totalement différente, basée, elle, sur
des criteres concernant les paires critiques. Mais il reste alors le probléme de la combinai-
son des solutions qui est en principe disjoint de celui de la construction d’une extension
conservative, mais qui n’est pas pour autant a sous-estimer.

Les théories partiellement linéaires semblent étre les seules théories adaptées a la
combinaison du filtrage et de la décision du filtrage. Nous montrons d’ailleurs un résultat
qui va dans ce sens puisque ’on prouve que I'appel a un algorithme d’unification ne peut
étre évité pour les théories qui ne sont pas partiellement linéaires. Il existe pourtant un
algorithme de combinaison du filtrage pour les théories régulieres, qui ne sont pas toujours
des théories partiellement linéaires. Il n’est pas étonnant au vu du chapitre 2 d’obtenir
des algorithmes de combinaison fondamentalement différents qui dépendent fortement
des approches par résolution ou décision qui furent prises. Celui proposé par T. Nipkcw
repose entierement sur une propriété valable uniquement pour le filtrage dans les théories
régulieres et qui consiste a n’engendrer que des solutions closes. Cet algorithme ne peut
donc étre, lui non plus, étendu a une plus large classe de théories.

La combinaison des résolveurs de contraintes non symboliques mais retournant unigue-
ment les solutions closes est encore un probleme ouvert. F. Baader et K. Schulz ont montré
récemment dans le cadre de la disunification que le probleme de I’existence d’une solution
close ne se prétait pas a la modularité, puisque ’existence d’une solution close hétérogene
ne pouvait pas se décider grace a la combinaison usuelle des algorithmes de décision du
méme probleme dans les théories composantes. Ainsi, la combinaison des résolveurs de
contraintes dans les algebres initiales 7(F1)/ =g, et 7(F3)/ =g, a la maniére de ce qui
est fait dans les algebres libres ne permet pas d’obtenir un résolveur de contraintes dans
T(F U F,)/ =g,uE,- Un nouveau modele reste donc a définir.

Un autre probléeme restant encore ouvert est celui de savoir s’il existe une méthode per-
mettant d’obtenir directement et pour n’importe quelle théorie, un algorithme d’unifica-
tion générale (avec symboles libres) a partir d’un algorithme d’unification avec constantes.
Nous pensons et espérons, comme tous ceux qui se sont intéressés au probleme de com-
binaison, que cette méthode n’existe pas. Dans le cas contraire, toutes les méthodes de
combinaison connues a ce jour concernant les théories quelconques deviendraient obso-
letes. Les premiers éléments de réponse a ce sujet concernant la décidabilité d’une seule
équation (au lieu d’un systeme) laissent a penser que 'on peut dormir tranquille.

Sur un plan pratique et a plus court terme, les algorithmes décrits au cours de ce do-
cument doivent étre incorporés a une bibliothéque de résolutions de contraintes et devenir
ainsi un outil de résolution pour des structures hiérarchisées complexes. Les similitudes
entre les différents algorithmes de combinaison, puisque relevant des mémes principes, per-
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mettent la aussi de pratiquer une démarche trés modulaire lors de ’implémentation. C’est
ce que nous avons commencé a faire pour la bibliotheque de résolutions de contraintes
UNIF et que nous pensons achever dans un avenir proche.
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Résumé

L’objet de cette these est I’étude de la combinaison des résolutions de contraintes. La notion de
contrainte a permis d’accroitre sensiblement ’efficacité des systéme de déduction a la base de la program-
mation en logique et de la démonstration automatique. A I’heure actuelle, les systemes de déduction
incorporent le plus souvent un seul domaine de calcul qui peut étre suivant les cas, les termes du premier
ordre, les entiers, les booléens, les domaines finis ou algebres finies. Le probléme de combinaison consiste
& étendre 'utilisation de ces algorithmes afin qu’ils puissent résoudre des contraintes mixtes sur la réu-
nion des domaines de calcul. Un cas particuliérement important est celui de la combinaison d’algorithmes
d’unification, ou les contraintes sont des équations et les domaines, des théories équationnelles a signatures
disjointes.

Dans cette thése, nous généralisons I’emploi de techniques de combinaison aux résolutions de con-
traintes. Nous présentons des algorithmes d’unification dans des théories équationnelles décomposables
en sous-théories non nécessairement disjointes pour lesquelles des principes de combinaison sont toujours
applicables. Dans la classe optimale des théories partiellement linéaires que nous introduisons, la résolu-
tion d’un probléme combiné spécifique comme le filtrage s’effectue par résolution de sous-problémes tout
aussi spécifiques. I’approche suivie permet d’appliquer la plupart de nos algorithmes de combinaison de
Iunification, du filtrage ou du probléme du mot au probléme de satisfaisabilité qui revét une importance
grandissante en programmation logique et en déduction automatique avec contraintes. Nous proposons
un cadre formel pour la combinaison de résolveurs de contraintes symboliques. Le langage de contraintes
combiné et le résolveur qui en résultent sont illustrés par la combinaison de résolveurs dans les algébres
finies et utilisés dans l'intégration d’une structure prédéfinie au mécanisme général et incrémental de
résolution par surréduction contrainte.

mots-clefs: résolution de contraintes, combinaison, mélange de théories équationnelles, réécriture, uni-
fication, filtrage, probléme du mot, algebres primales.

Abstract

This thesis is devoted to the combination of constraint solvers. Deduction with constraints is a way
to get more efficient deduction systems thanks to constraints which must be satisfied for applying gen-
eral deduction rules like resolution, superposition or simplification. Deduction systems usually integrate
several computation domains like terms, integers, Booleans, finite sets or algebras, but actually without
cooperation of related constraint solvers. The combination problem consists of extending the use of con-
straint solvers in order to solve mixed constraints on the union of computation domains and so to get
more expressive deduction systems. A particularly important example is the combination of unification
algorithms where constraints are equations and computation domains are disjoint equational theories.

In this thesis, we generalize the use of combination techniques to constraint solving. We present
unification algorithms for non-disjoint equational theories where some combination techniques are still
available. For matching algorithms, we introduce the optimal class of so-called partially linear theories
where the combination problem can be solved without introducing unification problems. Most of our
combined algorithms for unification, matching or word-problem can be used to decide solvability of these
problems, which is of greatest interest for constraint logic programming. We propose a framework for
combining symbolic constraint solvers. The related solver and combined constraint language are illustrated
by the combination of constraint solvers in finite algebras and used for the integration of a built-in structure
into the general mechanism of constraint narrowing.

keywords: constraint solving, combination, union of equational theories, rewriting, unification, match-
ing, word-problem, primal algebras.
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