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INTRODUCTION

Ce mémoire comporte deux parties qui peuvent étre lues indépendamment.

La premiére partie intitulée “Familles de cycles et eclatements est consacrée a la des-
cription des cycles exceptionnels d’éclatements usuels de la géométrie analytique complexe
locale : cone tangent de Zariski d’un germe d’espace analytique, éclatement d’un idéal
(z1,--+ ,zn)-primaire de C{z1, -+ ,2zn} (i.c. définissant l'origine de C") et éclatement de
Nash d’une hypersurface a singularité isolée.

Les resultats obtenus permettent de donner quelques apphcatlons dans des domames
voisins.

Dans le chapitre 1, on démontre la platitude de la déformation d’un germe d’espace
analytique vers son cone tangent de Zariski. On en déduit le résultat suivant : un germe
d’espace analytique est de Cohen-Macaulay si son cone tangent de Zariski I’est. De plus, en
- utilisant la notion naturelle de revétement ramifié transverse et I'existence du morphisme
‘Douady-Barlet, on peut définir et représenter le cycle tangent de Zariski & un germe de
cycle. Ce qui donne une méthode pour obtenir des équations explicites du cone tangent
de Zariski & un germe d’espace analytique. Dans un appendice a ce chapitre, on compare
la multiplicité algebrlque d’un idéal de C{y1,- -+ ,y,} & la multiplicité géométrique de son
germe de cycle associé. udie

Soit I un idéal de C{zy,--- ,zn} = C{z} définissant 'origine de C". Les résultats du
chapitre 1 permettent de donner, dans le chapitre 2, une méthode pour déterminer aprés un
choix convenable des générateurs de I = (f1, - , fntp), le cycle [E] de P*"*7~1 sous-jacent
~a la fibre exceptionnelle E = Projan (V@of v /I"*1) de 1’éclatement de C™ relativement &

‘I'idéal I. Au cours de ce chapitre, on indique un procédé pour construire pour tout h € T
~ot1 T est la cloture intégrale de I dans C{z}, une relation intégrale explicite de A sur I, de
 degré la multiplicité e(I) au sens de Samuel de I'idéal I. On étudie également I’éclatement
d’une famille équimultiple d’idéaux ponctuels paramétrée par un germe d’espace analy-
tique redult Ce qui permet d’obtenir quelques résultats concernant le schéma de Hllbert
Hilb(©,) des idéaux de longueur [ définissant l'origine de C". '

Des techniques voisines des precedentes permettent de montrer dans le chapitre 3 que la
forme initiale de la norme de I’équation d’une hypersurface & smgularxte isolée représente
e cycle sous-jacent 3 la fibre exceptionnelle de ’éclatement de Nash de cette hypersun'ace

Comme conséquence, on obtient que le hessien d’une hypersurface 3 smgulamte isolée n est
pas 1dent1quement aul sur cette hypersurface.



La seconde partie est consacrée & ’étude de la géométrie des tissus de C?.

Un d-tissu W de (C?,0) est défini par d feuilletages (d > 2) de courbes lisses de (C?,0)
en position générale. L'étude géométrique de telles configurations (z.e. a un isomorphisme
local ¢ :(C?,0) — (C?,¢(0)) pres ) a commencé dans les années trente avec les travaux

de Thomsen, Blaschke et Bol.

Les feuilles de W sont les courbes de niveau d’éléments F; € C{z,y} tels que dF; A
dF;(0) #0pour 1 <i<j<d.
~ Le rang de W, noté “rgW,k est la dimension du C-espace vectoriel

: N
= {(9 (F))1<:<d P gi€ C{t} et Zgz(F)dF = 0}

=1

des relations abéliennes de W. On retrouvera que rgW ne dépeﬁd que de W,'e“t Que ’on
a les inégalités suivantes :

0<rgW < %(d—— 1)(d-2).

Les feuilles de W sont les courbes intégrales de d champs dé_vecteurs X; = A;0, +
B0y, a coefficients dans C{z,y} et deux a deux linéairement indépendants. L’espace
des relations abéliennes A de W est, aux constantes pres, égal au C-espace vectoriel des

~solutions (fi1,+--, fa) € C{z,y}¢ du systéme différentiel de la résonance donné par :
‘Xi(fi‘) =( pour 1 <1 Sd “,
R(d) { O(fr+- -+ fa)=0
0 (f1 "+’fd)=0

: Dans le cadre C®, les équations de la résonance ont été mtrodultes par Joly et Rauch
pour étudier le probleme de l'interaction des ondes oscillantes non linéaires en dimension
1 d’espace. Dans ce probleme, les fonctions f; sont les phases réelles d’ondes oscillantes
solutions d’un systeme d1ﬁ'erent1el non linéaire et stnctement hyperbohque de d équations
du prermer ordre & d inconnues, et les équations X;(f;) = 0 sont les ‘équations eikonales
associées a ce systeme Les deux autres équations proviennent des mteractlons non hnealres
entre les oscillations des divers modes. On doit & Jean Martinet d’avoir remarque que les
équations de la résonance n’étaient que des relations abehennes degmsees

Dans le chapltre 1, on etudze le systeme ’R(d) du point de vue des D- rnodules et l'on
relie R(d) et R(d + 1) De plus on décrit complétement le cas de 3 champs de vecteurs et
Pon caracterise geometnquement les tissus hezagonau:c (i.e. les 3- t1ssus de (C2 0) de rang
mammal 1).

Un d-tissu W de (C2,0) est linéarisable s'il existe un 1somorph1sme local ¢ : (C?,0) —
(C?%, ¢(0)) qui transforme W en un d-tissu linéaire (i.e. un d-tissu dont les feuilles sont des
(morceaux de) droites de C?, non nécessairement paralléles ).
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Toute courbe algébrique réduite C C P?| non nécessairement irréductible et éventuel—
lement smguhere dont le degré est d définit, par dualité, un d-tissu hnemre Lc de (]P’2 H)
pour H générique ; de plus, d’apres le théoreme d’Abel, on a rgLc = —(d —1)(d-2).

Dans le chapitre 2, on donne une condition nécessaire et suffisante en terme de résolution
" d’un systéme différentiel non linéaire pour qu’il existe une linéarisation d’un d-tissu W de
(C2 0) de rang quelconque. De plus, on décrit toutes les linéarisations possibles. Dans
ce chapltre on construit pour un systeme de coordonnees (z,y) donne un polynome

Py = = E ‘Pk Bk de C{z, y}[b] qui “mesure” si W est hnearxsable on non. Par deﬁmtlon, les

d feuxlles de W vérifient I’équation différentielle du second ordre y" = Pw(z,y;y"), ce qui
permet de préciser des résultats classiques sur ce type d’équation différentielle.

On utilise dans le chapitre 3 les propriétés géomeétriques de l'espace des relations abélien-
nes pour déterminer les d-tissus W de (C?,0) de rang maximal qui sont linéarisables. Plus
précisement, on caracterise ces derniers grace au chapitre 2 et 'on décrit ( pour d > 4)
toutes les linéarisations possibles, ce qui répond a une question de Chern. A un changement
de variable prés, W sera de la forme L¢ ou la courbe algébrique réduite C C P? de degré
d est obtenue & partir des relations abéliennes de W. On montre, en particulier, que si
W est un d-tissu de (C?,0) de rang maximal, alors W est linéarisable si et seulement si
deg Py < 3. Les méthodes utilisées prolongent celles introduites par Poincaré et Darboux
dans leurs travaux sur les surfaces de translation. Dans un appendice a ce chapitre, on a
regroupé les résultats essentiels et leurs démonstrations concernant la géométrie des tissus

linéaires de (C?,0).

i »é@

- Repeéres bibliographiques

Dans les deux parties de ce mémoire, chaque chapitre posséde sa propre bibliographie.

‘En ce qui concerne la seconde partie, on pourra consulter les références complémentaires
suivantes :

G. THOMSEN, Un teorema topologico sulle schiere di curve e una caratierizzazione
geometrica delle superficie isotermo-asintotiche, Boll. Un. Mat. Ital. (1927), 3-8.

~ P.A. GRIFFITHS, On Abel’s differential equations, Algebraic Geometry, The Johns
Hopkins Centennial Lectures, Ed. by J.-I. Igusa (1977), 26-51.

A.BEAUVILLE , Géoméirie des tissus (d’aprés S.S. Chern et P.A. Griffiths), Séminaire
Bourbaki, 531, 1978/79.

J.-L. JOLY, G. METIVIER and J. RAUCH, Resonant one dimensional nonlinear geo-
metric opiics, Prépublication Bordeaux (1990).

Le chapitre 1 de la premiére partie de ce mémoire a été annoncé dans une note des



4

Comptes rendus de ’Académie des Sciences, Paris 287 (1978), 333-335, et a été publié
dans le Séminaire F. Norguet IV, Lect. Notes in Math., 807, Springer-Verlag, (1980).

Le chapltre 2 a ete en partle pubhe aux Annales de l’Instltut Fourier, Grenoble 37
(1987) 143-157. ‘ ‘ ‘

Le‘ chapitre 3 a été pﬁblié dans le Bulletin de la SociétélMathémaL\tique de France 109
(1981) - 475-481. L ‘

Enﬁn le chapxtre 1dela seconde partie de ce mémoire a ete en part:e pu'bhe aux
Mathematlca Scandinavica, 66 (1990), 161-172. :



Premieére partie

FAMILLES DE CYCLES ET ECLATEMENTS






CYCLES ET CONE TANGENT DE ZARISKI

§ 0.- Introduction

Dans le {1 on démontre la platitude de la déformation d'un germe d'es-
pace analytiqgue complexe vers son cOne tangent de Zariski, et l'on cn déduit le
corollaire s_uiyvar‘lt‘ .:k‘un germe d'eSpéce ana‘lytiqué ébmplexe est de Cohen-
Macaulay si son cbne tangent de Zariski l'est. Dans le § 2 on introduit le cadre
naturel dahs lequel se fe‘ra 1'étude du paragraphe suivant en définissant par une
série d'équiyalénce la notion de revétgm’ent“ram‘ifiék transverse ékl"ori’ginc. Dans

ler §3 | on déﬁniit grace au morphisme_DOuady—Ba‘rklet‘ de [ B, ;,chap. \/j et au
résultat du § 1y, l¢ cycle tangent de Zariskki;é‘ un germe de cycle. De plus, une
mé}bgﬁg est donnée pour obteﬁir des équations explicites du cOne tangent de
Zariski @ un germe d'ensemble aknalkytique comple;xe. Ex»ufin« dans un appenkdi'cc,

oni précise la nature du cycle sous-jacent & un espace kanalyktique complei&: et l'on‘

. compare la multiplicité algébrique d'un idéal de C Iyl,'yz, ooy b alamulti-
. g

plicité géométrique de son germe de cycle associé.



(S

¢ 1.- Platitude de la déformation d'un germe d'espace analytigue complexe vers

son cdne tanpent de Zariski

Soit I un idéal de l'anneau des séries entieres convergentes a n variables

C{x} =C {xl,x .,xn{ , on note in [I] l'idéal de € {x]| engendré par les

270.

formes initiales d'éléments de 1. Si { appartient 3 € {x] on désigne par in({f)

_sa forme initiale et val(f) sa valuation.

S . n )
Soit { = a x% € Glfx} ou g € N, on posepour p’-’(pl,pz‘,.~..,p )
o4
o

ob p,> 0; | :'Z[;a | o°

i N o a

l‘p est une norme sulfkdl {xl(p)yz “’E;C h‘i . .lf‘p <+ w] .

- Lemme 1.

‘Soient h ,h_,...,h des éléments de I tels qku'e in(h ),in(h_) ... ,in(h )
1772 r O 1 2" r

engendrent in[ I] . Alors il existe o =(p 1,:p 5 .,pn) , K> 0 et 0< £ < 1

" tels que: poﬁr tout f ¢ C { ] ‘(p ‘NIl existe A],‘AZ,. .. ’Ar des éléments de

@ {x] vérifiant

1) ' Z A h (En partlcuher les hi engendrént 1)
l
i) : n(A. ) 1r(h avec: Val(Ai) = val(f)—val(hi) pour Igi<r,
=1
iii) ]Ai!‘eps K lf!p pour I<i<r.

T

>C {x] telle que u(qi)z j—-——-—q, in(h,) .

p . ) r
Démonstration : Soit u: C {x] )
i =1 1 1




™

Smtp:(pl,pz,...,pn) tel que Hzi_],]hi|0;< + 00 .

= i~
) ‘ r _‘ 2 \ .
Si g-= (gl,gz,.,..,gr)é C‘{x[ on pose [g]p = , !gi]p . D'apres une

i =

-

forme affaiblie du théoreme des voisinages privilégiés de { M, th. 1.1, p. ]64j |
il existe; quitte & restreindre p, une scission ) de u adaptée 2 kp (i.e. une
application C -linéaikre: A C {xzf___f__}ﬂl [ x] T vérifiant u ) u=u et

. C:C(b)> 0 tel que‘kpokur tout £ € C {x{ bn ait |)€ Ip <C|¢g Ip ). ‘So‘it

0 .
) = (ai) , alorson a

f=f06 C{x] {p)N 1, alors in(f ) € Imu. Posons ) in(fO

0

T

in({ ) = .______j a_o in(h,) car u % u = u etpourtout 1 < i< r
; i

‘ . L ; .. .0 . .
R = I)\ m(fo)!p < C |1n (fo)lp < C II‘OIp Soit Pi la partie homogene

T

| ' | /0.
de degré val(fo); - val(hi) de n.? , alors in‘(fo} =L‘Pi in (hi) et
r i=1

10.;11

—

A \ o
‘]Pilp < C]folp . Posons f_ =1 -L_P_ hi' alors fle (L{xI(P)ﬂl car

“l'on a }.f < (1 + CH) !fol . En réitérant ce qui précede, on obtient unc
p

llp

S S R T R % n N ~ -
suite (fn) € Cixl{p)NI tel’le‘que fn+ ={ - P hi; ol Pi estun p‘olynome

~homogene éventuellement nul si n> 0 ou bien de degré val(fn) - val(hi)‘ e

. = z n-., n
1n(£kn)-— - Pi m(hi) et ]Pi!ps lenlp . |

; n+1 s n . n ‘
On a |fn+1{p < 1 ¢ CH) lfnlpg (1+CH) " | Iolp d'od |Pi|’,psC(I+CH ) IfOID.

Pour construction, on a

(-)-) val ([n+l

) > va} (f’n)



or val (fO)> 0, d'ou val(fn)> n.

Ainsi si Px:;-’ 0 degré P?z val(fn) -val(‘ni)> n —Val(hi)' Notons n = Val(hi) S
n degré P? N
x =4 vy, alorsonea Pik(x)zf,‘ : . Pi(}') et si 0<4 < 1, ona
degré 2 degré Pril-l n-n, |
i l<£ <4 STes U Aldnsi pour 0< £< 1, ona
n-n,
]Pr.ll < £ l\Pr.l! Soit £ >0 tel que 2(1 +CH)< 1, alors
1°Lp 1D
i n‘nic (1 +CH I A | £} < [,ﬁ (1+ CH )"nk ce qui prouve
Ipilﬁps£ "p_ o ni | .J’k q I
L
+
que la série / N

P converge uniformément sur le polycylindre
i

+ oo

T—

Plep)={(x)¢ 1:), ‘ < o . La série - est donc conver -

1 n =0 ‘n n+
> sur P(Lp). Posons

| 0
A —Z ‘Pn alors i) estvérifié. D'apres (%), ona in(A,) = Pi ce qui

s \/+

gente sur P(4p) etl'ona f=

+
8

i n=20 1 , : 1
1
.. Sy . _ H -
montre que ii) est vérifié. Soit £ ———————-——-————2(1 T alors ,ék(] + C )< 1 d'ou
- : Py | "o hi“ i
la7t s |f] cz (1+CH ) ~) |f] (1+CH ) . Posons
1°£4p _ p Z
n=.20
i
K= Max C2 (1+C H' )  alors |A |, < K|f| ceaquiprouve iii).
1< i< r dop P

D'ou le résultat .

Théoreme 1.

Soit I un idéal de C {x} engendré pér hi’hZ’ ...,h tels que
; r

in(hl), in <h2) ree s in(hr) engendrent in| I]. Notons n, = val (hi) et soit H
' hi (t x)
l'idéal de € {t, x| engendré par les ———— ob l<ig r. Alors
i
t



C {t,x]/H considéré commeun C {t] -module grace a l'injection canonique

C {t] ._._._____.; C{t,x] est plat,

Démonstration : Soit t {(t,x)€ H,

il suffit de momrer'que {((t,x)€ H. Soient

0« a< 1 et { une fonction holomorphe sur | ] t] < al x {Hx”< 3a] représen-

tant le gkerme £(t, x).
2

a) Pour ||x|l < EZ—- , posons pour tout n € Z ,

F (x) = l f(t i{—-) dt ol e est choisi de manitre que e< a et

n /T Zin |t]=ze 't 0+l Teq <2

2 |
i x|| < 3 ea. Fn est holomorphe sur | H:\H< % | et pour tout nm € Z, on a
: 2 :
M (e, x) . : x o a
| Fn(x)l < ————— ol ‘M(e,x) =’| tslup ! i(t, -{—)] . Soit H x;|.|< 5 pour
: e =e

e = o (resp. e= -U-B—(-”—-) on obtient :
2 2a :
(1) an(X)] = M,(%—‘,X) (_g_)n pour nk__>_, 0.

Il xIl .n ;
- BER z > -
i T ,x) o= ) pour n> 0.

D
Hy
2
IA
<
£l

ce qui prouve que la série de Laurenten t de i(t ) converge pour

8

+
| N
| 2
%;EU».< {1 < =. Ainsi pour |lx[l<% . ona it L F x) 0 dans la

couronne M( It[ < —
S 2a i 2

n,
1

T
B)~- D'apres l'hypothese, ona ti(t,x)= 4—-— Ay (t, x) ——————
i=1
t

ol quitte & restreindre a, on peut supposer que les )\i sont holomorphes sur

[]t] <al« {||x]] < 32} etles h, sont holomorphes sur {x|| < 3a}. Soit

r
2 (x)
e ‘ ' ~ hy ({x
lt] --2— et ]]x“<%-,. alors on a ft—— é——)\ (t,%—) L, d'ob par



\ ;
définition des Fn, F (%)= L hi (x) [—]-— A (t, f—) dt \\

ce qui montre que pour tout n ¢ Z, F g1,

ro

a
De plus, il existe p = (p,p,...,p) ol p < > et des constantes positives

M'1 et M‘2 telles que :

5
(1) “.Fnlp < M’l(—;—)n pour n> 0
(2) ~“F‘nlp < M (.2__)“ pour n> 0 .
a* s
En effet,quitte & restreindre a pour [/x|l « =— ona F (x)= a(n) x*
5 Z n o a
Soit p< 6 < =, posons p =(p,....p) et & =(b,...,6), alorsona
' 14 noa . a
la(n)a| p~ = sup [Fﬁ(x;] (?) . Soient Ml = sup M(?,x) et
l):.}_<_6 ‘lX.l:Sé
i i
MZ = sup M (l—L-—EU, x) alors d'apres (‘l) et (2) “on a | a(n)a ] p < Mkl(a—‘;)I‘l(éﬁ—)CI

pour n> 0 et ]a(—n) | p% < M (_z_)n

5 (g_)n pour n> 0 . D'ob ce qui précbcie.
a

E -Y)' " D'aprés la partie f), quitte 3 restreindre p = {p,...,p) ou
N .
p < S il existe d'apres le lemme précédent et sa démonstration; K> 0,

O< £t < 1 etdes AI; (l<i<r,né€ Z) holomorphes sur | Hx]l < Lp}

vérifiant :

i) ikf‘;zl Ar.l“h sur ‘{”X”<‘€p}k

r
<
ii)  in (F ) =L in (Ari) in '(hi) avec wval (Aril) =val(F ) -n,

n 1



Pour | x|l < zp, on a d'apres le 1iii) ci-dessus | A?‘(X}]s K|F | 5 ', ce qui
7 : n
+ 00

n n

prouve grace 3 (1)' et (2)' que pour [x| < £p ,L A (x)t  converge dans
n= -

la couronne ..Z.< | t] < %— . Pour n> 0, onad'apres le (2), val (F )> n,
. -1

% L ; -n ‘ L
ce qui prouve grace au ii) ci-dessus que val (Ai )= n -n_. Ainsi pour
- - l
+ 00
; SpEn N R 4 n
L n i .
” ” < —;p la série L_. Ai (tx)t ‘ qui converge dans la couronnc

a a . i . k : N ‘
_:1_< | t|< 5 ne présente en fait que des termes holomorphes en t car pour

+.00.

-ni-p % n n+n,
p> 0,val (A )=z notp-n =p. Ceci prouve que Gi(t,'x) = : Ai(tx)t e

1
n=-om
2£p 24p

est holomorphe sur [t]<— Ix {” Jl< =—1 . <|tl<— 1x f”x“( }

- ' |

g A ‘ ; > > n+n, h (tx)

ona & G.(t,‘X) ; (tx)t = 5 _____1_—5_____

1 : 1 -

io=11 n =-00 t ,

+ oo

= L__. Fn(t x) - 'apres le i) ci-dessus

= -0
- \ - It x| . L
= -£-(1;5) A'apres la partie q) car —2-—a— < 7% , ce gui prouve d'apres le -
r .
: o G | > o h (tx)
P rir;cipé du prolongement analytique que f(t,x) = Gi(t,X) ; sur
e i=1 i |

2£p}

flel < S 1 Ll < Diot le résultat .

Soit (X, ® X) un espace analytique complexe de dimension finie, Soit
x € (X,6 ), notons 7 1'idéal maximal ‘d‘e S et gre@ =&. 7 /’,’77\”-1
X X, x Xy X X, x X x>

v=0



la C-algebre graduée relativement a 73’('):,);. On désigne par CX,x:SPCC(ngX,x)

le cone tangent de Zariski en x a (X, ¢ \:)_

Corollaire
Si C est de Cohen-Macaulay en x, (X,6 ) l'est aussi.
X, X ;
Démonstration : Le probleme est local en x, Supposons dim X =g et soit I
X
1'idéal de C {u, v} correspohdant au germe en x défini par (X,6 X). On peut

supposer que I= (hl, hz, A ’hr)' et in[l] = (in (h]), in(hz), R in(hr)).

D'apres le théoreme 1 et le théoreme de paramétrisation locale, on a le

diagramme commutati{ suivant :

D %X Ux VD> Y — Py : 5D
€ . ‘ =7 €
STT
pr
4’ £
D x U
£
ol U(resp. V) estun polydisque ouvert de centre 0 dans ct (resp. Glp) ,
D =f{teC;|tle e}, (Y,6 ) estle sous—eépace analytique fermé de
¢ hy (tu, tv)
D-=x"U x V.défini par les. — ou 1< i< r et n =val(h),
3 : i i
1
t

pr estla projection donc un morphisme plat, 11 induit par la projection ¢st un

-mor»phisfne fini et PT induit par la projection est un morphisme plat en (0,0, 0).

‘Soit t€D , onnote (Yt’ @Y ) la fibre de (Y,6.,) au dessus de t ¢t
€

Xr
t
T, =T ] - T induit un morphisme d'anneaux & U, 0 =C{u} >0 Y :OY

t ; t,(t,0,0) "t

qui fait de OY un € {u}]-module de type {ini.
Y,



Lemme 2 |

Les conditions suivantes sont équivalentes :

i) ) estun C {u} -module plat (i.e. 1 , est plat en (t, 0, O)k)

}7
t
ii) O, estun C {u} -module libre
t
iii). OY est un anneau de Cohen-Macaulay.
t
Démonstration : i)‘cs ii) par {_S.k‘Prop.k 20, kkIV-33] . On sait quek
dim OY = dim € {u] = g par construction, or € {u] est un anneau régkulicr

d'ou ii) e iii) grace a [ S. Prop. 2z, IV-37].

On a le critere de plafitude par fibres suivant [ cf;k E.G. A, (IV), th.11.3.10

p. 138]W
‘pr estplaten (t,0) et m estplaten (t,0,0)
£ _ ~
- pr;x, et m, sont plats en (t,0,0).
N D'apres l'hypothese et le lemme ci-deAssus, "o estplat en (0,0,0) car |

@) =C {u,v} / in [I] . Donc d'apres le critere ci-dessus m est plat cn

Yo

(t,0,0) pour ] t] suffisamment petit, donc également 1 R Ce qui prouve

d'apres-le lemme ci-dessus que pour | t| suffisamment petit, (Y‘t’ 0y ) oest
t

de Cohen-Macaulay en (t,0,0). D'ou le résultat, puisque pour t# 0,

1'homothétie de rapport - induit localement en x un isomorphisme

(X6 ) = (Y. 6.).

X
t
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§ 2.- Reveétement remifiéd transverse a l'oripine

On utilise les définitions, notations et résultats de | B, Chap. 0],
. . n
Soient U un polydisque ouvert de centre 0 dans C et

X =Z m. X. un revétement ramifié de dégré k de U, contenu dans U~ @
i
i=1
Si 0¢ X., ondésigne par mult (Xi,,O) la multiplicité de X. en 0 [ c¢f. par
i ; ‘ : : ~ i st
n

exemple W, chap, 7, sect. 7] . Onnote t (resp. x) les coordonnées sur C

(resp. Glp) et

le polyndme 2 valeurs dans Sk(@p) associé a X ; pour l< m< k les Sm(t)

. e P . . p
sont les fonctions symétriques élémentaires des points de € Mau dessus' de t,

On désigne par valo(Sm) la valuation de 'Sm en 0, ||t] =Max | ts] et
Il s=n
||| = Max [x.] . ’
l1=j<p '

Proposition-l;

-=-"GOn suppose que X[ {Ol % Cp =‘~{O}_
4

Notons mult (X, 0) :Zk m, mult (Xi’ 0). Alors, quitte 2a restreindre U, les
conditions suivantes sont équivalentes :

: p
i) Cy o N folx &= o).
ii) valo(Sm)Z m pour l< m< k

iii) Il existe c> 0 tel que pour tout (t,x) e X, onait: [[x|]] < c|t] .

iv)  mult(X,0) =k
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Démrronstration : i) « iv) C'est une consdéquence de [W, th. 7P, p. 234]

i)= iil) L'hypotheése 1mp11que qu'il existe a >0 tel que C)\ 0
soit contenu dans le cone | x| <a || t]|. Il suffit alors de montrer que pour tout
e > 0, il existe r> 0 tel gue X {|[(t,x)]l < r] soit contenu dans le cone

|| < (a+¢€)l t[] . Supposons le contraire. Pour cvhaque entier n> 0, on peut
alors trouver un point (tn,xn) de XN f“(t,x)]] < 111— | vérifiant Han>(a+£.)” tn“ G
Soitf { un germe en 0 de {fonction analytique s'annulant sur X, Pour n assez

grand, (tn,xn) est dans le domaine de définition d'un représentantde f{ etl'on

a f(tn, xn) =ing (f) (t ,x )+ g(tn,xn) =0 ol in _(f) estla forme initiale de [

n "n 0
glt_» x | el
en 0. De plus'si g= valo(f) ona lim ‘ = 0. Quitte 3 prendre
n - + o ” (tn, Xn>”
) | | | (tn’ xn)
.. une su‘i‘te,extraite, on peut supposer que l'on a lim ~———— =y. Ona
noootoo |l x )

alors ino(f) (y) =0, ce qui prouve que y € CX 0 (en réalité , on doit éventucl-
 lement extraire une suite pour chaque {, or le faire pour un systeme fini suffit).
Or par constructlon y estdansle cone ||x|l = (@+¢) ]/ t]] . ce qui estabsurde

. puisque par hypothtse C. est contenu dans le cone || x|]| < a || t].

X, 0

iii)= i) C'est une conséquence des propriétés du cdne
tangent de Zariski en 0 a X,
ii)= ili) Parmiles q = dim_ sk(cp) fonctions scalaires .

‘correspondantes & P notons (€ .) celles de la diagonale

j7l j<p
'k '
5

t
0
—~
ey
5 5
4
~4-
——~
'
fwoy

k .
) Sy (t)). Il suifit alors d'utiliser les
(g .)

1< j< p etle lemme classique suivant:

Lemme 3.

Soient x, Siv Syr eees Sy des nombres conplexes vérifiant la relation



k- k
>;k-s X l+... +(-1)

= 0.
] S ,

Alors on a l'inégalité | x| < 2 Max | s
IS m=<k
iii)= 1i) Soit 1< m < k, alors d'apres l'hypothese il existe un entier positif

m, 4l m

th . D'ou le résultat,

N(k, m) tel que |l Sm(t)H < N (k,m) ¢
Dé{inition “I.
On dit qu'un revetement ramifié X de degré k de U, contenu dans U «x ch

est transverse en 0 s'il 'vérifie l'une des conditions de la proposition précddente.

Remargue : Dans le cas o X estlisse, sans multiplicité et transverse en 0,

la paramétrisation locale est simplement une carte locale.

§ 3.- Cvycle tanpent de Zariski & un germe de cvcle

On rappelle qu'un germe de cycle est la donnée d'une combinaison lindaire.
L

<

finie L{.——-— 'm, (X,,0) & coefficients dans N ", de germes d'ensembles analyti-
i=1 : - ‘
ques complexes irréductibles distincts, On dit qu'un tel germe de cycle cst de

dimension pure n si chaque (X, 0) estde dimension n.
. i

Soit I un idéalde C {y} =C {yl,yz,. .. ,yx‘w,p}, on suppose que le germe

d'espace analytique complexe (X, 0) correspondant 2 I est de dimension pure n.

On note (CX, 0) le germe d'espace analytique complexe correspondant & 1'idéal
in [I] de C {y}. On désigne par cycle(X,0) (resp. cycle(C\{, 0)), le

germe de cycle sous-jacent 3 (X,0) (resp. (CX,O)) (cf. l'appendice a), et

[ B, chap. V]).
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On peut représenter cycle(X,0) comme un revétement ramifié de degré
k de U, contenu dans U x b tel que (X,0)N {0} «x cP = {0} ob U est
n ;
un polydisque ouvert de centre 0 dans .C ..-De plus, ‘on.peut toujours supposer
que cycle(X, 0) en tant qi;e revétement ramifié est transverse en 0 (il suffit. =

de réaliser la condition i) de la proposition 1.),

Théoréme. 2.

Soit. X un revétement:xjamifié de’dekg:‘ré k’ de. U,:‘ contgnu dans :U x C “p_, i
transverse en 0 etde pqun6m¢ associé: P. Alqrs
1) La partie homogénkek de’degré k d‘e P, notée in(P), défipit un cGnek
qui est un fevétement ramifkié»de degré k de U, contenu dans U xk cP.
-2) ~Suppo$ons que X ’représe’nt:e cycl‘cf,k(X,O)v;’ ; alc‘)rs‘ le ‘frke"vk'éter.nentk ‘k{a';i’aifié\ ‘; b

défini par in(P) représente C}'Cle(CX,O).

~Démonstration 1) D"aprés la proposition 1., pour X g D= {2 e C; Ial<l}
Lk o k4l - POtk x |
ona P\ t,’ Ax)=A in(P) (t,x) + X o(t, x, )\ ). Pour 3} ;:’ 0 ___('z__.}:)‘_\.‘_)_
est a valeurs dans Sym k(ﬂ: p) qui est fermé dans © Sm (€"), cc quimontre
_ , me ‘ S

-

par "aésage’ 3 la limite lorsque A tend vers 0 que in(P) esta valeurs dans
k,-p, - . S N T S :
Sym (C 7). D'oh le résultat d'apres [ B. chap. 0] .
‘ ,‘Pkk()\"t . A x) J
k
A

une famille analytique de cycles, (X)\ ), de Ux (IZP, de dimension pure n,

S i ‘2)  On oSytient d'apréks le 1) par (A, t, x) ~——

paramétrée par D et telle que in(P) est associé a XO. D'apres le théorceme 1.

et [ B, th. 8 (local)] , on peut construire, pour |XA| suffisamment petit, une

{famille anai)}tique de cycles, (Y

paramétrée par D et telle qu‘e YO représente cycle (CX ,0).
3 :

), de U x CEP, de dimen’sion pure n,



D x Uy €P oy — 7 o D = U, Y=(Y.) est D - plat
' 2 . €
et D x U - propre).
3

Soit O(U) (resp. O(Y,)) l'anneau des fonctions analytiques sur U

A
(resp. Y> ), et soit K(U) le corps des fractions de O(U). Quitte & restreindre

U, E(Y.,U)=0(Y ) & K(U) estun K(U)-cspace vectoricl de dimension finic,

Soit £ € ((‘Ep)* , (Y)\) est obtenu "en Newton" [ c¢f. B, chap. V] gréace 2
Y ,
<N A (t), ,@m> = TraceY (2 m) (t) ol P est l'endomorphisme de E(Y> U
m \
A

induit par multiplicatiko‘n. Soit | A #0. Onapar définition de (X}\ )

/

Trace_, (ﬁm) (t) = _l_m Traccx (,Cm) (At). En utilisant I'isomorphisme
X A ! '
(X., 6 ) =% (Y. ., 6 ) induit par I'homothetie de rapport 2 , on pcut lire
1 X A Y X
] A
m ) m
TraceY (£77) (t) comme tracede {(At,AX)® 1 ~——et(x) At Ax)® ]
Or .TraceX (2 m)()\t) correspond 2 la trace de
. .

)m m m

FEAN)® 1 ey £ (hx) . £ LAX)® 1 = A 2(x) AL Ax) @ 1

v (Zm) (t) = TraceX k‘(.‘(/.m) (A t). Ce qui montre que pour"
A o ‘ ‘ ‘

- 1 1 ‘
AGDE {0}, les cycles XA et Y)\

~, \ m .
d'ou A  Trace
sont égaux. D'ou le résultat par continuitd

C‘)n“re‘-m.arqu’era que cycl’e(C\

Cyr 0) ne dépend que de cycle(X,0), En effet

d'apres le théoreme précédent, cycle(CX, 0) ne dépend ni de la paramdétrisation

locale utilisée ni du choix de 1'idéal I de € {y] correspondanti (X,0). D'ou la

Définition 2 .

Soit (X, 0) un germe de cycle de dimension pure n. Soit I un idéal dc

o {y} dont le germe de cycle associé est (X,0). On appelle cycle tangent de

o

Zariskia (X,0) le germe de’cycle, (Ck’ 0), associé a l'idéal in[I] de Ciy}.
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Application,

Soit X un revétement ramifié de degré k de U, contenu dans U «x c?

transverse en 0 et d'équations canoniques P(t,x) =0 . Alors in (P) (t,x) =0

donne des équations explicites du cone tangent de Zariski en 0 a X.
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APPENDICE

On se propos‘e,d‘une part de préciser laﬁ nature algébrique du cycle sous -
jacent a un espace analytique c'o‘mplekxek de kdimensiojn finie défir;i dansf B, chap, V],k
d'autre part de montrer grace a l'__D] que si G estun idéal de A = C i t, x}
dont le germe de cycle associé cycle(X, 0) est de dimension pure, la
multiplicité algébrique de A/(G et la multiplicité géométrique de cycle (X, 0)
sont égales. En particulier on obtient en utilisant le théoreme 2.une démonstra-

tion géométrique de 1'égalité des multiplicités algébriques de A /G et A/in[G] .

a2) cycle sous-jacent @ un espace analvticue complexe de dimension finie,

Seit (X,6 X) un espace analytique complexe de dimension {inie, on note

) le réduit associé. Soit S(X) le lieu singulier de red X, on

(red X, 6 red X

note (X'.)

e 1 les composantes connexes de red X - 5 (X) et Xi =" les
11 1

composantes irréductibles de red X. Soit £ € red X - S(X) , grdce a un

plongement au voisinage de §, on peutfaire de G un @ « . -module
X, red X, 8

umn

de type {ini,

Posons mult, (X) =g ’sx . . Cet entier ne dépend que de € ct
13 '3

@red X, €

(X,e X), "En effet on a le résultat suivant :

-~

Proposition 2.

Notons @X . =6 et 7N le nilradical de 6. Alors
L]
i) 2,@ (@ ) estnon nulle et finie .
7
ii) mult  (X) = 4 @ )
g 6 n



Démonstration : i) Puisque £ € red X - S (X), 6 red X, ¢ =6 ceq = @/77 Cest

régulier donc integre et 7 estun idéal premier minimal de 6. Or @ est

netherien , d'ob le résultat d'apres [ B.A.C, (IV), cor. 1, p. 136 et cor. 2, p. 18]

i1} D'apres . i) et puisque & estun (6 ) - espace
) P puisq 7 ( redy” €8

vectoriel de dimension {inieona £ (¢ ) = dim 6 car
@ @ ) 7
red’'n

) / n .6 est le corps résiduel de @72. /Or clest aussi le ‘corlﬁé /d’és

(© red 72

fractions de 6 red d'ou le résultat par définition du rang,
: € '

De plus, mult_(X) ne dépend que de la composante connexe contenant £ .

)
Posons mult ( [>\ ] = multg (X) si € ¢ X'i . On peut alors définir le cycle
de (X,@X), sous-jacent 2 (X, @X) par .cyéleX = Z mult (X) [Xi] . _Xi ;
’ i € IA [ B, S

b) Multiplicité péométrigue et multiplicité alpébrigue -

Soit G u‘n'idéalyde A = GZ'_{ t,x} , on note (Pi)i €T l'ensemble Iini"des
idéaux premiers minimaux de Q@ et l'onkéuppose que pourtout ig I, la

dimension de Krull de l'anneau A/Pi est égale 2 n . Soient (X, 0) le germe

Cledpice ::ialytique complexe correspondant & l'idéal ( et

cycle(X, 0) = Z mi(Xi’ 0) son germe de cycle sous-jacent,

’

On désigne par mult ( cycle(X,0)) = Z__._ m, mult (Xi’ 0) la multiplicité
: : i€ \

=

géométrique de cycle (X, 0).

On peut représenter cycle (X, 0) comme un revétement ramifié

m, Xi de degré R:Z m, deg Xi de U, contenu dans U ¥ P

I : : iel

>< .
i
o [\/
m
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et tel que X | 01 x ¢F = {0} ob U estun polydisque ouvert de centre 0
dans c”
Soit i€ I, alors puisque Pi' est un élément minimal de Ass (A/G),

L, (A/G )P est non nulle et finie d'apres | B. A, C., (IV), cor. 2, p. 1487.
2. i

1

Proposition 32,

Pour tout ig¢ I, ona m. =4, ,; (A/G )P.
; £ 1
i
Démonstration : l)k cas irréductible
On suppose que (Pi)i 1 est réduit 3 un scul élément P, c'est-a-dire que
X =m| X|. Dans ce cas, on doit montrer que m = L, (A/G )P. La projection
, ) ; P , ~

. lndu]_t un morphlsmeflni T W g ,U_, et,,l/lon peut donc s Uppo’s'ei" que .

t ———s g (ﬂ'\'@ ) :ZA

Cu.t g = (tx)
K (resp. k) désigne le corps des fractions de A/P (resp. C {t}]) on a

6 esl constante sur U. Si

T8 X, E
U, t

deg |X| =[K:k] = zgc () A/R dlob zoq ( A/C =mrgg AR L 1L

t]

suffit donc de démontrer . lelemme suivant

Lemme 4,

A/G = L, (A/G)P rgGMA/P

Tg
C {t] .

Démonstration: = i) rga‘{t} A/c =2, (&/G )P T8 “%A/P .

P

A

Puisque A est natherien , il existe une suite de composition (M,)O
i

i n

A

IA

de A/G telle que pour 0< i< n-1, IvIi / Mi+' soit isomorphe & A/Pi ol

1
Pie Spec (A), de plus P est minimal parmi les Pi [ B.A.C, (IV), th. 1,p. 136

et th.2, p.137] . Puisque ®, AP est exact, ((M')P) est une suite de
3
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composition de (A/G)P et (Mi)P /Mm)P est isomorphe & (A/a’éi)ﬁ)‘. Si

P £P., P A :AP d'ou (A/Pi) =0 etsip =p, (A/Pi)P.estle corps

i 1P P

résiduel de AP ce qui prouve que pour les i tels que ‘Pi =, ((Mi)P) esi une

suite de Jordan-H¢lder de (A/G)P

Dol ‘eA (A/a )P = {nombre des indices i tels que ‘Pi =p .

&4
Puisque k@&: (1) Test exéct, (k & Mi ) est une suite de sdus—k-cspaces
- Tty | ERT
vectoriels de k ® A/G et k & Mi /k ® Mi+l est isomorphe 2 k & A/P.
c {t} Cit] ] i)t
‘Par définition on a :
rg : A/G = dim k@ A/G etorg . A/P =dim k & A/P
C {t} k€ {t) C {t} ko€ {t}
diob A/G = 4, (A/G) =g AR
ey / iy /% cit}
ii rg. . A/G S o (A/G). rg A/P
Soit ,gk: ,eAP (A/G )P ;ooil ex.is.te une suite de Jordan-Huolder ‘(Ni)OS i< g de
(A/G )Pi . Puisque P = Ass (A/G), 1'homomorphisme canon'ikquek A/C..._._>.(A/G )P~

estinjectif [ B.A.C, (IV), prop. 6, p. 133]. Posons Mif=‘ Niﬂ A/G , on

obtient ainsi une suite de composition de A/G, de plus Mi/ Ml est isomorphe
: : . 1T

Y hee S

2 un kso‘us'-A./s'D -module de Alp. En effet, par construction Mi/Mi+l est un

sous-A/P -module de K = A/P ®A AP , de plus Mi/MH] est également un

" A-module de type fini, donc c'est aussi un A/P -module de type fini, Or Mi/MiH

estun A/P -module sans torsion et de rang 1, il est donc isomorphe 2 un

sous -A/P -module de A/P. Puisque k® est exact, (k ® : M.) est une ‘
| o cfe} e
suite de sous-k-espaces vectorielsde k ® A/G et k ® M./ k ® M, i
cfe o Cl}t C{t}?

est isomorphe a k ® Mi / Mi'l . D'apres ce qui précede on a pour 0<i< (-l
C{t) T ' ‘



dim k & M /M, < dim k & - A/P d'ol
k 1 i+1 <
C {t} C it}
rg A/C < Ly (A/G )P rg AP Ce qui prouve le résultat .
C {t) P C iyt

Soit G N ). une décomposition primaire réduite de (G, alors 1 ¢ J.
i

i€ J
Soit i ¢ I, alors Pi = VQi est isolé et Qi ={ka € A ; il existe rgA- Piet ra€ Gl

d'ou (Q./G )P = 0, ce gui prouve en utilisant la suite exacte de A-modules
i .
i
O_____,,\Qi/G }A/G S A/Qi___.__)O et 1'additivité des longucurs quec
L AP (A/Qi)Pi = £AO (A/G )Pi . On peut "éviter" toutes les composantes

1 1

immergées de G, d'ob en utilisant le début de 1) ct le lemme 4.0n a

™y TEg MA/Pi ) rgG:{t}A/Qi ) 'EAP.(A/G)Pi Ee {t)
) .

A/Pi , ce gqui prouve
le résultat.

Notons m(A/G) (resp. m(A/P,i)) la multiplicité de l'anneau local A/G
(resp. A/Pi) i.e. la multiplicité de l'idéal maximal de cet anneau, En utilisant

[ S,V-3], on peut démontrer la formule d'additivité suivante :

| (A)  m(a/a) = Z_ ‘ (A/G)p m (A/P )

AP. i

1€

T

1

Proposition 4.

Supposons que le revétenient ramifié X de degré k de U, contenu dans
Ux cf et représentant cycle (X, 0) soit transverse en 0

Alors m(A/G) = mult ( cycle(X,0)) = k



21

Démonstration : D'apres la proposition 1.iv) , on a

k = Z m, deg X = Z m, mult (xi, 0). Or d'apres [ D, th. 6.5, p. 198]
ige 1 : Lo i gl : e PRt

ona mult (Xi’ 0) = m(A/Pi) d'ou le résultat d'apreés la formule (A) etla

proposition 3.

Corollaire,

Ona m(A/G) = m (A/in [GJ ).

Démonstration : C'est une conséquence du théortme 2. et de la proposition 4.
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1'on a un morphisme analytique fini f

“composantes sont des représentants des f; pour

Cycle exceptionnel de |'éclatement d’'un idéal

‘définlssant 1'origine de c" et applications

©§ 0w iintroduction.

On note m 1°idéal maximal de C{z) C{z,,zz,...,sz.

Soit 1 un idéal m—primalre de - €{(z} , c’est-a-dire définissant
1” orlgine de € (J—; m ), alors | est engendré par n+p éléments

de C{z} notés f,.fz,...,fn+, ol p =>o el l'onkpeyt supposer que

: ne+p
U 5. € dont les

1< i =< n+p oG U

Vil : n : i
est un polydisque ouvert de C centré en o .

On désigne_par " 2 3 U 1'"éclatement de U relativement
B o T ; o ; i o ~
a. 1 et E PPOJan ( e 1 .71 ). sa fibre exceptionnelle. On
. ‘ s T ‘ ‘ _
v TR e e e e
rappellé'que si a7t €C N (o} ———s P est la surjection
P -

‘canonique, ;Z est 1' adhérence dans U x  Pn du graphe de 1 'appli=~

P =

,catxon analytxque :F U NAO) ey P déf inje par

F(z) = ¢ [f(z)] et qu'ensemblistement on a  |E| sjlﬂ-’(o)(; ™

étant induit par la premiére projectjion.

Dans ce qui suit, on dOhne de“*bonnes' équations de [E| et
p]us préc!sement on indlque une méthode explxcite, aprés un choix

convenable des générateurs de 1 s pour déterminer le ecycle X de

-1 L : ‘
e sous—jacent ‘4 E. Pour cela, on montre Cef. § 4) que si

Cif,(U),0) est le cycle tangent de Zariski au germe de cycle

(f.(U),0) induit par image directe, alors on a X = ProjlC(f,(U),0)] ;



il suffit alors,\gracﬁ aux § 2 et 3 d'utiliser les résultats de [8]

pour déterminer “X. On donne également un critére éfréctir‘pour
caractériser les éléménts entiers sur un fdéal J = (f4,f5,...,f,)
engendré par un systéme de paramétres de C{z} (cf. § 3) ; en particulier,
on indique un procédé pour construire pour tout h € T ou 1 est la
cléture intégrale de 1 dans €[z}, une relation intégrale expllcite*

de h sur 1, de degré la multiplicité e(l) au sens de Samuel

de l'idéal I. Au § 5, on s'intéresse a 1 'éclatement d'une famille
d"idéaux ponctuels paramétirée par un germe d¢'espace analytiquq rédujt S

et 1'on montre que, sous 1 "hypothése d'équimultiplléiﬁé relative, le

germe d'application § —0—y Chov:_,(Pé) défini par. les cycles

except ionnels des éléhents de la famille -est analytique, ce qui permet
d'aborder au § 6 I'"étude de la stratification haturélle; par Ia? ;
multiplicité', du ‘schéma de Hilbert Hilbz(ﬂg) des idéan dé longuéQr 2

définissanbfl'orlgine'dé Cn .

§ 1. Remérqués préliminaires.

. .
induit un morphisme

Le morphisme fini 'r P ——— c"
fini et surjectif d'espaces analytiques compleXeé‘réduité et

irréductibléé. noté encore ! U ey V , ol 'V = fCu) v On
G . o ‘ red
note . 1"idéal maximal de © ', alors via f on a,:m .C{z} = 1
. : V,o : Y SRS

et d'aprés la propriété universelle des éclatements on a le

diagramme commutatif suivant :
f x id :
e Z R R S

n'-;p-k‘l
L cV x P

>z

(e) T o , T

L 4




o0 Voo .V est I'éclatement de V relativement & I'idéal m
Vv B v
S v v+
Ona nm (o) = Projan ( O m / m ) = Proj (C(V,0)) oa C(V,0)
v ; V. =0 V. Vo i S : g

est le céne tangent de Zariski de 'V —en o .

: -1 -1
Proposition 1, On:a 7 ()] = |7 (o)] -
; ! Voo

Démohstrat;oﬁ :  Ona '[‘ﬂ-1(o)] t'|n;-1(o)| éaE’jé;d}Agramme“
(e) est cbmmutatir;'invérsement, 36it: (o,d(Yj) € ﬂ}-1(6j , alors
y € C(V,0)\(o]) et d‘abﬁés, (f1?3), p. 210) il exis!é uhélsqite

(ye) € V\ (o) et une suite (A;) €fc': Lélles qu6  ilm;kxkyk‘= y

k= 4o

LIRS

ot lim _y, = o Pour—tout—ki soit—zy €U tel que T(Zy) = ¥,
k = 4+ » ~

=1 ¢ : : . .
puisque f est propre et f (o) =0 , il existe une suite extraite ..

(zy ) €U N (o} telle que lim -z, = o . 'On a alors
s Ve, : S .= e s - ~ : Ty

Clim o [fCze )1 = lim o vy ) = oly) .
8 =+ 4w s S = 4. s 8 Sl

-4 e 4
On a donc |7 (o)| c |7 (0)| , ce qui prouve le résultat.

L"espace analytique E = {(for) (o) "est un diviseur de 2 .

et les composantes irréductibles. (X;) . ‘ de E sont des
: ~ 1€.0 <.q- red .
nep -

sous—variétés projecLiVes de. P (en géhéral non'lisses) de

dimension n-1. En utilisant éequI phécéde, on note
LR S

q e q ‘ ;
oo Xy (resp:. Y = X 8y X;) Je cycle de P sous=jacent
i=1 : i=1 ' :

>
1

; 4 ;
2 E (resp. 7 (o)) ,. et deg f .le degré générique du morphisme
; v o ; o TR , ;

f iUy v,



Définition 1 . On appelle X le cycle exceptionnel de 1'é&clatement

de 1'idéal I .

. : i L : i . nep-=1
Proposition 2 . En tant que cycles de P , on a

X =deg f. Y,
Démonstration : Puisque JT =m, ona m <l pour s convenable ;

on. peut donc supposer que | c C [z4,25,...,2,] et U =kc§ voalors. . V.
est une variété algébrique et d'aprésk (rel, p. 1686), 2 Vé;,v '1§ sonL
aussiJ;‘de plus, on a deg f = [K(2Z) : K(V)} . Soit x; (resp. yy)

s : P - 1‘
le point générique de X; sur E (resp..nw (e)) , alers. on a

' v v+1
R =% (resp. # 1 =¥ . J) , ot G4 =6 1 Sl——A(resp:
E, x| Ry Sl (o), ¥y & Va0
v
% v+ s o ; ‘
F =6 m /mnm Jiet Ry (resp.-P|) est 1°idéal premier minimal
vao VYV v L ‘

de ¢ (resp. %) éorreépondaht 4 X, . D'aprés les propriétés

de f et la proposition 1, on a un morphismq_ﬂobal,‘fini et’injectif

d’anneaux locaux noethériens intégres A= ai :: C___ _,B=z=a ;
g fvﬁiﬁfk; fo}

de plus d'aprés la propriété universelle desvéélatements on.a

# = A/ EtA et # = B/¢B . L’'anneau A/tA est artinien
-1 E,X| ) . e i .
b o),y A .
v ;
: 72 v v
donc pour v >> o,ona (m/ &¢M3 =m /¢ Anm = o soit
A A A 0 A o

v : ; o :
m cé& Acm |, ce qui montre que ¢A est un idéal m -primaire
A g ont P TATE " ;

de A . D'aprés la formule de projection de Samuel ([18], p.287),

¢B est un .idéal m -primaire de ~B et;IﬁOn,a
B ' -

[B:M.e(EM:[B/%;A/mﬁ e(£m.



Pufsqbe'le corps des rbactjdhs de A (resp. B) est K(V) (resp. K(2))

on a [B : Al = deg f ; de plus, ona B / mB KXY E A m o, d ol
; A

deg f . e(f A) :‘e(&‘B)k; Puiéque Ia‘dimehSIon,de‘krull‘dek A (resp.’B)

est 1, on a pour ¥ >> 0

v vl L : v k’v+1k
e(t A) =& (¢ At A) {(resp. e(¢t B) = 2 (¢ Brg B,
A . B

Par définition, e;‘puisque £ n'est pas un diyiseur de zéro dans A
(réSp; B) ,:on‘a pburlfu >0 1 k .
, R ” S
6y = &% (A/EA) = & (A/EA) = B (E A ¢ A)
AZEA A A

v+1

v ‘ .
B/E B)) . D'od deg f . &, = a; , ce qui prouve

(resp. o) = £ (¢
b T g

—te-résultats

g2 T Prépérétion de 1.

On note e(l) la mu}tiplicité de | (i@e. le coefficient‘
normalisé de plué haut degré du:polynéme'de Hilbert;Samuel de 1) .

On dit qu’'un élément h € C {z)} est entier sur un idéal ﬂk‘de

C(z) _s’ilxexiste:unesrelatioh intégrale

- : : ,
dans - C{z)} oG a; € # pour 1 € i € s ; |l'ensemble des éléments
de C€{z} entiers sur A est un idéal de C(z} , noté R et appelé

c!éturé intégrale de & dans C{z) (ef. panr eXémplé"f153; chap. 0). .




Lemme .

Il existe J un idéal m-primaire de C{z) contenu dans

I tel que :

W

i) J seoit engendré par un systéme de paramétres de C{z}) ,

noLén'(fg,fz,;‘Q,fn)k;

11) e(J) = e(l) ;

S r r+1
iii) dl-existe r » 0 -tel que Jl. =1 fH
ivy  J=T1 3
v)  les images des f, (1 « 1 < n) dans le C-espace vectoriel
ly ml soient linéairement indépendantes., k - '
Démonstration : Si 1'on se donne ] = (u,,uz,...,uk) , alors d'aprés
o N

({12],Th.2, p. 154 et § 7) , il existe des a,,€ C_(1 i <n et

™Mz

1. < .j < N) "suffisamment généraux” tels que si f, = a, 4 Uy pour

j=1

1< i <n, alors 1'jdéal J = (f4,f2,...,fp) vérifie les propriétés
i) 2 iv). De plus, J est une réduction de | (i.e. J est
contenu dans 1 et vérifie- iii)) minimale pour l'inclusion et

d'aprés ([iZ], p} 148) ona Janmnml =mJd . D?oo.fe v) d’aprés i).

Proposition 3 . Soit n + p = dim (l/ ml). 1] existe un systéme minimal
c :

de générateurs (f1,f2,+..,fny fnetsseer Fnep) de 17idéal I, un

n . B
polydisgue ouvert U de € centré en o et une constante ¢ > o

tels que 3

a)  1'idéal de C{z}, (fq,f9,...,0p) = J soit m-primaire

et e(J) = e(l) ;




b) chaque : f,, (1.8 j €.p) so0it entier sur . ou encore

pour tout 'z € U ~on ait

LT , , Max [frneyl2)] € ¢ . Max. . |f(z)] .
‘ 1< J&p : 1 €1 €n ‘
Démonstration : a) est une conséquence du lemme précédent et

\du‘lemme de Nakayama.

b))  s'obtient grdce au iv) du lemme précédent

(éf. par exemple [15], chap. 0).

On &crira désormais | sous la forme 1 = (J:¥) ol

J= (f4,00,.0.,F0) 8t ¥ = (Fayr s Taez seeny Tnep ) vérifient

les pfbpriétés‘.a) ot b) de la proposition 3.

Y

§ .38 . Polyndme caractéristigue de ¥ par rapport & ' J ou I=(J5¥)

et applications.

On utilise les définitions, notations et résultats de Barlet
Cef.[11,chap.0). '
Quitte & restreindre U, il existe un polydisque ouvert  U¢ de
c centré en o tel que le morphisme ¢ : U ———3 Uy dont les
composantes sont les f; ‘pour 1€ i < n, soit fini, plat et de

degré k = dim Clzl/J = e(J) = e(l) ; —on désigne par

gt Up s Sym (U) 'son morphisme associé

; A €13 020 KDY ) : :
(g'(t) =<z 'z e,z s m e > 'sont les points de U

: ; : : T | C
~"au dessus” de t € Ug,via ¢). Soit g = Sym (¥) o g’ : Ug————0s Sym (C )



€3
(g(t) = < ¥(z >} , alors ¢ définit un revélement ramifié de degré

- P .
k de "Ug , contenu dans Ug x C dont on note

K S i
P(t,x) = xk - S,(L).x + ... + (—1)k S (t)

P .
le polyndtme a valeurs dans 5,(C ) associé ; pour 1 <m<«< k , les
Sa(t) sont les fonctions symétriques vectorielles élémentaires des

\ 4 P
points < ¥ (z > de € .

Puisque le morphisme fini et surjectif f : U oy V = T(U)
7 , T red
a pour composantes les f; (1« { « n+p) ;‘d'aprés ce qui précéde, on

a ensemblistement | 'égalité suivante :

V= ( (t,x) €Uy x€ ; PCt,x) =0 7.

De-plus,—dlaprés—tinégalité——(T)—de-la-proposition-3;—tepolynéme

P  est transverse en o (i.e. C(V,0) n (o} X~CP = {0}, ¢cf. par

exemple [81, § 2).

Avant de poursuivbe, on donne ci-dessous quelques compléments
sur la construction de P.
Pour 1 < m < k, on note N,(t) .les fonctions de Newton
iy

des points < ¥(z > de Cp , alors pour déterminer P. il suffit

de connaitre

; 4 m
ez 1,

THSE

]
< Np(t) 1T > =
3=

pour tout t € Ug , 1 € (€' et 1 <m=x k . Grace & la formule

de Cauchy , on a

.
mo 1 11¥(z)1 J(e¢) (z2)  n
< No(t), 1" > = j _ A dz
: n 8 n - S=1 S
(2im)" T o f (z) -t

z s=1 s 3




ot T est le n-cycle réel défini, pour z > o convenable, par .
t - R

n
s {z €€
(4

-e

[f (z)] = ¢ pour 1 <s < n} et J(g¢g) est le
s SRR b

jacobien de ¢'; En fait; d’'aprés le théoréme de Spokes‘,'si z. est
4sufflséhmént petit; cette intégrale ne dépend pas de ¢ (cf. par

exemple {71, chap. 5}

D'aprés les hypothéses , C{z}] est via @ un C{t)-module

libre de rang k 3 si 1 €(€ ) s'écrit I = (nirilnizsevslnep)

mln+l rﬂ+lc~19fw‘~

iMoo

dans la base canonique, on désigne par 1(¥) =
C{t)-endomorphisme de C{z} induit par multiplication, alors d'aprés

({11, p- 122) -, on.a

ENCEY;T 5 = Trace [IC¥) 1(t).

-

'Dé;pluSskon peut moh;her~qufaVGc les notations précédentes on a :
bl g e an s e i Bl
< PCt,x),] > = det [I(x).id ~ 1P 1CL)
: C{z} :

& qui justifie la définition suivante :

;Definition 2 . k‘Oh appeile P le polynbme cahactéhistique de . ¥

——

par rapport & J ot I'= (J;¥). Si ¥ = f.,,, ona alors

CP(t,x) = det [x.id = f,.41 (t) et l'on retrouve le polynsme
: clz) L
caraétériéiiqUefhabiLuel du C{t)—gndomorphisme de C{z] induit par

Ia,multipli¢ation par fon.4.
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Applications.

Soit J = (f4,f2,..0,fp) un idéal m-primaire de C{z} ; il

est ‘engendré péh‘Uhé suite réguliére ot via .= (fy) ,» C{z}
o ; T , Lt e ICign:
est un C{t)}-module libre de rang Kk = dim C{zl/J. Si ~h € C{z) , on
c

désigne par

: « k-t x
P (t,x) = X = Sy3(t) X  4.uut (=13 S,(t)
S :
le polynéme caractéristique du C(t}-enddmorphisme de Clz} induit
par la multiplication par h .et l'on note, pour  1<mek, S, (L)

{resp. N,(t) = Trace (hm)(t)) la m-iéme fonction symétrique

(resp. de Newton) élémentaire de P (t,x). ..
‘ ‘ S Cho :

Proposition 4.  Soient J = (fi3,f,,...,f,) wun idéal m;phimaire de -

C{z} et h € €{z), alors les conditions suivantes sont équivalentes

i) h€J;
i) pour tout 1 € m & K, Sp(t) € Ctqybaye.enytpd 3

. ”m
1ii) pour tout 1 & m &k , Trace (h J(t) € (Ly,ta,.nr,ty) .

Démonstration : ii) e iii) . D’aprés les relations universelles

entre les fonctions de Newton et les fonctions symétriques élémentaires.
iy » {i). Puisque. h € J ., il existe un polydisque
s iy noo St Pk im0 : e hEm ; SR :
ouvert U de C€ , centré en o et une constante K > o lels que
pour tout z € U on ait |h(z)] < K. HaX~]f1(z)] . Ainsi, pbur tout
<ign

n
1 <me«< k et tout t voisinde o € C , on a

L]
|Sm(t3]. = C:.Kn. (1M§x |t,[)m s ce qui montre que S, € (Li,ta,...,Ln) .
<i<n .
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Pi) - 1), D'aprés le théoréme de Hamilton-Cayley,

k=1 K S i PRI
S # (=1) 5,0 ¢ = 0 dans C{z}, ce qui

K X .

ona h =54 0 ¢.h
L L : . : . : : oM

montre, puisque pour tout 1 e m & k, Sy o.¢ € (f45f,,...4fr) |, que
P détermine une relation intégrale, de degré k, de h sur J.
h

Soft 1 un idéal m-primaire de C{z} , on peut écrire | = (J;¥)
(ef. 6§ 2) o0 J = (f;,f7,...,f) est engendré par un systéme de

paramétres , 1 = J et e(l) = e(J) = dim €{z)/J. Soit h € 1 , alors
C . ; i

h €T =J et daprés la proposition pbécédéht9, 1é polynéme caracté-

ristique P de - h -par rapport & J détermine une relation intégbalé

de de@ré e(J) e(l), gg hisur- J. ‘donc. & fortiori sur I P

autrement dit, on a le résultat suivant :

Corollaire . Soit 1 un idéal m-primaire de C(z}, alors tout

Q_G;T vérifie une relation intégrale explicite, de degré e(I), sur .

§ 4 . Détermination du cycle exéeptionneljye l'éclatementhy

de 1'idéal 1 = (J;¥) .

Pourktout germe de cycle (Z,0) de dimension pure, on

note C(Z;o) le. cycle tangent:de,Zariski a (Z,0) ; on rappeile ’

(c¢f. [S1,p. 158) que si # est un idéal de € (t,x) dont le

ge#me dekcyc{e’éss9¢ié‘est_ (Z;o)‘.kC(Z,o)  eSt Igréefme‘dé c*cleu
aésoéié’é j?idéal infﬁ]jkde;‘c {p,x) kéngehdrékpar‘ies fofmes o
'initiaies d'éléments dé ékj le’germe de cycle C(Z,o) nekdépehd

que du.germe de cycle - (Z,0) .
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Theoréme 1. Soil UI_: (J;?)kkun idéal . m-primaire de .C[(z} . Dn

désigne par P le polynbme caractéristique de ¥ :par rapport & . :J,.

par In(P) _sa partie homogéne de degré  e(l) et par X. le cycle

except ionnel de .

1 P krepFéSente‘le‘gérme d&ycycle‘ (f.CU),0) induit par

image directe H

2) in(P) représenté C(r,(U),o) ‘et en tant que cycles
de p"** ~on-a-—- Xz {in(P) = o} .

Démonstration w1)  Soit :m(B ) la multlplicité de 1'anneau
V'o . . ;

_local ©  , d'aprés la formule.de projection de Samuel-([18]1,p:2987);

Vs
on a via\ f~,"°

e(l) = e(m .€(z}) = deg f. m(® ) .

v : V,o0

D'aprés les hypothéées et le § 3, le germe de cycle représenté par P
s'écrit m.(V,0). D’aprés la Lransversalité de P eh o et un
résultat de Drapérj([4]), 06 3 ké(l) = m.m(® ) (cf. par éxemble
[81), d'ou "deg f = m d'aprés ce qui précéderge qui prouve " le

résultat puisque par définition (f ,(U),0) = deg f.(V,0).

2y o'gpbés 1 et grace a ([91, Th.2, p.157),
“in(P) réprééénte“ Cff.(U),o)  puiSQQe~ P eéthirahsVébée on 6.
En tant que germes de cyélés.:onya C(f,CU),0) = degyf. C(V,0), ce

qui montré‘d'aprés‘la‘propdsitibn 2 qUé i’onké' X #yProj[C(f.fU),ojj

SR p=Tl

en tant qué‘Cycles‘de P . d'ou le résultat.
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2 3 2 )
Exemple : Soit I = (y ,xy,x ) dans C , on peut écrire I=(J;x )

.

;3 . ,
ou J = (y +x ,xy) 3 en -effet, J ‘est engendré par un systéme de

paramétres de Clx,y) et e(l) = e(J) =Td1mCC{x,yJ/J = 5 puisque

3 - 32 2 2 2 3 2 2 3
x € J ((x) - x (y +x ) + x(xy) = o). Les élémen;s“(j,x,x X ,Y)
forment une base du C(t,,t,l-module libre C{x,y}, via J, et

: X 5 G
1 *endomorphisme induit par la multiplication par -x-' a, dans cette

“base, la matrice suivante :

-~ 2 8
° o =t c °
(o] t.1 o] -—Lz L]
O o] t1 (o3 t2
1 o o L ©
e 7 S ey S N E

R L Len I S ; b g ieag
et pour polynéme caractéristique : P s(t,,t2,X) = X (X-t4) + t,

i ‘ 2 3
d'o0 . in(P 3)-(t4,t2,X) = X (X-t,) . Ce qui montre que le cycle
2 %

2 2 3
exceptionnel de I dans P  est X (X-t,) = o}.

§ 5 . Eclatement d'une famille d" idéaux ponctuels paramétrée par

un germe d'espace réduit.

Soient  (S,o0). un gerhe d'espace analytique complexé réduit
et' (X,0) © (S x Cn, (6,0} = o) un germe de sous-—-espace analytique

‘telyque [X] =S x {o}. On suppose. que ox = OS Cn /3. et l'on note
x

0 =0, = €C{z) . Pour tout s wveoisin de o €5, 3 .8 est un idéal
: : - (s,0)

m-primaire de © dont on note e(s) la multiplicité au sens de Samuel.
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Pour tout s voisin de o € S, on a d'une part
E = Projan @  (J ~ 3 e .C.) qui-est:ila fibre "au dessus”™ de s
s va0 o ‘

S,s

du diviseur exceptionnel E de |'éclatement de S x Cn relativement

" v v+1
a4 3., et dautre part D = Projan @& (.3 . .0 /] B) qui est
- ‘ s val (s,0) {(s,0)

le diviseur exceptionnel de |'éclatement de {(s) X'Cn rélativement a

3 .8 . L'interprétation topologique des éclatements montre que
(s,0) , , : ; ;

I'on a |D jc |E{[ , d'oud dim E » dim D = n-1. Plus précisément,
s s ‘ ; s s

puisque (S,0) ‘est réduit, le théoréme de platitude générique de

Frisch ([6]1) montre qu

‘ s v+ , :
A= {s €S ;& 3/ n‘est pas © -plat 7}
. val e S B e

est un germe de sous-—ensemble analytique fermé de (S5,0) dont le
complémentaire est partout dense ; de plus, il exislte une immersion
fermée canonique"D —_— 3 E qui est un isomorphisme‘ si

s s
s £ A .

L'idéal 5 de ©. ., admet des réductions (i.e. des idéaux
SxC —_— ;

} 3 tels que ? =73 dans © n) et d'aprés les hypothéses et
, SxC ‘

un résultat de Northeott et Rees, le nombre minimum d’élémeh;s de

0 » engendrant une réduction de J est dim Eg+ 1 (ef [121,
S SXC e e e g s ek e am - T e en i mmae e e e e+ s e s —n

p. 149 et 151).
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Proposition 5 . Les conditions suivantes sont équivalentes :

i) au voisinage de o € S5, ona dimE = n=-1.0C=dimD. )
E ; SRR s oo s s
ii) au voisinage de o0 € S X Cn=, il axxste une sulte réguliére
(ry ~ de @, v telle que l'on ait } = (r,,rz,...,r ) o3l

i€ J € n. T SxC
et F =7 dans GSan .

Iij)‘ au voiéinage de. o €5, la multiplicité. e(s)ykest

constante.

Démonstration:: 1y = dip) oD aprés ce qu1 précéde la proposxtxon 5,

il existe } = cr,,rz,.. f3) €3 tel que I'on ait F =3 dans

gl nol de“plus 0 est. un anneau de Cohen—Macaulay et o n est

SxC ; o : ‘ : ; , . SxC
—plat ce qui montre d aprés les hypothéses que  (f ;) .. estoune..
N 1€ j < n
suite réguliére de 0O PR ; e : - e
: iy sx¢” g _ . : o
i) = i) D'aprés ce qui précade la:bbprSitithS;

on a dimE s n-1 or la fonction s Am—p dim E i est semi-continue
o o o ‘
supérieurement, d'ol le résultat puisqu'au voxs1nage de o0 €S on a

dim E = dimD = n-1.
s . s

i1i) » ii) C'est le "vrai" principe de spéc1allsatxon

ce lé dépendance intégrale de Teissier (cr.ytjslﬁp. 134)

Pi)y - 1ii) PuiSque },=‘3 ., on a

e(s) =e [ J  .Bl=e [} .01 =dimo/F .0
i S s, 0) (s,0) c (s,0)
puisqu’un jdéal a méme multiplicité que sa cidture intégra]é et Que
1'anneau O est de‘Cohen—Macaulay. D'ou le résultat puisque l'on.a

J =“3 et que o / et O -plat.
3={3 ot 7 ;
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On suppose désormais que 1'une des conditions de la proposition
précédente est vérifiée ; comme dahs lé‘g 2 ; puisqu’en fait '} est

une réduct ion minimale de 3, on peut alors écrire 5 =(F ; ¥

ou '} = (r1,,,.,rn) et ¥ = (fpni14ee-9fnsp) avec

]

nk+kb‘ dim 3 /m neJ . Soit A : S x c" _— 3 8 X c" e

~ C SxC ; e NN A :
germe de morphisme défini par A(s,z) = (s ; ,(8,2),...,f,(8,2)),
alors daprés les Hypothéses A est fini ; de plué, gréce’#u critére
de platitude par fibres, A ‘est plat et de doéré“é(é) = kv Ainsi

via A, O n est un O n—~module libre de rang k et l'on peut
SxC SxC

considérer le polynéme caractéristique. P de ¥ . (cf. § 3). ..dont:
S S ; ; S e 5 . o
on note encore P : & X Cn —_— Sym (Cp) le germe de morphisme :
o K - k-1 k
associék:ksi P(s,t;x) = X .~ Sy(8,t) . x + vee ot (=3) Syuls,t) ,

alors pour 1 &« m«< k , les S,(s,t) sont les fonctions symétriques

; ; v G EI O A
’""vectoriel1eswé1émeﬁtafreS“aégfbbTﬁtéwﬁzw?(élEWJMTS?t)3> de ¢”

) ; i :
ou . Als,z (s,t3) = (s,t). Puisque chaque f,, , € } pour 1« i < p,

~ K
il existe un germe de morphisme Q : & x c’ - > Sym (Cp) tel

que ‘pour.chaque  .s . voisin de 0 € S, Q. soit la pantie homogéne de
o b : s '
degré e(s) =k de P .

D'aprés le théoréme 1, pour chaque s voisin de 0 € S , Q

S

. . . i . R : . nep -1
représente explicitement le cycle de dimension n-1 de P sous-

jacent & D ; de plus, par construction, le degré de ce cycle dans
S
n+p-1

est égal & _e(s) =k .(cf. par.exémple {41). B

: £, e neép-1"° . = ¢ ‘
On désigne par  Chow,_1( P F ) l'espace analytique complexe
- nep-1
réduit des cycles de dimension n-1 de P ;p dont le degré est k-3

s - ; ; : ; N e L , , .
¢c’'est une sous-variété projective de P pour N = N({n,p,k) convenable,



L)
~)

D'aprés ce qui précéde, pour J = (};?} donné, on a un germe d'application

n#p-‘l N n+p-—-1

k
g 8 — e Chow,_4s( P )} ou f(s) = ({cycle de P sous—
jacent & D . = Projan @ (J e 37 NvD I EN
s ~wval- (s,0) {s,0)

Théoréme 2 . Soit J = (} ; ¥) . On suppose gqu'au voisinage de

. 3 n+p-1
o €6, enait e(s) =k , alers. B.: 'S —_— Chow,_ +( P )

est un germe de morphisme analytique.

Démonstration : D'aprés ce qui précéde et les résultats. de Barlet

(cf. [1], chap. IV et I1), il suffit de montrer queylé germe de

K P
morphisme Q @ S x cn~—~———+————a,5ym; (€ ) est isotrope. On identifie

pn np )
2 ,C) et C et |'on considére le germe de morphisme

n

p n . np n
L:€ x8x€ —rw € x5xC défini par

L(u,s,2) = (u,s,p(s,2) -~ u o ¥(s,2)) od u= (u ) €C ot

: p . :
- U0 ¥ = (fy =~ T Uy Lyl ~ ;. d'aprés les hypothéses
B R j=1 R ] en : S :

L zest fini et grédce au critére de platitude par fibres, L -est plat fop

et de degré e(o) = k (L(o,s,2) = A(s,z)). On désigne par

K s
P Chp X Skx\Cn ————— Sym (Cp) le germe de morphisme associé

L4
au polynéme caractéristique P de ¥ par rapport &
B e N

L. (P (o,s,t,x) = P(s,t,x)). D'aprés un résultat deHNothcottkethees
: v ; Eive : , T , ; RS :

([1231,p. 183), il existe un sous-ensemble algébhique strict A de

neni S e i s e
: : tel que si a = (a ) €A les idéaux de © "
g ‘ SxC
n+p
2z a £ et J = (¢,¥) aient la méme cldture intégrale.

a=1 aff o <N
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D'aprés 1'hypothése, ona (fq,f3,...,0p) = 3 dans © n » ce qui
e ; SxC
montre qu’en prenant u = (u;;) suffisamment voisin de o € Cnp .

ena (¢ - uo¥) = 3 dans © “a’ s Alnsipour  u =‘(u,J) voisin
SxC £ S

de o € Cnp et fixé, ona [,,;€ (¢ — uo¥) dans O n pour
; SxC

1 <« j < p; ¢e qui montre qu'il existe un germe de morphisme

ER T (N ! ; K ; . : .
Q = c"’x s x ¢ —— 3" Sym (Cp) tel que pour chaque (u,s)

L 4

voisin de (o0,0) € c¢"x S, (@) soit la partie homogéne de
T , ¥ (u,s) o ~ :

degré e(s) = k. de (P) (Q (o,s,t,x) = Q(s,t,x)). Autrement dit

Q est isotrope (cf. [1], p. 56 et S4);‘d'oa le résultat.

e Ceoroltaire T On T suppo sk’e“‘q0e“”“"“(“S“‘;“o"')”“"'*E'S‘tf'ﬁo rmalet qu” au“"vb"i's'i'na'g'e';‘ e
de o € S, on ait el(s) = k. Alors pour s voisin de o € S, lesfcyclés
n+p-1 S o o L
de '~ sous-jacents a D et E  sont égaux.

— s s

Démonstration : D'aprés la propositioh°5;;pour s voisin de o €S,

on a dim E = n-1 et puisque (S,0) est normal, la famille paramétrée
s -1

par (S,0), de cycles de dimension. n-1 . de Pn+p . . sous~—jacents. a

E est analytique (ef. [1], p. 38). D'ou le résultat d'aprés le

S : ; ‘ : ; : i ~
théoréme 2 pulisque D et E  “coincident génériquement sur (S5,0).
s s ~ s
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£
Anplication au schéma de Hilbert Hilb (8,).

o]
o

On note ©, = C {zq,zz,...,zg),'m |"idéal maximal de O ot

v

Hilb (0,0 = ( 9,0 1 v =m et dim ©,/1 = £}. Pour tout espace
o S Lo ey .
analviique complexe &, solt

L n
Hilb (S) = {sous-espaces analytiques Y c Sx€ , plats sur: S wvérifiant

Y] = 18] x {0} et Lels que pour tout 5‘€‘S,'on ait

dim - (8 € c)y =213,
c .Y © ; o
g i 1 S',S ¥
! ' £ : b
ajors le foncteur contravariant . Hilb .. est représentable par  Hilb (8;)
, 2 2 2 2
~tollegpace universel ~H. € Hilb (Hilb (84)) . .pouritout Y € Hilb (S),
£

il existle un unique merphisme h @ & 5 Hilb (U,) tel que Y

£
s'obtjenne & partir de H.  par le changement de base défini par h.

2 - 2

I € Hilb (0,) ,.alers on.a mc | et la suite exacte

£ 2

O oo I/ ——— s B/ My O/ ] o

2 :
mermet de définir ~Hilb (8, comme un sous—espace algébriaue (en .

aanéral non réduit) de la grassmannienne des Sous-espaces vectoriels

£

-

£ L
e codimension £ ge D,/ T {ef. [21) . : de plus Hilb {0.) - est

sompact, oL cornexe d'anrés un résultat oo Fogarty ({51).

Pourtout ideal 1 € Hilb tOn)‘; en note H ot N —— N
; : , v
sa fonction de Hilbert-5amuel (i.e. H (v} = dim 0,71 “~pour ¥ 2 0)

.
ct a(l) €N sa multiplicité : pour v => 6. ona

Heafy
H (v) = ell) — + Rp_1(1)
! i ~t

oU Ry_4 est un Alément de Q[uj"de dearé = n-1.
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D'aprés le théoréme de pla;itude gbnérique de Frisch ([61), il

£
n’'apparait localement sur Hilb (8,) qu'un nombre fini de fonctions

de Hilbert—Sémuel et en adaptant les résultals de Lejeune et Teissier

(ef. {111, § 4) on obtient les propositions suivantes :

N
Proposition 6. Solt "k = (k) €N alors
v
? ; ; ;
Fy = {1 € Hilb (6,) ; H (v) & k pour tout wv=»0)] .est un sous-ensemble
v
algébrique fermé de  Hilb (€,)  En particulier les fonctions I AN~ H

1
£

(resp. 1 NN\~ e(l)) sont semi-continues supérieurement sur Hilb"(O;J.

£

Proposition 7. . [l existe une partition finie "Hilb (8,) = U S, de
€A -

)4

€A

de fonctions de N dans N Lelles que pour tout «a € A on ait :

1) 1 €S, ® H = Hg ;

2) §a et ‘ER NS4 'sont’ des sous-ensembles algébriqués*rermés

R e
de Hilb (8,), et dim(S, \ S4) < dim S, .

Aprés regroupement ‘éventuel des strates précédentes, on obtient

£ 4 £
une partition finie Hilb (8,) = u Sy de Hilb (0,) @en sous-~
kek © N
2 £

x = {1 € Hilb (0,) ; e(l) = k} sont

ensembles algébriques ol les S
2

les différentes strates d'équimultiplicité de “Hilb (8,) ; de plus

2 - £

Sy et Sy \ S5, sont des sous-ensembles algébriqués fermés de Hilb (G,)..
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En utilisant, par exemple .la réduction des idéaux , pour tout

, £ , ;
1. € Hilb (0,) on a e(l) » dim ©,71 = £ , ce qui montre d aprés un
c :

résultat de Lech (ef. [10], p. 74) que l'on a :

KecN nle, (nl) £l

‘ o £
De plus, d'aprés un résultat de Sally ([14]), pour tout | € Hilb (8,)

on  ‘a

" n<dim I/ ml < n+e(l) - £ ,
2

ce qui montre en particulier que S est 1'ouvert des intersections

: ok £ £ ‘ A U
complétes de Hilb (8,) (i.e,. S = (I € Hilb (8,) ; dim I /s ml =n 13)
' £ €.

____‘puisque par platitude _(cf. par_exemple [3],-p. 68), la-fonection
I A~y dim I/ ml est semi-continue supérieurement sur  Hilb (0,).
c ' ;

‘ R 4 £ 5
On désigne par M, £ Sy x c" 1'espace universel "au dessus”

~du’$ous—espace rédﬁit” ka de ’Hilbg(dn).:séiﬁ 1\eksfkl;e1 que’

n+p = dimcl/ mi ‘(o <‘pk§ k-zji; aloré’au §o1sinag¢ de (J,o) ‘dﬁns‘
b ) e ; , -

Sy x €, "My est défini par un idéaly‘ﬁ ‘qufon peut:écrire d'aprésk_
la propositibﬁ‘s, 3 = (}i;‘Q)  od ¥ = (f{;rz,..;,fn) est engendré
par une suite réguiiére de B e o i‘: 3 et @~=fcrn;,;;;;,rn;p)
s’

| w 2 o ‘:‘g“
puisque H est Sy-plat. Avec les notations du § 5, on a un germe

d"application qui dépehd de J = (F ; %)

£

- | : .
B+ (S 1) —————s (Chown p"tP

1),:ﬁI(LJ)
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ou pour I’ voisin de I dans S, , f (I') -est le cycle exceptionnel
1

nep-1 n
dans P de ]'éclatement de C refativement & |' , et d'aprés

le théoréme 2 on & le résultal suivant :

Théoréme 3 . .. Le germe d'application

£ Lo T 4 n
ﬁl : (Sy,1) ——— 3 (Chow,_.( P

-1 , =
P, pLUID

est un germe. de morphisme analytique.

£

Soit I € Hilb (8,), on désigne par in[l] |'idéal initial de I,

c'est-a-dire |°idéal homogéne de O, engendré par'les formes initiales
d'éléments de | (l1'idéal in[l] définit .au voisinage de o € Cn le

codne Langehtfde'Zab13ki~en o a ((o)yﬂ;/l)). Soient (f;)' des
' i<i<n+p

éléments de I tels que les in(fy) engendrént_lfidéal inll], alors

les (f;) engendrent 1'idéal I (cf. par exémple [8], p. 148B) ; on

note D=(x€C ;k[A[ < 2) et val‘(f}) = hl kpour 1< i« n+p,‘
et 1'on considéne,le sous-espace analytique 2 de Diax U . défini:par
f,(A2)
¥ =({\,2z) € DxUj ——— =0 pour 1< i < n+p} ,
. : Ny : :
A

n
ol U est un polydisque ouvert convenable de centré en o. Alors

3% ] = Dx [o}{ketk'ge ‘est  D-plat d'apraés ([9], p. 148) ; de plus,
par définition © = ©, / in[ll, © =©,/1 et pour A # 0,3 et 4
Xo 3 A
S e Clz P S ‘ i , :
sont isomorphes via z A~>» —~ . D'aprés la propriété universelle de
2 T A : )

Hilb (8,) , on a.un chemin analytiquef 7o D —— ey Hilb (B,)
g ! i
o ¥y (o) = In[ll et <7 (1) =1, ce qul montre d'aprés ce qui précéde
I 1 :

et la propositidh 6 qu'en génénal 'é(I) < e(in(11) ; on peut aveir
A : : ,2 = .
inégalité stricte : par exemple, dans C ona [ = (y +x ,xy) € S
: : ‘ 5
2. . 4 5
et in[l] = (y ,xy,x ) € S .
6
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£
Proposition 8. Soit I = (f4,f2,...,fpn,p) €5, o0 tous les f; ont
| £
la méme valuation. On suppose que inf[l] = (in(f,),in(rz),...,in(fn*p))€ Sk
et que  (in(f4),in(fy),...4in(f,)) ~est un systéme de paramétres de O,
tel que dim ©, / (in(fy)) = k. . Alors, les cycles exceptionnels
—— , 1<ien ,
napog Dl . ~ . :
dans P de 1 et in[l]l sont égaux.
Démonstration : Avec les notations précédentes, JC est D-équimultiple
| fiz) . V
et est défini par 1'idéal J = (——mr) de © ' ; de plus
d . I<i<n+p DxU
A : /
) f,(Xz) ; :
= ( —— ) Wi est une - suite réguliére de O Y, D'aprés un
d 1<ien ‘ DxU
résultat de Rees ([13]), . on a i = 3 dans - €(z} pour tout = A € D
: . P A

ce qui-montre (ef. [18],p. 134) que E =3 dans © . . Avec les

e

nota?ions du § 5, on a'd'aprés le théoréme 2 un morphisme analytique

B : D —> Chow, 4 ( pit? ) ou B{A) est le cycle exceplionnel
-1 ‘ 3 :
dans. Pn‘p de l'éclatement de U relativement & l'idéal '3  de
% 5
C{z}, et il suffit de montrer que pour tout A # o, F{(X) = B(1). Pour
tout...Aa €. D, on:.a un:morphisme fini £ U — Cn+p dont ¢
: A ;
K fi(Az) ‘ SR e B
les composantes sont les = ( — . ~ , et -d'aprés le théoréme 1 4
d i€isn+p S [ e g e A
A ‘

on-a B(A) = ProjIlCC(f ),(U),e)] , d'ol le résultat puisque pour: A‘% o,

les germes de cycles  ((f;),(U),0) et ((f J,(U),0) sont isomorphes
A

Y
via Yy A~y — .
d
A o
2 4 32 4 3 13
Exemple : Dans €, ona |l = (x +xy , vy ,xy ) €S et
" ; 16
4 4 3 13 : ~ N f ~ SRRt I
cidnlll = x ,y ,xy ) €S ce qui montre que I et infl]l ont le méme

- T4e ‘
N 2 e 4 34
cycle exceptionnel dans P, & -savoir {((X:= tsty) =0} .
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CYCLE EXCEPTIONNEL DE L'ECLATEMENT DE NASH

'D'UNE HYPERSURFACE ANALYTIQUE COMPLEXE A SINGULARITE ISOLEE

§0 - INTRODUCTION ET NOTA TIONS

o ol
Soient un entier n22, U un polydlsque ouvert de C centré en 0 et

~ fU__——+ (II une fonction holomorphe telle que f(O) On suppose que 0
est un point singulier isolé de H = ifl(O). Quitte 2 restreindre ~U, il ‘existe

un polydisque ouvert U_ de c” centré en 0 tel que le morphisme f: U—-———»-U0

3 ont les composantes sont les gi pour 1< 1i<n, soit fini et ‘plét_.‘i'So‘it
g = (._b_é_) l'idéal jacobien de { dans 6= C izl, Zoreen 2 |, alors le

bz. l=si<n

degre de bf est le. nombre de Milnor [ = dim. (9/; de H Si :
(1) (2) N (l—l)> = <z(J)> sont les points de U Yau dessus' de ‘tEUO_ G
on peut par normaliték de U,O définir une fon‘ctiOnholon‘io‘rp‘he ol Uy ——>C
SRS ' |
vérifiant Cb(t) = || f(z'). On appelle ® la norme de { et l'on note in(Q) sa
jE0 : : ; T :

forme initiale en 0.
On suppose désormais que H estirréductible.

On désigne par T : H —— H l'éclatement de Nash de H. On rappelle que

. n n-1 e : D
si 0:C —{0] —— 1" estla surjection canonique, - H estl'adhérence




dans H x Pn—l du graphe TF de l'application analytique F : H- {0 | ————v]Pn-l

définie par F(z)=o© [bf(z)J ; de plus, ‘H estun espace analytique complexe
réduit et I‘ﬂ_l(O)] correspond via le plongement de la grassmannienne des (n-1)-plang
de €7 dans IPn—l aux limites d'espaces tangents @ H en 0 (cf. [H—L; p.ZSiJ). |

~

Autrement dit, T H —— H estl'éclatement de H relativement 2 1'idéal
9.(9H de @H = (9/I engendré par 1'idéal jacobien #. On note
v
E = Projan { & ¢ .6 / V41 ¢ ) la fibre exceptionnelle de 1'éclatement
V>0 H ¢ " H

de Nash de H.

Dans ce qui suit, on précise la nature de la norme d) de { et l'on montre

le résultat suivant o

THEOREME. - Les cycles dekk IPn-; sous—jacents a E e_fc_ iin (Cb): O;l sont égaux.

$ 1 - PREMIERES REMARQUES

Le morphisme fini 0f : U UO induit un morphisme fini et surjectif
d'espaces analytiques complexes réduits et irréductibles h: H — V,

On note 7 1'idéal maximal de © , alors via h on a

S Voo
ou: ¥ bf(H)red : V,0
. GH =J. GH .et d'apres la propriété universelle des éclatements on a le

diagramme commutatif suivant :

h x id{ ~ ~
Hy P o H = Ve v, P
(%) I -
\ Y
h




o M. iV — =V est1'éclatement de 'V reia‘.tivement‘fa‘l'idéal 7. Ona

v

‘rrv-l(o) = Projan( ® mv /77\‘J+1 ) = Proj (C(V, 0))

ol C(V, 0) est le cBne tangent de Zariski de V en 0.

PROPOSITION 1.- Ona | ﬁ'l{O)l ;=] ﬂ{,l(O)[ X

Démonstration.- Ona | ﬂtl(O)] C“l ﬂvl‘(O)J car le diagramme (%) est-

commutatif. ‘Ir‘we‘rse‘rriént,‘ soit (0, 0(y)) € ﬂ;l(o), alors y € C(v,0) - {0}

_ etd'apres [W ;p. 210] il existe une suite ()’k)e V- {0} et une suite (Ak)ﬁcc’\ o

. telles que. lim A y =y et lim y, = 0. Pour tout k, soit z €1
kK= 400 k= + o v .

tel que h(izk)~;~yk ; puisque h est propre et ‘h-l(O): = 0, il existe une suite

extraite (:7.k ) € H - {0} telle q’ue' lim 2, = 0. On a:ay.klo‘rs

s § =+ 0 s

5= %00 5 § = + o s s

Ona donc | 'nx;l(O)} c ‘n-l(O), , ce qui prouve le résultat.

L'espace anzlytique E = (h o'n‘)‘—l(O) est un diviseur de H et les composantes
n-1 v

;rreduc’n‘bleks (XJ)I <i<y de Ered sqnt des_ hype’rsiurfaces ‘de P s En :
L £
utilisant ce qui p’réc“ede,,k on note X = E diXi ‘(kresp. Y = ; biXi) le

i=1 i=1




-1 . . s -1
cycle de " _sous-jacent a E (resp. Ty (0)), et degh le degré générique

V.

du morphisme h : H

DEFINITION 1. - On appelle X le cycle exceptionnel de 1'éclatement de Nash de H.

PROPOSITION 2.- En tant que cycles de an-l, ona X =degh. Y.

Démonstration. - D'apres un théoreme de Samuel [SJ , on peut supposer que H

est une variété algébrique, alors V est également une variété algébrique et =~
d'apres (& ; p. 166], H et V le sontaussi ; de plus, on a degh =[k(H): K(V)].

_Soit x. (resp. y,) le point générique de X_ sur E (resp. T (), alors

q ¢ Q ), ou G = € 9.6 Vil
on a .l resp. oy S b ou‘ = L gy /y T g
By i ‘r‘:vl(O),yi i V>0 H Ty
» o ‘ : ~ :
(resp. ¥ = & 7 / ’V+l)‘ et G{ . (resp. ) estl'idéal premier minimal
v=>90 /A ! 1 ; : : S

de G (resp. %) correspondant 2 Xi . Ij'aprés les propriétés de h et la

proposition 1, on a un morphisme local, {ini et injectif d'anneaux locaux

neethériens intégres A = 0, & B=G@G,6  ; deplusd'apres la
ka Yi H,Xl
propriété universelle des éclatements ona (@ : =~A/ et
ﬁ-l(O) EA
v by
. = l o ini ' v >>
CE,x, B/EB ...L.'anneau A/gA -estartinien donc. pour , 0, ona

<~

1
7. Ve v =0 soit B cEAac? i mc A
. = // = , [ .
(//A /{;A) N /!;ADW(A soit ty © TA C (,» cequi montre gue €
est un idéal 77(A-primair‘é de A. D'apres la formule de projection de Samuel

[z-s.11; p. 297], g B estun idéal W‘B-primaire de B etllona
[B : AJ .e(EA) = LB/??B : A/WAJ-e(gB). Puisque le corps des fractions de

A(resp. B) est K(V) (resp. K(H)), ona [B:a] = deg h ; de plus, ona




B/77< > K(X;) T A/'/?IA , c¢'ol deg h.e(fA).= e(¢B). Puisque la dimension de Krull
B : ‘

de A (resp. B) est 1, ona pour V >>0

M
A A . EB) =1 B

Par définition, et puisque £ n'est pas un diviseur de zéro dans A (resp. B),

on a pour V. =0

 § 2 - POLYNOME CARACTERISTIQUE DE f PAR RAPPORT A &

© -6 - oo 6 =6 R
On note U C {tl, tz, ER tn } et U0 alors via le
O 0,0 -
morohlsme fml et plat bf U e U ‘, G ‘e‘stk un @U V-mo'dulyéy librké dé: raxr'igV 1
0

DEFINITION 2= Oh anbelle polvndme caracteristigue ée { par rapport & ;,

le polvndme caracteristique Pi(t,x) du GU -endomorphisme de Y induit

parla i'nultiplication par: {.

‘ -1 : :
Si l'on écrit Pi‘(t,‘x) '—jxH - S (t).x +.. .+‘(-l)uS (t), alors pour
l=m<u, quitte  restreindre Uy o Sm(t) est la m-ieme fonction symetrlque i
elementalre des points <f(z (J))> (cf. [B, chap. V, § 2]) en partlcuher, on B

a (p: SIJ' De plus, quitte & restreindre U, ona Pf(bf(z.),f(z)) = 0 pour tout z&U.




Ce qui montre que l'on a
vl =] sem)l = {tﬁUo;Cb(t):o].

PROPOSITION 3, - Le polvndme caractéristique de { par rapportd ¢

détermine une relation intégrale explicite de depré K, de f{ sur J .

Démonstration. - Pour 1 < m <[, onnote valO(Sm) = degré [in © )J
m

la valuation de Sm en 0, alors d'apres ce qui précede, il suffit de montrer

que valo(Sm) 2 m . D'apres [T p. 291], f estentier sur &, donc quitte

2 restreindre U, il existe c > 0 tel que pour tout z €U on ait:

| f(z)l <c. sup | —é—)i (z)’ . Ce qui prouve le résultat.
| 1<isn O

§3. VALUATIONDE &

Via h, © est un @U - module de type fini, et d'aprés le paragraphe

H 0
précédent on 2 une suite exacte de @U -modules
0
0 — oM (x 0) N > 0
UO UO H o

; . & - < © i Xy v
ce qui prouve que l'on a FO( H) (CF) , ol FO( H) est le 0-ieme idéal de

. u v
Fitting du & . -module © (P (t,0)=(-1)" ¢(t))
UO H i o

Pour préciser Cb et calculer valo((b) = degré [in (Cb)], on va construire

une autre présentation finie du @U -module @H.
0



D'apres [T o 315_7 , “on-peut supposer que -g—; 'GH est entier sur. -
‘ 1

(_b_f__, bf .. ¢f ).@H. Ainsi, si 7ﬁH est 1'idéal maximal de ®H et
bzz bz3 c-zn

_ oo oL E SRR (6 et B e | 6
bcf_(g_z..; s -6-2-3, Czn)' 1'idéal (2'{). o est ‘Y primaire car .

2f  df >
0z, ' dzq i bz

1test. ~De plus, puisque :@:H est un anneau de Coh‘en-‘Macaulay,

est une suite régulitre dans GH et l'on a (cf. par exemple [T,; chap. 0]):

(7.6 )=e((6').6 ) =dim_ 6 7/~
SO H ; & H C H (b‘Q;GH

~ ot e(I) est ,1? multiplicité de I (i.e. le coefficient normalisé de plus haut degré

du polyndme de Hilbert-Samuel de 1.

- D'apres ce qui pré_céydek, ‘il existe un polydisque ouvert ‘U"o de- C n-l
centré en 0 tel quele mori:hisme R H o ee————s U'O ) induit'par“ ' soit
ini & =6 = C e .3 1 G
fini th plat. On nqte U,O ! U'o' 0 0: {tz, t3, ,tn}, alors:via h', u
‘estun *@‘U‘\émodule libre de rang & = e(?@H)

0

Soit >\(t‘,tl) le polyndme caractéristique du @U' -endomorphisme

de: @ induit par la mu1~tip1ication par _gf? . -alors puisque le kpdlyname ‘minimal

d'un endomorphisme est dans la racine du.polyndme caractéristique, quitte &

restreindre U! on a

.
V] = Tets)] = [, )€ U« €5 Mee) = 0




1
: & ~ 1), 6 A)=g= 6
De plus, puisque =" oy est entier sur (b 'f) g ona valo( ) b e(;, H) .

1

Si 1'on considere la suite de Teissier de {

Remargue. -

AR R R C R )

) = p‘“) + p(“'” (ct. [T ;p. 32‘0]).

(A). En particulier valo(q)) = e(d.6 ).

PROPOSITION 4. - Ona () =kF0(®_H‘) .

" Démonstration. - Le germe A estun polyndme de Weierstrass en 'tl, et

d'apres le théoreme de division, on a un isomorphisme de '@U' ‘-modules
O» .

Ul

)
8 ~E I /) ~défini par (B') A ) B'.‘tl‘-l modulo (), On
0 Uy A ; - 1l ‘ ‘

: , = e :

14 ¢ ! k’ rphi & - . 6 | . 6 6
considere l'homomorphisme de U alkgebre‘s U B - /X A
0 0 U! o] 0
s ape 0
défini par
- N i i—l y : : : RS 1 i'l : oy
de( 8 itl " modulo () ) eB i'c1 modulo (A) ;
S Trmadie i - TR T e :

i1l induit un homomorphisme surjectif p par passage au gquotient

: A
UO U'O UO > UO

(t.el - lot))




n n ;
Pour tout n2 0, ona t; e 1-1et) € (tl el-1et, ) d'ou, en utlhsant le

théoreme de division, ona agt = (AqtP) @ r = P& = 1 fr dans A, soit
Ala® )= 5; Ainsi, si A (Z uquij) =0, on a‘qu & i-j = 0 dans ;A ce qui

montre que A est un isomorphisme. Via h', ona @U' = L’H; de plus, ona

, 0
P b ey . PRt ‘ .
@U % G ; /}\ QUO ’. Al‘ors,‘en uphsagt ‘ce’q’ul precgde, on obtlent‘ gne

suite exacte de & ~modules
: UO

Puisque F 0(

) ne depend pas de la presentatlon de @H' ~on aFO(@H) =()\) —_—
dtol le resultat k ' ‘

§ 4 - DETERMINATION DU CYCLE EXCEPTIONNEL DE L'ECLATEMENT DE

NASH DE - H.

7 D'apres les § 1 et 2 on a2 un morphlsme fml et surgectlf h:H ——V
ol |V] = ft € Uo ; O(t) O} et q) i la redulte de Cb est irréductible '
car ‘H l'est D'apres la formule de prOJectlon de Samuel apphquee 2

(Sv A.—. ; (.___.__;_a, f>  oud' apres la proposztlon 2, ona grﬁc’e au §3:

) = deg h. m(6 (g © )'val Cb) soit

jegh . valy (cbred

V

: (++) e ¢= (C‘Pred)‘de‘g h .




- 10 -

n-1 et i
En tant que cycles de IP , on a par définition

v = lin (¢

o) =01 dtot aeg h.¥ = {in (9, )I%E " = in (¢) = 0

ce qui, d’aprkéxs la proposition 2 prouve le résultat suivant :

. —1 . ;
THEOREME. - En tant que cycles de " , on a X =lin ((t)) =0].

L'auteur remercie le rapporteur de cet article de lui avoir signalé le

corollaire suivant de (%%):

PROPOSITION 5. L Le hessien de f n'est pas identiguement nul sur H.

Démonstration. - Si l'on suppose que H < S = !ZEU ; Hess (f) (z) = 0 },

alors ona V c 1S ) = A. Soit t €U un point régulier de V au voisinage

‘ o 0
duquel ona V = A, ettel que ty /{ R, ol R estl'ensemble de ramification
du morphisme fini h: H———= V. Alors, on peut choisir un systeme de

coordonnées locales (yl,y ,...,‘y ) = (y',yn) sur Uo ,centré en to » tel que

deg'h

l'on ait grace 3 (-¥+) : C;) (y', y ) =Y On a }.i Zdeg h. Sil'on suppose

que K = deg h, “alors "au dessus” de pulsoue t ﬁR 11 ya H =degh

t
0.’ ; ‘
points distincts dans F mals puzsque t € A, deux au moins de ces points .

sont égaux, ce gui est absurde, dloll M > deg h. DPuisque { est entier sur ;7,

la majoration déja utilisée dans la démonstration de la preocposition 3. . montre

que l'on a valo((;D (0,y 3y =val (.11 of Z(J)(O,Yn)]) =i >deg h, ce gui est

zbsurde, d'ou le résultat.
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Deuxiéme partie

GEOMETRIE DES TISSUS DE C?







@-MODULES ET GEOMETRIE DES TISSUS DE C?

§ O . Introduction
' On désigne par 6 = C{z,,z,) 1’ anneau des séries entiéres

S L e T T ; Lot g
’ 82=

1

convergentes & deux variables et 1’on pose 3, =

oz dz,

o

Soient n champs de vecteurs X; = A'8‘1+ B;3, (n22), &
coefficients dans @ et deux a deux Zznéazrement zndependants (i.e.
(A;B; - Ay B,)(0) # 0 pour 1<1<J<n) On s’ intéresse aux solutions
du probleme suivant : ce sont les mn-uplets (f,;,...,f,) € 6" tels
que X, (f, )= O pour 1<ign et d(f e .t D =0 ;1 analogue réel
correspond aux équatlons de 1& résonance etudlées par Joly et‘ ‘
Rauch (cf [J R]) ' : '

Dans ce gui suit, on étudie ce‘probléme du point de vue
des 2-modules ; .on -montre que la dlmen51on dim, ¥ du C-espace
kqvectorlel & des solutlons est fznze et que l’onka les 1néga11tés
sulvantes D

ndim® <n+ % (n-1)(n-2)

On montre également Qque cette majoration est optimaZe‘puiSQﬁe‘la"
\borne est . atteinte lorsque les n champs de vecteurs sont 3 coeffl—
cients constants. On étudie completement le cas de 3 champs de
;vecteurs Enfln, on montre comment ces questlons sont rellees a 1&
geométrle des tlssus étudiée par Blaschke et ses éleves autour

de 1930 ; une. caracterlsatlon des 3 tlssus de Ez dekrang max;mum
est obtenue. ‘




L’ auteur remercie Daniel Barlet, Roger Gay et Jean-Luc Joly;
tous trois pour des raisons diverses ont permis que tissus et
@-modules résonnent !

§ 1 . Finitude de dim. %

On désigne par @ 1’anneau des opérateurs différentiels
(linéaires et d’ordre fini) & coefficients dans & et 1’ on considére
la suite exacte de @-modules & gauche

@it ——m P — M = @ /Imp — O

ol l’homomdrphisme p est défini, dans les bases canonigues, par
la matrice d’opérateurs différentiels suivante

X, 3, 3,
. 0 . .
.= . . .
: o . ..
| ‘ Xn ,al az

Tout élément (f,,...,f,) € 6™ de ¥ détermine un unique élément du
C-espace wectoriel HomQ(M,0) dés homomorphiSmes de @-modules &
gauche de # dans &6 et inversement (cf. par exemple [Pl), ce Que
1’on se permettra d’écrire ¥ = Homg (#,6) .

Pour kém on dé51gne par D, l’espace vectorlel des opérateurs
dlfférentlels d’ ordre inférieur ou égal & k et 1’on pose @_., =0 ;
alors & 2,/9,_ , = 6[&,,6,] = 6[&] est 1’ anneau gradué des polynﬁmes

k20 , ‘ ; ,

en £, et £, & coefficients dans 6. Pour k€N, on note M= Dp/Ime N Dy

et 1’on pose #_, = 0 ; on peut identifier 4,

et ainsi gr M) = & M /M
k>0

dont on note mult gr () la multlpllclté La racine de l’annulateur

de gr(#) est un idéal homogeéne de Ol &) et définit un germe, £

1’origine de C2XC?, d’ensemble analytique &- conigue car (#) qu’on

appelle la variété caractérisiique de M (51 M = D/F alors

Ann gr (M) est 1’idéal de 6[¢(] engendré par les symboles principaux

., & son image dans 4,
k-1 €St un étél—module gradué de type fini



de tous les éléments de &) ; 1'entier non nul défini par
mult (#) = mult gr(#) s’ appelle la multiplicité de M (cf . par
exemple [L-M]) .

" Pour KEN, on considére le diagramme commutatif aux lignes

exactes
n+:2 LS LT e
0 - Qi1 o, 23 ? @k~1/@k-2 ‘j‘O
B LIVETEE LI R PR

0 — 2, ¢\ 2} — 21/9}., — 0

ol pk‘est induit par o et (o)k est obtenu par passage aux quotlents
Ainsi ¢, = Coker (o)k est aussi le conoyau de 1’ homomorphisme
naturel @} _,/Imo,_, — @}/Imp, ; de plus ¢ = ® ¥, est un

S ‘ , ; ~ k>0 o
6l¢{l-module gradué de présentation finie qui est le conoyau du
morphisme ° :;@[EJ“*2 —_— @[5]“ déflnl, dans les “bases ‘canonigues,
par la matrice suivante V ‘ k e

?, B, &,
. 0 . .
7 = S
. 0 . . .
| £k,

ol £, = A, ¢, + B, ¢, est le symbole principal de X;{ Puisque
Imp, € Imp N @5, on a le diagramme commutatif aux lignes exactes

@ﬁf1/1mpk-i — @2_1/Imp ﬂ‘@§_1 = My, — Q ‘
oi/Ime,  —  9/Ime N9 =4, — 0

D’apres ce qui precede,'par“pdSSage“aux'qudtientsj on obtient uné
surjection ¢ 1 ¢ —> gr(M) de @[E] modules gradues de type f1n1



_4_

Remarque 1 - En général ¢ n'est pas injective, cependant c’est le
cas si les n champs de vecteurs sont & coefficients constants ;. .en
effet, dans cette situation on a Imp, = Imp N @7 pour tout kEN.

Soit F,(¥) le O-iéme idéal de Fitting de ¢ (i.e. 1’ idéal
de 6[£] engendré par les mineurs d’ordre n de la matrice E), alors

on a (F (%) = (£,,&,). En effet, puisque F,(¥) est homogéne, via
l’extension 6[¢] — C{z,&) = C{z,,2,,¢,,£,), 11 suffit de montrer

que JFO(Q).C{Z,E} = (&,,£,).C{z,&) ; or ceci revient & montrer
d’aprés le théoréme des zéros de Hilbert dans C€{z,%&} que 1’ensemble
des zéros Z de F,(9).C{z,&) est C2x{0). Par définition de p, on a
C*x{0} € Z. Soit (z,&,,¢(,) € Z, alors pour 1<i<2 on a

R I T pour 1<j<n ol ¢, = A, (2)¢, + B, (z)¢t, ; grace

ad 1’hypotheése d’indépendance et la régle;de,Cramer, on obtient en
regroupant les;différentes‘équations deux & deux

AN | i ~ . | |
£y, oo 8y, ... 2 8% = 0 pour 1<j<n, puis en réitérant

T, wes €j£j+1’ej+2 .o Qnrf:i’ = -0 pour 1Li€n , ..., Qné’i‘,'l = 2152-}'= 0

soit &} = 0 d’otr Z = C2x{0}.

On a JFO(9) = JAnn 7 (cf.fT]) et ia surjection ¢ montire gque

l1’on 2 Ann 9 C Ann gr(#), d’ou JAnn 9 = JAnn gr(my = (&,,¢,)
puisque par définition Ann gr(#) C (&,,&,). Autrement dit, on a
car (#) = C*x{0}. ‘

Proposition 1. Le @-module & gauche M est D-isomorphe & E°=™1t(#£)

et dim ¥ = dim, Homg, (#,0) est finie et égale & mult(#M) . De plus,
on ¢ multd#) € mult(¥) avec égaliité si les n champs de vecteurs
sont & coeffictents constants.

Démonstration. Puisgue car(#) = C2x{0}, # est @-isomorphe & 6°
(cf. par exemple [L-M1). D’ol Homgz (#,6) = (Homg(#,6)>" = C©
puisque 6 = 2/(3,,8,). D’aprés les propriétés de la multiplicité
(ef. loc. cit.) et puisqgue gr(d) = 6 on a mults) = mult (™) = m:;
de plus, gréce & la surjection ¢ on a mult(#) < mult(¥) avec
égaiité si les n champs de vecteurs sont & coefficients constants
d’ aprés la remarque 1.



Ezemples. Soient X, = 8, et X, = 38, ; pour X, = 3,43, ou
(14z,)8,+3, ou (1+z )8 +3, on obtient d1m ¥ = 4 = mult(¥), alors
que pour X, = (l+z,+z )8 +a on a dim ¥ = 3 < mult(%) = 4.

§ 2. Majoration de dim %

On va déterminer mult(9) en comparant les situations avec
n et ntl champs de vecteurs (nz22) .

On désigne par Q(n) le G[Ekaodule gradué de'présentation
finie correspondant aux symboles des n.premiers champs de vecteurs

X, (1 e. 9(n) “Coker p(n) ol ‘comme précédemment
21 "El 52
. 0 . .
p(n) = . Coin )
0 . . .
i, &, &,

‘Le diagramme commutatif aux lignes exactes

m e T P . v AR
o —_——’@[EJ — 6[6]!\‘(’14’,2 — 0[5]'!\1'2 — 0

2. o(n+1) o (n)
®
0 — G[E(] —— L EIM*! —_— 6[5]“\_ — 0
ol m(P) = (0,...;0,P,0,0)
Pt

‘ P(Plx;-;spn;§>’= (P1:-;~}Pn5pn+1;Pn}2’Ph+ﬁ)'
£n+1(P)’= P2n+1
#(C) = (0,...,0,0)

A ey, ) = (Rys..005a,)




induit la suite exacte de €6[£)-modules gradués

-~ -
L3 L.

6LE1I/(L,,,) — $(n+l) — $(n) — O

~

et 1’on a Ker w = {P+(¢,,,) ; il existe (P,,...,P, ,,) € o0&1™"!
tel que P - P, , &, ,, = - P &, =...= -~ P & 3.

~

Lemme 1. On a Ker u = (&,,,, I 8,0 /7 &4,,).
=1

Démonstration. Si Y = P 4, =...= P {,, il suffit de montrer gue

fous I

Y € (¢

1

£,), or P2, =P,2, s’écrit (P,A, - P,A, )¢, = (-P B, +P,B,)¢,
i=1 : :

P,A;-P,A, = &,
ce qui montre qu’il existe r € 6[E(] tel que <
’ ’ ' -P,B,+P,B, = r{,

Mais A;B,-A,B, est inversible dans &, d’olu d'aprés la régle de
Cramer P, = Q,(B,&,+A,¢,) = Q,¢, ou Q, € 6[f]. Par le méme procédé,

on obtient que P, = Q,2, = Q,¢, =...= Q, ¢, ou Q, € 6[&] ; puis ,
en réitérant Q, = Ry¢, = ... =R ¢ ou R; € 0[&] , ... |
Up.p =V, 0, , =V, 0, ouV, € 0[£] et V,_, = W, 2 ouW, € o[¢] ;

n
- d'"oll en regroupant Y = W ¢ ¢, ... 2, € (I ¢£;), ce qui prouve le

résultat.

Ainsi; d’ aprés le lemme 1 et ce qui précéde, on obtient
une suite exacte de 6[&é]1-modules de type fini

~ ) Y e
I’

0 — 6L&1/Cl,,;, I £,) — %(n+1) — $(n) —> 0
mea2 0 R , 0

L s I

& ~

ol X est induit naturellement par H ; d'aprés le §1, on a

JAnn g(n)=(£&,,¢,) pour n22, ce qui montre que J(2n+1, I 2,)=CE,5¢&,)
i=1

n
et que l’on a mult 9(n+1) = mult 9(n) + mult GLEI/CL,,,, O £D
i=1

(cf. [L-M1).




D’ aprés 1’hypothése d’indépendance, on peut toujours
supposer que {_,, = &, ; mais dans ce cas, tous les A, (l€ign)

sont inversibles dans &6, d’ ol

mult 6LE1/Cl,,,, I £,) = mult 60L&, 1/C I AED

i=1 iv= 1

= mult 6[&£,1/¢£2) = mult (6™) = n.

Théoréme 1. Soit n22. On a mult 9(n) = n + % (n-1)(n-2), et les
inégalités suivantes ‘

dim,® = mult (#) < n + % (n-1)(n-2) ;

N

n

de plus, 'si.les n champs de vecteurs sont ¢ coefficients constants,
alors

dim¢® = n + % (n-1)(n-2).

Démoﬁstration. Les constantes sont solutions d’olQ dim ¥ > n.
Gracé7a~ce~qui précéde et la proposition 1, il suffit par récurrence
sur n d’établir que mult $(2) = 2. On a le diagramme commutatif

(aux lignes exactes) suivant ‘ : B k . e

0 (2) ;
OLE]t — 6[£]7 — 9(2) — 0
M | id
H

OLE)* —— 61E12 —— 62 — 0

ou H = [ ] correspond & la résolution canonigue de

0 0 &, &, |

Hilbert de 6% = 086 et



B, 0 0 1
M =
0 A, 1 ©
Lo B, 0 1
Puisque det M = -A,B, + A,B, est inversible dans @, $(2) et 6°?

sont 6[¢é]-isomorphes, d ot mult 9(2) = 2.

Remarque 2. Pour n=2, on a dim&¥ = 2 (!).

& 3. Passage de n & n+l champs de vecteurs

a). Cas général.

‘ Soit n>2. On désigne par #(n) le @P-module & gauche de
présentation finie correspondant aux.n premiers champs de vec-

teurs X; (i.e. M(n) = Coker p(n) ol comme précédemment
X, 3, O,
. 0 . .
p(n) = . . . )
0 . . .
X, 8, 9,

et 1’on considére 1’idéal & gauche de @ défini par
F(n) = {Y€P2 ; il existe (P;,...,P )€ED" tel que Y=P,X,=...=P X }.

Alors, comme dans le §2, on a une suite exacte de P-modules &
gauche

0 — @/(X,,,s #(n)) —> M(n+1l) — M(n) —> O (%

ayant tous, d’aprés la proposition 1, C2x{0) comme variété carac-
téristique. D’aprés la proposition 1 et la résolution canonigue




de Hilbert de € (i.e

(-

——

une suite

L (3,,0,)

0 y @ —s @2 - P -6 0 )

on é, gracé au'lemmékdé Poincaré, EXti(M(h),é)zoypoﬁr‘i;l,; ce
qui donne, en appliguant le foncteur Homg, (.,0) & (%),

exacte de m espaces vectorlels de dlmen31on finie

0 — > P(n) — F(n+1) —> Hom, (B/(X,,,, £(n)),0) — 0
ot #(n) = Homg (#(n),6) pour n>2. Ainsi, pour'n>2 on a
dimg F(ntl1)

dim, #(n)

dimg Homg (2/(X, ., £(n)),0)
dimg #(n) + mult 9/(X,,;, #(n))

De plus, on.a

dim, £(2)

2 d’aprés 1a femarque 2

b) Etude,de‘?(3)

Lemme 2 On a X3 5'1X

X¥s5°'x, et J(z) = (XI87'X,) on X} est 1’opé-
r teur dtfférentzez adgoznt de X, et Sfl est Z'tnverse dans 0 de
5% = A B,-A,B; :
Démonstration. 81 Y = P, X, = P,X,,
('P1B1+P232>a

alors (P,A,-P,A,)3, =
ce qul montre gqu’'il existe U € @2 tel que

{ P A, -P,A, = U3,

-P,B,+P,B, = U3,
D’od P,§ = U(3,A,+3,B,)=-UXY, de méme P,8=-UX* soit Y = -UX¥§ !X, =
-UX787'X,. Il suffit donc de vérifier que X388 'X =X¥6 !X ‘
On a -X38 !X,z 3,A,6 *A,3, + 3,A,6 'B,d, + 3,B,6 'A,3, + 8,B,6 'B,d,,
et -X78°'X, = 3,A,87 4,8, + 0,A,5 'B,3, + 32315'?A231‘+ 3,B,87'B,3
ol tous les produits sont calculés dans 2. Or 5'1(A B, A B,)=1"
ce qui montre que dans 9, on a les relatlons
, 8 'AB, = 3, 6 'A,B, + 3, pour 1<1<2 4’ ol le résultat
Ainsi} d’aprés/ce ai

qui précéde et le théoréme 1 on.a -
3 € dim; #(3) = 2 + mult @/(X,, X}67'X,) < 4.



X, = A, 3,49,
On suppose déscormatis que l’on a X, = A,0,+3,
X, = 3,

Ceci est toujours possible d’aprés 1’hypothése d’ indépendance

et puisque 1’on véut‘Seulément‘évaIUer dim, #(3) ; en effet,
guitte & faire un changement de variables on peut'supposer

que X, = 3,, puils éventuellement faire des divisions puisaque

X, = A,0,+B,3, avec B, inversible dans 6 pour i=1 et 2. Alors

6 = A,-A,, et en tant qu'idéaux‘a‘gauche de @ (donnés par leurs gé-
nérateurs) on a (X,,X;6 'X,)=(3,,3,(8 'A,)3, + 3,(5§"')3, + &§7'32)
=(3,,82+23,) ol 1’on pose a = [D, (6§ *A,) + 3,(6 )15,

Théoréme 2. On a les deuxr éventualités possibles

3 si 3,(a) # O
dime #(3) = <
4 si 8,(a) = 0 .

Démonstration. On a [3,,82+4ed3,1=3,(a)d, d' ol gr D/(X,,X56 'X,)=
OLEYI/(E,,85,3,Cad¢,). D’ol le résultat d’ aprés ce qui précéde puis-
que par définition mult @/(X,,X;8 'X,) = mult OL&1/(&,,E2,3,(a)é,).

En particulier, on a le résultat suivant

Corollaire. Dans le cas ou les 3 champs‘de vecteurs sont 3,,3, et
A81+82, on a les deux éventualités possibles

3 si AB,3,(A) # 9, (A)3,(A)
dim, #(3) = {

4 si A3,3,(A) = 8,(A)3,(A) .

§ 4. Application &8 la géométrie des tissus de C?

a) Généralités (ef. la référence classigue [B-Bl, et [C]
pour-‘des développements récents) . ‘ ‘

On"rappelle qu’'un n-tissu 7 de codimension 1 au voisinage
de l’origine de C? est défini par n feuilletages (au Voisihage de
1’origine de C?) dont les feuilles sont les hypersurfaces (lisses)
de niveau de n éléments F, € 6 vérifiant F;(0) = 0 et dF, (0)#0, tels
qu’ en tout point z voisin de O € C?, les espaces tangents en z aux
n feuilles passant par z soient en position générale.




Un n-uplet (g,(F,)s...,8,(F,)) € 6" ou g, € C{t) et qui vérifie
£ (FL)aF, +...+ g, (F,)dF, = 0

estiappelé une relatzon abélzenne du . n- tlssu 7. la dlmenslon
{dont.on.va montrer.la_ flnltude) du C-espace vectorlel o des
relations abéliennes est un invariant géométrlque du n-tissu g;‘
noté .rang, 9 et appelé le rang du n-tissu 7 (si 1’ on remplace F
par v, (F;) ou v, € C{t} vérifie v,(0)=0 et v;(0)#0, il existe

£, g, (Fy>
h;= — o v;' € C{t) tel que h, (v, (F))z —r0 pour 1<ign,

v; | ; v (Fd

d’ o ) h,(v,(F)>d(v,(F;))=0).
2 ,

~

PuisQue les n champs de vecteurs X; sont deux & deux liné-
airement indépendants, il existe (F,,...F ) € 6" tel que X, F,;=0
pour 1<ign, avec F;(0)=0 et dF; (0)Z%0 i ce Qui;montre que -les F;
définissent un n-tissu 9 et réciproguement (il suffit de poser

BF) aF.

1 1

T 3,). Soit (f,,.+.,f,) € &, alors f;, = a,(F,) o
= 3z, 3z, ‘
@, € C{t) et ) a;(F,)dF;=0 ; 1’application C-linéaire 8 : ¥ — «
définie par O(f,,...,f,) = (a;(F;),...,a,(F,)) est surjective
(si g; est une primitive dé‘gi, alors
B8, (Fy)yers 8, (Fy0) =(g; (Fy)yene 8, (F0))
et son noyau est constitué'des solutions conStantes, d’ ol

dim, & = rang, 7 + n.

D’aprés le théoréme 1, on a rangt 7 < % (n-1)(n-2) ce qui, dans

le’ cadre cla551que (i.e. 1”analogue réel);‘est'un’rééu1iat da a

b) Caractérisation des 3-tissus de C2.
On dit que deux tissus (de codimension 1 au voisinage de

l’origine) de C? sont équivalents s’ils sont transformés l un
dans 1’autre par un isomorphisme analytigque.
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Soit 9 un 3-tissu de C?, pour z voisin de 0 € C? on fait
la construction suivantie (précisée, & équivalence prés, dans la
proposition qui suit) : on "trace” les trois feuilles passant par
z, et on fixe un point A proche de z ei sur la feuille de lea
femille 1 qui passe par z ; puis on '"se proméne” le long des
feuilles du tissu Z, comme indigué sur le dessin (réel ! ) ci-
dessous (B est précisement l’unique point d’intersection de la
feuille de la famille 2 qui passe par z et de la feuille de la
famillé 3 qui‘passé'par A, etc...). ‘ ' : :

on se retrouve sur la feuille de la familie 1 gqui passe par z, en
un point G = G(z,A) éventuellement €gel & A. On dit que le tissu 7
est de Thbmsen‘(oﬁ hexagonal) si‘pbur tout point z voisin de 0 € C?
et tout pdint A VOisin de 2z, les points G et A coincident.



Proposition 2. Soit Z un 3-tissu de C? dont les champs de vecteurs
associés sont 3,, d, et X = A3,+3,. Il existe un élément 6 € 6{t} =
C{t,z,,2,2, construit & partir du flot engendré par X, ou

t2 tﬁ ; } o -282(A)
6 = -t +6, . —+ 6, . —+ ... avec H, = ——— et
2 31 ’ A
: 1 y S :
6, = —I[3A.3,(X(A))-3A.82(A)-6X(A).3,(A)], et tel que : 7 est de
A2

Thomsen si et seulement sit, on a itdentiquement 6[68(t;z)32] = L.

Démonstration,‘Sikl’on désigne par exp(tX)(z) le flot engendré
par X, on a exp(tX) (2) = (W(t;jz),z,+t) on

. t2 : : 3
W(tsz) = z, + tA(z) + — X(A)(2) + — X®(A)(2) + ...

2 31

"Puisque 7 est un 3-tissu de C?, A est inversible dans 6 et le
théoréme des fonctions implicites montre gu’ il existe un unigue
6 € 6{t) vérifiant W(-t;z,;,z,+t) = W(H(t;z);z) et 6(0;0)=0.

On peut donc  faire le dessin (réel !) ci-dessous

a2
L  X=A3,+3,

(z,52,+t) 1//’/’
~ : vy

exp(tX) (z)

exp(-tX)(z,,2,%t)

- -3,
z=(2,,2,)

A

explO(t;z)X1(z2)
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D’aprés ce guil précede, 7 est de Thomsen si et seulement si on a

‘ ‘ a'e :
6[6(t;z);z) = t. Par définition de 6, on a ~—(0,2) = 6,(z) et
i o . at!t
v o
- = (=tjz,,2,%t) + — (-tj;z,,z2,+t)
at . Bz,
(1) ‘
36 oy
= — (t;z) . — (B(t;z);2)
61t . St
= 0, ce qui montre en prenant t=0 gque

Or 6(0;2z)
- A(z) = Gltz)‘. A(Z) , soit 6,(z) = —i,

En dérivent par rapport & t 1’égalité (1) on obtient

3%y 3y 3%y
—(=t;z,z,+t) - 2 (-tjz;,2,+t) + (-tjz,,2,+t)
at? 3z,0t : 3z}
(2) SR N o CREE s g
3%6 oy ae 2 3%y
= ——(t;z) . —(6(t;2z)i2) + [ ——(t;Z)] ——(0(t;z)52)
at? at at at?
Ce qui montre en prenant(t=0,que lon a
: E S =23, (A)
X(A) - 20,(A) = 6,.A + X(A) , soit 6, = —————,
A

En dérivant par.rapport & t 1’égalité (2) on obtient

3%y oty |
. - (-t;z,,2,+t) + 3 ———(-tjz,,2,+t)
at? o . Odz,0t?
3y a’w
-3 (ft;zl,22+t) 4 o=tz 2, %1)
dzIdt ; oz} ‘
36 3y 38 326 3%y
= ——(tj2z). —(B(t;z);2)+ 3 —(t;2z). (tiz). (6(t;z);z)
at? 3t 3t at? at?
a0 3 3%
~ o+ [ ——(t;Z)} o ——(6(t32);2)
ot at?
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Ce qui montre en prenant t=0 que 1’ on a
- X% (A) + 338,(XA)) f,3a§(A> = 05.A - 362X(A) - X%
1 , |
soit 6, = — [BA.0,(XA)) - 3A.8§(A) - 6X(A).8,(A)] ; ce qui démontre

e
la proposition.

Théoréme 3. Pour un 3- ttssu 7 de C2 les conditions suivantes
sont equzvalentes e SR
1) le tissu 9 est de Thomsen ;

i1) le tzssu g est equzvalent & un 3 tissu de m2kconstitué
de 3 famzlles de droites paralleles :

111) le rang de 9‘est maximum (i.e rangt9k= 1){

Demonstration. 1ii) = ii). Il existe une Telation abélienne de
g, non triviale : g,(F,)dF, + g,(F,)dF, + g,(F,)dF, = 0 ; soit

Z; = g,(F,) ot g, est une primitive de g,, alors dz,+dZ,+dZ, = 0
et 1l’on peut supposer que Z, et Z, sont des fonctions coordonnées.
ﬁ?oﬁ le résultat, puisaqu’ apres changement de varlables le tlssu .

est défini par Z,, Z, et Z,+Z,

ii) = i) . La condition de Thomsen est invariante

paT changement ‘de variables ; on peut donc supposér que 7 est
défini par z,;,2, et z,-z, qui est clairement de Thomsen (6(t;z)=-1).

i) == iii). On peut supposer que ‘les champs de
vecteurs associés & 7 sont 3,, 8, et X = A81+82. D’ aprés la propo-

t? t? :
sition 2, 6 = -t + 6, . — %+ 8, . — 4+... vérifie 9[6(t:2);zJ’= t
2 : 3! :

'ce qui impose 286, + 362 = 0, soit A.az(X(A))-A.ag(A)—2X(A).Bz(A)+
+2[38,(A)1%=0. Or X(A) = A3,(A) + 3,(A), ce qui montre que l’on a
Aalach> - 3,(A)3,(A) = 0. D’aprés le corollaire du théoréme 2,
on a rang.? =1 'd’oQ le résultat. ‘

Remarque 3. Dans le cadre classique, on a le théoréme suivant

dd & Thomsen (cf.[B-Bl) : tout 3-tissu de Thomsen de R2 équivaut
topologiquement & un 3-tissu de R? constitué de 3 familles de ‘
droites paralleéles



[B-B]

[C]

[J-R]

[L-M]

[P1

[T1
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SUR LA LINEARISATION DES TISSUS DE C?

. §0. Introduction

Un d-tissu W de (C?, 0) est défini par d feuilletages (d > 2) de courbes a.nalythues

| complexes lisses de (C?, 0) en posxtlon générale ; on s 'intéresse & P’étude geometnque de

telles configurations, c’est-a-dire & un isomorphisme local ¢ : (C?, 0) — (C?, ¢(0)) pres (cf.
le livre classique de Blaschke et Bol [B- B] et l'article de Chern [C] ; on peut egalement

- consulter [H]).

~ Un d-tissu est linéaire si ses d femlles {F (:: y) = cste} sont des (morceaux de) droites

| ;de *C2 non nécessairement pa.ralleles : par exemple, le d-tissu de (P2 0) constitué par les
ta.ngent&s issues d’un pomt genenque & une courbe a.lgebnque C de P? de classe d est

. linéaire :

ccp?

d
Sile d-txssu w est hneaare lexxstence d’une relatzon abélienne Z gi(F;)dF; = 0 avec
g,(F) # 0 pour 1< < d permet de montrer que W est associé, par dualité, & une

1




2

courbe algébrique de P? (pour une description précise du tissu linéaire associé a une courbe
algébrique de P?, cf. par exemple la fin du §4 ci-dessous).

On dit qu’un d-tissu W est linéarisable s'il existe un isomorphisme local ¢ : (C?,0) —
(C?, ¢(0)) qui transforme W en un d-tissu linéaire. On sait depuis I'exemple de Bol (cf. §2)
que le rang du tissu W (i.e. la dimension du C- espace vectoriel A des relations abéliennes

d
de W ott A = {(9i(F;))1<i<d ; gi analytiques et 3" ¢i(F;)dF; = 0}) ne suffit pas, en général,
i=1

4 caractériser les tissus W linéarisables.

Dans ce qui suit, on donne essentiellement une condition nécessaire et suffisante, en
terme de résolution d’un systéme différentiel non linéaire (%), pour qu’il existe un iso-
morphisme local ¢ : (C?,0) — (C?,¢(0)) qui linéarise W ; de plus, on détermine les
isomorphismes locaux ¢ possibles. Ces résultats constituent une contribution nouvelle au
 probleme de la linéarisation des tissus de C? ; auparavant seuls des cas partxcuhers avaient
été étudiés (cf. [B- B] et sa b1bhograph1e) On retrouvera d’ailleurs dans le §4 quelques
resultats cla.551ques O A ‘ ‘

‘ Dans le §1, on montre qu’a une transformation projective pres, un isomorphisme local
¢ :(C?,0) — (C?, ¢(0)) correspond & la solution d’un systéme différentiel non linéaire ce qui
permet de. demontrer le theoreme general de linéarisation dans le §2. On montre da.ns le §3,

qu’il existe un polynome Py = }: PibF € C{z,y}[b] qui “mesure” si W est hneansa.ble ou

non ; au passage on retrouve des resultats classique sur I'équation différentielle du second
ordre y" = Pw(z,y;y'). Enfin dans le §4, on s’intéresse & quelques cas particuliers et
I'on montre que dans certains cas, les relations abéliennes de W permettent de “résoudre
géométriquement” le systéme différentiel non linéaire (x).

§1. Préliminaires sur les isomorphismes locaux de C?

On désigne par C{z,y} 'anneau des séries entxeres convergentes a deux variables et ’'on
0 L2 0y = -
pose J: = 37,0y = 3.
Soient By, B;, B, et Bj des elements de C{z,y}, on con51dere le systeme différentiel
- linéaire suivant :

963(&)) = 3.316:((4)) - 9B05y(w) + [983,(30) - 36;(31) — 6BgBy + 23%]&)
(1) 93z6y(w) = 3B26z(w) - 3316‘3,(:.0) + [36;,(31) - 36:(.82) - gBoBa -+ BlBg]w
992(w) = 9B308,(w) — 3B28,(w) + [38,(B2) — 98:(B3) — 6B, B; + 2B w.

Les conditions d’intégrabilité du systéme (1), a savoir
0,16%(0)) = 8 (0:3y(1) e 8:(8}(w)} = 8,(6.0,()}

1mposent apres dxfferentlatlon et ehrmnatlon que les B; vemﬁent le systeme dn‘ferentlel




" non linéaire suivant : ;‘ ; ;
82(32) - 28,0 (Bl) + 362(30) + 6308 (Bs) — 3B20y(Bo) — 3Bo0y(B:)
: +3B38 (Bo) + 2B16 (B1) BIB,(BQ) =0

2
( ). B 363(33)-26;61,(132)+a§(31)—6336,,(130)+3Bla,(33)+3Baa;(31) |

?’3308:1(33) — 2B,0:(B;) + Bzay(Bl) = 0.

Proposxtlon 1. On suppose que les B Venﬁent le systeme (2) alors on a Ies propnetes
suivantes : ,

a) le C-espace vectoriel & des solutlons du systéme (1) est de dimension 3

- b) toute base (wl,wz,w;-,) de S détermine un 1somorpbzsme local ¢ : ((I'.f2 0) — (P2, 4(0))

oug= [wl,wg,w;,] de plus, si ¢ = [&y,09,3) est associé & une autre base (©;,,,03) de

S, alors ¢ et ¢ sont projectivement équivalents (i.e. é = M.4¢ ot la matrice M appartient
a G’L(3 C)).

- Démonstration. a) Soit D ’anneau des opérateurs différentiels linéaires & coefficients

~ dans O = C{z,y} ; on désigne par D/J le D-module & gauche associé au systéme (1)
~ Puisque les B; vérifient le systéme (2) Tidéal de O[é ; 17] engendre par les syrnboles princi-

paux des €léments de J est

(62 fn,n )O[E, )

ce qui montre que D/J est D-isomorphe & O ; en particulier, on a

dimcs = dimcHomp‘(D/j, O) =3

| (cf par exemple [B]) |

'b) Soit (w;,ws,w3) une base de S, on peut vérifier que le determmant o

a(il) 8. (w2) a([:s)"
(wl) 6(‘"2) 3(w3)

:iest un element non nul de C{:c v}, sinon les w; seraxent C-hnemrement dependants (cf.
_par exemple [A], p. 193). De plus, le systeme (1) montre que I'on a 3,(8) = 8 y(6) = 0, soit

- 6€C* L'undes w_,(O) est donc non nul, ce qui montre I'existence d’un 1somorph1sme local
9= [wl,wz,w3] d’apres ce qm precede L’eqmvalence progectxve est alors une consequence

de la propriété a). O

Sous les hypothéses de la proposition precedente si (wy ,LUQ,UJ3) est une base de S on a

- grace au systeme (1) :

6 = (wj, 0:(w;), 3 (w,)) = cste # 0
‘630 =L (wha (wj), 62(“"1))
6B, = 3 (""Jaaz(‘%) 5 y(wj)) = -3 (“’Jaa (“’J) 5 By (w;))
8By = =3 (05, 8u(w5),8203)) = 3 (w5, 0:04(w5), By(ws))
§B3 = (w;, 05(w;5), 0y(w;))




wy
ou wj est le vecteur colonne | wy | et (, , ) désigne le produit mixte dans C3. En
: : ; w3z /. ;
particulier si ¢ = [¢1, @2,1] est associé a une base de S on a les formules suivantes :

| | 0%(1)0:(62) — 8%(¢2)0:(¢1) = ABy
82(61)8,(92) — 02($2)8y (1) + 210:0,(#1)0=(¢2) — 828,($2):(1)] = AB,

| 85(41)02(82) — 85($2)8:($1) + 2[6:0,(¢1)0y(¢2) — 0:0y($2)8y(¢1)] = AB;
| a2(¢1)a (¢2) - 62@2)8 («51) = AB;

ol A =0, (¢1 )3 (¢2)—0: (¢2)6 (q51) Les expressions B; sont mvanantes par les homogra-
phies de ¢; et ¢, et ont été introduites par Goursat (cf. [G] p- 1363 ; 0on peut également
- consulter la note de Painlevé [P]). :

- Inversement, soit ¢ = (¢, ) : (C*,0) — (C?, 4(0)) un isomorphisme local ; on peut
montrer, en généralisant un calcul de Gronwall (cf. [Gro}, §1), que les B; définis a ’aide des
- formules (3) vérifient le systeme (2) ; on peut également vérifier que (¢1e 3¢ ¢>26 36 ¢ l‘9)
est une base du C-espace vectoriel des solutions du systeme (1) oef = A. .

Autrement dit, on peut résumer ce qui précéde par le résultat suivant :

Proposition 2. A une transformation projective prés, les isomorphismes analytiques lo-
caux ¢ : (C?,0) — (C?, ¢(0)) correspondent aux solutions a.nalyt:ques (Bo,Bl,Bg,B;;) du
systeme d.zﬂ'erentlel non. Imea.lre (2) ‘

§2. Linéarisation des tissus de (C%,0)

Un d-tissu W de (C?, 0) est défini par d feuzl]etages (d > 2) de courbes lisses de (C%,0)
en posztzon genera.le ; ses feuilles sont les courbes intégrales de d champs de vecteurs
Xi = a;0; + Bi8,, & coefficients dans O = C{z v}, qui sont deux a deux lmeazrement
‘ mdependa.nts (i.e. a,ﬂ, aJ,B, € 0" pour 1<i<j<d).
~ Ondit que W est linéarisable s'il existe un isomorphisme local 4 : (C?, O) (C2 6(0))

qui transforme W en un d-tissu linéaire (i.e. un d-tissu dont les feuilles sont des (morceaux
de) droites de C2 non nécessairement paralléles). ‘

Lemme. Soient W un d-tissu de (Cz,O) de champs de vecteurs associés X; pour1 <i<d
et ¢ = (é1,82) : (C*,0) — (C?,¢(0)) un isomorphisme local. Alors ¢ linéarise W si et

seulement si, on a
X3 (1)Xi(¢2) = X?(¢2)Xi(¢1) Pour‘l <i<d,

ol pour k > 1, X¥ est I'opérateur différentiel linéaire obtenu par composition des champs
de vecteurs X;.
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- Démonstration. Si 'on désigne par exp(tX;)(z,y) le flot engendré par X;, alors son
image par ¢ est

Do ¢1(z, y)“H)i (<P1)(~’C y)+—X2(¢1)(l‘ y)
¢lexp(tXi)(z,v)] =
. | P2(z,y) +tXi(d2)(z,v) + "‘Xz(¢2)(2? y) 4.

Axnsx, ¢ tra.nsforme W en un d~t1ssu hnea.lre si et seulement s1 on a

| Xi(dr) XEo)|.
= 0 k > 2et 1 < < d
|Xi(gs) Xhgy|TOPOEER2 LSS
‘Ce qui montre le résultat pé.r‘ itération des X;.0
Corollaxre 1. Soit W un d-tissu de (2, 0) dont les champs des vecteurs associés sont
Xi=08,+b 5,, pour 1 <i < d, alors on a les propnetes suivantes : :

a) W est linéaire si et seu]ement si, on a X;(b;) =0 pour1 <1 S d;

b) un isomorphisme local ¢ = (¢1,42): (C%,0) — (CZ, qS(O)) Iinéan'se W si et seulement
si avec les notations du §1 (formules (3)), ona '

: Bo+bBl+szz+b3B3 X(b)pour1<z<d

Démonstration. a) Il suffit de faire ¢; = z ‘et ¢ = y dans le lemme précédent.
~%  b) dans l'anneau D des opérateurs différentiels linéaires & coefficients dans O, on a
.. Xi=0:+b0, et X} = 02 +2b;0.0, 4 b2 + X;(b:)0, ce qui,montre qu’avec le‘s,«;formules
‘ (3) du §1, on a ’

X2(61)X:(d2) — X2(¢2)X(¢1)_ABo+b(ABI)+62(AB2)+63(AB3) X(b )A

ol A = 8,(¢1)9, (¢2) - 0; (¢2)8 (¢1). 1 suffit alors pour conclure d'utiliser le lemme
précédent.[J

~ Scit W un d-tissu de (C2 O) puxsqu ‘on ne s’intéresse qu’a la geometne des feuilles de
W ‘on peut toujours supposer, qmtte a faire un cha.ngement linéaire des coordonnees que
les champs de vecteurs associés & W sont de la forme X; = 0; + b0y pour 1 < < d ou
.. diapres L hypothese de posifion générale bi(0) 2 0:(0) pourd Sd.<y < d.
D’aprés la propriété b) du corollaire letla proposit‘ion 2,onale résultat suxvant

. Theoreme 1. Soit W un d- tissu de (C,0) dont les. champs de vecteurs assoczes sont
X, =0, +b; 8, pour 1 < i< d Alors W est linéarisable si et seulement si Ie systemek
dxﬁ'erentze] non bnealre smva.nt o

( 8%(B,) - 20, ) (Bl) +382(Bo)+6306 (Bs) —3B208,(Bo) — 3806 (Bs)

| +3B,0, (Bo)+231 8,(B1) — B18.(By) =0

) 382(33) 20,0, (Bg)+62(Bl) 6B30,(Bo) + 3B19:(B3) + 3B:0:(B1)
. I ~3B08,(B3) — 2B20:(B3) + B28,(B1) =0

oo w Bo + Byb; + Byb? + B3b? = Xi(bi) pour 1 <i < d
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admet une solution (Bo, By, By, B3) ou By € C{z,y} pour 0 < k< 3.

Pour d > 4, ’hypothése de position générale montre (via un déterminant de
Vandermonde) que le systéme (x) admet au plus une solution. Ainsi, grace a la proposition
2 on a le résultat suivant : | $ oty
Corollaire 2. Un d-tissu de (C?,0) avec d > 4 admet au plus, & une transformation
projective pres, une lmeansatzon ;

Soit W un d-tissu de (‘C2 O), pour simplifier les énoncés (ma.xs perdre une certaine
symétrie des expressions) on peut toujours supposer qultte a faire un changement de

variables, que les champs de vecteurs associés & W sont 6,,6 et X; = 9; + b;0, pour

3< 1< dotb0)# 0 pour 3 <1< det b;(0) #8,(0) pour 3<i<j<d

 Théoréme 1 bis. Soit W un d-tissu de (C?,0) dont les champs de vecteurs associés sont
0:,0, et X; = 0, + b"ay pcur 3<i<d Alors W est linéarisable si et seulement si le
systéme différentiel non linéaire suivant : « ‘

) 63(3;) - 26,3,,(31) - Bi {61(32‘) —‘28!,(31 =0 k

(+ bis) 0%(B1) — 20.8,(B2) + Bs[8,(B1) — 20:(B2)] = 0

, Xi(b; .
1 By +b;B; =‘—ib(-——')-pour3§tf_<.d
admet une solution analytique (B, Bz) ' ‘

Démonstration. Compte-tenu des hypotheses, les conditions de hnea.nsatlon s’écrivent
d’apres le lemme et le corollaire 1 (propriété b)) : ‘ ~ :

"By =B3; =0 : ~

ce qui, apres sxmphﬁcatlon du systéme (2) du §1 montre le resultat d’apres la proposmon
fen 2 D S

La compatibilité du systeme linéaire contenu dans le systeme (x bis) donne le résultat
suivant :

. Corollaxre 3 501t W un d tissu de (C2 0) avec d > 5 et dont les cha.mps de vecteurs

 associés sont 3,,6 et X; = = 0; + b0y pour 3 <i<d. Alors si W est Imeansable la

“”matncev
b3 b4 b5 e : bd
B2 BB .8
X3(b3) ,X4(byv)‘ Xs(bs) ... Xa(bq)

est nécessairement de rang 2.

Exemple 1. On désigne par B le 5-tissu de Bol de C? ; ce 5-tissu de rang maximal
(cf. [Bo]) est constitué par 4 pinceaux de droites de C? dont les sommets sont en position



-
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genera.le et de 'unique faxmlle des conxques passant par ces sommets on peut le representer

par le 5-tissu de (C?, po) dont les champs de vecteurs assoc1es sont 8;,0,,X3 = 0, +

16,,,X4 =0, + "‘;1-6 et Xs =0, + {T:L-I-%@ avec po générique. Le 5-tissu B n’est pas

linéarisable. Ce resulta,t connu peut étre vérifié a.xsement grace au corollaire 3 ; en effet,
on a

bg ‘ b4 h b5 ; b3 b4 i b5 k
B2 B2 = (b b B |#0
| Xa(b;;) X4(b4) X5(bs) 0 0 X5(b5)
par un calcul direct ou le corollaire 1 (propnete a)). On peut aussi vérifier ce resultat en

. utilisant le corollaire 2 ; en effet, une transformation projective ne rendra jamais linéaire
les courbes intégrales de Xs. :

' Remarque 1. Le “théoréme” fondamental de la nomographie encore appelé conjecture
de Gronwall (résultat annoncé en 1912 4 la fin de l'introduction de [G]) peut s’énoncer
avec les hypothéses du théoréme 1 bis sous la forme suivante :

: ?ﬂsi d = 3 et'a;.;(9,,(Log'b3)'?é 0le ‘systéme"’(*‘bis) admet au plus une so]jution.“ “

§3 Polynome assocxe 4 un d—txssu de (C2 0)

* Soit W un d-tissu de (C?, O) dont les champs de vecteurs associés sont X = 0; +
b,-ay pour 1 < i < d. L’hypothese de position. générale montre (via un déterminant de
'\\‘andermonde) qu il exxste des Pk € C{x,y} umques tels que Pon ait : :

P0+P1b +sz2+ + P lb‘ 1-X(b)pour1<z<d

ccetdlen pose  Py(z,y; b) Z Pk(:t y)b"

On appelle PW le po]ynome assocxe AW et I'on note deg Py son degre par rapport ab;
le polynéme Py est I'unique élément de C{z,y}[d] tel que 'on ait :

deg Py <d—1 et Py(z,y;bi(z,y)) = X,(b,)(:z:,y) pou‘r‘ 1<i<d.

"Proposﬂclon 3. Sozt W un d-tzssu de (C2 O) dont les cba.mps de Vecteurs assoc:es sont

Xi=0:+b;0, pour1 <i <d. Alors le po]ynome Py = E Pbr e C{x,y}[ ] assocxe a

- W possede les propriétés suivantes :

1) W est linéaire si et seulement si Pw 0;

ii) en tout point z voisin de 0 € C2?, les d feuilles dew passa.nt par z sont les graphes
dans (C?,0) d’éléments y; € C{z} qw vérifient lequatzon différentielle du second ordre
swivante :

-—P0+P1y + .4 Py 1(y)d I—Pw(:c v;y');
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ili) W est linéarisable si et seulement si, deg Py < 3 et (PO,Pl,PQ,P:;) est une solutxon
du systeme dszerentze] non linéaire (2) du §1 ‘

, Demonstratzon 1) Pa: deﬁmtmn de Py, ¢’ est une conséquence du corollanre 1 (propriété
)). i | e
i) Soient F(:z y) ste les feuilles de W passant par z. D’aprés le theoreme des
fonctions implicites, il existe y; € C{z} tel que Fi(z,yi(z)) = cste et l'on a

a,,(F,-)(z, vi(2)) + vi(2)0y (Fi)(z, yi(2)) = 0

soient yi(z) = b,-(:z y,-(x)) et yi'(z) = X (b; )(x y,(:z:)) d’oﬁ le résultat par définition de
(iii) Suffisance. Par deﬁmtlon de Pw, c’est une conséquence du theorerne 1 du §2.
Nécessité. Pour d > 4, c’est également une conséquence du théoreme 1 du §2. Pour d < 4,
on peut vérifier que si ¢ = (¢1,¢2) : (C?,0) — (C?,4(0)) est un isomorphisme local alors
Y =P+ Py + Po(y)? + Ps.(y')? est tra.nsformee par ¢ en une equatlon différentielle
‘de la méme forme ‘

Qo+Q1 Y'+Q2 (Y )2+Q (Y’)3

ou les Q; dépendent de ¢1,, ¢2,Fo, Py, Py et P3. D’apres 'hypothése on peut supposer que
¢ linéarise W et ’hypothese de position générale entraine (quitte a composer ¢ avec une
transformation linéaire) que l'on a @ = 0 pour 0 £ k¥ < 3. Un calcul montre alors que
'on a nécessairement les formules (3) du §1 dans lesquelles By est remplace par Pk pour
0<k<L 3 Ce qux démontre le résultat d’ apres le§1. 0 T

Remarque 2. On peut venﬁer que la cond1t1on 2 (Po,Pl,Pg,P;;) est une solution du
systéme (2) du §1, est la condition (necessaxre et suffisante) de R. Liouville-Tresse pour
que P’équation différentielle y" = Py 4 Py.y' + P2.(y')? + Ps.(y')? soit transformée par un
isomorphisme local ¢ : (C?,0) — (C?,¢(0)) en Y =0 (cf. [L] et [T] ; pour un point de
vue légérement différent, on peut également consulter [Ar], chap. 1 ; §6). Ce qui précéde
donne une nouvelle démonstration de ce résultat ; de plus, on notera que la proposition 1
; ‘du §1 detenmne les 1somorphlsmes locaux ¢ possxbles

§4. Applications

On s’intéresse ci-dessous a quelques cas particuliers. .
Proposition 4. Soit W un d-tissu de (C?,0) dont les champs de vecteurs associés sont
0:,0, et X; = 0; +b;0, pour 3 <1 < d. Alors W est linéarisable en un d-tissu linéaire
contenant deux familles de droites paralléles aux axes de coordonnées si et seulement s'il
" existe des fonctions By = Bi(z) et By = By(y) telles que By +b; B2 M pour3 <i<d.

" Démonstration. Les feullles des familles 1 et 2 sont transformées par un isomorphisme
local ¢ = (1, 62) : (C*,0) — (C?,4(0)) en des droites paralléles aux axes de coordonnées

si et seulement si G,(¢1) = 8:(d2) = 0. I\zecessa.lrement d’apres les formules (3) du §1, on
a 31 z, ((;)) et Bz f;, ((;')), et le systeme (x bis) du §2 se réduit & -

Bi(z) + By (y)b; = 2(-’5(-1—)—'—) pour 3 <:<d
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puisque 8, (B'_)) =0 (Bl) = 0 Ce qui montre le resultat & apres le theoreme 1 bis du
§2. O

Exemple 2. Soit W un 3 tzssu de (C?, ) 0) dont les champs de vecteurs associés sont 0:,0,
et X = 0; + b9, avec :

- 5,0,(Log b) = 6;(‘?”“’;)) % 0.

Alors b = -'“’—;% ou ¢ et 3 sont des fonctions analytiques d’une variable et -—Ql = ﬁ',(—(—:-)— +

¥i(y)

,b ( ¥''(y) )’ ce qm montre que ¢ (Sp( ) z/)(y)) lmea.nse W en le 3—t1ssu de c? dont les

_courbes intégrales sont (si et n sont les fonctlons coordonnees)

: f-csten-csteet{ n = cste

o (on. a X (Lp) X (1,[)) d’apres ce qui precede) Autrement dxt o8 hnearzse W en le 3-tissu
 de C? constitué par 3 pinceaux de droites dont les sommets [1,0,0], [0,1,0] et [1,1,0] sont
: ,ahgnes : R . ~ u

. Smt W un d-tlssu de (C2 0), on rappelle que si F} = cste sont les courbes de niveau
de ¥/ alors le rang de W, noté rgW, est la dimension du C-espace vectoriel des relations
abebennes A de W ou

A= {(gs(F ))1<z<d ,g, a-nalythues et Zg,(F )dF = 0};

i=1

on sait que rgW ne dépend pas du choix des F; et que on a les megalztes smvantes (cf.

0<rgW< l(d —1)(d-2).

Par exemple si W est un 3-tissu de (C?,0) dont les champs de vecteurs associés sont

: 53,3 et X =0; + b0, on a I’équivalence suivante :

rgW =1 si et seulement si 8,8,(Log b) = 0.

En effet, les courbes intégr‘a.l‘es‘ de W sont z = ‘cste,,y = cste et F = csteolih =
"'gz"“£§;§ si rgW =1 et si o'(z)dz — ¢'(y)dy + x'(F)dF = 0 est une relation abélienne alors

nécessairement b = -:’,—:%f% et par suite 8;:0,(Log b) = 0 ; inversement si b =

X(c,o p)=0et (,o(z) 1/)(y) + x(F) = O d’ott le résultat.

( ) alors
y)

Pour 1llustrer ce -qui précede, on se propose de rewslter en compagme de Pomcare le
theoreme de Mayrhofer et Reidemeister suivant : , :

tout 4-tissu W de (C?,0) tel que tout 3-tissu extrait de W soit de rang 1 est linéarisable
en un 4-tissu de C? constitué par 4 pinceaux de droites.
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On peut supposer que les champs de vecteurs associés a W sont J;, By, X3 =0; + b3 0,
et X4 = O; + b48,. Par hypotheése on a des relations abéliennes de W :

(l 34) = (O’](I), 0’ 03(F3)v ,0[4(F4))

(234) = (0, Ba(v), Bs(F3), Pa(Fy))
(123) =(¢'(2),~¥'(¥), x3(F3), 0)
(124) = (1'(z), =0'(v),0,x4(F1))

- ou bg = 4”—(—;% et by = -",——-% Les relatlons (1 34)et ('7 3 4) sont C- hneanrement mdepen—
dantes et il y a deux cas a envisager.

Cas 1. (1 2 3) et (1 2 4) sont engendrées par (1 3 4) et (2 3 4) ; on vérifie alors
que dans ce cas by = koby ou kg € C-{0,1} et que ¢ = (p(z),¥(y)) linéarise W en
4 pinceaux de droites de C? dont les sommets {1,0,0}, [0,1,0], [1,1,0] et [1,ko,0] sont
alignés (on a X3(¢2) = X3(¢1) et Xy(¢2) = koXy(61)). De plus, on peut supposer que
@ — %+ x3(F3) =0 et que l'on a ko — ¥ + ps(Fy) = 0 ; en effet, by = ko%(—% entraine
que I'on a X4(koy — ) = 0. Ce qui montre que espace vectoriel des relat1ons abéliennes

}4 de W admet la ba.se smvante

((P’ 3 '—@bl ] X.{i | 3 0 )
Ceop! o ¥ 0 ;o)
(ko(ko — Vo',  (I—ko)¥y' ,  kexaxs »  —paps )

puisque l'on sait que dans tous les cas on a rgW < 3.

Cas 2. Par exemple (1 2 3) n'est pas engendré par (1 3 4) et (2 3 4), et il y a deux
situations possibles :

~(a) (1 24) est engendré par (1 3 4) et (2 3 4) ; dans ce cas, quitte & multiplier par des
constantes convenables les relations abéliennes précédentes, A admet la base suivante :
| | (e1(z), 0,a3(Fs) , ay(Fy))
; (P) oy SRET : (0, 182(3/))3 53(F3)) ﬁ4(F4))
| 1(30,(3)1 -d)l(y)a X?&(F:*)a 0)

avec 03(F3) + /B3(F3) =0.

(b) (1 2 4) n'est pas engendre par (1 3 4) et (2 3 4); dans ce cas, qultte a multiplier
par des constantes convenables les relations abehennes precedentes A admet une base du
méme type que (P.), mais avec :

as(F2) + Ba(F) + xX4(F) =0.
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" Dans'le ca,s~2,“(a,) ou(b)’ on vérifie que ¢ =~T(’;;-%%§Z, %);—8-;) linéarise W en 4 pinceaux de
droites de C? dont les sommets sont [1,0,0], [0,1,0], [0,0,1] et [1,1,0] pour (a) (resp. [1,1,1]
pour (b)) ; en effet, d’apres ce qui précede les 4 points

[ (2),0, (2], [0, Ba(y), -w(y)}, [e3(F ), Bs(Fs), xb(F)] et [aa( Fa), Ba(Fu), 0]

de P? engendrent une droite de P%, ce qui par dualité donne ¢ (cette remarque n’est qu'un
cas particulier de la construction de I'application de Poincaré (cf. [C] et ci- dessous))

Pour résumer ce qui précéde, on a rgW = 3 et les trois linéarisations possibles :

s w3

‘ Enﬁn Pon montre comment l’xnterpretatxon geometnque du theorerne général de linéari-
~sation du §2 permet de ”comprendre”, via 'application de Pomca.re le résultat cla.ssxque
suivant : : :

~ tout 4-tissu W de (C2 0) dont le- ra.ng est maximal (i.e. rgW 3) est Imea.nsable

801t W un d-tlssu de (C2 O) dont les courbes mtegrales sont F; = cste, quitte a faare un
o changement linéaire des coordonnées, on peut supposer que 8,(F;)(0) # 0 pour 1 <1 <d.
A toute solution (By, By, B2, B3) du systéme différentiel non linéaire (x) du §2, on peut
associer un isomorphisme local qS (C%,0) — (P2 #(0)) qui hneanse W ; il suffit d’apres

le théoréme 1 du §2 de poser ¢ = [w;,ws,ws] ol (wy,wq,ws) est une base des solutions du
~systeme différentiel linéaire (1) du §1 déterminé par les B;. Inversement, si ¢ = [wy,w2,ws)
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linéarise W, les expressions qui précedent les formules (3) du §1 déterminent les By pour
0<k<3 |

On notera que si ¢ = [w;,ws,w;] linéarise W, il existe d relations dans C{z,y} de la

forme suivante :
@ w10i(Fy) +waBi( F) +wami(Fi) =0 pour 1<i<d
ot les o;, B; et ~; sont analytiques.

Si maintenant W est un 4-tissu de (C?,0) de rang 3, toute base des relations abéliennes

de W :

(@1 (F1), a2(F2), o3(F3), as(Fy))
(51(F1),52(F2),ﬂ3(F3),ﬂ4(F4))
(71 (F1)972(F2)) 73(F3)’74(F4>)

permet de définir (essentiellement parce qué le rang de W est maximal) 4 germes d’applica-
tions Z; : (C?,0) — (P?, Z;(0)) de rang 1 et telles que Z;(0) # Z;(0) en posant

= [0i(Fy), Bi(F), 7i( Fy))-

-
]

o 4
Ona} ZdF; = 0 ce qui montre qu’au voisinage de 0 € C?, les 4 points Z;(z, y) engendrent
$z=1

une droite P!(z,y) = {Zi(z,y)} de P2

On obtient ainsi un germe d’application
F:(C?,0) = (P F(0)) ot F(z,y) =P (z,y)

appelée application” de Poincaré de W ; on vérifie, grice a lhypothése de position
- générale, que F' est un isomorphisme ; ce qui montre que F' linéarise W : si . désigne
~ le produit scalaire dans C* on a F(z,y).Zi(z,y) = 0 pour 1 <7 < 4 ce qui correspond aux
relations (d = 4) ci-dessus !

_Autrement dit, les relations abéliennes d’un 4-tissu W de (C?,0) dont le rang est max-
imal permettent de “résoudre geometnquement 7 via ’application de Poincaré de W, le
- systéme différentiel non linéaire (*) du §2 associé & W. :

Remarque 3. Les Z; définissent 4 germes de courbes analyuques lisses (C;, Z;(0))
: dans P? qui sont transverses & la drmte P1(0) en 4 points distincts Z; (0) La relation

‘ E Z; dF; = 0 permet de constn.ure une relation abélienne d’ algebnsatlon E gi(Fy )dF; =0

‘ x—l =1

ot g;(F;) # 0 pour 1 < < 4, et d’apreés le théoréme de Lie-Darboux-Griffiths (cf. [Gri], p
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- 367) il exxste une courbe a.lgebnque C’ C P? de degré 4 (non necessaxrement 1rreduct1ble et
eventuellement smguhere) contenant les germes (C;, Z;(0)).

]P (0) [F (2«,?)

~ Autrement dit, Papplication de Poincaré F transforme W en le ¢- tissu linéaire Lc de
- P? associé 4 la courbe C de P? ; par dualité, si aucune des composantes irréductibles de C
est une droite projective de P?, alors L¢ est constitué par les tangentes & la courbe duale
~C ¢ P?, de C ; sinon toute composante irréductible de C qui est une droite projective
D de P2 correspond 4 la famille de L¢ constituée par le pinceau de droites de P? dont le
sommet est le point D de P2.
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‘ DETERMINATION DES TISSUS DE RANG MAXIMAL
DE C2 QUI SONT LINEARISABLES

§0. Introduction

- Un d—txssu W de (C2 0) est défini par d feuﬂletages (d > 2) de courbes analytiques
' complexes lisses de (C?,0) en position générale ; on s'interesse & letude geometmque de
telles configurations, c’est-a-dire ¢ un isomorphisme local ¢ : (C?,0) — (C2?, qﬁ(O)) pres
(cf. le livre classique de Blaschke et Bol [B-B], et I’article de Chern [C])

On rappelle que si {Fi(z,y) = cste} sont les d feuilles de W, le rang de W, noté: rg W
est la dimension du C-espace vectoriel A des relations abéliennes de W ou

d
A= {(gz(F ))1<z<d ; gz € C{t} et Zg,(F )dF = O}

=1

~on sait que rgW ne dépend pas du choix des F,- et que I'on a les inégalités suivantes :
0<rgW< (d——l)(d 2)

~ Un d-tissu est linéaire s1 ses d feuilles sont des (morceaux de) droites de C?, non
‘nécessairement paralleles ; par exemple, le d-tissu de (P2, 0) constitué par les tangentes
issues d’un pomt générique a une courbe algébrique c de IP’2 de classe d est hnea1re Sl le

d—t1ssu W est linéaire, I’existence d’une relation abehenne E g,(F )dF; = 0 avec gl(F ) #

pour 1 < ¢ < d permet, grace au théoréeme de Lie- Darboux Griffiths (cf. [G], p. 367),
~ de montrer que W est associé, par dualité, & une courbe algebraque de P? dont le degré
‘est d ; dans ce cas, le theoreme d’Abel entraine que le rang de W est maximal (i.e.
rgW = 3(d — 1)(d — 2)) (en ce qui concerne les propriétés des tissus linéaires de (C?,0),
cf. l’appendice ci-dessous). '

On dit qu'un d-tissu W est lznea,rz.sable s'il existe un 1somorph1sme local ¢ : (C*,0) —
(C2 #(0)) qui transforme W en un d-tissu linéaire. On sait depuis ’exemple de Bol (cf.
remarque 1) qu 1 existe des d-tissus de (C?,0) dont le rang est ma.mmal et qui ne sont pas
linéarisables.

Dans ce qui suit, on se propose de repondre sla questlon suivante de Chern (cf. [C],p6):
détermaner les d-tissus de rang mazimal de (C?,0) qui sont linéarisables. Plus précisement,

1



on va caractériser ces derniers et décrire (pour d > 4) toutes les linéarisations possibles.
Les résultats obtenus ci-dessous completent et prolongent I’étude de cas particuliers faite
dans le chapitre 3 du livre de Blaschke et Bol cité plus haut.

d—1
Si I'on désigne par Py = 5 Pib* € C{z,y}[b] le polynéme associé & un d-tissu W de
k=0

(C?,0) introduit dans [Hé] (cf. §1. ci-dessous) ( les d feuilles de W vérifient ’équation
différentielle du second ordre y" = Pyy(z,y;y')), on a le résultat suivant :

Soit W un d-tissu de (C?,0) dont le rang est mazimal,

alors W est linéarisable s1 et seulement s1 deg Py < 3.

La démonstration de ce résultat pour d > 4 (cf. §3) utilise fondamentalement les
_propriétés géométriques de ’espace des relations abéliennes de W rappelées dans le §1
et complétées dans les §§2 et 3, et donne une descrlptlon géométrique des hnea.nsatzons
_poss1bles de W.

Pour la commodité du lecteur, on a regroupé dans un appendice les résultats essentiels
(et leurs démonstrations) concernant la géométrie des tissus linéaires de (C?,0).

§1. Rappels et introduction des notations

Soit W un d-tissu de (C?,0) ; les d feuilles de W sont les courbes de niveau {F = cste}
d’éléments F; € C{z,y} en posztwn générale (i.e. dF; AdF;(0) # 0 pour 1 <1 < j < d).
On peut supposer, quitte & faire un changement linéaire de coordonnees que les feulles
de W sont les courbes intégrales des d champs de vecteurs SUIVATLS

X;i =0, +b0, pour 1<:1<d

oub € C{z,y} avecb(O)#b(O)pourl<z<] <d.

~ On dit que W est linéarisable s'i] existe un 1somorphxsme local ¢ (C2 0) — (C2 #(0))
_qui transforme W en un d-tissu linéaire (i.e. un d-tissu dont les feuilles sont des (morceaux

de) dro1tes de C2, non necessaurement paralleles)

A Polynéme associé ¢ W (cf. [Hé]) 3 -
' ' . , o S d=1

- D’aprés ’hypothese de position générale, il existe un unique élément Pyy = 5 Pb* de
- C{z,y}[b], appelé le polyndme associé ¢ W, tel que 'on ait : :

deg Pw<delet Py (z, y;b-):X(b‘) pour1<i<d.

Les d feullles de W sont les. graphes d’elements yi € C{x} qu1 verlﬁent l’equatlon
différentielle du second ordre : \
y” = PW(x’ Y y')a

et I'on a le résultat suivant :
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Théoréme 1. W est linéarisable si et seulement sy deng <3 et (P, P, Py, P3) vérifie
le systeme dn?erentle] non Jmea1re suivant ; :
‘ B2(Py) — 20,8, (Py) + 39%(Po) + 6Po0.(Ps) —3P28 (Po)
— 3Py0,(Ps) + 3Ps0,(Py) + 2P10,(Py) — P03, (P3) = 0
=) 362(Py) — 20.0,(Py) + 0X(Py) — 6Py3,(Po) + 3P 8.(P)
| + 3P3 8, (Py) — 3P0y (Ps) = 2Py 0, (P2) + P28,(P1) = 0

Remarque 1. On désigne par B le 5-tissu de Bol de C* ; ce 5-tissu de rang mazimal
(cf. [Bo]) est constitué par 4 pinceaux de droites de C* dont les sommets sont en position
générale et de I'unique famille des coniques passant par ces sommets. Le 5-tissu B n’est pas
linéarisable ; ce résultat connu est une conséquence immeédiate de ce qui précede puisque

deg Pp = 4.
- B.Géométrie de lespace des relations abéliennes (cf. [C-G]) :
Soit W un d-tissu de (C?,0) avec d > 4 et dont le rang r = rg W = dimc.A est ma,zzmal
1
(e r= §(d —1)(d—2) ou

: d ;
A= {(gi(Fi))lgigd ; gi € C{t} et Z gi(F)dF; =0}).

1--1

~ Soit. ('yz (F IR <icq Ume base de 4 ; puisque le rang W est mammal on peut définir,

T 1<5%r
d apres une idée de Poincaré (cf. [P]), d germes d’applications de rang 1

Z;:(C?,0) — (IP’"1 Z:0))
en posant
Zi = [ (B (B, - (FD)):

Les d points Z; ne dépendent que du tissu VW et non du choix des Fj, et un changement de
base pour A se traduit sur les Z; par un automorphisme linéaire de P71,

Chaque Z; définit un germe de courbe analytique complexe lisse (C;, Z;(0)) dans P"?
et I'on desxgne p& Z! (:z: y) un pomt (dlstmct de Z ((z,y)) de la tangente a C’ en Z;(z,y).

Par construction on a E ZidF; =0 et puisque le rang W est mammal lhypothese de
1=1

_ position générale permet de montrer que les d points Z;(z,y) engendrent un sous-espace

linéaire P4~3(z,y) de P! de dimension d — 3. De plus, par dérivation de la relation

d : ;
> ZidF; = 0 on obtient que les 2d points Z;(z,y) et Z!(z,y) engendrent un sous-espace
1=1
- linéaire P24~ G(m y) de P"71 de dimension 2d — 6. Ce que l'on résume par

{Z (z,9)} =P 3(z,y)
(Zi(2,9); Zi(z,¥)} = P4~ (z,y).
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Les d points Z;(z,y) sont en position générale dans P4~3(z,y) (i.e. (d—2) points quelcon-
ques pris parmi les Z;(z, y) ne sont pas dans un hyperplan de Pi=3(z,y)), il existe donc une
unique courbe rationnelle normale de P 3(.1: y), notée E(z,y), qui passe par les Z,(z,y)
pour 1 < ¢ < d. Pour (:z: y) fixé, et & un automorphisme linéaire pres de P4=3(z,y), la
courbe algébrique E(z,y) admet la paramétrisation suivante :

b~ [1,0,0%, -+ 0078

‘Chaque courbe E(z,y) de P?73(z,y) est donc lisse, irreductiblé non degenerée sid>5
~(i.e. E(z,y) nlest pas contenue dans un hvperplan de Pi=3(g, y)) et de degré rmmmal a
savoir d — 3. s ; :

§2. Application de Darboux-Blaschke pour les tissus de (C?,0) dont le rang

- est maximal

Soit W un d-tissu de (C?%,0) avec d > 4 et dont le rang = rg W est mazimal (r =
1 .
S(d=1)(d~2)).

En s’inspirant de Darboux (cf. [D]) et Blaschke (cf. [B]), on pose avec les notations du

8l
d (F
Bz, y,b) H(m y; ). Z} . 2
ou
o a4 |
(e, y;0) = [J(0 = b:) =42 + 016 + 02092 4 4 0.
=1 : : :‘ : v

Grace a la relatmn }: Z; dF = 0 et puisque l’on peut supposer que {Z3<.’L‘ y) Z4(:c Y),-
; il )
Zd(:c y)} = Pd 3(1: ), le:\pressmn E deﬁmt une apphcatlon ' ‘

B (C2 0)><1P’1 P

appelée application de Darbouz-Blaschke de W, qui représente la famille U E(z,y)
(z,y)€(C,0)

de P! des courbes rationnelles normales E(z,y) C P=3(z,y) au voisinage de E(0) =
E(0,0).



En effet, on a

E(x,y;‘b)‘-_— { Z@(F)Z +b2 Zbay(p)z+ Zb?@(F)z+ }

=1

= b‘{ ! (ZB (F3)Z ) +bd -2 (Zbiay(Fi)Zi + 01 Zay(Fi)Zi)

g |
+bdf3 <Z 25 (F VZ; +Ulzb0 (F)Z +0226 (F)Z)

= pd-3 (E b0, (F)Z: ) + bd”“ (Z 55 (F )Z +o; Zlﬂ@ (Fi)Z; )

i=1

: p .
+ b8 (Zb‘}a (F)Z +alzb3a (F )Z; +02252a (F)Z)
R VAN A\ v 1=1 ; =1

+Zbd 10 (F)Z +olzbd 29, F)Z oo 3Zba

1=1 : iy x—l ’ i=1

pmsque la relation Z Z; dF = O entrame
=1

& Za (F)Z _0_.Zb8 (F)Z

; r—l

(on a X;(F;) = 0 pour 1 <i<dou X;=0, +b ;0y). Ce qui montre que E est polynormale
en b de degré d 3 et a coefﬁc1ents da.ns C{x y} de plus on a

E(z,y; 0 2623 (Fy)Zi etE(:z: y,b)-—Z(:z: Y) pour1<z<d

i=1
Ainsi, & (z,y) fixé, l’apphcatlon b~ E(:z: y, ) paramétrise la courbe rationnelle normale
E(z, y) C P ¥(z,y). ; , ,
Le sous-espace lmeaz're {E 8b(E) 8 (E)} de IP” 1 est de dzmsnszon 2
en particulier rg .5 E > 2. ‘
En effet, chaque courbe E(z,y) est lisse et si §,(E) € {E, Bb(E)} alors

= (Srawrz) v (Suawra s n Y hawrz)
=1 i=1 ‘ 4=l

4idogs Zb:‘.’ay(F;)ZZf =0 modulo {Z;}

i=1
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ce qui est absurde puisque 'on peut supposer que
{Z3(:Ea y)a e er(k"an); Z;(‘Tvy)> T, Zt’i($7 y)} : P2d—6(x7 y)a ‘

d’ots le résultat.
- d—1 i i :
Lemme. Si Py = Y Pb¥ est le polynéme associé & W, alors I’application de Darboux-
k=0
Blaschke E de W vérifie la relation suivante :

R "ba(F) | bi10,(F)
= ; b~ by) ,+P“§ (G=b =

En particulier, on a deg Pyy <3 si et seulement si, rg(x,y;b)‘E est constant et égal a 2.

Démonstration. D'apres (A), on a

o..}:a(F)z_Z(b bb__)‘z By,

=1
d
8,(F;) ba(F)
=5> bu—bizi“ b—b Zi

raz (“§>= o, ( . %E_?Zz)

B 1=l ~
Wi ; =
_ N %0(F), 8:(Fy) y(F) : (b )5 (F)
“‘; b—b; Z”Lz.:‘ b—b; Sl Z (b b;)? “
et d’apres ce qui précede
E 9: ()
8y (b—ﬁ>_—a,, ; e z,>
d d
__\ %o0(F),, 8z(F)3 (F) : 9y (0:)0,(F) ,
= e AR ‘Z oy Zi .

1=1 =1 =1



Ce qui ‘montrke‘ que l'ona

() <§> z -——-—-———

d : d yd—1
8,(Fy) bOY(F) , o o WTOE)
"'PO Z(b-—b Z(b—b)2 "’+Pd'—l-z (b—-bz)z Z;

par deﬁmtlon de Py (PW(:I: Y5 b; ) = \ i(b;) pour 1 <1 < d)
D’apres (A), on a ~

1=1 . Ll s
d d
b0y (F) o (<(b=b)+D)3(F), . E

; b—b; Z“; T ek Z'“b'n’

d d

s BO(FE) , o (2hi(b = bi) + 88:)0, (F) 2 £ u
; b‘—yb,-_Z’,‘—@?__—"; S Z;=b 'n ohis
zd:bi?ay(F,)Z 2L (=B3(b = b)) + 062D, (F)Z

1=]1 b—bi 1_i=; . b—b k

: E

Ce qui moi’iﬁr.e que 'on a

2 8,(F) b28,(F)
Poz(b—b)2Z+ -+ Ps. Z(b—b)z

E
= =0, {[Po + Pib+ Ppb? +,Pgb3];ﬁ} :

d’ou la relation du lemme d’aprés ce qui précéde. Enfin, si deg Pw < 3, alors d’apres la
relation précédente 0.(E) € {E, 0y(E),0y(E)} d’ou rg E = 2. Inversement, sirg E =2
alors 8:(E) € {E, 8,(E),0,(E)} et la relation précédente montre que l’on peut supposer
que l'on a

b10,(F) b~ la(F)
P“Z(b-b)2z+ +Pdlz e Z; =0.

1=3

D’apres I'hypothese de posmon generale et via un déterminant de Vandermonde on a
" nécessairement Py = Ps = --. = P;_; =0 d’ou le résultat. O
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Corollaire. On suppose que deg Py < 3, alors par tout point E(zg,yo;bo) de E(zq,yo)

passe exactement une famille a I-parameétre d’éléments de U  E(z,y), et chaque
(z,y)€(C2,0)

membre de cette famille différent de E(x¢,yq) ne rencontre E(zq, yo) qu’au point E(zq, yo; bo).
Démonstration. Soient (E;)i<j<r les composantes de E, on peut supposer que l'on
: 1. B E,
By B

E;
précédent et puisque Py = Py + Pib + P;),b2 + P3 b%, chaque —E— ver1ﬁe lequatxon aux
1

a Ej(zo,Yo; bo); # 0 et localement E = |1 ] D’apres la relation du lemme

dérivées partielles du premier ordre suivante :
0:(2) + b9, (z) + PwOy(z) = 0.

Ainsi, E7Y(E(z0,y0; bo)) est la courbe caractéristique de l’éqtiatiOn ci-dessus qui passe par
(zo,yo0; bo), c'est-a-dire la solution du systéme différentiel

dr dy - db
=5

T
qui passe par (g, Yo; bo). Autrement dit,'E"l(E(mo;yo; by)) est la cdurbe z ~ (z,y(z);
y'(z)) ou y(z) est I'unique solution de l'équation différentielle du second ordre y"(z) =
Pyw(z,y(z);y'(z)) telle que y(mo) = yg et Y (mo) by. Ce qui montre que la famille a

1-parametre cherchée est
b~ E(z,y(z); b)

(chague membre de cette famille passe par E(zo,yo;b0) en b = y'(z)). De plus si
E(zo,y0;80) = E(z1, (:cl) p1) pour (:co,yo) # (z1, y(z1)) suﬁ'isamment voisins, alors
Bo = b et f1 = y'(z;1) puisqu’il existe une unique solution de y"' = Pw(x Yy ) qui passe

par (o, %0) et (z1,y(z1)), & savoir y(z). O
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§3. Détermination des tissus de rang maximal de (C?,0) qui sont linéarisables

Soit W un d-tissu de (C%,0) avec d > 2 et dont le rang est mazimal (i.e. g W =
2(d ~1)d=2)=r). Sid=2 (resp. 3) alors il est bien connu que W est linéarisable,
et méme parallélisable puisqu’il existe un isomorphisme local ¢ : (C%,0) — (C?, 4(0)) qui
transforme W en un tissu linéaire dont les feuilles sont { = cste, n = cste (resp. £ = cste,
n = cste et £ + n = cste puisque dans ce cas l'on a une relation abélienne non triviale :

On suppose désormais que l'on a d > 4.
- On rappelle qu’une surface de Veronese de P~ est une surface algebrxque V de Pm-1
paramétrée, a un automorphisme linéaire prés de Pr- 1, par,

(b’ t) ~ [1’ b’ t’ b2) b‘t>t2;‘. w ) td.—B];

autrement dit, V est déterminée par la donnée d'une base du C-espace vectoriel des
‘polyndmes homogénes de degré d — 3 de C[z, 21, z2]. Une surface de Veronese de P™~! =

Pz4(d=3) est lisse, irréductible, non dégénérée pour d > 5 (i.e. non contenue dans un hy-
perplan de P"1) et de degré (d — 3)* ; pour d = 5, c’est “la” surface usuelle de Veronese
e P° qui de plus dans ce cas (et seulement dans ce dernier) est non degeneree et de degré

‘~m1n1ma1 a sav01r 4

‘:;;;Theoreme 2. Soit W un d-tissu de (C%,0) avec d > 4, de po]ynome associé Py et
‘dont le rang r est mammal (le. r = 3(d— 1)(d — ‘7)), alors les conditions suivantes sont

“équivalentes :

1) w est linéarisable ;o
) la famille U E(a: y) est contenue dans une surface de Veronese V de ]P”“’
(z,9)E(C?, 0. :
ii) deng < 3.
Démonstration. i)=>iii). C’est une conséquence du théoréme 1. iii)=»i). Quitte
modifier l'ordre des composantes E; de 'application de Darboux-Blaschke E de W, on
peut supposer d’ apres le lemme precedent que l’apphcatlon :

e= [EI,EQ,Eg,] 1 (C%,0) kuP’l —P?

“,,ver1ﬁe rg e = 2 de plus, d’apres le corollaire qui precede et le theoreme de Bezout
dans P?, chaque courbe algébrique e(z,y) de P2 (ie. paramétrée par b ~ e(z,y; b))
est une drcnte (e(zo,v0) et e(z,y(z)) ont exactement un pomt commum pour (:co,yo) #*

(z,y(:c))) Par dualité, on obtient ¢ : (C2 0) — (1?’2 $(0)) en posant (z, y) = e(a: y)

et par construction ¢ linéarise W ; en effet ¢({Fi(z,y) = cste }) est la droite de IP’2
qui correspond a e(z,y; b;i(z,y)) et lhypothe’se de position générale montre que ¢ est un
isomorphisme local : ‘



=~ ;F%,,Cb(éﬁ e(o))

11)=>1) “Soit v : P? = u(P?) = V C P! le plongement de la surface de Veronese
Vo U  E(z,y), alors v} (E(z,y)) est une droite de P? puisque
(2,9)E(C? 0) | .

- d =8 =deglo(v™H(E(z,y))) = (d - 3). deglv™!(E(z,9))]

: V.5 ;
et 'on conclut comme dans iii)=>i) en posant ¢(z,y) = v~ (E(:z:y)) € P2. 1)=ii). On
peut supposer que W est linéaire, c’est-a-dire F; = y — z.b; ol X; (b J=0pour1<:<d
(cf. [Hé], §2), et I'on obtient d germes d’applications de rang 1

U; : (C%,0) — (P, Ui(0))
" en posant U; (:c,y [1,b:(z,y), F(:c y))- Puisque W est de rang maximal' il existe une
relation abélienne d'algébrisation Z gi(F;)dF; = 0ot g,(F) #0pourl <£:1<d; grace au

théoreme de Lie-Darboux- anﬁths (cf {G], p. 367 et appendice §4) il existe une courbe
algébrique réduite I' = {f(s,t) = 0} de P? de degré d (non nécessairement irréductible
et eventuellement smguhere) contenant les d germes de courbes analytxques lisses de P?

- deﬁms par les D Autrement dit, on.a W = [Zp ou Lr est le d-tissu linéaire de ]P’2 associe,
par dualité, a la courbe algebnque I c P2 Si wr est le faisceau dualisant de T, alors
HO(I‘ wr) est engendré sur C par o o o

std

el - N < < d-3 .
at(f)(s’t)dsou()__zﬁ-]_d 3

10



11

Or d’aprés le théoréme d’Abel (cf. appendice §3), H°(T,wr) est C-isomorphe & l'espace
vectoriel A des relations abéliennes de W, ce qui montre que (dans ce cas) l'on peut

supposer que l'on a
Z,‘(.’IJ, y) = [1; bi,y — z.bi; b127 (y ‘_' z'bi)bf’ (y— x'bi)Z (y —z.b; )d 3]
pour 1 < i < d. D’ou le résultat, puisque dans ce cas on obtient

E(:z:,y; b) =11; b, y — x.b; b2, (y — :c.b)b, (y — :z:.b)z; e (y — x.b)d"3]. O

Remarque 2. Au cours de la démonstration du theoreme 2 on a ob’cenu la description
suivante d’un d-tissu W de (C2,0) de rang maximal et hneamsable (d > 4), via l’espace
vectoriel A de ses relations abéliennes : la linéarisation ¢ définie par e est unique, d un

automorphisme linéaire de P? prés (cf. [Hé]) et ¢ transforme W en le d-tissu linéaire
Lr de 1;2 associé, par dualité, & une courbe algébrique réduite I' de P? de‘dégfé' d. La
- description de la courbe I C P? est la suivante : chaque germe de courbe C; défini par Z;
est contenu dans une courbe algebrxque C = v(I") de P"~! tracée sur la surface de Veronese
VDo U E(z,y) ol v P u(PY) =V C P! ést le plongement deﬁmssant V.
(z,9)€(C2,0)

La courbe algébrique C de P'7! contenant les C; est non necessa1rernent 1rreduct1ble
‘éventuellement singuliére, non dégénérée (i.e. non contenue dans un hyperplan de Pl
le rang de W est maximal !) et de degré d(d 3).

~ Remarque 8. On notera d’apres ce qui precede que les rela,txons abehennes d un d-
«?‘f%:txssu W de (C2 0) dont le rang est maximal permettent de resoudre geometnquemen’c”
~ ‘jle systéme différentiel non 11nea1re (*) du théoréme 1.

Remarque 4. Pour d=14,1la condltlon m) du théoréme 2 est toujours vérifiée et le
résultat. (resp la demonstratlon) 111)=>1) du theoreme 2 est celui (resp celle) cla531que de

‘Poincaré :
Tout 4-tissu VW de (C?,0) dont le rang est ma:r,ima,l e.st linéarisable |

Vv
~ (dans ce cas, (z,y) ~ ¢(z,y) = e(:c y) = P!(z,y) € P? est I'application de Poincaré de W
(cf par exemple [C-G])) e , PR ey
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APPENDICE

Dans cet appendice on a regroupé quelques résultats classiques sur la géométrie des
courbes algébriques de P? et détaillé les demonstratxons des theoremes de base concernant
la geometne des tlSSUS hnemres de (C2 0). '

- On reconnaitra l’mﬁuence de 'article “Va,natlons on a theorem of Abel” de Grlfﬁths
- [G], ainsi que la démonstration de Darboux du théoréme de Lie concernant les surfaces de
translation (cf. [D])..

§1 Rappels sur la geometrle des courbes algebnques de P2

(cf. [B-P-V], [G-H], [H])
Soit C = {f(s,t) = 0} une courbe algébrique réduite de P?, non nécessairement
~ irréductible et éventuellement singuliere dont le degre est d deg fu Pulsque C est réduite,

le lieu singulier Sing (C) = {f = f, = ft = 0} ou fs —; et ft ——"%jt: est constitué d'un
k nombre ﬁm de pomts de C ' : 9 s ‘ i

On de&gne parn : C—Cla normahsatlon de C; C est une Varlete pro_]ectlve lisse non
k
‘nécesairement connexe : si C' =1 C; est la decomposmon (finie) de C en composantes
LT =
connexes, alors C = Un(C’,-) est la décomposition de C en composantes irréductibles
=1
C; = n(C;) ; de plus, njz, : C; — Cj est la normalisation de C;.

On note x(C) = dimcH(C, O¢)~ dimcH}(C,0O¢) la caractensthue d’ Euler~Po1ncare
de C,et po(C)=1—x(C) le genre arzthmetzgue de C.

Si Pc est le polynéme de Hilbert de C (i.e. associé a C[Zo,Zl,ZQ]/F(ZO,Zl,ZQ) ou
f(s,t) = F(1,s,t)), alors Poc(v) = d.v + x(C). Or '

v+ 2 v+2—d
o (£-()
:dl/-i—l—%—(d—l)(d—Z)

ce qui montre que ’on a

p.(C) = %(d —1)(d-2).
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D apres I’ additivité de x, la normalisation de C donne pa(C') kp@("Cv')'-{— = > 5], d’ou

: ... p€Sing(C)
la formule suivante :

—~(d—1)d 2) Zg,+1—k+ Z 5,

p€Sing(C)

ot g; = dimcH' (C’,, Os ) = pa(C ) est le genre geometnque de C; (1 e. le genre arxthmethue
de la normalisation de C' ) , ‘

On rappelle que
26, =p(Ciyp)+rp—1

ot #(Ci,p) est le nombre de Milnor de la singularité (1solee) p de C’,, et rp est le nombre
‘de branches locales en p de la courbe C;.

Soit we le faisceau dualisant de C ; les sections locales de we sont de la forme

S
éﬁ:—-riouré(?c

g fi fs

Si C est lisse, we = QL. La dualité de Serre et la connexité de C impliquent :

dimeH(C,we) = dim¢ H(C, O¢)
: : : 1
: = po(C) = 5(d = 1)(d - 2).

Soit Q2,(C) le faisceau des 2-formes méromorphes sur P? & péles simples le long de C ;

ds Adt
les sect:ons locales de Q -(C) sont de la forme r S/

our € Oc¢. Le résidu de Poincaré
sur C, noté Resc, donne la suite exacte sur P? :

0— Q% — 03:(C) »wec — 0

ds A\ dt ds di

7 )—r?t—znr?s-surc

ou l'on rappelle que Reéc(r

Puisque I'on a

1sit=2

0 sinon ’

dimcH'(P?,Q%:) = dimc H> " (P?, O ) = {
la suite exacte précédente induit un isomorphisme :

HO(P*, Q5 (C)) = H'(C,wo)-
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- Toute fonction méromorphe sur P? est rationnelle ; ainsi tout élément de H°(P?, Q2,(C))

L ds Ndt | ‘
s’écrit localement r(s,t) _f—(_sT) ou r € Cls, ] avec la condition qu'il n'y ait pas de pdles &
P 1 t' sty
Pinfini. Slszzettzjs—,“alorsf(s,t)z o) ,et l'on a
r(s)dsAdt  F(s)ds' A dt
4 f(S,t) (Sl)deg r—d+3f(sl’tl) )
On doit donc avoirdeg r —d+3 <0 ;or
, 2+d—3\
dime{r € Cl[s,1] ; degrgd——B}:( P >

ce qui permet de retrouver ’égalité :

dime H(Cywe) = 3(d ~ 1)(d - 2).
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§2. Théoréme d’Abel : vers;on différentielle aéycri‘fﬁths (et [G])

Une droite générale H € P2 coupe transversalement Cend points lisses distincts, et
’on a une correspondance d mczdence 3

(B, ) eP xC;iceH)=ICExC ;

la premiere projection induit un morphisme 7 : I — P? génériquement fini, de branches
e iy ; HEIAEE

Pi(z,y) = (v - bi(z,y).z, bi(s, y))

. IV
ou (z,y =tz + s) sont des coordonnées locales sur P?.

Pk

{s=0}t=Hpoy  H-yazy= {[L,s,8~y + 1tz +5 =0}
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Pour toute 1-forme ratlonnelle w sur C, il emste une 1- forme rationnelle Trace(w) sur

P2 définie par Trace(w Z Prw). Si localement sur C’ onaw= r—CJit—S = ——r% avec
: t 8
r € C[s,t] alors w ‘ ;
: Rpbi(z,y)] . -
Trace(w Z Fb: ( ] (dy — bi(z,y)dz)
localement sur I\Ié’z ou pour (z,y) fixé,
F(b) = (y — bz b) et R(b) = r(y — bz, b).
En effet, on a f(y — b;.z b)—O d’ou
66 o . . 9f
( ) L R R
0b; 0b; 8f gy O Of
(1—‘5; )5‘ oy o0 0= g T
. , of | 8f |
puisque F'(b) = —z EP + T Par suite : : |
, 0b; 0b; _ of '
F'(b;)db; = F'(b;) (8:1: dz + By dy> =~ (dy — bi.dz).
Ainsi : ,
r(s,t)dt
Trace(w) = Z: [ af(s t)}
d d
R[b;]db; [8:]
— (dy — b;.dz).
; ~L(y —biz, b)) g F'lbd)

Pour (z,y) fixé, le tpolynome F & des zéros simples, & savoir les b; = bi(z,y) et pour k >0
d’apres la formule des résidus :

L BER(B) < b R(b)
2 T ()

=1

_ *R(b) .\ R ,
= 7T < F(b) db) , re ((bl)k+deg r—d+2F(b/)db>

ouF(O)#Oetb—l/b' Si de plus, degr <d—3 alorspour k=0 oulonak+degr—
d+ 2 <0 ; ce qui montre que

Ainsi, d’aprés I’écriture locale du morphlsme ’I‘ra,ce7 on obtient le résultat suivant :

\J’—‘
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“Théoréme 1. Pour tout w € H(C,w¢),

d :
~ Trace(w) = Z P’ (w) =0.

. §3. Tissu linéaire associé & une courbe algébrique de P?

Soit C = {f(s,t) = 0} une courbe réduite de P?, de degré d= deg f. Avec les notations
_ qui précédent, toute droite Hi_, . 1) = {[1,8,t] ; —y +tz + s = 0} voisine de Hyg 1] dans

I\;’Q coupe C end pomts lisses distincts Pi(z, y) (y —bi(z, y) z,b; (:c ).

Par dualité on obt1ent un d-tissu linéaire ﬁc de (C2 0) = (]P’ HO 0 1]) ou l on regarde

C? dans IP’2 via le plongement (x y) ~ [ y,:z 1] les d feu111es de £c passant par (mg,yo)
sont les droites distinctes {—y + bi(z0,¥0)T + Yo — bi(Zo, Yo )xo = 0}. On appelle Lo “le”
tissu linéaire associé d la courbe algebrzque C de P2,

51 l’une des composantes irréductibles de C est une droite prmectn e Dy, alors lat z ieme

v
famille des feuilles de L est le pinceau de droites passant par D; ou D est le point ]P’2 qui

correspond par dualité & la droite D; de P2. Si aucune composante irréductible de C est
‘une droite prOJGCthe alors les d feuilles de Lo passant par (zo, yo) sont les d ta,ngentes a

la courbe duale C C P2 de C qu1 passent par (zo, yo) on rappelle que C est l adherence de
'image du morphlsme C— Smg(C’) — IP’2 défini par ¢ ~ - T(C, c) ouT(C,c)estla ta.ngente
a la courbe C au point ¢ ; de plus, la classe de C (i.e. le degré d de la courbe duale C' de
]P’z) est donnée par (cf [T]) : :
t=da-n- Z we, p)+m<c p)—l}
pESmg(C) 2

o1 u(C,p) (resp. m(C, p)) est le nombre de Milnor (resp Ia multlphclte) de la smgulamte
(isoléé) p de C. ‘

Par transversalité, on a des isomorphismes n; : (C,0) 5 (C, P (0)) ou mi(s) = [1, 8, £i(s)],
et 'on a P; = n; 0qa; avec a;(z,y) = y — bi(z,y).z, soit b; = {(a;) ; en particulier le d-tzssu
linéaire L est défini par les {a, = cste}, et les champs de vecteurs associés & L¢ sont

Xi=0; + bi0y. ~ e

Soit w € HO(C,wc) ; localement sur‘(C', P;(0)) on a n}(w) = gi(s)ds oi g; € C{s} ;

d’apres le théoreme d’Abel (cf. §2) on obtient :

Trace(w EP (w)—z ,(g,(s)ds) |

= Zéi(ai)dai# 0.
=1 )
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On a ainsi construit une application C-linéaire
: H(C,wc) — A

définie par 8(w) = (gi(ai))i ou A est le C-espace vectoriel des relations abéliennes du

d-tissu linéaire Lo de (C%,0) = (IP’ Hig0,))-

On va montrer que 6 est un isomorphisme. Soit (gi(a;))i € A, il sufﬁt d’apres ce qui
précéde et le lemme d’extension de Griffiths (cf. [G], p. 385) de construire au voisinage de
r(s,t)

S8yt
venﬁe localement sur (C P (0)) legahte n; (w) = g,(s)ds ; soit encore

r(ai,‘ ,~)‘=g;(a,~)’.ft(a,-,b,~) |

ds A di dont le résidu de Poincaré Resc(Q) =w

H[O 0,1] dans ]F’2 une 2- forme Q=

- au voisinage de 0 € C2.

0y(a;) 1—20,(b;) : gshagine
6‘(1))} Ii 0 } est non nul pour (a:,y)k rdeyOE,C_’,ket

est tangent 3Cen P (z,y); dou

=Byl )+ 8,5 el ) =0

Le vecteur DP; [ 1} [

Ce qui montre que si & (z,y) fixé, on pose F(b) = f(y — bz,b) alors on a :

F'(b:)0y(a:) = (= fo(ai,bi) + fe(ai, bi))(1 — 28, (b:))
- = fu(ai, bi). |

D’ apres la formule d’ 1nterpolat1on de Lagrange, la. fonctlon

h(b:cy) f(y = ba,b). Z %}2

véifiﬁé pour(:c, y)ﬁme : _— <
h(bi,z,y) = gi(ai)0y(a:)F'(b:)
:‘g;(a;).ft(ai, bi)'

d

Lemme. On suppose que 'on a Z gi(a;i)da; = 0, aJors la fonction
Ci=1

gi(ai)0y(ai)

AOEY) =2 T oa,y)

i=]
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vérifie 8y ()) + b8, ()) = 0.

Demonstmtwn D’ apres I’ hypothese E g,(a )0, (a ) = O, ce qu1 montre que ’on a .

1=1

bz g,(a,)a (a i Z b; gi(a, 6.((1‘ Z (b—b bg,_(c; (ai) s 0‘ o

dott b3,(A) = ay( S E’.LE)Q%L‘L)) Ainsi,
: i=1.. ) ‘

S G e e s ; Y
8.0+ 10, =3 Oz g:(a:)0y( ')]li?[b"g'( )9y (ai)]

g,(a, )9, (az)a (b )+b,qz(a,)a (a:)8, (b;)
+Z (b= 15,2 =0

puisque Xi(a;) = X;(b;)) =000 X; =0, + b,-ay.' Ce qui donne le résultat. O

- D’apres le lemme ci-dessus, la fonction /\(t z, tr + .s) ne dépend pas de z, ce qui montre
~que la fonction

r(s,1) i f,,(s,‘t).)\(t, z, t:z: + )
= h(t,z,tz+s)

est holomorphe au voisinage de Higg,1) dans ]Pz. Or-

r(a;, bi) = h(bi, z, bi.z + a;)
= h(bn 7y) - gz(a ) ft(ahb )

ce qui prouve que .f est un isomorphisme. En particulier', d’apres ce qui précéde on a le
résultat suivant : ‘

Théoréme 2. Soit C une courbe algébrique réduite de P? dont le degré est d. Alors le
rang du d-tissu linéaire L associé a C est maximal et égal au genre arithmétique de la
courbe C, ou encore

dimeA = dimeHY(C,we) = pa(C) = ‘-;-'(dw— 1)(d—2).
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§4 Algébrisation des tissus linéaires de (C?,0)

Soit £ un d-tissu linéaire de (C?,0). Quitte & faire un changement linéaire de coor-
données, on peut supposer que les champs de vecteurs associés & £ sont X; = 0, + b .0y

avec X; (b ) =0 (cf. [Hé], §2).

Les feuilles du d-tissu £ sont définies par {a; = cste} ot ai(z,y) = y—bi(z,y).z puisque
X;(b;) = 0 ; de plus, on a b; = §;(a;) avec & € C{s}.

On pose Ui(z,y) = [1, ai(z,y), &ilai(z, )]}, alors les U; deﬁmssent d germes de courbes

analytiques lisses (I';, U;(0)) dans P? qui sont transverses & la dr01te H[o 0,1] € ]P’2 en d
points distincts U;(0) = [1,0, 5;(0)] ; de plus, pour (z,y) voisin de 0 € C?, c’est-a-dire pour
v

| Hi_yz1 ={[1,s,1; —y+iz+s =0} voisin de Hg o1 dans P?, on a:

Ui(z,y) € Hy,:,1) pour tout 1<i<d.

. H[o,olfn]

Par transversalité, on a des isomorphismes n; : (C,0) = (T';, U;(0)) o n;(s) = [1, s,f,-(s)]
v
et des applications P; : (H,[o,o,u,Pz) — (I, Ui(0)) ou P(H) = HI; = Uyz,y) =
n;oai(z,y) avec H = Hi_, . 4. ‘ '

Théoreme 3. (Lie, Darboux,..., Grffiths) On suppose qu’ll existe une relation abélienne
d

du d-tissu linéaire L de la forme Y gi(a;)da; = 0 avec gi(a;) # 0 pour tout 1 < i < d.
i=1
Alors 1l existe une courbe algébrique réduite T de P?, non nécessairement irréductible et

éventuellement singuliére dont le degré est d et qui contient les germes (I';, U;(0)), et un
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élément w € H(T,wr) tel que localement sur (I';,U;(0)) on ai‘t‘n;-‘(w) = gi(é)d.s. En
particulier £ est le d-tissu linéaire associé & la courbe I de P? (i.e. L= Lr).

Démonstration. D’apres le lemme d’extension de Griffiths (cf [G], p. 385) et ce qui
précede, il suffit de construxre une 2-forme meromorphe 2 au vo1smage de H [0,0,1] dans P?

dont la varlete pola1re est E F et telle que n; [Resr (Q)] = g,(s)ds sur (P (U (0)). En
ci=1

- : . :
effet, lextensmn Q de {1 s'écrit alors localement {2 = f%z t% ds /\dt avec ret f dans CJ[s, t],
‘degr <d—3oud=deg f. R &

4 g-la
Soit /\(b y) > —gl-)(—ai)-)-—?—(i))— d apres le lemme du §3 la fonction )\(t,x,tm + 5) ne
: =1 T

'depend pas ‘de z. La 2-forme Q = /\(t t:z + s)ds Adt est meromorphe au voisinage de

:H[O 0,1] dans P? de variété polaire Z I'; puisque pour tout 1 £ ¢ < don a g;(a;) # 0 et
=1

,(:z: y) =y—bi(z,y).z, soit b; (.’c y) = b (3: bi.z+a; ) De plus on a n; [Resr (Q)] = g,(s)dc
sur (1",, U;(0)) puisque
aiz,te + ) = o +s = btz + s).a
= s sur (I';, U;(0)),
e Oft — bi(z,tx +8)) = 1= 2.0, (bi)(z,tc +s)
= 0y(a;)(z,tz + s) '

Ce qﬁi démontre le théoréme. O



22

BIBLIOGRAPHIE

[B] W. BLASCHKE, Uber die Tangenten einer ebenen Kurve funfter Klasse, Abh.
Hamburg 9 (1933) 313-317.

[B- B] W. BLASCHKB und G. BOL Geometmc der Gewebe, Sprmger Berhn 1938

| [Bo] G.BOL, Uber ein bemerkcnswertes Funfgewebe in der Ebene Abh. Hamburg 11

(1936), 387-393.

| [B P- V] W. BARTH, C. PETER,S and A VAN DE VEN Compact complez 3urface.s

Springer, 1984.
[C] 5.5. CHERN, Web geometry, Bull. Amer. Math. Soc. 6 (1982), 1-8.

[C-G] S.S. CHERN and P.A. GRIFFITHS, Abel 3 theorem and wcbs Ja.hresbentchte

der deut. Math. Ver. 80 (1978), 13-110.

-~ [D] G. DARBOUX, Legons sur la théorie genemle des surfaces, Livre I, 2éme édition

Pans 1914.

[G] P.A. GRIFFITHS Vamatzon« on a theorem of Abel Invent Math 35 (1976)

321-390.

[G-H] P.A. GRIFFITHS and J. HARRIS Prmczples of algebraic geometry, John Wiley
& Sons, 1978.

[H] R. HARTSHORNE, Algebrazc geometry, Springer, 1977.

[Hé] A. HENAUT, Sur la linéarisation des tissus. de C?, Prépublication, Université
Bordeaux I (1991) ;

[P] H. POINCARE, Sur les surface.s de translation et les fonctzons abehennes Bull
Soc. Math. France 29, (1901), 61-86.

[T] B. TEISSIER, Résolution simultanée I, 11 in Sémin. sur les singularités des surfaces,
Lect. Notes Math. 777, Springer, 1980.



Alain HENAUT | |

Centre de Recherche en Mathématiques de Bordeaux
Université Bordeaux I |

C.N.RS. U.A.226

U.F.R. de Mathématiques

351, cours de la Libération

33405 Talence Cedex (FRANCE)







UNIVERSITE DE NANCY 1

NOM DE L'ETUDIANT : Monsieur HENAUT Alain

NATURE DE LA THESE : DOCIORAT D'ETAT ES SCIENCES MATHEMATIQUES

VU, APPROUVE ET PERMIS DIMPRIMER
NANCY,le  ~—3 JUIN 1992 ~° 23

LE PRESIDENT DE L'UNIVERSITE DE NANCY |







Résumé.

Ce mémoire comporte deux parties indépendantes.

La premieére partie est consacrée a la description des cycles exceptionnels d’éclatements
usuels de la géométrie analytique complexe locale : cone tangent de Zariski, éclatement
d’unidéal (23, -, z,)-primaire de C{z1, - - , z5} et éclatement de Nash d’une hypersurface
a singularité isolée. ‘ ;

La seconde partie est consacrée & I’étude de la géométrie des tissus de C?. On caractérise
les tissus hexagonaux. On donne une condition nécessaire et suffisante de linéarisation d’un
tissu de rang quelconque. On utilise les relations abéliennes pour déterminer les tissus de
rang maximal qui sont linéarisables.

Mots-clés.

Eclatements - Cycle exceptionnel - Multiplicité - Eclatement de Nash

Tissus - Relations abéliennes - Tissus hexagonaux - Tissus linéarisables
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