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INTRODUCTION

Ce mémoire comporte deux .. parties qui peuvent être luesind.épe~ld.arnment.

La première partie intitulée "{amiIles deçycles .et.écl(ltelJ:l~Ilts"estconl3acr~eàla des­
cription des cycles exceptionnels d'éclatements usuels de la géométrie analytique complexe
locale: cône tangent de Zariski d'un germe d'espace analytique, éclatement d'un idéal
(Zl,· .. ,zn)-priIIlaire ide C{Zl,' 'i' ,Zn} (i.e. définissant l'origine de Cn) et éclatement de
Nash d'une hypersurface à singularité isolée.

Les résllltats obtenus permettent de donner quelques applications dans des domailles
VOlSlns.

Dans le chapitre 1, on démontre la platitude de la déformation d'un germe d'espace
analytique vers son cône tangent de Zariski. On en déduit le résultat suivant : un germe
d'espace analytique estde C~hen-Macaulaysi son cône tangent de Zariski l'est. Deplus, en
utiliséLnt lanotioninaturellede revêtelnent· ramifié transverse et.l'existencedu morphisme
Douady-Barlet,onpeut ciéfiniret représenter le cycleiangeni de Zariski à un gerIIlede
cycle. Ce.q~i d.onne une méthode pour obtenir •des équations explicites· du cône •t(ingent
deZariskiàungermed'espace analytique. Dans un appendice àce chapitre, .on compare
la multiplicité algébrique d'un idéal de C{Yl, ... ,Yq} à la multiplicité géométrique de son
germe de cycle associé.

Soit l un idéal deC{zl' ... ,znYC{zJ définissaptl'origine de cn. Les résultats du
phapitre 1 permettent de donner, dans le chapitre 2, uIlernéthode pour déterminer après un
.ch()ixconvellabledesgénérateurs de l = (h,' ., ,!n+p), le cycle [E] de pn+p-l sous-jacent
~tl.(itfii1?ree)Cc~ptiQl:l.ll~lle•••~ .••..../.Projap.·(v~()lJ1/1v-t-l.)del'écl(iteIIlent .•deCn·.··r~l(itiyerneIlt{à

l'i~Ë~ •• I .••~.u.(;()~rs· .•• ~e.· ••ce. chô.pitre,.••on· .•indique..• tln•••pr()cé<lé pour..c<)nst~uire ..••p.our••t?ut •..·h.·••Êl
()~.?e.$.tlaclôtUIeiIltégralede!dans.C{z}, .11ne Te1~tion. illtégrôJeexplicite.de h surl,.~e
~~?r~lal1111.1tiplicitée(I)au sensde SaIlll.l~l.del'idéal!.. ()ll.~tu~ie ég~I~IIlent J'éplat~.IU~Bt

~'~~faIIlil1~éql.liIl1yltiJ?le 0'idéatlxponctu~1~ .••. J?ô.rô.IIlétrée.J?ar.un gerIIle .d'espace allalY­
tic:1.t1~ réduit.. Çeql.li.perlJ:l.~t~'Rbtenirquelquesrésllltô.ts concernant le. schéllla de Hilpert
Hilbl{On) des i~~atP.:~e 1()llgtlel.lr1 dé~llÎssant.l'origined~Cn

J)ies~echrliqu~svoisilles.des précèFentesperIIl~tt~llt .• deIIlontrer daps le cha.J?itre3.gue la
fbr~~illitiale~~la.nQT71J,.ede l'éguatiolld'llne hypersurfac~à sipgularité. isolée> représellte
leiGj'5Iei~ous-jap~nt~1~fibree~ceptiollnel1~ d~ l'éclaternentdeN(jShde cette hyp~rsllrfô,c~.
Commeconséguence, on obtient que le hessien d'une hypersurface à singularité isolée n'est
pas identiquement nul cette hypersurface.
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OS rgW S "2(d - 1)(d - 2).

2

La seconde partie est consacrée à l'étude de la géométrie des tissus de C2 .

Un d-tissu W de (C2
, 0) est défini par d feuilletages (d ~ 2) de courbes lisses de (C2

, 0)
en position générale. L'étude géométrique de telles configurations (i.e. à un isomorphisme
local <jJ: (C2 , 0) --t (C2 , <jJ(0)) près) a commencé dans les années trente avec les travaux
de Thomsen, Blaschke et Bol.

Les feuilles de W sont les courbes de niveau d'éléments Fi E C{x, y} tels que dFi 1\

dFj(O) =f 0 pour 1 S i < j S d.
Le rang de W, notérgW, est la dimension duC-espace vectoriel

d

A = {(gi(Fi))l~i~d ; gi E C{t} et Lgi(Fi)dFi = O}
i=l

des relations abéliennes de W. On retrouvera que rgW ne dépend que de W, et que l'on
a les inégalités suivantes:

Les feuilles de W sont les courbes intégrales de d champs de vecteurs Xi = Aiôx +
Biôy, à coefficients dans C{x, y} et deux à deux linéairement indépendants. L'espace
des relations abéliennes A de West, aux constantes près, égal au C-espace vectoriel des
solutions (h,'" ,fd) E C{x,y}d du système différentiel de la résonance donné par:

{

X;(f;) = 0 pour 1 :S i :S d

R(d) ôx(h + + fd) = 0

ôy(h + + fd) = 0

Dans le cadre Coo, les équations de la résonance ont été introduites par Joly et Rauch
pour étudier le problème de l'interaction des ondes oscillantes non linéaires en dimension
1 d'espace. Dans ce problème, les fonctions fi sont les phases réelles d'ondes oscillantes
solutions d'un système différentiel non linéaire et strictement hyperbolique de d équations
du premier ordre à d inconnues, et les équations Xi(h) = 0 sont les équations eikonales
associées à ce système. Les deux autres équations proviennent des interactions non linéaires
entre les oscillations des divers modes. On doit à Jean Martinet d'avoir remarqué que les
équations de la résonance n'étaient que des relations abéliennes déguisées.

Dans le chapitre 1, on étudie le système R(d) du point de vue des V-modules et l'on
relie n(d) et n(d + 1). De plus, on décrit complètement le cas de 3 champs de vecteurs et
l'on caracterise géométriquement les tissus hexagonaux (i.e. les 3-tissus de (C2

, 0) de rang
maximal 1 ).

Un d-tissu W de (C2
, 0) est linéarisable s'il existe un isomorphisme local <jJ: (C2

, 0) --t

(C2 , <jJ(0)) qui transforme W en un d-tissu linéaire (i.e. un d-tissu dont les feuilles sont des
(morceaux de) droites de C2 , non nécessairement parallèles ).
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courbe algébrique réduite C C p2, non nécessairement irréductible et éventuel­
v

h~J.lleBtsingtllièr~.40nt Je degré est d définit,par dualité, un d-tissu liné~re Lc. de (P2, H)

pour H générique; de plus, d'après le théorème d'Abel, on a rgLc = "2(d -l)(d -~).

])a.~slefhapitre2,on donneuneconditio~néc~ssaireet suffisante en tenne de résolution
<:l'un système différentiel non linéaire pour qu'il existe une linéarisation d'un d~tissuW de
(C2 ,0) de rang quelconque. De plus, on décrit toutes les linéarisations possibles. Dans
~ei~h;~~~t{e,oIl·construitpo~r un système de coordonnées (x, y) donné, un polynôme

p w .· ...2: Pk bk de C{x, y} [b] qui "mesure" siW e~t linéarisable on non, définition, les
k=O

d feuilles de W vérifient l'équation différentielle du second ordre y" = P w (x, Yi yI), ce qui
permet .de préciser des résultats classiques sur ce type d'équation différentielle.

Qnutilise dans le chapitre 3 les propriétés géométriques de l'espace des relations abélien­
nes pour détenniner les d-tissus W de (C2 ,0) de rang maximal qui sont linéarisables. Plus
précisement, on caracterise ces derniers grâce au chapitre 2 et l'on décrit ( pour d ~ 4)
toutes les linéarisations possibles, ce qui répond à une question de Chern. A un changement
de variable près, W sera de la forme Le où la courbe algébrique réduite C Cp2 de degré
destobtenue à partir des relations abéliennes de W. On montre, en particulier, que si
West un d-tissu de (C2 , 0) de rang maximal, alors West linéarisable si et seulement si
g~~PW ~ 3. Les méthodes utilisées prolongent celles introduites par Poincaré et Darboux
d'lus leurs travaux sur les surfaces de translation. Dans un appendice à ce chapitre, on a
r~proupéJes résultats essentiels et leurs démonstrations concernant la géométrie des tissus
linéaires de (C2 ,0) .

.. Repères bibliographiques

Dans les deux parties de ce mémoire, chaque chapitre possède sa propre bibliographie.

En ce qui concerne la seconde partie, on pourra consulter les références complémentaires
suivantes:

G.THOMSEN, Un teorema topologico suIZe schiere di curve e una caratterizzazione
geometricadelle superficie isotermo-asintotiche, BoIl. Un. Mat. Ital. (1927), 3-8.

P.A.GRIFFITHS, On Abel's difJerential equations, Algebraic Geometry, The Johns
Hopkins. Centennial Lectures, Ed. by J.-I. Igusa (1977), 26-51.

A. BEAUVILLE, Géométrie des tissus (d'aprês S.S. Chern et P.A. Griifiths), Séminaire
Bourbaki, 531, 1978/79.

JOLY, G. MÉTIVIER and J. RAUCH, Resonant one dimensional nonlinear geo­
metricoptics, Prépublication Bordeaux (1990).

Le chapitre 1 de la première partie de ce mémoire a été annoncé dans une note des
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Comptes rendus de l'Académie des Sciences, Paris 287 (1978), 333-335, et a été publié
dans le Séminaire F. Norguet IV, Lect. Notes in Math., 807, Springer-Verlag, (1980).

Le chapitre 2 a été en partie publié aux Annales de l'Institut Fourier, Grenoble 37
(1987), 143-157.

Le chapitre 3 a été publié dans le Bulletin de la Société Mathématique de France 109
(1981), 475-481.

Enfin, le chapitre 1 de la seconde partie de ce mémoire a été en partie publié aux
Mathematica Scandina:vica, 66(1990), 161-172.



Première partie

FAMILLES DE CYCLES ET ÉCLATEMENTS





CYCLES ET CQNE TANGENT DE ZARISKI

~ o. - Introduction

Dans le .~ l on démontre la platitude de la déformation d'un germe d'es-

pace analytique complexe vers son cône tangent de Zariski, et l'on en déduit le

corollaire suivant: un germe d'espace analytique complexe est de Cohen-

Macaulay si son cône tangent de Zariski l'est. Dans le § 2 on introduit le cadre

naturel dans lequel se fera l'étude du paragraphe suivant en définissant par une

série d'équivalence la notion de revêtement ramifié transverse à l'origine. Dans

.
le § 3 on définit gr:3:ce au morphisme Douady-Barlet de [B, chap. VJ et au

résultat du § l , le cycle tangent de Zariski à un germe de cycle. De plus, une

méthode est donnée pour obtenir des équations explicites du cône tangent d.e
. _. '.. - ..

Zariski à un germe d'ensemble analytique complexe. Enfin dans un appendice,

on: précise la na ture du cycle sous -jacent ~ un espace analytique complexe et l'on

. cornparela multiplicité algébrique d'un idéal de CC 1y ,y " .. , Y l à la rnulti-
. 1 2 q

plicité géomé trique de son germe de cycle as socié.



2

~ 1. - Platitude de la déformation d'un gl'rme d'es))acc analytique cornplexe vers

son cône tan ('en t cl e Za r iski

Soit l un idéal de l'anneau des séries entières convergentes d n vanaLJlcs

a: lxl = cr:; lx ,x "" ,x l, on note ln [1J l'idéal de cr:; Ixl engendré par les
l 2 n

formes initiales d'éléments de 1. Si f appartient à cr.:! x 1 on désigne par in(f)

sa forme initiale et val(f) sa valuation.

Soi t f E cr.: !xl , N n
ou nE, on pose pour P =(Pr,pz ,p )

n

où p. > 0
1

Ct
Çi

1.1 est une norme sur cr:: lxl (p) = f E <C lx
p

Lemme J.

il <+001·p

Soient h ,h , ... , h
l 2 r

éléments de qu.e in(h
1
),in(h

2
... , )

r

engendrentin[ IJ • Alors il existe p = (p l' P 2' ... ,p n) , K o et < 1, <

tels que: pour tout f ea: 1x 1 )n il existe
l' 2"'" r

des éléments de

........
(1 j x'j vérifiant:

i = l 1
(En particulier

1
s h.

1
engendrent I) •

in(f)

...

:'I, ,<in (N)'in(n. )'a~oç
i=l .. l 1

val(A.) = val(f) -val (h. ) pour 1:S
1 l

iii) $ K 1 fi
p

pou r 1$ i$ r.

Démonstration Soit u l
r .

(C xl --)<C lxl telle que u(o:.)
l

r

= > ct. in(n.)
i = l l l



r

\"
Soit 0 = (p l' O 2 , ... , On) tel que H=.L-, 1 hi 1

0
< + 00

1 = ] -L-

Si g: (g • g ••••• g ) E Ci: 1xl r on pose 1 g 1 : 2.= 1g.1
12 r p i=l 1p

~

forme affaiblie du théorème de s voisinages privilégiés de L M, th. 1. l, p. J 64J

.il existe, quitte à restreindre p, une scission À de u adaptée à 0 (i. e. une

r
application a: -linéaire À : a: 1x j --..... +) a: / x l vérifiant u À u = u ct

C =C (0» 0 tel que pour tout sE a:: / x 1

f=f Ea:/xlo

on ai tl À S 1 :5 C 1si)·
p p

(p) n L alors in([O) E lm u. Posons À. in([O) = (o.~)

Soit

, alor son a

r

in([O) =L 0
in (h. )o..

i = 1
1 1

ca r u À u = u et pou r tout

Soit pO la partie homogène
i

r

in(h.) et
l

fIE a.: / x 1 (p ) n l ca ralorsh.,
l

~

in (f
O

)=Lp~
. 1 l
1 =r

~.

-Lp?
l

i = 1

alors
o

n.. ,
1

P
ll

les t un po ynôme
i

En réitérant ce qui précède, on obtient une
r

= f _L pn h où
n . 1 i i

1 =
telle qu e .f

n+l

;.-_. -.:".

suite (f ) E a: f xl (p ) n l
n

~om!,gène éventuellement nul si n> 0 ou bien de degré val(f ) - val(h.) ,
~ n l

in (f ): 2: pn in (h.) et 1 P~ 1 ::; C l.f 1 .
n i=1 i 1 1p np

Ona If Il ::; (1 + CH) If 1 ::; (l+CHt+
1 If 1 d'où IP~I ::;C(l+CH )n 1fl .

n+ p n pOp 1 P 0 n

Pour cons truction, on a

val (f ) > val (f )
n+l n



cl 'Où val (f ) > n.
nor val (fO» O.

. , . pn./ 0A 1nS1 S 1 ,r
1

de gré
n

P. = valU) -val(h,»n -val(h.J. Notons
l n 1 l

11,= val(h.). S
l 1

x=1.y, alorsona
n

p,(x) =
1

n
degré P,

1 n
P, (y)

1
et si 0<:1. < on a

n
degré P,

1
1, < .l

, p n _ Jdegre n-n
-:::;1. Ainsi pou:r 0< L < 1, on

1 p~1
. l

Soit t > a tel que (1+CH)<1 alors

n-n.
1 p~ 1 -:::; L 1 C Cl

1 1. P
CH C [1. (1 +CH

n
)
-,n
J ' cc qui prouve

gente sur P{tp) et lion a

= l (x.) E
1

+00
~,

< tp. L. La Sene L f f est done eonver_

f =~()ro P:n\o; ~ur n:(le PJ. Posons

i = 1 "'~ 0 )

converge uniforrnérnent sur le polycylindrep~
1

+00
~
)
n = 0

P (1. P )

que la série

n
P.

1
alors i)esJvêriîié. D'ap on a in(A.) = p?

11
ce qui

rnontre que ii) est vérifié. Soit 1. = )< ) d'où1.(1 + CH

n,+ 1 n
C 2 1 (l + C 1-1 ) i Po son s

Kif 1 ce qui prouve iii).
p

alors
2(1 + CH)

alors
i

(l + CH)

n.
cz 1

(l+CIf! p
n, +1

1
C 2

+00

~
, ·-t '... /
1 Ji.. 1L -:::; ~~,

1 P n = 0

K = Max
1-:::;i-:::;r

D'ou le résultat.

Théorème 1.

Soit l un idéal de cr:: x,l engendré par hl' h
2

, .•• , h
r

tels que

in (h ), in (h ), ... , in (h ) engendrent
1 2, r

l'idéal de CC !t, x 1 engendré par les

in [ 1J .
h.(t x)

1

n.
1

t

Notons n. = val (h.) et soit H
1 1

où 1-:::; i'5 r. Alors



5

cr: !t,x 1IH considéré comme un ([ 1tl -module grâce à l'injection canonique

II ! t.J _.....-_----;.; a: 1t, x l est plat.

Démon s tra tian: Soit t f(t,x)E H, il suffit de montrer que f(t, x) E H. Soient

0< a < l et f une fonction holomorphe sur II tl < a 1x ! Il xJI< 3aJ représcn-

tant le germe f( t, x).

e < a et

et pour tout n E: Z, on a
2

a
. Soit Il. x 1.1 < 2 pour

a
e =

.2

(1)

(2)
M IIxll n .

1 F -n (x) 1 :5 M ( 2 a ,x) (h) pour n> O.

x
ce qui prouve qu e la série de Lauren t en t de f(t, -) converge pou r

. t

Ainsi pour
2

a x
]lxIJ<T' ona f(t, 't) n=- 00

n
F (x) t

n
dans la

couronne 'l:li < 1 tl < ~ .

f3 ).. Dl apr ès l'hypothè se, on a

r

~

t f(t,x) = L
i = l

À. (t, x)
. l

h. (t x)
l

n.
l

t

où quitte à restr-eindre a,

11tl< a 1x III xII <3a J

on peut supposer que les À. sont holomorphes sur
l

et les h. sont holomorphes sur III xii < 3a 1. Soit
l

a
1 tl = 2

z. a
et Il xll< 2 '

r
~

'1

alors on a f(t, x) =L- À.
t i = 1 l

h. (x)
(t, X

t
') _1__

n + l
i

t

d'où par



définition des F,
n

F (x)
n

r

'\
:: L- h. (x)

1
i :: 1

li) x ùt

J'J' À. (t, -)
+ -.:. '"t

d~ 1
1 t n n

t 1
a i-- t
2

ce qui montre que pour tout nEZ, FEI.
n

Deplus, il existe p:: (p,p, •.. ,p) où p <
2

a

2
et des constantes posi

M'et M' telles que:
1 2

(1)' .IFnlp:S M' (~)n pour n;:::.O

(1
x

alors on a6 :: (6 , ... ,posons p:: (p, ... ,p) et

1 FI $J\l1' (~t pour n > 0 .
-n p 2 4 .., ~

pour 11 x ll < a L. on a F (x) :: Câ(n)
2 n Q a

(2)

En die t,quitte à re streîn dre a
2

a
Soit p < 6 <

2

x). alor sd.'après(1)et{2

1 a(n) a. 1 p q < sup

1x·l :s [)
l

M (I~:",

A Cl.
IF (x;1 (-')

n [)
Soient

a
:: sup :M(2 ,x) et

1 x.\:5 6
l

pour n;::: 0 et j a(-n)a 1 pO:s M
2

( : )n (~/J pour n> 0 . D'où ce qui précède.

, D'après la. partieR ) 1 quitte à réstreindre p=(p l' •• 1 p) où

a 2
p < 2 ' îl existe d'après le lernme précédent et sa démonstration, 0

.0 < .1, < 1
n

et des A (1::;;i$ n Z) holomo sur Il xII < pl

vérifiant: r

=~
ni:: l

n
A. h,

l 1
sur III xii

r

ii)

~

in (F ) :: L
n

l ::

ln (A~) ln
l

. )
l

avec
n

val (A.):: val(F ) - n,
1 n 1

iii)



Pour Il, >-;11 < 1, ,
P

on a d'après le iii)

7

. n
cl-dessus 1 A1.(x).ls KIF 1

n p
+00

cc qui

prouve gr"ce à (J)' et (2)' gue pour HxH < i p ,>
n = - 00

A ~ (x) t
l

converge dans

a a
la couronne "'4' 1 t! < '2 . Pour n> 0, on a d'après le (2), val (F );::: 11,

-n

-n
ce qui prouve gr~ce au ii) ci -des sus que val (A i ) ~ n - ni' Ain si pou r

+00

1/ x.ll <2J.. P la série
a

n =-00

n + n.
A ni (t x) t l qUl' lconverge dans a couronne

-·n. -p

p > 0 1val (Ai l ) ~ ni + p -ni =p .

a a
-<ltl<-4 . 2 ne présente en fait que des termes holomorphes en t car pOllr

+00

Ceci prouve gue G(t.x) =22 A~(tx)tn+ni
. l 1

n= -00

est holomorphe sur
a U p a a ':li p

r

ana 22
= l

G.(t, x)
l

h. (t x)
l

n·
t l

h,(t>~)
l

n·
t l

+00

~
= L F (t x) t

n
d'après le i) ci-dessus

n
n=-oo

Il t xii < a=·f·(t;x) r{'après la partie o.) car
2 a 4

ce qui prouve d'après le

..pri~cipe du prolongement analytique

r. >. h.(tx)

que f(t,x) = G.(t,x) _1_

'1 l n.1=1
t .

sur

II tl < : 1 x 1Il xii < 2'a
1 PI· D'où le résultat.

Soit (X, f9 X) un espace analytique complexe de dimension finie. Soit

x 6 (X, f9 X),
_ ".,. \) 1 \J +1

notons 7i7 X ,x l'idéal maximal de (9 X,x et gr G X x - @, {l,X X 77JX x
, v;::: 0 ,. ,



la Œ..algèbre graduée relativement à i7;. • On désigne par C. =Spec(gr C:. )
)" x }" x ., X , x

le cône tangent de Zariski en x à (X, (;. X).

Corollaire

Si C X' ,x
est de Cohen-Macaulay en x. (X.(9 X) l'est aussi.

Démonstration: Le problèm e e st local en x. Suppo sons dim X = q et soi t l
x

l'idéal de a::! u. v \ correspondant au germe en x definipar (X.8 X), On peut

supposer que 1= (h
l
.h

2
, •.. ,h ) et in[IJ = (in(h ), in(h,), .... in(h )).

r ]... r

D'après le théorème l et le théorème de paramétrisation locale, on a le

diagramme commutatif .suivant :

___---p-ry-'--------7 P
;:::rE:

D x Ux V::J y
E:

.),
D x U

E

où D (resp. V) est un polydisque ouvert de centre 0 dans a:: q (resp. a:: p)

et n =val (h.)
l l

D =! t E a:: ; 1 t! < El, (Y,(9 y) est le sous-espace analytique fermé de
E h. (t u , t v)

D .-: i("V x V.défini parles 1 où 1:::;: i::;
E n.

1
t

pr est la projection donc un morphisme.plat, TI
• E:

pa r la p roj cction t

. rnorphi sme fini et pr y induit par la proje ction e st un mo rphisme pla t en (0, 0, 0 J.

Soit t E D
E

au dessus de ton note (y t' (9 y t) là libre de (y '~y)

TI t indui t un morphisme d'anneaux (9 = cr:
D,OTTt=iT jy .

. t

qui fait de 0y un a::! u 1-module de type fini.
t
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Lemme 2

Les conditions suivantes sont équivalentes

0y est un a:! u 1-module plat (i. e.
t

i i) 0y est un a:! u) -module libre
t

ÎI est pla t en (t, 0, 0» .
t

i E). 0y est un anneau de Cohen-Macaulay.
t

Démonstration i) ~ ii) par l s. Prop. 20, IV -33J. On sait que

dim 0y= din1 a: !u 1 = q par construction, or a: 1 u 1 est un anneau régulier
t

d'où H) c::> iii) grace à [S. Prop. 22, 1V-37J.

On a le critère de platitude par fibres suivant [cf. E. G. A. (IV), th. Il. 3.10

pr est plat en (t,a) et ÎI est plat en (t,O,O)
E

c> pr y et Î1
t

sont plats en (t,O,O) .

.D'après l'hypothèse et le lemme ci-dessus, f1 ° est plat en (0, 0,0) car

Ce qui prouvesuffisamment petit, donc également 11 •
t

o y =a: 1u, v 1 / in [ lJ .
°(t,O,O) pour ltJ

Donc d'après le critère ci-dessus ÎI est plat en

ci '3.J:=':r0

p'<, 'le leJ:TIme ci-dessus que pour 1 tl suffisamment petit, (y t' 0 y) est
t

de Cohen-Macaulay en (t, 0, 0), D'où le résultat, puisque pour ° t 1 °,
1

l'homothétie de rapport - induit localement en x un isomorphisme
t

(x, (9 X) :: (Y t' (9 y ) .
t



l ()

~ 2. - Revêtement rzmifit: transverse à l'origine

On utilise les définitions, notations t résu ts de 13. Chap. 01
-'

Soient U un polydisque ouvert de centre cJans
n

et

i = J

m. X. un revêtement rarrlifié de degré k
l l

e contenu dan s aP

Si 0 E X., on désigne
l

mult X.,O)
l

mllitiplicité de en 0

exemple ,chap. 7 sect. 7J On note t r s coordonnées sur ([n

p( t, x)
k-l

x + ..
k

-l)Sk (t)

le polynôme à valeurs dans X ; pour 1::; m::;k le s S
nl

sont les fonctions symétriques élémentaires des points de <r p "au dessus" de t.

la valuation de S en
m

Il xII = Max
l ::; j::; p

Proposition<] .

tl1 =Max
1::;s$n

tls

. -:. -'€)J'i S nppo 5 eqlle X Il IOlx.a:;P 10 l
i

N o,o~s muIt (X, 0) )') ,!,. ,!,ult(X, 0).
. '} l l
l =

conditions suivantes sont équivalentes

i) eX, 0 Il 101 x cr? = 101

à indre

iii) Il existe c> 0 tel que pour tout (t, x) E X, on ait Il xII ::; c Il tll .

iv)mult (x, 0) = k



Dérronstration

l l

i)e iv) C'estune conH-:quencede [W, th. 7P, p. 234J

i):::;, iii) L'hypothèse implique qu'il existe a> 0 tel que C
X

.
O

soit contenu dans le cône Il xii ::;all tll. Il suHit alors de montrer que pour tout

E > 0, il existe r> 0 tel que X n III (t. x)11 < r1 soit contenu dans le cône

Il xII :s:: (a + E) Il tll. Supposons le contraire. Pour chaque entier n> 0, on peut

alors trouver un point
1

(t,x) de Xnfll(t,x)II<-l
n n n

vé riiian t

Soit i un germe en 0 de ionc tion analytique s 'annulan t sur X. Pou r n ass ez

grand. (t ,x ) est dans le domaine de définition d'un représentant de f etl'on
n n

a f(t ,x) = in
O

(f) (t ,x ) + g(t ,x) = 0 où
n n' n n nn

en O. De plus sI q = valO(f) on a lim
n ..... +00

inoU) est la forme initiale de f

g( t ,x )
n n

" (t ,x ) Iln n

une suite.extraite, on peut supposer que l'on a lim.
n ..... +00

alors inO(f) (y) = 0, ce qui prouve que y E. CX,O (en réalité, on doit éventucl-

lement extraire une suite pour chaque f, or le faire pour un système fini suffit).

Or par construction y est dans le cône li xII ~ (a + E) jJ tll ' ce qui est absurde

_ puisque par hypothèse eX, 0 est contenu dans le cône Il xII ::; a 111.11.

._... ~. Hi):::;, i) C'est une conséquence des propriétés du cône

tangent de Za riski en 0 à X.

lemme classique suivant:

k
(i.e. S.(t,x)=x.

J J

(S j)l:S:: j::; p et le

correspondantes à P notons (ç:.) 1
~ J :s::

k-l
-Sl·(t)x + ...

J j

celles de la diagonale
j::; p

k
+(-1) Sk (t)). Il suffit alors d'utiliser les

j

Lemme 3.

Soient x, s}' 52' ..• , sk des nombres conplexes vérifiant la relation
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k k -1 k
x -sJx + ... +(-J) sk=O.

Alors on a l'inégalité 1 xl:;; 2.Max
l:;;m::;k

J
s 1 lm

m

iii)~ii) Soit 15 m ::;k, alors d'après l'hypothèse il existe un entier positif

N(k,m) tel que II S
m (t)11

m· n1
S N (k, m) c ..•. l' tl!· . D'oule résultat.

Définition ·1.

On dit qu'un revêternent ramifié Xde degré·k de U J contenu dans U x crY

est transverse en 0 s'ilvéfifieJ'une desconditibnsde la proposition précéd

Remarque: Dans le cas ou X estlisse, sansmu1tiplicité et transverse en 0,

la paramétrisation locale est simplement une carte locale.

§ 3. - .Cycle tangent de Zariski à un germe de cycle

de germes d'ensembles analyLi-

qu'un germe de cycle est ladonnée.d'une combinaison linéaire

·m. (X., 0) à. coefficients dans JN *,
1 1

i = 1
qu es complexes irréductibles distincts. On dit qu'un tel germe de cycle est de

On rappelle

t

'\
.-' ./flllle~

dimension pu Te n Sl chaque .(X., 0)
1

est dcdimension n.

Soit l un idéal de a:: !yj = a:: !)'1'Y2""'Yn+pl, on suppose que le germe

d'espace ana y tique complexe (X, 0) rrespondant à l est de dimension pure n.

On note (CX,O) le germe d'espace analytique complexe orrespondant à l'idéal

in [IJ de a:: ! y 1. On désigne par cycle(X,O) (resp. cycle(Cx ' 0)), le

germe de cycle sous-jacent à (X, 0) (resp. (C
X

' 0)) (cf. l'appendice a), e

[B, chap. VJ).



On peut représenter cycle (X, 0) comme un revêtement ramifié de degré

k de U, contenu dans Ux <t P tel que (X,O)n 101 x <t P = 10J où U est

un polydisque ouvert de centre 0 dans <t
n

De plus, on peut toujours supposer

que cycle(X,O) en tant que revêtement ramifié est transverse en ° (il suffit

de réalise r la condition i) de la proposition 1..).

Théorème 2.

Soit X un revêtement ramifié de degré k de U, contenu dans U x <t p ,

transverse en 0 et de polynôme associé P. Alors

l) La partie homogène de degré k de P, notée in(P}, définit un cône

qui est un revêtement ramifié de degré k de U • contenu dansU x <t p

·2) Supposons que X représente cyde(X,O), alors le revêtement ramifié

défini par in(P) représente cycle(C ,0).
X

Démonstration: l ) D'après la proposition 1., pour À Ë D = 1 l, E CC; 1 )." <1

k k+l
on a p(À t, À x) =À in(P) (t,x) + l, O(t,x, ~).

està valeurs dans S ym k(CC p) qui ~st fermé

est à valeurs dans
~.- . ...• ..

par passage a la limite lorsque À tend vers

Pou r À 1 °
k

dans e S
m

m = 1° que in(P)

po, t, À x)
k

).,

ce gui nlontre

Symk(<t p). D'où le résultat d'après lB. chap. 0J .

2) On obtientd'après le 1) par O\,t,x) .-------> pO, t , À x)
k

À

de dinlension pure n •
p

de U x <t ,une famille analytique de cycles, (XI.),

paramétrée par D et telle que in(P) est associé à X
O

. D'après le théorème l.

et [B, th. 8 (local)] , on peut construire, pour 1 À 1 suffisamment petit, une

famille analytique de cycles, (Y
À

), de U x <t P , de dimension pure n,

paramétrée par DE et telle que Y0 représente cycle (C
X

' 0).
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(D x U x ([ p ~ y
(

........__~........~;. D " U, y = (Y,) est D - plat
c A E

et D x U - propre).
(

Soit O(U) (resp. Oey )) l'anneau des fonctions analytiques sur U
À

(resp. y),), et soit K(U) le corps des fractions de O(U). Quitte il restreindre

m
.e > = Trace y

À

C;V K(U) est un K(U)-espace vectoriel ûe dimension finie.
o (U)

(y ) est obtenu "en Nev.'ton" [cf. B, chap, vl grace d-
I.. -

D1 ,m
(J;. ) (t) ou.e est l'endomorphisme de D{

),

U, E(Y À ' U) = O(YÀ )

p""'-
Soit .e F (<I: ) ,

y
<:N À (t),

m

induit par multiplication. Soit À 'f O. On a par définition de (XX) ,

D1
f(A t, Xx) (1 1 ----_~ p, (x) f(), t, À x) 0 ]

En utilisant l'isomorphisme

on peut lire
]

X
e de rapport

tra ce de

indui t par l'homothe

m
Trace r (L ) (À t).

À m Xl

, Gy)
À

m
(.e )(t)=

(Xl' G X ) ~ ("lÀ
l .

m
(L ) (t) comme trace de

(,e.m)(H) correspond à

Trace y
X

Or .Trace
X

1

m
d'où À Trace (.e tn)(t) =Trace

X
1

t) • Ce qui montre que pour

À E D ( - 101 ' les cycles XÀ.. et "lX sont égaux. D'où le résultat par continuité.

.......

On remarq\)~ra ql1~ cyçlie «:X' 0) .ne dép~l)d que de cycle (X, 0). Encffct

d'après le théorème précédent, cycle (C:X,O)nedépenc1. ni. d.e la paratnétrisation

loca'le \)tilisé d\) choix de l'idéal l de ([ 1y 1 correspondantà (X,O). D'où la

Définition 2 .

Soit (X,O) un germe de cycle de dimension pure n. Soit l un idéal de

Œ 1y 1 dont le germe de cycle associé est (X,O). On appelle cycle tangent de

Zariski à (X,O) 1 e germe de cycle, (C
X

' 0), associé à l'idéal in[ IJ de <I:ly 1.
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A pDlica tian.

Soit X un revêtement ramifié de degré k de D, contenuclans Dx <cP.
transverse en 0 et d'équations canoniques P(t, x) :: 0 . Alors in (P) (t,x) :: 0

donne des équations explicites du cône tangent de Zariski en 0 a X.



J (,

A P PEN ;JJ CE

On se propose/d lun~ part de ré se e du e s -

jacent à un espace analytique complexe de c

d'autre part de montrer grâce à rD] que si G est un idéal de A =([ 1 t, x 1

dont le germe de cycle associé cycle (X, 0) est de dimension pure, la

multiplicité algébrique de A/ G et la multiplicité géométrique de cycle (X, 0)

sont égales. En particulier on obtient en utilisant le théorème 2..une démonstra-

tion géométrique de l'égalité des multiplicités algébriques de A/G et A/inee].

a) cvcle sous-;acent à un espace analvtioue complexe de dimension finie.

Soit (X,C9 X) unespace analytique complexed.e dimensionfini<;, on note

(red X, C9 ) le réduitassocié. Soit S(X) le lieu singulier de redX. on
red X

le sx = X'.
i l

grace à un

s (X)(X '.). les composante S connexes de red X
l lEI

composantes irréductibles de red X. Soit S E red X S(X)

note

plongementau voisinage de S, on peut faire de () X ~
'.':;1

un
C9 d Xr -r (; , S

-module

de type fini.

Posons mul t (X) =
~
.~

r g 3X- Ir
t -";:1

C9
red X, S

Cet entier ne d~pcnà que de S ct

. (X.C9 X), . En effet on a le résultat suivant

Propos i tion Z.

Notons C9 = C9 et 'TI le nilradical de (9. Alors
X. ;

est non nulle et finie.i

ii)

1, (C9)
C9 'TI 'TI

mul t (X) =
S

((9 ) •
'TI



Démonstration: i)

17

Puisque S E red X- S (X) 1 f9 d = {9= {9
re X, S rcd 171 est

régulier donc intègre et '11 est un idéal premier minimal de (';. Or (9 est

nœtherien , cJ'où le résultat d'après [B.A. C, (IV), cor. 1, p. 136 et cor. 2. p. H8J

ii) D'après i) et puisque (9 est un (<9 d) - espace
'11 Te 71

vectoriel de dimension finie on a i (9 ) = dim Ci car
<9'11 '11 ((9 r e d )'11 ïJ

({9 ) = (9 l '77 • {9 est le cor p s rés id u el de (9
r e d '11 '11 '11 '11

Or c'est aussi le corps des

fractions de (9 d' d'où le résultat par définition du rang.
re

De plus, mult_ (X) ne dépend que de la composante connexe contenant s.
S

Posons mult (X) [X.J =mult (X) siS EX' .. On peut alors définir le cycle
l S l

de (X,(9X),sous- j acentà (X, (9 X) par.cycleX
r

mult (X) [X.J . x.
l l

b) Multiplicité l!éométricue et multiplicité algébrique.

Soit Ci un idéal de A=Œ{t,xl, onnole (P.). r' l'ensembleiinidcs
. , l l E

idéaux premiers minimaux de Ci et l'on suppose que pour tout i E l, la

dimensîon de Krull de l'anneau A/p. est égale à n . Soient (X,O) le germe
l

L. ·e~~·~cè :':1alytique complexe correspondant à l'idéal Ci. et

cYcle(X. 0) =
i E l

m.(X .. 0) son germe de cycle sous-jacent.
l l .

~
On désigne par mult ( cycle (X. 0)) = L

i E l
géométrique de cycle (X, 0).

m. mult (X., 0) la multiplicité
l l

On peut représenter cycle (X, 0) comme un revêtement ramifié

m.
l

X. de degré k =
l

i E l
m.

l
deg X.

l
de U. con tenu dans U xQ; P
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ettelque

n
dans a; •

Xn 10\ x a::P = i a \
1 l

18

où U est un polydisque ouvert de c~

Soi t i E 1, alors pui sque r. e st un él émentminimal de A ss (AI G),
1

L (A/G)r. estnonnulleetfinied'aprèslI3.A.C., (IV), cor.2, p.148J.
Ar. l

l

Proposition 3.

Pour tout i E l, on a m =L A (Ale. )r)
r.

1

Démonstration: cas lTr uctible

On suppose que (6').
l E l

est réduit à un seul élément 6'),

x =ml X • Dans ce cas, on d t montrer que m = i
A

(AIG)r' La rojcction
p

induitunmorphismefininX: ,U; etuI Ion peut donc SUppOSCi" que

t -----.., r g (n C9 ) =
I.9 U , t * X t ~ ( )'::> =. t. x D, t

es r Si

K (resp. k) dé le corps des fractions de Air (resp. <C t ona

s uifi t donc de démontrer le lemme suivant ',:

Lemme 4.

= L ,.,(AIG)
....... P

P

Démonstration: i)

Puisque A est nœtherien • il existe une suite de composition (M)
iO.::::i:5n

de Ale. telle quepou r 0:5 i:$n-1, M. 1 M.. soit isomorphe à AIr. où
1 1+1 l

PiE Spec(A), de plus P est minimal parmi les r [B.A.C. (IV),th.l.p.13

et th. 2, p.137J . Puisque 0 A Ar est exact, ((M.) ) est une sui te de
l b')
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composition de (A/G) et (M.)o /M. l)~ est isomorphe à (AH).) Si
Pl," l + ~ J l a>

f 0 A "P ;;; P., u... 0 = -~
1 l U" P

d'où (A/P.) =0 etsi P.=P,
l P l

(A/P.) .est le corps
l r

résiduel de A
p

ce qui prouve que pour les i tels que Pi = P , ((Mi)p) est une

suite de Jordan-HOlder de (A/G)r .

D'où 1, A (A/G)p = 1nom br.e des indice s i
P

tels que P. = pl.
l

est exact,Puisque k O'~ Lt 1

vectoriels de k 0 A/G et

cr: lt l'

(k ~ M.)
Œlq1

k ~~ M. / k
Œ lt 11

est une suite de sous-k-cspaces

es t isomorphe à k (;\ A/r..
Œ1t J l

Par défini tion on a :

rg A/G = dim k~)· A/G et rg
tr

f tl A/P = clim k k ~ 1 tl A/rŒItl k ccltj \VI \V

d'où
J., Ap (A/G)p r gcc 1t J A/~_.. _ _ _ ._. ._._ .

_._._._--_.-_.~ _-_ _ '-' .. ..' .. ..-._ _._ .

de

A/G_)-(A/G ))
b

l'horrlomorphisme canonique

il existe une suite de Jordan-Holder (N.) .
10$1:S.R,Soit .e =i A (A/G )p ,

P
(A/G)p • Puisque P = Ass (A/G),

e st injectif [B. A. C, (IV), prop. 6, p. 135J. Posor.s M. = N. n A/G, on
1 1

obtient ainsi une suite de composition de A/G,
...• ..

de plus M./ M. est isomorphe
1 1+ 1

à un sous-AI -module de A/r. En effet, par construction M./M. 1 est unr 1 1+

SOuS -A/P ~module de K = A/P 0
A

A , de plus M./M. 1 est également un. P 1 1+

. A-module de type fini, donc c'est aussi un A/P -module de type fini. Or M./M.
. 1 1+1

e st un A/P -module sans torsion et de rang l, il est donc isomorphe à un

suite de sous-k-espaces vectoriels de

sous :"A/P -module de A/P. Puisque k ~J est exact, (k 0 M.) est une
<t ltl (tltl 1

k 0 A/G et k 0 M. / k 0 M. 1
<c { t 1 <c lt J 1 <t 1t J 1+

e st isomorphe à k 0 M. / M. • D'après ce qui précède on a pour 0 $i$ /.-1
<c I t l 1 1+1
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dim
k

k 0 M lM :s
c: ! t \i i +l

dim
k

k IX· A/o")

CC 1 t 1

d'où

r g A/G::;
<t 1t 1

rg A/p
([ It)

Ce qUl prouve le résultat.

2) ca s géné l'al.
-----------

il exi sLe r<E A - [1. etraE Ci\
l

O. une décomposition primaire rédui te de CI,
l

Soit G = n
i E J

Soit i E l, alors 0" i =VOi est isolé eL. Qi =La. LA;

alors l ç J .

On peut "éviter" toutes les composantes

ce qui prouve en utilisant la suite exacte de A-modules

LA
r.
l

__---f)AIG ..;..> A/o
i
-----""; 0 et l'additivité des longueurs que

(A/G )p .
l

d'où (O/G)O". = 0,
l

0_--+' O./G, l

immergées de G, d'où en utilisant le début de 1) et le lemme 4. on a

m. r g
l

1A/O".
1· cr: t l

= rg 1 \A/O.= 1, (A/G )0. rg Alb"J.,cr: t l A O" U l <C t t l
ce qui prouve

le résultat.

Notons m(A/G) (resp. m(A/O".n la multiplicité de l'anneau local AIG
l

(resp. AlO" .) i.e. la rl."mltiplicitécl.e l'idéédmaximaLde.c etann ea.u. En utilisant
l

[ 5, V -3 , on peut démontrer la. formule d'additivité suivante:

(A) m(A/G)

i E l
LA

0"
(A/G)

P
Dl ) .

P rooosi tion 4.

Supposons que le rev~tement ;ramifié X de d é k de dans

u x a:: P et représeDt~nt cycle (X, 0) soit transverse en 0 •

Alors m(A/G) = mult ( cycle (X. 0)) = k .
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Démonstration D'après la proposition 1. iv) , on a

résultat d'après la formule (A) et la

mult (Xi,O). Or d'après [D, th. 6.5, p. 198Jm.
l

X
i

if l

= m (A/p .) d ' 0 ù l e
l

degm.
l

i E l

mult (X., 0)
l

on a

p roposi tion 3.

Corollaire.

On a m(A/G) = m (A/in [ GJ ) .

Démon s tration C'est une conséquence du théorème 2. et de la proposition 4.



BI LIOG

[B.A.C.] N. BOURDAKI Algèbre commutative. Hermann (1961).

[ B] D. BARLET Espace analytique réduit escycles s
complexe s compa cts cl 'un espace analytiq ue complex
dimension finie. Fonct. œ Plus. Var. Compl. II,sém. F.
Norguet 1974-75. Lect. Notes. in lv1ath. 482, Springer-Vcrlag
(1975)p.1-158.

[ DJ R. DRAPER Intersection
Ann. 180 (1969)p. 175-204.

c geometry. Math.

[E. G.A. A. GROTHENDIECK et J. DIEUDONNE
algébrique . S.

Elémcnts de
1966).

[ 1'v1J

[ SJ

[ WJ

B. MALGRANGE Frobenius avec singularités - 1. codimension un
Publ. Math. 1. H. E.S. 46 (1976) p. 163-1 74.

J. P. SERRE Algèbre Locale. Multiplicités . Lect. Not<::s in
Math. 11 , Springer Verlag (1965).

H. WHITNEY Complexanalytic varieties.

Addison-wesley (l972J



Cycle exceptionnel de l'éclatement d'un idéal

définissant l'o~iQine de Cft et applications

§ O. lnt~oduction.

On note m l'Idéal maximal de C{z} = C{z,.zz ••.•• zftJ.

Soit 1 un idéal m-p~imai~e de C{zJ • c'est-â-dl~e défInissant

l'o~igine de Cft e.[ï= m ). alo~s est engend~é pa~ n+p éléments

de C{zJ notés f , .f z ••••• fft+p 00

l'on a un mo~phisme analytique fini

p ;. 0

f U

et l'on peut suppose!" que
n+p

-----~) C dont 1

composantes sont des ~ep~ésentants des f( pou~ 1 c c n+p 00 U

est un polydisque ouve~t de
ft

C cent~é en o •

Z est l'adhé~ence dans U x

----~) U l'éclatement de U ~elatIvement

Il 11+1
l / 1 ) sa f ib~e exceptionnel1e. On

On désigne pa~ 11' Z

â l et E =P;"ojan ( œ
Il ;. 0

~appelle si
n+p

\que a C

canonique.

Co}
n+p-1

P est la su~jection

n+p-1
p du g~aphe de l'appli-

cation analytique

Fez) = a [fez)]

n+p-1
F : U \ Co} P définie pa~

- 1
et qu'ensemblistement on a lEI = 111' Co)l.

étant induit pa~ la p~emié~e p~ojectIon.

Dans ce quI suit. on donne de -bonnes- équations de lEI et

plus pl"écisement On IndIque une méthode explicite. ap~ès un choix

convenable des géné~ateu~s de 1 • pou~ déte~minel" le cycle X de
n+p-1

P sous-jacent â E. Pou~ cela. on mont~e (cf. § ~) que sI

CCf.CU).o) est le cycle tangent de Za~Iskf au ge~me de cycle

Cf.CU).o) induit pa~image di~ecte. alo~s on a X = P~oj[CCf.CU).o)]
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il suffit alo~s, g~âce aux § 2 et 3 d'utilise~ les ~'sultats de (S]

pou~ dé t e~m i ne~ X, Or"l donne éga l emen t un c~ i t è~e e ff ec ti f pou~

car-acté~ise~ les éléments entie~s su~ un idéal J = (f"f 2 , •• "f n )

engend~é pa~ un système de pa~amèt~es de C{z) (cf. § 3) ; en pa~ticulie~,

on indique unpr-océdé pOUl'" const~ui~e pou~ tout h € où est la

c16tu~e intég~ale de 1 dans C{z), une relation intég~ale explicite

de h su~ l, de de.g~é la multiplicIté e(l) au sens de Samuel

de l'idéal 1. Au §S, on s'intér-esse â l'éclatement d'une famIlle

d '1 déaux ponc t ue l s pa~amé t ~ée pa~ un ge~me d' espaceapaIYt.lque~éduit S

et l 'ion mont~e que, sous

ge~med'applicat ion S

l' hypothèse d' équ imul t ip Il cité ~e l at ive, 1e
k q

Cho..... n _ , (P) dé1"Jn 1 pa~ l es cycles

exceptionnels des éléments de la famIlle est analytique, ce quI pe~met

d'abo~de~ au § 6 l'étude de la st.~at1ficatlon natu~elle, pa~ la
J?

multiplicité, du schéma de Hilbe~t Hilb (el n ) des Idéaux de ongueu~ J?

définissant l'origine de

§ 1.

mo~phisme
n+p

C indultunmo~phisme

fini et su~jectif d'espaces analytiques complexes ~éduits et

ir~éductibles, notéenco~e u , où . V = f (U) • On
~ed

note 'idéal maximal de el
V,

, alo~s a .C{z)

et d'ap~ès la p~op~iété unive~selle des éclatements on a

diagramme commutat.if suivant.

(a)

n
P c::

n+p-'
X P

U
f ···n+ p

C::C .
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OÙ Yr
V

V -----+) V est l'âclatement de V r-elativement â l'idâal 'In •
V

On a
- ,

Yr
V

/1 /1+1

(0) = Pr-ojan (œ 'In / 'In
/1 .. 0 V V

= Pr-oj (C(V,o» où C(V,o)

est le cône tangent de Zar-iski de V en o.

suite

car- le diagr-amme
- 1

Co) • al or-s

-,
IYr (0)/

V

-,
IYr (0)1 =

On a

On aPr-oposltion 1.

Dâmonstr-ation :
-, - ,

Yr (o)/I:/Yr (0)1
V

(.) est commutatif. Inver-sement, soit (o,aCy» € Yr
V

Y € C(V,o)\(o) et d'apr-és «(17J), p. 210) il existe une

•(Yk) € V \ (0) et une suite (A k) € C telles que 11m AkYk = Y
k .. +00

.._--~.-_._---,-'----
.-:;:.."'C-"_--eteL--_l tm----Y1I:-=-()--,-Pour---t"()ut----k,---s0-it--zk--€-"iJ-~e"1---qU&----y-Cz,;T":-Yk--";-

k .. + 00

-,
.;"

puisque f est pr-opr-e et [ (0) = 0 , il existe une suite extr-aite

(Zk ) € U \ (0) telle que 1 im Zk = 0 . On a alor-s
s s .. +00 S

1im a [[(Zk )J = lim a(Ak YI( ) = a(y) .
s .. +00 S S .. +00 S S

-, .1
On a donc IYr (0)1 1: IYr (0)/ ce qui pr-ouve le r-âsultat.

V

- 1
L'espace analytique E = ([oYr) (0) est un diviseur- de Z

et les composantes ir-r-âductibles (XI) de E sont des
1< i < q r-ed

sous-var-iâtés pr-ojectlves de
n+p-1p (en génér-al non lisses) de

dimension n-1. En utilisant ce qui pr-écéde, on note

sous-jacent
n+p-1ple cycle de

q
y = !: 6 1 XI)

i=1
- 1

Yr (0»,: et deg f . 1e degr-é génér- 1que du mor-ph i sme
V

(r-esp.

____--+) V.

q
X = !: O:IX I

1=1

â E (r-esp.

f U



4

DM i n it i on 1 •

de l' i dba 1 1.

On appe Il e X le cyc 1e excepti or)ne 1 de l' éc 1atement

Proposition 2 , En tant que cycles de
n~p~1P .. ..... , on a

x =deg f, Y.

Démonstration: Puisque Jï =m , cm a
s

m c: l pour s convenable

aussi ; de plus, oha deg f = K(Z) : KeV)]
I.e sont

(resp. YI)

alors on a
- ,

sur E (resp rr (0))
V

le point générique de x

on p.eut donc supposer que 1 cC Z l' Zz •• Zn J U =
est une variété algbbrique ètd'après ([8L p. 1~6),

V v+1
.:fl =_~ -'.c~~~-__'l-- --;:;J-_-j-~_ -où ---~---=-œ----l-/-I-----(-resp·-;-----------~--

------------t;j<ï---- ~ rr (0) , y 1 3> 1 v:>o
V

V v+1
r=œ m /m )

v:>o V V
:R J (resp, :P 1) est idbal premier minimal

de~ (resp. r) correspondant à XI <•• D' apr".ès les propr i é t bs

de f et la proposition 1,. ona un morphisme local, f.Iniet injectif

d'anneaux locaux noethbriens intègres A = :R ê....·····_·-----t) B = .:fl
Z,XI

'lI,vI·-

de plus d apropribté universelle des éclatements on a

.:fl = A / ~A et
_ 1

rr (0) ;iY 1
V

V » 0 ,on a

est un idéal m -primai
A

soit

est artinien

= 0

A/~AL'anneau

v
=m /~ A n m

A

v
{m )

A

;ft = B/{B .
E'XI

(m

ce

donc pour

v
m c~Acm

A A

de A. D'après la formule de projection de Samuel ([18J, p.297),

~ BèSt. un idéa 1 m -pr ima ire de B e l'ona
B

[B AJ , e (~ A) = [B / m
B

A / m ] . e (~ B) •
A
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Puisque le corps des fractions de A (resp. S) est K(~) (resp. K(Z»

on a (S : A] =deg f de plus, on a S / m ...., K( XI) ~ A / m ,d'où
S A

deg f . e(E A) =e(E S) . Puisque la dimension de Krull de A (resp. S)

est 1, on a pour v» 0

Il v+1
e(E A) = ..e (E A/E A) (resp. e(t S)

A

v v+1
= ..e (E S/E S) ) •

S

Par définition, et puIsque E n'est pas un diviseur de zéro dans A

(resp. S) , on a pour v > 0

6 1 = ..e (A/EA) = ..e (A/E A)
A/EA A

v v+1= ..e (E A/ E A)
A

Il 11+1
(resp. al = ..e (E S/E S»

B
___(1t<l tel'-è'sulta:"t .----

y§ 2. Préparation de 1.

D'où deg f . 6 1 = al ce qui prouve

On note e(l) la multiplicité de (i.e. le coefficient

normalisé de plus haut degré du polynôme de Hilbert-Samuel de 1).

On dit qu'un élément h E C (z} est entier sur un idéal A de

C(z} s'il existe une relation intégrale

s 5-1
h + a h + ••• + a h + a = 0

1 s-1 s

1
dans C(z} où al E A pour 1 cie s l'ensemble des éléments

de C(z} entiers sur A est un idéal de C(z} , noté A et appelé

clôt.ure intégrale de A dans C(z} (cf. par exemple (153, chap. 0).



Lemme •

te J que

6

Il existe J un idéal m-p~imal~e de C{z} contenu dans

i) J soit engend~é pa~ un syst&me de pa~am&t~es de C{z} •

ii) e(J) = e(l)
~ ~+1

iii) Il existe ~ ~ 0 tel que JI = 1

Iv) J = 1

~) les Images des f, (1 " l "n) dans le C-espace vecto~iel

1/ ml soient Ilnéal~ement indépendantes.

Démonst~ation : SI 1 'on se donne 1 = (U'.u2 •.•.• U ) • alo~s d'ap~&s

N

N
1 " j " N) ~suff isamment géné~aux· tels que si f, = I: al J UJ pou~

j=Î

Î" "n. alo~s l'idéal J = (f,.f 2 ••••• f n ) vé~lfie les p~op~létês

1 ) à 1v ) . De plus. J es t une ~éduct i on de l ( i . e . J es t

contenu dans l et vê~ifie iil» minlmale pou~ l'inclusion et

d'ap~&s ([12J. p. 148) on a J n ml =mJ. D'où le ~) d'ap~&s 1).

P~oposition 3. Soit n + p = dim(l/ ml). Il existe un système minimal
C

polydisque ouve~t U de C

tels que

n
cent~ê en 0 et une constante c > 0

a) l'idéal de C{z}. (f,.f 2 •...• f n ) = J soit m-p~imai~e

et e(J) =e(l) ;
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b) chaque f n • J (1 ~ j ~ p) soit entier sur J ou encore

pour tout z f U on ait

(T) Max 1f n + J ( z) 1 ~ c . Max 1f 1 (z) 1
~ j ~ P 1 ~ i ~ n

Démonstration: a) est une conséquence du lemme précédent et

du lemme de Nakayama.

b) s'obtient grâce au iv) du lemme précédent

(cf. par exemple [15J. chap.O).

On écrira désormais sous la forme = (J;'!') où

J = (f,.f 2 •••• ,f n ) et '!' = (f n ., • f n + 2 ..... fn_±_p__)~_vérifient
---

les propriétés a) et b) de la proposition 3.

§~3 Polynôme caractéristique de '!' par rapport â J où 1=(J;'!')

et applications.

On utilise les définitions. notations et résultats de Barlet

(cf.[1J.chap.O).

Quitte â re~treindre U. il existe un polydisque ouvert Uo de
n

C centré en 0 tel que le morphisme , U -----t) Uo dont 1es

composantes sont les fI pour 1 ~ i ~ n • soit fini. plat et de

degré k = dim C(zJ/J = e(J) = e( 1) ; on désigne par
C

le
g' : Uo ) Sym (U) son morphisme associé

(1) (2) (le) (J)

(g'(t) = < Z .z •.•.• z > = <Z > sont les points de U
le le P

"au dessus" de t f Uo.via ,L Soit- g = Sym ('!') 0 g': Uo----+) Sym (C )



(g(t.)

k de

8

( J )= < +(z ». alors g définit. un revêt.ement. ramifié de degré

lJo • cont.enu da.ns UoxC
P

dont. on not.e

k k - ,
P(t.x) = x - 5,(t.).x + •.• + (-1) Sk(t)

1e po 1yn~me â valeur'S dans 5 k( CP) associ é pour 1 ~ m ~ k • les

5. (t)

points

sont les fonctions symétriques vectorielles élémentaires des
( J 1 P

< + (z > de C •

Puisque le morphisme fini e surjectif f:

a pour composantes les fi (1 n+p) 'après ce qui précède. on

a ensemblistement. l'égalité suivante:

;:: { (t.. ; pet.

~~----~---De~-p-l-us, (iLa Pf'-fts---:l-L-i-I"\&gal-i--té--+T-)-----de---Ia-pr-opos Hion---3-,-]-e---p-o tyn6me--------­
P

est. t.ransverse en 0 (Le. ) n Co} x C = Co}, cf.

exemp le· [ 9J.§ 2).

Avant. poursu on donne ci-dessous quelques compléments

sur la const.ruction de P.

~m~ 1<. on note N",(t) le.s fonctions de Ne'w'ton

des points < +(z (JI> de cP • alors pour déterminer P UsufLit

deconnaitre

..
< N/II(t) • l

k
> =r:

j=1

( J ) III

1 C+(z ) J •

pour tout. t € Ua • lE CcP). et ~ .. m ~k • Grâceâ la. formule

de Cauchy • on a

/II
< N", (t 1 > _1-n f

(211r) r
t

..
n,,(z) J J(9') (z)

n
TI Cf (z) - t )

s=1 s s

n
11 dz

s=1 s
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où l' est le n-cyc1e r-ée1 défini, pour- t > 0 convenable, par­
t

n
l' = (z ( C

t
If ez)! = t pour- 1 c sen] et Je,) est ie

s

jacobien de , . En fait, d'apr-és le théor-éme de Stokes, si test

suffI samment pet it, cet te i ntégr-a l e ne dépend pas de t ecf. par­

exemple [7J, chap. 5).

D'apr-és les hypothéses ,C(z] est via , un CCt}-module

l i br-e de r-ang ksI ((CP) • s' écr- i t = e ln ... 1 , ln ... 2 •••• , ln ... p )

p
dans l a base canon i que, on dés 1gne par- l ('.Jo) = l; ln ... 1 f n ... 1 le

1=1

C{t)-endomor-phisme de C{z} Induit par- multiplication, alor-s d'apr-és

( [ 1), p. 122) , on a

De plus, on peut montr-er- qu'avec les notations pr-écédentes on a

le
< PCt,x),l > =det [l(x).id - 1('.Jo)J(t)

C(z}

~,qui just if i e la dM i n it ion sui vante

Definition 2 On appelle P le polynôme car-actér-istique de '.Jo

par- r-appor-t à J où l = (J;'.fr). Si .y = f n "' 1 , on a alor-s

PCt,X) = det (x.id - f n ... ,) Ct) et l'on r-etr-ouve le polyn6me
CCz)

car-actér-istique habituel du CCt)-endomor-phisme de C(z) induit par­

la multiplication par- f n ... 1 •
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Appl ications.

Soit J = ef,.f 2•...• f n ) un idéal m-p~imai~e de C(z} ; il

est engend~é pa~ une suite ~éguliè~e et via ~ = ef,) • C(z)
1"i"n

est un C(t}-module lib~e de ~ang k = dim C(z}/J. Si h e: C(z} • on
C

désigne pa~

le le - , le
P et.x) = x - S,et) x + ••• + e-1) Sleet)

h

le polynôme ca~acté~istique du C(t}-endomo~phisme de C(z} induit

pa~ la multiplication pa~ h et l'on note. pou~ '"m"k. Smet)
m

e~esp. Nmet) = T~ace (h Jet»~ la m-ième fonction symét~iqùe

... ._.__ ._Jl"ftËp_,-.(j~ ..N~......tQ[\1_~J(,m.entc!.Ü"".~L de p .. lt,.,,x) .•
h

P~oposition of. Soient J = Cf,.f 2•... ,fn) un idéal m-p~imai~e de

C(z} et h e: C(z}. alo~s les conditions suivantes sont équivalentes

i) h € J ;
m

i i ) pou~ tout 1 " m " k, Sillet) € et,.t2 ..... t n)
III m

i li) pou~ tout 1 " m " k • T~ace (h )( t) € (t,.t 2 ..... t n ) .

Démonst~ation ii) .. iii) D·ap~ès les ~elations unive~selles

ent~e les fonctions de Newton et les fonctions symét~iques élémentai~es.

i) ~ ii). Puisque h € J • il existe un polydisque
n

ouve~t U de C. cent~é en 0 et une constante K > 0 tels que

pou~ tout z e: U on ait Ihez)l" K. Max /f,(z)1 • Ainsi. pou~ tout
'''i''n

n
, " m "k et tout t voisin de 0 € C , on a

III III m III

ISmet)l. " CIe.K • e Max Itll) • ce qui mont~e que Sm € et,.t 2 ••••• t n ) •
'''icn



on a

ii) .. 1).

k k - ,
h - S, 0 ~.h +

11

D'apr's le théor'me de Hamilton-Cayley.
k

+ (-1) SkO ~ = 0 dans C(z}. ce qui

montre. puisque pour tout 1 c m c k.
III

5 III 0 ~ € (f,. f 2 ••••• f n ) • que

P détermine une relation intégrale. de degré k. de h sur J.
h

.- :~.

Soi t un idéal rn-primaire de C(z} • on peut écrire 1 = (J;i')

(cf. § 2) 00 J = (f,.f 2 ••••• f n ) est engendré par un systéme de

paramétres • 1 = J et e( 1) = e(J) = dim C(z}/J. Soi t h € 1 • alors
C

h € = J et d'apr's la proposition précédente. le polyn6me caracté­

ristique P de h par rapport' J détermine une relation intégrale
h

de degré e(J) = e(l). de h sur J donc' fortiori sur 1 ;

autrement dit. on a le résultat suivant:

Corollaire. Soit 1 un idéal rn-primaire de C(z}, alors tout

€ 1 vérifie une relation intégrale explicite. de degré e(l), sur 1.

§ 4 . Détermination du cycle exceptionnel de l'éclatement

de l' idéa 1 = (J;i') .

Pour tout germe de cycle (Z.O) de dimension pure, on

note C(Z.o) le cycle tangent de Zariski' (Z,O) ; on rappelle

(cf. (9J ,p. 158) que si A est un idéal de C Ct .x} dont le

germe de cycle associé est (Z,O) , CeZ,o) est le germe de cycle

associé' l'idéal in(AJ de C (t,x) engendré par les formes

initiales d'éléments de A; le germe de cycle CeZ,o) ne dépend

que du germe de cycle (Z,O).

•.-.'7T.



Theor-ème 1.
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Soit 1 = (Jj>Y) un idéal nt-pr-imair-ede C{z} • On

désigne par- P le polynôme car-actér-istique de >Y par- r-appor-t à J,

par- in (P) sa par-t i e homogène de degr-é e ( 1) et par- X le cyc l e

exceptionnel de 1.

1) P r-epr-ésente le ger-me de cycle Cf.CU),o) induit par-

image dir-ecte

2) in(P) r-epr-ésente C([.CU),o) ét en tant que cycles

de
n ... p-1

p on a X = (inCP) =o} .

Obmonstr-ation : Soit m(O ) la multiplicité de i'anneau
V,o

local .. ~ ... __ .t._ç:C apr-6s J aLor:-muJe"..de.p~oJectionde..samuel-( [18],p.2S7).- .. -­
V,o

on a via [ ,

e(l) =eCm .C{z}) =deg f. m(O ).
V V,o

O'apr-ès les hypothèses et le § 3 , le ger-me de cycle r-epr-ésenté par- P

s'écr-it m.CV,o). O'apr-ès la tr-ansver-salité de P en 0 et un

r-ésultat de Or-aper- ([4]), on a e(l) = m.mCO ) (cf. par- exemple
V,O

CS]), d'où deg f =m d'apr-ès ce qui pr-écède, ce qui pr-ouve le

r-ésultat puisque par- définition C[.(U),o) = deg f.(V,o).

2) O'apr-ès 1) et gr-âce à ([S], Th.2, p.157),

-inCP) r-epr-ésente CCf.CU),o) puisque P esttr-ansv6r-se en o.

En tant que ger-mes de cycles, on a CC[.(U),o) = deg f. CCV,o), ce

qui montr-e d'apr-ès la pr-oposition 2 que l'on a X =Pr-oj[C([.(U),o)]
n ... p-1

en tant que cyiles de P , d'où le r-ésultat.



Exemple Soit
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2 3 2 3
1 = (y ,xy,x) dans C, on peut éc~I~e l=(J;x)

2 3
où J = (y +x ,XV) ; en effet, J est engend~é pa~ un système de

pa~amèt~es de C(x,y) et e(1) = e(J) = dim C(x,y)/J = 5
C

puisque

3 32323 2 23
X (J (Cx) - x (y +x ) + x(xy) = 0). Les éléments (1,x,x ,x ,y)

fo~ment une base du C{t"t2)-module lib~e C{x,yJ, via J, et
3

l'endomo~phisme induit pa~ la multiplIcation pa~ x a, dans cette

base, la mat~ice suivante :

2
0 0 -t2 0 0

2
0 t, 0 -t 2 0

0 0 t 1 0 t2

0 0 t 1 0

··;:'Tî 0 0 0

~t pou~ polynôme ca~acté~istique

2 3= X (X-t,)

2 3
~'où in(P 3)' (t"t2'X) = X (X-t,) . Ce qui mont~e que le cycle

x
2 2 3

exceptionnel de 1 dans P est (X (X-t,) = 0).

§ S. Eclatement d'une famille d'idéaux ponctuels pa~ambt~6e pa~

un ge~me d'espace ~6duit.

Soient (5,0) un ge~me d'espace analytique complexe ~éduit

n
et (X,o) c:: (5 x C (0,0) =0) un ge~me de sous-espace analytique

tel que IXI = 5 x Co). On suppose que 0 = 0 n / :J et l'on note
X SXC

o =0 n = C{zJ Pou~ tout s voisin de 0 ( S, :J .0 est un idéal
C (s,o)

m-p~imai~e de 0 dont on note e(s) la mu 1lipli c i t é au sens de Samuel.



Pou~ t.out
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voisin de 0 E: S, on a d'une par-t.

E = Pr-ojan œ Cl / :J
s II~O

1
Il
o
S,s

qui est. la fibr-e ~au dessus~ de s,

du diviseur- except.ionne
n

E de l'&clat.ement. de S x C r-elat.ivement.

à
Il

(1'al.lt. r-~ pa,...t D = P""() j ar'leJ (/3.0
s v>O (s,o)

le diviseur-except.ionnel de l'&clat.ement. de Cs x ~

.0) qui est.
,0)

r-elat. vement. à

3 .0 . L' in t.er-pr-& t. a t. ion t.opo log ique des &c 1a t. emen t. smon t. r-eque.
(s,o)

l'on a ID lclEI • d'où dim E > dlm D = n-1. Plus pr-~cis&ment.,
s s s s

pu i sque (S, 0) est. r-&dui t., 1e t.h&or-ème de plat. i t.ude

Fr-isch ([6J) mont.r-e que

nAnA,!" i que de

A = Cs e: S; œ
II~O

/1 11+1
3 / 3 n'est. pas -plat.)

est. un ger-me de sous-ensemble analyt.ique fer-mé de (S,O) dont. le

complément.air-e est. par-tout dense; de plus, il exist.e une immer-sion

fer-mée canonique D ) E qui est. un isomor-phisme si
s s

s ~ A •

L'idéai 3 de 0 n admet des r-&duct.ions (Le. des idéaux
SxC

o n engendr-ant une r-éduct.ion de 3
------ -- ·SxC --

ï c :J

un

tels que ï = :J dans 0 n)
SXC

et. d'apr-ès les hypothèses et

p. 149 et. ).
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Les conditions suivantes sont âqulvalentes :

i) au voisinage de 0 € S. on a dim E = n-1 ( =dim 0 ) ;
s s

n
il) au voisinage de 0 € S x C il existe une suIte râgulièr"e

(f J ) de (:) n tel Je que l'on ait: 1 = (f,. f 2 ••••• f n) c: :J
1~ j ~ n SxC

et 1" =:J dans (:) n'
SxC

IIi) au voisInage de 0 € S. la multiplicitâ e(s) est

constante.

oémonstr"ation : i) .. ii) . o'apr"ès ce qui pr"écède la pr"oposition S.

11 existe 1 = (f,.f 2 ••••• f n ) c::J tel que l'on ait 1 =:J dans

On; de plus (:) est un anneau de Cohen-Macaulay et (:) n est
SXC SXC

(:) -plat ce qui montr"e d'après les hypothè~~_~ qlJ..~ {[JL-.-_est.une.----- - -.. -- --.-. . --.-----.-- --_.---.-.- -- 1~ j ~ n

suite r"égulière de (:) n'
SXC

il) .. 1) o'apr"ès ce qui pr"âcède la pr"oposition S.

on a dim E ç n-1 or" la fonction s ~ dim E '. est semi-continue
o s

supér"ieur"ement. d'où le r"ésultat puisqu'au voisinage de 0 € S on a

dim E > dim 0 = n-1.
s s

iii) .. ii) C'est le "vr"ai" principe de spécialisation

de la dépendance intégrale de Teissier" (cf. [16J.p. 134).

ii) .. ili) Pui~que 1 = :J • on a

e ( s) = e [ :J • (:) J = e [1 . (:) J = di m 0/1 .0
(s.o) (s.o) C (s.o)

puisqu'un idéal a même multiplicité que sa cl6tur"e intégrale et que

l'anneau 0 est de Cohen-Macaulay. D'où le r"âsultat puisque l'ona

et que 0 n / 1
sxc

et (:) -plat.
S
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n
-------+) 5 xCIe

On suppose désor-mais que l'une des conditions de la pr-oposition

pr-écédente est vér-ifiée ; comme dans le § 2 • puisqu'en fait test

une r-éduction minimale de j. on peut alor-s écr-ir-e j = (t ; ~)

où t = (f, •.•• ,[n) et. ~ = (fn~' •...• fn~l» avec
n

n + p =dim j / m n.j Soit À: 5 x C
C 5xC

ger-me de mor-phisme défini par- À(s.z) = (s ; f,(s.z) •..• ,fn(s,z».

alor-9 d'apr-ès les hypot.hèses À est fini; de pius. gr-âce au cr-itèr-e

de platitude par- fibr-es, À est plat et de degr-é e(o) = k. Ainsi

via À. 0 n est un 0 n-module llbr-e de r-ang k et l'on peut
5xC 5xC

dont

le ger-me de mor-phisme
k

(-1) 5 k (s.t.) •

P de ~ (cf. § 3)
k 1>

5ym (C )

k-'
• X + ..• +5,(s.t)

k
associé; si P(s.t;x) =x

alor-s pour- ~ m ~ k , les 5 m(s.t) sont. les fonctions symétr-iques

-vector-i e Il esé 1émen-tair-es--dès--p-oTnUf---<iJin".zU L( 5-. t) » de --cF>
( J )

où À(s.z (s.t» = (s.t). Puisque chaque fn~l E 1 pour- 1 ~ ~ P.

n
il existe un ger-me de mor-phisme Q: S x C

k 1>
------+) Sym (C) tel

que pour- chaque s voisin de 0 E S. Q soit la par-tie homogène de
s

degr-é e(s) = k de P.
s

O'apr-ès le théor-ème 1. pour- chaque s voisin de 0 ES. Q
s

r-epr-ésente explicitement le cycle de dimension n-1 de
n~I>-'p sous-

jacent à 0 ; de plus. pal" constr-uction, le degr-é de ce cycle dans
5

n"'I>-'P est égal â _e(s) =k_!cf. par- exemple (4]).

r-éduit des cycles de dimension n-1 de

On désigne par-
k n~I>-'

Chow n _,( P ) l~espace analytique complexe
n~I>-'

P dont le degr-é est k;

c'est une sous-var-iété pr-ojective de
N

P pour- N = N(n.p.k) convenable.



17

O'apr-és ce qui pr-écède, pour- j. = (i;li') donné, on a un ger-me d'application

(3 : S
k n+p-'

Ch 0 .... " _,C p ) où (3(s) = (cycle de
n+p-'

p sous-

jacent à
Il 11+1

o = Pr-ojan e (3 .0 / :J .0) J.
s Il .. 0 (s,o) (5,0)

Théor-ème 2 . Soit 3 = (i ; li') . On suppose qu'au voisinage de

o € S, on ait e(s) = k • alor-s (3: S
k n+p-'

-----~) Cho.... n _ , ( p )

est un ger-me de mor-phisme analytique.

Oémonstr-ation : O'apr-èsce qui pr-écéde et les r-ésultats de Bar-let

(cf. (1], chap. IV et Il), il suffit de montr-er- que le ger-me de

L( ,s,z) = (u,s,p(s,z) -

lé P
-------?) Sym (C) est i sotr-ope. On i dent if i e

np
C

n
Q : S x C

et

morphisme

;E(Cp.c n
) et l'on considère le ger-me de mor-phisme

np n np n__. Sic-_c ~__~ __~5_~~-.----..--.--.-~~)-~---~-~. __~_~__dM i~~..2a r- . . .. _. ._ __.. .._.
np

U 0 li'(s,z» où u = (u(J) E C et

; d'après les hypothèses
c n

L ;}est fini et gr-âce au cr-itère de platitude par- fibr-es, L est plat

(L(o,s,z) = À(s.z». On désigne par­
k p

--------~ Sym (C) le ger-me de mor-phisme associé

et ~e degré e(o) = k
n p n

p : C x S x C
li'

au polynôme car-actér-istique P de li' par- r-appor-t à
li'

L (P (o,s,t,x) = P(s,t,x». O'apr-ès un r-ésultat de Nor-thcott et Rees
li'

«(12J.p. 153), Il existe un sous-ensemble algébr-ique str-ict A de

ncn+p)
C tel que si a = (a ) ~ A les idéaux de 0 n'

~ S~

n+p
( 1:

0:=1
a f)

0:(3 0: 1c(3cn
et aient la même c16tur-e intégr-ale.
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D'après l'hypothèse. on a (f,.f 2 , •••• f n ) = ~ dans 0 n. ce qui
SxC

(u IJ ) suffisamment voisin de
np

montre qu'en prenant u = 0 f C

on a (~ - uo'!') = ~ dans 0 n . AInsi pour u = (u 1 J) voisin
SXC

np
de 0 € C et fixé, on a f n ... J € (9' - uo'!') dans 0 n pour

SxC

.. j .. p; ce qui montre qu'il existe un germe de morphisme

np n
o : C x 5 x C

'!'

k p
-----~) Sym (C) tel que pour chaque (u.s)

voisin de (0,0) E Cnpx S. (0 ) soit la partie homogène de
'!' (u.s)

degré e(s) = k de (P) (0 (o,s,t,x) = O(s,t.x». Autrement dit
'!' (u,s) '!'

o est isotrope (cf. [1], p. 56 et 64). d'où le résultat.

"-------Corona-Ir"e--;;----------On---supp-ose-"-que~---(-5,-o-)----est--rrorma-l----et--qu 'au·-vo-tsJnage- .­

de 0 € S, on ait e(s) = k. Alors pour s voisin de 0 € S, les cycles

n ... p-'
de P sous-jacents' D et E sont égaux.

s s

Démonstration D'après la proposition 5. pour s voisin de 0 E S.

n-1 de

on a dim E =n-1 et puisque (S,o)
s

(S.o), de cycles de dimension

est normal. la famille paramétrée
n ... p-'

P sous-jacents ,

E est analytIque (cf. [1]. p. 39). D'où le résultat d'après le
s

théorème 2 pu i sque D etE co i nc i den t génér i quemen t sur (-S. 0) •
s s
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.f­
A~Dljcatjon au schéma de Hilbert Hilb (On)'

On note On = C {z"zz, ... ,znJ. m l 'jdéal maximal de On et

:lna 1 v t l quo como 1exe

= 'l11

SOIt.

et dim 0n/I = Y.J. Pour tout espace
C

t
Hilb (S) - (sous-espa~Rs analytiques

n
y c SxC plats sur s vérifiant

IYI = !SI x (o) et tels que pour tout 5 E S on ait

dim (t) e c) = Y- J •
c y ()

S,s
.f-

nlors le foncteur contravariant Hilb est représentable par
1;;

Hilb (On)

.f- .f- .f-
"L l'espace universel H E Hilb (Hilb (()n))

.c
pour tout Y f Hilb (S) •

i J existe un unique morphisme h 5
.f-

__--__-----4) Hilb (t)n) tel que Y

Y-
s'obtienne à partir de H par le changement de base défini par h .

:, i
.f-

lE HIJb (On), al
.f­

on a m c:

o
.e

l/ iii

.P.
;:,ermo t de déf in i r Hi 1b (On:' comme un sous-esoace al gébr ! aue (en

;;?'~néra1 non ri\du j t) d~~ _Lc:.....:~.~~manni enne dos sous-espaces vac t or i e Js

J;

do codimension J:. do 0n/ ~ Icf. [2])

=ompact. ct cornexe d'2~rés un ré~uJtat en Foqartv ([5]).

Pou:- tout ic'6aJ
E

J E Hilb (C'n) cr' noto H
1

---------?) iN

1/

.safonction de Hilbert-~amuel (i.ft. H (u) - dim ()n/l pour v ~oJ

1 C
4

~ l 0 ( l) E N sa mu 1 t i pli ci té: pour 1/» o. on a

"1/

H (&! = c(l) + Rn_,iv)
l '1 !
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D'ap~ès 1& th&o~èm& d& platitude g&n&~iqu& de F~isch ([ç]), il

1.
n'appa~ait 10cal&m&nt su~ Hllb(On) qu'un nomb~& fini d& fonctions

d& Hilb&~t-Samu&l &t &n adaptant l&s ~ésultats d& L&j&un& &t Teissi&~

(cf. [11J. § "!) on obtient l&s p~opositions suivantes:

P~oposition 6.
ft'!

50 i t k = (k ) € ft'!
v

lo~s

E-
Fic =(I € Hilb (On) ; H (v) > k pou~ tout v>o) &st\unsous....&nsemble

1 v
1.

algéb~iqu& [&~mé de Hilb (On) • En pa~ticu1i&~ les fonctions l ~H
l

(~esp. l l'\J\r-+ e CI )) sc:>nt\semi-cohtinues SlJP&l"i&U~èmentsu~

1.
Hilb (On)'

en sous-ensembles a 19éb~ 1ques-et-une rami He [-1 n-i--e-----{H ci )-­
o..EA

P~opos i t ion? •

E­
-------- Hi--lb---(-O ,ç)

Il existe une pa~tition finie
E-

Hi lb (On = U Sa
o..f.A

de [onctions de ft'! dar"s C'l telles que pou~ tout o..€ A on ait :

2) Sa et SI'< \. Sa sOr"t des sous-ensembles algéb~iques fe~m&s

1:
de Hilb (On), et dlm(Sa\. Sa) < dim Sa: •

Ap~ès ~eg~oupement·évèntuel des st~ates·p~&céder"tes. on obt i ent

1:
une pa~tition fini& Hilb (On) = U

•k€Kc tl

1:
i lb (On) en sous-

ens.emb l es aJg&b~lques où les
1.

= Cl E Hilb (On) e(l)=k} sont

les diffé~entes st~ates d'équimultiplicit& de Hilb COn) de plus

et
1. 1.

Sic \. Sic sont des sous-ensembl&s alg&b~iq!..les fe~m&!:>c:ie

1:
Hilb (On)'
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En utilisant. pa~ exemple la ~éduction des idéaux • pou~ tout

.e
J E Hilb (On) on a e(l) ~ dim 0n/J =.e • ce qui mont~e .d'aprés un

C

~ésultat de Lech (cf. (10). p. 74) que l'on a

•K c:: H n [.e. (n!) .e) .

.e
De plus. d'ap~és un ~ésultat de Sally ([14). pou~ tout 1 E Hilb (On)

on a :

n c dim 1/ ml c n+e(J) - .e •
c

.e
ce qui mont~e en pa~ticulie~ que S est l'ouve~t des fnte~sectlons

.e

complètes de
.e

(Le. S
.e

.e= {l E Hilb (On) dim J/ ml = n J)
c

__~p~sque_p.ar_p1aU__Lu.de LcL.._par:'._exemp I.e. [.3l.· p.- 68) •. 1a-f~l"Ict-i-e"'~----
1@it,

.e
est semi-contlnue supé~ieu~ément su~ Hilb (On)'

.e .e n
On désigne pa~ Hic c:: Sk X C l'espace unive~sel "au dessus"

.e .e .e
du sous-espace ~éduit Sk de Hi 1b (On) . Soit 1 E Sic tel que

n+p = dim 1/ mJ (0 c p c k-.e ) • alo~s au voisinage de ( 1 .0) dans
C

.e
MIc est défini pa~ un idéal

la p~opositlon S. J = (i ; +) où

pa~ une suite ~éguli'~e de °

J qu'on peut éc~i~e d'ap~ès

i = (f,.fz.···.f n ) est engend~é

. i = J et + = (f n ... 1 ••••• f n + p )

.e
puisque MIc est

.e
Sic-plat. Avec les notations du § S. on a un ge~me

d'application qui dépend de J = (i ; +)

fJ
1

Ic n+p-'
--------~) (Chow n _, ( P ). fJ (1»

1
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où pour l' voisin de
..e

dans Sic P (l') est le cycle exceptionnel
l

dans
ft+P-' n

P de l'éclatement de C relativement à l' , et d'après

le théorème 2 on a le.résultat suIvant

Théoréme 3 • Le germe d'application

P
1

le n+!>.,..'
Chow~_1( p. ), p (1»

l

est un germe de morphisme analytique .

.f.
Soit 1 € Hilb (On)' on désigne par In(l] l'idéal initial de l,

c' es t -à-d i re l' i déa l homogène de O.n engendré par l.es formes in il i a l es

d'éléments de
n

( l ' i déa lIn [ l ] dM i nit >au vo i s i nage de 0 € C

cône tangent de Zariski en 0 à ((oJ,On/l). Soient

éléments de tels que les

1) des
1cicn+p

engendrent Ir idéal in( 1],

n+p,note 0 = O.

on

et .1 'on

3€ = {(À,z)€ 0 x U
f J (Àz)

o po~r 1 c i lI;. n+p} ,

est un polydisque ouvert convenable de centré en
ft

C

p. 10+9)

et pour À ~ 0,:3f, et ~À

d

=
t JS est

U

13€1= Ox{

par dM in ilion 0 On
.)Zn

où

sont iSQmorphes via Z
À

'après la propriété versel

..e
Hi lb (On) , on a un chem in anal y tique '1 o ------+) Hi lb (On)

où '1 (0) = in( lJ et '1 (1) = l, ce qui montre d'après
l 1

qui précède

et ia proposition 6 qu'en général e(in(l]) on avoir

2
inégalité stricte: par exempie, dans C on a 1 = Cy S

5
2 ~ 5

et in[l] = (y ,xy,x ) E S
6
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Pr'oposition 8.
~

Soit 1 = Cf 1 .f 2 ••••• f n + p ) € Sk où tous les f j ont

~

la même valuation. On suppose que in[l] = CinCf 1 ).inCf 2 ) ••••• in(f n + p »€ Sk

et que (inCf 1 ),inCf 2 ), •••• in(f n » est un système de par'amètr'es de On

tel que dim On / (inCf,» =k • Alor's. le5 cycles ~xceptionnels
C 1cicn

dans
n+p-1

P de et in[l] sont égaux.

de plus) de 0
1clcn+p DxUd

À

Avec les notations pr-écédentes. 3E est D-équimul t. iple

f, (}"z)

Oémonstr'at.lon

et est. défini par- l'idéal 5 = C

] =
fj(Àz)

d
À

)
1cicn

est une suite r-égulièr-e de 0 . D'apr-ès un
DxU

r-ésultat de Rees ([13]). on a ] = 5 dans C(z} pour- tout À € D.
À À

ce qui montr-e (cf. [16] ,p. 13~) que ï = 5 dans 0 . Avec les
DxU

notations du § 6. on a d'apr-ès le théor-ème 2 un mor-phisme analytique
, k n+p-1

P :~D ) Cho.... n _ 1 ( P ) où (JCÀ) est le cycle exceptionnel
n+p-1

dans. P de l'éclat.ement de U r-elativement à l'idéal :J de
À

C(z), et il suffit de montr-er- que pour- tout À ~ o. PCÀ) = (J(1). Pour'
n+p

tout ,. À E: D. on a un mor-phisme fini f : U -------» C dont
À

) , et d'apr-ès le ~héor-ème 1
1cicn+p

d'où le r-ésultat puisque pour- À ~ 0,

Cles composantes sont les
f, (Àz)

d
À

on a (JCÀ) = Pr-oj[CCCf ).CU),o)]
À

les ger-mes de cycles CCf 1 ).CU),0) et CCf ).CU).o) sont isomor-phes
À

y
via

d
À

Exemple
2

Dans C on a
~ 3 2 ~ 3 13= Cx +x y , y ,xy ) E: 5 et

16
~ ~ 3 13

in[l] = Cx ,y ,xy ) E: 5 ce qui montr-e que 1 et in[ Il ont le même
16

2 ~ 3 ~
cycle exceptionnel dans P , à savoir- (CX - t 1 t 2 ) = ol .
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CYCLE EXCEPTIONNEL DE L'ECLATEMENT DE NASH

D lUNE HYPERSURFACE ANALYTIQUE COMPLEXE A SINGULARITE ISOLEE

§ 0 - INTRODU CTION ET NOTA TIONS

Soient un entier n ~ Z, U un polydisque ouvert de a:: centré en 0 et

f : U 1 a:: une fonction holomorphe telle que f(O) = O. On suppose que 0

est un point singulier isolé de H =f-1(O). Quitte à restreindre U, il existe

un polydisque ouver t U 0 de a:: n centré en 0 tel que le morphisme bi: U ---+ U 0
oi

dont les composantes sont les -)..-- pour l 5 i ~ n, soit fini et plat. Soit
vZ.

1

P. = (~) . l'idéal jacobien de f dans (9= a:: /zl' zZ' ...• zn 1. alors le
è·z. 15 1 ~n

1

degré de b f est le nombre de Milnor IJ. = dima:: (9 /2- de H. Si

<z(l),z(2), ... , z(IJ.» = <z(j» sont les points de U "au dessus'! de tEU o '

on peut par normalité de U0 définiT une fonction holomorphe cP: Uo ,. (C

vérifiant <P(t) = rr i(zU». On appelle <P la norme de i et l'on note in(<p) sa

j = 1

fonnt: initiale en O.

On suppose désormais que H est irréductible.

On désigne par n : H -T H l'éclatement de Nash de H. On rappelle que

• l'!' n 10 ! IPn -1 1 ., . H l' dh ~Sl cr: \1J - ~ est a surJechon canon1que, est a erence
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r de l'application analytique F: R- 10 1_IP
n

- l
F rv

e plus, Rest unespaeeél.naly~iquecOmplexe

leplol1gement de la grassmannienne )-plans

aux limites d'espaces tangents à H en 0 (cL [H-L; p.251 ).

n-1
dans R x IP du gra phe

déJinie parF(z) = 0 [bf(z)]

T éduit etlg-1(O)il
n • n-l

de cr: dans IP

Autrement dit, 'li: H ---4-. H est l'éclatement de H relativement à l'idéal

P.f9
H

de C9
H

= (;J/f engendré par l'idéal jacobien :J. On note

E =Projan ( œ R
V

.C9
H

/P.V+I.L9H) la fibre exceptionnelle de l'éclatement
V ~ 0

de Nash de H.

Dansee qui suit, on précise la nature de la norme fet l'

le résultat suivant:

THEOREME.- 1 sont égaux.

§ l PREMIERES REMARQUES

Le morphisme fini 0 f : U l U 0 induit un morphisme fini et surjectif

d'espaces analytiques complexes réduits et irréductibles h:

où V = bf(H)red 'idéal maximal de (9 V, 0 ,alors via on a

Ït'i. (9 H =P. (9 H et d'après la propriété universelle des éclatements on a le

diagramme commuta tif suivant·

11 x idj H
------_-~,. V

n­
e V >< IP

H
h

--------_~ V
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----. V est l'éclatement de V relativement à l'idéal 7Jl. On a

-1
fT
V

(0) = Projan( EB
\!~o

v
711 ! v +1 ) = Pr 0 j (C (V, 0»71(

où C(V, 0) est le cône tangent de Zariski de V en O.

PROPOSITION 1. - On a 1 ji-1(0)/ =1 n;l(o)1 .

Démonstration. - On a 1 n-1(0)! c 1 n;l(o») car le diagramme (*) est

commutatif. Inversement, soit (0, o(y» E n~l(o), alors y E C(V, 0) - 10 J

_-,-",__~Lc3:a_prè!5_ [V(; p._ 21Qlile~i?teune suite (yk) E_V-:-19 L_eLlll:!e s1,lite__{~_kJ~_.a:; 7:

telles que lim ÀkYk =Y et lim Yk = O. Pour tout k, soit zk E H
k ... +oo k"'+ro

tel que h(zk) =Y
k

puisque h est propre et h-
1

(0) = O. il existe une suite

extraite (zk ) E H - 10 f telle que lim zk = O. On a alors
s s ... +oo s

lim Cl [h( zk )J = lim 0 ( /., k Yk ) =
s"'+oo S s ... +oo s s

Llespace analytique E =(h OiT) -1(0) est un diviseur de

On a donc 1 n~l(o)1 c j n-
1
(0)1, ce qui prouve le résultat.

H et les composante s
n-1

irréductibles (X ')1 . ~ de E d sont des hypersurfaces de IF • En
l :5 l $ N re

f..

utilisant ce qui précède, on note X = L
i = 1

o.X.
l l

(re s p. y= ;-

i = 1

D.X.) le
l l
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n-1 -1
cycle de IP sous-jacent à E (resp. rr V (0»), e.t .deg h le degré génériqu.e

du morphisme h: H ---..... V.

DEFINITION 1. - On appelle X le cycle exceptionnel de l'éclatement de Nash de H.

PROPOSITION 2. - En tant gue cycles de IP
n

- • on a X = deg h. Y.

Démonstration. - D'après un théorème de Samuel [SJ , on peut supposer que H

est une variété algébrique, alors V est égalr;;me.nt une variétéa1g

d'après LH;p. 166J. H et y lesol1taussi;dr;;Plus,cJ11a.<clegh:=[K(H)·

Soit .xi C!"~;§p·cYi)je.poiIlt g~!lfriqu'Ë_.~_~.~_i_._~tlI.-.F::_.(iJ;C:.Sil?·_TTV.\0) • a

on a ÛE,x. Q>Oll' (resp (1, ..1 =:Kp.J, où.Q = \i /~.Y+l
l( Ïiy(O),Yi l

(resp. :te = $

V ~ 0
et qi (resp. p.)

l
premier minimal

de Q (resp. J-C) co;:respondant à X .• D'après les propriétés de h et la
l

pr oposition 1, on a un m orphisme local, fini et inje ctH d'anneaux locaux

nœthériens intègre~A = G"J C~.__..........__..........--....~B
V,y.

l

Cl",
H,

; d.e plusd 'après la

propriété universelle des éclatements ana (1_1 A/~A et
n V (O)'Y i

'anneau est artinien donc pour V»O,

y v V

(7T..A /~ A) = '!J'A /~ A nli{_~ = 0 soit 7f..A c ~ A c'll{A' ce qui montre que sA

e st un id éal7li
A

- primaire deA . D'après la fo.rmule d projection de Samuel

[ Z -S.1I ; p. 297 J. ~ J3est un idéal'llIB -primaire de B et l'on a

[B: AJ.e(SA) = lB/77;B :A/77;AJ.e(~B). Puisque le corps des fractions de

I"V rv

A(resp. B) est K(Y) (resp. K (H», on a [B: A J = deg h; de plus, on a
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BI ::>. K(X) ~ AI'!71 ,d'où deg h.e(~A).= e(~B). Puisque la dimension de Krull
7l'B A

de A (resp. B) est l, on a pour \i »0 :

e(~A) = L A (~\lA 1 \1+1 ) (resp. e(~ B)
~ A

Par définition, et puisque ~ n'est pas un diviseur de zéro dans A (resp. B),

on a pour V ~ a :

D'où deg h. 6.=0:..,
l l

ce qui prouve le résultat.

§ 2 - POLYNOME CARACTERISTIQUE DE f PAR RAPPORT A ~

On note CS U = CSu = CC lt ,t , .•. , t 1 et ~ = t9 U, 0'
o 0 a 1 2 n,

alor s via le

morphisme fini et pla t est un cs -module libre de rang Il.Uo

DEFINITION 2. - On anpelle polvnôme caracteristioue de f par l'apport à P,
le polvnôme caracteristique P/t, x) du CS U -endomorphisme de t9 induit

o
par la multiplication par f.

Il Il-l Il
Sillon écrit Pf(t,x)=x -Sl(t).x +••• +(-1) S\.l(t), alors pour

1$. m :S Il , quitte 'à restreindre U 0 ' Sm(t) est la m-ième fonction symétrique

élémentaire des points <f(zUJ» (cf. [B; chap. V, § 2J); en particulier, on

a ~ = Sil. De plus, quitte à restreindre U, on a P/t>f(z),f(z» = 0 pour tout zEU.
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Ce qui montre que l'on a

1 vJ = 1 bf(H)/ = h é Uo ~(t) = 0 J.

PROPOSITION 3. - Le polynôme caractéristique de f par rapport à P
détermine une relation intégrale explicite de degré ~, de f sur ~ •

Démonstra tion. - Pour l:s; m ~ 1.1, on note valO(S ) = degré [in (S )J
m m

la valuation de S en 0, alors d'après ce qui précède, il suffit de montrer
m

que valO(Sm) ~ m. l)'a.prèS [T ;p. 291J, f est entier sur. P, donc qui.tte

à restreindre U, il existe c > a telque pour tout z EU on ait:

1 f(z)1 ~ c. sup
l$i~n

of (z)/
oz.

l

Ce qui prouve leré sultat.

§ 3- VALUATION DE <p

Via h, f9 es t
H

C9 - module de type fini, et d'après le paragraphe
Ua

précédent on a une suite exacte de (s; -modules
U o

o ___~) (S!J --'-(x__f,;,..)__+) l:;!J .... (SI

U o U 0 H

ce qui prouve que>l'ona

Fitting du <9. ·.··--rnodule
Ua

F ((9)= ('t,)
a H 'f

H(P/t,O)

où F O(f9
H

)

( -1 )!J~>(t)).

est leO"ièmeidéalde

Pour préciser <p et calculer valO(<P) = degré [in (~) J, on va construire

une autre pré sentation finie du (:,1 -module f9 H'
Uo
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D'après [T ;p. 315J, onpeutsupposerque bi C9
H

est entier sur
b Z 1 •

Ainsi, si 'JT
H

est l'idéal maximal de (Si et
H

bf
b 'i = (­

oZz
bi

, b z3'
Oi
èz

n

) , l'idéal (t'f). C9 H est 7J'H-primaire car :J (Si. H

est une suite régulière dans

l'est. De plus, puisque (Si
H

est un anneau de Cohen-Macaulay,

f9 et l'on a (cf. par exemple [T
H

(~ , bf " •• ,~)
ozZ OZ3 bZn

chap. OJ):

où e(I) est la multiplicité de l (i. e. le coefficient normalisé àe plus haut degré

du polynôme de Hilbert-Samuel de 1).

D'après ce qui précède, il existe un polydisque ouvert U'O de

centré en 0 tel que le morphisme h': H ~ U' 0 ,induit par

fini et plat. On note C9 U 'O = (SU'o' 0 = CC hZ' t 3,··. ,tn } 1 alors via h',

estun C9
U

,·-module libre de rang é =e(P.C9
H

).
o .

n-l
CC

b 'f soit

C9
H

de (Si
H

Soit À(t', t
l

) le polynôme caracté::-istique du (Si U' -endomorphisme
o

, d ' 1 1 'l" 0 f 1 . 1 1ln mt par a mu tlp lcatlon par ---, a ors pUlsque e po ynôme minimal
Ô zl

d fun endomorphisme e st dans la racine du polynôme caractéristique, quitte à

restreindre U 1
0

, on a
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est entier (0 'i). ~H' on~.• vaIO(.~)=.ô;;.e(p'i(9H) .

Remarque. - Si l'on considère la suite de Teissier de f

on a 6 =e(? H) = (.l(n) + (.l(n"'l)(cf. l T ; p. 320 ).

PROPOSITION 4. - On a (~) = (~
H

(~). Enpa:rticulier vaIO(~) = e(P. ~H)'

~~~~~~o~n.- Le germeÂest un polynôme de Weierstrass en . et

d'après

é

défini par (S

= l

modulo

considère l'homomorphisme de ~ -algèbr
U o

défini par

~ C9 U o/>-

i-1
~ \ t

l
modulo (À) )

i-1
o:.t3'.t modulo Â)

l 1

il induit Un homomorphisme surjectif A par passage au quotient
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n n
Pour tout n ~ 0, on a tl 0 1 - 1 (" tl E (t l ~l-l ~tl) d.'où, en utilisant le

théorème de division, on a o.~ i- = (ÀqtÇ) @ i = P'0 i- = 1~~P; dans A, soit

~ CS t . Alors ,en utilisant ce
o

Il (Cl ~ i- ) =P;. Ainsi, si ! (2: 0..0 r.) = 0,
J J

montre que Il est un isomorphisme. Via hl,

on a 2: a. 0 i-. = 0 dans A ce qui
J J

t\., 6 "'" l:ion a 1,; de plus, on aU' Ho
qui pr éc èd e, on obtient une

suite exacte de (!;l -modules
Uo

o
(t l' id - (x ~) )

à z 1 6
-----------_+_I CS ----7> 19

U o H
---~~ 0

où Ivl = 1t

car H Ile st.

C9 = C9 (

V V,O

-Püisque F O(C9
H

) ne dépend pas de la présentation de (!;l H' on a F O((!;l H) = (À) ,

d'teoù le résultat.

§ 4 - DETERMINA TION DU CYCLE EXCEPTIONNEL DE L'ECLATEMENT DE

NASH DE H.

D'après les § l et 2, on a un morphisme fini et surjectif h : H ) V

E U 0 ; <P(t) = 0 J et ~ red la réduite de ~ est irréductible

D'après la formule de projection de Samuel appliquée à

CS H ou d'après la proposition 2, on a grâce au § 3

<P = (4) )de g h
red
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En tant que cycle s de
n-1

lP , on a parqêfinition

:: l[in C<PjJdeg h :: in (~) :: 01
reG

ce qui, d'après la proposition 2 prouve le résultat suivant .

THEOREME. - En tant gue cycle s de
n-l

lP , on a X:: lin (~) :: 0 1 .

L'auteur remercî.e le r?-pport~t1rde.c~tarticle.delui avoir sigrlaléle

corollaire suivant de (*~):

PROPOSITION Le hessien de

Démonstration. - Si l'on suppose que H c:. S:: !;z EU Hess (0 (z) = 0 L

du morphisme fini h: H - -___+_~ V. Alor$, on peut choisir un sy

e Vun pointSoitalors ona Vcè i(S) ::

duquel

coordonnées locales (Yl'YZ""'Y
n
):: (Y',Yn ) sur U o ,centré en t o ,tel que

sont égaux, ce qui est absurde, d'où ~ > deg h..

points distincts dans

l'on ait grâce à **):

d

l on stlPpo

de ces points

est entier sur Y,

pui

y

lor s Ilque ~ :: deg h,

la majoration déjà utilisée dahs émonstra tion de la pr oposition 3 montre

JJ
, .. (')

que l'on a valO(~ (0'Yn1/ =valo (}}1 iCzJ.CO,Yn)]) ~IJ. >deg h, ce qùi est

absurde, d'où le résultat.
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Deuxième partie

GÉOMÉTRIE DES TISSUS DE C2





~-MODULESET GEOMETRIE DES TISSUS DE [2

§ 0 . Introduction

On désigne par 6 = [{ZI,Z2} l'anneau des séries entières
a a

convergentes à deux variables et l'on pose al = a2 =
aZ I aZ 2

Soient n champs de vecteurs XI = Ala l + B l a 2 (n~2), à
coefficients dans 6 et deux à deux 1-inéairement indépendants (i.e.
(AIB j - AjB I ) (0) ;é 0 pour l~i<j~n). On s'intéresse aux so1-utions

du problème suivant: ce sont les n-uplets (fl, •.. ,f n ) E 6 n tels
que XI (fl)= 0 pour l~i~n et d(fl+ ... +f n ) = 0 ; l'analogue réel
correspond aux équations de la résonance étudiées par Joly et
Rauch (cf. [J-RJ).

Dans ce qui suit, on étudie ce problème du point de vue
des ~-modules ; on montre que la dimension dim c9' du [-espace
vectoriel 9' des solutions est finie et que l'on a les inégalités
suivantes :

n ~ dim[9' ~ n + K (n-l)(n-2)

On montre également que cette majoration e~t optima1-e puisque la
borne est atteinte lorsque les n champs de vecteurs sont à coeffi­
cients constants. On étudie complètement le cas de 3 champs de
vecteurs. Enfin, on montre comment ces questions sont reliées à la
géométrie des tissus étudiée par Blaschke et ses élèves autour
de 1930 ; une caractérisation des 3-tissus de [2 de rang maximum
est obtenue.
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L'auteur remercie Daniel Barlet, Roger Gay et Jean-Luc Joly;
tous trois pour des raisons diverses ont permis que tissus et
@-modules résonnent !

§ 1 Finitude de dim[9'

On désigne par @ l'anneau des opérateurs différentiels
(linéaires et d'ordre fini) à coefficients dans & et l'on considère
la suite exacte de @-modules à gauche

où l homomorphisme p est défini, dans les bases canoniques, par
la matrice ~'opér&teurs différentiels suivante

[
Xl al a 2

j
0

p =
0

aln

Tout .é2ément(f1 , ••.• ,L~) E&n detfâétermi.ne un unique é2ément du
~-espace vectorie2 Hom~(M,&) des homomorphismes de @~modules à

gauche de M dans (3 et i17.versement (cf. par exempl e [PJ), ce que
l'on se ermettra d'écrire 9' = HQrn~(M,(3).

s opéra eurs

At k = @ ~ / 1mp n 90 ••~

image dans Mk

type fini

orie

npose -1 =
gradué des polynômes

s dans &. Pour kE~, on note
peut identifier Mk - l à son
est un &[eJ-module gradué

on désigne par @k l'espace
rdre inférieur ou égal à k e
= (3[ÇI,e 2 J = &[eJ est l'anneau

d

alors lB @k/@k-l
k~O

en Çl et {1 à coef~icle

et l'on pose M_ I = 0 ; on
et gr (At) = lB. Mk/M k _

k~O

dont on note multgr(M). la .rnul.tipli.citéLa.iracinede.l'aIlnulateur
degr(AO· est un idéal hplDogène de><5[elet~éf.init ung~rme, à

l'origine de ~2X~2 , d'ensemble analytique e-conique car (M)qu' on
a ppelle ..2avariété caractéristique de M (si M = @/~ alors
Ann gr (M) est l'idéal de &[ 0 engendré par les symboles principaux
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de tous les éléments de #) l'entier non nul défini par
mult (M) = muit gr(.) s'appelle la multiplicité de M (cf. par
exemple (L-M)).

Pour kE~, on considère le diagramme commutatif aux lignes

exactes

0 -- @n +2 c..- @n +2 --+ @n+2/@n+2 --+ 0k - 2 k - l k - l k - 2

1",-, 1"' 1(0),

0 -- @~ - l c..- @n --+ @~/@~-l -- 0k

&(O-modulegradué de présentation finie
morphisme p : &(ont2 __ &(on défini,

par la matrice suivante

le conoyau du
bases canoniques,

où Pk est induit par P et (P)k
Ainsi 'k = Coker (P)k est aussi
naturel @~_l/ImPk-l --+ 9D~/IinPk

est obtenu par passage aux quotients.
le conoyau de l'homomorphisme

de plus' = œ 'k est un
k~O

qui est
dans les

o

où ~ i = Ai ~ l + Bi ~2 est le symbole principal de Xi' Puisque
ImP k ç; Imp n @~, on a le diagramme commutatif aux lignes exactes

l 1
--+ 0

D'après ce qui précède, par passage aux quotients, on obtient une
surjection rp : • --+ gr (.41) de &( 0 -modules gradués de type fini;
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Remarque 1 - En général ~ n'est pas injective, cependant c'est le

cas si les n champs de vecteurs sont à coefficients constants ; en

effe da.ns c..ette si tuationona Imp.k Imp n @~ PO tout .kEIl'l.

Soit Fo('Y) le O-ième idéal de Fitting de 'Y (i.e. l'idéal

o engendré par les mineurs d'ordre n de la matrice p), aZors

on a JFo('Y) = (';1'';2)' En effet, puisque Fo('Y) est homogène, via

l'extension 6'[ (J ----.....a:Jz.,O. = a:{ z 1,Z.2 , .; il suffit de montrer

qUeJFn('Y).~{Z,.;) = (';l'~2)~~{Z,~) ; or ceci revient à montrer

d'après le théorème des zéros de Hilbert dans ~{Z,O que 1.' ensemble

des zéros Z de Fo('Y).~{z,O est ~2><{O}. Par définition de P, on a

~ 2X { O} !; Z. Soi t ( z , .; l' ';2) E Z, al 0 r s p 0 ur 1~ i ~ 2 0 n a

n~~ = 0 pour l~j~n, puis en réitérant

~ 1 ~ j

à l'hypothès
regroupant

./"'.
~1 ••• ~j~j+l

~nei = 0 our l~j~n o~~~ =
'indépeIldal1ce .et a règle
ifférentes ég~ations4eux

Ak z) e1 +
Cramer

à deux

Bk (z) e 2 ; grâce
on obtient en

= o pour l~J~nl

soite~

j + + 2 n

= 0 d' o~Z = ~2X{O}.

n -

On a JFo('Y) =JAnn 'Y (cf.[T)) et las~rjection ~ montre que

l'on a Ann 'Y!; Ann gr(;t<) , d'o~.JAnn 'Y = J.Ann gr(M) = (';1'';2)
puisgue par définition Ann gr(M) !; (';1'~2)' Autrement dit, on a
car.(M) =.~ 2><{ O}

Pruposition 1. Le ~-moduZe d gauche M est ~-isomorphe a &mult(~)

et dim c9' = diD:lc ..Hom0.(M,&) <est fi ..nie et é.gateàIIlult(M). De ptus,
on a mult(M) ~ mult('Y) avec égaZité si tes n champs de vecteurs
sont à coefficients constants.

Démonstration. Puisque car(M) = ~2X{O}, M est @-isomorphe à &m

(cf. par exeimple. [L-Ml) D'o~ Hqrn0(;t<,Ô) =7. (Hom0 (<fJk&».1D = ~m

puisque & = @/(a 1 ,a 2 ). D'après les propriétés de la multiplicité

cit.) e.t.puisque <gr(&)&ion <amu.1t(M) D:lu.lt(&m =m

depl~s,gr.âc.e àJas'U.r jeption •.~.·OIl amUIt (M)~mult(~) avec
égalité si les n champs de vecteurs sont à coefficients constants

d'après la remarque 1.
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Exemptes. Soient Xl = al et X2 = a 2 pour X3 = a l +a 2 ou
Cl+z l )a l +a 2 ou cl+z 2 )a l +a 2 on obtient dim[~ = 4 = muItC.) 1 alors
que pour X3 = Cl+z l +z 2 )a l +a 2 on a dim[~ = 3 < muItC.) = 4.

§ 2. Majoration de dim[~

On va déterminer rouItC.) en comparant les situations avec
n et n+l champs de vecteurs (n~2).

On désigne par .Cn) le 6[el-module gradué de présentation
finie correspondant aux symboles des n premiers champs de vecteurs
Xi (i. e .• Cn) = Coker pCn) où comme précédemment

pen)
o

Le diagramme commutatif aux lignes exactes

m P

0- &[el - &[ el n + 1 + 2 -- 6[ el n + 2 -- 0

l ~ n + 1 l P (n+1) l pen)

IJ. It

0- e[ el _ &[el n + l -- &[ el n -- 0

où m (P) = (0, •.. , 0 , P , 0 , 0 )

/'-.
p(P I ,···,Pn +3 ) = (PI"",Pn,Pn+I,Pn+2,Pn+3)

~ n + 1 CP) = P~ n + 1

fJ.. CC) = CO, ... , 0, C)
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induit la suite exacte de &[~J-modules gradués

jJ.

(~ n+ 1 ---+

et l'on a Rer}J.. = {P+O n + 1 )

tel que P - Pn+J~~+J = - Pl~l

"n+ ) ---+ W(n) ---+ 0

il ex i ste CP 1 '0 0 oJ.P

=••• = - P li ·~Jl) .

n

Lemme 1. On a Re r }J.. = 0 n +l' TI
i =

Démonstratio 0

n

i montrer que

y E (TI ~ i ) , or Pl ~ l =P 2 2 s' écrit (P 1 A 1 - P 2A2) ~ 1 = (-Pl B 1 +P 2B2)~ 2
i = 1

ce qui montre qu'il existe r E ô[ 0 tel que

Mais A 1 B2-A 2B1

ramer Pl =
on obtient que
en réitérant Q2 =
Un - 2 = Vn-l~

t i rsible dans ô,d'où d'après la règle de
même procédé,

puis

d'o'Ùen regroupant Y =

résultat.

n

(TI~i)'
i = l

e qui prouve le

Ainsi, d'après e lemme l et ce qui précède, on obtient
une suite exact~de&riJ-modules de type fini

o ---+ &[ 0/0
n

, TI ~i) ---+ W(n+l) ---+ W(n) ---+ 0
i = l

oÙ }J.. est induit naturellement par }J.. d'après le §l. on a

JAnn W(n)=Ul'';2) pour n~2, ce qui montre que JOn+l' il ~ i)=(';1'';2)
i = l

n

et que l'on amuIt W(n+l) = muit S'(n) + muit &[O/On+l' TI ~i)

i =1

(cf. [L-MJ).
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D'après l'hypothèse d'indépendance, on peut toujours
supposer que f n + 1 = .; 2 ; mais dans ce cas, tous les Ai (l~i~n)

sont inversibles dans 6, d'où

n n

mu l t @(.;] / (f en + l' TI fi) = rou l t 6 [ .; 1 ] / ( TI Ai'; 1 )

i = 1 i = 1

Théorème 1. Soit n~2. On a rouIt Sen) = n + K (n-l)(n-2), et les
inégalités suivantes

n ~ dim[~ = rouIt (M) .~ n + K (n-l)(n-2)

de plus, si les n champs de vecteurs sont à coefficients constants,
alors

dim[~ = n + K (n-l) (n-2) .

Démonstration. Les constantes sont solutions d' où dim[~ ~ n.
GrEcé à ce qui précède et la proposition l, il suffit par récurrence
sur Ji d'établir que mult S(2) = 2. On a le diagramme commutatif
(aux lignes exactes) suivant

p (2)

@( 0 4 -- @( 0 2 -- S(2) -- 0

1M l id

H
@(O4 -- 6(';]2 -- 6 2 -- 0

[:' .; 2 0 0

]où H = correspond à la résolution canonique de
0 ';1 ';2

Hilbert de @2 = @e@ et
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Al 0 1 0

o 1

Puisque det. M A I B 2 + A 2 B1 est> inv.ersible dans {}, ~(2) et {}2

sont {}[ç]-isomorphes, d'où mult ~(2) = 2.

Remarque 2. Pour n=2 on a d im[9" = 2 !).

§ 3. Passage de n à n+l champs de vecteurs

a) Cas général.

teurs Xi

On d
finie correspondant

(i.e . .M(n) = Coker pen)

e l!li-module à gauch
aux n premiers champs de
où comme précédemment

p (n) = [X' ~ o
)

etl' on considère l'idéal à gauche de l!li défini par

Alors, comme dans le §2, on a une suite exa e de $...,modules à

ga-qche

o -----7 l!li/ (X n + l' § (n» -----7 lU (n+1) -----7 A1 (n) -----70 (*)

ayant tous, d'après la proposition l, [2 X{0} comme variété carac­
téristique. D'après la proposition 1 et la résolution canonique
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de Hilbert de & (i.e.

o ----+� !il) _____+1 !!O2
------~I !il) ----+1 & ----+1 0 )

on a, grâce au lemme de Poincaré, Ext~(A1(n),&)=O pour i~l ; ce
qui donne, en appliquant le foncteur Homfl>(.'@) à ('1:), une suite
exacte de [-espaces vectoriels de dimension finie :

o ---+ .9"(n) --o?) .9"(n+l) --o?) Homflj (!!O/ (X n + l' # (n)) , &) ---+ 0

oü .9"(n) = Homflj(M(n),&) pour n~2. Ainsi, pour n~2 on a

= dime ~(n) + mult ~/(Xn+l' #(n».

De plus, on a dim[ .9"(2) = 2 d'après la remarque 2.

b) Etude de .9"(3).

Lemme 2. On a X~O-IXl = X~8-1X2 et #(2) = (X~8-1X1) où X~ est 1,' opé­
r:ateur différentiel, adjoint de Xi' et 8- 1 est 1,' inverse dans @ de
&';:,: A 1 B 2 -A 2 B 1 •

Démonstration. Si Y = PIXI = P 2X2 , alors (PIA1-P2A2)a1 =
(-PIBl+P2B2)a2 ce qui montre qu'il existe U E !!O tel que

= ua 2

= ua 1

D'où PlO = U(alA2~a2B2)=-UX;-1' de même 'P_20'=-UX~ soit -'Y :: -UX.:6--1 X 1 =
-UX~8-1X2' Il suffit donc de vérifier que X~O-lX1=X7o-1X2'

oü tous les produits sont calculés dans !!O. Or 8- 1 (A 1B 2-A2B1)=1
ce qui montre que dans !il) , on a les relations

ai 8- 1 A 1B 2 = ai 8- 1A 2B 1 + ai pour 1~i~2, d' oü le résultat.

Ainsi, d'après ce qui précède et le théorème 1, on a
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On suppose désormais que l'on a!

Ceci est toujours possible d'après l'hypothèse d'indépendance

et puisque l'on veut.seulement évaluer dim[fI> (3) , en effet,

qui tte à faire un changement de variables
J

on peuts~pp.oser

que X 3 = al' puis éventuellement faire des divisions puisque

XI = A l a 1+B l a 2 aveoJB I inversibled~ns.~ pouri=l et2 .. Alors
5 = A l -A2 , et en tant qu'idéaux à gauche de ~ (donnés par urs gé-
nérateurs) on a (X3.X~5-lXl)=(al'al(o-lA2)a2+a2(O-1)a2 + o-la~)

=(al'a~+aa2) où l'on pose a = [a 1 (o-lA 2 ) + a 2 (o-l)]

Théorème 2. On a les deux éventualit~spossibles

(
3 si a 1 (a) "1 0

dim[ fI>(3) =
4 si a 1 (a) = 0 .

Démonstration. On a [al'a~+aa2]=al(a)a2 d'oùgr~J(X3JX;O-lXl)=

&[O/(Çl'Ç~.al (a)ç2)·D' où le résultat d'après<ce~ui précède
que Par définition muIt ~/(X3JX;5-lXl) mult &[O/(çl'ç~.a

En particulier, on a le résultat suivant:

Corollaire. Dans le cas où les 3 champs de vecteurs sont a l .a 2 et
Aa 1 +a 2 , on a les deux éventualités possibles:

( si Aa l a 2 (A) "1 al (A)a 2 (A)

dim[ fI>(3) =
si Aa a 2 (A) = al (A)a 2 (A)

4. Application à la géométrie de.s tissus de lC 2

a) Gé n é raI i t és ( cf. 1 a. :r é f ér enoe cl as s i que B- B ]
pour <des déve 1 0 ppementsré cents) .

et [C]

On rappelle qu'un n .... ti ssu f7 ·de c odi:mens ion lauvo iSi nage

de l'origine de lC 2 . est défini par nJeuilletages (au voisinage de
l' 0 r i gin e de lC 2 ) don t 1 es feu i Il es s 0 nt 1 es hy p ersur fa ces Cl i s ses)

de niveau de n éléments FI E 6 vérifiant Fi (0) = 0 et dF i (0)"10, tels
qu'en tout point z voisin de oE lC 2 , les espaces tangents en z aux

n feuilles passant par z soient en position générale.
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est appelé une relation abélienne du n-tissu U ; la dimension
(dont on va montrer la finitude) du [-espace vectoriel 3d des
relations abéliennes est un invariant géométrique du n-tissu U
noté rang[U et appelé le rang du n-tissu U (si l'on remplace Fi
par VI (FI) où VI E [{t} vérifie VI (0)=0 et v~ (O);t'O, il existe

g 1 g 1 (F 1 )

- 1VI pour l~i~n,
,

VI

n

d'où r hl (v 1 (F 1» d (v 1 (F i» =0) .
1 =1

Puisque les n champs de vecteurs XI sont deux à deux liné­
airement indépendants, il existe (F1, ... F n ) E @n tel que XiFi=O
pour l'i'n, avec FI(O)=O et dF I (O)~O ; ce qui montre que les Fi
définissent un n-tissu U et réciproquement (il suffit de poser

aF 1 aF 1

al -
aZ 2 aZ l

n

Cl i E [{t} et r Cl~ (FI)dFi=O ; l'application [-linéaire El : [f ---7 ..4

(si gi est une primitive de gi' alors

et son noyau est constitué des solutions constantes, d'où

dim[ [f = range U + n.

D'après le théorème l, on a range U ~ K (n-l)(n-2) ce qui, dans
le cadre classique (i.e. l'analogue réel), est un résultat dU à

Bo l (cf. [B-BJ) .

b) Caractérisation des 3-tissus de [2.

On dit que deux tissus (de codimension l au voisinage de
l'origine) de ~2 sont équivalents s'ils sont transformés l'un
dans l'autre par un isomorphisme analytique.
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Soit ~ un 3-tissu de [2, pour z voisin de 0 E [2 on fait

la construction suivante (précisée, à équivalence près, dans la
proposition qui suit) on "trace" les trois feuilles passant par
z, et on fixe un point A proche de z et sur la feuille de la
famille 1 qui passe pat z , puis on "se promène" le long des
feuilles du tissu ~, c 0 mmei n d i q u é sur le dessin (réel ) c i -
dessous (Bestprécisement l'uniquepoil1t d ntersection de l
feuille de la arnille2 qui passe par z et de la euille de
famille qui passe par etc ...

Après un "tour" qu'on peut representer par

3 1 2 3 1--- B - C - D - E --- F

1 2

2

G ,

enon se retrouve sur la euille la fami le 1 qui passe par z,
nt G = G(z,A) éventuellement égal à A On dit que le tiss

Thomsen (où hexagonal) si pour tout point z voisin de 0
et tout point A voisin de z, les points G et A coincident

~

c:: 2
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Proposition 2. Soit ~ un 3-tissu de t 2 dont les champs de vecteurs
associés sont al' a 2 et X = Aa l +a 2 . Il existe un élément e E &{t} =
t{t,zl,Z2}' construit à partir du flot engendré par X, où

6 = -t + 6 2

2 3 !

+ ••• avec 6 2 =
A

et

1
6

3
= -[3A.a 2 (X(A)-3A.a;(A)-6X(A).a 2 (A)J, et tel que: ~ est de

A 2

Thomsen si et seulement si, on a identiquement e[6(t;2);zJ = t.

Démonstration. Si l'on désigne par exp(tX) (z) le flot engendré

par X, on a exp(tX)(z) = (ttJ(t;Z),Z2+t) où

ttJ(t;z) = Zl + tA(z) +

2

X (A) (z) +
3 !

X 2 (A) (z) + .••

Puisque ~ est un 3-tissu de t 2 , A est inversible dans & et le

théorème des fonctions implicites montre qu'il existe un unique
e E &{t} vérifiant ttJ(-t;zl,Z2+t) = ttJ(e(t;z);z) et 6(0;0)=0.
On peut donc faire le dessin (réel !) ci-dessous:

X=Aa l +a 2

exp(-tX) (Zl,Z2+t)

exp(tX) (z)

exp[ e(t; z)XJ (z)
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D'après ce qui précède, West de Thomsen si et seulement si on a
aie

e[e..( t i z) jZ) Par dé f in i t i 0 nde on a -->( Q, z) ( Z) et
at i

et ai

(1) C::
(t jZ) •

( - t j Z l' Z 2 + t )

(e(tjZ)iZ)

Ore(OiZ) = 0, ce qui montre en prenant t=Oque

- A(z) = el (z) (Z) , soit el (z) =

En dériyan.t par rapport .•~ , égal i o.n. obti.ent

(2)

-~- ( - t iZ l' Z 2+t ) + --- ( - t iz 1 ' Z2 +t )

az 2 at az;

a 2 l/J
---ce (t j z) j z)

at 2

e en prenant

X CA) - 2 a2 (A)=e 2 • A + X (A) , soi t e 2 =

A
En dérivant pa,rrapport à t l'égalité (2) on obtient

a 3 l/J
- --_. (- t iz 1 , Z2 + t )

at:!

a3 l/J

- 3 (iZl'Z2
az;at

a

a~B al/J ae
=-.-- (t j z). - ( e(t i z) i z) + 3 _..- (t i

at 3 at at

ae 3 a 3 l/J

+ [at (t;z)] . at' (8(t;z),z)

2 e a 2 l/J
---Ct i z). ---ce (t i z) i z)
at 2 at 2
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Ce qui montre en prenant t=O que l'on a

- X2 (A) + 3 a 2 (X (A) - 3 a; (A) = 8 3 • A - 3 8 2X (A) - X 2 (A)

1

soit 8 3 = [3A.a 2 (X (A) - 3A.a; (A) -6X (A) .a 2 (A) J ce qui démontre
A 2

la proposition.

Théorème 3. PoUP un 3-tissu g de ~2. les conditions suivantes
sont équivalentes :

i) le tissu f7 est de Thomsen ;

ii) le tissu f7 est équivalent d un 3-tissu de ~2 constitué
de 3 familles de droites parallèles;

iii) le rang de f7 est maximum (i.e ranl[f7 = 1).

Démonstration. iii) ===> ii). Il existe une relation abélienne de
~, non triviale: Il (F 1 )dF 1 + 1 2 (F 2 )dF 2 + 1 3 (F 3 )dF 3 = 0 ; soit

",1,"

Zi = li(F i ) où li est une primitive de li' alors dZ 1 +dZ 2+dZ 3 = 0
e~ l'on peut supposer que Zl et Z2 sont des fonctions coordonnées.
~~ où le résultat, puisqu'après changement de variables le tissu
est défini par Zl' Z2 et Zl+Z2'

ii) ===> i). La condition de Thomsen est invariante
par changement de variables ; on peut donc supposer que f7 est
défini par Zl,Z2 et Zl-Z2 qui est clairement de Thomsen (8(t;z)=-t).

i) ===>
vecteurs associés à f7

iii). On

sont al'
t 2

peut supposer que les champs de
a 2 et X = Aa 1 +a 2 . D'après la propo­

t 3

sition 2, 8 = -t + 8 2 + ..• vérifie 8[8(t;z);zJ = t
2 3!

ce qui impose 28 3 + 3e; = 0, soit A.a 2 (X(A)-A.a;(A)-2X(A) .a 2 (A)+
+2[a 2 (A)J 2=0. Or X(A) = Aa 1 (A) + a 2 (A), ce qui montre que l'on a
Aa 1 a 2 (A) - al (A)a 2 (A) = O. D'après le corollaire du théorème 2,
on a ranl[f7 = 1 d'où le résultat,

Remarque 3. Dans le cadre classique, on a le théorème suivant
dO. à Thomsen (cf. [B-BJ) : tout 3-tissu de Thomsen de 1R 2 équivaut
topologiquement à un 3-tissu de 1R 2 constitué de 3 familles de
droites parallèles ,
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SUR LA LINÉARISATION DES TISSUS DE C2

§O. Introduction

Un d-tissu W de (C2 ,O) est défini par d feuilletages (d ~ 2) de courbes analytiques
complexes lisses de (C2, 0) en position générale; on s'intéresse à l'étude géométrique de
telles configurations, c'est-à-dire à un isomorphisme local 4> : (C2 , 0) -t (C2 , 4>(0)) près (d.
le livre classique de Blaschke et Bol [B-B] et l'article de Chern [C] ; on peut également
consulter [H]).

Un d- tissu est linéaire si ses d feuilles {Fi( x, y) = cste} sont des (morceaux de) droites
de C2 , non nécessairement parallèles; par exemple, le d-tissu de (P2, 0) constitué par les
tangentes issues d'un point générique à une courbe algébrique C de p2 de classe d est
linéaire:

c c [p~

d
Si le d-tissu West linéaire, l'existence d'une relation abélienne E gi(Fi)dFi = 0 avec

i=l
gi(Fi) =j:. 0 pour 1 $ i $ d permet de montrer que W est associé, par dualité, à une

1
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courbe algébrique de p2 (pour une description précise du tissu linéaire associé à une courbe
algébrique de p2, d. par exemple la fin du §4 ci-dessous).

On dit qu'un d-tissu West linéarisable s'il existe un isomorphisme local </; : (C2
, 0) -+

(C2 , </;(0)) qui transforme Wen un d-tissu linéaire. On sait depuis l'exemple de Bol (d. §2)
que le rangdutissu.>W(i.e. la.di:rnension dU{2-çspél,ceVedprieLAdes relations abéliennes

d

de W où A = {(gi(Fi))I<i<d ; gi analytiques et L gi(Fi)dFi = O}) ne suffit pas, en général,
- - i=l

à caractériser les tissus W linéarisables.

Dans ce qui suit, on donne essentiellement une condition nécessaire et suffisante, en
terme de résolution d'un système différentiel non linéaire (*), pour qu'il existe un iso­
morphisme local </; : (C2

, 0) -+ (C2
, </;(0)) qui linéarise W ; de plus, on détermine les

isomorphismes locaux </; possibles. Ces résultats constituent une contribution nouvelle au
problème de la linéarisation des tissus de C2

; auparavant seuls des cas particuliers avaient
été étudiés (d. [B-B] et sa bibliographie). On retrouvera d'ailleurs dans le §4 quelques
résultats classiques.

Dans le §1, on montre qu'à une transformation projective près, un isomorphisme local
</; : (C2 , 0) -+ (CZ, </;(0)) correspond à la solution d'un système différentiel non linéaire ce qui
permet de démontrer le théorème général de linéarisation dans le §2. On montre dans le §3,

d-l
qu'il existe un polynôme Pw = L PlY' E C{x, y}[b] qui "mesure" si West linéarisable ou

k=O
non; au passage on retrouve des résultats classique sur l'équation différentielle du second
ordre y" = Pw(x, Yi y'). Enfin dans le §4, on s'intéresse à quelques cas particuliers et
l'on montre que dans certains cas, les relations abéliennes de W permettent de "résoudre
géométriquement" le système différentiel non linéaire (*).

§l. Préliminaires sur les isomorphismes loçCillxde{2:Z

pQ~PÔ~ésit~à~ çl::YII'aml~~~~ss=;.~~t~~s~~~f~~t~ deux vanables et l'on
SQirntBo, BI ,Bz et B3 des élémçnts de C{x, y}, on cOilsidèrelésystËme différentiel

lineaire suivaut :

Les conditions d'intégrabilité du système (1), à savoir

imposent, aprèsdifferentiation et élimination, que les Ei vérifient système différentiel



(2)

non linéaire suivant :

ô;(B2) - 2ôrây(BI) + 3ô;(Bo)+ 6Boôr(B3) - 3B2ây(Bo) - 3Boôy(B2)

+3B3ôr(Bo) + 2B1 ôy(BI) - B1ôr(B2) = 0

3ô;(B3) - 2ôrâl/(B2) + ô;(BI) - 6B3ây(Bo) + 3B1âr(B3) + 3B3âr(B1 )

-3Boâl/(B3) - 2B2ôr(B2) + B2ây(Bd = o.

3

Proposition 1. On suppose que les Bi vérifient le système (2), alors on a les propriétés
suivantes:

a) le C>espace vectoriel S des solutions du système (1) est de dimension 3 ;
b) toute base (Wl,W2,W3) de S détennine un isomorphisme local cP: (C2

, 0) ---+ (IP2
, cP(O))

où <p = [Wl,W2,W3) ; de plus, si ~ = [WI,W2,W3) est associé à une autre base (Wl,W2,W3) de
S, alors cP et ~ sont projectivement équivalents (i.e. ~ = M.cP où la matrice AI appartient
à GL(3, C)).

Démonstration. a) Soit V l'anneau des opérateurs différentiels linéaires à coefficients
dans 0 = C{x,y} ; on désigne par VI.1 le V-module à gauche associé au système (1).
Puisque les Bi vérifient le système (2), l'idéal de O[e,1]) engendré par les symboles princi­
paux des éléments de .1 est

(e, e1], 7]2)0[e, 7]]

ce qui montre que VI.1 est V-isomorphe à 0 3
; en particulier, on a

dimeS = dimcHomv(VI.1, 0) = 3

(cf. par exemple [B)).
b) Soit.(Wl ,W2, W3) une base de S, on peut vérifier que le déterminant

Wl W2 W3
S = Ôr(Wl) âr(W2) Ôr(W3)

ây(Wl) Ôy(W2) Ôy(W3)

est un élément non nul de C{x, y}, sinon les W j seraient C-linéairement dépendants (cf.
par exemple [A), p. 193). De plus, le système (1) montre que l'on a Ôr(S) - ôy(S) 0, soit
SE C*. L'un des Wj(O) est donc non nul, ce qui montre l'existence d'un isomorphisme local
cP [WI,W2,W3] d'après ce qui précède. L'équivalence projective est alors une conséquence
de la propriété a). 0

Sous les hypothèses de la proposition précédente, si (WI,W2,W3) est une base de S on a
grâce au système (1) :

S = (Wh âr(wj), ây(wj) = cste =1= 0

SBo = - (wj,âr(wj),â;(wj)

SBI = 3 (Wj, ô;(Wj), ây(wj) = -3 (Wj, ôr(Wj), ârây(Wj)

SB2 = -3 (wj,âr(wj),ô;(Wj) = 3 (Wj,ÔrÔy(Wj),ôy(Wj)

SB3 = (Wj,â;(wj),Ôy(Wj)
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où W j est le vecteur colonne ( ::J et ( , , ) désigne le produit mixte dans C'. En

particulier si tP := [tPl ,tP2, 1] est associé à une base de S on a les formules suivantes:

(3)

Ô;(tPI)Ô:r;(tP2) - â;(tP2)Ô:r;(tPI):= t::.Bo

â;(tPl)ÔlI (tP2) - â;(tP2)ÔlI (tPI) + 2[Ô:r;ÔlI (tPl)Ô:r;(tP2) - Ô:r;ÔlI (tP2)Ô:r;(tPI)) = f:.B1

â~(tPl)Ô:r;( tP2) - â~(tP2)Ô:r;(tPI) + 2[ô:r;ôy(tPI)ôy(tP2) - â:r;ây(tP2)Ôy( tPI)J := t::.B2 '

Ô~(tPl)Ôy(tP2) - â~(tP2)Ôy(tPI) = t::.Bs

où !::.. - ôxe tPl )ôy(tP2) - â:r;( tP2)Ôy(tPI). Les expressions Bi sont inyariantes par les homogra­
phies de tPl et tP2, et ont été lntroduites par Goursat (cf. [GJ, p. 1363 j on peut également
consulter la note de Painlevé [P)).

Inversement, soit tP = (tPl,tP2): (C2,0) --+ (C2,tP(0)) un isomorphisme local'; on peut
montrer, en généralisant un calcul de Gronwall (cf. [Gro), §1), que les Bi définis à l'aide des
formules (3) vérifient le système (2) j on peut également vérifier que (tPl e-i- B, tP2 e-i- B, e-iB )

est une base du C-espace vectoriel des solutions du système (1) où eB = !::... .

Autrement dit, on peut résumer ce qui précède par le résultat suivant:

Proposition 2. A une transformation projective près, les isomorphismes analytiques lo­
caux </> : (C2, 0) -+ (C2, tP(O)) correspondent aux solutions analytiques (Bo, BI, B2,Bs) du
système différentiel non linéaire (2).

§2. Linéarisation des tissus de (C2, 0)

Un d-tissu W de (C2, 0) est défini par d feuilletages (d ~ 2) de courbes lisses de (C2, 0)
en position générale j ses feuilles sont les courbes intégrales de d champs de vecteurs
Xi aiÔx + f3iây, à coefficients dans 0 = C{x, y}, qui sont deux à deux linéairement
indépendants (i.e. aïf3j - ajf3i E 0* pour 1 ::; i < j ::; d).

On dit que West linéarisable s'il existe un isomorphisme local tP: (C2, 0) --+ (C2, tP(O))
qui transforme W en un d-tissu linéaire (i.e. un d-tissu dont les feuilles sont des (morceaux
de) droites de C2, non nécessairement parallèles).

Lemme. Soient W un d-tissu de (C2, 0) de champs de vecteurs associés Xi pour 1 ::; i ::; d
et tP = (tPl, </>2) : (C2, 0) -+ (C2, tP(0)) un isomorphisme local. Alors tP linéarise W si et
seulement si, on a

où pour k ~ 1, Xfest l'opérateur différentie1linéaire obtenu par composition des champs
de vecteurs Xi.
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Démonstration. Si l'on désigne par exp(iXi)(x, y) le fiot engendré par Xi, alors son
image par tP est

Ainsi, tP transfonne W en un d-tissu linéaire si et seulement si, on a

1

Xi(tPd Xl:(tPI)! = 0 pour k > 2 et 1 < i < d.
X i (tP2) Xf(tP2) - --

Ce qui montre le résultat par itération des Xi.D

Corollaire 1. Soit W un d-tissu de (C2, 0) dont les champs des vecteurs associés sont
Xi - 8x + bi 8y pour 1 :s; i ::; d, alors on a les propriétés suivantes:

a) West linéaire si et seulement si, on a Xi(bd = 0 pour 1 :s; i ::; d ;
b) un isomorphisme local tP = (tPI' <P2) : (C2, 0) -. (C2, tP(O» linéarise W si et seulement

si avec les notations du §1 (formules (3)), on a

Bo + biBl + b~B2+bi B3 - Xi(bd pour 1 ::; i ::; d.

Démonstration. a) Il suffit de faire <Pl = x et tP2 = y dans le lemme précédent.
b) dans l'anneau V des opérateurs différentiels linéaires à coefficients dans 0, on a

Xi = 8x +bi 8y et Xl = 8:; + 2bi8x 8y+ br8; +Xi(bi)8y ce qui montre qu'avec les formules
(3) du §1, on a

xl(tPdXi(tP2) - X'f( tP2)Xi( <Pl) = flBo+bi(.6.BI ) +b;(ÂB2) +br(ÂB3 ) - Xi(bi)Â

où Â 8x (tPI)8y (tP2) - 8x (tP2)8y(<PI)' TI suffit alors pour conclure d'utiliser le lemme
précédent.O

Soit W un d-tissu de (C2 , 0), puisqu'on ne s'intéresse qu'à la géométrie des feuilles de
W, on peut toujours supposer, quitte à faire un changement linéaire des coordonnées, que
les champs de vecteurs associés à W sont de la forme Xi = 8x + bi8y pour 1 ::; i ::; d où
d'après l'hypothèse de position générale bi(O) =f bj(O) pour 1 ::; i < j ::; d.

D'après la propriété b) du corollaire 1 et la proposition 2, on a le résultat suivant:

Théorème 1. Soit W un d-tissu de (C2
, 0) dont les champs de vecteurs associés sont

Xi = 8x + bi 8y pour 1 :s; i :s; d. Alors West linéarisable si et seulement si le système
différentiel non linéaire suivant:

8;(B2) - 28x 8y(BI) +38;(Bo) +6Bo8x (B3 ) - 3B28y(Bo) - 3Bo8y(B2)

+3B3 8x (Bo) +2BI8y(BI) - B I8x (B2) = 0

(*) 38;(B3 ) - 28:z;8y(B2) +8;(BI) - 6B3 8y(Bo) +3BI8x (B3 ) +3B3 8:z;(Bd

-3Bo8y(B3 ) - 2B28x (B2 ) +B2 8y(BI) = 0

Bo+BIbi +B 2 b; + B3 br = Xi(bi) pour 1 ::; i :s; d
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admet une solution (Bo,BI ,B2 ,B3 ) où Bk E C{x, y} pour 0 :S k:S 3.

Pour d ~ 4, l'hypothèse de position générale montre (via un déterminant de
Vandermonde) que le système (*)admet au plus une solution. Ainsi, grâce à la proposition
2 on a le résultat suivant :

Corollaire 2. Un a-tissu de (C2, 0) avec a ~ 4 admet au plus, à une transformation
projective près, une linéarisation.

Soit W un a-tissu de (C2, 0), pour simplifier les énoncés (mais perdre une certaine
symétrie des expressions) on peut toujours supposer, quitte à faire un changement de
variables, que les champs de vecteurs associés à W sont ô:c, ôy et Xi = Ô:c + biôy pour
3 :S i :S d où bi(O) =j:. 0 pour 3 :S i :S d etbi(O) :f: bj(O) pour 3 :S i < j :S d.

Théorème 1 bis. Soit W un d-tissude (C2, 0) dont les champs de vecteurs associés sont
ô:c, ôy et Xi = Ô:c + biôy pour 3:S i :S d, Alors West linéarisable si et seulement si le
système différentiel non linéaire suivant :

ô;(B2) - 2ô:côy(BI) - Bdô:c(B2) - 2ôy(BI)] = 0

ô;(BI) - 2ô:côy(B2) + B2 [ôy(BI ) - 2ô:c(B2)] = 0

Xi(bi) .
BI + biB 2 = b

i
pour 3 :S t :S d

admet une solution analytique (BI ,B2 ).

Démonstration. Compte-tenu des hypothèses, les conditions de linéarisation s'écrivent
d'après le lemme et le corollaire 1 (propriété b)) :

ce qui, après simplification du système (2) du §1, montre le résultat d'après la proposition
2.0

La compatibilité du système linéaire contenu dans le système (* bis) donne le résultat
suivant:

Corollaire 3 • .Soit W un d-tissu de (C2, 0) avec d ~ 5 et dont les champs de vecteurs
associés sont ô:c, ôy et Xi = Ôx + biôy pour 3 :S i :S d. Alors si West linéarisable, la
matrice

[ ~~
X3 tb3 )

est nécessairement de· rang 2.

Exemple 1. On désigne par B le 5-tissu de Bol de C2 j ce 5-tissu de rang maximal
(cf. [Bo]) est constitué par 4 pinceaux de droites deC2 dont les sommets sont en position



7

générale et de l'unique famille des coniques passant par ces sommets; on peut le représenter
par le 5-tissu de (C2,po) dont les champs de vecteurs associés sont âz ,â1l ,X3 = Ôz +
~â1l,X4 = âz + ~::::iô!l et X s = âz + ~~~::::~~Ô!l avec po générique. Le 5-tissu B n'est pas
linéarisable. Ce résultat connu peut être vérifié aisément grâce au corollaire 3 j en effet,
on a

:f0

par un calcul direct ou le corollaire 1 (propriété a». On peut aussi vérifier ce résultat en
utilisant le corollaire 2 ; en effet, une transformation projective ne rendra jamais linéaire
les courbes intégrales de Xs.

Remarque 1. Le "théorème" fondamental de la nomographie encore appelé conjecture
de Gronwall (résultat annoncé en 1912 à la fin de l'introduction de [G]) peut s'énoncer
avec les hypothèses du théorème 1 bis sous la forme suivante:

si d = 3 et ôzâ'll(Log b3 ) :f 0 le système (* bis) admet au plus une solution.

§3. Polynôme associé à un d-tissu de (C2 , 0)

Soit W un d-tissu de (C2
, 0) dont les champs de vecteurs associés sont Xi = Ôz +

biâ1l pour 1 < i ::; d. L'hypothèse de position générale montre (via un déterminant de
Vandermonde) qu'il existe des Pk E C{x, y} uniques tels que l'on ait :

d-l

et l'on pose Pw(x,y;b) = 2: Pk(x,y)bk
•

k=O
On appelle Pw le polynôme associé à W et l'on note deg Pw son degré par rapport à b ;

le polynôme Pw est l'unique élément de C{x,y}[b] tel que l'on ait :

deg Pw ::; d - 1 et Pw(x, y; bi(x, y» - Xi(bi)(X,y) pour 1 ::; i ::; d.

Proposition 3. Soit W un d-tissu de (C2 , 0) dont les champs de vecteurs associés sont
d-l

Xi = âz + biây pour 1 ::; i ::; d. Alors le polynôme Pw = 2: Pkbk E C{x,y}[b] associé à
k=O

W possède les propriétés suivantes :
i) West linéaire si et seulement si Pw = 0 ;
ii) en tout point z voisin de 0 E C2 , les d feuilles de W passant par z sont les graphes

dans (C2
, 0) d'éléments Yi E C{x} qui vérifient l'équation différentielle du second ordre

suivante:

y" = Po + PI.y' +... +Pd_l.(y,)d-l = Pw(x, y; y');
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iii) West linéarisable si et seulement si, deg Pw $ 3 et (Po, Pl, P2, Ps ) est une solution
du système différentiel non lihéaire (2) du §1.

Démonstration. i) Par définition de Pw, c'est une conséquence du corollaire 1 (propriété
a)).

ii) Soient Fi(x, y) = este, les feuilles de W passant par z. D'après le théorème des
fonctions implicites, il existe Yi E C{x} tel que Fi(X,Yi(X)) = este et l'on a

ax{Fi)(X, Yi(X)) +yi(x)ay(Fi)(x, Yi(X)) = 0

soient yi(x) = bi(x,Yi(X)) et yi'(x) = Xj(bj)(x,Yj(X)), d'où le résultat par définition de

Pw ·
iii) SufE.sance.Pardéfinitionde Pw , c'est une conséquence du théorème 1 du §2.

Nécessité. Pour d ~ 4, c'est également une conséquence du théorème 1 du §2. Pour d $ 4,
on peut vérifier que si <P = «/>I,<P2) : (C2 ,O) -+ (C2

, <p(0)) est un isomorphisme local alors
yU = Po -+- PI.y'-tP2.(y')2 + Ps.(Y')S est transformée par <P en une équation différentielle
de la même forme

y" = QO-tQI.Y' -+-Q2.{y')2+ Qs.(Y')S

où les Qk dépendent de <Pl, <P2' Po, PI ,P2 et Ps. D'après l'hypothèse on peut supposer que
<P linéarise W et l'hypothèse de position générale entraîne (quitte à composer <P avec une
transformation linéaire) que l'on a Qk= 0 pour 0 $ k $ 3. Un calcul montre alors que
l'on a nécessairement les formules (3) du §1 dans lesquelles Bk est remplacé par Pk pour
o< k$ 3. Ge qui démontrelerésultatd'aprèsJe§l. 0

Remarque 2. On peut vérifier que la condition: (Po, Pl, P2, Ps) est une solution du
système (2) du §1, est la condition (nécessaire et suffisante) de R. Liouville-Tresse pour
que l'équation différentielle y" = Po + PI.y' -+- P2.(y')2 -+- Ps.(y')S soit transformée par un
isomorphisme local <P : (C2 , 0) -+ (C2 , <p(0)) en yu = 0 (cf. [L] et [T) ; pour un point de
vue légèrement différent, on peut également consulter [Ar), chap. 1 ; §6). Ge qui précède
donne une nouvelle démonstration de ce résultat ; de plus, on notera que la proposition 1
du §1 détermine les isomorphismes locaux <p possibles.

§4. Applications

On s'intéresse ci-dessous à quelques cas particuliers.

Proposition 4. Soit W un d-tissu de (e2 , 0) dont les champs de vecteurs associés sont
ax , ay et Xi = Ôx + bjôy pour 3 $ i $ d. Alors West linéarisable en un d-tissu linéaire
contenant deux familles de droites parallèles aux axes de coordonnées si et seulement s'il
existe des fonctions BI = Bl(x) et B2 = B2(y) telles que BI -+-bi B2 = Xib~bi) pour 3 ~ i ~ d.

Démonstration. Les feuilles des familles 1 et 2 sont transformées par un isomorphisme
local <p = (<Pl,<P2): (C2 ,0) -+ (C2

, <p(0)) en des droites parallèles aux axes de coordonnées
si et seulement si ôy ( <Pd = axe <P2) = o. Nécessairement, d'après les formules (3) du §1, on

a BI = :fi:j et B 2 = - :~i:j, et le système (* bis) du §2 se réduit à
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puisque âx(B2 ) = ây(Bd = O. Ce qui montre le résultat d'après le théorème 1 bis du
§2.D

Exemple 2. Soit W un 3-tissu de (C2,0) dont les champs de vecteurs associés sont âx,ây
et X = .âx + bây avec

Alors b = ~:~;~ où cp et tP sont des fonctions analytiques d'une variable et X~b) = ~,'gi +
b ( - ~:,'«:l ), ce qui montre que 4> = (cp( x), 1/J(y)) linéarise W en le 3-tissu de C2 dont les

courbes intégrales sont (si ç et 7] sont les fonctions coordonnées)

ç = cste, 7] = cste et ç- 7] = cste

(on a X(cp) = X(tP) d'après ce qui précède). Autrement dit, 4> linéarise W en le 3-tissu
de C2 constitué par 3 pinceaux de droites dont les sommets [1,0,0], [0,1,0] et [1,1,0] sont
alignés.

Soit W un d-tissu de (C2, 0), on rappelle que si Fi = cste sont les courbes de niveau
de.lGY alors le rang de W, noté rgW, est la dimension du C-espace vectoriel des relations
abéliennes A de W où

d

A = {(gi(Fi))l<i<d jgi analytiques et 'Lgi(Fi)dFi - O}j
i=l

on ~tt que rgW ne dépend pas du choix des Fi et que l'on a les inégalités suivantes (cf.
par"'exemple [H]) :

1°$ rgW $ "2(d -l)(d - 2).

Par exemple, si West un 3-tissu de (C2, 0) dont les champs de vecteurs associés sont
âx , ây et X = âx + bây on a l'équivalence suivante:

rgW = 1 si et seulement si âxây(Log b) = O.

En effet, les courbes intégrales de W sont x = cste, y = cste et F = cste où b =
- ~:~:~; si rgW = 1 et si cp'(x )dx -1/J'(y)dy +X'(F)dF = °est une relation abélienne alors

nécessairement b = ~:f;~ et par suite âxây(Log b) = °j inversement si b = ~:~;~alors
X(cp -1/J) = °et cp(x) -1/J(y) + X(F) - 0, d'où le résultat.

Pour illustrer ce qui précède, on se propose de rev-isiter en compagnie de Poincaré le
théorème de Mayrhofer et Reidemeister suivant :

tout 4-tissu W de (C2 , 0) tel que tout 3-tissu extrait de W soit de rang 1 est linéarisable
en un 4-tissu de C2 constitué par 4 pinceaux de droites.
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OIl.J)~tl.t.supp()~erqu~l~s.cb.~psdeveeteursassosiésà yvs?ntô;p; ,Qy, x 3. ô;p; + b3 ôy
et X 4 = Ôx + b4ôy ' Par hypothèse on a des relations abéliennes de W :

(1 3

~-.llnle~reIneJltindépen-

(234) (0, f32(Y), f33(F3), f34(F4 ))

(123).. (e,6'(i), -t/;'(y), X~(F3), 0)

(12;4,)· .•• ·.(ry'{x), ......O'(y),O,x4(F4 ))

ôu b3i::~:retb~ -::~;~.pesjrêlatioIls(13 et (23
dantes et il ya deux cas à envisager.

Cas 1. (1 2 3) et (124) sont engendrées par (13 4) et (2 3 4) on vérifie alors
que dans ce cas b4 = kob3 où ko E C -{O, 1} et que rP = (cp(x), t/J(y)) linéarise Wen
4pinceatixdedroites de>C2dontlessommetsiI1,0, 0] ,[O,I,ê)],I1,1,0] i.. et Il ,i~O'O]. sont
<Aign.és(onaX3{rP2) X3(rPl)etX4 (rP2 )=kOX4.(rPl))' De >plus, on peut supposer que

cp ~ t/J + X3(F3) = 0 et que l'on a kocp - t/J + P4(F4) = 0 ; en effet, b4 = ko::~~~eIltraîne
O. C~ qui montre que l'espace y~ctoriel des relati9ns.apéliennes

(cp'

(ko(ko (1 - ko)t/Jt/J'

o
,

P4 )

)

ptJ1sql.lel'ônsrotquedanstol.ls les cas oiia ·rgW :::;3.

Cas 2. Par exemple (123).n'estpasen.geIldI-epar (1 3 4) et (2 3 4), et il y a deux
situations possibles:

24}êsteiigeriâiépai(13 4) et (23~! ;dahs.cecas,q1.littèàmultipliefpéU" des
constantes convenables les relations·ahéliennesprécédentes,.Aadmetlabase suivante:

+(33 (F'3) ..

(b)(l 2 4) n 'est pas engendré Par (1.3 4) et (2 3 4); dans ce cas, quitte à Iilultiplier
pa.r/des constaJ.1tes convenables les relationsabéliennesprécédentes,.Aac1rnet une base du
même type que (P.), mais avec



11

Dans le cas2,{a) ou (b), on vérifie que 4> =(:7(~))' ~~~~~} linéarise W en 4 pinceaux de
droites de C2 dont les sommets sont [1,0,0], [0,1,0}, [0,0,1) et [1,1,0) pour (a) (resp. [1,1,1)
pour (b)) j en effet, d'après ce qui précèdeles 4 points

de ]p'2 engendrent une droite de p2, ce qui par dualité donne 4> (cette remarque n'est qu'un
cas particulier de la construction de l'application de Poincaré (d. [CJ et ci-dessous)).

Pour résumer ce qui précède, on a rgW = 3 et les trois linéarisations possibles:

Enfin l'on montre comment l'interprétation géométrique gu théorème général de linéari­
sation du §2 permet de "comprendre", via l'application de Poincaré, le résultat classique
suivant:

tout 4-tissu W de (C2,0) dont le rang est maximal (i.e. rgW 3) est linéarisable.

Soit W un d-tissu de (C2 , 0) dont les courbes intégrales sont Fi = cste, quitte à faire un
changement linéaire des coordonnées, on peut supposer que ôy(Fï)(O)::f °pour 1 ::::; i ::::; d.

A toute solution (Bo, BI, B2 , B3 ) du système différentiel non linéaire (*) du §2, on peut
associer un isomorphisme local 4> : (C2,0) -+ (P2, 4>(0)) qui linéarise W ; il suffit d'après
le théorème 1 du §2 de poser 4> = [WI,W2,W3] où (WI,W2,W3) est une base des solutions du
système différentiel linéaire (1) du §1 déterminé par les BI;. Inversement, si 4> = [WI,W2,W3]



12

linéarise W, les expI'essionsqui précèdent les formules (3) du §l déterminentles Bk pour
oSk S 3.

Onn()ter~ que si <P = [WI,W2,Wa] linéarise W, il existe d relations dans C{x,y} de la
forme suivante.

où les ·Oi, Pi êt li sont analytiques.

Si maintenant West un 4-tissu de (C2
, 0) de rang 3, toute base des relations abéliennes

deW:

{

(QI (F.. 1)., "'(F'.), "3(F3 ), ".(F.»
(Pl (E1},f32(F2), P3 (F3 ), f34 (F4))

(Il (FI)' 12(F2)'/a(Fa), 14(F4))

permet de définir(essentiellement parce quêle rang de West maximal) 4 germes d'applica­
tions .~i : (C2, 0) -+ (p2, Zi(O))ide rang 1 et telles que Zi(O) # Zj(O) en posant

4
OnaE ZidFi = 0 ce qui montre qu'au voisinage de 0 E C2, les 4 points Zi(X, y) engendrent

i=l
une droite Pl(x,y) = {Zi(X,y)} de p2.

On obtient ainsi un germe d'application

F: (C2 ,0) -+ (JP2,F(O)) où F(x,y) _pl(x,y)

~ppelée"~J>p~catio~,,«. de.< ~oincar.é Re }Vi .. OII. vérifie, grâce .• à .1'hypothèse. de position
g~~~ra1e,iq~~F'.est.~.;isoIIl0q>hismei•.• ce qui .IIlontreque..F.linéarise .. Wt : .si ••.••• ~ésigne
le produit scalaire dans Ca on a F(X,y).Zi(X, y) =0 pour 1 SiS 4 ce qui correspond aux
relations ( d = 4) ci-dessus !

~l.ltI'eID.eptd.it,lesrela,tions.a.1:>~lieIlIles .• d'UIl<.4-tissllWde (C2,0) dont Je. rang est max­
imal permettent de "résoudre géométriquement", via l'application de Poincaré de W, le
§Y'stêID.e(iifférep~ieLnonliI1.éaire(t)du§2a.?S9Çié àW.

Reilla:rque.·.·S.(LesZi définissent 4 germes··· de .. cour~esanalytiques ·.• lisses •(Gi, .·Zi(O))
da.IJ.§]p'2 q\lÎsont trq.nsversesàJadroite>pI(O) en. 4 points (iistinctsZi(O). . La relation

4 ii <..• t·.•• t.••.••• i . . i\ .i< < ...\\< \ .... •• i.<•. < ... y. .... <.. 4
[;t~idFi OpeoIlet deconstruire une.relation abélienne <i'algébrisationEgi(l'i )dF'i = 0
i;::1 i=l
où gi(E;) "10 pour 1:::; i 5 4,·etd'après le théorème de Lie-Darboux-Griffiths (cf. [Gri], p.



13

367) il existe une courbe algébrique C C p2 de degré 4 (non nécessairement irréductible et
éventuellement singulière) contenant les germes (Ci, Zi(O)).

--

c'"

---......1&-._ _ _

l __~---- ...
.....

z~ lo}

2~ (0)
,- ........ - .....----''ï
\,
""'-

Autrement dit, l'application de Poincaré F transforme W en le 4- tissu linéaire .cc de
p2 associé à la courbe C de p2 ; par dualité, si aucune des composantes irréductibles de C
est une droite projective de ]p2, alors .cc est constitué par les tangentes à la courbe duale
.ë C p2, de C ; sinon toute composante irréductible de C qui est une droite projective
D de p2 correspond à la famille de .cc constituée par le pinceau de droites de JP2 dont le
sommet est le point iJ de JP2 .
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DÉTERMINATION DES TISSUS DE RANG MAXIMAL

DE C2 QUI SONT LINÉARISABLES

§o. Introduction

Un d-tissu W de(C2, 0) est défini par d feuilletages (d 2:: 2) de courbes analytiques
complexes lisses de (C2, 0) en position générale; on s'interesse à l'étude géométrique de
telles configurations, c'est-à-dire à un isomorphisme local <p: (C2, 0) -+ (C2, <p(0» près
(cf. le livre classique de Blaschke et Bol [B-B], et l'article de Chern [C]).

On rappelle que si {Fi (x, y) = cste} sont les d feuilles de W, le rang de W, noté rg W
est la dimension du C-espace vectoriel A des relations abéliennes de W où

d

A = {(gi(Fi»lSiSd ; gi E C{t) et 'L.,gi(Fi)dFi = O} ;
i=l

on sait que rgW ne dépend pas du choix des Fi et que l'on a les inégalités suivantes:

1o~ rg W ~ 2 (d - l)(d - 2).

Un d-tissu est linéaire si ses d feuilles sont des (morceaux de) droites de C2, non
nécessairement parallèles; par exemple, le d-tissu de (!P2, 0) constitué par les tangentes
issues d'un point générique à une courbe algébrique C de !p2 de classe d est linéaire. Si le

d
d-tissu West linéaire, l'existence d'une relation abélienne I:: gi(Fi)dFi = 0 avec gi(Fi) =!= 0

i=l
pour 1 ~ i ~ d permet, grâce au théorème de Lie-Darboux-Griffiths (cf. [G], p. 367),
de montrer que West associé, par dualité, à une courbe algébrique de p2 dont le degré
est d ; dans ce cas, le théorème d'Abel entraîne que le rang de West maximal (i.e.
rgW = Hd -l)(d - 2» (en ce qui concerne les propriétés des tissus linéaires de (C2 ,0),
cf. l'appendice ci-dessous).

On dit qu'un d-tissu West linéarisable s'il existe un isomorphisme local <P : (C2
, 0) -+

(C2, <p(0» qui transforme W en un d-tissu linéaire. On sait depuis l'exemple de Bol (cf.
remarque 1) qu'il existe des d-tissus dé (C2 , 0) dont le rang est maximal et qui ne sont pas
linéarisables.

Dans ce qui suit, on se propose de répondre à la question suivante de Chern (cf. [C], p.6) :
déterminer les d-tissus de rang maximal de (C2 , 0) qui sont linéarisables. Plus précisement,

1
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on va caractériser ces derniers et décrire (pour d ~ 4) toutes les linéarisations possibles.
Les résultats obtenus ci-dessous complètent et prolongent l'étude de cas particuliers faite
dans le chapitre 3 du livre de Blaschke et Bol cité plus haut.

d-]

Si l'on désigne par Pw = I: Pkbk E C{x, y}[b] le polynôme associé à un d-tissu W de
k=O

(C2 ,0) introduit dans [Hé] (cf. §l. ci-dessous) ( les d feuilles de W vérifient l'équation
différentielle du second ordre y" = Pw(x, y; y')), on a le résultat suivant:

Soit W un d-tis.~u de (C2 , 0) dont le rang est maximal,

alors West linéarisable si et seulement si deg Pw S 3.

La démonstration de ce résultat pour d ~ 4 (cf. §3) utilise fondamentalement les
propriétés géométriques de l'espace des relations abéliennes de W rappelées dans le §l
et complétées dans les§§2 et 3, et donne une description géométrique des linéarisations
possibles deW.

Pour la commodité du lecteur, on a regroupé dans un appendice les résultats essentiels
(et leurs démonstrations) concernant la géométrie des tissus linéaires de (C2, 0).

§l. Rappels et introduction des notations

Soit W un d-tissu de (C2 , 0) ; les d feuilles de W sont les courbes de niveau {Fi = este}
d'éléments Fi E C{x, y} en position générale (ie. dFi /\ dFj(O) ::j:. 0 pour 1 ::; i < j S d).
On peut supposer} quitte à faire un changement linéaire de coordonnées, que les feuilles
de Wsoni les courbes intégrales des d champs de vecteurs suivants:

où bi E C{x, y} avec bi(O) ::j:. bj(O) pour 1 S i < j S d.

On dit que West linéarisable s'il existe un isomorphisme local <jJ : (C2 , 0) -+ (C2 , <jJ(0))
qui transforme W en un d-tissu linéaire (i.e. un d-tissu dont les feuilles sont des (morceaux
de) droites de C2 , non nécessairement parallèles).

A.Polynôme associé à W (cf. [Hé])
d-l

D'après l'hypothèse de position générale, il existe un unique élément Pw = I: Pkbk de
k=O

C{x, y}[b], appelé le polynôme associé à W, tel que l'on ait:

Les d feuilles de W sont les graphes d'éléments Yi E C{x} qui vérifient l'équation
différentielle du second ordre :

y" = Pw(X,y;y'),

et l'on a le résultat suivant:
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Théorème 1. West linéarisable si et seulement si, degPw :::; 3 et (Po, Pl , P2 , P3 ) vérifie
le système différentiel non linéaire suivant :

8;(P2 ) - 28x 8y (PI ) + 38~(Po) + 6Po8x (P3 ) - 3P28y (Po)

- 3Po8y (P2 ) + 3P3 8x (Po) + 2PI 8y (PI) - PI 8x (P2 ) = 0

38;(P3 ) - 28x 8y (P2 ) + 8~(PI) - 6P3 8y (Po) +3PI 8x (P3 )

+ 3P3 8x (PI ) - 3Po8y (P3 ) - 2P2 8x (P2 ) + P2 8y (PI ) = 0

Remarque 1. On désigne par B le 5-tissu de Bol de ((:2 ; ce 5-tissu de rang maximal
(cf. [Bo)) est constitué par 4 pinceaux de droites de C2 dont les sommets sont en position
générale et de l'unique famille des coniques passant par ces sommets. Le 5-tissu B n'est pas
linéarisable ; ce résultat connu est une conséquence immédiate de ce qui précède puisque
deg PB = 4.

B. Géométrie de l'espace des relations abéliennes (cf. [C-G])

Soit W un d-tissu de (C2, 0) avec d 2: 4 et dont le rang r = rg W = dimeA est maximal

(i.e. r = ~(d -l)(d - 2) où

d

A = {(9ïCFi)hsiSd ; gi E C{t} et L gi(Fi)dFi = O}).
i=l

Sdit (-y{(Fi)\<i<d une base de A ; puisque le rang West maximal on peut définir,
l$j~r

d'après une idée de Poincaré (cf. [PD, d germes d'applications de rang 1

en posant

Les d points Zi n~ dépendent que du tissu W et non du choix des Fi, et un changement de
base pour A se traduit sur les Zi par un automorphisme linéaire de pr-l.

Chaque Zi définit un germe de courbe analytique complexe lisse (Ci, Zi(O)) dans pr-l

et l'on désigne par ZI(x,y) un point (distinct de Zi(X,y)) de la tangente à Ci en Zi(X, y).

d
Par construction on a L: ZidFi = 0 et puisque le rang West maximal, l'hypothèse de

i=l
position générale permet de montrer que les d points Zi(X,y) engendrent un sous-espace
linéaire pd-3(X, y) de pr-l de dimension d - 3. De plus, par dérivation de la relation

d

I: ZidFi = 0 on obtient que les 2d points Zi(X,y) et ZHx,y) engendrent un sous-espace
i=l

linéaire P2d-6(x, y) de pr-l de dimension 2d - 6. Ce que l'on résume par

{Zi(X, y)} =pd-3(x, y)

{Zi(X,y); ZI(x,y)} = p2d-6(X, y).
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Les dpoints Zi( x,y) sonteIlPQ~itiQngéIléraJedaIls]p'd....3(:z;,y ) (i.e. (d-- 2) ppiIltsqtlylc:on­
ques pris parmi les Zi(X, y) ne sont pas dans unhyperplaIlcle ]p'd-3(x,y)),il yxist.edoIlcune
unique courbe rationn-clle normalede]p'd-3{x, y), n-0tée B(x, 1/)' qui passe par les Zi( x, y)
pour 1 Si S d. Pour (x, y) fixé, et à un automorphisme linéaire près de ]p'd-3(x, y), la
courbe algébriqueB(x, y ).admet laparamétrisationsuivante.:

Chaque courbe B(x, y) de ]p'd-3(X, y) est donc lisse, irréductible, non dégénérée si d ~ 5
(i.e. B(x, y) n'est pas contenue dans un hyperplan de ]p'd-3(x, y)) et de degré minimal, à
savoir d - 3.

§2. Application de Darboux-Blaschke pOllrlestissusde (C2 ,O)dOntle>rang
est >ulaximal

Soit W un d-tissu de (C2
, 0) avec d ~ 4 et dont le rang r = rg West maximal (r =

1
"2(d -l)(d - 2)

En s'inspirant de Darboux {cf. [D])et Blaschke (cf. [B]), on pose avecles notations du

où

b) II(b - bi) bd
i=l

Grâce à la relation I: ZidFi = Oetpuisquel'onpeutsuppQserque{Z3(x, ,Z4(X,y),···,
i::::lrd'--3 (:c ,iD, l'expressioIl· E déflIlitune application

0) X ]p'l -+]p'r--l

appelée applicati&ndeDarboux-Blaschke deW,quireprésènteldfarrtille U ECx, y)
(x,y)E(C2 ,O)

de ]p'r-l des courbes rationnelles normales E(x, y)c ]p'd-3(X, y) au voisinage de E(O) =
E(O,O).
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En effet, on a

{
l d 1 d 1 d 2 }

E(x, Yi b) = II. bi; ôy(Fi)Zi + b2 i; biôy(Fj)Zi + b3 i; bjÔy(Fi)Zi + ...

- bd
-

1 (t 8y (F;)Z;) +bd
-' (t b;8y (F;)Z; + "1t 8y (F;)Z;)

(
d d d)+ bd-3i; b;ôy(Fi)Zi + 0"1 i; biôy(Fi)Zi + 0"2 i; ôy(Fi)Zi + ...

= bd
-

3 (tb;8y (F;)Z;) + bd
-' (t b;8y(F;)Z; + "1 t b;8y (F;)Z;)

(
d d d)

+bd
-

5 ~ bI8y (F;)Z; + "1~ b;8y (F;)Z; + '" i; b;8y (F;)Z;

+ ...
d d d

+~ bf-1 Ôy (Fi)Zi + 0"1 ~ bf-2 Ôy (Fi)Zi + ... + O"d-3~ b;ôy(Fi)Zi
i=l i=l i=l

" d
puisqùe la relation I:: ZidFi = 0 entraîne

i=l

(A)
d d

~ Ôy(Fi)Zi - 0 =~ biÔy(Fi)Zi
i=l i=l

(on a Xi(Fi) = 0 pour 1 ::; i ::; d où Xi = Ôx + bjôy). Ce qui montre que E est polynômiale
en b de degré d - 3 et à coefficients dans C{x, y} ; de plus, on a

d

E(x, y; 00) - ~b;ôy(Fi)Zi et E(x,Yibi) = Zi(X,y) pour 1::; i::; d.
i=l

Ainsi, à (x, y) fixé, l'application b"-"+ E(x, Yi b) paramétrise la courbe rationnelle normale
E(x, y) C lP'd-3(x, y).

Le sous-espace linéaire {E, ôb(E), ôy(E)} de lP'r-1 est de dimension 2 i

en particulier rg(X,Yib)E 2: 2 .

En effet, chaque courbe E(x, y) est lisse et si ôy(E) E {E, ôb(E)} alors

b
d

-
3 (t b;8y (F;)' Z;) +bd

-' (t b;8y(F;)'Z; + "1t bi8y (F;)'Z;)

d

+ ... + O"d-3 ~ b;ôy(Fi)2Z~ = 0 modulo {Zi}
i=l
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ce qui est absurde puisque l'on peut supposer que

{Z3(X,y),··· ,Zd(X,y);Z~(X,y),···,Z~(X,y)}> IP'2d-6(X, y),

d'où le .résultat.

d-1
Lel.1une.SipwiL: Pkbk est le polynôme associéâW,>alors l'application de Darboux­

k=O
Blaschke Ede l1J vérifie la relation suivante:

E. E{..·.... ··. E}
â

r
(II ); ~~;(U;~(~\[Po+Pl b +(~'::+? i 'II,

d b1ô (p.) • d b~-.1Ô(F.)_ p. "Ç"" 1 YI· .·Z... p "Ç"" 1 ... • y 1. Z
- t~(b-bd2 i+"'+ d-1·L..J (b-sbi)2 i·

En particulier, on a deg Pw :s 3 si et seulement si, rg(x,y;b)Eest constant et égal à 2.

Démonstration. D'après (A), on a

d

o= L Ôy(Fi)Zi =
i=1

= âr('t?~)Zi)
i=1 1

d
ârâ,(F,) Z. "Ç"" ar(F,)â,(F;)

b - b· 1 + L..J
1 i=1

et d'après ce quipréc~de

__ô .("Ç"".d Ô
;;(Fd z ).••••.

. YL..Jb --- b·'\
i=1 1

d d d
= _ "'1 ôxôy(FdZ ' _ 'Ç"Ôx(Fùôy(Fù Z~ _."Ç"" ôy(bi)ôy(Fi)z.

L..J b - b· 1 L..J b _ b. 1 .• L..J ... (b ---b.)2 l'

i=1 1 i=1 1 i=1 . . 1
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Ce qui montre que l'on a

par définition de Pw (Pw(x, Yi bi) = Xi(bi) pour 1 ::; i ::; d).

D'après (A), on a

Ce qui montre que l'on a

d'où la relation du lemme d'après ce qui précède. Enfin, si deg Pw ::; 3, alors d'après la
relation précédente âx(E) E {E, âb(E), ây(E)} d'où rg E = 2. Inversement, si rg E = 2
alors âx(E) E {E, âb(E), ây(E)} et la relation précédente montre que l'on peut supposer
que l'on a

D'après l'hypothèse de position générale et via un déterminant de Vandermonde, on a
nécessairement P4 = Ps = ... = Pd- 1 =0 d'où le résultat. 0
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Corollaire. On suppose que deg Pw :s 3,alors par tout pointE{xo,Yo;bo).de§(:r:o, Yo)
passe exactement une famille à l-paramètre d'éléments de U E(x, y), et chaque

(x,y)E(iC 2 ,0)

membre de cette famille différent de E( xo}yô)iJeI'enccmtre E{xo, Ya) qu'al.lpoipt E( Xo, Yo; bo).

Démonstration. Soient (Ej )1 S:jS:r les composantes de E, on peut supposer que l'on

a localement E ',~r] la relation du lemme

E·
précédent et puisque Pw = Po + Plb+ P2b2 +p3b3, chaque -2 vérifie l'équation aux

dérivées partielles du premier ordre suÎ'Vante:

Ainsi, E-I(E(xo,yo;bo)) est la courbe caractéristique.del'équation ci-dessus qui passe par
(xo, Yo; bo), c'est-à-dire la solution du système différentiel

quipasse par(~(),yo;bo). Autrementdit,E~l(E(xo,iyo;bo))e?t\lacollrbe x -v-+ (x, y(x);
y'( x)) oùy(x) est l'unique solution de l'équation différentielle du second ordreyl/(x)­
Pw(x, y(x); y/ex)) telleque.y(:r:o)i1Jo.ety'(:r:o)bo. Ce.quimontre que la famille à
I-paramètre <cherchée est

b-v-+ E(x,y(x);b)

(chaque membre de cette fam.i1le ipassepar§(xo,~o;bo)enb . y'{x)). De plus si
EJ( xo., Yo ;fJo) .. EJ(xl,y(Xl); ,Bd pour(xo ,Yo) # {Xl,y( xI)) suffisamment voisins, alors
fJo-bo eLfJlY'(xI) puisqu'il existe une unique solution dey"=:;. Pw(:r:, y; y') qui passe
par (xo,yo)et (xl,y(xd), à savoir y(x) . .D
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§3. Détermination des tissus de rang maximal de (C2 , 0) qui sont linéarisables

Soit W un a-tissu de (C2 , 0) avec a ~ 2 et dont le rang est maximal (i.e. rg W =
Ha - l)(a - 2) = r). Si a = 2 (resp. 3) alors il est bien connu que West linéarisable,
et même parallélisable puisqu'il existe un isomorphisme local if; : (C2

, 0) ....... (C2
, if;(0)) qui

transforme W en un tissu linéaire dont les feuilles sont ç = cste, 'TJ =cste (resp.ç = cste,
'TJ = cste et ç + 'TJ = cste puisque dans ce cas l'on a une relation abélienne non triviale:

On suppose désormais que l'on a a~ 4.
On rappelle qu'une surface de Ve1'onese de lPr

-
1 est une surface algébrique 11 de lPr

- 1

paramétrée, à un automorphisme linéaire prés de lPr
-

1
, par

autrement dit, 11 est déterminée par la donnée d'une base du C-espace vectoriel des
polynômes homogènes de degré a- 3 de C[zo, Zl, Z2]. Une surface de Veronese de lPr

-
1 =

lP!d(d-3) est lisse, irréductible, non dégénérée pour a2: 5 (i.e. non contenue dans un hy­
perplan de lPr - 1 ) et de degré (a - 3)2 ; pour a= 5, c'est "la" surface usuelle de Veronese

:ae lP's qui de plus dans ce cas (et seulement dans ce dernier) est non dégénérée et de degré
~;tminimal, à savoir 4.

>Théorème 2. Soit W un a-tissu de (C2, 0) avec d ~ 4, de polynôme associé Pw et
dont le rang r est maximal (i.e. l' = ~(d - 1)(d - 2)), alors les conditions suivantes sont
t~:équivalentes :

i) West linéarisable ;

ii) la famille U E(x, y) est contenue dans une surface de Veronese 11 de lPr
-

1 ;

(x,y)E«(2,O)

iii) degPw :5 3.

Démonstration. i)::::>iii). C'est une conséquence du théorème L iii)::::>i). Quitte à
modifier l'ordre des composantes E j de l'application de Darboux-Blaschke E de W, on
peut supposer d'après le lemme précédent que l'application

vérifie rg e = 2 ; de plus, d'après le corollaire qui précède et le théorème de Bezout
dans lP2 , chaque courbe algébrique e(x, y) de p2 (i.e. paramétrée par b 00V00+ e(x, y; b))
est une droite (e(xo,Yo) et e(x,y(x)) ont exactement un point commum pour (xo,Yo) =1=

v
(x,y(x))). Par dualité, on obtient if;: (C2,0) ....... (lP'2,if;(0)) en posant if;(x,y) = e(x,y),

v
et par construction if; linéarise W i en effet if;({Fi (x, y) = cste }) est la droite de lP2

qui correspond à e(x, Yi biCx, y)) et l'hypothèse de position générale montre que if; est un
isomorphisme local :



ccv

\

1

C'Il ,

E (~I~ i te: ):: z; (:(.,~)

~(-;tIO)
r

e(,(I~ )

~z"
lP1.

~JJi
W~-'1

( ŒZ,o ) ""' (-Ir', q,(o)~ e(,))...

0/

ii)=>i).Soit v : pZ -t v(PZ) = V C pr-l le plongement de la surface de Veronese
V:> U E(x,y), alors v-l(E(x,y» est une droite de p2 puisque

(x,y)E(C2 ,O)

d - 3 = deg[v(v-1(E(x, y»)J = (d - 3). deg[v-1(E(x, y)]

v
et l'on conclut comme dans iii)=>i) en posant <p(x, y) = v-1(E(x, y» EPz. i):::}ii). On
peut supposer que Westlinéaire, c'est~à-dire Fi = Y - x.hi où Ki(bd -0 pour 1·::; i ::; d
(cf. [Hé], §2), et l'on obtient d germes d'applications de rang 1

en posant Vj(x,y) = [l,bi(x,y),Fi(x,y)]. Puisque West de rang maximal, il existe une
d

relation abélienne d'algébrisation I: gi(Fi)dFi = 0 où gj(Fj ) ::f 0 pour 1 ::; i ::; d; grâce au
i=l

théorème de Lie-Darboux-Griffiths (cf. [G], p. 367 et appendice §4) il existe une courbe
algébrique réduite f = {f(s, t) = O} de pZ de degré d (non nécessairement irréductible
et éventuellement singulière) contenant les d germes de courbes analytiques lisses de p2

v
définis par les Vi. Autrement dit, on a W - Lr où Lr est le d-tissu linéaire de pz associé,
par dualité, à la courbe algébrique f c pZ. Si Wr est le faisceau dualisant de f, alors
HO (f, wr ) est engendré sur C par

10
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Or d'après le théorème d'Abel (cf. appendice §3),HO(f,wr) est ([>isomorphe à l'espace
vectoriel A des relations abéliennes de W, ce qui montre que (dans ce cas) l'on peut
supposer que l'on a

pour 1 :S i :S d. D'où le résultat, puisque dans ce cas on obtient

E(x, Yi b) = [1; b, Y - x.bi b2
, (y -x.b)b, (y- x.b)2; ... ,(y - x.b)d-3]. 0

Remarque 2. Au cours de la démonstration du théorème 2, on a obtenu la description
suivante d'un d-tissu W de (C2

, 0) de rang maximal et linéarisable (d ~ 4), via l'espace
vectoriel A de ses relations abéliennes : la linéarisation </> définie par e est unique, à un
automorphisme linéaire de p2 près (cf. [Hé]) et </> transforme W en le d-tissu linéaire

v
.cr de p2 associé, par dualité, à une courbe algébrique réduite f de p2 de degré d. La
description de la courbe f C p2 est la suivante: chaque germe de courbe Ci défini par Zi
est contenu dans une courbe algébrique C = v(f) de pr-l tracée sur la surface de Veronese
V ::::> U E( x, y) où v : p2 -+ v(P2) = V C pr-l est le plongement définissant V.

(x,y)E(C2 ,O)

La courbe algébrique C de pr-l contenant les Ci est non nécessairement irréductible,
:~ventuellement singulière, non dégénérée (i.e. non contenue dans un hyperplan de pr-l :
:~le rang de West maximal 1) et de degré d(d - 3).,

Remarque S. On notera, d'après ce qui précède, que les relations abéliennes d'un d­
itissu W de (C2 , 0) dont le rang est maximal permettent de "résoudre géométriquement"
le système différentiel non linéaire (*) du théorème 1.

Remarque 4. Pour d = 4, la condition iii) du théorème 2 est toujours vérifiée et le
résultat (resp. la démonstration) iii):::;:'i) du théorème 2 est celui (resp. celle) classique de
Poincaré:

Tout 4-tissu W de ((::2,0) dont le rang est maximal est linéarisable
v

(dans ce cas, (x,y)"'-'"+ </>(x, y) = e(x,y) = Pl(x,y) E p2 est l'application de Poincaré de W
(cf. par exemple [C-G]))
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APPENDICE

Dans cet appendice on a regroupé quelques résultats classiques sur la géométrie des
courbes algébriques de ]p2 et détaillé les démonstrations des théorèmes de base concernant
la géométrie des tissus linéaires de (C2

, 0).

On reconnaitra l'influence de l'article "Variations on a theorem of Abel" de Griffiths
[G], ainsi que la démonstration de Darboux du théorème de Lie concernant les surfaces de
translation (cf. [D]).

§l. Rappels sur la géométrie des courbes algébriques de ]pz

(cf. [B-P-V], [G-H], [H])

Soit C = {f(s, t) = O} une courbe algébrique réduite de pz, non nécessairement
irréductible et éventuellement singulière dont le degré est d - degf. Puisque C est réduite,

le lieu singulier Sing (C) - {f = f8 = ft = O} où f8 = ~: et ft = it est constitué d'un

nombre fini de points de C.

On désigne par n : C -+ C la normalisation de C ; C est une variété projective lisse non
_ k _ _

nécesairement connexe: si C = U Ci est la décomposition (finie) de C en composantes
i=lk _

connexes, alors C = Un(Ci ) est la décomposition de C en composantes irréductibles
i=l- -

Ci = n(Ci) ; de plus, nlëi : Ci -+ Ci est la normalisation de Ci.

On note x(C) = dimcHO(C, Oc)- dimcHl(C, Oc) la caractéristique d'Euler-Poincaré
de C, et pa(C) = l - x(C) le genre arithmétique de C.

Si Pc est le polynôme de Hilbert de C (i.e. associé à C[zo, Zl, zzJ!F(zo, Zl, zz) où
f(s, t) = F(l, s, t)), alors Pc(v) = d.v + x(C). Or

(
v+ 2) (V+2""" j..Pc(v) = -

2 2

l
= dv + l - 2: (d - l)(d - 2)

ce qui montre que l'on a
l

Pa(C) = 2:(d - l)(d - 2).
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D'après l'additivité de X, la normalisation de C donne Pa(C) = Pa(C)+ I: bp d'où
pESillg(C)

la formule suivante:

k

~(d - l)(d - 2) = Lgi + l - k + L bp
2 . . ( )1=1 pESmg C

où gi = dimeH1(Ci' 0ë
j

) = Pa(Ci ) est le genre géométrique de Ci (i.e. le genre arithmétique
de la normalisation de Ci).

On rappelle que

où /-l( Ci, p) est le nombre de Milnor de la singularité (isolée) P de Ci, et rp est le nombre
de branches locales en P de la courbe C.

Soit wc le faisceau dualisant de C ; les sections locales de wc sont de la forme

ds dt,
r - = -r- ou r E Oc .

ft fs

Si C est lisse, wc= Rh. La dualité de Serre et la connexité de C impliquent:

dimeHO(C,wc) = dimeH1(C, Oc)

1=Pa(C) = -Cd -l)(d - 2).
2

Soit n~2 (C) le faisceau des 2-formes méromorphes sur JP'2 à pôles simples le long de C ;

les sections locales de n~2(C) sont de la forme r ds; dt où r E Oc. Le résidu de Poincaré

sur C, noté Resc , donne la suite exacte sur JP'2 :

ds /\ dt) __ r ds _ -r dt sur C.où l'on rappelle que Resc(r f ft fs

Puisque l'on a

la suite exacte précédente induit un isomorphisme:
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Toute fonction méromorphe sur p2 est rationnelle; ainsi tout élément de HO(p2, n~2 (C))
ds I\dt

s'écrit localement r(s, t) l(s, t) où r E C[s~t] avec la condition qu'il n'y ait pas de pôles à

1 t l . f(SI tl)
l'infini. Si s = - et t = - alors l(s, t) = . C 'd ,et l'on a

Si Si Si)

r(s, t)ds 1\ dt
l(s, t)

On doit donc avoir deg r - d + 3 ::; 0 ; or

'F( Si, tl)ds l /\ dt l

(Si )deg r-d+31(Si, t l )

(2+ d - 3)
dime{r E Crs, t]; deg r ::; d -3} = d _ 3

ce qui permet de retrouver l'égalité:

dime HO(C,wc) = ~(d - l)(d - 2).
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§2. Théorème d'Abel: version différentielle de Grimths (cf. [GD

v
Une droite .générale H E p2 coupe transversalement C en d points lisses distincts, et

l'on a une cOTTe.$pondance d'incidence

v v
{(H, c) E p2 x C j cE H} = l c p2 x C

v
la première projection induit un morphisme 7r : l -. p2 génériquement fini, de branches
locales

v
où (x, y = tx + s) sont des coordonnées locales sur ]p2.

}

{s = D} = H[OIO,I) H[-y,x,l) = {[l, s, tJ; -y + tx + s = D}
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Pour toute l-forme rationnelle w sur C, il existe une l-forme rationnelle Trace(w) sur
v ds
p2 définie par Trace(w) = pt(w). Si localement sur C, on a w = r -j = -r - avec

t Js
r E Crs, iJ alors

v
localement sur p2 où pour (x, y) fixé,

F(b) - J(y - bx, b) et R(b) = r(y - bx, b).

En effet, on a J(y - bi.X, bi) = 0 ; d'où

Ainsi:

Trace(w) =t.Pt[i~;::i:j
d . .... d

= 2: NR[bildbi... ../2: R[bd(dy - bi.dx ).
i=l - as (y - bi.x, bi)i=l.F"[bd

pour (x, y) fixé, le 'polynômeF' à des zéros simples, à savoirlê~.bi = bi(x, y) et pour k ~ a
d'après la formule des résidus:

~ bfR(bi) =~ .(b'~(b:.d.·.b<)
~ F'(bi) ~ reSb. F(b) ...•
1=1 1=1

(
bkR(b) ).. .. ( R(b') ,)

= -resoo db. reso . '..., . ~ db
Fi b) r·WJ'tdeg r~d+2:f(b'J •.

où FeO) ::f a et b = lib'. Si de plus, deg or ::; d= 3 alors poùrk '0 où 1 on a k +deg r ­
d + 2 $0 ; ce qui montre que

t R(bi) =tbiR(bd =
. F'(bi) . . F'(bi)
t=l t=l

Ainsi, d'après l'écriture locale du morphisme Trace, on obtient le résultat suivant:
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Théorème 1. Pour tout w E HO(C,wc),

d

Trace(w) = L Pt(w) = O.
i=l

§3. Tissu linéaire associé à une courbe algébrique de IP2

Soit C = {f(s, t) = O} une courbe réduite de lP'2, de degré d = deg f. Avec les notations
qui précédent, toute droite H[-y,x,l] - {[l, s, t] ; -y + tx + s = O} voisine de H[O,O,l] dans
v
lP'2 coupe C en d points lisses distincts Pi(x, y) (y - bi(x, y).x, bi(x, y».

v
Par dualité on obtient un d-tissu linéaire .cc de (C2 , 0) = (IP2 , H[O,O,l]) où l'on regarde

v
C2 dans ]P'2 via le plongement (x, y) - [-y, x, 1] ; les d feuilles de .cc passant par (xo, yo)
sont les droites distinctes {-y + bi(xo,yo)x + Yo - bi(xo,Yo)xo = O}. On appelle.cc ule"
tissu linéaire associé à la courbe algébrique C de lP'2.

Si l'une des composantes irréductibles de C est une droite projective Di, alors la i-ième
v v v

famille des feuilles de .cc est le pinceau de droites passant par Di où Di est le point ]P'2 qui
correspond par dualité à la droite Di de ]P'2. Si aucune composante irréductible de C est
une aroite projective, alors les d feuilles de .cc passant par (xo, Yu) sont les d tangentes à

v v v
la courbe duale C C ]P'2 de C qui passent par (xo, yu) : on rappelle que C est l'adhérence de

v
l'image du morphisme C - Sing(C) -+ lP'2 défini par c - T( C, c) où T( C, c) est la tangente

v v
à la courbe C au point c; de plus, la classe de C (i.e. le degré d de la courbe duale C de
v
]P'2) e~t donnée par (cf. [T» :

v
d = d(d - 1) - L {p(C,p) + m(C,p) - l}

pESing(C)

où p(C,p) (resp. m(C,p» est le nombre de Milnor (resp. la multiplicité) de la singularité
(isoléé) p de C.

Par transversalité, on a des isomorphismes ni : (C, 0) ~ (C, Pi(O» où ni(s) = [1, s, Çi(S )],
et l'on a Pi = ni 0 ai avec ai(x, y) = Y - bi(x, y).x, soit bi - ç(ai) ; en particulier le d-tissu
linéaire .cc est défini par les {ai = este}, et les champs de vecteurs associés à .cc sont
Xi = 8x + bi8y •

Soit w E HO(C,wc) ; localement sur (C,Pi(O» on a ni'{w) = gi(s)ds où gi E C{s}
d'après le théorème d'Abel (cf. §2) on obtient:

d d

Trace(w) = LPt(w) = Lai(9i(S)ds)
i=l i=l

d

= L gi(ai)dai = O.
i=l
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On a ainsi construit une application C-linéaire

définie par 8(w) = (gi(aj))j où A est le C-espace vectoriel des relations abéliennes du
v

d-tissu linéaire Le de (C2, 0) = (P2, H[O,O,l]).

On va montrer que e est un isomorphisme. Soit (gj( ai))i E A, il suffit d'après ce qui
précède et le lemme d'extension de Griffiths (cf. [G], p. 385) de construire au voisinage de

H[O,O,l] dans p2 une 2-f'Orme n = ~~:: :~ ds 1\ dt dont le résidu de Poincaré Resc(n) = w

vérifie localement sur (C,Pj(O)) l'égalité ni(w) = gj(s)ds ; soit encore

au voisinage de 0 E C2
•

Ce qui montre que si à (x,y) fixé, on pose F(b) = f(y - bx,b) alors on a:

F'(bj)ây(ai) = (-x f$(aj, bj) + ft(aj, bj))(l - xây(b j))

= ft(ai, bi).

D'après la formule d'interpolation de Lagrange, la fonction

vérifie pour (x, y) fixé :
h(bj, x, y) = gi(ai)ây(aj)F' (bi )

=gj(aj).ft(ai, hi).

d
Lemme. On suppose que l'on a I: gj(ai)daj = 0, alors la fonction

i=l
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d
Démonstration. D'après l'hypothèse L gi(ai)8y ( ai) = 0, ce qui montre que l'on a

i=l

D'après le lemme ci-dessus, la fonetion..\(t, x,tx + s)ne dépend pas de x, ce qui montre
que la fonction

r(s,t) - j(s,t).>..(t,x,tx + s)

= h(t,x,tx + s)

est holomorphe au voisinage de H[O,O,l] dans ]p2. Or

r(ai, bi) = h(bj, x, bi.x +ai)

=h(bi,x,y) = gi(ai).ft(aj,bi)

ce qui prouve que e est un isomorphisme. En particulier, d'après ce qui précède on a le
résultat suivant:

Théorème 2. Soit C une courbe algébrique réduite de p2 dont le degré est d. Alors le
rang du d-tissu linéaire .cc associé à C est maximal et égal au genre arithmétique de la
courbe C, ou encore

dimcA = dimcHo(C,wc) =Pa(C) = ~(d -l)(d - 2).
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§4 Algébrisation des tissus linéaires de (C2
, 0)

S()it r..\lnd-tissu>linéaire de (C2,ü) .. QuitteàJ<:l.ire}m chaIlgemeIltliné<:l.ir~decoor­
données, on peut supposer que les champs de vecteurs associés à L sont Xi = 8x + k8y

avec Xi(bi) = 0 (cf. [Hé], §2).

Les fetlillesdud-tisstl L sont définies par {(licste}Ol1 ai (:r ,y) __ y - bi(x, y).x puisque
Xi(bi) = 0; de plus, ona bi = çi(ai) avec ç;E C{s}.

On pose Ui(X, y) - [1, ai(x, y), Çï[ai(X, y)]], alorsl~sUi définissent d germes de ~ourbes

analytiques lisses (fi, Ui(O)) dans ]p'2 qui sont transverses à la dI"QiteH[o,O,l)E]p'2en d
points distincts Ui(O) = [1,0, bi(O)] ; de plus, pOtlr (x, y) voisin de 0 E C2, c'est-à-dire pour

v
H[-y,x,l] = {[l,s,t] ; -y ±tx ± vpisiIld~lf[(),o,lrdans]p'2 on a:

Ui(X, y) E H[-y,x,l] pour tout l =:; i =:; d.

r.
"

.... ,

fi C ]pl.

}

Par transversalité, on a des isomorphismes ni : (C,O) .:::::+ (fi, Ui(O)) où nies) = [l, s, Ç,i( s)]
v

et des applications Pi . (H[O,O,I],]p'2) -+ (f;,Ui(ü))OÙPi(H)- .H.fi = Ui(X,y) =
ni Q ai(X, y) avecH = H[-y,x,l]' .

Théorème 3. (Lie, Darboux,... , Griffiths) On suppose qu'il existe une relation abélienne
d

du d-tissu linéaire L de la forme :L gi(ai)dai = 0 avec gi(aï) =f. 0 pour tout 1 =:; i =:; d.
i=l

Alors il existe une courbe algébrique réduite f de ]p'2, non nécessairement irréductible et
éventuellement singulière dont le degré est d et qui contient les germes (fi, Ui(O)), et un
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élément w E HO(f,wr) tel que localement sur (fi, Ui(O)) on ait ni(w) = gi(s)ds. En
particulier'c est le d-tissu linéaire associé à la courbe f de}P'2 (i.e. ,c = 'crJ.

Démonstration. D'après le lemme d'extension de Griffiths (cf. [G], p. 385) et ce qui
précède, il suffit de construire une 2-forme méromorphe D. au voisinage de H[O,O,l] dans }P'2

d

dont la variété polaire est L fi et telle que nHResri(D.)] = 9i(S)ds sur (fi(Ui(O)). En
i=l

effet, l'extension ri de D. s'écrit alors localement ri = ~~:: :~ ds /\dt avec r et f dans Crs, t],

deg r :S d - 3 où d = deg f.

Soit À(b,x,y) = t ~i~l~y(ai1, d'après le lemme du §3 la fonction À(t,x,tx + s) ne
.=1 • x,y

dépend pas de x. La 2-forme D. = À(t, x, tx + s)ds /\ dt est méromorphe au voisinage de
d

H[O,O,l] dans }P'2 de variété polaire L fi puisque pour tout 1 :S i :S d on a 9i(ai) ::j= 0 et
i=l

ai(X, y) = y-bi(x, y).x, soit bi(x, y) = bi(x, bi.x+ai). De plus, on a ni[ReSri(D.)] = 9i(S)ds
sur (fi, Ui(O)) puisque

ai(x,tx + s) = tx + s - bi(x,tx + s).x

= s sur (fi, Ui(O)),

et
ât[t - bi(x, tx + s)] = 1 - x.ây(bi)(x, tx + s)

= ây(ai)(x,tx+s) .

Ce qui démontre le théorème. 0
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Résumé.

Ce lllémoirecomporte deux parties indépendantes.

Laprernière partie est consacrée à la description descyc1es exceptionnels d'éc1atements
usuels de la géométrieanalytiquecoI+lplexe locale :. cône tangent de .Zariski,éc1atement
d'unidéal(h, ..•. ,zn)-prilnaire deC{zl,' .. ,Zn} et éclatement deNashd'une hypersurface
à singl.llarité isolée.

La seconde partie est consacrée à l'étude dG la géométrie destissusdeC2
.• On caractérise

les tissus hexagonaux. On donne une condition nécessaire et suffisante de linéarisation d'un
tissu de rang quelconque. On utilise .les .relations abéliennes pour déterminer les tissus. de
raIlgllla.xirnalqui sont •linéarisables.
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