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Avant-propos

Avant-propos

La théorie des phénomeénes critiques a pour objet 1’étude du comporte-
ment de la matiere au voisinage de transitions de phase du second ordre. Ce com-
portement est largement dominé par la présence de fluctuations dont la portée diverge
au point critique, ce qui en rend 1’étude tres complexe. Heureusement, un formalisme
riche a été développé autour du concept d’universalité, dégageant parmi la diver-
sité des parametres entrant en jeu quelques constantes indépendantes des systemes
envisagés. Une telle description unifiée des phénomeénes critiques a demandé cent cin-

uante ans d’efforts et de sagacité.
q g

La premiere observation expérimentale du comportement critique de
la matiére remonte, semble-t-il, au XIX® siécle avec les expériences de Cagniard
de Latour sur la vaporisation de l'eau et de l’alcool (1822) (*). Le phénomeéne
d’opalescence critique qu’il observe alors, et qui résulte de l'intense diffusion de la
lumiére par un fluide au voisinage de son point critique, a fait I’objet de nombreuses
études de la part de ses contemporains qui s'y réferent sous le terme éloquent d’état

de Cagniard de Latour.

(*) Les informations et les citations signalées par un astérisque et rapportées
dans cette introduction sont empruntées a l'essai de Rowlinson qui accompagne

édition du tezte de la thése de JD van der Waals (1988).
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Herschel est le premier a évoquer a ce sujet le principe de continuité

lorsqu’il écrit (1830) (*) :

Il n'y a aucun doute que les états solide, liquide et gazeuz des corps ne sont
que des étapes dans un processus de transition graduelle d’une eztréme a
lautre et que, si fortement marquées qu’apparaissent les différences entre ces
€tapes, il s’avérera en fin de compte qu’elles ne sont séparées par aucune limite
abrupte, mais se fondent les unes dans les autres par gradations insensibles. Les
derniéres erperiences du Baron Cagniard de Latour peuvent étre considérées
comme un premier pas vers une demonstration compléte de cette [...] lo
génerale qui semble s’étendre a toute la nature, la loi dite de continuité et
qu’ezprime la sentence [...] "Natura non agit per saltum”.

Plus tard, Faraday cherchant une appelation plus appropriée pour ’état

de Cagniard de Latour en donne la description suivante (1844) (*) :

Il eziste un point de temperature et de pression ou le liquide et sa vapeur sont
identiques dans toutes leurs propriétés [...], un point ot le liquide et sa vapeur
ne font qu’un selon une loi de continuite.

C’est finalement Andrews qui forge l'expression température critique
et, dans une étude expérimentale sur l'opalescence critique dont van der Waals

empruntera le titre pour sa propre thése, il écrit (1869) (*) :

Les états gazeuz et liquide ordinaires ne sont que des formes €loignées d’une
méme condition de la matiére et on peut les transformer ['un dans ['autre
par une série de gradations st douces que le passage ne présentera nulle part
d’interruption ou de solution de continuité.

On trouve la premiere interprétation théorique de la transition liquide-
gaz au point critique dans la thése de van der Waals (1873) (*) ou il établit la célébre
équation d’état qui porte son nom. C’est encore lui qui introduit en 1880 (*) le principe
des €tats correspondants qui constitue la premiére manifestation de ce que l'on appelle

aujourd’hui 'universalité. L'importance en est reconnue par Curie (CURIE 1891) :

La méthode donnée par M van der Waals pour comprendre dans une formule
unique les propriétés fondamentales de tous les fluides nous semble pouvoir étre
généralisée et devenir, appliquée a des propriétés trés diverses de la matieére,
une méthode féconde.

Les progres de la fin du XIX*® siecle ont élargi le champ d’application

des phénomenes critiques, établissant l'existence de points critiques associés a des
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systemes fort différents de la transition liquide-vapeur. C’est le cas des mélanges
binaires de liquides ou de la transition ferromagnétique-paramagnétique reconnue dés

1389 par Hopkinson (*):

La température a laquelle le magnétisme disparait peut étre appelée température
critique.

Cette transition fait aussi I'objet de la these de Curie (CURIE 1895) :

Un corps ferromagnétique se transforme progressivement, quand on le chauffe,
en corps faiblement magnétique, et ['on peut donner une image generale des
phénoménes en remarquant que la fagon dont l'intensité d’aimantation varie
sous ['influence de la température et de l'intensité du champ magnétisant
rappelle la fagon dont la densité d’un fluide varie sous linfluence de la
température et de la pression.

Le début du XX* siecle voit l’émergence des théories de champ moyen
avec les tentatives d’interprétation de |'opalescence critique en termes de fluctuations
locales de densité (Smoluchowski 1908, Einstein 1910) (*) et avec la théorie de Veiss
du magnétisme (1907) (*). Les méthodes de champ moyen sont améliorées dans les
années 1930 et appliquées sur réseau a l’étude des transformations ordre-désordre
dans les alliages (BRAGG et WILLIAMS 1934, BETHE 1935, PEIERLS 1936a, NIX et
SHOCKLEY 1938). Les propriétés thermodynamiques sont alors correctement décrites

si I'on exclut le voisinage immédiat du point critique.

Ces théories sont synthétisées par Landau en 1937 dans le cadre d'une
approche phénoménologique qui marque le point de départ de "l’ére moderne
des phénomeénes critiques” (LANDAU 1936, 1937). Cette approche est fondée sur
I'hypothése qu’un potentiel thermodynamique convenable ¢ peut étre développé en
loi de puissance de l'écart au point critique représenté par un parametre d’ordre
n. Elle conduit a une description des singularités des grandeurs thermodynamiques
au point de transition par un ensemble d’exposants critiques. L'idée d’universalité
est sous-jacente dans les travaux de Landau qui impliquent que les singularités sont
uniquement déterminées par la forme de ¥ et indépendantes de la nature physique
du parametre d'ordre n. De nombreux résultats expérimentaux avaient déja mis en
évidence que certains exposants critiques semblaient coincider pour des systémes

différents, suggérant que les détails microscopiques avaient peu d’influence sur la
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forme des singularités critiques. L’application spectaculaire de la théorie de Landau a
la supraconductivité (GINZBURG et LANDAU 1950) mesure ’efficacité de la méthode.
I a suffi (!) aux auteurs de supposer l'existence d’un parametre d’ordre complexe et
d’ajouter un terme dans le développement du potentiel i pour interpréter certains

faits connus a l'époque et pour en prévoir de nouveaux (DE GENNES 1966).

Les premieres étapes dans la recherche d’une solution exacte du modele
d’'Ising bidimensionnel remontent a 1936 : Peierls démontre que, contrairement au
modele d’'Ising unidimensionnel, les modeéles a deux et a trois dimensions présentent
une aimantation spontanée a température non nulle (PEIERLS 1936b). Kramers et
Wannier déterminent en 1941 la température critique du modeéle planaire en reliant
par dualité les phases de haute et de basse température (KKRAMERS et WANNIER
1941). En 1944, Onsager publie la premiere détermination analytique de l'énergje libre
d’un modéle non trivial en physique statistique, le modéle d’Ising bidimensionnel sans
champ magnétique {ONSAGER 1944). Il expose publiquement le calcul del’aimantation
spontanée en 1948 a Cornell, puis la méme année a Florence. Mais, Onsager n’ayant
jamais publié sa solution, il faut attendre 1952 pour qu’un article de Yang en donne
les détails ( YANG 1952). Les anecdotes qui entourent la publication de ce résultat sont
rapportées par Brush (1967). La susceptibilité est ensuite calculée par Fisher (1959).
Les singularités obtenues different de celles que prévoit la théorie de Landau mais
aussi des résultats expérimentaux de I'époque. Ces différents types de comportements
critiques constituent ce que l'on appelle des classes d’universalité, regroupant au
sein de mémes catégories, des systéemes physiques ainsi que des modéles théoriques
présentant des singularités analogues (FISHER 1966, GRIFFITHS 1970). L'extréme
richesse des comportements critiques susceptibles d’étre rencontrés dans la nature
est ainsi structurée et les considérables progrés accomplis grace aux développements
récents dans le domaine des phénomenes critiques contribuent a identifier un grand

nombre de classes d’universalité.

Si des solutions exactes ont été obtenues pour quelques modeles bidimen-
sionnels (le volume 1 de la série éditée par C Domb et MS Green (DoMB et GREEN
1972) est consacré a ces résultats exacts), les modeéles tridimensionnels sont restés le

plus souvent irrésolus. Des techniques approchées ont néanmoins permis d'aboutir a

10
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une évaluation assez précise des propriétés critiques de certains de ces modéles. Les
développements en série, qui sont au nombre de ces méthodes (DomB 1960, FISHER
1963, DoMB et GREEN 1974), ont fourni des résultats parmi les plus précis a [’heure
actuelle. L’estimation des exposants du modéle d’Ising tridimensionnel repose no-
tamment sur le calcul de quarante termes! (SYKES, EssaM et GAUNT 1965, SYKES,

GaunT, EssaM et ELLIOTT 1973).

Au début des années 1960, les résultats accumulés pour de nombreux
modeles amenent certains auteurs a conjecturer l'existence de relations entre ex-
posants critiques, tout d’abord sous la forme d’inégalités fondées sur des arguments
thermodynamiques (STANLEY 1971). A ces relations maintenant établies comme
égalités et connues sous |’appellation de lois d’échelle sont attachés les noms de Fisher,
Essam, Widom, Rushbrooke, Josephson. L’idée qui émerge alors a cette époque est
résumée ainsi par Rowlinson (*) :

Vers 1965, il y avait de fortes présomptions pour que l’énergie libre, bien

qu’étant non analytique au point critique, y manifeste cependant une trés
grande régularité.

Une hypothése est formulée indépendamment par Widom (1965), par Domb et Hunter
(1965) et par Patashinskii et Prokovskii (1966) : elle permet de démontrer les lois
d’échelle (VICENTINI-Mi1ssoNI 1972). Cette hypothese, dite d’homogenéite, consiste
a écrire la partie singuliére de [’énergie libre sous la forme d’une fonction homogene
généralisée de variables réduites. Kadanoff donne l’année suivante une justification a
I’hypothése d’homogénéité en suggérant une nouvelle méthode d’analyse du modéle
d’Ising au voisinage du point critique. Il divise le réseau en blocs de dimension grande
devant le pas du réseau mais petite devant la longueur de corrélation et suppose
que chaque bloc se comporte alors comme un spin unique, les interactions initiales
entre spins étant renormalisées au cours du processus. Cette hypothese de similarité
conduit & ’homogénéité de la partie singuliére de I’énergie libre, mais également a celle
de la fonction de corrélation (KaDANOFF 1966, KADANOFF 1976). A ces hypotheses
s'ajoute celle d’universalité qui compléte la vision que l’on peut avoir des phénomenes
critiques en 1g70. I semble en effet acquis a cette date que les exposants critiques

dépendent de la dimension d’espace d, de la dimension n du parametre d'ordre, de

11
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la portée des interactions et des symétries de I’hamiltonien considéré, mais qu’ils ne
dépendent ni de la nature ou de la forme des interactions microscopiques, ni de la
structure du réseau (STANLEY 1974, STANLEY, CHANG, HaARBUS et Liu 1976). La
théorie des transitions de phase du second ordre forme alors un ensemble cohérent
constrult sur des bases suffisamment solides pour que C Domb et MS Green décident
la publication d’une série en quatre volumes qui ferait le point sur la question. La
série en comporte aujourd ’hui quatorze, ce qui mesure I’étendue des travaux accomplis

depuis.

La construction de Kadanoff correspond a la vision "moderne” de fluc-
tuations formant des structures auto-similaires (ou fractales) au point critique. Elle
constitue un point de départ pour la notion de groupe de renormalisation, intro-
duite dans le domaine des phénomenes critiques par Wilson en 1g971. Cette nouvelle
technique, issue de théorie quantique des champs, apporte des méthodes perturba-
tives efficaces pour déterminer les exposants critiques par des développements au
voisinage de solutions exactes : développements en ¢ = 4 — d (WiLsoN et KoGuT
1974, KADANOFF, HOUGHTON et YALABIK 1976) et développements en 1/n (MaA
1976). C’est le cas des modeles proches de leur dimension critique supérieure d. a
partir de laquelle la théorie de Ginzburg-Landau devient exacte (GINZBURG 1961,
FISHER 1966). Le groupe de renormalisation constitue aussi le cadre d’une discussion
générale sur les différents types de comportements critiques, a travers des notions
telles que 1’espace des parameétres ou les flots de renormalisation et les points fizes
(DoMB et GREEN 1976). A cette approche issue de théorie des champs et principale-
ment appliquée aux systémes tridimensionnels, il faut ajouter le développement des
méthodes d’effets de taille finie (BARBER 1983) qui concernent plutét les modéles
bidimensionnels ainsi que l’étude des comporteménts critiques de surface (BINDER

1983, DIEHL 1986).

Les résultats exacts acquis dans le méme temps a propos des modeles
bidimensionnels font apparaitre des observations supplémentaires restées inexpliquées

jusque-la :

- Les exposants critiques des modeles "simples” (Ising, Potts, ...) s’expriment

12
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sous forme de rapports de nombres entiers.

— Les amplitudes des longueurs de corrélation sont des quantités universelles

directement reliées aux exposants critiques (relation gap-ezposant).

Un apport important de la théorie des cordes en physique des particules
élémentaires fournit une explication aux observations mentionnées plus haut. Il réside
dans 'utilisation de [’hypothése d’invariance conforme et constitue le fait marquant
de ces derniéres années. Si, des 1970, Polyakov remarque que les fluctuations critiques
auto-similaires sont aussi invariantes par dilatation locale (PoLyakov 1970), ce n'est
que trés récemment que l'invariance conforme a été pleinement exploitée en dimension
deux (BELAVIN, PoLvakov et ZAMOLODCHIKOV 1984a). La notion d’invariance
conforme constitue un véritable avenement dans ce domaine, puisque la plupart des
comportements critiques bidimensionnels possibles sont connus indépendamment de
tout modele microscopique. Elle apporte en méme temps une réponse au mystére
jusqu’alors irrésolu de la valeur fractionnaire des exposants critiques a 2d (FRIEDAN,
QIu et SHENKER 1987), elle donne une justification a la relation gap-ezposant
et fournit de nouvelles méthodes performantes d’'investigation des comportements

critiques bidimensionnels.

Cette these s’inscrit dans ce domaine passionnant, tres en vogue actuelle-
ment. Elle est consacrée a [’étude de modéles bidimensionnels perturbés, au calcul de
leurs exposants critiques et al’application de certaines méthodes issues de l'invariance
conforme afin d’en explorer les limites de validité. Que les luctuations critiques soient
conformément covariantes n’a été rigoureusement établi que pour quelques modeles
homogenes (Ising, Potts). L’hypothese de validité de ['invariance conforme pour cer-
tains systémes perturbés constitue donc la clé de ce travail. Etayée par des résultats

antérieurs, elle est testée sur de nouveaux modéles.

Le premier chapitre présente les résultats essentiels liés a l'utilisation des

méthodes dites d’effets de taille finie ainsi qu’a celle de I'invariance conforme.

Dans le deuxieme chapitre, deux types de perturbations homogenes sont

13
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envisagés sur le modéle d'Ising bidimensionnel et leurs propriétés critiques sont
déterminées et comparées a celles que [’on peut déduire en supposant que l’invariance

conforme est préservée,

La méme démarche est appliquée dans le dernier chapitre o sont étudiées

des perturbations inhomogenes.

14
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1

Généralités sur les phénomeénes critiques,
modele d’Ising et invariance conforme

1. Introduction

Les transitions de phase du second ordre résultent d’une brisure spontanée
de symétrie (LANDAU 1937, LANDAU et LIFSHITZ 1984). Le systéme physique passe
d’une phase désordonnée symétrique (en général celle de plus haute température)
a une phase ordonnée de symétrie moindre. Il est décrit par une densité d’énergie
qui est une fonction de variables locales ¢(r) dont la moyenne m = < ¢(r) >
constitue le parametre d’ordre. ¢(r) est une variable scalaire, vectorielle ou tensorielle.
L’invariance de la fonction de partition par certaines transformations, comme le
changement de signe ¢(r) — —¢(r) dans le cas du modeéle d'Ising, conduit & un
parametre d’ordre nul dans la phase symétrique, alors que celui-ci choisit 'une des
deux orientations autorisées dans la phase ordonnée (Figure 1.1). C’est une brisure

spontanée de symétrie résultant de fluctuations accidentelles.

Le parametre d’ordre varie continiment au point critique. Son comporte-
ment est généralement décrit par une loi de puissance qui définit ’exposant critique

3

m(T) = Am | T=T.|° T<T.,, H=0 (1.1)
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La fonction de corrélation réduite

G(r,T) = < $(0)p(r) > — < #(0) >? (1.2)

mesure les fluctuations. En dehors du point critique, elle définit I’échelle des longueurs

physiques £(T) :
G(r,T) ~exp(-r/&T)) H=0, T#T, (1.3)
et décroit algébriquement au point critique :
Gr,T)=Cr~%* 7 H=0 T=T. (1.4)
La longueur de corrélation £(T') diverge au point critique :
ET)=Af|T~-T.|7" H=0 (1.5)

in

Paramagnétique

t

IFerromagnétique

Figure 1.1

Diagramme de phase du modéle d’Ising.

De méme, les autres grandeurs thermodynamiques présentent des singu-
larités au point de transition. Pour une transition de type magnétique, les comporte-

ments au voisinage de la singularité sont donnés par les lois de puissance suivantes :

¢ isotherme critique :

m(H)= B, |H-H, V% T=T, (1.6)
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e susceptibilité :

X(T)=AL|T-T.|7" H=0 (1.

-3
~—

o chaleur spécifique :

C(T)=AE|T-T.|"* H=0 (1.8)

La notation A% (respectivement A% ) dans (1.5), (1.7) et (1.8) pour I’amplitude des

singularités se réfere a T > T, (respectivement T' < T).

Parmi les parameétres associés a une transition de phase, la température
critique 7, dépend des détails du modele. Ce n'est en revanche pas le cas des
exposants critiques définis par les relations (1.1) a (1.8), ni de certaines combi-
naisons d’amplitudes (PRIVMAN, HOHENBERG et AHARONY 1990). Cette propriété
d’universalité s’avere plus remarquable encore puisque certains modeéles théoriques
(ou systemes physiques) différents peuvent présenter des comportements critiques
analogues décrits par des exposants identiques. Ils appartiennent alors a la méme

classe d'universalité (F'ISHER 1966, KADANOFF et al 1967).

L’un des buts de la physique des transitions de phase est d’établir un in-
ventaire des comportements critiques. Cela passe naturellement par la détermination
des exposants criti.ques. Les solutions exactes sont rares, aussi de nombreuses tech-
niques ont-elles été développées pour obtenir des résultats approchés. C’est le cas des
méthodes d’effets de taille finie (finite-size scaling, FISHER 1971, BARBER 1983) qui
permettent de déduire le comportement singulier d’un systeme infini a son point cri-
tique des propriétés réguliéres du systeme fini correspondant. Ces méthodes se sont
développées dans le cadre des hypotheses d’homogénéité et ont été appliquées a de
nombreux modéles théoriques (CARDY 1988a, PRIVMAN 1990). En dimension deux, les
propriétés de covariance conforme au point critique, exploitées ces dernieres années,

ont fourni des solutions analytiques ou numériques a un grand nombre de problemes

(ITZYKSON, SALEUR et ZUBER 1988).
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L’objet de ce premier chapitre étant de retracer quelques généralités

sur les phénomenes critiques, on montre, aprés l’avoir rapidement présenté, que
le modele d’Ising bidimensionnel est équivalent dans la limite anisotrope extréme
(limite hamiltonienne, HENKEL 1990) a un modeéle quantique unidimensionnel (le
modele d'Ising dans un champ transverse). On aborde ensuite la notion de groupe de
renormalisation et celle d’homogénéité qui est exploitée pour déduire les effets de taille
finie, puis l'invariance conforme en dimension deux et son application aux modéles
définis sur rubans. Ces méthodes sont enfin illustrées par [’étude du comportement

critique du modele d’Ising bidimensionnel homogene.

2. Le modeéle d’Ising

2.1 Le modele d’Ising bidimensionnel

Le modéle de Lenz-Ising (LENZ 1920) a été introduit comme une des-
cription du ferromagnétisme. Il consiste en une assemblée de moments magnétiques
(variables réelles s, ¢ pouvant prendre les valeurs +1) situés aux nceuds d'un réseau
et correspondants a des spins 1/2 avec anisotropie axiale extréme. Le modéle a été

résolu a une dimension par Ising (1925) et & deux dimensions par Onsager (1944).

Dans le cas d’un modéle anisotrope bidimensionnel et pour des couplages
de type ferromagnétique limités aux premiers voisins, l'énergie d’une configuration

{s} s’écrit :

ng

L
H’{S} = - Z Z(']rsa,lsa+l,l + Jssa,lsa,u-l) Je>0 , Js >0 (19)

a=1l {=1

ot Jy et J, sont les couplages dans les deux directions (temporelle ¢ et spatiale s)
(Figure 1.2). On utilise des conditions aux limites périodiques dans la direction

temporelle.
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1 2 4 ¢+ L
® ® - @ ® ®
2 @ ® - @ o ®
; . Sat J
o @ ° ’ °
Ji
a+1 @ o o ®
n, @ ® o ® L
Figure 1.2

Modéle de Lenz-Ising d 2d.

Le modéle présente une transition de phase a température finie. Le point
critique peut étre localisé par des arguments de dualité (KRAMERS et WANNIER 1941,

SAVIT 1980). On obtient ainsi I’équation de la ligne critique :

sinh(28f) sinh(285) = 1 (1.10a)

B = Ji/kgT , 3, = Js/kgT (1.100)

qui sépare les phases paramagnétique et ferromagnétique dans l'espace des parametres
(Figure 1.3).

Be

Ferromagnétique

Paramagnétique

Figure 1.3

Diagramme de phase du modeéle d’Ising 2d dans l’espace des paramétres 35, J3;.
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Les exposants critiques sont indépendants de la symétrie du réseau ou de

I’anisotropie des interactions (Mc Coy et Wu 1973) :

a=0,3=1/8 y=T7/4, §=15 n=1/4, v=1 (1.11)

2.2 Limite hamiltonienne et modele d’Ising dans un champ transverse

La formulation de Feynman (1948) de la mécanique quantique permet
d’établir une équivalence entre un modele classique a d dimensions et un modéle
quantique a d — 1 dimensions. Le modéle d’Ising bidimensionnel peut ainsi étre
reformulé dans la limite anisotrope extréme en un modele quantique & une dimension
présentant une transition de phase a T = 0 et appartenant a la classe d’universalité
d’Ising (Suzukl 1971 et 1976, FRADKIN et SUSSKIND 1978, KoGUT 1979, JULLIEN

1981, PoLyaKov 1987).

Pour cela, on écrit l’énergie d’une configuration (1.9) en modifiant le zéro

des énergies et en incluant la température dans les couplages :

ny L
H{s} = Z Z(%ﬁt(sa,e ~ Sa+1,0)’ - ﬁssa,lsa,l+1) (1.12)

a=1 {£=1

Cette expression est une somme sur les lignes a du réseau :

H{s}=) L{a,a+]) (1.13a)
a=l
1 L 2 L
L(Q,CZ + 1) = 5/@! Z (sa,l - 3&+1,Z) e ,33 Z S, S8a,t+1 (113b)
=1 =1

On définit alors la matrice de transfert T(a,a + 1) par ses éléments de matrice dans

la base des configurations de spins :
<{a}|T(a,a+1)|{a+1}>= exp(-ﬁ(a,a + 1)) (1.14)

ou | {a} > représente une configuration de la rangée a. La matrice de transfert de
dimension 2% x 2F interprétée comme l’opérateur de transition d'une rangée o a la
rangeée suivante a + 1, est identifiée a 'opérateur d’évolution d’un systéme quantique

dans la direction temporelle :
—-tH
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o 7 = +it est le pas du réseau dans la direction temporelle, H un hamiltonien a

définir et A = 1. L’amplitude de transition dela rangée o 4 la rangée o + 1 présentant

n spins inversés par rapport a la précédente s’écrit sous la forme :

L
<{a}| T(a,a+ 1) | {a+1} >n = exp(—2n5;) exp(F, Zsa,g.sg,gH) (1.13)
f=1

ou la somme sur ¢ se référe a la configuration {a}.
Dans la limite anisotrope extréme
,Bs —_— 07 ‘gt - X

on pose

3, = ™

ce qui conduit a écrire les amplitudes de transition a 0, 1, ..., n spins inversés :

L

<{a} | T(eya+1)|{a+1} >p = 1+ re™ Z SatSa t+1 (1.16a)
£=1

<{a} | T(e,a+1)|{a+1} > = e % +0(e™*%) (1.16b)

<A{a} | T(a,a+ 1) | {a+1} >, = e 2P £ O(e7 (1A (1.16¢)

L’'utilisation des matrices de Pauli 0,(¢), o,({) définies sur chaque site (1 < < L)
permet d’identifier facilement les éléments de matrice (1.16). En travaillant dans la
base des états propres de o, ’élément diagonal (1.16a) s’écrit en effet :

L
<{a} | B+ e D oo (¢+ 1) | {a + 1} >0 (1.17)
=1

De méme, (1.16b) fait intervenir un opérateur o, inversant un spin entre les deux

configurations {a} et {a + 1} :

L
<{a}| e > o ()] {a+1} > (1.18)
{=1

On en déduit simplement la matrice de transfert

21

L L
T(a,a+l) = d4e™? (A Y ox(t)oz(e+1) + Zaz(f)) +e N a(fo(m) + ..
1

L

=1 =1 Zm=
i£m

(1.19)
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Lalimite anisotrope extréme permet de se limiter aux deux premiers termes et, lorsque

le continuum est restauré dans la direction temporelle 7 — 0, on a :

e M =1 - rH +0(r?) (1.20)
de sorte qu’en posant
7= e P
I’hamiltonien s’écrit :
L L
H==2) oozl +1) = 3 0.(d) (1.21)
=1 =1

C’est I’hamiltonien du modéle d’Ising dans un champ transverse. On peut mettre en
évidence de fagon explicite la relation entre (1.21) et les couplages initiaux du modele

classique J; et 3, en notant que H est proportionnel a I’hamiltonien
L L
—8,> 008+ 1) = B Y a.(f) (1.22)
=1 =1

ol Et est le couplage dual de 3; dans la limite hamiltonienne (KRAMERS et WANNIER
1941) :
3, ~ tanh §; = e~ (1.23)

Le point critique du modele défini par I’hamiltonien (1.21) s’obtient en
remarquant que, dans la limite anisotrope extréme, la courbe 3, = e 2% est

asymptote a la ligne critique (1.10a) (Figure 1.4).

A

1

- — rﬁs 625‘c =1

’/\/ Be
sinh 3¢ sinh 3; = 1

Figure 1.4

Diagramme de phase et limite hamiltonienne.
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On a donc
s A =1 au point critique
e A > 1 dans la phase ordonnée

e A < 1 dansla phase désordonnée

le role de la température étant joué par A7! :

1
I (1.24)

2.3 Energie libre et fonction de corrélation dans la limite hamiltonienne

Avec des conditions aux limites périodiques dans la direction temporelle,

la fonction de partition Z est donnée par :
Z = Tr(T™) (1.25)
Dans la limite n; — o0, en introduisant la relation de fermeture, T™* se réduit a :

T = Y B> < g > [0>e™™TF <0 (1.26)
I

ou | 0 > est ]’état fondamental de H d’énergie Ey et | 3 > un état excité d’énergie
Ej3. L'énergie libre F' s’écrit alors :

-,1;7—3_'1-; = —n%:l_l'-‘nooln TT e'"'TH = +Tlt7'E0 (127)

ce qui établit une correspondance entre la densité d’énergie libre du modele bidi-
mensionnel f et la densité d’énergie dans l’état fondamental wy du modele quantique

(KoGgurt 1979).

L’analogie peut étre poursuivie : pour tout opérateur local ¢, la fonction
de corrélation évaluée dans la direction temporelle s’écrit (BoccarA et SARMA 1974,

KoGuT 1979) :

Gs(n,8) = < ¢(n,£)p(0,0) > ~ < ¢(0,0) > (1.28)
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ol n et £ sont respectivement les coordonnées dans les directions temporelle et spatiale

de la chaine de spins. L'opérateur d’évolution permet d’écrire les corrélations sous la

forme :

T —(ny=n)rH —nTH_’
< 3(n,0)6(0,0) > = lim —=° 0. 6™ 74(0,0)

meTee Tre e ™H

(1.29)

La limite n; — o0 sélectionne 1'état fondamental et, avec la relation de fermeture,

on obtient :

< ¢(n,0)¢(0,0) > = Z<o $(0,€) | 8 >< B3] 6(0,0) |0 > exp[—nr(Es — Eo)]

(1.30)
avec H | 3 >= Eg | B >. Cette expression est analogue a la moyenne du
produit ¢(n,£)$(0,0) dans l'état fondamental, ¢(n,£) étant écrit en représentation

de Heisenberg (LAJZEROWICZ et PFEUTY 1975, SHENKER 1982, LE BELLAC 1988) :
o(n,l) = " H(0,0)e (1.31a)

On peut ensuite exploiter I'invariance par translation et définir un opérateur unitaire

a partir de I'impulsion P, U, = exp(ifaP), pour écrire (SCHIFF 1968) :
$(0,£) = e~*P(0,0)e'*” (1.31b)

ou a est le parametre du réseau dans la direction spatiale. Les opérateurs H et

P commutant, ’expression (1.30) s’écrit dans la base des états propres communs
, P prop

{18>}:

< ¢(n,£)$(0,0) > = > < 0] (0,00 | §>< 3|6(0,0)] 0> exp[—nr(Eg—Ep)]
3

(1.32)

avec P | 3 >= P3| 3 > et I'impulsion dans [’état fondamental P, = 0. Quand

n — 00, et aprés avoir soustrait la contribution < ¢(0,0) >2, la somme (1.32) est

dominée par le premier état excité | a > tel que I’élément de matrice < 0| 9(0,0) | a >

soit non nul :

lim Go(n,0) ~{<0[¢(0,0)]a >|* exp[~nr(Es — Eo)] (1.33)

N
-~
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Cette expression présente la forme caractéristique d’une fonction de corrélation en

dehors du point critique (1.3). L’argument de I’exponentielle, comparé a (1.3), conduit

a la longueur de corrélation &, :

—1"‘ ~ Ea“‘EO

s

Cette relation n’est cependant pas homogene (les distances sont évaluées en unités de
temps), ce qui nous amene a introduire une grandeur ¢ ayant les dimensions d’une
vitesse (avec A =1):

1 1

i = Z(EC,.. Ep) (1.34)

Dans le cas ou il existe une relation de dispersion linéaire aux grandes longueurs

d’onde, les énergies d’excitation s’écrivent :
’ S
Ap > Clk‘ y ]kl—-’O

¢, appelée vitesse du son, est la vitesse de propagation des excitations le long de

la chaine quantique et I’on peut normer convenablement I’hamiltonien afin d’obtenir

{=1.

E
4
E,
E, o
) O3S \
Etat fondamental \ Lo

dégénéré Etat fondamental
non dégénéré

e/ A

Figure 1.5

Fermeture des gaps au point critique.
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La relation (1.34) est a la base de nombreux calculs sur les modéles
quantiques et sera trés utilisée dans la suite de ce travail. Qualitativement, on en
déduit que pour un systéme infini au point critique pour lequel &, diverge avec L, les
gaps correspondants E, — Ey dans le spectre de H s’annulent (Figure 1.5) (PFEUTY
1976). La dégénérescence de 1'état fondamental caractérise l'apparition d'ordre a

grande distance dans le systéme.

3. Homogénéité, effets de taille finie

3.1 Groupe de renormalisation et homogénéité

Un systéme au voisinage d’une transition du second ordre est le siege de
fluctuations critiques auto-similaires dont la taille varie entre le parametre du réseau a
et la longueur de corrélation £. Au point critique, £ diverge et, dans la limite continue,
le systéme a le méme aspect a toutes les échelles : il est invariant par changement

d’échelle (Figure 1.6).

Figure 1.6

Auto-similarité d’un systéme d son point critique.

L auto-similarité des fluctuations critiques & l'intérieur du volume de
corrélation £% entraine 1'homogénéité des parties singuliéres des fonctions thermo-
dynamiques (WipoM 1965, [{aADANOFF 1966, PATASHINSKII et PROKOVSKIT 1960,

Fisk et WiDoa 1969) a l'origine des lois d'échelle reliant les exposants critiques
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(FISHER 1967, STANLEY 1971, KADANOFF 1971). Cette homogénéité se démontre par
les méthodes du groupe de renormalisation (KADANOFF 1966, WILsON 1971, Ma
1973, FISHER 1974, WILsON et KoGUT 1974). Le comportement critique résultant
des fluctuations a toutes les échelles de longueur inférieures & £, il met en jeu un
nombre considérable de degrés de liberté. La technique de renormalisation consiste &
les éliminer progressivement en intégrant dans la fonction de partition sur toutes les

fluctuations dont la longueur d’onde est comprise entre a et ba (b > 1).

Pour un systéme d’hamiltonien :
=0H = ) ) Kada(d) (1.35)

ou les A’y sont les couplages associés aux variables locales ¢(77) sur un réseau de

parameétre a, on obtient aprés intégration un hamiltonien effectif :
-3H = ) KLoL(R) (1.36)
A«

ol les ¢,(7') sont aux nceuds d’'un réseau de paramétre a’ = ba. En ramenant le
parametre du réseau & sa valeur initiale, on retrouve le systéme de départ avec des

couplages modifiés (renormalisés) (Figure 1.7) :

K' = Rb[K] , K= {K,} (1.37)
ba K, #' K!
; / ._
P
pd AN \ ¢ I
/ N\ N,
(/‘ \\
f T —— £l L~ ]
' > _— _\M/q) ]
\ / ——
\\ // a' =ba
P ® a L A
La L'a
Figure 1.7

Transformations de renormalisation.
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Lorsque de nouveaux types de couplages apparaissent, il est nécessaire d’étendre

’espace des parametres en les incluant dans H.

Au cours de ces opérations, les longueurs sont divisées par b :
¢ = ¢/ (1.38)
et, la transformation conservant la fonction de partition
2(Kayda) = (K}, 8)) (1.39)
la densité d’énergie libre est multipliée par b

On réalise ainsi une transformation d’échelle du systéme que l'on peut
itérer. Cette transformation admet un (ou plusieurs) point fixe dans l'espace des
parametres :

K* = Ry[K7] (1.40)

vers lequel est éventuellement attiré par renormalisation tout systéme dont les

couplages K, sont critiques (Figure 1.8).

K,

Direction pertinente
Surface critique

Directions

non pertinentes

K, Ligne physique

Figure 1.8

Renormalisation vers un point fize stable.
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La relation de renormalisation des couplages (1.37), linéarisée au voisinage
du point fixe (TOULOUSE et PFEUTY 1975, NIEMEIJER et VAN LEEUWEN 1976, Ma

1976, LE BELLAC 1988), conduit a une relation matricielle :

- - aRba
K' -K* = Ky~ Kj .
b "’ ;(al{ﬁ)h’a( v B) (141)

On définit les champs d’échelle
gi= Y ¢h(Ka— K2) (1.42)

ou les ! sont les vecteurs propres a gauche de la matrice

ap(b) = (%%f) (1.43)
K;
satisfaisant a
Y ehTas(b) = Ai(b)eh (L.44)
o
de sorte que
g9 = Xi(b)gi _ (1.43)

Deux changements d’échelle successifs de facteurs de dilatation b; et by étant
équivalents a un changement d’échelle unique de facteur de dilatation 4;b9, on doit

avoir la relation fonctionnelle :
Ai(01)Ai(b2) = Ai(bide) (1.46)

qui impose

Ai(b) = b¥ (1.47)

ou y; est la dimension anormale du champ d’échelle g;. Au point fixe, tous les g; sont

nuls.

La trajectoire d’un systéme dans l’espace des parametres dépend du signe
J P P P g

des dimensions anormales.

e Quand y; > 0, le champ d’échelle g; augmente par renormalisation (d’apres
(1.45)). C’est un champ pertinent. Lorsqu'un tel champ est non nul, le point

représentatif s’éloigne de la surface critique (Figure 1.8).
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e Quand y; < 0, le champ d’échelle diminue et il est dit non pertinent.

e Le cas y; = 0 correspond a un champ d’échelle marginal.

Sur la surface critique, les champs pertinents sont nuls et le point
représentatif du systéme est attiré vers le point fixe, les champs non pertinents
diminuant par renormalisation. En présence d’'un champ marginal, le systéme présente
sur la surface critique une ligne de points fixes vers laquelle il est attiré. Les propriétés
critiques (exposants) dépendent alors de la valeur du champ marginal qui reste

inchangée par renormalisation (Figure 1.9).

Ligne de points fixes

Direction

non pertinente

Direction
marginale

4 / Kys
Lignes physiques

<.,

Figure 1.9

Renormalisation vers une ligne de points fizes stables.

Les propriétés critiques de tous les systémes qui appartiennent au bassin
attracteur d'un point fixe sur la surface critique sont gouvernées par ce point fixe :
c’est la traduction de ’'universalité dans le langage du groupe de renormalisation. Au

voisinage d'un point fixe, l’hamiltonien s'écrit :

~3H = -8H "+ Y. N gi6u()

—~
—
o
(@a]

——
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ol les ¢;(7), opérateurs conjugués aux champs d’échelle g;, se transforment suivant :
¢; = ™oy (1.49)
Le produit g;¢; étant une densité d’énergie, on a :
¢lg; = b'digi (1.50)
de sorte que

zityi=d (1.51)

On montre que, dans un changement d’échelle, la partie singuliére de la

densité d’énergie libre se transforme suivant :

fo = Fdei} = v fdgi} (1.32)

C’est donc une fonction homogene généralisée des champs d’échelle :

fs{gi} = b—dfs{byigi} (1.33)

Par dérivation, on obtient des relations analogues pour les autres grandeurs thermo-

dynamiques. Pour une grandeur F' de dimension z g, on aura :
Flgi} = 075 F{b¥gi} (1.54)

Cette propriété d’homogénéité s’étend également aux fonctions de corrélation pour

lesquelles :

G¢1¢2~- ({Fl}? {gi}) = b—(rl+rz+m)G¢1¢2--~ ({%}a {by‘gi}) (1-55)

Les exposants critiques s’expriment en fonction de d et des dimensions y;
des champs d’échelle pertinents en nombre restreint, ce qui conduit aux lois d’échelle.
Pour un modeéle de spins par exemple, les champs d’échelle et leurs opérateurs
conjugués sont respectivement le champ magnétique h et l’aimantation ¢ d'une part,

la température réduite

t
T,
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et la densité d’énergie ¢ d’autre part. L'expression (1.53) s’écrit alors :
fa(t,h) = b4 f(b¥t,bY h) (1.56)
Puisque b est un parameétre libre, le choix

b = t~Hw

a champ nul, conduit a l'exposant a de la chaleur spécifique :
Fo(t,0) = t4/¥ef(1,0) ~ =2 (1.37)

d’ou
d

a = 2—-— (1.38)
Ye

Dans le cas du modéle d’Ising bidimensionnel, les exposants (1.11) sont compatibles

avec les valeurs suivantes des dimensions anormales :

ye =1 e z, =1 (1.59a)
1 1
Yo = "8'5' et ITm = 3 (1.396)

3.2 Les effets de taille finie

Les études numériques sont effectuées sur des modeles finis, soit dans
toutes les directions (L?), soit dans d—1 directions ( L*~! x 50), comme c’est le cas pour
des systémes définis sur ruban. Pour des interactions a courte portée, de tels systéemes
ne peuvent pas donner lieu a des transitions de phase et les singularités n’apparaissent
que dans la limite thermodynamique L — oo. Il est néanmoins possible de déduire
les propriétés d’un systéme infini en étudiant le développement des singularités avec
la taille L du systéme fini (FISHER et FERDINAND 1967, FERDINAND et FISHER 19609,
FISHER 1971 et 19733, WATSOIN 1972, NIGHTINGALE 1976, HAMER et BARBER 1980

et 1981, BARBER 1983, BINDER 1987, CABRERA 1990).



Généralités
Les lois d’homogénéité (1.54) sont utilisées en traitant 1/L comme un

champ d’échelle de dimension 1. Au point critique, les g; sont nuls et (1.54) s’écrit :
1 —rp , b
F({g:=0},7) = b7 F({g}=0},) (1.60)
soit, en choisissant b = L ;
1 -T
Fp = F({g =0}’f) ~ LT (1.61)
Dans le cas de l'aimantation ou de la susceptibilité par exemple, on obtient :

mp ~ L7 ~ L[7AMV (1.62a)

Xy ~ LTEetd o polv (1.62b)

et, dans la limite thermodynamique, la susceptibilité diverge (v > 0) alors que

I'aimantation s’annule (-8 < 0).

4. Invariance conforme

4.1 Apercgu bibliographique

De considérables progrés ont été réalisés dans |'étude des phénomenes
critiques au cours des deux dernieres décennies grace a l'utilisation des méthodes de
théorie quantique des champs (BREZIN, LE GUILLOU et ZINN-JUSTIN 1976, PARISI
1980, SHENKER 1982, ZINN-JUSTIN 1989). Les techniques du groupe de renormalisa-
tion que nous venons de présenter ont été largement utilisées dans les années 1970
puis, au cours des années 1980, l'invariance conforme a permis de résoudre de nom-
breux problémes bidimensionnels, abordant méme une classification des phénomenes
critiques {(CARDY 1986a, 1987a et 1988b, SAINT-AUBIN 1987, GINSPARG 1988, ITZYK-

SON et DROUFFE 1989).

Les premieres applications de l'invariance conforme aux phénomeénes
critiques sont dues a Polyakov (PoLvakov 1970, FISHER 1973b, WEGNER 1976,
PATASHINSKII et PROKOVSKII 1979) qui montre comment |'hypothése d’invariance
par transformation conforme pour un systeme a son point critique détermine la forme

des fonctions de corrélation a deux et a trois points.
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C’est cependant en dimension deux que cette hypothése s’avére la plus

fructueuse, puisque le groupe conforme est alors isomorphe au groupe des transforma-
tions analytiques du plan complexe, de dimension infinie. Les articles fondamentaux
de Belavin, Polyakov et Zamolodchikov (1984a et b) explorent les conséquences de la
covariance conforme d’une théorie quantique des champs associée a des particules de
masse nulle (ou, de maniére équivalente, d’un systéme & son point critique) en dimen-
sion deux. Is montrent qu’a chaque opérateur "primaire” de la théorie est associée une
représentation de I’algebre conforme (algebre de Virasoro). Dans certaines conditions,
la théorie est "minimale” : elle contient alors un nombre fini de champs primaires,
les exposants critiques sont déterminés exactement (par la formule de Kac) et les
fonctions de corrélation multipoints obéissent a des équations différentielles linéaires.
Ces théories minimales sont indexées par un entier m = 3,4,... et le modéle d’Ising

est identifié a la théorie m = 3.

Dotsenko et Fateev appliquent ce formalisme a divers modeéles et calculent
en particulier des fonctions de corrélation a quatre points (DOTSENKO 1984a et b,

DoTSENKO et FATEEV 1984 et 1985).

Cardy (1984a) adapte cette technique au cas de systémes critiques bidi-
mensionnels semi-infinis en restreignant I’hypothese d’invariance aux transformations

qui préservent les conditions aux limites.

Friedan, Qiu et Shenker (1984, 1985 et 1986) montrent que l’hypothese
d’unitarité impose de sévéres contraintes a une quantité caractérisant la théorie, ap-
pelée charge centrale, ainsi qu’aux valeurs permises pour les exposants critiques in-
cluant les valeurs correspondant aux théories minimales. Cette hypothese d'unitarité,
nécessaire en théorie quantique des champs, correspond en physique statistique a
’existence d’une matrice de transfert hermitienne, ce qui est en effet généralement
le cas. Friedan, Qiu et Shenker ébauchent ainsi une classification des comportements
critiques bidimensionnels améliorée plus tard par la condition d’invariance modulaire
de la fonction de partition d’'un modéle défini sur un tore (CARDY 1986b et 1988b,

[TZYKsoN et ZUBER 1986, CAPELLI, [ITZYKSON et ZUBER 1687).
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Parallélement & ces développements formels, un autre champ d’étude

couvert par linvariance conforme concerne les effets de taille finie, programme
largement réalisé par Cardy (CARDY 1984b et c, 1987a, AFFLECK 1936, BLOTE,
CARDY et NIGHTINGALE 1936) a partir de la transformation conforme qui projette le
plan complexe sur un ruban infini. La structure du spectre de la matrice de transfert

entre rangeées est ainsi déterminée.

Peschel et Truong envisagent le cas des matrices de transfert de coin, qui
sont le pendant angulaire des matrices de transfert entre rangées (BAXTER 1982), et
considérent la projection du plan complexe sur un ruban ayant la forme d’un escalier
en colimagon (winding staircase) pour en déduire la structure du spectre des matrices
de transfert de coin (PESCHEL et TRUONG 1987, PESCHEL 1988, TRUONG et PESCHEL
1988 et 1989, DAvVIES et PEARCE 1990). Ce domaine se préte remarquablement aux
études tant numériques qu’analytiques, puisqu'il relie certaines quantités évaluées sur

des systemes finis aux grandeurs universelles telles que les exposants critiques.

L’application systématique de ces méthodes, notamment au cas des
systemes quantiques, est due a von Gehlen, Rittenberg et Ruegg (1985). Par la suite,
ces techniques ont été largement utilisées soit dans le cas de systemes solubles par
ailleurs afin de tester les prédictions de l'invariance conforme (ALCARAZ, BARBER et
BATCHELOR 1987 et 1988), soit pour étudier de nouveaux modeles comme les systémes
a interactions multispins (KoLB et PENSON 1986, ALCARAZ et BARBER 1987, IGLOI

1987, WITTLICH 1990).

L’effet des conditions aux limites a été envisagé (CARDY 1984c, 1986c,
BURKHARDT et GUIM 1985a et b, BURKHARDT et EISENRIEGLER 1986, BURKHARDT
et XUE 1990). Les comportements de surface en particulier ont été étudiés par

invariance conforme (BURKHARDT et CARDY 1987, BURKHARDT et EISENRIEGLER

1985).

Enfin,l’application de ces méthodes a des systemes avec défauts (TURBAN
1985a) a été développée systématiquement (HENKEL et PATKOS 1987a et b, BAAKE,

CHASELON et SCHLOTTMANN 1989, HINRINCHSEN 1990, GRIMM 1990).
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4.2 Invariance conforme & deux dimensions, algebre de Virasoro

Les développements qui viennent d’étre mentionnés ont été réalisés
par des spécialistes de théorie quantique des champs. Une approche rigoureuse
de l'invariance conforme exige des compétences qui débordent largement du cadre
des phénomenes critiques. Notre ambition est donc simplement ici de présenter les

résultats essentiels.

Dans un modéle avec interactions a courte portée, invariant par trans-
lation et par rotation, l'invariance par dilatation au point critique implique aussi
I"invariance par toutes les transformations qui se décomposent localement en trans-
lations, rotations et dilatations. Ces transformations, qui conservent les angles mais

pas les longueurs, sont celles du groupe conforme (COLEMAN 1971, FELSAGER 1981).

A deux dimensions, le groupe conforme est de dimension infinie, puisque

toute fonction analytique du plan complexe

est une transformation conforme. Ceci suggere l'utilisation des coordonnées complexes

(z,Z) pour repérer un point (z,y) du plan :
z = 41y
zZ = z-1ly
La théorie conforme des champs suppose l’existence de champs primaires
#i(2,Z) qui ne sont autres que les opérateurs d’échelle d’un systeme critique. Par
dilatation homogeéne, la loi de transformation (1.49) des opérateurs d’échelle peut
étre réécrite
$i(z,2) — ¢i(2,F) = b5 di(z,2) (1.63)

et généralisée aux transformations conformes ou le facteur de dilatation b est main-

tenant une fonction de la position définie par :

v (z) = (f(2) T~ (1.64)
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soit
bi(2,5) — &:(2,5) = )T (. 2) (1.65)
ol h; et h; sont appelées les dimensions complexes (ce sont des nombres réels!) de

I'opérateur ¢;. Les dimensions complexes sont reliées a la dimension critique de &; :
hi +hi = z; (1.66)

La loi de covariance des fonctions de corrélation par transformation conforme

généralise de la méme fagon la loi de transformation par dilatation et devient :
< 651(’1,51)(150(22,22) o Bnlzn, Zn) > — < P12, ) 02(20, 5) o (2, Er) >

_ ~h; - -
I]f ()™M () < éa(z1,2)e(22, %) - Onl(20, 2n) > (1.67)
=1
L’algébre conforme en dimension deux est une extension centrale d’une
algebre de Lieinfinie déja rencontrée en physique dans le cadre de la théorie des cordes

(VIRASORO 1970) :

[Lom,Ln] = (m~n)Lmen + -l%(mf’ — 1) Bmgno (1.68)
(Lm,La] = 0 (1.68b)
[Lm,Ln] = (m=0)Lpn + 1—2-( m® = m) 6msno (1.68¢)

Le dernier terme dans ces relations de commutation fait intervenir la charge centrale ¢
(ou anomalie conforme) qui caractérise la théorie. Les deux algébres commutent entre
elles et ont méme charge centrale. L’algebre de Virasoro admet des représentations
avec vecteur de plus haut poids (highest weight vector) analogues a celles de 1’algebre
de Lie des moments cinétiques ol les états | j, m > sont vecteurs propres de [’opérateur
Js

Jljym>= m|jm>

et les opérateurs échelle J; permettent la construction des autres états de base a

partir d’un vecteur de plus haut poids | 7,7 > :
J+ ,]v] >=0
J- 1j7j> = ‘jyj_]->

JElji>=14j-2>
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A chaque opérateur primaire ¢(z, Z) d'une théorie conformément covariante, on peut

associer une représentation irréductible de 1’algébre de Virasoro. Le vecteur de plus

haut poids est défini par I'action de ¢(0,0) sur 1’état du vide | 0 > :
6(0,0) [0>=]¢> (1.69)
Il est état propre de Lg (Lo) avec une valeur propre h (h) :

Lo | o>

hlé> (1.70a)

Lo|d>=hlo> (1.706)

Les opérateurs échelle (raising operators) L, (En), n > 1, annihilent le vecteur de

plus haut poids | & > :
Lolé¢>=Lo|éd>=0 , n>1 (1.71)

Les autres vecteurs de base | ¥ > sont engendrés par les opérateurs échelle L_, (Z_n)

(lowering operators), n > 1:

‘LZ)) = L—-nlL—nz-'-L-ng l¢> , ny<ny < ... < ng (172)

avec
Loly>= (k+N)|v> (1.73a)
N = n1+ny+...+ns (1.73[))

N est le niveau de ’état | » >. A chaque niveau N, le nombre de vecteurs de base

est égal au nombre de partitions P(N) de l'entier .V (Tableaul.l).

Niveau Vecteurs de base Valeurs propres de Ly | P(N)
0 Lo > h 1
1 Loy|¢> h+1 1
2 LA 6>, Log |6 > h+ 2 2
3 L 16> Ll o> L 3|o> h+3 3
Tableau 1.1

Vecteurs de base auz niveauz 0,1,2,3.
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Belavin, Polyakov et Zamolodchikov ont montré que si une théorie con-

formément covariante est minimale, il existe alors un nombre fini d’opérateurs pri-
maires (et donc de représentations irréductibles de 1’algebre) dont les dimensions
complexes sont alors connues et dont les corrélations peuvent étre calculées & partir
d’équations différentielles linéaires (CARDY 1984a, DOTSENKO 1984a et b, DOTSENKO
et FATEEV 1984, BURKHARDT et GUIM 1987, BURKHARDT, EISENRIEGLER et GUIM
198g). Friedan, Qiu et Shenker réalisent dans un travail complété ensuite (GoD-
DARD et OLIVE 1985, GoDDARD, KENT et OLIVE 1986) que la condition d’unitarité
L} = L_, garantit qu'une théorie est minimale si la charge centrale est inférieure a
1. De plus, elle impose alors des contraintes pour les valeurs possibles des exposants
critiques. De la méme fagon que la condition d’hermiticité (J4)* = J_ dans le groupe
des rotations assure que les représentations sont unitaires et impose aux valeurs pro-
pres de J, des valeurs entiéres ou demi-entiéres, les seules représentations unitaires

de 1'algebre de Virasoro sont telles que

) ¢>1 , h>0 (1.74)
ll) C:].—-T;z(TG‘{_——l—) < 1 m='2,3,4... (175(1)
2
p(m+1)~qgm]” -1 i}
=h —_-[ <g<p<m-1 1.756
h p.q 4m(m+1) ]'—Q—p-m ( O)

La seconde catégorie constitue la série discrete des représentations unitaires. Toutes
les représentations de cette série discréete ont été identifiées a des modéles théoriques
existants (FRIEDAN, QIU et SHENKER 1984, Huse 1984, FISHER 1986). La classi-
fication des comportements critiques ainsi réalisée n'est cependant pas compléte,
puisqu’une valeur donnée de m (donc de ¢) peut décrire plusieurs classes d'universalité

(DOTSENKO 1984a).

Deux algébres de Virasoro V et V (relations (1.68)) sont nécessaires a la
description des propriétés critiques de volume d’un systeme conformément covariant.
Le groupe conforme est un produit direct ¢ = V § 1% (BELAVIN, PoLvakov et
ZAMOLODCHIKOV 1984a) et les champs primaires notés ¢, ,(z,%) se décomposent

ainsi sur les deux algebres :

Opq(2,2) = pg(2)0pq(2)
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On les note plus simplement ¢,, et A, h les poids conformes associés. Le modéle d’Ising
a deux dimensions par exemple correspond a m = 3, soit ¢ = 1/2. Il existe ainsi trois

champs primaires correspondant aux valeurs h = 0, 1/2, 1/16, soit :

11 (0, ) (1.76a)
, 11 .
P21 5,-2-)— (1.76b)
1 1 -
¢12 . (-—6- —-6-) (116C)

®11 correspond a l'opérateur identité présent dans toute théorie. ¥21 et ¢12, qui sont

respectivement de dimensions critiques

+ =1 =z (1.77a)

1

2
1
16

@lelt—A

= Iny (1.77b)

. 1
8

correspondent aux opérateurs densité d’énergie ¢ et aimantation o.

4.3 Invariance conforme et effets de taille finie

On se propose ici d’étudier les implications de 'invariance conforme pour
un modeéle défini sur un cylindre, c’est-a-dire sur un ruban de largeur L avec conditions
périodiques et de longueur infinie (*). L’hamiltonien d’Ising en champ transverse
avec conditions périodiques dans la direction spatiale correspond précisément a cette

topologie.
La projection conforme (CARDY 1984b)

7= f(z) = %lnz (1.78)

occupe une place privilégiée puisqu’elle réalise la transformation du plan complexe

infini sur le cylindre. Notons :

z = z+iy = pe? (1.79a)
2 = u4iv = ;—(lnp-i-iz?) (1.796)
T

(*) Le cas d’un systéme avec conditions de bords libres sera traité a la fin du

paragraphe.
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Figure 1.10
Projection du plan compleze sur un cylindre.
Lorsque p varie de 0 a l'infini, u varie de —oc0 & 400 et lorsque 9 varie de 0 a 2w,

v varie périodiquement de 0 & L, ce qu correspond bien a la topologie du cylindre

(Figure 1.10).

La loi de covariance (1.67) relie les corrélations évaluées dans ces deux géométries :

(1.80)
Or, on sait que l'invariance par dilatation fixe la forme des corrélations & deux points

dans le plan :
< ¢(Zl,21)¢(22,22) >p1an = (2’1 - 22)—2}1"(51 - 53)—271" (1.81)

d’oti ’on déduit I’expression de la fonction de corrélation sur le ruban (CARDY 1984a,

PRIVMAN 1985) :

2w\ 2% 27 ~Ts
< d(u1,v1)9(U2,v2) Sruban = (i> [2 cosh[f(ul—u;;)] - 2cos —(‘Ul—lm ]

L
32)

,_4
o

Dans la limite uy — ue > L, le comportement unidimensionnel se manifeste et (1.82)
devient :

27\ 2% — X (y; ~uq Q
< é(ulsvl)é(ui’vz@) >ruban ™ (—L—> € Tui-u2)zs (153)

ce qui conduit a 'amplitude universelle A, de la longueur de corrélation (€5 = A¢L)

(CARDY 1984b) :

(1.84)

41
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En utilisant (1.34), on déduit la relation gap-exposant :

2;
E,—Ey = _'LLC_% (1.85)

Cette relation avait été conjecturée avant l'introduction de linvariance conforme
(PicHARD et SArRMA 1981, DERRIDA et DE SEZE 1982, Luck 1982, NIGHTINGALE
et BLOTE 1983, PENSON et KOLB 1984). Elle a été utilisée trés fréquemment depuis
pour déterminer numériquement les exposants critiques z4, la convergence étant plus

rapide qu'avec les méthodes habituelles d’effets de taille finie.

La relation gap-exposant est une premiere information sur le spectre d’un
modéle conformément covariant que 1’on peut compléter par une étude plus détaillée
de la structure de la matrice de transfert (CARDY 1986b). L’expression (1.82) est pour

cela développée pour u; > us :

‘ 21\ T .
< ¢(ur,v1)9(u2,v2) >ruban = (-f) Z aNay exp[-2w(z¢+N+N)(u1—u2)/L
/V,x\-fzo
X e)‘:p{Qﬂ'i(sd> +N - N)(v - 112)/[/] (1.86)
ol
$6 = hy—hy (1.87)

est le spin de ¢ (*)(nul pour un champ scalaire) et

Hzo+ N)

aN = F(I¢)N‘

Cette expression doit naturellement étre identifiée a la fonction de corrélation écrite

dans le formalisme hamiltonien (1.32) :

< $urvy)P(uav2) >ruban = < 0] (v, v1)@(u2,v2) | 0> (1.38)
avec
up — Uy = nr
-1y = fa

(*) En posant z; — zz = pe'?, (1.81) s’écrit (FRIEDAN, QIU et SHENKER

1985) : < 3(pe?)o(0) > = pTEhethe) mElhemhal,
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soit
< B(u1v1)6(u2v2) >rusan = 3 < 0] 8(0,0) | a > exp[- (Ea — Eo)(uy = u2)

a#0
X exp[iPa(vl - vg)] (1.89)

La comparaison entre (1.86) et (1.89) montre qu’a chaque opérateur d’échelle ¢ défini
sur ruban, il correspond une infinité d’états propres de H (et de P), notés (V, V)
d’énergie et d'impulsion égales a Ey 5 et Py g telles que (BoGoLYUBOV, IZERGIN et

RESHETIKHIN 1986, CARDY 1987b) :

Evy=Eo = —(zo+ N+ N) (1.90a)

2
I
2 _
Pyy = —L’i(% +N - N) (1.906)

i

Les niveaux d’'énergie Ey 5 régulierement espacés forment la tour conforme de
'opérateur ¢ (*). Dans le cas d’un systéme fini, il existe bien sir un nombre fini d’états
et ces relations ne se rapportent qu’a ceux dont les gaps Ey x — Eo s’annulent dans
la limite thermodynamique avec un comportement en -}: L’expression (1.86) permet
également de déterminer le comportement de 1’élément de matrice < 0] @ | ¢ > ou
| ¢ > est le premier état excité de la tour conforme (N, N = 0). On obtient :

<0|¢|é>= (%’1)“’ (1.91)

en accord avec les effets de taille finie.

L’état fondamental enfin contient une information précieuse sur la théorie.
Pour un systéme avec conditions périodiques, Ey prend la forme

% = ao—agL_2+‘.. (1,920)

oll ag est ’énergie libre de volume par site au point critique et ol la partie singuliere
qui varie en L~ d’aprés (1.61) a une amplitude universelle (PRIVMAN et FISHER
1984) reliée A la charge centrale (AFFLECK 1986, BLOTE, CARDY et NIGHTINGALE

1986, CARDY et PESCHEL 1988) :

e
g = — (1.92b
a R )

(*) Dans les relations (1.90), la vitesse du son a €té omise.
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L’ensemble des relations (1.85), (1.90), (1.92a) et (1.92b) se déduit des

expressions de ’hamiltonien et de 'impulsion sur ruban (FRIEDAN, QIU et SHENKER

1986, [TZYKsoN et DROUFFE 198g). L'opérateur Lo + Lo géneére les dilatations :
z— bz, beR

dans le plan. Celles-ci correspondent aux translations dans la direction temporelle sur

le ruban :

u— u+lnbd
qui sont engendrées par I’hamiltonien :
Ho= Z(lo+Lo- <) (1.93)
TV R '
De méme, Ly — Lo est associé aux rotations dans le plan :
z— bz, b=¢"¥
qui conduisent, sur le ruban, aux translations dans la direction spatiale :

V— U+

elles-mémes reliées a I'impulsion :

. ) \
P = %(LO—LO) (1.94)
On en déduit :

H|0>=E090>=—g-z-|0> (1.95a)
Pi0> = Pl0> =0 (1.95b)
2r - ‘1 ne
Hlia> = Esla> = (—L—(z¢+k\’+‘V)+Eo>|a> (1.95¢)

2 -
Pla> = Paja>= —(ss+N=-V)|a> (1.95d)

L
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Pour un modele avec conditions de bords libres, une seule algébre de
Virasoro intervient dans le formalisme de l'invariance conforme ¢ = V (CaRDY 1984a,
vVON GEHLEN et RITTENBERG 1986). Les relations précédentes se trouvent modifides.

La transformation conforme

f(z) = -{rilnz (1.96)

projette le demi-plan (v varie de 0 a ) sur un ruban de largeur L avec conditions de
bords libres, ce qui conduit aux expressions suivantes pour la relation gap-exposant,

les tours conformes et les éléments de matrice :

Ey—Ey = %z; (1.97)

Enx = EO+%(x;+N) (1.98)
T\ T

<0|¢>|¢>=(f)‘ (1.99)

ot l'exposant z3 est associé au comportement critique de surface de 'opérateur ¢.

L'énergie de 1’état fondamental E; contient 1’énergie libre de surface en

L~! avec une amplitude non universelle a; :

% = aota Lt —a L%+ ... (1.100a)

et I'amplitude de la partie singuliére est cette fois :

Tc ,
= — 1.1006
az 51 ( )
L’hamiltonien sur ruban s’écrit alors :
T c
= - S —— 1.101
H o= +(Lo-3) (1.101)

5. Solution exacte du modele d’Ising en champ transverse

Nous présentons ici la solution exacte du modeéle d'Ising en champ
transverse (PIKIN et TSUKERNIK 1965, PFEUTY 1970a et b) pour des systéemes avec
conditions périodiques et de bords libres. Les valeurs des exposants critiques sont
obtenues par effets de taille finie puis confirmées par application de l'invariance

conforme.
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5.1 Conditions périodiques

5.1.1 Diagonalisation de ’hamiltonien

Considérons un hamiltonien d’Ising en champ transverse avec des inter-

actions arbitraires :

[NV

L L
1
H = —52/1(@)02(@) - 5 J(O)o(t)o(+ 1) (1.102)
=1 =1
et des conditions aux limites périodiques :
0z.(L+1) = o;.(1)

Le facteur de normation dans (1.102) permet d’éliminer la vitesse du son dans la

relation de dispersion et ¢,, o, sont les matrices de Pauli :

1 0 0 1 )
Lo, = <0 _1> , O = (1 0> (1.103)
‘H commute avec |’opérateur de charge Q
L
Q = [Je:(0) (1.104)
=1

et peut donc étre diagonalisé dans les deux secteurs de parité ¢ = 0,1 correspondant
aux valeurs propres (—1)? dela charge Q. La transformation de Jordan-Wigner (1928)

définit des opérateurs obéissant aux relations d’anticommutation des fermions :

-1
c(t) = [Jexplira® () (j)]o () (1.105a)
j=1
2-1
ct(t) = ot (0 Hexp[~—i7ra+(j)cr'(j)] (1.105b)
7=1
avec
{ct(m),e(n)} = bmn et {cF(m),ct(n)} = {c(m),c(n)} = 0 (1.106)

ot les 0 (¢) sont les opérateurs échelle habituels :

o2(0) = 3(0x(0) £ iy (0))

rOf
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L’ hamiltonien s’écrit ainsi :

L ’ L-1
H = % D RO (=2t (0)c(8)) — % DT () = o(8)) (cT(E+1) +c(t+1))
£=1 =1

+;§-J(L)(c+(l))—c(L))(c+(l)+c(1))exp[i7r,/\/'] (1.107)
ol 5
N o= Y et (o)) (1.108a)
=1

est le nombre total de quasi-particules, relié a I'opérateur de charge :
Q = (-1)fexp[inV] (1.108b)

On considére dans la suite uniquement des chaines de longueur L paire dans le but de
simplifier (1.108b). L’hamiltonien (1.107), par la présence d’un terme non local, n’est
pas une forme quadratique, ce qui interdit toute diagonalisation directe. Cependant,
la définition d’un opérateur H(g) conduit & un nouvel hamiltonien ﬁ(q) diagonalisable

(BAAKE, CHASELON et SCHLOTTMANN 1989, GRIMM 1990, HINRICHSEN 19g0). Soit :

L L-1
Hig) = -%(; Aos(t) + 3 JOoeOo:E £ 1) + (<UD Lex(D)

(1.109)
T(1) correspond & un systéme avec conditions antipériodiques, alors que H(0) est

I’hamiltonien initial (1.102). Définissons alors l'opérateur (*)
H(q) = H(q)Po + H(1 - q)Py (1.110)

ol P, et P; sont respectivement les projecteurs sur les secteurs de charge ¢ = 0 et

¢ = 1. On a par définition :
H = HO)(P + P) (1.111a)

qui conduit a :

H = H(0)Py + H(1)P, (1.111b)

() ﬁ(q) correspond a [’hamiltonien initial (1.107) dans lequel on a remplacé

l'operateur de charge Q dans le terme cyclique par sa valeur propre (—-1)7.
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Par transformation de Jordan-Wigner, ﬁ(q) est une forme quadratique :

H(q) =

t\.)lr—a

L L
PILL Ej[cw Aied) + 3¢ (DBiyet () + 360 Biel)] (1112)

olt A et B sont deux matrices réelles, respectivement symétrique et antisymétrique :

(1) (1) 0 0 —3(=1)2J(L)
$J(1) h(2)  3J(2) 0 0
0 1J(2)  A(3)
A= - .
0 1J(L-2) 0
0 oo LD -2) AL-1) /(L -1)
-3(=12J(L) 0 0 $J(L-1) h(L)
(1.113a)
0 -LJ(1) 0 0 —-1(-1)9J(L)
3(1) 0 -3J@2) 0 0
. 0 1J(2) 0
| 0 -3J(L-2) 0
0 LI(L-2) 0 -1J(L-1)
(-1)7J(L) 0 0 $J(L-1) 0
(1.113b)

}Y(q) est diagonalisé par transformation de Bogoliubov (BoGoLiusov 1958, LiEB,

SCHULTZ et MATTIS 1961) :

Na = 3 [gaic(d) + haict(i)] (1.114a)
it = Y [gaie () + haie(D)] (1.114b)
soit

1 -
= > Aa(@)(mina - 3) (1.115)

ol les excitations Aq(q) sont solutions des équations matricielles
(A+B)®, = Aa(g)¥s (1.116a)
(A-B)¥, = Au(q)®, (1.116b)
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avec

ba(t) = gai + hai (1.117a)

€
Q
—~~
.
~—
il

Jai — hori (1117[))

Ceci conduit a diagonaliser I'une des deux matrices des excitations Ay ou Ay :

A, = (A-B)(A+B) ; Ay®, = Al(g)®. (1.118a)

Ay = (A+B)(A-B) ; AP, = Al(q)¥P, (1.118b)

On travaille habituellement avec A,, donnée par :

R3(1) + J3(L) h(1)J(1) 0 —(=1)7h(L)J(L)
h(1)J(1) R%(2) + J3(1) h(2)J(2) 0

A, = 0 h(2)J(2)  h*(3)+ J%(2)
; AL - 1)J(L-1)

—~(=1)9h(L)J(L) 0 h(L - 1)J(L-1) RYL)+ J}L 1)
(1.119)

Dans le cas d’'un modéle homogéne :

I’équation aux valeurs propres (1.118a) devient :
hJd(€ = 1)+ (R* + J* = A¥(@))o(€) + hJo(t+ 1) = 0 (1.120)
pour 2 < ¢ < L ~ 1. Cette équation admet
A(=1)feit et B(—1)lem*
pour solutions particuliéres avec les valeurs propres (Figure 1.11) (*) :

Ai(q) = h*+J% =2hJcosk (1.121)

(*) La premiére ezcitation du secteur impair (Ag=g) est négative dans la
phase de basse température (J/h = 1.3), ce qui est a l'origine de ['instabilite

provoquant la transition de phase.
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Ay
J/h=15
J/h=1.
J/h=05
k

Figure 1.11
Ezcitations du modéle d’Ising homogéne.
La solution générale s’écrit :
$(€) = (=1)!(Ae* + Be™**) (1.122)
Les conditions aux limites (¢ = 1 et { = L) deviennent en utilisant (1.120) :
hRJP(0)+ hRJ(=1)(L) = O (1.123a)
RJ(=1)1¢(1)+ hJH(L+1) = 0 (1.123b)
et conduisent a un déterminant (2 X 2) que l’on annule pour éviter la solution triviale

A = B = 0 dans (1.122). On en déduit la condition de quantification du vecteur

d’onde :

e secteur pair, ¢ =10:

soit

p=01,...,L-1 (1.124a)

soit

ko= Qp% . p=0,1,....L -1 (1.1245)
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Les excitations Ak(q) sont doublement dégénérées & cause de l’invariance par trans-

lation. Les vecteurs propres normés s’écrivent (PFEUTY 1970a) :

~1)*/2/L coskf sik <~
o = [(~DVATT -
ox(6) {(-1)&/% sinkf sik>n (1.125)
et W, s'en déduit par (1.116a) :
1
Ye(€) = —K(h¢k(€)+.]¢k(£+1)) (1.126)
Au point critique du modele homogéne h = J = 1, la relation de

dispersion devient linéaire aux grandes longueurs d’ondes (Figure 1.11) en accord

avec l'invariance conforme (voN GEHLEN, RITTENBERG et RUEGG 1985) :
Ag(g) = 2sin= ~ k

Dans la limite continue, on obtient donc :

k
Ax(0) = %(1+2E(-2->> k=0,1,2,... (1.127a)
or [(k+1
A1) = 2 (-;——) k=0,1,2,... (1.127b)

ou E(z) désigne la partie entiere de z. L’énergie de 1’état fondamental | 0(q) > de
H(q) s'écrit :
1
Eo(q) = _azk:]l\k(q)l (1.128)

et les niveaux excités | a(g) > sont obtenus en ajoutant des fermions a I'état
fondamental, avec un changement de parité lorsque le nombre d’excitations ajoutées

est impair.

e Dans le secteur ¢ = 0, | 0(0) > ne contient aucune excitation et 'f((O)Po dans

(1.110) sélectionne les niveaux a nombre pair d’excitations :

Eo(0), Eo(0) + Aa(0) + Ag(0),. ..

e Dans le secteur ¢ = 1, il existe une excitation négative (cf note de bas de page
précédente et PFEUTY 1970b) Ag(l) < Osi J/h > 1 (phase de basse température)
et ’état fondamental | 0(1) > d’énergie Ep(l) contient alors un fermion, | Ag(1) |
devant étre réinterprétée comme l'énergie d'excitation d’'un trou. On peut en effet

écrire :
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H(1) = ZN:(U(UI%—%)
= Zz\a(l)n:na + Eiide (1.129)

[o4
ou l'énergie du vide, qui par définition ne contient aucun fermion, est donnée par :

1
Epide = —E;Aa(l) (1.130)

En particularisant ’excitation négative Ag(1) et en utilisant la relation d’anticommutation

neme = 1 - nong, on obtient l'expression suivante :
H(1) = > Aa()nEnat | Ao(1) | 075 + Eviae + Ao(1)
az0
1
= ) AaWnd et | Ao() [ om = 5D | Aa(1) ]
a0 2 a

dans laquelle on reconnait I’énergie Fo(1) de I’état fondamental de 7:{'(1) :
1
Eo(1) = —;2-;].\0(1); (1.131)
qui est inférieure a celle du vide :
Eo(l) = Fige— l Ao(l) l = Eide + Ao(l) (1.132)

Lorsqu’une excitation négative existe, 1’état fondamental est effectivement impair et

H(1)P; sélectionne les niveaux suivants (Figure 1.12) :

Eo(1), Eo(1) + Aa(1) + As(1), ... J/h>1
oo
I Ao(l) f +A1(1) + A'z(l) + Ag(l)
—o-o—
[Ao(1) | +A1(1) + Az(1) ——
Evide e FA(1) ] +Aq(1)
| Ao(1) ]

—®— £Ey(1)

Figure 1.12
Etat fondamental Eo(1) et €tat du vide Eiqe

dans la phase de basse température du modéle d’Ising périodique homogéne.
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Dans la phase de haute température (J/h < 1), I’état fondamental d’énergie Eg(1)

coincide avec I'état du vide et les niveaux impairs sélectionnés par H(1)P, contiennent

un nombre impair d’excitations :

Eo(1) + Aa(1), Eo(1) + Aa(1) + As(1) + As(1), ...  J/h<1

La construction des états propres de H dans les phases de haute et de

basse températures est schématisée par les figures (1.13) et (1.14).

Les énergies des états fondamentaux de chaque secteur sont exponentielle-

ment dégénérées (PFEUTY 1970b) dans la phase basse température :
Eo(1) = Ep(0) ~ e F (1.133)

Ainsi, dans la limite thermodynamique, l’annulation de Ag(1) coincide avec la dis-

parition du gap dans le spectre de H et |’apparition de l'ordre a grande distance.

) H(1)

H(0)P, H(0)Pq H(1)P, H(1}P,

Eo(0) + A4(0) + A4(0)

Eo(1) + Aa{l) + As(1)

Eo(0) + A.(0)
Eo(1) + Ag(1)
Eo(0) + Aq(0) + As{0)
Eo(0) + A5(0)
Eo(1) + Au{l)
Eo(0) + Aa(0)
Eo{0) Eq{l)
M
Figure 1.13

Construction des €tats propres de H

a partir de ceuz de ﬁ(q) dans la phase de haute temperature.
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H(1)

H(0)P, H(0)Pg H(1)P,

Eo(0) + A,(0) + A,(0)

Eo(1) + Aa(1) + As(1) + A5(1)

Eo(0) + A, (0}
Eo{l} + Aa{l) + As(1)
Eo(0) + Ao(0) + A4(0)
Eo{0) + A5(0)
Eo(1) + As{l)
Eo{0) + A,{0)
L )
Eo(1)+ Aq(1)
——————
Eo(0) Es(1)
4
Figure 1.14

Construction des états propres de H

a partir de ceuz de ﬁ(q) dans la phase de basse température.

5.1.2 Effets de taille finie

L'invariance conforme a permis d’établir le comportement dominant des

¢éléments de matrice d'un opérateur ¢
<0|¢lop>~ L7 (1.134)
en accord avec les effets de taille finie.

Dans le cas du modeéle d'Ising, les exposants z,, et z, du parametre
d’ordre o.(1) et de la densité d'énergie o.(7) (ou g.(2)o(i + 1)) peuvent étre déduits

du comportement des €léments de matrice :

mz(1) =<0]o(i)]o> (1.133a)
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e:(i) =<0]o;(2)|e> (1.135b)

L'état fondamental | 0 > étant associé a la valeur propre de l'opérateur
de charge +1 (@ | 0 >=| 0 >) et, puisque o, anticommute avec Q (Qo, = —0,Q),
les éléments de matrice (1.135a) ne sont non nuls que st | ¢ > est un état propre
impair de ‘H (*). Dans (1.135), I’état propre | o > représente alors le premier état
excité impair de I’hamiltonien. De méme, comme o, commute avec Q (Qo, = ¢,Q)
dans 1’élément de matrice (1.135b), | ¢ > est le premier état excité pair. Notons que
si < 0] o, |0 > n’est pas nul, il contient une contribution réguliére que ['on élimine

en calculant un terme non diagonal.

L’aimantation ainsi définie couple les deux secteurs de parité de I'hamilto-
nien ; elle ne peut donc pas s’exprimer dans le formalisme des opérateurs fermions
nt,ne pour un systéme avec conditions aux limites périodiques. Ce n’est pas le cas
de I’énergie qui fait uniquement intervenir les états propres de !’hamiltonien '}?(0).
L’énergie s’exprime alors en fonction des vecteurs propres @ et ¥ (1.116) a (1.118).

En effet, en utilisant (1.105), o,(£) sécrit sous la forme :

o.(8) = 2ct(0)e(¢) -1 (1.136)

En inversant les relations (1.114a) et (1.114b)
c(f) =) gatna+haeni (1.137a)
ct(€) = Y gaend + haena (1.137b)

o

et, en écrivant 1’état excité | ¢ > sous la forme

le>=ninh 10> |, k<k (1.138)

on obtient |’énergie :

e.(?)

2<0]ct(t)e(t)|e>

QZ < 0] gat hge nangnint 10 >
aB

(*) En particulier, la valeur nulle de < 0] o, | 0 > pour un systéme fini est

reliée a la symétrie o, — —o; (HAMER 1982, TAKANO et SAITO 1985).
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L’utilisation des régles d’anticommutation des opérateurs fermions conduit alors & :

<O namening 10> = 8ok — bakban

d’ou finalement :

e(l) = k()i (€) — o (O)Wi(L) (1.139)

Avec (1.125) et en écrivant (1.126) sous la forme explicite :

1 /2
—-[(1-{—cosk)sinkf+sinkcos/c€ (1.140)

ho(f) = — e
£(6) AV L

le calcul de ’énergie sur le premier site donne ainsi :
e(1) ~ L1 (1.141)
Si cette méthode n’est pas applicable au calcul de l'aimantation dans

le cas présent (*), on peut cependant obtenir les fonctions de corrélation réduites

(PFEUTY 1970a) qui, évaluées au point critique, ou
Gy(l) ~ €77 (1.142)

conduisent aux exposants critiques r, = 74/2. On obtient pour |’énergie et

I’aimantation les comportements suivants :

G.(f) ~ £7° (1.143a)

G, (l) ~ €7/4 (1.143b)
Ces résultats sont compatibles avec les valeurs

z, = 1 (1.144a)

1/8 (1.144b)

Tm

(*) mz(£) fait en effet intervenir des états propres de deuz operateurs distincts

H(0) et H(1).
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5.1.3 Invariance conforme

La détermination des exposants critiques par les méthodes d'effets de
taille finie doit étre effectuée sur le systéme bidimensionnel initial. Dans la limite
thermodynamique L — 0, le ruban redonne bien le systéme inifini en question, ce
qui légitime les calculs du paragraphe précédent. L'étude des propriétés critiques
par invariance conforme doit en revanche étre réalisée sur le modele projeté par
transformation conforme, t¢.e. sur le ruban. Les deux techniques peuvent ainsi étre
menées a bien conjointement sur le méme systéme (le ruban) lorsque, dans la limite
thermodynamique, le modeéle initial et celui qui {ui correspond par projection conforme

sont asymptotiquement confondus.

Au point critique, la relation gap-exposant pour les exposants z. et T,

s'écrit :
EF.—-FEy = ggz, (1.143a)
E, - Ey = -2%-1:,,1 (1.1436)
avec (Figure 1.15) :
F. = EO(O) + Ao(O) + A1(0) (1.146a)
E, = Eo(1l) + Ao(1) (1.1465)
H(0)P, H(1) P,
le >
o>
[0>
Figure 1.15

Etats |0>, o> et|c >.
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L’état fondamental Eg est toujours celul du secteur pair

Eo = Ep(0)

et Ag(0), A1(0) sont deux excitations dégénérées correspondant dans (1.124a) a

k=m/Letk=2r—x/L. On obtient ainsi (BURKHARDT et GUIM 1935b) :

27

E. - Ey = d4sin(r/2L) = - X 1+ 0(L™?) (1.147a)
2r 1
E, - Eo = tan(r/4L) = -L—Tx§+0(L-3) (1.147b)

en accord avec (1.144a et b). La charge centrale de 1’algébre de Virasoro est déduite

du comportement de I'énergie de 1’état fondamental (BURKHARDT et GUIM 1985b) :

1
E = - :

o(0) sin(r/2L) (1.148q)

solt
EO _ 2 T -2

4 = —-TF—-EL + ... (1.1486)
d’ou

c = 1/2 (1.149)

La construction compléte du spectre (tours conformes et dégénérescences
des états excités) est elle aussi donnée par l'invariance conforme. En particulier, les
dégénérescences s’obtiennent a partir des expressions des caractéres des représentations
de l'algebre de Virasoro (HENKEL 1987a et b, 1590, RITTENBERG 1988). Dans une
représentation de charge centrale ¢ et de poids conforme hy, les caracteres permettent
de calculer le nombre d’états linéairement indépendants au niveau .V, noté d(h,,.V)
(RocHA-CaARIDI 1984, ITZYKSON et DROUFFE 1989). Au niveau 3 par exemple, on
peut en principe, a partir des deux algébres V et V, construire neuf états de base
Lalé¢> Loylsjéd> LaLby|é> Laloyio> Laloyjo>, L2, ]0>,
L2 Ly | o> L_1L% | é6>et L3, |6 >, alors que, dans le cas du modele d'Ising,

il n’y en a que six dans la tour conforme de o et cinq dans celle de ¢ (Tableau 1.2).
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Niveau | Tour conforme de o | d(N) | Tour conforme dec | d(V)
0 Eo(1)+0 (1) Eq(0) (1)
2m T T
1 Eo(l) + — (2) Ep(0) + — + — (1)
L L L
2r
Eo(1) + —
L
4r T 3r
2 Eo(1) + — (3) Eo(0) + =+ — (4)
L L L
4w T 3r
Eo(1) + — E(0) + — + —
L L L
2r  2r T 3r
Eo(1)+ 04+ — + — Eo(0) + — + —
L L L L
T 3r
Eo(0) + — + —
L L
6 T 5 )
3 Eo(1) + — (6) Eq(0) + — + — (3)
L L L
6w Y
Ep(1) + — Eo(0) + — + —
L L L
2r  4r T o
Ey(l)+0+ —+ — Eo(0)+ — + —
L L L L
2r 4r © o
Eo(0)+ 0+ — + — Eo(0) + — + —
L L L L
2r 4w Jz 3w
Eo(1)+ 0+ — + — Eo(0)+ — + —
L L L L
) r 4r
Eo(L)+0+ —+ —
L L

Tableau 1.2

Tours conformes des opérateurs o et ¢ construites a partir des ezcitations \g(g).

Indiquons a titre d’exemple la construction de ces états. Le tableau (1.3) donne les

dégénérescences d(h,,.V) des trois représentations de charge centrale ¢ = 1/2.
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d(hg, N) N
he 01112731 41516178
0 ryoj 1411424121335
1/2 11y 1714212131475
1/16 1t1 14127213456
Tableau 1.3

Dégenerescences des représentations irréductibles de charge centrale ¢ = 1/2.

Les états de base | ¥ > sont construits a partir de deux représentations correspondant

aux deux algébres V et V et sont notés [hs + N] + [y + N]. Is sont tels que

L - - _
—(H=Eo)|¥> = (Lo+Lo)|¥>= (hs+hs+ N+ ¥)|w>(1150)
L - - _

e Dans le secteur impair, l’opérateur o, de dimension critique égale a 1/8

correspond a [ + 0] + [ + 0]. II est non dégénéré (d(4,0) = d(,0) = 1).
Les états excités au niveau 3 dans la tour du champ primaire o correspondent a :
L 1
—(E-Ey) = -+3 1.151
5 ( o) = g+ (1.151)

de dégénérescence 6 (Tableau 1.4).

e Dans le secteur pair, l’opérateur ¢ correspond & [§ + 0] + [% + 0]. I ne suffit
pourtant pas a lui seul a générer le spectre et il faut lui adjoindre ’opérateur identité

1 correspondant & [0+ 0] + [0 + 0] et qui représente 1’état fondamental du modéle. Le

v

secteur pair est ainsi engendré par les deux opérateurs primaires (0,0) et (4, %). Les
états excités du niveau 3 correspondent a

L

s-(E-FEo) = 3+0 (1.152)

et sont cinq fois dégénérés (Tableau 1.5).

Une représentation commode consiste a situer ces états sur un systeme
d’axes E — Fy en fonction de P (HENKEL 1987a et b, CARDY 1987a) (Figures 1.16 et
1.17).
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Notation Lo+ Lo | Lo- L Dégénérescence Etat
1 1
d(—,N)yx d(—,N)
16 16
1] 1 ] 1 |
— 43+ |—+0) | -+3 3 5 { Ls|o>
L 16 | 16 ] 8 LiL_y|o>
11 1 ] 1 .
—_t2+ | —+1 - +3 1 1 L_lL._.gl0'>
116 ] 16 ] 8
1] 1 ] 1 -
—_—t 1l =2 -+3 -1 1 L_lL..g’0'>
116 | 116 8
17 (1 . 1 I_.L
— 40+ |—+3 -+3 -3 2 {L‘LJL‘”‘”
16 | |6 ] 8 -3lo>
Tableau 1.4
Etats propres linéairement indépendants,
dégénérés au niveau N = 3 du secteur impair (conditions périodiques).
Notation Lo+ Lo | Lo—- Lo Dégénérescence Etat
d(hg,N) X d(hy, N)
[0+ 3] + [0+0] 3 3 1 La|l>
n ; T
-+2| +|-+0 3 2 L Loayfe>
b2 - h2 -
U R N -
-1+ =41 3 0 1 L_lL-1’5>
L2 ] L2
11 (1 ] -
-+0| +{-+2 3 -2 1 Loole>
L2 1 L2 ]
0+0] + [0+3] 3 -3 1 Lsfl>
Tableau 1.5

dégenérés au niveau N = 3 du secteur pair (conditions periodiques).
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E~E,
® e | o ®
E._;;d,fz_lf«_gd L—-li—?U L.yLoyo L._3U,L-1L_2O'
. ! I:..xL_IU .
f._zd L—ZU
o | o
z_lU L_IU
! ! 1  Jd 1 ! !
P

Figure 1.16

Etats propres du secteur impair construits par l’algebre conforme.

E~-E
e o ®il.. © ®
E-Sn f-;e L—z:‘ L-gll
o o - [ [
z_z].l E-xE L-xE L_zn
9
Il ! i | 1] L
P
Figure 1.17

tats propres du secteur pair construits par l’algébre conforme.
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5.2 Conditions de bords libres

Les propriétés de la chaine quantique d'Ising avec conditions de bords

libres sont étudiées ici avec les méthodes développées au paragraphe précédent.

L’hamiltonien a la forme (1.102) avec J(L) = 0, ce qui introduit de
nombreuses simplifications. Aprés une transformation de Jordan-Wigner, on obtient
en effet une forme quadratique immédiatement diagonalisable, car le terme non local
dans (1.107) disparait. Les deux secteurs de parité sont construits avec les meémes
excitations, un nombre pair (respectivement impair) d’excitations conduisant aux

niveaux excités pairs (respectivement impairs) a partir de 1'état fondamental.

L’équation aux valeurs propres (1.120) fournit les excitations du systeme
homogene :

A2 = A* 4+ J? ~2hJcosk (1.153)

et les conditions aux limites deviennent :

hJP(0) + J2p(1) = 0 (1.154a)
hJp(L+1) = 0 (1.154b)
d’olt 1'on déduit la condition de quantification :
sin(L + 1)k J .
= = 1.15
Sn Lk P (1.135)
soit
2p+1
= = oo, L =1 1.156

Le calcul des exposants critiques par effets de taille finie peut étre effectué
A partir des éléments de matrice (1.135). Par un calcul analogue a celui qui conduit a

e.(£), on obtient I’expression de l’aimantation sur le site de surface;
ma(1) = <0oa(1) o> = d(l) (1.157)

ou l'on a utilisé

lo>=nf|0> (1.138)
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o-(1) = ¢t(1) +¢(1) (1.159)

Au point critique, on obtient les comportements suivants :

mg(1) ~ L7/2 (1.160a)

e:(1) ~ L2 (1.160b)

d’oli I'on déduit les valeurs des exposants (BURKHARDT et CARDY 1987) :

Ul

;, = 1/2 (1.161a)

@

zd = 2 (1.161b)

La relation gap-exposant confirme ces valeurs :

E.—Ey = %x: (1.162a)
T
E,~Ey = <1, (1.1626)
avec
2r
EE e Eo = AO + A1 = -Z- (1163(1)
T
E,-FE = Ao = 57 (1.163b)
et I’on retrouve la valeur de la charge centrale :
Ey = l[l ~ (sin ——L—)_l] (1.164a)
2 2(2L + 1)
E() _ 2 T =2 -1 T .2 -3 )
< = ﬂ_-}- o L 48L +0(L™7) (1.164b)
soit
c = 1/2 (1.163)

La construction du spectre nécessite une seule algebre de Virasoro.

et

ap—

L’aimantation o correspond au champ primaire (-12- + 0] de dimension z, =
la densité d’énergie doit étre cherchée dans la ligne (0) du tableau (1.3). L'identité 1l

correspond a [0 + 0]; 1’état suivant [0 + 1] n’existe pas, car il est de dégénérescence
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nulle (cf. Tableau (1.3) : d(0,1) = 0). Il reste [0 + 2] que l’on identifie & ¢ (CaRDY
1986¢c). Les états du niveau 3 sont construits comme précédemment (Tableau 1.6). Is

correspondent aux gaps

e dans le secteur pair :

L
_T_(E-EO) = 3 (1.166)

e dans le secteur impair :

L 1 -
—(E-Eo) = 3+3 (1.167)
et sont non dégénérés (Tableau 1.6).
Notation Lo Dégénérescence Etat

[0 + 3] 3 1 L l g >

1 1

-+3 -+3 1 L_; l g >

2 2

Tableau 1.6

Etats propres linéairement indépendants au niveau N = 3 (conditions de bords libres).

6. Conclusion

Ce premier chapitre a eu pour objectif de présenter des généralités sur
les phénomenes critiques et, par la, de fournir le matériau nécessaire a la suite de ce

travail.

Toutes les techniques qui seront utilisées y ont été détaillées, en particulier
les effets de taille finie et l'invariance conforme dont on a vu qu’elle constitue
une méthode puissante pour traiter les systémes critiques homogenes. Le modéle
d’Ising bidimensionnel que nous avons présenté dans sa version quantique a été
diagonalisé par transformation de Jordan-Wigner puis par transformation canonique.
Nous avons a cette occasion introduit les notations auxquelles nous nous réfererons

systématiquement dans les pages suivantes.
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2

Transitions de surface dans le modéle
d’Ising bidimensionnel. Surfaces - Interfaces

1. Introduction

Le comportement d’un systéme a son point critique est sensible aux
conditions aux limites imposées par la présence de surfaces ou d’interfaces. Il en

résulte un comportement critique modifié, caractérisé par des exposants spécifiques.

L’étude des comportements critiques de surface (BRAY et MOORE 1977a,
BINDER 1983, ABRAHAM 1986, DIEHL 1986, STELLA et VANDERZANDE 1990) s'est
tout d’abord développée dans le cadre des théories de champ moyen dans la lignée de
Cahn et Hilliard (1958). Le groupe de renormalisation et les propriétés d’homogénéité

ont ensuite permis de calculer les exposants de surface.

Dans le méme temps, la généralisation a l’étude de défauts variés comme
la présence de deux surfaces (AU-YANG et FISHER 1975 et 1980, FISHER et DE GENNES
1978, FISHER et AU-YANG 1980), de la ligne de défauts en surface (Mc Coy et
WU 1967, AU-YANG 1973, BoCCARA et SARMA 1974) ou en volume (BARIEV 1979,
Mc Coy et PERK 1980), a posé le probléme de la pertinence des perturbations.
Dans certains cas, la présence d’une perturbation entraine en effet une modification
du comportement critique. La discussion de la pertinence des défauts s’effectue

logiquement dans le cadre du groupe de renormalisation.
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Ces dernieres années, I'invariance conforme a trouvé son application dans
I'étude des comportements critiques de surface (CARDY 1984a et 1986c), mais son

développement systématique dans le cas des défauts est encore embryonnaire.

L’objet de ce chapitre est donc, dans ce contexte, d’étudier deux types
de perturbations dans le modéle d'Ising. Les comportements critiques de surface
sont rapidement discutés dans le formalisme de Ginzburg-Landau pour aboutir & un
diagramme de phase et ala définition des exposants critiques de surface. On s’intéresse
ensuite a la pertinence des défauts présentée dans un cadre général, puis a des
perturbations non pertinentes et pertinentes étudiées dans deux types de géomsétries.
Les calculs sont effectués par effets de taille finie et les spectres étudiés en vue d’une
application de I'invariance conforme. Seuls les résultats sont discutés directement dans

le texte, les détails des calculs étant regroupés en annexe a la fin du chapitre.

2. Phénomeénes critiques a la surface d’un systéme semi-infini

2.1 Diagramme de phase dans la théorie de Ginzburg-Landau

Au point critique, la longueur de corrélation devient infinie, les effets de
bords peuvent alors devenir prépondérants et la surface d’un systéme semi-infini est
susceptible de présenter des comportements variés. Une approche phénoménologique
simple, généralisant celle de Ginzburg-Landau, permet de classer les comportements
critiques éventuellement observés en surface (MILLS 1971, BINDER et HOHENBERG
1972, 1974 et 1976, KacaNov et OMEL’YANCHUK 1972, KUMAR 1974, LUBENSKI et

RUBIN 1975).

On suppose pour cela que ’énergie libre totale d’un systéme de volume
Q et de surface ¥ est constituée d’une contribution de volume que l'on écrit comme
une fonctionnelle de Ginzburg-Landau (GINZBURG et LANDAU 1950, GINZBURG et
PITAEVSKII 1958) :

(Fn[¢’(f')] = /

Q

AT -TS(R) + 15080 + 5 el ToAIF] 2D

d3f'[-21-
L

et d’une contribution de surface ne dépendant que de la valeur du parameétre d'ordre
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@{p) en surface :

Blp) = [ #4555 50) 22)
ou g repere la position d’un point de la surface, a, b et ¢ sont des constantes
phénoménologiques positives et A une grandeur homogene a une longueur, carac-
térisant l'énergie libre de surface et appelée longueur d’extrapolation (DE GENNES
1966, BINDER et HOHENBERG 1972, KUMAR 1974). Lorsque le systéme considéré est
une plaque d’épaisseur L, perpendiculaire a I’axe Oz et infinie dans les deux autres
directions, |’énergie libre totale s’écrit comme une fonctionnelle de ¢(z) si ’on néglige

les fluctuations du parametre d’ordre dans les plans zQvy :

1 C(d(f)(z)

L
Plot)] = [ dz [3alT-Tog )+ 306 + 3

(2.3)
A la température T, le profil du parameétre d’ordre &(z) dans l'approximation du

champ moyen est celui qui minimise F'. Il est solution de I’équation d’Euler-Lagrange :

d2
a(T-Telz) + b0(z) - e S2E = (2.4)
assortie des conditions aux limites suivantes :
do(z) 1 _ _ .
P " (2) =0 enz=0 (2.5a)
do(z) 1 _ _ .
7 + /\qb(z) =0 enz=1 (2.5b)

Ces conditions aux limites donnent lieu a des comportements critiques en surface qui

dépendent du signe du coefficient A~!.

e Si A~! est positif, le profil du parametre d’ordre décroit au voisinage de la
surface et sa valeur ¢(0) y est inférieure a celle de volume ¢,. Ce comportement
caractérise la transition ordinaire (Figure 2.1a), la mise en ordre de la surface étant

induite par celle du volume.

o Si A~! est négatif en revanche, c’est en surface que le paramétre d’ordre prend
sa valeur la plus élevée puisqu’il croit au voisinage des limites. La surface s'ordonne
alors avant le volume lorsque la température diminue. L’apparition de I'ordre se fait

donc en premier lieu en surface, & une température T, et constitue la transition

i) |+ 5 @)

68



Surfaces-Interfaces 69

de surface (Figure 2.1c). Elle est suivie de la transition extraordinaire (Figure 2.1d)
lorsque le volume s’ordonne a son tour a la température T, (inférieure a T7, la mise en

ordre du volume induisant alors des singularités faibles dans les propriétés de surface).

o Les deux régimes que distingue le signe de A~! sont séparés par le cas A=} = 0
qui caractérise la transition spéciale. Dans ce cas, le parametre d’ordre présente

un profil uniforme (Figure 2.1b) et l’ordre apparait simultanément en surface et en

volume.
¢(z)
é(=x) | R ==
ATl >0
o(0) T<T.
L Transition ordinaire Figure 2.1a
A\ ©
&(2)
’
9(0) = (=)
ATl =
T<T .
Transition spéciale ¢ Figure 2.1}
z
3(2)
3
A1 <0
5(0) I.<T<T;
Transition de surface .
Figure 2.1c
z
&)
3(0) & A1 <0
T<T,
Transition extraordinaire
o) feemeeess N Figure 2.1d

Figure 2.1

Profils du paramétre d’ordre au voisinage d’une surface dans la théorie de Ginzburg-Landau.
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Cette discussion qualitative est résumée par le diagramme de phase de
champ moyen (Figure 2.2) (BINDER et HOHENBERG 1974, LUBENSKI et RUBIN 1973,
BrAY et MOORE 19772, BURKHARDT et EISENRIEGLER 1977, 1978 et 1981, DIEHL
1982, NAKANISHII et FISHER 1982, WORTIS et SVRAKIC 1982, BINDER et LANDAU

1984, PLASCAK 1984).

T O : Transition ordinaire

T Sp : Transition spéciale

T T S : Transition de surface
b T E : Transition extraordinaire
T2(A) |ooememmmcmmcmcm e e e
Surface et volume Surface ferromagnétique
paramagnétiques Volume paramagnétique
T, T O TE
’_):
T Sp|{ Surface et volume
t
i ferromagnétiques
]
1
: o __/\—1
o :
Figure 2.2

Diagramme de phase indiquant les comportements de surface en champ moyen.

L'expression du parametre d’ordre en surface ¢(0) est déterminée en
considérant le cas d’un systéeme semi-infini (L — oo0). L'équation (2.4) est multipliée
par d¢/dz et intégrée de zéro a 'infini pour donner 1’équation d’état :

l ¢

S a(T - T) (6 () = 6(0)) + 7 5(8*(2) = 640) + 5 =5 6(0) = 0 (26)

ol ¢(=c) est la valeur d’équilibre du paramétre d’ordre en volume (¢3). Dans le cas

de la transition ordinaire, A™! > 0 et $(0) < $(c0), on obtient :

d(o0) = ¢(0) = 0 st T > T,
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o) = \[R(T.-T)/?
— siT < T,
5(0) = |/ 4L (T.~T)

La transition de surface (A™! < 0) a lien & une température TS () telle que &) =10

et o(0) # 0 dans lintervalle T, < T < T(A), soit :

LN =T + =

)
&(20) = 0, &0) = 7%ﬁ—TW2 siT.<T<T?
60) =0 ST>TS

On se place ensuite a T < T, pour exprimer le parametre d’ordre en surface a la

transition extraordinaire :

o) = \[HT. - T

/ 22 1/2
o) = (Fr - PI-T) - GT-1.7)
Dans le cas de la transition spéciale enfin (A~! = 0), on a simplement :
o(0) = #(0) J?T ? T<T.
H(o0) = T>T,

siT < T,

On obtient également l’expression des profils ¢(z) en champ moyen en résolvant
(2.4) et (2.5) (Bray et MooRE 1977a, DIEHL 1986). Ceux-ci sont représentés

qualitativement sur la figure 2.1 (BINDER 1983, ZANGWILL 1988).

Les théories de champ moyen sont en défaut au-dessous de la dimension
critique supérieure (soit d. = 4 pour un systeme de spins) et la discussion qualitative
qui précede n’est pas réaliste en dimension deux. Dans ce cas en effet, la surface,
unidimensionnelle, ne peut pas étre ordonnée au-dessus de la température critique du
volume (FISHER 1968, GALLAVOTTI, MIRACLE-SOLE et RUELLE 1968, LAJZEROWICZ
et PFEUTY 1971, LANDAU et LIFCHITZ 1974). Aussi un systeme avec conditions
de bords libres conduit-il nécessairement & une transition ordinaire en surface. La
transition extraordinaire peut néanmoins étre induite par l'application d’un champ
magnétique local sur les sites de surface (*) , mais la transition de surface (et, par

conséquent, la transition spéciale) n’existe pas en dimension deux.

(*) Ce sont les conditions de bords fizes ot ['orientation des spins de bords

est imposee.
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2.2 Homogénéité et exposants critiques de surface

Afin de traiter convenablement les comportements critiques de surface,
I'’homogénéité des fonctions thermodynamiques que nous avons présentée dans la
premiere partie de ce travail doit étre révisée de maniere a inclure de nouveaux champs
d’échelle (BARBER 1973, OKABE et OHNO 1084). On définit pour cela un champ
magnétique hy agissant uniquement sur les spins de surface et conjugué al’aimantation
locale my, ainsi qu’une température réduite et une énergie locales conjuguées t; et e;.
La partie singuliére de la densité d’énergie libre de volume est donnée par (1.36) et

I’on écrit la contribution singuliere de surface sous la forme :
FEur Dt bty ) = b-(d‘”fg’"f”(bvfz,by»h,bvutl,bvhhl) (2.7)

Les lois d’échelle qui relient entre eux exposants critiques de volume et de surface s’en
déduisent alors (BRAY et MOORE 1977a, b et ¢, KROEMER et PESCH 1979, REEVE
et GUTTMANN 1980, DIETRICH et DIEHL 1981, DIEHL, DIETRICH et EISENRIEGLER

1983, OHNO et OKABE 1984). L’aimantation locale, par exemple, est définie par :

afgsurf) 5
= e— P .
mi 8h1 (2 8a)
d’otu
d—1-—1
g = 2zizim (2.85)
Yt

La description complete des propriétés de surface d’un systeme exige la
connaissance des dimensions anormales de tous les champs d’échelle (ou de celles des
opérateurs conjugués). Ainsi, pour le modéle d’Ising en dimension deux, viennent
s'ajouter aux valeurs (1.39) celles des exposants associés aux nouveaux champs
d’échelle :

yy, = =1 soit <z} = 2 (2.9a)

e

Yn, = % soit o = (2.9b)

m

ool —
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3. Perturbations pertinentes, marginales et non pertinentes

La théorie du groupe de renormalisation nous a permis de préciser les
notions de champs d’échelle pertinents, marginaux et non pertinents. C’est dans
le méme cadre que nous allons maintenant discuter la pertinence de perturbations

imposées a un systeme homogene (BURKHARDT 1984).

Considérons un systeme de dimension d dont certains champs d’échelle g4
sont perturbés par rapport a leur valeur au point critique dans une région de l’espace
A de dimension d :

9k = gk + gk (2.10)
L’hamiltonien du systéme perturbé s’écrit :
-BH = -BH. + Y b6gxx(7) (2.11)
€A
ol les opérateurs ¢, (1), localisés sur le défaut A, sont conjugués aux champs d’échelle

gk. Par renormalisation, (2.11) se transforme en :

~BH' = —BH, + Y b6gidk() (2.12)
neA
avec
gk = 0¥ gy (2.13)

En I’absence de perturbation, —3H_ évolue vers le point fixe ~-3H™.

Dans ’expression (2.11), le produit 6gx¢«(77) a la dimension d’une énergie

par unité de volume du défaut; il est donc globalement renormalisé par un facteur

e -
b9k k() = b8grer() (2.14a)

soit

Ysg + Tk = d (2.14())

d’ou I'on déduit 'exposant ys, :

Ysgq =d——l‘k=d——d+yk (2.13)
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Si le systéme de départ est a son point critique comme nous ’avons supposé, c'est la

perturbation égx qui gouverne le comportement du systeme.

¢ Siys, <0, gk décroit par renormalisation. La perturbation est non pertinente
et le point représentatif du systeme perturbé dans ’espace des paramétres étendu
(i.e. incluant le nouveau champ d’'échelle g, ) est sur la surface critique. Le systeme
perturbé évolue ainsi vers I’ancien point fixe, mais sa trajectoire sur la surface critique
se trouve modifiée par la présence du défaut (Figure 2.3a). En particulier, si la

perturbation est forte, la convergence vers le point fixe est ralentie.

ligne physique

du systéme non perturbé

Figure 2.3a

Renormalisation d’un systéme perturbé localement par un défaut non pertinent.

e Si ysy > 0, égx augmente par renormalisation et éloigne le systéme perturbé
du point fixe K™ pour le conduire , par renormalisation, vers un nouveau point fixe

K situé lui aussi dans la surface critique, malis caractérisé par de nouveaux exposants
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critiques (*). C’est le cas d'une perturbation pertinente. Dans ’espace des parametres,
le point représentatif du systéme perturbé reste sur la surface critique mais, plus la
perturbation est forte, plus la trajectoire s’éloigne rapidement de l’ancien point fixe

pour évoluer vers le nouveau point fixe (Figure 2.3b).

ligne physique

du systéme non perturbé

Figure 2.5b
Renormalisation d’un systéme perturbé localement par un défaut pertinent.
e Si ys, = 0, la perturbation est marginale. Elle conduit le systeme vers une

ligne de points fixes et les nouveaux exposants dépendent de la valeur initiale de la

perturbation. Le point représentatif du systéeme perturbé reste sur la surface critique

(Figure 2.3¢).

Cette derniére situation est illustrée par le cas d'un défaut linéaire en

(*) La perturbation ne détruisant pas la criticalité du volume, le systéme est
toujours caractérisé par une longueur de corrélation infinie et est représenté par un

point de la surface critique.
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volume dans le modeéle d'Ising a 2d. Les couplages modifiés Ky, = K + AL sur la
ligne (d = 1) constituent une perturbation thermique au comportement de volume

(yt = 1). La dimension associée au défaut est donc yax = 0.

ligne de points fixes

ligne physique

du systéme non perturbé

Figure 2.3¢

Renormalisation d’un systéme perturbé localement par un défaut marginal.

4. Etude des surfaces et interfaces dans le modele d’Ising bidimensionnel

4.1 Motivations

L’objection majeure a I’hypothése de validité de l'invariance conforme
dans le cas de systémes perturbés réside dans la perte de certaines propriétés

d’invariance consécutive a la présence d’un défaut.

Cardy (1984a) a néanmoins établi que I'invariance conforme pouvait étre
appliquée aux systémes critiques semi-infinis pour lesquels la symétrie de translation

est brisée. L'idée que certains résultats issus del'invariance conforme soient préservés
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pour d’autres systemes perturbés semble alors naturelle. Des modifications peuvent
s’avérer nécessaires pour adapter l'invariance conforme 4 un systéme perturbé; c’est
d’ailleurs le cas pour un systéme critique avec surface libre ou l’algébre conforme est

constituée d'une seule algébre de Virasoro.

Turban (1985a) a suggéré ’application de l'invariance conforme au cas
du modele d'Ising bidimensionnel avec un défaut linéaire. Ce type de perturbation
correspond, comme on l'a vu, a un opérateur marginal et conduit a un exposant
magnétique qui varie continiiment avec la valeur du couplage sur le défaut (BARIEV
1979, Mc Coy et PERK 1980). Le syteme infini avec une ligne de défauts est projeté

par la transformation conforme

flz) = ziﬂ_lnz (2.16)

sur un ruban avec conditions périodiques présentant deux défauts linéaires équidistants.

La relation gap-exposant (1.85) a été vérifiée numériquement sur le ruban bidimen-
sionnel (TURBAN 1985a) puis, dans la limite hamiltonienne, sur le modéle quantique
a une dimension (GUIMARAES et DRUGOWICH DE FELICIO 1986). Le spectre complet
a ensuite été étudié (HENKEL 1987b, HENKEL et PATKOs 1987a) ainsi que ’algébre
conforme correspondante (HENKEL et PATKGS 1987b). Le modeéle a été généralisé sur
la chaine quantique au cas de plusieurs défauts équidistants, ce qui correspond dans
le plan & des défauts linéaires en étoile (HENKEL et PATKGs 1988, HENKEL, PATKOs
et SCHLOTTMANN 1989, BAAKE, CHASELON et SCHLOTTMANN 198g, IRVING, Opor

et PATKGs 1989).

Ces travaux confirment la validité de l'invariance conforme, parfois sous
certaines conditions telle que la commensurabilité des défauts. Aussi nous a-t-il
semblé intéressant d’en envisager l’application a des perturbations non pertinentes

et pertinentes.
4.2 Perturbations de surface dans le modéle d’Ising bidimensionnel

4.2.1 Spectre d’excitation, énergie et aimantation de surface

Le systéeme que !'on se propose d’étudier consiste en un modele d’Ising
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bidimensionnel semi-infini dont les couplages sont modifiés en surface, les couplages

de volume étant fixés a leur valeur critique.

Afin d’en étudier les propriétés par les méthodes de l'invariance conforme,
on projette le demi-plan sur un ruban avec conditions de bords libres par la transfor-

mation

flz) = —L-lnz (2.17)

T

La perturbation de surface (4 = 0 et ¥ = 7) sur le systéme semi-infini correspond

ainsi & une perturbation sur les deux bords du ruban (Figure 2.4).

SN

Figure 2.4

Projection sur un ruban d’un systéme semi-infini perturbé en surface.

Les propriétés locales en surface sur le ruban redonnent celles du systeme
semi-infini dans la limite thermodynamique L — o0, ce qui autorise une étude par
effets de taille finie sur le ruban. Notons que le défaut, homogene sur les bords du
ruban, correspond dans le demi-plan & un défaut inhomogéne sur la surface libre.
Dans la version quantique du systéme, le ruban perturbé est modélisé par une chaine

d'Ising en champ transverse avec des défauts sur les sites 1 et L (BERCHE et TURBAN
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1989 et 1990a) (Figure 2.3). L’hamiltonien s’écrit :

1 L-1 L-2
H = _§< o) + Y o=(Q)o(t+1) + h,<02(1)+az(L)>
£=2 £=2

+ 0y (02(1)2(2) + ou(L - 1>oI<L>)>

t B, hy
// / \\J'\
‘/I ‘]3\ A L
m
—
]
ﬂr, 1 ™
/’L/‘ t ]
~ g L=
o=
YASRS I
v
h
Figure 2.5

Ruban perturbé en surface dans la limite hamiltonienne.

Par transformation de Jordan-Wigner, I’hamiltonien (2.18) s’écrit sous
forme quadratique. 11 est diagonalisé en adoptant la démarche du paragraphe 5 du

chapitre 1 :
H = Eo+ EAkn:nk (2.19)
k

ou les excitations A, solutions de I’équation aux valeurs propres

Ag®r = Ald, (2.20)
sont cherchées sous la forme
Ak bk -3 BYG
= * (2.
A = 3 (1+ L) + O(L™%) (2.21)

Les détails de calcul sont présentés dans [’annexe A.
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Les résultats obtenus sont quantitativement différents dans les cas

ho/Js # 0 et hyfJy = 0.

e Si hy/J, est non nul, on arrive a I’équation suivante :

(5) oo+ [G3)(3) ~2(3)] e = 00 e

3

dont le terme dominant impose la condition :
: T
cosar =0 soit ax = (2k+l)s2- , k=0,1,... (2.23)
alors que le terme suivant détermine la correction au scaling :

b = 2-2(%)2 (2.24)

Les excitations les plus basses sont alors de la forme :

(2 + )7 3 Js\ 2 T _3
Ay = —mmm— - - (= k — )
v — + |3 (h) (2k+ 175 + O(L7) (2.25)
Dans l’expression (2.25), on reconnait  l’ordre L~! les excitations du modéle non
perturbé.
Les vecteurs propres @ et ¥y peuvent ensuite étre déterminés. On
obtient :
Js\ ;172 -3/2
Bx(1) = VE(3)L7V2 + 0L (2.26a)
3
2k + LymJ .
Ye(l) = ALy I O(L™3/%) (2.26b)

V2h}

d’ol 'on déduit P’énergie et ’aimantation de surface.

Rappelons que ces quantités sont définies a partir des premiers états

excités :
e(1) =<0]a,(1)|e>~ L% (2.27a)
my(l) =<0|o-(l)]o>~ L7%n (2.27b)
ou
le> = ngnf 10> (2.28q)

lo> = nf 0> (2.28b)



et s’expriment par :

es(1) = 21(1)o(l
mg(1) = ¢a(1)
soit
. _ 2m/J,
e(l) = 7{:(7;
ms(l) = ﬂ(%)L'

On en déduit les valeurs des

ho)Jy # 0 :

3

exposants de

s

Te

3

Tm

) = So(1)¥1(1)

)21,'2 + O(L7%

1/2 + O(L-—3/2)

2
1/2
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(2.29q)
(2.298)

(2.30a)

(2.30)

surface du modele perturbé dans le cas

(2.31a)

(2.31b)

que 1’on reconnait comme étant celles de la transition ordinaire pour le modeéle d’Ising

(2.9). Ces valeurs ont été confirmées numériquement sur des chaines atteignant 2000

spins.
0510 F 4 2016
0508 F by 4 2012
0.508 b 42008
0.504 | 4 2004
0502 b 20
D“E 3!2

0.5 16
0.8

03 1.2
02

{038

81}

o {04
-01 F
_ : ! 1 4 0,
a2 0 2 4 4 2 0

10% 12
Figure 2.6a

Ezposants magnétique et thermique du modéle d’lsing 2d

perturbé par un champ transverse de surface (effets de taille finie).
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La figure (2.6a) présente les exposants magnétique (z3,) et thermique

(z}) de surface obtenus par effets de taille finie sur des chaines d'Ising en champ

transverse de tailles L = 30 a 2000 spins perturbées par un champ transverse de

surface hy = 5,4,3,2,1,0.75,0.5,0.4,0.3,0.2,0.1,1 x 10™° de haut en bas sur les

courbes. La méthode utilisée ne permet pas de traiter le cas A, = 0 mais des résultats

identiques sont obtenus avec A, = 1 x 107° pour les tailles étudiées.

La figure (2.6b) présente les mémes exposants pour des perturbations de

liaison Js = 0.3,0.4,0.5,0.6,0.7,0.8,1,1.3,2,3,4, 3,6 de haut en bas sur les courbes.

0512

T

0508

0504

0.5

}

0.4

% S

61

<16

414

-~
~
o

103/ Lz

Figure 2.6b

Ezposants magnétique et thermique du modéle d’Ising 2d

perturbé par un couplage longitudinal de surface (effets de taille finie).

La connaissance des excitations (2.25) permet d’appliquer les méthodes

del'invariance conforme. En premier lieu, la relation gap-exposant confirme les valeurs

des exposants critiques :

E, - Eq

E, - Ey

Ao+ 4

Ao =

(2.32a)

(2.32b)
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vérifiées numériquement pour les mémes perturbations A,, J,.

La figure (2.7a) montre les exposants magnétique (z3,) et thermique (z%)
de surface déduits de ’amplitude des gaps E, — E et E. — Eg pour des chaines
d'Ising de L= 10 a 2000 spins, avec des perturbations de champs transverses en
surface hy = 5,4,3,2,1,0.75,0.5,0.4,0.3,0.2,0.1,0. Dans le cas ou A, = 0, les valeurs
sont obtenues sur une chalne non perturbée de L — 1 spins par l'intermédiaire d’une

transformation de dualité {cf 4.2.2).

<23
hS
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{22
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- 21
0.54 b
2
-4 E »
Y ¢
.. \ 1.6
0.4
03 J 12
02 /{
04 K o8
Q
404
-01 P
-0.2 ] A1 1 i [
0 4 8 (] 4 0

Figure 2.7a

Erposants magnétique et thermigque du modéle d’Ising 2d

perturbé par un champ transverse de surface (invariance conforme).

Sur la figure (2.7b) sont tracés les exposants magnétique et thermique de
surface, z3, et 22, pour des perturbations de liaison J, = 0.7,0.8,0.3,0.9,0.95,1,1.3, 2,

3,4,3,6 de haut en bas sur les courbes.
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Figure 2.7b

Ezposants magnétique et thermique du modéle d’Ising 2d

perturbe par un couplage longitudinal de surface (invariance conforme).

De plus, les spectres présentent des niveaux équidistants caractéristiques
de l'invariance conforme. En effet, les secteurs pair et impair de 'hamiltonien étant
respectivement obtenus en ajoutant a l’état fondamental £y des nombres pairs et
impairs d’excitations, on a :

- secteur pair :
(0) _ T . -2 A .
EN' —Ey = Z(O+N)+O(L ) N=234... (2.33)

- secteur impair :

EQ By = %(%-}-N)J,—O(L‘?) N=012... (2.34)

L'existence de ces tours conformes est illustrée numériquement dans le
cas d’'une chaine de 30 spins (Figure 2.8). Le spectre présente les tours conformes des

secteurs pair et impair caractéristiques de la transition de surface ordinaire (J, = 1,
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hs =2 et 0.5). Les dégénérescences des niveaux sont indiquées entre parenthéses. On
remarque un décalage di a la correction d’ordre O(L~?) dans (2.25).

0.6
ny=2.0 ng=0.5
even odd even odd
05 + (@ (5) 4
(3) (8)
I =_—
N (3) —
Y04l — ]
0 ___E]_ (33 ﬁ
2 2) ()
- 03 r (2) (2) E
=1 (2) (2
| (W 2)
02k (1 {2
= (1) (0
= (4 (1)
()
0.1 . (1) 1
W (1)
0.
Figure 2.8
Spectre obtenu numériquement pour une chaine de L = 50 spins (h,/Js # 0).
On peut reconnaitre dans les dégénérescences indiquées sur la figure (2.8)
les séries d(hy, N) des représentations irréductibles des champs primaires de la théorie
minimale de charge centrale ¢ = 1/2 (Tableau 1.3). La tour conforme du secteur pair
(respectivement impair) coincide avec celle de 'opérateur (0) (respectivement (3)).
e Sih,/J, est nul en revanche,la matrice A, se réduit a une matrice de dimension
(L —=1)x (L -1). La premiere excitation est nulle :
A =0 (2.33)
et les autres excitations, de la forme (2.21), s’obtiennent a partir de
~Jicosay = O(L7Y - (2.36)
d’ol l'on déduit a 1'ordre dominant :
2k - Lir
Ag = (2 1) + 0oL , k=1,2,... (2.37)

2L
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Les vecteurs propres sont cette fois de la forme :

do(f) = ben (2.38a)
bo(€) = bor (2.38b)
puis, pour les excitations suivantes :
Pe(l) = bxp ‘ (2.39a)
) 2k -1 5
Pe(2) = 2k = UT s + O(L™3/%) (2.395)

VAT

2 9 .
—]£L"1/2 + O(L73/% (2.39¢)

8

V(1)

Les propriétés de surface s’en déduisent :

V2

e(1) = —]—L-W + O(L73/% (2.40a)
me(l) = 1 (2.40b)
d’ou
z; = 1/2 (2.41a)
2 =0 (2.41b)

Les valeurs sont confirmées numériquement sur la figure (2.6a).

La valeur nulle de 'exposant magnétique caractérise une transition du
premier ordre en surface (discontinuité de l’aimantation). Dans la version classique
du modéle, h, = 0 correspond a un couplage infini dans la direction temporelle qui
fige les spins de surface dans une méme orientation. Le comportement obtenu a partir
des propriétés locales sur le premier site est particulier. En revanche, les exposants

calculés en étudiant le second site sont ceux de la transition extraordinaire :

ezt

eI7(1,2) = < 0| ox(1)ox(2)]e' >~ L% (2.42a)

ezt

my(2) = <0|0x(2)]|0' >~ L77m (2.426)
oli, pour obtenir une contribution non nulle, il faut choisir :

&' > = g {0> (2.13a)

]

/ mnrny 10> (2.43b)

Q.
v
]
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de sorte que les expressions (2.42) s’écrivent :

, , , 27 _, _
eZ7(1,2) = 92(2)¥1(1) = &1(2)¥n(1) = -FLT 40U 3y (2.44a)
ms(2) = 261(2)¢ (2)(—1— - -1—> - e +0(L7® 2.44b
s - 1 2 1\2 ‘\1 - J54 ) ( ° )
et sont en accord avec (BURKHARDT et CARDY 1987):
2 = 28 = 2 (2.43)

Les exposants (2.41) et (2.45) sont confirmés parl'utilisation de la relation

gap-exposant :

Ee-Bo = Aothi = Txz + O(L7) (2.46a)
Es—Ey = Ay = 0 (2.466)
Eo-Fy = Aj+4; = %xQ + O(L7Y) (2.46¢)
Ej—Ey = Ag+A1+A; = %‘x2 + O(L7?) (2.16d)

et, comme dans le cas précédent, le spectre présente des tours conformes.

0.40
J =2.0 J =0.5%
3 ]

0.35 even oda even odd B
o~ 0.30 L& (2) e @]
~ LR @ 2) 2)
o0.25 ¢ S
2 (1) (1) R ) RV
020 L _ _tv__ {1) 1)
.’.'Q mes—
| [ () () S ) NP Y

3 (1) e

e ST
= ’ RTINSV
L 1 ]

0.10 0 ) (1) ) 1

005w 1w W ]

0 {1) (1)

Figure 2.9

Spectre obtenu numériquement pour une chaine de L = 30 spins (h, = 0).
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La figure (2.9) met en évidence les tours conformes des secteurs pair
et impair caractéristiques de la transition de surface extraordinaire (h; = 0, J, =
2 et 0.5). Les dégénérescences des niveaux sont indiquées entre parenthéses. Cette fois
cependant, les deux opérateurs primaires (0) et (%) sont présents simultanément dans
chaque secteur de parité. La tour conforme caractérisant la transition extraordinaire
provient de l’opérateur (0) et correspond a la série 1011... (traits pointillés sur la
figure). Les niveaux restants (traits pleins) appartiennent a la tour conforme de
l'opérateur (3), série 1111... (CarDY 1986¢). On a donc dans chaque secteur les

deux tours conformes :

Ex - Ey = %(O+N) . N=234,... (2.470)
Ey - Ey = %(%-FIV) , 1V=0,1,2,.., (2.47[))

4.,2.2 Transformation de dualité et transition extraordinaire

Dans le cas A, = 0, la transformation de dualité permet de comprendre

les résultats obtenus. Introduisons les opérateurs duaux

po(8) = o.(0)o-(£+1) 1<E<L (2.48a)
pe(L) = oz(L) | (2.43b)

[4
pe(t) = [Je:(0) 1<£<L (2.48c¢)

j=1

obéissant a l’algébre de Pauli :

(#I(Z)f = (pz(z)>2 =1 (2.49a)
pa(R)pz(l) = po(Opu:(k) , k#L (2.496)
pe(Ruz(k) = —po(k)p:(k) {2.49¢)

L'hamiltonien (2.18) devient avec hy = 0 :
W= L-2 ]

Hp = -3 (; pe(f = Dps(€) + ; ue(€) + Ty (pa(1) + ol L - 1))) (2.50)
c’est-a-dire I’hamiltonien d’une chaine constituée de L — 1 spins avec conditions de
bords libres et d’un spin libre u( L) dans un champ transverse unité. La correspondance

est schématisée sur la figure (2.10).
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f L),

2 3

Figure 2.10
lllustration de la transformation de dualité.

Les transitions ordinaire et extraordinaire sont reliées par dualité (CARDY
1986¢c, BURKHARDT 1985). Ainsi, tant que J, reste fini et non nul, le comportement

de la chaine duale est celui de la transition ordinaire, c’est-a-dire :

<pz(l)> =<pz(L-1)>~ L72 (2.51a)
<p:(1)> =<p(L=1)>~ L7? (2.518)
< pz(Dpz(2) > = < poe(L = Duz(L-1) >~ L7? (2.51c)

L’égalité 0.(1) = uz(1) explique ainsi la valeur 1/2 obtenue pour I’exposant z; sur le
premier site. De méme, les opérateurs o(1)o;(2) et 0.(2) se transforment par dualité
en p.(1) et pz(1)uz(2), ce qui conduit bien a I’exposant z:%* = 2 de I’énergie pour la

transition extraordinaire.

Les exposants magnétiques se déduisent d’arguments du meme type :

oz(1) se transforme en 1'opérateur de charge dual

L
0p = [[w(®) (2.52)
=1

qui est indépendant de L, d’ou la valeur nulle de 1'exposant z?,. L'aimantation en
second site o,(L — 1) devient u,(L — 1)u (L) ot pu.(L) (le dual de o (L)) est de

dimension nulle et conduit bien & z¢¥* = 2.

La dualité provoquele découplage du dernier spin. A chaque configuration
de la chaine, il correspond donc & ce dernier deux orientations possibles, ce qui est
a lorigine de la dégénérescence systématique des états propres de H. [l en résulte

I’existence d’une excitation nulle Ag = 0 comme [’a montré le calcul.
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4.3 Interface ”critique-non critique” dans le modele d’Ising bidimensionnel

4.3.1 Spectre d’excitation, énergie et aimantation a l’interface

L'invariance conforme peut étre préservée, comme on l'a vu, dans le cas
de svstémes critiques perturbés par la présence de défauts localisés. On n'a que
peu d'information, en revanche, en ce qui concerne les perturbations étendues. C'est
pourquoi 1'on se propose d'étudier, dans le modele d'Ising, l'interface entre un demi-
espace au point critique et un demi-espace a T # T, constituant une perturbation
de volume pour le systéme de départ, mais qui se ramene en fin de compte a une

perturbation de surface pour la partie critique (*).
Par la transformation conforme
Inz (2.33)

on obtient un ruban de largeur L avec conditions périodiques - dont une moitié dans

la largeur est a T # T, - et présentant deux interfaces (Figure 2.11).

>

/

L
27

/| /

Figure 2.11

H
!
e

Projection sur ruban d’un systéme infini présentant un demi-espace perturbé.

*) Ce type de systéeme a €té €tudié par la théorie de Landau dans le cadre
P y p

des transitions de moutllage (IGLOI et INDEKEU 19g0).
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Le spectre est étudié sur le ruban et les effets de taille finie sont réalisés sur

les propriétés locales calculées a l'interface. Dans la version quantique, I'hamiltonien

est perturbé de facon uniforme sur la seconde partie de la chaine (BERCHE et TURBAN

1990b), ce qui correspond a un systéme initial présentant un demi-plan au point
critique et dans l'autre demi-plan un écart a la température critique inhomogéne :

M L
D AGETA )a,,.(€+l} - Z [haz )+ Jos(O)os(l +1)] (254)

=1

t\DI»—‘l
t\Dlr—‘l

Les conditions aux limites sont périodiques :

o:(L+1) = o-(1) (2.35)

et on se restreint, sans pour autant perdre en généralité, au cas de chaines de longueur

L paire.

Dans le cas M = L/2, 'interface séparant les deux domaines est linéaire
(la correspondance classique «—— quantique est représentée sur la figure 2.12), mais le
modéle est simplement généralisé dans la limite continue a des interfaces présentant

un angle 9 = 27xA{ /L quelconque (Figure 2.13).
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T 7 - // 1 v’———' 1
AN ’,’
s % Rt
Figure 2.12

Correspondance classique —— quantique dans le cas M = L/2
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Figure 2.13

Interfaces non linéaires.

La transformation (2.53) fait correspondre la coordonnée angulaire dans
le plan a la coordonnée spatiale transversale du ruban. II faut néanmoins noter que,
dans le cas de l'interface non linéaire (v # ), 1’étude des propriétés critiques ne peut
étre effectuée que par invariance conforme. Le calcul des quantités locales a I'interface

redonne en effet dans la limite L — oo le comportement d’une interface linéaire.

Les conditions aux limites étant périodiques, |'hamiltonien (2.34) aprés
transformation de Jordan-Wigner n’est pas une forme quadratique. Aussi procede-t-

on comme dans le cas du modéle périodique homogene en introduisant ['opérateur

modifié :

| =

M
H(g) = - E[UZ(Z)-i-Uz(f)az(f-i-l)] -~ % > [ha:(£)+Jo-z(£)aI(£+1)]
=1

qui permet de définir les hamiltoniens 7?((q) relatifs a chaque secteur de parité qui,

eux, sont diagonalisables :
~ l .
Hiq) = 5 ;\a(q)<77:77a - ‘j) (2.37)

L'équation aux valeurs propres qui détermine les excitations A,(g) se met sous la
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forme (¢f Annexe B pour le détail des calculs) :

RE=1)J(£—1)pa(f—-1) + Ai,(q)-hz(e)—ﬁ(e—m} da(l) + h(O)J(0)pa(l+1) = 0

(2.58)
ou
Mo = J) =1 1 < ¢ < o
BE) = h M+1 < ¢ < I -
e = J M+1 < ¢ < [—-1 (239
D) = (=137 ¢ = 1

ce qui conduit aux solutions, notées ¢;,(£), dans le demi-espace critique

(2 <€ < M) delaforme:
b1a(l) = Aetkt 4 Be~ik (2.60)

associées aux excitations

A%(q) = 4sin? g’- (2.61)

alors que dans le demi-espace non critique (M +2 < ¢ < L — 1), les solutions, notées
®aa(€), s’écrivent :

brall) = CeXt + De K¢ (2.62)
avec

h? + J2 = AL(q)

coshK = T

(2.63)

La condition de quantification de k est imposée par les conditions aux limites qui
fournissent un systéme d’équations linéaires pour les coefficients A, B, C et D.
L’annulation du déterminant 4 X 4 conduit a 1’ordre dominant en puissances de L™!

a l'expression
kcoskM sinh KM (' RE—J%| + O(L‘z)) =0 (2.64)

On obtient ainsi, lorsque h # J (le demi-espace h, J n’est pas au point critique) :

(2a + I)r

coskM = 0 soit |Aa(q)]= 577

+ O(L7Y . a=0,1,... (2.65)
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que ’on peut encore écrire en fonction de v :

v _ 27 Iy —2 _ .
[l ] = F(a+3)5 + 007 , a=o.1,.. (2.66)

Dans le cas de l'interface linéaire a laquelle on se limite dans un premier temps, (2.66)
s'écrit :
. 27 1 -2 -
| Aa(q) | = T<a+72-> + O(L™%) , a=0,1,... (2.67)
A Dordre L™1, les excitations obtenues dans les deux secteurs de parité ¢ = 0 et g = 1

sont identiques.

Les exposants de l'interface se déduisent du comportement des propriétés

locales a l'interface (*) :

e*(1) =<0]o(l)|{e> ~ L% (2.68a)
m(l) =<0]a(l)]o> ~ L™%n (2.68b)
m'(1) =<0]og(1)] 0" >~ L% (2.63¢)

Dans les expressions (2.68), on rappelle que | ¢ > (respectivement | o >) est le
premier état excité pair (respectivement impair) de H. L’état | o’ > est le second état
excité impair et |’expression (2.68¢) permet simplement de déterminer la correction
au scaling de I'aimantation. Rappelons aussi que, du fait des conditions périodiques,
'aimantation ne peut pas étre calculée dans le formalisme fermionique puisque les
éléments de matrice (2.68b et c¢) couplent des états propres appartenant a deux
hamiltoniens distincts 7:2(0) et 7:2(1). Le calcul numérique a donc été réalisé par
la méthode de tridiagonalisation de Lanczos (Lanczos 1950, RooMaNy, WYLD et

Horroway 1980). On obtient :

= 1/2 h>J (2.69a)
o=0,20" =2 h<J (2.696)

L’exposant magnétique z} est obtenu par effets de taille finie pour des
chaines de L = 4 a 14 spins (Figure 2.14a). Les perturbations de champs transverses
sont rassemblées dans la partie gauche de la figure, celles de liaisons dans la partie

droite.

(*) Il faut noter que, sur le ruban, il y a deux interfaces sur les sites 1 et L/2.
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Figure 2.14

Ezposants magnétiques de linterface (effets de taille finte).

. ! . , . . . . .
L’exposant z7," qui gouverne la décroissance des corrélations spin-spin le
long de l'interface lorsque le demi-espace non critique est ordonné est présenté sur la

figure (2.14b) pour des tailles de L = 8 & 16 spins avec des perturbations de champs

transverses.
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Le calcul exact pour l'énergie d’interface (2.68a) fait intervenir les

vecteurs P, et ¥, du secteur pair (ﬁ(O)), que l’on peut obtenir en utilisant trois des

quatre équations fournies par les conditions aux limites (¢f Annexe B). On trouve :

2i(—1)7L~1/2 + O(L737)
Sa(l) = 2ir(=1)%(2a + 1)

— L3 4+ 0(L™3?)
JE—h

o1 =-2im(=1)7(2a + 1)L7%% + O(L%/%)
Va(l) 2i(=1)9L~1/2 + O(L~¥?%)
—8r L2 + O(L7%)
e.(l) = 87
J2__h2

conduisant a I'exposant thermique

L7 + O(L7%)

i = 2 h#J

h>J

h<J

h>J
h<J

h>J

h<J

(2.70a)

(2.705)

(2.71)

(2.72)

dont la valeur est vérifiée numériquement sur la figure (2.13). L’exposant thermique de

'interface est obtenu par effets de taille finie (formalisme fermionique, tailles L = 10

3 180).

0.5 U SRS RN T SEUPUNE SIS S S TP T
0 2 b 6 8 10 10 8 6 b 2
10°/12

Figure 2.15

Ezposant thermique de ’interface (effets de taille finie).
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Les exposants (2.69) et (2.72) sont confirmés par 1’application del'invariance
conforme. L’énergie Eg(q) de 1’état fondamental de ﬁ(q) s’écrit :

Eo() = ~5 3 | 8a(g) | (2.73)

et l’on vérifie numériquement que les valeurs Eq(0) et E5(1) sont exponentiellement
dégénérées :

Eo(1) = Eo(0) ~ e % (2.74)

La dégénérescence des niveaux Fg(0) et Eg(1l) est mise en évidence par la variation

linéaire de In[Eo(1) — Eo(0)] avec la taille L pour différentes valeurs du champ

transverse h dans le domaine non critique (Figure 2.16).

In (Eo(l) - EU(O))

& " 3
69 80 100

Figure 2.16

Dégénérescence asymptotique des niveauz Eg(0) et Eq(1).

Comme dans le cas du modele périodique homogéne, 1'état fondamental

de M est celui de 7?((0) et les états excités pairs s’en déduisent en ajoutant un nombre

pair d’excitations A,(0). Le secteur pair (¢ = 0) de H présente ainsi la structure de
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tour conforme :

En(0) - Es(0) = 2= (04 N) + O(L7) , N=234.. (2.75)

Dans le secteur impair, la parité de l'état fondamental Ey(1l) dépend de h/J. En
effet, lorsque A < J, la présence d'une excitation Ag(l) négative conduit a un état
fondamental Eg(1) impair, les autres niveaux impairs étant ensuite obtenus grace a
un nombre pair d’excitations Ay(1) :
2%

h<J: Ex(l)-E(0) = 7 (0+N) + O(L™%) , N=0,2,3,... (2.76)
alors que si A > J, un nombre impair d’excitations A,(1) s’avere nécessaire pour
rétablir a partir d’'un état Ep(1) pair les niveaux excités impairs :
2r 1
—L’i (G+N) + 0™, N=012.. (277

Les tours conformes obtenues numériquement dans le cas L = 140 sont représentées

h>J : En(l)= Eo0)

sur la figure (2.17).

b+ -1 +1 -1

(1) (T) (7 B

0 e — — (4]
. I g (S) 1
: (s} (5} _(—sT 5 ]
C\l‘ g F (5] {5) 2t (“-\
— (31 (3) 3 T
1 e — o (3)
3 —

2“ e L13) (3] 2
_ (21 (2) ) T
o (2) R
; LL(2) (2) TS R
(1) (1) (1) ]
5 o ——— — (1]
— s L1 (1 (1) ]
2|5 e — (1)
1 (1]

oL _a i

h <J h>J ]

Figure 2.17

Tours conformes de 'interface.
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Les niveaux sont classés selon les secteurs de parité et les dégénérescences
sont indiquées entre parentheses. Le demi-espace non critique est a température

inférieure a T, dans la partie gauche, h = 0.5, et supérieure dans la partie droite,

h = 2.

Les dégénérescences permettent, comme on l’a déja vu, d’identifier les

opérateurs primaires de la théorie :

o si h < J, les secteurs pair et impair, dégénérés, constituent chacun une tour

conforme de l'opérateur (0).

e st h > J, le secteur pair présente toujours les dégénérescences de l’opérateur
s P

(0), mais le secteur impair présente celles de I'opérateur (3).

Ces identifications sont en accord avec les expressions (2.75) a (2.77) et avec les

relations gap-exposant :

-sih< J:
27
Es - Eo = Ao(O) + Al(O) = —E— X 2 (2.780)
E,— Ey = Eo(1) = E(0) ~ 0 (2.78b)
2
Ey = Eoy = Eo(1)+ ] Ao(1) | +A1(1) = Eo(0) = 7,7: x 2 (2.78¢)
-sih>J:
27 -
E, - Ey, = Ao(O) + Al(O) = T X 2 (219(1)
2T 1 _
E, - Eo = Eo(1)+Ao(1) - Eo(0) = — x % (2.795)

La construction du spectre de H a partir des états pairs de 7'7(0) et impairs de 7;(1) est
schématisée sur la figure (2.18). Le spectre central a été obtenu par tridiagonalisation
de ’hamiltonien de spins (pour une taille L = 10 et les valeurs J = 1, A = 0.5 en haut
de la figure et J = 1, h = 2 en bas). L’état fondamental de ﬁ(l) est impair lorsque
h < J.

99



Surfaces-Interfaces

h< ]
-1 -1 1
-10 ='1 +1 e +1 —_——— i
———
Praesuemm—— P
41k Ao+ AY Ay o+ A3 .
12 - 4
£ —~ —~
- H(0) H(1) |
i h>J B
-1 +1 +1 -1 -1 +1
A -
-16 A; + /\; A; -
A
-17 ——— I S
Figure 2.18

Construction du spectre de H a partir des eénergies d’ezcitation.

La vérification numérique de la relation gap-exposant est présentée sur
les figures (2.19) et (2.20). La premiére présente l’exposant magnétique z*, déduit de
I'amplitude du gap E, — Fy (2.78c) ainsi que I'exposant J:in/ (correction au scaling
dans la phase de basse température) déduit de I'amplitude du gap £, — Eo (2.73¢c)
pour des chaines de tailles L = 10 4 180. La seconde présente 1’exposant thermique

z! déduit de 'amplitude du gap E, — Eg pour les mémes tailles.
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-,

r 1 Figure 2.19a

L 1 Figure 2.19%

Figure 2.19

Ezposants magnétiques de l'interface (invariance conforme).
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10°/1°

Figure 2.20

Ezposant thermique de ’interface (invariance conforme).

Remarquons que la description du modeéle que nous avons donnée par
invariance conforme fait intervenir une seule algebre de Virasoro, ce qui suggére
P’analogie avec un comportement critique de surface. De plus, les opérateurs primaires
et les exposants critiques correspondent a ceux d’une transition ordinaire en surface
dans le cas A > J et a ceux d’une transition extraordinaire lorsque A < J. Tout se
passe donc comme si l’on avait a faire a un systeme avec surfaces libres comportant
M = L/2spins, t.e. les spins appartenant a la moitié critique de la chaine uniquement.

Les tours conformes (2.75) a (2.77) par exemple peuvent s'écrire :

En(d) - Eo = %(:%.V) L e=1)2 (2.30)

Etudions maintenant le cas de l'interface angulaire. L'expression (2.66)
des excitations permet d'appliquer la relation gap-exposant pour obtenir les exposants
"de coin” :

2r
E¢-E0 = —L-I;('L)) /\281)
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soit
i 27 ; P 2w )
T,(V) = 5 (V) =0, z,, (¥ = - s h<J (2.82a)
; 2w ; T
H ,0 - L H - - - 9.
B(¥) = T, () = £ sih>j (28
La valeur z!,(J) = 7/20 est en accord avec des résultats antérieurs (BARBER,

PESCHEL et PEARCE 1984, PESCHEL 1985). Notons de plus que ces exposants peuvent

s'obtenir a partir d'un systéme semi-infini par la transformation conforme
fz) = 29/ (2.83)
qui transforme le demi-plan en un coin d’angle ¥ (CARDY 1984a).
4.3.2 Transformation de dualité de la chaine d’Ising périodique

L’hamiltonien ’f{'(q) peut s’écrire en fonction des matrices de Pauli en

faisant intervenir explicitement l’'opérateur de charge Q :

L/2 L-1
Hlq) = -+ (Z[ar(f)ar(l+l) + az(e)] £ 3 [Ja,,(oar(ul) + hou(f)
2\ ¢=L/2+1

+ (-1)"Joz(L)oz(1) + Qhaz(L)> (2.84)

Par la transformation de dualité définie par les opérateurs uz, u, :

pe(l) = oult - Dog(d) 2<L<L (2.35a)

po(l) = oz(1) (2.83b)
L

ue(8) = [[o:(0) (2.85¢)

on obtient |’hamiltonien dual suivant :

l\)lr—-

L2 -
Hp(q) = (Z{u ({€+1) + pz(Oux( Z+l)] Z [Ju f+1)+huz&f)uz(ffl)J

=1

+ hug(L)ps(1) + (-1)qJQDuz(1)> (2.36)
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On constate alors que, lorsque ¢ = 0, I'hamiltonien ﬁ(O) est self-dual (*) et que la
dualité établit une correspondance dans laquelle les paramétres A et J voient leurs
roles s'inverser. La correspondance entre les deux chaines est représentée sur la figure
(2.21). Dans le secteur impair ¢ = 1, la dualité met en évidence l'invariance par la
transformation A — —J.

h@

W
werl Lo bo L]

Figure 2.21

Transformation de dualité du modéle avec interface.

Les états propres pairs de ﬁ(O), sélectionnés par le projecteur Py, sont
donc identiques si l’on change A en J et inversement. Ceci fournit une correspondance
haute température —— basse température qui impose a l’exposant thermique d’avoir
méme valeur dans les deux situations A > J et A < J. Clest effectivement le
cas, puisque l'exposant thermique est égal a 2 pour les tramsitions ordinaire et

extraordinaire.

5. Conclusion

Il convient, pour discuter les résultats obtenus précédemment, de dis-

tinguer les perturbations envisagées.

Examinons tout d’abord le modéle d'Ising avec surface libre. La perturba-

tion en surface du modeéle avec conditions de bords libres ne modifie pas les exposants

{(*) On retrouve la chaine périodique de deépart a partir de la chaine duale en
renumerotant les sites : { — L/2+2 -8 pour 1 <E < L/2+1etl—L—-(4+L/2+2
pour L/2+2<¢< L.
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de surface qui s’averent ceux de la transition ordinaire lorsque h,/J, # 0. Le défaut
est de nature thermique puisqu’il consiste en une modification des couplages. Il est
localisé en surface (J = 1). Le comportement critique de référence pour une discussion
de pertinence est donc celui de surface (d = 1) du systeme non perturbé pour lequel

yi = —1. On en déduit que la dimension associée a ce type de défaut est négative :

ysg = d—d+y = -1 (2.87)
ce qui en fait une perturbation non pertinente. Le systéme perturbé converge alors
par renormalisation vers l’ancien point fixe décrivant la transition ordinaire et 1’on
observe sur les courbes (2.6) et (2.7) que la convergence est d’autant plus lente que

la perturbation est forte.

Dans le cas h, = 0 en revanche, les exposants du systéme perturbé sont
ceux de la transition extraordinaire, ce qui invalide la discussion précédente. Un champ
transverse nul en surface, quoique caractérisé par une dimension négative, constitue
néanmoins une perturbation pertinente. En effet, dans la version classique du médéle,
cette perturbation particuliere correspond a un couplage 3; infini dans la direction
temporelle et qui demeure infini par renormalisation. La surface est ordonnée par ce
couplage et le systéme perturbé converge vers le point fixe caractérisant la transition

extraordinaire.

Dans les deux cas, 'algebre de Virasoro de charge centrale ¢ = 1/2
permet, aprés avoir identifié les champs primaires, de retrouver les propriétés critiques
du systéme perturbé. Que celui-ci soit conformément covariant n'est pourtant pas
évident a priori. Comme on ’a noté, le systeme €tudié sur ruban ne correspond pas
a la projection conforme d’un systéme semi-infini perturbé en surface de maniére
homogéne lorsque h,/J, # 0. En effet, I’écart au point critique étant uniforme sur le
ruban, 6t(w) = AK,, il lui correspond dans le systéme semi-infini une perturbation
de surface §t(z) telle que

§t(w) = b(z)%6t(z2) (2.88)

avec

b(z) = f(2)|™ (2.39)
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soit

5t(z) = ELE AK, (2.90)

Cette perturbation de surface, bien que non homogene, conduit cependant au com-
portement critique ordinaire. L'inhomogénéité de la perturbation dans le plan n’est

pas pertinente.

Intéressons-nous maintenant au modele d’Ising avec conditions de bords
périodiques. Partant d’un systeme bidimensionnel infini, caractérisé par les exposants
de volume du modele d'Ising, z. = 1, z» = 1/8, on impose une perturbation étendue
sur tout un demi-espace, ce qui induit un changement de comportement critique. On
y reconnait par ailleurs la transition ordinaire ou extraordinaire de surface selon les

valeurs des perturbations.

Le changement de comportement critique s’explique par la dimension
associée a la perturbation. Celle-ci étant étendue (d = 2) et de nature thermique, elle

affecte le comportement de volume (d = 2, y: = 1), soit :
ysg = d—d+y =1 (2.91)
ce qui caractérise une perturbation pertinente.

I s’avere de plus que l'invariance conforme peut étre appliquée a ce type
de perturbation : la relation gap-exposant confirme les exposants des transitions
ordinaire et extraordinaire et ’algeébre de Virasoro de charge centrale 1/2 permet de
reconstruire complétement le spectre du systéme perturbé. On doit cependant noter
une nouvelle fois que le systéme étudié ne réalise pas la projection conforme d’un
modéle perturbé de maniére homogeéne dans un demi-espace puisque, la perturbation
étant uniforme sur le ruban, §t(w) = AK,, elle correspond dans le plan & un écart

inhomogeéne a la température critique :

51(2) = 57% AK, (2.02)

Les exemples précédents montrent que l'on peut appliquer l'invariance

conforme & des systémes avec perturbations pertinentes ou non pertinentes. Les
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propriétés conformes du systéme perturbé sont, dans chaque cas, celles du systéme a
son point fixe. Les interprétations se trouvent simplifiées si l’on considére tout d’abord
la renormalisation du systéme perturbé vers le nouveau point fixe si la perturbation
est pertinente, ou vers l’ancien point fixe dans le cas contraire. Ensuite seulement, on

envisage la transformation conforme du systeme a son point fixe.

Dans le cas de l'interface par exemple, si A > J, le demi-espace a T > T,
renormalise vers le point fixe T = o0, ce qui a pour effet de laisser un demi-espace
critique avec surface libre. Dans le cas A < J, la perturbation T < T, renormalise vers
le point fixe T = 0 ou tous les spins sont gelés dans la méme orientation, conduisant
a un demi-espace critique avec conditions de bords fixes. Ceci justifie I'observation de

transitions ordinaire et extraordinaire.

Le cas le plus intéressant consiste en fait a étudier des perturbations
marginales pour lesquelles les propriétés critiques, non universelles, ne sont pas
p b b

triviales. C’est I'objet du troisieme chapitre que d’étudier de telles perturbations.
P q P
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Annexe A

Excitations et vecteurs propres du modéle d’Ising
en champ transverse perturbé en surface

Soit 'hamiltonien (2.18) a diagonaliser :

L-1 L=2
H = _% (;az(e) + ;ar(f)oz(8+l) + hylos(1) + o.(L)
+ J,[az(l)ar(Q) + os(L - l)ar(L)]> (A1)

Par la transformation de Jordan-Wigner et la méthode de Lieb, Schultz et Mattis :
H o= Ep + ) Aenime (4.2)
k
ou les excitations Ax sont solutions de |’équation aux valeurs propres
AP, = ALD, (A.3)

et ou A est une matrice tridiagonale.

A. 1. Perturbation h,/J, # 0

On met & profit la structure tridiagonale de la matrice des excitations
pour écrire "équation (A.3) en faisant intervenir des vecteurs a deux composantes

(SCHMIDT 1957) :

ox(£) _ Sl -1DY\ _ (0 1 ¢k(g__1)>
(Qk(£+l)> - Tf( gk(g) ) = <3e te)( S4(€) (A.4)
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avec les conditions aux limites
6k(0) = (L +1) =0 (A.5)

Les éléments des matrices de transfert T, sont alors :

te =t = AL -2 , 8¢ = s = -1 (3<0<L-2)
Al h,

t = -—-—k- - — , S1 =0
hod, Js

t-g = \i—J;z—l , 52 = —h_qJ_’
AL 2 1

tpor = — - — y SL-1 = ——
J, Js Js
AROR?

e = o— - = = J, s = -l (-4.6)
s Js

L’équation aux valeurs propres, satisfaisant aux conditions aux limites,

devient :

(*”}E“) = T,T,TE DT, (?) (A7)
ou les vecteurs px redonnent les vecteurs ®, une fois normés (T, = T pour
3<E<L-2).

Les excitations les plus basses (Ax < 2) correspondent aux modes
propagatifs le long de la chaine de spins. T a alors deux valeurs propres complexes

conjuguées A4 associées aux vecteurs propres vy :

Ar = t/2 & i (1= /4T = eFP (4.3)
1

Dans la base des états propres de T, on écrit :
0 ,
T,T 1 = avy + PBv- (A.10)
ainsi, 1’équation obtenue a partir de la seconde composante de (A.7) s'écrit :

(zm_l - 1) {(a +8)cos(L - 3)p + i (a~ 3)sin(L - 3>p]

- (100} (@ + B)cos(L = 4)p + i{a=F)sin(L-4p| = 0 (41l
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avec
a+3 =t (A.12a)
tity — hydJs — tlt/Q

i(a-3) = (4.12b)
(1-1t2/4)1/?

Au point critique, les excitations les plus basses s’annulent lorsque L tend

vers I'infini et sont de la forme (PRIVMAN et FISHER 1984) :

— %k by -3 '
Ae = 2 <1+ L) = O(L™%) (A.13)

Un développement en puissances de L~! de {A.8) donne alors :

Ak

- - Bt k ~ Ak -3 4
Ay = ltzL+(2:{:1!)k)L2+O(L) (A.14)
qui, avec
P = L Fi(p-m) + 5 (p-) (4.15)
permet d’identifier :
b
p = - (1+—L‘i) % + O(L™%) (4.16)
De méme, (4.12) donne :
Ry -2 -
a-3 = A + O(L™%) (A.17a)
. ; — JS h’s 437 \ -2 -
ila=-58) = —(77: + ‘273) T T O(L™") (A.17b)
et
h’S 2 2
trtp1—1 = 142 (7-) + 0(L7Y (4.13a)
tL h, 2 -9
- = = 2 A.18b
7 1+(J’) + O(L7%) (A.13b)

Enfin, avec les expressions

cos(L-n)p = (—l)L'"[cosak + Qf (n —bi) sinak] + O(L™%)

(A.19)
sin{(L - n)p = (—I)L‘"{(n-—bk) %’- cosax — sinak} + O(L™%)
I’équation (A.11) peut s’écrire :
hsy3 3 hsy3 he| ag C =2
— s ay - - —_] =2 =] =3 = ‘ 1.20
(Js) cosax + [(2 bk)(J,) 2 Js} T sin ax O(L™) { )
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Lorsque h,/J, # 0, le terme dominant donne :

cosar = 0 soit ap = (2k+ 1) % (A.21)
et, a l'ordre suivant, on détermine la correction au scaling :
3 Js\?
b = - - =2 b
<) e
pour obtenir ’expression (2.25) donnant les excitations les plus basses :
(2k + U)m 3 Js\? T -3
A = —m———— S k — A
A = ; (h> (2%k+1) 75 + O(L™) (4.23)

La connaissance des excitations permet de déterminer les vecteurs pro-

pres. La énieme composante du vecteur ¢, est obtenue grice a :

(pk(n - 1)) = Tﬂ—3T2T1 (?) - a/\i~3v+ + ﬁ/\l:-av— (3 S n S L - 1)

wr(n)
(4.24)
soit
wk(n) = (a+58) cos(n-2)p + i(a—=23)sin(n-2)p (4.25)
avec
p = - (2k+1) 5’-;- + O(L7Y) (4.26)
et ¢x(1) s'obtient ensuite par normation :
= L
Y ck(n) = 208L - i(a? -5 = + 0(1)
k
n=1
h:
= 2—']32 L + O(l) (AZA)
d’ou ’on déduit
or(l) = V2 gf- L™V 4 o(L™3% (A.28)
Les autres composantes en découlent :
65(2) = tide(l) = —V2 LY + O(L73?) " (4.29a)
be(1) = = (hos(1) + i6e(2))
O Rk+Drd, 3p s o
= —W L + O(L ) (4.296)

d’ot les valeurs (2.30) calculées de |’énergie et de I'aimantation de surface.
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A. 2. Perturbation h, =0

La méme démarche s’applique dans ce cas & une matrice réduite de taille
(L = 1)x (L ~1), puisque la premiére ligne (et colonne) de A est nulle. La premiére

excitation s'annule :
Ag =0 (4.30)
T, Tr -y, t; et s; restent inchangés, mais on a maintenant

L\2
sy = 0 th-J—“—J, (A.31)

et 1’équation aux valeurs propres devient :

("”“(()L)) = T,T. T, (?) (4.32)

avec

T, (?) = yvy + bv. (4.33)

ou l'on remplace a et 3 par v et 4 dans (A.11) avec

Y46 =1 (A.34a)
ty —t/2 J2
i(y=6) = _hot? Ll posy + 07y (A.346)
(1 - t2/4)1/2 477
et
trtr-1—1 = 1 + O(L™%) (A.35a)
_%L. = 1+ 0(L7Y (4.356)

de sorte que les excitations sont déterminées cette fois par :

~J? cosax = O(L™Y) (A.36)

soit, a l'ordre dominant 'expression (2.37) :

2k —~
A = (—'-k,)—Ll-)f- + O(L™% , k=1.2,... (4.37)



Les composantes des vecteurs

Anneze A

propres se déterminent de proche en

proche :
S(€) = b
Goll) = b1 (A.38)
et
ee(n) = (v+06) cos(n=2)p + i (y-4)sin(n-2)p (4.39)
d’ou
: 275 3 2
A2 = 3 p ; 10
;;k(n) 2k = )iA L7 + O(L%) (4.40)
et
(2k = )r 3y -5/2
2) = ———=—1L o(L™ A4l
we(l) = V2 LYY 4+ O(L™3% (A.415)

Js

qui permettent ensuite de calculer les propriétés de surface.
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Excitations et vecteurs propres

Anneze B

de la chaine quantique d’Ising avec interface

Pour diagonaliser 'hamiltonien (2.54), on procéde de maniére habituelle

par transformation de Jordan-Wigner pour obtenir une équation aux valeurs propres

dans chaque secteur :

A(q)®. = Ai(q)@a

Lintroduction des vecteurs normsés :

$a(f) (=1)%(gae + hae)
l,/)a(f) = (—l)z(gal - hal)
reliés par :
—h’(e)(ba(z) + ](Z)(ba(g+l) = Aa(Q)wa(Z)
ol
h{l) = J(¢) =1 1 < ¢ <L M
h(l) = h M+1 < ¢ <L L
J(&) = J M+l < ¢ < L[-1
J(L) = —(-1)4J t = 1L

permet d’écrire les lignes de l’expression matricielle (B.1) sous la forme :

h(€ = 1)J(€ = 1)pa(l = 1) + [AL(q) = R*(€) = J3(€ = 1)] 2a(0)
+ROJ(E)pa(+1) = 0

avec la condition

J(0) = J(I)

(B.1)

(B.4)
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Dans le domaine critique (2 < £ < M) o1 les composantes des vecteurs

®, et W, sont notées ¢14(f) et Y14(¢), on obtient :
D1a(f = 1) + (AL(g) = 2) d1a(8) + dra(f+1) = 0 (B.7)
dont les solutions
P1a(f) = Ae*t + BemH (B.3)

sont associées aux excitations

ol

Al(q) = 4sin’ = (B.9)

i

[\

Dans le second domaine (M +2< ¢ < L -1) oul’on adopte la notation
O2all) et Waq(f), I'équation (B.3) devient :

7

hJdaa(€ = 1) + (Ak(g) =h? = J%) daall) + hJdaa(l+1) = O (B.10)

dont les solutions sont cette fois des exponentielles réelles :

baa(l) = CeXt 4 De~X¢ (B.11)
avec
R% + J% — A2 ,
coshK = +]‘2hJ 2(9) (B.12)

Les conditions aux limites s’écrivent :
$12(0) + (J? = )pra(l) = =(=1)7hJd2a(L)
P1a(M+1) = 9a(M+1)
$1all) = =(=1)2(L +1)
(hZ - 1)¢1a(M + ]-) + (pla(‘w + 2) = hJ,é?a()I + 2) (313)
Elles conduisent avec les solutions (B.8) et (B.11) a un systéme homogene d'équations
linéaires pour A, B, C et D:
[1+(J2 = De*]A+ [+ (J2 = 1)e™*]B + (=1)7hJe"LC + (-1)?hJe ¥ iD= 0
eik(f\’ﬂ-l)A + e—ik(M+l)B _ eK(A\r[-i-l)C _ e—[\’(.\r!ﬁ»l)D = 0
eikA + e-—ikB + (—'l)q€[<(L+1)C + (—l)qe"K(LH)D =0
[(h?. _ l)eik(.\{+l) + eik(.w+2)}A + {(hz _ l)e—tk(;\/1+l) + e—ik(.\/[+‘2)}B
_ hJeK(A\rH-?)C _ hJe‘K(”’i'”D = 0

(B.14)
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dont I’annulation du déterminant impose :

2(=1)7hJsinksinh K + (J? = 1)(h* = 1)sin kM sinh KM + hJ(2 = h? = J?)
x sinkM sinh K(M + 1) + h*J¥sin kM sinh K(M — 2) + (h® + J* = 2)sink(M + 1)

x sinh KM = 2hJ sink(M + 1)sinh K(M — 1) + sin k(M + 2)sinh KM = 0 (B.15)

Le comportement dominant en L~! des excitations les plus basses suggere

un développement en puissances de L1 :

R+ \
coshK = + O(L7)
2hJ
(B.16)
: | A% - J% |
sinh K = — —— + O(L7Y)
2hJ
qui simplifie (B.15) en :
kcoskM sinh KM (| h* = J¥| + O(L™%)) = 0 (B.17)

On obtient donc, lorsque A # J, a 'ordre dominant :

(2a+ )

coskM =0 soit | Ayx(g)| = 5

+0(L™% , a=0,1,... (B.18)

Le calcul des vecteurs propres ne se justifie que dans le cas de l'interface

linéaire (M = L/2) que l'on considére dans la suite. Si I’on pose :
X = vAx (X =4,8,C,D) (B.19)

les trois premieéres équations de (B.14) sont réécrites sous la forme :

AN A A ) .
L+ (2 -1De ™22 & (1)%hJeRKEZE ¢ (1)RJe X222 = L1+ (JF - 1)e¥)
AA AA ) AA N 4
_e—zk(L/Z-b-l)AB + eK(L/2+1)AC + e-K(L/2+1)AD = R/
AA AA AA
WA Ac - Ap y
ik K(L+1) 9., -K(L+1) _ ik
— -1)9 —_— 4 (=1 — = -
e WA + ( ) € EVE ( ) 54 W e
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ot les déterminants & x, al’ordre dominant en L™! (i.e pour les excitations critiques),

sont :

Ay = (=1)7eKL [1 + %(ﬂ - h? ~2+ (R - Jz))e'*"] (1+0O(L™%Y)

Ag = —A%  (conjugué compleze)
Ac = —2ike” D1 4 O(L7%)
Ap = 2i(=1)1(=1)%eXE(" T ~ hJ) (1 + O(L)) (B.21)

soit, finalement :

S1a(l) = iv(=1)7eKLr2 [QSin e+ (J2—h? =24+ (A = J%)) sin k(£ - 1)] x (1+0(L™%)

¢2a(£)

21‘7[(—1)"”(5".12 ~ hJ)eK(L=0 _ keK““L/?-”] x (1+0(L7Y)  (B.22)

ou le coefficient v est déterminé par la condition de normation des vecteurs ® :

L/2 L
S 1e@ P + Y [6u@=1 (B.23)
¢=1 ¢=L/2+1
avec
<L ) y2eKLk2L(1 +0(L™1)) si h>J
Z 9= 3, kr gy 1 : (B8.24)
i=1 yoet(J —h)L(l+O(L')) si h<J
et
.]2
L 8y2eXL k2 si h>J ‘
Y. ()= ht - J? (B.23)
¢=L[2+1

8y2eXKLj2(JY —h?) si h<J

On constate que la contribution du demi-espace non critique a la norme

est négligeable. On détermine donc v en posant la premiere somme égale a 1, soit :

2i(=1)7L"Y2 + O(L73/%) si h>J
ba(l) = ¢ 2ir(=1)9(2a + 1 B.26
JP - h?
et, avec (B.3) :
=2in(~1)1(2a + 1)L™3% + O(L™%%) si h>J
va(l) = , (B.27)
2i(=1)9L-Y2% + O(L™3/%) si h<J

ce qui permet d’évaluer l’énergie sur l'interface (2.71).
qu p
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3

Systémes inhomogeénes et relation gap-exposant

1. Introduction

Aprés avoir considéré des perturbations homogénes dans le modele
d'Tsing, nous envisageons maintenant des systémes dans lesquels la présence d'un
défaut induit une perturbation inhomogene étendue en volume. C’est le cas du modéle
de Hilhorst et van Leeuwen (1981) qui présente une grande variété de comportements
critiques (BURKHARDT 1982a, BLOTE et HILHORST 1983 et 1985, BURKHARDT et
GuiM 1982 et 1984, BURKHARDT et al 1984) et, bien que les propriétés de symétrie par
translation et par rotation soient brisées, il est intéressant d’y envisager l’application

de 'invariance conforme.

Le modéle de Hilhorst et van Leeuwen consiste en un modeéle d'Ising semi-
infini dans lequel 'interaction entre spins premiers voisins parallélement a la surface
libre est constante et notée Ky, alors qu’elle varie avec la distance £ a la surface libre

dans la direction perpendiculaire :
Ky(€) = Kq(oo) = A/t¥ (3.1)

Les travaux cités précédemment indiquent que le comportement critique en surface
dépend de l'exposant y qui caractérise l'interaction perpendiculaire. Lorsque y > 1,

la perturbation n’affecte pas le comportement critique de surface qui reste celui d’'une
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transition ordinaire. En revanche, si y < 1,la surface s’ordonne et la transition devient
du premier ordre. Le cas y = 1 enfin conduit & un comportement de surface non

universel, les exposants magnétiques étant des fonctions continues de

44 .
1= TR ()] (3-2)

Deux comportements distincts sont alors observés, séparés par la valeur critique :

Ae = -1 (3.3)
1 .
i = 3 (A+1) st A 2> A (3.4a)
1
2 =0, 2z = -3 (A+1) st A< A, (3.4b)

ot la valeur nulle de l'exposant z? lorsque A < A, est due a l'existence d'une
aimantation spontanée en surface et ot z3' = 7;/2 est I'exposant caractérisant la

décroissance des corrélations en surface lorsque celle-ci est ordonnée.

Un argument de renormalisation (BURKHARDT 1982b, CORDERY 1982)
rend compte de ces différents comportements en fonction de la valeur de y. Au voisi-
nage du point fixe de volume K, 1’écart K(€)— K™ se transforme par renormalisation
suivant :

R[KZ(Z)—K'] = Kj(¢")-K* = b‘“([\’g(f)- K‘) (3.3)
Ky€) = Kj(oo) = A’/
En utilisant [’équation de renormalisation pour le couplage de volume
Kl(c0) = K™ = b¥ ([{2(00) - A") (3.6)
ainsi que la transformation des longueurs
¢ = ¢/b

on obtient :

A = pvv4 (3.

~——
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C’est ainsi le signe de y: — y qui caractérise le comportement de l'inhomogénéité
spatiale par renormalisation.

o Siy >y, 'amplitude 4 décroit et la perturbation est non pertinente.

® 5iy < yi, on est en présence d’une perturbation augmentant par renormalisa-

tion, c'est-a-dire pertinente.

e Si y = y¢, la perturbation est marginale et donne lieu a des comportements

critiques dépendant de I’amplitude A.

Dans le cas du modeéle d'Ising ou y; = 1, cette analyse est en accord avec les résultats

précédents.

Avant d’aborder le probleme dans sa version quantique, il convient de
traduire dans la limite hamiltonienne les résultats déja acquis et mentionnés plus
haut. Lorsque

I(Z(Oo) —0 , K —
'expression (3.2) se réduit a :
AK; () (3.8)

Le couplage perpendiculaire a la surface (i.e. dans la direction spatiale du modele

quantique) s’écrit alors :
Kq(f) = Kg(oo)(l - 4/20%) = Xy (3.9a)
olt 7 = e~?K1 est le pas du réseau dans la direction temporelle et ol l'on a posé :
M) = /\(oo)(l - a/zv) (3.96)

La correspondance classique «— quantique A/2 = a permet de prévoir les comporte-

ments suivants pour le systéme quantique lorsque y = 1 :

1 .
) = a+ 3 sioa>ae (3.10a)
1
=0, 2 = —a-3 st a<a. (3.106)
avec pour valeur critique a. = —1/2. Le résultat (3.10a) a déja été confirmeé (PESCHEL

1984, KAISER et PESCHEL 1989).
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L'objet de ce troisiéme chapitre est de poursuivre 1’étude du modéle
de Hilhorst et van Leeuwen par le calcul des exposants thermiques dans la limite
hamiltonienne. On est ensuite amené & changer les conditions aux limites pour envi-
sager le cas d’une inhomogénéité spatiale causée par une ligne de défauts en volume
dans un systeme avec conditions périodiques. Enfin, c’est la forme de 1'hamiltonien
que |'on modifie en considérant le cas de chaines quantiques XY qui constituent une

généralisation naturelle du modele.

Le calcul des propriétés critiques par effets de taille finie est effectué
numériquement ou analytiquement selon les cas et accompagné des résultats issus des

prédictions de l'invariance conforme, supposée valable.

2. Inhomogénéité spatiale décroissant depuis une surface libre

2.1 Présentation du modele et résultats numériques

On considere une chaine d’Ising en champ transverse, inhomogéne et
symétrique, comportant L — 1 spins (L est choisi pair) et avec conditions de bords

libres. L 'hamiltonien est écrit :

L-1
H = —% éaz(e -’- S ZA (O)o-(L+1) (3.11)
ou l'on inclut 1’écart au couplage critique dans A;(£) :
A(l) = 1-aft E< L]2 (3.12a)
Aqf) = 1-af(L-C-1) €£>1L)2 (3.12b)

On procéde de maniére habituelle pour diagonaliser I'hamiltonien (3.11) et, au point
critique A{oo) = 1, les vecteurs propres ®y et les excitations i sont solutions des

équations aux valeurs propres :
A(E-Dene=1) = (Al-1=ake-1D)ou() + A(Oex(E+1) = 0 (3.13)

avec les conditions aux limites :
A1(0)0x(0) + Af(0)ex(1) = 0 (3.14a)

Ay(L - 1)k(L) = 0 (3.140)
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On rappelle ici les expressions des éléments de matrice des opérateurs
énergie et aimantation dans le formalisme fermionique, en les complétant pour les

besoins de ce probleme. L’énergie peut s’obtenir a partir de :

el(f) =<ela,(f)|0> (3.13a)
eff(l, L+ 1) =<e|o(d)oz(£+1)[0> (3.136)

avec
le>=nfnh 10> |, k<K (3.13¢)

soit
e (0) = Dw(®va(t) — Bu(E)bw(8) (3.15d)
eiv(l, L+ 1) = ol + 1)i(l) = ok(€+ L) (f) (3.13e)

L’aimantation

me(f) =<olo(f)]0> (3.16a)

/

ne s'exprime simplement qu’en surface o, avec un état excité a un fermion
lo>= 710> (3.166)
on obtient sur les deux premiers sites :
ma(l) = (1) (3.16¢)
my(2) = Z B (D¥wr (1) = k(1 Z b (2w (1) (3.16d)
alors qu'avec un état excité comprenant trois fermions
o> = ninint 10> (3.16e)
on a en second site :
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Si I'on commence la numérotation des excitations a k£ = 0 pour les plus

basses, on attend pour un ruban de largeur finie L les comportements suivants :

eg1(1) ~ eff(1,2) ~ L7 (3.17a)
mo(1) ~ L7%m (3.178)
mi(l) ~ L7 si a<-1/2 (3.17¢)

qui définissent les exposants thermique et magnétiques. Les calculs numériques ont été
effectués sur des chaines de L = 80 & 180 spins et les exposants, déduits des courbes
en log-log des éléments de matrice (3.15) et (3.16) et extrapolés a taille infinie, sont

tracés en fonction de a sur les figures suivantes (BERCHE et TURBAN 1990c).

La figure (3.1) reproduit les variations avec a de 'exposant z3 déduit des
éléments de matrices ef;(1) (carrés) et 37 (1,2) (croix). La courbe continue donne
I’expression analytique conjecturée et les courbes insérées représentent les exposants
calculés pour différentes tailles. La superposition met en évidence leur convergence

vers la courbe extrapolée.

10 — - . .
1
B :
91
8 F § -
7t 2 :
g.
x3 6 % ]
5t 1
4 L ]
3 [ B
2 L ]
1 e L ; Y
S5 04 3 02 10 1 2 3 4
04
Figure 3.1

Ezposant thermique obtenu par effets de taille finie puis extrapolé 4 taille infinte.
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La figure (3.2) présente de méme z?, (carrés) et z2,' (croix, a < —1/2).

4.5

v
(3]

Figure 3.2

Ezposants magnétiques obtenus par effets de taille finte puis eztrapolés a taille infinie.

(1,2))

XX
12

5432101234
x

x(cfz(l» ~ x(e

NOWwW A U O N 0 O O

—

Figure 3.3

Correction au scaling de l’énergie.
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Les figures (3.3) et (3.4) donnent les exposants de la correction au scaling
de ’aimantation (déduit de mg12(2)) et de I’énergie (déduits de ef,(1) (carrés) et de

e17(1,2) (croix)).

16

14

12

@N 10 ]
= 5432010123 4
= 8 a .
<

6 .

4 + A

2 .

-5 -4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4
o
Figure 3.4

Correction au scaling de l’'aimantation.

La précision des résultats numériques est suffisante pour suggérer les
expressions analytiques des exposants caractérisant les comportements dominants

(Figures 3.1 et 3.2) ainsi que celles des corrections au scaling (Figures 3.3 et 3.4).

e Sia>-1/2
= 2a+2 ’ (3.184)
= a+1/2 (3.186)
ei,(1) ~ €fF(1,2) ~ L~(a+d) (3.18¢)
mo1a(2) ~ L™(3e+9/2) (3.18d)

e Sia<-1/2

;. = —a+1/2 (3.19a)
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z, =0 , 23 = —a-1/2 (3.196)
efa(l) ~ eff(1,2) ~ L™(72) (3.19¢)
mora(2) ~ L7 (3.19d)

On remarque que les valeurs (3.186) et (3.196) sont en accord avec les résultats

annonces.

2.2 Résultats exacts dans le cas d’un systéme non ordonné en surface

Lorsque a > —1/2, on peut calculer la dépendance avec la taille L des

propriétés de surface au point critique A(co) = 1 et confirmer ainsi les résultats (3.18)

(*).

La technique initialement introduite par Peschel (1984) pour obtenir
I'aimantation de surface du systéme inhomogene semi-infini peut également étre

exploitée pour calculer |'énergie de surface.

On se limite au cas asymétrique \; = 2A;, ce qu n'affecte pas les
propriétés de surface évaluées sur le site £ = 1. La contribution dominante a la
composante ¢k(¢) se déduit de I’équation aux valeurs propres (3.13) si l'on néglige
les termes en A% d’ordre O(L~?). En combinant (3.13) avec la condition (3.14a), on

obtient une relation de récurrence
Pl +1) >~ ——==dk(l)
1

conduisant & :

Be(€) = (=1)"Tau(1 Hal (3.20)

Le produit sur j s’exprime a partir de la fonction I' d'Euler :

= = O(1 - a)I(¢
[Iar0) = [Ta-oi™ = S22 (321
=1 =1

(*) Lorsque a < —1/2, la méthode ne donne pas les bons comportements,

mats on verifie alors la cohérence des valeurs (3.19).
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de sorte qu’en utilisant le développement asymptotique
D(z +8) = Vame™s*=1/2(14 0(:7)) (3.22)

dans la condition de normation

L—-1 L=1¢-1
STeke) = 1 = k(1) ATH() (3.23)
=1 =1 j=1
le produit devient :
f=1
A7) = T (1- o) (14 0(e7Y)) (3.24)

i=1
La somme (3.23) étant remplacée par une intégrale qui converge lorsque a > —1/2,

on obtient une expression indépendante de k a cet ordreen 1/L :

=-1/2
£ — 1 2 2a _ Vit ) 5E
@k(l) = ¢(].) = m (/0 de ¢ ) = mL (320)

et qui confirme la valeur de I’exposant magnétique

;, = a+l1/2 st a>-1/2

m

Le calcul de |'énergie nécessite la connaissance de
1 . i
be(1) = _—(qs,,(l) +A1(1)4(2) (3.26a)
Ag

Or ¢x(2) vaut exactement :

1

2) = - 3.26b
®k(2) A;(I)(Ak 1)k(1) ( )
ce qui simplifie (3.26a) :
Ue(1) = —Axdi(l) (3.26¢)
d’ot I'on déduit :
eiu(1) ~ (Aw — Ax)p?(1) ~ L3+ (3.27)

Le méme comportement est obtenu pour eff (1,2) en accord avec la valeur conjec-
turée :

z; = 2a+2 sioa>-1/2
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Le calcul peut étre poursuivi pour obtenir les corrections au scaling,
I'évaluation de mikx+(2) conduit & trois termes d’ordre L~(39%5/2) dont la somme
s’annule (on le vérifie numériquement) et le comportement de mgg ¢+ (2) provient en
fait du terme suivant dans lequel apparait un facteur supplémentaire d'ordre O(L™?)

dd & une correction en .\} dans d,(2) (3.265). On obtient ainsi :

Migegn(2) ~ L™Ga+9/2) (3.28)

Cette méthode est malheureusement inefficace dans le cas a < —1/2 ol si
elle donne bien la contribution dominante constante de o(1) (aimantation spontanée
en surface), elle ne conduit pas au bon comportement pour ¢rzo(1l). Néanmoins, en
admettant comme le suggerent les résultats numériques que dxxo(l) ~ Lo+1/2 ey

accord avec (3.19b), on obtient :
bo(l) ~ O(L™Y) |, tigo(l) ~ Lo1/?

soit

ef(1) ~ L(me+/2) (3.29)

de sorte que les valeurs de z3,’ et de z3 (3.19a et b) s’avérent mutuellement cohérentes,

de méme que la correction au scaling qui donne :
ei,(l1) ~ L*® (3.30)

en accord avec (3.19¢).

2.3 Spectre d’excitation dans la limite continue

Afin d’appliquer l'invariance conforme au modeéle (3.11), il convient d’en

déterminer le spectre d’excitations (*).

Lorsque L > 1, celui-ci peut étre étudié dans |’'approximation continue
(IcLO1 1990) en introduisant la variable z = £/L qui prend des valeurs continues dans

la limite thermodynamique.

(*) Nous verrons dans la discussion que le ruban €tudié ici n'est pas parfaite-

ment adapté auz méthodes de 'invariance conforme.
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Ainsi, en posant
p(0) = (=1)a(0) (3.31)

et en passant des différences finies aux dérivées :

AL+ =) = 29(:) 4 O(L7) (3.320)

1
AL+ 1) =260+t - 1) = £59"(2) + O(L™) (3.32)

on transforme |’équation aux différences finies (3.13) en équations différentielles du

second ordre en se limitant aux termes dominants (les détails de calcul figurent en

annexe C) :
d*p1(2) 2 _ala-1) L
—72‘2—' + [(Ak[z) - -—2-2-——} <,,1(z) =0, 0<z< 5 (333(1)
d*oy (2) s afa+1) 1
LR [(AkL) - ‘(1-_2)2'] paz) =0, s<z<l (3.33)
Les conditions aux limites (3.14) s’écrivent :
% () =L 2 g en z=0 3.34a
> wi(z el en z = (3.34a)
w(z) =0 en z=1 (3.34b)

L'équation (3.13) en £ = L/2 conduit aux conditions de raccordement :

dpr _ dpy _ .
- = 4 en z=1/2 (3.35a)
w1(z) = p2(2) en z=1/2 (3.35b)

Les équations différentielles (3.33) sont des équations de Bessel modifiées

admettant des solutions particuliéres de la forme :

PE(z) ~ 2T gamyn(e2) (3.36a)
P5(2) ~ (1= 2 xapryny (el - 2)) (3.36b)
ol J,(z) est la fonction de Bessel de premiere espece d'ordre v et ¢ = A¢L. Les

conditions (3.34) permettent de sélectionner les solutions :
wi(z) = Az, p(cz)

sioa> =12 (3.37a)
v2(2) = B(l~2)"opiya(e(l - 2))
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et
AZUZJ_(O,_.l/z)(CZ) )
sioa< —-1/2 (3.37b)

A
—
£
~—
|

B(1~ 2)'2J _(ag1/2)(e(1 - 2))

<

[ )
—

[
p——
i

alors que les conditions de continuité de ¢ et de sa dérivée en 2z = 1/2 fournissent un

systeme d’'équations linéaires homogene pour A et B dont on annule le déterminant

pour éviter les solutions nulles, soit

Jic/2) = J}(c/2) (3.38)

ol
p= a-1/2 e q= a+l1/2 st a>-1/2 (3.39a)
p = —a+l/2 e q = —a=-1/2 si a<-1/2 (3.396)

La forme asymptotique du spectre pour les excitations élevées est

déterminée en utilisant le développement en z~! des fonctions de Bessel :
(3.40)

23\ 1/2 v ~1-
Ju(z) = (;r-;) (cos(z -5 -4-) + Oz )>
de sorte que (3.38) conduit a :
sine - (Lt.‘lii.}ﬁ} = 0 (3.41)
soit
™
¢ = (pra+%k+ 1)z (3.42)
d’ou 'on déduit les valeurs asymptotiques des énergies d’excitation :
_ T p+q+1l P
x\k = L<-—-'-2_- Tk} (043)

Pour les excitations les plus basses, le développement des fonctions de

Bessel en puissances de z permet d’obtenir une solution de (3.38) si a > —-1/2:

! (3.44)

1 2
Yo = flats) + Ola+ts)

=]

Cette excitation constitue le mode le plus bas du spectre. Elle s'annule linéairement

avec @ a a, = —1/2. Lorsque a < —-1/2, cette solution n’existe pas, de sorte que l'on
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peut supposer que le mode le plus bas Ay décroit alors plus vite que L~! et, dans le
cas d’'un mode nul Ag = 0, les équations (3.33) et (3.34) ont pour solution :

e1(z) = Az®

wo(z) = B(l—-2z)~@

Pour normer cette solution, on est amené a introduire un parameétre de coupure en

a < ~1/2

z = 1/L afin d'éviter une divergence a la borne inférieure. En effet, la condition de

normation s’écrit :

L-1 resl 1-1/L
Q) = 1 = L/ dzp®(z) = 1
=1 1/L

Cette derniere intégrale se décompose en deux termes raccordés en z = 1/2:

1/2 1-1/L
LAZ/ 2%z + LB2/ (l—z)'gadz = 1
/L 1/2

Le second terme ayant une contribution négligeable, cette expression conduit a :
A~ L®
d’ol 'on déduit :
er(z=1/L) ~ L°
c'est-a-dire une amplitude indépendante de la taille du systéme, reliée a la valeur

constante de @p(1) et associée a l’aimantation spontanée en surface.

La comparaison entre |'expression asymptotique (3.43) et la valeur de
I'excitation la plus basse lorsque a > -1/2 (3.44) suggere que cette derniére
corresponde a k = 0 dans le spectre asymptotique, les facteurs numériques respectifs

T et 4 étant voisins.

Les valeurs asymptotiques des énergies d’excitation sont en définitive :

Ay = %(a+%+k) , k=0,1,... a > —-% (3.45a)
1
.\0 =0 y A\k+1 = %(—Q+%+k) ) k:O,l,... CIS '-5' (3456)

La correspondance avec les valeurs numériques est représentée sur la figure (3.5) qui
confirme notre conjecture en ce qui concerne l'excitation la plus basse. Le trait plein
représente les excitations dans la limite continue, les croix correspondent aux résultats

numériques pour une chaine de L = 180 spins.
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Figure 3.5

Ezcitations dans la limite continue.

2.4 Discussion

Le spectre asymptotique obtenu au paragraphe précédent présente des
énergies d’excitation régulierement espacées qui permettent la construction de niveaux

analogues a des tours conformes.

Des expressions (3.45), on déduit celles des gaps des secteurs pair et

impair.

e Sia> --%, les énergies des niveaux excités pairs (respectivement impairs)
sont obtenues grice & 2n excitations (respectivement 2n + 1) et notées E*(2n. k)

(respectivement E~(2n + 1,k)), les gaps correspondants ayant pour expressions :
L
= (B*(2n,k) - Eo) = 2na+2n +k
n=1203,... k=012.. (3.46a)

L
= (E‘(Qn +1,k) - Eo> = (2n+ Da+2n(n+1)+

2
n=0,1,2,... k=012  (3.46))
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Les premiers gaps de chaque secteur sont rassemblés dans les tableaux

(3.1) et (3.2).

Nombre d’ezcitations 2 4 6

Premziers gaps 20+2 | 4a+8 | 6ba+ 18
20+3 | 4a+9 | 6a+19
2a+4 | da+ 10 | 6a+ 20

Tableau 3.1

Premiers gaps du secteur pair lorsque a > a..

Nombre d’ezcitations 1 3 3

Premiers gaps a+1/2 | 3a+9/2 | 3a+125/2
a+3/2 | 3a+11/2 | 3a+27/2
a+3/2 | 3a+13/2 | 5a+29/2

Tableau 3.2

Premiers gaps du secteur impair lorsque a 2 a..

o Sia< —-;-, les secteurs pair et impair sont dégénérés du fait de l'existence
d’une excitation nulle. Si I’on note E(%) les énergies des niveaux comprenant cette

excitation nulle, les gaps correspondants ont pour expressions :

L , 1
;(E(T))(‘Zn,k)—Eo) = -(@n-la+302n-17 +k
n=123,... k=0,12,... (3.47a)
£< “(n+ 1L,k)=Ep) = ~2na+2n +k
= ol R)=Lo) = —<
n=012,... k=012, (347

alors que les énergies ne mettant pas en jeu l’excitation Ao, notées E*, correspondent

aux expressions inversées :
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Premiers gaps du secteur impair lorsque a < a..

(*) Gaps qui incluent l'ezcitation Ag.
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£ <E+(2n k) - E0> = —=2na +2n° +k
n_ Al
n=012,... =0,1,2,...  (3.47¢)
L, _. 1
—(E (2n-1k)=F) = —(2n-la+ @ -1)t+k
n=1,23,... k=012... 3.47d)
Les tableaux (3.3) et (3.4) contiennent les premiers gaps et mettent en évidence la
dégénérescence des deux secteurs pour a < a..
Nombre d’ezcitations 2(%) 2 4(™) 4 6(")
Premiers gaps —a+1/2 | -2a+2 | -3a+9/2 ~-da+8 | =3a+123/2
~a+3/2 | =2a+3 | -3a+11/2 | -da+9 | -35a+27/2
-a+35/2 | -2a+4 | -3a+13/2 | -4a+10 | —=3a+29/2
Tableau 3.3
Premiers gaps du secteur pair lorsque a < a..
(*) Gaps qui incluent l'ezcitation Ao.
Nombre d’ezcitations | 1(*) 1 3(%) 3 3(7) 5
Premiers gaps 0 -a+1/2 | =2a+2 | -3a+9/2 —-da+8 | -3a+25/2
-a+3/2 | -2a+3 | -3a+11/2 | —-d4a+9 | —-5a+27/2
-a+3/2 | -2a+4 | -3a+13/2 | ~da+10 | -3a+129/2
Tableau 3.4

Les gaps %(E — Ey) sont représentés en fonction de a dans la limite

continue sur les figures (3.6) et (3.7). Les chiffres notés entre parentheses indiquent

les dégénérescences
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12
10 r T%(E+_ EO) ~
(3)
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o / )
6 L U] (1) -
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Figure 3.6

Gaps du secteur pair dans la limite continue.

i

(3]

Figure 3.7

Gaps du secteur impair dans la limite continue.
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Les exposants déterminés par effets de taille finie varient continiment
avec 'amplitude a de la perturbation; ils ne peuvent par conséquent pas étre issus
de la formule de Kac (1.754). Celle-ci ne convient en effet qu’aux théories unitaires de
la série discrete (FRIEDAN, QU et SHENKER 1984), alors que des exposants variant
continument correspondent a une théorie de charge centrale ¢ > 1 {CARDY 1987b,
HENKEL et PATKOS 1987a). Les dégénérescences indiqueées sur les figures (3.6) et (3.7)
ne peuvent donc étre comparées a celles figurant dans le tableau (1.3) que lorsque
a = 0 : on retrouve alors logiquement une théorie de charge centrale 1/2 décrivant la

transition de surface ordinaire.

La relation gap-exposant permet néanmoins de confirmer les comporte-

ments dominants obtenus numériquement (ou exactement dans le cas o > —1/2).

e Sia>-1/2

3 = -ﬁ-(E*(Q,O)—Eo) = ;[;-(1\0‘}-1\1) = 2a+2 (3.43a)
s Lo _ L, _ 1 )
o= Z(ET(L0)-Eo) = = = at s (3.48)
L, __ L 9 .
;(E (3,0) - Eo) = -;(.f\o + A1 +4A) = 3a+§ (3.43¢)
e Sia< -1/2
. L L 1 ,
I, = ;(E(T))(2.0)—' Eo) = —;(A.o +1\1) = -0+ 5 (349(1)
s L, _ L .
z, = ;(E(O)(I,O)—-Eo) = ;1\0 =0 (3.496)
L, _ L | o B
;(E(O)(S,O)—Eo) = —(ot+Mi+ ) = -2a +2 (3.49¢)

Malgré ['absence de certaines corrections au scaling (*), ces résultats sont compa-
tibles avec un comportement du modele que ['on peut qualifier d’asymptotiquement
conforme, puisque les tours réguliérement espacées n’apparaissent que dans la limite

des excitations élevées.

(*) Il manque notamment une ezcitation décrivant l’ezposant r3,' = —a—1/2

lorsque a < a..
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Cette observation se trouve renforcée si l'on note que le modéle étudié
ici ne constitue pas le modéle transformé du systéme semi-infini de Hilhorst et van
Leeuwen. En effet, sur le systéme semi-infini constitué du demi-espace Im(z) > 0,
z = pe'?, Décart 4 la température critique dans le modéle de Hilhorst et van Leeuwen

est de la forme :

t(z) = afty = alpsinv)”Y

Celui-ci se transforme sur ruban par la transformation habituelle
L :
w = f(z) = T—r-lnz = u+1iv

en (BURKHARDT et [GLOI 1990) :

Hw) = bz H(z) = | () 7% K(z) (3.50)
soit
t(w) = <7r—;-)y'a(psin1))‘y (3.51)

qui s’exprime en fonction des coordonnées du ruban en utilisant

Ty T
p = exp(-f> et v = T
d'ou :
T\ Yt TU . TUNYTY fq =
t(w) = a(f> exp[f(yt - y)] [sm(-—L-)] (3.52)
Dans le cas d’une perturbation marginale y = y, = 1, ["écart a la
température critique est donc de la forme :
t(w) = %[sin(%)]—‘ (3.53a)

et correspond dans la limite hamiltonienne a un couplage longitudinal A(£) qui s’écrit :

A(f) = ,\(oo)[l—z—s-i-f-(—%—)-] (3.53b)

Lorsque ¢/L et L —¢/L sont tres petits devant 1, cette interaction A(¢) redonne {3.12a)

(Figure 3.8).
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A€) =1—-ra/(Lsin(rl/L))

Y

MO =1-a/t }

Figure 3.8

Comparaison entre les interactions

M) =1-a/t et A(€) = 1 - 7a/(Lsin(7£/L)).

Le modéle correspondant a la transformation conforme exacte (3.33b) a
été etudié par Burkhardt et Igldi (1990) qui obtiennent, dans la limite continue, les

résultats suivants :

1
A= Tlats+k) k=01,2,... a>—%(3.54a)

1
to = O(L™), Ak = F(-a+s+k=1) k=123, a<—%(3,54b)

en accord avec les expressions (3.45).

Notons enfin que la valeur particuliere de I’exposant thermique z{ lorsque
a = a. (soit zi(a.) = +1) suggere I’éventualité d'un phénomeéne intéressant : si
I'on impose & ce systéme déja perturbé en volume un défaut linéaire supplémentaire
en surface, ce dernier, non pertinent lorsqu'il est appliqué & un systéme homogene,
devient ici marginal 3 @ = a,. On pourrait donc attendre une variation des exposants
avec ’amplitude hg ou Jy du défaut de surface. Celle-ci n'est cependant pas observée
dans I’étude numérique effectuée par effets de taille finie (Figure 3.9) ou par invariance
conforme (Figure 3.10). Ces figures présentent les résultats de calculs numeériques sur
des chaines de L = 80 & 180 spins puis extrapolés a taille infinie. Ce phénomene sera

discuté i la lumieére d’observations effectuées au paragraphe suivant.
2
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Figure 3.9

Ezposants magnétique et thermique du modéle inhomogéne perturbé
par un défaut localisé ho (effets de taille finie).
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Figure 3.10

Ezposants magnétique et thermique du modéle inhomogéne perturbe

par un défaut localis€ hg (relation gap-ezposant).
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3. Inhomogénéité spatiale décroissant depuis un défaut linéaire en

volume
3.1 Présentation du modele et résultats numériques

Dans le modele précédent, l'inhomogénéité spatiale etait causée par la
présence d'une surface libre dans le systeme. On généralise maintenant ce type de
perturbation au cas d’'un défaut linéaire en volume a |'origine de l'inhomogénéité
spatiale. Ce modele a été étudié dans un travail commun avec Ferenc Igldi (IGLOT,

BERCHE et TURBAN 1990).

Les propriétés critiques sont déterminées par effets de taille finie sur un
ruban périodique avec une ligne de défauts depuis laquelle décroissent des interactions
du type Hilhorst-van Leeuwen, ce qui restitue dans la limite thermodynamique un
systeme bidimensionnel infini. Celui-ci est projeté par la transformation conforme
f(z) = ?[‘;lnz sur un ruban avec conditions périodiques présentant deux lignes de
défauts et des interactions modifiées du type Burkhardt-Igléi. C'est sur ce dernier
systeme qu'est effectuée l'étude des propriétés critiques par invariance conforme

(Figure 3.11) (*).

NN/

Figure 3.11
Transformation des interactions du type Hilhorst-van Leeuwen

en interactions du type Burkhardt-Igldi.

(*) On évite ainst le passage @ un spectre asymptotique.
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Dans la limite anisotrope extréme, pour une chaine de L spins avec

conditions périodiques, I'hamiltonien s’écrit :

H = -

§

L
Z(az(e) ~ A(%0) A (0)a(0)a (£ + 1)) (3.53a)
=1

rNo—

g:(L+1) = ox(1) (3.550)
avec des interactions qui sout dans le premier cas de la forme suivante :

(s}

A = l-= 1 < ¢ < %
p 7
L=2 (3.36)
a
A(f) = 1l—-—— $+1 < ¢ < L
L-t+1
et dans le second :
Ay(e) = 1- 32 fsin 23] 1 <t < &
-1
Ay(0) = 1-%9-[sm2§(-§-£+1)] Lyl <0 < &
- L=4dp
(0 = 1-32lsinE(f+0) Ly1 <6 < %
@) = 1-3finEL-t+)] Y+l < L < L
(3.57)

La présence du terme non local dans I’hamiltonien apres transformation
de Jordan-Wigner nécessite l'introduction des opérateurs ﬁ(q) de secteurs pair (¢ = 0)

et impair (¢ = 1), que l’'on diagonalise par la méthode habituelle.

Le calcul des éléments de matrice n'impliquant que le secteur pair
(opérateurs d’énergie) est effectué numériquement avec I’hamiltonien ﬁ(O) qui con-
tient alors toute l'information nécessaire. L'exposant du défaut z¢ obtenu par effets
de taille finie sur des chaines de L = 60 a 160 spins avec des interactions de la forme
(3.56)

efi(f) ~ eFF(8) ~ L7 (3.38)
est extrapolé a taille infinie (Figure 3.12 ou les croix correspondent aux éiéments de

matrice ef,(1) et les carrés a ceux de e5i(1,2)). Comme dans le cas du systéme avec
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conditions de bords libres, la convergence des résultats est suffisante pour conjecturer

|’expression analytique :

®

= 1+2]af

(S}
O
©O
~—

Figure 3.12

Ezposant thermique obtenu par effets de taille finie.

Le calcul de I’'aimantation en revanche est effectué par tridiagonalisation
sur des chaines de petites tailles (L = 4 a 16). Si I'extrapolation est cette fois moins
précise, on peut tout de méme suggérer l'expression des exposants magnétiques pour
les faibles perturbations (« proche de 0); précisons que les points anguleux sont mal
décrits par les résultats numériques qui rendent difficilement compte des singularités

(Figure 3.13) (*) :

(*) Il apparait que les résultats (3.59) et (3.60), confirmés analytiquement au
paragraphe 3.2, sont partiellement en contradiction avec ceur de Bariev obtenus sur

le modéle bidimensionnel (BARIEV 198g, BARIEV et MaLov 198g).
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4 1 :
;= §+a st a>0 (3.60a)
2 =0, 24 = -2a s a<0 (3.600)
3.5 : , . . : -
o
3 - a .
- a
2.5 - d .
=] xm
7 L .
s)
]..5 r~ 0 ]
1 L g 1
a +
0.5 r d ~
Xm a +
0 r o+ + + o+ o+ o+ o+ o+ @ .
-0.5 . ' - : . :
2.2 -1.8 -14 -1 0.6 -02 0.2 0.6
0
Figure 3.13

Ezposant magnétique et correction au scaling.

0 faut noter ici une différence qualitative entre les expressions (3.39) et
(3.60). En effet, si (3.59) est valable dans le cas d’un systéme non perturbé (o = 0) ou
I'on retrouve z, = 1, ce n’est pas le cas de {3.60a¢) qui ne redonne pas z,, = 1/8 pour
a = 0. Cela suggere ’existence d'une discontinuité de l’'exposant magnétique a = 0
bien qu'elle ne soit pas évidente sur la figure (3.13a). Nous verrons dans la discussion
comment cette discontinuité est reliée aux propriétés du secteur impair du spectre de

I"hamiltonien.

Ces exposants doivent étre comparés a ceux que l’'on obtient numériquement

a partir de l'amplitude des gaps avec des interactions de la forme (3.537). 0 faut pour
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cela tenir compte du changement de parité de 1’état fondamental de 7:2(1) d’énergie
Eq(1) avec le signe de a. La figure (3.14) présente la comparaison des spectres obtenus
numériquement par tridiagonalisation et par construction a partir des hamiltoniens

pair et impair 77((0) et 77((1) pour une chaine de taille L = 8 avec a) a = +0.3, b)

a = -0.5.
H(0) tridiag.  H(1) H(0) tridiag. (1)
-4,
— -1 +1 + -1 -1+l
—35 i ] o peen
" —_ —-4.5 | .
le> Ah .
- . — e _
- 1 - le> . ]
—4. k 4 -5 L i ]
— Ao(1) + A(1) |
Ao(0) + A4(0) L V(1) + A(D)
i o> -‘ b 4o(0) + A1(0)
f —5.5 ko )
A0(0) Ao(1) T
-4.5 k ] Eo(0) 10> Es(1) ! As(0) —f—
L —= i l E4(0 ) o> Eo(l)AO(”
-1+l 1 -1 +1 -1 L) > !
-6.
a=+0.5 a=-035
Figure 3.14
Construction des €tats propres de H
d partir des ezcitations paires et impaires dans les cas a > 0 et a < 0.
On définit les exposants de la fagon suivante :
2r 4 ‘
T = Ee—Ey = Ao(0) + A1(0) (3.61a)
2r 4 Eo(l) + .\0(1) - EO(O) st a>0 ;
i = Bk {Eo(l) - Eo(0) s oa<0 ¢ )

Os confirment numériquement les expressions (3.39) et (3.60) et, en particulier,

I"éventualité d’une discontinuité de l’exposant magnétique.
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Figure 3.15
Ezposant thermique déduit de la relation gap-erposant
puts eztrapolé a taille infinie.
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Figure 3.16

Ezposant magnetique déduit de la relation gap-ezposant

puis extrapolé a taille infinie.
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La figure (3.15) présente l’extrapolation a taille infinie de l'exposant

thermique calculé pour des chaines de 80 a 160 spins.

La figure (3.16) reproduit de méme 1’exposant magnétique et les courbes
insérées mettent en évidence I'évolution avec la taille (L = 16,20,40, ) vers une

discontinuité en a = 0.

3.2 Spectre d’excitation dans la limite continue

Le spectre exact est déterminé dans la limite continue (IGLOI, BERCHE
et TURBAN 19g0) en adoptant une démarche analogue a celle utilisée pour le systéme

semi-infini (BURKHARDT et [GLS1 19g0).

L’hamiltonien est donné par (3.55a) avec des interactions du type

Burkhardt-Igléi :

Af) = Ao)(1- 7 ;r(e_a) ) (3.62)
= |sin 2
2 L

ot & est introduit pour éviter une divergence de la perturbation. Les conditions
périodiques exigent une diagonalisation séparée de chaque secteur de parité ﬁ(q).

Les expressions matricielles
(A+B)®: = AWy
(A-B)¥, = Ae@Px
sont écrites sous la forme :

Ok(6) + A()os(E+ 1) = —Aryu(f) (3.63a)

A@U(0) + vu(E+1) = —Aedr(£ + 1) (3.638)

pour 2 < ¢ < L - 1, avec les conditions aux limites :

—(=1)7A(L)ok(1) + 0x(L) = ~Ax¥e(L) (3.64a)

—(=1)FA(L)¥k(L) + vk(l) = —Aeok(l) (3.640)
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avec une notation analogue pour ¥,(2) et

A\k[l

€k | ——
2r

Systémes inhomogénes

Les équations aux différences finies (3.63) deviennent, a I’'ordre dominant en 1/L, des

équations différentielles couplées :

Pe(2) = | si(x:z |<Pk(2) = &xPi(2)
G(2) + o) = k()

avec les conditions aux limites

i

wi(2)

wk(2)=0 en z=0, z=m, 2 =27

0 en z=0,z=m z2=2r

(3.66a)

(3.66b)

Les équations (3.65) sont rassemblées en une équation différentielle unique du second

ordre :
a® - acosz O(z)
" 22 A
wi(2) Tl s wi(2) + cker(2)
ol
sin z
0(z) = —
(2) | sin z |

7

Comme l'équation (3.67) est invariante par la translation

I—z+7

=0 (3.67)

(3.68)

les valeurs propres ¢% sont doublement dégénérées dans chaque secteur de parité.
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Dans le domaine 7 < z < 27, ©(z) = —1 et I’équation (3.67) a alors la
méme forme que dans le cas du probleme avec conditions de bords libres (BURKHARDT

et [GLOT 19g0) :

n

d%p a’ + acosz o
( -1 )en(z) = 0 (3.69)

[

dz? \ sinz

I en est de méme des conditions aux limites qui peuvent &tre réécrites :

Pe(2) = 0 en z=0 (3.70a)
1/, a oo

be(z) = a(¢k(z)- [sz'.pk(z)) =0 enz=n7 (3.700)

Pe(z) = 0 en z=n1 (3.70¢)

La derniére condition (3.70c) permet de sélectionner parmi les solutions possibles
celles qui sont non divergentes. L’équation aux valeurs propres (3.69) est transformée

en une équation hypergéométrique par le changement de variable suivant :

or(z) = cos¥(z/2)sin* T (z/2)y(t) (3.71a)
ol
t = sin?(z/2) (3.716)
On obtient :
t(1=t)y"(t)+ (c—(a+b+1)t)y'(t) — aby(t) = 0 (3.72a)
avec
a = a+1/2+¢ex , b=a+l/2-c , ¢c = a+3/2 (3.72b)

et les solutions générales sont de la forme :
y(t) = CiF(a,b,c;t)+ Cott*Fla=c+ 1,b—c+ 1,2 ~¢;t) (3.73)

ot Ff(a,b,c;t) désigne une fonction hypergéométrique (ABRAMOWITZ et STEGUN

1970). Les conditions aux limites sont satisfaites par I’ensemble de valeurs propres :
27 1
| Ac | = T(|a]+—2-+k) , k=0,1,2,..., a#0

Pour tenit compte de la dégénérescence double systématique liée a l'invariance par
transiation de 7 dans le cas du systéme périodique, on écrit :

2T 1 k )
L L =0,1,2,... 0 (3.74
| Ak | Lt}a1+2+E(2)] Ck=0,1,2,..., a# 3.74)

ot E(r) désigne la partie entiére de z.
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Les excitations (3.74) sont identiques dans les deux secteurs de parité
q = 0,1 lorsque a # 0, ce que l’'on confirme par extrapolation des résultats numériques
(L = 80,160) sur la figure (3.17). Les excitations impaires Ax(l) présentent une
discontinuité lorsque o s’annule (Figure 3.17b). Ce n’est en revanche pas le cas des

excitations paires et (3.74) reste alors valable en a = 0 (Figure 3.17a).

L
—Ag(0
©74(0)
Figure 3.17a
1 i i N | " 1 n 1 i 1 - i iR " i n 2 L] "
-3.0-2.5-2.0-1.5-4.0~-.5 .0 .5 1.0 {.53 2.0 2.5
12 B B A AR RN A S S S ML RS AT SR
10
8
L
—Ax(1 6
 As()
4
2 0
Figure 8.17b
.l o 1 1 [l | I 3 i J e il L

0 . R . N
-3.0-2.5-2.0-¢.5-¢{.0-.5 .0 .53 1.0 {.,5 2.0 2.5

Figure 3.17

Spectre d’ezcitation des secteurs pair et impair.
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Sur ces figures, les traits pleins correspondent a la limite continue et les
croix aux résultats numériques extrapolés. La encore, les résultats numériques rendent

difficilement compte de la discontinuité en a = 0.

Notons I’existence d’une excitation négative dans le secteur impair (¢ = 1)
lorsque a < 0. En effet, I’expression de l'excitation la plus basse du secteur impair
dans le cas du systéeme homogeéne, Ay = (1~ A), suggere par continuité que .\, devienne
négative lorsque A > A, = 1. Un comportement analogue est obtenu ici avec a, = 0.
L’apparition d’'une excitation négative est liée, comme on 1’a vu, au changement de
parité de l'état fondamental Eo(l) avec le signe de o (Figure 3.14). Lorsque a < 0,
Eo(1) est impair et correspond au premier état excité impair de H noté E,, alors que
lorsque a > 0, Ep(1) est pair et on obtient £, grice a une excitation supplémentaire :

Eo(1) + Ao(1).

Mentionnons enfin le résultat d'un calcul en perturbation did a Igléi
(IcLd1, BERCHE et TURBAN 1990) montrant que les énergies des états fondamentaux

de chaque secteur Eo(Q) et Eg(1) sont asymptotiquement dégénérées :

Eo(1) = Eo(0) ~ L1-dlel (3.73)

-8 - - .
<11 k- 4
-14 4
17 - 1
20 - ‘
23 - ]
-26

-3 2 -1 0 1 2 3

a
Fligure 3.18

Dégéenérescence de l’état fondamental dans la phase ordonnée.
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Dans le spectre de I’hamiltonien X, la fermeture du gap E, — Eo lorsque a < 0
caractérise 1’apparition de l'ordre sur le défaut et l'existence d’une transition du
premier ordre. La figure (3.18) reproduit les variations de E, — Ey en fonction de

a pour une chaine de L = 20 spins.

3.3 Discussion

Le spectre du modéle est construit a partir des excitations (3.74).

o Dans le secteur pair, et pour toute valeur de «, les états excités s'obtiennent

grace a un nombre pair d’excitations égal a 2n. Les gaps correspondants s’écrivent :

S

(E*(2n,k) = Eo) = 2n|a|+n®+k

n=1,23,... , k=01,2... (3.76)

La figure (3.19) met en évidence la symétrie du secteur pair par rapport a a = 0 et

le tableau (3.3) présente les premiers gaps.

14 -
2 Lo E™- Ey) ©) |
4) (4)
10 +F (D (1) A
(12) (12)
g8 - (9 (%) A
(8) (8)
6 + (5) (3) A
4) 4)
4 @ \ 7
2 — \ ]
0

Figure 3.19
Secteur pair du spectre pour le modéle periodique.

Les dégénérescences sont indiquées entre parenthéses.
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Nombre d’ezcitations 2 4 6
Premiers gaps 2lal+l | 4fla|+4 | 6]lal+9
2lal+2 | 4lal+5 | 6]al+10
2la|+3 | 4]a|+6 | 6|a|+11
Tableay 3.5

Premiers gaps du secteur pair pour le modéle périodique.
¢ Dans le secteur impair, I’expression (3.76) reste valable lorsque a < 0. On
utilise 2n excitations pour générer les niveaux impairs, soit :

2—[;‘_-(15'(271,1\:) - Ey) = 2n|a|+n®+k

(a<0) n=123,... , k£=0,1,2,... (3.77a)

A ces niveaux excités s’ajoute bien sir Eo(1) lui-méme. Pour a > 0 en revanche, un
nombre impair (2n — 1) d’excitations est nécessaire pour restituer les niveaux impairs

a partir du fondamental £y(1) pair :

L 2 - 1)
2—7;_-(E'(2n - l,k) - Eo) = (2n-— 1)a+ Lt—(—zn—"———)" +k
(a>0) n=12,3,... , k=0,1,2,... (3.77b)

Les premiers gaps correspondants a (3.77b) (a > 0) sont rassemblés dans le tableau

(3.6).

Nombre d’ezcitations 1 3 3
Premiers gaps a+1/2 | 3a+5/2 | 3a+ 13/2
a+3/2 | 3a+7/2 | 3a+15/2
a+5/2 | 3a+9/2 | 5a+17/2
Tableau 3.6

Premiers gaps du secteur impair (a > 0) pour le modéle periodique.
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12 ,
(4)
10 - (1) zl;t(E‘- Ey) (12) 4
(10)
g8 L (4) |
) i 2
(8) (2)
5 r (5) (2) 1
(4) (2)
4 + (D) (2) 1
(2)
2+ (2) -
O N
2 -15 1.5 2
(04
Figure 3.20

Secteur impair du spectre pour le modéle périodique.

Les dégeénérescences sont indiquées entre parenthéses.

La figure (3.20) présente le secteur impair du spectre en fonction de a
(3.77a et b) avec, en particulier, la discontinuité des niveaux d’énergie en a = 0. La
limite @ = 0, qui correspond au modéle périodique homogeéne, redonne le spectre et

les dégénérescences présentés au chapitre 1 (Figures 3.19 et 3.20).

L’expression des gaps étant établie, discutons tout d’abord le cas du
secteur magnétique (impair) pour lequel on dispose des résultats numériques d’effets
de taille finie obtenus par tridiagonalisation (Figure 3.6) et des résultats d'invariance

conforme dans le formalisme fermionique.

Lorsque a < 0, le gap Eo(1l) — Ey(0) décroit plus rapidement que Lt
Ceci caractérise l’existence d’une aimantation spontanée a l'interface (z%, = 0), la
transition est alors du premier ordre. On observe un comportement analogue en
surface dans le modele avec conditions de bords libres lorsque a < —1/2. Si l'on

poursuit l'analogie entre ces deux systémes, on peut conjecturer pour l'exposant

153



Systémes inhomogénes

! P . . . . /
z4 ' décrivant la décroissance des corrélations dans la phase ordonnée la valeur
correspondant au premier gap manquant dans le spectre et qui s’annule & a. = 0,
soit :

4 = 2a)| (3.78a)

Cette valeur, bien qu’absente de la tour conforme, est en effet le résultat (3.60b)

suggeré par les calculs de tridiagonalisation (Figure 3.4b).

Le spectre présente par ailleurs une discontinuité en a = 0 et, lorsque

d

a > 0, la transition est du second ordre, caractérisée par un exposant magnétique z3,

premier gap de |'expression (3.776)) :
o

3 =a+ (3.78b)

o -

Cet exposant est identique a celui qui décrit le comportement de surface, puisque le
spectre complet est construit a partir de |’ensemble dédoublé des excitations obtenues

pour le probleme semi-infini.

Le secteur de I’énergie (pair) est identique pour a positif ou négatif et
continu en a = 0. Le premier gap de ’expression (3.76) conduit a la dimension de
['opérateur énergie

8 = 14+2]a| (3.79)

obtenue par ailleurs numériquement par effets de taille finje.

On peut envisager la présence d'une perturbation supplémentaire Ay
(champ transverse) sur le site d'interface. On sait en effet que dans ce cas, si a = 0,
I’exposant magnétique varie continiment avec hg, alors que l’exposant de l'énergie
reste égal a 1 (BARIEV 1979, Mc Coy et PERK 1980). Dans le modele perturbé
4 grande distance, un tel défaut localisé supplémentaire est caractérisé par une
dimension

veg = 1-2¢ = ~2]a|

et s’avere non pertinent sauf lorsque a est nul ou il devient marginal. Nous avons
vérifié, par une étude numeérique utilisant la relation gap-exposant, que l'influence
d’une telle perturbation supplémentaire hg n'est sensible qu’au voisinage de a = 0

dans le secteur magnétique (Figure 3.21).
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Figure 3.21a

Figure 3.21b

Figure 3.21

Ezposants thermique et magnétique déduits de la relation gap-ezposant

pour un systéme inhomogéne péeriodique perturbé par un défaut linéaire localisé a 'interface.

Notons néanmoins que les limites de la discontinuité de l'exposant z2 en
a=0 (limy_g- 2% = 0; limy_g+ % = 1/2) correspondent aux limites de variation
en fonction de hy de 'exposant magnétique du défaut linéaire. En effet, dans la limite

hamiltonienne, on a (PESCHEL et SCHOTTE 1984, GUIMARAES et DRUGOWICH DE
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FELicio 1986) :

1/2
2 = -2-(—-a.rctanho

T

2

(3.80)
qui varie précisément entre 0 et 1/2 lorsque hqo varie entre 0 et 20. On constate ainsi
que la discontinuité du spectre dans le secteur impair coincide avec ’existence d’une

variation de l'exposant z2 pour le défaut linéaire. De méme, |’'exposant thermique du

défaut linéaire, égal a 1, coincide avec la continuité du spectre dans le secteur pair.

Par ailleurs, dans le modeéle inhomogene avec conditions de bords libres
étudié précédemment, nous avions envisagé la présence d’un défaut linéaire en surface
supplémentaire. On avait alors constaté, |a aussi, une coincidence entre la continuité

des deux secteurs de parité du spectre et l’absence de variation des exposants z?, et

3

).

I semblerait donc qu'il existe une corrélation entre les propriétés de

continuité du spectre et le marginalisme des exposants.

Notons enfin que la valeur critique a,., nécessaire a la mise en ordre
du défaut (surface ou interface), dépend des conditions aux limites choisies. Avec
conditions périodiques, dés que le couplage dépasse la valeur critique A(¢) = 1, soit
a < a, = 0, l'interface s’ordonne. Avec conditions de bords libres, les couplages

doivent étre renforcés pour compenser les liaisons coupées en surface (a. = —1/2).

4. Chaine quantique XY inhomogeéne

4.1 Chaine XY avec conditions de bords libres

Le modéle inhomogeéne étudié précédemment peut étre étendu au cas de
chaines quantiques reliées au modeéle d’Ising. C’est le cas de la chaine quantique XY
dont 1’hamiltonien s’écrit, pour un systéme avec conditions de bords libres :

N-1
H o= =2 3 [Je(momoa(n+ D+ Jy(moy(may(n + 1] (381

n=1
ol N = 2L. La transformation de Jordan-Wigner permet d’écrire cet hamiltonien

sous forme quadratique (LIEB, ScHULTZ et MATTIS 1961). Il est ensuite diagonalise
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par la méthode habituelle :

As®, = AlD,

et 'on peut écrire la matrice des excitations A, en deux blocs distincts de dimension

L x L en séparant les composantes paires et impaires :

A(z‘mp.) 0 ,
4’&¢ = ( O A(Pav”') > (382)

o AUmP) (respectivement A(P%*")) décrit une chaine d’Ising de L spins avec condi-
tions de bords libres et avec des couplages longitudinaux j(k) = J;(2k) (respective-
ment j(k) = J,(2k)) et des champs transverses h(k) = J,(2k — 1) (respectivement
h(k) = Jz(2k = 1)) (Figure 3.22).

Figure 3.22

Découplage d’une chaine XY en deuz chaines d’Ising.

Ce découplage de la chaine XY en deux chaines d'Ising indépendantes
peut également étre mis en évidence par une transformation de dualité (JULLIEN et
FiELDSs 1978, PENSON, JULLIEN et PFEUTY 1982, PESCHEL et SCHOTTE 1934), les

opérateurs duaux

m:(n) = oy (n)oy,(n+1) p(2n) = r(2n - 2)7(2n)

m(N) = o, (V) et u:(2) = 1-(2)
n N/2

rz(n) = H oz(k) pz(2n) = H r.(2n) (3.83)
k=1 k=n
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permettant d’écrire :

H = HOUmP) L p(pair)

ou
‘ L L-1
Hlims) _ 5(2 T2 = 1)ra(2 = 1) + Y J(20)72(2 = 1)7o(2¢ + 1)] (3.84a)
e=1 =1 ’
‘ L L-1 . )
HiPen) = [Z (20 = Dpa(2) + Y (26 sa(28)pz(22 + 2)] (3.346)
=1 . =1

en accord avec la figure (3.22).

Les opérateurs de charge définissant les secteurs de parité sur les chaines

duales s’expriment en fonction des anciens opérateurs :

L N
Qume) = TTm(2¢-1) = []oy(®) = Q, (3.85a)
=1 =1
. L v
Qo) = JTua(2) = [[o=t) = Qs (3.855)

o
i
—
i
—

Comme |'hamiltonien (3.81) commute avec ces deux opérateurs, on classe ses états
selon les quatre secteurs de parité de la chalne XY : Q. = #1,
Qy = %1 et I'on définit les éléments de matrice nécessaires au calcul des propriétés

critiques conformément a ces secteurs.

o Les opérateurs d’énergie o (n)o (n + 1) et o (n)o,(n + 1) commutent tous

deux avec @ et Q,; on définit donc dans le secteur correspondant les quantités :

Erz(nyn+1) =<0|oz(n)o(n+1)]++ > (3.86a)

Eyn,n+1) =<0oynjo,(n+1)|++> (3.86b)

ou | 0 > désigne I’état fondamental de H et ou | £+ > correspond au premier état

excité dans le secteur @, = £1, @, = £1.

o Pour les opérateurs d’aimantation, on définit de méme :

(..
=
8
—~
=
N’
Il

<0|o(n)]|+-> (3.36¢)

e
by
<
—~
S
p——a
]

<0|ayn)| -+ > (3.36d)
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o Dans le dernier secteur enfin, Q; = Q, = -1, on calcule les éléments de

matrice de I'opérateur o.(n) :

S:(n) =<0, (n)]-—> (3.36e)

Dans le formalisme fermionique, (3.865) et (3.86d) s'écrivent :
M,(N) = ¢x(N) (3.87a)

Ey(nn+1) = su(n)un(n+1) - du(n)us(n+ 1) (3.870)

Considérons maintenant le cas d’'une chaine inhomogéne symétrique

définie par ['hamiltonien (3.81) avec des interactions du type Hilhorst-van Leeuwen :

5383 z ii?fﬁ} l1<n<i (3.3%)
J:(n) = 1-a/(N-n)
Jy(n) = l—ﬁ/(N—n)} Ltlsnsy (3.88b)

La transformation de dualité donne des chaines d'Ising avec des couplages et champs

transverses de la forme 1 —a'/f et 1 - 3'/¢, avec o' = a/2 et 3’ = 3/2 (3.84).

Avec les interactions (3.88), on obtient des résultats exacts a l'ordre
dominant en 1/N par la méthode appliquée précédemment a la chaine d’'Ising (cf
paragraphe 2.1). L’équation aux valeurs propres est réécrite en deux séries d’équations
aux différences finies pour les composantes impaires et paires. En négligeant de plus

le terme en A, on obtient :

k

o2k +1) = (=1)F H—l}%ﬁé(l)
i=1 <

" T J=(28 ‘

O(N =2k) = (=1)F H—TFZ-E—O(‘V)
{=1

et, pour simplifier le calcul, on choisit des interactions asymeétriques étendues a

’ensemble de la chaine, ce qui conduit aux résultats :

r(1-32°yT¥a=3 ( ~azgel _ (3.59a)
[(1-a/2)I(1-3/2) =

&(l) =~
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T(l-a)2e/TFF=a, N\ -5
I'(l1-¢a/2)I(1-23/2) (‘f)

soit, pour les éléments de matrice (3.86), les comportements suivants :

HN) =

st a-3< +1 (3.89b)

a-3+1
M (1) ~ N7  a-32>-1 (3.90a)

J—a+1
MyN) ~ N7 a-3<+1 (3.900)

d’olt l'on déduit ensuite :

E.z(1,2) ~ E,y(2,3) ~ N~0=a+D 4 _3< +1 (3.90¢)
Eyy(1,2) ~ E2(2,3) ~ N7(o=5+D 53> -1 (3.90d)
S:(1) ~ N1 -1<a-3<+1 (3.90e)

Les résultats numériques confirment ces valeurs et les completent. Les
figures (3.23) a (3.25) présentent respectivement les exposants associés aux grandeurs
M:et My, E.; et E,y, 5. Ceux-ci ont été obtenus par extrapolation des résultats

d’effets de taille finie sur des chaines comportant V = 80 a 200 spins et avec 3 = 0.

3.5
3 - B:O 1
2.5 - L -
a, Ooo
2 - GUD o i
a o
1.5 :D: ooo a A
" o D:J OO AA
o 3 Q A
) 3 o) A
1 F ° a o a =
°o° aDﬁ o° AAA
0.5 | % 20” K ]
. o Ooab a0
]
[} @) o A
0 +  coocoooco Sofeooe. A
0.5
-5 -3 -1 1 3 5
(04
Figure 3.23

Variation des ezposants associ€s auz grandeurs M, et M.
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Sur la figure (3.23) sont rassemblés les exposants associés a M (1)
(cercles) et a M,(1) (carrés) ainsi qu'a leurs corrections au scaling respectives

(losanges et triangles).

Sur la figure (3.24), carrés et losanges donnent les exposants de £.-(2,3)

et E,,(1,2), alors que cercles et croix correspondent & E--(1,2) et £, (2,3).

7
o]
cc
6 - B___O Qa P
5 L s o
399 ;ua i
D
4 r 99 ugg b
s a®
3k 889 nga b
D Q 23
a 83 Qu 399$
2 - unu % 9@ =
Sa a a '3 gsgﬁ
1 i ngnnﬂ 8@@@88 ]
0

Figure 3.24

Variation des exposants associés auz grandeurs E.. et E,,.

La figure (3.25) représente l’exposant associé a 5:(1).

Ces résultats sont rassemblés dans le tableau (3.7) oil l'on donne le
comportement dominant de l’opérateur indiqué dans la colonne de gauche en fonction

des valeurs de a - 3.
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3.2
2.8 ¢+ o 4
:O Oo
2.4 F B o° ]
%
2 r OO Ooo .
1.6 - % ° i
0 o]
o o
1.2 - o o° -
“Coco00a. L
Coo
0.8 F >
0.4 - 4
O . .
-4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4 5
(04
Figure 3.25
Variation de ’ezposant associé a la grandeur S,.
-3 a-3<-1| -l<a-8<1 a-3>1
a-3+1 a-3+1
Mz(1) 0 — —_
2 2
a-3+1
correction —_——
2
' 3-a+1 3-a+1
M, (1) ———— —— 0
2 2
3—-a+1l
correction —_—
2
E,;(l?)} a—-3+1
’ d—-a+2 B-a+2 —_—
Eyy(2v3) 2
E,,(23)} B-a+l |
’ —_— a~-3+2 a-3+2
E,,(1,2) 9
J=-a+1 a-3+1
S.(1) —_— 1 S
2 2
Tableau 3.7

Ezposants critiques de la chaine XY quantique.
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Les transformations de dualité (3.83) fournissent l'explication de ces
résultats par la correspondance entre les opérateurs o, o, de la chaine XY et les

opérateurs 7z, T, et uz, pu, des chaines duales d’Ising.

L'opérateur o.(1), par exemple, correspond a l'aimantation de surface de
la chaine d'Ising impaire 7.(1), alors que o,(.V) est l'aimantation de surface de la
chaine paire u;(.V). De méme, o-(1)0.(2) et 0,(2),(3) correspondent a [’énergie de
surface de la chaine paire, alors que 0(2)0.(3) et o,(1)o,(2) correspondent a celle

de la chaine impaire.

Cette correspondance établie, on explique la dépendance des exposants
critiques en a — 3 en considérant 'une des chaines d'Ising duales dans la limite
continue et en notant les couplages et champs transverses sous leur forme modifiée

par transformation conforme :

) = l-5—= (3.91a)

he) = 1- = (3.916)
;sm——

L

olt a’ et 3’ sont reliés aux caractéristiques de la chaine initiale par :
o' = af2 et [ = 3/2 (3.92)

En posant z = £/L et p(£) = (—1)*¢(¢) (cf paragraphe 2.1), les équations aux valeurs

propres (3.63) conduisent & |’ordre dominant en 1/L al'équation différentielle :

1 A2 [l >
(' =3V +(a ﬂ)cosm)qz) -0 (393)

@"(z) + ((AL)2 - .

sin® 7z
ot I’on reconnait I’équation (3.69) avec a’ — 3’ remplagant a. Les conditions aux

limites (3.64) s'écrivent de méme :

2(z) =0 en z2=10 (3.94a)
(a,-d/)ﬂ' /
——"o(2) + #(2) en (3.946)

et sont elles aussi analogues & (3.70). Les excitations d’une chaine d'Ising inhomogene

3 la fois par ses couplages et ses champs transverses se déduisent alors simplement
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des expressions (3.45) en changeant a en o' — 3'. On revient ensuite aux excitations

de la chaine XY initiale, soit :

/\(pa.zr) _ T (3—a+14-k>

Ay =5 5 £=0,1,... ,a-3< +1 (3.93a)
A =0, AR = %(3—_——3—11 +h) k=01, a-J2+1 (3.93)

AR —V-<9—:—;i—l + k) k=0,1,...,a-3>-1 (3.95¢)
AT =0 AT = %(él;—ti + k) k=01,....a-3<—1 (395d)

Notons que le cas particulier d’une inhomogénéité de méme forme en couplage et en
champ transverse, a’ = 3’, redonne [’équation différentielle d’'une chaine homogene

(PFEUTY 1979). I lui correspond ainsi les exposants du systéme non perturbé.

Les excitations permettent de retrouver les comportements dominants

présentés dans le tableau (3.7) grace a la relation gap-exposant.

Elément de matrice Ezpression du gap

N (imp.)
M(1) —47"
m
"/Iy(l) _“___A(()Pair)
T
E--(1,2) _V_(\Opa,r) + \(paw')>
E,(2,3) T
Ex::(2y3) :X(A(zmp) + \(”'"-P)>
Eyy(l’2) "
N v
S.(1) — (457 +45™)
T
Tableau 3.8

Gaps de la chaine XY .

Considérons par exemple le cas de M (1). Cet élément de matrice fait
intervenir un état excité appartenant au sous-espace associé aux valeurs propres de
Qlrair) = 1 et Q,

charge Q; = = QUimp) = _1 construit en ajoutant a 'état
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fondamental (provenant du secteur pair-pair) une excitation AP, On en déduit

que le gap associé a M(1) vaut (l‘V/Tr)Aéimp.)’

Les gaps correspondant aux différents éléments de matrice sont regroupés
dans le tableau (3.8). Os sont compatibles avec les comportements dominants présentés

dans le tableau (3.7).

Le spectre d’excitation déterminé numériquement sur une chaine XY de

.V = 160 spins avec 3 = 0 est en accord avec les expressions (3.95) (Figure 3.26).

10 1= , . ,
T
b *. .
* +
8 r ++ ++ +dr'
+ + + - ++
L+, t. +, IR
4 + + + + + +
- + + + + + Lt X
+ + + + + + 0z +
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N LT+ + + + + + + + + Lt
i + + + + + + + -+ +
=A + + + -, +* + + + +F
mk + + + P - + +7 4
4 L + . *+, + ++# +F o - +
S + Tl oLt + 47 .
+ + e + +7 .
L + + +, T+ + + 3
+ * + o+ + +
+ Yo ot + +
2 T S T s
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t b 4
+ +
+ . .
Q F+++++++++++++++++FT7 Thitt it rrrbbirr+e4

9
(@)
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Figure 3.26

Spectre d’ezcitations de la chaine XY avec conditions de bords libres.

Les exposants présentés sur les figures (3.23) a (3.23) peuvent étre tracés
pour des valeurs non nulles de 3. La figure (3.27) présente a titre d'exemple les
exposants magnétiques en fonction de a lorsque 3 = ~1. On y reconnait |'allure de la
figure (3.23) simplement décalée vers la gauche. Lorsque a = J = —1, ces exposants

redonnent la valeur 1/2 du systéeme non perturbé.
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Figure 3.27
Ezposants magnetiques en fonction de a pour une chaine XY inhomogéne (3 = —1).

4.2 Chaine XY avec conditions périodiques

L’étude précédente peut étre poursuivie dans le cas d'une chaine XY avec
conditions périodiques. La séparation de la matrice des excitations en deux blocs
distincts persiste et 1’on en déduit les excitations quatre fois dégénérées de la chaine

XY :

| Ae(g,r) | = %[é(a—ﬁ)%”(é)]

k=0,1,2,... , la=38]#0 (3.96)

ol g et r définissent les secteurs de parité Qz = (-1)¢, @, = (=1)".

Les douze premiéres excitations de chaque secteur pour une chaine de

-V = 100 spins sont tracées sur les figures (3.28) et (3.29).
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Ezcitations du modéle XY périodique inhomogéne (g =r =0).
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Ezcitations du modéle XY périodique inhomogéne (g =r = 1).
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La discussion se ramene a la précédente. Les premiers gaps, en particulier,

conduisent par la relation gap-exposant aux comportements indiqués dans le tableau

(3.9).

Opérateur Gap associé Ezposant
N
7205 (A0(0,0) + A,(0,0)) la—3]+1
2T
N
0,0y ——(Ag(O, 0) + A3(0,0)) la-3]+1
2T
a La-3+1) a>3
Tr ;-;\0(].,0) - 0 a < 3
al lB-a+l) a<3d
Ju——, 2
Ty QFA\Q(O, l) 0 a> 3
N
7, —(Ao(1,1) + Ay(1,1)) la—3]+1
2
Tableau 3.9

Comportement critique de la chaine XY periodigue inhomogéne.

On peut de méme étudier des chaines quantiques généralisant celle d’'Ising

en considérant des modéles avec interactions & deux spins et a m spins. De telles

chaines sont découplées par dualité (TURBAN 1985b) en m chaines d'Ising en champ

transverse et l’on peut ainsi prévoir leurs comportements critiques.

5. Conclusion

Nous avons étudié dans ce chapitre des perturbations marginales inho-

mogeénes imposées & des chaines quantiques reliées au modéle d'Ising.

Le comportement critique obtenu par application de la relation gap-

exposant a pu, dans chaque cas, étre confirmé par les méthodes d’effets de taille finie.

La relation gap-exposant trouve sa justification dans l'invariance conforme qui exige
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par ailleurs l'existence de tours conformes dans le spectre d’un modele conformément
covariant. Les systémes perturbés que nous avons envisagés présentent effectivement

des niveaux régulierement espacés.

[l faut néanmoins étre prudent avant de conclure & la validité de
I'invariance conforme dans les cas étudiés. Comme on I’a vu dans le premier chapitre,
I'hypothese de covariance conforme associe & un systéme bidimensionnel au point
critique une algebre de Lie infinie (Virasoro ou Kac-Moody) dont les représentations
irréductibles constituent une description complete des propriétés critiques du systeme.
Or, aucune information précise n'a encore été apportée au sujet d'une éventuelle
algébre conforme associée aux systémes critiques inhomogeénes. Aussi la question de

la validité au sens strict de l'invariance conforme reste-t-elle encore en suspens.

L'étude de perturbations marginales étendues dans les systémes bidimen-
sionnels peut cependant étre poursuivie. En imposant a une telle perturbation d'étre
covariante par dilatation, Loic Turban a obtenu I’expression générale d'une perturba-
tion marginale étendue sur ruban, perturbation qui est alors invariante par translation

dans le temps sur le ruban.

Notons Ax(z)1’écart aux couplages critiques d'un systéme bidimensionnel

dans le plan z = pe*?, et posons

Ax(2) = af(p.9) (3.97)

Dans le changement d’échelle p’ = p/b, §' = 4, la perturbation (3.97) se transforme

suivant
Ay’ = b¥Ax (3.98)
50it
alfx(plygl) = beafx(p,B)
d’ou
9)
al = aby!_z.X(e—’- (399)
fx(p/b,8)

Pour que la perturbation soit covariante par dilatation, f, doit étre une fonction

homogeéne de la variable p, soit :
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fx(Ap,8) = AT¥f(p,0) (3.100)
d'on, avec A = p~ ! :
“vfL(1,6
o = ape LDl ey (3.101)

(8) "ne)

La perturbation étudiée est marginale si a est inchangé par renormalisation, i.e. si

¥ =Ux

Par la transformation conforme
L
2T

la perturbation (3.97) se transforme maintenant suivant la loi de covariance :

In z

2T Yx .
Ax(w) = 2 ax(z) = (FE) ahind) (3.102)
On en déduit 'expression de la perturbation sur ruban en revenant aux variables
u o= 1 et v = Lé
=’ T 2r
soit :
27\ ¥x 2ru 2rv
Ax(w) = a(f) exp{—z-(yx—y) Fll, =) (3.103)

ou, dans le cas marginal, f, est une fonction homogene en p de degré —y,, de sorte
que :
271\ ¥x 2rv
axw) = a(F) AL T = afdgm

Notons que la perturbation est invariante par translation suivant u.

(3.104)

Dans le cas d’un défaut ellipsoidal dans le plan par exemple,

1
,0) = .
Ide.8) pYx(sin® @ + k? cos? §)vx/?

on obtient sur le ruban une perturbation de la forme :

(3.105)

2
L

Ax(w) = a( )y‘ — — (3.106)
{sin‘2 2—2-3 + k2 cos? %
en accord avec (3.103).

Avec k£ = 0, on retrouve le défaut linéaire que nous avons étudié :

L T Y¥x

Ax(w) = a<?l)”‘.[_;;_i__.r (3.107)
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alors que pour k£ = 1, on obtient le défaut radial étudié par Bariev et Peschel (19g0)

et Turban (1990) :
2 Y¥x
Ax(w) = a(-’r)J (3.108)

L'expression (3.104) donne ainsi la forme générale d’une perturbation

marginale sur ruban et suggere les directions de travaux ultérieurs.
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Annexe C

Spectre d’excitation de la chaine d’Ising inhomogeéne
avec conditions de bords libres

On présente dans cette annexe le détail des calculs conduisant au spectre
asymptotique du modele inhomogene avec conditions de bords libres dans la limite

continue.

La diagonalisation de I’hamiltonien (3.11) se raméne a la résolution de

I’équation aux valeurs propres pour les excitations Ay :
A€ =Dox(€=1) = (AL =1 = A= 1))oe(f) + Ai(@)ox(t+ 1) =0  (C.1)

avec les conditions aux limites

A1(0)6x(0) + A3 (0)é(1) = O (C.2a)
As(L = 1)gu(L) = 0 (C.28)

En posant
p(8) = (=1)8(0) (C.3)

'équation (C.1) devient pour la premiére moitié de la chaine (A; = A;) :
2

(1—E—f-l)¢l(z-1)+[Ai—l—(1—Z—f—l)'}¢1(Z)+(1-%)gl(z+1) = 0(CH

lorsque 1 < ¢ < L/2, et pour la seconde (A; = A3) :

(1= g+ ot 1= ) 0 (- pip)ee -

lorsque L/2 <{¢< L -1,
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En introduisant

. _ 1 d(z) -2
(b+1)=p(f) = A + O(L™7) (C.6a)
1 d*(z
P+ 1) =2¢()+p(L-1) = 7 dzg ) +O(L”3) (C.6b)
ot l'on a utilisé la variable z = £/L, continue dans la limite thermodynamique.

Les équations (C.4) et (C.5) deviennent, a 'ordre dominant en L~!, des équations

différentielles du second ordre :

d* ey (z)
dz®

+ [(AkL)z - 5(-‘1;5-)]¢1(z) =0 , 0<z< % (C.7a)

22
B () [0 0 alatl) _ 1 i
dz? +[(‘\’<L) - (1_2)2]992(2) =0 , §<Z<l (C.Ab)

et les conditions aux limites (C.2) s’écrivent :

a dy(2)
;<,c1(z) —— = 0 en z=0 (C.8a)
w(z) =0 en z =1 (C.86)
En z = -12- ’équation (C.1) développée a ’ordre L~? donne :
alordre L7! cp'(—l-) = ¥ <l) (C.9a)
1 1
317 -2 . { - = —
a l'ordre L : ,91<2) 92<2) (C.9b)
En posant z = AxLz (respectivement z = AxL(l - z)), on obtient l'équation
différentielle :
2
174 ——
1 =
o + (1 - — )cp =0 (C.10)

dont les solutions z}/2J,(z), ou J,(z) est la fonction de Bessel de premiére espéce

d’ordre v, permettent d’écrire des solutions particulieres de (C.7) sous la forme :

¢E(2) ~ 2 gam1y2)(c2) (C.11a)

£5(z) ~ (L= 2" g(atiyp (c(l = 2)) (C.110)

Ofl c= z'\l;[/.
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Le développement en z des fonctions de Bessel (ABRAMOVITZ et STEGUN

1970)
o (_l)k,ﬂc
J(z) = z¥ z L
(z) = = ;k!r(wm [)2veex (€.12)
permet, avec la condition aux limites (C.8b), de sélectionner la solution :
2 . 1
£(z) = B(l- Z)l/'Ja+1/2 (e(1 - 2)) s1 o> ~3 (C.13a)
TSQ(Z) = B(l‘Z)l/zJ-(a+1/2)(C(l—Z)) st ag —-21- (Clgb)

En utilisant les relations entre fonctions de Bessel et leurs dérivées

(ABRAMOWITZ et STEGUN 1970)

Jz) = =2T2) + Juma(2) (C.14a)
JU2) = Z0A2) = Jen(2) (C.14b)
la condition aux limites (C.8a) s’écrit :
A pariyy(cz) = 0 en 2=0 (C.15)
et impose le choix :
pi(z) = AT, a(c2) sioa>-1/2 (C.16a)
w1(z) = AZVI_(qoipp(cz) st a < -1)2 (C.16b)

Les conditions de continuité (C.9) avec les solutions (C.14) et (C.16)
permettent d’écrire un systeme d’équations linéaires homogenes pour A et 5 et

I’annulation du déterminant fournit une équation pour les excitations A :

| Jp(¢/2) —Jy(c/2)

= 0 (C.17)
I Jp(e/2) +cdp(c/2) Jy(c/2) + J;(c/2)
ol
p=a-1/2 e g= a+1/2 sioa>-1/2 (C.18a)
p=-a+1/2 et g=-a-1/2 si a<-1/2 (C.18b)
ce qui conduit a:
2J,(c/2)J(c/2) + cJp(c/2) T (c/2) + ¢J (c/2)d,(c/2) = 0 (C.19)

que 1'on peut réécrire sous la forme :
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Cette équation détermine exactement les excitations A, dans la limite

continue. On en déduit une expression asymptotique en utilisant le développement

des fonctions de Bessel pour les valeurs élevées de l’argument :

r2\1/? W 1/
} ) = — — — o} 4 =3/2
Jo(z) (ﬂ_) cos(z > 4) +0(z7%)

qui conduit, dans (C.20), a la condition

_.E..i-_g_i-._l.n-] =0

sin [c 5

soit

AL = (p+q+2k+ 1)%

(C.21)

A~~~
)
[
(o)

(C.23)
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Conclusion

L'utilisation des méthodes de l'invariance conforme est devenue systéma-
tique dans |'étude du comportement critique des systemes bidimensionnels comme en

atteste une littérature de plus en plus volumineuse sur le sujet ces derniéres années.

Ce formalisme a été initialement appliqué a des modéles homogenes avec
interactions a courte portée. Ceux-ci remplissent les conditions requises d'invariance
par translation, par rotation et par dilatation. Ce n'est pas le cas du modele d'Ising
bidimensionnel perturbé par une ligne de défauts pour lequel la validité dei’invariance
conforme a pourtant été établie (1985-1988). La démonstration compléte constitue le
fruit du travail de plusieurs personnes (Turban, Gﬁimaraés et Drugowich de Felicio,

Henkel et Patkds) et repose sur trois étapes essentielles :

- une étude de validité de la relation gap-exposant qui permet de déduire les

exposants critiques de I’amplitude des longueurs de corrélation,

-~ une mise en évidence des tours conformes dans le spectre du modele, ces
derniéres étant caractéristiques de l’existence de représentations avec vecteurs de plus

haut poids,
- l'identification de l'algebre conforme associée au modéle.

Ces étapes constituent les trois volets de la méthodologie que nous avons adoptée dans

cette these. Le projet présente un intéret évident puisqu'il consiste a préciser au mieux
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les limites de validité de l'invariance conforme en étudiant des perturbations, dans le
modele d’Ising bidimensionnel, qui brisent une ou plusieurs des symétries mentionnées
plus haut. L'hypothese d'une validité de l'invariance conforme suffisamment générale
pour etre étendue a des systemes perturbés est étayée par les résultats antéreurs
relatifs aux comportements de surface et a la ligne de défauts. Elle n’est cependant,

dans le cas général, le résultat d’aucune approche rigoureuse a ce jour.

Rappelons les résultats essentiels, désormais acquis a l'issue de ce travail.

Nous avons étudié au chapitre deux des perturbations homogénes sur
ruban dans le modele d'Ising bidimensionnel. La premiére, non pertinente, est
localisée en surface, alors que la seconde, pertinente, est étendue & tout un demi-
plan. Toutes deux sont homogenes dans la limite hamiltonienne (modeéle d'Ising dans
un champ transverse), mais correspondent dans la géométrie infinie & des défauts
inhomogenes. Une étude préalable, mélant approches numeériques et analytiques, nous
a permis d’obtenir le comportement critique associé a chacune de ces perturbations
et d’y reconnaitre les transitions de surface ordinaire ou extraordinaire selon les
valeurs des couplages modifiés. De telles transitions caractérisent les comportements
critiques des systémes perturbés a leur point fixe. Nous avons ensuite montré que les
méthodes de l'invariance conforme conduisent effectivement aux exposants de point
fixe des systemes perturbés et nous avons déterminé la forme exacte des spectres qui
présentent la structure en échelle attendue. A partir des dégénérescences des états
excités nous avons pu identifier l’algebre conforme associée a chacun de ces modeles
ainsi que les opérateurs primaires de la théorie. Ces résultats légitiment |’application

de l'invariance conforme dans les cas envisagés.

Y

Dans le troisieme chapitre, consacré a des perturbations inhomogenes
étendues (modéle de Hilhorst-van Leeuwen et généralisations), nous avons suivi
nne démarche analogue. Apres avoir calculé par les méthodes d'effets de taille
finie les exposants thermiques jusqu'alors indéterminés et les exposants magnétiques
dont certains étaient déja connus, nous avons vérifié que l'utilisation de la relation

gap-exposant conduisait bien aux mémes valeurs de ces exposants critiques. La

177



Conclusion

détermination analytique du spectre, confirmé numériquement, nous a ensuite permis
de vérifier ['existence de niveaux réguliérement espacés. Notons néanmoins que les
tours conformes ne sont rigoureusement obtenues dans le spectre que lorsque l'on
prend soin de transformer convenablement le modéle étudié parla projection conforme
usuelle. L'étude des dégénérescences n’a pas permis a ce jour d'identifier une algebre
conforme associée et ceci constitue le dernier point litigieux quant a la validité au sens
strict de l'invariance conforme pour ces modeles inhomogenes. Les résultats acquis
sont cependant prometteurs et l’on peut espérer qu'une réponse générale au probléme
de la validité de l'invariance conforme pour les systemes perturbés soit apportée dans

un proche avenir.

1
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Résumé

D’importants progres ont été réalisés ces dernieres années dans I’étude
des phénomenes critiques grace a l’utilisation de I’hypothese de covariance conforme
des fluctuations auto-similaires au point critique. Ce formalisme a été initialement
appliqué a des modeles bidimensionnels homogenes avec interactions a courte portée.
Ceux-ci remplissent les conditions requises d’invariance par translation, par rotation

et [;a.r dilatation.

Cette these est consacrée al’étude de perturbations dans le modele d’Ising
bidimensionnel. Le projet consiste a explorer les limites de validité de I’invariance
conforme en imposant au modele homogene de départ des défauts qui brisent une
ou plusieurs des symeétries mentionnées plus haut. La methodologie adoptée repose
sur trois étapes essentielles. Elle comprend I’étude de la validité de la relation ”"gap-
exposant”, puis la mise en évidence de l’existence de tours conformes dans le spectre et
enfin, lorsque c’est possible, I’identification de l'algebre conforme associée au modele.

Différentes perturbations sont successivement envisagées :

— perturbation non pertinente introduite par une ligne de défauts sur une surface
libre,

— perturbation pertinente associée a l'interface entre un demi-espace critique et
un demi-espace non critique,

— perturbations marginales dues a une variation des couplages en loi de puissance
depuis une surface ou depuis une ligne en volume. )

Les résultats prouvent la validité de I’invariance conforme dans les deux
premiers cas. Dans le cas des perturbations etendues marginales, la relation entre gaps
et exposants critiques est vérifiée et le spectre obtenu présente la structure en échelle
attendue, mais les dégénérescences des niveaux ne correspondent a aucune, algebre

conforme connue.

Mots-clés

modele d’Ising, limite hamiltonienne, exposant critique, effets de taille finie, relation

gap-exposant, invariance conforme
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