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�,05���M�¯ "./�/05#$�(.4�,05!JQ%T4!�)t2$�� ".4���RQJ-	 B��8��M-	�(!�YE�(.g�¨�(��&�����&� "!�YW8��3dW-G05&�#X)D���_./ "#+6�&��(!JQ� "!�Yg&,05FE���Z��!�&M�*���
��2g����;(#$����./ ".%�7)7./8305)7&����VdJ�/05./�h� ê ) L #$�() L��(&b05./�%�\05.9~\�(&c�g�,@G0s�¯�3d �3ïBïBò�� ���4�* "��)7./�[05./�%}])ld �3ïBïJ��� �æ(\@G05�7)7�ld
�3ïBïBí�� �(�3du-��7!/�=-G05&���)*�(!��7)*;(&��(#$�(.g�+-	 "!�&��*������2g����;(#$���=�,@G0" "��)*T4!/���3d©�/05./�Â��zM@/�(.�05./�U~\ ".�F/d �3ïBï ú � A©}u0
./ "��)* ".��?>N����-G0"�����?>N8(�,05�1�����=&,05-�-	�(�*8��%�/05./�=�`0w�g���(��)* ". � A � A©}u0w�g���(��)* ". � A ¾ ��&,05)7����������&�8(FB)7#$����-	�(&nh
#'05./�(.4���������=��2J����;(#$���[�J24.t05#X)7T4!/����05!��� "./ "#$���VAu}u0j�g���(��)* ". � A ¿S)7.4��&� 4�J!�)7���`0%./ "��)* ".Ï���$�,@G0" B�=T4!�)
�,�(&,0a�`05&�FE�(#$�(.4���� "./��)*��8(&�8����/05./�m���b#$8(#$ ")7&��BA ð !G�R�*T4!/���m&,05-�-	�(�*��-	 "&��,�R.g�M��!�&��*�(��6G0"�,��)7./���?>^05����&,0"�(��)* ".
� �g���(��)* ". � A^ô6�Z�(�c�*���b6�)p�¯!�&��305��)* "./� � �J�(�(��)* ". � A í �RA
~I05./��!�.X�� ".4���RQJ���b���Z�,@�)p�D&��(#$�(.4��6t0"��8Z��!�&��*�Z�,@G0" B�Vd5�`0a&�8��(!�-	8(&,05��)* ".'���Z�l> )7.J�¯ "&�#'05��)* ".'�,@�)p�D&�8��Z./8������nh
��)7���(&,0+�`01��24./�,@�&� ".�)*�{05��)* ".j���\�l>N8(#$�(�����(!�&��(�_�J!�&�8����(-����(!�&3AG�k�]�3>^05FB)7�_05�* "&��_���\FW05&,05.4��)p&_�`01�� ".4YW�(&�FE�(./���
HÌ�38(&� ����'�l>N�(&�&��(!�&X���'&����� "./����&�!/�(��)* ". �?>N8(�,05�3A�~\05./���`0w�g���(��)* ". � A�ùgdu�*����#$8(��@/ 4�����1�J)7&����(�����1�(��)7./�J)ph
&����(�����Z���a}?2405-�!�./ VY	d4-	�(&�#$�(���,05.g�b���_���������(&M�`0����,056�)7�7)7��8a��������2g����;(#$���M./ ".%�7)7./8305)7&����b05!��� "./ "#$���Vdg�, ".4�
�RQJ-	 B��8����3A
~\�9./ "#�6�&��(!JQ ��2J����;(#$���X�,@G0" "��)*T4!/���$-	�R!/YE�(.4�u�R��&��9&�8�8��(&�)7���$�, "!/�1!�./�%�� "&�#$�S05-�-	�(�*8��S}]q�� � }?)7./�305&
q�05&,05#$�(���(&c�M05&�2g)7.�F�RA�}]���c��2J����;(#$���b}]q��Ê "!S��2J����;(#$���Z�7)7./8305)7&�����H�-G05&,05#$;(��&����cYB05&�)`05.4���c�� ".4�c��8��(&�)7���
-G05&I!�./�18�T4!G05��)* ".U0sx$./�X�(.O�l>N8(�,05�3d?#'05)*�\./ ".O�7)7./8305)7&��Bd]�305&[��8(-	�R.G�/05.4�[�?> !�.<YW���(���(!�&[���+-G05&,05#$;(��&����
YB05&�)`05.4�[�/05.G�I�*�1���(#X-/�3A?~I05./�I�`0S�g���(��)* ". � A^úJdD�*�1-�&� "6��*;(#$�'���1�`09���,056�)7�7)7��8$�����I��2g����;(#$���I�7)7./8305)7&�����H
-G05&,05#$;(��&����_YB05&�)`05.4���_�����_0"�J&������,8BA

àUábç è ãb�t
�ãcéäÈêl���Gë�ìc���Ñäíêiî���ìZ�
� . âD2g����;(#$�Âï�)7./8305)7&���ÒR.4YB05&�)`05.4���/05./���*�Âð[�(#X-/� � �g}]�bñU�Rd�05!��� "./ "#$�Bd����'�J)7#$�(./��)* ".

n
d©0�-	 "!�&

&��(-�&�8��,�(.4�,05��)* ".��?>N8(�,05���
zZ0"�_�� ".4��)7.4! { ẋ(t) = Ax(t)

y(t) = Cx(t)

zZ0"�_�J)*���(&��(� { xk+1 = Axk

yk = Cxk

� � A � �
 2ò
A ∈ R

n×n �������`0_#'05��&�)*�(�b�?>N8(�,05�3d C ∈ R
p×n �`0_#'05��&�)*���b�?>N "6/���(&�Y"05��)* ".]d x(t) ∈ R

n
� &�����-	���(��)7YW�(#$�(.4�

xk ∈ R
n �Z�����b�*�IYE���(���(!�&_�?>N8(�,05���(� y(t) ∈ R

p
� &�����-]A

yk ∈ R
p ���*�\YW���(���(!�&_���[�� "&���)*�BA}u���_8�TW!G05��)* "./���J)p�D8(&��(.4��)*�(�7�*��� � &�����-]A�&�8��(!�&�&��(.4�������b&��(-�&�8����(.4���(.4�������_��2J����;(#$���cT4!�)?-	 B���,;����(.4�c!�./�[�J24h

.G05#X)*T4!/�BA
�3¾
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� .���2J����;(#$��./ ". �7)p.G8�05)7&��U05!��� "./ "#$�Bdb���O�J)7#$�(./��)* ".

n
dZ0Ï-	 "!�&�&��(-�&�8����(.4�,05��)* ".ì�?>N8(�,05�3db�R.����(#X-/�

�� ".4��)7.4!L�
{
ẋ(t) = f(x(t))
y(t) = h(x(t))

� � A � �
�(.S���(#X-/�_�J)*���(&��(�j�

{
xk+1 = f(xk)
yk = h(xk)

� � A ¾ �
 2ò

f : R
n → R

n �����\!�./�+�� "./�(��)* ".<./ ".<�7)7./8305)7&��$�(� h : R
n → R

!�./�+�� "./�(��)* ".K8(YW�(.4��!/�(�7�*�(#$�(.4�[./ ".
�7)7./8305)7&��BA
}]�_YE���(���(!�&��?>N8(�,05�

x(t) = [x(1)(t) . . . x(n)(t)]T
dW�(.����(#X-/���� ".4��)7.4!]d4 "!

xk = [x
(1)
k . . . x

(n)
k ]T

dW�(.����(#X-/�
�J)*���(&��(�3dg8(YW "�7!/���/05./���l>N����-G0"���a�?>N8(�,05�Z "!%����-G0"��������-�@G0"���BAg~\05./���*���30"�M-G05&���)*�(!��7)*�(&b 2ò

n = 2
dW�l>N����-G0"���

���b-�@G0"�,�c�����m�J)7�m-��`05.'���c-�@G0"���BAg�g ")7�
x(t)

�`0I�� "�7!���)* ".��J!'��2g����;(#$� � � A � ��)*����!/�c���c�*0[�� "./�J)7��)* ".�)7.�)7��)`05�*�
x(0)

�  "!
xk
�`0%�� "�7!���)* ".<�J!<��2J����;(#$� � � A ¾ �_)*����!/�+���

x0
�RA	}©0���&,0sLn���(�� ")7&��

x(t)
�  "!

xk
�_�/05.G�a�l>N����-G0"���

�?>N8(�,05�=�����[05-�-	�(�*8��Ì�����Ró_	��_�����5��	Â��	hªG¦©�q�X	' "!ô�2�_���&�i	'�J!K��2J����;(#$�BdD)*����!/�1���1�`09�� "./�J)7��)* ".U)7.�)7��)`05�7�
x(0)�  "!

x0
�RAD}u0�P/FB!�&�� � A � )7�p�7!/����&��1�*�+-��`05.U���+-�@G0"�,�1�(�I!�./�1��&,0sLn���(�� ")7&��$���1-�@G0"���1-	 "!�&I!�.K��2J����;(#$�1�(.

���(#X-/�_�� ".4��)7.4!]A
õPöø÷�ù�ú�û�ü

õ özý[ù ú�û�ü

õoú[þ$ü

ÿ������ � A � � q��`05.����\-�@G0"�,�I�(�c��&,0sLn���(�� ")7&��=���I-�@G0"���

à�á�� �®î	�c
,����� ë����?� ìc���a�t�Åä+��� ��
\�/��������Åä�
\�ì_��
��hå+����ìUå[��ãc�ã_�����
��.9�V> )7.4��8(&��������\05!JQ'&�8(FB)7#$���Z-	�(&�#'05./�(.4���c�����Z��2g����;(#$���M�7)7./8305)7&���� � � A � �Rd4-�!/)7�cH=���(!JQ%�����Z��2J����;(#$���

./ ".S�7)7./8305)7&���� � � A � �b�R� � � A ¾ �RA
�����	��� �����������! ��#"%$�&('*)�$,+- ��
= è64�Ó�Ú`ÔVÚ«Ö	Ó ×DC*Ø�Ó ß ÖtÚ¯Ó	ÔX×oCpè%]Ø©Ú¯ç¯Ú«ÿ©Õ5à
� .�-	 ")7.4�_�?>N8�TW!�)7�7)76�&�� �  "!Èª$�2�&�G�*.�/�	q�Rd�./ "��8

x∗
d������c!�.�-	 ")7.4��TW!�)?YW8(&�)pPG�Bd/�(.S���(#X-/�_�� ".4��)7.4!±�

Ax∗ = 0
� � A ¿�

�(.S���(#X-/�_�J)*���(&��(�j�
Ax∗ = x∗

� � A^ô6�
� ¿
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� .�-	 ")7.4�_�?>N8�T4!�)7�7)76�&��=�����b!�./�[��)7.�FB!��`05&�)7��8 � -	 ")7.4�_��)7.�FB!��7)*�(&��Z���I�l>N����-G0"���[���I-�@G0"���BA
q� "!�&��*������2J����;(#$���c�7)7./8305)7&����3dt�* "&���T4!/�

A
�����_./ ".���)7.�FB!��7)*;(&�� � ��8(� �

A
� 6= 0

�RdG ".O0
x∗ = 0 2 �/05./�_�*�=�30"��� ".4��&,05)7&�� � �/8R� �

A
�

= 0
�Rd�)p�]2901!�./�I)7.JP/.�)7��8[���I-	 ")7.4���_�?>N8�T4!�)7�7)76�&��BA

âDÔ Þ ÿ�Ú«ç¯ÚþÔ3è�×DC*Ø�Ó ß ÖtÚ¯Ó	ÔX×oC7è�%]Ø©Ú¯ç¯Ú«ÿ�Õsà
}u�S-	 ")7.4���?>N8�T4!�)7�7)76�&��

x∗
�����'���,056��*�j��)ld��* "&���T4!]>N ".�8��305&����S�*�j��2J����;(#$�S���j���S-	 ")7.4���?>N8�T4!�)7�7)76�&��Bdm)7�_2

&��(Yg)*�(.4�3d/T4!/�(�7�*���cT4!/�I�� ")*�(.4�c�*���_�� "./�J)7��)* "./�_)p./)p��)*05�*���
x(0)

� &�����-]A
x0
��-�&�)*�����c�/05./�c!�.SYE ")*��)7.G05FE�[���

x∗
A

}u��-	 ")7.4�I�?>N8�TW!�)7�7)76�&��
x∗
�����\���,056��*�+��)©�*���aY"05�*�(!�&��a-�&� "-�&,�(�

λi
���

A
 ".4�a�*�(!�&��a-G05&���)*���\&�8��(�7�*���I����&�)*�(���Rh

#$�(.4�\./8(FW05��)7YW��� � ���(#X-/�\�� ".4��)7.4!��� "!O�� ".4�\��)7��!/8����\����&�)*�(���(#$�(.4�=H'�l> )7.4��8(&�)*�(!�&[�J!O���(&��(�*�+!�.�)7��8 � ���(#X-/�
�J)*�,�(&��(���RA/~I05./�c���[�30"�3d� ".�0Jd/�(.����(#X-/�_�� ".4��)7.4!L�

∀x(0), lim
t→∞

x(t) = x∗
� � A í �

�(.S���(#X-/�_�J)*���(&��(�j�
∀x0, lim

k→∞
xk+1 = lim

k→∞
xk = x∗

� � A�ù��

: Þ ÔVØuÕ5à�×DC*Ø�Ó ß ÖtÚ¯Ó	ÔX×oCpè%]Ø©Ú¯ç¯Ú«ÿ©Õ5à
q� "!�&

n = 2
d�)7�Z�RQJ)*�����%��&� ")*�1�k24-	���X���%-	 ")7.4�X�?>N8�T4!�)7�7)76�&��Bd�����	��$�Bd���2�pd��(�h¡_�2°�	��(d���!�)7Y"05.4�1�*���+YB05�*�(!�&��

-�&� "-�&,�(�
λ1
�(�
λ2
�J!���2J����;(#$� � � A � � �

λ1 6= 0
�(�
λ2 6= 0

�RA/�4!�&Z�*���MP/FB!�&����VdJ�� ".�./8����Z-	 "!�&b�����b��2J����;(#$���
H\���(#X-/���� ".4��)7.4!]dE�*���P�G;��,@/����)7./�J)*TW!G�R.g���*�b���(./���(&� ")*���,05.g���J!X���(#X-/�m�(�

O
)7./�J)*TW!/�b�*�Z-	 ")7.4�m�?>N8�T4!�)7�7)76�&��BA

� Ã���	��Ë�
�4)��*���[Y"05�*�(!�&��=-�&� "-�&����

λi
���

A
�� ".4�[&�8��(�7�*�����(�� ".4�[#��(#$�'��)7FB./�Bd]�*�X-	 ")7.4���?>N8�T4!�)7�7)76�&��'�����[!�.

./ 4�R!G�?A
r�.j���(#X-/�_�� ".4��)7.4!]dt��)

λ1 < λ2 < 0
d��*�I./ 4�(!/�j�����_���,056��*� � P/FB!�&�� � A � � 06���RAtr�.j���(#X-/���J)*���(&��(�3dG��)

0 < λ1 < λ2 < 1
 "!j��) −1 < λ1 < λ2 < 0

dJ�*�I./ 4�(!/�S�����_���,056��*�BA
r�.j���(#X-/�a�� ".4��)7.4!]dt��)

λ1 > λ2 > 0
d/�*�[./ 4�(!/�������c)7./���,056��*� � P/FB!�&�� � A � � 6����RAtr�.j���(#X-/����)7�,�(&��(�3d

��)
1 < |λ1| < |λ2|

d��7�I./ 4�(!/�S�����b)7./���,056��*�BA

35476�8:91;=<

3 4?>%8 91;=<
@

ACBEDGFIHKJMLONQPSR�B=T�UVJ

W5X?Y%ZE[1\=]

W X7^�Z [1\=]

_

A`T�DGF�HKJMLaNcbVd�PSR�B=T�UVJ

ÿ������ � A � � q� ")7.4�_�?>N8�T4!�)7�7)76�&��=���\� 24-	�I./ 4�(!/�
� «k�2�
�4)b�*���XY"05�*�(!�&��$-�&� "-�&����$�, ".4�X&�8��(�7�*���$�(�$�/����)7FB./�� "-�-	 B��8 � ���(#X-/�'�� ".4��)7.4!��1 "! ��) |λ1| < 1

�(�
|λ2| > 1

� ���(#X-/�_�J)*���(&��(���Rd/�*�\-	 ")7.4���?>N8�TW!�)7�7)76�&��=�����b!�.j�� "�ld�&��(-�&�8����(.4��8=��!�&b�`0+P/FB!�&�� � A ¾ A
� ô
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e5f?g%hEi1j=k

e f7l�h i1j=k

m

ÿ������ � A ¾ � q� ")7.4���?>N8�TW!�)7�7)76�&��=���I�k2g-	�I�� "�

�on �2°�	���4)]�*�(�cY"05�*�(!�&��c-�&� "-�&����_�� ".4�_�� "#X-��*�RQJ���_�� "."Ln!�FB!/8����3d
λ1,2 = a± jb

dJ�*�I-	 ")7.4�_�?>N8�TW!�)7�7)76�&��=�����b!/.
�� V2E�(&3A
�4)
a < 0

� ���(#X-/�X�� ".4��)7.4!��+ "!���) |λ1| < 1
�(� |λ2| < 1

� ���(#X-/�X�J)*���(&��(���Rd��*�'�� V2W�(&+�����1���,056��*�
� P/FB!�&�� � A ¿ � 06���RA
�4)
a > 0

� ���(#X-/�=�� ".4��)7.4!��I "!U��) |λ1| > 1
�(� |λ2| > 1

� ���(#X-/���J)*���(&��(���Rd?�*�+�� V2W�(&[�����I)7./���,056��*�
� P/FB!�&�� � A ¿ � 6����RA

p�q?r�s:t1uwv

pIqyxzs=t1uwv

{

ACB:D�|�Hz}KJ�~�PSR�BwTOU�J

���?���:�1�w�

�I�y�z�=�1�w�

�

A`TaD�|OHz}EJ�~�b�dOPSR�BwTOU�J

���?���:�1�w�

�I�y�z�=�1�w�

�

A`��D��GJMdKR1~,J

ÿ������ � A ¿ � q� ")7.4���?>N8�TW!�)7�7)76�&��=���I�k24-	�\�¯ V2W�(&
�4)
λ1,2 = ±jb (a = 0)

dg�*�a-	 ")7.4�c�?>N8�TW!�)7�7)76�&��[�����Z�/�a�k24-	�\���(.4��&�� � P/FB!�&�� � A ¿ � �!���RdJ#'05)*�3dJ�(.�-�&,05��)*TW!/�Bd
a.]>N������L�05#'05)*�_����&�)*�(���(#$�(.4�_.4!��lA

}]�[���(!��]&�8(FB)7#$�I-	�(&�#'05./�(.4��)7�,��!S�?> !�./�[�� "./�J)7��)* ".j)7.�)7��)`05�*�=�����b�*�I-	 ")7.4�_�?>N8�T4!�)7�p)76�&,�[���,056��*�BA

�����	��� �����������! ��#&(��&�"�$%&�'*)�$�+- ��
= è64�Ó�Ú`ÔVÚ«Ö	Ó ×DC*Ø�Ó ß ÖtÚ¯Ó	ÔX×oCpè%]Ø©Ú¯ç¯Ú«ÿ©Õ5à
z� "./��)*��8(&� "./�=�*�X��2J����;(#$� � � A � �\�R.K���(#X-/�=�� ".4��)7.4!U "! � � A ¾ �\�(.K���(#X-/�=�J)*���(&��(�3A � .<-	 ")7.4�=�?>N8�T4!�)7�7)76�&��
x∗
�����b!�.S-	 ")7.4�_T4!�)?YW8R&�)¤Pt�"dG�R.S���(#X-/�_�� ".4��)7.4!L�

f(x∗) = 0
� � A^ú6�

�3í
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�(.S���(#X-/�_�J)*���(&��(�j�

f(x∗) = x∗
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x∗ 6= 0

�(��)7�M-	�(!��10VYE ")7&�-��7!/��)*�(!�&��+-	 ")7.4���
�?>N8�T4!�)7�7)76�&��BA
Ü ã]Ù4çþàwç¯Ú«æÏÚþÔ3à�� Ô3àgæ ß ä$ÙEÖ	Ó	ÔVÚ¯Ó?Ø	�
� .$�(2g�(�*�b�7)7#X)7���BdET4!�)J.]>N�RQJ)*�����cTW!/�Z-	 "!�&��*������2J����;(#$����H\���(#X-/���� ".4��)7.4!]dW������!�./�b B�,�()7�p�`05��)* ".����Z-	8(&�)* 4���
P�Q��

T
�
x(t+ T ) = x(t)

A
q� "!�&m�*���M��2J����;(#$�����7)7./8305)7&����3dW�*���M B���()7�7�`05��)* "./����8(-	�(./���(.4�Z�����m�� "./�J)7��)* "./��)7.�)7��)`05�*�����(�M�� ".4�M��)7.4!/�� a�l�/05�*���
-	 "!�&'!�.|-	 ")p.g���?>N8�TW!�)7�7)76�&��������k2g-	�S���(.4��&��BAmq� "!�&'�*���'��2g����;(#$���$./ ". �7)7./8305)7&����Vd��*���' B���()7�7�`05��)* "./�3dm�(.
&�8(FB)7#$�a-	�(&�#'05./�(.4�3dJ./�a��8(-	�(./���(.4�b-G0"�Z�����Z�� "./�J)7��)* "./�Z)7.�)7��)`05�*���b�(�Z�� ".4�Z8(YW�(.4��!/�(�7�*�(#$�(.4�b./ ".9��)7.4!/�� a�¯h
�/05�*���VA
q�05&c�RQJ�(#X-��*�BdJ�l>N B���()7�7�`05���(!�&_���\�m05.�~\�(&bq� "�ld���8RP/.�)?-G05&Z�*���b8�T4!G05��)* "./�c�J)p�?8R&,�R.g��)*�(�p�*��� � � A �3ò �Rd�-�&�8����(.4���
!�.|�(2g�(�*���7)7#X)7���Bd�&��(-�&�8����(.g��8S��!�&X�`0wP/FB!�&�� � A^ôJA�}] "&���T4!/�9�*���$��&,0sLn���(�� ")7&������J! ��2J����;(#$�9���(./���(.4�$YW�(&��
�*���(2J�(�*�%�7)7#X)7���Bd�&��(-�&�8����(.4��8��S�(. ��&,05)7�$-��*�()7. FB&,0"�$��!�&1�`0�P/FB!�&�� � A^ôJd��*�%&�8(FB)7#$��./����8(-	�(./� -��7!/�$�����
�� "./�J)7��)* "./�_)7.�)7��)`05�*���3A

{
ẋ(1)(t) = x(2)(t)

ẋ(2)(t) = −x(1)(t) + (1 − (x(1)(t))2)x(2)(t)

� � A �3ò �
� .j�R&�)p�,;R&,�[�?>N�RQJ)*�����(./���[�(�_���[���,056�)7�7)7��8[�����_�(2g�(�*���c�7)7#X)7�����_�����c6G0"��8I��!�&b�l>^05-�-�&� 3QJ)7#'05��)* ".��J!S-�&��(#X)*�(&

�5 ?¡%¢E£1¤=¥

¦

§1¨-© ª ¦ ¨-© ª

�5 7«�¢E£1¤=¥¬

§ ¬

ÿ������ � A^ô � zM2J�(�*�I�7)7#X)7���[���I�l>N B���()7�7�`05���(!�&����I�m05.j~a�(&_q� "�

@G05&�#$ ".�)*T4!/�BA
Ü ã]Ù4çþà�×DC7ÖtÕs×�Õsà®¯� Ô3à4æ ß ä'×�Ú«ä3ÙEÕ5àEÔa�
� .+�(2g�(�*���?>N "&��J&��

K
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x∗i
d
i = 1, . . . ,K

d
K > 1
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x∗ik+K = x∗ik

x∗ik+l 6= x∗ik , 1 < l < K

� � A �B� �

q� "!�&
K = 1
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x∗i
d
i = 1, . . . ,K
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fK

�
K
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f
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K = 3
dJ�/05./�c�7�I-��`05.S���\-�@G0"���BA
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K
���������,056��*�b��) |λi(JK . . . J1)| < 1

A
λi(JK . . . J1)

&��(-�&�8����(.4���b�`0a)*;(#$�ZYB05�*�(!�&�-�&� "-�&��
°5±7²�³´

° ±?µ%³´
°�¶M·

° ¶ ²
° ¶ µ

ÿ������ � A í � r�Q��(#X-��*�=���I�(2J�(�*�I�]>  "&,�J&�� ¾

�J!S-�&� 4�J!�)7�_�����c#'05��&�)*������L�0"�� "6�)*�(.�./���¹¸
(JK . . . J1)
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{

x
(1)
k+1 = θ(1)x

(1)
k + x

(2)
k , θ(1) = −1.5

x
(2)
k+1 = (x

(1)
k )2 + θ(2), θ(2) = −1.6
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03YW���\�`0X�� "./�J)7��)* ".j)7.�)7��)`05�*�

x0 = [1 2]T
A
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���(#X-/�_�J)*�,�(&��(�3A
= è�4�Ó�ÚþÔVÚ«ÖtÓ áæ��g ")*�(.4�

(X , δ) !�.j����-G0"���I#$8(��&�)*TW!/�=�� "#X-G0"�(�E¸��(� f : X → X dJ!�./�\�� "./�(��)* ".]A}u�[��2g����;(#$�I�J24.G05#X)*T4!/�=H+���(#X-/�_�J)*�,�(&��(�
xk+1 = f(xk)

� � A �3¾ �
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ε > 0
���(��T4!/�Bdt-	 "!�&a�� "!��

x0 ∈ X �(�a-	 "!�&\�� "!��
β > 0

dt)7���RQg)*������!�.
-	 ")p.g�

y0 ∈ X �(�b!�.j�(.4��)*�(&
k > 0

d�YE8(&�)pPt05.4���
δ(x0, y0) < β ⇒ δ(xk, yk) > ε

� � A � ¿�
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f
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xk ∈ X ���(�gT4!/�m�l>  "&�6�)7��� {fK(xk)|K ∈
Z

+} �����c���(./���KèI�/05./� X A fK &��(-�&�8����(.4���I�`0
K
hl)*;(#$�=�� "#X-	 B��)7��)* ".����I�`0��� "./�(��)* ".

f
A
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�����_���(./���[�/05./� X A
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fK(xk)
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K
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�� "./�(��)* ".
f
A {fK(xk)|K ∈ Z
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E
�(�
F
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K > 0
d

���(�*�_T4!/�
fK(E) ∩ F 6= ∅ A
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YW ".4�bYg)7���I���(YW�(.�)7&_��8��� "&�&�8(�*8����3A
}©0X-�&�8��()*��)* ".O03YE���[�`0"T4!/�(�7�7�=�*������ "./�J)7��)* "./��)7.�)7��)`05�*������ ")7YW�(.4���(��&�����-	8��()pPG8����_-	 "!�&�-�&�8��J)7&��[�*�=�� "#X-	 "&nh
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�* ".�FB!/�(!�&����I�l> )7.4���(&�YB05�7�7�=���I-�&�8��J)*�(��)* ".]At}u01-�&�8��J)*�(��)* ".wH+�* ".�F$���(&�#$�=���(Y4)*�(.4�a0s�* "&��c)7#X-	 B����)76��*�BA
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ÿ������ � A^ú � r�Q��(#X-��*�=�?>^05����&,0"�(���(!�&��,@G0" "��)*T4!/�

�����b!���)7�7)*��8���03YE���I�*���b-G05&,05#$;(��&����
θ(1) = −0.42

�(�
θ(2) = −1.6

A
q� "!�&S-�&� "!�YW�(&ST4!]> !�./�w�� "./�(��)* ". �����S�,@G0" "��)*T4!/�Bdb�`0:./ "��)* ".ì���<�� "."L !�FW05)*�� ". �� "-	 "�* "FB)*T4!/�<-	�(!��|�(��&��
!���)7�7)*��8��BA
= è64�Ó�Ú`ÔVÚ«Ö	ÓÊü�æ\~\�(!JQO�� "./�(��)* "./�

f : X1 → X1
�(�
g : X2 → X2

�, ".4�[�� "-	 "�* "FB)*T4!/�(#$�(.4�1�( ".BL !�FB!/8����
�3> )7�©�RQJ)*�����[!�./�[�¯ "./�(��)* ".�6�) L����(��)7YE���� ".4��)7.4!/�

h : X1 → X2
d/���(�7�*��T4!/�=�� ".j)7.4YW�(&����

h−1 �������� ".4��)7.4!/�+�(�
f ◦ h = h ◦ g A
}]�I��@/8� "&�;(#$�=��!�)7YB05.4�c�����c8(./ "./��8[�/05./�j�N~\�(Y"05./�(2Wd �3ï ú ï�� A
ð Ý èWÖtÕsågæKà�á�æb�4)

f
�����m!�./�b�� "./�(��)* ".%�,@G0" "��)*TW!/�a�(�MT4!/�

g
�����m�� "-	 "�* "FB)*TW!/�(#$�(.g�Z�� "."Ln!�FB!/8��aH

f
dg05�* "&��

g
�����c�,@G0" "��)*T4!/�BA

/�<]à4æ ß ç«à á�æI�g ")*�(.4� X1
�(� X2

���(!JQw�(./���(#�6/�7���[�� "#X-G0"�(���3d?��8RP/.�)*�I&�����-	���(��)7YE�(#$�(.4�[-G05& X1 = [0; 1]�(� X2 = [−1; 1]
A]z� "./��)*��8(&� "./�[�*���a�� "./�(��)* "./�

f : X1 → X1
d
g : X2 → X2

�(�
h : X1 → X2

d?��8RP/.�)*���
&�����-	���(��)7YW�(#$�(.4�_-G05&j�

f(xk) = 4xk(1 − xk)
g(xk) = 2x2

k − 1
h(xk) = 0.5(1 − xk)

� � A � ô6�

}]�����¯ "./�(��)* "./�
f
�(�
g
�� ".4���� "-	 "�* "FB)*TW!/�(#$�(.g���� "."Ln!�FB!/8�����H���&,03YE�(&��

h
�305&

f ◦h = h◦g = 1−x2
k

A5�k�J0a8(��8
#$ ".4��&�8XT4!/�

f
d	&��(-�&�8����(.4�,05.4�I�`0��¯ "./�(��)* ".<�* "FB)*����)*T4!/�+&,05-�-	�(�*8��$�/05./�\�`0��g���(��)* ". � A ¿/A � d?�����I�,@G0" "��)*T4!/�BA

z� "#X#$�
f
�����c�,@G0" "��)*T4!/�Bd

g
�����c8(FW05�*�(#$�(.4���,@G0" "��)*T4!/�BdG�?>^05-�&�;��c�*��ñZ@/8� "&�;(#$� � A
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x
(1)
k+1 = −1.4(x
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k )2 + x

(2)
k + 1

x
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k+1 = 0.3x
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|x′k − xk| = |x′0 − x0| exp(kλ)
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λ =
1

k
ln

∣
∣
∣
∣

x′k − xk

x′0 − x0

∣
∣
∣
∣

� � A �B� �
�4)]�l>N ".��� "./��)*��;(&��=T4!/�I�*���_���(!JQ��� "./�J)7��)* "./��)7.�)7��)`05�*������ ".4�c��&�;��_-�&� 4�,@/���3d/�*�(!�&_�J)p�?8(&��(./���

ε = |x′0 − x0|���(./��YW�(&��
0
�(�3d��* "&���T4!/�

k
���(./��YE�(&��b�l> )7.JP/.�)ld/)7�?Yg)*�(.4�j�

λL = lim
k→∞

1

k
lim
ε→0

ln

∣
∣
∣
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∣
∣
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∣
∣
∣
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∣
∣
∣
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∣
∣
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∣
∣
∣
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∣
∣
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k→∞
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∣
∣
∣
∣

df(xi)

dxi

∣
∣
∣
∣
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xk = [x
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k . . . x

(n)
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�?>N8�TW!/)p�7)76�&��BAGq� "!�&_���(�`0Jd�./ "!/�c�� "./��)*��8(&� "./�_�����c��2J����;(#$���c��8(-	�(./�/05.4���?> !�.S-G05&,05#$;(��&��
µ
d����I�`0��� "&�#$�Bd

�(.S���(#X-/�_�� ".4��)7.4!±�
ẋ(t) = f(x(t), µ)

� � A �Bï �
�(.S���(#X-/�_�J)*���(&��(�j�

xk+1 = f(xk, µ)
� � A ¾Bò �

}u01YB05�*�(!�&_���\6�)p�¯!�&��305��)* ".����(&,0+./ "��8��
µ0
A

�g ")7�
x∗
!�.�-	 ")7.4�_�?>N8�T4!�)7�7)76�&��[�J!S��2g����;(#$� � � A �Bï �Rd/�,05��)*�n�l05)*�,05.4�

f(x∗, µ) = 0
dJ "!S!�.�-	 ")7.4�_�?>N8�TW!�)7�7)76�&��

�J!Ï��2J����;(#$� � � A ¾Bò �Rd©�,05��)*�n�l05)*�,05.4�
f(x∗, µ) = x∗

A��4)m�*�$-	 ")7.4�+�?>N8�T4!�)7�p)76�&,�����������,056��*� � &�����-]A])7./���,056��*�!�
T4!G05./�

µ > µ0
�(�[)7./���,056��*� � &�����-]A]���,056��*�!�\T4!G05./�

µ < µ0
du05�* "&��

µ0
�����[!�./�$YB05�*�(!�&=���$6�)p�«!�&,��05��)7 ".uA

ê  "!/�_05�7�* "./�cYE ")7&_TW!/�(�*T4!/���c�RQ��(#X-��*���_���\6�)p�¯!�&��305��)* "./�_�* 4�305�*���3d�-	 "!�&c�*���_��2g����;(#$���b���[�J)7#$�(./��)* ". � A
����i	��� j $Hkzã�+ ä )�-$,��&ml	��"�áâ��ãon $1�-äÈåpkM��+�q

z� "./��)*��8(&� "./�1!�. ��2J����;(#$�%���%�`0j�¯ "&�#$� � � A �Bï �� "! � � A ¾Bò �RAm��. ��!�-�-	 B���9TW!G���*�%��2g���,;R#$�%-	 B����;����
!�.w!�.�)*T4!/��-	 ")7.4�I�?>N8�TW!�)7�7)76�&��X�����k2g-	��./ 4�(!/�w���,056��*�+T4!G05./�

µ < µ0
A?�4)��`0'Y"05�*�(!�&I���

µ
05!�FB#$�(.4���X�(�

µ > µ0
dt�*��./ 4�(!/�O���,056��*�1���(Y4)*�(.4�\!�.O�� "���(�I���(!JQw05!���&����\-	 ")7.4���\�]> 8�T4!�)7�7)76�&��Bd?�����k24-	��./ 4�(!/�O���,056��*�Bd

05-�-G05&,05)*�����(.4�3A	z��(�����I6�)p�¯!�&��305��)* ".������c�� ".�.4!/�=�� "!/�b�*�I./ "#Ã���I�G "�*�S "!Sq�)7���,@J�¯ "&�öDA
z� "./��)*��8(&� "./�3d/-G05&_�RQJ�(#X-��*�Bd/�*�I��2g����;(#$�[H1���(#X-/�_�� ".4��)7.4!j��!�)7Y"05.4�j�

{
ẋ(1)(t) = µx(1)(t) − (x(1)(t))3

ẋ(2)(t) = −x(2)(t)

� � A ¾J� �

ð !G05./�
µ < 0

d/�*�=��2J����;(#$�[-	 B����;����[!�.j!�.�)*T4!/�[-	 ")7.4�a�?>N8�TW!/)p�7)76�&��
x∗ = [0 0]T

AG}]����Y"05�*�(!�&��_-�&� "-�&����
�J!O��2g����;(#$�[�7)7./8305&�)*�,8105!��� "!�&\���

x∗
�� ".4�

λ1 = µ
�(�
λ2 = −1

ADz���-	 ")7.4�\�?>N8�T4!�)7�7)76�&��
x∗
�����a�� "./�+���

�k2g-	�\./ 4�(!/�S���,056��*�Bd�)p�u�����b&��(-�&�8��,�(.4��8[��!�&c�`0�P/FB!�&�� � A �B� � 06�RA
ð !G05./�

µ > 0
dG�*�+��2J����;(#$� � � A ¾J� �c-	 B����;�������&� ")*��-	 ")7.4���\�?>N8�T4!�)7�7)76�&��

x∗1 = [0 0]T
d
x∗2 = [

√
µ 0]T�(�

x∗3 = [−√
µ 0]T

A ) !|-	 ")7.4���?>N8�T4!�)7�7)76�&��
x∗1

d��*���'YB05�*�(!�&��'-�&� "-�&����%�J!���2J����;(#$�S�7)7./8305&�)*��8��� ".4�
λ1 = µ

�(�
λ2 = −1

�R�m���b-	 ")7.4�M�?>N8�TW!/)p�7)76�&���������!�.'�� "�lA ) !JQ1-	 ")7.4���m�?>N8�T4!�)7�7)76�&��
x∗2

�(�
x∗3

dB�*����YB05�*�(!�&��
-�&� "-�&����=�J!U��2J����;(#$�1�7)7./8305&�)*��8'�� ".4�

λ1 = −2µ
�(�
λ2 = −1

�(�[�����[-	 ")7.4���=�?>N8�T4!�)7�7)76�&��'�� ".4�[���X�k2g-	�
./ 4�(!/�9���,056��*�BAJ}]���Z��&� ")*�Z-	 ")7.4���b�?>N8�T4!�)7�7)76�&��I�� ".4�Z&��(-�&�8����(.4��8��b��!�&��`0=P/FB!�&�� � A �B� � 6��RA�}©0�Y"05�*�(!�&

µ0 = 0�����b�`01Y"05�*�(!�&_���I6�)p�«!�&,��05��)7 ".uA
� ¿
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ACB:D�FIHKJMLONQPSR�B=T�U�J A
µ = −0.1

D

�t�����x�H�2�
����� �

�t�	�a�x�H�2�

��� �

�����(�

�,��� �P�

�P�>� �P���� ���

A`T�DGF�HKJMLaNÑP�PSR�BwTOU�JMP�J�R��MH:UA
µ = 0.1

D

ÿ������ � A �B� � f�)p�«!/&��305��)* ".j�G "�*�

����i5��� j $�kMã(+Èä )G�-$,��& á( 7�¼ �$%� )�+�q����¼��ÿ�k
z� "./��)*��8(&� "./�X!�.���2g���,;R#$�9�����`0j�� "&�#$� � � A �Bï �+ "! � � A ¾Bò �RA���. ��!�-/-	 B���%T4!/���*�9��2J����;(#$��-	 B����;����

!�.�-	 ")7.4�9�?>N8�T4!�)7�p)76�&,�w���j�k24-	�S�� V2E�(&%���,056��*�BdM��)
µ < µ0

A��g)_�`0KYB05�*�(!�&%�J!�-G05&,05#$;(��&��
µ
05!�FB#$�(.4���

�(�
µ > µ0

du�*��-	 ")7.4�1�]> 8�T4!�)7�7)76�&��9�����k24-	�'�� V2E�(&+�,����8����,056�)7�7)*���%�(�+!�.��(2J�R�*���7)7#X)7��� � ���(#X-/�1�� ".4��)7.4!��
 "!<!�./�1�� "!�&�6	�X)7.4Y"05&�)`05.4���1�¯�(&�#$8�� � ���(#X-/�[�J)*���(&��(���a�����¯ "&�#$�BAuz��(�����16�)p�«!/&��305��)* ".K�����I�� ".�.4!/�X�, "!/�a�*�
./ "# ���cø� "-J�D-	 "!�&��*���m��2g����;(#$����Ha���(#X-/�m�� ".4��)7.4!��(����� ê �()7#'05&�ö+-	 "!�&��*������2J����;(#$���mHa���(#X-/�m�J)*���(&��(�3A
z� "./��)*��8(&� "./�3d�-G05&_�RQ��(#X-��*�Bd��*�[��2J����;(#$�[H+���(#X-/�_�� ".4��)7.4!���!�)7YB05.4���

{
ẋ(1)(t) = −x(2)(t) + x(1)(t)(µ− ((x(1)(t))2 + (x(2)(t))2))

ẋ(2)(t) = x(1)(t) + x(2)(t)(µ− ((x(1)(t))2 + (x(2)(t))2))

� � A ¾B� �

z��X��2J����;(#$�+-	 B����;����1�*�+-	 ")7.4�[�?>N8�T4!�)7�7)76�&��
x∗ = [0 0]T

AD}]���IY"05�*�(!�&��I-�&� "-�&����[�J!K��2g����;(#$���7)7./8305&�)*�,8
05!��� "!�&1���

x∗
�� ".4�

λ1,2 = µ ± j
Auq�05&1�� "./��8�TW!G�R.g�3d

x∗
�����+���$�k2g-	�$�¯ V2W�(&3A ð !G05./�

µ < 0
du�*�$-	 ")7.g�

�?>N8�T4!�)7�7)76�&��
x∗
d]&��(-�&�8����(.4��8%��!�&=�`09P/FB!�&�� � A �3� � 06�Rd����������,056��*�BA ð !G05./�

µ > 0
d
x∗

�����=)7./���,056��*���(�=!�.
�(2J�(�*�+�7)7#X)7���X�����¯ "&�#$�BAuz��(�����X��)7��!G05��)* ".K�����\&��(-�&�8����(.4��8��$��!�&\�`0'P/FB!�&�� � A �3� � 6��RA

µ0 = 0
�����\�`0�YB05�*�(!�&

���I6�)p�¯!�&��305��)* ".]A

����i5��� j $�kMã(+Èä )G�-$,��& á(��ãp��", �  &��»á� ÿ '*+È$��	á� ��ã�lï"%$,ÿ
z� "./��)*��8(&� "./�I!�.<��2g����;(#$�+���+�`0$�� "&�#$� � � A ¾Bò �RdDT4!�)ld	-	 "!�&

µ < µ0
dt-	 B�,��;�����!/.w-	 ")7.4�\P�QJ�1���,056��*�BA

�4)� ".Ï05!�FB#$�(.4���
µ
05!Jh����(�`H����1�`0%Y"05�*�(!�&

µ0
dD�*�1-	 ")7.4�[�]> 8�T4!�)7�7)76�&��$�,�1��8����,056�)7�7)*���$�(�I!�./�X6�)p�«!�&��305��)* ".

�,��-�&� 4�J!�)7�IT4!�)��� ".�./�1�7)*�(!KH'!�.<�(2J�(�7�1�?>N "&��J&�� � ���,056��*�BADq�!�)*�3dD��)
µ
�� ".4��)7.4!/�X�?>^05!�FB#$�(.4���(&3d?�*�1�(2g�(�*�

�?>N "&��J&�� � ���1��8����,056�)7�7)*���1�(�I�,@G0"�(!�.K�����I���(!JQ�-	 ")7.4�,�I�J!<�(2g�(�*�+6�)p�¯!�&�T4!/�1H%�� ".O�� "!�&3Auz��(�����+./ "!�YW�(�7�*�
6�)p�¯!�&��305��)* ".��� ".�./�I.G05)*���{05./���=H+!�.j�(2g�(�*�[�?>N "&��J&��[¿$���,056��*�BA
�4)
µ
05!�FB#$�(.4���_�� "!"L� "!�&��3dW������6�)p�¯!�&��305��)* "./���� ".4��)7.4!/�(.4���?>^05-�-G05&,0��*��&��a�(.��� "!�6��`05.4�M�`0\-	8(&�)* 4�����J!��(2g�(�*�

H'�,@G0"TW!/�[�� ")*�3dG�?>N 2ò��*�=./ "# ���=���(�����=6�)p�¯!�&��305��)* ". � * -	�(&�)* 4�w�� "!�6��7)7.�F2+,d	�(.O05.�FB�`05)*���Rdt�� "./�J!�)*�,05.g�\05)7./��)
H1!�./�[��!�)7���\)7.JP/.�)*�=���I6�)p�«!�&��305��)* "./���(�c8(YW�(.4��!/�(�7�*�(#$�(.4�\05!S�,@G0" B�VA
q�&��(./ "./�1�l>N�RQ��(#X-��*�����%�`0j&�8��(!�&�&��(./���S���9ø�8(./ ". �� ".4�X ".�&,05-�-	�(�7�*�9)*�()Z�`0�&��(-�&�8����(.4�,05��)* ".|�?>N8(�,05� � �*�
-G05&,05#$;(��&��

µ
8(�,05.4�cY"05&�)`056��*�!���

� ô
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ACBED�|�Hz}KJ�~�PSR�BwTOU�J A
µ = −0.2

D

ªt«�¬�x®H¯2°
±�²�³�´

ªt«	µax®H¯2°

²�³ ´

²�³�´

±,²�³ ´

A`T�D�|�Hz}KJ�~Gb�dOPSR�BwTOU�J�J�RG��}Ñ�MU�J�U�b·¶ bËR,J(A
µ = 0.2

D

ÿ������ � A �3� � f�)p�«!�&,��05��)7 ".����[ø� "-J�

{

x
(1)
k+1 = −µ(x

(1)
k )2 + x

(2)
k + 1, µ > 0

x
(2)
k+1 = θ(1)x

(1)
k , θ(1) = 0.3

� � A ¾B¾ �
q� "!�&

0 < µ < 0.36
d]�*�$��2J����;(#$�X-	 B���,;(�/�X!�.U-	 ")7.4�[P�Q��$���,056��*�BA��4)

µ
�����=�� "#X-�&�)*�+�/05./�[�l> )7.4���(&�YB05�7�*�

0.36 < µ < 0.91
d��7�w-	 ")7.4�%P�Q��w�,�w��8����,056�)7�7)*���O�(�9!�.��(2J�(�*�O�?>N "&��J&�� � ���,056��*�<05-�-G05&,0��*�3Abq�!�)*�VdZ��)

0.91 < µ < 1.15
dD�*�1�(2J�(�*�X�?>N "&��J&�� � ���X��8����,056�)7�7)*���$�(�I!�.K�(2g�(�*�X�?>N "&��J&��X¿S���,056��*�'05-�-G05&,0��*�=�(�=05)7./��)

���'��!�)7���BA©}u09P/FB!�&,� � A �3¾ )7�7�7!/����&������(�����'6�)p�«!�&��305��)* ".��� "!�6��*�(#$�(.4�1���$-	8(&�)* 4���'-	 "!�&��`0�&�8��(!�&�&��(./���%���
øa8(./ ".]A/r��7�*�=018(��8[ "6����(.4!/�=�(.j��)7#�!��`05.4�c�*�[��2J����;(#$� � � A ¾B¾ ��-	 "!�&_�J)p�?8(&��(.4�����cYB05�*�(!�&��c���

µ
A

¸�¹	º�»¼

½ ¾P¿ À�ÁÂ ¾P¿ À

¾P¿ À Ã
ÄWÅ>ÆÇ

È ÉÊ È�Ë Ì

È�Ë Í

ÎPË Í
ÿ������ � A �3¾ � f�)p�«!/&��305��)* ".jq��(&�)* 4�j~\ "!�6��7)7.�F

����i	�CÜ j $Hkzã�+ ä )�-$,��&(�Ï8� *+È�®ä å�)����
z��(&��,05)7./���+6�)p�«!�&,��05��)7 ".G�3d©�� "#X#$�%���(�7�7���+���'�k2g-	� ê �()7#'05&�ö4h�øa "-J�_ "!Ï���'�k24-	���� "!�6��*�(#$�(.4�1���'-	8Rh

&�)* 4���BdM-	�(!�YE�(.4�9�� "./�J!�)7&��O05!��,@G0" B�3A � .��RQ��(#X-��*���?>^05-�-G05&�)p��)7 ". �?> !�. 05����&,0"�(���(!�&9�,@G0" "��)*T4!/��-G05&��`0
6�)p�«!/&��305��)* ".j��� ê �()7#'05&�ö9�����c��8��(&�)7���()ph��������� "!/�3A
z� "./��)*��8(&� "./�_�`0+&�8��(!�&�&��(./������!�)7Y"05.g���Ò�
�Bí
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{

x
(1)
k+1 = x

(1)
k cosϕ− x

(2)
k sinϕ

x
(2)
k+1 = x

(1)
k sinϕ+ x

(2)
k cosϕ+ α

(
− 0.3x

(2)
k + 2(x

(2)
k )2 + 4(x

(2)
k )3

)
� � A ¾ ¿�

03YW���\�*�I-G05&,05#$;(��&��
ϕ = 3.03

&,0"�?A
}u "&���TW!/�

α < 0
d��*�[��2J����;(#$� � � A ¾ ¿�Z-	 B�,��;����I!�.S-	 ")7.4���?>N8�TW!�)7�7)76�&��

x∗ = [0 0]T
A/}]���cYB05�*�(!�&��c-�&� "-�&����

�J!���2J����;(#$���7)7./8305&�)*��8I05!��� "!�&c���
x∗
�� ".4�b�� "#X-��*�RQJ���b�� "."Ln!�FB!/8����b�(�Z�*�(!�&Z#$ 4�J!��*�\������)7.J��8(&�)*�(!�&cH � A

x∗�����c�� "./�[���I�k24-	�\�¯ V2W�(&c���,056��*�BA/}]���_���(!JQ��RQJ-	 B�,05.4���c���[}?2405-�!�./ VY��� ".4�b./8(FW05��)p���3A
ð !G05./�

α = 0
dD�*�X-	 ")7.4���?>N8�TW!�)7�7)76�&��'���X�k2g-	�+�� V2W�(&[���X��8����{056�)7�p)*�,�$�(�[!�./�$�� "!�&�6	�$)7.4Y"05&�)`05.4���X���(&�#$8��

05-�-G05&,0��*� � P/FB!�&�� � A � ô � 06���RA
α0 = 0

�����b!�./�IYB05�*�(!�&_���\6�)p�¯!�&��305��)* ".]A
�4)
α
05!�FB#$�(.4���%�(�

0 < α < 1.977
d?�l> !�.:�������RQg-	 B�{05.4�������'}?2W05-�!/./ VY	du./ "��8

λL1
d] B�,�()7�7�*�'�(.4��&��������

YB05�*�(!�&���-	 B��)p��)pYW��� � �� "#X-	 "&����(#$��.4��05-	8(&�)* 4�J)*T4!/�!���(��������YB05�*�(!�&���./8(FW05��)7YW��� � �(2J�(�*�����?>N "&��J&��
K
���,056��*�����RA

}©09�� "!�&�6	�1)7.4YB05&�)`05.4���+���(&�#$8��X���1��8R�� "&�#$�1-�&� "FB&�������)7YW�(#$�(.4�3dD��05)*�,05.4�=05-�-G05&,0��*��&��$�����I B�,�()7�7�`05��)* "./� � P�h
FB!�&�� � A � ô � �!���RA
ð !G05./�

α ≥ 1.977
dB�l>N�RQJ-	 B�,05.4�M���c}?2405-�!�./ VY

λL1
&��������b-	 B��)7��)p��dE��)7FB.�)pPt05.4�MT4!/�b�*�c��2g����;(#$� � � A ¾ ¿��&��������

�,@G0" "��)*T4!/� � P/FB!�&�� � A �3í � �!���RA
}u�$�,056��*�305! � A � �� ".�./��T4!/�(�*TW!/���=YB05�*�(!�&����������RQJ-	 B�,05.4�������'}]2W05-�!�./ VY

λL1
�(�
λL2

�(.K�� "./�(��)* ".:�����
YB05�*�(!�&��_�J!�-G05&,05#$;(��&��

α
�(�c�*0+P/FB!�&�� � A � ¿$&��(-�&�8��,�(.4���I�l>N8(YW "�7!���)* ".����

λL1
�(.��¯ "./�(��)* ".����

α
A

α −0.5 0 0.5 1 1.4 1.977

λL1 −0.0806 3.14 × 10−17 −8.3345 × 10−6 4.905 × 10−6 0.0236 0.1867

λL2 −0.0806 −2.13 × 10−18 −0.3064 −0.3609 −0.2582 −0.1448
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ẑk+1

$�
 & � � A���
��71
>
� &�� 7 & �,�!� h ����� � UÃþ . Ãl� � � UÃþV¡l� �
εk+1 = (A− LC)εk

� UÃþ .'. �
W ?Â
�,��
7�� εk+1

�D7��1
IN � �,��
��5�5� ( ���5��
H
� εk þ�ÜÊ� 7���cG���!�����,�5� & �>� � ��Fl
�,cl
�1�9
 � â ( � � $���
�cG���5� L 
 & ���!� � � & ���
=��
�5�5
 &�� �,��
 [ 71
H�E�<�:���,�,���9
 (A− LC)
&!� �5� ü 7�� F �5�,â ¸²þº �5������
��
���%$1�E�<��
9� � � & �,�,71��,� � �C��
=�4? ( �!��� x̂k

 & �I� � ��� ( 
D����� x̂ = T−1(ẑ)
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xk+1 = Aixk + Ei
�w�
xk ∈ Ri, i = 1, . . . , N

� U%��¨%¿l�
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K �i���#���¦�#}a���#���,h��y� g ����}���� � �����y���I��� ���[�y�	�����%�d�	�w�=}§� �N����� �©�����#�[��� }§���y���#� � �����������w�a�[�¯��� � �������	�w�}§�¦�w�#��¢[�����y� �
xk+1 =

{
2xk

�w�
xk < 0.5

2(1 − xk)
�w�
xk ≥ 0.5

� U%��¨ ¾ �
W�[�y��[�����}§��� � �������������	���#� A �I���8�����#���[�w� �

xk
�	�y�¥���[}5h����[�¦�§��}a�����	��}§���y��¢��a����� � �	�[���w�a� � �y���=�y�[�#�8�#������y�����#}a���#��� � ���#�w�y�����	�	�����I�[�[�w��[����	�^�y��}�}a�	�>[£�I��}§�*� � ���#�w�y�����	��}a� c �a�w�w��[�������}§�*� � ���#�w�y�����	�©�#��ü � ���[��}§��� � �����w�y�����	�����ÂÛ ß �	���%������ � � N �I°��I���#���w�y�©¨±���

±^������}§���w�#���y���²�I�����y�[�����¥�#�*�w���¦�#}�� i �����w�a�[��:�[�c�y�������y������}��*���[���
� E = 0
�sW���,h��y� g ��� � U%��¨±¢'�����0³¢�������� ��}a�[�y� �

{
xk+1 = A(xk)xk

yk = Cxk

� U%�L´'Ãl�

K �����#�y�[�#�w� � � � �	�y�������w�a��}f}a�µ��� �#�.�,h%�w� g ���¯���I�[�[�w��[������	�y��[£�I��}a�¯¢��	���y���#�¶��� � �����i�	�w�*���[�w� � ��� � ¢£��³}����)���������#�c�����������#}a�)�	�[�¦�I�[������������¢[���w�§�������#�©}G�p�	�w�I�[�	�)�#�©�#�I�[�y���P}G�L���w�w���[���y���#�¦���I�[�[�w��[£���
Ω
�6o:�

�y���I����� �	�[�¦�#�y�^�#�^�	���w�y�^�#�y�[�#�w� � � � ���[�i�����	���w�����#�i���I��� c �����������#��¢[���w�§���#}a���I� i �i�#��� �	� ���w���y�^}§���©�R³�w�w�a�	����� � ����� A ��[��#�P� � �������d�#� N � d �[�i���[�i}���� � �����y���#� xk
���y�[���8}§� N �[�w������� �#�������#�w���^�©���w�w�a�	�������[� � �

A ��[��#�P� � �����I�i�#� N � d �[�i}���� � �����y����� �#�i¢£�	��������� ρk
[£�#�P�	�w� N �[�����w�a�[���#� xk

��WP�	� �,h��y� g ���	�=���I�[�[�w��[£���	��[�%�����w������� }§� N �[�w��� � U%�L´'Ãl�¥�����#¢���������}a�[�y� �y��� �	� ���w���y���y�[���8�#��� N �[�w�����	�[��¢����#���WP�)�#�y�[�����w���w�a�[���w���f¢������y��ÀÂád��}�} � �w�a�[�%��������}G����´'Ã'Ã'�jÄ � ���[���	��}a�	���	�[���%���w�a�[�����#��� �	� ���w���w�#�y�¦�%�µ�,h��y� g ���� U%�L´'Ãl�¥���[��� N �[�w���^���[}5h����[�#��[£�����	�[��¢����#���
·DÒ�ÍI¸#ÍI¹jÉEË±ÉPÍ"ÈªºIn8°¤�[���y�a� � �y�[��� � U%�L´'Ãl����¢��	� xk

� ¢��[}��I�����¥�������¤�#�����w�w���[���y���#�8���I�[�[�w��[£��� Ω
�;��� ��}����%�a�w�y�

�#��� N �[�����w�a�[� Ψ : R
n → R

L � �3i �#�a�^�I��� ρk = Ψ(xk)
���8�y��}�}a�D[���� �

� �Ì� A ¢ � �w� i ����� A(ρk) = A(Ψ(xk)) = A(xk)
�y�[���=�#����}§�[�y�y�O¸

C1 �I���=�����#���[�w� � ρk
�

� ���Ì�
ρk

�y�	�w�y�^���[�w� � }a�[�y��[���� xk
�	�w�=���[�w� � �

��}a�[�y����}N���%�a�w�y���#�¯�����w�a���
N
�I�#�d¢£�	���y���#�

ξk ∈ S(Dρ)
�����#�	���©���w�w�a�	�	�

A(i) �y��}a�Y[���� � U%�L´'Ãl�8�����#� � �w�y�� �	� ���w��� ���[���8}§� N �[�w���^���[}5h��y�[�#��[���� �
{
xk+1 = A(ρk)xk

yk = Cxk

� U%�L´%¨±�

��¢£�	� �
A(ρk) =

N∑

i=1

ξ
(i)
k (ρk)A

(i) � U%�L´�´l�

ρk ∈ R
L �	�w�¤}a� ¢£�	���y���#�8�#�	���I������� g �w�y�	�8¢[���w�§�����y�3�T[£�#���	�w� N �[�����w�a�[�¶�#��}G� � ����� xk

��� [£�#���	�w�¤���	�w�#�����#}a�
� �w����¢£���y�:}§�^�y�[�w�w�a���

ρk
� ������� N �[�����w�a�[�©�#� xk

�[}a�¥¢£�	���y���#�
ξk
���#�I���w�w�a����� � }G�p�����y�����#}a� �	�[��¢£���%�=�	�[�¦�I�[���

S(Dρ) = {µk ∈ R
N , µk = [µ

(1)
k . . . µ

(N)
k ]T , µ

(i)
k ≥ 0 ∀i,

N∑

i=1

µ
(i)
k = 1} �

Dρ
�	�w���#�����[}5h��y�[���©�	�[��¢£���#�����1[�����}����#�I���w�y�������

ρk
����}G�p�����y�����#}a�)�	�[��¢����#���	�[�¦�I�[���

S
� � �������»�#��	�)���[}5h��y�[�����*W�	���©���w�w�a�	�	�

A(i) � �3i �#�a�y�y�������#�C���[}5h��y�[�����	�[��¢£���#� DA

�#�[����}a�	���y�[�¦�����y�¦�y�[����}a�	�
�©���w�w�a�	�	� �	�[���y�������y�	�

A(1), . . . , A(N) �W���,h%�w� g ��� � U%�L´%¨±�¥�	�y�8�#�d�,h��y� g ���HW6Ü:¼��
EGFIH0JLKNMPO�ORQTS3QUM!VRWUXZY[ORJL\GJLH0O�r�½
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¾ u�\3��/�\µ¨G�8±�� �#���¦�I���w����w�#�#�����y�[���>[£�� ��}!�����a�y�y���#��� N �[�����w�a�[� Ψ
�y��}�}a��[���� A �������w�a� N ���a������� A(ρk) =

A(Ψ(xk)) = A(xk)
���y�[��� �#�^��}§�[���y�

C1 �I���=�����#���[�w� � ρk
� �	�[���%���w�a�[� � �Ì�,���1Ü:�#�a��[���� A � � �������¶}���� � ���f³�y�����������#�

ρk
�������w���^�©���w�w�a�	��������� ��� � ���w���y� �

A(ρk) = A0 +
L∑

j=1

ρ
(j)
k AIj

� U%�L´'Ul�

A0
���y�^�����¦�©���w�w�a�	�:[��#�¬���%�#�w������}§���I���w�w�a�©�	�[���w�������y�©�#� A �aWP�����©���w�w�a�	�	� AIj

�y�[�����	�[���y�������y�	�����
�[���¤�y�[����}a���#�y� � } � �������y�¤���#}a�¤����� N �	���%�~[£���?� � �������#�����¥}���� � �����y���������8�#� ρk

��o:}�}a�	�������#¢£�����¥�y�=�����w�y�y�
���[���8}§� N �[�w��� �

AIj =

c

l






0 . . . 0���
1

���
0 . . . 0






� U%�L´����

R }§���	�[}a�[�#���
c
�#}�� c ��� l ���	�[�w�y�	�w���[���i}§�������y���w�a�[�d�#��}§�¦�	�[�¦�����������y� ρ(j)

k

�
±��L���#�w�y���I���w���I�	�[�¦����}a���,h%�w� g ��� � U%��¨±¢'�=�	�w�����I�[�[�w��[£�����I}G� � �����������y���w��� xk

� ¢��[}������������ �#�������������#}a��	�[�¦�I�[���
Ω
�@WN���	�[���%���w�a�[� � ���Ì� c ���������w���>[���� ρk

�	�w�^���[�w� � [£�I����� xk
}G�p�	�w���@Ü:�����	�[��� � [���������� ρk

���%³
�I���w�w�a����� �c ��}a��������� � �#�������������#}a���	�[�¦�I�[��� Ωρ

��}G� ���©� c ���#� Ω
�I���

Ψ
�I�����#�[������}N���%�a�w�y�����¦�y�[� ú �[�#�y��#�*���[}5h��y�[���¡�	�[��¢£���%� Dρ

�y��}	[£���
Ωρ ⊂ Dρ

��ÛZ}������a�w���¡��}a�[�y�¤�y�[� ú �[�#�y�¤�#�������w�a��� N <∞ �����#�*¢£�	���y���#�
ξk ∈ S(Dρ)

�y��}a��[£��� �

ρk =

N∑

i=1

ξ
(i)
k ρoi

� U%�L´'�l�

S(Dρ)
�	�w�8}G�p�����������#}a���	�[��¢£���#�^�	�[�¦�I�[���Y[��#�� � �������i�#�¶���[}5h��y�[��� Dρ

�
WN���y��}§���w�a�[� � U%�L´'�l�¥�y���#� � �y�����y��}§� N �[�w���^���¦�#}��a�����y���#��}§�¦� � �������������	���#� ξk � ρk

�

WN���y��}§���w�a�[� � U%�L´'�l�8��� � ���w�������	�[�¦�����������y���I��� �	�[�¦�����������y��� ρ(j)
k =

N∑

i=1

ξ
(i)
k ρ(j)

oi

��� � U%�L´'Ul�¥�#��¢��a����� �

A(ρk) = A0 +
L∑

j=1

( N∑

i=1

(
ξ
(i)
k ρ(j)

oi
AIj
)) � U%�L´'¡l�

°¤�[�¦��� N∑

i=1

ξ
(i)
k = 1

�#�[�i�����#� � ���w���y� �

A0 =
N∑

i=1

ξ
(i)
k A0

� U%�L´l¢'�

Ü¬�#�a��[£���
ξ
(i)
k

����� � �������S[����^�#� i � ���=���[�d�#� j � �

A(ρk) =
N∑

i=1

ξ
(i)
k

(

A0 +
L∑

j=1

ρ(j)
oi
AIj

)

︸ ︷︷ ︸

A(i)

� U%�L´'¿l�

�l¢
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º²���I��}a�������������i���������w� i ����� � U%�L´'¿l�¥��� � U%�L´�´l���#}a�	�=�©���w�w�a�	�	� A(i) �[���=���[�#� �����#�������w�a�[� �

A(i) = A0 +
L∑

j=1

ρ(j)
oi
AIj

� U%�L´ ¾ �

W¬� � [��I���w�a�[� � U%�L´�´l�8�w� c �#� i �D[£�I� A ���#�I���w�w�a����� � �#�i���[}5h��y�[�����	�[��¢£���#� DA

�1WP�¦�w�w�w�����w�#�y���#�����^���[}5h�³
�y�[����� � �����������¦�#}��a�����y�����	���^�#��}§�©�w�w�w�����w�#�y���#��}G�L���w�w���[���y���#�^���I�[�[�w��[���� Ω

�mo:����������� DA

� � �������¯�#�
Dρ

� i1c �#�y�BU%�L´l���%}a�^���[}5h��y�[��� � }G� ����� � �w�a�������%�1[£����} � ¢��[}����^}a��¢£�	���y���#� ρk
�
ρk

� �������=}��#�f³G� � ��� N �[�����w�a�[��%�i¢��	���y���#� ��� � ����� xk
���#�?���w�y���I����� � }G�p���y�w���[���y���#�����I�[�[�w��[������

¿�ÀÂÁyÃ

¿ À§ÄZÃ

Å©Æ
¿#Ç

È Æ

É ÀÂÊyÃ

É ÀfÁyÃ

É ÀËÄZÃ

É ÀÂÌ�Ã

Å©Í

É ÀÂÎyÃ
É ÀfÏyÃ

¸ ¹Ìº »mU%�L´B�~o¬���y�����#}a���	�[�¦�I�[���
Ωρ
�%���[}5h��y�[��� Dρ

���8���[}5h��y�[��� DA

WP�µ�y�	�	�[���w�w�w�����w�a�[�s��� � �����©���[�#�©}a�	�©��h��w� g ���	�©���I�[�[�w��[����	�©� �	� ���w���y�)���[����}§� N �[�w��� � U%�L´%¨±�~³ � U%�L´�´l�©�	�w�� � ������}�} � �����f³~�#�	�y�y�[�����

v*ÿwvfÿÌþ ÐÔ�R?L8x=� �\{B��?&���;8x=z� |�}n�\�<�
J �«�w�#�#�������S[����¶}§�åÜ¬�y�[�����w���w�a�[�;¨i�	�y��¢ � �w� iI� �������p���y�Ñ³ � ³~�%���y�C[£���¶}a�d�,h%�w� g ���i���I�[�[�w��[���� � U%�L´'Ãl��[�%�������#�����#�	�y���w���#�w�a�[�¯���[}5h��y�[�#��[���� � U%�L´%¨±�~³ � U%�L´�´l���	W��¢��	���y���#�

ρk
�	�w���%�a�w���[�#���#}a� � ���I�0[£���������w���������

��������}��	�w�����	�w�#�����#}a� � �w����¢£���y��}§�i�y�[�w�w�a���6WN�¶�y�	�	�[���w�w�w�����w�a�[�C�%�c¢��	���y���#����� � ����� xk
�����#����}a�[�y� � �w�y��[�y�w�#� � �^�I���=}G�p�[���y���w¢[���y���#���w�#��¢������ �

{
x̂k+1 = A(ρk)x̂k + L(ρk)(yk − ŷk)
ŷk = Cx̂k

� U%�VU'Ãl�

�
� L �	�w�¡�#� c ������� � ���������������%�µ¢��	���y���#���#���I������� g �w�y�	� ρk
�#�[����¢[���w�§��������������}a���y���¦�����	W¬�p���w�y���#�

�#�^�y�	�	�[���w�w�w�����w�a�[����� � ����� εk , xk − x̂k
�#�	�y�=�[�#�y�����������i�y�[���y�w���%h£����� � U%�VU'Ãl� � � U%�L´%¨±� �

εk+1 = (A(ρk) − L(ρk)C)εk
� U%�VU%¨±�

WP�i�;h��I���¦��[������#��}�p���w�y���#���#�¦�y�	�	�[���w�w�w�����w�a�[� � U%�VU%¨±�^�	�w��}���� � �����y�©��� εk ���©���a� � �y���¦����¢[���w�§�����������}a�	�¡�©���w�w�a�	�	� A ��� L � � �������#�������%�¯�I������� g �w�y� ρk
� � U%�VU%¨±���	�w�¡�#����h��w� g ���bWaÜ:¼Ò�#�[�����[�µ�������y����� �

c ���������w��� }§���	�[��¢£��� c �����	� c }a�[�I��}a� � â�� �y�#� K �i�����[�f� ú ���%�a���a���%�¶�%� c ����� L �	�y�8}a�^�w�#��¢������ �

L(ρk) =

N∑

i=1

ξ
(i)
k Li

� U%�VU�´l�

�'¿
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� U%�VU�´l�©�w� c �#� i ��[���� L ���#�I���w�w�a����� � �#�«���[}5h��y�[��� DL

�#�[���)}a�	�)�©���w�w�a�	�	�����[�¦�����y���[�y�y����� � �	�*���[���
L1, . . . , LN

�?°¡�p�	�w�8���[�#��[����[�}G�p�[�������w¢[���y���#� � U%�VU'Ãl�¥�	�w�����#����} � ���[}5h��y�[�#��[£������W�^¢£�	���y���#� ξk �#�[��� �	�[Ó�%³���a�#������¢£�	�©�	��}��#��[£�#�!�����y���w¢��a������������� � U%�L´�´l���N�	�:[��#���	�w���y�[� ú �[�#�y�������y�w���#}a� � � N �Ê���	���w�a�[�½U%�V�l�^����� ξk� � �������¶�#� ρk
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ξk ∈ S(Dρ)
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ξk ∈ S(Dρ)
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V (εk+1) − V (εk) < 0 ∀ξk ∈ S(Dρ)
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D∗

ρ
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o¬�d�����������	�[���w�a� � �y�[��� �#�¶���[}5h��y�[��� Dρ

���w�#���w�������y�>[��#��	�[���w�a����� }G�p�����y�����#}a�
Ωρ

� i1c �#�y�BU%�VUl���±�� �#�����I���w���P�	�[���w�a� � �y�[�����#�	�����[�����y� ρ∗k ∈ Dρ
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Dρ
′
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′
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¢ � �w� i � Ωρ ⊆ Dρ′ ⊂ Dρ
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ρ∗k ∈ Dρ

′
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�y��}@[����

Ωρ ⊆ Dρ′ ⊂ Dρ
����}����¡�����#�8�����a�y�y���¥�#�����[�����y�
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� ¢£�����w����}�}a�����%�y�����w�a�[�d���d�%�������I�w�a�[�d�y�#� � �w�a���#�y� � �#���%���
±^�����¶�y�[�#�y�µ}§�C�w�#���y���¥���[���d�	�[���w�a� � �y�[���i�#�Õ�����������#}a� i �#���#�����[�����y� Λ = {ρ0, . . . , ρK} �=���#����} �
�c ��}a����������}��a�y�y����W�	� ���[�����y� ρi
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i = 0, . . . ,K

�I�y�[��� ����� c�� ��������� Λ
�����I� }����#�¡�[�y�%�y�����L���#�I���w���w�a�[�µ���

�	�[�#�y� �%�¶�y���¦���3�1o:�d�%���������w�a�[���#���%�����[���
ρi = [ρ

(1)
i ρ

(2)
i ]T
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Λ
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(ρ0ρi)

���P�	�U�%�f� � �y�����y�U���[�����y�:�y�[���:��}a�[�y�:��}§�[�y� � �U�������

¡'Ã



,T�V¼m�cb�\,} r \3u,} r \�20�<x�z0` |']4z�x1\B}!z0w�/0\��G\bv t w t v�^0`

}G�p�[�y�%�y�=���y�[�a�y�������¬�#�	�U¢���}a���#�y�:�#�8�	���¬��� c }a�8���¬�[�����[�y����� Λt
}§��}��a�w�y�8�#�	�U���[�����y�!�������w�%�w�w� � �3�0Ü²�[�#�!�	��}§�%����}�G���#� i �%���!�#�)�y�����¤���w�#���w�������y���£�I���¤���%���¦�#}a���£}a� �y�����¬�y�w� c �[���[� � �w�w��[£�����#°¥���y�y� � ���������#�=�w�w�?�	�w�!��}f}����y�w� � ��y�#�8}§� i1c �#�y���%� � � �l���1Ü²�[��� �	��� ���%���¦�#}a����}§��}��a�w�y���#�	�8���[�����y���������y���w�w� � � �	�w� Λt = {ρ0ρ1ρ5ρ2ρ4ρ3}

�

����� �

�"!
��#

�"$

�"%

� �

��&

� � & �
')('*

æaç�è,+ KGJ � Q.-0/�H�JLO	\�- ø H0O�-X ø21 \GJ43�-

5�6�7 8

5 6:9;8

5"<

5"=

5 9

5 75�>
?A@

?CB

5"D

æ�ð[è,E�ç K øGF Q � QIHNK çJF�çJK

¸ ¹Pº »L�%� �b�no:�������	� �#�^}G�L��} c �[�w���w�#�����#�f¹������I���
�P�^�w�w�P�#�	�=���[�����y� ���^� � �	�	�y�w���y�^�I�[�=}a������}a���#}N���%�#}��a�����y���#�	� ��� c }��	� αi
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�#�y���%�#����¢��	���y�[�w�a��}?�#�	�¬¢��	���y���#�y�

~ρ0ρi
���

~ρ0ρj
���y�	�w���	���w��¢����������¤�#�=�	���[�y�#�[�#� � �	� (ρ

(1)
i −ρ(1)

0 ; ρ
(2)
i −ρ(2)

0 )���
(ρ

(1)
j − ρ

(1)
0 ; ρ

(2)
j − ρ

(2)
0 ) �

αi < αj ⇔ Q = (ρ
(2)
i − ρ

(2)
0 )(ρ

(1)
j − ρ

(1)
0 ) − (ρ

(2)
j − ρ

(2)
0 )(ρ

(1)
i − ρ

(1)
0 ) < 0

� �%�M�'¡l�
o¬�d�����������w�

αi < αj
�#�	��}§�¦�w� c �#� i �ON�����}a�^���[�����

ρj
�	�w� � c �����������%�¶¢£�	���y���#� ~ρ0ρi
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�!�L��¢[������� c ����� �#�y�f}��a�����¥�	���w�y�¡�y��}§���w�a�[�¶�	�w�PN���� }§���	�[�¦�I�������a�y�[�i�#�	�¥��� c }a�	�¥��� � � �	�	���w���y�QN£���¡�#�	�¥�[� � �0�R³�w�a�[��� �w���¦�#}a�	� � �[�#�%���w�a�[���������#}��w���#}��a�����w�a�[�I�����
�N���#���%�%� g ��� � ���������	�w�¡���#����} � � Þ á����y�������#��¹¡�����I��� à �mo:}�}a���	�[���w�a�w�y� � �y�	�w�y�����w�P}G�L��� c }a�������w�y���#���%��G�[�	�	���	�[��� � ���#�w��¢��	� � �5�[�w� � �	�¦�I�����w�y�[�a�����[�����y�¦�	�[��� � ���#�w������w�w� � � ρi

�
ρj

���
ρl
���	�w������� � �w�a���#� � π �f���}G�L��� c }a�������w�y� ρi

�
ρj

���
ρl
�N���[� � βj

�²�	�w������� � �w�a���#� � π �N}a�)���[����� ρj
�	�w���#�C�y�[�¦�����¦�#�)}�p����¢£��}a�[�#���

�	�[��¢£���#����o:���y��¢������������?�y�
βj > π

��}a�����[�����
ρj
��p�	�w���I�[� �#�¯�y�[�¦�����¡�#��}G�p����¢£��}a�[�#�����	�[��¢£���%���?±^�����

�	�����[���I��}²�	�w���y���w��� � �#��}§��}��a�w�y���#�	�����[�����y���w�w� � � Λt
���¡�[���y�	�	�[�¦�������	��}a���y�	�w����¢£����}§�����[�#¢£��}�}a��}��a�y�y�

Λt−{ρj}
� ú ��� N��� � ��¢£�[���¬�I�������[���w�)�y�[���!}a�	�¬���[�����y���SR«}§� i �)�%�©�y�	�w����}§�^}��a�w�y� Λt

�	�[���w�a�������#�#��N������������
}a�	� �y�[�¦�����y� �#�^}G�p����¢£��}a�[�#�����	�[��¢����#���?°¤�[�¦�����#� � � � �#���¦���������?�	���w�y���	�[�¦�I�������a�y�[�d���^� � �	�	�y�w���y���I�[�}a������}a���#}!��������� c }a�	�����©���a���	�w�^�I�[� � �¦�y�#�^}a�¦����}a���#}��%���#�y���%�#����¢£�	���y�[�w�a��}!������¢£�	���y���#�y� ~ρiρj

���
~ρiρl
�

�y�	�y���	���w��¢������������#���	���[�y�#�[�#� � �	� (ρ
(1)
j − ρ

(1)
i ; ρ

(2)
j − ρ

(2)
i )

���
(ρ

(1)
l − ρ

(1)
i ; ρ

(2)
l − ρ

(2)
i ) �

βj ≤ π ⇔ (ρ
(1)
j − ρ

(1)
i )(ρ

(2)
l − ρ

(2)
i ) − (ρ

(1)
l − ρ

(1)
i )(ρ

(2)
j − ρ

(2)
i ) ≤ 0

� �%�M�l¢'�
�N� i1c �#�y�T�%� � � �m����}�}����w�w�y�*�#��� � ���������#�)}§�i�©���y�������#� ¹������I���i�ÊÜ:�������#���¦�#}a���²�y�#���	���w�y� i1c �#�y���N}a����[�����

ρ1
���#�I���w�w�a����� � }G�p����¢���}a�[�#���¡�	�[��¢����#� �����

β1 < π
����}a�[�y�UN����

ρ5
��L���#�I���w�w�a�����¤�I�[� � }�p����¢£��}a�[�#���

�	�[��¢£���#�©�����
β2 > π

����� �w�#�#���w�����
ρ5

�#�©}§�i}��a�w�y�
Λt

�����[�»�����	�[�¦�������	�*}a�©�y�	�w����¢£�	��}§�i���[�#¢£��}�}a�
}��a�y�y�

Λt = {ρ0ρ1ρ2ρ4ρ3}
� ú ��� N£�� � �	�VN£�I�¦�y�[����}a�	�����[�����y���#�

Λt
�y�[�a�������I���y�	�[�#�w��������N������y�[����}a�	�

��� c }a�	���y�	�w� � ���y�[�a����������� � �w�a���#�y� � π �±^�������	�������%���¦�#}a���}a�	���y�[�¦�����y���#�¦}G�p����¢£��}a�[�#���©�	�[��¢£���%�����[���i �I��}a��������� {ρ0ρ1ρ2ρ4ρ3}
���8}a�^���[}5h��y�[�����	�[��¢����#���¦���#���©��}N�	�w�=�y���#� � �y����� � �y�#�8}§� i1c �#���W�%�V�%�

X�����¢�������� c ���#���	���w�y�����#�#�y���������	�w�YN�����}§�¦�	�[�¦�#}a���%��� � �#��}G�L��} c �[�w���w�#�����	�w� σ(K log K)
¸��
K � �������
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}a�¡���[���#�y�^���¡���[�����y�8���
Λ
�%�	�jN£�#���	�w�=�[�y��� â �G�����#}a�����!� �����	�[��¢ � �#�a�������#���	���w�y�����#�#�y���������	�w�kN£��p��}�}a�����

�����#�=�I�[� � �y�y� c�� � � �0��}f�a� � � � �#�	�=�%���������y���[�I� �w�#� � �w�a���#�y�	� � ´%�

v*ÿ��+ÿÌþ l)m�����?npoß��:�:rq
Ü:}����y�a���#�y� ¢£���y�w�a�[�����#��}G�L��}ts��[�w���w�#��� Þ � �#�a� ß ü��#}�} à �[��� � � � �#�y�[����� � �	�¡�������BÀÂo¬�#�;h£�P¨ ¾ ¢'¢±ÄU���BÀÂÜ:�y��³�I���������������~���I����������¨ ¾ ¿'�jÄ~��°¤���!��}ts��[�w���w�#��� �	�w�:�I�[� � �y�#�U�#��� ���#�#�y�������=�#�¦�Ýh���� Þ �#�f¢��a�y���:���[�#�¬�¦�a���%�� � s������ à �so:�c���������}a�¦�#�y�f�I�������*���y�WN����¦}a�	�����[�����y���w���w� � � � }G� ����� � �w�a���#����� �#�»�w�w�§���"s�}a���N�#�[����}a�	���y�[��³�����y�=�y�[���=�#�	�8���[�f���y�=�#��}G�p�����y�����#}a�

Λ
����L���#�I���w�w�a���#���	��� �I�[� � }G�p����¢£��}a�[�#�����	�[��¢£���%�^���8���^�y�[���8�#}����

�	�[���w�a� � � � �=���[�#� }§���y�	�������y�������#�	�=���[�����y� �����w� � ���	�3����*�	�[�¦�������	�¡�I���¤�����[�a�w���¥�#���%�����[�������¤�#� � � � � �y�����	��� ρ0
���
ρ1
���#�[���¤�[�*�	�y����u#�PN��� ��}a�¤�����I���w�w�a���#�������

� }G�p����¢£��}a�[�#���¥�	�[��¢£���%� � i s��#�y�k�%�V¡l������������#�:�����[�a�w�������I���U���#���¦�#}a����}a�	�²���[�����y��N£�#�%�[���U�y�	�w���	���w��¢����������
}G�L�����y���a�y�y�¦�©�R�����©��}a������}G�L�����y���a�y�y���¦���#���©��}a���v�P�¶�%�y�[���y�¦�I�[�y�0�����^�I�����	�	���#���%�����[�����y���#��� � � � �y�����	���
(ρ0ρ1)

��%��¢��a�y�¦}G�p�����y�����#}a�
Λ
���»�#���%���y�[���Ñ³~�����������#}a���3�±^���������I�CN����©�y�[���Ñ³~�����y�����#}a���P�[�c�������y������}a�

���[�����QN��#�P�����y� g �#��}§�¦�#}����ws��������#���%�a�y�������	��������}��a�%�a���#��� � }§���%�y�[���y�
(ρ0ρ1)

��°¤�	���#���%�i���[�����y�3�I���[� � �
ρi
���
ρj
���y�[���^�[�y�y�#� � �¡���L���#�I���w�y���#��� � }G�p����¢���}a�[�#���¦�	�[��¢����#������	�����[�����y���y���w� � �¡�y�w�w�a���y��������� � }G� ����� � ³�w�a���#�¡�#�	���w�w�§���"s�}a�	�

ρ0ρ1ρi
���
ρ0ρ1ρj

��L���#�I���w�w�a���#�������¡�I�[� � }G�p����¢���}a�[�#�����	�[��¢����#���mÜU���¡�	�[��� � N£����������	�	� ���[�����y���y�[��� �y�#�#�#�w��� � ���#��}§�¦}��a�w�y� Λ
�����d�y�	�	�[�¦�������	��}§�¦�#�y��� � �%�#�y����¢��	���#�	� ���[�#¢£��}�}a�	���%�y�[���y�	��#��� � � � �y�����	���I�[�y�������¡�I���^�#���%�����[�����y�������[�a�y�a�^���w�#���w�������y�����������#�[�����[��¢��a�������#���#�y�[�#¢����jN��� ��}a�^���%³

�I���w�w�a���#������� � }G�p����¢£��}a�[�#���©�	�[��¢����#���x����� � � g �y���	���w�y�¦�#���£� � �%�#��� ú ���yN£�� � �	�zN£���¦�y�[�#�y�	��}a�	���%�y�[���y�	�
�����y�w���#}a�	�=�I�[�y�������=�I��� �#���%�����[�����y� �#�

Λ
�y�[�a�����=�I���y�	�[�#�w���	�3�

�P� i s��#�y�{�%�V¡¡��}�}����w�w�y�8�	���w�y�8� � �©���y��������P���%�y�[���y� (ρ0ρ1)
�%��¢��a�y�¤}G�p�����y�����#}a�8�#�¥���[�����y�¬���¦�#���%��� � s��a�[�������	� ���[�������

ρ2
���
ρ3
�[�������y�	�w���	���w��¢£���������������������I�CN£�I��� � s��a�[��I}§���#}����Ys��������#���%�a�w�������	��������}��a�%�a���#���

� }a�)�%�y�[���y�
(ρ0ρ1)

�"Û~}a�����#�I���w�w�a���#���������#�[��� � }G�p����¢£��}a�[�#�����	�[��¢����#����������[�����
ρ5
���w���w� � � }G� ����� � �w�a���#��%���w�w�§���"s�}a�

ρ0ρ1ρ2
�I��L���#�I���w�w�a�������I�[� � }G�p����¢���}a�[�#�����	�[��¢����#���mÛ~}N�	�y���#�[�����w�#���#�w��� � �#��}§��}��a�w�y�������

�y�	�	�[�¦�������	�¡}§���#�y��� � �%�#�y�^��¢��	� �#��� ���[�#¢£��}�}a�¡�%�y�[���y���#� � � � � �y�����	�����I���¤���#���¦�#}a� (ρ0ρ2)
�Bº²���I��}a�����������

}a�	�8���[�����y� ���%�w� � ���	� �y�[��� {ρ0ρ1ρ2ρ3ρ4}
�

°¤�[�¦����}§�:á����y�������#��¹������I���i���	���^��}ts��[�w���w�#���¦�©�#�����	�[�¦�#}a���%��� � �#� σ(K log K)
�L�!�L��¢[��������s����#�

�	������}ts��[�w���w�#�����	�w�{N��� ��}�����#� � �w�y� � �y�����%� � �#�	�=�%���������w�a�[�����w�#� � �w�a���#�y�	� � ´%�o:�»�%���������w�a�[�|�%���	������}ts��[�w���w�#���)� � � �¦� �w���#� � �I���:À4R }�}��a�y�[�c����� � �Cs£�%�¬¨ ¾'¾ ¢±Ä~�0�P�¦�#�w�������������	�y�ON£���
}a�	�¦���[�����y�©�w���w� � � � }G� ����� � �w�a���#�)��� �#�Ö� � �w�0� g �#�y���¬�#�[����}a�	���y�[�¦�����y�©�y�[�����#�	� � } � �������y�©�#� Λ

�U��L���%³
�I���w�w�a���#�������¦�I�[� � }G�p����¢£��}a�[�#�����	�[��¢£���#�)�������*���[�����#}������	�[���y�a� � � � ����������}§�d�y�	�������y�����¶�#�	�����[������������y� � �����3�:°¤�[�¦���*�#� � � � �����¦���	�����U���[�#���	�[�¦�������	���¦}§�d�%��¢��a�w�a�[��²�[�C�����[�a�w�����w�y�[�a�����[�����y���#�©� � � � ³�y�����	�

ρ0
�
ρ1

���
ρ2
���#�[�����[���	�w�^� u#�jN��� ��}a�����#�I���w�w�a���#������� � }G�p����¢£��}a�[�#�����	�[��¢����#���P°¤�	�^�w�y�[�a�����[�������
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��[�w�������U�#�����G�[�	���w�w�§���"s��#}§�����y�kN£�#�%�%��¢��a�y��}G�p�	�w�I�[�	��������������y�����¤}a�¤���[�����
ρi

N��#�������y� �	�#��}§� �#}�����s������I�#�
�%�a�y�������	�=������}��a�%�a���#��� � }§�Q��[�	�8���#���w�§��}a���S��	�¬���[�����y���w���w� � � � }G� ����� � �w�a���#�¤�%��� � �w���C�	�%�y� ρ0ρ1ρ2ρi

���=���[���
�I�[�8�#�	�¥���[�����y�=���%�w� � ���	���;ÛZ}a�¥�y�[���8�y�#�#�#�w��� � �8�#��}a��}��a�w�y�����¥}§���#�y��� � �%�#�y���	�w�¥� � ��� � � � � ú ��� N£�P� � �	��N����
�y�[���=}a�	�8���[�����y� ���[�a�����8�I�������[���w�����
o¬�d�%���������w�a�[���%�%}§�¦���[�¦��}����%��� � �#�^}G�L��}ts��[�w���w�#�����	�w� σ(K2)

�

vfÿ��#ÿwv � ?BA��=x����:D:�8x=�=C�����ß��:�}7�<�
8>�;{��

X ���i���#�w�y�i���#�#�y�������¶���[�#�¦�w���[�#¢����¦}a�	�¦���[�����y�������w� � ���	����� �#�ª�����y�����#}a�¶�#�����[�����y�
Λ
�:���#����} � �

� ���I�����w��}�}a�[�#�?��s�����} � ���y�[���y� �EÞ �������#�[� �����¦��}f���"s à �����i���"s�}§���a�����#�	�w�8�%��� � Àq°��I���w�y��� ú �	�������i°��?���w�y��� ú �	���¨ ¾'¾ ÃjÄ~��P���#�w�������������#�^�	���w�y�����#�#�y���������	�[���w�a�w�y� � �#�y� ú ���y���=}a�	�8���[�����y� �#��}G�p�����y�����#}a� Λ
�w�#�8�#�����%�y�[���y�������[�f³

�y�a�����w�#���w�������y�����������L��	�=���[�����y� �#��}§�¦�%�y�[���y���%h������8�y�	�w���	���w��¢£��������� }G�L�����y���a�y�y�^�¦���#���©��}a�����8}G�L�����y���a�y���
�©�R�%���©��}a�©���#�I���w�w�a���#������� � }G�p����¢£��}a�[�#�����	�[��¢����#���P°¤���w�y���#�y��� � �%�#�y���	�y��� � ��� � � � �©��¢��	�¦�#�	�����[�#¢£��}�}a�	��%�y�[���y�	�������[�a�w�a�	�����w���f�y�������y����������� ú ��� N��� � �����#}������w�y�[�#¢£�����#�����[�#¢£�����%�����[�����y�����%�w� � ���	���x�¬� �����	�[�%³
¢ � �#�a�����������	���w�y�����#�#�y���������	�w�wN£�����#�	� �#�y� ú �	���w�a�[���¡�w�#���#�	���%�y�[���y�	�¡�%�f� � �y�����y�	�������#¢£�������	�[���%�#���y� ��w�y�[�#¢£���=}§��� � ���^�I�����y���#�^���[�����y�=���%�w� � ���	���1Ü²�[�#� �w�#�#���w���������	���w�y�^�����w�y�����p� e ���[����� � ��}G� � ���I�����w��}�}a�[�%³�I��s��d��} � ���y�[���y�i�	�w�¦�y�	�w�w�y�������©��� � }����¦���I������}a�	�¦�#�y� ú �	���w�a�[���VN£�#�8���¶�	�[���%�#�a�y�������I�[� � �#�������[�#¢£��}�}a�
�I�����y�i�#�����[�����y�����%�w� � ���	���!°¤���w��� � }����¦���I���w�a�[�«�	�w�¦�I�[� � �¶�w�#�¦}����#�w�����������d�w�#��¢[�������+���=�#���%�Ö�%�y�[���y�	����w�#���w�������y�	�3�LN��#�0�5�[�w���������y�	�w���	���w��¢£���������¡�#�¯���"s�}a����¢£�	��}G�L�R�%���#�	�������y���a�y�y�	�

α1
���
α2
�I�	�[���%�#�a�y����� �

}§��� � ��� �I�����y�¡�#�=���[�����y�¥�����w� � ���	������}a�[�y���y�[�#�y�¡�%�y�[���y�{��[�w�©�������#�����"s�}a�
α
��¢��	� }G�L�R�%���#�	�¤���������a�y�y�	���

α1 < α < α2
�I�	�[���%�#����� � }§�¦� � �����I�����y���#�����[�����y�¡�����w� � ���	�3��ÜU���¡�	�[��� � N����������I�y�[�#�y���%�y�[���y���%h£������#�i���"s�}a�

α
��¢��	�¡}G�L�R�%���#�	�=�����y���a�y�y�	���

α1 < α < α2
�����¡���������I�[�¥�y�	�w� � �¡�#�#�a� N£�P� ��}�}a����L���#���[�w�y���I�[�¥�#����[�#¢£��}�}a�¤�I�����y�¥�#�����[�����y�:�����w� � ���	����°¤���w�y�8���#�#�y�������8�	�w�²��}�}����w�w� � �¥�w�#�²}§� i s��#�y�k�%�£¢��[±����I�U�	���U���#���¦�#}a���

}§�)�#�y� ú �	���w�a�[���#�	�¡���[�����y���#� Λ
�y�#��}§�*�%�y�[���y�

D1
���[���w�y�����ON����

ρ2
���
ρ3

�y�[�����#�	�¡���[�����������%�w� � ���	����N���#�y� ú �	���w�a�[���w�#� D2
�����¡��� � ¢��a�#�����	��}��	��� � ���	�¡���[�����y�¡���%�w� � ���	���mÜ:���¡�	�[��� � N����������?�y�[�#�y���%�y�[���y���[�w�©�����¡�#�����"s�}a�

α1 < α < α2
�	�[���%�#�����*���#�i� � ���	�����[�����y�������w� � ���	��������L���#���)�#�[�����I�[�����	�y�[������ � �w�y���y�	�y� � ����±��L���#�w�y���I���w����}§�)�#�y� ú �	���w�a�[���w�#��}§�*�%�y�[���y� D3

���[���w�y��N����
ρ1

���
ρ4

���#�I���w�w�a���#������� �
}G�p����¢£��}a�[�#�����	�[��¢£���%���#�

Λ
�

°¤���w�y�����#�#�y�������^�����#� � �w�y� � �y�����%��� � �#�	�=�%���������w�a�[��� L > 2
��±������ �	�^���[���%}a�	�=���[�f���y�=�#�^}G�p�����y�����#}a�

Λ
�y�[���=�#�y� ú ��� � � �y�#�8�#�¶�Th������w�#}§���¯���w�#���w�������y���#���%�������I�w�a�[� L− 1

�

¡`�



qsr)[ x t]\ u ^�,��.-Y��{_^3u0/ [`\ ^3�Tu�{>wmz0w�} t w"� [0t u ^�{�1 \ ^v�xm{�2 t {}u ^ \ x�z0��uW} [ v�z320�)} [`\�t z0wå} r)[ z \�t54 �"^

���

���:�;�

�"�
�T�

��� � ����

�,����
� �

�"�

� �

� � � �

¸ ¹Pº�»L�%�£¢>�~o!���I�����w��}�}a�[�I��s£����} � ���y�[���y�

v*ÿ��+ÿ�� �Ôyy�{�89?BAC�Èy��{ y�{�8���{B��| |~�<���;8x=@:���=}7���;{��
Å/ÆlÇfÈÊÉEË±ÉPÍ"È��nQX�� � } � ����������� �#�»�����y�����#}a� ���#�!�#�����[�����y���	�w�����#����} � x�z t w \ ^�� \ u ¡3vV^)�3� ��}:��p�	�w�^�I�[�
�	�[���#���I���a�y�[���	�[��¢£���%���#�	� ���#�w�����=���[�����y� �#��}G�p�����y�����#}a���
����#�y�[�#}��������#�¯�w�y�[�#¢£���¶}G�p����¢���}a�[�#�����	�[��¢£���%�µ��� �#�.�����������#}a�µ�#�¯���[�����y�¶�����#�i�y�¯������������� � �#�
�#�y�[�#}��������#�^�#�y�Cs������¦�©���w�a����}���� � �����y��ÀÂÜ:���y����}a����������}G���¨ ¾'¾ �jÄ~�1Ü:��� � � ���#���w�a�[��I�#�¶���[�����������w� � �����#�
Λ
��p�	�w�¤�I�[�8�	�[���#���I���a�y�[�i�	�[��¢����#�¡�#�	�=���#�w�y�	�¤���[�����y�8�#�

Λ
�����*�����#�=��}a�[�y�8�	�[���w�a� � �y���8}a���#�y�Cs������¦���}���� � �����y���w�#��¢[����� �

min zj

�y�[���8}a�	�=�	�[���w���������y�	� � K−1∑

i=0

ziρi = ρj ,

K−1∑

i=0

zi = 1, zi ≥ 0, i = 0, . . . ,K − 1

� �%�M�'¿l�

��¯�w� � �[� �������w�#��¢[�����3� � ���[��� � �������åÀÂÜU���y����}a���d���i��}G����¨ ¾'¾ �jÄ~�8�#�[�#�����#�����	�[���%���w�a�[�.� � �	�	�y�0�����y������w� e �������y�^���[�#�YN�����}a�^���[�����
ρj
���[���8�#�i���[����� ���%�w� � �����#� Λ

�
Ð>Ñ ÆGÍmÒjÓTÔ�Õ�¢�nk�P���y�[}��#�w�a�[�i�%�*�#�y�Cs������¦���^}f��� � �����y� � �%�M�'¿l���	�y�¤�����w���w��¢����w�����8�y���#}a���������8�w� ρj

�	�w�¤�#�
���[����� ���%�w� � �����#� Λ

�
���
ρj
�	�y���#�*���[�����8�0�%�w� � �����#� Λ

����}���p���y�¤�I�[�¤�	�[���#���I���a�y�[�i�	�[��¢£�0�#�¡�#�	�8���#�w�y�	�¤���[�����y�¥�#�
Λ
���

1
�	�w�

}G� �#�#��N£�I�����[}��#�w�a�[���[�#�w���©��}a���#� � �%�M�'¿l���	���G�?���¯�	�[���w�������y���
ρj
��p�	�y� �I�[� �#�d���[�����¡�����y� � �����#� Λ

����}N�	�w�
�	�[���#���I���a�y�[�c�	�[��¢£���#�¦�#�	�����#�w�y�	�����[�����y���#�

Λ
���

0
�	�w���y�[� ú �[�#�y���#�������[}��#�w�a�[�»�[�#�w���©��}a�©�#� � �%�M�'¿l���±^�������	�����[���

ρj
�	�w�!�y���w��� � �#� }G�p�����y�����#}a� Λ

����}§���#�y��� � �%�#�y�¡�	�w��� � ��� � � � � ú ��� N��� � ��¢£�[�����I���y�	�[�#�w�*�y�[���}a�	�8���[�����y� �#�
Λ
�

°¤���w�y�����#�#�y�������������#�k�G�[����}a��������� � �w�y� � �y�����%��� � �#�	�=�%���������y���[�I� L > 2
�

v*ÿ��+ÿw¼ £s8x=�?n:����5��8x=
¹��y¤[�	�^���%�����#�#�y�������	�8�#� � � � �#�����y�	�����[�������#�¥�w�y�[�#¢£���¥}a�	�8�y�[�¦�����y� ρoi

�%�����[}t¥��y�[�����¦���#���©��} D∗
ρ

�
���Ö�����#����}�}a�¦N£����}a���I�������z���w�y�i¢[���w�§�����

ρk
�%� � ¥��w� �����¶���I�[�[�w��N£���i����������� � ���w���y�i�y�[��� �5�[�w�����aÜ:¼

���[}t¥����[�#��N£��� �
ρk =

N∑

i=1

ξ
(i)
k ρoi

� �%�M� ¾ �

¡��



,��r§G�©¨«ª ¬ `®Y¯"�°²± \ ±³C´V¯"C}�µ \ ²¯L± 4·¶ ^

°¤�¦�I�������z���w�y�
ρk

� �������j��[�����w�a�[�c�#��}G� � ����� xk
����}!�	�w���[�	�	�	���w���#}a� � ���I�CN£�I�¦�����w�������¹¸5�²�w�@Ü:���[�����w���w�a�[�

¨Aº���°¤�[�#�I���a�y�������
ρk

���
ρoi

�
i = 1, . . . , N

�#��},����#��� � �y���w�¦��������}a�^¢£�	���y���#� ξk � ���I�CN����������w���������I�	�ON��#�
�G�����8}G�p�[� ú ��� �#�^}a�¦�y�	���w�a�[�d�w���f¢������y���

ó>ç�Á » ñfôÊö�ë 7~öIð è î è öIí 7~ö=9yvYî"ö87 è�x óbê
��^�#�y�[�#}��������y��¢��a����� � �������y������� }§���©���y�w�a���

Wk
�y��}�}a�ON£����� � ���I�CN����^�����w�������W¼

Uk = ZWk
¸³�%� ½GÃº

���[���8}§���	�[���w���������y�V¼
ξ
(i)
k ≥ 0, i = 1, . . . , N

¸³�%� ½�¨Aº
��¢£�	��¼

Uk =









ρ
(1)
k���
ρ

(L)
k

1









, Z =









ρ
(1)
o1 . . . ρ

(1)
oi . . . ρ

(1)
oN��� ��� ��� ��� ���

ρ
(L)
o1 . . . ρ

(L)
i . . . ρ

(L)
oN

1 . . . 1 . . . 1









, Wk =












ξ
(1)
k���
ξ
(i)
k���

ξ
(N)
k












¸³�%� ½£´º

�P�	�:�	�[�¦�����������y�	�:�y��}§���w��¢£�	� � }§�¡�#���w�#�����y�¥}��ts����8�#�	�U�©���w�w�a�	�	�¬�	�[�w�y�	�w���[���#����� � }§���	�[���w���������y� N∑

i=1

ξ
(i)
k =

1
�

�P�	�jN£�I�����w��� � � ρ(j)
k

�y���#� � �y�����y������}a�	�^�	�[�¦�����������y�	���%��¢£�	���y���#� ρk
����	�ON£�I�����w��� � � ρ(j)

oi

�y�[����}a�	�^�	�[��³
�����0�����y�	�^�#�	���y�[�¦�����y�

ρoi

�%�¯���[}t¥��y�[�����¦���#���©��} D∗
ρ

�
N
�	�w��}a�����[���#�y�¦�#���y�[�¦�����y�^�%�����[}t¥��y�[�����

R ���I�CN£�I�^�����y����������}a�^¢£�	���y���#�
Uk
���#���%���������w�a�[�

(L+ 1)
�I�	�w�=���	�w�#� � �L�P�¦�©���w�w�a�	� Z ���#���%���������w�a�[�

(L + 1) × N
���	�w���	�[���w�������y�����^���[�������������#� �	���y�	�������y�������#�	�����[�¦�����y��¸4���	���w�a�[�©�%� ½Sº�� � �[�����#��¢£�[����#�[����� � �y���w�¦������� � ���I�CN����^�����w�������=}a�^¢��	���y���#� Wk

�#�#���%���������w�a�[�
N
�

�N�O��s��#�y���%�V¿����[���w�y���#�����#���¦�#}a�¡�#� ���[}t¥��y�[���¡�	�[��¢£���#� �¦���#���©��} ��¾ �y�[�¦�����y���������%���������w�a�[�i´%�SN��#�
���"s�}a�[�����#�d�����y�����#}a���#�^���[�����y� �#�[�#� � ����±^����� �	��� ���%���¦�#}a���I�[�d�T¼






ρ
(1)
k

ρ
(2)
k

1






︸ ︷︷ ︸

Uk

=






ρ
(1)
o1 ρ

(1)
o2 ρ

(1)
o3 ρ

(1)
o4 ρ
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ŷ1
k = x̂

(1,1)
k

¸³�%� ¾ Â º

�N���y�	�	�[���w�w�w�����w�a�[���%�i¢£�	���y���#� ��� � ����� x̂2
k

�	�w�=�#�[�#� � ���I���W¼
{

x̂2
k+1 = A2(ρ2

k)x̂
2
k + L2(ρk)(y

2
k − ŷ2
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ŷ2
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�#�[�#� � �������=�#�d�	�[���y�����y���#�������%�#}§���w�a�[���I������� � �w�w��N£�����

�:±�ù t <ú¹�û Þ >ýü Ü û¼¸ Þ ¹þü öÛü87 Ü ü Ü º ó ¹
���d�	�[���w�a�"���y���#�	�=��¥%�w� �����	�8���[�i}���� � �����y�	� �#�^}§�«�5�[�w���V¸È½���¨Aº��

X����[�������w¢[���y���#�^�[�����#�����w���������w�������� �	�y�w���������	�[�W»w�[�����y����������}a��¢£�	���y���#�¡��� � ����� xk
����}a��¢��	���y���#���#�	�

�I�������z���w�y�	�
θk

��� �#�»��¥��y� �����T¸È½���¨Aº��±^�������	���w�������������[����	�����I�������z���w�y�	���y�[�����	�[���w�������y���[�µ¢[���y�������
�w� e �����������!}a�����y���������!���[�#�UÁ��w�y�=�	�[���w�a� � � � ���	�[���w�������y���£±������!�	�=���[������}a�!�y�[���:���[� � � θ ��±^�����!���L���#�w�y�	����[���P���	���I�������z���w�y�	��¢����w�a��������������}a�¦�y���¦�����
�Z}a���y�[������}a�[�y�����[� � � θ(t) ���������¦�I���	�[���w�����c�[� θk

���
�y���¦��� �%�a�y���y�����

ÿ�������� �	��
��������
�����������������

�N�µ� ¥����w���	���i���p�[���y���w¢[���y���#�y���[�����#�����w����)�	�w� � �w���%� � ���#���#�#�a�©}a�	�)���#� � �	�TÜ ä ���[�#�)�#�	�)��¥%�w� �����	�

}���� � �����y�	�!����¢����w�§�����y���������¬}a�=�y���¦�����~X����8� � �w�����#� �#� ��¥����w���	�y�=���p�[���y���w¢����y���#�¤�[�����#�����w���N� � � � �#�y�[����³� � �����[�#�¡�#�	����¥%�w� �����	�QÀ¦�y���¦���¡�	�[���w�����¯�������2ô4�����#���y�������(ó����y�����%���%�N¨_áÜ ½ õ ô D �y���a�y�y��}������a�����²¨_áÜ`Ü õ �N��#�:�y�[����}a�	���#�y���¦�����y�	��� � � � �y�����	�����w�#��}a���y�W»Ñ�����°¤���w�y��� � �w�����#�¦�y�·N��#�a���w�^�#�����w�������2��[�w�©���w�a�[���#��}§���¥��I���¦��N£���^�%�¶��¥��y� ������� ���¶�#�¡�����w�w�y��}a����¥%�w� �����¡�	�[���y�a� � � � �y�[���¤�#���w��[�w���w�G���a�������8�����I������ a�w�y��}a�	�
�I�������z���w�y�	���#����"!	�[�d�w���¦�#}���� � ��¢��§���#�d���I���"s�����������}���� � �����y���#���	���[�y�#�[�#� � �	� z(t) = Tx(t)

¼
{
ż(t) = Aoz(t) + ψ(y(t))θ
y(t) = Coz(t)

¸È½��L´º

��¢£�	�
z(t) ∈ R

n � y(t) ∈ R
�
θ ∈ R

l ���N�¦��[�����w�a�[�
ψ
�	�w�����[�w� � �¶���¦�	�[�#������À¯���I�CN£���������w������������	�

�©���w�w�a�	�	�
Ao

���
Co

�y�[��� �y�[�����5�[�w�����������[�#��N������[�������w¢[���#}a�����y�	�w���	���w��¢�����������¼

Ao =











−an−1 1 0 . . . 0
−an−2 0 1 . . . 0���

0 0

� � �
0

−a1 0 0

� � �
1

−a0 0 0 . . . 0











, Co =
[

1 0 . . . 0
] ¸È½��M�º

��	�¡�y���w���	�
ai
�
ai ∈ R

�?�y���#� � �y�����y������}a�����	��� e ���a�����y�^�%�¯���[}t¥���½[�����������[��� � �w�a�w�w��N£��� Ψ(λ)
� � ���#�²�I���

Ψ(λ) =
�#���

(λ1n −Ao) = λn + an−1λ
n−1 + . . .+ a1λ+ a0

�
�¬�p�[���y���w¢����y���#�¡�[�����#�����w���¬�	�[�w�y�	�w���[���������¡��� � ���w���W¼







˙̂z(t) = Aoẑ(t) + ψ(y(t))θ̂(t) +K(y(t) − ŷ(t))
ŷ(t) = Coẑ(t)
˙̂
θ(t) = Γψ(y(t))(y(t) − ŷ(t))
x̂(t) = T−1(ẑ(t))

¸È½�� ½Sº

�P��}a�[�¥���L�[�����#�����w�a�[�ª�#�	���I�������z���w�y�	� ������������y���w¢����#����}G�p���w�y���#���#�*�y�[�y�w�a�
y(t) − ŷ(t)

�
K

�	�y��}��Ùs£�����
�#�¦}G�p�[���y���w¢[���y���#�����

Γ
�	�w��}a� s£�����»���L�[�����#�����w�a�[� �����[�a�w�����w�#���w�������y�����������x�¬�p���w�y���#���#�¦�y�	�	�[���w�w�w�����w�a�[�
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��� � ����� εz(t) �#� � ���#�a���I��� εz(t) = z(t) − ẑ(t)
���	�w�=�[�#�y�����������d�y�[���w�w���_¥������W¸È½�� ½Sº{ÀT¸È½��L´º�¼

ε̇z(t) = (Ao −KCo)εz(t) + ψ(y(t))(θ − θ̂(t))
¸È½�� ¾ º

�P�js£�����
K
�	�y�=����}a���#} � �#�^�y��}�}a���y�[�w�y�ON£�I��}§���©���w�w�a�	�

(Ao −KCo)
�y�[����Q �#�$#8���$%"&R�E�Z}�	�w�=���[���w� � N����

�y��}§�¦�	�[���%���w�a�[�����p���#���������w�a�[�d�����y�w�a�w�������y�

∃T1 > 0, ∃α > 0,

∫ t+T1

t
ψ(y(τ))ψ(y(τ))T dτ ≥ α1n, ∀t ≥ 0

¸È½�� Â º

�	�y�8¢ � �w��� � ����}a�	�=���w�y���#�y� �#�^�y�	�	�[���w�w�w�����w�a�[� εz(t) ��� εθ(t) = θ − θ̂(t)
�	�[��¢£����s������QÀ'% � �y�#�

°¤���w�y��� � �w�����#�)� � � ��� �y�����%���*���»���[���#�	����¥%�w� �����	�^���[�»}���� � �����y�	�Jô)(¥�[�w�y�f� �����+*���¢£���y���:¨_á`ã`ã õ �����
�%�a�y�w���"s������#���%�¶���[���%}a�	�=��¥%�w� �����	�8���[�¶}���� � �����y�	� }���� � ���w�a�����#}a�	�=�I��� ���I���"s������������#���	���[�y�#�[�#� � �	�¡��¢£�	����W»w�	���w�a�[�µ�#��}§�*�y�[�w�w�a�����¡}a�	�^��¥��y� �����	�����[��}���� � ���w�a�0���#}a�	���v���¯�w�0���f�����0�)}a�����[���#�	�^��¥%�w� �����	�jÀ©�y���¦���
�	�[���w�����d�#�#�a� �	��}��#�P�#�	�=��¥%�w� �����	�YÀ��y���¦���=�#�������y�����

ÿ����,��� �-��
.�������
/��01�2����������������
3���������4�5��
���h6����
879������:;
�<=0	�1�����->
���d���[�I�w�a�"���y�^}a�	� ��¥��y� �������8���[�i}���� � �����y�	���#��}§�«��[�w����¼







ẋ(t) = f(x(t)) + ϕ0(x(t), y(t)) +
l∑

i=1

θ(i)ϕi(x(t), y(t))

y(t) = h(x(t))

¸È½�� Ü`º

��¢£�	�
x(t) ∈ R

n � y(t) ∈ R
�
θ = [θ(1) . . . θ(l)]T ∈ R

l � f �#���Q��[�����w�a�[�¶���[�¶}���� � �����y��� � ������������� �#� x(t) �
ϕ0

���
ϕ = [ϕ1 . . . ϕl]

T �#���%�Ù��[�����w�a�[���=���[�i}���� � �����y�	���#� x(t) ���=�#� y(t) �

°¤���w�y�d�y�	���w�a�[�«�	�w�������w�#��� � �d�#�5ô)?����[��O��3¢Ö���)��}G���=¨_á`á`á õ �Wßª�%�f� � �y�����y�	�*���#�#�y�������	�©���[�#�©}§�µ��¥����w���	�y����p�[�������w¢[���y���#�*�[�I���#�����w�����y�[����� � �w�#� � �	�©���[�#�©}a�	�©��¥��y� �����������[� }���� � �����y�	��¸È½�� Ü`º¦���©�y�[���������#����} � �	����f³~�#�	���y�[�����

@ ¸²¸��*��A*���µº
à �#�#�������[���TN�����}a����¥��y� ����� ¸È½�� Ü`º©�#�#�a�y�y�¯���������w�w�y�����[���*�#���Ý�5�[�w���¯�I���w�w�a���#}������y�»���#����} � �/B���[�w����[�������w¢[���y���#�¡�[�����#�����w���DCz¼







ż(t) = Aoz(t) + ψ0(y(t)) +B

l∑

i=1

θ(i)φi(y(t))

y(t) = Coz(t)

¸È½��Mãº

�Wß
B = [b1 . . . bn]T ∈ R

n �#��¢£�	���y���#�^�	�[���y���������y��}�N����
b1 6= 0

�����y��}�N�����}a�����[}t¥���½[���
b1 + b2λ +

. . . + bnλ
n−1 ���y�[�#�y�	�����	�^���[�������	���_¥�������}a���#���I���w�w�a��� � ��}�}a�¦� � s£���w��¢£���v�P�Ù��[�����w�a�[�

φ = [φ1 . . . φl]
T

�	�y�¤�	�[���w�������¡�I���¤���[�y�	�����%�*���¤���[�w� � ������	�¥�	�[���%���w�a�[���8�#���w�������2��[�w�©���w�a�[�¶�#� ¸È½�� Ü`º!���Ê¸È½��Mãº¬�����#¢£�����
Á��w�y�^�w�y�[�#¢ � �	� �������:ôwM¯���w�����©����� àN�[�����G�P¨_á`á�´ õ �
�!�p�[���y���w¢[���y���#�¡�[�����������w���¬�	�[�w�y�	�w���[���������¡���d��¥%�w� �����z¸È½��Mãº¥�	�w�O¼
EFIH�JpKNMNORO�QTS3QUM¬VRWUXTY�O�Jp\GJLH�O�r0r
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˙̂z(t) = Aoẑ(t) + ψ0(y(t)) +B

l∑

i=1

θ̂(i)(t)φi(y(t)) +K(y(t) − ŷ(t))

ŷ(t) = Coẑ(t)
˙̂
θ(t) = γφ(y(t))(y(t) − ŷ(t))
x̂(t) = T −1(ẑ(t))

¸È½��Máº

K
�	�w�¤}a�Qs£�����¶�#�¡}G�p�[���y���w¢[���y���#�=���

γ
�	�w�¤�#���¡�©���w�y���	�^� ¥�� � �w�w��N������ � ���#�a�¡�����w���w��¢£�������[�a�w�a�^���w�#���w�������y��³������������#����} � � s£�����»�[�����#�����w���Ñ�,�¬�p���w�y���#���#���y�	�	�[���w�w�w�����w�a�[�»��� � ����� εz(t) , z(t) − ẑ(t)

���	�w�^�[�#�y�������
���d�y�[���w�w���_¥������W¸È½��Máº{ÀT¸È½��Mãº�¼

ε̇z(t) = (Ao −KCo)εz(t) +B
( l∑

i=1

(θ(i) − θ̂(i)(t))φi(y(t))
) ¸È½���¨ ä º

��js£�����
K
�	�w�=�#�[�#� � �I���W¼

K =
1

b1
(AoB + µB)

¸È½���¨�¨Aº
��¢£�	�

µ ∈ R
�
µ > 0

�#�#�����	�[���w�������y�������[�a�y�a�����w�#���w�������y�����������
��js£�����

K
�	�w� �����[�a�w�P�#���y��}�}a���y�[�w�y�ON£����}§���©���w�w�a�	�

(Ao −KCo)
�y�[���¶Q��#�$#8���$%����~}�	�w�=���[���w� � N����^�y�

}§�¦���[�I�%���w�a�[�����p���%���������w�a�[�d�����y�w�a�y�������y�

∃T1 > 0, α > 0,

∫ t+T1

t
φ(y(τ))φ(y(τ))T dτ ≥ α1n, ∀t ≥ 0

¸È½���¨�´º

�	�w�!¢ � �w��� � ���£}a�	�����w�y���#�y�¤�#�=�y�	�	�[���w�w�w�����w�a�[� εz(t) � εθ(t) = θ− θ̂(t) ��� ε(t) = T −1(z(t))−T −1(ẑ(t)) =
x(t) − x̂(t)

�	�[��¢£����s������wÀE% � �y�#�
@ ¸N¸ �i��AW�
�¯Ô
NU���¶���I��}a�Cs����µ��¢��	�d}a�����[�©}���� � �����y����}G�L���#�#�y���������#�÷ôwM¯���w�����C�����ÙàN�[�����G�¡¨_á`á�´ õ �	�[���w�a�w�y��À��w�y�[�#¢£���
�#�����I���"s������������#���	���[�y�#�[�#� � �	�^��¢��	�����W»w�	���w�a�[�¯�#��}§���y�[�w�w�a���I�#��}§� ��[�w���

z(t) = T (x(t))
�I�Wß T �	�y�

�#�»�%�f� � �[���[�w�#�#�a�w��� & ����� � ���������������#� θ �N°¤���%�f� � �[���[�w�#�#�a�w���©�����w�������#�¦�w�������2��[�w������}a����¥��y� ��������[�i}���� � �����y�¹¸È½�� Ü`º¥���¶�#�d��¥%�w� �����^�#�^}§����[�w���z¼






ż(t) = Aoz(t) + ψ0(y(t)) +
l∑

i=1

θ(i)ψi(y(t))

y(t) = Coz(t)

¸È½���¨_�º

ψ = [ψ1 . . . ψl]
T �	�w�¥�#���Q�5�[�����w�a�[�¶���[��}���� � �����y���#�¡}§���y�[�w�w�a� y(t) ��¿:}�}a�^�	�w�8�	�[���w�������^�I���¥���[�y�	�����%�¶������[�w� � ������	�=�©���w�w�a�	�	� Ao

���
Co

�y�[���=�y�[������[�w�����������[�#��N£�����[���y���w¢����#}a���#�y�	�w���	���w��¢£����������¼

Ao =








0 1 . . . 0��� ��� � � � ���
0 0 . . . 1
0 0 . . . 0







, Co =

[
1 0 . . . 0

] ¸È½���¨É½Sº

�P���%�f� � �y�����	�������w�y�)}a�	�W�5�[�w���	���������[�#��N£���	���[�������w¢[���#}a�	�T¸È½��M�º����â¸È½���¨É½Sº��	�w�«N����©}a�	���	��� e ���a�����y� ai��L���#�I�������a�y�y����� �#}���� �������=}§���©���w�w�a�	�
Ao

�����=��}a� ���#�I�������a�y�y�������������=}§����[�����w�a�[�
ψ0(y(t))

�
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�N����[�w���*�������[�#��N������[���y���w¢����#}a�Ê¸È½���¨_�º��d}§�d�#�y�[�#�w� � � � ���4Á��w�y�*}���� � �����y�����C}a�	� N£�I�����w��� � �������	�[�#�����	�¸ � �����y�)���¦�?�������z���w�y�	�Jº¦��� � ¢������w����}�}a���������)���[�ª}��f� � �����y����� }§�µ�y�[�w�w�a�����P�µ�%� e ���#}�� � �#�¶}§��� � �w�����#��	�y���#�)�#�y�[�#¢£����}G�p�����a�w�y�����	���#�)}§�d�w�������2�5�[�y�©���w�a�[� T �xX����)�	�[���%���w�a�[�Ö� � �	�	�y�������y�*�����w� e �������y�)���[�#��w���������5�[�w����� }a�^��¥%�w� �����z¸È½�� Ü`º¥�y�[�I�8}§����[�w���z¸È½���¨_�º8�	�w�=�#�[�#� � ���������:ôwM¯���w�����#�¨_á`á äiõ �
RY���s�#�¯��¥����w� � �y�������)�#�s�[�������w¢[���y���#�����[�#���	�¯��¥%�w� �������!��� ���	�	�[��� ���I���"s����������i�#�¯�����[�y���[�#� � �	����G���a�������������y���w¢£���#�����#�c�%�f� � �[���[�w�#�#�a�w���ÙN£�#��� � �������c�#�	���I�������z���w�y�	�

θ
�P�	�w�������w�y���%�#���KôwM����w�����������àN�[�����G�P¨_á`á�´ õ ¼

η(t) = z(t) −M(t)θ
¸È½���¨ ¾ º

�N���©���w�w�a�	�
M(t) ∈ R

n×l ��}§�¦�w�w�w�����w�#�y���w�#��¢[��������¼

M(t) =

[
0

N(t)

] ¸È½���¨ Â º

�N���©���w�w�a�	�
N(t) ∈ R

(n−1)×l �[� � ���wÀT¼

Ṅ(t) =








−b2 1 . . . 0 0��� ��� ��� ��� ���
−bn−1 0 0 1
−bn 0 . . . 0 0







N(t) +








−b2 1 . . . 0 0��� ��� ��� ��� ���
−bn−1 0 . . . 1 0
−bn 0 . . . 0 1







ψ(y(t))

¸È½���¨AÜ`º

�P����¥��y� �����z¸È½���¨_�º¥�#��¢��a�������I���#� �	�=�w�������2��[�w�©���w�a�[�©¼
{
η̇(t) = Aoη(t) + ψ0(y(t)) + (AoM(t) + ψ(y(t)) − Ṁ(t))θ
y(t) = Coη

¸È½���¨_ãº

�P�^��¥��y� ����� ¸]½��f¨_ãº¥�	�w�8�y�[���;B���[�w���^�[���y���w¢����y���#� �[�����#�����w���DCz¸È½��Mãº¥��¢£�	�
AoM(t) + ψ(y(t))− Ṁ(t) =

Bφ(y(t))
��°¤�[�¦���i�#� � � � �#���¦��������� B = [1 b2 . . . bn]T

�	�w���y��}YN����¶}a�¶���[}t¥���½[���d�������[��� � �w�a�w�w��N����
1 + b2λ + . . . + bnλ

n−1 �¶�y�[�#�y�	���y�	�����[�������	���_¥�������}a���#���I���w�w�a��� � ��}�}a�©� � s£���w��¢£���x�P�i�©���w�w�a�	�
M(t)¢ � �w���I�z¼

Ṁ(t) = (Ao −BCoAo)M(t) + (1n −BCo)ψ(y(t))
¸È½���¨_áº

�!� � N£�I���w�a�[�|¸È½���¨_áº8�	�w� ���#����} � �j��}��w�y�����%�%��}��§���f���[�
�!�p�[���y���w¢[���y���#���	�[�w�y�	�y���[���������¡���d��¥%�w� �����z¸È½���¨_ãº8���#�����w�w�w�����w�#�y���w���¦��}§�����y��ÀT¸È½��Máº�¼







˙̂η(t) = Aoη̂(t) + ψ0(y(t)) + (AoM(t) + ψ(y(t)) − Ṁ(t))θ̂(t) +K(y(t) − ŷ(t))
ŷ(t) = Coη̂(t)
˙̂
θ(t) = γ(AoM(t) + ψ(y(t)) − Ṁ(t)))(y(t) − ŷ(t))

Ṁ(t) = (Ao −BCoAo)M(t) + (1n −BCo)ψ(y(t))

ẑ(t) = η̂(t) +M(t)θ̂(t)

¸È½��L´ ä º

�!�p���w�y���#���#���y�	�	�[���y�w�w�����w�a�[����� � ����� εη(t) , η(t) − η̂(t)
�	�w�=�[�#�������������d�y�[���w�w���_¥�������¸È½��L´ ä ºkÀT¸]½��f¨_ãºj¼

ε̇η(t) = (Ao −KCo)εη(t) + (AoM(t) + ψ(y(t)) − Ṁ(t))(θ − θ̂(t))
¸È½��L´%¨Aº

�P�«s£�����
K
�#��}G�p�[���y���w¢[���y���#���	�y�������[�a�w�:�	�[�¦����¸È½���¨�¨Aº����[�#���[�y�w�#�y����}§�*�w�����#��}���� � �#�â¸È½��L´%¨Aº��P°¤�[�¦���

�#� � � � �#���¦���	�����I��}�	�w�=���[���w� � N����^�w��}§�¦�	�[���%���w�a�[�����p���%���������w�a�[�d�����y�y�a�w�������y�

∃T1 > 0, ∃α > 0,

∫ t+T1

t
(AoM(τ) + ψ(y(τ)) − Ṁ(τ))(AoM(τ) + ψ(y(τ)) − Ṁ(τ))Tdτ ≥ α1n¸È½��L´�´º

Ü`Ü
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�	�w��¢ � �w��� � ���²}a�	�¦���w�y���#�y�¦�#�*�y�	�	�[���w�w�w�����w�a�[� εη(t) � εθ(t) = θ − θ̂(t)
�
εz(t) = z(t) − ẑ(t)

���
ε(t) =

T −1(z(t)) − T −1(ẑ(t)) = x(t) − x̂(t)
�	�[��¢£����s������QÀ'% � �y�#�

X������ � �w�����#���w���¦��}§�����y���	�y���#�y�[����� � ���������2ô)(8�[�w�w���µ�����F*���¢£���y���N¨_á`ã`ã õ ��¢��	���#���W�5�[�w���#}§���w�a�[�µ�%�f� � ³�y�����y���I±������:ôwM����w�����©����� àN�[�����G�P¨_á`á ¾iõ �I�#�	�8� � �y�#}������y� �w�#�=}§���	�[���	���#�w�a�[�¯���p�[���y���w¢����y���#�y�¡�[�����#�����w���5�À��	�[��¢£����s������	�����%���[�������w�a��}�}�����¢£�	���#�i�����%�¶�#�^� � ���y�[�a���������	�js£���������w�N�y�[���=�#� � �y����� � ���±^�����¬}a�=���[�!�Wß©}a�	�¬�I�������z���w�y�	��¢[���w�a�������������¬}a�=�y���¦�������!�Wß�}§����¥��I���¦��N���� �	�w�!�y�[�#�¦�a�y�wÀ^�#�	�¬�����w�w�#�Ñ³
�I���w�a�[�������[�w� � �	�����#�������#�#�y�������¦�	�w�¡�#�y�[����� � ���������úôwM����w���������^��}G����´ ä`ä ¨ õ ��±^�������	�����[���?}a����¥��y� �����¸È½���¨_ãº¥�#��¢��a�����W¼

{
η̇(t) = Aoη(t) + ψ0(y(t)) + Co(AoM(t) + ψ(y(t)))θ(t) + Ψe(t)we(t)
y(t) = Coη(t)

¸È½��L´`�º

�Wß
Ψe(t) = [Ψ(y(t)) −M(t)]T

�
we = [w(t)T θ̇(t)T ]T

���
w(t) ∈ R

n �y���#� � �y�����y�=�#�	�U�����w�w�#�w�I���w�a�[������[�w� � �	���x�¬�p�[�������w¢[���y���#�T¸È½��L´ ä º^�����#����}a�[�y�«Á��w�y�©� ¥����w� � �w�a� � ���[�#��}a�©��¥%�w� �����Ý¸È½��L´`�º�����}a�	��� � �y�#}������y��#� � � � �#�����y� �y�	�w�y�����=¢���}§���#}a�	���

@ ¸N¸ �i��AW�
��×
±^����� ô)?#���[��O£�3¢C����� M¯���ZO£�3¢��¥¨_á`áÜ õ ô)?#���[��O£�3¢ ���©��}G���!´ ä`ä`äiõ �U�#���d���#�#�y�������i�	�w�¦�#�y�[����� � �¶���[�#�¦}a�	���¥%�w� �����	�=�#��}§�«��[�w���z¸È½��Mãº��
�¬�p�[���y���w¢����y���#���	�w����¥����w� � �w�a� � ��������}a�¦�#�#�����L�[�y�w�#�y����}§�¶�	�[��¢£����s������	�¹ÀG% � �y�d�#�	�����w�y���#�y���#���y�	�	�[���Ñ³�w�w�����w�a�[���#��}G� � ���������=�#�	�=�I�������z���w�y�	�����¬�p�[���y���w¢����y���#� �#�y�[����� � ��}§����[�w���z¼







˙̂z(t) = Aẑ(t) + ψ0(y(t)) +B
( l∑

i=1

θ̂(i)(t)φi(y(t)) + θ̂0(t)K(y(t) − ŷ(t))
)

ŷ(t) = Cẑ(t)
˙̂
θ(t) = −Γφ(y(t))(y(t) − ŷ(t))
˙̂
θ0(t) = −Γ0(y(t) − y(t))2

¸È½��L´�½Sº

��	�¡��}ts��[�w���w�#���	�¡���L�[�����#�����w�a�[���#�
θ̂
���
θ̂0
�y�[��� � � �y���w�¦��� � ���I�����#�	� �y�	���#�#��N£���	�¡�#�HBZ�y�����	��³�s��0�[�%�a�����DCô)?����[��O��3¢�������M����ZO£�3¢���¨_á`áÜ õ �

K
�y���#� � �y�����y� }��{s£�����©�#�=}�p�[�������w¢[���y���#���

Γ
���

Γ0
�y�[���:}a�	�Is£�����������L�[�����%³

�����w�a�[��
�¬�p���w�y���#���#�^�y�	�	�[���w�w�w�����w�a�[�¯��� � ����� ε(t) , z(t) − ẑ(t)

�[� � ���wÀT¼

ε̇(t) = Aε(t) +B

l∑

i=1

θ(i)φi(y(t)) −Bθ̂0K(y(t) − ŷ(t))
¸È½��L´ ¾ º

�� s£�����
K

�	�w�¶�����[�a�w���#�¯�y��}�}a�µ���[�w�y� N����¯}a��� ¥��w� �����¯}���� � �����y�»�_¥����������[�#�â��[�����w�a�[�Õ�#���w�������2����w�
W (λ) = KC(λ1n −A)−1B

�	�w�8�S¥������Ñ³G�¦���#�����#� �#�I�[���I&��
(8�[� � �¦�y�#�^}a���P���¦�����#� D ��}��©���%³KJ¤�*O��#���3¢��a����P�#���¦�	�[���%���w�a�[�c� � �	�	�y�������y�������w� e �������y�¦���[�#�WN��� �#�
��¥%�w� �����^�y�[���8�S¥������Ñ³G�¦���#�����#� �#�I�[�y���	�w�8}§�¦�w�#��¢������y��¼
L��"����� º?nNMPO?��ÿRQ-S��UT ÿ�ù	QuÙ ÿE��S �UT:Ý¡º�¢�¢4VUW=°¤�[���w�a� � �y�[�����#�	�^�©���w�w�a�	�	� A ∈ R

n×n � B ∈ R
n×l �

K ∈ R
l×p � C ∈ R

p×n ��� �w�#�#�����y�[���YN����������"s
(B) = l

���Z}�����a�y�y���#���^�©���w�w�a�	�
P ∈ R

n×n ��¥�� � �w�w��N����� � ���#�a�������w���w��¢������8�#�I���©���w�w�a�	� Q ∈ R
l×p �%�y��}�}a�	�YN�����¼

PĀ+ ĀTP < 0, PB = CTKT , Ā = A+BQC
¸È½��L´ Â º

EGFIH0JLKNMPO�ORQTS3QUM!VRWUXZY[ORJL\GJLH0O�rYX
ÜCã
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�y����� �y���#}a�����������w��}a�^� ¥��w�y�����
{
ẋ(t) = Ax(t) +Bu(t)
y(t) = KCx(t)

¸È½��L´Ü`º
�	�y�8�S¥������=�¦���#�����#� �#�I�[�y���
NU�[�#�=�[�y�w�#�y���¤}§���	�[��¢£����s������	���#�

θ̂
¢£���y��}§��¢������a��¢���}a���#�

θ
��}§�O��[�����w�a�[�

ϕ
�#�[���¤¢ � �w���I���¤}§���	�[���%���w�a�[�¶�#������y�y�a�w�������	�����p���#���������w�a�[�Û¼

∃T1 > 0, ∃α > 0,

∫ t+T1

t
ϕ(y(τ))ϕ(y(τ))T dτ ≥ α1n, ∀t ≥ 0

¸È½��L´`ãº

°¤�	�©� � �w�#}������y�)���d�	�[���	���y�������ÙN��� �#���d��}§�[�y�y�d�#�d��¥%�w� �����	�����[�ª}���� � �����y�	�ÙN£���=�����#¢£�����¹Á��w�y�i}���� � ���w�f³� � ���I�������I���"s������������#���	���[�y�#�[�#� � �	����¢��	�����W»w�	���w�a�[�»�#��}§���y�[�w�w�a���0N²�[�#��}a�	����¥��y� �����	�����[�µ}���� � �����y�	����[�i}���� � ���w�a�����#}a�	�3�����L���#�y�y�	�=�y�	���#�#��N����	� �y�[���8�#�y�[����� � �	� ������[���8}G�p�[��»w��� �%�i�I������s������#�������f³~�#�	�y���[�����
ÿ����,��Z �-��
.�������
/��01�2����������������
3��0	�[���������4�5��
I��h;����
G7\�"�]�^:6
�<=01�	�����,>
ºU_m�*�/A£ÚÈÿ#¹�¹x�`Q��d¹ba¹·øb_r���£¹
���d�	�[���w�a�"���y��}a�	�=��¥%�w� �����	�8���[�i}���� � �����y�	� �#�^}§�«�5�[�w���z¼

{
ẋ(t) = A(t)x(t) + ϕ0(y(t)) + ψ(y(t))θ
y(t) = C(t)x(t)

¸È½��L´`áº

�Wß
x(t) ∈ R

n � y(t) ∈ R
���
θ ∈ R

l ��P�	�¬�©���w�w�a�	�	� A(t)
���
C(t)

¢[���w�a�������������!}a�8�y���¦���������y�[���!�	�[�#�����	�
À¦���I�CN£���^�����y�����������P�«��[�����w�a�[�

ψ
�	�w�8���[�w� � ���

±^�����&ôdc?�I���"s������fe����´ ä`ä ¨ õ ��}G�p�[�������y¢[���y���#�¥�[�����#�����w���P�	�[�w�y�	�y���[���������¥���)��¥%�w� �����W¸È½��L´`áº!��}§����[�w���W¼







˙̂x(t) = A(t)x̂(t) + ϕ0(y(t)) + ψ(y(t))θ̂(t) +K(t)(y(t) − ŷ(t)) + γ(t)
˙̂
θ(t)

ŷ(t) = C(t)x̂(t)
˙̂
θ(t) = Γγ(t)TC(t)T (y(t) − ŷ(t))
γ̇(t) = (A(t) −K(t)C(t))γ(t) + ψ(y(t))

¸È½��M� ä º

�N���©���y�w�a���
γ(t)

�	�w�Is � � � � � � �I���¬�#�z��}��w����s��¡���%����}��§�����y� }f��� � �����y���%�)�w�ts��I��} ψ(y(t))
�
γ(t)

»Ñ�[���8}a�=�zÁ����
�U½[}a�ON����

M(t)
��������¸È½���¨_áº��

Γ
�	�w�8�#��s£�����d���L�[�����#�����w�a�[�¯�����[�a�w�N���w�#���w�������y�����������

�!�p���w�y���#���#���y�	�	�[���y�w�w�����w�a�[����� � ����� ε(t) , x(t) − x̂(t)
�[� � ���wÀT¼

ε̇(t) = (A(t) −K(t)C(t))ε(t) + ψ(y(t))(θ − θ̂(t)) − γ(t)
˙̂
θ(t)

¸È½��M�%¨Aº
�P�¦s£����� �#�d}G�p�[���y���w¢����y���#�

K(t)
�	�w�*�����[�a�w�¡�#�d�y��}�}a���y�[�w�y�ÝN����

(A(t) − K(t)C(t))
���[���)�w�����#}a���P�P�

�	�[��¢£����s������	�ñÀg% � �y� �#�¯}G�p���w�y���#�¶�#�¯�y�	���[�I�w�w�w�����w�a�[�Õ�#�	�*�I�������z���w�y�	�i�	�w�¶�[�y�w�#� � �¯�w�¡}§�ñ��[�����w�a�[�
ψ¢ � �w���I�^}§���	�[���%���w�a�[�¯�#�������y�w�a�y�������	�����p���%���������w�a�[�|¼

∃T1 > 0, ∃α > 0,

∫ t+T1

t
ψ(y(τ))ψ(y(τ))T dτ ≥ α1n, ∀t ≥ 0

¸È½��M��´º
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ôdc?�I���"sÖ�����\e¡���´ ä`ä ¨ õ �[���)���[���w� � N����ÝN£�I�����ª}a�	�)�I�������z���w�y�	�*�����	�[�#�����*¢����w�a�����*�������)}a�i�����¦�I�
���
θ̇(t)

�	�w�¬���[�w� � ����}a�[�y�!}G�p�[���y���w¢����y���#��¸È½��M� ä º¬�#�[�#���=�#�����	�w�w���©���w�a�[�*�#�=}G� � ����� x̂(t) �����#�	�!�I�������z���w�y�	�
θ̂(t)

��¢£�	���#�������w�y���#���#���y�	�	�[���y�w�w�����w�a�[�d���[�w� � �����[�#�=}G� � ����� ���=���[�#�=}a�	�8�I�������z���w�y�	���

±��	�¥��}ts��[�w���w�#���	�8���[�#�¥}§����¥����w���	�y�¡���p�[���y���w¢[���y���#�y�=�[�����#�0���w���5�8�[��� � � � �#�y�[����� � �¤�I��� ôq°����������âö��i»y�R³
�©���#�G�²¨_á`áÜ õ �?}a�[�y� N£����}§���©���w�y���	�

A(t)
�	�w�¡�	�[���w�������y���©���a�QN�����}a�	�Y�5�[�����w�a�[���

ϕ0
���
ψ
� � �������#�����^�#�

x(t)
��¢£�	�^�#�	�=���[�i}���� � ���w��� � ���#���;¥����j��f�I�y���#���$%"&R�

ÔR_"�5�`A£ÚÈÿ#¹�¹9�`Q �d¹ha¹·øb_"�5�£¹
���d�	�[���w�a�"���y���#�	� ��¥%�w� �����	�8���[�i}���� � ���f�������#�^}§����[�w����ô)(¤�	�0�����	�[��I´ ä`ä`äiõ ¼







ż(t) = f(z(t), y(t))
ẏ(t) = g(z(t), y(t)) + h(z(t), y(t))θ
y(t) = Cx(t)

¸È½��M�`�º

��¢£�	��¼
x(t) =

[
z(t)
y(t)

] ¸È½��M��½Sº

�Wß
y(t) ∈ R

�	�w��}§�*�y�[�w�w�a�����
z(t) ∈ R

n−1 �y���#� � �y�����y��}a�	�^�	�[�¦�����������y�	���%��¢£�	���y���#�^��� � ����� x(t) ���[����	�w�#� � �	��� f � g ��� h ���[���=�#�	����[�����w�a�[���=���[�i}���� � �����y�	� �#� z(t) ���=�#� y(t) �

�¬�p�[���y���w¢����y���#�¡�[�����#�����w���:�#�y�[����� � �	�y�O¼






˙̂z(t) = f(ẑ(t), y(t))
˙̂y(t) = g(ẑ(t), y(t)) + h(ẑ(t), y(t))θ̂(t) +K(y(t) − ŷ(t))
˙̂
θ(t) = Γh(ẑ(t), y(t))(y(t) − ŷ(t))

¸È½��M� ¾ º

Γ
�	�w�¡�#�Ýs£�����µ�[�����#�����w���¤���

K
�	�y��}a�Ws£�������#��}G�p�[���y���w¢����y���#�����¬�p���w�y���#�^�#���y�	���[�I�w�w�w�����w�a�[�µ��� � ����� ε(t)��� �	��}�}a���#�	�8�I�������z���w�y�	�

εθ(t)
���[���=� � ���#�a�	�����y�	�w���	���w��¢������������I���O¼

ε(t) =

[
z(t) − ẑ(t)
y(t) − ŷ(t)

]

, εθ(t) = θ − θ̂(t)
¸È½��M� Â º

�P�����[��¢�����s������	���#� }G�p�[���y���w¢[���y���#�¥�	�y�!�I�[� � �¡�w�#�!�#���Y�5�[�����w�a�[���#�w�,¥����#�#���3¢
V (ε(t), εθ(t))

�£¢ � �w���?������¼

V (ε(t), εθ(t)) = V1(z(t) − ẑ(t)) + αV2(y(t) − ŷ(t)) + αV3(θ − θ̂)
¸È½��M�Ü`º

�Wß
V1
�
V2

���
V3

�y�[��� �w�y�[�a�{�5�[�����w�a�[���¡� � ���#�a�	� �����y���w��¢��	����� α > 0
���N��� � ���y�[�a�y�������	���#� V̇ �	�w� � �����#}��a����[�#�

α
�y� e �����¦�������=�����w�����

��	�¡�w����¢����%�d�#� � �y����� � �ý»Ñ��� N£�� �a���U�	�[���	���w��������}a�	�¡� ¥��w� �����	��À©�y���¦�����	�[���w�������¿:�¯�y��¢[�������������w� �	�¡�����
�#�^�w����¢[���%�����[�w�y�������w�#�8}a�	� ��¥%�w� �����	�YÀ��y���¦��� �%�a�y���y���������#�	���#� � � �	���%���#� � �y����� � � ���f³Z���#� �	���

ÿ�������ÿ �	��
��������
���01�2����������������
G7\�"�]�^:6
�i���
"<=���R�
�!�p�����#�y���������#�Ûôdc?�I���"s������je����´ ä`ä ¨ õ � � � ��� �y�����%���^���*���[�¤�#�	�¥��¥��y� �����	�!���[�*}���� � �����y�	�kÀ������¦�I�

�%�a�y���y���:ôd*¡�"¥��[�#���������`c?�I���"s��I´ ä`ä � õ �����d�	�[���w�a�"���y�^}a�	� ��¥��y� �����	�¥���[�i}���� � �����y�	��¼
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{
xk+1 = Akxk + ϕ0(yk) + ψ(yk)θ
yk = Ckxk

¸È½��M�`ãº

�Wß
xk ∈ R

n � yk ∈ R
���
θ ∈ R

l ����	�^�©���w�w�a�	�	�
Ak

���
Ck

¢����w�a��������������}a�������¦�I�^�����y�[���^�	�[�#�����	��À
���I�CN����^�����w�����������!�p�[���y���w¢[���y���#� �#�y�[����� � �	�[�w�y�	�w���[�������������i��¥%�w� �����z¸È½��M�`ãº8�	�w�O¼







x̂k+1 = Akx̂k + ϕ0(yk) + ψ(yk)θ̂k +Kk(yk − ŷk) + γk+1(θ̂k+1 − θ̂k)
ŷk = Ckx̂k

θ̂k+1 = θ̂k + µkγ
T
k C

T
k (yk − ŷk)

γk+1 = (Ak −KkCk)γk + ψ(yk)

¸È½��M�`áº

�Wß�}G� � N£�I���w�a�[��¢ � �w��� � ���I��� γk
�	�w���	��}�}a����� �#����}��w�y�����%�%��}��§�����y���

Kk
���y� }��Ws£�������#��}G�p�[���y���w¢[���y���#�����

µk�#��s£�����i�����w���w���w�%���[�w� � ��N£�#�¢ � �w���I�z¼

||√µkCkγk|| ≤ 1, ∀k ≥ 0
¸È½�� ½ ä º

��¢£�	� ||.|| }§�����[�w�����w���	���w����}a���#��}§���©���w�w�a�	���	�[�w�y�	�w���[���������y���?� � ���#�a�^�I���W¼

||√µkCkγk|| =
√

max(λ)
¸È½�� ½�¨Aº

�Wß
λ
�y���#� � �y�����y��}§��¢���}a���#�=�#�y�[�#�y���#� (

√
µkCkγk)

T (
√
µkCkγk)

�

�!�p���w�y���#���#���y�	�	�[���y�w�w�����w�a�[����� � ����� εk , xk − x̂k
�[� � ���wÀT¼

εk+1 = (Ak −KkCk)εk + ψ(yk)(θ − θ̂k) − γk+1(θ̂k+1 − θ̂k)
¸È½�� ½£´º

�P�Ys£�����
Kk

�	�y�¤�����[�a�w���#� �y��}�}a�¡�y�[�w�y�QN£���
(Ak −KkCk)

�y�[���¤�w�����#}a���"N²�[�#�=�[�y�w�#�y����}§���	�[��¢£����s������	���#�	�
�I�������z���w�y�	�3��}§����[�����w�a�[�

ψ
�#�[���=¢ � �w���I���=}§���	�[���%���w�a�[���#�^�����y�w�a�w�������	�����p���%���������w�a�[���y�#��¢[�����y�z¼

∃T1 > 0, ∃α > 0,

k+T1∑

i=k

ψT (yi)ψ(yi) ≥ α1, ∀k ¸È½�� ½~�º

ôd*��"¥£�[�#����������c?�I���"s��¤´ ä`ä � õ �[���©���[���w� � N£�I��N��I����� }§����¥��I���¦��N£�����!}§���y�[�w�w�a�d���©}a�	�©�I�������z���w�y�	�
�%�i��¥%�w� ������¸È½��M�`ãº¤���[���¥�#�w�#��� � �W¸'�#�w���f���8���[�w� � �=�#�¡���A¥£���#�������#}�}a�Aº��#}G�p�[���y���w¢����y���#�W¸È½��M�`áº¥�#�[�#�����#���
�	�y�w���©���w�a�[� �#�¦}G� � �����������#�	���I�������z���w�y�	����¢£�	���#���©���w�y���#���#���y�	�	�[���w�w�w�����w�a�[� ���[�w� � �©���[�#��}G� � ������������[�#� }a���=�I�������z���w�y�	���
�P�I��}��w�y���#� D ��}��©��� � �y�����%�T¸]ô=�%�y�����#�	�Emi��}��©���nO¤��}��y������¿ D ?Iº������w����� � s£��}a���������U���p�	�w�w�������U�	�[�W»w�[���%³�y���������8}a��¢£�	���y���#�8��� � �����8���¤}a�	�¤�I���0���z���y�y�	��� à ���w�w�w�����w�#�y���	�y�¤�����#����} � ���������¥}a���I������s������#�����w�#��¢[�������

ÿ����,��o Ap���K�����+i��ÖBg�����^���q�R������i;>
���«�	�[���w�a�"���y��}a�	�©� ¥��w�y�����	�©���[�«}f��� � �����y�	���#�i}§� ��[�w���Û¸È½���¨Aº������ �	�[���w�a�"���y�d}a�i¢£�	���y���#�*��� � �����

� �y�����%� x̄k
� � ���#��I���W¼

x̄k =

[
xk

θk

] ¸È½�� ½`½Sº

�P����¥��y� �����z¸È½���¨Aº¥�#��¢��a�����W¼
{
x̄k+1 = f̄(x̄k)
yk = h̄(x̄k)

¸È½�� ½ ¾ º
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�Wß
yk ∈ R

p ��� x̄k ∈ R
n+l �

±��â�G�"!	�[�ª�w���¦��}§�����y�¯��� °��I���#���w�y���%�:}§�µ�y�	�	�[���w�w�w�����w�a�[� ��� � �����*���p�[�����y�d���ª�#���%� � �������	���¬�#��� � ��������#� �#� � �%�a���w�a�[���#� }G� � �����¥�����#��� � �����������p�	�y�w���©���w�a�[���#� }G� � �������)�¬� � �������¡�#� �#� � �%�a���w�a�[�¶�	�w���#�[�#� � ���I���Q¼
{

ˆ̄xk+1/k = f̄(ˆ̄xk)

Υk+1/k = FkΥkF
T
k +Qk

¸È½�� ½ Â º

ˆ̄xk+1/k
�y���#� � �y�����y�¡}§���#� � �%�a���w�a�[��À��#�)�I�[�¥�%�)¢£�	���y���#�

x̄k+1
�
Υk+1/k

�	�w��}§���©���w�w�a�	���#���	�3¢[���y�a���I�����#�
}G�p���w�y���#�!�#�¥�#� � �%�a���w�a�[� εk+1/k , x̄k+1− ˆ̄xk+1/k

�
Qk

�	�w�:�#���¥�©���w�w�a�	�=�#�¥���[��� � �����w�a�[�)� � ���#�a�8�����w���w��¢£����P���©���w�w�a�	�
Fk

�	�y�8}a� »y�[�	�[�#�a��� & ����}§�«�5�[�����w�a�[�
f̄
���¶���[�����

x̄k = ˆ̄xk

�¬� � N��I���w�a�[�����p�	�w�w���©���w�a�[���#�^}G� � ����� �	�w�=���[�#� � �^�I���W¼
{

ˆ̄xk+1 = ˆ̄xk+1/k +Kk+1(yk+1 − h̄(ˆ̄xk+1/k))

Υk+1 = (1n −Kk+1Hk+1)Υk+1/k

¸È½�� ½SÜ`º

ˆ̄xk+1
�	�y�!}G�p�	�w�w���©���w�a�[�¶�%�)¢£�	���y���#�

x̄k+1
�
Υk+1

�	�w��}§���©���w�w�a�	���#���	�3¢[���w�§�����	���#� }G�p���w�y���#�¥���p�	�w�w���©���w�a�[�
εk+1 , x̄k+1 − ˆ̄xk+1

�
Kk

�	�w�=}a��s£�����d�#� D ��}��©�������=�	�w� �#�[�#� � �I���W¼

Kk+1 = Υk+1/kH
T
k+1(Hk+1Υk+1/kH

T
k+1 +Rk+1)

−1 ¸È½�� ½~ãº
�Wß

Rk
�	�w�8�#���^�©���w�w�a�	���#�����[��� � �0���w�a�[��� � ���#�a�������w���w��¢�����P���©���w�w�a�	�

Hk
�	�w�8}a� »w�[�	�[�#�a��� & �#�^}§����[�����w�a�[�

h̄
���i���[�����

x̄k = ˆ̄xk
�

�P�w�5�[�����w�a�[���#�k�,¥£���#�#�I�3¢
V
�	�y�:� � ���#�a�¥�I��� V (εk+1) = εTk+1Υ

−1
k+1εk+1

����¢��	�
Υk+1

�#�[�#� � �I���Y¸È½�� ½SÜ`º��

±��¶�zÁ�����N���L��� °��I���#���w�y���%�:}a�â��}��w�y�i�#� D ��}��©���ª�I�¶�w�a�������I�[�©�	�[�¦�#�y�d�#�¶}§�µ�w� � �����I����� � }�� � ��������I�[������±^�����^}§���y�	���w�a�[���w�#��¢������y�������[���^�#�y�[�����y�[�����#���[���y���w¢[�����������[�����#�����w���8���[}�¥��y�[�#��N�����N��#�:�����Ñ³
����� �#�^�#�y�����%�y�����d�	�[�¦�#�y��}§���w� � �����I����� � }�� � �����d���I�[�����

�:±�ó t <ú¹�û Þ >ýü Ü û¼¸ Þ ü�ö2ü87 Ü ü Ü º ó 7 ³ 9wv Ü ³ 7úº x ¸Ûû
°¤�[�¦��� � ¢£�SN£� � ������°��I���#���w�y�P�%�	�#���¬�I���w�y�����#}§���w��� � �#�	�N��¥%�w� �����	�P��¥��I���¦��N����	�P���[��}���� � �����y�	�N� � �w�a�#��������^}§�*�I���w�#�y�¦�#��}a���#�y�^� � s������	�������w�©���������y���0X���� � s����������I�[�[�w��N����¦�	�y�^�������[��� � �w�a� � �������^}G�p�	�w�I�[�	���� � �����:�I���:�#�	�²�w���i»w�	���y�[���y�	�:���[�¦�	�[��¢�����s������y�	�:�©���a�U���[�w� � �	��� � ¢��[}��I�����¬�������U�#�����w�w���[���y���#�¬���I�[�[�w��N������°¤���w�y���w� � �����I����� � �����#�kÁ��w�y�¡����� � s�� � �^�������¤}§����¥����w���	�y�¡���p�[���y���w¢����y���#�y�=�[�����#�����w����¥���[}t¥��y�[�#��N£���	�¥���[�#�}§���y�	���[�I�w�w�w�����w�a�[���w�����#}������ � � � �����®òR�I�������z���y�y�Jô4R ���w�y���w� ������}G����´ ä`ä ½ õ ôwMd��}�} � �w�a�[�%�i������}G���I´ ä`ä`¾iõ �

���i�y�	�w�w�y�������=}§�¦��}§�[�y�y��s � � � ����}a���#����¥%�w� �����	�=�#��}§�«�5�[�w���V¸È½���¨AºkÀ�}§����[�w���z¼
{
xk+1 = f(xk) + ψ(xk)θk

yk = h(xk)

¸È½�� ½~áº

���d�w�#�#�����y�ON£�����	�^��¥%�w� �����������#� �y��� �	� ���w���y���y�[���8}§�«��[�w����¼
{
xk+1 = A(xk)xk + ψ(xk)θk + E(xk)
yk = Cxk

¸È½�� ¾`ä º
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�Wß
A ∈ R

n×n � E ∈ R
n ��� C ∈ R

1×n �������[��� � �w�a�y����� }a�	����[�����w�a�[���
f
���
h
�

±^�����=}§���w�#���y�����[�d�	�[���w�a�"���y��}a�^���[�=�Wß
E(xk) = 0n

�
�P�^¢��	���y���#� ��� � ����� � �y�����%� x̄k

�	�w�=� � ���#�P�I���O¼

x̄k =

[
xk

θk

] ¸È½�� ¾ ¨Aº

¿¬�d�	�[���w�a� � ������� }a��¢£�	���y���#� ��� � ����� � �y�����%� x̄k
�%}a�^� ¥��w� �����z¸È½�� ¾`ä º8�#��¢��a�����W¼

{
x̄k+1 = Ā(xk)x̄k

yk = C̄x̄k

¸È½�� ¾ ´º
��¢£�	��¼

Ā(xk) =

[
A(xk) ψ(xk)
0l×n 1l

]

, C̄ =
[
C 0l×1

] ¸È½�� ¾ �º

à �²}§�JN:�y�[�����w���w�a�[� ¨Ù¸G°��I���#���w�y�z�º �����#}��tN�� � �¦������¥��y� ���������"s�������� � ¸È½�� ¾ ´º��	�w��¢ � �w��� � ���Ú¸È½�� ¾ ´º �����#�
Á��w�y�^� �	� ���w�����y�[���8}§�«�5�[�w���O�0N:¼ ¼

{
x̄k+1 = Ā(ρk)x̄k

yk = C̄x̄k

¸È½�� ¾ ½Sº

�Wßi}§���©���w�w�a�	� Ā(ρk)
�[�%�����=�����^�#�	�����y�f���w�a�[�i���[}t¥��y�[�#��N����z¼

Ā(ρk) =

[
A(ρk) Φ(ρk)
0l×n 1l

]

=
N∑

i=1

ξ
(i)
k (ρk)Ā

(i) ¸È½�� ¾`¾ º

��¢£�	� A(ρk) = A(Ψ(xk)) = A(xk)
���

Φ(ρk) = Φ(ϕ(xk)) = ψ(xk)
���P�	� �©���w�w�a�	�	�

Ā(i) �y�[���¡�#�[�#� � �	��I����¸'¢£�[����°��I���#���w����´%� à �	���w�a�[���%� ¾ º�¼

Ā(i) = Ā0 +
L∑

j=1

ρ
(j)
k ĀIj

¸È½�� ¾ Â º

���*�����#����}�}a��N£����}§���	�[���%���w�a�[�ñ¸'���rº!�#� }§�ÛN:�y�[�����w���w�a�[�µ¨ ¸G°��I���#���w�y�j�º!���z������N£���
ρk
�	�w�����[�w� � N£�I�����

xk
}G�p�	�w���?NU�����	�[��� � N£�I������� ρk

� ¢£�[}������I�������#�µ�����������#}a�¦�	�[�¦�I�[���WN£�#�:�	�w��������}������������^�#�����[}t¥��y�[���
Dρ

���=�����#�=�y�[�W»Ñ�[�#�y� �y�^� � �	�[�¦�����������y�[���8}§����[�w���z¼

ρk =
N∑

i=1

ξ
(i)
k ρoi

¸È½�� ¾ Ü`º

�!�p�[���y���w¢[���y���#� ���[}t¥��y�[�#��N������w�#��¢������8�����#�¡��}��[���{Á��w�y����¥����w� � �w�a� � ¼
{

ˆ̄xk+1 = Ā(ρk)ˆ̄xk + L̄(ρk)(yk − ŷk)
ŷk = C̄ ˆ̄xk

¸È½�� ¾ ãº

�Wß L̄ �	�y���#�Ýs£������� � ���������������#� ρk
�?�#�[����¢����w�§�������������¡}a���y���¦���3�LRm�I���w�w�����#�â¸È½�� ¾ ½Sº �����#�Ù¸È½�� ¾ ãº��

�[�i�����#� � ���w���y�^}G� � N£�I���w�a�[�d¢ � �w��� � ���I���=}G�p���w�y���#���#���y�	�	�[���w�w�w�����w�a�[�¯��� � �0��� εk , x̄k − ˆ̄xk
�#��� �[� � �a�y�������ÀT¼

ã`�



ÃxÄ)[ ¯L± \]Å ^��LÆ÷öU° \ ±r® [`\ ±³C´¦°J±È® ¶ } \�[ ´�ªy^«ª \�[`\tø ¯ [CÅ�[ ® �É\]Å ^{¯" ¶)Å } [ ®z32 ¶ } [\ ±]C´V¯ [CÅ�[ ®Vª \]Å ± 4É¶ ^

εk+1 = (Ā(ρk) − L̄(ρk)C̄)εk
¸È½�� ¾ áº

�P�¶��¥��I���¦��N£�����#�¦�y�	���[�I�w�w�w�����w�a�[�c�	�w�^}���� � �����y�©��� εk ���©���a�WÀ��y���¦���^¢����w�§�����������^}a�	���©���w�w�a�	�	� Ā ���
L̄ � � �������#�������#� ρk

�0NU�����	�[��� � N£���������P¸È½�� ¾ áº^�	�w���#�»��¥%�w� �����z�0N¬¼ �#�[�����[�c�������y�����ÙÀâs£���������w����}§�
�w�����#��}���� � s�}a�[�I��}a�©�����y�[�#���#�n% � �y�#�²°¤���w�y��s£���������w�a�������#�WÁ��w�y�©�[�#�y���������I�����#�����I�[�Â� »Ñ���%�a�������%���#� L̄�	�y�y�����w�a��}�}a���������ks��#�a� � �I���¤}§���y�	�������y�����^��� �#���Y��[�����w�a�[�¶�#�Q�,¥����#�#���3¢*�[� � N£�I���y����� �����¦�����y�����Ùs£�����
L̄ �#������[�w�������[}t¥��y�[�#��N����z¼

L̄(ρk) =
N∑

i=1

ξ
(i)
k (ρk)L̄i

¸È½�� Â ä º

��8¢��	���y���#�
ξk
�#�O¸È½�� Â ä ºU�#�[���!�	�[Ó�����a�#������¢£�	�8�	��}��#��N£�#�#�����y���w¢��a�����!�������:}§�^� � ���[�¦�����y���w�a�[�©���[}t¥��y�[���tN�����#�

ρk
¸È½�� ¾ Ü`º����	� N��#�:�	�w���y�[�W»w�[�#�y�������y�y���#}a���#�#�a� N����

ξk
� � �������µ�#� ρk

�w�#�#����� � �[�	�	�	�y�w���#}a�zÀ*���I�CN����
�����w�������«À��w����¢£���y��}§�i�y�[�w�w�a�

yk
�0�!�p�����#�y�	�y�y�a�[�÷¸È½�� Â ä º^����}§�i� � �	�[�¦�����w���w�a�[� �	�[��¢£���#�¦¸È½�� ¾`¾ º^�#� Ā(ρk)�����w�����w�y�������#�^� �	� ���w���y�¹¸È½�� ¾ áº�¼

εk+1 =
N∑

i=1

ξ
(i)
k (ρk)(Ā

(i) − L̄iC̄)εk
¸È½�� Â ¨Aº

�Z�¦�����y���YÀ L̄ }§����[�w�������[}t¥��y�[�#��N����V¸È½�� Â ä º¥�w�ts��#���I�ON���� L̄ �	�w�=�	�[���w��������� ��p�����I���w�y���#���QÀ��#�¶���[}t¥��y�[���
DL̄

�#�[���=}��	� �y�[�¦�����y� �y�[��� L̄(L̄1, . . . , L̄N )
�

�P�©�	�[��¢�����s������	��s�}a�[�I��}a���#�Ù¸È½�� Â ¨Aº=�	�w�¡�[�y�w�#� � ���������#�#}���N£�I�����¡}§��N:�y�[�����w���w�a�[�µ´��%�µ°��I���#���w�y�«�©�3¢��	�
Ā(i) ¼
r �xúm� ��_"�5��º%Þ�n{�����¥%�w� �����z¸È½�� Â ¨Aº¥�	�[��¢£����s����[��¥��¦�#�y�[�w��N������������=¢£���y�s% � �y����� ��}�����a�y�y�^�#�	�8�©���w�w�a�	�	���¥�� � �w�w��N£���	��� � ���#�a�	�������w���w��¢£�	� Pi

�N�#�	���©���w�w�a�	�	�
Gi

���
Fi
��y��}�}a�	� N£�����P���[�#���y�[�#�������I�����y�	�

(i, j) ∈
{1, . . . , N} × {1, . . . , N} �%}G�p�����y�����#}a���w�#��¢������=�#�	�=��� � s£��}��f� � � �©���w�w�a���a��}�}a�	�¡�y�[���8¢ � �w��� � ¼

[
Gi +GT

i − Pi GT
i Ā

(i) − F T
i C

(Ā(i))TGi − CTFi Pj

]

> 0
¸È½�� Â ´º

��¢£�	�
L̄i = (G−1

i )TF T
i

�

¸È½�� Â ´ºvs£���������w���:}G�p���%�a�w�y�����	�¥��� �#���U��[�����w�a�[�¦�#���,¥£���#�#�I�3¢����[}t¥�N£�I�[�%�����w��N����
V : R

n → R
+ ��� � ���#�a�¥�I���

V (εk) = εTk Pkεk
�3��¢��	� Pk =

N∑

i=1

ξ
(i)
k Pi

���
ξk ∈ S(Dρ) = {µk ∈ R

N , µk = [µ
(1)
k . . . µ

(N)
k ]T , µ

(i)
k ≥

0 ∀i,
N∑

i=1

µ
(i)
k = 1} �����8¢ � �w���?�����W¼

V (εk+1) − V (εk) < 0, ∀ξk ∈ S(Dρ)
¸È½�� Â �º

�¬� � N��I���w�a�[�|¸È½�� Â �º¤�y�����i�	�[�¦�#�y���#�^}§���w�����#��}���� � ���[}t¥)N��I�[�%�����w��N£�����#�V¸È½�� Â ¨Aº��
·=�*�I¸��I¹i�:øx�H��ùutnQRY��� N�����}a����¥%�w� �����â¸È½�� Â ¨Aº¡�	�[��¢£����s������[}t¥)N��I�[�%�����w��N�������������¢£���y�H% � �y�#����}:�	�w��� � ³�	�	�y�������y�ON����

Φ(ρk)
�������L���#���#}a� »y���©���a���"N�����}vN£���^���[���

ρk
���#�I���w�y���I������À Dρ

�

ã�½



�LÆY�LÆ��P¯¯L}�±]¬ [`\ ±³C´µ1V} [ ®z�2 ¶ } [`\ ±]`´z¯ [CÅ�[ ®zª \]Å ± 4É¶ ^

¾ Å ^ ¶ /�^ ´�Æj��	���©���w�w�a�	�	� Ā(ρk)
� L̄(ρk)

���
C̄
�����#¢������TÁ��w�y�¯� �	� ���w���y�	�¶���[���*}§�ñ��[�w�����I���w�w���w�a�[�#� � ��y�#��¢[�����y�z¼

Ā(ρk) =

[
A(ρk) Φ(ρk)
0l×n 1l

]

, L̄(ρk) =

[
L1

L2

]

, C̄ =
[
C 0l×1

] ¸È½�� Â ½Sº

�Wß©}a�	�¬�©���w�w�a�	�	� L1
��� L2

�y�[�����#�=�%���������w�a�[���¤���#�#�y�[�#�w� � �	�3�~�!� ���%�#�y�	�y�w�a�[� Ā(ρk)−L̄(ρk)C̄
�����#�¤��}a�[�y�

����� �	� ���w���y�z¼
Ā(ρk) − L̄(ρk)C̄ =

[
A(ρk) − L1C Φ(ρk)

−L2C 1l

] ¸È½�� Â ¾ º
à � ��}I���%�a�w�y�8�#�	�¬���[�����y�

ρk ∈ Dρ
�y��}a�IN����

Φ(ρk) = 0
��}a�¥���[}t¥���½[���=�������[��� � �w�a�y�w��N£��� �#� Ā(ρk)−L̄(ρk)C̄

�
� � ���#�P�I��� �#��� (Ā(ρk) − L̄(ρk)C̄ − λ1(l+n)×(l+n))

�#�	�w�O¼

(1 − λ)l ����� (A(ρk) − L1C − λ1n)
¸È½�� Â`Â º

��¢£�	�
λ ∈ C

�"N:���8�	�[��� � N£��������� λ = 1
�	�w�¥�#����¢���}a���#�¥�#�y�[�#�y���#±������8�	�¡���[�3��}§���	�[���%���w�a�[�¶� � �	�	���������y���#�� � �y�	�������#��}���� � ���[�#�=}§�¦�w�����#��}���� � ���[}t¥�N��I�[�%�����w��N£�����#�V¸È½�� Â ¨Aº¤��p�	�w�=�#}����8¢ � �w��� � ���

�Û±�� ü 7�7�9Uº · ü Ü º ³¶µ ý 9Uüwv ³ ö2¸�9Uü Ü º ³�µ 7úü Þ üxvzy Ü�Þ º x ¸2û
±^�������#� �	�[���y���%�y�)���©�����%�#}§���w�a�[�C�I������� � �w�w��N������U�	�[���w�a� � �y�[����}G� � �����w�y���#��� � s����I����}a�)��¥%�w� ��������I�[�[�w��N������w�#��¢[�����W¼






x
(1)
k+1 = cosφx

(1)
k − sinφx

(2)
k

x
(2)
k+1 = sinφx

(1)
k − (cosφ− 0.3α)x

(2)
k + 2α(x

(2)
k )2 + 4θkα((x

(2)
k )3 + 0.005)

yk = x
(2)
k

¸È½�� Â Ü`º

��¢£�	�
φ = 3.03

���[���
α = 2.7

���
xk = [x

(1)
k x

(2)
k ]T

�)��¡�I�������z���w�y�
θk ∈ R

�	�y�¤�����%�#} � �I���¥}G� �����5�[�w�©�R³�w�a�[����}§�����y�
mk

�W�Z}%�	�w�:�	�[���w�������U�I���:���[�y�	�����%���
θk = θ1

N��I�����
mk = m1

���
θk = θ2

N��I�����
mk = m2

�
à ���#}}G� � ����� x(2)

k

�	�w�8�w�������w�¦�a�����i� � �	�����y���#����R{���i�����y�	�	�[���w�w�w�#���y��}G� ������[�w�©���w�a�[�
mk

�#�,½[� � � � �	���#�y���#���
���[��� �y�[�#�I�����y�[��� �	�w�w������� �w�����#}������ � ������� }G� � ����� x(1)

k

���8}a���I�������z���w�y�������%�#} � θk
���N���y�	�	�[���w�w�w�I���y���[�

�y�����#}������ � � � �����®òR�I�������z���w�y� ¢������p�����	���w�����!���©�#���%� � �������	����}G� �#���8���[�y�¬}��ts����=���¬}G�L���#�w�y� �����y���¦���¬� � ��}G�

º?nÚôwø_ÿ#¸��������R¹�Ú	�ÈõLù��
� Æ �� ±È® ¶ } [`\ ±]`´�2 ¶ °Jµ�° \�� ®z^j{¤�LÆÈÞ��D|¹^ \ ¬yC´�° \ ± \]¶)\ ±³C´µ2~^O} [ }�±:° \ ^

Λ

�P����¥��y� �����z¸È½�� Â Ü`º¥�	�w�=�#�^}§�«�5�[�w���V¸È½�� ¾`ä º8��¢£�	��¼

A(xk) =

[

cosφ − sinφ

sinφ − cosφ+ 0.3α+ 2αx
(2)
k

]

, ψ(xk) =

[

0

4α((x
(2)
k )3 + 0.005)

]

,

E(xk) =

[
0
0

]

, C =
[

0 1
]

¸È½�� Â ãº

�P�^¢��	���y���#� ��� � ����� � �y�����%� x̄k
�	�w�=� � ���#�P�I���O¼

x̄k =






x
(1)
k

x
(2)
k

θk






¸È½�� Â áº
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ÃxÄ)[ ¯L± \]Å ^��LÆ÷öU° \ ±r® [`\ ±³C´¦°J±È® ¶ } \�[ ´�ªy^«ª \�[`\tø ¯ [CÅ�[ ® �É\]Å ^{¯" ¶)Å } [ ®z32 ¶ } [\ ±]C´V¯ [CÅ�[ ®Vª \]Å ± 4É¶ ^

¿:�d�	�[���w�a� � ������� }a�^¢��	���y���#����� � ����� � �y�����%� x̄k
�%}a����¥%�w� �����z¸È½�� Â Ü`º¥�	�w� �#��}§�«�5�[�w���V¸È½�� ¾ ´º=��¢��	�z¼

Ā(xk) =

[
A(xk) ψ(xk)
01×2 1

]

, C̄ =
[

0 1 0
] ¸È½�� Ü ä º

���*���I�����������#���Y�5�[�����w�a�[�
Ψ = [Ψ1 Ψ2]

T �y��}�}a�QN£���
ρk = Ψ(x̄k)

����}§���©���w�w�a�	� Ā �£¢ � �w���?����� Ā(ρk) =

Ā(Ψ(x̄k))
�����[�f�:�#�¥��}§�[�y�y�

C1 �I���U�����#���[�w�IÀ
ρk
������#�y�[�����y�

Ψ1(ρk) = ρ
(1)
k = cosφ−0.3α+2αx

(2)
k

���
Ψ2(ρk) = ρ

(2)
k = 4α((x

(2)
k )3 + 0.005)

�������¥%�w� �����V¸È½�� Â Ü`º¥�����#�YÁ��w�y��� �	� ���w�����y�[������[�w���^���[}t¥��y�[�#��N����
¸È½�� ¾ ½Sº8��¢£�	��}a�	�=�©���w�w�a�	�	�W¼

Ā(ρk) =





cosφ − sinφ 0

sinφ ρ
(1)
k ρ

(2)
k

0 0 1



 , C̄ =
[

0 1 0
] ¸È½�� Ü�¨Aº

�P��N��I�����w��� � ρk
�	�w�=�%�a�w���[�#���#}a��À����I�CN����^�����w������� ����� ��}�}a��� � �������d�#� x(2)

k

N��#��	�w�8�w�������w�¦�a�3�
�P��}��a�w�y�

Λ
�	�[���w�a�����=}a�	�=���[�����y�

ρk
�w�����#} � ���

� Æa`�b{^ ¬ Ä ^ Å ¬ Ä ^¦2~^J°j°ÉC® ®V^ \ °
ρoi

2 ¶ ¯"C}Çµ \ J¯�^W® ±r´�±È® [ } D∗
ρ

°¤�[�¦���
xk

�	�y�)���I�[�[�w��N������
xk

� � �y�a�#���������)�#�s���y�w���[���y���#�����I�[�[�w��N����
Ω
�!�y���#� � �y����� � �w�#�)}§�Ê��s��#�y�

½��L´"¸�º��P°¤�[�¦���
ρk

� � ���������#� xk
�?��} � ¢£�[}��������������#�µ�����y�����#}a���	�[�¦�I�[��� Ωρ

��N��#�U�	�w��}G� ���©��s��¦�#�
Ω

}�~��)�

�]�d����

~����}�~����

~������

�]���K��

æaç�è M�\\K ç�ø \GQ 1 K øGF[ç H0\GJYd 1 Q
Ω

�

���)�

���� ���

���d����

�����K��

�'��
� �

æ�ð�è0� H;�w��\GH²/�Q K JLO�J K=ç �
D

∗

ρ

QTO*�®�qH ð[ç O	\
Ωρ

×PîÈï�ð�½��L´�Ø¹R8�w�w���[���y���#� ���I�[�[�w��N��������=���[}t¥��y�[���^�¦���#���©��}
�I���

Ψ
�,�N�*�©���y�����©�#��*¡�����I��� � � � � ���#�#}���N�� � �¦���[�#���w�y�[�#¢£����}a�¦���[}�¥��y�[���¦�¦���#���©��} D∗

ρ

���"s�}a�[�I�����
Ωρ
�%�y���#� � ������� � �w���8}§����s��#�y�O½��L´"¸'�Lº����¬�L��}ts��[�w���w�#�©���y����¢��[�a�

N = 224
���[�¦�����y���

� Æ§,�¨�ª \ ^ Å ® ±È´ [`\ ±³C´�2~^²°j® [`\]Å ±³¬y^²°�°É`®«®V^ \ °
Ā(i)

��	�=�©���w�w�a�	�	�
Ā(i) �y�[��� ����}a���#} � �	� �	�[����[�w� � �������QÀ�¸È½�� ¾ Â º8��¢£�	�

L = 2
���W¼

Ā0 =





cosφ − sinφ 0
sinφ 0 0

0 0 1



 , ĀI1 =





0 0 0
0 1 0
0 0 0



 , ĀI2 =





0 0 0
0 0 1
0 0 0




¸È½�� Ü[´º
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{
ˆ̄xk+1 = Ā(ρk)ˆ̄xk + L(ρk)(yk − ŷk)
ŷk = C̄ ˆ̄xk
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J��w� � ô�ê	� ê�� öRê	�6öRò+�è#���w�ùð"è�� çIø
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Σθ

{
ẋ(t) = fθ(x(t),m(t))
y(t) = hθ(x(t),m(t))

��� þ����

êlèi�îêlõnì�� ö%�a�îélíîê����
Σθ

{
xk+1 = fθ(xk,mk)
yk = hθ(xk,mk)
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� ∈ R

n ï m(t)
� íîê	�$ìúþ
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m ï y(t) � íîê	�îìúþ yk
� ∈ R

p ï θ ∈ Θ ⊂ R
l ï fθ

ê	�w�
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�w��]ç�L#�Pø����îòÁøùð�ébçIøùêÁê	�w�FE�íãç��ùêóì ð"ôRí

θ ∈ v(θ) ⊂ Θ
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v(θ)
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θ
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θ ∈ Θ

þ

o,��Z���� ùF��ú ���K����01��
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θ
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θ̂ ∈ v(θ), y(m(t), θ) = y(m(t), θ̂) ⇒ θ̂(i) = θ(i) ��� þ � �
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ȳ(m(t), θ) 6= ∅, ȳ(m(t), θ) ∩ ȳ(m(t), θ̂) 6= ∅ ⇒ θ̂ = θ
��� þ X �
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θ ∈ Θ�.ñ �Pø-ê+T%�a�w�îê»ôRèêE5ð[�a�w�Pè�ç���ê'ð"ô�E5êlíw�

v(θ)
öRê

θ
�îêlø � ô�ê»øùê���J%�w�7Nlõfê Σθ

ê	�w�C��øùð:L�çIøùêlõfêlè��^�ùöRêlè��w��]ç�LRøùênêlè
θ�îôRí

v(θ)
þ

û ê	�»öRò+�è#���w�ùð"è��»è�ê©�ãð"è�� ì�ç[���w�$í$ô�é��$ôRíîêløPøùê	�'ébçIí»êløPøùê	���ãð"è��PE�çIø ç�LRøùê	�ýì ð"ôRíýø ç�E�çIøùêlôRíýì�çIíw�w�ùélôRø��RNlíîê
θ
ê��

è�ð"è�ì ð"ôRí ìRíîê	� � ô�ê^�îð"ô#� θ ∈ Θ
þ

û ð"õnõfê ì ð"ôRí ø çEéhð"è�ö%���w�ùð"èd��è��f�y�ùçIøùê�ï�øùê	�sìRíîð"ìRíw�ùò��îò	� öúñ �ùöRêlè��w��]ç�L#�Pø����îò � I�	bü'ì êlô�E5êlè��£���$íãê�EUíãç��ùê	�sì ð"ôRí
ôRè/éãë�ð[��T8ì�çIíw�w�ùélôRø��ùêlíHöRê ø�ñ)êlè��$íîòhê
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æpçIè��	øùê	�-æ ò"�è#���w�ùð"è��>	 � I�	 � ï {y(x(0),m(t), θ)}t1
t0

íîêlìRíîò	�îêlè��îê;øùê;éhð"õnì ð"íw�îêlõfêlè���êlè��$íîòhêxò��îð"íw�w�ùê ö=ô��7J��#M
�7Nlõfê

Σθ
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θ
ï�é�ñ ê	�y�#M�IOM�ö%�Píîêxø ç��ãð"íw�w�ùê

y(t)
ö=ô���J��y�7Nlõfê ��� þ����

�a�y�$ô�êEöRêEø ç8éhð"è�ö%���w�ùð"è��Pè#���w� çIøùê
x(0)

ï ì ð"ôRí ø�ñ)êlè��$íîòhê
m(t)

ï��$ôRí ø�ñ �Pè��îêlí�E�çIøPøùêföRê��îêlõnì��
[t0, t1]

þ Mt1
t0

ê	�w�
ø�ñ)êlè��îêlõ�LRøùêsöRê	�,êlè��$íîòhê	�,õfê	�$ôRíãç�LRøùê	��ê��HL ð"í$è�òhê	� � ô#�%�ãð"è��,öRò+�è#�ùê	�:�$ôRí [t0, t1]

þ�K1çxè�ð[�w�ùð"ènöRê;ì]çIíãçIõ)N��$íîê	�
�Pè�ö%�a�îéhêlí$è�ç�LRøùê	�xê	�w� è�òhéhê	�y�ãç��Píîêpì ð"ôRí öRò+�è#�Pí ø�ñ �ùöRêlè��w��]ç�L#�Pø����îò»ö�ñ ôRèd��J%�w�7Nlõfê�þ
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θ
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θ̂
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x(0)
ê�� Mt1

t0

�w� {y(x(0),m(t), θ)}t1
t0

= {y(x(0),m(t), θ̂)}t1
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ï
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m(t) ∈ Mt1
t0

þ
Kúê	� ì�çIíãçIõ)N��$íîê	�

θ
ê��
θ̂
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θ̂ ∼ θ
þ
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v(θ)
öRê
θ
ï%�îêlø � ô�ê)�

θ̂ ∈ v(θ), θ̂ ∼ θ ⇒ θ̂ = θ
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θ̂ ∼ θ ⇒ θ̂ = θ
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��èFç"éhéhð"íîöÁç9E5êhéJôwóxð[�Píîê��bï4üZ�Z�Z� õ ï ð"è`ì êlô#�Hè�ð[�îêlí � ô�êýø ç�æ ò+�è#���w�ùð"èØ	 ß �PõnìRø�� � ô�ê»ø ç�æ ò+�è#���w�ùð"è 	9�=þa��èêY÷�ê��.ï[�w�UôRè���J��y�7Nlõfê6ê	�w�U�ùöRêlè��w��]ç�LRøùê=�$ôRí,ø�ñ �Pè��îêlí�E�çIøPøùê
[t0, t1]

ïIôRè�ê ò��$ô�öRê8�$ôRí,ø�ñ �Pè��îêlí�E"çIøPøùê
[t0, t2]

ï
t2 > t1

ï
èúñ�çIìRì ð"íw�îêlíãçfì�ç[� ö�ñ �Pè2GKð"í$õ�ç��w�ùð"è��$ôRìRìRøùòlõfêlè��ãç��Píîê��$ôRísø�ñ �ùöRêlè��w��]ç�L#�Pøa���îò»ö=ôi�7J��w�7Nlõfê�þ
æ ê ø çEõ)�lõfêpõ�çIè#�RNlíîê�ï�ø çnæHò+�è#���w�ùð"èè	 � �PõnìRø�� � ô�ê ø çEæ ò+�è#���w�ùð"èè	Z	�þ
æEñ�çIô#�$íîê	� öRò+�è#���w�ùð"è��xöRê ø�ñ �ùöRêlè��w��]ç�L#�Pø����ãòýð"è�� ò��îòpìRíîð"ì ð��îòhê	� ö�çIè��=ôwà1ôRè�çIø��-çIè�ö à-çIí$èúïS	 YZX�� õ þ û ê	� öRò+�M
è#���w�ùð"è����îð"è�� ò��5çIøùêlõfêlè��Hòlè�ð"è�éhòhê	�xì ð"ôRí ôRè�êýéhð"è�ö#�f�y�Pð"è¯�Pè#���w� çIøùê

x(0)
ê�� ôRè`êlè��îêlõ�LRøùê»ö�ñ)êlè��$íîòhê	�£�TRò	�bþ

û êlì êlè�ö�çIè��bï�ø�ñ)êlè��îêlõ�LRøùê3ö�ê��nêlè��$íîòhê	�féhð"è��w�ùöRòlíîòhê	�fê	�y�'íîê	�y�$íîê��Pè��Eì�çIíníãçIìRì ð"íw��çIô2T¶öRò+�è#���w�ùð"è��nìRíîòhéhò+M
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�-ð"ôRíxøùê	� æ ò+�è#���w�ùð"è���	 Y ê��HüZ�=ï {y(x0,mk, θ)}t1
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0

ï��bñ �Pø ê+T%�a�w�îêxôRèFE5ð[���y�Pè�ç���êHð"ô�E5êlíw� öRê
θ
ï
v(θ) ⊂ Θ

ï#�îêlø � ô�ê ì ð"ôRí=�îð"ô#� θ̂ ∈ v(θ)
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�

θ̂ 6= θ ⇒ {yk(x0,mk, θ̂)}T
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v(θ) ⊂ Θ
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ï
θ ∈ v(θ)

ê�� {mk}T
0 ∈ MT
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ï=øùê���J��y�7Nlõfê
Σθ
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x0
MG�ùöRêlè��w��]ç�LRøùêýêlè

θ
ì ð"ôRí ø ç¦�îò � ô�êlè�éhê ö�ñ)êlè��$íîòhê	�xç"ö=õ¦�a�y�y�
LRøùê	� {mk}T
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þ
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éhð"è�ö%���w�ùð"èµ�Pè#���w� çIøùê'ìRíw�a�îê Ifø�ñ �Pè��y�ãçIè��Hì�çIíw�w�ùélôRø��ùêlí

k = 0
þa��èÁíîê�E"çIè�éãë�ê�ï4ð"èóì êlô#� éhð"è��y�ùöRòlíîêlí èúñ ��õnì ð"íy�îê

� ô�êlø��Pè��y�ãçIè�� k ébçIí øùê^�7J��w�7Nlõfê ��� þ �-�sê��y�8�Pè-E�çIíw� çIè�� � çIô/öRòhébçIø ç���ê��Yþ
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(ẋ(t))2 = (ẏ(t))2(1 − (x(t))2)
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þ
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m(t)
ê��
y(t)

þ�K1çföRò+�è#���w�ùð"è/ìRíîòhéhòhöRêlè��îê��w�
��è#���ê
� ô�ê θ ê	�w�-çIø
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L(θ, y(t), ẏ(t), . . . ,m(t), ṁ(t), . . .) = 0
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���$íîê��ãð"øPô#�w�ùð"èúþ��,çIí ê+TRêlõnìRøùê�ïRø çEíîêlø ç��w�ùð"è L = 0

ì êlô#�xç9E5ð[�Písø ç�G ð"í$õfê��$ô#�
E�çIè��îê��

ÿ(t) − (θ(1))2ẏ(t) − y(t) −m(t) = 0
��� þ
	9���

æpçIè�� éhêpébç[�bï�öRêlô2T¶�îð"øPô#�w�ùð"è��bïRè�ð[�îòhê	�
θ
(1)
1,2

ïRê+T%�a�w�îêlè�� ì ð"ôRí
θ(1) ïRö�ð"èRè�òhê	� ì�çIí��

θ
(1)
1,2 = ±

√

ÿ(t) − y(t) −m(t)

ẏ(t)

��� þ
	��-�

���
ẏ(t) 6= 0

ïRøùê ì�çIíãçIõ)N��$íîê
θ(1) ê	�y� çIø
��ò�LRíw� � ô�êlõfêlè����ùöRêlè��w��]ç�LRøùê�þ���6ø�ñ)ð"èC�bñ �Pè��îòlíîê	�y�ãêGçIô¶ébç[�Eðsrc�Pø ê+T��a�y�îê�ôRè�êjôRè#� � ô�ê�E"çIøùêlôRí'ì ð��y�w�
LRøùêjì ð"ôRí'øùê	�'ì�çIíãçIõ)N��$íîê	�bï,ð"èàì êlô#�ô#�w�Pø��a�ãêlí ø çEöRò+�è#���w�ùð"è��îô#�
E"çIè��îê�þ

�z�:�=���8�8�#�����	�2�k�#�2 �¡�����¢£�¤�=�¦¥=§¨_�:�=���8�8�#�����	�2�k�#�2 �¡�����¢£�¤�=�¦¥ª©
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�������� ý	�����>L�Lj� ������:�>���%�����
�@ÿ-ü9üJ'A)E*:*�)���Kúê E5êhé��îêlôRíGöRê/ì�çIíãçIõ)N��$íîê	�
θ
ê	�y� d�^Zbc`�y:l�lÔe+m@mRe+v;e+lwb

`cp-e+lwbc` |}^h~+mRe �w�úê�� �îêlôRøùêlõfêlè����bñ �Pø1çIìRì�çIíw�w�ùêlè��CI
k < m, y >

þ
û ê��w�îê öRò+�è#���w�ùð"è)�w�
��è#���ê � ô�êsøùêuE�êhé��îêlôRí;öRêsì�çIíãçIõ)N��$íîê	��ì êlô#�!�.ñ)ê+TUìRíw�Põfêlí;éhð"õnõfê ôRè�êsôRè#� � ô�êuG íãç"é��w�ùð"èíãç��w�ùð"èRè�êløPøùêýöRêpì ð"ø
JUè�«"õfê	� öRòlì êlè�ö�çIè��xöRê

m(t)
ïRöRê

y(t)
ê�� öRê øùêlôRíy� öRòlíw�
E5òhê	�bþ

�,çIí ê+TRêlõnìRøùê�ï��y�4ø�ñ)ð"è`çEø ç'íîêlø ç��w�ùð"è��$ô#�
E�çIè��îê)�

ÿ(t) − θ(1)ẏ(t) − y(t) −m(t) = 0
��� þ
	 � �

øùê ì]çIíãçIõ)N��$íîê
θ(1) ì êlô#�����$íãê íîòhòhélíw���bïI�w� ẏ(t) 6= 0

�

θ(1) =
ÿ(t) − y(t) −m(t)

ẏ(t)

��� þ
	 ß �

Kúêpì�çIíãçIõ)N��$íîê
θ(1) ê	�w�síãç��w�ùð"èRè�êløPøùêlõ�êlè����ùöRêlè��w��]ç�LRøùê�þ

K1çnæ ò+�è#���w�ùð"èóü�üEê	�y� ò � ô#�
E�çIøùêlè��îê�InéhêløPøùê öRêpø�ñ �ùöRêlè��w��]ç�L#�Pø����îò���øùð:L�çIøùê öRê���K N ôRè��jçIè�ö!�Hø ç"ö�ïS	 YZY �s�}�
�������� ý	�����¬L�P���K1ê��7J��w�7Nlõfê

Σθ
ê	�w�£��øùð:L�çIøùêlõfêlè��¡�ùöRêlè��w��]ç�LRøùê��y�úê����îêlôRøùêlõfêlè��¡�bñ �Pøúì êlô#�����$íîê íîòhòhélíw���

�îð"ô��>GKð"í$õfê öRê íîò���íîê	�y�y�ùð"è�ø��Pè�òbç��Píîê^�îêløPøùê � ô�ê�ï=ì ð"ôRí i = 1, . . . , l
�

Pi(y(t), ẏ(t), . . . ,m(t), ṁ(t), . . .)θ(i) −Qi(y(t), ẏ(t), . . . ,m(t), ṁ(t), . . .) = 0
��� þ
	 � �

ðsr
Pi
ê��
Qi

�ãð"è�� öRê	� ì ð"ø�JUè�«"õfê	� öRòlì êlè�ö�çIè�� ôRè#� � ô�êlõfêlè��xöRê y(t) ï�öRê m(t)
ê�� öRêpøùêlôRíy� öRòlíw�
E5òhê	�bþ

û�� ü9ý&�-þzÿ-ü���ý9ÿ&þ���üM�2��ü&����ÿ�ý
û ð"è��w�ùöRòlíîð"è�� øùê^�7J��w�7Nlõfê

Σθ
I��îêlõnì�� ö%�a�îélíîê�� öRð"èRè�òpì�çIí ��� þ �-�Yþ

K�ñ)ê+T%�îêlè��w�ùð"è8öRêxø çýæ ò+�è#���w�ùð"è�ü2	xöRð"èRè�òhêHì ð"ôRí6øùê	�¤��J��y�7Nlõfê	�¦I��îêlõnì��6éhð"è��w�Pè�ôúïRçIô2T)��J%�w�7Nlõfê	�¦I��ãêYõnìI�
ö%�a�îélíîê�� ê	�w�sø ç¦�$ô#�
E�çIè��îê)�
�������� ý	�����KLo%�®�cb�d6þ÷þi���8�Kfn����R('kL�C:C:��HKúê���J��y�7Nlõfê

Σθ
ê	�w� ^:m ;-�9~+d+`c��q�e�v;e+lab}`cphe�lwbc` |¦^h~+mRe �bñ �Pø

ê+T��a�y�îêýôRèÁêlè��w�ùêlí ì ð��w���w��G
T
ï]ôRè��îð"ô��#M�êlè��ãêlõ�LRøùê'ð"ô�E5êlíw� X0 ⊂ X ï öRê	���îð"ô��#M�êlè��îêlõ�LRøùê	�pöRêlè��îê	� Θ ⊂ R

lê�� MT
0 ∈ M ïRê�� ôRè�ê�G ð"è�é��w�ùð"è�õfòlíîð"õfð"í$ì�ë�ê�¯

φ : R
l × R

T+1 × R
T+1 → R

l ï%�îêløa� � ô�ê)�

öRê��
(
∂φ

∂θ
) 6= 0

��� þ
	 X �
ê��

φ(θ, y0, . . . , yT ,m0, . . . ,mT ) = 0
��� þ
	 Y �

ì ð"ôRí=�îð"ô#�
(θ, y0, . . . , yT ,m0, . . . ,mT )

ðsr
(θ, x0,m0, . . . ,mT ) ∈ Θ ×X0 ×MT

0

þ
Kúê¦G�ç�����öRê ì ð��îêlí�öRê��

(
∂φ

∂θ
) 6= 0

�$ôRìRì ð��îê � ô�ê6ø�ñ)ð"èfê	�w�,øùð[�PèföRê	�¬�w�Pè���ôRø çIíw���îò	�bï�é�ñ)ê	�w�#M�IOM�ö%�Píîê � ô�ê øùê¥��J%�w�7Nlõfê
ê	�w�=�$ô�Ñ©�ãçIõnõfêlè�� ê+TRé����îò�þ
�,çIí ê+TRêlõnìRøùê�ï�éhð"è��y�Pö�òYíãð"è�� ø ç�G ð"è�é��w�ùð"è

φ
�

φ(θ, yk, yk+1, yk+2,mk,mk+1) =

[
(θ(1) + θ(2))yk − yk+1 −mk

(θ(1) + θ(2))yk+1 − yk+2 −mk+1

]

=

[
0
0

] ��� þ�üZ���
�£�:�ª�¤�8�%���#���	�2�Y�#�2 _¡s�#�¤¢£�¤�ª�I°#±

YZX
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æpçIè�� éhê�� ê+TRêlõnìRøùê�ï�ð"è`ç��
öRê��

(
∂φ

∂θ
) =

∣
∣
∣
∣

yk yk

yk+1 yk+1

∣
∣
∣
∣
= 0

��� þ�ü2	��
û ð"õnõfê øùê öRò��îêlí$õ¦�Pè�çIè��xê	�w� è�ôRø�ïRøùê	�sì�çIíãçIõ)N��$íîê	�

θ(1) ê�� θ(2) è�ê^�ãð"è��sì�ç[�8�ùöRêlè��w��]ç�LRøùê	�bþ
û ð"è��y�ùöRòlíîð"è���IEìRíîò	�îêlè��bïRø ç�G ð"è�é��w�ùð"è

φ
�

φ(θ, yk, yk+1, yk+2, yk+3,mk,mk+1) =

[
(θ(1))2yk + θ(2)yk+1 + (yk+2)

2 −mk

(θ(1))2yk+1 + θ(2)yk+2 + (yk+3)
2 −mk+1

]

=

[
0
0

]

��� þ�ü�ü��
æpçIè�� éhê�� ê+TRêlõnìRøùê�ï�ð"è`ç��

öRê��
(
∂φ

∂θ
) =

∣
∣
∣
∣

2θ(1)yk yk+1

2θ(1)yk+1 yk+2

∣
∣
∣
∣
= 2θ(1)(ykyk+2 − (yk+1)

2)
��� þ�üZ���

K1êföRò��îêlí$õ¦�Pè�çIè��'èúñ)ê	�w� ì�ç[�ýè�ôRø!�w�
ykyk+2 − (yk+1)

2 6= 0
þúæpçIè��ýéhêfébç[�bï�øùê	�ýì�çIíãçIõ)N��$íîê	�

θ(1) ê�� θ(2)

�ãð"è�� çIø
��ò�LRíw� � ô�êlõfêlè�� �ùöRêlè��w��]ç�LRøùê	�.þ
û ð"õnõfêFì ð"ôRí3ø çàæ ò"�è#���w�ùð"è ü2	�ï ø çàæ ò+�è#���w�ùð"è ü�� �w�
��è#���ê � ô�êóìRøPô��w�ùêlôRíy��E"çIøùêlôRíy��öRê	�8ì�çIíãçIõ)N��$íîê	�ì êlô�E5êlè������$íîê��îð"øPô#�w�ùð"èúþ
æ ê8õ)�lõfê � ô�ê8ø çÁæ ò+�è#���w�ùð"è^ü2	3ê	�w�fò��îêlè�ö=ô�ê/çIô2TC��J%�w�7Nlõfê	�)I¯�îêlõnì���ö%�a�îélíîê��fêlèÒø çÁæ ò+�è#���w�ùð"è^ü���ïø ç�æ ò+�è#���w�ùð"èÒü�ü3ì êlô#�'ò+�5çIøùêlõfêlè�� ���$íîêjò��îêlè�ö=ô�êGçIô2T��7J��w�7Nlõfê	��I¶�îêlõnì��»ö%�a�îélíîê��bþ]�xô�élôRè�ê�ê+T%�îêlè��w�ùð"è
èúñ)ò��ãçIè��xöRð"èRè�òhêýö�çIè��sø çEø����w�îòlíãç��$ôRíîê�ï�è�ð"ôI�sìRíîð"ì ð��îð"è�� ø çEöRò+�è#���w�ùð"è��$ô#�
E�çIè��îê�þ
����2���@ý	�����²L�[j��Kúêd��J%�w�7Nlõfê

Σθ

��� þ �-�fê	�w�)��øùð:L�çIøùêlõfêlè��*�ùöRêlè��w��]ç�LRøùê¯�w� ê��)�îêlôRøùêlõfêlè��*�bñ �Pø ì êlô#�)�îê
íîòhòhélíw�Píîê��îð"ô��sø ç�G ð"íîõfêpö�ñ ôRè�ê íîò���íîê	�y�w�ùð"è�ø��Pè�òbç��Píîê��îêløPøùê � ô�ê�ïRì ð"ôRí i = 1, . . . , l

�

Pi(yk, . . . , yk+N ,mk, . . . ,mk+N )θ(i) −Qi(yk, . . . , yk+N ,mk, . . . ,mk+N ) = 0
��� þ�ü��-�

ðsr
Pi
ê��
Qi

�îð"è�� öRê	�sì ð"ø
J�è:«"õfê��xöRòlì êlè�ö�çIè�� ôRè#� � ô�êlõfêlè��xöRê mk
ï�öRê

yk
ê�� öRê øùêlôRíy�=���îòlíîò	�bþ

K	çHö%��÷�òlíîêlè�éhêsêlè��$íîê6øùê	��æ ò+�è#���w�ùð"è���ü2	 ê���ü�üHê	�w�,øKñ ôRè��Pé����îò öRê	�HE"çIøùêlôRíy��ì ð"ôRí,øùê	�,ì�çIíãçIõ)N��$íîê	�bþ�æ ê6õ)�Yõfê�ï
ø çGö%��÷�òlíîêlè�éhênêlè��$íîê'øùê	� æ ò+�è#���w�ùð"è��ýü��3ê�� ü � ê	�w�Hø�ñ ôRè#�ùé����îònöRê	��E�çIøùêlôRíy�Hì ð"ôRípøùê	�Hì�çIíãçIõ)N��$íîê	�.ï4íîê � ô#�a�ãêö�çIè�� ø çnæHò+�è#���w�ùð"èóü � þ���è/éhê��îêlè��bï=ø çnæ ò+�è#���w�ùð"èóü � è�ð"ô��=�Pè��îòlíîê	�y�îêpì ð"ôRí è�ð[�$íîêýò��$ô�öRê�þ
æpçIè�� ø ç��$ô��f�ãê"ï�ì�çIí�³ o"j�o�bµ´+v;e�`cphe�lwbc` |}^-~+mRe·¶ ï�ð"èóêlè��îêlè�ö/ôRè#�ùé����îò»öRê ø ç�E�çIøùêlôRíxöRê	� ì�çIíãçIõ)N��$íîê	�bï é�ñ)ê	�w�#M�IOM
ö%�Píîê � ôúñ�IjôRèFéhð"õnì ð"íw�îêlõfêlè��ýêlè��$íîòhê	¸��îð"íw�w�ùêföRð"èRè�ò�ï4éhð"í$íîê	�îì ð"è�öÁôRè�ê'ôRè#� � ô�ê E"çIøùêlôRípöRê	� ì�çIíãçIõ)N��$íîê	�bþ
DxèÖ��J��y�7Nlõfê*�îêlíãçóö%�����ùöRêlè��w��]ç�LRøùêi�w�¤�îð"ô��¦�îê	�Eì�çIíãçIõ)N��$íîê	�nøùê��îð"è��bþ,æ êGìRøPô��bï-ì ð"ôRíD³ `�phe+lwbc` |}^h~�m
e�^Zq
o9e+l�o�phe�m
^)ph��|�l�`cbc`�y:l ^:la^:mnjZbc`c��q�e·¶ ïUð"èGíîê��w�ùêlè�ö=íãçýø ç»æ ò+�è#���w�ùð"è3üZ�=ïUê��;ì ð"ôRíY³ `cphe+labc` |}^-~+m
eP^:q�o9e+l�o�phe�m�^
p-��|�l�`cbc`cyZl�^:m ;-�9~+d+`c��q�e@¶ ï]ð"è�íîê��w�ùêlè�ö=íãçnø çEæ ò+�è#���w�ùð"èóü � þ
¹Hð"ô��EçIøPøPð"èI�»ìRíîò	�îêlè��îêlíEöRêlô2TàçIìRìRíîð�éãë�ê	� � ô���ì êlí$õfê��w�îêlè��nöRê©�îê	�w�îêlí»ø�ñ �ùöRêlè��w��]ç�L#�Pøa���îò8öRê	�»ì�çIíãçIõ)N��$íîê	�öRê	�¥��J%�w�7Nlõfê	�>I��îêlõnì�� ö%�a�îélíîê��bþ&K	çýìRíîêlõ¦�RNlíîê�ï&L�ç[�îòhê¡�îôRí;ø�ñ)ò��5çIø����îò öRê	�¥�îð"íw�w�ùê	�6ì êlí$õfê�� öRê��îê	�y�îêlí;ø�ñ �ùöRêlè2M
�w��]ç�L#�Pø����îò�çIôC�ãêlè��'öRêGø ç`öRò+�è#���w�ùð"è\çIè�çIø
J��w� � ô�ê�þHK1çóöRêlô2T��RNlõfê�ï�L�ç[�ãòhê*�$ôRí'ø ç/íîêlø ç��w�ùð"è9êlè��$íîòhê	¸��îð"íw�w�ùêê��'ö�òlö#�Pòhê3çIô2T»��J%�w�7Nlõfê	�ýì ð"ø
JUè�ð"õ¦� çIô2T�ï	ì êlí$õfê��EöRê©�îê	�w�îêlí'ø�ñ �ùöRêlè��w��]ç�L#�Pø����îò�çIô �îêlè��»ö�ê�ø ç/öRò+�è#���w�ùð"è
çIø
��ò�LRíw� � ô�ê�þ û ê��w�îêsöRêlí$è#�RNlíîê çIìRìRíãð5éãë�êsê	�w��éhð"è��w�$í$ô�é��w�
E5ê ö�çIèI�,øùê¥�îêlè��,ðsrnêløPøùê ì êlí$õfê���è�ð"è¦�îêlôRøùêlõfêlè���öRêéhð"è�éløPôRíîê � ô�çIè��UI�ø�ñ �ùöRêlè��w��]ç�L#�Pø����îòföRê	�Hì�çIíãçIõ)N��$íîê	� õ�ç��a� çIô��y�w�,öRê»íîêhéhð"è��w�$í$ô#�PíîêEøùê	�Hì�çIíãçIõ)N��$íîê	�pö�çIè��ôRèóéhð"è��îê+T%�îê»ö�ñ�ç��w�ãç � ô�ê�I¦�îê+T%�îê»élø ç��PíHéãë�ð[�a�w��þ]æpçIè��xéhê��w�îê'ç��w�ãç � ô�ê�ï�ø�ñ�ç"ö2E5êlíy�ãç��Píîê»éãë�ð[�a�y��� ô�è�ê��ãò � ô�êlè�éhê

YZY
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öRêpø�ñ �Pè2G ð"íîõ�ç��w�ùð"è
mk

ê��xçIè�çIø
J%�îêpø ç¦�îò � ô�êlè�éhê éhð"í$íîê	�$ì ð"è�ö�çIè��îê»öRêpø ç¦�îð"íw�y�Pê yk
þ��-ð"ôRí è�ð[�$íîêýò��$ô�öRê�ï�ð"è

ì ð"ôRí$íãç����8�îð"ô#�sçIô����w�6L#�ùêlè��ãê ìRø ç"éhêlí ö�çIè��6ôRè3éhð"è��îê+T��îê ö�ñ�ç��w�ãç � ô�êUI��ãê"T%�îê éløùç��Píséhð"èRè�ô�ébçIí6øùêxìRíy��è�é��Pì�çIøê	�w�;öRêxéhð"èRè�ç#ºa�$íîêxô�è�ê��îò � ô�êlè�éhêxöRê ø�ñ �Pè2GKð"í$õ�ç��w�ùð"è � éãë�ð[�a�w�ùêHð"ô�è�ð"èa��ê���ø ç��îò � ô�êlè�éhêxéhð"í$íîê	�$ì ð"è�ö�çIè��îê öRêø ç¦�îð"íw�w�ùê�þ
æpçIè��sø ç¦�$ô#���îê�ïRè�ð"ô�� éhð"è��y�ùöRòlíîð"è�� øùê���J��y�7NlõfêPI��îêlõnì�� ö%�a�îélíîê�� ��� þ�ü��Yþ
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Q1(yk, . . . , yk+3,mk, . . . ,mk+2)

P1(yk, . . . , yk+3,mk, . . . ,mk+2)

θ(2) =
Q2(yk, . . . , yk+3,mk, . . . ,mk+2)

P2(yk, . . . , yk+3,mk, . . . ,mk+2)

��� þ �h���

ç9E5êhé��
P1(yk, . . . , yk+3,mk, . . . ,mk+2) =
yky

2
k+1yk+3 − 2ykyk+1y

2
k+2 + (mk+1yky

4
k+1 + y3

k+1 − (mky
3
k +mk)y

2
k+1 + (2mk+1 −mk+2)ykyk+1)yk+2

Q1(yk, . . . , yk+3,mk, . . . ,mk+2) =
(y3

k+1 − (yk +mk)y
2
k+1)yk+3 − yky

3
k+2 + ((2yk −mky

3
k)yk+1 + 2mk+1yk)y

2
k+2

+(mk+1y
5
k+1 − (mk+1yk +mkmk+1)y

4
k+1 − y3

k+1 + (mky
3
k −mk+2 +mk)y

2
k+1 + (mkmk+1y

3
k

+(mk+2 − 2mk+1)yk +mkmk+2)yk+1 −m2
k+1yk)yk+2

P2(yk, . . . , yk+3,mk, . . . ,mk+2) = yky
2
k+2 + (−y2

k+1 +mkyk+1 −mk+1yk)yk+2

Q2(yk, . . . , yk+3,mk, . . . ,mk+2) =
−(ykyk+1yk+3 − 2yky

2
k+2 + (mk+1yky

3
k+1 + y2

k+1 − (mky
3
k +mk)yk+1 + (2mk+1 −mk+2)yk)yk+2)��� þ �Z�-�

�,çIí�éhð"è��îò � ô�êlè��bï θ(1) ê�� θ(2) �îð"è��U�ùöRêlè��y�n ç�LRøùê��;ê��,ì êlô�E5êlè������$íîê¦GKç"é��Pøùêlõfêlè���íîêhéhð"è��w�$í$ô#���y��êlènêY÷�êhé��$ô�çIè��ôRè�êýç��w�ãç � ô�ê�I��îê+T%�îêpélø ç��Pí éãë�ð[�a�w��þ
à _�_6d�y9r�\2e ~7^�o9�7e�o+q-dPm10 e+l�o9e+v;~+mRe�r¾^:d�^�r�b���d"`@o+bc`���q�e
Kúê	� ì ð"ø
J�è�«"õfê	�xöRò+�è#�a�y�ãçIè�� øùê���J%�w�7Nlõfê ��� þ��Z���¥�ãð"è��P�
	9� ß
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B1 = x
(1)
k+1 − (1 + θ(1))x

(1)
k − x

(1)
k x

(2)
k −mk

B2 = x
(2)
k+1 − (1 − θ(2))x

(2)
k − (x

(1)
k )2mk

B3 = yk − x
(1)
k

��� þ � � �

æEñ�çIìRí7N	� ø�ñ)ð"íîö=íîê'øùê+T%�ùéhð:��íãçIìRë#� � ô�ê ��� þ �h���Yï4øùê��îêlí$õfêEöRê��7���îê ¯ öRê B1
ê	�w�

x
(1)
k x

(2)
k

ï]øùê��îêlí$õfêEöRê��7���îê'öRê
B2

ê	�w�
x

(2)
k+1

ê��ýøùê��îêlí$õfêjöRê��7���îêjöRê
B3

ê	�w�
x

(1)
k

þW���è+öRê�ébçIøùélôRøùêlí'øKñ)êlè��ãêlõ�LRøùêjébçIíãç"é��îòlíw�a�w�w� � ô�ê�ï	øùê	�ì ð"ø
JUè�«"õfê	�
B1

ê��
B2

öRð[�
E5êlè������$íîêpíîòhö=ô#���y� ì�çIí íãçIìRì ð"íw�HçIô�ì ð"ø
J�è�«"õfê
B3
þ�Ó�øQE��ùêlè����

B1 = yk+1 − (1 + θ(1))yk − ykx
(2)
k −mk

B2 = x
(2)
k+1 − (1 − θ(2))x

(2)
k − y2

kmk

B3 = yk − x
(1)
k

��� þ � ß �

K1ê¦�îêlí$õfêjöRê¦�7���îê�öRê
B1

ê	�y�
ykx

(2)
k

ê�� ø�ñ)ò��ãç��
x

(1)
k

ð"ôc�îê	�^���îòlíîò	�ýèúñ�çIìRì�çIíãç��a�y�ãêlè��ýìRøPô��»ö�çIè��
B1
þW�,çIí

éhð"è��ãò � ô�êlè��bï B1
ê	�w�xíîòhö=ô#���Hì�çIíHíãçIìRì ð"íw�UI

B3
þaKúê��îêlí$õfê'öRê��7���îê»öRê

B2
ê��y���îð"ô N ð"ôRíy�

x
(2)
k+1

þ û ð"õnõfê
ø�ñ)ò��ãç��

x
(1)
k

ê����îê	�¬���îòlíîò	��èúñ�çIìRì�çIíãç��a�y�ãêlè��;ìRøPô��;ö�çIè��
B2
ï
B2

ê	�w��íîòhö=ô#���;ì�çIí�íãçIìRì ð"íw�>I
B3
þ���è�íîê�E"çIè�éãë�ê�ï

øùêpì ð"ø
J�è�«"õfê
B2

öRð[�������$íîêpíîòhö=ô#��� ì�çIí íãçIìRì ð"íw��I
B1
þ�Ó�øQE��ùêlè����

B1 = yk+1 − (1 + θ(1))yk − ykx
(2)
k −mk

B2 = θ(1)θ(2)ykyk+1 + θ(2)(−y2
k+1 + ykyk+1 +mkyk+1)

−yk+2yk + y2
k+1 − y3

kyk+1mk −mkyk+1 +mk+1yk

B3 = yk − x
(1)
k

��� þ � � �

K1ê¡�îêlí$õfê öRê¡�7���îê öRê
B2

ê	�y�uIýìRíîò	�îêlè��
yk+2

þ2Ó�ø4ê	�w� íîòhö=ô#��� ì�çIí íãçIìRì ð"íw��I
B1
þ&K1ê	�6ì ð"ø
JUè�«"õfê	�

B1
ï
B2ê��

B3
�îð"è����ãð"ô�� íîòhö=ô#���y�pøùê	� ôRè��pì�çIí íãçIìRì ð"íw�»çIô2TFçIô#�$íîê	�bþQÓ�ø��^�îð"è�� öRð"è�éfçIô#�îð"íîòhö=ô#���y�ýê�� ø�ñ)êlè��îêlõ�LRøùê

ébçIíãç"é��îòlíw�a�y�w� � ô�êýö=ôd��J%�w�7Nlõfê ��� þ��Z��� ê	�y�P�

A1(yk, yk+1, yk+2,mk,mk+1,mk+2, θ
(1), θ(2)) = B2

= θ(1)θ(2)ykyk+1 + θ(2)(−y2
k+1 + ykyk+1 +mkyk+1) − yk+2yk + y2

k+1 − y3
kyk+1mk −mkyk+1 +mk+1yk

A2(yk, yk+1, yk+2,mk,mk+1,mk+2, θ
(1), θ(2), x

(1)
k ) = B3

= yk − x
(1)
k

A3(yk, yk+1, yk+2,mk,mk+1,mk+2, θ
(1), θ(2), x

(1)
k , x

(2)
k ) = B1

= yk+1 − (1 + θ(1))yk − ykx
(2)
k ��� þ � X �

æpçIè�� ø�ñ)êlè��îêlõ�LRøùêpébçIíãç"é��îòlíw�a�w�w� � ô�ê ��� þ � X �Yï A1 = 0
íîêlìRíîò	�îêlè��îê ø çýíîêlø ç��w�ùð"è�êlè��$íîòhê	¸��îð"íw�w�ùê�þ���øPøùê ê	�w�¥�ùöRêlè2M

�w� � ô�ê�I ��� þ ��	��Yþw�,çIíxéhð"è��îò � ô�êlè��bï�ð"è`ç�L ð"ô#�w����I'ø çEõ)�lõfêýéhð"è�éløPô��w�ùð"è � ô�êpìRíîòhéhòhöRêlõnõfêlè��bþ θ(1) ê�� θ(2)ì êlô�E5êlè������$íîê/ébçIøùélôRøùò	��IÁì�çIíw�w�PíjöRê
A1

ê��jöRêd�îê	�����îòlíîò	�jê��©�îð"è��jöRð"èRè�ò	��ì�çIí ��� þ �h���nê�� ��� þ �Z�-�<;�øùê	�
ì�çIíãçIõ)N��$íîê	�

θ(1) ê�� θ(2) �îð"è��8�ùöRêlè��w��]ç�LRøùê	�bþ
à _�_ad�y�r+\2e�~7^�o��¾e�o"q&dUmRePd¾�"o"q&mnbk^Zlwb
æEñ�çIìRí7N	�	ø�ñ)ð"íîö=íîê;øùê+T��ùéhð:��íãçIìRë#� � ô�ê{�TRò"ï�ð"è»éhð"õnõfêlè�éhê6ì�çIí	òlø��Põ¦�Pè�êlí-ø�ñ)ò��ãç�� x(2)

k+1

ïOI ø�ñ)ç��ùöRê6öRê	�1ì ð"ø
JUè�«"õfê	�
p1 = x

(1)
k+2 − (1 + θ(1))x

(1)
k+1 −x

(1)
k+1x

(2)
k+1 −mk+1 = 0

ê��
q1 = x

(2)
k+1 − (1− θ(2))x

(2)
k + (x

(1)
k )2mk = 0

þ
�z�:�=���8�8�#�����	�2ñ8�#�2 �¡�����¢£�¤�=�I°>=

	9� �
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p1
ê��
q1
ì êlô�E5êlè��P���$íîê EUô��péhð"õnõfêföRêlô2Tóì ð"ø
JUè�«"õfê	� öRòlì êlè�ö�çIè��ýöRêEø ç��îêlôRøùê E"çIíw� ç�LRøùê

x
(2)
k+1

ê��pöRð"è��
øùê	�Héhð�ê+Ñ�é��ùêlè��y�^�ãð"è��HöRê	��GKð"è�é��w�ùð"è�� öRê

x
(2)
k

ï
x

(1)
k

ï
x

(1)
k+1

ê��
x

(1)
k+2

þ4ÿxèFç
m = 1

ê��
n = 1

þaK1ç�õ�ç��$íw�ùéhê
öRê��-J�ø
E5ê	�w�îêlí öRê

p1
ê��
q1
ïRöRê ö%�Põfêlè��w�ùð"è

2 × 2
ïRê	�w� ö�ð"èRè�òhêpì�çIí��

M1 =

[

x
(1)
k+1 −xk+2 + (1 + θ(1)x

(1)
k+1 +mk+1

1 −(1 − θ(2))x
(2)
k − (x

(1)
k )2mk

] ��� þ � Y �

Kúêpíîò	�$ôRø��ãçIè��xöRê
p1
ê��
q1
ê	�y�P�

R(p1, q1) = |M1| = x
(1)
k+2 − (1 + θ(1))x

(1)
k+1 −mk+1 − (x

(1)
k )2mk − (1 − θ(2))x

(1)
k+1x

(2)
k

��� þ � ���
æEñ�çIìRí7N	� øùê]Î ë�òhð"í7Nlõfê;	bü=ïRì ð"ôRí � ô�ê p1

ê��
q1
ç��ùêlè�� ôRè�÷bòlíîðféhð"õnõ»ôRèúï�ð"è`çIèRè�ôRøùê

R(p1, q1)
þ

��ô#�a�bï�ð"è E�çnòlø��Põ¦�Pè�êlí
x

(2)
k

ïwInø�ñ�ç��ùöRêýöRê	� ì ð"ø
J�è�«"õfê	�
p2 = x

(1)
k+1 − (1 + θ(1))x

(1)
k − x

(1)
k x

(2)
k −mk = 0ê��

q2 = R(p1, q1) = 0
þ
p2
ê��
q2
ì êlô�E5êlè��U���$íîê�EUô��Héhð"õnõfêEöRêlô2T`ì ð"ø
JUè�«"õfê	�pöRòlì êlè�ö�çIè��pöRê'ø ç)�îêlôRøùê

E"çIíy�ùç�L�øPê
x

(2)
k

ê��EöRð"è��'øùê	�Eéhð�ê+Ñ�é��ùêlè��y���ãð"è��EöRê	��GKð"è�é��w�ùð"è��EöRê
x

(1)
k

ï
x

(1)
k+1

ê��
x

(1)
k+2

þ�ÿxèÒç
m = 1

ê��
n = 1

þ�K	çEõ�ç��$íw�ùéhê öRê��-JUø
E�ê	�w�îêlí öRê
p2
ê��
q2
ïRöRê ö%�Põfêlè��w�ùð"è

2 × 2
ïRê	�w� öRð"èRè�òhê ì�çIí��

M2 =

[

x
(1)
k −x(1)

k+1 + (1 + θ(1))x
(1)
k +mk

−(1 − θ(2))x
(1)
k+1 x

(1)
k+2 − (1 + θ(1)x

(1)
k+1 −mk+1 − (x

(1)
k )2x

(1)
k+1mk

] ��� þ � 	��

Kúêpíîò	�$ôRø��ãçIè��xöRê
p2
ê��
q2
ê	�y�P�

R(p2, q2) = |M2| = θ(1)θ(2)x
(1)
k x

(1)
k+1 + θ(2)(−(x

(1)
k+1)

2 + x
(1)
k x

(1)
k+1 +mkx

(1)
k+1) − x

(1)
k+2x

(1)
k + (x

(1)
k+1)

2

− (x
(1)
k )3x

(1)
k+1mk −mkx

(1)
k+1 +mk+1x

(1)
k ��� þ � ü��

û ð"õnõfê
yk = x

(1)
k

ï�ð"è/ç��

R(p2, q2) = θ(1)θ(2)ykyk+1 + θ(2)(−y2
k+1 + ykyk+1 +mkyk+1) − yk+2yk + y2

k+1 − y3
kyk+1mk

−mkyk+1 +mk+1yk ��� þ � ���
æEñ�çIìRí7N	�,øùê9Î ë�òhð"í7NlõfêU	bü=ïIì ð"ôRí � ô�ê p2

ê��
q2
ç��ùêlè��,ôRèH÷bòlíîð éhð"õnõ»ôRè1ï�ð"èfçIèRè�ôRøùê

R(p2, q2)
þ�K1çHíîêlø ç��w�ùð"è

R(p2, q2) = 0
íîêlìRíîò	�îêlè��îê ø çEíîêlø ç��w�ùð"è/êlè��$íîòhê	¸��ãð"íw�w�ùê L1 = 0

þ
K1ç�GKð"è�é��w�ùð"è?,�3.�@�<�A0.�(�., öRêuÞÁçOT%�Põ�çxì êlí$õfê���öRê¥�$íîð"ô�E5êlí�ø çHíîêlø ç��w�ùð"è�êlè��$íîòhê	¸��îð"íw�w�ùê ì�çIí�éhê��w�îê çIì�ìRíîð�éãë�ê
L�ç[�îòhê��$ôRísøùêpíîò	�$ôRø��ãçIè��bþ
K1ç�íîêløùç��y�Pð"è¶êlè��$íîòhê	¸��îð"íw�w�ùê

R(p2, q2) = 0
ê	�w���ùöRêlè��w� � ô�ê�I ��� þ ��	��Yþ]�,çIí'éhð"è��îò � ô�êlè��bï	ð"èàç�L ð"ô#�w��� I3ø çõ)�lõfê»éhð"è�éløPô��w�ùð"è � ô�ê ìRíîòhéhòhöRêlõnõfêlè��bþ θ(1) ê�� θ(2) ì êlô�E5êlè��C���$íîê»ébçIøùéYô�øPò	�UInì�çIíw�w�PíHöRê R(p2, q2) = 0ê�� öRê^�îê	�8���îòlíîò	� ê�� �îð"è�� öRð"èRè�ò	� ì�çIí ��� þ �h���sê�� ��� þ �Z�-�<;�øùê	�sì�çIíãçIõ)N��$íîê	�

θ(1) ê�� θ(2) �îð"è��=�ùöRêlè��w��]ç�LRøùê	�bþ
B ���8���
�Wü#�v���
K�ñ�çIìRìRíîð�éãë�ê{L�ç[�îòhê¬�$ôRí�ø�ñ)ò��5çIø����îò�öRê	��îð"íy�w�ùê��1ê���ø�ñ�çIìRìRíîð�éãë�ê{L�ç[�îòhê¬�$ôRí�ø ç6íãêYø ç��w�ùð"è»êlè��$íîòhê	¸��îð"íw�y�Pê;éhð"è�ö=ô#�a�îêlè��
I'ø çEõ)�lõfê éhð"è�éløPô��w�ùð"èúþ
æpçIè��óôRè[éhð"è��îê+T��îê¶ö�ñ�ç��w�ãç � ô�êèL�í$ô#�îê�ïHéhð"õnõfêàøùê	�óì�çIíãçIõ)N��$íîê	� θ(1) ê�� θ(2) �ãð"è����ùöRêlè��w��]ç�LRøùê	�.ï¡�Pøa�
éhð"è�ö=ô#�a�îêlè���I8ôRègôRè#� � ô�ê�éhð"õnì ð"íw�îêlõfêlè��'êlè��îíîòhê&¸��ãð"íw�w�ùêjê��ýì ð"ôRí$íãç��ùêlè��'öRð"è�é N ð"ô�êlí øùêníÊ«"øùê�öRêféløùò��îê+Mélí7N��îê�þ
û êlì êlè�ö�çIè��bïSL#�ùêlè � ô�êEøùê	�pì�çIíãçIõ)N��$íîê	� θ(1) ê�� θ(2) �îð[�ùêlè����Pö�êYè��w��]ç�LRøùê	�bï�Pøa�pè�êEì êlô�E5êlè�� ì�ç[� N ð"ô�êlípøùêíÊ«"øùê öRêpéløùò��ãêlélí7N��îê�ï�ébçIísôRè�êýç��w�ãç � ô�ê�I��îê+T��îê élø ç��Pí éãë�ð[�a�w�úì êlí$õfê�� öRêpøùê	�síîêhéhð"è��y�$í$ô#�Píîê�þ
	9� X
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û ð"è��w�ùöRòlíîð"è�� øùê»élí�JUì#�îð���J%�w�7Nlõfê»éãë�ç"ð[�y� � ô�êEðsr`ø�ñ �Pè2GKð"í$õ�ç��w�ùð"è mk
ê	�w�¡�Pè N êhé��îòhê'ö�çIèI�xø ç�íîòhélôRí$íîêlè�éhê

öRêPëHòlè�ð"è÷�







x
(1)
k+1 = θ(1)(x

(1)
k )2 + θ(2)x

(2)
k +mk

x
(2)
k+1 = θ(3)x

(1)
k + θ(4)mk

yk = x
(1)
k

��� þ � �-�

K1ê���J��y�7Nlõfê ��� þ � �-� ê	�w� öRêpø ç�G ð"í$õfê ��� þ�ü��Yï�ç9E5êhé��

fθ(xk,mk) =

[

θ(1)(x
(1)
k )2 + θ(2)x

(2)
k +mk

θ(3)x
(1)
k + θ(4)mk

]

, hθ(xk,mk) = x
(1)
k

��� þ �Z� �

æpçIè��Héhê��xê+TRêlõnìRøùê�ï�ø�ñ �ùöRêlè��w��]ç�L#�ùø����îòEö=ô E5êhé��îêlôRíHöRêýì�çIíãçIõ)N��$íîê	�
[θ(1) θ(2) θ(3) θ(4)]T

�
l = 4

�sê	�y�
�îê	�y�îòhê'ôRè#� � ô�êlõfêlè��»ç9E�êhéEø�ñ�çIìRìRíîð�éãë�ê�L�ç[�îòhê¦�$ôRí ø çjíîêlø ç��w�ùð"ègêlè��$íîòhê	¸��îð"íw�w�ùê�þSK�ñ)òlø��Põ¦�Pè�ç��w�ùð"è+ö=ô�E5êhé��îêlôRíö�ñ)ò��ãç��xê	�w� êY÷�êhé��$ô�òhêýç9E5êhé ø�ñ�çIìRìRíîð�éãë�ê�L�ç[�îòhê^�îôRísøùê	�uL�ç[�îê	� öRê7� íÊÝ:LRè�êlíbþ
û ð"õnõfê

x
(2)
k

èúñ)ê	�y� ì]ç[�ýö%�Píîêhé��îêlõfêlè����$íãçIè��îõ¦���.ï�Pø;ê	�w�ýéãë�ð[�a�y�;éhð"õnõfê�ò��ãçIè��ýøùêfìRøPô�����íãçIè�ö+ê��ýø�ñ)ð"íîö=íîê
øùê+T%�ùéhð:��íãçIìRë#� � ô�êýéhð"í$íîê	�$ì ð"è�ö�çIè��xê	�y�P�

x
(1)
k < x

(2)
k

��� þ � ß �
K�ñ �Pè�ö%�ùéhênö�ñ)ð:L��ãêYí7E"ç�L#�Pø����îòfö=ôµ��J%�w�7Nlõfê ��� þ � �-�Hê	�w�pò��5çIø�Ijø çGö#��õfêlè��y�ùð"è ö=ôµ��J%�w�7Nlõfê�ï

n = 2
þÔ��èFêY÷�ê��bï

ð"è`ç��

íãçIè��










∂hθ(xk)

∂x
(1)
k

∂hθ(xk)

∂x
(2)
k

∂(hθ ◦ fθ)(xk)

∂x
(1)
k

∂(hθ ◦ fθ)(xk)

∂x
(2)
k










=
íãçIè�� [ 1 0

2θ(1)xk θ(2)

]

= 2,

íãçIè��

















∂hθ(xk)

∂x
(1)
k

∂hθ(xk)

∂x
(2)
k

∂(hθ ◦ fθ)(xk)

∂x
(1)
k

∂(hθ ◦ fθ)(xk)

∂x
(2)
k

∂(hθ ◦ f2
θ )(xk)

∂x
(1)
k

∂(hθ ◦ f2
θ )(xk)

∂x
(2)
k

















=

íãçIè��




1 0

2θ(1)xk θ(2)

4(θ(1))2x
(1)
k (θ(1)(x

(1)
k )2 +mk + θ2x

(2)
k ) + θ(2)θ(3) 2θ(1)θ(2)(θ(2)x

(2)
k +mk + θ(1)(x

(1)
k )2)



 = 2

��� þ � � �
	9� Y
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�-ð"ôRíxð:L#�îêlè#�Pí ø çEíîêlø ç��w�ùð"è`êlè��$íîòhê	¸��îð"íw�w�ùê L1 = 0
ïRøùê^��J%�w�7Nlõfê ��� þ � �-�sê	�w�8���îòlíîòpôRè�ê�GKð[�a�P�







x
(1)
k+1 − θ(1)(x

(1)
k )2 − θ(2)x

(2)
k −mk = 0

x
(1)
k+2 − θ(1)(x

(1)
k+1)

2 − θ(2)x
(2)
k+1 −mk+1 = 0

x
(2)
k+1 − θ(3)x

(1)
k − θ(4)mk = 0

x
(2)
k+2 − θ(3)x

(1)
k+1 − θ(4)mk+1 = 0

yk − x
(1)
k = 0

yk+1 − x
(1)
k+1 = 0

yk+2 − x
(1)
k+2 = 0

��� þ � X �

Kúê�øPð:���ùé��ùêløCÞóçOT%�Põ�çFébçIøùélôRøùê�ï;ç9E5êhé8ø çêGKð"è�é��w�ùð"èC�.'�3(4.5(6�) +7��6
,�*8/8,(*]ï,ø ç�L�ç[�îê�öRê!�HíÊÝ:LRè�êlíjöRê3ø�ñ �ùöRòbçIø
ç[�y�îð�é��ùòpçIôi��J%�w�7Nlõfê ��� þ � X �Yï�ç9E5êhéHø�ñ)ð"íîö=íîê øùê+T%�ùéhð:��íãçIìRë#� � ô�ê ��� þ � ß �Yþ�D è�ê öRê	� ê+TUìRíîê	�y�y�ùð"è��söRêHø ç�L�ç[�ãê öRê�HíÊÝ:LRè�êlíxê	�w�sø ç'íîêlø ç��w�ùð"è`êlè��$íîòhê	¸��îð"íy�w�ùê íîêhéãë�êlíîéãë�òhê ��� þ�ü � ���

θ(1)y2
k+1 + θ(2)θ(3)yk − yk+2 +mk+1 + θ(2)θ(4)mk = 0

��� þ � Y �
Kúê	�-çIô#�$íîê	�-ê+T=ìRíîê	�y�w�ùð"è��	öRê�ø çuL�ç[�îê�è�ê�ìRíîò	�ãêYè��îêlè��	ì�ç[�	ö�ñ �Pè��îòlí7���	ì ð"ôRí	è�ð[�$íîê;ò��$ô�öRê�ébçIí-êløPøùê	�	éhð"è��w�ùêlèRè�êlè��
øùê;E5êhé��îêlôRí'ö�ñ)ò��ãç����Pè��îêlí$è�ê�þH��ô#�a�bï	ø ç�íîêlø ç��w�ùð"è¶êlè��$íîòhê	¸��ãð"íw�w�ùê ��� þ � Y �ýê	�y�����îòlíîòhê

l − 1 = 3
G ð[�a�bï	éhê � ô#�éhð"è�ö=ô#���CI L2 = 0

ï L3 = 0
ê�� L4 = 0

ï=íîê	�$ì êhé��w�
E5êlõfêlè����

θ(1)y2
k+2 + θ(2)θ(3)yk+1 − yk+3 +mk+2 + θ(2)θ(4)mk+1 = 0

θ(1)y2
k+3 + θ(2)θ(3)yk+2 − yk+4 +mk+3 + θ(2)θ(4)mk+2 = 0

θ(1)y2
k+4 + θ(2)θ(3)yk+3 − yk+5 +mk+4 + θ(2)θ(4)mk+3 = 0

��� þ ß ���

K�ñ)êlè��îêlõ�LRøùê�ö�ñ)ò � ô�ç��w�ùð"è�� �k� þ � Y �'ê�� ��� þ ß ���»è�êGì êlô#�nì�ç[�����$íîêGíîòhòhélíw�����ãð"ô��'ø ç GKð"í$õfê ��� þ�ü��-�Yï�ê+T=éhêlì#�îòì ð"ôRí øùêpì�çIíãçIõ)N��$íîê
θ(1) �

P1(yk, . . . , yk+5,mk, . . . ,mk+4)θ
(1) −Q1(yk, . . . , yk+5,mk, . . . ,mk+4) = 0

��� þ ß 	��
ç9E5êhé��

P1(yk, . . . , yk+5,mk, . . . ,mk+4) =
−mkyk+1y

2
k+3 +mk+1yky

2
k+3 +mky

3
k+2 −mk+2yky

2
k+2 −mk+1y

2
k+1yk+2 +mk+2y

3
k+1

Q1(yk, . . . , yk+5,mk, . . . ,mk+4) =
−(yk+1(mk(yk+4 −mk+3) +mk+1mk+2) + yk(mk+1(mk+3 − yk+4) +mk+2yk+3 −m2

+2)
+yk+2(mk(mk+2 − yk+3) −mk+2yk+1 −m2

k+1) +mk+1y
2
k+2) ��� þ ß ü��

B ���8���
�Wü#�v���
Kúê	�Eíîêlø ç��w�ùð"è�� ��� þ�ü ß ���îð"è��EôRè#� � ô�êlõfêlè����ãç��w�a�#G�ç����îê	�'ì ð"ôRí θ(1) ê��¦�îêlôRø θ(1) ê	�w���ùöRêlè��w��]ç�LRøùê�þ�æpçIè��Eøùêéhð"è��îê+T%�îêfö�ñ ôRè�êjç��w�ãç � ô�ê�LRí$ô#�îê�ï�Pø�ì ð"ôRí$íãç���� N ð"ô�êlí øùêníÊ«"øùêföRêféløùò��îêhélí7N��îê�ïúéhð"è��$íãç��Píîêlõfêlè��'çIô2T çIô#�îíîê	�ì�çIíãçIõ)N��$íîê	�

θ(2) ï θ(3) ê�� θ(4) ì ð"ôRí øùê	� � ô�êløa�xìRøPô��y�ùêlôRíy�Hì�ç��Píîê	� � θ(2) ï θ(3) � ð"ô � θ(2) ï θ(4) �£E�òlíw���êlè�� øùê	�íîêlø ç��w�ùð"è�� ��� þ � Y � ê�� ��� þ ß ���Yþ
��èfíîê�E"çIè�éãë�ê�ï£�îêløùð"è ��� þ�ü��-�,ê��:�ùé�� ��� þ ß 	��Yï���ø�ê	�w��élø ç��Pí � ôúñ)êlèfêY÷�êhé��$ô�çIè���ôRè�ê ç��w�ãç � ô�ê�I¡�îê+T��îê élø ç��Pí�éãë�ð[�a�y��ïøùêýì�çIíãçIõ)N��$íîê

θ(1) ì êlô#��G�ç"é��Pøùêlõfêlè������$íîêýíîêhéhð"è��w�$í$ô#���pç9E5êhé P1
ê��
Q1

�k� þ ß ü��lþa�,çIí éhð"è��îò � ô�êlè��bï θ(1) è�êì êlô#�u�è�çIøùêlõfêlè�� ì�ç[� N ð"ô�êlí øùêpíÊ«"øùê öRêpéløùò��îêhélí7N��îê�þ
	Z	9�



fhg���g¨[�d+j"_6bk^:la^:mnj�o�e¦_�^:d�^Zv)��bcd"`���q�e
Ô�t��8tvä åÃë��:æ¬ØU}µ�Fä

û ð"è��w�ùöRòlíîð"è��Eøùêjélí�JUì#�îð���J��y�7Nlõfêjéãë�ç"ð[�w� � ô�ê�ïN�Pè��îì#�PíîòjöRê ���,çIì�ç"ö%�Põ¦���$íw� ð"ô9ê��nçIø�þPï,üZ�Z�2	=��ï � ô��6ð:L ò����bïé@«[�îò òlõfê��w�îêlôRíbï6I��






x
(1)
k+1 = θ(1)x

(1)
k (1 − x

(1)
k ) +mk

x
(2)
k+1 = θ(1)x

(3)
k (1 − x

(3)
k ) + θ(2)x

(1)
k + θ(3)x

(2)
k + θ(4)x

(3)
k

x
(3)
k+1 = θ(5)x

(2)
k

yk = x
(2)
k

��� þ ß ���

K1ê���J��y�7Nlõfê ��� þ ß ��� ê	�w� öRêpø ç�G ð"í$õfê ��� þ�ü��Yï�ç9E5êhé��

fθ(xk,mk) =






θ(1)x
(1)
k (1 − x

(1)
k ) +mk

θ(1)x
(3)
k (1 − x

(3)
k ) + θ(2)x

(1)
k + θ(3)x

(2)
k + θ(4)x

(3)
k

θ(5)x
(2)
k




 ,

hθ(xk,mk) = x
(2)
k

��� þ ß �-�

æpçIè��;ø ç��$ô#���îê�ï5ø�ñ �ùöRêlè��w��]ç�L#�Pøa���îò ö=ô�E5êhé��îêlôRí6öRê ì�çIíãçIõ)N��$íîê	�
[θ(1) θ(2) θ(3) θ(4) θ(5)]T

�
l = 5

��ê	�y�
�îê	�y�îòhê ôRè#� � ô�êlõfêlè��Hç9E5êhé ø�ñ�çIìRìRíîð�éãë�êPL�ç[�ãòhê^�$ôRí ø ç'íîêlø ç��w�ùð"è`êlè��$íîòhê	¸��îð"íw�w�ùê�þ
K1ê	��ò��ãç��y�

x
(1)
k

ê��
x

(3)
k

è�ê=�îð"è���ì�ç[��ö%�Píîêhé��îêlõfêlè��!�$íãçIèI�$õ¦�a�}I¡�$íãç9E5êlíy�
yk
þJ¹Hð"ô���ì ð"ô�E5ð"è��:�îð"ô��;çIô��y�w��L#�ùêlè

éãë�ð[�a�y�Pí ø�ñ)ò��ãç��
x

(1)
k
� ô�ê x(3)

k

ì ð"ôRí����$íîêpøùêpìRøPô��£��íãçIè�ö�ö�çIè�� ø�ñ)ð"íîö=íîê øùê+T��ùéhð:��íãçIìRë#� � ô�ê�þ x(3)
k

ê	�w� éãë�ð[�a�w�úøùê
ìRøPô��£��íãçIè�ö�ö�çIè�� ø�ñ)ð"íîö=íîê øùê+T��ùéhð:��íãçIìRë#� � ô�ê��$ô#�
E�çIè��P�

x
(2)
k < x

(1)
k < x

(3)
k

��� þ ß � �
�,ð"ôRí�ð:L#�îêlè#�Pí,ø çxíîêlø ç��w�ùð"èfêlè��$íîòhê	¸��îð"íw�w�ùê�ï"øùê¥��J��y�7Nlõfê ��� þ ß ���	ê	�w�²���îòlíîò N ô�� � ôúñ�I �ãð"è��Pè�ö%�ùéhê ö�ñ)ð:L��îêlí�E�ç�L#�Pø����îò
� ô#��ê	�w� çIô��y�w�:�ãçGö%�Põfêlè��w�ùð"è � s = n = 3

�YþÔ��ô#�a�bï4ø ç�L�ç[�îênöRê��HíÊÝ:LRè�êlí öRêEøKñ �ùöRòbçIø;ç[�y�îð�é��ùònçIô���J��y�7Nlõfê
��� þ ß ���nê	�y��ébçIøPélôRøùòhê�ï6ç9E5êhé3ø�ñ)ð"íîö=íîê�øùê+T%�ùéhð:��íãçIìRë#� � ô�ê ��� þ ß � �Yþ û ê�ébçIøùélôRø ì êlô#�����$íîê/êY÷4êhé��$ô�ò`ç9E5êhé�ï�ì�çIíê+TRêlõnìRøùê�ï�øùêpøPð:���ùé��ùêlø�ÞóçOT%�Põ�çnê�� � ç�G ð"è�é��w�ùð"èD�
'�3�4
5�6�)"+A��6.,(*�/.,�* þ2Dxè�ê öRê	� ê+T=ìRíîê	�y�w�ùð"è�� öRê éhê��w�îêUL�ç[�ãê
ê	�y�sø ç'íîêlø ç��w�ùð"è`êlè��$íîòhê	¸��îð"íw�w�ùê��

−θ(1)(θ(5))4y4
k + 2(θ(1))2(θ(5))3(θ(1) + θ(4))y3

k

+θ(1)(θ(5))2(−(θ(4))2 − 2θ(1)θ(4) + θ(1)θ(2) − (θ(1))2)y2
k

+θ(1)θ(2)θ(5)(θ(4) − θ(1))yk + θ(2)(θ(4)θ(5) + θ(1)θ(5)

−θ(1)θ(3))yk+1 − θ(1)(θ(2)(θ(5))2 + (θ(3))2)y2
k+1

−2θ(1)θ(3)θ(5)(θ(4) + θ(1)ykyk+1 + 2(θ(1))2θ(3)(θ(5))2y2
kyk+1

+θ(2)(θ(3) + θ(1))yk+2 − θ(1)yk+2

+2θ(1)θ(5)(θ(4) + θ(1))ykyk+2 − 2(θ(1))2(θ(5))2y2
kyk+2

+2θ(1)θ(3)yk+1yk+2 − θ(1)y2
k+1 − θ(2)yk+3 + (θ(2))2mk+1 = 0

��� þ ßZß �

��ô#�a�bï-ø ç`íîêlø ç��w�ùð"è9êlè��$íîòhê	¸��îð"íw�w�ùê ��� þ ßZß �'ê	�w�����îòlíîòhê�ï�éhê � ô#� éhð"è�ö=ô#���;I Li = 0
ï
i = 2, . . . , 5

þH� ì�çIí#M
�w�Pí�öRê Li = 0

ï
i = 1, . . . , 5

ï�é��Pè � ê+TUìRíîê	���w�ùð"è��föRê8ø çsGKð"í$õfê Pi(yk, . . . , yk+7,mk, . . . ,mk+7)θ
(i) −

Qi(yk, . . . , yk+7,mk, . . . ,mk+7) = 0
ï � ô#�,è�ê��îð"è�� ì�ç[�pöRð"èRè�òhê	���Pé���ì ð"ôRí öRê	� íãç��a�îð"è��pöRê¦�w�PõnìRø��ùé����îò�ïì êlô�E5êlè��¦���$íîêxð:L#�îêlè�ô�ê	�sç9E�êhé��$ô�éhé�N	�bï�êlèjö�òYì��f� öRê ø çýéhð"õnìRøùê+T%���îòHçIì�ì�çIíîêlè��îêHöRê ��� þ ßZß �Yþ&Kúê	�;ì ð"ø
JUè�«"õfê	�

Pi
ê��
Qi
ï
i = 1, 2, 3, 4, 5

ï�ð"è��fò��îò3ébçIøùéYô�øPò	�jç9E5êhé�ÞÁçOT%��õ�ç � GKð"è�é��w�ùð"èE%('�3(:.,-�YþH�,çIí�éhð"è��îò � ô�êlè��bï�øùê	�ì�çIíãçIõ)N��$íîê	�
θ(1) ï θ(2) ï θ(3) ï θ(4) ê�� θ(5) �ãð"è��8�ùöRêlè��w��]ç�LRøùê	�bþ

æpçIè��EøùêGéhð"è��îê+T%�îê8ö�ñ ôRè�ê3ç��w�ãç � ô�êFLRí$ô#�îê�ï,éhð"õnõfêGøùê	�Eì�çIíãçIõ)N��$íîê	���îð"è����ùöRêlè��w��]ç�LRøùê	�bïU�Pøa�Eì ð"ôRí$íãç��ùêlè��
	Z	Z	
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N ð"ô�êYíføùê3íÊ«"øùê�öRê�éløùòi�îêhélí7N��îê�þ û êlì êlè�ö�çIè��bï¬�Pø ê	�w�félø ç��Pí � ôúñ)êlè\êY÷�êhé��$ô�çIè��fô�è�ê/ç��w�ãç � ô�ê I��îê+T%�îê3élø ç��Píéãë�ð[�a�w��ï%�Pøa� ì êlô�E5êlè��£���$íîêCG�ç"é��Pøùêlõfêlè�� íîêhéhð"è��w�$í$ô#���y�bþ���è�éhð"è�éløPô��w�ùð"èúïRøùê	� ì�çIíãçIõ)N��$íîê	�
θ(1) ï θ(2) ï θ(3) ï θ(4)ê��

θ(5) è�êpì êlô�E�êlè�� ì�ç[� N ð"ô�êlísøùêpíÊ«"øùê öRêpéløùò��îêhélí7N��îê�þ
Ô2t���t�é FAÛ%wU×o}µçU{�xµÛ%w

æHôýì ð[�Pè��	öRê�EUô�ê�öRê�ø ç élí�J�ì#�ãçIè�çIø
J%�îê�ì�çIíãçIõfò��$íw� � ô�ê�ï�øùê	�1éhð"è�éløPô��w�ùð"è��²�îô#�
E"çIè��îê	�1ì êlô�E5êlè��]���$íîê¬�w�Píîòhê	�.þ
���søùê�E�êhé��îêlôRífö�êGì�çIíãçIõ)N��$íîê	�jê	�w���ùöRêlè��w��]ç�LRøùê�ï¬�Pø ê	�w�nìRøPô��nö%��Ñ�é��Pøùê3ì ð"ôRífôRè\ç"ö2E�êlíy� ç��Píîê3öRê��$íîð"ô�E5êlí
ø ç E"çIøùêlôRíxöRê	�sì�çIíãçIõ)N��$íãê��xì�çIí ôRè�êýç��w�ãç � ô�êUL�í$ô#�îê�þ���è/êY÷4ê��bï�ø ç'ì�íîð:L�ç�L#�Pø����îòýöRê^�$íîð"ô�E5êlí ø ç E�çIøùêlôRí öRê	�ì�çIíãçIõ)N��$íîê	�jê	�w�nø çÁìRøPô�� G�ç��
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∂fm(x)

∂x(1)
. . .
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∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
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ê!g&d�ôRèGêlè�gîêlõ�LRøùê

X
õ»ôRè
c ö�ñ ôRè�ê£GKð"è�é>d�cùð"è

δ : X×X →
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ï�çIìRì êløùòhêýö.cig�dãçIè�éhê�ï�dîêløPøùê � ô�ê"ïRì ð"ôRíKdîð"ô
d x, y, z ∈ X
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• δ(x, y) ≥ 0
• δ(x, y) = 0 ⇔ x = y

• δ(x, y) = δ(y, x)
• δ(x, z) ≤ δ(x, y) + δ(y, z)
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ê!g�d yZq-Ò�e�d+b g�c ì ð"ôRíjdãð"ô
dEì ð�cPè�d

x ∈ U
ïkcPøsê+T8cig&dîê

ε > 0
dîêlø � ô�êø�ñ cPè�dîêlí�E�çIøPøùê

[x− ε;x+ ε]
ê!g&d éhð"è�dîêlè�ô`ö�çIè�g

U
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Dxè�êlè�gîêlõ�LRøùê
F
ê!g�d l9e+d+v;� g�c�øùêpéhð"õnìRøùòlõfêlè�dHöRê

F
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X
öRêlô2TGêlè�gãêlõ�LRøùê!gbþ

F
ê!g�d öRêlè�gãê ö�çIè�g

X
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F
ê!g�dIcPè�éløPô�g ö�çIè�g

X
ê>dJg�c

ì ð"ôRíldîð"ô
d ì ð�cPè�d
x ∈ X

ï�éãë�ç � ô�êUE5ð�cig�cPè�ç���ê öRê x éhð"è�d�cùêlè�dHçIô3õfð�cPè�g ôRè�ì ð�cPè�d öRê F þ
m{ÿ-þèþzÿ L��"� û ð"õnìRøùòlõfêlè�dHöRê��Uéãë�ôRíÉ�
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Q S

ST R

]

> 0
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ç9E5êhé
Q = QT ê>d R = RT ïRê!g�d ò � ô
c
E"çIøùêlè�dCI��

R > 0
ê>d

Q− SR−1ST > 0
� �'þ � �

ð"ô
Q > 0

ê>d
R− STQ−1S > 0

� �'þ ß �
�������� ý	�����ùP�P��PDxè�êGõ�ç�d$í�cùéhê

A ∈ R
n×n ê!g&dfçIìRì êløùòhê8õ�ç�d$í�cùéhê�öRê�ë ôRí�nJced1÷�g&cIdîð"ô
dîê!gMgãê!g�E�çIøùêlôRí&g

ìRíîð"ìRíîê!g ð"è�d øùêlôRí ì�çIí�d�cùêpíîòhêløPøùê è�ò��5ç�d�c
E�ê�þ
�������� ý	�����KP�%���Uð�cùêlè�d

E
ê>d
F
öRêlô2T�gîð"ô�g#M�êlè�gîêlõ�LRøùê!g ð"ô�E5êlí�d&g öRê

R
n þ�Dxè�ê�G ð"è�é>d�cùð"è f : E → F

ê!g�d
çIìRì êløùòhê p:` t��7y:v)y:d�_w\h`@o"v;e g�c��
B
f
ê!g&d öRòlí�c
E"ç�LRøùê�ï

B
f
ê!g&duL
c N êhé>d�c
E5ê�ï

B^ø�ñ cPè-E5êlí&gîê öRê
f
ï
f−1 ïRê!g�d öRòlí�c
E"ç�LRøùê�þ

�������� ý	�����¬P�[j�C�Uð�cùêlè�d
I
ôRèocPè�dîêlí�E"çIøPøùê'öRê

R
ï
f : I → R

ôRè�êPGKð"è�é>d�cùð"èóê>d
n
ôRèóêlè�d�cùêlíxè�ç�d$ôRíîêlø-è�ð"è

è�ôRø�þ�K1ç�G ð"è�é>d�cùð"è
f
ê!g�dsö.cedîêpöRê r�m
^�o"o�e

Cn ï=ð"ô n G ð�cigséhð"è�d�cPè�ô�êlõfêlè�dxöRòlí�c
E"ç�LRøùê�ï�g$ôRí I g�c�êløPøùê ê!g&d n G ð�cigöRòlí�c
E"ç�L�øPêpg$ôRí
I
ê>dlg�c�ø ç�GKð"è�é>d�cùð"è

f (n) ê!g�d éhð"è�d�cPè�ô�êpg$ôRí I þK1ç�GKð"è�é>d�cùð"è
f
ê!g�d ö.cedîê öRê r�m�^�o"o�e

C0 gîôRí
I
g&cúêlø�øùê ê!g&d éhð"è�d�cPè�ô�êpg$ôRí

I
þ

�������� ý	�����KP:`��C�Uð�ced øùêqg7J8g�d7NlõfêpöRòhélí�ced ì�çIí��
{
ẋ(t) = Ax(t) +Bm(t)
y(t) = Cx(t)

� �'þ � �

ðsr
x(t) ∈ R

n ï m(t) ∈ R
m ê>d

y(t) ∈ R
p þK1ç�GKð"è�é>d�cùð"è/öRêqd$íãçIè�g#G êlí�d öRê éhêqg7J8g�d7Nlõfêpê!g&dP�

W (λ) = C(λ1n −A)−1B
� �'þ X �

ðsr
λ ∈ C

þ
Kúêrg�J.g�d7Nlõfê � �'þ � � ê!g�dHö.cedHõhcPè
cPõ»ôRõzìRë�ç�gîêrg�c	øùêýì ð"ø
JUè�«"õfê

ϕ(λ) =
öRê>d

(λ1n − A)
öRê>d

W (λ)
çMdîð"ô
dîê!g

gîê!gsíãç"é>cPè�ê!gxç9J�çIè�dsøùêlôRí ì�çIí&d�cùêpíîòhêløPøùêpè�ò��5ç�d�c
E5ê�þ
KúêMg�J8g&d7Nlõfê � �'þ � �Hê!g�d ö.cedpë-J�ì êlí õhcPè
cPõ»ôRõwìRë�ç�gîêMgbñ cPø�ê!g&d õhcPè
cPõ»ôRõ ìRë�ç�gîênê>dsg�c�ø çGõ�ç�d$í�cùéhê

CB =
lim

λ→∞
W (λ)

ê>g&dKg�JUõfò>d$í�c � ô�ê öRò+�è
cùêpì ð(g&ced�c
E�ê�þ
�������� ý	�����KPjï���D è�ê�G ð"è�é>d�cùð"è

f : R → R
ê!g�dsôRè�ê l�y:lar�bc`�y:l�pheutÚ`�_wo�r+\h`cbwv g�c��

|f(x) − f(y)| ≤ c|x− y|, ∀x, ∀y � �'þ Y �
ðsr

c ∈ R
ê!g�dsôRè�ê éhð"è�g�dãçIè�dîê�þ

�������� ý	�����KP:3���D è�éhð"í$ì"g
F
ê!g�dsôRè`çIèRè�êbçIô/éhð"õnõ»ô
dãç�d&cnG$ï�õ»ôRè
c1öRêpø�ñ cùöRêlè�d�cedîò�ï�dîêlø � ô�ê��

B
1 6= 0

ï
Bá��c

a ∈ F
ï
a 6= 0

ï�çIøùð"í&gJcPø1ê+T.ceg&dîê
b ∈ F

ï
dîêlø � ô�ê a× b = 1
þ

�������� ý	�����BP:*(�>DxèGéhð"í$ì�gsö.c�÷4òlíîêlè�d�cùêløúê!g�d6ôRè8éhð"í$ì�g
F
õ»ôRè
c�öRêxø�ñ)ð"ì òlíãç�d�cùð"è�öRê öRòlí�c
E"ç�d�cùð"è ˙(.) : F →

F
þ�K	çnöRòlí�c
E"ç�d�cùð"è`öRð�cedlgãç�d�cig#G�ç�cPíîê øùê!g öRêlô2T8ìRíîð"ìRí�cùò>dîò!gxg$ô
c
E"çIè�dîê!g��
B¥� öRö.ced�c
E�cedîò)� ˙(a+ b) = ȧ+ ḃB¥Ï�N���øùê öRêPKúê>c
LRè
cc÷��

ȧb = aḃ+ ȧb

E8c
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U ⊂ C

ôRèygîð"ô�g#M�êlè�gîêlõ�LRøùê`öRê3ø�ñ)êlè�gîêlõ�LRøùê`öRê!gjéhð"õnìRøùê+T=ê!g
C
þ{D è�ê�G ð"è�é>d�cùð"è

f : U → C
ê!g�d ë�ð"øùð"õfð"í$ìRë�êpg�c

f
ç'ôRè�ê öRòlí�c
E5òhê élð"õnì�øPê+TRêýêlè�éãë�ç � ô�êpì ð�cPè�d z0 ∈ U

ïRé�ñ)ê!g�d#M�IOM�ö
c�íãêsg&c��

lim
z→z0

f(z) − f(z0)

z − z0

� �»þ
	9���
ê+T.cig�dîê ∀z0 ∈ U
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U ⊂ C
ôRèygîð"ô�g#M�êlè�gîêlõ�LRøùê`öRê3ø�ñ)êlè�gîêlõ�LRøùê`öRê!gjéhð"õnìRøùê+T=ê!g

C
þ{D è�ê�G ð"è�é>d�cùð"è

f : U → C
ê!g�d õfòlíîð"õfð"í$ìRë�êsg�c4êløPøùê ê!g�d6ë�ð"øùð"õfð"í$ìRë�êsg$ôRí

U
gãçIô2GzgîôRí6ôRè3êlè�gîêlõ�LRøùê öRêHì ð�cPè�d&g � ô
c{gîð"è�döRê!g ì�«"øùê!g ì ð"ôRí

f
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û ê>d�dîê çIèRè�ê+TRêHéhð"è�d�cùêlè�d øùê!g6öRò+�è
ced�cùð"è�gsö�ñ�çIø
��N�LRíîê è�òhélê!g�gãç�cPíîê!g6ì ð"ôRí öRòhélí�cPíîêHøùê!g çIìRìRíîð�éãë�ê!gsö�ñ)òløecPõhc�M
è�ç�d�cùð"è`öRêUE"çIí�c ç�LRøùê!g ô
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ced$íîê � ïRø�ñ�çIìRìRíîð�éãë�ê ì�çIí øùê!guL]ç�gîê!g öRêD�HíÊÝ:LRè�êlíbï�ø�ñ�çIìRìRíîð�éãë�ê
L�ç�gãòhêqg$ô�ísø�ñ)êlè�gîêlõ�LRøùêýébçIíãç"é>dîòlí�cig�d�c � ô�êýê>d éhêløPøùêUL�ç�gîòhêsg$ôRísøùêpíîò!g$ôRøedãçIè�dxöRêpöRêlô2T8ì ð"ø
JUè�«"õfê!gbþ
�xô�êlø � ô�ê!g3è�ð�d�cùð"è�g3ö�ñ�çIø
��N�LRíîê ö.c�÷4òlíîêlè�d�cùêløPøùêFì êlô�E5êlè�d��>d$íîê�d$íîð"ô�E�òhê!g�ö�çIè�gW��¤xð"øùéãë
cPèúïU	 Y�� �#� ì ð"ôRí3øùê!g
g7J8g�d7Nlõfê!g�I�dîêlõnì�gjéhð"è�d�cPè�ô1þ û êlì êlè�ö�çIè�dbï;éhê!g�è�ð�d�cùð"è�gjì êlô�E�êlè�d�dîð"ô
dGçIô�g&g�c�L
cùêlè��>d$íîê/öRò+�è
cùê!g8ç9E5êhé
ø�ñ)ð"ì òlíãç�dîêlôRí öRêHöRòlí�c
E�ç�d�cùð"è � ébç�g ö=ô�dîêlõnì�gséhð"è�d�cPè�ôa� � ôúñ�ç9E�êhéHø�ñ)ð"ì òlíãç�dîêlôRí öRêHö.c�÷�òlíîêlè�éhê � ébç�gsö=ô?dîêlõnì�gö.cigãélíîê>d"�Yþ{K1çFìRøPôRì�çIí�dGöRê!gjöRò+�è
ced�cùð"è�gjíãçIìRì êløùòhê!g�cùé>cxê!g�djê+T8d$íãç�cedîê/ö�ñ ôRè�éhð"ôRí&g�g$ôRífø çFíîò!gîð"øPô
d�cùð"è�öRê!g
g7J8g�d7Nlõfê!g öRê Q þoÞ ð"ôRøecùêlíbï�ö.cig$ì ð"è
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LRøùêýêlè�øec
��è�ê�Ir��������������������#�3
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'�)
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� ìãâ �4Â£ó:ÁÚó å Á�� ¾{� ö ðDÁ ¾
����2���@ý	�����OjLj�£Dxè ^:l�lÔe�^:q ê!g�dsôRè�d$í�cPìRøùê>d

(A,+,×)
dîêlø � ô�ê��

B
A
ê!g&dsôRè�êlè�gãêlõ�LRøùê�þ

B
+
ê!g&d�ôRè�ê øùð�c öRêxéhð"õnì ð(g�ced�cùð"è?cPè�dîêlí$è�êHç�g�gîð�é>c ç�d�c
E�ê � ô
c4ç"ö=õfê>d;ôRèGòløPòlõfêlè�d6è�êlô
d$íîêHê>d�ôRè�cPè-E�êlí&gãê�

(A,+)
ê!g�dsôRè���íîð"ôRì ê éhð"õnõ»ô
dãç�d�c�G+�Yþ

B × ê!g&dsôRè�êpøùð�cúöRê éhð"õnì ð(g�ced�cùð"èDcPè�dîêlí$è�ê»ç�g&gîð�é>c ç�d�c
E5ê ê>d ö.cig�d$í�c
LRô
d�c
E5êpì�çIí íãçIìRì ð"í�dCI
+
þ

��çIí6ê+TRêlõnìRøùê�ï�ø�ñ)êlè�gîêlõ�LRøùê öRê!g;íãç�d�cùð"èRè�êløig õ»ôRè
c4öRê ø�ñ�ç"öRö.ced�cùð"è � ì ð"ôRí
+
��ê>d6öRê ø çýõ»ôRøed�cPìRøecùébç�d�cùð"è � ì ð"ôRí

× �6ê!g&dsôRè`çIèRè�êbçIôúþ
����2���@ý	�����î�P��PK�ñ�çIèRè�êbçIô9öRê!g'ì ð"ø
J�è�«"õfê!gbï-è�ð�dîò

A = R[x
(1)
k , . . . , x

(n)
k ]
ï-ê!g�d'ø�ñ)êlè�gîêlõ�LRøùê3öRê!g'ì ð"ø
JhM

è�«"õfê!g8öRð"è�djø�ñ)êlè�gîêlõ�LRøùêóöRê!g�cPè�öRò>dîêlí$õhcPè�òhê@g8ê!g�d {x(1)
k , . . . , x

(n)
k } ê>dGöRð"è�djøùê!gGéhð�ê+Ñ�é>cùêlè�d&gYgîð"è�djö�ê>g

íîòhêløig.þw�=çEøùð�c1öRêpéhð"õnì ð(g�ced�cùð"è
+
ê!g&dsø�ñ�ç"öRö.ced�cùð"è`ê>dlgãç'øùð�cúö�êpéhð"õnì ð(g�ced�cùð"è × ê!g�d ø ç'õ»ôRøed�cPìRøecùébç�d�cùð�èúþ
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JUè�«"õfê!gbþ
�x�Sÿ-þ/����ÿALj�{K�ñ)êlè�gîêlõ�LRøùê

I = {0} ê!g�d,ôRèhcùöRòbçIø�öRê A
þZ��èfêY÷�ê>dbï

0+0 = 0
çIìRì�çIí�d�cùêlè�d¦I

I
ê>d

0×a = 0çIìRì�çIí�d&cPêlè8dldîð"ô N ð"ôRí&g�I
I
ï � ô�êlø � ô�êqgãð�ced a ∈ A
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Z
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�x�Sÿ-þ��2��ÿ!P�� æpçIè�g

Z
ïRø�ñ cùöRòbçIøS��òlè�òlíîò ì�çIí

5
ê!g�d øKñ)êlè�gãêlõ�LRøùê öRê!g êlè�d�cùêlí&g õ»ôRøed�cPìRøùê!gxöRê
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I = {0,−5, 5,−10, 10,−15, 15, . . .} þ
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x
(1)
k , . . . , x

(n)
k

ïRè�ð�dîò
<
ï�ê!g�d ôRè/ð"íîö=íîêsdîð�dãçIø

ì ð"í�dãçIè�dxg$ôRísøùêpè�ð"õÞöRê!guE�çIí�c ç�LRøùê!g ê>d öRêpøùêlôRí&gKcedîòlíîò!gbï
dîêlø � ô�ê�ï ∀i = 1, . . . , n
ï ∀j = 1, . . . , n
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− x
(i)
k < x

(i)
k+l, ∀l ∈ N

− x
(i)
k < x

(j)
l ⇒ x

(i)
k+t < x

(j)
l+t, ∀l ∈ N, ∀t ∈ N

− x
(i)
k < x

(j)
k ⇒ (x

(i)
k )α < (x

(j)
k )β , ∀α ∈ N, ∀β ∈ N
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