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Résumé 

Les systèmes de réécriture sont des systèmes de calcul simples et lisibles dont l'expressivité est suff­
isante pour le codage des programmes ou la spécification de processus automatiques. En exprimant 
les programmes ou processus sous la forme de systèmes de réécriture, on dispose, en outre, d'outils de 
vérification puissants basés sur les méthodes de preuve de la réécriture. . 

Dans ce contexte, l'importance de la terminaison est double: eUe assure l'achèvement des calculs en un 
temps fini, mais d'autre part, elle est une prémisse indispensable à d'autres méthodes de preuve telles la 
preuve par cohérence, ou la preuve par récurrence. Classiquement, la preuve de terminaison d'un système 
de réécriture est conditionnée par la recherche d'un ordre bien fondé assurant la décroissance de chaque 
étape de réécriture. La recherche manuelle d'un tel ordre n'est envisageable que sur des petits systèmes 
de réécriture. C'est pourquoi l'automatisation des preuves de terminaison est un élément crucial pour 
l'exploitation des outils de preuve de la réécriture sur des programmes ou des processus de taille réelle. 

Dans cette thèse nous présentons deux approches pour l'automatisation des preuves de terminaison 
des systèmes de réécriture. Dans la première approche, le système est considéré dans son ensemble et la 
recherche de l'ordre de terminaison - une instance de l'ordre général sur les chemins (gpo) - est effectuée 
à l'aide d'un mécanisme de résolution de contraintes d'ordre tendant à rendre la recherche la plus efficace 
et la plus automatique possible. Cette recherche est notamment optimisée grâce à un algorithme de 
résolution manipulant les contraintes d'ordre sous la forme de graphes orientés. 

La deuxième approche est modulaire; le système est divisé en sous-systèmes et les preuves de termi­
naison sont réalisées indépendamment pour chaque sous-système. La terminaison du système complet 
est assurée, pour une certaine stratégie d'application des sous-systèmes, par un critère basé sur le calcul 
d'une approximation de l'ensemble des formes normales en utilisant des techniques d'automates d'arbres. 
D'autres applications de cette approximation à d'autres types de vérifications sont également présentées, 
parmi lesquelles la complétude suffisante, le test d'atteignabilité, et la preuve de non-terminaison forte. 

Mots dés: vérification de programmes et de systèmes, réécriture, automatisation des preuves de termi­
naison, contraintes d'ordre, automates d'arbres, approximation d'ensembles de descendants et de formes 
normales. 

Abstrad 

Term Rewriting Systems are simple and readable computational systems which are expressive enough 
to encode programs or specify automatic processes. Moreover, programs or processes, expressed by term 
rewriting systems, enjoy powerful verification tools based on proof techniques of rewriting. 

In this framework, termination lS an important property: on the one hand it ensures the finiteness 
of computations and, on the other hand, it is an important precondition to sorne other proof techniques 
such as proof by consistency or praof by induction. The usuai method for proving termination of a 
term rewriting system consists in deducing a weIl founded ordering ensuring that each rewriting step is 
decreasing. However, searching by hand for such orderings can only be done on smaU term rewriting 
systems. Thus, automatisation of termÎnation proofs is crucial for using rewriting proof techniques on 
programs or pro cesses of real size. 

In this thesis, we propose two methods for automatising termination proofs of term rewriting systems. 
In a first approach, termination is proven on the whole system by constructing an ordering an instance 
of the generai path ordering (gpo) - using an ordering contraint solving technique (on directed acyclic 
graphs) which optimise and automatise as much as possible the construction. 

The second approach is modular; the term rewriting system IS splitted into sub-systems whose termi­
nation is proven independently. The termination of the whole system ls ensured, for a specifie strategy 
of sub-systems application, using a criterion based on an approximation of the set of normal forms by 
sorne tree automata techniques. We also present sorne other applications of this approximation technique 
to verification su ch as: proof of sufficient completeness, reachability testing, and strong non-termination 
proofs. 

Keywords: program and system verification, rewriting, termination proof automatisation, ordering con­
straints, tree automata, approximation of sets of descendants and sets of normal forms. 
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Chapitre 1 

Introduction 

Dans un monde où l'automatisation prend une part de plus en plus importante, s'assurer de 
la fiabilité des systèmes dits "critiques" devient indispensable. Qu'il s'agisse d'un programme de 
navigation aérienne ou d'un central téléphonique, les conséquences d'une erreur dans la concep­
tion ou la réalisation de tels systèmes sont incalculables. Pour vérifier un système automatique 
à risque, la solution communément utilisée consiste à tester tous ses comportements possibles 
et à vérifier qu'ils sont en accord avec le comportement attendu. Cependant, si le test est une 
solution satisfaisante pour garantir la fiabilité de systèmes pouvant avoir un nombre fini d'états, 
il est nécessairement incomplet, et donc incertain, dans le cas de systèmes ayant un nombre 
infini d'états. Ce qui est le cas pour beaucoup de processus automatiques et de programmes 
informatiques. 

Il est donc nécessaire, dans ce cas, de faire appel à des outils de vérification basés sur des 
méthodes de preuve mathématique. Le plus souvent, la preuve n'est pas effectuée sur le système 
lui-même mais sur sa spécification formelle: un ensemble de formules mathématiques décrivant 
le comportement attendu du système avant même sa réalisation. Les spécifications algébriques 
sont un type de spécifications formelles dans lesquelles les propriétés attendues du système sont 
décrites à l'aide d'équations conditionnelles. Parmi les langages de spécification algébrique ci­
tons à titre d'exemple ASF+SDF [Kli93], Pluss [Gau84] et OBJ [GW88]. Sur une spécification 
algébrique, il est possible d'appliquer des méthodes de preuve afin de détecter des erreurs de 
conception ou, à l'inverse, de prouver automatiquement qu'elle vérifie certaines propriétés ga­
rantissant sa fiabilité. Beaucoup de méthodes de preuve utilisent les équations des spécifications 
algébriques sous une forme orientée. Une équation orientée est également nommée règle de ré­
écriture et un ensemble de règles de réécl'Îture est nommé système de réécriture. Pour toute 
équation, deux orientations sont possibles: de gauche à droite ou de droite à gauche. En général, 
l'orientation choisie pour les équations est celle qui assure la terminaison du système de réécriture 
correspondant, i.e. que toute suite de remplacement d'égaux par égaux aboutit en un nombre fini 
d'étapes à une expression dans laquelle plus aucun remplacement n'est possible. Cette expression 
est appelée forme normale. 

Si l'implantation d'un système vérifie sa spécification formelle, alors elle doit également sa­
tisfaire les propriétés démontrées sur la spécification. Cependant, là encore l'adéquation entre 
l'implantation et sa spécification est difficile à montrer dans le cas de systèmes ayant un nombre 
infini d'états. En conséquence, même si certaines erreurs de conception peuvent être évitées, le 
système peut encore recéler des erreurs dues à une mauvaise implantation. Sur un programme, 
il est possible d'effectuer une étape de vérification supplémentaire qui est la preuve de proprié­
tés du code. Parce qu'ils n'ont pas été prévus, dès le départ, pour ce genre de vérifications, les 

l 



2 Chapitre 1. Introduction 

langages de programmation usuels tels C ou Pascal se prêtent assez mal aux preuves formelles. 
En revanche, dans les langages logiques tels Prolog ou dans les langages fonctionnels tels Lisp ou 
CamI, la logique sous-jacente autorise certaines preuves. La logique de réécriture est également 
un langage de programmation logique intéressant à plus d'un titre. Tout d'abord, la réécriture 
est une sémantique opérationnelle possible pour les spécifications algébriques. Il est ainsi possible 
d'obtenir un prototype exécutable directement à partir d'une spécification algébrique en orien­
tant ses équations sous forme de règles. De plus, la logique de réécriture offre un cadre formel 
simple dont l'expressivité est suffisante aussi bien pour coder lisiblement des programmes que 
pour spécifier le comportement de processus automatiques concurrents et non-déterministes. En­
fin, en codant un programme sous la forme d'un système de réécriture, il est possible d'exprimer 
formellement un grand nombre de propriétés attendues d'un programme et de les vérifier à l'aide 
de techniques de preuve développées en réécriture. Les propriétés essentielles sont la terminaison 
qui assure l'arrêt du programme en un temps fini, la confluence qui certifie que toute exécution 
d'un programme sur une même donnée aboutira au même résultat, la complétude suffisante qui, 
pour une définition par cas, établit que tous les cas possibles ont été pris en compte. 

Parmi toutes ces propriétés, la terminaison est une propriété particulièrement importante 
puisque, d'une part, elle assure l'achèvement de tous les calculs en un temps fini, et d'autre part, 
elle est une prémisse indispensable à d'autres méthodes de preuve. Pa.r exemple, la confluence 
d'un système de réécriture est une propriété indécidable en général, mais elle devient décidable 
si le système de réécriture termine. La terminaison des systèmes de réécriture est un problème 
indécidable [HL78, Dau89] mais, depuis les travaux fondateurs de Z. Manna et S. Ness [MN70], 
on dispose d'un critère de terminaison puissant basé sur les ordres bien fondés qui sont des 
ordres n'admettant pas de chaîne infinie décroissante. En montrant que la relation de réécriture 
est contenue dans un ordre bien fondé, tout calcul correspond à une chaîne décroissante et par 
conséquent est fini. Pour un système donné, la recherche d'un ordre bien fondé contenant la 
relation de réécriture nécessite, en général, une grande part d'expertise pour être menée à bien 
dans un délai raisonnable. De plus, si la recherche est facile sur des petits systèmes, elle devient 
complexe sur des systèmes de taille importante et son automatisation devient cruciale pour 
traiter des systèmes de réécriture de taille réelle. Or, l'automatisation de la recherche des ordres 
de terminaison est un problème doublement difficile. D'une part, il n'existe pas d'ordre unique 
capable de prouver la terminaison de tous les systèmes terminants mais des familles d'ordres 
plus ou moins adaptés suivant les systèmes. D'autre part, peu d'ordres utiles sont décidables 
et les ordres décidables ont, en général, une complexité exponentielle. En outre, il est difficile 
de réaliser une preuve de terminaison de façon incrément ale , la terminaison n'étant pas une 
propriété modulaire [Toy86] des systèmes de réécriture, Le. l'union de deux systèmes de réécriture 
terminants n'est pas nécessairement un système terminant. 

La motivation essentielle de cette recherche est de permettre la réalisation de preuves de 
terminaison sur des systèmes de réécriture représentant des programmes ou systèmes de taille 
réelle. Dans ce contexte, notre travail a porté sur deux points complémentaires qui sont: l'auto­
matisation de la recherche d'ordres de terminaison et la mise au point d'un critère automatique 
assurant la terminaison d'un système modulaire à partir de la terminaison de ses modules. Sur 
ces deux points, les solutions adoptées utilisent la notion de contrainte. 

La recherche d'un ordre de terminaison n'est pas un processus entièrement automatisable; les 
ordres de terminaison n'étant pas décidables en général. Cependant, nous verrons que l'utilisa­
tion de contraintes d'ordre dans un tel processus permet, successivement, de séparer les parties 
automatisables de la preuve de celles qui ne le sont pas, de résoudre efficacement les parties 
automatisables, et enfin, de ne soumettre à l'utilisateur que les parties non-automatisables. 

Le critère de terminaison modulaire, quant à lui, est basé sur l'analyse des formes normales 
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d'un ensemble de termes initiaux réduits successivement par chaque module du système de ré­
écriture. Ceci n'est, a priori, réalisable que sur des ensembles finis de termes. Or, pour raisonner 
sur des ensembles infinis, nous proposons de les représenter à l'aide d'automates d'arbres et 
de réaliser l'analyse des formes normales à travers un mécanisme de résolution de contraintes 
ensemblistes sur les automates. 

Dans le chapitre 2, nous présentons les définitions essentielles pour la lecture et la compré­
hension de cette thèse: alphabets, termes, systèmes de réécriture, ordres et automates d'arbres. 
Suite à la définition formelle de ces objets, dans le chapitre 3, nous tentons de donner une in­
tuition plus informatique de ce qu'ils représentent en termes de programmes et de calculs. Dans 
ce même chapitre, nous présentons brièvement les propriétés et outils de preuve de la réécriture 
utilisés en vérification. Ensuite, les principaux ordres de terminaison utilisés dans cette thèse et 
la méthode des paires de dépendance de T. Arts et J. Giesl [Art96, AG97a, AG97b, Art97] sont 
présentés dans le chapitre 4. Dans ce chapitre, nous insistons tout particulièrement sur l'ordre 
général sur les chemins (gpo) conçu par N. Dershowitz et C. Hoot [DH95] qui généralise, dans 
un formalisme unique, les principaux ordres connus. 

A partir du chapitre 5, nous arrivons à ce qui constitue l'apport original de cette thèse, Tout 
d'abord, en nous appuyant sur le gpo, nous proposons une nouvelle méthode pour automatiser 
la recherche d'ordre de terminaison basée sur un processus de résolution de contraintes d'ordre 
gpo [GG97a, GG97b]. Les deux grandes parties du chapitre 5 sont consacrées pour l'une à l'op­
timisation de la résolution d'un tel processus à l'aide de structures et d'algorithmes assurant un 
partage fort des contraintes et de leurs solutions, et pour l'autre à l'extraction automatique des 
parties difficiles de la preuve dans le cas d'une preuve semi-automatique . 

.. Le chapitre 6 aborde l'étude du critère de terminaison modulaire. Ce critère est basé sur 
l'approximation des ensembles de descendants et de formes normales d'un système de réécriture 
et d'un ensemble de termes initiaux donnés [Gen98, Gen97b, Gen97aj. Une grande partie de ce 
chapitre est dédié à la construction d'un automate reconnaissant un sur-ensemble de l'ensemble 
des descendants. Viennent ensuite les applications parmi lesquelles figure le critère de terminaison 
modulaire. Les autres applications également dans le domaine de la vérification, sont le test 
d'atteignabilité, l'approximation des co-domaines de fondions, la preuve de non-terminaison, et 
la preuve de complétude suffisante. 

Nous présentons dans le chapitre 7, les deux prototypes réalisés et quelques exemples illustrant 
respectivement l'efficacité de notre procédure de recherche d'ordre par résolution de contrainte 
et la faisabilité des divers calculs d'approximation. 

Dans le chapitre 8, en tenant compte des techniques de preuve existantes décrites dans le 
chapitre 4, et de nos propres travaux présentés dans les chapitres 5 et 6, nous donnons deux 
prolongements possibles de ce travail exploitant l'ensemble des résultats obtenus dans cette thèse. 
L'un est un nouveau critère de terminaison des systèmes de réécriture qui, en utilisant à la fois 
des contraintes d'ordre et des automates d'arbres, permet de capturer et d'exploiter les notions 
de stratégie d'application des règles et d'ensemble de termes initiaux. L'autre prolongement 
décrit l'architecture de ce que pourrait être un démonstrateur automatique dédié à la preuve de 
terminaison des systèmes de réécriture. 

Enfin dans le chapitre 9, nous concluons sur ce travail en donnant d'autres pistes de recherche 
possibles et des extensions possibles des résultats présentés. 
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Chapitre 2 

Préliminaires 

Dans ce chapitre, nous donnons les définitions de base utilisées dans cette thèse. Pour plus de 
détails, le lecteur intéressé pourra se reporter aux documents de référence sur la réécriture [DJ90], 
sur la terminaison des systèmes de réécriture [Der87, Fer95], sur les propriétés modulaires des 
systèmes de réécriture [Mid90, Oh194, Gra96] sur les automates et langages d'arbres [GS84, 
T ~~ ,.,.~.,-,.J..h_l , ,. " , l' .-1' b of- ;!-' r1" ,. [rom",.. 
Jac~oa, vUu' :JIlj, sur les Hens entre langages reguüers u ar res e" sys"emes .... e reecrIvure lU.!.::!';), 

Jac96a]. 

2.1 Relations 

Soit R une relation binaire sur un ensemble E. 

- R est réflexive ssi Va E E, a Ra, 

- Rest irréflexive ssi Va E E, a $, a, 

- R est symétrique ssi Va, b E E, a Rb=:} bR a, 

- R est antisymétrique ssi Va, b E E, a Rb=:} b $, a, 

- R est transitive ssi Va, h, cEE, a R b et bR c ==} aRc, 

- R est un ordre si R est transitive, irréflexive et antisymétrique, 

- R est un préordre si R est transitive et réflexive, 

- R est une relation d'équivalence si R est transitive, réflexive et symétrique. 

La clôture transitive (resp. réflexive et transitive) de R, notée R+ (resp. R*), est la plus petite 
relation transitive (resp. réflexive et transitive) contenant R. 

Définition 2.1 (Relation totale) Une relation R sur un ensemble E est totale si pour tout 
couple d'éléments s, t de E on as = t, sR t ou t R s. 

5 
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2.2 Alphabets, termes et positions 

Un alphabet (ou signature) F est un ensemble fini de symboles de fonction associé à une 
fonction d'arité notée ar, de F dans N. Un symbole f E F tel que ar(J) = 0 est appelé constante. 
On note F = {f : 3, cons: 2, a: a}, un alphabet dans lequel f est un symbole d'arité 3, cons est 
un symbole d'arité 2 et a est une constante. Par commodité, au lieu de f E F et ar(J) = n, on 
note parfois f E F n . Soit X un ensemble dénombrable de symboles de variables. Dans la suite, 
on supposera toujours que X est disjoint de tous les alphabets considérés. L'ensemble T(F, X) 
des termes sur F est défini récursivement par: 

1. X ç T(F, X), et 

2. pour tout f E F avec ar(J) = n E N, et tous termes tb ... , tn E T(F, X), on a 
f(tt,··· ,tn ) E T(F, X). 

Par commodité, une constante cO est notée c. Un terme ne contenant aucune variable est dit clos, 
et l'ensemble des termes clos est noté T(F). L'ensemble des positions d'un terme t E 7(F, X), 
noté Pos(t), est un mot sur N défini inductivement par: 

1. Pos(t) = {E} si tEX, 

2. POS(J(tl,'" ,tn)) = {E} U {i.p 1 1 ~ i ~ n etp E Pos(td} si f E P et tboo.,tn E 
T(F, X), où E représente la suite d'entiers vide. 

Les termes sont représentés par des arbres, étiquetés par des éléments de U X, ainsi, le terme 
f(t1,'" ,tn ) est représenté par l'arbre: 

/f"" 
t l tn 

Si p E Pos(t) alors le sous-terme de t à la position p est noté tl p. Les sous-termes tlp tels que 
p E Pos(t) \ {E} sont nommés sous-termes stricts. Le terme obtenu après remplacement dans t 
de tlp à la position p par le terme s est noté t[s]p. Le symbole étiquetant le terme à la position 
E est noté Root(t). Pour tout terme s E T(F, X), on note POS:F(s) l'ensemble des positions 
fonctionnelles de s, qui est égal à {p E Pos(s) 1 p =f. E et Root(slp) E F}. 

Exemple 2.1 Soit F = {f : 3, cons: 2, car: 1, a: 0, nil : O} un alphabet et xE X. Soient s et 
t les termes: 

f 
- s = f(a,x,nil) = / l "" ,et 

a x nil 

car 

1 cons 
- t = car (cons (a, cons(a, nil))) = / \ 

a cons 

/\ 
a nil 

On a s, tE 7(F, X), et t E T(F). L'ensemble des positions de test Pos(t) = {E, 1, 1.1, 1.2, 1.2.1, 
1.2.2}, l'ensemble POS:F(t) des positions fonctionnelles de t est tel que POS:F(t) = Pos(t). En 
revanche, Pos(s) =f. POS:F(s) = {E, 1, 3}. Chaque position de Pos(t) désigne un sous-terme 
unique de t; il est ainsi possible: 

- d'isoler un sous-terme précis, par exemple: tl1.2 = cons(a,nil), t11.2.2 = nil et tlE = 
car( cons ( a, cons(a, nil))), 
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- de remplacer un sous-terme par un autre, par exemple: t[s]l.l = car (cons (J (a, x, nil), cons(a, 
nil»), 

- de connaître le symbole étiquetant un noeud, par exemple: 'R.oot(tI E ) = car, 'R.oot(th.2) = 
cons. 

L'ensemble des variables d'un terme 8 E T(F, X) est noté Var(s). Un terme s est dit linéaire si 
chaque variable de Var(s) a au plus une occurrence dans s. Une substitution est une application 
a- : X t-+ T(F, X) qui s'étend à T(F, X) en un endomorphisme: a-: T(F, X) t-+ T(F, X). Le 
résultat de l'application d'une substitution a- à un terme t E T(F, X) est le terme noté ta-. 

Exemple 2.2 Soit F = {J: 3,h: 1,g: l,a: O}, soit a- = {x t-+ g(a),y t-+ h(z)} et t = 
J(h(x),x,g(y)). On a ta- = J(h(g(a)),g(a),g(h(z))). 

Définition 2.2 Un contexte est un terme C[] de T(FU {O}, X) dans lequel le nouveau symbole 
de constante 0 ~ F n'apparaît qu'une seule Jois. Pour tout contexte C[] et tout terme t E 

T(F, X), C[t] est le terme obtenu par remplacement de 0 par t dans C[]. 

Définition 2.3 Un terme s = J(8I, . .. ,sn) est plongé dans un terme t = g(tl,' .. ,tm ) si: 

- J = 9 et pour tout i, 1 ~ i ~ n = m, 8i est plongé dans ti, 

- il existe un entier k, 1 ~ k ~ m tel que s est plongé dans tk. 

Opérationnellement, pour déterminer si un terme s est plongé dans un terme t, il suffit de vérifier 
si s peut être obtenu en effaçant un nombre quelconque de symboles (éventuellement aucun) 
dans t. Par exemple, le terme x est plongé dans le terme J(x), le terme f(g(x» est plongé dans 
J(h(g(k(x», k(y»), J(a) est plongé dans J(a). Un terme 8 est strictement plongé dans un terme· 
t si s est plongé dans t et s =1= t. 

2.3 Systèmes de réécriture 

Un système de réécriture est un couple (F, 'R.) où F est un alphabet et 'R est un ensemble 
de règles de réécriture 1 -+ r, où l, r E T(F, X), 1 ~ X, et Var(l) ;2 Var(r). Dans la suite, un 
système de réécriture (F, 'R.) sera également noté 'R., s'il ne peut y avoir de confusion sur F. 
Une règle de réécriture 1 -+ r est dite linéaire à gauche (resp. linéaire à droite) si le membre 

gauche (resp. le membre droit) de la règle est linéaire. Une règle est linéaire si elle est à la fois 
linéaire à gauche et à droite. Un système de réécriture 'R. est linéaire (resp. linéaire à gauche, 
linéaire à droite) si toute règle 1 -+ r du système 'R. est linéaire (resp. linéaire à gauche, linéaire 
à droite). La relation de réécriture -+R induite par 'R. est définie comme suit. 

Définition 2.4 (Relation de réécriture) Soit'R. un système de réécriture. Pour tous termes s, tE 
T(F,X), 8 -+R t s'il existe une règle de réécriture 1-+ r E 'R, une positionp E Pos(s) et une 

substitution a- tels que la- = slp et t = s[ra-]p. 

Le sous-terme slp est nommé redex. La fermeture transitive (resp. réflexive transitive) de -+R 

est notée -+R+ (resp. -+R*). Deux termes s et t sont joignables par 'R., noté 8 -J..n. t, s'il existe un 

terme v tel que s -+R* v et t -+R* v. On dit qu'un terme 8 est réductible par 'R. s'il existe un 

terme t tel que s -+ R t. On dira également que s est réduit en t. Le terme s est irréductible ou 
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en forme normale s'il n'existe aucun terme t tel que s --+R- t. L'ensemble des termes irréductibles 
, 

par le système R est noté IRR(R). Un terme s est normalisable en un terme t, noté s ~ t, 
si s --+R-* t et tE IRR(R). 

Exemple 2.3 Voici un exemple simple de système de réécriture définissant la multiplication et 
l'addition sur les entiers où F = {O : 0, s : 1, + : 2, * : 2}, et x, y E X. 

(1) 0 * x --+ 0 
(2) s(x) * y --+ (x *y) +y 
(3) x + 0 --+ x 
(4) x + s(y) --+ s(x + y) 

Étant donné un système de réécriture R sur F, il est possible de diviser F en deux sous-ensembles 
distincts: l'ensemble des symboles définis V = {Root(l) 1 1 --+ r E R} et l'ensemble des symboles 
constructeurs C = F \ V. Dans l'exemple 2.3, on a C = {O, s} et V = {*, +}. Parmi les termes 
de T(F) on distingue les termes de T(C), dits termes constructeurs. Dans l'exemple précédent, 
T(C) = {O, s(O), s(s(O)), ... }, qui est la représentation usuelle des entiers en termes de 0 et de 
successeurs. Voyons maintenant, quelques exemples de réécriture effectuées à l'aide du système 
de l'exemple 2.3. 

Exemple 2.4 Soit t le terme s(s(O)) * s(s(O)) et R le système de l'exemple 2.3. Sur t seule la 
règle (2) de R peut être appliquée: à la position € de t on a t = (s(x) *y)u et u = {x t-+ s(O), y t-+ 

s(s(O))}. Le redex est donc tl~ soit t lui-même. Le terme t est réductible en tl = t[«x*y) +y)u]~, 
i.e. tl = (s(O) * s(s(O)) + s(s(O». Nous noterons cette réduction de la façon suivante: 

s(s(O)) * s(s(O» --+R-(2) (s(O) * s(s(O)) + s(s(O» 

où le redex réduit à cette étape est souligné, et --+R- a pour exposant le numéro de la règle appliquée. 

Nous donnons maintenant la réécriture du terme t jusqu'à sa forme normale. 

S(S(O» * s(s(O)) --+R-(2) 

(s(O) * s(s(O))) + s(s(O» --+R-(2) 

«0 * S(8(0))) + S(8(0))) + s(s(O)) --+R-(l) 

(0 + s(s(O)) + S(8(0)) --+R-(4) 

s«O + S(8(0») + s(O)) --+R-(4) 

S(8«0 + S(8(0)) + 0)) --+R-(3) 

S(8(0 + 8(8(0)))) --+R-(4) 

S(8(S(0 + 8(0)) --+R-(4) 

8(S(8(S(0 + 0)) --+R-(3) 

S(8(8(8(0)))) 

1 

La réécriture 8 'achève surle terme S(8(S(8(0)))) en forme normale. On a donc S(8(0»*8(8(0)) ~ 

8(S(8(0»). Nous venons de montrer que 2 * 2 = 4! Il faut remarquer que la réduction que nous 
venons de montrer n'est pas la seule possible. Par exemple, soit h le premier terme obtenu par 
réécriture, i. e. 
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seO) * s(s(O»)) + s(s(O». 

Il existe plusieurs façons de réduire tI: il existe dans le m€me terme deux redex à des positions 
différentes et réductibles par des règles distinctes. Le terme tI peut €tre réduit par la règle (4) à 
la position 1, comme précédemment, mais également par la règle (4) à la position 15, i.e. 

(s(O) * s(s(O») + s(s(O» -+R(4) s«s(O) * s(s(O») + seO)) 

Sur ce dernier terme, là encore plusieurs règles peuvent s'appliquer à des positions différentes. 

La réécriture est également applicable à un ensemble de termes. Pour un système de réécriture 
R et un ensemble de termes E, nous définissons maintenant l'ensemble de R-descendants de E, 
noté R*(E), qui est l'ensemble des termes accessibles par -+R* à partir des termes de E, ainsi 

que l'ensemble des R-formes normales de E, noté R!(E), qui est l'ensemble des formes normales 
accessibles par -+R* à partir des termes de E. 

Définition 2.5 (R-descendants et R-formes normales) Soit R un système de réécriture et E un 
ensemble (un langage) de termes. 

R*(E) = {t E T(F) 1 3s E E t.q. s -+~ t}. 

1 1 
R'(E) = {t E T(F) 1 3s E E t.q. s ~ t}. 

Les ensembles de descendants et les ensembles de formes normales sont liés par la proposition 
suivante. 

Proposition 2.1 R!(E) = R*(E) n IRR(R). 

2.4 Ordres bien-fondés en réécriture 

La propriété qui nous intéressera essentiellement tout au long de cette thèse est la terminaison 
des systèmes de réécriture. 

Définition 2.6 (Terminaison) Un système de réécriture R termine si la relation de réécriture 
-+R n'admet pas de chaîne infinie, i.e. s'il n'existe pas de suite infinie de termes Si E T(F, X), 

i E N, tels que SQ -+R SI -+R .... 

La propriété de terminaison assure que toute chaîne de réécriture aboutit nécessairement à une 
forme normale. Il existe une autre notion de terminaison, plus faible, qui assure qu'à partir de 
tout terme, il existe au moins une chaîne aboutissant à une forme normale. 

Définition 2.7 (Terminaison faible) Un système de réécriture R termine faiblement si pour tout 
terme s E T(F, X), il existe t E IRR(R) tel que s -+R* t. 

Le pouvoir d'expression des systèmes de réécriture étant comparable à celui des machines de 
Turing, la propriété de terminaison des systèmes de réécriture est indécidable et ce, même pour la 
classe très restreinte des systèmes linéaires à gauche ne comportant qu'une seule règle, comme l'a 
montré M. Dauchet [Dau89]. Cependant, et comme dans aucun autre modèle de calcul, il existe 
de nombreux critères de terminaison. Ces critères sont le plus souvent basés sur la recherche 
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d'ordres bien fondés, définis ci-dessous, contenant la relation de réécriture sur les termes. Malgré 
la profusion de ces critères, la terminaison d'un système de réécriture reste une des propriétés 
les plus difficiles à établir pour un système de réécriture. n y a deux raisons à ceci: d'une part, 
il n'existe pas d'ordre unique suffisamment puissant pour prouver la terminaison de tous les 
systèmes terminants. Pour mener à bien une preuve de terminaison, il est souvent nécessaire de 
connaître et de maîtriser une grande variété d'ordres et de méthodes. D'autre part, les critères 
de terminaison puissants sont indécidables ou de complexité exponentielle dans le meilleur des 
cas. 

Dans cette section, nous rappelons les définitions et propriétés essentielles des ordres de 
terminaison: ordre bien-fondé, monotonie, stabilité par instanciation, ordre de simplification, 
ainsi que les théorèmes généraux liant les ordres et la propriété de terminaison. 

2.4.1 Ordres bien fondés 

La quasi-totalité des méthodes de preuve de terminaison en réécriture sont basées sur l'uti­
lisation d'ordres. Nous donnons maintenant les définitions de base, empruntées à M. C. F. Fer­
reira [Fer95], concernant les relations particulières que sont les ordres. Une relation binaire R sur 
E est un préordre (ou quasi-ordre), souvent noté 2:, si elle est réflexive et transitive. On notera 
:::; l'inverse de la relation 2:. Tout préordre 2: contient deux relations particulières qui sont, un 
ordre (ou ordre partiel, ordre strict) ord ( 2: ) correspondant à la relation 2: \ :::;, et une relation 
d'équivalence eq ( 2: ) définie par la relation 2: n :::;. Par commodité, ord ( 2: ) et eq ( ~ ) seront 
également notés> et~, respectivement. L'ensemble El ~ défini par {(s) 1 sE E}, où (s) est la 
classe de ~-équivalence de s, est appelé quotient de E par ~ et on a (s) = {t E S 1 t ~ s}. Tout 
ordre strict> sur E, peut être transposé en un ordre :=1 sur l'ensemble quotient par: (s) :=1 (t) si 
s > t, où s, tEE. 

Définition 2.8 (Ordre bien fondé) Un ordre> est bien fondé (ou nœthérien) sur un ensemble 
E s'il n'existe pas de suite infiniment décroissante, i.e. s'il n'existe pas de suite infinie so, 31, ... 

d'éléments de E telle que so > Sl > O" • 

Exemple 2.5 L'ordre usuel sur les nombres naturels, noté >N est un ordre bien fondé sur N. En 
effet, toutes les suites de naturels décroissantes sont finies, puisque bornées par O. En revanche, 
l'ordre usuel sur les entiers relatifs, noté >Z' n'est pas bien fondé sur Z. On peut également 
remarquer que l'ordre >N est total puisque pour tout couple d'entiers naturels s, t E N, on a 
s = t, S >N t, ou t >N s. Il en est de même pour >Z· 

Dans cette thèse, la majeure partie des ordres que nous utilisons en pratique seront en fait 
des préordres bien fondés. un préordre 2: est bien-fondé si son ordre strict ord ( 2: ) l'est. Ceci 
revient à définir un ordre bien fondé sur les classes d'équivalences. 

Définition 2.9 (Préordre bien fondé) Soit 2: un préordre sur un ensemble E. Soit :=1 la trans­
position de ord( 2: ) à l'ensemble des classes d'équivalences de E, i.e. El ~. Le préordre 2: est 
bien fondé si :=1 est un ordre bien fondé sur E 1 ~. 

Exemple 2.6 Soit le préordre è::l0 sur les entiers naturels tel que pour tout s, t E N, on a 3 è::l0 t 
si l ta J 2: N Ua j, où pour tout nombre rationnel n, ln J représente la partie entière de n. Soit 
~10 la relation d'équivalence eq( è::l0 ), >-10 l'ordre strict ord( è::lO), et:=110 la transposition de 
>-10 aux classes d'équivalences de NI ~10· Clairement, l'ordre >-10 compare les entiers en faisant 
abstraction des unités. Tous les entiers ne différant que par les unités sont donc dans la même 
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classe d'équivalence. On a par exemple, 1 :::10 2, 2 :::10 9, 12 >-10 2, etc. Toute suite d'entiers 
Sl,82,'" telle que (SI) =:110 (S2) =:110 ..• est nécessairement bornée par (0) = {O, ... ,9}, et est 
donc finie. L'ordre =:110 est donc bien fondé sur NI :::10, donc par définition, C::l0 est un préordre 
bien fondé sur N. 

2.4.2 Ordres bien fondés sur les termes 

La proposition suivante constitue la base des critères de terminaison des systèmes de réécri­
ture. 

Proposition 2.2 [MN70j. Un système de réécriture R sur T(F, X) termine si et seulement s'il 
existe un ordre> bien fondé sur T(F, X) tel que pour tous termes s, t E T(F, XL s --'In t 
implique S > t. 

Pour tout système de réécriture non-vide, il existe un nombre infini de couples s, t tels que 
S -+n t. Etablir la terminaison revient donc à effectuer un nombre infini de vérifications. Afin de 

contourner ce problème, l'approche couramment retenue utilise des ordres bien fondés ayant des 
propriétés supplémentaires limitant le nombre de vérifications à effectuer à un nombre fini. Les 
principaux ordres de terminaison utilisés n'exigent, en fait, que l > r pour toute règle l -t r du 
système R. Nous verrûns dans la suite que ces conditions peuvent encore être affaiblies, grâce 
notamment à la méthode des paires de dépendance, voir section 4.3, ou à l'ordre général sur les 
chemins, voir section 4.4. Nous définissons maintenant les propriétés essentielles des ordres et des 
préordres, en considérant une relation binaire R quelconque. Par commodité, pour tous termes 
8, t, SI, ... , Sn E T(F, X), [/(Sl,'" , Si, S, Si+l,'" ,sn) R f(s1, ... ,Si, t, Si+l,'" ,Sn} pour f E 
;:n et 1 ~ i ~ n], sera abrégé en f( ... ,s, . .. ) R f( . .. ,t, .. . ). 

Définition 2.10 Soient S, t E T(F, X) des termes et R une relation binaire sur T(F, X). 

~ La relation R est dite stable par instanciation si pour tous termes s, t, et pour toute sub­
stitution er, s R t ==> ser R ter. 

~ La relation R est dite monotone si pour tous termes s, t, et pour tout symbole de fonction 
f E F, sR t => f(··· ,s, ... ) R f( ... ,t, ... ). 

Tout ordre (ou préordre) bien fondé, monotone et stable par instanCÎation est nommé ordre 
(ou préordre) de réduction. Stabilité et monotonie suffisent à ramener le problème général de la 
comparaison des termes s et t à chaque étape de réécriture s --'In t au problème (décidable dans 

le cas où 'R est fini et l'ordre est décidable) de la comparaison des termes l et '1' pour chaque 
règle de réécriture l -t r de R. 

Proposition 2.3 [MN70j Un système de réécriture R ;ur T(F, X) termine si et seulement s'il 
existe un ordre> de réduction sur T(F, X) tel que l > r pour chaque règle l -t r de R. 

Cependant, montrer qu'un ordre sur T(F, X) est bien fondé est une tâche difficile. Pour pallier 
ceci, il existe deux solutions. La première solution consiste à ramener le problème d'orientation sur 
T(F, X) à un problème équivalent sur un autre domaine où il existe un ordre bien fondé connu, 
par exemple l'ordre >N sur N. Cette approche, dite par interprétation, sera brièvement présentée 
dans la section 4.2. Une deuxième solution consiste à imposer une propriété supplémentaire sur 
l'ordre de façon à ce qu'il soit toujours, trivialement bien fondé: c'est la propriété de sous-terme 
qui assure que tout terme est plus grand que n'importe lequel de ses sous-termes. 

Définition 2.11 Soient s, t E T(F, X) des termes et > un ordre snr T(F, X). L'ordre> a la 
propriété de sous-terme si pour tout sous-terme strict t de S on as> t. 
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Le théorème de Kruskal [Kru60] établit que tout ordre monotone ayant la propriété de sous 
terme est bien fondé. Ainsi, tout ordre monotone, stable par instanciation et ayant la propriété 
de sous-terme est bien fondé et est donc un ordre de réduction. Un tel ordre est nommé ordre de 
simplification. 

Définition 2.12 (Ordre de simplification) Un ordre sur T(F, X) est un ordre de simplification 
s'il est monotone, stable par instanciation, et s'il a la propriété de sous-terme. 

La proposition liant la terminaison d'un système de réécriture 'R et l'existence d'un ordre de 
simplification est la suivante. 

Proposition 2.4 Un système de réécriture 'R sur T(F, X) termine s'il existe un ordre de sim­
plification > tel que l'on ait 1 > r pour toute règle 1 -7 r de 'R. 

Cependant, il faut remarquer deux choses. Premièrement, avec cette dernière proposition, nous 
sommes passés d'une condition nécessaire et suffisante de terminaison (proposition 2.3), à une 
condition suffisante. Ceci est dû au fait que la classe des ordres de simplification n'est qu'une sous­
classe des ordres de réduction. Deuxièmement, même si le critère de terminaison est simplifié, le 
problème de l'existence d'un ordre de simplification> tel que 1 > r pour toute règle 1 -7 r d'un 
système 'R reste indécidable [MG94]. Nous verrons, dans le chapitre 4, des ordres de simplification 
particuliers, pour lesquels ce problème devient décidable. 

2.5 Automates d'arbres et langages réguliers 

Les automates d'arbres et les grammaires d'arbres sont deux formalismes permettant de 
finiment représenter des ensembles réguliers d'arbres, et donc de termes. Nous utilisons principa­
lement des automates d'arbres ascendants non-déterministes, dont les fonctionnalités de recon­
naisseurs seront utiles dans la deuxième partie de ce travail. 

2.5.1 Définitions 

Soit F un alphabet et Q un ensemble fini de symboles d'arité 0, appelés états. L'ensemble 
des configurations T(F U Q) est défini inductivement par: 

1. Q ç T(FU Q), 

2. si f E F, ar(f) = n, et S1, ... ,Sn E T(F U Q) alors f(S1"" ,sn) E T(F U Q). 

Une transition est une règle de réécriture c -7 q, où c E T(:F U Q) et q E Q. Une transition 
normalisée est une transition c -7 q où C = f(q1,'" ,qn), f E :F, ar(f) = n, et qt, ... ,qn E Q. 
Un automate d'arbres ascendant non-déterministe (ou simplement automate d'arbres) est un 

quadruplet A = (:F, Q, QI, .6.), où QI est un ensemble d'états finaux et .6. est un ensemble de 
transitions normalisées .. La relation de réécriture induite par .6. sera notée -7.6,. Un terme t 
est reconnu par un état q E Q si t -7t,. q. Un terme est reconnu par A si t est reconnu par 
un état final de QI' Le langage régulier d'arbres reconnu par A, est C(A) = {t E T(F) 1 

3q E QI t.q. t -7t,. q}. Le langage régulier d'arbres reconnu par l'état q dans l'automate A, est 
C(A, q) = {t E T(:F) 1 t -7t,. q}. Un langage d'arbres E est régulier si il existe un automate 
d'arbres A tel que C(A) = E. Un automate d'arbres A = (:F, Q, QI,.6.) est déterministe si 
pour tout terme t E T(:F) il existe au plus un état q E Q tel que t -7t,. q. Pour nos besoins, 
nous utiliserons essentiellement des automates non-déterministes. Cependant, tout automate 
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non-déterministe peut être ramené à un automate déterministe par le biais d'un algorithme de 
déterminisation, dont le principe est donné dans [CDG+97]. Pour tout ensemble de transitions~, 
on notera etats(~) l'ensemble des états apparaissant dans les transitions de ~, Le. etats(0) = 0 
et etats({f(ql,'" ,qn) -+q}U~) = {ql, ... ,qn,q}Uetats(~). 

Nous donnons quatre exemples illustrant le pouvoir d'expression des automates d'arbres et 
montrant tour à tour que les automates d'arbres sont un outil simple permettant de représenter 
de façon compacte un ensemble infini d'objets ayant une structure précise (exemple 2.7), tout 
en permettant d'exprimer des contraintes finies de numération (exemple 2.8), ou des motifs 
(exemple 2.9). Cependant, les automates sont incapables de représenter un ensemble non-régulier 
(exemple 2.10). 

Exemple 2.7 Nous donnons ici l'exemple de l'automate d'arbres Ao reconnaissant l'ensemble 
des "listes plates non-vides composées de a et de b". On a Ao = (F, Q, QI' ~), où F = {cons: 
2,a: O,b: O,nil: O}, Q = {qO,ql,qÛ, QI = {qo} et ~ = { 

(1) conS(q2, qd -+ qo 
(2) nil -+ ql 
(3) conS(q2, qt) -+ ql 
(4) a-+q2 
(5) b -+ q2 } 

Dans cet exemple, on a C(Ao, q2) = {a, b}, C(Ao, qt} = {nil, cons(x, y) 1 x E C(Ao, q2) et y E 
C( Ao, qt} }, ou encore l'ensemble 

{nil, cons (a, nil), cons(b, nil), cons (a, cons (a, nil)), cons (a, cons(b, nil)) , ... }, 

ou en utilisant la représentation usuelle des listes dans les langages fonctionnels ou logiques 
{D, [a], lb], [a, bl, [a, al, lb, a, b, bl ... }, c'est à dire l'ensemble des listes plates formées de "a" et de 
"b". Enfin, C(Ao,qo) = C(Ao) = {cons(x,y) 1 xE C(Ao,q2) et y E C(Ao,qt}}, c'est à dire 
l'ensembles des listes plates constituées de a et de b, non-vides. 

Montrons comment le terme cons(b, cons (a, nil)) est reconnu par l'automate Ao. Par com­
modité, les transitions sont numérotées et le redex en passe d'être réduit par une transition de ~ 
est souligné: 

cons(b, cons(g, nil)) -+~) 
cons(b, conS(q2, nil)) -+~) 
cons(b, conS(q2, qt}) -+~) 
cons(Q, qt) -+~) 
cons (q2, qt} -+~) qo· 

Comme qo E QI, le terme est reconnu par l'automate. On peut remarquer que dans cet exemple la 
dérivation n'est pas unique et peut mener vers un terme irréductible ou vers un état n'appartenant 
pas à QI' 

Exemple 2.8 Nous donnons ici un autre exemple d'automate d'arbres: Al reconnaissant l'en­
semble des "listes quelconques composées de a et de b dont le nombre d'élément n'excède pas 3". 
Le terme "listes quelconques" signifie simplement que les listes peuvent être imbriquées. On a 
Al = (F, Q', QI' ~I), où F = {cons: 2, a: 0, b : 0, nil : O}, Q' = {qO, ql, q2, q3, qÛ, QI = {qo} et 
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,6.' = { 

nil -+ qo 
cons(qr, q2) -+ qo 

nil -+ qi 
conS(ql, q2) -+ ql 

a -+ qi 
b -+ qi 

nil -+ q2 
cons(ql, q3) -+ q2 

nil -+ q3 
cons(ql, q4) -+ q3 

nil -+ q4 } 

Dans cet exemple, .c(A1 , ql) est l'ensemble des éléments que l'on peut trouver dans une liste: soit 
un a, soit un b soit une liste quelconque composée de a et de b n'excédant pas 3 éléments. Dans 
.c(Al, q2) on trouve toutes les listes quelconques composées de a et de b n'excédant pas 2 éléments. 
Enfin dans .c(A1 , q3) on trouve des listes quelconques composées de a et de b n'excédant pas 1 
élément. 

Exemple 2.9 Voici un automate A2 reconnaissant l'ensemble des "listes quelconques composées 
de a et de b et ordonnées". Par "liste ordonnée" on entendra ici que les ua ", s'il y en a, sont placés 
avant les "b" et les "b", s'il y en a, sont placés avant les listes imbriquées, elles-aussi ordonnées. 
On a A2 = (F, QIf, Q'j,,6.II), où F = {cons: 2,a : O,b : O,nit : A}, Q" = {qO,qt,q2,q3,Q4}, 
Q'} = {go} et ,6." = { 

nil -+ Qo 
conS(Q3,qO) -+ qo 
cons(q4,ql) -+ qo 
cons (qO, q2) -+ Qo 

nil -+ qi 
cons(Q4, qd -+ ql 
cons(qo, q2) -+ qi 

nil -+ q2 
cons (QO, q2) -+ Q2 

Dans l'automate A2' si on étudie les transitions aboutissant à l'état Q, on obtient que 

- Q3 reconnaît exactement le terme a, 

- q4 reconnaît exactement le terme b, 

- q2 reconnaît la liste vide nil ou toute liste dont le premier élément est reconnaissable par qo 
et dont le reste est reconnaissable par Q2, i.e. q2 reconnaît toute liste (éventuellement vide) 
constituée uniquement d'élément reconnaissables par qo, 
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- ql reconnaît toute liste vide nil ou toute liste dont le premier élément est un b (reconnu 
par qÛ et dont le reste est reconnaissable par ql, ou une liste semblable à celles qui sont 
reconnues par q2. En clair, ql reconnaît toute liste constituée d'un nombre quelconque de b 
suivis d'une liste reconnaissable par q2, 

- qo reconnaît toute liste constituée d'un nombre quelconque de a suivis d'un nombre quel­
conque de b (reconnus par ql) et d'un nombre quelconque de listes imbriquées du méme type 
(reconnues par q2). 

A titre d'exemple, voici quelques-unes des listes reconnues, données en utilisant la représentation 
usuelle des listes dans les langages fonctionnels ou logiques: 

D, [a], [b], [a, m, [[a]), [a, a, a, b, b, [a, b]], [a, a, b, [a, a, b[a, a, b, [ ... ]]]], ... , 
en revanche, les listes suivantes ne sont pas reconnues, elles ne font pas partie de C(A2): 

[a, b, al, [0, b], [a, b, [b, a], [a, b]), ... 

Exemple 2.10 L'ensemble des arbres binaires équilibrés, i.e. le langage de la forme {a, f(a,a), 
f(f(a, a), f(a, a)), ... } n'est pas reconnaissable par un automate d'arbres. En revanche, de tels 
ensembles sont reconnaissables par des automates plus évolués tels que les automates de la classe 
Rateg définis par M. Dauchet et J. Mongy [Mon81] ou les automates à contraintes définis par 
B. Bogaert et S. Tison [BT91, BT92]. Dans les automates de la classe Rateg, les états sont 
des symboles de fonction d'arité 1 et les règles de transitions sont plus générales et permettent 
notamment de tester l'égalité entre deux termes. A titre d'exemple, voici un automate de la classe 
Rateg reconnaissant le langage des arbres binaires équilibré: A = (:F, Q, QI,!l.) où:F = {J : 2, a : 
O}, Q = {qo}, QI = {qo} et!l. = {J(qo(x),qo(x)) -t qo(f(x, x)), a -t qo}. 

2.5.2 Opérations sur les langages 

Les principales opérations sur les langages réguliers sont les opérations ensemblistes habi­
tuelles: l'appartenance E, l'inclusion C, l'union U, l'intersection n, le complément d'un langage 
A noté A, et la différence entre deux langages A et B notée A \ B. Nous donnons la propriété 
essentielle des langage régulier pour les opérations ensemblistes de base. 

Proposition 2.5 La classe des langages réguliers est fermée par les opérations d'union, d'inter­
section, de complément, et de différence. L'appartenance, le vide et l'inclusion sont décidables. 

La proposition précédente signifie que le résultat des opérations d'union, d'intersection, de com­
plément et de différence, appliquées à des langages réguliers, est un langage régulier, et donc 
reconnaissable. Les algorithmes permettant de décider si un terme donné appartient à un lan­
gage régulier, si un langage régulier est vide, ou si un langage régulier est inclus dans un autre 
sont donnés dans la section suivante. 

2.5.3 Algorithmes 

Dans cette section, nous nous intéressons plus particulièrement au cas des ensembles régu­
liers de termes, et nous rappelons les algorithmes classiques associés aux opérations présentées 
dans la section précédente. Ces algorithmes permettent notamment de construire des automates 
reconnaissant l'union, l'intersection, le complément, et la soustraction de langages réguliers re­
connus par des automates. Nous présentons également l'algorithme classique de décision du vide, 
basé sur le nettoyage de l'automate. Pour l'algorithme de déterminisation d'un automate, nous 
renvoyons le lecteur à [CDG+97]. 
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Avant toute chose, nous donnons l'algorithme classique permettant de ramener tout ensemble 
de transitions ~ à un ensemble de transitions normalisées ~' reconnaissant le même langage, Le. 
pour tout terme s E T(F U Q) et tout état q E Q, s -+;;., q si et seulement si s -+;;. q. 

Définition 2.13 Soit A = (F, Q, Qj,~) un automate d'arbres, sE T(FU Q), et q E Q. L'en­
semble Norm(s -+ q) est défini par: 

- si s = q E Q, alors Norm(s -+ q) = 0, 

- si sE Q et si- q, alors Norm(s -+ q) = {s -+ q}, 

n 

- si s = f(tl, ... ,tn) avec f E;::n, alors Norm(s -+ q) = {J(ql, ... ,qn) -+ q}UU Norm(ti-+ 
i=l 

qi), où qi = ti si ti E Q et qi est un nouvel état, sinon. 

Exemple 2.11 Soit F = {J,g,a} et A = (F, Q, Qj,~), où Q = {qo,qd, Qj = {qo}, et 
~ = {J(qr) -+ qO,g(qI,qr) -+ ql,a -+ ql}. 

Norm(ql -+ qo) = {ql -+ qo}. Norm(J(g(ql,j(a») -+ qo) = {J(q2) -+ qO,g(ql,q3) -+ q2,f(q4) -+ 
q3, a -+ Q4}, ûù q2, Q3, q4 sont des nûuveaux états. 

Soient A = (F, QA, Q~, ~A) et B = (F, Qs, Q~, ~s) deux automates d'arbres sur la même 
signature F. Nous donnons maintenant les algorithmes de construction des automates Au B et 
An B, tels que C(A U B) = C(A) U C(B) et C(A n B) = C(A) n C(B). 

Union Au B = (F, Q, Qf, ~A x ~s), où Q = QA x Qs, Qf = (Q~ x Qs) U (QA x Q~), et 
~A x ~s est l'e!lsemble: 

{J«qI,qD,··· ,(qn,q~» -+ (q,q') 1 f(ql, ... ,qn) -+ q E ~A et f(qL··· ,q~) -+ q' E ~s}. 

Intersection An B = (F, Q, Qj, ~A X ~s), où Q = QA X Qs et Qj = Q~ x Q~. 

Les algorithmes de test d'inclusion et de soustraction de langages réguliers que nous don­
nons ici sont basés sur le calcul du complément qui est lui-même basé sur un algorithme de 
déterminisation. Un tel algorithme peut être trouvé par exemple dans [CDG+97]. 

Complément L'automate A complément de A est obtenu par déterminisation de A en Ad = 
(F, Qd, Qjd, ~d), puis A = (F, Qd, Qd \ Qfd, ~d). 

Soustraction A \ B = An B. 

Décision de l'inclusion On a C(A) ç C(B) si et seulement si C(A n B) = 0. 

Nous donnons maintenant plusieurs algorithmes indispensables à la manipulation pratique 
des automates, dont deux algorithmes de nettoyage, et un algorithme de décision du vide. Soit 
A = (F, Q, Qj,~), 

Calcul de l'ensemble des états accessibles L'ensemble S des états accessibles est défini par 
S = {q 1 :3s E T(F) t.q. s -+;;. q} (voir exemple 2.12). La construction de cet ensemble 
peut être effectuée à l'aide de l'algorithme suivant, exprimé par une unique règle de tran­
sition s'appliquant sur un ensemble S initialisé à vide, comme dans [Jac96a]: 
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si q tt {ql,'" ,qn} uS et il existe f(ql, ... ,qn) -+ q E ~. 

Lorsque la règle ne s'applique plus, S contient l'ensemble des états accessibles. 

Nettoyage d'automate par test d'accessibilité Si un état n'est pas accessible, cela signifie 
qu'il ne reconnaît aucun terme; il est donc inutile. De plus, toute transition y menant 
peut être supprimée. Pour nettoyer A de tout état et de toute transition inutile, il suffit 
supprimer de Q tout état inaccessible et de supprimer récursivement de ~ toute transition 
f(ql,'" ,qn) -+ q telle que q est un état inaccessible. 

Décision du vide Pour la décision du vide, la méthode théorique nommée lemme de pompage 
(voir par exemple [CDG+97, Jac96a]) n'est pas utilisable en pratique. En revanche il existe 
d'autres algorithmes à la fois plus simples et plus efficaces, tel l'algorithme utilisant le 
calcul des états accessibles: le langage reconnu par A est vide si et seulement si l'ensemble 
des états accessibles de A ne contient aucun état final. 

Calcul de l'ensemble des états utiles Un état q est dit utile s'il apparaît dans une réécriture 
.. IIlenant à un état final, i.e. s'il existe une configuration c, une position p de c et un état 
'Jmal q' tels que clp = q et c -+6, q'. Un état accessible n'est pas nécessairement utile et 
'vice-versa (voir exemple 2.12). L'ensemble S' des états utiles est calculé par application de 
la règle de transition suivante sur un ensemble S'initialisé à QI: 

{q} uS' 
{ ql, . .. ,qn} U {q} U S' 

s'il existe f(ql,'" ,qn) -+ q E ~ et s'il existe i E {1, ... ,n} tel que qi tt {q} U S'. 

Nettoyage par test d'utilité Comme dans le cas du nettoyage par test d'accessibilité, tout 
état de Q inutile peut être supprimé et il en est de même pour toute transition menant à 
un état inutile. 

Exemple 2.12 Soit T = {f : 2, a : 0, b : O} et A l'automate A = (T, Q, QI,~) tel que Q = 
{qO, ql, q2}, QI = {qo}, et ~ = {f(ql, qo) -+ qo, a -+ ql, b -+ q2}. L'ensemble des états accessibles 
est {ql,qÛ, et l'ensemble des états utiles est {ql,qo}. Le langage reconnu par l'automate A est 
vide. Ceci peut être facilement déduit du fait qu'aucun état final n'est accessible. 
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Chapitre 3 

Programmes et preuves en réécriture 

Dans ce chapitre, nous allons voir le lien étroit qui existe entre la réécriture et la program­
mation: comment programmer en logique de réécriture, et comment vérifier les programmes en 
démontrant des propriétés sur des systèmes de réécriture. 

Jusqu'ici, nous avons présenté des systèmes d'équations et des systèmes de réécriture spé­
cifiant des problèmes. Dans la section 3.1, nous allons voir comment rendre ces spécifications 
exécutables et montrer en quoi la réécriture est un mécanisme d'évaluation simple et efficace. 
Les systèmes de réécriture tels qu'ils ont été définis dans la section 2.3 sont suffisants pour pro­
grammer tout ce qui peut l'être puisqu'ils ont la puissance des machines de Turing [Dau89]. 
Cependant, pour être réellement utilisée à des fins de spécification et de programmation, la 
réécriture doit subir deux extensions. D'abord dans la section 3.2.1, nous verrons qu'une ex­
tension du langage par l'ajout de conditions dans les règles enrichit son pouvoir d'expression. 
Section 3.2.2, le mécanisme d'évaluation sera étendu, par l'ajout de stratégies sur l'application 
des règles de réécriture, ceci dans le but de déterminiser le processus d'application des règles 
et, par là même d'augmenter l'efficacité des réductions. Enfin, section 3.3, nous présenterons 
rapidement le langage de programmation ELAN [BKK+96] basé sur la réécriture conditionnelle 
sous stratégie. 

Enfin, après cette présentation de la programmation en logique de réécriture, nous présente­
rons brièvement section 3.4 les principales propriétés des systèmes de réécriture - terminaison, 
confluence, complétude suffisante, propriétés inductives - et les outils de vérification associés. 

3.1 Programmer en réécriture 

Dans cette section, nous décrivons la réécriture du point de vue de l'informaticien, en as­
sociant à chaque notion un concept du domaine de la programmation, des programmes et de 
leur exécution. Nous espérons que cette tentative, qui semblera naïve aux ''réécrivains'' rompus 
aux mécanismes de la réécriture, aidera les autres à assimiler le formalisme de la section pré­
cédente, en donnant une intuition plus "informatique" des notions préliminaires. D'autre part, 
nous souhaitons montrer que la logique de réécriture offre un cadre de programmation qui a des 
caractéristiques particulièrement intéressantes, tant au niveau de la lisibilité des programmes, 
que de la finesse de l'exécution grâce à la description de stratégies d'application des règles de 
réécriture. 
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3,1.1 Termes et systèmes de réécriture 

La syntaxe d'un programme est exprimé dans le formalisme de la réécriture par un l'alphabet 
F, i.e. un ensemble de symboles et leur nombre d'arguments. On rappelle que F se subdivise 
en constructeurs C et symboles définis D. Les termes constructeurs, appartenant à l'ensemble 
T(C), sont construits uniquement avec des symboles de C et représentent les valeurs et objets 
manipulés par un programme: entiers, listes, etc. Un programme est un système de réécriture. 
Une requête est un terme à évaluer contenant au moins un symbole défini. Les variables figurant 
dans le membre gauche d'une règle sont des paramètres formels au même titre que les paramètres 
formels d'une fonction en C, en Lisp ou en CamI. Ces paramètres formels sont instanciés au 
moment de l'application d'une règle de réécriture. En appliquant une règle de réécriture sur une 
requête, on obtient un nouveau terme qui est soit un résultat partiel, s'il peut être réécrit, soit 
un résultat final, s'il est irréductible. 

Exemple 3.1 Soit F = {app : 2, cons : 2, nit : 0, a : 0, b : O} et 1?. le système de réécriture 
suivant définissant la fonction app de concaténation de deux listes: 

app(nil,x) -+ x 
app(cons(x, y), z) -+ cons(x, app(Yj z)) 

On a D = {app} et C = {cons, a, b, nil}. Le terme cons ( a, cons ( h, nit)) est un terme constructeur 
et il représente la liste [a, b]. Le terme app(nil, cons(a, app(nil, nil))) représente l'état d'un calcul 
en cours: il contient encore des symboles définis; ce n'est qu'un résultat partiel car certains sous­
termes sont encore évaluables. 

3.1.2 Exécution par réécriture 

L'évaluation d'une requête est ici effectuée par la réécriture qui transforme un terme s (un 
état du calcul) en un autre terme t , i.e. s -+R t. Notons que la réécriture est une opération 

totalement non déterministe, à cause des choix possibles pour la position de réécriture et la 
règle utilisée. Nous verrons dans la section 3.2.2 comment selon le cas, éviter ou tirer parti de ce 
non-déterminisme. Deux étapes importantes de la réécriture sont la recherche de la substitution 
a ou filtrage, puis l'instanciation des variables du membre droit de la règle par a, représentant 
l'instanCÎation des paramètres formels de la règle par les paramètres effectifs contenus dans a. Si 
la relation -+R correspond à un pas d'exécution d'un programme, la relation -+R * représente un 

1 

nombre quelconque de pas d'exécution et ~ une exécution jusqu'à l'obtention d'un résultat 
1 

final (nommé forme normale dans le contexte de la réécriture). Ainsi s ~ t signifie que test 

le résultat final de l'exécution du programme 1?. sur la requête s. Pour deux requêtes s, t, s +n t 
signifie qu'il existe un terme u tel que s -+R * u et t -+R * u, Le. que ces deux requêtes ont un 

résultat (partiel ou final) identique. 

Exemple 3.2 Soit F = {rev : 1, app : 2, cons: 2, nil : 0, a : 0, b : O} et R le système de réécriture 
suivant définissant la fonction rev d'inversion d'une liste: 

(1) app(nil,x) -+ x 
(2) app(cons(x, y), z) -+ cons(x, app(y, z)) 
(3) rev(nil) -+ nil 
(4) rev(cons(x, y)) -+ app(rev(y) , cons(x, nil)) 
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On aD = {app,rev} et C = {cons,a,b,nil}. Soit le terme initial rev(cons(a,cons(b,nil») 
sur lequel nous appliquons R. Nous utilisons les mêmes conventions que dans l'exemple 2.4 pour 
mettre en évidence le redex et le numéro de règle concernés par chaque réécriture. 

rev(cons(a, cons(b, nil))) --in(4) 

app(rev (cons (b, nit)), cons(a, nit)) --in(4) 

app(app(rev(nil) , cons(b, nil)), cons (a, nit)) --in (3) 

app(app(nil, cons(b, nil)), cons (a, nil)) --in(l) 

app(cons(b, nil), cons(a, nit)) --in(2) 

cons(b, app(nil, cons (a, nit))) --in (1) 

cons(b, cons (a, nil)) 

3.1.3 Ensembles de résultats partiels et finaux 

Pour un système de réécriture R donné et un ensemble de termes initiaux E, l'ensemble 
des R-descendants R*(E) est l'ensemble de tous les termes accessibles à partir des termes de 
E par réécriture par R. Si l'on voit R comme un programme, et E comme un ensemble de 
requêtes, R* (E) représente tous les résultats partiels atteignables (ou états du calcul) à partir 
des requêtes de E par le programme R. L'ensemble des R-formes normales R!(E), lui, est plus 
restreint puisqu'il ne contient que les résultats finaux atteignables. Nous en donnons ici un 
exemple volontairement très simple. 

Exemple 3.3 Nous reprenons le système de réécriture de l'exemple 3.1, définissant la fonction 
app de concaténation de deux listes. Soit F = {app : 2, cons: 2, nil : 0, a : 0, b : O} et R: 

app( nil, x) -? X 

app(cons(x,y),z) -? cons(x,app(y,z)) 

Soit E l'ensemble des termes de la forme app(s, t) où s est n'importe quelle liste plate constituée 
uniquement de "an et t est n'importe quelle liste plate constituée uniquement de "b". On a donc 

E = {app(nil,nil), app(cons(a,nil),nil), ... , app(nil,cons(b,nil)), ... , app(cons(a,nil), 
cons(b, nil)), app(cons(a, cons (a, nit)), cons(b, nil)), ... }. 

L'ensemble R*(E) est l'ensemble contenant E et tous les termes résultant de la réécriture des 
termes de E en un nombre quelconque d'étapes, entre autres les termes 

{nit, cons(a, app(nil, cons(b, nil))), ... }, 

mais également tous les termes en forme normale, i.e. R!(E). L'ensemble R!(E) est l'en­
semble des listes plates constituées de "a" et de "h" telles que tous les "a" sont nécessairement 
placés avant les "b". 

On peut noter que dans l'exemple précédent les ensembles E et R!(E) peuvent être aisément 
représentés par les automates suivants: Al = (F, QI, Qfl, ~1) et A2 = (F, Q2, Qf2, Ll.2), respec­
tivement, où Ql = {qo,ql,q2,q3,q4}, Qfl = {qO}, Ll.1 = { 

app(ql, (2) -7 qo 
nil -7 ql 

C011S(Q3,Ql) -7 ql 
nil -7 q2 

cons (q4, q2) -7 q2 
a -7 q3 
b -7 q4 } 
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nil -+ qo 
conS(q2, qo) -+ qo 
cons(q2, qI) -+ qo 

nil -+ q1 
conS(q3, qI) -+ q1 

a -+ q2 
b -+ q3 } 

Dans la section 6.4, nous verrons comment construire automatiquement des automates recon-

naissant des sur-ensembles des n-descendants et des n-formes normales d'un ensemble E décrit 
lui aussi par un automate. 

3.2 Extension des systèmes de réécriture 

3.2.1 Systèmes de réécriture conditionnels 

Dans un système de réécriture conditionnel, l'application de chaque règle est soumise à une 
condition qui est une conjonction d'équations de la forme SI = t1 1\ ... 1\ Sn = tn, également 
notées SI = t1,'" ,Sn = tn, où SI, t1,'" ,Sn, tn sont des termes. Grâce à ces conditions, le 
pouvoir d'expression de la réécriture est enrichi par rapport à la réécriture standard. Parmi les 
trois grands types de systèmes conditionnels, ne différant que par la méthode d'évaluation de la 
condition, nous nous intéressons ici aux systèmes conditionnels dits "à condition joignables", dans 
lesquels les conditions égalitaires SI = lI, . .. ,sn = tn sont satisfaites si SI ..j..n. tl, ... ,Sn ..j..n. tn· 
Afin d'éviter toute confusion avec d'autres types de systèmes conditionnels, nous noterons les 
conditions en utilisant le symbole de joignabilité "..j.." et non pas avec le symbole d'égalité "=". 

Un système de réécriture conditionnel est un couple (:F, n), où :F est un alphabet et n 
est un ensemble de règles de réécriture conditionnelles. Chacune de ces règles est de la forme 
1 -+ r if Sl..j.. t1,'" ,Sn..j.. tn où l,r,sl,t1,'" ,sn,tn E T(:F, X), 1 fi. X, et Var(l) 2 Var(r). Les 
expressions SI ..j.. t1,' .. ,Sn ..j.. tn sont les conditions de la règle. Comme dans le cas des systèmes 
de réécriture standard, (:F, n) sera noté n s'il ne peut y avoir de confusion sur :F. La relation 
de réécriture conditionnelle -+n. induite par n est définie comme suit. 

Définition 3.1 (Relation de réécriture conditionnelle) Soit n un système de réécriture condi­
tionnel. Pour tous termes u, v E T(:F, X), u -+n. v si il existe une règle de réécriture l -+ r if SI ..j.. 

t1, .. · ,sn ..j.. tn E n, une position p E Pos(u) et une substitution Cf tels que lCf = ulp , v = u[rCf]p, 
et SW..j..n. tw pour tout i E {1, ... n}. 

Exemple 3.4 {Bou941 Voici un exemple de système de réécriture conditionnel: une spécification 
du tri par insertion, où :F = {true : 0, false : 0, ° : 0, s : 1,~: 2, #: 2, insert : 2, isort : 2} et 
x, y, z, 1 EX. Le symbole isort définit le tri par insertion, le symbole insert définit l'insertion 
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d"un élément dans une liste triée. 

0:::; x -t true 
s(x) :::; 0 -t false 
s(x) :::; s(y) -t X :::; Y 
insert(x, nit) -t cons{x, nil) 
insert(x, cons(y, z)) -t cons(x, cons(y, z)) if x :::; y..!.- true 
insert(x, cons(y, z)) -t cons (y, insert(x, z)) if x :::; y ..!.- false 
isort( nil) -t nit 
isort(cons(x,l)) -t insert(x,isort(l)) 
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A supposer que l'on souhaite réduire un terme de la forme insert(s(O), cons(O, nil)) à l'aide de 
la dernière règle définissant insert, nous détaillons l'application de cette règle. Tout d'abord, le 
filtrage donne une substitution a = {x H seO), y H 0, z H nil} solution. Ensuite la condition 
est évaluée: on axa:::; ya = s(O) :::; ° -+n* false, d'où on a bien xa :::; ya..!.- false. Ensuite, la 

règle est appliquée comme dans le cas non-conditionnel. 

3.2.2 Réécriture avec stratégie 

Tout calcul basé sur la relation de réécriture (conditionnelle ou non) -+R., telle qu'elle a été 

définie, est indéterministe à deux niveaux. En effet, plusieurs règles peuvent s'appliquer sur un 
même terme et une même règle peut être appliquée à plusieurs positions dans un terme. Or, 
il est parfois nécessaire de limiter l'indéterminisme de la réécriture, notamment en vue de son 
implantation. L'application des règles de réécriture est rendue déterministe à l'aide de stratégies 
guidant le choix des règles à appliquer ou le choix des positions à réécrire. 

Dans beaucoup d'implantations de la réécriture, la seule stratégie implantée est une stratégie 
réduisant prioritairement les redex dont les positions sont les plus internes dans le terme (stratégie 
innermost). Si deux redex existent à une même profondeur, la stratégie réduit prioritairement 
soit le redex de gauche (stratégie leftmost innermost), soit le redex de droite (stratégie rightmost 
innermost). Le choix des règles, quant à lui, est arbitraire. Dans le cas particulier de la stratégie 
innermost, il est possible de définir une relation de réécriture innermost, qui donnera lieu à des 
preuves spécifiques dans le cas de la preuve de terminaison. 

Définition 3.2 (Relation de réécriture innermost) Soit (:F, R) un système de réécriture. Pour 
tous termes s, t E T(:F, X), s --:-+R. t si il existe une règle de réécriture l -t r E R, une position 

tn 
p E Pos(s), une substitution a tels que la = slp, t = s[ra]p, et tout sous-terme strict de slp est 
irréductible. 

Si un système de réécriture termine, alors l'application de ses règles sous n'importe quelle 
stratégie termine également. Cependant, parfois, le système de réécriture ne termine que pour des 
stratégies particulières. Plus fréquemment encore, nous trouvons des situations où la terminaison 
du système de réécriture est difficile à établir, alors que la terminaison sous stratégie l'est moins. 
C'est ce que nous verrons avec deux stratégies particulières auxquelles nous nous intéressons dans 
cette thèse: la stratégie de réduction modulaire (SRM) et la stratégie de réduction séquentielle 
(SRS). Dans ces deux stratégies, le système de réécriture R est séparé en un nombre fini de 
sous-systèmes, ou modules, RI, ... ,Rn et la réécriture d'un terme consiste en sa normalisation 
par chacun des modules successivement et séparément. Dans le cas de la stratégie de réduction 
modulaire, l'ordre d'application des modules est quelconque, alors que dans le cas de la stratégie 
de réduction séquentielle les modules RI, o •• ,Rn sont appliqués par ordre croissant de leur 
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indice. Ce type de stratégie est notamment utilisé pour l'exécution de spécifications algébriques 
modulaires [Roc97J. A ces stratégies correspondent des relations de réécriture particulières. La 
relation de réduction modulaire est définie de la façon suivante. 

Définition 3.3 (Kurihara fj Kaji [KK90j) Soit (F, R) un système de réécriture et s, tE T(F, X). 
On notera s =!?n t si s --*:k t et t E IRR(R). 

Définition 3.4 Soient (Fi, Rd, ... ,(Fn, Rn) des systèmes de réécriture. Soit F = Uj=l Fj. 
Pour tous termes s, t E T(F, X), on notera s ~ t s'il existe j E {l, ... ,n} tel que s =!?nj t. 

La relation de réduction séquentielle qui est un cas particulier de la relation de réduction modu­
laire est définie de la façon suivante. 

Définition 3.5 Soient (FI, Rd, ... ,(Fn, Rn) des systèmes de réécriture. Soit F - Uj=l Fj. 
Pour tous termes s, tE T(F, X), 

1 

si s est réductible par le système (F, RI U .. . URn ) et :3s 1 , ••• ,Sn-l E T(F, X) tels que s ~ S1 
RI 

1 1 

et SI ~ s2 et ... et sn-1 ~ t. 
R2 Rn 

3.3 Le langage ELAN 

Le langage de programmation ELAN [BKK+96] est basé sur la réécriture avec stratégies. 
En ELAN, un programme est défini par un ensemble de règles de réécriture et une stratégie 
contrôlant l'application de ces règles. Lorsque aucune stratégie n'est donnée, comme dans le cas du 
programme de l'exemple suivant, la stratégie par défaut est la stratégie innermost. Cette stratégie 
correspond à la stratégie d'appel par valeur utilisée dans les langages fonctionnels tels Lisp ou 
CamI. D'ailleurs, une fois compilée la réécriture innermost donne des résultats comparables en 
terme d'efficacité avec les langages fonctionnels, par exemple avec Caml. 

Exemple 305 Voici l'exemple du tri par insertion codé en ELAN. Par rapport à l'exemple 3.4, 
la seule différence est que nous utilisons ici les booléens du langage ainsi que les entiers builtin 
d'ELAN au lieu des entiers construits sur 0 et successeur. 

module tri 
import bool builtinlnt; 
end 

sort nat listnat; 
end 

operators 
global 

nil 

end 

cons(@, @) 
insert(@, @) 
isort(@) 
start(@) 

listnat; 
(builtinlnt listnat) listnat; 
(builtinlnt listnat) listnat; 
Clistnat) listnat; 
(builtinlnt) listnat; 
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rules for listnat 

global 

x, y: builtinlnt; 
z: listnat; 

[] insert(x, nil) => cons(x, nil) 
[] insert(x, cons(y, z» => cons(x, cons(y, z» if x <= Y 
[] insert(x, cons(y, z» => cons(y, insert(x, z» if not(x 
[] isort(nil) => nil 
[] isort(cons(x, z» => insert(x, isort(z» 
end 
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end 
end 

<= y) end 
end 
end 

L'interprète ELAN permet, en outre, d'interpréter ce programme et d'évaluer des requêtes comme 
nous le voyons maintenant sur un exemple simple: 

enter command finished by 'j': 
run isort(cons(4, cons(3, cons(5, cons(i, nil»») 

(] resul t term: 
cons(i,cons(3,cons(4,cons(5,nil»» 

A titre de comparaison, nous donnons maintenant le même programme écrit en Cami: 

type 1 = ni! 
1 cons of int*l;; 

let rec insert = function x -> function z -> 
match z vith 

nil -> cons(x,nil) 
1 cons(u,v) -> if x<= u then 

cons(x, cons(u, v» 
else 

, , 

let rec isort = function 
ni! -> ni! 

cons(u, (insert x v» 

1 cons(x,y) -> (insert x (isort y»;; 

L'exécution de ces deux programmes, compilés, sur des listes non-triées de 5000 entiers donne des 
temps de calcul l d'environ une minute. Par exemple, dans le pire cas la liste de 5000 entiers est 
triée dans l'ordre décroissant et les temps sont les suivants: 59.98 secondes pour Cami et 68.22 
secondes pour ELAN. 

Il faut remarquer que dans les langages fonctionnels, comme CamI, la stratégie d'évaluation -
l'appel par valeur - est figée, et qu'il en est de même pour la stratégie de résolution des buts en 
Prolog - la SLD-résolution. En ELAN, la stratégie d'application des règles n'est pas figée mais 
est un des éléments du langage lui même. Il est ainsi possible pour l'utilisateur de donner sa 
propre stratégie d'application des règles si la simple stratégie innermost ne convient pas, ou si 
elle n'est pas la plus efficace. Par exemple si l'on souhaite réaliser une fonction donnant toutes 
les permutations d'une liste d'entiers donnée, ceci peut être codé en ELAN de la façon suivante: 

1. Ces temps comparatifs, réalisés sur SUN UltraSparc 1, n'ont pas la prétention d'être des benchmarks, nous 
souhaitons juste montrer que la vitesse de calcul de ces deux langages est de même ordre dans le cas où la stratégie 
d'évaluation est l'appel par valeur. 
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rules for list[int] 
i: int; 
Il, 12, 13: list[int]; 

global 
[rl] permut(nil, nil) => nil 

[r2] permut(i.nil, Il) => i.12 
where 12:=(p_strat) permut(ll,nil) 

[r3] permut(i.ll, 12) => i.13 
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end 

end 

where 13:=(p_strat) permut (append(12 , Il),nil) end 

[r4] permut(i.ll, 12) => permut(ll, append(12 , i.nil)) end 
end 

strategies for list[int] 
implicit 

[.] p_strat => 

end 
end 

repeat*(first(rl,r2, dk(r3,r4))) 

où pour obtenir toutes les permutations d'une liste d'entier Ile terme à évaluer est perm(l, nil). 
L'idée de la méthode utilisée ici est codée par les règles [r3] et [r4]: pour toute liste dont le pre­
mier élément est i et dont le reste est 11, soit on place i en tête de la liste permutée et on applique 
récursivement la permutation à l (avec [r3]), soit on recherche le premier élément de la liste 
permutée dans l (avec [r4]). En appliquant ces deux règles de façon non-déterministe, on ob­
tient toutes les permutations possibles de la liste initiale. En ELAN l'application non-déterministe 
est codée par l'opérateur de stratégie dk ("don't know"). Les règles [ri] et [r2] traitent res­
pectivement le cas où les deux listes sont vides et le cas où la première liste ne contient qu'un 
seul élément. Dans la stratégie utilisée ici, ces deux règles sont utilisées en priorité (opérateur 
first) par rapport aux règles [r3] et [r4]. Par conséquent, les cas limites pris en compte par 
[rl] et [r2] n'ont pas besoin d'être pris en compte par [r3] et [r4]. Par exemple, on sait en 
appliquant la règle [r3] que l'on a nécessairement 11#nil. En terme d'efficacité, la compilation 
des stratégies non-déterministes permet à ELAN de concurrencer les meilleurs Prologs dans la 
résolution efficace de problèmes nécessitant une gestion optimale du retour-arrière [Mor98]. 

Une autre caractéristique primordiale du langage ELAN est d'intégrer de nombreuses facilités 
pour la programmation d'algorithmes décrits par des règles de déduction. Outre le mécanisme 
de réécriture qui code l'application d'une règle de déduction, et le langage de description de 
stratégies, on dispose en ELAN d'un préprocesseur qui facilite la programmation de règles de 
déduction complexes. A titre d'exemple, dans la section 6.2.3, nous décrirons un algorithme de 
filtrage particulier dont une des règle est: 

Decompose 

où f est n'importe quel symbole de la signature :F. Nous avons programmé cet algorithme de 
filtrage en ELAN. Le code correspondant à la règle de déduction ci-dessus est le suivant: 

FOR EACH SS:pair[identifier,int]; F:identifier; N:int sueH THAT 
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SS:=ClistExtract) elem(Fss) AND F :=()first(SS) AND N:=()second(SS):{ 

rules for list[conj_matchJ 
s_l, s_N: Cterm; 
q_l, ,." q_N : Cterm; 

global 
[decompose] 

7= F(q_l, , .. , q_N) - phi1) v phi2) with(R) matchesCphi3, 1) 

=> 

({s_I ?= q_I - }_I=l ... N phil v phi2) with(R) matches (phi3, 1) 

end 
} 
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où Fas représente la signature, SS=(F, N) un couple quelconque (symbole, arité) extrait de cette 
signature, et phii, phi2 le contexte d'application de cette règle. Les constructions du type 
8_1, ... , s_N ou {s_I 7= q_I - LI::::1.,.N rendues possibles par le préprocesseur ELAN per­
mettent de calquer exactement le code ELAN sur l'expression formelle de ces règles et donc de 
prototyper de façon rapide et sûre des algorithmes à base de règles. 

3.4 Preuves de propriétés 

Nous avons vu que la réécriture est un mécanisme d'évaluation souple et efficace. Nous allons 
maintenant voir que c'est également un contexte dans lequel il est possible de démontrer automa­
tiquement des propriétés assurant la fiabilité d'un programme. Parmi les propriétés des systèmes 
de réécriture, nous distinguerons les propriétés fondamentales et les théorèmes inductifs, Les trois 
propriétés fondamentales d'un système de réécriture sont la terminaison (ou décroissance dans 
le cas d'un système conditionnel), la confluence et la complétude suffisante. La terminaison de la 
réécriture et les outils de preuve associés seront vus plus en détails dans le chapitre suivant. Nous 
présentons brièvement les autres propriétés, les outils de preuve associés ainsi que leurs besoins 
en ordre et en preuve de terminaison. 

3.4, l Te:rminaison 

Pour montrer qu'un système de réécriture termine, nous avons vu qu'il est suffisant de prouver 
l'existence d'un ordre de réduction orientant les règles du système. Dans le chapitre 4, nous 
verrons qu'il existe deux grandes familles de méthodes de preuve de terminaison. Certaines 
méthodes prouvent uniquement qu'il existe bien un tel ordre sans le construire, alors que d'autres 
construisent un ordre de réduction> explicite et calculable, i.e. étant donnés deux termes s et i, 
il est possible de décider si s > t. 

3.4,2 Confluence 

Nous définissons maintenant ia confluence. D'un point de vue opérationnel, la confluence d'un 
système de réécriture garantit l'unicité du résultat: si une requête s donne lieu à deux exécutions 
différentes s ---+-R * t et S ---+-R * u alors, ces deux exécutions doivent mener nécessairement à un 
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même résultat v. 

Définition 3.6 (Confluence) Un système de réécriture R est confluent si pour tous termes 
s, t, u E T(F, X) tels que s -+n * t et s -+n * u alors il existe un terme v E T(F, X) tel que 

t -+n* v et u -+n* v. 

La confluence est une propriété indécidable en général. En revanche, lorsque le système de ré­
écriture termine, celle-ci devient décidable grâce au calcul des paires critiques et au lemme de 
Newmann. 

Définition 3.7 (Paire critique) Soit R un système de réécriture et 1 -t r, 9 -t d deux règles 
de R ayant des ensembles de variables disjoints. S'il existe une position p E PosF(l) et une 
substitution a telle que llpa = ga alors, (l[d]pa,ra) est une paire critique de R. 

Notons que pour tout système de réécriture R fini, si l'on prend la précaution de ne considérer 
que les unificateurs a les plus généraux pour IIp et g, le nombre de paires critiques est fini. Ainsi, 
grâce au lemme suivant, si le système R est fini et terminant, la confluence d'un système R 
devient décidable. 

Lemme 3.1 (Lemme de Newmann[New42j) Soit R un système de réécriture terminant. Le sys­
tème R est confluent si et seulement si toute paire critique (p, q) de R est telle qu'il existe 
w E T(F, X) tel que p -+n* w et q -+n* w. 

Dans le cas où le système n'est pas confluent, il est possible de le compléter afin d'en assurer 
la confluence, à l'aide de la procédure de complétion de D. Knuth et P. B. Bendix [KB70]. 
Initialement, une procédure de complétion permet, à partir d'un ensemble d'équations E, de 
calculer un système de réécriture R tel que pour tous termes s, t, si S =E t alors s .J..R t. Mais, 
si on initialise cette procédure sur un système de réécriture R non confluent, celle-ci construit 
un système R' confluent tel que -tRÇ-tR'. En d'autres termes, tout calcul fait par R peut être 
effectué par R' avec, pour R', la garantie supplémentaire de l'unicité du résultat. 

Le principe général de la procédure de complétion d'un système R est le suivant. Initialement, 
on recherche un ordre de réduction > prouvant la terminaison de R. Ensuite, pour chaque paire 
critique (p, q) rencontrée, la procédure de complétion de D. Knuth et P. B. Bendix [KB70], force 
la confluence du système en ajoutant une règle p -t q si p > q, et q -t psi q > p. 

A notre connaissance, les implantations utilisent en général un ordre >, calculable, et fixé 
au début de la procédure de complétion. En réalité, il existe une autre possibilité qui permet 
de s'abstraire d'un ordre calculable. Pour chaque paire critique (p, q) rencontrée, il suffit de 
tenter deux preuves de terminaison, une pour le système RU {p -t q} et une pour le système 
RU {q -t pl, et d'ajouter la règle assurant la terminaison du système étendu. Notons cependant 
que la modification de l'ordre au cours de la procédure de complétion peut poser des problèmes [] 
(Sattler-Klein "about changing the ordering during KB completion, Incs 775, stacs94). 

Notons également qu'une nouvelle approche des preuves par cohérence a été récemment pré­
sentée par H. Comon [Corn] et que celle-ci ne nécessite aucune hypothèse de terminaison, et donc 
aucun ordre. 

3.4.3 Complétude suffisante 

La propriété de complétude suffisante d'un système de réécriture sur un ensemble de termes 
E, assure que tout terme de E peut être réécrit en un terme constructeur, i.e. en un résultat. 
Cette propriété a déjà beaucoup été étudiée notamment par [Com86, Kou85, NW83, KNZ87], 
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dans le contexte des spécifications algébriques. Nous donnons, ici, une définition de la complétude 
suffisante d'un système de réécriture sur un ensemble de termes clos E ç T(F). 

Définition 3.8 Un système de réécriture R est suffisamment complet sur E ç TCF) si Vs E E, 
:Jt E T(C) tel que s -+R. t, où C est l'ensemble des symboles constructeurs de F. 

Habituellement, les méthodes utilisées pour la vérification de cette propriété sur les spécifications 
algébriques sont basées sur l'énumération et le test [Kou85, NW83, KNZ87] ou encore sur la 
disunification [Com86]. Nous proposerons dans la section 6.6, une méthode basée sur le calcul de 
l'ensemble des R-formes normales de E. 

3.4.4 Théorèmes indu.ctifs 

Lorsque les propriétés à prouver peuvent être exprimées sous la forme de clauses égalitaire de 
la forme S1 = h 1\ .. . 1\ Sn = tn, nommées conjectures, il est possible d'utiliser le mécanisme de 
preuve par induction. Une conjecture est un théorème inductifd'un système ou d'une spécification 
R si l'on a sla H tla 1\ ... 1\ Sna H tna, pour toute substitution dose a. 

n n 
Les méthodes de preuve par induction se divisent en deux grandes familles: l'induction ex-

plicite et l'induction implicite (ou "induction sans induction"). Parmi les méthodes d'induction 
implicite, on distingue encore deux approches principales que sont les preuves par cohérence et 
les preuves par réécriture. Pour chacune de ces approches, il existe des démonstrateurs particu­
liers tels NQTHM, INKA, PYS pour l'induction explicite, RRL, pour les preuves par cohérence 
et SPIKE [BKR92, Bou94] pour les preuves par réécriture. 

Les preuves par cohérence sont basées sur une procédure de complétion des systèmes de 
réécriture semblable à cene utilisée pour assurer la confluence d'un système de réécriture (voir 
sections 3.4.2). Dans une preuve par cohérence, pour prouver qu'un système n, terminant et 
confluent, vérifie une propriété s = t, il suffit de tenter une complétion du système RU {s = t}. 
L'équation s = t est un théorème inductif de R si et seulement si la complétion réussit. A partir 
de ce mécanisme de base, de nombreuses améliorations ont été développées, dont un survol peut 
être trouvé dans la thèse de A. Bouhoula [Bou94]. 

Dans les preuves inductives par réécriture, l'induction est plus apparente que dans le cas 
des preuves par cohérence, et elle s'effectue sur la relation de réécriture elle-même. Avant d'en 
préciser le principe, rappelons d'abord le principe général d'induction. 

Soit E un ensemble, > un ordre bien fondé sur E et P une propriété. Afin de montrer que 
pour tout élément tEE on a P(t), dans une preuve par induction, en général, on cherchera à 
montrer que 

- tous les éléments minimaux de E (vis-à-vis de l'ordre» ont la propriété P, 

- pour tous les éléments t, t ' E E, tels que t > t', on a P(tl ) ===} P(t). 

Or, étant donné un ensemble E quelconque il est parfois difficile de concevoir un ordre bien fondé 
sur E. Ainsi, par commodité, dans une preuve réalisée à la main, l'induction est transposée sur 
l'ensemble N muni de >N, l'ordre habituel sur les entiers naturels: chaque élément de E est 
interprété par un entier. Lorsque l'ensemble E est un ensemble de termes, muni d'un système de 
réécriture terminant R, alors ---+n est un ordre bien fondé pour E. Il est donc possible de baser 

l'induction directement sur ---+n. Nous donnons maintenant le principe général de la procédure 

de preuve par réécriture telle qu'elle apparaît dans le démonstrateur SPIKE [BKR92, Bou94]. 
La procédure est définie par des règles de déduction s'appliquant sur un couple C, H où, C est 



30 Chapitre 3. Programmes et preuves en réécriture 

l'ensemble des conjectures à établir ou à réfuter et H est un ensemble d'hypothèses d'induction. 
Le démonstrateur SPIKE peut également démontrer des conjectures conditionnelles. Cependant, 
afin de simplifier la présentation, nous ne donnons ici que les règles utilisées dans le cas de 
conjectures non-conditionnelles. 

Expand 

Delete 

Simplify 

Cu {p = q},H 
C U C', H U {p = q} 

CU{p=p},H 
C,H 

CU{p=q},H 
Cu {p' = q},H 

si p f. q, et C' = Exp(p = q) 

• 1 
SI P -+nUHUC\ {p=q} P . 

Exp(p = q) est l'ensemble des équations résultant de l'expansion de p = q par un schéma 
d'induction. Le couple initial sur lequel sont appliquées les règles est de la forme (C, 0). Si 
l'application des règles s'achève sur un couple de la forme (0, H) alors toutes les conjectures de 
C sont des théorèmes inductifs de R. 

Au regard de la propriété de terminaison, la règle qui nous intéresse ici principalement est 
la règle Simplify dans laquelle p est simplifié en p', Le. p -+nuHuC\{p=q} p'. Il s'agit d'une 
simplification, car en supposant qu'il existe un ordre de réduction> prouvant la terminaison 
de R et orientant les équations de H et de C \ {p = q} alors, si p -+nuHuC\{p=q} pl, on a 
nécessairement p > pl et en étendant cet ordre aux équations puis aux ensembles d'équations, 
on obtient: Cu {p = q} > Cu {pl = q}. 

En pratique, pour réaliser une preuve inductive par réécriture, la première étape consiste à 
trouver un ordre de réduction prouvant la terminaison de R. Ensuite, au cours de la preuve, des 
équations sont ajoutées aux ensembles H et C. Afin d'orienter ces équations pour les utiliser 
dans la phase de simplification, on a deux possibilités: 

- on dispose d'un ordre explicite et calculable> qui permet d'orienter les équations de H et C. 
C'est le cas le plus simple. Éventuellement, l'ordre> peut être étendu s'il est incrémental, 

- à chaque nouvelle utilisation de la règle simplify, une nouvelle preuve de terminaison est 
effectuée pour RUHUC\ {p = q} (et on conserve l'orientation des équations déjà orientées 
auparavant) . 

Dans l'implantation actuelle de SPIKE, c'est la première solution qui a été choisie. L'esti­
mation du nombre des appels aux différentes procédures du code de SPIKE, permet de montrer 
que la procédure d'orientation est la procédure la plus souvent appelée lors d'une preuve. En 
conséquence, la deuxième solution n'est pas réaliste: pour cette application, un ordre explicite et 
calculable semble indispensable. 



Chapitre 4 

Méthodes de preuve de terminaison 

n est impossible de parler de preuve de terminaison des systèmes de réécriture sans parler 
d'ordre. Depuis les travaux initiaux de Z. Manna et S. Ness [MN70], ordres et preuves de ter­
minaison de systèmes de réécriture sont étroitement liés. Il existe une autre méthode de preuve 
de terminaison des systèmes de réécriture qui ne sera pas traitée dans cette thèse: les calculs de 
piu"f.'~l'" (fu~-!-"~-'" ~l~~ .. _~\ [1' 1\K'7Q f""~"QO nHol:;l 
vl!l fHAI' ...... \.0,. Wd.lU L.!V~U.1I(;) .1UJ.V!.IV, UV;:;:UVV1 .!L./ ..I!.o:JVjD 

La quantité d'ordres de réduction est telle qu'il est impossible de les présenter tous ici: il a fallu 
faire un choix. Ce choix est celui qui a guidé cette thèse, c'est le choix de l'automatisation. S'il 
existe de nombreux ordres, peu sont réellement utilisables dans un démonstrateur automatique 
car beaucoup d'entre eux sont des ordres sémantiques, basés sur des interprétations laissées au 
libre choix de l'utilisateur. Les ordres sémantiques sont parmi les ordres les plus puissants, de 
par la grande liberté que laissent les interprétations: il est possible de coder les "arguments de 
terminaison" - les raisons qui font qu'un système termine - dans une interprétation. Or, ces 
ordres, même s'ils viennent à bout de problèmes difficiles de façon élégante et concise 2, ne sont 
réservés qu'à des utilisateurs chevronnés capable de déduire les "arguments de terminaison" d'un 
système et de les exprimer sous la forme d'une interprétation. En outre, lorsqu'il s'agit de gros 
systèmes de réécriture, intervenant par exemple dans certaines spécifications algébriques, une 
preuve totalement manuelle avec de tels ordres n'est pas envisageable parce que trop longue et 
trop complexe à mettre en place. 

Dans ce chapitre, nous définissons les ordres syntaxiques lpo, rpo, et rpos. Nous montrons 
l'évolution chronologique de la définition de ces ordres. Nous définissons également les inter­
prétations polynomiales qui, bien qu'étant des ordres sémantiques, sont une méthode de preuve 
de terminaison automatisable [Ste94, Gie95a]. Tous ces ordres sont des ordres de simplification. 
Toute preuve de terminaison réalisée grâce à ces ordres repose sur la Proposition 2.4. 

Les systèmes de réécriture dont la terminaison est montrée par un ordre de simplification sont 
aussi nommés systèmes simplifiants. Or, les ordres de simplification, même s'ils permettent de 
venir à bout de la majeure partie des preuves de terminaison, ne sont pas toujours suffisants. Par 
opposition, les systèmes de réécriture dont la terminaison ne peut être montrée par un ordre de 
simplification sont appelés systèmes non-simplifiants. Afin de prouver la terminaison des systèmes 
non-simplifiants, il est possible d'étendre l'applicabilité des ordres de simplification en affaiblis­
sant les propriétés à prouver, par exemple avec la méthode des paires de dépendance présentée en 
section 4.3. Une autre voie consiste à utiliser l'ordre gpo, un ordre hybride mélangeant des carac-

2. voir par exemple la preuve de terminaison du système de substitution explicite 0"0 de T. Hardin et A. La­
ville [HL86] dont la terminaison a été prouvée grâce à l'étiquetage sémantique (semantic labelling) par H. Zan­
tema [Zan95J. 

31 
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téristiques propres aux ordres syntaxiques et aux ordres sémantiques. Celui-ci généralise, en fait, 
un grand nombre d'ordres connus aussi bien syntaxiques que sémantiques; il est présenté dans 
la section 4.4. Dans le chapitre 5, nous proposerons une méthode originale automatisant l'utili­
sation de cet ordre par résolution de contraintes et permettant de guider l'utilisateur dans le cas 
de preuves incrémentales semi-automatiques. Le lecteur pourra consulter [Der87, Ste95, Fer95], 
pour un survol détaillé des ordres et [Art97] pour la méthode des paires de dépendance. 

Dans la section 4.5, nous verrons plus en détailla notion d'ordre calculable. Nous définirons 
également la notion de décroissance d'un système conditionnel et nous montrerons que cette 
propriété peut être montrée à l'aide des paires de dépendance et de l'ordre gpo. Le problème lié 
à la modularité des preuves de terminaison sera évoqué dans la section 4.6 et celui de la prise en 
compte des stratégies d'application des règles dans la section 4.7. Enfin, nous donnerons un bref 
aperçu des implantations en rapport avec les méthodes de preuve vues dans ce chapitre, dans la 
section 4.8 

4.1 Ordres syntaxiques 

Avec un ordre syntaxique, les termes sont comparés de façon structurelle et grâce à un ordre 
sur les symboles fonctionnels nommé précédence. A chaque précédence correspond une instance 
différente de l'ordre. Dans cette thèse, les principaux ordres syntaxiques utilisés sont 'l'pO, lpo, 
et 'l'pos. Par 'l'pO nous désignons l'ordre récursif sur les chemins (recursive path ordering) tel 
qu'il a été défini initialement par N. Dershowitz [Der82]. Par lpo nous désignons l'ordre lexico­
graphique sur les chemins (lexicographie path ordering) tel qu'il a été défini par S. Kamin et 
J.-J. Lévy [KL82J. Par rpos nous désignons l'ordre récursif sur les chemins avec statut (recursive 
path ordering with statut) tel qu'il a été défini par P. Lescanne [Les84]. Cet ordre généralise le 
rpa et le lpo. Assez souvent, la dénomination 'l'pO est utilisée pour désigner le rpos. Par souci de 
clarté, dans cette thèse, nous distinguerons rpo, Ipo, et rpos. 

4.1.1 Définitions préliminaires 

Les définitions usuelles des ordres syntaxiques sont basées sur une précédence. 

Définition 4.1 (précédence) Soit F une signature, une précédence est un ordre (partiel) >:F 
surF. 

Avec les ordres syntaxiques, nous serons amenés à comparer non pas deux objets mais deux 
multi-ensembles, ou deux suites d'objets. Soit E un ensemble. Un multi-ensemble sur E est un 
ensemble avec occurrences multiples de ses éléments. Un multi-ensemble sur E est défini par une 
application M : E H N, où M(x) est le nombre d'occurrences de x dans M, pour x E E. Un 
multi-ensemble M (a) = 3, M (c) = 1, et M (x) = 0 pour x =1 a, c, sera également noté {{a, a, a, c}}. 
L'appartenance à un multi-ensemble M sera notée E et définie par xE M si M(x) =1= O. On notera 
(/) le multi-ensemble vide, et M(E) l'ensemble des multi-ensembles d'éléments de E. L'union de 
deux multi-ensembles M : E H N et M' : E H N est le multi-ensemble M U M' tel que 
pour tout x E E : (M U M')(x) = M(x) + M'(x). De la même façon, la différence de .Af et 
MI, notée M \ M' est définie par (M \ M')(x) = M(x) - M'(x) (si M(x) < M'(x), alors 
(M \ M')(x) = 0). Initialement, la définition de l'extension multi-ensemble que nous utilisons est 
due à N. Dershowitz et Z. Manna [DM79], pour les ordres stricts. Cette définition a, depuis, été 
étendue au cas des relations binaires quelconques. La définition que nous donnons ici est extraite 
de [Mid90, Fer95]. 



4.1. Ordres syntaxiques 33 

Définition 4.2 (Extension multi-ensemble (DM79, Mid90, Fer95j) Soit R une relation binaire 
sur un ensemble E et X, Y E M(E). L'extension multi-ensemble de R sur M(E), est la relation 
binaire, notée Rmul , définie par X Rmul y si 3Xo, Yo E M(E) tels que: 

- X o -=1 0 et X o ç X, 

- y = (X \ Xo) u Yo, 

- Vy E 1'0, 3x E Xo tel que x R y. 

Dans la section 5.6, nous verrons une définition plus opérationnelle de cette extension dans le 
cas où elle porte sur un préordre. 

Proposition 4.1 {DM79} Si> est un ordre bien fondê'sur E, alors l'extension multi-ensemble 
de > sur M(E) est un ordre bien fondé, noté >mul. 

Si E est un ensemble, notons E* l'ensemble des suites finies d'éléments de E. L'extension lexi­
cographique d'un ordre sur E aux éléments de E* est définie de la façon suivante. 

Définition 4.3 (Extension lexicographique) Soit R une relation binaire sur un ensemble E, 
S, S' E E* et So,... , Sm, to, . .. , tn E E, avec m, n EN. L'extension lexicographique de R 
sur E*, est la relation binaire, notée Rlex, définie par S R1ex S', si: 

- S -=1 A et S' = A, où A représente le mot vide, ou 

- S = so ... Sm, S' = to.·. tn et So R to, ou 

- S = So ... Sm, S' = to ... tn, So = to, et SI ... Sm R1ex t1 ... tn· 

Proposition 4.2 Si> est un ordre bien fondé sur E, alors l'extension lexicographique de > sur 
E* est un ordre bien fondé, noté >lex. 

4.1.2 L'ordre rpo 

Dans les définitions du rpo, du lpo et du rpos que nous allons voir, figurent toujours les 
trois mêmes cas: (1) le cas où le symbole de tête f du membre gauche est supérieur au symbole 
de tête 9 du membre droit, (2) le cas où ils sont identiques, et (3) le cas où un sous-terme du 
membre gauche est supérieur ou équivalent à tout le membre droit. Il est intéressant de noter 
que, pour les principaux ordres syntaxiques (dont rpo,.lpo et rpos) , le cas donnant à l'ordre 
toute sa spécificité est en fait le deuxième, dans lequel les symboles sont identiques. Ce cas est 
particulièrement important, puisqu'il entre en jeu dès que l'on considère une règle récursive: le 
membre gauche est un terme avec f au sommet et le membre droit contient un sous-terme avec 
le même symbole f au sommet. Dans le cas particulier du rpo, une congruence de permutation 
-::=permut intervient également. Elle est définie de la façon suivante. 

Définition 4.4 (Congruence de permutation) Soit s, t E T(F, X). On as -::=permut t si s = t E 

X, oUS=f(Sl,." ,sn), t=g(tl,' .. ,tn), f,gEr et 

- f = g, et 

- il existe une permutation 1f de {l, ... ,n} telle que pour tout 1 ::; i ::; n: Si -::=permut t7r(i)' 
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Définition 4.5 (Recursive path ordering: rpo (Der82j) Soit>:F une précédence, s, t E T(:F, X), 
s = f(Sl,'" ,sn),et t = g(tl,'" , tm). On as >rpo t si 

1. f >:F g et s >rpo ti pour tout 1 :::; i :::; m, ou 

2. f=g et{sl,'" ,sn} >~~l {tl, ... ,tm}, ou 

3. 3i, 1 :::; i :::; n tel que Si >rpo t ou Si '::::.permut t. 

Dans le cas où f = g, l'ordre rpo compare les sous-termes de s et t en les regroupant d'abord en 
un multi-ensemble. Voici un exemple de l'utilisation de cet ordre sur un système simple. 

Exemple 4.1 Soit:F = {app : 2, cons: 2, nil : O}, et R le système décrivant la fonction app de 
concaténation de deux listes: 

app(nil, x) -t x 
app(cons(x, y), z) -t cons (x, app(y, z)) 

Pour prouver la terminaison de ce système avec rpo, il suffit de trouver une précédence adéquate 
de façon que app(nil,x) >rpo x et app(cons(x,y),z} >rpo cons(x,app(y,z)}. Dans notre cas, 
toute précédence dans laquelle app >:F cons fera l'affaire. En effet, pour la première règle, on a 
bien 

app(nil,x) >rpo X 

par le cas 3. de la définition du rpo, puisque x '::::.permut x. Pour la deuxième règle, on souhaite 
montrer que 

app(cons(x, y), z) >rpo cons(x, app(y, z)) 

Or la précédence est telle que l'on a app >:F cons, d'où par le cas 1. de la définition du rpo, pour 
montrer l'inégalité précédente, il est suffisant de montrer que 

app(cons(x, y}, z) >rpo X et app(cons(x, y), z) >rpo app(y, z) 

La première inégalité est trivialement obtenue par le cas 3. de la définition. Pour la deuxième, 
puisque les symboles de tête des deux membres de l'inégalité sont égaux, on applique le cas 2. du 
rpo ainsi il reste à montrer 

{cons(x, y), z} >~~l {y, z}} 

Enfin, cette dernière inégalité est trivialement vérifiée puisque l'on a 

cons(x, y) >rpo Y 

Cet ordre puissant s'impose encore comme ordre de référence parmi tous les ordres de terminaison. 
Cependant il a quelques faiblesses notamment lorsque la terminaison est due à la décroissance 
du premier argument d'un opérateur alors que globalement les arguments ne diminuent pas. En 
voici un exemple. 
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Exemple 4.2 Soit la fonction rev effectuant une inversion de liste. Le système qui la définit a 
la particularité d'effectuer l'inversion de liste sans avoir recours à un opérateur de concaténation. 
Soit:F = {rev : 1, rev2 : 2, cons: 2, nil : O} et soit R le système: 

rev(x) -+ rev2(x, nit) 
rev2(nil, x) -+ x 
rev2(cons(x, y), z) -+ rev2(y, cons (x, z)) 

La dernière règle ne peut pas être orientée par le rpo standard. En effet, aucun cas de la définition 
du rpo ne peut s'appliquer. En particulier, pour le cas 2., il est impossible de montrer que 

{{ cons (x, y), z]- >r:p~l {{y, cons(x, z)} 

puisque cons(x,z) >rpo Z et cons(x,z) est incomparable avec cons (x, y). 

4.1.3 L'ordre lpo 

Le type de décroissance évoqué dans l'exemple précédent est parfaitement capturé par l'ordre 
lpo puisque celui-ci compare les arguments, non pas regroupés en multi-ensembles, mais en sé­
quence de gauche à droite. L'ordre lpo est défini de la façon suivante. 

Définition 4.6 (Lexicographie path ordering: lpo fKL82j) Soit >:F une précédence, s, tE T(:F, X), 
s = f(Sl"" ,sn), et t = g(tl, ... , tm). On a s >lpo t si 

1. f >:F 9 et s >lpo ti pour tout l ::; i ::; m, ou 

2. f = 9 et s >Ipo ti pour tout 1 ::; i ::; m, et SI •.• Sn >1;~ tl ... tm , ou 

3. :Ji, l ::; i ::; n tel que Si >lpo t ou Si = t. 

Les définitions de lpo et rpo sont très proches, mais il est utile de remarquer qu'outre le rempla­
cement de l'extension lexicographique par l'extension multi-ensemble du cas 2., la congruence de 
permutation dans le cas 3. est remplacée par l'égalité stricte dans la définition du lpo. 

Exemple 4.3 Voici sur l'exemple 4.2 le résultat de l'application du lpo. Pour toute précédence 
dans laquelle on a rev >:F nU, rev >:F rev2 et rev2 >:F cons, on doit prouver pour la première 
règle que 

rev(x) >lpo rev2(x, nit). 

Or on a rev >:F rev2. On applique donc le cas 1. du lpo. Il reste à montrer que 

rev(x) >lpo x et rev(x) >lpo nil. 

La première inégalité est montrée par le cas 3. et la deuxième par le cas 1. étant donné que 
T'ev >:F nil. La deuxième règle est orientée sans difficulté par le cas 3. du lpo. Enfin, pour la 
dernière règle, on souhaite montrer 

rev2(cons(x, y), z) >lpo rev2(y, cons(x, z)). 

Les deux symboles de tête sont identiques. On applique donc le cas 2. Il reste à montrer que 

rev2(cons(x, y), z) >lpo y, rev2(cons(x, y), z) >lpo cons(x, z) 
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et 

cons(x, y), z >:;~ y, cons (x, z). 

La première inégalité est triviale. Pour la troisième, il est suffisant d'appliquer la définition de 
l'extension lexicographique du lpo et le fait que cons(x, y) >lpo y. Pour la deuxième inégalité, en 
revanche, il est nécessaire d'appliquer à nouveau le cas 1. du lpo et le fait que rev2 >:F cons pour 
conclure. 

4.1.4 L'ordre rpos 

Dans l'exemple précédent, la décroissance est due au premier argument de l'opérateur rev2, 
mais il est clair qu'elle dépend totalement du système à traiter. La décroissance peut être due 
au premier argument, au dernier, comme elle peut être due au i-ème. Il est évident que cela 
dépend des opérateurs: pour un opérateur f la décroissance peut provenir de son i-ème argument, 
alors que pour un opérateur g elle peut provenir du rang j i= i. D'autre part, pour certains 
opérateurs, la décroissance n'est pas localisée sur un ou plusieurs arguments, elle est globale. 
Ceci constitue l'idée de base des statuts qui associent aux opérateurs un ordre de comparaison de 
leurs arguments, ou un multi-ensembie dans le cas d'une décroissance globale. Voici une définition 
des statuts empruntée à [Ste89]. 

Définition 4.7 (statut) A une signature F on associe une fonction de statut T qui pour tout 
symbole f E y:n peut prendre deux valeurs: 

- soit TU) = mul, qui signifie que pour toute comparaison, si f est le symbole de tête d'un 
terme f(tl,'" ,tn), les arguments de f seront considérés en multi-ensemble: {h, ... ,tn}}, 

- soit TU) = lex1f , où 1r est une permutation de l'ensemble {1, ... ,n}; ce qui signifie que pour 
toute comparaison, si f est le symbole de tête d'un terme f(t!, ... ,tn), les arguments de f 
seront considérés en une suite lexicographique dont l'ordre est donné par 1r: t1f(l) ... t1f(n)' 
Deux permutations 1r classiques sont les permutations left = 1, ... ,n et right = n, ... ,1. 

Il faut remarquer que cette dernière définition généralise la première définition de l'extension 
lexicographique (définition 4.3 page 33) qui devient un cas particulier de cette dernière définition: 
le statut left. A partir de cette définition des statuts, la définition du rpos, où selon la valeur de 
TU), >;~!~ est l'extension multi-ensemble ou l'extension lexicographique de >rpos, est la suivante: 

Définition 4.8 (recursive path ordering avec statut: rpos (version 1)) Soit >:F une précédence, 
s, tE T(F, X), s = f(sl, ... ,sn), et t = g(tl,'" ,tm). On as >rpos t si 

1. f >:F 9 et s >rpos ti pour tout 1 ~ i ~ m, ou 

2. f = g, s >rpos ti pour tout 1 ~ i ~ m et (Sl,'" ,sn) >;~!~ (tl, ... ,tm), ou 

3. 31 ~ i ~ n tel que Si >rpos t ou Si = t. 

Voici un exemple faisant intervenir deux statuts différents pour deux symboles d'un même sys­
tème de réécriture. Cet exemple simple ne fait intervenir que deux statuts lexicographiques, mais 
parfois des statut multi-ensembles sont également nécessaires. 

Exemple 4.4 Voici l'exemple de la définition des opérateurs + et -. Soit F = {+ : 2, - : 2, s : 
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1,0 : O} et soit R le système: 

O+x-tx 
s(x) + y -t s(x + y) 
x + (y + z) -t (x + y) + z 
O-x-tO 
x-O-tx 
s(x)-s(y)-tx-y 
(x - y) - z -t x - (y + z) 
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Dans cet exemple, les règles ne posent pas de problème d'orientation, excepté les règles d'asso­
ciativité x + (y + z) -t (x + y) + z et de factorisation. (x - y) - Z -t x - (y + z) qui nécessitent 
un choix particulier pour le statut des opérateurs + et -;. En effet, pour la première, par la pro­
priété de sous-terme, on a trivialement y + z >rpos Z et en choisissant r( +) = right, on obtient 

x, y + Z >~;?O~t X + y, z et finalement x + (y + z) >rpos (x + y) + z, par définition de rpos. A 
l'inverse, il faut choisir le statut r( -) = left et une précédence telle que - >:F +, pour orienter 
correctement la règle (x - y) - Z -t x - (y + z) avec rpos. 

4.1.5 Le prêordre rpos 

Le rpos étend à la fois le rpo et le lpo. Cependant, cet ordre souffre d'une faiblesse typique des 
premiers ordres de terminaison: seules les comparaisons strictes sont définies, tant au niveau de la 
précédence que du rpos lui-même, et l'égalité ne peut être que syntaxique. Dans un contexte où 
l'on recherche l'inégalité stricte, l'égalité peut effectivement sembler superfiue. Or, en étendant 
les définitions de précédence et du rpos (ou de tout autre ordre syntaxique) avec un cas d'égalité, 
on augmente sensiblement sa puissance. Historiquement, dans les premières définitions des ordres 
syntaxiques, seul le cas d'égalité syntaxique de deux symboles est pris en compte. Dans [KL82], 
l'utilisation d'un préordre sur les symboles, au lieu d'un ordre, est évoquée mais son utilisation 
semble encore imprécise. Citons S. Kamin et J .-J. Lévy [KL82}: "bullshit, but maybe interesting 
in practice". Leur intuition se révèle être juste: ceci est effectivement utile en pratique et cette 
extension permet d'orienter de nombreux systèmes intéressants dont la terminaison n'aurait 
pas pu être prouvée avec l'ordre strict, soit directement (voir section 7.1.6) soit en les utilisant 
conjointement à la méthode des paires de dépendances (voir section 4.3). Nous définissons donc 
maintenant la précédence et le rpos sous la forme de préordres, suivant les définitions de [Der87, 
Ste89, Fer95]. 

Définition 4.9 (précédence) Soit:F une signature. Une précédence est un préordre partiel ?.:F 
sur :F. 

Nous donnons maintenant une nouvelle définition de rpos en définissant, non pas l'ordre strict, 
mais son préordre associé ?"rpos. Dans cette définition, afin que le préordre ?"rpos soit réflexif sur 
les variables (que x ?"rpos x) il est nécessaire d'étendre la précédence ?.:F à :F u X en supposant 
que pour toute variable x E X on a x -::=:F x et que x reste incomparable avec les éléments de:F et 
toute autre variable y E X telle que x i= y. De plus il est nécessaire d'imposer une compatibilité de 
-::=:F avec les statuts, i.e. si f -::=:F 9 et rU) = mul alors r(g) = mul. En revanche, il est important 
de noter que deux symboles f et 9 tels que f -::=:F g peuvent avoir des statuts lexicographiques 
différents. 

Définition 4.10 (recursive path ordering avec statut: rpos (version 2)) Soit?.:F une précédence, 
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s,t E T(F, X), 8 = f(81,'" ,Sn) avec f E FUX, et t = g(tl, ... , tm) avec 9 E FUX et m 2: O. 
On a s 2:rpos t si 

1. f >:F 9 et s >rpos ti pour tout 1 :S i :S m, ou 

2. f -::=:F g, s >rpos ti pour tout 1 :S i :S m et (SI, ... , sn) 2:;pos (tl,'" ,tm ), ou 

3. ::1l:S i :S n tel que Si 2:rpos t. 

L'ordre strict >rpos n'est autre que ord( 2:rpos ). Si l'on considère une précédence ne contenant 
que des inégalités strictes, cet ordre est équivalent au rpos initial. Cependant, nous voyons dans 
l'exemple suivant que l'utilisation d'une précédence avec égalités permet d'orienter des règles qui 
ne pouvaient l'être avec le rpos initial. 

Exemple 4.5 Voici un exemple de système de réécriture ne pouvant être orienté que par un 
préordre rpos. Ce système est basé sur la signature F = {* : 2, / : 2, inv : 1, l : O}, et est le 
suivant: 

x/x -» l 
x/l -» x 
inv(x/y) -» y/x 
inv(x) * x -» 1 
x/inv(y) -» x * y 
l*y-»y 
x * (y/z) -» (x * y)/z. 

En choisissant la précédence inv >:F / >:F 1, on oriente correctement la majeure partie des règles. 
Seules deux opposent quelque résistance: il s'agit de x/inv(y) -» x * y et x * (y/z) -» (x * y)/z. 
La première suggère que / >:F * et la deuxième * >:F /, ce qui est contradictoire avec le fait que 
>:F doit être une relation irréftexive. Or, en choisissant ici / -::=:F *, avec TU) = T( *) = right, 
il est possible de conclure. En effet, pour la première règle, on a inv(y) >rpos y par la propriété 

de sous-terme (cas 3. de la définition du rpos), et donc x, inv{y) >;;?o~t x, y. Enfin par le cas 2. 
de la définition du rpos, puisque / -::=:F *, on a bien x/inv(y) >rpos x * y. Pour la deuxième règle 

on procède de la même façon. On a y/ z >rpos z, d'où x, yi Z >~;?o~t x * y, z, et par le cas 2. de la 
définition de rpos on obtient x * (y/z) >rpos (x * y)lz 

4.2 Ordres sémantiques 

Dans le cas général des ordres sémantiques, les termes sont interprétés sur un domaine A muni 
d'un ordre >- et leurs interprétations sont comparées avec l'ordre >-. Les seules contraintes étant 
que A soit non-vide et que l'ordre >- soit bien fondé et monotone, il existe une infinité de domaines 
d'interprétation et sur chaque domaine une infinité d'ordres possibles. Une définition générale des 
ordres sémantiques peut être trouvée dans (Zan94, Fer95]. Chronologiquement, l'interprétation 
polynomiale a été une des premières méthodes de preuve de terminaison, d'abord proposée par 
D. S. Lankford [Lan75, Lan79], puis affinée par A. Ben Cherifa et P. Lescanne [BCL86], en vue de 
son implantation, elle reste la méthode sémantique la plus utilisée. Dans le cas de l'interprétation 
polynomiale, le domaine A et l'ordre >- sont fixés: A est l'ensemble N des entiers naturels, >- est 
l'ordre usuel> sur les entiers, et chaque opérateur est interprété par un polynôme. 

Définition 4.11 (interprétation polynomiale) Une interprétation polynomiale pour la signature 
F associe à chaque symbole f E F n un polynôme, noté fN, tel que fN(al, ... , an) EN pour tout 

al,··· ,an E N. 



4·2. Ordres sémantiques 39 

Pour prouver la terminaison d'un système de réécriture avec une interprétation polynomiale, 
il est nécessaire de trouver un polynôme fN pour tout symbole f E :F tel que si a > b alors 
jN(. .. a . .. ) > JN(.·' b ... ), pour tout a, bEN. Ensuite, il suffit de montrer que pour toute règle 
l -+ r E R, l'interprétation polynomiale de l est strictement supérieure à celle de r vis-à-vis de 
l'ordre habituel sur les entiers >. 

Exemple 4.6 [SK93j Nous montrons la terminaison du système R suivant, spécifiant l'implica­
tion, avec une interprétation polynomiale. Soit:F = {I\ : 2, e: 2, -, : 1, j aise: O}, et R le système 
suivant: 

x 1\ false -+ false 
x 1\ (--,false) -+ x 
-{ .. 'x) -+ x 
jalse e y ---t .Jaise 
x e false ---t -,x 
( ,x) e (-,y) -+ y e (x 1\ y) 

Voici une interprétation polynomiale de ce système, prouvant sa terminaison: 

/\N(X, Y) = X + Y 
eN (X, Y) = 2X + 2Y 
'N(X) = 2X 
falseN = 1 

Chaque interprétation est telle que si a > b alors JN(' .. a ... ) > fN(' .. b . .. ), pour tout a, bEN. 
Par exemple, pour /\N et pour tout X, Y, ZEN tels que X > Y, on a /\N(X, Z) = X + Z > 
Y + Z = /\N(Y, Z) et /\N(Z,X) = Z + X> Z + y = /\N(Z, Y). 

Ensuite, pour chaque règle, on montre que l'interprétation est strictement décroissante. Par 
exemple, pour la règle (Jalse e y -+ -.false), le polynôme interprétant le membre gauche est 
2 * l + 2Y = 2Y + 2 et à droite 2 * l = 2. Or, il est possible de borner les valeurs que peut 
prendre Y. En effet, le terme ayant la plus petite valeur vis-à-vis de l'interprétation est f alse, 
dont l'interprétation est 1. En conséquence, la variable Y est nécessairement supérieure ou égale 
à 1. On a donc trivialement 2Y + 2 > 2 pour tout Y 2:: 1. 

Pour la règle (--,x) e (....,y) ---t Y e (x /\ y), on procède de la même façon. Pour le membre 
gauche on obtient le polynôme: 2 * (2X) + 2 * (2Y) = 4X + 4Y. Pour le membre droit, on obtient 
le polynôme: 2Y + 2 * (X + Y) = 2X + 4Y. Comme dans le cas précédent, on sait que les valeurs 
de X et Y sont nécessairement supérieures ou égales à 1. On a donc 4X + 4Y > 2X + 4Y pour 
tout X 2:: 1 et Y 2:: 1. En procédant de la même façon avec les autres règles, on montre que le 
système termine. 

Dans les deux sections suivantes, nous allons présenter les deux principales méthodes per­
mettant de venir à bout de systèmes de réécriture non simplifiants tout en conservant de bonnes 
propriétés pour l'automatisation. La première de ces méthodes - le critère des paires de dépen­
dance initialement conçu par T. Arts [Art96] puis développé par T. Arts et J. Oiesl [AG97a, 
AG97b, AG98] - consiste en un affaiblissement des propriétés nécessaires à la terminaison d'un 
système. La deuxième méthode est un ordre: le gpo conçu par N. Dershowitz et C. Hoot [DH95]. 
Celui-ci généralise les principaux ordres connus, sémantiques et syntaxiques. Il permet de com­
biner leurs avantages, et de par sa structure, de réaliser des preuves de terminaison de façon 
incrément ale. 



40 Chapitre 4- Méthodes de preuve de terminaison 

4.3 La méthode des paires de dépendance 

Les paires de dépendance [Art96, Art97, AG97a, AG97b, AG98] sont l'un des plus puissants 
outils d'automatisation des preuves de terminaison des systèmes de réécriture. Cette méthode 
est basée sur une vue fonctionnelle des systèmes de réécriture. En programmation fonctionnelle, 
pour prouver la terminaison d'une fonction, il est suffisant de montrer que les appels récursifs à 
cette fonction sont strictement décroissants vis-à-vis d'un ordre bien-fondé. Le principe des paires 
de dépendance est d'extraire des paires d'appels récursifs d'une chaîne de réécriture, de montrer 
que les paires sont décroissantes, et donc que la chaîne de réécriture est finie. Cette méthode 
est séparée en trois principales étapes qui sont: la génération d'un ensemble d'inégalités, leur 
simplification, et enfin leur résolution par recherche d'un ordre de terminaison les satisfaisant. 
Hormis [Gie95a], les travaux de T. Arts et J. Giesl portent principalement sur les deux premières 
phases. Or, la résolution de ces inégalités peut être réalisée à l'aide du gpo et de l'algorithme 
de résolution de contrainte que nous verrons dans le chapitre 5. Maintenant, nous donnons les 
définitions et les théorèmes essentiels, empruntés à T. Arts [Art97], pour une utilisation pratique 
des paires de dépendance. Pour une étude plus détaillée et pour les preuves, nous conseillons au 
lecteur de se reporter à sa thèse [Art97]. 

4.3.1 Paires de dépendance 

Afin de rester compatible avec les notations utilisées dans [Art97], les paires de dépendance 
seront exprimées sur une signature étendue par des symboles en majuscules: pour tout symbole 
défini 9 E V on crée un nouveau symbole constructeur G. Les paires de dépendance sont définies 
de la façon suivante. 

Définition 4.12 (paire de dépendance) Soit R un système de réécriture sur F = Cu V, et C[] 
un contexte quelconque de T(F, X). Si f(sl, ... ,sn} --7 C[g(tl' ... ,tm )] est une règle de R et 
f,g E V, alors (F(sl, ... ,Sn),G(tl,." ,tm)) est une paire de dépendance de R. 

Si le système n est fini, le nombre des paires de dépendance est fini et leur recherche est facilement 
automatisable. 

Exemple 4.1 Voici un exemple emprunté à [A rt97j. Soit :F = {minus : 2, quot : 2, s : 1, 0 : O} 
et n le système de réécriture suivant, définissant la fonction quot telle que quot(x, y) = pel, y 
pour tout x, yEN et tels que y > 0, où rtl est égal à t si t E N et à la partie entière de t plus 1 
si t ~ N. 

minus(x, 0) --7 x 
minus(s(x), sCy)) --7 minus(x, y) 
quot(O, sCy)) --70 

quot(s(x), sCy)) --7 s(quot(minus(x, y), sCy))) 

Les deux symboles définis sont minus et quot, i.e. V = {quot : 2,minus : 2}. L'ensemble 
des paires de dépendance de ce système est défini sur une signature étendue par les symboles 
constructeurs MI NU S et QU OT. L' ensemble des paires de dépendance est le suivant: 

(M INUS(s(x), sCy)), M INUS(x, y)) 
(QUOT(s(x), sCy)), QUOT(minus(x, y), sCy))) 
(QUOT(s(x), sCy)), MINUS(x, y)) 
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4.3.2 Le critère de terminaison 

Le critère de terminaison est basé sur l'absence de chaîne infinie de paires de dépendance. 
Les chaînes (de paires) de dépendance sont définies de la façon suivante. 

Définition 4.13 (Chaîne de dépendance) Soit R un système de réécriture. Une chaîne de dépen­
dance est une suite (SI, tl), (S2, t2}, . .. de paires de dépendance telle qu'il existe une substitution 
(] qui vérifie ti(] --+n Si+! (] pour tout i 2: 1. 

A partir des paires de dépendance, le critère de terminaison d'un système de réécriture est le 
suivant. 

Théorème 4.1 (T. Arts [Art91J) Un système de réécriture R termine si et seulement s'il n'a 
pas de chaîne de dépendance infinie. 

Pour un système R donné, toutes les paires de dépendance ne donnent pas lieu à des chaînes de 
dépendance infinies. En pratique, il est possible de restreindre cette étude à un sous-ensemble 
de paires pouvant donner lieu à des chaînes infinies. Les chaînes de dépendance étant difficiles à 
visualiser, il est commode de les décrire par un graphe, nommé graphe de dépendance, regroupant 
toutes les chaînes de dépendance possibles et permettant d'isoler les sous-chaines critiques. 

Définition 4.14 (Graphe de dépendance) Soit R un système de réécriture et (8, t}, (11" v} des 
paires de dépendance de R. Le graphe de dépendance de R est un graphe dirigé dont les nœuds 
sont étiquetés par des paires de dépendance de R et dans lequel il existe un arc entre un nœud 
étiqueté par (8, t) et un nœud étiqueté par ('Il, v) si et seulement s'il existe une substitution a telle 
que t(] --+n 11,(]. 

Dans ce graphe, tout cycle trahit la possibilité d'une chaîne de dépendance infinie, construite 
sur les paires de dépendance du cycle. Or, si la présence d'un cycle est une condition nécessaire 
pour l'existence d'une chaîne de dépendance infinie, elle n'est pas suffisante. La recherche des 
cycles dans le graphe de dépendance permet uniquement d'isoler les sous-chaînes critiques dont 
la finitude est à contrôler. 

Exemple 4.8 Si l'on reprend le système de l'exemple 4.7, et son ensemble de paires de dépen­
dance, il est possible de donner son graphe de dépendance: 

n 
(M INUS(s(x), s(y)), M INUS(x, y)) 

t 
(QUOT(s(x), s(y)), M INUS(x, y)) 

t 
(QUOT(s(x), s(y)), QUOT(minus(x, y), s(y))) 

U 
La boucle supérieure sur la paire de dépendance (MI NUS(s(x), s(y)), M INUS(x, y)) est due au 
fait qu'il existe une substitution simple (] = {x H s(x'),y H S(yl)} telle que MINUS(x,y)(] = 
M INUS(s(x'), sCy')). 

A l'inverse, il n'y a pas d'arc de la paire de dépendance M INU S(s(x), s(y)), MI NUS(x, y)) 
vers (QUOT(s(x),s(y)),MINUS(x,y)), car il n'existe aucune substitution (J telle que 

MINUS(x,y)a- --+* QUOT(s(x),s(y)) 
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(Nous rappelons que dans le contexte des paires de dépendances, les symboles MINUS et 
QUOT sont des symboles constructeurs). 

Dans cet exemple particulier, il n'existe que deux cycles possibles, donc deux chaînes de dépen­
dance infinies possibles. L'une de ces chaînes est constituée uniquement de la paire de dépendance 
(MINUS(s(x), s(y)), MINUS(x, y)), et l'autre de la paire (QUOT(s(x), s(y)), QUOT(minus 
(x, y), s(y))). Ceci est un cas particulier intéressant dans lequel il est possible de prouver la termi­
naison directement à partir du graphe avec des arguments de terminaison simples. Par exemple, 
dans le cas de la première paire, le nombre de symboles s est strictement décroissant, donc tout 
cycle construit sur cette paire fait décroître le nombre de s, et est donc fini. Pour la deuxième 
paire, avec une interprétation naturelle de s (x) par x + 1 et de minus (x, y) par x - y, il est clair 
que s(x) est strictement supérieur à minus (x, y), d'où le cycle est là encore décroissant. Ceci est 
suffisant pour prouver la terminaison de ce système. 

Dans l'exemple précédent, la construction du graphe de dépendance est simple et il est suffi­
sant pour mener à bien la preuve, cependant ce cas est idéal et en général d'autres outils sont 
nécessaires. 

4.3.3 Les paires de dépendance en pratique 

L'utilisation du critère précédent pose en pratique un double problème. 

- l'existence de chaînes de dépendance infinies est indécidable. En effet, dans le cas contraire, 
par le théorème 4.1, la terminaison des systèmes de réécriture serait décidable. 

- la construction du graphe de dépendance est indécidable. En effet, il n'est pas possible de 
décider s'il existe une substitution a telle que sa -tn ta, pour deux termes s et t donnés. 

A défaut de calculer le graphe exact, il est possible d'en calculer une approximation: un graphe 
dans lequel l'ensemble des arcs est un sur-ensemble de l'ensemble des arcs réels. Autrement dit, si 
un arc figure dans le graphe réel, alors il figure dans le graphe approximation. Il existe différentes 
approximations possibles. Nous donnons ici l'approximation du graphe de dépendance proposée 
dans [Art97]. Celle-ci est calculée grâce aux fonctions CAP et REN dont les définitions suivent. 
Intuitivement, la fonction CAP abstrait par une nouvelle variable tout terme dont la racine est 
un symbole défini, et la fonction REN effectue un renommage de toutes les variables d'un terme 
par de nouvelles variables. 

Dêfinition 4.15 Soit f(tl,'" ,tn) E T(F, X) et X' un ensemble de nouvelles variables tel que 
X n X' = 0. Soient x, x' E X U X' et y E X'. Les fonctions CAP et REN sont définies par: 

CAP(x) = x 

REN(x) 
REN(f(tl,'" ,tn)) = 

{
y où y est une nouvelle variable 
f(CAP(tt}, ... ,CAP(tn)) 

y où y est une nouvelle variable 
f(REN(tl),'" , REN(tn)) 

où, si x ::j:. x', alors REN(x) =1= REN(x' ). 

si f E D 
si f cf. D 

Ces deux fonctions permettent de décider de façon approximative si, pour deux termes donnés 
u et v, il existe une substitution a telle que ua -tn va. L'approximation est la suivante: on 



4.3. La méthode des paires de dépendance 43 

considérera que ua -+n va si REN(CAP(u)) et v sont unifiables [Art97}. L'intuition derrière la 
fonction CAP est simple: tout terme dont le symbole de tête est un symbole constructeur ne 
peut pas être réécrit à la racine. A l'inverse, tout terme dont le symbole de tête est un symbole 
défini peut être réécrit, il est donc abstrait par une nouvelle variable. 

Définition 4.16 (graphe de dépendance) Soit R. un système de réécriture et (8, t), (u, v) des 
paires de dépendance de R.. L'approximation du graphe de dépendance de n est un graphe dirigé 
dont les nœuds sont étiquetés par des paires de dépendance de n et, dans lequel il existe un arc 
entre un nœud étiqueté par (s, t) et un nœud étiqueté par (u, v) si et seulement si REN( CAP(t)) 
et u sont unifiables. 

D'autres approximations plus fines sont possibles. Certaines évoquées par T. Arts et J. Giesl sont 
basées sur le narrowing [AG97c]. 

Exemple 4.9 Voici un autre système spécifiant la division sans faire appel à la soustraction [Art91j. 
Soit:F = {quot: 3,s : 1,0: O} et n tel que quot(x,y,y) calcule le résultat de la division eucli­
dienne de x par y: 

quot(O, s(y), s(z)) -+ 0 
quot(s(x), s(y), z) -+ quot(x, y, z) 
quot(x, 0, s(z)) --t s( q·uot(x, s(z), s(z))) 

L'ensemble des paires de dépendance de ce système est le suivant: 

(QUOT(s(x), s(y}, z), QUOT(x, y, z)) 
(QUOT(x, 0, s(z)), QUOT(x, s(z), s(z))). 

Ensuite, nous construisons le graphe de dépendance approché. Par exemple, pour savoir s'il peut y 
avoir un arc de la paire (QUOT(x, 0, s(z)), QUOT(x, s(z), s(z))) vers la paire (QUOT(s(x), s(y), z), 
QUOT(x,y,z)), il suffit de rechercher un unificateur entre le terme 

REN( CAP(QUOT(x, s(z), s(z)))) = QUOT(xl, s(yd, s(zd) 

et le terme QUOT(s(x), s(y), z). C'est ici le cas, puisque a = {Xl ;-t s(x), YI ;-t y, Z ;-t S(Zl)} 
est un unificateur pour les deux termes précédents. 

En revanche, il n'y a pas d'arc cyclique sur la paire de dépendance 

(QUOT(x, 0, s(z)), QUOT(x, s(z), s(z))) 

puisque REN( CAP(QUOT(x, s(z), s(z)))) = QUOT(Xl, s{ïJl), S(Zl)) n'est pas unifiable avec QUOT(x, 
0, s(z)). En procédant de la même façon avec toutes les paires de dépendance, on obtient finale­
ment le graphe de dépendance approché suivant: 

n 
(QUOT(s(x), s(y), z), QUOT(x, y, z)) 

+ + 
(QUOT(x, 0, s(z)), QUOT(x, s(z), s(z))) 

Dans le cas particulier de l'exemple précédent, le graphe approché et le graphe de dépendance 
coïncident. Cependant, ce n'est pas toujours le cas comme on le voit dans l'exemple suivant. 

Exemple 4010 Soit :F = U : 3,0 : 0,1 : O} et n le système constitué d'une seule règle 
f (0,1, x) -+ f (x, x, x). La seule et unique paire de dépendance de ce système est (F(O, 1, x), F(x, x, x)). 
Le graphe de dépendance approché est: 

n 
(F(O, l, x), F(x, x, xl) 
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En effet, REN(CAP(F(x,x,x))) = F(Xl,X2,X3) s'unifie avec F(O,l,x). Or, le graphe de dé­
pendance réel ne contient aucun arc et donc aucun cycle, puisqu'il n'existe aucune substitution 
(J telle que X(J ---'rR * 0 et X(J ---'rR * 1. L'approximation avec REN et CAP donne ici de mauvais 

résultats à cause de la jonction REN qui a linéarisé la membre droit de la paire de dépendance. 

Une fois l'approximation du graphe de dépendance construite, pour prouver la terminaison 
d'un système de réécriture n, il est suffisant de montrer qu'il n'existe pas de chaîne de dépendance 
infinie constituée de paires de dépendance provenant d'un cycle de l'approximation du graphe 
de dépendance. Dans le cas général d'une preuve de terminaison, il est nécessaire de prouver 
que toute chaîne de réécriture est strictement décroissante par rapport à un ordre nœthérien. 
En utilisant les paires de dépendance, la condition utilisant l'ordre strict est affaiblie: il est 
suffisant qu'une seule paire de dépendance, par cycle, soit strictement décroissante pour qu'on 
ait la terminaison du système de réécriture. 

Théorème 4.2 Soit n un système de réécriture. S'il existe un préordre de réduction!::: tel que 

- l !::: r pour toute règle l -t r de n, et 

- s !::: t pour toute paire de dépendance (s, t) sur un cycle du graphe de dépendance, et 

- s >- t pour au moins une paire de dépendance (s, t) pour chaque cycle du graphe de dépen-
dance, 

alors R termine. 

Les conditions de ce théorème par rapport à celles de la proposition 2.3 sont affaiblies. En effet, 
pour prouver la terminaison grâce à ce théorème, il est suffisant de montrer la décroissance 
stricte sur un sous-ensemble des paires de dépendance alors que dans la proposition 2.3, la 
décroissance stricte est à montrer pour toutes les règles de réécriture. De plus, cette méthode 
permet d'utiliser un préordre de réduction à la place d'un ordre de réduction: dans le cas d'un 
préordre de réduction, la propriété de monotonie est exigée sur le préordre et non sur la relation 
stricte. La classe d'ordres utilisable est par conséquent beaucoup plus vaste. Ceci est un autre 
avantage intéressant de la méthode qui permet de venir à bout de beaucoup de cas difficiles; en 
voici un exemple. 

Exemple 4.11 Pour prouver la terminaison du système de réécriture de l'exemple 4.7, en utili­
sant le théorème précédent, il suffit de montrer qu'il existe un préordre de réduction !::: tel que: 

minus(x,O) !::: x 
minus(s(x), s(y)) !::: minus(x, y) 
quot(O,s(y)) !::: 0 
quot(s(x), s(y)) !::: s(quot(minus(x, y), s(y))) 
M INUS(s(x), s(y)) >- MINUS(x, y) 
QUOT(s(x), s(y)) >- QUOT(minus(x, y), s(y)). 

où les deux dernières inégalités strictes correspondent aux cycles du graphe de dépendance obtenu 
dans l'exemple 4.7. En imposant une décroissance stricte de l'ordre pour ces paires de dépendance, 
on impose que toute chaîne de dépendance empruntant ces cycles soit eUe-aussi strictement dé­
croissante vis-à-vis de cet ordre. Il est intéressant de noter que cet ensemble d'inégalités ne peut 
être satisfait par le rpos. En effet, l'inégalité QUOT(s(x), s(y)) >- QUOT(minus(x, y), s(y)) est 
impossible à montrer puisque s(x) frpos minus(x, y) et s(y) frpos minus(x, y). En revanche, il 



4.3. La méthode des paires de dépendance 45 

existe un préordre de réduction basé sur une interprétation polynomiale satisfaisant ces inégalités. 
Il suffit d'interpréter 0 par lui-même, s{x) par x + l, et d'interpréter minus, quot, MINUS, et 
QUOT par la projection sur le premier argument. Il faut bien noter ici (j'Il. 'en choisissant cette in­
terprétation minusN (x, y) = x on tire pleinement parti du fait que la propriété de monotonie d'un 
préordre de réduction est exigée sur le préordre et non sur la relation stricte. Si la propriété de mo­
notonie était exigée sur la relation stricte nous ne poumons pas utiliser une telle interprétation. 
En effet, pour tout a, h, cE N, tels que a >N b alo'rs on a minusN(c, a) = c 1N c = minusN(c, h), 
et donc avec cette interprétation, la relation >N n'est pas monotone. En revanche, le préordre 
;::N est bien monotone puisque si a ~N D, on a bien minusN(c, a) = c ;::N C = minusN(c, by, 
donc minusN(a,c) = a ~N b = minusN(b,c). 

403.4 Raffinements de la méthode 

Dans l'exemple précédent, la satisfaisabilité des contraintes d'ordre générées a été vérifiée 
par une interprétation polynomiale. Sur cet exemple précis, les interprétations peuvent être 
automatiquement générées pal' un logiciel de type POLO [Gie95b]. Cependant, les interprétations 
polynomiales n'offrent pas toujours de réponse satisfaisante de pal' leur indécidabilité. D'autre 
part, comme on l'a vu les ordres syntaxiques décidables tels rpo, lpo, rpos sont parfois trop forts 
pour vérifier la satisfaisabilité des contraintes. En effet, ces ordres doivent être monotones, ce 
qui n'est pas possible sur des exemples comme le précédent où, par contre, la monotonie sur le 
préordre permet de conclure. 

Nous donnons ici la méthode de simplification des preuves de terminaison utilisant une 
transformation des systèmes par des schémas de programmes récursifs (RPS en abrégé) extraite 
de [Art97]. Cette méthode de simplification, même si elle semble indépendante de la méthode 
des paires de dépendance, ne trouve son intérêt que dans le cas de preuves les utilisant, i.e. où 
seul l ;:: r est exigé pour chaque règle l ---l> r du système au lieu de l'inégalité stricte l >- r. 
Une preuve de terminaison basée sur les paires de dépendance, consiste en la construction d'un 
ensemble d'inégalités correspondant aux conditions du théorème précédent, puis à la résolution 
de ces inégalités par la recherche d'un préordre les satisfaisant. 

Avant de les résoudre, T. Arts propose de simplifier les inégalités en les réécrivant à l'aide 
d'un schéma de programme récursif défini comme suit. 

Définition 4.17 (schéma de programme récursif) Un schéma de programme récursif est un sys­
tème de réécriture contenant au plus une règle de réécriture 

pour tout symbole f E P, avec Xl, ..• ,Xn des variables distinctes deux à deux et t un terme 
quelconque. 

Tout schéma de programme récursif est trivialement confluent. Sa terminaison est décidable. Si 
un schéma de programme récursif P termine alors il est convergent et tout terme t a une forme 
normale unique notée t tp. 

Théorème 4.3 (T. Arts fArt97j) Soit P un schéma de programme récursif terminant et 1 un 
ensemble d'inégalités. S'il existe un préordre de réduction;:: qui satisfait 

{s tp>- t tp 1 s > tEl} u {s tpc:: t tp 1 s ~ t E I} 

alors il existe un préordre de réduction satisfaisant 1. 
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Exemple 4.12 Soient les inégalités obtenues dans l'exemple 4.11: 

minus(x,O) è:: x 
minus(s(x), s(y)) è:: minus(x, y) 
quot(O, s{y) è:: 0 
quot(s(x), s{y)) è:: s(quot(minus(x, y), s(y))) 
MINUS(s(x),s(y) >- MINUS(x,y) 
QUOT(s(x), sCy)) >- QUOT(minus(x, y), sCy))· 

Ces inégalités peuvent être transformées et simplifiées à l'aide du schéma de programme récursif 
suivant: minus(x, y) -7 x. Les inégalités deviennent: 

xè::x 
s(x) è:: x 
quot(O, s(y) è:: 0 
quot( s(x), s(y)) è:: s( quot(x, s(y))) 
MINUS(s(x), s(y») >- MINUS(x,y) 
QUOT(s(x), s{y)) >- QUOT(x, s(y)) 

Alors qu'avant la transformation, aucun rpas ne pouvait satisfaire ces inégalités) main.ten,ant 

c'est possible, par exemple avec toute précédence telle que quot >:F s. 

4.3.5 Conclusion 

Pour conclure sur la méthode des paires de dépendance, nous pouvons dire que les trois 
grandes qualités de cette méthode pour la preuve de terminaison sont que 

- les paires de dépendance, dans de très nombreux cas, simplifient la preuve de terminaison, 

- si la preuve n'est pas plus simple, au pire elle est de même complexité que la preuve 
originale, 

- la construction des paires de dépendance est facilement automatisable. 

En revanche, il faut remarquer qu'en prouvant la terminaison à l'aide des paires de dépendance, 
aucun ordre de réduction n'est explicitement construit. Ceci est un handicap pour certaines 
méthodes de déduction automatique où un ordre explicite et calculable doit être produit, par 
exemple dans le cas de la complétion, où l'ordre est utilisé pour choisir l'orientation des nouvelles 
équations produites, et dans le cas de la preuve par induction par réécriture où l'ordre impose 
l'orientation des hypothèses d'induction en vue de leur utilisation pour la simplification des 
conjectures (voir sections 3.4.2, et 3.4.4). 

4.4 L'ordre gpo 

L'ordre gpo défini par N. Dershowitz et C. Hoot [DH95] est un ordre généralisant les princi­
paux ordres connus. Le but du gpo est d'unifier bon nombre de définitions d'ordre et de permettre 
à l'utilisateur d'utiliser la quasi-intégralité des ordres en ne manipulant qu'une seule définition. 
Le résultat est un ordre dont la définition est, au regard de sa puissance, relativement simple. Il 
permet, en outre, de construire la preuve de terminaison progressivement, de par sa conception 
incrémentale. Nous verrons dans le chapitre 5 comment nous utilisons une approche contrainte 
sur cet ordre pour l'automatisation des preuves de terminaison. 
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4.4.1 Définition 

L'intuition derrière la définition de l'ordre gpo est que beaucoup d'ordres utilisés ont des 
définitions très semblables. C'est le cas pour la majeure partie des ordres sur les chemins et il 
suffit, à titre d'exemple, de comparer les définitions des ordres rpo, lpo, et rpos données dans la 
section 4.1. Or, cette similarité ne s'arrête pas aux ordres utilisés dans cette thèse mais elle s'étend 
également à d'autres ordres tels spo [KL80], kbo [KB70]. L'approche utilisée par N. Dershowitz et 
C. Hoot a donc été de dégager les aspects communs à tous ces ordres et de paramétrer la définition 
du gpo par des ordres abstraits, nommés ordres composants, qui expriment la spécificité de chaque 
ordre particulier. Les ordres particuliers deviennent ainsi des instances de gpo. La définition du 
gpo, telle qu'elle est donnée dans [DH95], est basée sur les ordres composants rPi, i = 1 ... k 
définis comme suit. 

Définition 4.18 Un ordre composant rPi est une paire (Bi, ~i) telle que 

- Bi est un homorphisme de l'ensemble des termes vers une algèbre A et ~i est un préordre 
bien-fondé sur A, ou 

- rh est une fonction (nommée fonction d'extraction multi-ensemble) de l'ensemble des termes 
vers l'ensemble des multi-ensembles de sous-termes, i. e. Bi(f(Sl, ... , sn)) = {Sjll ... ,Sjm}, 

tel que il, ... ,jm E {1,. ". ,n} et ~i est l'extension multi-ensemble du gpo. 

Les (Ji sont appelées fonctions de terminaison. Dans la définition du gpo, les ordres composants 
rPi = (Bi, ~i) ne sont pas utilisés de façon isolée, mais regroupés en t-uples. Par souci d'homo­
généité, les fonctions de terminaison (Ji sont également regroupées en t-uples et les préorrues 
associés ~i sont regroupés sous la forme d'une extension lexicographique. Par commodité, pour 
tout terme S E T(:F) , on note 8 i ,j(s) le t-uple de fonctions de terminaison ((Ji(S), .•. ,Bj(s)), 
où 0 :S i < j et (h, .. . ,(Jj sont des fonctions de terminaison. Soit >!ex l'ordre associé, Le. la 
combinaison lexicographique des ordres >i,'" ,>j, et soit ':::::.iex l'équivalence associée, i.e. la 
combinaison lexicographique des relations d'équivalence ':::::.i,." ,':::::.j. Ces deux relations étendent 
la définition 4.3 page 33 de l'extension lexicographique. En effet, celles-ci sont basées sur la com­
binaison de plusieurs préordres ~i pour i = 1 ... k, au lieu d'une seule relation. Ainsi, pour tout 
i, j, l tels que 0 :S i :S j :S k et 0 :S i :S l :S k on a: 

si fh(s) >i ()i(t) ou si Oi(S) ':::::.i (h(t) et (ei+l(s)"" , Bj(s).} >lex (8 i+l(t), ... ,Bl(t)). D'autre part, 
on a: 

si j = l, (Ji(S) ':::::.i Bi(t) et (Oi+l(S), ... ,Bj(s)) ':::::.lex (Bi+l(t), ... ,fh(t)). Enfin, si 0 représente le 
tuple vide et T n'importe quel tuple non vide, on a: 

T >lex 0 et 0 ':::::.!ex () 

On note ~lex la relation >lex U ':::::.lex· On abrégera 8 0,k en 8. 

Définition 4.19 L'ordre général sur les chemins (General Path Ordering [DH95j). 
Soit (Bi, ~i) i = 0, ... ,k, des ordres composants, s, t E T(:F) tels que S = f(s1"" ,sn} et 



48 Chapitre 4. Méthodes de preuve de terminaison 

t = g(tl,'" ,tm). L'ordre général sur les chemins ?'gpo sur T(F) est défini inductivement par 
?'gpo = > gpo U ê:::. gpo où 

- s >gpo t si 

1. Si ?'gpo t pour un sous-terme quelconque si de S, ou 

2. s >gpo tl,·.· ,s >gpo tm et 8(s) >lex 8(t). 

- S ê:::.gpo t si 

s >gpo tl,'" ,s >gpo tm, t >gpo SI,.·· ,t >gpo Sn et 8{s) ê:::.lex 8(t). 

Cet ordre est entièrement paramétré par le couple (8, ?lex)' En choisissant une valeur particulière 
~ = (Io,k, G;lex) pour (8, ?'lex), on obtient une instance de gpo, i.e. un ordre particulier noté 
G;ipo' Nous donnons maintenant un exemple simple d'instanciation du gpo ainsi qu'un exemple 
d'utilisation de l'instance pour la comparaison de deux termes. Le but n'étant pas, pour l'instant, 
de montrer la puissance de l'ordre mais plutôt le mécanisme d'instanciation et d'utilisation des 
ordres composants, nous avons volontairement choisi un exemple de système de réécriture et une 
instance de gpo déjà présentés (voir exemple 4.1). 

Exemple 4.13 Soit ~ = (10,1, G;lex) une instance de (8, ?'lex), telle que 10,1 = (TO, Tl) et 
G;lex=>-lex U >::::5lex où >-lex est la combinaison lexicographique des ordres >-0, >-1 et >::::5lex est 
la combinaison lexicographique des relations d'équivalence >::::50 et >::::51. Soit TO la fonction Root, Tl 

la fonction qui à tout terme associe le multi-ensemble de ses sous-termes directs, >-0 un ordre 
sur F, >::::50 l'identité et G;l=>-l U >::::51 où >-1 et >::::51 sont les extensions multi-ensemble de >-ipo et 

>::::5ipo respectivement. 

L'ordre >-ipo défini n'est autre que le rpo (voir définition 4.5 page 34). Reprenons l'exemple 4·1, 
dans lequel F = {app : 2, cons: 2, nil : O}, et R est le système décrivant la fonction app de conca­
ténation de deux listes: 

app(nil, x) -+ x 
app(cons(x, y), z) -+ cons(x, app(y, z)). 

Supposons que l'ordre >-0 soit tel que app >-0 cons, x >::::50 x pour toute variable x et tel que x et 
y soient incomparables si x et y sont des variables distinctes. Pour la première règle, on prouve 
que 

app(nil,x) >-ipo x 

par le cas 1. de la définition du gpo (propriété de sous-terme), puisque l'on a trivialement 

par le cas 3. de la définition et grâce au fait que eo (x) >::::50 110 (x) implique 10,1 (x) >::::5lex 10,1 (x) . 
Pour la deuxième règle, on souhaite montrer que 

app(cons(x, y), z) >- ipo cons(x, app(y, z)). 

Or', on a 

10,1 (app(cons(x, y), z)) >lex 10,1 (cons(x, app(y, z))) ( 4.1) 
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pmsque 

To(app(cons(x, y), z)) = app >-0 cons = To(cons(x, app(y, z))). 

D'où en appliquant le cas 2. de la définition du gp~ avec (4.1), il reste à montrer que 

app(cons(x, y}, z) >-:po x (4.2) 

et 

app(cons(x, y), z) >-:po app(y, z). (4.3) 

L'inégalité (4.2), est trivialement obtenue par le cas 1. Pour (;"3), on doit utiliser le cas 2. et 
montrer 

70,1 (app( cons (x, y), z)) >-lex 70,1 (cons(x, app(y, z) )), (4.4) 

et 

app(cons(x,y),z) >-:PO y et app(cons(x,y),z) >-:1>0 z. (4.5) 

Les inégalités (4.5) sont montrées par le cas 1. du gpo. Pour (4.4), on applique la définition 
lexicographique de >-lex. Tout d'abord, les termes sont comparés vis-à-vis de l'ordre composant 
1>0 = (TO, to). Or celui-ci ne suffit pas, en effet: 

To(app(cons(x, y), z)) = app ~o To(app(y, z)). 

Il faut donc comparer les deux termes à l'aide du deuxième ordre composant 1>1 = (Tl,tl). Soit 
montrer que 

Tl (app(cons(x, y), z)) >-1 Tl (app(y, z)). 

Par définition de Tl et ;;1, ceci revient à montrer 

([cons(x,y),z)} >-1 ([y,z)} 

qui est trivialement obtenu par le fait que 

cons(x, y) >-:po y. 

En choisissant des instances <P particulières pour (El, ;:::lex), on peut obtenir bien d'autres ordres 
tels que l'ordre lexicographique sur les chemins (lpo), l'ordre récursif sur les chemins avec statut 
(rpas) , l'ordre sémantique sur les chemins (spo) [KL80], l'ordre de Knuth et Bendix (kbo) [KB70], 
ou encore le polynomial path ordering (Lankford [Lan79]). Pour plus de détails, le lecteur pourra 
se reporter à [DH95]. 

Le théorème suivant donne les conditions suffisantes pour prouver la terminaison d'un système 
de réécriture à l'aide de l'ordre gpo. Il est important de remarquer que le gpo est un ordre qui 
n'est défini que pour les termes clos. Ceci a son importance, notamment dans le théorème suivant 
où la condition essentielle à vérifier est que la >gpo ra pour toute substitution a. En pratique, 
ce théorème n'est pas utilisable tel quel, puisque cette condition est indécidable en général. Nous 
verrons dans la suite qu'il est possible d'étendre la définition du gpo aux termes avec variables, en 
faisant intervenir une forme de stabilité par instanciation. Ceci facilitera la vérification et donc 
l'utilisation du théorème suivant. 

Théorème 4.4 (Dershowitz fj Hoot [DH95j) Soit ;:::gpo un gpa. Un système de réécriture R 
termine sur T(F) si 

- la >gpo ra pour toute règle l -+ r de R, et pour toute substitution close a et, 
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- V s, t E T(F), s -t R t et s 2gpo t implique que f ( ... , s, ... ) 2gpo f (, .. , t, ... ) pour tout 
contexte clos f (. .. . .. ). 

4.4.2 Le gpo en pratique 

En pratique, pour prouver la terminaison d'un système de réécriture avec le gpo, l'approche 
usuelle consiste à définir une instance de gpo: >--:po sur les termes clos et à utiliser implicitement 

>-- :po comme un ordre sur les termes avec variables, en prouvant que pour chaque règle l -t r 

(1,1' E T(F,X)) du système, on al >--:po r et Vs,t E T(F,X), Va telle que sa, ta E T(F) , on a 

s >--:po t ===?- sa >--:po ta. Ici, pour plus de clarté, nous avons choisi de définir explicitement 
l'ordre gpo sur les termes avec variables. Tout d'abord, nous étendons la définition de 8, de >lex 
et de '::::.lex sur T(F, X), de la façon suivante. 

Définition 4.20 Soient s, t E T(F, X). 

- 8(s) >lex 8(t) si pour toute substitution a t.q. sa, ta E T{F), on a 8(sa) >lex 8(ta), 

- 8(s) '::::.lex 8(t) si pour toute substitution a t.q. sa, ta E T(F), on a 8(sa) '::::.lex 8(ta), 

- 8(s) 21ex 8(t) si 8(s) >lex 8(t) ou 8(s) '::::.lex 8(t). 

Grâce à cette extension des fonctions de terminaison sur T(F, X), la définition du "general path 
ordering" est également étendue à T(F, X). A partir de maintenant, nous utiliserons la définition 
de gpo sur T(F, X). 

Théorème 4.5 Le gpo: 2gpo est un préordre sur T(F, X) ayant la propriété de sous-terme. 

Preuve Cette preuve est une adaptation directe des preuves de Dershowitz & Hoot [DH95] au 
cas non dos (voir section 5.8.1). 0 

Dans la proposition suivante, nous montrons que gpo est un ordre stable par instanciation pour 
toute substitution associant un terme clos à tout terme. 

Proposition 4.3 (Stabilité close) Soient s, t E T(F, X) et «I> = (To,k, ~lex). Si s >-- :po t (resp. 
s ~ipo t) alors pour toute substitution a telle que sa, ta E T(F), on a sa >--:po ta (resp. sa ~ipo 
ta) . 

Preuve Par induction sur la hauteur des termes des deux cotés de l'inégalité. Si s = f(s1, . .. , sn) 
>--ipo g(tl>'" ,tm ) = t alors par cas sur la définition de >gpo sur T(F, X), soit: 

1. Si ~:po t pour un sous-terme Si de s. Alors, en appliquant l'hypothèse d'induction, 

on obtient que Va t.q. Sia, ta E T(F), on a Sia ~ipo ta. Puisque Va, sa, ta E T(F) 
implique sw, ta E T(F), nous obtenons que Va t.q. sa, ta E T(F), on a sw ~:po ta. 
D'où, par définition de gpo, sa >-- :po ta. 

2. s >--ipo tl,··· ,s >-ipo tm et 8(s) >lex G(t). Alors, en appliquant l'hypothèse d'in-
duction, on obtient que Val,.·. , am t.q. saI,'" , sam, hal, ... , tmam E T(F), on a 
saI >--ipo tlal,··· ,sam >--:po tmam· A fortiori, Va t.q. sa,tla, ... ,tma E T(F), on a 

sa >--:po tla, ... , sa >--:po tma. Comme dans le cas précédent, Va, sa, ta E T(F) 
implique sa, tla, ... , tma E T(F). Donc, Va t.q. sa, ta E T(F), on a sa >--ipo 
tla, ... ,sa >--ipo tma. D'autre part, par définition de 8 sur T(F,X), on obtient 
de 8(s) >lex 8(t) que Va t.q. sa, ta E T(F), 8(sa) >lex G(ta). D'où finalement Va 
t.q. sa, ta E T(F), on a sa >-:po ta. 
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La preuve est similaire dans le cas de s '::::gpo t. 0 

Grâce à la proposition précédente, pour prouver la première condition du théorème 4.4 (théo­
rème de terminaison), il est suffisant de prouver que: l >- ;po r pour toute règle l -+ r de n. Il est 
intéressant de noter que, pour pouvoir être utilisable en pratique, une instance de gpo doit vérifier 
les conditions de la définition 4.20 page 50. En effet, si ces conditions ne sont pas vérifiées, pour 
deux termes donnés s, tE T(F, X), montrer que 8(sO") >lex 8(to") pour toute substitution dose 
0" est indécidable en général. En pratique, ne considérer que les instances vérifiant les conditions 
de la définition 4.20 n'est donc pas une restriction. 

Exemple 4.14 Nous reprenons le système de l'exemple 4.7, et nous prouvons sa terminaison à 
l'aide du gpo. Soit = {minus: 2, quot : 2, s : 1,0 : O} et R le système de réécriture, définissant 
la fonction quot telle que quot(x, y) = r~l: 

minus(x,O) -+ x 
minus(s(x), sCy)) -+ minus (x, y) 
quot(O,s(y)) -+ 0 
quot(s(x), s(y)) -+ s(quot(minus(x, y), s(y))). 

Afin de prouver sa terminaison, nous utilisons une instance ~:P(} de gpo particulièrement utile, 
proche de l'instance "natuml path ordering" utilisée par N. Dershowitz et C. Hoot dans {DH95J. 
Dans cette instance <P du gpo, le premier ordre composant est <Po = ({}o, ~o) = (Root, ~:F) une 
précédence, le deuxième ordre composant est <Pl = ({}l,~l) où ~l est le préordre usuel sur N et 
{}l est le morphisme conservatif sur N (ou "value preserving" [DH95j) tel que 

(}l(O) = 0, 
81(s(x)) = (}l(X) + l, 

{} ( . ( )) _ { 81 (x) - (h(y) si (}l{X) ~ (}l(Y) 
l m'mus x,y - 0 si (}l(X) < (h(y) , 

{ r(hfz:~ l si (h (y) > 0 
{}l(quot(X, y)) = (hy . o St (h{y) = 0 

Par morphisme conservatif, on entend que pour toute règle l -+ r du système de réécriture R on 
a (}l(la) '::::1 e1(ra) pour toute substitution 0". C'est bien entendu le cas pour ce système puisque le 
morphisme choisi n'est autre que le modèle attendu du système R. Nous le montrons maintenant 
pour chaque règle de réécriture: 

Règle 1. on a (}l(X) ~ 0, et donc {}l(minus(x, 0)) = (}l(X) - 0 '::::1 (}l(X), 

Règle 2. si 81(x) ~ (}l(Y), on a (h(x) + 1 ~ Bl(Y) + 1 et donc 

(h(minus(s(x),s(y))) = (Bl(X) + 1) - (Ol(Y) + 1) '::::1 lh(x) - (}l(Y)· 

Par contre si Bl(X) < (}l(Y) , alors (h(x) + 1 < (Jr(y) + 1 et donc 

(}l(minus(s(x),s(y))) = 0 '::::1 (}1(X) - (Jr(y) 

Règle 3. (}l(quot(O,s(y))) = r Ih(~)+ll = 0 '::::1 (h(O) 

Règle 4. si Bl(X) > (}l(y), on a 

al (quot( s(x), s(y))) = r ~~ ~~~!i l '::::1 rOI ~~~:0~iY) l + 1 = (it (s( quot( minus(x, y), s(y)))) 

Par contre si B1(X) ::; Bl(Y), on a 

01 (quot(s(x), s(y))) = r:~~~~!~ l = 1 '::::1 r el (~)+ll + 1 = th (s( quot(minus(x, y), s(y)))) 



52 Chapitre 4. Méthodes de preuve de terminaison 

De plus, les ordres composants <Pi = ((h,2:i), i = 2 ... n sont tels que Bi{S) est la fonction 
d'extraction du i - lème sous-terme de s et 2:i est l'ordre gpo ~:po lui-même. Ceci correspond 
en fait à une comparaison lexicographique des sous-termes telle que l'on peut la trouver dans le 
lpo ou dans le rpos avec un opérateur ayant un statut "/eft". 

La première et la troisième règle du système sont trivialement orientables avec toute instance 
de gpo, grâce au cas (1) de l'ordre: la propriété de sous-terme. Pour la deuxième règle, on a 

Bo(minus(s(x), s(y))) = minus ~o minus = Bo(minus(x, y)) 
(h(minus(s(x),s(y))) = (h(minus(x,y))puisque el est conservatif 
02(minus(s(x),s(y)) = s(x) >-ipo x = (}z(minus(x,y)) 

ce qui signifie que globalement on a: 
8(minus(s(x), s(y)) >lex 8(minus(x, y)). 

Or, on a de plus minus(s(x),s(y)) >-:po x et minus(s(x),s(y» >-:po y, d'où 

minus(s(x), s(y») >-:po minus(x, y). 
Enfin pour la dernière règle, pour toute précédence 2:0 telle que quot >0 s on a: 

eo(quot(s(x), s(y))) = quot >0 s = 00 (s(quot(minus(x, y), s{y)))) 
Il reste donc à montrer que 

quot(s(x), s{y))) >-:po quot{minus(x, y), s(y)) 
Ceci est obtenu avec le deuxième ordre composant. En effet, si les interprétations des deux termes 
par eo sont équivalentes, ce n'est pas le cas avec th: 

e1(quot(s(x),s(y))) = r:~ :j~il >1 r(\~ ;~iY l = fh(quot(minus(x,y),s(y))) 

A noter que si x ::; y alors r:~ t:?~ i l = l > 0 = r BI (~)+1 l- Enfin, pour terminer la preuve il 

reste à montrer que quot(s(x), s(y)) >-ipo minus(x, y) et quot(s(x), s(y)) >-:po s(y), qui peut être 
aisément montré avec toute précédence 2:0 telle que quot >0 s et quot >0 minus. 

4.4.3 Conclusion 

La preuve de l'exemple précédent fait intervenir une interprétation plus complexe que celle 
utilisée dans la méthode des paires de dépendance. Mais cette interprétation a, en revanche, deux 
qualités indéniables. Tout d'abord, elle est naturelle, en ce sens que chaque terme est interprété 
par son modèle attendu et que ceci suffit à prouver la terminaison du système. Ceci n'est en 
général pas possible avec les paires de dépendance. Enfin, l'ordre gpo est explicitement construit 
et donc réutilisable dans une procédure de complétion ou un système de preuve par réécriture. 

4.5 Ordres calculables et systèmes conditionnels 

4.5.1 Ordres calculables 

Toutes les méthodes de preuve de terminaison ne construisent pas nécessairement l'ordre de 
réduction orientant les règles de réécriture du système. Les méthodes basées sur la recherche d'un 
ordre particulier sur les règles tel lpo ou gpo construisent explicitement un ordre> calculable 
prouvant la terminaison du système, i.e. pour tout termes s, t il est possible de décider si s > t ou 
non. En revanche, ce n'est pas le cas des méthodes par transformation et de la méthode des paires 
de dépendance qui construisent respectivement un ordre pour le système transformé et pour les 
paires de dépendances. Notons tout de même que, dans le cas d'une preuve par transformation, 
même si l'ordre n'est pas explicitement construit pendant la preuve, celui-ci reste calculable. 
En effet, en admettant que P soit le système transformant et > l'ordre utilisé pour orienter le 
système transformé, il est possible de définir et de calculer un ordre >p par s >p t si s +p> t +p. 
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La construction d'un tel ordre calculable sur les règles n'est pas possible dans le cas d'une preuve 
de terminaison avec la méthode des paires de dépendance. 

4.5.2 Systèmes conditionnels 

Dans le cas des systèmes conditionnels, même si la terminaison de la relation ~ est néces­

saire, elle n'est pas suffisante pour montrer que tout terme a une forme normale. Par exemple, 
soit le système n = {a -+ b if a -l- b} défini sur :F = {a : 0, b : O}. La relation ~ est bien-fondée 3 , 

mais il est impossible de savoir si le terme a a une forme normale. Il est même impossible de 
savoir si le terme a est réductible. La propriété usuellement utilisée dans le cas des systèm,es 
conditionnels et assurant à la fois la terminaison de la relation et la décidabilité de la relation 
est la propriété dite de décroissance [DOS88] définie comme suit. 

Définition 4.21 (Système décroissant [DOS88j) Un système de réécriture conditionnel est 
décroissant s'il existe un ordre bien-fondé>- ayant la propriété de sous-terme tel que ~ç>- et 

la >- SI a, tl a, ... ,sna, tna pour toute règle 1 -+ r if SI -l- tl, ... ,sn -l- tn et pour toute substitution 
a. 

Il existe d'autres approches assurant la décidabilité du calcul tels les systèmes simplifiants [Kap84, 
Kap87], ou encore les systèmes réducteurs [JW86], mais elles sont des cas particuliers de la notion 
de système décroissant. La propriété de décroissance assure la décidabilité de toutes les notions 
de base de la réécriture conditionnelle. 

Proposition 4.4 [DOS88] Si n est un système décroissant, la relation ~ termine et pour 

tous termes s, tE 7(:F, X), les problèmes suivant sont décidables: 

1. réduction en un pas: peut-on réécrire s en t en un pas, i.e. (s, t) E~? 

2. réduction finie: peut-on réécrire s en t en un nombre fini de pas, i.e. (s, t) E-+R*? 

3. joignabilité: existe-il un terme u E 7(:F, X) tel que s -+R* u et t -+R* u? 

4. forme normale et réductibilité: s est-il en forme normale? 

4.5.3 Paires de dépendance, gpo et systèmes conditionnels 

L'ordre gpo et la méthode des paires de dépendance sont deux des plus puissantes méthodes de 
preuve de terminaison présentant de bonnes propriétés pour l'automatisation. Dans la mesure où 
nous souhaitons également manipuler des systèmes de réécriture conditionnelle, nous étudions ici 
l'utilisation des paires de dépendance et de l'ordre gpo pour montrer la décroissance. Ceci n'est 
étudié ni dans les travaux traitant des paires de dépendance ni dans ceux traitant de l'ordre 
gpo. Aussi proposons-nous une adaptation de ces deux approches à la réécriture conditionnelle, 
avant de développer plus amplement nos travaux à partir du gpo. Nous rappelons que parmi les 
propriétés souhaitées pour l'ordre >- utilisé dans la définition 4.21 page 53, figurent la propriété 
de sous-terme et la propriété -+Rç>-. L'ordre gpo a la propriété de sous-terme. En revanche, 

il n'est pas monotone. Seul le préordre ?'gpo est monotone. En conséquence, seule la propriété 
-+Rç?'gpo est assurée, ce qui n'est pas suffisant pour montrer la décroissance d'un système 

selon la définition 4.21 page 53. Pour ce qui est des paires de dépendance, aucun ordre >- n'est 

3. il est facile de trouver un ordre de simplification >- tel que a >- b 
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explicitement engendré, mais si l'on s'en tient aux conditions du théorème 4.2, la condition l t r 
est suffisante. En conséquence, pour une réécriture s'effectuant à la racine d'un terme s, i.e. si 
s = la et l -+ r E n, on aura s -+R- t et s t t. Là encore, ceci est insuffisant pour montrer la 

propriété de décroissance. 
Cependant, dans les deux cas, il est facile de définir un ordre, explicitement dans le cas du 

gpo et implicitement dans le cas des paires de dépendance, tel que la décroissance puisse être 
montrée à l'aide de ces méthodes. 

Proposition 4.5 Soit n un système de réécriture conditionnel, et q, une instance de gpo telle 
que 

1. s -+R- t et s ~:po t implique f(··· s ... ) ~:po f( ... t ... ), 

2. la >-:po ra, et la >-:PO SI a, t1 a, ... ,sna , tna pour toute règle 1 -+ r if SI ..1- t1, ... ,sn ..1- tn de 
n et pour toute substitution close a, 

alors n est un système décroissant. 

Preuve On utilise un ordre ~:po qui est sous-entendu dans la preuve du théorème 2 de [DH95}. 
Pour tout terme s E T(F, X) on définit le multi-ensemble P(s) par 

- P(s) = -[s}}- si s = x E X, 

- P(s) = -[f(Sl"" ,sn)}}-UU~=l P(Si) si s = f(Sl"" ,sn), f E P et tous SI,'" ,8n E 
T(F, X). 

Soit ~:po l'ordre défini par s ~:po t si P(s) >-:p~ul P(t), où >-:p~ul est l'extension multi­
ensemble de >-:po' 

- L'ordre ~:po est bien fondé puisque l'extension multi-ensemble de >-:po l'est. 

- L'ordre ~:po a la propriété de sous terme puisque l'on a trivialement P(J( ... 8 ••• )) = 

-[f( ... 8 ... ), s, ... }}- >-:p~ul -[s, ... }}- = P(s). 

- Nous prouvons maintenant que -+R-ç~:po' Si S >-:po t, grâce à la propriété de sous-

terme de l'ordre gpo, on a -[s}}- >-:p~ul P(t). On a donc 8 >-:po t ===> 8 ~:po t. 
Soit s = C[la] -+ C[ra] = t. Par la condition 2. de la proposition, on obtient que 
la >-:po ra, et par le résultat précédent, on obtient P(la) >-:p~ul P(ra). Ensuite par 
la condition 1. de la proposition on obtient que f(·· .la ... ) ~:po f( ... ra ... ), d'où 

P(J( ... la ... )) = -[f( ... la ... )}}-UP( ... )UP(la) >-:p~ul-[f( ... ra ... nUP( ... )U 
P(ra). On a donc f( ... la ... ) ~:po f( ... ra ... ). Par construction, on obtient ainsi 
C[la] -+ C[ra] ===> C[la] ~:po C[ra], pour tout contexte C[] et toute substitution 
a, d'où finalement -+R-ç~:po' 

En résumé, l'ordre ~ :po est bien-fondé, il a la propriété de sous-terme, et le système n 
est tel que -+R-ç~:po et la ~:po 81 a , tla, ... ,Sna, tna pour toute règle l -+ r if SI ..1-

tl,'" ,8n ..1- tn de n, d'où n est un système décroissant. 0 

La méthode des paires de dépendance n'est pas directement utilisable pour montrer la terminaison 
des systèmes conditionnels. Cependant, nous donnons ici une méthode naturelle permettant de 
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traiter le cas conditionnel, en ramenant le problème de la décroissance d'un système conditionnel 
à la terminaison d'un système non conditionnel. 

Proposition 4.6 Soit R un système de réécriture conditionnel et Rf le système de réécriture non 
conditionnel Rf = {l -+ r, l -+ sI, l -+ th ... l -+ Sn, 1 -+ t'Il 1 l -+ r if SI -l- tl,'" ,Sn.} tn E 'R}. 
Si R' termine alors R est décroissant. 

La preuve de cette proposition est simple; elle est basée sur des arguments semblables à ceux qui 
sont utilisés dans les preuves de [DOS88]. 

Preuve Soit >1<-' la relation -+k,. La relation >1<-' est un ordre bien fondé puisque -+k, est une 
relation transitive et bien-fondée (R' termine). De plus, l'ordre >F{f est trivialement mo­
notone puisque -+k' l'est. Du fait que >nf est bien fondé et monotone, pour tout contexte 
C on a S />1<-' Crs]. Il est donc possible d'étendre >R' en un ordre >- bien fondé et ayant 
la propriété de sous-terme. De plus, pour toute règle l -+ r if SI -l- tl, ... ,Sn.} t'Il E R on a 
la -+R' SIO', tlŒ, ... SnO', tnŒ, et comme -+R,Ç>RfÇ>-, on a bien IŒ >- 0310', t1Œ, ... ,SnO', tnO' 

pour toute substitution Œ. D'où, finalement, l'ordre >- montre la décroissance du système 
R. 0 

Il est clair que cette proposition pouvait être également utilisée dans le cas du gpo, mais nous 
avons préféré traiter celui-ci séparément, la construction explicite de l'ordre utilisé dans la pro­
position 4.5 pouvant s'avérer utile en pratique lorsque l'ordre doit être calculable. 

4.6 Modularité des preuves de terminaison 

Nous rappelons d'abord que la signature F d'un système de réécriture peut être partitionnée 
en un ensemble de symboles définis V = {'Root(l) 1 l -+ r E R} et un ensemble de symboles 
constructeurs C = F \ V. Dans les parties de cette thèse traitant de modularité, nous utiliserons 
la notation (F, 'R) pour un système de réécriture défini sur une signature F. Soient (FI, 'Rd 
et (F2, R2) des systèmes de réécriture dont les ensembles de symboles définis et ensembles de 
constructeurs sont respectivement Vl, Cl, 'D2 et C2· Les systèmes (Fi, Rd et (F2, 'R2) sont dits 
disjoints si FI n F2 = 0; les systèmes sont dits à constructeurs partagés si :FI n:F2 = Cl n C2 , et 
les systèmes sont dits hiérarchiques si :FI n V 2 = 0 and R2 C T(:F2 \ VI, X) X T(F2, X). Nous 
donnons maintenant un exemple de système à constructeurs partagés. 

Exemple 4.15 Soient:Fl = {app: 2, cons : 2,nil: A}, F2 = {rev: 1,rev2: 2, cons : 2,nil: O}, 
RI et 'R2 les ensembles de règles de réécriture définissant respectivement la concaténation et 
l'inversion de listes. 

RI = { app(nil, x) -+ x 
app(cons(x, y), z) -+ cons(x, app(y, z)) 

{ 
rev(x) -+ rev2(x, nit) 

et R 2 = rev2(nil, x) -+ x 
rev2(cons(x, y), z) -+ rev2(y, cons (x, z)) 

Les systèmes {FI, 'Rd et (F2, R 2 ) ne partagent que des constructeurs. Cet exemple est re­
présentatif de ce qu'il est possible de coder à l'aide de systèmes à constructeurs partagés: deux 
modules travaillant sur une même structure de donnée, ici une liste. 

Pour des exemples hiérarchiques et disjoints, voir respectivement le premier exemple 4 de la 
section 6.6.5 page 137 et l'exemple 4.16 de la section suivante. 

4. Dans cet exemple, il faut remarquer que l'ordre des systèmes Rl et R 2 est inversé, i.e. on a Ft n D 2 = 1/) and 
R 2 C T(FI \ V 2 , X) X T(Fl, X). 
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4.6.1 Une mauvaise nouvelle 

Pour tout problème complexe, comme l'est une preuve de terminaison, il est naturel d'envi­
sager sa résolution en le divisant au préalable en sous-problèmes plus simples. Dans le cas des 
systèmes de réécriture qui nous intéressent, ceci est d'autant plus naturel qu'ils représentent des 
spécifications algébriques conçues de façon modulaire. Idéalement, la division en sous-problèmes 
peut suivre le découpage en modules de la spécification. Cependant, la propriété de terminaison 
n'est pas modulaire en général pour les systèmes de réécriture même si leurs signatures sont 
disjointes, comme l'a montré Toyama [Toy86) grâce à son contre-exemple, désormais célèbre: 

Exemple 4.16 Soit FI = {f : 3}, F2 = {g : 2, 0: 0,1 : O}, et 'RI, 'R2 les ensembles de règles de 
réécriture définis respectivement sur les signatures FI et F2 

'RI = { f(O, 1, x) -t f(x, x, x) et 'R = { g(x, y) -t x 
2 g(x,y)-ty 

Les systèmes (FI, 'Rd et (F2, 'R2) terminent, ils sont disjoints, mais leur union (F, 'R) = (FI U 
F2, 'RI U 'R2) ne termine pas puisqu'il existe une chaîne infinie de réécriture: 

f(g(O, 1),g(O, 1),g(O, 1)) -t f(O,g(O, 1),g(O, 1)) -t f(O, l,g(O, 1)) -t f(g(O, 1),g(O, 1),g(O, 1)) -t ... 

Beaucoup de travaux ont été dédiés à la recherche de conditions suffisantes sur les systèmes 
'RI et 'R,2 pour que leur union conserve la propriété de terminaison [Rus87, Dro89, Mid89, OhI94). 
Leurs résultats sont condensés dans le théorème suivant emprunté à E. Ohlebusch [OhI94). 

Théorème 4.6 Soient FI, F2 des signatures, 'RI et 'R,2 des systèmes de réécriture terminants 
disjoints définis respectivement sur FI et F2. L'union de 'RI et 'R2 est terminante si l'une des 
conditions suivantes est vérifiée: 

1. 'RI et 'R2 ne contiennent pas de règles effondrantes {Rus87} (i.e. des règles du type C[x] -t x 
où Cl] est un contexte), 

2. 'RI et 'R,2 ne contiennent pas de règles duplicantes {Rus87, Dro89} (i. e. des règles du type 
l -t r telles qu'il existe une variable x dont le nombre d'occurrences dans r est supérieur à 
son nombre d'occurrence dans 1), 

3. l'un des systèmes ne contient ni règles effondrantes ni règles duplicantes (Mid89J. 

D'une façon générale pour un survol sur la modularité des propriétés des systèmes de réécriture 
et la modularité de la propriété de terminaison en particulier, nous conseillons au lecteur de 
consulter [Gra96, Oh194, Mid90). 

En pratique, même sans considérer les conditions du théorème précédent comme nécessaires 
pour qu'il y ait modularité, la restriction aux systèmes disjoints est beaucoup trop forte si l'on 
souhaite l'utiliser dans le cadre de spécifications par réécriture construites de façon modulaire. En 
effet, une spécification modulaire correspond plutôt à une combinaison hiérarchique de systèmes 
de réécriture. 

Dans certains cas, où par exemple plusieurs modules travaillent sur une même structure 
de données, une combinaison à constructeurs partagés peut être suffisante mais très peu de cas 
pratiques peuvent être ramenés à une combinaison de systèmes disjoints. L'absence de modularité 
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de la propriété de terminaison met l'accent sur le fait que pour traiter des spécifications de taille 
intéressante, il est indispensable d'automatiser la production de l'ordre, et plus encore, il faut 
que cette production soit très efficace. Dans le cas de la preuve de terminaison de programmes 
fonctionnels non-mutuellement récursifs, comme cela est fait dans [WaI94], l'efficacité n'est pas 
un problème crucial puisque la terminaison est une propriété totalement modulaire. Dans ce 
contexte, la terminaison d'une fonction f est prouvée de façon définitive. Si f est appelée depuis 
une autre fonction g, la preuve de terminaison de f n'est pas à reconsidérer, seule la terminaison 
de la fonction 9 est à établir. Dans notre cas, toute spécification terminante étendue par une 
nouvelle fonction doit être réanalysée et sa terminaison prouvée à nouveau, d'où la nécessité 
d'une production d'ordres de terminaison efficace. 

Pour le cas des combinaisons hiérarchiques de deux systèmes RI et R2' dans [Der95], N. Der­
showitz propose différentes conditions suffisantes pour la modularité de la terminaison dans le 
cas de systèmes à constructeurs partagés, hiérarchiques et également dans le cas général. En 
particulier, N. Dershowitz étudie différentes combinaisons intéressantes de ces conditions pour 
lesquelles la terminaison de la combinaison hiérarchique est modulaire. Cependant, si l'on s'in­
téresse à des systèmes de réécriture représentant des programmes, les conditions utilisées sont 
restrictives: règles non-effondrantes, règles non-duplicantes, pas de symboles constructeurs en tête 
d'un membre droit de règle, uniquement des symboles constructeurs sous un symbole fonctionnel, 
ou encore systèmes confluents (voir [Der95] pour plus de détails). 

4.6.2 Une alternative pratique 

Dans certains cas, où seule la propriété de terminaison du système de réécriture sous une 
certaine stratégie est nécessaire, il est possible d'utiliser d'autres formes de modularité afin de 
réaliser les preuves de terminaison de façon incrémentale. Au lieu de considérer des restrictions 
sur le type de systèmes que l'on peut combiner pour que la propriété de terminaison soit mo­
dulaire, nous proposons de restreindre la relation de réécriture à l'aide d'une stratégie assurant 
de bonnes propriétés pour la modularité de la terminaison: la stratégie de réduction séquentielle 
(voir définition 3.5 page 24). 

Théorème 4.7 (Kurihara {3 Kaji [KK90J) Si (Fl, RI), ... ,(Fn , Rn) sont des systèmes de ré­
écriture disjoints deux à deux, la relation de réduction modulaire ~ termine sur T(F, X). 

Une autre preuve de ce théorème figure dans la thèse de A. Middeldorp [Mid90J. Il faut remarquer 
qu'aucune hypothèse de terminaison des systèmes (Ft, Rd, ... ,(Fn, Rn) n'est explicitement 
demandée par ce théorème. La seule hypothèse est que pour tout terme s on sache trouver un 
terme t tel que s ~ t s'il existe, c'est à dire décider s'il existe un j E {l, ... ,n} et un terme t 
tel que s -"7t t et t E IRR(Rj)o En clair, il est nécessaire que chaque système soit au moins 

J 
faiblement terminant et que l'on connaisse pour chaque système Rj la stratégie menant tout 
terme à sa forme normale pour Rj. Un autre résultat de [KK90} est que ~ est convergente si 
(FI, RI), .. 0 ,(Fn, Rn) sont au moins semi-convergents (confluents et faiblement terminants). 
Tous ces résultats ont étés étendus au cas des systèmes à constructeurs partagés. 

Théorème 408 (Kurihara & Ohuchi [K091]) Si (FI, R l ), ... ,(Fn, Rn) sont des systèmes de 
réécriture à constructeurs partagés (deux à deux), alors la relation de réduction modulaire ~ 
termine sur T(F, X). 

Une autre preuve de ce théorème peut être trouvée dans [Oh194], avec l'hypothèse additionnelle 
que (FI, RI),'" , (Fn, Rn) soient au moins faiblement terminants. De la même façon, ~ est 
convergente si (Fl, RI), ... ,(Fn , Rn) sont au moins semi-convergents [Oh194]. 
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Cependant, toujours dans le cas de spécifications algébriques, les combinaisons utiles sont 
rarement limitées au cas de systèmes à constructeurs partagés. En pratique, les combinaisons 
intéressantes sont hiérarchiques, voire quelconques. Or, il existe un contre-exemple simple à la 
terminaison de la relation ~ dans le cas de combinaison de systèmes hiérarchiques. 

Exemple 4.17 Soit FI = {J : l,a: O,b : O}, RI = {J(a) -+ f(b)}, :F2 = {a : O,b : O} et 
R 2 = {b -+ a}. Les systèmes RI et R 2 sont terminant et hiérarchiques, mais il existe une chaîne 
infinie pour la relation ~: f(a) ~'RI f(b) ~'R2 f(a) ~'Rl .... 

La relation de réduction modulaire n'étant pas nécessairement terminante dans le cas de la com­
position de systèmes hiérarchiques, nous proposons un critère suffisant pour la terminaison de la 
relation de réduction séquentielle. Nous montrons d'abord que la relation de réduction séquen­
tielle termine pour les systèmes disjoints et à constructeurs partagés. Ceci est une conséquence 
de l'inclusion de la relation de réduction séquentielle dans la fermeture transitive de la relation 
de réduction modulaire, comme nous le montrons maintenant. 

Lemme 4.1 Soient (FI, Rd, ... ,(Fn, Rn) des systèmes de réécriture. 

Preuve Soient s, t E T(F, X) tels que S -+RI ; ... j'Rn t. Par définition de -+RI j ..• j'Rn' on sait que 
1 1 1 

3s1 , ... ,Sn-l E T(F, X) tels que S ~ SI, SI ~ S2,"" et Sn-l ~ t. Soit So = s, 
RI R2 Rn 

Sn = t, et soit S l'ensemble d'indices i tels que Ri a été appliqué dans S -+RI ; ... ;'Rn t, i.e. 

S = {i 1 1::; i ::; n t.q. Si-l -+t Si}. En conséquence, on a Vi E S, Si-l -+t Si et Si est 
en forme normale par rapport à ~. Ensuite, par définition de ~, on obtient que Vi E S 
Si-l ~ Si· De plus, Vi E {l ... n} \ S on a Si-l = Si. Ainsi, Vi E {l ... n} on a Si-l ~ Si 

ou Si-l = Si, d'où, on a finalement s ~* t. L'ensemble S ne peut pas être vide puisque par 
définition de -+Rl j •.. i'Rn' S -+Rl j •.. i'Rn t implique que s est réductible par au moins l'un des 

systèmes Ri avec i E {l,... , n}. Donc, il y a au moins une étape de ~, et finalement on 
obtient s ~ + t. 0 

Théorème 4.9 (Terminaison de la relation de réduction séquentielle) Si (FI, RI),'" ,(Fn, Rn) 
sont des systèmes de réécriture disjoints deux à deux (ou à constructeurs partagés), alors la 
relation de réduction séquentielle est terminante sur T(F, X). 

Preuve S'il existe une chaîne infinie SI -+Rl;'" ;'Rn S2 -+Rl; .. ' ;'Rn ... alors, par le lemme pré­

cédent, il est possible de construire une chaîne infinie SI ~ + S2 ~ + ... qui contredit la 
terminaison de =t. 0 

Un critère possible de terminaison des combinaisons hiérarchiques (ou même générales) consiste 
à construire les ensembles contenant tous les termes résultant de toutes les dérivations possibles 
avec -+Rli'" i'Rn sur T(F), et à vérifier qu'au bout d'un nombre fini d'applications de -+RI; ... ;'Rn' 

tous les termes obtenus sont en forme normale. 
Tout d'abord, il faut s'assurer que si deux systèmes de réécriture RI and R2 terminent sur 

T(Fr) et T(:F2) respectivement, alors RI et R2 terminent sur T(F1 U F2). Cette propriété, 
également valable pour la terminaison faible, est donné par la proposition suivante. 

Proposition 4.7 L'extension de la signature préserve la terminaison et la terminaison faible. 
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Dans le cas de la terminaison, ce résultat est une conséquence de [Mid89], mais il en existe 
également une preuve dans [Gra94]. Pour le cas de la terminaison faible, c'est un coronaire direct 
de la modularité de la terminaison faible pour les systèmes disjoints [Mid90]). 

Maintenant, nous donnons une idée du critère de terminaison de la relation de réduction 
séquentielle sur un exemple très simple, impliquant un ensemble fini de termes. 

Exemple 4.18 Soient RI = {a -t b} et R2 = {b -+ a,a -t cl, deux systèmes de réécri­
ture définis sur FI = {a, b} et sur F2 = {a, b, c}, respectivement. Soit F = FI U F2 = F2· 
Puisque F = F2, R2 termine sur T(F). De la proposition 4.7, on tire que RI termine sur 
T(F). La terminaison de ---+R.1iR.2 sur T(F) peut être montrée de la façon suivante. En réécri-

vant, chaque terme de T(F) avec RI jusqu'à atteindre une forme normale, on obtient l'ensemble 
Gl = Ri(T(F») = IRR(R1 ). Ensuite, si on réécrit chaque terme de GI avec R2 jusqu'à at­
teindre une forme normale, on obtient l'ensemble G2 = Rk(Gd· Sur l'ensemble G2 , ni RI ni R 2 

ne s'applique, d'où ---+R.1iR.2 termine sur T(F). 

T(F) Cl C2 

(D '0'8 b ---=--+ ~ c 
c RI C R2 

Lorsque l'on considère des signatures contenant des symboles m-aires (m > 0) et donc des 
ensembles de termes potentiellement infinis, nous généralisons cette approche en utilisant des 
automates d'arbres. Dans la section 6.6 nous présentons un critère permettant de traiter le cas 
hiérarchique et le cas général pour des systèmes linéaires à gauche et faisant intervenir le calcul de 
l'ensemble des R-formes normales d'un ensemble de terme représenté par un automate d'arbres. 

Outre une forme de modularité de la terminaison, ces résultats permettent de montrer la 
terminaison de la réécriture sous les stratégies SRM et SRS vues dans la section 3.2.2. Dans la 
section suivante, nous voyons d'autres résultats existants pour la stratégie innermost. 

4.7 Prise en compte des stratégies 

Si un système de réécriture termine, c'est pour toute stratégie d'application des règles de 
réécriture. En revanche, certains systèmes ne terminent que pour certaines stratégies d'applica­
tion des règles. La recherche de critères de terminaison des systèmes de réécriture sous stratégies 
est un domaine de recherche encore très récent. Il n'existe à notre connaissance que trois études 
portant sur la preuve de terminaison sous stratégies: des travaux de T. Arts et J. Giesl [AG97b], 
des travaux de N. Dershowitz et C. Hoot [Der87, DH95] dans le cas de la stratégie innermost et 
nos propres travaux [Gen97a, Gen98] dans le cas de la stratégie de réduction séquentielle. 

Bien que la terminaison sous stratégie soit une propriété plus faible que la terminaison gé­
nérale, ses critères de preuve sont plus complexes que dans le cas général. Alors que dans le cas 
particulier de la stratégie innermost et de la stratégie de réduction séquentielle, les méthodes 
citées ci-dessus permettent de prouver de façon automatique la terminaison d'un système de 
réécriture, pour une stratégie quelconque, il n'existe pas de critère général de terminaison 5 sous 
stratégie. 

Dans (DH95], N. Dershowitz et C. Hoot ont montré que l'absence de chaîne infinie de ré­
écriture innermost pour un système de réécriture donné était équivalente à l'absence de calcul 
de clôture innermost infini. Or, la finitude du calcul de clôture innermost n'est décidable que 

5. Dans la section 8.1, nous proposons une première ébauche d'un tel critère. 



60 Chapitre 4. Méthodes de preuve de terminaison 

dans des cas très restreints et donc son utilisation en tant que critère de terminaison innermost 
est difficilement envisageable. En revanche, la méthode de T. Arts et J. Giesl [AG97b1, encore 
basée sur des paires de dépendance, donne de bons résultats en pratique pour des systèmes ré­
putés difficiles (pour des exemples, voir notamment [Art97]). Nous ne détaillerons aucune de 
ces méthodes mais le lecteur intéressé pourra consulter [DH95} pour les calculs de clôture inner­
most et [AG97b, Art97] pour les paires de dépendance appliquées à la preuve de terminaison 
innermost. 

4.8 Méthodes implantées 

Alors que les procédures de complétion ou les systèmes de preuve par induction intègrent des 
procédures ad-hoc pour ordonner les termes ou les formules, il n'existe pas, à notre connaissance, 
de système indépendant, ayant dépassé le stade de prototype, dédié à la preuve de terminaison des 
systèmes de réécriture. D'autre part, beaucoup de méthodes implantées font appel à l'expertise de 
l'utilisateur pour la conception de l'ordre et n'automatisent, en fait, que la phase de vérification 
de la bonne orientation du système par rapport à cet ordre. 

En fait, les recherches sur l'automatisation de la conception des ordres sont récentes. Elles 
se divisent entre ies deux grandes familles d'ordres que sont les ordres polynomiaux et les ordres 
syntaxiques. Les travaux de J. Steinbach [Ste94] et de J. Giesl [Gie95a] portent sur l'automa­
tisation des preuves de terminaison des systèmes de réécriture par recherche d'interprétations 
polynomiales. Les travaux de J. Gieslont donné lieu à au prototype POLO [Gie95b]6, et ceux 
de J. Steinbach au système TETRES. En combinant la recherche d'interprétations polynomiales 
et les paires de dépendance [Art96], J. Giesl & T. Arts ont conçu l'une des méthodes d'automa­
tisation des preuves de terminaison des systèmes de réécriture les plus puissantes connues à ce 
jour [AG97a, AG97b, AG98]. Récemment T. Arts a développé un prototype 7 implantant l'inté­
gralité de la méthode des paires de dépendance décrite dans la section 4.3. Cependant, dans ce 
prototype, pour la résolution finale des contraintes d'ordre, T. Arts a préféré les RPSs et l'ordre 
lpo aux ordres polynomiaux. Ce prototype a permis de prouver de façon totalement automatique 
la terminaison nombreux systèmes difficiles. 

Une autre voie pour l'automatisation de la conception des ordres porte sur les ordres "à pré­
cédence". La méthode proposée dans les travaux précurseurs de D. Detlef & R. Forgaard [FD85] 
a été implantée dans REVE [Les83] et subsiste dans Larch [GHG+93]. Cette méthode a été to­
talement réimplantée de façon plus complète, par T. Arts dans le prototype cité précédemment. 

Pour notre part, nous proposons dans cette thèse une méthode générale de conception d'ordre 
basé sur le GPO 8 (General Path Ordering) qui généralise à la fois les ordres polynomiaux et les 
ordres à précédence. Le procédé est basé sur la résolution de contraintes d'ordre gpo qui permet 
de synthétiser l'ordre de façon incrément ale et d'automatiser efficacement les phases simples et 
répétitives de la synthèse, afin que l'utilisateur puisse concentrer ses efforts sur les principales 
difficultés de la preuve, non automatisables. Un prototype, réalisant des preuves automatiques 
avec une instance particulière de gpo, le lpo, a été implanté en ECLiPSe [MS+93], il a notamment 
permis de synthétiser automatiquement des ordres pour des spécifications algébriques condition­
nelles de taille conséquentes. Dans le chapitre 7, nous donnons quelques exemples de preuves 

6. Disponible à l'adresse ftp: / /kirmes. inferenzsysteme. informatik. th-darmstadt. de/pub/termination/ 
7. Disponible à l'adresse http://W.Illl.ericsson.se:800/cslabrthomas/deppairs/ 
8. C. Hoot a également réalisé une implantation de l'ordre gpo, nommée GpOTC [Hoo97]. Cependant, cette 

implantation est avant tout un outil de vérification de la bonne orientation d'un système vis-à-vis d'une instance 
de gpo déjà construite et n'a pas pour but de la synthétiser automatiquement. 
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automatiques réalisées avec notre prototype et nous comparons avec les résultats obtenus par 
Larch et le prototype de T, Arts, 
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Chapitre 5 

Preuve de terminaison par résolution 
de contraintes d'ordre 

Nous avons vu que la méthode standard de preuve de terminaison d'un système de réécriture 
consiste à rechercher un ordre bien fondé, tel que l'application d'une règle du système sur un terme 
donné produise un terme strictement plus petit vis-à-vis de l'ordreo En pratique, la manipulation 
de ces ordres est encore semi-automatique. En effet, si la vérification de la stricte décroissance par 
rapport à un ordre donné est en général automatisable, le choix du bon ordre lui, nécessite une 
expertise humaine et est difficile à double titre. D'une part, parce qu'il existe un grand nombre 
d'ordres et il faut choisir l'ordre le mieux adapté au système dont on veut prouver la terminaison. 
D'autre part, les ordres utiles en preuve de terminaison sont en général indécidables et les ordres 
décidables sont NP-complets (comme dans le cas du lpo [KN85]). 

L'approche choisie dans cette thèse, au lieu de voir la preuve de terminaison comme une 
vérification de la stricte décroissance d'un ensemble de règles pour un ordre donné a priori, 
propose au contraire de construire un ordre approprié en fonction d'un système donné. Par 
l'utilisation de contraintes d'ordre, nous restreignons l'espace de recherche de l'ordre en fonction 
de la preuve à réaliser, et nous retardons l'intervention de l'utilisateur en la focalisant sur les 
étapes cruciales du choix. 

Dans la section 501, nous définissons les contraintes d'ordre gpo, les obligations de preuve 
qui sont une forme résolue intermédiaire des contraintes d'ordre gpo et nous donnons un premier 
algorithme de résolution des contraintes d'ordre gpo. Cependant, nous verrons que cet algorithme 
n'est pas utilisable en pratique car il provoque une explosion de la résolution. Dans la section 5.2, 
nous proposons une structure partagée pour les termes, les contraintes et les obligations de preuve 

section 5.3, nous donnons un algorithme de résolution des contraintes gpo qui limite l'explosion 
en s'appuyant sur cette structure partagée [GG97a, GG97b]0 Cet algorithme est illustré sur un 
exemple dans la section 5.4. Ensuite, dans la section 5.5, nous étudions un mécanisme semi­
automatique de résolution des obligations de preuve. Enfin, dans la section 5.6, l'algorithme 
de résolution des contraintes d'ordre gpo est étendu au cas de l'extension lexicographique et 
multi-ensemble de l'ordre. 

5.1 U ne première approche pour la construction d'ordres gpo 

Nous présentons maintenant un premier algorithme de résolution de contraintes d'ordre basé 
sur le General Path Ordering (gpo), défini dans le chapitre précédent. 

63 
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5.1.1 Les contraintes d'ordre gpo 

Les contraintes d'ordre sont un outil déjà bien connu en démonstration automatique [Com90, 
NR92, Pla93, Nie93, JSA94]. Cependant, ces travaux traitent tous du problème de la satisfaisa­
bilité des contraintes d'ordre. Soient Si et ti (i = 1, ... ,n) des termes de ,(:F, X), un ordre >, 
et une contrainte C = /\~=1 Si > ti. Comon [Com90] et Nieuwenhuis [Nie93] ont donné des algo­
rithmes pour décider s'il existe une substitution close a telle que l'on ait sia >lpo tia pour tout 
i = 1, ... ,n. Pour une contrainte C, Plaisted [Pla93], et Johann & Socher-Ambrosius PSA94] 
ont donné des algorithmes polynomiaux pour décider s'il existe une substitution close et un ordre 
de simplification >- tels que l'on ait sw >- tia pour tout i = 1, ... ,n. Les procédures de Plais­
ted [Pla93], et Johann & Socher-Ambrosius PSA94] sont également des procédures de décision 
pour la terminaison simple des systèmes de réécriture clos. 

Ici le problème que nous abordons est différent: étant donné un système de réécriture (li -+ 
ri, i = 1, ... ,n), nous voulons déduire une instance <P = (To,k, ~lex) (vérifiant la définition 4.20 
page 50) telle que l'on ait li >-ipo ri pour tout i = 1, ... ,n. 

Dans la suite, les contraintes s >gpo t et s ~gpo t seront nommées contraintes d'ordre gpo. 

Définition 5.1 Une solution d'une contrainte d'ordre gpo s >gpo t (resp. s ~gpo t) est une 
instance <P, telle que s >-:po t (resp. s :::::::po t). 

La résolution d'une contrainte d'ordre gpo consiste à construire une solution <P. Ainsi, la résolution 
des contraintes d'ordre gpo associées aux règles d'un système de réécriture n donne une instance 
de gpo prouvant la terminaison de n. 

La procédure de résolution de contraintes que nous proposons fonctionne en deux étapes. 
D'abord, une étape de résolution syntaxique (sans aucune hypothèse sur 8 ni sur >lex) permet 
d'obtenir des contraintes sur 8 et >lex uniquement, nommées obligations de preuves. Ensuite 
par instanciations successives des Bi de 8, nous déduisons, quand cela est possible, les ordres >i 
associés. 

Une méthode naturelle permettant d'obtenir les obligations de preuves (V-preuves en abrégé), 
consiste à décomposer les contraintes gpo en des contraintes plus simples. Avant de donner les 
règles de déduction décrivant le processus de décomposition des contraintes gpo, nous définissons 
plus formellement les contraintes nécessaires à ce processus. 

- Soit r gpo l'ensemble des contraintes gpo défini par: 

- A E r gpo, où A est la contrainte gpo triviale toujours vraie, 

- s > tE r gpo , s rv tE r gpo , où s,t E ,(F,X), 

- A /\ B E r gpo , où A,B E rgpo. 

- Soit re l'ensemble des V-preuves défini par: 

- T E re, où T est la V-preuve triviale 

8(s) >lex 8(t) E re , 8(s) ~lex 8(t) E re, où s, tE ,(F, X), 

- A /\ BE re, A V BE re où A, BE re. 

- Soit r mix l'ensemble des contraintes hétérogènes défini par: 

- ..L E r mix, où ..L est la contrainte hétérogène insatisfaisable, 
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- (M Il N) E r mix où MEr gpo et N E ra, 

- A V BE r mix , où A,B E r mix . 

Définissons alors la satisfaisabilité d'une V-preuve. 

Définition 5.2 Soit <P = (To,k,~lex), P,A,B E ra et s,t E T(:F, X). On dit que <P satisfait P, 
noté <P 1= P si 

- P = T, ou 

- P = A V B et (<p 1= A ou <P 1= B), ou 

- P=AI\B et (<p I=A et<P I=B), ou 

- P = 8(s) >lex 8(t) et To,k(S) >-tex To,k(t), ou 

- P = 8(s) ~lex 8(t) et To,k(S) >::;;lex To,k(t). 

Une instance <P = (To,k, ~lex) satisfait une contrainte hétérogène A V BEr mix si <P satisfait A 
ou B et <P satisfait (M Il N) E f mix où M E f gpo et N E fe, si <P est une solution de M et 
<P 1= N. 

5.1.2' Résolution des contraintes d'ordre gpo: un premier algorithme 

Nous présentons un algorithme de résolution de contraintes directement appliqué sur les 
contraintes hétérogènes. Il produit des contraintes sur 8 et >lex à partir des contraintes gpo. 
Le pOInt de départ de la résolution est une contrainte hétérogène représentant une condition 
suffisante pour la terminaison du système de réécriture 'R, = (li -+ ri, i = 1, ... ,n), qui est: 

Dans le cas où la résolution réussit, le processus s'achève sur la contrainte (A Il N) où NEra. 
Si la résolution échoue, le processus s'achève sur 1.. 

Soient s,t,sb'" ,sn,tI, ... ,tm E T(:F,X), x E X, C E ra, E E rgpo et M E rmix' 
Les symboles 1\ and V sont supposés associatifs et commutatifs. La règle Décompose > 
correspond aux cas 1. et 2. de la définition du gpo(définition 4.19), et la règle Décompose l'V 

correspond au dernier cas. 

Décompose> 

(S > t A E Il C) 
n n n 

V (Si> t A E Il C) V V (Si'" t Â E Il C) V (/\ S > ti A E Il C A 8(s) >lex 8(t)) 
i=l i=l i=l 

Décompose rv 

(S rv t Â E Il C) 
n n 

(/\ S > ti A /\ t > Si Â E Il C A 8(s) :::'lex 8(t)) 
i=l i=l 
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Règles de simplification 

l. s>x si x E Vares) et s i= x. ft 

2. 
(s>t 1\ E Il C) 

si Vares) ~ Var(t). 1-

3. 
(s~t 1\ E Il C) 

si Vares) i= Var(t). 1-

4. 
(x>t 1\ E Il C) 

1-

5. 
(s"-'s 1\ E \1 C) 

(E \1 C) 

6. 
(x"-'t 1\ E Il C) 

si x i= t. 1-

7. 
(s>s 1\ E Il C) 

1-

8. 
TI\C 
(} 

9. 
AI\E 
---g-

10. 
J.. V M 

M 

Voici maintenant un exemple d'exécution de ce processus de décomposition de contraintes gpo 
sur un système simple: ffx -+ fgfx. Dans cet exemple, nous utilisons les conventions suivantes: 

- les contraintes gpo trivialement fausses, comme s > s, sont marquées par le symbole 0 et 
sont supprimées à l'étape suivante, 

les contraintes gpo trivialement vraies, comme s "-' s sont remplacées par A à l'étape 
suivante, 

- chaque contrainte hétérogène est étiquetée par une lettre (x). A l'étape suivante, les nou­
velles contraintes provenant de la décomposition de la contrainte hétérogène (x) sont éti­
quetée par une nouvelle lettre et regroupées sous l'étiquette (x). 

Même sur cet exemple très simple d'un système avec une seule règle, des symboles d'arité 1 et 
une profondeur maximum de 3, on voit que la résolution d'une telle contrainte explose: 
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l (a) U fx > fgfx Il T) 

( Cb) (fx > fgfx II T) V 
2 (a) (c) (fx ,...., fgfx Il T) V 

(d) (f fx > gfx Il S(ffx) >/ez S(fgfx» 

{ 0 (x> Jgfx Il T) V 
3 (h) 0 (x '" fgfx Il T) V 

(e) (fx > gfx Il s(fx) >lez S(fgfx» V 

(c) { (f) (fx > gfx 1\ fgfx > x Il s(fx) ê:::!ex S(fgfx» V 

f (g) (fx > gfx Il S(ffx) >lex S(fgfx» V 
(d) < (h) (fx,..., gfx 1/ S(ffx) >Iex 0(fgfx» V 

(i) Ufx > fx Il 0(ffx) >Zex 0(fgfx) 1\ e(ffx) >Iex e(gfx» 

{D (x> gJx Il e(fx) ê:::lex e(fgfx) V 
4 (e) 0 (x'" gfx Il e(fx) ê:::lex e(fgfx» V 

o (fx > fx Il e(fx) ê:::lex e(fgfx) 1\ eux) >Iex e(gfx» V 

(f) { g ~~ ~ :~~ ~ ~:~~ ~ : Il eux) >!ex 0(fgfx» V 
Il 0(fx) >Iex 0(fgfx» V 

o (fx > fx 1\ fgfx > x Il 0(fx) >lex 0Ugfx) 1\ e(fx) >!ex 0(gfx» V 

{D (x> gJx Il e(ffx) >!ex e(fgfx)) V 
(g) 0 (x rv gfx Il e(ffx) >lex e(fgfx» V 

o(fx > fx Il 0(ffx) >lex 0Ugfx) 1\ 0Ux) >Iex e(gfx» V 

(h){ 0 (fx > fx 1\ gfx> fx Il 0(ffx) >lex 0Ugfx) t\ s(fx) ê:::lex e(gfx» V 

{ 0 (fx > fx Il 0(f fx) >!ex e(fgfx) 1\ e(f fx) >lex S(gfx» V 
(i) (j) (fx "" fx Il 0(ffx) >Iex S(fg/x) 1\ 0(ffx) >lex 0(gfx)) V 

(k) (Jfx > x Il 0(ffx) >Iex e(fgfx) 1\ 0(ffx) >!ex 0(gfx) 1\ 

0(J fx) >lex S(fx» 

5 (j) { (A Il 0(Jfx) >lex SUg/x) 1\ S(ffx) >!ex 0(gfx» v 

(k) { (A Il S(J fx) >!ex SUgfx) 1\ eu fx) >lex S(gfx) 1\ 

eu/x) >lex e(fx» 

Cette explosion de la résolution est due à un nombre important de duplications de types 
différents: 

1. des duplications de termes. Par exemple, à l'étape 4 de la résolution, on trouve 13 occur­
rences différentes du terme fx (sans compter les sous-termes), 

2. des duplications de contraintes gpo. Toujours à l'étape 4, on trouve 5 occurrences de la 
contrainte f x > f x, 

3. des duplications d'O-preuves. A l'étape 4, il y a 4 occurrences de la O-preuve: e(f fx) >iex 
8(fgx). 

En dupliquant les contraintes gpo, on duplique leur résolution. Une amélioration possible serait 
de conserver le résultat de la résolution d'une contrainte gpo et de remplacer chaque occurrence 
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de cette même contrainte par son résultat. Cependant, cette amélioration ne toucherait que les 
duplications de contraintes gpo, et traiterait les conséquences des duplications au lieu d'en traiter 
les causes. Un autre point important est de remarquer que de nombreuses contraintes trivialement 
insatisfaisables par gpo, telles (b) f x > f gx sont engendrées et nécessitent plusieurs inférences 
pour être totalement supprimées. Dans la section suivante, nous présentons un algorithme li­
mitant les duplications de termes, de contraintes gpo, d'V-preuves et évitant la génération de 
contraintes trivialement insatisfaisables, à l'aide d'une structure de données partagées. 

5.2 Structure partagée pour les termes et contraintes 

La méthode de résolution de contraintes d'ordre gpo que nous présentons maintenant est 
basée sur une structure de donnée particulière permettant de partager les termes, les contraintes 
ainsi que leurs solutions. Une partie de cette structure de donnée est inspirée des graphes SOUR 
de C. Lynch et P. Strogova [LS95], utilisés pour représenter les règles de réécriture dans une 
procédure de complétion. 

Dans cette représentation, un terme est un graphe dont les nœuds sont étiquetés par des 
symboles et dont les arêtes représentent la relation de sous-terme. Cette représentation sous forme 
de "DAG" (Directed Acyclic Graph) permet à deux termes distincts de partager un sous-terme 
commun. Sur ces DAGs, nous avons défini des arêtes supplémentaires représentant les contraintes 
d'ordre étiquetées par leur obligation de preuve. Nous définissons maintenant une représentation 
des règles de réécriture sous forme de DAG que nous nommons Grdering Constraint So/ving 
Graphs (graphes OCS en abrégé). 

Définition 5.3 Un graphe GCS est un graphe G = (V, E) dans lequel V est un ensemble de 
sommets (ou nœuds) étiquetés par des symboles de F ou des variables de X, et E ç V x V 
est l'ensemble des arcs étiquetées par S, R, > ou ""' pour désigner respectivement des arcs de 
sous-terme, réécriture, inégalité et équivalence. Les arcs S, R, > sont orientés. Les arcs étiquetés 
par>, et rv sont également étiquetés par une V-preuve. Les arcs de sous-terme sont également 
étiquetés par un entier i désignant le rang du sous-terme. Pour tout nœud F EV, étiqueté par 
f E F d'arité n, pour tout i = 1 ... n, il existe Gi E V et un unique arc de sous-terme (F, Gi) E E 
de rang i. 

Les arcs de sous-terme et les arcs de réécriture des graphes OCS représentent, respectivement, 
la relation de sous-terme strict dans le terme et la relation de réécriture dans les règles. Les arcs 
étiquetés par des V-preuves représentent les obligations de preuve sur (8, >lex) que l'on déduit 
des contraintes d'ordre gpo durant la première phase de l'algorithme de résolution. 

Nous définissons maintenant la fonction Term qui à chaque nœud F d'un graphe OCS associe 
un terme t, tel que F est le nœud sommet du graphe OCS représentant t. 

Définition 5.4 Soit G = (V, E) un graphe GCS et FE V. La fonction Term de V vers T(F, X) 
est définie inductivement comme suit: 

1. si F est étiqueté par x E X, alors Term(F) = x, 

2. si F est étiqueté par f E F où l'arité de f est n, alors Term(F) = f(Term(Td, ... , 
Term(T n)) où, pour tout i = 1 ... n, Ti E V, et (F, Ti) E E est un arc de sous-terme de 
rang 2. 

Définition 5.5 Soit l, r E T(F, X). La représentation GeS d'une règle de réécriture l ~ r est 
un graphe GeS G = (V, E) tel que: 

1. \iF, F' E V t.q. F::J. F' on a Term(F) ::J. Term(F'), et 
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2. il existe deux nœuds F, G E V et un unique arc de réécriture (F, G) E E tel que Term(F) = l 
et Term(G) = r. 

Dans la définition précédente, on peut remarquer que le cas 1. assure le partage des sous-termes 
dans les représentations oes des règles de réécriture. 

Dans la suite, pour tout graphe oes G = (V, E) avec F, G E V, on notera F --9--- G (resp. 
F ---A.<- G) un arc d'inégalité (resp. d'équivalence) (F, G) E E. On notera F + G (resp. F + G) 
s'il n'existe aucun arc d'inégalité (resp. d'équivalence) (F, G) E E. Si Term(F) = s et Term(G) = 
t, alors F --9--- G (resp. F --- G) sera aussi noté s --9--- t (resp. s --- t). Les arcs d'inégalité et 
d'équivalence seront nommés arcs d'ordre. Dans les figures suivantes, les flèches en traits pleins 
représentent les arcs de sous-terme, les flèches en traits pleins étiquetées par R représentent les 
arcs de réécriture et les lignes en pointillé représentent les arcs d'inégalité et d'équivalence. Les 
étiquettes de rang sont omises mais peuvent être facilement déduites des figures où les arcs de 
sous-terme seront toujours ordonnés par rang croissant de gauche à droite. 

Exemple 501 La représentation GeS de la règle de réécriture f(g(a), x) -+ g(f(x, b)) avec un arc 
d'inégalité étiqueté par une V-preuve A est présentée dans le graphe 5.1.1. Le graphe GeS 5.1.2 
montre comment la contrainte g(a) > g(b), est partagée et représentée par un arc unique étiqueté 
par une V-preuve B. 

Graphe 5.1.1 Graphe 5.1.2 

Un graphe oes permet de partager les termes et les contraintes, mais il peut contenir des 
duplications de V-preuves. Nous donnons maintenant un exemple dans lequel les V-preuves sont 
dupliquées. Ensuite, nous verrons comment éviter ces duplications. 

Exemple 5.2 Soient f(g(a)) et f(b) des termes, où a et b sont des constantes. Par la défini­
tion 5.2 page 65 et la définition du gpo, a >--:po b si '\I> P= 8(a) >lex 8(b). On peut représenter 

ceci par le graphe GeS 5.2.1. Grâce à la propriété de sous-terme, on sait que g(a) >--:po b si 

'\I> P= 8(a) >lex 8(b), puisque a >--:po b implique g(a) >--:po b. De la même façon, g(a) >--ipo b 
implique f(g(a)) >--:po b. On obtient donc le graphe oes 5.2.2. L'information que a >--ipo b 

implique g(a) >--ipo b n'apparaît pas dans le graphe 5.2.2. Ainsi, si l'on souhaite prouver qu'il 

existe un <]) tel que a >-- ipo b et g( a) >-- ipo b, on devra prouver deux fois qu'il existe un <]) tel que 
<]) P= 8(a) >!ex 8(b). Afin de représenter l'implication entre les V-preuves dans les graphes oes, 
nous raffinons la représentation oes en étiquetant les arcs d'ordre par des variables distinctes 
(à la place des formules) et nous factorisons les formules dans une substitution associant chaque 
variable à une formule. Ainsi, le graphe oes 5.2.2 est transformé en un graphe 5.2.3, où la 
substitution est définie à droite. 

f 
~ 
9 f 
~ ~ 
a - - - - -)- - - - - b 

0(a) >lex 0(6) 

Graphe 5.2.1 

Pl f-t 8(a) >Iex 8(b) 
P2 f-t Pl 
P3 f-t P2 

Graphe 5.2. S 
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Définissons alors la structure utilisée dans le graphe 5.2.3 de façon plus formelle. 

Définition 5.6 Soit Xe un ensemble de variables de a-preuve. Une 8-substitution a est une 
application de Xe dans f e, qui peut être étendue de façon unique en un homomorphisme a : 
fe N fe. 

La structure que nous allons utiliser pour résoudre les contraintes d'ordre gpo est composée 
d'un graphe OCS représentant une règle de réécriture et d'une 8-substitution. Les arcs d'ordre 
sont étiquetés soit par la a-preuve triviale T, soit par une variable de a-preuve. En appliquant 
la substitution à la variable étiquetant un arc d'inégalité (resp. d'équivalence), on obtient une 
a-preuve de l'inégalité (resp. de l'équivalence) correspondante. 

Définition 5.1 Une structure pour la résolution de contrainte d'ordre (SOCS en abrégé) d'une 
règle de réécriture l ---+ r est un couple (Glla) où G est un graphe OCS représentant la règle et a 
une 8-substitution. 

Exemple 5.3 Voici un exemple de SOCS pour la règle h(f(x)) ---+ g(x): 

h _______ >_P' PH> 0(J(x») >Iex 0(g(x» 
1 ________ R' '. P' H> P 
~ -----.::... f -----?-----g 

~/ x 

Dans ce SOCS, l'arc d'inégalité entre les nœuds étiquetés par f et 9 signifie qu'il existe au moins 
une a-preuve possible P pour f(x) > g(x). A droite du SOCS, on trouve la 8-substitution asso­
ciant la variable P à la a-preuve correspondante. L'application p' N P signifie que la a-preuve 
P est également une a-preuve pour l'arc h(f(x)) -;;...- g(x). 

5.3 Résolution des contraintes d'ordre gpo: les règles de C-déduction 

Nous définissons maintenant les règles de déduction que nous utilisons, afin de déduire les 
a-preuves des contraintes gpo. A la différence du processus descendant utilisé dans les règles 
de décomposition (section 5.1.2), le mécanisme de C-déduction est ascendant et plus proche 
de la définition du gpo lui-même. En outre, il évite de synthétiser des arcs représentant des 
contraintes trivialement insatisfaisables, engendrées par l'algorithme descendant proposé dans la 
section précédente. Tout d'abord, nous introduisons la notion de visibilité qui traduit une notion 
de sous-formule dans le contexte des a-preuves. 

Définition 5.8 Soient P, Q E fe des a-preuves. On dit que P est visible dans Q, noté P4Q 
si (P = Q) ou [Q = A V B et (P<lA ou P<lB)j. 

Pour résoudre les contraintes gpo sur un ensemble de règles, nous construisons d'abord un 
ensemble de SOCS initiaux, un pour chaque règle. Les SOCS initiaux sont des SOCS dont le 
graphe OCS ne contient aucun arc d'ordre et dont la 8-substitution est vide. La résolution 
des contraintes d'ordre gpo sur les SOCS est effectuée par un ensemble de règles de déduction. 
Ces règles transforment un SOCS par adjonction d'arcs d'ordre au graphe et par construction 
de la 8-substitution associant les a-preuves aux arcs. La résolution est effectuée séparément 
pour chaque SOCS correspondant à une règle de réécriture. La résolution s'achève lorsque plus 
aucune règle de déduction ne s'applique. Nous noterons C l'ensemble des règles de déduction, I-c 
la relation de déduction sur les SOCS engendrée par C, et I-ê la fermeture réflexive transitive de 
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I-c. Un SOCS est en C-forme normale lorsque plus aucune règle de C ne peut lui être appliquée. 
L'ensemble C est donné figure 5.1, où un arc ~p signifie qu'il existe un arc -:;rE ou un arc ~. 

Définition 5,9 Soit (a Il v), ({3 Il 15) des SOCS. On dit qu'une règle ~ Il ~ de C filtre un SOCS 

(G Il a) si a est un motif de G (c-à-d si a = (Va,Eo,) et G = (VG,EG), il existe une bijection 
de Va dans Va et une bijection de Eu dans E~, où Va ç VG et E~ ç EG), si v filtre a, et si la 

pré-condition de ~ Il ~ est vérifiée. 

L'application de la règle consiste à remplacer le motif a de G par le motif {3 (parfois identiques) 
et à remplacer v par J dans a. Chaque fois qu'un nouvel arc d'ordre est construit dans G, 
il est étiqueté par une nouvelle variable de O-preuve. Il est nécessaire que les nœuds F et G 
des règles de C filtrent toujours des nœuds distincts dans G. Ceci empêche d'ajouter des arcs 
d'inégalité cycliques (toujours faux, par définition d'un ordre) et des arcs d'égalité cycliques 
(toujours inutiles). 

Aucune stratégie spécifique n'est nécessaire pour l'application les règles de C, et ce pour le 
choix du couple de nœuds, comme pour le choix de la règle à appliquer. Si on ajoute que grâce 
à la structure spécifique des SOCS, les déductions sur deux couples de nœuds distincts sont 
indépendantes, il est clair que le processus est directement parallélisable et ce, sans aucun besoin 
de synchronisation. 

Dans le cas d'une implantation séquentielle, bien qu'aucune stratégie ne soit nécessaire, cer­
taines stratégies adéquates donnent un algorithme plus efficace. Par exemple, dans notre implan­
tation des règles de C-déduction (voir chapitre 7), nous commençons par saturer le SOCS avec 
les arcs triviaux (étiquetés par une V-preuve triviale) grâce aux règles SUBTERM Property 
and SUBTERM Trivial, avant d'appliquer les autres règles (exceptée la règle SUBTERM 
Simplification qui devient inutile puisque le SOCS est déjà saturé avec les arcs triviaux). Nous 
donnons maintenant trois théorèmes exprimant: la correction, la complétude et la terminaison 
de C. 

Définition 5,10 Étant donné un SOCS (G Il a), s,t E T(F,X), un arc s -:;rEt de G (resp. 
s ~t) est correct vis-à-vis de gpo si pour tout <l? = (To,l;;,i;lex) tel que <l? t= P, on as >-:po t 

(resp. s ~:po t). Un SOCS (G li a) est correct vis-à-vis de gpo si tout arc de G est correct 
vis-à-vis de gpo. 

Théorème 5.1 (Correction) Pour tout SOCS initial S, si S I-ê S'alors S'est correct vis-à-vis 
de gpo. 

Théorème 5.2 (Complétude) Soit (G II a) un SOCS en C-forme normale, tel que G = (V, E). 
Pour tous nœuds F,G E V, t.q. Term(F) = s et Term(G) = t, où s,t E T(F,X): 

V<l? = (To,k,i;lex) t.q. s >-:po i, il existe un arc s -:;rEt dans G t.q. <I> t= Pa 

V<l? = (To,kll;lex) t.q. s ~:po i, il existe un arc s ~t dans G t.q. <l? t= Pa. 

Théorème 5,3 (Complexité) Soit l --7 r une règle de réécriture, (G Il a) le SOCS initial de 
l --7 r, N le nombre de nœuds de G, et M l'arité maximale des symboles de fonction (on suppose 
M > 0) de la règle. La complexité en temps et en espace du processus de C -déduction initié sur 
(Glla) est polynomiale en N et M dans le pire des cas (O(N4 M 2 )). 

Pour des preuves détaillées, voir les sections 5.8.2, 5.8,3, 5.8.4. 
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Nous avons vu que chaque règle est traitée de façon indépendante. Pour résoudre les contraintes 
sur un ensemble de règles, nous allons maintenant voir comment rassembler les résultats relatifs 
à chaque règle. 

Définition 5.11 Soit R un système de réécriture (li -l- ri, i = 1. .. n) et (Ci Il ad les SOCS 
en C-forme normale représentant les règles li -l- ri. Soit Pi la O-preuve étiquetant l'arc li ~ ri 
dans Ci pour i = 1 ... n. La O-preuve globale de R est la O-preuve: Plal A ... A Pnan. 

S'il existe une règle li -l- ri dont le graphe OCS Gi ne comporte aucun arc li --;;.Eiri alors, il est 
impossible de prouver la terminaison de n avec gpo. La définition 5.11 page 72 montre, en outre, 
que les O-preuves permettent de traiter le cas des systèmes de réécriture incrément aux, dont le 
nombre de règles peut augmenter. Cette caractéristique est utile notamment dans les procédures 
de complétion. n faut également remarquer que le processus construit des arcs d'inégalité et 
des arcs d'équivalence pour les deux orientations possible des règles de réécriture (de gauche 
à droite ou de droite à gauche). L'orientation finale du système de réécriture est choisie lors 
de la construction de son O-preuve globale. On peut remarquer qu'il est également possible, 
comme dans [LS95] pour les ensembles d'équations, de considérer un seul SOCS pour l'ensemble 
du système de réécriture. Avec cette approche, les résultats de correction, de complétude et de 
terminaison sont aussi valides. De plus, pour certains systèmes, cette approche favorise le partage 
des O-preuves et donc factorise le travail de preuve de satisfaisabilité des O-preuves. Cependant, 
même si en théorie cette approche globale paraît plus convaincante, les résultats obtenus en 
pratique montrent que l'approche locale est aussi bonne tout en étant moins coûteuse en temps 
machine. 

5.4 Un exemple de C-déduction 

Soit le système de réécriture suivant, emprunté à [DH95], qui calcule la factorielle d'un entier. 

p(s(x)) -l- x (1) 
fact(O) -l- s(O) (2) 
fact(s(x)) -l- s(x) x fact(p(s(x») (3) 
Oxy-l-O (4) 

s(x) x y -l- (x X y) +y (5) 
x+O-l-X (6) 
x + sCy) -l- s(x + y) (7) 

On peut remarquer que la terminaison de R ne peut pas être prouvée avec un ordre de simplifi­
cation puisque dans la règle (3) le membre gauche est plongé (voir définition 2.3 page 7) dans le 
membre droit, i.e. fact(s(x)) peut être obtenu à partir de s(x) x fact(p(s(x))) si on supprime les 
symboles x et p. Cependant, il est possible de prouver la terminaison de n avec gpo. Soit 0"0 la 
8-substitution vide. Notre procédure de C-déduction débute sur le SOCS initial correspondant 
à la règle (3) de R, comme défini dans la section 5.3: 

Voici maintenant quelques-unes des étapes du processus de résolution. Pour une meilleure lisibi­
lité, nous avons préféré cacher les arcs de réécriture, ne représenter que les arcs d'ordre utiles à 

une étape donnée et étiqueter les arcs concernés par des entiers. 

1. Au départ, puisqu'il n'existe aucun arc d'ordre, la seule règle que nous pouvons appliquer 



5·4· Un exemple de C-déduction 

Soit G = (li, E) un OCS 
F,U,Sl,'" ,Sn E V 
G,V,Tl, ... ,Tm EV 
F:;iG 
F est étiqueté par f E :F 
G est étiqueté par 9 E :F 
L'arité de f est n 
L'arité de 9 est m 
Term(F) = s E T(F, X) 
Term(G) = t E T(F, X) 
P,P',Pl , ... Pm E Xe, 
P{ , ... ,P~ E Xe, 
a E P, 
(j est une 8-substitution 

3. SUBTERM Extension 
F-f_p __ -V (JU {Pi--t a} 

l):;p 
u 

1. SUBTERM Property 
F (J P:reCond: l F-!-U 

U 

PreCond: 
P' :;i T, 
P:;i T, 
pl </. a 

5. SUBTERM Simplification 
F-f_p __ -V (j U {P r-t a} PreCond: 

1 );1// P:;i T 

u/ 

7. THETA > Extension 
F Pp G aU{Pi--ta} 

~S:i~j-\ 
PreCond: 

.( ~ , 
Tl"··T m 

F~~-j:-j-G\ 
~~'~ 

.( ~ , 
Tl"·Tm 

P :;i T, 
(Pl /\ ... Pm/\ 
8(s) >lex 8(t») -1 a 

(J U {P i--t a V (PI/\ 
... /\ Pm/\ 
8(s) >lex 8(t))} 

73 

2. SUBTERM First 
PreCond: 
pl :;i T 
F-!-V 

4. SUBTERM Trivial 
F V (j PreCond: 

1 );1//' F-!-V 

u" 

6. THETA > 
(J 

(j U {P i--t (PI /\ 

... /\ Pm/\ 
8(s) >lex G(t»)} 

PreCond: 
F--f-G 

(j U {P i--t (PI /\ 

... /\ Pm /\ P{/\ 

... /\ P~/\ 
8(s) 'Vl ex G(t)) 

FIG. 5.1 - Les règles de C-déduction 
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est SUBTERM Property. Grâce à l'application de cette règle, nous obtenons des arcs 
d'inégalité triviaux pour les sous-termes directs, tel ® 

Ensuite, grâce à l'arc <ID, nous pouvons alors appliquer la règle SUBTERM Trivial (Les 
nœuds F, U etV de la règle SUBTERM Trivial filtrent respectivement les nœuds étiquetés 
par les symboles p, s et x) et l'arc CD est ajouté. 

2. Plus tard, en supposant que l'arc @ a été construit lors de déductions précédentes, nous 
pouvons appliquer la règle THETA >. Celle-ci ajoute l'arc @)et introduit la 8-substitution 
associée dans la partie droite du SOCS (comme la V-preuvede l'arc @est T, elle n'apparaît 
pas dans la 8-substitution de Pd. De façon symétrique, grâce à l'arc @ et grâce à une 
autre application de la règle THETA >, nous pouvons déduire l'arc <ID et introduire la 
8-substitution associée dans le SOCS. (grâce aux arcs @, @et à la règle THETA l'J, nous 
pourrions également ajouter un arc d'équivalence). 

x 

@__ 1 
lac( --, A lact 
'117\- ,.,...., l 1 ~ --_ ~,<' 

TV p.-~-_', 
\ J......... '-
\ -.... ' 

f2\s..!! :p 
\V 1 -- -05---<E---T-

x 

Pl t--+ 9(fact(s(x))) >lez 9(P(s(x))) 
P{ t--+ 9(P(s(x))) >lez 9(fact(s(x))) 

3. Toujours grâce à la règle THETA >, nous pouvons déduire l'arc <ID, grâce à l'existence de 
l'arc @). De la même façon, l'arc (Dest obtenu à partir de l'arc @par la règle THETA >. 

Pl t--+ 9(fact(s(x))) >lez 9(p(s(x))) 
P2 t--+ PI /\ 9(fact(s(x))) >lez 9(fact(p(s(x)))) 
P3 t--+ P2 /\ 9(fact(s(x))) >lez 9(s(x) x fact(p(s(x)))) 

Dans la suite, nous noterons P(l)"" ,P(7) les V-preuves des règles (1) à (7) respectivement. 
Nous noterons CJ la 8-substitution du SOCS final pour la règle (3). Dans le SOCS de la règle 
(3) en C-forme normale, on a fact(s(x)) ----;:..Ess(x) x fact(p(s(x))). La V-preuve P(3) pour la 
règle (3) est donc P3CJ. Comme les V-preuves pour les règles (1), (4) et (6) sont des V-preuves 
triviales, la V-preuve globale pour le système de réécriture complet est P(2) /\ P(3) 1\. P(5) /\ P(7). 
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5.5 Preuve de satisfaisabilité des a-preuves 

A cette étape de la résolution, nous avons un ensemble de SOCS saturés (un pour chaque 
règle de réécriture), dont les V-preuves contiennent des fonctions de terminaison non instanciées: 
aucune hypothèse n'est faite sur S ni sur ?:lex' L'étape suivante consiste donc à prouver la 
satisfaisabilité des V-preuves en déduisant des valeurs particulières pour <i> = (To,k, ?;;lex) de 
(S, ?:lex) afin de satisfaire la contrainte initiale. Nous proposons, id, de réaliser cette dernière 
étape grâce à un processus d'instanciation partielle que nous définissons maintenant. 

Dans la suite, ce que nous appelons des littéraux instanciés d'une V-preuve sont de la forme 
Ti (s) h Ti (t) ou Ti (s) ~i Ti (t), où Ti sont des fonctions de terminaison et h, ~i, les ordres et 
équivalences associées. 

Définition 5.12 Soient i et j deux entiers tels que 0 :s; i < j. Une Si,j V-preuve est une V­
preuve dont chaque littéral non-instancié est soit de la forme 8 i ,j (s) > lex Si,j (t) soit de la forme 
8 i ,j(s) :::::lex 8i,j(t) où s,t sont des termes de T(F,X). 

Un littéral non-instandé comporte une suite de fonctions de terminaison abstraites Bi, ... , Bj 
telle que 0 :s; i < j. L'instanciation partielle d'un littéral non-instancié remplace une fonction 
de terminaison abstraite de la suite par une instance particulière. Il est clair que le choix de 
la fonction à instancier est totalement arbitraire; nous proposons ici deux stratégies possibles -
l'instanciation partielle gauche et l'instanciation partielle droite - privilégiant l'instanciation de 
la fonction de terminaison la plus à gauche ou la plus à droite. 

Définition 5.13 Soit 0 ~ i < j et P une 8 i ,j V-preuve, une instanciation partielle gauche (IPG 
en abrégé) de P consiste en l'instanciation de chaque Bi de P par une fonction de terminaison 
particulière Ti. 

De la même façon, on peut définir une instanciation partielle droite basée sur le même principe. 

Définition 5014 Soit 0 ~ i < j et P une Si,j a-preuve, une instanciation partielle droite (IPD 
en abrégé) de P consiste en l'instanciation de chaque Bj de P par une fonction de terminaison 
particulière Tj. 

Si l'on considère une V-preuve 8i,j(S) >!ex 8i,j(t), son IPG donne 

Ti(S) h Ti(t) V [Ti(S) ~i Ti(t) 1\ 8iH,j{S) >lex Si+l,j(t)]. 

Si l'on considère une a-preuve 8i,j(S) é::::lex Si,j(t), son IPG donne 

Ti(S) ~i Ti(t) 1\ 8i+l,j(S) :::::lex Si+l,j(t). 

En pratique, la méthode que nous utilisons pour déduire une solution d'une V-preuve globale 
grâce à l'IPG est basée sur une représentation des a-preuves sous forme de DAGs. Les DAGs 
d'V-preuve sont des DAGs et-ou représentant les V-preuves: la a-preuve conjonctive a 1\ {J est 

A 
représentée par le DAG 1 et la V-preuve disjonctive a V {J est représentée par le DAG D ' 
où A et B sont des DAcfs représentant a et (J, respectivement. Ainsi les IPG et IPD peuvent 
être vues comme de simples procédures de transformation de graphes: 

- chaque nœud de la forme Si,j(S) >lex 8i,j(t) peut être remplacé par: 

----------
(IPG) 

Ti(S) >-i Ti(t) Ti(S) ~i T;(t) 

~iex 8;+1,j(t) 
(IPD) 
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- chaque nœud Gi,j(s) ~lex 8 i ,j(t) peut être remplacé par: 

(IPG) (IPD) 

Informellement, dans ces graphes, une solution est un chemin du haut du graphe jusqu'en bas 
dont tous les nœuds sont instanciés et forment une conjonction de contraintes d'ordre compatible, 
i.e. satisfaisable. Maintenant, nous définissons plus formellement ces deux notions. 

Définition 5.15 Étant donné 0 ::; i < j et G un DAG de 8i,j a-preuve, un i-chemin de G est 
un couple (p, A) où p est un chemin de la racine aux feuilles de G, et A est un t-uple d'ensembles 
(Ao,.·. ,Ai-bAi), où Au (0::; u::; i -1) est l'ensemble {ala E p,a = Tu(S) >u Tu(t) ou a = 
Tu(S) é:::u Tu(t),s,t E T(.1',X)} et Ai = {ala E p,a = 8i,j(S) >!ex Gi,j(t) ou a = 8 i ,j(s) é:::lex 
Gi,j(t), s, tE T(.1', X)}. 

Définition 5.16 Soit S un ensemble fini. Un ensemble d'inégalités et d'égalités A = {a >­
,6Ia, f3 E S} U {a :::::; f3la, f3 E S} est compatible si et seulement s'il existe un préordre I;s sur S 
tel que a >- f3 E A ==?- a >-s f3 et a:::::; f3 E A ==?- a ~s f3 (où ?;s représente >-s U :::::;5). 

Parmi tous les i-chemins, certains sont à étudier en priorité: les i-chemin minimaux, qui mi­
nimisent l'ensemble des contraintes sur les fonctions de terminaison non instanciées 8 i ,k et les 
ordres associés >lex' 

Définition 5.17 Soit (p,A) un i-chemin, où A = (Ao, ... ,Ai-l,Ai)' Le i-chemin (p,A) est 
minimal si Ao, ... ,Ai - 1 sont des ensembles compatibles, et s'il n'existe aucun i-chemin (P', B), 
tel que B = (Bo, ... , Bi-l, Bi), où Bo, . .. ,Bi - 1 sont des ensembles compatibles et Bi C Ai, 

En général, un i-chemin minimal n'est pas unique. 

Définition 5.18 Un i-chemin satisfaisable est un i-chemin minimal tel que Ai = 0. 

Dans un DAG d'a-preuve, un i-chemin satisfais able est une solution de la V-preuve. Voyons 
maintenant l'illustration de ces définitions sur un exemple de preuve de satisfaisabilité d'une 
V-preuve spécifique. Dans la section 5.4, nous avions obtenu P(3) = P3Œ où Œ représentait la 
8-substitution du SOCS final de la règle (3). P3Œ peut être représenté par le DAG d'a-preuve 
suivant: 

8(fact(s(x))) >lex 8(p(s(x))) 

1 

8(fact(s{x))) >lex G(fact(p{s(x»))) 

1 

8(fact(s{x))) >lex G(s(x) x fact(p(s(x)))) 

où 8 est une notation simplifiée pour 8 0,k. Afin de déduire un 8 0,k particulier et un ordre >lex 
satisfaisant cette a-preuve, nous appliquons une étape d'InstanCÏation Partielle Gauche sur 8 0,k. 

Pour ce faire, nous choisissons que (Bo, 2::0) soit une précédence: eo est une fonction associant à 
chaque terme son symbole de tête, et 2::0 est un ordre sur .1', encore inconnu, que nous souhaitons 
déduire. L'IPG, appliquée au DAG d'V-preuve précédent donne: 
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@ ................. :.: .. : .. : .. : .. ====-----
... / .' fact >:F p fact '::f.:F P 

!...... ··.CP ... ~lex e!,k(p(S(X» 

.......................... :.~: .. : .. : .. : .. : .. : .. : .. : .. : .. : .. : ... . 

f act >:F f act f act '::f.:F f act ............ : .. : .. : . 
1 •••• ; • 

e!,k(fact(s(x» >lex e!,l;(fact(p(s(x») .) . 
•••••• ~ ..... __ • __ ••• _ •••••••••••• u • ....................................................... "._---'-:.':":'."':'-••• 

"."."." .... . . 

(~:t >, x8L.If""('(X~::'~:;'(*) x)'''(p(,(x))) 
...... -... -..... --...::~--

Maintenant, nous cherchons une solution en commençant par la plus simple possible: un l-chemin 
satisfaisable dans le DAG d'V-preuve. Les chemins étiquetés par CD et ® parmi d'autres, sont 
des l-chemins. Le l-chemin CD est associé au t-uple A = (Ao, Al) où 

Ao = {Jact >F p,fact ê::::.F fact,fact ê::::.F x} et 
Al = {8 1,k(Jact(s(x))) >!ex 8 1,k(Jact(p(s(x)))), 

8],k(Jact(s(x))) >lex 8l,k(s(x} x fact(p(s(x))))} 

Le l-chemin ® est associé au t-uple B = (Bo, BI) où 

Bo = {jact > F p, fact ê::::.F fad, fact > F x} et 
BI = {81,k(Jact(s(x))) >lex 8 1,k(Jact(p(s(x))))} 

Les composants Ao et Bo sont tous les deux compatibles. Cependant, le l-chemin CD n'est 
pas minimal puisque BI C Al. Dans cet exemple particulier, il n'existe qu'un seuIl-chemin 
minimal qui est @ En revanche, il n'existe pas de l-chemin satisfaisable dans ce DAG d'O­
preuve puisque ® a un composant BI qui est non vide. Puisqu'il n'existe pas de l-chemin 
satisfaisable, nous appliquons une deuxième IPG et nous cherchons un 2-chemin satisfaisable. 
Comme nous avons déjà trouvé les l-chemins minimaux, il n'est pas nécessaire de reconsidé­
rer tout le DAG d'O-preuve, mais uniquement les nœuds non-instanciés des l-chemins mini­
maux. Dans notre exemple, puisque l'on a un unique l-chemin minimal, nécessairement 2::0 
vérifie {f act > F p, f act > F x} et nous devons prouver la satisfaisabilité de la O-preuve de B 
restante, qui est: 6 1,k(fact(s(x))) >lex 6 1,k(fact(p(s(x)))). 

Jusqu'ici, qu'il s'agisse de l'IPG avec précédence, de la vérification de la compatibilité des 
composants Ao et Bo, ou de la comparaison des l-chemins vis-à-vis de C, tout peut être auto­
matisé. Ainsi toute la déduction des l-chemins minimaux peut être effectuée automatiquement. 
La recherche d'un l-chemin minimal nous a permis, ici, de séparer la preuve de terminaison en 
deux parties: une première partie qui est résolue automatiquement (nous avons déduit une pré­
cédence), et une seconde partie qui nécessite l'expertise de l'utilisateur. Dans notre exemple, la 
preuve nécessitant une intéraction est la preuve de la satisfaisabilité de Bl. Pour effectuer cette 
preuve nous appliquons à nouveau l'IPG sur Bl et nous recherchons un 2-chemin satisfaisable. 
Pour instancier th, l'utilisateur peut choisir la fonction interprétant f act par la fonction facto­
rielle, s par la fonction successeur, p par le prédécesseur et 0 par zéro. Pour 2::1, l'utilisateur peut 
choisir 2::N: c-à-d l'ordre sur les entiers naturels, comme dans [DH95]. La O-preuve devient: 

....... ~ 
:(x + 1)! > xl (x + 1)! = x! 

.......... ~) >lex e 2,k(fact(p(s(x»)) 

............ 
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Ensuite, la validité de (x + 1)! >N x! doit être prouvée par l'utilisateur. Si l'on choisit une 
interprétation dans laquelle les constantes sont interprétées par des entiers naturels alors (x + 
1)! >N x! est valide. Ainsi, nous avons obtenu un 2-chemin satisfaisable associé au t-uple: 

({Jact >:F p, fact '::::.:F fact, fact >:F x}, {(x + 1)! >N xl}, {}}. 
Si nous procédons de la même façon sur le DAG d'V-preuve global pour le système de réécri­

ture dans son ensemble, nous pouvons inférer automatiquement une précédence et un (unique) 
1-chemin minimal associé au t-uple: C = (Co, Cl) avec 

Co = {Jact >:F s, fact >:F p, fact '::::.:F fact, fact >:F x, x >:F +, X '::::.:F x, 
+ >:F s, + '::::.:F +} and 

Cl = {el,k(fact(s(x») >lex el,k(fact(p(s(x»», el,k(S(X) x y) >lex el,k(X x y), 
e1,k(X + sCy»~ >lex el,k(X + y)}. 

L'algorithme est donc parvenu à extraire la partie importante de la preuve de terminaison du 
système de réécriture: les trois inégalités restantes sur (el,k, >lex) de Cl. Si l'on procède à une 
IPG sur Cl, avec l'interprétation (h définie précédemment, complétée par l'interprétation de x 
par la multiplication et + par l'addition, alors la validité de (x + 1)1 >N xl, (x + 1) x y >N x x y 
et x + y + 1 >N x + y peut être montrée par l'utilisateur. Enfin l'algorithme s'achève sur un 
2-chemin satisfaisable pour le DAG de la V-preuve globale qui est: 

({Jact >:F s, fact >:F p, fact '::::.:F fact, fact >:F x, x >:F +, X '::::.:F x, + >:F s, 
+'::::.:F+},{(x+1)! >Nx!,(x+1) xY>Nxxy,x+y+1 >Nx+y},{}}. 

Avec certaines instances de gpo, telle lpo, où la vérification de la compatibilité est automatique 
pour chaque fonction de terminaison, le processus de résolution de contraintes d'ordre peut 
être intégralement automatisé. Dans le cas de l'ordre lpo, à partir d'un ensemble d'inégalités 
représentant les règles du système, l'algorithme donne une précédence prouvant la terminaison 
du système (si une telle précédence existe). Une implantation de l'instance lpo du gpo, fournissant 
une procédure de décision pour l'existence d'un lpo pour un système donné, a été développée en 
ECLiPSe 9 • Pour des exemples d'exécution, voir la section 7.3. 

Ce prototype est intéressant pour deux raisons. Tout d'abord, il a permis de vérifier l'efficacité 
de l'approche générale de résolution de contraintes d'ordre sur la structure de SOCS. Mais, d'autre 
part, il est intéressant en lui-même pour prouver de façon efficace la terminaison de systèmes avec 
lpo ou avec des méthodes basées sur la transformation de systèmes [BL90, Zan95]. Dans [Zan95], 
par exemple, un système de réécriture est transformé en un autre, étiqueté, tel que la terminaison 
du système étiqueté implique la terminaison du système initial. Le but est, en fait, de se ramener 
à des systèmes dont la terminaison peut être prouvée avec des ordres de simplification, tels 
lpo. Cependant, à cause de la transformation, le système étiqueté a très souvent un nombre de 
règles beaucoup plus important que le système initial. Dans ce cas, l'efficacité d'une procédure 
de décision pour lpo sur de gros systèmes de réécriture prend toute son importance. 

5.6 Extension lexicographique et multi-ensemble du gpo 

Dans cette partie, nous allons étudier l'extension de l'approche au cas des extensions lexi­
cographique et multi-ensemble de gpo. La résolution d'une contrainte d'ordre sur l'extension 
lexicographique revient à une simple décomposition de cette contrainte jusqu'à l'obtention de 
contraintes d'ordre gpo pures. En revanche, la résolution des contraintes d'ordre sur l'exten­
sion multi-ensemble nécessite une approche particulière et également une nouvelle définition 

9. ECRC Common Logic Programming System 
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de l'extension multi-ensemble, plus opérationnelle. Dans tous les cas, nous supposerons que les 
contraintes sont à résoudre pour une règle donnée dont le SOCS est déjà construit. 

5.6.1 Extension lexicographique 

La décomposition des contraintes d'ordre sur l'extension lexicographique de gpo est naturel­
lement traitée par les procédures d'instanciation partielle proposées dans la section précédente, 
comme nous le voyons dans l'exemple suivant. 

Exemple 5.4 Soit la règle de réécriture suivante x+s(y) ~ s(x+y). L' V-preuve de cette règle 
est: 

e(x + sCy)) >lex e(s(x + y)) 

1 
e(x + sCy)) >lex e(x + y) 

Si l'on suppose que la première fonction de terminaison est une précédence, ceci permet de réaliser 
une IPG, et l'on obtient: -------+ >:F S + '::::!.:F S 

1 
8 1,k(X + s(y» >Iez 8 1,k(S(X + y» 

Dans cette V-preuve, certaines branches peuvent être supprimées telle la branche portant la 
contrainte insatisfaisable + >1= +. Ensuite, un chemin possible dans le graphe de V-preuve 
consiste à choisir + >1= s et à garder comme seul littéral non-instancié: e1,k(X + sCy)) >lex 

e1,k(X+Y). Puis, à partir de ce nœud unique, on choisit les fonctions de terminaison 02,'" ,ON+! 
(où N est l' arité maximum des symboles de fonctions de :F) de façon à représenter une extension 
lexicographique de gpo. Aussi les fonctions O2 , ••. ,ON+! extraient-elles respectivement le premier 
sous-terme, le deuxième, ... , le N -ième sous-terme. On obtient alors: -------x >gpo x 

~ 
sCy) >gpo y sCy) '::::!.fPO Y 

8 3,k(X + sCy))) >Ie", 8 3 ,k(X + y) 

A partir de ce dernier graphe, il faut remarquer deux choses. Tout d'abord il n'est pas nécessaire 
de résoudre à nouveau les contraintes d'ordre gpo figurant dans le DAG de V-preuve. n suffit 
de les remplacer par les V-preuves correspondantes figurant dans le SOCS de la règle, si elles 
existent. Les contraintes x ':::::.gpo X et sCy} >gpo Y sont triviales: elles sont remplacées par T. 
Les contraintes x >gpo x, sCy} ':::::.gpo Y sont insatisfaisables (il n'existe aucun arc de la sorte 
dans le SOCS de la règle). Ensuite, si les V-preuves n'existent pas, comme dans le cas de la 
contrainte sCy) ':::::.gpo Y qui est insatisfaisable par gpo, les branches portant ces contraintes sont 
supprimées et le graphe de V-preuve simplifié. Ceci peut mener à la suppression complète des 
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littéraux non-instanciés comme dans notre exemple, où le graphe final se réduit à: 

5.6.2 Extension multi-ensemble 

T 

1 

T 

Dans cette partie, nous proposons un algorithme de résolution de contraintes d'ordre sur l'ex­
tension multi-ensemble d'un préordre. Nous détaillerons également une instance de cet algorithme 
pour le cas particulier de la résolution de contraintes d'ordre sur l'extension multi-ensemble du 
pré ordre gpo. Tout d'abord, il convient de remarquer que la définition 4.2 page 32 construit une 
extension multi-ensemble telle que pour tout préordre :::::= (> U ~), on a ord( :::::mul ) =I=>mul. 

En fait, plus précisément, on a ord( :::::mul ) 2>mul. En voici un exemple. On rappelle que M(E) 
est l'ensemble des multi-ensembles construits sur E. 

Exemple 5.5 Soit E = {a, b, c, d} un ensemble, A = -[a, b}}, B = -[ c, d}}, deux multi-ensembles 
de M(E) et :::::= (> u ~) un préordre sur E tel que a > c et b ~ d. Par la définition .{2 page 32 
de l'extension multi-ensemble de :::::, on a A :::::mul B puisque a ::::: c et b ::::: d. On a également 
B t:. mu1 A puisque c l:. a et d l:. a, d'où AordC :::::mtbl )B. En revanche, on n'a pas A >mul B 
puisque c et d ne sont pas comparables avec >. 

Il est clair que du point de vue de la preuve de terminaison, entre ord ( ::::: mul ) et > mul , 

l'ordre le plus intéressant est le premier parce qu'il permet d'orienter plus de cas. Par définition 
de ord (), on a ord ( ::::: mul ) = ::::: mul n 10 mul. Or, jusqu'à présent nous avons uniquement 
manipulé des contraintes positives. Par conséquent l'ajout de contraintes d'ordre sur 10mul n'est 
pas directement compatible avec notre approche. Nous proposons, ici, de donner une nouvelle 
définition de l'extension multi-ensemble n'engendrant que des contraintes d'ordre positives. Etant 
donné un préordre ::::: = > U ~, nous donnons une définition de l'extension multi-ensemble de 
::::: notée :::::M, l'extension multi-ensemble de > notée >M, et de l'extension multi-ensemble de ~ 
notée ~M, telles que :::::M= (>M u ~M). 

Définition 5.19 Soit::::: un préordre sur un ensemble E, l'ordre strict ord( ::::: ) noté >, et la 
relation d'équivalence eq( ::::: ) notée ~. L'extension multi-ensemble de :::::, notée :::::M est l'union 
des relations >M et ~M, où les relations >M et ~M sont définies inductivement par: 

Pour tout X, Y, Z E M(E) avec Z = X n Y, on a X >M Y s'il existe X o, Yo, Z E M(E) tels 
que X = X o u Z, y = Yo u Z et 

1. Yo = 0 et X o =1= 0, ou 

2. Xo = -[a}} U Xb, Yo = -[hl,." ,hm}} UY~, mEN, Vi = 1 ... m: a> bi, et Xb :::::M Y~, ou 

3. Xo = -[a}} U Xb, Yo = {{b}} U y~, a ~ h, et Xb >M y{ 

Pour tout X, Y E M(E), on a X ~M Y si 

1. X = Y, ou 

2. X = -[a}} U X', y = -[b}} U yI, a ~ b et XI ~M y'. 

Théorème 5.4 Si ::::: est un préordre sur un ensemble E, dont l'ordre strict ord( ::::: ) (noté» 
est bien fondé, alors 

~ >M est un préordre sur M(E), 
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- > M est un ordre bien fondé, 

- >M est une extension monotone de >, i.e. pour tout ordre >-2>, on a >-M2>M. 

Preuve (idée) Une grande partie de la preuve est basée sur le fait qu'il existe une correspondance 
entre l'ordre >M sur M(E) et l'ordre >mul (définition 4.2 page 32) sur M(E), où E est 
l'ensemble des représentant canoniques des classes d'équivalence des éléments de E. Pour 
une preuve détaillée, voir section 5.8.5. 0 

L'extension multi-ensemble ainsi définie vérifie également les deux propriétés d'incrémentalité 
suivantes, très intéressantes dans notre contexte car elles conduisent à la définition de règles de 
déduction simples. 

Proposition 5.1 Soit 2: un préordre sur un ensemble E, tel que 2:=> u 
multi-ensembles sur E tels que Y =f 0. On a 

X 2: mul Z =* X u y >mul Z 

et X, Y,Z des 

Preuve A partir de X 2: mul Z en appliquant le cas 2. de la définition de >M successivement 
sur tous les éléments de Y et en choisissant un ensemble {{ bl , . .. ,bn]t tel que n = 0 on 
obtient le résultat. 0 

Proposition 5.2 Soit 2: un préordre sur un ensemble E, tel que 2:=> u ~. Pour tout XI, YI, X 2 , Y2 E 
M(E) tels que (Xl U X 2 ) n (YI U Y2) = 0, on a 

Xl >M YI et X2 2: M Y2 =* (Xl U X 2 ) >M (Yl U Y2) 
Xl ~M YI et X 2 ~M Y2 =* (Xl U X 2 ) ~M (YI U Y2 ). 

Preuve (idée) On procède par induction sur le nombre d'éléments du multi-ensemble X 2 . (voir 
section 5.8.6) 0 

Maintenant nous donnons des règles de transition simples permettant de résoudre des contraintes 
d'ordre sur l'extension multi-ensemble de 2: teUe qu'elle est définie ci-dessus. Soit E un ensemble, 
2:= (> U ~) un préordre sur E. Les règles s'appliquent sur des formules logiques sans quanti­
ficateurs, de la forme (Al Il BI) V ... V (An Il Bn), où BI, ... , Bn sont des conjonctions de 
contraintes sur le préordre 2: et Al,'.' ,An sont des conjonctions de contraintes d'ordre sur 2: M 

l'extension multi-ensemble de 2:. Soient a, b E E, X, Y E M(E), P une conjonction de contraintes 
d'ordre sur l'extension multi-ensemble de 2:, C une conjonction de contraintes d'ordre sur 2:. Les 
règles de déduction sont les suivantes: 

Subset 

Décompose> 

v 
aEX Y'ÇY,Y'#0 

(X >M Y Il C) 
(T Il C) 

si X ::J Y 

(X >M Y Il C) 

(X \ {{a]t 2: M Y \ yi Il CA I\bEY' a> b)V 

V (X\{{a]t>MY\{{b}} Il CAa~b)J 
bEY 
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Identity 

Décompose ::= 
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(X::=M y " C) 
(T " C) 

si X =y 

(X::=M y 1/ C) 

V [V (X \ {{a}} ::=M y \ lIb}} 1/ a::= bA C)] 
aEX bEY 

L'utilisation de ces règles en pratique donne de mauvais résultats. En fait, nous retrouvons le 
même type de problèmes que dans le cas de la résolution des contraintes d'ordre gpo: beaucoup 
de duplications et un nombre important de contraintes trivialement insatisfaisables dont la sup­
pression peut nécessiter plusieurs pas de réduction. Pour illustrer notre propos, voici un exemple 
de déductions effectuées à l'aide de ces règles que nous avons implantées en ELAN. 

Exemple 5.6 Soient E = {a,b,c,d,e} un ensemble quelconque, ~ un préordre sur E, ord( ~ 
) => et eq( ~ ) =::=. On souhaite déterminer ~ à partir d'une unique contminte sur l'extension 
multi-ensemble de >: {{a, b}} >M {{ c, d, e}}. Nous montrons étape après étape le résultat de la 
résolution de la contminte initiale: ({{a, b}} > M {{ c, d, e}} Il T) à l'aide des règles précédentes. 
Les disjonctions et les multi-ensembles sont ici représentées à l'aide de listes. En appliquant ces 
règles sur la contminte initiale exprimée en ELAN sous la forme: 

(a.(b.empty»>c.(d.(e.empty» IIT).nil end 

on obtient: 

[] result term: 
«empty. a»>empty 1 Ib>e-b>d-b>c-T).«empty.b»>emptyl la >e-a>d-a>c-T). 

«empty.a)==emptyl Ib>e-b>d-b>c-T).«empty.b)==emptyl la>e-a>d-a>c-T). 
«empty.a»>(e.empty) 1 Ib>d-b>c-T).«empty.a»>(d.empty) 1 Ib>e-b>c-T). 
«empty.a»>(c.empty)llb>e-b>d-T).«empty.a»>«d.e).empty)llb>c-T). 
«empty.a»>«c.e).empty) 1 Ib>d-T).«empty.a»>«c.d).empty)llb>e-T). 
«empty.b»>(e.empty) 1 la>d-a>c-T).«empty.b»>(d.empty)lla>e-a>c-T). 
«empty.b»> (c.empty) 1 la>e-a>d-T).«empty.b»>«d.e).empty) 1 la>c-T). 
«empty.b)>>«c.e) .empty) Ila>d-T). «empty.b)>>«c.d) .empty) Ila>e-T). 
«empty.a)==(e.empty) 1 Ib>d-b>c-T).«empty.a)==(d.empty) 1 Ib>e-b>c-T). 
«empty.a)==(c.empty) 1 Ib>e-b>d-T).«empty.a)==«d.e).empty)llb>c-T). 
«empty.a)==«c.e).empty) 1 Ib>d-T).«empty.a)==«c.d).empty) 1 Ib>e-T). 
«empty.b)==(e.empty) 1 la>d-a>c-T).«empty.b)==(d.empty)lla>e-a>c-T). 
«empty.b)==(c.empty) 1 la>e-a>d-T).«empty.b)==«d.e).empty) 1 la>c-T). 
«empty.b)==«c.e).empty) 1 la>d-T).«empty.b)==«c.d).empty) 1 la>e-T). 
«empty.a»>(d.(c.empty»1 Ib=e-T).«empty.b»>(d.(c.empty»1 la=e-T). 
«empty.a»>(e.(c.empty»1 Ib=d-T).«empty.b»>(e. (c.empty»1 la=d-T). 
«empty.a»>(e.(d.empty»1 Ib=c-T).«empty.b»>(e.(d.empty»1 la=c-T).nil 
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A cette étape de la résolution des contraintes, il faut remarquer qu'il existe des contraintes 
dupliquées, par exemple, la contrainte d'ordre «: a]- >M «: d, e]- apparaît 2 fois (sous les formes 
équivalentes Cempty.a)>>((d.e) .empty) et (empty.a)>>(e. Cd.empty))). Or, si l'on se livre à 
une étude plus détaillée de ce premier résultat, on peut remarquer que quasiment toutes les 
contraintes construites sur» sont dupliquées. 

D'autre part, on trouve énormément de contraintes insatisfaisables telles (empty.b)==(d.e), 
ou encore des contraintes de la forme empty » Cd. e) que l'on peut rencontrer après la deuxième 
étape de résolution. Au bout de trois étapes de résolution, on obtient la contrainte suivante: 

[] resul t term: 
F.(TI la>e~b>d~b>c~T).F.F.(TI la>d-b>e-b>c-T).F.F.(T! !a>c-b>e-b>d-T). 

F.F.CTI la>e-a>d-b>c-T).F.F.F.F.F.(Tlla>e-a>c-b>d-T).F.F.F.F.F. 
(TI !a>d-a>c-b>e-T).F.F.F.F.F.(Tllb>e-a>d-a>c-T).F.F.(TI ib>d-a>e-a>c-T). 
F.F.CTI !b>c-a>e-a>d-T).F.F.(T! Ib>e-b>d-a>c-T).F.F.F.F.F. 
(Ti !b>e-b>c-a>d-T).F.F.F.F.F.(T! !b>d-b>c-a>e-T).F.F.F.F. 
(TI la=e-b>d-b>c-T).(T! la=d-b>e-b>c-T).(Tlla=c-b>e-b>d~T). 
(TI !b=e-a>d-a>c-T).(TI Ib=d-a>e~a>c-T).(TI Ib=c-a>e-a>d-T).F. 
(T! ia>d-a>c-b=e-T).F.F.F.F.F.(TI Ib>d-b>c-a=e-T).F.F.F.F.F. 
(T! la>e-a>c-b=d-T).F.F.F.F.F.(T!!b>e-b>c-a=d-T).F.F.F.F.F. 
(T! la>e-a>d-b=c-T).F.F.F.F.F.(TI ib>e-b>d-a=c-T).F.F.F.F.nil 

où les symboles F représentent· toutes les contraintes trivialement insatisfaisables simplifiées au 
cours de la résolution, et où toutes les autres sont des solutions possibles au problème du départ. 
Sur cet exemple pourtant très simple, on trouve un nombre important de contraintes trivialement 
insatisfaisables: 72, contre 24 contraintes satisfaisables. 

Aussi donnons-nous maintenant une méthode de résolution des contraintes d'ordre sur l'exten­
sion multi-ensemble de gpo évitant la construction de ces contraintes trivialement insatisfaisables 
obtenues par une méthode descendante. Comme dans le cas des contraintes gpo, afin de pallier 
ces deux problèmes, nous allons combiner les deux mêmes techniques: partage des termes, des 
contraintes, des solutions, et inférence ascendante afin de ne propager que des contraintes non­
trivialement insatisfaisables. La solution que nous présentons est basée sur une représentation 
graphique des termes, des multi-ensembles, des contraintes d'ordre ainsi que des preuves, et peut 
éventuellement être superposée sur la structure adoptée dans le cas des contraintes d'ordre gpo 
de la section 5.2. Nous disposons déjà d'une structure de SOCS dans laqueile les termes, les 
contraintes d'ordre gpo, ainsi que les V-preuves sont représentées. Nous proposons de superpo­
ser sur cette structure de SOCS des nœuds supplémentaires représentant les multi-ensembles de 
termes, ainsi que des arcs représentant les contraintes d'ordre sur l'extension multi-ensemble de 
gpo. 

Tout d'abord, nous donnons la structure graphique représentant les multi-ensembles. Cette 
structure ne dépend que du nombre d'éléments contenus dans le multi-ensemble. Nous avons 
choisi une structure qui offrait les meilleures propriétés pour une approche de déduction ascen­
dante, tout en conservant un partage fort et en restant compatible avec l'approche proposée dans 
la section 5.2 pour les contraintes d'ordre gpo. Pour faciliter l'approche ascendante, il est très in­
téressant de choisir une structure de multi-ensemble construite sur la relation de sous-ensemble, à 
la manière des termes: un terme est relié à ses sous-termes par la relation de sous-terme. Comme 
dans le cas des termes, la relation de sous-ensemble facilite beaucoup les déductions ascendantes 
et permet également un meîlleur partage des contraintes. Par exemple, dans l'exemple 5.2 page 69, 
nous avons vu comment la O-preuve Pl d'un arc a ~lb peut être utilisée et partagée par les 
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arcs g(a) ~2b et f(g(a)) ~3b en posant P2 M Pl, et P3 M P2 . Dans le cas des multi­
ensembles, la relation de sous-ensemble joue le même rôle. En effet, si l'on a une a-preuve P 
pour {a}} ?M {b}}, il est souhaitable qu'elle puisse être utilisée et partagée, grâce aux mêmes 
mécanismes, par les contraintes {a,e}} ?M {b}} et {a, e, d}} ?M {b}}. 

Dans un graphe OCS, nous identifierons tout multi-ensemble à un seul élément avec l'élément 
lui-même. Ainsi, si s est un terme, le singleton {s}} est représenté par le sommet du graphe de s. 
Tout autre multi-ensemble de plus d'un élément est représenté par un nœud particulier, nommé 
nœud multi-ensemble, étiqueté par le symbole M (M tf. F) dont les fils sont soit des singletons soit 
des nœuds multi-ensembles. Un nœud multi-ensemble a un nombre de fils dépendant du cardinal 
du multi-ensemble qu'il représente. Tout nœud multi-ensemble représentant un multi-ensemble 
X de cardinal n, est lié par des arcs à des couples de fils, représentant des sous-ensembles de X. 
Ces couples de fils représentent, en fait, tous les découpages possibles de X en un singleton et 
un multi-ensemble de cardinal n - 1. Tous les couples de fils sont liés au père par un arc étiqueté 
par un numéro de couple commun. Ces arcs sont appelés arcs multi-ensembles. Par exemple, 
voici la représentation du multi-ensemble {a, b}}, dans laquelle il n'existe qu'une seule façon de 
construire {a, b}} à partir des multi-ensembles {a}} et {[b]-, 

M 

1\ 
a b 

voici celle du multi-ensemble {[a, b, c}} dans laquelle il existe 3 façons de construire {[a, b, c]- à 
partir d'un singleton et d'un multi-ensemble de cardinal 2, nous les donnons par numéro de 
couple: (1) {[c}} U {a,b}}, (2) {b}} U {[a,c]-, et (3) {a}} U {[b,c}}, 

et voici celle du multi-ensemble {[a, a, b}} dans laquelle il n'existe que 2 façons de construire 
{[ a, a, b}} à partir d'un singleton et d'un mulU-ensemble de cardinal 2. Nous les donnons par 
numéro de couple: (l){[b}} U {[a, a}}, et (2) {[a}} U {[a,b}}, 

b 

Nous donnons une nouvelle définition des graphes OCS intégrant les multi-ensembles. 

Définition 5.20 Un graphe GeS est un graphe G = (V, E) dans lequel V est un ensemble 
de sommets (ou nœuds) étiquetés par des symboles de F! des variables de X, ou le symbole 
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M, et E ç V x V est l'ensemble des arcs étiquetées par S, R, > ou rv pour arcs de Sous­
terme, Réécriture, inégalité et équivalence respectivement. Les arcs S, R, > sont orientés. Les 
arcs étiquetés par> 1 et '" sont également étiquetés par une O-preuve. Les arcs de sous-terme 
sont également étiquetés par un entier i. Pour les arcs de sous-terme issus de sommets étiquetés 
par des symboles de F, i représente le rang du sous-terme. Les arcs de sous-terme issus de 
sommets étiquetés par M sont regroupés par couples et étiquetés par un entier i identique pour 
tes deux arcs d'un même couple. Pour tout nœud F E V, étiqueté par f E F où l'arité de f est 
n, pour tout i = 1 ... n, il existe Gi E V et un unique arc de sous-terme (F, Gi) E E de rang i. 

Soi t l -+ r une règle de réécriture, G = (V, E) un graphe OCS et (G 1/ a) le SOCS représentant 
le résultat des C-déductions effectuées sur l -+ r. Soit L, R des multi-ensembles de sous-termes de 
l et r respectivement. Pour résoudre la contrainte L >M R, nous proposons l'algorithme suivant: 

1. suppression deux à deux des éléments communs à L et à R, i.e. si un terme t apparaît à la 
fois dans L et dans R, on supprime autant d'occurrences dans L et dans R de façon à ce 
que t ne soit plus un élément commun aux deux muIti-ensembles, Le. dans la suite par L 
et R on entendra L \ (L n R) et R \ (L n R) respectivement. 

2. on construit un oes G' = (VI, E') tel que 

- VI = V{ u Vi? U ML U MR, où VL et Vi? contiennent les nœuds supérieurs de chaque 
graphe représentant un terme contenu dans L et R, respectivement, i.e. Vi = {T E 

V 1 Term(T) = SEL} et Vi? = {T E V 1 Term(T) = S E R}, et les ensembles ML 
et M R contiennent tous les sommets multi-ensembles étiquetés par M nécessaires à 
la représentation des multi-ensembles L et R, respectivement. Il faut remarquer que 
grâce à la suppression des égaux effectuée dans la première phase de l'algorithme, on 
peut assurer ici que V{ n Vi? = 0 et par conséquent, on a également ML n MR = 0. 

- L'ensemble d'arêtes E' ç E contient tous les arcs d'ordre (Tb T 2) E E tels que 
E V{ et T 2 E Vk. De plus, El contient tous les arcs multi-ensembles nécessaires à 

la représentation de L et de R. 

3. on construit une 8-substitution a' telle que (l est une restriction de a aux variables de 
O-preuve apparaissant sur les arcs de E', 

4. on applique le processus de déduction multi-ensemble, défini ci-dessous, sur le SOCS (G' Il 
a'). 

Soient les règles de ce processus de déduction des arcs d'ordre de l'extension multi-ensemble 
définies dans la figure 5.2. Comme dans le cas des règles de déduction utilisées pour le gpo, nous 
trouvons des règles simples et leur "extension". Les déductions effectuées par toute règle R et 
son extension R Extension sont similaires si l'on excepte le fait que la règle R ajoute un arc 
et une a-preuve qui n'existaient pas alors que la règle R Extension complète une a-preuve qui 
existait déjà. Il est nécessaire de bien dissocier ces deux règles afin de ne construire aucun arc 
représentant une contrainte insatisfaisable. 

Nous donnons maintenant un exemple d'applîcation de ces règles sur un exemple simple 
montrant que ce procédé ne construit aucun arc trivialement insatisfaisable. 
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Exemple 5.7 Soit :F = U : 2, g : 1, h : 1} un ensemble de symboles, x, y, z des variables de 
X et i[f(x,y),h(z)}} >M i[g(y),g(z)}} une contrainte d'ordre sur ['extension multi-ensemble de 
gpo. Si nous appelons la procédure de décomposition sur la contrainte initiale 

(fxy. hz. empty» gy. gz. empty i 1 T) . nU, nous obtenons 

(TI !hz>gz-hz>gy-T).(TI Ihz>gz-hz>gy-T).(TI !fxy>gz-fxy>gy-T). 
(Ti Ifxy>gz-fxy>gy-T).(empty»emptyl Ifxy>gz-hz>gy-T). 
(empty==emptyl Ifxy>gz-hz>gyAT).(empty»emptyl Ifxy=gz-hz>gy-T). 
Cempty»emptyl !fxy>gy-hz>gz-T).(empty==emptyl !fxy>gyAhz>gzAT). 
(empty»emptyl !fxy=gy-hz>gzAT).(empty»emptyl Ihz>gz-fxy>gy-T). 
(empty==emptyllhz>gz-fxy>gy-T).(empty»emptyl Ihz=gz-fxy>gy-T). 
(empty»emptyllhz>gyAfxy>gzAT).(empty==emptyl !hz>gy-fxy>gz-T). 
(empty»emptyllhz=gy-fxy>gz-T).(empty==emptyi Ifxy=gz-hz>gy-T). 
(empty==emptyl ifxy=gy-hz>gz-T).(empty==emptyl !hz=gz-fxy>gy-T). 
(empty==emptyl Ihz=gy-fxy>gzAT).(empty»emptyl !fxy>gy-hz=gz-T). 
(empty==emptyl Ifxy>gy-hz=gzAT).(empty»emptyl !fxy=gy-hz=gz-T). 
Cempty»emptyi Ihz>gy-fxy=gz-T).Cempty==emptyl Ihz>gy-fxy=gz-T). 
(empty»emptyllhz=gy-fxy=gz-T),Cempty»emptyl Ifxy>gz-hz=gy-T). 
(empty==emptyl !fxy>gz-hz=gyAT).(empty»empty!!fxy=gz-hz=gy-T). 
(empty»emptyl Ihz>gz-fxy=gy-T).(empty==emptyl Ihz>gz-fxy=gy~T). 
Cempty»emptyl Ihz=gz~fxy=gy-T).nil 

oû les contraintes multi-ensembles trivialement insatisfaisables peuvent être simplifiées. Nous 
obtenons ainsi 

[] resul t term: 
F. (T Il fxy>gzAhz>gy-T) . F . F . (T 1 1 fxy>gy-hz>gz-T) . F . F. (T Il hz>gz-fxy>gy~T) . 
F.F.(TI Ihz>gy-fxy>gz-T).F.(T! ifxy=gz-hz>gy-T).(TI ifxy=gy-hz>gz-T). 
(TI Ihz=gz-fxy>gy-T).(TI !hz=gy-fxy>gz-T).F.(T! !fxy>gy-hz=gz-T).F.F. 
(TI !hz>gy-fxy=gz-T).F.F.(T! !fxy>gz-hz=gy-T).F.F.(TI Ihz>gz-fxy=gy-T). 
F.nil 

Parmi les 28 contraintes construites, seules 12 ne sont pas trivialement insatisfaisables. Or parmi 
ces 12 contraintes, certaines ne sont pas satisfaisables vis-à-vis de l'ordre gpo. Par exemple, la 
solution (T 1 1 fxy=gy-hz>gz-T) est impossible puisque, queUe que soit l'instance de gpo, il est 
impossible d'avoir f{x,y) ê::::gpo g(y). Finalement, parmi ces 12 solutions, si l'ordre destiné à 
satisfaire les contraintes est gpo, il est encore possible d'en éliminer 8. Il ne reste plus que 4 
solutions parmi lesquelles 2 duplications. Finalement il ne reste que deux solutions distinctes que 
voici: 

(T 1 ! fxy>gy-hz>gzAT) et (T 1 1 fxy>gy-hz=gz-T) 

Nous voyons maintenant comment traiter cet exemple avec les règles de déduction précédentes. 
Nous supposons que nous disposons déjà du SOCS contenant les termes f(x, y), h(z), g(y), g(z) 
et les a-preuves associées aux différentes contraintes d'ordre gpo entre ces termes: 

Pl H 8(h(z)) >lex 8(g(z)) 
P2 H 8(f(x,y)) >lex 8(g(y)) 
P3 H 8(h(z)) ~lex 8(g(z)) 

Dans ce SOCS on ne s'intéresse, en fait, qu'à un sous graphe G' = (V', E') et une 8-substitution 
a'. On sait que V' = V{ U Vk U ML U M R . Dans cet exemple, V{ est l'ensemble contenant les deux 
sommets étiquetés par f et h respectivement, et Vk est l'ensemble contenant les deux sommets 
étiquetés par g. Par commodité, nous ne représenterons que le graphe utile: les sommets et arcs 
concernés par les déductions. Ceci revient à extraire du SOCS précédent, le SOCS suivant: 



5.6. Extension lexicographique et multi-ensemble du gpo 

J -___ - ____ --- r-J_---f h __ :;rp-;---~---- __ 9 Il 
~ ->- - - - --- - - - - -P3 

Pl I-t E>(h(z)) >Iex E>(g(z» 
P2 I-t 9(f(x, y») >Iex 9(g(y)) 
P3 I-t 9(h(z») '::::lex 9(g(z)) 

Ensuite, sur ce graphe, on ajoute la structure de multi-ensemble, et l'on obtient: 

Pl I-t 9(h(z)) >lex E>(g(z» 
P2 I-t E>(f(x,y) >lex 6(g(y» 
P3 I-t 6(h(z» '::::lex E>(g(z)) 
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Finalement, seuls trois arcs sont constructibles et le SOCS obtenu après application des règles 
multi-ensemble est le suivant: 

H I-t 6(h(z)) >lex 9(g(z) 
P2 I-t E>(f(x,y)) >Iex 9(g(y» 
P3 I-t 9(h(z)) '::::lex 9(g(z» 

Les règles de déductions multi-ensemble sont généralisables pour la résolution de contraintes sur 
l'extension multi-ensemble de n'importe quel ordre, elle ne sont pas particulière à l'ordre gpo. 
En revanche, il existe une optimisation possible lorsque cet ordre est gpo. En effet, dans ce cas, 
en saturant au préalable le graphe avec tous les arcs triviaux possible à l'aide de l'ensemble de 
règles de la figure 5.3, on déduit rapidement les solutions triviales si elles existent. L'application 
de ces règles doit précéder l'application des règles de la figure 5.2. 

n faut noter que les arcs étiquetés par T sont bloquants, Le. ils ne peuvent, en aucun cas, 
être étendus par les règles d'extension (SINGLETON Extension, SUBTERM Multiset 
Extension, COMMON > Extension, COMMON f'oJ Extension) du premier ensemble. 
Ceci code naturellement le fait que les solutions triviales sont nécessairement les meilleures et 
qu'il n'est pas nécessaire d'en envisager d'autres. 

Afin d'illustrer l'intérêt de ce deuxième ensemble dans le cas de la résolution de contraintes 
d'ordre sur l'extension multi-ensemble de gpo, nous développons maintenant un deuxième exemple 
mettant en valeur la simplification du graphe SOCS. 

Exemple 5.8 Soit:F = {f : 1, 9 : 1, h : 2,p : 2} un ensemble de symboles, x, y des variables 
de X et -{{p(x,y),h(J(x),g(y))}} >M -{{f(x),g(y)}} une contrainte d'ordre sur l'extension multi­
ensemble de gpo. Le SOCS correspondant aux termes p(x,y), h(f(x),g(y)), f(x), g(y) est le 
suivant: 

Pl I-t 8(p(x, y)) >lex 6(f(x)) 
P2 I-t 8(P(x, y)) >lex 8(g(y)) 

Si l'on extrait le graphe utile et que l'on superpose la structure de multi-ensemble au SOCS, 
n01LS obtenons: 
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l'vf Pl !-J> 8(p(x, y) >lex 8(f(x)) 
P2 !-J> 8(p(x, y) >lex 8(g(y») 

Si nous appliquons directement le premier ensemble de règles multi-ensemble, nous obtenons 
le résultat suivant: 

Pl 1---+ 8(p(x,y) >lex 8(f(x» 
P2 1---+ 8(p(x,y» >lex 8(g(y» 
Pa 1---+ Pl 1\ Pz 
P4 1---+T 
P5 !-J> Pa V Pt V (Pl /\ T) V (P2 /\ T) 
P6 !-J> Pl V T 
P7 !-J> P2 V T 

En revanche, si on applique auparavant l'ensemble de règles de simplification on obtient les 
preuves triviales suivantes: 

Pl 1---+ 8(p(x, y)) >lex 8(f(x») 
P2 !-J> 8(P(x,y) >lex 8(g(y» 

Nous donnons maintenant les théorèmes de correction et de complétude des ensembles de 
règles précédents pour le cas particulier où l'on s'intéresse à l'extension multi-ensemble de l'ordre 
gpo. Soit CM l'ensemble contenant les règles de la figure 5.2 et de la figure 5.3. Tout d'abord 
nous définissons la fonction M ult qui associe à chaque nœud d'un graphe OCS le multi-ensemble 
qu'il représente. 
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1 Soit CI = (V',EI) un OCS tel que VI = V~UVbUMaUMD, S,X1 ,X2 E V~, Y,YI,V2 ,E Vb, Ml E Ma,l 
M2 E MD, Ml, M2 sont étiquetés par M, S est étiqueté par un symbole de FUX, i,j E N, P, Pl, Pb Pz El 
Xe, a E P, Cf est une 8-substitution. 

1. SINGLETON 
PreCond: 
S+M1 

3. SUBTERM Multiset 

5. COMMON > 

7. COMMON '" 

PreCond.: 
M1+V 

aU {P I--t Pl} 

Cf PreCond: 
+M2 

2. SINGLETON Extension 

Ml aU {PI--t a} PreCond: 

~// \: 
/,.;if l, \\ PIA P2 </. a 

5 -;-~ Yl _ Y2 - - ->-p;-

4. SUBTERM Multiset Extension 

Ml 1 a U {P I--t a} Pll."eCond.: 
" P'</.a i V""'~, 

Xi X. - rpï Y !, 

aU {P I--t a V Pl} 

6. COMMON > Extension 

Ml - - -?>p - - Mz Cf U {P I--t a} 

i\ J/\) 
Xl _ Xz -~'YI _ Yz 

----?>-p~--

8. COMMON '" Extension 

Ml ---,::,p-- M2 aU {P I--t a} 

i \ i/ \) 
Xl _ Xz -:::"!:~Yl Yz 

- - - - ::"P~ - --

Pll."eCond.: 
PIA P2 </. a 

PreCond: 
H 1\ P2 </. a 

FIG. 5.2 - Les règles de l'extension multi-ensemble 
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Soit G' = (VI,E') un OCS tel que V' = Vé u Vb U Ma U MD, S,X1 ,X2 E Vé, 
V, VI, V2 , E Vb, Ml E Ma, M2 E MD, Ml, M2 sont étiquetés par M, S est 
étiqueté par un symbole de:FU X, i,j E N, a est une 8-substitution. 

9. SINGLETON Simplification 

Il a 

II 

PreCond: 
S+M1 

11. COMMON > Simplification 
PreCond: 
Ml M2 

10. SUBTERM Multiset Simplification 

Il a 

i\ Il 
Xl X2 -~y y 

PreCond: 
M1+V 

FIG. 5.3 - Règles supplémentaires pour ['extension multi-ensemble de gpo 
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Définition 5.21 Soit G = (V, E) un OCS gmph et F E V. La fonction Mult de V vers 
M(T(F,..1:')) est définie inductivement comme suit.' 

1. si F est étiqueté par un symbole f E F, alors Mult(F) = -[Term(Fn, 

2. si F est étiqueté par le symbole M, alors Mult(F) = Mult(X)UMult(y) où, (F, X), (F, Y) E E 
sont des arcs multi-ensemble étiquetés par le même indice de couple i. 

Définition 5.22 Étant donné un SOCS (G Il a), et un arc X ~ Y de G (resp. X --!! Y) 
est correct vis-à-vis de l'extension multi-ensemble de gpo si pour tout ip = (To,k, ~lex) tel que 

ip 1= P, on a Mult(X) >-;p;;t Mult(Y) (resp. Mult(X) ::::;;p;;t Mult(Y)). Un SOCS (G 1/ o') est 
correct vis-à-vis de l'extension multi-ensemble du gpo si c'est le cas pour tout arc de G. 

Le SOCS sur lequel débute l'application des règles de CM-déduction est un SOCS correct vis-à­
vis de gpo sans arcs d'ordre entre les sommets multi-ensembles. En pratique, il est envisageable 
d'appliquer les règles de C-déduction sur un SOCS initial S (au sens défini dans la section 5.3) 
représentant une règle de réécriture jusqu'à obtenir une C-forme normale S'. Ensuite, on ajoute 
à S' les sommets représentant les multi-ensembles sur lesquels nous souhaitons résoudre des 
contraintes d'ordre sur l'extension multi-ensemble et nous normalisons Sr à l'aide des règles de 
CM-déduction. 

Théorème 5.5 (Correction) Pour tout SOCS S' correct vis-à-vis de gpo, si SI f-êM Sil alors SI/ 
est correct vis-à-vis de ['extension multi-ensemble de gpo. 

Théorème 5.6 (Complétude) Soit (G \1 a) un SOCS en CM-forme normale, tel que G = (V, E). 
Pour tous nœuds F, G E V, t.q. Mult(F) = X et Mult(G) = Y, où X, Y E M(T(F, ..1:')) et 
X nY = 0: 

Vif! = (To,k, ~lex) t.q. X >-:p~ Y, il existe un arc F ~ G dans G t.q. if! 1= Pa 

Vip = (To,k, i;!ex) t.q. X ::::;;p~11 Y, il existe un arc F --!! G dans G t.(j. if! 1= Pa. 

5.7 Conclusion sur la résolution des contraintes d'ordre gpo 

Dans ce chapitre, nous espérons avoir montré le double apport de la résolution de contraintes 
d'ordre pour la synthèse des ordres de terminaison: clarté et efficacité. En exprimant le pro­
blème de la terminaison d'un système de réécriture sur la forme d'une contrainte d'ordre, on 
en donne une représentation compacte, exacte et opérationnelle. Pour ce qui est de l'efficacité, 
nous avons proposé un algorithme de résolution de contraintes d'ordre gpo limitant le nombre de 
dupplications et de contraintes insatisfaisables grâce à des techniques de partage de termes, de 
contraintes et d'a-preuves. En outre, dans un mode semi-automatique, cet algorithme permet de 
limiter l'intéraction avec l'utilisateur aux points les plus difficiles de la résolution. Les techniques 
d'optimisation de la résolution des contraintes d'ordre mises en œuvre ici ne sont pas limitées au 
cas du gpo. En guise d'exemple, nous avons montré qu'elles pouvaient être transposées au cas 
des contraintes d'ordre sur l'extension multi-ensemble d'un préordre quelconque. 
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5.8 Preuves 

5.8.1 gpo est un préordre sur T(:F, X) avec la propriété de sous-terme 

Toutes les preuves des lemmes suivants sur T(F, X) sont identiques aux preuves respectives 
sur T(F) données dans [DH951. Par conséquent, nous avons choisi de simplement pointer et 
prouver les propriétés additionnelles. 

Lemme 5.1 (Symétrie). Si s '::::gpo t alors t '::::gpo s. 

Preuve La preuve est similaire à la preuve du lemme l de [DH95] avec la propriété additionnelle 
suivante à prouver: 8(s) '::::lex 8(t) implique que 8(t) '::::lex 8(s). A partir de la définition de 
8(s) '::::lex 8(t) on obtient que Va t.q. sa, ta E T(F), on a 8(sa) '::::lex 8(ta). La relation '::::i est 
supposée symétrique sur les termes clos, par définition de gpo. On peut remarquer que lorsque 
'::::i est l'extension multi-ensemble de '::::gpo, la symétrie de '::::i vient de la symétrie de gpo sur 
les termes clos. Ainsi, nous obtenons que '::::lex est symétrique sur les termes clos. D'où, Va t.q. 
sa, ta E T(F), on a 8(ta) '::::lex 8(sa), qui est la définition de 8(t) '::::lex 8(s) sur T(F, X). 0 

Soient 3, t, u E T(F, X). 

Lemme 5.2 Pour le gpo, s '2 gpo t implique s >gpo tlp pour tout sous-terme strict tlp de t. 

Preuve La preuve ne dépend ni de la définition de 8 ni de cene de >!ex mais uniquement de 
la définition du gpo lui-même. Comme nous utilisons la même définition du gpo que [DH95], la 
preuve est similaire au cas clos: lemme 2 de [DH95]. 0 

Lemme 5.3 (Sous-terme). Le gpo satisfait la propriété de sous-terme stricte: 
Vs: f( ... ,s, ... ) >gpo s. 

Preuve Là encore, la preuve ne dépend ni de la définition de e ni de celle de >lex mais uni­
quement de la définition du gpo lui-même. Comme nous utilisons la même définition du gpo 
que [DH95], la preuve est similaire au cas clos: lemme 3 de [DH95]. 0 

Lemme 5.4 (Reflexivité). L'ordre général sur les chemins ?'gpo est réflexif. 

Preuve La preuve est similaire à la preuve du lemme 4 de [DH95] avec la propriété additionnelle 
à prouver: 8(s) '::::lex 8(s). La relation '::::i est réflexive sur les termes clos. Par conséquent, '::::lex 

est réflexive sur les termes clos également. Lorsque '::::i est l'extension multi-ensemble de '::::gpo, la 
réflexivité de '::::i vient du fait que '::::gpo est réflexif sur les termes clos. D'où, Va t.q. sa E T(F), 
on a 8(sa) ê:::'.lex 8(sa), et par la définition 4.20, 8(s) '::::lex 8(s). 0 

Lemme 5.5 Pour le gpo, s '2 gpo t implique que urs] >gpo t pour tout contexte non-vide url. 

Preuve La preuve ne dépend ni de la définition de e ni de celle de >lex mais uniquement de 
la définition du gpo lui-même. Comme nous utilisons la même définition du gpo que [DH95], la 
preuve est similaire au cas clos: lemme 5 de [DH95]. 0 

Lemme 5.6 Soient s, tE T(F, X), s ?'gpo t implique Vares) ;2 Var(t). 
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Preuve Supposons que s ~gpo t et Vares) R. Var(t). Il existe donc au moins une variable 
xE Var(t) et x rt Vares). Soit C[.) un contexte non-vide tel que t = C[x). Soit u une substitution 
telle que Dom(u) = Vares) U Var(t) \ {x}, su E T(;:) , et Var(tu) = Var(C[x)u) = {x}. Soit 
u' = u U {x t-t su}. Dans ce cas, on a su',tu' E T(;:) , su' = su et tu' = Cu'[su]. Grâce 
à la propriété de sous-terme du gpo, on obtient que Cu'[su) >gpo su. Donc tu' >gpo su' avec 
su', tu' E T(;:) qui est une contradiction avec s ~gpo t et la proposition 4.3. 0 

Lemme 5.7 (Transitivité) Soient s, t, u E T(;:, X). 

1. s >gpo t ~gpo u ==> s >gpo u; 

2. s '::::.gpo t >gpo u ==> s >gpo u; 

3. s '::::.gpo t '::::.gpo U ==> s '::::.gpo U. 

Preuve La preuve est similaire à la preuve du lemme 6 dans [DH95] compte-tenu de trois 
propriétés additionnelles à prouver: 

1. pour s >gpo t ~gpo U ==> S >gpo u, la propriété additionnelle à prouver est que 9(s) >lex 

8(t) et 8(t) ~lex 8(u) implique 8(s) >lex 8(u). De 8(s) >lex 8(t) et 8(t) ~Zex 8(u) ainsi 
que de la définition 4.20, on extrait: 

Vu t.q. su, tu E T(;:), 8(su) >Zex 8(tu), et 

(Vu' t.q. tu', uu' E T(;:), 8(tu') >lex 8(uu')) ou 

(Vu' t.q. tu', uu' E T(;:), 8(tu') '::::.lex 8(uu')) . 

Puisque s >gpo t et t ~gpo u, grâce au lemme 5.6, on sait que Vares) ;2 Var(t), Var(t) ;2 
Var(u). Par transitivité de ç, on a Vares) ;2 Var(u). D'où, Vu t.q. su E T(;:) , on a 
également tu, uu E T(;:), et on obtient: 

De la transitivité de >i et de '::::.i, on peut déduire la transitivité de >lex et '::::.lex sur les termes 
clos. Si >i (resp. '::::.i) est l'extension multi-ensemble de >gpo (resp. '::::.gpo) , la transitivité 
de >i (resp. '::::.i) vient de la transitivité de >gpo ~esp. '::::.gpo) sur les termes clos. Par la 
transitivité de >lex et de '::::.lex on obtient: 

2. pour S '::::.gpo t >gpo u ==> s >gpo u, la propriété additionnelle à prouver est que 
8(s) '::::.lex 8(t) >lex 8(u) implique que 8(s) >lex 8(u). Ceci peut être montré comme 
dans le cas précédent. 

3. pour s '::::.gpo t '::::.gpo U ==> S '::::.gpo u, la propriété à prouver est que 8(s) '::::.lex 8(t) '::::.lex 

8(u) implique que 8(s) '::::.lex 8(u). Ceci peut être montré comme dans le premier cas. 
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o 

Lemme 5.8 (Irréfiexivité). Pour tout terme s, s :fgpo s. 

Preuve La preuve ne dépend ni de la définition de e ni de celle de >lex mais uniquement de 
la définition du gpo lui-même. Comme nous utilisons la même définition du gpo que [DH95], la 
preuve est similaire au cas clos: lemme 7 de [DH95]. 0 

Lemme 5.9 Si S >gpo t, alors t L:.gpo s. 

Preuve Supposons que t "2 gpo s. Par transitivité, on obtient que S >gpo 5, ce qui contredit le 
lemme 5.8. 0 

Lemme 5.10 S "2 gpo t "2 gpo S si et seulement si S ':::::.gpo t. 

Par les lemmes précédents, on obtient que "2 gpo est un préordre ayant la propriété de sous­
terme. 

5.8.2 Correction des règles de C-déduction 

Nous montrons d'abord trois lemmes qui sont nécessaires à la preuve de correction. 

Lemme 5.11 Soient P, Q E P, <P = (To,k, ~lex), on a: 

P<r.Q et <P p P ~ q> F Q. 

Preuve On procède par induction sur la taille de Q. D'après la définition de P<r.Q, soit: 

o 

- Q = P. Dans ce cas, puisque <P p P, on a <P p Q, 

- Q = A V B et on a P<r.A ou P<r.B. En appliquant, l'hypothèse d'induction, on obtient alors 
que q> F A ou <P pB. Enfin, en appliquant la définition de p, on obtient <P F Q. 

Lemme 5.12 Étant donnés P, Q E P et a une e-substitution, 

P<r.Q ~ Pa <r. Qa. 

Preuve Là encore, on procède par induction sur la taille de Q. D'après la définition de P<r.Q, 
soit: 

- Q = P. Dans ce cas, Qa = Pa, donc Pa <r. Qa, 

- Q = A V B et on a P<r.A ou P<r.B. On a Qa = Aa V Ba et par induction, on obtient que 
Pa<r.Aa ou Pa<r.Ba. Enfin en appliquant la définition de <r., Pa<r.Qa. 
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o 

Dans la suite, s -4- t représente n'importe quel arc d'ordre, qu'il s'agisse d'un arc s ~t, d'un 
arc s -4 t ou d'un arc s --.L t. Nous abrégerons parfois correct par rapport à gpo en correct. 

Définition 5.23 Soit (G Il 0") un SOCS. Soit s -4- t et sr ~ t' des arcs d'ordre de G. L'arc 

- s' ~ t f est au-dessus de s -4- t si s et t sont des sous-termes (éventuellement stricts) 
de s'et t f respectivement, 

- SI ~ t' est couvert par s -4- t s'il n'est pas au-dessus. de s -4- t. 

Lemme 5.13 Soient S un SOCS initial et S I-ê S' tel que S' = (G Il 0" U {P Ho a}). Soit 
s -4- t un arc d'ordre de G tel que P E Xe. 

1. Si Sf ~ t'est un arc de G couvert par s -4- t alors P' ((j U {P r--+ a}) = pl (j, et 

2. a(a U {P 1---+ a}) = aO". 

Preuve Lorsqu'un arc s -4- t est construit dans G, P est nécessairement une nouvelle variable. 
Donc, P ne peut apparaître dans les V-preuves d'autres arcs que si le nouvel arc 8 -4- t 

est utilisé comme une précondition pour d'autres C-déductions. Dans ce cas, les nouveaux arcs 
ajoutés (dont les V-preuves contiennent P) sont nécessairement des arcs au-dessus de s -4- t 
puisque la construction des arcs par les règles de C est effectué du bas vers le haut. Ainsi, la 
variable P ne peut pas apparaître dans n ni dans les V-preuves d'arcs couverts par de 8 -4- t. 
D'où, 

1. pour tout arc s' ~ t' couvert par s -4- t, on a P'(a U {P Ho a}) = pla, et 

2. a (a U {P 1---+ a}) = na. 

o 

Nous rappelons le théorème de correction des règles de déduction. 

Thêo:rême 5.1 Pour tout SOCS initial S, si S I-ê S'alors S'est correct par rapport à gpo. 

Preuve Dans la suite, on supposera que S = (G Il p), S' = (G' Il cp); F, U, G, Tl,." , Tm 
et V sont des nœuds de G (et donc de G' ) t.q. Term(F) = s, Term(G) = t, Term(U) = u, 
Term(V) = v, Term(T 1) = tl, ... , Term(T m) = tm , F est étiqueté par f et G est étiqueté par 
g. En premier, nous prouvons que l'application de toute règle de déduction de C sur un SOCS S 
correct mène à un autre SOCS S' correct. Par cas sur la règle de déduction appliquée: 

SUBTERM Property Cette règle s'applique si l'on a un arc de sous-terme entre F et U. Dans 
ce cas, S'est obtenu par addition d'un arc F ~ U à G. Comme chaque arc de G est sup­
posé correct, il est suffisant de prouver que ce nouvel arc est correct. Ceci est trivialement 
vrai puisque Term(U) = u, Term(F) = f( . .. ,u, . .. ) et \i~ f( . .. ,u, ... ) >-:po u, grâce à 
la propriété de sous-terme de gpo. 
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SUBTERM First Comme dans le cas de la règle SUBTERM Property, on a s = f( ... ,u, ... ), 
et C' ne diffère de C que par un nouvel arc d'inégalité. L'extension de la 8-substitution p 
en <p = pU {P H Pl} ne concerne pas les arcs de C existants, puisque P est une nouvelle 
variable. Nous montrons alors que ce nouvel arc est correct. Nous savons déjà qu'il existe un 
arc U ~'v ou U -.,E'v dans C. Puisque S est correct, U ~'v (ou U -.,E'V) est correct, 
et donc \lof> t.q. of> F P' p, on au i;;ipo v. Le nouvel arc est étiqueté par P. La nouvelle 8-
substitution est <p = pU {P H Pl}. D'où, P<p = pl<p. Puisque P est une nouvelle variable, 
p ne peut pas apparaître dans P' ni dans p, d'où p' <p = p' p. Ensuite, par transitivité de 
=, P<p = plp, d'où \lof> t.q. of> F P<p on a u i;;ipo v. De plus, s = f( ... ,u, ... ) et \lof> on a 
s >- ipo u par la propriété de sous-terme de gpo. Enfin, par transitivité de gpo, on obtient 

que \lof> t.q. of> F P<p on a s >- ipo v. 

SUBTERM Extension On as = f( ... ,u, ... ). La seule transformation de S opérée par la 
règle est effectuée sur la substitution de P. Nous faisons cette preuve de correction en 
trois étapes: nous montrons d'abord qu'après la transformation de la substitution, les arcs 
couverts par s ~ v restent corrects. Ensuite, nous montrons que l'arc s ~ v lui-même 
reste correct, puis que les arcs au-dessus de s ~ v sont toujours corrects. 

Soit k ~I un arc de (Clip) couvert par s ~v. L'arc (k ~lllp) est correct puisque 
tout le graphe (Clip) l'est. Soit p = O"U{P H ",} et <p = O"U {P H "'V Pl} la 8-substitution 
obtenue après application de la règle. Puisque k ~ 1 est correct, on a: \lof> t.q. op F Qp 
on a k >-ipo l. Par le lemme 5.13, on obtient que Q<p = QO" = Qp. Donc, \lop t.q. of> F Q<p, 
on a of> F Qp, d'où k >-ipo 1. La preuve est similaire pour un arc k ~ 1. 

Soit l'arc s ~ v lui-même. Soit p = 0" U {P H "'} et <p = 0" U {P H '" V Pl} la 8-
substitution obtenue après l'application de la règle. On a P<p = "'<p V P' <p. Par définition 
de F' op F P<p si op F "'<p ou if? F P' <p. Puisque P n'apparaît pas dans "'0" ni dans PlO", 
on obtient "'<p = "'0" et pl<p = P'O". D'où of> F P<p si of> F "'0" ou op F P'O". Maintenant, 

soit op F "'0"; comme par hypothèse le SOCS S est correct, \lof> t.q. op F "'p, on a 
s >-ipo v. Par le lemme 5.13, on obtient que "'p = "'o". D'où, \lof> t.q. <p F "'0", on a 

<P s>-gpov. 

- soit op F plO"; par le lemme 5.13 on montre que p' p = P'O". Puisque par hypothèse 
le SOCS S est correct, on a \lof> t.q. of> F p' p: u i;;ipo v, qui induit s >- ipo v. Puisque 
plp = P'O" on obtient que \I<Jl t.q. op F PlO", on a s >-ipo v. 

Il reste toujours à montrer que les arcs au-dessus de s ~ v restent corrects en dépit de 
la transformation de p en <p. En effet, dans les arcs au-dessus de s ~ v, on peut trouver 
des arcs d'ordre dont les O-preuves incluent P, où <p associe maintenant une O-preuve 
différente à P. Mais, dans le processus décrit par les règles de C, la correction des arcs 
au-dessus de 8 ~ t est uniquement fondée sur la correction de (8 ~ v Il pl. Comme 
l'arc (s ~v Il <p) est toujours correct, les arcs du dessus restent corrects. 

SUBTERM Trivial Comme dans le cas de SUBTERM First, on a 8 = f( ... ,u, ... ), et C' 
ne diffère de C que par un nouvel arc d'inégalité. L'application de la règle n'a pas modifié 
la 8-substitution: p = <p = (J. En conséquence, tout arc de C reste correct dans C'. Tout 
ce que nous avons à prouver est la correction du nouvel arc. Par hypothèse, u ~ v est 
correct. D'où \I<Jl t.q. op F T, on au >-ipo v. Par la propriété de sous-terme, on obtient que 
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If<l> t.q. iJl FT on as ripo v. 

SUBTERM Simplification Il y a deux transformations: P est remplacé par la a-preuve tri­
viale T et P est associé à T dans la 8-substitution. Comme dans la preuve de SUBTERM 
Extension, tout arc couvert par s .....;;.I v reste correct dans S', grâce au lemme 5.13. La 
preuve que l'arc s .....;;.I v est correct est similaire à la preuve de la règle SUBTERM First, 
où les a-preuve sont triviales. Le cas des arcs au-dessus de s .....;;.I v peut être traité comme 
le cas de la règle SUBTERM Extension: i.e. les arcs au dessus de s .....;;.I v sont corrects 
si s .....;;.I v reste correct. 

THETA > Supposons que Term(F) = s, Term(G) = t = g(tl,'" , tm), Term(Tl) = tl,'" , et 
Term(T m) = tm. On rappelle que, avant l'application de la règle, le graphe OCS est G et la 
8-substitution est p = a, et après l'application, le graphe devient G' et la 8-substitution 
devient 'P = aU {P >-+ Pl 1\ ... 1\ Pm 1\ 8(s) >lex 8(t)}. Chaque arc du graphe G est 
toujours présent dans G'. Pour chaque arc k --<!'I- 1 de G, puisque P est une nouvelle 
variable, nous avons Q'P = Qa. Puisque (Gllp) est correct, (k --<!'I- lllp) est correct, et 
puisque Q'P = Qa, on obtient que (k --<!'I- lll'P) est correct. Ainsi, tout arc de G reste 
correct dans G', et il reste uniquement à montrer la correction du nouvel arc lui-même. 
Comme les arcs (F --;;.E'Tdl'P), ... ,(F --;;.Ernr mll'P) sont corrects, on obtient que: 

If<l>l tel que <l>l F Pl'P on a s r ifo tl, 

En conséquence, If<l> tel que <l> F Pl'P et et <l> F Pm'P, on a 
s ripo tl,'" ,s ripa tm. Puisque, 'P = aU {P >-+ Pl 1\ ... 1\ Pm 1\ 8(s) >lex 8(t)}, on 

a P'P = Pl'P 1\ ... Pm'P 1\ 8(s) >lex 8(t). Par définition de F, on a lfiJl = (To,k, ;;lex) t.q. 
<l> F 8(s) >lex 8(t) alors To,k(S) >lex To,k(t). D'où, If<l> = (To,k, ;;lex) t.q. <l> F P'P, on a 
s ripa tl, .•. ,s ripa tm et To,k(S) >lex To,k(t) et finalement, par définition de gpo, If<l> tel 

que <l> F P'P on a s ripa t. 

THETA > Extension La preuve pour le cas étendu est similaire au cas de la règle THETA > 
case et pour les arcs au dessus, la preuve est similaire au cas de la règle SUBTERM Ext­
ension. 

THETA ~ La preuve est similaire au cas de la règles THETA >. 

o 

Ainsi, nous venons de montrer que si S est un SOCS correct et S f-c S', alors S'est correct. 
Par induction sur le nombre d'applications de f-c, on obtient que si S est correct et S f-ê S" alors 
S" est également correct. De plus, un SOCS initial est toujours correct vis-à-vis de gpo. D'où 
tout SOCS engendré par l'application des règles de déduction sur un SOCS initial est correct. 
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5.8.3 Complétude des règles de C-déduction 

Tout d'abord, nous rappelons le théorème à montrer. 

Théorème 5.2 Soit (GI/o-) un SOCS en C-forme normale, dans lequel G = (V,E). Pour tous 
noeuds F,G EV, t.q. Term(F) = s et Term(G) = t, où s,t E T(F,X): 

v<r> = (To,k,tlex) t.q. 8 >-:PO t, il existe un arc s ~t dans G t.q. <r> P Po­

V<r> = (To,kl ~lex) t.q. 8 ~:PO t, il existe un arc 8 ~t dans G t.q. <r> pPo-. 

Preuve Nous montrons d'abord que si S >-:po t (resp. 8 ~:po t) alors il existe nécessairement 
un arc S ~ t (resp. S ~ t). Supposer que 8 >-:PO t (resp. 8 ~:PO t) et que l'application des 
règles s'est arrêtée sans engendrer un arc s ~ t (resp. s ~ t), conduit à une contradiction. 
Nous démontrons ceci par induction sur la taille des termes de chaque côté de l'inégalité (ou de 
l'égalité) . 

Supposons que S = f(s1, ... ,sn) >-:po g(h, ... ,tm ) = t et qu'il n'y a aucun arc S ~ t. 
Comme S >-:po t, par définition de gpo, on a soit: 

- 31 2: i 2: n tel que Si ~:po t. En appliquant l'hypothèse d'induction, on obtient qu'il existe 
un arc Si ~it ou Si ~it. Puisqu'il n'y a toujours aucun arc entre 8 et t, la règle de 
déduction SUBTERM First ou SUBTERM Trivial peut être appliquée. Ceci est une 
contradiction avec le fait que le SOCS S est en C-forme normale. 

- S >-:po tl, ... ,tm et 8(s) >lex 8(t). En appliquant l'hypothèse d'induction sur les m 
inégalités, on obtient qu'il existe marcs 8 ~ik Comme de plus il n'existe pas d'arc 
entre entre 8 et t, la règle de déduction THETA > peut être appliquée, ce qui contredit 
l'hypothèse que le SOCS S est en C-forme normale. 

De la même façon, si on suppose que S = f(81, ... ,sn} ~:po g(tl,'" ,tm) = t et qu'il n'existe 
pas d'arc 8 ~t. Comme s ~:po t, par définition de gpo: 8 >-:PO tb .. · ,tm, t >-ipo 81, .. · ,Sm 
et 8(8) '" 8(t). Par induction, on obtient qu'il existe des arcs 8 ~iti (i = 1 ... m) et t ~jSj 
(j = 1 ... n). Par conséquent, la règle THETA '" peut être appliquée, ce qui contredit le fait 
que S est en C-forme normale. 

Maintenant, nous montrons que pour toute instance <r> de gpo telle que S >-:po t (resp. 
8 ~:PO t), si le SOCS S = (G Il 0-) est en C-forme normale et G a un arc S ~t (resp. 8 ~t), 
alors <r> p Pa. Si P = T, alors par définition de P, on a <I> p P. Pour le cas où P i- T, on 
peut procéder par induction sur la taille des termes de chaque côté de l'inégalité (ou égalité). 
Supposons que 8 = f(81,'" ,8n) >-:pog(tl'''' ,tm) = t. Soit <P = (To,k,tlex). Par définition de 
gpo, soit: 

1. 31 2: i 2: n tel que 8i ~:po t. Grâce à la première partie de la preuve, on sait qu'il existe 
nécessairement un arc S ~ t, et soit un arc Si ~i t soit Si ~i t. Si Pi = T alors, 
puisque P i- T, on peut appliquer la règle SUBTERM Simplification, qui contredit le 
fait que S est en C-forme normale. D'où Pi i- T. En appliquant l'hypothèse d'induction 
sur 8i ~:po t, on obtient que <I? p Pi 0- . Comme de plus {P r--t a} E 0-, si Pi 1. a, alors on 
peut appliquer la règle SUBTERM Extension qui contredit le fait que S est en C-forme 
normale. D'où Pi<f.a, et par le lemme 5.12, Pio-<f.ao-. Par le lemme 5.11, on obtient que 
"P p aa. Puisque {P r--t a} E a , Po- = ao-, et nous obtenons finalement que <I> p Po-. 
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2. s >-ipo tl,.·· , tm et To,k(S) >lex To,k(t). Grâce à la première partie de la preuve, on déduit 
qu'il existe des arcs s ~l th ... , s ~~tm et s ~ t. En appliquant l'hypothèse 
d'induction aux m inégalités, on obtient que <P p Pla, ... , ~ p Pma. Puisque To,k(S) >lex 

To,k(t) et <P = (To,k, ;;lex), par définition de p, on déduit que q> p 8(s) >lex S(t). Comme 
dans le cas 1, si l'on tient compte du fait que {P r-+ a} E a et si l'on suppose que la 0-
preuve contient Ph'" , Pm et 8(s) >/ex 8(t) ne sont pas visibles dans a, alors on obtient 
une contradiction, puisqu'on peut appliquer la règle THETA > Extension. D'où, la 0-
preuve contenant Pt, ... ,Pm et 8(s) >lex Set) est visible dans a. Finalement, comme dans 
le cas 1 et grâce au lemme 5.12 et au lemme 5.11, on obtient que IP p Pa. 

Pour le cas 8 = 1(81, ... , sn) ;:::;ipo g(h,··· , tm) = t, la preuve est plus simple: 8 ;:::;ipo t implique 
que 8 >-ipo tl,·.· ,tm et t >-ipo SI,.·. ,Sn et 8(s) ë:::lex 8(t). Comme dans les cas précédents, il 
existe des arcs S ~ltl, ... , S ~ntm et t ~lSl, ... , t ~~sn et s ~ t. En appliquant 
l'hypothèse d'induction sur les m+n inégalités, on déduit que q> p Pl, ... , Pm et q> p P{ , ... , P~. 
Par hypothèse, on as ;:::;ivo t, et par définition de gpo: To,k(S) ë:::lex To,k(t). Ainsi, par définition 
de p, ~ p 8(s) ë:::!ex 8(t). Finalement, q> p Pa. 0 

508.4 Complexité des règles de C-déduction 

Nous donnons une borne supérieure pour le nombre de déductions possible (Le. du nombre 
de règles appliquées) sur un SOCS donné. Soit N le nombre maximal de noeuds dans le graphe 
OCS du SOCS, et M l'arité maximale des symboles de fonction de F. Le nombre de couples de 
noeuds distincts est N x (N - 1) (il faut considérer séparément les couples symétriques: (F, G) 
et (G, F)). 

Nous donnons une borne supérieure pour le nombre d'applications de chaque règle de dé­
duction sur un couple de noeuds. Soient F (étiqueté par J) et G (étiqueté par g) deux noeuds 
d'un graphe OCS G t.q. Term(F) = 8 = 1(81, ... ,sn) et Term(G) = t = g(tl,'" , tm). Par cas 
sur les règles appliquées: SUBTERM Property, SUBTERM First, SUBTERM Trivial, 
THETA > et THETA ....., ne peuvent être appliquées que s'il n'existe pas d'arc entre F et G. 
Lorsqu'elles sont appliquées, elle engendrent un arc entre F et G. Comme aucune règle ne retire 
d'arc au graphe, ces règles ne peuvent être appliquées qu'une seule fois pour chaque couple de 
noeuds. 

Les règles SUBTERM Extension, SUBTERM Simplification et 
THETA > Extension peuvent être appliquées même s'il existe déjà un arc entre F et G. 
Nous prouvons maintenant que le nombre d'application est borné. 

Remarquons d'abord que dans un SOCS S = (Gllp) avec p = aU {P t-+ a} tel qu'il existe 
une O-preuve {3 avec {3<ta, alors quelle que soit la règle de déduction appliquée au SOCS S par 
la suite, soit: 

- P est remplacée par T, soit 

- le SOCS devient S' = (G/llp') où p' = a' U {P t-+ a'}) et {3<ta' . 

La précondition de THETA > Extension vérifie que (Pl 1\ ... 1\ Pm 1\ 8(s) >lex 8(t)) 
i a. A près l'application de cette règle, on a Pl 1\ ... 1\ Pm 1\ 8 (s) > lex e (t) <t a' où a' est la 
nouvelle O-preuve de l'arc. Ainsi, cette règle ne peut être appliquée qu'une seule fois pour chaque 
couple de noeuds F et G. 

La précondition de SUBTERM Simplification est similaire: puisque P doit être différent 
de T, cette règle ne peut être appliquée qu'une seule fois. 
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La précondition P' </ Œ de SUBTERM Extension empêche d'ajouter une a-preuve pl à P 
deux fois. Par conséquent, il est suffisant de montrer que le nombre d'a-preuves éventuellement 
ajoutées par la règle SUBTERM Extension est borné. Comme Parité maximale des symboles 
de fonction de :F est M, on ne pourra ajouter au maximum que M a-preuves venant d'arcs 
Si ~i t et M a-preuves venant d'arcs Si ----..2:: t. Ainsi, le nombre d'a-preuves ajoutées est 
borné par 2M. 

Si l'on ajoute les nombres de a-preuves ajoutées par chacune des règles sur le graphe OCS, 
on obtient: 

- pour les arcs S -;>-- t, il y a M a-preuves possibles construites par les règles SUBTERM 
à partir d'arcs de la forme Si -;>-- t. Il y a également M a-preuves possibles construites à 
partir des arcs Si --- t. Finalement, si on ajoute une V-preuve construite par une règle 
THETA, on obtient un nombre de 2M + 1 a-preuves construites. 

- pour les arcs S ---AJ.- t, on peut construire une V-preuve unique grâce à la règle THETA "'. 

Donc, pour tout couple de noeuds du graphe, le nombre maximal de règles appliquées est 2M + 2. 
En conséquence, pour le graphe OCS complet, la borne supérieure pour le nombre de déductions 
est: 

N x (N - 1) x (2M + 2). 

Puisque la construction des V-preuve est linéaire sur M en espace (pour les règles THETA >, 
THETA > Extension, THETA ,.,.,) ou constant (pour les autres règles), la complexité totale 
en espace est polynomiale en fonction de M et N: O(N2 M 2 ). 

Pour calculer la complexité en temps, il est nécessaire d'étudier en plus d'autres aspects du 
processus de déduction. Tout d'abord, un facteur important est le temps nécessaire pour savoir 
si une règle de déduction s'applique ou non. C'est pour la règle THETA f"V que ce coût est le 
plus important: vérifier qu'elle s'applique revient à vérifier qu'il existe des arcs entre le symbole 
f au sommet du terme et chacun des sous-termes h, ... , tm du terme t, et vice versa avec 
9 et les sous-termes Sl,'" , Sn de s. Si on suppose que le graphe est stocké dans un tableau, 
l'existence d'un arc peut être testée en temps constant. Ainsi, savoir si l'on peut appliquer la 
règle THETA rv est linéaire sur M. L'application de la règle consiste à éventuellement ajouter 
un nouvel arc et ajouter ou modifier une O-preuve. Là encore, c'est la règle THETA rv qui 
a le coût d'application le plus élevé: il est nécessaire d'ajouter un nouvel arc étiqueté par une 
nouvelle variable d'a-preuve et de construire une nouvelle V-preuve dans la 8-substitution qui 
est une conjonction des variables Ph' . . ,Pm et PL ... ,P~. La construction du nouvel arc dans 
le tableau représentant le graphe peut être effectuée en temps constant et la construction de la 
conjonction d'au plus 2M variables est linéaire en M. 

Par conséquent, pour tout couple de noeuds, tester si une règle s'applique et l'appliquer 
(i.e. construire la V-preuve) peut être effectué en temps linéaire: O(M). La complexité d'un 
processus essayant d'appliquer et appliquant les 8 règles de déduction sur un couple de noeuds 
est donc également en O(M). Or, on a vu que le nombre de couples de noeuds à considérer est 
N x (N - 1). D'où, un processus appliquant toutes les règles de déduction une fois sur tous 
les couples de noeuds a une complexité en O(N2 M). Or, dans le pire des cas, tous les couples 
de noeuds du graphe sont passés en revue, et une seule règle est appliquée sur un seul couple 
de noeuds. Plus haut, nous avons vu qu'au plus N x (N - 1) x (2M + 2) règles peuvent être 
appliquées. Donc, la complexité global en temps du processus est en O(N4 M 2 ). 

Il faut remarquer que ce dernier résultat est une borne supérieure pour une stratégie naïve 
d'application des règles. Il est facile d'obtenir de meilleurs résultats en pratique en utilisant des 
stratégies adaptées (voir section 5.3). 



S.C.D .... U H P NA"! 
BIBUOTHÈQÙE DÈS ~.,Cy 1 

du IENess 

5.8. Preuves 101 

5.8.5 Extension multi-ensemble 

Dans cette partie, nous montrons que pour tout préordre 2: sur un ensemble E, 2:M est un 
préordre sur M(E), >M est un ordre bien fondé sur M(E), 2: M est une extension monotone de 
2:. Pour mener à bien cette preuve, nous allons utiliser une correspondance entre l'ordre >M sur 
M(E) et l'ordre >mul (définition 4.2) sur M(E), où E est l'ensemble des représentant canoniques 
des classes d'équivalence des éléments de E modulo la relation::: associée à 2:. Tout d'abord, 
nous définissons la notation de représentant canonique. 

Définition 5.24 Soit 2: un préordre sur un ensemble E et eq(() 2:) =:::. On note t le repré­
sentant canonique de (t), où (t) est la classe d'équivalence de t, i.e. (t) = {s E E 1 s::: t}. On 
note E l'ensemble des représentants canoniques des éléments de E, i.e. E = {t 1 tEE}. De la 
même façon, pour tout multi-ensemble X = {Sb." ,Sn} E M(E) on note X le multi-ensemble 
{{SI, ... ,Sn)} E M(E). 

Maintenant, nous montrons le lemme essentiel utilisé dans les preuves. 
, 

Lemme 5.14 Soit 2: un préordre sur un ensemble E, l'ordre strict ord( 2: ) noté >, la relation 
d'équivalence eq( 2: ) notée :::, X, Y E M(E). Le préordre 2: M sur M(E) et l'ordre >mul sur 
M(E) vérifient les propriétés suivantes: 

X >M Y <===} X >mul y 

X :::M y <===} X = Y 

Preuve Nous montrons d'abord la deuxième propriété. 

car Vi = 1 ... n : Xi ::: Yi, 

et par définition de :::mul. 

===> Xi = Yi pour tout i = 1 ... n d'après la définition 5.24 
<===} X = {{Xl, ..• ,xn)} = {{Yb'" , Yn)} = y 

De la même façon, on a: 

<===} X = {{Xl,'" ,Xn)} = {{YI, ... ,Yn)} = y 
<===} Xi = Yi pour tout i = 1 ... n 

===> Xi ::: Yi pour tout i = 1 ... n puisque Xi et Yi sont des éléments 
de la même classe d'équivalence: celle dont Xi (ou Yi) 

est le représentant canonique. 
<===} X :::M y par définition de :::M. 

Maintenant, nous démontrons la première propriété, Le. X >M Y <===} X >mul y en 
deux temps. Dans la suite de la preuve, nous dirons qu'un multi-ensemble X domine un multi­
ensemble Y si Vy E Y, 3x E X tel que X > Y (ceci correspond, en fait, à la troisième condition 
de la définition de >mul). Tout d'abord, montrons que X >M Y ===> X >mul Y. On suppose 
que l'on a X >M Y et Xo, Yo E M(E) tels que X = Xo U (X n Y) et Yo = Yo U (X n Y). Tout 
d'abord, on peut remarquer que si Xo >mul Yo alors on a nécessairement X = (XoUX n Y) >mul 

(YoUX n Y) = Y. En conséquence, on montre que Xo >mul Yo. Procédons par cas sur la définition 
de >M et par induction sur la taille de Xo et de Yo. 

1. Si Yo = 0 et Xo =1= 0, alors on a trivialement Xo >mul Yo = 0. 
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2. Si Xo = Ka}} U X~, Yo = Kbl , ... , bm }} U Y~, a > bi pour tout i = 1. .. m, et Xb "2 M Yd, 
alors on a 

X o = Ka}} u xb, 
Yo = Kbl ,··· ,bm }} u Yd, et 

a> bi pour tout i = 1 ... m par transitivité du préordre et antisymétrie de l'ordre strict. 

D'autre part, comme on sait que "2 M est l'union des relations >M et ~M, 

- Soit Xb >M YJ et en appliquant l'hypothèse d'induction, on obtient Xb >mul Y~. Par 
définition de >mul, il existe deux ensembles X~ et Y{ tels que: 

- X{ =1= 0 et X~ C Xb, 
- Yd=(Xb\XDUY{, 
- Xf domine Y{, i.e. Vy E YI, 3x E Xf tel que x > y. 

Or, on a 

Xo = X~ u (Xb n Y~) u Ka}} et 

Yo = Y{ u (Xb n YJ) u Kb l , ... ,bnl 
Définissons deux nouveaux multi-ensembles 

X~ = Xf u Ka}} et 

Yd' = Y{ u K bl, . .. , bn l 
Or, les multi-ensembles X o, Yo et X~, Y~' vérifient toutes les conditions de la définition 
de >mul; 

- X~ =1= 0 et X~ ç X o, 

- Yo = (Xo \ xg) u YJ', 
- xg domine xg. En effet, YJ' = Y{ U {{bl , ... , bn }}, X~ domine Y{ et {{a}} domine 

{{bl , ... ,bn }}. 

En conséquence, de la définition de >mul on déduit Xo >mu! Yo. 

- Soit Xb ~M Yri. On a montré que cela implique nécessairement Xb = YJ. Dans ce 
cas, il est possible d'appliquer directement la définition de >mu! aux ensembles X o, 
Yo, Xb = {{a}} et Yri = {{bl , ... , bm}}: 

- Xb =1= 0 et Xb ç X o, 

- Yo = (Xo \ Xb) u YJ, 
- Xb domine Yri, puisque a > bi pour tout i = 1 ... n. 

D'où Xo >mul Yo. 

3. Si Xo = {{a}} U Xb, Yo = {{b}} U YJ, a ~ h, et Xb >M Yri, alors on a 

Xo = {{a}} U Xb, 

Yo = {b}} U Yri, et 

Xb >mul YJ en appliquant l'hypothèse d'induction à Xb >M Yri. 

La preuve est plus simple que dans le cas précédent, puisque de la même façon, Xb >mul Y~ 
implique l'existence de deux ensembles X~ et Y{ tels que: 

- Xi =1= (/) et X~ C Xb, 

- Yri = (Xb \ XD U Y{, 
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- Xr domine Y{. 

Or, les multi-ensembles X o, Yo et XL Yi, vérifient toutes les conditions de la définition de 
>mul; 

X~ i= 0 et Xf ç X o, 

- Yo = (Xo \XD UY{, 

- Xi domine Y{. 

D'où X o >mul Yo. 

Maintenant, nous démontrons à l'inverse que X >mu! y ==} X >M Y, par induction sur 
le nombre d'élément de X et de Y. Si l'on suppose que X >mul Y, de la définition de >mul, on 
peut déduire qu'il existe deux multi-ensembles Xl et YI tels que 

- Xl i= 0, Xl ç X, 

- Y = (X \ Xd U Yl, 

- Xl domine YI· 

Soient Xo = X \ (X n Y), et Yo = y \ (X n Y). On a 
Xl = Xo uB et 
Y1=YoUB 

où B peut être vide. Par hypothèse Xl domine YI, donc X o domine Yo. Soit a E X o et hl, ... , bn 

tous les éléments majorés par a. Dans ce cas, on a: 

- X o = {[a}} U Xb, 

- Yo = [bl , ... ,bn ]} U Yô, 

- a > hi pour tout i = 1 ... n, 

- Xb domine Yô' 

Or, on a X o = [a]} U Xb, Yo = [bl , ... ,bn }} U Yô, et a > hi pour tout i = 1. .. n. De plus, 
comme Xo domine Yô et Xb n Yô = 0, par définition de >mul, on a Xb >mu! Yô' De plus, comme 
Xb C X o ç X et Yô c Yo ç Y, en appliquant l'hypothèse d'induction, on a: 

Xb >mul Yô ==} Xo >M Yô 
Par le cas 2. de la définition de >M, on déduit 

et enfin par le cas 3. de la définition de >M: 

x = (Xo U (X n Y)) >M (Yo U (X n Y)) = Y. 

o 

Les deux lemmes suivant permettent d'établir que ?M est un préordre sur M(E). 

Lemme 5.15 La relation ?M est réflexive: VX E M(E) ; X ?M X. 
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Preuve Évidente d'après la définition de -::::=M. 0 

Lemme 5.16 La relation ~M est transitive: VX, Y, Z E M(E) : 
X >M Y et Y >M Z ===> X >M Z 
X >M Y et Y -::::=M Z ===> X >M Z 
X -::::=M Y et Y >M Z ===> X >M Z 
X -::::=M Y et Y -::::=M Z ===> X -::::=M Z 

Preuve Pour chacune de ces implications on procède de la même façon en utilisant le lemme 5.14. 

X >M Y et Y >M Z {:=:::} X >mul Y et Y >mul Z 

par le lemme 5.14 

===> 
===> 

X >MYet y-::::=M Z {:=:::} 

===> 
===> 

X -::::=MYet Y >M Z {:=:::} 

===> 
===> 

X-::::=MYet y-::::=M Z {:=:::} 

===> 
===> 

0 

X >mul Z par la transitivité de >mul 
X >M Z (lemme 5.14). 

X >mul Y et Y = Z 

par le lemme 5.14 
X >mul Z par la transitivité de >mul 
X >M Z (lemme 5.14). 

X = Y et Y >mul Z 

par le lemme 5.14 
X >mul Z par la transitivité de >mul 
X >M Z (lemme 5.14). 

X=YetY=Z 
par le lemme 5.14 
X=Z 
X -::::=M Z (lemme 5.14). 

Lemme 5.11 L'ordre >M est bien fondé. 

Preuve Supposons qu'il existe une chaîne infinie décroissante pour >M: 

Xl >M X2 >M ... 

Alors d'après le lemme 5.14, on obtient une chaîne infinie décroissante pour >mul: 
-X >mul -X >mul l 2 ... 

ce qui contredit la bonne fondation de >mul, d'où >M est bien fondé. 0 

Lemme 5.18 L'ordre >M est une extension monotone de >: 

Preuve Soient> et >- deux ordres tels que >-2>. Pour tout X, Y E M(E) tels que X >M Y, 
par le lemme 5.14, on obtient que X >mul Y. Or, l'ordre >mul est une extension monotone de > 
(voir [JL82]), d'où X >-mul Y. Enfin en réappliquant le lemme 5.14, on obtient X >-M Y. 0 
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50806 Preuve de la proposition 5.2 

Tout d'abord, nous rappelons la proposition à prouver. 

Proposition 5.2 Soit 2: un préordre sur un ensemble E, tel que 2:=> U ::::::. Pour tout XI, Yi, Xz, Yz E 
M(E) tels que (Xl U X 2 ) n (YI U Y2 ) = 0, on a 

Xl >M YI et X 2 2: M Y2 ==::} (Xl U X2) >M (YI U Y2) 
Xl ::::::M YI et X 2 ::::::M Yz ==::} (Xl U Xz) ::::::M (YI U Yz). 

On procède par induction. Pour le cas de base, si X 2 = (/) alors on a nécessairement X 2 = Y2 = 0. 
D'où Xl U X 2 = Xl et YI U Y2 = Yb et selon le cas: 

Xl >M Yi ==::} (Xl U X 2 ) >M (YI U Y2 ), ou 

Xl ::::::M Yl ==::} (Xl U X2) ::::::M (YI U 1'2). 

Maintenant, nous nous intéressons au cas général de cette preuve par induction sur le nombre 
d'éléments de X 2 , en supposant que X 2 1- 0. Il faut noter que de (Xl U X 2 ) n (Yl U Yz) = 0, on 
peut déduire que les intersections Xl n Yi et Xz n Y2 sont vides. Tout d'abord nous montrons 
que: 

Xl >M YI et X 2 2: M Yz ==::} (Xl U Xz) >M (YI U Y2 ). 

On procède par cas sur la définition de X2 >M Y2, puis par cas sur la définition de XZ ::::::M Yz. 

- Si XZ >M Y2 alors par cas sur la définition de >M, on a: 

- si Yz = 13, alors YI U Yz = YI et Xl >mul Yl U Yz. Or, comme X 2 >M Y2 , on sait que 
Xz 1- 0 et l'on peut appliquer la proposition 5.1 qui nous donne que Xl U X 2 >mul 

Yl UY2 , 

- si X 2 = {{a}}UX;, et Y2 = {{bl , ... ,bm}UY~, avec X2'Y~ E M(E), X 2 2: M Y~ 
et Vi = 1, ... , m : a > hi. En appliquant l'hypothèse d'induction à Xl >M YI et 
X; ?M Y~, on obtient 

(Xl U X 2) >M (YI U Y2). 
Enfin, en appliquant le cas 2. de la définition de >M, on obtient 

({{a}}UX1 UX2) >M ({{bl, ... ,bm }} UY1 UY2) 
d'où (Xl U Xz) >mu! (YI U Y2 ). 

- si Xz = {[aJ} U X;, et Y2 = {{h]- U Y2, avec X~, Y2 E M(E), X~ >M y~ et a:::::: b, alors, 
comme dans le cas précédent, on applique l'hypothèse d'induction et l'on obtient 
facilement (Xl U X~) >mu! (YI U YD. En appliquant le cas 3. de la définition de >M, 

on obtient 

({[a)} UXI UX~) >M ({{b)} UY1 UYD. 

- Si X2 ::::::M Y2, on procède par cas sur la définition de ::::::M. Comme on ne peut avoir X 2 = Y2 

(puisque X2 i- (/) et X 2 n Yz = 0), on a nécessairement X 2 = {{a}} U X 2, et Y2 = {{b}} U Y~, 
avec X~, Yi E M(E), X~ ::::::M Y~ et a ~ b. En appliquant l'hypothèse d'induction on obtient 
(Xl U X 2) >mul U Y~). En appliquant de nouveau le cas 3. de la définition de >M, on 
obtient 

d'où le résultat. 
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Maintenant, montrons que 

en procédant par cas sur la définition de ::=mul. Nous savons que X2 =f. Y2 pour les mêmes 
raisons que précédemment (X2 =f. 0 et X2 n Y2 = 0). Donc, seul le cas 2. de la définition de 
::=M peut s'appliquer. On a donc X 2 = -[a}} U X~, et Y2 = -[b}} U Y2, avec X~, Y2 E M(E), 
X~ ::=M Y2 et a ::= b. En appliquant l'hypothèse d'induction à Xl ::=M YI et X~ ::=.M Y2, on 
obtient (Xl U X~) ::=mul (YI U Y2). En appliquant le cas 2. de la définition de ::=mul on a 

(-[a)} U Xl U X~) ::=M (-[b)} U YI U Y2) 
d'où le résultat. 0 

5.8.7 Correction des règles de CM-déduction 

Tout d'abord, rappelons le théorème de correction. 

Thêorême 5.5 (Correction) Pour tout SOCS S correct vis-à-vis de gpo, si S f-êM S'alors S' 
est correct vis-à-vis de l'extension multi-ensemble de gpo. 

Le principe général de la preuve est très similaire à la preuve de correction des règles de 
C-déduction. Cep~ndant, nous donnons ici un schéma général de la preuve avec toutes ses spé­
cificités. Dans la suite, s'il n'y a pas d'ambiguïté possible, nous abrégeons "correct vis-à-vis de 
l'extension multi-ensemble de gpo" par "correct". 

Tout d'abord, il faut remarquer que dans l'algorithme d'application des règles de CM-déduction 
donné section 5.6.2, il est supposé que les deux multi-ensembles à comparer X et Y sont tels que 
X n Y = 0. Il en est donc de même pour tout multi-ensemble X' ç X et y' ç Y, i.e. X' n Y' = 0. 

Le premier point à montrer est qu'un SOCS S correct vis-à-vis de gpo est correct vis-à­
vis de l'extension multi-ensemble du gpo. Initialement, il n'existe aucun arc entre les nœuds 
multi-ensemble. Les seuls arcs d'ordre éventuellement présents sont des arcs entre les termes, 
où, rappelons-le, chaque terme t représente également le multi-ensemble -[ t}}. Cependant, tout 
arc s ~ t (resp. s --...E t) du graphe est correct, i.e. pour toute instance <P de gpo telle que 
<P 1== Pa on as >-:po t (resp. s :::::::po t). Par la définition 5.19, on obtient que -[s}} >-:p~ -[t}} 
(resp. -[ s)} :::::::p~ -[ t}}. Donc tout SOCS correct vis-à-vis de gpo est correct vis-à-vis de l'extension 
multi-ensemble de gpo. 

Maintenant, montrons que pour tout SOCS S, S' tel que S f-CM S', si S est correct alors il en 
est de même pour S'. Ceci revient à montrer que l'application de toute règle de l'ensemble CM 
sur un SOCS correct donne un SOCS correct. Les seules modifications pouvant être apportées 
par ces règles sont: 

- l'ajout d'un nouvel arc d'ordre F ~ G (resp. F ~ G) entre deux sommets étiquetés 
par des symboles multi-ensemble M, par une des règles SINGLETON, SUBTERM 
Multiset, COMMON >, ou COMMON "', ou 

- l'ajout d'un nouvel arc d'ordre trivial F ~ G (resp. F ~ G) entre deux sommets étiquetés 
par des symboles multi-ensemble M, par une des règles SINGLETON Simplification, 
SUBTERM Multiset Simplification, COMMON > Simplification, ou 

- la modification de la substitution associant une V-preuve à une variable d'V-preuve P 
d'un arc F ~ G (resp. F ~ G) existant, par une des règles parmi SINGLETON 
Extension, SUBTERM Multiset Extension, COMMON > Extension, ou COM­
MON", Extension. 
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Comme dans le cas des règles de C-déduction, si l'arc F G (resp. F -::;;J G) ajouté ou 
modifié est correct après l'application des règles, il en est de même pour tous les arcs situés 
au dessus, ou couverts (voir définition 5.23). De la même façon, les preuves concernant les 
règles normales (SINGLETON, SUBTERM Multiset, COMMON >, et COMMON "") 
et leurs extensions respectives (SINGLETON Extension, SUBTERM Multiset Exten­
sion, COMMON > Extension, et COMMON "" Extension) sont similaires. D'autre part, 
les preuves pour les règles de simplification (SINGLETONSimplification, SUBTERM Multi­
setSimplification, COMMON > Simplification, et COMMON ""Simplification) ne sont que 
des cas particuliers des règles normales. 

Maintenant, par cas sur les règles SINGLETON, SUBTERM Multiset, COMMON >, 
et COMMON '" montrons que les arcs ajoutés sont toujours corrects. 

SINGLETON On sait que 5 est un multi-ensemble ne contenant qu'un seul élément. Soit 
s E T(T, X) cet élément. On a donc Mult(S) = -fis}}. Dans les prémisses de la règle, on 
trouve les arcs S -::;;JIY1 et S -::;;J1Y2. Or on sait par hypothèse que ces deux arcs sont 
corrects. On a donc pour toute instance il> de gpo la propriété suivante: si cp F Pl a et 
~ F P2a alors 

Or, par la définition 5.19 de l'extension multi-ensemble, on sait que l'on a ces deux dernières 
inégalités si et seulement si: Vt E (Mult(Yd U Mult(Y2)) : s >-:po t. D'où, finalement, pour 

toute instance q> de gpo telle que q> ~ (PlO' 1\ P2Œ), on a Mult(S) >-:p~ (Mult(Yd u 
Mult(Y2)) = Mult(Md. 

SUBTERM Multiset Les prémisses de la règle nous indiquent que pour toute instance q> de 
gpo telle que q> ~ pla, on a Mult(X2) ?;;':p;; Mult(Y). Par la proposition 5.1, on déduit de 
ceci que (Mult(Xt) U Mult(X2)) >-:p~ Mult(Y). D'où 

Mult(Mr) = (Mult(Xl) U Mult(X2)) >-:p;; Mult(Y) 

COMMON > Les prémisses de la règle assurent que pour toute instance <P de gpo telle que <P F 
Pla et ~ ~ P2a, on a Mult(Xl) ?;;':p;; Mult(Y2) et Mult(X2) >-:p~ Mult(Yl). Or, comme 
on l'a précisé au début de cette preuve, on sait que les multi-ensembles Mult(XdUMult(X2) 
et Mult(Yt} U Mult(Y2) n'ont pas d'éléments communs. Il est donc possible d'appliquer la 
proposition 5.2, et l'on obtient ainsi: 

COMMON '" Le raisonnement est semblable au cas de la règle COMMON >, mais on utilise 
le deuxième cas de la propriété 5.2. 0 

508.8 Complétude des règles de Clvrdéduction 

Le théorème de la section 5.6.2 est le suivant. 
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Théorème 5.6 (Complétude) Soit (G Il 0") un SOCS en CM-forme normale, tel que G = (V, E). 
Pour tous noeuds F,G E V, t.q. Mult(F) = X et Mult(G) = Y, où X,Y E M(T(F,X)) et 
X nY = 0: 

V~ = (To,k, ~lex) t.q. X >-:p~ Y, il existe un arc F -;>E G dans G t.q. <!) F PO" 

V~ = (To,k,~lex) t.q. X ~:p~ Y, il existe un arc F --...l'G dans G t.q. <!) F PO". 

On procède par induction sur le nombre d'éléments contenus dans le multi-ensemble X. 
Par définition de Mult, le multi-ensemble X = Mult(F) ne peut pas être vide. Il contient au 
minimum un élément. En conséquence, le cas de base de cette preuve par induction porte sur un 
multi-ensemble X ne contenant qu'un seul élément. Soit s cet élément; on a donc X = {{ s}}. 

Tout d'abord, nous examinons le cas où X >-:p~ Y. Pour toute instance <!) de gpo telle que 
X = {{ s}} >-:p~ Y, selon la définition 5.19 de l'extension multi-ensemble, si Y = {[il, ... ,tn}}, on 
a nécessairement Vi = 1 ... n : s >-:po k Du théorème de complétude des règles de C-déduction 
(théorème 5.2), on peut déduire qu'il existe nécessairement dans le graphe des arcs s -;>Ei ti 
i = 1 ... n, avec <!) F PiO" i = 1 ... n. Comme dans notre représentation, nous confondons les 
termes avec les multi-ensembles singletons les contenant. Nous avons également: Vi = 1 ... n : 
{{ s}l- --;;J"{{.li.& avec Vi = 1 ... n : (j"j F Pw. Or, en appliquant répétitivement la règle SINGLE­
TON sur ces arcs on construit nécessairement un arc 

X = {{ s}l- -;>E {{ t b ... ,tn}l- = Y 

où P est associé à PO-preuve Pl 1\ ... 1\ Pn dans la 8-substitution. Or il n'existe qu'un seul 
sommet multi-ensemble G tel que M ult( G) = Y. Donc, on a bien F --;;J' G et (j"j F PO". 

Maintenant, voyons le cas où X ~:p~ Y. Pour toute instance (j"j de gpo telle que X = 

{{s}l- >-:p~ Y, selon la définition 5.19 de l'extension multi-ensemble, Y est nécessairement un 
singleton Y = {t.l} et l'on a s ~:po t. Toujours grâce au théorème de complétude des règles de 
C-déduction (théorème 5.2), on peut déduire qu'il existe nécessairement dans le graphe un arc 
s --...l' t, avec <P F PO". Or, comme nous confondons les termes et les multi-ensembles singleton 
les contenant, on a directement {{s}l- --..E {t.l}, Le. F --...l'G et (j"j F PO". 

Dans le cas général de cette preuve par induction, pour tous noeuds F, G EV, tels que 
Mult(F) = X et Mult(G) = Y, et pour toute instance <]) de gpo telle que X >-:p~ Y (resp. 
X ~:p~ Y), nous montrons que s'il n'existe pas d'arc F --;;J' G (resp. F --...l' G) tel que <]) F PO" 
alors une règle de CM-déduction peut être appliquée, contredisant le fait que le SOCS est en 
CM-forme normale. 

- Si X >-:p~ Y, alors on procède par cas sur la définition de l'extension multi-ensemble. On 
a y f. 0 puisque aucun noeud du SOCS ne représente l'ensemble vide. Il ne reste donc plus 
que les cas 2. et 3. de la définition à étudier. 

- Soit X = {{ s}l- U X' et Y = {t l , ... ,tn}l- U y' tels que X' ~:p~ y' et Vi = 1 ... n : 
s >-:po ti· En appliquant le cas de base, de Vi = 1 ... n : s >-:po ti on peut déduire 
qu'il existe un arc 

{{ s }I- -;>E' {{ tl, ... ,tn.l} 

tel que (j"j F PlO". Si y' = 0, alors en appliquant la règle SUBTERM Multiset (ou 
son extension) sur ce dernier arc, on obtient l'arc suivant (X' f. 0 car dans ce cas X 
serait un singleton et le cas a déjà été traité) 



5.8. Preuves 109 

et {P t-+ P'} est ajouté à la 8-substitution a. On a donc ~ 1= Pa. 
Si y' -# 0, en appliquant l'hypothèse d'induction à X' ~:p~ y' (X' -# 0 car sinon X 
serait un singleton) on obtient qu'il existe un arc X' --;>E"y' ou un arc X' --...E"y' 
tel que ~ 1= pifa. Or, à partir de l'arc: 

{{ s Jt --;>E' {{lI, ... ,tnJt 
et d'un arc X' --;>EY' ou X' --...EY' 

tels que ~ 1= P'a et ~ 1= pifa, on peut appliquer la règle COMMON > (ou son 
extension), et obtenir un arc X --;>E'" Y tel que {P'" t-+ P' 1\ PIf} est ajouté à la 
8-substitution a, et donc ~ 1= pma. 

- Soit X = {{sJt U X' et Y = {{tJt U y' tels que X' ~:p~ y' et s ~:po t. La preuve 
est très similaire au cas précédent. De s ~:po t, on déduit un arc {{ s Jt --...E' {{ tJt. Si 
y' = 0, alors cet arc permet de construire un arc 

({{ s Jt U X') --;>E {{ tJt 
et {P t-+ P'} est ajouté à la 8-substitution a. On a donc ~ 1= Pa. Si y' -# 0, 
en appliquant l'hypothèse d'induction à X' ~:p~ y' on obtient qu'il existe un arc 
X' --;>E"y' tel que ~ 1= pIf a. A partir de ce dernier arc et de {{ s Jt --...E' {{ t Jt, on 
voit qu'il est possible d'appliquer la règle COMMON > (ou son extension) et de 
construire X --;>E'Y tel que {P'" t-+ P' 1\ Pif} est ajouté à la 8-substitution a, et donc 
~ 1= PIffa. 

- On peut utiliser les mêmes arguments de preuve dans le cas X ~:p~ Y. La preuve est plus 
simple puisque l'on a X ~:p~ y et X ne peut être ni vide ni un singleton. En conséquence, 
on a nécessairement X = {{ s Jt u X' et Y = {{ t Jt u Y', s ~:po t et X' ~iP~ Y'. Comme X' 
ne peut être vide, et comme X' ~:p~ Y', y' ne peut pas être le multi-ensemble vide. De 
s ~:po t et X' ~:p~ y' on déduit respectivement qu'il existe un arc {{ s Jt --...E {{ t Jt et (par 
induction) un arc X' --...E'y' tels que ~ 1= Pa et ~ 1= P'a. Donc, on peut appliquer la 
règle COMMON '" (ou son extension). 0 
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Chapitre 6 

. 

Résolution de contraintes ensemblistes 
pour la preuve de terminaison 

Dans cette partie, nous allons aborder le problème de la construction de l'ensemble des R­
descendants et des R-formes normales d'un ensemble de termes E, pour un système de réécriture 
R donné. Initialement, nous nous sommes intéressés à la construction de ces ensembles afin de 
proposer un critère pour la terminaison de la relation de réduction séquentielle présentée dans 
la section 3.2.2. Or, il s'est avéré que ce critère de terminaison n'est qu'une application, parmi 
d'autres, du calcul des R-descendants et des R-formes normales. En conséquence, dans ce cha­
pitre, nous présentons d'abord les problèmes liés au calcul de ces ensembles et nous verrons en 
fin de chapitre quelques-unes des applications possibles. Tout d'abord, dans la section 6.1, nous 
rappelons certains résultats concernant la décidabilité de la construction des ensembles R*(E) 
et 'R}(E). De ces résultats, il ressort qu'un calcul exact à l'aide d'automates d'arbres simples 
n'est possible que dans des cas très restreints trop limitatifs si l'on considère, en particulier, des 
systèmes qui représentent des programmes. Or, intuitivement, les similitudes fortes qui existent 
entre les automates d'arbres et les systèmes de réécriture semblent exploitables pour le calcul, 
ou au moins l'approximation, de tels ensembles. Cette intuition est confirmée dans la section 6.2. 
Dans cette section, nous montrons également que, pour approcher ces ensembles, il est nécessaire 
de donner une version généralisée de l'algorithme de normalisation des transitions. Celle-ci est 
détaillée dans la section 6.3. Enfin, dans la section 6.4, nous définissons formellement l'approxi­
mation: pour un système R linéaire à gauche et un ensemble régulier de terme, nous construisons 
des sur-ensembles réguliers de R*(E) et R!(E) paramètrés par une fonction d'approximation per­
mettant de doser le degré de finesse du calcul [Gen98, Gen97a}. Dans la section 6.5, nous donnons 
quelques éléments de comparaison entre cette approximation et l'approximation de F. Jacque­
mard [Jac96b]. Nous évoquons également les limites de la méthode d'approximation. Dans la 
section 6.6, nous donnons les principales applications de ce calcul. Ce sont le test d'atteigna­
bilité, l'approximation de co-domaine, la preuve de non-terminaison, la preuve de complétude 
suffisante et la preuve de terminaison de la réduction séquentielle. 

6.1 Descendants, ensembles de formes normales et décidabilité 

Dans le cas des systèmes qui nous intéressent, les systèmes de réécriture linéaires à gauche, 
on sait que l RR(R) est un langage d'arbres régulier [GB85], et il existe un algorithme pour 
construire une grammaire régulière d'arbres (resp. un automate d'arbres) produisant (resp. re­
connaissant) IRR(R) [CR87]. 

Hl 
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Ici nous nous intéressons à la régularité des ensembles R!(E) et R*(E). On sait que ces 
deux ensembles sont liés par la relation suivante: R!(E) = R*(E) n IRR(R). Donc, si R*(E) 
est régulier, puisque l'intersection préserve la régularité, R!(E) le sera aussi. Cependant, R*(E) 
n'est pas nécessairement un langage d'arbres régulier même si E l'est. Le langage R*(E) est 
régulier si E est régulier et si R est soit: 

- un système de réécriture clos [Bra69, DT90], 

- un système de réécriture linéaire à droite et monadique [SaI88], où monadique signifie que 
le membre droit de chaque règle de R est soit une variable, soit un terme f(tl, ... , tn) où 
f E F, ar(J) = n, et ti, i = 1, ... ,n est une variable ou une constante, 

- un système de réécriture linéaire et semi-monadique [CDGV91], où semi-monadique signifie 
que le membre droit de chaque règle de R est soit une variable, soit un terme f(h, ... ,tn ) 

où f E F, ar(J) = n, et Vi = 1, ... , n, ti est une variable ou un terme clos, 

- un système "décroissant" [Jac96b]10 , où décroissant signifie que le membre droit de chaque 
règle de R est soit une variable, soit un terme f(tl, ... , tn} où f E F, ar(J) = n, et Vi = 
1, ... ,n, ti est une variable, un terme dos, ou un terme dont les variables n'apparaissent 
pas dans le membre gauche. 

Cependant, pour un langage régulier E, R*(E) n'est pas nécessairement régulier, même si Rest 
un système linéaire confluent et terminant [GT95]. D'autre part, si on oublie l'une des restriction 
des systèmes décroissants, alors R*(E) n'est pas nécessairement régulier [Jac96b]. 

6.2 Calcul des descendants 

Pour un système de réécriture R et un ensemble de termes E ç T(F) donnés, nous souhaitons 
calculer les ensembles R*(E) et R!(E) définis dans la section 2.3. Comme R!(E) = R*(E) n 
IRR(R), et IRR(R) est régulier et calculable pour tout système linéaire à gauche, nous pouvons 
concentrer nos efforts sur R*(E). Dans la section 2.5, nous avons vu qu'un automate d'arbres 
A = (F, Q, Q/,.6.) est un outil simple, basé sur la relation de réécriture -+~, qui permet de 
représenter des ensembles réguliers de termes. Un terme t appartient au langage reconnu par A, 
noté C(A) si il existe un état q E QI tel que t -+:6. q. A partir de là, il est possible de voir le 
problème du calcul de R*(C(A)), de deux façons différentes: comme une réécriture des termes 
reconnus par l'automate A ou comme une complétion de.6. à l'aide de R. Ces deux vues du même 
procédé de calcul sont présentées informellement dans les sections 6.2.1 et 6.2.2 (les définitions 
correspondantes seront données dans la section 6.4). Enfin, dans la section 6.2.4, nous montrons 
que ce procédé de calcul de l'ensemble des descendants, tel qu'il a été ébauché, ne termine pas 
toujours et nous en verrons un exemple simple. Sur cet exemple, nous montrons également qu'il 
est possible de forcer le calcul à terminer mais que cela nécessite d'abord la généralisation de 
l'algorithme de normalisation des transitions. 

6.2.1 Réécriture d'automates 

Cette idée s'impose tout naturellement lorsque l'on considère un automate d'arbres recon­
naissant exactement un seul terme, comme on le voit sur l'automate et le système de réécriture 
suivant. 

10. plus précisément, F. Jacquemard a défini la classe des systèmes croissants et a montré que l'ensemble des 
antécédents était régulier. Dans cette thèse, nous avons préféré inverser ces notions dans un but d'homogéinité. 
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Soit l'automate d'arbres A reconnaissant exactement le terme h(f(g(a»)): A = (:F, Q, QI' Il), 
où:F = {h: l,f: l,g: l,a: O}, Q = {qO, qI, q2,q3}, QI = {qo}, et Il = { 

h(qd -t qo 
f(q2) -t qi 
g(q3) -t q2 

a -t q3 } 

Soit R le système de réécriture R = {j(g(x» -t g(f(x»)}. On peut voir l'automate A comme 
un découpage du terme h(f(g(a))) dans lequel les états représentent des positions du terme 
et les transitions associent un terme à chaque position. Comme on l'a vu dans la section 2.3, 
l'application d'une règle de réécriture l -t r sur un terme t passe par la recherche d'une position 
p E 'POS:F(t) et d'une substitution (un filtre) 0" telle que tlp = 10", puis par le remplacement de 
10" par rO" dans t à la même position p. 

De la même façon, pour réécrire le terme h(f(g(a»), codé par A, avec la règle f(g(x» -t 

g(f(x)), il semble naturel de rechercher un filtre f(g(x» à toutes les positions du terme. Comme 
nous avons vu que dans A, les positions sont codées par des états, ceci revient donc à rechercher 
un état q E Q (une position) reconnaissant un terme de la forme f(g(x». Or, si l'on passe 
en revue toutes les transitions de Â, on peut voir que le seul état (la seule position) pouvant 
reconnaître un terme dont le symbole de tête est f est qi. De la même façon, en décomposant, qi 
reconnaît une instance de f(g(x)), si l'on trouve une instance de g(x) à la position q2, et donc si 
l'on trouve une instance de x à la position q3. Dans notre cas, toutes ces conditions sont vérifiées, 
y compris la dernière: tout terme figurant à la position q3 est nécessairement une instance de x. 
Ainsi, dans la substitution 0", à x on associe le terme figurant à la position q3. 

A la position qI, le terme sur lequel s'applique la règle de réécriture est donc f(g(x»O". Vient 
ensuite le remplacement de f(g(x))O" par g(f(x))O" à la position qi. Il faut remarquer que dans 
notre cas, nous souhaitons obtenir un automate reconnaissant R*(.c(A)), il ne faut donc pas 
remplacer f(g(x»O" par g(f(x))O" mais ajouter g(f(x»O" à la position qi. Dans le codage utilisé 
pour le découpage des termes, ceci revient à ajouter à Il les transitions: 

g(q4) -t qi 
f(q3) -t q4 

où q4 est un nouvel état ajouté à Q. Soit A' l'automate obtenu par adjonction de ces transitions 
et ces états à A. Le langage reconnu par A' est .c(A') = {h(f(g(a))),h(g(f(a)))} = R*(.c(A». 

Dans la section suivante, nous donnons une autre vue du même procédé basé sur une procé-
dure de complétion des règles de R et de Il. ., 

6.2.2 Compléter ~ par R 

Pour reconnaître R*(.c(A» au lieu de .c(A), il est intuitif de chercher à étendre la relation 
-tD. de façon à ce que l'automate vérifie la propriété suivante: pour tout terme t tel que t -t1.. q 
et t -+R* u, on a U -t1.. q. Cette propriété est très proche de la propriété de confluence du 

système de réécriture RU Il. Cependant, même si elle est proche, la propriété que doit vérifier la 
relation -t1.. "étendue" est plus forte que la confluence puisque pour tout terme t tel que t -t1.. q 
et t -+R * u, il faut remarquer que q et u sont obtenus par des systèmes de réécriture disjoints et, 

d'autre part, il faut assurer u -t1.. q et non pas u -tRUD. q. 
Malgré ces différences, en utilisant une technique très semblable à la complétion (voir sec­

tion 3.4.2), il est possible d'étendre Il afin de reconnaître les descendants des termes de .c(A). 
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Ainsi pour toute règle l -+ l' et pour toute substitution a associant aux variables de l des états 
de Q, il est possible de rechercher des paires critiques (ra, q) telles que la --+n* ra et la -+~ q. 

Si l'on ajoute la transition ra -+ q à Ll, on assure bien que le descendant direct de la sera 
également reconnu par l'état q. Ainsi si l'on reprend l'exemple de la section précédente, la seule 
paire critique entre R et Ll est f(g(q3)) -+6,. ql et f(g(q3)) --+n* g(f(q3))' La transition à ajouter 

à Ll est donc g(f(q3)) -+ Ql. Mais, afin de conserver un automate A normalisé, il est nécessaire 
de remplacer cette transition par une forme normalisée, par exemple g(q4) -+ Ql et !(q3) -+ q4, 
où q4 est un nouvel état ajouté à Q. Cependant, comme toute complétion, celle-ci peut diverger, 
nous en verrons des exemples dans la section 6.2.4. 

6.2.3 Filtrage dans les automates 

Pour une règle de réécriture l -+ r E R et pour un automate A = (F, Q, QI, ~), afin de 
trouver une substitution a: X t--7 Q et un état q E Q tels que la -+6,. q, il est possible d'énumérer 
toutes les combinaisons possibles de a et de q, et de vérifier si 1(J" -+~ q. Cependant, en pratique 
et lorsque Q est un grand ensemble, cette solution n'est pas viable à cause du nombre important 
de paires ((J", q) à considérer. Nous proposons maintenant un algorithme naturel, proche d'un 
algorithme de filtrage standard, permettant de déduire ces états et substitutions. Tout d'abord 
nous définissons ces substitutions particulières qui associent un état à une variable. 

Définition 6.1 UneQ-substitution est une application de X vers Q. Soit :E(Q, X) l'ensemble 
des Q-substitutions définies sur X et Q. 

Dans la suite, ce que nous nommons un problème de filtrage est une formule logique du premier 
ordre, sans quantificateurs, construite sur les littéraux ..i, S ~ C où S E T(F, X), cE T(F U Q), 
et sur les symboles usuels de disjonction V et de conjonction 1\. Une conjonction vide 1\0 est un 
problème de filtrage trivialement vrai. 

Définition 6.2 Soit rP, rPl, rP2 des problèmes de filtrage, s E T(F, X) un terme linéaire, c E 
T(F U Q), et A = (F, Q, Qj,~) un automate d'arbres. Une solution d'un problème de filtrage rP 
est une Q-substitution (J" E :E( Q, X) teUe que 

- si rP = s ~ c, alors sa -+6,. c, ou 

- si rP = rPl 1\ rP2J alors (J" est une solution de rPl et une solution de rP2, ou 

- si rP = rPl V rP2, alors a est une solution de rPl ou une solution de rP2· 

Nous supposons que le filtrage est appliqué à un automate sans epsilon-transitions. Une epsilon­
transition est une transition de la forme q -+ q' où q et q' sont des états. Il faut remarquer que 
tout ensemble de transitions Ll U {q -+ q'} peut être remplacé par un ensemble de transitions 
équivalent ,6. U {c -+ q' 1 C -+ q E .6.}. Nous donnons maintenant l'algorithme de filtrage. 

Définition 6.3 Soit A = (F, Q, Qj, t::,.) un automate d'arbres, ! E F, ar(J) = n, g E F, 
ar(g) = m, q,ql,.·. ,qn E Q, q~, ... ,q~ E Q, Cl,·.· ,Cd E T(FU Q), S,SI,··. ,Sn E T(F, X) et 
rPl' rP2, rP3 des problèmes de filtrage non-vides. L'algorithme de filtrage consiste en la normalisation 
de tout problème de filtrage de la forme S ::::l q par l'ensemble suivant de règles. 
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Decompose 

Clash 
.1 

si f =1= g. 

Configuration 

si s fi. X, où Cf = {c 1 c -+ q E .6.} 

De plus, après chaque application de ces règles, les problèmes de filtrage sont normalisés à l'aide 
de l'ensemble de règles ç suivant: 

<Pl Â (<P2 V <P3) <Pl V .1 <Pl Â .1 

{.J. 1\ A,\\I{A. fi. A. \ 
\'f'11\ 'P'l.J v \'P1 1\ 'P3} <Pl .1 

La correction, la complétude et la terminaison de l'algorithme sont données par le théorème 
suivant. 

Théorème 6.1 Etant donné s E T(F, X), un ensemble d'états Q, un ensemble de transitions 
D. et q E Q, tout problème de filtrage s :'SI q a une forme normale teUe que 

~ s'il s'agit de .1 alors, il n'existe pas de Q-substitution (J t.g. S(J -+~ q, 

~ s'il s'agit d'un problème de filtrage vide, alors pour toute Q-substitution (J, S(J -+~I q, 

. l f. l t d" t' Vk A. t A. /\n; i <l i 'i v ~ s~non, a Jorme norma e es une 2SJonc zon i=l 'Pi .g. 'Pi = j=l Xj _ qj' ou Xj Er\., 

q) E Q, et (JI = {x} I-t qj 1 j = 1. .. nÜ,··· ,(Jk = {xj I-t qJ 1 j = 1. .. nk} sont les 
seules Q-substitutions t.q. S(Ji -+Î1 q. 

Preuve La preuve de ce théorème est donnée dans la section 6.7.1. 0 

Voici un exemple d'exécution de cet algorithme sur un problème de filtrage simple. 

Exemple 6.1 Soit A = (F,Q,QJ,D.), où F = {J,g,a}, Q = {qo,ql}, QJ = {qo} et D. = 
{f(ql) -+ qo,g(qd -+ ql,a -+ ql}. Le langage .c(A) est {J(g*(a))}. Soit R = {f(g(x)) -+ 
g(f(x))}. Si on applique l'algorithme de filtrage sur le problème de filtrage f(g(x)) :'SI qo, on 
obtient les déductions suivantes, où le nom de la règle appliquée est donné à droite, et les étapes 
de normalisation à l'aide des règles de ç sont omises. 

f(g(x)) :'SI qo règle Configuration 

f(g(x)) :'SI f(qI) règle Decompose 

règle Configuration 

g(X) :'SI g(ql) ou g(x) ~ a règle Clash 

g(x) ~ g(qd règle Decompose 

x:'Sl ql 

Soit a la Q-substitution (J = {x I-t qd . Nous avons déduit que l(J = f (g( ql)) -+Î1 qo· 
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6.2.4 Divergence du calcul 

Nous avons utilisé, dans les sections 6.2.1 et 6.2.2, un exemple dans lequel le calcul, tel que 
nous l'avons informellement présenté, est fini et exact. Voici maintenant un exemple simple dans 
lequel se produit une divergence. 

Exemple 6.2 Soit A = (:F, Q, QI,!::..) l'automate tel que:F = {J : 1,g: l,a: O}, Q = {qO,qr}, 
QI = {qo}, !::.. = { 

f(qo) -+ qo, 
g(qr) -+ qo, 

a -+ qi } 

et R le système de réécriture R = {J(g(x» -+ g(f(x»)}. Le langage reconnu par A est C(A) = 
{J*(g(a»)}. L'ensemble C(A), l'ensemble des descendants en au plus un pas de -+n et l'ensemble 

des descendants R*(E) sont représentés figure 6.1. Or, si l'on applique sur A et R le procédé 

1 

:~V~='*(=g=(a=»==~~~/_*(~g(~/~(a~»~) ____ ~ 
~-------------------------------_/ 

J*(g(f*(a))) 

FIG. 6.1 - Ensemble des R descendants de C(A) 

de calcul décrit dans les sections précédentes sous la forme d'une complétion par exemple, nous 
obtenons la paire critique suivante: f(g(qt» -+â qo et f(g(qr» -+n* g(f(qr). Si nous ajoutons 

à !::.. les nouvelles transitions normalisées g(q2) -+ qo et f(qr) -+ q2 où q2 est un nouvel état, 
nous assurons bien que g(f(qd) -+â qo· Soit A' l'automate obtenu, son ensemble de transitions 
est !::..' = { 

f(qo) -+ qo, 
g(qr) -+ qo, 

a -+ q1, 
g(q2) -+ qo 
f(qr) -+ q2 }. 

L'automate A' reconnaît l'ensemble des descendants en au plus un pas de -+n. Or, sur A', il existe 

une nouvelle paire critique: f(g(q2» -+â qo et f(g(q2» -+n g(f(q2»' Il est possible d'ajouter à 

nouveau des transitions normalisées g(q3) -+ qo et f(q2) -+ q3 où q3 est un nouvel état, assurant 
que g(f(q2» -+â qo, mais on voit que ce processus peut se poursuivre indéfiniment. 

Le calcul ne terminant pas, il est impossible de construire un automate reconnaissant R* (C(A» de 
cette façon. Pourtant, sur cet exemple, le langage R*(C(A» est régulier: R*(C(A» = {J*(g(f*(a»)}. 
A ce stade, il est intéressant de remarquer que, pour normaliser la transition g(f(q2» -+ qo cor­
respondant à la paire critique de A', si au lieu d'utiliser un nouvel état q3 nous avions réutilisé 
l'état q2, les transitions normalisées que nous aurions ajouté à !::..' aurait été: g(q2) -+ qo et 
f(q2) -+ q2, et l'automate A" obtenu aurait été tel que C(A") = R*(A). 
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A partir de ces observations, da.-'1s la section 6.4 nous donnons une façon systématique de 
localiser les divergences potentielles et également de choisir les états à réutiliser pour la normali­
sation des transition. Cette méthode est, entre autres, basée sur la recherche de récursivité dans 
l'application des règles de réécriture. Cependant, cette méthode n'est pas exacte en général, elle 
calcule une approximation: un sur-ensemble de l'ensemble des descendants. 

D'autre part, il faut remarquer que la normalisation, telle que nous venons de la pratiquer, 
ne correspond pas à la définition standard (voir définition 2.13 page 16). Avant toute chose, il 
est nécessaire de généraliser cette définition, c'est ce que nous faisons dans la section suivante. 

6.3 Généralisation de la normalisation des transitions 

L'algorithme proposé ici est une forme généralisée de l'algorithme standard (définition 2.13 
page 16). Dans cet algorithme, les transitions sont normalisées à l'aide d'états dont le choix est 
guidé par une fonction d'abstraction a, et qui ne sont pas nécessairement des nouveaux états. 
Nous définissons d'abord la fonction d'abstraction. 

Définition 6.4 Soit:F un ensemble de symboles, et Q un ensemble d'états. Pour une configu­
ration donnée s E T(:F U Q) \ Q, une abstraction de s est une fonction surjective a: 

01.: {slp 1 p E POSF{S)} I--t Q 

La fonction a est étendue à T(:F U Q) en définissant a comme étant l'identité sur Q. 

Définition 6.5 Soit:F un ensemble de symboles, Q un ensemble d'états, S -t q une transition 
telle que s E T(:F U Q) et q E Q, et 01. une abstraction de s. L'ensemble de transitions normalisées 
Norma(s -t q) est défini inductivement par: 

- si s = q, alors Norma{s -t q) = 0, 

- si s E Q et s =1= q, alors Norma,(s -t q) = {s -t q}, 

- si s = f(t1, ... ,tn}, alors Norma,(s -t q) = {J(a(td,··. ,a(tn)) -t q}UU~=l NOrmo.(ti -t 
OL(td)· 

Exemple 6.3 Soit:F = {J,g,a} et Q = {QO,Ql,Q2,Q3,Q4}. Soit s = f(g(ql,f(a))), et al une 
abstraction de s telle que al{a) = Q4, al(f(a)) = q3, OLl(g(ql,!(a))) = Q2· Avec cette fonc­
tion 01.1, le comportement de l'algorithme est équivalent à celui de la définition 2.13 page 16: 
NormO'l(f(g(ql,f(a))) -t qo) = {J(q2) -t QO,g(ql,Q3) -t q2,f(Q4) -t Q3,a -t Q4}. En revanche 
avec une abstraction a2 telle que a2(a) = qo, a2(f(a)) = qo, a2(g(Ql, f(a))) = Q2, on obtient: 
Norma,2(f(g(ql,f(a))) -t qo) = {J(q2) -t qO,g(qI,qo) -t Q2,J(QO) -t qo,a -t qo}. 

6.4 Approximation de l'ensemble des descendants R*(E) 

Notre but étant de travailler avec des systèmes de réécriture représentant des programmes, 
nous ne pouvons pas nous en tenir à la classe des systèmes "décroissants" qui ne permet pas, par 
exemple, d'exprimer un système contenant un appel récursif. Nous avons donc choisi de définir 
une approximation de R*(E), c'est à dire un sur-ensemble régulier de R*(E) pour tout système de 
réécriture R linéaire à gauche et tout langage régulier E. De plus, comme les langages réguliers 
sont clos par intersection, l'intersection entre le sur-ensemble régulier de R * (E) et l RR(R) 
donnera un sur-ensemble régulier de R!(E). 
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6.4.1 Définition de l'approximation 

Pour construire l'approximation de n*(E), nous allons nous appuyer sur la notion d'ensemble 
clos par réécriture. Soit n un système de réécriture. Un ensemble de termes E ç: T(F) est clos 
par n si pour tout s E E tel que s -+n t alors tEE. Soit A un automate d'arbres et n un 

système de réécriture. Nous donnons, dans la proposition suivante, une condition pour que le 
langage reconnu par A soit clos par n. 
Proposition 6.1 Soit n un système de réécriture linéaire à gauche, et A = (F, Q, QI'.6.) un 
automate d'arbres. L'ensemble C(A) est clos par n si 

Vl -t l' E n, Vq E Q, Va E I:(Q, X), la -tb, q implique ra -tb, q. 

Preuve Supposons qu'il existe un terme s reconnu par A = (F, Q, QI,.6.} tel que s -1n t et 

t ~ C(A). De s -+n t, on peut déduire qu'il existe un contexte clos Cr], une règle l -t r En 
et une substitution a tels que s = C[la] -+n C[ra] = t. D'autre part, comme s E C(A), 

on sait que C[la] -tb, q avec q E QI' Les transitions de t::. étant normalisées, on peut en 
déduire qu'il existe un état q' E Q tel que C[q'] -t b, q et la -t b, ql. Soient XI, ... ,Xn les 
variables de l, et ql, ... ,qn E Q les états tels que xw -t b, qI, ... ,xna -t b, qn et laf-t b, q' 
où a' E I:(Q, X) est définie par = {Xi H qi 1 i = 1 ... n}. 

De lai -tb, q', on déduit que ra' -tb, Q'. Or, comme Var(r) ç: Var(l) et xla -tb, ql, 
... ,xna -tb, qn pour toutes les variables de l, on a ra -tb, q'. Finalement, de ce dernier 
résultat et de e[q'] -tb, q, on obtient t = C[ra] -tb, q avec q E QI' D'où t E .c(A) ce qui 
contredit l'hypothèse de départ. 0 

Maintenant, nous donnons un algorithme qui, à partir d'un automate A = (F, Q, Q/'.6.) et d'un 
système de réécriture n linéaire à gauche, construit un automate Tn t (A) tel que C(A) ç: 
C(Tn t CA)) et C(Tn t (A)) est clos par n. Cet algorithme part de l'automate A et ajoute 
incrémentalement des transitions à t::. de façon à remplir la condition de la proposition précédente. 

Algorithme Tant qu'il existe une paire critique entre les règles de ~ et celles de R: 

Ic; * ~q 

Ri 
t. '" 

1 
1 

* 1 
~/ t. 

TC; 

telle que ra ftb, q, on ajoute la transition ra -t q à .6.. Si la transition ra -t q n'est pas 
normalisée, on la normalise à l'aide de la fonction N orm (voir définition 6.5 page 117). 

Le choix des nouveaux états utilisés pour la normalisation de ra -t q est guidé par la fonction 
d'approximation, que nous définissons maintenant. Pour un état q, une substitution a et une 
règle l -t r, , calcule une séquence d'états nouveaux dont la longueur est le nombre de positions 
fonctionnelles de r. 

Définition 6.6 Soit Q un ensemble d'états, Qnew un ensemble de nouveaux états tels que Q n 
Qnew = 0, et Q~ew l'ensemble des séquences qI'" qk d'états de Qnew. Une fonction d'ap­
proximation est une application , : n x (Q u Qnew) x I: (Q u Qnew, X) r--+ Q~ew' telle que 
,(l -t r,q,a) = qI'" qk, où k = Card(Pos:F(r)). 
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Dans la suite, pour toute séquence S = q1 ... qk E Q~ew' et pour tout i tel que 1 ~ i ~ k, on 
notera par 7ri(S) la ième projection de la séquence S, i.e. Qi. 

Définition 607 (Automate d'approximation) Soit A = (:F, Q, Qi, ll.) un automate fi 'arbres, 
R un système de réécriture linéaire à gauche, Qnew un ensemble de nouveaux états tels que 
Q n Qnew = 0, et 'Y une fonction d'approximation. Un automate approximation Tn t (A) est un 
automate d'arbres (:F, Q', Qf, ll.1) tel que 

- Q' = Q U Qnew, et 

- ll. ç 1).1, et 

- Vi -+ r E R, Vq E Q', Va E :E(QI, X), la -+:6., q implique 

où a est l'abstraction de ra définie par: a(ralpJ = 7ri(-YU -+ r,q,a)), pour tout Pi E 

Pos;:(r) = {pl, ... ,pd, tel que Pi -< PHl pour i = 1 ... k - 1 (où nous rappelons que -< 
est l'ordre lexicographique et 7ri(S) est la ième projection de la séquence S.). 

En choisissant une fonction d'approximation particulière 'Y, on définit une fonction d'abstraction 
particulière a, on conditionne donc l'algorithme de normalisation défini dans la section 6.5 et 
finalement on obtient des automates approximation spécifiques. Dans la section 6.4, nous verrons 
l'exemple de la fonction d'approximation ancêtre. 

Théorème 602 Pour tout automate d'arbres A, pour tout système de réécriture R linéaire à 

gauche, et pour toute fonction d'approximation 'Y, le langage C(Tn t (A)) est clos par R. 

Preuve (idée) Afin de prouver ce résultat, il suffit de montrer que l'automate Tn t (A) vérifie la 
condition de la proposition 6.1. Ceci revient à montrer que N orma(rO" -+ q) ç ll.' implique 
ra -+6./ q. Voir la section 6.7.2 pour une preuve plus détaillée. 0 

Coronaire 6.1 Pour tout automate d'arbres A, pour tout système de réécriture R linéaire à 
gauche, et pour toute fonction d'approximation 'Y, 

C(Tn t (A)) ~ R*(C(A)) 

Preuve Tout d'abord, on sait que .c(A) ç .c(Tn t (A)). En effet, l'automate Tn t (A) est 
construit en ajoutant des états et des transitions à l'automate A, en conséquence, pour 
tout terme s, si s E .c(A), Le. s'il existe une dérivation s -+6. q où q est un état final, alors 
cette dérivation est encore possible avec Tn t (A). 

En outre, par le théorème précédent, on sait que .c(Tn t (A)) est dos par réécriture, d'où 
R*(.c(A)) ç C(Tn t (A)) 0 

Le langage C(Tn t (A)) est clos par réécriture, mais il faut remarquer que ce n'est pas né­
cessairement le cas pour tous les sur-ensembles de R * (E). Par exemple, soient E = {a} et 
R = {a -+ b,c -+ dl· On a R*(E) = {a, et l'ensemble {a,b,c} bien qu'étant un sur-ensemble 
de R*(E) n'est pas clos par réécriture puisque c -+n d et d rt R*(E). 
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6.4.2 Une approximation finie 

Suivant la fonction d'approximation T utilisée, l'ajout de transitions à ~ ne termine pas 
nécessairement, comme nous le voyons dans l'exemple suivant. 

Exemple 6.4 Soit A un automate d'arbres où ~ = {app(qo,qo) -+ ql, cons (q2, ql) -+ qo,nil-+ 
qo, nil -+ qI, a -+ qÛ, ri = app(cons(x, y), z) -+ cons (x, app(y, z)), 'R = {rl}, et soit T la 
fonction d'approximation associant chaque t-uple (rl, q, 0") à un nouvel état unique (puisque dans 
ce cas particulier, Card(Pos:F(cons(x, app(y, z)))) = 1). 

Étape 1 Si l'on applique l'algorithme de filtrage sur app(cons(x,y),z) ::9 qI, on obtient une 
solution 0" = {x t-+ q2, Y t-+ qI, Z -+ qo}, correspondant à la paire critique suivante: 

Soit q3 un nouvel état et i(rl,11,a) = q3. Maintenant, puisque POS:F(cons(q2,app(ql, 
qo))) = {pd = {2}, on a a(app(ql,qo)) = 1Tl("((rl, qI, 0")) = 13, et l'ensemble des transi­
tions normalisées à ajouter à!::.. est Norma (cons(q2,app(ql,qO)) -+ qd = {conS(q2,q3)-+ 
qI, app(ql, qo) -+ q3}. 

Étape 2 En appliquant une nouvelle fois l'algorithme de filtrage sur app(cons{x, y), z) ::9 q3, on 
obtient une solution a' = {x t-+ Q2, Y t-+ Q3, Z t-+ qo}, correspondant à la paire critique 
suivante: 

Soitq4le nouvel état eti(rl,q3,0"/) = q4. On a a(app(Q3,QO)) = Q4, et l'ensemble des transi­
tions normalisées à ajouter à ~ est Norm('L(cons(Q2,app(Q3,QO)) -+ q3) = {cons(q2,Q4)-+ 
ql,app(Q3,QO) -+ q4}. 

Ce processus pourrait s'exécuter indéfiniment et créer une infinité de nouveaux états. Ceci est dû 
au fait que nous pouvons appliquer récursivement la règle app(cons(x, y), z) -+ cons(x, app(y, z)) 
sur des termes de taille croissante reconnus par l'automate A (avec un ensemble de transitions 
~), comme on le voit sur la figure suivante. 

Etape l 
/~----------~--------~, 

cons 
A 

.' cons qo : ·A . 
'. q2 ql : 

Etape 2 
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Afin d'obtenir un automate fini reconnaissant un sur-ensemble de R*(C(A», l'idée intui­
tive est de replier une cascade d'appels récursifs dans un unique nouvel état. Dans l'exemple 
précédent, au cours de l'étape 1, en appliquant la règle app(cons(x, y}, z) -t cons(x, app(y, z)) 
sur app(cons(q2,ql),qO), nous avons obtenu la configuration cons(q2,app(ql,qO)), et nous avons 
créé un nouvel état q3 reconnaissant le sous-terme app(qll qo). Au cours de l'étape 2, nous avons 
appliqué la même règle sur le sous-terme app( qt, qo) reconnu par q3. Afin de replier cet appel 
récursif au cours de l'étape 2, nous réutilisons l'état Q3, au lieu de créer un nouvel état q4 pour 
normaliser la transition cons(Q2,app(Q3,QO)) -t q3 obtenue au cours de l'étape 2. Ainsi, nous 
obtenons un ensemble de transitions normalisées {conS(Q2, (3) -t g3, app(q3, qo) -t q3} à ajouter 
à 1::... Plus aucun autre état ni aucune transition n'est à ajouter et cet automate reconnaît un 
sur-ensemble de R*(C(A)). Ceci est une des idées essentielles de l'approximation de type ancêtre 
que nous présentons, maintenant, de façon plus formelle. 

Soit q' E Qnew un état utilisé pour normaliser une nouvelle transition 1'(1 -t Q tel que q E Q. 
On dira que l'état q' est un fils de q. De la même façon, si on utilise un état qll pour normaliser 
une nouvelle transition ri (1' -t ql, alors q" est un fils de ql. A l'inverse, on dira que q est le pire 
de q', ql est le père de qll et que q est l'ancêtre de q' et de ql/. Tout état q E Q' = Q U Qnew a 
un ancêtre unique qa E Q. L'ancêtre de n'importe quel état q E Q est q lui-même, et l'ancêtre 
de n'importe quèl état q' E Qnew apparaissant dans la séquence ,U -t T, q, a) (utilisée pour 
normaliser une nouvelle transition ra -t q avec q E Q'), est l'ancêtre de q. Dans l'approximation 
de type ancêtre, (1) la fonction, ne dépend pas de son paramètre (1 et, (2) pour tous les fils 
qi ... qk, d'un état q, obtenus par une règle l -t r, la valeur de la fonction d'approximation (pour 
ql, ... ) qk) pour l -t r est la même que cene de leur père, i.e. celle de q. Par transitivité, tout 
état a nécessairement la même approximation que son ancêtre. 

Définition 6.8 Une fonction d'approximation, est appelée fonction d'approximation de type 
ancêtre si 

1. Vl-t r E R, Vq E Q', "1(11,(12 E L:(Q', X), 

,(l -t r, q, (1r) = ,(l -t r, q, (12), et 

2. "Ill -t rb l2 -t r2 ER, Vq E QI, VqI, ... , qk E Qnew, (11, (12 E L:(Q', X), 

'Y(h -t rI, q, (Il) = ql ... qk :::} Vi = 1 ... k, 'Y(l2 -t r2, Qi, (2) = 'Y(l2 -t r2, q, (12). 

Il faut remarquer que dans le cas particulier de l'exemple 6.4, en utilisant l'approximation de 
type ancêtre, nous aurions obtenu 'Y(rl, ql, (1) = Q3, et par le cas 2 de la définition 6.8 page 121 on 
obtient 'Y(rl, Q3, (lI) = ,(rl, ql, (11). Puis par le cas 1, on obtient que 'Y{rl, ql, (11) = ,(rl, qI, (1) = Q3, 
ainsi 'Y(rl, q3, (11) = Q3, et la construction de 7n t (A) devient finie. 

Théorème 6.3 Tout automate approximation construit avec une fonction d'approximation de 
type ancêtre est fini. 

Preuve (idée) L'automate 7R t (A) est fini si l'ensemble des nouveaux états Qnew est lui­
même fini. Comme Q est fini, R est fini, et , ne dépend pas de son paramètre (1, il existe 
un nombre fini de séquences distinctes 'Y(l -t 1', q, (1) pour l -t r E R, q E Q, et ces 
séquences sont finies. D'autre part, tout état q' E Qnew a un unique ancêtre q E Q, et 
'Y(l -t r, ql, (1) = ,(l -t r, q, (1). Donc, il existe un nombre fini de séquences distinctes 
,(l -t r,ql,(1) = qi ... q~ avec q',q~, ... ,q~ E Qnew. Donc, un nombre fini d'états est 
utilisé pour normaliser les transitions, d'où Qnew est fini. Voir la section 6.7.3 pour une 
preuve détaillée. 0 
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6.5 Comparaison et limites 

6.5.1 Comparaison avec l'approximation de la relation de réécriture 

F. J acquemard a proposé dans [J ac96b] un algorithme permettant de calculer exactement 
les R-descendants pour tout ensemble régulier E et pour tout système R "décroissant", i.e. le 
membre droit de chaque règle de R est soit une variable, soit un terme J(tI, ... ,tn ) où J E :F, 
ar(J) = n, et Vi = 1, ... ,n, ti est une variable, un terme clos, ou un terme dont les variables 
n'apparaissent pas dans le membre gauche. Pour tous ces systèmes, le calcul est exact. 

Toujours dans [Jac96b], F. Jacquemard a proposé une méthode d'approximation des R­
descendants de E lorsque R n'est pas décroissant. Cette méthode est basée sur l'approximation 
de la relation de réécriture elle-même, i.e. en approchant un système 1? non-décroissant par un 
système Rap décroissant, l'ensemble R~p(E) est un sur-ensemble régulier de R*(E). La méthode 
d'approximation des systèmes utilisée dans [Jac96b] est la suivante: tout système de réécriture 
R = {il ~ rI, ... ,ln ~ r n} linéaire à gauche, est transformé en un système 1?ap = {lI ~ 
r~, ... ,ln ~ r~} où pour tout i = 1 ... n, r~ est obtenu par renommage des variables de ri 

apparaissant dans li et dont la profondeur dans ri est supérieure à 1. Voici ce que cela donne sur 
un exemple simple. 

Exemple 6.5 Soit R le système de réécriture suivant: 

append(nil,x) ~ x 
append(cons(x, y), z) -7 cons (x, append(y, z»). 

Le système Rap approchant R est le suivant: 

append(nil,x) ~ x 
append(cons(x, y), z) -7 cons(x, append(u, v). 

où u et v sont les nouvelles variables renommant y et z. 

On peut remarquer que ces systèmes ne répondent pas à la définition classique des systèmes de 
réécriture qui veut que pour toute règle l -7 r on ait Var(l) :2 Var(r). Cependant, dans le calcul 
proposé par F. Jacquemard, il est possible de tenir compte de telles règles. Lorsque l'on applique 
une règle, comportant des variables Xl, ... ,Xn figurant dans le membre droit de la règle mais pas 
dans le membre gauche, on suppose que ces variables peuvent être instanciées par n'importe quel 
terme de l'algèbre initiale T(:F) 11. Ainsi, dans le calcul des R-descendants, lorsqu'une telle règle 
est appliquée, les variables Xl, ... ,Xn sont instanciées par un état particulier qT(F) qui reconnaît 
toute l'algèbre T(:F). 

Pour les systèmes auxquels nous nous intéressons, cette approximation se révèle être trop 
forte, elle ne répond pas à nos besoins. En effet, la majorité des systèmes que nous utilisons 
sont des programmes ou des spécifications comportant des appels récursifs. Or, dans le cas de 
ces systèmes, l'approximation remplace les variables des appels récursifs (généralement situés 
dans des sous-termes stricts du membre droit) par des nouvelles variables, i.e. par n'importe quel 
terme de T(F). C'est le cas de l'exemple précédent. Nous donnons, maintenant, le résultat de 
l'approximation obtenue avec le système Rap de l'exemple précédent. 

Exemple 6.6 Soit Rap le système 

11. Dans [Jac96bJ, le calcul proposé utilise les règles de réécriture dans le sens inverse et débute d'un ensemble de 
terme initi~ux qui est 1 RR(n). Cet ensemble ayant des propriétés supplémentaires, il est possible de restreindre 
les possibilités d'instanciation aux termes de IRR(n). Ce n'est pas le cas ici, il nous faut donc considérer tout 

T(F). 
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append(nil, x) -t X 

append(cons(x,y),z) -t cons(x, app(u, v». 

Maintenant, nous calculons l'ensemble des Rap-descendants en appliquant le calcul de F. Jacque­
mard à l'automate d'arbres A = (F, Q, Q" 1:1) tel que F = {append: 2, cons : 1, nil : O,a : 0, b : 
O}, Q = {qO, q1, q2}, Q / = {qo} et 1:1 = { 

append( qI, qtJ -t qo 
nil -t qi 

conS(q2, qI) -t qi 
a -t q2 
b -t q2 }. 

L'ensemble des termes initiaux auxquels nous nous intéressons ici, i.e. C(A) est l'ensemble des 
termes de la forme append(lr, 12) où Il et 12 sont des listes plates composées de "a" et de '11". Le 
résultat du calcul de R;p(C(A» est l'automate A' = (F,Q',Q"I:1') où Q' = QU{q3,qT(F)} et 
1:1' = 1:1 U { 

append(qI,qd -t qo 
nit -t qi 

cons (q2 , qd -t q1 
a -t q2 
b -t q2 

nit -t qo 
conS(q2, QI) -t qo 
conS(q2, q3) -t qo 

append(qT(F) , qT(F» -t q3 
nil -t q3 

cons (qT(F) , qT(F» -t q3 
a -t q3 
b -t q3 

append(qT(F) , qT(F» -t qT(F) 
nil -t qT(F) 

cons (qT(F) , qT(F» -t qT(F) 
a -t qT(F) 
b -t qT(F) } 

où C(A',qT(F» = T(F). Comme il est difficile d'estimer l'erreur directement sur R;p(C(A», 
nous réalisons ici une intersection entre cet automate et l'automate A1RR('R.) reconnaissant l'en-
semble des termes irréductibles pour R afin de calculer l'approximation de R!(C(A)). Cet en­
semble R!(C(A» est l'ensemble des listes plates de "a" et de "b". L'intersection entre l'approxi­
mation et A1RR('R.) est calculée à l'aide du prototype qui sera décrit en détail dans la section 7.2. 
Le résultat de l'intersection est l'automate nommé A(l), dans lequel on trouve tout d'abord un en­
semble d'états {qO, .. ' ,q5} (représenté par la liste d'états ql O.ql1. q12. ql3 .qI4.qI5 .nil), puis 
vient ensuite l'ensemble d'états finaux, réduit ici à {q5}' Enfin, on trouve la liste des transitions 
de l'automate. 

[] result term: 
Description of A(1) states qIO.qll.qI2.qI3.qI4.qI5.nil final states 

ql5.nil transitions append(qIO,qll)->qIO.b->qIO.a->qIO.nil->qll.nil->qI2. 
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nil->qI4.nil->qI5.append(qIO,qll)->qll.append(qIO,qll)->qI2.cons(qll,qll) 
->qll.cons(qll,qll)->qI2.cons(qI3,qI2)->qi5.cons(qI3,q14)->q!4.cons(qI3,qI4) 
->qI5.b->qll.b->qI2.b->qI3.a->qll.a->qI2.a->qI3.nil End of Description 

Le langage L:(A(l)) contient bien R!(L:(A)) mais il contient également des termes mal structurés, 
par exemple des termes de la forme cons ( a, append( a, cons ( nit, nil))). 

Maintenant, sur ce même exemple, nous donnons l'automate d'approximation ancêtre IR t 
(A) tel qu'il est présenté dans la section 6.4. Voici l'automate ln t (A) tel qu'il peut être calculé 
par notre prototype: 

[] resul t term: 
Description of A(2)states qI4.qIO.qll.q!2.nil final states qiO.nil 

transitions cons(qI2,qI4)->qI4.append(qll,q!1)->qI4.cons(qI2,qI4)->qIO. 
append(qll,qll)->q!O.cons(qI2,qll)->qll.cons(qI2,q!1)->qI4.cons(qI2,qll)-> 
qIO.nil->qll.nil->qI4.nil->qIO.a->qI2.b->qI2.nil End of Description 

Comme dans le cas de l'approximation précédente, on réalise une intersection avec l'automate 
A1RR(R) reconnaissant l'ensemble des termes irréductibles par R et l'on obtient l'automate A(3) 
suivant: 

[] result term: 
Description of A(3) states qIO.qll.qI2.qI3.nil final states ql3.nil 

transitions b->qll.a->qll.nil->qI3.nil->qI2.nil->qIO.cons(qll,qIO)->qI3. 
cons(qil,qIO)->qI2.cons(qll,q!O)->qIO.cons(q!1,qI2)->q13.cons(qll,qI2)->qI2. 
nil End of Description 

Cette fois-ci le langage reconnu, i. e . ..c(A(3)) est exactement l'ensemble des listes plates de com­
posées de "a" et de "b". 

Grâce à son principe d'approximation basé sur la recherche et le repli age des "appels récursifs", 
la technique d'approximation de la section 6.4 semble donner, en général, de meilleurs résultats 
sur les systèmes récursifs que l'approximation de la relation de réécriture telle qu'eUe est proposée 
dans [Jac96b]. Dans l'exemple précédent, le calcul de ln t (A) se révèle être, en fait, exact. 
Cependant, ce n'est pas le cas en général comme on le voit dans la section suivante avec les 
limites de cette méthode. 

6.5.2 Limites de la méthode 

Les limites de la méthode sont d'abord liées au fait que nous ne manipulons ici que des 
ensembles réguliers de termes: les ensembles de termes initiaux et les ensembles de descendants. 
En particulier, il est impossible de représenter tout ensemble de termes dans lequel les hauteurs de 
deux termes sont liées par une quelconque contrainte arithmétique. Par exemple, il est impossible 
d'exprimer un ensemble de requêtes de la forme E={leq(sn(O),sm(o)) 1 n,m E Net n ~ ml· 
Ainsi, montrer que l'ensemble des R-formes normales de E avec R = { 

leq(O, O) -? true 
leq(O, s(x)) -? true 
leq(s(x),O) -? false 
leq(s(x), s(y)) -? leq(x, y)} 

est R! (E) = {true} n'est pas réalisable à l'aide de langages régulier, mais est plutôt du domaine 
de la preuve par induction. Une autre limite importante de la méthode est qu'il s'agit, en général, 
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d'une approximation. Ainsi certaines caractéristiques de l'ensemble des descendants ne sont pas 
nécessairement capturées par l'approximation. En voici un exemple simple. 

Exemple 6.7 Soit F la signature F = {O : 0, equal : 2, s : 1, cons: 2, nU : 0, member : 2, true : 
0, false : 0, if : 3} et R le système de réécriture suivant définissant le prédicat member qui vérifie 
l'appartenance d'un entier à une liste d'entiers: 

equal (0, 0) ---+ true 
equal(s(x), O) ---+ false 
equal(O, s(y)) ---+ false 
equal(s(x), s(y)) ---+ equal(x, y) 
if (true, x, y) ---+ x 
if(false, x, y) -t y 

member(x, cons (y, z)) ---+ if(equal(x, y), true, member(x, z)) 
member(x, nit) -t false 

Soit A l'automate d'arbres A = (F, Q, QJ,b.) tel que Q = {QO,qbq2,q3,q4,QS}, QI = {qo} et 
b. = { 

member(qI, q2) -t qo 

o -t qI 
conS((}3, (2) -t q2 

conS(q4,QS) -t q2 
cons ( Q3, qs) ---+ qs 

nil -t q5 
() -t q3 

S(q3) -t q3 
o ---+ q4 } 

dont le langage reconnu C(A) est l'ensemble des termes member(O, l) où l est toute liste d'entier 
contenant au moins un entier égal à O. Or si l'on calcule l'approximation de R!(C(A)), au lieu 
de l'ensemble {true}, on obtient un automate nommé A(O) 

[] result term: 
Description of A(O)states q!O.nil final states qlO.nil transitions 

true->q!O.false->q!O.nil End of Description 

qui reconnaît {true, f al se }. 

Ce dernier exemple, illustre bien le fait qu'il s'agit d'une approximation et qu'il est donc possible 
d'obtenir des résultats approximatifs. Cependant, lorsque l'approximation n'est pas assez fine, 
il doit être possible d'affiner le calcul. En effet, nous rappelons que l'automate d'approximation 
est paramètré par une fonction d'approximation. Dans cette thèse, nous nous sommes limités à 
l'utilisation d'une fonction d'approximation très simple et donc très brutale: la fonction d'ap­
proximation ancêtre. Comme on l'a vu dans la section 6.1, l'ensemble des descendants n'est pas 
un langage régulier en général. Mais à l'image de l'exemple précédent, quand l'ensemble des 
descendants est un langage régulier, nous pensons qu'en utilisant d'autres fonctions d'approxi­
mation, il est possible d'obtenir une approximation plus fine, voire exacte. Cependant c'est un 
point que nous n'aborderons pas dans cette thèse. 

Enfin, comme nous le voyons dans la section suivante, bien que l'approximation ancêtre soit 
une approximation relativement brutale, elle permet néanmoins de démontrer automatiquement 
des propriétés intéressantes sur des systèmes de réécriture représentant des programmes ou spé­
cifiant le comportement de systèmes complexes. 
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6.6 Applications directes à la vérification de programmes et de 
systèmes 

Pour un système de réécriture R donné et pour un ensemble de termes initiaux E ç I(F), 
nous rappelons que l'ensemble R*(E) contient tous les termes t atteignables à partir des termes de 
E, i.e. tous les termes t tels que s E E et s -+R-* t. Du point de vue de la programmation, les termes 

de R*(E) représentent tous les calculs intermédiaires possibles avec le programme R à partir 
des requêtes de E. Dans la section 6.4, nous avons montré comment, à partir d'un système de 
réécriture linéaire à gauche et d'un automate A, construire un automate ln. t (A) reconnaissant 
un sur-ensemble régulier de R*(C(A». Dans cette construction, en réécrivant les configurations 
de l'automate, nous schématisons et approchons la réécriture d'ensembles de termes. Si R est un 
programme et l'ensemble C(A) est un ensemble de requêtes, en réécrivant les configuration de A 
lors du calcul de ln. t (A), on réalise une forme de test sur R. Ce test est à la fois approximatif 
et exhaustif, approximatif parce que dans C(/n. t (A)) on prend en compte des termes (Le. des 
calculs intermédiaires) qui ne sont pas réellement atteignables; exhaustif parce que, contrairement 
au test classiquement pratiqué sur les programmes, on prend en compte tous les comportements 
possibles à partir de schémas de requêtes donnés sous la forme de l'automate A. 

A partir de ces observations, et de i'automate ln. t (A), il est possible d'effectuer différents 
types de vérifications: le test d'atteignabilité, l'approximation de co-domaine, la preuve de non­
terminaison forte, la preuve de terminaison de la relation de réduction séquentielle, et la preuve 
de suffisante complétude. Dans les sections suivantes, nous décrivons chacune de ces vérifications 
et nous donnons quelques exemples. Tous les exemples figurant dans la suite de cette section 
sont donnés dans le format utilisé par notre prototype: donnée d'un ensemble de variables, d'une 
signature, d'un système de réécriture linéaire à gauche, et d'une liste d'automates (souvent réduite 
à un seul automate). 

6.6.1 Test d'atteignabilité 

Dans le cadre de la programmation par réécriture ou de la spécification de système, le test 
d'atteignabilité permet de vérifier qu'un comportement donné ne peut se produire. Si l'on est 
capable de représenter le comportement proscrit sous la forme d'un terme ou d'un ensemble de 
termes, ceci revient à vérifier que tous les termes proscrits sont inatteignables. Puisque ln. t (A) 
reconnaît un sur-ensemble des termes atteignables, une condition suffisante pour montrer ceci 
est que pour tout terme t proscrit on a t tJ. C(/n. t (A». Nous définissons maintenant la notion 
d'atteignabilité plus formellement. 

Définition 6.9 Soit R un système de réécriture, E ç I(F) et t E I(F, X). Le pattern test 
R-atteignable à partir de E s'il existe un contexte clos C[], un terme s E E, et une substitution 
a telle que S -+n C[ta]. 

En pratique, afin de vérifier qu'un pattern t n'est pas R-atteignable à partir d'un ensemble de 
termes initiaux reconnu par un automate A, une première méthode consiste à calculer ln. t (A) 
puis simplement à rechercher une substitution a et un état q E Q tel que ta -+À q, où Q et D. 
sont respectivement les ensembles d'états et ensembles de transitions de ln. t (A). Nous avons 
vu que la recherche de telles substitutions est assurée par l'algorithme de filtrage proposé dans 
la section 6.2.3. Prouver que t n'est pas R-atteignable revient donc vérifier que le problème de 
filtrage suivant n'a pas de solution: 

V t'5]q 
qEQ 
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Voici maintenant deux exemples de ce qui peut être fait à l'aide de notre implantation. Le premier 
exemple est un système de réécriture calculant la valeur d'un arrangement: A~ = (n~~)!' 

specification Anp 

Vars x y n p 

Ops 

R1 

Ar:2 minus:2 div:2 0:0 5:1 fact:l plus:2 mult:2 

Ar(n, p) -> div(fact(n), fact(minus(n, p») 
fact(s(x) -> mult(s(x) , fact(x)) 
fact(o) -> 5(0) 

mult(o, x) -> 0 

mult(s(x) , y) -> plus(mult(x, y), y) 
div(o, sCy)) -> 0 

div(s(x), sCy)) -> s(div(minus(x, y), sCy))) 
plus(x, 0) -> x 
plus(x, s(y)) -> s(plus(x, y)) 

minus (x , o} -> x 
minus(o, x) -> 0 

minus(s(x), s(y) -> minus(x, y) 

nil 

Automata 
Description of A(O) 
states qIO.qI1.nil 
final states qlO.nil 
transitions Ar(qI1, qll) -> q!O 

0-> qll 
s(qi 1) -> ql1 
ni! 

End of Description 
nil 

end or specification 

L'automate A(O) décrit les requêtes sur lesquelles nous souhaitons effectuer notre vérifica­
tion: il s'agit de toutes les requêtes de la forme C(A(O)) = {Ar(n,p) 1 n,p E Nat}, où 
Nat = {O, 8(0), ... }. Sur ce système et cet ensemble de termes de départ, nous souhaitons véri­
fier qu'aucune division par 0 ne peut se produire. Dans le codage de la division par l'opérateur 
div, le dénominateur est le deuxième argument. Vérifier qu'il ne peut y avoir de division par 0 
revient donc à s'assurer qu'il n'existe pas de pattern div(x, 0) dans l'automate TRI t (A(O)). 
C'est ce que nous faisons maintenant. Tout d'abord, nous calculons Tni t (A(O)) à l'aide de 
notre implantation, nous obtenons un automate nommé A(l) tel que A(l) = TRI t (A(O)): 

[J start with term : 
T_up(R1) on (!ACO)) 

[] result term: 
Description of A(l) states qI12.qI13.qll1.q!10.qI9.qI8.qI6.qI7.qI2. 

qI5.qI3.qIO.qll.nil final states q!O.nil transitions 
s(qI11)->q!11.o->qI11.minus(q!10,qll0)->qI12.minus(qI8,qll0)->qI12. 
s(qll0)->qI13.s(qll0)->qI3.minus(qll0,qI8)->qI12.minus(qI8,qI8)->qI12. 
s(qI8)->qI13.div(qI12,qI13)->qll1.s(qll1)->qIO.plus(ql9,qI7)->qI3.s(qi8)-> 
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qI3.mult(qI6,qI7)->qI3.plus(qI9,qll0)->qll0.plus(qI9,q110)->qI12.s(qll0)-> 
qI7.s(q!10)->qll0.s(qll0)->qI12.s(qll0)->qI9.plus(qI9,qI8)->qll0. 
plus(q!9,qI8)->qI12.s(q!10)->qI2.plus(qI9,qI7)->qI2.plus(qI9,qI7)->qI9. 
plus(qI9,q!7)->qll0.plus(qI9,qI7)->qI12.o->qI9.o->q!10.o->qI12. 
mult(qll,qI7)->qI9.mult(qil,qI7)->qll0.mult(qll,q!7)->qI12.plus(qI9,qI7)-> 
qI7.s(qI8)->qI2.o->qI8.s(qI8)->qI7.mult(qI6,qI7)->qI7.s(qll)->qI6. 
fact(qll)->qI7.mult(qI6,qI7)->qI2.fact(qll)->qI2.minus(qll,qll)->qI5. 
fact(qI5)->qI3.div(q!2,qI3)->qIO.Ar(q!1,qll)->q!O.o->qIl.o->qI5. 
s(q!1)->qll.s(qll)->qI5.nil 
End of Description 

Ensuite, si nous lançons l'algorithme de filtrage sur ce dernier automate, nommé A(l), et que 
nous recherchons le pattern div(x, 0) dans tous les états de A(l), nous obtenons: 

[J start with term : 
(div(x, 0) ?= states) with (!A(l)) 

[] result term: 
nil 

signifiant qu'il n'existe pas de substitution Cf telle que div(x, O)Cf soit reconnu par un état de A(l). 
Donc aucune division par 0 ne peut se produire à partir des requêtes données dans C(A(O)). 

Toujours pour le test d'atteignabilité, voici un deuxième exemple illustrant une deuxième 
méthode de test. Dans cet exemple, au lieu de rechercher un pattern, nous décrivons sous la 
forme d'un langage régulier les termes proscrits. Ensuite, nous montrons que l'intersection entre 
T.1?-1 t (A) et cet automate est vide. Le système de réécriture suivant spécifie le comportement 
d'un système de comptage d'objets, distribué sur deux processus parallèles Pl et P2 recevant 
séparément des objets et incrémentant pour chaque objet reçu un compteur partagé. Le compteur 
partagé est considéré comme une section critique et protégé par un système de sémaphores 
simplifié. 

Nous décrivons brièvement le codage des processus, du compteur et des sémaphores: Proc (état, 
données) représente un processus qui peut prendre deux "états" frae ou busy selon qu'il accède 
ou n'accède pas à la section critique. Le champs "données" du processus contient une pile d'objets 
à traiter. Les objets, représentés par des 0, arrivent dans la pile du processus de façon indétermi­
née. Les piles d'objets sont représentées par des listes construites sur les symboles usuels null et 
cons. Les entiers sont construit sur 0 et s. L'opérateur SCP1 , P2, statut, compteur) représente 
l'état (ou une configuration) du système à un instant donné, Le. les deux processus Pl, P2 , le 
statut de la section critique free ou busy et enfin la valeur du compteur partagé. Les cinq pre­
mières règles du système nI suivant décrivent les transitions possibles de ce système. Les deux 
dernières règles codent le fait que l'arrivée des objets dans la pile du processus est indéterminée. 

Il faut également noter qu'un processus qui ne reçoit plus d'objets, patiente jusqu'à l'arrivée 
de nouvelles données, puis reprend son activité de comptage dès qu'un nouvel objet arrive dans 
sa pile. L'attente des processus est codée, entre autres, par la cinquième règle de ni. On peut 
noter que les trois dernières règles rendent ce système de réécriture radicalement non-terminant. 

specification 2processes 

Vars x y z u 

Ops 
S:4 Proc:2 cons:2 null:O busy:O free:O 0:0 s:l 

Ri 
S(Proc(free, cons(x, y»), z, free, u) -> S(Proc(busy, cons(x, y»), z, busy, u) 
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S(Proc(busy, cons(x, y)), z, busy, u) -> S(Proc(free, y), z, free, s(u)) 
S(z,Proc(free, cons(x, y), irae, u) -> 8(z, Proc(busy, cons(x, y)), busy, u) 
8(z, Proc(busy, cons(x, y)), busy, u) -> 8(z, Proc(free, y), free, s(u») 
S(Proc(x, null), Proc(y, null) , z, u) -> S(Proc(x, null) , Proc(y, null), z, u) 
cons(x, y) -> cons(o, cons(x, y) 
null -> cons(o, null) 

nU 

Automata 
Description of A(O) 

states qlO qll ql2 ql3 ql4 nil 
final states q!O nil 
transitions 

S(qil, qll, q12, q!3) -> qlO 
frae -> ql2 
o -> ql3 
Proc(q!2, q14) -> qll 
null -> ql4 
cons(qI3, q14) -> ql4 
nil 

End of Description 
nn 

end of specification 
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L'automate A(O), quant à lui, décrit la configuration initiale du système dans laquelle le 
compteur partagé est à zéro, les statuts des processus et de la section critique sont à free, et les 
listes de données des processus Pl et P2 ont un nombre quelconque d'objets en attente. 

Classiquement sur ce genre de système, on souhaite assurer l'exclusion mutuelle, Le. interdire 
que les processus Pl et P2 accèdent en même temps à la section critique. Ceci peut être fait en 
montrant qu'aucune configuration dans laquelle Pl et P2 ont un statut busy n'est atteignable. 
Soit A(l) l'automate obtenu par calcul de Tni t (A(O)): 

[J resul t term: 
Description of A(l)states qI20.q!21.qI17.q!18.q!15.q!11.q!13.q!14.q!9. 

qll0.qI5.qI7.qIO.qll.qI2.qI3.qI4.nil final states qlO.nil transitions 
S(qll,qI17,qI18,qI3)->q!O.busy->qI20.cons(qI3,q!4)->ql21.Proc(qI20,qI21)-> 
qI17.busy->q!18.S(q!11,qI17,qI18,q!14)->q!O.s(qI14)->q114.S(qI5,q!1,q!7,qI14) 
->qIO.free->qI15.Proc 115,qI4)->q!11.free->qI13.s(qI3)->qI14.S(qll1,qll, 
qI13,q!14)->qIO.busy->qI9.cons(qI3,qI4)->qll0.Proc(qI9,qll0)->qI5.busy->qI7. 
S(qI5,q!1,qI7,qI3)->qIO.S(qll,qll,q!2,qI3)->qIO.free->qI2.o->qI3. 
Proc(qI2,q!4)->qll.null->q!4.cons(qI3,qI4)->qI4.nil End of Description 

Au lieu de rechercher un pattern dans cet automate, nous montrons qu'il est également 
possible de décrire le langage de termes proscrits à l'aide d'un automate, nommé ici A(2), et de 
vérifier que l'intersection entre A(l) et A(2) est vide. Soit A(2) l'automate suivant 

Description of A(2) 
states qIO.qll.qI2.qI3.qI4.qI5.qI6.nil 
final states qlO nil 
transitions 

S(qll, qll, q12, q13) -> qlO 
busy -> ql2 
free -> ql2 
o -> q!3 
s(qI3) -> ql3 
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Proc(q!5, q14) -> ql1 
null -> ql4 
cons(qI6, q!4) -> qi4 
busy -> ql5 
o -> ql6 

End of Description 

reconnaissant le langage des termes proscrits de la forme S(Proc(h, busy), Proc(l2' busy) , s, c) 
où lI, l2 sont des listes quelconques d'objets, s E {busy,free} et c est un entier. Le résultat de 
l'intersection des automates A(I) et A(2) donne: 

[] result term: 
Description of nil states nil final states nil transitions nil 

End of Description 

Le résultat de l'intersection, après nettoyage par test d'accessibilité (voir section 2.5.3), est un 
automate dont les ensembles d'états, d'états finaux et de transitions sont vides: cet automate 
reconnaît 0. Ce résultat montre qu'aucun terme proscrit n'est atteignable et donc que l'exclusion 
mutuelle est assurée sur le système précédent. 

6.6.2 Approximation de co-domaine 

Si l'on code une fonction J sous la forme d'un système de réécriture n, et que l'on décrit un en­
semble d'appels type (Le. le domaine de la fonction) à l'aide d'un automate d'arbres A, il est pos­
sible d'obtenir un sur-ensemble du co-domaine de J en calculant l'automate TR t (A) n AIRR(R) 

où A1RR(R) est l'automate reconnaissant les termes irréductibles par n (voir section 6.6.6). 
L'analyse de l'approximation du co-domaine de J, permet de signaler et parfois même de lo­
caliser des erreurs dans la définition de J. Par exemple, supposons que nous souhaitions coder 
une fonction d'aplatissement pour des listes imbriquées telles qu'on en rencontre en Lisp, Le. 
des listes dans lesquelles peuvent cohabiter des atomes (ici des entiers) et d'autres listes, par 
exemple [1,2, [4, [5]],5]. Voici une première version de la fonction d'aplatissement de listes, ainsi 
que l'ensemble d'appels type sur lesquels on souhaite vérifier cette fonction. 

specification flatten 

Vars x y z 

Ops 

R1 

flatten:1 s:1 0:0 cons:2 append:2 null:O 

flatten(null) -> null 
flatten(cons(x, y) -> append(flatten(x), flatten(y) 
appendCnull, x) -> x 
append(cons(x, y), z) -> cons(x, append(y, z) 
nU 

Automata 
Description of A(O) 

states qlO ql1 ql2 nil 
final states qlO nil 
transitions 

flatten(qI1) -> qlO 
consCql1, qll) -> ql1 
consCql2, qll) -> qll 
null -> ql1 
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o -> ql2 
s(q!2) -> q!2 
nU 

End of Description 
nil 

end of specification 
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L'automate A(O) reconnaît les termes de la forme flatten(l) où l est n'importe quelle liste 
imbriquée d'entiers (construits sur 0 et sO). Le co-domaine ni (C(A(O))) attendu de cette fonction 
est l'ensemble des listes plates d'entiers. Or, le lecteur attentif aura remarqué que la fonction 
telle qu'elle est codée par le système RI ne répond pas à nos attentes. Si l'on calcule l'automate 
IRI t (A(O)) n AlRR(Rd 12 reconnaissant un sur-ensemble de ni (C(A(O))), on obtient: 

[] result term: 
Description of nil states qIO.qll.qI2.qI3.qI4.nil final states 

ql4.nil transitions o->q!1.s(qIO)->qll.null->q!4.null->qi3.append(qI2,q!3)->qi2. 
append(qI2,qI3)->qI4.append(qi2,qI3)->qI3.o->q!O.s(qIO)->qIO.flatten(qll)->q!2.nil 
End of Description 

et l'on peut remarquer que dans cet automate, on trouve la transition flatten(ql} -+ qz. Cela 
signifie qu'il existe un terme, reconnu par l'état ql qui n'a pu être réduit par Ri. Si l'on détaille 
les termes reconnus par qI, il s'agît des entiers 0, s(O), ... Ceci montre qu'avec la définition de 
flatten donnée dans l'exemple précédent, et à partir des appels types, il semble que flatten ait 
dû être appliquée à un entier. C'est clairement le cas lorsque l'on applique la deuxième règle du 
système à une liste non-imbriquée, par exemple le terme flatten([1,2]}, qui va être réécrit en 
append(flatten(l) , flatten([2])). Cette définition étant erronée, nous en proposons une deuxième: 

specification flatten2 

Vars x y z 
Ops 

Ri 

flatten:l 5:1 0:0 cons:2 append:2 null:O 

flatten(null) -> null 
flatten(cons(cons(x, y), z) -> append(flatten(cons(x, y)), flatten(z) 
flatten(cons(o, y)) -> cons(o, flatten(y)) 
flatten(cons(s(x) , y)) -> cons(s(x) , flatten(y)) 
append(null, x) -> x 
append(cons(x, y), z) -> cons(x, append(y, z)) 
nU 

et nous considérons le même automate A(O). Or, cette définition est encore erronée! L'automate 
d'approximation IRI t (A(O)) n A1RR(RI) va encore nous permettre de localiser l'erreur: 

(] resul t term: 
Description of nil states qIO.qli.qi2.qI3.qI4.qI5.qI6.qI7.qI8.qI9. 

qil0.qll1.qi12.qI13.qI14.qI15.nil final states ql15.nil transitions 
s(qI4)->qI4.o->qI4.null->qll.null->qIO.cons(q!4,qll)->qil.cons(qIO,qil)-> 
qI3.cons(q!1,qll)->q!1.flatten(q!3)->q!15.null->qI15.append(qI5,qll1)->qI15. 
flatten(qI3)->q!10.flatten(qI3)->qI14.flatten(qI3)->ql11.flatten(qI2)->qI5. 
null->ql 14.null->qll1.append(qI5,qll1)->ql 10.append(ql 5,qll1)->q!14.append(q!5,q!11)-> 
qll1.cons(q!O,qll)->q!2.append(q!5,qll1)->qI5.flatten(qI3)->qI8.flatten(qI3)-> 
qI6.o->qI12.null->qI6.append(qI5,qll1)->q!8.append(qI5,qll1)->qI6.cons(qI12,qI6)-> 

12. où A1RR(Rll est l'automate reconnaissant les termes irréductibles par n j 
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q!6.cons(qI12,q!6)->qI14.cons(qI12,qI6)->qll1.cons(q!12,qI6)->qI15. 
cons(qI13,qI7)->qI6.flatten(qI3)->qI9.flatten(qI3)->ql7.sCqI4)->qI13.null-> 
qI7.append(qI5,qll1)->qI9.append(qI5,qll1)->qI7.cons(q112,qI6)->qi7.cons(q!13,qI7) 
->qI7.cons(qI13,qI7)->q!14.cons(qI13,qI7)->qll1.cons(q!13,qI7)->q!15. 
cons(q!12,ql 14)->qI7.append(qI8,ql 11)->ql 10.append(qI8 ,qlll)->q!14.cons(qI12,qI14) 
->qI14.cons(q!13,qI14)->q!14.append(qI9,qll1)->qll0.append(q!9,qil1)->qI14. 
append(qll0,qll1)->qll0.append(qll0,qlll)->qI14.cons(q!13,qI14)->qI7. 
cons(qI12,qI14)->qI6.cons(qI13,qI14)->q!6.cons(qI12,ql14)->qlll. 
cons(qI13,q!14)->qll1.cons(qI12,qI14)->qI15.cons(qI13,q!14)->qI15.nil 
End of Description 

Là encore, on retrouve des configurations, par exemple flatten(q3), attestant que la réduction de 
ces symboles n'est pas complète. Or, une seule transition mène à q3: il s'agit de cons(qo, qd -+ 
q3· De la même façon, une seule transition mène à qo: il s'agit de nul! -+ qo. Le schéma de 
terme posant problème est donc flatten(cons(null,x)) et c'est effectivement un cas qui n'est 
absolument pas pris en compte dans le système RI précédent. Si l'on rajoute la règle 

flatten(cons(null, x» -> flatten(x) 

et que l'on recalcule l'automate approximation, on obtient bien un automate qui reconnaît des 
listes plates d'entiers: 

[J result term: 
Description of nil states qIO.qll.qI2.qI3.qI4.qI5.nil final states 

ql5.nil transitions s(qIO)->qIO.o->q!O.null->qi5.o->qll.null->qI2. 
cons(qll,qI2)->qI2.cons(qll,qI2)->qI5.cons(qI3,qI4)->q12.s(q!O)->qI3. 
nUll->qI4.cons(qll,qI2)->q!4.cons(qI3,qI4)->qI4.cons(q13,qI4)->qI5.nil 
End of Description 

On peut remarquer que, si l'on avait codé ces exemples à l'aide de réécriture typée, la première 
erreur (application de flatten à un entier) aurait pu être détectée par un système de vérification 
de type, et la deuxième erreur (flatten indéfinie sur cons (null, x)) aurait sans doute été mise à 
jour par une vérification de complétude suffisante. Cependant, nous souhaitons attirer l'attention 
du lecteur sur le fait que typage et test de complétude suffisante ne couvrent pas tous les cas 
d'erreur détectables par notre méthode. Soit l'exemple simple suivant dans lequel on définit la 
fonction reverse qui inverse une liste plate: 

specification reverse 

Vars x y z 

ops 

Ri 

a:O b:O rev:l cons:2 append:2 null:O 

revenull) -> null 
rev(cons(x, y») -> append(rev(y), cons(x, null») 
append(null, x) -> null 
append(cons(x, y), z) -> cons(x, append(y, z) 
nil 

Automata 
Description of A(O) 
states qIO.qll.qI2.nil 
final states qlO.nil 
transitions rev(qll) -> qlO. 

consCql2, qll) -> qll. 
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null -> ql1. 
a -> qi2. 
b -> q12. 
nU 

End of Description 
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où L:(A(O) reconnait tous les termes rev(l) où l est n'importe quelle liste plate constituée de "a" 
et de "b". Ce système de réécriture est confluent et terminant. De plus, en supposa...'1t que l'on 
donne un type aux opérateurs, par exemple 

a:t--+a, 

b:t--+a, 

null :t--+ lista, 
cons: a, lista t--+ lista, 
append: listO/.j lista t--+ lista, et 
rev : lista t--+ lista (où Ot et lista sont des types), 

il est possible de montrer que le système RI précédent préserve les types, Le. tout terme correc­
tement typé est nécessairement réécrit en un terme correctement typé. De plus, RI est, dans ce 
cas, suffisamment complet, Le. les fonctions append et 'l'ev sont complètement définies. 

Cependant, la fonction rev telle qu'elle est définie par le système RI n'a pas le comportement 
attendu. En effet, si l'on calcule le sur-ensemble régulier approchant Ri (.C(A(O))), on obtient: 

[] result term: 
Description of A(l) states qlO.nil final states qlO.nil 
transitions null->qIO.nil End of Description 

Cet automate nommé A(l) reconnaît exactement le langage fini {null}. En d'autre termes, 
RiCC(A(O))) ç {null}. Ce n'est, a priori, pas ce qui est attendu de la fonction rev. Ceci est 
simplement dû à la mauvaise définition de append: le membre droit de la troisième règle devrait 
être x au lieu de null. 

6.6.3 Preuve de non-terminaison 

Une autre application originale du calcul de l'approximation de R!(E) est la preuve de ce 
que nous appellerons ici la non-terminaison forte d'un système de réécriture. Soit E c T(F) et 
R un système de réécriture. Le système R est fortement non-terminant sur E si l'ensemble des 
R formes normales de E est vide, Le. R!(E) = 0. Par exemple soit le système de réécriture et 
l'automate suivant: 

specification test 

Vars x 
Ops 

Ri 

a:O f:l g:l 

f(f(x)) -> f(g(f(x))) 
g(x) -> x 
nU 

Automata 
Description of A(O) 
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states qlO q/l ql2 nil 
final states qlO nil 
transitions 

f(q/l) -> qlO 
f(qI2) -> q/l 
a -> ql2 
f(qI2) -> ql2 
nil 

End of Description 
nil 

end of specification 

où 'c(A(O)) = Un(a) 1 n ~ 2}. Maintenant nous calculons l'automate d'approximation et nous 
obtenons l'automate A(l) = TJ?-l t (A(O)) qui est: 

[] start with term : 
T_up(Rl)on(!A(O» 

[] result term: 
Description of A(l)states qI8.qI7.qI6.qI5.qI4.qI3.qIO.qll.qI2.nil 

final states qlO.nil transitions f(q/7)->qI8.f(q/7)->qI7.f(qI2)->qI8. 
f(qI2)->qI7.g(qI8)->qI7.f(qI7)->qI2.f(qI5)->qI6.f(qI5)->qI5.f(qI2)->qI6. 
f(qI2)->qI5.g(qI6)->qI5.f(qI5)->qll.f(qI3)->qI4.f(qI3)->qI3.f(qI2)->qI4. 
f(qI2)->q/3.g(qI4)->qI3.f(qI3)->qIO.f(qll)->qIO.f(qI2)->qll.a->qI2. 
f(qI2)->qI2.nil End of Description 

Ensuite, si l'on réalise une intersection avec l'automate A1RR(1<.) reconnaissant les termes irré­
ductibles, on obtient le résultat suivant: 

[] start with term : 
simplify(!A(l) inter build_nf(Rl» 

[] result term: 
Description of nil states nil final states nil transitions nil End 

of Description 

Ce dernier automate reconnaît l'ensemble vide, d'où 'Ri ('c(A(O))) = 0, donc aucun terme de 
'c(A(O)) n'a de forme normale, et donc 'RI est fortement non-terminant sur 'c(A(O)). 

Maintenant, donnons un autre exemple, plus concret. Reprenons le système de réécriture 
donné dans la section 6.6.1 et qui, rappelons-le, décrit le comportement de deux processus pa­
rallèles qui reçoivent des objets dans des piles distinctes et les comptabilisent dans un compteur 
commun. Outre la propriété d'exclusion mutuelle, montrée dans la section 6.6.1, une autre pro­
priété digne d'intérêt est l'absence de blocage d'un tel système. Dans notre contexte, on consi­
dérera qu'il y a blocage s'il existe une configuration pour laquelle plus aucune transition n'est 
applicable, Le. un terme irréductible par les cinq premières règles du système de réécriture (les 
deux autres règles codant un phénomène extérieur aux transitions proprement dites). Ceci revient 
à vérifier qu'il n'existe pas dans les termes atteignables, reconnus par T1<.l t (A(O)), de terme en 
forme normale par rapport aux cinq première règles du système. Or si l'on calcule l'intersection 
entre l'automate T1<.l t (A) obtenu dans la section 6.6.1 et l'automate reconnaissant les termes 
irréductibles par les règles de transition (les cinq premières règles du système de réécriture), on 
obtient le résultat suivant: 

[] resul t term: 
Description of nil states nil final states nil transitions nil 

End of Description 
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Ceci assure bien que toutes les configurations atteignables sont réductibles et donc qu'il existe 
toujours au moins une transition du système qui peut s'appliquer, ce qui assure l'absence de 
blocage du système. 

6.6.4 Complétude suffisante 

Nous proposons une preuve de complétude suffisante à l'aide de l'approximation de l'ensemble 
1?}(E) grâce à la proposition suivante. 

Proposition 6.2 Soit R un système de réécriture faiblement terminant sur E C T(F). Si 
R}(E) ç T(C), alors R est suffisamment complet sur E. 

En effet, puisque R est faiblement terminant sur E, pour tout terme sE E, il existe tE IRR(R) 
tel que s -1-n. t. Or, t E R'(E). Si, de plus R!(E) ç T(C) alors t E T(C). Nous avons vu, 
dans la section 6.4, comment calculer TR t (A) n A1RR(R), sur-ensemble régulier de R!(.c(A)), 
pour un ensemble régulier de requêtes reconnues par un automate A. Ainsi, si R est faiblement 
terminant sur .c(A) et que l'on parvient à montrer que TR t (A) n AIRR(R) ç T(C), alors Rest 
suffisamment complet sur .c(A). Reprenons, l'exemple du calcul des arrangements proposé dans 
la section 6.6.1. Si l'on réalise une intersection entre l'automate A(l) = T,"'l.î t (A(O)) déjà obtenu 
page 127 et l'automate reconnaissant IRR(R), on obtient: 

[] start with term : 
simplify(A(l) inter build_nf(Rl) 

[] result term: 
Description of A states qIO.q!l.nil final states qil.nil 
transitions s(qiO)->q!l.s(qi ->qIO.o->qIO.nil End of Description 

Nous obtenons un sur-ensemble régulier de Ri(.c(A(O))) reconnu par A(2). Le langage re­
connu A(2) est .c(A(2)) = {s(x) 1 x E Nat} où Nat = {O,s(O), ... }. On a donc C(A(2)) = 
Nat* = Nat \ {O}. D'où Ri(.c(A(O))) ç Nat* ç T(C). Si de plus RI est faiblement terminant 
sur .c(A(O)), alors RI est suffisamment complet pour C(A(O)). On peut noter que si A(2) est 
plus complexe, pour vérifier qu'il ne reconnaît que des termes constructeurs il suffit de s'assurer 
qu'aucun symbole défini n'apparaît dans les transitions de cet automate 13. 

Il faut noter que cette méthode permet de montrer la complétude suffisante dans des cas 
particuliers intéressants: en présence de fonctions partiellement définies et lorsque l'application 
des règles est soumise à la stratégie modulaire descendante. Dans la stratégie modulaire des­
cendante [Roc971, un système de réécriture Rest sépâré en sous-systèmes, nommés modules, 
RI,'" ,Rn tels que RI >- Rz >- ... >- Rn, où >- est un ordre total sur les modules. En général, 
l'ordre choisi sur les modules est calqué sur la hiérarchie des fonctions définies dans RI, ... ,Rn. 
Pour simplifier, cela signifie que si une fonction d'un module Ri est définie à l'aide d'une fonc­
tion d'un module R] alors Ri >- Rj. Pour un terme t donné, la stratégie modulaire descendante 
consiste à réécrire une seule fois 14 le terme t à l'aide de la relation de réduction séquentielle 
-+n1; ... ;Rn (définition 3.5 page 24). En modularisant totalement la réécriture des termes, cette 

stratégie permet, entre autres, de simplifier la réécriture avec un système de taille importante 
(cela simplifie et optimise notamment le filtrage). Elle facilite également la cohabitation et l'exé­
cution de programmes constitués de modules prototypés à l'aide de systèmes de réécriture et 

13. Ceci n'est valable que si l'automate a subi au préalable un nettoyage par test d'accessibilité et un nettoyage 
par test d'utilité, ce qui est le cas de tous les automates que nous manipulons ici. 

14. à l'inverse de la stratégie SRS où un terme peut être réécrit en plusieurs pas de -ml;". ;Rn' 
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de modules déjà implantés (voir [Roc97] pour plus de détails). Cependant, un des problèmes 
principaux liés à cette stratégie est de montrer sa complétude suffisante pour un ensemble de 
modules RI, ... ,Rn. Cette stratégie n'est pas toujours complète, i.e. tout terme s n'est pas 
nécessairement réécrit en un terme t E T(C) et, dans sa thèse, C. Rocques [Roc97] s'est attaché 
à donner des conditions suffisantes sur RI, ... ,Rn pour assurer la complétude. Or, dans le cas 
où la stratégie n'est complète que sur un sous-ensemble E ç T(F), les conditions de [Roc97] ne 
permettent pas de conclure, comme dans l'exemple suivant. 

specification fact 
Vars x y z 
Ops 

Ri 

R2 

0:0 s:l fact:1 plus:2 mult:2 

fact(s(x» -> mult(s(x), fact(x» 
fact(o) -> s(o) 
nil 

mu1t(o, x) -> 0 

mult(s(x), y) -> plus(mult(x, y), y) 
plus(x, 0) -> x 
plus(x, sCy)) -> s(plus(x, y)) 
nil 

Ici, nous donnons un critère, basé sur l'approximation de R~(. . . Ri (E) ... ) pour un ensemble 
E de termes initiaux, pouvant compléter les conditions syntaxiques de [Roc97]. Soit l'ensemble 
de termes initiaux reconnu par l'automate A(O) suivant: 

Automata 
Description of A(O) 

states qlO q!1 nil 
final states qlO ni1 
transitions 

fact(qI1) -> qlO 
o -> qll 
s(qll) -> qll 
nil 

End of Description 
ni! 
end of specification 

Cet automate reconnaît tout terme de la forme Jact(n) où n est n'importe quel entier naturel 
de l'ensemble Nat = {O, s(O), ... }. Nous calculons l'approximation en deux temps: tout d'abord 
nous calculons un automate, A(l) = TJ?-l t (A(O)) n AIRRCR1): 

[] start with term : 
simplify«T_up(Rl)on(!A(O»inter build_nf(Rl))) 

[] resul t term: 
Description of A(1) states qIO.qll.qI2.qI3.qI4.nil final states 

ql4.nil transitions s(qIO)->qI0.o->qIO.mult(qll,qi2)->qI4.s(qIO)->qll. 
mult(qI1,qI2)->qI2.s(q!3)->qI2.o->qI3.s(qI3)->qI4.nil End of Description 

Ensuite, en reprenant les termes reconnus par ce dernier automate comme termes de départ des 
réécritures avec R2, nous calculons l'automate A(2) = TR2 t (A(l)) n AIRRCR2) que voici: 

[] start with term : 
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simplify«T_up(R2) on (!AC1)) inter build_nf(R2))) 

[] result term: 
Description of nil states qIO.qI1.qI2.nil final states ql2.nil 

transitions s(qIO)->qI2.o->q!O.o->qll.s(qll)->qll.s(q!1)->q!2.nil 
End of Description 
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Le résultat de cette approximation de Rh CRi (L:(A(O)))) est inclus dans T(C), ce qui prouve la 
complétude de la stratégie modulaire descendante pour les termes initiaux L:(A(O). 

6.6.5 Critère de terminaison de la relation de réduction séquentielle 

Dans la section 3.2.2, nous avons défini la relation de réduction séquentielle -''-R.1i ... ;'Rn et 

donné une idée du critère de terminaison de --+nI; ... i'R" sur un ensemble E. Maintenant, afin de 

simplifier les explications, nous avons choisi de détailler d'abord ce critère dans le cas particulier 
où l'on ne dispose que de deux modules: n l et R 2 . L'idée, très simple, consiste à construire les 
ensembles G I = R~(Ri(E)), G2 = Rh(ni(GdL ... jusqu'à atteindre un point fixe Gm tel que 
Gm = R~(1Z; (Gm )) . 

• - .&J ' .... ' • - ~, • 

E C' l Gl G' 2 C2 Gm 

O~!Rl 0 -+!'R2 O~!Rl O->!R2 O->!Rl 0 
'Ri CE) 'R~(C~) 'Ri(C!) 'Rk(G~) 'Rh(G:"') 

Pour chaque étape de normalisation d'un ensemble E avec Rl (resp. avec R2), l'existence des 
formes normales doit être garantie, Le. Rl (resp. R 2 ) doit être au moins faiblement terminant sur 
E. On peut remarquer qu'opérationnellement, il est indispensable de connaître la stratégie me­
nant tout terme à une forme normale, mais cela n'est pas nécessaire d'un point de vue théorique; 
c'est également le cas dans les résultats concernant la relation de réduction modulaire. Dans la 
suite, nous associons à chaque système de réécriture Ri un domaine Ei sur lequel la terminaison 
faible est assurée, i.e. tout t E Ei a une forme normale par Ri, Ainsi, si RI et R 2 terminent 
faiblement sur El ç T(F) et E2 ç T(F) respectivement, et si E ç El> Gi ç El, G~ ç E2 pour 
tout i = 1 ... m - 1, alors RI termine faiblement sur E, Gi pour tout i = 1 ... m - 1 et R 2 

termine faiblement sur G~ pour tout i = 1 ... m - 1. Si de plus Gm ç IRR(nl u R 2 ), alors nous 
obtenons les trois résultats suivant: 

- R = RI U R 2 termine sous la stratégie SRS sur E, 

- R termine faiblement sur E. 

Plus généralement, nous obtenons le résultat suivant pour n systèmes. 

Proposition 6.3 Soit RI, ... , nn des systèmes de réécriture faiblement terminant respective­
ment sur El, ... ,En des sous-ensembles de T(F). La réécriture sous stratégie SRS ---+R.1i ... i'Rn 

termine sur E si la suite itérée d'ensembles G k+ 1 = R~ (. .. ni ( G k) ... ), initialisée avec Go = E, 
est telle que: 
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- il existe un point fixe Gk, k 2: 0 tel que Gk ç IRR('Rl U ... U 'Rn). 

Sur cette proposition, il faut remarquer deux choses. Tout d'abord, les conditions de cette propo­
sition générale sont considérablement simplifiées si 'RI, .. ' ,'Rn terminent sur 7(F); le critère est 
ramené à la seule recherche du point fixe irréductible. C'est le cas des systèmes que nous verrons 
en exemple. D'autre part, le fait que nous ne manipulons ici que des approximations nous donne, 
malgré tout, un critère de terminaison. En effet, si le sur-ensemble de 'R~( ... 'Ri (Gk) ... ) est 
un sous-ensemble de IRR('RI U ... U 'Rn), alors c'est nécessairement le cas de l'ensemble exact 
'R~( ... 'Ri(Gk ) ... ). 

Voici un premier exemple dans lequel on souhaite montrer la terminaison du calcul d'un 
arrangement quelconque. Au lieu de reconsidérer la preuve de terminaison dans son ensemble 
avec toutes les difficultés que cela suppose, nous souhaitons tirer parti des résultats de termi­
naison établis ou facilement prouvables et utiliser notre critère pour montrer automatiquement 
la terminaison de ce système pour la stratégie SRS et pour l'ensemble de requêtes qui nous 
intéressent. 

specification arrangement 
Vars x y z n p 

Ops 

Ri 

R2 

Ar:2 minus:2 div:2 0:0 s:l fact:l plus:2 mult:2 

Ar(n, p) -> div(fact(n), fact(minus(n, p») 
fact(s(x» -> mult(s(x), fact(x» 
fact(o) -> seo) 
mult(o, x) -> 0 

mult(s(x), y) -> plus(mult(x, y), y) 
plus(x, 0) -> x 
plus(x, sCy»~ -> s(plus(x, y» 
ni! 

div(o, s(y» -> 0 

div(s(x), s(y» -> s(div(minus(x, y), s(y») 
minus (x, 0) -> x 
minus (0, x) -> 0 
minus(s(x), sCy»~ -> minus(x, y) 
ni! 

Automata 
Description of A(O) 
states qIO.qll.nil 
final states qlO.nil 
transitions Ar(qll, qll) -> qlO 

0-> qll 
s(qll) -> qll 
ni! 

End of Description 
ni! 

end of specification 

Ici, la terminaison du système 'RI est automatiquement montrable par lpo à l'aide de notre 
premier prototype, voir section 7.3.9. D'autre part, la terminaison du système 'R2 a été montrée 
par T. Arts [Art97]. Pour montrer la terminaison du calcul d'un arrangement Ar(n,p) pour tout 
entier naturel n et p, sous la stratégie SRS, nous appliquons la proposition 6.3 et nous recherchons 
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un automate Ak point fixe, reconnaissant un sur-ensemble régulier d'un ensemble GA;, et tel que 
L(Ak ) ç IRR(R1 U R 2 ). Dans le cas de ce système, un tel automate existe 15; 

[] resul t term: 
[true,Description of nil states qiO.qll.nil final states qll.nil 

transitions s(qiO)->qil.o->q!O.s(qIO)->qIO.nil End of Description] 

Nous venons donc de montrer la terminaison de RI U R2 sous la stratégie SRS et la terminaison 
faible de RI U R 2 sur C(A(O)). A noter que, sur cet exemple, on vient également de montrer 
la complétude suffisante de la stratégie SRS avec RI et R 2 sur l'ensemble de termes initiaux 
C(A(O)). En effet, le langage reconnu par l'automate ne contient que des termes constructeurs. 

Voici maintenant un deuxième exemple illustrant la spécificité de la relation de réduction 
séquentielle et son pour prouver la terminaison d'un programme comportant deux modules ne 
partageant pas la même syntaxe et disposant chacun d'opération de traduction d'une syntaxe 
vers l'autre. Voici par exemple le cas d'un module RI qui définit les opérations usuelles plus et 
mult sur des entiers "compressés", construits sur 0, s et cs où cs représente le double successeur. 
Le module R2 quant à lui n'a pas été conçu pour manipuler des entiers compressés et dispose 
d'opérations de traduction vers des entiers standards. 

specification leq 
Vars x y 

Ops 

Ri 

R2 

0:0 s:1 cs:1 plus:2 mult:2 leq:2 true:O false:O 

s(s(o») -> cs(o) 
s(s(cs(x))) -> cs ) 
plus(o, x) -> x 
plus(s(x), y) -> s(pIus(x, y)) 

plus(cs(x) , y) -> cs (plus (x, y») 
mult(o, x) -> 0 

mult(s(x) , y) -> pIus(mult(x, y), y) 
mult(cs(x) , y) -> plus(y, plus(y, mult(x, y))) 

nU 

cs(o) -> s(s(o)) 
cs(x) -> s(s(x)) 
leq(o, x) -> true 
leq(s(x) , 0) -> false 
leq(s(x), s(y)) -> leq(x, 
ni! 

end of specification 

Automata 
Description of A(O) 
states qIO.qll.nil 
final states qlO.nil 
transitions leq(qll, qll) -> qlO 

o -> qll 
s(qli) -> qll 

15. Dans le couple du terme résultat, le symbole true atteste que cet automate ne reconnaît bien que des termes 
irréductibles par n 1 U n z. 
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mult(qll, q!l) -> qll 
plusCqll, qll) -> qll 
nU 

End of Description 
nU 

end of specification 

Les systèmes RI et R2 terminent (voir les preuves automatiques de la section 7.3.10). Mais, il 
faut remarquer que l'union de ces deux systèmes ne termine pas puisque le terme C8(0) peut 
être réécrit indéfiniment cs(O) -+ 8(S(0)) -+ C8(0) -+ .... De la même façon, la relation de 

1 

réécriture séquentielle ne termine pas, non plus, sur T(F) puisque l'on a également 8(S(0)) ~ 
nI 

f f 

C8(0) ~ 8(8(0)) ~ ... , i.e. 8(S(0)) -?nl·n2 8(S(0)) -?nl·n2 .... Cependant la terminaison 
n2 nI ' , 

de la relation de réduction séquentielle sur le langage .c(A(O)) est montrable automatiquement: 

[] result term: 
[true,Description of nil states qlO.nil final states qlO.nil 

transitions true->qIO.false->qIO.nil End of Description] 

et le sur-ensemble des résultats finaux possible est {true, f aIse}. Enfin, voici un troisième exemple 
qui illustre le fait que ia relation de réduction séquentielle permet également de combiner des 
stratégies de réductions incompatibles ou même antagonistes. Dans le système suivant, le système 
RI termine sous une stratégie înnermost alors que le système R2 termine sous une stratégie 
outermost (où l'on réécrit le redex situé à la plus haute position dans le terme). 

specification test 

Vars x y z 
ops 

a:O b:O f:3 g:2 h:l 

RI 
Ha, b, x) -> f(x, x, x) 

g(x, y) -> x 
g(x, y) -> y 
nil 

R2 
f(x, y, z) -> h(a) 
g(x, y) -> f(g(x, y), x, y) 
nil 

end of specification 

Si l'on suppose que les étapes de normalisation par RI et R 2 sont guidées respectivement par 
la stratégie innermost et outermost, il est possible de montrer que la réécriture sous stratégie de 
réduction séquentielle termine sur T(F): 

[J result term: 
[true,Description of nil states qlO.nil final states qlO.nil 

transitions h(qIO)->q!O.b->qIO.a->qIO.nil End of Description] 

6.6.6 Automate de forme normale 

L'implantation de l'algorithme de construction d'un automate de forme normale n'est pas 
une mince affaire. Dans [CR87], H. Camon et J-L. Rémy donnent le premier algorithme de 
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calcul d'une grammaire d'arbres produisant le langage IRR('R), pour tout système de réécriture 
'R linéaire à gauche. Cependant, l'implantation de cet algorithme, basé sur une procédure de 
disunification elle-même très complexe, est loin d'être directe. Toutefois, toute la puissance de la 
dis unification n'étant pas requise pour le calcul d'un automate de forme normale, nous proposons 
ici un autre algorithme, sans procédure de disunification. 

Nous avons également opté pour une approche modulaire du calcul de l'automate de forme 
normale. Si'R = {h -r '1'1, ••. ln -r r n }, nous calculons les automates A1RR(ll-trI) , ... ,AIRR(ln-trn ) 

reconnaissant respectivement IRR(ll -r '1'1), ... ,IRR(ln --+ r n) et enfin nous calculons l'auto­
mate reconnaissant IRR('R) qui est AlRR("R.) = AfRR(h-trl) n ... n AlRR(ln-trn). Ce choix a de 
nombreuses conséquences sur l'implantation. Tout d'abord l'implantation de l'algorithme pour 
une règle est plus simple que dans le cas d'un système complet. Ceci nous permet également de 
modulariser le calcul, qui, dans le cas global, peut s'avérer très coûteux en temps machine, et à 
terme de distribuer le calcul. Enfin, cette approche est incrément ale. 

Nous décrivons maintenant cet algorithme par deux règles de déduction: Eliminate et Pro­
duce qui s'appliquent à un triplet (Pi Qi R) où P et Q sont des ensembles d'états, et R est un 
ensemble de transitions. Initialement P contient un seul état, Q et R sont des ensembles vides. 
Étape après étape, les deux règles ajoutent de nouveaux états à Q et de nouvelles transitions à 
R. Lorsque plus aucune règle de déduction ne s'applique, Q représente l'ensemble des états de 
l'automate A1RR(I-tr) et R l'ensemble de ses transitions. Durant la construction, l'ensemble P 
regroupe tous les états qui restent à produire. Pour produire un état q E P, on ajoute dans R 
toute les transitions pouvant mener à q, puis on déplace q vers Q. 

Soit 1 E T(F, X) un terme linéaire donné. Dans l'automate que nous aHons construire, l'état 
diffl(E) reconnaîtra l'ensemble 1/diff(E) des termes ne filtrant pas les termes de E et ne filtrant 

pas l à aucune des positions, i.e. 1ldiff(E) = {t E T(F) 1 Vs E EVa: t =1= so- et Vp E Pos(t) : 
tl p =1= la}. Soit Qriff l'ensemble d'états défini par Q?iff = {diffl(E)lE ç {llp 1 p E Pos(l)}}. 
Pour un ensemble de termes E donné, pour tout J E F avec ar(f) = n, on notera Ef l'ensemble 
des termes de EU il} dont le symbole de tête est J, Le. El = {t 1 tEE U {i} et 'Root(t) = f} 
(où l est le membre gauche de la règle l --+ r). Pour tout ensemble de termes E, on notera lli(E) 
l'ensemble des i-èmes sous-termes des termes de E. La projection ni est inductivement définie 
par lli(0) = 0 et IIi ( {J(Sl, ... , sn)} U E) = {Si} U IIi(E). Pour une règle 1 --+ r, le triplet initial 
est ({ diffl(0)}; 0; 0). Les règles de déduction Eliminate et Produce sont données figure 6.2. 

Remarque 6.1 Pour la règle Produce, s'il existe une constante a telle que l'ensemble Ea = 
{ a}, on aura iJ.a = {a -t diff! (E) 1 UiE0 Ei = Ea et niE0 Ei = 0}. Or, on sait par convention 

UiE0 Ei = 0 =1= Ea, d'où D.a = 0. 

Remarque 6.2 Dans l'implantation de cet algorithme, nous terminons la construction de l'au­
tomate A1RR("R.) par un renommage complet et une phase de nettoyage par test d'accessibilité. 

Proposition 6.4 Le processus de déduction défini par l'application des règles EHminate et 
Produce termine si le triplet initial est de la forme ({ diffl(0)}; 0; 0) où l E T(F, X). Le processus 
s'arrête sur un triplet de la Jorme (0; Q; R). 

Preuve Tout d'abord, nous remarquons que l'ensemble Q?iff est fini pour tout terme fini l E 
T(F, X). A tout moment de la déduction, l'ensemble P du triplet (P; Q; R) est fini. En effet, 
initialement, P est fini, la règle EHminate supprime des états dans P, et la règle Produce 
n'en ajoute qu'un nombre fini à chaque application. D'autre part, la règle Produce ne peut 
être appliquée que si diff[(E) f/:. Q. Or, après l'application de la règle, on a diffl(E) E Q, 
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Eliminate 

(P U {diff,(E)}; Q; R) 
(P;Q;R) 

si il existe une variable x E X telle que xE E, ou diff,(E) E Q. 

Produce 

(P U {diff, (E)}; Q; R) 

si il n'existe pas de variable x E X telle que x E E, et diffl(E) fi Q, où 

Âf = {f(diff,(Ih(EÜ),··· ,diff,(IIn(En))) -+ diffl(E) 1 El U ... U En = Ef et 

El n ... n En = 0}. 

FIG. 6.2 - Les règles de construction de l'automate A Hr 

donc, la règle Pro duce ne peut être appliquée qu'une fois par état de Q~iff, soit un nombre 
fini de fois puisque Q~iff est fini. Enfin, puisque Produce est appliquée un nombre fini de 
fois, et qu'elle n'ajoute à chaque fois qu'un nombre fini d'états, l'ensemble des états ajoutés 
à P tout au long de la déduction est fini, et donc Eliminate ne pourra également être 
appliquée qu'un nombre fini de fois. Donc le processus d'application des règles Eliminate 
et Produce débutant sur un triplet initial de la forme ({ diff,(0)}; 0; 0) termine. 

Supposons maintenant que le processus s'arrête sur un triplet (P; Q; R) où P i= 0. Il existe 
donc au moins un état diff,(E) dans P. Si cet état est déjà dans Q, ou si si cet état est 
tel qu'il existe une variable x dans E, alors la règle Eliminate s'applique, ce qui contredit 
le fait que le processus se soit arrêté. D'autre part si diff,(E) fi Q et s'il n'existe pas de 
variable x dans E, la règle Produce s'applique, contredisant à nouveau l'hypothèse que 
plus aucune règle ne peut être appliquée. D'où P = 0. 0 

Théorème 6.4 Pour toute règle l -+ r, linéaire à gauche, le processus de déduction défini par les 
règles Eliminate et Produce appliqué au triplet initial ({ diff!(0)}; 0; 0) s'achève sur un triplet 
(0; Q; R) tel que le langage reconnu par l'automate (F, Q, {diff!(0)},R) est exactement IRR(1 -+ 
r). 

Preuve Nous définissons une interprétation pour chaque triplet (A; B; C) à chaque étape de 
la déduction pour une règle 1 -+ r donnée. L'interprétation d'un triplet (Ai B; C) est un 
automate représenté par son ensemble d'états et son ensemble de transitions. La signature 
F et l'ensemble des états finaux, inutiles ici, sont ignorés afin de simplifier les notations. 
Pour tout triplet (A; B; Cl, l'automate interprétation est (A U B, ÂA U C), où ÂA = {t-+ 
diffl (E) 1 diffl (E) E A et t E lldiff (E)}. 

Maintenant, nous montrons qu'à chaque étape de la déduction, le triplet (A; B; C) vérifie 
la propriété IP' suivante: pour tout état diffl(E) de B, dans l'automate interprétation on a 

t -+~A t' -+t diffl(E) si et seulement si t E lldiff(E). 

Tout d'abord, nous montrons qu'initialement, le triplet (A; B; C) vérifie cette propriété. 
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Pour le triplet initial ({difft(0)}i0i0), l'automate est ({difft(E)},~A). Puisque l'ensemble 
B est vide, la propriété est trivialement vérifiée. 

Maintenant, nous montrons pour chaque règle de déduction :i:,i;~,), que si (A; B; C)a 
cette propriété alors, (A'; B'; C') l'a également. Tout d'abord, on peut remarquer que le 
principe des règles Eliminate et Produce est identique: on supprime un état q de l'en­
semble des états à produire: A' = A \ {q}. Par rapport à l'interprétation, en supprimant 
un état de A, on supprime également des transitions dans ~A, i.e. ~A' ç ~A. Afin de 
vérifier la conservation de la propriété, il est donc nécessaire de montrer que la perte de 
ces transitions ne modifie pas la relation de réécriture de l'automate interprétation, Le. 
-+ÂAUC=-+ÂA'uc' pour tout les termes t E lldiff(E) tels que diff,(E) E B'. 

- La seule modification apportée par la règle Eliminate touche A' et donc ~A': l'en­
semble ~A' est amputé des transitions {t -+ diff,(E) 1 tE lldiff(E)}. 

Dans un cas, il existe une variable x E X telle que x E E. Dans ce cas on a lldiff ( {x}) = 
lldiff(E) = 0. En conséquence, les ensembles de transitions ~A et ~A' sont égaux 
et puisqu'il en est de même pour C et C', on a bien -+ÂAUC=-+ÂA'uc', donc les 
dérivations sont identiques et la propriété est conservée. 

Dans l'autre cas, difft(E) E B = Q. Dans ce cas, puisque le triplet (Aj Bj C) a la 
propriété, on sait que t -+6.A t' -+b diff,(E) si et seulement si t E lldiff(E). D'autre 

part, comme diffl(E) E A, on a t -+6.A diff,(E) ssi t E lldiff(E). De plus, les deux 
dérivations (1) t -+6.A t' -+b diff,(E) et (2) t -+6.A diff,(E) sont disjointes puisqu'il 
existe au moins un pas de -+c dans la première. Après application de la règle, on a 
C = C', et ~A' = ~A \ {t -+ difft(E) 1 tE lldiff(E)}. En conséquence, avec ~A' la 
dérivation (2) n'existe plus mais (1) reste intacte. La propriété P est donc conservée 
par (A'; B'j C'). 

- Dans le cas de la règle Produce, l'état diff,(E) passe de A à B'. En conséquence, il 
faut vérifier d'une part que (a) malgré l'absence des transitions {t -+ diffl(E) 1 t E 

lldiff(E)} dans ~A" pour tout état diff,(E') E B, on conserve la propriété P, et d'autre 
part que (b) pour le nouvel état diffl(E) de B', on a bien t -+6., t' -+b diffl(E) ssi 

A 

tE lldiff(E). 

Puisque seules les transitions se rapportant à l'état diffl(E) ont été modifiées, (b) 
implique (a). On montre donc (b). Tout d'abord, on montre que si t E lldiff(E) , 
alors t -+~, t' -+b' diffl(E). Soit t = J(tl,'" ,tn). Soit El = {s 1 s E Eu 

A 

{l} t.q. Root(s) = n, et on suppose que El = {f(ti, ... ,t~), ... ,J(tf, ... ,t~)}. 
Puisque t E Ttdiff(E) , on a: Va Vj = 1 ... m 3i = 1 ... n tel que ti =f=. t{a, et Va 
Vi = 1 ... n Vp E POS(ti), tilp =f=. la. 

Nous avons vu que pour tout terme J(t{, ... ,#t) de El il existait au moins un 
sous-terme t{ tel que ti =f=. t{a. Maintenant, nous souhaitons construire les ensembles 
8 1, ... ,Sn tels que Vi = 1 ... n on a ti E lldiff(Si). La méthode est la suivante: dans 
chaque terme J(t{, ... ,#t) de Elon prend un seul sous-terme t{ tel que ti =f=. t{a, et 
on place t{ dans Si. On a Si = {t~ 1 ti =f=. t{a} et si t{ E Si alors Vk = 1 ... n t.q. k =f=. i 
on a t~ (j. Sk. On a Vi = 1. .. n Va VSi E Si ti =f=. SiCT et également Vi = 1. .. n Va 

Vp E Pos(td tilp =f=. la, d'où Vi = 1 ... n on a ti E T1diff(Si). D'autre part, il existe un 
partage de El en n parties, Le. n ensembles El, ... ,En tels que El U ... U En = El 
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et El n ... n En = 0, tel que Si = IIi(Ei ) et donc 1ldiff(Si) = 1ldiff(IIi(Ei ». Par défini­
tion de ~A" diffl(IIi(Ed) E A' implique que pour tout terme s E 1ldiff(IIi(Ei »), on a 
s -+.:lA' diffl(IIi(Ed)· Donc comme tous les ti, i = 1 ... n, appartiennent à 1ldiff(Si) et 

1ldiff(Si) = 1ldiff(IIi (Ei», on a ti -+.:lA' diff, (IIi (Ei )). Or on ajoute également la règle 
j(difft (III (Et}), ... ,difft(IIn(En»)) -+ diff,(E) dans C', d'où finalement: 

Nous montrons maintenant l'implication inverse: si t -+~A' t ' -+6' difft(E), alors 

tE 1ldiff(E). Comme diff,(E) (j. B cela signifie qu'il n'existe pas de transitions menant 
à diff,(E) dans C. Les seules transitions menant à diff,(E) sont donc celles ajoutées 
par cette règle: U/E.r~/, elles sont de la forme j(diff,(IIrCE1)), ••• ,diffl(IIn(En») -+ 
diffl (E), où les ensembles El, . .. ,En sont un partage de El' En conséquence, pour tout 
terme t = j(tl,'" ,tn), on a nécessairement ti -+.:lA' diffl (IIi (Ei)' Or par définition 

de ~A" on sait que ti -+.:lA' diff(IIi(Ei)) si et seulement si ti E 1ldiff(IIi(Ei»). D'autre 
part, pour tout partage El,." ,Ek de El et pour tout terme s = j(s1l ... ,sn} E EJ, 

il existe un entier k, 1 :::; k :::; n tel que s E Ek. Comme on a tk E 1ldiff(IIk(Ek », 
on a nécessairement tk i= Ska, pour toute substitution 0', d'où Vs E Elon a t = 
j(t}, ... ,tn) i= j(SI,'" ,sn)a = sa pour toute substitution 0'. Trivialement, Vs E Eg 
t.q. 9 i= j, on a t i= sa. D'où, quel que soit s E E, t i= sa. Tous les ti sont tels 
que ti i= la, et si 1 = j(s}, ... ,sn) alors 1 E El et donc t i= la. D'où finalement 

tE 1ldiff(E). 

Par la proposition 6.4, nous savons que le processus s'achève sur un triplet de la forme 
(P; Q; R), où P = 0. Son automate interprétation est donc T = (P U Q, ~p U R) qui 
peut être simplifié en T = (Q, R). De plus, l'état diffl(0) appartient à Q. En effet, cet 
état est initialement dans l'ensemble P du triplet, il ne peut être supprimé par la règle 
Eliminate: il a donc été supprimé de P et ajouté à Q par la règle Produce. Or, nous 
venons de montrer que pour tout état diffl(E) de Q, dans l'automate interprétation T on 
a t -+~ t ' -+k diffl(E) si et seulement si t E 1ldiff(E). Or ici l'ensemble ~p est vide, donc 

t -+k d~fl(E) si et seulement si t E 1ldiff(E). Pour le cas particulier de l'état diffl(0) on a 
t -+k difft(0) si et seulement si t E 1ldiff(0) = IRR(l -+ r). Finalement, l'automate complet 
T' = (F, Q, {diffl(0)}, R) est tel que C(T') = IRR(l -+ r). 0 

Exemple 6.8 Soit F = {a : O,b : O,nil : O,cons : 2,app : 2}, la règle app(nil,x) -+ x et 
l = app(nil, x). Nous détaillons maintenant les étapes de l'algorithme appliqué au triplet initial: 
(Po,Qo,Ro) où 

Po = {diffl(0)} 
Qo =0 
Ro =0. 

________________________________________________________________ Produce 

Eapp = {app(nil,x)} et Vj i= app on a El = 0. Les différents partages possibles de Eapp 
en deux ensembles sont: El = {app( nil, x)}, E 2 = 0, et El = 0 et E2 = {app( nil, x)}. En 
conséquence, on a ~app = {app(diffl({nil}),diffl(0» -+ diffl(0), app(diffl(0),diffl({X}» -+ diffl(0)}. 
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D'autre part t:,.cons = {cons(diff1(0),difft(0)) -+ diffl(0)}, t:,.nil = {nil -+ cliff/OÔ)}, û a = {a -+ 
diff/(0)} et Ûb = {b -+ diffl(0)}. Le triplet devient donc: 

Pl = {diffl(0), diffl( {x}), diffl ( {nil})} 
QI = {diffl(0)} 
RI = {app(diffl( {nil}), diffl(0)) -+ diffl(0), app(diff!(0), diffl( {x})) -+ diffl(0), cons(diffl(0), diffl(0)) -+ 

difft{0), nil -+ diffl(0), a ---+ diffl(Q)), b -+ diffl(0)} 

_____________________________ Eliminate 

P2 = {diffd {x}), diff/( {nit})} 
Q2 ~ {diffl(0)} 
R2 = {app(diffl({nil}),diffl(0) -+ diff/(0),app(diffl(0),diffl({X})) -+ diff!(0), cons (diffl (0), diffl(0)) -+ 

diff/(0), nil -+ difft(0), a -+ diffl(Q)), b -+ diffl(0)} 

_____________________________ Eliminate 

P3 = {diffl ({ nil})} 
Q3 = {diffl (0)} 
R3 = {app(diffi({nil}),diffl(0)) -+ diffj(0),app(diffl(0),diffj({x})) ---+ diffl(0), cons(diffl(0), diffl(0)) -+ 

diffl(0), nU -+ diffl(0), a -+ diffl (0), b -+ diffi(0)} 
____________________________________________________________ Produce 

Eni! = {nil} et Eapp = {app( nil, x)}, et V f =f- nil et f =1= app on a E f = 0. On a L1nil = 0 
(voir remarque 6.1) et t::.app = {app(diffl({nil}},diffl(0)) -+ diffl({nil}), app(diff!(0),diffl({X})) -+ 
diff/({nil})}. D'autre part, û cons = {cons(diffl(0),diffl(0)) -+ diffl({nil})}, û a = {a -+ diffl({nil})} 
et L1b = {b -+ diffl ( {nil} )}. Le triplet devient donc: 

Pt = {diffl(0),diffl({nil})} 
Q4 = {diffl(0), diffl( {nit})} 
R4 = {app(diff!( {nil}), diffl(0)) -+ diff!(0), app(diffi(0), diffl( {x})) -+ diffl(0), cons (diff! (0), diffl(0)) -+ 

diffl(0), nil -+ diffl(0), a -+ diffl(Q)), b -+ diffl(0), 

app( cliff! ( {nil}), cliffl (0)) -+ diffl( {nil}), app( cliffl (0), cliff! ({ x})) ---+ diffl( {nil}), cons ( diffl(0), cliff! (0)) -+ 
diff!({nil}),a -+ diffl({nil}),b -+ diffl({nil})} 

Finalement, dans P4 il ne reste plus que des états appartenant à Q4 et l'algOl""ithme se termine 
par deux applications de la règle EUminate. 

6.7 Preuves 

6.7.1 Filtrage dans les automates d'arbres 

Dans cette section, nous montrons le théorème 6.l. 
Tout d'abord, nous montrons que tout problème de filtrage s :::l q a une forme normale par 

l'algorithme de filtrage, i.e. l'algorithme de filtrage termine sur tout problème initial s :::l q. Les 
règles de ç terminent simplement. Si l'on suppose que l'algorithme de filtrage ne termine pas 
alors, il existe une chaîne infinie de problèmes de filtrage <Pl, CP2, <P3, ... t.q. chacun d'entre-eux 
est en ç-forme normale et <PHI est obtenu par application de la règle Decompose, Clash, or 
Configuration à <Pi et normalisation à l'aide de ç. Si l'on considère la taille des membres gauche 
des littéraux s :::l c d'un problème de filtrage problèmes de filtrage, les règles Decompose et 
Clash la font strictement décroître, alors que la règle Configuration la conserve. Cependant, si 
l'on applique Configuration sur un problème de filtrage donné s:::l q, on obtient une disjonction 
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finie de littéraux s :Sl Cl V ... Vs :Sl CdV .L Sur chaque littéral s :Sl Ci, la seule règle pouvant être 
appliquée est Decompose ou Clash. En d'autes termes, chaque pas d'application de la règle 
Configuration est nécessairement suivi d'au moins une application de la règle Decompose ou 
Clash, et donc fait strictement décroître la taille des membres gauche. D'où, l'algorithme de 
filtrage termine. 

Maintenant, nous démontrons que la forme normale est soit .1., la formule vide, ou une forme 
k n· . .. . . 

de la forme Vi=l rPi telle que rPi = /\/=1 xj :Sl qi, où xj E X et qj E Q. SOIt <:I> une forme 
normale que ne soit ni la formule vide ni .L Si <l> n'est pas en forme normale disjonctive ou si 
elle contient des symboles .1., alors les règles de ç peuvent être appliquées, ce qui contredit le 
fait que <:I> est en forme normale. Ainsi, tout problème de filtrage <:I> en ç-normal form est de la 
forme <l> = V~=l rPi telle que rPi = /\j~l s~ :Sl c~ où s~ E T(F, X) et c~ E T(F U Q). De plus, les 
membres droits des littéraux ne peuvent être autre chose qu'un état ou un terme de T(F U Q) 
de profondeur 1. En effet, l'algorithme de filtrage part d'un problème de la forme s:Sl q, et chaque 
chaque membre droit des nouveaux littéraux est soit un état, obtenu par la règle Decompose, 
soit un membre gauche d'une transition normalisée, obtenu par la règle Configuration. D'autre 
part, les membres gauche des littéraux sont nécessairement des variables. Dans le cas contraire, 
la règle Decompose ou Clash peut être appliquée ce qui contredit le fait que ~ est en forme 
normale. Ainsi, nous obtenons que rPi = /\j:::'1 x~ :Sl c~ où x~ EX, c; E T(F U Q) et c~ est de 
profondeur l au plus. On peut également remarquer, qu'il est impossible d'obtenir un problème de 
filtrage de la forme x:Sls où s E T(F U Q) \ Q, puisque le problème de filtrage initial est de la forme 
s :Sl q, la règle Decompose construit des littéraux de la forme s :Sl q, et la règle Configuration 
ne peut être appliquée si le membre gauche est une variable. Finalement, ~ = V~=l rPi tel que 
,/, Ani i <l i ' i E v t i Q 'l-'i = j=l x j _ qj ou X j I"l. e qj E . 

Les résultats de correction et de complétude sont obtenus en démontrant que pour toute règle 
'jy, pour toute Q-substitution a, a est une solution de N si et seulement si a est une solution de 
D. 

Decompose : supposons que a soit une solution du problème de filtrage SI :Sl ql 1\ ... 1\ Sn :Sl 
qn' Par la définition 6.2, on obtient que sla --+~ ql, et ... ) et Sn --+~ qn' Alors, on a 
f(s1, ... ,sn}a = f(S1 a , ... ,sna ) --+~ f(ql,' .. ,qn). 

Inversement, si a est une solution de f(Sl"" ,sn):Slf(ql,'" ,qn), alors on a f(s1, ... ,sn}a = 
f(sw, ... ,sna) --+~ f(ql, ... ,qn). Par construction des automates d'arbres ascendant, on 
obtient que pour tout i = 1, ... ,n, on a nécessairement Sia --+~ qi. D'où, a est une solution 
du problème de filtrage SI :Sl ql 1\ ... 1\ Sn :Sl qn' 

Clash: pour toute Q-substitution a, par construction des automates d'arbres ascendants, on 
sait que f(s1, ... ,sn)a ft~ g(q~, .. . ,q:n). 

Configuration : supposons que a soit une solution de V cEG! s:Sl C V .1-= s :Sl Cl V ... Vs :Sl CdV .l. 
Par la définition 6.2, on obtient que sa --+ ~ Cl, ou ... , ou sa --+ ~ Cd. Soit l l'entier tel 
que sa --+~ q. Puisque Vi = 1 ... d, Ci --+ q E ~, on a q --+ q E ~, et finalement on obtient 
sa --+:h Ci --+~ q. 

Inversement, si les seules transitions de ~ menant à q sont Cl --+ q, ... ,Cd --+ q, alors 
sa --+ ~ q implique qu'il existe un entier l E {l ... d} tel que sa --+:h ct --+ ~ q. Finalement, 
sa --+~ Cl implique que a est une solution du problème de filtrage s :Sl Cl V ... Vs :Sl Cd· 
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6.7.2 P:reuve du Théorème 5.2 

Nous rappelons le théorème à montrer: 

Pour tout automate A, pour tout système de réécriture linéaire R, et pour toute fonction d'ap­
proximation " le langage C(Tn t (A)) est dos par n. 

Preuve Il est suffisant de montrer que l'automate Tn t (A) vérifie la condition de la proposi­
tion 6.1, pour toute fonction d'approximation ,. On doit donc montrer que N orma(ra -+ q) ç !:l.' 
implique ra -+~I q. 

Soit s'un sous-terme de ra (éventuellement non strict) et ql E Q'. Par induction sur la taille 
de s', nous montrons maintenant que Norma(s' -+ ql) ç ~I implique s' -+~I ql: 

- si Si = ql, alors on a trivialement s' -+ ~I Q'. 

- si s' = qlf E Q' tel que q" f. q' alors, pqr le cas 2 de la définition de N orm, on obtient que 
NormO/(s' -+ Q') = {s' -+ Q'}. Puisque Normœ(s' -+ Q') ç 6.', on a Si -+~I q'. 

- si Si = g(tl, ... ,tm} E T(F U Q), en appliquant le cas 3 de la définition de Norm, on 
obtient que 

Ca) {g(a(td,··· ,a(tm)) -+ ql} ç ~I, et 

(b) U~=l NormO/(ti -+ a(ti» ç 6.', 

où Vi = 1 ... n, a{td E Qnew ç Q'. En appliquant l'hypothèse d'induction à (b), on déduit 
que Vi = 1. .. n, ti -+~I a(ti)' D'autre part, (a) implique que g(a(td, ... , a(tm)) -+ ~' Q'. 

En conséquence, g(tI, ... ,tm ) -+~I g(a(td,· .. ,a(tm )} -+~I q'. 

D'où Normœ(ra -+ q) ç 6.' implique ra -+~I q, et la condition de la proposition 6.1 est satisfaite 
par Tn t (A). 0 

6.7.3 Preuve du Théorème 6.3 

Tout d'abord, nous rappelons le théorème: 

Les automates approximation construits avec la fonction d'approximation ancêtre sont finis. 

Preuve Puisque la fonction d'approximation, utilisée ne dépend pas de a, dans la suite, nous 
écrirons ,(l-+ r,q) pour ,(l-+ r,q,a). 

En premier, il faut remarquer que si l'arité des symboles de F est finie, si Q est fini et si 
l'ensemble des nouveaux états Qnew est fini, alors Q' = Qu Qnew est fini, le nombre de transition 
pouvant être ajoutées à 6.1 est fini, et donc l'automate Tn t (A) est fini. Comme nous ne 
considérons que le cas où :F et Q sont finis, afin de prouver que Tn t (A) est fini, il est suffisant 
de montrer que Qnew is. Dans le cas particulier de l'approximation ancêtre, on a 

(1) Qnew = {1fi(r(l-+ r,q)) 1 l-+ r E R,q E QI,1 ::; i ::; Card(Pos.r(r))}. 

Si l'on applique le fait que QI = Q U Qnew à (1), on obtient que Qnew = QI U Q2 où: 

QI ={1fi(r(l -+ r,q)) l -+ r E R,q E Q,l ::; i ::; Card(Pos.r(r))} 

Q2 ={1fi(r(l-+ r, q)) l -+ r E R, q E Qnew, l ::; i ::; Card(Pos.:F(r))} 
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Chaque état de Q2 est de la forme 

où q E Q, ij ~ Tj E R, et l :s: ij :s: Card(POS:F(Tj)), pour j = 1 ... n. D'autre part, le cas 2 de 
la definition 6.8 est équivalent à: 

D'où, 

et donc 

i\insi, Q2 ç QI et Qnew = Qi- Puisque Q, R, et Pos;={r) sont des ensembles finis, Qi est fini, 
et il en est de même pour Qnew. 0 



Chapitre 

Inlplantations 

Dans ce chapitre, nous décrivons l'implantation des travaux exposés dans les chapitres pré­
cédents: la résolution de contrainte d'ordre gpo, le calcul d'approximation des ensembles de 
descendants et de formes normales à l'aide d'automates d'arbres. Les buts des deux prototypes 
implantés sont très différents. Le but du premier est de montrer l'efficacité de la résolution des 
contraintes d'ordre par rapport à l'approche classique en preuve de terminaison. Afin de pou­
voir réaliser des comparaisons, en termes de rapidité de calcul, avec des outils existants, nous 
avons volontairement choisi une instance décidable de gpo: l'ordre lpo pour lequel il existe des 
implantations recherchant les précédences automatiquement. Nous verrons ici les implantations 
de D. Detlef & R. Forgaard dans REVE [FG84], réutilisée dans Larch [GHG+93J, et celle de 
T. Arts 16. Nous verrons d'ailleurs que le problème de la recherche de précédence pour l'ordre 
[po, généralement considéré comme "bien connu", réserve quelques surprises. 

La deuxième implantation a d'autres buts. D'une part, fournir une bibliothèque d'outils 
implantant quelques-uns des algorithmes classiques sur les automates d'arbres; d'autre part, 
démontrer la faisabilité du calcul d'approximation des descendants et des formes normales; enfin 
illustrer sur des exemples simples les applications de ces calculs à la vérification de programmes 
et de processus. Depuis peu, d'autres implantations des algorithmes de base sur les automates 
d'arbres ont vu le jour, parmi lesquelles on trouve celle de Florent Jacquemard dans le système 
Maude [CDE+9S] et le système RX de Johannes Waldmann 17. Dès lors que l'on travaille sur des 
automates comptant une dizaine d'états, même pour réaliser une opération simple comme une 
intersection, de tels outils de calculs sont indispensables. 

Dans une première partie, nous allons préciser quelques aspects de l'implantation du proto­
type de résolution de contraintes d'ordre gpo et de son instance particulière [po. Nous justifierons 
quelques choix qui ont été faits dans l'implantation de ce prototype et nous verrons quelques com­
paraisons avec d'autres systèmes et d'autres prototypes existants. 

Dans une deuxième partie, nous donnerons un aperçu des fonctionnalités de la bibliothèque 
d'outils de manipulation des automates d'arbres développée: les algorithmes classiques ainsi que 
ceux développés au cours de cette thèse. 

7.1 Résolution des contraintes d'ordre gpo en ECLiPSe 

Le langage choisi pour l'implantation de la résolution des contraintes d'ordre gpo est une 
implantation particulière de Prolog: ECLiPSe [MS+93] (ECRC Common Logic Programming 

16. Disponible à l'adresse http://1;rllu . ericsson. se: 8001 cslabrthomasl deppairsl 
17.http://uwu5.informatik.uni-jena.de/-joe/rx/ 
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System). L'indéterminisme induit par la recherche des chemins satisfaisables dans les graphes 
de V-preuves (voir section 5.5) a guidé notre choix vers un langage facilitant la gestion du 
retour arrière (backtrack), tel Prolog. Une autre contrainte forte concernait la représentation des 
graphes OCS, et la nécessité d'une structure simple permettant de les manipuler efficacement. 
Les tableaux statiques à n dimensions disponibles en ECLiPSe ont été un autre critère en faveur 
de ce langage. 

Le prototype réalisé implante un analyseur syntaxique simplifié pour les systèmes de réécri­
ture, un outil de transformation des règles conditionnelles en règles non-conditionnelles, l'algo­
rithme de C-déduction, des algorithmes de propagation et de simplification des V-preuves, des 
outils d'instanciation partielle des V-preuves pour la précédence et l'extension lexicographique, 
un algorithme de parcours indéterministe du DAG de V-preuve global et un solveur simple pour 
vérifier la consistance d'une précédence. Chaque système de réécriture est stocké dans un fichier 
séparé. Voici un exemple illustrant la syntaxe attendue pour les systèmes de réécriture (pour 
d'autres exemples, voir section 7.3). Ce système est stocké dans un fichier nommé specifl. trs: 

var. x, y. 

f(x) -> g(x). 
h(x, y) -> f(x) if[h(x, a) 
end. 

g(x)]. 

où les conditions sont représentées par une liste d'équations. Voici la trace de preuve obtenue 
lors de l'appel du prédicat de preuve de terminaison tipi sur le système précédent. Sur cet 
exemple, nous avons volontairement reproduit l'affichage complet des graphes OC8; cela ne sera 
pas le cas dans les exemples de la section 7.3. Dans la trace suivante, comme il s'agit d'un 
système conditionnel, toutes les conditions sont remplacées par de nouvelles règles. Ceci explique 
le nombre de règles lues: 3. Dans la description des graphes OCS de chaque règle, on trouve des 
indices entiers, qui correspondent à la numérotation des sommets du graphe OCS, ainsi que les 
V-preuves associées aux arcs: soit une V-preuve triviale true soit une variable de O-preuve, par 
exemple var(3). 

[eclipse 4]: tipi("specifi.trs", ng). 

3 rules parsed 

Rule 2---------------------
3 gex)---=---3 g(x) (true) 
3 g(x)--->---2 h(x, a) (var(3)) 
3 g(x)---=---2 h(x, a) (var(2)) 
3 gex)--->---l a (var(O)) 
3 g(x)--->---O x (true) 

2 h(x, a)--->---3 g(x) (var (1») 

2 h(x, a)---=---3 g(x) (var(2) ) 
2 h(x, a)---=---2 h(x, a) (true) 
2 h(x, a)--->---l a (true) 
2 h(x, a)--->---O x (true) 

1 a---=---l a (true) 

0 x---=---o x (true) 

Rule i---------------------
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3 f(x)---=---3 f(x) (true) 
3 f(x)--->---O x (true) 

2 h(x, y)--->---3 f(x) (var(4)) 
2 h(x, y)---=---2 h(x, y) (true) 
2 h(x, y)--->---l y (true) 
2 h(x, y)--->---o x (true) 

1 y---=---1 Y (tr1.1e) 

0 x---=---o x (tr1.1e) 

Rule 0---------------------
2 g(x)---=---2 g(x) (true) 
2 g(x)--->---1 f(x) (var(5» 
2 g(x)---=---l f(x) (var(6») 
2 g(x)--->---O x (tr1.1e) 

1 f(x)--->---2 g(x) (var(n) 
1 f(x)---=---2 g(x) (var(6)) 
1 f(x)---=---l tex) (true) 
1 f(x)--->---O x (true) 

0 x---=---o : x (tr1.1e) 

Solving is successful 
Precedence: [h > f, f > g] 

Termination proof done in 0.0299997 seconds, cpu time 

0.0199995 seconds, cpu time for deducting obligations of proof 
0.0100002 seconds, cpu time for satisfiability testing 

yeso 
[eclipse 5]: 
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Les structures mises en oeuvre dans l'implantation de cet algorithme sont classiques. Chaque 
graphe OCS est représenté par un tableau statique à deux dimensions, dont chaque case contient 
les étiquettes de l'arête correspondante si elle existe. La structure représentant les DAGs de 
O-preuve, plus dynamique, est composée d'objets de type nœud dont les champs sont 

- un identifiant unique, 

- un contenu qui correspond à l'étiquette du nœud: une contrainte sur e et >lex, une pré­
cédence, une O-preuve triviale, une O-preuve insatisfaisable, ou encore une variable d'O­
preuve, 

- les identifiants d'un successeur (deux successeurs s'il s'agit d'un nœud débutant une dis­
jonction) . 
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On dispose également d'une base dynamique de relations, liant les variables de V-preuves à 
l'identifiant d'un noeud, et représentant les 6-substitutions. 

Nous avons choisi d'associer un SOCS à chaque règle. Un autre choix possible pour la re­
présentation des règles est de rassembler toutes les règles en un SOCS unique et complet dont 
le graphe OCS contient tous les termes de toutes les règles et toutes les contraintes associées. 
Nous avons étudié cette possibilité en pratique en réalisant une autre version du prototype et 
en comparant les résultats dans les deux cas. Les résultats montrent, à l'encontre de ce qu'on 
pouvait attendre, que le partage des V-preuves, bien meilleur avec un SOCS global, ne permet 
pas de compenser le coût excessif de l'application des règles de C-déduction sur un graphe OCS 
global dont la taille est beaucoup plus importante. 

7.1.2 Visualisation des DAGs de O-preuves 

La visualisation des DAGs de V-preuves a initialement été développée dans un but de contrôle. 
La visualisation des DAGs de V-preuves s'est avérée cruciale dans le déboggage du prototype, 
mais elle a également permis d'améliorer considérablement ses performances en rendant possible 
des observations simples sur la structure des DAGs de O-preuves obtenus en pratique (voir 
section 7.1.4). 

Nous avons choisi d'utiliser le logiciel de visualisation de graphes CGRAPH 18 de F. Bertault 
qui possède des algorithmes de manipulation puissants et un langage de description de graphes 
simple et suffisant pour nos besoins. Dans un premier temps, nous avons écrit un module de tra­
duction de la représentation mémoire du DAG de CI-preuve global dans le langage de description 
de graphe de CGRAPH. Voici, un exemple de ce qui peut être obtenu à l'aide de ce premier 
module. 

Exemple 701 Soit:.F = {append : 2, cons: 2, nil : O} et R le système de réécriture suivant: 

append(nil, x) ~ x 
append{cons(x, y), z) ~ cons(x, append(y, z)) 
rev(nil) ~ nil 
rev(cons(x, y)) ~ append(rev(y) , cons(x, niE)). 

Le graphe de a-preuve correspondant à ce système est donné figure 7.1 page 175. 

Dans ce graphe, le partage des a-preuves est optimal pour chaque règle 19. Ce graphe est peu 
lisible; il ne présente que peu de similitudes avec les graphes présentés dans la section 5.5. Ce 
graphe représente, en fait, la a-preuve globale du système telle qu'elle est manipulée en mémoire 
par le prototype. 

Bien que cette représentation ait permis de déboguer le prototype, il est clair qu'elle n'est 
pas la plus adaptée pour visualiser la structure de la O-preuve et guider l'utilisateur au cours 
d'une preuve semi-automatique. Afin de rendre ces graphes lisibles et éventuellement exploitables, 
nous avons choisi de développer un autre module produisant une représentation "dépliée" de ces 
graphes en dupliquant tous les nœuds partagés autant de fois que nécessaire. Le graphe précédent 
peut être ramené au graphe de la figure 7.2 page 176, plus lisible. Il est intéressant de remarquer 
qu'en outre, ces graphes permettent de "visualiser" concrètement ce que peut être la complexité 
de la recherche d'un ordre pour un système de réécriture. 

18.http://wwu.loria.fr/-bertault/cgraph.html 
19. mais deux O-preuves figurant dans deux règles distinctes ne seront pas partagées dans l'implantation où les 

SOCS sont distincts pour chaque règle de réécriture. 
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Remarque 7.1 Dans les graphes obtenus avec CGRAPH, la disposition des branches des graphes 
disjonctifs ne reflètent pas nécessairement la réalité, i. e. la branche la plus à gauche n'est pas 
nécessairement affichée comme étant la plus à gauche par CGRAPH, 

7.1.3 Stratégies de C-déduction: efficacité, type de solution. 

Le processus de résolution des contraintes d'ordre gpo, tel qu'il est décrit par les règles de 
C-déduction dans la section 5.3, est correct, et termine quelle que soit la stratégie d'application 
des règles. De plus, il est complet si la stratégie est équitable, Le. si elle assure que toute règle 
applicable est finalement appliquée. Mais, la stratégie d'application des règles de C-déduction a 
une très grande influence à la fois sur l'efficacité et sur la structure des O-preuves. 

Pour ce qui est de l'efficacité, nous avons déjà évoqué une stratégie d'application des règles de 
C-déduction dans la section 5.3. La stratégie d'application des règles de C-déduction conditionne 
un autre aspect de la preuve de terminaison qui est la structure des O-preuves construites. 
D'autre part, comme la structure de la O-preuve conditionne le type de solution engendrée, la 
stratégie d'application permet de privilégier un type de solution particulier lorsqu'il en existe 
plusieurs. 

En effet, comme nous l'avons vu, la structure choisie pour la représentation des V-preuves 

est cene d'un DAG dans lequel toute conjonction a 1\ 13 est représentée par le DAG 1 et toute 
B 

disjonction a V 13 est représentée par le DAG (ft , où A et B sont des DAGs représentant a 
and 13, respectivement. Or, pour la recherche d'une solution dans un graphe de O-preuve, il est 
également nécessaire d'user de stratégies lorsque l'on atteint un nœud disjonctif D puisqu'il 
faut choisir entre le DAG A et le DAG B pour la poursuite du parcours. En supposant que la 
stratégie utilisée soit de toujours débuter sa recherche par la branche gauche, on voit en quoi 
la structure du graphe de O-preuve peut influencer le type de solution obtenue. Supposons que 
les règles de C-déduction SUBTERM Extension, THETA > Extension qui étendent une 
V-preuve a en a V ... conservent toujours l'ancienne O-preuve a dans la branche de gauche. En 
choisissant une stratégie d'application particulière pour les règles de C-déduction, il est tout à 
fait possible de placer dans la branche la plus à gauche la O-preuve que l'on souhaite privilégier 
et conditionner, ainsi, le type de solution que l'on souhaite obtenir. 

Exemple 7.2 Le DAC de la figure 1.3 page 177 privilégie les hypothèses du type 8(s) ~lex 8(t) 
par rapport aux hypothèses du type 8(s) >lex 8(t), en plaçant toujours les égalités dans les 
branches les plus à gauche 20 . 

Pour donner une priorité moindre aux hypothèses du type 8(s) >lex 8(t) et au contraire favoriser 
les hypothèses du type 8(s) :::'!ex 8(t}, comme dans l'exemple 7.2, il suffit de donner une priorité 
supérieure à l'application des règles THETA "', SUBTERM Property, SUBTERM First, 
SUBTERM Extension, SUBTERM Simplification, par rapport aux règles THETA > et 
THETA > Extension. 

Exemple 703 Soient:F = {f : 1,g : l,a: O,b : O} et R = {J(g(a)) --+ b}. Si l'on n'applique 
aucune stratégie particulière sur les règles de C-déduction, une précédence possible pour lpo est: 

Solving is successful 
Precedence: [t > b] 

20. dans ce graphe, l'ordonnancement des branches de gauche à droite reproduit celui du graphe mémoire, mais 
ce n'est pas toujours le cas (voir remarque 7.1). 
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En revanche, si l'on favorise les hypothèses du type 8(s) ê:::'.lex 8(t), le résultat obtenu est la 
précédence suivante: 

Solving is successful 
Precedence: [b = a, a = b] 

Exemple 7.4 Soit n le système 7.3.1 page 166. Voici un exemple de précédence que l'on peut 
obtenir avec une stratégie quelconque: 

Solving is successful 
Precedence: [dx > x, dx > neg, dx > two, dx > div, dx > ln, 
dx > minus, dx > exp, dx > plus, dx > times, one = x, x = one, zero = a, 
a = zero] 

Si au contraire, on privilégie l'application des règles THETA > et THETA > Extension on 
obtient la précédence suivante ne comportant plus d'égalités: 

Solving is successful 
Precedence: [dx > zero, dx > neg, dx > two, dx > div, dx > ln, dx > one, 
dx > minus, dx > exp, dx > plus, dx > times] 

Dans notre prototype standard, hormis les priorités fortes pour les règles SUBTERM Property 
et SUBTERM Trivial qui assurent la minimalité de la précédence (elles évitent d'ajouter des 
hypothèses de précédence là où cela est inutile), nous avons choisi de laisser l'utilisateur fixer 
la priorité des autres règles par le biais d'un prédicat strategy prenant en argument une liste 
ordonnée des sept abbréviations des noms de règles: tg pour THETA >, tge pour THE­
TA > Extension, sig pour SUBTERM First cas >, sfe pour SUBTERM First cas ê:::'., 

seg pour SUBTERM Trivial cas >, see pour SUBTERM Trivial cas ê:::'., et te pour THE­
TA "-J. On peut remarquer que les règles SUBTERM First et SUBTERM Extension sont 
chacunes divisées ici en deux cas: > et ê:::'.. Lors du chargement du système, la stratégie par défaut 
est fixée par l'évaluation du prédicat suivant: 

strategy([tg, tge, sfg, seg, sfe, see, te]). 

Cette stratégie donne une priorité supérieure aux règles THETA > et THETA > Extension 
par rapport aux autres règles, tout en privilégiant toujours les hypothèses du type 8(s) >lex 8(t) 
par rapport aux hypothèses du type 8(s) ê:::'.lex 8(t) dans les cas des règles SUBTERM First 
et SUBTERM Extension. 

7.1.4 Instanciation, simplification et parcours des DAGs de O-preuve 

Nous décrivons maintenant l'implantation des trois étapes essentielles menant à la décou­
verte d'une précédence pour l'instance lpo de gpo, à partir d'un DAG de O-preuve global: l'ins­
tanciation, la simplification et le parcours du DAG de V-preuve. On pourra remarquer que 
parmi ces trois phases, la simplification et le parcours ne sont en aucun cas spécifiques au 
lpo mais sont réutilisables pour le traitement de n'importe quelle autre instance de gpo. Soit 
:F = {* : 2, + : 2, s : 1,0 : O} et n le système de réécriture suivant: 

O*x-tO 
s(x)*y-t(x*y)+y 
x+O-tx 
x + s(y) -t s(x + y). 
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Le DAG de a-preuve global et général de ce système est donné figure 7.4 page 177. 

Tout d'abord, sur ce DAG de a-preuve globale, nous effectuons plusieurs IPGs (instanciations 
partielles gauches): une IPG pour la précédence figure 7.5, et autant d'IPG que nécessaires pour 
représenter une extension lexicographique (voir section 5.6.1). Nous obtenons le DAG de la 
figure 7.6 page 179. 

Vient ensuite une phase de simplification du DAG de a-preuve qui consiste à propager les 
contraintes insatisfaisables (représentées par des nœuds False dans le DAG) obtenues par les 
IPGs successives, puis à supprimer les branches insatisfaisables. Nous obtenons le graphe simplifié 
figure 7.7 page 180. 

Enfin, pour la recherche d'une solution nous parcourons ce DAG simplifié en partant du 
nœud supérieur et cherchons un chemin jusqu'au noeud inférieur tel que toutes les hypothèses 
de précédence collectées sur ce chemin soient compatibles. Dans le cas particulier de ce DAG, un 
seul chemin est possible. Le test de compatibilité, très simple dans le cas de la précédence, peut 
être effectué par un solveur externe lorsqu'il s'agit d'une interprétation plus complexe. 

Il faut remarquer que le nombre de chemins possibles dans un DAG de O-preuve peut être 
considérable. Par exemple, le DAG d'a-preuve instancié et simplifié du système 7.3.4 comporte 
environ 1011 chemins possibles: chaque disjonction à n branches multiplie d'autant le nombre 
de chemins possibles. Ainsi, dans cet exemple, dont le DAG de Cl-preuve est donné figure 7.8 
page 181, on a de haut en bas 4 x 6 x 6 x 6 x 6 x 6 x 6 x 6 x 4 x 6 x 2 x 6 x 2 x 2 x 4 x 4 = 61917364224 
chemins possibles. 

Afin d'avoir une idée de la complexité de la recherche d'une solution dans ce DAG en terme 
de temps de calcul, nous avons tenté une recherche de solution en force brute dans ce DAG qui 
a dû être interrompue, sans succès, après une nuit de calcul. 

Or, grâce à la visualisation du DAG de Cl-preuve (figure 7.8 page 181), il est possible d'effec­
tuer une observation simple: les noeuds imposant les contraintes les plus fortes (Le. les noeuds ne 
figurant dans aucune disjonction), sont tous rassemblés dans le bas du graphe, et ne sont donc 
étudiés qu'en fin de parcours. Or, tout chemin allant jusqu'au noeud inférieur passe nécessaire­
ment par ces noeuds et doit donc satisfaire les contraintes associées. Si l'on impose ces contraintes 
inévitables au processus de recherche de solution, celui-ci converge beaucoup plus rapidement: 
au lieu d'une nuit de calculs infructueux, nous obtenons la solution en quelques secondes (voir 
exemple 7.3.4). Cette méthode d'exploitation des contraintes inévitables en priorité a été intégrée 
à la procédure de parcours des graphes de Cl-preuves. 

7.1.5 Extension au cas des règles conditionnelles 

Pour montrer la décroissance d'un système de réécriture conditionnel à l'aide d'un ordre de 
simplification tellpo, nous avons vu dans la section 4.5.2 qu'il est nécessaire de montrer l >lpo t, 
l >lpo SI, l >lpo h, ... , l >lpo Sn, l >lpo tn pour toute règle l -+ r if SI .!- h, ... ,Sn .j.. tn du 
système. Pour traiter le cas des règles conditionnelles, la solution la plus simple est de transformer 
tout système conditionnel en un système non conditionnel, tel que cela a été proposé dans la 
section 4.5.2, et d'effectuer une preuve de terminaison avec notre prototype sur le système non 
condi tionnel. 

Une autre solution possible consiste à étendre l'algorithme de la section 5.3 au cas des règles 
conditionnelles. Les trois modifications à effectuer sont les suivantes: 

- ajouter au graphe OCS représentant la règle, les graphes représentant les termes de la 
condition, 
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- modifier la construction de la V-preuve globale: considérer la conjonction des V-preuves 
des inégalités 1> r, 1> SI, ... ,1 > Sn et 1 > tl, ... ,l > tn pour toute régIe 1-+ r if Sl..J.­

tl, ... , Sn ..J.- t n , au lieu de 1> r pour toute régIe non-conditionnelle l -+ r. 

L'intérêt d'une telle approche par rapport à la première est de concentrer dans le même SOCS 
la résolution de toutes les inégalités 1 > r, l > SI, ... ,l > Sn et 1 > tl, •.. ,l > tn. Afin d'étudier 
l'efficacité d'une telle approche en pratique, nous avons réalisé une version étendue de notre 
prototype prenant en compte ces modifications, et nous avons effectué des tests comparatifs par 
rapport à la première approche. En terme d'efficacité pure avec l'instance lpo de gpo, il ressort 
de ces tests que la première approche est, de loin, la plus efficace. Nous avons rassemblé quelques 
temps comparatifs dans le tableau suivant. 

Système Transformation en Prototype spécifique 
non-conditionnel conditionnel 

Tri par insertion section 7.3.3 1.89 s 2.24 s 
Conformité ABR section 7.3.7 8.92 s 26.21 s 
Gilbreath card trick section 7.3.8 9.09 s 11.09 s 

7.1.6 Comparaison avec d'autres systèmes et prototypes 

Pour être largement utilisable en tant qu'outil de preuve de terminaison, le prototype ac­
tuellement implanté devrait être complété. En effet, de toutes les instances de gpo seule l'une 
d'entre-elles est automatisée: le lpo. Cependant, ce que nous souhaitons montrer ici est l'effica­
cité de l'approche contrainte pour la recherche d'ordre. L'algorithme de de C-déduction proposé 
dans la section 5.3, valable quelle que soit l'instance de gpo considérée, est implanté tel quel 
dans notre prototype. Afin de montrer dans quelle mesure cet algorithme préliminaire général de 
construction de V-preuves peut accélérer la recherche de précédence dans le cas d'une instance 
particulière de gpo (le lpo), nous le comparons avec d'autres outils, eux, totalement dédiés au 
lpo. 

Pour lpo, la méthode la plus simple pour la recherche d'une précédence satisfaisant un en­
semble de contraintes d'ordre est la recherche exhaustive: considérer toutes les précédences pos­
sibles jusqu'à ce que l'une d'entre elles satisfasse les contraintes vis-à-vis du lpo. Or, cette mé­
thode n'est pas efficace en pratique parce que le nombre de précédences possibles à considérer 
augmente de façon exponentielle avec le nombre de symboles dans la signature F. Pour pallier à 
ce problème, D. Detlef & R. Forgaard ont proposé un algorithme de déduction automatique de 
la précédence [FD85] pour les ordres à précédence usuels: aussi bien lpo que rpo. Pour un ordre 
,;-P paramètré par une précédence P et un système de réécriture 'R, cet algorithme construit 
incrémentalement P de façon à ce que ,;-P prouve la terminaison de 'R. Initialement, Pest 
une précédence vide. Tant qu'il reste des règles de R ne pouvant être orientées avec ,;-P, des 
hypothèses de précédence sont ajoutées à P. 

Larch Proyer 

L'algorithme de D. Detlef & R. Forgaard, a été successivement implanté dans REVE 2.3 [FG84], 
puis dans LP [GHG+93] (Larch Prover). Cette implantation est, a priori, plus générale que celle 
d'un simple lpo puisqu'elle permet de déduire les statuts des opérateurs (multi-ensemble, lexico 
gauche-droite, ou droite-gauche) et la précédence pour un ordre, nommé EPOS, très proche d'un 
rpo avec statut. Une autre différence importante, par rapport à notre implantation, est que le 
système de recherche d'ordre s'applique à des équations et peut donc choisir l'orientation qui lui 
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convient le mieux. Au contraire, notre prototype travaille sur des règles de réécriture, Le. des 
équations déjà orientées. Cependant, il est possible d'imposer à Larch l'orientation des équations 
à l'aide de la méthode suivante. Pour toute inégalité s > t définie sur une signature :F, on tente 
d'orienter l'équation f(s,x) = f(t, a) où f et a sont des nouveaux symboles de fonctions n'ap­
paraissant pas dans :F, x est une variable n'apparaissant pas dans l'inégalité, le statut de f est 
lexicographique de gauche à droite, et on impose que a soit le plus petit élément de la précédence. 
Avec de telles contraintes, on se trouve dans la situation suivante: 

- l'équation ne peut être orientée que de gauche à droite. En effet, pour qu'elle puisse être 
orientée de droite à gauche il faudrait, entre autre, que f(t, a) > x. Or, c'est impossible 
avec la classe d'ordres considérés puisque x ne figure pas dans f(t, a), 

- comme le symbole de tête f est identique de part et d'autre de l'équation, que le statut de 
f est lexicographique de gauche à droite, et que x et a sont incomparables, on a f(s,x) > 
f(t, a) si et seulement si s > t. 

En utilisant cette méthode, nous avons pu réaliser avec LP des preuves de terminaison automa­
tiques très rapides. Par exemple, en transformant le système de la section 7.3.8, en un système 
d'équations non-conditionnelles, en "orientant" artificiellement les équations à l'aide de la mé­
thode précédente et en tentant une preuve automatique à l'aide de LP, on obtient une précédence 
satisfaisante en environ 5 secondes. Dans la trace suivante, nf et na représentent les nouveaux 
symboles utilisés pour l'orientation artificielle des équations: 

AlI equations have been oriented into rewrite rules. 
The rewriting system is guaranteed to terminate. 

LPO.l.12: display ordering 

Ordering constraints: 

nf > na 
neg > (r, na, b, mytrue) 
pairedlist > (na, myfalse, mytrue) 
paired > (na, myfalse, mytrue) 
rotate > (append, cons, na, myfalse, null, mytrue) 
r > (na, b, mytrue) 
b > na 
mytrue > na 
myfalse > (na, mytrue) 
append > (cons, na, myfalse, mytrue) 
cons> (na, myfalse, mytrue) 
null > (na, mytrue, myfalse) 

A titre de comparaison, sur ce même exemple, notre prototype ne répond qu'après 9.09 secondes. 
Cependant, nous souhaitons attirer l'attention du lecteur sur le fait que le système de recherche 
de précédence de LP n'est pas complet. Ceci apparaît, par exemple, lorsque l'on tente une preuve 
sur le système de la section 7.3.1 (toujours en utilisant la méthode d'orientation artificielle à l'aide 
de nouveaux symboles de fonction), sur lequel nous obtenons: 

The formulas cannot be ordered using the current ordering. 

LPO.l.14: display ordering 
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Drdering constraints: 

x > (na, one) 
a > (na, zero) 
ln > (na, div, dx, neg, plus, minus, times, exp, two) 
div > na 
dx > (neg, na, plus, minus, times, div, exp, two) 
neg > na 
plus > na 
minus > na 
times > na 

Chapitre 7. Implantations 

L'affirmation, faite par LP, selon laquelle les formules ne peuvent pas être orientées à l'aide de 
l'ordre courant est un peu forte puisqu'il existe bien un lpo et une précédence qui permettent 
d'orienter ces règles (voir système de la section 7.3.1). C'est donc bien une heuristique incomplète 
qui est utilisée ici. Afin de la déterminer, nous pouvons simplement analyser le résultat intermé­
diaire livré par LP dans la trace précédente. Remarquons principalement trois des hypothèses 
effectuées par LP: x > one, a > zero et ln > di v (rappelons que x est une constante dans ce 
système). Les seules règles dans lesquelles ces symboles sont confrontés sont respectivement: 

dx(x) --+ one 
dx(a) --+ zero 
dx(ln(alpha)) --+ div(dx(alpha), alpha) 

Or, un autre choix possible pour orienter ces règles consistait à prendre dx > one, dx > zero 
et dx > div. LP a privilégié la recherche de précédence assurant qu'un sous-terme du membre 
gauche est supérieur au membre droit de la règle. Grâce à cette observation, nous pouvons 
facilement prendre LP en défaut. Voici un système fournissant un autre contre-exemple simple 
de la complétude de LP. Soit :F = {f : 1, 9 : 1, h : 1} et R: 

qui donne l'exécution suivante: 

f(h(x)) --+ g(x) 
g(x) --+ h(x) 

The formulas cannot be ordered using the current ordering. 

LPO.l.14: display ordering 

Ordering constraints: 

h > (na, g) 

Clairement pour la première règle, en choisissant h > g, LP a privilégié h(x) > g(x) pour 
assurer !(h(x)) > g(x). Or, de façon étonnante, ce choix n'est absolument pas remis en cause par 
la deuxième règle qui, elle, impose g > h et la preuve termine sur un échec. De la même façon, 
LP n'envisage pas les cas d'équivalence dans la recherche de précédence. Ceci est sans doute lié 
au fait qu'à l'époque de la première implantation de cet algorithme, comme on l'a vu dans la 
section 4.1, les précédences n'étaient généralement définies que comme des ordres stricts. Ainsi, 
le système R suivant 

!(s(.'E),y) --+ g(x,y) 
g(s(x),y) -t !(.'E,y) 
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ne peut être orienté automatiquement avec LP. Or, ce type de règle se retrouve dans tous les 
systèmes mutuellement récursifs et leur preuve de terminaison nécessite, en général de poser des 
équivalences entre symboles dans la précédence. C'est le cas du système précédent dont la preuve 
de terminaison peut être réalisée avec notre prototype: 

Solving is successful 
Precedence: [g = f, f = g] 

Ainsi, l'outil de preuve de terminaison de LP, bien qu'efficace dans de nombreux cas, ne 
constitue une procédure de décision ni pour rpo avec statut ni pour lpo. Notre prototype, moins 
rapide sur des cas comme l'exemple de la section 7.3.8, fournit en revanche une procédure de 
décision pour lpo. Par exemple, LP a donné des résultats négatifs sur la spécification de l'al­
gorithme de conformité ABR (système de la section 7.3.7), sur le tri par insertion section 7.3.3 
ou encore sur la spécification de circuit section 7.3.2, alors qu'il existe bien un lpo prouvant la 
terminaison de ces spécifications. Notons, en outre que les cas d'équivalence, négligés par LP, 
sont importants si l'on souhaite utiliser le préordre bien fondé lpo pour satisfaire des inégalités 
non-strictes, comme le fait T. Arts dans la méthode des paires de dépendance. 

Le prototype de T. Arts 

Afin de comparer notre prototype avec une méthode complète, nous nous sommes intéressé à 
une implantation plus récente, celle de T. Arts 21 pour l'ordre lpo. Cette implantation est, à notre 
connaissance, l'implantation complète la plus efficace de l'algorithme de D. Detlef & R. Forgaard. 
Dans le. tableau suivant, nous donnons quelques temps comparatifs sur des exemples de systèmes 
de diverses tailles. Le prototype de T. Arts est plus récent que le notre et a été programmé dans le 
langage fonctionnel Erlang 4.5.3 22 qui est d'une efficacité supérieure 23 à ECLiPSe 3.5.2. De ces 
essais comparatifs, il ressort plusieurs choses. Tout d'abord, si sur des systèmes de taille réduite, 
l'algorithme de Detlef & Forgaard implanté par T. Arts se comporte bien, le temps de calcul 
augmente de façon très importante avec la taille des systèmes. Au contraire, notre méthode par 
résolution de contraintes s'avère lourde à mettre en oeuvre pour des petits systèmes, mais elle 
résiste mieux à l'augmentation du nombre de règles. Voici un tableau regroupant quelques essais 
comparatifs 24 menés sur les trois implantations pour les exemples de la section 7.3. Il faut noter 
que pour Larch, tous les systèmes ont dû être transformés en équations orientées artificiellement 
à l'aide de la méthode de la section 7.1.6. Dans ce tableau, "Nb. cont." représente le nombre de 
contraintes gpo à résoudre pour chaque système. Ce nombre peut être différent du nombre de 
règles lorsqu'il s'agit d'un système conditionnel (voir section 7.1.5). Pour chaque implantation, 
et pour chaque système, la colonne "Sol." précise, si oui ou non une solution (une précédence) 
a pu être obtenue. Les temps de calculs de Larch sont approximatifs car il ne dispose pas de 

21. Disponible à l'adresse http://wwv.ericsson.se : 800/ cslabrthomas/ deppairs/ 
22.http://wwv.erlang.se/ 
23. Pour des calculs équivalents, un programme en Erlang 4.5.3 s'exécute approximativement 4 à 5 fois plus vite 

qu'un programme en ECLiPSe 3.5.2 
24. réalisés sur un SUN UltraSparc 1 
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fonction de mesure du temps de calcul satisfaisante. 

Système Nb. Nb. Larch Implant. T. Arts Proto. contraintes 
règles cont. SoL Temps Sol. Temps Sol. Temps 

Dérivation 
symbolique 9 9 non ~ 2.00 s oui 1.81 s oui 10.43 s 
Circuit 
intégré 10 10 non ~ 2.00 s oui 0.66 s oui 1.92 s 
Tri par 
insertion 21 27 non ~ 4.00 s oui 5.48 s oui 1.89 s 
Système de 
freinage 24 28 oui ~ 4.00 s oui 64.70 s oui 6.32 s 
Freinage 
cont. suppl. 35 44 oui ~ 5.00 s oui 401.21 s OUI 29.39 s 
Freinage 
non-orient. 40 49 non ~ 5.00 s ? > 3 jours. non 7.51 s 
Conformité 
ABR 35 60 non ~ 5.00 s oui 3696.15 s oui 8.92 s 
Gilbreath 
card trick 37 57 OUI ~ 5.00 s oui 174.81 s oui 9.09 s 

Un autre point particulièrement important est le temps de réponse sur les systèmes ne pouvant 
pas être orientés par l'ordre lpo. En effet, un des intérêts tout particulier du lpo est qu'il est 
décidable. Avoir une réponse négative dans un temps court est au moins aussi important, puisque 
cela permet d'envisager plus vite une autre méthode de preuve. Il convient de voir ce qu'il en 
est en pratique, dans les cas négatifs. Dans le tableau précédent, un seul système (le système 
de la section 7.3.6) n'est pas orientable par lpo, mais illustre bien les choix qui ont été fait 
dans les trois approches. Dans notre approche, la détection et la propagation des contraintes 
insatisfaisables constituent la base du mécanisme de simplification utilisé. Ceci permet d'avoir 
une réponse négative très rapidement. En revanche, l'algorithme de Detlef & Forgaard ne possède 
pas un tel mécanisme et se focalise sur la recherche de précédence satisfaisant les inégalités. C'est 
pourquoi dans l'implantation de T. Arts, ces contraintes insatisfaisables ne sont pas détectées et 
l'exécution a du être interrompue. Larch, grâce à son heuristique fixe, répond très rapidement 
mais il ne fait pas de différence particulière entre ce système inorientable par lpo et tout autre 
système qu'il ne parvient pas à orienter. 

Dans notre approche, les contraintes insatisfaisables sont répercutées dans le DAG de 0-
preuve et peuvent être rapidement détectées avant même le début du parcours. Par exemple, un 
extrait du DAG de O-preuve global du système de la section 7.3.6 est donné figure 7.9 page 182; 
on y trouve deux contraintes insatisfaisables False correspondant aux deux règles 

leq(x + (-(y)), u) ~ leq(x, y + u) 
leq(x, u + (-(y))) --t leq(x + y, u) 

qui, après la phase d'instanciation, s'avèrent inorientables par lpo. 
Pour conclure sur notre prototype, nous souhaitons attirer l'attention du lecteur sur le fait 

que, bien qu'il soit limité en tant que procédure de preuve de terminaison à part entière à cause de 
la relative faiblesse de l'ordre lpo, associé à la méthode des paires de dépendance ou à une méthode 
de transformation de système telle que l'étiquetage sémantique [Zan95] (semantic labelling), il 
peut se révèler extrêmement efficace. Dans le cas particulier de l'étiquetage sémantique, la phase 
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d'étiquetage peut multiplier le nombre de règles. Aussi, l'efficacité d'une procédure de décision 
pour lpo sur de gros systèmes est-elle particulièrement importante. 

7.2 Automates en ELAN 

Outre les algorithmes d'approximation du calcul des descendants et des formes normales, nous 
avons implanté les algorithmes classiques d'intersection, d'union, de nettoyage par test d'accessi­
bilité, de nettoyage par test d'utilité, l'algorithme de matching dans les automates proposé dans 
la section 6.2.3 et l'algorithme de calcul de l'automate de forme normale décrit section 6.6.6. 
Cette bibliothèque d'outils a été entièrement implantée dans le langage ELAN [BKK+96j. Celle-ci 
est utilisable à travers trois interfaces différentes: 

Calculs classiques qui, à partir de la donnée d'une signature et d'une liste d'automates d'arbres 
nommés définis sur la signature, permet de réaliser toutes les opérations standard sur les 
automates: les deux types de nettoyage, le renommage, l'intersection, et l'union. Le module 
ELAN correspondant est nommé automaton.lgi. 

Approximations qui, à partir de la donnée d'une signature, d'un ensemble de variables, d'un 
système de réécriture Ri et d'une liste d'automates d'arbres nommés, permet de réaliser 
toutes les opérations du module précédent avec en plus le calcul de l'automate approxima­
tion (ancêtre) et le calcul de l'automate reconnaissant les termes irréductibles si R1 est un 
système linéaire à gauche. Le module ELAN correspondant est nommé nf_automaton.lgi. 

Terminaison qui, à partir de la donnée d'une signature, d'un ensemble de variables, de deux 
systèmes de réécriture R1, R2 et d'une liste d'automates d'arbres nommés, permet de réaliser 
des preuves de terminaison pour la relation de réduction séquentielle -1n!;R.2' Le module 

ELAN correspondant est nommé termination .lgi. 

7.2.1 Calculs classiques 

Tout d'abord, nous montrons l'utilisation du module automaton.lgi sur les exemples 2.7, 2.8 
et 2.9 de la section 2.5. Voici le fichier spécification exemple. spc décrivant et nommant les 
automates. 

specification exemple 

Ops 
a:O b:O cons:2 null:O 

Automata 
Description of A(O) 

states qlO qll ql2 nil 
final states qlO nil 
transitions 

cons(qI2, qll) -> qlO 
null -> qll 
cons(qI2, qll) -> qll 
a -> ql2 
b -> ql2 
nil 

End of Description 
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Description of A(1) 
states qlO qll ql2 ql3 ql4 nil 
final states qlO nil 
transitions 

null -> qlO 
cons(qll, q12) -> qlO 
null -> qll 
consCqll. q12) -> qll 
a -> qll 
b -> qll 
null -> ql2 
cons(qll, q!3) -> ql2 
null -> ql3 
consCqll, q14) -> ql3 
null -> ql4 
nU 

End of Description 

Description of A(2) 
states qlO qll ql2 ql3 ql4 nil 
final states qlO nil 
transitions 

null -> qlO 
cons(q!3, qlO) -> q!O 
cons(qI4, qll) -> qlO 
cons(qIO, q12) -> qlO 

null -> qll 
cons(qI4, qll) -> ql1 
cons(qIO, q12) -> qll 

null -> ql2 
cons(q!O, q12) -> ql2 

a -> ql3 
b -> ql4 
nU 

End of Description 
nU 

end of specification 
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Ensuite, nous appelons l'interprète ELAN sur le module automaton .lgi et la spécification exemple. spc: 

elan -C automaton.lgi exemple.spc 

Voici maintenant quelques calculs réalisables. Tout d'abord un calcul d'intersection entre l'auto­
mate A(O) et l'automate A(1), où A(O) et ACt) sont des noms (ou références) d'automates. Pour 
les déréférencer, nous utilisons ici l'opérateur" !". 

enter command finished by 

run !ACO) inter lA(l) ; 

[] resul t term: 

,., . , . 

Description of nil states(qIO.qll.qI2.nil x qIO.qll.qI2.qI3.qI4.nil) 
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final states(qIO.nil x qIO.nil)transitions b->[qI2,q!1] .a->[q!2,qll]. 
cons([qI2,qll] ,[qll,qI4])->[qil,qI3].cons([qI2,qll],[q!1,q!3])->[qll,qI2]. 
cons([qI2,qll],[qll,qI2])->[qll,qll].cons([q!2,qll] ,[qll,q!2])->[qll,qIO). 
null->(q!1,q!4] .null->[q!1,qI3] .null->[qll,qI2].null->[qll,q!1]. 
null->[qll,qiO] .cons([q!2,q!i],[qll,qI4])->(q!O,qI3].cons([qI2,qll], 
[q!1,q!3])->[q!O,qi2] .cons([qI2,qll], [q!1,qI2])->(q!O,q!1].cons([qI2,q!i], 
[q!1,qI2])->[q!O,q!O] .nil End of Description 
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Dans ce résutat, on retrouve bien la définition de l'intersection de deux automates: l'ensemble 
des états est le produit cartésien des deux ensembles d'états et les transitions sont définies sur 
des couples d'états. On peut remarquer que la totalité des états, résultat du produit cartésien des 
deux ensembles d'états des automates initiaux, n'est pas générée explicitement, mais conservée 
sous sa forme implicite: 

(qIO.qll.qI2.nil x qIO.qll.qI2.qI3.q!4.nil) 

Ceci permet d'éviter l'explosion de l'ensemble des états de l'automate intersection. De plus, il 
est possible d'obtenir une forme renommée et plus lisible, dont l'ensemble des états est restreint 
à l'ensemble des états utiles par la requête suivante. 

enter command finished by ';': 
run simplify(!ACO) inter !A(1)); 

[] result term: 
Description of nil states qIO.qll.qI2.qI3.qI4.nil final states 

qi4.nil transitions b->q!2.a->qI2.cons(qI2,qIO)->qI1.cons(qI2,q!1)->qI3. 
null->q!O.null->qll.null->qI3.cons(qI2,q!3)->qI4.nil End of Description 

L'automate résultat obtenu reconnait l'ensemble des listes plates non vides, constituées de a ou 
de b, et dont la longueur n'excède pas 3. Pour réaliser l'intersection entre ce dernier automate 
et l'automate A(2), nous effectuons l'opération suivante (dans laquelle R représente le dernier 
résultat obtenu). 

enter command finished by ';': 
run simplify(R inter lA(2)) ; 

[J result term: 
Description of nil states q!O.qll.qI2.qI3.qI4.qI5.qI6.qI7.qI8.nil 

final states ql8.nil transitions cons(qI4,q!5)->qI8.cons(qI6,qI7)->qI8. 
null->qI5.null->qI7.null->qI3.null->qI2.null->qll.null->qIO. 
cons(qI4,qI3)->qI5.cons(q!4,qI3)->qI7.cons(qI6,q!2)->q17.cons(qI4,q!1)->qI3. 
cons(q!4,qI1)->qI2.cons(qI6,qIO)->qI2.a->qI6.b->qI4.nil End of Description 

Cet automate reconnait l'ensemble des listes plates non-vides, composées de a et de b, ordonnées, 
et dont la longueur ne dépasse pas 3. 

Les autres commandes disponibles sont union pour l'union d'automates, clean pour le net­
toyage par test d'accessibilité, et renum pour le nettoyage par test d'utilité avec renommage. La 
commande simplify correspond à la succession de renum suivi de clean. 

7.2.2 Calculer des approximations et des ensembles de termes irréductibles 

Les spécifications utilisées par le module nf _automaton .lgi font intervenir, en plus des 
champs communs avec les spécifications précédentes prise en compte par automaton .lgi, des 
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déclarations de variables et la déclaration d'un système de réécriture 'RI. Voici un exemple de 
spécification. 

specification append 
Vars x y z 
Ops 

a:O b:O cons:2 null:O append:2 

Ri 
appendCnull, x) -> x 
append(cons(x, y), z) -> cons(x, append(y, z» 
nil 

Automata 
Description of A(O) 
states qlO qli ql2 nil 
final states qlO nil 
transitions 

append(q!i, q!i) -> qlO 
cons(qI2, qll) -> qli 
null -> qll 
a -> ql2 
b -> ql2 
ni! 

End of Description 
nil 

end of specification 

L'opération implantant le calcul de l'automate reconnaissant les termes irréductibles A1RR(RIl' 
proposé dans la section 6.5.6 se nomme build_nf. Voici ce qui est obtenu pour le système Ri de 
la spécification précédente: 

enter command finished by 
run build_nf(Rl); 

[] result term: 

Jo' " , . 

Description of nil states qIO.qll.nil final states qll.nil 
transitions a->qll.b->qll.cons(q!l,qll)->qll.null->qll.append(qIO,qll)-> 
qll.a->qIO.b->qIO.append(qIO,qll)->qIO.nil End of Description 

La construction d'un automate approximation TRI t (C(Ao)) reconnaissant un sur-ensemble des 
'Ri-descendants de C(Ao}, est invoquée à l'aide de la commande T_up, de la façon suivante: 

enter command finished by 
run T_up(Rl) on (lA(O); 

[] resul t term: 

'0' . , . 

Description of A(O)states qI4.qIO.qll.qI2.nil final states qlO.nil 
transitions cons(q!2,q!4)->qI4.append(qll,qll)->qI4.cons(qI2,qi4)->qIO. 
append(q!1,qll)->qIO.cons(qI2,qll)->qll.cons(qI2,qll)->qI4.cons(qI2,qll)->qIO. 
null->qll.null->qI4.null->qIO.a->qI2.b->qI2.nil End of Description 

Enfin l'aproximation des 'RI-formes normales de C(Ao) peut être obtenue soit en réalisant une 
intersection entre l'avant dernier et le dernier résultat, soit, comme ici, par un calcul direct. 

enter command finished by ,., . , . 
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run simplify(T_up(Rl) on (!A(O») inter build_nf(Rl»); 

[J resul t term; 
Description of nil states qIO.qll.qI2.qI3.nil final states ql3.nil 

transitions null->qI3.null->qI2.null->qiO.cons(qll,qIO)->qI3.cons(qll,qiO)-> 
qI2.cons(qll,qIO)->q!O.cons(qll,qI2)->qI3.cons(qll,q!2)->qI2.b->ql!.a->qll. 
nil End of Description 

7.2.3 Prouver la terminaison 
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Ce dernier module automatise l'application de quelques-unes des opérations précédentes de 
façon à montrer la terminaison de la relation de réduction séquentielle. Les spécifications utilisées 
par ce module sont de la forme: 

specification mapfact 
Vars x y z 

Ops 

Ri 

R2 

0:0 p:l s:1 fact:! plus:2 mult:2 cons:2 map_fact:l null:O 

map_fact(null) -> null 
map_fact(cons(x, y») -> cons (fact (x) , map_fact(y») 
nil 

p(s(x») -> x 
mult(o, x) -> x 
mult(s(x), y) -> plus(mult(x, y), y) 
plus(x, 0) -> x 
plus(x, sCy») -> s(plus(x, y)) 
fact(s(x)) -> mult(s(x) , fact(p(s(x))) 
fact(o) -> s(o) 
nil 

Automata 
Description of A(O) 

states qlO qll ql2 nil 
final states qlO nil 
transitions 

map_fact(qll) -> qlO 
null -> qll 
cons(qI2, qll) -> qll 
o -> ql2 
s(qI2) -> ql2 
nil 

End of Description 
nil 

end of specification 

Il existe plusieurs façons de réaliser une preuve de terminaison de la relation de réduction sé­
quentielle ---+7<.1;'R.2: soit sur toute l'algèbre initiale, à l'aide de la commande start, soit sur un 

ensemble de termes de départ grâce à la commande start CA), où A est l'automate reconnaissant 
les termes initiaux. Voici un exemple sur un ensemble de termes initiaux donné: 

enter command finished by 
run start(!A(O»; 

'0' . , . 
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[] resul t term: 
[true,Description of nil states qI0.qll.qI2.qI3.qI4.nil final states q14. 

nil transitions cons(qI2,qI3)->qI3.null->qI3.cons(qI2,qI3)->qI4.null->q14. 
s(qI0)->qll.o->qI0.s(qI1)->qI1.s(qll)->qI2.s(qI0)->qI2.nil End of Description] 

où le premier champ précise si la terminaison de la relation de réduction séquentielle a pu être 
prouvée et le deuxième champ donne l'automate final. Dans ces calculs, l'enchaînement des 
opérations de base est le suivant. Tout d'abord, on calcule les automates AIRR(Rt} et A 1RR(R2). 

Ensuite, si la commande invoquée est start(A) on applique T_up(R1) sur A, on réalise une 
intersection avec A1RR(Rr), puis on fait de même avec n2 sur le résultat de l'intersection. A la 
fin d'une normalisation complète avec nI et n2, on vérifie s'il existe un terme réductible par nI 
et si c'est le cas, on itère le procédé. 

Si la commande invoquée est start, la seul différence est que l'on initialise le procédé sur 
A1RR(RI) auquel on applique T_up(R2), on réalise une intersection avec A 1RR(R2). Ensuite on 
vérifie s'il existe un terme réductible par nI et si c'est le cas, on itère le procédé comme dans le 
cas de start(A). 

7.3 Quelques systèmes de réécriture et leur preuve de terminaison 

Nous donnons ici quelques exemples de systèmes dont la terminaison a été prouvée à l'aide 
du prototype de résolution de contraintes d'ordre gpo et de son instance spécifique: le lpo(voir 
section 7.1). 

7.3.1 Système de dérivation symbolique 

Ce système, emprunté à [Der87, Gie95b], décrit un programme simplifié de dérivation sym­
bolique. 

var. alpha, beta. 

dx(x) -> one. 
dx(a) -> zero. 
dx(plus(alpha, beta» -> plus (dx(alpha) , dx(beta». 
dx (times (alpha, beta» -> plus(times(beta, dx(alpha», times(alpha, dx(beta»). 
dx (minus (alpha, beta» -> minus (dx(alpha) , dx(beta». 
dx(neg(alpha» -> neg(dx(alpha». 
dx (div (alpha , beta» -> minus (div (dx(alpha) , beta) , 

times(alpha, div (dx(beta), exp(beta,two»». 
dx(ln(alpha» -> div (dx (alpha) , alpha). 
dx(exp(alpha, beta» -> plus(times(beta, times(exp(alpha, minus(beta,one», 

dx(alpha»), times(exp(alpha, beta) , times(ln(alpha), 
dx(beta»». 

end. 

Solving is successful 
Precedence: [dx > x, dx > neg, dx > two, dx > div, dx > ln, dx > minus, 
dx > exp, dx > plus, dx > times, one = x, x = one, zero = a, a = zero] 

Termination proof done in 10.43 seconds, cpu time 

2.84 seconds, cpu time for deducting obligations of proof 
7.59 seconds, cpu time for satisfiability testing 
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7.3.2 Spécification d'un circuit intégré 

Ce système est une spécification simplifié de circuit électronique, utilisée dans [Bou94) comme 
exemple pour la preuve inductive par réécriture avec SPIKE. 

var. i, t, x, y. 

not(x + y) -> not(x) + y. 
not(not(x» -> x. 
c(O, t) -> input(t). 
c(s(i). t) -> cCi, t) * q(i, t). 
q(i, 0) -> init(i). 
q(i, set»~ -> q(i, t) + cCi, t). 
cl(O, t) -> input(t). 
cl(s(i), t) -> cl(i, t) * not(ql(i, t». 
ql(i, 0) -> not(init(i». 
ql(i, set»~ -> ql(i, t) + cl(i, t). 
end. 

Solving is successful 
Precedence: [(not) > (+), q > init, ql > init, c > input, c > (*), 
q > (+), cl > input, cl > (not), cl > (*), q = c, c = q, ql cl, cl ql] 

Termination proof done in 1.92 seconds, cpu time 

0.41 seconds, cpu time for deducting obligations of proof 
1.51 seconds, cpu time for satisfiability testing 

7.3.3 Le tri par insertion 

Ce système décrit l'algorithme de tri par insertion ainsi que les prédicats utilisés pour la 
vérification des bonnes propriétés de l'algorithme (par exemple sorted qui est vrai si une liste 
est triée) à l'aide de SPIKE [BKR92, Bou94]. 

var. x, xl, x2, x4, y, z, 1. 

leq(O,x) -> true. 
leq(s(x),O) -> false. 
leq(s(x), s(y» -> leq(x,y). 
dif(O,O) -> false. 
dif(O,s(x» -> true. 
dif(s(x),O) -> true. 
dif(s(x),s(y» -> dif(x,y). 
length(nil) -> O. 
Iength(cons(x,y» -> s(length(y». 
count(x,nil) -> O. 
count(x,cons(y,z» -> s(count(x,z» if [dif(x,y) = false]. 
count(x,cons(y,z» -> count(x,z) if [dif(x,y) = true] . 
insert(x,nil) -> cons(x,nil). 
insert(x,cons(y,z» -> cons(x,cons(y,z» if [leq(x, y) = true]. 
insert(x,cons(y,z» -> cons(y,insert(x,z» if [leq(x, y) = false]. 
isort(nil) -> nil. 
isort(cons(x,I» -> insert(x,isort(I». 
sorted(cons(x,cons(y,z») -> sorted(cons(y,z» if [Ieq(x, y) true]. 
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sorted(nil) -> true. 
sorted(cons(x2, nil» -> true. 
sorted(cons(x2,cons(xl,x4») -> false if [leq(x2,xl) = false]. 
end. 

Solving is successful 
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Precedence: [length > s, sorted > 0, leq > 0, dif > 0, isort > insert, 
count > s, insert > cons, false = nil, nil = false, true = false, 
° = true, true = 0, nil = 0] 

Termination proof done in 1.89 seconds, cpu time 

0.43 seconds, cpu time for deducting obligations of proof 
1.46 seconds, cpu time for satisfiability testing 

7.3.4 Spécification d'un système de freinage 

Le système suivant, emprunté à [Aza98], décrit le calcul du freinage que doit effectuer un 
train à l'approche d'un obstacle en fonction du temps, de sa vitesse et de la distance restant à 
parcourir. 

var. x,y,t,u. 

(- x) + (- y) -> - (x + y). 
-( 0) -> o. 
x + (- x) -> o. 
x + ° -> x. 
x + sCy) -> s(x + y). 
leq(O,O) -> true. 
leq(O,s(x» -> true. 
leq(s(x),s(y» -> leq(x,y). 
leq(O,vm(t» -> true. 
leq(vm(t),vmax(t» -> true. 
leq(O,dinit(t» -> true. 
leq(O,afu(t» -> true. 
leq(O,vmax(t» -> true. 
leq(vmax(t),afu(t» -> true. 
v(t) -> vv(t) if [leq(O,vv(t» = true]. 
v(t) -> ° if [leq(O,vv(t» = false]. 
fl(tO) -> dinit(tO). 
vv(t) -> (f2(t) + (- afu(t») if [fu(t) = true]. 
vv(t) -> vm(t) if [fu(t) = false]. 
fu(t) -> leq(d(t),vm(t». 
f2(tO) -> 0 . 
f2(af(t» -> v(t). 
d(t) -> (fl(t) + (- v(t»). 
fl(af(t» -> d(t). 
end. 



7.3. Quelques systèmes de réécriture et leur preuve de terminaison 

Solving is successful 
Precedence: [(+) > tO, leq> 0, af > v, fu > af, (+) > (-), (+) > s, v 
> vv, fi > dinit, vv > afu, vv > f2, vv > (+), vv > vm, fu > leq, d· > 
fi, true = tO, ° = true, tO = false, false = 0, ° = false, d = af, af 
= d] 

Termination proof done in 6.32 seconds, cpu time 

0.75 seconds, cpu time for deducting obligations of proof 
5.57 seconds, cpu time for satisfiability testing 

7.3.5 Système de freinage avec lemmes 
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Ce système contient les règles du système précédent auxquel sont ajouter des lemmes orientés 
utilisé pour la vérification de la spécification. 

var. x,y,t,u. 

(- x) + (- y) -> - (x + y). 
-( 0) -> o. 
x + (- x) -> o. 
x + ° -> x. 
x + sCy) -> s(x + y). 
leq(O,O) -> true. 
leq(O,s(x» -> true. 
leq(s(x),s(y» -> leq(x,y). 
leq(O,vm(t» -> true. 
leq(vm(t),vmax(t» -> true. 
leq(O,dinit(t» -> true. 
leq(O,afu(t» -> true. 
leq(O,vmax(t» -> true. 
leq(vmax(t),afu(t» -> true. 
d(t) -> (fl(t) + (- v(t»). 
fl(af(t» -> d(t). 
v(t) -> vv(t) if [leq(O,vv(t» = true]. 
v(t) -> ° if [leq(O,vv(t» = false]. 
fl(tO) -> dinit(tO). 
vv(t) -> (f2(t) + (- afu(t») if [fu(t) = true]. 
vv(t) -> vm(t) if [fu(t) = false]. 
fu(t) -> leq(d(t),vm(t». 
f2(tO) -> ° . 
f2(af(t» -> v(t). 
leq(O, x+y) -> true if[leq(O,x) = true, leq(O,y) true]. 
s(x) + (-(s(y») -> x + (-y). 
- (- x) -> x. 
leq(x + (- y), u) -> leq(x,(y + u». 
leq(O, vv(t» -> true. 
leq(O, vv(t» -> false. 
fu(t) -> true. 
fu(t) -> false. 
leq(y, x) ->false if[leq(x,y) = true]. 
leq(x, y) -> true if[leq(x,O) = true, leq(O, y) = true]. 
leq(O,d(t» -> true. 
end. 
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Solving is successful 
Precedence: [(+) > true, fu > af, af > v, leq> (+), (+) > (-), 
(+) > s, d > fi, v > vv, fl > dinit, vv > afu, vv > f2, vv > (+), 

vv > vm, fu > leq, d = af, af = d, tO = true, 0 = tO, true = false, 
false = 0, 0 = false] 

Termination proof done in 29.39 seconds, cpu time 

1.33 seconds, cpu time for deducting obligations of proof 
28.06 seconds, cpu time for satisfiability testing 

7.3.6 Spécification d'un système de freinage avec lemmes non-orientables 

Ce système contient en plus du précédent des lemmes qui ne peuvent être orientés par lpo. 

var. x,y,t,u. 

(- x) + (- y) -> - (x + y). 

-( 0) -> o. 
x + (- x) -> o. 
x + ° -> x. 
x + sCy) -> s(x + y). 
leq(O,O) -> true. 
leq(O,s(x) -> true. 
leq(s(x),s(y» -> Ieq(x,y). 
leq(O,vm(t» -> true. 
Ieq(vm(t),vmax(t» -> true. 
leq(O,dinit(t» -> true. 
leq(O,afu(t» -> true. 
leq(O,vmax(t») -> true. 
Ieq(vmax(t),afu(t) -> true. 
d(t) -> (fl(t) + (- v(t»). 
fl(af(t» -> d(t). 
v(t) -> vv(t) if [leq(O,vv(t)) = true]. 
v(t) -> 0 if [leq(O,vv(t» = faIse]. 
fl(tO) -> dinit(tO). 
vv(t) -> (f2(t) + (- afu(t») if [fu(t) true]. 
vv(t) -> vm(t) if [fu(t) = faIse]. 
fu(t) -> leq(d(t),vm(t». 
f2(tO) -> ° . 
f2(af(t» -> v(t). 
leq(O, x+y) -> true if[leq(O,x) = true, leq(O,y) = true]. 
s(x) + (-(s(y») -> x + (-y). 
- (- x) -> x. 
leq(x + (- y), u) -> leq(x,Cy + u». 
Ieq(x,(u + (- y»)) -> leq«x + y), u). 
leq«- x),(- y» -> leq(y,x). 
leq(O, vv(t» -> true. 
leq(O, vv(t» -> false. 
fu(t) -> true. 
fu(t) -> false. 
leq(y, x) ->false if[leq(x,y) true]. 
leq(x, y) -> true if[leq(x,O) true, leq(O, y) true]. 
afu(t) -> afu(tO). 
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vmax(t) -> vmax(tO). 
dinit(t) -> dinit(tO). 
leq(O,d(t» -> true. 
end. 

Rule dinit(t) -> dinit(tO) cannot be oriented by lpo! 
Rule vmax(t) -> vmax(tO) cannot be oriented by lpo! 
Rule afu(t) -> afu(tO) cannot be oriented by lpo! 
Rule leq(-(x), -(y» -> leq(y, x) cannot be oriented by lpo! 
Rule leq(x, +(u, -(y») -> leq(+(x, y), u) cannot be oriented by lpo! 
Echec de la preuve ! 

Time: 7.51 seconds, cpu time 

7.3.7 Spécification de l'algorithme de conformité ABR 
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Ce système (non-diffusable) proposé dans le cadre d'un projet commun avec le CNET, spécifie 
un algorithme de conformité utilisé dans un protocole de communication de type ATM. Il contient 
35 règles conditionnelles. La précédence solution est calculée en 8.92 secondes. 

7.3.8 Le tour de carte de Gilbreath 

var. x,y,z, xl, x2, x3, yl, y2, y3. 

neg(r) ->b. 
neg(b) ->r. 
paired(r,b) -> true. 
paired(b,r) -> true. 
paired(x,x) -> false. 
append(null,y) -> y. 
append(cons(x,y),z) -> cons(x,append(y,z». 
rotate(null) -> null. 
rotate(cons(x,y» -> append(y,cons(x,null». 
even(null) -> true. 
even(cons(x,null» -> false. 
even(cons(xl,cons(x2,y») -> even(y). 
opposite(null,y) -> false. 
opposite(x,null) -> false. 
opposite(cons(xl,yl),cons(x2,y2» -> paired(xl,x2). 
pairedlist(null) -> true. 
pairedlist(cons(x,null» -> true. 
pairedIist(cons(xl,cons(x2,x») -> pairedIist(x) if [paired(xl,x2) = true]. 
pairedlist(cons(xl,cons(x2,x») -> false if [paired(xl,x2)=false] . 
alter(null) -> true. 
alter(cons(xl,null» -> true. 
alter(cons(xl,cons(x2,x») -> aIter(cons(x2,x» if [paired(xl,x2) = true] . 
aIter(cons(xl,cons(x2,x») -> false if [paired(xl,x2) = false]. 
shuffle(null,null,null) -> true. 
shuffle(xl,cons(x2,x3),null) -> false. 
shuffIe(cons(xl,x2),x3,null) -> false. 
shuffle(null,null,cons(xl,x2» -> false. 
shuffIe(cons(xl,yl),nuI1,cons(x3,y3»-> false if [paired(xl,x3) true]. 
shuffle(cons(xl,yl),null,cons(x3,y3» -> shuffle(yl,null,y3) 
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if[pairedexl,x3) = false]. 

shutfIe(null,cons(x2,y2),cons(x3,y3») -> taIse if [paired(x2,x3) = true]. 
shuffIeCnull,cons(x2,y2),cons(x3,y3» -> shuffIe(null,y2,y3) 

if [pairedex2,x3) = faIse]. 

shuffIe(cons(xl,yl),cons(x2,y2),cons(x3,y3)) -> true 
if [paired(xl,x3) = false, shuffle(yl,cons(x2,y2),y3)=true]. 

shuffIe(cons(xl,yl),cons(x2,y2),cons(x3,y3» -> true 
if [paired(x2,x3) = false, shuffIe(cons(xl,yl),y2,y3)=true]. 

shuffIe(cons(xl,yl),cons(x2,y2),cons(x3,y3» -> faise 
if [paired(xl,x3) = true, paired(x2,x3) = true]. 

shuffIe(cons(xl,yl),cons(x2,y2),cons(x3,y3» -> faise 
if [shuffIe(yl,cons(x2,y2),y3)=false, shuffIe(cons(xl,yl),y2,y3)=false]. 

shuffIe(cons(xl,yl),cons(x2,y2),cons(x3,y3» -> false 
if [paired(xl,x3) = true, shuffIe(cons(xl,yl),y2,y3)=false]. 

shuffle(cons(xl,yl),cons(x2,y2),cons(x3,y3» ->false 
if [paired(x2,x3) = true, shuffIe(yl,cons(x2,y2),y3)=false]. 

end. 

Solving is successfui 
Precedence: [rotate > r, even > r, pairedlist > r, alter> r, 
shuffle > r, paired > r, append > cons, rotate > append, 
opposite> paired, r = null, true = r, null = b, b = taIse, true b, 
faise = true] 

Termination proof do ne in 9.09 seconds, cpu time 

1.54 seconds, cpu time for deducting obligations of proof 
7.55 seconds, cpu time for satisfiability testing 

7.3.9 Arrangement sans division et soustraction 

Ce système est une sous-partie du calcul des arrangements de la section 6.6.5. 

var. x,y,n,p. 

Ar(n, p) -> div(fact(n), fact(minus(n, p)). 
fact(s(x)) -> mult(s(x) , fact(x». 
fact(O) -> seO). 
mult(O, x) -> O. 
mult(s(x), y) -> plus(mult(x, y), y). 
pIus(x, 0) -> x. 
plus(x, s(y») -> s(plus(x, y). 
end. 
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Solving is successful 
Precedence: Car > minus, ar > fact, ar > div, tact> muIt, mult > plus, 
plus> s] 

Termination proof done in 0.42 seconds, cpu time 

0.18 seconds, cpu time for deducting obligations of proof 
0.24 seconds, cpu time for satisfiability testing 

7.3.10 Parties de systèmes 
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Ces deux systèmes sont les deux modules de l'exemple de la section 6.6.5, utilisant les entiers 
compressés. 

var. x, y. 

S(5(0) -> ds(O). 
s(s(ds(x))) -> ds(ds(x). 
plus(O, x) -> x. 
plus(s(x) , y) -> s(plus(x, y)). 
plus(ds(x), y) -> ds(plus(x, y)). 
mult(O, -> O. 
mult(s(x), y) -> plus(mult(x, y), y). 
mult(ds(x) , y) -> plus(y, plus(y, mult(x, y))). 
end. 

Solving i5 succe5sful 
Precedence: [plus> 5, mult > plus, ds = s, 5 = ds] 

Termination proof done in 0.51 seconds, cpu time 

0.2 seconds, cpu time for deducting obligations of proo! 
0.31 seconds, cpu time for satisfiability testing 

var. x, y. 

cs(x) -> s(s(x»). 
leq(O, x) -> true. 
leq(s(x) , 0) -> false. 
leq(s(x), sCy)) -> leq(x, y). 
end. 

Solving is successful 
Precedence: [cs> s, true = false, 0 = true, false 0] 

Termination proof done in 0.13 seconds, cpu time 

0.06 seconds, cpu time for deducting obligations of proo! 
0.07 seconds, cpu time for satisfiability testing 
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7.4 Graphes d'O-preuves 

Dans cette section sont regroupés quelques-uns des graphes de O-preuves engendrés par notre 
prototype et visualisés à l'aide de CGRAPH (voir section 7.1.2). 
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il!1 

r 

FIG. 7.1 ~ Exemple de DAG de O-preuve "non-déplié" 
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>Tnil 

FIG. 7.2 - Exemple de DAC de O-preuve "déplié" 
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---~ 

------------~ ~---. 
5 l' b '" T a 

---------T 

FIG. 7.3 - Exemple de DAG de O-preuve privilégiant les égalités 

18 T 1" x S ;> T s '" x 

2T+x s >T+x 

141 TI'lsI,), yi) t TI+I'lx y) YIII 

125 TI' Is lx), vi) > TI' lx. xIII 

FIG. 7.4 - DAC de O-preuve avant instanciation 
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18 

58 T .. x s > T s .. x 

59 

12 TC+Cx scy))) > T(+(x. ynl 

41 

74 TOrs x 

75 

125 T(*(sCx), YU > T(*Cx, Vll1 

FIG. 7.5 - DAC de O-preuve après IPC pour la précédence 



7·4. Graphes d'V-preuves 179 

18 

FIG. 7.6 - DAC de V-preuve après IPC pour l'extension lexicographique 
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1 

t 

FIG. 7.7 - DAC de O-preuve après simplification 
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FIG. 7.8 - DAG de O-preuve de l'exemple 7.3.4 
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759 le > true 755 0 > true 

75B 

93 False 

lOB True 

792 le = + 791 le > + 

793 True 

FIG. 7.9 - Zoom sur les contraintes insatisfaisables dans le DAG de l'O-preuve globale de 
l'exemple 7.3.6 
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\89 T{ .... Cx 

FIG. 7.10 - DAG de V-preuve de factorielle (section 5.4) 
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Chapitre 8 

Synthèse 

Dans les chapitres précédents, nous avons vu plusieurs outils et techniques dédiées à la preuve 
de terminaison en réécriture. Dans ce chapitre, nous nous proposons d'en faire une synthèse sous 
deux éclairages différents: l'un théorique et l'autre plus pratique. En tant que synthèse théorique, 
dans la section 8.1, nous présentons informellement un nouveau critère de terminaison qui, en 
combinant contraintes d'ordre et automates d'arbres, permet d'exploiter les notions de stratégies 
et d'ensemble de termes initiaux dans la preuve de terminaison. D'un point de vue plus pratique, 
nous décrivons, dans la section 8.2, ce que pourrait être l'architecture d'un environnement de 
preuve de terminaison construit sur les principaux outils vus dans les chapitres précédents. Nous 
donnons, notamment, différentes combinaisons intéressantes d'outils et discutons leur efficacité 
en terme de puissance de preuve et de vitesse de calcul. 

8.1 Allier contraintes d'ordre et contraintes ensemblistes 

Nos réflexions sur les travaux exposés précédemment nous ont amenés à rechercher des critères 
de terminaison moins restrictifs que les critères usuels de façon à prendre en compte des stratégies 
d'application de règles et les ensembles de termes initiaux. Comme on l'a vu, la propriété de 
terminaison est souvent trop forte et seule la terminaison pour une stratégie donnée ou sur un 
domaine donné est nécessaire. Par exemple, dans le cas des programmes en logique de réécriture, 
bien souvent seule la preuve de terminaison du système de réécriture pour la stratégie innermost 
et sur une classe de termes initiaux (ou requêtes) est nécessaire. D'autre part, lorsque le système 
de réécriture ne termine pas de façon générale, il existe parfois des stratégies particulières ou des 
sous-ensembles de termes initiaux pour lesquels la terminaison est démontrable. 

Il existe des méthodes de preuve de terminaison dans le cas de la stratégie innermost [AG97b, 
DH95]. D'autre part, la preuve de terminaison de systèmes de réécriture typés [Gna92, OCL96], 
s'apparente à la restriction de la preuve de terminaison à un sous-ensemble de termes initiaux. 
Pour notre part, nous avons proposé dans la section 6.6.5 un critère de terminaison pour la 
stratégie de réduction séquentielle et pour un ensemble donné de termes initiaux. Cependant, il 
n'existe pas de méthode générale pouvant s'adapter à toute stratégie d'application des règles et 
à tout ensemble de termes initiaux. Ceci est dü au fait que la notion d'ordre utilisée dans les 
grands théorèmes de terminaison s'accorde mal avec ces restrictions. Pour la prise en compte de 
ces deux restrictions, au lieu d'imposer 1 > r pour toutes les règles 1 -+ r du système comme dans 
les preuves traditionnelles, il semble naturel de n'imposer la décroissance que sur les chaînes de 
réécriture admissibles, Le. les chaînes débutant d'un terme appartenant à l'ensemble de termes 
initiaux et dont les pas de réécriture respectent la stratégie. 

185 



186 Chapitre 8. Synthèse 

Nous ébauchons ici une autre méthode de preuve de terminaison qui permettrait de capturer 
de façon générale les restrictions liées aux stratégies et celles liées aux ensembles de termes 
initiaux. Au lieu de montrer la terminaison de la relation de réécriture, l'idée est d'établir la 
terminaison de toutes les chaînes de réécriture à partir d'un terme ou d'un ensemble de termes. 
On dira qu'un terme t termine s'il n'existe aucune chaîne infinie de réécriture issue de t. Soit n 
un système de réécriture, et E un ensemble de termes muni d'un ordre> bien fondé possédant 
la propriété de sous-terme. Nous nous proposons de montrer la terminaison des termes de Epar 
induction sur E muni de l'ordre>. 

Tout d'abord, nous montrons comment il est possible de capturer la notion de stratégie, par 
exemple la stratégie innermost (voir section 3.2.2). Soit F = {fact : 1, x : 2, + : 2, s : 1,0: a} et 
n le système de réécriture suivant, emprunté à [DH95], qui définit la factorielle: 

p(s(x)) -+ x (1) 
fact(O) -+ s(O) (2) 
fact(s(x)) -+ s(x) x fact(p(s{x)) (3) 
o x x -+ 0 (4) 
s(x) x y -+ (x x y) + y (5) 
x + 0 -+ x (6) 
x + s(y) -+ s(x + y) (7) 

Il est impossible de montrer la terminaison de ce système à l'aide d'un ordre de simplification 
car, dans la règle fact(s(x)) -+ s(x) x fact(p(s(x»)), le membre gauche est plongé dans le 
membre droit. Ici, nous allons montrer la terminaison de ce système sous la stratégie innermost 
pour un ensemble de termes initiaux E = T(F). On suppose que T(F) est muni d'un ordre 
de simplification> (ordre bien fondé, monotone et ayant la propriété de sous-terme). Soit P la 
propriété suivante: un terme tE T(F) a la propriété P, noté P(t), si t termine et pour tout terme 
U tel que t ~+ U et U E IRR(R), on a t > u. Nous montrons maintenant par induction que 

ln 

pour tout t E T(F) on a P(t). Un point important est que nous construisons l'ordre d'induction 
> au fur et à mesure, en construisant un ensemble de contraintes d'ordre C que doit satisfaire 
>. Initialement, l'ensemble de contraintes C est vide; la seule contrainte implicite est que> doit 
être un ordre de simplification, ce qui assure que> a la propriété de sous-terme et la monotonie. 
Soit f E P, tl,··· ,tn E T(F) , et t = f(tl,'" ,tn)· Trois cas peuvent se présenter. Soit 

1. t est en forme normale. Dans ce cas, on a trivialement P(t) puisque t termine et qu'il 
n'existe pas de terme u tel que t ~ + u. 

zn 

2. tous les sous-termes de t sont en forme normale, i.e. Yi = l, ... ,n: ti E IRR(n) , et t 

n'est pas en forme normale. Dans ce cas, seule une réécriture au sommet du terme t (à la 
position E) peut avoir lieu. Nous montrons que pour toute chaîne de réécriture innermost 
t --+n Ul ~ t2 ... issue de t il existe un entier i E N tel que t > ti. Pour ce faire, nous 

in in 
considérons tous les termes Ul tels que t ~ Ul et nous vérifions que Cu {t > Ul} est une 

zn 
contrainte satisfaisable. Si pour un Ul particulier ce n'est pas le cas, alors nous considérons 
tous les termes U2 tels que Ul ~ U2 et nous vérifions que Cu {t > U2} est satisfaisable, 

zn 
et ainsi de suite. Pour connaître tous les termes Ul il suffit de raisonner par cas sur les 
règles de réécriture applicables. Traitons le cas de notre exemple: 

- t = p(s(td) -+ tl· Comme nous avons supposé que> a la propriété de sous-terme, 
nous savons que la contrainte p(S(tl)) > tl est trivialement vérifiée par >. 
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- t = jact(O) --+ seO). Contrairement au cas précédent, tout ordre de simplification> 
ne satisfait pas nécessairement l'inégalité jact(O) > seO). Or, il est facile de trouver 
un ordre de simplification (par exemple un lpo) qui vérifie Cu {Jact(O) > seO)} (C 
était vide jusqu'ici). Donc, C devient C = {Jact(O) > seO)} et nous poursuivons la 
preuve. 

- t = jact(s(tt) --+ s(tt) x jact(p(s(tJ)) = UI. Ici, Cu {t > ut} n'est satisfaisable 
par aucun ordre de simplification. Or, comme le terme U n'est pas en forme normale, 
nous choisissons donc de raisonner un pas plus loin, Le. sur tous les termes U2 tels que 
UI -:-+R- U2· Comme tl est en forme normale, la seule réécriture innermost pouvant 

ln 

intervenir sur le terme UI porte nécessairement sur le sous-terme p(s(tt» qui se réécrit 
obligatoirement en tl. On a donc UI = s(tt} xjact(p(s(tt}» --+ s(tt) x jact(tt} = U2 et 
il s'agit bien de la seule réécriture innermost possible. Or, Cu {t > U2} est satisfaisable 
par un ordre de simplification (lpo par exemple). L'ensemble de contraintes C devient 
donc C = {Jact(O) > seO), jact(s(tt}) > S(tl) x jact(tt}}. 

- t = 0 X tl --+ O. La contrainte 0 x tl > 0 est vraie pour toute ordre de simplification 
>, il est inutile de l'ajouter à C comme dans le cas de la règle (1). 

- t = S(tl) X t2 --+ (tl x t2) + t2. La contrainte Cu {s(tt} X t2 > (tl x t2) + t2} 
est satisfaisable. C devient C = {Jact(O) > seO), jact(s(tt}) > s(td x jact(tt}, 
s(tt} x t2 > (tl x t2) + tÛ. 

- t = ft + 0 --+ tl. Aucune contrainte supplémentaire n'est nécessaire, comme dans le 
cas de la règle (1). 

- t = tl +S(t2) --+ S(tl +t2)}' La contrainte CU{tl +S(t2) > S(tl +t2)} est satisfaisable. 
L'ensemble C devient C = {Jact(O) > seO), jact(s(tt}) > s(tt) x jact(tt} , s(tt} x t2 > 
(ft x t2) + t2, tl + S(t2) > S(tl + t2)}. 

Si l'ensemble de contraintes est satisfaisable alors pour toute chaîne de réécriture innermost 
t -:-+R- UI -:-+R. U2 ... issue de t il existe un entier i E N tel que t > Ui. Or, à partir de 

in in 
t > Ui, en appliquant l'hypothèse d'induction, on obtient P(Ui), Le. Ui termine et pour tout 
terme u~ E IRR('R) tel que Ui -:-+R-+ u~, on a Ui > u~. Ainsi, comme toutes les chaînes 

tn 
issues de t passent par un terme qui termine, on en déduit que t termine. D'autre part, de 
t > Ui et Ui > u~, et de la transitivité de > on déduit que t > u~. D'où finalement, on a 
pet). 

3. les sous-termes de t ne sont pas tous en forme normale, Le. 3i = 1, ... ,n tel que ti ~ 
IRR('R). Suivant la stratégie innermost, il est d'abord nécessaire de normaliser les sous­
termes. Par hypothèse, l'ordre> a la propriété de sous-terme, d'où Vi = 1, ... , n : 

j(tl,'" ,tn} > ti· Par induction, on en déduit donc que Vi = 1, ... ,n : P(ti}, Le. pour 
tout sous-terme ti ~ IRR('R} , il existe t~ E IRR('R) tel que ti -:-+R.+ t~ et ti > t~. 

ln 

La stratégie innermost privilégiant les réécritures dans les sous-termes par rapport à la 
réécriture au sommet, on en déduit que le terme t est nécessairement réduit de la fa­
çon suivante: j(tl,'" ,tn} -:-+R-+ j(ti, ... ,t~}. Ensuite, du fait que pour tous les sous-

!n 

termes ti réduits on a ti > t~, et par la propriété de monotonie de l'ordre >, on ob-
tient que j(tl, ... , tn} > j(ti, ... ,t~}. Il suffit alors de montrer P(f(ti, ... ,t~)) avec 
ti, ... ,t~ E IRR('R} pour assurer P(f(h, ... ,tn}}. Nous nous ramenons donc au cas pré­
cédent. 
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L'existence d'un ordre de simplification tel que C est satisfaisable est assuré pendant tout le 
processus. Grâce à notre prototype, étape après étape, il est notamment possible de vérifier 
automatiquement qu'il existe bien un lpo satisfaisant C. Ainsi, grâce à la puissance du raisonne­
ment par induction, nous venons de montrer la terminaison innermost d'un système de réécriture 
non-simplifiant à l'aide d'un ordre de simplification. 

Il faut remarquer que, dans cet exemple, nous avons bénéficié du fait que lors de la réécriture 
d'un terme au sommet, la stratégie innermost impose que tous les sous-termes soient en forme 
normale par rapport à n. Cependant, il est possible de relâcher cette condition sur la stratégie 
en choisissant un préordre 2: bien fondé, ayant la propriété de sous-terme et tel que lors de toutes 
les étapes de réécriture, tous les termes soient au moins équivalents, i.e. s -+n t ==> s 2: t. La 

propriété P(t) devient alors: t termine et pour tout terme u tel que t -+n+ U on a t 2: u. Si pour 

tout terme t, on étudie de la même façon toutes les chaînes de réécriture possibles issues de t: 
trois cas sont possibles. 

1. Soit t est irréductible et il est facile de conclure. 

2. Soit la première réécriture de la chaîne a lieu au sommet de t et l'on procède par cas sur 
les règles comme dans l'exemple précédent. Là encore, plusieurs cas sont possibles: soit la 
première réécriture t -+n UI est telle que C U {t > UI} est une contrainte satisfaisable, 

soit on étudie tous les termes U2 tels que UI -+n U2, et ainsi de suite, sachant que tous ces 

termes restent comparables, Le. t 2: UI, UI 2: U2, •••. 

3. Soit la première réécriture de la chaîne t -+n UI n'a pas lieu au sommet. Or, on sait par 

induction que les sous-termes tI, ... ,tn de t terminent (puisque t > ti, i = 1. .. n). Il 
ne peut donc y avoir de chaîne infinie de réécriture dans les sous-termes; il existe donc 
nécessairement un terme Ui et une chaîne de réécriture telle que t -+n + ui (finiment) et ui 

est irréductible ou se réécrit au sommet en Ui+!. De plus comme t 2: Ui et t termine si Ui 
termine, P(t) est ramené au problème de P(Ui). Or, P(Ui) se montre comme dans les cas 
précédents. 

Le lecteur attentif aura remarqué qu'en exigeant s -+n t ==> s 2: t, on retrouve des conditions 

très proches de celles utilisées dans la méthode des paires de dépendance (voir théorème 4.2). 
Maintenant nous voyons comment capturer, à la fois, les restrictions dues à une stratégie et 

à un ensemble de termes initiaux. Soit n un système de réécriture et E ç T(F) un ensemble 
de termes initiaux. On souhaite montrer que tout terme tEE termine. Tout d'abord, il faut re­
marquer qu'il n'est pas toujours possible d'utiliser n'importe quel E comme domaine d'induction 
puisqu'en réécrivant un terme s de E à l'aide d'une règle de n il est possible d'obtenir un terme 
t ft E. Dans ce cas, il est impossible d'appliquer une hypothèse d'induction sur t qui est en de­
hors du domaine. Ce problème ne s'était pas posé dans l'exemple précédent car nous raisonnions 
sur T(F), d'où il n'est pas possible de sortir par -+no En revanche, au lieu de raisonner sur E, 

il est possible de fixer n*(E) comme domaine d'induction. En effet, toute réécriture appliquée 
sur n'importe quel terme de n*(E) donne nécessairement un terme de n*(E). Ici, nous allons 
représenter l'ensemble des termes initiaux à l'aide d'un automate d'arbres et restreindre notre 
domaine d'induction aux termes reconnus par l'automate T-,? t (A) approximant n*(C(A)). 

Soit n un système de réécriture soumis à une double stratégie: innermost pour le choix des 
positions de réécriture et une priorité sur les règles pour le choix de la règle à appliquer: on 
applique toujours en premier la règle qui a la plus grande priorité. Soit F = {O : 0, s : 1, + : 2} 
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et R le système de réécriture suivant dans lequel les règles sont données par ordre décroissant de 
priorité: 

0+ x -t x (1) 
(x+y)+z-+x+(y+z) (2) 
x + y -t Y + x (3) 

et soit E l'ensemble de termes initiaux représenté par l'automate d'arbres A = (:F, Q, QI, b.) tel 
que Q = {qO, ql}, Q f = {qo} et .6. = { 

o -t qo 
s(qo) -+ qo 
qo + ql -+ qo 
ql + qo --r qo 
o --r qI} 

L'automate A reconnaît l'ensemble des termes E = {O, s{x}, X + 0,0 + x 1 x E E}. Il est 
clair que le système R ne termine pas de façon générale, notamment à cause de la règle de 
commutativité x + y --r y + x. De plus, même si l'on applique les règles de ce système avec 
une stratégie innermost et en respectant les priorités, ce système ne termine pas sur 7(:F). Par 
exemple, le terme s(O) + stOl ne peut être réécrit que par la dernière règle, mais il peut l'être de 
façon infinie. De la même façon, le système R ne termine pas sur L:(A} si l'on applique les règles 
sans priorités: le terme 0+0 peut être réécrit sans fin par la règle (3). Nous montrons maintenant 
que ce système termine sur ..c(A) si l'on applique les règles de façon innermost et en respectant 
les priorités. En restreignant notre domaine d'induction à ..c(7n t (A)), nous espérons éliminer, 
par exemple, le cas des termes u + v, u, v E {8(0), 8(S(0)), ... } dont la terminaison ne peut pas 
être montrée. Tout d'abord, nous calculons l'automate 7n t (A) = (:F, Q', Qi, .6.') reconnaissant 
un sur-ensemble de R*(..c(A)): 

[] result term: 
Description of A(O)states 3.qIO. l.nil final states qlO.nil 

transitions plus(qI3,qIO)->qIO.plus(qi3,qI3)->qI3.plus(qll,qI3)->q13. 
plus(qll,qll)->q!3.plus(q!O,qI3}->qIO.o->qIO.s(q!O)->q10. 
plus(q!1,qIO)->q!O.plus(q!O,qll)->qIO.o->qll.o->qI3.nil End of Description 

Ensuite nous raisonnons sur tous les termes de 7n t (A), et nous montrons que Vt E ..c(7n t 
(A)) : pet), Le. t termine et pour tout terme u tel que t -:--+R. + u et u E IRR(R), on a t > u. 

zn 
. Soit t = J(tl, ... ,tn ) E ..c(7n t (A)). Comme dans l'exemple précédent, en supposant que 

l'ordre> est un ordre de simplification, le cas d'un terme t dont les sous-termes tl,." ,tn ne 
sont pas en forme normale peut être ramené au cas d'un terme t' tel que t > t' = f(t~, ... ,t~) 
tel que t~, ... ,t~ E IRR(R). Nous nous intéressons donc exclusivement au cas d'un terme 
t = f(tl,' .. ,tn ) tel que h, ... , E IRR(R). Si le terme est irréductible au sommet, comme 
dans le cas précédent, t termine et on a trivialement P(t). Si le terme est réductible au sommet, 
on procède par cas sur les règles. Notons que pour chaque cas: (a) t est une instance de membre 
gauche de règle, (b) les sous-termes de t sont en forme normale, (c) t est un terme ou un sous­
terme de E(7n t (A)) et, enfin, comme il s'agit d'un système à priorité, (d) si l'on considère 
un terme instance du membre gauche d'une règle l --r r alors ce terme ne peut être instance du 
membre gauche d'une règle li --r ri plus prioritaire. Selon les cas, on utilisera une ou plusieurs de 
ces assertions. Initialement, l'ensemble de contraintes C est vide et > est supposé être un ordre 
de simplification. 

- t = 0 + tl --r tl. Cette contrainte est satisfaite par n'importe quel ordre de simplification, 
il est inutile de l'ajouter à C. 
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- t = (tl +i2)+i3 -+ il +(t2+t3) = t'. Dans ce cas, on ajoute la contrainte i = (il +i2)+t3 > 
il + (t2 + i3) = t' à C qui reste satisfaisable. 

- i = il + t2 -+ i2 + tl = u. La contrainte il + t2 > t2 + il n'est pas satisfaisable quelle 
que soit l'ordre de simplification >. Or, puisqu'il s'agit d'un système à priorité, on sait que 
pour si on peut appliquer cette règle, on n'a pas pu appliquer les règles précédentes. On en 
tire les diséquations suivantes: tl f= 0 et Vh, k E T(F) tl f= h + k. D'autre part, on sait que 
t doit être reconnu par un des états 25 de TR t (A), i.e. 3q E Q S.t. t -+,6,' q. Si l'on applique 
l'algorithme de filtrage de la section 6.2.3 au problème tl + t2 :s:! Qo V tl + t2:s:! ql V tl + t2 :s:! q3 
on obtient les solutions suivantes: 

0"1 = {tl 1---+ Q3, t2 1---+ qo} 
0"2 = {tl f---t q3, t2 1---+ qs} 
0"3 = {t l f---t qI, t2 1---+ q3} 
0"4 = {tl f---t qI, t2 f---t qIJ 
0"5 = {tl f---t qo, t2 f---t q3} 
0"6 = {tl f---t ql, t2 f---t qo} 
0'7 = {tl f---t qo, t2 f---t qIJ 

Or, parmi ces 7 solutions, il est possible d'en éliminer 5 immédiatement puisqu'elles doivent 
également vérifier les diséquations précédentes: tl f= 0 et Vh, k E T(F) tl f= h + k. Or, 
l'état qi ne reconnait que 0 et q3 ne reconnaît que 0 ou tout terme ayant un + au sommet. 
Ainsi, toutes les solutions associant tl à qi ou q3 peuvent être écartées. Donc, seules 0'5 et 
0"7 peuvent être envisagées. Le terme U = t2 + tl résultant de la réécriture est donc tel que 
t2 est reconnu soit par l'état qi soit par l'état q3 de l'automate TR t (A). Si l'on ajoute en 
plus que t2 est nécessairement irréductible par rapport à R, il doit être également reconnu 
par l'automate AI RR(R) que nous pouvons également calculer: 

[] resul t term: 
Description of nil states qlO.nil final states qlO.nil transitions 

o->qIO.s(qIO)->qIO.nil End of Description 

Or, le seul terme reconnu par ql ou q3 et par l'automate précédent est O. D'où t2 = 0, 
et u = 0 + fI. Puisque tl est également en forme normale, la seule réécriture pouvant 
s'appliquer sur u est appliquée au sommet. De plus la règle appliquée est nécessairement 
(1). On a donc u = t2 + fI ~ tl = v. Or, par la propriété de sous-terme de > on a 

ln 
nécessairement t > v = tl. 

Comme dans notre premier exemple, nous venons de montrer que pour toute chaîne de 
réécriture innermost avec priorité t ~ tl ~ t2 ... issue de t E C(TR t (A)), il existe 

ln tn 

un entier i E N tel que t > ti. De la même façon, à partir de t > ti, en appliquant 
l'hypothèse d'induction, on obtient P(ti), i.e. ti termine et pour tout terme t~ E IRR(R) 
tel que ti ~ + t~, on a ti > t~. Ainsi, comme toutes les chaînes issues de t passent par un 

zn 
terme qui termine, on en déduit que t termine. D'autre part, de t > ti et ti > t~, et de la 
transitivité de > on déduit que t > ( D'où finalement, on a P(t). 

L'automatisation de ce procédé est en cours d'étude. 

25. il s'agit bien ici d'un état quelconque de l'automate et pas nécessairement d'un état final, puisque nous 
devons montrer la propriété P pour tous les termes et sous-termes de C(Tn t (A)) 
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8.2 Vers un environnement de preuve de terminaison 

Dans les chapitres précédents, nous avons détaillé quelques-unes des principales méthodes de 
preuve de terminaison offrant de bonnes propriétés pour l'automatisation. Dans cette section, 
nous abordons le problème de la conception cl 'un environnement logiciel dédié à la preuve de 
terminaison. Tout d'abord, nous passons en revue les outils de base d'un tel environnement. 
Ensuite, nous étudions différentes combinaisons possibles de ces outils et nous tentons de dégager 
leurs intérêts relatifs en pratique. 

8.2.1 Les phases et outils essentiels 

En plus d'une phase de suppression des conditions des systèmes conditionnels, une preuve de 
terminaison peut compter jusqu'à trois phases, dont une optionelle, qui sont: une phase de pré­
paration de la preuve par production des contraintes, une phase de simplification des contraintes 
(optionnelle), et enfin une phase de résolution des contraintes. Nous donnons maintenant les 
principaux outils que nous proposons dans notre architecture pour chaque phase. 

Conditionnel --t non-conditionnel Pour prouver la décroissance d'un système conditioIl..nel, 
nous avons vu qu'une méthode consistait à se ramener au cas d'un système non-conditionnel 
dans lequel sont ajoutées des règles l -t Si et l --t ti, i = 1 ... n, pour toute règle condi­
tionnelle l -t r if SI ..!- tb .. ' ,Sn ..!- tn. Il existe une autre méthode, bien connue, de trans­
formation de systèmes conditionnels en systèmes non-conditionnels, utilisée notamment 
dans [Art97], dans laquelle des règles de réécriture décrivant la sémantique d'un opérateur 
if sont ajoutées et les règles conditionnelles sont exprimées grâce à cet opérateur sous la 
forme de règles non-conditionnelles. Ces deux méthodes seront appliquées par un outil que 
nous nommerons DECOND. 

Préparation de la preuve La préparation de la preuve passe par la génération des contraintes 
d'ordre à satisfaire. Nous avons vu qu'il existait à ce jour deux méthodes de génération des 
contraintes: la méthode standard où, pour chaque règle l -t r, nous ajoutons une inégalité 
l > T, et la méthode des paires de dépendance déjà étudiée dans la section 4.3. Nous 
nommerons respectivement STD et DP les outils de génération des contraintes standard et 
avec paires de dépendance. 

Simplification des contraintes Quelle que soit la méthode de génération des contraintes utili­
sée, il est possible de les simplifier en les normalisant par un schéma de programme récursif 
(ou RPS, voir section 4.3). Cependant, on a vu que ce type de simplification était essen­
tiellement utile pour la méthodes des paires de dépendance. L'outil associé sera nommé 
RPS. 

Résolution des contraintes Enfin, la résolution des contraintes d'ordre peut être effectuée par 
un outil automatique tel LPO (voir section 7.1), ou un outil semi-automatique tel GPO (voir 
chapitre 5), ou encore POLO [Gie95bJ pour les interprétations polynomiales. L'intérêt d'un 
outil automatique tel LPO réside principalement dans le fait qu'il s'agit d'une procédure 
de décision pour l'existence d'un ordre lpo satisfiant les contraintes initiales. En d'autres 
termes, si la procédure échoue, cela signifie qu'il est possible de définitivement écarter lpo 
pour tenter de satisfaire ces contraintes. Ceci n'est pas le cas avec des outils tels POLO et 
GPO, basés sur une grande part d'interprétation, où un échec n'est pas rédhibitoire. 
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8.2.2 Les combinaisons efficaces 

Dans cette section nous donnons quelques combinaisons des outils de base donnant de bons 
résultats en pratique. Ces résultats totalement empiriques sont le fruit de nos propres observations 
ainsi que des observations de T. Arts et J. Giesl dans le cadre de leurs expérimentations sur les 
paires de dépendances. 

Ce que nous appellons ici "combinaison efficace" est une combinaison d'outils offrant un bon 
compromis entre 

- le spectre d'application, i.e. le nombre de systèmes pouvant être traités par la combinaison, 
et 

la qualité d'automatisation, i.e. le temps de calcul s'il s'agit d'une combinaison d'outils 
automatiques, et la qualité de l'aide fournie par le calcul dans le cas d'une méthode semi­
automatique. 

Par exemple, nous considérons que les combinaisons STD + LPO et STD + GPO sont toutes 
deux efficaces, au même titre. En effet, même s'il est clair que GPO est plus puissant que LPO, 
LPO est une procédure de décision aux temps de calculs acceptables, alors que GPO est semi­
automatique. Ceci permet entre autres de tester LPO en premier, avant de tenter de résoudre un 
ensemble de contraintes à l'aide de GPO. Voici quelques combinaisons efficaces des outils de base. 
Nous ne faisons pas apparaître les outils DECOND qui ne posent aucun problème d'efficacité 
puisqu'il s'agit uniquement de transformations syntaxiques. 

STD + LPO Cette combinaison est la première à essayer sur tout système de réécriture. Un 
énorme avantage est que chacune des deux réponses possibles est informative: si la réponse 
est positive, alors le système termine, si la réponse est négative, alors il n'existe aucune 
précédence pour orienter ce système avec l'ordre lpo. 

Avantages: procédure de décision. Efficace sur les systèmes simples. Génération explicite 
de l'ordre. 

Inconvénient: spectre relativement étroit de l'ordre, systèmes simplifiants uniquement. 

DP + POLO Nous avons vu que l'utilisation des paires de dépendance ramène la preuve de 
terminaison à la satisfiabilité d'un ensemble d'inégalités par un ordre bien fondé non né­
céssairement monotone. Or, la génération de tels ordres est particulièrement aisée avec les 
interprétations polynomiales. 

Avantages: contrôle possible de la preuve de terminaison en donnant une partie des inter­
prétations polynomiales à la main. Bénéficie du fait que les interprétations polynomiales 
sont un outil relativement intuitif. 'fraite les systèmes non simplifiants. 

Inconvénients: POLO n'est pas une procédure de décision. Les calculs sont limités dans 
le temps par une borne supérieure arbitraire choisie par l'utilisateur. Pas de génération 
explicite de l'ordre. 

STD + GPO La résolution des contraintes d'ordre GPO permettent de guider l'utilisateur 
lors de la preuve, en extrayant la partie difficile de la preuve sur laquelle 1'utilisateur doit 
concentrer ses efforts. Certaines parties peuvent être résolues automatiquement par des 
fonctions de terminaison de type précédence. Possibilité de tenter des preuves automatiques 
avec les instances décidables de GPO. 
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Avantage: bon compromis automatisation/contrôle et interaction. Génération explicite de 
l'ordre. 

Inconvénient: GPO n'est pas une procédure de décision. 

DP + RPS + LPO RPS permet de simplifier les inégalités et de les affaiblir suffisament pour 
que la forte monotonie du Ipo ne soit plus un handicap. De plus, on profite de la décidabilité 
de LPO. Le seul problème reste l'énorme complexité de l'outil RPS (section 4.3) 

Avantages: Traite les systèmes non simplifiants. Procédure de décision, si l'on restreint à 
un nombre fini de RPS à étudier. 

Inconvénients: Explosion des calculs de RPS. Peu de contrôle sur la preuve. En particulier, 
il est difficile d'aider manuellement la résolution puisque le facteur d'explosion, le choix du 
RPS n'est pas toujours intuitif. Pas de génération explicite de l'ordre. 

DP + GPO Identique au cas STD + GPO, mais l'affaiblissement préliminaire de la condition 
de terminaison par l'utilisation de DP est à l'avantage de GPO qui peut produire des 
instances non nécessairement monotone. 

Avantage: bon compromis automatisation/contrôle et intéraction. 

Inconvénient: GPO semi-automatique. Pas de génération explicite de l'ordre. 

DP + RPS + GPO Cette approche combine une phase d'affaiblissement des inégalités par 
DP, une phase de simplification parRPS et l'extraction des parties difficiles restantes par 
résolution de contraintes GPO. Possibilité d'équilibrer le contrôle entre la construction du 
RPS et les interprétations dans GPO. 

Avantage: Sans doute l'outille plus puissant (mais pas nécessairement le plus efficace). 

Inconvénient: exponentialité de RPS et indécidabilité de GPO. Pas de génération explicite 
de l'ordre. 

Toutes ces combinaisons de méthodes visent à établir la terminaison d'un système de ré­
écriture. Une fois les résultats établis, nous avons vu qu'il était possible de les exploiter afin de 
montrer la terminaison d'un système modulaire les contenant. Afin de simplifier les preuves 
en réutilisant les résultats de terminaison existants, un environnement de preuve de termi­
naison doit pouvoir vérifier les conditions classiques de modularité de la terminaison géné­
rale [Mid90, Oh194, Der95, Gra96], ainsi que le critère de terminaison de la relation séquentielle 
proposé section 6.6.5. 
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Chapitre 9 

Conclusion 

Dans cette thèse, nous nous sommes principalement intéressés à la preuve de terminaison 
des systèmes de réécriture, mais également à ses implications dans le domaine plus général de la 
vérification de programmes et de processus. Afin d'automatiser les preuves, nous avons proposé 
deux approches complémentaires basées respectivement sur la résolution de contraintes d'ordre 
et la résolution de contraintes ensemblistes à l'aide d'automates d'arbres. 

Dans la première approche, nous avons défini un algorithme de preuve de terminaison des 
systèmes de réécriture résolvant des contraintes d'ordre gpo sur une structure de graphe OCS qui 
est une structure de donnée partagée représentant les règles de réécriture. Les noeuds du graphe 
représentent les opérateurs et les arcs représentent respectivement la relation de réécriture, la re­
lation de sous-terme ou la relation d'ordre gpo entre les termes. Le dernier type d'arc est étiqueté 
par une formule, conditionnant la validité de l'arc, nommée obligation de preuve (V-preuve). 
Nous avons donné un ensemble correct et complet de règles d'inférence assurant la construction 
des V-preuves de façon polynomiale en temps et en espace. A partir d'un graphe OCS initial 
dépourvu d'arcs d'ordre, ces règles construisent tous les arcs d'ordre utiles, jusqu'à obtenir une 
forme normale. L'un des intérêts principaux de cet algorithme est qu'il évite la construction 
d'un grand nombre d'arcs trivialement insatisfaisables, allégeant par là même le graphe et la 
complexité du calcuL Une méthode de preuve de satisfaisabilité des V-preuves a également été 
définie. Elle utilise une représentation des V-preuves sous forme de DAG, un processus d'Îns­
tanCÎation partielle des fonctions de terminaison, ainsi qu'un mécanisme de résolution basé sur 
la recherche de chemins minimisant les hypothèses sur les V-preuves. Dans le cas des instances 
de gpo, pour lesquelles la satisfaisabilité de toutes les fonctions de terminaison peut être testée 
automatiquement, la preuve de terminaison peut être intégralement automatisée. Pour les autres 
cas, l'intérêt de la méthode est de focaliser l'effort de l'utilisateur sur le coeur de la preuve en 
démontrant de façon automatique les parties les plus simples et en extrayant les parties les plus 
difficiles. Des extensions de la méthode au cas particulier de l'extension lexicographique et de 
l'extension multi-ensemble de l'ordre gpo ont également été données. Dans le cas multi-ensemble, 
l'algorithme repose sur une nouvelle définition de l'extension multi-ensemble d'un préordre éten­
dant la définition traditionnelle sur les ordres et plus opérationnelle que les définitions connues. 

La deuxième approche établit un critère permettant de prouver la terminaison d'un système 
composé de modules à partir des résultats de terminaison de chacun des modules. Ce critère 
est basé sur le calcul des ensembles de 'K-descendants, et de R-formes normales. Ces ensembles 
ne sont, en général, pas des ensembles réguliers et ne sont donc pas représentables par des 
automates d'arbres classiques. Au lieu d'en donner une représentation exacte avec des outils 
plus complexes, le parti que nous avons pris ici a été d'en calculer des sur-ensembles réguliers 
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suffisamment précis pour répondre aux besoins du critère. L'essentiel du travail a porté sur la 
définition d'un algorithme calculant un automate IR t (A) qui reconnaît un sur-ensemble des 
R-descendants de C(A). Cet automate d'approximation est paramètré par une fonction précisant 
le degré d'approximation voulu. Dans cette thèse, nous avons plus particulièrement développé le 
cas de la fonction d'approximation ancêtre qui, bien que simple, donne des résultats intéressants 
en pratique. Grâce au pliage des appels récursifs pouvant intervenir dans le calcul de IR t 
(A), l'approximation ancêtre donne, en général, de meilleurs résultats que les approximations 
existantes, basées sur l'approximation de la relation de réécriture. En dehors du domaine des 
langages réguliers, il existe une approche que nous n'avons pas étudié ici, basée sur les grammaires 
d'arbres synchronisées [LR97] (Tree Tuple Synchronised Grammars, ou TTSGs) qui permet de 
réaliser un calcul exact de l'ensemble des descendants. Cependant, ce calcul s'applique à des 
classes plus restreintes de systèmes de réécriture: les systèmes constructeurs linéaires confluents 
et la faisabilité de ce calcul n'a pas été encore réellement démontrée. 

Outre les applications de ce calcul d'approximation au critère de preuve de terminaison 
modulaire, nous avons proposé d'autres applications, toutes dans le domaine de la vérification de 
programme, dont une déjà connue: la preuve de complétude suffisante, et d'autres plus originales: 
le test d'atteignabilité, l'approximation de co-domaine et la preuve de non-terminaison. 

Grâce aux deux prototypes implantés au cours de cette thèse, nous avons démontré la faisa­
bilité et l'intérêt pratique de l'approche contrainte pour l'automatisation des preuves de termi­
naison. Nous avons montré la place que pourraient prendre ces prototypes, en tant qu'outils de 
base, dans un démonstrateur automatique dédié à la terminaison. De plus, nous avons répertorié 
les autres outilspotentieHement automatisables vus dans cette thèse et dégagé l'intérêt rela­
tif de leurs combinaisons en fonction du but à atteindre: terminaison seule ou ordre décidable, 
procédure automatique ou avec contrôle. 

D'autre part, en alliant les deux formes de contraintes, nous avons ébauché une approche 
prometteuse pour un problème qui nous tient en haleine depuis le début de cette thèse: la prise 
en compte de stratégies quelconques et d'ensembles de termes initiaux dans les preuves de ter­
minaison. Nous utilisons, pour cela, un mécanisme de preuve par induction, sur un domaine (un 
ensemble de termes dos par réécriture reconnu par l'automate IR t (A)) muni d'un ordre d'in­
duction construit au fur et à mesure de la preuve par un mécanisme de résolution de contraintes 
d'ordre. Cette approche a le mérite de montrer la terminaison de problèmes situés en dehors du 
spectre d'application des méthodes classiques et offre ainsi de nouvelles perspectives. En outre, 
d'autres pistes de recherche sont possibles dans le prolongement de ce qui a été présenté dans 
cette thèse. 

Optimisation de la recherche des chemins minimaux 

Nous avons proposé une méthode semi-automatique de preuve de satisfaisabilité des 0-
preuves. Dans notre prototype, toujours dans un but d'évaluation, nous avons réalisé une im­
plantation directe des mécanismes d'instanciation partielle gauche (avec une précédence) et de 
recherche des chemins minimaux tels qu'ils sont décrits dans la section 5.5. Voici un exemple 
de ce que l'on peut obtenir dans le cas du système définissant la factorielle d'un entier (voir 
section 5.4 page 72) 

Path: [129, 126, 72, 113, 110, 49, 50, 117, 114, 52, 25, 101, 98, 30, 2, 89, 86, 7J 
Precedence: [fact > p, fact > (*), (*) > (+), (+) > s] 
Oproofs: T(fact(s(x»»T(fact(p(s(x»» T(*(s(x), y»>T(*(x, y» T(+(x, s(y»»T(+(x, y» 

Proof done in 0.39 seconds, cpu time 
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où le chemin est donné sous la forme d'une liste d'entiers correspondant aux étiquettes des nœuds 
du graphe de 0-preuve 26 , d'une précédence compatible et d'une liste de V-preuves restant à 
démontrer. Cette première implantation montre également que, dans le cas de systèmes de taille 
plus importante, un algorithme naïf de recherche des chemins minimaux est insuffisant. En 
effet, l'efficacité du parcours complet d'un DAG de V-preuve comptant un nombre important 
de chemins, est insuffisante. Cependant, là encore, il doit être possible de limiter l'explosion 
combinatoire en utilisant des techniques de propagation de contraintes inévitables ainsi que des 
contraintes relatives à la structure des graphes utilisés. Par exemple, à partir d'un chemin p 
qui n'est pas minimal il est possible de désigner et de supprimer tous les chemins "supérieurs" 
Le. incluant au moins toutes les V-preuves présentes sur le chemin p. Or, la structure des 0-
preuves utilisées dans notre implantation est telle que,. après une instanciation partielle gauche, 
par exemple, les O-preuves restantes sont situées dans les branches droites de la disjonction. En 
appliquant ce type de caractérisation structurelle à partir d'un chemin non-minimal il doit être 
possible d'éliminer, sans les parcourir, un certain nombre de chemins inintéressants parce que 
non-minimaux. 

La déduction de RPS 

La déduction d'un schéma de programme récursif (RPS), même s'il s'agit d'un processus 
décidable, s'avère être parfois inutilisable en pratique même pour de petits systèmes. En effet, 
le nombre de RPS à considérer augmente de façon exponentielle avec le nombre de symboles 
de fonction. L'algorithme de déduction des RPS implanté dans le prototype de T. Arts est une 
recherche brutale. Une piste de recherche possible est d'optimiser la construction des RPS en 
utilisant un mécanisme proche de celui des SOCS. Une possibilité est également de transformer 
les règles de déduction pour que celles-ci, au lieu de générer simplement des O-preuves génèrent 
des couples (O-preuve, RPS) tels que la O-preuve soit effectivement une O-preuve de l'arc si l'on 
applique le RPS à la règle. 

Application de Tn. t (A) aux graphes de dépendance 

Une autre piste de recherche liée aux paires de dépendance concerne la simplification des 
graphes de dépendance. En effet, pour déterminer s'il existe un arc entre deux paires de dé­
pendance (s, t) et (u, v), Le. s'il existe une substitution a telle que ta ~n ua, la méthode 
communément utilisée par T. Arts et J. Giesl est l'approximation basée sur les fonction REN et 
CAP définies dans la section 4.3. Il existe des cas simples prenant cette approximation en défaut 
et un arc est ajouté alors qu'il n'a pas lieu d'être. Lorsque cela est le cas T. Arts et J. Giesl 
proposent d'utiliser une méthode basée sur la surréduction. Une autre approximation possible 
consiste à construire un automate A reconnaissant toutes les instances closes de t, de calculer 
Tn. t (A) et de vérifier s'il existe une substitution a telle que ua est reconnu par Tn. t (A). 
On peut remarquer, en outre, que lorsqu'il s'agit de montrer la terminaison innermost à l'aide 
des paires de dépendance, il est possible de restreindre le langage reconnu par Tn. t (A) avec 
l'hypothèse supplémentaire que les sous-termes des termes atteignables doivent être en forme 
normale, et donc être également reconnus par A1RR(n.). Cette approximation semble plus fine 
que l'approximation basée sur REN et CAP, mais il reste à étudier son efficacité en pratique, 
par rapport à la technique à base de la surréduction de T. Arts et J. Giesl. 

26. généré en même temps et donné figure 7.10 
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Valeur de l'approximation ancêtre dans les cas exacts 

Dans le calcul de Tn t (A), si les membres droits de toutes les règles du système R sont des 
variables ou sont de la forme f(Xl,' .. ,xn ) où xI, ... ,xn sont des variables, alors l'approximation 
n'intervient pas et Tn t (A) reconnaît exactement R*(C(A). En effet, toutes les transitions à 
ajouter sont déjà normalisée: elles sont soit de la forme q --+ q' soit de la forme f(ql,'" ,qn) --+ q 
où ql, ... ,qn sont des états. 

Cependant, dans le cas des systèmes clos, des systèmes monadiques et semi-monadiques, 
si l'on calcule un automate approximation à l'aide de l'approximation ancêtre, il est parfois 
nécessaire de normaliser des transitions de la forme t --+ q où t est un terme clos de hauteur 
quelconque figurant dans le membre droit d'une règle l --+ r E R. Cependant, par définition de la 
fonction d'approximation ancêtre, il n'y a approximation de la normalisation de ces transitions 
que si le terme t ou l'un de ses descendants par R \ {l --+ r} est réécrit à nouveau par l --+ r. 
Dans ce cas précis, il semble possible que l'approximation ancêtre soit exacte mais cela reste à 
montrer. Si tel est le cas, alors pour les systèmes clos, monadiques et semi-monadiques, nous 
aurons également C(Tn t (A)) = R*(C(A) pour l'approximation ancêtre. 

Dans, le cas des systèmes décroissants le problème est différent puisque le membre droit d'un 
règle peut comporter des variables n'apparaissant pas dans le membre gauche. Ceci n'est pas 
standard en réécriture et n'est pas réalisable par l'approximation telle qu'elle est définie dans la 
section 6.4. 

Calculs exacts de R*(E) et classes (R, E) régulières 

Une autre voie de recherche directement liée à la précédente est la recherche de conditions sur 
net E pour que l'ensemble des descendants R*(E) soit un ensemble régulier. En analysant les 
sur-ensembles de R*(C(A)) et R'(.C(A)) obtenus par l'approximation ancêtre, il est apparu que 
le calcul effectué était parfois exact, et ce pour des systèmes en dehors de la classe des systèmes 
"décroissants". Avec F. Jacquemard, nous avons tenté d'isoler une classe de systèmes soumis à des 
conditions orthogonales à la décroissance et de concevoir un algorithme permettant de calculer 
de façon exacte l'ensemble des descendants pour cette classe de systèmes. Or, il semble que si l'on 
n'impose aucune condition sur l'ensemble E lui-même, les conditions imposées sur R deviennent 
trop restrictives et donc impraticables pour beaucoup de systèmes de réécriture récursifs. Une 
piste de recherche possible est la recherche de conditions, à la fois sur le système de réécriture 
(tout en conservant une expressivité suffisante) et sur le langage de départ, Le. C(A), assurant 
la reconnaissabilité de l'ensemble des descendants. 

Raffinement de l'approximation 

Deux extensions de l'algorithme de construction de Tn t (A) sont, a priori, envisageables: 
extension au cas des systèmes non-linéaires à gauche et extension au cas de la réécriture inner­
most. 

Tout d'abord, voyons sur un exemple les problèmes particuliers posés par les règles non­
linéaires à gauche. Soit F = {f: 2,g: l,a: O,b: O} une signature, R = {f(x,g(x)) -+ g(x)} un 
système de réécriture et A = (F, Q, Qj,I:J.), tel que Q = {QO,ql,q2,q3}, Qf = {qo} et I:J. = { 

f (ql, q2) -+ qo 
a --+ qi 

9(q3) --+ q2 
a -+ q3 

b -+ q3} 
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l'automate d'arbres reconnaissant exactement le langage: {j(a, g(a)), f(a, g(b))}. Si l'on applique 
l'algorithme de filtrage, défini dans la section 6.2.3, sur le problème initial f(x,g(x)) :Sl qo, on 
obtient: 

f(x,g(x)) :Sl qo règle Configuration 

règle Decompose 

règle Configuration 

règle Decompose 

Dans l'algorithme de filtrage, tel que nous l'avons défini, ceci ne donne pas une substitution 
satisfaisante puisqu'il est impossible d'associer à x à la fois ql et Q3. Ainsi, si l'on applique 
rigoureusement l'algorithme de construction de IR t (A) de la section 6.4, on ne peut ajouter 
aucune transition à l'automate A, d'où IR t (A) = A et le terme g(a) n'est pas reconnu par 
IR t (A) alors qu'il appartient à R*(C(A)). Cependant, même s'il n'existe pas directement de 
substitution satisfaisante, il faut bien remarquer que la réponse de l'algorithme de filtrage décrit 
exactement l'ensemble des instances de x satisfaisant le problème de filtrage initial. En effet, 
les instances t de x que nous cherchons sont telles que t -+:6.. qi et t -+:6.. q3. Si l'on souhaite 
construire IR t (A) en tenant compte de ceci, une première approximation possible consiste à 
construire autant de membres droits qu'il existe de substitutions satisfaisantes: ajouter ici les 
transitions g(qr) -+ qo et g(q3) -+ qo· Ainsi on couvre bien tous les termes possibles de R*(C(A)). 
Cette approximation ne demande que très peu de modifications de l'algorithme général mais est, 
cependant, très grossière puisqu'elle ajoute à la fois g(a) et g(b) au sur-ensemble régulier des 
descendants. 

Pour construire une approximation plus précise, il suffit de remarquer que les langages 
C(A, qt} et C(A, (3) sont réguliers. Il est donc possible de construire un automate B = (F, Q', Qi, fj.1) 

tel que Qj = {qb}, Q n Q' = 0 et C(B, q~) = C(A, qd n C(A, (3). Ensuite si l'on ajoute Q' à Q et 
à fj., on peut construire une substitution solution (f qui est (f = {x I-t q~}. Dans notre exemple, 

l'automate représentant l'intersection de C(A,qd et C(A,q3) est B = (F,{qh},{q&},{a -+ q~}), 
et la substitution solution est (f = {x I-t q&}. On sait que par R: f(q&,g(qb)) -+ g(qb). En 
conséquence, la transition à ajouter à fj. est g(q~) -+ qo. Ainsi l'ensemble reconnu par l'automate 
IR t (A) obtenu est bien C(A) = {J(a,g(a)), f(a,g(b)),g(a)}. 

Cependant, dans le cas général, il reste à définir une méthode pour combiner cette technique 
avec une approximation qui assurera la finitude du calcul de IR t (A), dans tous les cas. Une 
des principales difficultés réside dans le fait que l'ensemble des états ajoutés n'est pas réduit aux 
états nécessaires pour la normalisation des transitions, mais comprend également tous les états 
de l'automate B reconnaissant les termes de l'intersection. 

La deuxième extension envisageable de ces techniques d'approximation concerne le calcul 
des descendants pour la réécriture innermost, Le. pour tout système de réécriture R et tout 
ensemble régulier de termes initiaux E ç T(F) , calculer un sur-ensemble régulier de {t 1 33 E 

E t.q. 3 --:--+R* t}. Le principe est très proche du cas précédent: pour chaque réécriture, nous 
ln 

savons que les sous-termes du membre gauche sont en forme normale. Ainsi, tout problème de 
filtrage de la forme l:Slq où l est un membre gauche de règle, pourra être ramené à 1 :'Slql V ... V qn où 
Q1, ... ,qn sont les états finaux d'un automate B reconnaissant le langage régulier C(A, q) nLinner 
où Linner = {J(tl,'" ,tn ) 1 Vf E F n et Vtl ... tn E IRR(R)}. Comme dans le cas précédent, 
en ajoutant les états et transitions de l'automate B, un des problèmes principaux reste d'assurer 
la finitude du calcul de 7R t (A). 
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Résumé 

Les systèmes de réécriture sont des systèmes de calcul simples et lisibles dont l'expressivité est suff­
isante pour le codage des programmes ou la spécification de processus automatiques. En exprimant 
les programmes ou processus sous la forme de systèmes de réécriture, on dispose, en outre, d'outils de 
vérification puissants basés sur les méthodes de preuve de la réécriture. . 

Dans ce contexte, l'importance de la terminaison est double: elle assure l'achèvement des calculs en un 
temps fini, mais d'autre part, elle est une prémisse indispensable à d'autres méthodes de preuve telles la 
preuve par cohérence, ou la preuve par récurrence. Classiquement, la preuve de terminaison d'un système 
de réécriture est conditionnée par la recherche d'un ordre bien fondé assurant la décroissance de chaque 
étape de réécriture. La recherche manuelle d'un tel ordre n'est envisageable que sur des petits systèmes 
de réécriture. C'est pourquoi l'automatisation des preuves de terminaison est un élément crucial pour 
l'exploitation des outils de preuve de la réécriture sur des programmes ou des processus de taille réelle. 

Dans cette thèse nous présentons deux approches pour l'automatisation des preuves de terminaison 
des systèmes de réécriture. Dans la première approche, le système est considéré dans son ensemble et la 
recherche de l'ordre de terminaison - une instance de l'ordre général sur les chemins (gpo) - est effectuée 
à l'aide d'un mécanisme de résolution de contraintes d'ordre tendant à rendre la recherche la plus efficace 
et la plus automatique possible. Cette recherche est notamment optimisée grâce à un algorithme de 
résolution manipulant les contraintes d'ordre sous la forme de graphes orientés. 

La deuxième approche est modulaire; le système est divisé en sous-systèmes et les preuves de termi­
naison sont réalisées indépendamment pour chaque sous-système. La terminaison du système complet 
est assurée, pour une certaine stratégie d'application des sous-systèmes, par un critère basé sur le calcul 
d'une approximation de l'ensemble des formes normales en utilisant des techniques d'automates d'arbres. 
D'autres applications de cette approximation à d'autres types de vérifications sont également présentées, 
parmi lesquelles la complétude suffisante, le test d'atteignabilité, et la preuve de non-terminaison forte. 

Mots clés: vérification de programmes et de systèmes, réécriture, automatisation des preuves de termi­
naison, contraintes d'ordre, automates d'arbres, approximation d'ensembles de descendants et de formes 
normales. 

Abstract 

Term Rewriting Systems are simple and readable computational systems which are expressive enough 
to encode programs or specify automatic processes. Moreover, programs or processes, expressed by term 
rewriting systems, enjoy powerful verification tools based on proof techniques of rewriting. 

In this framework, termination is an important property: on the one hand it ensures the finiteness 
of computations and, on the other hand, it is an important precondition to sorne other proof techniques 
such as proof by consistency or proof by induction. The usual method for proving termination of a 
term rewriting system consists in deducing a weIl founded ordering ensuring that each rewriting step is 
decreasing. However, searching by hand for such orderings can only be done on small term rewriting 
systems. Thus, automatisation of termination proofs is crucial for using rewriting proof techniques on 
programs or processes of real size. 

In this thesis, we propose two methods for automatising termination proofs of term rewriting systems. 
In a first approach, termination is proven on the whole system by constructing an ordering - an instance 
of the general path ordering (gpo) - using an ordering contraint solving technique (on directed acyclic 
graphs) which optimise and automatise as much as possible the construction. 

The second approach is modular; the term rewriting system is splitted into sub-systems whose termi­
nation is proven independently. The termination of the whole system is ensured, for a specifie strategy 
of sub-systems application, using a criterion based on an approximation of the set of normal forms by 
sorne tree automata techniques. We also present sorne other applications of this approximation technique 
to verification such as: proof of sufficient completeness, reachability testing, and strong non-termination 
proofs. 

Keywords: program and system verification, rewriting, termination proof automatisation, ordering con­
straints, tree automata, approximation of sets of descendants and sets of normal forms. 
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