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INTRODUCTION 

Les algèbres de Kac-Moody sont des généralisations en dimension infinie des 

algèbres de Lie semi-simples. Ces algèbres ont fait apparaître des notions nouvelles 

qu'on ne rencontre pas dans le cas classique, à savoir, les systèmes de racines infinis, 

les racines réelles, les racines imaginaires dont les multiples sont encore des racines 

et qui peuvent avoir une multiplicité plus grande que 1, les groupes de Weyl infinis, 

etc ... 

Dans le cas où l'algèbre de Kac-Moody est indécomposable ( ce qui correspond 

à une algèbre de Lie simple dans le cas classique) du fait que le système de racines 

est infini une base de racines ne peut pas être conjuguée à son opposé par le groupe 

de Weyl; d'où l'existence de deux classes de conjugaison (sous le groupe de Weyl) 

de bases de racines et donc grâce à la décomposition de Birkhoff deux classes de 

conjugaison (sous le groupe adjoint) de sous algèbres de Borel. 

Soit fi une algèbre de Kac-Moody indécomposable sur Ci un automorphisme 

linéaire (ou semi-linéaire) de fi est dit de première espèce lorsqu'il stabilise les deux 

classes de conjugaison de sous algèbres de Borel de fi; dans le cas contraire on dit 

que l'automorphisme est de seconde espèce. 
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U ne forme réelle de 9 est une algèbre de Lie réelle 90 telle que 90 ® te est 

isomorphe à 9; on choisit donc une identification de 90 ® te avec 9 et on lui associe 

l'automorphisme Id ® 1 de 9, où 1 est la conjugaison de te sur R Les formes 

réelles de 9 correspondent ainsi bijectivement aux automorphismes semi-linéaires 

et involutifs de 9 dits semi-involutions ( ou conjugaisons) de 9. 

Une forme réelle de 9 est dite presque déployée lorsque la semi-involution 

correspondante est de première espèce; dans le cas contraire la forme est dite 

presque compacte. 

Dans ce travail on distingue deux parties qui sont " presque" indépendantes. 

La première partie consiste à étudier les formes réelles presque déployées 

d'algèbres de Kac-Moody indécomposables et symétrisables. 

L'hypothèse " symétrisable " intervient par l'usage de la forme bilinéaire in­

variante sur 9 qui permet de généraliser certains résultats sur les formes réelles 

des algèbres de Lie semi-simples ( notamment la comparaison d'une forme réelle 

à une forme compacte), (cf [KP2] ou [R2]). 

Les principaux résultats sur ces formes sont rédigés dans un article en collab­

oration avec Valérie Back, Nicole Bardy et Guy Rousseau, ([B3R] ). 

Pour un corps K quelconque de caractéristique nulle, d'après les résultats de 

Rousseau ([B3 R], §2), une K-forme presque déployée de 9 est entièrement déter­

minée par son indice. Pour classifier ces K-formes on a besoin de connaitre les in­

dices admissibles, c'est à dire les indices qui correspondent à des K-formes presque 

déployées. 

Dans le cas réel, pour vérifier l'admissibilité d'un indice donné, l'idée est de 

généraliser la correspondance bijective classique (due à Elie Cartan) qui à une 

forme réelle d'une algèbre de Lie simple complexe, c'est à dire à une semi-involution 

( ou conjugaison ) al de cette algèbre de Lie complexe associe une involution de 

cette algèbre ( dite involution de Cartan ) qui est le produit a = a' w' de a' et 

d'une semi-involution " compacte" ou de Cartan w' commutant avec a'. 

L'accomplissement de ce programme est ma contribution essentielle à [B3R] 

qui est inclus dans cette thèse. Plus précisément dans le §4 j'établis une correspon­

dance bijective entre les classes de conjugaison des formes réelles presque déployées 

( c'est à dire des semi-Învolutions de première espèce) d'une algèbre de Kac-Moody 
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complexe symétrisable et indécomposable, et celles des involutions de seconde es­

pèce de cette algèbre, et j'indique un procédé de classification de ces involutions, 

semi-involutions ou formes réelles presque déployées. Au §6 la classification com­

plète est indiquée dans le cas affine. 

L'article [B3R] est complété dans la première partie de ce travail par un §7 où 

l'on explicite mieux la classification des involutions de seconde espèce et où l' on 

étend ces classsifications aux algèbres de Kac-Moody indécomposables strictement 

hyperboliques et symétrisables. 

La deuxième partie est consacrée aux formes réelles presque compactes d'algèbres 

de Kac-Moody affines, elle est indépendante de la première partie à l'exception de 

l'usage de quelques définitions et résultats ( notamment sur le groupe d'automorph­

ismes de g) introduits dans [B3R], §l. 

Dans le premier chapitre de cette partie, on reprend (avec un point de vue 

différent) l'étude ( par Jean Bausch [B] ) des automorphismes d'ordre fini et de 

première espèce des algèbres de Kac-Moody affines. Cette étude est due à V.Kac 

([K]) dans le cas classique des algèbres simples et avait été étendue par F.Levstein 

([L]) au cas des involutions des algèbres affines. 

Dans ce chapitre on examine toutes les réalisations de fi comme " algèbre 

de lacets tordue", c'est à dire les différents isomorphismes de 9 avec des algèbres 

r(5, e, TI), où 5 est une algèbre de Lie semi-simple, e un automorphisme de 5 d'ordre 

divisant un certain entier p et TI est une racine primitive pième de l'unité. On note 

ici ((5, e, TI) = (EB t i Q95j) EB( CcEBCd), où 5j est l'espace propre de e associé à la 
jEZ 

valeur propre Tl j et le crochet est maintenant classique, ( cf [K] ou Chap 1 de la 

deuxième partie ci-dessous). 

Le résultat essentiel de ce chapitre est alors que pour une bonne réalisation 

((5, e, TI) de l'algèbre affine g, un automorphisme d'ordre fini et de première espèce 

a de 9 s'écrit comme le relèvement naturel d'un automorphisme d'ordre fini de 5 

commutant avec l'automorphisme de torsion 8. 

Comme conséquence de ceci, on retrouve d'une manière assez simple l'un des 

résultats les plus techniques de Bausch ([B]) concernant la structure de l'algèbre 

gO' de points fixes de a dans g. 

Dans le deuxième chapitre on se sert des résultats du chapitre 1 et de ceux 



-7-

de Bausch et Rousseau ( [BR] et [R2 ] ) pour étudier les formes réelles presque 

compactes d'algèbres de Kac-Moody affines. Plus précisément, on montre que pour 

une bonne réalisation ((5,8, "l) de fl, une forme presque compacte de fl s'obtient à 

partir d'une forme réelle 8-stable de l'algèbre de Lie semi-simple 5. On étend ainsi 

à ce cas un rèsultat de G. Rousseau et V.Back pour les formes presque déployées 

( [R3] et [B3R, §5] ). 

La liste de ces formes établie dans [BR] et [R2 ] peut éventuellement comporter 

des redits, puisque la classification se fait en se fixant ce qu'on appelle une " 

sous algèbre de Cartan maximalement compacte" de la forme presque compacte, 

et on ne sait pas à priori que deux telles sous algèbres sont conjuguées par un 

automorphisme intérieur commutant avec la semi-involution associée à la forme 

presque compacte donnée. En fait la liste de [BR] qui est reproduite à la fin de 

ce chapitre classifie les involutions de première espèce des algèbres de Kac-Moody 

affines et on montre dans [R2] que les classes de cojugaison de ces involutions 

sont en bijection ( par essentiellement le même procédé que celui decrit dans la 

première partie) avec les classes de conjugaison des paires formées d'une forme 

réelle presque compacte et d'une sous algèbre de Cartan maximalement compacte. 

La fin de ce deuxième chapitre est consacrée à une construction ( basée sur 

la liste précitée mais essayant d'éviter l'étude d'un trop grand nombre de cas) 

d'une sous algèbre torique déployée maximale ( SATDM ) dans chaque forme 

presque compacte; de plus la SATDM construite est stable par l'involution a 

correspondante. Cette construction est un premier pas en vue de l'étude des formes 

presque compactes via les S AT D M qui pourrait éventuellement déboucher sur une 

classification plus satisfaisante. 
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Première partie 

Formes réelles presque déployées 

d'algèbres de Kac-Moody symétrisables 

Cette partie consiste en l'article [B3R] à paraître au " Journal of algebra " et 

des complèments que l'on a regroupé dans un paragraphe 7. 
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FORMES PRESQUE DEPLOYEES D' ALGEBRES DE KAC-MOODY: 

CLASSIFICATION ET RACINES RELATIVES 

par Valérie Back-Valente , Nicole Bardy-Panse, 

Hechmi Ben Messaoud et Guy Rousseau 

On sait que les algèbres de Kac-Moody sont des généralisations raisonnables (et utiles) 

en dimension infinie des algèbres de Lie semi-simples complexes. On appelle forme 

d'algèbre de Kac-Moody une algèbre de Lie sur un corps K de caractéristique 0 qui 

devient isomorphe à une algèbre de Kac-Moody sur la clôture algébrique de K. Il se 

trouve que pour une partie (la moitié ?) de ces formes (celles dites presque-déployées) on 

peut généraliser les théorèmes classiques sur les algèbres de Lie semi-simples sur un 

corps de caractéristique O. Pour les autres formes dites presque-anisotropes des résultats 

sont disponibles essentiellement sur le corps des réels: [R2],[A] et [BeP] ; voir aussi 

[R6] pour une revue d'ensemble. 

Cet article est donc consacré aux formes presque-déployées. Le paragraphe 1 rappelle, 

en fixant les notations, quelques résultats sur les algèbres de Kac-Moody, leurs formes et 

les groupes associés. 

Au paragraphe 2 on continue l'étude à la Borel-Tits [BoT] des formes presque­

déployées d'àlgèbres de Kac-Moody qui a été déjà bien entamée dans [R4] et [R5]. Il 

s'agit ici essentiellement de généraliser des résultats de Tits [Tl] sur la classification de 

ces formes. 

Le paragraphe 3 est consacré à l'étude du système des racines relatives, on y donne sa 

description complète au moyen d'une matrice dite de Kac-Moody relative. Le point 

notable est qu'il existe des racines simples imaginaires comme chez Borcherds [Bo]. 
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Au paragraphe 4 on explique que les fonnes réelles presque-déployées des algèbres de 

Kac-Moody complexes symétrisables sont en correspondance bijective (comme dans le 

cas classique) avec certaines involutions (dites de seconde espèce) de ces algèbres. Grâce 

aux résultats de Kac et Wang [KW] sur ces involutions et à ceux du paragraphe 2, on 

donne un procédé de classification effective de toutes les fonnes réelles presque­

déployées d'une algèbre de Kac-Moody complexe symétrisable donnée. 

Au paragraphe 5 on montre que toutes les fonnes presque-déployées sur le corps K 

d'algèbres de Kac-Moody affines peuvent se construire explicitement à partir d'une 

algèbre de Lie simple sur K par un procédé généralisant la construction des algèbres de 

lacets (tordues ou non). 

On applique enfin tous les résultats précédents dans le paragraphe 6 pour établir le 

tableau de toutes les fonnes réelles presque-déployées d'algèbres de Kac-Moody affines 

et de leurs systèmes de racines relatives. Ce tableau fournit donc aussi la classification des 

involutions de seconde espèce des algèbres de Kac-Moody affines complexes. 

§ 1 ALGEBRES DE KAC-MOODY ET FORMES PRESQUE-DEPLOYEES: 

1.1 Soient K un corps de caracteristique 0 et K sa cloture algébrique. 

On considère une algèbre de Kac-Moody g sur K que l'on suppose construite comme 

dans [K] et avec toutes ses composantes de dimension infinie. Pour les résultats 

standards suivants on renvoie à [K] et [PK] ou parfois à [KPl],[KP2],[R2] ou [R4]. 

Il existe une matrice de Cartan généralisée (encore appelée matrice de Kac-Moody) 

A=(aij)ijeI telle que g=g(A) soit engendrée par l'al~èbre de Cartan standard b et des 

éléments ei , fi pour ie 1.On a la décomposition g=b$( $ga) où a parcourt le système de 

racines 11= l1(g,b)cb*-{O} . 

On note II={ ai / ie 1 } la base (standard) de 11 . L'ensemble des racines positives 

(resp. né~atives) est 11+=l1n($ieI Nai) (resp. 11- = -11+). 

Les coracines aiv dans b sont telles que aij=aj(aiV) pour tous i,j . Le groupe de Weyl 

W de (g ,b) est engendré par l'ensemble S des réflexions fondamentales ri définies par 

ri(h)=h-ai(h)aiV pour h dans b . Une racine réelle est une racine conjuguée par W à une 
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racine dans IT ; leur ensemble est noté tl.re . Les éléments de tl.im=tl.-tl.re sont les racines 

ima&inaires . Le ~ de g est t = {He b / a(H)=O 'Vae IT } . 

1.2 Pour un sous-ensemble J de Ion définit le sous-groupe W(J) de W engendré par les 

ri , pour ie J et Q(J) = @iEJ Z ai , Q+(J) = Œ>iE J }Ill ai ; les objets analogues définis 

avec les aiv sont notés avec des v ,on omet (J) quand J = 1. 

On définit des sous-ensembles de tl. par : 

tl.P(J)=tl.f1(Q(J)Œ>Q+(I-J» , tl.(J)= tl.m(J)=tl.f1Q(J) et tl.U(J)=tl.P(J)-tl.m(J) 

On en déduit des sous-algèbres de g : 

P+(J)=P(J) = bŒ>(Œ>ga> où a parcourt tl.P(J) 

P-(J) = bŒ>(Œ>ga) où a parcourt -tl.P(J) 

ttt(J) = bŒ>(@ga> où a parcourt tl.m(J) 

U+(J)=U( J)= où a parcourt tl.u(J) 

U-(J) = œga où a parcourt -tl.u(J) 

Alors P+(J)=ttt(J)œU(J) (resp. P-(J)=ttt(J)Œ>U-(J» est la sous-algèbre parabolique 

standard positive (resp. négative) de type J (le mot standard et les signes font référence 

ici et dans la suite du § 1 à la standardisation (b,IT) de 1.1). 

U(J) est un idéal caractéristique de P(J) et ttt(J) == P(J)jU(J) est le produit d'une sous­

algèbre de b et d'une algèbre de Kac-Moody ttts(J) associée à la matrice A(J) = (aij)ijEJ . 

Cette algèbre ttts(J) contient l'algèbre dérivée ttt(J)' engendrée par les ei ,fi pour i e J; 

elle est la somme directe de ttt(J)' et d'un supplémentaire dans b de {h e b / ai(h) = 0 

'V i e J } + bf1ttt(J)' . 

Le sous-ensemble J et les paraboliques correspondants sont dits de type fini si la 

matrice A(J) est une matrice de Cartan, c'est à dire si W(J) est fini ou si tl.m(J) est fini. Si 

J ne contient aucune composante connexe de 1 (ce qui est toujours le cas si J est de type 

fmi) on dit que J et les paraboliques correspondants sont non-dégénérés. Quand J=01es 

paraboliques b+=p+(0) et b-=P-(0) sont appelés sous-algèbres de Borel standards. 
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1.3 On définit un ~oupe G (ne dépendant que de g) agissant sur g par la représentation 

adjointe Ad : G~Aut(g), Il est engendré par des sous-groupes Ua, pour a racine réelle, 

isomorphes au groupe additif ga par un isomorphisme exp tel que: Adoexp=expoad . 

Le groupe H associé à l'algèbre de Cartan standard b est l'ensemble des ge G qui 

agissent sur ga ( pour ae ôu{O}) par multiplication par un scalaire a(g) dépendant 

multiplicativement de a (en particulier H fixe b=go ). Ainsi pour he H et Xe ga on a 

h.exp(X).h- l = exp(a(h).X) et donc H normalise Ua . 

Le sous-~oupe de Borel standard positif (resp. né~atif) est le sous-groupe engendré 

par H et les Ua pour a racine réelle positive (resp. négative) . 

Pour J dans 1 le sous-~oupe parabolique standard positif (resp. négatif) correspondant 

à J est P(J) = P+(J) = B+W(nB+ (resp. P-(J) = B-W(J)B- ) ; c'est le stabilisateur de P(J) 

(resp. P-(J) ) dans G . Le groupe M(J) = P(J)nP-(J) est le produit H.G(J) où G(J) est le 

sous-groupe (distingué) engendré par les Ua pour a racine réelle dans ôffi(J) . 

1.4 Les sous-algèbres de Cartan (c'est à dire les sous-algèbres adg-diagonalisables 

maximales) de g sont conjuguées par G . 

Une sous-al~bre de Borel de g est une sous-algèbre complètement résoluble maximale 

de g ; c'est le cas de b+ et b- qui ne sont pas conjuguées par G . Les sous-algèbres de 

Borel conjuguées par G à b+ (resp. b- ) sont dites positives (resp. né~atives ). Si g est 

indécomposable il n'y a pas d'autre classe de conjugaison de sous-algèbre de Borel. 

Une sous-algèbre parabolique de g est une sous-algèbre contenant une sous-algèbre de 

Borel. On dit qu'elle est non dégénérée si elle ne contient aucun facteur indécomposable 

de g et de si~ne positif ou né~atif si elle est propre (Le. différente de g ) et si elle contient 

une sous-algèbre de Borel positive ou négative. Si g est indécomposable toute sous­

algèbre parabolique propre est non-dégénérée et de signe positif ou négatif. Une sous­

algèbre parabolique P de signe positif ou négatif est conjuguée à une unique sous­

algèbre parabolique standard P±(J) ; elle est non dégénérée si et seulement si J est non 

dégénéré. On note U(P) le conjugué correspondant de U±(J) et on appelle J le ~ de P . 
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Les sous-algèbres paraboliques de signe E de g contenues dans la sous-algèbre 

parabolique standard pE(J) correspondent bijectivement (par passage au quotient) aux 

sous-algèbres paraboliques de signe Ede mS(J) . 

Un automorphisme (linéaire ou semi-linéaire) de g agit de manière compatible à Ad sur 

G et donc transforme deux sous-algèbres de Borel (ou paraboliques) conjuguées en deux 

sous-algèbres de Borel (ou paraboliques) conjuguées; il est dit de première espèce s'il 

transforme une sous-algèbre de Borel positive ou négative en une sous-algèbre de Borel 

de même signe. 

1.5 Une K-forme de g est une algèbre de Lie gK telle qu'il existe un isomorphisme de g 

surgK® K . 

Dans la suite on fixe une telle forme et un tel isomorphisme. Alors le groupe de Galois 

r=Gal( K /K) agit sur g et le groupe correspondant G . On identifie gK avec l'ensemble 

gr des points fixes et on définit GK = Gr . 

On dit que gK est preSQue-déployée si r est formé d'automorphismes (semi-linéaires) 

de première espèce. On sait [R4] que cela équivaut à exiger qu'une sous-algèbre 

parabolique non dégénérée et de signe positif (resp. négatif) de g est définie sur K . 

Si g est décomposable, cette notion de presque-déployée dépend du choix de la classe 

de conjugaison des sous-algèbres de Borel opposées b+ et b- . On peut alors de manière 

plus générale dire que gK est presque-déployée si r stabilise une classe de conjugaison 

de sous-algèbre de Borel; cette notion se ramène à la précédente par le choix de cette sous­

algèbre de Borel comme standard. 

Un exemple de forme presque-déployée est la forme déployée dgK que l'on définit par 

générateurs et relations comme g mais en remplaçant le corps K par le corps K . Tous 

les objets introduits ci-dessus se définissent encore pour dgK ( on les orne alors des lettres 

d et K). Les résultats indiqués ci-dessus sont encore valables [PK]. 

Une partie B de g ou de G est dite définie sur K si elle est stable par r , on note alors 

BK = Br . On dit aussi, par exemple, que" P est un K-parabolique " au lieu de " P est un 

parabolique défini sur K , etc. Inversement si tK est un K-sous-espace vectoriel de gK , 

on note t == tK® K le K-sous-espace vectoriel de g correspondant. 
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1.6 Sous-algèbres toriques; 

Une sous-algèbre torique K-déployée de gK est une sous-algèbre t pour laquelle la 

représentation adjointe dans gK est diagonalisable. Une sous-algèbre t est dite torique si 

et seulement si t~ K est torique K -déployée. 

Une sous-algèbre de Cartan ( en abrégé SAC) de gK est une sous-algèbre bK telle que 

bK~ K soit une sous-algèbre de Cartan de g . Toute sous-algèbre torique de gK est 

contenue dans une sous-algèbre de Cartan de gK [R4; 4.3] . 

n est clair que dbK est une SAC de la forme déployée dgK ; c'est aussi une sous-algèbre 

torique K-déployée donc une sous-algèbre torique K-déployée maximale. Il résultera de 

2.8 ci-dessous que si dans une forme presque-déployée une SAC est déployée alors cette 

forme est isomorphe à la forme déployée dgK . 

1.7 Automorphismes de g ; 

Soit b la SAC standard de g . On définit dans [PK] un groupe fi qui agit sur G et g ; en 

fait Ad(H) est isomorphe à (K)1 et si l'élément h correspond à (hi)iE l, il agit sur ga par 

multiplication par le scalaire a(h) = ni (hi)n(i) si a = L n(i)ai e ~u {O} . 

L'involution de Cartan co de g est définie par oo(ei)=-fi ,oo(fï>=-ei et oo(h)=-h pour he b 

; elle dépend donc du choix de l'épinglage (b,n,(ei,fi)iEJ) de 1.1 . 

Le groupe des automorphismes intérieurs de g est l'image Int(g):=Ad(H~G) du 

produit semi-direct de fi et G. Son groupe dérivé est le groupe adjoint Ad(G) (noté 

aussi Int'(g) ou Int(g'» ou wupe des automorphismes intérieurs de g' (algèbre dérivée 

de g ). Ces groupes sont intrinsèquement définis par g , cf. [R2]. 

On considère le groupe Aut(A) des permutations p de 1 telles que 1lpi,pj = ai,j pour 

i,je 1. On en déduit une action fidèle de Aut(A) sur g' en posant p(ei) = epi et p(fi) = fpi ; 

cette action commute à 00 et p(b')=b' où b' = bng' = Ei7 Kaiv ; plus précisément 

p(aiV ) = apiv . D'après [PK] le groupe Aut(A)~Int(g) (resp. (Ql4Aut(A»~Int(g) où Q 

désigne le groupe commutatif engendré par les involutions de Cartan des composantes de 

g ) est le groupe Auti (g') des automorphismes de première espèce (resp. le groupe 

Aut(g') de tous les automorphismes) de g' ( ou g/t ou g'/t ). 
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On peut prolonger l'action de Aut(A) de b' à b et donc de 51' à 51 par le choix d'un 

supplémentaire de b' dans b (c'est analogue à la démonstration 2.11b ci-dessous). On 

peut ainsi considérer Aut(A) comme un groupe d'automorphismes (dits de diagramme) de 

(51 ,b) commutant à ro et Aut} (g ') et considérer Aut(51 ') comme un groupe 

d'automorphismes de 9 , mais ces définitions ne sont pas intrinsèques [R2]. 

Le sous-groupe Tr=Tr(g ,g',t) des transvections de 51 (noté Aut(9 ,g ') dans 

[KW;4.20D est formé des automorphismes de 51 qui induisent l'identité sur g' (resp. 51/t 

ou g'jt ) ; il commute à Int(g) et ro et est isomorphe au groupe additif des applications K 

-linéaires de g/g' dans t , cf. [R2]. Le groupe des automorphismes de 51 (resp. des 

automorphismes de première espèce) est Aut(51) = Aut(g')~Tr (resp. AutI (51) = 

Aut} (51 ')rxTr ). 

§ 2 L'INDICE DES FORMES PRESQUE-DEPLOYEES: 

Dans tout ce paragraphe gK est une forme presque-déployée de g . 

La proposition 2.1 ci-dessous est l'un des résultats essentiels [R4,R5] , voir 3.4 , 3.5 

et 3.11 dans [R5]. 

Proposition 2.1 : Pour tout signe e, le groupe GK agit transitivement sur les paires 

(tK,PKE) où tK est une sous-algèbre torique K-déployée maximale (en abrégé SATDM) 

de gK et tK C PK!:: une K-sous-algèbre parabolique minimale de signe E de gK. Toute 

K-sous-algèbre parabolique de signe E contient une K-sous-algèbre parabolique 

minimale de signe E . 

On dira qu'une telle paire (tK,PKE) est une standardisation de gK de signe E . Ainsi 

pour K = K une standardisation de 9 est une paire (b,b) d'une SAC et d'une sous­

algèbre de Borel b ::> b , ce qui équivaut à la notion introduite en 1.2 . 

Dans la suite on choisit un signe que l'on note + . 

Proposition 2.2 : Pour une standardisation (tK,PK+) de gK, il existe une sous­

algèbre de Cartan bK de gK et une sous-algèbre de Borel positive b+ de 51 telles que : 

te b c b+ c p+ 
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Il existe une partie de type fini 10 de 1 telle que p+ = P+(IO) pour la standardisation 

(l),b+) de 9 . 

La sous-algèbre parabolique P- = P-(10) est définie sur K et minimale. Elle ne dépend 

que de t et p+ . 

Définitions: Sous ces conditions on dira que la standardisation (tK,PK-) de 9K est 

OI!Posée à (tK,PK+) et que la standardisation (b,b+) est compatible avec (tK,PK+) . 

Démonstration: D'après [R4;4.3] il existe une sous-algèbre de Cartan bK contenant tK 

. Avec le langage immobilier de [R4;R5] on a que la facette F(P+) de p+ dans l'immeuble 

de 9 sur K est l'enclos de son intersection FK(P+) avec le K-appartement AK(t) de tK 

qui est contenu dans l'appartement A(b) de b ; donc F(p+) c A(b) et b c p+ . 

L'existence de b+ est alors claire et 10 est de type fini d'après [R4;4.7b]. 

Comme P-(10) est la sous-algèbre parabolique opposée à P+(IO) par rapport à la SAC b 

qui est définie sur K , elle est elle même définie sur K . Elle est minimale d'après 

[R4;4.7b]. Comme la K-chambre FK(P-) est l'opposée de FK(P+) dans le K-appartement 

AK(t) l'algèbre P- ne dépend que de t et p+ . 

RemarQue: Pour une SAC bK de 9K , il est équivalent de dire que bK contient une 

SAIDM tK de 9K et que bK est contenue dans une K-sous-algèbre parabolique minimale 

PK+ de 9K . En effet, une fois traduit en langage immobilier, cela signifie que 

l'appartement ACb) contient un K-appartement AK(tK) si et seulement si il contient une K­

chambre FK(PK+) ce qui est clair car A(b) est stable par le groupe de Galois r . Dans ces 

conditions il existe une sous-algèbre de Borel b+ telle que: t c b c b+ c p+ . 

Proposition 2.3 : Avec les standardisations de 2.2, l'algèbre dérivée lK = HtK)' du 

centralisateur de tK est la sous-algèbre de Levi de PK+ relative à bK. C'est une sous­

algèbre semi-simple (de dimension finie) définie sur K et K-anisotrope. 

Le système de racines ~ de l par rapport à bnl admet pour base rIo = {ai / iE 10 }. 

Le groupe de Weyl Wo = w(l) de 1 par rapport à bnl est engendré par les ri pour 

iE 10; il agit simplement transitivement sur les sous-algèbres de Borel bl + de 9 telles que 

b C b1+ C p+. 

Définitions: 1) On appelle lK le noyau anisotrope de (gK,tK) . 
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2) La fonne gK est dite qyasi-déployée s'il existe une sous-algèbre de Borel définie sur 

K , c'est à dire si PK+ est une sous-algèbre de Borel autrement dit si 10 = 0 ou encore si 

lK est réduite à {O} . 

Démonstration: D'après [R4; 4.7b et 3.5e] ~(tK) est l'algèbre m(IO) . Comme 10 est 

de type fini, 1 = nts(Io) est une algèbre semi-simple qui admet bien comme base de 

racines nO et pour groupe de Weyl le sous-groupe Wo de W engendré par les ri pour 

iE10 

Aucune sous-algèbre parabolique positive de g contenue dans p+ n'est définie sur K, 

donc aucune sous-algèbre parabolique de 1 n'est définie sur K et ainsi lK est anisotrope. 

Par contre Wo agit simplement transitivement sur les sous-algèbres de Borel de l 

contenant brîl qui sont en bijection avec les sous-algèbres de Borel positives de g 

contenues dans p+ et contenant b , d'où la dernière assertion. 

2.4 L'action * : (cf. [Tl;2.3]) . Choisissons lK, ljK , 11+ et PK+ comme en 2.2. 

a) Pour y dans r , -yb+ est une sous-algèbre de Borel positive vérifiant lj c -yb+ c p+ . 

Il existe donc un unique élément Wy de Wo tel que Wyjo+ = 11+ . Ainsi y* = Wyy stabilise 

b+ et lj et donc agit sur TI ou 1 . 

On peut voir facilement que l'on définit ainsi une action notée par une étoile de r sur ~ 

, n ,let le diagramme de Dynkin. Il est clair que Jo est stable par cette action. 

On peut interpréter différemment cette action * : 
b) Les éléments de 1 sont en correspondance bijective, par i -+ cl(pe(I -{i} ) , avec les 

classes de conjugaison sous G des sous-algèbres paraboliques de signe € maximales de g 

. Ainsi r pennute ces classes de conjugaison et l'action induite de r sur 1 est l'action * . 

c) Les orbites de r* dans I-Jo correspondent bijectivement, par 1 -+ pe(I_J) , aux sous­

algèbres paraboliques propres de g , contenant peOO), définies sur K et maximales pour 

cette propriété c'est à dire aux classes de conjugaison sous GK des K-sous-algèbres 

paraboliques maximales de signe E de gK . 

d) Deux sous-algèbres paraboliques q+ et Cr de g sont conjuguées par G aux sous­

algèbres standards p+(J) et P-(1) pour le même 1 c 1 si et seulement si elles sont opposées 
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c'est à dire si U(q+)nq- = U(q-)nq+ = CO} . Cette relation d'opposition est évidemment 

stable par tout automorphisme (linéaire ou semi-linéaire). 

e) n résulte des numéros précédents que l'action * de r sur le graphe de Dynkin et la 

partie 10 de celui-ci sont indépendants des choix faits c'est à dire du signe + et des stan­

dardisations compatibles (tK,PK+) et (b, b+) . 

RemarQye : Dans le cas (que l'on exclut ici) où g est de dimension finie, on peut choisir 

de conjuguer une sous-algèbre parabolique à P+(J) ou P-(J') . Le changement de ce choix 

échange donc les types par l'automorphisme d'opposition -wo (où wo est l'élément de 

plus grande longueur du groupe de Weyl). Alors 10 et l'action * de r sont stabilisés par 

cet automorphisme d'opposition. 

2.5 L'indice de gK : (cf. [TI;2.3]) 

C'est le triplet consistant en le diagramme de Dynkin de g (dont les sommets sont 

indexés par 1) , l'action * de r et le sous-ensemble la de 1 . Ce triplet est bien déterminé 

par gK comme on vient de le voir. 

On représente l'indice par le dessin du diagramme de Dynkin de g sur lequel on figure 

l'action * de r par des flèches (ou en dessinant de manière significativement rapprochée 

les sommets d'une même orbite) ; les orbites sous r* des sommets de 1-10 sont 

encerclées. On note l' = (I-Io)Jr* l'ensemble de ces orbites dites distinguées. 

Bien entendu comme ce dessin ne représente que les orbites de r* , il ne détermine pas 

complètement l'indice, sauf par exemple pour K = lIt et donc ln = 2 . 

RemarQue 2.6 : Si J est une partie de 1 stable par r* et contenant la , alors (avec les 

standardisations de 2.2) P+(J) et ttt(J) sont des sous-algèbres définies sur K de g . On 

peut choisir ttts(J) définie sur K et alors l'indice de la forme d'algèbre de Kac-Moody 

correspondante est obtenu à partir de celui de gK en enlevant les sommets du graphe de 

Dynkin non dans J et les arêtes (ou flèches) qui y aboutissent. 

En particulier pour J de type fini, on obtient ainsi l'indice d'une algèbre de Lie semi­

simple sur K au sens classique de [Tl] . Si J = la ,cette algèbre de Lie semi-simple est 

lK qui est anisotrope. 
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2.7 Racines relatives: On considère toujours les standardisations de 2.2. 

Pour a dans A , on note a' sa restriction à t . Le système des racines relatives est S = 

{ a';t:{) 1 ae A } . Pour a' dans Il' , on note go.' l'espace propre correspondant de t, 

c'est à dire la somme directe des g 13 pour ~e A et W = a' . 

Proposition: 1) Pour ie l, on a ai'=O si et seulement si ie 10. Pour i,j lé 10, on a 

ai' = aj' si et seulement si il existe ye r tel que j=y*i. 

On a Sc ±($iel' Nai') . Le cardinal de l'est le rang de gK sur K. 

2) L'algèbre t contient le centre t de g " elle est l'ensemble des H dans b tels que 

ai(H)=O pour i dans 10 et ai(H) = aj(H) si j=y*i pour un y dans r. Autrement dit 

Ut est l'ensemble des points de l'orthogonal de nO dans bIt fixes sous l'action ( K­

linéaire) de r sur bit déduite de son action * sur n. 

3) Pour a' dans S , l'espace vectoriel go.' est de dimension finie et défini sur K. 

Démonstration: 1) Par définition 10 est l'ensemble des ie 1 tels que ai' = 0 . Comme 

y* = Wyy avec Wy dans le centralisateur de tK et y fixant tK , on a aj' = ai' si j = y*i . 

On a bien A' C ±(LieI' Nai') et il reste donc à montrer que les ai' pour i e l' sont 

libres dans le dual de t . Or il résulte de [R5;3.2,3.5.5 et 3.6] que le sous-espace vectoriel 

du dual de t engendré par Il' a pour dimension le rang c'est à dire le cardinal de l'; d'où 

le résultat. 

2) Comme tK est K-diagonalisable dans la représentation adjointe, t contient t . 

D'après le 1) t est contenu dans l'espace S des H e b vérifiant les conditions indiquées. 

Comme Wo agit trivialement sur S il est clair que r stabilise S et que la base (Hj)ie l' de 

Slt duale de (aj')ie l' est fixe par r . On en déduit que cette base est contenue dans 

SKltK donc est une base de SK/tK . Ainsi SK est formé d'éléments K-diagonalisables 

dans la représentation adjointe et SK = tK . 

3) Il est clair que go.' est défini sur K , montrons qu'il est de dimension finie. Pour 

cela il suffit d'après le 1) de montrer que la somme directe V des g 13 pour ~ = Lie 1 

niai e A et Lie Io ni = N (fixé) est de dimension finie. Soient bo = b+lîl la sous-

algèbre de Borel positive de l et Uo sa partie nilpotente. Il est clair que V est l'espace 
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vectoriel engendré par les crochets itérés [x(i}), .. , ,x(iN)] où pour tout j , ij E 1-10 et 

x(ij) est dans le sous Uo-module X(ij) de g engendré par eij (les crochets itérés sont 

définis par récurrence par [x]=x et [XI,X2, ... ,Xn]=[Xl,[X2, '" ,xn]] ). Mais Uo est de 

dimension finie et engendré par des éléments agissant de manière localement nilpotente 

sur g donc (par le théorème de Poincarré-Birkhoff-Witt) X(ij) est de dimension finie. 

Ainsi V lui-même est de dimension finie. 

Théorème 2.8, cf. [Tl;2.7] : La connaissance du noyau anisotrope lK et de l'indice 

détermine entièrement la forme gK de g sur K. 

Plus précisément: Soit Hl'K une autre K-forme presque-déployée d'algèbre de Kac­

Moody. On note avec des 1 à gauche les objets relatifs à 19K analogues à ceux déjà 

introduits pour gK. 

On suppose qu'il existe une bijection <P: 1 -7 Il et un K-isomorphisme 'JIK: lK -7 

11K entre les noyaux anisotropes tels que, si l'on note encore 'JI la bijection de 10 sur 110 

déduite de l'isomorphisme 'JI par l'intermédiaire des sous-algèbres paraboliques, on ait : 

i) <1> est un isomorphisme des diagrammes de Dynkin i.e. l a<l>i,<l>j = aij 't/ i,j El, 

ii) <P(lo) =: 1 Jo . 

iii) <1> : 1 -7 11 est compatible aux actions * de r. 

iv) La restriction de <1> à 10 est 'JI . 

Alors il existe un K-isomorphisme 'PK de gK sur 19K dont la restriction à lK 

est 'JIK et qui induit (par l'intermédiaire des sous-algèbres paraboliques positives) la 

bijection <P de 1 sur 11. 

Démonstration: Considérons des standardisations compatibles (tK,PK+) , (b,b+) et 

(}tK.lPK+), üb,lb+) pour gK et 19K . 

a) D'après i) il existe un isomorphisme <P de g sur 19' correspondant à la bijection <P de 

1 sur Il et tel que <p(b) = lb et <p(b+) = Ib+ . D'après ii), iii) et 2,7.2 on a aussi 

<1>(p+) = IP+, <1>(t) = It etdonc <p(1) = Il. 

D'après iv) les deux isomorphismes <PlI et 'JI diffèrent par un automorphisme intérieur 

de Il , Donc quitte à composer (à gauche) <P par le prolongement à 19 d'un 

automorphisme intérieur de Il (donc sans changer 1 t ni IP+ ) on peut supposer que <1>11 = 



21 

'If. Comme b est le centralisateur dans g de t et bOK = bKrJK ,l'algèbre <I>(b) est le 

centralisateur dans 19 de 1 t et 'If(b°K) , elle est donc encore définie sur K . 

On considère maintenant pour 19 la standardisation (<I>(b),<I>(b+» que l'on appelle 

encore Üb,lb+) et on identifie L\(g,b) à L\üg,lb) par <1>. 

b) L'isomorphisme <1> est compatible avec les actions * de r sur TI et 1 TI . Donc pour y 

dans r l'automorphisme 9'Y = <I>-l)<l>y 1 de b induit sur les racines un élément w'Y de W 

La restriction 'If de <1> à bO est définie sur K . Ainsi 9'Y induit l'identité sur L\(I,bO) et 

donc surbO. 

Les algèbres tK et 1 tK sont déployées, leurs racines sont donc fixes par r . Ainsi 9'Y 

induit l'identité sur les racines de t dans g et donc sur tlt . 

Finalement 8'Y induit l'identité sur (bO+t)/t . Comme le centralisateur dans g de bO+t 

est réduit à b , on en déduit que 9'Y stabilise une base de L\(g ,b) et donc que w'Y = 1 . 

c) Ainsi pour y dans r , 9'Y induit l'identité sur bit et sur b' = L. Kaiv . Autrement 

dit 8'Yest un élément du groupe Tr(g,g',t) de 1.7 qui est canoniquement isomorphe aux 

groupes additifs d'applications linéaires L(glg',t) et L(blb',t) . 

Pour y', y dans r , on a 9yy' = 9'Y.y(81) . Autrement dit 9'Y est un l-cocycle de r 

dans un espace vectoriel sur K (défini sur K). Comme HI(r, K) = {O} , ce cocycle est 

un cobord: il existe ç E Tr(g,g',t) tel que 9'Y = ç-l.y(ç) sur b . Autrement dit 

(<I>ç-I)-ly(<I>ç-I)yl est l'identité sur b . Ainsi quitte à composer (à droite) <1> par ç-I on 

peut supposer que <l>lb est défmi sur K . 

d) Pour une racine relative a' E L\' (identifié naturellement avec 1 S ) on va définir un 

isomorphisme K-linéaire Tlcx'K de ga'K sur 19a'K compatible avec les actions de bK+IK et 

IbK+IIK et l'homomorphisme <l>K de bK+IK sur IbK+IIK (qui coïncide avec 'lfK 

surI) . 

L'ensemble LK des applications K-linéaires de ga'K dans Iga'K compatibles avec les 

actions ci-dessus est un K-espace vectoriel. De plus L = LK0K K est l'espace défini de 

manière analogue sur K ; il contient donc un isomorphisme : la restriction de <1> • Mais 

les applications qui ne sont pas des isomorphismes sont les zéros d'un polynôme à 

coefficients dans K et K est infini, il existe donc dans LK l'isomorphisme Tla'K cherché. 
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e) Définissons d'abord 'JI sur K : on impose que 'fi est égal à <I> sur b , à <I> et à \jf sur 1 

et à 11 a' sur ga pour a E TI-ilo . Comme les algèbres g et 19 sont définies par 

générateurs et relations et comme la définition partielle de 'JI ci-dessus échange les 

générateurs et relations respectifs, il existe bien un isomorphisme 'fi de g sur 19 ayant les 

restrictions ci-dessus à b ,1 et ga pour a E il-rIo . 

Mais ga' est, pour la représentation de b+l ,une somme directe de modules de plus 

haut poids engendrés par les vecteurs ei pour i E 1-10 tel que a' = ai' (cf. la 

démonstration de 2.7.3). Comme 'P et Tla' coïncident sur ga et sont tous deux 

compatibles avec les actions de b+l , ils coïncident sur ga' . 

Pour montrer que 'JI est défini sur K il faut vérifier que, pour tout 'Y E r, yPyl = 'JI 

sur les générateurs b ,let ga' (pour a E il-ilo ) de g . C'est clair d'après les choix ci­

dessus et les résultats c) et d) précédents. 

Remarques 2.9: Soit gK une fonne presque-déployée d'algèbre de Kac-Moody. 

1) Si 9 = gl(Bg2(B ... (Bgn est une décomposition de 9 en somme directe d'algèbres 

de Kac-Moody , on a une décomposition correspondante 1 = 11uI2u ... uln de 1 en 

parties disjointes et diseûnnexes. 

Si K'/K est une extension finie, si r' = Gal( KIK') et si la décomposition de g est 

stable par r', alors r' permute les Ij et les gj par la même permutation des indices. 

Si chaque facteur de la décomposition est défini sur K, alors l'indice de gK est la 

réunion disjointe et disconnexe des indices des gjK . 

2) Si 1 = I 1uI2u ... uln est une réunion disjointe et disconnexe, on a une 

décomposition correspondante 9 = g 1(Bg2(B ... (Bgn de 9 en somme directe d'algèbres 

de Kac-Moody. Supposons maintenant la partition de 1 stable par r . 

Si rj est le sous-groupe de r qui stabilise Ij et si ID/K est l'extension finie correspon­

dante, on peut modifier le facteur gj par des éléments du centre t de façon que le nouveau 

facteur gj soit défini sur Kj et que l'on ait encore la décomposition 9 = (Bgi : En effet si 

gj est la somme directe des gk pour k*j , les algèbres dérivées gj' et gj' sont stables par 

rj (comme sommes directes des idéaux non commutatifs minimaux de g correspondant 

aux composantes de Ij et Ij = I-Ij ). Ainsi le centralisateur dans g de gj' est stable par rj et 
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somme directe de gj et du centre tj de gj (ou de gj' ). Comme tj et gj' sont définis sur 

Kj , il existe un supplémentaire bi de tjœgj' dans tjœgj qui est défini sur Ki . Alors 

gj'œbi est la nouvelle algèbre gj cherchée. 

En faisant des choix comme ci-dessus des gj pour un j dans chaque orbite de r et en 

transportant ces gj par r , on obtient une décomposition g = œgi stable par r . 

3) Restriction des scalaires : Sous les hypothèses de 2) on suppose que r agit 

transitivement sur {l, ... ,n} . On a donc une décomposition en somme directe de g 

stable par r . Soit gl l'un des facteurs, r' = rI le groupe et K' = KI le corps 

correspondants. On indexe la décomposition et les groupes ou corps par les éléments de 

nT' = {a: K'~ K} : g = œcrerlr gcr . Le groupe r agit (à gauche) surnr et pour y 

E r on a : y(gcr) = gycr, 'Yf'cr = rycr et Kcr = a(K') . 

On note glK' l'algèbre des points fixes sous r de gl : c'est une K'-forme d'algèbre de 

Kac-Moody. Comme glK' est un facteur de gr' on a un homomorphisme K-linéaire 

d'algèbres de Lie <PK de gK = gr dans glK' . C'est en fait un isomorphisme K-linéaire : 

l'inverse 'l'K est donné par 'l'K(X') = (a(X'»cre rlr' si X' E g I K, ( et donc a(X') E 

gcr cr(K') ). 

Ainsi gK est K-isomorphe à une K'-forme d'algèbre de Kac-Moody glK' considérée 

comme une algèbre de Lie sur K . Réciproquement il est classique que pour toute 

K-algèbre de Lie gK restriction des scalaires d'une K'-algèbre de Lie glK' , on a une 

décomposition de g en somme directe d'algèbres de Lie comme dans les hypothèses de ce 

numéro. 

Voyons maintenant quel est l'indice de glK' . 

Si N'est un K'-sous-espace vectoriel de glK', on a 'l'K(N') = (œcrerlr' a(N'»r . On 

en déduit facilement que bK' est une SAC de glK' si et seulement si 'l'K(bK') est une SAC 

de gK et que PK' est une K'-sous-algèbre parabolique de glK' si et seulement si 'l'K(PK') 

est une K-sous-algèbre parabolique de gK ; en particulier glK' est une forme presque­

déployée. Par ailleurs si tK' est une SATDM de glK' , alors tK = 'l'K({ XE tK' 1 a'(X) 

E K V a' E ~(glK',tK') }) est une SATDM de gK et si bl+ est une sous-algèbre de 

Borel de g 1 alors b+ = œcre rtr' a(b 1 +) est une sous-algèbre de Borel de g . Donc si 
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(tK',PK') et (bK',b1+) sont des standardisations compatibles de glK, , alors (tK,'I'K(PK'» 

et ('l'K(bK'),b+) sont des standardisations compatibles de gK. 

n est maintenant clair que l'indice de glK, s'obtient en ne retenant de celui de gK que 

le sous-graphe de Dynkin correspondant à Il , avec 110 = Jlr1Io et en prenant pour action 

de r' la restriction à r' et Il de l'action de r sur 1 . 

2.10 Le problème de classification: 

Pour classifier les formes presque-déployées d'algèbres de Kac-Moody il faut 

maintenant déterminer les indices admissibles, c'est à dire ceux qui peuvent correspondre 

à des formes. 

Une K-forme est évidemment somme directe de K-formes indécomposables. Son 

indice est alors réunion disjointe des indices de ces K-formes indécomposables (cf. 

2.9.1). 

Une K-forme indécomposable gK peut ne pas être absolument indécomposable (i.e. g 

peut ne pas être indécomposable). D'après la remarque précédente les composantes 

connexes du graphe de Dynkin sont alors permutées transitivement par r et il existe une 

extension finie K'/K et une K'-forme presque-déployée g IK' qui est absolument 

indécomposable telle que gK soit glK, considérée comme algèbre de Lie sur K. 

On est donc ramené au problème de la classification des formes absolument indécom­

posables. La proposition suivante dit que l'on peut se ramener au rang 0 ou 1 et le cas des 

formes quasi-déployées est traité en 2.12.2. D'autres résultats seront obtenus aux 

paragraphes 4 , 5 et 6. 

2.11 On considère un indice d de g sur K , c'est à dire une action * de r = Gal(K 

»/K) sur le graphe de Dynkin de g (dont les sommets sont indexés par 1) et une partie de 

type fini 10 de 1 stable par r* . 

Pour tout i' E l' = (I-Io)ff* , on considère la partie Ii' de 1 réunion de 10 et de l'orbite i' 

, l'action * induite sur Ii' et la partie 10 de Ii' . On obtient donc ainsi pour chaque i' E l' 

un indice di' sur K de l'algèbre de Kac-Moody gi' = g(A(li'» . 
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Proposition cf. [Sa;II 3.12]: Si pour chaque i' E l' il existe une forme presque­

déployée gi'K de gr dont l'indice est di' et si pour i',j'E l' les noyaux anisotropes 

de gi'K et gj'K sont K-isomorphes , alors il existe une forme presque-déployée gK de 

g dont l'indice est d et dont le noyau anisotrope est isomorphe à ceux des formes gi'K 

Remarques: 1) Ainsi l'admissibilité d'un indice se vérifie au rang 0 et 1 . 

2) Cette condition suffisante d'admissibilité est aussi nécéssaire d'après 2.6 . 

Démonstration: a) On a donc une K-algèbre semi-simple anisotrope lK et des K-iso-

morphismes <Pi'K de lK sur chacun des noyaux anisotropes des gi'K . On choisit une sous-

algèbre de Borel bO de l contenant une SAC bO définie sur K . 

Soit (b,b+) une standardisation de g . On peut identifier 1 à la sous-algèbre m(Io)' de g 

de façon que bO = bnl et bO = bn! . 

Il existe un isomorphisme \!fi' de la sous-algèbre m SOi') de g sur g i' tel que la 

standardisation de mS(Ii') déduite de (b,b+) soit échangée avec une standardisation 

(bi',b i,+) de gi' compatible avec une standardisation de gi'K et que <Pi' = \!fi' sur 1 (cf. la 

démonstration 2.8a). 

b) Pour y Er, y(bO) est une sous-algèbre de Borel de 1 contenant bO , il existe donc 

un unique WyE Wo = W(l,bO) c w = W(g,b) tel que wi1y(bO) = bO . Ainsi Wy-ly 

induit une bijection de 80 = 8(1,bO) qui est l'action y* sur l'indice: y = WyY* . Comme 

y correspond à une action de r sur bO on a wy'y = wy'.Y*(Wy) dans Wo pour y,y E r 

. Réciproquement cette formule montre que y = WyY* définit un homomorphisme de r 

dans WOXlr* , donc une action sur 8 = 8(g,b) et des actions K-linéaires de r sur R = 

Lue Are Ka (qui est un K-sous-espace vectoriel de b* ) et RV = Lue&-e Kav (qui est un 

K-sous-espace vectoriel de b ). De plus ces deux actions sont compatibles avec la dualité 

entre ces deux espaces vectoriels. 

tK = tnRV est une K-forme de t , elle est stable par Wo et r* donc par le groupe 

W OXlr* (dont l'action sur 8 re , 8 re v , etc.. se fait via un groupe fini). Soit b lK un 

supplémentaire de tK dans RV stable par WOXl['* . Soit b2 un supplémentaire de t dans 

b contenant b l . On note ij2K = { XE b2 / a(X) E K V a E K} et b3K = b2KffitK 

qui sont des K-formes de b2 et b . On a b2KnRv = b1K . 
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La dualité entre b2:K et R est non dégénérée. On en déduit donc une action de r sur b2K 

coïncidant sur b1K avec l'action sur RV . Comme b3K = b2K+Rv , on obtient ainsi une 

action K-linéaire de r sur b3K et une action K-semi-linéaire de r sur b prolongeant 

l'action sur bO (qui est contenu dans b' = hng' == RV® K ) et compatible avec l'action * 

de r sur le graphe de Dynkin. 

Ces deux dernières conditions caractérisent en fait l'action de r sur b' . 

c) On vient donc de construire une action de r sur go = l+h prolongeant l'action sur 1 et 

compatible avec les actions * de r . 

Par hypothèse il existe une action semi-linéaire de r sur l'algèbre dérivée g i" 

compatible avec son action sur 1 et avec les actions * de r sur les graphes. En particulier 

Sfi" est gradué par Ôi'U{O} où Ôi' est une partie de ô, cette graduation est stable par r et 

l'action de r sur Ôi' est induite par l'action de r sur Ô du b) . De la remarque à la fin du 

b) on déduit que l'isomorphisme 'l'i' qui transforme bOEB(EBiEi' KaiV ) en bi'ng/ est 

compatible aux actions semi-linéaires de r sur l+h et gi" . 

d) Soit 9 le quotient de la somme amalgamée des algèbres de Lie go et gj" (pour i' E 

l') au dessus de 1 par les relations: 

(1) [h,X) = a(h)X pour h E b c go et XE 9i" de poids a E t.i' ct.. 

(2) [X,Y] = 0 si XE gi t ' et y E g/ sont de poids respectifs a, /3 avec a+/3~ Ô 

(3) h = 'l'it(h) pour hE EBiEi' Kaiv . 

Alors 9 est le quotient de 9 par le plus grand idéal de 9 ne rencontrant pas b . En 

effet g est un quotient de l'algèbre de Lie de générateurs b et les ei , fi pour iE 1 avec les 

relations habituelles (sauf les relations de Serre) et il admet 9 pour quotient. 

e) Le groupe r agit semi-linéairement sur 90 et les gi" de manière compatible avec son 

action sur l et en stabilisant d'après b) les ensembles de relations (1),(2) et (3) . On 

obtient ainsi une action semi-linéaire de r sur 9 qui coïncide avec les actions déjà connues 

sur 90 et les images des 9i"; d'où la K-forme cherchée. 

Remarques 2.12: 

1) Il est facile de construire une action semi-linéaire de r sur 9 à partir d'une action sur 

9' ou 9ft ou g'jt, correspondant à un certain indice: l'action sur b est construite comme 



27 

en 2.11 b et le supplémentaire EElae Ll g a qui doit être stable par r s'envoie isomorphique­

ment dans g'/t . Ainsi l'admissibilité d'un indice se voit par exemple sur g'/t . 

2) Les formes quasi-déployées sont caractérisées d'après le théorème 2.8 par une action 

de r (égale à l'action *) sur le graphe de Dynkin. 

Réciproquement tout indice quasi-déployé (c'est à dire avec 10 = 0) est admissible: on 

construit une action semi-linéaire de r sur b comme 2.11 b et si on pose y( eü = eyi. et 

"((fi) = fyi pour y Er, on obtient aussitôt l'action semi-linéaire de r sur g et donc la 

forme quasi-déployée cherchée grace à la définition par générateurs et relations de g . 

Si K est un corps de dimension cohomologique 1 (mais infini car de caractéristique 0 ! 

) il n'existe pas d'algèbre semi-simple anisotrope sur K non triviale, cf. e.g. [Tl;3.3.1] . 

Donc sur un tel corps toute forme presque-déployée est quasi-déployée. 

§ 3 LE SYSTEME DES RACINES RELATIVES: 

On considère une forme presque-déployée gK de l'algèbre de Lie g et des standar­

disations compatibles (tK,PK+) et (b,b+) . 

3.1 Généralités: D'après ce qui précède, t = 1}nt2 où tl = n iE IoKer(aÜ et t2 = bP + t 

Pour étudier le système de racines relatives ô' = { a' = ait / a E ,1 a'"* 0 } , on 

peut étudier d'abord ~ = { Ci = a1t2/ a E,1 Ci"* 0 } puis les restrictions a' = ait = 

a' . Dans le cas quasi-déployé on a ~ = ,1' , donc ce qui est valable pour ,1' l'est aussi 

pour ~ (cf. 2.12.2). 

D'après 2.7.1 on a ô' c ±e iE l' Nai' où l' = (I-IO)/r* = I;r* - IO;r* , 

donc aussi ~ c ±e iE f N ai' où f = I;r* 

Dans la suite pour i Elon se permettra parfois de noter encore i la classe i' = T = r*i 

dans f . 

Les résultats des numéros 3.2 à 3.5 seront valables dans 3: et dans ,1' on 

considèrera li' comme une généralisation de ~ . 

3.2 Racines relatives réelles cf. [R5; 3.6 , 3.7 et 3.11] : 
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On appelle racines relatives réelles, les racines a' pour a e ~re telles que 

{J3e ~re!3Â.>O J3'=Â.a'} est fini. Pour une telle racine il existe un élément Ra' du groupe 

de Weyl relatif W' = WK = NI(/L (où NK (resp. L) est le normalisateur (resp. fixateur) 

de t dans OK) qui induit dans t la réflexion par rapport à l'hyperplan {v / a'(v)=O} . 

Remarques: 1) Il est clair que si West une racine réelle alors la racine (i de K telle 

que (i' = J3' est réelle dans il . 

2) Dans le cas il , on a avec les mêmes définitions un groupe de Weyl relatif W qui 

est le sous-groupe Wr* de W formé des éléments fixes sous l'action "(*.W = "(*w"(*-l 

. De plus les racines réelles de il sont les restrictions à t2 des racines réelles de ~ dont 

l'orbite sous r* est pré nilpotente c'est à dire contenue dans wl~+nw2~- pour des 

éléments Wl et W2 de W [Hée]. 

3) Si a' est une racine réelle de S , son mur dans le K-appartement correspondant à 

t est engendré par son intersection avec l'adhérence d'une K-chambre positive [R5;3.7c]; 

en conjuguant a' par le groupe de Weyl WK [R5;3.11] on peut supposer que cette 

chambre est la K-chambre canonique correspondant à PK+ . Il est alors clair que a' est 

colinéaire à une racine de la base TI' , cf [R5;3.6]. 

Dans le cas de il le résultat analogue est dû à J.Y. Hée [Hée]. 

3.3 Racines relatives simples: 1) Pour i e 1-10, ai' est une racine relative simple réelle 

si et seulement si Ô(r*iuIo) est fini, en effet cette dernière condition équivaut à 

Ôre(r*iuIO) fini, donc à ~re(r*iuIO) -ôre(IO) fini c'est à dire à {/3e ~re / 3Â.>0 

/3 '=Â.Cli'} fini. 

Dans ce cas, d'après 2.6, l'indice de gK restreint à r*iuIO est un indice de rang 

relatif 1 parmi ceux répertoriés par Tits [Tl] . En particulier la somme des coefficients, 

suivant les aj pour j e r*i , de la plus grande racine de chaque composante connexe de 

r*iuIO qui rencontre r*i (elles sont toutes de même type) est au plus 2 . 

Une racine relative simple réelle ai' admettra un multiple entier positif dans ô' si et 

seulement si la somme précédente est 2, ce multiple est alors 2ai'; on dit que i e 12' 

dans ce cas. Dans les autres cas où Cli' est réelle on dit que i e Il' , on a alors: 

i e Il' => N Cli'nÔ' = {ai'} i e 12' => N aj'nô' = {ai',2Cli'} 
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On définit de même rI et r 2 . 
2) Lorsque cq' n'est pas réelle, elle est dite imaginaire, 6.(r*iuIO) n'est pas fini et il 

contient des racines imaginaires dont le support rencontre nécéssairement r*i . Une racine 

imaginaire de 6. a tous ses multiples entiers dans ~ donc { n E N' / nai' E ~' } n'est 

pas borné. 

3) Lorsque a'E ~+' et n'est pas une racine simple, il existe i E l' tel que a'-ai' E 6.+' 

En effet ga.' :;é:{O} et est la somme directe des ga. pour a dans ~ et ait = a' . Il 

existe donc un tel a et un v:;t:Q dans g a. qui est obtenu comme crochet itéré v = 

[eil'ei2, .. ,ein] avec Lj=l,n aij = a . Par suite il existe ~O tel que rh, .. ,id c 10 et 

ik+l=j non dans 10; alors le crochet itéré [eik+2, .. ,ein] est non nul et de poids ~ avec ~' 

= a' -aj', d'où le résultat. 

3.4 Coracine d'une racine relative réelle: Si a' est une racine relative réelle l'élément Ra.' 

(cf. 3.2) est associé à un élément a'V de t appelé coracine de a' et défini par : Ra.'(h) = 

h -(h,a')a'v \thE t . On posera a,A = (2a')V si a' est multipliable et a'" = a'v 

SIllon. 

Quand ai' est une racine relative simple réelle, un calcul classique ( expliqué par 

exemple dans [B; III 3.2] ) détermine le diagramme de Dynkin du système de racines 

relatives :1i = ~ ({ i' }uJoIr*) où Joui' est la réunion des composantes connexes de 

Joui' rencontrant i' (qui sont toutes de même type). 

Lorsque l'action de r* sur une composante connexe n'est pas triviale, on a : 

~ c=t l 
A2n devient 

)( 
• • Il ., > '" BCn 
i ra l'h·1 2.'" i n 
J r--~ J, 

A2n-l devient < Cn e ., .. , • " 1 n ~~ .. "\ " {\ 

Il <J Dn+l devient .. 1 > Il Bn 

" 
., 

n 
J 1 n 

t i ,.\. 
E6 devient Il < F4 , , dl 

, , Il 

<\ 1> lit S 
, 1 5 If. ~ 

-i Ekt D4 devient 1~ G2 

~ &f 
(la croix au dessus du sommet fi dans BCn signifie que 2an' est une racine, cf 3.6) 
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Dans tous les cas l'automorphisme d'opposition de ~i stabilise Jo/r* et fixe i' . 

L'élément du groupe de Weyl induisant Rai' est l'élément le plus long de 

W({i'}uJoJr*) , il échange la racine longue en son opposée. 

3.5 Condition de chaîne réelle: 

Si i E Il' (resp. h' ) on sait qu'il est possible de trouver dans gK un Sh-triplet Ej' 

, Fi' , Hi' dans (g~)r , (g_~)r, [g~,g_~]r où ~ = ai' (resp. 2ai') et Hi' = aj'" 

dans les deux cas. On note g(i) = KEj'@KFj'@KHi' . 

Si a' E L1+'-Nai' la somme directe des g~ pour ~ E L1'n(a'+Zai') est un g(i)­

module. D'après la théorie des Sh-modules et comme aj'(aj''') = 2 (resp. 1) on a : 

Si i E Il' L1'n(a'+Zai') = {a'-pai', ... ,a'+qaj'} C L1+' avec p-q = (a',aj'V) . 

Si i E 12' il existe des entiers p et q tels que: p-q = (a',a(v) = (a',2ai''') , 

{a'-pai',a'-(p-2)ai', ... ,a'+(q-2)aj',a'+qai'} C t.+' et 

A , ( ''7J ') {' , , , } LJ. n a +.z.aj C a -pai, ... ,a +qai 

De plus si i E 12' et a'-(p-2k)ai' E S ainsi que a'-(p-2k-2)ai' on passe de l'un des 

espaces radiciels correspondants à l'autre grâce à l'action adjointe non nulle de Ei' ou Fi' 

· Supposons qu'il s'agisse de Ej' . Il existe alors v E ga'-(p-2k)ai' tel que [Ei',V]:t:- 0 

· Ainsi un des crochets itérés contenant 2 éléments ej avec j E i intervenant dans la 

combinaison linéaire donnant Ei' ne commute pas à v; on le note [ejl'eh, .. ,ejn] . 

Quitte à faire une permutation de {l, ,n} on a ad(eÜ)ad(eh) .. ad(ejn)v;:j:. 0 donc pour k~l 

on a ad(ejk) .. ad(ejn)v :t:- 0 . Si on choisit k de façon que {jk, .. ,jn}ni soit réduit à un 

élément on en déduit aussitôt que: ga'-(p-2k-l)ai' n'est pas réduit à O. Ainsi même si 

· l' A ' ( , '7J ') {' , , , } A' (' IV) 1 E 2 on a LJ. n a +.z.aj = a -pai, ... ,a +qaj C LJ.+ avec p-q = a ,ai . 

3.6 Matrice et graphe associés à ~ 

a) Pour i E [ une étude rapide des orbites montre que ai est réelle c'est à dire i est de 

type fini (comme partie de 1) si et seulement si i est de la forme : 

ou 

On obtient facilement que dans le premier cas 2ai \2: LS: (i E [1 ) et ai V = LjE i a j v 

et dans le second cas 2ai E ~ (i E [2) et (2ai) v = LjE i <Xj v 
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b) Si on pose pour tout i e r a.i" = kje i 0./ la notation est compatible avec celle 

de 3.4 et on a : QV = EBie rZai" = t2nQv . Ainsi QV contient toutes les coracines de 

mcines réelles de A et il est stable par le groupe de Weyl W . 

c) On définit la matrice B = (bïj) (ij e (1)2) par bïj = (aj,ai ") = (a.j,ai ") . 

Les calculs du a) prouvent que ai est réelle si et seulement si bii = 2 (et dans ce cas 

2ai e A , i e rI) ou bii = 1 (et dans ce cas 2ai e A , i e f 2 ) et que ai est 

imaginaire si et seulement si bü ~ 0 . 

On en déduit aussitôt que B est une matrice de Kac-Moody relative au sens suivant: 

d) Une matrice B = (bij) (i,j e J) est dite de Kac-Moody relative (KMR) si : 

1- Les coefficients de B sont entiers. 

2- bii ~ 2 . 

3- bij ~ 0 si i ;!: j 

4- bij = 0 Ç::> bji = 0 

Cela généralise donc la notion de matrice de Kac-Moody seulement en ce que bii = 2 est 

remplacé par bü ~ 2 . 

Si bii est strictement positif on pose Cij = (2/biÜbij , dans les autres cas on pose Cij = 

bij . 

e) On définit le gmphe associé à une matrice de Kac-Moody relative: 

à chaque i e J on associe un sommet orné d'une croix si bii = 1 , d'un signe - si 

bii<O etdeOsi bii =0. 

deux sommets distincts i et j sont liés si et seulement si bij;!: 0 . Plus précisément, 

si bii et bjj sont simultanément strictement positifs on pose Â. = CijCji e N et Il = 

sup( Cij,Cji) e N et, si Â. ~ 4 on joint les sommets i et j par Il traits avec une flèche 

pointant vers i si 1Cijl > 1 . Si Â. ~ 5 ou si l'un des deux coefficients bii ou bjj est négatif 

on joint les sommets i et j par un lmit gras orné des deux entiers ICijl (près de i) et Icjil 

(près de j). 

3.7 Condition de chaîne imaginaire pour A: Soit i el. 

Proposition: Si ai est une racine relative simple imaginaire dans ~, et si 

a E AF N ai , on a alors : (l + N (li C A+ si les supports de (l et (li sont liés . 
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(a + Nai )tîX = { a} sinon. 

Reman;we : n est clair que le support de a. est lié au support {i'} de ai (dans f) si et 

seulement si on a : <a,ai "') < 0 . 

Démonstration: Soit ~ e Ô , on sait que le support de ~ est connexe, on en déduit 

facilement la connexité du support de la racine ~ eX. Si les supports de a et ai ne 

sont pas liés on a donc (a + N aï>tîX = { a }. 

Supposons maintenant les supports de a et ai liés. Soit a e Ô dont la restriction à t2 

est a. Alors le support Sa. de a est lié à une composante connexe de i' , composante 

connexe qui n'est pas de type fini puisque ai est imaginaire. Or i' est réunion de 

composantes de même type, soit J l'une de celles liées au support de a . D'après [K;4.3] 

ona: 

Si J est de type affine, ve $jeJ Zaj = Q(J) ,A(J)v ~ 0 => A(J)v = 0 , 

Si J est de type indéfini, v e EF>je J N aj = Q+(J) , A(J)v ~ 0 => v = 0 . 

On considère la décomposition a = al + 0.2 de a dans Q(Sa.-J)eQ(J) et on applique 

le résultat précédent à v = <X2 • En étudiant les deux cas on montre facilement que: 

3 j e J tel que (a,ajV) <0 , donc a + aj e X [K;cor.3.6]. 

Par une récurrence immédiate, on a le résultat. 

Théorème 3.8: X est l'unique sous-ensemble de Q = EBie f Za.i vérifiant: 

(SRI) Xc Q+uQ- , ~ = -X_ = XrQ+ où on a posé Q+ = -Q- = EBie f Nai . 

(SR2) fi = {ai / i e f } c X et plus exactement : 

si bii = I N ai tî~ = {ai ,2ai } 

si bii = 2 Nai tî~ = {ai} 

si bii ~ 0 Nai tî~ = N*ai 

(SR3) Pour ai réelle et pour a e X+ - Nai on a: 

(a + Zai )tî~ = {a -pai, '" ,<x+qaj} avec p - q = (a,aiV) 

(SR4) Pour ai imaginaire et pour a e X+ - Nai on a: 

(a + Nai) c ~ ~ (a,ai"') < 0 . 

(a+Nai)tî~ ={a} ~ (a,ai"') =0 

(SR5) Pour a e X+ - fi il existe i e f tel que a - ai e X+ 
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RemarQues: 1) (a,aiA) et (a,UiV ) se calculent grâce à la matrice B . 

2) Une étude abstraite des systèmes de racines infinis (avec 

essentiellement les cinq axiomes ci-dessus) est développée dans [Bp] ; elle inclut les 

systèmes ci-dessus et ceux de 3.10 mais les généralise au cas où les ai ne sont pas libres. 

Démonstration: D'après les numéros précédents, ces 5 propriétés sont vérifiées par t;: . 

En effet pour (SR2) on sait que si ai est imaginaire { n ENI nai E K } n'est pas 

borné, on en déduit facilement le résultat par (SR5). 

Montrons que ces propriétés caractérisent t;: . Soit tr l'ensemble des parties n de ~ 

qui vérifient les propriétés (SRl),(SR2),(SR3) et (SR4) ; on note tr' le sous-ensemble 

de ,.7" formé des parties qui vérifient de plus (SR5). ,.7" et ,.7"' ne sont pas vides, car ils 

contiennent t;:. Notons ô,* l'intersection des n de ,.7" . On vérifie facilement que ô,* E 

,.7" et il est clair que ô,* c Q pour tout n E ,.7"'; montrons qu'en réalité ô,* = Q pour 

tout Q E tr, ce qui établira l'unicité de t;: . 

Supposons par l'absurde qu'il existe Q E ,.7"' avec Q "* ô,* . n existe alors ~ E Q-ô,* 

de hauteur minimale. Mais Q vérifie (SR5) et ô,* comme Q vérifient (SR2) , il existe 

donc ai non colinéaire à ~ telle que !3-ai soit dans ô,* . En considérant les chaines 

C!3+Zai)(jÔ,* et (!3+Zai)(jQ, les axiomes (SR3) et (SR4) permettent de conclure que 13 

E ô,* ; d'où la contradiction. 

3.9 Matrice de ô,': Pour i Er, on pose: aiA = L WE W(I(YT*) waiA E QV 

où W(I(YT*) est le sous-groupe de W engendré par les réflexions par rapport aux aj avec 

j E [0 = Io/f'* . 

L'élément aiA est invariant par \\100/1*) donc se trouve dans hrQv = t(jQv 

Soit alors B' = (bij')ijEI' où bij' = (aj',ai'A) où ai'A désigne l'élément aiA si ai' 

est imaginaire, la coracine (au sens de 3.4) de ai' (resp. 2ai' ) si ai' est réelle et 2ai' 

~ ô,' (resp. 2ai' E ô,' ). 

Proposition: B' est une matrice de Kac-Moody relative. Soit i E 1-10, si aï' est 

réelle, c'est à dire si r*iv10 est de type fini, on a: niA E ŒJl~ai'A . 



34 

Démonstration: 1) Supposons <li' réelle, alors bii' E {1,2} et r*iulO est de type fini. 

D'après [K;4.3] étendu au cas décomposable de type fini, on a det(tA(r*iuIO» ~ 0 et si 

v E QV(r*iu10) on a : tA(r*iulo)v ~ 0 => v ~ 0 . 

Mais tA(r*iulo)a.j'" est le vecteur colonne dont les composantes correspondant à 10 

sont nulles et celles correspondant à r*i sont toutes égales à <li(al') . Par suite, comme 

les coordonnées (sur la base Ilv ) de ai" sont dans N' et non toutes nulles, <li(ai") est 

nécessairement strictement positif. 

De même tA(r*iuIO)<li'v est un vecteur colonne dont les composantes correspondant à 

10 sont nulles et celles correspondant à r*i sont toutes égales à bii' (= 1 ou 2). Comme la 

matrice tA(r*iuIo) est inversible on en déduit que ai" E O~<li'" . 

2) Si <li' est imaginaire, r*iuIO n'est pas de type fini, donc, par invariance par r* , 

toutes les composantes connexes J de r*iulo rencontrant r*i sont de même type (non 

fini). Le support de ai" est inclus dans la réunion de ces composantes et, si J désigne 

l'une d'entre elles on a : 

Si J est de type affine : v E Q(J) , A(J)v ~ 0 => A(J)v = 0 

Si J est de type indéfini : v E Q+(J) , A(J)v ~ 0 => v = 0 

li est clair que ces propriétés s'étendent au cas d'une réunion de composantes de même 

type, on peut donc remplacer J par la réunion J(i) des composantes de r*iu1o 

rencontrant r*i . 

Le même raisonnement qu'au 1) montre que: 

dans le cas affine tA(J(i»(ai") ~ 0 (ou ~ 0 selon le signe de <li(<li") ), ce qui 

implique tA(J(i»(Üj") = 0 , donc bii' = 0 , 

dans le cas indéfini, comme ai" n'est pas nul mais a ses coordonnées sur la base IlV 

entières et positives, on a nécessairement tA(lour*i)(ai") ~ 0 et non nul, donc bii' < 0 

3) li est clair que si <li' est imaginaire (i E l'im), les coefficients bij' sont entiers. Si 

<li' est réelle (i E l're) , un simple calcul pennet de montrer que <li'" E Qntl (résultat 

classique puisque r*iuIO est de type fini) donc bïj' est encore entier dans ce cas. 

4) Si i ~ j dans l' on a : (0+ *)bij' 3 (<lj',éii''') = Lw «(ij, wai") où la somme 

est étendue à tous les W E W(f 0) . Mais chaque (Uj, wai") est négatif ou nul ( donc bij' 

~ 0 ) et sont tous nuls si bij' = 0 . 
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En supposant cette dernière condition vérifiée et en utilisant le fait que dans ~ (tout 

comme dans fj.), les supports d'une racine réelle et de sa coracine sont les mêmes, on a : 

(wiii,iil') = 0 pour tout w E W(IO) , d'où (ai/ij''') = 0 soit bji' = 0 . D'où la 

proposition. 

Théorème 3.10: fj.' est l'unique sous-ensemble de Q' associé à B' par les 

conditions (SRi) à (SR5 J du théorème 3.8 (sous réserve de remplacer à chaque fois 

par 'J. 

Démonstration: L'unicité se démontre comme en 3.8. Les relations (SR1),(SR3) et 

(SR5) ont déjà été vues en 3.1,3.5 et 3.3.3 . Comme en 3.8, on déduit (SR2) de (SR5) et 

du fait que {n E N / nai' E fj.' } n'est pas borné si ai' est imaginaire. 

Pour établir (SR4) on introduit la notion de support relatif d'une racine a' E fj.'+ . Il 

s'agit de la composante connexe de Sa'u(loff*) contenant l'ensemble Sa' des i E l' tels 

que a' s'exprime comme combinaison linéaire à coefficients strictement positifs des ai' 

, i E l' . La démonstration de (SR4) se fait en 6 étapes plus ou moins claires. 

1) Il existe a E ~ qui a pour support le support relatif de a' et telle que ait = a' 

(c'est clair et cela prouve que le support relatif est bien connexe) 

2) Les supports relatifs de a' et aj' sont liés si et seulement si le support relatif de 

a' est lié à j (dans 1). 

3) TI existe a E ~ dont la restriction à t est a' et telle que ViE 10 (a,UiV ):::;; 0 

(il suffit de considérer la racine de hauteur minimale dans ~ de restriction a' ) 

4) Si aj est réelle (dans ~), si aj' est imaginaire (dans fj.'), si j appartient au 

support relatif de a' et si a' n'est pas colinéaire à aj' , alors : a' + aj' E fj.' 

Soit a E 2i comme dans l'étape 3 , ait = a' . 

Si (a,al') < 0 on a a + aj E li: (d'après (SR3) dans ~), d'où le résultat. 

Supposons maintenant (a,al')?: 0 et considérons l'élément wo de plus grande 

longueurde W(IO) (où 10 = I()/r*). Pour i E 10 on a (a,aiV ):::;; 0 donc (WOa,ajV) ?: 0 

. Comme wo E W(lO) on a (woa)' = a' . 

Notons wOu = al + a2 avec al E Q(J(j») et a2 E Q(l-J(j») où J(j) désigne le 

support relatif de j . Comme wOU est une racine positive de 2i on a al E Q+(J(j» et 
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a2 e Q+(f-JO» , comme JO) n'est pas de type fini on a: tB(JO»al ~ 0 ~ tB(JO»al = 

o . Il y a donc deux cas: 

Soit pour tout i e JO) (al,a{\) = 0 auquel cas JO) est affine. Comme a' nest pas 

proportionnelle à aj' , on a a2 '* 0 et donc il existe i e JO) tel que (a2,ai") < 0 . Ainsi 

(wOa,ai") = (al+a2,ai") < 0 , donc i e JO)-f 0 = {j} et a'+aj' = (wOa)'+ai' e /1' 

(d'après (SR3) dans X). 

Soitilexisteke JO) tel que (al,Cik")<O.0r(a2,ai")~O \fie JO)-{j} cfo 

et (al+a2,ai") ~ 0 \f i e f 0 donc (aI,ai") ~ 0 \f i e JO) - {j} . Ainsi k = j et 

(abat) < 0 comme (a2,at) ~ 0 on en déduit comme ci-dessus que a'+aj' e A.' . 

5) Supposons toujours a' non colinéaire à aj' , 

a'+Naj' c!l' si et seulement si les supports relatifs de a' et aj' sont liés. 

(a'+N aj')n!l' = {a'} sinon. 

La seconde assertion est claire car les supports relatifs des racines sont 

connexes. Si les supports relatifs de a' et aj' sont liés on choisit a comme à l'étape 1 et 

on a 3 cas: aj imaginaire; aj réelle et j non dans le support relatif de a'; aj réelle et 

j dans le support relatif de a' . La conclusion découle alors respectivement de (SR4) dans 

X , de (SR3) dans X et de l'étape 4 . 

6) Pour établir (SR4) il reste à voir que, dans le cas ai' imaginaire et non colinéaire à 

a' les supports relatifs de a' et ai' sont liés si et seulement si (a',ai''') < 0 . Mais il 

est évident que le support de ai'" dans QV est exactement le support relatif de ai' , d'où 

le résultat. 

§ 4 FORMES REELLES PRESQUE-DEPLOYEES DES ALGEBRES DE KAC­

MOODY SYMETRISABLES : 

Dans ce paragraphe on a K = IR et donc K = 1[ et on suppose que la matrice de 

Cartan généralisée A = (aij)ijE 1 est indécomposable et symétrisable. 

4.1 Généralités: 
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1) Soit go une forme réelle de g , comme le groupe r = Gal(I[/IR) est d'ordre deux, 

l'élément non trivial de r agit sur g (=go®l[) comme la semi-involution (j' de g dont go 

est l'ensemble des points fixes. 

Inversement soit 0" une semi-involution de g , alors ga' = { X E g 1 (j'(X) = X } est 

une forme réelle de g . 

Ainsi les formes réelles de g correspondent bijectivement aux semi-involutions de g ; 

la forme réelle est presque-déployée si la semi-involution est de première espèce. 

2) On note glit la forme déployée de g sur lR. , la semi-involution correspondante (jn' 

est appelée semi-involution normale standard de g . 

Soit blit la sous-algèbre de Cartan standard de gR, pour i E I on définit Pi E bR tel 

que (Pi+t)iE 1 soit la base de bit duale de TI . 

Posons ro' = O'n'ro = ro(jn' , où ro est l'involution de Cartan de g ; ro' est appelée 

semi-involution de Cartan standard de g , son algèbre des points fixes est la forme 

compacte de g . 

On appellera semi-involution de Cartan (en abrégé SIC) tout conjugué de ro' par un 

automorphisme de g . 

3) Les semi-involutions (jn' et ro' dépendent non seulement de l'épinglage 

(b,TI,(ei,fÜiE 1) mais aussi de bR c'est à dire d'un "IR-supplémentaire" de b'R = 

ffilRaiv dans { hE b 1 a(h) E lR. V a E ~ } . Ce choix de bR n'est donc unique que 

modulo le centre. On va tourner cette difficulté en raisonnant un peu différemment: 

Considérons le sous-groupe Aut(g') de Aut(1) introduit en 1.7 et le sous-groupe 

AutR (g') = { l , O'n' }~Aut(g') du groupe des automorphismes IR -linéaires de g . 

D'après [R2;3.6] toute semi-involution de g est conjuguée par Tr(g ,g',t) à une semÎ­

involution contenue dans Aut)R (g') ; d'après [KW;4.39] toute involution de seconde 

espèce de g est conjuguée par Tr(g,g',t) à une involution contenue dans Aut(g') . Dans 

la suite de ce paragraphe on supposera donc Que toutes les involutions ou semi­

involutions Qui interviendront seront dans Aut(g') QY Aut)R(g') . 

Si l'on ne veut pas faire cette restriction, il faudra rajouter le groupe Tr(g ,g',t) dans les 

théorèmes de conjugaison qui vont suivre. 
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Avec ces conventions tout couple fonné d'une semi-involution de Cartan et d'une sous­

algèbre de Cartan qu'elle stabilise est conjugué par G au couple standard ((O',ij) [R2]. 

4.2 Semi-involutions de première eSDèce : 

Proposition 4.2.1 [R2] (on peut voir aussi [KP2]) : 

1) Soit a' une semi-involution de g : 

Pour toute SAC b de g ,a'-stable il existe une SIC (0' stabilisant b et 

commutant à a'. Alors e = 0"(0' = (0'0" est une involution de g qui stabilise b et 

commute à a' . 

L'involution e ou la SIC (0' correspondant à ces conditions est unique à 

conjugaison près par un automorphisme intérieur commutant à a' et stabilisant b . 

2) Deux SIC qui commutent et stabilisent une même SAC sont égales. 

Proposition 4.2.2 : Soit a' une semi-involution de première espèce de g , alors: 

1) (J' stabilise un triplet (b,p+(X),P-(X») formé d'une SAC b de g et de deux sous­

algèbres paraboliques opposées de type fini et contenant b . 

2) Les couples (b,p) formés d'une SAC b (J'-stable et d'une sous-algèbre 

parabolique positive (resp. négative) P a'-stable minimale et contenant b sont 

conjugués par Gcr' . 

N.B. Le groupe ocr' est noté OIR au paragraphe 2 , mais ici comme on considère 

plusieurs semi-involutions, on évitera cette notation. 

Démonstration: 1) résulte de 2.1 et 2.2 ci-dessus. 

2) Soient (bi,Pi)i=l,2 deux tels couples et supposons par exemple les Pi positives. 

En conjuguant par Gcr' on peut supposer que t c ni CPi = p+ pour i=1,2 où 

(t]R,P+IR) est une standardisation fixée de gcr' . Alors b1 et b2 sont des SAC a'-stables de 

~(t) et donc n1rJ et b2rJ sont des SAC a'-stables de 1 . Or 1cr' est une algèbre de Lie 

semi-simple compacte (2.3) ainsi il existe 1 E Lcr' c ocr' qui conjugue b1rJ en b2rJ et 

qui stabilise t et p+ . Mais alors 1 conjugue bIen b2 car pour i= 1,2 bi est le 

centralisateur dans g de t+(birJ). 

Proposition 4.2.3: Soit (J'une semi-involution de première espèce, il existe alors 

une involution de seconde espèce e vérifiant: 
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acr' est une SIC (en particulier (J commute à cr') et (J et cr' stabilisent une même 

SAC b contenue dans une sous-algèbre parabolique positive cr'-stable minimale. 

L'involution a vérifiant ces conditions est unique à une conjugaison près par Int(g)er' 

Démonstration: Soit b une SAC cr'-stable et contenue dans une sous-algèbre 

parabolique positive cr'-stable minimale. Deux choix pour b sont donc conjugués par Ger' 

(4.2.2) . D'après 4.2.1 il existe une SIC ro' qui stabilise b et commute à cr', par suite a = 
cr'ro' = ro'cr' est une involution de seconde espèce qui commute à cr' et stabilise b . Deux 

choix pour a vérifiant ces conditions, correspondent à deux choix pour ro' qui stabilisent 

b et commutent à cr' , ils sont donc conjugués par un automorphisme intérieur qui 

commute à cr' et stabilise b (4.2.1). 

4.3 Involutions de seconde es.pèce : 

4.3.1 Définitions: Rappelons quelques notions introduites par Kac et Wang [KW] . 

Soit a une involution de seconde espèce. 

1) Une sous-algèbre t de g est dite torigue a-déployée si elle est adg-diagonalisable et si 

ait = -Idt . 

2) Une sous-algèbre parabolique p de g est dite a-déployée si a(p)np est une sous­

algèbre de Levi de p (ou plutôt une sous-algèbre nt supplémentaire de U(P) ). Une telle 

sous-algèbre existe. 

3) Soient b une SAC de g stable par a et b une sous-algèbre de Borel contenant b . 

Posons ~ = ~(g,b) , ~+ = ~(b,b) , TI la base de ~ contenue dans ~+ ,'JI = 

a(~+)n~+ et X = TIn'JI . 

La paire (b,b) est dite a-déployée si 'JI = ~(X)+ et a est l'identité sur ga 'Vue 'JI 

Une telle paire existe et est unique à conjugaison près par Ga . 

Lemme 4.3.2: Soient a une involution de seconde espèce, b une SAC a-stable de 

g et b une sous-algèbre de Borel de g contenant b. 

a) Si la paire (b,b) est a-déployée, alors la sous-algèbre parabolique P(X) = 

b+(ESaeLl(X) ga) est a-déployée minimale et de type fini. De plus l'algèbre t = b-a = 
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{heb / a(h) = -hl est une sous-algèbre torique a-déployée maximale de g et le centra­

lisateur ~g(t) est égal à m(X) . 

b) Si P est une sous-algèbre parabolique a-déployée minimale et contenant b ,alors 

la paire (b,b) est a-déployée et P = P(X) . 

Démonstration: Le a) est [KW;5.16] . Si pest 6-déployée et contient b , il existe une 

partie Y de II telle que p = pey) et a(p) = P-(Y) . Si P n'est pas de type fini on peut 

appliquer le a) à une paire a-déployée dans l'algèbre de Kac-Moody mS(Y) C pna(p) ; 

on en déduit une sous-algèbre parabolique de g de type fini, 6-déployée et contenue dans 

p . Donc si p est minimale elle est de type fini et d'après [KW;4.34] la sous-algèbre 

mS(Y) ne contient pas de sous-algèbre torique a-déployée non triviale, ce qui équivaut à 

dire, d'après [V], que la restriction de a à mS(Y) est l'identité. On en déduit aussitôt que 

'II = ~(Y)+ et donc Y = X , d'où le résultat. 

Proposition 4.3.3: Soit a une involution de seconde espèce. Les couples (b,p) 

formés d'une sous-algèbre de Cartan b, a-stable et une sous-algèbre parabolique 

positive (resp. négative) p ,a-déployée minimale et contenant b sont conjugués par Ge 

Démonstration: Soient (bl,PI> et (b2,P2) deux tels couples et pour i=l ,2 soit bi une 

sous-algèbre de Borel de Pi contenant bi . D'après 4.3.2 les paires (biobï> sont a­

déployées et donc conjuguées par Ge d'après [KW;5.32] . Par suite les couples 

(bi,Pi=P(Xï» sont conjugués par Ge . 

PrQposition 4.3.4 : Soit a une involution de seconde espèce de g , on a alors: 

i) A une conjugaison par Int(g) près, l'involution a s'écrit 

a = 'tooAd(nx)Ad(s) avec, 

X cIl , X de type fini et choisie de façon que p+(X) soit a-déployée minimale 

't un automorphisme de diagramme qui stabilise X et vérifie 't2 = 1 

00 l'involution de Cartan de g 

nx e NtnNronG(X) et Ad(nx) est l'élément de plus grande longueur de W(X) 

se fI et Ad(s) commute à a 
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ii) Il existe une semi-involution de première espèce cr' telle que 8cr' = cr'8 est 

une SIC et 8 et cr' stabilisent une même SAC b contenue dans une sous-algèbre 

parabolique 8-déployée minimale. 

De plus la semi-involution cr' vérifiant ces conditions est unique à une conjugaison 

près par un automorphisme intérieur de g commutant à 8. 

Démonstration: Le i) est [KW;4.39] , montrons maintenant ii). 

a) Existence: On peut supposer 8 = 'troAd(nx)Ad(s) avec les conditions indiquées en 

i) . Soit ro' la semi-involution de Cartan standard, elle commute à 't et ro . On verra dans 

4.10.2 (qui n'utilise ni 4.3.4 ni 4.4) que l'on peut choisir nx de façon que Ad(nx) com­

mute à ro' . On a alors Ad(nx)(~+-~(X» = ~+-~(X) et Ad(nx2)(~+) = ~+ , donc nx2 

E HronH'tnG(X) et on en déduit alors que n0 = 1 . 

La condition 82 = 1 s'écrit Ad(nx2).Ad(s2) = 1 ce qui donne Ad(s4) = Ad(nX4)-I = 1 

. Il existe donc une famille (EÜie 1 de nombres rationnels telle que, avec les Pj de 4.1.2 , 

Ad(s) = exp(adin(Lje IEjPj» et on voit alors que ro' commute à Ad(s) et donc à 8. Par 

conséquent la semi-involution cr' = 8ro' = ro'8 répond à la question. 

b) Unicité: Deux choix possibles pour b sont conjugués par Ga (4.3.3). Deux choix 

pour cr' vérifiant les conditions ci-dessus pour une même SAC correspondent à deux 

SIC qui commutent à 8 et stabilisent b , elles sont donc conjuguées par un 

automorphisme intérieur commutant à 8 et stabilisant b (4.2.1), d'où le résultat. 

Théorème 4.4: On considère: 

1) Les semi-involutions de première espèce cr' de g . 

2) Les involutions de seconde espèce 8 de g . 

3) La relation: cr' :::: 8 si et seulement si 

a) ro' = 8cr' = cr'8 est une SIC . 

b) 8 et cr' stabilisent une même SAC b. 

c) b est contenue dans une sous-algèbre parabolique positive cr'-stable 

minimale. 
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Alors cette relation induit une bijection entre les classes de conjugaison sous Int(g) 

(resp. Aut(g') ) des semi-involutions de première espèce et celles des involutions de 

seconde espèce. 

Remarques: 1) Si l'hypothèse de 4.1.3 est abandonnée, les classes de conjugaison à 

considérer sont sous le groupe Int(g)~Tr(g,g',t) (resp. Aut(g». 

2) Soient 0" , a et b vérifiant les conditions a) et b) ci-dessus et p une sous-algèbre 

parabolique positive et contenant b . Il est clair que pest a'-stable (minimale) si et 

seulement si elle est a-déployée (minimale). En effet si p = P(X) on a: 

a'(p) = p <=) a(p) = m'CP) = P-(X) <=) pna(p) = m(X) <=) p est a-déployée 

Dans ce cas t = b-e est une sous-algèbre torique a-déployée maximale de g et tcr' = 

{he b / a(h) = -h = -a'(h) } = {he b / a'(h) = h = an'(h) } = tnblR . Ainsi tcr' est une 

sous-algèbre torique déployée de b (contenue dans une SATDM de gcr', cf. la remarque 

2.2). Il est facile de voir que tcr'+tcr' est cette SA TDM : la définition de déployée donnée 

en 1.6 ne fait intervenir que la représentation adjointe et donc le centre est toujours 

contenu dans une SA IDM. 

Démonstration: Notons par CSIl (resp. CI2) l'ensemble des classes de conjugaison sous 

Int(g) ou Aut(g') des semi-involutions de première espèce (resp. des involutions de 

seconde espèce) de g . 

Soient 0" une semi-involution de première espèce, cl( 0") sa classe dans CSIl et b une 

SAC cr'-stable et contenue dans une sous-algèbre parabolique positive cr'-stable minimale 

. Soit a une involution de seconde espèce qui stabilise b , commute à 0" et telle que aa' 

soit une SIC. D'après 4.2.3 a existe et sa classe cl(a) dans CI2 est bien déterminée par 

0" • Il est clair que 0"::= a et l'on obtient donc une application 4>: CSIl ~ CI2 par la 

formule 4>(cl(a'» = cl(a) . 

Montrons maintenant que 4> est bijective. Soient a une involution de seconde espèce et 

b une SAC a-stable contenue dans une sous-algèbre parabolique positive a-déployée 

minimale. Soit 0" une semi-involution de première espèce qui stabilise b, commute à a 

et telle que aa' soit une SIC. D'après 4.3.4ii) 0" existe et sa classe cl(a') dans CSIl est 

bien déterminée par cl(a) . On a alors d'après la remarque 2 0"::= a et 4>(cl(a'» = cl(a) ; 

par suite 4> est bijective. 
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4.5 Le problème de classification: 

1) A une conjugaison par un automorphisme de g près, une forme réelle presque­

déployée go de g correspond à une involution de seconde espèce a qui s'écrit comme 

dans 4.3.4i) sous la forme a = tooAd(nx)Ad(s) 

D'après 4.3.4ii) on peut supposer que la semi-involution définissant go est cr' = oo'a 

= tcrn'Ad(nx)Ad(s) . La sous-algèbre parabolique p+(X) est a-déployée minimale donc 

(J"-stable minimale. L'action de cr' sur ~(g,b) est donnée par twO(X) où WO(X) est 

l'élément de plus grande longueur de W(X) . 

Par conséquent l'indice de go (cf. 2.5) est donné par la partie X de 1 qui est de type 

fini et par l'automorphisme de diagramme t qui stabilise X et qui détermine l'action * 

de r = Gal(C/IR) . En particulier t1x doit être l'automorphisme d'opposition 

correspondant à -WO(X). 

2) On considère donc des couples (t,X) formés d'un automorphisme de diagramme 

t et d'une partie de type fini X de 1 vérifiant la condition : 

(Al) t est une involution qui stabilise X et y induit l'automorphisme 

d'opposition -WO(X) . 

On sait que toute algèbre semi-simple complexe a une unique forme réelle compacte 

(i.e. anisotrope), d'après 2.8 pour classifier les formes réelles presque-déployées, il suffit 

de déterminer les diagrammes admissibles c'est à dire les couples (t,x) vérifiant (Al) et 

tels qu'il existe un choix de nx et de s E H commutant à a tel que a = tooAd(nx)Ad(s) 

soit une involution. 

On peut même fixer un choix pour nx, car deux choix diffèrent par un élément de 

HronH'tnG(X) qui est donc un élément de H commutant à a (puisque Ad(nx) = too 

sur bntn (X) ). 

Pour déterminer ces diagrammes admissibles, on va d'abord rassembler quelques 

résultats sur les algèbres de Lie semi-simples complexes. 

4.6. Soit g une algèbre de Lie semi-simple complexe de rang 1 . 
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1) Soient t une SAC de SJ , X = { ai, i=l, ... ,1} une base de L1(SJ) = L1(SJ,t) , et 

{ei,fi, i=l, ... ,i} les générateurs de Chevalley de g correspondant à la base X . 

Pour i=l, ... ,1, soit Pi le monomorphisme d'algèbre Lie de gh«() dans g défini par 
, 01 00 10 

Pi(X) = ei , Pi(y) = fi et donc Pi(H) = aiv ou x=u 0) , y=(l 0) et H=b -1) . 

Soient S le groupe de Lie simplement connexe d'algèbre de Lie SJ, T un tore maximal 

de S d'algèbre de Lie t, N le normalisateur de T dans S et Wo = N{f le groupe de 

Weyl correspondant. Pour i=l, ... ,1 ,Pi s'intègre en un monomorphisme de groupes de 

Lie de SL2«() dans S qu'on note encore Pi. 

Pour SE (* et i=1, ... ,1 on pose: 
o s 

mes) = exp(sx)exp(-s-ly)exp(sx) = exp(-s-ly)exp(sx)exp(-s-ly) = <-s-l 0) E SL2(C), 

mies) = pi(m(s» et mi = mj(1) . Les applications m et donc mi sont injectives sur C* 

2) Soit 1 le groupe libre engendré par {l,2, ,1} . Le groupe de Weyl est un quotient 

de 1; on note r: 1 ~ Wo la projection canonique, pour i E {1, ,1} on a r(i) = ri = 

Ad(mi) (considéré comme élément de Wo). 

3) Soit M = (mijh::;ij::;l la matrice de Coxeter associée à Wo . Pour i,j E {l, ,/} on 

a d'après [T3;§2A prop 3] : mimjmi ... = mjmimj ... (mij facteurs de chaque côté). 

Proposition 4.7 : Soient Xo un groupe et a: 1 ~ Xo ,b: Xo ~ Wo deux 

homomorphismes de groupes tels que boa = r (cf. 4.6.2) . 

Les trois propriétés suivantes sont alors équivalentes: 

1) Pour i,j E {l, ,1} on a a(i)a(j)a(i) ... = a(j)a(i)a(j)... (mij facteurs de chaque 

côté). 

2) Soient i et j deux mots de 1 qui sont minimaux (i.e. rCi) et rU) sont de 

longueurs minimales dans Wo) et vérifient r(i) = rG) on a alors a(i) = a(j) . 

3) Soient i E 1 un mot minimal et j,k E {1, ,f} tels que r(i)rjf(i)-l = fk , on a 

alors a(i)a(j)a(i)-l = a(k) . 

Démonstration: C'est la proposition 2.1 de [T2]. 
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ConséQuence: Pour Xo = N et a défini par a(i) = mi pour i=l, ,1 , on sait d'après 

4.6.3 ,qu'avec b: N -+ Wo=Nff la projection canonique, les hypothèses et la propriété 1 

de la proposition sont vérifiées, ainsi les deux autres propriétés le sont aussi. 

4.8 Définition: On conserve les notations de 4.6. 

Soient i = ili2 .. .in un mot minimal de l, w = r(i) l'élément de Wo correspondant et 

m = milmi2 ... min EN. D'après 4.7.2 l'élément m ainsi défini ne dépend pas du choix 

du mot minimal i mais seulement de w. Ceci permet de définir un automorphisme w* 

= Ad(m) de S qui ne dépend que de w (et des choix de t ,X, ei ,fi). 

Lemme 4.9 : Soient wo l'élément de plus grande longueur dans W 0, 't 

l'automorphisme d'opposition de (S,t,ei,fi) (c'est à dire l'automorphisme de 

diagramme tel que wo = -'t sur t) et 0> l'involution de Cartan de (S,t,ei,fi) ,on a 

alors wo * = 't0> 

Démonstration: Comme wo* = 't0> sur t ,pour tout i E {l, ,1} il existe Ei E 1[* tel 

que wO*(ei) = -(Et(i»-lf,t(i) ; on a alors wo*(fi) = -E't(i)e't(i) puisque wo* transforme (XiV 

= [ei,fi) en UtiV • On va montrer que Ei = 1 pour tout i , ce qui prouvera le lemme. 

Soient j un mot minimal de 1 tel que r(j) = wo ,et m l'élément de N 

correspondant à j (cf. 4.8). Pour tout i on a r(j)rir(j)-l = woriwo-i = r't(i) ,ce qui 

équivaut d'après 4.7.3 à mmim-1 = m't(i). D'autre part (puisque Ad(m) = wo* ) on a : 

mmim-l = mexp(ei)exp(-fi)exp(ei)m-l = exp(Ad(m)ej)exp(-Ad(m)fj)exp(Ad(m)ej) 

= exp ( -(Et(i)-l f't(i»exp( Et(i)e-r(i»exp( -( Et(i»-l f't(i» = m't(i)( Et(i» 

Ainsi on a m't(i)(Et(i» = ffit(i) = m't(i)(l) et donc Et(i) = 1 par injectivité de m't(i) . 

4.10 Classes de conjug;aison des involutions de seconde espèce 

a) Comme on l'a vu en 4.5, le problème consiste à voir si pour un couple ('t,X) formé 

d'un automorphisme de diagramme et d'une partie X de 1 de type fini vérifiant la 

condition (Al) de 4.5 et pour un choix de nx, il existe un élément s de fI qui commute à 

'to>Ad(nx) et tel que: 

(A2) l'automorphisme e = 'to>Ad(nx)Ad(s) est une involution. 
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b) Définition: Un couple ('t,X) vérifiant les propriétés (A 1) et (A2) est dit admissible. 

Cela signifie que l'indice associé est admissible. 

Proposition 4.10.1 : Soient w = ri}ri2 ... rin une décomposition réduite de w E W, 

on a alors : Ad(minmh ... mil)(milmh ... min) = expad(Ï1tHw) dans Aut(g). 

avec Hw = LUE <I>(w) aY si on pose <l>(w) = { a E 6+ / w(a) E 6- } . 

Démonstration: Elle se fait par récurrence sur la longueur n de w . Pour n = 1 on a bien la 

relation Ad (mj)2 = expad(inaiV) . 

Posons w' = rilriz .. .rin_l ' on a l(w') < l(w) et l'hypothèse de récurrence appliquée à 

w' donne Ad(min_lmh ... mil)(milmiz ... min_l) = expad(inHw') , on en déduit donc que: 

Ad(minmi2 ... mij)(miImi2 ... min) = minexpad(inHw')(min)-1(min)2 = expadin(ain v 

+rin(Hw'» Il reste à montrer que <l>(w) = {ain}urin(<l>(w'» . Comme w est de 

longueur n on a w(ain) E 6- [K;3.11] ,donc ain E <l>(w). Soit a E <l>(w)-{ain} , 

alors fin (a) E 6+-{ain} ,comme w(a) E 6- ,on a w'(rinCa» E 6- et donc rinCa) E 

<l>(w'). Ainsi <l>(w)-{ain} est inclus dans fin(<l>(w'». 

Inversement soit a E <D(w') ,comme l(w'rin) > l(w') on a a:1= ain [K;3.11] et par 

suite rin(a) E 6+-{ain} . Comme wrin(a) = w'(a) E 6-, on a rin(a) E <l>(w) et ainsi 

rin(<P(w'») est inclus dans <j)(w) ; d'où le résultat. 

4.10.2 Choix de nx : Soit w(X) l'élément de plus grande longueur du groupe W(X) . 

On considère l'élément nx de NiîG(X) défini à partir de w(X) comme en 4.8 ; il vérifie 

Ad(nx) = w(X) sur b . De plus d'après 4.7.2 l'élément nx ainsi choisi est fixé par 't, m 

et m' puisque d'après 4.6.1 m et m' fixent mi et 't(mi) = mti . 

Corollaire 4.10.3: On a : Ad(nx2) = expad(in:2pxV) où 2pxv désigne la 

somme des coracines positives du système MX) . 

Démonstration: Soit w(X) = ri}ri2 ... rin une décomposition réduite de w(X) dans W(X) 

. Comme w(X)2 = 1 , on a w(X) = ri 1 ri2···rin = finrin_l···ri 1 . Le résultat découle alors 

de 4.7.2 , 4.10.1 et du fait que (Ad(nx- 1)6 -)iî6 + = MX)+ . 

Corollaire 4.10.4: Soient Il = { i E I-X / 't(i) :1= i} et Q un système de 

représentants des orbites de {l,'t} dans Il. Le couple ('t,X) vérifiant (Al) est 

admissible si et seulement si pour tout j de Q il existe un nombre rationnel Ej tel que : 

(A3) 2pxv + LjE Q 2Ej{Pj-Pt(j) E EBiE 1 22Pi 
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Démonstration: Par définition (t,x) est admissible si et seulement si il existe SE if tel 

que a = tcoAd(nx)Ad(s) soit une involution et Ad(s) commute à tcoAd(nx) . 

S'il en est ainsi P+(X) est a-déployée minimale (4.5) et on a, d'après 4.3.2b , que la 

restriction de a à tttS(X) est l'identité et donc celle de Ad(s) l'est aussi (4.9). Ainsi on 

peut écrire Ad(s) = expad(i1Œje I-X EjPj) avec des Ej dans II: . 

Si s est ainsi choisi, Ad(s) commute à Ad(nx) et il commute donc à a si et seulement 

si il commute à tCO, ce qui se traduit par erO) == -Ej (modulo 2Z); en particulier pour t(j) 

= j on a Ej E Z . Sous ces conditions on a a2 = Ad(nx2)Ad(s2) . Donc si a2 = 1 on a de 

plus 2Ej E Z pour t(j)::I: j et la condition (A3) est vérifiée. La réciproque est claire. 

4.10.5 Conclusion: La formule (A3) ci-dessus et les tables bien connues donnant 2pxv 

pour chaque système de racine fini (cf. e.g. [BBK]) permettent de décider rapidement 

quels sont les couples admissibles correspondant à une algèbre de Kac-Moody symetrisa­

ble donnée et donc de déterminer à isomorphisme près toutes les formes réelles presque­

déployées de celle-ci. Le cas des algèbres affmes sera traité in extenso au paragraphe 6. 

§ 5 FORMES PRESQUE-DEPLOYEES DES ALGEBRES DE KAC-MOODY 

AFFINES: 

On considère une forme presque-déployée gK de l'algèbre de Lie affine g et des 

standardisations compatibles (tK,PK+) et (b,b+) . 

Si II est la base correspondante du système de racines .1 = .1(g ,b) , on note IIO = { a 

E II / a(tK) = {O} } ~ II et Wo le sous-groupe de W = W(g,b) engendré par les ra 

pour a E IIo (cf. 2.2 , 2.3 et 2.7). 

D'après 2.4 r = Gal( K!K) agit sur .1 et pour 'Y E r il existe Wy E Wo tel que 

wyY<II) = II; on note alors par * l'action de r sur II ou.1 définie par y*a = wyy<a) . 

5.1 Construction des al~èbres affines sur K . 
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Soient g une algèbre de Lie simple sur K, e un automorphisme d'ordre fini divisant 

m ~ 1 et Em une racine primitive mième de l'unité dans K. Pour j E Z , on note gj 
o . 

l'espace propre de a dans g correspondant à la valeur propre (Em).l. 

On note: 1" = l"(j,a,m) = El)je Z tijj (sous-algèbre de Lie de 9"@K[t,t-1] ) 

et 1 = l(j,a,m) = 1" El) Kc ES KD où c et D sont deux symboles. 

Alors 1 est une algèbre de Lie pour le crochet défini par : 

[tiX+Â.c+Jl.D,tky +Â.'c+Jl.'D] = ti+k[X,Y] + J.1ktky - Jl.'jtix + jÔj,_k(XIY)c 

où (1) désigne une fonne bilinéaire symétrique non dégénérée invariante (par exemple 

la fonne de Killing). 

Ainsi t = Kc est le centre de 1 , l' = l"ESKc est l'algèbre dérivée de 1 et l'lt est 

isomorphe à 1" . 

Si on remplace m par un multiple m'm dans la construction précédente on obtient un 

isomorphisme (j> de l(j,a,m) sur Icg,a,m'm) en posant (j>(tiX) = tim'x , (j>(D) = D/m' 

et (j>(c) = m'c . 

On sait [K] que toute algèbre de Kac-Moody affine peut se construire de cette façon, on 

peut même choisir pour a un automorphisme de diagramme Ç, de j d'ordre k = 1,2 ou 3 . 

Soit J; une sous-algèbre de Cartan de je , on sait que le centralisateur 6 de fj dans g 
est une sous-algèbre de Cartan de 9" . On a donc Jj = 6e = 6(19"0 et b = Jj ES Kc El) KD 

est une sous-algèbre de Cartan de 1 . On note alors Ô = ô(l,b) le système de racines de 1 

par rapport à b . On note aussi! = Ô(j ,6) le système de racines de g par rapport à 6 et tl 

= { &i! i E f } sa base déterminée par un élément régulier de J; ; :1 = Ô(g ,6) = {a = eXIT; 

1 & E ! } est le système de racines de g par rapport à J; et fi = { a 1 & E tl } sa base. On 

o t. 0 
a donc g = J) ES(ESae L! ga) . 

a stabilise! et fI donc agit sur f ; on note f un système de représentants des orbites 

de a dans f . Alors fi = { ai 1 i E f } et on note (PÜie T la base duale de fi dans J; . 

5.2 Chan~ment de réalisation d'une al~èbre. 

Pour i E f ,donnons nous un entier Si E Z . On note H = kieT SiPi .Si de plus p~l 

est un entier et Emp une racine pième de Em , on construit un automorphisme (J de g par 

les fonnules : (J est l'identité sur n 
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pour a = l:iE T miai e X u {D}, 0' est la multiplication 

par (Emp)N sur ga où N = l:iE T misi . 

PrQPosition : 1) 0' commute à 8 et 0' comme 80' sont des automorphismes de g 
d'ordres divisant mp. 

2) Considérons l'application linéaire <1> de 1(g,8,m) dans 1(g,80',mp) définie par: 

<j)(D) = (D-H)/p <j)(C) = pc 

<j)(tiX) = tPj+NX + Ôj,o(HIX)c 

si Xe gj()ga où a = l:iE T miai et N = l:iE T misi , 

alors <1> est un isomorphisme d'algèbres de Lie. 

Remarque : <1> échange les sous-algèbres de Cartan de ces deux algèbres qui sont 

attachées comme ci-dessus à la même sous-algèbre de Cartan Ji de g9 . 
Démonstration: La première assertion est claire, la seconde est une réécriture de 

[R3; 1.2] dans le cas K * II: . 

5.3 Les racines de g : 

On considère la réalisation de g sous la forme g = lCg,ç ,k) où ç est un 

automorphisme de diagramme d'ordre k de g et on note alors d l'élément noté D en 

5.1. 

On note Ï = {l, .. ,1} , f = {l, .. ,n} . On sait alors (cf. [K] ou [RI]) qu'une base de .1 

est II = { ai / ie 1 } avec 1 = {D,l, .. ,1} . On emploiera ici comme dans [RI] la 

convention de numérotation suivante: ai(d) = ÔO,i ; elle diffère de celle de [K] 

uniquement dans le cas A~? . 

Plus précisément pour a EX, on note encore a le prolongement de a en une forme 

linéaire sur b nulle sur c et d et ô désigne la forme linéaire sur b nulle sur Ji et c et telle 

que ô(d) = 1 . On a alors: \i i e 1 ai = ÔO,iÔ + ai . 

La racine no appartient à X mais on ne la précisera pas plus ici. Notons seulement 

que ô est la plus petite racine imaginaire positive et donc que si l'on écrit ô = l:i=O,1 aiai 

on a ao = 1 et no = -l:ï=1,/ ai ai . 

5.4 Graduation de g : 
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Si on se donne un entier Si E N pour chaque i E 1 (les Si non tous nuls) on définit une 

graduation g = œje z gj pour laquelle lJ est de degré 0 et gex de degré Li=O.1 ni si pour a 

= Li=O,1 niai . 

On considère alors p = Li=O,l aisi et H = Li=1,l SiPi . On note cr l'automorphisme 

construit comme en 5.2 avec ce p , ces Si et m=k. 

Proposition: La graduation ainsi construite sur g correspond à la graduation naturelle 

de l(j,~cr,kp) c'est à dire que go = jo ES Kc ES Kd et que gj = ti.9'j pour j;éÛ. 

RemarQue: Cette proposition ainsi que 5.2 généralisent au cas K"# (: et précisent 

certains aspects des résultats de [Rt] et de [K;§ 8.6 et 8.7]. 

Démonstration: D'après 5.2 on a un isomorphisme <1> : g -t l(j,~cr,kp) . La graduation 

naturelle de cette dernière algèbre est donnée par les valeurs propres de ad(D) . Or on 

calcule facilement que <I>-I(D) = pd + H - (H~H)c . Pour i E f on a donc ai(<I>-I(D)) = 

ai(H) = Si et de plus ao(<I>-I(D)) = p + <lo(H) = Li=O,1 aiSi - Li=I,1 aiai(H) = aoso = So . 

On en déduit aussitôt le résultat. 

5.5 Choix d'une graduation: 

On choisit dans toute la suite de ce paragraphe (sauf peut-être en 5.6) l'isomorphisme 

de g avec l(~,~,k) de façon que le couple (lJ,TI) de l'introduction de ce paragraphe 

corresponde avec celui défini pour l en 5.1 et 5.3 . 

On considère une partie TI' = {ai 1 i El'} non vide de TI - TIO stable par l'action * 

de r, par exemple une orbite de cette action dans TI - TIo . On définit alors Si = 1 si i 

El', Si = 0 sinon et on considère la graduation de g associée. 

Proposition: Sous ces hypothèses l'action de r sur g stabilise la graduation de g 

ainsi définie. 

Démonstration: L'action * de r permute les éléments de TI et stabilise TI' ; cette action 

stabilise donc la graduation de g associée à TI' . On sait que pour tout y E r on a y* = 

Wyy avec Wy E Wo ,donc pour a E ~ on a wy(a) = a + LiE 10 miai . Pour a = 

Li=O,l niai E ~,notons h( a) = Li=O,1 nisi = Lie l' ni le degré de g ex dans cette 

graduation. Puisque l' c 1 - 10 on a h(wy(a)) = h(a) et par conséquent Wy stabilise 

aussi la graduation de g associée à TI' ; d'où le résultat. 
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5.6 L'application translation: 

Dans tout ce qui va suivre on notera g" = g'/t . 

Choisissons un isomorphisme de g sur ICg',S,m) pour un certain choix de l'algèbre 

simple g et de l'automorphisme S d'ordre fini divisant m. 

On a alors un isomorphisme de g" sur 1"(g,S,m) et l'on construit un isomorphisme de 

ad(g')-modules : fT: g" ~ g" en posant fT(tiX) = ti+mX pour XE 9) . 
En fait (Id - :T)g" est un idéal maximal de g" puisque le quotient est g. 

Proposition: Si T est un isomorphisme de ad(g')-modules de g" sur g" tel que 

(Id-T)g" soit un idéal maximal de g" ,alors T est la multiplication par atk ou at-k 

avec a E K* pour l'identification de g avec I(g,ç,k) de 5.3 . 

RemaTQJle: Ce résultat est affirmé sans démonstration dans [R3]. 

Démonstration: 1) On remarque qu'il existe a E Li telle que la dimension de ga soit 

1 . Il suffit en fait de prendre pour a la restriction à Tj de la plus grande racine de ! . On 

note j l'entier jE {O, .. ,k-1} tel que ga soit contenu dans gj . 

2) Il est clair que si g"a = { y E g" / [H,Y] = a(H)Y V H E Ji } on a T(g"a) C 

g"a et g"a = $pe Z ti+pkga . On en déduit immédiatement que, si on fixe X dans ti ga 

-{O} , alors il existe un polynôme de Laurent P E K[t,r1] tel que T(X) = P(tk)X . 

3) On considère l'idéal d(X) de g" engendré par X . D'après [K;8.6] on a d(X) = 

Q(tk)g" pour un certain Q E K[t,r1] et le fait que X appartienne à tigj (ld(X) implique 

que Q est un monôme et donc que d(X) = g" . 

4) Comme Test ad(g')-linéaire on déduit de 2) et 3) que pour tout Y de g" on a 

T(Y) = P(tk)y . Puis, T étant un isomorphisme, on voit que P est forcément un monôme 

et enfin le fait que (Id - T)g" soit un idéal maximal de g" implique d'après [K;8.6] que 

l'on a P(t) = atE avec a E K* et ê = ± 1 . D'où le résultat. 

ConséQuence: L'application fT est donc canoniquement déterminée par l'algèbre de 

Lie g" au changement près de fT en ay-±l avec a E K* . 

On remarque aussi qu'un isomorphisme du type de la proposition 5.2 échange les 

applications translation. En particulier si on écrit g" sous la forme g" = l''(g,ç,k) et si on 

choisit b comme en 5.1 et 5.3, on voit aussitôt que pour a. E ~(g,b) fT(g"a) = g"a+kô . 
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PrQPosition 5.7 : A conjugaison près par un automorphisme intérieur de g stabilisant 

toute graduation du type 5.4, on peut supposer que :T commute aux éléments de r . 

Remargue : Cette généralisation de [R3;3.3] a aussi été remarquée.par N. Andruskie­

witsch (communication privée). 

Démonstration: Soit y Er, on considère l'application :Ty = y:Tyl de g" dans g" ; 

on voit facilement que :Ty est un isomorphisme de ad(g')-modules et que (Id - :Ty)g" 

est un idéal maximal de g" puisque g"/(Id - :Ty)g" est isomorphe à g"/(Id - :T)g" qui est 

simple. Par conséquent d'après la proposition 5.6 :Ty = ay:TE avec ay E i(* et e = ± 

1 . Mais le fait que y stabilise une graduation de g du type 5.5 et que sur une telle 

graduation :T agisse par :T(g"j) = g"j+E'm pour tout j E ~ avec e' = ± 1 montre que 

l'on a forcément e = 1 . 

Ainsi pour tout yE r il existe ayE i(* tel que y:Tyl = ay:T . Considérons alors 

l'application f: r ~ i(* f(y) = ay ; pour tout couple (y,y') de r 2 on a f(y'y) = 

1(f(y»f(1) ,autrement dit f est un l-cocycle. Donc d'après le théorème 90 de Hilbert il 

existe un élément b E i(* tel que ay = y(b-I)b pour tout y Er. Par conséquent si y E 

r on a: yo (b:T) oy 1 = y(b )yo :Toy 1 =)'(b )ay:T = y(b »)'(b-1 )b:T = b:T . 

Ainsi, quitte à remplacer :T par b:T avec b E i(* , on peut supposer que :T commute 

aux éléments de r . 

On considère alors une racine kième b' de b dans i( et l'automorphisme \jf de g qui 

sur go. pour ex E .1 u {O} est la multiplication par (b')a.(d) où d est l'élément de g 

défini en 5.3. Comme ô(d) = 1 et :T(g"a.) = g"a.+ko on voit facilement que \jfo :To\jf-l 

= b:T . Il est clair que '1' stabilise toutes les graduations du type 5.4 et que c'est un 

élément de Ad(H) donc un automorphisme intérieur (cf. 1.7); d'où la proposition. 

5.8 L'action induite sur g: On considère un isomorphisme de g sur l(g,e,m) qui 

stabilise la graduation naturelle et tel que l'action induite de r sur l"(g,e,m) commute à 

:T. On a montré précédemment qu'il en existe. 

Pour XE gj et y E r on note y(X) l'élément de gj tel que y(tiX) = tiy(X) . Comme 

r commute à :T cette définition ne dépend pas du choix de j modulo m . On obtient 
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ainsi une action semi-linéaire de r sur g qui stabilise les gj . Comme g est isomorphe 

à l"(g ,9,m)/(ld-~1"(g,9,m) cette action de r est compatible avec la structure 

d'algèbre de Lie de g et défmit donc une forme gK de g sur K . 

Le fait que r stabilise les espaces propres gj se traduit par la propriété suivante: 

(*) 'V Y E r -y9y1 = 9°(Y) où n(y) est défini modulo m par y(Em) = (Em)O(Y) 

5.9 Construction: On considère une forme gK de l'algèbre de Lie simple g , un 

automorphisme 9 de g d'ordre fini divisant m et (.1.) une forme bilinéaire symétrique 

non dégénérée invariante sur gK que l'on prolonge à g . On suppose que l'action de r 

sur g vérifie la condition (*) ci-dessus. 

Alors les espaces propres gj de 9 sont stables par r et on vérifie facilement que l'on 

peut définir une action semi-linéaire de r sur 1(g,9,m) par les formules: 

)'( tiX) = ti)'(X) y(D)=D y(c) = c 

On définit donc ainsi une forme 1K(gK,9,m) = l(g ,9,m)r de l'algèbre de Lie affine 

1(g,9,m) . Cette forme est presque-déployée puisqu'il existe une sous-algèbre 

parabolique définie sur K : (ESj~ tigj) ES Kc ES KD . 

Théorème 5.10: Toute/orme presque-déployée d'algèbre de Kac-Moody affine est 

isomorphe à une/orme construite comme ci-dessus. 

Plus précisément: Plaçons nous dans la situation de 5.8 alors gK est isomorphe à 

1K(gK,9,m) . 

Démonstration: a) Quitte à remplacer c par Àc avec À. E K*, on peut supposer que r 

fixe c : en effet t est stable par r , donc défini sur K et il suffit de prendre pour À.c un 

élément non nul de tK. Ce nouveau choix de c oblige à modifier la forme bilinéaire (.1.) 

sur g (par le facteur À. -1) pour conserver la formule du crochet dans l explicitée en 5.1 

et alors cette formule montre que (.1.) est invariante par r donc définie sur K . 

b) Quitte à remplacer D par D+Jlc avec Jl E K on peut supposer que r fixe D 
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En effet la graduation naturelle de l(g,a,m) étant stable par r , on a pour tout "1Er 

y(gj) = gj 'V jE Z ; or gj est l'espace propre de ad(D) associé à la valeur propre j 

donc ad(y(D» = ad(D) 'V "1Er. On en déduit que y(D) = D+1vyc avec Ivy E K et si 

("l,y') E r 2 on a Ayy = Ay' + Y'(Ay) . D'après le théorème 90 de Hilbert (version 

additive) il existe Jl E K tel que Ay = Jl - Y(Jl) 'V "1Er ; alors les éléments de r 

fixent D +Jlc . 

c) Il reste à identifier l'action de r sur l(g ,a,m) avec celle définie en 5.9 . Par 

construction elles coïncident sur l'ft = l"(g,a,m) et sur D (d'après b) donc sur lit . Les 

deux actions stabilisent b et permutent ses espaces radiciels; ceux-ci étant disjoints de t, 

les deux actions coïncident sur ces espaces radiciels donc sur l'algèbre engendrée l' . 

Mais D est fixe par les deux actions, d'où le résultat. 

Remarque 5.11: On considère les formes réelles presque-déployées des algèbres 

affines non tordues. D'après 2.11, comme une algèbre semi-simple complexe a une 

unique forme réelle compacte, la détermination des formes de rang relatif r;::: 2 se 

ramène à des résultats connus sur les algèbres semi-simples. Pour le rang relatif r = l , 

en utilisant 2.6, on voit facilement qu'il y a trois cas pour n -no 
a) n -nO = { ai } avec ai = 1 . 

b) n -no = { ail avec ai = 2 . 

c) n -nO = { ai ,aj} avec i:;t j ,ai = aj = 1 et r* échange ai et aj 

Ce résultat est confirmé par la classification ci-dessous au paragraphe 6 . 

On voit alors assez facilement que dans ce cas gR estde l'une des formes suivantes: 

lR~R,Id,l) avec gR algèbre réelle simple compacte (cas a), 

lR(gR,a,2) avec gIR algèbre réelle absolument simple non compacte et a 

involution de Cartan (cas b et c ). 

Pour un rang relatif quelconque, si on suppose que {O } (ou un transformé de {O) 

par un automorphisme de diagramme) est une orbite de r* dans n -no ,alors g IR est 

de la forme lR(glR,Id,l) avec gR algèbre absolument simple réelle. Le diagramme de 
o 

Dynkin relatif de gIR est le complété de celui de gR (cf. [R5;4.6]) si l'on admet que le 

complété de Ben = B~ est A (~~x (voir les notations au §6). 
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Les détails et le cas plus compliqué des algèbres affines tordues seront traités ailleurs. 

§ 6 TABLEAU DES FORMES REELLES PRESQUE-DEPLOYEES DES ALGEBRES 

DE KAC-MOODY AFFINES : 

6.1 On trouvera ci-dessous la classification à isomorphisme près de ces formes réelles 

(qui sont entièrement déterminées par leur indice: cf. 2.5 et 4.5) . Elle est établie grâce 

aux résultats du paragraphe 4 et vérifiée, pour partie grâce à ceux du paragraphe 5 . 

6.2 Dans le cas des séries infinies des algèbres affines on indique successivement dans le 

premier tableau (6.6) le nom de la forme réelle, son indice (représenté conformément à 

2.5) , un système de représentants dans 1 de l'ensemble l' = (I-IO)ff* des orbites 

distinguées, les conditions sur les paramètres et le système de racines relatives f).' (avec 

son nom et son diagramme de Dynkin) . 

Le nom de la forme réelle se présente dans ce cas sous la forme : ~x(k) 
1 n.r 

où x(~) est le nom de l'algèbre affine complexe 

r = 11'1 est le rang relatif 

i (facultatif) est un paramètre : c'est souvent le cardinal de la plus petite 

composante connexe de Jo 

a = l , 2 , 2' ou 2" est l'ordre de l'automorphisme de diagramme 

représentant r* . TI est omis s'il vaut 1 ; dans certains cas on différentie par 2 , 2' ou 2" 

des involutions différentes . 

6.3 Dans le cas des algèbres affines exceptionnelles (y compris A (P et A (~) ) on 

indique successivement dans le second tableau (6.7) le nom de la forme réelle, son indice 

et le système de racines relatives (avec son nom et son diagramme de Dynkin). 

Le nom de la forme réelle se présente dans ce cas sous la forme: aX(k)m n.r 

où x(~) ,r et a sont déterminés selon les mêmes conventions que ci-dessus et 

m (omis s'il vaut 0 c'est à dire dans le cas quasi-déployé) est la dimension du noyau 

anisotrope 1 = ltts(lO) . 
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6.4 Pour calculér le système de racines relatives on utilise les résultats du paragraphe 3 . 

On peut utiliser le calcul direct préalable des at, pour ai' racine relative simple réelle, 

qui se ramène à des calculs classiques pour des algèbres de Lie semi-simples de rang 

relatif l , cf. 3.4 . On peut aussi utiliser des indications indirectes: 

Si i' E r et si J est une composante connexe de i'ulo rencontrant i' , on a b'i'i' = 0 si 

et seulement si J = 1 et sinon b'i'i' = 1 ou 2 selon que la somme des coefficients de la 

plus grande racine de ~(J) sur i'fîJ est 2 ou 1 (cf. 3.3.1) . 

Si i' .j: j' E r et si J est une composante connexe de Ioui'uj' rencontrant i' , on a b'i'j' 

= 0 si et seulement si J ne rencontre pas j' . Si J est de type fini (i.e. J .j: 1) et rencontre j' 

, la plus grande racine de ~(J) a pour restriction à t la plus grande racine du sous-système 

de racines de ~' engendré par i' et j' , cela permet de déterminer (dans ce cas) b'i'j'et 

b'j'i' si l'on connait déjà b'i'i' et b'j'j' . 

La restriction à t d'une racine imaginaire de ~ est une racine imaginaire de ~' nulle sur 

les coracines. Sa connaissance permet de vérifier le calcul précédent des b'i'j' ou de 

calculer ces coefficients pour r = 2 . 

6.5 Le diagramme du système de racines relatives est indiqué selon les conventions de 

3.6 . Sauf dans les cas de rang relatif r = l , on trouve en enlevant les croix éventuelles 

un diagramme de Dynkin affine (cela pouvait se prévoir d'après le dernier alinéa de 6.4) , 

on prend donc comme nom le nom de ce dernier diagramme orné d'autant de croix qu'il y 

en a sur le diagramme; il se trouve que cela détermine entièrement le diagramme à un 

automorphisme près. Ces diagrammes avec leurs noms ont déjà été introduits dans 

[B;Vn04] , ce sont les graphes des échelonnages irréductibles de [BrTl;1.4.6] (cf. aussi 

[BrT2;El p 365]) mais le nom adopté ici parait plus adapté à notre contexte. 

Quand le rang relatif est r = 1 le graphe est toujours : Z(Ô) xo . C'est le seul 

cas (quand ~ est affine) où il y a une racine imaginaire simple et alors ~'= (Z-{O})al' . 

Pour ne pas alourdir le tableau 1 on ne fait pas figurer les cas particuliers r petit dans la 

dernière colonne. Pour r = Ion vient de dire que l'on a toujours Z(Ô) . Pour r = 2 (et 
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pour certains cas où r = 3 ) le dessin du diagramme de Dynkin devient faux mais le nom 

de celui-ci est juste si l'on admet les équivalences suivantes : 

D(2) - C(l) - S(l) - A (1) . 
2 - 1 - 1 - 1 . • < >. 

D(2)x _ A (l)x 
< 

x 
2 - 1 1 > 

S(l)x _ D(2)xx - A (l)xx 
1 - 2 - 1 ~ ( )0 

x 

A(2) 
2 1 ( 

1, 

A(2)x 
2 

X 
i ~. , 

S(l) - C(1) 
2 - 2 > ( 

S(l)x _ C(1)x x 
2 - 2 > i ( 

Remarque : Le troisième diagramme semble suggerer la notation S ° ixx au lieu de 

B O;x , mais il s'agit bien pourtant du cas particulier r= 1 de 

B(1jx ; voir la forme 2"D~ld ci dessous dans le premier tableau. 

6.6 Tableau 1: Les paramètres utilisés sont tous des entiers positifs ou nuls. On a 

toujours n ~ 1 et r ~ 1 (r est le rang relatif). 

6.7 Tableau II : 
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0 0 lr-,-1 0 ." J. 3 'r 

p:t1J36 , • ;>J (i) • zl-1) 
0 0 

1ry1 0 -1 ~ 

r: 1-P$2 
~ ;> ) • • zt1J • 0 0 1,-,1 
0 

.., '-r 
-1 J- o 4 " 0 G(-1/ G l1J 

~ 

@ ~ @ @ 1 ~ • , 
~3 

,2-

Gtf/ 6 
-1 J- o z::. (") 1 ~ @ • • ;!,"" 0 0 

1 1- 0 
z.(1) d,1!1lt • ~ 1 ~ • ;'/1 0 0 
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Tableau II (suite et fin) 

0 1 
.., 

J ~ 0 -f J. 3 't- E O) E(~ 
.... 

@ @i4) @ 0 ~ 6 - 6 
1 j 

E{J-)~ 
(1 1 ). 3 '-r A (J.) @- @)-. 9 0 1 !> 

II e ~I • 7' III 

(3 4-

E(1)fJ; 
0 1 ;.. 3 '1- X A(~);< 
~ e , • ) , 

62 0 3 2 
/ 

E(J.j.21 
0 1 2 -' 4- X Al~)X 
~ 1 ( Î 

62 3 Lt :2 
/ 

0 -1 .., 3 '-r ZW E().)3t 
...... 

~:> t , , tII 

0 0 
6-1 
/ 

E(J.)5"2 0 -f "z 3 If- Z{-f) 
~? , " E) , 

~f 
0 0 

DO) 
0 -t -2 v -1 2- D(?} 
® ~ , 1 ~ , 't-J 4<-

p(3)6' 0 "1 2- Z(1) 
f @ !~ , , 

'0 1 0 () 

DG)-1'r 0 -1 < 
2- zt1} (!) ~ 
, ç 

1 
1;-;-1 0 0 

/ 
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§7 . Complèments sur les formes réelles presque déployées et les 

involutions de seconde espèce d'algèbres de Kac-Moody symétrisables 

et indécomposables: 

Soient flli une forme réelle presque déployée de l'algèbre de Kac-Moody symétris­

able et indécomposable fi et a:= rwAd(nx )Ad( s) l'involution de seconde espèce 

correspondante. On rappelle que : 

i) X est une partie de type fini de l telle que p+(X) est une sous algèbre 

parabolique a-déployée minimale ou encore p+(X)nflm, est une sous algèbre parabo­

lique minimale de flm" et donc la restriction de a à la sous algèbre de Levi mS(X) := 

m(X)' est triviale. 

ii) r un automorphisme de diagramme involutif de fi qui stabilise X et qui 

y induit l'automorphisme d'opposition correspondant à l'élément de plus grande 

longueur wo(X) de vV(X) (= le sous groupe de W engendré par les 'i, i EX). 

iii) nx E NT n N W n G(X) tel que Ad(nx) induit l'élément de plus grande 

longueur de W (X). 

iv) west l'involution de Cartan standard de 9 et s E H&. 
Ainsi l'indice de flm, ( qui détermine entièrement flm, ) est donné par le couple 

(T, X), (cf [B3RJ §4.5). 

Pour déterminer Ad(s), on a besoin de connaître la restriction de Ad(nx) à 

mS(X) et l'action de Ad(nx)2 sur g. 

En utilisant les résultats de Tits sur le problème de mots, on donne dans [B3R] 

une formule explicite de nx et on démontre que la restriction de Ad(nx) à mS(X) 

est égale à celle de TW; plus précisément, pour n'importe quelle décomposition 

réduite de l'élément de plus grande longueur wo(X) de W(X), l'automorphisme 

Ad(nx) coïncide avec le prolongement classique de wo(X) en un automorphisme 

de fi d'ordre divisant 4. Ainsi on démontre que: 

Ad(nx? = wO(X)2 = exp( Ï'Trad(2px)) 

où 2p5:. est la somme des coracines positives de L\(X). 

Dans la table 1 ci-dessous on donne pour chaque algèbre de Lie simple complexe 

une décomposition réduite de l'élément de plus grande longueur wo du groupe de 
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Weyl correspondant, en constatant que dans le cas Al, 1> 0 on a: 

et que dans tous les autres cas le nombre de Coxeter h est pair, et donc Wo = (c)~, 

où c est une transformation de Coxeter choisie de façon que (c) ~ transforme la 

chambre fondamentale en son opposé, (cf [BBK], chap V §6, Prop 2.). 

Dans la même table on donne également l'expression en fonction des ai (ex­

traite des planches de Bourbaki) de la somme des coracines positives 2pY. 

Dans notre situation on choisit pour nx le produit des éléments correspondants 

aux composantes connexes de X, et ceux-ci sont les produits obtenus à partir de 

ceux de la table 1 si l'on remplace ri par mi = exp( ei )exp( - li )exp( ei). 

Ayant ceci et en utilisant le fait que () / m' (X) = id, on peut écrire ( cf la 

démonstration de 4.10.4) : 

Ad(s) = exp(i7rad(L €j(pj - Pr(j)))) 
jEn 

où Q est un système de représentants des orbites de r dans J\X et €j E Q, (j E Q) 

tel que: 

2px + L2€j(pj - Pr(j») E EBÛlPi+C 
jEn iEI 

Remarque : La relation ci-dessus a lieu modulo le centre C de 9 (puisque les 

(Pi)iEI sont définis modulo le centre, cf [B3 R] , §4.1. ); ceci n'a pas été précisé dans 

[B3R], corollaire 4.10.4. 

o 

Soient j E Q et u E Z, alors en conjuguant () par exp( i; ad( u(pj + Pr(j»))) on 

peut remplacer €j par €j + U sans modifier les autres €i; ainsi Vj E Q, l'élément 

€j E !Z est bien déterminé modulo Z. Donc si on note 2iix la classe de 2px dans 

(EBZPi+C)/('~:D2ZPi+C) qui est fixée par (-r), on a: 
iEI W 

iEI 

Par conséquent 

2iix = L 2€j(pj - Pr(j)) 
jEn 

Z7r 
() = rwAd(nx )exp( 2:ad(2iix)) 
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et donc pour un indice admissible (T, X), l'involution de seconde espèce e corre­

spondante sera entièrement déterminée si on connait 2p x. 

Dans la table 2 on donne la liste des formes réelles presque déployées d'algèbres 

de Kac-Moody affines; les notations sont celles de [B3 R], §6. on rappelle que X 

est le complèmentaire dans l'ensemble d'indice l de la réunion des orbites distin­

guées ( c'est à dire entourées ). Pour chaque forme presque déployée on donne 

l'expression de 2px, ce qui détermine entièrement l'involution de seconde espèce 

correspondante. 

Dans la table 3 on donne la liste des diagrammes strictement hyperboliques et 

symétrisables, c'est à dire les diagrammes dont tous les sous diagrammes propres 

sont de type fini et dont les matrices de Cartan généralisées sont symétrisables. 

Enfin, dans la table 4 on donne la liste des formes réelles presque déployées 

d'algèbres de Kac-Moody strictement hyperboliques et symétrisables et les invo­

lutions de seconde espèce correspondantes (déterminées par la donnée de 2px). 



Nom 

A" 1 > 0 

B" 1 > l 

C" 1 > l 

D" 1> 3 

E .. 

El 

E. 

F. 

Gl 

Table 1 

DiugnunmCl dCl Dynkin Wo 2p" 

1 2 '-1 , 
(ri "~ ".",).( l'l,' .1"-1)' ,,(ri "2 ).1'1 l(li + 2(1 - 1)Q2 + + i( 1 i + l)Qi ... + la; 

~ ... ~ .. - • • .. , - ... 
_. ----- --

1 ~ '-l' ("1 r~ .. ,", -1 ",)' 2/Qj + 2(21 - l)Qi ..... , + i(2/- i + I)Qi + , .. + (1 - 1)(1 + 2)Q,.:. + '''tl)o; ------~ 
- ----

Ll--_._~ ("1"2 ... l', -1 1',)' 
(21 - l)Qi + 2(21 - 2)Q2 + .. , + i(2/- i)Qi + ... + (/- 1)(1 + 1)0,..:. + Po; --- _.-

l-!-... -~' ("1 "2 ... ", -1 l', )'-1 2(1 - l)Qi + 2(21 - 3)Qi -1- .. , + i(21 - i - l)oi + .. , + '(1;1)(0'':. + ai) ,-, 
_.-""--.-- ----------------_ .. _--- -- --~--- ------

1 l i 5 il 
("1"4"1\'''2 "3 "lI)1I 2(81lj -1- HQi -1- 150; + 210. + 1506 + Sai) • . • . -

2. 1 --------
1 l • t-~-l (ri "2"3"4"6"1\"1)9 34Qj + 49Q2 + 660;; + 960. -1- 7505 + 6200 + 270; • • 2.1 ... 

1 l • 6 il 7 Il ("1 "2 "l"."6 l'Ii 1'7 "11)16 2(460i + 68ni -1- 9loi ... 135n. + 11006 + 8400 +' 57Ql + 290i) • • 
~ 1 • • .--

---~. 

1 2 l • ("I,'~r3".)11 22Qj + 42u2 + 30Q; + 160 • • C)3 -0 

._--
1 t \ (1'1"2 )3 2(5uj + Sai) 

-l 
~ 

1 
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Table 2 

Nom Indice Orbites Paramètres 2px 

distinguées 

-e-
(1) 

An,n+l '\ O,l, ... ,n-l,n n>l 0 

o~ ~ 
V\~ 

Z; 

(1) 
A2k-l,k 1 0,2,4, ... , 2k - 2 k>l 0 

0 

l~_\ 
î:\. 

~.2.Ia_:t 

2 A(l) '}. \t \t .. A 
i,i + 1, ... i<k-r+l i 2k,r 

~. 
Pr-i-l - p2k-r-i+l 

... ,r+i-l k>l 

o . . P--~ i=k-r-l 0 
6.J '1-.1- -II 

; A;~_l,r i, i + 1, ... 0< i < k-r+l 
- 2 (pi - P2k-i)+ 

o<ODO>~ .o.,r + i - 1 k>1 (P2k-r-i+l -Pr+i-l) 

i=O<k-r+l pr-l - P2k-r+l 
'1 i, t+.i._" i = 0; k = r-l 0 

2' A (1) 
tR.-\ i, i + 1, .00 k>1 i 2k-l,r 

~DD ) ( '00, r + i-l 0< i < k-r 0 - - 2 

0 • . II!.-\ 
~ 11.--4-",_'1 

~~~~. 
2" A(l) o <l>,/ $)k 2k-l,k 

i~ Y .. , O,l,o .. ,k-l k>l 0 

(1) 0 2k,2k+l,.oo n>2 0 2kBn,r 
l • Ge G ~ ... , r + 2k-l o ~ 2k ~ n - r + "1 2.'1:1. f+2.12 _\ Y\ 



2 B(l) 
2k+l n,r 

2 DO) 
2i+l n,r 

(1 
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Table 2 (suite) 

2k + 1, 2k + 2, 000 

~ n O,l,oo.,n 

e El e 'Q:l i, i + 2, 000 

.i ;. 4-U-2. t1 i + 2r - 2 

0,1, ... ,r-1 

0) (b .. e. e e . 2z,2z + l, '00 

1 2L r.2L_i "-1 .. o,2i + r - 1 

~. e 
1 1. 

2." e.~ 0,2,4,oo.,2k 

.i.k-4 

2" l 2" z + , z + 2, '00 

.o.,2i + r 

o ~+~ 
2D(1) r.h ~h e Q' 1 3 5 2k + 1 

2k+l,k+l ~ 2' , , "00' 

2' (1) 
2i+l Dn,r 

2' D(l) 
2k,k 

'1 ,4..+4.t!t 

~ 2i+1,2i+2,.o. 

2":' .. , (~ 

.o.,2i + r 

~1,3,5, ... 
\.+-J ~ - '--8 ... ,2k - 1 

n > 2; o 
r + 2k ::; n 

n>l o 

n>l o 

n > 1, r < Î - 1 

n = 2(r_---'1 ):....-+-0 ____ --1 

n ImpaIr 

n pau 

n>3 

n - r ImpaIr 

k>1 

n>3 

n - r prur 

k>l 

n > 3, 

n - r Imprur 

0< i < n-r-l 
- - 4 

k>l 

o 
pr-l - Pn-r+l 

o 

o 

o 

Po - Pl 

o 

(Po - Pl)+ 

(P2k-1 - P'lk) 
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Table 2 (suite) 

<-

z/I D(l) ~ (' r- 0,1,2, ... 0 n,r 

~:~ 'f-_ 
r> n lmpaIr 

... ,r -1 n>3 

n paIr pr-l - Pn-r+l 

A(Z) 
2k,r 

0,1,2, 00" r - 1 k>l 

1~X9 @ e 
o 1 ("- '1 

c)Jk lS;rS;k+l 0 

(z) 0 k - r + 1, ... , k>2 AZk-1,r ) e e Q{6.') 
... ,k-1,k k - r pair 0 ~-rH ~ 

'\ 

0 
(2) ~. 0,2,4, ... , 2r - 2 k>2 0 2A2k-l,r <;) c;l ( 

~r-2, k 
i 

2 A(2) k - r + 1, ... k > 2; lS;rS;k 
2k-l,r 

Ose ~ ... , k - 1, k k - r pair 0 
Lrt-! ~ 

2 A(2) 
() 

1,3,5, ... ,2r-l k>2 
1 ~ 

Po - Pl 2 2k-l,r 
e· e ~ 'l.C\ 1 ~ 

(2) 
iDn+l,r i, i + 1, .... n>2 

I~ Glê e . >. ... ,i+r-1 0< i < n-r+l 0 
0 1 - - 2 

A.; ki-Jt...'1 1"\ 

2 D(2) 0,1,2, .. , r - .!1.±1 
n+l,r - 2 

n 0_1 

..Lr" r ... ,r -1 ou n ImpaIr 0 
, 
'. n>2 , 

i.L 
r < .!1.±1 

';; 
...... pr-l - Pn-r+l 
r 2 

0 
et n pair 
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Table 2 (suite) 

Nom Indice 2px 

A(l) 0 1 0 1,2 

® ( :~ Q) 

A(l)3 0 1 0 1,1 

ce s: ) 1 

2 A(l) 
1,1 :~ : ~ 

0 

A(2) 0 1 0 2,2 

® ~I ® 
A(2) 3 0 1 0 2,1 

@ iz 1 

E(l) 
6,7 

ê ~ t: G /) 0 

E(l) 12 
'1 3 If é 

(. .. ~ 

f: 
ft 0 6,3 

E(l) 28 
-\ 3 IJ S" G 

G) 

1: 
. e 0 6,3 

2E(1) 

~ Û tJ 0 6,S G e 
0 :t 

"!I 1 

2 E(I)6 
G J br ~~ (P3 - ps) 6,3 • 

0 .2. 
~ 1 
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Table 2 (suite) 

2 E(l) 15 0 2..- s-
~. (Pl - P6) 6,3 e e ~( f 

.3 -1 

2 E(l) 38 
0 

.z, 
0/( 

5" (; 0 6,1 
Et ~ • t 

• 
:3 '\ 

2 E(1) 45 
0 2-

"c 
S-

~: 
0 6,1 . . : 

"3 

2 E(l) 78 
0 2. 

s- " 0 4( ~ 
• 6,1 

G t . 
3 '\ 

E(l) 0 -1 ~ u 5" ç, f- 0 7,8 G e e 12 e e €J 

E(1)9 0 -1 
~ I.f 5" , f 

8 1~ 
e ê €) 0 7,5 . • 

E(l) 12 0 Il 3 If s- " 1-
7,4 . e 

I~ 
e 0 

E(l) 28 0 -1 '?> If s- b or 
7,4 e 9 

1~ 
G @ 0 

E(l) 69 0 -1 ~ 4 S- , "+ 
• ~ 9 

1~ 
• . . 0 7,1 

E(l) 133 
0 -1 '3 Cf s- 6 1-G , • l z 

• , . 0 7,1 

2 E(l) 
"5" e D 2J 

~ Ô 0 7,5 CV 
.3 1 0 
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Table 2 (suite) 

2E(1)15 2> "'i 

~'br 
(Pl - P6) 7,3 

G 4( t . 
;, ~ 0 

2 E(l) 63 
:t 4 

-5 , '+ 0 7,1 

~ f ! f 
3 .-f 0 

2 E(1) 78 ç- " -:r 

~ 
. 

~ Q 0 7,1 t 
? 1 

.0 

E(l) 
8,9 0 

E(l) 12 G 3 tf s- b q. ~ 0 

'8,5 G I. e Q e G e 0 

E(l) 28 
,t ?> 4- S- b '} ~ 0 

8,5 G . 
1 ~ 

• G G) e 8 0 

E(l) 120 
1 :; q. s- b 1- g 0 G • 

1 ~ 
. . 0 8,1 

EU) 136 ... '> u 5" (, 1- 8 0 0 8,1 • • 

12 
. • . g 

E(l) 248 1 ~ il- S- b 1- 3 0 8,1 • .. 
1~ 

Il . ;. €Y 

F O ) 
4,5 ~ 

0 

0 1 Z 3 4-

F(1)9 
• G L) @----- 0 4,2 
0 1 1. 3 If 
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1Dable 2 (s~te) 

F(I)21 

~ 
1 2 

~ 
3 4 0 4,2 • E e:> 

F(l)24 
0 1 2 3 4 0 4,1 

• e ~ 1 • 

F(I)36 
4,1 0 1 2 3 4 0 

• • E ;) 1 ~ 

F(l)52 
0 1 2 3 4 0 4,1 

9 > • 

G(I) 
2,3 1 2 0 0 

@~~ e 
G(I)6 

2,1 1 2 0 0 

1 a ~ • 

G(l) 14 
2,1 1 2 0 0 

~ E) 

E(2) 
6,5 0 1 2 3 4 0 

S (9 :. ~ 9 @ 

E(2)6 
6,3 0 1 2 3 4 0 

S (9 ) 1 9 • 

E(2) 13 
6,2 0 1 2 3 4 0 

e :- 9 •• 

E(2)21 0 1 2 3 4 0 6,2 

9 6 • ~ 1 
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Table 2 (suite et fin) 

E(2)36 
6,1 0 1 2 3 4 0 

e 1 > 1 iii ., 

E(2)52 
6,1 0 l 2 3 4 0 

• 1 ) • • E) 

D(3) 
4,3 0 1 2 0 

9 @ ~ EV 

D(3)6 
0 1 2 0 4,1 

@ • ~ 1 

D(3) 14 
4,1 0 1 2 0 

S 1 ~ 1 
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Table 3 

Liste des diagrammes strictement hyperboliques et symétrisables (*) 

1 2 s, t E N*, tels que st > 4 
1 t 1 ) s (i.e s = -al,2, t = -a2,1 

1 2 3 1 < 
2 

il! 
3 

d > iJ 0 • 6 ,) 0 

1 2 3 1 2 3 
Ci < 0 ) ft > 0 ( 0 

1 2 3 1 2 3 
0 ( t) ) 0 (\ > a ( Il 

1 2 3 
d > 0 > 0 

l~ Ç>! 
3 3 

~! l~ 

1 

~ 
4 , ~ 

(*) On suit la convention précisée en [B3R, 3.6.e] 
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Table 4 

Indice 2px Indice 2px 

l 2 0 1 2 0 

© ~ © 1 
s s t t pair 

~ !) 1 0 

2 

1 2 3 (*) 0 1 2 3 (*) 0 
@ @ ® (il • B 

1 2 3 (*) 0 1 2 3 (*) 0 
1 f @ • 1 ~ 1 ® 

1 2 3 C*) 0 1 2 3 (*) 0 

• ~ @ ~ (iî== @ @ 

1 2 3 (*) 0 l 2 3 
(,,) 0 

@ 1 i • @ 1 

1- \ 
A 

1 r-- \ 

! ,,' ,~ ~. " , ~ 1 \ ; 
2 0 2 Pl - P3 

,al ~ 1 
, , .., 

CJ , , 
3 3~ , " 

1 ..... , 
1 (ri " 

V \ / 

2 0 2 0 
( .... , ..-

3 3 

(*) Le sens des flèches non indiquées sur les liaisons doubles ou triples n'a pas d'influence. 
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Table 4 (suite et fin) 

Indice 2px Indice 2px 

l 1 

t::;> 2 0 2 0 

3 

1 1 

2 0 2 Pl - P3 

3 

1 

> ( 2 0 2 0 

3 3 

1 1 

[ ~ 0 2 2 0 
'. 

a 

1 

2 Pl - pa 2 0 

1: : :: a 

o 1 : 12 
0 

a l 4 

(J : 00: ) 
o 

Q : 2 0 

J ) 
4 

1 : ~) ( 
3 

o 

(*) Le sens des lèches non indiquées sur les liaisons doubles ou triples n'a. pas d'inftuence. 
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Deuxième partie 

Réalisations 

des 

automorphismes d'ordre fini et de première espèce 

et des 

formes réelles presque compactes 

d'algèbres de Kac-Moody affines 
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Chapitre l 

Algèbres de Kac-Moody affines 

Réalisations et automorphismes 

d'ordre fini de première espèce 

1. Réalisations: 

- 0 

1.1. Soient J{ un corps algèbriquement clos de caractéristique nulle, fi une 
- 0 

algèbre de Lie réductive sur J{, Bo un automorphisme de fi d'ordre divisant m, Em 

une racine primitive mi ème de l'unité dans R et (.,.) une forme bilinéaire symétrique 
000 

non dégénérée et (ad(g) et Bo)-invariante sur 9 (lorsque 9 est semi-simple (.,.) sera 

la forme de Killing). 

Pour j E Z, on pose: 

o 0 rn-l o 

ce sous espace de 9 ne dépend que de la classe de j modulo m et 9= EB 9j 
j=O 

o 
D'après Borel-Mostow ([BM]) Bo fixe un élément semi-simple régulier R de 9 

o 0 0 

. Notons lJ le centralisateur de R dans 9; alors lJ est une sous algèbre de Cartan 
o a 0 0 0 

Bo-stable de 9 et lJo := (1) n90) est une sous algèbre de Cartan de 90' 

Notons 9 l'algèbre de Lie infinie: 

La structure d'algèbre de Lie sur 9 est telle que c est central et 

W ® x + ad, t j ® y] = ë+j ® [x, y] + ibi._j(X, y)c + jat j ® y 
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L'élément d agit diagonalement avec des valeurs propres entières et induit la 
o 

Z-graduation évidente sur 9 . Ainsi la sous algèbre fJ:= (1 ® fJo) EB K c EB K d est 

une sous algèbre de Cartan de g. 

Remarque: L'algèbre de Lie 9 ainsi définie est presque un produit d'algèbres 

de Kac-Moody affines; on l'appelera l'algèbre réductive affine associée au couple 
o 0 

(g,80 ), (cf [RI] ). Lorsque 9 est simple on retrouve la réalisation des algèbres de 

Kac-Moody affines au sens de Kac, ([K]). 

1.2. L'application translation: (cf [B3RJ ou [R3]) 

On note: 

1) gl = (EBC ti ®9 j ))œkc c'est une sous algèbre de 9 qui contient l'algèbre 
fEZ 

o -
dérivée g' (et lui est égale si 9 est semi-simple). De même Kc est contenu dans le 

centre de gl ou g' (et leur est égal si 9 est semi-simple). 

2) g" le gl-module gl j kc (identifié avec (EB(tf®g))) et 7 l'application trans­
fEZ 

lat ion de g" définie par: 

7 (t j ® x) = tJ+m ® x 

L'application 7 ainsi définie est un automorphisme de gl-modules. 
o 

L'application 4> : g" j(Id - 7)g'l ---tg définie par: 

est un isomorphisme d'algèbres de Lie et permet d'identifier ces deux algèbres. 

( On peut en fait remplacer Cm par n'importe quelle racine m ième de l'unité, mais 
o 

on fixera ce choix pour la suite ). En particulier si 9 est simple ( Id - 7)g" est un 

idéal propre maximal de g'l et d'après V.Back ([B3R]), tout automorphisme de 

g'-modules T de g" tel que ( Id - T)gll est un idéal maximal de g" est de la forme 

T = a7±1, avec a E K. 

o 

1.3. Soient h un élément de !Jo à valeurs propres entières (via la représentation 
0". 0 

adjointe de 9 ) et Emp une racine pzeme de Cm. On note H l'automorphisme de 9 

défini par: 

H(x) = (Emp)N X , 
o 

pour x E 9 tel que [h,x] = Nx 
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L'automorphisme H ainsi défini commute à Bo, et B := BoH est un automor-
o 

phisme de 9 d'ordre divisant mp. 

Quand R = C et Emp = e 2;:p'" on a : H = exp( 2;:p7r ad h ). 
o 

On note gl l'algèbre de Kac-Moody réductive affine associée au triplet (g 

,B, Emp ), C et D les éléments de gl analogues de c et d dans 9 et Ti l'application 

translation de g~. 

Proposition 1.4. (cf [R3 ] ou [B3 R]) 

L'application '!j;: 9 ---+ 131 définie par: 

'!j;(t j ®x) =tPj+N ®x+t5j,o(h,x)C; 

'!j;(c) = pC 

zI'(d) = (D - h)jp 

o 
pour x E flj tel que rh, xl = 1'1 x 

est un isomorphisme d'algèbres de Lie qui commute aux applications translations 

de g" et g~, (i.e '!j;T '!j;-l = Ti ). 

Corollaire 1.5. 
o 0 

Lorsque 9 est simple l'algèbre 9 = ((g, Bo, Em) ne dépend ( à un isomorphisme 

près) que du plus petit entier k tel que (Bo)k est intérieur. Dans ce cas l'algèbre 

de Kac-Moody affine 9 est dite de type Aff k . 

Démonstration. 

Il est assez facile (en adaptant la démonstration de [L] ou [BD de démontrer 
o 

que tout automorphisme d'ordre fini de 9 est de la forme BoH ci-dessus avec Bo un 

automorphisme de diagramme, et il est alors clair que Bo est déterminé par k. 

o 

1.6. Pour n E N* on note: 
o 0 0 0 

i). (g)n l'algèbre de Lie 9 xg x ... x g, ( n fois). 
o 

ii). (., .)n la forme bilinéaire symétrique non dégénérée sur (g)n définie par: 

o 
Xi,Yi Eg,i = 1,2, ... ,n. 
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., 0 

iii). TJ une racine n1eme de Em, En = TJm et Bn l'automorphisme de (g)n défini par : 

o 
Xi Eg, i = 1,2, ... , n 

o 
On a alors: (., .)n est (ad(g)n et Bn)-invariante; (Bn)n = Bo x Bo x ... x Bo et n est la 

plus petite puissance de Bn telle que (Bn)n stabilise tous les facteurs de (g)n; par 

conséquent 1 Bn 1= n 1 Bo l, où 1 Bi 1 est l'ordre de l'automorphisme Bi, (i = 0, n). 

Pour j E Z on pose: 

De la définition de Bn on déduit : 

o 
En effet, soit y = (Xl = X,X2, ... ,Xn) E (g)7, on a: 

ce qui donne: 
i = 1,2, ... , n - 1 

ou encore 
= TJiiX i = 1,2, ... n-l 

= "lnix = (Em)i x 

L'inclusion dans l'autre sens est évidente et on a l'égalité entre les deux ensembles 

de (1). 

o 
o 

Enfin on note ng l'algèbre réductive affine associée au triplet ((g)n, Bn' TJ); Cn, 

dn , ng", ngl et Tn les éléments, sous quotients ou application relatifs à ng analogues 

à c, d, g", gl et T pour 9 . 

Proposition 1.7. 

1) L'application 1>n: 9 ---+ ng définie par: 

1>n(ti ®x) =ti ®(x,"lix, ... ,"l(n-l)ix ) 

1>n(c) = nCn 
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est un isomorpbisme d'algèbres de Lie, de plus on a: <PnTn<p:;;1 = Tn 

2) L'automorpbisme de ng1-module <PnT <p:;;1 commute à l'application transla­

tion Tn et induit par passage au quotient un automorpbisme d'espaces vectoriels 
o 

de (g)n (identifiée avec ng" j(Id - Tn)ng", (voir (1.2)) ) d'ordre divisant n et qui 

agit de la manière suivante: 

En particulier pour jE {l, ... ,n}, <PnT<p:;;1(XI,X2,""Xn) = (€n)i(X1,X2""'Xn) si 

et seulement si Xi = 0, Vi E {l, ... , n}, i =f. j. 

Démonstration. 

D'après la relation (1) (voir (1.6) ), il est clair que <Pn est bien définie, bi­

jective et verifie <PnTn<p:;;1 = Tn. D'autre part l'assertion 2) résulte aussitôt de 

l'assertion 1). Il reste donc à montrer que <Pn est un homomorphisme d'algèbres 

de Lie. 

S 't ( ) 0 0 (" '71) t _ [ ] X _ (i (n-1)i ) Dl X, Y E9i X gi' 2,) E "-' ,e posons z - X, y, n - X, "7 X, ... , "7 X , 

Yn = (Y,"7iY"","7(n-1)jy), et Zn = (z,"7i+iz"","7(n-1)(i+i)z), alors on a: 

i). <Pn([ti0x, ti 0Y]) = <Pn(ti+i0z+iDi,_i(X, y)c) = ti+i®Zn+iDi,_i(X, y)(n.cn ) (1) 

d'autre part 

[<Pn(t i 0x), <Pn(ti ®y)] = [ti®Xn,ti®yn] = ti+i0Zn+iDi,-i(Xn,Yn)n,cn (2) 

comme Di,-i(Xn, Yn)n = nDi,-i(x, y), on a l'égalité entre (1) et (2) 

ii). <Pn([d, ti ® x]) = <Pn(iti ® x) = iti 0 X n (1)' 

[<Pn(d), <Pn(ti 0 x)] = [dn, ti 0 X n] = iti ® X n (2)' 

d'où l'égalité entre (1)' et (2)' . 

Par suite <Pn est un homomorphisme d'algèbres de Lie. 

o 

2. Automorphismes d'ordre fini et de première espèce d'algèbres de 

Kac-Moody affines 

2.1. Soient 9 une algèbre de Kac-Moody affine et (~, ei, h, i E 1) le système 
o 

correspondant de générateurs. D'après Kac ([K]), 9 se réalise comme un [Cg, ç, €k), 
o -

où 9 est une algèbre de Lie simple sur K et ç est un automorphisme de diagramme 
o 

de 9 d'ordre k. Une telle réalisation est appelée la réalisation standard de 9 . 
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Un automorphisme linéaire ou semi-linéaire de 9 est dit de première (resp 

deuxième) espèce s'il conserve (resp ne coserve pas) la classe de conjugaison d'une 

sous algèbre de Borel de g. Il suffit pour cela qu'il vérifie cette même condition 

avec à la place d'une sous algèbre de Borel une sous algèbre parabolique propre. 

Il y a une manière assez simple de construire des automorphismes de première 
o 0 

espèce de la réalisation [Cg, Bo, Em) de g. Soit 0"0 un automorphisme de 9 qui com-

mute avec Bo; alors 0" := 1 (8) 0"0 est un automorphisme de première espèce de 9 

(l'action de 0" est telle que 0"( ë (8) x) = ë (8) 0"0 (x) et 0" fixe c et d ); ainsi 0" fixe la 

sous algèbre parabolique propre (EB(ti @9)EBKCEBKd); de plus 0" est d'ordre fini si 
iEW 

et seulement si 0"0 l'est. 

A la fin de ce paragraphe, on démontre que pour des choix convenables de la 

réalisation de 9 on obtient ainsi tous les automorphismes de première espèce et 

d'ordre fini de g. 

Soit 0" un automorphisme de première espèce de 9 d'ordre s. D'après Levstein 

([L]), 0" stabilise une paire (fJ, b+) formée d'une sous algèbre de Cartan fJ et d'une 

sous algèbre de Borel positive b+ contenant fJ. Ainsi fJO" est une sous algèbre de 

Cartan de gO" et deux telles sous algèbres de Cartan sont conjuguées par un au­

tomorphisme intérieur commutant avec 0" (cf [R2l ou [KW]). Quitte à prendre un 

conjugué de 0" par un automorphisme intérieur on peut supposer que (f), b+) est 

la paire standard. 

Proposition 2.2. 

Il existe une réalisation de g sur laquelle 0" préserve la Z-graduation. Plus 
o 

précisément cette réalisation est de la forme [Cg, B, Em), avec m = ks et (Em)8 = Ek 

Démonstration. 

On regarde l'automorphisme 0" sur la réalisation standard de g. Comme il est 

de première espèce il induit l'identité sur le centre K c de g et sur gl g' ( identifiée 

avec K d ), ( cf [R2 ], Lemme 2.8. ). Par conséquent il existe h' E fJ n g' tel que 

0"( d) = d + h' (car fJ est O"-stable et fJ contient d ). 0" est d'ordre s et la relation 

(0"8 (d) = d) équivaut à la relation suivante: 
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8-2 

Compte tenu de la relation (1) (J fixe sd + 2:)s - i -l)(Ji(h') 
i=O 

Comme d est à valeurs propres entières (via la représentation adjointe) il en 
8-2 

est de même pour O"(d) et h' et donc pour h := 2:(s - i - l)O"i(h'). 
i=O 

L'action adjointe de h ne dépend que de la classe li de h dans (1) n g')/ lie 

(identifiée à une sous algèbre de Cartan de (g)e := la sous algèbre de points fixes 

de ç ). 
., 0 

Soit Esk une racine szeme de Ek. On note H l'automorphisme de 9 commutant 

à ç et défini à partir de li et de tsk comme dans (1.3). On pose 0 := é,H, m := sk 

et Em := Esk· 

D'après la proposition 1.4. la réalisation ((g, 0, Em) := (EB(t j @.9 j ) )EBKCEBKD est 
iEZ 

isomorphe à la réalisation standard de 9 . En regardant cet isomorphisme et en 

tenant compte du fait que 0" fixe sd + h on s'aperçoit que l'automorphisme (J 
o 

regardé sur la réalisation ((g, 0, Em) fixe D modulo le centre; comme par ailleurs il 

fixe le centre et est d'ordre fini il fixe D et donc il respecte la Z-graduation. 

o 

Proposition 2.3. 

Il existe une réalisation de 9 sur laquelle 0" respecte la Z-graduation et commute 
o 

à l'application translation. Plus précisément cette réalisation est de la forme (((9 

)n, On, Emn) construite en 1.6, avec n un diviseur de l'ordre s de 0" • 

Démonstration. 

Soient ((g,Oo,Em):= (EB(ti ®.9))EBKeEBKd une réalisation de 9 sur laquelle 0" 

iEZ 

fixe d( et donc respecte la Z-graduation,( cf proposition 2.2.) ) et T son application 

translation. On regarde 0" sur cette réalisation. O"T 0"-1 est un automorphisme de 
o 

g'-module de g". Comme 9 est simple, (Id - T)9" est un idéal maximal de g/l et 

donc (Id - O"T 0"-1 )g" l'est aussi, par conséquent il existe (0', a) E {-l, 1} X J? tel 

que O"Y 0"-1 = aya (cf (1.2)). Comme (J est de première espèce et d'ordre s on a 

necessairement 0' = 1 (cf [R3 ]) et aS = 1. Soit n le plus petit entier tel que an = l. 

D'après la proposition1.7. l'automorphisme 0" regardé sur la réalisation associée au 
o 

couple ((g)n, On) (voir (1.6) pour les notations) respecte la graduation et commute 
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à l'application translation. 

o 

Théorème 2.4. 

On conserve les notations de 2.1,2.2 et 2.3. 
o 

Il existe un automorphisme 0"0 d'ordre s de (g)n qui commute avec ()n et tel 
o 

que 1 0 0"0 soit égal à 0" sur la réalisation t((g)n, ()n, Cmn). Plus précisement, il 
o 

existe un automorphisme u d'ordre fini de 9 qui commute avec ()o et un entier 

lE {1,2, ... ,n -1} tels que: 

avec 

Démonstration. 

U(Xn-l+i) 

U()O(Xi) 

lSiSl 
lSiSn-l 

o 
D'après les démonstrations précédentes, 0" regardé sur la réalisation r((g)n, ()n, 

cmn ) fixe Ken tBKdn commute à l'application translation et induit par passage au 
o 

quotient sur (g)n un automorphisme 0"0 d'ordre s (cf (1.2) ). 
o 

L'automorphisme 0"0 respecte la (ZjmnZ)-graduation de (g)n, il commute donc 

avec ()n et on a nécessairement 0" = 100"0. 
o 

Soit T l'application translation de reg, Bo, cm), d'après la démonstration précé-

dente, T vérifie O"T 0"-1 = aT où a est une racine primitive nième de l'unité dans 
_ 0 

J{. Regardée sur la réalisation t( (g)n, Bn, Emn),l'application translation T induit 
o 

sur (g)n un automorphisme d'espaces vectoriels d'ordre n qu'on note encore T. 

On a alors 

00· 

Pour j = 1, ... ,n, on note (g)n(j) = {x E (g)n;T(x) = (En)J X }; avec En = (Emn)m. 

D'après la proposition1.7 on a : 

0, n . 0 

(g) CJ) = {(O,O, ... ,O,Xj,O, ... ,O);Xj E9} 

Soit 1 E {O, 1, ... , n - 1} tel que a- 1 = (En)l. De la relation (1) on en déduit que 
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(où j + 1 est considèré modulo n) 
o 

D'où 0"0 permute les composantes simples de (g)n et il existe n automorphismes 
o 

d'algèbres de Lie Ul = U, U2, .•. , Un de 9 tels que: 

Le fait que 0"0 commute avec On équivaut à la relation suivante : 

U 

uOo 
1 ~ i ~ 1 

l~i~n-l 

De l'expression de 0"0 (qui est d'ordre fini) on déduit qu'il existe i, j E N* tels que 
. . 0 

ut(OoF = id, comme 00 est d'ordre fini, l'automorphisme U de 9 l'est aussi. D'où 

le résultat. 

o 

Corollaire 2.5. 

Soient 9 une algèbre de Kac-Mody affine et 0" un automorphisme de 9 d'ordre 

nni et de première espèce. Alors la sous algèbre gO' de points nxes de 9 sous 0" est 

une algèbre réductive affine. 

Remarque: On obtient ainsi assez facilement et d'une manière plus précise 

l'un des résultats les plus techniques de [B} . 

Démonstration. 
o 

D'après le théorème2.4, il existe une algèbre de Lie semi-simple 9 et deux 
o 

automorphismes d'ordre fini 0"0 et 0 qui commutent entre eux tels que [(g, 0, EloI) 

soit une réalisation de 9 sur laquelle 0" est égal à 1 00"0. Par conséquent on a : 

gO' = [((gyo, 0, EloI). Comme (g)O'o est réductive on a le résultat. 

o 
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Chapitre II 

Formes réelles presque compactes 

d'algèbres de Kac-Moody affines 

Le but de ce chapitre est de donner une description plus détaillée des formes 

réelles presque compactes d'algèbres de Kac-Moody affines complexes et un procédé 

de construction de sous algèbres toriques déployées maximales (en abrégé S AT D M 

) en se basant sur les résultats de Rousseau ([R2]) sur ces formes,ceux de Bausch­

Rousseau ([BR]) sur les involutions de première espèce et ceux du chapitre précé­

dent. 

1. Généralités 

1.1. Soit fi une algèbre de Kac-Moody affine complexe et [(9, ç, ék) (= EB(t j 0.9 j )EB 
jEZ 

o 

Cc œ Cd) sa réalisation standard. Fixons (~i, fi, i = 1, 2, ... , n) un système de 
o 

générateurs de Chevalley de fi sur lequel ç agit comme un automorphisme de dia-

gramme d'ordre k. Soit ().; l'involution de Cartan de 9 (().; (~i) = - fi' et (().;? = id) 
o 0 0 0 n 0 

et posons Ct i = lei, fil et f):=EB C~;. Alors f) := 1 ® f)o œ Cc œ Cd est une sous 

algèbre de Cartan de 9 dite la sous algèbre de Cartan standard de fi. 
o 0 0 

On note Ô (resp Ô) le système de racines Ô(g, f)) (resp Ô(g, f))). 

On rappelle que si 9 est de type X n alors 9 est de type X~k). 

1.2. (cf [K] ou [B]) 

Il existe sur f) une forme bilinéaire symétrique non dégénérée qui induit un 

isomorphisme v : f) ---+ f) * et donc une forme bilinéaire symétrique sur fJ * . 
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Cette forme se prolonge en une unique forme bilinéaire symétrique B sur fl 

vérifiant: 

i) B est invariante (i.e B([x, y], z) = B( x, [y, z]); x, y, z E fl) 

ii) B(flal 9,8) = 0 si a + f3 =1= 0; a, f3 E 6-

iii) B /fla EB fl-a est non dégénérée pour 0: E 6-

iv) [x,y] = B(x,y)v-1 (a) pour a E 6-, xE fla'Y E fl-a 

1.3. (cf [B]) 

Soit J un système de représentants des orbites de f, dans {l, ... , n}; on peut 

supposer que J = {l, ... , 1}, avec 1 ~ n. Pour cela on choisit la numérotation de 
o 

Bourbaki ([BBK]) sauf dans le cas 9 de type E6 et f, d'ordre 2 où l'on choisit la 

numérotation suivante: 
1 2 3 5 6 , 1 

l 
, 

4 

Pour i = 1, ... ,1 on pose: 
o 

i) ni le cardinal de l'orbite de a i ou de i 

ii) ei =~i +f,(~i)+ ... +f,ni-l(~i) sauf dans les cas de A~~) où el = v'2(~1 + ~l+1). 
iii) li =(;; (ei) 

iv) ai = [ei,li] 

Ainsi (ei, li, 2 = 1, ... , 1) est un système de générateurs de Chevalley de 
o 

l'algèbre de Lie simple flo' 

_ 0 0 0 

1.4. Il existe un unique poids (Jo E (~o)* du flo-module fll qui soit de hauteur 
o 

maximale (cf [K] ou [B]). On choisit Eo E (fl1)-Bo et on pose: 

Fo = - (;; (Eo), eo = t®Eo, Jo = rI ®Fo et 0:0 = [eo,Jo]. 
o 

On normalise de façon convenable Eo et la forme invariante sur fl (cf [K] ). 

Alors (~, ei,li i = 0,1, ... ,1) est un système générateur de fl . La numérotation 

de ces générateurs est la même que celle de Kac ([K)) sauf dans le cas A~~) où elle 

est inversée. 

On définit Ô E ~* en posant Ô /0 = 0 et < ô, d >= 1. 
~oœCc 

000 

Soit 6-j l'ensemble des poids du 90-module 9j, il ne dépend donc que de j 
o 

modulo k. Pour a E6-j on prolonge 0: sur ~ en posant 0:/ CcœCd = O. 

Alors on a : 
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o 

.6. = {j8 + a,j E !Z,a E.6. j } U {j8,j E !Z*} 
. 0 

gjHa = t J 0 (gj)a 
o 

gj8 = t j 0 (~j) 

o 

1.5. Soit ai (i 1, 000' 1) le poids de .6. ou de .6.0 correspondant à ei (on 
o 0 _ 0 

identifie go avec 10 go) et posons ao = 8 - eoo La famille II= (ai)i=l,.oo,1 définit 
000 

une base de racines de .6.0, c'est aussi une base de racines de .6(g, ~o)o Soient 

(ai)i=l, ... ,lles coordonnées de Bo dans cette base (les coefficients ao = 1,al,ooo,al 

sont ceux figurant sur le diagramme de Dynkin de 9 si on tient compte de la 

numérotation choisie pour AW ) et (Pi)i=l, ... ,1 une base de ~o duale de la base 

(ai)i=l, ... ,lo ( Cette notation diffère de celle de (B3R, §5] ). 
o 

Alors on a : < aO,pi>= -ai, i = 1, 00" l. 

La famille II = (ai)i=o,l, ... ,1 est une base de racines de .6.; en posant Po = d et 
o 

Pi =Pi +aid, i = 1, "0' 1 on obtient une famille libre (Pi)i=O,l, ... ,1 d'éléments de ~ 

vérifiant: < ai,pj >= 8i ,j, i,j = 0,1, ... , 1. 

Notons w (resp w') l'involution de Cartan standard (resp la semi-involution de 

Cartan standard) de g( w(ei) = w'(ed = -fi, w(d) = w'(d) = -d 

et w2 = W l2 = id ). 

On appelle semi-involution de Cartan tout conjugué de w' par un automor­

phisme de 9 0 

Pour une semi-involution;;' de 9 qui commute avec ç on note [0 ;;' la semi­

involution de 9 définie par: 
0' . . 0' 0' 0' 

l00' (t10x)=rJ00' (x), i00' (c)=-cetI00' (d)=-d. 

Ainsi on a ; w' = i@ (;.;1 où:;;' est la semi-involution de Cartan standard de g. 
o 

Soit [((g)n,en,ry) une réalisation de 9 construite comme en 1.1.6 , on note 
0' 0 1 0' 0' 0 

W n la semi-involution de Cartan w x w X .•. X w de (g)n ( qui commute à en ) 

et wn ' := 10 

[((g)n,en,ry). 

W' n est appelée la semi-involution de Cartan standard de 

Remarque: Si on regarde les différents isomorphismes entre les réalisations 

de 9 (cf chap 1 1.4 et 1.7) on constate que ces isomorphismes échangent les semi­

involutions de Cartan standards. 

1.6. On sait qu'une forme réelle de 9 correspond à une semi-involution de go 
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la forme est dite presque compacte lorsque la semi-involution correspondante est 

de deuxième espèce. La forme compacte (correspondant à la semi-involution de 

Cartan standard) est presque compacte. 

Soit ;;.' une semi-involution de 9 commutant avec ç, alors la semi-involution 
1 

(J' := i®;;' est de deuxième espèce ( elle échange en effet la sous algèbre parabolique 

propre (EB (ti 09j )œCcœCd) en son opposée) et donc la forme réelle correspondante 
iEN 

est presque compacte. 

Dans le paragraphe suivant on démontre qu'en fixant une sous algèbre de 

Cartan maximalement compacte et pour un bon choix de la réalisation de 9 toute 

forme réelle presque compacte de 9 s'obtient de cette façon. 

2. Réalisation des formes réelles presque compactes d'algèbres de 

Kac-Moodyaffines 

définition2.1. 

Soit (J'une semi-involution de deuxième espèce de fi, une sous algèbre de 

Cartan (J' -stable fJ de 9 est dite maximalement compacte si -(J' stabilise une base 

de racines de .6.(g, fJ) . 
D'après ([R2D une telle sous algèbre existe, mais malheureusement on ne sait 

pas encore si deux telles sous algèbres sont conjuguées par un automorphisme 

intérieur qui commute avec (JI ou non. 

Théorème 2.2. (cf [Rz]) 

On considère: 

1) les involutions de première espèce de g. 

2) les paires ((J', l) formées d'une semi-involution de deuxième espèce (J' et 

d'une sous algèbre de Cartan maximalement compacte fJ. 
3) la relation ((J', fJ) rv (J si et seulement si (J commute à (J', stabilise fJ et (J(J' 

est une semi-involution de Cartan de g. 

Cette relation induit une bijection entre les classes de conjugaison ( sous le 

groupe Int(g) des automorphismes intérieurs ou Aut(g) de tous les automor­

phismes ) des involutions de première espèce et des paires ((J', l)). 

2.3. Soient (J'une semi-involution de deuxième espèce de g, l) une sous algèbre 

de Cartan maximalement compacte pour (J'et (J l'involution de première espèce 
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correspondant à la paire ((JI, f)). En conjuguant (J' par un automorphisme intérieur 

on peut supposer que f) est la sous algèbre de Cartan standard et que w' := (J(J' 

est la semi-involution de Cartan standard de g. 

Comme 1) est maximalement compacte pour (J' il existe une base de racines 

il de L), = L),(g, 1)) sur laquelle (J agit par un automorphisme de diagramme p 

d'ordre 1 ou 2; par conséquent (J s'écrit sous la forme: (J = pH = Hp avec 

H = exp(i1rad(h)) où h E I)z := {h E ry/a(h) E Z, Va E .6.}. On peut écrire 

h = Ed + h', avec E E {O, 1} et h' E ryz n g' et on peut supposer que h est fixé par 

p, (cf [B] ou [L)). 

Lemme2.4. (on conserve les notations de 2.3) 

1) Si E = 0 ou k = 2 (i. e 9 est de type Af f2) alors l'involution intérieure H 
o 

respecte la Z-graduation de [Cg, ç, Ek), commute à l'application translation sur g" 
o 0 

et il existe une involution intérieure H de 9 qui commute à ç telle que: 
o 0 

H = 10 (e H) sur ((g, ç, Ek)' 

2) Si E = 1 et k -1- 2 alors l'involution intérieure H induit sur g/l une applica­

tion C[t k, rkJ-semi-linéaire (par rapport à l'automorphisme t -+ -t de cette 

algèbre) et donc elle est C[t2k , r 2k J-linéaire. 
o 0 

Regardée sur la réalisation r(g x g,6,E2k), (où 6(x,y) = (y,ç(x)) et t2k 

est une racine carrée de Ek) l'involution intérieure H respecte la Z-graduation 
o 

et commute à l'application translation. Il existe donc un automorphisme v de 9 
000 

commutant avec ç tel que H = 10 (J sur [(g x g, 6, E2k), 

avec ; (x,y) = (v(y),çv(x)) et v2 = ç-l. 

Démonstration. 
o 

L'involution H fixe d et respecte donc la Z-graduation de [Cg, ç, Ek) . L'élément 

d agit sur le g'-module g/l et on a [d, Tl = kT, par conséquent HTH- 1 = (-ly k T. 
o 

Dans le cas k = 2 il est clair que exp( i7rad( d)) = 1 0 ç. Soit h la classe de h' 
o 0 0 

modulo le centre; en identifiant h avec un élément de 1)0 qu'on note encore h et 
00 0 0 

en notant H l'involution exp(i7rad(h)) de 9 on a : exp(i7rad(h')) = 10 H. D'où 

l'assertion 1). L'assertion 2) est également claire d'après ces calculs et 1.1.7 sauf 

en ce qui concerne la dernière phrase qui s'obtient en adaptant la technique de la 
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démonstration de la proposition2.3 et du théorème 2.4 (chap 1). 

o 

Proposition 2.5. 

1) Tout automorphisme de diagramme de fi est C[tk, rk]-linéaire (et donc 

commute à l'application translation) sauf dans le cas de Ag) où il existe un auto­

morphisme de diagramme Pl (Pl (0) = 0 et Pl (i) = 21 - i + 1, i = 1, ... ,21) qui 

est C[t, rI ]-semi-linéaire (par rapport à l'automorphisme t -+ -t de cette algèbre 

) et donc il est C[t2 , r 2 ]-linéaire. 

2) Regardé sur la réalisation r(g x g,e,-l) de A;~) (e(x,y) = (y,x) ) Pl 

respecte la Z-graduation et commute à l'application translation. De plus il existe 
o 

un automorphisme u de fi, tel que: 

Pl = 10;; sur t(g x g, e, -1), avec;; (x, y) = (u(y), u(x)) et u2 = id. 

Démonstration. 

L'assertion 1) est un résultat de Bausch ([B]), la deuxième assertion est une 

conséquence du théorème2.4 (chap 1). 

o 

Proposition 2.6. 

Tout automorphisme de diagramme involutif P de fi respecte la Z-graduation 

de ((g,Ç", Ek) sauf dans le cas où p(O) =1= O. Dans un tel cas on a p(O) = i, i =1= 0, 

P(Pi) = - Pi ( modulo le centre ). 

Regardé sur la réalisation r(g, Ç"exp( i; ad(pJ), E2k) l'automorphisme de dia­

gramme P respecte la Z-graduation. 

D émonstra tion. 

La famille (Pi)i=O,I, ... ,I, (cf 1.5) est définie modulo le centre de fi . Soit P un 

automorphisme de diagramme de fi, alors on a : p( d = Po) = pp(O) + 'xc, ,X E C. 

Si p(O) = 0, alors p(d) = d (car p est d'ordre fini) et donc il respecte la 
o 

Z-graduation de ((fi, Ç", Ek). 

Si p(O) = i, i =1= 0, alors p(d) = d+ Pi +'xiC, 'xi E C. Comme p est involutif 

P(Pi +ÀiC ) = -(Pi +'xi C) et donc P(Pi) = - Pi modulo Cc . 
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A vec la même technique utilisée dans la proposition2.2 (chap 1) on montre que 
o . 0 

p regardé sur la réalisation ((.91 eexp( z; ad(pi))' E2k) respecte la Z-graduation. 

o 

2.7. Revenons à l'involution de première espèce a = pH = Hp de (2.3). On va 
o 

décrire la réalisation de 9 adaptée à a, c'est à dire la réalisation t(.5,O,1]) de 9 sur 

laquelle a respecte la Z-graduation et commute à l'application translation et donc 
o 0 

telle qu'il existe un automorphisme involutif a de.5 commutant avec 0 et vérifiant 
o 0 

a = 10 a sur [(.5,0,1]) ( cf chap I, Th 2.4) . 

D'abord on regarde a sur la réalisation standard [(g, ç, Ek) de g. 

Il est clair que: a( d) = p( d) et aT a- 1 = (-1 )kt pT p-l = (-1 )(kf+a)T, où a 

est un entier pair sauf dans le cas A~~) où il peut être égal à 1 (cf Prop 2.5.). En 

particulier si E = 0 ou k = 2 la réalisation adaptée à a est celle qui est adaptée à 

p et on sait la déterminer en utilisant les deux propositions précédentes. 

Si E = 1 et k = 1 ou 3, alors on distingue deux cas: 

1) Si p( d) = d, on regarde la parité de kE + a; si c'est pair alors la réalisation 

standard de 9 est adaptée à a, sinon la réalisation [(g x g, 6, 0), ( 6 (x, y) = 

(y,ç(x)) ) est adaptée à a (cf chap I, Prop 1.7.) . 

2) Si p( d) =1 d, alors l'algèbre de Lie 9 est necessairement de type Af fI (i.e 

ç = id et k = 1) et a = 0 (cf Prop 2.5.). Dans ce cas on a: a(d) = d+ Pj et donc 
o 0 

a regardée sur la réalisation [(g,exp(inad(pj)),-l) respecte la Z-graduation. Si 

on note 7/; l'isomorphisme qui envoie [(g, id, 1) sur [(g,exp(inad(pj)),-l), alors 

~ = 7/;T 7/;-1 est l'application translation de [(g, exp( in ad (Pj)), -1) (cf chap I 

Prop 1.4 ) et donc a~a-l = (_l)kf~, de plus si on regarde la classification de 

[BR] on s'aperçoit dans ce cas que E est toujours nul et par suite la réalisation 

((g, exp( in ad (p j)), -1) est adaptée à a. 

Proposition 2.8. 

En fixant une sous algèbre de Cartan maximalement compacte et pour une 
o 

bonne réalisation [( (g t, On, 1]) de fi ( avec n = 1 ou 2 ) une semi-involution de 
0 1 0 1 00 1 0'0 0 0' 

deuxième espèce a' de fi s'écrit: a' = i0 a , avec a =aw =w a , où a (resp w ) est 
o 

une involution (resp une semi-involution de Cartan) de (g)n qui commute avec On. 

Remarque: En utilisant le résultat du paragraphe 2.7 on peut determiner 
o 

explicitement la réalisation (((g)n, On, 1]). La donnée explicite de cette réalisation 
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est expliquée dans une table à la fin de cette thèse, elle sera utile après pour la 

construction des sous algèbres toriques deployées maximales. 

Démonstration. 

c'est une conséquence du théorème2.2 précédent, du théorème2.4 (chp I) (ap­

pliqué aux involutions de première espèce) et de la remarque1.5. 

o 

3. Sous algèbres toriques deployées maximales des formes réelles 

presque compactes d'algèbres de Kac-Moody affines: 

3.1. Soient gm une forme réelle presque compacte de g , (J" la semi-involution 

de deuxième espèce correspondante, fJ une sous algèbre de Cartan maximalement 

compacte pour (J" et (J' l'involution de première espèce associée à la paire (J", fJ) 

(cf théorème2.2). 

Notons w' la semi-involution de Cartan (J'.(J" de g et B' la forme sesquilinéaire 

non dégénérée sur g définie par : 

B'(x,y) = -B(x,w'(y)); x,y E g 

( où B est la forme bilinéaire invariante sur g (cf 1.2) ). 

on a : B' 1 ( E9 ga) est définie positive et l'orthogonal par rapport à B' de g' 
aEA 

est égal au centre. ( Ceci est valable quelque soit la sous algèbre de Cartan fJ de g 

[K, 11.7] ) 

Décomposition de Cartan: gm = t œ p. 

avec (J'/t = 1, (J'/p = -1 

L'involution (J' de g qui est de première espèce induit l'identité sur le centre Ce 

et g 1 g', (cf [R2 ]); en particulier le centre ilRe (i E C, i 2 = -1) de gm est contenu 

dans t et p est inclus dans l'algèbre dérivée gk. 

Lemme 3.1. 

Soit fJ une sous algèbre de Cartan de g, (li une racine réelle de ~ = ~(g, fJ) 
et w' une semi-involution de Cartan de g stabilisant fJ. Soit e E gO' \ {O} et 

i = -w' (e) E g-O', quitte à remplacer e par >.e, avec>. E lR, on peut supposer 

le, il = (li-. 
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Démonstration. 

Soit e un élément non nul de ga' alors B(e,J) = B'(e,e) > O. 

[e,j] = B(e,J)v-1 (a) = J.lav
, avec J.l E IR~. En remplaçant e par ~e on peut 

supposer [e, j] = aV. D'où le lemme. 

Lemme 3.2. 

Soit 9 E gl. alors les conditions suivantes sont équivalentes: 

i) 9 est adgl. -diagonalisable. 

ii) 9 est ad(gl.,)-diagonalisable. 

iii) 9 est ad(gl.' /(il.c»-diagonalisable. 

Sous ces conditions 9 est contenu dans gm,. 

o 

Remarque: D'après [PK; corollaire 9] les assertions sur CC sont aussi équiv­

alentes. 

Démonstration. 

Il est clair que i) =? ii) =? iii) et il suffit donc de montrer que iii) =? i). Soit 9 un 

élément ad(gl.' /(il.c»-diagonalisable de gl.' alors 9 est adg-diagonalisable d'après 

la remarque. ad(g) annule le centre iIRc et donc il est diagonalisable sur gm,. Soit 

t une sous algèbre de Cartan de gl. contenant g, alors on a : gl. = t + gm,. Comme 

9 agit trivialement sur t, alors il est adgl. -diagonalisable. D'où l'équivalence. 

Regardons maintenant le système de racines ~ = ~(g, te), il est stable par u' 

ainsi que ~ im = Z* h'; on a donc u' (h') = ±h'. Si u' (h') = h' alors il existe dans ~ 

un système parabolique propre de racines stable par u' et donc u' est de première 

espèce, ce qui est absurde. Donc u' (h') = -h'. 

Comme 9 est adgl.-diagonalisable h'(g) E R De la relation u'(g) 9 et 

u' (h') = -h' on déduit que h'(g) E iIR; ainsi h'(g) = 0 et 9 E g'. 

o 

Lemme 3.3. 

1) Les éléments adg-diagonalisables de e ont des valeurs propres imaginaires 

pures, et sont contenus dans le centre iIRc si ces valeurs propres sont toutes nulles. 

2) Les éléments ad(g )-diagonalisables et non nuls de p sont à valeurs propres 

réelles non toutes nulles. 
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Remarque: Contrairement au eas classique, un élément de e ou de p n'est 

pas ad(g )-diagonalisable en général. 

Démonstration. 

1) Le centre de 9 est totalement isotrope pour B'; par conséquent B' induit 

un produit hermitien sur g' ICe. 

Soit k un élément adg-diagonalisable de e , alors on distingue deux cas: 

i) Si k E iRe, alors ad( k) = 0 et le résultat est trivial. 

ii) Si k tf. iRe, alors il existe une sous algèbre de Cartan t de 9 qui contient k et 

vérifie: 9 = t + g' par conséquent ad( k) induit sur g' ICe un homomorphisme non 

trivial, diagonalisable et antihermitien; en particulier ad(k) a toutes ses valeurs 

propres imaginaires pures et l'une d'entre elles est non nulle. D'où l'assertion 1). 

2) Soit p un élément adg-diagonalisable de p, alors ad(p) induit sur g' 1 CCc un 

homomorphisme non tri val (car p ne rencontre pas le centre), et autoadjoint par 

rapport à B'; et par suite p agit sur g' 1 CC ou g' avec des valeurs propres réelles non 

toutes nulles. D'après le lemme 3.2 ad(p) est à valeurs propres réelles sur g. D'où 

l'assertion 2). 

o 

Définition 3.4. 

Une sous algèbre torique deployée (en abrégé SATD) de gm. est une sous al­

gèbre commutative adgm. -diagonalisable. Elle est dite sous algèbre torique deployée 

maximale (en abrégé S AT DM) de gm. si de plus elle est maximale parmi les S AT D. 

3.5. Notons 'Ir' la projection canonique de gk sur gk/(im.c)' Comme (j stabilise 

gk et iRe il induit une involution encore notée (j de gk/ iRc' La restriction de 'Ir' à 

P est injective et on peut identifier p avec son image dans gk/(im.e). 

Soit a une SATD (j-stable de gm., et posons: ao = an e et al = an p. Alors 

on a : a = ao EB al. D'après le lemme 3.3 ao est égale à a n (iRe), ( en particulier 

a est contenue dans gk ) et al est une SATD (j-stable de gk/(im.e). Inversement, 

d'après le lemme3.2l'image réciproque d'une SATD (j-stable de gk/(im.e) est une 

SATD (j-stable de gm.' 

D'une façon plus générale, d'après le lemme 3.2 une SATD de gm. est contenue 

dans gk et son image par 'Ir' est une SATD de gk/(im.e). Inversement d'après le 
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même lemme, l'image réciproque d'une SATD de gk/(illRc) est une SATD de gk 

ou gllR' D'où la proposition suivante: 

Proposition 3.6. 

Les SATDM (resp SATDM cr-stables) de gllR ou gk sont en bijection avec les 

SATDM (resp SATDM cr-stables) de gk/(illRc) =: g~. 

3.7 Soit [(.s, (J, "7) une réalisation de 9 sur laquelle cr et cr' s'écrivent: cr = 10 ;;. 

et cr' = [0;;" (cf proposition2. 8.), où .5 est une algèbre de Lie semi-simple com­

plexe, (J un automorphisme d'ordre fini de .5, ;;. une involution de .5 commutant 
0' 0 00' 

avec (J et cr une semi-involution de .5 commutant avec (J et telle que crcr est une 
o 

semi-involution de Cartan de.5. 
o 0 0' 0 0 0 

Notons .5l1R la forme réelle de .5 correspondant à cr et soit: .5l1R=e œ p sa 
o 

décomposition de Cartan par rapport à cr. 

Pour un sous espace vectoriel (J-stable V de.5, on note V B son sous espace de 

points fixes sous l'action de (J et [" (V, (J, "7) le sous espace: EB (t i CiSWj) de g" : = g' / cc, 
j E'l, 

o 
( avec Vj = vn .5j ). 

Ainsi on a : 

Soient T l'application translation de g" (= [11(.5, (J, "7) ) et ..\ la projection canonique 
o 

de g" sur gll /(id-T)g" identifiée avec.5 ( cf chap l, §1.2. ). 

Les sous algèbres de Cartan de g, g' ou g" sont conjuguées par le groupe adjoint 

associé à 9 (cf [PK]). 

La restriction de À à la sous algèbre de Cartan standard de g" est injective; 

comme T est un automorphisme de 9' -modules et grâce au théorème de conjugaison 

des sous algèbres de Cartan, la restriction de À à toute sous algèbre de Cartan de 

g'l est injective. 

Soit tllR une SATDM de gllR' d'après le lemme 3.2 tlIR est contenue dans gk; on 

note t~ son image par 1f' dans g~ = gk/ iRe' 
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Lemme 3.7.1. 

La semi-involution (J' de 9 stabilise l'idéal (id- 7)g" et l'image par la projection 

À de gi est égale à ;m. 

Démonstration. 

On a : (J' (id - 7)g" = w' u( id - 7)g" = w' (id - 7)g" = (id - 7-1 )g" 

(id - 7)( _7-1 )g" = (id - 7)g" et donc u' stabilise l'idéal (id - 7)g". 

Soit B une base de g" formée d'éléments de la forme (ti 0 x), alors on a : 

gi = 2: (lR(e + u'(e)) + ilR(e - (J'(e) )). 
eEB 

Soit e E B tel que e = (t j 0 x), alors on a : 
. . 0' . . 0' 

i) À(e + (J'(e)) = À(tJ 0 X + t-J 0 (J (x)) = (1]JX + 1]-J (J (x)) 
. 0" 0 = (1]J x+ (J (1]J x )) E Sm 

. . 0' . . 0' 
ii) iÀ(e - u'(e)) = iÀ(tJ 0 X - t-J 0 (J (x)) = i(1]J x -1]-J (J (x)) 

. 0" 0 

= i(1]J x - U (1]J x )) E Sm 

Ainsi on voit clairement que l'ensemble {À( e + (J' (e) ), iÀ( e - (J' (e)), e E B} 
o • 0 

engendre Sm et par SUIte À(gi) =Sm. 

o 

Lemme 3.7.2. 

Soit tm une SATDM de gm, alors on a : 

o 
dim(tm) ~ inf( rang(Sm) + l, rang(g) - 1 ) 

Démonstration. 

Il existe une sous algèbre de Cartan de g" qui contient ti, en particulier la 
o 

restriction de À à ti est injective. À( tm) est une S AT D de Sm et on a : 
o 

dim(tm) = dim(ti) + 1 = dim(À(ti)) + l ~ rang(sm) + 1. 

D'autre part comme gm est presque compacte, on ne peut pas avoir une sous 

algèbre de Cartan définie sur gm (sinon la forme est deployée), par conséquent 

dim(tm) ~ rang(g) - 1. D'où le résultat. 

o 
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Lemme 3.7.3. 
o 0 

On suppose qu'il existe un sous espace abelien maximal (}-stable a de P tel que: 

o e 0 

Co ((a) ) = Co (a) 
slR slR 

Alors la sous algèbre tlR : = ilR.c EB (1 ® (~) 8 ) est une S AT D lYI a -stable de glR' 

Démonstration. 

D'après la proposition 3.5 il suffit de montrer que tm '- (1 ® (~)e) est une 

SATDMa-stable de gm := gk/(ilRc). 
000 

Soit t (resp t") le centralisateur de a (resp t~) dans s, (resp g"). Alors on a : 

tif = [" (~. () ) , ,Tf 

Comme -lm C Pc, on a tif = (t" n pd EB (t" n ~~). Soit x E t" n Pc, alors ad(x) est 

semi-simple ( sur g ou t" n Pc ) si et seulement si x E (1 ® (~d8). 

[(t" n ~~), (tif n pd] = 0 et on en déduit alors qu'un élément x E t" n gm est 
o e 

torique deployé si et seulement si x E (1 ® (Cl) ) (cf lemme 3.3). 

o 

Proposition 3.8. 
o 

On considère une réalisation [(s, (), Tf) de g. 

Soient ~ une sous algèbre de Lie réductive de .5 stable par () et dont le centre 
000 

c est diagonalisable dans set g E m:= ((m, 8, Tf). Alors on a: 

1) ad(g) est diagonalisable dans m si et seulement si ad(g) est diagonalisable 
0' 0 

dans g. Dans ce cas g E [Cm ,19,Tf) EB (1 ® (C)8). 
o 

2) Si de plus m est semi- simple et les valeurs propres de ad(g) dans m sont 

réelles, alors il en est de même des valeurs propres de ad(g) dans g. 

Démonstration. 

La sous algèbre 'H := ( EB tj@Cj )œCc est une algèbre de Heisenberg infinie et d 
j El,· 

o 
en est l'élément de graduation; par conséquent les éléments de r( c, (), Tf )diagonalisables 

,,0 0e 
sur ( (c, 8, Tf) œ Cc sont contenus dans ( 1 ® ( c) ) EB Cc œ Cd et donc sont diagonal-

isables sur g. 
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0
' 

0 

Soit g un élément diagonalisable de m; il existe (g', s) E l( m ,e, TJ) x [II (c, e, TJ) 

tel que g = g' + s. Il existe À E C ( qui dépend de g ) tel que les actions de 

ad(g) et ad( s + Àd) sur [" (~, e, TJ) EB Cc coïncident et donc sont diagonalisables; 

par conséquent sEl ® (~)(I ( donc diagonalisable dans 9 ). Ainsi ad(g) et ad( s) 

commutent et g' est diagonalisable dans m. 

Un élément diagonalisable ( resp diagonalisable à valeurs propres réelles ) de 

(~')(I est diagonalisable ( resp diagonalisable à valeurs propres réelles) dans S. Par 

conséquent les éléments ( resp les éléments à valeurs propres réelles ) de la sous 
o 1 

algèbre de Cartan standard de l( m ,e, Tl) sont diagonalisables ( resp diagonalisables 

à valeurs propres réelles ) dans g. 

Grâce au théorème de conjugaison des sous algèbres de Cartan qui est encore 
1 

valable pour [( ~ ,e, TJ), le résultat est vrai pour un élément g' quelconque di ag-
0 ' onalisable ( resp diagonalisable à valeurs propres réelles ) de l( m , e, TJ ). D'où la 

proposition. 

o 

Lemme 3.9. 

On considère une sous algèbre de Cartan f) de 9 et .6. le système de racines 
. / 

aSSOCle. 

Soient a une racine réelle de.6. et (e, 1) E 90' X g-O' tel que le, f] = a-. 

on pose: 

A.1ors on a : 

y'2 
A = exp(ad(f)).exp(log(-)ad(a-)).exp(ad( -e)) 

2 

B = exp( ad( -i1)).exp(log( V; )ad( a-)).exp( ad( -ie)) 

et en particulier e + f et i( e - 1) comme a- sont adg-diagonalisables à valeurs 

propres réelles. 

Démonstration. 

C'est un calcul dans .sb(C). 

o 
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Remarque: Dans les conditions de 3.9, si on suppose ~ stable par u et u' ( 

par exemple ~ maximalement compacte) et a fixe par u, alors u' (a~) = -a~, donc 

ia~ E e C flm est diagonalisable à valeurs propres imaginaires pures. Choisissons e 

et f comme au lemme 3.1 . Si (-u) fixe fla' alors e+ f E pC flm est diagonalisable 

à valeurs propres réelles. Si u fixe fla' alors flmn(flaE9Ca~E9f1_a) = iRa~E9R( e - f)E9 

iR( e + f) est une algèbre de Lie simple compacte. 

4. Construction d'une SATDM u-stable dans 

le cas où fi est de type Af fI : 
La construction se fait en se servant de la forme explicite de la réalisation 

((5, B, 1J) de fi, satisfaisant aux conditons de 3.7 . On distingue 4 cas, (cf la table 

de ces réalisations). 

4.1. Cas où s=g, et B = id (i.e [(s,B,1J) est la réalisation standard 

de fi ) : 

Soit ~ un sous espace abelien maximal de p, alors d'après le lemme 3.7.3, la 

sous algèbre : 

est une SATDM u-stable de flm. 

o 

4.2. Cas où s=g et B = exp(i1rad(Pi)) : 
00 0 0 0 8 

Dans ce cas on a : u (Pi) = - Pi ( donc PiE (p) ). 
o 0 0 0 

Soit a un sous espace abelien maximal de p contenant Pi' alors a est contenu 

dans (p)8 et d'après le lemme 3.7.3, la sous algèbre: 

. 0 

tm := zRc E9 (10 a) 

est une SATDM u-stable de {lm. 

o 
o 0 0 0 0 

4.3. Cas où .5=fI x fi et B(x,y) =u (x,y) = (y,x), x,y Efi : 
0' 0' 0' 0' 0' 0 0' 0 

Dans ce cas on a W 2 =W x W, U =W2U et u' = t0 u (et donc (.5m)8 est 

compacte ). 
• 0 

Pour V un sous espace vectonel de fi, on note D(V) = {(x,x), x E V} et 

A(V) = {(x, -x), x E V}; et on a alors: 

o 8 0 

(.5) = D(fI), et 
o 8 0 

(.5)- = A(fI) 
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Lemme 4.3.1 . 
o 

Le rang maximal d'un système de racines fortement orthogonales de ~ est égal 
o 0 

au rang 'r de l'algèbre de Lie réductive (g)W 

Démonstration. 
o 

Soient {f3}, 132, ... , 13 t} un système de racines fortement orthogonales de ~ et 

Xi E9,Bi tel que: {Xi,f3i, Yi = - (;; (Xi)} forme un s[2-triplet de 9 (cf lemme 3.1). 
10 0 

Alors t =E9C(Xi-Y;) est une sous algèbre torique de (g)W ( cf lemme 3.9) et 
i=l 

donc 1 :::; 'r. 

D'autre part le résultat de Sugiura ([S], Théorème2.5 ) appliqué à la forme 
o 

de ployée de 9 montre qu'il existe un système de racines fortement orthogonales de 

rang 'r. D'où le lemme. 

o 

Corollaire 4.3.2 . 
o 

Si (-id) est dans le groupe de 1-Veyl de g, alors il existe un système de racines 
o 

fortement orthogonales de rang n, (n = rang de g). 

Remarque: Ce résultat est énoncé sous forme d'exercice dans [BBK}, de 

plus la réciproque est clairement vraie ( cf Exercice15 chap VI §l ). 

Démonstration. 

Si (-id) est dans le groupe de Weyl de 9, alors l'involution de Cartan (;; est 

intérieure et on a : 'r = n. Le corollaire découle donc du lemme précédent. 

o 

Soit {ÎI, Î2, ... , Îr} un système de racines fortement orthogonales de rang max-
o 0 01 

imal de~. Pour i = 1,2, ... , 'r, soient Xi Ell),i tel que {Xi, Îi, Yi = - W (Xi)} forme 
o 

un sb-triplet de la forme deployée de 9 et Ei, Fi et Hi les éléments de 9 ou g" 

définis par : 

Ei = t ® (Xi,-Xi). 

Fi = rI ® (Yi, -Yi). 

Hi = [Ei, Fi]' 

Ces éléments forment un sb-triplet de g. 

Pour i = 1,2, ... , 'r, soit Ai l'automorphisme introduit dans 3.9 et qui trans-
r 

forme Hi en Ei + Fi, et posons Ao = I1 Ai. 
i=l 
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Lemme 4.3.3. 

La sous algèbre torique déployée tll\\ := iRe EB (œR(Ei+Fd) est une SATDM 
i=1 

u-stable de gll\\. 

Démonstration. 

Par construction on a : u'(Ei) = Fi, U(Ei) = -Ei, et u(Fi) = -Fi; donc tll\\ 

est u-stable et contenue dans gk. Il suffit alors de montrer que tm := (œR(E;+Fi») 
i=l 

est une SATDM de gm ( cf 3.5 ). 

Comme les racines Ti, i = 1,2, ... , r sont fortement orthogonales tm est une 

algèbre commutative et on déduit de 3.9 que tm est diagonalisable dans g. Comme 

elle est contenue dans p, tm est une SATD u-stable de gll\\ ( cf 3.3.). D'autre part 

r 0 0 

Cg,,(tm) = Ao(Cg"(EeCCHi)) = Ao( EB(t2i0D(~)œt2i+10A(~») 
i=l ieZ 

r 0 

( car Co (EB CC')';) = ~ ). 
g i=l 

On en déduit alors que les éléments adg,,-diagonalisables à valeurs propres 
o 0 

réelles de Cg,,(tm) sont contenus dans Ao(1®D(~ll\\)) (si l'on note ~ll\\ les éléments 
o 0 

de ~ à valeurs propres réelles dans g) qui lui même est inclus dans : 

o r 

V := (l®D(~ll\\)) EB (EB(RE;œRF;») 
;=1 

o 

Or Vngm = ((1 ® D(~ll\\))ne)EBtm et par suite tm est une SATDM u-stable de gm. 

4.4. Cas où .5=g x g, 8(x,y) = (y,x) et ~ (x,y) = (u(y),u(x)), 

avec u 2 = id 0 : 

(g) 
Dans ce cas on a : 

(.5)0 = D(g) 

(.5)-0 = A(g) 
o 0 0 

(s)O" = {(x,u(x)), XEg} 
o 0 0 

(s)-O" = {( x, -u(x)), x Eg} 
o 0' 0' L'involution u commute avec W2 et donc u commute avec w . 

o 

0' 0 0 

Posons: u' = u w et gll\\ la forme réelle de g associée à la semi-involution u'. 
o 0 

Soit a une SATDM u-stable de gll\\; on pose: 
o 0 0 0' 0 0 

[= CoCa), et m=[ = [l, (]. 
g 
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o 0 0 (j. 0 

Alors D(a) est une S.4TDM Ci-stable de (.5lR) (qui est isomorphe à fllR ) et 
o 0 0 

Co(D(a)) =( x [ 
.5 

o 0 

Comme a est une S AT D lM de 9lR on a : 

O. 00 000 ulm = zd et a/m x m =(Y /m x m 

En appliquant le résultat du cas précédent (qui est encore valable lorsque 9 est 
o 0 

semi-simple) à l'algèbre 9lR n [(m x m, a, -1) on obtient une SATDJvI Ci-stable Cl 

de cette algèbre qui est évidemment une S AT D de fllR' par conséquent 

o 
tlR := (1 ® D(a)) EB a 

est une SATDM Ci-stable de fllR' 

5. Construction d'une SATDM (Y-stable dans le cas 

où fl est de type Af f2 : 

o 

5.1. En regardant la classification de [BR] reproduite en table à la fin de cette 
o 

thèse, on constate que la réalisation r(.5, a, 17) satisfaisant aux con di tions de 3.7 est 

la réalisation standard de fl sauf dans les deux cas où Ci n'est pas intérieure, c'est 

à dire: 

5.1.1. fl est de type A~~~l et Ci = p.exp(i7rad(h)), avec h E ~z et pest 

l'automorphisme de diagramme non trivial de A~~~l' 
Dans ce cas on a : (cf proposition 2.6) 

o 00 0 0 0 ·0 

Ci( d) = Pl = d+ Pl' (donc Ci (Pl) = - Pl) et [(.5, a, 17) = [(g, ç.expC; ad(Pl )), i). 
o 

Or Pl = IP + (21-1)P, où les ( iP)i=1, ... ,21-1 sont les poids fondamentaux de 6, 

par conséquent : 
o 0 0 0 

t:= Co(Pl) =~ + m 
9 

où ~ est l'algèbre de Lie simple engendrée par (g±a;, i = 2,3, ... , 2l - 2). 

En particulier on a : a / 0 = ç; 0 et ç; 0 est un automorphisme de diagramme 
m m m 

0, 0 

de m, par consequent une SATDM de glR contenant Pl est contenue dans 

(lft Pl EB ((~, ç, -1) n gm) ( cf Prop 3.8. ) et la restriction de Ci à [(~, ç, -1) est 

intérieure. 
o 

Ainsi on se ramène au cas où [(.5, a, 17) est la réalisation standard (qui sera 

traité ultérieurement). 

o 
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5.1.2. g est de type D~~l et a = p.exp(i1rad(h)), avec h E ~z et pest 

l'automorphisme de diagramme non trivial de D~~l' 

Dans ce cas on a : (cf proposition 2.6) 

a(d) = Pl = d+ Pl' (donc ~ (Pl) = - Pl) et ((~,9,1]) = ((g,ç.expe; ad(pl)),i). 
o 

Or Pl= IP+ (l+l)P, où les ( iP)i=l, ... ,l+l sont les poids fondamentaux de.6., par 

conséquent : 
o 0 0 0 

t:= Co (Pl) =~ + m 
g 

où ~ est l'algèbre de Lie simple engendrée par (g±Cl'i' i = 1, 2, ... , 1 - 1). 

En particulier on a : 9/ 0 = id 0 ,le centre de ~ est égal à (C IP EB C (l+ l)P ) m (~ . 
et donc son sous espace des points fixes par 9 est réduit à C Pl' De plus ~ et ~ 

, 
o 

stabilisent la sous algèbre de Lie semi-simple m et par conséquent une S AT D M 
o 0 0 . 

de gIRl contenant Pl est contenue dans (R Pl EB[( m, 9 = zd, 1) n gIRl) ( cf Prop 3.8. ) . 
o , Il d 0 d' 0' 0 Soient mlRl la forme ree e e m correspon ant a a et a un sous espace abelien 

de ~IRI fixe par (- ~) et maximal pour cette proprieté ( c'est donc une S AT D M 
o 0 

de mlRl contenue dans p ) . 
o 

Alors d'après le lemme 3.7.3 la sous algèbre iRe EB (10 a) est une SATDM 
o . 

a-stable de mlRl := [(m, 9 = zd, 1) n gIRl et donc 

000 

tlRl= iRe EB (10 a) EB IR Pl 

est une SATDM a-stable de gIRl' 

o 

5.2. Cas où [(~,9,1]) est la réalisation standard de g : 

Par hypothèse 9 = ç est un automorphisme de diagramme involutif par rapport 
o 0 0 

à une sous algèbre de Cartan (~)1 de s=g. 
o 0 0 0 0 0 

Soient ao une SATDM a-stable de (glRl)e (i.e ao est contenue dans (p)e ) et ~o 
o 0 0 0 0 

une sous algèbre de Cartan de go (= (g)e) contenant no. On pose ~ = C 0 (~o); en 
(g) 

000 0 

conjuguant par Int(g)e on peut supposer que ~= (~)1 et la base .6. est compatible 
o 

avec ao, donc ç est ainsi un automorphisme de diagramme involutif par rapport à 
o 

~. 
o 000 00 0 0 0 

On pose: t= C 0 (ao), m= (t)' = [t, t] et <} = .6.(m, ~ n m); une des bases de 
(g) 

o 
<} s'identifie à une partie de la base de .6. donc est stable par ç . 
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Comme no est une SATDM de (gm)e on a: (m)e c (m)~. 
, 0 

On va completer (10 no) en une SATDM O"-stable de gm; une telle SATDM 

est necessairement contenue dans (1 0 no) ffi mm , avec mm = (l( m, ç, -1) n gm) ( cf 

Prop 3.8. ). 

Lemme 5.2.1. (cf [Ka] ou [Be, 11.1]) 

Soient 5 une algèbre de Lie simple complexe et 81 et 82 deux automorphismes 

involutifs de 5 vérifiant : 

Si de plus 81 est non trivial, alors on a : 81 = 82 . 

Lemme 5.2.2. 

Soient 5 une algèbre de Lie semi-simple complexe qui est somme de deux al­

gèbres de Lie simples et isomorphes et 81 et 82 deux automorphismes de 5 vérifiant 

i) 82 est involutif et échange les deux idéaux de 5. 

ii) 5 82 C 5 81 . 

Alors si 81 n'est pas égale à l'identité de 5, on a necessairement : 81 82 

Démonstration. 

Quitte à changer 81 en 8281 , on peut supposer que 81 stabilise les deux idéaux 

de 5 et on déduit alors de la condition ii) que 81 est l'identité de 5. 

o 

Proposition 5.2.3. 
, 0 0 .., ok 0 

La sous algebre m de 9 est somme dIrecte d'Ideaux m stables par ç et 0" et 

minimaux pour cette proprieté qui sont de types : 
ok 

i) m : simple. 
ok ok ok 

ii) m =m1 ffi m2 : somme de deux idéaux simples échangés par ç . 
o 0 k 

Dans ces deux cas 0"= id ou ç sur m 

Démonstration. 
o 

Pour une· base du système de racines q> determinée par un élément de (1)0 

n m) qui est régulier dans m les deux involutions ;;. et ç agissent sur q> par des 

automorphismes de diagramme. 
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Soient Il, 12 , ••• , Il les composantes connexes du diagramme de Dynkin de il> 
o 0 0 ..". 0 .. 

et ml, m2, ... , ml les Ideaux SImples de m correspondants. Les automorphIsmes ç 
o ., 0 Oc 0° 

et u permutent les composantes connexes Ij et les Ideaux mj. Comme (m) .. C (m t 
il est clair que ~ stabilise (~)jœ ~)ç(j) pour tout j E {l, ... , i}. 

1)- Si ç(j) = j, alors ~ et ç stabilisent la sous algèbre de Lie simple ~j et on 

a d'après le lemme 5.2.1 : 

~ /0 = id 0 ou 
mj mj 

o 0 0 

2)- Si ç(j) f. j, alors dans ce cas ç échange les deux idéaux mj et mçU); u 

o 0 d" 1 1 stabilise mj œ mçU) et on a apres . e emme 5.2.2 : 

~ / 0 0 = id 0 0 ou 
mjEBmÇ(j) mjEBmW) 

D'où le résultat. 

o 

Remarque: En tenant compte de la proposition précédente on se ramène 

aux trois cas suivants : 
o 0 0 ,0 

i) m=ml x ml, ou ml est une algèbre de Lie simple et ç(x,y) = (y,x), pour 
o 

x, y Eml. 

Si l'involution ~ agit trivialement sur ~, alors mm est compacte et iIRc est son 

unique SATDM. 

Dans le cas où ~ /0 = ç/ 0 , on sait déja construire une SATDM u-stable de 
m m 

mm (cf §4.3 ). 

ii) ~ est simple et l'involution ~ agit trivialement sur ~; la forme réelle mm est 

alors évidemment compacte et donc iIRc est son unique S AT DM. 

iii) ~ est simple et ~ /0 = ç/ 0 ; on va traiter ce cas au nO 5.3 suivant. 
m m 

5.3. Dans ce qui suit on va construire une SATDM u-stable de mm dans le 

cas où ~ est simple et ~ /0 = ç/ 0 . 
m m 

o 
On rappelle qu'une base du système de racines il> de m s'identifie à une partie 

o 

stable par ç de la base de Ô et on note T l'automorphisme de diagramme de il> 
o 

induit par la restriction de ç à m (cf 5.2. ), alors on distingue deux cas: 

5.3.1. Cas où l'automorphisme de diagramme T est trivial : 
o 0 

1). Si 9 est de type A2l, alors ç agit par (-id) sur les sous espaces radiciels ga 
o 

stables par ç, en particulier sur les ma, a E il>. 
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o 0 0 

Les racines de.6. (= .6.(g, f)) ) qui sont fixes par ~ ( en particulier celles de <P 
o 

) sont fortement orthogonales et comme m est simple elle est necessairement de 

type Al et donc 1<p1 = 2. Sous ces hypothèses on a le lemme suivant: 

Lemme 5.3.1. 

Soient a E <P et X a E~a \ {a}, alors la sous algèbre: 

est une SATDM O"-stable de mm. 

Démonstration. 

Il est clair que tm est une SATD O"-stable de mm ( cf lemme 3.9. ) et que 

dim(tIRd = rang(~) + 1 = 2. Comme mm est presque compacte la SATD O"-stable 

tm est maximale ( puisque elle a la dimension maximale que peut avoir une S AT D 

cf lemme 3.7.2. ). 

o 

2). Si 9 n'est pas de type Azz, alors l'automorphisme de diagramme ~ fixe 
o 

(point par point) les sous espaces radiciels fla qu'il stabilise, en particulier il fixe 
o 
m , par conséquent mm est compacte et donc ilRc est son unique SAT DM. 

o 

5.3.2. Cas où l'automorphisme de diagramme T est non trivial : 

1 ). 
o 0 

Si fl est de type AZI, alors les racines de .6. qui sont fixées par ~ sont 

fortement orthogonales ( et (-0 fixe les espaces radiciels correspondants ); par 
o 

conséquent la sous algèbre de Lie simple m ne peut pas être de type E6 ou Dn, n > 

3, et donc necessairement elle est de type An. 
o 

i) Si m est de type AZk, alors dans ce cas aucune racine de la base de <P n'est 
o 

fixée par T; quitte à choisir convenablement la base de Chevalley de m on peut 

supposer que : ~/ 0 = T. 
m 

On note w+ le sous ensemble des racines positives de <P qui sont fixées par T. 

Les racines de w+ sont fortement orthogonales et (-0 fixe les espaces radiciels 

correspondants; d'où le lemme suivant: 
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Lemme 5.3.2. 

Sous ces hypthèses on choisit pour chaque racine ct de w+ un élément non nul 

X(X de ~(X; alors la sous algèbre: 

tm := iRe EB ( EB R(t0xa-rlc;;}(~/(x,,») 
aEw+ 

est une SATDM a-stable de mlE,. 

Démonstration. 

Comme les racines de w+ sont fortement orthogonales, tlE, est une algèbre 

commutative, il est alors clair que tlE, est une SATD a-stable de mlE, (cf 3.9). Mais 

dim(tlE,) = 1 + Iw+1 = 1 + k = rang(m) - 1 et donc tlE, est une SATDM a-stable 

de mlE, (cf lemme 3.7.2.) . 

o 
o 

ii) Si m est de type A2k - 11 notons (Ji)i=1,2, ... ,2k-l1a base du système de racines 
o . 

<I> de m qUI est stable par T. 

1 2 k-l 

1 t i>k 
------------------~~ 
2k-l k+l 

o 
Alors T fixe ik et (-Ç) fixe l'espace radiciel correspondant m.)'k' 

Soit pk le poids fondamental correspondant à ik (i.e ii(pk) = Di,k 
o 

i = 1, ... , 2k - 1 ); alors pour un bon choix de la base de Chevalley de m on a : 

Çj 0 = T.exp(i7rad(pk)). m . 
On note w+ le sous ensemble des racines positives de <I> qui sont fixées par T. 

Les racines de w+ sont fortement orthogonales et (-Ç) fixe les espaces radiciels 

correspondants. 

Choisissons pour chaque racine ct de w+ un élément non nul X(X de ~(X' alors 

sous ces hypothèses on a le lemme suivant : 

Lemme 5.3.3. 

La sous algèbre tm:= iRe EB ( EB R(t@x"-t-10~/(x",») 
aEw+ 

est une SATDM a-stable de mlE,. 
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Démonstration. 

C'est la même démonstration que celle du lemme précédent. 

o 
o 0 

2). Si fi n'est pas de type A21, dans ce cas pour toute racine a de il. qui est fixée 
o 

par ~ alors r espace radiciel correspondant fla est également fixé par ~. D'où pour 
o 0 

un bon choix de la base de Chevalley de m, la restriction à m de l'automorphisme de 
o 0 

diagramme ~ de fi est également un automorphisme de diagramme de fi. Finalement 
o 

on se ramène au cas où m = l( m, T, -1) et a / m = 1 0 T. Ce cas sera traité en détail 

dans le paragraphe qui suit. 

5.4. Construction d'une SATDM a-stable de fljR dans le cas où 

9 = ((g,~, -1) et a = 10~, avec ~ un automorphisme de 

diagramme involutif et non trivial de g : 
La construction se fait cas par cas suivant le type de l'algèbre de Lie simple 

o 0 

9 . Le cas où 9 est de type A21 est déja traité dans le lemme 5.3.2 . Il reste alors 

trois cas à considrer; mais on aura besoin d'un résultat général: 

Lemme 5.4. 

Soient (31 et (32 deux racines réelles et orthogonales de il. ( i.e (31 ((32) 

(32(/31) = 0) telles que: ((31 ± (32) E il. et (31 ± n(32 rt il. si n > l. 

Alors l'automorphisme 'rI ( : le prolongement à 9 de la reflexion par rapport à 

(31 ) stabilise 9132 et agit dessus par (-1). 

Démonstration. 

Soit ei31 E fli31 tel que [ei3ll(fi31 := -w'(ei3J)] = (3i 

On a 'rI = exp(ad(ei3J).exp(-ad(Ji31)).exp(ad(ei3J). 

Il est clair que 'rI (9132) = 9rj (132) = 9132; il reste donc à montrer que ( -rd fixe 

9132' Soit x E 9132' alors on a : 

exp(ad ei3J(x) = x + [ei3llx]. 

exp(-ad fi31)(X) = x - [Ji3l'x]. 

exp( - ad fi3J([ei31' xl) = [ei3ll x] - [ei3ll [Ji31' x]] + ~[f81l [ei31' [Ji3ll x]]]. 

avec ~[J81l [ei31' [J81' xJJJ = t[-(31~[fi3l' x]] = [Ji311 x]. 

D'où exp(-ad fi31)·exp(ad ei3J(x) = x + [ei3ll x]- [ei3l'[Ji3llx]]. 

Il existe J-l E C tel que [ei31' [Ji31' xlJ = J-lX et donc: 

exp(-ad fi31).exp(ad ei3J(x) = (l-J-l)x + [ei3llx]. 
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Par conséquent 

Comme rI ( x) E fi (32 et 131 + 132 est une racine de ~, on a necessairement [e (31 , xl =1- 0 

et f-l = 2, donc rl(x) = -x. 

5.4.1. Cas où .9 est de type A21 - h 1 > 1 : 

1 2 1-1 

A21-1 l 

2/-1 1+1 

o 
A(2) 

21-1 
~»2 ________________ 1~-_1 __ __ 

1 

Si 1= 2k ou 2k + 1, on pose pour i E {D, 1, ... , k - 1} : 

o 

i) j3i = CY2i+l + 8, avec 8 = CYo + CYl + 2(CY2 + ... + CY/-1) + CY/. Les racines j3i de 

~ ainsi définies sont deux à deux fortement orthogonales. 

ii) e,B, E fI(3i' f(3, = -w l (e(3;), tel que [e(3i,f(3iJ = 13; 
iii) Ai = exp( ad(f (3.) ).exp(log( v:; )ad(j3i) ).exp( -ad( e(3j )). 

k-1 

iv) A =Il Ai. 
;=0 

v) ri la reflexion par rapport à 13;. ri se prolonge en un automorphisme 

d'ordre fini de fi qu'on note encore ri et qui est défini par: 

ri = exp(ad(e(3J).exp( -ad(f(3;)).exp(ad(e(3; )). 
k-1 

vi) r = Il ri· 
;=0 

Alors a/gf3ittJfLf3i = -id ( donc O"(j3i) = 13; et (e(3i + f(3;) E p) et Ai(j3i) = 

(e(3i + f(3i) (cf 3.9). 

Lemme 5.4.1.1. 

Avec les notations ci-dessus et pour i E {D, 1, ... , k - 1} on a : 

aAw-1 = AiriHi, avec Hi = exp(ad(sj3i)) et sEC. 
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Démonstration. 

Il suffit de vérifier le lemme dans le sb-triplet {ep;,/3i,jpJ. On a: 

O"AiO"-l(,Bi) = O"Ai(,Bi) = O"(epi + jp;) = -(ep; + jpJ = -Ai(,Bi) = Airi(,Bi). 

D'où il existe un automorphisme Hi comme dans le lemme tel que: O"AiO"-l = 

AiriHi· 

o 0 

Pour i = 0,1, ... , k - 2 soit 'Yi la racine de 6(g, ~o) définie par : 

'Yi = lY2i+l + 2(lY2i+2 + ... + lYl-l) + lYl· 

'Yk-l = lY2k-l + lY2k si 1= 2k. 

'Yk-l = lY2k-l + 2lY2k + lY2k+l si 1 = 2k + 1. 

'Yk = lY2k+l si l = 2k + 1. 

o 

Il est clair que les 'Yi sont fortement orthogonales et que pour 0 :::; i :::; k - 1, 
o 

'Yi est la restriction de deux racines fortement orthogonales de 6(g, ~) échangées 

par ç. 
On pose: [i la sous algèbre engendrée par g±'Yi' i = 0,1, ... , k ( [k = {O} si 

k 

l = 2k) et ( = L ri. 
i=O 

o k-l 0 0' 

Soit t= Co ( œ CPi) et notons c son centre. Alors on a : t = [et par conséquent 
9 ;=0 

k-l 

CglI (œ CPi )=(" (c"~,_l)EB[" «(,e,-l) 
;=0 

(il s'agit d'une somme d'algèbres). 

Lemme 5.4.1.2. 

L'involution 0" agit trivialement sur la sous algèbre A ( (" ([, ç, -1)) de g". 

Démonstration. 

il est clair que ç fixe (k et donc 0" fixe ("(lk,ç,-l) (= A(l"([k,ç,-l))). On a 

donc à montrer que 0" fixe A(lll (li, ç, -1) ), i = 0,1, ... , k - 1. 

On va faire le calcul pour le cas i = 0 ( c'est pareil pour les autres cas ). 
k-l 

D'après le lemme précédent on a : O"AO"-l = A.r.H, avec H = Il H;; par 
;=0 

conséquent : pour x E g, 0"( Ax) = Ax si et seulement si (rH 0" )( x) = x et il suffit 

donc de montrer que (rH 0" = rO" H) ou rO" fixe (" ((0, ç, -1) . 

La sous algèbre [1I(l0 ,ç, -1) de g" est engendrée par {g(±'Yo+n6)' nEZ}. 
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Il est clair que ru fixe g(±-Yo+2n6), nEZ (car les racines (f3di=O, ... ,k-l sont 

fortement orthogonales à (±1'0 + 2nb) ); il suffit donc de montrer que ru fixe g-Yo+6. 

Soit xo E g-yo+6 \ {O}, comme 1'0 + b est fortement orthogonale à f3i, Vi = 

1, ... , k - 1, alors g-Yo+6 est fixe par les ri pour i > 0, mais (1'0 + b) et 130 vérifient 

bien les conditions du Lemme 5.4. , donc (-ro) fixe g-yo+6' et par suite ru( xo) = 
-r(xo) = -ro(xo) = xo· 

o 

Lemme 5.4.1.3. 
k-l 

la sous algèbre tm := iRe EB (E9 R(ei3;+fi3;)) est une SATDM u-stable de gm. 
;=0 

Démonstration. 

On va montrer que tm. est une SATDM u-stable de gm.. 

Soit t" := Cgl/(tm.) = A(r"(C,ç, -l)EB [II([,ç, -1)). Les éléments adg-diagonali­

sables de t" sont contenus dans A( (10 co) EB [" (r, ç, -1)) (cf 3.8). 

D'après le lemme précédent l'involution u fixe [" (r, ç, -1)) et par suite les 

éléments adg-diagonalisables et à valeurs propres réelles de t" n gm sont contenus 

dans (A(10 co)) n p qui est égale à tm.. D'où le lemme. 

o 
, 0 

5.4.2. Cas ou g est de type D'+l 
012 1-1 1 

r=Ç-. r:p 

Lemme 5.4.2. 

lasous algèbre tm := iRe EB R(eo + Jo) est une SATDM u-stable de gm. 

Démonstration. 
o 

On a dim(tm) = 2 = rang(gm) + 1 et donc tm est une SATDM u-stable de gm 

(cf lemme 3.7.2.). 

, 0 

5.4.3. Cas ou g est de type E6 : 

Lemme 5.4.3. 

E (2) • 
6 . 

o 1 234 
< • 

la sous algèbre tm := iRe EB R( eo + Jo) est une S AT D Mu-stable de gm. 

o 
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Démonstration. 

Il est clair que (tm) est une SATD u-stable de gm (cf 3.9). Montrons qu'elle 

est maximale. 

Soit Ao l'automorphisme introduit dans le lemme 3.9 et qui transforme aii en 

(eo + fo) , alors ona : tm = Ao( iRe EB Ra-) et 

t := Cg(tm) = Ao( ~ EB ( ES g..) ) 
aE4>U1J' 

avec cp = { ±a2+nb, ±a3+2nb, ±a4+2nb, ±(a2+a3)+nb, ±(a3+a4)+2nb, ±(a2+ 

a3+(4)+nb, ±(2a2+a3)+2nb, ±(2a2+a3+a4)+2nb, ±(2a2+a3+2a4)+2nb, n E 

Z }, et 'li = {nb, nE Z*}. 

Il est clair que les éléments diagonalisables à valeurs propres réelles de (t n gm) 

sont contenus dans t:= Ao( ~' EB ( ES g..) ) (cf 3.2). 
aE4> 

Si une racine de cp est de la forme ±(n2a2 + n3a3 + n4(4) + 2nb, alors on voit 

facilement par le calcul qu'elle est fortement orthogonale à ao et par suite u et Ao 

fixent l'espace radiciel correspondant. 

Comparée avec ao, une autre racine a = ±(a2 + n3a3 + n4(4) + (2n + 1)15 de 

cp vérifie toutes les conditions du lemme 5.4., donc ro/gOt = -1; de plus u-jgOt = 

-1 et par suite rou est l'identité sur gOt . On montre comme dans 5.4.1.1 que 

u Aou-1 = Aoroexp( ad sa~) et on en déduit comme en 5.4.1.2 que u est l'identité 

sur Ao(gOt). Ainsi u est l'identité sur l'algèbre dérivée t' de t et par conséquent 

la forme réelle de t'associée à la restiction de u' est compacte et donc tm est une 

SATDM u-stable de gm ( puisque le centre de t est engendré par tm). 

6. Construction d'une SATDM u-stable de gm dans le cas où g est 

de type Aff3 (i.e g est Df» : 

Il Y a deux cas à considérer: 

D (3) • 
4 . 

o 

012 
• c(3 

o 

6.1 Ce cas correspond à l'involution u := 1@ H sur la réalisation standard 
o 

((g,~,j), avec j3 = 1 et H= exp(i7rad(p2)). 

Soient {31 et {32 les deux racines fortement orthogonales de .6. définies par : 

{31 = a2 et {32 = 2al + a2 et soit efJ; un élément non trivial de gfJ;' (i = 1,2) . On 

pose ffJ; = -w'(efJ;), (i = 1,2). 
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Lemme 6.1.. 

la sous algèbre t~ := iIRc EB (IR(ei31 + fi3J EB IR(ei3z + fi3J) est une SATDM 

(J"-stable de g~. 

Démonstration. 

On a dim(t~) = 3 = rang(g) - 1 et donc t~ est une SATDM (J"-stable de g~ 

(cf lemme 3.7.2.). 

o 

6.2. Ce cas correspond à l'involution (J" = exp(i-rrad(po)). 

Regardée sur la réalisation [Cg x g ,6 ,vl)), (6( x, y) = (y, ç (x)) ) l'involution 

(J" est égale à 10 (6)3. 

Explicitement on a : 

;; (x, y) = (6)3(x, y) = (ç(y), e(x )). 
o 0 0 

(sy = {(x, e(x )), x Eg}. 
0 0 0 

(S)-17 = {(x, -e(x )), x Eg} 
o 0 0 

avec s=g x g. 
o 0 

Soient Cl' la racine de .6. (go , ~o) égale à 2Cl'1 + Cl'2, et ea et eaz deux éléments non 
o 0 

nuls de (go)a et (go )0'2 respectivement. Les deux racines Cl' et Cl'2 sont fortement 

orthogonales. On pose: 

ea+38 = t 3 0 (e a , -ea ) 
, 1 

fa+38=r30(-(;; (e a ),(;; (e a )) 

eaz +38 = t3 0 (e az , -e(2 ) 
0' 0' 

fad38 = r 3 0 (- w (eaJ,w (e az )) 

Ces éléments sont contenus dans g-l7. 

Lemme 6.2. 

la sous algèbre t~ := iIRc EB (IR(ea+36 + fa+36) EB IR(eaz +38 + f a2+38 )) est une 

SATDM (J"-stable de g~. 

Démonstration. 

Il est clair que t~ est une S AT D (J"-stable de g~ et que: 

dim(t~) = 3 = rang(g) - 1 

D'après le lemme 3.7.2, t~ est une SATDM O"-stable de g~. 

o 
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7. Dans la table 5 ci-dessous on reproduit la classification de [BR] des invo­

lutions de première espèce d'algèbres de Kac-Moody affines. 

Pour chaque involution de première espèce (J on donne la réalisation adap­

tée à (J (i.e la réalisation sur la quelle (J respecte la Z-graduation et commute à 

. l'application translation). 

La notation Tj désigne l'involution intérieure exp( i7r ad pj) et ~ j est l'involution 

1 ® exp(i7r ad Pj) de la réalisation standard [Cg, ç, Ek) de l'algèbre de Kac-Moody 

affine donnée ( parfois on regarde ~ j comme une involution de g ). 
Les involutions rencontrées dans cette table s'écrivent toutes comme suit: 

(J = PTi ou (J = P ~i, où P est un automorphisme de diagramme involutif. 

Ainsi, avec les notations de 2.3 et 2.7 on a : 

SI 

SI 

(J = pTi 
o 

(J = P Ti 

où ai est l'entier vérifiant Pi =Pi +aid (cf chap II, 1.5) 

Ayant ceci et en utilisant 2.7, on peut déterminer la réalisation explicite adap­

tée à l'involution (J. 
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Table 5 

9 P Cf Réalisation 

adaptée à <7 

A(l) 0 o . 

1 rOrl =rl [Cg, l,d, 1) 
0< >i o 0 

( *) ro l(gxg,9,-1) 

A(l) o 0 

~ P P r(g,r}, -1) 1 

O-<~ ;} 1 

A(l) 1 > 1 0'0 
0 0 

l , rOri =ri [Cg, id, 1) 

l<i<1±! 
- - 2 

l / o 0 (* ) 

t-1 ro [Cg X g, 9, -1) 

(1) 1 ~ 
o 0 (*) A 2r , r > 0 0<1 t s ~ ~ D Pl 

Pl [Cg X g, 9, -1) 

[Cg, id, 1) 1." 1"'+1 Pl rO 

(1) o 0 

A2r-l' r > 1 0 t_'\ Pl Pl [Cg, r2r-}, -1) 

Ci i ; i t D 
2\-1 t-

(1) 0 

A 2r- 1 , r> 1 P2 P2 [Cg, id, 1) .. ~_1 

0<1 t ~ !> 
0 

P2 rr 

1.\'"_" !"'+i 
o 0 (*) 

P2 rO [Cg x 9,9, -1) 

(1) 

® 
A 2r- 1 , r > 1 1"_11 P3 

, 
, r 

[(g, ~r, -1) ~~fI, . f ... .4 
P3 

B(l) l > 2 0 o . 
l , 0 

rOr1 =rl [Cg, zd, 1) 

> 0 

! ) 1 ri =ri 
td t 

~ 2<i<1 

o 0 (*) ro [(g X g, 8, -1) 

(*) 9(x,y) = (y,x)j x,YE9 
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Table 5 (suite) 

g p Réalisation 

adaptée à Œ 

B(l) 1 > 2 l , o p p 

r)--f,9 
1 

C (l) 1 > 1 
l , 

(1) C2r , r > 1 

o 
(*) B(x,y) = (y,x); x,yEg 

o . 
[Cg, zd, 1) 

TO (gxg,B,-l) (*) 

p 

p p 

o 
pTr = p Tr 

po po 

P2 P2 

[(g, id, 1) 

[(g, ;1, -1) 

[(gJb -1) 
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Table 5 (suite) 

g P (j Réalisation 

adaptée à (j 

D}l), 1> 4 
0 {Cg, id, 1) 'TO'T1 ='T1 

0 LI 0 0 

> 1.21/ 
'Ti ='Ti [Cg, id, 1) 

~ 2 ~ i ~ t 
-1 1, o 0 

(*) 'To [Cg x g, 8, -1) 

D~l), 1> 4 po Po [Cg, id, 1) 

0 o . 

0 1-1 Po'Ti = po 'Ti [Cg, zd, 1) 

~ 1 < i < 1-1 
- - 2 

1 ], o 0 
(*) po'To [Cg x {l, 8, -1) 

D(l) 1> 4 o 0 

P2 P2 ((.9,'T1,-1) l , 
0 Il-i 

Q-!=O 0 o 0 

P2'Ti = P2 'Ti [Cg, 'Th -1) 
2. 1. 

4 
2~i~1-2 

(1) 2 () Pl Pl reg, ;2r-l, -1) D2r-l' r> 

89 
t.'I 

Î) 
r 

011"_1 

(1) 0 Pl Pl [Cg, ;2n -1) D 2r , r > 2 
1.~2 r"_4 p. rr_\3) 

0 o 0 4 tr_~ '""+-'1 p'Tr = P 'T r reg, 'T2n -1) 
l" 

G~l) 
0 0 

• 1 ) 1 'Tl ='T1 [Cg, id, 1) 
0 1 2- 0 o 0 

(*) 'To [Cg x g, 8, -1) 

o 
(*) 8(x,y) = (y,x); x,y Eg 
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Table 5 (suite) 

9 P (j Réalisation 

adaptée à (j 

FU) 0 0 

4 'Tl ='T1 [(9, id, 1) 

~ 
0 0 

T4 ='T 4 [(g, id, 1) 
0 -1 2- 3 if 

o 0 (*) 'To [(g x 9,6,-1) 

E(l) 
0 0 

0 'TO'T1 ='T1 [(9, id, 1) s l, 0 o . 
'Ts ='Ts [(9, zd, 1) 

• • . 
~ 2- :3 '+ s- o 0 (*) 'To [(g x g,8,-1) 

E(l) 
s Po po E(g, id, 1) 

2, -i 
0 0 

~C1 t POTS = Po 'T6 [(g, id, 1) . . 
0 , 

S- o 0 (*) If Po'TO [(g X g, 8, -1) 

E?) 
0 

'To'Ts ='T6 

0 0 

r=~ 'T7 ='T7 [(g, id, 1) 
• , 
~ " 2. ;; 4- ~ , 0 

'Tl ='T1 

o 0 (*) 'To [(9 x g, 8, -1) 

E?) 
o 0 

l ~J\. l p p [(g, 'T s, -1 ) 

• • . 0 

o 1 2- 3 il f , P'T7 = P T7 

E(l) 
0 o . 

Tl ='T1 [(g, zd, 1) 
8 

r~ , 0 

• • • . . T7 =1'7 
0 i :L ~ 't S" b -:; 

o 0 (*) 
1'0 [(9 x 9,6, -1) 

o 
8(x,y) = (y,x); x,yEg 



-128 -

Table 5 (suite) 

9 P (j Réalisation 

adaptée à (j 

A(2) 0 0 

2 rI =r1 [(g,ç,-l) 

1 ~ 1 > TO 
0 1 

A (2) 1 > 1 0 0 

21 , Ti =Ti [(g,ç,-l) 

1 ;> • j > l 1 SiS l 
0 1 .L~ l 

0 

TO ((g, ç, -1) 

(2) 
AU-l' 1> 2 

o . 1 
ri,l S 1. S 2' 

0 0 0 

~! 
TOT[ =Tl [(g, Ç, -1) 

Tl 
1 

70 

(2) 1 
A2E-I' >2 p p 

0 o 0 1 . (""l' ) 
0 

PTi = P Ti r(g,Ç(TI)ï,z) 

~ 2<i<lli 
1 1." .t 

- - 2 

PT[ 

(2) 0 

Dl+11 1> 1 1"01"i =Ti 

1 SiS l 
0 

((fI,Ç, -1) 
1 < 1 1 ») 
0 1 !-1 ~ ri 

Os i S t 

i E C, i 2 =-1 
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Table 5 (suite et fin) 

9 P (J Réalisation 

adaptée à (J 

(2) ° ° 1. (**) D 2r , r > 1 

U 
,- .. p p l(g,Ç(72r-d"2,t) 

D 
.2'->\ :;l.Î_ 2- r 

(2) 0 o ° 1. (**) 
D2r+l' r > 0 'i "f_ " 

P P l(g,Ç(72r)"2,Z) 

CJ f>r p7r 

l-r :l-r-~ 
f" +" 

E(2) ° 
6 71 =71 

° 
< 

74 70 =74 . e .. .. • 
0 1 2, 3 If ° 74 [(g,ç,-l) 

70 

D(3) ° 0 
'3 1 

4 70 7 2 =72 [Cg, ç,j), J = 

• i ~~ 1 

0 '1 :L 

70 [Cg X g, 6, Vi) ( *)' 

° )1 (i'/!" d(o »). (7j 2 :=exP"Ta Pj , i E C, i 2 = -1 

° 6(x,Y) = (y,ç(x»; x,y Eg 
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