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INTRODUCTION

Les algebres de Kac-Moody sont des généralisations en dimension infinie des
algebres de Lie semi-simples. Ces algebres ont fait apparaitre des notions nouvelles
qu’on ne rencontre pas dans le cas classique, a savoir, les systemes de racines infinis,
les racines réelles, les racines imaginaires dont les multiples sont encore des racines
et qui peuvent avoir une multiplicité plus grande que 1, les groupes de Weyl infinis,

etc...

Dans le cas ou ’algebre de Kac-Moody est indécomposable ( ce qui correspond
a une algebre de Lie simple dans le cas classique ) du fait que le systéeme de racines
est infini une base de racines ne peut pas étre conjuguée a son opposé par le groupe
de Weyl; d’oti I'existence de deux classes de conjugaison (sous le groupe de Weyl)
de bases de racines et donc grace a la décomposition de Birkhoff deux classes de
conjugaison (sous le groupe adjoint) de sous algebres de Borel.

Soit g une algebre de Kac-Moody indécomposable sur C; un automorphisme
linéaire (ou semi-linéaire) de g est dit de premiere espéce lorsqu’il stabilise les deux
classes de conjugaison de sous algebres de Borel de g; dans le cas contraire on dit

que 'automorphisme est de seconde espece.
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Une forme réelle de g est une algebre de Lie réelle g, telle que g, ® C est
isomorphe a g; on choisit donc une identification de g, ® C avec g et on lui associe
lautomorphisme Id ® v de g, ot v est la conjugaison de C sur R. Les formes
réelles de g correspondent ainsi bijectivement aux automorphismes semi-linéaires
et involutifs de g dits semi-involutions ( ou conjugaisons ) de g.

Une forme réelle de g est dite presque déployée lorsque la semi-involution
correspondante est de premiere espece; dans le cas contraire la forme est dite

presque compacte.

Dans ce travail on distingue deux parties qui sont “ presque ” indépendantes.

La premiere partie consiste a étudier les formes réelles presque déployées
d’algebres de Kac-Moody indécomposables et symétrisables.

L’hypothese “ symétrisable ” intervient par 'usage de la forme bilinéaire in-
variante sur g qui permet de généraliser certains résultats sur les formes réelles
des algebres de Lie semi-simples ( notamment la comparaison d’une forme réelle
a une forme compacte), (cf [K P] ou [Rz]).

Les principaux résultats sur ces formes sont rédigés dans un article en collab-
oration avec Valérie Back, Nicole Bardy et Guy Rousseau, ([B3R] ).

Pour un corps K quelconque de caractéristique nulle, d’apres les résultats de
Rousseau ([B3 R], §2), une K-forme presque déployée de g est entiérement déter-
minée par son indice. Pour classifier ces K-formes on a besoin de connaitre les in-
dices admissibles, c’est a dire les indices qui correspondent a des K -formes presque
déployées.

Dans le cas réel, pour vérifier I’admissibilité d’un indice donné, I'idée est de
généraliser la correspondance bijective classique (due a Elie Cartan) qui & une
forme réelle d’une algebre de Lie simple complexe, c’est a dire a une semi-involution
( ou conjugaison ) o' de cette algebre de Lie complexe associe une involution de
cette algebre ( dite involution de Cartan ) qui est le produit ¢ = o'w' de o' et

” ou de Cartan w' commutant avec o'.

d’une semi-involution “ compacte ’

L’accomplissement de ce programme est ma contribution essentielle a [B;3R]
qui est inclus dans cette these. Plus précisément dans le §4 j’établis une correspon-
dance bijective entre les classes de conjugaison des formes réelles presque déployées

( c’est & dire des semi-involutions de premiére espece) d’une algebre de Kac-Moody
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complexe symétrisable et indécomposable, et celles des involutions de seconde es-
péce de cette algebre , et j'indique un procédé de classification de ces involutions,
semi-involutions ou formes réelles presque déployées. Au §6 la classification com-
pléte est indiquée dans le cas affine.

L’article [Bs R] est complété dans la premiere partie de ce travail par un §7 ou
I’'on explicite mieux la classification des involutions de seconde espéce et o1 1’ on
étend ces classsifications aux algebres de Kac-Moody indécomposables strictement

hyperboliques et symétrisables.

La deuxieme partie est consacrée aux formes réelles presque compactes d’algebres
de Kac-Moody affines, elle est indépendante de la premiere partie a ’exception de
I'usage de quelques définitions et résultats ( notamment sur le groupe d’automorph-
ismes de g) introduits dans [B3 R], §1.

Dans le premier chapitre de cette partie, on reprend (avec un point de vue
différent) ’étude ( par Jean Bausch [B] ) des automorphismes d’ordre fini et de
premiére espece des algebres de Kac-Moody affines. Cette étude est due a V.Kac
([K]) dans le cas classique des algebres simples et avait été étendue par F.Levstein
([L]) au cas des involutions des algébres affines.

Dans ce chapitre on examine toutes les réalisations de g comme “ algebre
de lacets tordue ”, c’est a dire les différents isomorphismes de g avec des algebres
[(5,0,7n), ou s est une algebre de Lie semi-simple , § un automorphisme de s d’ordre
divisant un certain entier p et n est une racine primitive p'*™® de I’unité. On note
ici [(5,6,n) = (GB tf®5j)ea((Cc®Cd), ou 5; est 'espace propre de 6 associé a la
valeur propre 7’ JZf le crochet est maintenant classique, ( cf [K] ou Chap I de la
deuxiéme partie ci-dessous).

Le résultat essentiel de ce chapitre est alors que pour une bonne réalisation
[(5,6,n) de 'algebre affine g, un automorphisme d’ordre fini et de premiére espece
o de g s’écrit comme le relevement naturel d’'un automorphisme d’ordre fini de s
commutant avec |’automorphisme de torsion 6.

Comme conséquence de ceci, on retrouve d’une maniere assez simple 'un des

résultats les plus techniques de Bausch ([B]) concernant la structure de 1’algebre

g7 de points fixes de o dans g.

Dans le deuxieme chapitre on se sert des résultats du chapitre I et de ceux
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de Bausch et Rousseau ( [BR] et [Rz] ) pour étudier les formes réelles presque
compactes d’algebres de Kac-Moody affines. Plus précisément, on montre que pour
une bonne réalisation [(s,6,7) de g, une forme presque compacte de g s’obtient a
partir d’une forme réelle 6-stable de ’algébre de Lie semi-simple 5. On étend ainsi
a ce cas un reésultat de G. Rousseau et V.Back pour les formes presque déployées
( [Rs] et [BsR, §5] ).

La liste de ces formes établie dans [BR] et [R2] peut éventuellement comporter
des redits, puisque la classification se fait en se fixant ce qu’on appelle une “
sous algebre de Cartan maximalement compacte” de la forme presque compacte,
et on ne sait pas a priori que deux telles sous algeébres sont conjuguées par un
automorphisme intérieur commutant avec la semi-involution associée a la forme
presque compacte donnée. En fait la liste de [BR] qui est reproduite a la fin de
ce chapitre classifie les involutions de premiere espece des algebres de Kac-Moody
affines et on montre dans [R2] que les classes de cojugaison de ces involutions
sont en bijection ( par essentiellement le méme procédé que celui decrit dans la

premiere partie ) avec les classes de conjugaison des paires formées d’une forme

réelle presque compacte et d’une sous algebre de Cartan maximalement compacte.

La fin de ce deuxiéme chapitre est consacrée a une construction ( basée sur
la liste précitée mais essayant d’éviter l’étude d’un trop grand nombre de cas )
d’une sous algebre torique déployée maximale ( SATDM ) dans chaque forme
presque compacte; de plus la SATDM construite est stable par 'involution o
correspondante. Cette construction est un premier pas en vue de ’étude des formes
presque compactes via les SAT DM qui pourrait éventuellement déboucher sur une

classification plus satisfaisante.
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Premieéere partie

Formes réelles presque déployées

d’algebres de Kac-Moody symétrisables

Cette partie consiste en l'article [Bs R] & paraitre au “ Journal of algebra ” et

des compléments que l'on a regroupé dans un paragraphe 7.



FORMES PRESQUE DEPLOYEES D' ALGEBRES DE KAC-MOODY:
CLASSIFICATION ET RACINES RELATIVES

par  Valérie Back-Valente , Nicole Bardy-Panse ,

Hechmi Ben Messaoud et Guy Rousseau

On sait que les algebres de Kac-Moody sont des généralisations raisonnables (et utiles)
en dimension infinie des algebres de Lie semi-simples complexes. On appelle forme
d'algebre de Kac-Moody une algebre de Lie sur un corps K de caractéristique 0 qui
devient isomorphe a une algebre de Kac-Moody sur la cloture algébrique de K . I se
trouve que pour une partie (la moitié ?) de ces formes (celles dites presque-déployées) on
peut généraliser les théoremes classiques sur les algebres de Lie semi-simples sur un
corps de caractéristique O . Pour les autres formes dites presque-anisotropes des résultats
sont disponibles essentiellement sur le corps des réels : [R2],[A] et [BeP] ; voir aussi
[R6] pour une revue d'ensemble.

Cet article est donc consacré aux formes presque-déployées. Le paragraphe 1 rappelle,
en fixant les notations, quelques résultats sur les algebres de Kac-Moody, leurs formes et
les groupes associés.

Au paragraphe 2 on continue l'étude a la Borel-Tits [BoT] des formes presque-
déployées d'algebres de Kac-Moody qui a été déja bien entamée dans [R4] et [R5]. Il
s'agit ici essentiellement de généraliser des résultats de Tits [T1] sur la classification de
ces formes.

Le paragraphe 3 est consacré a 1'étude du systéme des racines relatives, on y donne sa
description compléte au moyen d'une matrice dite de Kac-Moody relative. Le point

notable est qu'il existe des racines simples imaginaires comme chez Borcherds [Bo].
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Au paragraphe 4 on explique que les formes réelles presque-déployées des algebres de
Kac-Moody complexes symétrisables sont en correspondance bijective (comme dans le
cas classique) avec certaines involutions (dites de seconde espece) de ces algebres. Grace
aux résultats de Kac et Wang [KW] sur ces involutions et a ceux du paragraphe 2, on
donne un procédé de classification effective de toutes les formes réelles presque-
déployées d'une algebre de Kac-Moody complexe symétrisable donnée.

Au paragraphe 5 on montre que toutes les formes presque-déployées sur le corps K
d'algebres de Kac-Moody affines peuvent se construire explicitement a partir d'une
algebre de Lie simple sur K par un procédé généralisant la construction des algebres de
lacets (tordues ou non).

On applique enfin tous les résultats précédents dans le paragraphe 6 pour établir le
tableau de toutes les formes réelles presque-déployées d'algebres de Kac-Moody affines
et de leurs systémes de racines relatives. Ce tableau fournit donc aussi la classification des

involutions de seconde espéce des algebres de Kac-Moody affines complexes.
§ 1 ALGEBRES DE KAC-MOODY ET FORMES PRESQUE-DEPLOYEES :

1.1 Soient K un corps de caracteristique 0 et K sa cloture algébrique.

On considere une algebre de Kac-Moody ¢ sur K que 1'on suppose construite comme
dans [K] et avec toutes ses composantes de dimension infinie. Pour les résultats
standards suivants on renvoie a [K] et [PK] ou parfois a [KP1}],[KP2],[R2} ou [R4].

11 existe une matrice de Cartan généralisée (encore appelée matrice de Kac-Moody)

A=(ajj)i,jeI telle que g=g(A) soit engendrée par l'algebre de Cartan standard b et des

éléments e; , fj pour ie I .On a la décomposition g=he(@gy) ol o parcourt le systtme de
racines A= A(g,5)ch*-{0] .

On note II={qa;/iel } la base (standard) de A . L'ensemble des racines positives
(resp. négatives) est A*=AN(D@jc1 Naj) (resp. A~ =-At).

Les coracines 0,V dans B sont telles que ajj=0j(a;") pour tous 1,j . Le groupe de Weyl
W de (9 B) est engendré par l'ensemble S des réflexions fondamentales rj définies par

rith)=h-oij(h)a;Y pour h dans B . Une racine réelle est une racine conjuguée par W a une
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racine dans I1 ; leur ensemble est noté AT . Les éléments de AIM=A-Are sont les racines

imaginaires . Le centre de g est ¢ = {HeB/ o(H)=0 VoaeIl }.

1.2 Pour un sous-ensemble J de I on définit le sous-groupe W(J) de W engendré par les
1 , pourieJ et QU) = ®jej 20 , Q+*(J) = @iy N ; les objets analogues définis
avec les ;Y sont notés avec des vV, on omet (J) quand ‘J =1.
On définit des sous-ensembles de A par :
AP(D=ANQD®Q*(I-1)) , A= AmN)=ANQJ) et AU)=AP(J)-Am(])
On en déduit des sous-algebres de ¢ :

PHD=p) = h® @9y ol o parcourt AP(J)

P = he(@gq) oll o parcourt -AP(J)
mJ) = h®(@Ygy) o a parcourt AM(J)
wH=u(= ®gy, ol o parcourt Au(J)
uQJ) = Ddqo ol o parcourt -Au(J)

Alors PpH()=m)AUJ) (resp. p-J)=mJ)DAU-(J)) est la sous-algebre parabolique
standard positive (resp. négative ) de type J (le mot standard et les signes font référence
ici et dans la suite du §1 2 la standardisation (B,IT) de 1.1).

U(J) est un idéal caractéristique de P(J) et M) = pJ)/u(J) est le produit d'une sous-
algébre de et d'une algebre de Kac-Moody MS(J) associée a la matrice A(J) = (ajj)i jeJ -
Cette algebre MS(J) contient 1'algebre dérivée M(J)' engendrée par les e;, f; pour ie J;
elle est 1a somme directe de M(J)' et d'un supplémentaire dans Bde { he B/ aj(h) =0
VieJ}+ brmQ) .

Le sous-ensemble J et les paraboliques correspondants sont dits de type fini si la
matrice A(J) est une matrice de Cartan, c'est a dire si W(J) est fini ou si AM(J) est fini. Si
J ne contient aucune composante connexe de I (ce qui est toujours le cas si J est de type
fini) on dit que J et les paraboliques correspondants sont non-dégénérés. Quand J= les
paraboliques b+=p+(D) et b-=p-(D) sont appelés sous-algebres de Borel standards .
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1.3 On définit un groupe G (ne dépendant que de ¢) agissant sur g par la représentation
adjointe Ad : G—Aut(9) . 1l est engendré par des sous-groupes Ug , pour a racine réelle,
isomorphes au groupe additif g par un isomorphisme exp tel que : Ad.exp=expead .

Le groupe H associé a l'algébre de Cartan standard B est 'ensemble des ge G qui
agissent sur g ( pour e AU{0}) par multiplication par un scalaire o(g) dépendant
multiplicativement de o (en particulier H fixe B=g( ). Ainsi pour he Het Xe gy ona
h.exp(X).h-! = exp(c(h).X) et donc H normalise Uy .

Le sous-groupe de Borel standard positif (resp. négatif ) est le sous-groupe engendré

par H et les Uy pour a racine réelle positive (resp. négative) .

Pour J dans I le sous-groupe parabolique standard positif (resp. négatif) correspondant

aJest P(J) = P*(J) = B¥W(J)B* (resp. P-(J) = B-W(J)B- ) ; c'est le stabilisateur de p(J)
(resp. P-(J) ) dans G . Le groupe M(J) = P(J)nP-(J) est le produit H.G(J) ot G(J) est le

sous-groupe (distingué) engendré par les Uy pour o racine réelle dans A™M(J) .

1.4 Les sous-algebres de Cartan (c'est a dire les sous-algebres adg-diagonalisables
maximales) de ¢ sont conjuguées par G .

Une sous-algebre de Borel de g est une sous-algebre compleétement résoluble maximale
de g ; c'est le cas de b+ et b- qui ne sont pas conjuguées par G . Les sous-algebres de
Borel conjuguées par G a b* (resp. b- ) sont dites positives (resp. négatives ). Si ¢ est
indécomposable il n'y a pas d'autre classe de conjugaison de sous-algebre de Borel.

Une sous-algebre parabolique de § est une sous-algebre contenant une sous-algébre de
Borel. On dit qu'elle est non dégénérée si elle ne contient aucun facteur indécomposable
de ¢ et de signe positif ou négatif si elle est propre (i.e. différente de g ) et si elle contient
une sous-algebre de Borel positive ou négative. Si g est indécomposable toute sous-
algebre parabolique propre est non-dégénérée et de signe positif ou négatif. Une sous-
algebre parabolique P de signe positif ou négatif est conjuguée a une unique sous-

algebre parabolique standard p*(J) ; elle est non dégénérée si et seulement si J est non

dégénéré. On note W(P) le conjugué correspondant de W(J) et on appelle J le type de P .
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Les sous-algeébres paraboliques de signe € de g contenues dans la sous-algebre
parabolique standard PE(J) correspondent bijectivement (par passage au quotient) aux
sous-algebres paraboliques de signe € de M5(J) .

Un automorphisme (linéaire ou semi-linéaire) de ¢ agit de maniere compatible a Ad sur
G et donc transforme deux sous-algebres de Borel (ou paraboliques) conjuguées en deux
sous-algébres de Borel (ou paraboliques) conjuguées; il est dit de premiére espeéce s'il
transforme une sous-algebre de Borel positive ou négative en une sous-algébre de Borel

de méme signe.

1.5 Une K-forme de g est une algebre de Lie gx telle qu'il existe un isomorphisme de ¢
sur gg® K .
Dans la suite on fixe une telle forme et un tel isomorphisme. Alors le groupe de Galois
=Gal( K /K) agit sur g et le groupe correspondant G . On identifie g avec l'ensemble
gT des points fixes et on définit Gg = GI' .

On dit que gk est presque-déployée si I” est formé d'automorphismes (semi-linéaires)

de premiére espéce. On sait [R4] que cela équivaut a exiger qu'une sous-algebre
parabolique non dégénérée et de signe positif (resp. négatif) de g est définie sur K .

Si ¢ est décomposable, cette notion de presque-déployée dépend du choix de la classe
de conjugaison des sous-algébres de Borel opposées b+ et b-. On peut alors de manigre
plus générale dire que gK est presque-déployée si I stabilise une classe de conjugaison
de sous-algebre de Borel; cette notion se raméne a la précédente par le choix de cette sous-
algebre de Borel comme standard.

Un exemple de forme presque-déployée est la forme déployée 49k que 1'on définit par

générateurs et relations comme g mais en remplagant le corps K par le corps K . Tous
les objets introduits ci-dessus se définissent encore pour 99k ( on les orne alors des lettres
d et k ). Les résultats indiqués ci-dessus sont encore valables [PK].

Une partie B de 9 ou de G est dite définie sur K si elle est stable par I', on note alors
Bk =B! . On dit aussi, par exemple, que " P est un K-parabolique " au lieu de " P est un
parabolique défini sur K, etc. Inversement si £ est un K-sous-espace vectoriel de gk ,

on note ¢ = 2xk® K le K-sous-espace vectoriel de g correspondant .
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1.6 Sous-algebres toriques :
Une sous-algebre torique K-déployée de gk est une sous-algebre t pour laquelle la

représentation adjointe dans gx est diagonalisable. Une sous-algebre { est dite torique si
et seulement si @ K est torique K -déployée.

Une sous-algebre de Cartan (en abrégé SAC ) de gk est une sous-algeébre By telle que
hx® K soit une sous-algébre de Cartan de g . Toute sous-algébre torique de gk est
contenue dans une sous-algébre de Cartan de gx [R4; 4.3].

1l est clair que 9Pk est une SAC de la forme déployée dgk ; c'est aussi une sous-algebre
torique K-déployée donc une sous-algebre torique K-déployée maximale. Il résultera de
2.8 ci-dessous que si dans une forme presque-déployée une SAC est déployée alors cette

forme est isomorphe i la forme déployée dgx .

1.7 Automorphismes de ¢ :

Soit B 1a SAC standard de ¢ . On définit dans [PK] un groupe H qui agitsurGety ;en
fait Ad(H) est isomorphe 4 (K)! et sil'élément h correspond a (hjjer , 1l agit sur g par
multiplication par le scalaire o(h) = IT; (h)"® si o = X nG)oy € Au{0}) .

L'involution de Cartan o de ¢ est définie par w(e;)=-f; ,o(f;)=-¢; et w(h)=-h pour he

; elle dépend donc du choix de 1'épinglage (B,I1,(e;,f)ier) de 1.1 .

Le groupe des automorphismes intérieurs de g est l'image Int(g):=Ad(fI><G) du
produit semi-directde H et G . Son groupe dérivé est le groupe adjoint Ad(G) (noté
aussi Int'(¢) ou Int(g")) ou groupe des automorphismes intérieurs de g’ (algebre dérivée
de g ). Ces groupes sont intrinsequement définis par ¢ , cf. [R2].

On considere le groupe Aut(A) des permutations p de I telles que ayjpj = ajj pour
i,jeI. On en déduit une action fidele de Aut(A) sur ¢' en posant p(e;) = epi et p(fp) =1pi;
cette action commute 3 ® et p(h)=h ot B'=hng' = ® Ko,V ; plus précisément
plopv) = 0pi¥ . D'apres [PK] le groupe Aut(A)xInt(d) (resp. (2xAut(A))xInt(g) on Q
désigne le groupe commutatif engendré par les involutions de Cartan des composantes de
g ) est le groupe Aut1(g') des automorphismes de premiére espece (resp. le groupe

Aut(g") de tous les automorphismes ) de §' (ou /€ ou g'/¢ ).



15

On peut prolonger 'action de Aut(A) de B’ a B et donc de ¢' a g par le choix d'un
supplémentaire de B' dans B (c'est analogue a la démonstration 2.11b ci-dessous). On
peut ainsi considérer Aut(A) comme un groupe d'automorphismes (dits de diagramme) de
(g,b) commutant a ® et Aut;(g') et considérer Aut(d') comme un groupe
d'automorphismes de ¢ , mais ces définitions ne sont pas intrinséques [R2].

Le sous-groupe Tr=Tr(9,9',¢) des transvections de ¢§ (noté Aut(d,d") dans
[KW;4.20]) est formé des automorphismes de § qui induisent 1'identité sur g’ (resp. 9/¢
ou g'/t ) ; il commute & Int(g) et ® et est isomorphe au groupe additif des applications K
-linéaires de ¢/¢' dans ¢ , cf. [R2]. Le groupe des automorphismes de g (resp. des
automorphismes de premiére espéce) est Aut(d) = Aut(d)xTr (resp. Autj(¢g) =

Aut(¢g)xTr).

§ 2 L'INDICE DES FORMES PRESQUE-DEPLOYEES :

Dans tout ce paragraphe gk est une forme presque-déployée de ¢ .

La proposition 2.1 ci-dessous est l'un des résultats essentiels [R4,R5] , voir 3.4, 3.5
et 3.11 dans [RS].

Proposition 2.1 : Pour tout signe €, le groupe Gy agit transitivement sur les paires
(tk,Pk®) ou tx est une sous-algébre torique K-déployée maximale (en abrégé SATDM)
de gk et tx < PKE une K-sous-algébre parabolique minimale de signe € de 9 . Toute
K-sous-algébre parabolique de signe ¢€ contient une K-sous-algébre parabolique
minimale de signe € .

On dira qu'une telle paire (fx,Px€) est une standardisation de gk de signe € . Ainsi

pour K = K une standardisation de g est une paire (B,b) d'une SAC et d'une sous-
algébre de Borel b o B, ce qui équivaut 2 la notion introduite en 1.2 .

Dans la suite on choisit un signe que 1'on note + .
gne q

Proposition 2.2 : Pour une standardisation ({g,px*) de 9k , il existe une sous-
algébre de Cartan Bg de 9x et une sous-algébre de Borel positive b* de § telles que :

tchchrcpr
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11 existe une partie de type fini 1o de 1 telle que P+ =9*(lg) pour la standardisation
Mb+) de 9.

La sous-algébre parabolique P~ =9 (lp) est définie sur K et minimale. Elle ne dépend
que de § et pt.

Définitions : Sous ces conditions on dira que la standardisation (fg,px-) de gk est
opposée & (tk,Pk*) et que la standardisation (B,b*) est compatible avec (tg,Px*) .

Démonstration : D'aprés [R4;4.3] il existe une sous-algébre de Cartan g contenant tg
. Avec le langage immobilier de [R4;RS5] on a que la facette F(p*) de P* dans I'immeuble
de g sur K est I'enclos de son intersection Fg(P*) avec le K-appartement Ag(£) de tx
qui est contenu dans l'appartement A(B) de b ; donc F(p+) < A(B) et h < p+.
L'existence de b+ est alors claire et I est de type fini d'aprés [R4;4.7b].

Comme P-(Ip) est la sous-algebre parabolique opposée a P*(Ip) par rapport a la SAC b
qui est définie sur K , elle est elle méme définie sur K . Elle est minimale d'apreés
[R4;4.7b]. Comme la K-chambre Fg(P-) est I'opposée de Fx(P*) dans le K-appartement
Ak (f) l'algébre P- ne dépend que de et Pt .

Remarque : Pour une SAC Bx de gk , il est équivalent de dire que Pk contient une
SATDM {tk de gk et que ¥k est contenue dans une K-sous-algébre parabolique minimale
Px* de gx . En effet, une fois traduit en langage immobilier, cela signifie que
I'appartement A(D) contient un K-appartement Ag({k) si et seulement si il contient une K-
chambre Fx(Px*) ce qui est clair car A(f) est stable par le groupe de Galois I' . Dans ces

conditions il existe une sous-algébre de Borel bt telleque : tchcbrcpt -

Proposition 2.3 : Avec les standardisations de 2.2, l'algébre dérivée Ik =3(tk) du
centralisateur de tx est la sous-algébre de Levi de Px* relative a Pk . C'est une sous-
algébre semi-simple (de dimension finie) définie sur K et K-anisotrope.

Le systéme de racines Agde 1 par rapport @ Wl admet pour base Tlp = {a;/ielp }.

Le groupe de Weyl Wo=W() de | par rapport a Y\l est engendré par les i pour
ieIg ; il agit simplement transitivement sur les sous-algébres de Borel by de g telles que
h c h1+ c pt-

Définitions : 1) On appelle Ix le noyau anisotrope de (9k,!K) -
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2) La forme gk est dite quasi-déployée s'il existe une sous-algebre de Borel définie sur
K, c'est a dire si P+ est une sous-algébre de Borel autrement dit si Ip = & ou encore si
Ik est réduite & {0} .

Démonstration : D'apres [R4; 4.7b et 3.5¢] 3(fx) est l'algebre m(Ip) . Comme I est
de type fini, [ = mS(Ip) est une algébre semi-simple qui admet bien comme base de
racines Ilp et pour groupe de Weyl le sous-groupe W de W engendré par les r; pour
iely

Aucune sous-algébre parabolique positive de g contenue dans P* n'est définie sur K,
donc aucune sous-algébre parabolique de ! n'est définie sur K et ainsi Ik est anisotrope.
Par contre W agit simplement transitivement sur les sous-algébres de Borel de |
contenant BNl qui sont en bijection avec les sous-algebres de Borel positives de ¢

contenues dans P+ et contenant B , d'otl la derniére assertion.

2.4 L'action * : (cf. [T1;2.3]) . Choisissons Ik , bk , b+ et px+ comme en 2.2.

a) Pour ydans I', Yb+ est une sous-algebre de Borel positive vérifiant hc Yb* C pr.
1l existe donc un unique élément wy de Wy tel que wyyb+ =b* . Ainsi ¥* = wyy stabilise
b+eth etdoncagitsur IT oul. |

On peut voir facilement que 1'on définit ainsi une action notée par une €toile de I sur A
, IT, Iet le diagramme de Dynkin. 11 est clair que I est stable par cette action.

On peut interpréter différemment cette action * :

b) Les éléments de I sont en correspondance bijective, par i — cl(PE(I-{i})) , avec les
classes de conjugaison sous G des sous-algebres paraboliques de signe € maximales de ¢
.Ainsi I' permute ces classes de conjugaison et 1'action induite de I sur I est 1'action * .

c) Les orbites de I'* dans I-Ij correspondent bijectivement, par J — PE(I-J) , aux sous-
algébres paraboliques propres de ¢ , contenant PE(Ig), définies sur K et maximales pour
cette propri€té c'est a dire aux classes de conjugaison sous G des K-sous-algebres
paraboliques maximales de signe € de gx .

d) Deux sous-algebres paraboliques g* et @~ de g sont conjuguées par G aux sous-

algebres standards P+(J) et P-(J) pour le méme J < I si et seulement si elles sont opposées
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c'est a dire si W(QH)Nq- =u(q)Ng* = {0} . Cette relation d'opposition est €évidemment
stable par tout automorphisme (linéaire ou semi-linéaire).

e) Il résulte des numéros précédents que l'action * de I sur le graphe de Dynkin et la
partie Ig de celui-ci sont indépendants des choix faits c'est a dire du signe + et des stan-
dardisations compatibles (tx,px*) et (&, b+).

Remarque : Dans le cas (que I'on exclut ici) ou g est de dimension finie, on peut choisir
de conjuguer une sous-algebre parabolique a P*(J) ou P-(J') . Le changement de ce choix
échange donc les types par I'automorphisme d'opposition -wg (o wg est 1'élément de
plus grande longueur du groupe de Weyl). Alors Ig et I'action * de I" sont stabilisés par

cet automorphisme d'opposition.

2.5 L'indice de 9k : (cf. [T1;2.3])

C'est le triplet consistant en le diagramme de Dynkin de g (dont les sommets sont
index€s par I) , l'action * de I et le sous-ensemble Ig de I. Ce triplet est bien déterminé
par gx comme on vient de le voir.

On représente l'indice par le dessin du diagramme de Dynkin de g sur lequel on figure
I'action * de I par des fleches (ou en dessinant de maniére significativement rapprochée
les sommets d'une méme orbite) ; les orbites sous I'* des sommets de I-Ig sont
encerclées. On note I' = (I-Ip)/T™* l'ensemble de ces orbites dites distinguées.

Bien entendu comme ce dessin ne représente que les orbites de I'* , il ne détermine pas

completement l'indice, sauf par exemple pour K=R etdonc I=2.

Remarque 2.6 : SiJ est une partie de I stable par I'* et contenant I , alors (avec les
standardisations de 2.2) P*(J) et M(J) sont des sous-algébres définies sur K de g . On
peut choisir MS(J) définie sur K et alors l'indice de la forme d'algébre de Kac-Moody
correspondante est obtenu a partir de celui de g en enlevant les sommets du graphe de
Dynkin non dans J et les arétes (ou fleches) qui y aboutissent.

En particulier pour J de type fini, on obtient ainsi l'indice d'une algeébre de Lie semi-
simple sur K au sens classique de [T1] . SiJ =1y , cette algeébre de Lie semi-simple est

Ik qui est anisotrope.
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2.7 Racines relatives : On considére toujours les standardisations de 2.2 .
Pour o dans A, on note &' sa restriction a { . Le systeme des racines relatives est A' =

{a#0/aeA }.Pour o' dans A', on note g, l'espace propre correspondant de t,

c'est a dire la somme directe des gpg pour BeA et B'=a'.

Proposition : 1) Pour i€l, ona oi'=0 si et seulement si i€ly . Pour i,j& Ig,ona
o =0y siet seulement si il existe Yel tel que j=y*i.

Ona A C (@1 Noy') . Le cardinal de T est le rang de dx sur K.

2) L'algébre t contient le centre € de § ; elle est 'ensemble des H dans ¥ tels que
oi(H)=0 pour 1 dans Iy et oi(H) = oj(H) si j=y*i pour un Yy dans T. Autrement dit
t/t est I'ensemble des points de l'orthogonal de Tly dans B/C fixes sous l'action ( K-
linéaire) de T sur B/¢ déduite de son action * sur T1.

3) Pour o' dans A', l'espace vectoriel ¢y est de dimension finie et défini sur K.

Démonstration : 1) Par définition Ip est I'ensemble des ie I tels que «;' = 0 . Comme

Y* = wyY avec wy dans le centralisateur de fx et yfixant fg ,on a o' =0y sioj=v*i.
On a bien A' € £(2jer N et il reste donc 2 montrer que les o pour ie I' sont
libres dans le dual de £ . Or il résulte de [R5;3.2,3.5.5 et 3.6] que le sous-espace vectoriel
du dual de t engendré par A" a pour dimension le rang c'est a dire le cardinal de I'; d'ou
le résultat.

2) Comme ¢ est K-diagonalisable dans la représentation adjointe, { contient ¢ .
D'apres le 1) t est contenu dans l'espace $ des H € B vérifiant les conditions indiquées.
Comme Wy agit trivialement sur § il est clair que I stabilise 8 et que la base (Hj)ie de
g/¢ duale de (¢)jer est fixe par I' . On en déduit que cette base est contenue dans
8k/Ck donc est une base de $k/Cx . Ainsi 8k est formé d'éléments K-diagonalisables
dans la représentation adjointe et 8k = {x .

3) 1l est clair que ¥ est défini sur K , montrons qu'il est de dimension finie. Pour
cela il suffit d'aprés le 1) de montrer que la somme directe V des gpg pour B =2l

nia € A et Yjg1, nj = N (fixé) est de dimension finie. Soient by =b*+1 1a sous-

algebre de Borel positive de | et Ug sa partie nilpotente. 11 est clair que V est l'espace
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vectoriel engendré par les crochets itérés [x(i1), ... ,x(iN)] ol pour tout j , ij € I-Ip et
x(ij) estdans le sous Wp-module X(ij) de ¢ engendré par € (les crochets itérés sont
définis par récurrence par [x]=x et [X1,X2, ... ,Xn]=[X1,[X2, ... ;Xn]] ). Mais U est de
dimension finie et engendré par des éléments agissant de maniere localement nilpotente
sur g donc (par le théoreme de Poincarré-Birkhoff-Witt) X(ij) est de dimension finie.

Ainsi V lui-méme est de dimension finie.

Théoréme 2.8 , cf. [T1;2.7] : La connaissance du noyau anisotrope lx et de l'indice
détermine entierement la forme 9x de ¢ sur K.

Plus précisément : Soit 1gk une autre K-forme presque-déployée d'algebre de Kac-
Moody. On note avec des 1 a gauche les objets relatifs 2 19x analogues a ceux déja
introduits pour gx .

On suppose qu'il existe une bijection @ : 1 — {I et un K-isomorphisme yx : lgx —
g entre les noyaux anisotropes tels que, si l'on note encore V la bijection de I sur 11
déduite de l'isomorphisme Y par l'intermédiaire des sous-algébres paraboliques, on ait :

i) @ estun isomorphisme des diagrammes de Dynkin i.e. jagipj=2ij Vije I.

i) ©(Ip) =1lo -

iii) @ : I — 11 est compatible aux actions *de I .

iv) Larestrictionde @ a Ip est y .

Alors il existe un K-isomorphisme Wx de gg sur 19k dont la restriction a Ik
est Yk et qui induit (par l'intermédiaire des sous-algebres paraboliques positives) la
bijection @ de I sur {I.

Démonstration : Considérons des standardisations compatibles (tx,px*) , B,b+) et
(1tk,1Px) » (19,1%) pour gk et 19k .

a) D'apreés i) il existe un isomorphisme @ de g sur 19 correspondant a la bijection ® de
Isur {1 ettel que ®H)=1h et dOb+) =1b+ . D'apres ii) , iii) et 2.7.2 on a aussi
P = 19+, D) =1t etdonc D) =41.

D'apres iv) les deux isomorphismes ®lj et y différent par un automorphisme intérieur
de 11 . Donc quitte & composer (2 gauche) @ par le prolongement a2 1§ d'un

automorphisme intérieur de 1! (donc sans changer ¢ ni 1P* ) on peut supposer que ®lf =
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vy . Comme B est le centralisateur dans g de t et BOg = hglk , l'algebre ®B) estle
centralisateur dans 19 de 1t et y(B0k)' elle est donc encore définie sur K .

On considére maintenant pour ¢ la standardisation (®(B),®(b+)) que I'on appelle
encore (19,1b*) et onidentifie A(99) & AG19,:h) par @.

b) L'isomorphisme @ est compatible avec les actions * de I" sur IT et 1IT. Donc pour y
dans I" 'automorphisme 8y = ®-1ydy1 de B induit sur les racines un élément wy de W

La restriction y de ® 2 §0 est définie sur K . Ainsi 6y induit l'identité sur A(1§0) et
donc sur B0 .

Les algebres fk et 1tk sont déployées, leurs racines sont donc fixes par I' . Ainsi 0y
induit l'identité sur les racines de { dans ¢ et donc sur t/¢ .

Finalement 6y induit I'identité sur (O+t)/¢ . Comme le centralisateur dans g de hO0+t
estréduit 2B, on en déduit que By stabilise une base de A(g.h) et donc que wy=1.

¢) Ainsi pour Y dans I", 6y induit I'identité sur B/t etsur b'=3 Ko;¥ . Autrement
dit By est un élément du groupe Tr(4,9',£) de 1.7 qui est canoniquement isomorphe aux
groupes additifs d'applications linéaires L(¢/¢'t) et L(H/h'8) .

Pour v, y dans I , on a Oyy = 8y.y(0y) . Autrement dit 8y est un l-cocycle de I
dans un espace vectoriel sur K (défini sur K). Comme HNT, K) = {0} , ce cocycle est
un cobord : il existe § € Tr(g,9'.¢) tel que 0y =& 1.y(§) sur b . Autrement dit
(OE-1)-1y(®E-1)y1 est l'identité sur B . Ainsi quitte & composer (a droite) ® par -1 on
peut supposer que D[y est défini sur K .

d) Pour une racine relative o' € A’ (identifié€ naturellement avec 1A’ ) on va définir un
isomorphisme K-linéaire Nk de gk sur 19K compatible avec les actions de Bg+Ik et
1Bk+1Ik et 'homomorphisme ®x de Bx+Ik sur 1Bg+1lx (qui coincide avec wg
surd ).

L'ensemble Lk des applications K-linéaires de o'k dans 1goK compatibles avec les
actions ci-dessus est un K-espace vectoriel. De plus L = Lg@k K est 'espace défini de
manigre analogue sur K ; il contient donc un isomorphisme : la restriction de ® . Mais
les applications qui ne sont pas des isomorphismes sont les z€ros d'un polynéme a

coefficients dans K et K est infini, il existe donc dans Lk 1'isomorphisme 1ok cherché.
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e) Définissons d'abord ¥ sur K : on impose que W est égal 2 @ sur B, a2 ® et 2  sur |
et a Mg sur Yo pour o € Il-Ilp . Comme les algebres g et 1J sont définies par
générateurs et relations et comme la définition partielle de ¥ ci-dessus échange les
générateurs et relations respectifs, il existe bien un isomorphisme ¥ de ¢ sur 1 ayvant les
restrictions ci-dessus 2 B, l et go pour o e I1-Tg .

Mais g4 est, pour la représentation de B+{ ,une somme directe de modules de plus
haut poids engendrés par les vecteurs ej pour i€ I-Iy tel que a' = o' (cf. la
démonstration de 2.7.3). Comme ¥ et Mg’ coincident sur g, et sont tous deux
compatibles avec les actions de B+ , ils coincident sur g .

Pour montrer que ‘¥ est défini sur K il faut vérifier que, pour tout ye I', Y¥yl =¥
sur les générateurs B, [ et g (pour o eI1-TIg ) de g . Clest clair d'apres les choix ci-

dessus et les résultats c) et d) précédents.

Remarques 2.9 : Soit gk une forme presque-déployée d'algébre de Kac-Moody.

1)Si g =9gl®g2® ... ®gn est une décomposition de g en somme directe d'algebres
de Kac-Moody , on a une décomposition correspondante I = I1UI2U ... UIn delen
parties disjointes et disconnexes.

Si K'/K est une extension finie, si I"" = Gal( K/K") et si la décomposition de g est
stable par I, alors ™" permute les U et les gJ par la méme permutation des indices.

Si chaque facteur de la décomposition est défini sur K, alors l'indice de gk est la
réunion disjointe et disconnexe des indices des gik .

2) Si I = INUI?yu ... UIP  est une réunion disjointe et disconnexe, on a une
décomposition correspondante § = g1@g2® ... @gn de g en somme directe d'algebres
de Kac-Moody. Supposons maintenant la partition de I stable par I".

Si ' est le sous-groupe de " qui stabilise I et si KI/K est I'extension finie correspon-
dante, on peut modifier le facteur ) par des éléments du centre ¢ de fagon que le nouveau
facteur gJ soit défini sur KJ et que 1'on ait encore la décomposition g = @¢! : En effet si
gj estla somme directe des gk pour k#j, les algebres dérivées 9’ et § j sont stables par
[J (comme sommes directes des idéaux non commutatifs minimaux de g correspondant

aux composantes de I et Ij = -1/ ). Ainsi le centralisateur dans g de gj' est stable par Tiet
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somme directe de gJ et du centre £jde gj (ou de gj' ). Comme ¢; et g7 sont définis sur
KJ, il existe un supplémentaire §J de ¢;@gJ' dans ¢;®gJ qui est défini sur KJ . Alors
gi'®hi est la nouvelle algebre ¢J cherchée.

En faisant des choix comme ci-dessus des gJ pour un j dans chaque orbite de I et en
transportant ces §J par I, on obtient une décomposition § = ®¢g! stable par I .

3) Restriction des scalaires : Sous les hypothéses de 2) on suppose que I' agit
transitivement sur {1, ... ,n} . On a donc une décomposition en somme directe de ¢
stable par I' . Soit g! l'un des facteurs, I'"' =I'l le groupe et K' = K1 le corps
correspondants. On indexe la décomposition et les groupes ou corps par les éléments de
I'T'={c:K'> K} : §=®ger 9° . Le groupe I agit (a2 gauche) sur IV et pour y
€ 'ona :y(g%) =¢g¥0, MOo=T7 ¢t KO=0(K).

On note g1k l'algébre des points fixes sous I de g! : c'est une K'-forme d'algébre de
Kac-Moody . Comme ¢! est un facteur de g!" on a un homomorphisme K-linéaire
d'algébres de Lie ¢ de gk =97 dans glg' . C'est en fait un isomorphisme K-linéaire :
l'inverse yk est donné par Yg(X') = (6(X)gerT s1 X' € glk' (et donc o(X") €
9%k )-

Ainsi g est K-isomorphe a une K'-forme d'algébre de Kac-Moody glk' considérée
comme une algebre de Lie sur K . Réciproquement il est classique que pour toute
K-algebre de Lie gk restriction des scalaires d'une K'-algébre de Lie glx', on a une
décomposition de g en somme directe d'algébres de Lie comme dans les hypothéses de ce

numéro.

Voyons maintenant quel est l'indice de glx: .

Si N' est un K'-sous-espace vectoriel de g1k, on a yx(N') = (@ger/r 6(N)T . On
en déduit facilement que By estune SAC de ¢lk si et seulement si WK(hK') est une SAC
de 9K et que Pk est une K'-sous-algébre parabolique de ¢lx si et seulement si Wi (Pg)
est une K-sous-algébre parabolique de g ; en particulier g1 est une forme presque-
déployée. Par ailleurs si {k' est une SATDM de ¢ Igr,alors tx =y ({ X e tx /a'(X)
e K VaeA@lk,tx) }) est une SATDM de gx et si b1+ est une sous-algebre de

Borel de ¢! alors b+ = @5y o(b1+) est une sous-algébre de Borel de ¢ . Donc si
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(tx,Px) et B, b1+) sont des standardisations compatibles de g1k, alors (tx, Wk (PK'))
et (WK(IJK'),b*“) sont des standardisations compatibles de gx .

1l est maintenant clair que l'indice de glk' s'obtient en ne retenant de celui de gk que
le sous-graphe de Dynkin correspondant a I1 | avec Ilg = 1Ny et en prenant pour action

de T la restriction a T et 1! de l'action de T sur I .

2.10 Le probléme de classification :

Pour classifier les formes presque-déployées d'algeébres de Kac-Moody il faut
maintenant déterminer les indices admissibles, c'est a dire ceux qui peuvent correspondre
a des formes.

Une K-forme est évidemment somme directe de K-formes indécomposables. Son
indice est alors réunion disjointe des indices de ces K-formes indécomposables (cf.
2.9.1).

Une K-forme indécomposable gx peut ne pas étre absolument indécomposable (i.e. §
peut ne pas étre indécomposable). D'apres la remarque précédente les composantes
connexes du graphe de Dynkin sont alors permutées transitivement par I” et il existe une
extension finie K'/K et une K'-forme presque-déployée glx' qui est absolument
indécomposable telle que gk soit glx' considérée comme algébre de Lie sur K .

On est donc ramené au probléme de la classification des formes absolument indécom-
posables. La proposition suivante dit que 'on peut se ramener au rang 0 ou 1 et le cas des
formes quasi-déployées est traité en 2.12.2. D'autres résultats seront obtenus aux

paragraphes 4 , S et 6.

2.11 On considére un indice & de g sur K , c'est a dire une action * de I’ = Gal(K
))/K) sur le graphe de Dynkin de ¢ (dont les sommets sont indexés par I) et une partie de
type fini I de I stable par I'* .

Pour tout i' € I' = (I-Ig)/T"™* , on consideére la partie I; de I réunion de Ig et de l'orbite 1’
, l'action * induite sur Iy et la partie Iy de Iy . On obtient donc ainsi pour chaque i’ € T'

un indice dy sur K de l'algébre de Kac-Moody d¢;' = g(A(Ly)) .
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Proposition cf. [Sa;ll 3.12] : Si pour chaque i' € I' il existe une forme presque-
déployée 9ix de 9y dontl'indice est Jdy et sipour 1) € I' les noyaux anisotropes
de gik etgjKk sont K-isomorphes , alors il existe une forme presque-déployée gx de

g dont l'indice est d et dont le noyau anisotrope est isomorphe a ceux des formes ik

Remarques : 1) Ainsi I'admissibilité d'un indice se vérifie aurangOet 1.

2) Cette condition suffisante d'admissibilité est aussi nécéssaire d'apres 2.6 .

Démonstration : a) On a donc une K-algébre semi-simple anisotrope x et des K-iso-
morphismes ¢y de Ix sur chacun des noyaux anisotropes des gy . On choisit une sous-
algebre de Borel b0 de [ contenant une SAC B0 définie sur K .

Soit (B,b*) une standardisation de ¢ . On peut identifier { 4 la sous-algébre Mm(Ip)' de ¢
de fagon que B0 =Bl et b0 =bAI.

Il existe un isomorphisme W de la sous-algebre msS(Iy) de ¢ sur g tel que la
standardisation de MS(Iy) déduite de (B,b+) soit échangée avec une standardisation
(B;,.bi+) de gy compatible avec une standardisation de gjx et que ¢; = i sur | (cf. la
démonstration 2.8a).

b) Pour ye T , y(b0) est une sous-algébre de Borel de | contenant B0 , il existe donc
un unique wye Wo =W B0) c W =W(gh) tel que wy1ly(d0) = b0 . Ainsi wyly
induit une bijection de Ag = A(1B0) qui est I'action y* sur I'indice : ¥ = wyy* . Comme
y correspond a une action de I sur 0 ona Wyy = Wy.Y*(wy) dans Wo pour v,y € I’
. Réciproquement cette formule montre que Yy = wyy* définit un homomorphisme de I
dans WgxI™* | donc une action sur A = A(4,h) et des actions K-linéaires de I’ sur R =
Yoe Are Kot (qui est un K-sous-espace vectoriel de B* ) et RY = Y e are KtV (qui est un
K-sous-espace vectoriel de B ). De plus ces deux actions sont compatibles avec la dualité
entre ces deux espaces vectoriels.

tx =tNRY est une K-forme de ¢ , elle est stable par W et I'* donc par le groupe
WoxI'* (dont l'action sur Are , AreY , etc.. se fait via un groupe fini). Soit hlk un
supplémentaire de tx dans RV stable par WoxI™* . Soit §2 un supplémentaire de ¢ dans
b contenant B! . Onnote h2¢ = { X e B2/ a(X) e K V e K} eth3x =h2kdrtg

qui sont des K-formes de b2 et b . On a h2x~RY = hl¢ .
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La dualité entre b2 et R est non dégénérée. On en déduit donc une action de I" sur h2g
coincidant sur Blg avec l'action sur RY . Comme B3k = B2x+RY , on obtient ainsi une
action K-linéaire de T sur B3k et une action K-semi-linéaire de I sur b prolongeant
I'action sur B0 (qui est contenu dans B’ = hng' = Rve K ) et compatible avec I'action *
de T sur le graphe de Dynkin.

Ces deux dernieres conditions caractérisent en fait 'action de ' sur §y' .

c) On vient donc de construire une action de I" sur ¢ = [+B prolongeant I'action sur { et
compatible avec les actions *de I".

Par hypothese il existe une action semi-linéaire de I sur l'algebre dérivée ¢
compatible avec son action sur { et avec les actions * de I sur les graphes. En particulier
gi" est gradué par AyU{0} ou Aj est une partie de A , cette graduation est stable par I” et
l'action de T sur Ay est induite par l'action de I" sur A du b) . De la remarque a la fin du
b) on déduit que 1'isomorphisme i qui transforme HOD(®;c; Kaiv) en hyng;' est
compatible aux actions semi-linéaires de I" sur 1+ et g;".

d) Soit g le quotient de la somme amalgamée des algebres de Lie gg et g;' (pour i' e
I') audessus de ! par les relations :

1) (hX]=ohXpourhe B gg et Xe ¢;" depoids e Ay C A .
2) [X,Y]=0si X e gi'et Y € ¢ sont de poids respectifs o, B avec o+Be A
(3) h=vyj(h) pour he ®jci Koy

Alors g est le quotient de '] par le plus grand idéal de d ne rencontrant pas b . En
effet § estun quotient de l'algebre de Lie de générateurs B et les € , f; pour ie I avec les
relations habituelles (sauf les relations de Serre) et il admet g pour quotient.

e) Le groupe I agit semi-linéairement sur g et les 9" de maniere compatible avec son
action sur [ et en stabilisant d'aprés b) les ensembles de relations (1),(2) et (3) . On
obtient ainsi une action semi-linéaire de I sur g qui coincide avec les actions déja connues

sur gg et les images des g ; d'ou la K-forme cherchée.

Remargues 2.12 :

1) Il est facile de construire une action semi-linéaire de I sur ¢ & partir d'une action sur

g' ou /¢ ou g'/¢ correspondant 4 un certain indice : l'action sur B est construite comme
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en 2.11b et le supplémentaire @ye A Jo qui doit Etre stable par I” s'envoie isomorphique-
ment dans §'/¢€ . Ainsi I'admissibilité d'un indice se voit par exemple sur g'/¢ .

2) Les formes quasi-déployées sont caractérisées d'apres le théoreme 2.8 par une action
de I" (égale a I'action *) sur le graphe de Dynkin.

Réciproquement tout indice quasi-déployé (c'est a dire avec Iy = &) est admissible : on
construit une action semi-linéaire de I" sur b comme 2.11b et si on pose Y(ei) = eyi et
Y(fi) = fyi pour Y€ I', on obtient aussitdt 1'action semi-linéaire de I' sur ¢ et donc la
forme quasi-déployée cherchée grace a la définition par générateurs et relations de ¢ .

Si K est un corps de dimension cohomologique 1 (mais infini car de caractéristique O !
) il n'existe pas d'algebre semi-simple anisotrope sur K non triviale, cf. e.g. [T1;3.3.1] .

Donc sur un tel corps toute forme presque-déployée est quasi-déployée.
§ 3 LE SYSTEME DES RACINES RELATIVES :

On considére une forme presque-déployée gk de l'algébre de Lie g et des standar-

disations compatibles (tx,px*) et (B,b+).

3.1 Généralités: D'aprés ce qui précede, £ =1ty ou £ =N Ker(a)etty=hl" +¢

ielp

Pour étudier le systéme de racines relatives A'={ o' =alf foe A a'#0},on
peut étudier d'abord A= { a=alt,/oe A o= 0} puis les restrictions &' = al¢ =
o' . Dans le cas quasi-déployé ona A = A', donc ce qui est valable pour A' I'est aussi
pour A (cf. 2.12.2).

D'apres 2.7.1 ona A'c1®,_pNoy ou I'=(I-Ip)T*=1T*-1gT* ,

doncaussi Ac+®, 7 Noy on I=IT*

Dans la suite pouri € I on se permettra parfois de noter encore i laclasse i'=1 =I*

dansT .

Les résultats des numéros 3.2 a 3.5 seront valables dans A et dans A' ; on

considérera A' comme une généralisation de A .

3.2 Racines relatives réelles cf. [R5;3.6,3.7et3.11]:
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On appelle racines relatives réelles, les racines o' pour o € A telles que
{Be AT¢/3A>0 B'=Act'} est fini. Pour une telle racine il existe un élément Ry du groupe
de Weyl relatif W' =Wk = Ng/L (ou Nk (resp. L) est le normalisateur (resp. fixateur )
de { dans Gk ) qui induitdans ¢ la réflexion par rapport a l'hyperplan {v/o'(v)=0} .

Remarques : 1) Il est clair que si B' est une racine réelle alors laracine o de A telle
que o' = P’ est réelle dans A .

2) Dans le cas A, on a avec les mémes définitions un groupe de Weyl relatif W qui
est le sous-groupe WI™* de W formé des éléments fixes sous l'action y¥.w = yrwy*-1
. De plus les racines réelles de A sont les restrictions a £, des racines réelles de A dont
l'orbite sous I'* est prénilpotente c'est a dire contenue dans wiA Nw2A_ pour des
éléments wi et wo de W [Hée].

3) Si o' estune racine réelle de A', son mur dans le K-appartement correspondant a
{ est engendré par son intersection avec 1'adhérence d'une K-chambre positive [R5;3.7¢];
en conjuguant o' par le groupe de Weyl Wk [R5;3.11] on peut supposer que cette
chambre est la K-chambre canonique correspondant a Px* . Il est alors clair que o' est
colinéaire a une racine de la base IT', cf {R5;3.6].

Dans le cas de A le résultat analogue est dii a J.Y. Hée [Hée].

3.3 Racines relatives simples : 1) Pour i € I-Ip, oy’ est une racine relative simple réelle
si et seulement si A(I'*iUlp) est fini, en effet cette derniére condition équivaut a
ATe(I'*iUlg) fini, donc a Are(I'*iulg) -Are(Ip) fini c'est & dire a {Be Ar¢/ 3IA>0
B'=Acj'} fini.

Dans ce cas, d'apres 2.6, l'indice de gk restreint & I'*iuUlg est un indice de rang
relatif 1 parmi ceux répertori€s par Tits [T1] . En particulier la somme des coefficients,
suivant les @ pour j € I'*i, de la plus grande racine de chaque composante connexe de
I™iUlp qui rencontre I'*i (elles sont toutes de méme type) est au plus 2 .

Une racine relative simple réelle o' admettra un multiple entier positif dans A' si et
seulement si la somme précédente est 2, ce multiple est alors 2a;'; onditque i€ I’
dans ce cas. Dans les autres cas ou ;' estréelle onditque 1€ I;', onaalors:

te II'= NainA' = {q;')} ie h'=> No'nA' = {ay',2a4'}
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On définitde méme Tjet 1.

2) Lorsque aj' n'est pas réelle, elle est dite imaginaire , A(I'*iUlp) n'est pas fini et il
contient des racines imaginaires dont le support rencontre nécéssairement I'*i . Une racine
imaginaire de A a tous ses multiples entiers dans A donc { n € ‘N /nai € A} n'est
pas borné.

3) Lorsque a'e A4' et n'est pas une racine simple, il existe i € T tel que o'-ai' € A}’

En effet go #{0} et est la somme directe des g4 pour a dans A etalg=o' .1l
existe donc un tel a etun v20 dans gy qui est obtenu comme crochet itéré v =
leiy,€iq,--Ci,] avec Zj=1,n o = . Par suite il existe k=0 tel que {ij, .. ,ix} < Ip et
ik+1=j non dans Io ; alors le crochet it€ré [e; _ ,....€j ] est non nul et de poids B avec B

= a'-ay', d'ou le résultat.

3.4 Coracine d'une racine relative réelle : Si o est une racine relative réelle I'élément Ry
(cf. 3.2) est associé & un élément o'V de ¢ appelé coracine de o' et défini par : Ry(h) =
h -(h,a)a'v Vhet .On posera o' = (2a')¥ si o' est multipliable et o =o'V
sinon.

Quand «; est une racine relative simple réelle, un calcul classique ( expliqué par
exemple dans [B; III 3.2] ) détermine le diagramme de Dynkin du syst¢me de racines
relatives A; = A ({i'}uJ/T*) ol Jgui' est la réunion des composantes connexes de
Ipi' rencontrant i' (qui sont toutes de méme type).

Lorsque l'action de I'* sur une composante connexe n'est pas triviale, on a :

! £ ¥ 1 Ajp, devient s > > BCy
1 n nvd 2h 1 n
l_; ! - 4 i Azn-1 devient ‘l(: 3 CH
a / D]’l+1 deVien[ P > BH
: \] y t_.,?_..l“
n
‘IL I . e } E¢  devient o—gtp— F4
A 3 l# s 6 1 3 4 L)
2
3
4 ,_L//<' ) D;  devient % Gy
1
\) A

(la croix au dessus du sommet n dans BCy, signifie que 2oy’ est une racine, cf 3.6)
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Dans tous les cas 'automorphisme d'opposition de A; stabilise Jo/T'* et fixe i' .

L'é€lément du groupe de Weyl induisant Ry, est I'élément le plus long de

W({i'}uJo/T*) , il échange la racine longue en son opposée.

3.5 Condition de chaine réelle :

Si ie Iy (resp. I2') on sait qu'il est possible de trouver dans gg un $ly-triplet Ej'
,Fi', Hy' dans (@)T, (9-p)T, [gp.9-plT ot B = o (resp. 2ay') et Hi = o'
dans les deux cas. Onnote ¢(j) = KE{/®KF®KH;j' .

Si a'e Ay-Naoj' la somme directe des gg pour Be An(a'+Zay’) estun d)-
module . D'apres la théorie des $lp-modules et comme o'(0i"") = 2 (resp. 1) on a :

Siie I}’ An(@'+Zai) = {a'-pai, ... ,&'+qai'} € Ay’ avec p-q =(a’,aiV).

Si i e Ip'il existe des entiers p et q tels que :  p-q ={a',0;'V) = (', 204') ,

{a'-pai’,a'-(p-2)ai, ... ,a'+(q-2)ai,a'+qai'} < A’ et
A'Nn(a'+Zai) € {a'-pai), ... ,o'+qa;'}

De plussi i€ Ip'et a'-(p-2k)oy' € A" ainsi que a'-(p-2k-2)a;’ on passe de 1'un des
espaces radiciels correspondants a l'autre grace a l'action adjointe non nulle de E; ou Fy'
. Supposons qu'il s'agisse de E;' . Il existe alors v € ga’-(p-Zk)ai' tel que [Ei,v]#0
. Ainsi un des crochets itérés contenant 2 éléments ej avec j € 1 intervenant dans la
combinaison linéaire donnant E;i' ne commute pas a v ; on le note [ejl,ejz,..,ej n] .
Quitte a faire une permutationde {1, ,n} ona ad(ejl)ad(ejz)..ad(ejn)v # 0 donc pour k=1
on a ad(ejk)..ad(ejn)v # 0 . Si on choisit k de fagon que {jx, .. , jn}Mi soit réduit a un

élément on en déduit aussitdt que : ¢ o'~ (p-2k-1)0 n'est pas réduit a 0 . Ainsi méme si

ie Z'ona AN(a'+Zay") = {a'-pay, ... ,a'+qai'} € Ay avec p-q = (a',o'V) .

3.6 Matrice et graphe associés & A

a)Pourie I une étude rapide des orbites montre que o est réelle c'est a dire i est de
type fini (comme partie de I) si et seulement si 1 est de la forme :
ou
On obtient facilement que dans le premier cas 205 € A (ie ;) et oV = Liei @Y

etdans le secondcas 204 € A (ie Ip) et 204)Y =Zjej )V
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b) Sionposepourtoutie I 0" = Zjei 0¥ la notation est compatible avec celle
de3.4etona : QV=@;_ I—Z&i’\ =t,"QV . Ainsi QV contient toutes les coracines de
racines réelles de A et il est stable par le groupe de Weyl W .

¢) On définit la matrice B = (bjj) (ije (I)?) par bjj = (0,0 *) = {0}, x; *) .

Les calculs du a) prouvent que o; est réelle si et seulement si bii = 2 (et dans ce cas
20 € A ,ie I1) ou bjj=1(etdanscecas 2a; € A ,ie I;)etque o; est
imaginaire si et seulementsi bj; <0.

On en déduit aussitot que B est une matrice de Kac-Moody relative au sens suivant :

d) Une matrice B = (bjj) (i,j € J) est dite de Kac-Moody relative (KMR) si :
1- Les coefficients de B sont entiers.
2- bjj<g2.
3- bjj<sOsii#] .
4- bjj=0 o bji=0
Cela généralise donc la notion de matrice de Kac-Moody seulement en ce que b;j = 2 est
remplacé par bj; <2.
Si bjj est strictement positif on pose cjj = (2/bjj)bjj , dans les autres cas on pose ¢jj =
bij -
€) On définit le graphe associé a une matrice de Kac-Moody relative :
a chaque 1 € J on associe un sommet orn€ d'une croix si bjj = 1, d'un signe - si
bji <0 etde Osi b =0.
deux sommets distincts 1 et j sont li€s si et seulement si bjj # 0 . Plus précisément,
si bjj et bjj sont simultanément strictement positifs on pose A = cjjcjie N et =
sup(cij,Cji) € N et, si A <4 on joint les sommets i et j par W traits avec une fleéche
pointant vers i si Icjjl > 1. Si k7L 2 5 ou si I'un des deux coefficients bjj ou bj; est négatif

on joint les sommets i et j par un trait gras orné des deux entiers Icjjl (pres de i) et lcjl

(pres de j).

3.7 Condition de chaine imaginaire pour A: Soitie I.

Proposition : Si Qi est une racine relative simple imaginaire dans Ay, etsi

ae A-Na; , onaalors : o + Noy € A, si les supports de o.et o Sont liés .
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(¢ +Noy)NA={a}) sinon.
Remargue : 11 est clair que le supportde o est lié au support {i'} de & (dans T )siet
seulement sion a: (0,0 A) < 0 .
Démonstration : Soit B € A, on sait que le support de B est connexe, on en déduit
facilement la connexité du support de laracine B € A . Si les supports de o et & ne
sont pas liésonadonc (& + Naj)NA={a }.

Supposons maintenant les supports de o et o liés. Soit o € A dont la restriction a t5
est o . Alors le support Sy de o est lié 2 une composante connexe de i’ , composante
connexe qui n'est pas de type fini puisque «; est imaginaire. Or i' est réunion de
composantes de mé€me type, soit J I'une de celles liées au support de o . D'apres [K;4.3]
ona:

Si J est de type affine, ve ©jies20;=Q0J) , AQ)v20= A(J)v=0 ,

SiJ est de type indéfini, ve @jeyNoy=Q*(J) , AJ)jv20= v=0

On considere la décomposition o = a) + oy de & dans Q(So-J)@Q(J) et on applique
le résultat précédent a v = oz . En étudiant les deux cas on montre facilement que :

3je Jtel que (o,04v) <0, donc o+ € A [K;cor.3.6].

Par une récurrence immédiate, on a le résultat.

Théoreme 3.8 : A est l'unique sous-ensemble de Q = BicT 20; vérifiant :
(SR1) Ac QuQ- ,Ay=-A.=AQ; ononaposé Qu=-Q.=&; 7 Na; .
(SR2) II={ai/ie I} CA erplusexactement :

si bij=1 NoajnA, = {0,204 )

si bii=2 NajinA; = {a )

si bii<0 NajnA, = N*g
(SR3) Pour o réelle etpour ooe Ay -Noj ona:

(@ + 20 )NA; = (a -pay, ... ,a+qai} avec p-q={00;v) .
(SR4) Pour o; imaginaire et pour a.€ Ay - Noi ona:

(@+Na)cA, o (oo <0 .

(@+Ng;)MA, ={a}) & (aar)=0

(SR5) Pour ave Ay-11 ilexiste i €1 telque o -0 € A,
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Remarques : 1) {(a,ai?) et {&,0iV) se calculent grace  la matrice B .

2) Une étude abstraite des systémes de racines infinis (avec
essentiellement les cing axiomes ci-dessus) est développée dans [Bp] ; elle inclut les
systeémes ci-dessus et ceux de 3.10 mais les généralise au cas ot les @ ne sont pas libres.
Démonstration : D'aprés les numéros précédents, ces 5 propriétés sont vérifiées par A .
En effet pour (SR2) on sait que si Q; est imaginaire { ne N/ no; € A } n'est pas
borné, on en déduit facilement le résultat par (SRS).

Montrons que ces propriétés caractérisent A . Soit & l'ensemble des parties Q de A
qui vérifient les propriétés (SR1),(SR2),(SR3) et (SR4) ; on note &' le sous-ensemble
de & formé des parties qui vérifient de plus (SRS). & et &' ne sont pas vides, car ils
contiennent A . Notons A+ l'intersection des Q de & . On vérifie facilement que A €
F etil est clair que Ax < £ pour tout e &' ; montrons qu'en réalit€ Ax = Q pour
tout Q € &, ce qui établira I'unicité de A .

Supposons par l'absurde quil existe Qe & avec Q # Ax . Il existe alors B € Q—-Ax
de hauteur minimale. Mais Q vérifie (SRS5) et A* comme (2 vérifient (SR2) , i] existe
donc o; non colinéaire A B telle que B-o; soit dans A= . En considérant les chaines
(B+Z&i)mA:« et (B+2a;,)NQ, les axiomes (SR3) et (SR4) permettent de conclure que B

€ A= ; d'ou la contradiction.

3.9 Matrice de A': Pour ie I',onpose: & = ZWGW(IO/I‘*) woir € Qv
ott W(I/T*) est le sous-groupe de W engendré par les réflexions par rapport aux aj avec
je Tp=IgT*.

L'élément &;® est invariant par W(Ip/T*) donc se trouve dans £;QY = tAQV .

Soit alors B' = (bjj)ijer ou bjj' =(aj,ai'") ou «i'" désigne I'€lément &;* si o'
est imaginaire , la coracine (au sens de 3.4) de o' (resp. 2’ ) si ;' estréelle et 2qy’
g A' (resp. 2ai'e A').

Proposition : B' est une matrice de Kac-Moody relative . Soit 1€ I-Ip, si a;' est

réelle , c'est @ dire si T*iUly est de type fini,ona : e Qi .
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Démonstration : 1) Supposons ¢ réelle, alors bji' € {1,2} et T*iUly est de type fini .
D'apres [K;4.3] étendu au cas décomposable de type fini, on a det(tA(I'*iUlp)) = 0 et si
v € QYT *iUlp) ona :tAT*Ulgjv=20 = v=20 .

Mais tA(*iUlg)a;” est le vecteur colonne dont les composantes correspondant a Ig
sont nulles et celles correspondant & I'*i sont toutes égales a a;j({;") . Par suite, comme
les coordonnées (sur la base I1V ) de 0;j* sont dans N et non toutes nulles, o;(&;*) est
nécessairement strictement positif.

De méme tA(I'™iUlp)a;'Y est un vecteur colonne dont les composantes correspondant a
Ip sont nulles et celles correspondant a I'*i sont toutes €gales a bj;' (= 1 ou 2). Comme la
matrice tA(I™*iUl) est inversible on en déduit que &@* € QoA

2) Si qj' est imaginaire, I'*iUlp n'est pas de type fini, donc, par invariance par I'* ,
toutes les composantes connexes J de I'*1Uly rencontrant I'*1 sont de méme type (non
fini). Le support de @;* est inclus dans la réunion de ces composantes et, si J désigne
I'une d'entre elleson a :

Si J estde type affine : v € Q) , AQ)v=20 = A()v=0
Si J estde type indéfini : v € Qi(J) , AQ)v=20 = v=0

11 est clair que ces propri€t€s s'étendent au cas d'une réunion de composantes de méme
type, on peut donc remplacer J par la réunion J(i) des composantes de I *iUlp
rencontrant I*i

Le méme raisonnement qu'au 1) montre que :

dans le cas affine 'AJ(1))(&*) 2 0 (ou < 0 selon le signe de aj(&i*) ), ce qui
implique 'AJ))(@*) =0 , donc bj;'=0,

dans le cas indéfini, comme &;* n'est pas nul mais a ses coordonnées sur la base ITv
entiéres et positives, on a nécessairement tA(IpuI™1)(&;M) < 0 et non nul, donc bj;' <0

3) Il estclair que si @' est imaginaire (i € I'im), les coefficients bjj' sont entiers . Si
o' estréelle (i€ I'te), un simple calcul permet de montrer que oA € th (résultat
classique puisque [*iUlg est de type fini) donc bjj' est encore entier dans ce cas.

4)Si i#jdans I' ona: (Q.5bj 3(0y,6;'") = Zw (@j,wd;®) ol la somme
est étendue 2 tous les we W(I () . Mais chaque {(@j,wai*) est négatif ou nul ( donc bjj

<0) et sont tous nuls si bjj’ =0.
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En supposant cette derniére condition vérifiée et en utilisant le fait que dans A (tout
comme dans A), les supports d'une racine réelle et de sa coracine sont les mémes, on a :
(w@;,0j*y =0 pour tout we W(Ip) ,dob(G;d;") =0 soit bj' = 0. Dot la

proposition.

Théoréme 3.10 : A' est l'unique sous-ensemble de Q' associé a B' par les
conditions (SR1) a (SRS) du théoréme 3.8 (sous réserve de remplacer a chaque fois
par ).

Démonstration : L'unicité se démontre comme en 3.8. Les relations (SR1),(SR3) et
(SR5) ont déja été vues en 3.1,3.5 et 3.3.3 . Comme en 3.8, on déduit (SR2) de (SRS5) et
du faitque {ne N/naj' e A’} n'est pas borné si o' est imaginaire.

Pour établir (SR4) on introduit la notion de support relatif d'une racine a'e Ay .1l
s'agit de la composante connexe de So*U(Ip/I™*) contenant I'ensemble Sy des i€ I' tels
que o' s'exprime comme combinaison linéaire a coefficients strictement positifs des o'
,1€ I'. La démonstration de (SR4) se fait en 6 étapes plus ou moins claires.

1) Ilexiste o. € A quia pour support le support relatif de o' et telle que alf = o' .

(c'est clair et cela prouve que le support relatif est bien connexe)

2) Les supports relatifs de o' et o' sont li€s si et seulement si le support relatif de
o' estliéa j (dans I).

3) Mlexiste e Adontlarestriciona ¢t est o ettelleque Vie Iy {(a,ov)<0 .

(il suffit de considérer la racine de hauteur minimale dans A de restriction o' )

4) Si &j est réelle (dans A ), si o est imaginaire (dans A'), si j appartient au
support relatif de o' et si o' n'est pas colin€aire 2 o', alors : o'+ o € A’

Soit aoe A comme dans l'étape 3, alf = @' .

Si (0,0") <Oona ou+aje A (dapres (SR3) dans A ), d'ot le résultat.

Supposons maintenant (a,&j") 2 0 et considérons 1'élément wo de plus grande
longueur de W(I) (o T =1Ip/T*).Pourie I ona{a,0Y) <0 donc (woo,04v) = 0
.Comme wope W(Ip) ona (wpa) =a'.

Notons woo = 0] + o avec a1 € QU() et o e QU-J()) ol J(j) désigne le

support relatf de j . Comme woot est une racine positive de A ona a; € Q+J(3)) et
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ap € Q+(I-J(j)) , comme J(j) n'est pas de type fini on a : BUJ()a; =0 = BUIG)o; =
0.1y a donc deux cas :

Soit pour tout i € J(j) {a1,&i*) = 0 auquel cas J(j) est affine. Comme o' nest pas
proportionnelle & ', on a o # 0 et donc il existe i € J(j) tel que (op,ai") < 0 . Ainsi
(w0, ety = (o +0a2,a8) < 0, donc i € J()-Tp = {j} et a'+aj = (woar)'+a' € A’
(d'apres (SR3) dans A ).

Soit il existe k € J(j) tel que {a1,06") <0. Or (o.M <0 Vie J(§)-{j} < Ip
et {o+0p,0"y >0 Vielp donc {o,ai?) >0 Vie J() - {j} . Ainsi k=j et
(al,&j") <0 comme (az,&j") <0 on en déduit comme ci-dessus que a'+aj' € A" .

5) Supposons toujours o' non colin€aire a 0,
a'+Naj C A’ si et seulement si les supports relatifs de o' et ¢’ sont li€s .
(@'+Ng;j)NA" = {a'} sinon .

La seconde assertion est claire car les supports relatifs des racines sont
connexes. Si les supports relatifs de o' et o' sont li€s on choisit o comme i l'étape 1 et
ona3cas: «; imaginaire; oy réelle et j non dans le support relatif de o' ; oy réelle et
j dans le support relatif de o' . La conclusion découle alors respectivement de (SR4) dans
A ,de (SR3) dans A etde l'dtape 4 .

6) Pour €tablir (SR4) il reste a voir que, dans le cas ¢’ imaginaire et non colinéaire a
o' les supports relatifs de a'et a;' sont liés si et seulement si {(a',a;') < 0 . Mais il

est évident que le support de 0, dans QV est exactement le support relatif de o', d'ou

le résultat.

§ 4 FORMES REELLES PRESQUE-DEPLOYEES DES ALGEBRES DE KAC-
MOODY SYMETRISABLES :

Dans ce paragraphe ona K = R etdonc K =C et on suppose que la matrice de

Cartan généralisée A = (ajj)ije1 est indécomposable et symétrisable.

4.1 Généralités :
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1) Soit go une forme réelle de ¢ , comme le groupe I' = Gal(C/R) est d'ordre deux,
'élément non trivial de I" agit sur g (=9¢®C) comme la semi-involution ¢' de § dont g
est I'ensemble des points fixes.

Inversement soit ¢’ une semi-involution de § , alors ¢ = { X e §/o'X) =X } est
une forme réelle de 9 .

Ainsi les formes réelles de g correspondent bijectivement aux semi-involutions de ¢ ;
la forme réelle est presque-déployée si la semi-involution est de premiere espece.

2) On note g la forme déployée de ¢ sur R , la semi-involution correspondante Gy’
est appelée semi-involution normale standard de § .

Soit B la sous-algébre de Cartan standard de g , pourie I on définit P; e Bg tel
que (Pj+8)je1 soit la base de B/¢ duale de I .

Posons ®'=op'w = woy', o ® est l'involution de Cartan de ¢ ; @' est appelée
semi-involution de Cartan standard de g , son algebre des points fixes est la forme

compacte de g .

On appellera semi-involution de Cartan {en abrégé SIC) tout conjugué de «' par un
automorphisme de § .

3) Les semi-involutions o' et ®' dépendent non seulement de 1'épinglage
(#.11,(ei,fi)ie 1) mais aussi de Bg c'est a dire d'un "R -supplémentaire” de B'p =
®Ra;vVdans {he B/ath)e R Ve A} . Cechoix de Bg n'est donc unique que
modulo le centre. On va tourner cette difficulté en raisonnant un peu différemment:

Considérons le sous-groupe Aut(g') de Aut(d) introduit en 1.7 et le sous-groupe
Autgr(@) ={1, op' }JxAut(d") du groupe des automorphismes R -linéaires de ¢ .
D'apres [R2;3.6] toute semi-involution de g est conjuguée par Tr(g,9',¢) a une semi-
involution contenue dans Autg(g") ; d'apres [KW;4.39] toute involution de seconde

espece de g est conjuguée par Tr(g,9',¢) a une involution contenue dans Aut(g’) . Dans

la suite de ce paragraphe on supposera donc que toutes les involutions ou semi-
involutions qui interviendront seront dans Aut(g') ou Autr(g") .

Si I'on ne veut pas faire cette restriction, il faudra rajouter le groupe Tr(9,9',) dans les

théorémes de conjugaison qui vont suivre.
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Avec ces conventions tout couple formé d'une semi-involution de Cartan et d'une sous-

algébre de Cartan qu'elle stabilise est conjugué par G au couple standard (') [R2].

4.2 Semi-involutions de premiére espece :

Proposition 4.2.1 [R2] (on peut voir aussi [KP2]) :

1) Soit &' une semi-involutionde ¢ :

Pour toute SAC B de § ,o'-stable il existe une SIC o' stabilisant P et
commutant @ G'. Alors 0 =0'®w = ®'G' est une involution de § qui stabilise B et
commute @ G' .

L'involution 0 oula SIC o' correspondant a ces conditions est unique a
conjugaison prés par un automorphisme intérieur commutant @ ©' et stabilisant 9 .

2) Deux SIC qui commutent et stabilisent une méme SAC sont égales .

Proposition 4.2.2 : Soit ¢' une semi-involution de premiére espéce de ¢ , alors :

1) &' stabilise un triplet B3,97(X),p- X)) formé d'une SAC B de ¢ et de deux sous-
algebres paraboliques opposées de type fini et contenant ¥ .

2) Les couples UK')) formés d'une SAC B o'-stable et d'une sous-algébre
parabolique positive (resp. négative) P ©'-stable minimale et contenant B sont
conjugués par G .

N.B. Le groupe G est noté Gpr au paragraphe 2 , mais ici comme on considére
plusieurs semi-involutions, on €vitera cette notation.

Démonstration : 1) résulte de 2.1 et 2.2 ci-dessus.

2) Soient (hi,pi)i=1,2 deux tels couples et supposons par exemple les P; positives.

En conjuguant par GO on peut supposer que £ € B; €Pj = p* pour i=1,2 on
(tg,P*R) est une standardisation fixée de §9 . Alors B; et B, sont des SAC ¢'-stables de
3(f) et donc b1 et Byl sont des SAC o'-stablesde { . Or [0 est une algebre de Lie
semi-simple compacte (2.3) ainsi il existe /€ LS < GO qui conjugue h1nl en Pl et
qui stabilise t et P+ . Mais alors [ conjugue B; en By car pouri=1,2 B; estle
centralisateur dans § de f+(B;N]).

Proposition 4.2.3 : Soit G' une semi-involution de premiére espéce , il existe alors

une involution de seconde espéce © Vvérifiant :
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00" est une SIC (en particulier 6 commute a ¢') et 6 et G stabilisent une méme
SAC P contenue dans une sous-algebre parabolique positive &'-stable minimale.

L'involution © vérifiant ces conditions est unique a une conjugaison prés par Int(g)c

Démonstration: Soit § une SAC o'-stable et contenue dans une sous-algébre
parabolique positive ¢'-stable minimale. Deux choix pour B sont donc conjugués par G
(4.2.2) . D'apres 4.2.1 il existe une SIC ' qui stabilise B et commute 3 &', par suite 6 =
o'®' = @'c’ est une involution de seconde espéce qui commute 3 6' et stabilise B . Deux
choix pour 0 vérifiant ces conditions, correspondent a deux choix pour @' qui stabilisent
B et commutent 4 ', ils sont donc conjugués par un automorphisme intérieur qui

commute A ¢’ et stabilise B (4.2.1).

4.3 Involutions de seconde espece :
4.3.1 Définitions : Rappelons quelques notions introduites par Kac et Wang [KW] .

Soit 6 une involution de seconde espece.
1) Une sous-algebre { de g est dite torique 68-déployée si elle est adg-diagonalisable et si
Ol =-1d¢ .
2) Une sous-algebre parabolique P de ¢ est dite 8-déployvée si 8(P)NP est une sous-
algebre de Levi de P (ou plutdt une sous-algebre M supplémentaire de #(P) ). Une telle

sous-algebre existe.

3) Soient B une SAC de ¢ stable par 6 et b une sous-algebre de Borel contenant b .
Posons A =A(g,h) , A+ =A®b,h) , II la base de A contenue dans A+ , ¥ =
B(AY)NA* et X =TINY .

La paire (B,b) est dite 6-déployée si ¥ = A(X)* et O est l'identité sur g, Voe ¥

Une telle paire existe et est unique a conjugaison pres par G° .

Lemme 4.3.2 : Soient © une involution de seconde espéce, ¥ une SAC ©-stable de
g et b une sous-algébre de Borel de § contenant ¥ .

a) Si la paire (B,0) est 8-déployée, alors la sous-algébre parabolique P(X) =

b+(@geax) Ja) est B-déployée minimale et de type fini. De plus l'algébre t=h9 =
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{(heB/6(h) =-h} est une sous-algébre torique 6-déployée maximale de § et le centra-
lisateur 3¢(f) estégala M(X).

b) Si P est une sous-algébre parabolique ©-déployée minimale et contenant b | alors
la paire (O,b) est 6-déployée et P =(X).

Démonstration : Le a) est [KW;5.16] . Si P est 6-déployée et contient b , il existe une
partie Y de I telle que P =P(Y) et 6(P) =P(Y). Si P n'est pas de type fini on peut
appliquer le a) a une paire 6-déployée dans l'algebre de Kac-Moody ms(Y) < o) ;
on en déduit une sous-algebre parabolique de ¢ de type fini, 6-déployée et contenue dans
P . Donc si P est minimale elle est de type fini et d'aprés [KW;4.34] la sous-algébre
ms(Y) ne contient pas de sous-algebre torique 6-déployée non triviale, ce qui équivaut a
dire, d'apres [V], que la restriction de 6 a MS(Y) est I'identité. On en déduit aussitdt que
¥ =A(Y)* etdonc Y =X, d'ou le résultat.

Proposition 4.3.3 : Soit © une involution de seconde espéce. Les couples (B,P)
formés d'une sous-algébre de Cartan ¥ , O-stable et une sous-algébre parabolique

positive (resp. négative) P , 0-déployée minimale et contenant B sont conjugués par G®

Démonstration : Soient (01,91) et (B2,92) deux tels couples et pour i=1, 2 soit bj une
sous-algebre de Borel de P; contenant B . D'apres 4.3.2 les paires (Bj,b;) sont 6-
déployées et donc conjuguées par G® d'aprés [KW;5.32] . Par suite les couples
(31, 9;=p(X,y)) sont conjugués par GO .

Proposition 4.3.4 : Soit 9 une involution de seconde espéce de § , on a alors :

i) A une conjugaison par Int(g) pres , l'involution 0 s'écrit
6 = twAd(nx)Ad(s) avec,

XclIl, X de type fini et choisie de facon que P+H(X) soit 0-déployée minimale

T un automorphisme de diagramme qui stabilise X et vérifie 12=1

® ['involution de Cartande g

nx € N"TNNONG(X) er Ad(ny) est I'élément de plus grande longueur de W(X)

se H e Ad(s) commute a ©
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ii) Il existe une semi-involution de premiére espéce G' telle que 86’ =G'0 est
une SIC et © et ©' stabilisent une méme SAC B contenue dans une sous-algébre
parabolique 0-déployée minimale.

De plus la semi-involution G' vérifiant ces conditions est unique d une conjugaison
prés par un automorphisme intérieur de § commutanta © .
Démonstration : Le 1) est [KW;4.39] , montrons maintenant ii).

a) Existence : On peut supposer 0 = TwAd(nx)Ad(s) avec les conditions indiquées en
1) . Soit @' la semi-involution de Cartan standard, elle commute & T et ® . On verra dans
4.10.2 (qui n'utilise ni 4.3.4 ni 4.4) que 1'on peut choisir nx de fagon que Ad(nx) com-
mute 3 @' . On a alors Ad(nx)(A*+-A(X)) = A+-A(X) et Ad(nx?2)(A+) = A+, donc nx2
e HO9H'~G(X) et on en déduit alors que nx*=1.

La condition 62 =1 s'écrit Ad(nx?2).Ad(s2) = 1 ce qui donne Ad(s%) = Ad(nx4)-1 =1
. I existe donc une famille (g)je] de nombres rationnels telle que, avec les Pjde4.1.2,
Ad(s) = exp(adin(Zjc 1€;P))) et on voit alors que @' commute & Ad(s) etdonc a 8. Par
conséquent la semi-involution ¢'=0w' = ®'0 répond a la question.

b) Unicité : Deux choix possibles pour B sont conjugués par G® (4.3.3). Deux choix
pour ¢' vérifiant les conditions ci-dessus pour une méme SAC correspondent a deux
SIC qui commutent 3 6 et stabilisent B , elles sont donc conjuguées par un

automorphisme intérieur commutant a2 6 et stabilisant b @.2.1), d'ou le résultat.

Théoréme 4.4 : On considere :
1) Les semi-involutions de premiére espéce G' de 9 .
2) Les involutions de seconde espéce 6 de ¢ .
3) Larelation : o' =0 sietseulement si
a) ' =6006"=0'0 estuneSIC .
b) 8 er ¢ stabilisent une méme SAC B .

c) P est contenue dans une sous-algébre parabolique positive o'-stable

minimale .
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Alors cette relation induit une bijection entre les classes de conjugaison sous Int(g)
(resp. Aut(g') ) des semi-involutions de premiére espéce et celles des involutions de
seconde espéce.

Remarques : 1) Si I'nypothése de 4.1.3 est abandonnée, les classes de conjugaison a

considérer sont sous le groupe Int(d)xTr(d,9',¢) (resp. Aut(d) ).

2) Soient ¢, 0 et B vérifiant les conditions a) et b) ci-dessus et P une sous-algebre
parabolique positive et contenant B . Il est clair que P est o'-stable (minimale) si et
seulement si elle est 0-déployée (minimale). En effet si P=P(X) ona:

c@=P=0@)=0® =0X) < pno®) = MX) P est 6-déployée .

Dans ce cas £ =B-® est une sous-algébre torique 8-déployée maximale de ¢ et {0 =
{heh/B(h)=-h=-0'(h) } = (heb/o'(h) =h =oy'(h) } =tNPR . Ainsi t° est une
sous-algébre torique déployée de B (contenue dans une SATDM de g, cf. la remarque
2.2). Il est facile de voir que t9+¢9" est cette SATDM : la définition de déployée donnée
en 1.6 ne fait intervenir que la représentation adjointe et donc le centre est toujours
contenu dans une SATDM.

Démonstration : Notons par CSI1 (resp. CI2) I'ensemble des classes de conjugaison sous
Int(g) ou Aut(d’) des semi-involutions de premicre espece (resp. des involutions de
seconde espece) de d .

Soient ¢' une semi-involution de premiére espéce, cl(c") sa classe dans CSI1 et B une
SAC ¢'-stable et contenue dans une sous-algebre parabolique positive ¢'-stable minimale
. Soit 6 une involution de seconde espéce qui stabilise b, commute & o' et telle que 6¢'
soit une SIC. D'apres 4.2.3 0 existe et sa classe cl(0) dans CI2 est bien déterminée par
o' . Il est clair que ¢' =0 et l'on obtient donc une application ¢ : CSI1 — CI2 par la
formule o(cl(c")) =cl(9) .

Montrons maintenant que ¢ est bijective. Soient 8 une involution de seconde espece et
b une SAC 8-stable contenue dans une sous-algébre parabolique positive 6-déployée
minimale. Soit ' une semi-involution de premiére espéce qui stabilise B, commute 2 6
et telle que 66" soit une SIC. D'apres 4.3.4i1) G’ existe et sa classe cl(o') dans CSII est
bien déterminée par cl(B) . On a alors d'aprés laremarque 2 6" =0 et ¢(cl(c")) =cl(6);

par suite ¢ est bijective.
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4.5 Le probleme de classification :

1) A une conjugaison par un automorphisme de ¢ pres, une forme réelle presque-
déployée 9o de ¢ correspond a une involution de seconde espéce 0 qui s'écrit comme
dans 4.3.41) sous la forme 0 =1TwAd(nx)Ad(s)

D'apres 4.3.4ii) on peut supposer que la semi-involution définissant go est ¢' = w'0
= 105'Ad(nx)Ad(s) . La sous-algebre parabolique P*+(X) est 8-déployée minimale donc
o'-stable minimale. L'action de o' sur A(9.h) est donnée par Two(X) ou wo(X) est
I'élément de plus grande longueur de W(X) .

Par conséquent I'indice de go (cf. 2.5) est donné par la partie X de I qui est de type
fini et par 'automorphisme de diagramme 7T qui stabilise X et qui détermine l'action *
de I = Gal(C/R) . En particulier tlx doit €tre l'automorphisme d'opposition
correspondant a3 -wo(X) .

2) On considere donc des couples (1,X) formés d'un automorphisme de diagramme
T et d'une partie de type fini X de I vérifiant la condition :

(A1) T estune involution qui stabilise X ety induit l'automorphisme
d'opposition -wg(X) .

On sait que toute algeébre semi-simple complexe a une unique forme réelle compacte
(i.e. anisotrope), d'apres 2.8 pour classifier les formes réelles presque-déployées, il suffit
de déterminer les diagrammes admissibles c'est a dire les couples (t,X) vérifiant (A1) et
tels qu'il existe un choix de nx etde se H commutant 2 0 tel que 0 =1twAd(nx)Ad(s)
soit une involution.

On peut méme fixer un choix pour nx , car deux choix différent par un €lément de
H®~H'NG(X) qui est donc un élément de H commutant 3 8 (puisque Ad(ny) = Tw
sur pm(X) ).

Pour déterminer ces diagrammes admissibles, on va d'abord rassembler quelques

résultats sur les algebres de Lie semi-simples complexes.

4.6. Soit $ une algebre de Lie semi-simple complexe de rang /.
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1) Soient ¢ une SACde 8, X={q;, i=1,...,/} une base de A(8) = A(8,1) , et
{ei.fi, i=1, .../} les générateurs de Chevalley de § correspondant a la base X .

Pour i=1, ...,/ , soit pj le monomorphisme d'algébre Lie de $I3(C) dans $ défini par
R 01 00 10
: pix) =ei , pi(y) =fj etdonc pi(H) =¥ ol x=g),y=(] o) et H=f {).

Soient S le groupe de Lie simplement connexe d'algebre de Lie §, T un tore maximal
de S d'algébre de Lie {, N le normalisateur de T dans S et Wo = N/T le groupe de
Weyl correspondant. Pour i=1, ...,/ , pj s'intégre en un monomorphisme de groupes de
Lie de SL(C) dans S qu'on note encore pj .

Pour se C* et i=1,..,/ onpose :

m(s) = exp(sx)exp(-s-ly)exp(sx) = exp(-s-ly)exp(sx)exp(-s-ly) = (_2- 1 Z) e SL(C),

mj(s) = pi(m(s)) et m;=m;(1) . Les applications m etdonc mj sont injectives sur C*

2) Soit I le groupe libre engendré par {1,2, ,/} . Le groupe de Weyl est un quotient
de I;onnote r:I— W la projection canonique, pour i€ {1, ,/} ona r(i)=1;=
Ad(m;) (considéré comme €élément de Wp).

3) Soit M = (mjj)i<ij< la matrice de Coxeter associée a Wq . Pour 1,j € {1, ,I} on

a d'aprés [T3;§2.4 prop 3] : mjmjm; ... = mjmjm;... (mijj facteurs de chaque coté).

Proposition 4.7 : Soient X un groupe et a:1— Xp ,b:Xg—> Wo deux
homomorphismes de groupes tels que bea=r (cf.4.6.2) .

Les trois propriétés suivantes sont alors équivalentes :

1) Pour ije {1, [} ona a@)a(j)a@).. = a(ja@ag)... ( mjj facteurs de chaque
coté).

2) Soient i et j deux mots de 1 qui sont minimaux (i.e. r(i) et r(j) sont de
longueurs minimales dans W ) et vérifient 1(i) =1(j) on a alors a(i) = a(j) .

3) Soient i€ I un mot minimal et jke {1, I} tels que r(i)rjr(i)'l =1x , ona
alors a(i)a(ja@)! =ak).

Démonstration : C'est la proposition 2.1 de [T2].
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Conséquence : Pour X = N et a défini par a(i) = mj pour i=1, ./, on sait d'apres
4.6.3 , qu'avec b : N — Wo=N/T la projection canonique, les hypotheses et la propriété 1

de la proposition sont vérifiées, ainsi les deux autres propriétés le sont aussi.

4.8 Définition : On conserve les notations de 4.6 .

Soient i =1ijip...ip un mot minimalde I, w =r(i) 'élément de W correspondant et
m = mj,Mj,...Mj € N . D'apres 4.7.2 I'élément m ainsi défini ne dépend pas du choix
du mot minimal i mais seulement de w . Ceci permet de définir un automorphisme w*

= Ad(m) de $ quine dépend que de w (et des choix de £, X, €; , fj).

Lemme 4.9 : Soient wq ['élément de plus grande longueur dans Wgqg, T
l'automorphisme d'opposition de  (8,%,ei,fi) (c'est a dire l'automorphisme de
diagramme tel que wq =-T sur t)et o linvolution de Cartan de (8,t,ei.fi) ,ona
alors wgy' =1
Démonstration : Comme wg* =t sur {,pourtoutie {1, ,/}il existe gge C* tel
que wq (ej) = (g() ) ; on a alors wo*(f;) = -E(i)er(i) puisque wo* transforme o¥
= [e;,fi]l en ;Y . On va montrer que €; = 1 pour tout i, ce qui prouvera le lemme.

Soient j un mot minimal de I tel que r(j) = wg , et m 1élément de N
correspondant & j (cf. 4.8). Pour tout i ona r(jrir(j)-! = woriwg! = 1¢¢j) , ce qui
équivaut d'apres 4.7.3 2 mmim'! = my() . D'autre part (puisque Ad(m) = wo* )ona:

mmim-! = mexp(eexp(-fy)exp(e;)m 1 = exp(Ad(m)e;)exp(-Ad(m)f;)exp(Ad(m)e;)

= exp(-(Ex(i)) fr(i)Jexp(er(i)er(i)exp(-(exi)) i) = m(i)(Ex(i))

Ainsion a my(j)(Eqg(j)) = my(j) = me(i)(1) et donc €q(j) = 1 par injectivité de myyj) -

4.10 Classes de conjugaison des involutions de seconde espéce

a) Comme on l'a vu en 4.5, le probléme consiste & voir si pour un couple (7,X) formé
d'un automorphisme de diagramme et d'une partie X de I de type fini vérifiant la
condition (A1) de 4.5 et pour un choix de ny, il existe un élément s de H qui commute a
TwAd(ny) et tel que :

(A2) 'automorphisme 6 = TwAd(nx)Ad(s) est une involution .
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b) Définition : Un couple (1,X) vé€rifiant les propriétés (A1) et (A2) est dit admissible.
Cela signifie que l'indice associé est admissible.

Proposition 4.10.1 : Soient W =ry;1y,...1y | une décomposition réduite de w e W,
onaalors Ad(minmizmmi1)(mi1miz-~-min) = expad(inHy) dans Aut(9).

avec Hw = Zgeo(w) @V sionpose P(w)={oe At/w(a)e A" } .
Démonstration : Elle se fait par récurrence sur la longueur n de w . Pour n = 1 on a bien la
relation Ad (m;)? = expad(ino;Y) .

Posons W' =rjrj,..1j_ ; , on a /(W) <I(w) et I'nypothese de récurrence appliquée a
w' donne Ad(mj_,mj,...mj,)(mj,;m;,..mj_,) =expad(itHw) , on en déduit donc que :
Ad(mj mj,...mj)(mj;mj,..mj ) =mj expad(inHy)(mj )-1(mj )2 = expadin(a; "
+rin(Hw')) Il reste @ montrer que @ (w) = {ain}urin(d)(w')) . Comme w estde
longueur n on a w(ain) e A [K;3.11], donc o, € d(w) . Soit o € CD(w)-{OLin} s
alors rin(a) € A+'{0‘in} ,comme w(o) e A- ,ona w'(rin(a)) € A~ et donc rin(a) €
d(w") . Ainsi (D(w)—{onin} est inclus dans rin(d)(w')) )

Inversement soit o € ®(w') , comme l(w'rin) >Il(w)ona o #04, [K;3.11] et par
suite rin((x) € A+'{°‘in} . Comme wrj (Q) = w'(at) e A-,ona rin(a) € ®(w) et ainsi
rin(d)(w')) est inclus dans ¢(w) ; d'ou le résultat.

4.10.2 Choix de nx : Soit w(X) I'élément de plus grande longueur du groupe W(X) .
On considere 1'élément ny de NNG(X) défini a partir de w(X) comme en 4.8 ; il vérifie
Ad(nx) = w(X) sur B . De plus d'aprés 4.7.2 I'élément ny ainsi choisi est fixé par 7, ®
et @' puisque d'apres 4.6.1 et ' fixent m; et T(m;) = my; .

Corollaire 4.103: Ona :  Ad(nx?) = expad(in2px¥) ou 2pxV désigne la
somme des coracines positives du systeme A(X) .

Démonstration : Soit w(X) = Ij;Tip---Tj, une décomposition réduite de w(X) dans W(X)
. Comme w(X)2=1,o0ona w(X) = T Tig-Tig = TigTip. --Tip - L€ résultat découle alors
de 4.7.2,4.10.1 et du fait que (Ad(nx HA)INA+ = AX)*.

Corollaire 4.10.4 : Soient I1={ie I-X/1@{) #1} et Q un systéeme de
représentants des orbites de {1,1} dans 1y .Le couple (1,X) vérifiant (Al) est
admissible si et seulement si pour tour j de S il existe un nombre rationnel ¢€; tel que :

(A3) 2pxY + Zie Q 2€j(Pj-Pr(j)) € ®ie1 22P;
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Démonstration : Par définition (1,X) est admissible si et seulement si il existe s & H tel
que 0 = TwAd(nx)Ad(s) soit une involution et Ad(s) commute a TWAd(ny) .

S'il en est ainsi PH(X) est 0-déployée minimale (4.5) et on a, d'apres 4.3.2b , que la
restriction de 0 a MS(X) est I'identité et donc celle de Ad(s) l'est aussi (4.9). Ainsi on
peut écrire Ad(s) = expad(inZjec1-x €;Pj) avec des €; dans C .

Si s est ainsi choisi, Ad(s) commute 2 Ad(nx) et il commute donc a 0 si et seulement
siil commute & Tw, ce qui se traduit par €q(j) = -gj (modulo 22Z); en particulier pour 1(j)
=jona €& Z . Sous ces conditions on a 62 = Ad(nx2)Ad(s2) . Donc si 82=1onade

plus 2¢je Z pour 1(j) # ] et la condition (A3) est vérifi€e. La réciproque est claire.

4.10.5 Conclusion : La formule (A3) ci-dessus et les tables bien connues donnant 2pxV
pour chaque systéme de racine fini (cf. e.g. [BBK]) permettent de décider rapidement
quels sont les couples admissibles correspondant a une algebre de Kac-Moody symetrisa-
ble donnée et donc de déterminer a isomorphisme prés toutes les formes réelles presque-

déployées de celle-ci. Le cas des algebres affines sera traité€ in extenso au paragraphe 6.

§ 5§ FORMES PRESQUE-DEPLOYEES DES ALGEBRES DE KAC-MOODY
AFFINES :

On considere une forme presque-déployée gk de l'algebre de Lie affine § et des

standardisations compatibles (tx,px*) et (B,b+).

Si IT est la base correspondante du systéme de racines A = A(g ), on note [Ip={a

e II/a(tk) = (0} } G IT et W le sous-groupe de W = W(g.,h) engendré par les g,

pour a € Iy (cf.2.2,2.3 et 2.7).
D'aprés 2.4 T = Gal( K/K) agit sur A et pour ye [ il existe wye Wo tel que

wyY(IT) = IT ; on note alors par * 'action de I sur IT ou A définie par y*o = wyy(Q) .

5.1 Construction des algébres affines sur K .
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Soient ﬁ une algebre de Lie simple sur K, 0 un automorphisme d'ordre fini divisant
m>1et &y une racine primitive mi®me de I'unité dans K . Pour j& Z , on note § i
l'espace propre de 6 dans g correspondant 2 la valeur propre (€p) .

Onnote: I"=1"(§,0.m) = ®jc 2 tjﬁj (sous-algebre de Lie de §oK[t,t-1])

et 1=1306,m=10"®Kc®KD odcetD sontdeux symboles.

Alors | est une algebre de Lie pour le crochet défini par :

[UX+Ac+HUD,KY +A'c+u'D] = U+HK[X, Y] + pkekY - pjuX + j; k(XIY)c

out (1) désigne une forme bilinéaire symétrique non dégénérée invariante (par exemple
la forme de Killing).

Ainsi ¢ = Kc est le centre de |, ' = ["®Kc est 'algebre dérivée de [ et I'/¢ est
isomorphe a 1" .

Si on remplace m par un multiple m'm dans la construction précédente on obtient un
isomorphisme ¢ de 1(§,8,m) sur 1(§,6,m'm) en posant ¢(tiX) = ™'X , ¢(D) = D/m’
et ¢(c) =m'c.

On sait [K] que toute algebre de Kac-Moody affine peut se construire de cette fagon, on
peut méme choisir pour 6 un automorphisme de diagramme & de g dordrek = 1,2 ou 3 .

Soit B une sous-algebre de Cartan de §8 , on sait que le cenwralisateur § de B dans §
est une sous-algébre de Cartande § . On a donc B =H9 =Hgy et h =h @ Kc @ KD
est une sous-algebre de Cartan de [ . On note alors A = A(l,B) le systéme de racines de
par rapport 4 B . On note aussi A=A B e systeme de racines de § par rapport 4 B et I1
={ &;/ie I} sabase déterminée par un élément régulier de b ; A = A(4.B) = {a = alf
/o e A} estle systeme de racines de § parrapportaBetTI={ a /a e IT } sa base. On
adonc § =5 ®(@gea fa) -

0 stabilise A et I'T donc agit surf ; onnote T un systeme de représentants des orbites

deO®dansf . Alors T={a;/ie I }etonnote (P)icT la base duale de ITdans b .

5.2 Changement de réalisation d'une algebre.

Pour ie I, donnons nous un entier s; € Z . Onnote H = ZicT s;P; .Si de plus p21
est un entier et £mp une racine piMe de ey, , on construit un automorphisme & de § par

les formules : o est I'identité sur f)
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pour & = Zie T mjt; € AU {0}, o est la multiplication
par (Emp!N sur 95 ot N=IicT m;sj .
Proposition : 1) 6 commute @ © et 6 comme 06 sont des automorphismes de d
d'ordres divisant mp.
2) Considérons l'application linéaire ¢ de 1(3,0,m) dans 1(§,8c,mp) définie par :
(D) = (D-H)/p ¢(c) =pc
OWX) = tPI+NX + 8j 0(HIX)c
si Xe §jnda oi a=TZieT mici et N=ZicT misi ,
alors ¢ est un isomorphisme d'algébres de Lie.
Remarque : ¢ échange les sous-algebres de Cartan de ces deux algebres qui sont
attachées comme ci-dessus 2 la méme sous-algébre de Cartan § de 9 .
Démonstration : La premicre assertion est claire, la seconde est une réécriture de

[R3;1.2] dans le cas K= C .

5.3 Lesracinesde 9 :

On considére la réalisation de ¢ sous la forme ¢ ={(g,E,k) on £ est un
automorphisme de diagramme d'ordre k de g et on note alors d 1'élément noté D en

5.1.

OnnoteI = {1, ...}, f= {1, .. ,n} . On sait alors (cf. [K] ou [R1]) qu'une base de A
est[1={a;/iel }avec I={0,1,..,/} . On emploiera ici comme dans [R1] la
convention de numérotation suivante :  a;(d) = &g ; elle différe de celle de [K]
uniquement dans le cas A(zzl) .

Plus précisément pour & € A, on note encore o le prolongement de & en une forme
linéaire sur B nulle surc etd et & désigne la forme linéaire sur B nulle surh etc et telle
que 8(d)=1.Onaalors : Viel aj=380i0+0; .

Laracine & appartient 3 A mais on ne la précisera pas plus ici. Notons seulement

que O est la plus petite racine imaginaire positive et donc que si l'on écrit 8 = Zj=( ajat;

onaag=1 et &0=-21-=1,1ai&i

5.4 Graduation de ¢ :
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Si on se donne un entier s; € N pour chaque i € I (les sj non tous nuls) on définit une
graduation g = @je z 9; pour laquelle B est de degré 0 et g de degré Zi—q; njsj pour o
= Zj=0,] NjC -

On considere alors p = Zi=pa;s; et H=Xj-1; s;P; .On note G 'automorphisme
construit comme en 5.2 avec ce p, ces s; et m=k.

Proposition : La graduation ainsi construite sur § correspond a la graduation naturelle
de 1(§Eckp) clestadireque 9o=30® Kc®Kd erque gj=v§j pour j#0.

Remarque : Cette proposition ainsi que 5.2 généralisent au cas K # € et précisent
certains aspects des résultats de [R1] et de [K;§ 8.6 et 8.7].

Démonstration : D'aprés 5.2 on a un isomorphisme ¢ : § — 1§ ,£0,kp) . La graduation

naturelle de cette derniere algébre est donnée par les valeurs propres de ad(D) . Or on

calcule facilement que ¢-1(D)=pd + H ——(I—-II-I)—H)C .Pour ie I onadonc o(o-1(D)) =

ai(H) =i etde plus (0 1(D)) = p + op(H) = Zi=0 aisi - Ti=1,/ ajat;(H) = agso = sg .

On en déduit aussitot le résultat.

5.5 Choix d'une graduation :

On choisit dans toute la suite de ce paragraphe (sauf peut-€tre en 5.6) I'isomorphisme
de ¢ avec 1(§,€,k) de facon que le couple (B,IT) de l'introduction de ce paragraphe
corresponde avec celui défini pour {en5.1et5.3.

On considere une partie IT'= {o; /i€ I' ) non vide de II - Iy stable par l'action *
de I', par exemple une orbite de cette action dans II - Iy . On définit alors s;j=1 si i
e I' , si=0 sinon et on considere la graduation de g associée.

Proposition : Sous ces hypothéses l'action de T sur § stabilise la graduation de ¢
ainsi définie.

Démonstration : L'action * de I" permute les éléments de I1 et stabilise IT' ; cette action
stabilise donc la graduation de g associ€e a IT' . On sait que pour tout Y€ ['ona y* =
wyY avec wye€ Wy ,doncpoura e Aona wyo)=a + X Ip Mi%i - Pour a =
2i=0,; nj&ti € A, notons h(a) = Zj=0 nis; = Lier nj le degré de g dans cette
graduation . Puisque I' € I - Ip on a h(wy(a)) = h(ct) et par conséquent wy stabilise

aussi la graduation de ¢ associée a I1' ; d'ou le résultat.
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5.6 L'application translation :

Dans tout ce qui va suivre on notera ¢" = ¢'/C .

Choisissons un isomorphisme de g sur I g ,8.m) pour un certain choix de l'algébre
simple detde I'automorphisme 9 d'ordre fini divisant m.

On a alors un isomorphisme de g" surl”(ﬁ ,0,m) et 'on construit un isomorphisme de
ad(¢g")-modules : 7 ¢" — ¢" en posant Z(tX) = ti+MX pour X ﬁj .

Enfait (Id- )¢" est unidéal maximal de §" puisque le quotient est g .

Proposition : Si T est un isomorphisme de ad(9')-modules de " sur ¢" tel que
(Id-T)g" soit un idéal maximal de ¢" , alors T est la multiplication par atk ou atk
avec ae K* pour l'identification de § avec I(ﬁ,é,k) de 5.3 .

Remarque : Ce résultat est affirmé sans démonstration dans [R3].

Démonstration : 1) On remarque qu'il existe o€ A telle que la dimension de §5 soit
1. Il suffit en fait de prendre pour o la restriction 2 B de la plus grande racine de A . On
note j l'entier je {0,...k-1} tel que ﬁa soit contenu dans ﬁj .

2) Hestclairquesi g'5={Ye 9"/ [HY]=alH)Y YVHe bh}ona Tz <
§'s et §'5=Bpez ti+Pkgz . On en déduit immédiatement que, si on fixe X dans t §5
-{0} , alors il existe un polynéme de Laurent P € K[t,t-1] tel que T(X) = P(t¥)X .

3) On considere 1'idéal §(X) de ¢" engendré par X . D'apres [K;8.6] ona J(X) =
Q(t<)g" pour un certain Q € K[t,t-1] et le fait que X appartienne & ﬂﬁj NF(X) implique
que Q est un mondme et donc que I(X) =9¢".

4) Comme T est ad(g')-linéaire on déduit de 2) et 3) que pour tout Y de g"ona :
T(Y) = P(tK)Y . Puis, T étant un isomorphisme, on voit que P est forcément un mondme
et enfin le fait que (Id - T)d" soit un idéal maximal de §" implique d'apres [K;8.6] que
l'ona P(t)=at€ avecae K* et e=+1. D'on le résultat.

Conséquence : L'application I~ est donc canoniquement déterminée par l'algebre de
Lie 9" au changement présde 7 en a7+l avecae K™ .

On remarque aussi qu'un isomorphisme du type de la proposition 5.2 échange les
applications translation. En particulier si on écrit " sous la forme ¢" = I"(ﬁ,&,k) et sl on

choisit  comme en 5.1 et 5.3, on voit aussitdt que pour & € AGD) T(F"o) = 9" 0+ks -
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Proposition 5.7 : A conjugaison prés par un automorphisme intérieur de § stabilisant
toute graduation du type 5.4, on peut supposer que I~ commute aux éléments de T .

Remarque : Cette généralisation de [R3;3.3] a aussi €té remarquée par N. Andruskie-
witsch (communication privée).

Démonstration : Soit Yy € I", on considére I'application 77y =y77y! de ¢" dans g" ;
on voit facilement que 7y est un isomorphisme de ad(g')-modules et que (Id - 77y)g"
est un idéal maximal de §" puisque §"/(Id - 7y)g" est isomorphe & §"/(Id - 77)¢" qui est
simple. Par conséquent d'apres la proposition 5.6 7 y=ayJ7 ¢ avec aye€ K'ete=¢
1 . Mais le fait que 7y stabilise une graduation de g du type 5.5 et que sur une telle
graduation 7~ agisse par J7(9"j) = §"j+gm pourtoutje Z avec € =t 1 montre que
I'on a forcément € =1.

Ainsi pour tout Y& I" il existe aye€ K* telque y7y!= ays . Considérons alors
l'application f: T — K* f(y) = ay ; pour tout couple (V,y") de I'2 ona f(yy) =
YY) , autrement dit f est un 1-cocycle. Donc d'apres le théoreme 90 de Hilbert il
existe un élément be K* tel que ay="Y(b"1)b pour tout ye I'. Par conséquent siye
Fona: yo(bT)ey !l =y(b)ye T oy = y(b)ay?” = )b HbT =b I .

Ainsi, quitte & remplacer 7 par b7 avec be K™, on peut supposer que I~ commute
aux €léments de I .

On considére alors une racine ki¢™¢ b'de b dans K et l'automorphisme y de ¢ qui
sur Jo pour @« € AU {0} est la multiplication par (b)Yd) ou d est I'élément de ¢
défini en 5.3. Comme 8(d) =1et 77(¢") = 9"0sks On voit facilement que Yo T oy-1
=bJ . Il est clair que y stabilise toutes les graduations du type 5.4 et que c'est un

élément de Ad(H) donc un automorphisme intérieur (cf. 1.7); d'ou la proposition.

5.8 L'action induite sur g : On considére un isomorphisme de ¢ sur 1(d,0,m) qui
stabilise la graduation naturelle et tel que I'action induite de I" sur I"(ﬁ,e,m) commute a
J~ . On a montré précédemment qu'il en existe.

Pour X € ﬁj et ye I' onnote y(X) 1'élément de ﬁj tel que y(WiX) = thy(X) . Comme

I' commute 3 7~ cette définition ne dépend pas du choix de j modulo m . On obtient
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ainsi une action semi-linéaire de " sur § qui stabilise les ﬁj . Comme § est isomorphe
a I"(ﬁ ,G,m)/(Id—ﬁ')I"(ﬁ,G,m) cette action de I" est compatible avec la structure

d'algebre de Lie de § et définit donc une forme §x de § surK .

Le fait que I stabilise les espaces propres § j se traduit par la propriété suivante :

*) Vye T y9yl=6nY on n(y) est défini modulo m par Y(€m) = (Em)"Y

5.9 Construction : On considére une forme ﬁK de lalgebre de Lie simple § , un
automorphisme © de § d'ordre fini divisant m et (.l.) une forme bilinéaire symétrique
non dégénérée invariante sur §g que l'on prolonge a § . On suppose que l'action de I’
sur § vérifie la condition (*) ci-dessus.

Alors les espaces propres ﬁj de 6 sont stables par I et on vérifie facilement que I'on
peut définir une action semi-linéaire de I' sur I(ﬁ ,8,m) par les formules :

UX) = tiy(X) YD) =D Ye)=c¢

On définit donc ainsi une forme {k(§k,0,m) = I(§,0,m)T de l'algébre de Lie affine

1(9,8,m) . Cette forme est presque-déployée puisqu'il existe une sous-algebre

parabolique définie sur K : (®j>0 vdj) ® Kc ® KD

Théoreme 5.10 : Toute forme presque-déployée d'algébre de Kac-Moody affine est
isomorphe @ une forme construite comme ci-dessus.

Plus précisément : Placons nous dans la situation de 5.8 alors gk est isomorphe a
Ik(@x.0,m) .

Démonstration : a) Quitte & remplacer ¢ par Ac avec A€ K*, on peut supposer que I'
fixe ¢ : en effet € est stable par I', donc défini sur K et il suffit de prendre pour Ac un
élément non nul de £k . Ce nouveau choix de ¢ oblige a modifier la forme bilinéaire (.I.)
sur§ (par le facteur A-1) pour conserver la formule du crochet dans | explicitée en 5.1
et alors cette formule montre que (.l.) est invariante par I" donc définie sur K .

b) Quitte a remplacer D par D+lc avec pLe K on peut supposer que I'" fixe D :
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En effet la graduation naturelle de I(ﬁ,e,m) étant stable par I", on a pour tout ye I
Y(gj) =9j Vje Z;or gj estlespace propre de ad(D) associ€ a la valeur propre j
donc ad(y(D)) = ad(D) V ye I'. On en déduit que y(D) =D+Ac avec Aye K etsi
(vyY)e I'?2 ona }‘Y'Y = }‘Y' +7¥'(Ay) . D'aprés le théoréme 90 de Hilbert (version
additive) il existe pe K tel que Ay =p-y(it) ¥ ye I ; alors les éléments de T’
fixent D +uc.

¢) 1l reste a identifier l'action de I" sur 1(§,6,m) avec celle définie en 5.9 . Par
construction elles coincident sur 1/¢ =1"(§,6,m) et sur D (d'apres b) donc sur I/¢ . Les
deux actions stabilisent § et permutent ses espaces radiciels; ceux-ci étant disjoints de ¢ ,
les deux actions coincident sur ces espaces radiciels donc sur 1'algébre engendrée ' .

Mais D est fixe par les deux actions, d'oti le résultat.

Remarque 5.11 : On considere les formes réelles presque-déployées des algebres
affines non tordues. D'apres 2.11, comme une algebre semi-simple complexe a une
unique forme réelle compacte, la détermination des formes de rang relatif r 22 se
ramene a des résultats connus sur les algebres semi-simples. Pour le rang relatif r=1,
en utilisant 2.6 , on voit facilement qu'il y a trois cas pour I1-1I]p :

a) II-TIp ={ a; } avec a; =1 .
b) IM-Tlg ={ 0} avec a; =2 .
¢) MM-Tp ={ o ,0) avec i#j,a =aj=1 et I'" échange o et q .
Ce résultat est confirmé par la classification ci-dessous au paragraphe 6 .
On voit alors assez facilement que dans ce cas g est de I'une des formes suivantes :
IR(ﬁlg,Id,l) avec ﬁ R algebre réelle simple compacte (cas a),
IR@R.8,2) avec dp algebre réelle absolument simple non compacte et 6
involution de Cartan (cas betc ).

Pour un rang relatif quelconque, si on suppose que {0} (ou un transformé de {0}
par un automorphisme de diagramme) est une orbite de I™" dans I[1-Ip, alors gg est
de la forme IR(ﬁR,Id,l) avec ﬁ R algebre absolument simple réelle. L.e diagramme de
Dynkin relatif de gr est le complét€ de celui de ﬁm (cf. [R5;4.6]) si 'on admet que le
A(2)x

2n

complété de BCy, = Bﬁ est (voir les notations au §6).
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Les détails et le cas plus compliqué des algebres affines tordues seront traités ailleurs.

§ 6 TABLEAU DES FORMES REELLES PRESQUE-DEPLOYEES DES ALGEBRES
DE KAC-MOODY AFFINES :

6.1 On trouvera ci-dessous la classification a isomorphisme prés de ces formes réelles
(qui sont enticrement déterminées par leur indice : cf. 2.5 et 4.5) . Elle est établie griace

aux résultats du paragraphe 4 et vérifiée, pour partie grice a ceux du paragraphe 5 .

6.2 Dans le cas des séries infinies des algebres affines on indique successivement dans le
premier tableau (6.6) le nom de la forme réelle, son indice (représenté conformément a
2.5) , un systeme de représentants dans I de l'ensemble I' = (I-Ip)/T"* des orbites
distinguées, les conditions sur les paramétres et le systéme de racines relatives A' (avec
son nom et son diagramme de Dynkin) .

ay ()

Le nom de la forme réelle se présente dans ce cas sous laforme : X7

N

ou X(ﬁ) est le nom de l'algebre affine complexe
r=1I1 estle rang relatif
i (facultatif) est un paramétre : c'est souvent le cardinal de la plus petite
composante connexe de Ip
a=1,2,2 ou2" est I'ordre de 1'automorphisme de diagramme
représentant ['* . Il est omis s'il vaut 1 ; dans certains cas on différentie par 2 , 2' ou 2"

des involutions différentes .

6.3 Dans le cas des algebres affines exceptionnelles (y compris A(}) et A(%) ) on

indique successivement dans le second tableau (6.7) le nom de la forme réelle, son indice
et le systeme de racines relatives (avec son nom et son diagramme de Dynkin).

aX(k)m

Le nom de la forme réelle se présente dans ce cas sous la forme : g

N k . . A . .
ou X(n) , T et a sont déterminés selon les mémes conventions que ci-dessus et

m (omis s'il vaut O c'est a dire dans le cas quasi-déployé) est la dimension du noyau

anisotrove | = 1ms(lp) .



56

6.4 Pour calculer le systéme de racines relatives on utilise les résultats du paragraphe 3 .
On peut utiliser le calcul direct préalable des o;” , pour o' racine relative simple réelle,
qui se ramene a des calculs classiques pour des algebres de Lie semi-simples de rang
relatif 1, cf. 3.4 . On peut aussi utiliser des indications indirectes :

Si i'e I' etsiJestune composante connexe de i'Ulg rencontranti',ona b’y =0 si
et seulement si J =Ietsinon b'yi =1 ou 2 selon que la somme des coefficients de la
plus grande racine de A(J) suri'mJest2 ou 1 (cf. 3.3.1).

Sii'#j'e I' et si J est une composante connexe de Ipui'Vj' rencontrant i',on a  b'jy
= ( si et seulement si J ne rencontre pas j'. Si J est de type fini (i.e. J # I) et rencontre j'
, la plus grande racine de A(J) a pour restriction a t la plus grande racine du sous-systéme
de racines de A’ engendré par i’ et j' , cela permet de déterminer (dans ce cas) b'jj et
b'yi si l'on connait déja by et by

La restriction a { d'une racine imaginaire de A est une racine imaginaire de A' nulle sur
les coracines. Sa connaissance permet de vérifier le calcul précédent des b'yj ou de

calculer ces coefficients pour r=2.

6.5 Le diagramme du systéme de racines relatives est indiqué selon les conventions de
3.6 . Sauf dans les cas de rang relatif r =1, on trouve en enlevant les croix éventuelles
un diagramme de Dynkin affine (cela pouvait se prévoir d'apres le dernier alinéa de 6.4) ,
on prend donc comme nom le nom de ce dernier diagramme orné d'autant de croix qu'il y
en a sur le diagramme; il se trouve que cela détermine entiérement le diagramme a un
automorphisme pres. Ces diagrammes avec leurs noms ont déja été introduits dans
[B;Vn®4] , ce sont les graphes des échelonnages irréductibles de [BrT1;1.4.6] (cf. aussi

[BrT2;E1 p 365]) mais le nom adopté€ ici parait plus adapté a notre contexte.

Quand le rang relatif est r=1 le graphe est toujours : Z((l)) X0 . Clest le seul

cas (quand A est affine) ou il y a une racine imaginaire simple et alors A' = (2-{0})o;’ .

Pour ne pas alourdir le tableau I on ne fait pas figurer les cas particuliers r petit dans la

derniére colonne. Pour r = 1 on vient de dire que 1'on a toujours Z((l)) .Pour r=2 (et
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pour certains cas ou r =3 ) le dessin du diagramme de Dynkin devient faux mais le nom

de celui-ci est juste si l'on admet les équivalences suivantes :

2 1 1 1
p@ - oD - aD .
D@ - A

==

LS
B(ll)x =D(2)2xx ___A(l)lxx : X x
L ===

AD :

A A

B0 - c) D e
pUx = c()x D e

)Xx

Remarque : Le troisiéme diagramme semble suggerer la notation B(l1 au lieu de

B(ll)x , mais il s'agit bien pourtant du cas particulier r=1 de

B(lr) X . voir la forme 2"D$112) ci dessous dans le premier tableau.

6.6 Tableau I : Les parameétres utilisés sont tous des entiers positifs ou nuls. On a

toujours n =1 et r=1 (rest le rang relatif).

6.7 Tableau IT :
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§7 . Complements sur les formes réelles presque déployées et les
involutions de seconde espece d’algébres de Kac-Moody symétrisables

et indécomposables :

Soient gy une forme réelle presque déployée de ’algebre de Kac-Moody symétris-
able et indécomposable g et 8 := TwAd(nx)Ad(s) 'involution de seconde espéce
correspondante. On rappelle que :

i) X est une partie de type fini de [ telle que p™(X) est une sous algebre
parabolique §-déployée minimale ou encore p* (X )Ngy est une sous algebre parabo-
lique minimale de gy, et donc la restriction de 8 a la sous algébre de Levi m*(X) :=
m(X)' est triviale.

1) 7 un automorphisme de diagramme involutif de g qui stabilise X et qui
y induit "automorphisme d’opposition correspondant a I’élément de plus grande
longueur wo(X ) de W(X) (= le sous groupe de W engendré par les r;, 1 € X ).

i) nx € N"NNYNG(X) tel que Ad(nx) induit I’élément de plus grande
longueur de W(X).

iv) w est I'involution de Cartan standard de g et s € H?.

Ainsi I'indice de g ( qui détermine entiérement gy ) est donné par le couple

(r,X), (cf [BsR] §4.5).

Pour déterminer Ad(s), on a besoin de connaitre la restriction de Ad(nx) a
m*(X) et action de Ad(nx)? sur g.

En utilisant les résultats de Tits sur le probléme de mots, on donne dans [B; R|
une formule explicite de nx et on démontre que la restriction de Ad(nx) a m*(X)
est égale a celle de Tw; plus précisément, pour n’importe quelle décomposition
réduite de 1’élément de plus grande longueur wo(X) de W(X), 'automorphisme
Ad(nx) coincide avec le prolongement classique de wo(X) en un automorphisme

de g d’ordre divisant 4. Ainsi on démontre que :
Ad(nx)? = wo(X)? = exp(inad(2px))

ol 2px est la somme des coracines positives de A(X).
Dans la table 1 ci-dessous on donne pour chaque algebre de Lie simple complexe

une décomposition réduite de ’élément de plus grande longueur wy du groupe de
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Weyl correspondant, en constatant que dans le cas 4;, [ > 0 on a:
W = (T‘]T‘Q...T‘[).(T‘]...7‘1_1)...(7'17‘2).7'1

et que dans tous les autres cas le nombre de Coxeter h est pair, et donc wy = ()7,
ol ¢ est une transformation de Coxeter choisie de facon que (¢)% transforme la
chambre fondamentale en son opposé , (cf [BBK], chap V §6, Prop 2.).

Dans la méme table on donne également ’expression en fonction des a; (ex-
traite des planches de Bourbaki) de la somme des coracines positives 2p".

Dans notre situation on choisit pour n x le produit des éléments correspondants
aux composantes connexes de X, et ceux-ci sont les produits obtenus a partir de

ceux de la table 1 si ’'on remplace r; par m; = exp(e;)exp(—f;)ezp(e;).

Ayant ceci et en utilisant le fait que 6/m:x) = ¢d, on peut écrire ( cf la

démonstration de 4.10.4) :

Ad(s) = exp(imad() _ €j(p; — Pr(j))))
jen

ou  est un systeme de représentants des orbites de T dans I\ X et ¢; € Q, (7 € Q)
tel que :

2px + Z 2¢;(pj — pr(j)) € P2Zpi+c
]EQ tel

Remarque : La relation ci-dessus a lieu modulo le centre ¢ de g (puisque les
(pi)ier sont définis modulo le centre, cf [B3 R], §4.1. ); ceci n’a pas été précisé dans

[B3 R], corollaire 4.10.4.
O

Soient 5 € Q et u € Z, alors en conjuguant 6 par exp(Fad(u(p; + pr(;)))) on
peut remplacer €; par €; + u sans modifier les autres ¢;; ainsi Vj € €2, I’élément

€; € 3Z est bien déterminé modulo Z. Donc si on note 2px la classe de 2px dans

(P Zpi-f-c)/(@ 2Zopit6) qui est fixée par (—7), on a :
i€l
il

2px = Z 2¢(pj — Pr(j))
JEQ
Par conséquent

6 = TwAd(nX)efp(%ad(zﬁX))
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et donc pour un indice admissible (7, X), I'involution de seconde espéce 6 corre-

spondante sera entierement déterminée si on connait 2px.

Dans la table 2 on donne la liste des formes réelles presque dépldyées d’algebres
de Kac-Moody affines; les notations sont celles de [BsR], §6. on rappelle que X
est le complémentaire dans ’ensemble d’indice I de la réunion des orbites distin-
guées ( c’est a dire entourées ). Pour chaque forme presque déployée on donne
I’expression de 2px, ce qui détermine entiérement l'involution de seconde espece
correspondante.

Dans la table 3 on donne la liste des diagrammes strictement hyperboliques et
symétrisables, c’est a dire les diagrammes dont tous les sous diagrammes propres
sont de type fini et dont les matrices de Cartan généralisées sont symétrisables.

Enfin, dans la table 4 on donne la liste des formes réelles presque déployées
d’algebres de Kac-Moody strictement hyperboliques et symétrisables et les invo-

lutions de seconde espéce correspondantes (déterminées par la donnée de 2px ).



Table 1

Nom Disgramme de Dynkin wy 20"

A, >0 b (rger)(ririaa).(rirg).ny lai + 20 - Vai + . il - i 4+ Vaj + .. + laj

B 1> el (rara i) 2ok 4 2020 = Dai i =i Dai 4+ (- D)1+ ey + W

Ci, 1>1 L el (rira.riear)! (20 = Nai + 220 - 2)ag + . +i(2 - i)ai + .. + (1 = 1)(I + Dayy + Pai

: ¢ - ~ YD « - . . . = . .
Dy, 1>3 FLA __<‘“‘ . (rirae rgr)t! 20 - Dai + A2~ 3aj + ... + (2 — i — aj + ... + 41 ‘,l (a1 + af)
-1

E, L N (rirgve.rarars)® 2(8a; + 1laj + 15a; + 2la; + 15a3 + 8ag)
2 | v

E; ! 3 4 8 6.7 (rirzrarersrgry)? da; 4+ 49a2 + 66a; -+ 9%a; + T75a5 + 525 + 27ai
ZI kY

E, | r—»l»—+—-' el (rirarsrarsrror)'® 246ai + 6803 + 9lai + 135a¢ + 110a; + 84a; + 57Tai + 29a3)
2

F‘l l..__:_-#_;._: (1‘11'21‘31'4)6 22ay + 42u§ + 3005 + 1603

G, % (rire)? 2(5a + 3aj)
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Table 2
Nom Indice Orbites Parametres 2px
distinguées
AL A 0,1,...,n=1,n |n>1 0
0
n
]
(1)
Age_1 4 1 0,2,4,...,2k—2 k>1 0
0
2k,
aR_2,
2400 * P4 < k 1 - ~
1402k, ( f } Lrt .. 1< Kk—T+ Pr—i—1 — P2k—r—i+1
j[ >h vyt +2—1 k>1
OLUV,,:;-;\ s t=k—-—r-1 0
?Azi)_l,r Lit+ 1, .. 0<i< k=rtl (pi = P2k—i)+
b. .
il ) T +2—1 k>1 (P2k—r—i+1 — Pr4i-1)
O .
< > l=0<k—7‘+1 Pr—1 — P2k—v+41
T v i=0k=r—1 |0
?’A&)_l,r i+ 1,... E>1
T +i—1 0<i< &r 0
AN 0,1,...,k—1 k>1 0
2x B o 2,2k + 1, ... n>2 0
A e Taren Wl + 2k —1 0§2k§_n—-r+ll
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Table 2 (suite)

(1) .
skp1Bnr ,_/'I oo A 2k+ 1,2k +2,... | n>2 0
2k rs2ka’ N w2k +r r+2k<n
He—————0%)
ch., PBX 210,1,...,n n>1 0
oSy e O | iri T 2 n>1 0
oA 4 L a2 i+ 2r—2
2C,(.1,3 0,1,....,r—1 n>lLr< -1
. _
5 1 g ’ n impair 0
n pa.ir DPr—1 — Pn—r+1

n
2 D5 °> ooc < 2,2% +1,... n>3
14 20 B2 aey w2t 417 —1 n — r impair 0

W o 2k
1
Dy i M 0,2,4,..., 2k k>1 0

1 2k
%i+1D£»1,)r 0 n|24+1,24+2,.. | n>3

{ yooo— N . )

1 2ies e ¥ e, 200 +r n — T par

9 2R+
2p{Y M 1,3,5,...2k+1 | k>1 -

2k+1 kI 2ien N A + Po —P1

2Dy |y : % +1,2+2,... |n>3,

v . .

%r (e n — r unpair

24T 0<:<r==l o

2 D5 G:}@‘*—@—( 1,3,5,... k>1 (Po = p1)+

w2k —1 (p2k—1 — Pak)
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Table 2 (suite)

O
2“D£,1,)r }7 > S 0,1,2, n impair 0
¢ — ,r—1 n>3
(N C~A )
n pair Dr—1 — Pn—r+1
(2) —
A% 0,1,2,sr =1 [k>1
s  —— 1<r<k+1 0
o 1 ~A kR
(2) o _
A 1, k—r+1,.., k>2
.: B Cen el ..., k—1k k —r pair 0
1
o]
(2) _
A9 %__@_@__c#, 0,2,4,...2r -2 | k>2 0
2 a2 R
1
240 k—r41,.. k>21<r<k
D:?:@—@#%’ vk~ 1,k k — r pair 0
[>]
%Agi)_l,r @! . 1,3,5,.,2r—1 | k>2 Po — P1
= 7 X R
D3, i+l n>2
oSO i4r—1 0<i<z=rtl |
0 1 Lenoy D - -
2) — n42
2p, o 0,1,2, r =24
- r—1 ou n impair 0
Q¢D ) . ’
‘:. n>2
- r < 222*:2 Pr—1 — Pn—r+1
5 A4 ¥

et n pair
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Table 2 (suite)
Nom Indice 2px
2 : ! 0
)
AR 0 ! °
= > S—
1 .
24{") 0 [F== ]] 0
1{x <
2)
I o 0
Agﬁs & 1 0
Eg? °
2
o
7] 3 % [
PR :
2
)
1 3 6
Eéla) 28 O—e ‘' T 0
(Lz
g% °
S
2E)° j:_t]" (ps — ps)
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Table 2 (suite)

2 (1) 15 o 2 S e
o 66— o
3 A
2Egn*" o A 4T ¢ 0
—eo—( T 3
3 A
2Eé’11)45 o 2 43 6 0
A
3 E
(1)78 5
3 1
(1) 0 )
Bs| 090 6 6 64 ’
b
g9 o A 3 4 5 &% 0
7,5 - \w - & < & &
I,
4 Y
B o o T & 7 0
b
1) 28 Q 1 3 Y 5 é T
Eyp} 6—6 - 6—@ 0
B
o 4 3 4 5 €
Tl [ S A :
L
1)133 2 4 E ¢ 5 6 37
E) - s 0
B
(1) 2 A
2 2 (o) -
Ers b ) ’
3 1 0




— 78 —

Table 2 (suite)

2E-(,13)15 2, S MmNt —Ds)
’ o—T [ [ '
3 Q,\%
2E(1)63 2 5 ¢ 3 0
7,1 4 R
60— I ¢ ¢
3 4 ©
2E(1)78 S ° T 0
7,1 >
— (T @
3 4 -
(1)
Eg o 0
3 m 5 6 3 ¥ o
Eg)®? 0;\00990 0
) 3 Y & ¥
T LI
(1)120 2 4 s 6 r 3 o
E'gy1 - I 0
E§’11)136 } u 5 4 2 é o) 0
/.
(1) 248 ) 7
E{) S S I I S { ) 0
|,
(1)
Fis 6—6—rp o ’
© 1 2 3 4
F° — oy 0
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Table 2 (suite)

F(l) 2 1 2 3 4
42 o— > ©
F4(’11) 2 0 1 2 3 4
o o) —Ny— °
A4 ra
F4(,11) 3 0 1 2 3 4
-~ r- 3‘ -
F4( 11) 52 0 1 2 3 4
' @ \I —p
Gglg 1 2 0
Gglg 6 1 2 0
Ggll) 14 1 2 0
Eézs) 0 1 2 3 4
——>—6—=0
Eézg 6 0 1 2 3 4
—G—r=—-=xv——
Eg? 13 0 1 2 3 4
O - 0 —
&
Egzg 2 0 1 2 3 4
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Table 2 (suite et fin)

Eé21) 36 0 1 2 3 4
Eézl) 52 0 1 2 3 4
y—— -
ng 0 1 2
Dfl) 6 9 1 2
Dfl) 14 0 1 2
(C oy — — |
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Table 3

Liste des diagrammes strictement hyperboliques et symétrisables (*)

1 2 s, t € N*, tels que st > 4
L ) )
s t (1.e §$ = —a,,2, t = —asz )
1 2 3 1 2 3
—r—o=——v ——o=x—p
1 2 3 1 2 3
e——o=2=— e—y—o==p
1 2 3 1 2 3
E=t=—0—3—2 ——0==2>
1 2 . 3
—ppr—
1 ] 1
3

(=)

On suit la convention précisée en [Bg R, 366]
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Table 4
Indice 2px Indice 2px
2 0
J
t t pair
(%) 0
(%) 0
(#) 0
(%) 0
2 P1—p3
1 1 L
2 0 2 0
3 3 d

() Le sens des fleches non indiquées sur les liaisons doubles ou triples n’a pas d’influence.
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Table 4 (suite et fin)

Indice 2px Indice 2px
2 0 2 0
1
2 0 (—m 2 P1— D3
3
2 0 2 0
2 0 2 0
2 1 — D3 2 0
0 1 . 2 0
3 > 4
1 \ 2 0 1~ . 2 0
C i) C o)
3 Y 7 4 3 7 3
1 \ -~ 2 0
( )
3 707

(*) Le sens des fleches non indiquées sur les liaisons doubles ou triples n’a pas d’influence.
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Deuxiéme partie

Réalisations
des
automorphismes d’ordre fini et de premiere espece
et des
formes réelles presque compactes

d’algebres de Kac-Moody affines
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Chapitre 1

Algebres de Kac-Moody affines
Réalisations et automorphismes

d’ordre fini de premiere espéce

1. Réalisations:

1.1. Soient K un corps algébriquement clos de caractéristique nulle, Ex une
algébre de Lie réductive sur K, 8 un automorphisme de Ex d’ordre divisant m, €5,
une racine primitive mi™¢ de I'unité dans K et (.,.) une forme bilinéaire symétrique
non dégénérée et (ad(ﬁ) et O )-invariante sur g (lorsque g est semi-simple (.,.) sera
la forme de Killing).

Pour j € Z, on pose:

g;={z €g;60(z) = em’z}
ce sous espace de g ne dépend que de la classe de j modulo m et wéB

D’ apres Borel-Mostow ([BM]) 6, fixe un élément semi-simple reguher Rdeg
. Notons b le centra,hsateur de R dans g, alors b est une sous algebre de Cartan
fo-stable de g et (’)0 = (b ﬂgo) est une sous algebre de Cartan de 90-
Notons g ’algebre de Lie infinie:
(8,80, em) = (D (¥ @8,))0KcaKd
jed

La structure d’algebre de Lie sur g est telle que ¢ est central et

[tz +adt! @yl =t @ lz,y] +16i _(z,y)c + jot! @y
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L’élément d agit diagonalement avec des valeurs propres entiéres et induit la
Z-graduation évidente sur g . Ainsi la sous algébre h:=(1®b,) D Kc® Kd est

une sous algebre de Cartan de g.

Remarque: L’algebre de Lie g ainsi définie est presque un produit d’algebres
de Kac-Moody affines; on 'appelera ’algebre réductive affine associée au couple
(8,60), (cf [R1] ). Lorsque g est simple on retrouve la réalisation des algebres de

Kac-Moody affines au sens de Kac, ([K]).

1.2. L’application translation : (cf [B3;R] ou [R;])
On note:

1) gt = (@(ﬂ@éj))eaﬁ’c c’est une sous algebre de g qui contient l'algebre
i€l
dérivée g’ (et lui est égale si g est semi-simple). De méme Kc est contenu dans le
centre de g! ou g’ (et leur est égal si g est semi-simple).
2) g" le g'-module g'/ &, ( identifié avec (D (+ ®§j))) et 7 l'application trans-
J€L
lation de g" définie par:

’T(tj Rz)= tHtm @ g

L’application 7 ainsi définie est un automorphisme de g!-modules.

L’application ¢ : g"/(Id — T )g" —g définie par :
¢t @ z) = (em) .

est un isomorphisme d’algebres de Lie et permet d’identifier ces deux algebres.

( On peut en fait remplacer €, par n’importe quelle racine m!*™® de 'unité, mais
on fixera ce choix pour la suite ). En particulier si El est simple (Id — 7 )g" est un
idéal propre maximal de g" et d’apres V.Back ([BsR]), tout automorphisme de
g'-modules T" de g" tel que (Id — T')g" est un idéal maximal de g" est de la forme

T =aT* aveca € K.

1.3. Soient h un élément de h, a valeurs propres entieres (via la représentation
adjointe de E ) et €mp une racine p'*™¢ de €,. On note H 'automorphisme de 5

défini par :

H(z) = (émp)VNz, pour x € g tel que [h,z] = Nz
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L’automorphisme H ainsi défini commute a 8q, et 6 := 8y H est un automor-

phisme de El d’ordre divisant mp.

Quand K = C et € = e ona: H = eacp(zr—’;%' ad h).

On note g; l'algebre de Kac-Moody réductive affine associée au triplet (5
8,€mp), C et D les éléments de g, analogues de ¢ et d dans g et 7; 'application
translation de gf.

Proposition 1.4. (cf [R3] ou [B3R])

L’application 1 :g— g, définie par :

bt @) = "V @2 4 650(h,2)C; pourz € §; telque [h,7] = Na
$(e) = pC
#(d) = (D~ h)/p

est un isomorphisme d’algébres de Lie qui commute aux applications translations

deg" et gy, (le ¢Ty~'=T ).

Corollaire 1.5.
Lorsquegol est simple I'algébre g = [(B, 6o, €m ) ne dépend ( a un isomorphisme
prés ) que du plus petit entier k tel que (8y)F est intérieur. Dans ce cas 'algébre

de Kac-Moody affine g est dite de type Aff k .

Démonstration.
Il est assez facile (en adaptant la démonstration de [L] ou [B]) de démontrer
que tout automorphisme d’ordre fini de El est de la forme 8y H ci-dessus avec 63 un

automorphisme de diagramme, et il est alors clair que 6 est déterminé par k.

1.6. Pour n € N* on note:
i). (@) lalgebre de Lie g xg x ... x g, ( n fois).

11). (.,.)n la forme bilinéaire symétrique non dégénérée sur (E])” définie par :

(($1,:C2, --'sIn)', (y17y27 '“7yn))n = (:Clayl) + (:C27y2) + + (In’yn)

o] .
T Y €@, t=1,2,... n.
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iii). 7 une racine n'*™¢ de €, €, = ™ et 6, 'automorphisme de (El)" défini par :
Gn(xl,xz,...,xn) = (J?z,xg,‘..,xn,eo(xl))’ z; €9, 1= 1,2,...,77,

On aalors: (.,.)n est (ad(ﬁ)” et 8, )-invariante; (6,)" = g X 0y X ... Xy et n est la
plus petite puissance de 8, telle que (6,)" stabilise tous les facteurs de (E{)"; par
conséquent | 6, |[=n | 6 |, ot | §; | est l'ordre de 'automorphisme 6;, (i = 0,n).

Pour 5 € Z on pose :
(@)7 = {z € (@)" . 8n(z) = n’z}
De la définition de 6,, on déduit :

(I) (@) = {(z,n7z,n7z...,p""Vz) ,z €g;}

ce qui donne: .
{ Tiyr =nlz; t=1,2,...,n—1
bo(z) =n'z,

Y

ou encore N
Tit1 =nVz A 1=1,2,..n—1
Oo(z) =n™z =(em)z

L’inclusion dans I'autre sens est évidente et on a 1’égalité entre les deux ensembles

de (I).
0

Enfin on note ,g 'algébre réductive affine associée au triplet ((El)", 0ny1); Cn,
dn, ng", ng! et T, les éléments, sous quotients ou application relatifs & ,,g analogues

ac,d g, gletT pourg.

Proposition 1.7.
1) L’application ¢, : g — g définie par:

PP @)=t @ (z,9x,...,n" V)

¢n(c)
¢n(d)

H

ney,

dn
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est un isomorphisme d’algébres de Lie, de plus on a: ¢,T"¢;1 =17,

2) L’automorphisme de ,g'-module ¢, T ¢! commute & I'application transla-
tion 7, et induit par passage au quotient un automorphisme d’espéces vectoriels
de ('gO()" (identifiée avec n@" /(Id — Tp)ng", (voir (1.2)) ) d’ordre divisant n et qui

agit de la maniére suivante :
¢n7¢;l($1,l‘2, ey &) = (en.xl,(en)z.xg, s Tn);  (€n:i=1™)

En particulier pour j € {1,...,n}, ¢, T ¢ (21,22, ... Tn) = (€x) (21, T2, ..., T5) 51
et seulement si x; =0, Ve € {1,..,n}, i # .

Démonstration.

D’apres la relation (I) (voir (1.6) ), il est clair que ¢, est bien définie, bi-
jective et verifie $,7"¢.! = 7T,. D’autre part l'assertion 2) résulte aussitot de
I’assertion 1). Il reste donc a montrer que ¢, est un homomorphisme d’algébres
de Lie .

Soit (z,y) EEli X Bj,(z',j € 7Z), et posons z = [z,y], X, = (z,n'z, ..., n(""Diz),
Yo = (y, 0%y, ..,n""y) et Zp = (2,72, .., p(m DGR ) alors on a:

D). on([t'®z, 7 QY]) = $u(t @z 4ibi—j(z,y)c) = T QZp+idi —j(2,y)(n.ca) (1)
d’autre part

[$n(t' @ 2), dn(t @ Y)] = [t'© Xn,t @Y] = 77 @ Zpp 4 16i,— j(Xn, Yo ) (2)
comme 6; —;(Xn,Yn)n = né; —;(x,y), on a ’égalité entre (1) et (2)

ii). ¢p(ld,t' @z]) = dn(it' ®@z) =it' @ X, (1)

[6n(d), pn(t' @ 2)] = [dn, ' @ Xp] =it @ X, (2)'

d’ou I'égalité entre (1) et (2)" .

Par suite ¢, est un homomorphisme d’algebres de Lie.

0

2. Automorphismes d’ordre fini et de premiere espéce d’algebres de

Kac-Moody affines

2.1. Soient g une algébre de Kac-Moody affine et (B, ¢;, fi,7 € I) le systéme
correspondant de générateurs. D’apres Kac ([K]), g se réalise comme un [(a, £, €x),
ou El est une algebre de Lie simple sur K et £ est un automorphisme de diagramme

de E d’ordre k. Une telle réalisation est appelée la réalisation standard de g .
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Un automorphisme linéaire ou semi-linéaire de g est dit de premiére (resp
deuxiéme ) espéce s'il conserve (resp ne coserve pas) la classe de conjugaison d’une
sous algebre de Borel de g. Il suflit pour cela qu’il vérifie cette méme condition
avec a la place d’une sous algebre de Borel une sous algebre parabolique propre.

Il y a une maniere assez simple de construire des automorphismes de premieére
espece de la réalisation [(El, 6o, €m) de g. Soit 0p un automorphisme de El qui com-
mute avec fp; alors o := 1 ® 0y est un automorphisme de premiere espece de g
(I'action de o est telle que o(t' ® z) = t' ® g(z) et o fixe c et d ); ainsi o fixe la
sous algebre parabolique propre (€ (¢ ®E1j)eaR’ceaR'd); de plus o est d’ordre fini si
et seulement s1 oy l'est. e

A la fin de ce paragraphe, on démontre que pour des choix convenables de la
réalisation de g on obtient ainsi tous les automorphismes de premiére espéce et
d’ordre fini de g.

Soit o un automorphisme de premiere espece de g d’ordre s. D’apres Levstein
([L]), o stabilise une paire (§, by ) formée d’une sous algebre de Cartan h) et d’une
sous algebre de Borel positive by contenant f. Ainsi §” est une sous algébre de
Cartan de g7 et deux telles sous algebres de Cartan sont conjuguées par un au-
tomorphisme intérieur commutant avec o (cf [Rz] ou [KW]). Quitte a prendre un

conjugué de ¢ par un automorphisme intérieur on peut supposer que (h,by) est

la paire standard.

Proposition 2.2.
Il existe une réalisation de g sur laquelle o préserve la Z-graduation. Plus

précisément cette réalisation est de la forme [(5, f,em), avec m = ks et (€,)° = €
Démonstration.

On regarde ’automorphisme o sur la réalisation standard de g. Comme il est
de premiére espece il induit I'identité sur le centre K¢ de g et sur g/ g ( identifiée
avec Kd ), ( cf [Ry], Lemme 2.8. ). Par conséquent il existe h' € hNg' tel que
o(d) = d+ h' (car b est o-stable et h) contient d ). o est d’ordre s et la relation

(0°(d) = d) équivaut a la relation suivante :

R +oh)+..+0"HRY=0 (1)
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§—2
Compte tenu de la relation (1) o fixe sd + Z(s —i—1)o'(h)
1=0

Comme d est a valeurs propres entieres (via la représentation adjointe) il en
82

est de méme pour o(d) et h' et donc pour h := Z(s —i—1)a'(h").
1=0
L’action adjointe de h ne dépend que de la classe h de h dans (h N g')/x,

(identifiée a une sous algebre de Cartan de (3)5 := la sous algebre de points fixes
de £ ).

Soit €45 une racine s*¢™¢ de e;. On note H I’automorphisme de Ex commutant
a £ et défini & partir de h et de e, comme dans (1.3). On pose @ := £H, m := sk
et €, 1= €gk.

D’apres la proposition 1.4. la réalisation [(Ex, 0,em) = (P ®;°1j))@R'CeaR'D est
isomorphe a la réalisation standard de g . En regardant cJeEtZ 1somorphisme et en
tenant compte du fait que o fixe sd + h on s’apercoit que ’automorphisme o
regardé sur la réalisation [(E{, 6, e ) fixe D modulo le centre; comme par ailleurs il

fixe le centre et est d’ordre fini il fixe D et donc il respecte la Z-graduation.

Proposition 2.3.
Il existe une réalisation de g sur laquelle o respecte la Z-graduation et commute
a 'application translation. Plus précisément cette réalisation est de la forme [((Ex

" g, € construite en 1.6, avec n un diviseur de 'ordre s de o .
»Uns Emn ,
Démonstration.

Soient [(B,Go,em) = (P ®§j))eaR'c@R’d une réalisation de g sur laquelle o
fixe d( et donc respecte la JZe—zraduation,(cf proposition 2.2.) ) et 7 son application
translation. On regarde o sur cette réalisation. 7 ¢ ~! est un automorphisme de
¢'-module de g". Comme g est simple, (Id — T)g" est un idéal maximal de g" et
donc (Id — 0T o~1)g" 'est aussi, par conséquent il existe (a,a) € {—1,1} x K tel
que 0To~! = aT* (cf (1.2)). Comme o est de premiére espece et d’ordre s on a
necessairement a = 1 (cf [R3]) et a® = 1. Soit n le plus petit entier tel que a™ = 1.

D’apres la propositionl.7. ’automorphisme o regardé sur la réalisation associée au

couple ((El)", 6, ) (voir (1.6) pour les notations) respecte la graduation et commute
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a l'application translation.

Théoréme 2.4.

On conserve les notations de 2.1, 2.2 et 2.3.

Il existe un automorphisme oy d’ordre s de (El)" qui commute avec 8, et tel
que 1 ® o¢ soit égal a o sur la réalisation [((B)",Gn,emn). Plus précisement, il
existe un automorphisme u d’ordre fini de El qui commute avec ¢, et un entier

1e€{1,2,..,n—1} tels que :
00(Z1,Z2, ., Tn) = (Y1,Y2, s Yn)

avec

yi = wW(Tn-i4i) 1<:<1
Yiv: =  ubo(z;) 1<:<n-1

Démonstration.

D’apres les démonstrations précédentes, o regardé sur la réalisation [((El)", On,
€mn ) fixe K¢, ® Kd, commute  I'application translation et induit par passage au
quotient sur (g)" un automorphisme oo d’ordre s (cf (1.2) ).

L’automorphisme oq respecte la (Z/mnZ)-graduation de (E)", il commute donc
avec 6,, et on a nécessairement ¢ = 1 ® o0y.

Soit 7 ’application translation de [(B, 6o, €m ), d’apres la démonstration précé-
dente, 7 vérifie cTo~! = a7 ot a est une racine primitive n*™¢ de 'unité dans
K. Regardée sur la réalisation [((E)",Gn,emn),l’application translation 7 induit
sur (El)" un automorphisme d’espaces vectoriels d’ordre n qu’on note encore 7.

On a alors

o0Toy! =aT (1)

Pour j = 1,...,n, on note (5)"(]) ={z € (E)",T(x) = (en ) z}; avec €, = (€mn)™.

D’apres la propositionl.7 on a :

Soit I € {0,1,...,n — 1} tel que a™! = (e,)". De la relation (1) on en déduit que

oo((@)"() = (@"( +1)



- 93—

(ou j + ! est considéré modulo n)
D’ou 0g permute les composantes simples de (El)" et il existe n automorphismes

d’algebres de Lie uy = u,usg,...,un deEl tels que :
00(T1y ey Tn) = (U1 (Znoig1), u2(Tnoig2)s ey wi(Tn )y w14 1(T1), oy Un(Tn—1))

Le fait que 09 commute avec 8, équivaut a la relation suivante :

U = U 1< <1
U = uby = Bou 1< <n—1

De 'expression de o (qui est d’ordre fini) on déduit qu'il existe 7,7 € N* tels que
u'(8y)’ = id, comme 6 est d’ordre fini, 'automorphisme u de El I’est aussi. D’ou

le résultat.

Corollaire 2.5.

Soient g une algebre de Kac-Mody affine et 0 un automorphisme de g d’ordre
fini et de premiére espéce. Alors la sous algebre g7 de points fixes de g sous o est

une algébre réductive affine.

Remarque: On obtient ainsi assez facilement et d’une maniére plus précise

I'un des résultats les plus techniques de [B] .

Démonstration.

D’apres le théoreme2.4, il existe une algebre de Lie semi-simple El et deux
automorphismes d’ordre fini oy et # qui commutent entre eux tels que [(El, 8, €01)
soit une réalisation de g sur laquelle o est égal a 1 ® 0o. Par conséquent on a :

g = [((E)”O,G, €jg). Comme (E)”O est réductive on a le résultat.



- 04 —

Chapitre 11

Formes réelles presque compactes

d’algebres de Kac-Moody affines

Le but de ce chapitre est de donner une description plus détaillée des formes
réelles presque compactes d’algebres de Kac-Moody affines complexes et un procédé
de construction de sous algebres toriques déployées maximales (en abrégé SAT DM

) en se basant sur les résultats de Rousseau ([Rz]) sur ces formes,ceux de Bausch-

Rousseau ([BR]) sur les involutions de premiére espece et ceux du chapitre précé-

dent.

1. Généralités

1.1. Soit g une algebre de Kac-Moody affine complexe et [(El, Eer) (=P ®§°1j)e9
€L

Ce @ Cd) sa réalisation standard. Fixons (gi,}i, t = 1,2,...,n) un systeme de
générateurs de Chevalley de El sur lequel ¢ agit comme un automorphisme de dia-
gramme d’ordre k. Soit & I'involution de Cartan de g (@ (&) = — }i, et (0)? = id)
et posons a ] = [gi,}i] et Gzzé Ca;. Alors h:=1® 60 @ Cc @ Cd est une sous
algebre de Cartan de g dite la is=01us algebre de Cartan standard de g.

On note A (resp A) le systeme de racines A(Ex, (;) (resp A(g,h)).

On rappelle que si El est de type X, alors g est de type X,(,k) .

1.2. (cf [K] ou [B])
Il existe sur h une forme bilinéaire symétrique non dégénérée qui induit un

isomorphisme v : h — §* et donc une forme bilinéaire symétrique sur h*.
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Cette forme se prolonge en une unique forme bilinéaire symétrique B sur g
vérifiant :

i) B est invariante (i.e B([z,y],z) = B(z,[y,2]); =z,y,z € g)

ii) B(ga,85) =0sia+8#0; a,f€A

iii) B/g, @ 9_, est non dégénérée pour o € A

iv) [z,y] = B(z,y)v ™" (a) pour « €A, €84,y €9,

1.3. (cf [B])

Soit J un systéme de représentants des orbites de ¢ dans {1,...,n}; on peut
supposer que J = {1,...,{}, avec | < n. Pour cela on choisit la numérotation de
Bourbaki ([BBK]) sauf dans le cas g de type Eg et ¢ d’ordre 2 o I'on choisit la

numérotation suivante :
1 2 3 5 6

NP

Pour z = 1,...,] on pose :

1) n; le cardinal de 'orbite de o ioudei

ii) e; —e; -f—f((oei)-f—...-f—f""_l((oei) sauf dans les cas de Agzl) ol ey = \/5(21 + gl+1)~
iii) fi =w (e;)

iv) a; = [e;, fil

Ainsi (ei, fi, © = 1,...,1) est un systéme de générateurs de Chevalley de

P’algebre de Lie simple gg.

1.4. I1 existe un unique poids 6y € (60)* du Eo—module 51 qui soit de hauteur
maximale (cf [K] ou [B]). On choisit Ey € (51)_90 et on pose :
Fy=-w (Ey), eo=t®@Ey, fo=t"1QLF etas=/leo,fo]
On normalise de fagon convenable Ejy et la forme invariante sur g (cf [K] ).
Alors (b, e, fi ¢ =0,1,...,1) est un systeme générateur de g . La numérotation
2)

de ces générateurs est la méme que celle de Kac ([K]) sauf dans le cas Ag ,, ou elle

est inversée.

On définit § € §* en posant 6/ =0et <é,d>=1.
boEB(CC

Soit A; ’ensemble des poids du E;O-module 5]», il ne dépend donc que de j
modulo k. Pour a €A; on prolonge a sur ) en posant &/ gy = 0-

Alors on a :
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A={jéd+a,j €Z,acAj}U{jéjel}
Fi61a :tj®(5,-)a
g;5 =t @ (h;)

1.5. Soit «; (2 = 1,...,1) le poids de A ou de 30 correspondant a e; (on
1dentifie 90 avec 1® 90) et posons ag = & — 8. La famille H.- (ai)i= 1 .1 définit
une base de racines de Ag, c’est aussi une base de racines de A(g, bo) Soient
(ai)i=1,...,1 les coordonnées de 6y dans cette base (les coefficients ag = 1,ay, ..., a1
sont ceux figurant sur le diagramme de Dynkin de g si on tient compte de la
numérotation choisie pour A( ) ) et (;Jz-),-:l,._,,l une base de 60 duale de la base
(a;)i=1,...1- ( Cette notation differe de celle de [B3R, §5] ).

Alorson a : < 00,1.31'>= —a;, t=1,...,1

La famille IT = («;)i=o0,1,...,1 est une base de racines de A; en posant py = d et
Di =g°91- +a;d, @=1,...,1 on obtient une famille libre (p;)i=o,1,...; d’éléments de §
vérifiant : < a;,p; >= 65, ¢,7=0,1,...,L

Notons w (resp w') I'involution de Cartan standard (resp la semi-involution de
Cartan standard) de g( w(e;) =w'(e;) = —fi, w(d)=w'(d)=—d

et w2 =w"?=1id ).

On appelle semi-involution de Cartan tout conjugué de w' par un automor-
phisme de g .

Pour une semi-involution 3’ de El qui commute avec ¢ on note (R g, la semi-
involution de g définie par :

t® 5 FRz)=t7® 5 (z), ® 5 (c) = —cet ® 4 (d) = —

Ainsion a : w' =1® w, ol cf), est la semi-involution de Cartan standard de g

Soit [((El)n .,1) une réalisation de g construite comme en [.1.6 , on note

ol []
n la semi- 1nvolut10n de Cartan & X & X..x & de (g)" ( qui commute a 8, )

oI
et wy,' = @ wn. w,, est appelée la semi-involution de Cartan standard de

[((8)™, 6n, ).

Remarque : Sion regarde les différents isomorphismes entre les réalisations
de g (cf chap I 1.4 et 1.7) on constate que ces isomorphismes échangent les semi-

involutions de Cartan standards.

1.6. On sait qu'une forme réelle de g correspond & une semi-involution de g.
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la forme est dite presque compacte lorsque la semi-involution correspondante est
de deuxiéme espéce. La forme compacte (correspondant a la semi-involution de
Cartan standard) est presque compacte.

!

., © .. . °© .. .
Soit ¢ une semi-involution de g commutant avec £, alors la semi-involution

o =1® 3’ est de deuxiéme espeéce ( elle échange en effet la sous algebre parabolique
propre ( (P (¢ ®E4J. )®CcaCad) en son opposée ) et donc la forme réelle correspondante
est prescjlfﬁa compacte.

Dans le paragraphe suivant on démontre qu’en fixant une sous algebre de
Cartan maximalement compacte et pour un bon choix de la réalisation de g toute

forme réelle presque compacte de g s’obtient de cette fagon.

2. Réalisation des formes réelles presque compactes d’algébres de

Kac-Moody affines

définition2.1.

Soit ¢' une semi-involution de deuxieme espéce de g, une sous algébre de
Cartan o'-stable ) de g est dite maximalement compacte si —o' stabilise une base
de racines de A(g,b) .

D’apres ([Rz]) une telle sous algebre existe, mais malheureusement on ne sait
pas encore si deux telles sous algebres sont conjuguées par un automorphisme

intérieur qui commute avec ¢’ ou non.

Théoréme 2.2. (cf [Ry])

On consideére :

1) les involutions de premiére espece de g.

2) les paires (o', h) formées d’une semi-involution de deuxiéme espéce o' et
d’une sous algébre de Cartan maximalement compacte ).

3) la relation (o',h) ~ o si et seulement si o commute a o', stabilise b et oc'
est une semi-involution de Cartan de g.

Cette relation induit une bijection entre les classes de conjugaison ( sous le
groupe Int(g) des automorphismes intérieurs ou Aut(g) de tous les automor-

phismes ) des involutions de premiére espéce et des paires (o', h).

2.3. Soient ¢’ une semi-involution de deuxieme espéece de g, h) une sous algebre

de Cartan maximalement compacte pour ¢' et ¢ I'involution de premiére espéce
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correspondant a la paire (¢', ). En conjuguant ¢’ par un automorphisme intérieur
on peut supposer que h est la sous algébre de Cartan standard et que w' := oo’
est la semi-involution de Cartan standard de g.

Comme § est maximalement compacte pour ¢’ il existe une base de racines
II de A = A(g,b) sur laquelle o agit par un automorphisme de diagramme p
d’ordre 1 ou 2; par conséquent o s’écrit sous la forme : ¢ = pH = Hp avec
H = ezp(irad(h)) ou h € by = {h € h/a(h) € Z, Va € A}. On peut écrire
h=ed+h' avec e € {0,1} et b € h; Ng' et on peut supposer que h est fixé par
. (cf [B] ou [L]).

Lemme2.4. (on conserve les notations de 2.3)

1) Sie =0 o0uk =2 (ie g est de type Af f2) alors I'involution intérieure H
respecte la Z-graduation de [(E(,{, €x ), commute a 'application translation sur g"
et il existe une involution intérieure I(;T deﬁ qui commute a £ telle que :

H=1® " I(;T) sur [(5,6,61;).

2) Sie=1 et k # 2 alors I'involution intérieure H induit sur g une applica-
tion C[t*,¢~*]-semi-linéaire (par rapport a automorphisme t — —t de cette
algébre ) et donc elle est C[t**,t=2*]-linéaire.

Regardée sur la réalisation [(El x g, €2,€21), (ou &x(z,y) = (y,&(z)) et e
est une racine carrée de € ) I'involution intérieure H respecte la Z- graduatmn

et commute a 'application translation. Il existe donc un automorphisme v de g

commutant avec £ tel que H =1Q o sur [(Ej X El,fg,egk),

avec o (z,y) = (v(y),v(z)) et v?=¢L

Démonstration.

L’involution H fixe d et respecte donc la Z-graduation de [( E(, €,€x) . L’élément
d agit sur le g’-module g’ et on a [d, 7] = k7, par conséquent HTH"l = (=1)¢*T.
Dans le cas k = 2 il est clair que exp(imad(d)) = 1 ®§ Soit B la classe de h'
modulo le centre en identifiant h avec un élément de bo qu’on note encore h et
en notant H linvolution e:cp(mad(h)) de gon a : exp(irad(h')) = 1® H. Dot
l’assertion 1). L’assertion 2) est également claire d’apres ces calculs et 1.1.7 sauf

en ce qui concerne la derniére phrase qui s’obtient en adaptant la technique de la
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démonstration de la proposition2.3 et du théoreme 2.4 (chap I).

A

Proposition 2.5.

1) Tout automorphisme de diagramme de g est C[t¥,¢*]-linéaire (et donc
commute & 'application translation) sauf dans le cas de Agll) ou 1l existe un auto-
morphisme de diagramme py (p1(0) =0 et p1(2) =2l -1+ 1, 1 =1,...,2]) qui
est C[t,t™1]-semi-linéaire (par rapport a 'automorphismet — —t de cette algébre
) et donc il est C[t?,t™?]-linéaire.

2) Regardé sur la réalisation (g x g,6,—1) de Agll) 0(z,y) = (y,z) ) m
respecte la Z-graduation et commute a I’application translation. De plus il existe
un automorphisme u de El, tel que:

p1 =19 ¢ sur [(El x g,0,—1), avec & (z,y) = (u(y),u(z)) et u? =d.

Démonstration.
L’assertion 1) est un résultat de Bausch ([B]), la deuxiéme assertion est une

conséquence du théoreme2.4 (chap I).

Proposition 2.6.

Tout automorphisme de diagramme involutif p de g respecte la Z-graduation
de [(El,f, ex) sauf dans le cas ou p(0) # 0. Dans un tel cas on a p(0) =1, 1 # 0,
p(p;) = — p; ( modulo le centre ).

Regardé sur la réalisation [(El,fexp(%ad(ggi)),ezk) lautomorphisme de dia-

gramme p respecte la Z-graduation.

Démonstration.

La famille (pi)i=o0.1,...1, (cf 1.5) est définie modulo le centre de g . Soit p un
automorphisme de diagramme de g, alors on a : p(d = po) = pyoy + Ac, A €C.

Si p(0) = 0, alors p(d) = d (car p est d’ordre fini) et donc il respecte la
Z-graduation de [(El, €, er).

Sip(0) =1, 1¢#0,alorsp(d) =d+ ]3,— +Xic, A € C. Comme p est involutif
p(p; +Aic) = —(P; +Aic) et done p(p;) = — p; modulo Ce .
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Avec la méme technique utilisée dans la proposition2.2 (chap I) on montre que
p regardé sur la réalisation [(El, §e:cp(%rad(;)i)), €or ) respecte la Z-graduation.

O

2.7. Revenons a l'involution de premiére espece 0 = pH = Hp de (2.3). On va
décrire la réalisation de g adaptée a o, c’est a dire la réalisation [(g, 8,n) de g sur
laquelle o respecte la Z-graduation et commute a ’application translation et done
telle qu’il existe un automorphisme involutif & de 5 commutant avec § et vérifiant
oc=1Q o sur [(3,9,77) (cfchapI, Th24).

D’abord on regarde o sur la réalisation standard [(5, £ er) de g.

Tl est clair que : 0(d) = p(d) et 0To™! = (=1)FpTp™ = (=1)*+IT ol a
est un entier pair sauf dans le cas Ag];) ou il peut étre égal a 1 (cf Prop 2.5.). En
particulier si e = 0 ou k¥ = 2 la réalisation adaptée a o est celle qui est adaptée a
p et on sait la déterminer en utilisant les deux propositions précédentes.

Sie=1et k=1 ou 3, alors on distingue deux cas :

1) Si p(d) = d, on regarde la parité de ke + «; si c’est pair alors la réalisation
standard de g est adaptée a o, sinon la réalisation [(5 X go,ég,\/a), ( &o(z,y) =
(y,&(x)) ) est adaptée a o (cf chap I, Prop 1.7.) .

2) Si p(d) # d, alors I'algebre de Lie g est necessairement de type Aff1 (i.e
E=idet k=1)et a =0 (cf Prop 2.5.). Dans ce cas on a : o(d) = d+ ;)j et donc
o regardée sur la réalisation [(5, exp(em ad (1.3])), —1) respecte la Z-graduation. Si
on note ¥ l'isomorphisme qui envoie [(ﬁ,id,l) sur [(E,ezp(z'w ad (13])), —1), alors
T, = YT~ ! est lapplication translation de [(E{,ea:p(iw ad (ZO)J)), —1) (cf chap I
Prop 1.4 ) et donc 0730~ = (—1)¥T;, de plus si on regarde la classification de
[BR] on s’apercoit dans ce cas que € est toujours nul et par suite la réalisation

[(5, exp(im ad (IOJJ)), —1) est adaptée a o.

Proposition 2.8.
En fixant une sous algébre de Cartan maximalement compacte et pour une
- . ° . . .
bonne réalisation I((g)",8,,n) de g ( avec n = 1 ou 2 ) une semi-involution de
.\ \ ' v s ' of ol oo! oo . © of
deuxiéme espéce o' de g s’écrit : 0' = 1® o , avec 0 =ow =w 0 , ou 0 (resp w ) est
. . . e - o .
une involution (resp une semi-involution de Cartan) de (g)" qui commute avec 0,,.

Remarque : En utilisant le résultat du paragraphe 2.7 on peut determiner

explicitement la réalisation [((ﬁ)",&n,n). La donnée explicite de cette réalisation
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est expliquée dans une table a la fin de cette thése, elle sera utile apreés pour la

construction des sous algébres toriques deployées maximales.

Démonstration.

c’est une conséquence du théoreme2.2 précédent, du théoreme2.4 (chp I) (ap-
pliqué aux involutions de premiere espece) et de la remarquel.5.

a

3. Sous algebres toriques deployées maximales des formes réelles
presque compactes d’algebres de Kac-Moody affines :

3.1. Soient gy une forme réelle presque compacte de g , ¢ la semi-involution
de deuxieme espece correspondante, f) une sous algebre de Cartan maximalement
compacte pour ¢' et o I'involution de premiere espece associée & la paire (¢',b)
(cf théoreme2.2).

Notons w' la semi-involution de Cartan 0.0’ de g et B’ la forme sesquilinéaire

non dégénérée sur g définie par :

B'(z,y) = =B(z,u'(y)); =z,y€g

( out B est la forme bilinéaire invariante sur g (cf 1.2) ).

ona: B/ @ a.) est définie positive et 'orthogonal par rapport a B’ de ¢

agA
est égal au centre. ( Ceci est valable quelque soit la sous algebre de Cartan h de g

K, 11.7] )

Décomposition de Cartan : gg =€ P p.

aveco/t=1 o/p=—-1

L’involution o de g qui est de premiere espece induit ’identité sur le centre Ce
et g/g’, (cf [Ry]); en particulier le centre iRc(: € C, i = —1) de gy est contenu

dans £ et p est inclus dans ’algébre dérivée gp.

Lemme 3.1.
Soit b une sous algebre de Cartan de g, a une racine réelle de A = A(g,b)
et w' une semi-involution de Cartan de g stabilisant h. Soit e € g, \ {0} et

f=—uw'(e) € g_,, quitte a remplacer e par Ae, avec A € R, on peut supposer

e, fl =a"
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Démonstration.
Soit e un élément non nul de g,, alors B(e, f) = B'(e,e) > 0.
e, f] = B(e, f)v ! (a) = por, avec p € R7. En remplacant e par —\%—He on peut

supposer [e, f] = . D’ou le lemme.

Lemme 3.2.
Soit g € gy alors les conditions suivantes sont équivalentes :
i) g est adgy -diagonalisable.
i) g est ad(gy)-diagonalisable.
iii) g est ad(gm//(imc))-diagonalisable.

Sous ces conditions g est contenu dans gy.

Remarque : D’apres [PK; corollaire 9] les assertions sur C sont aussi équiv-

alentes.

Démonstration.

Il est clair que 1) = ii) = iii) et il suffit donc de montrer que iii) = i). Soit g un
élément ad(gm//(imc))-diagonalisable de gg, alors g est adg-diagonalisable d’apres
la remarque. ad(g) annule le centre :Rc et donc il est diagonalisable sur gy. Soit
t une sous algébre de Cartan de gy contenant g, alors on a : gz = t + gg. Comme
g agit trivialement sur t, alors il est adg, -diagonalisable. D’olt ’équivalence.

Regardons maintenant le systéme de racines A = A(g, t¢), il est stable par o’
ainsi que A'™ = Z*§; on a donc ¢/(8) = 8. Si ¢/(8) = 6 alors il existe dans A
un systéme parabolique propre de racines stable par ¢’ et donc ¢’ est de premiére
espéce, ce qui est absurde. Donc ¢'(§) = 6.

Comme g est adgy-diagonalisable 6(g) € R. De la relation ¢'(g) = g et
0'(§) = —6 on déduit que 6(g) € ¢R; ainsi 6(g) =0et g € ¢'.

Lemme 3.3.

1) Les éléments adg-diagonalisables de £ ont des valeurs propres imaginaires
pures, et sont contenus dans le centre :Rc si ces valeurs propres sont toutes nulles.
2) Les éléments ad(g)-diagonalisables et non nuls de p sont a valeurs propres

réelles non toutes nulles.
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Remarque : Contrairement au cas classique, un elément de € ou de p n’est

pas ad(g)-diagonalisable en général.

Démonstration.

1} Le centre de g est totalement isotrope pour B'; par conséquent B' induit
un produit hermitien sur g'/Ce.

Soit k un élément adg-diagonalisable de £, alors on distingue deux cas :

1) Si k € tRe, alors ad(k) =0 et le résultat est trivial.

ii) Si k € 1Re, alors il existe une sous algebre de Cartan t de g qui contient % et
vérifie : g = t+ g’ par conséquent ad(k) induit sur g'/Cc un homomorphisme non
trivial, diagonalisable et antihermitien; en particulier ad(k) a toutes ses valeurs
propres imaginaires pures et 'une d’entre elles est non nulle. D’ou ’assertion 1).

2) Soit p un élément adg-diagonalisable de p, alors ad(p) induit sur g'/c. un
homomorphisme non trival (car p ne rencontre pas le centre), et autoadjoint par
rapport & B’; et par suite p agit sur g’ /¢ ou g’ avec des valeurs propres réelles non
toutes nulles. D’apreés le lemme 3.2 ad(p) est a valeurs propres réelles sur g. D’ou

I’assertion 2).

Définition 3.4.
Une sous algebre torique deployée (en abrégé SATD) de gy est une sous al-
gebre commutative adg, -diagonalisable. Elle est dite sous algebre torique deployée

maximale (en abrégé SAT DM ) de gy si de plus elle est maximale parmiles SATD.

3.5. Notons 7' la projection canonique de gy sur gg/(ig.)- Comme ¢ stabilise
gg et iRc il induit une involution encore notée o de gy /.p.- La restriction de 7’ a
p est injective et on peut identifier p avec son image dans gy /(iRc).

Soit a une SATD o-stable de gy, et posons : ag = aNétet ay = anNp. Alors
ona:a=da ®a;. D’apres le lemme 3.3 ag est égale a a N (¢Re), ( en particulier
a est contenue dans gy ) et a; est une SATD o-stable de g /(ikc). Inversement,
d’apres le lemme3.2 I'image réciproque d’ une SATD o-stable de gy /(iRc) est une
SATD o-stable de gp.

D’une fagon plus générale, d’apres le lemme 3.2 une SAT D de gy est contenue

dans gy et son image par ' est une SATD de gg/(iRc). Inversement d’apres le
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méme lemme, 'image réciproque d’'une SATD de gy/(ikc) est une SATD de g

ou gg. D’ou la proposition suivante :

Proposition 3.6.
Les SATDM (resp SATDM o-stables) de gg ou gy sont en bijection avec les
SATDM (resp SATDM o-stables) de gy /(ikc) =: gg.

3.7 Soit [(;, 6,7) une réalisation de g sur laquelle 0 et o' s’écrivent : 0 = 1® o
et o =.1® 3I (cf proposition2.8.), ou 5 est une algébre de Lie semi-simple com-
plexe, 6 un automorphisme d’ordre fini de g, & une involution de § commutant
avec 0 et gl une semi-involution de 5 commutant avec 6 et telle que 33, est une
semi-involution de Cartan de s.

Notons ;m la forme réelle de s correspondant a (;, et soit : E]R:E &) 5 sa
décomposition de Cartan par rapport a o

. o
Pour un sous espace vectoriel f-stable V de s, on note V% son sous espace de

points fixes sous I'action de § et I"(V, 8,7n) le sous espace : @ (¢ ov;) de g" := g'/cc,
i€l

(avec V; =VnN gj ).

Ainsion a :

tc = [(tc,6,7)

pc = [H(E(C3077])

Soient T I’application translation de g" (= [" (g, 6,n) ) et A la projection canonique
de g" sur g" /(;a—7)g~ identifiée avec s ( cf chap I, §1.2. ).

Les sous algébres de Cartan de g, g' ou g” sont conjuguées par le groupe adjoint
associé a g (cf [PK]).

La restriction de A a la sous algébre de Cartan standard de g" est injective;
commeT est un automorphisme de g’'-modules et grace au théoreme de conjugaison
des sous algebres de Cartan, la restriction de A a toute sous algébre de Cartan de
g’ est injective.

Soit tg une SATDM de gy, d’aprés le lemme 3.2 tg est contenue dans gg; on

note ty son image par ' dans gy = gg/R.-
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Lemme 3.7.1.
La semi-involution o’ de g stabilise I'idéal (id—T )g" et I'image par la projection

A de gy est égale a 5g.

Démonstration.

Ona:o'(id—T)g" = wo(id=T)g" = w'(td~-T)g" = (1d - T V)g" =
(id — T)(—T1)g" = (i:d — T)g" et donc o' stabilise I'idéal (id — T )g".

Soit B une base de g" formée d’éléments de la forme (' ® z), alors on a :

gf = Z (R(e +0'(e)) + iR(e — o'(e))).
eEB
Soit e € B tel que e = (# ® z), alors on a :

D AMet+o'(e)) =M ®e+t7T 08 (2) = (e+n77 6 (2))
= (T]jx+ o (T]jas)) € ;11&
i) iMe—o'(e)) =Nt @z —tT @0 (z))=i(niz—n~7 & (z))

of

=i(niz— 0o (niz)) € sp

)
Ainsi on voit clairement que ’ensemble {A(e + ¢'(€) ),iA(e — o'(e)), e € B}

engendre sg et par suite Meg) =5.

Lemme 3.7.2.
Soit tg une SATDM de gy, alors on a :

dim(tg) < inf( rang(gm) +1, rang(g) — 1)

Démonstration.

Il existe une sous algebre de Cartan de g” qui contient tg, en particulier la
restriction de A a ty est injective. A(tg) est une SATD de ;]R et on a :

dim(tg) = dim(t}) + 1 = dim(Mt4)) + 1 < rang(sg) + 1.

D’autre part comme gy est presque compacte, on ne peut pas avoir une sous
algébre de Cartan définie sur gy (sinon la forme est deployée), par conséquent

dim(tg) < rang(g) — 1. D’ou le résultat.
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Lemme 3.7.3.

On suppose qu’il existe un sous espace abelien maximal 6-stable a de S tel que:

Cgm((ﬂ)e) = Cgm(ﬂ)

Alors Ia sous algébre tg := iRc® (1@ (a)?) est une SATDM o-stable de -

Démonstration.
D’apres la proposition 3.5 il suffit de montrer que tg = (1 ® (a)®) est une
SATDMo-stable de gg := gg/(ikc).

Soit t (resp ') le centralisateur de a (resp tg) dans 5, (resp g"). Alors on a :
¢ = [//(2’9777)
et donc t' Npe = ["(8@,9,17)

Comme tf C pg, on at”’ = (" Npg) @ (v" NEL). Soit = € v N pc, alors ad(z) est
semi-simple ( sur g ou t” N pe ) si et seulement si z € (1@ (ac)?).

[(x" Neg), (t" Npg)] = 0 et on en déduit a,elors qu’un élément = € t” N g est

torique deployé si et seulement si z € (1 ® (a) ) (cf lemme 3.3).

Proposition 3.8.

On considere une réalisation [(g, 6,n) de g.

Soient m une sous algebre de Lie réductive de s stable par 6 et dont le centre
¢ est diagonalisable dans s et gEm:= [('rcr>1,9, n). Alors on a :

1) ad(g) est diagonalisable dans m si et seulement si ad(g) est diagonalisable
dans g. Dans ce cas g € [(1%/,9,77) B (1®(c)?).

2) Si de plus m est semi- simple et les valeurs propres de ad(g) dans m sont

réelles, alors il en est de méme des valeurs propres de ad(g) dans g.

Démonstration.

La sous algébre H := ( ) tj®Ej)EB(Cc est une algebre de Heisenberg infinie et d
jez*
en est I’élément de graduation; par conséquent les éléments de [(E, 6, n)diagonalisables
sur I"(c, 6, n) @ Cc sont contenus dans (1® (¢)? )@ Cc @ Cd et donc sont diagonal-

1sables sur g.
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Soit g un élément diagonalisable de m; il existe (¢', s) € [(1%1,9,77) X [”(2,9, n)
tel que g = ¢’ + s. Il existe A € C ( qui dépend de ¢ ) tel que les actions de
ad(g) et ad(s + Ad) sur ["(2,9,77) ® Cc coincident et donc sont diagonalisables;
par conséquent s € 1 ® (E)‘9 ( donc diagonalisable dans g ). Ainsi ad(g) et ad(s)
commutent et g’ est diagonalisable dans m.

Un élément diagonalisable ( resp diagonalisable a valeurs propres réelles ) de
(1%[)‘9 est diagonalisable ( resp diagonalisable & valeurs propres réelles ) dans s. Par
conséquent les éléments ( resp les éléments a valeurs propres réelles ) de la sous
algebre de Cartan standard de [(1%,, 8,7n) sont diagonalisables ( resp diagonalisables
a valeurs propres réelles ) dans g.

Grace au théoréme de conjugaison des sous algebres de Cartan qui est encore
valable pour [(1?(11,9,77), le résultat est vrai pour un élément ¢' quelconque diag-
onalisable ( resp diagonalisable a valeurs propres réelles ) de [(I%’,G,n). D’ou la

proposition.

Lemme 3.9.
On considére une sous algébre de Cartan ) de g et A le systéme de racines
assoclé.
Soient o une racine réelle de A et (e, f) € g, X g_,, tel que [e, f] = ™.

on pose :
A= escp(aal(f»-escp(zog(%§ Jad(a).czp(ad(—c))

B = e:cp(ad(—if)).e;vp(log(%ﬁ)ad(o[)).emp(ad(—ie))

Alors on a :

e+ f=A(a) et i(e— f)=B(a)

et en particulier e + f et i(e — f) comme & sont adg-diagonalisables a valeurs

propres réelles.

Démonstration.

C’est un calcul dans sl;(C).
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Remarque : Dans les conditions de 3.9, si on suppose h stable par o et o' (
par exemple fj maximalement compacte ) et « fixe par o, alors ¢'(a”) = —a’, done
ia” € € C gy est diagonalisable a valeurs propres imaginaires pures. Choisissons e
et f comme au lemme 3.1 . Si (—0) fixe g, alors e+ f € p C gy est diagonalisable
a valeurs propres réelles. Si o fixe g, alors ggN (g, ®Ca@ga_,) = tRaBR(e — f)PD
iR(e + f) est une algebre de Lie simple compacte.

4. Construction d’une SATDM o-stable dans

le cas ol1 g est de type Aff1:

La construction se fait en se servant de la forme explicite de la réalisation
[(2,0,77) de g, satisfaisant aux conditons de 3.7 . On distingue 4 cas, (cf la table
de ces réalisations).

4.1. Cas ou E:E(, et 8 =1id (i.e [(;,0,7;) est la réalisation standard

deg):

Soit a un sous espace abelien maximal de ;, alors d’apres le lemme 3.7.3, la
sous algebre :

tg = iRe & (1® (2)%)

est une SATDM o-stable de gg.

4.2. Cas ol 5=g et 6 = exp(irad(p;)) :
Dans ce cason a : & (p;) = — p; ( donc p;€ (E)o ).
Soit a un sous espace abelien maximal de S contenant ]3,-, alors a est contenu

dans (f;)‘9 et d’apres le lemme 3.7.3, la sous algebre :
tg == iRe @ (18 a)
est une SATDM o-stable de gg.

O
4.3. Cas ol E:E X Ex et 6(z,y) = (z,y) = (y,2), =z,¥ EE( :
ol o o! of olo of o
Dans ce cas on a wy=w X w, 0=w,cet o =:® 0 (et donc (s55)? est

compacte ).
Pour V un sous espace vectoriel de g, on note D(V) = {(z,z), z € V}et
A(V)={(z,—z), z €V};etonaalors:

(s)' = D(g), et (s)7%=A(g)
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Lemme 4.3.1.

Le rang maximal d’un systeme de racines fortement orthogonales de A est égal
au rang r de 'algébre de Lie réductive (EJ)“’

Démonstration.
(o]

Soient {f1, B2,..., 81} un systeme de racines fortement orthogonales de A et
X Egﬂ tel que {Xi,8,Yi=— @ (X;)} forme un sly-triplet de g (cf lemme 3.1).
Alors t —-@ C(x:-Y:) est une sous algebre torique de (g)“J ( cf lemme 3.9) et

i=1

donc | < r.
D’autre part le résultat de Sugiura ([S], Théoreme2.5 ) appliqué & la forme

deployée de El montre qu’il existe un systeme de racines fortement orthogonales de

rang 7. D’ou le lemme.

Corollaire 4.3.2 .

Si (—id) est dans le groupe de Weyl de El, alors 1l existe un systéme de racines
fortement orthogonales de rang n, (n = rang de Ex)

Remarque : Ce résultat est énoncé sous forme d’exercice dans [BBK], de

plus la réciproque est clairement vraie ( cf Exercicel5 chap VI §1 ).

Démonstration.

Si (—id) est dans le groupe de Weyl de E, alors linvolution de Cartan w est
intérieure et on a : r = n. Le corollaire découle donc du lemme précédent.

O

Soit {v1,72, ..., 7r} un systéme de racines fortement orthogonales de rang max-
imal de 3 Pour: =1,2,...,r, solent X; EEJ.” tel que {X;,v:,Yi = — uOJ’ (X;)} forme
un sl,-triplet de la forme deployée de Ex et E;, F; et H; les éléments de g ou g”
définis par :

E, =t @ (X, —Xi).

F =t (Y, -Y).

H; = [Ei, F].

Ces éléments forment un sl,-triplet de g.

Pour ¢ = 1,2,...,7, soit A; I'automorphisme introduit dans 3.9 et qui trans-

forme H; en E; + F;, et posons Ay =f[ A

i=1
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Lemme 4.3.3.
La sous algébre torique déployée tg := tRe @ (é} R(E,-+F,-)) est une SATDM
i=1
o-stable de gg.
Démonstration.

Par construction on a : ¢'(E;) = F;, o(E;) = —E;, et o(F;) = —F;; donc tg

est o-stable et contenue dans gy. Il suffit alors de montrer que tf := (é} R(E:+F))
ga=1
est une SATDM de gy ( cf3.5).

Comme les racines 7;, 1 = 1,2,...,r sont fortement orthogonales tf est une
algébre commutative et on déduit de 3.9 que tj est diagonalisable dans g. Comme
elle est contenue dans p, ty est une SATD o-stable de gg ( cf 3.3.). D’autre part

Cg(ta) = Ao (Cgr (P Ch:)) = 40 (P enthar+ oah)))
i=1 ieZ
( car Ca (P Cvw)=bh).
t=1

On en déduit alors que les éléments adg-diagonalisables a valeurs propres
réelles de Cgr(ty) sont contenus dans Ao(1®D(hy)) (si 'on note hy les éléments
de b a valeurs propres réelles dans 5) qui lui méme est inclus dans :

i=1

o

Or VNgy = ((1 ® D(hg))NE) Bty et par suite tf est une SATDM o-stable de gj.
O

4.4. Cas o1 s=g x g, 8(z,y) = (y,2) et o (z,y) = (u(y), u(z)),
avec u? =1id o

@
Dans ce cas on a :

(5)° = Do)

(5)~ = A(g)

(8) = {(zulx)), =€)

(5)7 = {(z,~u(2)), = esg)
L’involution ¢ commute avec L?J; et donc u commute avec g
Posons : u' = u :J’ et E]R la forme réelle de 5 associée a la semi-involution u'.
Soit a une SATDM u-stable de B]R; on pose :
= cﬁ(a), et el = [L.1].
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Alors D(a) est une SATDM &-stable de (;R)e ( qui est isomorphe a E]R ) et

o]

C:(D()) T x 1

Comme a est une SATDM de E(IR ona:

[¢]

w/m=1id et 9/1%><t%=cor/1%xm

En appliquant le résultat du cas précédent (qui est encore valable lorsque E est
semi-simple ) a 'algebre gy N [(t% X 1%,9, —1) on obtient une SATDM o-stable a

de cette algebre qui est évidemment une SATD de gy, par conséquent
tg := (19 D(a)) B a

est une SATDM o-stable de gg.

5. Construction d’une SATDM o-stable dans le cas
ol g est de type Aff2 :

5.1. En regardant la classification de [BR] reproduite en table a la fin de cette
these, on constate que la réalisation [(g, 0,7) satisfaisant aux conditions de 3.7 est
la réalisation standard de g sauf dans les deux cas ou ¢ n’est pas intérieure, c’est
a dire :

5.1.1. g est de type Ag?ll et 0 = p.exp(tmad(h)), avec h € b et p est

I’automorphisme de diagramme non trivial de Ag?l 1-

Dans ce cas on a : (cf proposition 2.6)

o(d) = p1 = d+ py, (donc & (p,) = — py) et (5,6,n) = (@, &.cxp(Fad(p,)), 7).

Or 1.312 1P + (21-1)P, ou les ( ;p)i=1,... 211 sont les poids fondamentaux de 5,
par conséquent :

ti= cau"m =h + m

ol m est I’algébre de Lie simple engendrée par (Eli_a‘,, 1 =2,3,...,21 - 2).

En particulier on a : G/ﬁ,1 = 5/51 et 5/,% est un automorphisme de diagramme
de 1'.}1, par conséquent une SATDM de gy contenant ]o)l est contenue dans
(R 1091 P [(t%,f,——l) Ngg) ( cf Prop 3.8. ) et la restriction de ¢ a [(1'?1,{,—1) est
intérieure.

Ainsi on se ramene au cas ou [(2,9,77) est la réalisation standard (qui sera

traité ultérieurement).
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5.1.2. g est de type Dl+1 et o = p.exp(imad(h)), avec h € b et p est

I’automorphisme de diagramme non trivial de Dl(i)l

Dans ce cas on a : (cf proposition 2.6)

o(d) = pu = d+ iy (done & () = = ) et (5,6.) = (5. Eeap(Fad(Pr). i)

Or }31.: 1P+ (141)P, ot les ( ;p)i=1,.. 141 sont les poids fondamentaux de A, par
conséquent :

v=Co(p) =h + m

ol m est I’algeébre de Lie simple engendrée par (E‘ia;’ 1=1,2,..,1-1).

En particulier on a : 9/ o = ia’.( ) le centre de t est égal a (C p® C (141)p)

o!

et donc son sous espace des points fixes par 6 est réduit a C p, De plus oeto
stabilisent la sous algebre de Lie semi-simple m et par conséquent une SATDM
de gy contenant p, est contenue dans (R pl QB[(m,G =1d, 1 l,. Ngp) ( cf Prop 3.8. ).

Soient mg la forme réelle de m correspondant & 3, et a un sous espace abelien
de mp fixe par (— &) et maximal pour cette proprieté ( c’est donc une SATDM
de mg contenue dans ; ).

Alors d’apres le lemme 3.7.3 la sous algébre :Rc & (1® 3) est une SATDM
o-stable de mp := [(r%, 6 =1d,1)Ngp et donc

=iRe® (1Q a) ® R p,

est une SATDM o-stable de g.

5.2. Cas ou [(;,9,77) est la réalisation standard de g :

Par hypothese 6 = £ est un automorphisme de diagramme involutif par rapport
a une sous algébre de Cartan (f;)l de s=g.

Soient ag une SATDM o-stable de (gm)f (i.e do est contenue dans (p) ) et bo
une sous algebre de Cartan de 90 (= (g)f) contenant dg. On pose f) = C (bo)

conjuguant par Int(g) on peut supposer que f): (b) et la base A est compatlble

© . . . . . . N
avec @y, donc £ est ainsi un automorphisme de diagramme involutif par rapport a

[e)

B.

On pose : 1= C(ﬁ)(ao), m= (t) = [t,7) et @ = A(r%,fc; N r%), une des bases de

® s’identifie a une partie de la base de A donc est stable par ¢ .
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Comme a est une SATDM de (gg)é ona: (m)¢ C (1(1)1)3v

On va compléter (18 a) en une SATDM o-stable de gg; une telle SATDM
est necessairement contenue dans (1 ® dg) & mg , avec mg = ((m, €, 1) Ngg) ( cf
Prop 3.8. ).

Lemme 5.2.1. (cf [Ka] ou [Be, 11.1])

Soient s une algebre de Lie simple complexe et 8, et 82 deux automorphismes
involutifs de s vérifiant :

5% c 5%

Si de plus 6; est non trivial, alorson a : §; = 65 .

Lemme 5.2.2.
Soient s une algebre de Lie semi-simple complexe qui est somme de deux al-

gébres de Lie simples et isomorphes et 81 et 62 deux automorphismes de s vérifiant

1) 8, est involutif et échange les deux idéaux de s.
i1) 5% C 5%,

Alors si 0, n’est pas égale a I'identité de s, on a necessairement : 8; = 6,

Démonstration.
Quitte a changer 6, en 6,6,, on peut supposer que ¢, stabilise les deux idéaux

de 5 et on déduit alors de la condition 27) que 6; est l'identité de s.

Proposition 5.2.3.
[e] [e] [e] k [e]
La sous algebre m de g est somme directe d’idéaux m stables par £ et o et
minimaux pour cette proprieté qui sont de types :
ok .

7) m : simple.

N ok ok ok .

12) m =m; @ m, : somme de deux idéaux simples échangés par £ .
o . ok
Dans ces deux cas o= 1d ou £ sur m

Démonstration.
o
Pour une base du systeme de racines ® determinée par un élément de (b,
N 1%) qui est régulier dans m les deux involutions o et € agissent sur ® par des

automorphismes de diagramme.
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Soient I, Iz, ..., I les composantes connexes du diagramme de Dynkin de @

et T(I)'ll, 1%.2, e m; les idéaux simples de m correspondants. Les automorphismes ¢

i « 9. ] © o ©

et o permutent les composantes connexes I; et les idéaux m;. Comme (m)¢ C (m)°
il est clair que o stabilise (r%)jea T(;'I)E(j) pour tout 3 € {1,...,1}.

1)- Si €(y) =y, alors o et £ stabilisent la sous algebre de Lie simple 1(1)1]- et on

a d’apres le lemme 5.2.1 :

(;/o.:ido ou (;'/o :é/o

m; m; m; m;

2)- Si £(7) # j, alors dans ce cas £ échange les deux idéaux r%j et 1%5(]-); o

stabilise r%]' b 1%.5(]-) et on a d’aprés le lemme 5.2.2 :
6/ o =ide ou /0 o =6&/o
m; &M ;) m; &My ;) m; OMe () m; ©Me ()
D’ou le résultat.
a

Remarque : En tenant compte de la proposition précédente on se ramene
aux trois cas suivants :

1) m=m; x 1%1, ol m; est une algebre de Lie simple et {(z,y) = (y,z), pour
z, Yy 61%1-

Si I'involution & agit trivialement sur r%, alors mp est compacte et :Rc est son
unique SATDM.

Dans le cas o & /no1 = f/lfn, on sait déja construire une SATDM o-stable de
mp (cf §4.3 ).

i1) m est simple et 'involution o agit trivialement sur 1%; la forme réelle my est
alors évidemment compacte et donc iRc est son unique SATDM .

iii) m est simpleet o /1;1 = é/ﬁi’ on va traiter ce cas au n° 5.3 suivant.

5.3. Dans ce qui suit on va construire une SATDM o-stable de mg dans le
cas ol m est simpleet 0 /o =£/..

m m .

On rappelle qu'une base du systeme de racines & de m s’identifie & une partie
stable par £ de la base de & et on note 7 I'automorphisme de diagramme de @
induit par la restriction de £ a m (cf 5.2. ), alors on distingue deux cas :

5.3.1. Cas ou Pautomorphisme de diagramme 7 est trivial :

1). Si Ex est de type Aqy, alors £ agit par (—id) sur les sous espaces radiciels ﬁa

stables par &, en particulier sur les T(I)'lo,, a € 9.
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Les racines de A (= A(El, b)) qui sont fixes par £ ( en particulier celles de &
) sont fortement orthogonales et comme m est simple elle est necessairement de

type A; et donc |®| = 2. Sous ces hypotheses on a le lemme suivant :

Lemme 5.3.1.

Soient o« € ® et z, Er‘;la \{0}, alors la sous algébre :

ol

tr = tReBR(E Q@ zo — 1 (w (z4)))
est une SATDM o-stable de mg.

Démonstration.

Il est clair que tg est une SATD o-stable de mg ( cf lemme 3.9. ) et que
dim(tg) = rang(r%) + 1 = 2. Comme mp est presque compacte la SAT D o-stable
tg est maximale ( puisque elle a la dimension maximale que peut avoir une SATD
cf lemme 3.7.2. ).

(]

2). Si ﬁ n’est pas de type Ag;, alors 'automorphisme de diagramme ¢ fixe
(point par point) les sous espaces radiciels E;a qu’il stabilise, en particulier il fixe

o , . .
m , par conséquent mp est compacte et donc :Rc est son unique SATDM.

5.3.2. Cas ou "automorphisme de diagramme 7 est non trivial :

1). Si B est de type Aj, alors les racines de ZOX qui sont fixées par £ sont
fortement orthogonales ( et (—¢) fixe les espaces radiciels correspondants ); par
conséquent la sous algebre de Lie simple m ne peut pas étre de type Eg ou D,,, n >
3, et donc necessairement elle est de type A,,.

i) Si m est de type Asg, alors dans ce cas aucune racine de la base de ® n’est
fixée par 7; quitte a choisir convenablement la base de Chevalley de m on peut
supposer que : 6/'&1 =T.

On note ¥t le sous ensemble des racines positives de ® qui sont fixées par 7.
Les racines de ¥ sont fortement orthogonales et (—¢) fixe les espaces radiciels

correspondants; d’ou le lemme suivant :
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Lemme 5.3.2.

Sous ces hypthéses on choisit pour chaque racine a de ¥ un élément non nul

o N
z, de mg; alors la sous algebre :

tn = iR ( P Rutooa—t"10(za)) )

ae¥t

est une SATDM o-stable de my.

Démonstration.

Comme les racines de Ut sont fortement orthogonales, tg est une algébre
commutative, il est alors clair que tg est une SATD o-stable de mg (cf 3.9). Mais
dim(tg) = 1 + |¥*| =1 + k = rang(m) — 1 et donc tg est une SATDM o-stable
de myg (cf lemme 3.7.2.) .

O

i) Si m est de type Azk_1, notons (7i)i=1,2,... 2k—1 la base du systéme de racines

® dem qui est stable par 7.

1 2 k—1
A

Azg—1 J i $> ;
2k—1 k+1

Alors 7 fixe i et (—¢) fixe 'espace radiciel correspondant 1;1%.

Soit p* le poids fondamental correspondant & vx  (i.e vi(p*) = 6; &

1 =1,...,2k —1); alors pour un bon choix de la base de Chevalley de mon a:

5/13‘1 = r.exp(imad(p®)).

On note ¥ le sous ensemble des racines positives de ® qui sont fixées par 7.
Les racines de ¥t sont fortement orthogonales et (—¢) fixe les espaces radiciels
correspondants.

Choisissons pour chaque racine o de ¥+ un élément non nul =, de 1‘?‘10, alors

sous ces hypothéses on a le lemme suivant :

Lemme 5.3.3.
La sous algébre tg :=1Rc & ( &) R(t@zﬂ—t-l®izl(za))>

uEW+

est une SATDM o-stable de mg.
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Démonstration.
C’est la méme démonstration que celle du lemme précédent.
a
2). Si El n’est pas de type Az, dans ce cas pour toute racine a de & qui est fixée
par ¢ alors 'espace radiciel correspondant Sa est également fixé par £. D’ou pour
un bon choix de la base de Chevalley de 1%, la restriction & m de I’automorphisme de
diagramme £ de E[ est également un automorphisme de diagramme de El Finalement
on se rameéne au cas oit m = [(m, 7, —1) et o/m = 1®7. Ce cas sera traité en détail
dans le paragraphe qui suit.
5.4. Construction d’une SATDM o-stable de gy dans le cas ol
g= [(5,{,—&) et 0 =1®¢, avec ¢ un automorphisme de
diagramme involutif et non trivial de g :
La construction se fait cas par cas suivant le type de I'algebre de Lie simple
Ex . Le casou E[ est de type Ag; est déja traité dans le lemme 5.3.2 . 1l reste alors

trois cas a considrer; mais on aura besoin d’un résultat général :

Lemme 5.4.

Soient (1 et P, deux racines réelles et orthogonales de A ( ie B1(33) =
B2(B1) =0 ) telles que : (B1 £ f2) € Aet By £nPs & Asin> 1.

Alors I'automorphisme ry ( : le prolongement a g de la reflexion par rapport a

B1 ) stabilise gg, et agit dessus par (—1).

Démonstration.

Soit eg, € gg, tel que [eg,,(fs, 1= —w'(ep,) )] = Bi

On a ry = exp(ad(eg, )).exp(—ad(fs, )).exp(ad(eg, )).

Il est clair que r1(gg,) = 8,,(s,) = 83,; il reste donc a montrer que (—ry) fixe
gs,- Soit x € gg,, alorson a :

exp(ad eg, )(z) = = + [e3,, 2.

exp(—ad fg,)(z) = — [, 2].

exp(—ad fg, )(es,,2]) = [es,, 2] = [esy, [f5,, 2]l + 5[0 [y [Fo15 2]])-

avec 5(fs,.les;, [fp:, 2]ll = 3[=Brifar, 2]} = [f3,, 2].

Do exp(—ad fg,).exp(ad ep, )(z) = = + [eg,, 2] — [ep,, (£, 2]]-

Il existe pu € C tel que [eg,, [fs,,2]] = pz et donc :

exp(—ad fg,).ezp(ad eg, )(z) = (1 — p) + [ep,, ].
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Par conséquent
Tl(m) = (1 - ,”)(m + {eﬁme + [eﬂmm] = (1 - :“)m + (2 - :“)[8/317 CL‘]

Commer1(z) € gg, et B1+5; est uneracine de A, on a necessairement [eg, , 7] # 0

et p =2, doncri(z)=—=z.

5.4.1. Cas ohﬁ est de type Ay 1, [ >1:

oo 11 T

211 +1

0
Ay > el

1

Sil= 2k ou 2k + 1, on pose pour ¢ € {0,1,....k — 1} :

1) Bi = agiy1+ 6, avec 6 = ag+ a1 +2(az + ... + ai—1) + ay. Les racines §; de
A ainsi définies sont deux a deux fortement orthogonales.

it) ep; € gg,, fp. = —w'(ep,), tel que [eg,, fg,] = Bi

iii) A = cop(ad(fs,))-czpllog(XZ)ad(B7) ).exp(~ad(cs, ).

) A zkff A;.

v) i la i:gﬂexion par rapport a ;. r; se prolonge en un automorphisme

d’ordre fini de g qu’on note encore r; et qui est défini par :

re = eap(ad(eg,))-exp(—ad(fs, )).exp(ad(es, )).

UZ) r :kI:Il Ti.
Alors Jx/-gm@g_ﬁ,- = —ud ( donc o(f;) = Bi et (e, + fa;) € p) et Ai(B7) =

(eﬁi + fﬂi) (Cf 3'9)'

Lemme 5.4.1.1.
Avec les notations ci-dessus et pour ¢ € {0,1,....k -1} ona:

ocAijo™! = AiriH;, avec H; = exp(ad(sf;)) et s € C.
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Démonstration.
Il suffit de vérifier le lemme dans le sl,-triplet {eg,, 57, fs;}. On a :
oA;o TN (B7) = a Ai(Bi) = olep + fp.) = —(ep: + fa:) = —Ai(Bi) = Airi(B7).
D’ou il existe un automorphisme H; comme dans le lemme tel que : cA;07! =

AITsz.

Pour: =0,1,...,k — 2 soit ; la racine de A(a, 60) définie par :

vi = @git1 + 2(@zip2 + .o +0121) + .

Yk—1 = Qgk—1 + agg sil = 2k.

Ve—1 = Q2k—1 + 20k + agk+1 si l =2k 4+ 1.

Yk = Qg4 81l =2k + 1.

Il est clair que les v; sont fortement orthogonales et que pour 0 <1 < k—1,
v: est la restriction de deux racines fortement orthogonales de A(E{, f;) échangées
par £.

On pose : I' la sous algebre engendrée par E{i%, t=0,1,...,k ( k= {0} si

l=2k)et =) [

2

SOlt 105: Co(
g

»nM»
(=4

1 o of
Cﬁ;) et notons ¢ son centre. Alors on a : t = [ et par conséquent

1=0
P 1,2 7
(il s’agit d’une somme d’algebres).

Lemme 5.4.1.2.

L’involution ¢ agit trivialement sur la sous algébre A(1"(I,£,—1)) de g".

Démonstration.

il est clair que ¢ fixe [¥ et donc o fixe ["(1*, £, 1) ( = A(I"(1¥,£,-1)) ). On a
donc & montrer que o fixe A(I"(I',€,-1)),7=0,1,....k — 1.

On va faire le calcul pour le cas ¢ = 0 ( c’est pareil pour les autres cas ).

D’apreés le lemme précédent on a : cAo™! = Ar.H, avec H :kl:[1 H;; par
conséquent : pour z € g, 0(Az) = Az si et seulement si (rHo)(z) = :v’;to il suffit

donc de montrer que (rHo = roH) ou ro fixe I'(I°, ¢, —1).

La sous algebre 1"(1° ¢, —1) de g" est engendrée par {9(4ro+ns)» ™ E L}
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Il est clair que ro fixe @4 12n5), 7 € Z (car les racines (f5;)i=o,...,k~1 sont
fortement orthogonales a (+vo +2né) ); il suffit donc de montrer que ro fixe g., 5.
Soit zo € @45 \ {0}, comme 7o + § est fortement orthogonale & f;, Vi =
1,....k =1, alors g., ;4 est fixe par les r; pour ¢ > 0, mais (7 + ¢) et By vérifient
bien les conditions du Lemme 5.4. , donc (7o) fixe g, 1, et par suite ro(zo) =

—r(zg) = —ro(To) = To-

Lemme 5.4.1.3.
k-1
la sous algébre tg := :Rc @ ( & R(eﬁﬁfﬁi)) est une SATDM o-stable de gg.

i=0
Démonstration.

On va montrer que {y est une SATDM o-stable de gg.

Soit v/ := Cgn(th) = A(I"(¢,6,=1) @ 1"(1,€,—1) ). Les éléments adg-diagonali-
sables de t” sont contenus dans A((1® ) ®I"(LE, —1)) (cf 3.8).

D’aprés le lemme précédent l'involution o fixe [”([,f,——l)) et par suite les
éléments adg-diagonalisables et a valeurs propres réelles de t" N gy sont contenus

dans (A(1® 20)) Np qui est égale a tg. D’ou le lemme.

5.4.2. Cas OilEl est de type Djyq :
D(Z) . 0 1 2 -1 !

Lemme 5.4.2.
la sous algébre tg := tRc ® R(eg + fo) est une SATDM o-stable de gy.

Démonstration.
On adim(tg) =2 = rang(ﬁm) + 1 et donc tg est une SATDM o-stable de gy

(cf lemme 3.7.2.).

5.4.3. Cas oilfx est de type Fg :
Eé2) . 0 1 2 3 4

Lemme 5.4.3.

la sous algeébre tg := tRc @ R(eg + fo) est une SATDM o-stable de gy.
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Démonstration.

Il est clair que (tg) est une SATD o-stable de gy (cf 3.9). Montrons qu’elle
est maximale.

Soit Ay I'automorphisme introduit dans le lemme 3.9 et qui transforme g en

(eo + fo) , alorsona : {g = Ag(tRc P Ra’) et

t:=Cgtg) =4o( hD( @ 0.))

aEdPUT

avec ® = { Las+nd, tas+2nbd, tas+2nbd, £(az+asz)+né, (as+as)+2né, £(az+
aztag)+né, £(2as+as)+2n6, £(2a+asz+as )+2n6, £(2a2+as+2a4)+2n8, n €
Z},et U ={nb ne Z*}.

Il est clair que les éléments diagonalisables & valeurs propres réelles de (tNgy)

sont contenus dans T:= Ao( h' & (P g.) ) (cf 3.2).

axEd®
Si une racine de ® est de la forme +(nyas + nsgas + naay ) + 2né, alors on voit

facilement par le calcul qu’elle est fortement orthogonale a ap et par suite o et Ay
fixent ’espace radiciel correspondant.

Comparée avec «y, une autre racine a« = +(ag + nzag + ngas) + (2n + 1)6 de
® vérifie toutes les conditions du lemme 5.4., donc ro/g, = —1; de plus o/g, =
—1 et par suite rgo est l'identité sur g, . On montre comme dans 5.4.1.1 que
gAgo™! = Agroezp(ad sa) et on en déduit comme en 5.4.1.2 que o est I'identité
sur Ao(g,)- Ainsi o est I'identité sur I'algebre dérivée T de T et par conséquent
la forme réelle de T associée & la restiction de o' est compacte et donc tg est une
SATDM o-stable de gy ( puisque le centre de T est engendré par tng).

O

6. Construction d’une SATDM o-stable de gy dans le cas ou1 g est

de type Aff3 (i.e g est Df)) :

D(S). 0 1 2
4 —E

Il y a deux cas a considérer :

6.1 Ce cas correspond a l'involution o := 1® I?I sur la réalisation standard
[(g,€,7), avec j3 =1 et H= ezp(imad(p,)).

Soient (; et [ les deux racines fortement orthogonales de A définies par :
B1 = ag et fa = 201 + et soit eg, un élément non trivial de gg,, (2 = 1,2) . On

pose fg, = —w'(eg;), (1=1,2).
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Lemme 6.1..

Ia sous algébre tr := 1Re @ (R(ep, + f5,) ® R(eg, + fs,)) est une SATDM
o-stable de gp.

Démonstration.

On a dim(tp) = 3 = rang(g) — 1 et donc tg est une SATDM o-stable de gy
(cf lemme 3.7.2.).

6.2. Ce cas correspond a l'involution ¢ = exp(imad(py)).

Regardée sur la réalisation [( X g £2,v7), (&(z,y) = (v,£(2)) ) Iinvolution
o est égale & 1 ® (£2)3.

Explicitement on a :

o o (z,y) = (&)*(z,y) = (£(v), €*()).
(s ) = {(2,6%(2)), = €g}.
( 5)7% = {(z,~€*(2)), = €g}

avec 5=g X g.

Soient « la racine de A(E{O, f;o) égale a 2a; + g, et eq et eq, deux éléments non
nuls de (E‘o)a et (gg)a, respectivement. Les deux racines a et ay sont fortement
orthogonales. On pose :

ea+t3s = t° @ (€a, —€a)

faras =470 (= & (ea).&

Cartss =10 @ (€az—Cas)

Fart3s =t 2@ (=& (car)® (ay))

-

(¢a))

Ces éléments sont contenus dans g

Lemme 6.2.

la sous algébre tg := iRc @ (R(€a+35 + fa+36) ® R(€ayt3s + f0,2+3,5)) est une
SATDM o-stable de gy.

Démonstration.

Il est clair que tg est une SATD o-stable de gy et que :
dim(tg) = 3 = rang(g) — 1

D’apres le lemme 3.7.2, tg est une SATDM o-stable de gy.
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7. Dans la table 5 ci-dessous on reproduit la classification de [BR] des invo-
lutions de premiere espece d’algebres de Kac-Moody affines.

Pour chaque involution de premiére espéce o on donne la réalisation adap-
tée a o (i.e la réalisation sur la quelle o respecte la Z-graduation et commute a
‘I'application tfansla,tion).

La notation 7; désigne 'involution intérieure exp(im ad p; ) et 7°'J~ est I'involution
1 ® exp(em ad ]3]) de la réalisation standard [(B, £, ex) de algebre de Kac-Moody
affine donnée ( parfois on regarde 7 ; comme une involution de E ).

Les involutions rencontrées dans cette table s’écrivent toutes comme suit:

oc=pT;ou0=p 7i, ol p est un automorphisme de diagramme involutif.

Ainsi, avec les notations de 2.3 et 2.7 on a :

a; mod(2) si o =pmn
€ = o
0 sl oc=pT;

ol a; est I'entier vérifiant p; :E;i +a;d (cf chap II, 1.5)
Ayant ceci et en utilisant 2.7, on peut déterminer la réalisation explicite adap-

tée a 'involution o.
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Table 5
g p o Réalisation
adaptée a o
AW ToT) =71 (g,id, 1)
o (i :)1 (o] (o]
o | l(gxg6-1) O
Agl) /‘\ P P [(33;17—1)
' 0= > 1
2 ° o
Aﬁ”, I>1 A ToT: =T; [(g,:d,1)
0 1<i< L
L o o v (s
L'l To [(g X 9307 —1) (*)
(1) i v o © (+)
Ay, r>0 - . P1 p1l g xg6,-1)
oI 11 11T D) -
o) rad P17o I(g,1d,1)
Aglr)—la r>1 2 B 4 p1 [(E’;2r—1a —-1)
CEREEE!
2¢-4 r
AL e p2 p2 (g,id, 1)
A v
o@ ! b p2 T
-3 Pt prro | Ugx8.6,-1)
Aglr)—lv r>1 A A P3
N " P3 [(577?7‘, —1)
2C-A F+4
Bl(l), [>2 o ToT1 =T1 [(5, id, 1)
\‘ —— T =T
/ W'
! 2<i<I
To [(3 X 57 07 _1) ()

™ §(z,y) = (y,2); =,y €g
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Table 5 (suite)

g p o Réalisation
adaptée a o
(1) 9,71, —
B, s [1>2 o p P [(gaTla 1)
. pri=p
La 2L
h 2<i <
c, 1>1 T =74
T =7i (g,:d, 1)
X
o 4 ga L 1<i< i
T0 [(a X a, 9, —1) ()
Cé:-lla r>1 P P [(9770-21‘—17 _1)
! i 3
W P4 v ae-2 - ary
CZ(:), r>1 P P [(6,70"", —1)
111—5—-& f ¥ {.' l
[»N r e " o o o
o 1 ™ v oacy ar PTe=p Ty (g, T2r, —1)
Dil) ° 3 ToT1 :70'1 [(g,id, 1)
> °
T2 =T2
! “ To [(a X 57 6,'—1) (*)
.D‘(il) o 3 po po [(g, id, ].)
) °
PoToT1 = po T1
i y poto | Ko x g,6,—-1)
© o o
Dil) P2 [(97 T1, —1)

(<]
p2T2 = p2 T2

[(aa 70—17 -1)

®) §(z,y) = (y,2); z,y €9
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Table 5 (suite)

o p o Réalisation
adaptée a o
Dgl)’ l > 4 ToT1 :70'1 [(5, ld, 1)
o | T =Ti [(B,id, 1)
N Ly A
J N 2<i<d
4 L o o
To [(g X g, 05_1) ()
DM 1> 4 o6 po (g,id,1)
o » PoTi = Po 72;‘ [(Ea ud, 1)
la
C o 1-1
A IL lsis 5
1 POTo [(B X Ba 95 “1) ()
DV 1>4 P2 P2 (g, 71,—-1)
(o] 0 L4 ° o o
-2 I P2Ti = P2 T [(g,Tl, —1)
2
)
4 2<1<1l-2
DL e | e o B
T4
A
202 I ,
/
P (%Y r
(1) [o] [ g, 7 r -1
Pars 7228 ry P Pl (BTl
ATt
L] D
t — ° o o
L..>1;/1!‘-z re4 PTr =P Tr g, T2r, —1)
GV —_— T =T [(9,%d,1)
o] 1 2 o o )
To [(g X 970’—1) ()

() H(I,y) = (y,:l:); T,y €9
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Table 5 (suite)

g p o Réalisation
adaptée a o
FO =11 [(g,id, 1)
N —r—— T4 =724 [(Eaida 1)
o) 2 3 4 "
To [(g X g’a’ —1) (*)
Eél) % ToT1 =71 [(B3id3 1)
} ¢ T6 =T6 (g, id,1)
R o | (G X861 ©
E((;l) Po Po [(g,ld, 1)
2 A ° o .
@ PoTe = Po Te I(g,1d,1)
3 [« [«]
° ¢ “ s PoTo (g x g,0,-1) )
Eél) ToTe =726
I;J, T =7‘37 [(Baid’ 1)
o 14 2 3 4 i’ 4 m =,;’-1
To [(5 X 5’ 0’ —'1) )
" o o _
E’g ) l k‘Il) P p [(g, T6, 1)
°©4 23 ¥ [ ¢ P =1p 797
EY =T (g, id,1)
8 o
I . TT =T1
© 1 2 3 % 5 & % . .
7 | Wgxg,6,-1) ¢
) §(z,y) = (y,z); z,y €8
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Table 5 (suite)

g p o Réalisation
adaptée a o
AD n=ri|  8¢-1)
o) 1 o
Ag?)’ l >1 T: :721' [(5767—1)
o 1 ta o
To [(gv 67 —1)
AD 12 T1<i<
0 o :
\ ToTI =T] [(ga 67 —1)
/2' [ ) Ti
1
To
o pPTi = p ;'1 [(g, 6(;1)%’ 7‘) (=)
) —— 2<i< il
— L. 2 ’
pTI
D2, 1>1 ToTi =Ti
1SlSl [(3)67'-1)
= —>
o 1 .. 4 Ti
.
0 S 1 S bl
) 8(z,y) = (y,2); (z,y) €8
(=) (7;)% := ezp(*Fad(p;)); i€C, ¥ =-1
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Table 5 (suite et fin)

g p o Reéalisation
adaptée a o
° ° L. sk
Dgi)y r>1 ) 4 P P p [(9’6(721‘—1)2’2) (x=)
m -
| 1 }
2C.A  20-2 r
o ° . ek
Dg?r)-l-l, r>0 o 4 A P P i(g,&(72r)2,1) (=)
I t 4}
P 1 > o
Y C+ 4
Eé2) 1 :;1
T4To =’?4
(o] 1 2 < 3 4
T4 [(9761—1)
To
D§3) ToT?2 :;2 [(9767])’ j3 =1
— ===
o} 1 2
T | W@ xg&vi) @

(%) (;])% = ezp(%ad(;])), 7 € C, Z’2 = -1
& &y (z,y) = (v,€(2)); z,y €g
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L approche utlhsee par Sa,take et TltS pour cla.551ﬁer les formes reelles des algebres semi ;1mples com

: =0 ', plexes a ete etendue par Rousseau ‘aux formes reelles presque deployees des algebres de Kac—Moody symetns-
: . ables elle cons1ste essentlellement a representer une forme reelle  par ) un. dlagramme appele mdlce de la forme
On demontre que la clasmﬁcatlon des formes reelles presque deployees est equ1valente a celle des automor-‘ o

Enﬁn on Se restremt aux algebres de Kac—Moody aﬂines pour etudler leurs formes reelles presque‘ o
compactes, ces formes ont un hen avec les automorphlsmes 1nvolut1fs de premlere espece, on demontre que o

a partlr d une forme reelle de lalgebre de Lxe sem1 SImple de la’ i‘eahsatlon en’ questlon, "'n obtlent a1n51

- une reahsatlon reelle des formes presque compactes des a.lgebres de Kac-Moody aiﬁnes Pour une telle b
reallsatlon on 1nd1 de un procede’ de constructlon d une sous algeb le..
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