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Vers 1890, dans leur étude de la structure des algèbres de Lie semi-simples complexes,

Killing et Cartan utilisent de façon essentielle, certaines formes linéaires (sur une "sous

algèbre de Cartan" ~ d'une telle algèbre qu'ils nomment "racines" (parce qu'elles appa­

raissent comme les racines de àet(adg x - T) considérées comme des fonctions de x E fJ ).

La classification des algèbres de Lie semi-simples complexes se ramène à celles des

"systèmes de racines associés" qui elle même se réduit à la détermination de certaines

matrices à coefficients entiers (matrices de Cartan). Les systèmes de racines considérés

pour cela, sont dits ici de type fini et réduits; une présentation axiom~tiqueen est donnée

dans [Bbki, chap.VI].

La présentation de Serre, par générateurs et relations permet de retrouver à partir

d'une matrice de Cartan, l'algèbre de Lie semi-simple complexe correspondante.

L'étude des systèmes de racines des algèbres de Lie semi-simples réelles a fait ap­

paraître les systèmes de racines de type fini non réduits c'est à dire dans lesquels pour

certaines racines 0, 20 est encore une

Kac et Moody introduisent indépendamment en 1968 de nouvelles algèbres, dites

maintenant de Kac-Moody, qui constituent une généralisation des algèbres semi-simples

en dimension infinie; pour l'étude de ces algèbres va apparaître une nouvelle notion de

racine : les racines imaginaires.

La construction de l'algèbre de Kac-Moody est une généralisation de la construction

de Serre à partir des générateurs de Chevalley.

La matrice A = (aij)( i,j)EI2 est à présent supposée de Cartan généralisée (on dira ici
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c'est à que l est un ......A.JLI\J ......A.JLA.AJ.lL. ...... non et que a:

{

aij E lE V(i,j) E

aii = 2 \Ii E l
a" < 0 \Ii -'- J-1,J - r

t aij = 0~ a ji = 0

Considérons alors une réalisation libre c'est à dire un espace vectoriel fJ sur un

corps II:= {ai; i E I} libre dans fJ et II:= {ai; i E I} libre dans fJ* et telles que

< ai, aj >= aji pour tous i et j dans

Ceci permet de construire l'algèbre 9 R) définie par les générateurs

ei, fi; (i E I)} vérifiant les

{

[h,h'] = 0
rh, ei] = ai(h)ei
[h,fiJ = -ai(h)fi
[ei, fj] = 6ija i

puis le quotient de cette algèbre par le plus grand idéal intersectant ~ non trivialement

qui est l'algèbre de Kac-Moody g(A).

fJ s'injecte dans 9 := g(A) et agit de façon adg diagonalisable et l'on a :

g=
aEQ

De plus chaque sous-espace radiciel

système de racines est alors :

où Q := /lai
iE!

(pour a =1 0) est de dimension finie, et le

Ll(g, :={aEQ\{O};fla=l{O}}.

où=~+uOn constate que n (ED Nai) =
iE!

Dans cette étude, grâce à la théorie des s12-modules, il est facile de constater que pour

tout i E il existe une involution Ti du système de racines et on peut encore considérer Ti

comme une réflexion sur fJ et donc définir, comme dans le cas classique le groupe de Weyl

engendré par ces réflexions ((W, {Ti}iEI) est encore un système de Coxeter). Mais dans

ce cas, si on note := WII, alors ~re C mais l'égalité n'est vraie que si l'algèbre

considérée est en fait une algèbre semi-simple (donc de dimension finie). Les racines de

\ ~re sont alors dites "imaginaires" et on note ~im = \

Cependant, dans ce cadre d'étude, le système de racines est encore bien connu. Les

racines imaginaires qui interviennent dans ce cas, être caractérisées par le fait

que si a est une telle na est encore une racine pour tout n non nul alors

que les racines réelles ne sont pas multipliables.
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cas où matrice est de "symétrisable" , g est exactement le quotient de

gpar l'idéal engendré par les des Serre (toujours vérifiées

par les générateurs de Chevalley). Dans ce cas particulier, il est possible d'introduire une

forme bilinéaire symétrique (qui généralise la forme de Killing) et la caractérisation de la

nature des racines est alors facile :

a E {:::::::> (a,a) > 0

aE a)::; 0

Considérons à présent une autre situation (développée dans [B3R]), conduisant à des

systèmes de racines. ]( est un corps de caractéristique 0 et k désigne sa cloture algébrique.

Une algèbre de Lie g est une K-forme de l'algèbre de Kac-Moody g(A) définie sur si et

seulement si les deux algèbres g(A) et g0K sont isomorphes et on peut alors considérer

(en fixant un tel isomorphisme) l'action -linéaire àu groupe de Galois de [K, ](] sur

g(A).

Les sous-algèbres de Borel de sont les sous-algèbres complètement résolubles

maximales (cf [PK]), les sous-algèbres de Borel standards étant he := ~ EB (EBaEÂ,;!Ja) où

E = ±.

Dans le cas où A est "indécomposable", et si l'algèbre g(A) n'est pas de dimension

finie, elle admet deux classes sous-algèbres de non conjuguées par automorphisme

intérieur (chacune contenant une sous-algèbre de Borel standard).

Les sous-algèbres paraboliques sont les sous-algèbres de g(A) conjuguées par un auto­

morphisme intérieur à une sous-algèbre (dite parabolique standard de type J)

pe := be EB (EBaEÂ_,;(J)ga) où ~e(J) := n EBiEJN(Eai).

Dans la suite, on suppose A indécomposable et g(A) de dimension infinie.

Si g est une K-forme de cas sont possibles:

- L'action du groupe préserve chaque classe de conjugaison de sous-algèbres de Borel

ou, ce qui est encore équivalent, il existe une sous-algèbre parabolique propre définie sur

(dans ce cas la K-forme est dite presque déployée).

- L'action du groupe échange les deux classes de (la K-forme est alors dite

presque anisotrope).

Dans le cas presque déployé, on démontre qu'il existe une sous-algèbre torique déployée

maximale de (c'est à diagonalisable pour l'action adjointe dans g/( et maximale

pour cette propriété), une sous-algèbre de Cartan de une sous algèbre de Borel bE:
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sur et contenant

que

te ~ e e on note

à

sur et on note GK

que

slt'ual;Ioll 41 pest IorceInellt

ment sur les

t, est une sous-algèbre En

et agit sur sous-algèbres deestparticulier le groupe Weyl

satisfaisant à (*).

Considérons alors 1 E r := Gal ([i?; K]), il est que I(be
) satisfait encore à (*),

et par suite, il existe w'Y E W(l) tel que /w'Y(be
) = , en posant 1* := 1 0 w'Y pour tout

/ , on définit une action de r sur la base II correspondant à be
, donc r agit comme un

groupe d'automorphismes par son

Dans le cas quasi déployé (où est définie sur /* = j pour tout j.

Toujours avec les notations précédentes, pour Ct E on considère 0/ sa restric-

à sous algèbre t.. Le système racines relatives est alors ~' := {a' f= 0; a E Ll}.

L'étude abstraite de se grâce à des quotients de le premier correspondant à

la recherche système de racines de la forme quasi déployée (qui existe toujours) et le

~L'lr·~nrt à l'action (; (ces

au Dans le système de ces presque déployées, une

racine !éelle peut admettre un double et il existe des racines imaginaires, mais l'aspect

nouveau est que, dans ce cadre d'étude, il existe des racines imaginaires simples.

Considérons en

Kac-Moody

donc aio est

1 :5 j :5 11 est définie par

si i ~

(d'après les résultats de

'~lnrQn'f"Q de Kac-Moody complexe

( est la sous algèbre engendréeet où

= --1,

_Tn'PTnI.:lC! T\1POC!/", .... O déployées des algèbres

bases des systèmes

=

réalisation

===

La ..................'v ................... de Cartan généralisée

-1 si i fi. et les autres K"'nt:.~Tnj,..1Q'nTC!

Messaoud [B3 R]) une R-forme presque délllo,.,ée de

pour laquelle = {1,9}, =
par les· ei et pour i E 5,6,7,8} ..

Alors d / := U avec = {±ai,±2ai} et :

= {±(mai +paio); p E ,0 :5 m :5 2p} en particulier N*aio e
une racine simple imaginaire.

f\4e~EWlnO],nSIll dans cas des

construites à
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et il est aussi à noter que le cas d'une racine imaginaire,

tout multiple cette est encore une .& '-'L1........&.&Jl,.'.....

Parallèlement, Borcherds étudie dans [B], les algèbres de Kac-Moody généralisées

(que nous nommerons algèbres de Kac-Moody-Borcherds). A partir d'une matrice de

"Cartan généralisée généralisée" (dite ici de Borcherds normalisée), c'est à dire vérifiant

seulement:

aij E IR V(i,j) E
aii E U lR_ E l
aij E Z si aii = 2
a"<O Vi-lJo1,) - r-
aij = 0 -<==> aji = 0

il construit de façon analogue à Kac et Moody, une algèbre dont le système de racines

admet des racines imaginaires dans la base (correspondant aux ai pour i tels que aii ::; 0)

cependant il est clair qu'aucun multiple d'une telle racine n'est encore une racine.

Si a E et si ai est une racine simple imaginaire, si a +ai a un support connexe,

alors a +N'ai C ~. Les racines imaginaires simples peuvent alors être caractérisées par

cette propriété puisque les autres induisent une réflexion et que les chaînes (a +Zai) n ~

sont bornées si ai est réelle.

Dans le cas symétrisable où il se place, Borcherds obtient des résultats analogues à

ceux précédemment obtenus pour les algèbres Kac-Moody(caractérisation par

les relations de Serre et lien entre la nature des racines et le signe de (a,a)), (voir aussi

[K; Il.13]).

Enfin, 1100dy et Pianzola, dans (MP), développent une étude plus axiomatique des

systèmes de racines (ou plus exactement des ensembles des racines réelles des systèmes

de racines) et montrent la nécéssité de ne pas se au cas la base système

est libre car cette ne peut pas être par passage aux sous systèmes.

but à atteindre dans cette thèse était de trouver une axiomatique englobant

tous ces systèmes de racin~s et donc en particulier stable par passage aux sous-systèmes en

un sens bien sûr à définir mais qui devait être compatible à la notion Moody et Pianzola

(c'est à dire stable sous les réflexions par rapport aux racines réelles qu'il contient) mais

aussi à la notion de système clos, et si possible moins exigeant. En effet en complétant

comme Moody et Pianzola, un système de réelles avec des racines imaginaires, on

voulait trouver effectivement un système racines.
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TI a dans les des cas où base n'est pas

(réalisation d'une et ceci nous a sûr amené (dans les passages

aux quotients qui traduisent, façon abstraite, l'étude des systèmes de racines relatifs)

à devoir considérer pour les racines imaginaires des ensembles quelconques de multiples.

Dans le cas des racines réelles, on doit donc admettre éventuellement certains doubles

des racines le cas il fle devrait y a pas de restriction,

cependant, pour pouvoir utiliser des méthodes de récurrence, on a dû imposer aux en­

sembles C Q (associés aux racines simples (ai)iEI et tels que le système de racines est

engendré par UiEINiai) de ne pas admettre 0 pour borne inférieure. Cette axiomatique

est donc développée ici et les définitions essentielles en sont données au chapitre elle

semble englober toutes les notions de systèmes de racines connus actuellement sauf celle

développée par pour les groupes de Kac-Moody-Rée qu'il construit.

Le chapitre I est consacré à l'étude détaillée des systèmes de racines des algèbres de

Kac-Moody-Borcherds. Intéressant en tant qu'exemple introductif à la notion et illus­

trant certaines propriétés des racines imaginaires, il sera également utilisé comme outil

au chapitre

Nous construisons au chapitre un système de racines à base libre de façon abstraite,

en introduisant la possibilité de multiples d'éléments de la base. TI faut bien sûr déterminer

et établir les propriétés nécéssaires à la suite, et principale difficulté est la non-existence

(a priori) d'une algèbre admettant un tel ensemble pour système de racines. Nous avons

donc généralisé un résultat déjà établi pour les systèmes de racines des algèbres de Kac­

Moody, à savoir une caractérisation de ces systèmes par des propriétés abstraites pour

établir les conditions à imposer et sous l'hypothèse d'existence, l'unicité d'un tel système.

Et c'est ensuite par sa construction explicite que nous en démontrons l'existence.

Au chapitre nous introduisons une notion de coracine pour les racines imaginaires,

dans le but de généraliser les résultats dans le cas symétrisable pour les algèbres

de Kac-Moody à la et en

(a, a) ~ 0 -<==> a E Llim

aE {3E \ Qa, (a,{3) < 0 ===> a +{3 E

Nous décrivons alors les différents choix possible pour les coracines.

Le chapitre est consacré à l'axiomatique des système générateurs de racines (notion

analogue aux réalisations), les hypothèses alors nécessaires sont

- celles déjà décrites sur les ensemble de multiples (nécessaires dès le chapitre



- des montrer à

coefficients des T''!:l1'"1T\4'"\C

Cela est suivi d'une approche géométrique qu'une petite généralisation des

résultats de Moody et Pianzola) qui n'est basée que sur les racines réelles du système.

Nous vérifions, au chapitre la par passage aux sous-systèmes (pour une

définition suffisament large de la notion sous-système), nous démontrons con-

jugaison des bases par ±W dans le cas indécomposable et sous de nouvelles hypothèses

(notées (A) et (BN)).

le est consacré au passage aux

l'étude abstraite) aux passages d'un système de racines d'une algèbre de Kac-Moody aux

systèmes de racines de -formes de cette algèbre. Une version simplifiée de ces résultats,

suffisante pour l'étude des systèmes de racines relatifs des formes presque déployées des

algèbres de Kac-Moody figure déjà dans [B 3 R]; nous y avons également effectué un certains

nombres de calculs précis de tels quotients (pour toutes les formes réelles presque déployées

des algèbres affines).
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__.... __._8

1.

, un corps totalement ordonné (ce sera souvent

l'ensemble des éléments positifs (resp. négatifs) ou

ou on note

1.1.

Une matrice A = (aij); (i, j) E , 1 ensemble d'indices fini ou dénombrable est dite

de Borcherds (générale) si elle vérifie les propriétés suivantes:

aij E KI pour tout (i,j) E

(B2) aij E pour tout (i, j) E tel que i =f:. j .

(B3) Si aii > 0 on dira que i E et que i est réel, alors

pour tout j E on a E Z .
aii

Si aii ~ 0 on dira que i E Iim, et que i est imaginaire.

(B4) Si aij = 0, alors a ji = O.

1) Les matrices étudiées par Borcherds, dans [Bol] sont symétriques et vérifient ces

propriétés.

2) La matrice sera dite de Borcherds normalisée si de plus, A vérifie:

(B5) pour tout i E aii = 2 .

a alors aij E Z, pour i E et pour tout j E
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matrice

si i E

associeDo:rcn.er<lS -...... .ll.JL'......................... "l on

où==

A est une matrice

aii

est et A vérifie A est une (ou encore

généralisée).. A est symétrisable (resp.. Cartan)

existe des coefficients positifs êi tels que si on pose bij =éiaij, la matrice B = (b ij ) est

symétrique (resp. et A on alors supposer

les éi E Q: pour i E matrice de Cartan est une matrice de Kac-Moody.

4) Une matrice carrée sera dite décomposable si il existe une partition l = u de

l en non que = = 0 que i E et j E le

cas est dite indécomposable.

5) Si A est une matrice de Borcherds normalisée, on lui associe un diagramme de

Dynkin ainsi construit :

tout i E on associe un point, indexé par i, et auprès duquel on fait figurer le

coefficient aii si ce dernier est négatif (ou nul).

Si et seulement si aij =1 on lie les sommets i et j du diagramme. précisément,

si i et j sont deux éléments de on a aijaji E N et on utilise les conventions de Kac,

[K; 4.7]; si aijaji :=; 4 et laijl ~ lajif, les deux sommets sont liés par laijl segments, et

ceux-ci sont munis flèche dirigée vers i si laij 1 > 1. Si aijaji > ou, si l'un des

deux au moins n'est pas dans Ire, on les par un trait gras au dessus duquel on note

Jaijl près de i et lajil près de j.

TI est clair qu'une matrice Borcherds normalisée est indécomposable si et seulement

si son diagramme de Dynkin est un graphe connexe.

1.2. Classification

Comme dans [K; chap 4], on peut établir une classification des rnatrices de

(c'est à dire des matrices A vérifiant (B1), (B2) et (B4)), d'ordre fini n et qui, de plus,

sont comme: pour v E v 2: 0

v > 0) si et seulement si toutes ses coordonnées sont positives (resp. strictement positives).

Alors, sous les hypothèses précédentes, Aet sa transposée At sont simultanément et

exclusivement dans une des situations suivantes;

det f; 0; il existe u > 0 que Au > 0 ;

Av ~ 0 implique v > 0 ou v = 0 ;

A et At sont alors dites de type fini.

(Aff) det (A) = 0; il existe u > 0 tel que Au = 0 ;

2: 0 implique = 0 ;

A et sont alors dites de type affine.
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TI u > 0 que < 0;

v 2: 0 .II..II..lLA.It-'.II..II.'-1'UL'-' V = 0 ;

A et sont alors dites

Il est en '"-=: :...::. InterE~ss(tnt de remarquer que (Fin), (..A.ff), (Incl), sont caractérisées

par l'existence du vecteur u donné cette classification ..

Notons

conque.. Il s'agit

démonstration de Kac repose sur le "lemme fondamental"

(V], le cas est le corps COIISl(lerle ..

est encore valable le cas corps totalement quel-

montrer que si VI," '" Vn sont des éléments V tels que

i=n

= 0 et E ('Vi E "" "n}) => = 0 ('Vi E {l "" . n}) ;
i=l

alors il existe une forme linéaire définie sur strictement positive sur les Vi.

Montrons ce résultat par récurrence sur n, pour m E N* quelconque.

Si n = 1, la propriété (*) implique VI f= 0 donc l'existence de J.l ne pose aucun problème

mE N*.

Supposons le résultat établi au rang n - 1.

Soit alors n vecteurs de vérifiant l'hypothèse (*), il est clair qu'aucun de ces vecteurs

n'est nul. Soit alors C :=

- Si vecteur Vn est dans le cône C, le résultat est immédiat par hypothèse de récurrence.

- Sinon Vn fi. C ce qui implique ](I+Vn n C = {O}, de plus par (*), on a nécessairement

K1-V n n C = {O}; donc C n J(1Vn = {O} et la dimension m est supérieure ou égale à 2.

(V]

-P2(Vi)
, telle que J.L2(Vn ) > et À := SUPiE{l. ..n-l}{( ()), 1} alors

Jjl Vi

U'VJLA.A.VA,1.0 'UA,UdVA.V'A,... est analogue à celle

+ Jl2

suite de

On considère alors := V/K1vn , et on note vi,,,,,,,,v~_1Ies classes des Vi" Une

relation linéaire ÀiV~ = 0 à coefficients positifs dans , implique :

l:~~~-1 ÀiVi E C n l(Vn = {O} et donc par (*) la nullité de tous les À i "

hypothèse de récurrence, il existe dans V' une forme linéaire JjI strictement po-

sitive sur chacun des pour i E {l."" n - l}" On note encore III E la forme linéaire

sur V nulle sur K V n , et induisant III 'lors passage au quotient"

Soit alors 112 E

u. "­r"-

[K, 4,3]"
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imaginaire) .

A est une """"""'11"_~"""'"

il

des aii est strictement négatif,

vecteur que ceux caJrac:telrlS«tnt

type TI est clair en

cas affines et est alors

par un scalaire

v ... ""'Ul.A.& •...,... A et sa no:rmaJl:see

matrice de Borcherds

imaginaire) si l'est.

MtUtlPll~~r une ou une ,",V.J.'V.J..J.LI.'V

ne pas le cette AJI.JL...IIV.Il..Il.""'''''''.

(définie en sont de même On

indécomposable A est de type réelle (resp.

4) Une matrice Vinberg indécomposable d'ordre A sera dite de type

profini: (ou infini [K; 7.11]) si toute sous .......... 'I,A.v ....... "'...""" p:rlnClpale de A d'ordre est

f)T()ZnlaeJrznz : sinon. Dans ce cas il existe une sous ......... c..w'v .............."" T'\.·'II"'1n,I"'1T'\~I.a de A de type indéfini.

5) Une matrice de Vinberg d'ordre n, décomposable sera dite de type:

indéfini: si de ses composantes est de ce type;

de classification des matrices de indécomposables, on obtient la ca-

ractérisation de ces trois cas par :

type il existe un u > 0 que > 0 ;

type il existe dans Ki un élément u > 0 tel que Au = 0 ;

type indéfini: il existe dans Kï un élément u > 0 tel que Au < 0 ;

- semi affine : si ses composantes sont de type affine ou fini;

- infini: si ses composantes sont type affine ou indéfini.

6) indiquera tard (3.3) dans un

1.3. .I:lèalu,atJlOn

i E on note ai = est à ai si ................ y-_... " .. '" est normalisée.
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reéLus:atl.on est de si plus,

libres, si 1 désigne le rang de relation n - 1=
(le cf 1.1].

=n < 00, les parties II et lIA sont

- n est vérifiée et enfin si ~ A =

2) Si lest

unique) près.

il existe une unique réalisation de Kac à isomorphisme (non forcément

et rgC = n.

en une Supposons A n et de rang 1.

Quitte à effectuer une permutation de l c'est à une simultanée sur les

lignes et les colonnes de on peut supposer que les 1 premières lignes de la matrice sont

linéairement indépendantes .

considère alors la matrice C d'ordre n X (2n - 1) telle que:

"JI () ,,, , 11 "" C (
SI A = , avec d.'ordre 1 X n et =" alors = \. A

2

pose f) = ](2n-l et son espace dual,

II l'ensemble des n premières formes coordonnées de f) (indépendantes dans

lIA les vecteurs correspondant aux n lignes de C, indépendantes puisque rgC = n.

a évidemment aj(ai) =aij • il s'agit donc d'une réalisation de Kac de

établir l'unicité d'une telle réalisation sur K, montrons que si R = f)A, lIA)

est une réalisation de Kac de A, elle est isomorphe à celle qui vient d'être construite.

On sait que f)A = ,et, dim 1) = 2n - 1. conserve l'ordre précédemment choisi

sur l, II est, par hypothèse, libre dans f)A, on peut donc la compléter en une base

{al,a2, .....a2n-i} . a alors:

Cette matrice est d'ordre maximal, c'est à dire n, car si on identifie ~ et ](2n-l grâce à la

base choisie dans , les vecteurs lignes sont les a i donc sont indépendants.
n

étant de rang 1, en remplaçant éventuellement, pour i ~ n+l, ai par ai+ L Àijaj,
j=l

on supposer sans changer la réalisation que = o. Le rang étant inchangé, il est clair

alors que matrice D' obtenue à la place de est inversible et ainsi, quitte à remplacer
2n-1

ai, pour i ~ n + 1 par L J.LijCtj, on peut supposer (sans changer de réalisation) que
j=n+l

=
o



TI une reaJ.ISéttlCtn pour la~Uelle II et sont et 'UI. ...... 'IUU.IUl. • .J"-' non

reaJ.lSéa,tlo~n sera

des III lignes de

prÈ~ce~(1eInmlen·t .. on considère la matrice d'ordre III X 2111,
~ = (K 2II I)* et =K 21I 1 0

est même que

pose

II est des III
C sont

o

al.2eDJ~e g

comme Kac,

vérifiant

Si est une extension de à partir réalisation quelconque sur K, de A

........... """v ........ ,,;...., de Borcherds normalisée à COt~m~CleJnlS dans le corps il est possible d'introduire,

par les générateurs ei, fi; (i E l)}

Remarques:

1) La dualité <, > induit une aD1Pll(:atJlOn

par <p •

, on note [a] l'image a

) u ... """'.....,........... ...., que

même, l'ajout deretire o.suz:ml1Le que

= Ef1ieIZa i; Q+ = Ef1ieINai; Q- = -Q+;
et dans [Q) = Z[ai). on note

sont contenus dans et

Q"", ouàen

On note Q le Z-module

dans on a le Z-module Q =

tous ces en~)errlDl~~s

QA=

tensorise ces objets par

3) Les propriétés éventuelles suivantes de la réalisation pourraient être intéressantes en

V.4""U~JL.4""JL dans (2.1) et au chapitre

[ai] f; 0 pour tout i E

(R2) ai f; 0 pour tout i E

(R3) ~"" s'injecte dans

II est une base

[Q] est un base une famille
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somme des coefficients cette décomposition unique de a .

...............,_......,r- .... ~.r-'" que lorsque a E Q% Q~ ).

a E QK

le (:'1' rrann'".1' Sol

a i) soit non

natll;et,r'de a, comme

Cette i'10'l"n1,n1l"O notion

"), on

que a suivant

5) TI est que l'application ei H-

automorphime de l'algèbre g est une ..~ .... ,~_I .. ,~ ...........~ notée w.
se prolonge en un

SiJCfetsiA=(aij); E ,annote:

A en ne conservant que et indices

sont dans J; c'est une matrice de générale (resp .. normalisée) si A en est une;

Q(J) = EeiEJZai, et on définit aussi de façon Q+(J) et a-(J) ..

Soit A matrice de Borcherds et R = (f), f) ", II A) une réalisation

a) L'application évidente tfJiEIKei Ee f) EeiEI ~ g = g(A) est injective.

note son image. On identifie f) et les générateurs €i et à, leurs images. f) est une sous

algèbre commutative de

b) La sous algèbre n+ (resp. n_) engendrée par les €i (resp .. par les fi) est isomorphe

à, l'algèbre de sur les générateurs €i (resp.

d) g= n+ Ee f) Ee n_ (somme vectorielle d'espaces qui ne sont pas des idéaux).

onf) de degrédegré -ai et tout élément

de 9 par Q:
e) En imposant ei de degré ai,

obtient une graduation d'algèbre de

g= Ee Q-ga, pour laquelle on a :
OlE

= f) = EeaEQ+9a = Ee aEQ_ga
En particulier, si ga f:. {D}, on a nécessairement, a E Q+ U Q~ U {D}. Lorsque, de

plus, a =1 0, a est alors appelée mcine de (g; f).

ga est contenu dans l'espace propre 9[a] de f) de poids [a] E

tout a E Q\ {D} dimgaest finie et w(ga) = g-a.
i Elon a gai =J(ei, g-ai = gmai = {D} si m est différent de - 1 , 0 ou 1 ·

f) Il existe un unique idéal t (resp. tt) de 9 maximal parmi les idéaux gradués

/lnl:ers'ectlon nulle avec ~ (resp t comme la somme directe des

n t et n_ n t (resp. n tt et n_ n



et .c l'ala~ltlr~ enJ~en(lrE~e par

I1n4~;Ulrp o'uelCOIlOUle sur ~.

E dEN} pour base vectorielle sur

Posons p: T(V),

sur

enCI0InO]~J)n.1SnleSde l'ensemble image

T(V) par;

El =

{3) E ~ on pose par récurrence sur d;

p(h )(1) = À(h).1 ,et si d 2:: 1

p(h)(Vil 0 Vi2 0··· 0 Vid) = -ai1 (h)(Vil 0 Vi2 0··· 0 Vid) +Vil 0 p(h)(Vi20··· 0 Vid) ·

i) Vi E par récurrence sur on pose;

p(ei)(l) =0, et si d 2:: 1

o 0·· 0 )=

(End T(V) étant munie

représentation

sont vérifiées :

à..c en un endomorphisme d'algèbres

En fait, p une

IaCllelnellt (cf 1.2]) que les relations suivantes

h']) =0, et p(Àh+ = +
(pour tous h,h' dans ~ pour (À, Jl) E K 2 );

p([ei, fi] - a i) = 0, pour tout i dans

pour tout i dans l, et h dans ~

On note alors n+ (resp. n_), la sous algèbre de 9 engendrée par les images des ei

(resp. des fi) par la projection 1r de ..c sur On définit un isomorphisme K linéaire 0 de

$iEIKfi, sur V en posant; O(fi) =Vi ·

supposer T(V) C T(V) à 9 qui, à x E T(V), associe

l'endomorphisme de T(V) défini par y~ x.y = x0y. 9 est un endomorphisme d'algèbres

(T(V) est une algèbre associative, ce un de Lie). Va E T(V) po

=Vi.a = (a); autrement po = Vi, en tant qu'élément de T(V) ..

est, par conséquent, inclus

les Vi (c'est à dire l'algèbre libre elu~ellUrt~ par

T(V) ene::en<Jlree par

a alors
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(}

1

~1

v

p

(où i l'injection canonique).

n-l t ...... "' ..... 11_...... d - h h-1r1E9iEI!( fi Ou : ----+ es one se "",?r'\I""'Y'lIlf'r'n en un unIque omomorp Isme

d'algèbres de P2 : ..c(V) ----+ que le diagramme suivant soit commutatif:

(}-1

V E9iEI!( fi

f 1il ~1

P2

vérifie que P2 0 p(1r(fi» = P2 0 P est un homomorphime cl 'algèbres de

et n_ est engendrée par les 1r(fi) donc P2 0 P = et, de même p 0 P2 = Idv .

conséquent, 11'"1 œiEIKli = 0 i 0 () est injective. En particulier, on peut identifier

les et leurs images dans g, et on a ainsi établi que n_ est isomorphe à l'algèbre de Lie

engendrée par les fi pour i E

TI est clair que w(n+) = n_ (où désigne la sous algèbre de 9 engendrée par les €i)

et w(~) = ~ d'où c). w induit un isomorphisme entre les deux algèbres n+ et n_, puisque

west un automorphisme de g. .e(V) est donc isomorphe à n+. par l'isomorphisme

€i ...-+ Vi, on peut identifier V et EBiEIJ(€i

On a finalement -1I'"IœiEIKei =W 0 1I'"IœiEIKli 0 'ljJ où 'ljJ : œiEIKei ---.. œiEIKli est

linéaire et telle que: ei ---.. suite, 1I'"IœiEIKei est injective, ce qui établit b).

2) ·Montrons a) : Considérons à n-ri:~c~:n'l1'"

h E ker1r => p(1r(h» =0 => p(1r(h»l = 0 => À(h)l = 0 => A(h) = 0, puisque

est de caractéristique Dans la construction de la représentation, on pouvait choisir

arbitrairement À E sans changer 1r., par suite, il vient, h = o.
~ s'injecte dans g, il est donc possible de l'identifier à son image.

à montrer que la somme est effectivement directe.

établir a), il reste



et h E ~

=
que n+ + h + n_ =

n+ est une ""'_.II.,.&.&aJ.lL.lLAI.'l.AI.&t.J"""• .lLAi.

on a en

= on en+

éléments homogènes

C et

successifs des ei pour i E =0 ..

part, si Td nLllC''lIn-r.LlI

on montre que pour tout i E

enl~e]lal~ee par il

que p(h)l = À(h) =0 et p(n_)l =

QU4~lC()n(IUe de À et

et = 0..

à nouveau la possibilité d'un

pà

démontrer d), on

g, c'est à est stable par

de g, on a ainsi l'égalité cherchée..

œ~ œn+ est une sous algèbre de

générateurs

L'existence d'une graduation que le degré

pour tout i E soit ai (resp .. tout el€~mE~nt

soit 0 est évidente. TI suffit pour établir l'existence de graduation proposée de vérifier

que par on OU()tlE~ntc~.. sont no:me.l!:ene:s. on a

- ai) = 0; e·l - o·(h)e·) - o··'lJ 'l 1,1 - 1, ,

Cette 1iI"fHI""'l>n"~I~'1I"'I_~ est

sur les générateurs de l'algèbre.

~ C go par hypothèse sur la ~a~auatllon..

n+ est engendrée, comme espace vectoriel, par les crochets itérés des ei tels que

[eil ......ein] = [ei1 , [ei2' [ei3 ,····[ein_l'ein]··]]] (avecn ~ 1) est degréoil+oi2+ ....+0ift

non et à

obtient par le même raISOlln€~m~~nt que tous

ont un non situé

ele:me:nts homogènes engendrant

d) permet alors d'expliquer les restrictions données dans e) sur les racines possibles.

Si 0 E Q+, gO! est engendrée par les [eil .....ei ft ] où a = ail + .... +ai,. = njaj. On

a donc bien gO! C g[O!]. plus la décomposition est sûr gO! est engendrée par

au plus (nombre de permutations possibles sur les ei) générateurs donc est de dimen­

sion finie. résultat sur les espaces à une racine simple

(ie du type ai) et ses multiples est alors clair.

5) L;OnSIGé:rons

ces idéaux J on a donc

g'enSernOJle des 'lInn·", .... " gradués

n~=que
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i E

.................." ............''''''''...." trl"laJ,ement par 1)

et pour a == pour a = 0

est un

avec J nJ = El1 aEQJ n

t=

.LJLJLUI.n...JL.L,lLJL~.L pour les n-rd''\n-r'uJl1''.t:Jlc! n'riOlf',a.n.c.nTl~c!

que si t est égal à t ou fI = œt n Comme t est gradué

et ne rencontre 1) que trivialement, il est clair qu'on a déjà établi cette somme vectorielle,

reste à que les deux membres de cette somme sont des idéaux qui, de plus,

commutent, ce qui se fait très facilement [K; 1.1].

o

1.5.

L'algèbre de Kac-Moody-Borcherds est alors définie comme le quotient de g(A, R) par

l'idéal fI et est notée g(A, R), ou parfois g ou g(A). Cette définition (avec fI au lieu de t)

a suggérée par Berg.

TI est clair que

images.

s'injecte dans ft, on peut ainsi JL'-'IL .....'.L&.UAJl&...... JL ei et les fi avec leurs

LeJllln1le 1.5.1.

Si aij = 0, alors dans g on a (adei)ej = 0 et (ad = 0 .

Soit donc par hypothèse i et j dans J tels que aij = 0 (donc aji = 0), dans g on

considère le sous-espace vectoriel J de n+ engendré par des crochets itérés [eil •••ein] où

n E N \ {O, et = ~ , = J.. que J'est un idéal g.

Il est clair que J est stable sous l'action

[eit = il est

(ei) pour tout i E

sous

même comme

1).

Reste à étudier l'action des /k, k E J. On a grâce à Jacobi:

l=n

[/k, [ei1···ei.. ]J = 1)eh[ei2 [··[ei'_1 [[/k,ei,), [ei'+l···ei.. )))..]]) ·
1=1

Il est immédiat que les termes de la somme correspondants à des indices 1 < n - 1 sont

dans et seuls sont à regarder les cas 1= n - 1 et 1= n; mais alors dans chacun des cas,

les deux termes [[fk, ei], ej] et [ei' [fk, ej]] sont nuls. En effet, considérons,_ par exemple le

premier terme, si k f; i le résultat est immédiat, si k =i, alors le terme étudié est égal à

aj(a i)ej = aijej = o.
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J est un avec ses sont

des tf'>-rrt.tf'>nOTC' itérés contenant tous oO.Ug;a,tC&lre~mE~nt fi et comme termes).,

J est contenu tI, ce

o

Soit A une matrice de Borcherds générale, indexée par ,R une réalisation donnée

de et g l'algèbre Kac-Moody-Borcherds est associée.

a) Si que ai = 0 et de ceux sont

que fi E t, on a Fo = J6 et si J = alors l'application canonique

œiEIKfi œ ~ œiEI ---.,. g(A,R)/t est injective. On identifiera fi pour i E 1 avec

leurs images dans g.

particulier, si = 0, on a g(A, R) = g(A, R)/t.

b) g(A,R)/t = n+ EFJ 1) EFJ n~ où (resp. n_) est engendrée par les fi (resp. les fi)

pour i E J.

g=

idéal commutatif

=
g

œ (œiEFo œ où

commute à n+ et à n_, mais peut-être pas à 1).

est un

c) wpasse au quotient en une involution w telle que w(n+) = n_

=

fI est d'intersection triviale avec 1), il est donc clair que 1) s'injecte dans g.

g(A,R)/t (resp. g) étant le quotient de gpar un idéal gradué, g(A,R)/t (resp. g) est une

algèbre graduée. L'assertion a) est alors en grande partie évidente. démontrer que

Fo C J'0, considérons i tel que fi E t; t étant un idéal, [fi, fi] E t n f) et donc ai = 0,

donc i E J~.

1"1 ""'~_1!"'__""~" à n .....cu:.'!Dl'lT que =

Soit i E J6, on a aij = 0 pour tout j E l mais ceci implique (lemme 1.5.1) que ei et

fi commutent dans g aux autres générateurs de cette algèbre. t2 est donc un idéal de

g. plus, la de t2 de s'agit gradué

qui intersecte 1) trivialement puisqu'il ne contient pas d'éléments de degré O. Grâce à la

maximalité de l'idéal t, on a l'inclusion t2 C t ce établit Fo = J~.

wstabilise tI car de par sa définition elle stabilise VI, donc conserve la propriété d'être

intersecté trivialement par 1), en tant qu'automorphisme d'algèbre de Lie, transforme un

gradué en un idéal gradué, la seconde assertion a) vient facilement grâce à



tl.. le réS"llltéi,t p:rec:eQlem.m~~nt

pour i E

et àw; on

ceque ei E teston

t.estce

au 'U u.'U'''J.'~A.l'' en 1U.VJLI.AI.~iAlAI."

il estai pour un i E

est '1'n'P·'IrYllL't.Ll

donc tout .t'f'~1l"'~1I"'~T.l~n.,.

passe,

Cl

2.1 ..... ~ .......... _- g

D'après la IIJJL'-'IIJ .......'I>J.I.'U.lI._JLa. si Fo f:. 0 on a

g= =

c'est à que g est la somme idéal commutatif et de l'algèbre de Kac-Moody-

~n"r~n~"'I'c obtenue en considérant matrice et la réalisation immédiatement

déduite de celle considérée.. plus, l'action de sur l'idéal commutatif est très

simple..

supposera

et est indexée par

t. conséquent, quitte à

supposer

ce

1.4.3 c'est à dire est

plus, changer a i en 'Cia i avec Ci > ne "'UC:.lIIAI.""~

remplacer, pour i E ,ai par (2/aii)ai, (c'est à

que est

t'r()D()~slt:lon 2.1.1.

a) g = satisfait à :

(ad ei)l-aij e j =

(adei)ej = 0, (ad = (Yi E Ietaij = 0)'

queaf; aE

'" U.'...,IU..lI.'\,;UIU en une gréi.atratJlOngpar

note il =
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a

=c) tout a E n, est et

(8 + Za i ) n fi c fi+ et de plus N'ai n !l+ =
d) a E n+ = EB O'EO+ gO' est tel que [a, fi} = 0 pour tout i E l

e) d est connexe.

a = o.

i E les ....".,,...,....,, ........... ,,

(pour tout j tel/que aij = 0)

.a..a..a.""'u.a. ... ,-lI ..... "'" (si

a) caractérisent

se déduisent des premières relations de (1).

[Bol] que, le cas rnatrice A

dualité est un produit bilinéaire symétrique non dégénéré), les relations

t (voir également [K; chap 13]).

3) L'hypothèse de maximalité de t est essentielle pour démontrer d), par contre, pour

a), b), c), e) et tous les résultats qui vont suivre (sauf la remarque suivante), on peut

considérer le quotient gl de g par un idéal gradué dans t et contenant l'idéal

engendré par :

(adei)l-aiiej, (adfi)l-a ij fj (Vi EIre)

(ad ei)ej, (ad !i)!j, (Vi E et aij = 0)

4}D'après d) le centre de g est c = {h E ai(h) =0 (Vi El)} (puisque le centre

algèbre de Lie graduée est un idéal gradué). On montre encore ce résultat sans

utiliser d) (donc aussi pour sous l'hypothèse (R4) de

5) note il de fi par de Q 1)"

ai sur ai. Alors [il] U {O} est l'ensemble des poids de t) dans la représentation adjointe.

étudiera plus tard la structure de il sous certaines hypothèses (voir 2.3.5 ainsi que le

chapitre IV).

D'après les lemmes précédents, on connait des familles génératrices des espaces radi-

ciels, il est clair que b) est vrai. même la seconde partie de a) résulte de (1.5.1).

Démontrons c), on sait que toute racine est située dans Q+ U Q_, par suite SI

aEn+\Nai' (a+Zai)nnC



notons une COlnnClsanle connexe non

Ct et son COlnDJleIIlen'taJJre le sut~no:rt

E Vj E =0 i) = 0 ·

a est torcélneIlt

on a a E Q(Il ) et

est contenu dans (et en fait égal

u (n n Q+(I2» et de son

commute donc à sous algèbre

en~~enQrE~ par

comme on a ..,""...,. __1"' ......

sous espaces ra<l1C]lelS

J.UU''lJJ..O'''-',,",U.I.VU avec ~. est

à)

sous algèbre engendrée par les ei, pour i E

enJ(enarE~e par €i, pour i E

est une sous ;lJO'IPt\l"P_

= 0.

considérons comme

la~Uelle pour tout relatif non j,

type

= ~.

pour

à considérer ses rl11irn?.t:,nt-.t~C'Soit alors a E = Ef7i>ogj(l) tel que [a,

composantes, on supposer que a est un éléJrne](lt nomloe::én~e"l pour tout i E il est

que [a, = 0 .

Posons alors, = { E
i~O

est visiblement invariant sous l'action

}, c'est un sous espace vectoriel de n+. TI

et ~.

Montrons qu'il est également invariant sous c'est à que pour tout i E il

c
Soit kEN, montrons, par récurrence sur k ~ 0 que:

k = [fi, (ad~)ia] = 0, se démontre aisément, par récurrence sur j, grâce à

l'identité de Jacobi.

k 2:: 1, pour tout v E

(adv)(adgl(1 )k-l(ad~)ia] = [[fi, v], (adgl (1 )k-l(ad~)ial
·+[v, [fi, (adg1(1 )k-l(ad~)ja]]

premier terme du second m€~ml)re est dans car [fi, v] E

hypothèse

le second l'est par

est donc, si a f= 0 un idéal gradué (on a C''1''ll''''','1'''l.r\(:'''fi a homogène) de g inclus dans

ne de t.
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a LJO<ULIU'ILI""""J"-J que matrice A est

pose alors, pour un i

si on pose

on a en effet le

et pour j E 1\

est une algèbre de

ai}.

(Jij = (adfi)l-a i ; fj ·

g est un pour on note U

a [ai,/j] = -aij/j; [ei,/j] =0 car a;, - aj rt. Q+ U Q_.
'~"'&JL_'iUL""''''''' en~~en~are par

on voit que fj, est un vecteur deGrâce à l'identification précédente du

poids

[ei' (Jij] = - aij)(aij - 1+aij +1)(adfi)-aii =0; plus, si k rt. { i, j}, [ek' (Jij] = 0

car -aj - - aij)ai + ak fi. Q+ U Q-, enfin, [ej,Oij] E gl-aijO'i = {ü} si aij -# si

= 0, on utilise c) .. Finalement, on établit grâce à d) que (Jij = 0..

2.1.2.

iE et sont l U(;,ale.J[Ile.J[H, U.4AV'JV"'-'.U.vo sur g.

o

Lelrnnle 2.1.3.

Pour tout i dans on pose = œ EB i.

a) Si ai;' = 0 [g(i)L9(i)] = i c 3(g(i»

On a supposé ai :p donc K lX i = et est isomorphe à l'algèbre d'Heisenberg.

b) Sinon, g(i) est isomorphe à 5(2, on a dans le 5[2-triplet standard :

{ei; (2/aii)/i; (2/aii)a il.

o

Soit i E

g se décompose en somme directe de sous modules g(i)-irréductibles de dimensions

Si a E n+ \ {ai}, {a + ka;" k E Z}n n= (a - pai .......a + qai] C n+ où P et q

sont dans N et p - q = (2/aii) < a,ai >=< n,ai> (puisque la matrice est supposée

normalisée).
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aE

aE

, et a +ai fi.
\ et a - ai fi.

< a,ai >~ 0

< a,ai,>~ 0

Considérons l'algèbre engendrée par les fi où i E (au = 2). On sait

sons-espace radiciel ga où a E Q+ est engendré par les crochets itérés [eil ...ein ] tels que

en déduit que =~n

est l'algèbre Kac-Moody associée à

= II n
et à sa réalisation

vérifient les

effet, pour chaque i E on a supposé aii = 2,

obtenu dans le lemme précédent.

est une algèbre engendrée par ~ n les ei

relations:

pour i E

a i) est le triplet

[h., h'] =0
rh, ei] =
[h,fi] = -ai(h)fi
[ei' fi] =éija i
(adei)l-aàiej = 0
(adfi)l-aii fj = 0

d) , si a E E9 aennQ+(Ire)ga, et si fa, fi] = 0 pour tout

les algèbres dans

prop A2], prouve que dans

de plus on a d'après le lemme

i E alors a = 0; ce permet

lesquelles les relations précédentes sont vérifiées. Ce

il n'existe pas d'idéal gradué d'intersection triviale avec

On peut alors utiliser la notion, introduite par Kac, de gre-module intégrable.

vérifie alors facilement que g(A, R) est un tel gre-module, c'est à dire que pour la

représentation adjointe, l'action de ~ n9re est diagonalisable, et que les ei, fi, pour i E

sont localement nilpotents. Le corollaire est alors une application évidente de (K; 3.6].

o

2.2. groupe

groupe de Weyl est le sous-groupe de X AutQ X Autf)", engendré par les

éléments Ri = (ri, Ti, Pi) pour i E où les actions des coordonnées de sont données

par;

= h - [ai](h)ai \th E f) où pour une compatibilité des notations avec suite,

on note a i = ai .



=a-

- 28-

= a- < a, > ai

=

ne stabilise pas ne(:esslaJ.rem,ent EBiEIZai, il et il suffit pour cela que la transposée

A soit également une .........._'v .... .&"'''''"' de 1H..n.'rC·.l!l'l~.... :..r!.....lS .. car il existe j E et i E l tel que

~ N.

TI apparait que Q(Ir@) est stable sous l'action de W et que:

Vw E - Id) A) C Q(Ir@)0zI(

(w - c Q A(Ir@)0zK

(w-Id)(Q) CQ(Ir@)

pour les actions évidentes de W sur 1) A, 1) et Q..

A corollaire 2.1.4 on montre facilement que:

fi est "' "" sous l'action groupe de

o

même, il est clair., à partir de la condition a En==> a E Q+ U Q_, que:

Soit a E fi+, si i E

o

vu du corollaire 2.1.2, on peut définir, pour i E

obtient ainsi un automorphisme de g.

J:'r()pO~slt:lon 2.2.3.

1) Til ~ = ri, Ti(llo,) =llri(œ)

2) Si 1r est une représentation intégrable de + f) on a ri(VÀ) = Vri(À) si

ri = exp (1r€i) exp (-1r fi) exp (1Tei) = exp (1r fi) exp (-1r€i) exp (1T fi) et si ri est

comme ci-dessus en f) A par
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sous l'action de

_ ........... v ...........·.....& sur

con.Sla4~rO]lS U =

Ti(ga). C Ti(g[a]) n U =
a.lt:!r:lll,r:; agissant comme une

et

Ti étant un 'lAI'UI.'U_..a.JL..a._..a. !J..a.lLJLV..a...a.JL'-"

sous-espaces on l'égalité = (a)"

Ti fixe les éléments h de f) tels que aieh) = 0, et comme Ti(ai) = -ai (calcul facile)

on a Till) =

o

LeJrnmle 2.2.4.

Si, pour w E on a dans Q, wai = a j alors wa i = a j "

Supposons donc wai = a j avec i :f. j, on déduit de wai - ai E Q(Ire) que i et j sont

Considérons alors une décomposition de w suivant la famille des générateurs

w =Ril "" ..

On a Th "".Tin[gai,g-aé] = [gw(aâ),g-w(aâ)] = [gai,g-aj] = [I(ej,Kfj] = I(a]

et donc rit ... ri"I~(ai)=ri;... (ai) E j .

De plus, ai(ai) = (w(ai))(w(ai)) =2, ce qui w(ai) =a] .

o

w s'écritW étant engendré par les Ri, si un elément quelconque w de

on dira qu'il s'agit d'une décomposition de longueur n de w.

On appellera décomposition réduite de w, une de celles pour lesquelles minimum

des longueurs possibles est atteint.

Si w E admet pour décomposition w = , et si w(ai) E Q_, alors il existe

un sE .... t} que

WRi =



==

Zs pour

a donc dans

il un

(ai) E Q- ·

(Ui) = , on pose

Eet

et

D'après la T'lo'P'''-T'loilt'''l.C'1T1i1!'''1<T\

d'où

=

[]

On déduit ce qui précède:

---.. __. 2.2.6.

on désigne par l(w) la longueur d'une décomposition réduite de w,

l(wRi) < l(w) -<==:} w(ai) E Q- -<==:} = l(w) - 1

l(WRi) > l(w) -<==:} w(ai) E Q+ -<==:} l(WRi) = + 1

l(WRi) = l(w) est impossible.

Dans le lemme précédent, on a montré la réciproque de la première assertion.

Si w(ai) E Q+, on a wRi(ai) E Q_ donc l(w) = l(wRl) < l(wRi), ce qui démontre

la de la deuxième assertion, ainsi que la troisième. reste lemme est alors

o

groupe est .,&1wI''''' ....''''''''" .... ,., ........ '''' au groupe de Coxeter par générateurs et

/ = si < (0)



si sont nOlnnt:l~ par:

mii = 1et si i:f j

=2<==>À=O

=3<==>À=1

=4<==>À=2

mij = 6 <==> À = 3

mij = 00 <==> À ~ 4

Remarque:

groupe est donc entièrement défini par son graphe de Coxeter qui est

sous-jacent au graphe de Dynkin de A restJ;eint à (c'est à dire obtenu en abandonnant

les flèches et les nombres et en remplaçant les liaisons doubles munies flèches

opposées ou quadruples par des traits gras).

D'après [Bbki, Lie IV], lorsque dans un groupe engendré par un ensemble s d'éléments

d'ordre deux, la condition d'échange est vérifiée, le groupe est le groupe défini par les

générateurs que sont les éléments de s et les relations vérifiées entre les éléments de s

deux à deux, ainsi que relation R2 = l pour chaque élément de s.

Dans cas de il ne nous reste plus les des ele:ments

pour i et j distincts dans

Calculons d'abord l'ordre de la restriction de à Zai œZa j.

Dans la base {ai,aj}, la matrice de l'action de RiRj est

"r't._II"«T'In_1l"'l!'"1Ld''ll P car'act;erlstHlue a ses co~~rn~Cle][ll;5 on le plonge C[X].

est d'ordre

Si À >

Si À =

infini.

P n'admet pas de racines réelles

..........uv........ '''"''" ......., ........... et

1 est valeur propre double,

1 et -1 ne sont pas valeurs propres;

est

· , '\ (1 11)est conjuguee a 0

même, grâce au calcul des valeurs propres on a

À =3, l'ordre de la restriction est 6;

À =2, l'ordre de restriction est 4;
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À =1,

À=

""'..... "' ............. "' ....- ...... est 3;

,...,...C'Y'""lPlI.~TlIr~~ est 2.

J.yJL"'.6J.I.~J.vJ.1.0 à présent que de est toujours égal à l'ordre mij de sa restriction

peut supposer que mij < 00 sans quoi il n'y a rien à démontrer. Par suite, on a

À :p 4 et la matrice d'ordre deux obtenue précédemment est inversible.

{a il Vi/ a JIVij} engendre Vi/'. dans Q®z ou Q, l'ordre de RiRj est

mij puisque :

®z = o œ E Q0z / a =a j(b) = O} cette

décomposition est stable par et R j •

on repète un raisonnement analogue pour ~ et ~ "', puisque, comme .À :1 {ai, a j}

et i, a j} sont libres.

Remarque:

Comme la démonstration de la proposition précédente n'a utilisé que l'action de W

sur (Q) est par les mêmes "...."'......"'.......... "'''' ............. et

(Q) agissantcomme un sous-groupepeut considérerest isomorphe à

sur ~ et sur

contre n'est pas toujours un sous-groupe de "). C'est cependant vrai si

on suppose que pour tous a E Q+ et fi E n_, les images dans f)" (pour l'application

additive de Q dans qui envoie ai sur ai) sont distinctes et non nulles, car alors on peut

démontrer un analogue de 2.2.2 dans f)" (voir 9.4) ..

2.3. système

l'r()D<ltSlt:lon 2.3.1.

fi vérifie les propriétés suivantes;

(SRI) fi C Qi fi = (finQ+)u(nnQ_) et si n+ = nnQ+
et n_ = il n Q_ alors n+ =
(SR2) Vi E Q ai nn= {ai} ;+

(SR3) Vi E Ire, Va E n+ \ N'ai"

{a + kai, k E Z} n fi = [a - pai, .. '" a +qai] C Q+ où p et q sont dans N

et vérifient p - q = < a,ai > = < 0:, >.

(SR4) Vi E Iim, Va E n+ \Q+ ai,

(i) < 0:,0: i > < 0 {=> a + C f!+;
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< a, ai> =0 ==> a +ai ~

il que: a - ai En.

Les propriétés (SRl),(SR2),(SR3) ont été démontrées en et 2.1.4.

(SR5), soit a E n+ l'espace pas à l'élément nul

et est engendré par des crochets itérés des ei. Soit un tel crochet itéré non nul (ei1 ••• ein ]

avec ai; = a, il est donc clair que le crochet [ei2... ] n'est pas nul et que donc

à que a- est encore une JLIIIJU"'... .lLJL........

Remarque:

on a quotienté par t, on peut être plus précis:

Considérons a E 11+ \ on peut trouver un vecteur VOt non dans l'espace radiciel

. D'après le 2.1.1.d), si (VOt,fiJ =0, pour tout i dans alors le vecteur est nul, ce

"""_JL,LYJL'-,"-.IL.lLY notre hypothèse. peut donc trouver i E l que [vOt,/d est un vecteur non

l'espace radiciel gOt-Otli n'est donc pas réduit au vecteur nul et par suite a - ai est

encore une racine .

Reste enfin à établir (SR4). Considérons i E et a E \ Nai, on note SOt le

support de a; on sait que aii ~ 0 donc il est clair que < a, ai > = 0 signifie que la réunion

{il U SOt n'est pas connexe; par connexité des supports des racines (cf 2.1.1.e) a +ai ne

peut alors pas être dans

L'assertion (ii) est alors évidente.

montrer l'assertion (i), il suffit, par récurrence, de prouver que:

< a, ai> < 0 ==> a +ai E !1+. Supposons donc à présent, < a, ai> < 0 et a +ai €/: n,
alors:

ai E [gOti' g-Oti] \ {O}, 3va E ga \ {O} ==> [ai,va] = a(ai)va f:: 0,

donc [(ei' va] f:: °ce qui par Jacobi implique que [ei, va] et [fi, va] ne sont pas simul-

tanément nuls. Si, comme on l'a supposé a + ai ~ fi alors a - ai E !1+.
œ2='-ooga+ka i est un g(i)-module et comme: n= Q+ U

Considérons le g(i)-module de dimension finie: U = œ~=-koga+kali.

aii f:: 0, d'après la théorie des représentations de dimension finie de 5(2,

(a - kOai)(2ai/aii) = -a(2ai/aii) et donc (a - kOai)(ai) = -a(ai) > 0 ce qui est

impossible car a - kOai E Q+ et i E



le cas aii = U est un espace on une base

pour p entre 0 et

ai sur les sous espaces par ~) - i) sur élément.i -

adai =a(a
A et d'autre ei ei ai

en que la trace l'opérateur être nulle, ce

l'hypothèse a(a i) < 0, puisque le corps est de caractéristique nulle.

contredit

les deux cas, on a obtenu une contradiction, ce ae]montl~e le résultat

o

En vue d'une généralisation ultérieure de notion de systèmes de racines, on établit

à présent un résultat (basé sur un raisonnement [K; 5.3]) général que celui

dans ce chapitre.

considère une matrice de Hn·rr"na~rtc! ....L.A ......." •••-lI.O-lI lIJlue:x.ee par une réalisation

de A et pour i E l des sous-ensembles

Si i E = N;

de Q+ tels que :

est stable\ {O} admet 3/4 pour .a.J1..a.J1..a.JL._.a.""",Lll.U etcontient 0 et 1,i E

l'addition.

Sous ces hypothèses, Mi,ind, désignera l'ensemble des éléments indécomposables par

l'addition de \ {O}, tout élément de \ {D} est somme d'éléments de lvfi,ind et

1 E Mi,ind; on note alors:

et on obtient :

Si 'li est une partie de tfJiEIMi ai telle que:

Yi E !, Mi,ind aie 'li

(SR3b) Yi E 'ta E 'li \ /lai

{a + ka;. /- < a, ai > ~ k ~ O} C 'li si < il, > ~

{a + ka;. / - < a, ai > ~ k ~ O} e 'li si < a, ai > ~ 0;

(C') Yi E 'ta E 'li \ Mia;., < a, aAi > < 0 => a + ai e w.
avec les notations précédentes:

Ya E E 3mi E / a - miai E

et est inclus dans \li.



......""' ....L4" ...... " est encore VaIaOJLe si on reDLlDl.ace par un corps

un corps que

1) TI suffit de montrer qu'il existe i E l et mi E que Q - miQi E 'li puisque:

- si ai est < a - ai, ai> = < a, ai> -aii or par < a, ai> :$ 0 et

- si i E par on sait que Ct - miai est

QQ à toutes ou par

Ct = (a - miai) + miai, soit ~ E SOt-miOti et pas

est un eleJrne][lt

support a,

à {il par hy-

pothèse sur les éléments

< Ct - miO'.i, 0'. i > < o.
cela ImlDll<lue de

soit il est

par

dans les deux cas, on a clairement

ou par (C') seconde assertion

aE

admet

- 1/2,

hypothèseet b :f o.}.

h ....... ·..... "".......... est

est un ens.em.Dle

avec ni - Pi E

(3Eune

2) Supposons donc 0'. E

Considérons = {b E q, 1b =

Supposons fi = PiO'.i·

veut aeInO]ltr4~r

3mi E Mi,ind tels que : fi =a - miai .

suppose ceci faux.

\ {Ole

TI est que SfJ C Set.

au de (3, (elle

a suivant i est dans

a) que ceci AAAA"'AA"'" 'Ul.,,",

Si SfJ :f SOt, on considère une ai

existe par connexité de SOt).

hypothèse < (3, ai> < donc (SR3b) et (C') ImlOll<Jluellt que (3+niai E pour tout

ni E la négation de (*) et maximalité fi entraînent alors une contradiction

avec l'hypothèse i E SOt \ S/3 puisque la """"''''A'UL'VJU..B.I.''''''''

en l'égalité des supports.

b) Considérons alors le sous-ensemble de

={iESa}\{j! =v; l = .( i E s~ l 'O. < n. -
AJ-I '" - -,A ........ .. }

= {i E / E \



- 36-

a U __ IJ....,U,,", j3 =f. a veut U'-'A..I..I.'U'..l.JL1U.L à

iE pour

- Pj et

à un element,

pour tout mj <

pasle .......... .".,..".,._.....11"Supposons le ""_Jl.JLUJI."""..ll.JI.

= SOt lI'11"T'\'nl"lI""'~ que pour tout eleJŒlelltse

E ind, j3 + mjaj ::; a, et f3 + mjaj =f. a (à cause

aj + (3 fi. par f3 ce < (3,aj >1. 0 pour tout j E S{3.

On en déduit que A(S{3)/3 2:: 0 et donc A(S{3) est indécomposable (par connexité

S(3) est type fini ou

'évE~nttla1rte A(S~) de type

classification on a :

A(S~)a S 0 car a E ce qui ... .JLlLU'.... JI.""'-.LV·

est de type affine et grâce au théorème

imaginaire positive minimale

associée à A(S{3) :a = no,

A(S~)/3 2:: 0 => A(S~)/3 =0

A(S{3)a ::; 0 => A(S{3)a = 0

a et'(3 sont tous deux des multiples positifs de

6 système de l'algèbre

/3 = m6 avec 0 < m < n.

Les hypothèses faites sur 'li montrent qu'il contient Ll(A(S~))+ des' racines

réelles positives de ~(A(Sf3)) et on sait, d'après (SR5) dans ~(A(Sf3)) et le fait que

Ll(A(Sf3))im = Z*o, qu'il existe une racine Î telle que mo ::; Î ::; no (au sens où

les inégalités sont vérifiées coordonnées par coordonnées), comme Î est réelle, elle est

différente de fi = mO et a = no; ce contredit donc la "maximalité" (3.

c) peut alors considérer une composante connexe de R, qui est alors par con-

nexité du support de a, liée à SOl \ R = E BOl; ni = Pi}. On note io un indice de F

suivant lequel une telle liaison existe. D'après la définition de R et les conditions (SR3b)

ou (C') on a :

ViE <(3,ai> 2::0.

pose (3' = Piai et on a :

< {3',ai > =< {3,ai > - Pj < aj,ai > 2:: 0 (Vi E F)
j~F .

< j3',ai~ > =< j3,ai~ > - Pj < aj,ai~> > 0
jflF

comme i E on sait que < aj,ai > S pour tout j (j. F, et existe

j E que < aj, a i~ > < O. Comme f3' est un élément toutes les coordonnées

sont F,

est de fini.



,= on a:

< ï, ai> = < a - ai> (Yi E

car est une '-',,",Jl.JL.JL. 1J',,",UIW.&.JL..J'-' corlllexe

a - f3 et de 1 coincident.

R de Ct - {3, suivant laquelle les coordonnées

i dans on a < a, ai> :5 0 et < f3, ai> 2: ce

< 1', ai> ~ 0 ('Vi E F)

Q(F) sont strictement

matrice A(F) ne peut pas être de type

la contradiction cherchée.

d) suite, pour tout Ct élément de on trouver i E l et ni E tel que

o

Dans le contexte actuel, notons alors :

={aE \ (UiElim)Zai ; SOl est connexe et < a,ai > :5 0 (Vi El)}

obtient la structure de n

û= U U±WK

= N pour tout i, on obtientappliquant la proposition à W = n+ avec

immédiatement le résultat important J( C n.
D'après la stabilité de fi sous on a d~jà l'inclusion U u en.

Il reste à montrer que toute racine est à un élément de base ou de

cela, il suffit de remarquer que d'après la proposition 2.2.2, si un élément de n+
n'est pas conjugué à un élément de la base, alors son orbite sous est incluse dans Q+.

On peut alors considérer un élément de hauteur minimale de cette orbite. On montre

alors facilement que cet élément est dans

o
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Im:meUlalte GJ on en que :

2.3.4.

système de racines fi de la radicielle associée à l'algèbre de Kac-~;foody-

aelJenla pas réalisation, il est aussi que toute algèbre

comme dans remarque 2.1.1. 3).

Les systèmes de racines [ü] et Ü, associé à cette algèbre dépendent des réalisations

sont mêmes pour

D

2.3.5.

On considère les systèmes de racines ü et rü].

Toute racine s'écrit comme combinaison linéaire à coefficients entiers tous de même'

des racines simples. Si a·= niai. est une décomposition que Q on ait,

niai En, on dira qu'il s'agit "bonne décomposition".

systèmes racines ainsi considérés tous les conditions ..... """ ..............AV"""..,

des conditions de (SR3) ou (SR3b) et en ils sont stables sous

l'action du groupe de Weyl;

Si a est une réelle et f3 une autre [/3,/3±a, ... ra (/3)] est dans le système

si f3 n'est pas proportionnelle à o.

Si ai est une racine imaginaire simple et f3 une autre racine positive (au sens où il

existe une "bonne décomposition" de a dans EiEI Nai), si < /3, ai> < 0 alors fi + N'ai

est inclus dans système.

Les deux systèmes vérifient (SR5), si lorsqu'on écrit, a E n+, cela signifie qu'elle est

positive au sens précédent.

CI
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désigne toujours un corps totalement ordonné, fixé dans la suite.

Une matrice de Borcherds générale à coefficients dans A = (aij) , où (i,j) E [2,

d'ensemble d'indices l ou dénombrable, sera dite Borcherds relative si elle vérifie

les propriétés : (H1); (B4) de ainsi que :

(B5') i E => au E { 1, 2 };

définit alors une partition de J par :

aii = 1 {::::::} i E 12 ;

aii =2 {::::::} i E

aii =0 {::::::} i E Jo;

On ci alors = U et = Jo U

telle matrice sera dite de si, tous ses coefficients sont

des entiers (cf [B3 R] où l'on trouvera la justification de ce genre de définition)

Si Iim = 0 et si A est de type fini, elle sera appelée matrice de Cartan relative.

Dans le cas des matrices de Borcherds relatives, on a aij E Z si i E et en général

E Z si i E cas des matrices de Borcherds relatives telles que aij E Z si i E

est particulièrement intéressant (cf



N{)rCn~f>.rll.q nor1na;'ZSi.~e associée à est déduite A en

tous les COE~rnlCle:nLS autrement ses

si i E , et =

A est une matrice de Borcherds relative, on associe un nU1"nril.rn.rn.p

construit:

A tout i E on associe un point, indexé par i, et

ce est négatif ou nul, ou une croix si aii = 1.

.............. '........... ''''' .... on fait figurer aii si

Si, et seulement si aij =1 on lie les sommets i et j

précisément, si i et j sont deux éléments de on utilise les conventions de

enmatrice normaliséecelui de

Kac, [K; 4.7]; si bijbji ::; 4 et Ibijl 2:: Ibjil, les deux sommets sont liés par Ibijl segments,

et ceux-çi sont munis d'une flèche dirigée vers i si Ibijl > 1. Si bijbji > 4, ou, si l'un des

au moins n'est pas dans on les lie par un trait gras au dessus duquel on note

près de i et fbjil près de j.

diagramme de Dynkin de A est

affectant, de plus, les sommets correspondants aux éléments de d'une croix..

Comme pour une matrice de Borcherds normalisée, A est indécomposable (cf 1.. 1) si

et seulement si son diagramme de est un graphe connexe..

3.2. associée,

Etant donnée une matrice de Borcherds relative, on lui associe une matrice de Kac­

Moody, notée ]((A), définie par:

=(bij)(i ')EI2 où bij =2aij/aii E Z, autrement dit ]((A) = B(A(Ire)) = B(A)(Ire).
,) re

introduit des symboles ai, ai pour i E II = {ai / i E et lIA = {a i / i E I}.

J C on notera dans la suite:

II(J) ={ai / i E J}; Q(J) =œZai; Q{rj)(J) = œQai;
iEJ ~ iEJ

QA(J) = œZai Q (~)(J) = œQai Q KA} (J) = œ!(tai QK(J) = EBiEJKai
iEJ ~ iEJ iEJ

Lorsque J = (1) ne sera pas nécessairement indiqué.

a donc une réalisation (QQ,Q(Q' lIA) de A sur Q, pour la dualité entre QK et

Q~ telle que aji = < ai,aj >.

Le signe + (resp .. -) en indice de ces ensembles (ou d'une partie de l'un d'eux) signifiera

que ne considère que les éléments dont les coordonnées sont positives ou nulles (resp.

ou nulles) ..
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au l,on le la

à ensembles comme des i E tels que sa

ai a i) soit non (resp. somme de ses coordonnées).

i E on appellera coracine de ai l'élément de QA(Ire) :

ai = ai si i E ,ai = 2ai si i E et < aj,ai >= bij pour tout (i,j) E

définit un élément ) stabilise QQ' Q et d'ordre deux en

posant, sous les hypothèses précédentes,

De même, pour i E

En général ri ne stabilise pas Q A(ni Q A(/re)) par contre il stabilise QQ(Ire) puisque 2aji E Z

dès que j E

t"r()pO~slt:lon 3.2.1.

sous groupe de GL(Q Kt) (resp. de GL(Q;1)) engendré par les ri (resp. par les ri)

pour i E est isomorphe au groupe de Coxeter :

si mij < (0)

si À désigne bijbji, les coefficients mij sont donnés par:

mii = 1; et si i f; j :

mij =2~ À =0;

mij =3~ À = 1;

mij = 4~ À = 2;

mij =6~ À = 3;

= 00~ À 2:: 4.

TiTj l'ordre sa restriction à Zai +Zaj.)



/
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se ce It:"Ul~dI~'l on pourra laentlner

groupe de Weyl est donc celui attaché classiquement à matrice de Kac-Moody

et son sur est

de sa restriction à Zai œZa j c'est à dire mij

,...,. .... , ... ,...,.,.,.C'lT'Ir-......." se à un

de TiT j sur est égal à

comme ci-dessus 1] ou ).

en théorie de Kac-Moody pour la restriction (cf nO

o

.définit comme au chapitre précédent la longueur

de démontrer que stabilise Q(Ire), et que:

élément de Il est facile

t/w E ,(w - IdQ)(Q) C

matrice ]((A) étant à coefficients dans Il, on déduit ([Rée 1;

12 (a)]) que (Q(Ire ), (i E est ce qu'il une base racines sur Z, il

en est de même de (Qv(Ire), {ri, (i E Ire)}), où QV = œZai et = {at / a E lICIte)}.
iElre

Grâce à la connaissance des systèmes de racines des algèbres de Kac-Moody [K; 5.4]

on a alors:

Si on note:

LelrnDJle 3.2.2.

système de racines à base libre de l'algèbre de Kac-Moody associée à ]((A) est

~ =WII(Ire ) U ±W ]((Ire).

D



wE de longueur 1 et W = ...Ti, une décomposition w alors:

a) (ai,)E

.,) rte TT oP t S r Q* / l' '\ Q }D ~1, comme llee, on no e w =ta E <Q,+ w\a) E IQ,- on a :

)}

c) L'ensemble des i tels que Ti apparaisse dans une décomposition réduite w ne

aeJJenlQ pas décomposition considérée. support de w.

possibilité d'utiliser les résultats établis par Rée est par la remarque faite

précédemment: (Q,II(Ire),{Ti;i E Ire}),.est ce qu'il appelle une base de racines. On

déduit donc a) et b) de [Rée 1; II 9 et 23], d'ailleurs a) est classique.

c) on peut se référer au problème des mots dans un système Coxeter tel qu'il

est traité dans [Br].

o

Lelrnrrle 3.2.4.

considère dans Q (resp. Q<Q)

A ={a E Q+ / w(a) - a E
iElre

AQ={aEQ<OJ.,+/w(a)-aE Q+ai,VwE}
iElre

B ={a E Q+ / < a, >::; 0, Vi E }

BQ = { a E Q'Q,+ / < a, ai > ::; 0, 'Vi E }

a alors

A= =

si a E A'Q et w E sont tels que w(a) E AQ, alors w(a) = ct et w s'écrit

comme un produit d'éléments Ti pour des i E tels que < a, ai > =o.

a résultat analogue en remplaçant par
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est clair que si a et w(a) sont SlnlultaIleIln.eIlt

'ln~clUSlOin AtQ C est

a=

a E AtQ et si i E

<a,ai>~O.

Q+ ai et donc

que pour obtenir ce résultat on utilise essentiellement la propriété:

E ain aj=
jElre

Démontrons l'inclusion contraire: Soit a E BtQ, prouvons par récurrence sur l(w) que:

w(a) - a E Q+ ai .
iElre

Si = 0, le résultat est évident.

Si l(w) = 1,3i E tel que w = Ti, alors: w(a)-a = - < a, > ai E Q+ai et donc

appartient à EiElre Q+ ai . De plus w(a) = a si et seulement si < a, > = o.
Supposons que si w E W, l(w) ~ 1- l,lE N*, w(a) - a E Q+ai.

Soit alors w E W tel que l( w) = l, et w = TilH.Ti, une décomposition réduite de w,
w(a) - a = (Tit ...Til_1(a) ...... a) +Til (ril(a) ...... a)

(a) - a) + < a, aVi, > a i, )

Q+ ai par hypothèse de récurrence;

...Ti,_ 1(...... < a, aVi, > ai,) E EiElre Q+ ai par minimalité de la décomposition (lemme

3.2.3) et l'hypothèse sur a. De plus alors w(a) = a si et seulement si Til ••• Ti,_l (a) = a

et < a,ai~ > = 0 d'où le résultat anoncé.

résultat est alors évident en ce qui concerne A et puisque ce sont exactement les

et avec Q.

o
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K3,DD,elC)nS alors les résultats établis par 1; 17]

Si i et j sont dans si west un élément de tels que:

Il un n :5

suites {i h}h:5n+l' {jh}h:5n dans

une {Wh}h$n

tels que:

\ et

W = Wn •..WI l(w) = 2:h$nl(wh)

il = i i n+l = j

Wh (a in) =a in + l , ih =1 j h, i h+1 E {ih, j h}, Wh E (Tin' T jn )

,in < 00 et l(wh) =mih,jh - l avec de plus:

Si mih,jh = 2nh, ih+l = ih et Wh = Tjh (Tin Tjh,)nn-
l

Si ,ih = 2n h + 1, ih+l = jh et Wh = (rin Tjh )nh

.~-""'-~ 3.3.2.

o

Soit w E si w(ai) = J1J':X.j avec J.L E N* alors: J.L =1,

a) si i et j sont distincts i E ,j E , et ils peuvent être connectés dans le diagramme

de Dynkin par un chemin formé de liaisons simples entre des éléments de

b)w(ai)=aj.

stabilise Q et ai est Q, il est que JL =
D'après ce qui a été vu avant, si i E Iim , w(ai) - ai E Q(Ire), donc l'hypothèse

.lI..&.JI.JL·tJ.&JL"~".lL'" dans ce cas que i = j. D'après w = ...Ti,avec < ai,ai~ > = 0, pour

tous ces entiers. La matrice A possède la propriété de symétrie combinatoire, par suite

< ,a i > est également nul et donc w(ai) = a i.

Supposons dorénavant i et j dans Ire.

sait que < w(ah),w(aî) > =< ah,aî >, en particulier les deux éléments i et

j sont simultanément dans l'une des parties ou [2. peut utiliser la proposition

précédente, or dans le cas qui nous intéresse on sait que mi,j E 3, oo} .
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)=

w, l'action w sur ai. LionSl.ae:roIlS les

elements cOI're~;DOtnaanlGS aux derniers termes des J.a.J.U.UJ.lt':;;O

J..U.(]lI.A.l.1..1LaJl'C'O, on note J le sous-ensemble {1...n} ainsi 'LO' lU' .''.JRR lU' A

Sous ces hypothèses, ijh =F ijh+l donc miih ,jih est

que bijbji = 1 donc bij =aij =bji =aji = 1

est par suite égal à 3. en

le résultat ·~".D"""D·""'" au niveau du diagramme de

conjugaison des coracines est alors évidente.

Reste à voir que si w(ai) =ai avec i E on a le même résultat avec les coracines ..

Mais ceci résulte du résultat dans les algèbres de Kac-Moody démontré au chapitre 1

(2.2.4) ..

o

et la matrice

ligne par 2, système

type sont les matrices de Cartan (cf

celle correspondant au système en divisant

.correspondant étant Ben; son diagramme est:

de type sont les matrices

ainsi que celles dont les diagrammes de Dynkin sont :

x x

(1 ~ 3) ........... e=::>x

(n ~ 2) x • •

2:: 2)
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o

Cette classification se déduit facilement de classification des de .JL'llo.tuI,,"".J- .... ,,'L<,"".I"" ...

affines de et 3.1. Elle correspond (sauf pour Z~l») à classification des échelonnages

A.JI ' a. _v et Tits Tl; T2], cf D'ailleurs Z~l) est le seul cas de

"""""'.a. '-' indécomposable affine imaginaire.

de type profini sont celles qui ont pour diagrammes

4) Coo

Cette classification résulte de et de l'exercice 4.14 de (K].

3.4.1.

Si a = w(ai), alors w(ai) ne dépend que de a (et pas de la racine simple ni de

l'élément du groupe de Weyl).

Dans ce cas, si i E Ire, il en est de même de w(ai) qui sera appelé coracine de a et

notée aV.

i E w(a i) sera appelé la coracine de w(ai).

D'après ce qui précède:

() '() -1 '( ) -1 '( A) AW ai = w aj ==> w w aj =ai ==> w w a j =ai.

et dans ce cas i et j sont dans la même partie de

[J
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Supposons tout d'abord i E et utilisons les résultats ~ = est

l'eIlselnO.Le des associé à (i Elle)} ), il en est

même de = = {ai / i E } associé à ( ,{ri, (i E (c'est

aussi les ensembles de racines réelles des algèbres de Kac-Moody associées à [(A) et à la

transposée de [((A) dans le cas de réalisations libres.)

J est une partie de Ile' a établi [Rée; 15] que ~(J) = nQ(J) =W( J).II(J)

(resp. ~~(J) = W(J).rr"'(J» donc est l'ensemble des racines associé à base de racines

(Q(J),II(J),{ri, (i E J)}) (resp. (Q"'(J),II"'(J), (i E

a alors, si le support de a est J, a E Q(J) n {P et donc a'" E Q"{J) n ce qui implique

Sot C SOi. même, si le support de œ"est a'" E Q"(J)n~va1ors a E Q(J)n~ et on a ainsi

l'inclusion contraire. établit le résultat cherché puisque a = w(ai) ==> aV = w(ai"),

est proportionnel à w(ai).

2) Si i E Iim, on sait que w(ai) - ai E Q(Ile), de même w(a i) - aiE Q (Q(Ile) et en

fait on doit démontrer que ces deux ont même UlULl..... _ ..JA

Considérons une décomposition de longueur minimale de w, w = ril ...rin,

w(ai)-ai= r'h ..·rik(ai)-ri1 (ai)
k$n

Ti1···Tik_l (- < ai, a ik > aik)
k$n

comme i E on a évidemment < ai, a il; > S 0, et par hypothèse de minimalité

sur la décomposition on a selon (3.2.3) :

w(ai) - ai est somme de tels éléments, son support est donc la réunion des supports

des ri l (ail;) qui ne sont pas affectés d'un coefficient nul. On obtient sûr une

décomposition tout à fait analogue de w( ct i) - ct i dans Q ~}. sait, cl 'après 1) que :
x



termes ..... rik_1

ou str:lctE~m4ent 1Jf_"""AVA ....V.

Lelrnrrle 3.4.3.

i"trod..__".....,."'.... l"t,?·,_-,r\l"t sont SlTIIUIT;aIle:nn.eIlt

Qe]rnOnT;]~e l'égalité des LI"-"-'~ lLI"'JJL UiL;.

o

Si i E w E

Comme au 1.1 u 2:: 0 signifie que ses coordonnées dans

positives ou nulles.

bases choisies sont toutes

effet, il résulte de la caractérisation de Sw (3.2.3) et de son équivalent Q"(Ire)'

élément positif de a une coracine positive, et réciproquement.

ai avec i E le résultat est clair en introduisant dans Q;l les parties :

\;fw E }

a encore A K~ = BK"! et ai E A", ce implique le résultat.

o

LeJrI1lIJle 3.4.4.

Si {i,j} C wE

D'après [Rée 1; 13], si a = w(aj), l'élément ra = WTjW- 1 est bien défini, c'est à

ne dépend pas de la décomposition de a considérée.

Ta(ai) = ai- < a,ai > aV, avec li' = w(a]). TI est clair que

jE =} a V =w(aj);

jE =} a
V = w(2aj).
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E et a E Q+, < a.,

....... 'P..." ....... ""'PT1"....".'nrklln à ai. a donc:
>< "-'..II...II.'UJLlI.A..... .IL..II.,... ..II..I.'V que a ne pas

E <==>< > :5 0

TI reste à voir que si l'un des deux termes est nul, les

trivialement du lemme 3.3.2 appliqué à w = TOi.

Lell11ITle 3.4.5.

le sont, mais ceci résulte

o

Si a et f3 sont dans W(II(I:rt~)), < a,{3A > et < {3, (tA > sont

strict.

même signe au sens

Si f3 = -0 alors fi'" = _aV car alors /3 = Ta(a).. supposer que a et f3

ne sont pas proportionnelles, que f3 = w(ai). On a alors facilement le résultat à l'aide du

lemme précédent.

o

4.1 Généralités

On suppose donnée une matrice de Borcherds relative, indexée par l = U UloU

partition définie comme précédemment.

tout i Elon suppose donnée une , de plus 1, ou

ne contenant pas sa borne inférieure, mais minorée par 3/4 et contenant 1, et telle que:

Si i E /2, alors = {1, 2}

Si i E ,alors = {1}

Si i E 1 et j E Ire; alors Niaji C Z (en particulier, cela impose aji E Z) ..

note Ni,ind, l'ensemble des éléments indécomposables de (ie les éléments p de

qui ne s'écrivent pas comme somme d'éléments de Ni), et le plus petit sous ensemble

de Q+ qui contient 0 et et qui est stable par l'addition (on a donc Miaji C Z pour

j E alE et (avec les notations de 2.3.2).



élé:me:nts sont aDl)eH~S

=

=

uc QQ; =

E

+
(SR4b) \:Ii E

E \
/ - < a,ai > 5 k ~

/ - < a, > > k >
\:la E 6.+ \ ai,

C si < a, ai > 2:: 0;

C si < a, >:5 0;

< cr, cr i > < 0 {:::::} a + C

< 0, ° i > =0 ==> a +niai <t

(SR5b) 'Va E i E l et ni E tels que:

1) D'après (SRlb) si a E alors -cr E

Ti pour i E

(SRlb) et est stable par

2) Diagramme Dynkin associé

un tel système de T''2C9"1nl.:u;~ à hase

Hn,p.r-t\o1Pr'lC? relative

on associe le (lla~2rê:tmme de

encore ornements .... 'lI'lI .. 'lI'"......'ln't- ....

de la matrice

un sommet cOI·re~;Do'nd.,antà un l'ensemble

par une hypothèse un

nO 5 (à

Ni, s'il n'est pas réduit à {l} .

3) L'hypothèse Niaji C Z être remplaçée dans ce nO

peu moins forte qui est Ni(2aji/ajj) C Z néanmoins est ne(:es~)an~e

de 5.3), c'est à dire pour l'existence du système racines.

A des propriétés il est aisé voir que si un

tel système existe, il est inclus dans ± Mia;,. De plus \ {O} admet la même

borne inférieure que Ni, est engendré par Ni,ind pour l'addition. Et il est clair enfin que

±Miai est stable sous l'action (si j E C Z).

effet, grâce à (SRlb), et (SR5b), si a est dans QQ et dans

base libre, il existe une suite finie {ij}j:5n' (n E d'éléments de

k S n, Ct - est encore le QV,rtô1mo

système racines à

telle que : pour tout

1P~""'lnoc! et telle

(t- est 'T'\."'d"'T'\.'~"1"'i'"1Innnol à une
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c Z pour i E et remarque assurent que pour

tout a E < a, >E Z, Vi E en

est appelé la "ai-chaîne" de a à il coïncide avec la

......_.. - de Ti(a) à a.

Sous l'hypothèse (SRlh); (SR3b) est équivalente à condition:

(SR3) (également appelée condition chaînes -réelles) (cf

Vi E Ire, Va E ~+ \Nai alors {a+kai / k E Z}n~ = {a-pai, ....,a+qai} C Q+

où p et q sont dans N et p - q =< a, ai > .

L'implication (SR3) =::} (SR3b) est évidente. Pour montrer la réciproque, CUIlSlllerG:JIlS

l'ensemble S tel que {a+kai / k E Z}n = {a+kai, k ES}. (SRlb), il est clair que

cette intersection étant nécessairement incluse dans QIQ,+, S est un ensemble minoré de Z

S admet un plus petit élément noté -p. On a donc a - pai E alors (SR3b)

AAJUL.ILIAA ...A ...... '-" Ti(O +pOi) = 0 +« a,ai > +p)ai E et {-p, -p + 1, ... ,p- < a, >} C S

car < a,ai >E Z, cf remarque 5).

Si il existe un élément q > p- < a, ai > dans S, l'image par Ti de a+qai est également

dans donc,a-« a,ai > +q)ai E ~ = .6.+U.6._, ce qui implique -« a,ai > +q) E S,

avec -(< a, ai > +q) < -p, et donc contredit la caractérisation de p.

obtient alors aisément tous les résultats de (SR3b).

7) Si i E Iirn, < ai,ai > ~ 0 donc si a E .6.+ on a < a,ai >~ O. Ainsi

< Ct, Ct i > < 0 <==> 3ni E Ni,ind; a + niai E ~+ et la seconde assertion de (SR4b)

est une équivalence.

8) On verra (en 5.2.3 et 5.5.1) que tout a E a un support SOt connexe. L'hypothèse

< 0,0 i >= 0 équivaut donc à SOt U {i} disconnexe et implique donc

a +niai f/:. .6+, Vni E

9) dira que ai est une simple" lorsque n'est pas

inclus dans [1,00[, ai n'est pas bien déterminée par demi-droite Q+ ai.

10) notera enfin qu'il sera possible de considérer dans une orbite sous l'élément

petite hauteur puisque si a E tBiEIMiai, pour tout w dans groupe de

w(a) - a est dans Q(Ire).

Il serait possible dans ces définitions et les résultats qui vont suivre de remplacer

Q par un corps ordonné archimédien 2 contenu dans un même corps ordonné que



ces ae'Dnlltl,onlS

le sv~;telme

tels

on trouve des

correspondant

s.

verra d'ailleurs en

sytèmes fi associés à une auz'eOlre"'~I·lI_il"'C sont

une Œe]lerau~)at:lon na1tur'ell~e.

pour tout t.

pour i E=.... _.."......... ~,.,..., avecsystèmes

est

systènnes avec l =
= e / n non mULltrOle

définition précédente est

""_-'!>111"_1"4_ de ces svsternes

ce concerne

raisonnements par récurrence sur des nécessitent que 0 ne soit

pas adhérent à Ni, on a donc supposé par normalisation que 1 E Ni et C [3/4, +00[.

- On aurait pu imposer: sa borne inférieure ( dans lR)", ou n'a pas de

laCCCllm"Ula,tloin dans ou même est à (c'est toujours

le cas existe un j E que i= 0 et vérifié

cela aurait eu l'avantage que ai soit bien déterminé pour tout i. Malheureusement cela

aurait compliqué les théorèmes passage au quotient et aux sous-systèmes que l'on

démontrera.

L'h~~rênnle 4.2.1.

Sous les hypothèses précédentes, si, pour une 13LUl1j[e de donnée, il existe un

système de racines à base alors il est plus, lorsqu'un tel système existe,

il est le plus sous-ensemble fi Q(Q (SRlb), (SR2b), (SR3b) et (SR4b)_

ce système est

Considérons l'ensemble ~ r Q

(SRlb), (SR2b), (SR3b), (SR4b). note n l'intersection tous les éléments de ~.

L'hypothèse d'existence d'un système de racines dans ce théorème implique ~ :f:. 0.

Montrons que n E

n vérifie (SRlb) : si a E n alors a E pour tous les r E lV sous-ensembles de Qt02 qui

............1111."" ...,... "" tous par -Q E r pour tout r E 1J -a E reste de

même évidente.
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est l'intersection de r et ai, pour tous

éléments ~ '-''''.LI. ".& '-,.LI..LI. '-'.LI. "

résultat est donc bien

(SR3b) : Tous les r vérifient (SR3b), donc tous

.... ().., · li ....a a Ti a SI a n est pas proportIonne e a ai ..

il vérifie (SR4b) : Si i E

on a

et Ct dans n+ non proportionnelle à ai, dans chaque r

< Ct, ai > < 0 ==> a +

et ceci pour tout r dans suite;

TI apparait donc que il E ~ ..

Supposons à présent l'existence d'un système

vérifie les 4 premières propriétés donc est un élément de ~, il est clair que

n c Montrons l'inclusion contraire..

considère ~I l'ensemble des parties de Q{Q vérifient les propriétés théorème

(par hypothèse, cet ensemble n'est pas vide) .. Il est clair que n c r pour tout r E ~/ ..

Montrons qu'en réalité fi = r pour tout r dans , ce qui établira le résultat cherché..

Supposons au contraire qu'il existe E ~/, qui ne soit pas inclus dans n.. Par" (SR1b),

qui est vérifié par les deux ensembles, il existe un élément 13 de Ll+ qui n'est pas dans

L'ensemble des valeurs la hauteur sur les éléments de \ il+ admet une borne

inférieure ho dans R. Soit alors un élément a de \ n+ que h(a) - ho < 1/2 .. (la

na"utE~ur étant comme précédemment la somme des coefficients a dans base

Par hypothèse, vérifie (SR5b), par suite il existe i E l et ni E Ni,ind tel que

a - niai E LÎ+. Le coefficient de a suivant ai est nécessairement strictement positif et a

n'étant pas proportionnel à ai .. De plus, il en ·est de même de a - niai, cet élément est

forcément (par minimalité de a) dans il puisque ni 2: 3/4, mais on sait que fi les

quatre premières propriétés du théorème, en conséquence:

a) Si i E Iim~

a.1) Si < a - niai, ai> < 0 alors, par (SR4b) dans il, a - niai + niai = a E il

a.2) Si < a - niai, ai> 2:: 0 (donc est nul puisque a - niai E alors, par (SR4b)

on a a - niai + niai ~
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cas, on a une contradiction avec a E ~ \

Si i E Grâce à (SR3b), liant a - ai à son sous Ti est in-

dans les deux systèmes. Notre hypothèse a tt n < a - ai, > ~ 0 .

alors Ti(a) E et est de hauteur strictement inférieure à a puisque

= a-« a-ai,ai > + < ai, »ai = a-« a-ai,ai > +2)ai d'où

une avec a par (SR3b) dans ft, Ti(a) n'est pas

non plus un élément de n.
Par suite, un élément a ne peut exister et donc = Q .

[J

Si un ensemble vérifie les mêmes hypothèses que ci-dessus en remplaçant toutefois

dans (SR4b) et (SR5b) Ni,ind pour i E Iim, par un sous-ensemble Si non vide de alors

démonstration ci-dessus montre encore que est égal à Q. D'ailleurs le que l'on va

construire cette hypothèse (SR4b) modifiée (cf 4.1 8 ou

Si pour tout i dans !, on a J.Vi C N, et si on suppose encore l'existence système

racines à base libre, il est illClus dans tous les sous-ensembles Q contenant II et

vérifient (SR1) (dont l'énoncé donné en 2.3.1 est identique à (SR1b) mais dans Q),

(SR2b), (SR3b), (SR4b). (c'est donc le plus petit d'entre eux.)

Remarque Si C N on a donc Ni,ind = {l} et = N et ainsi les hypothèses (SR4) de

et. (SR4b) (resp. (SR5) de 2.3.1 et (SR5b» sont équivalentes.

On sait déjà que sous les hypothèses de ce théorème, le système est dans Q (voir

n O est alors que

précédent.

On considère cette fois ~ l'ensemble des sous-ensembles r de Q qui vérifient simul­

tanément (SRI), (SR2b), (SR3b), (SR4b). On note encore n l'intersection de tous les

ele:ments de ~ (toujours non vide par l'hypothèse).

a de même n E ~, et si ~I désigne à présent l'ensemble des parties de Q qui vérifient

cinq premières propriétés du théorème (par hypothèse, cet ensemble n'est pas vide). TI

est clair que n c r pour tout r E ~'.

L'inclusion contraire se démontre comme précédemment.

[J
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4.2.3.

{Ni}iE1irn) existe, alors pour toute partie J de l le système à base

{Ni}iE1im nJ) existe également, plus précisément:

La démonstration est facile, il suffit de vérifier que l'intersection considérée possède

_ .... ·4 ......... "' ......... exigées ..

o

racines

Dans le cas d'une algèbre de I{ac-Moody-Borcherds, il est clair que n c Q est un .

système de racines à base libre-au sens 4.+ de Qpour ={1} pour tout i E

déduit alors du théorème 4.2.1 le résultat suivant:

4.3.1.

système de racines nest entièrement caractérisé par les propriétés énoncées en

2.3.1. C'est à dire que n est le système de racines à base au sens de 4.1 associé à la

Borcherds normalisée et aux ensembles = {I} pour tout i E

o

5 systèllle

5.1 Premiers résultats d'inclusions

Soit A une matrice de Hr'\"rr-nn:rr1Q " ...... et pour i E

4.1.. le système de racines à base libre associé à A et aux

général :

existe on le notera en

Lorsqu'il n'y aura pas d'ambiguité sur les données, on simplifiera les notations en le

notant Lî..

On a vu en remarque 1 de 4.1 que le système de racines est stable sous l'action du

rr"Yf9T'lIl1T1.", de par suite:
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t'r()J)Olslt:lon 5.1.1.

o

sait de plus que e ± EB Miai, posons alors:
iEI

Dans la suite, on pose:

verra (5.5.1) que West en fait le cherché.

5.2

Lelrnnle 5.2.1.

W vérifie (SRlb) et de plus

Démonstration.

U (UiElimNi(li) e A(Q = E(Q d'après 3.2.4, donc U (UiElimNi(li» c QfQ,+.

plus l'élément de plus petite hauteur d'une orbite sous l'action de W de l'ensemble

U (UiElimNi(li» est dans AQ et est l'unique élément de AcQ de cette orbite. D'où les

réunions disjointes (vu 3.3.2).

D'autre part, on sait que si ~ =W(II(I:re» alors <b = ~+ U ~_, avec = -~+, ceci

grâce à 3.3.2 et 2.3.1. Il est clair que la propriété est encore vraie pour W(2IT(I2», d'où

le lemme.

o

le cas eN, = N et donc (SRI) est dans Q.



- 58-

'li vérifie (SR2b), c'est à dire

tout a élément U (UiEl. Niai) on a w(a) - a E œQ+ ai. suite,
un iElre

ne rencontre Q+ ai que si i E et a E L'image par d'une racine simple

réelle est dans Q(Ile) donc:

si i E Iim

D'autre part W(II(Ire» n Q+ai = W(II(Ire» n Nai' et si, pour n entier w(ai) = naj

alors w-1(aj) =ai/n E Q, implique n = 1.. De même 2w(ai) = naj avec i E implique

n =2 (et même i = j d'après 3.3.2).

o

Lelrnrr:le 5.2.3.

support de chacun des éléments de qi (par abus provisoire langage nous parlerons

de racines) est connexe.

Remarquons que :

1) si /3 E W(l(' UiE1im Niai) \ (1(1 UiE1im Niai), il existe un indice i E tel que

< /3, ai> > 0 (ceci car on a vu en 3.2.4 que l'intersection d'une orbite sous W et de

BQ = AcQ contient au plus un élément).

2) même, si a E Q+ et a E lV(II(Ire) U 2II(I2» \ U il est clair

que a ~ A car son orbite n'est pas contenue dans Q+ et donc on peut également trouver

i E tel que < a, ai> > o.
démontre alors le lemme par récurrence sur la l'élément considéré dans

son orbite. Le résultat est trivialement vrai pour les éléments proportionnels aux "racines

simples" et pour les éléments de ](', qui sont les éléments de hauteur minimale dans leurs

Considérons alors fi E \(1(1 UiEI Niai), d'après ce qui précède, on sait qu'il existe

i E que < ai> > O. suite Ti({3) est dans est hauteur inférieure
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donc anlDl14JUt~r récurrence à et on

"''Il'll''''.",,_'~,!" est connexe..

sait que < Ti(f3), ai> < 0 et que le support f3 est réunion du support

{i} d'après l'inégalité précédente sont liés. connexité du support de

13 ré§iul1~e alors trivialement de connexité de celui entre '-..~ILI!.II-'","~J! et i.

o

5.3. __ ·nllY,....."t"'t réelles

i E .. si a E UjE1im Njaj) C Q{fJ!.+'

si < a, ai > 2:: 0, {a + kai / - < a, ai > :S k :S O} C 'li ;

si < a, ai > :S 0, {a + kai / - < a, ai > 2:: k 2:: O} C 'li ;

précisément ces chaînes sont contenues dans U (UjE1imNjaj)).

Démontrons tout d'abord ce résultat pour un élément de

ce cas < 0, ai> :S si < a, aVi > = -p, où p est un entier positif, il est clair que

a + kCti est dans pour tout k entier positif strictement inférieur à la partie entière de

p/2, notée E(p/2). On en déduit donc immédiatement que

stabilité de W sous l'action de l'image de cette chaîne par ri est aussi dans w.

Ti(a + kai) = Ct + (p - k)ai et E(p/2) ~ p-E(p/2) ~E(p/2)+ 1. On en déduit donc

que la ai-chaîne de a à Ti(Ct) est entièrement incluse dans 'l1.

2) Pour un élément Ct de

cela, montrons tout d'abord que sous ces hypothèses,

« a, > < => (w(a +

Nous allons établir ce résultat par récurrence sur l(w).
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"""'.... "II..L"" ..."""" est 0"1:11.1"'101"\'1" puisqu'il s'agit de somme termes "1nl. ".,,, T"".,

pour l(w) < n n est un

alors w

.... ,...";1 ...,, .. 111-"" de w.
longueur n dans et considérons w = Til •••Tin, une décomposition

Supposons existe a dans

+ai) ~ Q<Q,+.

sait d'après ce qui précède que w(a) E Q(Q,+ et que w(ai) E U

U'"''''AI.''-'..''''-' précédente implique donc que w(ai) E ~ _.

le il existe k E {l ...n} tel que Tik+l •••Tin (ai) = aik.

f3 = Tik+l···Tin (a) E W(I('UiE1im Niai) et si k < n, et si on pose

l(W') < l(w) et donc par l'hypothèse de récurrence, on doit avoir:

ce contredit notre hypothèse.

a donc k = n, ai = lXin et

premier terme de la somme est positif car lX a toute son orbite sous

= , alors

incluse dans

QQ,+.

coefficient second est positif: < a,ai >::; -1 d'après la remarque 5 de 4.1.

Enfin le second terme est lui aussi positif par le lemme 3.2.3.

On obtient bien une contradiction avec l'hypothèse initiale et donc le résultat est

encore vrai pour w de longueur n.

Montrons à présent que, toujours sous les hypothèses de cette partie 2),

(Vw E Sw(a+ai) est connexe.

On sait déjà que les supports de w(a) et de w(ai) le sont et sont liés puisque, par hypothèse

< w(a),w(ai) > = < a,ai > < o.
- Si ces deux éléments sont positifs, on a le résultat cherché via le lemme 3.4.2.

- Reste le cas à nouveau où w(ai) E QQ,_, on consIdère alors Tw(ai) = WTiW-1, on a:

car a a son orbite incluse dans QQ,+.



son support est connexe et l'égalité:

_,",&~.A&"""" d'étabir la connexité du support de cet élément puisque: Tw(a;)(w(a» E QQ,+; le

(1+ < w(a),w(ai » est négatif ou nul, w(ai) E QQ,_ et que supports sont

liés puisque < rw(ai)w(a),w(ai) > =< w(a),-w(ai) > > o.
la n.n. ...Y\ l''''\,n C'T'J""":lo T11""\n

considérant dans W(a +ai), l'élément de hauteur minimale, il est clair qu'on obtient

un élément de UiE1im Q+Oi. Reste à montrer qu'il n'est pas dans UjE1im(Q+ \ Nj)aj.

Supposons w(a + ai) E Q+ a j avec j E !im- Alors w(a + ai) = qa j avec q E Q+ et

w E W w(a) = qaj - w(ai) . Ce qui implique de façon évidente w(ai) E Q_ et

(d'après 3.4.3) < aj,w(ai) > > 0 puisque w(ai) E Q KA! _ et le support de w(a) est,
connexe.

a alors:

o> < a,ai > = < w(a),w(ai) >

=< qaj,w(ai) > - < w(ai),w(ai) >

= < qaj,w(ai) > -2.

On sait de plus que < a,ai > E il et w(ai) E Q_, on a donc nécessairement

< qaj, w(ai) > = 1. Par suite, Tw(aa)(qaj) = qaj - w(ai) = w(a) ce implique,

par unicité de l'intersection avec Alij de l'orbite d'un élément de Alij que a = qaj, d'où

nécessairement q E N j.

3) Montrons à présent que la ai chaîne de a à Ti(a) est incluse dans W(I('UiElimNiOi).

Montrons par récurrence sur la hauteur dans une orbite sous que le résultat est vrai

pour tout eleJrne][u;

Si 1 est un élément de

a) < 7,ai > > 0, => h(Ti(7» < h(7) et le résultat est immédiat puisque par hy­

__ ""AlI.""'''J'\J de récurrence appliquée à Ti(ï), on sait que la chaîne de Ti(r) à son image r est
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< "ai> = 0 , le résultat est alors

< "ai >< 0 ==::} ,+ai E

précédemment. plus, < ,+ > < 0 pour tout k compris strictement

entre 0 et la partie entière de (- < l,ai> /2), (notée E(- < l,ai> /2». Donc par une

"f"O'I'O·n"f"...·on'... o immédiate sur le résultat précédent :

(Vk E [0, E( - < l, ai > /2)( n Il) .

à la stabilité de \li sous l'action de Ti on obtient:

(Vk E [O,E(- < l,ai> j2)[nZ)

Et comme

E(- < "ai> /2) -1 ~ (- < l,ai >. -E(- < l,ai> /2) -1)

~ E(--:- < "ai> /2),

on obtient toute la chaîne cherchée.

o

t'r()pO~slt:lon 5.3.2.

{o + kOi j - < a, ai > ~ k ~ O} C 'li si < a, ai > 2:

{o + kai / - < a, ai > ~ k 2: O} C 'li si < a, > S O.

Pour des raisons de symétrie, il suffit évidemment de corLSlCLerE~r le cas a E

nOTnd"'\T~T"rn alors à nouveau le résultat ,nT.n,..._.,.nrl,..",'... n

Pour i E Ire, si a E W(IIU2II(I2»\Nai, si a+ai ~ W(IIU2II(I2», et si< a,ai > < 0

alors W(a +ai) C Q+ et le support de chacun de ses éléments est connexe.

1) Comme pour la proposition précédente, on établit par récurrence sur la longueur

w:

ViE \lw E

« 0, > < 0) ==::} (w(a + ai) E Q{~,+ et Sw(a+aé) est connexe) .
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l(w)=O,VaE u n \Nai,si<a, >< il est que le

support est connexe et que l'élément considéré est bien dans Q+.

Admettons les deux propriétés vraies lorsque l(w) < n où n est un strictement

Considérons alors w E de longueur n et supposons un i E existe

un élément a dans (W(I1) n Q+) \ NÛi (resp. {3 E (W(2Il(I2» n Q+) \ NUi), tel que

< a,a i > < 0 et pour lequel a +ai n'est pas dans VV(I1 U 2I1(I2» n Q+, et ne vérifie pas

w(a +ai) (resp. w(;3 +ai» appartient à QIQ,+ et Sw(a+aâ) (resp. Sw(t3+aâ» est connexe.

sait que pour tout w' dans {wl(a),w l(;3),w l(ai)} C ~+ U ~_.

Comme < a, ai > < 0 (resp. < /3, ai > < 0), il est clair que si les éléments de

somme sont dans la même partie de ~ le support de somme est connexe et que si

ils sont tous deux dans ~+, on a tout le résultat cherché.

Donc l'hypothèse précédente implique que l'un au moins des termes est dans

Considérons w = Til •••Ti n , une décomposition réduite de w, il existe un petit

indice ik, k 2:: 1 tel que Tik •••Tin {o:, ai} n ~ - t= 0 (resp. rik ••• rin {,B, ai} n t= 0).

D'après le lemme 3.2.3, il est clair que comme a (resp. 13) n'est pas proportionnel à

ai les deux ne sont pas envoyées simultanément dans et donc l'intersection

précédente est réduite à un élément.

On est alors dans l'un des cas suivants :

a) aik = Tik+l ••.Tin (ai), on pose al = Tik+l •..Tin (a) (resp. 13' = Tik+l···Tin (13».
b) aik = Tik+l •••Tin (a), on pose al = TiA:+l •..Tin (ai).

c) = ...Tin (;3), on pose alors a' = Tik+l (ai).

(Tous les éléments introduits ici étant positifs par hypothèse de minimalité de k.)

D'après le lemme 3.4.5, pour les éléments conjugués aux racines simples réelles on a :

Dans les deux premiers cas, on peut donc affirmer que < a', aik > < 0 (resp.

< > < 0 et que a' + (resp.f3' + ) n'est pas un élément de U

Laissons provisoirement le cas c) de coté.
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k i= n on a une avec

w' est strictement à n que +
pas w(a' + ) E Q<Ql,+ et Sw(a'+aik) est connexe e

on a k = n, et par hypothèse,

) + ))

Dans le cas b)

•••Tin (a +ai) =Til .••Tin_1 (-a +ai- < aï, a'" > a) puisque ain = a.

=Til .•.Ti n _ l (a + ai) - (2+ < a, ai > )Ti1···Tin _ 1(ain )

hypothèse de récurrence Ti1 .•.Tin_1 (a+ai) E Q+ est à un support connexe, d'autre

(2+ < a,ai » ::; 0 car < a,ai >=1-1 puisque a +ai ~ U 2II(I2 )) • par

minimalité de la décomposition de w, on sait que Til .....r in _ 1 (ain ) E Q+ ..

Ces remarques imposent ril ....rin (a +ai) E Q+ et il apparaît de même que le support

cet être connexe puisque .

car < ai, a'" > < 0 (3.4 ..5) et est f:. -1 puisque a + ai ~

facteur est nul étant trivial dans la formule précédente.

Dans cas a)

U Le cas où ce

=Ti1 ••• rin_l(a)+(- < a,ai > -l)rit ...Tin _l(ai)

mais < a,ai > ~ -2 puisque a + ai n'est pas dans U 2II(I2)) et par hypothèse de

de k = n on a Ti1 •••Tin_1(a) > 0, et par minimalité de

w, Ti1 ••• rin_1(ai) > o. On en déduit que ri1 ...rin(a + ai) est un élément positif dont le

Ct"""~T'\."·rT est connexe puisque < Til ...rin_l(a),ril ...rin_l(ai) > =< a,ai >< o. aurait

pu dans cette démonstration du cas a) remplacer a par fi.)

Dans les deux cas a) et b), on obtient une contradiction avec les hypothèses faîtes, ce

établit le résultat cherché.

Supposons de plus a E l'V(IT) , considérons alors l'élément de W(a + ai), de plus

hauteur, par ce qui précède, il est clair qu'il s'agit d'un élément de nQ(Ire ) donc

a +ai E
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le cas c), comme par cette E on a =2a i~.,

<
est et on a < ,ai~ > < donc d'après dans

cas a) et b) ., (3 + est dans 'li., est positif, et a un connexe..

+ E < a' +Qik' ai~ > =< ,ai~ > +2 ::; 0

a alors deux cas possibles :

1) < a' + aik, ai~ > = 0 mais alors (a') = a' + , ce qui contredit l'hypothèse

récurrence, on doit

E 'lf à cause de la """." ..."",.,.f:'t'T'''''''''' 5..3.1,

U 2II(I2».
> < 0 ce qui implique a' +

(3 + ai ~

2) < +
(3 + ai E 'li.

- Si a' +aik E W(11 U 2Il(/z», on a forcément < a',ai~ > < -2 puisque par hypothèse

a' + 2aik ~ lV(11 U 211(/2»" Par suite < al +aik' ai~ > < 0

Alors si a' + aik E IV(Il), le résutat vient par a) ou b).

a' + aik E 2lV(Il(/2», .pour ne pas contredire l'hypothèse

encore avoir k = n donc f3 =2ain' a' = ai, et on a :
Tit ....Ti n (13 +ai) =Til ....Tin(a' +2ain)

a encore:

(a' +2ain) E Q+ et de support connexe par hypothèse de J1. ..... ""''\A.J1..IL ..... J1.&.''-' .......

(4+ < a', ai: » S; 0 par parité de < a',ai: >,
Til .....rin_l(ain) E Q+ par hypothèse de minimalité de la décomposition w ..

On démontre comme précédemment en considérant l'élément de hauteur minimale de

+ai) qui est un élément de ., que f3 +ai E \li.

2) termine alors la démonstration de la proposition en démontrant par récurrence

sur la hauteur de a que la ai-chaîne de a à Ti( a) est incluse dans 'li.

Si a =aj , avec j E notons -p =< a, >.

- Si p = 0 ou 1, le résultat est immédiat.

- Sinon < a,avi >:::; 2 par suite, < a +ai,ai >:::; o.
Si < ai, aV > ::; l'élément a + ai est dans 1(' et, d'après la propositon 5.3 .. 1, la

ai-chaîne a +ai à son image par ri est dans \li, pour obtenir le résultat cherché il suffit

de remarquer qu'on peut compléter cette chaîne en celle de a à ri(a) puisqu'il est évident

par stabilité de 'li sous que ri(a) E 'li ..

Si < ai,a
v > = -1, a +ai = ro(ai) est évidemment dans

Sinon < ai, otj > =0, mais alors < aj, aVi > =0 et le cas est déjà traité.

obtient ainsi le résultat pour tout élément de
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'OIIlt.1l'11r'\1r'\r\C'.tr'\'1'"lC' l'hypothèse récurrence vérifiée pour tout ° de .................. "''''.4. ....

à n, nE N\ {D,I}.

U'Ul.I"'IJ''''~'''J1.I.~ alors que ° vérifie les hypothèses de la et est de n.

< O,O"'i > > 0, on a le résultat en appliquant l'hypothèse de à rie0).

< O,O"'i >E -I}, il a à démontrer.

<a, ><-l,onsaitparce quea+aiEW.

Si a +ai E W(I(') le résultat est immédiat:

Grâce à proposition on a la chaîne a +ai à son image et on la complète

parri(a).

Si ° +ai E W(TI(Ire) U )), < a. +ai, a"'i > = -p (p EN).

une récurrence .immédiate sur le résultat intermédiaire,

('Vk E [0, E(pj2)[nZ), < Ct + kai, a"'i > < 0

donc a +kai E 'l1 (Vk E [0, E(pj2)] n Z)

Toujours grâce à la stabilité de 'li sous ri, on complète la chaîne.

5.4.

'li vérifie (SR4b) plus précisément:

'Vi E 'Va E \ Q+ai,

(i) < a, ai> < 0 <==> a + C

(ii) < a, ai> =0 =:::} a +niai rt \li+ ('Vni E

(i) Considérons i E Iim et a E 'li+ \ Q+, montrons que si < 0,° i > < 0 alors

a+ C

et on a le\('Vn ESi a E

L'hypothèse impose façon évidente (par connexité de Sa et lemme 3.4.2) la connexité

~1111""".T"\._·"..1l" des a +
U (UjE1im \{i}Njcxj), a + nai E

résultat.

2) Si a = aj E TI(Iré) et ni E

< cr j +niai, cr i > < 0,

< aj +niai,aj > = 2+ < niai,aj > < 2 par "symétrie" de la matrice (axiomes et

et est dansZ (car Niaji C Z) ;

a) Si ce dernier est négatif ou nul a j +niai E et le résultat vient par 1)

b) est égal à 1, niaji = -1 et rj(nioi) =nioi+aj E 'P. plus pour E

on a < aj + (ni + n~)ai,ai > :::; 0 et < aj + (ni + n~)oi,oj > :::; 0 .
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J.Y.&.V.U.~J.VU.O à présent que si a E

sait en que pour tout élement w E w(niai) et w(a) sont et

que le support de w(niai) +w(cr) est connexe. Considérons l'élément de hauteur minimale

W(a + niai), il est clair qu'il s'agit d'un élément de U (UjE1imQ+aj).

LllULllJftJ"'U'-JfA.JLU cr + niai =w(kaj), k E et j E il est que nà'... 'O'c1c:!":l1·r'O'T1n'O'Tl1"

~ = Par suite a = w(ko i) - niai = - ni)ai + v où v E Q+aj. L'élément de

(UjE1imNjOj), f3 auquel 0 est conjugué est donc dans Q+OiEl1 EjElre Q+Oj, mais alors

si a := w'(f3), w-1(niai) +w-1w'(;3) = kai impose que les deux termes du membre de

gauche qui sont positifs soient proportionnels à ai : w-1(niai) = j.Lai et w-1w'(f3) = l/ai

avec j.L et v dans Q~. Alors w'(;3) = vw(ai) = (v/j.L)niai E Q+ai; ce est exclus par

hypothèse sur ;3. Ceci permet d'obtenir 3).

4) Si a = 2aj avec j E 12 et ni E on sait que < niai,aj > <. 0 par les axiomes

et B4 sur la matrice et qu'il est pair car j E /2 et Niaji C Z.

< aj +niai, ai > =2+ < niai, aj > ~ on est dans le cas a) de 2) donc niai +aj E

a) Si < niai, ai > ~ -4 2aj + niai E et on a le résultat grâce au cas 1).

b) Si < nioi,aj > = -2 alors niaji = -1 et Tj(niai) = niai + 2aj E W(II(Iim)) de

plus pour E ., < (ni + n~)ai + 2aj,aj > ~ 0 , donc + +.2o j E d'où le

{J) Si ,B E

< {3, ai > < 0 => {J +

et < {J,ai> < on sait

C w.

que:

et pour tout ni E < niai,{3'"' > E Z, de plus par proposition 5.3.1,

1') Si f3 E lV(2II(I2 )) et < {J, ai > < 0

>E -2N
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cas on a ainsi fi + niai E \li, pour ni E

il est que niai +(3 ne U (UjE1imNjaj)) car son

C'! .... .,n.nA!""\....1" contient un élément imaginaire et le résultat cherché vient par le cas

(ii) 1vIontrons à présent que si i E Iim et ni E

est évident puisqu'on a montré la connexité support de a+niai sous ces hypothèses

et que de la racine simple considérée est imaginaire. est nécessaire supposer

et ~ Q+ ai pour le cas i E Jo).

Ce qui achève la démonstration de la proposition.

o

s.s. J:!j~:IS1;eI1LCe des systèmes de

Si A est une matrice de Borcherds relative et si les ensembles vérifient les hypothèses

de 4.1. Le système de racines à base libre associé existe et on a encore:

Démonstration.

TI reste à montrer que 'li vérifie (SR5b). Pour un élément de non proportionnel à

une racine simple et qui n'est pas dans ](' le résultat est clair grâce à la condition sur les

chaines réelles; pour un élément de ICI, il résulte de la proposition (2.3.2) s'applique à

puisque (SR3) et (SR3b) sont sous l'hypothèse (SRlb) (cf et "-... "-AJI...... 'OUl .......~

par ailleurs (C') résulte de (SR4b). On en déduit donc que pour tout élément et I(', il

existe i E J et ni E Ni ind tel que Q - niai E

o

5.5.2.

Soit A une matrice de Borcherds relative, l son ensemble d'indices et l := Ire U la

qui lui est associée par 1.1. A la matrice A, on associe la matrice de Kac-Moody

C par:
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(Vi E (Vj E

(Vi E Iim) (Vj E

Cij = -1 sinon

Alors, si {Ni}iE1im sont des parties de Q vérifiant les hypothèses habituelles, dans

QQ = Ef.1iEIQa i, les sytèmes de racines à bases libres {Ni}iE1im) et ~(C, {Ni}iE1im)

sont égaux.

D'après les structures des deux systèmes de racines, il suffit évidemment démontrer

que les deux ensembles J( correspondant à chacune des matrices (disons et sont

égaux. En effet, vu la construction de la matrice C à partir de A, la matrice de Kac-Moody

associée à A (J(A) cf 3.2) coïncide avec celle associée à C, par suite les groupes de Weyl

associés sont les mêmes.

ce concerne les ensembles J(A et l(c :

la condition de connexité du support est la même dans les deux cas (puisque aux

coefficients près les diagrammes de Dynkin des deux matrices sont les mêmes),

les conditions < a, ai > S; 0 coïncident elles aussi puisque les lignes correspondant à

un indice réel sont les mêmes dans les deux matrices. Ce qui établit l'égalité cherchée.

o

~xefinple 5.5.3.

Soit A une matrice de I{ac-11oody relative, d'ensemble d'indices

=
On suppose que

Ainsi pour tout i E Ire on a ={I} et on pose dans ce cas Si =
Pour i E Jo, on prend = Si quelconque vérifiant les hypothèses de

i E J_, on une partie Si de Q: plus 1 ou ne contenant pas

petit élément mais incluse dans [3/4, +oo[ et contenant 1 (et vérifiant Siaji C Z

pour,i E Ire). On définit alors comme l'ensemble réunion de Ni et des éléments de Q:
forme n = 2:1=1 njSj avec h ~ nj E N* et Sj E Sj, les Sj étant tous différents.

On prend alors comnle nouvel ensemble d'indices S = UiEI{i} X Si, et la matrice

= (bh,l) telle que si h = (i,Si) et 1= (j,Sj) bh,l = Sjaij

Si (~, f)", II'') est une réalisation libre de A, on en fait une réalisation de B en posant

ah = Siai et a h= a i si h = (i, Si). Alors le système de non libre n de l'algèbre

Borcherds correspondante est le système à base libre
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on considérer le système à base libre n de

son fJ A par l'application additive envoie ah sur ah (où h et

est pour l'action de sait que n= W(± UhES ah) U W(±K) où

est l'ensemble des éléments a de 2:hES Nah, qui ont un support connexe non réduit à un

élément et tels que < a, ah> < 0 pour tout d'après l'hypothèse sur réalisation,

de est exactement l'ensemble Ct 2:hES Nah,

ont un support connexe non réduit à un élément et tels que < a, ah> < 0 pour tout h et

des l'image de la base est UiEISiai. équivariance de l'application de projection,

on obtient l'égalité cherchée.

Supposons la matrice de Borcherds relative A à coefficients dans Q d'ordre iII ~ 2 fini

et indécomposable (ainsi que des ensembles quelconques (contenant 1) pour i E Iim).

Alors le vecteur u intervenant dans les trois types de la classification de 1.2 est à coefficients

dans Q~ et on peut supposer que ses coefficients sont dans N* et premiers entre eux.

note u = (Ui)iEI et b = 2:iEI Ui(}:i, alors

- Pour le cas indéfini, h est une racine imaginaire positive de support l et contenue

dans , plus précisément < b, ai> < 0 pour tout i E J.

- Pour le cas affine, h est une racine imaginaire positive (la plus petite) de support J

et contenue dans , plus précisément < 0, (}: i >= 0 pour tout i E

- Pour le cas fini, sauf dans le cas A 2 , 0 n'est pas une racine, la plus grande racine J..L

système type fini vérifiant seulement ~ 0 et f:. 0 .

Remarque:

Cependant l'existence de IL vérifiant ces deux conditions suffit à caractériser le cas du

type fini.
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Dans ce chapitre, on suppose donnés A une matrice de Borcherds relative indexée par

l que, pour i E des sous-ensembles de Q+ vérifiant les hypothèses données en

4.1. considère le système de racines à base libre associé {Ni}iEI) qu'on notera~.

6.1. et

Les éléments de II seront, comme toujours, appelés racines simples, les éléments de

W(II(Ire n2II(I2 ))), racines réelles, les autres éléments de il, racines imaginaires. Dans

suite, pour alléger les notations on pose :

l

Si J est une partie de l et si le type de A(J) est défini (ce qui n'est pas toujours vrai

dans le cas décomposable), celui-ci sera également le type de

TI est clair qu'un sous ensemble connexe J de l contenant un i E est de type

indéfini ou éventuellement affine imaginaire si J est réduit à un élément de

plus parties connexes de l seront dites liées si réunion est connexe.
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réelle n'a pas nécessairement un support de type fini.

représenté ci-contre:

Exemple:

le cas A(1)3 , diagramme de

est une support affine.

(De même une racine conjuguée à une racine de type affine n'a pas nCl.l~CJ.C!iC'~1·rCJ.rnCJ."i'lT un

support de type affine.)

Par contre, il résultera de 6.2.1 qu'une racine imaginaire ne peut avoir support

type indéfini ou affine. En effet, si a E .6.irn+, elle est" conjuguée sous l'action de à

un élément de l(c, /3, et le support de f3 est inclus dans celui de a.

une racine a on notera FS'a la fermeture

i E l sont dans le support ou qui lui sont liés.

1II.olI"_'1IIlO9''ll4... 1t'''4 de base

support c'est à dire l'ensemble des

notera ; fIo; les intersections de fI et de QCQ(Ire ) ; QCQ(1im);

QcQ(11 ) ; QQ(I2 ) ; Q(o:(1o) ; Qf.2(I~); elles sont indexées par , Jo,

6.2. ..... l"'~nnlr-l~'r~~ des élélnents de l(c

Soit i EIre, W E liVet a E c

(h(w(a» < h(riw(a») ==> (l(w) < l(riw»

Sous ces hypothèses, on a SW«(:i) =f Sriw«(:i) si et seulement si i ~ Sw(Ot) mais est lié à

Sw(Ot) et alors Sriw(Ot) = Sw( ex) U {i}.
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(3.2.3), = l(W-1ri) > l(w) = l(w-1)~ w-1 E

....."'.. 1"" ..........11-- < a,w-1(ai) > ~ 0 ce qui permet d'établir h(w(a)) ~

que l'inclusion des supports.

h(w(a)) < h(riw(a)),ona< a,w-1(ai) >< Odoncw-1(ai) E ce

ainsi

entraîne

on a Sex C Sw(ex). Plus précisément,

est une décomposition réduite de w,

Sous ces hypothèses, on a riw(a) =w(a)- < a, W-1(aVi) > ai, et les deux termes de

cette somme sont positifs, on a donc facilement la dernière assertion.

o

Remarques:

1) On a déjà vu que si a E c, w E

il résulte de la proposition que si w = ril ...

Sw(ex) C Sex U {ail'··· ,ain }·

2) TI est clair à partir de ce résultat, et de 4.2.3, que si J est une partie de l alors

l'ensemble des racines réelles (resp. ilnaginaires) {lVi}iEJnlirn) est l'ensemble

des racines réelles (resp. imaginaires) de .6.(A,{Ni } iE1irn) qui sont dans Q(fb(J). effet,
x

étant donné la structure des systèmes de racines, il suffit de vérifier que (WJ( ') nQ(Q (J) =
W(J)1('(J) (où 1('(J) est défini comme mais à partir des ai pour i E J). fait, le

résultat pouvait égalenlent être démontré en utilisant les résutats de permettent

l'égalité des ensembles de racines réelles.

Soi~ a une racine appartenant à ](c. Si Sa désigne toujours le support de a et si on

pose:

Zex ={i E Sex / < a,ai >= O},

seuls les cas suivants sont possibles:

a) Sex = Za et est de type a.ffine, a est alors proportionnelle à la racine imaginaire

positive minimale de .6.(A(Sex)) ou à la "racine simple" ai si Sex = {il.

b) Zex est une partie Ire qui est de type fini (non nécessairement connexe) ou vide,

donc strictement inc1use dans le support.

Considérons a, l'élément précité, il est clair que Sex n'est pas de type fini puisque

possède une racine imaginaire.

construction, Zex C Sex.
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par suite, A(Sa) est nécessairement de type affine et comme dans ce cas on sait que le

I9n..·~nd"ff' de la matrice est 1, on a immédiatement le résultat annoncé. plus il est clair

que si a est un élément c de support affine, on a Sa = Zao

2) Sinon, il existe un élément i de Sa tel que < a,ai > < 0 ,puisque a est dans I(e.

Supposons alors Za '1 0 (cas où il n 'y a rien à montrer). On peut considérer Tune

composante connexe de Zao Par connexité de Sa, il existe k E T lié à Sa \ Si

a = EiESa niai, on pose {3 = EiET niai, on a a.lors:

rti E T < a,ai >= 0 =< a - {3,ai > + < {3,ai >

mais, a - f3 est un élénlent de Q{OJ.(Sa \ T) qui est strictement positif et pour tout t ET.

on a évidemment < a - (3, a; > :s; 0 et < a - a ~ > < 0 ce qui implique dans l'égalité

ci-dessus < a; > > 0 et < Cl.': > ~ 0 pour tout t E

suite, dans QifJ(T), {3 est un élénlent strictement positif et A(T){3 2: 0 et n'est pas

A(T) est donc de type fini.

Le support de 0: est évideInment une partie finie de Za est bien réunion d'un nombre

composantes connexes de type fini.

o

Si S est une partie finie et connexe de l et Z une partie de S, on notera :

]«S,Z) = {o: E ](c/ Sa = Set Za = Z}.

A(S,Z) = {o:A E QAK1 ,+; Sa" =S, Za" = Z et < ai,a
A> ~ 0 (\fi E I)} .

où Za" = {i E Sa" ; < O:i,o:A >= O}.

=W(il l ) est farIné des racines réelles positives non divisibles non multipliables.

Ll2 = liV(II 2 ) des racines réelles non divisibles, multipliables.

=W(2II 2 ) des racines réelles divisibles, non multipliables.

Llo = liV(u L ± ]«L,L» où L parcourt les parties connexes de type affine de est

l'ensemble des racines imaginaires affines (au sens général) .

Ll(_) = W(U(S,Z) ± ]«S,Z» où (S, Z) parcourt l'ensemble des couples tels que S est

une partie de 1 finie et connexe et de type indéfini et Z une partie de type fini ou vide de

l'ensemble des racines imaginaires type indéfini.
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est la réunion disjointe de et

est non si et seUllernellt si on est l'un des cas ri ,,+...........,..........~.,. et

les résultats ci-dessus et 5.5.4, .6. contient une composante connexe type

AA1U',"".lLll.JL1A ou proindéfini si et seulement .6. - =J. 0 .

6.3.

le début de ce numéro (jusqu'en 6.3.3) on considère Z une partie de type fini

J.

hypothèse Z est de type fini et donc le groupe IV( Z) est fini.

sous l'action de ce groupe.

Dans QQ' on pose:

plus a est fixe

(ViEl) a l ='(IW7Z)I) w(ai)
\ wEW(Z)

Si on note J'(i) la composante connexe de Z U {i} contenant i, et J(i) := J'(i) n Z, alors

J( i) est la réunion des composantes connexes de Z liées à i, et on a :

Lelrnnle 6.3.1

Pour tout i E a; f.: 0 <===> i ~ Z

Ceci est clair puisque, si i ~ Z, tu(ai) E pour tout w E et si i E Z :

a~ =
'3

1
w(ai) =(---

wEW(Z)

(w(ai) +wTi(ai»)
wEtV(Z)

o

Si a = niai est un élément de (S,Z) (où S est une partie de l contenant Z), il est

fixe sous l'action de VV(Z) et on a :

a ==. niai ==CW~Z)I). ni( w(ai))
'tES tES wEW(Z)

nien})
iES\Z
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Q ;1 ' on pose également :

ES\ = w(ai).
wElV(Z)

=(IW(J)ln i + (w(n i) - ni)) · .i:;;7~'.·
\ wEW(J(i» 1 JI

(La dernière décomposition montrant que les coordonnées de ai sont positives ou nulles).

Lelrnn:le 6.3.2.

matrice A (1) dont les coefficients sont:

< aj, >=< ,ai >=< a}, ai> pour i,j E l \ est une ...............'..........."...,

coefficient < aj,ai > est entier si i E . De plus < ai,ai > > 0 (resp. = 0, < 0) si et

seuuelnelll; si JI( i) est de type fini (resp. affine, indéfini).

i et j sont tous les deux da.ns l \Z et i =f j, < a}, ai> =< aj,ai >E

plus, il est clair sur sa formule de définition que ai est fixe sous l'action de WeZ),

donc, si j E Z, < aj, ai >= O.

Dans le calcul de At(J'(i))ai (où désigne la transposée de seule la coordonnée

< ai, a7 > n'est pas nécessairenlent nulle et donc détermine le signe (au sens large) de

At(J'(i»ai.

Si At(JI( i») est de type fini, conlme ai est positif, et non .nul on a forcément

< ai, ai > > o. (De plus, i est forcénlent un indice réel donc pour tout w E

i) est à coefficients entiers, donc < ai,ai >E N*.)

2) Si At(JI( i) est de type affine, en considérant ai et son opposé, on voit que

nécessairement < aï, ai >= o.
3) Si At(JI(i» est de type indéfini, si on suppose At({i} U J)a7? 0, on a de même

une absurdité, donc < ai, ai > < O.

Notons que de plus si i =f j pour i et j dans S \

« aj,ai >= 0) =:::>«\iw E IV(Z» < aj, w(ai) >= 0)

=:::>«\iw E 11'(Z) j n'est pas lié à SW(O'i»)

=:::>«\iw E lV(Z) j n'est pas lié à SW(O'i») (cf 3.4.2)

=:::>((Vw E lV(Z» < ai, w-1(a]) >= 0)

=:::>( < ai, aj >= 0)

a ainsi bien établi que A (1) est une matrice de Vinberg et les dernières assertions

sont déjà démontrées ou évidentes.

o
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LelrIlllJle 6.3.3.

S une partie finie de l contenant Z.

A(S) est indécomposable alors A(l)(S \ Z) est indécomposaple;

A(S) est de type indéfini alors A(l)(S \ Z) est de type indéfini.

1) Supposons au contraire l'existence d'une partition de S\ Z = UI2 telle que pour

tout i E ,j E < a},aj >= o. Par connexité de S, on peut trouver il E i 2 E

tels que dans {il} U Z U {i2 }, il et i2 soient une même connexe, plus

précisément il existe une partie connexe L de Z liée à il et à i2•

un raisonnement par l'absurde, on voit facilenlent qu'il existe w E W(L) tel que le

support de w(n i
2

) soit Lu {i 2 } (si le support d'un élément n'est pas toute la composante

connexe on trouve un indice qui est lié à ce support sans être dedans l'image par la

réflexion correspondante donne un élément de support plus grand). Par suite, pour un tel

w, < ail,w(ai;) > < 0 ce qui contredit notre hypothèse initiale < Oil'Oi'; >= o.
2) On sait par hypothèse que .4.(5) et sa transposée sont de type indéfini, donc il

existe dans Q K"l (S) un vecteur strictement positif v, tel que At(S)v < o.
Considérons alors v-= LWEl-V(Z) w( v), on a facilement:

v = niai ==> v- = niai .
iES iES

ni étant tous strictement positifs, le vecteur v-est strictement positif dans EI1 ](10.7,
iES\Z

et pour tout j dans S\Z, < aj, v-> =< a}, v-> =< a}, v > < 0 puisque a} est un élément

positif non nul de QrQ!(S). Par suite, on a montré que A(l)(S\Z)v-< 0, ce qui prouve que

cette matrice est de type indéfini.

: Il est clair que de plus, si i E Z, < ai, v- >= 0, v- est donc un élément de (S,Z)

ne peut donc être vide.

o

Si (S, Z) est un couple de pa.rties de l tel que: S est finie et connexe, Z est une partie

5,
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si S est de type fini le résultat est évident puisque les cônes sont

même, on traite facilement cas affine.

Si S est de type indéfini et ](S,Z) :j:. 0, alors Z est de type fini et il est clair que

démonstration précédente du 2) (cf le N.B) pour tout i E Z on a < ai,v-> = 0 ce qui

montre que A(S,Z) n'est pas vide.

réciproque se montre de façon tout à fait analogue.

o

6.3.5.

Si (S, Z) est un couple de sous-ensembles de] vérifiant les hYP9thèses de la proposition

](S,Z) i= 0 <==> (S, Z) vérifie l'une des deux conditions suivantes:

- La partie S est de type affine et S =
- La partie .S est de type indéfini et Z est vide

ou de type fini, éventuellement non connexe.

L'implication ==> est claire à partir de 6.2.2.

A.LA.A.tJ.LA\........ ".A\J.l.A -<= résulte de démonstration précédente l'hypothèse d'existence

l'élément v n'était basée que sur l'hypothèse est de type indéfini", on peut toujours

à partir de v, construire v- fixe sous l'action de vVe Z) si Z est fini. Le cas affine se traite

facilement.

cônes _"''''d'''' .........

Si (S, Z) et (L, J) sont deux couples vérifiant les hypothèses de 6.3.4, et si w et w'

sont deux éléments de

sauf si (S, Z) = (L, J) et W-l W ' fixe ](L,J) et ]("(L,J).
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au passage le résultat intéressant suivant

E (S,Z) et si w E est tel que w(a") = a" alors w E

que le résultat analogue pour I(s,z)o

1) démonstration du lemme 3.4.3, on a introduit les ensembles et , si

a A E I(A(s,z), on a encore la caractérisation de a" comme unique élément de hauteur

minimale de son orbite, et donc :

Supposons w(I("(L,J» n w'(I("(s,z» :f; 0 alors A(L,J) n w-1 A(S,Z» :1 0, or un

élément a de cette intersection est., d'après la remarque précédente fixe par w-1w', donc

il est clair que cela inlplique l'éga.lité des deux couples.

2) Soit a" E I("(s,z) et w E IIV tel que w(ü;") = a"" Considérons une décomposition

11UIUIU<LjL~ de W, 1V = Til ...rin., on voit facilenlent (3.2.4) que pour tout k entre 1 et n,

=a. suite, < a.,a i~ >= 0 ce qui prouve que ik E \ FSex)U Zexet ainsi w

par point I(s,z) et (S,Z)·

a évidemment le mênle résultat dans Q/Q()

3) Revenons à la situation du 1), alors w-l,tv' E

élément de 1( S,Z).

\ F Sex) U Zex), et donc fixe tout

o

6.4.2.

Soit a E c, si C désigne le cône wI{(Sa,Zo.)' alors le cône wI("(So.,Za) dépend unique­

ment de C et non du choix de w ou de a.

Il est poser: C"= wI("(sOl'ZOl) et:

C et C" sont alors appelés cônes duaux

Elle est inlmédiate par ce qui précède.

o
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7.1.

Soient Ct et f3 deux éléments de ](c,

a) < a, ]("(S{3,Z{3) >C 1-;

b) < Ct, (S{3,Z{3) > n](i_ f:. 0 ==>< a,I("(s{3,Z{3) >C 1-·

a) Par hypothèse Ct est dans I(c, et le cône ]("(S{3,Z{3) est formé d'éléments positifs

donc a) est évident.

b) Si < O,](A(Sp,Z{3) > n](Î_ f:. 0, il existe fA E ]("(S{3,Z{3) tel que < 0,7" > < 0, par.

suite le support de ° rencontre FS...( \ Zry", qui est égal à F S8" \ Z8" pour tout b cône-

](A(S{3,Z{3)' ce qui montre que < 0.:, A(S{3,.Z{3) > ne rencontre pas {Ole

o

Sous les hypotllèses de la proposition précédente:

Si f3A est un élément quelconque de ]("(5p,Zp),

< 0,13'" >=0 {=::> les supports de Ct et de f3 sont disjoints

ou 0.: et f3 sont proportionnelles

de rapport dans Q+ et de type affine.

Si < 0,/3" >= Don a < o., "(Sp ,Zp) >= {D} ce qui implique que le support de Ct est

inclus dans la réunion de l \ F Sf3 et Zf3 qui sont deux parties non liées de

/3 n'est pas de type affine, Zf3 est de type ce que Sa ne

pas être de type fini car a: E c) est forcélnent par connexité inclus dans 1\ F Sa. On en

déduit que SCt et S f3 sont disjoints.

Si f3 est de type affine,

- si Sa C 5{3, on a Sa = Sf3 (car Sex n'est pas de type fini) et les deux racines sont

nécessairement affines proportionnelles car ](So; ,Sol) C Q+ a;

- sinon, Sa C 1\ FSa et Sa et Sf3 ne peuvent être liés.

réciproque de ces deux assertions est claire.

o
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Si a E , sgn(a) signifiera 0 si a est nul, + (resp. -) si a est strictement positif (resp ..

Soit a une racine inlag~inaire positive, on sait qu'elle est conjuguée, sous l'action de

à un unique élément 1 de I(c. Si a = 'W(/)' a E w(I(s.."z..,»), notons C(a) ce cône et

CACa) =wI("(s.."z'Y) son dual au sens de 6.4.2.

Si 13 E est donné, et fl" quelconque dans C "'(a) = C ", alors: sgn( < {3, flA >) ne dépend

pas du choix de fl" et si {3 E ~~, le scalaire < {3, fl" > est toujours négatif ou nul.

on a:

<{3,6
A > < 0 W< w- 1({3)"A > < 0 Ww-1({3) E ~+ et Sw-l({3) n (FS-y \ z,.y) ::fi 0

<{3,é A > = 0 W< w-1({3)"A > =0 Ww-l({3) E ~ et Sw-l({3) n (FS-y \ Z-y) = 0

< {3,é A > > 0 W< w-l({3)"A > > 0 Ww- 1({3) E ~_ et SW-l({3) n (FS-y \ Z-y) ::fi 0

trois équivalences (h) ne dépendent pas du choix de 1" dans cône dual (S'Y ,Z..,) ,

et il s'agit donc de voir que les équivalences (a) ne dépendent pas choix de w que

W(/
A

) E CACa). Mais alors d'après 6.4.1, w E =W(CI \ FS",) U Z",) et il fixe le cône

,z..,) et son dual point par point.

2) Si j3 est une racine imaginaire positive, on a w-l({3) E

donc < {3,fl
A > ~ o.

pour tout w dans et

o

f3 est une racine imaginaire, on considère j3A E CA(I3), alors j3 et j3A ont même

support.

Remarque

On cannait déjà le résultat analogue pour une racine réelle et sa coracine (cf..
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considère encore l'élément 7 E c tel qu'il existe w que fi =
raisonne par récurrence sur la longueur de w.

Si l(w) = résultat est clair par définition du cône duaL

Supposons résultat vrai si la longueur de west inférieure ou égale à n - 1 où n E N*.

Considérons alors un élément w de de longueur n, et .w = TilH.Tin une décomposition

réduite de celui-ci.

hypothèse de récurrence r i2 ... r in (7) = Til W(7) et Til W(7 ~') ont même support, et

d'après la proposition 6.2.1, il est clair que SriI w(1') C Sw(1') avec inclusion stricte et

Sw(Ot) = Sr.w(Ot) U {i} si et seulement si il ~ Sw(1') mais lui est lié.

en déduit facilement qu'il en est de mêlne pour l'inclusion de Sri 1 W(1'A) dans SW{1'A).

D'où le résultat.

o

Pour tout couple (S, Z) vérifiant les hypothèses de 6.3.4, on choisit arbitrairement un

élément de (S,Z).

Si i E I ùn , pour le couple ({'i}, 0) (ou ({i}, {i} ) avec i E 10 ), on choisira comme élément

a i. Ainsi la nouvelle définition est bien compatible avec la précédente.

a est un élément de ](S,Z), l'élément précédemment défini sera la coracine de a

notée 0"'"

Si {3 est une racine imaginaire positive, il existe w E tel que w({3) est dans J(c donc

dans un cône ](S,Z) sa coracine sera (8)"':=: tv-l(û"'), où (tA = (w(,B))'" (on a vu en 6.4.1

que cet élément f3 '" ne dépend pas du choix de w tel que w(f3) E c.)

Si a est une racine imaginaire négative, sa coracine sera -(_O)A.

D'après 6.2.3, a est une racine imaginaire de type affine (resp. indéfini) si et seulement

si < a,a
A > =0 (resp. < a,a

A > < 0).

Remarque:

Dans le cas du système de racines d'une algèbre de I{ac-Moody pour une matrice A

symétrisable, si a est une racine imaginaire, I(ac ([I{, 2.2]) établit que [gOt' g-Ot] est de

dimension un. peut alors trouver un générateur aV de cette droite qu'on ait. les

propriétés analogues à celles du corollaire 7.2.4.

Cet élément est un choix possible pour la coracine c'est à dire qu'il est bien situé dans

le cône dual; ce choix permet une "bonne détermination" de la coracine. Pourtant, même

cas symétrisable, le cône dual n'est pas réduit à une demi-droite, un autre choix

est donc possible.
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7.2.4.

Ct est une racine imaginaire et f3 une racine quelconque,

< 0.,/3" > = 0 {=>< {3,a" > = 0

< a,f3" > ~ < a" > 2:: 0

Remarque:

résultat analogue est déjà connu si les deux racines sont réelles (3.4.4).

En conjuguant par ±lV, on se ramène au cas où CY. E I(e. Quitte à changer {3 en -(3

on a de plus {3 E . On utilise alors les équivalences démontrées à la proposition 7.2.1

(vu 7.2.2 et 3.4.2).

o

7.3. systèlne raCInes

Considérons la cha1nbre de llieyl négative:

et le cône de Tits négatif:

on a :

"= { a E Q(Q./ < CY., {3'" > > 0 pour au plus un nombre fini de racines

X" est un cône convexe.

positives }.

On note XI = {a E Q<cp' / < a,(3'" > > 0 pour au plu~ un nombre fini de racines

réelles positives }.

Si a est un élément de Q(~, on note

Ma = {,BE ~+, / < CY.,,B" > > O}

cette définition, CY. E
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=0 donc
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C ..:Y'. Ivlontrons que est stable sous

générateurs Ti où i E de étant deux, il suffit

c X'.

a un élément de , on a < Ti(a),j3" > = < a, Ti(j3") >.

si {3 est une racine réelle positive son image par Ti est une racine positive si et seulement

si {j E (~+ \ {ai, 2ai}) U {-ai, - 2ai} et Ti induit une involution de cet ensemble.

si (Mal est fini, il en de même de (cv)l, et donc Ti(a) E X'.

montrer l'inclusion contrajre on raisonne par récurrence sur le nombre d'éléments

de Ma où a E

- Si 11\10:1 =0, a E CQ donc est dans le cône de Tits.

- Supposons le résultat établi si le cardinal de ...~10: est strictement inférieur à n où n E N*.
/

- Considérons alors a tel que 1110: = n, il existe au llloins un élément réel de la base, ai

tel que < a,ai > > 0 (raisonnement par l'absurde immédiat)

D'après les remarques précédentes, = \ {ai, 2ai} d'où /Mri(o:)1 = - 2/aii.

hypothèse de récurrence 1~i(a) E " et par stabilité évidente du cône de Tits sous

l'action de Ct est dans

TI est évident sur la définition de que = ..:Y est un cône convexe.

effet si Ct et {3 sont dans X', et si t E Q+ n [0,1], si '1 E on a :

< ta + (1 - t)j3, ," > > 0 => 1 E U M{3 donc

1\ltCt+(I- t){3 C U

donc ta EX'.

o

Ct et f3 sont deux racines ima.g'inaires positives, alors:

< G, 13" > < 0 => G + (3 E .6.~.

existe w E et i E l tels que w(a) et w(fJ) sont dans Niai.

cas exclus dans cette proposition est tel que a E Q:j3.

Remarque:

résultat analogue (a +13 E .Q. )est déjà connu si l'une des deux racines est réelle (et

sans autre condition sur a et (3 que Ct E QI' ) à cause de la condition de chaîne, de

et
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a que et {3" ont mêlne support et donc comme < a,

sont liés. Il est clair que c C C'Qdonc une racine AAJ.J.C,,4!""'J~.LA.U""A

de Tits.

> < Sa et Sf3

est un élément

convexité de ce cône, on a a + f3 E et donc par la proposition 7.3.1, il existe

un élément w groupe de vVeyl, tel que w(a +13) E C'QG

montrer que a +{3 est une racine, il suffit d'établir que cet élément est dans K c •

Il s'agit d'un élément de R = LiE! à coordonnées toutes positives ou nulles puisque

U W,8) C plus le support de cet élément est connexe, puisque

< w(a),(w(,8))" > = < Iv(a),w(f3") > = < a,,8"> < o.

Donc, sauf dans le cas où w(a) et 1V({3) son~ proportionnelles à une même racine simple,

w(a + l') E c·

o

Si a et ,8 sont deux racines ilnag'jnaires positives:

a + l' E ==> < a, {3 A > < 0 sauf si a et fi sont Q-proportionnelles

et de type affine.

Considérons w E lV et 1 E !(c tels que j3 = wC,).

a +(3 E => w(a + (3) E et donc les supports de w(a) et de 1 sont forcément liés.

suite, il existe i E Sw(a) tel que < (Xi,[" > < 0 (et donc < w(a),[A > < 0), sauf dans

cas où le support de w(a) est inclus dans Z"O

la racine a étant imaginaire, Sw(a) ne peut pas être de type fini (puisqu'il contient

le support de la racine située dans c conjuguée à a).

Ainsi, soit les deux racines w(a) et '1 ont même support Z" = S" = Sw(a) de type

affine et donc a et {3 sont de type affine et proportionnelles avec un coefficient dans Q+,

soit < O:,{3A > < o.
o
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aesa1!Ile un corps de 1"!:lI"I.. !:lII"TO....'lcTln'1'IO (resp"l'anneau des entiers).

Un système générateur de racines (en abrégé S.G.R.) sur (resp sur Z) est la donnée

7-uplet S = VA, <, >, II, , {Ni}iE1im ) où :

(SGR1) A est une matrice de Borcherds relative, à coefficients dans indexée par l x 1;

(SGR2) et VA sont (ie vectoriels si =f; Z);

(SGR3) <, > sur V X , est une dualité entre ces deux cr E VA

on note [a] a dans de

(SGR4) chaque i E Ni est une partie de Q: de plus petit élément 1 ou ne

contenant pas sa borne inférieure dans lR mais minorée par 3/4 et contenant 1,

telle que pour tout j E Ire et pour tout i Elon ait Niaji C Z (en particulier

E le cas V est un on suppose C

(SGR5) II C (appelée la base) C , (la cobase), indexées par l et telles que pour

tous i et j < a j, ai> =
Les suivantes sont sat;lSI~aIt4es

a) Si J est une finie de composantes connexes de l

un élément u = niai tel que ni E N* pour tout i E

A(J)u = 0, n'est pas dans V.

I_Jl1!g3lrnlg3 soit j E Iim, ai ~ Q+ a j i f; j.

affine, alors

et pour lequel
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hypothèses de

i E = {l,

pour tout i E la plus petite partie Q+, contenant U {O} et stable sous

TI est clair que .- \ {O} possède également les deux propriétés:

- 1 est plus petit élément ou 1 E et C [3/4; +oo( pas

petit élément.

"'-J_~LJL&.A.JL,lI."" pour composante connexe est

corang 1, l'hypothèse SGR6a) est équivalente à celle obtenue en supposant ni

Q+ et d'après (1.2) ceci équivaut également si l est fini à l'existence d'une Q-forme

linéaire sur V prenant des valeurs strictement positives sur les éléments de l'ensemble:

E := { v E EiEI Nai ; < v, ai> = 0 (V i E 1) }.

considérera éventuellement les hypothèses intéressantes suivantes:

(Z) Vi E Vj E

Ceci implique en particulier que la matrice A est une matrice de Kac-Moody relative,

c'est à dire que tous ses coefficients sont entiers.

(SGRIY) Si i E Iim, ni E et niai = njaj où nj E
jES

et Sel connexe alors S = {i} .

dira alors que le S.G.R. est normalisé.

(Vj E S)

définit pour tout i El, Pi le sous-groupe additif de Q engendré par (ou

et on pose:

R = Fiai; R+ =
iEI

Q = /lai;
iE!

Qre = I:: Zai;
ielre

Q"= Zai;
iE!

Qr~ = /lai;
ielre

définit encore QQ' QK' QQ' Q ; comme les produits tensoriels des ensembles Q ou Q A

précédents par Q ou dans V (ou dans 0 Q si = Z).

: Contrairement aux conventions de notations précédentes R+ qui est inclus dans

eU.jelJLIUJle des éléments de R s'écrivant comme combinaison des ai, ne est

forcément égal.
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est en dualité sur Z avec c'est à < a,a" >E Z pour tout a E R et a" E

""_....&."-'L .... "" ..........' .... &. (Z), ceci est encore vrai en remplaçant par

Remarques:

!) Cette notion généralise celle d'ensemble de données radicielles de 1100dy et Pianzola

(MP]. Les notions de bases de racines ou de générateurs de racines de Rée [Rée;!] sont

analogues (MP) dans une autre direction.

2) Cette définition des S.G.R. n'est pas symétrique en et ", il manque en particulier

des ensembles Ni et surtout l'équivalent de (SGR6).

3) Si on suppose qu'un i E Iim est lié à un j E alors forcément est à dénominateurs

bornés. Sous cette hypothèse sur Ni (vérifiée dans la plupart des applications), contient

sa borne inférieure qui est donc 1. S'il en est a.insi pour tous les le sous Z-module R

de V est engendré par des éléments (ljni)ai où ni divise le plus petit multiple commun

des dénominateurs des éléments de (donc de

4) a choisi à partir de ce chapitre de considérer plus particulièrement l'hypothèse

à coefficients entiers; C Z pour tout i et j). Cette hypothèse semble

raisonnable en ce qu'elle recouvre les applications principales, par exemple la démonstration

.des résultats ultérieurs pour les systèmes de racines de formes presque déployées d'algèbres

Kac-11oody. contre, on admet toujours que puisse ne pas contenir sa borne

inférieure, ce qui ne peut alors arriver que si aij = 0 'r/j E pour simplifier les résultats

de stabilité par passage au quotient ou au sous-systènle, de cette notion que verra

aux chapitres V et VI.

D'autre part le système de racines que l'on va construire ne change pas si on multiplie

une ligne imaginaire de la matrice par un élément de Q:., mais ceci ne permet pas de se

ramener au cas où Niaji C lE pour tout j E 1 (il faudrait en quelque sorte que les Ni

soient à dénominateurs unifornlénlent bornés).

5) Pour retrouver les systèmes de racines (non libres) des algèbres de Borcherds, on

aurait pu abandonner (SGR6b) et considérer que Ni = {l} ou N* si i E fim; mais cela

nous aurait imposé que deux racines de la base II puissent être Q-colinéaires et même

égales (cf 5.5.3).

a préféré cette définition qui nécessite l'introduction des au paragraphe 4. Elle

exclut les racines simples Q-colinéaires mais autorise que pour i et j dans f im , ai et a j

soient l(-colinéaires.

autre définition aurait égalelnent été possible en remplaçant partout

corps ordonné archimédien contenu dans

par un
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être nulle, auquel cas, il est

L1'L1L'Aa.'L>I.J'L.< (SGR6a), une racine deSi on ... ,.,....." ...... '"1l ......~""

à une composante connexe de l

imaginaire ""'v'&''&' vt;.ll IJV.&..II.'-4.lL41.&..II.U

(voir lessystème type affine que dans le système serait un système

remarques concernant QA en 9.1.3).

normalisation (SGRN) permet en général de caractériser la base par le système de

1I""::lI,IiI .. 1n.l:llCt engendré. peut d'ailleurs souvent trouver une nouvelle base et des nouveaux

seront normalisés et donneront quand Inême le même système de racines au sens

8.5 (cf 10.3).

TI est clair que dans le cas où TI est libre, les hypothèses (SGR6a), (SGR6b) et (SGRN)

sont vérifiées.

7) Si pour tout i E Ni est réduit à {1}, un S.G.R. est une réalisation la matrice

A (de Borcherds normalisée) vérifiant les hypothèses supplémentaires SGR6b et SGR6a

(donc en particulier (RI) de 1.4).

Certaines autres réalisations peuvent être considérées comme des (pour une

autre matrice) : voir l'exemple 5.5.3. Il faut au moins = {I} pour tout i E c'est à

A de Borcherds normalisée.

8.2. Morphismes de S et extension des scalaires

Soient deux systèmes générateurs de racines sur ,S = (A, A, <, >, II A,

{NihElim) et sI = (Al, 11
1

, 11', <, >, , If', {NI j} jEl.1 ). Un morphisme de S et
un

SI est la donnée d'une application 4> -linéaire de V dans VI telle que:

Vj E 1, 3j' El, tel que 4>(Nj Ctj) C N;,Ct~', on note alors k j E Q: tel que
1

</>(aj) =kjajl et donc kjNj C

. ( A) (1 lA )J E sgn < ai, a j > = sgn < ,a j' > ;

(TI résulte de cette condition que (i EIre) => (i' E I:e) et (i E Iim) => (i' E I!m)

car i E Iim {:=}< ai, a] > ::; 0 pour tout j E J.)

(M3) \Ii EIre; t4>([a
1
è]) = ki[ai] .

particulier pour i E et j E 1, < <p(aj),</>(ai}~ > = <aj,ai> .

Remarques:

1) L'application i Ho i' induite par 4> de l dans est bien déterminée par (Ml) grâce

à condition (SGR6b), on la note encore </>' Elle vérifie sgn(a~i,t/>j) =sgn(aij) j E

et pour i E et j E = (2k jla~i A,i)a~i A,' •
. ,,+, 'f' ''+'1
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pas déterminé (même à isomorphisme près) par classe d'isomor-

S. peut supposer, par exemple, que V" = ou que V" = i.

utl.11Sc~ra éventuellement ces deux possibilités.

même à isomorpl1isme près Ct j n'est pas bien déterminé par la classe d'équivalence

8.2.2.

Soit un corps contenant f(, à partir d'un système générateur de racines sur l(,

on en un sur ](1 en posant S[(I = S = (A, V 0I( 01(, <, >,

II 0I( 1, rr A 0[( 1, {Ni}iEl. ). Il est clair que S vérifie (Z) si et seulement si S[(I le vérifie.un .

De même, on peut étendre les scalaires pour un nlorphisme de

8.3. corps (de base)

suppose dans ce nO 8.3, que II engendre l'espace vectoriel

S est isomorplle à un 0<02 où Sr)}. est un système générateur de racines sur Q si

et seulement si l'espace vectoriel des relations linéaires entre les ai est engendré par les

relations linéaires à coefficients dans Q.

Remarque:

Si ce n'est pas le cas SèfJ2 = (A,QIQ,QIQ,<,>, nA, {Ni}) est un système générateur

sur Q qui possède le même système de racines que S (au sens de 8.5 mais en tant que

sous-ensemble d'un groupe) lllais la considération de SëQ ne permet pas de connaître les

relations linéaires "extraordinaires" (à coefficients dans J() entre les ai.

L'implication directe est évidente si un tel isomorphisme existe, on a nécessairement

~ Q Q9IQ ](' d'où la nécessité de la condition.

Réciproquement notons le Q-sous-espace vectoriel de engendré par hy-

pothèse, on a un isomorphislue de 0{Q sur qui induit clairement un isomorphisme

Snr.®Q sur S,où Séîi>= (..4, ,ll_~,<,>, rr<i~,{Ni}iEl' )oùai-.estlarestriction
.~ ""l:. I!.J! ""l:. un (J.2

à VQ de ai.

o
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suppose de plus la matrice A de rang fini.

S'Q sur Q est isomorpl1e à un Sz 0z Q où Sz est un

SeUtlelneIU; si :

1) Vj E l Niaji Cil;

Rn (QA)J. est un Z-module libre"

sur Z si et

TI résulte de 1) et 2) que est à dénominateurs bornés, pour tout i E " Cela" est

à 1) sauf pour i E 10 tel que {il soit une composante connexe de mais ce cas est

réglé par 2).

L'implication directe est encore facile à établir. Pour la réciproque, l'hypothèse 1)

montre que par l'application linéaire 4> : Q iQl --+ QI telle que 4>( a)i = < a, ai>, on

a </>(R) C ZIG Par hypothèse, l'inlage est contenue dans un sous-espace de dimension

de QI. TI existe une base el, ... , eN de ce sous-espace vectoriel et {l,,,,,,,,

à deux distincts dans l tels que la composante de ei sur j soit bi,j pour j

1 à Alors </>(R) C ZeI EB ... œZeN est un Z-module libre. Comme par hypothèse

Rn est un Z-nl0dule libre, R est un Z-module libre. TI est alors facile de construire

Sz =(A,R,R*,<,>, IIi,{lVi}iE1im) qui convient.

o

8.4 et les ......

Comme dans le cas des systèmes de racines à bases libres :

Si i E on appellera coracine de ai l'élélnent de QA(Ire) :

On définit un élément de GL(V) (qui stabilise Qf~.' Q et Qre := Q(Ire)), d'ordre deux

en posant, sous les hypothèses précédentes,

groupe de fVeyl est le sous-groupe de GL(V) engendré par les ri pour i EIre"

même, pour i E Ire, on définit riE GL(V"), d'ordre deux et stabilisant Q;, Q fQ

et QrAe (ainsi que QA si (Z) est vérifiée) en posant pour tout VA E



Ces r i pour i E engendrent un sous-groupe ... de GL(V"').

= W(ll(/re) U 211(12 )), évidemment appelé système racines réelles

S, et on a donc Qre = aE~re Za et Q r~ = 2:aE~re Za"'.

TI est clair que "', Q, Q"', Qre, Qr~, et (ainsi que que l'on va définir) ne

changent pas par extension des scalaires.

8.S.

Si 4> E R+, on définit la chaîne issue de 4> de direction ai par:

sii E Iim, < </:J,ai >< 0 et </J ~ Qai

={4>} si < </J,ai> = 0 ou' 4> E QÛi

={4>, </> +ai,· · · ,</> +UQi} si i EIre, < </>, ai > = -u ~ 0 et 4> ~ Q ai

={4>, </> - ai, · · . , </> + 'Ua:'i} si i E

construit alors par récurrence sur l'entier n, la suite de parties de QQ.

.6.0 ( +) = U

~n(+) = UaiETI U4>E~n_l(+)Ch(4),ai);

~n = ~n(+) U (-A n(+)).

montrera (9.3.1) que Â n ( +) C R+ pour tout n, ce qui justifie cette définition

par récurrence et montre que cette suite est croissante pour l'inclusion; on pourra ainsi

considérer la réunion croissante de ces ensenlbles qui sera appelé système de racines de S

et noté A(5).

Remarques:

1) On verra en 9.3.9 que A(S) ne dépend que de la. classe de S à isomorphisme près.

2) On· montrera en iO.3.3. sous une hypothèse supplémentaire que réciproquement

~(S) et A(S)+ = UÂ n ( +) déterlninent la base II et les (à une équivalence près s'il

existe i E 1 tel que n'a pas de plus petit élément).

verra également en 9.3.4 que contient et que R = 2:aED.(S)
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Un revêtement libre du système S est un système générateur de racines S= (A, il, VA,
< ,>, fi A, {Ni}iE1im) tel que :

- A et les Ni sont ceux définis pour S;

_VA= et < , > est la dualité canonique;
,..." -

sont libres dans V et VA.

dans if, le système v··"'r·lI"'lno'... ., à base associé à A et aux

et on note avec des -- toutes les notions introduites au chapitre pour cette donnée..

particulier Li C Q!f~'

TI existe alors deux applications ]( linéaires \li et \li A définies par:

\li QK" ~ !(ai C V
iEI

ai 1--+ ai

\liA Q; ~ AC
iEI

ai ......,. ai

Remarque:

TI n'y a pas d'unicité du revêtement libre. contre QQ' QK' Q;, 'l1 et 'l1 A

sont

bien déterminés par le S.G.R. S; en particulier B.Q = (A,Qx,VA,<,>, ÎÎA,{NihE1im)

est bien déterminé à isomorphislne près (on peut en particulier remplacer il A par QK dans

BQ)'

conséquence, Il est un morphisme du S.G.R. S<C~ dans le S.G.R. S.

W et 'lJ A étant linéaires, il suffit de le vérifier pour les Qi (resp. les Cl i), pour lesquels

c'est évident.

o
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f(er\J! C {13 E QK / < {3,aj > = 0 (\fj E f)}

ne {,6"E Q; / < aj,,6n> =°(\fj El)}

démonstrations étant analogues, on ne prouvera que la première assertion.

lI!(f3) = alors pour tout ·i E f, on a évidemment < \li (,6), ai> = 0, mais alors par le

JL_JLJLJLJLJL&.'" 9.1 .. 1, on a < /3, li i > = 0, d'où le résultat.

o

Q<Q'+ = W(Q<Q.+) = :LiEIQ+Cl:i et Q'G!'- = W(Q<Q'_) = :LiE1Q_Cl:i alors on a les

propriétés inlporta.ntes :

1) Q'Q!'+ n Q(Q!'_ = {O} .

2) Si niai = 0 avec ni E Q+, pour tout i E alors ni = 0 pour tout i .

particulier, \li (a) :j; 0, CVa E Li); et \li (.6.+) n \li (.6. -) =0 ..

Remarque:

relation 1) est valable en remplaçant Q par supposé ordonné sous condition

plus forte que SGR6a :

(SGRord) Si J est une réunion de composantes connexes de l de type affine, alors un

élément u = I:iEJ niai tel que ni E !(; pour tout i E J et pour lequel A(J)u = 0 n'est

pas nul dans V ..

Supposons a = I:iEI niai, ni E Q+ non tous nuls et j3 = I:iEI -Pi!3i , pour Pi E Q+,

il faut montrer que a :j:. f3 • Posons a = I:iEI niai, ~ = I:iEI -Piai.

Si a = f3 alors w(a) = w(j]) ce qui implique a - j] E Q<Q+ n Kerw. Par suite, il existe

u =Ct ~ fi ~ 0, :j; 0 tel que = o.
D'après la classification cela implique que chaque composante connexe J de l ren­

contrant le support de u est une composante connexe de l de type affine, mais alors

l'hypothèse (SGR6a) permet cl 'obtenir la contradiction cherchée puisqu'il existe un entier

n que nu E

o
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lU'_",A.&. .......J ...... (SGR6a) n'étant pas ilnposée dans Q " deux coracines (i" et f3" .............. ,L ......... ' ........... v

combinaison linéaire de coracines de type affine correspondant à une composante

type affine de il peuvent avoir même image par \li A,mais alors elles appartiennent à

(dont la définition est évidente) qui est de type affine, et sont des racines réelles,

on que A( J) est périodique période à

Il est donc facile de déterminer dans chaque cas l'image des coracines réelles, on vérifie

est isomorphe à un systèlne de type fini.

le cas affine réel indécomposable, la racine imaginaire positive 6 est

non nulle à cause de SGR6a, par contre on peut avoir 0" = 0; le système A est alors celui

correspondant à X n si Ll correspond à X~l) sauf dans les cas Bn et en qui sont échangés.

Comn1e dans (1tIP), on obtient les propriétés:

qn a : (Vi E 1) Q_ai n Q+Œj = {O}
jE!

et aussi la propriété cl 'intersection faible (P.l.F)

(P.l.F) si i E Q+ Œi n Q+ a j = {O}.
i#i

Remarque:

Si est un corps ordonné, on a si i EIre, !(+Œi n 2::: j :f.i ](+Œj = {D}, par contre la

première propriété qui est basée sur (9.1.3) donc en particulier sur (SGR6a), ne s'étend pas

aussi facilement, il faut supposer pour obtenir ce résultat qu'aucune combinaison positive

à coefficients dans

sous

d'éléments de l'ensemble E du N.B de 8.1 n'est nulle, (ce qui est

de 9.1.3 1

première assertion résulte immédiatement de la proposition précédente.

Pour établir la seconde, supposons niai = 2::: j :;éi nj"aj avec tous les ni positifs dans Q

alors par la dualité, on a

ni < !Xi,ai > = nj < !Xj,ai >~ D
j:;éi

ce entraîne i E ou ni = O.

o
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et avec revêtement

Il un unique 11omomorpllisme surjectif:

Q
( resp. (12 111-

\If A : Qla. --+ Q A une application équivariante.

plus, 0"1 est un iSOlTIOrpl1isme.

Remarque:

C'est encore vrai si on remplace Q par Q(Q!. ou QK et de même de manière duale

QQpar Q; (ou Q" si (Z) est vérifiée). On verra à la proposition 9.4.5 qu'il existe un

isomorphisme ()* de sur pour lequel 'li : Q----1' V est équivariante.

fait la démonstration de l'existence de l 'homonl0rphisme surjectif (a) et de l'équiva­

riance (b) pour Q. Pour QQle raisonnement est analogue. L'injectivité n'est elle valable

que pour 0"1 puisqu'on a vu (en renlarque au 9.1.3) qu'un système de coracines de type

donc groupe peut être envoyé sur un système de

pose, comme dans l'énoncé de la proposition,

(11 : W --+ WIQ; ri l-t 1'i IQ; Q désignant le sous groupe de GL(Q) engendré

par les restrictions à Q des ri pour i E Ire). (on notera encore ri ces restrictions.)

a) 0"1 est bien défini :

Soit p E N*, jl,j2' ... ,jp des éléments de Ire, alors w= rjl rj2 ...... rjp E

on sait que w(ai) - E Q(Ire ), supposons que:

Pour tout i E l

- -(- )ai - W lXi = Cija j avec Cij E Z ..
jE/re

Montrons par récurrence sur p, que sous ces hypothèses :

Qi - rjl rj2 ..... rjp(Oi) = Cijaj •

jE/re

p = 0 évident quelque soit i.

- Supposons le résultat démontré pour p < n où n est un
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alors p = n, on a :

ri'], · · · rjp (ai) = 'L jE!re dija j.

hypothèse de récurrence sur p, on a 1~j2 ... rjp(ûi) = dijûj, et donc:

û·i - 1-i2 · · · (a: i) =(a: i - r il ( ai)) + r jl ( di j a j )

jE!re

= < Œi,a§'l > Œjl + rjt( dijûj)

jE!re

conclut facilement à l'égalité des coordonnées par l'hypothèse de récurrence et par

qui assure l'égalité: < Œi,Œ j~ > =< Œi,a h > =2ajl i / a jljl.

Si iD = rjl rj2 .•• rjp' on pose al (iD) = rjl ... r jp' ceci est une bonne définition :

effet, considérons, id = rjl rj2 ... rjp deux décompositions distinctes

lr..n,nr'll'1lnll'1l"rc respectives 0 et p da.ns

l'identité, de

grâce à ce qui précède, ce qui ilnplique évidemment que 0"1 (rjl rj2 ... rjp) est l'identité

dans Q.

TI est clair que al un honl0morphisme surjectif.

= CijÛj

jE/re

=\l1(Oi - rjl r j2 ... rjp(ai))

d'où le résultat par linéarité.

c) en ce qui concerne seulement al., il résulte de 9.1.3 et de 3.2.3.b) est

également injectif: Si W E Hf est tel que al (iD) = id. Soit W =Til •••rin une décomposition

réduite de W, on sait (3.2.3.b) que n = /{a E Îi+,nd/iD(a) E }I, or d'après les

hypothèses \lI(S;) = 0 ce qui implique S;; =0 et donc iD = Id.

résultat 9.1.3 n'est pas vrai dans QK cependant, comme les éléments de WQK

st(jI,DIJUSE~nt Q, le résultat est encore vrai.

o
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LeJrnrrle 9.2.2

Soit li E telle que W(li) = niCti, avec ni E Q+. On sait que W(QIQ,_)nQIQ,+ = {D},

l'hypotllèse implique que Ci E
-ÎIn -Si li E ~ ,on sait que l'orbite sous y/V, est formée de racines toutes positives, donc par

équivariance de W, WniCti E QIQ,+. Mais si on suppose quej E alors Tj(aj) E QIQ,_\{D}

n'est pas dans Q(Q,+, par suite i est forcément imaginaire.

Par suite li E 6re , donc â = WQj (ou 2wQj) et \l1(ria) E Q_ donc ria E _ alors que

li E 6+ donc a est proportionnelle à ai et est dans .6.+, ce qui établit le résultat cherché.

o

L'application 'lJ : ----? ilre est bijective, et \lI-1

équivariance de \li; \lI(iVai) = 1.vCti où W = O'l(W). sait que 0'1 est
Q~

surjectif donc il est clair que \li est surjective de Wai sur W Cti, donc en particulier de 6re

sur le corollaire 9.1.4, si i E et ni'Wai désigne une racine réelle quelconque de

on a:

\l1(niWOi) = \lI(pjWI-1li j ) <=>w(niwl-lwOi) =Pjaj;

<=>W(iVl-1(n(Wai)) =Pjaj;

ce qui implique (d'après 9.2.2) n{WI-1Wai = Pjaj, et donc l'injectivité de l'application

considérée.

Pour le second point, il suffit de remarquer qu'un élément de 6+ est caractérisé dans

par le fait que son orbite sous rencontre Q_, on conclut par équivariance \II et

par le fait que Y/V.a n Q _ =1= 0 pour tout Ct E Llre •

o



même que pour S au

n.

n on a:

) et c

i E l de

'iN'L& ......1 'L&.....A. cas par hypothèse

que < /J, ai> =< /J, ai>

eleJme](lt fi et un

a même

Iac,llelnellt VIJ"Ç.l.I.U par ,.., ,"""'" puisque, au rang 0

(cf

"""''''''''''''n1l''ll4''''n sur n est alors Im][I1e411a'te grâce aux propriétés

uréC:lsénlent Lin ( +) C

cque

c

il est

(SR2b), (SR3b) et

deuxième résultat est tout

n'rl'''!ln-r101''o à est et que.,

Si 4> E ., par construction· il

tel que 4> E Ch({3, ai) (cette

'rè~l11"'..,.'onl"D il

Ch(/J,

t'r()p()~slt:lon 9.3.2.

est une croissante pour 'ln(~lU~510jrl, on pose :

a l'inclusion ~n(+) C QcQ,+, démontrée au lemme Ainsi sur la définition

il est que ~n(+) C et résultat complet est immédiat grâce

à ~n(-) = -~n(+) C C

o

C QQ.

si = n et = nQQ,_

= u
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Cela résulte de la propriété (SR1b) de 6, (cf 4.1), et du lemme

C 'l1(6).

o

c ~(S) ·

est évidente, puisqu'il est facile de vérifier que ~(S) est stable sous l'action de

grâce aux chaînes d'un élélnent à ses Îlnages par les ri (i E Ire). De plus ~o contient

U 2IT2 et est contenu dans Ll(S) (avec toujours ITre (resp. IT2 ) l'ensemble des ai pour

i"E (resp. i E 12)).

o

S est un revêtenlent libre de S;

non proportionnelles à ai , si < a, li i > < 0

(avec les notations du paragraplle 4)

D'après 9.3.1, on a ~n(S) C {NdiE1im) et donc ~(S) C {Ni}iE1im).

a facilement ~(S) = ~+(S) U ~-(S) où on a posé ~+(S) = ~(S) n QQ+ et

6._(S) = ô(S) nQQ_. De plus, il est clair que le système Ô(S) est le plus petit ensemble

QQ,+ U QQ,_ contenant U (UiElimNiai) C ô(S) et vérifiant les trois

suivantes:

- la stabilité sous Ci r-+ -Ci,

conditions de chaînes réelles,

tout i E lin., pour tout a E

alors Ci +niai E pour tout ni E

Comme U (UiElimNiCii) C il(S), on sait grâce à (C) et à la proposition 2.3.2, que

est inclus dans .6(S) et par les deux premières propriétés rappelées il en est de même

U ±(UiElimNiai)) U . Ce qui établit l'inclusion contraire et donc l'égalité.

o
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S désigne toujours un s)'stènle g'énérateur de racines et S un revêtement de

S, alors:

.6.(5) = '1i(.6.(S)) .

Ct = iEI E 6.(5) et u = w(à), 011 dira que I:iEI niQi est une "bonne décompo-

de a. On sait que le support de a est connexe.

Grâce à 9.3.3, il suffit d'établirD'après 9.3.1, il reste à prouver que \l1(.~) C

l'inclusion 'l1(.6.+) C

'I!(~) = (3 E

. On va montrer par "récurrence" sur h(~) ~ E ~+ que

D'après 9.2.3, on sait déjà que l'assertion est vraie pour (3 E ~re. On peut donc'

supposer PE Li~.

Si h(~) ~ 1, alors ~ E et le résultat est imnlédiat.

Supposons h(jj) = 'Il E Q+ et le résultat démontré pour toute racine de hauteur

inférieure ou égale à n -

si ~ E ~~, il existe un élément du groupe de \i\Teyl w tel que w(P) E !(c et on a

h(w(P)) ~ h($) avec égalité si et seulelnent si w(Î3) = Pdonc si et seulement si 13 E Kc

et sinon h(w(j3)) ~ hep) - 1.

Donc, si j3 E ~~ \ Ke, le résultat est par hypothèse de récurrence démontré pour

l'élément de Ke conjugué sous à jj et le résultat est immédiat par équivariance de \li

et par stabilité de sous l'action de

Reste le cas où f3 E ](c.

Si (3 E Niai pour un certain i, le résultat est clair.

Sinon, par 9.3.5 on sait que .6. vérifie SR5b et donc il existe un indice j et un rationnel

nj E Njind tels que jj - njaj E .6.+, dans ce cas, on a hep - njaj) :5 h(jj) - 3/4 et donc

par hypothèse de récurrence on a w(Î3 - niaj) = j3 - niai E

plus, dans ces conditions, < fi - niQj,a j > < 0 :

j E c'est clair car par hypothèse jj E Kc;

j E Iim, cela résulte de la connexité des supports des éléments de puisque

f3 ri. Niaj il admet au nl0Îns un autre indice dans son support.

conséquence., sous les hypothèses précédentes, Pn'est pas proportionnel à une

racine simple et < ff - niaj,aj > < 0 donc ff - njai ~ Q+aj et jj E Ch(jj - njaj,aj).

si fJ - njai ~ Qaj alors j3 E Ch(j3 - njoj,aj), d'après la construction par chaînes
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si f3 -- njaj E Qaj, (et fi - njaj ~ Qaj) dans ce cas par il est que j E

(3 -- njaj =qaj n'est pas une bonne décomposition).

a) soit fi -- njaj = mkak pour mk E pour un certain k alors < ak,O j > < 0

ce implique /3 E Ch(mkO'.k,aj) (car par SGR6b deux racines simples ne sont pas

Q-proportionnelles) et donc fi E ~.

b) soit j3 -- nja j n'est pas colinéaire à une racine simple mais est un élément de Kc

puisque son image par \li est dans Q+aj. Il existe alors (par SR5b dans ~) un indice k et

un rationnel mk E Nkind tels que Î3 -njaj - 11~k(ik E ~+, et par le même argument que

précédemment on a < fi-njaj-mkak,a k > < o. De plus < fi--njaj-mkQk'a j >:5 0 car

P-- njaj - mkak est une racine positive et j E Jim. D'autre part 'P(fi -- njaj - mkak) E

par récurrence.

0) si < ~ -- 1~j(ij -- n1kak,aj > < 0 et si lI!(fi - njaj -- mkak) fi: QOj alors

(3 -- mkak E Ch('I!(ff - njaj - 1nkO:k), aj) et, comme j est dans Iïm, on a :
-." --

< {3 - mkak,a k > =< fi - njaj - nlk~k,a k > +nj < aj,a k > < 0 alors:

si k =1 j on a (3 E Ch((3 -- mkak, ak) ca.r (3 n'est pas Q-proportionnel à ak·

si k =j on recommence le raisonneluent du b) en remplaçant f3 par f3 -- mkak (c'est le

même raisonnement mais avec nj E * au lieu de Njind). Cette boucle sera faite jusqu'à

arriver au cas j f:. k ce qui est possible car fi· ~ Qai et que la hauteur descend d'au moins

3/4 .à chaque fois.

(3) si < ff - njaj -- 111ka k, aj > est strictement négatif et 'I!(P - njaj -- mkak) E Qaj

alors k =j et on recommence la boucle précédente jusqu'à arriver au cas j i=
i) si < fi -- njaj -- mkO:k,aj > = 0, on a forcément < ak,aj > < 0 car comme

f3 E QOj, < 'ff -- njaj, a j > < o. De plus ~ -- njaj -- mkak a un support S qui n'est pas lié

à j car fi - niij - mkO:k = I:PEs npO:p avec np > 0 et j E Iim donc l'hypothèse implique

< ap,aj > =0 pour tout p E S et en particulier on en déduit que k ~ S.

par hypothèse, f3 -- njaj E Qaj soit q E Q tel que 13 -- njaj = qaj on a alors

si 1 E S, < npCf.p,aî > = < qaj - nkCf.k,Cf.î > < nkok,aî >~ o. par

connexité du support de fi il existe dans S au luoins un indice llié à k et donc pour lequel

< EpEs npap, 0'. l > > o. D'après la caractérisation du type des matrices de Vinberg (cf

1.2), S est une partie de type fini de J. Par suite, la racine I:PEs npap est une racine

Dans Ll, mkQk E .6. puisque n~k E njQj + mkCtkE Ch(mkak,aj), de plus

< njaj + mkCtk, (I:PEs npCtp)" > < 0 (cf 7.2.4), il existe un élément w E W tel que

w(E pES npop) est proportionnel à une racine simple réelle, par stabilité de sous

w(njaj +mkCf.k) E et n'est pas proportionnel à w(EpEs npCtp) (puisque cette dernière

est réelle) donc w(-nja j +mk(Yk) +w(I:pEs npCtp ) E Ch(w(njaj +mkC'tk), w(EpEs npC'tp))
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et le .........u~.&.v~ ..... 'U ~t'"'la~j,...na vient par stabilité de 6. sous l'action de

o

9.3.7 .

.6.(5) est le plus petit sous ensenlble de QcrJ1 contenant Niai pour tout i E l et vérifiant

deux propriétés suivantes:

1) a E Li(S) alors -a E . (propriété de symétrie)

2) Si a E Li(S) n Q()~,+ et si i E l, alors la ai-chaîne issue de a : Ch(a, est A.U.'l..,AU":;1~

dans .6.(5).

évident par construction.

o

Remarque:

Supposons TI = TIre, il résulte aussitôt de ce corollaire que Li(S) est le pIns petit

sous-ensemble il de Q{02 contenant 6.re(s) et tel que:

Pour tout a E n et tout f3 E non proportionnelles:

[;1, TaCB)] = {(3,;1±a, ... ,;3- < ;3, aV > a} en·

Corollaire 9.3.8 .

.6.(8) vérifie les propriétés suivantes:

=.6.+ U _,

- Vi E Ire, Va E \ Zai, Ch(a:,ai) C

-ViE VaE \Qai' «a,ai><O)=:=>a+niaiE pourtant niE

- Va E ~+ \ (UiEIQ ai), :Ji E l et ni E lVi ,ind tels que a - niai E

- Vi E n Q ai =+

- Vi E Iim, C 6. n Q+Cl:'i .

Immédiat par la proposition 9.3.3, le lemme 9.2.2 et les propriétés d'un système de

1""~~1In,QC! à base libre (4.1).

o
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le cas d'une "racine sinlple" ilnaginaire l'ensemble des racines positives

ai n'est pas forcélnent réduit à Un autre multiple qai apparaître

comme image par 'l1 d'une racine iUlaginaire de ~, dans ce cas, qai n'est pas une "bonne

décomposition". Si, par exemple on considère la matrice:

(
2 -2 -2 -3)

-2 2 -2 -3
-2 -2 2 de diagramme de Dynkin

-2 -2 -9

On peut avoir dans V l'égalité: (2/3)a4 =al + a2 + a3 (il suffit de prendre =QK

quotienté par cette relation) ainsi COlnnle k(al + 0:2 + 0:3) E pour tout entier non

nul on a (2k/3)a4 E ~. Et donc si on veut que le S.G.R. soit normalisé, il faut que

2k/3 ~ N4 ('Vk E N*).

--,-_._ ...".".,,_ ....... 9.3.9.

Soit <f; un isonJorpllisme d'un S. 51 = (il, V ..., rr"', {Ni}iE1im) sur un

8
1 = ,VI, ',<,>\n1

, ·,{N;}jEI.1 ),alorsl'isomorphisme4>de sur échange
un

Remarque:

1 - -1
Si q, est un morphisnle de S sur S qui injecte II dans (donc Q dans Q ) alors

~(~(S)) C ~(Sl). Si <.P n'est pas injectif sur il faut ajouter des conditions de compa-

tibilités entre les et les N; .

Par hypothèse, <f; est un isonl0rphisme de S par suite il induit une bijection de

II sur , ainsi qu'une bijection de l sur Il grâ,ce à laquelle on l et , on

a alors:

par (IvI1) = et k i = 1 pour tout i E 1; (ceci quitte à changer ai et si }li n'a

pas de plus petit élénlent, ce qui ne change pas ~(S))

par (M2) sgn(aij) = sgn(a~j) pour tout couple (i,j) d'éléments de

par (M3) aij = a~j pour tout i EIre.

Ainsi, il est clair que les matrices Cf et Cl associées respectivement à A et A 1 dans

proposition .5.5.2 sont égales. Considérons alors des revêtements libres de

et et l'application ;p de Qdans QI qui envoie ai sur a~i' Il est

(resp. )

alors que
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=4>(~(C, = et que le diagramme "

{Ni} )
<P

~(C,{Ni})

Wl
Wl 1

1
.J,. ~

.6(S)
<P

~(Sl)

établit le résultat cherché.

o

La démonstration de la remarque est analogue. Si ~ induit une injection de II dans

, elle induit une injection de [ dans [1 et on peut encore identifier [ et son image.

a alors C et la matrice C est extraite de Cl et donc:

Si ~ n'est pas injective, les hypothèses de compatibilité à ajouter sont du genre de

celles de l'exemple suivant:

Si l'ensemble [ a deux éléments tels que aIl = a22 = a12 = a21 et si ~(a1) = ~(a2) =
1 il que contienne plus partie de Q contenant pour i E 2} et stable

sous l'addition.

9.4. de Weyl

(S) pour i E a.lors a E

conna.it le résultat analogue dans on conclut grâce à l'équivariance de q; et à

o

Lel[Ilrrle 9.4.2.

et nj E alors w(a i) = a J.
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équivariance de \If, l'hypothèse s'écrit \If(w(niai)) = njaj.

j E cela implique < w(ai),à k > ::; 0 pour tout k E l et donc w(niai) est dans

l'intersection de lV(niQi) avec c (qui est vide si i E et réduite à un élément d'après

si i E Iim). Ceci prouve que w(niQi) = niai et donc i = j et w fixe ai ce qui implique

W E (rj; < ai, a j > = 0). Il est a.lors cla.ir que i) == ai.

Si j E alors d'après 9.2.2, w(niQi) E .6. n W- 1(J.V j aj) = Njaj et le résultat est

alors connu (3.4.1).

o

Lelrnnle 9.4.3.

Soient i E alors il existe

un indice s vérifiant 1 ::; s ::; t, tel que

On pose pour tout k E {l ... t}, f3k = Til; ... Ti t (ai), Pt+l =ai d'après les hypothèses,

il existe un indice k tel que Ph E pour tout h > k et f3k E il_, de 9.1.3 on déduit

que ... rit (ai) est dans E- et les rih ... rit (ai) dans , d'après 3.3.2 on a alors

... rit(ai) E {aik,2éiil;}' mais il s'agit d'une racine indivisible d'où l'égalité

· · · rit (ai) = ail; qui implique Tik+l . • · (ai) == aik·

Par le lemme 9.4.2, on sait qu'alors Tik+l ... Ti t (a i) == a i~ ., par suite pour tout v EV.,

(v) = v- < v, Tik+l •• • rit(ai) > 1"ik+l ••• rit(ai) = wriw - 1 en posant w = Tik+l.· .rit •

Ceci étant vrai pour tout v EV., on a dans GL(V) :

Si w E on pose:

o

l(w) =min{p E N/3(i1 , . .. i p ) E lfe/w =Til ••• Ti,,}.

a alors w E l(w) = 0 <==:} tU = id.
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-~,...,....,,- 9.4.4.

Si w E \ {Id}, et W = ri l ••• Ti p où P = l(w),

a) i E est tel que l( W1-i) < l(w) si et seulement si w(ai) E ~_(S);

w(aip ) E ~-(S).

le lemme 9.4.3, w(ai) E 6._(5) ===> l(wri) < l(w). Supposons alors w(ai) E

wri(ai) E ~-(S) donc par ce qui précède l(wTiTi) = l(w) < l(wTi). le résultat.

la décompositian, on a forcément l (w) > ), on

'-'''''.I.'''-'JL\A.U grâce au a).

o

a) L'application p de ~/V dans qui a tout élément du groupe de

restriction à Q{Q est un isonlorpllisnle.

associe sa

b) Il existe un unique iSOl110rpllÎsme noté a de

équivariante.

sur pour laquelle \li est (W, W)

a) Soit w un élément de qui induit l'identité sur QIQ. Alors pour tout i E

w(ai) = ai. Supposons la longueur de w non nulle l(w) = p > 0 et w = ril .. . rip une

décomposition réduite dans alors par (9.4.3) w(ail' ) = ail' E QlQ:,- n QlQ:,+ ce qui est

absurde d'après 9.1.3, puisque ail' =1= 0 « ail" a i~ > > 0). Par suite l(w) = 0 c'est à dire

w = Id, donc p est injective.

est alors immédiat par composition de 0"1 (9.2.1) et de p, on obtient l'isomorphisme

cherché, son unicité étant évidente à partir de celle de al.

o

a) est le g'roupe de Coxeter associé à la ll1atrice de Cartan généralisée K(A),

obtenue à partir de A pa.r le procédé décrit en 3.2.1;

b) POUl tout w E l(w) = J{a E il~d,+ / w(a) E ~-}l ;

c) Si i et j sont deux indices réels
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AJl.Jl.Jl.Jl.A.JI. ...., ................. '" d'après l'existence de cr et le résultat pour

1(1.u) = 1(a-1 (w)) = I{a E Li+ / W(a) E on sait

c)

que t/J une bijection entre les racines réelles du revêtement et celles du système

_"'...lL""............. ' ............ de racines (9.2.3), ce qui permet de démontrer le résultat annoncé.

démontre égalenlent ce point en utilisant (9.2.3) et le résultat analogue dans le

revêtement puisque par une éventuelle composition par r j on se ramène à utiliser lemme

qui prouve que w(ai) = ±àj implique 1.u(à i) = ±à"j ce qui établit l'implication

....rtd"·,T'\1r>rt.rt'1'n étant triviale.

o

9.4.7.

a) Si Ct = w(ai) avec i E a.lors~" = w(ai) et a~ = a2(a-1(w))(ai) ne dépendent

pas la décomposition considérée.(en réalité g~râce à l'isomorphisme al et à l'homomor-

vnJrsmlesurjectifa2' on peut noter1.v(ai) = 0"2(aï 1(w))(ai).)

b) Pour tout a E , on définit une réflexion dans V en posant

tout v E fa(V) := v- < V,Qv > CL

a E {w(ai),2w(ai)}, alors 1"0; = W-1riw, et on a:

Ct étant une racine réelle son antécédent dans Li est unique (8.3.1), on le note a. Cette

u.&I. ... ' ....... ,,"-' et l'équivariance de W impliquent l'égalité a = a-l(w)(ai) et donc par (3.4.1)

a"= a-1(w)(ai), ainsi W"(a") = 0'2(a-1(w))(ai). Le reste est alors immédiat.

o

1 systèlne

10.1. Les sous.. systèlnes ~(.l) avec .l C l

considère toujours le système générateur de racines défini sur

<, >, ,{Ni}iE1im) ·

s=
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Soit J une partie quelconque de alors:

= (A(J), A, <, >, 1I(.l), II "(J), {JVi}iE1im nJ) est un système générateur de racines,

groupe ltVeyl =< ri; (i E IrenJ)} >, système de ,LU>,",J.J.A,",'v,

6.(J) = 'l'(l(.])) = {a E 6./30: E 6.nQ(J) ;\lJ(a) = a}

particulier ~re(J) = 6.re n (Q+(J) u Q_(J)).

L'identité de \1 induit un morpl1iS111e de S.G.R : SJ ----+ S.

plus, si S la condition (Z) ou l'l1ypotllèse

même pour SJ.

il est qu'il en est

N.B: En général, l'égalité ~re(.l) = ~re n Q(J) est fausse, elle est cependant vérifiée dès

que est libre (la démonstration étant basée sur la même récurrence). On a évidemment

aussi, en général, ~(J) f; .6 n Q,C!'( J). Si on considère par exemple la matrice:

( ~1 -;1 =~ =~\)
-1 -4 2 -1
~4 -1 -1 2

Alors on peut trouver une réalisation de .4. dans laquelle 0:4 := -al +a2 +a3 et donc

~l est clair que la racine Q4 est dans Q(.]) pour J := {l, 2, 3}.

Remarque:

On obtient cl 'autres sous-systènles intéressants en considérant de même une partie J

de l mais en choisissant des ensembles pour j E J seulement inclus dans les N j définis

pour le système (la démonstration étant analogue à celle faite ici).

TI est clair en effet que S J possède les propriétés requises pour être un système gé­

nérateur de racines et que de plus (fl(J),V,VA,<,>,ÎÏ(J),ÎÏ"(J),{Ni}iElimnJ) est un

re\ret~~mient de le corollaire .6. n Q{fJ:( J) est le système SJ,

par la projection, on a le résultat dans En ce qui concerne les racines réelles, dans

le revêtement libre, il est cla.ir que .6r~(J) = Lire n QQ(J) (cf 4.2.3), une racine réelle de

U QCfJ!.(J) donnant une racine réelle dans ~(J) (cf structure d'un système de racines à

libre). L'inclusion C 6. re n (Q+(J) U Q_(J)) est évidente. montrer

réciproque, on peut ne considérer que le cas des éléments a E n Q+(J) et on procède

par récurrence sur la hauteur (définie C0111me la hauteur de l'unique élément Ci de tel

que \l1(Ci) = a). Si la hauteur est 1, le résultat est dû à (P.I.F) cf 9.1.4, sinon comme Ci

est il existe i E 5Q tel < a, (iVi > > 0 ce qui implique i E J et on se ramène à

pour lequel on peut conclure par hypothèse de récurrence.
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autres assertions sont ~ ...."....,""""',rt~

o

10.2.

Ct une racine réelle on a :

Si fi une racine non proportionnelle à a a.lors {;3,;3 ± a, . · . ., (3- < (3, aV > Ct} C ~.

utilise le résultat analogue déjà établi dans Li (cf

et stabilité Li sous IV.

Si a est une ra,cine inla.g~ina1re positive on note ~

pour une racine réelle simple

o

((a) = qi-I(a) n ~ et ("(QI) = {fi~ / ~ E ((a)} .

Si a et (3 sont toutes deux des ra.cines inlag'inaires positives et si il n'existe pas

d'élément w du groupe de l:lleyl tel que w(a) et w({3) soient proportionnelles à une mênle

"racine sinlple" ai avec des coefficients da.ns on a :

Considérons fi un élément de ((13). Sous les hypothèses de la proposition, il est clair

existe au nl0ins un élément ;y~ de (~(a) tel que < 'fi,:Y~ > f; O. D'après 7.3.2, on a alors

P+ :y E sauf dans le cas où pet '7 sont conjuguées sous l'action même ele:mE~n~

du groupe de \Veyl à un multiple d'une même "racine simple" imaginaire, et le résultat

cherché vient par projection.

o

_""__._L">I1I"l1''''' __ 10.2.3.

Si a est une racine réelle positive et j3 une racine imaginaire positive et si il existe

P" un élément de (~(j3) tel que < W-I(a),,BA > < 0 alors < fi, w-1 (a") > < 0 et donc

f3+aE
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les propriétés du revêtement (cf 4.1 (SR3b) et

o

Remarque:

propositions précédentes, il résulte que si a, f3 sont des racines positives

telles que f3 fi. (fla et si < a,{3" > < 0 (pour un (3" E W"(("(I1)) si 11 est imaginaire) alors

a+f3E Si a et f3 sont inlagi l1aires, la condition f3 1. Qa peut être affaiblie (10.2.2).

Lelrnnle 10.2.4.

Ct est une imaginaire positive, il e..xiste w E et un eleJmeJt1t a (a) tels

que w(a) E c, et a.lors w«((a)) c Ke .

Pour un tel choix de w, F 5'5 \ Z'5 (cf 6.1 et 6.2.2 ) ne dépend pas du choix de Î3 dans

(w(a)) =w«((a)) .

Soient Ci et -g deux élénlel1ts de (a) alors a étant une racine imaginaire positive il

existe un élénlent du groupe de vVeyl w tel que w(n) E Kc' équivariance de \li on a

'1J(â) = w(8) Ç::::> \li (w(a)) = \li (1V(,8))

==> < W('w(a)), ai> = < w(weB)), ai>

==> < lv(à),ai > =< w(ff),ai >

inlpose w(;3) E

o

Remarque:

Plus précisément avec les notations de 6.1 et 6.2.2 :

a est une racine inlaginaire et si (a) contient une racine imaginaire affine (au sens

de 6.2.3) alors il n'est formé que de ra.cines imag'inaires affines.

pourra donc ainsi parler du tJlpe d'une racine a imaginaire:

a est de type affine Ç::::> 3a E (a) / êi est de type affine ;

Ç::::>\:fêi E (a), il est de type affine.

a est de type indéfini Ç::::>3a E ((a) / a est de type indéfini;

Ç::::> 'ria E ((0:), â est de type indéfini.
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supposer que la racine a est positive. Soit alors Ci et f3 éléments distincts

«(a).

3iV E Hf / < w(ôi), ai> :S 0 (vi El),

alors < a(w)(a),ai > ::; 0 ('Vi E

donc < fv(fi) ,œi > ~ 0 ('Vi E I)

ce montre que li et jj sont simultanément envoyés dans

racine n'étant pas modifié par l'action d'un elelmellt

on peut supposer dans la suite que êi et iJ sont dans ftc.

Supposons a de type affine, on sait qu'alors S- = z- .
0' 0'

groupe

1) Si Sfj n S; i= 0, d'après 10.2.4 (I \ FSfj) U Zfj = (I \ FS;) U Z; mais S; = Za

rencontre Sfj donc Zfj~t est connexe donc S; C Zfj' La partie Zfj n'est donc pas de type

on sait alors que ,Best nécessaireillent avec S~ = Z{j donc les supports

des deux éléments sont égaux (un support de type affine ne contient strictement que des

parties de type fini). La racine jj est donc de type affine.

Si Sfj n S; = 0. Supposons que fi ne soit pas de type affine. Alors il existe i E Sfj

que < ;J,ai> < 0 et donc i E FS; \ S; d'après (10.2.4). Par définition de FS;, il

existe j E S; tel que < ai, Ci j > < 0 mais alors j E Z; n F Sfj donc j E Z~ C S~ car

Z; = Sa C (1 \ F"fj) U Zfj ce qui contredit l'hypothèse Sa n S~ =0 .
o

Remarque:

Considérons toujours li et fi dans ((a) n c.

Dans le cas où Ci et jj ont des supports égaux (affines), li et jj sont Q-proportionnelles

puisque Corang (A(S;» = 1.

Sinon S; n S-p = 0 et de plus FS; n SJj = F Sfj n S; = 0 (démonstration facile en

rep~enant 2). En particulier comme a et a' ont même support, PB--
Ot

, n Sfj = 0 et on a :

< /3, (iA > = o.
Ainsi pour toute racine imaginaire affine Q et tous a, ~ dans ((a), on a < ~,liA > = o.

o

Si 1 est une racine ima.ginaire, et si a est une racine quelconque de .6.(S), le signe de

< a'I A > (au sens strict c'est à dire conlnle élénlent de {D, +, -}) ne dépend pas du choix

de 1 Adans \li A( ("( Î ) .
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suite pour 1 E ~ im, 1 A désignera toujours un élément

choisir façon que (w( ~'1))" = w(1") pour tout w E et pour tout 1 E

.&.............''11 ........ '''.. '-' étant à coefficients dans Q ce choix et celui de peuvent être faits de façon

que lA E 'l1 A(QA) C QA. Cependant, il n'est pas sûr que l'on puisse avoir à la fois lA E QA

et l'invariance par c'est le cas avec la condition (Z) ou au moins si la matrice A est à

coefficients entiers (pour que Q" soi t stable par ou encore si est fini.

Soit '7 et fJ deux éléments de ((,). peut supposer la racine 1 positive et comme

la démonstration précédente, (quitte à changer 7 en un de ses conjugués), on peut

supposer '7 et '8 sinlultanément dans ](c • On peut de plus supposer que lX est une racine

positive (quitte à considérer -a).

Supposons ,A = \If A(:r A) et b" = \If "(8"), soit a E \If-l(a) n Li, on a alors:

1) < O"A > < 0 <=>< à,7" > < 0 <=> S; n (FS~ \~) f:. 0;

2) < a, lA > = 0 {:}< a, 7A > = 0 {:} s; n (Fs~ \ ~) = 0;

mais par (10.2.4) on sait que F S- \ Z- ne dépend pas du choix de l'élément 1 dans (,)
1 1

ce montre que les deux scalaires < a'/
A> et < a,fJA > sont de même signe.

o

10.3 Système générateur racines normalisé

Soit S = VA, <,>, II ", {l\ri } iE f im ) un système générateur de racines.

considère la condition suivante:

(BN) TI existe un corps totalement ordonné 1(1, un élément ê > 0 de et une

application Q-linéaire Bde Q(Q dans 1(1 telle que pour tout i E B(ai) > e et B(ai) < kiê

pour un ki E N.

(J est alors appelée une "hauteur".

: 1) La dernière inégalité de (BN) est superflue lorsque ](1 est archimédien, c'est à

dire est un sous-corps de IR.

2) Quitte à changer ê., on peut transformer la dernière assertion sur (J en

Ainsi, la condition (BN) ne dépend que de Ll+ et non de la base

3) Cette condition (BN) est une conséquence de l'hypothèse suivante:

Il existe une base {/j}jEJ de Q(OJ. telle que C EBjEJN'j.

Les conditions et sont invariantes par isomorphisme de S.G.R.
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S satisfait à l'llypotllèse on peut extraire de UiElimNiCti une partie

'el~~mienl~S Ct deux à deux non Q,-proportioll11els et pour lesquels on définir des

ensembles de rationnels JV(Ct) de plus petit élénlent 1 ou sa.ns

par 3/4 et contenant 1 tels que N(a)a C pour un certain i et pour lesquels:

si ~:= ~imU et ~A = {nA; a E ~} (sachant que si Ct = nCti, (n E Q+) alors

a A = a i) et si est la matrice de < 0'.,,13'" > pour a et f3 dans q> alors:

Si = (A', , <, >, q>, q>A, {N(a)} aEepim) est un système générateur de racines

que .6.+(SI) = .6.+(5) et

Si S vérifie (Z) alors (S') aussi.

L'identité est un morpl1isDJe de S.G.R. de SI dans S.

Remarque:

Intuitiveulent on peut interpréter c.ette proposition de la manière suivante:

hypothèse, II (avec donné pour chaque i E 1) est une base S.G.R. S

donc il est clair que toute racine 0' de ~ qui n'est pas dans un Niai admet une bonne

décomposition du type L nj('tj où on peut supposer tous les nj E N jind quitte à faire

apparaître plusieurs fois une Inême racine sinlple.

Si une racine niai adnlet une bonne décoluposition en fonction des éléments de

UjEllVj aj \ {niai}, niai = LX jaj alors on obtient une autre bonne décomposition de 0

ne faisant pas intervenir niai en reluplaçant dans sa décomposition niai chaque fois qu'il

apparaît par L x j a j .

Cependant, on extrait la base de U (UiElimNiai) (ou plus exactement de

U (UiEloNiai) U (UiEI_ NiindŒi) car si a = niai + miai avec mi E et ni E ind et

si niai admet une bonne décomposition en fonction des éléments de UjEINjaj \ {niai}

ne donne pas une bonne décomposition de a si i E 10.

ailleurs cette rema.rque ne dénlontre pas la proposition car il les

éléments de la nouvelle base les uns après les a.utres (de peur que niai ait une bonne

déco~position avant mais plus a.près) ce qui nécessite une récurrence que l'on va faire

avec (J.

On pose, si 0 désigne une forlne linéaire sur Q(J2 vérifiant l'hypothèse (BN) :

hypothèse 1(0 = 1 = 2 = 0 et la réunion des n est UiElimNiOi
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alors par récurrence deux suites croissantes · (qui sera égal à

n n))), que l'ensemble (qui sera égal à n (n+l)(e/4)O(a)[)

pour chaque a dans ~(n) n .6.im •

n = 0 on pose ~(O) := = TIre, pour ces éléments est {1,2} si la racine est

......... 'UL... " ... fJ.LUJVU .... 'Y., et {l} sinon.

- Supposons au rang connus ~(n-l) (au choix possible. près) contenu dans U n-l

que, pour les éléments a de q>(n-l) \ , les .lv<n-l)(a) de plus petit élément 1 ou

sans plus petit élément mais contenus dans [3/4, oo[ et contenant 1.

tout a E ~(n-l) on note .1\T(n-l)(a)ind l'ensemble des éléments indécomposables

pour l'addition de ly(n-l)(a) en particulier Jy(n-l)(a)ind = {l} si a est une racine réelle.

- Soit f3 dans J(n \ n-l, on dira que ;3 E <p,(n) si et seulement si f3 vérifie les deux

1n."FI1I"'.... 1n."FI·1I,.....1"'.... ".., suivantes:

a) (3 n'est Q-proportionnel à aucune racine de ~(n-l);

Si a E ~(n-l) et nC'é E l\T(n-l)(a)ind sont tels que j3 - nC'éa est une racine de ~+(S),

on a forcément < j3 - nC'éa, a" > =o.
construit alors <p(n) \ q>(n-l) = <]?(n) n (I\n \ I{n-l) de la façon suivante:

Pour tout élénlent {3 de <]?/(n), on considère R({3) l'ensemble des rationnels q tels que q(3

soit encore dans ~/(n); il est clair que R({3) C]3/4; 4/3[. Si R({3) a un plus petit élément ql

on pose a = ql{3, sinon on choisit un élélnent unique a dans R(/3)/3, et on dit que a E ~(n)

avec N(n)(a) = R(a).

/3 n'est pas dans ~!(n), il n'intervient pas dans la construction

Reste à définir N(n)(a) pour un Cl: E q>(n-l), c'est la réunion de N(n-l)(a) et des

rationnels q tels que qa est un élément de I(n \ I(n-l qui vérifie b).

Si on pose finalement <1> := UnEN<1>(n) et N(O'.) := UnENNin) pour 0'. E <1>, alors il

est clair que deux éléments de ~ ne peuvent pas être Q-proportionnels et que N(a) est

un sous-ensemble de Q+ qui admet 1 pour plus petit élément ou bien contient 1 et est

contenu dans [3/4; oo[ (et n'a pas de plus petit élénlent). De plus, pour tout a E ~, il

existe un indice i E 1 tel que l\T(a)a C

110ntrons qu'avec cette définition, S'est un système générateur de racines ..

On note J l'ensenlble des indices i E 1 tels que n ~ :j; 0; pour j E l'intersection

Njaj n <.P est réduite à un élément noté Ij.

base de SI est extraite de UiE1im U IIre donc la matrice est obtenue à partir

A de la manière suivante:

on efface les colonnes et les lignes correspondant aux i E \ J (on verra que cela

signifie que tout élément de a une bonne décomposition en fonction des autres).
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on les colonnes conservées par le rationnel q tel que qai E

TI est clair sur cette construction que la matrice ainsi obtenue est de Nn·rrna.,.rl~ relative

et à coefficient < a, 13" > rationnel et nlênle entier si 13 est réeL

(SGR2) et sont vérifiés puisque par hypothèse S est un système de racines.

a remarqué lors de leur construction, que les parties N(a) contiennent 1, sont incluses

dans [3/4, co[ et que leur plus petit élément est 1 s'il existe.

N(ii) < ïi,ï] >C C Z pour li E ~ et fj E tPre (resp. et Ij E ~ si S vérifie

ce qui établit (SGR4) (resp. et (Z)).

(SGR5) choix

Reste à établir (SGR6),

Tout élément de <I> et toute somme d'éléments de {preU(UaEtPimN(a)a) est un élément

non nul de Q'iJ.+' on sait que \IJ(Q(Q>.+ \ {O}) n {O} = 0, ce qui permet d'établir a).

plus, on a déjà vu que deux élénlents de q> ne sont jamais Q-proportionnels ce

établit b).

On a ainsi vérifié que S'est un systèlne générateur de racines.

(9.3.7), ~(5') est le plus petit sous ensemble de Q~ = Qfj symétrique,

contenant IV('Yj)'Yj pour tout j E J et tel que si a E .6.+(5') et li E ~ alors la chaîne

Ch(a,ij) C Ll(S'). Or Ll(5) n Q~ vérifie ces trois propriétés (car chaque N(fi)/j est

dans un Niai) et donc .6.+(5·') C 6.+(S).

Reste à prouver que S'est un SeGoRe normalisé et que Ô-+(S) =
1) Soit et E ~im tel que netG =2: sET xiI j pour na E N( et) et les xi dans M(li) \ {O}

(en reprenant les notations du chapitre des S.G.R. pour des li E ~) et T C J connexe..

Si T n'est pas réduit à un point, par (2.3.2) appliqué à un revêtement de S', et grâce

à 9.3.6, il existe f k E çp(S) et n'Yk E N~k ,ind tels que 2:JET n jl j - n'Yk ïk E ~(S') C ~(S)

et que < 2:JET x jfi - n'Yk 7 k., 1 k > < 0, ce qui contredit la construction de ~ et des

N(/)·

suite T est réduit à un point et naa = xijj ce qui impose a = ïj puisque deux

éléments de q> ne peuvent, par construction, pas être Q-proportionnels.

Ceci prouve que 51 est un système générateur de racines normalisé ..

2) Supposons à présent l'existence d'un éléulent /3 de .6.(5) qui n'est pas dans .6.(8');

comme q>re = TIre on a clairement l'égalité des deux groupes de Weyl ainsi que l'égalité

~(s)re = = ,6,re(s'), 13 est donc nécessairement imaginaire. Par symétrie des deux

ensembles, on peut le supposer dans .6.(5)+ .. Supposons alors avoir choisi un élément de

d(S)+ \ tel que 0(13) soit minimal à ê / 4 près. Cet élément est évidemment dans

(par minilnalité dans son orbite sous
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IJV1Ll,U.~·O\";,oo,, on sait que f3 = L:iET miai, où Tel est connexe, mi E et

mi E si T =

cas: T = {i}, f3 = niai Si i E J et niai E IV(7i)7i, c'est clair. Sinon il existe

par'construction de la base k E J et mk E IV(,k)ind tels que f3 - mk,k E ~+(S) et

< f3 - mk'lk" k > < 0; par récurrence j3 - mklk E Ll+(SI) et alors j3 E ~+(SI) :

k :f i, ,afk et (3 ne sont pas Q-proportionnelles et cela résulte des conditions de chaînes;

k = i, f3 - mklk E Qai c'est donc un élément de 1((SI) donc f3 E ]((SI) et par suite

est dans (SI).

ITI > ' · f3 "k=l {. · }cas : on peut ecrlre = LJk=l nkaik avec nk E et ~l,···, ~l

connexe dans l et non réduit à un élément. D'après le premier cas nkaik = L:jES
k

Xj/j

avec Sk connexe dans J et Xi E 1i1(/j) \ {O}. réunion des Sk est connexe car si ia

et ib sont liés dans l < aia , a i~ > < 0 donc 3j E Sa tels que < li, a i~ > < 0 ainsi

< ,1 j > < 0 et il existe jl E Sb tel que < 'Ii'" j > < o. De plus cette réunion n'est

clairement pas réduite à un seul élénlent. i\.insi f3 a une décomposition à support connexe

non réduit à un élément sur <P avec des 'coefficients dans les .1\,1(1 j), et comme f3 E

on a f3 E ](Li.(S')' d'où la contradiction.

o

Remarques 10.3.2.

1) En ce qui concerne la conservation des propriétés de la matrice:

A est de type fini, affine, indéfini ou profini, il en est de même de la matrice

obtenue. contre si A est de type proindéfini, la nouvelle matrice peut être de type

proindéfini ou de type indéfini. Enfin si l est décomposable, le nouvel ensemble d'indices

a le même nombre de cOlnposantes indécomposables qui ne sont pas réduites à un· élément

type affine (composantes de type affine imaginaire) :

Si on considère une décomposition de la matrice A en sous-matrices indécomposables

et la partition de l en parties non vides correspondante l = UZ~f Ik où n E N U{oo},

si i E Ik, ai ne peut s'écrire comme une bonne décomposition d'éléments de ~(Ip) pour

p :f.: k que si ai est une type affine et si est réduit à cet élément. TI est clair

dans la construction de la nouvelle base, que si f k n'est pas une composante connexe de

affine réduite à unélélnent, il lui corresP9nd une composante connexe de . Et que

réciproquement si I~ est une composante connexe de fi, il ne lui correspond qu'une seule

composante dans 1 sauf dans le cas où est de type affine.

Supposons alors la matrice ..4 indécomposable:

A est de type fini (resp. affine, indéfini) si et seulement si il existe dans Q+, un élément

U = Uiai avec Ui > apour tout i, que > a(resp. = 0, < 0 ) mais alors

U E Q~ et toutes ses coordonnées sont stricten1ent positives et > 0 (resp. =



<O)cariiE

A est et

et affine).

_JLJLJL"UiL_JLll.JLll.JLq on A une ".",.,. ..... ? ..... A... _ et

type Ino,enlLll donc est

lionSlae:rOIJlS par exemple le cas où II :=

- al et a2 sont lln,eatreInellt lIla€~Dena,anl~S et a12 < 0

iE

être de type indéfini.

pour tout i et tels que :

- an := al +
TI est que

pour tout n > 2.

sera égal à

à dénominateurs bornés", sans points

l'hypothèse "Ni de plus petit élément 1"

pour un i que propriétés

sont conservées, par contre.,

torceInellt conservée (si l'hypothèse

que N(a)a Cpar le2) TI est

sans pas

LeJrIlnlle 10.3.3.

aEsuppose '" 'LJ.JLJI1.JI1.JI1."-J'LJ

\:1 {3 E est a E ou a E

tout j =1 i.

2) Si a E pour toute /3 (/3 + n
précisément, il existe deux entiers p et q positifs ou nuls tels que:

avec aij = 0 pour

est bornée et plus

({3+Za)n =[{3-pa, ... ,I3+ avec p - q = < {3, aV > .

Montrons tout 2). et à considérer - {3 au lieu de

on supposer que a = ai et que {3 est une non à a ..

sait que si {3 +nai E alors Ti(/3 + = /3 - < /3, ai >)ai E Considérons alors

8 il est que:

a) n > 0 très grand, 8({3 + > 0 et +nai)) <
b) n < 0 très 8(/3 +nai) < 0 et 8(Ti({3 +nai)) >

est __c'.. ? ....·,.."" ce

Traitons le cas où /3 +nai E

TI existe dans un revêtement S que q,(1) = /3 +nai,

dans S, on que la

pour n > 0 très grand.

S, une racine '1 positive

on apar eQl11v;arl~an(:e
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considérons cr. E et qui n'est pas dans un pour un i que aij = 0

pour tout j :j:. i (ie composante connexe de Alors, il y a cas à envisager:

- soit, il existe un j E 1 tel que cr. ~ ±NjCtj et < cr., cr. j >=/; 0 alors on peut supposer

a positive et par 7.2.1 et 7.3.2 il est clair que l'intersection considérée (pour f3 = aj) ne

être bornée;

- soit, Ct est une racine affine correspondant à une composante indécomposable de type

réelle, on est donc ramené au cas des systèmes affines bien connus pour lesquels on

sait que l'intersection considérée n'est jamais bornée.

o

10.3.4.

On suppose l'Ilypotl1èse (BN) vérifiée et on considère tous les S.G.R. SI = (Al' V, VA,

<, >, , II;, {NI i} .Enim ) tels que :
a. 1

1) ~+(Sl) = ~+(S), donc ) = ~(S);

2) ~re(Sl) = ~re(s)

3) V(cr.,{3) E rr~, < a,(3" > et < a,(3 ~ > sont de même signe (au sens strict).

S.G.R normalisé satisfaisant ces propriétés existe 'après 10.3.1) et est en

ce sens que sa base ~ et les ensenlbles N(a) sont uniques (au choix d constante près

si N(a) n'a pas de plus petit élément); pa.r contre la cobase ~A n'est pas unique.

plus, l'ensemble Ua E4>lV(a)a (qui est déterminé de façon unique) est inclus dans

Uaen1 l'Il (0:)0: pour tout S. G.R. 51 comnle ci-dessus; c'est donc l'intersection de tous ces

sous-ensembles de ~.

Remarque:

Nous démontrerons de plus en cours de démonstration, le résultat intéressant suivant:

Sous les trois hypothèses précédentes, < a,j3A > et < a,{3; > sont de même signe (au

sens strict) pour toutes racines a et j3 de et de plus sont égaux si la racine f3 est réelle.

Commençons par démontrer le résultat énoncé en remarque.

1) Connaissant ~+(S) et ~re(s) et l'application a t-+ aV pour a E d'après 10.3.3, le

cr....r'\'1'1T1uO de Weyl est connu et il est clair que les racines simples réelles sont nécessairement

(d'après 3"2.3) les racines non divisibles qui induisent les réflexions r0: telles que r0:(~_) n
c {a,2a}; elles sont donc bien déterminées par ~+(S) et ~I'e(s). D'autre part, si a

est simple réelle N(a) = {1,2} ou {I} selon que 2a E ou non.

Supposons alors a et j3 deux racines de on doit montrer que < a,f3A > et

< a,l3; > sont de même signe (au sens strict), pour cela il est clair se



ramener au cas où f3 est

Ct reste

Ct

à 7.2.4. reste le caspar

par

ImaŒl,naJ.re positive. que

supposera que = {ii}iET

N(ii)ii et les N(a)a.

Supposons < a, f3; > < 0 si C T et Ct E et y est à coordonnées

strlct4emlent positives alors il existe un r E < Ir, fi; > < 0 ce

< {3, 1 rAI > < 0 et (avec L C et y est à coordonnées

strlct4emtent positives alors il existe un 1 E L que < Il, '1 rAI > < 0 et donc,

par 2) ou par l'égalité dans le cas des racines réelles, < 'Il, '1; > < O. Ceci implique

< (3,,; > < 0 car si Ir est une racine résultat est connu et si 'Ir est

U'J'I.l.I.'-'~;}'-' < P'(I,'J; > < 0 (dans on a alors < tT,(3A > < o.
racine (3 est dans a s'écrit comme somme racines 1 positives ~(S)

telles que < "f3A > ~ somme dans apparait ,r (qui est telle que

< Ir,{3A > < donc < a,f3A > < O. énoncé en remarque.

3) Il est clair que dans

construction :

on pouvait ....."'.".,Ir"Il_ ...... ,..I1'........ dans la

n + 1)(e/4)[)

par n .- n 0-1([0; (n +

-na,ute'ur" (J ~_ ...."'.,.-~"'.,. .......".

S.G.R.S1 •

admet évidemment une\

•

EE < a,{3A >'5:. 0

= ~(Kc) et tout ele](Jlellt

ae4coInDosltlo~n en .I.'J.l.Jl'-'UJL'J.l.lL

au revretE~m~ent

1 et un _......... ~ "'Imontre que pour (3 E

nj E ind tels que a -

,.._.... ~ .... 1l....,.1l1l .....'" ~ et les pour

aE

au en remarque que les ,",VJLAu..ulU.I.'-'.I..I...,

selection des éléments de la base dans la démonstration de 10.3.1))

IJVlll.UÇOÇL) ci-dessus; on VUluJ.vA.J.U

a) et b) (critères

sont In(le1J.en.aantE~s

~ et mêmes une constante à de ,..n ..... ,.. ..'_
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'f'1>T·"''''''-..I'unicité de ~ et deuxième assertion résulte

a extraire UQ'E~lV(a)a

o

HP1mnrn'1'p 10.3.S

Si est fini alors la condition (BN) est vérifiée avec () à valeurs dans Q. Si,

l'axiome SGRord est vérifié, (BN) est vrai avec 0 -linéaire définie sur V et à valeurs

La première assertion résulte de façon immédiate du "lemme fondamental" de 1.2 et

de 9.1.3.

Si, de plus, l'axiome SGRord est vérifié, alors (cf remarque suivant la proposition

9.1.4) une combinaison à coefficients dans J( positifs ou nuls des ai nulle dans est

nécessairement à coefficients tous nuls. On conclut encore grâce à 1.2.

o

s.

Dans ce paragraphe, on suppose que ]( est un corps ordonné. D'après 8.3, l'étude du

système de racines de tout peut se ramener à ce cas (avec même = Q ou =
quitte à ne considérer que Q(Q et non son plongement dans V.

Pour éviter certaines situations paradoxales, on sera amené aussi à supposer vérifié

l'axiome SGRord de 9.1.3 (c'est automatique si J( =Q).

Il Généralités

Si S = (A, V, V", <, >, TI, TI", {Ni}iElirn ) est un système générateur de racines, on

considère dans sa classe d'isomorphisnle le système, encore noté S tel que A = (V)*.

Si x EV, on considère:

note = {HOt la E ~re}'
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a et (3 sont deux racines réelles

=H/3 <==> j3 E {±a, ±2a,±a/2} n

donc = • {)I ç. Are }
' ....... ""'U+,nd'

Notons i l'injection de 11 da.ns , il est cla.ir que i(a) =f. 0 puisque i(a)(a") > 0

est une racine deux hyperplans et sont les noyaux

linéaires i(Ct) et i(j3) et ne sont confondus que lorsque celles-ci sont proportionnelles.

injectivité de i la proportionnalité de i(a) et i(j3) implique celle de a et f3 et l'appartenance

à permet de conclure grâce au corollaire (9.3.8).

o

On définit une relation d'équivalence entre les éléments de relative à en posant:

x ~ y <==>CvII E '}-{Â) l'une des conditions suivantes est réalisée

1) x et y sont dans

2) x et y sont du même côté au sens strict de

ie. Si pour Q E <a,x><a,y»O.

Pour xE, on notera ft sa classe d'équivalence dans le quotient V* /1-la. Si x et y

ne sont pas dans H ni du même côté au sens strict de on dira que sépare (au sens

strict) x et y.

_1I"",,'tJ.III.V.III._A.. Il.1.3.

est isomorphe à yV donc à Dans la suite, on identifiera donc les trois groupes.

est engendré par les ri d'ordre deux, il s'agit de délnontrer que les relations entre

les ri et celles entre les ri sont les mêmes.

Supposons = (resp. ri~ ... ri: = Idv "= (r.i: ... ri~)-l), on a

Cva E V) (Vx E

ce qui implique

(Va: E (Vx E < a, x > =< a, r i: ••• r i~ ( x) >



( resp .<

(Va E
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••• Tin (a), x > =< a, x » et donc par dualité des

(a) = 0)'
'\ /

donc r i: ... r i~ = l d = T i~ • • • T i:

espaces:

(resp. Til •• • Tin = Id)

l&.I_.I""I>_.I""I>it"t'll ... 'IIi""l.,..,. 11.1.4.

o

on a:

sait que agit sur les racines réelles, soit w un élément du groupe de Weyl, alors

wHo ={w(x)/ < a,x > = D,x E V*} = {x E

={XE /<w(o),(x»=O}

= Hw(a)

/ < a,w-1(x) > = D}

plus si x et y sont du Inênle côté de on a < 0, x > < Ct, y > > 0 donc

< w(a),w(x) > < w(a),w(y) > > 0, et ainsi w(x) et w(y) sont du même côté de

o

11.2. facettes

définit dans V A :

chambre fondamentale

/ < ai, X > > D(ViE Ire)}

La chambre fondamentale "fermée":

c = {x E

Les facettes fondamentales : Si J CIre :

CJ = {x E ë / < ai,X > = 0 {::} (i E J)}

cône de Tits "ouvert" :

,!,O = {x E / < a,x > > 0 (p.p.t.a E ~+)}
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cône de Tits "fermé" ·

'r = {x E /<a,x>~O aE

Tous ces ensembles SOlIt clairement des cônes convexes.

a déjà défini en dans Q<Q des ensembles analogues à C et '! mais pour un

choix différent des signes.

Lelrnnle 11.2.2.

a) ë = UJClreCJ ;

Si J C et =f:. 0

à

CfJ est une cl /eaUl \'alE~nc~e pour

c) Les racines de 60re nulles sur CfJ sont les ra.cines réelles de ~(J), en particulier:

CfJ C 'r0
{::=} J est de type fini.

a) est trivial;

c) Si x E CJ, il est clair que {a E Q+ / < a, x >= O} est Q+(J). d'après (10.1.1)

n ~re = '1J(3.+(J» = ~+(J), le résultat en découle aussitôt.

b) Sous les hypothèses de la proposition, soit x E CJ, si y est également dans cette

facette on a :

E .6.:;) < n,y> 2: 0 et « n,y> = 0 {::=} n E .6.re(J))
Ce qui montre que x et y sont bien dans la lnême classe d'équivalence sous d'où

CJC x'.

Réciproquement si y E x alors x et y sont silTIultanément dans HQi si i E J et sont

du même côté au sens strict sinon, ce qui prouve que y E CJ.

o

Remarque:

TI résulte de c) que dans le cas où CJ f:. 0 alors Vi EIre \J, ai ~ Q(J) et dans ce cas

on a ~re(J) = ~re nQ(J) (cf 10.1.1).

Soient J et deux parties de

a) J =
w(CJ) = W(CJI) = CfJ = CJ';

c) W E

et w E
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n est clair que fixe C J point par

exactement le stabilisateur CJ.

la proposition montre alors que est

w E on di t que w(C J) s'il est non vide est une facette

w(ë» est une chaUlbre ouverte (resp. fermée).

type J et que w(C0)

Soit w E et i E si < alors pour tout x ele:mE~nt

fondamentale "fermée" < Qi, 1V(x) >~ o.
effet 1(1~iW) =1(W-1ri) < I(w) =1(10-1 ) ====> w-1(ai) E _ (9.4.4), l'assertion est

alors immédiate sachant que x est da.ns ë.

2) démontre alors la proposition pa.r récur.rence sur la longueur de l'élément du .

groupe de "Vey!.

l(w) = 0, w = Id donc on a

wCJ n CfJI :f 0 ====> 3 x E 'wCJ n CJI =CJ n CJI .

d'après le lemme précédent, cela iluplique que CJI (resp CJ) est la classe d'équivalence

relativement à 7-lD,. d~ x, d'où l'égalité des deux facettes, ainsi que celle de J et de

- Supposons alors la proposition vraie pour un élément du groupe de longueur p < n,

nE N*.

- Soit w E de longueur n, et w = Til •.• Tin une décomposition réduite de w, alors soit

i = il, d'après 1) pour tout x dans CJ , < Oi,W(X) >~o .
plus par hypothèse, il existe un élénlent x de C J tel que w(x) E CJI, donc

< Qi,W(X) >~ 0 mais comUle xE CJ , on a < Oi'W(X) > =0 donc i E J'.

n est clair alors que ri fixe CJI point par point. Si on pose w' = TiW, on a

w'(x) = TiW(X) = w(x) E CJI donc 'W/(CJ) n CJI f:. 0 et Wl est un élément de longueur

n -1 ,par hypothèse de récurrence on a facilelnent les égalités J = J', w'(CJ) = CJI qui

est stable par ri d'où w(CJ) = CJI, enfin comme W' et ri fixent CJ point par point, il en

est de même de w.

o

11.3. cône

Dans la suite de ce chapitre la condition suivante sera souvent supposée vérifiée:

C0 engendre

considère éventuellement égalenlent l'hypothèse :



TI une que le cône enll~en1ure par

cette

l'hypothèse suivante qui est

données radi-Moodyet

est aussi une ",Yft'll"C''4r"n

La ,_11"11"11 __

cielles

que

(L) est libre dans V"

alors

= {I}et

est un ILJfI-A....... 'lJ'-lL'-&.JL""

et ...., '"-A .....'OIU'UI'....., une conséquence de

'l.JIlA'aJ.:J11111.1 par v.A..Jv.!.!.OAV'.!.J.,

unllQUlemlent pour les conditions

est un affaiblissement de (MP) si II =
et si S vérifie des conditions

est un cône propre et l'intérieur du

aDI)110Uer le lemme 5 du paragraphe 6 de [MP],

aussi ..

Si on suppose Q]R(Ire) de dimension

l'hypothèse (A) implique (MP). En effet,

cône dual C0 est non vide donc on

ce établit résultat.

En effet, il est à noter que dans cadre de Moody et ~lI""l,nr;_I"'" où II =

pour tout i, et ou SGRN sont sans

ou de (MP') ou de même de

Par ailleurs condition (MP") de

Si est un corps ordonné contenant

(BN), (L), (MP), (MP'), ou

(BN) et (MP") ce qui fait

Toutes ces hypothèses sont invariantes

celles-ci.

S..G.R.

est une C01}SeaU~en(~e

est rD~ Il ~4U)

b) '! =UwEW UJClre w(CJ) =w..ë;

c) = UWEWU{J detypefini}W(CJ).

a) Sous cette hypothèse d'existence base, il est clair que la chambre fondamentale

"ouverte" contient le cône des formes linéaires strictement positives sur base n'est

on a x = y + z

(i E

y est

c
+ I et





si

. On suppose de

ou un corps),

, <, >, ) que

on =V
A

Q9K

= QQ®QlR qui est l'ensemble des aDl)11catl~:>ns linéaires QQ dans et

remarque 8.3.1, les résultats de géométrie du -n~'ll'"~n?~"i"'\h..a 9 sont encore valables

a en fondamentale C0 c

considère un système générateur de racines sur

ce

Si

s=

on posera

d'après

12.1. Uènn]ltl(j~n

Soit ~(S) = le système de racines

on note fi+ = fi n =fi n
sous-système si n

S.G.Rconsidéré, si n est une partie non

=n n etc... que n est un

a En=> -a En

(SSR2) Si a E 0+, si fi E (0+ U ore) et si fi ~ Qa on a

< o., fiA > < 0 => °. + (3 En,

(SSR3) Si °. E n et fi E rp(a) En.

Un sous-ensemble fi symétrique (condition et c'est à dire vérifiant:

(SC) a E fiE a+(3E =>a+(3Ef!

est un ~nl·B~-~:v~1r.prrIP

est sous



et on que si a et {3 sont racines

que < a,{3A > < 0 somme est encore

non

système

reCIDrjOQtle est ..._...... ,"" ..... ""' ..

n'est pas clos.

J C il est

LellllŒle 12.1.1.

que C est un S011IS-s:vsl:errle

+ (2)} est un sous-

wE et si f! est un ~(}J]f~-~~V~l:Prr1DP en est un eJ!é.Uelnellt

TI est clair que sous les ce w(f!) SSR1.

SSR3, considérons a E w(n) et j3 E (w(n»l'ê = w(nl'ê), alors

Tt'(a) = ~Tw-lt'w-l(a) = w(rw- 1 t'(w-1a» E w(n)

par dans n .
Reste à établir SSR2.. Soient a E (w(f!»+ et j3 E (w(f!»+ U W(f!l'ê) et non propor­

tionnelle à a .. Supposons donc < a,{JA > < 0 ce qui implique < w-l(a),(w-l(j3»A > < 0,

on doit alors envisager les différents cas ·

1) w- 1(a) et w-l(j3) sont des racines auquel cas on a le résultat en utilisant

SSR2 dans n .
et w-1 ({3) sont toutes et le même que pour 1)

nClr-..-n.::1T de en considérant -w-1(a) et -w-1({3) .

3) w-1(a) est positive et w-1(f3) est négative, ceci impose à f3 d'être une racine réelle

et donc on peut encore utiliser SSR2 f! .

4) w-1(a) est négative et w-1(fJ) est on se ramène au cas en

échangeant les rôles de a et {3, grâce à < a,{3A > < (3,a A> > 0 .

LellllD'lle 12.1.2.

sous n possède les aD lOellees propriétés de chaînes) :

[{3,Ta CB)]:= {{3,{3±a, ... ,{3- < /3, a" > a} C

b) Si a E et {3 E sont

< {3, a
A > < 0 => {3 + en.
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TI est

et

que reC.lpr'OQ'ueInellt ces

TI I ....l"'llillil._ ce 4'OJ.&.&JLJLJl.JI. ...... que si a,f3 E 13 fi. a et < a,f3A > < 0 a+f3ESl

on peut se ramener à

et on

à conjuguer par

ce cas, l'inégalité 1Tn1nl1lf'1"''1.a f3 E

< (j,a" > 2: on et on se à < /3,0." > :$ 0 échangeant /3
et Tata» de plus par à {3 en -{3 et a en -a, supposer

13 ~ 0 . si < {3, a" > est on démontre par (SSR2)

que {3 +a est sur on montre que {3 +pa est

dans n pour tout p compris entre 1 et E«- < (3,ot »/2), (SSR2) ou (SSR3)

on en déduit que c'est encore pour p =E«- < (3,o" »/2) +1, on complète la

chaîne grâce à ra par condition (SSR3).

b) D'après précédent,

un sous-système dans 0: E

récurrence alors immédiate.

13 est réelle (grâce à

SSR2.

cr +fi E n est par une

peut également ... lIAI.&l;;J"-'................ .I. directement, en a) si

et 7.2.1 (qui '1111"lt'"l1',",I'IIIf''1l'1l"llK'' f3E si fi est imaginaire) ainsi que

Cl

12.2. "'-'''''''.llI.lIIio&·''''''''''A.L.IL......... et groupe

notera:

et en

0: de nest même que celle lorsqu'on considère

par contre, il est ne(:eS~;aJl~e modifier parfois la définition

il on notera cette __1111'''...'''' ........ définition. chaque racine

a comme une

0: "chapeau", au sens

les racines réelles de n dont les doubles ne sont pas dans {} .

racines réelles 0: de fi que n'est pas dans n .
TI est clair qu'une racine non divisible non multipliable)

(resp. non multipliable) fi . Le n'est pas nécessairement

sont sous-systèmes

coracine

on pose:

a E {}re n on pose a' A =a A etnm

a E n~em et est multipliable dans on pose

- Si a E \ alors est mUltlt)Ua,Dle dans

et = = (l"'.

=a" = 2a'" et

et on pose a'''' = a'" et a'''' = a" = 2a'"

aE et est I1n..;r1C~1hl.o dans on pose = '" = a" et =0.'" •



si une est le __'..... ""' ....",., pas on

== ==pose = aV =

a E on \,,;.a.lL'-'AOAllI, comme au Cnê:tDltre Dr4~é~(1e:nt, arl)ltlraIJrelJUellt un ele:mE~nt

q, A((A(a )) et on le

pose encore

=< TOi /a E >

TI est sur que OlJO~U.U.J.O'C; n ainsi que

vrais si il = conditions (SSRl) (SSR3).

Cette rlo1"'n1.~1I"O propriété et les 1l"\ .... ,Mr'\h.·.,..",o

est une partie de

vont suivre sont en fait encore

12.3. \.je~onletrle

pose

'C;J.Q,"..lV'J.1. d'équivalence

sur

considère toutes les ..... _1I~ .. _ .." ... 1I11"\?'"....... rl'll'll1l?''''....n au nU]nel~O

; a E et on définit comme au ""' ......"_..11",,.""'" DrE~ce~aellt

relative à il (c'est à à appelle alors :

Chambre relative "ouverte" : classe d'équivalence CO pour ~o qui rencontre

W.C0, alors l'intersection CO n engendre car CO n WC0 :f. 0 ==> WC0 C CO .

Chambre relative "fermée": Si = CO est une chambre relative "ouverte" et x E

la chambre relative fermée correspondante est :

= E /\:IDl E < a,x > < Dl, y > ~ O}

sont les classes d'équivalences

pour un a E , avec :

cloisons relatives d'une chambre rPl.~1l'l"p -'1
C

DIf!YI#f!'!"!D.<t:)"

F pour ~o telles que n '!O engendre

\:Iy E 3x E /]y, x[c

est mur cOlrre:spc)n(laJlt à c'est un mur

relative ÏJ .

dimension finie, la \,,;llC::-.A.l.lIJJ.

que soit la a;rrlH~r.lfJlrJr..L, si x E

l'aClnE~re]lCe de la chambre ouverte. En effet,

[x, y[c et

= E / y[c (\:Ix E }

= n \



oE 3 x o E n que E \
CIUl::iUn _...... 1."" .. ,,"' ......... d

o E 3w E E que 0 E

(11.4.4), WC{i} -:j:. 0. Soit Xo E WC{i}' est

réelle {3 non à 0, < {3,xo >f:. 0 .

= . D'après

Xo E '!O et pour toute

'-io:rollalJ~e 12.3.2.

tout 0 E ore, est un mur A""'A.lUIIlII.II.A4 il ,.._1I,.,.1f'''1l",,'lII''II1f' 1f"_1I11'11_1t1l1PO.n une cloison relative.

o

rrC)PCJ.Slt:lon 12.3.3.

Soit 0 E et Xo E HOt n'!o tel que Xo ~ si {3 E \ Qo . (Un Xo existe grâce

au lemme précédent.) Ce point Xo est exactement dans deux chambres relatives fermées;

celles-ci ne dépendent que de classe Xo ~o et cette classe est une cloison

ces cn(:tm,ore~s.

cn~::tmDrE~S sont eCl1anJ!ef.~S et est un

mur.

On peut supposer a E O+,nd . Soit choisi comme en 12.3~1; d'après 11.4.1 quitte

à changer x~ en un point de ]xo, x~], on supposer que tous les points de ]xo, x~]

sont dans une même est une il w E que

wei') c ë . Les deux chambres Ce et Tw(Ot)(Ce) des familles génératrices

il est en est même leurs images par plus, chacune des

chambres w-1(Ce) et w-1r w(Ot)(Ce) est incluse dans une chambre relative et ces chambres

relatives sont distinctes puisque :

une Cnétmlt>re

..,"""',.....,.&..11.'-.&."". Supposons que Xo ou

fermée,

et

Xo J..llV'UUJlV ~oclasse

1'1 "11" ~T1I «;:! alors

un autre elelrnellt



rencontre

COllt14ent une IaIDI1JLe C8jOn":II?<::ll1t?1t'O il un elelmel1t que

et (V f3 E

/ (li fJ E \ < fi, x > < fi, Xo > > 0

"< x > < /3, xl > > 0 J
ce montre que est tor'ceIne][lt

le même ra.tSO]lnE~m4ent on que est une cloison relative.

o

Une cloison relative est cloison .........1.""+ • .""....... d'exactement deux \....uc:...L.U.IVJ.~';:,.

immédiat.

o

chambres ........ ',n'fr .. 'rr"........... différentes sont "'....,"".......,'......... .., C'OT\<::llr,ooC' par un mur relatif.

Soit Cp et Cr deux Cp pour i E 2}, contient une

famille génératrice de donc pour toute racine réelle de il il existe x ~ E Cp tel que

< a,x~ >f; on note alors Ei(a) le signe de ce scalaire. (TI est sûr indépendant du

choix l'élement dans on caractériser chacune des deux

cné:tmbrE~S grâce à la np6"'1hnp10TO

Cp = / < a,x > êi(a) > 0 (Va E il)} .

Les ~eux chambres étant distinctes, il existe a E

mur qui les sépare.

est un

o

il } et il est engendré par

CDétmiOre .._I .... 'I"9"1'1"i donnée.

agit transitivement sur C = { relatives

les r ex pour a E tels que un mur



note

y) =

#o(x, y)

E nd / < 0, x > < 0, y > < et :

uney) ~ #(z,y) < 00 •

que cet ne UelJeIllU pas des

'eOU1"aJ~~n(:e pour n .x et y dans

Si z et y sont dans cône

cnéLmlore relative rencontre le cône

Soit alors telles que #o(CP.,cf) > 0 (où #o(CP, CP) désigne bien

sûr #(x, y) pour x E Cp et y E CP).

TI existe x E Cp n et y E Cr n '!O tels que segment [x, y] coupe hyperplans

séparent les deux chambres, en des points tous distincts.

soit x et y quelconques dans l'intersection chambres avec le

cône de Tits "ouvert". Notons = est un espace de

.t'tlTlnfiT1. C'lI4'""n finie.

L'image Ci de Cp n,!O est un cône convexe de qui contient une famille génératrice

V" donc Yi contient un ouvert de yi .

Pour {3 =1= a séparant les deux chambres relatives, n (avec les notations

évidentes) est et cette un

n'lTl"'\Ol"nl!2ln qu'on note H~,{3 •

des H~,f3' y)2 sa diago-

nale, ne peut contenir un ouvert de , il existe xh E Ci qui n'est pas dans cette réunion.

TI suffit de relever xh en Xo E Cp n '!O, alors Xo et y conviennent.

3) Considérons

"' " ,'" sur

deux relatives pour i E

,CP) pour établir le réS·Ult4:l.t suivant:

2}, et raisonnons par

une on note par r a pour a

relative à un mur de ., alors Cr est conjuguée à Cp par = W(CP) .

Si cet entier est nul, les deux chambres relatives sont égales et le résultat est vrai.

effet les chambres étant des classes d'équivalence elles sont égales si leur intersection

pas ce est le cas est puisque ces classes ne

peuvent être contenues dans un hyperplan (elles contiennent une famille génératrice de

Supposons

alors

résultat établi lorsque #o(Cp., Cf) < n pour n E N'* .

chambres que #o(CP,CP) = n et x et y deux points ces

note Xl, ••• ,Xi, ••• ,Zn successives de y]



E

zunset.ar~él,nt leset

resllllt4:tt urec,ea4ent et car est en,~en'are par

o

n est un SOl11S·'Sys't4~mle

est un mur de C et <a,x> >O('txEC)}

E ; 2a E est un mur C et < a,x > > 0 ('tx E C)}

: D'après le choix de C, u c

pose = u et =

=

Soit fi une racine réelle de n non divisible, par (12.3.1), on a un élément x de H{3n'r°

n'est aucun autre de x est dans une de C' une \"'U.(:w.U.IU'~'t,';

relative dont

pour

en tant

est un mur. D'après il existe un élément w

C' = w(C) . a vu que n est sous

n et tous TI est Imm€~m(tt que

de

stabilise les ensembles des racines non divisibles

Hw({3) = w(H{3) est eVIGernment un mur

non multipliables).

C donc w(f3) ou WT{3(f3) est dans ~ .

D

t'r()D(]lSl't:lon 12.4.2.

est une 40&40_"11.11.&'1"''''

en 12.2) lorsque a et f3 'f'\'l:l1"'1f"'1"\,llr4l3n1" ~r~d •



est

parsa "'_lI'·"''''·I~Jf'''o. etmême

son UnlOlJLesi a E

C'J"ll"ll1"""'_."....T est

'liA, a AE QA

TI est

et ne sont pas égales, alorsY"!:lK"1IT1l0(;;!l a et {3 sont

que

J.YA,-,.u.U,.a.",.a.JlLt;;lI que si les

< a,{3A > ~ 0 .

est un mur C, Xo comme en Xo est une de

mur tout y E ë on a < a,y > - < {3,y > < a,{3'" > =< a,rl3(y) > ?: 0 car

HI3 est seul mur séparant C et son par TI3 •

TI est clair que :

(V x E F) < a, x > = et < /3, x > > 0

mais alors d'après l'inégalité DrE~Cel(1e]lte également

C, < {3,xo > . < o., > est

par Xo

et

est dans donc

< a, fi'" > s 0 ce

3) Si a E (resp. on a < a,a'A > = 2 grâce au choix des coracines.

Si < a,{3A > =0 il résulte de (3.4.5) < {3,a A> = o.
[J

".l.'Deol1èmle 12.4.3.

S:e = (B:e,V, VA, <, >, est un système générateur

simple imaginaire de système de racines réelles

racines sans racine

TI est clair qu'on a bien un système de racines puisque l'absence de racines

simples imaginaires simplifie les axiomes à preuve (SGR6) est basée sur

le fait, qu'une somme d'éléments de est u-ne somme d'éléments de et que d'après

aucune somme non QQ car S est par

hypothèses un système générateur racines. assertion résulte alors de 12.4.1

et 12.3.6.

[J

et



Lio:rollalJ~e 12.4.4.

est groupe ou exactement à

CI

signalé dans

système

on aet(

remarque que tous sont encore VaJ.aOJles ..

?~A'''ln.3c! fi S:e est en 0 par

(remarque 9.3.7), il est donc contenu et il est facile de voir que c'est un sous-

système de ~; avec des notations évidentes, fi = U WoKo et pour toute

racine a E WoKo, N'*a C fi, on a fi = ore. Cependant, il peut exister d'autres

sous-systèmes n de vérifiant nn = ., par U

obtient ainsi une correspondance entre les sous-systèmes de au sens de

sous systèmes la base est réelle (c'est à dire engendrés

par

12.5.

n il et on de que

s'il satisfait à

est stable. Dans la suite,

des hypothèses suivantes:

- (BZ): II n'a pas une infinité de composantes connexes de type affine et S vérifie (Z).

- (HF): est de dimension et 0 pas à \ {Ole

seconde condition ici implique que:

a) les racines de type affines et orthogonales à toutes les autres racines forment une

de non adhérentes à 0

telle que < a,{3A ># 0 et de plus < qa,{3A >E Z pour tout q E Q

CO]LlSlj(le]~e en a), il existe f3 E

que qa E Ll.

n'est pastoute

LeltDIIle 12.5.1.

Dr~~Cll~elJrlel1t si on note :

= E E n est à un
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et on COIllSloere

que < p, '1 A > :5 0il est

pose encore

un ele]mellt {j

= E E }

a c car f3=

on a car

démonstration ........................... ,..., ................... comme au en utU.lSaJrlt 9.4.4 (vu Enfin il

est

égaux.

(d'après 9.1.3 et que si a et w(a) sont SlII1Ull;an,èment ils sont

note = n

considère un ensemble de dans des classes d'équivalence dans

pour la relation de proportionnalité. élément a ~/, on considère

R(a) := {n E Q+; na E Kn}, si cet de rationnels positifs admet un plus petit

élément, on note celui-ci q, sinon on choisit q E R(a) tel que (3/4)q soit un minorant

R(a) (un tel q à et dans les deux cas on pose 1 := qa E et

.- E ni E base ~ est et

TI est clair dans cette définition que pour tout a E 1 E NI (1 ), que horne inférieure

NI(I) est dans [3/4, 1], et que c'est 1 s'agit d'un plus petit et que

éléments ~ ne sont

L;onSld.è:rOIlLs une nu:me~rol~at:lon note =

o

et :

(resp. ; resp. J2) l'ensemble des InUJlce:s j J tels que li E (resp. ; resp.

(resp. Jo; resp. J_) l'ensemble ceux pour lesquels Ij est imaginaire (resp. de type

affine; resp. de type indéfini).

suppose sont Cn~()lSleS

remarque

supposer, cas est saltlsllal'te lt



est un

est à COE~mjCle.nts A"'t. ...... 1Î"'IlA"'t. ...... si S

est 'TQ1'·lnlt:.~Q

'en~;emlOle des ïi est aellOI][10I'aOJle car

= < ïi,ï j > de

part,

2) Supposons < 1i,1 j > = (i f:. sait que au sens < 1i,1 j >
ne pas 1 j dans lP A«A(1i» . Soit ;:Yi E (li) (resp. 1i E (1i» on a

alors par (7.2.4) :

3) Si Îi et Îi sont dans

est J1.JL"'-'j...lUIIUJl.J1. ou

., < Îi, Î j > est

par

de < :Yi, '7 j > avec les notations

< li'11 > < li'li >2:: 0

lj il est que

?~~'~n~~~ est et

mais alors par

l'une des

on peut supposer que Îi E

< Îi>~O.

5) Les autres conditions requises result ient de 12.4.2.

[J

Si S conlarr;l~')n (BN) (resp. resp. (BF)), et si on pose:

SI := , <, >, )

SI est un système générateur de racines vérifiant (BN) (resp. (Z), resp. (RF)) et

Ll(SI) =n .

L'hypothèse n'a pas une composantes connexes de type n'est pas

forcément conservée car les racines Q de n orthogonales aux éléments de n \ a

ne sont pas nécéssairement orthogonales toutes les racines de \ Q Q •

..a..a.... ""JL...... ...., .. la l d'assurer SI est un tel

que = n ne passe pas au sous-système ..
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sont 1nnlIlI"ll_....."'t"I par constantes strlct4em~ent

ont

montrer le

car

U (UaE<timNl(a)a) est un

ce d'établir a).

existe. Ceci Cl1o,U.U.l1

n{o} =
que deux éléments de ~ ne sont jamais

VV"'.s.I.~':'~ S est un système de .s.QI",",'.I..s.I.~O.

",",VJ.l.,.llC;.lI..ll.lC;.s.I.., 1, sont incluses

\

T"-11110nll·• ..n R et Q l~ sont en aU;aJ.H:,e sur Z .

....""l!"t""I ... "" de

et (SGR3) sont vérifiés V'Ul..II.L1'U1"'II.'-' par

u'''''''JLV.u." que les

eleJme](lt est 1

de Qt1i\ ,on sait que
'J"C:,+

2) par ,.._1n,t"I1t'....,,"I""1!"1l_1l"Il de

[3/4, co[ et que

<ii,i j> C Z j E

(SGR5) résulte choix de B .

Reste à (SGR6),

1) élément de ~ et toute somme d'éléments de

eleJme][lt non

Q-proportionnels, ce établit b).

SI est un système générateur

D'après (9.3.7), &:l(SI) est le sous ensemble de Qii symétrique et tel

que si a E Ll+(SI) et ;i E ~ alors Ch(a,;i) C ~(SI) . il est clair par SSR1 et par

(12.1.2) que n vérifie ces deux propriétés (dans cas d'une chaîne imaginaire, il faut

...."._".... 1111·11"11:.,_ à tous a E

Supposons à présent l'existence élément de n qui n'est pas dans .6.(SI); comme

= =Llye(SI), (3 est nécessairement imaginaire. symétrie des ensem­

bles, on peut le supposer dans n+; enfin par stabilité de n et Ll(SI) sous Wo on peut le

supposer dans Ko . Supposons alors avoir un élément de \ &:l(SI) tel que x(f3)

soit à E près. est dans construction de la base,

il ii E ~ et ni E tels que {3 - ni;i E et < {3 - ni/i,; i > < 0'

de {3, (3 - ni/i E Ll(SI) car x(niii) > é, mais alors les conditions chaînes impliquent

{3 E ~(SI), d'où la contradiction.

montrer que l'hypothèse est conservée, il suffit de montrer la stabilité des

hypothèses (et donc en et (Z».

stabilité (BN) est claire puisque la (J convient. montrer celle

de (Z), il suffit de remarquer que sous cette hypothèse, < a,{3A >E Z pour tout couple de

racines.Enfin la stabilité la troisième hypothèse est évidente

Cl



S il un COjrrejS1J40n~1al]tà

alors

12.6 conOlltllOlllS sur

n:\rDc)'t.lle~;eS sur re8~11S~l't l<ltn 12.6.1

TI est que au sotlS-:sv~~te]me

même, il est facile que si le système S vérifie l'hypothèse restriction

au sous-système la Q-forme (J montrer que Si satisfait aussi à (BN).

L'hypothèse (MP) (cf passe au sous-système au dans cas où QK (Ir@)

est dimension finie dans V. en ceci 5 paragraphe 6 de

12.6.2

pas à ,par si

réelles de racines imaginaires

des racines imaginaires de

que l'hypothèse "les sans point d'accumulation

ne passe pas aux sous-systèmes.

L'hypothèse ne

contient une infinité de composantes connexes de

proportionnelles et si le sous-système est

ces composantes connexes

Ce même exemple n.o1I'OTn4.~T

(resp. "à <1ê](lOIlliIlateulrs

contre si on suppose simultanément "les Ni, sans point d'accumulation dans R"

"''''''''&&''''10;;''''' (Z) hypothèse n'ayant alors

COllseaU4en<:e que sur une connexe la base), il



sansque pour que

ilà ae][J.OIlliIlateulrs

est

a est une COlrIlUtOs.anl;e connexe l alors

queun

'D(tssa~Œe au SOllS-lSVE.tèlme

à dénominateurs bornés)".

(resp. à dénominateurs bornés) ..

,na E est sans

effet pour toute autre racine a E

< a, '7 i 0 et

ImlDl1(]Ue alors NI (Ct) sans

Si A est ou il est que matrice de

tout sous-système est de type (resp. ou en effet:

A est de type fini ou profini si et seulement si n'a pas de racines imaginaires.

sous-système n de Ll est donc dans le même cas et cela que B est de type fini

car plus Ll(A) est (resp. B est de type ou profini).

Si A est B est en affine ou

autrement dit est de type semi-affine en

A est type (ou fini ou profini) si et seulement si elle n'admet pas de racine

type indéfini (c'est à dire pour < a, Ct .... > < il en est donc même n
et par suite est de ou affine (car on verra en que est rang donc

ne pas être

si A est être décomposable,

ces composantes sont alors toutes de type affine ou fini. Si a une sous-matrice de type

affine elle contient au moins un multiple la racine imaginaire de sinon est de type

(elle n'est pas toutes ses composantes sont de type

il est que si A est

être de type affine, Cette dernière possibilité apparaît

dans l'exemple de Maxwell" de (MP].

Si A est le est quelconque.

In(leCOrrroc.sa,Dle sans que par

pour J réunio;n de deux parties non vide de l et

a vu que

exemple étudier le sous système

non liées dans le diagramme de

contre, il est clair que si ~ est indécomposable, on peut l'extraire d'une composante

et fi est comme sous-système J est

CO](llUtOS;anlGe connexe



ce ChélLpl1;re, système -;.."""""..,...... +"...,,"'- de racines S

sur et son système

13.1. rang

on suppose que est rang

1) Ceci _...... v ... 'UWiL ......._ en

a)

un "'''''''VllUWl..u. n~()minTe

pas ,._111""+""..,.11_ une 1I"ln;n1"ln1l1l-'" de com-

DO~jantes connexes ces com-

posantes est au moins égal à 1.

(ni contenir

et de type fini,

de type

~r~+~'I,.n d'ordre

La base réelle du système de ne peut pas

une partie de ce type). effet, une réalisation

est Iorcernellt puisque matrice est Inv'erS~lbl'e.. TI est que si lest type VA .....'.U.AI.... '1

toute matrice indécomposable d'ordre n ....-..cL'II ... .,...,lJI.v....- A est n, on a > n pour

tout entier n ce contredit notre hypothèse.

c) Comme une .&............. ".&JiI._....- extraite matrice de rang est forcément de rang fini,

il résulte a) que contenir une J dont les éléments sont deux à

deux non liés.

d) particulier, doit être c'est à dire qu'il existe un entier n tel

que si i et j sont une même connexe on i et j dans le

diagramme en passant par au plus n points.

E~ fait, si r est le rang de la matrice , on an::; 2r - 2 car si io, il, ..... , i2r-2 sont

des points de l tels que les seules liaisons entre eux entre ik et ik+l (on obtient

ainsi, les chemins de longueur minimale entre points), alors J = {io, il, .... · , i2r- 2 }

satisfait aux COl[lQlltl()nS

2) Inversement cette hypothèse est automatiquement vérifiée si dim(V) < 00 ou plus

généralement si dim(Qre ® K) < 00 ou dim(Q t~ ® < 00 ..

effet A(Ire) est le rang de l'application linéaire de K<n
re

) dans KnA(Ire )

ni < ai, a j > suivant a j, et

® dans dual de Qr~ ® K .

niai sur le vecteur

cette application se factorise par 1'".:l1r"\nI14""'~IT1r,n

DrE~Cl~;eD(leIltsi

si il existe une _~r~I .. .t"I'''''''+11 __fait est rang si et

avec ~ et/ou de

Cette par aux

est de et si on un



par COlrre:spCln<1aIlt à notations est

aE

est

sur le vecteur

QI'e0K

cOlnnOS4a.nt;e < a,fiA > suivant fiA est

,,",V.lI.&'U"'.""''U''''&' passe aussitôt au ~nl1~-:~v~:tplmpn .
ne '-'..1.1.41:.......1. ......"'" pas par ',:!l..\Tnr"~?nh1c:!'vnQ ou no:rmaJ.llsatloIl, cette

,-,..a.a.lIA1.a.a.Jiii..'-' pas par ces tra,nsJ[orJma,tl0ins.

est indécom-

C01IJuJ(U1ees par ne .... _,1,.&. ....................

être vrai en général grossissant le

Supposons que 1 = une partie infinie J dont les

éléments sont deux à non liés, que J soit la réunion de deux parties infinies JI et J2·

telles que pour tout i Elle nombre d'éléments liés à i soit considère alors'

le commutatif W· = dernière hypothèse assure que wrestreint

à un sous-espace de dimension restriction d'un élément du groupe de

w) que est une contre

w(I1) n II contient ai pour i E

infinis; wne peut être conjugué à par

'-'''-'JllL'' ... '!... .a.a." ai pour i E sont

Une racine a sera dite indivisible si qE (1/q)a E =? q = 1 .

Une partie :E de est dite décomposable si il existe une partition en deux parties

non vides, :E = U :E2 telle que si 71 E et 72 E :E2 alors < 71,7 2>= 0 .

:E sera dite indécomposable dans le cas ""_..LI.VA. .....AII..IL

Une partie ~ de est une base de ~, si elle est formée de racines indivisibles et si on

peut trouver :

- pour chaque élément imaginaire a une N(a, de Q+ de plus petit élément

1 ou sans petit élément mais contenant 1 et contenue dans [3/4,00(;

- une Q A vérifiant :

- pour une racine réelle a E ~, ... = aV si 2a tI. aV/2 = (2a)" sinon (ie. al A = a A

);

une un de QA tout fi E

< {3, A> et < a A > soient même au sens



pour leS(]UlellE~S si est < a, A> pour a fi on a:

est un ..., .......... .&.."'.

=

)=on suppose

sera une de n{)~rcJne]~as relative, son type sera

pas

_...,.·...-r1l'r-111111_.... la 'l''lI/''\r.-r ....·....._

~.

Sne

TI que II est une

Si S vérifie la condition

al A (par exemple al A = a A

),

il est que pour un

vérifie également (Z).

convenable des coracines

hypothèses Dr~~Cé(lentes

et tout a E &ll'e(s), a Aet aV sont les mE~mE~S dans

sont

D'autre partAl(I~) est aussi

particulier

En effet, il résulte définition de a lA en fonction aV si a est une racine réelle de

que = aV et A= a
A.D'autre si S (BN), d'après la caractérisation en

des racines on a comme nécessaire à l'égalité des deux

systèmes, < a, a A > De:rm.etl~arLt

lever l'imprécision dans la caractérisation puisque cette imprécision concerne des éléments

"isolés" des bases, qui se retrouvent donc (à une constante près) dans les deux bases).

Dans tous les cas, on en que pour tout i E le groupe de Weyl contient au

un wl envoie ai sur une et les Ti pour i E l ce

établit l'inclusion C contraire étant immédiate puisque les générateurs

de (qui sont les réflexions par aux élémen1lde sont évidemment dans

l'argument cité à la remarque 3) de permet de prouver la dernière assertion.

Cl



=

a)

est In(leC~ODlp4)SaI,D14e:

==> est In(lec:oDlp4)SaI,Dl~e.

alors une _.... "11.."1'"11"1'" .. _"" ~ = u non triviale

et que < ltl,ltî > = 0 si al E et lt2 E sous-

système racines associé à on a alors les inclusions C EoE4l
1

Qa

(resp. C EaE~2 Qa) pour les ensembles des coracines correspondantes

(~l)A C Eae~l ZetA (resp. ZetA). TI est alors de constater que

<. ,(~2) A > = 0 et d'après de à des de '-'AA.'-oIWI.AA.""'U

on a = U et donc est décomposable. Ce établit a).

b) Si est décomposable, considérons = U , une décomposition en

parties non vides et orthogonales de peut alors considérer = ~r@ n et

:= ~2 n , il est clair = U que les deux parties ~ ainsi définies sont non

vides car groupe de est le produit direct de ses deux sous groupes < ra; a E >

et < ra; a E > et comme < ra; a E > pas sur et ceci montre

qu'une seule partie ne suffit pas pour tout entier. Pour la réciproque, il est

clair que même raisonnement est valable en remplaçant les conditions de

chaînes par l'action du groupe de Weyl.

c) Supposons décomposable et ~ indécomposable et montrons qu'alors ~ est néces-

sairement de type affine. Soit = U~2 une de en deux parties orthogonales

non triviales. pose alors.- et , l'hypothèse faite sur implique

que ces ~ est une ~ en

deux parties orthogonales). Supposons par le raisonnement sur le groupe

donné au il est clair que n'est racines imaginaires sur lesquelles

n'agit pas et qui sont toutes orthogonales à suite n'est formé que de

.... "'!oA"·'Il""II·'..M de et ~ est

o

Une partie :E de est dite fortement décomposable s'il existe une partition de :E, en

...... ....-....""............ non :E = u telle que si E et 12 E alors aucun des deux

ele:ments : 11 + 12, 11 - 12 une AlIo.lU'..A.LA.'''''.



est que

E en IorteInellt oJrtno2()naJes et pas SetUeInellt

ne V_4.11.JLJL"""VV.ll.~V pas deux

'en.e:e:na:reIlt pas nécess'airement des parties

à cause des type

même sv~;tè]me

tels que II et ~ soient

S .-systèmes

.- (Al.- ,et

considère

{N(a,

On a d'après (8.5), R = et

= = ZN(a,~)a

aE4)

on a ou pour a si a

est J..U.lJU.\I.i.VJ..i.'IQIUJL~ dans sinon. plus on a Ia(:11e:m~~nt

Qr~ =
aEnre

= Za"
aE4)re

considère alors S:IR et on note encore le :IR-espace correspondant.

13.3.

Remarque préliminaire :

Les résultats de ce que et les propriétés

ainsi que sa conséquence 13.2.2b montre que les composantes indécomposables de

~re(s) permettent de caractériser les composantes connexes de et de effet si

= et si II et ~ ne sont que alors Ll(SI) = Ll(S),

t'r()D().Slt:lon 13.3.1.

considère une indécomposable de ~re(Sl),

posantes connexes de II et ~ correspondantes, il existe w E que

=-w(.t) . (Si ou est on supposer

et les com-

= w(.t) ou

=W(.I) .)

fait, west dans sous-groupe de engendré par les réflexions correspondant

à



Cnélmlt>re ouverte IOIlaamE~ntaJ.e 1lIO.n..·""Y'1l1!Y.n. à et '!' le

, 'l' = est

nVl)Otnefi.e sur S, C en~cen!are

res1111té:tt car Cet sont classes

pour la

») à racines non divisibles et

cas suivants:

wC n :f= 0et'!=

on est

cOI'res;pona~rl,nt aux murs

J.YA"'.U."'.B.""..ILJlI.t.JI que

est

= est de

2) Si est de type affine, '!' est un demi-espace (cf 11.3.2) donc ±'!' rencontre C car

C ne peut pas être contenue dans un par hypothèse sur Selle ......"'JI.B. ... Jl.'I""..ILB. ...

une . Ainsi est de type

même conclusion vaut même si C pas mais si n'est pas de

car \ est une reU.nl0~n

3) Si est type .lL..IL"'UL'-'.JI"JL".lL

Dans ce cas n'est pas nécessairement

numérotation des éléments de

choisit J c où est une

est indécomposable et de type

Q;e0

tel est possible car si toute extraite

de A(Il) est de type ou affine, alors comme pas être de type profini,

puisque rang de est A(It ) même est de type fini ou affine et l'ensemble

1) et ce notre hypothèse. suite

est type indéfini ou 'TloT'I'"'unnOlr1n'l

, une l'image est

génératrice de l'image de Q(Il ) Qg dans de Q r~ Qg li, qui est de dimension finie

on peut encore la complèter par un nombre fini d'éléments encore choisis dans pour

obtenir une famille indécomposable (il s'agit -de relier les éléments de la famille choisie

le à ).

(dans support J et telle que

note i la "projection"

revêtement de S)

(cf 5.5.4).a

J étant il existe '1 E

< 1, > < 0 pour toute

de cette .... _"'............ '.......



tout a E on a < 1, > < 0 et < a, > < 0 (cf. c'est à

est dans 1I(J) il est clair que

la base, on a < l,a" >~ 0 .

'7 est exactement J .

à ce que l'image

a E telle que < l,a" >= 0,

et donc pour tout f3 E ce qui

1 comme

cette

est In<lécOIIlD()Sallle et on sait

pour une

on sait que par hypothèse, J est

l'image de Q(Il ) 0 lR . Si on suppose

alors nécessairement < {J, a" >= 0 pour tout fJ E

contredit l'hypothèse indécomposable."

o

Considérons alors l'élément 1, dans système générateur SI, il admet une "bonne

décomposition", c'est à est l'image dans SI . C'est

évidemment une racine imaginaire COlnmle dans S), et quitte à considérer son opposé, on

la supposer dans . TI existe un élément du groupe de Weyl w que

w(1) E (l'indice signifiant que sa aetlLnltlon est relative à SI) , donc - w(1") E

Ainsi on a encore n±C # 0.

L.iO"roIJUlll-e 13.3.3 4)

Si est indécomposable, SI vérifie (A) .

o

1
S neusi ~ =

Ce n'est pas vrai en général sans l'hypothèse d'indécomposabilité. On construit facile-

ment un contre-exemple avec = : II est composantes et de

type A~I) et si 61 et 62 sont les positives correspon-

pour 61 = V262 • S vérifie



suppose que svs,teIJnes S et et a et {3 deux

{3 est à a si et si + C ou {3 E a .

fJ est dite nPI1!n.tlIP à a si et seulement si il existe une {{3i}iE{Ou=n+l} formée

racines Im;a~lnatreS telles que /30 ={3, f3n+1 = a et {{3i' ,8i+1} liées pour tout entier

Oàn. notera:

a <==> aest rDI11~nBD à ,8

t'r()D()~slt:lon 13.4.1.

est une d'équivalence sur les r!:ail"1nil.l&:' llnaj(!ln.aJ.l°es~ pour laquelle si a une

base indécomposable et n'est pas de classes d'équivalence.

est indécomposable sauf si II est

alors toute autre base de est indécomposable (cf

: Si une base II est 1'lnrlIOIf'DIII"'\;1I"n'_JII"'\;C:""'lt

type indécomposable

et

première assertion est immédiate. Supposons donc que n'est pas de type fini

et est indécomposable, soient alors a et f3 racines imaginaires positives (pour

des bases montrons même Supposons

---_0------ .. on , un il ..... in} non les

supports de ces deux racines c'est à tel que io E Sa et in E SI3 .. (En réalité dans

cette démonstration, on "remonte" dans un revêtement ou bien on ne considère que des

on

'lI""3l'T""_?'T' a' SI)par """""''''''''''''''JI.

On-l une

Ima~]lnaJredansII-""JII"'\;,e:tJll"'\;1l'".~ alors ao := a, al est une

Boo U }; et même en SUt)D(J~SaJlt

choisit an une racine imaginaire dans U {in} et an+l := (3 ..

TI est clair qu'à chaque rang telles racines "'~LQlIJ"""'..I.I.lIJ ~lI'11l1~d"!I'1I'1ILt.le.supportde ao n'est pas

type

} ne sont pas et

paire ce type un des deux éléments au est dans

Si on montre que ai et ai+1 sont ou reliables on aura résultat pour a et {3 ..

Si les supports de a et f3 ne sont pas disjoints il est clair qu'on peut intercaler entre

a et f3 une notée al support a et soit dans de



tln,aJe'me~nt, on supposer que a et {J sont pas 'V&.JI,U_I'IJ'JI.,lI.lL'UU et que

a est

comme < a,{3" > < on "ôJUlilJL"""A4.~

< (j,a" >= Olffi"Dll(]Ue

c{3+

et le resl1l1tétt l'"fI'lIQ'r~r''nQ

ne sont pas ------.,. 'lIn4""11.. C'lInn entre

on a

6.2.2) f3 E Q+ Ct et

'r"!:)4""lInL~C' lInaJ(ln;aJ.r~~s__...t11111"1I .. V"........ sont dans mêmetoutes

ne4cesisarreIlneIlt SOt = S {3 est

à nouveau a (3.

eux

Reste à montrer que signe ~T'\.1n.~C~Q (disons Ct E et

< (3€/4)/( -x(13» donc

vérifiant l'hypothèse (BN), alors

......... "'................ ,," il existe des

ne sont pas classe d'é~QUJlValen,ce.

cela considérons x une forme linéaire sur

Iq

(3E

x(a) > (3€/4), x(f3) < -(3€/4), -x(a)/x({3) E

..............".................. strictement positifs p et q tels .que 'q( -x(a)/x({3» -

+ < ce pa + qf3 fi.
o

Lio:rOl.lal:l~e 13.4.2.

Si est à base indécomposable, deux cas sont possibles:

= ~r(S)

ou =
Cl

Remarque:

Sous l'hypothèse (BN), si ~~(S) et sont connus, on sait déterminer de façon

unique l'ensemble UiepmNiai pour le système est normalisé (cf 10.3.3), et par suite

II pour lesquels un (en toutes les

racines simples non

suppose l'hypothèse vérifiée par S et . Supposons à ou .)

ln(leCiOm,POSal)1e, alors il existe w E que

Si de plus S et SI sont II ~ w(.) ou ~ -w(.),

d'équivalence ~ entre deux bases signifie que est un ~ des deux S.G.R.,

autrement dit, ai =al cas sans plus élément 17I.IIIII1,rllllrr-:1I

cas on a selluelnellt" =



trI!I' ...._'I' __ de

1 à k, il existe

=supposer que

en "'U..L!...LIJIVOClIl..LJ."~~OlIlae~CO][]l1l0Sél,Dl~:!S

on

se en nrc.ault

,"_"',,.,••• ".OP- à ~ en

u..
== u... u

un eleJmelllt

a et on "' .......& ..l~JI."""'.&"''''''' grâce à==(à w près)

E

=

Si

en

[]



15.6.

= Z ou un

sont choisies de façon

et on peut aussi

coracines dans QA •

, {Ni}iE1im) sur

et

., <, >.,

suite que les coracines des éléments

est possible d'après

la condition est satisfaite,

considère un ...., ......,......"U. S =
corps et on supposera

suppose dans

compatible à l'action

O\.&.IJU""O........II. .. dans cas

14.1.

Un automorphisme de diagramme de S ou système de racines associé est un couple

(4), 4> A) (V)x GL (VA) les propriétés c!111'Jr~nT,oc!

(AD1) (V(v,v A) E x VA) < 4>(V),4>A(V A) > = < v,v A>;

(AD2) (V(i,j) E ) < 4>(ai),(4>(aj»A > et < ai,aj > sont même signe au

sens strict;

4> stabilise (UiEINiai), 4>A OIlQ,IU.U..li''C

Un tel automorphime sera compatible à la matrice

d'éléments de < 4>(ai).,(4>(aj»A> = < ai,aj >.
si de plus pour tout couple

1) Si = ., ou plus généralement si entre et V A est non dégénérée.,

alors un automorphisme compatible à A est bien déterminé par connaissance de 4>, et

4>A = t4>-l cf 14.1.1.

un

ceux sont cornD<l.tl[UeS à A Tn.....·nnn1n't"



</> est un==que

pour

est un aU1tonl0r'prulsIIle

v_.a. .&A.A. ...... v ...... v .............. sur l'eI1SeJ[llD.le </>, par </>( i) := j si

pas;\=1

un no:moim(~r'P.D.1s:menum :

E E et

; ce=et pour tout i E

est égal à 1 dès que Ni a un

par et

2) </> ......~ •• 'I.:.II •• ""<L.lt

3) cP OIJGUJ.1Jot:

on a nécessairement

ai est une racine (à

et (AD3), on voit que

1_. 4> A stabilise II:e
4>A(ai) > > 0

d'une

<

petit élément).

D'après

une constante près si

cP conserve le type

si i E

taC:Ilelnellt que pour tout i, 4> 0 ri 0 </>-1 = r 4J(i)

et donc cP normalise montrer la sta~DH.lte de il suffit de voir que les propriétés

caractéristiques ses éléments (avoir une ..... nll"'tt.nT1ln Q1écc.mt>OS,ltl()n " à C""ll'll'll'"'t.'ll'"'t.Jt""'lPT connexe

non à un et son opposé dans la Cnétmlt>re fondamentale) sont conservées

par <p. même:

Les autres rt.n<t"l'__ll·lI_.... n

= aj- < 4>(ai),aj > (4)(ai))'~

=r )(aJ)
cette Dr()DC~slt:lon sont

o

= et Nry(i) = Ni.

r dans DiagA(S) tel que

et VA.

pel'"mtlta1t1011S de l que:

d'éléments i et j

1l011l0JrnOJrpll,lsnle (injectif) r

S-';~~Dl1ilse II etet que cette

Supposons II et

Soit r un ifY'1""~UrIlAO

tout ï E

num 0 r =



posera = sur et

considère le sous-espace

pose

f sur

,c:= {vA E VAl < lti,VA >= 0

TI est que r comme un O'.,.('\n11.43

A) A..- ""t .- ~ a

un

contenant

SU1)t>1Iemenl~aJ.]l"e de c

par non dégénérée une action r sur (qu'on

choisit n'importe r sur '1 (par exemple la triviale)

ainsi l'action f sui VA. son action sur V, on procède de la

avec iJ:= {v E V / < v, VA > = 0 VA EVA) }.

K' aun

c. un

'1 pose = œ = '1, '1 n =

œ

suppose stable).

et on a donc

o

groupe

de

considère un sous-groupe f

Pour les énoncés dans

'rInr.~4't1""10? les Qi tels que

on notera , = (" ,A) un élément

on suppose que II est par f : il

element"l cel~ est car si

on a = ce ImtHIQ11e À = 1.

se propose d'étudier .- {a := (l/lfl)

est un corps, dans V 0 zQ si montrer

racines a pour Sv~;tèlme

Vr := {v:= (l/lfl) E-yer'(v);v E

; := (VA)f, et Dre:ce(JLenl~e (sa à X si

est un

Le lemme suivant une Intlert.rèl~atJIOn lè2:èrE~m4ent rl'l-t-t-n,...,n-n1-". de ces notions :

LelrnDJle 14.2.1.

suppose la dualité non dégénérée. Soit p l'application de dans dual

;)* déduite de dualité; (si = on considère e/!é-Llelnel1t r'~aDJr:Jl1(;at.lon Q-linéaire

encore notée p de 0 Q (V ;)* 0

tout pCv) =pCv);

L'aVVl1lcat.lon pest sur



entre

on

et ; a. son

avec

et est non aeJ~eneree..

et

si f pas COlnDatlDle à

xE et v E on a:

< v,x >= <
')'er

x>= < v, >

b) Si pCv) = 0, alors < v, x >= (l/lft) < v,

< v,x >= < V,x > =< v,x > pCv) =p(v) ..

/-1(x) > = 0 car (l/tft) /-1 x

aU;aJllGe non ae~~en~eree, V = o.;, et donc

Si x EV;,

est

o

tout a E V, on note li :=

fi:= {fi; a E

Q= .. - { a E Q} C

= .. - {a; a ER} Z par 3. := i= 0; a E

QA = Q; := {li A:= fiA; {tA E QA} C (QA)f.
{JAeraA

TI est clair que ai (resp. a i) ne pas ! son sous

l'action c'est on le notera ai li i) si ï .- a alors

Q = et Q; = l, et comme l'indice + signifiera

qu'on ne considère que les combinaisons à coefficients positifs. Dans la suite, on note

:= < a'j,ai >, pour ï et J une J l sous de

on notera etc... les comme ci-dessus à ~(J).

On a alors facilement la g.JI' .... "'"'v .... JL'""" ...... analogue à (SRlb) :

= u nQ_, avec =

TI est clair que si v E et VA E , et si on pose:

VA:= UA E

uAer.v"

on a: < v., v'" > = < v, > = < v, v'" > .



< V,V
A >, < V,V

A > et < v,ir" > sont même au sens

et VA E Q"',

car ct
A sont

sont Z si "--1.'-'11 ......."" .. S

ftpnrl'AC! sous r l :

classification suivante ma-

ou

seUlleIneIlt si est Trt.'I"''Il''nL'\fl

cOInD~osa,ntE~sconnexes (laenlaQl11eS

type 1.

dite de type

=
on a

on'a

x

E et l'orbite est alors dite de type 3.

l'ensemble des orbites et

!'erlSel[llO.le des orbites 1 (resp ..· types 2 ou 3)..

Une (et on note ï E Ï o) si et seulement si ses composantes

connexes sont

A~1) pour n > 2

x x A(1)XX
2

.0 zg> (type affine Imê:t~l][laJ.]re

Dans chacun des trois premiers cas, on a ii(ï) n Q+ ai = Nal' dans le dernier

~(ï) n ai = Niaie

autre

pose Ï im = U Ï_.

est .a..a.... "'... .....,.4a...&.JLJI.<Il et on note ces

r sur

On définit l'action de r sur en posant pour tout i E r et pour tout ~ E

,.ri := a vu en que sur ,.ri, agit comme, 0 Ti 0,-1 et sur comme

,A 0 rio (,A) -1 ..

tout ï E

si ï est de 1 ou 2,

de ï.

si ï est

long groupe W(ï), on a ainsi:

des pour tous les éléments j

CO](IlU'OS;anlGe connexe c'est à 'V.U.'I;;;;...n..a.\JUO par .&.'UU • .II1J ....I.a.



aux ra(:ln~~s c~orr'esl00][la~mtaux co]rnlJ~osan·tes

connexes

est

COJmlJ~osan·tesconnexes i,

pour 1= 1, .... ,

TI est que pour l'action sur ou sur

, il commute à et

une ..................... 'IA....... ~ on a clajr€~mE~nt et A) _ A
ï = -aï"

avec

s.

r surà la même

une r sur Spar

A et îi et correspondant

'liA) est alors r équivariante; elle

commute donc à l'application a 1---+> a (resp. à 'aJ)tplJlCa,tlo1n a A

1-+ fiA à des constantes

strictement positives près (égales à un pour les 1"'!:Il,.'1nt.::.c réelles». En particulier q,(~) =
et =

Dans le revêtement Vr , il est que les sont

rdans

VA> = O} de

la coracine de

i

=v- < v,ai >

= ; sont

{resp. VrY une par ..... ".,,1I"'lO_ ...... à

; (resp. {v E < v,fii > =O}

Drf.~C15:enlent" pour tout v E

ai est définie par:
=ai si est 1

= i sinon.

même, pour x E (VA)r = V;, Ri(x) = x- < VA >

TI est en est un cas = Z car Vr est

isomorphe à Irlvr CCV; de même ;, contenu dans VA, est un K-module libre.

TI s'agit de montrer que tout v dMs Vr , Ri(v) - v E On sait que

Ri E Wei) = < ri; j E i > et on peut donc que Ri(v) - v E QK(i) pour

tout élément v de et stabilise comme l'action sur de et

r commutent, on a facilement Ri(v) - v E (QK(ï»r = part, il est clair que

fixe l'hyperplan indiqué et comme il suffit de vérifier (ce qui est

que < ai, ai >= 2. L'assertion pour sur V; se démontre façon analogue.



Ï= U

ï et j ".,."" •.".... ".",11"".,. Ï :=

et

est une ma-

.,.I\.;UI..I I[;;1. que si ï f: j, < ai> = 0 si et seUlleruellt si

ne sont pas

A est à COE~m(~lel1t Z c'est à dire est

imaginaires. Dans les cas affines ai est en la somme de racines

imaginaires de chaque composante connexe et donc < ai' a j > = 0 pour tout j E i.

si ï E < o. effet, étant de type indéfini, il existe dans Q(ï)

un élément a coordonnées toutes strictement positives et tel que pour tout j E ï,

son évidemment

on a ImmÉ~d.l<at€!m4~nt

et ii E

commun et par

Q est dansa

pas

< a,aj > <

<0,01><
Si ï =1 j, les orbites

< oi,iiJ > =< Cti,ii J > S o.
De plus, ce scalaire est nul si et si les

(c'est à si tout i E ï et tout j E j, =
< aj> =0 <==>< iiJ,aj > =o.

orbites ne sont pas liées

= il est alors que

o

comme sous enl~eLnD.Jre

un élément ln(lUllsallt dans ;, une Aq;;;Ll(q;;;~IVU par r'~n,nA"'h''''?" à

qu dans

(VA)*,

={vAE r' < vA>=O}.

Sre := (Are' A)f', <, >, {ai}iElre , {a

sans "racine simple" imaginaire. n admet

est un système gén~rateurde racines

pour système racines réelles

type

est

ï est une

et son _...."'\.lIl1V'lL',.

f "eIISeJrnD.le desest

pour ï C

==
non



sous sous groupe

pour ï E

comme a pour a E

l'orbite sous r est -n]~enllD~ote:ntEr'

TI est que T .-..~
<, >, sous f,

on pouvait considérer de même r sur le système alors obtenu. Il est

que est la sous-matrice extraite de Ji en ne conservant

que les lignes et indexées par i que > 0..

, et

> a été établi; i Eet <
ce système de ~"1II"'!l~L"C' est

sous-groupes

Weylcf

Le résultat .. ....,..,.1..,._...·".nll"".

7]. suite, le !t"!rt...r~'!l'!lT'l• .o

reS'Ult~:tt .,.,In'll"ll".....'lI"IlI'·".,. est évident.

par

o

i est une orbite et si a E

[a, a ± aï, ... ,Ri(a)] est incluse dans ~+.

\ 2ai} alors (iiï )-chaine

b) Si i n'est pas de type

{n E /3'à E A(i), de 1h~1l1l1r-_1l1l'l'"

et si li E

et

\ Q+ai et si désigne l'ensemble

partie de Q+ contenant M;' et

<a,aÎ><O==>li+ c

a) Considérons ï E et li E \

que li = (l/lfl) j(a), d'après

}, il existe une racine a dans telle

sur li, il est clair que a n'est pas

pr(ll)c.rtlon:nelle à ai et que c'est même a

n'est pas dans i et on a pour tout w dans Wei) .w(a) E QQ+ et w(a) fi.: QQ(ï) .

ï est de type 1 ou 2, est le commutatif des pour tous les points de

l'orbite ï. = ; on pose {3j, := (a) pour tout k entre 1 et n. D'après

, il existe direction entre {3jle et {3jle-1

par par a Ho- une fijre à



toutes ces cnê:un~~s

ses dltJtérE~nt~~s """J..U ..I.IJV'::'OJ.l.J..~VO connexes

D-(:i!laHU~ contenant a et sonune

3, on note

=

et des

est

+Oti,. ( a) il Y a

-C1JlaU[leS de f3k à et

(3k+l à Pk.

note

reu.m(J~n de toutes ces chaînes donne

par

par

,._........... 11'..... ..,. a et son

un eleJme][lt

InOlen][l1 et a un eleJme][lt

, on considère. un élément ~ E 3.(ï)

condition < a, ai> < 0 équivaut à

implique, par définition de a existe

Soit

nr~~~~l'lt ï une

n'est pas

hauteur m et on note (3 son image dans

< a,fiA> < 0 et donc aussi à < a,{3A > < 0;

au un 1 de r que <

que (l/lrl) ICa) = a. Mais alors, [(a) + f3 est une

dans et par suite a + fi E une ...."',. ........,.,._..... 11._ 'IT1nT1lr"'illhd"t'l":ll1".n·sur ce résultat, on

obtient a + E pour tout m E

o

14.4.

suppose à nrE~sel1t pose , et si li E

R(a) = {l}

va maintenant déterminer 9 (qui sera la base système générateur) et UOtE~N(a)a

qui engendrera . Soit .- on considère alors \]! un système de représentants

dans de fIt' /Q.
alors en pour élément q;, une relative

E

note q;

E

la

Si fi E fI! , on R(fi) :=

- si R(fi) admet un plus petit elelnenlt"l

R(fi)

E ~ et R(a):=

on par q un elelrnellt

possible grâce à (B).

Dans les deux cas on pose a :=

On a ainsi défini 9 et on note 9" l'eIlSelrIlD.le

dans {li i ;ï E

que (3/4)q T1Ir"'iIl'lTlItrt.'P.n R(fi), ceci est

E ; na E

coracines correspondantes est



,<,>, A est

est un système Jiio."""UI.""A.1lA'1II,... lULA

r~I!"lnlilJlQ est exactement

li et fi

LI .. '-JII .. .JIl.L .. S Sr

pas un m<J.rVJnls:me S..G.R.

" ...... ,..... II-'WI.......... une

2) passage au sous-système en l'hypothèse être rem-

plaçée par toute que les N(li ) pas 0 pour

inférieure dans :IR pour établir que Sr est un de système de racines

L'hypothèse l est encore valable et est stable l.ors passage au quotient.

modification de fi et des

l'axiome sur la nature des Fr et

.pour obtenir ~ et les est nécessitée par

non des ele:ments de base dans

, et alors il résulte

(l'axiome SGRN est

que est dans

; ï E et N (ai) =

remarque 6 en 8.1).

il estSi II est

démonstration ci-dessous que ~ =
automatiquement dans

5) En construisant ainsi ~ := , il est est possible qu'une racine ai

ne soit pas elle est alors un pour un li E ~ . TI est qu'avec

la contruction précédente, un élément fi de qui est proportionnel à une racine simple

relative a E ~ sans être dans fi (li) admet une "bonne décomposition" dans la base

En effet, si un ~ E Q+li \ fI(li)li, alors fi revêtement n'est

pas dans un ~(j) (avec li] E lii) et une décomposition de cette la "bonne

décomposition" cherchée.

.Ly.a.",.LI.'U .... "'AJLO qu'avec ""_....... ".a. ...... "" ....... _ ....... DrE~ce41enlte<lj on ",...,lLl.A'-'.I..I.'U bien un système générateur

composition de

Les axiomes et SGR3 sont

K-modules libres en dualité.

A est facilement obtenue à

puisqu'on a vu que

et c'est évidemment

une ......A_''''A.A''''-' il est que

est une II
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a vu que par cons-

à

par que

< li, fi A > est

une somme

il estet

Dm,SOtle par

concerne,ce

une rèU.mc~n

< {Ji>
• est l'n,,"'Tnt:J~o Q'eU~menlGS non

</> ne {l D-'Dr()n()~rtl0n 'n~ls: ce établi SGR6b.

ainsi que

....V.L",.I... " ... "'.L.1I.0 à que le ~v~:rtB3n''U~

Grâce à (14.3.1), on voit que satisfait aux \"'V~.lU~.ilJ.VJ.i.O

il est clair que est symétrique et

de

des deux systèmes,, parfiE

Montrons l'inclusion contraire. ~U'DDlOS()ns au contraire que \ ~(Sr) =F 0, et con-

sidérons /3 dans cet en~)enlDlie.

on supposer que f3 est une racine positive. par stabilité deux en~~errlO1E~s

sous l'action du groupe de Weyl, on

tout ï. sait

supposer également que < /3, li i > :5 0 pour

E que Î'l!(~) = {3.

""II'ft'll",,,..,.t::JA",,,,...t::J que le fi ne avec des

(ie. M j pour tout j il est

mettre {3 sous fi = x Ota, avec x Ot E = (a)

petit de Q contenant R(a) = lVr(a), 0 et stable pour l'addition. L'ensemble

des a tels que X a 1= 0 est connexe car le support Pl'est et si on a effectué un échange

comme précédemment , on a un par un mOto. pour un a = ''''11: E ~

(j'k = nka 1:), ainsi, si liï est lié à à suite, il est clair que f3 E K(~)

avec les notations évidentes c'est à dire en remplaçant dans définition usuelle II par

Grâce à la proposition 2.3.2, on en que /3 E ~(Sr) d'où la contradiction.

avec E NJ GU.1l.1U.~;:;~

même ....."" ..... ·s ... I+- ..... +-

/3=

la restriction de la fonction (J qui

sat;lstaIt aux __..... A'1IlI"iIr- ... _"......... demandées. TI est clair alors

/3 est

cas /3 est pour un .............. "' .................. e.lenLleIlt

L'hypothèse (BN) est elle-aussi It'"nnl~O""'QO en

par hypothèse sur QQ à

que est It'"nl'lc!O,,"'T.é.o

o

Si S satisfait à il en est système et on en fait

une



est nnlr-Yn.~'u::on et

otltenn en -".,..,.... ,..,.".", ......,.. ..... ~pour la,aue1.le

et en ne retenant que

r"2rl·n.oQ reste

u
par

que

c

Cela immédiatement

o

14.5. InVarl,an(~e

suppose

I:'r()D()~sltJIOn 14.5.1.

Les hypothèses (BN), (A), (L), sont conservées par passage au quotient sous l'action

L'hypothèse A(Ire) de également.

Sous supplémentaire QK de U1IJrle1JlSlc.n les hypothèses (MP) ,

(MP') sont eJ!éuelnel1t conservées.

Enfin si QK est de dimension ...,VIl'A"':;;;';:;'':;;; (MP") est conservée.

est supposé être un

(A) (cf Il.3) Soit

est génératrice de

un Jl.'I.4IJL.LJLJLJLJL'" génératrice de alors {,Bi = (l/lrl)

(BN) (cf 10.3) Soit 8 la sur QQ sarisfaisant à 8 induit une Q-

forme sur Q~ par restriction pour laouelle 8(iii) = (l/lrl) i(Ui) et donc pour les

éléments a la base système ~ (3/4)e.

(L) (cf

a déjà

la passe au ",1I"JA",1t"lIA..._1t" sous 1' ........... "..11,..._ de

L'hypothèse A(Ire) de rang fini équivaut à l'existence d'une réalisation de dimension

cette matrice. r stabilise et que racines relatives réelles proviennent

de ~(Ire)' il est qu'on raisonner sur cette réalisation. ce cas il est évident

que QQ(Ïre ) C QQ(Ire) et admet une réalisation de dimension et donc

est de rang

suppose de plus QK (Ire) de aln(1eIllSl()~n

d"'nTllc.a?·'T!:!IITlnn des hypothèses et est alors analogue

à cadre



pas

et onse

encore une

le cône

COJnDJLèt4~r cette tarnllJLe de cet

II est

I· .......ry_'............ ,'""........... "lI"\."'Jf"'I."lI"\._~~ est tout à

> 0 pour tout i E

ele!m4~nt pâc!'I111ro de la caractérisation

o

IIIo'_W ..UL'_............. sur 14.5.2.

"les Ni sans point dans

bornés") ne passe pas aux car

(resp. "à dénominateurs

.............,............ ,~-...; de supports

contre si on suppose SlnlultaIleIlneIlt "les sans point

de conséquence que sur les racines affines formant une composante connexe de la base), il

est facile de voir que pour que les N (a) soient sans d'accumulation dans (resp. à

dénominateurs bornés) il que suivante soit

'aclcuInuLatJlOn dansE

cOInD~osalntE~s connexes base

(resp. à dénominateurs

bornés)" .

effet pour toute autre

< a, ai ># 0 et la '""v....I.'-LI. 1uv....Il.

R(a) sans

li, il existe au moins un indice i tel que

passage au quotient) IID1Dll(]Ue

"""""' a._ a.' "'...., .., bornés).

L'hypothèse "les de passe au à ne pas

imposer au système quotient d'être normalisé. Dans ce cas, on peut citer comme contre

exemple:

Si ao =al + a2 + a3 +a4, = 1+ lin (n E N*)} et si le diagramme

est le suivant (la numérotation des sommets se faisant gauche à droite) :

Dynkin

avec r
"" ................ lI ..... .,.,.T est :



ne passe pas aux quo­

supports différents lesai peuvent ILRIL "' .

et = + nE
'lI"ll'l!l"__"lI-n.n..!"'I_ "les

car des multiples

'P""T"'n.t"1~'PTO n'étant pas IorceInellt _'..,.........._.....

composante connexel'orbite

CO]lS1~(1e]~e une A.LA"""'''A.I.__ In(].eXE~ par on sur J est

J. Toutes les ""'_'IInn'll""\,_~''''lt''n''ll-d'Il connexes J sont alors

de type.

Si A(J) est fini (resp. affine, indéfini)

est de type affine, on sait

(ie. coordonnées (Ui)iEJ toutes str:lct~~mlent

composante connexes

existe U E (J(J) avec u > 0

>0 =0

< 0).

on pose Ur = lU' E

(resp. < car ai est une somme

< et

> 0 et < ,al> = < u, al> > 0

co]raC:InE~S positives. qui prouve que tJIur > 0

indéfini).

Ainsi si est type ur(UnClenllli" il en est même de JI comme on le

en des sous-matrices finies.

TI est que si A est JI est est

fausse. L'indécomposabilité de II permet cependant d'affirmer que les composantes con­

nexes de J sont permutées transitivement par

une

15.1

CO]lS1~ae]~e S un sur K ou un corps); on note son

système de racines, son groupe de Weyl, et on supP?se VA = (à partir de 15.2.2).

Soit F une partie de type de l (éventuellement non connexe), II(F) est une famille

de racines simples de toutes réelles. Dans le revêtement, Li(F) n'est formé

que racines réelles et est en bijection par q; avec est un système



i E \ U contenant i. __........_ ............

est

suppose

une cOlor~l1onn.ee

à

&&&&10'-&& et ai est

= 2n+

= i E

F(i) induit

et (E) .lI..a..IL.IL ...... """u'"' i = 2.1) Dans cas de E6 ,

2) (E) se traduit par · i est stable par

par -Wi Wi est le

A on supposera VerllJleE~S

Q
1A .. _

.. .- =0 i E }e = = E

15.2.

Pour tout a E Y, on définit:

1
a := (1/IW(F)I) w(a)

wEW(F)

on note

1 1

QQ = /a E c ou 0:;; si =

;Ct E
1

et Ct # 0.1...8 L''i(:::a.lC système ~~~fn~'~ restreintes

L'application ainsi de V dans
1

son image = Y est un

o à Ct associe a 1 est linéaire et

contient yW(F) (et est contenu dans

que par on

au



etque

et est non ae~~enlere'e.

p

si =

sur

tout a E V,

ces nO'tlo:ns,

à 14.1.1.

D

VW(F) ® est:

si est un corps.

15.2.2.

a) iE
1

=O<==>iEon a

l'application

/3n E N*;na E

c) = = E =

est contenu dans noyau.

"""'''''.'''''11+'11_''''' de W(F), donc si a
l = 0

TI en résulte "' ...... ,,'''''' ... + ......+ que

IW(F)I.(a
1

- a) E

a) est 'UI.'-'.LJL..L'IV'.Lll.IU.L

Inversement, si a E

on a a E

Lelrnnle 15.2.3.

1
QQ est enJfeniUre par les pour i E := l \ et

1={a /a E

si +
1

des ai on a :

= U

La première assertion est immédiate. TI est que si a E ~(F) alors son image Ct
l

est (15.2.2). Si on considère à une racine a que l'on suppose

par exemple positive, alors pour tout w E w(Ct) E et donc l'image de

a est un elelmellt \ et le rlO'1'-n lIL~? rE~SUl.tat est Im:me~al(~t

[J



iE

on note i E si et Se1JUelneIlt si

est

~ E

ce cas on

si le COE~m(:lellt

si et seuLleIneIlt COEHllC:lelll; est 2.

k est ce coefficient, il est

SIIl(lDJle lInaJ(lniaIrE~" et

dans ce cas, F( i) n'est pas

iE

note

précisément, on encore du type

si ce type est et i E si ce type est A.l.4.'-'-"-'AI•.I.A..4.

type de F( i). note

est type et si Wi désigne l'élément .IiiIo ............&.A"-lL"'" longugeur de W(F( i»,

Wi stabilise Vp et y induit une réflexion par "'~l'1ln.t"\·rT à a: et donc permet de définir une
1 1 1

coracine , c'est à dire un élément ai v que Wi(v) = v- < v, ai v > ai pour
1 1

tout v E et < ai' ai v > =2.

Dans tous les cas Wi induit l'lO.enlate sur \ et Q \F(i».

Dans les cas où F(i) est de Es, et Wi induit

sur Q(F(i» et QA(F(i» donc Wi commute à W(F). Dans les cas An, E6 et D2n+1 , Wi est

l'opposé l'involution d'opposition sur Q(F(i» et QA(F(i», et grâce à l'hypothèse (E),

fixe i, donc normalise W(F). Ainsi l'application a ~ al commute toujours à l'action de

Wi. suite wi(a~) = (wi(ai»l = 1, et Wi s~a~Dlllse

TI suffit alors montrer que - h E pour tout h E VF, puisque

w; = Id. Comme Wi commute à a ~ al, on a pour tout hE VI,

h = 'V
1
=} Wi(h) - h = (Wi(v) - V)l E (Q K(F(i»)l coïncide avec

avec

=
équiva-

sontpour i E

""'_'n.11I,""""'~1l_1I",l:"t '\P et 'li A sont alors
1

a ~ a et donc

que les, il est

LionSlae:roIls un revêtement S.
'\P commute à

et



15.3. \.jora(:ln~~s

2 est Q Qn (V-)W(F) et

• TI est que pour tout élément i

par des coracines que

coracine possible pour w(ai) et plus précisément, avec les

\li A, on a

même

w(a i) est toujours un choix

= \li A( fiA) E

~eW(F).;i

1 2 ••
:= < aj,ai > pour z et J par-

et

considère la matrice B dont les COE~rn~CIe]ntS sont

courant =1\
Toujours avec les notations 'lInTT"ntr1"l1"l1'l1T.cu, pour le revêtement et celles

_1 (_ y-ojet 0i),ona:

paragraphe 6,

= <

car \li -«ain = (IW(F).a iI/IW(F)l)a: et \li(a~) = a~.

on sait que matrice est Vinberg.et que:

> 0 -<==> est

est de type indéfini.

= 0 -<==>

< 0 -<==>

est affine;

Il est

un

que sous les

si i E ou si

e~un cl

"'_"",l"IIl1'11"lI,,,,,,"In (Z) (car a; E (V*) W(F)

2
Im'OlI(]Ue que < >E Z

D'après le on sait que (où J C l \

seulement si J est inclus dans une composante connexe J u
mUltIJ)~lIa]r.lt a; par (resp. 1/bjj) si j E (resp. j E

QQ,+(F(i».

est indécomposable si et

), on l'élément

associée à la matrice et pour tout j E
1
, on

de (ajf) est toujours F(i),
"'Ai~__~1I1n "'11....~ non suite ilest

système

exactement

est· · IlpartItIon = im U
2

pose = aj.

n est clair que le LJllLILLlILI1t..Ja

cas i E

une et une seule t"t_11111~1I""'_



= 2, =0 E \
4:"1_11111'11"11 __ est

pour tout h E

on a

==
j=1

< >
1

) =<

1.....
ce montre que E Q comme par

pour tout j E on a a:· = (2jbii)a;.

= 2 et

lA et... lA SIo. Il ,TI A(_l A)a z E re' y ai =1) tout i E
\li A(a~""') = 1 .....

2) TI est que a~ A vaut si est une (ie. si i E )

et a~"'" sinon) ne soit pas dans QA(F(i», et donc pas nécessairement dans VA si =

TI est facile de déterminer coracines grâce aux tables de en effet

pour obtenir a~"'" de considérer dual correspondant

à F( i) le double poids fondamental Wi. TI est alors facile de déterminer les cas où les

COE~m~CleJnts de a~ A sont entiers et

LeJrnIIJle 15.3.1.

pourcasonet (E) et si pour tout i ESous les hypothèses

F( i) et i :

avec i 2: 3 et i 4.LA""1!J"_4AG

pour 3 ~ i ~ n - 2 et i .&.11....... 1,.,_4.11.'1

si i =

alors matrice 1 des < a~,a~ A> pour i et j dans est une matrice Kac-Moody

relative sans indices imaginaires. a ~ E VIA, pour tout jE, même si k =Z.

o

résultatset i E

~_''''A'''''''''''''' est Kac-Mo~dy relative alors

vont suivre sont encore VaJ,aOles si est un corps. Si = Z et si
1 A • ( , 0pour zEe est aUl;ODlatlQtle pour z E

a) Si Cel)eIHI(J~n-.; dans ces cas IJUIJL "..l'~U.JL.l"lJ..lIO..

vont sont eJ!:élJeInelll encore Vè:tlè:tUJl~::S.



suppose 1111'_._.11...."_..... _ V·er]lnE~S ce lelnnrle.

on a même

torcélneJlt que i est 1 ou une PUISS4m<:e 2 si est ou [T]).

t'r()p()~slt]IOn 15.3.2.

n =

1

si ai est =

1
QQ_) est avant

première et du queseconde "'_4:'111111111"_

que si i =1 <

nTF~mll~T~ "'t"tt"t_... '9""11 __ est ImmE~al~~teDUlSOlue un ele~mE~nt

tout un ele!m4~nt

pour i E

o

LiorOllal)~e 15.3.3.

Si i E

n = I} si i E

n l} si · Il= ~ E 2.

Si a est une racine
1

telle que Cl E et Cl = njaj est une "bonne

décomposition" a (c'est à dire qu'une racine du une décomposition

analogue), alors al = nja~ , avec des nj tous positifs et dans Ml, alors

l'hypothèse implique que S C F(i) (car S est connexe) et donc Cl E ~(F(i))

ce à ce système.

C"'C",Y.l"'llIlIlf alors grâce à l'hypothèse et à définition de I~ et

[J
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on note

,<, >,

est un ~v~~tplmp l!éJf1él'atE~ur

sous

= où est l'ensemble

....P!:II"".l'I.. IIOC SJlUlJleS imaginaires" et

changer de signe

Wi pour i E

a vu que

,i.1IUlI,,-,.&,i.a.,... t,;J ......a, ............" ....""'.... Im,aJ?:lnéur4~S les ...........,,'+ ....... ,....+ ......._,., sont peu nom-

15.3.2 et 15.3.3, les seules racines

sont de la forme w(a~) pourt1431143nlT négatives sous

ou 2w(a~) pour W E , i E

dans le cas il n 'y a pas

h .....t:!lll .. c:n."-" : SGR6a résulte de

(]

15.4.

etetsous

....... ;".11"" ........ + ........ _ de on a :

matrice de Hn'''I'hllO-rd'l" , .,......

=2

=1

iE

iE
.. 1
~ E ~ au =0

. 1

i E 1_~ < 0

t'rC)'PCJ.Sltlon 15.4.1.

i E

1"'''''111«:::0110 dans

1
et a E \ 1 1 ± 1,a , .. ,

par ce

Wi
1

= a ,telle que

une

. Si Ci est une racine

en i.Pc:w.".t"'ULll~.t comme w E W(F(i», w(li)

II(F). D'après condition dans Li,
pour tout j entre 1

1 "1
WVliJLA,""WtJjLVll a ~ a ,1 est

précède que li n'est pas

jamais proportionnelle à une

il une (aij l-f".lniUHP

et n. en aD'Dll~(]Uêmt



ces cnéun~~s une -_...... ".............. ". a et son par Wi

o
1 1

(3 E.û et a une
1

(3 pour

oE a pour

c'est le C' .."II"In."'~,,'1I"~

o est un support 0:,

CO]nDOS~ml;e connexe s-u
Ct

pl correslPon.da](lt à 0 (avec ('lI(a))l =pl)

et que

Sous ces ................. -. ................ ,... ...... ,...

a considéré est le ~"ty.n.tl·r"

Lelrnmle 15.4.2.

Sous les hypothèses précédentes, il existe

on note son par (are1 )1 = (31 et

une racine are1 , telle que si .

que S-rel = s!.,el(f31).
ex ex

dansa strictement

peut se restreindre au cas où

somme

symétrie des systèmes de racines, il est

toutes les racines qui sont positives.

Supposons, avec les notations précédentes,

s!.,el«(31) (sinon il n'y a à démontrer).
a

considère \ œ
peut de plus supposer que 02 =1= car S- =1= s!.,el({31)

Ot Ot

indice i dans S!!I(j31), tel que < a, aAi > < 0 et donc on peut
ex

remplacer a par a ai- Notons alors une composante connexe de s!.,el(f31) n F, par
Ct

raisonnement précédent on peut supposer que a2 a au moins une coordonnée stricte-

0=

Im'Dll(]Ue l'existence

ment positive dans A'U'-'A'lI./UAJI.'U ce raisonnement jusqu'à

o par a+nS;f = et en reIJfiPJ.ac;a,nt à d'In"~ n ..'ln

à S;, on ~h1t"'I.n"ll'"'1t" la racine CnE~rCJtlee (puisque est

o

t'r()D()~slt:lon 15.4.3.

J"#3I~:I.T.J1.'#3 .....'.I1 ••'.Il.,...., imaginaire, si un support

est toujours l'ensemble

est une
1

alors (3 + C

=NsiiE

1 1

fi E \ + ai

(JI est lié à i dans

en 4.1 à l et à TI



a, etpar a ~pour~E

pour U'I.lI.UU_J1.

a) i E

par ImtHIQ11e fi + E et donc le

ce cas, il est

et

que < ai > <
(.lI + 1 EfJ , et pour

est encore une

ael[llOnst;ral;lO][l .. on est

c) i E et est dans {3 COn~nQel~e.

peut donc

s'il existe un

c S~} et '-ll.'"'U,Il.Jiiio.J1..L'JJl.lI.Uq

par hF({3). Comme

que pour tout j E F,

Nous allons pour traiter ce cas -n~d"'lt."'.l·l"nn~ par étapes.
1

Il existe dans = {3 et

< 7,a J> ~ 0 et

L,;on:SlaeJrOns fi := {,fi E

pour tout (3 QQ!' somme ses

pour tout j E F = N

~+ généralement =œMiai) est un entier &1_...,.&.'01.&. .....

considérer un élément Î de n à minimale.

j tel que < 7, ai> > 0 alors il est que '1- aj est encore

d 1,' ali' 1 •ans et eg te il j = ce qUI c{.}r.~tr·rf'l":~.J.'" 10

que i Epas

1
2) Montrons que (3 +ai E

cas on sait par

et que i E S-, en conservant
"'Y

< 1,ai > < on a encore le

ele:menls les

longs correspondant à chaque composantes connexes F).

(*) tout j E on a par < Wo(7), a j > 2:: 0 (car Wo sur son

Soit Wo(7):= 11 + 12 avec 71 E Q(F(i» et 72 E Q(I\ F(i».

sait que F( i) n'est pas de et que Wo(1) est une positive, donc il

en est de même 71 et 72. il est t.\Vlt1~l'lt: que (w(wO(7»)1 = (JI et il suffit donc de

montrer wo(7) +ai E

Supposons >



Imê:t~:I]lal]Le USU':~lle é et

=0 ce

est

que ce

j = i et donc

que < 11, li j > < il est clair que cela implique

j = i et comme Wo(1) + Epar

le ~"II"II""'~"II"'lur"""T'

il existe j E

à < Wo(1), Ci i > et

<

Wo(1) + E

fJ) Si au __JU.V.IL!UWI..""-'

une .IL .lL.IL_.IL&~..._ 1lnnle<.lllat;e sur il est

soit encore le résultat cherché cas

o

t"r()p()~slt:lon 15.4.4.

{JI E ~~ et i E l \ tels que {JI ri-
(.lI " • • • (.lI 1", 0un support fJ est a ~ S1 et SeUtlernelrt 81 < fJ, > < .

'lmlDIJlcatloin {:= est immédiate,

réciproque.

une racine PE

a vu que pour tout U'ULI..,...,"""...

pas

S, de {JI , il

résultat est clair en considérant cette i est lié à son sans être

dedans .. Si i est dans support, (31 admet une décomposition (provenant celle ~)

que suivant 1 est non nul, et dans laquelle intervient un autre a ~ lié à

F( i), donc < (31 ,a~ A> < 0 (car < lIA>:::;

o

queet'lI_ .....L ._.I.a......... sous les h"llv'\l~_l1· hAn",.nse

12.5.

se propose de montrer qu'il existe un système générateur de racines qui a pour

système de racines Ll1 et les sont =VI , et VI", = (V A) W(F) •

1) Construction de la base :

I:'rC)Cel(J.OI1S de même que cas par un groupe d'auto-

morphismes de diagramme, il en général - par des ()1 et de

évidente, dans la construction proprement dite l'ensemble



par:

que si

= il est clair

décomposition" et les COE~m4:1e][lts de

et pas né4ceS:SaI:reIlneIlt

) pour E satlst~aJs~a,nt à

1 1
1 (.lI A 1 (.lI

es cOE~m~Cle]nts sont es < Ctj' fJ > pour Ct et fJ

(SGR6) et aux sur les enseml:>les
1

si {3 E sont tels que (J E

Soit alors A
2

la matrice

on un enlSeIJnOJle par des {31 A

s'agit d'une ................'......... ,..._

parcourant

TI est clair

même dans Z si fi E ou pour si le ..., .....".;0 .....v. S vérifie

et formée par les lignes et colonnes réelles, on obtient la matrice

définie.

TI en résulte alors le résultat recherché :

t'r()DOtSltJlOn 15.5.1.

1 2
S := (A ,

est un système n~I'l.ai"'!l"'t:.U1r de racines vérifie

)=

et

Comme dans le cas

de racines tel que

OU4()tl~ent par pour montrer que SI est un système générateur

, l'hypothèse être remplaçée par toute condition

(al) pas 0 pour dans A

nouveau, ' ................ _............." ..... l



se ae]rnont]~e comme cas

..LY.I.,-p.u",lV.l,lD que ) C

c c

il les cné:un~~s réelles, cela résulte

et 15.4.4.

systèmes en montrant que C ).

raisonne dans cas en considérant un dans

~
1

\ ~(SI) qui est imaginaire et qu'on peut supposer dans (avec les notations
/

évidentes). considère alors f3 E a pour image f3 dans le quotient deux cas sont

- f3 E - (F( i» et f3 E JI. et son cas à en construisant base,

- sinon la décomposition de fi une "bonne décomposition" de f3 (à support

connexe) et donc j3 E ) par une contradiction.

o

LiOrOll8.ll~e 15.5.2.

S à il en est système) et on

de sa base, une nouvelle base pour la(lUE~lle le système générateur sera normalisé et telle

que système de reste ln<;nanf{le.

Cela ....ft.., .... 1+ ...... Imlne<llat;ement

o

15.6 In'~r'laIlce CODCllltJlOIllS sur

résultats de r>rl..tlc!O""T!:lI1"14"~n sont tout à fait analogues à ceux obtenus dans le cas du

'-Iu..~V".I~~.AI." par un groupe d'automorphismes de diagrammes, les démonstrations sont

quasiment les mêmes c'est "'''''''''&'-1 __ '& on ne reproduit pas ici.



si

Les pr()DH~m4~S posés sont exactement

un

mêmes que dans le passage au quotient par

"bons cas" sont les mernes.

La condition à ajouter dans le cas où ".les Ni sont sans d'accumulation dans

à bornés) et l'hypothèse est vérifiée" est :

"Si est une composante connexe ou si connexe {i}
1

dans est type affine alors na E } est sans point d'accumulation

"
_ ... 11'_'.__ 15.6.3

Si on considère une matrice indéxée par l quelconque, on raisonne sur chaque corn-

""nC''':1l't"ll1"o connexe l à des éléments de on veut considérer

une connexe L de on COIlSl(Jlér4~ra J connexe que

..lLJI..IL_"II.IL""~""" indécomposable considérée.

(resp. affine, ), comme dans le cas quotient par

.,...r:ll ...·...,..,...'t·A"lP'IlI:'r:ll1"'I_-n de 1.2 U E Q(J) avec u > 0 (ie. coordonnées

toutes str.lct~emjent positives que > 0 =0 < 0)).

par .- ""--J'fil_VII(

LCJCLu
Notons alors A(J)

Si A(J) est de type

r on utilise

~(L).

proindéfini), alors

par Oucotl~ent

(resp. affine, .......... "-'lI.............JL&.JL ou même

pour que:

A(J) est

) est même

TI est encore que si A est il en est

posabilité de pas de A mais elle TloB1r-"I"1n4.::1lT de montrer que l contient au

une connexe L contenant des éléments ne sont pas dans et en fait

ce cas, on obtient le même le système racines
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ans tout

).ca]~ac·térlst:lQUle 0 ou Z (au 'V.a.ll.'llAl ....Jl.v.a._ l, une ex1~en.slo~n

... un corps tot;aJE~m~~nt

... un corps

...un ens:em,Dle

et

In(].eXE~e par

A en ne conservant que les...,..,. ",.-_..".. "", olt>teJnue à

une matriceA ...

pour J c ï ...

colonnes qui COI're~;DOinalent à i E

(resp. . .. (1.1) l'ensemble des i E i

Matrice indécomposable .....

que aii < 0 (resp; ai;' >

Q=

* en exposant ~Jl.Jiiol..a..LIl.JlJL_ que

affine, lr~~~C',·rr..:1.JI."" ""''''''''A'',A.o.A& VfCUn(len.lli .. semi

= EeiEINai;

tous ces ensembles (1.4)

=EeiEI

Type de A ....

en à [Q], Q", ou ce n0'1·n1c.~? cas

signifie que tensorise ces objets par

Si J C l'ajout de (J) considère

en remplaçant l par J.

Sa'" (1.4) support d'un élément a de Q .+.

h(a) .... (1.4) hauteur d'un élément a de

.... système de racines.

de la même façon

II := {ai" i E ... base ce système.

nal)lt]~e 1.

.&.I.lLUI~.lL .......lLA.A..lL.a..lL..... de Dynkin

Réalisation ... (1.3).

A ... (1.1) .

Ka,C-nIlO()a"-I1,Or(~nEraS associée àR) ... (1.5)I'algèbre

fi .... système de racines R).

groupe Weyl associé à

ri. .. . associée au



à base

est connexe et < a, ai> ::; 0 (Vi E

"chaîne"

\

II est SUI)DOSee pas nec:eSfiallre

que ai;', vaut 2

Borcherds nOI'ma~11SE~ associée à A .

1, est <

A ..... (3.1) .

. . (3.2) matrice Kac-Moody associée à

eyl, sous de ).

.... (3.2.3) {a E Qô.+ / w(a) E QQ,-} .

a E / w(a) - a E }.

a E 1 < a, }..

.. .. (3.3) matrice de classification.

aV ••• (3.4) Coracine a

(SRnb) (pour 1 ~ n ~ 5).. . axiomes systèmes racines à

.. .... (4..1) une partie de Q:, de petit élément 1, ou ne contenant pas sa borne

JLJI..lLJl.J1..JL_J1. ...... _ par et contenant 1, et que:

iE

Si i E

alors

alors

= {l, 2}

=

Si i E l et j E alors Nia ji C

... (4.1) plus petite de Q+ contenant Ni et 0 et stable sous l'addition.

Ni,ind (resp. . .... (4.1) éléments de Ni, \ ne s'écrivent pas comme

somme d'éléments cet ensemble..

..... {a E ffijE1Mjaj \ UiEI(Q+)ai ; SOt est connexe et < a,ai > ~ 0 (Vi E }.

{Ni}) ...... système racines à associé à la matrice A et aux ensembles Ni.

Parties de l

et
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{a E 1SOt = S =Z}.

cônes

cône

a

...,.""•• .&"'•••• (8.1) système Jii;o,.""''&&''''''&'lLAI'V'''''l.&'&

1 :5 n :5 6 .. (8.1) système racines.

(Z) ... (8.1) condition "d'intégralité"

... le sous-groupe additif par (ou

............ """""' ......_.a.a. a issue (J .

=R=
Ch({J, 0:) ..• (8.5)

...,."""' ....".... (9.1).

-- (9.1) '"'''''''.II.''''''''''V'"'.II..I'V'"'

W .

est relatif au revêtement.

Q sur

hypothèse d'existence

.. (9.1.4) propriété d'intersection

... (9.3.1).

Propriété de symétrie.... (9 ..3.. 7) ..

«0:),

(BN) .. fonction "hauteur".

(J ••• fonction de la (BN).

... (10.3) hypothèse supplémentaire .

... (11.1) E jv(a) =< O:,V > =

la E

x ~ y ... 'eO'UIV,aleJnce sur

Facettes ... (11.2).

(A), (MP), (MP'), (L) ... (11.3) hypothèses supplémentaires intéressantes.

(SSRn) pour n E {1,2,3} ... (12.1) axiomes

(SC) ...... système clos.

n ... (12.1) sous-système de racines de

sous-système de racines.



des aut;om.ort_nlSlme

rh'll.n'P'llTn"l'1r'"IIO compatibles à

Sr ... (14.4) système 4l'II".oT1I.o"..-;::l1-0'1'1""

(D) (E) ... (15.1) hypothèses supplémentaires.

F( i) ... (15.1)

... (15.1) système des racines restreintes.

Support ... (15.4).





56

.....................Iol' _.L...... . fi • • •• •• Ct .
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