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Introduction

L'invaria11ce par dilatation est une symétrie dans de 110mbl'eux phé-

nomènes physiques ; elle y joue alors un important. On la rencontre

lorsquun système Ile possède aucune échelle longueur caractéristique, comme

c'est le cas au POi11t critique transitions continues. Un tel système,

au voisinage de la température est de fluctuations limitées par

la longueur de corrélation, CIlle 1"011 peut définir comme la portée maximale des

effets induits l)ar une perturbation locale renversement dun spin dans un

système magnétique par out une structure auto-simi-

laire à lintérieur clII volume corrélation. c qu'elles présentent une

invariance par dilatation aux echelles de longueur intermédiaires entre le pas clu

réseau et la longueur de corrélation...Au point critique, cette dernière diverge,

conduisant à I'invariance d'échelle il en résulte un comportement singulier des

propriétés physiques, décrites sous la forme de lois de puissance, faisant intervenir

des exposants critiques universels.

Bien que les fluctuations critiques aient été observées expérimentalement très
tôt, avec l'opalescence critique dès le xrx-v- siècle, l'importance de leur rôle n'a

été reconnue que bien plus tard et l'essor de la physique des phénomènes critiques,

l'un des grands champs d'investigation de la physique moderne, remonte aux trente

dernières années.

Négligeant les fluctuations, Landau obtient en 1937 les exposants critiques

de champ moyen par une approche phénoménologique des transitions de phase

fondée sur un développement de l'énergie libre, supposée régulière, en puissances

d'un paramètre d'ordre cP (LANDAU 1937)' Ces valeurs des exposants avaient

précédemment été obtenues dans le cadre de théories de champ moléculaire comme

la théorie de Van der Waals pour la transition liquide-gaz, celle de Weiss pour

la transition ferromagnétique ou celle de Bragg-Williams pour la transition ordre­

désordre. La théorie de Landau s'appuie sur des arguments de symétrie, puisque

l'énergie libre ou l'hamiltonien du système doivent posséder les éléments de symétrie

de la phase désordonnée. La transition de phase s'accompagne ainsi d'une brisure
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spontanée de symétrie lorsque le paramètre d'ordre prend une valeur d'équilibre

non nulle.

On constate alors que les exposants critiques, de valeurs non entières en

général, permettent de rassembler des systèmes a priori très différents au sein de

classes d'universalité (FISHER 1966, GRIFFITHS 1970). On relève par ailleurs des lois

d'échelle entre exposants critiques. 'Tout dabord formulées par des inégalités sur

la base darguments thermodynamiques ( 1971), les lois d'échelle ont

démontrées rigoureusement dès lors que l'on a supposé que la partie singulière

de l'énergie libre s'écrivait sous la forme d'une fonction homogène gélléralisée des

variables pertinentes - température réduite ou champ magnétique (VVIDOIVI 1965,

DOMB et HUNTER 1965)' Cette hypothèse d'homogénéité découle du groupe de

renormalisation, technique consistant en une réduction systématique du nombre

de degrés de liberté du système, autorisée par I'invariance cl'échelle (VVILSON 1971).

L'idée originelle est apparue clans la méthode des "blocs de spins" introduite par

Kadanoff et qui propose, sur 1111 réseau de moments magnétiques en interaction,

de remplacer chaque bloc de spins par l111 spin unique, les interactions initiales
étant "renormalisées" au cours de la décimation (I{ADANOFF 1966). L'un des succès

majeurs du grollpe de renormalisation a dasseoir I'hypothèse dhomogénéité

sur cles bases théoriques solides. mais aussi de permettre le calcul des exposants

critiques (VVILSON et I(OGUT 1974).

Le concept duniversalité. témoignage d 'une profonde 1111ité dans la; physique

des phénomènes critiques, justifie J'étude de systèmes-modèles, tels que le modèle

dIsiug ou le modèle de Heisenberg, puisque clétails comme la forme des

interactions ou la symétrie du réseau sont inessentiels pour les propriétés critiques.

Ces systèmes-modèles jouent un rôle primordial dans l'étude des phénomènes

critiques, Ils admettent dans certains cas des solutions exactes et constituent de plus

1111 champ privilégié dinvestigation de nouveaux phénomènes tels que l 'influence de

perturbations.

Dans le cas de systèmes homogènes, la recherche solutions exactes est facilitée

par l'invariance par translation (modèle d'Ising bidimensionnel (ONSAGER 1944) ou

solution du modèle de Heisenberg par l'Ansatz de Bethe (BETHE 1931)). Celle-ci est

d'ailleurs une condition nécessaire à l'invariance par transformation conforme au

même titre que les symétries de rotation ou de dilatation (POLYAKOV 1970). L'étude

des phénomènes critiques dans les systèmes bidimensionnels homogènes et isotropes

a accompli des progrès spectaculaires au cours des années quatre-vingts grâce à

l'invariance conforme, fournissant une explication aux valeurs fractionnaires des

exposants critiques, inventoriant les classes d'universalité... (BELAVIN, POLYAKOV et

ZAlVI0LODCHIKOV 1984, FRIEDAN, QIU et SHENKER CHRISTE et HENKEL 1993)'

L'application de ces techniques aux phénomènes critiques de surface ainsi qu'à

certaines formes d'inhomogénéités a par la suite donné lieu à une intense activité

(CARDY" 1984, BERCHE 1991, IGLOI, PESCHEL et TURBAN 1993)' L'invariance de

Schrôdinger est venue compléter cette description dans le cas des systèmes fortement

anisotropes (HENKEL 1992 , HENKEL 1994)'
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L'influence du désordre suscite par ailleurs depuis longtemps un vif intérêt et

constitue un enjeu important pour la comprehension des propriétés critiques de

systèmes réels. méthodes telles que l'invariance conforme y. S011t inopérantes,

puisque les symétries requises sont brisées par les perturbations désordonnées,

en particulier l'invariance par translation ou parfois I'invariance par dilatation

continue, aussi le recours à l'étude systématique de ces perturbations dans les

systèmes-modèles est-il indispensable. L'influence du clésorclre sur les propriétés

critiques du modèle dIsing a fait l'objet de nombreux travaux ( et 1968a,

MoCov et yVU 1968b, lVIcCOr' 1970) avant comprise dans le cas du désordre

homogène grâce au critère cIe Harris (I1ARRIS 1974). Il s'agi t déterminer si la

perturbation introduite par le d.ésorclre est pertinente. si elle modifie

radicalement comportement critique clu par rapport au cas homogène.

En effet, lanalysc de I'influence de perturbations le caclre clII grollI)e de
renormalisation COI1Cl1li t à la défini tion trois perturbations :

i) perturbations pertinentes c111i modifient comportement critique du

alors gOll\ierné par Ull nouveau point fixe:

ii) les perturbations 11011 pertinentes qui le comportement cri tique du

inchangé ;

iii) perturbations marginales qui à un comportement cri tique

110n universel, par cri tiques variables.

Plus récemment. I'influencc d. 'une perturbation apériodique a égalenlellt

largement étudiée ( et BAAKE 1996). Ell " la découverte cles quasi-cristaux

( et al a provoqué Ul1 gral1cl pour les systèmes quasi-

périodiques ou, plus généralen1ellt, apériodiques (HENLE'{ 1987, .J AN OT,

DUBOIS et DE BOISSIEU 1989, GUr'OT, I<RAl\!IER et DE BOISSIEU 1991 STEINHARDT

et DI\IICENZO 1991). Du point vue théorique, la compréhension cles propriétés

critiques des systèmes apériodiques constitue un apport important du fait de leur

situation intermédiaire entre les systèmes périodiques et aléatoires. On s'attend à
ce que les transitions de phase dans de systèmes présentent un comportement

critique riche et inhabituel, déterminé par la perturbation apériodique appliquée.

Ainsi, LlICk définit un critère permettant de déterminer qualitativement l'influence

cl'llne perturbation apériodique sur le comportement critique à partir de l'amplitude

des fluctuations des interactions dans les systèmes "en couches" (LUCK 1993a).

Cette thèse s'inscrit directement dans cette problématique et contribue à I'étude

de I'influencc de perturbations apériodiques marginales sur les propriétés critiques.

cas de perturbations marginales s'avère en effet particulièrement intéressant,

puisquil peut conduire à un comportement critique non universel caractérisé par

une variation continue des exposants critiques avec l'amplitude de la modulation

apériodique. Lorsque le point critique est modifié par l'apériodicité, on parle de

perturbations de volume, puisque les propriétés critiques de surface et de volume

sont affectées. Il existe également des perturbations de surface laissant inchangé

le point critique et n'affectant pas les propriétés de volume (KAREVSKI 1996), mais

nOlIS nous limiterons dans cette étude aux séquences apériodiques de la première
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an coniportcrnent (l'une chaine

moyen. 011 étudiera ainsi les

apériodique de spins dans

différoutcs propriétés critiques de

apériodiques marginales.

induit UIl comportement

par lamplitude de la

catégorie.

Dans le premier chapitre, on présente succintement le groupe de renormalisation,

l'hypothèse d'homogénéité et la méthode des de taille finie à laquelle on se

réfèrera fréquemment par la suite. Nous présentons égalelnellt modèle d'Ising à
deux dimensions et la méthode de diagonalisation dans la limite hamiltonienne. La

fin de ce chapitre est consacrée à une revue rapide des travaux effectués sur les

systèmes désordonnés et les systèmes apériodiques.

Le deuxième chapitre concerne l' étude COlllparative de l' infl uence des' apério­

(licités de site et de liaison dans la chaine cl~IsiIlg quantique. Ces deux formes

d'apériodicité correspondent à deux différents d "interactions entre spins. Dans

ce chapitre, on s'intéressera exclusivement à I'aimantation de surface du système,

déterminée analytiquement.

On étudie, dans le troisième chapi tre '\

la chaîne d'Ising quantique perturbée 1)ar

NOlIs verrons en particulier que la modula tion

cl"échelle anisotrope avec lille

1Jertur1)a t i011.

E nfi Il , clans le dernier chapi tre. 011 ..

apériodique de spins dans l ~ approximation

propriétés cri tiques surface et volume dune

le caclre de la théorie de Cinzburg-Landau en



Chapitre 1. Introduction et revue bibliographique Il

Chapitre

Désordre et apériodicité dans le modèle d'Ising
bidimensionnel- Introduction et revue bibliographique

1. Introduction

Dans un système thermodynamique, la condition d'équilibre est réalisée par la
minimisation de l'énergie libre F - E - T S. Par un effet compétitif entre énergie
interne et entropie, l'ordre est donc favorisé à basse température.

Si l'on considère un système de particules en interaction, l'apparition de l'ordre
est un phénomène critique caractérisé par le développement de singularités dans les
fonctions thermodynamiques qui peuvent, par exemple, diverger ou présenter une
discontinuité au point critique. L'apparition de ces singularités résulte de l'aspect
coopératif de la mise en ordre. En effet, les interactions, généralemellt à courte
portée, propagent l'ordre de proche en proche à grande distance.

La phase ordonnée est en général de symétrie plus basse que la phase
désordonnée. On dit alors que le système présente une brisure spontanée de symétrie
lors de la transition. Pour distinguer la phase ordonnée de la phase désordonnée, on
définit un paramètre d'ordre, de valeur nulle dans la phase désordonnée et non nulle
dans la phase ordonnée. Le paramètre d'ordre peut être scalaire, comme dans le cas
des systèmes liquide-gaz où il est défini par la différence des densités entre les phases
liquide et gazeuse, vectoriel, comme dans le cas d'un système ferromagnétique où
il est identifié à, I'aimantation spontanée par site, ou tensoriel, comme pour les
cristaux liquides.

Dans la limite thermodynamique (lorsque le volume V et le nombre de particules
du système tendent vers l'infini), la longueur de corrélation ç diverge au point
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critique d'une transition du second ordre. A cette divergence est associée une
singularité de la densité d'énergie libre du système qui peut alors se décomposer en
deux contributions:

f(T, H) == freg(T, H) ~fsing(T, H) (1.1.1)

où le premier terme est régulier et le second singulier au point critique. La partie
singulière de la densité d'énergie libre gouverne le comportement des différentes
grandeurs thermodynamiques (chaleur spécifique, susceptibilité magnétique, ... ).
Au voisinage du point critique, ces différentes gralldeurs thermodynamiques
présentent des comportements en lois de puissance avec des exposants en général
non entiers.

011 eléfinit ainsi les exposants critiques aux graneleurs therrnody-
namiques suivantes:

fonction de
corrélation réduite

l "'~ __ n'~' ,""","~' de

corrélation
chaleur

d'ordre

(t) rv

f(r/~)

Tableau 1.1.1 Définition du cornport.ement des au
voisinage du point critique. t est la températ.ure réduite et h le champ magnétique.

Parmi les paramètres associés à une transition de phase, la température critique
'Tc dépend eles détails du modèle la forme des interactions 011 de la symétrie du
réseau par exemple}. Ce n'est en revanche pas le cas des exposants critiques définis
précédemment, qui ne dépendent que des propriétés de symétrie les plus générales
(dimension d'espace et dimension du paramètre d'ordre) (STANLEY 1974, S'TANLEY

et al 1976). Cette propriété duniversalité peut s'avérer plus riche encore, puisque
certains systèmes différents présentent des comportements critiques analogues
définis par des exposants identiques. On dit alors qu'ils appartiennent à la meme
classe d'universalité (FISHER 1966, KADANüFF et al 1967)'

Le concept duniversalité joue donc un rôle central dans la compréhension des
phénomènes critiques, tout comme I'hypothèse d'homogénéité, fondée sur le groupe

renormalisation que l10US présenterons succintement par la suite.
De plus, la notion d'universalité justifie l'étude des systèmes-modèles tels que le

modèle d'Ising, puisque les détails du système sont inessentiels pour les propriétés
critiques. On peut noter d'ailleurs que la majeure partie des travaux sur l'influence
du désordre a été réalisée dans le cadre du modèle d'Ising. NOlIS proposerons une
rapide vue d'ensemble de ces travaux.

On présentera ensuite sommairement une revue bibliographique des études
menées sur les systèmes apériodiques. Ceux-ci jouent un rôle particulièrement
intéressant, puisqu'ils sont intermédiaires entre les systèmes désordonnés et les
systèmes périodiques. Les systèmes apériodiques présentent par ailleurs l'avantage
de permettre d'obtenir de nombreux résultats analytiques.
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2. Notions sur le groupe de renormalisation et hypothèse
'homogénéité

. Groupe de rcnorrnalisat.ion

La méthode du groupe de renormalisation, issue de la théorie quantique des
champs, exploite la covariance par changement cl'échelle. En effet, au voisinage
d'une transition de phase du second ordre, le système est invariant par changement
d'échelle des longueurs jusquà une échelle donnée par la longueur de corrélation
ç. Au point critique, la longueur de corrélation diverge, il ny a plus déchelle de
longueur; le système présente alors la propriété dauto-similarité.

L'idée fondamentale du grolipe de renormalisation est donc de procéder par
éliminations successives des degrés de liberté à courte distance. L'information sur
le comportement critique est tirée de lévolution eles couplages au cours de ce
processus.

011 consiclère par exemple un système dhamiltonien :

où les 1(Qi sont les constantes (-te couplage
Lors cl'tine dilatation de facteur b > 1'1

1(~ selon une loi de renormalisation :

(1.2.1)

aux opérateurs locaux 5 ex (

couplages 1\.-0: sont transformés en

(1.2.2)

Les transformations , lorsque b > I. forment un semi-groupe, ce qui signifie que
deux transformations successives avec b == bl et b b2 doivent être équivalentes à
une dilatation globale bl b2 :

(1.2.3)

De telles transformations admettent des points fixes, définis par K* == RbK*, dans
l'espace des paramètres. Or, la longueur de corrélation çse transforme par Rb selon:

ç(K') == ç(K)jb (1.2.4)

puisque les longueurs sont divisées par b par renormalisation. A un point fixe, on
doit donc avoir:

ç(K*) == ç(K*)jb (1.2.5)

ce qui implique que la longueur de corrélation y est infinie ou nulle.
On définit un point fixe caractérisé par ç == 00 comme un point fixe critique et

un point fixe avec ç == 0 comme un point fixe trivial.
..Au voisinage d'un point fixe, on peut écrire l'hamiltonien sous la forme:

(1.2.6)
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, A},r( 71.) _ },r( 71.) },r*ou u \. a - 1.a-\. a .

Lorsque l'écart au point fixe 6](71.) est faible, 011 peut linéariser la
transformation (TOULOUSE et PFEUT'{ 1975, NIEMEIJER et VAN

LEEUWEN 1976, LE BELLAC 1988, GOLDENFELD 1992), soit:

(1.2.

La matrice T* peut être diagonalisée. On définit ses vecteurs propres à, gauclle .p i

et ses valeurs propres /\i comme suit :

soit, à partir de ses composantes :

~. <p. T*.B' ~]\.-(n) ==L..t i œ a'

a"B

;h. /' 1\.-(.n+l) == \' ~.;h .... j'}. -(71.)
'±'zaU Cl / Z L..t '±'zJ3u \. j3

Cl j3

(1.2.8)

où l'on a introduit les champs d'échelle gin) quantités nulles au point critique, pour
lesquels la transformation de renormalisation devient simplement :

(71.+1) \ (71.)
9i == /\i9i . (1.2.9)

L'équation (1.2.3) impose alors que les valeurs propres /\i se mettent SOllS la forme :

(1.2.10)

où Yi est la dimension anormale associée au champ d'échelle 9.i'

La trajectoire (1U système dans l'espace des paramètres dépendra alors du signe
des dimensions anormales,
i) Si Yi < 0, le champ d'échelle 9i diminue par renormalisation jusqu'à s'annuler.

Le comportement critique dominant n'en dépend pas et 9i est dit non pertinent.
ii) Si Yi > 0, 9i augmente par renormalisation, ce qui éloigne le système du point

fixe. Dans ce cas, le champ d'échelle est dit pertinent, il fait évoluer le système
vers un nouveau point fixe d.ans l'espace des paramètres (figure 1.2.1).

iii) Si Yi - 0, le champ d'échelle reste inchangé par dilatation; il est dit marginal.
Cette situation peut conduire à un comportement critique non universel. A un
ordre plus élevé, le champ peut être marginalement pertinent ou non pertinent.

Sur la surface critique SCX) (définie dans l'espace des paramètres comme
l'ensemble des points ayant une longueur de corrélation infinie), il existe des points
fixes stables, instables et des points fixes cols. En l'absence de variables marginales,
le point représentatif du système est donc attiré vers un point fixe K* stable,
puisque les champs non pertinents diminuent par renormalisation.
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direction pertinente

I\.·f3
r-------+--------t--~--__...

Figure 1.2.1 Trajectoires de renormalisation en présence de champs d'échelle
pertinents et non

surface

critique

«;

\J

direction

marginale

direction

non

pertinente

Figure 1.2.2 Renormalisation vers une ligne de points fixes lorsqu'il existe une
variable marginale.

Lorsqu'il existe un champ d'échelle marginal, la surface critique comporte une
ligne de points fixes. Les exposants critiques dépendent alors continûment de la
valeur de la variable marginale (figure 1.2.2).

Les exposants critiques s'expriment tous en fonction de la dimension du système,
d, et des dimensions Yi des champs d'échelle pertinents, ce qui conduit aux lois
d'échelle. Pour un modèle de spins par exemple, les champs d'échelle et leurs
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opérateurs conjugués sont respectivement le champ magnétique h et l'aimantation
a d'une part, la température réduite t et la densité d'énergie E d'autre part, où h
et t renormalisent en bYhh et bYtt.

Hypothèse d'homogénéité et lois d'échelle

On considère un système de paramètre de réseau a que l'on dilate par un facteur
arbitraire b :

a ---t a' == ba. (1.2.11)

La longueur du système restant invariante, L'a' == La, le volume se transforme
selon li' == b--..dV. L'énergie libre totale du reste également inchangée lors
de cette dilatation: F' == V' f' == li f ; la densité dénergie libre se transforme donc
comme l'inverse du volume : ~f' == bd~f. La partie singulière de la densité d'énergie
libre s'écrit alors comme une fonction homogène gélléralisée des champs d'échelle t
et h, :

(1.2.12)

On peut ainsi exprimer I'ensemble critiques en fonction de Yt, Yh
et d, et retrouver très aisément les lois qui relient les exposants entre eux.

L'expression (1.2.12) de la densité libre permet de déduire des
formes homogènes généralisées pOlIr les graIlclellrs thermodynamiques. Par
exemple, dans le cas de laimantation definie par ni == - ~~ ' on obtient:

h ), (1.2.13)

expression compatible avec le comportement ell loi de puissance au voisinage du
point critique m(t, 0) r-;» t!3 r-;» b-!3Yt pour le choix b == t- 1 / Yt du facteur de dilatation.
On en déduit (3Yt == d - Yh. Les autres égalités entre exposants sont rassemblées
dans le tableau 1.2.1.

quantité comportement exposant

chaleur spécifique C(t, 0) ~ r : o:=2-d/Yt

aimantation rn (t, 0) "" t{3 d - Yh(3=--
Yt

m(O, h) ~ h1 /
J 8=~

d- Yh

susceptibilité X(t,O) "" t-, 2Yh - d,=
Yt

fonction de corrélation G(O, 0, r) ~ r- d+2 - 17
1] = d - 2Yh + 2

longueur de corrélation ç(t, 0) ~ t- V 1
v= -

Yt

ç(O,h) ~ tc :»
1

Vh =-
Yh

Tableau 1.2.1 Définition des exposants critiques à partir de la dimension du
système d et des dimensions des champs d'échelle Yt et Yh.
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On obtient alors très facilement les lois d'échelle:

Œ == 2 - t/d (Josephson)

,== f6( 6 - 1) (Widom)

Œ + 216 + ~y == 2 (Rushbrooke)

, == v(2 - 1]) (Fisher)

2.3. Effets de taille finie

Les systèmes étudiés numériquement par la suite S011t de taille finie. Da11s le
cas d'interactions à courte portée, ces ne peuvent présenter de transition
de phase, puisque les singularités grandellrs physiques napparaissent qlle dans
la limite thermodynamique, Cependant, il est possible de déduire les propriétés du

infini e11 étudiant le développement cles singularités avec la taille L du
fini (FISHER et 1967, et FISHER 1969, FISHER 1971~

FISHER 197:3, NIGHTINGALE 1976, HA1\lER et BARBER 1 HANIER et BAR,BER 1

BARBER C;HRISTE et HENKEL 199:3).

Pour tracluire l'existence cles taille finie dans comportement des
gra11dellrs thermodynamiques, 011 définit 1111 nouveau champ déchelle. t qui
s'annule au point cr itique correspondant à L -1- ex). On peut écrire la clensité
dénergie libre comme fonction homogène gélléralisée champs déchcllc SOllS
la forme :

(1.2.14)

On en déduit le comportement des propriétés physiques. Par exemple, une
quantité thermodynamique Q caractérisée par un exposant critique Qoc; (t) r-;» r»,
se comportera, sur un système de taille caractéristique L, selon:

(1.2.15)

Au point critique t == 0, 011 a alors:

(1.2.16)

et comportement en température, lorsque L -1- 00, s'écrit:

(1.2.17)

On en déduit la valeur de l'exposant critique ( == - XQ == -vxQ . Cette méthode
Yt

110US permettra de déterminer les exposants critiques à partir de l'étude de systèmes
de taille finie.
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2.4. Systèmes anisotropes

La longueur de corrélation ç d'un système au voisinage de la température
critique Tc est la seule longueur pertinente du système. Lorsque la température
approche la température critique, la longueur de corrélation ç diverge selon:

(1.2.18)

Pour un système de dimension finie, les effets de taille finie présentés précédemment
sont gouvernés par le rapport entre ç et la dimension linéaire L du système. Ils
nécessitent par ailleurs que la relation "d'll~yperscaling"entre les exposants critiques
soit satisfaite:

du == 2 - 0 (1.2.19)

où d est la dimension du système.
Si cette relation Il pas vérifiée. le comportement critique asyrnptot.ique du

Ile sera pas gOllverllé l)ar une divergeant au point cri tique.
011 peut ainsi distinguer deux situations différentes :
i) POlIr les systèmes au-dessus cIe leur dimension err tique superieure ,pour

lesquels les exposants critiques prennent leur valeur cIe champ moyen, la relation
entre les exposants critiques devient > 2-0. Dans ce cas, le comportement de
taille finie au voisinage de la température cri tique est gou\lerllé pal' des longueurs
différentes la longueur correlation ç (BINDER et al BINDER 1 ).

ii) Dans le cas des systèmes anisotropes, la décroissance des fonctions de corrélation
dans cles directions clifférentes peut gOllvernée par des longueurs de
corrélation qui divergent avec des exposants différents (BINDER et \l'TANG 1989).

On peut considerer. pour illustrer le second cas, Ull système avec une anisotropie
uniaxiale. Les longueurs se transforment alors de façon anormale dans une
direction: III == b- z lll· En particulier, dans le cas de la longueur de corrélation,
on a:

(1.2.20)

où vII et v = :t sont différents.
Dans ce cas, la fonction de corrélation relative à l'opérateur cP peut s'écrire:

(1.2.21)

011 1'011 a posé b == t- V == ç-L et Çll == çi, l'exposant d'anisotropie z étant défini
par le rapport des exposants associés aux longueurs de corrélation dans les deux

directions

(1.2.22)
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De même, la densité d'énergie libre s'écrit comme une fonction homogène:

f ( t h ~) == b-(d-1)-zj (bYtt bYhh,!!.-)
~ " L ' f L (1.2.23)

puisque V = L d- l L II donc V' = b-(d-I)-zV.

C'est le cas par exemple de systèmes tels que les points de Lifshitz uniaxiaux
(HORNREICH, LUBAN et 1975, HORNREICH et BRUCE et SAK

1978) pour lesquels une nouvelle relation "dhyperscaling" est "t.a,('aC'C"J1ra

LIli + (d - l)lI == 2 - Q.

3. Le modèle d'Ising bidirnensiormel

(1.2.24)

L'étude de systèmes-modèles est un sujet majeur en physique stat.istique. Ces
'-'v'-/ ......... ·'-' .. parmi le modèle dIsing est simple, sont intéressants pour

leurs propriétés physiques au voisinage du point transition.
L'hypothèse duniversalité en effet comportement d'un système

au voisinage S011 point critique ne propriétés très générales
comme la dimension et les clII Cela signifie que les systèmes
réels, au voisinage transitions ordre, pourront être décrits
de façon satisfaisante par des modèles simples qui ne contiendront
CIlle quelques éléments essentiels.

3.1. Le modèle classique de Lenz-Lsing à deux dirnensions

Le modèle de Lenz-Ising, introduit par Lenz en 1920 comme une description
simplifiée du ferrornagnétisme (LENZ 1920), consiste eu une assemblée de moments
magnétiques Ski' variables réelles pouvant prendre les valeurs ±1 (en unités f1 B)' et
situés sur les noeuds d'un réseau. Le réseau représente la structure cristalline dont
les noeuds sont occupés par des ions porteurs de moments magnétiques. Le modèle
d'Ising correspond à un système de spins 1/2 avec anisotropie axiale extrême. Le
modèle a été résolu à IIne dimension par Ising 1925) et à deux dimensions
par Onsager (ONSAGER 1944).

On associe aux deux directions du réseau une direction spatiale et une direction
temporelle. Ce choix trouvera une justification par la suite.

On considère le cas d'un modèle bidimensionnel anisotrope sur un réseau carré.
Les couplages d'échange ferromagnétique dans les directions spatiale et temporelle
(les interactions sont limitées aux premiers voisins) sont notés Js et Jt . L'énergie
d'une configuration s'écrit alors:

Nt L

S{Sk,[} = - L L(Jtsk,[Sk+I,[ + JsSk,lSk,l+I)
k==l /==1

(1.3.1)

où il Y a JVt rangées dans la direction temporelle et L colonnes dans la direction
spatiale (figure 1.3.1).
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k+1

1+1

F'igure 1.3.1 Modèle de Lenz-Ising à 2d sur réseau carré.

On utilise des conditions périodiques dans la direction temporelle : k + t == k.
Le modèle présente tIlle transi tion phase clII second ordre (singulari té
grandeurs therrnodynamiques ) à. température finie. point critique est localisé
par des arguments de dualité (I(RAl\/IERS et \VANNIER 1941~ SCHULTZ~ l\1A'TTIS et LIEB

et l ~équation de la ligne cri tique s' écri t

sinh == 1,
J t

kBT~
(1.3.2)

Elle sépare les phases ferromagnétique et paramagnétique dans l'espace cles
paramètres (figure 1.3.2).

3rr----r----r----r------,.-------r--..,---~---r-----r--____,

2.5

2

~ 1.5 ferromagnétique

0.5 paramagnétique

0.50.40.30.20.1
01.-.----'----"'------'------"----'""'""--------'------""-----.....
o

B
1 s

Figure 1.3.2 Diagramme de phase du modèle d'Ising bidimensionnel dans
l'espace des paramètres.
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L'aimantation spontanée du système s'annule à la température critique et se
comporte selon:

r-:» (T -, c
1

8==­
1 8 (1.3.3)

au voisinage du point critique (T < T~). Elle est
que la chaleur spécifique :

'-·L../'- ...... v'-_·>.- sur la figure 1.3.3, ainsi

(1.3.4)

qui présente une divergence logarithmique au point critique (ONSAGER 1944).

1.51.2O.SO.GOA0.2
Ol.-.J----'----'----'------i.._'----..J--..--'----'-----.l.-----'----'

o

0.2

0.8

O.G

0.-1:

Figure 1.3.3 Aimantation spontanée et chaleur spécifique du modèle d 'Ising
homogène à deux dimensions.

3.2. Le modèle d'Ising en champ transverse

3.2.1. Limite hamiltonienne

La formulation de Feynman de la mécanique quantique permet d'établir une
analogie formelle entre mécanique quantique et physique statistique (FEYNMAN

1948). Dans ce cadre, un système classique de physique statistique peut être traité
à partir de la mécanique quantique, l'une des d dimensions d'espace étant générée
par l'évolution temporelle du système quantique à d - 1 dimensions (KOGUT' 1979,

POL"YAI<:O\l 1987, NEGELE et ORLAND 1988). On peut ainsi reformuler le modèle d'Ising
bidimensionnel dans la limite anisotrope extrême en un modèle quantique à une
dimension présentant une transition de phase à T == 0 et appartenant à la classe
d'universalité d'Ising (SlTZUKI 1971, SUZUI<:I 1976, FRADKIN et SUSSKIND 1978, KOGUT

1979, JULLIEN 1981, POLYAI<:OV 1987) (figure 1.3.4).
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Ji

Js J."

------0---0

- - - - - -0----0

- - - - - -0----0

- - - - - --0----0

L

0-----<:>---0-----<:>---- - - - - - -0------0

1 :2 3
Figure 1.3.4 Modèle haut) et la chaîne
quantique correspondant.e dans la lirn it.e anisot rope ex trèrne bas).

POLIr réaliser cette correspondance. 011

(1.3.1) en modifiant le des et en
couplages :

lénergie dune configuration
la temperature dans les

iV
t L (1

S{Sk,Z} = L 2/3t (

k==l 1==1

Cette expression est une somme sur les

iVt

S{Sk,Z} = LH(k,k + 1)
k==l

l .f

'-~'..L..L.~~'\•..-'U k du réseau:

(1.3.5)

L

Sk,I Sk,I+1

1==1

(1.3.6)

Où l'énergie H(k, k + 1) couple deux rangées voisines par l'intermédiaire du premier
terme. On définit alors la matrice de transfert t par ses éléments de matrice dans
la base des configurations de spins :

({k } 1t 1{ k 1}) == exp[- H (k, k + 1)] (1.3.7)

où 1{k } ) représente une configuration de la rangée k. t est une matrice de dimension
2L x 2L interprétée comme l'opérateur de transition d'une rangée k à la rangée
suivante k+ 1 et que l'on identifie à l'opérateur d'évolution temporelle d'un système
quantique:

TA -ril
==e (1.3.8)
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où Ii == 1, T == it est le pas du réseau dans la direction temporelle et il l'hamiltonien
que l'on cherche à déterminer. L'amplitude de transition de la rangée k à la rangée
k 1 ayant n spins inversés par rapport à la rangée k s'écrit:

({k}lt/{k + l})n == exp(-2npt ) exp (,68 L.L SklZSklZ+l)'

1==1

Dans la limite anisotrope extrême,

(1.3.9)

-+ 00 (1.3.10)

les probabilités de retournement des spins sont faibles et on pose == /\e- 2 13t , ce
qui conduit à écrire les amplitudes de transition à 0, 1, ... Tl. spins inversés:

({k}/'Tl{k+ 1})1 ==e- 2 13 t + )
({k}/'T/{k + l})n ==e- 2 n

/3 t + O(e- 2
( n + l LJ t ) .

({k } 1 t 1{k + 1})0 == 1 +
L

L
[zz: l

,/+1

(1.3.11)

011 cléfinit sur chaque site 1 de la k matrices de Pauli ô"r et Ô"t, ce qui
permet didentifier les éléments de matrice (1.3.11). Si 011 choisit de travailler dans
la base des propres de à", I'élérnent diagonal correspondant à zéro spin inversé
s'écrit:

L

({k}1 (1 + Àe-213t ô"f êfi+1) I{k + 1})0·
1==1

De même, pour l 'inversion dun spin entre les configurations {k} et {k + 1}, on a :

L

({k}le- 2t1t LJt I{k + 1})1'
1==1

La matrice de transfert peut donc s'écrire sous la forme d'un développement en
puissances de

L

(1.3.12)

La limite anisotrope extrême permet de se limiter aux deux premiers termes et on
fait tendre le pas T du réseau dans la direction temporelle vers 0 pour restaurer le
continuum dans cette direction. On a donc :

(1.3.13)
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En posant alors T =.: 2 exp( -2(3t) -+ 0, on obtient l'hamiltonien du modèle d'Ising
en champ transverse :

(1.3.14)

On peut relier les paramètres de cet hamiltonien aux couplages initiaux du modèle
classique et (38 en notant que i{ est proportionnel à l 'hamiltonien (1)

1

2

L

L <x >.« 1
al al --. +1 ')

1==1 .....

L

'" Â­~ai

1== l

,
ou

1941)

est le couplage dual de dans la limite hamiltonienne (I<RArvlERS et 1ER.

(1.3.15)

Le point critique clII modèle défini par lhamiltonicn (1.3.14) s'obtient en
remarquant qlle, dans la Iirni te anisotrope la courbe tend
asymptotiquement vers la ligne critique (1.3.2) 1.3.5).

0.50.40.30.2

3

2.5

2

1.5

c::a..~

0.5

0 À=

-0.5
0 0.1

F'igure 1.3.5 Diagramme de phase du modèle d'Ising dans la limite anisotrope
ext.rême. La courbe en pointillés représente la limite anisotrope extrême

== 1.

(1) On utilise généralement la notation suivante, valable pour une chaîne quantique inho­

mogène : il == -~ ~Jlirlirl+l -'} ~ où JI == (/)/~t, hl == (/)118t , JI == Àlhl,

(l) == -} ln tanh (1) et est une constante de référence.
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On a donc:
Àc == 1 au point critique
/\ > 1 dans la phase ordonnée
À < 1 dans la phase désordonnée

où À-1 joue le rôle de la température:

1

À
(1.3.16)

Les correspondances entre mécanique quantique et physique statistique sont
résumées dans le tableau suivant :

fluctuations quantiques 11. 11. ==T

Mécanique quantique

temps t

évolution temporelle

opérateur d'évolution li (t)

état fondamental

Correspondance

t == -iT

d-+d+l

u; -iT) == 'T

==F

Physique statistique

pas du réseau -r

dimension spatiale supplémentaire

fluctuations thermiques T

rnatrice de transfert t

énergie libre F

gap
c
\",

longueur de corrélation ~

Tableau 1.3.1 Tableau de r>r."Y'fI"C' ................ Y.,('t·"" ...·,{" entre mécanique quantique et physique

3 .. 2 .. 2 .. Diagonalisation du modèle d'Ising en champ transverse

L'hamiltonien d'Ising en champ transverse (1.3.14) représente un système
quantique de L spins de Pauli avec des interactions entre premiers voisins. C'est
un problème à JV corps que l'on peut résoudre de façon exacte par des méthodes
de seconde quantification, puisqu'on peut le transformer en un système de fermions
libres. 011 utilise pour cela les transformations de Jordan-Wigner (JoRDAN et
VVIGNER 1928) et de Bogoljubov-\lalatin (BOGOLJUBOV 1958).

La transformation de Jordan-Wigner consiste à exprimer l'hamiltonien en
fonction des opérateurs êl et êt obéissant aux relations d'anticommutation des
1:' {"'+ "'} f' {"'+ "'+} { '" "'} 0rerrrnons : Cl' Cm == ulm' Cl' Cm == Cl' Cm ==

1-1'" Il (' r-: + r-: -) "'-Cl == exp 11f (J'j (J'j (J'1

j==l

1-1

"'+ r-; + ( " '" + '" -)Cl == (J'1 exp -17f (J' j (J'j

j==l

(1.3.17)

(1.3.18)
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où les ât sont les opérateurs échelle habituels:

En inversant les relations (1.3.17) et (1.3.18), on obtient:

1-1

A+ A+ (' A+ A)
(JI == Cl exp 17fCj Cj ,

j==l

1-1
A - II· (. . ,,+(JI == exp -l7fCj

j==l

et

(1.3.19)

(1.3.20)

(1.3.21)

êr Z
l (1.3.22)

Si l'on se limite au problème avec conditions
chaîne quantique inhomogène alors :

libres, l 'hamiltonien cle la

1)
1 L-l

;:; L À(l)(
-.J 1== 1

(1.3.23)

011 diagonalise cet hamiltonien par transformation canonique en introduisant les
opérateurs 17a et flt (LIEB, SCHULTZ et lVIATTIS 1961, PFEUTY" 1970)

'ï: = L(gajêj + hajêj),
j

et i{ prend alors la forme diagonale :

(1.3.24)

(1.3.25)

H== (1.3.26)

Les énergies d'excitation fa obéissent aux relations matricielles suivantes:

(1.3.27)

(1.3.28)
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où les vecteurs ~ 0' et W0' sont définis par leurs composantes, liées aux coefficients
dans (1.3.24) et (1.3.25) :

(1.3.29)

(1.3.30)

En combinant les deux relations matricielles (1.3.27) et (1.3.28), 011 obtient
I'équation aux valeurs propres:

(A - B)(A + B)~a (1.3.31)

Les matrices A et B sont matrices
symétrique et antisymétrique :

tridiagonales et respectivement

2 /\( 1) 0 0
/\( 1) 2 /\(2) 0 0

1 0 /\(2) 2
A== - (1.3.32)

2 0 /\(L - 2) 0

/\(L 2) 2 /\(L - 1)
0 0 /\(L - 1) 2

0 /\( 1) 0 0
/\( 1) 0 - /\(2) 0 0

B=~
0 /\(2) 0

(1.3.33)
2 0 -/\(L - 2) 0

/\(L - 0 -/\(L - 1)
0 0 À(L - 1) 0

La résolution du problème nécessite la diagonalisation de la matrice des
excitations (A - B)(A +B) qui permet d'obtenir le spectre de l'hamiltonien.

3.2.3. Propriétés locales

• i\IIvLA.NT~~TION LOCALE:

L'aimantaticn locale sur le site l d'une chaîne avec conditions de bords libres
s'exprime à partir du comportement asymptotique (lorsque JVt -+ oc] de la fonction

corrélation spin-spin:
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OÙ r est le temps imaginaire et où les opérateurs s'écrivent, dans la représentation
de Heisenberg, êrf(r) == exp(Til)êrf exp( -Til). On a :

la) (1.3.35)

où Eo est J'énergie de l'état fondamental.
Dans la base qui diagonalise I'hamiltonien, 011 obtient :

i>l

1('i 1 la) (1.3.36)

011 la) est l'état fondamental et la) == 10) de 1)111S basse énergie à
un fermion. Dans la phase ordonnée, 1 est avec fondamental la) et
donne la seule contribution non Ill111e à G~ (T) I", .. » c> «:... "r~ T -+ CXJ. L 'aimantation locale
se calcule donc à partir de cIe ILIa triee :

où

rn.(l) (al 10) (1.3.37)

[-}

==( +ê[) (1-
k==l

en utilisant opérateurs fermions êl et 1 -
SI == O. On a donc les . suivantes :

(1.3.38)

vaut - 1 si ê+ ê == 1 et 1

d'où l'on déduit:

== ( + (1.3.39)

1-1

"X II [( ,,+al == Ck +
k==l

)( )]( (1.3.40)

puisque êki=Z et êz anticommutent.
On pose alors :

(1.3.41)

(1.3.42)

et on obtient l'aimantation sous la forme d'un élément de matrice dans l'état
fondamental (BERCHE, BERCHE et TURBAN 1996) :

(1.3.43)

L'aimantation locale peut être obtenue, comme les fonctions de corrélation, à l'aide
du théorème de Wick qui conduit à une somme d'éléments de matrice à deux
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opérateurs (LIEB, SCHULTZ et l\1ATTIS 1961 PFEUTY 1970). Il faut donc évaluer ces
éléments de matrice. Par exemple :

(1.3.44)

En revenant aux opérateurs 1] :

(1.3.45 )

(1.3.46)

et en utilisant les relations danticornmutation (les fcrrnions. on obtient:

= L (j)(ry~ + ),
(1.3.47)

(k)

soit:

ou :

H j == cPI (j).

On obtient de même :

10) (j) + hl (j) (1.3.48)

(1.3.49)

(1.3.50)

(1.3.51)

(1.3.52)

(1.3.53)

En appliquant directement le théorème de Wick, on constate que dans m(l)
n'apparaissent jamais de paires < ÂiÂ i > ou < ÊiÊ i > qui seraient non nulles. Il

ne peut rester que des termes de la forme < ihÂ-i >< ÂjÊk >< ihÊn », De plus,

si une paire < r;1 h, > apparaît dans un terme, celui-ci contiendra également une
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paire de la forme < ÂiÂ j >ioj;j nécessairement nulle. On ne peut donc avoir que des

termes < 171 Âi >< ÊjÂ k > qui contribueront finalement à l'aimantation locale.
Le produit le plus simple de cette forme est:

et on doit évaluer toutes les permutations possibles e11 laissant fixes 'i1 1 et les e; en
comptant la signature de la permutation.

Cela revient à écrire U11 déterminant d011t le terme précédent OCCUI)e la
diagonale :

< '771 ..41 >
< '171 ..42 >
< '/71 ..43 >

< Ê 1 ..41 >
< B 1..42 >
< B 1 ..43 >

< B 2 ..41 >
< B 2 ..42 >
< B 2A3 >

< Ê 1- 1..41 >
< B I - 1 ..42 >
< B I - 1 ..43 >

011 obtient Cl0l1C finalement :

Hl C I .1 C I .2 G1 .I - 1

H 2 C 2 .1 C 2 .2 G2 .1- 1

Tn( 1) H 3 C 3 .1 G3 .2 C 3 .1- 1

Hl Cl,! Cl. 2 Cl,l-l

(1.3.54)

Da11s le cas particulier du de surface 1 == L, on a alors simplement

'ln s == <Pl (1).
Lorsque le système est semi-infini (L -t il est possible d'obtenir une forme

analytique de l 'aimantation de surface en fonction des couplages (PESCHEL 1984)' En
effet, pour un système infini, il y a brisure spontanée de symétrie au point critique.
Pour 'T < T~, il existe deux ferromagnétiques. L'état fondamental est alors
doublement dégénéré, ce qui entraîne que El == O. On a donc:

soit:

(1.3.55)

(1) o

(j) -À(j)<Pl (j + 1)

On obtient ainsi une relation de récurrence :

o (1.3.56)

(1.3.57)
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En utilisant la condition de normation sur cp}, l'aimantation de surface s'écrit
finalement :

(1.3.58)

Cette relation permettra d'évaluer analytiquement l'aimantation surface dans
de nombreux cas.

La figure 1.3.6 présente la variation de I'airnantation de surface et de volume
du modèle d'Ising en champ transverse homogène en fonction du couplage /\.

0.80.2
01....------'----"-----'----'-----'------'-----'-----'----'----'-----'

o

0.4

0.2

O.G

0.8

F'igure 1.3.6 Aimantation de surface et de volume du modèle d'Ising en champ
transverse homogène en fonction de l'analogue de la température .

• DENSITÉ D'ÉNERGIE LOC.A.LE

La densité d'énergie locale e(l) (01 ât la) contient en général une partie
régulière difficile à extraire. On considère donc plutôt la fonction de corrélation
énergie-énergie G~(T) == (ât(O)ô"t(r)) - e(I)2 de dimension d'échelle 2x e . Lorsque
l'on travaille dans la base qui diagonalise l'hamiltonien, on obtient:

G~(r) = L j(il ô-t IO)1 2e - r ( E i - E o )

i>O

(1.3.59)

où ât couple uniquement l'état fondamental aux états excités à deux fermions.
Le premier élément de matrice non nul de ât concerne donc l'état fondamental

et l'état excité à deux fermions de plus basse énergie lE) == ijtijt la) :

(1) == (El ât la) (1.3.60)
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qui se comportera, par changement d'échelle, comme la densité d'énergie locale el'

On utilise alors â-t == 2êtê[ - 1 et la relation d'orthogonalité des états propres de
l'hamiltonien pour obtenir:

(1.3.61)

En exprimant ê+ (l)ê(l) en fonction des opérateurs et on remarque que les
seuls produits d'opérateurs qui ont une contribution non nulle SOIlt les produits du
type i7t .On utilise à nouveau les relations danticommutation des fermions pour
obtenir:

(l). (1.3.62)

Il est donc nécessaire de connaître cieux premières excitations et les vecteurs
propres associés pour cléterminer la densité d'énergie locale e(l).

L'expression (1.3.62) prend 'LIlle forme plus Si1111)le clans le cas de la surface ou
,t/'(1) s'exprime en fonction de 1) par:

(1)

et l' expression de la densi té

(1)

surface devient finalement :

(1.3.63)

- \:.1 (1 (1). (1.3.64 )

3.2.4. Fonctions de corrélation de surface

• FONCTION DE CORRÉL.~TION SPIN-SPIN:

La fonction de corrélation de surface spin-spin est définie par:

G~(r) == (â-f(O)â-f(r)) == (01 â-f(O)â-f(r) 10) (1.3.65 )

les opérateurs étant écrits dans la représentation de Heisenberg et â-f == êt + ê1 .

En inversant à nouveau les transformations de Jordan-Wigner et de Bogoljubov­
Valatin, la fonction de corrélation de surface spin-spin s'écrit:

(1.3.66)

où le terme entre crochets est égal à (1). Par ailleurs, le gap EQ' - Ea correspond
à l'énergie d'excitation , doù l'on déduit:

G~(r) == (1 T (1.3.67)
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qui a les dimensions d'une aimantation au carré.

FONCTION DE CORRÉLATION ÉNERGIE-ÉNERGIE

La fonction de corrélation de surface énergie-énergie est définie par :

G:( == (01 âf (O)âf (7) 10) .

En procédant comme pour les correlations SI)i11-Spi11~ 011 obtient :

(1.3.68)

L L

G:(r) = L L
0'==1 (8==0'+1

1 (1) - 1 (1 (1.3.69)

(lui peut se réécrire en conditions de bords libres :

L L

G:Cr) = L L
0'==18==0'+1

(1 (1 (1.3.70)

4. Syst èrnes désordonnés et syst èrnes apériodiques

011 présentera dans tll1 premier temps quelques travaux concernant les
désordonnés. études ont conduit au critère Harris qui permet de déterminer
SI désordre peut pertinent ou 11011. 1\OtIS donnerons ensuite un aperçu
bibliographique eles différents travaux réalisés sur systèmes apériodiques sur
lesquels nous 110tlS S01111nes penché au cours de ce travail. Enfin, 110US introduirons
sommairement le critère de Luck qui constitue U11e gé11éralisatio1l du critère de
Harris dans le cas des systèmes apériodiques en couches.

4.1. Gé nér-alit.és sur les syst.èrnes désorrlonnés

Luck définit les systèmes désordonnés en physique statistique comme des
systèmes régis par une dynamique complexe qui possède au moins deux temps
caractéristiques très différents, 7 1 << 7 2 (LUCI{ 1992). Les degrés de liberté
caractérisés par des temps de relaxation courts, de l'ordre de Tl' sont les variables
dynamiques, tandis que les variables gelées décrivent les degrés de liberté dont le
temps caractéristique est de l'ordre de T 2.

Il existe en général, dans les systèmes désordonnés, des interactions entre
les degrés de liberté des variables dynamiques et ceux des variables gelées. Ces
interactions ne respectent donc pas les symétries habituelles des systèmes purs
(par exemple, I'invariance par translation) puisqu'elles dépendent des détails
microscopiques d'une configuration hors d'équilibre des variables gelées.

Da11s le cas des systèmes magnétiques, le désordre peut être induit soit par les
couplages d'échange ln' soit par les champs magnétiques locaux hn agissant sur
chaque spin (Yn (considéré ici comme variable dynamique}. Ainsi, le premier cas
correspond, par exemple, aux verres de spin pour lesquels les couplages ln seront
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que le désordre
critique (grandeur non

lui-même

\ \\1). les couplages verticaux
horizontaux prennent des

chaque colonne (figure

des variables aléatoires alors que le charnp magnétique est uniforme (hn == H). Le
second cas correspond au modèle en champ magnétique aléatoire pour lequel les
champs magnétiques locaux h'n constituent les variables aléatoires, tandis que les
couplages Jn conservent tous la même valeur ferromagnétique J > O.

L'intérêt de l'étude des systèmes désordonnés est clonc de tenter de se rapprocher
de systèmes physiques réels, puisque le désordre peut induit par l'existence
dimpuretés dans un système cristallin par ,_ .... '-.- ............ tJ ....'O'-··.

L'objet de ces travaux est de déterminer si le ainsi induit modifie le
comportement critique par rapport à celui Cl11 l)llr. c dans le
langage du groupe de renormalisation, si 11Ilf:). variable pertinente
all point fixe du système l)llr. El1 . cortains auteurs tJ'-.L ......nl~ .... ' . .L .... \) que le désordre
détruisait complètement les a faisant ainsi disparaître
les singularités cles fonctions thermodynamiques ( 1\1 , MoCcv 1970,

HARRIS

..A. l 'opposé, Watson puis DOIl11).

pouvait produire 1111
111liverselle) mnis Ile 1)011vai t
1970, Doxin 1972 ) .

Historiquement, le modèle cl ~Isil1g a sur If'qllell 'influence du
a la 1)111S sa Parmi modèles les plus

C0111111S. le dIsing sur couplages horizontaux
aléatoires à fait I'objet de nombreux travaux (1\lc('o1' et Wu 1 MoCov et
1968b, Mce0 v 1970, et \Vi

U l 97:3 '\ ~'\ u-YA ): r; l\1 1 974, NIEUw EN HUI ZEN

et 1989).

Dans ce modèle (al)pelé
prennent une valeur constante tandis que
valeurs aléatoires. tout el1 restant uniformes à
1.4.1 ).

Les résultats obtenus sur le modèle McCoy-Wu montrent que la singularité
logarithmique de la chaleur spécifique (lu modèle pur disparaît du fait du désordre
et qlle la. chaleur spécifique reste finie au point de transition.

Plus tard, on a réalisé qu'une situation intermédiaire pouvait se produire et que
le désordre pouvait faire apparaître un nouveau comportement critique au voisinage
proche de la. température de transition (HARRIS et LUBENSI<Y 1974).

Harris a alors développé un critère qui permettait de prévoir qualitativement
l'effet d'un désordre homogène à partir des exposants critiques du système pur

(HARRIS 1974, HARRIS et LUBENSI<Y 1974, GRINSTEIN et LU'THER 1976, SHAPIR et
~J\HARONY 1981). Ce critère montre que le désordre est une variable pertinente, c'est­
à-dire qu'il modifie le comportement critique du système si l'exposant de la chaleur
spécifique du système pur Ct est positif (lorsque la relation "d'hyperscaling" est
vérifiée). Dans le cas contraire, le désordre est non pertinent et il n'affecte pas le
comportement critique.

Dans le cas du modèle d'Ising bidimensionnel, où l'on a une singularité
logarithmique de la chaleur spécifique, Ct == 0, le critère de Harris ne permet pas de
conclure.

On peut également noter qlle le critère de Harris peut être adapté au désordre



Chapitre 1. Introduction et revue bibliographique 35

J1 J2 J
3

J4 J
5

Figure 1.4.1 Réseau de McCoy-Wu : distribution de couplages aléatoires
horizontaux Ji.

"en couches".
pertinent.

effet, dans le cas du modèlede rvlcCoy-Wu, le désordre s'avère

sur les syst.èrnes apériodiques

Nous proposons à présent un aperçu gélléral des travaux menés sur les systèmes
apériodiques (GRIMM et BAAKE 1996), et plus particulièrement sur le modèle d'Ising.
Nous avons vu précédemment qu'une des formes principales de désordre consistait
en l'introduction de variables aléatoires. Nous allons nous pencher maintenant
sur une autre façon de briser la périodicité en nous intéressant aux systèmes
apériodiques.

Dans les systèmes apériodiques, il existe en fait un ordre à grande échelle même
si le système n'est plus périodique (c'est pourquoi le terme de désordre n'est pas
véritablement adapté à ce type de système). Un exemple typique peut être le modèle
d'Ising avec des couplages définis à partir de séquences de substitution, donc de
façon parfaitement déterministe.

Les études numériques de différents systèmes sur le réseau bidimensionnel de
Penrose (modèle d'Ising (GODRÈCHE, LUCK et ORLAND 1986, OKABE et NIIZEKI 1988a,
OI<:ABE et NIIZEKI 1988b, S0RENSEN, JARlé et RûNCHETTI 1991), problème de per­
colation (SAKAMüTü et al 1989, ZHANG et DE'BELL 1993), statistiques de marches
aléatoires et de marches auto-évitantes (LANGlE et IGLOI 1992)) ont montré qu'ils
présentent le même comportement critique que sur un réseau périodique. Ce com­
portement universel a également été obtenu à trois dimensions (OKABE et NIIZEKI

1990 ) . Il existe cependant des influences spécifiques de l'ordre local sur la tem­
pérature critique (BHAT'TACHARJEE 1994, LEDUE, LANDAU et TEILLET 1995) et sur
la frustration dans les systèmes anti-ferromagnétiques (OKABE et NIIZEKI 1988a,
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OKABE et NIIZEKI 1988b, OITMAA, AYDIN et JOHNSON 1990, DUNEAU, DUNLOP et OGUEY

1993) .
En revanche, il a montré qu'une modulation apériodique des couplages jouait

un rôle déterminant dans les problèmes d'interfaces à deux dimensions avec un
exposant de rugosité qui varie continûment pour la séquence de Fibonacci (HENLEY

et LIPO\VSI<Y 1987, GARG et LEVINE

Les travaux effectués dans le cadre clu modèle d'Ising bidimensionnel se limitent
à une modulation apériodique dans une direction et sont ce point de vue
analogues au modèle de McCoy-Wu.

Pour les séquences de Fibonacci (DORIA et IGLOI TRACY

BENZA 1989, (;ECCA'TTO 1989, HENKEL et PATKOS 1992) et de T'hue-Morse (DORIA,

NORI et SATIJA 1989, LIN et TAO 1990), les études menées révèlent Ull comportement

critique proche de celui du système périodique. Cependant, à partir de deux
exemples de substitution à trois Tracy" a 111011tré (lue l'on pouvait aboutir
à des comportements critiques clifférents pour cles modulations apériodiques
différentes ('TRACY 1988b). Ceci a confirmé par 1'étude de modèles construits sur
des séquences généralisées de Fibonacci (BENZA~ I(OL.;\R et i\LI 1990, You et YANG

1990, LIN et TAO 1992a) ou de Thue-Morse (LIN et 'TAO 1992b) où l 'influence du choix
COI1ClitioI1S initiales de la substitution a mentionnée (LIN et TAO 1992a, You,

\TA N et ZHONG 1992., TURBAN et BERCHE 199:3)'

Finalement. C01n1ne 110US le verrons au paragraphe suivant, la situation a
éclaircie en 1993 par Luck, qui a énoncé l111 cri tère gélléralisa1lt cri tère de Harris et
permettant de déterminer si une modulation apériodique donnée du modèle d'Ising
bidimensionnel devait pertinente ou non (Luck 1993a 1993b).

Critère de Luck

Nous avons vu CIlle des comportements critiques variés pouvaient être obtenus
sur le modèle <-1'Isil1g à 2d en fonction de la perturbation apériodique appliquée.
C'est <-1a11s ce contexte (lue Luck a proposé un critère de pertinence adapté aux
systèmes aperiodiques (LUCI< 199:3a).

De même que pour le critère de Harris dans les systèmes aléatoires, l'amplitude
des fluctuations des couplages, sur une échelle donnée par la longueur de corrélation,
est primordiale pour le comportement critique.

On considère le modèle d'Ising en champ transverse pour lequel les interactions
entre couches !{2 (k) obéissent à une modulation apériodique tandis que les
interactions parallèles à la surface sont constantes: K; (k) == IiI (2).

Nous 110US intéressons ici, pour simplifier le problème, à des substitutions ne
faisant intervenir que deux lettres, A etB. Il est bien évidemment possible de
généraliser cette présentation à des substitutions impliquant plus de deux lettres
(TURBAN, IGLOI et BERCHE 1994)'

Une modulation apériodique des interactions perpendiculaires à la surface
est générée par substitutions itératives sur deux lettres A et B : A ---+ S(A),
B ---+ S(B), conduisant après n itérations à une séquence du type

ABABAABABAAB ...

(2) Les constantes de couplage KI et K 2 introduites ici correspondent aux interactions et
de la section précédente. La notation utilisée ici est plus conforme à l'usage.
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A chaque lettre A ou B on associe une valeur I{~4 ou I{B correspondant à ÀA
ou ÀB dans la limite hamiltonienne. On peut montrer que les fluctuations des
couplages induisent, dans le système, une perturbation thermique Jt à l'échelle de
la longueur de corrélation donnée par Jt rv ç-w-l où west un exposant gouvernant
les fluctuations de la séquencelU. En ramenant cette perturbation à l'écart au point
critique t, il en résulte un comportement

Jt
- rv

t
cP==1+v(w-1) (1.4.1)

où v est l'exposant associé à la longueur de corrélation et cP l'exposant de
"cross-over". Celui-ci gOllverne, dans le langage du groupe de renormalisation, le
comportement pertinent ou non de la perturbation.

5. Conclusion

s'inscrit dans le cadre de l'influence de perturbations
apériodiques sur les propriétés critiques Cl11 dIsing bidimensionnel dans la
limite anisotrope extrême. On ces perturbations apériodiques en deux
catégories :
i) Les perturbations apériodiques ne modifient pas les propriétés

critiques de volume clII et CIlÜ le point critique du système
inchangé. C'est le cas, par exemple, la apériodique de Fredholm
(I{AREVSI(I, PALAGYI et TURBAN 1995~ I\AHEVSKI 1996) qui constitue une
réalisation discrète de la pert.urbation inhomogène de Hilhorst et van Leeuwen
(HILHüRST et VAN LEEUvVEN 1 ).

ii) Les perturbations apériodiques de volume qui modifient le point critique du
système. Ces perturbations affectent les propriétés critiques de surface et
de volume du système. Notre travail concerne exclusivement cette seconde
catégorie.

(3) Ces arguments seront détaillés au chapitre suivant.
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re

Comparaison entre les apériodicités de liaison et de
site dans la d'Ising quantique: aimantation

surface

1. Introduction

Nous étudions, dans ce chapitre, I'aimantation de surface du modèle d'Ising en
champ transverse avec plusieurs perturbations apériodiques. Nous présenterons tout
d'abord l'apériodicité de liaison qui correspond, dans les systèmes magnétiques,
à une distribution apériodique des atomes transmettant l'interaction par un
mécanisme d'échange indirect (super-échange). Nous illustrerons le critère de
Luck en rappelant des résultats antérieurs relatifs à trois types de perturbations,
pertinente, marginale et 110n pertinente, avant d'examiner plus en détail le cas
de nouvelles sèquences marginales. On s'intéressera ensuite à l'apériodicité de site
pour laquelle la distribution apériodique concerne les moments magnétiques qui
interagissent par l'intermédiaire d'un mécanisme d'échange direct. On montrera,
grâce à une extension du critère de Luck, que, pour une séquence apériodique
donnée, la perturbation peut être plus efficace pour le problème de site que pour le
problème de liaison.
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'-'j.J ....... .lL.lL'IJ"-'l.,J.lL'-J'.lL.lL du pr-oblèrne

On considère le modèle d'Ising bidimensionnel en couches, représenté sur la
figure 2.2.1, avec des interactions J(l(k) parallèles à la surface et J\2(k) entre les
couches k et k + 1.

1\.1

K 2(1 ) I{2(2) 1\2(3)

al a2 a3 a4
F'ig'ure 2.2.1 Modèle d'Ising en couches apériodiques (en haut) et la chaîne
quantique d'Ising correspondante dans la lirnite anisotrope extrême (en bas).

Dans tout ce qui suit, les interactions SOI1t limitées aux prerruers voisins(l).
La limite anisotrope extrême correspond à J\1(k) -t CXJ, J(2 ( k) -t 0 en
conservant constant le rapport Àk == I{2(k)/I{;(k), I{;(k) == -1/2IntanhI{1(k).
En introduisant un couplage de référence constant I{;, le couplage dual peut s'écrire
hkJ(; où h k est le champ transverse. L'opérateur de transfert de rangée à rangée

exp( -2J(;il) fait intervenir l'hamiltonien d'une chaîne quantique de spins 1/2. On
définit les interactions entre spins Jk == hkÀk qui permettent d'écrire l'hamiltonien
d'Ising en champ transverse sous la forme:

(2.2.1 )

(1) On peut montrer que la prise en compte d'interactions en seconds voisins conduit à un critère
de pertinence analogue à celui du problème de site qui sera discuté ultérieurement.



Cha.pitre 2. ..4.périodicités de lieisou et de site 40

le modèle classique bidimensionnel étant serni-infini, la somme sur k va jusqu'à
l'infini. On rappelle que I'aimantation de surface de la chaîne quantique d'Ising
s'écrit:

(2.2.2)

où les couplages Jk et llk présents dans 'if ninterviennent ici qlle par leur rapport
Àk' L'expression de m s est clone la même que 1)011r lille chaine quantique d'Ising
avec hk == 1 et une interaction effective entre deux S1)i11S /\k'

UIle telle reparamétrisation de l 'hamiltonien Il plus possible lorsque des
excitations non nulles apparaissent, e si le champ transverse dépend de
k. En géIléral, I'influence deux . clone considérée.

Dans le problème de liaison. internctions parallèles à la surface sont
constantes, ](1 (k) ](1 donc hk 1. et I\~1.(h' ~~ Ile dépend de l'indice

la couche k que par lintcrmédiaire entre couches.

2.2. Critère de pert.inence

SOllS forme :

1)([1' 1111e lettres .L4. et B
doux types de valeurs /\ ..4 == /\

La suite des couplages ](2 (k) est
auxquelles 011 associe, dans la, limi te
et /\B == /\r.

Les de

(2.2.3)

où les f k , valant 0 Oll 1, sont associés aux lettres ..4. et B. Le nombre de couplages
perturbés de la séquence est donné par:

J

n j = ~h.
k==l

Une séquence est construite à partir de règles dinflation sur les lettres A et B.
Par exemple:

S(A)
S(B)

..4.BA
B ..4. (2.2.4)

Si la séquence est initiée par la lettre .L4, après n étapes, on obtient :

n==O
n==l
n==2

..4.
ABA
.L4.BAB..4..L4BA
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Si elle est initiée par B, on a :

n==O
n==l
n==2

B
BA
BAABA

Les propriétés d'une séquence donnée sont obtenues à partir de sa matrice de

substitution Ml dont les colonnes contiennent le nombre de lettres ..4., B dans 5(A),
5 (B) respectivement (QUEFFÉLEC 1987)

Ml == (nt~~~ nt~:~). (2.2.5)
n B n B

Les nombres L~ et L~ de ..4. et B dans la séquence après n substitutions sont
donnés 1)ar les éléments de matrice correspondants dans Ml n. Par exemple,

si la substitution est initiée par la lettre A, c'est-à-dire avec les substitutions
A -t 5( ..4.) -t 5(5(A)) ... , L~ est donné par I'élément de matrice (Ml n)11 tandis

que la longueur de la séquence est Ln == L:i(Ml
n

) i1 '

Si on Ilote Va les vecteurs propres à droite de la matrice de substitution avec

les valeurs propres associées 1\0' Ml VO' == 1\0' VO" les longueurs Ln' L~ et L~ sont
asymptotiquement proportionnelles à i\~ où 1\1 est la plus grande valeur propre de
la matrice de substitution(2).

La densité asymptotique de lettres ..4. s'exprime à partir des composantes du

vecteur propre correspondant dans la base 1+) = (~), 1-) = (~) en insérant

dans la définition L~ == (+1Ml n 1+) la relation de fermeture

L·A ==n

De même, le nombre de lettres B vaut

L~ == (-1 MIn 1+) c:: A~ (-Il) (11+), n -t 00

d'où l'on déduit

pA = 1 _ pB = lim L~
(X) (X) n -t- (X) L

n

(+ Il)
(+ Il) + (- Il)

(2.2.6)

Les fluctuations des interactions à l'échelle Ln sont reliées à la seconde plus

grande valeur propre (en module) de la matrice de substitution A2 . Dans le cas

d'une chaîne d'Ising quantique apériodique avec une séquence à deux lettres et un

couplage moyen ~, on peut écrire:
- B

À_4. == À - p(X)51 ,

- A
ÀB == À + p(X)51

(2) Al est donc toujours supérieure à 1.
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OÙ JI est l'amplitude de la modulation apériodique: JI == À B - /\ .4 == /\(r-1). Après
n substitutions correspondant à une chaîne de longueur Ln 1"..1 i\?, les fluctuations
des interactions s'écrivent :

Ln

fj.l(L n ) = LP'k -:\) :::: 61A; '"
k==1

(2.2.7)

L'exposant de "divagation" (DUTvION'T 1990), w1 111 //111 ,gouverne le
comportement Huctuations couplages entre couches. D'après l'équation
(2.2. ,011 constate quune sequence par substitution peut avoir des
fluct.uations, soit bornées, soit divergentes, en fonction du module de 1\2.

Si /1\2/ < 1, la substitution a la propriété de Pisot-Vijarayaghavan (C~ODRÈCHE

et LUCK 1990, GODRÈCHE et 1992), fluctuations sont alors bornees et la
séquence est quasi-périodique.

Si 1 ~ 1, la substitution est non-Piser et fluctuations divergent.

La modulation aperiodique introduit une perturbation thermique autour de la
valeur du couplage moyen /\ qui, pOLIr une longueur L~ est donnée par la moyenne :

-1 (2.2.8 )

renormalisée :

6'\~ (L') = 6~ (t) ~'1-1 (2.2.9)

où v est l'exposant de la longueur de corrélation en volume. L'amplitude de la
perturbation JI obéit donc à la loi d'échelle (LUCI< 199;3b, ICLÔI 1993)

(2.2.10)

où ~1 est l'exposant de "cross-over" : ~1 == 1 v(w1 - 1). On retrouve ainsi le
critère de Luck dans le cas d'une apériodicité de liaison en fonction du signe de ~1

ou du signe de w1 , puisque v vaut 1 dans le cas du modèle d'Ising bidimensionnel.

En effet, lorsque ~1 est positif, la perturbation croît par changement d'échelle,
ce qui conduit à un nouveau point fixe avec un comportement critique modifié: on
dit alors que la modulation apériodique est pertinente.

Si ~1 est négatif, la perturbation décroît par changement d'échelle et le
comportement critique du système est le même que dans le cas du système
homogène : la modulation apériodique est non pertinente.

Enfin, lorsque ~1 == 0, la, modulation est dite marginale et les exposants critiques
varient continûment avec l'amplitude de la perturbation. Le système présente alors
un comportement critique non univ-ersel.
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Exemples de perturbations non 'LI ......... "--' ...... ....".",. mar-ginale et p er-t inente

Récemment, différents travaux ont réalisés sur les perturbations apériodiques
de chaînes quantiques d'Ising. Ils confirment le critère de Luck. Ainsi, l'aimantation
de surface a étudiée dans le cas de séquences non pertinentes (Fibonacci,
Thue-Morse et Thue-Morse généralisée), marginale ("doublement de période")
et pertinente (Rudin-Shapiro). Dans ce dernier cas, l'aimantation de surface,
déterminée analytiquement, présente une singularité essentielle ou une transition
du premier ordre (IGLOI et TURBAN 1994).

Après avoir donné quelques résultats gélléraux~ nous présentons ici rapidement,
à titre d'exemple, les résultats obtenus avec une perturbation apériodique non
pertinente (Tllue-NIorse), une perturbation marginale ("doublement de période")
et une perturbation pertinente (R.uc1in-Shapiro).

2.3.1. Résultats qénéraua:

Pfeuty a montré que le couplage critique du modèle d'Ising inhomogène pouvait
déterminé avec la condition de L'annulation Cl11 gap dans le spectre d'excitations

(PFEUTY 1979). Erl dans la phase en-dessous du point critique,
l'état fondamental est doublement le couplage critique correspond
à I'apparition dune excitation nulle lorsque la . est brisée, Cette condition
peut s'écrire :

L

liill ( /\ k: ) ~ / L
L-+cx>

k==l

1 (2.2.11)

c'est-à-dire, dans le cas d'lllle pert.urbatiou apériodique :

lim /\ 1" n L
/ L == 1

L-+oo C
(2.2.12)

donc Àc == r- Poo où Pcx> == lin1L--+cx> est la densité asymptotique de couplages
perturbés.

Par ailleurs, I'aimantation de surface s'obtient à partir de :

(2.2.13)

où :

00

S(À,1")==
j==O

(2.2.14)

La série apériodique S(À, 1") gouverne le comportement critique. On peut remarquer
que l'argument 1"2 intervient dans l'expression S(À, 1"). Les propriétés critiques
seront donc les mêmes pour des valeurs négatives ou positives de 1". Par la suite,
on se placera systématiquement dans le cas 1" > 0 pour les figures des exposants
critiques.
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2.3.2. Séquence de Thsie-Morse

La séquence binaire de Thue-Morse (DEKKING lVIENDÈS-FRANCE et VAN DER

POORTEN 1983a) est générée à partir des substitutions à deux lettres ~4 -t ...4.B
et B -t BA ou :

{~
01
10

La séquence obtenue en commençant par 0 est :

n == 0
n==l
n==2
n==3
'tl == 4

o
01
0110
01101001
0110100110010110

Sa matrice de substitution

(2.2.16)

a pour valeurs propres 1\1 2 et 1\2 == O. L"eXIJOSant de "divagation"
w1 == l11jl\211 111 vaut donc -(X) : on est dans le cas dune modulation apériodique
non pertinente. La, densité la Thue-Morsc P(X) == 1
conduit au couplage critique /\c == 1'-1 . Turban. Ig16i et Berche ont montré qlle la
somme S(À., T) pouvait s'écrire, dans cas de la séquence de Thue-Morse
IGLOI et BERCHE 1994) :

avec:

(X)

L:(x) = Lfk
X k = x (1-

k==l k==ü

(2.2.18)

Au voisinage du point critique, la contribution dominante à S(/\, r) provient des
deux premiers termes de :E (x ), ce qui condui t à :

(2.2.19)

où t est l'écart en température au point critique(3)

(2.2.20)

Dans ce chapitre et dans le suivant, on définit une température réduite t, positive dans la
phase de basse température.
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L'aimantation de surface est représentée sur la figure 2.2.2 (TURBAN, IGLOI et

BERCHE 1994).

0.8

0.6
'l'.

~

~

0.4

0.2

0
0 0.2 0.4 0.6

(À / À)2
c

0.8

Figure 2.2.2 Aimantat.ion de surface pour la de Thue-Morse en fonction
de 1 - i = (.\c/À)2 pour différentes valeurs de r . L'exposant critique = 1/2
conserve la 111ê111e valeur que pour le homogène alors que I'arnplit.udc
critique dépend de r .

011 constate, d'après l'expression (2.2.19) que l'exposant de l'aimantation de

surface prend la 'valeur Ps == 1/2, C0111me 011 pouvait le prévoir à partir du signe de
I'exposant w1 . L'amplitude de f7î s est simplement modulée par la valeur du rapport

des couplages r (TURBAN et BERCHE 1993).

2.3.3. Séquence "doublement de période" (Period-Doubling)

La séquence "doublement de période" (Period-Doubling, abrégé PD pour les

figures et tableaux) est gé11érée par la substitution suivante (LUCK 1993a, COLLET

et ECKMANN 1980)

{~
10
Il

(2.2.21)

dont les premières étapes sont :

n==O
n==l
n==2
n==3

1
10
1011
10111010
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Les valeurs propres de la matrice de substitution sont i\l == 2, 1\2 - -1, donc

W 1 == 0 ; la densité asymptotique POC) == 2/3 donne le couplage critique Âc == r- 2
/

3
•

Dans le cas de la séquence "doublement de période", la somme S(Â, r)
permettant de calculer l'aimantation de surface peut se mettre sous la forme d'un

produit infini (TURBAN, IGLOI et BERCHE 1994) :

(2.2.22)

L'aimantation de surface est représentée sur la figure 2.2.3.

0.8

0.6

r=l

0.8

16 8

0.4

(~
('

0.2
0'---------'---...--------'----'-----'-----'-----'-----'----"------'

o

0.4

0.2

Figure 2.2.3 A..imantat.ion de surface pour la séquence "doublement de période".
L'exposant varie de façon continue avec le rapport des interactions T.

Ig16i a présenté une méthode permettant de déterminer l'exposant critique w

associé à une grandeur singulièrej'(z ] rv (1- ~r;/xQ)W à partir du développement en

puissances de u == x/xQ (IGLOI 1986).

On peut ainsi déterminer la forme analytique de en fonction du rapport des

couplages r. On définit pour cela la somme S(u) représentant 5(/\, ï) et qui peut
s'écrire en puissances de u == (Â c/Â)2. D'après (2.2.13), S(u) doit présenter une

singularité en loi de puissance près du point critique sous la forme:

(2.2.23)

On peut montrer que, dans ce cas, la série tronquée 5L (u) donnée par les L premiers

termes de S(u) se comporte, pour les grandes valeurs de L, comme L2 f3 s au point

critique u == 1. On peut alors vérifier que les l premiers termes dans le produit infini

(2.2.22) contiennent exactement les L == 221 premiers termes de la série. On obtient

donc:

(2.2.24)
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et on peut déterminer l'exposant magnétique de surface:

f3 = In[(l + Àc)(l + À~l )]

s 4ln2
(2.2.25)

L'exposant critique associé à l'aimantation de surface varie de façon continue

avec le rapport des interactions r comme on pouvait le prévoir à partir de la valeur
nulle de W 1 et d'après le critère de Luck.

On peut remarquer que, d'après la théorie des effets de taille finie (BARBER

1983), pour une chaîne de taille L finie au point critique, ms(L) décroît comme
L -xrn s où xm s == Iv est la dimension anormale de l'aimantation de surface. Les

sommes (2.2.13) et (2.2.14) doivent donc s'arrêter lorsque j == si bien que la
série tronquée considérée précédemment se comporte aussi comme L 2x rn s • Il vient

alors x ms == et v == 1 : la modulation apériodique marginale ne modifie pas
I'exposant de la longueur de corrélation. Ce résultat restera vrai pour toutes les
séquences marginales. Il est en effet imposé par la condition de marginalisme (lui

doit demeurer valide pour le système perturbé comme w1 est constant et fixé

par la substitution, l'exposant v doit l'être également.

La variation de en fonction de r pour la "doublement de période"
est représentée sur la figure 2.2.4(4).

1.5

0.5

o
o 2 3 4 5

r
Figure 2.2.4 Variation de l'exposant de l'aimantation de surface pour la
séquence marginale "doublement de période" en fonction du rapport des couplages
r . Pour cette perturbation apériodique, la singularité est toujours plus douce que
dans le système homogène et la transition de surface est du second ordre quelle
que soit la valeur de r .

L'invariance r -+ l dans l'expression de
r

est liée à la forme symétrique de la séquence.
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2.3.4. Séquence de Rudin..Shapiro

La séquence de Rudin-Shapiro
(LUCK 1993a, DEKKING,

B --t AC, Ct --t DB et D --t DCt 011 :

générée par une substitution à quatre lettres
et DER POORTEN 19S3a) : ~4. --t AB,

00 --t 0001
01 --t 0010

(2.2.26)10 --t 1101
Il --t 1110

On initie la séquence par la lettre .il et on obtient, après n étapes:

ri == 0
Tl. == 1
'Il, == 2
Il, 3

00
0001
00010010
0001001000011101

valeurs propres la matrice de substitution sont 1\1 == 2, 1\2,3 == ±V2 et

1\4 == 0, donc 0.,,'1 == 1/2 et == 1/2. Le couplage critique vaut : /\c == == ,-1

L'aimantation surface, déterminée numériquement (TURBAN, IGLOI et BERCHE

1994), est représentée sur la figure 2.2.5 pour , < 1 et T > 1.

0.8 0.8
\

0.4 \
\

0.6 0.6 0.6

\~ 0.8 ~
~ è---

1'=1

0.4 0.4 1'=1

3
0.2 0.2

0 0
0 0.2 0.4 0.6 0.8 0 0.2 0.4 0.6 0.8

(À / À)2 (À / À)2
c c

Figure 2.2.5 Aimantation de surface pour la séquence de Rudin-Shapiro. Le
renforcement des couplages au voisinage de la surface conduit à une transition de
surface du premier ordre pour r < 1 et l'aimantation s'annule avec une singularité
essentielle au point critique quand r > 1.
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(2.2.27)

Lorsque r < l, on constate que le système présente une transition de surface
du premier ordre avec une discontinuité de l'aimantation de surface liée à une
augmentation locale des couplages par rapport à leur valeur moyenne. En effet,
la surface étant unidimensionnelle, elle Ile peut s'ordonner à température finie en
l'absence d'interactions de portée infinie. Pour un système dont la surface serait de
dimension 2 ou plus, on attendrait une mise en ordre de la surface à une température
supérieure à celle de volume. Pour r > 1 en revanche, l'aimantation de surface
s'annule avec une singularité essentielle au point critique, c'est-à-dire plus faible
qu'une singularité en loi de puissance. La forme analytique de I'aimantation de
surface au voisinage du point critique a déterminée SOllS la forme (IGLOI et

TURBAN 1994) :

1'""'-...1 ,. [ -,4.
2

(r-l)2]ms exp - .
8 t

On constate, à partir de ces exemples, CIlle 1'011 a efiecrivement eles comportements
critiques 'variés en fonction du signe de I'exposant "cross-over" de la perturbation
apérioclique appliquée et que le de LlICk confirmé.

On peut daillcurs s'intéresser à l'allure eles fluctuations des couplages données
en (2.2.7) pour les trois types séquences

0

~

~
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~
"-" -5

<l
"-"
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,........./

-la

D()CIJLE.\JE~VT DE PERIODE

FIB0 iVACCI

12la842
-15 l...---....l_---J-_--J-_--1-_--L-_-.J..-_--L.-_--I..-_.....I..-_...J......,...._..l.-----J

a 6

In(L )
n

Figure 2.2.6 Variation des fluctuations des couplages en fonction de la taille de
la chaîne quantique (en log-log) pour les séquences de Fibonacci (non pertinente),
"doublement de période" (marginale) et Rudin-Shapiro (pertinente). Les tailles
des séquences apériodiques sont choisies pour respecter la symétrie de chacune
des séquences.

On a représenté pour cela sur la figure 2.2.6 la variation de ln(.61 (Ln)) en
fonction de ln(Ln) pour les séquences de Fibonacci (w1 == -1), "doublement de
période" (w1 == 0) et Rudin-Shapiro (w1 == 1/2). On vérifie ainsi l'importance
des fluctuations des couplages de la perturbation appliquée sur le comportement
critique du système.
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2.4. Séquences apériodiques marginales de

Dans l'ensemble de ce travail, nous nous sommes principalement intéressé aux

séquences marginales caractérisées par un exposant de "cross-over" nul. Outre

la séquence "doublement de période" présentée précédemment, notre étude a

également porté sur les perturbations de volume "pliage ternaire" (Three-Folding,
abrégé TF pour les figures et tableaux) et "pliage de papier" (Paper-Folding ou PF)

que nous allons traiter maintenant. Ces trois perturbations sont définies comme des

perturbations de volume du fait de l'influence de la perturbation qui s'étend sur

la totalité de la chaîne quantique (avec une densité asymptotique de défauts p(X)
non nulle) contrairement au cas des perturbations de surface, comme la. séquence

de Fredholm par exemple (I<AREVSKI, PALAGYI et TURBAN 1995).

2.4.1. Séquence "pliage ternaire" (Three-Folding)

La séquence "pliage ternaire" (DEI<KING, FRANCE et VAN DER POOR'TEN

1983b) est générée par les substitutions 5(0) == 010~ 5(1) == 011. En commençant
par 0, après quatre étapes on obtient :

01Q01101Q01Q01101101Q01101Q (2.2.28)

La séquence se répète elle-même si l'on garde tous les troisièmes termes (soulignés),

ce qui conduit aux relations de récurrence suivantes:

(2.2.29)

(2.2.30)

En itérant n 3 k , on obtient n 3P == ~(3P -1), ce qui donne asymptotiquement P(X) == ~

et /\c == r- I / 2 • Les valeurs propres de la matrice de substitution, Al == 3, 1\2 == l,

amènent à l'exposant de "divagation" wl == 0, c'est-à-dire à un comportement

marginal pour le modèle d'Ising bidimensionnel. L'aimantation de surface a été

déterminée analytiquement (BERCHE, BERCHE et TURBAN 1996). Pour cela, on

remarque que la somme S(À, r) == 2:;:0 À-2jr-2nj peut être décomposée en trois

sommes qui, en utilisant les relations (2.2.29), amènent à la relation de récurrence:

(X)

(1 + À;2 r-2À;4)
p=o

(2.2.31)
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Le comportement critique peut être obtenu en utilisant la méthode de "scaling"

déjà présentée pour la séquence "doublement de période" (IGLOI 1986). Les n

premiers facteurs du produit infini contiennent les L == 3n premiers termes de

la série tronquée :

n-l

SL=3 n (u) = II [1 + ru
3 P + (u2

)3
P

]

p=ü

d'où l'on déduit l'exposant /38 en examinant la valeur de SL=3n Cu) au point critique
II == 1 :

(J = In(2 + r) .
s 2ln 3

(2.2.33)

La variation de en fonction de Î est représentée sur la figure 2.2.7.
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Figure 2.2.7 Variation de l'exposant de l'aimantation de surface f3s pour la
séquence "pliage ternaire" en fonction du rapport des couplages r .

On peut remarquer que la valeur de l'exposant /3
8

est inférieure à 1/2 lorsque

Î < 1. Dans ce cas, la singularité de l'aimantation de surface est donc renforcée par
la modulation apériodique.

2.4.2. Séquence "pliage de papier" (Paper-Folding)

La séquence "pliage de papier" (DEKKING, IVIENDÈS-FRANCE et VAN DER POORTEN

1983a) résulte du pliage récurrent d'un morceau de papier, le côté droit sur le côté

gauche, comme le montre la figure 2.2.8 pour les premières étapes.

..Après dépliage, on obtient une succession de plis vers le haut et vers le bas. Si

l'on associe 1 à un pli vers le haut et 0 à un pli vers le bas, on obtient., après quatre

plis, la séquence suivante:

11011Q01110QIQO (2.2.34)
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F'igure 2.2.8 Il lust.ration du permet t ant d'obtenir la séquence "pliage de
papier" : en pliantn fois le côté droit d'un morceau de papier sur le côté gauche,
on obtient, une succession de vers le haut et vers le bas qui
suivent la de

La séquence à droite Cl11 1)1i central est li lin miroir de la séquence à
gallclle, avec chaque chiffre .fk remplace par SOlI complement 1- . Par conséquent,
la densité asymptotique est == t et == r- 1

La même sécluenee peut substitutions à deux chiffres
S(OO) == 1000, S(Ol) == 1001, S(10) == 1100 et =.: 1101. Si 1'011 commence par
Il, la sequence résultante Ile diffère de la que par son dernier chiffre
supplémentaire, 1 qui n'affecte pas le comportement crit ique.

Les valeurs propres la matrice de substitut.ion. 1\2 == 1, amènent à
un exposant de "divagation' qui sannule, u.-'1 == 0, clone la perturbation en couches
correspondante dans le modèle d'Ising à deux dimensions est marginale. Les sites
pairs soulignés en (2.2.34) reproduisent la séquence, tandis que les sites impairs
sont alternativement 1 ou O. On a donc :

4

k 3 + -1 k
n 2 k+ 1 - 2" + 4 + nko (2.2.35)

Pour déterminer l'aimantation de surface, on écrit S(~, r ) sous la forme
(BERCHE, BERCHE et TURBAN 1996)

(X) (X)

SP" r) =~ À-2(2k+l)r~2n2k+l +~ À-2(2k)r-2n 2k

k=ü k=ü (2.2.36)
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En séparant les valeurs impaires et paires de k dans les deux sommes et en utilisant
les relations de récurrence (2.2.35), on obtient les équations couplées suivantes:

S ( \ ) - -15 (·\21/2) S (\2-.1
pair A, ï: - ï: impair Ar, ï: +. pair A Î , r).

.r),
(2.2.37)

Ces relations peuvent être écrites sous forme matricielle Va = rr;:~ T p Vk avec :

,-2 -~)/\p r -
1 '

(2.2.38)

Dans la phase ordonnée /\ > /\ et limp -+= Vp = (~), si bien que, compte tenu de

(2.2.37) :

(2.2.39)

qui permet ci'obtenir analytiquement l' aimantation surface.

Le comportement critique peut 01)te11l1 e11 utilisant à nouveau la méthode
danalysc due à Iglôi.

La forme cie la matrice e11 (2.2.38) est telle CIlle, si I'on garde les n. premiers
facteurs du produit infini de léquation (2.2.39), on obtient:

[

n - 1 ( ?p

1) II '~2
p==ü c

)] (~) (2.2.40)

avec L == 2n
. Au point critique 'U == l, la matrice devient indépendante de p, si

bien que la forme de la contribution dominante à la série tronquée est facilement
obtenue par diagonalisation :

(2.2.41 )

où le dernier terme est la nième puissance de la plus grande valeur propre de T p.

Finalement, l'exposant de I'aimantation de surface peut s'écrire:

ln(l + ,/-1)

2ln2
(2.2.42)

La variation de en fonction de r est représentée sur la figure 2.2.9.
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Figure 2.2.9 Variation de l'exposant de I'airnant.at.ion de surface
séquence "pliage de papier" en fonction du rapport des couplages r .

pour la

Contrairement au cas de la séquence "pliage ternaire", la singularité de

I'aimantation de surface pour la séquence "pliage de papier" est renforcée lorsclue

T > 1.

3. Apériodicité de site

3.1. Pr ésentation du problème

Contrairement au problème de liaison présenté précédemment, dans le problème

de site, les moments magnétiques sont distribués apériodiquement et interagissent

par l'intermédiaire d'un mécanisme d'échange direct. Les couplages dépendent donc

de la nature des deux atomes concernés par l'interaction, toujours limitée aux

premiers VOISIns.

Le couplage effectif Àk == ]i2 ( k) / Ii; (k) comprend à la fois l'interaction verticale

à I'intérieur de la couche k et l'interaction horizontale entre les couches k et k + 1.

La modulation apériodique ne se combine donc pas, de façon générale, en un seul

paramètre effectif et on doit considérer séparément son effet sur le champ transverse

et sur l'interaction entre deux spins. champ transverse pourrait prendre les

valeurs li..4 et h B comme /\k dans le problème de liaison.

Par conséquent, la valeur de Àk dépend de la nature des deux couches et

est généralenlent asymétrique. Les deux situations correspondant au problème de

liaison et au problème de site sont représentées sur la figure 2.3.1.
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liaison

A B B B

O--.-..(O'--~Ol------(O)or---"""o- - - - - - - - - -0----40

2 3 ) L

B B .:1. A. B

O----(O.--~Or------(O.--~o_ - - - - - - - - -o~--o

2 3 ) L

F'igtrre 2.3.1 Représentation '::·r>t-'L'>"I"-.-."'Tl~·••• ~ des problèmes de liaison et de site.

3.2. Critère de p ertinence

On s'intéresse à 11011veau à substitutions Ile faisant intervenir que deux
lettres ~4 et B qui correspondent aux deux magnetiques distribuées selon la
séquence apériodique avec (les couches contenant atomes .4 et B. Les couplages

effectifs /\ .:4..4' /\J4B /\B .:4 et /\BB la nature des deux couches
concernées dans I'interaction par I'intcrmcdiairc couplages à I'mtérieur (les
couches et entre les couches . Afin de déterminer nombre de liaisons de chaque
type dans la séquence après n substitutions, L~L4, L,~B., L~J4 et L~B., on définit
une nouvelle matrice de substitution à deux lettres:

(2.3.1 )

S(B[B])
1~ ~4~4

S(B[B])
n~4B

S(B[B])
n B-/4

5(B[B])n B B

n'AB

S(B[~4])

n'B-/4

n'J4..4

S( ..4[B»n J4 B
5(J4[B])

nB~4

S(A[B])n B B

S(..4[A.])
nJ4~4

5(..4 [A])
n~4B

S(.4[ ..4])
J~BA

n S (.4 [A ])
BB

où n~C:[A]) est le nombre de liaisons AB dans la séquence generee par S(B)
complétée par la première lettre de S(~4). Si on réutilise la séquence générée par la
sulJstitution(2.2.4), les substitutions à deux lettres deviennent:

S(.4[A]) == ABA[.A.]

S(.4[B]) == AB.4[B]

S(B[..4]) == BA[A]

S(B[B]) == B~4[B].
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La matrice de substitution est donc, dans ce cas particulier:

1 0 1 0

M2 ==
1 2 0 1

(2.3.2)
1 1 1 1
0 0 0 0

Comme dans le problème de liaison, les éléments de matrice de chaque colonne
de M 2 n donnent le nombre de liaisons de chaque sorte (L~ ; i, j == .4., B) après ri

substitutions. Ces nombres sont donnés dans les deux premières (dernières) colonnes
si la séquence est initiée par A (B).

En raison des effets de terminaison, llne des valeurs de chaque colonne diffère
d'une unité de la véritable valeur du nombre de liaisons dans la séquence. Pour
Tt == 2, par exemple:

2 1 2 1

M 2
3 4 1 2

(2.3.3)==2 3 3 2 2
0 0 0 0

Les eleux premières colonnes correspondent à une séquence commencée par A à
l d ., . l'. 1·' '1 B 3 L B 4 3' LBB 0a euxieme iteration et cone rusent a : ==. ==., '2 ~ == et '2 == .

Comme la somme des nombres de Iiaisons commençant par une lettre donnée
(c'est-à-dire avec .4., les liaisons .4..4. et .4.B) donne le nombre dapparitions de cette
lettre dans la séquence pour le problème de liaison, les éléments de matrice de
Ml peuvent être retrouvés en prenant la somme des deux premiers éléments et la
somme des deux derniers éléments dans chaque colonne de M 2 . La même relation
existe aussi entre les éléments de M2 n et Ml",

On définit par na les valeurs propres et W a les vecteurs propres à droite de M 2 :

M 2 == na W a · Les nombres de liaisons L~ (i,j == .4., B) dans la séquence après
11 itérations sont toujours proportionnels à la n,ième puissance de la plus grande
valeur propre nI. En utilisant les vecteurs propres associés, on obtient les densités
asymptotiques de liaison:

P·A B == ---..,..---:""-:"'-
oo

Les premières valeurs propres des deux matrices correspondant au problème
de liaison (Ml) et au problème de site (M 2) sont les mêmes, puisque la longueur
de la séquence L après n itérations est toujours égale à la somme des nombres
L~. En utilisant alors les relations existant entre les éléments de matrice de M 2
et Ml' l'équation séculaire de M 2 peut être factorisée. Le premier facteur redonne
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l'équation séculaire de , si bien que Dl == 1\1 et 1\2 appartient aussi au spectre
de M 2. Les deux dernières valeurs propres de M 2 viennent du second facteur et
s'écrivent :

(2.3.4)

où :

a==

b==

c==
(2.3.5 )

5(B[.4]) . S(
(1 == 11.,4.,4 - n,.,4.,4

Comme les coefficients définis en (2.3.5) des différences entre les
nombres de liaisons de séquences qui, a11 plus .. cliffi.:lrel1t par leur dernière liaison.
ils valent 0 011 1. Ils sont complètement déterminés par première et dernière
lettres dans 5( ..4) et S(B). Les deux valeurs !)rOI)res sont donc égales à 0 ou ±1. Si
les deux subst.itutions commencent par la même coefficients et les valeurs
propres Do: s'annulent. Les autres cas figl1rel1t tal)leal12.3.1.

-,4. .-,4 ,,4 .. -,4 ,,4. .. B .4 .B B. .. ~4 B .. . -,4 B . . B B . . B

B. . -,4 B .B B. ._4 B .. B --\ ..4 ~4 . .B -,4. .-,4 ,,4 .B

a 1 1 0 0 -1 0 0

b 0 0 0 -1 0 -1

c 1 0 0 -1 0 -1 0

d 0 0 1 1 0 0 -1 -1

00: 1, 0 1, 1 1, -1 1, 0 -1, 0 -1, -1 1, -1 -1, 0

Tableau 2.3.1 Coefficients de l'équation séculaire (2.3.4) avec les valeurs propres
correspondantes pour des substitutions commençant par différentes lettres.

Les fluctuations des couplages Àk peuvent être déduites de la matrice de
substitution, comme dans le problème de liaison, en travaillant dans la base des
vecteurs propres à droite . Le couplage moyen .\ est donné dans le problème de
site par:

AB\ BA. \ BB\+ P<X} /\..4B + Pex) ABA + Poo /\BB' (2.3.6)

fluctuations des interactions, pour une chaîne de longueur Ln' sont toujours
reliées à la seconde plus grande valeur propre de M 2 en module, D2

Ln

D.2(Ln ) = ~(Àk -,\) ~ 62n; ~ 62L~2.
k=l

(2.3.7)
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Dans ce cas, l'amplitude de la perturbation 62 est une combinaison linéaire des
différences de couplages /\AA - À..4B , ÀA A - ÀB ..4 ... , et l'exposant de "divagation"
peut s'écrire:

(2.3.8)

Si la substitution est non-Pisot, D2 == 1\2 et l'exposant de "divagation" pour le
problème de site est le même qlle pour le problème de liaison. Dans le cas inverse,
l'exposant de "divagation" change si 1°2 / == 1 > 1. Une non pertinente
pour le problème de liaison peut clone devenir marginale pour le problème de site.

L'amplitude de la modulation apériodique du problème site obéit à la loi
déchelle :

/l J (2.3.9)

où <1> 2 == 1 + - 1).
Comme on l'a mentionné e11 introduction

clans le problème de linfluence la
le champ transverse et sur I'interac tion entre

perturbat.ion sur le champ transverse est
de I'intcraction à deux spins est

Mais, comme W 2 2: u.-'1' le
dépendra du signe de <1>2' Le tableau
propres des matrices de substitution et
séquences apériodiques typiques.

'-1'--".,_"....'./ ....... 011 doit considérer,
aperiodique, à la fois sur

SI)iI1S. comportement de la
1)(11' <1> 1 ~ tandis que la perturbation

dans le problème de site
deux plus grandes valeurs
fluctuations pour quelques

séquence Fibonacci T'hue-Morse "clou blcment "pliage ternaire"

de période"

B .i4B BB ./4BA

5(B) B./4 BA B./4 ./4BB

1\1 7 * 2 2 3

11\21 7- 1 0 1

ISl21 7- 1 1 1 1

W1 -1 -(Xi 0 0

W2 -1 0 0 0

problème de liaison non pertinent non pertinent marginal marginal

problème de site non pertinent marginal marginal marginal

Tableau 2.3.2 Comparaison entre les problèmes de liaison et de site pour
quelques séquences typiques. Les deux dernières lignes se réfèrent au modèle
d'Ising à deux dimensions.

* 7 == (1 + V'S)/2 est le nombre d'or.
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On constate que les perturbations apériodiques de liaison et de site sont non
pertinentes pour la séquence de Fibonacci, tandis que la perturbation de site
devient marginale pour la séquence de Thue-Morse. Les séquences suivantes sont
non-Pisot, donc la perturbation se comporte de la 111ên1e façon pour les deux
problèmes. Les séquences "doublement de période" et "pliage ternaire" conduisent
à des perturbations marginales, mais les exposants non universels doivent a priori

différents pour les problèmes de liaison et de site.

La détermination du couplage critique est obtenue à partir de la relation:

L (J)llim k

L-+= k=l hk c

L

== lim (À k )~/ L == 1
L-+<XJ

k=l

en utilisant la paramétrisation suivante : /\~4~4 == /\, /\~4B Xu: /\B ..4 == /\v et
/\BB == /\T. En raison de la contribution du champ transverse, /\~4B est généralen1ent
clifférent de /\B ..4' Le couplage effectif peut donc s 'écrire :

\ - \l"fk
/\k - /\ (2.3.10)

et le couplage critique est cléfini par :

où S == IlV et

Iim 'Li.
L-+,x> (~) ==1 (2.3.11)

j

rri j == j~kfk+1 .

k=l

(2.3.12)

(s/r)Kcv ,

_pBB
r cv. (2.3.13)

Airnantation de surface pour des séquences marginales

Nous présentons les résultats obtenus pour les séquences de Thue-Morse (non
pertinente dans le cadre du problème de liaison, marginale dans Je cadre du
problème de site), "doublement de période" (marginale dans les deux cas) et "pliage
ternaire" (marginale dans les deux cas) (TURBAN, BERCHE et BERCHE 1994)'
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3.3.1. Eepressioti générale de la série apériodique

Dans le cas du problème de site, l'aimantation de surface s'exprime par:

où

[~ ( \ ']-1/2ms == LJ A,r,s,u)

2:(.\,r,3,11) = 1l 2h f/\-2 j (;) -2mj

j=O

(2.3.14)

(2.3.15 )

avec 7110 == o.
En utilisant I'identité a f k == 1 + (a - l),fk , (fk == 0,1), on peut écrire la somme

SOllS la forme :

avec:

r ](/\, , s)
s

(2.3.16)

OC>

" (\ ') /' -2j.l·-2rnj
L...J1 ,/\, ~r ~ y, == "\ ,

j=O

oo

" (' \ ') /\ -2j ~l>,. -2mj
L...J2 . /\, ~r ,y == "\ ,

j=O

(2.3.17)

Dans le cas S T, c'est-à-dire /\..1B/\B..1 /\ ..4~4/\BB' le comporte­
ment critique est le même que pour le problème de liaison. En effet,

(/\, l, r) == S(/\, T) == L:~o /\-2 j r·-2nj, et en utilisant J'identité

(fj +1 == 0,1), (2.3.18 )

on obtient:

1
2 [( 2 2) ]" 2(f1- 1 ) - U 2 ~2 U - r 2 2

L.J(.\,r, T, 11) = 11 1- /\ r + 1- 112 S(.\,r) -.\ r • .

Dans ce cas, le comportement critique est à nouveau gouverné par S(À, r).

3.3.2. Séquence de Thsie-Morse

(2.3.19)

Dans le problème de site, les densités asymptotiques de liaison de la séquence
de Thue-Morse sont:

P
A A == pBB == 1/6OC> OC> ,

~4B == pBA == 1/3~Poc> OC> 1

(2.3.20)
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ce qui conduit au couplage critique: Àc == r- 1 / 6 /3

A partir des relations récursives de la séquence de Thue-Morse

f 2P == 1 - ,fp'

f 2 P+1 == f p+1 '

011 peut écrire:

(2.3.21)

(2.3.22)

La même relation est valable pour cles termes pairs et impairs, puisque
,f2 k + 1 f 2 k + 2 == O. Les sommes ~1 et de I'équation (2.3.17) vérifient les équations
fonctionnelles suivantes:

avec:

L;i(,\' x, y) = L aij (/\2 y , x- l .1')
j==1,2

/\ -2
Cl2 2 == '\

i == 1,2 (2.3.23)

qui sont obtenues en décomposant S0111111CS CIl termes pairs et impairs. Par
itération, avec des pas k ~ 1 arguments sommes deviennent :

\ _ \ 2k 1 +(
/\k - A

1 ()k')" == y- == X -1-» k

(2.3.24)

et les équations fonctionnelles (2.3.23) peuvent alors s'écrire sous forme matricielle:

avec:

Donc:

k 2:: 1. (2.3.25)

(2.3.26)

en raison de la, forme des ~i quand k -+ 00. Les relations (2.3.16), (2.3.25) et (2.3.26)
permettent de calculer l'aimantation de surface ms représentée sur la figure 2.3.2
en fonction de (Àc / À)2.
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0.8

7. 0.6

u=4

u=2

11=1

0.4 0.4 u=0.5

0.80.4 0.6

(À / À)2
c

0.2
o

o

0.2

0.80.4 0.6

(À //\)2
c

0.2

.,.=0.2

o'-----'----L..._..A.---.L.----'-_-'----'--__'------"--""---'

o

0.2

Figure 2.3.2 Dépendance en de I'aimantat.ion de surface pour la
séquence de Thue-Morsc dans le cadre du problème de site. Le premier cas

plusieurs valeurs de r 1 avec II = 0.5 et s = 1. Le second PDr'I,PDCDl,f'

plusieurs valeurs de H, avec r = 0 ..5 et s 1.

Il semble difficile d 'obtenir 11I1e expression analytique explici te l' aimantation
de surface, puisque la forme de la matrice T k depend l'indice k. Cependant. il est
possible dévaluer I'expression I'exposant magnétique de surface en ,,,·v'_.. 'L....LLV.L ..LV

la dépendance en L de la série tronCluée au POillt z == (/\c/ /\)2 == 1
(IGLÔI arguments r / s et s :

(-sr)Àk ==

(2.3.27)

de telle sorte qlle, au point critique (À/À c == 1), les éléments de matrice de T k
ne dépendent de k que par l'intermédiaire de (-l)k. On utilise alors le produit

U == T2p-l avec:

(
2 + 'W

U == ?
U) + W"

(w- 1
- w)(l + w +

(1-1U)(2 w)
(2.3.28)

et ui == (r / s)2/3 .

En prenant L == 221, on obtient les L premiers termes de ~ L (z) comme facteurs
indépendants de L en gardant les 2l premiers termes du produit infini de l'équation
(2.3.26). Du fait de leur expression, les éléments de matrice de T k appartiennent à
la première colonne de la matrice résultant du produit fini. En utilisant l'expression
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de U, ils sont alors donnés par :

au point critique. Après diagonalisa.tion, on obtient:

(2.3.29)

où le clernier terme est la zièn1e puissance de la plus grande valeur propre de U.
Finalement, l'exposant de l' aimantation de surface s'exprime par :

21112
(2.3.30)

L'exposant
2.3.3.

laimantar.ion en fonction de sur la figure

432

O. G r-r-----,-----r----,.----,.------,.----r------,---......

O.5G

n.52

ris
Figure 2.3.3 Variation de l'exposant de l'aimantation de surface 13s en fonction
de ris pour la séquence de Thue-Morse dans le cadre du problème de site.

La valeur nurumum j3s == 1/2 correspondant au système homogène et au
comportement du problème de liaison est atteinte pour r == s.

Cela, confirme donc que la séquence de Thue-Morse, qui est non pertinente dans
le cadre du problème de liaison, devient effectivement marginale pour le problème
de site avec lIn exposant de l'aimantation de surface non universel et dépendant de
I'amplitude des couplages.
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3.3.3. Séquence "doublement de période"

Dans le problème de
période" est donné par :

le couplage critique de la séquence "doublement de

(2.3.31)

puisque les densités asymptotiques de liaison sont :

AB B ..4 BH 1
POC) == POC) == P,Xi =="3 == O. (2.3.32)

A partir des relations récursives == 1

== 2j + 1 -
.1 l'

Ell décomposant les somrnes données en (2.3.1 en termes pairs et impairs et en
utilisant l'iclentité

011 obtient :

b-a a Il!== __ + __ )/-;
b-1 b-l

1 . (2.3.33)

,
ou :

1.2 (2.3.34)

-1

-1

(Àxy)2
a -----

2 - y2 - 1

- 1

-1

En reprenant l'expression de S du problème de liaison donnée en (2.2.14), ces
relations, avec x == ris, y == s et l'équation (2.3.16), donnent finalement:

[ s J" ' ,r> _ ! . 2 2 .D(/\, r,», u) - a T bS À r 'r 2 ' (2.3.35)

b ==1

(2.3.36)
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Cette dernière relation, avec l'équation (2.2.22), permet de calculer l'aimantation
dé surface pour le problème de site; elle est représentée sur la figure 2.3.4.

1'=0.2

0.8 5 3 0.8 11=12 1l=2 1l=0.51l=4

0.6 0.6
r"
~ r-......

0.4 0.4

0.2 0.2

0 ()
0 0.2 0.4 0.6 0.8 0 0.2 0.4 0.6 0.8

(/\ /À)2 (À / À)2
(' c

F'igure 2.3.4 Dépendance en température de laimantation de surface pour la
séquence "doublement de période" dans le cadre du problème de site. Le premier
cas représente plusieurs valeurs de r , avecu = 0.5 et s = 1. Le second représente
plusieurs valeurs de H, avec r = 0.5 et s = 1.

Le comportement critique de l'aimantation de surface pour le problème de site
est gouverné par la singularité de S()/, r') dans l'expression (2.3.35), à À~ == r- 2 / 3 ,

avec /\' == /\2 r2, r' == sr-2. Le couplage critique satisfait donc À~r2 == (sr- 2)-2/3 en
accord avec (2.3.31). En changeant /\c en À~ == (sr- 2)- 2/3 dans l'équation (2.2.25),
on obtient l'expression analytique de l'exposant de l'aimantation de surface pour le
problème de site:

ln [(r 2 s -1 ) 1 /3 ( r 2 s -1 ) -1 /3 ]

Ps = . 21n 2 (2.3.37)

La variation de en fonction de r 2
/ s est représentée sur la figure 2.3.5.

On remarque qlle, lorsque r == s, l'exposant critique est le même que pour le
problème de liaison. Par ailleurs, la valeur de l'exposant correspondant au système
homogène == 1/2 est obtenue lorsque s == uv == 'r2 et Àc == r- 1

. Ce résultat est
lié à l'absence de paires ..4 ..4 dans la séquence "doublement de période".
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r
2

/ S

Figure 2.3.5 Variation de l'exposant de I'aimantation de surface en fonction
de r 2 / s pour la séquence "doublement de période" dans le cadre du problème de
site.

3 .. 3 .. 4.. Séquence "pliage ternaire"

Dans le problème de
"pliage ternaire"

les densités asymptotiques de liaison de la séquence

BB 1- p --
- (X) -6 (2.3.38)

conduisent all couplage cri tique :

..-\ partir (les relations (2.2.29). 011 obtient :

rr"3j == "s l == Tl j , (2.3.40)

Ell décomposant à nouveau S0111111es (2.3.1 , 011 peut écrire:

avec:

i == 1,2 (2.3.41)

== /\2 _._1_,_')__
(~ry)-'- - 1

-2 ------
-1

À2 ~T-2-1

-2 - 1

J.~-2 - 1

-2 -1
À2

- 1
x 2 - 1 (xy)-2 - 1 .
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On obtient finalement l'expression de ~(À",s,u) permettant de calculer
I'aimantation de surface pour le problème de site sous la forme:

~(À", s, u) == a + bS(À3 s, ,) (2.3.42)

1- [1 _u-
2

- 1]
-2 - 1 - 1

b
-2_ X,-2 -? 1

1 + /\ -2 \ -4 -2 . À2 X ...,-

/ Y (xy)-2 - 1 (xy)-2 - 1

[
À-4 -2 x-2 - 1 À2(x - 2 - 1) ]+ (u- 2 _ 1) ),-2 + y , _ . .

- 1 (xy) - 1 (x 2 - 1)[(xy)-2 - 1]

(2.3.43)

L'aimantation de surface de la séquence "pliage ternaire" est représentée sur la
figllre 2.3.6 pour le problème de site.

O.S0.4 O.G

(/\ / À)2

0.2

11=4

0l...-----I.--...L----'-----'------'---_...I--_-'--------J'------I.._---.::lL.._---J

o

0.4

O.G

0.2

O.S

F'igure 2.3.6 en de lairnantat.ion de surface pour la
ternaire" dans le cadre du problème de site.

On détermine lexposant pour le problème de site de la même façon que
pour la sequence "doublement cIe période" en remarquant que le comportement
critique de I'aimantation de surface est gOllverl1é par la singularité de S()/, ,') dans
I'expression (2.3.42) à /\~ == /2, avec /\' == /\3 s, 'rI == r . Le couplage critique
,-''--''"',.i ... ,..J ....ai donc == ,-1/2 en accord avec (2.3.39). En changeant x, en À~ == /2
dans lexpression == ln(2 + ln 3, on obtient:

lrl(2 + T)

21113
(2.3.44)

L·exposant de l' aimantation de surface de la séquence "pliage ternaire" est le
même dans le problème ele liaison et dans le problème de site.
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4. Conclusion

Nous avons présenté, dans ce chapitre, les résultats exacts obtenus pour
l'aimantation de surface du modèle d'Ising en champ transverse perturbé par des
séquences apériodiques marginales. Nous avons pu vérifier le critère de pertinence
énoncé par Luck, puisque nous avons obtenu des exposants critiques qui dépendent
continûment de l'amplitude de la modulation apériodique dans le cas où l'exposant
de divagation west nul. Par ailleurs, nOlIS avons pu mener une étude comparative
de l'influence de l'apériodicité en fonction de la, forme prise par l'interaction
(mécanisme d'échange direct ou indirect). Ainsi, nous avons constaté que, pour
une séquence apériodique donnée, l'apériodicité de site peut être plus dangereuse
que l'apériodicité de liaison.
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Chapitre 3

Comportement d'échelle anisotrope dans la chaîne
d'Ising quantique perturbée par une séquence

1. Introduction

Dans ce chapitre, 11011S de façon plL1S détaillée cles systèmes d'Ising
apèriodiqucs en couches à deux dimensions dans la limite anisotrope extrême.
Trois C~C'.Î~;",D"',~LJC sont à nouveau examinées : "doublement de période",

"pliage de papier et ternaire". verrons clue l'apériodicité induit un
comportement dechelle '-..!c..L..L.L'_"J\J.1. (BERCHE et al 1995, BERCHE, BERCHE et TURBAN

1996).

L'aimantation de surface a déterminée analytiquement pour ces trois suites
aL1 chapitre précèdent. Le comportement anisotrope est vérifié numériquement
pour énergies d'excitations du système, la densité d'énergie libre, les fonctions
de correlation de surface, I'aimantation de volume et la densité d'énergie de
volume, Nous verrons Clue les différents exposants critiques du système sont
directement reliés à l'exposant d'anisotropie. On présentera également les systèmes
multicouches pour lesquels on mettra en évidence l'existence d'un "cross-over" entre
le comportement gouverné par le point fixe homogène et celui gouverné par le point
fixe apériodique. Enfin, nOLIS vérifierons le comportement anisotrope de ces systèmes
multicouches à partir de I'étude de la longueur de corrélation.
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2. urbations marginales de liaison

2.1. Aimantation de surface et énergie de surface

Nous allons étudier les comportements de l'aimantation de surface et de la

densité d'énergie de surface pour les séquences "doublement de période", "pliage

de papier" et "pliage ternaire" dans le cadre du problème de liaison. On rappelle

la suite obtenue pour ces trois séquences après trois substitutions:

i) "doublement de période" (COLLET et ECKMANN 1980)

101 1 101 0

ii) "pliage de papier" (DEKKING, MENDÈS-FRANCE et VAN DER POORTEN 1983b)

110 1 100 1 1 100 1 001

iii) "pliage ternaire" (DEKI{ING lVIENDÈS-FRANCE et VAN DER POORTEN 1983a)

o100 1 1 0 100 1 001 101 1 0 100 1 1 0 1 0

Pour ces trois séquences, on obtient pour l'aimantation de surface une

transition du second ordre avec des exposants ps(r) qui varient de façon continue

avec le rapport des interactions. Le comportement non universel est dû à la

nulle de u) qui, avec 1/ == 1 pour le modèle d'Ising bidimensionnel,

conduit à cles perturbations marginales pour les trois séquences. On peut

remarquer. comme l1011S faVOIIS déjà souligné au chapitre précédent, que la

valeur inchangée 1/ 1 I'exposant de la longueur de corrélation est

iIIII)Osée par le critère de marginalisme qui reste satisfait pour le système

perturbé et permet d· obtenir des exposants variables. est donc égal à la

dimension anormale de f aimantation de surface :rms avec, sur la surface gauche :

X rn s =
/3 + 1'-1/3)
2In2 (PD),

ln( 1 + 1'-1

2In2
(PF), In(2+1') (TF).

x m s = 21n3
(3.2.1)

POlIr les trois séquences étudiées. la. dimension magnétique anormale xm s sur la

surface clroite est obtenue en échangeant les couplages perturbés et non perturbés,

ce qui conduit à, :

= ;rrn (PD),
ln(l + 1')

XnlS =
2 In 2

(PF), Xms = ---- (TF). (3.2.2)

En les séquences "pliage de papier" "pliage ternaire" vues à par-

tir du droit SOIlt simplement obtenues en échangeant les chiffres 0 et 1 si

011 ne tient pas compte du dernier chiffre (une ligne de défauts en surface étant
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non pertinenteiU}. Pour la séquence "doublement de période" qui, excepté le

dernier chiffre, est symétrique, les deux dimensions anormales sont les mêmes.

Des expressions similaires, fonctions de IiI et I{2' sont obtenues dans les systèmes

classiques bidimensionnels correspondants (IGLOI, LAJKO et SZALMA 1995)'

La variation des dimensions anormales x m s en fonction de r est représentée sur la

figure 3.2.1 pour les trois séquences marginales.

0.5

2 3 4 5

r
F'igure 3.2.1 Var iation des dimensions anormales X m s en fonction du rapport
des r pour les marginales "doublement de période", "pliage
de ternaire" .

Les exposants ~res il la de surface es ont égalemel1t été
déterminés numériquement par taille finie au point critique en calculant

I'énergie de surface pour tailles de la chaîne (L == 22 à 216 pour les

séquences PD et PF et L == 3 :3 10 pour la séquence TF) et en extrapolant à taille

infinie à l'aide de I'algori tlune BST (1IENKEL et SCHÜTZ 1988). Ces exposants sont

donnés dans le tableau 3.2.1.
Les valeurs r""'l.,..·t"'''Y'~''', .. ''''r,IE''f't'· sont en accord avec la relation

.re 8 == 3~r rn s + m S • (3.2.3)

POlIr obtenir 1"eXI)OSa,11t correspondant à la surface droite, il suffit d'échanger x en

~r .

La variation ~r e11 fonction de r pour les trois séquences marginales est

représentée sur la figure 3.2.2.

(1) Se reporter à la discussion donnée au 32.6.1.
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r Xes

PD

3x m s + x m s X e s

PF

3x m s + x m s Xes

TF

3xm s + xms

2.669 92(5) 2.669 925

2.000 0(3) 2.

1.766 41(8) 1.766 412

1.669 9(3) 1.669 925

1.631 83(6) 1.631 818

1.622 6(6) 1.622 556

1.628 84(6) 1.628 818

1.643 9(7) 1.643 856

1.664(2) 1.663 976

1.687(7) 1.687 033

1.882 1(2) 1.881 995

2.000 1(2) 2.

2.156 873(9) 2.156 866

2.309 81(1) 2.309 811

2.452 048(9) 2.452 048

2.583 09(7) 2.583 082

0.2 2.396 71(1) 2.396 711

0.5 2.076 34(4) 2.076 341

1.0 2.000 0(4) 2.

1.5 2.026 3(1) 2.026 274

2.0 2.076 4(3) 2.076 341

2.5 2.132 4(8) 2.132 544

3.0 2.189 29(9) 2.189 298

3.5 2.244 59(7) 2.244 588

4.0 2.297 6(3) 2.297 688

4.5 2.348 3(1) 2.348 392

5.0 2.396(1) 2.396 711

4.009(1) 4.008 961 1.962(3)

2.703 9(5)

2.815 3(8)

2.919 1(4)

3.016(3)

1.962 149

2.703 831

2.815 465

2.919 098

3.015 708

Tableau 3.2.1 Exposants de l'énergie de surface pour les trois séquences
marginales étudiées en fonction du rapport des couplages r . Pour chaque séquence,
X e s est la valeur extrapolée numérique tandis que 3xms + xms donne le résultat
analytique conjecturé. Les valeurs entre parenthèses donnent l'incertitude sur le
dernier chiffre.

2 3 4 5

r
Figure 3.2.2 Variation de l'exposant de l'énergie de surface Xes en fonction du
rapport des couplages ï pour les séquences "doublement de période", "pliage de
papier" et "pliage ternaire" .
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2.2. Energies d'excitations

On rappelle l'expression de l'énergie de surface définie au premier chapitre:

Si l'on suppose que la composante de surface du second vecteur propre a le
même comportement d'échelle que celle du premier vecteur propre, c'est-à-dire que

4>1(1)4>2(1) rv L-2 x rn s , on peut alors conjecturer que les énergies d'excitations se

comportent en fonction de la taille selon L -z avec, en accord avec la relation (3.2.3) :

(3.2.4)

z étant un exposant de volume. Le même comportement est obtenu en conditions

de bords libres et en conditions périodiques. La figure 3.2.3 représente les variations

de 111 Elen fonction de ln L au point critique pour la séquence "pliage de papier"

et pour clifférentes valeurs du rapport des interactions r (BERCHE et al 1995) .

763:2 4 5

InL
Figure 3.2.3 Courbe en log-log de la première énergie d'excitation €1 en fonction
de la taille L de la chaîne pour la séquence "pliage de papier" avec des conditions
périodiques et pour différentes valeurs de r . Les pentes - z sont calculées pour des
valeurs de L égales à 2n (0), qui correspondent à une amplitude constante.

Sur cette figure, la taille de la chaîne L prend toutes les valeurs entières de 4 à

1024 ce qui conduit à des oscillations log-périodiques autour des lois de puissances

attendues. Les pentes de ces droites permettant d'accéder aux exposants z sont
calculées pour des valeurs de L égales à 2n

. Les oscillations sont dues à un préfacteur
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log-périodique analogue à celui observé pour les fluctuations des couplages données
en (2.2.7) (Duvon'r 1990) :

(3.2.5)

où F(x) est une fonction périodique de son argument avec une période égale à 1. Ces
amplitudes oscillantes sont également obtenues pour d'autres grandeurs critiques
comme l'aimantation de surface par exemple (I(AREv'SI<:I 1996). Lorsque la taille du
système tend vers l'infini, la longueur caractéristique du système devient la longueur
de corrélation. Dans ce cas, L est remplacée par la longueur de corrélation ç rv t- l

près du point critique et L'argument de la fonction devient alors ln tl ln Al'

Ce comportement est relié à l'invariance d'échelle discrète. Les arguments du
groupe de renormalisation montrent que les amplitudes critiques peuvent être log­
périodiques dans de tels systèmes (NIErvlEIJER et VAN LEEU\VEN 1976). Lorsque le
facteur d'échelle prend des valeurs, imposées par la structure du système, de la
forme b == Inn, l'amplitude critique des grandellrs physiques peut être une fonction
périodiquecl'argument ln e/ IIln7 de période 1 où eest un champ d'échelle(2) (JONA-

1975, 1975 .. I-(AREVSKI et TURBAN 1996).

Dans le tableau 3.2.2 déterminés à partir des séquences
avec les que dans le paragraphe précédent, pour

la première exci tation. Le comportement déchelle a par ailleurs été vérifié
numeriquement pour les six excitations.

Ce comportement cl'un système fortement
anisotrope, c'est-à-dire avec à la longueur de corrélation dif-
ferents .. dans les deux directions. laclirection temporelle long des couches
dans le classique bidimcnsionncl ). lexposant vaut vII == zv (BINDER et

1989), tandis que dans direction spatiale (perpelldiculaire aux couches),
I'exposant de la longueur corrélation conserve sa valeur non perturbée v == 1.

La dépendance de l' exposant cl'anisotropie z en fonction de r est représentée
sur la figure 3.2.4 pour trois séquences.

L'eXI)OSant cl~ anisotropie a depuis déterminé analytiquement par renorma-
lisation pour ces trois séquences (ICLÔI et TURBAN 1996), confirmant la conjecture
(3.2.4).

(2) Pour plus de détails concernant les amplit.udes log-périodiques, se reporter à KAREVSKI 1996.
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"doublement de période"

r num.

0.5 1.038 19(4)

1.0 1.000 00(1)

2.0 1.038 17(3)

3.0 1.094 65(3)

4.0 1.149(2)

5.0 1.198(7)

r

Z

1.038 170

1.

1.038 170

1.094 649

1.148 844

1.198 356

num. Z - 1

0.038 1(5) 0.038 170

-0.000 1(2) O.

0.038(1) 0.038 170

0.094 7(4) 0.094 649

0.148 9(4) 0.148 844

0.198 3(2) 0.198 356

"pliage de papier"

z - 1

num.

2.076 1(3)

2.000 1(3)

2.076 3(2)

2.189 8(7)

2.302(6)

2.395(4)

Z - 2x m s

Z - 2xms

2.076 341

2.

2.076 341

2.189 298

2.297 688

2.396 711

0.085 0(6) 0.084 963

-0.000 1(3) O.

0.085(1) 0.084 963

0.208(2) 0.207 519

0.5 1.084 9(1)

1.0 1.000 00(3)

2.0 1.085 1(2)

3.0 1.206(4)

4.0

5.0 1.424 0(0)

r

1.084 963

1.

1.084 963

1.207 519

1.321 928

1.423 998

0.321

0.424 0(3)

0.321 928

0.423 998

ternaire"

2.669 92(2)

2.000 1(3)

1.669 8(3)

1.622 2(5)

1.644 2(7)

1.686 7(9)

z - 2xms

2.669 925

2.

1.669 925

1.622 556

1.643 876

1.687 033

0.5 1.047

1.0 0.999 99(6)

2.0 1.047 96(6)

3.0 1.118 1(3)

4.0 1.184 6 (3)

5.0 1.244

1.047 952

1.

1.047 952

1.118 109

1.184 535

1.244 464

0.047 96(6) 0.047 9.52

0.000 01(6) O.

0.047 96(7) 0.047 952

0.118 Il 0.118 109

0.184 6(2) 0.184 535

0.245 0(9) 0.244 464

1.882 0(1)

1.999 96(6)

2.309 5(4)

2.583 0(3)

2.815 5(2)

3.015 6(3)

1.881 995

2.

2.309 811

2.583 082

2.815 465

3.015 708

Tableau 3.2.2 de la première excitation et de ses dérivées par
rapport à t et à t;3 pour les trois séquences avec conditions de bords libres. Les
valeurs numériques extrapolées [num.] sont comparées aux résultats analytiques
conjecturés. Les valeurs entre parenthèses donnent l'incertitude sur le dernier
chiffre.
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5432
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o
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1.4

1.3

f'-{ 1.2

1.1

r
Figure 3.2.4 Variation de l'exposant d'anisotropie z en fonction du rapport des
couplages r pour les séquences "doublement de période", "pliage de papier" et
"pliage ternaire" .

Par un changement déchelle de facteur b. 011 peut s'attendre à ce que les

excitations se comportent selon:

. (3.2.6)

où t.s~ de dimension Ut»: est le champ d'échelle thermique de surface conjugué à
"Tl"""""'" de surface. Du fait de l 'invariance d'échelle discrète des séquences, comme

011 l 'a vu précédemment, le facteur d'échelle b doit prendre des valeurs de la forme

l'n'Il (rn. n entier). En généraLnl est égal à la plus grande valeur propre 1\1 de la

matrice de substitution (DUivIüNT 1990). Ceci est bien vérifié pour les séquences

"pliage de papier" et "pliage ternaire" (177., == 2 et 3 respectivement), mais pas

1)0111' la séquence "doublement période" pour laquelle m == Ai == 4. En effet, le

comportement de est différent pour des valeurs paires ou impaires

n et il faut deux substitutions successives pour retrouver une séquence analogue.

..t1.11 point critique, comme on peut le voir dans le tableau 3.2.2, les dérivées

premières par rapport aux champs d'échelle de volume et de surface se comportent

suivant :

L 1 - z
l'r....I . , ,

1""...1 L -z-2x rn s • (3.2.7)

,_._/'-...... "._ .. 'v'-J SOIlt cohérents avec (3.2.6) lorsque v == 1 et

(3.2.8)

en accord avec (3.2.3).
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En conditions périodiques, les résultats numériques pour les exposants z et z - 1
sont analogues à ceux obtenus en conditions de bords libres, sauf pour l'exposant
z - 1 du système homogène (r == 1) pour lequel on obtient numériquement -1
tandis que la valeur conjecturée vaut O. Ce résultat vient du fait qu'en conditions
périodiques, pour le système pur, le comportement de la dérivée première des
excitations est gouverné par le terme de correction au "scaling" qui varie en L -1,

I'amplitude du terme dominant en LO étant nulle.
Le comportement d'échelle des excitations donné en (3.2.6) est vérifié sur les

courbes 3.2.5 sur lesquelles on a représenté é1LZ et (âé 1 / ât)LZ- 1 en fonction de Lt
pour r == 2 et r == 5 avec la séquence "pliage de papier". Le choix de tailles de la
forme 2n permet d'éviter les oscillations autour du comportement moyen.

0.5o
Lt

-0.5

0.35

0.3

0.25

})
~ 0.2--..
-+-->
Ct)----. 0.15

~
0.1

0.05

0
-1-0.0

It

r=5

2.G L.---_l.-_l.-_..l..--_-'---_-'---_~_ _'________l

-1

3.2

3.1

Figure 3.2.5 \'i>rificat Ion du comportement déchcllc des excitations et de leurs
dérivées par rapport il la pour la "pliage de papier" avec
r = 2 et r = .S et L = (6) et 210 (0).

2.3. Densit é dénergie Iibre et chaleur spécifique

L'énergie 1)3r
chaine quantique qui est

clans
et

fondamental de la
1 96 1 ) :

1
(l • (3.2.9)

cl ,,",y ''''T"r.-' '"

contribution

taille finie L. en conditions bords libres ("FBC"), la densité
une volume, proportionnelle à L, et une

surface. Elle clone s'écrire sous la forme:

l, . -1
LFFBc=f(t,tg,h~,L )= L

1
)+ L b(t, t s , hs )

1+ fb(t, L -1) + L fs(t, t s' hS 1 L -1)

(3.2.10)
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où les deux derniers termes constituent les parties singulières des contributions de
volume et de surface respectivement. Seule la correction au premier ordre en i­
de la partie régulière a prise en compte. Par changement d'échelle, les parties
singulières se comportent de la façon suivante (BINDER et \iVANG 1989) :

(3.2.11)

où est donnée en (3.2.8), Yhs == Z - x ms == xms et b == m n. En calculant la
clérivée première de l'énergie libre de surface par rapport à hs ou t s ' on retrouve le
comportement critique attendu pour l'aimantation de surface ou l'énergie de surface
respectivement.

Au point critique, avec i, == f(O, 0,0, L -1), on peut s'attendre à une variation
linéaire de L(,fn1L - f L ) avec ï.:>. De même, si l'on considère les dérivées premières
par rapport aux couplages de volume et de surface, on prévoit des variations linéaires
de L(â,fmL/ât - âfL/ât) en fonction de L1

- z et de L(â~fmL/àt8 - âiL/àts) en
fonction de L -z-2xm s • Ces comportements ont été vérifiés numériquement pour les
trois séquences.

Les résultats pOLIr la séquence "pliage ternaire" avec m == 3 sont représentés sur
la figure 3.2.6.

La partie singulière de la seconde de .f par rapport à t au point critique
varie en fonct ion de la taille comme L 1- z" ce qui donne pour 1'exposant critique de

chaleur spécifique de volume

a == 1 - z . (3.2.12)

La partie réglllière de la ci 'énergie libre contribue pour sa part à une
éliminée par différence. plus un terme en L,-1 dominé par la partie

singulière tant qlle z < 2.

estimations numériques de Q', obtenues par extrapolation des pentes de
/ àt 2 82 .fL / àt 2 ) en fonction de ln sont données dans le tableau 3.2.3

avec m 4 et L variant de 22 à 216 pour les séquences "doublement de période" et
"pliage de paI)ier'''rn, 3 et L 3 à 310 pour la séquence "pliage ternaire".

L'exposant a prend valeurs négatives puisque l'exposant d'anisotropie z
est toujours supérieur à 1 la valeur du système non perturbé. La modulation
apériodique des couplages affaiblit donc la singularité critique de la chaleur
spécifique.
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Figure 3.2.6 \1érification du comportement anisotrope par effets de taille finie
de la densité libre pour la séquence "pliage ternaire" avec m = 3 et des
chaînes de taille L variant de 3 à
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PD PF TF

r Q' 1 z Q' 1-z Q' 1-z

0.25 -0.151(5) -0.148 844 -0.29(5) -0.321 928 -0.181(4) -0.181 535

0.5 -0.039(4) -0.038 170 -0.08(1) -0.084 963 -0.046(3) -0.047 952

0.75 -0.009(5) -0.006 623 -0.011(5) -0.014 874 -0.009(2) -0.008 351

1.5 -0.015(3) -0.013 137 -0.028(2) -0.029 447 -0.015(4) -0.016 552

2.0 -0.045(8) -0.038 170 -0.081(4) -0.084 963 -0.050(4) -0.047 952

2.5 -0.069(6) -0.066 272 -0.152(7) -0.146 391 -0.086(6) -0.082 9'78

3.0 -0.11(3) -0.094 649 -0.207(2) -0.207 519 -0.117(8) -0.118 109

3.5 -0.13(1) -0.122 294 -0.26(1) -0.266 247 -0.157(7) -0.152 102

4.0 -0.149(3) -0.148 844 -0.31(1) -0.321 928 -0.186(3) -0.184 535

4.5 -0.172(4) -0.174 196 -0.36(3) -0.374 469 -0.217(2) -0.215 310

5.0 -0.193(7) -0.198 356 -0.45(4) -0.423 998 -0.244(3) -0.244 464

Tableau 3.2.3 Exposant de la chaleur spécifique pour les trois séquences
marginales étudiées en fonction du rapport des couplages r . Pour chaque séquence,
Q' est la valeur numérique extrapolée. La colonne suivante donne la valeur
analytique conjecturée 1 - z .

2.4. Fonct.ions de corr élat.io u de surface

Comme le spectre dexcitations de I'hamiltonien et les vecteurs propres

correspondants ont déterminés. 011 peut calculer les fonctions de corrélation

spin-spin et énergie-énergie qui sont données en (1.3.67) et (1.3.70). En accord avec

la comportement déchelle anisotrope, on sattend à, ce que, pour des chaînes de
taille L, elles se comportent I)ar changement déchelle conformément à (1.2.21) :

C~(T,L)==

C;(T L) ==

C~(b-ZT, b- 1 L),

C;(b- ZT,b- 1 L).
(3.2.13)

ce qui donne, lorsque l'on pose b == Tl

C~(T L) ==

CS L) ==
E

[1(7(0)

[1E(0)
(3.2.14)

où t a (T/ L Z) et JE (T/ L Z) sont des fonctions d'échelle développées au premier ordre

dans (3.2.14). Les figures 3.2.7 et 3.2.8 représentent ces fonctions d'échelle pour les

corrélations de surface spin-spin et énergie-énergie respectivement.
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F'igure 3.2.8 Fonctions d'échelle pour la fonction de corrélation de surface
énergie-énergie. Les valeurs de r et de L sont les mêmes que pour la figure 3.2.7.



Chapitre 3. Anisotropie marginale 82

Les tableaux 3.2.4 et 3.2.5 donnent les exposants obtenus à partir des pentes
des courbes en log-log pour T variant de 10 à 100 et des chaînes de taille maximale
L == 210 pour les séquences "doublement de période" et "pliage de papier" , L == 36

pour la séquence "pliage ternaire" .

PD PF TF

r 1711
o a 2x m s/z17
11

17
11

0.5 1.04(5) 1. 1.459(2) 1.460 845 0.76(5) 0.795 880

1. 0.998(7) 1. 0.98(2) 1. 0.98(5) 1.

2.0 1.02(3) 1. 0.55(2) 0.539 155 1.22(3) 1.204 120

3.0 1.0.5(7) 1. 0.36(2) 0.343 711 1.30(2) 1.310 225

4.0 1.04(6) 1. 0.249(7) 0.243 529 1.34(4) 1.376 852

5.0 1.05(.5) 1. 0.188(7) 0.184 715 1.47(5) 1.423 298

Tableau 3.2.4 Exposants des fonctions de corrélation de surface spin-spin déduits
des pentes des courbes log-log au point critique. Les colonnes 2x m s / z donnent les
valeurs analytiques conjecturées.

PD PF TF

r '171/ 2x e s
t

17 11

0 ..5 4.01(4) 4. 4.921 691 3.54(5) 3.591 760

1. ..::1. 4.06(7) 4. 4.01 (2) 4.

2.0 4.01 4. ;3.13(6) 3.078 309 4.42(2) 4.408 240

3.0 4.03(5) 4. 2.686(5) 2.687 422 4.613(9) 4.620 449

4.0 4.02(4) 4 2.487 058 4.75(2) 4.753 704

5.0 .1. 2.369 4:31 4.846 596

Tableau 3.2.5 des fonctions de corrélation de surface énergie-énergie
déduits des pentes des courbes log-log au point critique. Les colonnes
donnent les valeurs analytiques conjecturées.

011 peut remarquer que pour la séquence symétrique "doublement de période" ,
:rm s :T rn s ., exposants des corrélations au point critique restent
constants et conservent leurs valeurs 110n perturbées 1]~ == 1 et 1]~ == 4.

Des analogues ont obtenus par Ig16i et Lajk6 sur le modèle d'Ising
classique à deux dimensions (IGLÔI et LAJKÔ 1996).

Les fOI1Ctio11S déchelle sur les figures 3.2.7 et 3.2.8 présentent manifestement
cles oscillations I)our "doublement de période" et "pliage ternaire" . Ce
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comportement est à nouveau relié à l'invariance d'échelle discrète. Ici, on s'attend
à ce que la fonction de corrélation soit modulée par une amplitude .-;4 qui, en raison
du comportement d'échelle anisotrope, est une fonction périodique de période 1 de
la variable ln T / ln mi . Les fonctions d'échelle, dans l'expression (3.2.14), peuvent

alors s'écrire !u,,,(x) = A C\~~rJ Ju)x) et l'amplitude devient, lorsque L = m n
:

~4 [ln(TL-Z)] == A (~)
z ln rn z ln rn

ce qui donne l'origine des oscillations des courbes universelles.

(3.2.15)

2.5. Densité d'énergie interne de volume

On considère maintenant des chaînes de tailles finies de longueur L avec des
conditions périodiques (abrégé "PBC"), c'est-à-dire avec 1Ja(L + 1) - -Q1Ja(l)
et Ào7Pa(O) = -Q/\L<Pa(L) où l'opérateur parité Q = rrt=l Œ% commute avec
I'hamiltonien. On peut alors remplacer l'opérateur parité par une de ses valeurs
propres, Q == ±1, ce qui permet de retenir dans chaque secteur les niveaux avec la
parité appropriée (BAAKE. et 1989).

Nous a\TOI1S vérifié dans chacun deux secteurs que les excitations à un fermion
de plus basse energie se comportent comme L -z, comme dans le système avec
conditions de bords libres. De plus, la clensité d'énergie libre peut être analysée
comme dans paragraphe 2.3 et est cohérente avec le comportement d'échelle
anisotrope. On peut remarquer quil subsiste une contribution inattendue en L -1 à
la densité dénergie libre cl11Î n l)as dans les systèmes homogènes. Il semble
qlle le fait de refermer la aperiodique sur elle-même revienne à introduire
un défaut qui contribue à 1· . libre par lill terme indépendant de la taille:

Nous allons discuter comportement d'échelle de la densité
dénergic interne VOl1l111<' qui. penIl' h3 site 1. est obtenue à partir de l'élément de
matrice

) == (El (1 1) - (1)1 (3.2.16)

où l'état fondamental 10) et

tous deux au sccrcur pair. Ou s
a deux fermions lE) == iltilt 10) appartiennent

au comportement suivant :

t .. L- 1 ) == b-::: bL- 1 ) (3.2.17)

avec b == rn" COl11111e précédemment.

En accord avec (3.2.17) .. au point critique, le profil de la densité d'énergie
renormalisée L::: el est seulement fonction de 1/L. Ce résultat est bien vérifié sur
la figure 3.2.9 I)Ollr les trois séquences. En effet, on observe une courbe universelle
tant que r Il pas trop grancl et il ne semble pas y avoir de modulation log­
périodique dans ce cas.
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Figure 3.2.9 Amplitude de la densité d'énergie pour les trois séquences avec les
rapports de couplages r = 2 et 5 et des chaînes de tailles L = 26,28,210 (PD),
L = ,210 (PF) et L = 34,35 , (TF).

PD PF TF

r Xe :; Xe Z Xe Z

0.5 1.03(4) 1.038 170 1.084 9(7) 1.084 963 1.048(5) 1.047 952

1. 0.999 99(2) 1. 0.999 98(3) 1. 1.000(1) 1.

1.5 1.02(2) 1.013 137 1.029 4(2) 1.029 447 1.016 5(6) 1.016 552

2.0 1.06(3) 1.038 170 1.084 95(3) 1.084 963 1.047 8(6) 1.047 952

2.5 1.09(4) 1.066 272 1.146 38(5) 1.146 391 1.083(1) 1.082 978

3.0 1.12(5) 1.094 649 1.207 51(7) 1.207 519 1.118(2) 1.118 109

3.5 1.15(5) 1.122 294 1.266 24(2) 1.266 247 1.152(1) 1.152 102

4.0 1.18(6) 1.148 844 1.321 92(2) 1.321 928 1.184( 1) 1.184 535

4.5 1.174 196 1.374 5(6) 1.374 469 1.215(1) 1.215 310

5.0 1.22(6 ) 1.198 356 1.454 0(9) 1.423 998 1.244(2) 1.244 464

Tableau 3.2.6 Exposants de l'énergie de volume pour les trois séquences
marginales étudiées en fonction du rapport des couplages r . Pour chaque séquence,
Xe est la valeur numérique déduite de l'extrapolation des séquences tandis que z
donne la valeur analytique conjecturée.
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On peut remarquer que l'expression (3.2.17) suppose que la densité d'énergie
conserve la même dimension d'échelle z partout sur la chaîne apériodique. Ce
résultat est compatible avec la loi déchelle pour ce système anisotrope Yt == l+z
avec Yt == 1jv == 1 comme on l'a déjà vu. L'exposant de l'énergie de volume
déterminé par effets de taille finie sur le premier site est comparé au résultat
analytique conjecturé pour les trois séquences dans le tableau 3.2.6.

2.6. Aimant.ation de volume

2.6.1. Critère de pertinence pour un défaut linéaire en volume dans
un système anisotrope

Dans un isotrope de dimension d, au VOIsInage du point fixe,
I'hamiltonien s'écrit en fonction cles champs d'échelle gi et des opérateurs conjugués

(i=) :

- !3H -(3H* 2::
r

(3.2.18)

où le produit est homogène à une densité d'énergie. En utilisant la notation
conventionnelle ~T1Yi pOLIr les dimensions des opérateurs locaux, on déduit celle

champs pert.inents Ygi == (1 - X4>i' La présence d'un défaut 6, de dimension
'-'IJ'_"'V.l.'L"''''''- (lêl' consistant en une modification Sgk d'un champ d'échelle gk' conduit à
lhamiltonien perturbé au point critique

+2::
l~Eil

(3.2.19)

Par renormalisation. la perturbation se transforme conformement à Sg~ == bY9k ~ Sgk

doù 1·011 déduit (BURKHARDT l ):

il == clil - 0 A,' == c/il - c/ + (3.2.20)

Le cas d :IIIl défaut thermique lineaire dans le modèle d 'Ising bidimensionnel se
ainsi marginal, 1)uiScille . avec gk == t :

1
y. == 1 - 2 + == o.. til V

(3.2.21)

Il conduit à un exposant magnétique associé au défaut qui varie continûment avec
lamplitude du couplage modifié (BARIEV 1979, Mc COy' et PERI{ 1980, TURBAN 1985,

..... 4 ......... 4 ........ 0-· et DRUGO\VICH DE FELÎCIO 1986).

Lorsqu 'lille perturba.tion thermique, unidimensionnelle, affecte un système
anisotrope dans la direction cl'anisotropie, comme c'est le cas pour les séquences
apériodiques marginales dans la chaine d'Ising quantique, l'équation (3.2.20) devient

(3.2.22)
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avec cette fois Yt + Xe == 1 + Z, soit Yt~ == 0, et la perturbation s'avère à nouveau
marginale. L'application du critère de pertinence au site de surface montre en

revanche que la perturbation y est non pertinente. En effet, on a dans ce cas

(3.2.23)

qui reste toujours négatif.

On peut dès lors s'attendre à un comportement critique local anormal pour
l'aimantation sur les sites de volume. Pour les raisons déjà évoquées précédemment,
l'exposant thermique de volume Xe n'est pas susceptible de variation et conserve

en tout point une valeur constante égale à z.

2.6.2. Aimantation locale au point critique pour les sites de volume

On peut tout d'abord étudier l'aimantation au point critique sur des sites

correspondant à des fractions l IL remarquables. L'aimantation locale n~(l) est

définie par le déterminant (1.3.54) et l'exposant X m déduit par effets de taille
finie pour les trois séquences. Au point critique, avec L == m n, on s'attend au

comportement suivant :

(3.2.24)

de sorte qu'en conservant le rapport ilL constant, x m intervient dans la dépendance
en taille lTl.

Z
(L ) rv L -X

m • Les résultats sont représentés sur la figure 3.2.10.
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Figure 3.2.10 Exposant magnétique de volume obtenu par effets de taille finie
en fonction du rapport des interactions pour différentes valeurs du rapport IlL.
Les valeurs (0) pour la séquence "doublement de période" sont obtenues lorsque
le couplage non perturbé en 1 == L12 est remplacé par un couplage perturbé.
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L'exposant X m varie de façon continue avec r en raison de l'apériodicité
marginale; il dépend aussi du rapport l/L choisi, ce qui signifie que la loi d'échelle
(3.2.24) n'est valable que localement avec la valeur locale de X m .

Par exemple, avec la séquence "doublement de période", des exposants différents
sont obtenus pour 1 == L'/2 d'une part et 1 == L/4 ou 3L/4 d'autre part. Cela peut
se comprendre en étudiant la séquence au voisinage de ces sites pour des chaînes
de tailles suffisamment grandes de la forme L 2n . Dans le premier cas, on trouve
la succession suivante, 1 0 1 1 1 0 1 Q 1 0 1 1 1 0 1 0, alors que, dans l'autre
cas, l'environnement est le même mais Q est remplacé par 1. Cette substitution est
suffisante pour changer le comportement critique local. Si on substitue au couplage
/\ non perturbé en L/2 le couplage perturbé Àr, l'exposant local devient le même
que pour les sites L /4 et 3L /4. Le même type de comportement est obtenu avec les
deux autres séquences.

On peut généraliser cette approche en considérant une chaîne apériodique dans
laquelle la liaison centrale est notée Às, ce qui permet d'interpoler entre les deux
situations précédentes avec s == 1 ou s == r. En notant x m (s) l'exposant obtenu par
effets de taille finie, on obtient la figure 3.2.11 assez semblable à la variation de
l'exposant magnétique associé au défaut linéaire en volume d'amplitude Às dans le
modèle homogène 1985)

(3.2.25)

e11 introduisant le couplage l110ye11

- ')

J; In (s) =:2 [arctan (/;~ ) ] - (3.2.26)

+ (1 - )).

r=5
<,

<,
<,

-, <,

<,
<,

r=2

:2 3 4 5
0'-----'-----'-------'----'----''--------''---------'----'-----'-------'

o

0.1

S

Eigure 3.2.11 Comparaison entre les variations de l'exposant X m sur le site
central de la chaîne pour la séquence marginale "doublement de période" en
fonction de de la perturbation locale s pour r = 2 et 5
et les valeurs obtenues à partir de l'équation (3.2.26)
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Les cas particuliers s == 1 et s == r permettent de représenter le profil de
l'aimantation renormalisée au point critique en traçant m(l)Lxm(fl) en fonction de
t pour des chaînes de tailles L différentes. A un site f l == 0, on associe l'exposant
local x m (0) déterminé précédemment par effets de taille finie (en l == L·j2 pour la
séquence "doublement de période") et à un site fI == l, on associe l'exposant x m (1)
(déterminé en LI4 pour la séquence "doublement de période").

Sur la figure 3.2.12, on a représenté rn(l)Lxm(fl) en fonction de liL pour la
séquence "doublement de période" avec L == 26 , 28 et 210 et r == 2 et 5.

On Il considéré ici que pairs la chaine (les sites impairs étant tous
caractérisés par .fI == 1) et rapports IlL constants pour les trois tailles. On
constate que la renormalisation de l' aimantation locale est très satisfaisante.

La figllre 3.2.13 présente le profil de l'aimantation renormalisée pour la séquence
de papier" avec L, 28 29 210 et r == 2 et 5. il nouveau, on n'a considéré

CIlle les si tes pairs la chaine.
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Figure 3.2.13 Profil de laimanration locale renorrnalisée pour la séquence "pliage
de evcc L. ).2;1 et (O)etr=2et5.

2.6.3. Comportement eti température de l'aimantation locale de
volume

L'analyse précédente le fait que les lignes de défauts
eu volume constituent autant perturbations marginales, conformément à la
discussion d 11 §:2.6.1. mais Il "impliquent I)as l'existence de deux exposants cri tiques
de volume pOlIr 1· . EI1, lorsque la température varie, à mesure
qlle l' 011 S longueur (le corrélation augmente et
explore, au cl \111 1111 environnement de plus en plus complexe. Il
est donc indispensable comportement en température de l'aimantation
de volume. 011 calcule pour sur des sites particuliers l, l'aimantation m(l)
pour une chaine taille L maximale tout en faisant varier les interactions /\. Les
courbes correspondantes sont sur la figure 3.2.14 sur une échelle log-log
dans le cas de la séquence "doublement de période" avec L == 1024 et r == 5.
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F'ig ure 3.2.14 Courbe en log-log de I'aimantation localem(l) en fonction de la
température réduite t sur des sites particuliers pour la séquence "doublement de
période" avec r =: .5 et L =: . Les courbes en traits épais correspondent aux sites
de "référence" L /4 2.56 et L /2 =: 512. On a utilisé les conventions pour
les sites caractérisés par fi =: 1, pour fi =: 0 et (- - - -) correspond aussi
à fi =: 0, mais avec un environnement très différent. On a représenté également
les aux exposants xnL(O) et x rn ( l ) qui décrivent
convenablement les sites de référence 2.56 et .512.

Il apparaît clairement des de comportements analogues qui dépendent à
la fois de la valeur de fi all site considéré et de son environnement. Bien entendu,
plus I'environnement est identique à grande distance pour deux sites donnés (par
exemple les sites 128 et 512), plus les 'valeurs correspondantes de l'aimantation
locale sont proches. On a représenté, dans le tableau 3.2.7, les environnements des
sites étudiés par rapport aux sites choisis comme référence L /4 (== 256) et L/2
(== 512).

Ce COI11IJOrten1ent critique inhomogène de I'aimantation de volume interdit
de définir simplement des exposants critiques pour les différents types de sites.
En effet, pour 1111 dOI111é, les pentes des courbes log-log sur la courbe 3.2.14
dépendent largement du domaine de température considéré. Cela suggère une
statistique multifracale, comme le cas pour les états électroniques sur des
structures analogues (Hmxxro'ro et Kouvor o 1992).
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environnement

284
420
508
252
260
144
400
256

250
290
248
480
128
512
254
258
450
262
390

o 0
QO
o 0
o 0

1 0 1 0
QOI000I0
QOI000I0
101 000 1 0

QO
o 0

101 0
1 0 100 0 1 0 l 0 1 000 1 0 1 0 1 000 1 0
1 0 100 0 100 0 1 000 1 0 101 000 1 0
1 0 100 0 100 0 1 000 1 0 101 000 1 0

1
r
1
1
1

1 0 0
1 0 0
1 0 0
1 0 101
1 0 0
1 0100010Q
1 0100010Q
1 01000101

o l
o l
o 0 1 0 1
o 0 1 000 1 0 101 000 1 000 1 000 101
o 0 1 000 1 0 1 0 1 000 1 000 1 000 101
o 0 1 000 1 0 101 000 1 000 1 000 101
o 1
o l
o 1
o 0 0
o 0 0

Tableau 3.2.7 Environnements des sites étudiés. Dans chaque cas, on n'a
représenté que les sites pairs, les sites impairs étant tous caractérisés par fl = 1.
Les sites de référence sont les sites 256 pour fi = 1 et 512 pour fi = O. Pour les
autres on a souligné les différences.

3. Syst.èrnes mult icouches. "Cross-over" entre point fixe
homogène et point fixe apériodique

3.1. Pr ésentat.ion du problème

NOlIS l10l1S . maintenant au problème des multicouches apériodiques.
La apériodique i, 1~ O~ 1~ 1 ... se réfère cette fois à une succession de

,-' .... ".. ·'-..L..L'.~·LJ cl'épaisseurs ]J'j q ~ ]) . .. dans lesquelles les interactions di échange sont
constantes et égales à /\r f k . 011 se limite ici au problème de liaison.

rangées couplages sont l, Les couches, comportant p ou q rangées
atomiques, SOIlt notées k. Schématiquement. le problème peut donc être représenté
SOllS la forme suivante :

p termes q termes p termes p termes
r A

"~ r
A

" r
rAt

"Àr Àr .. . Àr À À ., .À Àr Àr Àr Àr Àr .. . Àr

k 1 2 3 4
1 0 1 1

1 2 ... p p+1 ... p+q p + q + 1 ... 2p + q 2p + q + 1 ... 3p + q

Le problème multicouches apériodiques ne présente pas de difficulté sup-
plémcntairc e11 ce qui concerne I'aimantation de surface, mais il peut donner
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lieu à un phénomène intéressant de changement de comportement critique ("cross­
over"). En effet, si au point critique, ou dans son voisinage immédiat, la longueur
de corrélation est de l'ordre de la taille du système et les propriétés critiques sont
gouvernées par le point fixe apériodique, ce n'est pas le cas lorsque l'on s'éloigne
de ce point fixe. A mesure que la longueur de corrélation diminue pour devenir de
l'ordre de grandeurde l'épaisseur de la couche de surface, la structure apériodique
de la multicouche devient sans effet sur l'aimantation de surface, qui se comporte
alors essentiellement de la même manière que sur un système semi-infini homogène.
Partant de la phase basse température, À > /\c' on s'attend donc, à mesure que
À -+ Àt, à un changement de comportement critique. Le premier comportement,
correspondant au point fixe homogène du système semi-infini (lorsque la longueur
de corrélation n'explore pas la structure apériodique du système), est caractérisé
par l'exposant critique de l'aimantation de surface Ps == 1/2. Le second correspond
au point fixe du système apériodique caractérisé par un exposant lBs variable,
dépendant de r et de p si l'on considère des perturbations marginales.

3.2. Aimantation de surface

On détermine tout d'abord le couplage critique de la multicouche apériodique.
On définit pour cela l'épaisseur la k ième couche:

{])

m k = (p - q)i, + q = q
SI

SI

,fk == 1

I, == 0
(3.3.1)

avec le couplage /\r f k . Sur une multicouche de L couches, il y a :

= 'Lf=l f k d'épaisseur p et de couplage /\r
L - couches d q et cIe couplage /\.

Le couplage critique est par :

avec:

L

li111 II(/\ )1 / L
L Le

--j. (X)

1==1

1 (3.3.2)

L

IIPl)~ = ( r L p..Jq(L-n d l L

1== 1

doù, en prenant la limite L -t 00 :

(3.3.3)

==r (3.3.4)

L'aimantation de surface

== 5- 1 / 2
'1 5==1+

(X) j
\ .:»
/\1 •

j==l 1==1

(3.3.5)
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Dans le cas des multicouches, on a donc:

ml m2

S = l + L(Àril )-2l + (Àr il )-2m1 L(Àrh ) - 2 l

1==1 1==1

m3

(Àril ) - 2m
l (Àrh )- 2m

2 L (Àrh )-2l +...
1==1

On pose :

(3.3.6)

== "» SI f k ==1

==b SI f k ==0q

(3.3.7)

donc (Jk == b'q + (ap - bq)fk·
La somme S peut alors s'écrire:

, 1 "" t d /fi .ou es somn1es L..J1 et L..J2 son, e l11es par:

(X) j

:BI == gk'
j==Ik==I

(3.3.8)

,,-'"--'2 - L.-t
j==1

]

1 gk
k==1

(3.3.9)

! ')/\'1" k .: ... rït i. == v:":
donc rr]~- (Àq)-2j ( /\P- CfrP) -2nj .

k-I ' '

011 peut écrire, dans SOllS la forme :

1- (3.3.10)

et 011 obtient finalement :

(3.3.11 )

d011t le comportement asymptotique sera gouverné par Ij1.

NOlIS cléterminerons l'aimantation de surface des multicouches apériodiques
"doublement de période" et "pliage de papier" et nous mettrons en évidence le
changement de comportement critique lorsque la longueur de corrélation varie.
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3.3. Longueur de corrélation

La discussion sur le "cross-over" repose sur l'idée que le système exhibe

le comportement critique caractéristique de la séquence apériodique lorsque la

longueur de corrélation (-l.' dans la direction spatiale, est suffisamment grande pour
explorer la structure du système jusqu'à une échelle très supérieure à l'épaisseur p

d'une couche.

La correspondance entre système classique bidimensionnel et chaîne quantique

montre par ailleurs que la longueur de corrélation (II dans la direction temporelle est

donnée par le plus petit gap non nul dans le spectre de l'hamiltonien (voir tableau

1.3.1). Dans la phase de basse température À > Àc ' la plus petite excitation

tend exponentiellement vers zéro en raison de la dégénérescence asymptotique de

l'état fondamental ferromagnétique dans la limite thermodynamique, de sorte que

la longueur de corrélation Çll est donnée par la seconde excitation

1
(Il ==-. (3.3.12)

Nous avons égale111e11t mis en évidence, au cours de ce chapitre, le comportement

critique anisotrope induit par une perturbation apériodique marginale et il semble

intéressant d'examiner de ce point de vue le cas des multicouches. La longueur de

corrélation (Il est tout à fait adaptée à ce projet, puisqu'il suffit d'analyser son

comportement avec la température, ou avec la taille lorsque /\ == Àc ' pour accéder

à lexposant d'anisotropie z .

POLIr calculer la seconde excitation, 011 revient à l'équation aux valeurs propres

pour les excitations :

(3.3.13)

En conditions de borels libres, la matrice des excitations ayant une structure

tridiagonale, léquation (3.3.13) conduit à relations de récurrence pour les

composantes eles vecteurs 1)1'opres CIlle l'on peut Illettre sous la forme matricielle

suivante (SCHi\lIDT 1957) :

( (l) ) _ T (
(1+1) - 1

(1-1))
(1)

(1~.1))
cPet(l)

(3.3.14)

avec:

2~I~L-1
- 1 - À2 ;1-1

/\1
et) == ------

termes de bords :

( (1)) (
(2) = Tl (.0) )

(1)
(3.3.15)
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avec:

Avec les conditions aux limites

(0) == 0

ÀL<Pa(L + 1) == 0

on peut finalement écrire:

( f(~~)) = (3.3.16)

011 l'on n'impose pas la normation des vecteurs propres <Pa et où les excitations Ca

sont données par les zéros positifs de f( E).
Dans le cas de structures apériodiques en multicouches, au sein d'une même

couche de p rangées, la même matrice apparaît p - 1 fois de sorte que, dans le cas
particulier p == q auquel 011 se limitera, on peut écrire:

ML == (P [t. QfL,fL (P fL-l )p-l ...

... Or3 (P f 2 10f2,fl(Pf 1)P-
1T 1

(3.3.17)

011 Pf est une matrice
k

transfert de la couche k
compacte aux termes

P _ ( 0
If.: - -1

.. dans la COtIC11e k et Of .t une matrice de
k+l, k

k + 1. 011 peut aisément donner une forme
En effet. la matrice :

(k) ==
1

(= -2

1
cos ( == -i k- 2

SI t k ) < -2

SI - 2 :s; t k(E) S; 2

>2

doù I'on déduit matrice de '-..L.L" .. .L ... >-...v.. ....... .L'_.L.LV cIe base permettant d'écrire P I» dans la
base de ses vec teurs IJrOIJres :

1
(3.3.18)
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ce qui conduit à l'expression de (P fh )p-l dans la base initiale:

soit:

(

p-la +
o (3.3.19)

(

sin(p-2)(
p-l_ - sin(

) - _ sin(p-l)(
sin (

(

sinh(p-2)(
'p-l _ - sinh(
) - _ sinh(p-l)(

sinh (

sin(p-l)( )
sin ( SI

~
sin (

sinh(p-l)( )
sin h (

si n h p( SI

sinh (

011 peut alors calculer ML pour toute valeur de p dans le cas où pest
grand, cette méthode est avantageuse par rapport à la diagonalisation directe de
la matrice des excitations. Elle n'est cependant pas exempte d'inconvénients sur
le plan numérique, car la fonction f (c) présente des oscillations de très grande
amplitude et dont la période diminue rapidement avec L et p.

3.4. Séquence "doublelnellt de période"

3.4.1. Aimantation de surface

D'après (3.3.4) le couplage critique de la multicouche apériodique "doublement
de période" s'écrit:

==r (3.3.20)

puisque 2/3. 011 note 50 la série apériodique du problème de Iiaison habituel:

50 ( /\ , 7') = I:
j==O

(3.3.21 )

ainsi, la somme 2:1 qui détermine le comportement critique s'écrit:

(3.3.22)

011 procède de la même façon que pour le problème de liaison pour déterminer
I'exposant critique

puisque T == /\c . On obtient donc :

(3.3.23)

Bffiulti(À) == f3Iiaison(/\q) == --------
i S ,c r s c (3.3.24)
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(3.3.25)

5

p=lOOO
q=lO

p=lO
q=5

- -

43

p=q=20

2

2

4

6

o
o

La variation de ,B~ulti en fonction de r est représentée sur la figure 3.3.1 pour
plusieurs valeurs de p et de q.

8

r
F'igure 3.3.1 Variation de l'exposant de l'aimantation de surface ;3;nulti en
fonction de r pour la multicouche apériodique "doublement de période". Les
courbes en trait continu correspondent au cas où p == q et les courbes en pointillés
au cas où p =1= q.

Le changement de comportement critique, lorsque /\ --t /\t, est illustré sur la
figure 3.3.2 sur laquelle 110US aVOI1S représente ln 'l'n,s en fonction de ln( 1 (/\c/ À)2)
pour plusieurs valeurs de P == q et avec r == 1.1.

O...-_...,.-_---r-_--.,__...,..-_.......,.._----,.__..,.-- --.,.-----.

-1 () -8 -6 -4 -2 ()

ln t
F'igu.re 3.3.2 Illustration du "cross-over" entre le point fixe homogène (;33 == 1/2)
et le fixe pour la séquence "doublement de période" avec r == 1.1
et p == q == 10 == 0.536), p == 20 (;3;nulti == 0.637), p == 30 (;3;nulti == 0.787),
p == 50 , p == 60 (,B;nulti == 1.391) et p == 80 (;3;nulti == 1.838).
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Lorsque À >> Àc ' c'est-à-dire lorsque ç << v, on obtient une partie linéaire de
pente} caractéristique du point fixe homogène du système semi-infini. En revanche,
lorsque À -+ Àt, le comportement critique est gouverné par le point fixe apériodique
et l'on obtient des droites de pentes d'autant plus grandes que p est grand puisque,
pour une valeur de r constante, p~ulti augmente avec p et q.

Par la suite, on choisit une valeur constante p~ulti == este pour l'exposant de
l'aimantation de surface du système apériodique afin de donner plus de clarté aux
figures. Ce choix impose donc la détermination des valeurs de r lorsque l'on fait
varier l'épaisseur des couches p et q. On se place d'ailleurs, pour simplifier, dans le
cas p == q. Ainsi, on représente à nouveau sur la figure 3.3.3. ln ms en fonction de
ln(l - (À c/À)2) pour plusieurs valeurs de p == q, mais avec, cette fois, ,B~ulti == 2.

111 t
Figure 3.3.3 Illust rat ion du "cross-over" entre le point fixe homogène (j3s = 1/2,
droite et le point fixe apériodique (ici, j3~ulti = 2) pour

la "doublcuiont de avec p q = 10 (1' = 2.295), p = 20
(1' 1 , P = ~)O t: = 1.181), P = 100 (1' = 1.087), P = 200 (1' = 1.042),
P 500 (1' = 1.017). p = 1000 (1' = 1.008), P = 2000 (1' = 1.004) et p = 5000
(1' 1.002).

On constate que, lorsque le nombre de couches p augmente, le domaine de
température pOlIr lequel Ie-cornportement du système est gouverné par le point
fixe apériodique est de plus en plus resserré autour de la température critique.
Ainsi, lorsque /\ augmente, on conserve de plus en plus longtemps le comportement

par point fixe homogène.
Il apparaît clone Cille I'nirnantation de surface du système multicouches peut

s ., écrire SOllS la forme universelle :

1 .f (~)ms p) = t _ <.,

où .f(p/ ç) est une fonction cl'échelle.

(3.3.26)
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On a représenté sur la figure 3.3.4 ln(m s t - 1
/

2
) en fonction de ln(pjç) avec

/3~ulti - 2 et 1 et des valeurs de r supérieures et inférieures à 1.

-4

-2

;3 =2
s

~
r » l / JI

/ 1/J'
-8 / /

;>. / r «;1
J.""

-6

=1
a

-4 -2 a 2 4 6

lnpt

Figure 3.3.4 Courbes universelles pour la séquence "doublement de période"
avec == 2 et 1 et p == q == 10, 20, 50, 100, 200, 500, 1000, 2000, 5000,

On obtient une courbe unique fixé) pour l'ensemble des valeurs de p lorsque
r < 1 et une autre lorsque T' > 1 à nouveau, deux régimes correspondant à
deux comportements critiques différents. Cela se comprend en notant que la fonction

) cloit présenter comportements asymptotiques suivants :

.r(~r) rv

~r(.r ) r-:» Ctste ,

.r -+ 0

.1' -+ ex).
(3.3.27)

Lorsque l'on se place au voisinage du point critique, t -+ 0, l'aimantation de
surface doit se comporter

sera une fonction universelle de la variable (pjç) présentant deux régions
distinctes. Le premier domaine, de pente nulle sur la courbe log-log, correspond
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au comportement critique du système homogène semi-infini, lorsque p >> ç. Le
second, de pente () == (r) - ~ == 1.5 ou 0.5, correspond au comportement critique
apériodique, lorsque ç >> p.

On remarque également sur la courbe 3.3.4 que des modulations périodiques se
superposent au comportement linéaire dans le régime critique. La fonction d'échelle
exhibe donc à nouveau des oscillations log-périodiques. L'amplitude oscillante,
notée A, est habituellement une fonction périodique de I~~. Dans le problème de
multicouches, la longueur de corrélation étant mesurée en unités p, on peut écrire,
au voisinage du point critique, la fonction d'échelle (3.3.26) sous la forme

f (~) rv A (ln
çjp

) (~)eç In1TI ç (3.3.31)

conforme à l'allure de la courbe 3.3.4, puisque

(
ln çjp ) p111.f rv In.L4. -1- + () ln t·

n rn, ~

3.4.2. Longueur de corrélation

En ce qui concerne la mise en évidence d'un comportement d'échelle anisotrope,
011 peut déduire de l'expression (3.3.25) de I'exposant de l'aimantation de surface
la conjecture suivante pOlIr l'exposant d'anisotropie:

p, q) == (t,p, q) == ------ (3.3.32)

A..fin de le vérifier 1)0111' la
v ...... 'v..l.'J.L.LV E Q S011t

cl"illustrution. sur la

"doublement de période" on rappelle que
par cIe) dont l'allure est représentée, à
3.3.5 pour tI11e chaine de petite taille.

20
1

155o

o

-2

10

2pLE/TC
Figure 3.3.5 Fonction pour L = 24

, P = q = 2, r = 1.1 et pour plusieurs
valeurs de À dans la phase ordonnée.
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On constate qu'à mesure que À augmente depuis la valeur critique Àc == 1"-2/3,

la plus petite excitation décroît alors que 6 2 augmente, la longueur de corrélation
Çll == 1/62 diminuant lorsque l'on s'éloigne du point critique. En utilisant un

programme de recherche du deuxième zéro de f (6) pour des chaînes de L _ 26

couches avec p == 10,20 et 30 rangées et r == 0.9, on peut tracer les courbes lnçll en
fonction de ln t (figure 3.3.6).

'tJ
p=2 r=2

<,
-,

<,-8

-6

-10

10
<,

<,
<,

8 <, <,
.........

.........30
~ <, s,

<,

6 20 ...... <,
~

p=10

-v..J> 4

..8
?

~

~~
~~

9

lnt

-} o
-12 '---I...-_.:-.----'""--_-'-----"-_"O""---"-_-....-----'-_.....l.----l_--J

3

F'igure 3.3.6 :\ : variation en log-log de la longueur de corrélation dans
la direction ~ll en fonction de la ternpérature réduite pour la séquence
"doublement de pour une chaîne de taille L = 26 avec r = 0.9 et p = 10,
20 et ~)O. Les courbes en traits montrent le comportement théorique
attendu avec des droites (le pente -z. A. droite: variation en log-log des deux
r"pC:\'lIIIC."l'.~.. ,,-' excitations au en fonction du nombre de couches pL du

2. = ;3, p = :3.

dû à des effets de surface, une partie
d anisotropie - z , conformément à la loi

'-"A• ..\.\.·\.'·'J<-J numériques, présentés dans le tableau 3.3.1,
avec. cependant. une incertitude relativement

considérée (nous nous sommes limité à 26

Celles-ci comportent. avant le
linéaire dont la
de puissance (Il "-' t - z •

confirment la ..·r',r"~""""'.r. ~"'9·["/·""FI",'9"'\'

importante en raison
couches) .

Nous aVOIlS le comportement en taille de 6 1 et au point
critique du semi-infini. afin d'accéder à un nombre suffisamment
grand de (210), nous avons restreint les valeurs de p == q à 2 et 3. La courbe
3.3.6 et le tableau 3.3.2 les résultats obtenus pour r == 2 et 3. Nous
avons également fait figllrer résultats concernant les exposants magnétique et
thermique de surface en accorel avec (3.2.3).
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r p==q vII z

1.1 10 1.102 1.072

1.1 20 1.286 1.273

1.1 30 1.493 1.575

0.9 10 1.099 1.087

0.9 20 1.334 1.330

0.9 30 1.626 1.686

Tableau 3.3.1 Exposants de la longueur de corrélation dans la direction
temporelle pour la séquence "doublement de période" en fonction du rapport des
couplages r et du nombre de couches p == q. vII est la valeur numérique obtenue
sur une chaîne de 26 couches, tandis que z donne la valeur analytique conjecturée.

r p==q num. z num. X m s num. Xes

2 2 1.15(2) 1.149 0.58(3) 0.574 2.29(1) 2.298

2 3 1.33(2) 1.322 0.69(5) 0.661 2.62(3) 2.644

3 2 1.36(2) 1.357 0.70(4) 0.678 2.70(2) 2.713

3 3 1.75(2) 1.737 0.90(4) 0.869 3.45(2) 3.474

Tableau 3.3.2 Exposants de la longueur de corrélation, de l'aimantation de
surface et de la densité d'énergie de surface pour la séquence "doublement de
période" en fonction du rapport des couplages r et du nombre de couches p == q.
Les exposants sont obtenus par effets de taille finie au point critique pour des
chaînes de longueur Là. Pour chacune des grandeurs, num. représente
les valeurs numériques, tandis que z , X m s et X e s sont les valeurs analytiques
conject urées.

3.5. Séquence "pliage de papier"

D'après (3.3.4), le couplage critique de la multicouche apériodique "pliage de
papier" est donné par:

(3.3.33)

puisque == 1/2. L'exposant de l'aimantation de surface dans le problème de
liaison habi tuel

(3.3.34)
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conduit, dans le cas des multicouches, à :

2ln2

)
(3.3.35)

La variation de p~ulti en fonction de r est représentée sur la figure 3.3.7 pour
plusieurs valeurs du couple (p,q).

r
Figure 3.3.7 Variat.ion de 1 de l'aimantation de surface ,e;nulti en
fonction de r pour la rnulticouche apériodique "pliage de papier". Les courbes
en trait continu au cas où p = q (de gauche à droite, p = q = 2 ;
p = q = 5 : P = q = 20) et les courbes en pointillés au cas où p =j:. q (de gauche à
droite, p = 2, q 5: p = 10, q 5; p = 100, q = .5).

Contrairement au cas cIe la séquence "doublement de période" qui est
symétrique et l)Ollr lac1l1elle (r- l ) == (r), l'exposant p~ulti de la séquence
"pliage de papier" présente une variation monotone. On choisit donc quatre valeurs

associées aux valeurs de r > 1 (p~ulti == 0.2 et 0.4)
et de T < 1 2 et 3) pour tracer les fonctions d'échelle en log-log. Ces
courbes universelles sont représentées sur la figure 3.3.8 contrairement au cas
de la séquence "doublement de période" , elles ne présentent pas d'oscillations log­
périodiques. Cette absence avait déjà été notée pour les fonctions de corrélation au
§2.4. L'invarrance par dilatation discrète est en effet nécessaire mais pas suffisante
pour que de telles modulations apparaissent.
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Figure 3.3.8 Courbes universelles pour la séquence "pliage de papier" avec
p = q = 10, 20, 50, 100, 200, 500, 1000, 2000, 5000.

4. Conclusion

ous avons présenté dans cc résultats d'une étude systématique de
J'influence de perturbations marginales sur le comportement critique
dune chaine d'Ising quantique. EII accord avec le critère de pertinence, nous avons
obtenu des exposants en fonction de l'amplitude de la modulation
apériodique. Par ailleurs, critiques du spectre d'excitations, de
la densi té d'énergie libre, chaleur spécifique et des fonctions de corrélation
de surface traduisent un déchcllc anisotrope avec un exposant
danisotropie z égal à la S0111111(' exposants magnétiques de surface sur les deux

de la chaîne.

Nous avons constaté clue profils de l'énergie de volume et de l'aimantation
de volume, obtenus sur avec conditions périodiques, manifestent
égalen1ent 1111 comportement déchelle anisotrope, Les exposants associés sont
continûment variables, 111a1s 011 peut remarquer (lue la variation de l'exposant
de la clensité d'énergie de volume est une simple conséquence de l'anisotropie:

== z, puisque z lui-même est variable. L'exposant de la longueur de corrélation,
en revanche, conserve sa valeur non perturbée v == 1.

Par ailleurs .. 011 peut noter que I'exposant d'anisotropie z est toujours supérieur
à 1 pour trois séquences étudiées, Par conséquent, l'exposant de la chaleur
spécifique CX' == 1 - z est négatif et la singularité logarithmique d'Onsager disparaît.

Le comportement critique anisotrope associé à ces systèmes marginaux détruit
l'invariance conforme du modèle cl'Ising critique. Les relations gap-exposant ne sont
donc plus valables dans ces systèmes.
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Enfin, nous avons mis en évidence, dans le cadre des multicouches apériodiques,
l'existence d'un changement de comportement critique entre le comportement
gouverné par le point fixe homogène du système semi-infini et celui gouverné par
le point fixe apériodique. Nous avons également vérifié le comportement anisotrope
pour les multicouches apériodiques puisque l'exposant associé à la longueur de
corrélation dans la direction temporelle est égal à l'exposant d'anisotropie z .

Au cours de ce chapitre, nous avons rencontré à plusieurs occasions
des amplitudes log-périodiques (énergies d'excitations, aimantation de surface,
fonctions de corrélation dans la direction temporelle}, Celles-ci sont dues à
I'invariance par dilatation discrète des séquences apériodiques. Leur présence n'est
néanmoins pas systématique, puisqu'elles n'apparaissent que dans les excitations
pour la séquence "pliage de papier" .
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Chapitre 4

Chaîne apériodique de spins dans l'approximation
de champ moyen

1. Généralités

1.1. Lnt.ro d uct.io n

Nous II01IS SOI11l11es jusqu ~ici aux perturbations apériodiques elu modèle
cl'Ising. :NOLIS étudierons. ce propriétés critiques de surface
et de volume dune apériodique de spins dans le cadre de la théorie
phénoménologique de Ginzburg-Landau en . La théorie de Landau des transitions
de phase du seconel orclre est fonclée sur I'existence d'un paramètre d'ordre cP,
dont la valeur dequilibre est II1Ilie dans la phase désordonnée et non nulle dans
la phase ordonnée. Au voisinage dun point critique, et en champ faible, la valeur
du paramètre d'ordre est proche de 0 ; Landau suggère alors de développer l'énergie
libre en puissances cIe ce qui lui permet cl'obtenir les exposants critiques de champ
moyen ( et LANDAU 1950, et PIT'AEVSKII 1958).

L'ut.ilité dune étude apériodiques dans l'approximation de champ
moyen repose sur l'observation suivante : les systèmes avec interaction à portée
infinie, de même Clue ceux qui sont au-dessus de leur dimension critique supérieure
( == 4 pour modèle critique, (le == 3 pOLIr un point tricritique dans le modèle en

)'\ appartiennent à la duniversalité de champ moyen.
D'après le critère Luck, l'exposant de champ moyen de la longueur de

corrélation li == ~ conduit à, un comportement marginal lorsque l'exposant de
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"divagation" w est égal à -1. La séquence de Fibonacci satisfait cette condition.
Nous présenterons les résultats obtenus pour les exposants critiques de surface et
de volume de l'aimantation, des isothermes critiques, de la susceptibilité et la
chaleur spécifique (BERCHE et BERCHE 1996). Nous constaterons que ces exposants
varient effectivement de façon continue avec l'amplitude de la perturbation, ce qui
confirme le caractère marginal de cette séquence. Nous évaluerons enfin, à partir de
la relation "d'hyperscaling", la dimension critique supérieure de ce système.

1.2. Cadre g énét-al de la théorie de Ginzburg-Landau

On considère un système constitué de moments magnétiques classiques discrets
placés sur les noeuds d'un réseau. i\.UX différentes configurations microscopiques

{/li}' on associe une distribution continue du paramètre d'ordre cP(r) en intégrant,
dans la fonction de partition, sur les fluctuations de faible longueur d'onde de
l'aimantation.

A l'ensemble cles configurations microscopiques {/li} correspondant à la valeur
cP( 1-:) supposée ici scalaire, 011 associe une densité d'énergie libre phénoménologique
j, respectant les symétries de I'hamiltonien microscopique. En particulier, pour
U11 système magnétique, linvariance par renversement du temps est équivalente à
l'invariance par la transformation -t , ce qui conduit à ne conserver
dans le développement de .f que puissances paires du paramètre d'ordre et de
ses dérivées :

}==
1 .+ -Il(,.) +

1 -)4 1 ,n/(-)' /2T +-c v<jJr +...
2

(4.1.1)

compte de l'interaction d'échange entre
interaction limite les fluctuations spatiales

cc qui implique que c soit posi tif. L~ coefficient
l' (Tc) == O. et il est positif dans la phase

le coefficient du terme de plus forte
l' a1111)li tude eles Huctuations et d'assurer

est obtenue en intégrant la densité

Le terme en gracliellt pOlIr
moments dans la limite cont inue.

dans la configura tion
1-[ (T) change
désordonnée. 9 (ou.

puissance de ) est
la stabili té. L . li1)1'('
f sur le volume D cl11 c',( oc' r ","~ ~" \

} = J
n

(4.1.2)

et la fonction de partition en SOIl1111aIlt sur distributions du paramètre d'ordre:

rÔ, ' [ F{(vcr)}]
Z (T) =. exp - kT.'

{o( f)} B

(4.1.3)

Da11s la l 'interaction avec l111 champ magnétique extérieur - H cP(r) sera
incluse dans (4.1.1) et F(H) == -kBTlllZ sera l'enthalpie libre du système.
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1.3. Comportement critique de surface

Le comportement critique de surface a été abondamment étudié à partir de
la formulation de Ginzburg-Landau (GINZBURG et LANDAU 1950) dans les années 70
(lV1ILLS 1971, I(AGANOV et OMEL'YANCHUK 1972, !(AGANOV 1972, BINDER et HOHENBERG

1972, BARBER 1973, I{UlVIAR 1974, LUBENSKY et RUBIN 19(5)' Cela a conduit à une
classification des transitions qui peuvent se produire en surface et à l'obtention
de lois d'échelle reliant les exposants critiques de surface et de volume (BRAY et
lVloORE 1977a, BRAY et l\tl00RE 1977b, FISHER 1973, DIEHL et DIETRICH 1981, DIEHL

. En effet, au point critique, le système étudié est sensible aux conditions aux
limites imposées par la présence de surfaces et il peut en résulter un comportement
critique modifié avec des exposants de surface spécifiques. On définit ainsi (BINDER

1983) :

i) la, transition ordinaire caractérisée par la mise en ordre de la surface induite par
celle du volume; dans ce cas, le profil du paramètre d'ordre décroît au voisinage
de la surface ;

ii) la transition de surface pour laquelle la surface s'ordonne avant le volume lorsque
la température diminue ;

ii'i) la, transition extraordinaire qui suit la transition de surface, lorsque le volume
s 'ordonne à son tour à la température Tc (inférieure à TZ, température
caractéristique de la transition de surface) ;

iv) la transition spéciale par un profil uniforme du paramètre d'ordre;
dans ce cas, l'ordre apparaît simultanément en surface et en volume (figure
4.1.1 ).

L'appari tion de comportements cri tiques cIe surface différents de ceux existant
en volume nécessite la définition de nouveaux exposants critiques et donc de
nouveaux champs déchclle caractéristiques de la surface. On introduit pour cela
un champ magnétique uniquement sur les spins de surface et conjugué
à laimantation locale rn'l' ainsi quune température réduite et une énergie locales
conjuguées il et . Par analogie avec la densité d'énergie libre de volume, on peut
écrire la contribution singulière de la clensité cl'énergie libre de surface sous la forme:

rf (t. _" 1') b (-, t l' II == - (4.1.4)

En ce qui concerne les propriétés de surface, nous nous sommes restreint, dans
I'étude CIlle nous avons menée dans l'approximation de champ moyen, à la transition
de surface ordinaire.
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ljJ(x,) - - - - - -~------

ljJ(O)
transition ordinaire

x
ljJ

ep(O)=ep(œ )1-------------

t.r an sition spéciale

ljJ(O) Tc<T<TcS

tran.sition de sur face

transition cx iraordiriair e

- - - - - -~---------

F'igure 4.1.1 Profils du
transitions en surface.

d 'ordre pour les différentes catégories de

2. Equations de Ginzburg-Landau discrètes pour la pertur­
bation apériodique de Fibonacci

2.1. For-malisme de Landau et équation d'état sur un réseau à une
dirne11SioIl

NOlIS tout dabord rapidement la formulation de la théorie de
Cinzburg-Landau sur un cliscret. On considère un réseau de L sites à une
dimension avec un 1-138 noté T et des conditions de bords libres. Ce problème peut
être considéré comme une plaque à. d dimensions d'épaisseur LT avec invariance
par translation le long (les d - 1 directions perpendiculaires à la chaîne et une
anisotropie axiale (lui impose aux moments magnétiques de garder une
direction constante dans le plan de la plaque.
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Nous allons étudier les propriétés critiques d'une perturbation distribuée de
façon apériodique dans le cadre de la théorie de Landau en 1;4 (LANDAU 1937).
L'expression de la densité d'énergie libre est alors la suivante:

{ ' } 1 2 1 4 1 (4)j+1-4>j)2lb <p. = -PcP + -gcP' - HcP +-c
J 2 J J 4 J J 2 T

(4.2.1)

où la perturbation apériodique des couplages est déterminée par une règle de
substitution à deux lettres qui intervient uniquement dans le terme en . En effet,
une analyse dimensionnelle montre que l'écart à la température critique J-l constitue
le champ d'échelle pertinent qui, modifié par la perturbation, est susceptible de
donner lieu à un comportement marginal. L'énergie libre de la chaîne complète est
alors donnée par :

F[cPjJ = L Id cPj}
j

(4.2.2)

et la distribution spatiale du paramètre d'ordre se déduit de la minimisation
fonctionnelle habituelle:

8F[Q.] == F[dJ-,JI) (4.2.3)

à termes 0([84>j]2) près. On obtient alors les équations de Ginzburg-Landau
discrètes:

/1 -0'+r r ) + ) == o. (4.2.4)

Les coefficients dépendent considéré, On les obtient en généralisant

I'expression du terme en 11al)Îtuel :

(4.2.5)

où J est l"interaction ferromagnétique entre les sites VOISIns dans le
système homogène. z la coorrlincnce du réseau et f j la séquence de 0 et 1 distribuée
apériodiquement. Erl factorisant T. on écrira

1
-+1'8 ' (4.2.6)

où le préfacteur ao == kBT est pratiquement constant dans le voisinage du point
critique et la température 8 est rapportée à la température critique du système
non perturbé : 8 == kB 'T1zJ. Nous nous limiterons à l' étude du cas r > 0 qui
corresponcl à une diminution interactions pour les sites perturbés. Dans la suite,
110US ut.iliserons donc la notation J-l == 1 - 1/8. Afin d'obtenir une équation sans
dimension .. nOLIS définissons également == lTI j Jaolg, ce qui conduit à l'équation
suivante pOLIr

(4.2.7)
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avec les conditions aux limites:

{
(... /-1 + ri.v», + mi - h - (m2 - 2m1 )

(/-1 + Î fL)mL + mi - h - (- 2m L + mL-l)

== 0,
== o. (4.2.8)

Les longueurs sont mesurées e11 unités T == Je/ao et h == H Jg/a~ est un
champ magnétique réduit. On peut noter que l'on n'a pas introduit de terme
spécifique de surface dans la densité d'énergie libre. La conséquence de la présence
de surfaces libres est de briser la symétrie par translation en supprimant un voisin
pour les moments magnétiques de surface. Les équations de surface pour le profil
du paramètre d'ordre S011t simplement données par la continuité des équations de
volume jusqu'à la surface et notre étude concernera seulement les transitions de
surface ordinaires (BINDER 1983).

2.2. Pert.urbatio n de Fibonacci

La séquence de Fibonacci peut être définie par une substitution à deux chiffres
à partir de la règle d'inflation:

o-t S(O) 01, 1-tS(1)==0 (4.2.9)

qui, pour une suite initiée par 0, conduit à :

o
01
010
01001
01001010

(4.2.10)

C;0111111e on l'a vu au chapitre 2 .. la plupart des propriétés dunc telle séquence
peuvent être déduites de sa matrice substitution :

(4.2.11)

La plus grande valeur prOI)re de M est donnée par le nombre d'or i\.1 == et la
seconcle valeur propre : 1\2 -1/1\.1' La densité asymptotique de couplages
perturbés de la séquence de Fibonacci est donc:

2
==1----

+1

et S011 eXI)OSa11t de "divagation" vaut :

(4.2.12)

111 1

w==
ln l\1

1. (4.2.13)
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Lorsque le champ d'échelle p est perturbé comme on l'a vu dans le paragraphe
précédent:

(4.2.14)

les fluctuations des interactions par liaison pour une chaîne de longueur L

renormalisent selon :

(4.2.15)

_. (L)W-l
6f1'(L') = E' b (4.2.16)

où E == aor est ici directement proportionnel à r , ce qui conduit à E' == bYJ.L+w-1E.

L'apériodicité représente donc une perturbation marginale lorsque w == -1 en raison
de la dimension Y/L == 2 du champ d'échelle modifié. On peut remarquer qu'une
perturbation cles paramètres 9 ou C intervenant dans l'expression de la densité
dénergic libre de Landau serait I10n pertinente (en effet, les dimensions qui leur
sont associées valent Yg == == 0 (TOULOUSE et PFEUTY 1975)).

2.3. Définit.ion des gr-andeurs t.herrnoclyuarniques étudiées

Dans la, suite, I10lIS étudierons les exposants critiques de surface et de volume
ainsi que les fonctions déchelle associées à diverses propriétés physiques. Nous
trai terons l' aimantation de surface 111.s et celle de la première couche rt1 1, les

surface et première couche .~\.s et X1 et la chaleur spécifique
surface C·s ' Ces graIlclellrs peuvent exprimees par les dérivées de la densité

libre surface (I3INDER 1 ) (f.ableau 4.2.1).

chaleur spécifique

volume

aimant.at.ion

rH1 = ot.,
fs

Xl = - 8h8h
l

fs
XII = - 8hî

volume surface

fs

Tableau 4.2.1 Définition des grandeurs thermodynamiques de volume et de
surface en fonction des densités d'énergie libre de volume (fb) et de surface (fs).
h et sont les champs magnétiques de volume et de surface respectivement et t
est la réduite.

Dans lIn premier temps, nous allons définir les grandeurs locales. L'aimantation
est simplement donnée l)ar la valeur du paramètre d'ordre sur le site de surface,
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alors que l'aimantation locale de volume 11l(n_l) est définie, pour une chaîne de
taille Ln obtenue après n substitutions. comme l'aimantation du site L n-1 (figure
4.2.1), ce qui permet de considérer des sites équivalents sur des chaînes de tailles
différentes.

i j 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 • 0 0 • 0 • 0 0 • 0 0 • 0 • 0 0 • 0 • 0

J 2 3 4 13 21

1 1 1
T7?1 rn'L

Figure 4.2.1 Chaîne de Fibonacci de 21 sites. L'aimantation locale de volume,
pour une chaîne de Ln sites obtenue après n itérations, est calculée sur le site

1, ici le site 13.

El1 plus de ces grandeurs locales, on peut également calculer l'aimantation
de surface et l'aimantation moyenne de volume (ms et mb respectivement) qui
pourraient présenter un intérêt du point de vue expérimental, puisque tout dispositif
de mesure réalise cIe fai t une moyenne sur une région de dimension très grande à
l'échelle microscopique. L'aimantation moyenne de volume 11lb est définie comme la
moyenne sur L n-2 autour du si milieu de la chaîne de taille Ln considérée,
afin de préserver la symétrie par rapport au site milieu et de s'affranchir des effets
de surface. Par ce biais, 011 doit retrouver le meme comportement que pour une
chaine de taille L n - 2 ell bords périodiques. NOlIS avons effectivement
vérifié numériquement cette Pour une chaîne de longueur Ln avec
deux surfaces libres. laiinanration surface est définie par la différence entre
I'aimantation moyenne cIe rnh et laimantation moyenne (m j ) de la chaine
complète (BINDER l

1
nlb ==

L n - ,) .­
- .7 t:

1 ( 1 Ln )ni, == - Tilh - - ..-. 'rn..
~ 2 L ~ J

n j==l

(4.2.17)

où j E L
l l

- 2 ' (Ille la sonnu« .

Une description graI)lliqlle
Ifl

rn..
.J

j == i(L n - L n - 2 ) àj == !(Ln+Ln - 2 ) .

définitions est donnée sur la figure 4.2.2.

rn 1

J'rLb

<»>

J
Figure 4.2.2 Allure caractéristique du profil du paramètre d'ordre pour
un montrant l'aimantation de la première couche ml et
I'airnant.at.ion locale de volume 1)' ainsi que les valeurs moyennes nu, et

) .
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La présence de la surface libre a pour effet d'atténuer la valeur du profil du
paramètre d'ordre au voisinage de la surface et ainsi d'abaisser (mj) par rapport
à mb' Dans ce qui suit, on utilisera les symboles ( ) pour les grandeurs moyennées
sur le système fini, prenant ainsi en compte les effets de surface.

De la même façon que pour les aimantations, la définition de la densité d'énergie
libre de' volume dans le tableau 4.2.1 doit être comprise comme une moyenne en
éliminant les effets de surface :

(4.2.18)

tandis que la densité d'énergie libre de surface I, est définie par le complément à
l'énergie libre moyenne de volume (BINDER et HOHENBERG 1972) :

Ln

= Lldm ) = LnUb) = Lnlb+2Is'
j==l

3. Propriétés magnétiques

(4.2.19)

3.1. Profil du pararnèt re d'ordre et terupérature critique

Le profil du paramètre dordre est déterminé numériquement par la méthode de
Newton-Raphson, en commençant avec valeurs arbitraires pour le profil d'essai
initial . L'équation (4.2. conduit à un système de L équations non linéaires

) == 0, 1,2, ... ,L (4.3.1 )

pour composantes du vecteur m == ('n1'1' rrt2, . .. mL)' En développant au
voisinage de rn: solution de I'équation (4.3.1), au premier ordre en Srn: on obtient:

G·t (4.3.2)

Un ensemble déquations linéaires conduit alors aux corrections Sm. :

L oc
-a.lorn

J
. -G·

ln . l

j==l )

(4.3.3)

Cette techniqueest connue pour permettre une convergence rapide vers la solution
numérique exacte. Des exemples de profils obtenus pour la perturbation de
Fibonacci sont présentés sur la figure 4.3.1.
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1

Figure 4.3.1 Profils du paramètre d'ordre pour une perturbation r == 2 et trois
valeurs de la température inférieures à la température critique. La taille de la
chaîne est L == 144.

L'amplitude du profil de I'aimantation diminue lorsque la température
augmente et s'annule pour une température critique effective dépendant de la
taille == 1 - (Oc )-1. Cette valeur peut être obtenue par une relation de
récurrence déduite de l'équation d'état. Dans la phase haute température,on peut
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en effet négliger le terme cubique de l'équation (4.2.7), laquelle, réécrite lorsque
h == 0, conduit à un système homogène d'équations linéaires couplées:

al -1 0 0 0 ml

-1 a 2 -1 0 0 m 2

0 -1 Œ -1 0
Gm==

3
==0 (4.3.4)

0 0 -1 a L-l -1 mL-l
0 0 0 -1 aL 'mL

où a j == 2+ f.-l r i j . Si le déterminant (f.-l) == Det G(f.-l) ne s'annule pas, le vecteur
nul m - 0 est l'unique solution pour la phase haute température. La température
critique est alors définie par la valeur limite f.-lc(L) permettant d'obtenir une solution
non nulle pour m, c'est-à-dire DL (f.-l c) == O. Du fait de la structure tridiagonale du
déterminant, on obtient, pour toute valeur de f.-l, la relation de récurrence suivante:

DL(f.-l) == O::LDL-I(f.-l) - D L-2(f.-l)

Do(f.-l) == 1

DI(f.-l)==ŒI·

(4.3.5)

011 peut ainsi déterminer f.-l c(L) pour différentes tailles L depuis 144 jusqu'à 46368 et
évaluer la valeur critique asymptotique par une extrapolation à taille infinie. Cette
technique permet une détermination de la température critique avec une incertitude
absolue de l'ordre de 10-7 à en fonction de la valeur de I'amplitudc r.

On peut noter que la critique effective Bc (L) croît avec la taille du
de sorte quau point critique du système infini, Bc ' le profil d'aimantation

pour chaines de taille finie est identiquement 11Ul. Ceci interdit l'utilisation de
techniques cl'effets de taille finie à Bc . et le comportement critique doit être examiné
à partir du comportement ell temperature grandeurs physiques,

3.2. Cornpor-ternents de Paimautat ion spontanée de surface et de volume

L'aimantation sur le premier site ml s'annule à la même température que le
profil lui-même. On calcule profils pour des chaînes de longueurs données par
les tailles successives de la séquence de Fibonacci L == 1,2,3,5,8,13,21,34 ... afin
dévaluer l'influence des effets de taille finie. L'aimantation de la première couche
ainsi CIlle celle du site L'n-l sont représentées en champ nul sur la figure 4.3.2 sur
une échelle log-log(l).

Les effets de taille finie sont mis en évidence par l'écart à une courbe
asymptotique. linéaire sur toute la gamme de température. Ces effets ne sont
pas trop sensibles, puisqu'ils peuvent être quantifiés en considérant la déviation
de la! courbe correspondant à une taille L == 17711 qui se produit pour

(1) On a représenté ici une taille sur deux, puisque des séquences analogues se retrouvent après
deux substitu tians.
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Figure 4.3.2 Tracé en log-log de l'aimantation calculée sur le premier site et
sur le site L n - 1 en fonction de l'écart à la température critique t = JLc - JL pour
deux valeurs de I'amplitude de la perturbation r et pour différentes tailles de la
chaîne de 144 à 46368. Les effets de taille finie se produisent lorsque les courbes
dévient de la courbe asymptotique (linéaire sur toute la gamme de température).
Le compor-tement marginal attendu est mis en évidence par les différentes pentes
des courbes et il est plus manifeste pour l'aimantation du premier site que pour
celle du site L n - 1 . La courbe insérée montre le comportement de l'aimantation
avec la température.

t - /11 r-;» 10-7
, c'est-a-dire très près du point critique(2). Le comportement

marginal se manifeste l)ar pentes différentes obtenues pour les courbes en log­
log correspondant aux différentes valeurs de l'amplitude de la perturbation Î. En

1111e étucle approfondie de ces courbes permet d'observer des oscillations
cilles à linvariance dcchellc cl11 (JüNA-LASINlü 1975, NAUENBERG

1975 '1 NIEI'vtEIJER et VAN LEEU\VEN 1976, !(AREVSI(I et TURBAN 1996) et l'aimantation
asymptotique peut donc s'écrire:

)== (4.3.6)

011 /il,(t- V
) est une fonction déchelle log-périodique de son argument. Nous avons

utiliséce comportement oscillant pour obtenir une détermination plus précise de
la température critique (de l'ordre de 10-11 à 10-12 ) ainsi que des valeurs des
exposants de surface et de volume en traçant l'aimantation renormalisée mt-{3 en
fonction de ln t- V (figure 4.3.3).

Les valeurs de Pc et /31 que l'on retiendra sont celles qui permettent d'obtenir
un comportement oscillant sur l'intervalle le plus large avec la variable ln t- V

•

Une modification de l'exposant de surface {JI a pour conséquence de changer la
pente moyenne du régime des oscillations. Ceci pourrait être dû à des corrections

On utilise systématiquernent dans ce chapitre une variable de température réduite t positive.
Le contexte précise si l'on se place dans la phase de basse ou de haute température.
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Figure 4.3.3 Oscillations log-périodiques de l'aimantation renormalisée de la
première couche ml en fonction du logarithme de la longueur de corrélation
ln t- V

• La déviation par rapport au comportement oscillant pour les grandes
valeurs de t- V est due aux effets de taille finie et, pour les valeurs proches du
point critique, on attribue la chute de la courbe à des difficultés numériques. La
courbe insérée montre les oscillations de l'aimantation renormalisée de la première
couche pour différentes valeurs de r après soustraction d'une amplitude constante.
La fréquence et la phase des oscillations dépendent de la valeur de l'amplitude r .

au "scaling' mais, si de telles corrections existaient réellement, elles devraient
vraisemblablement être négligeables dans cette gamme de température (dans le
~E'\n,""~·~IE'\ oscillant, t atteint valeurs de l'ordre de 10-9 ) . L'autre paramètre, /-lc'

modifie le nombre doscillations présentes sur la courbe et nous avons choisi une
valeur permettant dobrcnir plus grallcl nombre de telles oscillations. En effet, si

== I-l c + ~I-l c' 011 introdui t artificiellement une correction au "scaling" puisque

(i' + D..pJB r-:» ( 1 + ,3 ;j,/'c ) . correction est d'autant plus grande que

l'écart ~I-lc est important. Les valeurs retenues pour Bc , iBl et 13(n-l) sont données
pour plusieurs valeurs de r amplitude la perturbation Î dans le tableau 4.3.1.

La courbe insérée sur courbe 4.3.3 montre également que les oscillations log-
périodiques ont une qui clépend de r . Pour interpréter ce résultat qui ne
trouve l)as dexplication clans le cadre de I'invariance par dilatation discrète exacte,
011 peut avancer lhypothèse quil s'agit dun effet propre à la séquence de Fibonacci.
Pour . linvariance par clilatation discrète nest en effet qu'approchée, puisque

1\1 == lim
Tl -tCXJ

Finalement. 011 peut noter sur la figure 4.3.3 que, plus la taille de la chaîne
est petite, plus la courbe correspondante s'éloigne rapidement du comportement
asymptotique oscillant. Il est toutefois possible de montrer que ces déviations

de taille finie respectent une loi universelle

ml(t,L) =.f (i) (4.3.7)

011 .f(:r) est une fonction cl'échelle, ç == t- V étant la longueur de corrélation. On a
représenté la fonction cl'échelle f(~y;) sur la figure 4.3.4.
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surface volume

r Be /31

.1 .963977634341 (.5) 1.00036(2) 0.0002(2) ..500087 (1) 0..5002(2)

.2 .93187679929(2) 1.00146(2) 1.001.5(1) ..50033(1 )

.3 .90314.503363 (2) 1.0034(1) 1.0034(1) ..50072(6)

..5 .8.5404149087(2) 1.0092(1) 0.0094(2) ..50187(1) 0.50.5(1)

.8 .796437160887 (.5) 1.02214(2) 0.0216(2) ..50419(2)

1. .76600.59.5095(2) 1.0327(1) 0.0302(2) ..50.5777(2) 0..516(1)

1..5 .70902241601 (2) 1.0621(1) ..50943( 1)

2. .67010909237(2) 1.0913(1) 0.087(1) .51186(3) 0 ..538(1)

2.5 .64234629279(2) 1.1178(1) ..51294(1)

3. .621796760462(.5 ) 1.1410(1) 1.1410(1) 0.133(1) ..5132(1) 0..5.5.5(1)

3..5 .60610567508(2) 1.1602(1) ..51327(4)

4. .593804120472(5) 1.1766(1) 0.1692(4) ..5130(1) 0..563(1)

4.5 .583941173(:i9(2) 1.1904( 1) ..5122(1)

5. ..57.58805295248(5) 1) 0.195(1) ..51125(2) 0..567(1)

Tableau 4.3.1 Valcu rs de la température critique et des exposants
pour aimant.at.ions de surface et de volume. Les valeurs entre

... ~ "'-...j'-oj donnent 1.inccrt Ît ude sur le dernier chiffre.

O.G

0.-1

0.2

0.05 0.1 o.i» 0.2

t-l/2;L

!

0.25 0.3 0.35

F'igu re 4.3.4 Fonction d'échelle ml
L = 144 :377 ,987 (oL 2584

en fonction de ç/L pour r = 0.2 et
, 676.5 (6), 17711 (0) et 46368 (0).
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L'exposant critique associé à la surface droite (mL) de la chaine de Fibonacci
a également été calculé pour différentes valeurs de r et donne, avec une bonne
précision, la même valeur que pour la surface gauche (ml) comme on peut le voir
clans le tableau 4.3.1. On constate en effet qu'en négligeant les deux dernières valeurs
IL et IL-l' la séquence lue de gauche à droite ou de droite à gauche est la même:

fI f2 f3 f4 f5 f7 fs
0 1 0 0 1 0 1 0 0 1 0 0 1

0 1 0 1 0 0 1 0 1 0 0 1 0 0 1
fL fL-l fL-3 fL-4 fL-5 fL-6 fL-7 fL-S fL-9

Par ailleurs, les profils présentés sur la figure 4.3.1 montrent clairement que les
sites de la chaîne ne sont pas équivalents et les profils d'aimantation doivent être
localement renormalisés avec différentes valeurs des exposants en fonction du site(3)
(BERCHE, BERCHE et TURBAN 1996).

-2.G-GT.5-12.5 -10

ln t
-15

5

r=O.l

-2

-3 '---~-~ ...i.-....--l-_..J...---L.._....J..---l._-'-----l_--l

-IT.G-2.5-10

III t

G

s

Figure 4.3.5 Tracé en log-log des aimantations moyennes de volume et de surface
en fonction de l'écart à la temperature critique pour L == 46368 et r == 0.1, 1, 3, 5.

Après la détermination des quantités locales, le calcul des aimantations
moyennes de surface et de volume 110US permet de déterminer les exposants
critiques, respectivement notés et dans le tableau 4.3.1.

(3) La situation est analogue à celle que nous avons rencontrée pour l'aimantation de volume
dans lei modèle d'Ising bidimensionnel perturbé.
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~4.. partir de ces valeurs, on retrouve bien les exposants de la transition ordinaire
non perturbée lorsque l'amplitude de la perturbation tend vers o. La variation de
mb et est représentée en fonction de t avec une échelle log-log sur la figure 4.3.5
avec L == 46368 et r == 0.1, l, 3, 5.

3.3. Susceptibilités et isothermes critiques

En conservant le champ magnétique h dans l'équation (4.2.7), on peut calculer
l'aimantation sous champ et en déduire les exposants des isothermes critiques 6(n-l)

et 61 à partir des comportements des aimantations locales n~(n-l) et ml en fonction
de h au point critique:

m(n-l) rv hl

m'l r-;» Il l
/

8
1 ,

1)

t == O.
(4.3.8)

Les courbes log-log sont suffisamment linéaires pour autoriser une détermination
de ces exposants. Dans le cas de I'aimantation sur le premier site, la loi

cl 'échelle incluant un champ magnétique de volume prend la forme suivante lors
dun changement d'échelle de longueur d'un facteur b :

(4.3.9)

011 .Yt est égal à linverse de l'exposant de la longueur de corrélation Yt == 1/v et
la valeur de d'après (4.3.8)" est donnée par: Yh == 61 / v == j3J/v. Le choix
b == t- V l)our le facteur déchelle amène alors au comportement d'échelle suivant:

(4.3.10)

011 D. == JI est l'exposant de "saut" et f<~l une fonction d'échelle universelle,
± se référant aux deux phases haute et basse température. Nous avons vérifié
numeriquement ce comportement d'échelle en traçant ml t- f3 1 en fonction de ht-i:::..
(figure 4.3.6) et le même type de fonction universelle a également été obtenu pour

l'aimantation locale en L n - 1 : m(n-l 1) = f~(n-1) (ht-t::.).

On peut noter la qualité des courbes universelles alors que, comme nous le
verrons dans la discussion, l'introduction d'un même exposant .6. pour le site de
surface et le site en L n - 1 présente quelques difficultés.
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Figure 4.3.6 d'état renormalisées pour lairnantation de la première
couche et du site L Tl 1 pour r == 2. Les valeurs des températures sont
e == 0.670090, 0.G7009·1. 0.670097, 0.670100, 0.670103, 0.670105 en-dessous de Be
et 0.670111, 0.G7011:L O.G70115, 0.6701 0.G70121, 0.670125 au-dessus de Be. La
figure du haut les fonctions d'échelle 1;;1' tandis que la figure du bas

concerne les fonct.ious cl 'échelle 1 pour le site Ln -1. Les courbes insérées
montrent lairnant.at ion de la première couche et du site L n - 1 en fonction du
charnp de volume.

Les valeurs de 6 1 et 6(n-l) sont données dans le tableau 4.3.2 et l'équation
d'état renormalisée garantit la validité de leur détermination, puisque l'on obtient
des courbes qui sont correctement décrites par une même fonction universelle dans
chaque phase,

Les comportements de m,s et au point critique permettent d'obtenir les
valeurs de et 6b , également données dans le tableau 4.3.2. On peut remarquer la
faible précision dans la déterrnination de 6s ' puisque la pente des courbes ln ms en
fonction de 111 li est très petite lorsque Î atteint la valeur non perturbée Î == o.
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surface volume

r 11 01 18 Os lb 8b

.1 .5013(2) 1.5024(2) 1.498(1) 0.9997(1) 2.9989(1) 1.0005(1)

.2 .5006(2) 1.5004(2) 0.9993(2) 2.9972(3)

.3 .4992(2) 1.4977(2) 0.9993(2) 2.9949(9)

.5 .4958(2) 1.4901(2) 1.493(1) 312(11) 0.9989(2) 2.9895(9) .99790(2) 2.98136(2)

.8 .487(1) 1.4751(3) 1.486(1) 0.9986(3) 2.981(2)

1. .4796(2) 1.4641(2) 1.480(2) 53(1) 0.9985(4) 2.9744(9) .99253(2) 2.93144(2)

1.5 .4568(2) 1.4378(4) 0.9988(7) 2.963(3)

2. .4316(2) 1.4135(1) 1.438(2) 16.37(2) 0.999(2) 2.9571(1) .9792(1) 2.82375(3)

2.5 .412(1) 1.3845(6) 0.9992(9) 2.954(2)

3. .388(1) 1.3484(6) 1.394(2) 11.2(2) 0.9988(6) 2.952(2) .9660(1) 2.7513(2)

3.5 .372( 1) 1.3108(5) 0.9986(5) 2.949(2)

4. .354( 1) 1.2989(4) 1.360(2) 10.01(5) 0.9988(8) 2.948(2) .9619(5) 2.6976(3)

4..5 .341(1) 1.2571(2) 0.999(1) 2.950(2)

:J. .328(1) 1.2467(6) 1.330(2) 8.3(4) 0.999(2) 2.953(2) .9514(2) 2.65938(2)

Tableau 4.3.2 Valeurs nurnertques des exposants critiques associés aux
isothermes critiques et aux susceptibilités. lb et ob se rapportent au comportement
de l 'aimantation moyenne rru.. Les valeurs entre parenthèses donnent l'incertitude
sur le dernier chiffre.

La susceptibilité sur le premier site XI s'obtient en dérivant l'équation
(4.3.9) par rapport au champ magnétique de volume h. Elle diverge avec un
eXI)OSaIlt lorsque lon approche du POi11t critique. Numériquement, l'aimantation

la première couche est calculée I)Ol1r différentes valeurs du champ magnétique de
volume (de l'orclre 10-9

) et \1 est déduite d'une dérivation discrète (différence
finie). 011 peut obtenir la même façon la susceptibilité pour le site L n - 1 :

\ (n-1) == ârn"(n -1)/âh,. Des oscillations log-périodiques apparaissent également pour
ces grarrclellrs et la détermination des exposants peut être faite de la même façon que
clans le paragraphe précédent pour I'aimantation. A nouveau, la précision de cette
détermination est confirmée par les courbes renormalisées pour la susceptibilité.

PaT \(n-l 1) == 1) ), représentée sur la figure 4.3.7, montre
1)ie11 deux courbes universelles pour f) < f)c et f) > f)c.

Les valeurs
aUSSI .9 et
volume.

exposants sont données dans le tableau 4.3.2 dans lequel figurent
associés aux dérivées de l'aimantation moyenne de surface et de
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Figure 4.3.7 Susceptibilité locale de volume renormalisée donnant le comporte­
ment des fonctions universelles ficn-l) en-dessous et au-dessus de Be pour r == 2.
Les valeurs des températures sont B ~ 0.670090, 0.670094, 0.670097, 0.670100,
0.670103, 0.670105 en-dessous de Be et 0.670111, 0.670113, 0.670115, 0.670118,
0.670121, 0.()70125 au-dessus de Be. Les courbes insérées montrent les comporte­
ments de X(n-1) en fonction de h pour les mêmes températures (à gauche) et les
singularités de -1) et Xl en fonction de B en champ nul (à droite).

4. Chaleurs spécifiques

A partir cles définitions du paragraphe 2, 011 rappelle les expressions des énergies
libres de surface et de volume :

1
.h = y--

n-2 jE

). (4.4.1)

(4.4.2)

(.rb ) et se comporter, t COIIIIlle densi tés d'énergies libres de chaînes
apériodiques en conditions libres et conditions périodiques respectivement.
Les part.ies singulières eles dèncrgies libres, avec hl == 0, sont des fonctions
homogènes :

(4.4.3)

(4.4.4)

Elles permettent d 'obtenir exposants de la chaleur spécifique de surface et de
volume. Les valeurs de Ct s et sont simplement déduites des pentes des courbes
en log-log de i, et .rb en fonction de t. Elles sont données dans le tableau 4.4.1.
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r Œs Œb

.1 0.51496(7) -0.00031(1)

.5 0.50112(5) -0.00733(1)

.8 0.48448(5) -0.01709(1)

1. 0.47075(4) -0.02462(1)

2. 0.40265(1) -0.05924(1)

3. 0.35077(4) -0.07813(1)

4. 0.31516(3) -0.08579( 1)

5. 0.28935(6) -0.08805(1)

Tableau 4.4.1 Valeurs numeriques des exposants critiques de la chaleur
spécifique. Les valeurs entre parenthèses donnent l'incertitude sur le dernier
chiffre.

Or1 a représente sur la figllre 1 I'amplitude de la densité d'énergie libre de
volume .fbtD!b-2 en fonction de ln t- V avec 1 == 2, qui présente le même type de
comportement que laimantation renormalisée et permet de confirmer la valeur de
l'exposant ab- On peut noter CIlle la discontinuité de la chaleur spécifique de volume
disparaît pour le pour lequel la singularité est adoucie, puisque
l exposant a b est négatif.
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Figure 4.4.1 Oscillations log-périodiques de l'amplitude de la densité d'énergie
libre de volurne lb -2 en fonction du logarithme de la longueur de corrélation
ln f- .
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5. Discussion

ous a\TOnS calculé numériquement plusieurs exposants critiques de surface et
de volume pour un système apériodique marginal dans le cadre d'une théorie de
champ moyen, Le comportement non universel attendu amène à des exposants qui
varient de façon continue avec l'amplitude de la perturbation 1. Les variations de
ces exposants sont représentées sur la figure 4.5.1 en fonction de 1.
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Pigure 4.5.1 Variation des exposants de surface et de volume avec l'amplitude
de la r de la première couche : --, exposants de
surface: - . exposants locaux de volume : - - -, exposants moyens de volume:

De plus, nous avons analysé les résultats en faisant appel à des fonctions
déchclle. Celles-ci font parfois intervenir le champ magnétique de volume h et
lexposant de == Yh/Yt. C'est le cas, par exemple, des fonctions
universelles représentées sur les figures 4.3.6 et 4.3.7.

Il faut toutefois noter clue la comparaison, dans le tableau 4.3.1, entre l'exposant
de volume et l'exposant local /3(n-l) montre clairement qu'il n'est pas possible,
dans le cas de ce système apériodique, de définir un exposant de volume unique.
Cela avait déjà suggéré par la possibilité de réaliser une renormalisation locale
des profils avec des exposants dépendant du site considéré. Cela signifie donc
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que l'aimantation de volume est susceptible de présenter un comportement de
multiscaling, analogue à celui que l'on rencontre dans le modèle d'Ising, ce qui
interdit d'assigner une valeur définie à la dimension anormale associée au champ
magnétique de volume Yh' Les fonctions universelles représentées sur les figures
4.3.6 et 4.3.7 ne donnent alors qu'une description approximative du comportement
d'échelle de la chaîne apériodique, et leur qualité doit être attribuée à la faible
variation des exposants avec l'amplitude de la perturbation r . Les fonctions d'échelle
faisant exclusivement intervenir la température ou un champ magnétique local hl'
sont en revanche parfaitement légitimes. C'est le cas par exemple pour les densités
d'énergie libre ou les chaleurs spécifiques.

Par ailleurs, les lois d'échelle faisant intervenir la dimension du système sont
satisfaites, dans une théorie de champ moyen, lorsque d est égale à la dimension
critique supérieure du modèle ell correspondant. De même que pour le modèle
d'Ising bidimensionnel avec une apériodicité marginale, on prévoit un comportement
fortement anisotrope dans le modèle gaussien. Ce comportement devrait se traduire
par une variation de la dimension critique supérieure de(r) avec l'amplitude de la
perturbation, la valeur habituelle de == 4 correspondant au système isotrope.

Les relations "dhypcrscaling'' doivent alors être satisfaites par les exposants de
champ moyen pour une valeur de d égale à la dimension critique supérieure de ( r) :

(4.5.1a)

(4.5.1b)

011 peut ut.iliser ces relations pour estimer la valeur de de(r) pour ce système
apériodique. Les résultats obtenus sont présentés dans le tableau 4.5.1.

r (2 Ctb)/1/ (2 Ct s)/1/+ 1

.1 4.00 3.97

..) 4.01 4.00

.8 4.0:3 4.03

4.0.5 4.06

2 4.12 4.19

3 4.16 4.28

4 4.17 4.37

.5 4.18 4.42.

Tableau 4.5.1 Valeurs numériques de la dimension critique supérieure dc(r)
déduite des relations "d'hyperscaling".

Les deux déterminations de de(r) sont en bon accord pour les faibles
perturbations. Les résultats suggèrent que la précision dans la détermination des
exposants a probablement surestimée, mais la variation de de(r) avec l'amplitude
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de la perturbation est nette. Elle doit être reliée à une forte anisotropie marginale
dans le modèle en </J4 correspondant.

Ces résultats peuvent être interprétés à partir d'un schéma de renormalisation.
Dans le cas du modèle homogène, la dimension Yg == 4 - d du terme en </J4 est
pertinente au point fixe gaussien (noté G) lorsque d < 4. Les propriétés critiques du
système sont alors gouvernées par un point fixe non trivial (noté NT) où l'exposant
de la longueur de corrélation v est supérieur à 1/2. .A la dimension critique
supérieure de == 4, les deux points fixes sont confondus et échangent leurs stabilités,
puisque pour d > 4, c'est le point fixe gaussien qui devient stable, 9 constituant
une variable non pertinente dangereuse qui brise la relation d' "hyperscaling" pour le
modèle en </J4. La compétition entre ces deux points fixes pour le modèle homogène
(r == 0) est représentée dans la projection (g, r) de l'espace des paramètres sur la
figure 4.5.2.

9

JVT

G
r

9

JVT

G
r

9

G

JVT r

d<4 d=4 d>4
des stabilités entre point fixe gaussien (G) et point fixe

en fonction de la dimension du système.

Dans le cas du modèle (T' -1 0), lorsque d < 4, la perturbation de
Fibonacci est non pertinent> pour le modèle en puisque 1) > 1/2. Le modèle
gallssien, en revanche, est à toute dimension par un exposant de la
longueur de corrélation ù 1 : la de Fibonacci constitue donc toujours
1111e perturbation marginale etTr-space cles paramètres présente une ligne de points
fixes en 9 == O. Le comportement critique est alors déterminé par le point fixe non
trivial, stable.

Lorsque cl == lexposant [.1 modèle en prend la valeur 1/2, la perturbation
de Fibonacci devient égalenlellt marginale et la ligne de points fixes correspondante
rejoint celle du modèle gallssiell en r == O. On attend effectivement une ligne de
points fixes non triviale dans l 'espace des paramètres si la perturbation apériodique
n'est ni marginalement pertinente ni marginalement non pertinente, ce que nous
supposons ici. Du fait la perturbation marginale, on a donc apparition d'une
forte anisotropie dans les propriétés critiques gouvernées par la ligne de points fixes
11011 triviale. comme dans le cas homogène.

Enfin. lorsque cl > on envisager deux possibilités. Dans le premier cas,
lexposant 1/ du modèle ell ~ continuant à décroître, la perturbation de Fibonacci
devient pertinente. L'exposant 1/ remonterait alors à sa valeur gaussienne de manière
discontinue à la dimension critique supérieure ce qui semble peu vraisemblable.
Dans le deuxième cas, l'exposant 1/ du modèle en </J4 reste égal à 1/2. Le système
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apériodique est toujours décrit par une ligne de points fixes avec échange de stabilité
avec la ligne de points fixes du modèle gaussien pour r inférieur à une valeur critique
re(d) . ..Au-dessus de re(d), la ligne de points fixes du modèle en <jJ4 reste stable et la
dimension critique supérieure est telle que d == de pour r == re(d).

9

d<4

T

9

d=4

r

9

d>4

r

Figure 4.5.3 Conjecture pour le schéma de renormalisation pour le modèle
apériodique. Les courbes en traits épais correspondent aux lignes de points fixes
du modèle gaussien lorsque g = 0 et du modèle en 4>4 lorsque g i= O. Lorsque
d > 4, les deux lignes de points fixes se croisent en r c (d) tel que d = de pour un
<;;:\!ç~rPln,P où larnplit.ude de la modulation est r = r e (d).

mécanisme avec croisement lignes de points fixes assure la continuité des
exposants critiques et garalltit qlle, à mesure que la dimension spatiale augmente,
la ligne de points fixes gaussielllle est stable sur une plage de plus en plus étendue

valeurs de T. Ces trois situations sont représentées sur la figure 4.5.3.
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Conclusion

L ~étude de l ~ influence de perturbations di verses sur les propriétés critiques s'est
considérablement développée depuis quelques décennies. En particulier, l'étude
théorique des systèmes quasi-périodiques ou, plus généralement, apériodiques, a
suscité un gralld intérêt depuis la découverte des quasi-cristaux. L'enjeu consiste
à identifier le rôle de perturbations apériodiques dans les propriétés critiques et à
fournir une meilleure compréhension des propriétés des systèmes désordonnés.

Ce que que l'influence de l'apériodicité sur le comporte-
ment crrtrque a qualitativement comprise grâce à un travail de Luck généralisant
au cas de perturbations apériodiques le critère de Harris établi pour les systèmes
clésordo11nés .

Par ailleurs .. la possibilité de réaliser expérimentalement des multicouches
apériodiques (lui pourraient constituer une nouvelle classe de structures artificielles

cles propriétés surface et de volume intéressantes nous a conduit à
aborder leur Ell bien que des super-réseaux apériodiques aient déjà

réalisés par epitaxie par j moleculaire (IVIAJKRZAK et al 1991), aucune étude
expérimentale 11°a jusqu present clu point de vue des phénomènes
crit iques. L 'objet de cette . donc déterminer les propriétés critiques de

'~V'-""""""'_IJ perturbés I)ar apériodiques marginales de volume.

..Ainsi .. IlOUS aV011S déterminé de façon analytique l'aimantation de surface du
......... 'J '''''_''''_ d "Ising en par cles séquences apériodiques dans le cadre

problèmes liaison et La première situation correspond à une dis-
tribution apériodique des interactions déchange transmises entre atomes magné-
tiques par linterrnédiaire électrons d'atomes 110n magnétiques: échange indirect
ou Dans la en revanche, les couches elles-mêmes sont dis-
tribuées selon la séquence apériodique et interagissent via un mécanisme d'échange
direct. Le Luck. appliqué au problème de liaison, a été étendu au problème

pour pertinence des perturbations. Nous avons ainsi montré que,
pOLIr certaines perturbations apériodiques, l'apériodicité de site pouvait être plus
dangereuse que celle liaison, la première conduisant parfois à des comportements
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marginaux là où la seconde était non pertinente.
Nous avons ensuite complété notre étude des perturbations apériodiques

marginales du modèle d'Ising par la détermination de plusieurs propriétés critiques
de surface et de volume. Nous avons montré en particulier que l'apériodicité
induit un comportement d'échelle anisotrope et nous avons identifié l'exposant
d'anisotropie z à la somme des dimensions anormales de l'aimantation locale sur les
deux surfaces du système X m s + xm s ' Le comportement d'échelle anisotrope a par
ailleurs vérifié numériquement pour plusieurs propriétés critiques de surface et
de volume. On peut noter aussi que l'exposant d'anisotropie z a depuis été calculé
analytiquement par Igl6i et Turban (IGLOI et TURBAN 1996), confirmant la conjecture
proposée ici.

Nous avons égalen1ent déterminé l'aimantation de surface de multicouches
apériodiques et mis en évidence le "cross-over" entre point fixe homogène et point
fixe apériodique. Nous avons vérifié le comportement anisotrope de ces systèmes
multicouches à partir de I'étude de la longueur de corrélation.

L'intérêt de ces systèmes réside dans le fait que l'anisotropie peut être
contrôlée, soit par l'amplituele de la modulation apériodique, soit par la répartition
des couplages perturbés sur le système, c'est-à-dire par la séquence apériodique
elle-même, soit enfin par I'épaisseur des couches dans le cas des séquences
apériodiques en multicouches. Ceci constitue le résultat majeur de notre travail.
Il est particulièrement . à noter, puisque les systèmes dans lesquels
I'anisotropie peut sont rares. On peut mentionner les systèmes
bidimensionnels confinés en . parabolique (IGLOI, PESCHEL et TURBAN 1993),
certains pouvant présenter locales anisotropes comme c'est le cas pour

polymères (rrURBAN et 13EHcHE 199:3).

Il faut néanmoins remarquer que I'éventualité d'un comportement critique
anisotrope est de trollver une perturbation marginale
ell accorel avec le Si assez facile pour le modèle d'Ising
bidimensionnel. la longueur corrélation valant L, il
suffit dobtcnir une par 1111 exposant ele divagation nul, la
si tuation tridimensionnels, caractérisés
par cles . amène à s'intéresser aux perturbations
marginales dans le champ moyen, susceptible de décrire
les avec interact ion- il portée. L'eXI)OSant LJ étant cette fois égal
à 1/2, la Fibonacci qui remplit alors les conditions requises.
Le calcul des cependant plus délicat que pour le modèle
d'Ising, puisque SOlIt non linéaires. Nous avons déterminé
numériquement les surface et de volume de l'aimantation,
cles isothermes critiques. la susceptibilité et de la chaleur spécifique. Ces
résultats sont avec 1111e augmentation continue de la dimension critique
supérieure avec l la perturbation, conséquence de la forte anisotropie
marginale du en

Pour ce travail. il semblerait utile d'étudier la possibilité d'avoir un
comportement r)our I'aimantation de volume comme il est suggéré,
clans les chapitres 3 et 4. Par ailleurs, le cas des perturbations apériodiques
pertinentes d'être étudié de façon détaillée. La réalisation
expérimentale multicouches apériodiques constituerait enfin un prolongement
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très intéressant. Si des perturbations marginales sont difficiles à obtenir pour un
système tridimensionnel de la classe d'universalité d'Ising par exemple, des cas
de perturbations pertinentes sont connus. Celles-ci devraient donner lieu à des
transitions de surface au-dessus de la température critique de volume ou à des
singularités essentielles, ces deux situations pouvant probablement être aisément
discernables d'une transition du second ordre ordinaire en surface. Il ne semble donc
pas exclu de mettre en évidence expérimentalement l'influence de l'apériodicité sur
les phénomènes critiques.
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Résumé

L'étude théorique des systèmes quasi-périodiques ou, plus généralement,

apériodiques, a suscité un grand intérêt depuis la découverte des quasi-cristaux,

en 1984. L'enjeu est de parvenir à identifier le rôle de perturbations apériodiques

dans les propriétés critiques, fournissant une meilleure compréhension des propriétés

des systèmes désordonnés.

Cette thèse 'porte sur l'étude des "propriétés critiques de systèmes soumis à

des perturbations apériodiques marginales de volume, conformément au critère

de Luck. De telles perturbations conduisent à un comportement critique non

universel, caractérisé par des exposants variant de façon continue avec l'amplitude
de la perturbation. Dans le cas du modèle d'Ising bidimensionnel "en couches",

l'aimantation de surface est déterminée analytiquement, la densité d'énergie de

surface et les propriétés de volume sont étudiées numériquement. Il résulte de cette

étude que l'apériodicité induit un comportement d'échelle fortement anisotrope.
L'exposant d'anisotropie z, fonction de l'amplitude de la perturbation, peut être
contrôlé par l'apériodicité.

La chaîne de spins perturbée par la séquence apériodique' de Fibonacci est

égalemel1t étudiée dans I'approximation de champ moyen grâce à la théorie de
Ginzbllrg-Landau. Les propriétés critiques de surface et de volume, déterminées

numériquement, présentent à nouveau le comportement marginal attendu.

Mots-clés

phénomènes critiques, modèle d'Ising, apériodicité, marginalisme, anisotropie
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