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I} Motivations arithmétiques

Soit Pe R [X, ..., X, ] un polyndme. On appelle série de Dirichlet associée a P la fonction
1
— Z(P;s) := . C
VA= 2 Py 5O

quand elle existe.

L’étude des séries de Dirichlet est d’une importance capitale en théorie analytique des nombres.
En effet, plusieurs problemes arithmétiques peuvent se formuler en termes de problémes concernant les
singularités de ces séries ; plus précisément, on a essentiellement besoin de trois renseignements
concernant la série de Dirichlet s — Z(P;s), 4 savoir :

(1)  Trouver un domaine D de T ou s —> Z(P;s) existe et est holomorphe.

(2) Montrer I’existence du prolongement méromorphe a C, déterminer un ensemble de candidats
poles et obtenir des majorations des ordres des poles.

(3) Obtenir des majorations du prolongement méromorphe sur des bandes verticales

{seC ]a < Res < b}
A titre d’exemple, prenons un probleme classique en théorie analytique des nombres.

)k [ I N .
On pose, pour n € N, (n) := le nombre de diviseurs positifs de » et on cherche a estimer une

valeur moyenne de 7(n). On considere alors la fonction

¢(r) := % > ().

n<t

Il est facile de voir que :

to(n= Yy = 3 1= > 1= 3%

n<t n<t din n<t md=n md <t

#{(m,d)eN*?| P(m,d) <t}

Np(D)

ou P(X,.X,) = X, X,€Z [X,, X, ]

Plus généralement, si P eZ[XI - ,X"] est positif sur [1,+ oo[} et si I’on note, pour tout
neN*
V. := le nombre de fagons d’écrire n sous la forme n = P(m,, ..., m,) ol (m,,....m)e N ¥
%
= # {(ml, ,mn)eN ”[ P(ml, oam ) =n }

alors il est facile de voir que I’ordre moyen de V,, défini par

v = ¢ 3,

n<t

_2_
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vérifie :
ty(n= >V,
n<t
=2 X 1
n<t (my,...,m,)e N*"
P(my, ....m)=n
= Z 1
(my,...,m)eN*"
P(my, . my) <1
_ *p
= # {(ml, o om)eN™| P(m,, ...,m) <1t }
= Ny(1).
Plus généralement encore, si Pe R[X, ..., X ] est un polyndme 2 n variables positif sur

[1,+ oo[", on pose
Nty :=# {(ml, coom)eN™[ P(m,, ...,m) <t }

C’est le nombre de points de R" 4 coordonnées entieres strictement positives contenus dans I’en-

semble semi-algébrique

Sp(t) = {x:(xl, s x)eR| x, 21, ..., x, > 1et P(x) <t }

Par exemple, dans le cas n =2, et pour
P(x,,x,) =xx,, Nu(t) représente le nombre de
points a coordonnées entieres strictement positives
situés entre I’hyperbole x, x, =t et les axes des
coordonnées (voir figure). D’ol Pintérét de 1’é-
tude de N (7). C’est ce qu’on appelle “Probleme

des diviseurs généralisé” qui sera traité dans le

chapitre V de notre travail.

La connexion entre ¢ —> N,(t) et s —> Z(P;s) se fait par I'intermédiaire de la transformée
ZP:s)
S

de Mellin ; en fait, sous certaines hypotheses sur P, que nous préciserons dans la suite, s +—

est la transformée de Mellin de ¢+ N (), c’est-a-dire
+o0
Z(P:s) = s / Ny 4L
0 t
d’ou, par inversion de Mellin, si s — Z(P;s) est holomorphe pour Res > o, on obtient pour ¢ » o,

= L [T e 45 L oq
C—1l00

et le développement asymptotique de N P(t)k s’obtient en déplacant la droite d’intégration vers la gauche

par le théoreme des résidus.
—3
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Nous avons besoin pour ceci de I'existence du prolongement méromorphe de s +— Z(P;s), de
renseignements sur les pdles et de majorations du prolongement méromorphe de s +— Z(P;s) sur les

bandes verticales.

Ceci est un exemple important qui illustre notre propos concernant I’intérét de 1’étude des singu-
larités des séries de Dirichlet en théorie des nombres, et il y en a bien d’autres. Il suffit pour ceci de
consulter des ouvrages spécialisés dans la matiere.([11], [23], [24]). On pourra aussi consulter les deux
articles de Pierrette Cassou-Nogues [4] et [9], ainsi que celui de Ben Lichtin [14] ou des exposés assez

complets des motivations et des développements de ces problémes sont donnés.

Enfin, il est intéressant de signaler que 1'étude de N,(¢) trouve des applications au-dela de la téo-
rie des nombres, voir par exemple Ben Lichtin [14, sec.5] ol on trouvera une application en théorie des

opérateurs différentiels.

I) Notations

Quels que soient a =(a,, ... , o )eN" et z=(z,, ..., z,)€C", on note
a a,

lal =0+ - +q, [zl =lg]+ ]zl al=al o let 2%=z0 g

s log w

Nous noterons aussi, pour w,s€C, w’ =¢ ou log désigne la détermination principale du

logarithme définie sur € \ B _. Nous utiliserons aussi la notation Argw := Imlogwe |- m,n].
Les symboles
fA,x) « glx) xe X, Ae A)
et f,x)= 0(gx)) (xeX, AeA)

ont le méme sens et signifient qu’il existe une constante A >0, ne dépendant ni de x ni de A, mais pou-

vant a priori dépendre de tous les autres parametres du probleme considéré, telle que I’on ait
| fAx)| < Aglx)
pour tout xe X ettout A€ A.
Le symbole f X g signifiequ’onaalafois f « g et g « f.
Soit PeC[X,, ..., X, | un polynéme qui dépend effectivement des n variables X, ..., X,.
On définit le support de P dans N" par

Px)= Y a,x* (a,eC")

o e Supp P

et on définit le polyédre de Newton a ’infini de P comme étant I’enveloppe convexe dans R" de I’en-

semble Supp P — R (ou le signe — désigne la soustraction, non la différence d’ensembles). On écrit
£(P)= conv (Supp P-R")

4
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On pose aussi Ext (P) I'ensemble des points extrémaux de #~°(P), qui est inclus dans Supp P,

et

Prx):= 3 x°

ae ExtP
I1 est évident que

P(x) =< 3 x% sur[l,+oo["

o e Supp P

On note aussi
Z(P)= {zeC"| Px)=0}
I’hypersurface des zéros complexes de P.

On note enfin, pour s € C, s = o+ i, ol 6 = Res et 7 =Ims.

Iil) Présentation et historique du probléeme

Soit Pe C[X,, ..., X | qui dépend effectivement des n variables X, ..., X et qui vérifie
1 n i n q

qu’'il existe B € 10, [ tel que P(x) — +oo quand [|x|| — +o0, xe [B,+ oo["
On note

ZPis)= 3 Pm)® (sel)

me N*n

quand la somme existe. On I’appelle la série de Dirichlet associée au polynéme P. Le but de ce pro-
bléme est de répondre aux trois questions citées dans le paragraphe 1 sous certaines hypothéses vérifiées

par le polynéme P, et d’en déduire le comportement a I’infini de
N, ()= # {meN™| P(m) < t}

L’étude de la série de Dirichlet Z(P;s) a été introduite par Robert Hjalmar Mellin [17], qui a

démontré en 1900 le théoreme suivant :

Théoreme 0.1 (Mellin, 1900)
Soit Pe C [X|, ..., X, ] un polyndme qui dépend effectivement des » variables X, ..., X et dont
les coefficients sont de partie réelle strictement positive. Alors, la série de Dirichlet s —> Z(P;5s)

converge dans un certain demi-plan, la fonction s - Z(P;s) définie et holomorphe dans ce demi-

plan, admet un prolongement méromorphe a tout le plan complexe, dont les pdles sont situés sur
'axe réel. Si I’on restreint la variable s a une demi-bande du type B = [0, g,]+ i{l,+oo[C T,

alors, pour tout £>0, onn a

Z(P;s) = O (exp (( 5 +&)Ims))

L’ idée de base dans le travail de Mellin est I’utilisation de la formule suivante :
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l—*(s) _ 1 f K1+IDO -/- Kp+i°° F(S"‘ o Zp) x F(Zl) e F(Zp) dz . dz
(Wo + - +w)* Qim)? Jg—ioo Ky-i oo wy F Wil wie ! i
valable pour tout se C, w,, ..., wpeﬂ: etk,, ..., er Rf vérifiant Res > K, + -+ + ert ou I

désigne la fonction Gamma d’Euler.

Cette formule se démontre par récurrence a partir du cas p = 2, qui lui se démontre en déplagant

la droite d’intégratioin vers la gauche et en appliquant le théoreme des résidus. D’ou, si
R I
P(ZI""’ZH) = Za[jzf
j=1

a des coefficients de parties réelles strictement positives (i.e. si, pour tout j, Re a, > 0), alors, pour
J

K K, >0 ets € C vérifiant Res > K, + --- + K, et pour tout x€ [1,+oo[", on a:

[s =»- >

Ki+ioo Kpt+ioco
I'(s) _ / o / mH Cis=(@ + - +y)) 5 C(y,) - TQp) dy, - dyg
P(x)s (2[7'[,') K1—i 00 Kp—i 0o IA;) (y1+ - +yg) a[«:l a;'RR xlul "'x:”
on,pourj=1,..., R, Ij:(ilj, e, nj)etl—l ., n, on définit

wo= 0 (s= @+ o FY) H it g
d’ou, si { désigne la fonction z€ta de Riemann, on obtient facilement par sommation que, pour

Res>K,+ --- +K,ona:

M) ZPis)= T(s) 3 —v =

me e P(m)
K1+l00 KR+I°° rs..(y ‘+)’R)) r(y).r(y)
% 1 R dv. - d
B o Sy e X el ) )

ou les u, ont été définis ci-dessus.

En utilisant les propriétés classiques du prolongement méromorphe de la fonction zéta de
Riemann, on en déduit le théoreme 0.1.

Les articles qui ont suivi celui de Mellin ont été consacrés au cas plus restrictif ol le polyndme P
vérifie en plus la condition d’ellipticité .

Pour tout x[0, + oo[*\ {0}, P ,(x)#0

N

ou P, estia partle nomogene de plUS haut aegre de P.

Théoréme 0.2. (Mahler, [16] 1927)

Soit P e C[X,, ..., X, ] un polyndme & coefficients de parties réelles strictement positives et ellip-
tique de degré N, donc en particulier dépendant effectivement des »n variables X, , ..., X,,. Alors, la

série de Dirichlet s —> Z(P;s) converge dans le demi-plan {seC |Res > %} et possede un pro-

Jongement meromorphe a C avec des pdles tous simples et contenus dans une progression arithmé-
tique de la forme s = (keN)etsE N.
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En outre, dans la demi-bande B, = {s= o+i1'| % <o, £ o<o,ett=1},ona;
Z(P;s) « e’ pour un certain p < g
Si en plus P est a coefficients positifs, alors :

Z(P;s) « 7" dans B,.

Les propriétés analytiques de s — Z(P;s), dans le cas elliptique, ont suscité plusieurs travaux.
Par exemple, Pierrette Cassou-Nogues calcule les valeurs aux entiers négatifs et les résidus aux poles de

Z(P;s) [4] et en donne des applications arithmétiques [4] et [S].

82 ans apres [’article de Mellin, Pierrette Cassou-Nogueés [6] a précisé son résultat dans le cas
d’'un polyndéme a deux variables (n = 2) et a coefficients de parties réelles strictement positives. Elle
donne une description plus complete de I’ensemble des poles, ainsi que de leurs ordres et de leurs rési-

dus.

Quelques années plus tard, Patrick Sargos [19] a généralisé ce travail au cas des polynémes P de
plusieurs variables (n = 2) non dégénérés par rapport a leur polyédre de Newton a I’infini, c’est-a- dire
ceux qui vérifient Re P(x) X P*(x) sur [1, + oo[” Cette classe de polyndmes contient évidemment

celle des polynomes a coefficients de parties réelles strictement positives.

Patrick Sargos a démontré que, si P e JX|, ..., X, | est un polynome non dégénéré par rapport
a son polyedre de Newton a I’infini, alors s —> Z(P;s) existe et est holomorphe dans un demi-plan
{seC|Res > o}, possede un prolongement méromorphe & C avec des pdles d’ordres au plus n et
contenus dans une progression arithmétique de la forme (o, — %)ke y Ol o,€ @, et Ne N ne dé-
pendent que du polynéme P, et il a donné dans [19] une description de I’ensemble des candidats-poles

et de leurs ordres, ainsi que de o, et N, en fonction de la géométrie du polyedre de Newton.

Peu apres, Ben Lichtin obtient le méme résultat (a I’exception de la description en termes de po-
lyeédre de Newton a I’infini) dans le cadre des polyndmes de plusieurs variables dits hypoelliptiques,

¢’est-a-dire vérifiant qu’il existe une constante B € 0, 1[ telle que,

(i) Re P(x) —> +oo quand [x|| — +o0, x€ [B,+ oo["

et
(i)  quel que soit le multi-indice ae N",

Re d*P(x)

Re P(x) — 0 quand x| —> oo, x€ [B,+ oo[".

Ils ont tous deux obtenu I'application arithmétique concernant N ,(f), chacun dans le cadre de son

hypothése. Aucune de ces deux hypothéses n’implique I’autre et le lien entre les deux est un peu obscur.

Le but de notre travail est d’obtenir les mémes résultats pour une classe de polyndmes plus géné-

rale et qui contient comme cas particulier toutes les classes précédentes.

i,
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Pour des raisons de simplicité, nous nous placerons dans le cadre des polyndmes

PeR[X,, ..., X, ] Tous les résultats énoncés se généralisent sans difficulté au cas des polyndmes
PeC[X,, ..., X,].
Donc,si Pe R [X,, ..., X, |, notre hypothese, que nous appellerons HgS, est la suivante :

Il existe B e ]0, 1] tel que :

H,S |()  P®)—> +ocoquand |x] — +oo, xe [B,+oo[" et

(i) d(ZP).[B,+ oo[’) >0.

ol Z(P)= {z el” [ Pz)=0 } = I’ensemble des zéros complexes de P.

D’apres le lemme I1.3 que nous établirons dans le chapitre II, on peut remplacer (ii) par

(i) il existe £>0 tel que, pour tout x €[B,+ oo[" et tout y € B(0, e) CR", P(x+iy)#0

ou par

d*P(x)

POr) est bornée sur [B,+ oo["

(ii)" pour tout o eN",

laquelle permet de voir que cette classe contient celle des polyndmes hypoelliptiques traitée par Ben

Lichtin.

En outre, si Pe R[X,, ..., X, ] est non dégénéré par rapport a son polyédre de Newton a

I’infini, alors P vérifie HyS. En effet, si I’on écrit

Px)= Y a,x* (a,eR™)

aeS
ol § = supp P, on trouve par récurrence surk € N que pour toutje {1,..., n}
9P I
— = a (o, —1) - (@—k+1)ax”
8le‘ xj‘ags j (0=1) - (g ) ag¥
d’ol, pour tout e N,
1 1
I’Px)= = a (a=1) - (g—B+1)a,x”

X ael j=1

Donc, pour tout x € [B,+ oof”,

x P PP(x) <pg, { 3 x"‘)sup la,|
S

ae ol

g pp Z x®

ae S

g p.p P*(x)

<p p.p P(x)
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PP(x)
P(x)

donc % — x P est bornée sur [B,+ oo["

. dPp o e e
et, par suite, E I’est aussi, d’ou P vérifie (11)".

De plus, il est évident que, pour B € ]0, I,
Px) » PHx) » xj+es4x, ¥ (& > .a‘”)”" sur [B, + oo["
donc (i) a bien lieu.
En conclusion, un polynoéme P non dégénéré par rapport a son polyédre de Newton a I’infini

vérifie H,S.

Ainsi, la classe des polynémes vérifiant H,S contient celle des polynémes hypoelliptiques et celle
des polyndmes non dégénérés par rapport a leurs polyedres de Newton a I’infini. Mais elle en contient

aussi d’autres. Pour s’en convaincre, il suffit de se placer dans le cas n = 2 et de considérer
= 2
P(XI‘XZ) o (X1_X2) X +X,

On fixe B € 10, 1[. On fait varier x, et x, dans [B, + oo[.

Si x, <2x,, alors Pli k) 2% 2x; ”2(-';—2)“2 » \x, x,
Si x,>2x,, alors x,—x, 2 %xz,d’oﬁ
P(x;.x;) 2 (x,-%)*x 2 41-‘522*"1 % NX¥ %,
donc P(x;,%;) » '\fx,xz sur [B, + oo[*

ce qui implique que P vérifie (i).

De plus, un calcul facile montre que, sur [B,+ oo[?:

JdP

ox, = 2 (%~%) + (X —%)+1« Play,)
JdP

— = —2Ax,—x)x, « P(x,,x

ox, (x,—x)x, (%15 %,)

2
J fz = 2x, + 4(x,—x) « P(x,x,)
ax "

i —4x, +2x, = =20, - %) —-2x, « P(x,,x,)
Ix, ox, I ! I 1 %2
J*P
5 = 2x, « P(x,,x,)
0x22 I | 2
P
i}a =6 « P(x;,x,)

2'P

= —4« P(x,,
axlzaxz ('rl X'Z)
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=2 « P(xl,x2), et

Donc P vérifie (ii)" et, par suite, vérifie notre hypothese H,S.

Mais on a vu que, sur [B,+ oo,

oP
Z?g(xl’xz)

P(xwxz)

_ 2le~lexl
(xl —x2)2x1 X,

En particulier, pour x, = x, +1, on obtient

oP
Zix;(xl’xl +1)
P(xl,x1+1)

ce qui ne tend pas vers 0 quand x, tend vers + oo, et, par suite, P n’est pas hypoelliptique.
En outre,
P(X,,X,) = (X,-X)°X,+X, =X, *-2X"X,+ X, X, + X,

et, d’apres le polyedre de Newton a I’infini de P

(1,2) , ,
% 2, 1)(3 ; o 1)3,*(X1,X2) = X +X,°X,
i ’ donc P*(X,,X,) =2X

et par suiteP(X |, X,) X P*(X,,X,)
donc P est dégénéré par rapport a son polyedre de Newton a I'infini #°(P).

En conclusion, P(x,,x,) = (x, = %)x, +x, estun polyndme qui rentre dans le cadre de notre
hypothése H,S sans étre hypoelliptique et en €tant dégénéré par rapport a son polyedre de Newton a

I’infini.

Il est évident qu’on peut généraliser cette construction aus polyndmes a n variables pour n >?2.

(TN
{Dans

e cas n = 1, un polyndme a le méme comportement a I’infini qu’un mondme et il n’y a rien a

fa—

démontrer).

L’hypothese optimale sous laquelle on pourrait souhaiter traiter le probleme est celle qui consiste

a ne retenir que la condition (i), ¢’est- a- dire :

H. . |Dexiste Be ]0, 1] tel que P(x) —> +oo quand || x| —> +o0, x€ [B,+oo["

0°

Dans notre travail, nous avons franchi un pas dans cette direction. En effet, nous démontrons

(théoreme 1) que, sous I’hypothese optimale H,, la série de Dirichlet Z(P;s) posséde un demi-plan de
—10 -
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convergence et d’holomorphie. Cependant, si P vérifie H, mais pas HS, des branches de I’hypersur-
face Z(P) s’approchent de facon asymptotique de [B,+ oo["au voisinage de I’infini. De ce fait, les

propriétés analytiques de la série de Dirichlet Z(P;s), contrairement a celles des intégrales, ne dépen-
dent pas que de la nature de la singularité de P a I’infini, et, par suite, la méthode représentation inté-
grale-et-désingularisation ne suffit plus pour expliquér les propriétés analytiques de Z(P;s). C’est dans

ce sens que notre hypothése HS est probablement optimale.
Pour illustrer notre propos, voici un exemple :
On considere, quels que soient ae ]Rf et ke N vérifiant k > 4,
P (x,y) = (x—ay)’ x*y* +x e R[x,y]

Il est facile de voir que P, vérifie Hy mais non HS, et que, si I’on note o, (e, k) I’abscisse de
convergence de la série de Dirichlet Z(P;s) (c’est aussi le premier p6le du prolongement méromorphe,
s’il existe) on a : g,(a, k) =1 pour tout & e@f et o,(a, k) < F_I-[ < % quel que soit o >0 irrationnel
algébrique. Donc, o,(a, k) dépend des propriétés arithmétiques des coefficients du polyndme. Ce phé-

nomene n’apparait pas pour les intégrales. En effet, si ’on pose, par exemple,

Y(P,;s):= / P (x, y)dx dy
[1,+oo[”

et o'(a, k) =1’abscisse de convergence de I'intégrale, ce qui est aussi le plus grand pdle du prolonge-
1

k+1 2

de la nature arithmétique de ¢, et ne dépend que de la nature de la singularité de P, a I'infini.

ment méromorphe de Y(P,;s), on a, quel que soit xe K f o'(o, k)= ce qui est indépendant

IV) Enoncés des résultats

Voir le chapitre 1.

V) Plan de travail et heuristiques

Soit Pe R [X,, ..., X, ] vérifiant la condition Hy énoncée ci-dessus. En utilisant les techniques
de géométrie algébrique réelle, nous démontrons que ceci équivaut au fait qu’il existe ¢ = ¢(P) >0 et

a = o P) > 0 tels que, pour tout x €[B,+ oo[",

P(x)2 c(x, -+ x,)

ce qui entraine que, pour o, = —l& >0, on a que la fonction s +— Z(P;s) existe et est holomorphe dans

le demi-plan {seC | Re s > g} ; c’est le théoréme 1 que nous établirons sous ’hypothese H,,
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B Ensuite, nous nous placerons dans le cadre des
polyndmes Pe R [X,, ..., X, ] qui vérifient H,S

et, toujours a I’aide de techniques de géométrie

algébrique réelle, nous établirons certains lemmes

4//////////4%;’// qui entrafneront I’existence d’un domaine D < C”

Z(P)

contenant [B,+ oco["pour un B € ]0, I et contenu

a lintérieur de I’hypersurface des zéros

complexes de P et a I'intérieur duquel on a en
particulier I’inégalité

(*) ReP@)2 clz|® (ze D)
ou ¢ et o> 0 sont deux constantes. Le choix du domaine D est crucial, et la difficulté du probléme croit
si la largeur de D diminue. En termes plus précis, 1l existe un r, >0 tel que

17y, + 0ol < {x| | x € [B, + oo["}

et, si I’on définit la fonction
d:lry, too — R

par d(r) = [in d(x Z(P))
fxl=r

Nous démontrerons dans le chapitre VI (corollaire VL.1) qu’il existe un c >0 et = ﬁ(P) € i[ll tels

que d(r) = ¢ #(1+0(1)) quand r —s +oo.
En particulier, il existe r, > r, tel que, pour tout x € [B, + oo[" vérifiant | x| > r,, on a‘
d(x. ZP)z 5|’
et, il existe une courbe r +—— x(r) (r2r)) tracée dans [B,+ oo["et il existe >0 tel que :
|x (P —+o0 et d(x(r),ZP)) ~ o x (N)|P quand r — + oo

Ce B = f(P)e @ caractérise en quelque sorte la facon dont I’hypersurface des zéros complexes

Z(P) s’approche de [B,+ oo["a I’infini, et c’est lui qui détermine le choix du domaine D.

SiPeRI[X,, ..., X, Jest nuelconqn ors ,/3 est a priori de signe nuelcnn&' e

-

complexes Z(P) est asymptotique & [B,+ oo[" quand ||x | — +oo.

Les techniques qui existaient jusqu’a maintenant ne permettaient de traiter que les classes de po-
lyndmes (non dégénérés, hypoelliptiques) pour lesquels B> 0, c’est-a-dire pour lesquels
d(x, Z(P)) —> + oo quand ||x|| —> + o0, x€ [B,+ oo[", ce qui permettait de prendre des domaines D

de largeur infinie a I’infini.
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Dans notre travail, nous avons développé des techniques permettant de conclure dans le cas ou D
n’a pas forcément une largeur infinie a ’infini, ou, ce qui revient au méme, dans le cas ou >0, et il

n’est pas difficile de voir que notre hypotheése HyS est équivalente a I’hypothese 8 =0.

La deuxieme étape de notre travail est la suivante : comme nous savons d’apres le théoréme 1
qu’il existe y> 0 tel que Ia série de Dirichlet Z(P;s) existe et est holomorphe dans le demi-plan

IH={seC ! Re s> 7}, et comme, d’apres (*), on a pour se€ I1 fixé que
z+3 P~°(z) = exp(-sLogz)

existe et est holomorphe dans le domaine D, alors on établit, a I’aide de techniques d’Analyse complexe
(formules de représentation intégrale) une formule sommatoire permettant de représenter Z(P;s)
comme une intégrale. Plus précisément et pour des raisons que nous expliquerons dans la suite, nous
choisirons une famille de surfaces (I}),., contenues dans D et nous montrerons que, pour £ >0 assez
petit et pour Res > yona:
Z(P;s) = Z P> (m) = f P*(z) K(z)dz, --- dz,
m'e N* Te

Le noyau K, est oscillant et n’est pas de classe % a Iinfini. Dans le cas non dégénéré, ainsi
que dans le cas hypoelliptique, le noyau analogue qu’on trouvait s’amortissait a I’infini pour devenir es-
sentiellement %, ce qui permettait de conclure par les méthodes classiques de géométrie complexe
(désingularisation). Dans notre cas, ceci n’est plus possible, et nous remédions a cette difficulté en utili-
sant des méthodes d’Analyse de Fourier. En effet, en développant z — K (z) en série de Fourier, nous
parvenons a exprimer, pour Re s > yet £>0 assez petit, Z(P;s) comme somme infinie d’intégrales du
type

Y (P;e;s) = G(m,e) f 0.y, x) e '™mX)dy dx
[-1,1]"1%[1,+00f"2

ol n, +n, =n, m parcourt Z" et (Q,),., est une famille de polynémes de B [X,, ..., X, ] qui tend
vers P quand € —> 0 dans un sens qui sera défini ultérieurement. Les coefficients G(m,e) ont un bon
comportement en m, ce qui permet de controler la convergence de la série d’intégrales : c’est I’objet de

la proposition II.1 du chapitre II.

La troisieéme étape de notre travail consistera a utiliser de fagon astucieuse le théoreme de désin-
gularisation de Hironaka pour prolonger méromorphiquement les intégrales s — Y, (P; ;) en faisant
trés attention aux problémes d’uniformité en m et €. C’est ’objet du théoréme 5 qui sera établi dans le

chapitre III.

Le chapitre IV sera une compilation des résultats des chapitres II et III qui seront utilisés pour
construire le prolongement méromorphe Z(P;s) de Z(P;s) et permettra de constater que ce prolon-
gement vérifie les résultats énoncés dans les théoremes I et III. Nous nous limiterons ici a dire que le

choix d’une famille (T),., de contours a la place d’un seul n’est pas fortuite. En fait, ce n’est qu’en
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utilisant I’uniformité en £ >0 assez petit et en optimisante en fonction des autres paramétres que nous
obtenons le théoréme 3.

Le chapitre V sera consacré a I’application arithmétique que nous avons énoncé plus haut. Dans
ce chapitre, nous montrerons d’abord comment les résultats concernant le prolongement méromorphe

de s — Z(P;s) permettent de comprendre le comportement a I’infini de
tV— Ny(t)= #{meN™ |P(m)<1)

Ensuite, nous nous intéresserons a une conjecture de Leon Ehrenpreis démontrée par Ben Lichtin

dans le cadre hypoelliptique, résultat qui nous permettra de comparer les comportements a 1’infini de
Np(@) et

V()= volume {xe[l,+oo["|P(x) <t}

et, en ce qui nous concerne, nous montrerons comment ce résultat peut étre étendu a la classe des poly-
némes vérifiant H,S.

Le chapitre VI sera consacré a I’étude de la répartition des zéros complexes d’un polyndéme
PeC[X,, ..., X, ] Nous établirons essentiellement un théoréme et trois corollaires qui permettent de
comprendre comment 1’hypersurface des zéros complexes Z(P) = {z € C| P(z) = 0} s’approche des

sous- ensembles semi-algébriques de R".

Bien que les résultats de ce dernier chapitre ne soient pas indispensables pour I’étude des séries
de Dirichlet, et en plus de leur intérét propre, ils permettent une nouvelle approche du probléme et

situent notre hypothese dans son cadre naturel comme nous I’avons déja citée plus haut.
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CHAPITRE |

Notons x = (x,, ..., x,) le point courant de R" et x +iy = (x, +iy,,...,x, +iy,) le point cou-
rant de C".
Dans toute la suite, Pe R [X, ..., X, | sera un polyndme qui vérifie I’hypothese suivante.

n

H, : 1l existe une constante B € 0, 1[ telle que P(x) —» +oo quand |x|| — +o0 et x€ [B,+ oo[".

Nous noterons H,S 1’hypothése suivante :
H,S : P(x) —> +o0 quand |x|| —> +o0, xe& [B,+ oo["t P(x+ iy)# 0 pour tout xe [B,+ oo ["et
toutye B(0,¢,) ot B0, 1[ et g, € 10, —;«[ sont fixés.
Le but de ce travail est de démontrer les résultats suivants.

Théoréme 1 :

Soit Pe R [X,, ..., X, | un polynome vérifiant H. Alors, il existe o, >0 tel que la fonction

sl——)Z(P;s) = 3 (Pm)"

me N g o

existe et est holomorphe dans le demi-plan {s |Res > o, }..

Définition : Le meilleur g, possible dans le théoréme 1 sera appel€ I’abscisse de convergence de la série
de Dirichlet Z(P;s). On le notera oy(P).

Remarque : Comme il est évident que la série de Dirichlet Z(P;s) ne convergepas pour s = 0, alors
o(P) 2 0.

Théoréme 2 :

Soit Pe R [X|, ..., X, ] un polynome vérifiant H;S. Notons g, (P) I’abscisse de convergence don-

née par le théoréme 1. Alors la fonction s > ZP;s), qui est holomorphe dans le demi-plan
{s l Re s > 0,(P)}, possede un prolongement méromorphe a € avec des pdles d’ordre au plus n et

contenus dans une suite de la forme o, — % (ke N) ot M = M(P)e N* ne dépend que de P.
En outre, 1’abscisse de convergence o, = ¢,(P) est effectivement un pdle de cette fonction méro-

morphe.

Théoréme 3 :

qui existe d’apres le théoréme 2. Alors, il existe A = A(P)> 0 tel que, pour tout £> 0, pour tout N> 0
et tout §>0,ona:

Z(P;s) 5 L+|T|AO0"E

pour Re's 2 g,— N ett =Ims vérifiant| 7| 2 6.

Le dernier résultat, qui est une application arithmétique, nécessite quelques préliminaires :
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Soit Pe R [X,, ..., X, ] vérifiant HyS. D aprés le théoreme 2, la fonction s %Z(P;s) pos-
seéde un prolongement méromorphe a C et ses poles peuvent étre rangés par ordre décroissant en une

suite (0, ),y - Pour chaque k € N, on définit le polyndme Q, € R[X] de degné < n par la relation :
0,x) = e % Res_, ( éZ(P;s) e”)
Soit A = A(P) le nombre donné par le théoreme 3. Notons m = m(P) le plus grand entier k tel que
0, > 0y~ j—‘.Alors ona:
Théoréme 4 :

SoitPe R [X,, ..., X, ] vérifiant HS. Alors, avec les notations ci-dessus, pour tout £> 0 assez pe-

tit,

Ny(t):=# (m EN*an(m) <t} = i 19Q (Int) + Og(tao—l/zns).
k=0

Remarque 1 :

Les énoncés des théoremes sont les mémes que ceux de Ben Lichtin {13] sous I’hypothese plus
restrictive que P est hypoelliptique. Dans le cas ot P est en plus non dégénéré par rapport a son poly-
néme de Newton a I’infini, Patrick Sargos [18, 19] donne les mémes énoncés avec les précisions sui-

vantes :
(1) SiPkx) = X, a,xetS={acN"|a, #0} estson support, on note

Zoo(P)= conv (S—-R.")

son polyedre de Newton a I’infini (voir introduction générale) et A" la demi-droite R(1, ... , 1). Soit
(t4» ---» f,) le point d’iintersection de A" avec le bord de 7, (P). Alors I’abscisse de convergence

0,(P) est égale a 1/1,, c’est-a-dire a I'inverse de I’éloignement a I’infini du polyedre de Newton.
(2) Dans le théoreme 4, on peut prendre A égal au degré total de P.
Remarque 2 :

Le théoreme 1 tel qu’il est énoncé est optimal dans le sens que nous 1’avons établi sous 1’hypo-
these H,, seulement, laquelle est I’hypothése minimale que I’on puisse imposer au polyndme P pour que

la série de Dirichlet Z(P;s) ait un sens.
Remarque 3 :

Dans le chapitre III, nous énoncerons et établirons un résultat intermédiaire (théoreme 5) qui pré-
sente un intérét propre. Ce résultat concerne le prolongement méromorphe et les majorations dans les

bandes verticales d’intégrales oscillantes dépendant de parametres.

Il va découler de ce théoréme 5 comme cas particulier que, si P€ R [X,, ..., X, ] est un poly-

ndéme qui vérifie I’hypothese HS, et si I’on pose
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Y(P;s) = / P (x)dx
[1’+°°[?2

alors on a des énoncés analogues aux théoremes 1, 2 et 3, a savoir que :
1) Il existe un demi-plan de convergence et d’holomorphie de s +— Y (P;s).

2)  Lafonction s +— Y (P;s) possede un prolongement méromorphe a € avec des pdles d’ordre au
plus n et contenus dans une suite de la forme o — % (ke M) ou g = g, (P) est I’abscisse de conver-

gence s — Y(P;s) et ott m = m(P)e N* ne dépend que deP.

3) Il existe une constante B = B(P) >0 telle que le prolongement méromorphe Y(P;s) de Y(P;s)
vérifie : Ve>0, YN>0, V56> 0, on a F(P;s) <y 5, 1 +]7[*70"7"¢ et ceci uniformément pour
o=Res >0, ~Net t=Ims vérifiant | 7| > &

Y(P;s)

Ceci étant, si I’on classe les pdles de —  enune suite décroissante (O'k’ )keN et si, pour tout
ke N, on définit le polyndme Q,(X)< R[X] de degré <n par la relation
Q0,(x) = PR Ress:(,k. ( 1; Y(P;s) eSx)

et, si I’on pose m' = m’'(P) = le plus grand entier tel que 5," > o, — }? , alors on a ’analogue suivant du

théoréme 4 : pour tout £>0, on a

Y ) = f dx = Volume {xe |1, +oo["| P(x) <t}
{P

X)Lt} N1, +oo[7
m’ , 1
= Y 1% Q/(Int) + OE(t"O“E”)
k=0

Nous obtenons donc

Corollaire 1 :

Soit Pe R [X, ..., X, | qui vérifie H,S. Alors, il existe p;, 4;, 6>0 et A (X), Bi(X)e R[X] non
identiquement nuls tels que :

N, = tP A nt) (1+0(™)) et

V(= t"B(Ino (1+0(:™%).

Ceci étant, il est naturel de vouloir comparer N (?) et V,(¢), car V,(¢) n’est que la forme continue

de N,(1). Ceci a conduit L. Ehrenpreis a conjecturer le résultat suivant.
Théoreéme (conjecture de L. Ehrenpreis démontrée par B. Lichtin) :
Si PeR[X,,....X,] est un polyndbme hypoelliptique sur ]I,+ oo} alors p, =4, et
A (w)=B,w.

En fait, la conjecture de Ehrenpreis est un peu plus générale que la version que nous avons donné.
Pour plus de renseignements, voir “Volumes and lattice points proof of a conjecture of L. Ehrenpreis”

de Ben Lichtin, [14, p. 215]. Dans le cadre de notre hypothése HS, nous montrerons par des exemples
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que la conclusion de ce résultat, tel qu’il est formulé est fausse. Cependant, on peut 1’étendre sous la

forme suivante :

Corollaire 2 :

Soit Pe B [Xl - Xn] un polynéme qui vérifie HyS. Alors p, =4 = A, c’est-a-dire il existe
A>0,60>0etA,(X),B (X)e E[X] non identiquement nuls tels que :

Ny = t*A(nr) (1+0(t7%) et

Vu(t) = t*B,(In » (1+ 0(+79)).

Ce corollaire montre qu’une partie de la conjecture d’Ehrenpreis peut se généraliser a la classe
des polyndomes vérifiant H,S. Par contre, nous monterons par un exemple que la condition

A, (u) =B \(u) n’estplus valable en général pour cette classe de polyndmes.

Les derniers résultats concernent la répartition des zéros des polyndmes a plusieurs variables. Il

s’agit d’un théoreme (théoreme 6) et de trois corollaires. Les énoncés et les démonstrations de ces résul-

tats sont donnés dans le chapitre VI.
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CHAPITRE I

i) Introduction

Dans toute la suite, on suppose que P€ R[X,, ..., X, ] est un polynéme qui vérifie qu’il existe
Be0,1[etg, >0 tels que:

(i) P(x) —> +oo quand |x| —> +o0, x€ [B,+oo["
(i) P(x+iy)#0 pour x e [B,+oo["et |y| < &,

Nous allons établir deux lemmes qui nous permettront de quantifier les conditions limites (i) et
(ii) en termes de croissances monomiales dans des domaines de T contenant strictement [B,+ oo[”
Ensuite, comme application, nous obtiendrons I’existence d’un demi-plan de convergence de Z(P;s)
pour P vérifiant (i) et une formule sommatoire qui relie Z(P;s) a des intégrales si P vérifie (i) et (ii).
Ce passage est crucial car c’est lui qui ramene I’objet arithmétique, donc discret, Z(P;s) a des inté-

grales, dont I’étude rentre dans le domaine de la géométrie complexe.

Le dernier paragraphe de ce chapitre sera consacré a la démonstration d’un troisieme lemme qui
donne une version équivalente des conditions (i) et (ii). L’avantage de cette nouvelle version est quelle

ne comporte que des vérifications sur R".

i) Deux lemmes de Géométrie algébrigue

D Enoncés des lemmes
Le but de ce paragraphe est d’établir les deux lemmes suivants.
Lemme 1.1
Soit Pe R[X,, ..., X, ] vérifiant :
(i) ilexiste Be ]0, 1[ tel que P(x) —> + oo quand |x|| —> + oo et x& [B,+ oo[" et
(i)  P(x)# 0 pour tout x € [B,+ oo[".
Alors, il existe un réel ¢ >0, et un rationnel o> 0 tels que :

pour tout x€ [B,+ oo[", P(x) > c(x, --- x,)%

Lemme I1.2
Soit PeR[X,, ..., X, ] vérifiant :
() ilexiste Be 10, 1] tel que P(x) —> + oo quand ||x]| —> + o0 et x€ [B,+oo[" et
(i) P(x+iy)#0 pourtoutxe[B,+oo["et toutye R" tel que ||y | <&,
Alors : il existe B'€ 10, 1[, €,€]0,¢,], a,c et K>0 telsque:

Px+.iy)

Py = 1+ O(||ly|) uniformémenten xe[B',+oo[" etyeB(0,¢,).

En particulier, on a
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(@) Re P(x+iy)> c(x, ---x,)* pourtoutxe[B',+oo[" et toutye B(0,¢,)

(b  |ArgP(x+iy)| < K|y| sixe[B', +oo["etsi ye B(0,¢,), ot Arg désigne la détermina-
tion de I’argument comprise entre — wet 7.

Les constantes B', €, a et K ne dépendent que de P, B, ¢, et n.

2) Préliminaires

Avant la démonstration des lemmes, nous allons énoncer quelques résultats que nous utiliserons.

Mais avant donnons quelques définitions.
Définition IL.1 :

Les ensembles semi-algébrigues de R" forment la plus petite collection de parties de R" contenant
les parties du genre {x e R"[ P(x)>0} (PeR [Xi, ..., X, ]) et stable par intersection finie, union
finie et passage au complémentaire. De facon équivalente, si 1’on appelle condition de signe sur le
polynéme P une des conditions P(x) >0, P(x) = 0 ou P(x) <0, un ensemble semi-algébrique est
donné par une condition booléenne (obtenue par disjonction, conjonction et négation) de conditions

de signe sur un nombre fini de polyndmes.

Pour plus de renseignements sur les ensembles semi-algébriques de R" et leurs propriét€s on
pourra consulter 1’article de Michel Coste “Ensembles semi-algébriques” [7] dans lequel on trouve la

démonstration du résultat suivant :
Théoreme P.1 “Principe de Tarski-Seidenberg” (version géométrique) :

Soit z: R™? — R" la projection canonique. Alors, pour tout sous-ensemble semi-algébrique A de
B"*?, n(A) est un sous-ensemble semi-algébrique de R".

En fait, dans I’article de Michel Coste ce résultat est énoncé pour p = 1, mais une récurrence €vi-

dente permet de voir qu’il est vrai pour tout pe N*.

Définition I1.2

Une fonction T: R” — R est dite semi-algébrique si son graphe est un ensemble semi—élgébrique
dans R"*!.

Définition I1.3.

Une fonction T: B — R posseéde un développement en série de Puiseux a I’infini (sous-entendu :
+00) s’il existe ke N¥et m eN et des a, € R tels que

EdE]

T(x) = i a, x

n=-—m

pour x 2 x,,.

Le résultat suivant que nous allons utiliser concerne les courbes algébriques.
Théoréme P.2 :

Soit P(x, y)eR [X,,X,].Onécrit P(x, y)= 3, ¢;x)y olc,(x) 0.

Jj=0

Alors il existe x,> 0 tel que pour toutx2x,, ¢, (x)# 0, et on peut écrire, pourx 2 x,,
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PG, ) = e, [1(r-T,0)

J=1

ou, pour tout j, T; est une fonction continue semi-algébrique et posséde un développement en série de

Puiseux a I’infini.

Pour la démonstration de ce théoréme on peut consuliter par exemple “Algebraic Curves” de R. J.
Walker, [27] ou “Modern Algebra” de B. L. Van der Werden [26].
3) Démonstration du lemme II. 1

Dans la démonstration de ce lemine, nous suivrons de pres les idées de Hormander [9] concernant

le cas hypoelliptique et que nous adapterons a notre cas.

Soit Pe R [X,, ..., X, ]. On suppose qu’il existe Be ]0,1[ tel que P(x) — +oo quand

[x] — +o0, xe[B,+ oo["et P(x) # 0 pour tout x €[B,+ oo[". On pose, pour tout >0,
pp(r) := min{P(x)|xe[B,+oo[" et r=x - x, }.
Alors, la condition imposée a P implique de fagon évidente que pp(r) — +oo quand
r — +o00. On pose aussi

A= {G,r,)eR™ | P(x)-u=0,r—x-.-x,=0,r>0etVje(l,...,n}, x;—B 20}
Alors, d’apres la définition I1.1, A est un sous-ensemble semi-algébrique de BR™?. Soit

Rn+2 —_ RZ . ) .
T la projection canonique.

(x, ) = (r, 1)
Alors, d’apres le principe de Tarski-Seidenberg (théoreme P.1), B = n(A) est un sous-ensemble semi-

algébrique de R?. Donc, d’apres la définition IL.1, B s’écrit

B= | ] B

1<i<p
ot pour tout i€ {1,..., p}, il existe des polynémes (fij)l<j<p- et (g,)1¢<, de R [X,, X, ] tels que :
B, = {(rnweR?|Vj=1,...,p,, f(rnm)>0et Vji=1,..,q,, g;(r,n)=0}

On pose I = {ie {1,..., p} ]3r>0 avec(r, up(r))e B:}. On a alors que, pour tout i€ /, il existe
Ji€ {1,..., q} tel que g, % 0. En effet, dans le cas contraire, il existerait i, € / tel que, pour tout
je { L ..., q;, }, 8. éO. Alors, Bio serait égal a {(r,,u)eR2|‘v’j: 1,..., Pi, - fl.oj(r,u) >0},
donc serait un ouvert de R*. Mais comme i, € I, il existe r,>0 tel que (r,, (7 ,)) € B, . Et, comme
B, est ouvert, il existe p, < pp(ry) tel que (ry, 1) € B, < m(A), donc il existe x’e [B,+ oo["tel que

s =x" - x et u, =P(x"), donc
My 2 mjn{P(x)| x€[B,+oo"etry=x, -+ x,}
ce qui implique p, > urO(P) : absurde.

Donc : pour tout i€ 1, il existe j.€ {1,... , q,} tel que 8 ¥ 0.
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On pose : h(r,u) = H g,.ji(r,u) cR [Xl » X ]

iel
Alors on a évidemment, pour tout »> 0, A(r, 11,(r)) = 0.
Soit Fe R [X,, X, ] le polyndbme qui a les mémes facteurs irréductibles que 4, mais sans
répétition. On a F # 0, et, pour tout >0, F'(r, u(r)) = 0. De plus, pour r assez grand, m = deg F est

indépendant de r. On écrit alors

m

F(r) =Y ¢r) it

J=0

avec ¢, (r) # 0 pour r > r,. Le théoreme P.2 implique alors que, pour tout r > r;,

n
F(r,p) = c,(n) IT =T (r),

j=1
ou, pour tout » > ry, ¢, (r) # 0, et pour tout je {1,..., m}, r — Tj (r) est continue et posséde un déve-
loppement en série de Puiseux a 'infini. Et comme F est sans facteur carré, les 7, sont deux a deux
distinctes. D’ou, comme pour tout r > r, F(r,up(r)) =0, on a que, pour tout r>r,, il existe
je {l,..., m}tel que up(r)=T1;(r). D’ou, par continuité, il existe joe {1, ..., m} tel que, pour tout
r>ry, Hp(r)= Tj0 (r), donc p,(r) possede un développement en série de Puiseux a I’infini. Il en ré-
sulte qu’il existe a€ @ tel que up(r)~ ¢,r“quand r — +oo. Mais u,(r) — +o0 quand r —> + oo,
donc ¢, >0 eta>0. D’ou, il existe ¢,>0 tel que, pour tout x€[B,+ oo["avec x, -- x, > r,,ona:

Px)2c, (x, - x)%

xe[B,+oo["et x; - x, <7,

n

: P(x)
On pose : ¢ 1= min{ —————
(xl Xy ¢

Onac, >0,et,sil’onposec := min(c,, ¢,), alors, pour tout x € [B, + oo,
P(x)2 c(x, -+ x,
avec ¢ >0et o> 0, o rationnel.

Ceci termine la démonstration du lemme II.1. C.Q.F.D.

4) Démonstration du lemme IL.2.

Soit Pe R [X|, ..., X, ]. On suppose qu’il existe B€ ] 0, 1[ et £, >0 tels que :

(i) P(x) — +oo quand x| — +oo etx e [B,+ oo[",

(i) P(x+iy)#0 pour tout xe[B,+ oo[" et pour tout y tel que |y || < &,
Soient B' et ¢, telsque B<B'<1et0< g < ¢, On pose u := min(B'— B, g,— ¢ ) >0.
Soient é =x+ iyeC"avec xe [B',+oo[" et ye B(0,¢,) et z = o+ it C" avec P(z) =0.

Alors, deux cas sont possibles :

Premier cas : o & [B,+ oo[". Alors, il existe joe {1, ..., n} tel que 0, < B.Onaalors
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lz— &l = llo—x+ i(z-y| 2 |o-x| 2 |o

Jo Jo
car o; <B<B'<x;.D'ou |z~ &z

Second cas: o€ [B,+ oco[” Alors, comme z = o+i1 vérifie P(z) =0, I'hypothése (ii) implique
| 7] = ¢,, d’ou:

| z2=¢ | lo—x+ite-pl 2 [r-y1 2 [z]-|y] 2 & - &

>
Donc, on a établi le fait suivant :

2> .
(*)

Pour tout E=x+ iye[B',+oco[™ iB(,e,)CC" et toutzeC” avec P(z)=0, on a
le- &= .

Maintenant, soit {=x+ iye[B’,+oo["+ iB(0,¢,). On pose
X = (xl,

On considere le polyndme

G(Zn) = < s Xy +iyn—l’zn) =

P(x+iy,z,)
X ety étant fixés. Le polynéme G se factorise de la fagon suivante :

’xn—l)Eanlet y:: (yls --’yn—l)eRn_l

P(x1+iy1, .

G(z) = H(Z+i5) H (z, —1,(%.5))

On a alors :

P(f'*‘li, x”+iy") _ ﬁ xn+iyn —t](i’y) = 1+
P(E+ij,x,) A B

j=1
Mais, pour toutj € {1,..., m},

P(§+i5,t(%,5))=0ct (E+iF,x,)e [B +ol" +iB(0,¢,).
Donc, d’apres (*), on a, pour tout je {1,..., m},

l'xn - t](f’i)i :"(i:_*_ij;’t‘(f’y))_(f_*_iy’xn)n = u.
De plus, on sait que |iy,| = |y| <|y|. D’ot:

P(x+i
P(

R

| et
ey | =

o
o

H
T Ly,

l\yn) — 1+0#,,1(”y”)
n)

et une récurrence descendante permet de voir facilement que

P(x+iy)
P(x) =1+ Oy, n(”y”)

et ceci démontre la premiere partie de notre lemme. En outre, il implique :
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ReP(x+ iy)

o) 10, ()
ImP(x+iy)
) = Qunll¥l)

d’ou il résulte que, toujours pour x + iy€ [B', + oo[+iB(0, ¢,),
ReP(x+ iy) = P(x) (1+0;4n(”)’”))

|ArgPx+iy)| = O, ,(Iy])

Ceci ajouté a I’inégalité établie dans le lemme II.1 permet de retrouver de facon évidente les

points (a) et (b) du lemme I1.2 et par suite termine la démonstration de ce lemme. C.Q.F.D.

il)Applications : démonstration du théoréme 1 et formule sommatoire

1§ Démonstration du théoréme 1.

Commengons par rappeler 1’énoncé.

Théoréeme 1 :

Soit Pe R [X,, ..., X, ] Onsuppose qu’il existe Be 0, 1] tel que :
(i)  P(x) —> +ooquand x| — +o0,x€[B,+ oo[", et

(i)  P(x) # 0 pour tout x€[B, + oo[".

Alors il existe o, >0 tel que la fonction

s> ZPis)i= 1

menem P(my

existe et est holomorphe dans le demi-plan {se€ C | Res > g, }.

Démonstration du théoréme 1 :
D’apres le lemme II.1, il existe des constantes ¢>0 et >0, telles que, pour tout
xe[B,+oo[", Px)2 c(x, - x,

1
Onpose o, := ;. Pour seC avec 6 =Re 5 > g, et pour tout eN™,

«
c

| Py | = Pm)°< ¢%(m, - m,) o

donc pour tout € >0, la série

ZPi= Y —

e P(m)

converge uniformément en s dans le demi-plan 6 =Re s 2 ¢, + ¢ et, comme s P@m)™ est une

fonction entiere de s, Z(P; s) existe et est holomorphe dans le demi-plano = Re s > ¢,. C.Q.F.D.
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2) Formule sommatoire.

D’apres le théoreme 1, la fonction s — ZP;s) existe et est holomorphe dans le demi-plan
o=Res> o,. Le but de cette partie est d’établir une formule sommatoire qui permet de représenter
Z(P; s) par des intégrales, ce qui nous permettra dans la suite d’établir I’existence du prolongement mé-

romorphe de Z(P; s) via I’étude des prolongements méromorphes de ces intégrales.

Dans toute la suite, nous désignerons par Logz (z € L) la détermination principale du logarithme
définiesur C\R_. SiHeC[X,, ... , X, ] et Te &, est une permutation de {1, ..., n}, on définit le
polyndéme

Hr(zl, ,zn) = H(zm), ,zr(n)).

On utilisera la méme notation méme si H n’est pas un polyndéme, mais n’importe quelle fonction
de n variables réelles ou complexes.

Dans toute la suite, on suppose que Pe R[X,, ..., X, ] est un polyndme qui vérifie qu’il existe
Be0,1[ et g, >0 tels que :
(i)  P(x) — +ooquand x| —> +o0, x€[B,+oo["
(i) Px+iy)#0 pour xe [B,+oo["et]y| <&,

Nous avons vu alors d’aprés le lemme I1.2 que ceci implique qu’il existe des constantes
B’ e]0,1[, ¢, €[0,¢,], a>0,c >0 et K>0 telles que :
(@) pourtoutxe[B’,+oo[" ettoutye B(0,¢,), Re P(x+iy) > c(x, -~ x )% et

|7

(b) pourtoutxe [B', + oo[" et tout ye B(0, ¢,), IArgP(x+ iy)| < K]y
ou B', g, a, c et K ne dépendent que de P, B, g, et n.

La condition (a ) implique en particulier que pour tout x€ [B', + oo["et pour toutye B(9, ¢, ),

ona Re P(x+iy)>0, et donc
s+ (P(x+iy))” := exp(—sLogP(x+ iy))
est une fonction entiére.
On pose ¢, := 5—1: . Soitaussi B" € ]B’, 1[. Pour chaque £> 0, on pose
n
L,:={zeC]| Rez=B"et |Imz| <e}= [B",+oo[+i]—¢, e[.

Alors il est facile de voir que, pour tout £€ 0, £,{, on a:

(L)" < [B",+oo["+iB(0, Vn &) C[B, +oo[" + iB(0,¢,)

Soit € 10, ¢, [. D’apres ce qui précede, pour tout z =x+ iye (L_)", la fonction s +— P(z)™ est

entiere. Posons
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P)”
f@=
[T (e(z)-1)
k=1
oiz=1(z,, ..., z,) et e(z)=e*™ pour zeC. Alors, pourz,, ..., z, fixés dans L_\ N*,

fsl : Zl '_>fv(zl LR ’Zn)

est une fonction méromorphe au voisinage de L, avec comme pdles les entiers strictement positifs, et

ces pdles sont tous simples. En plus, pour tout m, € N*,
(P(my, 25 s 2)"

2ia]] (e(z) - 1)

| S—
Resz1 =m, fs -

De plus, on sait que, pour toutz€ [B’, + oo["+iB(0, £,) (qui est un voisinage de (L,)") on a,

d’apres (a) et (b) :

IP(Z)~5I — |e~s LogP(z)l — le—(tﬂir) (LogP(z)+iArgP(z))l — ewaReP(z)+rImP(Z)

< IP(Z)!ﬂeerArgP(Z)l < C_G(xl '_,xn)~aae|r|Ke vV

. . . . PR .. . 1
si 0 =Re 5 >0. Et ceci permet de voir, via le théoréme des résidus que, sio > o, = pole 0, on a, pour

2y ..., 2, fixés dans L\ N*:

— P (z,, ...,
Z PQS(mI’ZZ’ et Zn) = <Zl Z") le

oL, H (e(z) - 1)

et en répétant ce procédé n fois on obtient :

pour tout s € C avecRe 5 > ¢, >0 ettout € 10, &, [,

Z(P;s) = Z P_s(m)z P (Zl’ ’Zn) le - dz

ment @y IT (e(z) - 1)
k=1

R

N (Y . Ve A
ol dL, est la frontiere de L, orientée dans le sens + 00
. - . . _ + -
direct. On peut écrire: dL,= - L; — K+ L,
ou:
L;
L! ={x+ie|xe[B",+ o[} LE
KE
L: = {x—ie|xe[B",+oo[} ! ,
O B "
K,={B"+iye|ye[-1,1]}
—i€
ces trois chemins étant orientés comme dans la L,
figure ci-contre.
Soit &, le groupe des permutations de {1, ..., n}.Si x =(x,, ..., x,) et 0€ &, on pose
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Oy .
X = (xo(l), s xc("))

Un domaine D de R" ou de C" sera dit symétrique si, pour tout xe D et toute permutation
ce @, ,ona’xeD.Sif estune fonction de n variables définie sur un domaine symétrique, notons,

pourxe Detoe & :
fo(x) = f(ox)'
Maintenant, soient n,, n,, n, € N tels que n, + n,+ n; =n. On pose :

in,nz,n},s,B"(xl, o X” =

" . " . . . . .
P(B tiex,, ..., B tiex, ,x, (FIE, ., X, L FIEX, o TLE, xn—zg)
ny,ny, N3, €,B" —
@ (x)s ooy x,) 1=
n 1 ny 1 3 1
(—iey" (=1 [] x x
v . . .
j=l Q(B + lng) — 1 j=1 e(xn 1+j+ lg) - 1 j=l e(x,11+’lz+j_lg) - 1

Alors, avec ces notations, on a : pour o =Re s >0 et g€ ]0, ¢, [,

Z(P,S) = z Z / [Q:l,nz,ﬂg,s,B"(x)]—s q)”lv”zv’ljg,E‘B”(x) dx
1€ G, [-1,1]"'%X[B", +oo[" "1

nytnatny=n

oux=(x,, ..., x,)etdx =dx - dx, . Ilestévident qu’il suffit d’expliciter le terme correspondant a

7 =1Id. Ce terme est

ny,ny,ny, €,B" _ ny,ny,ny, E,8"
(Dld (‘xl’ et xn) = @ (xl’ e xn)
—ie)" (- 1)
(=ig)'(=1) o 1 o 1
n ) 3 .
H (eZier"e—Znsxj _ 1) H (e~2n882inx,,l+j_ 1) H (6271562711)(,1|+,.2+j_ 1)
j=1 j=1 j=1
(—ig)"
- LE % E e—2n|m|582in e Mjxn,+j
y . ; j=
H (eZzn:B e—2n:exj__ 1) me N2
Jj=1
ns3
~2melh] ~2in Y hixn,4n,+)
|, 3 ertenn
h e N*n3
(—_ )”l noy h3
_ 1€ 5 Z e—Zne(lhl+lm|)62in > mixn,4j — O hiXn ng+)
1 , j=1 Jj=1
2inB" -2mex; me N"2
H (e e /- 1) heN*n3
J=1

En conclusion, on obtient la proposition suivante :

Proposition I1.1 — “Formule sommatoire” :

Soit Pe R [X|, ..., X, | un polynéme vérifiant qu’il exjsté Bye 10, 1[ et £, >0 tels que :
(i) P(x) —> +ooquand |x| —> +oo, x€ [By, +oo[",

(i) P(x+iy)#0 pourtoutxe[B,+oof" et touty tel que |y] < &,
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Alors, il existe o, >0 tel que la fonction s =— Z(P;s) := Z P (m) existe et est holomorphe
me N

dans le demi-plan E; = {s [ Re s > o, }. En outre, il existe des constantes B, € |B,, 1[ et £, € ]0, g,]

telles que, pour tout £€ 10, £,1, pour tout Be 1B, 1[ et tout s € € avec Re s > 6, 0ona:

ZPis)= Y P(m)

me N*
= ¥ 3 Y ermeld P (Btiexy,,, ..., B+iexy,
TEG, ny+ny=n pezn2 [-1,1]"1x[B, +oo["2 ’
na »
(i£)nl ezm' Z hjxf(nﬂ‘)}
. . =1
xr(n1+1)—l£1(h1), e xm)—zenz(hnz)) X - dx, - dx,
H (1_~ ezmse—znex,-)
j=1
€ sihjZO "3
ol, pour j € {fl,...,nz}etheZ"l,Ej(hj)= . et |h| =73 ]hjl.
—€ sih, <0 j=1

IV) Un lemme supplémentaire

SiPeR[X, ..., X, ], on note Z(P) I’ensemble de ses zéros complexes
Z(P)= {zeC"|P@)=0}
Lemme IL 3
Soit Pe R [X;, ..., X, ] un polyndme qui vérifie qu’il existe By € 10, 1[ tel que :
P(x) —> +co quand [x| — +o0, x€ [B, + co["et P(x) # 0 pour tout xe[B, + oo[’ﬂ
Alors,; les trois conditions suivantes sont équivalentes :
(D d(Z(P), [B, +oo[") >0 pour au moins un réel B e 10,1[:

(2) Il existe Be]0,1[ et g,> 0 tels que P(x+iy)# 0 pour toutz = x+iyeC" vérifiant
xe[B,+oo["etye B(0,g))cR"

a
(3) 1l existe B €10, 1[, tel que, pour tout ¢e N”, la fonction x +—» %%l est bornée sur
[B,+ oo[" (En fait, il n’y a qu’un nombre fini de conditions, car 3*P=05i | o] > degré total

de P).

Démonstration du lemme F1.3 :

11 est facile de voir que P(x) >0 pour tout x €[B, + oo[".

Il est immédiat que les conditions (1) et (2) sont équivalentes. Reste 2 monter que (2) et (3) le

sont.

Preuve que (3) = (2).
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~ On suppose (3) vraie, donc Pe R[X,, ..., X, ] vérifie qu’il existe Be 10, 1[ et ¢ >0 tels que, si
’on note p le degré total de P, alors :
(i) Px)—> +ooquand |x| —> +oo, x€[B,+oo[", et
(i) pour tout ae N” vérifiant | | < et toutxe [B,+ oo[", | I*P(x) | < C P(x).

Soit £>0 fixé (e< 1). On a alors, d’apres la formule de Taylor, pour tout x €[B,+ oo[" et tout

yeB@O,e)c R,

o d*Px) . 4
Periy)= 3 o )
et par suite
[Poct i) = P < Lo [y
al|lsu :
o#0

Mais o # 0 implique |y“| < ¢ carye B(0, ), et | d°P(x)| « P(x) sur [B,+ oo["

Donc, il existe une constante A = A(P)> 0, ne dépendant que du polynémeP, telle que, pour tout
xe [B,+oo[" ettoutye B(0, e), |P(x+ iy)— P(x)| < AeP(x),d’ot
Re P(x+iy) = —Re(—P(x+iy)+ P(x)) + P(x)

> P(x)~ |P(x+iy)—P@)]

i\

Px)(1-Aeg)

: 1 ] .
31e<m.Donc,pour € T 471 >0,ona:

P(x+ iy) # 0 pour tout x€[B,+ oo[" et tout y € B(0, 80)

donc (2) est démontrée.
Preuve que (2) = (3).

Maintenant on va supposer que (2) est vraie, ¢’est- a-dire qu’il existe B € 10, 1 et £, >0 tels que
(i) P(x+ iy)# 0 pour tout x€[B,+ oo[" et tout y € B(0, 80),
(ii) P(x) —> +oo quand |x|| — +oo, x€[B,+ oo,

d’ou il découle, de facon évidente, que
(ili) P(x)>0 pour tout x€ [B, + oo[".

Alors, d’apres le lemme 11.2, ceci est équivalent au fait qu’il existe B€ ]0, 1[ et £, € ]0, 1] tels

que les conditions (ii) et (iii) ci dessus sont vérifiées, et en plus

Px+ iy)

P = Loyl

(iv)

uniformément en x € [B,+ oo[" ety e B(0, g,).

En particulier, il est facile de voir que
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P(x+ iy)

Px) est bornée sur [B,+ oo[".

(o) pour toutye B(0, ¢, ), la fonction x —

Maintenant, si nous utilisons la formule de Taylor, nous obtenons

|
P(x+ iy) = J*P(x) ’»&,— y @

fol<u
ou u est le degré total de P.

Si I’on ordonne I’ensemble {a € N” l | o¢| <} par ordre lexicographique en une suite croissante

(e);-\,. . > onaalors
p ] B N o l'|aj| o
(x+iy) = j; IIP(x) ot
donc Pariy) _ 6 9P a8l
P(x) ~ Pk aj!
En choisissanty, , ..., yy€ B(0, £, ) sans condition pour le moment, on a le systéme suivant :
P(x+ iy, %Px) lul

) u _
1,..., N}, = y

Maintenant, si, pour x&€ [B,+ oo[" nous considérons les vecteurs colonnes suivants de I

3% P(x) %! P(x +iy,)
P(x) o! P(x)
X(x) = : et Y(x):= :
%N P(x) ! P(x+iyy)
P(x) ay! P(x)

et si ’on considere la matrice
M= (y,af)lsj’,SN €./%y(R)
le systéme précédent s’ écrit :
pour toutxe [B,+ oo, Y(x)= M X(x)

Mais il est facile de voir que I’on peut choisir y,, ..., y,€ B(0, £,) de fagon a ce que M soit

inversible. On peut donc supposer les y, fixés avec M inversible. On a alors, pour tout x € [B,+ oo[”,
X(x)=MY(x)
donc |XCol < M7 Y.
Mais (+*) implique que x — Y(x) est bornée sur [B, + oo[ et donc la fonction x — X(x) est

bornée sur [B, + oo[". Par conséquent, en vertu de la définition de X(x), on obtient :

«
pour toutje {1, ..., N}, la fonction x — 9_[%){2 est bornée sur [B,+ oo["

et comme {q; |1<j<N}={aeN" | | | <}, olr 4 = degré total de P, on obtient que (3) est vraie.
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On a alors (2) & (3). Comme nous savons que (1) & (2), ceci termine la démonstration du

lemme I1.3.
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i) Introduction, notations et énoncé du théoréme 5

Dans toute la suite, n; et n, seront deux entiers naturels avec n, +n, =n et g, sera un réel stric-
tement compris entre O et % On note (y, x) le point courant de R" = R™' X R"2. On se donne une fa-
mille de polynémes (Q.).c(o,.,) avec, pour tout €€ [0,&,], 0, (. x) € C [X,, ..., X, ] et tels que les
coefficients de Q, sont %~ en &. On se donne une fonction ¢: (y, £) > ¢,(¥) := ¢(y, €) de classe
7% sur 1-2,2[" X 1-2g,, 2¢,[. On suppose que :

(i) Q,(,x)=R(x)ne dépend pasde y e R™ (i.c. Re R [X1 Y e an ] ) et vérifie qu’il existe >0

et ¢>0 tels que, pour toutx=(x,, ..., x, )& [1,+ 002, R(x) 2 c(x, -+ x,)%

.. 90.x) 0.0.x%)
W 0,00 T R®

uniformément en € [0, g,] et (y,x)e [—1, 11" X [1,+ oo[2.

= 1+ 0(e)

On posera alors, sous ces conditions, pour tout m € Z?,

Y, "0, 0, 5) = f Q.. x) 9.(0) e(m, x)) dy dx (sel)

Ha

[—1, 11" X {1, +oof"2

Le but de ce chapitre est d’étudier le prolongement méromorphe de s — Ym”‘"’l(QE, ¢, s), ce
qui nous permettra via la formule sommatoire démontrée dans le chapitre II d’étudier le prolongement

méromorphe de la série de Dirichlet s — Z(P;s).
Plus précisément, on établira le résultat suivant :

Théoréme 5

Sous les hypotheses ci-dessus, on a que, pour tout €€ [0, &,], la fonction s — ¥, ""'"2(Q,, ¢.,5)

existe et est holomorphe dans le demi-plan {s l Res> 15 }.

De plus, cette fonction posseéde un prolongement méromorphe a € avec des pdles d’ordres au plus n
et contenus dans un ensemble de la forme S%={g,- % | ke N} ou o,=c(R)e @: et
M = M(R) e N* ne dépendent que du polynome R.

En outre, il existe A = A(R)>0 tel que le prolongement méromorphe de ¥,"'*"2(Q,, ¢, s) vérifie :

pour tout €' >0, pour tout 6> 0 et tout entier N >0, il existe une constante D(N, &', 8)>0, ne dépen-
dant que de N, €', &, & et R (donc indépendante de me Z™ et g€ [0, ¢,]), telle que, pour tout

s=c+iteCtelque 0> 0,—~ Netd(s, &) 26, onait :

Y "0, 6, 5) < DN, e', 8) (L] oMY elele (14 [ [H0m D)
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i) Le cas ou le diviseur est a croisements normaux.

Dans la démonstration du théoreme 5, nous allons réduire le cas général a un cadre plus simple
via le théoreme de désingularisation de Hironaka, qui nous permettra de nous ramener au cas d’un divi-

seur a croisements normaux, lequel est traité dans la proposition suivante :

Proposition III.1:
Soienta=(a,, ..., a,) eN" b=(b, ....b)€Z" (B, ..., B,) e N7 U(-N*? (p<n),
Be {0} U [1+4 oo et £>0.
Soit y: (v, u) > w(y;u) une fonction %> a support compact sur ]—1, 1[* xS"7", od §*~' est
la sphere unité de "
Soit g: vy +> g(y) une fonction analytique inversible dans -1, 1 [* avec ]Arg( g(») | <& pour
tout ye 10, 1 [".
On pose, pour seC etue S,
F(s;u) =
—ays —a,s+b, 1 s 1 1
x, 1 +b1__.xn S +b e( ( ))(g( PR ;’1)) l[l(;l, ; u)dxl >

H, +eo[”

avec e(f) = 2™, Alors, s > F(s ;u ) existe et est holomorphe dans le demi-plan {s | Re s> 0, },

ou

Elle posséde un prolongement méromorphe a C avec des poles d’ordres au plus 7, contenus dans une

suite de la forme 5= {g,~ 1{6—4 lke N}, of;M =Ma) := H a;€ N*. En outre, ce prolongement
méromorphe vérifie que, pour toute’>0, pour tout 6> 0 et tout N> 0, il existe
C=C(N,¢,8,a,b) >0 telle que, pour tout s= o +iteC aveco 2 0,—Net d(s, Sj=8,ona:

F(s;fu) < C(l +B|a |(00f0)_,_>8') (1 +] T'la I(oo«o)+e’) ee}rl.

Démonstration de la proposition IIl.1 :

Le cas ou B =0 est facile. En effet, c’est le cas d’un diviseur a croisements normaux du théoreme

d’Atiyah [1] concernant le prolongement méromorphe de s — F*. On suppose donc désormais B > 1.

Pour simplifier les notations, nous adoptons les notations suivantes :
—av+b . H -a; s+b
X;

¢; sera le j-ieme vecteur de la base canonique de 2", desorte que (1, ..., 1) = Z‘; le

) 1

1
— sk E—
Pourx_(xl,...,x”)ER ,onpose o = W %
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On pose également, f=(B,, ..., B8,,0, ..., 0)eZ", et
dx=dx, -+ dx

n*

Avec ces notations, on aura

Foso= [ w0 e(8x?) (s(1) u(} su)dr

]],+<>o[”
On a alors deux cas a distinguer.
Premiercas: (B, .- » B,) € (= N*)?, c’est-a-dire §; <0 pour toutje {1,..., p}.

On pose y= — f§ de sorte que

Fow= [ w0 e(m) (a( D) Wt ) ae

]I,+<>o["

Comme, pour toutx € ]1, + oo[”
Ix””” e(Bx“y) (g( %))S % ;u) l «, , xert (6=Res)

on a que s+ F(s;u) existe et est holomorphe dans le demi-plan {s|Res > c,} ou

0, = max bixl
1<j<n aj
Soit maintenant s = o+ i7€ C avec ¢ > 0,. Adoptons la notation o, = —8% . On a alors, par
intégration par parties : ’
Fo =[x e(m) (e(1) w(k i) s
1, +oo["
—as+b+e )
- [ oS ) GO G e
11, +oo" .
2iny, B s+ b _ s
= 2B [ ere(8a7) (e( D) w(E )
I, +oo["
co [ ) (D) (R v ) ax
H, +oo[”
P [ e e() (2( D) aw(i)a
I, +oo["

Et si I’on répete cette opération a, N fois pour la variable x,, puis a,N fois pour chaque variable

x. (1 <j < n), on obtient, pouro = Re s > &, que F(s;u) est une somme finie de termes du type

{ ~
O [ e o(5) (s D)7 (§(0) #u(Ea)ax

IT 11 (as—b,=1+h) 11 +eol"

j=1  h=0
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ol 5’;(}7) est de la forme
N\,
IT(2(3))"
J
avec r,le N " [0,]a|N], HeR[s] est de degré < |a|N,aeN", peN" vérifie |u| < |a|N, et
pour tout j, g.e N" et [, € N vérifient ];9[ et llj.l < la|N.

Maintenant, il suffit de remarquer que, pour toutxe |1, + oo,

lx_ax+b—Na~a e(way) (g( %))X~r (5’;(%)) 3”!//()1;;14)

—ao+b-Na
v X

(¢(x))

—ao+b—Nae] tle

«N,g,

Ng.w ¥

car, par hypothese, | Arg g(y)| £ € pour tout y€ 10, 1{*. D’ot 1a fonction
s [ e(5en) (2(1)7 (8() 2wl i) a.
1, +oof"

existe et est holomorphe sur {s| Re s > o,— N}, et vérifie dans ce demi-plan la majoration

«N,aelflg.
OnrappellequeMzM(a)zH ajeN*et F={0,— % !keN}oﬁo‘o = max zﬂ
j=1 1<j<n aj
Soit s = o+ iteC avec o > 0,— Netd(s, &) 2 6.
On a alors, pour tout je {1,..., N}ettout heN,
b, b.
las—b—1+h| = |a| |s— L+ Ll< o] s—gu+ [oo— Ty i)l
J J J a. a. J a. a.
J J 7 7
Or, o, - R L3 = L pour un entier / € N, donc
a; a; M

! o
s—-(o‘o— M)‘Z la,| d(s, 2 2 |q;|626.
Dol : pours=o+ iteC aveco > oy~ Net d(s, )= ona

B? H(s)

n jN

H (ajs—bj—1+h)

j=1 k=0

lais—b-1+h]| = la |

la|N degH)
€yaysB 1+ 7|

Q

{. _
«N.a,y,5 kl+ b

Donc, en conclusion, pour tout N > 0, la fonctions — F(s;u) possede un prolongement méro-
morphe au demi-plan {s|Re s > o,— N} avec des péles contenus dans .= {o,— % |keNY} ol

M =a, - a, et d’ordres au plus n. En outre, si s appartient 2 ce demi-plan et d(s, %) > 8, ona

F(s;u) «N'a‘M(HB'“IN)(1+]r[|”‘N) (*)
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d’ol s — F(s;u) possede un prolongement méromorphe & € avec des pdles d’ordre au plus n conte-

nus dans > Ceci démontre la premiére partie du lemme.

La deuxiéme partie découle de (*) en prenant N = g, — o + £’. Ceci termine la démonstration du

lemme dans le cas ou B; <0 pour tout ;.

Deuxieme cas : B, , ..., B, > 0. On note toujours § = B, ... ,B,,0, ..., 0). On a alors
reo= [ e(met) (s D) WL e
]1,+OO["
b.+1
Comme dans le premier cas, il est facile de voir-que, si I’on pose o, = max -15— , alors
1<j<n i

J
s —> F(s;u) existe et est holomorphe sur le demi-plan {s lRe §>0,}.

Soit maintenant s = o+ i T avec ¢ > o,. En intégrant par parties par rapport a x, on obtient

Fou = [ e(m3?) (o D) w(biu)

11, +oo"
s B
[ ) W) a5 e
11, +oo[”
-b -1 as+bh- s
el R COWCOCUT
1, +ool”
2i7z:SBﬁ1 f xﬂﬁb_ﬁ—el(g( .%))S_I alg(%) V’(%§”)e(3xﬁ)dx
1, +oeo["
i [ D) av(E ) ()
H, +oeof”

En répétant cette opération N (al + - +ap) fois on obtient que, pour o =Re s > 0, F(s;u) est

une somme finie de termes du type

_.___Qﬂ__ / x—as+b—N(a1+~~+ap>,B—a (g( %))s—r (g(%)) 8“1//(% ;u) e(Bxﬁ)dx

2inBp,)
(2inBB,) 1. +oo["
ou r et [ sont des entiers compris entre O et N(a1 + - +ap), peN" avec |p ‘SN(al + +ap),

aeN" et g(};) est de la forme H (5‘“}' g(%))’f ou, pour tout je {1,..., n}, g, eN" et [, e N avec

lj ‘S (a1 + - +ap) N, Q € E[s] étant un polynéme de degré au plus N(a1 + e +ap) dont les

coefficients ne dépendent que de a et b.

Maintenant, pour chaque intégrale, on a, par intégration par parties par rapport a x ., et si I’on

pose b= b-N(a1+ +ap) B—o:

f b= Niay+ - +a,)f-a (g( i_))s" (g(}?)) J‘w(%;u) e(Bxp)dx

]1,+oo[”
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I

2= (6(:) (6G)) P vl ) ef(Bx e

]1,+OO[“

/

I, +oo[”

=8 -/‘x_as'f'b-—ep-h/ (g(%)) sl apﬂ_g(%) g(%) 9ul[/(%;u) e(Bxﬁ)dx

§— 1
ap+1s Epﬂ -

it

ﬂs+5+ep+j ~ s—r
o[ T ) GG () o)

+)

11, +ool "
C [ e (1) 0, 8 u(Eiu) (B )
pt] p+] 1, +o0[

= et RS CO) R O LR CO P GO

a  s—b -1
pty ptJ] ]1,+oo["

Et si ’on répete cette opération Na, fois pour chaque variable x ., on obtient alors que, pour

seC tel que o= Re 5 > 0, F(s;u) est somme finie de termes de la forme

— aﬁff(” / groeroNesa (o)) gV y(Lsu) e BxP)ax
(2in B) (ay,;s=b, ;=1+h) NI, +o["

j=1  h=0

ol [, r sont des entiers compris entre O et |a | N, ae N", ue N"avec |u| < |a|N,

57(}1—) est de la forme [ (gujg(%))lj avec y; € N", |u.| < |a|Netl, eN avec |I] < |a|N,
v J

H(s) € R[s] un polyndme de degré < ‘a !N,

et on a les mémes expressions que celles obtenues dans le premier cas, avec (2inB ytala place de B'.
Il est clair que, si I’on majore le facteur |2inB |_’ par 1 (on rappelle que dans le premier cas on a ma-

joré B! par B 121Ny a conclusion est la méme et ceci termine ce cas, et par conséquent la proposition
IIL.1 est démontré. C.Q.F.D.

il) Démonstration du théoréme 5

La démonstration du théoréme 5 se fait en deux étapes. La premiére est I’ utilisation du théoreme
de désingularisation de Hironaka, ce qui permet de supposer |’ hypersurface {J(y, x) = 0} a croisements
normaux dans un ouvert de IR", donc essentiellement de se ramener au cas ol ¢ est un mondéme. C’est
la deuxieme étape dont le paragraphe II fait I’objet. Mais auparavant, nous allons énoncer la version du
théoreme de désingularisation que nous utiliserons ainsi que le lemme dans lequel nous préciserons

cette version.

Théoréme de désingularisation de Hironaka :

Soient f;, ... ,f, p fonctions analytiques dans un voisinage V de I’origine dans R". Alors, il existe

un ouvert X de B” contenant ’origine, une variété analytique réelle X de dimension n et une appli-
yuqi pp

cation analytique propre 7: X —> X telles que :
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(i)  minduit un isomorphisme entre X\ n‘l{ U }5]*(0)] et X\ [ U fp"l(O)] |

1<j<p I<j<p

(i)  pour tout e X, il existe un voisinage B(x) de x, cartographié par un systtme de coordonnées
locales w=(w,, ... ,w, ) centré en x et tel que, pour toutj€ {1,..., n} et tout we B( x),

fomw) = u (w)w

oll &, € N" et u; est analytique inversible (a valeurs non nulles) dans B( x).

Pour plus de détails, voir I’article d’Alain Yger «Formules de division et prolongement méro-

morphe» [25] ou toutes les références concernant ce théoréme sont données.

Ceci étant, on va énoncer un résultat qui nous permettra de préciser ce théoréeme en vue de notre
application.
Proposition HI.2 (lemme de classification des monoémes) :

Soient h, ..., h, p fonctions analytiques inversibles dans ]F 1, 1[* a valeurs complexes et soient
Ky, .., i, p constantes >0 vérifiant que, pour toutie {1,..., p}, et toutxe]—-1,1[",
| Argh,(x) | SU. ‘

Soient !, ..., o €Z". Pourtout i € {1, ..., p} ettout x € 11, + oo[”, on pose
1 1 )
g;(x) := hi(;l'a e x—")xa'

Alors, il existe des ouverts V;, ..., V_de ]1, + oo["deux 2 deux disjoints et un-sous-ensemble ana-
lytique fermé N ¢ 1, + oo[" (en particulier de mesure de Lebesgue nulle) tel que :

i J,+o00["= Nu U V.,

1<i<q

(i) pour toutje {1,..., g}, il existe un isomorphisme analytique x: J1,+ co[" — V. dont le
jacobien est un mondme (i.e. de la forme {7 ) =cy," ---y,™ pour une constante ¢, #0),

(ili) pour toutie {1,..., p}ettout je {1,..., g}, il existe une fonction analytique inversible
I;sur ]-1, 1[", um multi-indice §”€ N" etun signe ¢,;€ {—1, 1} tels que :

° pour toutye]l,+oo[”, g(7m®)) = lij( yl—x yln)ye,-,- pii

« pourtoutue]-1,1[", |Argl )| < u,.
Démonstration de la proposition 1.2 :

Dans un premier temps, on suppose p = 1. Notons h=h, g=g,, a= o et = 4, pour sim-

plifier.

N

Alors, h est une fonction analytique sur ]—1, 1 [* & valeurs dans {z€ Cc* ! [Argz | < u} et, pour

toutxe ]1,+ oo[? g(x) = h( XL, s %) x®ouna=(a,, ..., a)€2" Quitte 2 permuter les coor-
1 n
données, on peut supposer que :

a,>0,...,a,>0, a,,<0,...,,,,<0,0,,..,=0,...,a,=0.
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On pose ¢ =r+s, le nombre de a; non nuls, et on procede par récurrence sur 7. Pour £ =0ou 1,

le résultat est évident. Supposons le résultat vrai pour £ = n— k> 1 et démontrons-le pour t =n —k + 1.

Si r=0ou s =0, le résultat est vrai. Supposons donc r,s 2 1. On pose

V

1 {xe]1,+00["'xr ar<xr+llar+1|}

v, {xe]1,+<>0["|xr a’>xrlf"+‘|}

N= {xe]l,+oo[" |x, “':xrjla’“t}

OnaV,.NnV,= VNnN=V,NN= DetV,UV,UN=]l,+oo[" En outre, N est un ensemble

analytique fermé strictement inclus dans ]1, + oo[", donc de mesure de Lebesgue nulle.

On définit 7, : ]1,+ oo["— V, par 7, (y,, ..., y) =(x,, ..., x,), ol
x,=y sij#Err+l
xr:yr]aﬁl[

— a,
X1 =), ryr+l

Il est évident que m; est un isomorphisme analytique de ]1,+ oo[" sur V, et, pour tout

ye]l, + oo,
/y/(nl) = ’ar+1 l yrar+|ar+1 -1
avec @, + | ¢, | -1 €N, évidemment.
De méme, si I’on définit 7, : J1,+ oo["— V, par (y,, ... ,y,) +> (x, ..., x,), 0l
X, =y sij#rr+l
X =V,

alors 7, est un isomorphisme analytique de |1,+ oo["sur V, et, pour y € ]1, + oo[",
% —_— o+ | Oy | -1
.4(772) = o, | 5,5 B

En outre, pour toutye J1,+oo[", ona:

I ] 1 D) w
g(ﬂ'l(y)) = /’l[”‘—,..., Tl ° Y eee sy ;n' JH yjaj

Vi Y, yraryr+l j=1

JEr
1 1 1 1 - o
(mo) = h| Lo L L L e
Y1 vy, Ty A =

j#Er+l
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donc, pour j=1.2, g(m®y)) = hy; Lo, )L,) y? avec h,,; analytique sur ]—1, 1[" a valeurs
dans {zeC* ‘ IArgz | <y, } et le nombre d’indices i pour lesquels S, /=0 est k. L’hypothése de récur-

rence permet alors de conclure.
Ceci démontre le lemme pour p = 1.

Pour p > 1, il suffit de remarquer que les 7; que 1'on introduit pour réduire un des g; ne changent
pas la nature des autres g, déja réduits et, par conséquent, il suffit de refaire la méme chose pour g, et
ainsi de suite jusqu’a g .

Ceci termine la démonstration de la proposition II1.2. C.Q.F.D.

Remarques concernant ia proposition Ifl.2 :

(1) Dans la démonstration du lemme de classification des mondmes (proposition II.2), nous nous
sommes limités au strict minimum nécessaire a notre démonstration. Mais il évident que ce résultat
permet de supposer dans 1’énoncé du théoréme de Hironaka que 1’ensemble { o |1 <j<p}est totale-

ment ordonné par I’ ordre lexicograrhique sur N”, a condition de changer le point (i) en
(i) il existe un sous-ensemble analytique fermé N € Xde mesure de Lebesgue nulle tel que =

induit un isomorphisme analytique de X\z~' (V) sur X\ N.

(2) La proposition II1.2 est d’une importance capitale dans la compréhension de la singularité d’une
fonction méromorphe h = g au voisinage de I’origine dans R" ; en effet, par |’intermédiaire du théo-

reme de désingularisation de Hironaka, on se raméne localement et en-dehors de f~'(0) U g ' (0) a

fom(w)= a(w)w*
gomw)= bw)w”

ou 7 est la composée d’un nombre fini d’éclatements locaux par rapport a des sous- ensembles analy-
tiques lisses, a et b sont deux fonctions analytiques inversibles et a= (o:1 e a”),

B=(B,, ..., B,)e N". Dot localement on a :

honw) = c(w)w’

ou r est une modification propre ety =(y,, ..., y,) =a— e Z".

Les y, ne sont pas forcément de méme signe et ¢’est la qu’intervient la proposition IIL.2 qui nous
dit qu’on peut les supposer tous de méme signe au sens large, c’est-a-dire ye N" ou ye (- N)] ce

qui ramene localement I’étude d’une fonction méromorphe A = a deux situations : h=f ou h = }~ ,

oo [~

ou f est analytique.

Cette remarque permet, par exemple, de définir sans ambiguité la fonction

SI—)fhsl// (sel)
14
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quels que soient V ouvert de B", i fonction méromorphe sur V et ye £.°° (V), en tant que fonction
méromorphe sur C avec des poles contenus dans une suite discréte (o, ), de réels. Cette construction
ne suppose méme pas que I’intégrale existe (au sens de Lebesgue) pour un seul s € C. Cependant,
quand cette intégrale existe pour s€ D ou D est un domaine de €, alors elle coincide forcément avec la

fonction méromorphe que nous avons construit.

Fin de la démonstration du théoréme 5.

On se donne n, et n, e N tels que n, +n, =n, g€ 10, L[, une famille (0. %)) cq0.r, de
polynémes de C[X,, ..., X, ], Re R [XI, X, Joceta>0etg: (v, e) = ¢(y, e) qui vérifie les

hypotheses du théoréme 5.

Soit g€ [0, g,]. Le but de ce qui va suivre est d’étudier le prolongement méromorphe de

s Y " (0., 0,,5) = f 0. (y,x) ¢,(y) e((m,x)) dy dx

I=1 1["MX]1, +eo[™2

D’apreés le point (ii) des hypotheses, il existe K > 0 tel que, pour tout
y,x)e]-1, 1" x]1,+0o[®,

- 11 £ K¢

0.0,x)
R(x)

et ceci implique que, si ’on pose H (y,x) = Q,(y,x)-Rx),ona H, e C [X, ..., X, ]et

H(y,x)
e | <
l RG) ‘ < Keg
et ceci permet de voir que Re Q. (y,x) 2 (1—-Ke) R(x) et lIer(y,x)l < KeR(x),d’ou:

|Arg0,00.x)| < Arctg (o5 f}ig) « e

et, quitte a diminuer g5, on peut supposer que, pour tout € [0,g,] et tout

¥, x)e]—1,1["x]1,+ oco[™,
|00, x)| 2 ReQ,(y,x) 2 (1- & R(x) et |ArgQ,(y,x)| < 2¢
d’olt : pour tout €€ [0, ,], pour tout (y,x)€ ] =1, 1 ["* X ]J1,+ oo[® et tout s = o+ it C avec 6 >0,

10,0, %) 9.(v) e({m, x)) | «, (1- e Rx)° el « 1-9°¢° (xl x, ~oa ge| 7|

(d’apres le point (i) des hypotheses) et ceci permet de voir que, pour tout €€ [0, g,], la fonction

s Ym0, 6., ) existe et est holomorphe dans le demi-plan {se C |Res > i—z }.

On fixe maintenant g€ [0, £,] en vue d’étudier le prolongement méromorphe de cette fonction.

Mais quitte a écrire

-1, 1" = U 1-1,0[*% [0, 1]’
k,!
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et de procéder a des changements de variables évidents, on voit qu’il suffit d’étudier
s Y0, 6., s) = / 0.7, x) ¢.(») e((m, x)) dy dx
1O, 1[™x]1, +oo[™2

qui est définie et holomorphe dans le demi-plan IT = {s|Re s > ]a— }. On fixe s = o+ ite []. Par un
changement de variable évident, on a

v ny L na — 1 1 ", -2

lev L(Qg’ d)g’s) - / Qe (y’ .;)d)&(y)e((m’ :\:>) (_1) ) (xl "'an) dy dx

]O’ 1 [’l

. T 1 1 C e n
avec la notation = XU %, Slx= (XI, ,x,,z)ER .

m_ e gn-l sim#0

Onpose B = |m] et u = _
e =0,...,0,1) sim=0

Pour chaque ve $"27', on note L, le polyndéme L (X, ..., an) = 2 uX.

Il existe un entier N, € N tel que :

0 R(};} _ R(x)

No
Groen)

pour un ReR [Xl, ,an],

@ L@ =

N
(xl e x ) o
Py

ol en plus, L, (x) est analytique en v (en fait, a coefficients polynomiaux) et

G) iy L)- )

3 NO
(xl o xnz)

ol les coefficients de H, sont % en ¢ (ceci vient du fait que le degré en x de H . est majoré

par une constante indépendante de ¢, ce qui permet de choisir N, indépendant de €).
D’ou, si I’on utilise la version déja citée du théoréme de désingularisation avec n + 3 fonctions :
= <j<
[0, x)=x pour | <j<n,,
]‘,12+j(_y,x):yj pour 1 <j<n,

£ 0nX)= R(2),
£ x) = Ho(y, x),
frs. %) = Ly, x)

et a I’aide d’une partition de I’unité, on obtient que, pour o =Re s > (Lx, f":"*’lz(Qe, o, s) est somme
finie d’intégrales du type :
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g (w) ws*? e(|]m|| h(w;u) w‘ﬁ) y.(w;u) dw

nyny

. E”W2 = {wel-1,1[" [xl(w), e xnz(w),yl(w), s y”‘(w)>0},
s a,b,pez",
° w > g.(w)etwir— h(w;u) sontdes fonctions analytiques inversibles sur ]— 1, 1 ["x "7/,

J w — y.(w;u) est une fonction % a support compact dans ]-1,1[", dépendant ana-

lytiquement de u et de facon #° de &,

‘ Qg(y(W), —‘-J= [g.0n]" W™,

x(w)

I L,(xw)) »
® Lu = u = h(w,u) wr,
(x(w) ] () - 5, 0m)™

e pourtoutje {1,..., n,}, x(w)=1(w) Wt

ou /; est analytique inversible dans ] -1, 1 [" et o eN”,
° pour tout je {1,..., n,}, yw) = k;(w) wh’

ol k; est analytique inversible dans ] -1, 1 [" et B eN"

En outre, d’apres le point (ii) des hypothéses, nous savons que :

x(w)

Qg(y(W), ¥]= R[ ;(lw—))(lw(s)) = [g.m] ' w™

et
1
R(x(w)}——é +oo quand jw| — 0.

D’oii : @ = a(R) ne dépend que deR et vérifie ae N*".

De plus :
|Argg,0n | = |Arg0. (Y. z57) | < 26

De plus, comme pour toutj, x;(w) ety(w) sont des mondmes a .des facteurs inversibles pres,

alors I’ensemble £ est réunion finie d’ensembles de la forme (& une permutation des coordonnées

771r12
pres)
1-1,0[*<[0,1[' (k+1=n)

N : . N R 1
D’ou, par un changement de variable évident, on se rameéne au cas ou, pour Res > _,
Yy Q. ¢,,s) est une somme finie d’intégrales du type

/ g (wyw? e(||m|} h(w;u) w‘ﬁ) y(w,u) dw

10, 11"
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avec B =|m | et, quitte a rentrer h(w;u) dans I’'une des coordonnées et a effectuer le changement de

on se ramene a une somme finie d’intégrales du type
—sf1 —as—b 1
S s @ el ) v 1) a
y ool ”

ol acN*", beZ" et fe Z". Donc, pour étre dans la situation étudiée dans la proposition III.1, il ne
manque plus que I’hypothese fe N" U (— N)*Mais la proposition III.2 nous permet de supposer que

c’est effectivement le cas. On sa ramene donc exactement a la situation étudiée dans la proposition I1I.1,
ce qui permet de conclure que s — Y."""*(Q,, ¢., s) posséde un prolongement méromorphe a C
avec des poles d’ordres au plus n, contenu dans une suite de la forme %= {g,— % ke N} o

0, = O'O(R)ellll: et M =MR)eN*, et qu’il existe A = AR)> 0 tel que, pour tout Ne N* pour tout

. 1
variable w — b

g'>0, pour tout 8> 0 et touts = o+ i7€ C vérifianto > oy — Net d(s, 5 2§,
(720200 90 5)| < DU(N,e, 8,1,8) (14|20 ) (14 [m |-y gl
En effet, on a vu que @ € N*" ne dépend que de R et que les différents paramétres oy, M et A
dans la proposition III.1 ne dépendent que de a.

De plus, comme €€ [0, ¢,] etue S 2= alors un argument de continuité et de compacité permet

de supposer que D'(N, €', 8,u, ) =D(N, ¢', §) est indépendante de u et ¢.

Ceci termine la démonstration du théoreme 5. C.Q.F.D.
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Les démonstrations des théorémes 2 et 3



CHAPITRE IV

1) Introduction

Dans toute la suite, Pe R[X,, ..., X, | désignera un polynéme qui vérifie I'hypothese H,,S,
c’est-a-dire :
(i) Ilexiste Be 10, 1] tel que P(x) —> + oo quand [x| —> +o0, x€ [B,+ oo["

(i) Ilexiste g, € ]O, % [ tel que P(x+ iy)# 0 pour tout x€[B, + oo[" ettout ye B(0, ¢, ) CR"

Nous avons démontré que, sous ces conditions, la série de Dirichlet

ZPis)= Y —

meta P(m)

existe et est holomorphe dans un demi-plan {seC [Res > g, } ou g, >0 (voir ch. I théoreme 1).

Dans les théoremes II et III, nous allons montrer, sous les conditions ci-dessus, 1’existence du
prolongement méromorphe de s — Z(P;s), étudier la répartition des pbles ainsi que leurs ordres et

établir des majorations du prolongement méromorphe dans les bandes verticales.

L’idée de base est de remplacer la série de Dirichlet s — Z(P;s) par des objets plus souples qui
se traitent en Analyse, d’ou I’'intérét de la formule sommatoire que nous avons établie dans le Chapitre
II (proposition II.1). En effet cette formule permet de ramener 1’étude de Z(P;s) a celle d’une somme

infinie d’intégrales.

Dans le Chapitre III, nous avons établi un théoreme (théoréme 5) dont 1’objet était précisément
I’étude du prolongement méromorphe d’un certain type d’intégrales oscillantes. L’objet de ce chapitre
est donc de justifier que les intégrales données par la formule sommatoire (proposition II.1) rentrent
dans le cadre du théoreme 5. Ensuite, on montrera que la somme (infinie) des prolongements de ces in-

tégrales existe et vérifie les propriétés requises pour étre un prolongement méromorphe de Z(P;s).

) Démonstration des théorémes 2 et 3

On suppose que Pe R [X|, ..., X, | vérifie HS, avec Bje |0, 1[ et ¢ € ]O,% [
On sait (théoréme 1, proposition I1.1) que
(i) il existe o, >0 tel que s — Z(P; s) existe et est holomorphe dans le demi-plan {s | Res > g, } et

(i) il existe B, € 1B, I[ et £, €10, ¢,[ tels que, pour tout € ]0, ¢, pour tout B € |B|, I[ et tout

seCaveco=Res>ogy,ona:

ZPisy= >, P (m)

me N*!
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— ~27L’E|h1 -5 - .
- Z Z Z e f P (B+z£xm),...,B+z£xr(nl)’
[-1,1]"1x[B,+oo["2

Te G, nitny=n pezni

no
(i&‘)”l e27ri z hj"r(nﬂ‘)}
. , =1
xT(rl,+l)_l€l<hl)’ T XT(”)“18”2<11”2)) X ny d‘xl e dx

H (1 _ e27riBe~27rsxj)

j=1

n

ol, pour toutje {1,..., n,} ettout he 2",

et |nl =% |nl
j=1
Maintenant, pour e€ 10, ¢,[, Be |B,1[,Re s >0, et n,,n,eN avecn, +n, =n et 7€ G, on

pose :

Z(Pg B, n,ny;s) =

—2nmelh| -5 . . . .
D e / P (B+zsx1(l), ...,B+texr(”1),xmlﬂ)—zel(hl), ...,xm)—ze”:(hnz))

he2Zn2

[-1,1)"1x[B,+o00["2

na
(l-g)nl e27l.’i Zi hjxr(n+j)}
X - dx

"y [ n

H (1__ ezmee—znsxj>

j=1

On a alors, sous ces conditions,

Z(Pis)y= 3. Y Z[P.&B,n,nys)
Te€e G, ny+ny=n
et, comme ’action de Te &, induit juste une permutation des coordonnées dans les intégrales, il suffit

de vérifier les théoremes 2 et 3 pour 7 = Id.

On fixe dans toute la suite n, et n, e N avec n, +n, =n et Be€ |B,, 1{ et on pose, pour tout

€€ ]0,¢g,[, ettout se C avec 0 =Re s > gy,

Z(P,g;s):= Z,,(P,e.n,,n,,s)=

g 2melh] P*{(B+iex,, ..., B+iex x ., —ie (h), ..., x —ie (h
1 ny, “np+l 1 1 n na\"ny,
hezn?2 [—1,1]"‘X[B,+°0["2

)
s N 27 2 hjx,H.j}
(ie)y'te o~

X dx, - dx

1y

H (1 _ eZﬂ'iBe—2ﬂ£xJ)

j=1

n

Maintenant, pour tout / < {1,..., n,} ettout je {1, ..., n,}, on pose
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{g sijel

1

g = ..

—-€ sijel

ot M) ={heZ" |h;20sijeleth <0sijel}

On pose enfin

Z(P.e;s):= (e Y el y(p e, hys)

he M(I)
ou, pour tout he 2,
Y(P,e, h;s):=
)
ezﬂi {/Z hjxn{»j}
- . _ . . ~
P s(B+zsx1, . Brigx, ,x, i€, ... ,xn—zsnz) X dx, - dx,
[-1,11"'x{B,+00["2 H (1_ eZmBe—Zn:exj)
Jj=1

et on voit bien que, pour démontrer les théoremes 2 et 3, il suffit de les vérifier pour les fonctions

s ZP,e;s) = (ie)" ¥ ety P e hys)
he M)

Pour étudier les Y,(P, €, h;5), on va utiliser le théoreme 5. Vérifions que nous sommes dans les
conditions d’application de ce théoreme. On fixe/ < {1,..., n,} et on pose

R(X,,....X,) = P(B, ..., B,BX,, ..., BX,)

ol la variable B estrépétée n, fois. Ona Re R [Xl, e X, ]
Soit e € [0, %[.On définit la fonction @: J— 22[" X ]~2¢ ,,2¢e5[ —> C

1

IZl |
H (1 _ ezwe—zns;,)
Jj=l

par oy, &) :=

Il est clair que, pour B € 1B,, 1] et quitte a prendre £ € }O, 521—[ assez petit, on peut supposer que
@ estde classe %7 sur ]—2.2[" x ]-2¢€ 4, 2¢,[.

Enfin, on définit, pour tout e€ 10, ¢',], @(X,, ... , X,) e C[X,, ..., X,] par
0.(X,.....X,) = P(B+ieX,, .., B+ieX, ,BX, ., —ig,... ,BX, - ie, |

On obtient ainsi une famille de polyndmes (Q,),c 0. 1-

Comme Be)B,,1{ ©1B,,1[, on a que P(x) —> +oo quand |x| — +o0, x€[B,+ co[} d o,
d’apres le lemme I1.1, il existe oe>0 et ¢ >0 ne dépendant que de P tels que, pour tout x € [B, + oo’}

P(x) 2 c(x, - x,)% D’ol, quel que soit x € [1,+ oo["2,

R(x;,....x,)=P(B,..., B,Bx|, ..., Bx, ) 2 ¢cB"*(x; - x, )"
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On pose alors Q,(y, x) = R(x). On obtient ainsi une famille de polynémes (Q,),. [0.64] a coefficients
% en ¢ et ce qui préceéde montre que le point (i) des hypothéses du théoréme 5 est vérifié. Quant au

point (ii), il découle immédiatement du lemme I1.2.

Maintenant, nous sommes en mesure de conclure. Nous remarquerons d’abord que, pour tout

e€[0,¢, ], pour tout h € Z™ et tout s € C avec 6=Re s > 0,

Y(P,g, h;s)
noy
A2 {E hjx,,+j}
= P““(B+igx1, o Briex,  x, —igl, ., x, ~i£,fz) X - ) dx, -+ dx,
[1,11"x[B,+oo["2 1-— €2mB€_2nEXj

j=1
) 1y

- B’”/P“S(B+isyl, ....B+iey, ,Bx —ig], ... Bx, —ic, ) o@;€) " {Z:i ”i"j}dydx

[—1,1171x[1,+0e0["2
= 5% [ 0700 ptie) 0y dx = BV, (0,0 0,09)

[—1,1]"tx[1,+oeo["2
avec les notations du Chapitre III. D’ou, d’apres le théoreme 5, il existe 0'0[ = 0,(R) >0 tel que la fonc-
tion s > Y (P,€, h;s) existe et est holomorphe sur le demi-plan {seC Re s > o, }. En outre, il
existe M’ = M(R)e N* tel que, si I’on pose . := {c,'- % |ke N}, alors s —> Y,(P,e, h;s) pos-

sede un prolongement méromorphe a € avec des pdles d’ordre au plus » et contenus dans A,

En outre, il existe A’ = A'(R) >0 tel que le prolongement méromorphe ¥, de Y, vérifie, pour tout

€' >0, pour tout &> 0 et tout réel N >0,

V(P& h3$) €y o5 eon (1+| T]A[("O‘f’)”') (1+ | h I’i(c’o“‘””') el
uniformément en s € C tel que c=Re s > 0,'~ N et d(s,.7') = Set o 7 =1Ims.

Maintenant, comme les parties / © {1,..., n,} sont en nombre fini et R ne dépend que du poly-
ndme P, de [ etde n, et n,, sil’on pose
A= sup AR)>0

Ic{l,....nm}
ny+Ry= N

o= sup oye@)
Ic{l,....;m}
ny+ap=n
M := le plus petit multiple commun des M’ et des dénominateurs des o, quand
(n,,n,) € N* avec n, + n, = n et I décrit ’ensemble des parties de {1... , n,}

et 7= {0,— & |keN}

alors A, 0,, M et . ne dépendent plus que du polynéme P.

On a alors, pour tout /C {1,.., n,} pour tout couple (n,,n,) € N? avec n, +n, = n, pour tout

ee€l0,ey[ettout he Z™ :
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(1) s+ Y (P&, h;s) existe et est holomorphe sur le demi-plan {seC IRes > 0, }

(2) s+ Y,(P,g, h;s) possede un prolongement méromorphe a C avec des pdles d’ordre au plus n

et contenus dans .~

(3)  le prolongement méromorphe ¥, vérifie que, pour tout £' >0, pour tout & 0 et tout N >0
Y[(P,S, hs) «N,g’,&g’o,F (1+! T;A(O'Q-U)+£') (1+ |h|/(ao—a)+e') e£|T|
uniformément en s € C tel que o=Re s> 0,— Netd(s,.¥) 2 et ot 7 =Ims.
Maintenant pour / C {1,..., n,} ete€ ]0, €’ , [, nous définissons la série

Z/(Pe;s) = Gyt Y el p P e )

heM(I)

Alors il est clair, d’apres les conditions (1), (2) et (3) que s +> Z,(P,€;5s) est une fonction mé-

romorphe sur T avec des poles d’ordre au plus n et contenus dans #et qu’elle vérifie, pour tout £’ > 0,

pour tout 6> 0 et tout N >0,

ZI(P,E;S) Cpesiey (IHTIA(U"_G)”') pan Z (1+ lh|A(Go—G)+e’) o2melh]
heZh2

et ceci uniformément en s € C tel que 6=Re s > g, — N etd(s, 5/) >detou 7=1Ims.
Mais comme nous savons que, pour Re s > g, et0<e<g,’,

Z(P.e;s) = (ie) Y ey (P e hys)

R

= (ig)" ) ;(1) g2l Y(P,e hys)
€

= Z,(P,&;5)

on voit que s —» Z,(P, ¢; §) constitue le prolongement méromorphe cherché.

On conclut donc que :

(i) s+ Z(P;s) existe et est holomorphe sur {seC lRes >0},

(ii)) s+ Z(P;s) posséde un prolongement méromorphe a L avec des pdles contenus dans .7~ et
dont les ordres sont au plus #,
(iii) le prolongement méromorphe Z(P;s) de Z(P;s) vérifie pour tout €' >0, pour tout e€ 10, &’ , [,

pour tout >0 et tout N >0,

(¢) Z(P:5) Cposenn (1+‘T|A(00~G)+E') Ll Z (1+ |hlA(oo—o>+e'> g2melnl
heZz2

uniformément en s € C tel que o=Re s > o, — Netd(s, ) 2 fetou 7=1Ims.

Ici 0, =0,(P) est I'abscisse de convergence de la série de Dirichlet Z(P;s), o,>0,

M=MP)eN*A=AP)eQ et ¥ = {g,— f—4 | ke M} ne dépendent que du polynome P.
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Pour terminer la démonstration du théoreme 2, il suffit de démontrer que 1’abscisse de conver-
gence de Z(P;s) est effectivement un pdle. En dimension un (P a une indéterminée), ceci découle du

théoréme suivant :
Théoréme (Phragmén-Landau) :

Soit A une fonction croissante définie sur B et soit
oo
F(s) = f e dA(D)
o

sa transformée de Laplace-Stieltjes. Alors I’abscisse de convergence o, de F (c’est-a-dire le plus
petit o, tel que F(s) converge pour Re s > o) vérifie que ¢, est une singularité de F, autrement dit

F ne peut étre prolongée holomorphiquement sur aucun voisinage de o, dans .

Pour plus de détails sur ce théoréme et ses applications on pourra consulter par exemple le livre
de Gérald Tenenbaum “Introduction a la théorie analytique et probabiliste des nombres™ p. 125, théo-
reme 6. En ce qui nous concerne, nous adapterons la démonstration de ce théoréme au cas de plusieurs

variables.

Démonstration du fait que o, (P) est un péle de Z(P;s).

Nous notons Z(P;s) le prolongement mé-
romorphe de Z(P;s) a C. Nous allons procéder 2r
par l’absurde. Supposons que l’abscisse de

convergence ¢, n’est pas un point singulier de

Z(P;s). Alors il existe r> 0 tel que s —> Z(P;s)
est holomorphe dans le disque ouvert D( ¢, 2r).

Soit o, €]0,, o, + r[. On a alors
D(o,,r) D0y, 2r) :

d’ott s —> Z(P;s) est analytique dans le disque

ouvert D( o, r) et par suite développable en série

entiere autour de o, dans ce disque, ¢’est-a-dire

pour tout se D{ o, r),ona

oo 1 Tk |
Z(P;s) = LY zp;
P9 = 3 gy g AP

G@—qf

§=

Or, dans le demi-plan {se€C |Re s>0,},0na

APis)= Z(P;s)= ¥ —

me N*1? P(m)s

avec convergence uniforme sur tout compact de ce demi-plan. D’oti, quel que soit k€ N, on a, pour

c=Res> gy,
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(—Log P(m))"
Z P — Z(P; —_— L
( S) ( S) m;ZN*Il (P(M))S

avec convergence uniforme sur tout compact. En particulier on a, quel que soit ke N,

k
d i = Loy -y (ClegPim)

d k §=0] d k [5=01 me N*n (P(m))ol

On en déduit donc que, pour |s— g [ < r, la série

oo k
2P: i _ (~Log P(m))
( S) ;6 k! mEZN*n (AP(”l))o-1

3 1 i k(—LogP(m))k
"X ZN: k1 (o) (P(m))”

k=0 me
converge.
Mais o, < 0, < 0, +r, ce qui implique &, —r < g, et, par suite, il existe o, € IR tel que
0,—-r<g <0, <0y.

En particulier, o, € D(o,,r). D’ on, d’aprés ce qui précede, la série

k
2P _ 1 « (Log P(m))
(£ 0) = Z ng, g - (P(m))”

converge.

Mais quels que soient ke N etm e N*™,

(Log P(m))k
(P(m))”

1 k
i (01— @)
donc cette série multiple est a termes positifs et, par conséquent, I’interversion des sommations ne

change en rien la convergence. Donc la série

o | . (Log P(m))" ) o
k! P ——— ¥ = ((6,-0)LogP
me N* kZ k! 2) (P(m))gl m%*n (P("'l))o-l k;) k! ((O-l 0-2) 08 (m))(
= _1_ (01 ~0,) Log P(m)
m;zN*" (P(m))gl
1

nl§*'l (;P(ﬂl))g2
Z(P;0,)

converge, d’ot 0, 2 g, qui est I’abscisse de convergence de Z(P;s), ce qui est absurde. Ceci termine la

démonstration du théoreme 2, C.Q.F.D.
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Fin de la démonstration du théoreme 3

Pour terminer la démonstration du théoréme 3, nous aurons besoin du lemme technique suivant.

Lemme [V.1

On définit, pour £ >0 assez petit, x>0 et/ eN,

gl(e,x) o= Z (1+ lh!A)e—stlh]

he2!

Alors la somme précédente existe et on a la majoration
~(x+ 1)

gle,x)«, €
Pour le moment, admettons le lemme I'V.1 et voyons comment s’en déduit le théoreme 3.

On a établi dans ce qui précéde que, pour tout €' >0, pour tout € J0, £, [, pour tout 6> 0 et tout

N>0,

Z(P;s) «P,e',s,e'o,N (1+'T’A(0040)+e') ee]rl Z (1+ lh'A(oo-oHe') 6—27:5[/1!
he2Zzm"?

uniformément en s € C tel que 6=Re s > 0, — Net d(s, 7) 2 6.

D’ou, sous ces conditions-1a, on a

Z(P;5) <p 5 o0 n 8u {6 A (0= 0)+E) (1 +] T!A(UO"’”E) el

Maintenant, pour o€ [6,— No, + %] ,onax=A(c,— 0+ € 2 §2~ > 0. Donc on est dans
les conditions d’application du lemme IV.1 et par conséquent on a, pour tout € ]0, £,'[ et uniformé-
menten o€ [O’O—N,O'O + —2% ]

: ~{A(og—0HE£'+1 A(Go~OH €'
Z(P,S) «P»&E',E'O,N g~ {A(Oo=0)re"+1 1y (1+ITI (6p-0) e)eglr}

Maintenant, comme I’inégalité précédente est valable quel que soit €€ 0, &; [, nous allons I’op-

1
2 7]
&y

uniformément pour o€ [O’O— N,o, + 2% ] et d(s, ) 26,

timiser en prenant &= € 10, &5 [- On obtient alors, quels que soient ' >0, §>0 et N >0, et

. A(Cg—OH€'+n
ZP:8) €p g e g LH]T[NT

'

. . £
Maintenant, si ¢ 2 ¢, + TR alors

2Pis) = Z(Pis) = —

me N*! P(’n)v

et par conséquent

2Pis)« Yy !

me N+ P(m)g

1

« e ——————
me N*t P(m)%‘*'E /2A
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«P,é,e’,e'o.N L

« 1+{ T[A(aowaﬂ»e’ﬂz

P8, e e N

En conclusion, on a, pour £’ >0, §>0 et N >0, et uniformément eno 2 o, — N, et d(s,.#) 2§,

) Z(P;s) $p se N 1+|TIA<oo—aHe'+n

On pose B =Aco,+1+n. On a alors que B >0 et B ne dépend que du polyndme P. Le résultat
précédent peut se reformuler comme suit : quels que soient >0, o,, 0, € R avec o, < 0, et unifor-
mément en s = o+ i T tel que o€ [0}, 0,], et d(s,.7) 26,

HP:s) <ppgg, L4227

Maintenant, pour conclure, on va utiliser une conséquence immédiate du théoréme classique de
Phragmén-Lindelof (voir “Theory of Functions” de E. C. Titchmarsh, 5.6.5 ou “Théorie des fonctions”
de G. Valiron, § 242)

Si F est holomorphe au voisinage de E= {s€C |p, < Res < o, et |Ims| =1} et vérifie

(i)  pourtoute>0ettoutse E, F(s) «, e° [ms |

() F(o,+i7t)« ||t et Flo,+it) « || pour|z|21
alors, pour o, <o <o, et|r|21,0na

F(o+it) « |7[*?

ou k est la fonction affine sur R prenant respectivement les valeurs k, et k, en o, et 0,.

La conséquence immédiate de ce théoreme est le lemme suivant, donné par Patrick Sargos [18].
Lemme (P. Sargos)
Soit F une fonction holomorphe au voisinage de H = {s=o+ ite€C | 0, <o0<0o,etT21}.
Soit 6, € R. On suppose qu’il existe deux constantes A et B >0 telles que :
(1) pour chaque o, et o, e R vérifiant 0, < 5,, ona
F(s)« 14 ¢40%8
uniformémenten s = o+ i 7€ [0}, 0,]+ i[1,+ oo[.
(ii) pour chaque o >o0,,0ona F(s) « 1 uniformémenten 721.
Alors, quels que soient £ >0, o, et o, € R vérifianto, < o,,0na
F(s) « 14 gAoome

uniformément en s = o+ it€ [0}, 0,]+ i[1,+ oo[.

Nous allons maintenant appliquer ce lemme & Z(P;s). Le point (i) ,du lemme est vérifié d’apres

ce qui précede. Reste a vérifier le point (ii). Mais ceci découle du fait que Z(P;s) est le prolongement
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méromorphe de s —> Z(P;s). Plus précisément, on a : pour tout s = o+ it € C vérifianto 2 o, + «,

on a
1 1
2P:s)| = 4P| < TPmy| P(m)°
|2(Ps9) | = | 2P39)| X | P(my’| mEZN“mP(m)“
< b « 1

- o
me N*» P(m)Q') “«

donc s — Z(P;s) vérifie le point (ii) du lemme pour ¢, = g, + o. Par conséquent, d’apres ce lemme,
quels que soient >0, £>0, 0,0, € R aveco, <o, et uniformément en s =0+ it tel que

celo,0,],et 721
Z(P;s) « 14 ghooraore
Maintenant, en prenant o < % (ce qui est possible), on obtient
Z(P;s) « 14 giloo-ore
Par symétrie, on a la méme majoration pour 7 < —1. Donc
Z(P;s) « 14| g[Ho0ote
quels que soient £>0, o;, 0, € K avec o, < o, et uniformément en s = o+ i1 tel que o€ [0, 7,], et
7|21
De plus, il est immédiat par continuité et compacité que, uniformément en s = o+ i 7 tel que
oelo,,0,],|t|<let d(s,”) =8, 0na
Z(P;S) «P,E,ol,oz 1

« 1_._! T’A(0'0~o)+s

P,8,0,,0,

En conclusion, on a donc, quels que soient £ >0, 6>0, o,, o, e R vérifiant o, < o,

Z(Pss) « 4 p|lo-ore

P. 6,00,

uniformément en s = o+ i 7 tel que o€ [0, 0,], et d(s, 7) 2 &. Ceci termine la démonstration du

théoréme 3, sous réserve du lemme IV.1.

Démonstration du lemme IV.1.
Commencgons par ie cas [ = 1.
On a, pour e>0etx >0,

g, e, 0= 3 (I+

heZ

~2me| k]

hi* e

1+23 (1+h) 2"
h=1

IA

1+ 4 i W e 2 e

h=1
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L’étude de la fonction ¢ +—> #*¢ >™¢ montre qu’elle est croissante sur [1, 2%5] , décroissante

X . . . .
sur [275 ,+ oo[ et atteint son maximumen 7 = 5. Ceci permet de voir que :

X

(1) Z hx e~2ﬂ8/l S '/‘271'8[)( 6*27181 dt
i 1

l<he— -
2ne
+ oo

2 /’lx e—Zneh < tre—2net dt
@ 2z N

hEE;; +1 27E

x _-2rmeh X \* a2mge X- -x

3) 3 n e <3 (&) e « e

X r<hs £y

2re 2ne

D’ou, pour £>0 etx >0,

+ o0
g, (&,x) «, e+ f et dr
1

+ oo
« &'+ g ! f u e du
0

—x—1

ce qui termine le cas [ = 1.
Maintenant, on suppose [ € N* quelconque.

On remarque facilement que, pour tout z € Z\ comme |k | =X |k}, alors

1+ [h]7«, ﬁ(1+ |h]*)

j=1

d’ou, pour e>0 etx >0,

g (e, x) = Z (1+ |h|‘) o2melnl
he2!

i 1
« X MG+l e Z 1l
hez! -

i=1

~

< > (1+|h]") el = g (e, x)
hez!

=1
et donc, comme on sait d’apres le cas [ =1 que g, (&, x) «, e™"', on a que, pour £ >0 etx >0,
g (e, x) « g!

et ceci termine la démonstration du lemme IV.1 et du théoreme 3. C.Q.F.D.
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Application arithmétique :
“Probleme des diviseurs généralisé”
Démonstration du théoréme 4 et extension partielle
d’une conjecture de L. Ehrenpreis



CHAPITRE V

) Introduction

Dans toute la suite, Pe R [X,, ..., X ] est un polyndme a n variables qui vérifie I’hypothese

H,S : P(x) —> +oo quand [|x|| — +o0, xe[B,+ oo["et P(x+ iy)# 0 pour tout xe [B,+ oo["et
touty e B(0, &,) ot Be 10, [ et £,€ 10, 1 [ sont fixés.

Nous noterons, quel que soit £ >0,

Ny(t):= card {me 2"|P(m) <t} = > 1
et
et Vo) := Vol {xe[l,+ oo["| P(x) <t}

= / dx
{(PE)St}N[l,+o0[ 7

Nous poserons aussi, pour s € C de partie réelle assez grande,

Y(P;s):= / [P(x)]° dx
[

1, +oof?

et Z(P;s)y:= Y, [Pm]™

me N*1

Le but de ce chapitre est d’étudier le comportement asymptotique, quand ¢ tend vers + oo, de
N,(t). C’est I’objet du théoreme 4. Ensuite, nous comparerons le comportement asymptotique a I’infini
de Ny(1) et V ,(1). C’est I’objet des corollaires 1 et 2, qui montrent que la conjecture de Leon Ehrenpreis,
démontrée par Ben Lichtin dans le cadre des polyndmes Pe R[X,, ..., X, | hypoelliptiques, ne s’¢-
tend que partiellement a notre cadre qui contient comme cas particulier les polyndmes hypoelliptiques,

ainsi que les polyndmes non dégénérés par rapport a leurs polyedres de Newton a I’infini.

L’idée de base de la conjecture de L. Ehrenpreis est que, comme en quelque sorte V() n’est rien
d’autre qu’une régularisation de Np(t), alors il est naturel de souhaiter que V{7) soit une bonne approxi-

mation de N,(f) quand ¢ tend vers + co. En termes plus exacts, on s’attend a ce qu’il existe 6 > 0 tel que
Vu(t
Np(t) = Vp(t) = 0(—’;§—~))

quand ¢ tend vers + oo.

Ceci a été démontré par B. Lichtin [13] dans ie cas ou ie poiyndme P est hypoelliptique. Dans
notre cadre, I’énoncé analogue est faux. La raison heuristique est que, a défaut de conditions draco-
niennes sur P, qui font que la croissance est uniforme sur le quadrant [1,+ oo [ rien n’empéche le po-

~ . . .. *
lyndme P d’avoir une croissance anormale au voisinage des me N™".

Quant a I’intérét de 1’étude du comportement a I’infini de N (¢) et les applications que nous pou-
vons en tirer en théorie analytique des nombres et au-dela, ceci a été discuté en détail dans le chapitre O

(introduction générale).
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i)

Rappel des résultats essentiels et lemmes intermédiaires.

Il est facile de voir que les théoremes 1, 2, 3 que nous avons établis dans les chapitres précédents

entrainent les résultats suivants :

R1:

R2:

R3:

R4 :

s 3 Z(P;s) existe et est holomorphe dans un demi plan {seC ] o=Res > a}.

On note o, = g,(P) le meilleur & possible. C’est I’abscisse de convergence de la série de
Dirichlet Z(P; s). 1l vérifie 6, @ .

s —> Z(P;s) possede un prolongement méromorphe & € avec des pdles d’ordres au plus n et
contenus dans une suite de la forme { Oy — A% | kel } o M =MP)eN" ne dépend que deP.

L’abscisse de convergence o, = g, (P) est un vrai pdle de s — Z(P;s), d’ou il résulte que c’est
son plus grand pdle.

Il existe A =A(P)e@:, ne dépendant que de P, tel que, si ’on note Z(P;s) le prolongement
méromorphe de s — Z(P;s), on a, pour £ >0, 6>0 et N>0,

. A(op-0O)+ €
ZP;s) <y s, 14+ ] ]

uniformément en s = o+ i 7€ C vérifiant o > o, — Net| 7| 2 8.

De méme, le théoréme 5 que nous avons déja établi entraine comme cas particulier les résultats

suivants :

5S> Y(P;s):f P7%(x)dx existe et est holomorphe dans un demi plan

{1, +oo["

{seC|o=Res> a}.
On note o, = g,'(P) le meilleur o possible. C’est I’abscisse de convergence de Y(P;s). Il vérifie
o, e’

s — Y(P;s) posseéde un prolongement méromorphe a € avec des poles d’ordres au plus n et
contenus dans une suite de la forme { oy — ML ]ke N} ot M'=M(P)eN™ ne dépend que

de P.

1l existe B =B(P)el ;, ne dépendant que de P, tel que, si I’on note Y(P;s) le prolongement
méromorphe de s — Y(P;s), on a, pour >0, 6>0et N >0,

. B(oy—0)+e€
Y(P;s) <y 5, 1+]|7]
uniformément en s = o+ it € C vérifiant 6> o) - N et | 7| 2 6.

Pour étre complete, il ne manque a cette liste qu’un résultat R3 analogue a R3. Ceci est I’objet du

lemme suivant :

Lemme V.1 (Condition R3)

L’abscisse de convergence 6, = ¢,'(P) de s — Y(P;s) est un-vrai pole, et donc le plus grand pole,

de Y(P;s).
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Nous aurons aussi besoin du lemme suivant :

Lemme V.2
On a o,(P)=gq,'(P), c’est-a-dire que, si Pe R [X|, ..., X, ] vérifie H;S, alors I’abscisse de
convergence de Z(P;s) = 2, P”(m) est la méme que celle de Y(P;s) = PP (x)dx.

Maintenant on va s’attaquer aux démonstrations des lemmes V.1 et V.2,

ill) Démonstration du lemme V.1

La démonstration de ce lemme est pratiquement la méme que celle du fait que o, est un vrai pole
de Z(P;s).

Nous notons Y(P;s) le prolongement mé-
romorphe de Y(P;s) a C. Nous allons procéder 2r
par l’absurde. Supposons que |’abscisse de

convergence ¢, n’est pas un point singulier de

Y(P;s). Alors il existe r> 0 tel que s —» Y(P;s)
est holomorphe dans le disque ouvert D( o, ', 2r).
Soit 6, €]q,’, 6, + r[. On a alors

D(O'xv r) CD(O'O"Z”)

d’otl s 3 Y(P;s) est analytique dans le disque

ouvert D( o, r) et par suite développable en série

entiere autour de o, dans ce disque, c’est-a-dire

pour tout se D( o, r ), ona

G@—qf

§=

PP = 3 L 4 pipey
’ & kb dst ’

Or, dans le demi-plan {seC |Res > g, '}, ona

Y(P;)=Y<P;)=f L
’ ’ [1,+c0[" P(x)

avec convergence uniforme sur tout compact de ce demi-plan. D’ou, quel que soit k€ N, on a, pour
o T X ES s X

oc=Res>gq,,

. d* /‘ (-Log P(x))k
S V(P;s)= = Y(P;s) = — d
dSk ( 5) dSk ( S) 14 oo (P(x))s x

avec convergence uniforme sur tout compact. En particulier on a, quel que soit ke N,
/‘ (~Log P(x))"
§=0 [1,+c0[" (P(.X'))
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CHAPITRE V

On en déduit donc que, pour |s— q | <r, lasérie

ot LogP(x))

P =3 L (5-a) f s 2/
KR I T 7T
°° 1 « (Log P(x))*

Lo g8 20y

P2 .Am[n kT e

converge.
Mais o,' <o, <o, +r,cequiimplique o, —r<q ', et, par suite, il existe o, € R tel que
0,—-r<g <o, <o.
En particulier, ¢,€ D(o,,r).D’ol, d’aprés ce qui précede, la série

« (Log P(x))k

7(Pioy) = 3 & (0,- ) )

{20 J[1, ool

converge.

Mais quels que soient ke N etme N*",

« (Log P(x))"
(P(x))”

1
;!_ (0-1 - 0-2)

donc cette série multiple est & termes positifs et, par conséquent, 1’interversion des sommations ne

change en rien la convergence. Donc la série

o0 PN k -
jf 3 (0, — 0,)" (Log P(x)) dx = j 1 by l' ((0, - 0,) Log P(x))'dx
[1,+oo[* k=0 k! [1,+eo[" ( k!

(P(x))” P(x))" 5

:f .___l___ e(UJ*Uz)LOgP(x)dx
[1,+eor (P(x))"

[
4o (P(x))

Y(P;o,)

converge, d’ou 0, 2 ¢, qui est I’abscisse de convergence de Y(P;s), ce qui est absurde. Ceci termine

la démonstration du lemme V.1, C.Q.F.D.

IV} Démonstration du lemme V.2

On veut montrer que o, = g, . Pour cela, nous procéderons par double inégalité.
4 .
Preuve que o, 2 g, :

Pour démontrer cette inégalité, nous établirons une nouvelle formule sommatoire. Cette formule
est basée sur la formule d’Euler élémentaire suivante : si f est une fonction %' sur [1,+ oof telle que

fet fre L' ([1,+ oo[), alors
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> sm= b+ [ pwdcs [0 sod
m=1 1 1

ot B(t)=t—[t]—1 estla premiere fonction de Bernoulli.

Par itération, on obtient que, si f est de classe " sur [1, + oo["et vérifie, pour tout ae N” tel
que || < n, I%fel’ ([1,+ oo["), alors

S o S Ay m) =Y fm)

my=1 m, =1 me N *n
est une somme finie d’intégrales qui, a une permutation des coordonnées pres, sont toutes de la forme

/ Ff(ey, .ot 1, .., 1)BX¢, ..., t, ) dt, - dr,
[l ,+co[ 1 1 1 1

oun, €{0,..,neta=(a,, ... . o, )eN™ vérifie | =o + - +qg Snet
Ba(tl’ e tnl) = (B(tl))al (B(tnl))an"

Soit maintenant ¢ > o, fixé. Alors f =P ° vérifie les hypothéses requises pour pouvoir appli-
quer la formule sommatoire précédente. En effet, il est clair que f est de classe # ™ et, comme ¢ >
0, qui est I’abscisse de convergence, on a que fe€ Ll(]l, + 00[’). Comme P vérifie H,S, la proposi-
tion I11.2 implique qu’il existe B € ]0, 1[ tel que 59—;11 est bornée sur [B, + oo["et une récurrence facile
montre alors que, quel que soit ae N", &f= d(P™°) = O, ,(P°). Il en découle que, quel que soit
acN", %fe Ll(]l, + 00[’). On obtient donc, d’apres la formule d’Euler a plusieurs variables, que,

pour0'>60,ona

Z(Pio)= Y Pm)

me N*n

est une somme finie d’intégrales qui, & une permutation des coordonnées pres, sont toutes de la forme

(o, n) = f (PN 1y, ... AT 1) BX(z,, ..., tn]) dt, - dt,
[1,+<x>["1

ou 0<n <n, a=(a, ..., a, JeN" et la| <n,.

Mais, sous ces conditions, on a (P °)=0, (P°) et ’ Bt ... 1) } <1 quel que soit
(t), - tnl)e J1,+ oo['. Il en découle que I'intégrale I(e, n,) est convergente pour o > o, . Et par
suite, comme Z(P; o) est une somme finie de telles intégrales, alors elle converge aussi pour ¢ > ¢,

On en déduit que o, 2 o, qui est égale a I’abscisse de convergence de Z(P;s). C.Q.F.D.

Preuve de I’inégalité ¢’ < o,.

La démonstration de cette inégalité est basée sur les accroissements finis. On fixe ¢ > o,. Alors,
siI’on pose u := le degré total de P, on a, quels que soient m € N*et 8e [0, 1[":
P(m)= P(m+6-80) = &1—' I*P(m+6) (—0)*

lal<u
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Dol :

0 < P(m)< | "P(m+6)| | (- 0)]

laf=p
ce qui implique
| °P(m+6)| | (—6)"]

P(m) < lalsu
P(m+6) ~ P(m+6)

l
d"P(x) '
1
]ilflgu J P(x) Ia;Su

xe[l,+oo[”

«p 1
cette derniere inégalité découlant du lemme IL3.
D’oi, il existe >0 ne dépendant que de P tel que, quels que soient m € N*" et 8 [0, 1[*, on a
0 < CP(m)< P(m+86)
ce qui implique 0 < P%m+6) < C°P%m)
car ¢ > 0, >0. D’ou, par intégration, on obtient, quel que soitm € N*,

0 <j[ P(m+8)de < C °P%m)
[0,1["

c’est- a-dire

0 < f Po%x)dx < C°P%m)
I m, m+1[

i=1
et par sommation sur tous les m € N*”, on obtient dans B, = [0,+ oo
p +

Z f Poydx < C° 3 P%m)= C°Z(P;0)<+o0
me N*n n

N*n
T1 [y, my+ 1 me

i=1

car ¢ > 0, = ’abscisse de convergence de Z(P;s). Dot par conséquent I’intégrale

f Poxydx = Y / P °(x)dx
[1,400[" metisn o 1

IT iy, my+ 1
=1

i
est convergente, ce qui implique que ¢ = ¢," qui est I’abscisse de convergence de Y(P;ys).

On a donc démonté que ¢ > ¢, implique o = ¢, et par conséquent o, 2 ¢,". Donc o et o,

sont égaux, et ceci termine la démonstration du lemme V.2. C.Q.F.D.
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i) Démonstration du théoréeme 4 et des corollaires 1 et 2

Avant de se lancer dans la démonstration du théoréme 4 et des corollaires 1 et 2, on va rappeler
quelques propri€tés de la transformée de Mellin et son inverse. Les propriétés que nous allons utiliser
sont contenues dans le résultat standard suivant et de son complément.

Théoréme (Théoréme taubérien)
Soit ¢ une fonction définie sur R, croissante, nulle au voisinage de 0. On suppose qu il existe @ >0
tel que :

) pour tout £>0,¢(f) = O¢***) quand t — + o0

On pose, pour s = o+ itel,
+o0
) F(s):=s f o) 7 dr
0

Alors la fonction ' est définie et holomorphe sur le demi-plan { seC|o= Re 5> a} De plus, quel

que soit ¢ > a, on a la formule d’inversion

c+ioo :
3) (4 0)+4(1-0) 1 = 1= f CFOrE @0

I'intégrale ci-dessus étant convergente en valeur principale.

On suppose que F' possede un prolongement méromorphe a C, que ses pdles sont d’ordres <n et

contenus dans un ensemble de la forme { o, — % |ke N}, on q>0et MeN™,

On désigne par (0,),,, la suite des poles de s —> rangés par ordre décroissant.

Pour chaque k € M, on définit le polyndme O, € IR[X] par la relation
@) Q,(x) = e Res_, ({F(s)e™)

On a alors
| n-1 sioc #0
degré de O, = (ordre de o, entantque pdlede - F(s)) - 1 <
n sio, =0
On suppose en outre qu’il existe A >0 tel que, pour tout ae B et tout € >0,
5) F(s) « 14| g[too-ore
uniformément en s = o+ ite C vérifianta < o< oy +let || > 1.
On a alors, sous ces conditions, le résultat standard suivant :
Lemme (complément du théoréme taubérien)

Quel que soit € >0, on a
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(6) o= 3 1% Qn0+ 0, (" %+6)
k=0 .

ol m est le plus grand entier & tel que o, > o — % .

Le théoréme taubérien et son complément sont standard. On les trouvera par exemple dans la
these [19] de Patrick Sargos (chapitre 4, “Sur le probléme des diviseurs généralisé”). On pourra aussi
consulter I"article de P. Jeanquartier [12] “Transformation de Mellin et développement asymptotique”,
I’Enseignement Mathématique 25 (1979) p. 285-308 ou le livre de J.-1. Igusa [18] “Lectures on forms
of higher degree”, Tata Institute of Fundamental Research Lectures, Bombay, 1978.

Ceci étant, maintenant nous sommes en mesure de terminer la démonstration du théoréme 4 et
des corollaires 1 et 2.

Démonstration du théoréme 4 (fin)

On suppose que Pe R[X,, ..., X, ] vérifie HS, D’apres le lemme IL.1, on sait qu’il existe

a>0etc>0 tels que P(x)2c(x, - x,)%

D’o, pour tout ¢ >0 etm = (m,, ... ,m )eN" ona

Pmy<t = c(m ---m)“<t

= 1< mm, < ¢ Vo e

= t2c>0etm= (ml, ,mn)e [1,(,‘_”‘1[”0‘]”

d’ou la fonction t+— N ()= #{m eN™ | P(m) < t} vérifie :
(1  Np@®= 0 sur ]0,c[
et

(i) Np@)= O(t”’“) quand ¢ tend vers + oo,
De plus, il est évident que t —> N (1) est croissante au sens large.
On en déduit que ¢(r) = N,(1) vérifie les hypotheses du théoréme taubérien.

De plus, il est facile de voir que :

F(s)= S/ w(P(t) 7 de = s/ Nty *~" dt
0 0

+ 00
/ 17 dN(1) (intégration par parties au sens de Stieltjes)
0

> P (m)

me N*»
= Z(P;s)

et les poins (R1), (R2), (R3) et (R4) du paragraphe Il de ce chapitre permettent de voir que

F(s) = Z(P;s) vérifie les hypotheses du lemme intitulé “complément du théoréme taubérien” ci-dessus.
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Ceci permet de conclure que, pour tout £> 0,

N,(t) = i 1% Q(nt) + O (77 /1?*5)
k=0

Z(P; L. N .
ot (0,),. est la suite des poles de s — P:s) classés par ordre décroissant, et ou, quel que soit
s
keN,
Z(P;s) e™
Qk(X) = ¢ OX Ress:g & e R[X]
k s
d’oli le théoreme 4 est démontré, C.Q.F.D.
Démonstration du corollaire 1 (fin).
Soit Pe R [X,, ..., X, ] vérifiant H;S. Alors, d’apres le théoreme 4, et pour 6, = 0-0; 9 ,

Ny(@®) = t% Q,(Int) (1+ 0(+™))

Z(PT;S) . C’est aussi I’abscisse de convergence de Z(P;s) d’apres le point

Z(P;s) eX
)

ou o, est le premier pole de

(R3) etou Q) (X) = e ¥ Res,_ est un polyndéme a une indéterminée de degré égal a

T
I’ordre du pdle de Z(P;s) en s = g, diminué de 1.
En particulier, 0, est non identiquement nulle.

De la méme fagon, il est facile de voir que, si I’on pose

()= V()= J[ dx
[4oo[n {x | PR)<T)

= Volume {x € [I,+ oo["| P(x) < t}
alors ¢ vérifie les hypotheses du théoréme taubérien.

De plus, on a de facon immédiate

F(s)= s f oo¢(z) 7 dt
0

+ o0
s/ V() ! dt
0

+oo
r? (/ dedt
[1,+eo["M {x 1 P(x)=1t}

P7(x)dx

I
ji\\é\.
i

=

= Y(P;s)
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et les points RI, ﬁZ, R3 et R4 du paragraphe II de ce chapitre montrent que F(s) = X(P;s) vérifie les

hypotheses du lemme “complément du théoréme taubérien”.

Nous en déduisons donc que, pour tout £> 0,
m' , B .1
Vo= 3 1% Q/(nt) + O t? B")
k=0

Y(P;s)

ot (6),.y est la suite des pdles de s > I classés par ordre décroissant et ou, quel que soit
keH,
. Y(P;s)e™
0/X) = e ¥Res__ TN iy
s=0; S
En particulier, on a pour 8, = 002;Gl
Vi = 1% 0y (nt) (1+0(17%))
s o Y(P;s) o
ou o, est le premier pdle de s E— et est aussi I’abscisse de convergence de s — Y(P;s)

d’apres le point R3, et o

Y(P:s) e
Ry

QyX)=e®* Res,_,.
est un polyndme a une indéterminée de degré égal a I’orde du pole de Y(P;s) en s = g, ' diminué de 1.
En particulier, ¢, est non identiquement nul.
Donc, si I’on pose :
(1) p, = g, =D'abscisse de convergence de Z(P; s),
(2) A, =0, =Iabscisse de convergence de Y(P;s),
(3) O=min(6,,90,) ’
@ A X)=0(X) et
5 BX=0,/X)
on a évidemment : 4, >0,p, >0, 6>0,A, et B, € R[X]\ {0},
N = t? A (Int) (1+ O(t™%)
et V)=t B, (Int) (1+ 0(¢7%))
et ceci termine la démonstration du corollaire 1. C.Q.F.D.

Démonstration du corollaire 2 (fin).
Pour démontrer le corollaire 2, il suffit de montrer que p, = A, dans les expressions ci-dessus.

Nous savons que :
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p, = g, =1’abscisse de convergence de Z(P; s)

A, = ¢, =1’abscisse de convergence de Y(P;s)

De plus, d’apres le lemme V.2, on a 6, = g, c’est-a-dire Z(P;s) et Y(P;s) on méme abscisse

de convergence, d’oll p; = A, et ceci termine la démonstration du corollaire 2. C.Q.F.D.

IV) Quelques remarques.

Remarque 1

Comme nous I’avons déja signalé, la conjecture de L. Ehrenpreis ne s’étend que partiellement au
cas des polynémes qui vérifient HS. Pour s’en convaincre, il suffit de se placer en dimension deux,
c’est-a-dire n = 2, et de prendre P(Xl,Xz) =X, Xzb eR[X, X,], ol a et b sont deux entiers

strictement positifs vérifiant a < b.

En effet, un calcul facile montre que I’abscisse de convergence de

+oo +oo +oo +oco
s— Y(P;s) = f f P(x,,x,) dx, dx, = f j[ xl_”xz_bs dx, dx,
1 1 1 1

1 A A,
est 0, = ~ . On a méme explicitement, pour c =Re 5 > g, ',
07 4 0

1

Y9 = oD =D

De méme, I’abscisse de convergence de

s Z(P;s) = i i P*(m;,m,) = i S m{‘”m{“
i

my=1 my=1 mp=1 my=
1 ,\ ..
est 0, = . Onameéme explicitement, pour o =Re s > ¢,
Z(P;s) = ((as) {(bs)
ou { est la fonction zéta de Riemann.

On retrouve bien le fait que o, = ¢ dans ce cas particulier. Mais ce résultat découle bien sir du

lemme général V.2.
Le corollaire 1 montre qu’il existe un réel 8 >0 tel que :

Ny0) = 1% Q,(Int) (1+0(t7?)

et Vit)= t% Q,(nz) (1+0(t7%)
. sX
ol Q,X)=¢% Res___ Abisie”
0 )
) Y P, sX
et Q)X = =¥ Res,_p e

Maintenant, si I’on utilise les expressions explicites déja calculées : 6, = 0," = -,

-T2 _



CHAPITRE V

pourc=Res> L, Y(P;s)= et Z(P;s) = {as) {(bs)

1
(as—1) (Bs—1)

on obtient sans difficulté que :

0,0=¢(2) e o= = -

a -1

SRR

Mais comme z+— (z—1) {z) est une fonction entiere non constante, il existe deux entiers a et
b avec 0 <a < b tels que (g —1) (g) # 1, c’est- 2 - dire que, pour ce choix de a et b, 0, (X) # @, '(X),
et par conséquent le polyndme P(X,, X,) =X, X, ne vérifie pas la seconde partie de la conjecture de
L. Ehrenpreis, bien qu’il soit a coefficients positifs, donc vérifiant H,S.

Remarque 2 :

Comme I’avait indiqué Ben Lichtin dans [14], Ie but final de cette application arithmétique est

d’arriver a étudier le comportement quand ¢ tend vers + oo de

Np(t,9,8) = 3, om)

meZ'nS
| P(m)l< ¢
et Vot 0,8) = ff o(x)dx
(x| 1P@ <t} S
et de voir dans quelle mesure il existe 8 > 0 tel que
Vot 0,8
Ny(t,0,5) — V(t,0,5) = O(*f(eL)—j guand ¢ tend vers + co.
ot Pe R[X,, ..., X, ] est un polyndme qui vérifie les hypotheses minimales, ¢ une fonction qui

vérifie aussi les hypothéses minimales et S un sous-ensemble semi-algébrique de R".

Ce probleme général parait tres difficile et rien n’a €t€ fait jusqu’a maintenant dans le cas ol § est
un ensemble semi-algébrique quelconque. Cependant, dans le cas ou S est de la forme [B,+ oo

quelques succes ont €té emportés et notre travail se situe dans cette lignée.

Bien que tous les résultats que nous ayons énoncé dans ce travail supposent que ¢ = 1, il est fa-

cile de se convaincre, en examinant de plus prés les démonstrations, que ces résultats restent valables
dans le cas ou ¢ est, par exemple, le quotient de deux polyndmes vérifiant I’hypothese HS ; en effet, si

I’on pose

Ny(o.t)= 3. o(m)
me N*n
P(m)<t

alors il est facile de voir de la méme fagon que

N L 1 c+iooZ . v
plosn) = Six ' {@3s)t el o(l)
C—1loo

pour ¢ » 0, ou

ZP(Q’;S): E pum)

me N*n P(m)s
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et, si ¢ est le rapport de deux polynomes qui vérifient H,S, alors il est facile de voir que cette série
vérifie aussi les conclusions des théoremes 1, 2 et 3, ce qui permettra de voir que N,(¢;¢) vérifie, de la

méme fagon que N (1), la conclusion du théoreme 4.

En ce qui concerne le cas plus général de plusieurs polynémes, on considere

Np... plo:t) = by o(m) t=¢....t)e (B 5
me N*n
Pim)< tl,.E.. ,PuUm)< gy,
ot P,..,PeR[X,..,X, | vérifient H S et ¢ est le quotient de deux polyndmes qui vérifient
H,S.
Il n’est pas difficile de voir que, pour ¢ » 0,
1 c+ioco fc+ioo . . dsl...dsk
N f) = ‘ £ e 7 §)———= + 0
pl,m,pk((P ) (2172:)11 i A 1 k A, Pk((o S) s, ( )
o1, quel que soit s = (s, ..., 5,) € C* et vérifiant, pour touti€ {1,..., k},Res; » 0, ona

z ;) = o
Ron (@3) = 3 (B(m))" - (P.(m))"

et une généralisation facile du théoréme 2 permet de voir que la fonction s+ Z,  , (¢;s) possede

-----

un prolongement méromorphe a C* avec des poles situés dans des hyperplans affines de la forme

{seﬂ?"l

S b5 = d} = {seC* (b.s)=d }
i=1
ou b =(b,, ...b)eNetdeZ.

Ceci permet, par inversion de Mellin, de montrer ’existence de régions .72 . (i€ I) en nombre fini
p » P i

et recouvrant |0, + oo[" telles que, pour chaque i € /, .
. Hi, Hi, Hi1—0 Hix—0
Ne . pl@:t)= 1t Ceen Alng, . Ing) + O(tI SRR )
sit=(t,...,t) —> (+00,..., +oo)ette 2,

ol ;= (s o Mip)EN"et A€ R [X,, . X, ]V (O},

Cette derniére remarque, qui demande encore quelques éclaircissements techniques, fera 1’objet

d’un travail indépendant qui suivra.

_74 —



CHAPITRE VI

Sur la répartition des zéros des polynomes de plusieurs
variables et applications.



CHAPITRE VI

) Introduction

Soit Pe C [X1 s X, ] Onpose Z(P)={z€ IE"I P(z) =0}, ’hypersurface des zéros complexes

de P. Soit S un sous-ensemble semi-algébrique non borné de R" vérifiant que § M Z(P) est borné.

Le but de ce chapitre est d’établir un théoréeme qui permet, via ses corollaires, de comprendre
comment 1’hypersurface Z(P) s’approche deS. Comme application, nous retrouverons un résultat
classique en théorie des opérateurs différentiels hyperboliques di 4 Lars Hormander [9] et nous établi-

rons un résultat dual a celui-ci.

Ce théoreme et ses corollaires nous permettront de justifier la nouvelle classification par I’expo-

sant rationnel S(P) que nous avons introduit dans I’introduction générale.

Les idées de base derriere le théoreme essentiel de ce chapitre se trouvent dans le livre de
Hormander [9, Appendix]. Nous avons procédé€ ici a 1’adaptation de ces idées dans un cadre plus géné-

ral en tenant compte des développements récents de la Géométrie algébrique réelle.

i) Enoncés du théoréme 6 et de ses corollaires.

Le résultat principal est le théoreme suivant.

Théoreme 6
Soient § un sous- ensemble semi-algébrique de B™*! et ¢: S — R une application continue et
semi-algébrique.

On suppose qu’il existe r, >0 tel que, pour tout r > r, I’ensemble {y e R" | (r,y) € S} est non vide.

On pose alors, pour r > ry, a(r) = sup @(r,y)€ ]— oo+ o0].
(r.y)es

Alors on deux cas, et deux seulement, & savoir :
° soit il existe r; > r, tel que, quel que soit r 2 r;, a(r) =+ oo,
. soit il existe r, > r, tel que, quel que soit r 2 r,, ofr) € R, I"application r —>¢(r) est continue
et semi-algébrique sur }r,, + oo[ et posséde un développement en série de Puiseux en + oo. En

particulier, il existe A € R* eta € @ tels que ofr) =Ar®(1+ o(1)) quand r — +oo.
Voici maintenant le résultat qui a motivé ce chapitre.

Corollaire V1.1

Soient Pe C[X, ..., X, ] et A un sous-ensemble serﬁi-algébrique non borné de R". On suppose
que A M Z(P) est borné dans R". Alors, il existe r,>0 tel que Jr,, + oo[ C|l&| |x < A}. Bt si 'on
définit les applications d et D: 1r,,+oo[—> R par

d(r) = in£ d(x,Z(P)) et D(n= sup d(x,Z(P)) (r>ry

Hxl=r xt=r

alors il existe K, = K,(P,A)>0, K,= K(P,A)>0,8=BP,A) €W et y=pP,A) eQ tels que
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dr) =K rP(1+0(1)) et D(r)=K,r7(1+0(1)) quand 7 —> + oo,

On en déduit qu’il existe r, > r, tel que, pour tout x € A vérifiant jjx} > r,, on a
27N 2
l; x|’ < d@x, 2P) < 2K, |x|

et qu’il existe deux courbes continues semi-algébriques tracées dans A, r +—s x(r) et r — y(»),
paramétrées par r € Jr,, + oof, telles que :

r—»+o0o

O  lim Jx@f= lm |y@)f=+co, et

lim 2EOZP) -y AVOLZEP)

existent et appartiennent 2 R,
e el ey @) '

(i1)

Maintenant, nous allons donner deux corollaires. Le premier est un résultat di a Hormander,

I’autre est un résultat nouveau dual au premier.
Corollaire VI.2. (Hormander, [9])
Soit Pe C[X,, ..., X, ]. On suppose qu’il existe p: R, — R vérifiant rErllwg¢)(t) = + ooet telle
que Z(P) < {z=xiyeC"||y| = ¢(|x])}- Alors, il existe >0 eth € R tels que

ZP)Ck=x+iyeC||y|z|x|"-b}.

Corollaire VI.3
Soit Pe C [X,, ..., X, ]. On suppose qu’il existe ¢: R, —> I, bornée, vérifiant ,ETm¢(t) =0et
telle que Z(P)C g =x +iy eC"||y| < @(]x])}. Alors, il existe h> 0 etc >0 tels que

ZP)ce=x+iyeC||y|<c(1+]x])7"}.

Remarque : Soit Pe C [X,, ..., X, ]. Le corollaire V1.2 (respectivement VI.3) montre que, si ||Imz||
tend vers +oo (respectivement vers 0) quand |Rez|| tend vers + oo, zrestant dans Z(P), alors on peut

contrdler Ia fagon dont la limite est atteinte.

Les cas extrémes étudiés dans les corollaires VI.2-3 constituent deux exemples d’application du
théoréme 6, et il est évident que d’autres situations intermédiaires peuvent étre élucidées a I’aide de ce

théoreme.

Quant au corollaire V1.1, il explique, a I’aide de 1’étude des deux fonctions d et D, que I"hyper-
surface des zéros complexes Z(P) de P ne s’approche pas de maniere arbitraire des ensembles semi-

algébriques de R” a I’infini, et qu’il existe un minimum de régularité liée au caractere algébrique de

cette hypersurface.
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i) Démonstration du théoréme 6 et de ses corollaires

D Démonstration du théoréme 6.

On se donne un sous - ensemble semi-algébrique § de R"*' = BExR" et ¢: S — R une appli-

cation continue et semi-algébrique. On suppose qu’il existe r, >0 tel que, pour tout r 2 r,, la fibre
S(r):= {ye B"|(r,y)e S}

est non vide. On définit alors I’application a: [r, + oo — ]~ oot oo] par

o(r) = sup @(r,y)
yeS(r)

On pose
A={@p,ra)eR"xXExR ](r,y)eSet o= ¢r,y)}
={(,r, ) eR"XRXR |(r,y)eSet(ry, a)eG)

ot G est le graphe de ¢, qui est un sous- ensemble semi-algébrique de B™*' x Ik, puisque ¢ est semi-
algébrique. Comme en plus S est semi-algébrique, alors A est évidemment semi-algébrique dans
R'<xExRE.

On considere

RV 2R'XExXRE — R?
o (na

la projection canonique qui oublie les n premieres coordonnées. Alors, d’apres le principe de
Tarski-Seidenberg (voir th. P1 du chapitre 1I), on a que B = n(A) est semi-algébrique dans R*. On peut

alors écrire

B= |} B

I<i<p
ou, quel que soit i =1, ..., p,il existe p, et g, € N avec g, <p, etil existe f, |, ..., f,.,pbeR [X. X ]
tels que
B, = {(rro)eR’| f,,(rna)>0,.... f, ,(rney>0et f, (ra)=-=f (r,0)=0)

Maintenant on utilisera un outil de base en géométrie algébrique réelle, dit le “saucissonnage de

Théoréme (lemme de saucissonnage, {7], [3])

Soit (P (x,¥), ..., P,(x,y)) une famille finie de polyndmes de R [X1 yrees Xn+1] = Rx,y] xeR",
ye R). Alors, il existe une partition finie de IR” en sous-ensembles semi-algébriques A, ..., A,

telle que, pour chaque i, les zéros de P, ..., P, au-dessus de A, sont donnés par des fonctions
continues semi-algébriques & < -:- <& ,etquele signe de Px,y) (j=1,..., 1) au-dessusde A,

ne dépend que des signesde y—£(x) (k=1,..., L).

Revenons a la démonstration du théoréme 6.
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En appliquant le lemme de saucissonnage de Cohen a la famille (fl.j)lgigp' Lsjsp, d’éléments de
R [X1 . X, ], on obtient qu’il existe une partition (SI e, Sl) de R en / sous-ensembles semi-algé-
briques tellie que, pour toutk=1, ... , [, les zéros de f;; au-dessus de S, sont donnés par des fonctions
continues semi-algébriques o | < - < , et que les signes des f(r, &) au-dessus de S, ne dépen-

dent que des signes de a— o ,(r) (h=1,..., [).

Nous considérons maintenant les “tranches de saucisson” suivantes :

On pose, quels que soient i =1, ..., letk=0,..., [,
((noeR?|reS eta; (N<a<a ., (1} sil<k<i-1
H, = {(r,a)eRzlreSiet a<o (N} sik=0
{(rro)eR*[reS; eta>a (1} si k=1,

On pose aussi, quels que soient i =1, ..., letk=1,..., [,
L, = {(r,a,(n)|res,}

Ce qui précede montre que, quel que soit i =1, ..., p,

B, = {(rna)eR?| f,(rna)>0,.... f,  (ne)>0et f,, (ra)=-=f (r,0)=0}

est une réunion finie d’un certain nombre de Hj , etde L]. .- En particulier,

(*1) si H; , M B, # O (tespectivement L,, N B; # D),

alors H; , < B, (respectivement L, , © B,).

Alors, il existe I, © {i,k)eN*|1<i</let0<k<[} etl, C {i,k)eN*|1<i<let1 k<)

tels que

(*2) B=| | 73,:[ L) Hik]u( L) L

(i,k)EI] (i,k)EIg

Or, on sait que, quel que soit r 2 r,, la fibre {y e R" | (r,y)e S} est non vide. D’ou, pour tout

rzr,, ilexistey € R" tel que, sil’on pose & = ¢(r,y), ona (y, r, @) € A.
D’ol, quel que soit r > ry, il existe a € R tel que (r,a)e m(A) = B.

On considere la projection canonique

R R

(r,o)—r
On a alors [r,, + oo © 7*(B).
Et comme, d’apres (* 2), on a 7%(B) = U S, ou J =nm*(1)) U n*(l,), on en déduit que

iel
[rgs +oo[ C U S
ie
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Or, les §; (1 <i <) sont des sous-ensembles semi-algébriques de R deux a deux disjoints. Et
comme les sous-ensembles semi-algébriques de B sont exactement les réunions finies d’intervalles

(quelconques, éventuellement ponctuels), nous en déduisons que :

(* 3) il existe r; > ry et i € J tels que Jry, + o[ &5, et,

quel que soitie {1, ..., [} \ {i,}, S, C]—o0, 1]

De plus, si I’on pose

I*¥={keN|(, k) el,}<(0,..., 1}

o

L*={keN|(,kelL}c{l,.., L)
et B= (U H,.Ok]u[U L,.Ok]
kel * ke Ip*
on a, d’apres (* 3), pour tout r > r,
o(r) ;= sup {(p(r,y)l(r,y)e S} = sup {alil existe y e R” vérifiant (r,y)e Set o= ¢(r,y)}
=sup {al(r,a)eB:n(A)}: sup {a[(r,a)e E}

On a donc

(x 4) Quel que soit r > r|, a(r) = sup {a| (r, ) € B}

On distingue alors deux cas : soit [, € I, *, soit [, ¢ I;*.
Premier cas : on suppose que [, € I, *.
On aalors,l—]i0 , € B.
iy
D’oti, d’apres (* 4), on a, pour tout r > r,,

ar) > sup {a|(r,)eH, | } = sup {a|res, eta>a ; (1)
Ay 1y
> sup {a|a> ;. () (car Jry, + oo[ = S,)
1y
=+ oo,

Donc, on a démontré que, quel que soit r > r,, o(r) = + co.

Second cas : on suppose que lioeé I,*.

On pose alors :
sup I * sil*# @
k, =
— o0 sil*=0
Comme [;* U L* # (J (sinon, on aurait B= &, ce qui impliquerait que ] 1, +oo[ Cc T* (E) =,

chose absurde). Alors on distingue deux sous-cas, selon qu’il existe ou non k > k, tel que ke I, *.

Premier sous-cas : on suppose que, quel que soitk >k, ke L*.
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Ceci implique en particulier que I|* # J, et, par suite, k, =sup 7, *€ {0, ..., Z.O— 1}. On a alors,

1

quels que soient r > r, et € ]aiO’kl(r),aio'k1+l(r)[9 (r,a)e B.D’ol:

(*5) Quel que soit r > r,, a(r) = sup {a| (r,)e B} > % 41 ()

De plus, comme k, = sup [, * et que, pour tout k > k,, k¢ L*,ona:
Quel que soit r > r,, ({r}x ]ai(ykl“ r),+ oo[) N B=0.

Nous en déduisons alors :

(* 6) Quel que soit r > r,, o(r) = sup {a|(r,0)e B} < o 4 (D)

D’ou, d’apres (* 5) et (* 6), ona:

(x7) Quel que soit 7> r,, a(r) = sup {&|(r,a)e B} = & 410

Second sous-cas : on suppose qu’il existe k > k, tel que ke I, *. On pose alors

ky, := sup L*
On a évidemment k, € [, * etk, > k,. D’ob, pour tout r > ry, (1, &;_, ()€ B. On en déduit que :
Quel que soit 7 > r,, a(r) = sup {c|(r,)e B} 2 o ¢ (7).
Or, par construction de k,, et comme k, > k;, on a, quel que soit r > r,,
({r}xle, , (N+ool) B=2

On en déduit donc que :

(* 8) Quel que soit r > r,, a(r) = sup {a|(r,a@)e B} = o 1 (1)

Conclusion du second cas : nous avons €tabli dans les deux sous-cas qu’il existe i, et k, € M

vérifiant iy </ et k; < l,.0 et il existe r; > r, tels que :

9) Quel que soit r > r, a(r) = &, (1)

Donc, comme ¢; , estune fonction continue semi-algébrique sur ]r,, + oo[, alors :

(* 10) « est une fonction continue semi-algébrique sur ]r,, + oof

Mais par définition de o, . il existe f; # O telle que, quel que soit re S, , £ (rs a ko(r)): 0.

D’ol, il existe Ge B [X,, X, ] \ {0} tel que

* 11) Quel que soit r > r}, G(r, a(r)) =0

Soit Fe R [X|, X, ] le polyndme qui a les m&mes facteurs irréductibles que G, mais sans répéti-
tion. On a F % 0 et, quel que soit r > r,, F(r,a(r))=0. Mais F # 0 implique que m := degy (F)
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vérifie m2 1. En effet, sim était nul, alors il existerait un polynéme R e R [X] tel que
F(X,,X,) =R(X,). Et on aura en particulier, quel que soit r > r,, R(r) = F(r, a(r)) = 0, ce qui impli-
querait R = 0, et par suite F' = 0, absurde. Ceci €tant, en appliquant le théoréme P2 du chapitre II, on
obtient qu’il existe r, > r,, une fonction C,: Jr, + co[ — R* telle que C(y) # 0 sir > r, et m fonc-
tions continues semi-algébriques sur Jr,, + oo[T, ..., T deux a deux distinctes (car F est sans fac-
teur carré) possédant des développements en séries de Puiseux a I’infini, tels que, quels que soient
r>r,etaclk,

Fira)=C ) 1] (a- T(r)

i=1
Et comme on sait que, quel que soit r > r,, F(r, a(r)) = 0, alors, toujours pour r > r,, 1l existe
j=ine{l, ..., m}tel que o(r) = Tj(r),
Mais d’apres (* 10), r = a(r) est continue sur ]r,, + oo[ et les T sont continues et deux a deux
distinctes sur ]r,, + oo[. On a alors qu’il existe j, € {1, ..., m} tel que:

quel que soit r > r,, a(r) = Tb(r).

D’ol r — a(r) est continue semi-algébrique sur Jr,, + oo[ et possede un développement en série

de Puiseux en + oo.

Ceci termine ce second cas et ainsi le théoréme 6 est démontré. C.Q.F.D.

2) Démonstration du corollaire 6.1,

Soit Pe C[X,, ..., X, ], Z(P)={ze l]:”] P(z) =0} etA un sous-ensemble semi-algébrique de

R" non borné tel que A M Z(P) est borné.

D’apres un résultat classique de Géométrie algébrique réelle (voir par exemple Michel Coste [3],

théoreme 2.4.5) A a un nombre fini de composantes connexes, qui sont semi-algébriques. On écrit alors

A=A

1<i<p

ou la réunion est disjointe et, quel que soit i € {1, ..., p}, A, est connexe et semi-algébrique. Comme
A est non borné, il existe iy {1, ..., p} tel que A, est non borné. Et comme I’application x +—s | x]|

est continue, I’image de A,.O par cette application est un sous-ensemble connexe non borné de R ,. 1
s’ensuit qu’il existe r, > 0 tel que :

[ry, + ool C {x]| leA,-o} < {x|[xe A}

On définit alors les applications 4, D:[ ty,+oo [ — R, par

d(r) = in£ d(x,Z(P)) et  D(r)= supd(x,Z(P))
X€ xeA

fxl=r fxll=r
Ces applications sont bien définies.

Soit maintenant S = {(r,y) e ExXR” trZ r, YE A et |[y{|2 =r}.
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Il est évident que S est un sous- ensemble semi-algébrique de B™', puisque A est un semi-algé-
brique de R".
Soit S—R
i : }
Py d(y, Z(P)

Cette application est continue et semi-algébrique.

n

ExR"— R o .
la projection canonique.

En effet, soit 7 :
(ry)r—y
L’application mest évidemment continue et semi-algébrique.
Soit y: ") — R
Yoy d(y, 2P))
Comme S est semi-algébrique dans B"*' et x est la projection canonique, alors, d’aprés le prin-
cipe de Tarski-Seidenberg, () est semi-algébrique dans ". De plus, comme Z(P) peut €tre vu comme

un sous- ensemble algébrique, donc semi-algébrique, dans R, alors un résultat facile de Géométrie al-

gébrique réelle (Michel Coste [3], prop. 2.2.8) montre que y est continue semi-algébrique.

On en déduit que ¢, = l//o(ﬂ'ls)i § — R est continue et semi-algébrique, ainsi que

o, =—¢:5— R.

Maintenant, remarquons que, quel que soit r 2 r, ona:

D(r) = SUPSqDl(r,y) et —dr= - infS @, (ry) = (,S}IES @, (r,y)

(r,y)e (r,y)e
Le théoréme 6 permet de conclure. C.Q.F.D.

3) Démonstration du corollaire 6.2.

Soit Pe C[X|, ..., X, ]. On suppose qu’il existe ¢: B, — R, vérifiant

n

lim @(f)=+o0

t—+00

ettelle que Z(P) < g=x+iyeC"||y| = o(|x|)}.

En appliquant le corollaire 6.1 avec A = R", on a qu’il existe K = K(P)>08=fP)e@ et
r, =r,(P)>0tels que :
(+%) pour tout x € R" vérifiant |x|| > r,, d(x, Z(P)) > K|x|P

et il existe une courbe r — x(r)e R"(r > r)) telle que :
dxM2P)

[x(N)f —> +oo et
jx ()P
quand r — + o0, ou > 0.

On sait que P(x+ iy) =0 implique [[y{ 2 ¢(|x|) et que ¢(f) —> + o0 quand t —> +oo. Il s’en-

3

suit que d(x,Z(P)) — +oo quand |x| — +oo. En effet, sinon il existerait une suite (x,,),,., d’-
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éléments de R" et M > 0 tel que, quel que soitme N, d(x,, Z(P))< M et |x || — +co quand

m —s +o00. Or, quel que soit m20, il existe z, = ¢, +i 1, €C" (0,, 7, € R") tels que :
P(z,)=0 et |x, —z]<d(x,,Z(P))+M < 2M.
Mais comme ||x,, -2, = |x,—¢,—it| = max (|x,— .|, | 7.l)-
On a alors, quel que soit me N, |x, — ¢ | < 2M et |7 || < 2M.
En aprticulier, pour tout m, ||o_| 2 |x |- {x,~ ¢l 2 x| -2M — +oco quand m — +oo.
D’ou: ||o, | — +o0 quand m — + oo, |

Et comme |7, || 2 ¢(]|o,|) et () —> +o0 quand t —> +oo, alors ||z, | — +oo quand

m — +oo, ce qui contredit le fait que, quel que soit I’entier naturel m, |7, [ < 2M : absurde.

En conclusion on a: d(x,Z(P))—s +oco quand |x| —> +oo, et, par suite, comme
|x ()| — + oo quand r —> + oo, alors d(x(r),Z(P)) — + oo quand r —> +o0. D’0li, en vertu du
fait que

d(x(r),Z(P))

5 acB*
x|

+

on en déduit que 8 = A P)>0.

Soit 4 = %,B. On a h>0 et, d’apres (*¥*), il existe K> 0 etr, >0 tels que, pour toutx € R"
vérifiant |x|| > r;, on a d(x, Z(P))2 K|x|*" . Ici, K, , et h = 7 B ne dépendent que de P.

Or, il existe un r, = r,(P) > r, tel que |x| > r, implique K||x|" > Kr, " > 1.
D’ott : quel que soitx € R” vérifiant |x|| > r,, ona d(x, Z(P))> |lx|".

Et comme I’ensemble {x € R"| |x| < r,} est un compact de R", on a alors qu’il existe be B, tel

que ||x| < r, implique que d(x, Z(P))- |x|" = — b. On en déduit alors que, quel que soitx € R’}
d(x,Z(P)) = |x|"- b.
Soit maintenant z =x +{y € Z(P). On a alors ;

Iyl = lIx -2z d(x,Z(P) 2 |x|' - b.

ZP)Ck=x+iy eC"||y| = |x|' - b}
ol h = h(P)>0 eth = b(P)20. Ceci termine la démonstration du corollaire 6.2. C.Q.F.D.
3) Démonstration du corollaire 6.3.
Sous les conditions de I’énoncé, soit B = {x € R”| il existeye R" tel que P(x + iy) =0}.

On a que B est la projection de I’ensemble semi-algébrique {(x,y) e B"<xR" | | P(x + iy) | 2=0J.
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D’apres le principe de Tarski-Seidenberg, B est semi-algébrique. On distingue alors deux cas :

soit B est borné, soit il ne I’est pas.

Premier cas : on suppose que B est borné.

Soit a = sup |x|. On a évidemment a€ B *. On pose
xeB
C:=(1+ n)(+a)*>0
(1 sp,00) (+)*>

Soit z=x+1iye€ Z(P). On a évidemmentxec B, d’ou Hx" <a,et

Iyi=e(lx]) s sup o)

Dong, |y <C(1+a) > <C (1+]x])™%, car |x| < a.
Donc, Z(P)C g =x+iyeC"||y| < C(1+]x])*}, et le corollaire est démontré dans ce cas.

Second cas : on suppose que B est non borné. Alors, comme B est semi-algébrique, il posseéde un
nombre fini de composantes connexes, toutes semi-algébriques, dont au moins une est non bornée. On
I’appelle B,. On a alors que I'image par I'application continue x — | x| du connexe non borné B, est

un connexe non borné de B, donc il existe r, >0 tel que

(ex1) [ry, + ool C {x[[[x€ By}  {lx] | xe B)

Maintenant, soit S = {(r,y,x)eRxR"xXR" |xe B, |x[? =7 et |P(x+iy)|*=0}

ExBE'"<xR" — ExRE"

la projection canonique.
(ry, ) — (ry) P 1

et soit 7:

Alors, comme S est un sous-ensemble semi-algébrique de R xIR"x R", alors, d’apres le prin-

cipe de Tarski-Seidenberg,
S =n(§)={(rpeRxR"| il existex € B tel que | x| =ret P(x+iy)=0}
est semi-algébrique dans B xR".
De plus, d’aprés (***1), et par définition de B, ona:

Quel que soit r 2, {yeR"|(r,y)e S} # D

[r()’+°°[ — ]— °°’+°°]
et ceci montre que 1’application «: Fi— su
(r.y)

ol est bien définie.
iy i

n
v
€S

S— R

est continue semi-algébrique, et
) |yl g

De plus, il est facile de voir que I’application ¢ (r

que, quel que soit r 21y, a(r)= sup o(r,y).
(r.y)es

Donc on est dans les conditions d’application du théoréme 6.
Mais comme en plus on sait que, pour tout r 2 r,:
or) = sup {|y| | (r.y)eS} = sup {||y| ] il existe x e R"tel que |x| = r et P(x +iy) = 0}
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IN

sup o( |x[|)  (d’apres I’hypothese sur @)

fxl=r

sup ¢(1)

t2rg

IA

et, comme rlﬁilp(ﬁ(p(t) =0, alors, quitte a remplacer r,, par un nombre plus grand, on peut supposer que

sup (1) < 1

2rg

et par suite on a, pour tout r 2 ry, a(r) < 1. Alors le théoreme 6 implique qu’il existe deux constantes
K=K(P)>0ety=yP)e tels que :

(##%2) a(r)y=Kr" (1+ o(1))quand r —> +oo.

Donc, il existe r| 2 r, tel que :

B

(F*%%3) Quelquesoitr2r, = r’'< o(r)< 2Kr”.

[\

Soit z =x +iye Z(P) vérifiant |x|| 2 r,. Ona:
[y ] <sup {]z|| il existe ce R" tel que | o =||x| et P(c+i1) =0}

ce qui implique que ||y || < o |x]) < 2K x| donc:

(#¥%4) Pour tout z =x +iye Z(P) vérifiant | x| > r, ona: |y| <2K|x|
Maintenant, comme pour tout 7 > r,, on a

or)=sup {|[y]| il existe x e R"tel que ||x|| = r et P(x + iy) = 0}

alors, pour tout r > r, il existe x(r) et y(r) e R"tels que |x (r)] = r, Rx (r)+iy(r)) =0 et

an- + <y < .

Dongc, pour tout r 2 r,ona:

Krcam < ”1; +Hlym) < % + olx(n]) <

3 + o(r)

~ e

ce qui tend vers O quand r — + oo, donc y est nécessairement <0. On pose 7=~y >0 On a alors,

d’apres (***4)
h
(#%*5) z=x+iyeZP)et|x||2r, = |y]|<2K|x|["< 2K(1+ rlj (1+]x])~"
I

Soit M =1+ sup ¢(¢). On a par hypothese : Me R f

telR,

Soit maintenant z = x + iy € Z(P) vérifiant|x| < r,. Alors :
Ivi<o(lx]) < M < s (1+r)" (1+]x]) "

et ceci, en plus de (++*5), montre que, si I'on pose C=C(P)=max (2K(1+ j—l)h M(1+r )"} >0,
y|< Cc(1+]x])™". C.QFD.

on a alors, quel que soit z=x +iy€ Z(P),]
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Résumé :

Les résultats principaux de ce travail sont : I’existence des prolongements méromorphes au plan complexe des
séries de Dirichlet, la caractérisation d’un ensemble de candidats pdles, la majoration de leurs ordres par la
dimension et I’obtention de majorations des prolongements méromorphes sur les bandes verticales.

Ceci est établi sous une hypothese sur le polyndme étudié qui, dans un sens, est probablement optimale, et qui, en
tout cas, contient strictement les autres classes déja traitées antérieurement.

Sous cette hypothése apparaissent des problémes de prolongement analytique d’intégrales du type transformée de
Mellin d’intégrales fibres avec des fonctions-test irréguliéres a I'infini. Le traitement de ce type d’intégrales ne
rentre pas dans le cadre classique ol les fonctions test sont indéfiniment dérivables & I’infini. Nous avons prouvé
que de telles intégrales possédent des prolongements méromorphes au plan complexe avec les mémes propriétés
habituelles.

Ce travail a de nombreuses applications ; nous en avons donné une de nature arithmétique. Elle concerne le
probleme des diviseurs généralisé.

En complément, quelques résultats qui caractérisent la fagon dont une hypersurface algébrique s’approche des

sous-ensembles semi-algébriques a I’infini ont été donnés.

Abstract :

The main results of this work are :

The existence of meromorphic continuations of Dirichlet series, the characterization of their set of poles and the
fact that the order of their poles does not exceed the dimension of the underlying space. Moreover, we give
bounds for these meromorphic continuations on vertical bands.

The assumption under which we prove these results is probably the optimal hypothesis, and in any way strictly
includes all classes of polynomials previously treated.

Under this assumption, Mellin transforms of the fiber integral with test functions which are not smooth at infinity
appear. The analytic continuation of this type of integrals is not studied in the literature. In our work, we prove
that the analytic continuation of this new integral exists and has the expected properties.

The solution to this problem has several applications. We give an arithmetical one : the lattice point problem also
known as the generalized divisors’ problem.

In the appendix, we describe the way in which an algebraic hypersurface approaches a semi-algebraic set at

infinity.

Mots-clefs : )
Série de Dirichlet, Prolongement méromorphe, Singularité, Diviseur a croisements normaux, Développement

asymptotique, Ensembles semi-algébriques, Transformée de Mellin, Représentation intégrale.

Classification AMS : 30B40, 30B50, 30C15, 30E20, 14P10, 11D85.
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