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Introduction

On se propose, dans ce travail, d’étudier quelques questions de stabilisa-

tion de systémes gouvernés par des équations aux dérivées partielles de type
ondes ou poutres, avec un contrdle frontiére qui est un bouclage sur P’état.
La question qu’on s’est posé en premier était la suivante : étant donné un
systéme uniformément stable, peut-on déterminer le taux optimal de décrois-
sance de énergie par ’abscisse spectrale de Popérateur associé au probléme ?
La réponse est oul s1 on peut montrer que cet opérateur admet un systéme de
vecteurs propres généralisés qui forme une base de Riesz de [’espace d’énergie.
Parmi les méthodes classiques pour montrer ce genre de résultat, il y a la meé-
thode de perturbation de Bari, qui s’avére plutot difficile a appliquer lorsque
les valeurs propres apparaissent également dans les conditions au bord, ce
qui est le cas pour les problémes qu’on étudie.
La théorie de Shkalikov [24] parait mieux adaptée pour ce type de problémes,
mais demande une adaptation & chacun d’entre eux, notamment pour mon-
trer que opérateur linéarisé au sens de Shkalikov (pour lequel on obtient
la propriété de base de Riesz) permet de reconstituer Iopérateur naturel du
probléme avec sa base de Riesz formée de vecteurs propres.

Dans le premier chapitre on fait un bref rappel de la théorie de Shkalikov
appliquée dans les deux chapitres suivants.

Dans le denxiéme chapitre, on considére une équation des poutres d’Euler-
Bernoulli encastrée a une extrémité, avec un contréle force en vitesse & 1'ex-
trémité libre (sans masse).

On obtient un résultat de base de Riesz et par suite que le taux optimal
de décroissance de ’énergie est égal & I'abscisse spectrale de Popérateur qui
engendre le systéme.

Signalons que ce résultat généralise celui donné par F. Conrad et O. Morgiil
[9], obtenu par une méthode de perturbation, valable dans le cas de valeurs
propres simples, ce qui était vrai “génériquement”.

Dans le troisiéme chapitre, on considére une équation des poutres d’Fuler-
Bernoulli encastrée & une extrémité, avec un contréle moment en vitesse de
rotation a I’autre extrémité (avec ou sans masse). On obtient, en gros, le
méme résultat que celui du chapitre précédent, sauf que la reconstitution
de l'opérateur du probléme est plus délicate. On établit aussi un résultat de
stabilité uniforme dans le cas ot on a un contréle moment et un controle force,
gu’on démontre par un théoréme de perturbation de Gibson [10], ainsi qu’un
résultat de non stabilité uniforme dans le cas particulier oit on n’a qu’un
controle force, qu’on démontre par un théoréme classique de perturbation
compacte de Russell [21].



Dans la deuxiéme partie de ce travail, qui constitue le quatriéme chapitre,
on étudie un modeéle de pont roulant formé d’un cable flexible pesant attaché
& un chariot se déplacant sur un rail. A I'autre extrémité est attachée une
masse & transporter. La commande est la force pilotant le chariot. I s’agit de
transporter la charge d’une position & une autre, en contrélant les oscillations
du systéme.

Le contréle choisi ici ne dépend que de la vitesse et non pas de la vitesse
et de la position, probléme qui avait été traité auparavant [7]. On est alors
dans le cadre d’un opérateur non coercif, 0 est une valeur propre du systéme.
L’ensemble w-limite d’une trajectoire contient a priori les constantes.

Tout d’abord, on suppose que le contréle est linéaire et on montre que le
probléme est bien posé au sens des semi-groupes de contractions.

On se sert du fait que dans ce probléme il y a deux fonctions de Lyapunov,
I'énergie naturelle et une fonction qui reste constante sur les trajectoires.
On montre ensuite, grace au principe d’invariance de LaSalle et 4 un résultat
“d’unicité” adapté & ce cas non coercif, que la solution tend vers une constante
que 'on explicite en fonction de la condition initiale uniquement.

Dans un cas particulier on peut retrouver ce résultat en utilisant une base
de Riesz de vecteurs propres {obtenue en appliquant Shkalikov).

En second lieu, on considére que le contréle est non linéaire. Avec une hy-
pothése raisonnable sur la non-lingarité, on montre que le probléme est bien
posé par perturbation de semi-groupes. On établit aussi que asymptotique-
ment toute solution forte tend vers une constante qui dépend de toute la
trajectoire.



Chapitre 1

Rappels sur la théorie de
Shkalikov

1.1 Rappels et définitions.

Cette théorie concerne les problémes de type Sturm-Liouville qui contiennent
un parameétre spectral dans les conditions aux bords, de la forme suivante

I, 7) = o™ +py(z, ™D 4o pa(z,Pu=0  (LLI)
Ui(u,7) = aik(’r)u(k)((]) + bik('r)u(k)(l) =0 (1.1.2)
—o0
L 2,0,

!
—

Pt e

pour 1@ =

ou pi(£7T) = Zpij(x)’rj; p%(m) - Cte? 1= 1727 a3 Pan 7£ 0: et @ik, bek‘
=0

sont des polyndémes en 7 pour tout ¢,k € 1,2,...,n.

La méthode donne des conditions pour qu’un systéme de vecteurs propres
généralisés forme une base de Riesz dans des espaces convenables.

Pour des problémes avec paramétre spectral dans les conditions aux limites,
elle est souvent plus applicable que les techniques de perturbation (par des ré-
sultats de type Bari) qui consistent par exemple & montrer qu’un systéme de
vecteurs propres est w-linéairement indépendant et quadratiquement proche
d’une base de Riesz connue (en général un systéme de vecteurs propres asso-
ciés & un probléme plus simple que le probléme donné ).

Elle a été utilisée en particulier dans [11] sur plusieurs exemples (cordes et
poutres).

On présente sommairement ci-dessous la démarche utilisée (espaces, opéra-
teurs).



Définition 1.1.1 On appelle ordre de la condition au bord U;(u,T) de lo
forme (1.1.2), Uentier k; tel que Ui(u,T) contient des termes u(®(0) ou
Thu(k)(l) avec h + k = k; et ne contient aucun terme de cette forme avec
h4+k>Ek.

La somme N de tous les k;,i = 1,2,---,n est appelée ordre total des condi-
tions aw bord (1.1.2).

Définition 1.1.2 Les conditions au bord (1.1.2) sont dites normalisées, si
tout systéme de n conditions au bord équivalentes obtenues de (1.1.2) par
combinaisons linéaires a un ordre total non inférieur a k.

Dans la suite, on supposera que les conditions au bord sont normalisées et
classées par ordre décroissant : by > ko > -+ > k.
On considére 'équation caractéristique de (1.1.1),

wn_l_pnwn—l ++p'n.n — 0,

et on désigne par wy,ws,. .., w, ses racines.

On suppose que les racines de l'équation caractéristique sont simples, et que
les pi; € Wi ~71(0,1)NLY(0,1). Alors, d’aprés [25] le plan complexe C peut
étre divisé en 2h secteurs Sy, S, ..., S24, h < n. Dans chaque secteur, (1.1.1)
a un systéme fondamental de solutions wug(z,7), dont les dérivées jusqu’a
Iordre n — 1 sont données par :

ugd)(m’ T)= wi_lfi_lewm[z Tk 4+ O]

=0

ki =1,...,n; r > 0, arbitraire et fixé, n;; € WI=F(0,1),¢ = 0,1,---,7.
De plus 50 ne dépend pas de 4, et n;; ne dépend pas du choix du secteur.

On pose :
o =) wi

1€
ot Jp,k=1,...,n est un sous-ensemble quelconque de k éléments de
{1,2,...,n}. Pour k= 0 on pose uj, = 0.
Soit M le plus petit polygone convexe contenant tous les points pj, . Cet
ensemble peut étre un intervalle. -
Les valeurs caractéristiques du probléme (1.1.1), (1.1.2) sont déterminées par
les zéros du déterminant caractéristique

A1) = det[Ui{wg, T)]i k=1,2,..n

avec ufk—}“ défini précédemment dans les secteurs 51,55, . .., S2;. Le détermi-
nant peut s’écrire sous la forme :



A(r) =7 Y [FH],em,
Ji

[P, = B 4 77 B e e P 4 O(r ),

avec NV l'ordre total des conditions au bord (que 'on a supposées normali-
sées).

Définition 1.1.3 Le probléme (1.1.1), (1.1.2) est dit régulier si les nombres
FOJ’”, correspondant aux sommetls de M sont non nuls. [l est dit fortement
régulier si en plus, tous les zéros de A(7) sont asymplotiquement simples el
sSéparés,

1.2 Théoréme de Shkalikov.

Dans ce qui suit, pour le probléme aux limites (1.1.1), {1.1.2), on construit
un opérateur linéaire H,, tel que le probléme considéré soit équivalent au
probléme linéaire H, UV = 7U, ott U est un élément de Pespace ou I, agit.
Cette linéarisation peut étre faite de plusieurs maniéres. Fin effet, on peut
toujours choisir d’autres espaces, plus grands, dans lesquels H, agit. Ici, on
construit Pespace Wi & CN qui est le plus naturel de ces espaces et bien
adapté aux applications que 'on traitera.

On suppose, sans perte de généralités, que p,, = 1 et on écrit (1.1.1) sous la
forme suivante

W, ) = lo(u) 4+ - 4 7" ey () + 7" = 0

Pour r fixé, on note Wj = &%, W7 ~¥7(0,1), et on définit 'opérateur H
dans W3 par

[ o

Vo v
Ut
Wi 50= : — T = c W3
Vg1
Un-2 n—1
Vn—1 \_E EZ(Ui)/
=0
Oll Vg = U, V] = TUg,"*+,Vn_1 = TU,_g. On défini aussi H's € W)™* (H' est

la puissance d’ordre 7 de H).



Dans les conditions au bord (1.1.2) on fait les transformations suivantes

i\ (k) '
0 0 = (Hv)e (0 ou 1), i+ k<n+r
'™ (0 ou 1) {T1+k—n-?"+1(H'ﬂ+7‘"k_lﬁ)[()k) (0 ou 1), i+k>2n+r
(1.2.1)

ott indice inférieur 0 signifie qu’on prend la premiére composante du vecteur
associé. On écrit les conditions au bord (1.1.2) sous la forme

vi(r)
Ui(s,7)=> 7*Uf@), 1<i<n. (1.2.2)
k=0

ot les UF ne dépendent plus de 7.

Soit N, = vy{r) + va(r) + -+ + v,(r), ot les 14(r) sont les nombres qui
figurent dans (1.2.2) (si tous les »;(r) sont nuls, alors N, = 0). On considére
Pespace Wy @ CMr on

sy = 1veWy: ﬁi(Hkﬁ,T) = ﬁz(Hkﬁ) =0 pour 0<k<ntr—2
et toutes les conditions au bord d’ordre < n +r — k — 2}.

Soit I'opérateur H, défini par

H.:DH), c Wi, & C" — Wi, eCV, (1.2.3)

LG N _Ug(ﬁ)). (1.2.4)

L'opérateur H, (1.2.4) est appellé linéarisation de Shkalikov du probléme
(1.1.1), (1.L.2).

Le résultat principal que ’on utilisera dans les chapitres 2 et 3 est le suivant :

Théoréme 1.2.1 [2// On supposc que les conditions au bord sont fortement
régulic¢res. Alors :

(i) Il existe un systéme de vecteurs propres généralisés (seul un nombre fini
d’entre eux ne sont pas vecteurs propres) de Uopérateur H, (1.2.4) qui forme
une base de Riesz dans Uespace Wz’:U @ V.

(11) Une condition nécessaire et suffisante pour Uexistence d’une base de Riesz
Jormée de vecteurs propres généralisés de Uopérateur H,, dans Pespace W3,
est que toutes les conditions au bord soient d’ordre inférieur ou égal & n+r—1
(c’est le cas od N, =0).



Dans le chapitre 2, vu que toutes les conditions au bord, aprés normalisa-
tion sont indépendantes des valeurs propres, on utilise (ii). Alors que dans le
chapitre 3, c¢’est (1) que on devra utiliser, puisque 'on a un systéme hybride
avec masse au bord.






Chapitre 2

Poutre avec contréle force. Etude
du taux optimal de décroissance
de I’énergie élastique.

2.1 Introduction.

Le but de ce chapitre est d’étudier la stabilité d’une poutre flexible homo-
géne encastrée a une extrémité, a 'autre extrémité on applique un contréle
force ponctuel proportionnel 4 la vitesse du déplacement. Le systéme est uni-
formément stable. Par la méthode de Shkalikov on estime le taux optimal de
décroissance de ["énergie du systéme régi par les équations suivantes :

Upt + Ugppee = B 0<z<l 520,
w(0,1} = ue(0,2) = upe(1,8) =0 >0, (2.1.1)
Uswr(L, 1) = ku:(1,1) t >0,

olt k£ est une constante positive.
On associe au systéme (2.1.1) P’énergie suivante :

1 1
|:/ wl dz —i—/ uimda:] .
0 0

Soit maintenant u une solution réguliere du systéme (2.1.1).
En multipliant la premiére équation de (2.1.1} par u; et en intégrant par
parties, on obtient :

E(t) =

DO —

% [/Ol(utz)t dz + 2ku?(1) + /Ol(uix)t dm} —-0

9



ou encore :

dE(t)

Cdt
Le systeéme (2.1.1) est dissipatif dans le sens oit son énergie E(t) est décrois-
sante. On sait que le probléme (2.1.1) est bien posé et est uniformément
exponentiellement stable [4]. On rappelle briévement ces résultats classiques
ci-aprés. Ensuite, on montrera que le taux optimal de décroissance de I’énergie
est déterminé par le spectre du systéme en utilisant la théorie de Shkalikov.
Dans ce probléme sans masse et moment d’inertie au bord, la partie (i) du
théoréme (1.2.1) du chapitre 1 suffit.

= —2ku3(1) < 0.

Remarque : Dans [9], il est démontré que 1'on a une base de Riesz pour
presque tout k£ > 0 grice & un argument de perturbation de type Bari. On
obtient ici le résultat pour tout & > 0.

Introduisons les espaces suivants :

Y = {ue H*0,1); u(0) = u,(0) = 0}
et
H = {(u,0) jueV;ve L*0,1)}

On munit 'espace d’énergie H du produit scalaire :

1
0

ovy=(u,v) et §= (&) €H.
On définit I'opérateur linéaire A par :

DAY = {(u,v)" /u € H0,1)NV,v €V ; uge(1) = 0, tgsr(1) = kv(1)},

Ay = (v, ~Ugzez) 581y = (u,v)" € D(A). (2.1.2)

Le systeme (2.1.1) peut s’écrire sous la forme suivante :
y=Ay et y(0) =y € H,

avec y = (u,u)'.

Théoréme 2.1.1 L'opérateur A engendre un semi-groupe de contractions

S(t) dans H.

10



Preuve. On utilise le théoréme de Lumer-Phillips [19].
On montre d’abord que l'opérateur A est dissipatif.

Soit y = {u,v)" € D(A).

1
<Ay'} y)’]—[ = / (uzmvgygj _ ’U’U,xmx)dw
0
= —kv?(1).

Donc Vopérateur A est dissipatif.
Montrons maintenant que pour tout A > 0, A7 — A est surjectif. Soit (f,¢)7 €

H, existe-t-il (u,v)T € D(A) tel que : (A — A) (u) = (f> pour A > 07
v g
Soit donc & résoudre :

My + Ugprr = {
%(0) = 1z (0) = vge(1) = 0 (2.1.3)
Upna(1) — EAu(l) = kf(1)

avec £ = Af 4 g € L*0,1).
On multiplie la premiére équation de (2.1.3) par ¢ € V et on intégre :

1 1 1
)\2/ ua,od:z:—l—/ Ugaaed AT :/ lpdz.
0 0 0

En intégrant par parties et en utilisant les conditions au bord de (2.1.3), on
obtient :

1 1 1
/\2./0 ugod:v-l—/e Uz P 4T + kAu(1)p(1) :/D bodz +kf(1)ep(1). (2.1.4)

Le terme de gauche de cette égalité définit une forme bilinéaire a(-, -) continue
sur ¥V X V et coercive pour tout A > 0. Le terme de droite de P'égalité (2.1.4)
définit une forme linéaire L(-) continue sur V. D’aprés le théoréme de Lax-
Milgram, il existe un unique v € V tel que : a{u,p) = L(yp), pour tout
p V.

Régularité de la solution. Soit ¢ € D(0,1); I’égalité (2.1.4) devient donc :

1 1 1
A2] wpde —!—/ UprPrndl :/ bode
0 0 0

1
f (A + Uggge — Lpdz = 0.
0

ou encore

11



D’ou
MU A+ Uggne = £ dans D'(0,1) (2.1.5)

et donc aussi dans L*(0,1), car :
L Mu ¢ LZ(O, 1)

et par conséquent, 'équation (2.1.5) est au sens de L2(0,1).

En prenant ¢ quelconque dans V, on retrouve les conditions au bord en =
(2.1.3). On a ainsi trouvé une solution unique v € H*(0,1) NV de (2.1.3).
11 suffit alors d’appliquer le théoréme de Lumer-Phillips pour achever la dé-
monstration du théoréme 2.1.1.

Pour toute condition initiale (ug,ve)T € D(A), le probléme (2.1.2) admet
une solution unique

(u,v)" € CH{R4,H) N CR,, D(A)), avec v = u;.
D’oit
u e CHRy, L0,1)) 0 CY R, V)N COR,, HY(0,1) N V).

De plus, on a : ||(w,v) " |lz < |[(uo, ve) " ||2-
L’application S(t) définie par :
DAY — H
(ug,v0)’ +— (u,v)"
s'étend en une contraction S{t) sur H telle que : {S(t)),5, soit fortement

confinu et pour toute condition initiale (uo,v0) € H, la solution faible de
(2.1.2) est définie par :

(U’U)T = S(t)(uﬂvvo)-r t=0
avec (u,v)" € C°(Ry, H).
D’on

u € CYRy, L*(0,1)) N CUR4, V).
Théoréme 2.1.2 Le semi-groupe de contractions S(t) est uniformément stable :
AM > 1 et w >0 tels que :
E(#) < Me™E(0) Vt>0 e VyoeH.

Pour la démonstration de ce théoréme, voir par exemple [4]. Elle est basée sur
la construction d’une fonction de Lyapunov et 'utilisation de multiplicateurs.
On cherche maintenant & estimer le taux de décroissance w optimal.
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2.2 Analyse spectrale.

Pour obtenir le taux optimal w dans le théoréme 2.1.2, on va montrer quun
systéme de vecteurs propres généralisés de A forme une base de Riesz de
Pespace H.

Le probléme aux valeurs propres associées au systéme fait intervenir les va-
leurs propres dans les conditions au bords.

Pour ce type de probléme, on va appliquer les résultats de Shkalikov [24].
Soit A une valeur propre de 4 et soit U = (u,v)" € D{A) un vecteur propre
qui lui est associé. On a donc :

AU = AU
ou encore .
Au—v =10
Av + Uizee = U

tan{1) = 42(0) = (0) = 0
Ugew(1) = kv(1).

En éliminant v, on obtient
Ugprne T )\2?‘[‘ =0
Upp(1) = EAu(1)
Upe(1) = 0
uz(0) =0
u(0) = 0.

On pose A = 72, le systéme devient :
Upzpr + rtu =10
Ugzz(1) = kT2u(1)
um(l) =10 (2.2.1)
u,(0) =0
u(0) = 0.
Les ordres respectifs des conditions aux bords dans (2.2.1) sont :

]531:3, k2:2, kg“—“l el )‘T'C4:O.

Le polynéme caractéristique (au sens de [24, p. 1314]) de la premiére équation
de (2.2.1) est :

w1 = (W — V2w + D)(w? + V2w + 1) = 0.
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Les racines sont donc :
143 —1+ —1—3 1—1¢
W = W, Wy = \/5 ) =

Les solutions de (2.2.1) seront de la forme :

u(a:) — CleTwlx-l—Cg@Twzw + C3€Tw3..ﬂ: +C467w4$.

On pose :
flrw)= ™ (tw® — k).

En substituant w dans les conditions au bord du systéme (2.2.1), on obtient :

flrw)  f(rw)  flrws) [flrw) | [a 0
T 2 Tw T T
Trwie™  TRoZe™  riulem™: T | _ |0 (2.2.2)
Tl TwWs TWs TWy C3 0
1 1 1 1 Cq 0

On notera par A(7) le déterminant caractéristique du systéme linéaire et
homogene (2.2.2). Ce dernier a une solution non nulle si et seulement si 7 est
racine du déterminant caractéristique A(r).

it (rwd — k) e (rwi — k) rlemr(rwi— k) Tl (rwl — k)

A ( T2w% ™ 'rzwg eTwe T2w§ g™ T2w2w§ g’
T) =
TW1 Tle TWs TW4
1 1 i 1

Un calcul direct donne :
A(T) == 7-6{6'1‘:T\/§[_2 - 22'\/5]{:7_—1] _!_ e—iTﬁ[_Q + 23'\/5]{:7._1]

(2.2.3)

4622 = 2/2kr Y + e VI[=2 4 2/Fhr 1] — 8}.
Done pour |7| assez grand, le terme dominant des expressions entre crochets
de (2.2.3) est -2, donc les conditions aux bords de (2.2.1) sont fortement
réguliéres au sens de Shkalikov.

Remarque : Le déterminant caractéristique est le méme que dans [9] , oit 1l
est prouvé que les valeurs propres sont asymptotiquement simples.

Dans l'appendice, on redémontre que les valeurs propres sont asymptotique-
ment simples et en plus séparées.

Ces propriétés sont essentielles dans le théoréme 1.2.1 qu’on wutilise pour
montrer I'existence de base de Riesz formée de vecteurs propres généralisés
de l'opérateur A dans I'espace d’énergie H .
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Pour tout entier r, on note :
Wy =Wy (0, 1) e W0, ) & --- @ Wi (0,1).
On écrit (2.2.1) sous la forme :
Lu,7) = Lo(u) + 7l (u) + 7245 (u) + 7% (w) + 74 {u).

Soit ['opérateur H défini par :

U1
(2] Vg (%1
- m ~ Vo
W;30= — o = . U3 =
V2 V3
E_ . Hir
Vg - :',(Uz) 'UO
£==0
O g = UV =TU} ...) Uyl = TUp_y = 7Ly avec n = 4.

Dans ce qui suit, on utilisera la partie (ii) du théoréme 1.2.1 pour montrer
’existence d’une base de Riesz dans 'espace de Shkalikov W,y (qu'on défi-
nit ultérieurement) formée de vecteurs propres généralisés de 'opérateur de
Shkalikov 1., appelé [inéarisé de Shkalikov. Ici H,. ne sera autre que I car
N, = 0. La condition nécessaire et suffisante dans ce cas est que les ordres de
toutes les conditions aux bords doivent &tre inférieurs ou égaux a n-f-r — 1,
ce qui est bien le cas ici pour tout r.

Commencons par normaliser les conditions aux bords an sens de Shkalikov.

On a:

glgu,'r% ::'((})) Ok"r u(1) =0,
Ug(u:T) — 4(0) = (2.2.4)
Us(u,7) = u(0) =

Le terme 72u(1) ott v = 2 et k = 0 sera remplacé par :

(Hzﬁ)[()o)(l) =wvf{l) w+k=2<n+r=4+4r), ou H* est la puissance
d’ordre n de H. Les autres conditions anx bords ne changent pas.

On représente maintenant (2.2.4) sous la forme :

?}?}T% i [[)]HETE; i vﬁ’((ll)) —écvg(l) =0,
Ua(5,7) = Us() = vi(0) — 0, (22.5)
U4(6J T) = U4(ﬁ) — ’Uo(O) =)

Dans le cas ot 7 = 0, I'espace de Shkalikov W3y, (voir [24, p. 1321]) sera
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défini par:
o
1

we, = {ﬁ= € W(0,1) ® W20, 1) & W (0, 1) & I2(0, 1),

U2
U3

Uj(Hkﬁ):{J,1§j§4,pour0§k§n—i—r—2:2
et I'ordre de toutes les conditions aux bords < 2 — k}
- {1”; e W2(0,1) @ W2(0,1) & W2(0,1) @ L*(0,1),

03(1) = 0,u8(0) = 0,00(0) = 0,}(0) = 0,u1(0) = 0,12(0) = 0 }.

L’opérateur de Shkalikov dans ce cas, sera défini par :

Vo Vg [25]

(5] (1 Vg 1
H() =Hf = y et D(H()) = Wg e

U2 2 V3 ’

V3 Vs —vg”

Donc, d’aprés la partie (ii) du théoréme 1.2.1, 'opérateur Hy a un systéme
fondamental de vecteurs propres généralisés qui forme une base de Riesz de
Wiy
Dans le cas ou r = 1, Pespace de Shkalikov W, sera défini par :
W = {8€W3(0,1) @ WJ(0,1) & W;(0, 1) @ Wy (0, 1),
v (1) — kva(1) = 0,25(1) = 0,v4(0) = 0,v0(0) = 0,
vi(1) = 0,v](0) = 0,v1(0) = 0,v4(0) = 0,v2(0) = 0,v3(0) = O}.

Comme on a fait le changement de variable A = 7%, on définit I'opérateur de
Shkalikov Hj, dans ce cas, par :

o V2
2 {™ vs
H Q = Hn
V9 —U
Vs _'Uim

et D(Hg) = W22,U _ WQO’U

D(H2) = {# € D(Ho)/Hb € D(Ho)}
= {8 e W3(0,1) @ W;(0,1) & W3(0,1) & WZ(0,1),
vi(1) — kug(1) = 0,0"(1) — kus(1) =0,
vp(1) = 0,5(0) = 0,w0(0) = 0,v(1) = 0,
v4(0) = 0,v1(0) = 0,v5(1) = 0,3(0) = 0,
v2(0) = 0,v5(0) = 0,v5(0) = 0,05"(0) = 0}



La partie (ii) du théoréme 1.2.1 implique que 'opérateur HZ a un systéme
fondamental de vecteurs propres généralisés qui forme une base de Riesz de
Wi

On va obtenir maintenant I’expresgion d’une base de Riesz pour notre opé-

rateur A.
Remarquons que ’opérateur HZ se décompose en une somme directe de denx
opérateurs, dont 1"un H? opére sur vy et vs et Vautre H! opére sur vy et v,.

On pose :
Hy = H @ H.

JRER

D) = {("’j) e W(0,1) @ W2(0,1)/w"(1) — kv(1) = 0,w"(1) = 0,

H? sera défini par :

w(0) = 0, w(0) = 0,0/(0) = 0,v(0) = 0
= () e m 00V, e € K val) = b)) = o) ]

On voit bien que H? n’est autre que I'opérateur A.

Montrons maintenant que le probléme de valeurs propres de 7 est équi-
valent au probléme de valeurs propres (2.2.1). Soit A une valeur propre de
HZ Ona: HXU = AU,
ot U = (vo,v1,v2,v3)" € D(HZ) est un vecteur propre associé a A.

On obtient alors :
Uy = /\UD,
Ug = /\'Ul,

i __

—Uy = AU??
e __

—v{" = A,

Ue D(H}).
Par substitution, on obtient les deux systémes découplés suivants :
Uiff!+ /\2U1 — 0’

V(1) — kAuy (1) = 0, (2.2.6)
vi(1) = v4(0} = v1(0) =0,

vg" + A?yy =0,
vy (1) — kAwo(1) = 0,

2.2.7
wf(1) = uh(0) = vo(0) = 0, (2:2.7)
vp"{0) = 0.
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Notons que I’équation v§"(0) = 0 est impliquée par I’équation : v+ A%vy = 0

et par le fait que v € W3(0,1).

D’aprés (2.2.6) A est une valeur propre de H! associée au vecteur propre
(v1,v3)7 et (2.2.7) nous donne que A est valeur propre de H? associée au
vecteur propre (vg, ) ". De méme, si on prend X valeur propre associée au
probléme (2.2.1}, on en déduit qu’elle est valeur propre de Hj.

D’aprés ce qui précéde et du fait que H? admet un systéme fondamental de
vecteurs propres généralisés qui forme une base de Riesz de W, on ob-
tient que lopérateur A ou H? a un systéme fondamental de vecteurs propres
généralisés qui forme une base de Riesz de H =V @& L*(0,1).

On en déduit que le taux optimal de décroissance de I’énergie du systéme
(2.1.1) est donné par I’abscisse spectrale de .A. On redémontre ici ce résultat
pour étre complet.

Notons par w le taux optimal de décroissance de ’énergie et par u Pabscisse
spectrale de A.

= inf{w:3IC(w) >0, B(?) < C(w)E(0)e*'},
p = sup{Red: A€ o(A)}, out o(A) est le spectre de A.

Théoréme 2.2.1 y = w.

Preuve. Dans la démonstration, on supposera que les valeurs propres de A
sont toutes simples. Cette démonstration s’adapte & notre cas, car il n’y a
qu’un nombre fini de valeurs propres non simples.

Il est connu que ¢ < w.

Montrons maintenant que w < u.

Soit (wo,vo)" € H et soit {wn bnew une base de Riesz de H formée de vecteurs
propres

de A.

Ona:

Donc :

n=0
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ce qui implique :

2

IS0 =[S aee,
n=0

< OlzlaﬂeAnttz
n=0

< Clezntzlanlz
n=0
< Ce||(ug,v0)" |2
Don :
E(t) < CE(0)e*,

On en conclut que :

Donc :

2.3 Appendice.

Régularité stricte . Le déterminant caractéristique A(7) est défini par :
Alr) = TG{eiTﬁ(—-Z — Zi\/ﬁk'r‘l) + e_iTﬁ(—Q + Qi\/ﬁk'r_l)
—I-ef‘/i(—Q - 2\/5}%7'_1) -+ e“Tﬁ(—Z + 2/2k771) — 8}.

Alors 7 est racine du déterminant caractéristique A(r) si et seulernent si
7 = w7 satisfait I’équation :

f(F) = —#3(1 4 cosh cos#) -+ ik7*(sinh 7 cos # — cosh #sin 7) = 0 (2.3.1)
1—1

avecw = =%
[9].
. . 1 -2 )
Démonstration. Dans ce qui suit, on prend w = ﬁi La démonstration
1—1

est la méme pour w = — 75
Supposons que 7 satisfait équation (2.3.1). Donc : f{7) = 0, ou encore :

. Remarquons que (2.3.1) est 'équation caractéristique dans

—w?73(1+coshwr coswr)+k7¥(sinh wr cos wr —cosh wrsinwr) = 0. (2.3.2)
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Ona:

coswrt coshwr = ;1;[6\/51" 4 VT VI | om 2]
sinhwr coswr = 1li[.g\/i’r Foem I gVET L V]
coshwrsinwr = _%[eﬁf _ eI L VI mVET,

(2.3.2) devient :

_ w341'3[8’5\/§’7‘(1 — kw3 (=1 4 8)) + e V(] — Br w3 (1 — 1))
+ V(L —kr o — =314 ) + e VI F Er w1 4 4)) + 4] = 0,

ce qui donne :

L2VE 4 ikr1V2) + e V(1 — it 2)
+ (14 hrmIVE) 4 e (1L = krTIV2) + 4] = 0,

Donc 7 est racine de ’équation :

{e™V2(1 +ikr1V2) + VR (1 — 47 1/2)
+eV7 (1 +kr71V2) + eV (1 — kv 1v/2) +4) = 0.

Dot 7 est racine du déterminant caractéristique A{7).

De la méme fagon, si 7 est racine du déterminant caractéristique A(r), alors
7 satisfait ’équation (2.3.1).

Maintenant, on montre que les valeurs propres sont asymptotiquement simples
et séparées, ce qui établit la stricte régularité des conditions au bord de (2.2.1)
qui est nécessaire pour appliquer la partie (ii) du théoréme 1.2.1.

Le développement asymptotique des solutions de I’équation (2.3.1) est donné

Ul e

1
oﬁm:n+—2—,etn€N[21].
Supposons qu’a partir d'un certain rang ng, f* s’annule aussi.
On obtient, en dérivant f et en combinant les équations :

1 + cosh 7, cos 7, + T (sinh 7, cos 7, — cosh 7, sin 7,,) 4 2¢k sinh 7, sin 7, = 0.
(2.3.4)
On note : 1
A = Rer, = m7r+0(ﬁ),

B = Smr, = i+o(i),



coshr, ~ coshA+:i0O (%) sinh A,

sinh7, ~ sinhA+:0 (%) cosh A,
cosT, ™~ O(ﬁ) 410 (%),
sint, =~ 1.

L’équation (2.3.4) devient :

1+O( )coshA—f—zO( )coshA+0( ! )sinhA+ (mw+0(i)

10(2)) x (0 ) simh A+i0 (- ) sinh A+ O( ;) cosh A — cosh A)

n

—I—Zik( sinh A + fzo(%) cosh A) —0.

Ce qui donne :

—mamcosh A =

14+0(%) cosh A+ O(5) sinh 4+ O(L) sinh A+ O(%) cosh 4
{O(—)coshA+I{51nhA+O( L) sinh A + 2k sinh A = 0

ot K est une constante positive.
Ou encore :

1 + (cosh A + sinh A) (O( ) ( ) — mmcosh A =0,
{(K—l—?k)smhA—l—O(l)coshA O(%) sinh A =0.

Notons que :

cosh A = coshmmr + O (nl—z) sinh mm
sinth A = sinhmr + O (7—115) cosh m.

Enfin on obtient :

) +0 —lw)) (Coshm7r+sinhm7r) =0,
L L

) + OE )) cosh mm + O( ) sinhmnm = 0,
ce qui est impossible.

Donc les valeurs propres sont asymptotiquement simples.

1 — mmw coshmn + (O(%
(K + 2k)sinhmn + ( (

21



Par ailleurs il est clair qu’elles sont séparées. En effet, d’aprés (2.3.3) on a :

Rer, :m7r~|—0(;1"1"2—),
SIm T, ‘—"mﬂ-{-O("‘%@‘),

|Re 741 — Rem| = (m-l—l):rr—l—O(mLﬁg) — (mfr—%—O(n%))‘ = ‘W—I—O(;}g)‘.

Donc quand n tend vers Uinfini, |Re 7,41 — Re 7| > &, avec £ un réel stricte-
ment positif.
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Chapitre 3

Poutre avec contréle moment.
Etude du taux optimal de
décroissance de I’énergie élastique

3.1 Introduction.

On considére une poutre encastrée a une extrémité. A Iautre extrémité est
attachée une antenne de masse m et de moment d’inertie J. On obtient ce
que P'on appelle un modéle SCOLE, qui a déja été fait 'objet de nombreuses
études, en particulier dans [17].

Le systéme dynamique est gouverné par un systéme hybride composé d’une
équation aux dérivées partielles et de deux équations différentielles ordi-
naires :

uit"l_uxaxw::O 0<ae<l tZO,
mutt(l,t) — umm(l,t) = Ll(u,ut) t 2 U,
Jugn(1, 1) + tep(1, ) = Lof{u, u:) t >0,
(0, 1) = ua(0,8) = 0 >0,

oit L est le contréle force , et L, est le contréle moment.

Dans la figure ci-dessous, on donne une représentation graphique du modéle
étudié,
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Y\

uixt)  lu(i b

Uy (1,t)

On choisit des controles en boucle fermée et les plus naturels consistent a
prendre des combinaisons linéaires de la vitesse et de la vitesse de rotation,
de telle sorte que le systéme soit dissipatif [17] et [20].

Dans la suite on se place dans le cas ot Ly{uw, us) = —kju(1,1) et Lo(u, us) =
—kgumt(l, t)

S1m et J sont nuls on a stabilité uniforme. Pour &y > 0 et &y > 0 ce résultat
a ét¢ prouvé par une méthode de multiplicateurs [4]. Pour &y = 0 et &y > 0
la stabilité uniforme a été prouvée dans [3], en utilisant un résultat de Huang
[13], qui nécessite des estimations de la résolvante sur I"axe imaginaire.
Lorsque m et .J sont positifs, on n’a pas de stabilité uniforme, car les contréles
sont des perturbations compactes du cas non controlé [20]. Donc si on veut
une stabilité uniforme, une stratégie consiste & prendre des controles plus
irréguliers [20]. Un cas particulier ot 'on a un contréle force assez irrégulier
(m > 0,J =0) a été étudié dans [9].

Une autre stratégie, lorsqu’on a seulement une masse (respectivement un
moment d’inertie), consiste a appliquer un controle momeut (respectivement
un contrdle force) naturel.

Dans le cas ot la masse attachée & 1'antenne est nulle, il faut un controéle
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force pour stabiliser uniformément le systéme [6].

Dans le cas ol le moment d’inertie est nul, il faut appliquer un contréle
moment pour avoir une stabilité uniforme [15]. Un contréle force seulement
ne suffit pas pour stabiliser uniformément le systéme (voir appendice 3.4.3).
Quand on applique & la fois un contréle moment et un contréle force, le
systéme reste uniformément stable (voir appendice 3.4.2).

La conclusion est que pour J = 0 un contréle moment suffit pour stabiliser
uniformément le systéme. De méme pour m = ), un contréle force suffit.
Dans la suite on choisit de prendre le systéme avec J nul et avec un controle
moment seulement.

Le but de ce chapitre est d’estimer le taux optimal de décroissance exponen-
tielle de I’énergie du systéme par Pobtention d’un résultat de base de Riesz,
via des résultats de Shkalikov [24]. Contrairement au chapitre 2, la présence
d’une masse au bord implique qu’on doit utiliser la partie (i) du théoréme
1.2.1 du chapitre 1. La technigue est donc un peu plus compliquée que dans
le chapitre 2.

Dans |11]| cette méthode a également été appliquée a plusieurs problémes
comme les équations des ondes et les équations de poutres avec masse et
contréle force, mais pas de contrdle moment.

3.2 Formulation du probléme.

On suppose que m = 1. Le systéme devient :

s -+ Vg = 0 O<:c<1 >0,
’U;tt(ljt) — u33$a7(1 t) t 2 0,
taal(1,2) + ktige( t) >0, (3.2.1)
u(0,4) = ug(0,1) = 1> 0,

[énergie du systéme est :

1 1
E) = l[/ ul de —i—/ ul_dr +ui(1,1)].
2L /o 0
Lespace d’énergie H est défini par :
H = {(u,v,n)" € H*0,1) x L*(0,1) x R, u(0) = u,(0) = 0}
On munit 'espace d’énergie H du produit scalaire -

1
((U,U,'f]),(ﬁ,'a,ﬁ))y :] (umﬁervﬁ) d:c—i—nﬁ
0
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ott U= (u,v,n)" et U = (&,9,7)7 € H.

On définit 'opérateur linéaire A par :

D(A) = {(u,v,m)" € HY0,1) x H*(0,1) x R, wg(1) + kvy(1) = 0,7 = (1),
u(0) = u,(0) = 0,v(0) = v,(0) = 0}.

U Ugze (1)) T, avec U = (u,v,1)" € D(A). (3.2.2)

H
2.1) peut s’écrire sous la forme suivante :

AU =

(v
Le systéme (3.

U= AU ot U(0)=U, € H,

avec U = (u,ug,n) 7.

L’opérateur A engendre un semi-groupe de contractions S(t) (voir [15] et
[16]) .

Il est prouvé que si la masse m > L (ici m = 1), le systéme (3.2.1) est

uniformément stable : IM > 1 et w > 0 tels que
E(t) < Me™*E(0) Yt>0 VYUycH.

Pour la démonstration de ce théoréme, voir [15].

3.3 Résultat principal.

Dans la suite on va appliquer les résultats de Shkalikov [24] pour montrer
que le taux optimal de décroissance de ’énergie est égal & 'abscisse spectrale
de 'opérateur A. On prend toujours m = 1, mais les résultats sont valables
pour 1 > 0 quelconque.

Théoréme 3.3.1 Le touz optimal de décroissance de [’énergie est égal a
Pabscisse spectrale de Uopérateur A.

Le reste du chapitre sera consacré a la démonstration du théoréme.

On commence par donner ["équation caractéristique du systéme. Soit A une
valeur propre de A et soit {/ = (u,v,n)" € D(A) un vecteur propre qui lui
est associé. On a donc AU = AU, ou encore

Upzer + )\Qu =0

(1) — Nu(1) =
Uz (1 )-I—k,\um( )=

u(0) = uz(0) = 0.
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On pose A = 7%, le systéme s’écrit de la maniére suivante

Uppes T iy = 0
Ugaz(1) — 7hu(1) =0

um(,(%)_—}—okrzuw(l) =0 (3.3.1)
ufO) =_0.

Les ordres respectifs des conditions au bord dans (3.3.1) sont :
k1:4, k2:3, Jli.'g:l et k420

L’ordre total est donc k=8 .
L’équation caractéristique de la premiére équation de (3.3.1) est

w1 = (W — Vw4 1) + V2w +1) =0,

dont les racines sont

3 1+ -1+ -1 =3 ; 1—2
== = = et wg=—=.
TR V2 T A

Le plus petit polygone convexe (défini au chapitre 1) contenant toutes les
sommes possibles des w; est donc le polygone M de sommets {£+/2;0) et

(0; £v/2).

Les solutions de (3.3.1) seront de la forme
'U,(:L‘) — clerww: +C267w2$ ‘I‘ 6367w3a: +C46Tw4w.
On pose

J(rw) = 2™ (W’ — 1),

g(T,w) = TPwe™(w + k).
En substituant « dans les conditions aux bords du systéme (3.3.1), on obtient

frwn) flrywe) flrws) flrws)] [a
g{r,wi) gl(r,wz) g(m,ws)  g{T,w4) €2
TuH Tidg T Ty €3

1 1 1 1 €4

(3.3.2)

o O oo

On notera par A(7) le déterminant caractéristique du systéme linéaire et
homogene (3.3.2). Ce dernier a une solution non nulle si et senlement si T est
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racine du déterminant caractéristique A(7) qui est égal &

9(7—7 w?) g(T')w3) g(']" W4) g(Tr wl) Q(T,WQ,) g(TJ Ld4)
Flryw) ! 7w TWs Twy | — f(r,wa)| Twy Tws Tiwy
I 1 1 1 1 1
glm,w) glr,wy) g(r,ws) g(mw1) g(m,wa) gl7,ws)
+f(r,ws)| Ty TWs Twy | — fT,wa)| Twy TWs Tws
1 1 1 1 1 1

Un calcul direct donne :
Alr) = {e™ [k +i2v/a(k — )77t =277
e™v? [—Qk — 2\/5(}’: + 1)t - 27"2]
e” ™V [—2k + 22k 1)r7! — 2777]
e~iTV2 [—Qk +i2¢/2(1 — k)Tt — 27‘“2] + 8k — 8k7‘“2}.

(3.3.3)

+ + +

Remarque ; Pour |r] assez grand, le terme dominant des expressions entre
crochets de (3.3.3) est —2& qui est différent de 0 (k non nul), donc les condi-
tions aux bords de (3.3.1) sont réguliéres au sens de Shkalikov. On montre
en appendice qu’elles sont fortement réguliéres.

Cette propriété est essentielle dans la partie (i) du théoréme 1.2.1 qu’on utilise
pour montrer P'existence d’une bhase de Riesz formée de vecteurs propres
généralisés de 'opérateur de Shkalikov.

3.3.1 Comportement asymptotique des valeurs propres.

Rappelons que :

A(r) = {2k + vk ~ r™ =277 4 -2k — 23k + ! = 2777
+ e V=24 2v(k + 1)r Tt — 2777 4 e VA <2k +i2V2(1 - B)r ! — 277
+ 8k—8kr ).

P(r) = é™Vo—kr® 4+ iv2(k — 1)r = 1] + e/ [—kr? = V2(k + 1)r — 1]
+ ekt £ V2k + 1) — 1] + eV =k + iV2(L - k)r — 1)
+ Akr? — 4k,

B(r) = &l=kr = Vo(k+ U)r — 1]+ & "2 —kr® + V21 - k)7 —1].
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Dans ce qui suit, on montre que les racines de P sont asymptotiquement celles
de P, dans un secteur & déterminer. On se référe aux travaux de Langer {14],
qui ont déja été utilisés dans la thése de Chentouf [6].

On considére le polygone C de centre O et qui a pour sommets : \/§, iv2,
—V/2, et —1\/2 notés ¢, ¢, €3, €t & (voir figure ci-apres).

On note par [; le c6té [ 1], et par w; 'angle d’inclinaison entre la normale
an coté {; et 'axe horizontal, et par D; la droite

D;={2€ClArgz =0, wi_1+e<8<w;+e pouri=1,..,4}

Soit S; le secteur : {z € Cf w1 + ¢ <argz < w; + €k

4
Ona:US’@-:C

=1
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Remarquons que :
P(r) = (=)
P(7) = P(r)
Donc si 7 est racine de P, 7 l’est aussi.
L’ensemble des racines de P a une symétrie par rapport a lorigine, et une

symétrie par rapport a 'axe des réels.
Par conséquent, il suffit de considérer P, par exemple, dans le secteur

5’12{ZEC:“T7T+6§ATQZ<%+£}.

Pour z appartenant & [;, on a

log | # |

Iz[{mjcosﬂ—l—yjsinﬁ—!—aj }

| 2% |=¢ | 2] , Olt ¢; = x; — 1y;.

Remarquons que amplitude du terme | z%7¢%% | est déterminée par celle de
{z;cosT 4 y; 5in #}, qui n’est autre que la projection orthogonale du vecteur
¢; sur la droite D).

Ces projections sont les suivantes :

p1 = V2cos0, py=+2sind,
ps = —V2cosf, ps=—2sinb.

Notons que pour tout ¢; ¢ I, (dans ce cas j # 1,2),
zjcosf 4+ y;sin @ < &y cost + yy sin .
Donc pour tout z € Sy et j # 1,2 : 2% e* = z%1e%¢(z).
Théoréme 3.3.2 [1/]
Soit () une fonction définie sur C par : Q(z) = anoz’ﬂ {a; + €;(2)}e%* ; ou
i=

a; € C, avec aga, # 0, v; € R, et les ¢; sont des fonctions analytiques dans
tout le secteur S; (i fixé) et qui tendent uniformément vers zéro quand |z|
tend vers +oo.

Alors dans ce secteur S;, les zéros de () sont asymptoliques & ceux de :

3 ajz”jeciz, ou K; est la partie de {1, ..., J} qui contient les j tels que T € [;.
JEK;

D’aprés ce théoréme les racines de P sont asymptotiques & celles de P qui
sont asymptotiquement celles de :

e™V2 + eIV 0.
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Les racines de P sont donc de la forme :
r+1
V2

_ I,z y 1 .
Tn—ww(n—l-a)—}—n—f—ﬁ—l-()(ﬁ), oll w =
On calcule maintenant x et y.
Y
Tnfme\/—ww(n+ )\/_ —I-\/_ -I-O( )
(r + i) +1)
T+ ) (n
=e [hﬂf +fy-l-—w+0( )}

On pose :
X =2z
em(n+3) = K

Donc )

eV = ik (—1) {1+X+¥_+X—+o(l>} :
De méme
e — i K(-1) [ 1+zn+zn2+2n2+0(n3) .
En remplacant e™VZ et e=V2 par leur valeur dans P, ﬁ(Tn) devient :

iK(—1)" {[1+£+£+_X_2+0(1)} [“isznz-l—( ikr? (i 4 1)k + 1) )

+(—¢k%—2km£—(7:+1)(k+1)g_1) (kwn‘(\/_ f) (k+1)X )i]

ﬁ 1
+l— I+ z% +z%; + QX—; +O(%)] [— ikm*n® + (~ikﬂ'2 + G =1)(1 ~ k)w)n
+(_z‘k3§~ - kaw% FE-D(I-KF 1)+ (—kww(\f + %) +i(1— k)X) ﬂ

1
~0( ﬁ) } .
Un calcul direct donne

—~

Plr,) = iK(wl)”{ — 200 4+ Dr X —ikm? X2 + kn?(L =)V — (B + 47
+ k(1 —i)X+rrn[—2(i + k) + krX(1 -i)] + g + o(nii)}
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oil A est une constante.
On choisit X tel que le coefficient en n soit nul, et on choisit Y tel que le
terme constant soit nul. Ce qui nous donne

=20+ k)+knX(i+1)=0
=200+ DaX — ikm? X2 + kn?(1 — )Y — (k+i)r + k(1 — )X = 0.

Dot : - ]
Y= (i + ;T(TI + 1}
Y-—(1+k2)(1+i) [+ R)( 41
N kim? 2km

Or on a fait le changement de variable : X = 2v/2, et ¥ = y/2.
Finalement _
(i+ k)

Dei) G+h
+ 1+
y= —w{ k2r? + 2km }

(i+ k) (1+ k)2 (i+k)?
— w{ k2m2n? 2kmn? }
Sachant que A, = 72, on a donc :

/\n:—%-I-O(%)+i(2+w2<n+%)2—|—0(%)).

3.3.2 Calcul de Rer,.

r=w

D’ott 7 = wr(n + 1) +

3 1 (2 4+ k) (1+k)? (04 k)

o= WT (n—|—§) i kmn _w{ k2min? * kanz}
_ (1+éJﬁ(n+z>+(1+i)(k+z‘)_(1+z‘)(fc+1)2_(1+z‘)(k+é)2
T2 2 V2 kmn V2  kPmin? V2 2kmn?

_or o N kD) (k=) (k1)
= \/E( *‘z)* At e Bn | Vol
(k1?7 (1K 42k) (1 k= 2k)

‘ V2k2m2n? W 2kmn? ‘ M 2kmn?

D’on

pof 1\ (k—1) (k412 (1K 42k
R n — T = =1+ - -+
o V2 (n N 2) V2krn  /2k2rin? 2/ 2kemn?

32




Il est clair que lorsque n tend vers U'infini, [Re 7,41 — Re7,| > &, avec € un
réel strictement positif.

Donc les zéros du déferminant caractéristique A(r) sont asymptotiquement
séparés. On montre dans 'appendice (3.4.2) qu’ils sont aussi asymptotique-
ment simples. D’ou la régularité forte du probléme (3.3.1).

Sachant que A, = 72, on a donc

A = —%JFO(%) —I-z'(2+7r2(n+ %)HO(%)).

Dans cette partie, on suit la méthode de Shkalikov [24] pour construire un
opérateur, noté H, et appelé linéarisé de Shkalikov, de telle maniére que le
probléme au bord (3.3.1) se rameéne au probléme linéaire H,(%) = 7% (cormnme
expliqué dans le chapitre 1 et détaillé ci-aprés), ot © appartient & l'espace
D(H,), qu’on définira ultérieurement.
Pour tout entier r, on note :
Wy =W2="(0,1) & W™ (0,1) @ - - - © W3 (0,1), avec ici n=4.
On écrit (3.3.1) sous la forme

Elu, 7) = Lo(u) + 741 (v) + T24o(u) + 7340a(u) + 744{u) = 0

Uy(u,r) = u’”(l) u(l) =0
Us(u, ) = v"(1) + kr%/(1) =0 (3.3.4)
Us(u, ) = v'(0) = U
Ua(u, 1) = u(0) =
ot Lo{u) = Uggge, f1(u)="Llx(u) =L(u) =0, et £4(u)=u.
Dans W3y, on définit Vopérateur H par

U, T

Vg 31
H|" = | % | et DH) =Wy,
Vg U3
V3 —uvy”
avec
. Yo
Wy = {ﬁ: zi € W3(0,1) @ W7(0,1) @ Wy(0,1) & L*(0,1),

2
Vs

Uj(H*S) =0,1<j<4powr0<k<n+r—2=2

et 'ordre de toutes les conditions aux bords < 2 — k}
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Wiy = {oeWi0,1) @ WH0,1) @ Wi(0,1) & L*(0, 1),

i

2(0) = 0, 2(0) = 0,0(0) = 0,v1(0) = 0, vy(0) = 0}.
et

Wor = {8 W5(0,1) © W5(0,1) & W;(0,1) & W, (0,1),
(1) + k(1) = 0,5)(0) = 0,00(0) = 0,
’U;(U) = D;’U1(O) = 0, ’U;(O) = 0,'1)2(0) = O,'Ua(O) = 0}

Pour normaliser les conditions au bord de (3.3.4) le terme 7%u(1) sera rem-
placé par Tvs(1), et le terme 72u/(1) sera remplacé par vj(1), les autres condi-
tions aux bords ne changent pas. On les représente sous la forme U;(9,7) =
vi(r)

ZTiU;(’ﬁ), ol les U} ne dépendent pas de 7

:1?5,? - —ezg')u) + TEJS)(U =0,

U, 7) = (1) + kvi(1) = 0,

Oa(,7) = (0) =0, (335)
U8, 7) = vo(0) = 0.

D’aprés le systéme (3.3.5) et les notations de [24], on a 1 (0) = 1 et 14(0) =

1
va(0) = v4(0) = 0, donc No = > 1(0) =1,

i=1
[’espace qui convient sera alors W3y & CY = W3, @ C, ot on définit I"opé-
rateur Hy (ici r = 0) par

-"U[) ( 1
vy V3
Hy | vy | = Ug , et
?)3 ___U[SHI
| w Lvg'(1)

D(HQ) = {(Uo,'l)h Vg, V3, 'U)) & WQI’U & C, w = ’Ug(l)}

D’apres la partie (i} du théoréme 1.2.1, et vu la régularité forte du systéme
(3.3.1), Vopérateur Hy, a un systéme fondamental de vecteurs propres géné-
ralisés qui forme une base de Riesz de I'espace W3y @ C.

Rapelons qu’on avait fait le changement de variable : A = 72, Et sachant
que 7 est une valeur propre de Hy, alors A = 72 est une valeur propre de HZ,
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qui sera défini par :

Uo (2]
U1 Va
H2 {vy| = | =" |, D(H:)=Wiy®CC W), &C
Vg "_Uim
w vi'(1)

D(Hg) = {(vﬂv U1, Vg, V3, w) € D(HU)/HO(U% V1, Vg, Vs, w) € D(HG)}
= {(vo,v1,v3,vs,w) € W5(0,1) & W(0,1) & W7(0,1) & W;(0,1) & C,
vo (1) + vy (1) = 0,v4(0) = 0,v5(0) = 0,
v3(0) = 0,v2(0) = 0,v9"(0) = 0,25'(1) = —5"(1),
v (1) + kvy(1) = 0,21(0) = 0,:(0) =0,
v5(0) = 0,v3(0) = 0,w = v3(1)}.
Les vecteurs propres généralisés de Hy sont aussi vecteurs propres généralisés
de HZ.
En effet, soit ¢, un vecteur propre généralisé de Hy, associé & la valeur propre

Th.
On a (Hy — 7)%¢, = 0, avec a € N; alors

(HZ — 72D %, = (Ho + 1, 1) (Hy — 11 ) b, = 0.

Donc ¢, est aussi un vecteur propre généralisé de i associé & la valeur
propre 7-.
11 est donc clair que 'opérateur HJ a un systéme fondamental de vecteurs
propres généralisés qui forme une base de Riesz de Wy, © C.

Remarquons que opérateur H se décompose en une somme directe de
deux opérateurs :

Hg = H1 EB Hz,
avec H; opérant sur vy, vs et w, et Hy opérant sur vy, ve. H; sera défini par :
u v
v = —Uprry
w Uswe(1)
u
D(H,) = { v | € WH(0,1) & W7 (0,1) ® C/u"(1) + kv'(1) = 0,w = v(1),
w

u'(0) = 0,u(0) = 0,2'(0) = 0,v(0) = 0}
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On voit bien que H; est exactement opérateur A.
On a montré, jusqu’a présent, qu’on a une base de Riesz pour 'opérateur

H02 = H1 @HQ.

Les opérateurs H; et Hy ont la méme équation caractéristique. En effet dans
les domaines respectifs de Hy et Hj, on a les mémes conditions au bord
excepté (v (1) = —vf"(1), v3"(0) = 0) pour H; et (w = va(1), v{'(1) = Tw)
pour Hj. Ces relations sont équivalentes (vérification facile). Les opérateurs
H, et Hy ont les mémes valeurs propres.

On sait que Hg engendre un semi-groupe Sy (t) dans W3, @C = L = LB L,
(ot £y et Ly opérent sur les espaces relatifs a Hy et Ha), et admet un systéme

de vecteurs propres généralisés (f;”) qui forme une base de Riesz de L.

Donc -
Vo= (") eLl:is= n(%)
z (y) ‘ ZN:Z hy,
avec
Ciy lal S|z <C2 ) laul?
N N
et

[Sm2(t)zle < Me|z|cexplw + )t Ye >0

Ol W = 5Up), g op(pz) REA; .
Comme 1} et H; ont le méme spectre, alors :

& S, (t)x
Sgg(t) (O) - ( Hl{}( ) )
et par conséquent .

o)

. = |Sm ({)z|g,
(5 ) expliot )

= M.|zjc, exp(w + &)t

< M.
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Ol W = SUPsg p(rz) REA = supeipm) ReA.

Par ailleurs, on sait toujours que le rayon spectral du semi-groupe Sy, (f)
engendré par Hy est supérieur a supe,,,) Red = sup e pg) ReA.

On en déduit donc que le meilleur taux de décroissance pour 'opérateur H;
est bien égal & sup,eco(m,) ReA.

Le méme résultat s’applique au cas du systéme de masse nulle.

3.4 Appendice.

3.4.1 FEtude du probléme dans le cas de masse nulle.
e Probléme bien posé

Ce cas est un peu plus simple, dans la mesure ot en ’absence de la masse,
la variable u;(1) n’apparait pas dans le probléme abstrait. De méme, il n'y a
pas de composante dans C losque ’on construit ’espace de Shkalikov.

Le systéme (3.2.1) devient :

utt—}-ummzo O<e<l tZO,
u(0,1) = ugp(0,%) = Ugpz(1,8) = 0 £ >0, (3.4.1)
Upe(1, 1) = —kug(1,1) > 0.

On associe au systéme (3.4.1) Pénergie :

1 1 1
E(t):—i[/o ufcl:c—l—/o u?wdx}

dFE(t)
_H%“ = %kuit(lat) <0

le systeme (3.4.1) est dissipatif .
Introduisons les espaces suivants :

Comme

V = {ue H0,1) ;u(0) = 1e(0) = 0},
H = {(u,v) ;u€V,ve L*0,1)}.

On munit ’espace d’énergie H du produit scalaire :

1
(U, 5’)1{ = [ (Uppiize + v0) dz
0
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On définit Popérateur linéaire A par :
D(A) = {(u,v) Ju € HO,1}NV,0 €V ; tggall) = 0, upe (1) = —Fv,(1)}.
AU = (0 —Uggeg) T y51 U = (u,v)" € D(A). (3.4.2)

Le systéme (3.4.1) peut s’écrire sous la forme suivante :
U= AU et U(0) =Up € H,
avec U = (u,us)".

G. Chen et al. [5] ont montré que opérateur A engendre un semi-groupe
de contractions uniformément stable sur #, que A est inversible et A~" est
compact dans H. Ils ont utilisé un théoréme de F. L. Huang [13] pour montrer
la stabilité uniforme.

On cherche maintenant & obtenir le taux optimal de décroissance de I’énergie

E(t).
¢ Analyse spectrale

Soit A une valeur propre de A et soit U = (u,v)" € D(A) un vecteur propre
qui lul est associé.

Ona:
AU = AU
Olu erncore .
Au—v =0,
Av + Uppee = 0:

Ugze(1) = 1,(0) = u(0) =0,
vee(l) = —kug(1).

En remplacant v en fonction de u, on obtient

Ugzry + Nu = 07
Upe(1) = —kAug(1),
Uraa(1) = 0,

u;(0) = 0,

u(0) = 0.

On pose A = 7% le systéme devient :

Uggwe T iy = 0;

Ugen(1) =0,

tan(1) = —kr2uy(1), (3.4.3)
u(0) = 0.
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Dans la suite, on utilisera les définitions et les notations de [24]. Les ordres
respectifs des conditions au bord dans (3.4.3) sont :

k1:3, k!2=3, kg.:l et k4:(}

L’ordre total est donc: k=171.
L’équation caractéristique de la premiére équation de (3.4.3) est :

w1 = (0 — Vo + 1w+ V2w + 1) =0,

dont les racines sont -
1+ —1 41 —1—3 1—1

W = ——, Wy = ———— = =

' V2 ’ V2

Les solutions de (3.4.3) sont de la forme :

‘U.',(!I') — cle’rwlw +82€Tw2x _!_6381-0)3@ +C4€Tw4w.

On pose :
flr,w) = Tzwew(w + k).

En substituant u dans les conditions au bord du systéme (3.4.3), on obtient :

T?’wfe“‘” T3w§em2 Tgwge”"”’ T?’wiew‘* 1 0
f(T7 C.{)]_) f(T3w2) f(T1w3) f(T:'w‘l) Co _ 0 (3 4 4)
Ty TWs Ty Ty €3 0 o
1 1 1 1 Cq 0

On notera par A(7) le déterminant caractéristique du systéme linéaire ho-
mogeéne (3.4.4). Ce dernier a donc une solution non nulle si et seulement si 7
est racine de :

flrws)  flm,wa)  f7,w4) flr,wr)  f(7,ws)
AlT) = 7TPWie™1 | 1w, TWs TWy — wde™ | rw Tig
1 1 1 i 1
f(’rawl) f(T’WZ) f(T'} W4) f(Tv wl) f(Tv wz)
+ 'r:"’wgeﬂ"3 TWy TWn Ty — 7'3c.u§e"““4 Ty Ty
1 1 1 1 1

Un calcul direct donne :
Ar) = o {ivBem (b + ) + 2] = V2T (g ) 2k
—I—\/ie‘“/i[(wg +ws) + 2kT| — z'\/ie'”ﬁ[(wg + wy) + 2k7]
(1= )V — o) + (14 V2w —wi) |
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ou encore

A(r) = 7{emVIRiv/k — 201 — e [2iv/2k + 27 7]

3.4.5
- efﬁ[Zﬁk + 2771 + e""\ﬁ[Q\/ﬁk — 2771 - 871 } ( )

Pour |r| assez grand, le terme dominant des expressions entre crochets de
(3.4.5) est différent de 0 (k est non nul), donc les conditions au bord de
(3.4.3) sont régnliéres au sens de Shkalikov. On montrera dans la suite que les
racines du déterminant caractéristique A(7) sont asymptotiquement simples
et séparées et par suite que les conditions au bord sont fortement réguliéres.
Cette propriété est essentielle dans la partie (ii) du théoréme 1.2.1 qu’on uti-
lise pour montrer 'existence d’'une base de Riesz formée de vecteurs propres
généralisés de l'opérateur de Shkalikov.

La méthode est identique au cas oil la masse est non nulle. On écrit (3.4.3)
~sous la forme suivante :

Ui(u,7) ="(1) =0,

Up(u, ) = u"(1) + kr/(1) = 0, (3.4.6)
Us(u, 7) = '(0) =0,

Us(u,7) = u(0) =

L’opérateur H est le méme que dans le cas ot la masse est non nulle.

On va voir qu’ ici Uopérateur H, n’est autre que H, car aucune condition au
bord (aprés normalisation) ne dépend de 7. On utilise alors la partie (ii) du
théoréme 1.2.1 pour montrer lexistence d’une base de Riesz, dans l'espace
W3 (qu'on définira ultérieurement), formée de vecteurs propres généralisés
de lopérateur H,.

Le terme 72u/(1) dans (3.4.6) sera remplacé par : H2(5)5(1) = vj(1), ot H*
est la puissance d’ordre k de H, les autres conditions au bord ne changent
pas. On les représente sous la forme :

Ua(t,7) = Ua(8) = (1) +hvs(1) =0,
[zs(ﬁ,'r) = Us(t) = wh(0) =0, (3.4.7)
4(0,7) 4(0) = wo(0) =0.

Pour r = 0, espace W9, sera défini par :

40



0
Woru

= {ﬁ = (vo, v1,v2,v3) " € W2(0,1) d W2(0,1) @& WE(0,1) ® L*(0,1),
U(H*) =0 1<j<4,powr0<k<n+r—2=2
et P'ordre de toutes les conditions an bord <2 — k}

= {ﬁ e W3(0,1) & W2(0,1) & WA(0,1) & L(0,1),

v4(0) = 0,v0(0) = 0,0}(0) = 0,0,(0) = 0, v3(0) = o}.

L'opérateur Hy dans ce cas, est défini dans W7, par :

o Vo U1
U1 V1 (%)
Hy =H = et D(Ho) = W}y
Vg Vg Vs
Vg U3 —ug

Lespace W,y (r = 1) sera défini par :

W)y = {oeW;(0,1)eWi0,1) @ Wi(0,1) & W, (0,
vy (1) = 0,05(1) + vy (1) = 0,v5(0) = 0,0(0) = 0,
v (0} = 0,v1(0) = 0, v45(0) = 0,v2(0) = 0,v3(0) = 0}.

1),

Le probléme (3.4.3) est fortement régulier (voir la régularité forte ci-apreés).
De plus toutes les conditions au bord sont d’ordre < n+r—1 = 3. D’aprés la
partie (ii) du théoréme 1.2.1, lopérateur Hyp a donc un systéme fondamental
de vecteurs propres généralisés qui forme une base de Riesz de WS’U.

Par le méme argument que dans le cas olt 1a masse est non nulle, 'opérateur
HZ a un systéme fondamental de vecteurs propres généralisés qui forme une

base de Riesz de WJy,.

On veut obtenir maintenant le taux optimal de décroissance de I’énérgie en
fonction de ’abscisse spectrale de ['opérateur A.

L’opérateur HZ se décompose en une somme directe de deux opérateurs, 1,
et Hy tels que H, opére sur v et va et Hy opére sur vy et vy.
On pose HZ = H, & H,, ot H; est Popérateur défini par



= {(

w'(0) = 0, w(0) = 0,2'(0) = 0,v(0) = o}

S

) € W3O & W0, /u (1) + K1) =0,07(1) =,

- {(;") cw € HY0, )NV, 0 €V, wee(1) = 0, w0(1) = —kv’(l)}-

Remarquons que H, n’est autre que 'opérateur A.

On a montré que opérateur HZ a un systéme de vecteurs propres généralisés
qui forme une base de Riesz de W3

On en déduit que le taux optimal de décroissance de I’énergie pour le systéme
(3.4.1) associé al'opérateur 4 = H; est donné par le spectre de H. La preuve
de ce résultat est donnée a la fin du paragraphe 3.3 dans le cas oil la masse
est non nulle, ce qui est un peu plus compligué.

s Régularité forte

Le déterminant caractéristique A(7) est défini par :
Alr) = 7{™V2(2ivV2%k — 2r7Y) — V(22 + 2r71)
eTﬁ(Q\/Ek +2r 1) + e_Tﬁ(Qﬁk — 271y — 8771,
‘Montrons que 7 est racine du déterminant caractéristique A si et seulement
si 7 = wr satisfait 'équation :
S(7) = (1 + cosh 7 cos 7) + 1k7(sinh 7 cos 7 + cosh Fsin7) = 0 (3.4.8)
l—z
V2
1—14

Démonstration : Dans ce qui suit, on prend w = ——. La démonstration

, V2
1—12

est la méme pour w = — .
V2
Supposons que 7 satisfait I’équation (3.4.8). Donc : f(7) = 0, ou encore :

avec w = -+

(14 coshwr coswr} + thkwr(sinhwr coswT 4 coshwrsinwr) = 0, (3.4.9)

Ona:

coswTcoshwr = l

) 1
sinh wrcoswr = i
_i[ev% _ T + VT _ e—\/if]_

1[6\/57' + e'.:'\/ir + eﬂi\/i‘?’ 'i“ e—\/if]

[eﬁT +€—i\/§1’ “ /2 _ 6—\/57]

e

coshwrsinwr =

42



{3.4.9) devient

ZTW[ 1+ kwr(t — 1))+ _”\@[ 1+ kwr(l —1)]
+eV¥7[—1 4 kwr(—i = 1)] + /T [~1 + hor(1 +4)] -4 = 0.

Donc 7 est racine de I’équation

¢V —2771 4 22k + ¢ VIH—27 ! - 232K
1eVT[—2771 — 2V/3K] 4 eV [—27 1 4 2V/2k] — 871 = 0.

D’ott 7 est racine du déterminant caractéristique A.

De la méme facon, si 7 est racine du déterminant caractéristique A, alors 7
satisfait I’équation (3.4.8).

Maintenant, on montre que les racines du déterminant caractéristique A(T)
sont asymptotiquement simples et séparées, ce qui établit la régularité forte
des conditions aux bords de (3.4.3) qui est nécessaire pour appliquer le théo-
reme 1.2.1.

Le développement asymptotique des racines du déterminant caractéristique
A(7} donné dans [21] est le suivant :

zwikn + O(%) (3.4.10)

Ty = MW+

oﬁm:n—z,etneN.
Montrons que ces racines sont asymptotiquement simples et séparées.
Supposons qu’a partir d'un certain rang ng, f' s’annule en méme terups que

I
On obtient

—(1 + ¢k)sinh 7, cos %, + (1 — k) cosh 7, sin 7, — 2ik7, cosh 7, cos 7, = 0.
(3.4.11)
On suppose que n est pair. Le cas n impair se fait de la méme maniére,
On note

ﬂ?eTn—mﬁ+O(1)
B =Im7, ~ avec Cp = L
) ~0(5);

2k’

cosh 7, ™~ cosh mm + 10 (% sinh mm, sinh 7, ~ sinhmmr + 10 (%) cosh mm,

| cos T, o z—iO(%), nft, Z—Tz—l-z'()(%).
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[’équation (3.4.11} devient
—(1 4 ik) (sinh mm + 10 (l) cosh mﬂ') (\—/_g —10 (l>)
n 2 o)
+(1 — ik) (cosh mm + 10 (—1—> sinhmw) (—ﬁ +:0 (l>)
) 2 72
—2ik (mﬂ' +:0 (£)> (cosh mmT + zO 1 sinh m:fr) (ii —1 l ) = 0.
7 n 2 7

Ce qui donne
—(1 4 k) (\/75 sinhmz + 30(%) sinh mmr + 20(%) cosh mrr)
+(1 — ik) (J/; cosh ma -+ 0 (}TZ) cosh m + 0 (%) sinh mﬂ')
-k (mfr cosh mm + imﬂ'O(-};) sinh mm + 30(%) cosh mvr) (? — () (i—)) =0.

O encore

=

—(1 + k) (—— sinh mr -+ 30(%) sinh m7m + 20(%) cosh m'rr)

§m

+(1 —ik) (w—g— coshmm + 20 (%) coshmm + 20(%) ginh mﬂ')

—Qikmvrmzz coshmm — i(er + O(%)) cosh mm + écrr?g sinhmm
-I-O(%) sinh mm + 10 (%) (sinh mm 4 coshmr) = 0,

olt ¢ est une constante.

D’on

( ——% sithmm + O (%) sinh mm — % cosh mn

—2ker cosh mr + kery/Zsinhr + O(1) coshmr = 0

O(%) (sinhmm + coshmmr) — k? sinh mm

L +k3§ cosh mr — kmrv/2 coshmm = 0.

4
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On obtient
| =2+ chrv3+ 0(2)] sinhmr + [ — £ — 2¢kn + O ()] coshmm =0,
[ — k@ + O(%)} sinh ma + [k% — kmmyV/2 + O(%)} cosh mm = 0.

Ce qui est impossible, puisque [,131/2_5 — kmm+/2] est non nul.

Donc les racines de A(7) sont agymptotiquement simples.

Par ailleurs, il est clair qu’elles sont asymptotiquement séparées. En effet,
d’aprés (3.4.10) on a :

Rer, :m7r+0(;113),

Re 1,1 — Rer,| = ‘(m-i— 1)7“?—0((”_11)2) - (mﬁ+o(%))‘
7r+0(;—2) .

Donc quand n tend vers Pinfini,[Re 7,4y — Re7,| > ¢, avec € un réel stricte-
ment positif.

3.4.2 Régularité forte : cas ol1 la masse est non nulle.
A(T) = 7.8{61'7\/5 [—2}% + 22'\/27(;6 . 1)7_—1 _ 27_2}

4 V2 [—2/% +2V/3(1 — ket — 2‘1'_2}
e 2k 2k 1) - 20
+ e~V [m2k - 2\/5(?9 - 1)1'_1 — 27'%2J + 8(k — kT_z)}.

Montrons que 7 est racine du déterminant caractéristique A(7) si et seule-
ment si ¥ = w7 satisfait ’équation :
F(7) = cosh7cos#(1 +ik#’) — (k2 — k)
+ sinh ¥ cos 7(1k7T — 7) + cosh 7sin 7(¢k7 + 7)
= 0
1—:
7
Démonstration : Dans ce qui suit, on prend w =
1 —1
7

avec w = T+

1 —:
V2

. [,a démonstration

est fa méme pour w = —
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Supposons que 7 est racine du déterminant caractéristique A(7). Donc :
{e”ﬁ [—Qk + 262k - 1)t — 2T—2] +eVR [—% +2iv2(L = k)77 - 27“2}
46 [ =2k = 23+ )7t = 207 e [ <2k 4 2v2(k + )7t — 27
+8(k — kv'_z)} =0,

01l encore :

207/2(k — 1)r (™% — ™)~ 2V/2(k + 1) (e - V)
+(—2k — 27 2) (Ve 4 e TVE L eVE 4 V) o 8(k — kr7%)
= 0.

Ce qui donne :

—2k{4 coswr coshwr — 1) — 972 (4 cos wr cosh wr + 4k)
—4\/5(»% ~ )7 tsinTv/2 — 4\/5(.% + 1)7’“1 sinh 7v/2
= 0.

On obtient :

—2k{coswr coshwr — 1) — 27_2((:03 wrt coshwT + k)
—V2kr Y (sin 74/2 -+ sinh 7v/2) + /277 (sin 7v/2 — sinh 74/2)
=10,

Ce qui implique :

k7*{coswr coshwr — 1) + (cos wr coshwr + k) + tkwT (sinh wr coswr

+ cosh wr sinwr) — wr(sinh wr coswr — coshwrsinwr) = 0.
D’on 7 = wr satisfait I'equation :
f(#) = cosh¥cos (1 + ik#?) — (k7° — k) - sinh # cos F(1kF — 7)
+ cosh7sin7(2hkT 4 7)
= 0.
De la méme fagon, si 7 satisfait cette équation, alors 7 est racine du déter-
minant caractéristique A(r).

Maintenant, on montre que les racines du déterminant caractéristique A{r)
sont asymptotiquement simples et séparées, ce qui établit la régularité forte
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des conditions aux bords de (3.3.4) qui est une condition nécessaire pour
appliquer le théoréme 1.2.1.

Le développement asymptotique des racines du déterminant caractéristique
A(7) est le suivant :

v 1 s 1 Ak+1) (k-1 (k+1)*
™= V2 (n - 5) " EE (n * 5) i Z\/ikm i V2krn  \/2knin?
C{k+1)? (1 —k*+2k) (1—k*—2k)

Z\/ﬁkzﬂn? 2v/2krn? ' M/okmn?

Dot :

. +l -I—L (1+k2)+(1—k2)+. 1 1
To =TWANT . Brn? | Okmm? \krn | mn?

), avec n € N,

1
On pose m = n + —, et on arréte le développement asymptotique a lordre 1.
Donc 7, s’écrit :
1 a!
fo=mr+0(~-) +i0(=).
n n
Montrons que ces racines sont asymptotiquement simples et séparées.
Supposons qu’a partir d’un certain rang ng, f/(%,) s’annule en méme temps
que f(7,), pour tout n > ng.
On obtient :
(7)) = ik#2(cos 7, sinh 7, — cosh 7, sin 7, ) + ik(cos 7, sinh %, + coshF, sin 7,)
+ tk7,(4 cosh 7, cos 7, — 2) + 27, sinh 7, sin 7, = 0.
On a:
cos T, ~ —O (%) — 40 (i), sinT, ~ %1,
cosh 7, ~ cosh mm -+ O(%) sinh ma + 30(%) sinh mm,
sinh 7, ~ sinhmr + 0 (;11-) cosh mm -+ 30(%) cosh m.
On suppose que n est pair. Le cas n impair se fait de la méme maniére. En
substituant les expressions ci-dessus dans I’équation f'(7,) = 0, elle devient -

n i

ikm*n® + 2mm O (%) + QimﬁO(%)][—O (l) sinh mm — 30(—1~) sinh mz
—coshmm — O(%) sinh mm — 10(%) sinh mm] + zk[wO(%) sinh mm

—10) (%) sinh mm + cosh mn + 0(%) sinh mm + zO(i—) sithmx| - 2k{mmr + O (“}{)
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0 (%)][—40 (;1;) cosh mr — 4i0 (%) coshmm — 2] | 2fma + O (%) 140 (?—11-)]
[sinh m + o(%) coshmm + iO(%) cosh ] = 0.
Ce qui implique

—ikm?r?0 (%) sinh mr + km?*r?0 (%) sinhmm — itkm?n? cosh m

—ikm?*720 (l) sinh mm + km n?sinh mr — 2(kmaO (l) cosh mm
n

n

i 1
+2kma () (;;) cosh mm + ik cosh mm — 4tkmr O (—) cosh mm

i

+4kmﬂ'0(%) cosh mm — 2tkmm — 2:£0 (%) + QkO(%)

+2mn sinh mn + QmWO(l) cosh mm + QimﬂO(l) cosh mm
1y Iy !
+20(—T;) sinh mw + 230(;) sinhmnr = 0.
D’ot :

1
f sinh mm [kmzifTZO (E) + Em?r? + 2mm -+ 20 (3)}
n

-+ cosh mm [kawO (£> + dkmnO (l> + 2mr0 (i)}
n n n

1
+2E0 (—) = 0,
1

4
sinhmar [—km%?o (}w) — km?m20 (£> + 20 (i)}
n n n

1
4+ coshmn [—km2w2 —2km70 (l) + k& —dkmnaQ (%) + 2ma O (—)}

n n

It}

{ —2kmm — 2k0 (£> =0.
Ce qui donne :

( sinhmr [k’mzfrz + 2mm + (km?x? + 2)0 (l)]

_ 3

+ cosh mr [6kmm + 2m7] O (1> + 2k0 <—> =0

n

3

—""v

sinh ma [—2km?n? +2] O <£>

i3

2

1 1
| -+ cosh mm [mkm27r2 + k + (2mm — 6kmm)O (—)} — 2kmm — 2kO (—) = 1.
n
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Ce qui est impossible, car dans les deux équations les termes dominants
tendent vers Pinfini.

Les racines de A sont asymptotiquement simples. Elles sont aussi asympto-
tiquement séparées (cela résulte directement du développement de 7,,).

3.4.3 Reésultats de stabilité uniforme et non uniforme.

o(Cas d’un contréle mmoment et d’un contréle force.

Soit le systéme donné par les équations suivantes

utt‘i'ua:m:z:o O<e<i tED;
wir(1,8) — tien(1,£) = ~kyus(1,8) >0,
toe(1,8) = —kgtiog(1, ) £>0, (84.12)
u(0,£) = 1(0,£) = 0 £>0,

L’énergie du systéme est donnée par

E(t) = % [/01 ()’ dos + ll (1)’ dzz + uZ(1,1)] .

Un calcul direct donne

d
B = —leuf(1,1) — kaug,(1,1).
L’espace d’énergie H est

H = {(u,v,n)" € H*0,1) x L*(0,1) x R,u(0) = u,(0) = 0}

muni du produit scalaire

1
(s 0,7), (i 3, 7) e = / (Usgiies + v)dz + 7
0 .

ou U = (u,v,m)7 et U = (@4,5,7)" € H.
On définit 'opérateur linéaire A : D{A) — H par

D(A) = {(u,v,m)" € H* 0,1} x H*(0,1) x R, u(1) + kv, (1) =0,
n= v(l),u(O) = ’U,;,;(O) = O,U(O) = Uaz(o) = 0}3

AU = (v, —Uagge hpre(1) — k1u(1)7 avec U = (u,v, )" € D(A).
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Le systéme (3.4.12) peut s'écrire sous la forme suivante :
U= AU et U(0)=1U,€H,

avec U = (u,u,n)".
L’opérateur A est maximal dissipatif sur I’espace de Hilbert H, donc A est
a domaine dense dans H et engendre un semi-groupe de contractions S4(¢).

Théoréme 3.4.1 Le semi-groupe Su(t) est fortement stable.

Preuve :

On montre la stabilité forte des solutions en appliquant le principe d’inva-
riance de LaSalle. Et vue de la densité de 4 dans 7, il suffit de montrer le
résultat pour des données initiales dans D(A).

Soit Uy = (uo,v0,70) € D(A), il est évident que (I + A)~' est compact,
done UgsoS(2)Uy est relativement compact. I reste & montrer que ’ensemble
w-limite w(lp) se réduit & zéro..

Soit Uy € w(lUp) C D(A). On veut résoudre

o TAV =0, (3.4.13)

L’energie étant constante sur I'ensernble w-limite, le systéme (3.4.13) devient

;

Uit + Upprs = 0;
ﬁit(l,t) - '&ggg;x(l,t) = 0,
pn(1,8) =0,
i(1,8) = 0, (3.4.14)
ﬁmg(l,t) — O,
| ﬁ(O,f) = '&w(ﬂ,i) =0,

avec (x,0) = tg,et 4:(z,0) = Dy, et 4:(1,0) = Fo.

En particulier on a f,,.(1,{) = 0 et le fait que @ est identiquement nul
découle du résultat d’unicité pour la poutre sans masse avec contréle force
(Ugws(1,t) = —ku(1,1)).

Théoréme 3.4.2 Le semi-groupe S4(t) est uniformément stable.

Preuve : Le systéme

utt+u$mmm=0 0<cz<l t_O,
utt(l,t) — umm(l,t) =0 1 2 O,
tao(1,8) = —kyum(1,?) t>0, (3.4.15)
w(0,1) = u,(0,1) = 0 £ >0,
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a été étudié par Laousy [15} qui a montré que ce dernier, qui est une per-
turbation compacte de (3.4.12) est uniformément stable. D’aprés Gibson [10,
théoréme 2] le systéme (3.4.12) est alors aussi uniformément stable.

¢Cas d’un contréle force.

Soit le systéme donné par les équations suivantes

utt‘l‘uwwx:r:[) O<.’L"<1 tZO,
’U;tt(l;t) - umm(l,t) = -—klut(l,t) 2 2 0,
= S0, (3.4.16)
w(0,2) = ug(0,) = 0 £ > 0.

L’énergie du systéme est donnée par

1 1
E(t) = 1 [f ufdw+/ ut dz + u?(l,t)}.
2L, :
Un calcul direct donne

d
—E(t) = —hwi(1, 1)

Soit 'espace H donné par
H={(u,v,7)" € H*(0,1) x L2(0,1) x B, u(0) = us(0) = uz,(0) = 0}

muni du produit scalaire

1
(0, 80 = [ (et + 00 + 17
0

ot U= (u,v,m)7 et U = (4,5,7)7 € H.
On définit Popérateur linéaire A : D(A) — H par

D(A) = {(u,v,n)" € H(0,1) x H*(0,1) x R, 77 = v(1),u(0) = us(0) = uae(1) =0,
v(0) = v, (0) = 0}.
AU = (v, ~Ugrzey Ueae(1)) T, avec U = (u,v,1)" € D(A).
BU = (0,0, —kin}", avec U = (u,v,n)" € H.
Le systéme (3.4.16) peut s’écrire sous la forme suivante :

{Uz(t) = (A+B)U®),

U0 = U, (3.4.17)
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Théoréme 3.4.3 Le systéme dynamique (3.4.16) est fortement stable.

Preuve : En effet, en utilisant le principe d’invariance de LaSalle, on se
raméne 3 résoudre un probléme d'unicité pour un systéme de la forme

Utt + Ugzze = 0,

un(l, 1) — Upe(1,1) =0,
Uzl 1,1) =0,

u(1,2) =0,

u(0,%) = u,(0,t) = 0,

qui est le probléme d’unicité & résoudre pour une poutre sans masse avec
contréle force. On sait que le résultat est vrai dans ce cas.
Le systéme dynamique (3.4.16) est fortement stable.

Théoréme 3.4.4 Le systéme dynemique (5.4.16) n'est pas uniformément
stable.

Preuve : Pour démontrer ce résultat on va utiliser un résultat classique de
perturbation compacte [22] qui a déja été utilisé par Rao [20]. Il est facile de
voir que A est maximal monotone.

Un calcul simple nous donne

(AU, Uy = —(U, AUy
pour U et U € H.

L’opérateur A est donc antisymétrique.

L’opérateur B est compact car la seule composante non nulle est une fonction
de  qui appartient & R.

L.e semi-groupe engendré par A + B n’est donc pas uniformément stable. On
omet les détails de la preuve (elle est la méme que dans [20]).
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Chapitre 4

Pont roulant avec feedback sans
terme de position. Comportement
asymptotique.

4.1 Introduction.

On étudie une variante du probléme de pont roulant, avec contréle force
agissant sur le chariot.

Le systéme général est régi par les équations suivantes :

yu(z,t) — (ays)e(z,t) =0 O<z<l ¢
—aym(oﬂ t) + mytt(oat) = F(t) t =z
ay=(1,%) + Myu(1,8) = 0 t
y(m,(}) - yo($)7 yf(xa()) = yl(w)

ol m est la masse du chariot, M la masse transportée, « € H*(0,1),a(z) >
ag > 0 la tension du cable (a est affine pour un cable homogene), y(z,t) est
le déplacement du cible au point d’abscisse curviligne z, par rapport a une
position fixe, et F(¢) est la force pilotant le chariot sur les rails (voir schéma
du pont roulant).

Le but est de déterminer une loi de feedback sur ’état en @ = 0 pour stabiliser
fortement, voire uniformément, le systéme céble et masses.
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F(t)

y(x.t)

Y

Y

X

On prend assez naturellement des feedbacks en position vitesse voire vitesse
angulaire, en z = 0.

Le cas ot le feedback dépend de la position et de la vitesse a déja été étudié
[7]. On obtient la stabilité forte, mais non uniforme pour F(t) = —ay(0,t) —
Fly(0,¢)) avec @ > 0, f monotone, continue, non plate en 0.

On suppose ici que & = 0, et on étudie dans un premier temps le cas ou le

feedback est linéaire : F(t) = —fy:(0,t), # > 0.

Aprés quelques rappels sur la stabilisation forte ou uniforme, avec un feed-
back ot intervient la position, on étudie le probléme avec o = 0.

Le probléme est bien posé. L'ensemble w-limite de toute trajectoire est a
prior: formé de constantes. On montre qu’on a convergence de la solution vers
une constante qui dépend de la condition initiale, qu'on peut calculer. Enfin
on aborde également le cas d’un feedback non linéaire, F(t) = - f(y.(0,1))
avec des hypothéses convenables sur f.
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4.2 Rappels.

4.2.1 Feedback en position et vitesse.

Le feedback dans ce cas est donné par

F(t) = —om(0,8) — f(3:(0,1)) (4.2.1)

avec o > 0, f monotone continue, f(0) =0 et ¢ € H(0,1).

Le probléme est bien posé dans les variables (y, v, %:(0, 1), y:(1,¢)) dans H1(0,1)x
L3(0,1) x R? au sens des semi-groupes de contractions [7].

L’énergie est donnée par

B0 = 5 | [ 62+ a2+ (0.0 4+ ma0.0 4 32010)] - (422)

2
Elle induit une norme sur ’espace H'(0,1) x L*(0,1) x R?, équivalente a la
norme usuelle. .
o Si f(€) # 0 VE # 0, le résultat de stabilité forte a été montré par le
principe d’mvariance de LaSalle.
e Si le feedback est linéaire : f(§) = B¢, avec 8 > 0, il est prouvé que la
stabilité n’est pas uniforme, par un argument de perturbation compacte de
Russell. Dans le cas ot 3 = 0, le systéme est conservatif.

4.2.2 Feedback en position, vitesse et vitesse de rota-
tion.

Le feedback dans ce cas est donné par

F(t) = —oy(0,1) + flay=(0,t) — ay:(0,1)) (4.2.3)

avec o > 0, f monotone continue, f(0) =0 et a € H*(0,1).

Le probléme est bien posé dans les variables (y,y:) € H*(0,1) x H'(0,1) au
sens des semi-groupes de contractions [18] et [8].

L’énergie est alors

E(t) = [][; ((ayx)i + ayit) de + aytz((]’ t)

S ]

+ o (0l0,0) ~ ay(O,OF + T lan(LOP | (424)

3|~

qui induit une norme sur ’espace H*(0,1) x H'(0,1) équivalente & la norme
usuelle.
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On obtient alors les estimations d’énergie suivantes :
o E(t)<CE(0)e™, Vt>0
avec C' > Lw=w(C),si C| | €< FE IS Ce | €| YEER
o E(t) <CEO)(1+wt) 77, VE>0
avec C' > 1,w = w(C, E(0)), si Cymin{{ £ [, { P} < [ () |< C2 [ €]
VéeRetp>1.
On a bien stabilisation uniforme, mais pour une norme plus fine que celle
induite par ’énergie naturelle.

4.2.3 Feedback linéaire en position, vitesse et vitesse de
rotation.

Le feedback dans ce cas est donné par
F(t) = —ay(0,£) — (8 + oy)y:(0,1) + vay:(0,1). (4.2.5)

avec a,B ety >0; fy<metaec H(0,1).

Le probléme est bien posé dans les variables (y,y:, &,17) € H1(0,1)x L*(0,1) x
R?, avec £(t) = y(0,1) et n(¢) = my(0,t) + ayy(0,1) — yay,(0,t), au sens
des semi-groupes de contractions [18] et [8]. L’énergic qui induit une norme
équivalente est

b) = 3] [ (o +32) r+ w00

+ My(1,4) -+

— mn%t)J : (4.2.6)

On a seulement équivalence entre la formulation abstraite (avec un opérateur
A) et (4.1.1) si la donnée initiale est dans D(A?), et  est correct i la donnée
initiale est dans D(A). On obtient alors E(t) < Ce“*E(0) ¥t = 0, c’est-a-
dire la stabilité uniforme exponentielle pour une norme plus naturelle liée a
Pénergie, contrairement au paragraphe 4.2.2.

4.3 Etude détaillée du cas o = 0, feedback li-
néaire en vitesse.

4.3.1 Caractére bien posé du probléme d’évolution.

Dans ce qui suit on étudie le cas ot le feedback est linéaire :
F(t) = —Bu(0,), 8> 0.
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Le systéme devient :

Yz, 1) — (a¥n)e(2, ) =0 0l<z<l t20,
—ays(0,1) + my.(0,t) = —By:(0,1) t 20,
ay(1,t) + Myu(1,£)=10 t >0,
y(z,0) = yo(z), y:(2,0) = 1 (z) t 20,

(4.3.1)

Dans ce probléme on a en fait deux fonctions de Lyapunov qui sont deux
semi-normes qu’on va combiner. Cecl permettra d’étudier le comportement
asymptotique des solutions de (4.3.1).

La premiére est ’énergie du paragraphe 4.2.1, avec o = 0 :

1

) = 3| [ radide s+ mzan| @)

La deuxiéme s’obtient en intégrant la premiére équation de (4.3.1) :

1 1
/ Yzt d:b" - / (aym)m‘ dﬂ') - 01
0 0

ce qui implique

d 1
y M yedr + My (1,1) + my0,1) +ﬁy(0,t)} =0.

On pose donc

L[ /f ?
But) = 5 | [ wde b0+ My + 00| - (433)
0
dEy (2 dFsy(t
Remarquons que : c;( ) = —8y;(0,1), et que a?t( ) = 0.

E,(t) restera alors constante le long des trajectoires.

En combinant ces deux fonctions, on obtient une norme sur l’espace naturel
d’énergie qui est 'espace de Hilbert H = H1(0,1) x L?(0,1) x R? muni du
produit scalaire :

(U:ﬁ)?-l == ((y,z,u,v),(g},%,&,ﬁ))y

1 1
= [/ (aywﬂm—{—z%)dw—l—mu&-l-Mvﬁ]+7[f zdz +mu
0 0

+ Mo+ 6y(0)} UUI Zdz + mi + Mb +ﬁz‘)(0)}.
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Lemme 4.3.1 Pour -y assez petit, la norme induite par le produit scalaire
(., ) est équivalente & la norme usuelle de H.

Démonstration :
En effet il existe une constante C telle que :

101, < € [l2Baony + Moo+ + 7]

(ot C dépend de 7).
Inversement :

2

1 1
11, ](Gy§+22)dw+mu2+Mv2+fy(/ zmm“m)
0 0
i
+ 18%(0)* + 298y(0) [f zdm—l—mu-{—MU}
0
1 1 2
> f(ay§+zz)d$+mu2+MU2—|—*y(/ zd:c—l—mu—l—Mv)
¢ 0

2

1
+ 48(0) — evpy(0) — 22 (f zdv +mu + M'U)
£ 0

1
> f (a2 + 2°) dz + mu® + Mv® +98(8 — £)y(0)?
0
2

+ 7(1~u~é) (f zd:t:+mu+Mv)

)

On prend ¢ < 3, ce qui implique que :

1
Wiz = fo(ayﬁ-l—zz)dm—l-muz-l-Mvz—l—fyﬁ(ﬂ—a)y([))z

1
+ 3y (1—5) (/ 22d$+m2u2+M2v2).
€ 0

. .. ) 1
Ensuite on prend « positif assez petit pour que : 3 (E — 1) max(l,m, M) < 5
£
Ce qui donne : [U|[3; > UM%, 2 gpe
Désormais # sera muni de la norme || - || et du produit scalaire associé, avec
~ convenable.
On associe maintenant au systéme (4.3.1) 1'énergie suivante :

1 1
B() = 5 ] y2da + / ay? da -+ my?(0,8) + My*(1,0).
O 0

b |
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Le systéme (4.3.1) peut s’écrire sous la forme :

U(t) = AOU i
{ U((O)): o (t) (4.3.4)

avec Ag défini par :
D(Ao) = {(y, z,v,0)" € H*(0,1) x H'(0,1) x R?; u = 2(0),v = 2(1)}.

Aa(y,716,0) = (2 (a3:)er - (052(0) — Bu), = e (1)

pour (y, z,u,v) € D(Ap).
On note que 'opérateur — Ay n’est pas coercif du fait de I’absence du terme
en position dans la commande.

Lemme 4.3.2 L’opérateur Ay est mazimal dissipatif.

Démeonstration :
Montrons d’abord que Ay est dissipatif. Soit Uy € D(Ay),

p Yy
- (aYz)s “

(AU, U) = < (ay,(0) = 82(0)) | 7| 2(0) >
—Lay,(1) 2(1)

- ] (azus + (ag2)e2) d + (ae(0) — B2(0)) 2(0)
= (e 47| [ (oa)ede + (aa(0) - p(0)
— ay.(1)+ ﬂz(O)] [j: zdz + mz(0) + Mz(1) + ﬁy(())]

1 1 1
= [aymz} —f aymzxdx-l—f ayszzde + ay,(0)z(0)
o 0

0

~ B0 — a0 3 [e0(1) = aun(0) + ayn(0) = (0

— ay.(l) + ﬁz(O)} [/01 zdz +mz(0) + Mz{(1) + ﬁy(O)J
= —f3z(0)%

Ag est dissipatif.
Ap est maximal, si pour tout Up = (yo, 20, ug, v0) € H, ilexiste U = (y,z,u,v) €
D(Ap) tel que :

U— AU = Up.
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Cette équation est équivalente & :

¥Yy—2=%

o S0 s

u — —(ay(0) — Bz = g

v+ f/[—a;%(l) =g (4.3.5)
u = z(0)

v = z(1).

Ou encore :

y — (a¥s)e = Yo + 20

1+ 2)50) = 2 (0) = v+ (14 5) l0) (43.6)

(1) + 370y:(1) = vo -+ yo(1)

On multiplie la premiére équation de (4.3.6) par ¢ € C*(0,1), et on intégre
entre 0 et 1 :

1 1 1
/ ypdz — f (ayy)wpde = f (yo + zo)p dx.
0 0 0

On obtient :

/0 (5 + ayaips) de + My(De(1) + (m -+ B)y(0)(0)
- /; (40 + 20 ) dz + Magp(1) + bop(0) (4.3.7)

ol ag = v + yo(1) et by = mug + (m + 3)ya(0).

En appliquant le théoréme de Lax-Milgram a P'équation {4.3.7), on obtient
I'existence de y € H'(0,1) solution de (4.3.7), ay, € H'(0,1) et donc y €
H?(0,1). D’on U = (y,z,u,v) € D(Ayp).

A est donc maximal dissipatif, et engendre un semi-groupe de contractions.
De plus Ay est & résolvante compacte. La densité de D(Ag) est un résultat
général pour Ag linéaire maximal dissipatif et H un espace de Hilbert.
Comme conséquence du Lemme 4.3.1, et par le théoréme de Hille-Yosida [19],
le systeme (4.3.4) admet une solution forte I/ € C(R4+, D(Aq)) NCHR 1, H),
si Uy € D(Ap), et une solution faible U € C(Ry,H) si Uy € H . Donc le
probléme (4.3.1) est bien posé.
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4.3.2 Analyse spectrale du probléme.
Soit U € D(Ay), tel que :
AU = AU
Ceci est équivalent a :
z= Ay

Yz )z = Az
anz(z)) — B2(0) = Amz(0) (4.3.8)
ayﬂ:(l) = ““)\Mz(l)’

{ (aya:)a: = )\Zy

ou encore :

ay(0) — (Am + 8)Ay(0) =0 (4.3.9)
ay(1) + M My(1) = 0.
Sachant que Ay est dissipatif, on a e < 0.
On multiplie la premiére équation de (4.3.9) par 7 et on intégre par parties
entre 0 et 1.

/0 ayxgmdm—k)\z/o yydz + 3 My(1)g(1) -+ (dm + B)y(0)5(0) = 0. (4.3.10)

On pose A =ir,7c C

1 1
] alys de — 7 f ly[*dz — 7*M|y(1)|? + ir(irm + 8)|y(0)]* = 0. (4.3.11)
0 0

e Cas ot # > 0 : cherchons les valeurs propres sur ’axe imaginaire. Donc

T € R et (4.3.11) implique :
1 1

Bl =0t [ alyePdo—r [ yPdo = M) = Prly(0)F = 0,
0 0

Si y(0) s£ 0 alors 7 = 0 et par suite A = 0, et {4.3.9) implique alors que

Y = cte_

Si y(0) = 0, alors (4.3.9) donne y,(0) = 0 et le probléme de Cauchy

AYpe = )\Zy — Qalx
y(0) = 0 (4.3.12)
y.(0) = 0.

n’adinet que y = 0 comme solution.
Finalement, pour 8 > 0, il y a une seule valeur propre sur |’axe imaginaire

1

8 dans H qui
0

est de dimension 1. Toutes les autres valeurs propres vérifient ek < 0.

A =0, et le sous-espace propre qui lui est est associé est R
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De plus, 0 est une valeur propre algébriquement simple. En effet s U/ &

Ker(A2) \ Ker(Ag) on a Ag(AV) = 0 avec AU # 0.

1
Aprés normalisation, on obtient Apl/ = 8 , ce qui implique :
0
z =]
(fya:) =10
~[ays(0) ~ B2(0)] = 0 (4:3.13)
_%Gym(l)
Dot :
z=1
e = =0 (4.3.14)
——2(0) = 0.
m

Ce qui implique z(0) =0 s1 8 > 0, ce qui est absurde.

e Cas ol B=10:
D’apres (4.3.10), on obtient que A? € R™. Donc toutes les valeurs propres

sont sur ’axe imaginaire. De plus, A = 0 est toujours valeur propre, et le sous
1

espace propre R est toujours de dimension 1. Par contre maintenant

(4.3.13) admet 2

0

0

=1

1

2 0
KerA; =R 0
O)

De plus pour U € Ker(A3) \ Ker(A2), on a Aol € Ker(A3), avec AU ¢
Ker(A).

Ce qui donne :

comme solution, et y = ¢ donc

_—

—_

Z = 01

(ay:r)m = Ch

%{ayw(O)] = (O, (4.3.15)
Mayif( ) 027



avec Cy # (. On en déduit gue

Z:Ol
ay, = Coz + C

1
e —q (4.3.16)

m

i
“—M-(Oz + C3) =

ce qui est absurde.

Donc dans le cas =0, A = 0 est algébriquement double. Ceci est cohérent
avec le fait que, dans le cas § = 0, les fonctions affines en temps sont solutions
du probléme (4.3.1), ce qui n’est pas le cas si 3 # 0.

L’analyse spectrale qui vient d’étre faite donne une idée de ce que I'on peut
attendre du comportement asymptotique.

Remarque : Pour ¢ = 1 les valeurs propres du probléme, outre A = 0, sont
données par Péquation :

o OM=1)(m+5-1)

C(AM A+ Dm 8+ 1)

Notons que pour 8 = 0, on retrouve encore A = () comme racine, ce qui
explique que A = 0 est algébriquement double dans ce cas. Les valeurs propres
sont deux 4 deux conjuguées, asymptotiquement algébriquement simples, et
Ap ~ tkm (Redp < 0 pour k # 0).

On peut montrer par la méthode de Shkalikov, que des vecteurs propres
généralisés (pour au plus un nombre fini d’entre eux) forment une base de
Riesz de 'espace naturel d’énergie H = H'(0,1) x L*(0,1) x R? (cf appendice
5.3).

Pour 3 = 0, les valeurs propres sont toutes algébriquement simples excepté
A = 0 qui est algébriquement double {¢f. Appendice 5.2).

4.3.3 Comportement asymptotique en temps

Pour le probléme (4.3.1) on est dans le cadre d’'un semi-groupe de contractions
avec résolvante compacte, donc les trajectoires sont précompactes. On va
utiliser le principe d’invariance de LaSalle. En combinant avec un principe
“d’unicité” (adapté du cas e # 0) on va obtenir la convergence de la solution
de (4.3.1) vers une constante. Ensuite, on calculera explicitement la constante
en fonction de la donnée initiale.
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Lemme 4.3.3 Soit y(z,{) une solution de :

yu(z,t) — (ays)s(z,t) =0 <<l t >0,
ay{1,%) + Myyu(1,1) =0 >0,
ay-(0,%) = 0 t >0, (4.3.17)
yt(O,t) =0 t 2 0)
y(z,0) = yo(z), »u(2,0) = y1 () t20,

alors y(x,t) est une constante.

La preuve du lemme 4.3.2 utilise un multiplicateur adapté.
Lemme 4.3.4 [7]. Soit ¢ solution de :

{¢Aﬂ+¢@N%K@=

1 <<l |

(4.3.18)

Alors ¢ vérifie :

0<z<l, (4.3.19)

Il est immeédiat que ¢ < —M, ¢, > 1, et a ? > 1.
@

On peut d’ailleurs donner une formule explicite de ¢. Pour @ = 1, on retrouve
le “multiplicateur” (z — M — )y, = ¢y, qui va étre utilisé .

Démonstration du lemme 4.3.2 :
(C’est une adaptation du lemme d’unicité 4.3 de [7] . On multiplie la premiére
équation de (4.3.17) par ¢y, et on intégre en espace et en temps.

T 1 1 T 1
/ / Yubye drdi = / lyedya) Tz — ] / Symt da i
4] 0 Q 0 0

= [t [ [ stat)edra

B 1 ’ 1 /T
= /0 [Yidy=]y dz — é“/ﬂ [ﬁbyﬂé dt

1 T 1
+ ~] / b))y} du di.
2Jo Jo
De plus, on a :

f:/ol(ayx)mqbym dedt = —;—/OT f; [(ayf)ngrm dt
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- ! / i [g(a%)?] ' dr

Q

2 Jo
— %/OT/;(ayx)z (g)mdatdt.

En égalant ces deux expressions et en utilisant le fait que y(0,1) = 0 et
#(1) = —M, on obtient :

/:fﬁl {¢myf+a (%)xayﬁ] dz dt + %/jyf(l,t)dt
} _fol {yt¢yx}:d$ * % /DT Kg) (aym)2:|:dt.

En utilisant les propriétés de ¢, on a :

T 1 M T m T
/ /(y?+ay§)dmdt+m—/ yf(l,t)dtJr—-/ y2(0,1) dt
4] 2 0 2 0
T T

0
1

< —fo [ytqﬁymh d:c+%/0 (g) (ay,)*(1,t) dt.

Or ¢(z) < —M <0, donc :

/0 ' Ey(t)dt

MO =

[N

o /Ol[ytﬁéyx]g

<
< C(E@F)+ E(0))
< 20E(0).

D’ott E1(t) = 0 (on fait tendre T vers +oo et on utilise le fait que énergie
est constante).

On en déduit que : y; = ay, =0 et y(1,1) = 0.

Comme a > ag > 0, on en déduit que y; = y, = 0, donc y{z,t) est une
constante.

Théoréme 4.3.1 La solution U(t) de (4.3.4) tend vers (C,0,0,0) ou C =

1t M

yo(0)}+ B/ yi(e)de + Fuo + %Ug. C’est le cas en particulier des solutions
0

Jortes, donc des solutions de (4.3.1) avec yo € H?*(0,1),3, € HY(0,1), la

convergence ayant liev dans H'(0,1) x L*(0,1) x R2,

Démonstration :
Par densité et contraction, il suffit d’établir le résultat pour Uy = (yo, 20, to, vo) €

D(Ap).
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Soit w(lUy) 'ensemble w-limite, non vide.
Par le principe d’invariance de LaSalle, ’énergie £, est constante sur toute
trajectoire issue d'une condition initiale I/; € w(ly). D’aprés la formule de

d
dérivation : EEEl(t) = —fy2(0,1), on en déduit par le Lemme 3.2 que U; =

(C,0,0,0) (w(lUs) ne contient que des éléments de cette forme).

Soit (C,0,0,0) € w(lh) et (t) — oo telle que U(tx) — (C,0,0,0) dans
HY0,1) x L2(0,1) x R2

II reste & montrer que C' ne dépend pas de la sous-suite ({x) qu’on prend.
On utilise maintenant la deuxiéme “fonction de Lyapunov”.

1
On sait que / yi(@, t)de + mu(t) + Mo(t) + By(0,t) est constante en t.
0

1
Donc elle est égale a : / y1de + mug + Mvg + Byo(0).

0
On prend ensuite ¢ = ¢; et on fait tendre 5 vers U'infini. Ce qui nous donne :

y(ty) — C dans H'(0,1),
y:(tx) — 0 dans L*(0,1),

u(ty) — 0,
v(tr) — 0,
D’ou : .
BC = Byo(0) + / yi{z)dz + Mug + mug
Remarque : i

Il v a une autre fagon pour trouver le résultat du théoréme 3.1.

Soit A, n € Z, (Ao = 0) la suite de valeurs propres de Ag (répétées selon leur
multiplicité algébrique, différente de 1 pour an plus un nombre fini d’entre
elles), associée a la famille de vecteurs propres {#, tnez de Ag, qui forme
une base de Riesz de H. On sait que c’est vral pour @ = 1, c’est encore une
hypothése pour a quelconque.

Soit Uy = Z Oy, aVeC

nex

C1 ) Jonf? S [Uollf < Co Y owl

n€k nEh

Alors la solution U(%) de
W _ v
{ it

U(0) = Us

g’écrit U(t) = Z anehp. | ot pour simplifier Pécriture, on a supposé toutes

(4.3.20)

neh
les valeurs propres algébriquement simples. Ceci ne change en rien pour la
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suite, car il n’y en a qu'un nombre fini qui ne sont pas simples, et 0 est simple
dans le cas 8 > 0, c’est cela qui est essentiel.

Comme |l e, l|lu < Claw| € I3(Z), le théoréme de Lebesgue appliqué &
la série donne :

lim U(t) = Z o, lim(e™ Ve, = agipy

t—ro0
nEZ

car ReA,, < 0 sauf pour Ag = 0. A ce niveau on voit bien que la simplicité
algébrique des A,, n # 0 n’est pas une hypothése réductrice : dans le cas
général, on aura t*e¢* ! qui tendra aussi vers 0.

d
Donc pour toute solution faible de -(% = Aol/, on aura U(t) — ag

o OO =

dans H s1t — oo.
Il reste & calculer aq en fonction de Up = (yo, 20, o, vo)-

Soit ¢ un vecteur propre de Aj associé & A = 0.

do € DAY = {pcH/ U-—+ (¢, Al)x est continue enl/
sur D(Ap) muni de la norme de H}.

:SQSD =0 ie (QSD)ADU)'H = 07 YU e D(AQ)
Alors pour n %0, (A, # 0 car Red, < 0), on a:
1
(¢na¢0)7—l - A_(AOIIPH': 950)

1 *
= A_(Tvbm a%o) = 0.
Par conséquent :

(Uo,do)n = > an(thn, o)

ncz

= a0(¢07¢0)?{'
Donc : ag = (Uo, do)se/ (1o, Po)u, avec pp = 7(1,0,0,0).

Il reste juste & calculer ¢ = ' (7, 2,4, 9).
z
(a¥z)s
age(0) ~ u] >

m
—ayz(1)
M

(ﬁﬁo, -AOU)'H = <

S 82 N W
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= /01 [aﬁxzm + E(ayx)x] dz + i [ayx(ﬂ) - /34 — bay,(1)
+ ’Y[/ﬂlg +mi+ Md + ﬂ?}(ﬁ)] [Ll(ayw)w + ay,(0) — Bu

— ay$(1)+ﬂz(0)]
= 0.

Ceci V U € D(A).

Le dernier crochet étant nul, on obtient :
1
(ool = [ (o o)) do -+ (000) = ) = ()
1 1 1 1
= {a@'sz]o _.[o 2(afy ). dz + [Ea% . —/D Yy, dx
+ ﬂ(ayx(o) - ,8?.1,) - 'ﬁa’yw(l)

= - /01 z(afl,)s dz — /: aysZy dr + ay:(0) (ﬁ - 5(0))

+ aye(1)(2(1) = ) = 2(0)age(0) + #(1)an(1) — Buii

On veut la continuité en (y, z,u,v) pour la norme de H ; ce qui impose déja
que af, € H'(0,1), i.e. § € H*(0,1), 2 € H'(0,1), &t = Z(0) et & = (1) pour
que ¢g € D(AL).

Ensuite (¢o, A/ )% = 0 implique :

—/ z(afs)s dz — / YzZy dz — ulay,(0) + Bi] 4+ vaf,(1) =0
0 0

ceci Yy, z,u,v) € H*0,1) x H'(0,1) x R? avec u = z(0), et v = 2(1).
1
Avec z = 0, on obtient ] aypiedr = 0, Yy e H*(0,1).

0
Ce qui donne (aZ;); = 0 et (a2,)(0) = (az;)(1) = 0. Dot 2 = C*, notée C.
Puis, avec y = 0, on obtient :

- /{; ' afa)odz — u[afs(0) + 53] + vaga(1) = 0 (4.3.21)

1
cect Vz e HY(0,1), avec u = z(0), et v = 2(1), i.e. : / 2zl — BC2(0) =0,
0
ceci Vzc H'Y(0,1).
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Avec cela, on peut calculer ap. On a :

1 Yy
(%bo;q-"o)'ﬂ = < g 3 Z >
0 0

1
- 7[/0 sdz+mﬁ+Mﬁ+ﬁ§(o)]ﬁ-

D’autre part :

Yo q
_ 20 Z

( UU ) qSO ) H - < U bl i >
VYo i

1 1
= /Gyofch-i-Zoé-I‘muUﬁ-f—MUoT}‘l‘T[/ Zdz + mi + MY + G5(0)
0 0
1
[f zgd:c—l—mug—I-Mvg—{-ﬁyg(D)J.
0

Ce qui donne bien le résultat du théoréme 4.3.1, 4 condition de prouver que :

1
] ayDa;'gx + ZoZ -+ mugtt - M’Ugﬁ = 0.
0

Ceci est vrai, car il faut noter que (4.3.21) implique que €' = 0, donc (af,), =
0, af(0) = afiz(1) = 0, et donc y = C* = 1.

Remarqgue :

Il nous suffit d’une solution ¢y de Ajgy = 0. Or si on reprend la premiére
expression de {¢g, Aol) on a: (dg, Agl/) =0 avec §=1,2=0,4 =0, = 0.

1
On peut donc prendre ¢p = g = g ce qui donne alors

0
1 1
0 0

(II;L’D? ¢0)'H - < O ] 0 >
0 0
= 4%
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(Us, poyu = (U, %ho)u
Yo

< ZO
3
Up

(%]

Il

)

e ene B e

1
= ,},|:/ zod&,“—{—muo‘l'MUD'!'ﬁyO(O):lﬂ-

Et par conséquent

(U()) qu)'H

&g = T/

(00, o)

1 1
= 3 [fo zodz + mugy + Mug + ﬁyn(o)} .

Ce qui est exactement Pexpression donnée dans le théoréme 4.3.1.

51 on a une base de Riesz de 'espace ‘H formée de vecteurs propres généralisés
de I'opérateur, on retrouve la constante en cherchant le vecteur propre de Aj

correspondant & la valeur propre 0.

Cette constante est la composante de la condition initiale sur le vecteur en

question.

4.4 Cas de feedback non linéaire avec a = ()

On va obtenir icl un résultat de méme type que dans le cas linéaire avec
une hypothése sur la non-linéarité mais pour le moment uniquement pour

des solutions fortes.
Soit le systéme d’équations suivantes

yu(z,t) — (aye)s(z,t) = 0 O<a<l t=0,
—ays(0,¢) 4+ myu(0, ) = —f(:(0,1)) t =0,
ayy(1,1) + Myu{(1,t) =0 t>0,
y(2,0) = yo(x), 1u(=,0) = yu() t20,

avec f monotone continue, f(0) =0, £f(£) #0si € #0.
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Théoréme 4.4.1 On suppose que | est dérivable & Uorigine avee f(0) > 0
et qu’elle vérifie hypothése suivante :
o (H) |f(0)E~fOIZCFEE avee C>0;

alors la solution U(t) de (4.4.1) tend vers (Cy,,0,0,0) ou

O

1 ! M
Coy = wo(0)+ W/@ yi(r)dz + Ok +

+ [ om0, - o]

La suite de ce chapitre sera consacrée a la démonstration de ce théoréme.
Supposons le probléme (4.4.1) bien posé. On prend

1
2E(F) = / (42 + ay?) d + my?(0, 1) + My?(L,9)
0

Il est immeédiat que iiz%ﬂ = —y:(0,4) f(y:(0,)} <0 (pour des solutions ré-

guliéres) donc

/0 y:(0,t) f(y:(0,8))dt = E(0) — E(T) < E(0). (4.4.2)

Comme dans le cas linéaire, on intégre la premiére équation de (4.4.1) en z :
d 1
di

Mais maintenant le dernier terme n’est plus une dérivée exacte en {.
Pour essayer de nous ramener & [a procédure utilisée dans le cas d’un feedback

linéaire, on écrit f(€) = f(0) + f/(0)¢ + f(&) — f/(0)¢ et on suppose que
(0} > 0. Alors

% [/o v de + my(0,t) + My(1,1) + f’(O)y(O,t)} +f(y:(0, )~ (0)y:(0,8) = 0.

(4.4.4)

ytmjwml 0+ mye(0, 0] + f@(0,0) = 0. (44.3)

On suppose maintenant que f vérifie 'hypothése (II) :

LF0)E = f(6) IS CfE)E, avec C>0.
Alors {4.4.4) nous donne

1

1
fytdw+myt (0,8) + My:(1,8) + f'(0)y (O,t)=/y1dw+mfo+M7?o

(0 ] [F/(0)5(0,5) — F(3:(0,5))] ds,
(4.4.5)
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ol &o = y1{0) et no = yi(1).
D’aprés (H) et (4.4.2), la derniére intégrale de (4.4.5) a un sens si ¢ — oo.

P 0,00(0(0,1), avec £(6) # 0 si € #

0, si le principe d’invariance de LaSalle s’applique, alors (en appliquant de

nouveat le lemme 3.2) on trouvera que 1'ensemble w-limite d’une trajectoire

Cte

Par ailleurs, comme

. 0
ne contient que des vecteurs du type 0
0
Si on prend un tel vecteur et une suite (¢z)pen —+ oo telle que

(w(te) ye(te), E(fe)s mitx)) — (€7,0,0,0) dans H*(0,1) x L*(0,1) x R? alors
en passant & la limite dans (4.4.5) avec (tx)sey — oc on aura

PO = [ n(e)ds -t méa+ M+ POl
v [T oo, - o)

ce qui donne la valeur de la constante, pour f/(0) # 0, et il 0’y en a qu’une.
Par contre, contrairement au cas linéaire, elle dépend de toute la trajectoire
& cause du dernier terme.

Il reste & montrer qu’on a le droit d’utiliser le principe d'invariance de

LaSalle. Par exemple qu’on est dans le cadre de semi-groupe de contrac-
tions non linéaire & résolvante compacte. Cecl justifierait complétement la
méthode ci-dessus pour des données réguliéres, puis par densité, pour toutes
les solutions faibles.
Ceci reste pour le moment une question ouverte. En revanche, on sait mon-
trer que le probléme (4.4.1) est bien posé au sens des semi-groupes et que
les trajectoires sont relativement compactes pour des données réguliéres {cf
appendice 5.1 pour ce dernier point).

Pour démontrer que {4.4.1) est bien posé on peut procéder par perturba-

tion d’opérateur m-dissipatif :
dans (4.4.1) on remplace la condition en = = 0 par

—ays(0,4) + mya(0, 1) = —~ay(0,t) — f(1:(0,2))
ce qui donne un opérateur non linéaire A, sur H défini par

D(A,) = {(y,z,u,v)" € H*0,1) x H'(0,1) x R?; u = 2(0),v = 2(1)}.
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Aa(ya 2y, ”U) = (Zv (ayw)ﬂ:’ % (ayﬂf(o) - f(u) - ay(O)) ? _Lay$(1)> »

pour (y,z,u,v) € D{A).
Ensuite on pose

Bo(U) = (o,o,ﬁy(t)),o)
m
qui est lipschitzien sur H. En suite, on muni H*(0, 1) du produit scalaire :
1
/ ayZdr + ay*(0).
0

Lemme 4.4.1 Lopérateur non linéaire A, est m-dissipatif et D{A,) est
dense dans H.

Démonstration : Remarquons que D(A4q)=D(Ag) (ot Ay est Uopérateur
du paragraphe précédent). Donc 4, est & domaine dense dans H.
Montrons d’abord que A, est dissipatif. Soilent Uy, Uy € D(A,), et

U=U —U

(Al — AU, Uy = /0 (@zsys + (ayz)zz) dz + ay(0)z(0)

+ (ay2(0) — flur) + flus) — 0(0)) u — ays(1)v
—(flua) + flua))(ur —ug) <0.

A, est dissipatif.
A, est maximal, si pour tout Uy = (yo,20,%0, %) € H, il existe U =
(y,z,u,v) € D(A,) tel que :

U— AU =1h.

Cette équation est équivalente 3 :

Y—2=1
S - a0
u— ——(ay.(0) — flu) — ay = g
v + ray(1) = v (4.4.6)
u = z(0)
| v = z(1).

Ou encore :

¥ — (a¥z)z = Yo + 2o
(m + ) y(0) + f(y(0) — 3(0)) — ay.(0) = mug + myo(0) (4.4.7)
My(1) + ay(1) = Muve + Myo(1)
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Soit G(s f f(e) do, pour s € R. On introduit la fonction J définie dans
H'Y{0,1) par

m~|—a2 M

J(z) = %/o (azl - 2*) dx + (0) + —2*(1)

+ G(2(0) — yo(0)) — /;(yo + zg)z dz — (mug + myo(0)) 2(0)
+ (Mvg + Myo(1)) z(1).

Remarquons que & est convexe, d’otl J est coercive. J est aussi continue et
strictement convexe. Donc J admet un minimum y dans H'(0,1), tel que
J'(y)p =0, Yo € H'(0,1). Ce qui nous donne :

/ (age)es + y) do + (m + 0)y(0)p(0) + My(1)p(1)

b 60) - w0)e(0) = [ (o + ) pde + (mito + myol0))p(0)
+ [Mvo+ Myo(Dle(L),

ceci Vo € H'(0,1)

Il existe y € H{0, 1) solution de (4.4.7), ay, € H'(0,1) et donc y € H2(0, 1).
Dou U = (y,z,u,v) € D(Aa).

A, est m-dissipatif, et par conséquent I'opérateur A, + B, engendre un semi-
groupe {[Théoréme 3.17 et la Proposition 2.10] de [2]) mais qui n’est pas
forcément dissipatif, puisque B, ne I'est pas.

Le gsystéme (4.4.1) peut s’écrire sous la forme :

Ut(t = .AQU(t) -+ BQU(t)
{ U(O)) iy (4.4.8)

Il est clair qu’on ne peut pas aller plus loin dans ce cadre général, car pour
f =0, les fonctions aflines en temps sont des solutions de (4.4.1) non bornées.
En général on n’aura pas un semi-groupe de contractions non linéaire sur H
engendré par A, + B..

Par contre, si f'(0) > 0 et si (H) est vérifiée, on montre facilement que les
solutions U/ (t) de (4.4.1), sont bornées par {| U(0) | + | U(0) [*] en norme
H (A une constante prés). Ceci se démontre comme dans le cas linéaire en
intégrant la premiére équation de (4.4.1) sur (0,1) :

c;i / ye ;ji [Myt(l,t) + myt((l,t)} + fy:(0,1)) = 0.
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gg{/g yr + my(0,1) + My (1,t) + f’(U)y(O,t)] + Fy(0,8)) — f’(O)yt(O,t) — 0.

fol ye dr + my(0,8) + My (1,¢) + f/(0)y(0,1)
B f: y1dz +m8o -+ Mo -+ f'(0)yo(0)
+ fﬂ | [£/(0)9:0,8) = F(a(0, )] de
= fyﬁmfﬁM%H( )90(0) + C[E(0) — E(co)].

On en déduit que

| 4(0,%) |

[/

¢ [VE®) + VEO)+ | yo(0) | +E(0)]

¢t [VEQ@H+ | 9(0) | +E(0)]

< C*[JUO)x + U] -

AN

D’oti ’on déduit estimation cherchée, puisque | U(t) (3 < C*[E(t)+ | y(0,£) [*].
Remarque : Si on avait une estimation du type

| U(t) = U(2) [ CLIU0) = U(0) Iy + | U(0) = T(0) I3 ] (4.4.9)

cecl permettrait par densité de D( A} dans H de prouver le résultat de conver-
gence uniquement pour des données initiales dans D(A), pour lesquelles on
aura la compacité des trajectoires (voir appendice ).

Pour voir si (4.4.9) est vérifié on écrit (4.4.1) avec y et §, et on pose ¥V = y—y

Yl t) — (@¥o)o(e,) =0 O<o<l >0,
—aY,(0,t) + mY,(0,2) = f(&) — f(¢ t>0,
aYa(l, 1 )J)rMYﬁ(()):o() s (1.4.10)
(3%0) Yo(z), Yi(z,0) = Vi(z) t>0.

I’énergie est donnée par
1
2E(t) = / (Y2 + aY))dz + mY?(0,1) + MY;*(1,¢)
0
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done

= YOO - 10

() — 0)] | £8) - 1(6)]
0.

IA

On en déduit que
[ a0 -réa = B0 - B
< 2E(0).

De la relation ci-dessus, on déduit aussi que

Ch

1
/ (Y2 + a¥2)dz + mY2(0,4) + MY2(L,1) < E(0) < |U(0) —
4]

(0)]5.

Reste & trouver une majoration pour |Y{0,%)] pour avoir I'estimation de
(4.4.9).

On intégre Péquation en z :

d

ol (V54 mYi0,0) + MY(1,1)] = 16— £(6)

D’ou
;t[/l(mmn(o )+ MY(L2)+ 0¥ (0,1)]
= f6) - F&) + F0) e - .

Ce qui implique bien

Y(o,0] < C* [\/E + VB + [%(0)]
+ [T D+ FOE-e)lar
< o* [!U( ) = DO +10(0) - D(0)f3]
si f verifie | f() — f(€) = F(0)(E =€) |< C€ = (F(€) - f(6))-
Mais malheureusement cette condition n’est vérifiée que si [ est afline, donc
linéaire puisque f(0) = 0. En effet, on divise I'inégalité ci-dessus par E—€>0

et on fait tendre £ vers £, ce qui donne |f5(¢) — f/(0)] < C.0= 0.
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I faudrait donc démontrer la précompacité des trajectoires pour toute so-
lution faible pour obtenir le résultat de convergence pour toute condition
initiale dans H.

Pour le moment, on a le résultat de comportement asymptotique donné au
début du chapitre 4 pour des conditions initiales dans D{A) parce qu’on a
la précompacité, prouvée dans Pappendice 5.1 ci-aprés.

4.5 Appendice.

4.5.1 Précompacité des trajectoires.

Le probléme (4.4.1) ¢’écrit sous forme abstraite

Ue(t) = AU(Y),
{ U(0) = Us = (yo, 41,60, 10) € D(A). (4.5.1)

avec A = Ay + Bou et D(A) = {U = (yazzfan)T € Hz(ﬂal) X HI(O, 1) X
B2, &= #(0), et n==:(1)}.
Rappellons que A, et B, sont définis par :

D(AL) = {{y,2,6,7)7 € H*0,1) x H0,1) x R?; £ = 2(0), 7 = 2(1)}.

Aolys2:601) = (= 0o = (a3n(0) = £(6) = 0], = om(D))

pour (y,z,¢,n) € D(Aq).
et Bo(U) = (0,0, 2y(0),0) qui est linéaire et lipschitzien sur H.

Le systéme (4.4.1} s’écrit aussi

( 2z, 1) — (ays)z(z,t) =0 O<a<l t20,
(0. +m P — e =

$ an(t) (4.5.2)
ayo(L,8) + M52 =0 L>0,
y(z,0) = yo(l'),yf(a:,()) = y1(z) t>0

On veut montrer que Ugso{U (%)} est relativement compact dans H = H(0,1)x
L? x RZ,
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Soit (¢, )nen une suite qui tend vers +oo. Existe -t-il une sous-suite (¢, )k € N
et w e H tels que : U(t,,) — w dans H?

On sait que l'injection de D(A) dans H est compacte. Donc, il suffit de
montrer que (U(t,))nen est bornée dans D(A).

D’apreés la bornitude de U(t) dans H prouvée avant on a

£(t) et n(t) sont bornées dans R,
y(t) est bornée dans H'(0,1), (4.5.3)
y:(t) est bornée dans L?(0,1).
Il reste & montrer que y..(f) et y.;{¢) sont bornées dans L*(0,1).
npose YV =y, £ =Y, £ = === = et f(E(2)) = g(t). Supposons

que f est de classe C'. On sait que &(t) est bornée, donc g est bornée. De
plus f est croissante, donc g > 0.
En dérivant (4.5.2) en temps, on obtient

'

Zi(z,t) — (Y3 )u(z,0) =0 l<x<l t >0,
—a¥(0,)+ mE - _peaét) = —omé) 10 .
av.(1,0)+ T g £>0,
Y(z,0) = Yo(z), Y(z,0) = Yi(x) t>0.
On pose : X
28(t) = f (Y2 + aY2)dx +m€ + Mif (4.5.5)
donc
dE(t)

= —g(H)Y2(0,?) (pour des données réguliéres)
< 0.

dt

Donc E est décroissante, d’ott £(2) < E(0), ceci V¢ > 0.
En intégrant (4.5.5) en temps, on obtient

E@t) - E(0) + /tg(.s)Yf(U,s)ds = 0. (4.5.6)

Ce qui implique
1 1 . t

5L 02+ a2 do b m 4 mi] + [ o(6)¥20,5)ds =
0 0

1

1
3| [0+ ¥y de i3+ i)
0
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On a Yoo(z) = Yo(z,0) = yue(2,0) = y1,(2z). Comme y; € H(0,1), Yo, est
borné 12(0,1).
Dans ce qui suit, on montre que Y est borné L%(0, 1).
dU(t
5 ) = AU(#) est valable pour
dU(t)
i
que ’on justifiera dans une remarque a la fin de ce paragraphe).
Donc pour £ = 0, la premiére équation de (4.5.2) nous donne que : yu(z,0) =

(ays)e(2,0) = awyor(z) + ayors(z). Sachant que ¢ € H'(0,1) et que yy €
H?(0,1), alors Yi(2) = yulz,0) est borné L2(0,1).

Admettons, pour le moment que I’'équation

tout ¢ € |0,00[, & condition de prendre pour la dérivée a droite, (ce

Montrons maintenant que & et 7lo sont bornés par une constante dépendant
de la norme de (yo,y1) dans H*(0,1) x HY(0,1).
D’aprés (4.5.2), on a :

B0 ) = a0, — FE@),

dt
dn(t)

e MA(l) = —ay.(1,1).

Les deux équations étant valables en ¢t = 07, on obtient :

m%@ = méy = ayos(0) — F(E(0)),
80 a75(0) = —ayee(t)

Or, & des constantes prés, £(0) = y1(0) est borné par |ly1]/gi0,1). De plus
yo € H%(0,1) donc |ye,(0)] est borné par ||yos|!m1(0,1). Done 50 est borné par
une constante qui dépend de |[{yo, y1)llz2(0,1)x71(0,1)-

De méme fjg est borné par ||yo||g2(o,1)-

Conclusion &; et 7p sont bornés par une constante qui dépend de

H(yoa yl) HH2(0,1)xH1(0,1)-
Donc :

1 t
/ (Y2 +aY))dz +mé* + MﬁQJ + / g(8)Y2(0,s)ds

0 o
<o (4.5.7)

D’apres (4.5.7) Vi, et Y, sont bornés dans L*(0,1). Ce qui donne que y; = Y,
est borné dans L*(0,1). Comme (ays)» = yu cst borné dans L2(0,1), et
sachant que y et y, sont bornés L2(0,1), alors y est borné dans H?(0,1).
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On a aussi Yy = yz: est borné L2(0,1), et comme y; est borné L?(0,1), on en
déduit que y; est bornée H1(0,1).

Donc U(t) est bornée dans D(A), et par suite Upno{U(¢)} est relativement
compact dans H = H1(0,1) x L* x R%

Remarque : On a admis que U({) a une dérivée a droite pour tout ¢ &

. dU(t .
[0, 00, et que ’équation [;E ) = AU(t) est vérifiée pour tout t € [0, oo[,
dU(t . :
en prenant pour dg ) la dérivée a droite, pour Uy € D(A). Ceci est un

résultat classique pour un opérateur m-dissipatif (cf. [2] théoréme 3.17). Or
dans notre cas A = A, + B, avec A, m-dissipatif.

D’aprés la proposition 3.3 de [2], 'équation non homogéne {7{t) = A, U(¢t) +
@(t) a aussi la propriété de dérivabilité & droite en t pour Uy € D(A,) =
D(A) et @ a variation bornée sur [0, 7}. Dans notre cas ¢(t) = B.U(1) =
(0,0, 24(0,1),0) . Or ¢,(¢) = (0,0, %yt(ﬂ,t),()) = (0,0, 2£(t),0) . Sachant
que & est de classe C, @ est bien & variation bornée.

4.5.2 Analyse spectrale, cas oli a = 1.

Soit le systéme :

yﬁ(mvt) - ywm(m,t =0
—4x(0,) + myu(0,1) = —By:(0, 1) (4.5.8)

L’opérateur Az associé au systéme (4.4.1) est défini par

Y z
Z y.’E.’L‘ \

As i L (g(0) — B(0)) |
v —ﬁym(l)

D('Aﬁ) = {(y,z,u,'{))T€H2(0,1)®H1(0,1)@R2; u:Z(O);Uzz(l)}

Soit A une valeur propre de Ag et U = (y, z,u,v) € D (Ag) un vecteur propre
qui lui est associé. On a alors Agl/ = AU, ce qui donne

[ \y =z
Az = Yex
M = - (y2(0) - 82(0))
o= " (1), (4.5.9)
u = z(0)
| v ==z(1).
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Ol encore
Yoz — )\29 =0
mA2y(0) + BAy(0) — y,(0) =0 (4.5.10)
MAZy(1) + yu(1) = 0.

Les valeurs propres de Aj autres que 0 sont les racines de [’équation :

MM+ dm4841

Rappelons que zéro est aussi valeur propre de Ag. Asymptotiquement les

mM

—— = 1. Donc ), ~
+ .. - mM . "
inm, avec n € Z (ceci implique que les valeurs propres sont asymptotiquement

séparées).

valeurs propres de Ag sont racines de 'équation : e?* ~

Simplicité algébrique asymptotique des valeurs propres.

Supposons que X est algébriquement au moins double, donc racine de I’équa-
tion et de 'équation dérivée :
M -1 dm+pB-1
TAMM AL Am+F+1

2A

A 20m + B+ DM+ 1)+ MOAm 4+ 8+ 1) +m(AM + 1)] (4.5.11)
= M(m + - 1)+ m(AM —1).
En combinant ces deux équations, on obtient :
M m
L = U 512
+1—)\2M2+1_()\m+5)2 0 (4.5.12)

Si maintenant 3 = 0, on sait que A = 0 est algébriquement double. Pour les
autres valeurs propres, A = ¢7, 7 € R. Donc I’équation (4.5.12) est équivalente
a: I
m

bt 1+ 7m2M? + 14 7%m2 =0
Ce qui est impossible. Donc toutes les valeurs propres, sauf 0, sont algébri-
quement simples (et toutes sur I’axe imaginaire).
Remarque : L’équation (4.5.12) montre qu’il y a au plus quatre valeurs
propres algébriquement non simples si 3 > 0. On sait que A = 0 est algébri-
quement simple dans ce cas.
Donc toutes les valeurs propres sont asymptotiquement algébriquement simples.
Remarque : Pour toute valeur propre A non nulle de Ag, on a, par un
calcul directe, ReA < 0. En effet : soit A valeur propre de Ag, on a e* =
AM—~1 Adm+58-1

AM+1 dm+8+1
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e Si ReX > 0, on obtient : |e?*] = ¥ > 1. En plus, on a

MM -1 (MRed —1)* + M*(SmA)? -1
M F1 (MRer + 1) + M2(Sm )2
et
Am+8—-1 (—mReX — 8+ 1)+ m*(ImA)?
‘Am+ﬁ+1 MR+ B+ 17 T ma (S

ce qui est absurde. Donc Rel ne peut pas étre strictement positif.
e Si Red =0, alors A =i7. D'otr : [e¥*"{ =1. Oron a :

1— MM 14 irM|?

1+AM| *1—@'7M

1+ T2 M7

)R

= 1
et

1-pg—xm|> N —g—irm|

Il-l—ﬁ—i—)\m - rl-l-ﬁ—l-i'rm‘
(l_ﬁ)2+T2m2

= <1,
(1+8) +*m?

ce qui est absurde si 3 # 0.
‘Donc toute valeur propre A, non nulle de Ag est telle que Red < 0.

51 maintenant # = 0, on sait que toutes les valeurs propres autres que 0 sont

algébriquement simples.

4.5.3 Application de la théorie de Shkalikov, a =1 .

Les ordres respectifs des conditions au bord dans (4.5.10) sont : &y = 2 et
ke = 2. L’ordre total est & = 4. L’équation caractéristique de (4.5.10) est :
w? —1 =0, dont les racines sont wy = 1,wy = —1. Les solutions de (4.5.10)

gsont de la forme :
y(z) = Ae’® 4 Be ™,

Le systéme (4.5.10) a une solution si et seulement si le déterminant caracté-

ristique A{A) est nul.

AR = f\“{eA [~mM + (—=m — M — BM)A™" — (B + 1)A7?]
b [mM o+ (om M+ M (537 |
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Le terme dominant dans les expressions entre crochets est mM ou —m M, qui
est non nul. Les conditions au bord de (4.5.10) sont réguliéres. On a montré
ci-dessus que les valeurs propres de Ag sont asymptotiquement simples et
séparées. Les conditions au bord de (4.5.10) sont fortement réguliéres.

oy Vo _ ™M
On pose H(¥) = H <U1> = (vé’)'

Normalisons les conditions au bord. Le terme A%y(0) sera remplacé par
A(H©)p(0) = Av1(0), A?y(1) sera remplacé par A(H@)o(1) = Avy(1), et Ay(0)
sera remplacé par A(H©)o(0) = v1(0). Les conditions aux bords de (4.5.10)
deviennent :

{ﬁi(ﬁA) = —w(0) + ;v'(0)

. pu(0)=0
Ua(6,)) = do(l)+ L 1(1) (4.5.13)

0
Construction des espaces de Shkalikov :
W0, = {a: (zf’) € Wi(0,1) & L*(0, 1)}
1
Wiy = {ﬁ = (Ef’) c Wi (0,1) @ Wg(o,l)}
1

D’apres (4.5.13), on a : 141(0) = 1 et »2(0) = 1, donc Ny = 2. On considére
Pespace : Wiy, @ C*. On définit Hy : D(Hy) € Wiy @ C — Wiy, @ C par :

N v,
Bl o | = | 2oy swion
Za W-ﬂ%u’(l)
avecd
U
D(Hy) = ;1 eWH0,1) ®C? | 2 = v(0),2 = v(1)
23

Les opérateurs Hy et Ag sont identiques. Les valeurs propres de Ag sont les
racines de I’équation :
2N AM -1 )\m-l-ﬁ—l.
AM+1 dm+5+1

On a montré que les valeurs propres de Az (ou les racines de A{X)) sont
asymptotiquement simples et séparées.
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Le systéme (4.5.10) étant fortement régulier, donc d’aprés le théoréme 1.2.1
du chapitre 1, Uopérateur Hy = Az a un systéme fondamental de vecteurs
propres généralisés qui forme une base de Riesz de Wi, & C = H'(0,1) %
L*0,1) & C.

Dans le cas ¢ # 1, on ne peut pas appliquer la théorie de Shkalikov, car
I’équation caractéristique pour notre probléme ne rentre pas dans le cadre

d’équation de type Sturn-Liouville, & cause du terme non constant devant

. . 1
A%, Explicitement pg(z) = = # ¢,
a
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Résumé. .

On étudie quelques problémes de stabilisation de systémes gouvernés par des équa-
tions aux dérivées partielles de type ondes ou poutres, avec un contréle frontiére qui
est un bouclage sur 1’état.

Ce travail est constitué de deux parties. Dans la premiére, on détermine le taux
optimal de décroissance de I’énergie par l'abscisse spectrale de I'opérateur associé
au probléme . On utilise pour cela la théorie’ de Shkalikov qui parait mieux adaptée
pour des problémes ou les valeurs propres apparaissent dans les conditions au bord,
ce qui est le cas pour les problémes qu’on étudie. Elle demande une adaptation a
chacun d’entre eux, notamment pour reconstituer 'opérateur du probléme avec sa
base de Riesz formée de vecteurs propres.

On propose quelques applications de cette méthode (poutre avec contréle force,
contréle moment ...). On donne aussi quelques résultats de stabilité uniforme et
non uniforme. :

Dans la seconde partie, on étudie un modéle de pont roulant formé d’un cable flexible
pesant attaché & un chariot se déplagant sur un rail.

On montre, dans le cas d’un contréle linéaire, que la solution tend vers une constante
que ’on explicite en fonction de la condition initiale uniquement. Et que dans le cas
d’un controle non linéaire, la solution tend vers une constante qui dépend de toute
la trajectoire.
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