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Introduction 

L'étude des ensembles de multiples constitue une branche de la théorie 

probabiliste des nombres. Cette étude s'est développée dans les années trente 

avec les travaux de Erdos, Besicovitch, Davenport, et d'autres. 

Nous disposons de deux ouvrages de référence. Le premier est Sequences 

de Halberstam et Roth où sont exposés les résultats obtenus dans la période 

1930-1960. Le second est DivÎsors de Hall et Tenenbaum, où l'on trouve les 

résultats récents, assortis d'une bibliographie complète. 

Avant d'énoncer les résultats du présent travail, nous commençons par 

présenter le contexte dans lequel cette recherche s'insère. 

Soit A une suite d'entiers positifs. 

On définit la densité supérieure (resp. densité inférieure) de A, notée dA 
(resp. dA) par 

1. lA n [0, xJl 
Imsup 
x-+oo x 

(resp. lim inf lA n [0, xli). 
x-+oo x 

Dans le cas où dA = dA on appelle densité naturelle de A, et l'on note dA, la 

valeur commune des deux quantités précédentes. 

L'ensemble des multiples noté B(A), d'une suite d'entiers A est la 

collection de tous les multiples positifs des éléments de A. On a : 

B( A) = { an: a E A, n EN}. 

Il s'agit donc d'unè suite définie par une contrainte multiplicative simple. 

Nous donnons maintenant quelques propriétés élémentaires relatives 

à. la notion d'ensemble de multiples. 

( a) Pour chaque suite d'entiers A, il existe une 1tmque partie A' de A 

satisfaisant les deux conditions suivantes 

(i) B(A') = 13(A) 
(H) AI est primitive; c'est-à-dire a E Af,b E A',a b =} a 1 b. 
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La démonstration de (a) est simple. Commençons par établir l'unicité de A'. 
Si A' et A" vérifient (i) et (ii) on a pour a E A' c B(A') = B(A"), 

a = ka" (a" E A" c B(A'» 

= k}ç'a' (a' E A') 

et d'aprés (ii) on doit avoir k = k' = 1. D'où a E A", soit A' c A"~ De même 
on vérifie A" c A'. L'unicité de A' est donc acquise . 

.. Construetion de A'. n suffit de considérer 

A'= n 
6C.4 

8(6)=8(.4) 

s. 

(b) Si A est fini, alors B( A) admet une densité naturelle, dB( A). 

En effet, si A = {al, ... ,a~l avec k. = lAI, le principe d'inclusion-exclusion 
permet d'écrire 

(1) 

où [nI, ... , ns] désigne le plus petit multiple commun des entiers ni, (1 :::; i :::; s). 
n en découle 

(2) 

Cette dernière expression est en pratique très difficile à évaluer à cause de la 
structure compliquée du crochet. Cependant, si les éléments de A sont deux à 
deux premiers entre eux, on a 

(3) 
k 1 

dB(A) = 1- II(1- -). 
. 1 ai 
1= 

(c) En fait, si A est fini alors, B(A) est une union finie de classes deco1l,gruence 
modulo un certain entier m. 
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Voyons par exemple le cas où A est réduit à deux éléments, a et h, aucun 

d'entre eux n'étant multiple de l'autre. Posons 

m:= [a,bJ 

rI;; := ka 

Sj := j b 

(k = 0, "') (m/a) - 1) 

Ci == O, ... ,(m/b) -1) 

et notons ii (i = 1, ... ) valeurs distinctes de la suite {rdk U {Sj}j. 
Il est clair que 

(4) B(A) = U (mN +ti)' 
O<i5.1 

Nous retrouvons ainsi Pexistence de la densité naturelle de B(A) lorsque A est 

fini. Avec les notations précédentes nous avons 

(5) 
l 

dB(A) = -. 
m 

Indiquons enfin la propriété suivante. 

(d) Si L lia converge alors dB(A) existe. 
aEA 

En effet, soit Ak la suite finie constituée des k premiers éléments de A. 
Ona 

donc 

limsup limsup 
k-+oo x--+oo 

(k -+ +00) 

Cela implique l'existence de dB(A) sous la forme 

(6) dB(A) = lim dB(Ak). 
k-+oo 
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Rappels historiques. 

La propriété (d) ci-dessus donne une condition suffisante pour que d8( A) 
existe. L'étude des critères pour l'existence de cette densité fait l'objet des 
premiers travaux dans la théorie des ensembles de multiples. Besicovitch a 
réfuté en 1934 une conjecture de l'époque selon laquelle tout ensemble de mul­

tiples admettrait une densité naturelle. Son contre-exemple [B34] est basé sur 
le fait que 

(7) lim inf d8 (]T, 2T] n N) = O. 
T-++oo 

Erdos [E35] a montré l'année suivante que la limite inférieure précédente est 
en fait une véritable limite. Il a donné en 1936 la généralisation suivante. 

Théorème A (Erdos [E36)). On a 

(8) d8(lT1- e ,T] n N) $ Âl(e) +Â2(T) 

avec lim Âl(e) = lim Â 2(T) = o. 
e-+O T-++oo 

Définissant la densité logarithmique d'une suite 1) par 

61):= lim _1_","", l/d 
x-++oo log x L....J 

dEV 
d$x 

lorsque la limite existe, Davenport et Erdos ont montré en 1937 le théorème 
fondamental suivant. 

Théorème B (Davenport - Erdos [DE37]). On a pour toute suite A 

(9) 68(A) = d8(A). 

Behrend [B48] a montré en 1948 l'inégalité importante suivante. On a 
pour toute paire {A}, A2 } de parties finies de N 

(10) 

La même année, Erdos a caractérisé les suites dont l'ensemble des multiples 

admet une densité naturelle. Soit A := {al < ... < ai < ai+! < ... } une suite 
d'entiers. On pose 

n<j)(T) := 1 {m $ T : ailm et si ajlm alors j ~ i} 1· 

Le résultat d'Erd& est le suivant~ 
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Théorème C (Erdos [E48J). 

1 

(11) d8(A) existe si et seulement si !~ limsup ~ L B(i)(T) = O. 
T-+oo Tl-"<ai:5T 

Dans toute la théorie, les ensembles des multiples des Inten-alles entiers du 

type ]Tl-e, 11 jouent un rôle important. Tenenbaum [T84] donne l'évaluation 

suivante de la densité dT de 8 (]1", 2T] n N): Nous avons, pour une constante 

absolue positive convenable c, 

(12) exp ( - cJlog2T log3 T) < (logT)<5dT ~ (logz T)-1/2 

avec 8 = 1 - (1 + logz 2)/ log 2 = 0,086 .... 

En fait, ses travaux fournissent le résultat plus général suivant, pour 

l'énoncé duquel nous introduisons quelques notations. 

Etant donnés y,z tels que 2 5: y < z, nous posons 

z =: yl+u = y + y(logy)-,\ et >. = log 4 - 1 + E./.jlogz y. Nous définissons de 

plus les fonctions suivantes 

Q(v):= vlogv - v + 1 (v > 0), 

G( v) := .{ Q CttgV
; ) siv. 5:. la. g 4 ~ 1., 

v si.v > log 4 - 1, 

L( v) := exp Jlog v log'}, 3v. 

Notant H ( x, y, z) le nombre des entiers n 5: x ayant au moins un diviseur 

dans l'intervalle ]y,z], soit H(x,y,z) =/{n 5: x : n E 8(]y,z1 il N) li nous 
avons le théorème suivant. 

ThéorèmeD (Tenenbaum [T84J ; Hall- Tenenbaum[HT88]). 

(i) Si x,y et z sont tels que y,z - y,ç tendent vers l'innni et y <z :$ /X 
alors 

(13) H(x,y,z) =(1 +o(I»x(logy)-.x 

(ii) Sous l'hypothèse 2 $ y < z 5 min(2y, JX) et e borné supérieurement 

on a 

où Cl est une COllstante positive. 
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(iii) Sous l'bypotbèse 1 < 2y $ z $ min(y3/ 2, v'X) on 4, 

(15) 

où S = Q(l/ log 2), C2 désignant une constante positive. De plus, lorsC)ue 

z = O(y), on peut omettre le fac*eur log2(3/u). 

(iv) On a uniformément pour 2 $ y $ z $ x, 

(16) ( logy )' 
H ( x, y, z) = x 1 + 0 ( log z) . 

Hall et Tenenbaum conjecturent dans [HT88] (p. ,,31) que" si x, y, z tendent 

vers +00 de façon que e soit fixe et z $ VX, alors la limite 

(17) F(e) = limx- l H(x, y, z)(logy)À 

existe et est une fonction de répartition sur R. ns fournissent dans [HT90] une 

évaluation de H (x, y, z) à. une constante, multiplicative "près dans le domaine 

e ~-C(log2y)1/6. Cela implique, sous réserve d'existence de la limite F(e), 
que l'on a 

(18) 
1 

F(e) x, 1 + max ( -e, 0)' 

n existe un lien étr:oit entre l'étude. des ensembles de multiplesetlarép4Jr­
tition des diviseurs. Dans cette perspective, nous nous proposons qe dj.scuter 

"brièvement certains résultats ~onnus concernant la structure de la suite d~ 
diviseurs d'un entier normal. Tous sont liés directement au sujet du présent 

travail, soit parce que les énoncés sont précisément utilisés, soit parce que 'les 

techniques de démonstration peuvent être adaptées à. notre contexte. 

Répartition des facteurs premiers. 

Soit n = II pi', Pl $ ... $.pw, la décomposition d'un entier générique 
P~' lin 
l~i~w 

n en facteurs premiers. On sait [E46] que, pour un entier que n normal, 



le j~ème fa,cteurpremier est "de l'ordre" de exp exp j. Les détails de ce principe 

célèbre sont fournis dans [HT88]. On a pour e > 0 et {en) -~ +00 

(19) sup Ilog2 Pf( n) ,,-: j 1:5 1 + ê p.p. 
{(n)S;jS;w(n) ';2) log2 J 1 

Ici et dans la suite la notation p.p. signifie que la relation ainsi désignée a lieu 

pour un ensemble d'entiers de densité unité. 

Dans ce cadre, résultats obtenus montrent une assez bonne répartition 

des facteurs premiers dans .des intervalles qui ne sont pas "trop courts". Plus 

précisément, on a le résultat optimal suivant dû à Erdos en 1969. 

Théorèlne E (Erdos [E69]). Soient y =y( n) et z == z( n) deux suites de 

nombres réels telles que 

. log( (log z ) /log y) 
hm = +00. 

n ..... +oo log3 n 

Alors, il existe une silite d'entiers A de densité naturelle 1 telle que 

(20) liml{P: pin, y < p:5 z}1 = L 
n ...... +oo log (logz)j log y) . 

nEA 

Répartition des diviseurs. 

Désignons par 1 :s; dl < ... < dT = n la suite ordonnée des diviseurs de n. 

Une évaluation de la croissance normale des di découle de l'estimation (19) des 

fadeurs premiers (voir [HT88]; exercice 12, p. 25). On a pour toute fonction 

{(n) -+ +00 

(21) logj ( '. ") log2 dj = l? + 0 JlogJ log3J 
~og _. / 

p.p. 

En principe, toute l'information concernant léS diviseurs d'un entier réside 

dans ses fadeurs premiers. Cependant, l'effet des irrégularités (relativement 

modérées) de la distribution des fadeurs premiers se traduit au niveau de celle 

des diviseurs par des fluctuations locales très importantes autour de la tendance 

générale reflétée par (21). Nous illustrons ce phénomène.par quelques énoncés 

significatifs. 

On désigne par Dn la variable.,aléatoire qui prend les valeurs (log d)jlogn, 

d divisant n, avec probabilité uniforme IJr(n). 

Le théorème suivant montre que la répartition des logarithmes des 

diviseurs d'un entier n est en moyenne la loi de l'arc sinus. 
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Théorème F (DeshotJillers - Dress - Tenenbaum {DDT79]). Pour a: E [0, l]~ 
on a 

(22) lim 1: ~ Prob(Dn ~ 0:) = ~.Aresinva. 
x-+oo x L...J 'Ir 

n~x 

Cependant, le résultat suivant montre qu'une telle loi de répartition Il'est 
.sûrem~t pas valable pour l'ordre normal. 

Théorème G ("Principe d'incertitude", Tenenbaum [T80J'). Soit./J une 
mesure de probabilité sur [0, 1} et soit A une suite d'entiers positifs telle que la 

suite (Dn)ne.A .ait /J pour loi limite. Alors la densité naturenede A estnùl1e. 

Ainsi, le comportement normal des diviseurs présente nécessairement des 
irrégularités. Les trois assertions suivantes mettent ce principe en perspective. 

- Soit 

la fonction d'Erdos-Montgomery. On a [ETSI] pour €(n) --+ +00 

(23) 

(24) 

r(n) 
g(n) > €(n) 

- On a {T79] pour €( n) --++00 

- Notant 

p.p. 

p.p. 

A(n) := max I{d: dln,eu < d ~ eUH}1 
U 

la fonction de concentration associée aux diviseurs, on a [MT84, MT85, HT88] 

pour €(n)--+ +00 

(25) (log2 n)7 < A(n) < €(n) log 2 n p.p. 

pour toute constante "Y < log 2f log{log3/(log3 -l)} = 0,287 .... 

. 1.8. miJloration (23) permet d'exhiber un grand nombre de diviseurs 
consécutifs qui ne .. sont pas proches. Par ailleurs, l'assertion (24) met en 
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évidence l'aspect occasio~meItt: trèslà.c1.tAaDede la suite des diviseurs d'un 
entier normal, alors que l'encadrement (25) dégage un phénomène de forte 
condensation locale: 

Signalons enfin, qu'on peut trouver une descriptihn~mplém.e1itaire<~e 
&tte "cOnlplexîté "du colrtportemenf deS' ffiVi$ëùrsdâns!un ;travit.}ftr~ fé~nt de 
Mendès Franceet~Têtienhaum (Mrnl1~Lès dewcauteursthohtrent' que la 
répartition des diviseurs présente ,une simi~tude i~teme, ètketteritai~sien 
évidence l'aspect fractal de cet etiSeInble:lhïrdduisanf tme rioti6n n.aturelle 
de Dimension. Fr~ctale, ils montrent que l'on peut assigner à. l'ensemble des 
diviseurs d'un entier norni&l'laditnensiÔnlog2:P~éCiS()ris cela. 
Etant donnée une suite A d'entiers positifs, considérons la suite D(A) des sous . 
ensemblès'flriis de'[O, li 

(n,EA) . 

On pose alors . 

( D(A» 1 .. 1' log (T( n)O' l'n) 
p a, = - 1IIlSUp 
. }. ·.an€.il log T( n) 

'",'~:~ mês'{lU .[logd _!~tn)~à,~gd + !T(n)~~J n [O,ll}' . 
.. . .... ·10.,0.2· '. 10.n.2· '. '. '. .. • lIn ·,0, '·0 . 

f \ 

On a le théorème suivant. 

Théorème H (Mendès France - Tenenbaum [MFT91]). n existe une suite 
d'entiers A de densité upité te11eq'4e 1'91iaitPPur tOQt 9 ~ 0 

"' \,' ,,- "'" ." .. '. . , 

(26) p(a, D(A» ==-min(loga~ l:/œ). 

Ainsi, au voisiriagè de'O'{i\fonètion p(œ,D(A» vâut\log2:: é'ès't la. 
dimension fro.ctale de D(A). 
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Deux con je dures d'Erdos. 

On appelle suite de Behrend toute suite A dont l'ensemble des multiples 

B(A) est de densité 1. 

Nous rappelons dans ce qui suit deux l'roblèmes d'Erdos récemment 
résolus. ns sont étroitement liés à la distribution des diviseurs et au sujet 
de la presente thèse. 

Considérons, pour chaque réel ct positif la suite 

Vers la fin des années trente, Erdos a conjecturé que Ao est de Behrend. 
Tenenbaum et Maier ont établi cette conjecture en 1983. Leur démonstration 

fournit le résultat suivant. 

Théorème 1 (Maier - Tenenbaum [MT84, HT88])~ On a 

(27) 
Aa est de Behrend si ct < log 3 - 1, 

Aa n'est pas de Behrend si ct > log 3 - 1. 

En outre, on sait que l'ensemble -différence {log d-log t : dln, tin} possède 
une structure beaucoup plus régulière, malgré les turbulences locales de la 
suite (log d)dln que reflètent les résultats précédents (voir [ET83] et [HTS8], 
Theorem 53). Dans la même optique, Tenenbaum a montré que l'ensemble 

- somme {log d + log t : dln, tin} est moins bien 'réparti que cet ensemble­
différence. Plus précisément, on a le théorème suivant, qui est un cas très 

particulier du résultat principal de [T90a]. 

Théorème J (Tenenbaum [T90aD. On a uniformément pour y> 3 

(28) C2 $ d{n: min pog(dtjy)/ < 1} $ 1 ~~, 
dln,tln 

où C2 est une constante absolue positive. 

Un second problème d'Erdos consiste à chercher des suites de Behrend les 

plus la(:unairespossible. A cet égard, la famille des suites 

(À > 1), 
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composées de bloesdisjoints dont' les œlltm:eM mutuelles tendent très vite vers 

i'infini, fournit un intéressant modèle expérimentaI. 

Datant des années 70, la conjes;ture8(À) d'Erdos affirme l'existence d'une 

valeur critique Ào > 1 telle que YÀ soit de Behrend pour À < Ào et ne soit pas 

de Behrend pour À > Ào~Ce problème.a été'résolu l'année :dernière dans un 

travail commun de Hall et Tenenbaum, qui fournit également une réponse pour 

la valeur critique À = Ào~ / 

Théorème L (Hall- Tenenhaum[HT91D. 

~(29) 0;' est de Behtelld si et seillement si À::; 1/(1 - log 2) = 3, 25 ... 

Enoncé du Problème. 

La motivation 4t'U'présent tta~il'estla résolution d'une conjecture d~Erdôs 

sur les ensembles de multiples. 

On considère, pour n elltierp~tif, l'ensemhlEHies multiples B( n) de la 
suite 

'D(n) := U]d,2d] n N. 
dfn . . 

Erdôs a conjecturé que 

(30) dB(n) = 1 + 0(1) 

L'argumentrl\euristique suivant coIlStitue la motivation iriit'iale d'Erdôs' 

concernant (30). 
Lorsque n et m sont premiers entre eux (hypothèse faite seulement. pour 

simplifier cette argUmentation) on sait que le' nombre 'des p~res {d, t) telles 

que dln, tlm et t :5 2n peut être minoré par . ' 

, 
ou 

U - 2w(n)2w(m,n) 
n,m - , 

w(m, n) := L 1. 
plm. 
l'Sn' 
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Le théorème de Hardy et Ramanujan (1917) énonce que pour presque tout 

entier n on a 

w( n) '" log2 n, 

et l'on peut montrer similairement que, pour n fixé, 

pour tous les entiers m sauf ceux d'une suite de densité tendant vers 0 lorsque 

n -+ 00. Donc, pour tout entier n d'une suite conven~ble. de densité wùté, 

on a 

Un,m = (log niog4+O(1) p.p. 

En supposant une répartition uniforme des quantités Ilog(tld)1 où tlm, t < 2n 

et. dln, on s'attend donc à ce que l'intervalle [0, (logn)-À] contienne une quote 

- part de 

valeurs distinctes jlog(tld)l. La relation (30) signifie simplement que cette 

quote-part est supérieure ou égale à 2 lorsque À = O. 

En fait, cet argument conduit à une version quantitative de la conjecture 

initiale, que l'on peut énoncer sur l'une des formes suivantes. 

(i) on a pour À < log 4 - 1 

(31) d8(U]d,(1+(lognrÀ)d] nN) =1+0(1) 
dln 

(ii) il ezi8te pour chaque 0 :5 À < log 4 - 1 une 8ui.te A de den8ité 1 telle 

que l'on ait pOUT tout n de A et pre8que tout m 

(32) 
/{ (d, t) : dln, tlm, ll(dt)2 = 1, pog( dlt)1 < (logn)-À }/ = (logniog4-1-À+e(n) 

où e( n) -+ 0 quand n -+ +00. 

Nous établissons (i) dans ce travail et, en fait, on pourrait montrer (ü) par 
la même méthode. 
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Résultats obtenus. 

Dans le chapitre 1 de ce travail, nous confirmons cette conjecture par un 

résultat plus précis. Considérons pour n entîer strictement positif et ..\ réel 

positif ou nul, l'ensemble des multiples B>.( n) de la suite 

V).(n):== Uld, (1 (logn)-À)d] Il N, 
dln -

et notons Q( ex) := ex log ex - ex + 1 (a > 0). On a le résultat suivant. 

Théorème 1. On a. pour 0 :s; À < ..\ '" := log 4 - 1 

(33) p.p. 

a.vec f3 = (1 + ..\)j log 2) -1 et où CÀ est une constante positive, dépendant 

uniquement de À. 

Le chapitre 2 est consacré à l'évaluation de la densité dBÀ(n) lorsque 

..\ > ..\ '" := log 4 -1. Dans ce domaine, nous montrons que la densité en question 

tend vers 0 presque partout (ce changem~nt brutal de la probabilité rappelle la 

loi du 0-1 de Kolmogorov) et qu'il existe un seuil critique ..\ ** := log 8 -1 pour le 

paramètre ..\ marquant un nouveau changement de comportement asymptotique 

pour dB>.(n). Plus précisément, on a le résultat suivant. 

Tbéorème 2. On a 

(34) 

où l'on a posé 

F(À) = {~(f3) 
À -log2 

dBÀ(n) = (logn)-F('\)+()(l) 

si 0 :s; >':S; ..\'" == log4 - 1, 
si ..\ '" < >. :s; ..\ ** = log 8 - 1 
si ..\'"'" < ..\. 

Remarque. La fonction F est dérivable sur [0, +00[. 

avec f3 = ~ - 1 lQg 2 , 

Dans le dernier chapitre, nous nous intéressons à la question des termes 

d'erreurs. Il s'agit d'estimer le nombre des entiers n exceptionnels, au sens où 

la densité dB >.( n) n'est pas proche de 1. 
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Théorème 3. Soient 0 :::; À <À* = log4 -1,0 < e < 1/2 et x 2:: xo(À,e). 
Posant 

N(x,À,e) :=I{ n:::; x: dB~(n) < 1- e }I, 
on a 

(35) 

avec f3 = (1 + À)/ log 2) -1 et où c~ désigne une constante positive dépendant 

de À. 

Voici quelques interprétations de ces résultats. 

1 -Interprétation géométrique. 

Une conséquence géométrique simple du théorème est la proposition 

suivante. 

Donnons nous au hasard un rectangle de longueur m et de largeur n 

Alors, quitte à retrancher une bande, "relativement petite", q~ !'un~ des ses 
extrémités, la figure admet avec probabilité 1 un quadrillage régulier en carrés 

d'arête entière 2:: 2. 

avec 

(36) 

8 

o < 6.8 :::; (log n )1-10g 4+e 
8 

, 

6.8 

(e >0) 



En outre, l'affirmation tombe en défaut si on impose une réduction de l'erreur 
t:.s 

relative - en remplaçant ê par -ê. 
S 

2 - Interprétation probabiliste des valeurs critiques À'" et À "'* . 
Considérons, pour x entier, l'espace probabilisé !lx = {1, ... ,x} muni 

de la loi uniforme VI: et la suite (Ç,:t}d~l de variables aléatoires définies par 

çct(n) := {1 s~ dln, 
o SlUon . 

Notant H(x, y, z) le nombre des entiers n ::; x ayant au moins un diviseur d 

dans le sous-intervalle Jy, z] de ]0, xl, on a 

Intuitivement, plus l'intervalle ]y, zJ est petit plus les çct se rapprochent de 

l'indépendance. Cette dernière hypothèse implique 

Prob ( max Çd = 1) = 1 - Prob ( max Çd = 0) 
lI<d'50z 1/<4$:: 

~1- fI (l-;[~J). 
y<d5.:z 

TI s'ensuit 

(37) 
l z-y 
--H(x,y,z) ~-. 
x y 

Remarquons en outre que l'inégalité de Behrend montre qu'on a toujours 

la majoration 

(38) 
l z - y 
-H(x,y,z):5 (1 +ê(Y»-
x y 

( lim eCy) = 0). 
1/-+00 

Posons z = y(l + (logy)-À). Le théorème D montre que l'approximation (37) 

est effectivement valable si, et seulement si, À > log4 - 1, ce qui représente 

donc le 15euil d'indépendance pour ce problème. 
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Considérons maintenant 

'D),(n) := U] d, (1 + (log nr-À)d] n N, 
dln 

pour x ~ Xo ( À, n) désignons par H ( x, 'D >. ( n )) le nombre des entiers m:; x 

ayant au moins un diviseur dans 'D),( n), L'hypothèse d'indépendance des 

, (t E 'D).( n)) implique 

(39) = (lognyog2->,+o(1) 

car en utilisant la majoration 

f.\(n) :s; (logz n)1+o(l) p.p. 

déduite de (25), on montre facilement que 

(40) I: lÎm = (10gnyog2->,+o(1) 

mE'VÀ(n) 

p.p. 

p.p. 

Ainsi, la valeur À ** = log 8 -1 de À du théorème 2 peut être interprétée comme 

le seuil d'indépendance des et,(t E 'D).(n)). 

(41) 

De plus, en écrivant 

max et = max max çt 
tE'VÀ(n) dln d<t:5(1+(logn)-À)d 

= ma..x ç; disons, 
dln 

on voit que, pour À < À ** , les ç;i ne sont plus indépendants, alors que, pour 

chaque dln, À* représente, au vu du théorème D, le seuil d'indépendance des 

et, pour d < t :s; (1 + (logd)->')d. 

Nous proposons d'exposer dans cette dernière partie les méthodes et les 

techniques essentielles utilisées pour les démonstrations de nos résultats. La 

minoration de I-dB À( n) donnée par le théorème 1 est la plus difficile à montrer. 

Elle est en fait obtenue par une série d'améliorations succesives, relatives à un 

énoncé de base confirmant de manière non effective la conjedure (30), et que 

nous énonçons maintenant. 
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Proposition o. Pour tout réel T > 0, il existe une suite A ;::;;: A(T) C N et il 
existe deux fonctions 110 et 111 tendant vers 0 lorsque T -+ +00 te11es que 

(i) dA(T) ~ 1 - 11o(T) 

(ii) n E A(T) =? d8(n) ;::: 1 - 'r/l(T). 

On peut établir ce résultat par la technique de Maier et Tenenbaum (MT84] 
et [HT88J. Explicitons les étapes essentielles. 

Notons 

l3(n):= I3(UJd,ed] n fi), nk:= II p. 
dln pIn 

p:::;expe" 

L'idée de base est de majorer la probabilité conditionnelle 

où 1 = l( T) est un paramètre entier. 

Cela nous mène à établir une relation de récurrence pour les fonctions de 

compte 

où 

x.~ Xo(n) et V(u, v,z) ;= 

dlu,tlv 
O<z-log(djt)9 

mk(n) := II p. 
plm,pln 
psexpek 

Introduisons alors l'ensemble CC n, m) des z tels que V( n, m, z) > 0, et désignons 

par À( n, m) sa mesure de Lebesgue. Posons 

r"'(u,O):= LP(dldi6 • 

dlu 

L'inégalité suivante, obtenue par une technique d'analyse de Fourier et valable 

pour tous u,v tels que (u,v) = 1, permet de minorer À(nk,mk(n)) 

1+00 2 

4w (uv) == ( -00 V( u, v, z)dz) 



-18-

, Des teehniques,"reposant sur l'évaluation de moyennes pondérées ,de fouctions 
multiplicatives positives ou uulles permettent pour chaque k d'obteuir 

l'estimation quasi optimale 

si n est fixé dans une suite convenable d'entiers de densité proche de 1 et pour 

tout m $ X sauf au plus e(T, n)X avec lim e(T, n) = O. Cela foUrnit la 
T ....... +oo 

minoration . 

(42) 

Cependant, on ne peut obtenir de relation de récurrence sur les cardinaux 

M(n,k) que si (42) est réalisé simultanément à n et m fixés pour un grand 
nombre de valeurs de k. Pour établir cettepropq.été, il faut étudier de façon 

assez approfondie la distribution locale des facteurs premiers des 'entiers 
"normaux", et en particulier montrer que l'on a assez souvent 

pour tout ct fixé dans JO, 1[. n faut également montrer que des intervalles "très 
courts" contiennent au moins un fadeur premier - cf. Lemme 1.2.5 - et 

vérifier un certain nombre d'autres conditions que nous ne détaillons pas dans 

cette introduction. 

Ces difficultés techniques étant surmontées, on peut construire une sous 

suite M ( n, k j) satisfaisant à 

(43) M(n, kj+I) $ (1- e(T))M(n, kj) + 7J(T)X. 

avec 7J(T) ..... 0 quand T ..... 00. 

On parvient donc au résultat souhaité 

1 
XM(n, kJ(n») = 0(1) p.p. 

si le nombre J(n) de valeurs admissible de j tend vers +00 avec n E A(T). 



-19-

La relation (43) est obtenue en construisant explicitement, grâce à la 

minoration (42) tUle sui te cl) entiers m comptés dans Al ( n, k j) mais pas dans 

M(n, kj+l)' 
Le résultat quantitatif 

dB(n) ;::: 1 _ e-cy'log2 n p.p. 

découle d'une. étude statistique 

Lemme. 1.4.3 par exemple 

l'ensemble des kj satisfaisant (43) - cf. 

Remarque. Soit A une suite finie d'entiers. Posons 

Ona 

(44) 

rem, A) := L 1, 
tlm 
tEA 

I(A) := L lia. 
aEA 

lim Xl L r(m,A)= I(A). 
X-+oo x. m< 

Au vu de cette relation, on pourrait être tenté de croire que la densité dB(A) est 

fortement liée à la valeur I(A). Il n'en est rien, en réalité, et la considération des 

ensembles D>.( n) fournit à cet égard une intéressante classe de contre-exemples. 

On a 

l(D>.(n» = (lognr'>'+logHO(1) p.p. 

et 

(45) dB ) . .( n) == 1 + o( l ) p.p. (0 ~ ). < log 4 - 1). 

Cependant, si nous posons pour 0 ~ ). < log 2 

on a 

A~1)(n):= ]2,exp {(logn)->'+IOg2}] nN, 

A~2)(n):= lnexp{ -(logn)->'+log2},nl nN _ J 

(j = 1,2,n ~ +00) 
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alors que le théorème D implique 

(46) 

(47) 

Il faut encore souligner que la similarité de comportement de 
dB.x( n) et dB (A\l) (n)) pour 0 ~ À < log 4 -1 ne provient pas de la présence de 

"petits" entiers dans V,\(n). En fait, la méthode conduisant à (45) montrerait 

également que l'on a pour tout ê > 0 

(48) u 
dln 

d>exp(log n)l-e 

] d, 2d] n N) = 1 + o( 1 ) p.p. 

La comparaison de (47) et (48) fournit donc un exemple de deux suites finies, 

de mesures logarithmiques voisines, et dont les éléments ont des logarithmes 

"proches" (c'est-à-dire de la forme (logn)1+0(1)) mais dont les ensembles de 

multiples ont des densités aussi éloignées que possible asymptotiquement. 



Notations, Définitions et Conventions 

Les lettres n, m, u, v, i,j, k, 1, oS et v désignent des entÎérs positifs. 

x, X, y, Z, a, /3, 1), À, B, 7] et e désignent des réels positifs, C, Co, Cl,' .. sont des 
constantes absolues positives. 

P, q désignent exclusivement des nombres premiers. 

On note "1" la relative divise. 

pi lin signifie j est la valuation p-adique de n et j ::f O. 

Une somme (resp. produit) portant sur l'ensemble vide est nulle (resp. 
vaut 1). 

Le plus grand diviseur commun de m et n est désigné: (m,n). 

Le plus petit multiple commun de met n est désigné: [m, n]. 

w(n) est le nombre des facteurs premiers de n. 

n( n) est le nombre des fadeurs premiers de n comptés avec leurs ordres 
de multiplicité. 

!p( n) est le nombre des entiers m ~ n, qui sont premiers avec n. 

{ 
(_l)w(n) 

p( n) := 

o 

si n est sans facteur carré, 

SInon. 

Le plus grand (resp. le plus petit) facteur premier de n est noté P+(n) 
(resp. P- ( n)) ; par convention : p+ (1) == 1, P- (1) = +00. 

qt (x, y) désigne le nombre des entiers n ~ x tels que P+ ( n) S; y. 

<1>( x, z) désigne le nombre des entiers nS; x tels que P- (n) > z. 

0( x, y, z) désigne le nombre des entiers n S; x tels que II pi > z. 
pi lin 
p'5;y 

Si f et 9 sont deux fonctions arithmétiques réels (c'est-à-dire définies de 
N dans IR.) alors, 

f * g(n) :== L f(d)g(njd) 
dln 
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Nous introduisons les notations et les définitions suivantes: 

nk:= II p, 
l'In 

p:S;exp el< 

m(n):= II P, 
pjm,p,fn 

w(n;y,z):= L 1, 
pi lin 

y <;:r5,z 

r*(n,8) := I: ,u(d)2diB 

dln 

w(n,x) :=w(n; l,x), 

fl(n,x):= O(n; l,x), 

avec we(n) := w(n, exp 1/8), 

p( n, k, y) := min {p : pin et p > exp(yek)} avec la convention min 0 == +00, 

V(tt,V,Z,17):= I{(d,t): dltt,tlv,,u(dt)2 =1,0 < z -log(dlt)::; 17}I, 

\l( tt, V, 17) := V( u, v, 0,17) = 
dlu.,tlv 

o <log( t 1 d):S; 1/ 

t( tt, V,1]) := U log ( djt)+10,171· 
dlu,tlv 

Jt(dt)2:::1 

Pour toute partie A de N, on note: A le complémentaire de A dans Net 
lA la fonction indicatrice de A. 

Toute dépendance en fonction d'un paramètre A de Rn des constantes 
impliquées par les symboles ~ de Vinogradov et 0 de Landau sera mentionnée 
par ~A ou OA' 

[x] désigne la partie entière de x. 
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logk est la k -ième itérée de la fonction logarithme, définie par : 
log} x := log x et logk+l x := log logk x (k 2: 1). 

Nous avons utilisé le signe 0 pour visualiser la fin d'une démonstration 
ou d'une remarque. 



Chapitre 1 

Estimation de dB l (n ); 0:5'\ < ,\ * 

§ o. EDone' des résultats. 

Considérons pour n entier ;:: 1 et l réel';:: 0, l;ensemble des multiples 
BA(n) de la suite 

Pl{n), :-Uld, dexp(logn):-.\] A N~ 

"1" 

Désignœs par'Q la fonction, ~nie,~ 
~l :; ;" . .: jJ ~.'~ '. " ': 

Nous nous proposoos de dêmontrer le résultat, sui'Yltat. 
, . ,- ~ ':' ,;,i':: 

Théorème 1. 00 a pour 0 :S l < 1- :-1014-1 

1 - e-e.\y4Oa,~S dB.\(n) :S~·:;'(loànr .. q(lJ,+o(l) p.p. 

où p := «1 + 1)jlog2) - 1, CA est tme COIJBtante positive,·d6pentlaDt UDiqu~ 
ment de 1. 

L'encadrement ci-dessus de dS.\(n) sera en fait obtenu en établissant les 

~. prQP·OfÎt~ suivant~, qui do~t ~ti~Jlt..1. m.inor,~iOl:l,.et la 
" , ,~ '-", '.'1', , . ," ,,', , '" -\~' ',_ 0-,., '., " A \ - _ ,~_ '. ~ A," , - _ • _ ' A 

majoration. 

Proposition 1. Pour tout 0 S l < log 4 - 1, il existe c.\ > 0 tel que 1'on ait 
powX ;:: z ;:: zoC À) 
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Notons pour À ;:::: 0 

B~ (n ) l'ensemble des multiples de U ] d, d t5). ( d)] n N. 
dln 

Nous obtenons le résultat 

Proposition 2. On a pour 0 :;: À :;: log 4 - l 

dB~(n) ::::; 1 - (logn)-Q(fj)+a(l) p.p. 

avec f3 = ((1 + À)jlog2)-1. 

Nous commençons par présenter les lemmes nécessaires. 

§ 1. Lemmes généraux concernant la répartition des nombres 

premiers et les fonctions arithmétiques. 

Lemme 1.1.1 (voir[T90]). On a pour x ;::: 2 

le théorème des nombres premiers : 

(1.1) 

la formule de Mertens : 

(1.2) 

Le résultat sùÎvant est une conséquence du théorème des nombres premiers. 

Lemme 1.1.2. On a pour 0 < ê < 1 et 2 < Y < z, 

(1.3) 

Démonstration. D'après le théorème des nombres premiers, nous avons 
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(1.4) L I 1:: dx 'l z 1 dOC -.jlogx) 
--_. < T -- xe 
pl-e ~ x 1 -1': log x xl-e: • 

y<p~z y y 

L'inégalité (l.3) découle immédiatement de l'égalité (lA), en utilisant le change­

ment de variable : Xl = ê log x dans la première intégrale et· en intégrant par 

parties la deuxième. 0 
On applique aussi le théorème des nombres premiers pour obtenir l'évaluation 

donnée par le lemme suivant. 

Lemme 1.1.3 (voir[T90}, p. 381). Soit f une fonction 27r-périodique, à 
variation bornée sur [0, 2nJ et de valeur moyenne 

l 12
1!' 7:= ? f(x)dx. 

Mn 0 

Alors, pour tout triplet (8,w,z) de réels tels que 8 =1= 0, 1 < w < z on a 

(1.5) '" - log z {V(n ~ f(81ogp)/p = flog (-1 -) + 0 (18\1 ) + (M(f) 
< ogw ogw 

w<p_z 

+(1 + 16I)V(f»)e-.jlOgW} 

où l'on a posé 

121!' 

Al(f) := sup !f(x)1 et V(n := 1 d/(x)l· 
x 0 

Le lemme suivant dû à Halberstam et Richert [HR79] et généralisant th"} 

résultat de Hall, nous sera très utile. 

Lemme 1.1.4 (voir{T90]). Si f est une fonction multiplicative, positive et à 

laquelle on peut associer un couple CÀ}, ).2) de R.+ x [0,2[ tel que pour tout 

nombre premier p et pour tout entier j > 0 on ait 

alors, pour tout réel x :2: 2 

(1.6) 



- 27-

Les deux lemmes qui suÏvent sont posés comme exercices dans [T90], p. 61. 

Lemme 1.1.5. Soit f une fonction aritbmétique, multiplicative, telle que 

f *' I"t ~ O. On a pour x 2:: 1 

(1.7) L f(n) x II (1 - p-l) L f(pV)p-v. 
n:S;x O:S;1I9og x/iQSl' 

Démonstration. Posons 

l(n) := l pour tout nE NI!<. 

L'équivalence 

entraîne 

L J(n) = L L g(d) 
n<x n:S;x dln 

= Lg(d) L 1 
d:S;x md:S;x 

= L g(d) [xjd]. 
d:S;x 

La positivité de 9 implique que la dernière somme en d est inférieure ou égale à 

o 
l':S;a: O:S;v:Slog xflogp 

Nous faisons appel au lemme précédent pour montrer le résultat suivant. 

Lemme 1.1.6. Soient y > 1, x > 1. On a 

(1.8) 

pour tous les entiers n ::; x sauf au plus ~ x exp( _eC11J ). 



- 28-

Démonstration. Posons pour c.haquea ::.:: l 

!a(n):= (n<p(nr 1 )\ 

go. :== fa * 1-'. 

Ona 

si li 2:: 

si li == 1. 

Par application du lemme 1.1.5, il suit 

Posons 

Ua(p):== (1-~) (1 + _ ... 1 1 (-L ... 1t) p p- p-

Va(p) := ~ (( -L)a -1) 
P 'p-l 

de sorte que 

Ua(p} = 1+ Va(p), 

Puisque 
a 

Va(p) ~ -;;; si P > a , P~ 

alors 

exp L Va{p) <: 1 
p>a 

et, puisque 

Ua(p) = (_p_r(-L)-a-l +~) ~ (-p-r, 
p-1 p-l p p-l 

. II (1 + Va(p)) ~ II (p ~ 1r· 
pSa pSa 
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Nous avons par conséquent uniformément en a, 

L fa(n) <t: x(c21og(a + l)r· 
n:$x 

Nous en déduisons 

\{n: n:5 x,n~(n)-l > y}1 :5 y-a L !a(n) 
n:$x 

( y \-a 

X c2log( a + 1)) . 

Nous achevons cette démonstration en choisissant 

a = { ;ClY _ 1 avec Cl = 1/( eC2) 

D'où le lemme 1.1.6 

81 y:::; 3C2, 
SI y>3C2' 

o 
Les estimations données par les deux lemmes suivants, sont des résultats 

classiques de la théorie du crible. 

Lemme 1.1.7 (voir [HT88], p. 11). On a pour x 2.': 2z 2.': 4, 

x 
(1.9) 4!(x,z) x "1-' 

ogz 

Lemme 1.1.8 (voir[T90], p. 437). On a pour x 2.': z 2.': y 2.': 2, 

logz 
(1.10) 8(x,y,z) <t: x exp ( - 21ogy)' 

§ 2. Lemmes concernant la répartition des fadeurs premiers ou des 
diviseurs. 

On pose 

w(nk(U)):= L 1, 
p!n,p%u 
p:$exp el: 

Q( 0:) :=0: log 0: - 0: + l 

Lemme 1.2.1. Soient 0:, b, u, k et x tels que 

u ~ 1, 0 < a < 1 < b :::; 2 et 1 :::; k :::; log2 x. On a 

(2.1) 

pour tous les entiers n :::; x sauf au plus 

(0: > 0). 
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Démonstration. Le nombre des entiers ft x ne vérifiant pas (2.1 ) m,dépasse 

pas la quantité 

)"" aW(nk(u»)-ak + bw(n,.)-6k. 
~ 

n$x 

Or, d'après le lemme 1.1.4 ona 

LaW(nk(U)) ~xexp{ I: (a-l)/p + LI/p}. 
n$x p$expek plu 

D'une part, on a 

L Ijp $; L1ogl/(1- p-l) = log (u/'P(u». 
plu p!u 

D'autre part, la formule de Mertens entraîne 

Il vient 

De même on vérifie 

exp { L (a -l)jp} ~ e(a-l)k. 

p$expe lc 

LaW(nk(u»)-ak ~ xwp(u)-le-Q(a)k. 

n$x 

L 8w(n k )-Sk ~ xe-Q(S)k. 

n$x 

Le lemme suivant s'inspire du Lemma 51.2 de (HT88J. 

o 

Lemme 1.2.2. Soient 1 $; T < k $; log2 X, U 2:: 1 et 0 < a < 1. La minoration 

(2.2) 

est satisfaite pour tous les entiers n :s; x sauf au plus 
~ x u 'P(u )-lQ( a)-le-TQ(a). 
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l)~mpmtration. NotonsC(x) le nombre des entiers. n ~ x ne vérifiant pas (2.2). 
il est clair que 

C(x) ~ L L aw(n.(u»)-w(n. __ (u»)-as 

n$xT$s$k 

~ L e-asloga L aw(n.(u)}-w(nk-".<u»). 

T$s$k n$x 

D'après le lemme 1.1.4, la somme intérieure est, à. une constante multiplicative 

près, majorée par 

x exp { L (a - 1 )/p} ~ x exp { L (a - 1 )/p + L l/P} 
plu p plu 

k-s<lolh p$k k-,,<log2p$k 

<:: xucp(u)-le(a-l)". 

On obtient donc 

D'où le lemme 1.2.2. 

C(x) <:: xucp(u)-l L e-Q(a)s 

'J'$s$k 

<:: xucp(u)-IQ(a)-le-Q(a)T. 

o 
Lemme 1.2.3. Soient c une constante suifisamment grande, 0 < a < 1, 

x ~ xo(a), Ta = c(l - a)-21og (2/(1 - a»). Pour tout entiers h, 
Ta ~ h ~ log2 x, et tout ensemble d'entier K- C [h,log2 x] satisfaisant à. 

(i) 

(ii) 

on a 

IK-I > c 

min Ik' - kl ~ h 
k,k'EJC 
kpk.' 

pour tous les entiers n ~ x sauf au plus xucp(u)-le,-fJCI. 
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Démonstration. Posons T := Ta. NotonSO"l(n) le:me:mbre de gauche de 

l'inégalité (2.3) et, 

Il est clair que l'on a pour tout entier 1 2:: 1 

I{n: n:::; 

Intervertissant les signes sommes et produit on a 

(2.4) 

I{n: n :::; x,Cf1(n) è:: 1}1·~ L L L il aW(nk(u))-w(nk-O/e{u))-Qs/e 

'Hel( (sAJ .. ,::", e{T,.·;,h}1 n5x kE'H 
l'HI=I . -

avec (SOkE1i:= (8k u '··,8kl ) H:= {k1 < ... < kil· 

Fixons momentanément He K, IHI == 1 et (8khE1i C {T,···, h }'. Puisque 

les intervalles]k - h,k],(k EH), sont deux à deux disjoints on obtient, en 

appliquant le lemme 1.1.4 

L II aw(n/e(u»)-w(nk-Ok(tt)) ~ x exp (2.': Sk + Sk) 
n$x kE1i k<!:1i 

où l'ana posé 

Sk := 

S' '-k ,-

li est clair que 

et que pour tout k E 'H. 

L (a-l)jp, 
p 

k- sk<log2P 5 k 

I: (1 - a)jp, 
plu 

k-Sk < IO~hP 5k 

L Sk < log(Wp(U)-l) 
kE1i 

(k E 'H.). 
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L'inégalité (2.4) entraîne par conséquent 

Hn: n S X,(11(n) 2:: 1}1 ~ c;xu<p(U)-l L L II e-Q(a)s/c 

nCK (skhE1iC{T,.··,h)' kE1i 
11i1=1 

(2.5) :5 c~xU(p(u)-12IKI{eTQ(a)(1_e-Q(a})}-I, 

cela achève la démonstration puisque l'on a en particulier pour 

T = c(l - a)-21og (2/(1 - a)) avec c convenable 

de sorte que le dernier membre de (2.5) est majoré par la quantité 

x urp( u )-le-1K1 pour 1 ~ [1A:I/lO]. o 
Lemme 1.2.4. n existe une constante absolue Xo telle que l'on ait pour 

x ~ Xo et tout ensemble d'entiers A: C [31oga x, logz $] satisfaisant il. 

IKi ~ Xo et min Ik - kil> log lA:I 
k,k'EK 
k#k' 

(2.6) 

pour tout les entiers n:$ x sauf au plus xe-!KI. 

Démonstration. Soit 1 = !KI. Notons k1 < ... < kt les éléments de A:. Posons 

pour i E {l,···,l} 

li := [1/20], 
0"2(n) := I{k E K : lognk :5 50ek }l, 
a2(n) := 1- (12(n) = I{k E A:: lognk > 50ek }l. 

Si l'entier k = k i avec i :2 2 de K est compté dans oz( n), on a soit 

( n.) lognL. >41ek'- 1 
... -1 

soit 

(b) 



- 34~ 

de sorte que l'on peut écrire 

(2.7) 

OÙ ô'~a)(n) (resp, ô'~b)(n» désigne le nombre desinruces i de {2,·'· ,l} tels que 

(a) (resp. (b)) soit réalisé. 

Par le lemme L L8, on a 

"" 1 < ~ '"" _(a)( ) L.J - li ~ <72 n 
n<x n'$;x 

~")(-;r?:l' 

(2.8) ~ :'2: e(x,expek ,exp(41é)) < xe-1- 1 • 

kElC 

Par ailleurs, si l'indice i est compté dans ü~b) (n), alors 

log ( nk;/nki_l) > 50ek; - 41 eki - 1 

car ki - ki-l > log l, 
n suit 

. > {50 - 41e-(k.--ki-d}eki > 46é· 

L 1 ~ L L e-461' ITCnk.!nk._1 )lhli. 
n<x n;$x lC{2,'··,I} iEI 

O'~b)(-;)?=l' 111=1' 

Fixons le {2,"', l} avec III = l', et notons 

f(n \ '- I1(n I~ )l/y; J'- 'kil"ki~l'", 

iel 

Soit p un nombre premier. S'il existe i El tel que 

expek.- 1 < p ~ expeki , alors f(pll) ef(p) = pl/Yi ~ 3; 

sinon f(pll) = f(p) = 1. Comme en plus la fonction f est multiplicative alors, 

par le lemme 1.1.4, on a 
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Or, d'après le lemme 1.1.2, on a pour tout i E {2,· . " I} 

0'011 

Il suit par conséquent 

(2.9) 

L feu) <: x e41'. 

n::;;x 

L 1:::; x21e-40I' x 
n<x 

7i~b) (-;) ~l' 

En réunissant (2.7), (2.8) et (2.9) on obtient le lemme 1.2.4. 

Avant d'énoncer le lemme qui suit, rappelons la définition suivante: 

p(n,k,y):= min {p: pin et p > exp(yek )}. 

o 

Lemme 1.2.5. Soient x, y, h et K tels que h ~ Xo (xo étant une constante 

absolue, suffisamment grande), 1< Y <e-20 - h log x, K une suite d'entiers de 

[h,10g2 x -log(e20 y»), IKI ;::::xo et min Ik - k'i ~ 20. ana 
k,k'EIC 
k#k' 

(2.10) 

pour tous les entiers n :::; x sauf au plus x e- iICI . 

DémonJtration. Posons 

1:= [1.q/lO], 
U3( n) := 1 {k E K ; pen, k, y) :::; exp(y ek+20 )} l, 
a3( n) := IICI- a3( n) 

et pour chaque k E K 
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Soit X k la fonction multiplicative· définie par 

Il est clair que 

I{n:::; x :GT3(n) ~ ,:::; I: 2: il Xt.;(n). 
n<zrlClC kErl 
- l?il=l 

D'après le lemme 1.1.4, on a pour chaque 'fi c K:, 

car C k n C k' = 0 si (k, k') E K:,2 et k =1 k'. On obtient donc pour h assez grand 

I{n ~ x: 0'3(n) ~ I}I ~ x21lCle-191 

~ xe- llCl • o 

Dans cette dernière partie du présent paragraphe, nous allons établir des 

lemmesessentieUementutiles dans la preuve de la proposition 2. 

Le résultat combinatoire suivant êst un outil important dans l'étude des 

suites d'entiers m ayant une quantité fuœ de facteurs premiers. 

Lemme 1.2.6 (voir(HR66}, p. 147). Soient n ~ 1, (Xl"~',Xn) E (lR+)n. 
Posant pour chaque entier le de {l,"', n} 

on a 

IC{l,"',n} iEI 
II1=!.: 

S > {l- .( .. le. ) ... E~=l Xr} st 
k -2 Si le!' 
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Nous désirons maintenant réserver certaines notations. Soientn~' 4, 
(3 e]O, 1] et U une fonction croissant vers l'infini avec 

U(n) = exp(logn)~(") où e(n) -+ O. 

Désignons par M(n, (3, U) la suite formée par les entiers m tels que 

(i) 

(ii) 

P-(m) > U(n) 

O(m, n) ~ (310g2 n. 

Rappelons: Q({3) := {3log {3 - (3 + 1. 

Lemme 1.2.7. n~xiste un entier N({3) tel. que pour tout n 2: N({3) 

(2.12) 

Démonstration. On voit que tout élément m de M(n,{3,U)\{1} peut s'écrire 
sous la forme 

m=st 

tels que 

.• tqus l~~ f1i\Cteurs premiers de s sont d~ nn~rva.lle·· }U( n)"nJet en 
comptant leur ~~e .. de lllultiplicité,.leurnqmbrene dépasSépa.s,81ogt n . 

• t n'a pas d~ facteur premier in;férieur il, n~ 

D'où, il ressort. qlle pour X 2: 1 

IM(n,{3,U)n (O,XJl2: L LP(s)2 2: 1. 
1~k~.alQg2" - t'5:X14 

P-(t»" 

Choisissons l'entier N(f3) aussi grand qu'on veut et considérons 

n 2: N(f3) et X 2: n". 

La dernière somme portant sur t est d'après le lemme 1.1.7, minorée à une 

constante multiplicative près, par X/(s logn). Par suite, le lemme 1.2.6 

entraîne 

1 .. l' { . log n 1} k 

.dM(n,{3,U) ::> 10 n L kt log (10 U(n») + 0(10 U(n») . 
g 1~k~.alog2" g g 
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Ce qui fournit en particulier 

l , 1 {logn l }[PIog2 nl 
gM( n'ta, U) ~ -1 -' [,81 JI log (1 U( )) + O( IUC -») . , , og n og2 n . og n og , n 

Or, la formule de Stirling montre que pour n >N{(3) 

Par suite, on a 

et le lemme en découle d'une façon claire. o 
Lemme 1.2.8. Uniformément pour 8 > 0, 0 < el < 1/2, 0 < {3 ::s l et 

X;::: n 2: 4, 

(2.13) { logt } 
max n(m, t) - ;3 log 1 U() ::; S 

U(n)::;t$n og n 

pour tous les entiers mde jVi(n,fJ, U)n[O,X] sauf au plus 

Dérnon~tration. Soient 1 :::; z ::s 3/2, 0 < ct ::s 1. Posons 

M := M{n,j3,U), 

? [ ,logn J 
R:= log(logU(n)) + l 

tk := exp (ek logU(n)), (O::S k::; K) 

et 

E:= L {l: O~~K (n(m,tk) - fJ(k -1») > s}. 
mEM - -
m$X 

Nous avons 

E::; z-s L z-fJ(k-l) L z{}(m,1k) 

O<k<K mEM 
- - m$X 

-P(k-l) 
Z 

m$X 
P-{m»U(n) 
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Cette dernière somme intérieure est d'après le lemme 1.1.4 

Donc 

<: 10 ~(n) exp { L azjp + L (a -l)jp} 
g U(n)<p9. t.<p~n 

X (logtk t~Z-l (logn )a-l 
<: 10gU(n) 10gU(n) logtk . 

E <: X(10gn)a-1-.8 1og a (1ogU(n»)-a z-s L ekL(a,{J,z) 

O~k~K 

où 1'on a posé 

L(a, {3, z) := a,Z - œ.:... {3logz. 

Le choix 

a = {3 et z = 1 + ê 1 

implique alors 

L(a, {3, z) = (ël -log(l + ed).8 

et 

L ekL(a,.8,z) <: {3-lëï2 ( logn ) (et-IoS(l+et».8. 
O~k~K 10gU(n) 

Soit maintenant t E]U(n),n]. n existe k,(O :5 k < K), tel que 

tk < t :5 tk+l. Donc, si m n'est pas compté dans E alors 

n(m,t):5 n(m,tk+Ù 

:5 {3k + s 

<{3 (logt) 
- log logU(n) + s. o 

Notons M* - M*( n, {3, U) la suite formée par les entiers m 
satisfaisant aux conditions suivantes 

(Mi) 

(Mi) 

P-(m) > U(n) 

max nc m, t) < {3. 
U(n)<t~3n log, t -

Par le lemme 1.2.8, nous obtenons le' corollaire suivant. 
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Corollaire 1.2.1. On a 

(2.14) dM*;::: dM(3n,,8,U(n») - ~5,8-leï2(logn)-q(.8)(logV:(n»)-.8 
. (log n r.8Q(l+e t ). 

Posons 

VÀ(n,m):== I{(d,t): dln,tlm,ll(dt)2 == 1,0 < (logd)Àlog(tjd) S; III 

Lemme 1.2.9. Uniformémêntpour.x·~ 0, ° < el < 1/2,0 < ,8 S; l, n ~ N(fJ) 

et:x~n 

(2.15) L V À(n, m) <:: X(logn)-Q(.8) (log U(n») -.8(10gn).8el log2 

mEM* 
m$X 

(10gU(n»~,Hlog2 L (log d).81og 2-I-À. 

dln 
d>U(n) 

Démonstration. Posons 8( d) == exp(log d)-A, s ". pel log2 n. So~nt y = y(P) et 

z = z(P) deux paramètres d8stey;3!J;ûn"stlPJlOSeen'èùt~e;que fJlog(l/z)i~l. 

Il est clair que 

,e- (.m);>U(n) 

~n(m.en)"'.81og2 n L ~(d)2 
dln 

L 
i ... • tlm 
d<t$S(d)d 

exp { (1l(m, t) - Plog (10~0~~~») ,- ~) log y }1l(t)2 

<:: (lÇ>gn)"".8to':y-1J L p,(d)2 
dln 

d>U(n) 

E exp { (W{t)\- Plog tOit.}Iogy}Z'wt~) 
d<t$8(d)d logU(n) 

P-(t»U(n) E yO(m,t)ZD(m,en) 

m$X/t 
P-(m»U(n) 
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grâce à une interversion de sommations. 
Appliquant le lemme 1.1.4 à la dernière somme portant sur m, on obtient 

L VÀ(n,m) <: X(10gn)-.8logZ-1+Zy-·(logU(n»)-Z 
mEM* 
m~X 

L l-'(d)2 
dln 

d>U(n) 

~ !( logt r( z)'o/(t) 
L..J t log U(n) y 

d<t~8(d)d 

P-(t»U(n) 

où l'on a posé 

a:= yz - z + Plogy. 

Par le biais d'une intégration par parties où le lemme 1.1.4 est 

intervenu, la dernière somme en test 

où l'on a posé 

logd 1 
p:= 10gU(n)' TJ := (logd)À log U(n) et b:= 1+ z - 2yz + Plogy. 

Si b> 0 alors, la dernièJ,'e intégr. ne dépasse pas 

" 

Le choix y = ! et z = P complète la preuve du lemme 1.2.9. 0 
Le résultat suivant se démontre de la même manière que Lemma 50.1 de 

[HT88]. 

Lemme 1.2.10. Unifonnémeni pour x ~ T ~ 2 et 0 < e < 1/2 on a 

(2.16) 
fl(n z) 

max ' < 1 +e 
T<z~x log2 z -

pour tous les entiers nmoindres que x sauf aupl~s O(xe-2(10gT)-Q(l+e»). 

Démonstration. Posons K := [log (log x/log T)] + 1 et introdui,sons des points 
tests 

Zle := exp( ele log T) (0:5 k :5 K). 
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En majorant la fonction indicatrice de l'ensemble des entiers n tels que 

n(n,ZA:) 1 
g(n):= max > + ê 

O<k:=:;K log'}, Zk-l 

par 

on a donc en vertu du lemme 1.1 

L {l : g(n) > 1 + €} < x Q(l + é)-l(logT)-Q(He). 
n:=:;x 

Si maintenant z est quelconque dans ]T, xl, alors il existe un indice k, 
(0::; k < K), tel que ZA: < z:$ Zk+l' Donc, si g(n):::; 1 + é alors 

û(n,z)::; n(n,zk+d 

::s (1 + e) logz ZA: 

::s (1 + ê) logz z. 0 

Lemme 1.2.11. Soient a E ]log 2, 1], x ~ xo(a), e - e(x) --+ 0 et 

T:::: T(x) --+ +00 Cx --+ +00). On a 

(2.17) L (logd) -a /le d)2:$ (log Tyog 2-a+t 

dln 
d?:.T 

pour tous les entiers n moindres que x sauf au plus 

Démonstration. D1une part, d'après le lemme 1.2.1 on a 

w(n):$ (1 +e)10g2 x 

pour tous les entiers n :$ x sauf au plus x(log x) -e2 /Z. 

Donc 

L (logd)-aJl(d)2 :$ (log Ji)-a L p..(d)2 
dln dln 

d>..fi d>fi 

(log Ji) -a2",(n) $ (log x )-a+log 2+e. 



- 43-

D'autr6c part, désign~t par S( z) la quantité 

L L p(d)2(logd)-a1lSl(n,d)-(1+e)log2 d 

n::;;x dln 
T::;;d::;;.,fi 

en intervertissant les sommations, on a 

U ne simple intégration par parties entraîne ainsi 

où l'on a posé v := 1 + a + (1 + e) log 11 - 211 qu'on suppose> O. 
Le choix 11 = 1/2 implique v = a - (1 + e) log 2 > O. Par ailleurs, le lemme 
1.2.10 montre que 

pour tous les entiers n ~ z sauf au plus <: z e-2(log T) -Q(t+e) . 

Donc la quantité 

I{ n ~ z: L p(d)2(logd)-a > (logT)lOg2-a+~}1 
dln . 
d~T 

est majorée par 

qui est O(ze-2 (logT)-Q(1+e») lorsque 11 = 1/2. D 

§ 3. Lemmes concernant les transformées de Fo .... ier des fonctions 
de répartition liées aux diviseurs. 

Rappelons tout d'abord les définitions suivantes . 
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r*(n,8) :=LP{d)2diQ , 

dln 

we(n) := L 1, 
pin 

p$flXp( 11 fJ) 

/ .. (. )#JI 2 
r*(n,B):= 2w\n) IIp il cos (91ogp)/2), 

pin pin 

n(n,9) := 2w(n)-we(n) II cos2 (91ogp)/2). 
pin 

Lemme 1.3.1. On a pour u 2:: 1, k 2:: 0 et 9 réel> 0, 

(3.1) L n( nk( u), B) ~ xw.p( U )-1 {log(2 + Bn2. 
n$x 

Démon~tration. Si 0 < ge" < 1, alors pour tout entier n 2:: 1; on a 

W,(Uk( u)) = w( nk(u», d'où 0 ::; 'R( nk(u), B) ::; 1, ce qui entraîne (3.1). 
Supposons k > log(ljB). Comme conséquencé du lemme 1.1.4, nous avons 

avec 

L 'R(nk(u),B) ~ xexp(Sl + S2 + S3) 
n5x 

-1 +cos2 «Blogp)j2) 

p$exp( 118) 
plu 

exp(1/8)<p$z 

S3:= LI/p. 
plu 

p 

cos(Blogp) 
où 

p 
z:= min(x,expek ), 

On voit clairement que S1 :SO, que Sa :5 log(u/<p(U») et que, si 0 < B < 1 
alors, en vertu du lemme 1.1.3, la somme S2 est 0(1). 
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Dans le cas où 8 ~ 1, soit y = y(8) un paramètre dépendant de 8 tel que 

3 :5 y :5 z. Scindons la somme S2 en 821 + S22 portant respectivement sur les 

p:5 yet y < P :5 z. n est clair que S21 = 10g2 Y + 0(1) et que d'après le lemme 

1.1.3 

Posons 

Yo := exp(log(2 + 8»2. 

Si z > Yo, alors il découle du choix y = Yo 1'inégalité 

Par ailleurs, si z :5 Yo, alors en utilisant la formule de Mertens, on a 

S2 :5 L l/p = 210g2(2 + 8) + 0(1). 
p~YO 

En conséquence, nous obtenons 

L 'R( nk( u), 8) ~ xucp( U )-1 {log(2 + 8)}2. o 
n~x 

Lemme 1.3.2. $oient $,h, 6, L, Je tels que 0 < h <;JQg2 x-l0,6:>.1} L:> 0 
et IC une suite d'entiers de [h,log2 xl ~vec IICI > 10. 

Alors 

pour tous les entiers n :5 x, sauf au plus O(xL .... l). 

Démon8tration. Posons l := [llCl/lO] , <15(n) le membre d~ gauche de l'inégalité 

(3.2) et (15(n) := IICI- <1s(n). 
li est clair que·· 
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Le lemme 1.3.2 découle donc du lemme 1.3.1. Elleffet, lorsqueB EJO, IJ ana 

LR(nk,B) x 
n$x 

d'où 

o 

Lerurue1.3.3. Soient L'> 0, H > 1, k ~ O. On a 

H 

(3.3) 1 'R(nk, B)(log(2 + 8»)2 dB ::; LH(log(2 + H»4 

pour tous les entiers n ::; x, sauf au plus O(xL-l}. 

Démonstration. Le nombre des entiers n ::; x ne vérifiant pas (3.3) est inférieur 

ou égal à 

H 

L-1H-,,1(log(2 + H))-4 f (log(2 + B»2 E R(nkl B) dB. 
11 n$x 

Grâce au lemme 1.3.1, on.voit que cette quantité est 

Lemme 1.3.4. Soient tt ~ 1, N ;:: 1 etx ~ el. 
N 

Soientk1 < ... < kN N - entiers positifs, (Bl, ... , eN) E I1]e-ki , e-ki - 1 } avec 
i=l 

la convention ko := O. 

On a 

N 

(3.4) L II 'R(nk,(u),Bi) <xc~U{p(U)-l. 
n$x i=l 
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Démon.stratto'A • Pour chaque entier k et chaque no:rnbre réel 8 :> 0, on a 

R( nk( u), 8) = II 
pln(u) 

logp$l/8 

II 
pln,plu 

I/8<logp$elo 

II 
pln(u) 

I/8<logp$elo 

(1 +cos(8Iogp». 

Comme les intervalles ll/8i,ek,], (1 :5 i :5 N), sont detJ?C à-deux disjoints c}.ans 
les conditions de l'énoncé, on peut écrire 

N 

II R(nk,(u),8i ) $ f(n) 
i=I 

où f est la fonction fortement multiplicative définie par 

{ 
1 + COS(8i logp) (p,.( u,1/8. < Iogp $ eki ) 

f(p) := 
1 (dans tous' les autres caS). 

D'après le lemme 1.1.4, on obtient 

I: f(a:) <:t.exp fI:.!. + Ê L COS(8i logp)}. 
n$% plu p i=I exp(I/8,)<p$expelo , p 

p$% 

Par le lemme 1.1.3, on voit que chaqlle somme intél'ieureestO{l). n sUit 

I: f(n) $ C:Ucp(U)-Ia:, 
n$% 

d'où (3.4). o 
Lemme 1.3.5. Soient a:, h et K. tels que a: ;::: a:o, IK.I ;::: a:o (a:o êtantune 

constante abso1u~suffisamment grande), K. = {kl < k2 < ... } C [1? log2 :cl, 
'8> 1. 

Notons C7 = cGe20 avec CG la constante apparaissant dans (3.4). 

Alors 

(3.5) 

1{ i : 1 < i ,.; 1.1::1 ,r:'-' 'R(n." 11); ,.; ".,(cI - l)-le{·-l).' } 1 ~ in IKI 

pour tous les entiers n $ a:, sauf au plus a:e-I~I. 
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D«1YWnstration. Posons f := IKI, m:= [f/lO) -1,cr6(n) le membre de gauche 

de l'inégalité (3.5), <T6{n):= f -1 - cr6(n). 
TI est dair que 

LI 
n<:t 

qe(n);;::m 

où Fon aposé 

-k' l . 

L Ilc;1(8 _1)e(1-6)ki le .~ R(nk,, 6) :: 
IC{2, ... ,e} iEI e- ki 

III=m 

$ c;m(8 _l)m L II e<1 A(I) 
IC {2,.;.,lfiEI 

II\=m 

A(!) := J {.2::. ITR(nki,Oi) }TI!~i . 
I1]e-ki,e-ki-l] nsxiE[ iEI a 

iE! 

Utilisant le lemme 1.3.4, on a 

Il vient donc 

S;xc~(o - l)-mII e(O-l)ki. 

iEI 

L 1 $; xe-2om2e S;xe-e. 
n<x 

q6(n)~m 

§ 4. Lemmes sur les mesures d'ensembles d'accroissement. 

[J 

Pour chaque couple d'entiers (u, v) et pour chaque réel positif '1], nous 

entendons par ensemble d'accroissement l'ensemble 

C(u,V,?]):= U log(djt) +]0,1]] 

de mesure de Lebesgue À( U, v, 1] ). 

dlu,tlv 
p(dt?=l 



-49-

Le' résultat suivant constitue un passage crucial dans la démonstration de 

la proposition 1. Nous faisons appel à une technique d'analyse de Fourier pour 

l'établir. 

Lemme 1.4.1. On a pour (u, v) = 1 et TI > 0, 

(4.1) 

Démonstration. Nous commençons par majorer la norme-L2 de la fonction 

z -+ V(u,v,Z,TI):= I{(d,t): dlu,tlv,p(dt)2 = 1, ° < z -log(djt) 51111, 

lorsque (u,v) = 1. 

Désignons par l'Y la· fonction définie par 

nous avons 

et 

W( )"= (Sin(yj2»)2 
y . yj2 ' 

rH 
W(y) := J-l (Ir 1( 1)ei6y d8 

infW ~ W(I) :> 0,9. 
]0,1) 

Nous avons par conséquent pour tout réel z 

La formule de Parseval entraîne donc 
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D'une part, on a 

L:~ V(u,.,z,~)dz = ~ f.1'(d).t.>(t)' 
= 1]2""(1111) 

et d'après l'inégalité de Cauchy· Schwarz : 

1+00 

. -00 V(u,v,z,1])dz ~ JÀ(u,V,1]) IIV(u,v,·,1]}IIL2(JI). 

On tire donc l'inégalité 

tiTI 
4w(uv) ~ 20À(u,v,1]) Jo Ir*(uv,6)/2 de. o 

Nous sommes maintenant en mesure d'estimer le membre de droite de 
l'inégalité (4.1) lorsque u = nk, v = mk(n) et 1] = (Iogn)-..\.. Pour cela, nous 
commençons par fixer l'entier n dans une suite A de "densité infé,rieure aussi 
graàde qtÎe po~ible. Nous établissons ensuite unemajo~tiondel'intégraleAi 

en écart~.,UD, eq~b,1~4'entiers m négligeable. 
Nous gardo~s' jusqu'à. la fin de ce paragraphe '§4 leS notations 

suivantes. 

Jog4-1-À .' 
,0 ,~À <.log.i:- 1, e = e...\ := '}OO" > 0, x ~xo(À), 

kl := 1(1 - 3e)log2 xl, h := [Jlog2 x1, lo := [eJlogzx] 

,et 

Désignons par A = A..\. ( Xj K:) la suite des entiers n ~ x vérifiant les neuf 
propriétés suivantes : 

nJip(n) !SJîogl'X 



- 51-

I{ k E K,: min w(nk/nk-s)/S > 1-2ê}/ > 9lo/10 
T~s~h -

où T = T(ê) = œ-3 , c étant une constante absolue suffisamment grande. 

(A6) I{k E K, : p(n, k, 100) :5 exp(é+30)}1 ~ 9lo/10 

avec 6 = (1- 2ê)log4. 

(As) 

-10+10 
I{k E K,: 1:10 'R(n/ç,8) :: :5 c7(6 _1)-le(tS-l)k II ~9lo/1O 

où 6:= (1- 2ê)log4, C7 étant la constante figurant dans (3.5). 

D'après les lemmes 1.1.6, 1.2.1, 1.2.2, 1.2.3, 1.2.4, 1.2.5, 1.3.2, 1.3.3 et 1.3~5 
où les propriétés (Ai), (1 :5 i :5 9) ont été respectivement mises en évidence, 
nous obtenons le résultat suivant . 

Lemme 1.4.2. On a. 

(4.2) 
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Posons pour n E A.\(xj:K:),,c; Jaésuite formée .. pe.r.... [tÔ'12J 
premiers entiers k qui sont comptés dans (Ai), (i = 4, ... ,7) et (A9 ) 

simultâllément. 

Lemme 1.4.3. Soient n E A.\(xj ,c), X ~ x. On a 

(4.3) 

pour tous les entiers m ~ X, sauf au plus X(logx)-e2 • 

Démonstration. Posons a := 1 - 2e:, H := (Iogit}'l. Ndus saVons que 

car w,(u) := L 1~1. 
pl-

p~exll(l/9) 

Notant C1(X))e nol'hbre des entiers m < X ne vérifiant pas (4.3), on a donc 

C1(X) ~4 L e'~ i H ~!:~}L# 1?Jj!:71){l)dfJ 
kEK: mEX 

+ l: Hm~X: w(nh;(n)) ~i aiTl;}[ 
kt <k::;log, x 

D'une ;part, on a 
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D'a.utre part, en vert.\! du lemme 1.2.1, on a. 

L I{m ~ x: w(mk(n» ~ ak}1 <: Xn<p(n)-lQ(a)-le-Q(a)k1 • 

k 1 <k~log2 % 

Par conséquent, on a l'inégalité 

H 

Cl(X) <: Xn<p(n)-l{ Q(a)-le-Q(a)k 1 + L ek4-ak 1 'R(nk,O)(10g(2+0»2 dO} 
ke.~;. 1 

où nous avons appliqllé la minoration 

donnée par la propriété (A3)' 
La propriété (As) implique donc 

C1(X) <: Xn<p(n)-l{ Q(a)-le-Q(a)kt + (logx),H2e L e(l-alog 4)k} 

kEX:; 

<: Xn<p(nr': l { Q(a)-le-Q(a)k1 + (a log 4 _1)-l(logx).\+2ee(1-alog4)k1 } 

<: Xn<p(n)-lQ(a)-le-Q(a)k1 , (k l = [(1,- 3e) log2 ~]). 

On obtient donc le lemme 1.4.3 en utilisant les inégalités n/<p(n) ~ 10g2 x et 

Q(l - 2e) ~ 2e2 • 0 
Lemme 1.4.4. Soient n E A.\(x; K:), X ~ x, ae = exp( coe-3 ) où CO désigne 

une constante a.bsolue, suffisamment grande. 

Posant 

on a. 

(4.4) a(m) ~ (e/4) Jîog2 x 

pour tous les entiers m moindres que X, sauf au plus Xe _e2 y1~g2 % • 
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Démonstration. Notons (T( m) =fCo/2J -:- (T(m). 
. Posons pour chaquek E K: 

et pour chaque j E {l, 2, 3} 

On a donc 

Il,k := [0, ae /(3ek )J, 

Ii,k:= [ae/(3ek),e4- k ], 

I 3,k := [eh-A:) 1] 

3 

ü(m) = l{ k E K~: I:Ij,k(nk,mk(n)) > 1 JI· 
)==1 

Puisque pour tout k È K~ 

alors, en introduisant 

ona 

( 4.5) 

7!f1(m) := \{ kÈ K~ :I2,k(nk, mk(n»):> 1/3} \, 

ô'"(m):= 3 L I3,k(nk,mk{n», 
kEJC~ 

Commençons par majorer (f" (m). 

L'écriture 

montre que la qualité de la majorationdeI3,k(nk, mk(n») sera d'autant meilleure 

que l'on pourra estimer lé dénominateur de l'intégrande. Pour cela, faisons 

appel à la propriété suivante 

(i) 
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ici et dans toute cette démonstration a := 1 - 2e. 
Nous constatons que si m vérifie (i), alors pour tout k E K~ et pour tout réel 

8 E 13 ,kl on a en posant 8k(8) := [log(8ek )] 

w(mk(n)) - we(m&(n» ~ w(mk(n)) - w(mk-llk(8)(n)) 

> 0:8,,(0) 

2:: 0: loge eé) - 1. 

Dans ce cas, en notant 

on a 

(4.6) 

puisqu'en plus, d'après (Al), n vérifie (i). 

Or, d'après le lemme 1.2.2, le nombre des entiers m ::; X ne vérifiant pas (i) 

est inférieur à 

Par conséquent, (4.6) et (4.7) impliquent 

I{m:::; X: (fl/(m) > Coj20}1::; X(log2 x)-le-e:\/Ïog:;x+60C;1 L I: I~,k(nk,mk(n)). 
kEJ(~ m:$X 

Appliquant le lemme 1.3.1, on a pour k E K~ 

Nous obtenons donc en vertu des propriétés (Al) et (A7) 
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Il vient donc 

Il nous reste à majorer d'(m) = 1 {k E 1(: : I 2,k(nk, mk(n» > l/3} ,. Pour 

cela, considérons 

avec T = (log{ ae /3)]. 
D'après le lemme 1.2.3, on a pour tous les entiers m < X, sauf au plus 

Xnip(n)-l exp -llC~1 

(4.9) 
zr/(m) ::::; zr;(m) + IlC~II1O 

::::; (i~(m) +io/20. 

Un raisonnement analogue à celui donnant (4.6) implique l'inégalité 

suivante 

où l'on a posé 

Par conséquent, notant i = [io 120] on a 

(4.10) 

I{m ~ X :o-;(m) > i}l ~ L L I13I;,k(nkl mk{n)) 
m$X lCCX;~ 'kElC 

jlC!=l 

= L L II 3I~,k(nk,mk(n)). 
lCCK:; m$X kEK: 
lK:j=l 

Ecrivant III~,k(nkl mk(n» comme intégrale multiple, ou ,a donc 
kEIC 

Hm ~ x: ü~(m) > t}l ~ 12l a;l L II e(l-a!Qg4)k H(X;K) 
ICCIC; kelC 
jK:I=1 
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où l'on a posé 

B(X;K,):= J rr I 2,k 
. keJC 

Par le}emme 1.3.4~ ~n a pour K, c K,! et IK,I = i 

/a-Ic 

B(X;K,) ~ Xc!ncp(n)-l rr le 'R.(nk,8)8or~~g4 
kelC e- Io 

~ Xc~(Q' log 4 - l)-iTI e(orlog4-l)k 
kelC 

où nous avons utilisé les propriétés (A Ù ~t (Ag) de n. 

En reportant la dernière majoration dans (4.10), on obtient 

(4.11) 

Hm ~ X : ü~(m) > iH ~ X(cg/ae)i 

$ Xe .... Jîog2.Z. 

En conséquence, en regroupant (4.5), (4.8), (4.9) et (4.11) on a 

ü(m) ~ü'(m) + ü"(m) 

~ 3 [eJlog2 x] 120 

pour tous les entiers ,mJllQindresque X 1 sa~ au plus Xe _e2 JîObz . 0 

§ 5. Démonstration de la propositlon 1. 

Commençons par rappeler et par introduire des notations et des définitions 

utiles. 

Soient 0 ~À < log 4.,-1, e=e(À) = (log4-1-À)/IOO >0, X ~ x ~. xô(À), 

kl := [(1 - 3e) 10g2 xl, io := [e log2 xl, h := [y10g2 xl et 
K,:= {kl +jh:j = l, ... ,ia}. 

. t 

On fixe ndans la suite A = Â,\( Xj K,) du lemme 1.4.2 et on désigne par 

kl < ... < kil' (il := [io/2]), les élém~nts de K,!. 
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Soit i E {l, ... ,fI}. Posons 

Pi := min{pln : P > exp(lOOekô )} 

Mi:= {m:::; X: V(nk"mkn'Tl):::::: O} avec· 'Tl:= (logxY-À 

V( u, 'V, 1]) := I: p( dt)2. 
dlt!,tjv 

O<log(t/d)Sll 

Désignons par (~), (b)i)' (Ci) et (di) les propriétés suivantes pour un entier m. 

avec Cl = cl(>.) - exp{-cg-3}, c étant une constante absolue 

suffisamment grande. 

( di) TI existe au moins un fadeur premier q de m tel que 

Posons 

Notons pour chaque l C {l, ... ,fI} 

P(I):= nPi \ u 
iEI l::;;jsmaxI 

i~1 

,,\t{/(I) := 1'(1) n A1max 1, 

M1(I) := IM1(I)/, 

M(I):= {m: il existe mE M'{I) tel que m = mkm .. xI }, 

I(e) := {I: le {l, ... ,.el}, 111= i}. 
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Fixons momentanément i E {l, ... , rio j 5]}. 
Soit 1 E I(i) ; notons j := max 1. 
Considérons 

F(I) := {m : m E M'(I) et m satisfait (dj)}, 

F(I) := IF(I)I. 

Remarquons que si m satisfait (dj), alors par définition de C( H, v), il existe un 

diviseur d de nkj et un diviseur t de mkj tels que 0 < log (qtj(Pid») =5 '1; d'où 

Pi 3 - < q < nk·Pi· 
mk. 1 

J 

Par suite, si m satisfait en outre (ai), alors en faisant appel aux propriétés (As) 
et (A6) de A,\(x; K:), on a 

(5.1) 

et 

Il en découle 

F(I) C M'(I) \ Mj+l 

([).2) C M'(I) \ M'{I Ub + I}). 

En fait, nous avons 

(5.3) F(I) C M'(I) \ U Mj. 
JEX(t+l) 

En effet, supposons qu'il existe JE I(i + 1) tel que 

:F(I) n M'(I) =F 0. 

Comme :F(I) C M'(I) C P(I) et M'(J) C P(J), on aurait donc 

P(I) n P( J) =F 0; 

cela implique que 1 C J et 1 t- J ; donc M~ax J C Mj+l. 
Notre supposition entraîne alors :F(I) n Mj:+l =F 0, œqui contredit (5.2). 
Par ailleurs, pour avoir une minoration satisfai~ante deF( 1), on voit que F( 1) 
contient tous les entiers m =5 X, s'écrivant sous la forme 

m = mtqb 

avec 



-mE M(I), 

tlm, 
logq -logPi E C(nkj , m,.,,) 
.et· 
P-(b) ~ eiP(ekj +50) ~ pj. 
Avec les notations 
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y := X/(mtq) et z := exp{2ek;+30), 

nous avons 

(5.4) F(I) ~ 1:1:1:1: l. 
;;; t q bS1J 

Utilisant X ~ x ~ xo(À), les inégalités 

mtq~m2q 

<P~ 
- J 

< exp(eki +(>0), 

exp(ekj +100 ) :5 exp{(logx)l-e} 

montrent ~a.lors ;que l'hypothèse. 

y/2 ~ z ~ 2 

du lemme 1.1.7 est vérifiée. D'après ~ lemin~;noûlavons donc 

F(I) => X~-ki 1:1/iil2:1/t 1: l/q 
;;; .' li;;; q 

(5.6) => Xe-kiL l/t.p(m) L l/q. 
--na Il 

Nous sommes par conséq~nt amenés à. minprer }:l/q. On sait que si m 
.• !J' 

est fixé, alors q est confiné à. 

U 1dpiJt, e~dpi ft1 
(d,t)EEj" 
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où l'on a posé 

Remarquons que cette union peut se récrire comme une réunion U]y-, , ze] d'au 

plus 2w (;;;')+w(n k j ) intervalles disjoints. n est clair que 

Par ailleurs, d'après (5.1) 

Le théorème des nombres premiers permet d'évaluer la dernière somme en q : 

on a 

avec 

Utilisant 

et 

il vient 

(5.7) 

I.: log qf q ~).(nkj' m(n), 1]) + Rj 
q 

r r.:::::] - 1 z. Rj:= L llogte-VlOgt .... + 
s y. y-

(t e"-v/1og t) d( -log tlt). 

2w6~)+w(nkj) ~ 2w(;;;)+w(n) 

< ?6kj 
-"""- ., 

Rj ~ 26kj logpj exp { - (~logpj)1/2} 
1 

~ (log Pi ) 7 exp { - ('21ogpj )1/2 } 

~ exp( -~.JlogPi)' 
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Par suite, nous obtenons 

I: 1/ q :::;p (1 jlog Pi ){ À( nkj ,m( n), 11) + 0 ( exp( -l y'logPi»} 

(5.8) 
fi 

:::;p (logpj)-le1é i 

:::;P el 

où nous avons fait recours à la propriété (Ci) m et à la propriété (Ae) de n. 
Nous voyons que (5.6) devient ainsi 

(5.9) 

Afin de minorer la dernière somme en m, considérons l'inégalité suivante: 

M'(l)$; L 2:* 1 
; t 

où l'étoile signifie que la somme est portée sur les entiers t s: X/m, dont chaque 

fadeur premier q' vérifie q'lm où q' > exp éj . 
D'après le lemme LIA, nous avons 

Il en découle 

(5.1Û) 

t 

1 
~l/<p(m):::;p ~yeki M'(I). 

m 

En conséquence, l'inégalité (5.9) devient 

(5.11) 

D'après (5.3) et (5.11), nous avons évidemment 

(5.12) U F(I) C U M'(I) \ U ,A4'(J), 
IEI(l) IEI(l) JEI(l+l) 
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(5.13) CIOêl L M'(I) ~ L F(l). 
IEI(I) IEI(I) 

Et puisque 

U M'(I) C U M'(J) 
IEI(I) JEI(l+I) 

et M' (l') = M' (1") pour toute paire l', 1" de parties de· {l, ... ,il} telles que 

11'1 = 11"1, alors la relation (5.12) entraîne clairement 

(5.14) L F(l) ~ L M'(I) -- L M'(J). 
IEI(I) IEI(I) JEI(l+I) 

Il s'ensuit 

L M'(J) ~ (1 - ClOêt}lo/lO L M'(l) 
(5.15) JEI(IH) IEX(l) 

~ (1 - Cloêt}lo/lO M'(l). 

Remarquons qu'en vertu des lemmes L2.1, 1.2.4, 1.4.1, 1.4.3 et 1.4.4, nous 

avons en posant l = [lo/10] 

L M'(J)? L IMll n P(j)1 
JEI(I)JEI(I) 

?IMll n U P(J)I 
JEI(I) 

(5.16) ? Mil _2Xe-e2~. 

Il découle donc de (5.15) et (5.16) 

avec 

Mil ~ X (2e-e2 JïoS2 x + (1 - ClOêl)IO/IO) 

~ X exp( -ê2V1og2 x) 

ê2 = ê2(À):= exp(-cuê-3). 

On obtient enfin en appliquant le lemme 1.4.2 

L L {1: Y'(n, m, 77) = O} ~ xXe-e\!ioS2 x + L Mil 

n$x m$X nEA.\(x;A::) 

~ 2xX exp( -ê2.JÏog2 x). 

Cela achève la démonstration de la proposition 1. 0 
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§ 6. Démonstration de la proposition 2. 

Soit ,X E[O,log4 - 1] fixé, Notre objectif est de minorer 1 - dB~(n) p.p. 

Pour cela, considérons 

et 

où l'on aposé 

e; :::::; e( n) := (logz n )-1/6, 

U = U(n):= exp(logny(n), 

e:l=el(n):=e 2e2, 

fi := (1~~; 2e - 1) :1 

N').:= {n 2: N('x): L (logd)-œ:::; (logU)~o:+log2:+ê} 
.lIn 

d>U 

a:= filog2-1- À. 

D'après le lemme 1.2.11, on a 

(6.1) <LV). = 1. 

Soit M* la suite formée par les entiers m satisfaisant aux conditions 

suivantes: 

P-(m) > U(n) 

Q(m,t) (.l 
max .. < po 

U(n)<t9n log2 t -

D'après le lemme 1.2.7 et le corollaire 1.2.1, il est facile de voir que 

Par ailleurs, si 

v >t( n, m) := 1 {(d, t) : djn, tlm, p( dt)2 = 1,0 < (log dy" loge dit) :::; 1} l, 
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alors par le lemme 1.2.9, on a 

où l'on a posé r = (À + 1 - log 2 - é)e - ,Be: l log 2. 

Il en résulte en particulier 

(6.3) limsup~ L Y'..\(n,m) = o(dM*). 
X-+oo mEM* 

m$X 

En conséquence, l'inégalité 

I{m $ X: m E B~(n)}1 :5j{m:5 X: m fi: M*}I+I{m $ X: mE M*nB),(n)} 1 

entraîne, grâce à (6.1), (6.2) et (6.3) 

1 - d8~(n) ~ (logn)-Q(PHO(l) p.p. 

avec ,B = ((1 + À)jlog2) -1 o 



Chapitre 2 

Evaluation de dBÀ(n), À > À* 

§ o. Enoncé des résultats. 

Considérons pour n entier 2:: 1 et À réel ~ 0, l'ensemble des multiples 

BÀ(n} de la suite 

'DÀ{n):= UJd,dexp(logn)-À] n N. 
!tIn 

Désignons par Q la fonction définie par 

Q(o):= ologo - .. 0+ 1 (0 > 0). 

Le but de ce cha.pitre ést de montrer le résultat suivant. 

Théorème 2. On a 

où J'on a posé 

si 0 ::;' À $; À'" == log 4 - 1, 
FP.) == {. ~(P) si À'" < À $ À'" = log 8 - l avec f.1 = ~ - 1 fJ log 2 , 

À -log2 si À**<À. 

Remarque. La fonction Fest dérivable sur [0, +00[. 

Commençons par établir les lemmes utiles. 

§ 1. Lemmes. 

o 

le résultat suivant dû à Shiu [S801 nous sera utile. On considère la classe 
:F des fonctions multiplicati'ves vérifiant les deux propriétés suivantes 
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(.Fd il existe une constante Al >0 telle que pour tout nombre premier p 

et pour tout entier v > 0 

(.F2) pour tout ê > 0, il existe une constante .tb = A2( e) telle que pour 

tout entier n positif 

Lemme 2.1.1. 

Soient f E .F, 0 < a < 1/2, X O < y S; x. Alors, on a uniformément pour y 

et x, 

(1.1) I: f(n) ~ y(logx)-l exp(L f(p)jp). 
J,DI 

x-y<n~x p~x 

Le lemme suivant est une conséquence du lemme 2.1.1. 

Lemme 2.1.2. On a mliformément pour 0 <aS; 1, 0 < y <z et 

0< m ~ z - y, 

O(t) _ _ 

(1.2) '" ~ ~ ~(log_y_)1-0(log-=:"y)!-1. 
~t y z-y m 

y/m<t~z/m 

Démonstration. Distinguons deux cas: selon que yjm > (yj(z - y))3/2 ou non. 

Dans le premier cas nous avons (z - y)/m > (y/m)1/3 et donc l'inégalité (1.2) 
résulte du lemme 2.1.1. Dans le second cas, la majoration triviale 

L lit ~ log(z/y) + m/y 
y/m<t5z / m 

(z - y)jy 

suffit. o 
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Le lemme 2.1.2 sera appliqué pour démontrer le résultat suivant. 

Lemme 2.1.3. Soient 0 < y ::; 1, À > O. Pour n assez grand, posons 

e = e(n) = log3 ni Jîog2 n, T(n) = exp(logn)l-€ et rJ = (logn)-A. 
Alors il existe une fonction Xo(n) telle que l'on ait pour X ?: Xo(n) 

(L3) L J.t(d)2 L yO(m,3n) LI::; X(logn)E p.p. 
dln m~X t,t'lm 

P+(d»T(n) o<t,t'«HI/)d 

où l'on a posé E::::::.: 4y - 3 - 2A log 2 + 3e. 

Démonstration. Noton$ S = S(X, n) la somme ci-dessus. Si t et t f sont comptés 

dans la somme intérieure de S alors en posant 

on a 

(t, t ' ) 
sto 
s'to 

[i, t'] = toss', 

dito < s < SI ::; (1 +rJ )djto 

et 

puisque to ::; toCs' - s) ::; (1 + 'rJ)d - d = rJd. 
Donc 

S::; I: p(d)2 L yO(to) L yO(s) 

dln to~(H'7)d dlto<ss,{H'7)dlto 
P+(d»T(n) 

L yfl{S') L 
dito <Si s,(l+'1)dlto m~XI(to8S') 

yO(m,3n) 

Utilisant les lemmes 1.1.4 et 2.1.2 on peut écrire pour X o( n) ?: n 3 

L yO(m,3n) (X/(toss'))(logn)Y-l, 
m$X;(toss') 
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L 1I0 (s) f8 < 1](log(lf1]»l-Y(log(dfto»Y,-l, 
dlto<s'5Jl +,,)dlto 

dln 
P+(d»T(n) 

L (log( dfto») 2'-:\,1 11°(_0) . 
to :=;"d 

Désignol'ls'par S' la dernière sonlnie en to, par intégration par parties nous 
avons 

On a donc 

La dernière somme en d est majorée par 

On obtient ainsi 

et donc 

(n > no(y, ,X». 

dln 
P+(d»T(n) 

p.p. o 
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Lemme 2.1.4. On a pour 0.33 $ il: < 1 

(1.4) 

Démon.stration. Notons pour 0 < il: < 1 et kEN 

Fa(x):= lX t-a cost dt, 

mk := min Fa(x). 
(1!' /2) +2,br$x:5;( 1!' /2) +(2k+2)1!' ,< 

Ona 

et on a la relation de récurrence : 

Et puisque 

1(311-jZ)+27f 157f/2 
(t + 2(k -1)71")-0' cost dt = - (t + (2k -1)11")-0' cost dt, 

(3r./2)+r. 3 'If /2 

011 a donc 

d'où 

(k $ 1). 

Comme Fa est croissante sur {l, 11"/2], on peut écrire 



En utilisant l'estimation 

cost ~ 1 -

on peut écrire 
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a posé 

/t > 0)· t - l 

__ 1 __ . 1 2 l ( 4 _ 
h( 0:) - 1 _ 0: 2(3 _ 0:) (31r /2) + 4!(5 _ 0:) \ 31r /2) 

1 6 
6!(7 _ a) (311" /2) 

1 8 
+ 81(9 _ a) (31r /2) -

1 10 
101(11 _ Il:) (311"/2) . 

En effectuant une vérification nuumérique il vient 

h(O, 33) - 0,0097 ... > o. 

Le lemme 2.1.4 sera donc prouvé si on montre que h est croissante sur [0.33, 1[. 

Posons 

de sorte que 

3 

h(a) = L Cihi(a) 
i=l 

On vérifie aisément que pour 1/4 ~ ct < 1, 

(i=1,2,3). 

Cela montre que h est croissante sur [1/4, 1(. o 
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Le lemme suivant est une conséquence immédiate du lemme 2.1.4. 

Lemme 2.1.5. Pour 0 < p ::; 0.67 et uER on a, 

(1.5) (1 + lul)-P ~ 10011 Itl p - 1 eitu dt. 
-1 

Démonstration. On a 

11 Itlp-l eiut dt = 2 t t p- 1 cos( ut) dt 
-1 Jo 

[lui 
= 21ul-P Jo t p- 1 cos t dt. 

Distiguons le cas où lui :5 1 etluj > 1. Dans le premier cas nous avons 

[111.1 
21u l- P Jo t p - 1 cost dt ~ 2p-l cos 1 

~l 

~ (1 + lul)-p. 

Dans le second cas, on a d'après le lemme 2.1.4. 

Nous avons besoin du lemme 2.1.5 pour établir le résultat suivant. 

Lemme 2.1.6. Soient ê > 0 suffisamment petit, 0 < p:::; 0.67, 

pjlog2 < G < 1, (; > 1 et log(l/e) < k ::; log2 x. On a 

(1.6) L (1 + llog(d1jd)I)-P:5 p-l e-Ie(8Iog 4 -p)k 

d,d'lnlo 

pour tous les entiers n $; x sauf 

o 
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Démonstration. D'après le lemme 1.1.5 on a 

où r*(nk,8) = L p(d)2di9 • 

dlnlt 

D'une part, l'inégalité 

entraîne en utilisant le lemme 1.2.1 

pour tous les entiers n moindres que x sauf 

D'autre part, par définition de n(m,8) - cf: Lemme 1.3.1- on peut écrire 

Répartissons alors les entiers n :::; x pour lesquels cette quantité excède 4éke-pk 

en trois classes CI,C'}.,C3 définies par les conditions 

w(nk) > ok 
. w(nk) -we(n,;) 

mm . <0 
Ij(e:elt)<89 log(8ek ) 

w(nk) ~ ok et . w(nk) - w8(nk) '> 
Ij(e;:)~89 log(8é) ~ G. 
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D'après les lemmes 1.2.1 et 1.2.2 ,ona 

et 

Par ailleurs, 

ICai 

Par le lemme 1.3.1, on a donc 

ICal <t:: 2-o:k epk x 11 6P-l-o:log 2 de 
1/(~ek) 

<t:: x(alog2 _ p)-l ealog Z-p • 

Cela achève la démonstration du lemme 2.1.6. 

Le lemme suivant nous sera utile 
o 

Lenlme 2.1. 7( voir [T901, Théorème II. 6.4). Soit A > O. n existe des 

constantes positives Cl = cl(~4) et C2 :::::: cz(A) telles que l'on ait uniformément 

pour x ~ 3, 1 S; k :::; A logz x, 

(1.7) '" x (logz X )*-1 {XCk,.-l ). O( k )} 
L...J 1 = logx (,k - 1)! .. logz x + (logz x)2 
n<x 

w(n)=k 

avec X(z) := r( 1 1) il (1 + -. z_)(1 - ~ .. r. z+ . 1' ..... 1 P 
p 

Le lemme suivant est un résultat classique du crible. 

Lemme 2.1.8 (voir rT90] p. 396). On a pour x>?, y 2, 

(1.8) 
log x 

'li ( x, y) <t:: x exp ( - 21 ). 
ogy 
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Le résultat suivant fournit une condition suffisante sur .,\ pour que les 

intevalles ) d, (1 + (log n )-A )d], (dln), soient deux à deux disjoints. 

Lemme 2.1.9(voir Theorem 54 de [HT88)). Posant 

E( n) := min {log (d' Id) ; d, (tin, d < d'}, 

on a 

(1.9) E( n) = (log n )l-log 3 exp {O( /logz n.log3 n)} p.p. 

Nous regroupons dans le paragraphe suivant les notations et les 

conventions que nous allons introduire dans la démonstration du théorème 2. 

§ 2. Notations et conventions. 

Posons 

{ lo~; - 1 si log 4 - 1 < À ::; log 8 - 1 
j3 = j3>. ;= 

2 si .,\ > log 8 - l, 

{ 
Q(j3) si log 4 - l < À ::; log 8 - 1 

F = F(À):= 
À - log 2 si"\ > log 8 -, 1, 

K = K(n,;3) := [~logZ n), 

S = S(X;n,;3):= {m::; X: n(m,3n)::; ;31og2n}, 

log3 n 
5 = s(n):= jlogz n' 

T = T(n):= exp {(logn)l-~(n)}, 

V.o o-n .-- U 
dJn,Jl(d)2=1 
P+(d»T(n) 

] d, (1 + 1} )d] 

V n := U]d,(l + 1})d] 
dln 

rem, A):= L 1, (A eN), 
tlm,tEA 

B(X;n,"\):= I{m::; X; r(m,V) > o}l. 
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Soient n ~ 1, X ~ Xo(n) choisi commedaris l'énonce du lemme 2.1.3, 

0< Yo, YI ~ 1. 
€onsidérons panru les entiers m compt~ danS S,ceux qui s.,~vti~t sous 

la forme' 

m=ab 

avec 

Ona 

2: E 1. 
aE1>! "'5:X j a 

w(a)'5:K w(b,3n)'5:K 
, ~ " < \ 

Faisant appel aux lèlnines 1.1.7 et 1.2.6, on peut écrire 

'2: 
b'5:Xja 

w(b,3n):5K 

1 ~,i: '2: p(bI)2 . 'E 1 
bl b2'5:Xj(aOl) 

1'+(b1 ):53n 1'-(b2»3n 
w(bü=K 

::>;X/(alogih)L#(bI )2/b1 

,.:,"'1 .• 
P+'''t):5an 
w(60;:=K 

» X,ftllogri'(l /K!) ( 10g2 ft '+ 0(1:») K. 

La formul~de Stirlmgentraî •.. a!ôrs 

n en découle 

L 1 ~ (X/a)(logn)-Q(~j2)+O(1). 

6:5Xja 
w(b,3n):5K 

\ '\l;" 

L T(m,V:) > X(logn)-Q(~j2)+O(I) LI/a. 
mES aE'P-

w(a):5K 
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Puisque .\ > log 3 - 1, le lemme 2.1.9 montre que si n est dans une suite 

convenable de densité 1 alors les intervalles ] d, 1] )d], (dln), sont deux à 
deux disjoints. Par conséquent 

L r(m,1)*) ~ X(10gn)-Q(P/2)+O(1) E p,(d)2 I:: lia. 
mES dln d<asO+Tf)d 

P+(d»T(n) w(a)sK 

Appliquant le lemme 1.7 on a pour chaque d tel que d > T(n) 

Il suit 

'"' rem V*) > Xflogn)-Q(P/2)-.).+O(1) 1 , 
L...., , - \ (K-l)! 
mes ~n 

P+(d}>T(n) 

~ X(logn)-Q(P/2)-À+o(1)(1-e)log2n)K-\1/(K -1)! 

D'après le lemme 2.1.8, on a P+(n) > T(n) p.p. 

dln 
P+(d»T(n) 

Cela implique que la somme en d est supérieure ou égale à 
~2w(n) > (logn)(1-e)log2 p.p., où cette dernière inégalité provient du lemme 

1.2.1. Par ailleurs,Ia formule de Stirling montre que 

Il vient donc 

L rem, V*) 2 X(logn)-(2Q(P/2)+>.-log2)+O(1) p.p. 

mes 

Pour À > log 4 -- 1 on a 

2Q(f3/2) + .\ -log 2 = F(.\), 
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d'où 

(3.1) X~~(~) (l/X) . L'r(m;D:) ~(logn)-F(~)+O(l) 
; mES(X;nil'~ 

p.p. 

Par ailleurs, pour min~ter dBÀ(~) on utilise l'inégalité de Cauchy-Schwarz 

(3.2) 

On est donc conduit à majorer L -rem, V:)2. On a 
mES 

(3.3) 

L -r(m, 1):)2 ::; 2 L #f.d)'l L J.L(d')2i: 
m,~S /lIn tl'In,/lt~d m,ES 

, P+E"'>~("*) p+(tl'.»T(n) 
t,t'lm, 

d<tS(l+,,)d 
d' <t' :f(l+'1)dl 

1. 

Si t et t' sont comptés dans cette dernière somme intérieure, alors en posant 

ona 

{ ~, = (t, t / ) 
= tfr 
= t'Ir 

'rt~ tIf = r ss' , 

dt,'IJI<:::'s ,::; (1 + q)âlr, 
>"J} 

Il /r < s $ fI + r,)d'/r, 
'si s#-'1. 

s = s' = 1,s = 1 et s' > 1,~~> 1 et s' > 1 

en remarquant que le cas s > let 8~;=:i;1;e§timp(S$llJblè:MontronS'al()rS 

Sl!(~i"n, d,~') :=(lo~~rPlog 111 ;E;<y~(;r) ."E !{~(8t) 
" (kr~(l+,,)tl~ dl Ir<s'~(l+,,)d' Ir ) 

L y?(m,3n) , 

m:fXI(rs') 
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m'5;;X/(ru') 

+2 

I::r(m,V*)2:s; L }.t(d)2S0 (X;n,d) 
mES din 

dln,d'In 
p+ (d»T( n),P+(d'»T( n) 

d'>d 

P+(d»T(n) 

D'après les lemmes 1.1.4 et 2.1.2 on a 

dlrr<s'5;;(l+'f1)dlr d' /r<s':5(l+1/)d' Ir 

~ X(log n)y2-1-,8log Y2-2À (log.!. )2-2Y2 

Tl 

0(8') 
l!:L-

s' 

L (log (2dlr))1J2-1 (log (2d' /r)ror1 y~(r) /1'. 

Par sommation d'Abel, la dernière somme en r est 

~ rd (log (2d/r»)Y2-1 (log (2d'jr»)Y2-1(log r)Y2-1 dr. 
JI T 

Décomposons la dernière intégrale en Il + 12 ayant respectivement [l, Jd] et 

[vd, dl pour domaines d'intégration. On a 
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Paraille1lrS, si d' > cP alors 12 < (log d')'21"1(log d)2P2-1. Dans ,le eas 

d<d''S:cPona 

12 < (Iogd)1I2-1 lé (log(2z»)1I2-t(log(2zd'Îd)?2-1~~ 
< (logd)1I2-1{(log(24/d»2112-1 + rd (log(~z»)~112-2 dz}. 

ldlld 

Donc, si d < d' 'S: cP et si Y2 :5 1/2 alors 

Or, cette majoration est > (logd)2112-1(.~ogd)~:-11og2n lorS<ple d' > cP. Par 
, " ' , ,., - ' , ~ , 

conséquent, on a dans tous les cas 

L (log(2d/r) )'12-1 (log (2d' /r »112-1 y~(r) Ir < (logd)~2-1 (Iog(2d' /d»)2112-11og2 n. 
r$d ~t l . . 

D'où 

aveca2 ==Y2 -1- !31ogY2 - 2À 
et puisque logd ~ logP+(d) ~ logT(n) == (logn)l-e, 

S2(X; n, d, cf) < X(iog np'2+0 (1) (IQg( d'Id)) 2~2"'f 

avec ;2 == 2Y2 -~ -fi log Y2 - 2À. 

Par le len;\me 2.i.G, si 1 ~ 2Yz 'S: 0,67, soit Y2~ 0, 165, on.~n déduit 
',' ,- ,'!-'< - ,'.- - <-' 

p.p. 
. d,d'In' 

P+(d),P+(tf):>\~n) 

.avee 

A == ;2 + log 4 + 2Y2 - 1 

:::=:4Y2 -3;~ /3 log '!I2<-2À + log 4i 
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On choisit Y2 = f314 ?: 1/4, de sorte que la condition Y2 ?: 0,165 est bien 

réalisée. On a alors pour log 4 - 1 ~ À S; log 8 - 1 

A = f3 - 3 - ;31ogf3 + f31og4 - 2(- 1 + (f3 + 1) log 2) + log 4 

= -Q«(3) 

et pour À > log 8 - l, 

A = 2 - 3 - 21og(1/2) - 2À + log 4 

= -2('\ -log2) + log 4 -1 < -(À -log2). 

On a donc dans tous les cas 

(3.5) 
d,d'In 

P+(d),P+(d'»T(n) 

p.p. 

Nous sommes maintenant en mesure de majorer 

2: J.l( d)2 p( d')2 SI (X i n, d, d'). 
d,d'in 

P+(d),P+(d'»T(n) 
d' >11 

Pour cela, en faisant appel aux lemmes l.IA et 2.1.2 du présent chapitre on a 

pour d' > d 

(3.6) 

L U(s')/ f YI S 

d' /t<s' 5,(l+1J)d'/t 

~ X(logn)Yl-1-i3loS111-À(log(1/17))1-Yl L y~(t) It 
d<t5,(HfJ)d 

(log«l + 17)d' lt»Yl-l 
~ X(log n )Yl-1- Plog 111->'(À log2 n)l-Yl (log(d' /d))Yl-l 

x 
d<t5,(Hl1)d 

U(t) 

h­
t 

~. X(log n)Yl-l-tHog '!Il :"'2À(logz 11,)2-2112 (log(d'jd)Yl-l(log d)Yl-l. 
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Posant 

al := 2Y1 - 2 - f3 log YI - 2À 

il suit 

L p(d)2 p(d')'lSl(X; n, d,tiY'$X(logn)O:t+e 

d,d'In 
d'>3d 

P+(d»T(n) 

x L (1 + lIog(d'jd)I)!I1-1 p(d)2 p( d')2. 
d,d'In 
d'#-d 

Suivant la,mê~sméthodedonlJant (3.5) Qnobtient 
\ f . ,\. 

L 
d,d'In 
d'>3d 

P+(d»T(n) 

p( d)2 p( d')2 SI (X; n, dd') ~ X(lôg ny .. P(,x)+,o(l) 
/ 

Par ailleurs, llanslè cas d < d! ~ 3d l'inégalité (3.4) implique 

Sl(X; n, d, d') <: X(log n)1I1 - 1-,810g 1I1,L,~(t)lt 
d<t:$(l+,,)d 

Par le lemme 2.1.2 on a donc 

n en découle 

p.p. 

SI (X; n, d, d')<: X(logn )211t ;-2-,81og 1I1-,x 2w(n) 
i"" \, 

(3.7) 

d,d'In 
d<d':$3d 

P+(d)'>T( n). 

p.p. 
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Le choix YI = fi /2 implique /1 = F(.À). 
Enfin, il reste à majorer I:: j.t2(d)So(X;n,d), On a 

clin 
P+(d»T(n) 

(3.8) SoCX; n, 1 
m:S;X tlm 

O(m,3n)S,8log2 n d<tS(l+l1)d 

+2 
m$X t,t'lm 

O( m,3n)$,81oS2 n d<t<t' $;(l+f1)d 

D'une part, on a pour 0 < Yo ~ 1/2 

m:S;X tlm 
O(m,3n):S;,8lo8z n d<t$(l+1/)d 

1 ::; (log n )-,8loGYO L y~(m,3n) 
m$;X 

La dernière somme en m est majorée par 

O(t) ~ O(m,3n) AY X(I 'yo~l 
Yo L.J Yo """ ogn) 

tlm 
d<t$(Hl1)d 

O(t) 
Yo 

d<t$(H'1)d m$Xft d<t$(Hq)d 

en utilisant le lemme 1.2. 
Or, 

~ X(logn)YO-l-'\logd)YO-l 

L (logd)YO-lJJ(d)2::; (logn)(YO-l)(1-e)2w(n) 

dln 
P+(d»T(n) 

Ainsi, le choix Yo = fi /2 ~ 1 implique 

(3.9) 

::; (logn)yo-Hlog2+2e p.p. 

1 

1 ~ X(logn)-F('\)+o(1) p.p. 

dln 
P+(d»T(n) 

m:S;X tlm 
O(m,3n)s,81og2 n d<tS(HI1)d 

L 

Par ailleurs, en majorant la fonction indicatrice de n( m, 3n) < fi logz n par 
yO(rn,3n)-i3 1oS2 n, 0 < Y ~ 1, on a d'après le lemme 2.1.3. 

(3.10) 
L p.(d)2 L L 1 ~ X(logn)-H-,+3€ p.p. 
d!n 

P+(d}>T(n) 
msX t,t'lm 

O(m,3n):s;plog2 n d<t<t':S;(l+17)d 
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où l'on a posé 

RÂ = -4y+ 3 + 2À -log2 + fJlogy. 

Le choix y = fJ / 4 implique 

H>. = { ... Q(fJ) + log 2 si log 4 - 1 < À < log 8 - l 
2À + 1 - log 8 siÀ log 8 - L 

Et puisque H). ;.:: F(À) on a alors en vertu de (3.8), (3.9) et (3.10) 

(3.11) 
dln 

P+(d»T(n) 

En conséquence, il découle de (3.3), (3.4), (3.5), (3.7) et (3.11) 

I: r(m:D~)2 ::; X(logn)-F().)+Q(1) p.p. 
mES 

Ainsi, par (3.1), (3.2) et (3.11) on obtient pour À > log 4 - 1 

p.p. 

§ 4. La majoration de dB>.(n). 

Notre point de départ est la majoration 

B(X;n,À) :=I{m::; X: r(m,Vn ) > O}I 

p.p. 

< I: 
m<X 

n(m,3n»~log2 n 

1 + I: yn(m,3n)-~log2 nr(m, 'Dn) 

m::;X 

o 

où X ;.:: Xo(n), 0 < y ::; 1 et À ~ log.4 ~ 1. D'une part, d'après le lemme 1.2.1 

on a 

L 1 ~ X(logn)-Q(,B); 
msX 

n(m,3n)s~log2 n 
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d'autre part, en faisant appel aux lemmes 1.1.4 et 2.1.2 on a 

L yQ(m,3n)-.81o~h nr(m, V) ::s: (log n)-.8 1og y L L yQ(t) 

m:$X dln d<t:$(HlI)d 

L yQ(m) 

m:$Xlt 

~ X(log 1/+y-1 L L yfl(t) It 
dln d<t$(1+lI)d 

~ X(logn)-i11og Y+Y-I-À(log!. /-11 
1] 

L (log d)Y-l. 

Or, d'après le lemme 1. 2.1 on a 

dln,d:;él 
P+(d) <log n 

Par ailleurs on a 

p.p. 

IOSa n<k:$l0lh n dln 

dln 
d:;él 

dln 
P+(d»log n k-l<loS2 P+(n) 

~ L e(y-l)k 2Q(n,expek ). 

JOSa n<k:$l0S2 n 

Utilisant l'inégalité suivante donnée par le lemme 1.1.2 

nous obtenons pour 1 - log 2 < Y $ 1 

dln 
P+(d»log n 

(log d)Y-l ~ I:: exp {(y - 1 + log 2 + (log4 n) -1)k } 

~ (log n )y-l+log 2+0(1) p.p. 

Par conséquent, nous avons 

1 

p.p. 

p.p. 
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Dans le cas 

log 4 - 1 ::::; À :5 3 log 2 - 1 

nous obtenons donc en choisissant y = B 12 2::: log 2 > 1 - log 2 

B(X;n)J..)::; X(logn)-Q(PHo(l) p.p. 

Par ailleurs, si ,.\ > 3 2 - 1 on a 

B(X;n,À)::; XL I: lit 
dln d<tsp+.,,)d 

~ X(logn)->' 20 (n) 

::; X(logniog2-.Ho(l) p.p. 

En conséquence, on a pour ,.\ > log 4 - 1 

B(X; n, À) ::; X(log n )-F(À)+D(l) p.p. (X ~ Xo(n)). o 



Chapitre 3 

Estimation de la taille de l'ensemble exceptionnel 

§ O. .EnQucé des résultats. 

Désignons toujours par Bl(n) l'ensemble des multiples de la suite 

1).\( n) = U Id, {l + {log n )-À)d} n N 
dln 

et par Q la fonction définie sur R+ par 

Q(o) = ologQ - a+ 1. 

Notre but id est de montrer le résultat suivant. 

Théorème 3. Soient 0 ~ ..\ <: .\'" = log 4 - 1, 0 <: Eo <: 1/2 et x ~ zo(l,to). 
Posant 

on a 

z(logx)-Q(PHo(1) ::; N(xj .\,I:o} ~ X e-CAv'ios, z 

avec /3 = (1 + .\)/log2) - l, Cl une coostantepositivedépendant de.\. 

Nous commençons par établir les lemmes utiles. 

§L Lemmes. 

Soit el une îonètion pOsitive telle que 

Posons 

u = U(x) := exp(logx)e1iz), 

.lV1(x;a,U):= {n ~ x :p(n)2 = l,w(n) $ o:log2x.,P-(n) > U} 
N1(x;a,U):= IN1(x;0:. U)/. 
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U = U(x):= exp(logxYl(x), 

N1(Xia,U):= {n $ x: p.(n)2 = l,w(n) $ alog2 x,P-(n) > U} 

NI(x; a, U) := INI(xj a, U)I. 

Lemme 3.1.1. Pour a E]O, l[ et x ;::: xo(a), on a 

Démonstration. Posons 

W := xl/log, x, K(x) := (a log2 W]. 

On remarque que parmi les entiers n,comptés clQ.l1s NI (x; a, U) figurent tous 
les entiers n' qui peuvent s'écrire sous la forme n' = ap avec les conditions 

(i) 

(ii) 

(üi) 

(iv) 

ap $ x 

,L.i.I(a) = K,p.(q,)2i'= 1 

U < P-(a) $ P+(a) $ W 

p;:::W. 

On voit que les relations (ii) et (iii) impliquent en particulier pour 

x > xo(a) 

de sorte que la longueur de l'intervaJl~ lW.~talest.suflis~nt gt:Q.l1de pour 
" ',' i >'" ' < ~ " Y,,' , "~ 

pouvoire estimer le nombre des nombres premiers p y appartenQ.l1t. On a donc 

a 
w(4)=K(x) 

qla:::::=o-U<qS;W 

W<p'5,x/a 

Les estimations de Tchébychev montrent alors que pour x ;::: xo( ~) 

"1:» x :» x 
L..J alog(xfa) a log x 

W<p'5,x/a 
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x '"" fi( a )'1 N1(x;0',U):> -1-~-, 
.ogx a a 

Appliquant le lemme 1.2.6 on a 

l:fî(;)2 2 (l-c(K»:,{. L Ijp}K 
a U~SW 

avec 
c(K) = K(~- ~) ( L 1/p2)( L Ifp)-z. 

- U~SW U~SW 

L'hypothèse logz U jlogz x = 0(1) implique c(K) < liU. Il découle donc de la 

formule de Mertens 

'"" fl(a)2 1 ( log ~V l)K 
~ -;;- 2 2.1<! log (log U ) + O(log U) . 

a 

Il suit 
x 1 ( log ~V 1) K 

N1(x;0',U):> -1 -},,., loge l U) +0(-1 U) . og X )., og og 

D'une part, la formule de Stirling montre en particulier, pour x ~ xO(O') 

K! ~ lOf 0' log2 W]fa1082 WJ+!e-o:1og2 w 

et d' autre part, on a 

Il vient donc 

N1(x;0',U) ~ -1 x 0'-[alog2 WJ-l/2(logw)a(log2 W)-1/2(logU)-O:-! iul. 

ogx 

Cela achève la démonstration du lemme. o 
Lemme 3.1.2. Soient 0 < e < 1/2, 0 < 0' S; 1. Pour x et U assez grands, on 
a 

(1.2) 
w(n t) 

max l ' S; (1 + e)O' 
u<tSx ogz t 

pour tous les entiers n de NI (x; a, U) sauf au plus 

« a -1 g-2 x (log x )-Q(Q)(log u)-a(H~)-O'Q(l+e'). 
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Démonstration. Posant 

fj := (1 + e)a: 

ko := ~og2 Ul, 
K := [log:;! x] + l, 
tl,; := expé, (ko < k :::; ]{), 

V {1: max 
L.. . ko<k<K 

nENdx;o:,U) -

on a pour tout (y,z) E]O,1]x]1,3/2J 

N* < '\.""'" z-6(k-l) 
1- L.. 

ko<"'5:K 

:::; (log x )-0' log y -6(k-l) 
Z 

lemme 1.1.4 permet majorer la somme intérieure, il suit 

et donc 

w(nt) w(n) X 1 .. ogtk)YZ-l(logx)Y-l 
Z d y ~--- -

log U log U log t k ' 

N; ~ x(log U)-yz(log x )-O'logy+y-l L e-kL (6,y,z) 

ko<k$K 

où l'on a posé 

L(fI,y,z):= -yz+y+81ogz. 

Pour le choix y = a, Z = 81 a = 1 + é, on a 

L == aQ(l +e) > 0 

et, puisque aQ( l + é) X ae2 , on obtient 



De plus, étant donné U < t :5 x alors il existe un entierk,ko <:k''5rK,tel que 

ti: < t :5 tk+l ; donc w(n, t) :5 w(n, ti:+l) et k < log2t. Si n n'est pas compté 
,'" ' , 

dans N; il découle 

o 
Soit N2(x; a, U) la suite des entiers n n'excédant pas x et satisfaisant aux 

conditions suivantes 

, 

(i) p(n)2 = 1,w(n):5 alog2x,P-(n) > U 

(ii) 
w(n t)" log2 U 

max ':5 a(l + el), (el = ). 
U <t$z log2 t log2 X 

Notons, N 2(œ;a, U) :='lN2(x;'â,U)t. 
Le lemme suivant est une conséquence immédiate des lemmes 3.1.1 et 3.1.2 

. préeédents. 

Lemme 3.1.3. Pour 0 <a < 1, x 0.2: x~«), el(œ) = (log2 x)-lj3 Iog3 x, 
U = exp(log ~yl(Z), on a 

§ 2. Démonstration du théorème 3. 

* Majoration de N(x; À,eo). 

Soient 0 S À < log 4 -1, O<eo < 1/2 et œ ~xo(Â,eo). La majoration 

': ~ 

N(x; À,eo) := /{ n < x : d8l(n) < 1 - eo}ls x e-CAJî~g2 z 

est une conséquence immédiate"de.laproposition 1 car 

N(x; À,eo) S L (1 - d8l(n»)/eo 
n$z 

= (l/~o) 2: ~ (l/XrI: {1 :V(n,m, (iog~r.L.A) = O} 
: '. X-+oo n$z' " m$X 
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* Minoration de N(X;"\,êo), 

Considérons l'ensemble des multiples B~(n) de la suite 

V',x(n) := U ]d, (1 + (logd)-,x)d] n N 
d\n 

et 

N'(X,"\,êO):= I{n ~ x: dB~(n) < 1- êo}1 ~ N(X;"\,êo), 

Nous allons montrer que pour 0 ~ ,.\ ~ log 4 -1,0 < êo < 1/2, x ~ Xo("\,êo) 

N'(X,"\,êO) ~ x(logx)-q(PHO(l) 

avec f3 = ( 1 + ,.\) / log 2) - 1. 
Nous gardons jusqu'à la fin de la démonstration les notations suivantes 

N*(x, "\,êo):= I{ nE .N'2(X, Ol, U) : dB~(n) ~ 1- êo H, 
M(Xjx) = {m ~ X: max ~(m,z) ~ 1 +êI}. 

u<z$X og2 z 

Par le lemme 1.2.10, on a pour X ~ U 

où 

Cela implique pour X ~ X (x) 

1 ~ (1 - êo - ê2)X} 1. 

On a donc 

(2.1) 

avec TJ( d) = (log d)-,x. 
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Nous allons majorer le terme de droite de (2.1 ) par des sommes arithméti­

ques pondérées. Pour cela, soient 0 < 11},Y2,Y3,114 :::; 1, al := (1 + eda, 

m$;X d/n tlm 
l<dSv'X d<t$;(1+11(d»d 

, . n(m,2d)-(1+edlog2 2d w(n)-.(tlo~h il; xlh a· ... , 

m$;Xd[n tlm 
Ii>.;œ d<t:;';(l+,,(Ii»d 

on a d'après (2.1) 

(2.2) 

D'une part, on a 

s~ ~ (logx)-ologo L p(d)2(logd)-otlogYl-(HedlogY2 

d$;yÏX 
P~(d»U 

n( t) "'" n( m,U) 
Y2 L..t Y2 

d<t$;(H1/)d m5,Xft 

Il découle donc du lemme 1.1.4 

'Ç'" w(n) "",(n,d) ( )2 
~ a YI p,n. 

m$;Xfd 
P-(n}>U 

s~ ~ ;r X (log U)-OYl (log x)-Q(a) L jl(d?(1ogd)E(aYIy.:(d) Id 

d$;# 
P-(d»U 

L y~(t) It 
d<t5,O+l1)d 

où l'on a posé 
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Comme l'inégalitéd(logd)-À > dl/s est vérifiée pour tout d >U alors d'après 

le lemme 2.1.1, on a 

O(t) L YZt ~ (logd)y~-l-À. 
d<t$(l+71)d 

Il vient. ainsi 

x X(log u)-all! (log x)-Q(a) L p( d)2(log d)E+112-1-À( aydw(d) Id 
d$v'X 

P-(d»U 

où l'on a posé 

L := àl log YI + (1 + El) log Yz - 2yz + 2 - 2aYl + a + À 

et supposé L > O. 

En choisissant YI = 1/2, Y2 = (1 + el )/2, on obtient 

et 

(2.3) 

L = -al log 2 + Q(l + éI) - (1 + êl + êla)log2 + 1 + À 

> 4êl 

D'autre part, on a 

s~ ::; (logx)-adog Y3 L (logd)-(1+~1)logY4y~(d) 

..fi<d$.x 

fl(t) "" fl(m,ed) ~ w(n) 
Y4 L..t Y4 ~ Ys 

d<t$(Hl1)d m$.X/t n$.x/d 

~ x X (log x) -al 10g Y3 L (log d) -(1 +~d log 1/4 +1/4-1 

..fi<d"5,x 

2 w(d) 

(1 X)Y3-1Y3' "" .. x ogd -d- ~ 
d<t$O+'1)d 

O(t) 

YL­
t 
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Par le lemme 2.1.1 on a donc 

s~« xX(logx)-atlogY3 2:: (logd)-(HedlogY4+2Y4"-2-À 

..;x<d~x 

Par intégration par parties, on obtient donc 

où l'on a posé 

A:= 2Y4 - 3 - (1 + êl)logY4 Ys - À. 

n vient donc 

s~ <: x X(log x)B 
ys 

avec B := A - a 1 logY3 + Ys. 

Le choix Ys = aI/2, Y4 == (1 + 61 )/2 implique 

B = -Q(al) + a 1 log2 -1 + (1 + 6d1og2 - Q(l + éd - À 

< -Q(a) - 3el, 

et on obtient 

(2.4) 

Les relations (2.2), (2.3) et (2.4) entraînent en conséquence pour x ~ xo(À,êo) 

(2.5) N*(x; À, éO) ~x(log x )-Q(a) (log u)-a-2e1 • 

Or, l'inégalité 

montre en vertu du lemme 3.1.3 et (2.5) 

(2.6) 

avec 

Gex) = (log u)~ael(x)(log2 x)Q(a)-s/2 -- (log U)-2.!':1. 

Cela achève la démonst.ration de la minoration de N' (x, À, éo) puisque G( x) > î 
pour x ~ xo(À,eo). 0 
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Erdos a conjecturé que la densité de l'ensemble des multiples 

de la. suite Vo(n) := U 1 d, 2d] n N tend vers 1 lorsque n tend vers 

dln 
l'infini en restant. dans une suite convenable de densité unité. 

Nous résolvons cette conjecture sous· une forme quantitati,re 

et plus générale en. évaluant la densité de l'ensemble des rnultiples 

(10 l~ 0U1l-te .~ . '=.-... Q , L) . '. J ... 

J))Jn) := lJ ]d~ (1 + (1.ogn)--À)dJ Il f\J , 
dln 

Le résultat rnet en évid ence des seuils critiques .À~; =-: log 4 ---- 1 

et A *"; :== log 8 _o. 1 pour À correspondant à des sortes de cbange­

rnents de phase . 

L,cs dérnonst,rê,t ions l'eposent c:)Ur la technique de Iv1aier et 
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