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Introduction

L’étude des ensembles de multiples constitue une branche de la théorie
probabiliste des nombres. Cette étude s’est développée dans les années trente

avec les travaux de Erdos, Besicovitch, Davenport, et d’autres.

Nous disposons de deux ouvrages de référence. Le premier est Sequences
de Halberstam et Roth ou sont exposés les résultats obtenus dans la période
1930-1960. Le second est Divisors de Hall et Tenenbaum, ou l'on trouve les

résultats récents, assortis d’une bibliographie complete.

Avant d’énoncer les résultats du présent travail, nous commengons par

présenter le contexte dans lequel cette recherche s’insere.

Soit A une suite d’entiers positifs.
On définit la densité supérieure (resp. densité inférieure ) de A, notée d.A
(resp. d.A) par

limm sup Ml—m—]—l (resp. liminf M

z—+00 T z—+00 T )
Dans le cas ot dA = d A on appelle densité naturelle de 4, et ’on note d.4, la

valeur commune des deux quantités précédentes.

L’ensemble des multiples noté B(A), d’une suite d’entiers A est la
collection de tous les multiples positifs des éléments de A. On a :

B(A) = {an ca€ Ane€ N}.

Il s’agit donc d’une suite définie par une contrainte multiplicative simple.
Nous donnons maintenant quelques propriétés élémentaires relatives

a la notion d’ensemble de multiples.

(a) Pour chaque suite d’entiers A, il eziste une unique partie A' de A
satisfaisant les deux conditions suivantes

(i) B(A') = B(A)

(ii) A’ est primitive, c’est-a-dire a € A',be A aFb=>a [ b



La démonstration de (a) est simple. Commencons par établir 'unicité de A'.
Si A' et A" vérifient (1) et (11) on a pour a € A' C B(A') = B(A"),
a = ka" (all e A” C B(AI))
= kk'a' (a' € A"
et d’aprés (ii) on doit avoir k = k' = 1. D’ou a € A", soit A’ C A". De méme

on vérifie A" C A'. L'unicité de A’ est donc acquise.
Construction de A’. Il suffit de considérer

A = ﬂ S.

SCA
B(S)=B(A)

(b) Si A est fini, alors B(A) admet une densité naturelle, dB(A).

En effet, si 4 = {a,,...,ar} avec k = | 4|, le principe d’inclusion—exclusion
permet d’écrire

1) DD D D .

Ao yeeey g
bEB(A) s=1 1<i1<...<i, <k (a1 -y @i, ]
<z

ou [ny,...,n,} désigne le plus petit multiple commun des entiers n;, (1 < i < s).

Il en découle
k 1
d _ _1ys-1 ) ————
(2) B(A) Z( 1) o Z R (- TR £
s=1 1S <..<i, <k 5 N

Cette derniére expression est en pratique tres difficile a évaluer a cause de la
structure compliquée du crochet. Cependant, si les éléments de A sont deux a

deux premiers entre eux, on a
£ 1
(3) dB(A)=1-[Ja- =).
=1 !

(c) En fait, si A est fini alors, B(A) est une union finie de classes de congruence

modulo un certain entier m.



Voyons par exemple le cas ou A est réduit a deux éléments, a et b, aucun

d’entre eux n’étant multiple de ’autre. Posons

m = [a,b]
re:=ka (k=0,...,(m/a) - 1)
s5=b (G =0, (mfb) = 1)

et notons ¢; (2 = 1,...,I) les valeurs distinctes de la suite {ry}s U {s;};.
1l est clair que

(4) B(4) = |J (mN+t).

0<i<I

Nous retrouvons ainsi ’existence de la densité naturelle de B(.A) lorsque A est

fini. Avec les notations précédentes nous avons

(5) dB(A) = é .

Indiquons enfin la propriété suivante.

(d) S: Z 1/a converge alors dB(A) eziste.
a€A

En effet, soit A la suite finie constituée des k premiers éléments de A.

Ona
Z l/a—0 (k = 400)

GGA\Ak

donc

. . 1 1

limsup limsup l— Z 1—— E 1’

k—too g=too 1T, al4) T beB(AL)
b<z b<z

. . 1 z
< limsup limsup — Z —| =0.
k—+oc0 z—+00 T GEAVAL

Cela implique ’existence de dB(A) sous la forme

(6) dB(A) = lim dB(As).



Rappels historiques.

La propriété (d) ci-dessus donne une condition suffisante pour que dB(.A)
existe. L’étude des critéres pour ’existence de cette densité fait 1’objet des
premiers travaux dans la théorie des ensembles de multiples. Besicovitch a
réfuté en 1934 une conjecture de I’époque selon laquelle tout ensemble de mul-
tiples admettrait une densité naturelle. Son contre-exemple [B34] est basé sur

le fait que
(7) liminf dB (]T, 2T N N) =0.

Erd6s [E35] a montré ’année suivante que la limite inférieure précédente est

en fait une véritable limite. Il a donné en 1936 la généralisation suivante.
Théoréme A (Erdés [E36]). On a

(8) dB (]Tl—f, TN N) < Ay(€) + Ao(T)

avec ggrz) Aq(e) = Tl—i»rfoo A(T) = 0.

Définissant la densité logarithmique d’une suite D par

6D := lim > 1/d
z—+co log icP

lorsque la limite existe, Davenport et Erdés ont montré en 1937 le théoreme

fondamental suivant.

Théoréme B (Davenport — Erdés [DE37]). On a pour toute suite A
(9) 6B(A) = dB(A).

Behrend [B48] a montré en 1948 I'inégalité importante suivante. On a
pour toute paire {4;, A;} de parties finies de N

(10) 1—dB(A; U A;) > (1 —dB(A))(1 - dB(Ay)).

La méme année, Erdos a caractérisé les suites dont I’ensemble des multiples
admet une densité naturelle. Soit A4 := {a; < ... < a; < @i4+1 < ...} une suite

d’entiers. On pose
BY(T) := I{m < T :ailm et si a;|m alors j > z}l

Le résultat d’Erdds est le suivant.



Théoréme C (Erdés [E48)).

(11) dB(A) existe si et seulement si lim limsup 1 Z BO(T) = 0.
=0 Tmtoo T Ti-¢<a;<T

Dans toute la théorie, les ensembles des multiples des intervalles entiers du
type ]T17¢,T] jouent un réle important. Tenenbaum [T84] donne P’évaluation
suivante de la densité dr de B(]T, 2TIn N). Nous avons, pour une constante

absolue positive convenable c,

(12) exp( —cy/log, T log, T) < (log T)%dr < (log, T) /2

avec 6 =1 — (1 + log, 2)/log2 = 0,086... .

En fait, ses travaux fournissent le résultat plus général suivant, pour
I’énoncé duquel nous introduisons quelques notations.

Etant donnés y, z tels que 2 < y < z, nous posons
z =yt =y +y(logy) ™, et X = logd — 1 +¢//log, y. Nous définissons de

plus les fonctions suivantes
Qv) :=vlogv—v+1 (v > 0),
vt .
G(v) = {Q(%?) siv<logd -1,
v siv>log4—1,
L(v) := expy/logv log, 3v.

Notant H(z,y,z) le nombre des entiers n < z ayant au moins un diviseur

{n <z:n € Bly,z] ﬂN)}i nous

dans l'intervalle |y, 2], soit H(z,y,z) =

avons le théoréme suivant.
Théoréme D (Tenenbaum [T84] ; Hall - Tenenbaum [HT88]).

(i) Si z,y et z sont tels que y,z — y,£ tendent vers U'infiniet y < z < \/z
alors

(13) H(z,y,2) = (1+o(1))z(logy) ™

(ii) Sous I’hypothése 2 < y < z < min(2y, /z) et { borné supérieurement
on a

(14)  2(logy) WV L(logy)™ <« H(z,y,2) < z(logy) M /(1+(-6)*)

ou c; est une constante positive.



(iii) Sous I’hypothése 1 < 2y < z < min(y®/2,/x) on a,

(15) Itu&L(],/u)—C’ << H(z’ y,Z) << (L"u6 10g2(3/u)
V01og(2/u)
oi § = Q(1/log2), c; désignant une constante positive. De plus, lorsque

z = O(y), on peut omettre le facteur log,(3/u).
(iv) On a uniformément pour 2 <y < z < z,

(16) H(:v,y,z)::r(l-{—O(}z—i%)).

Hall et Tenenbaum conjecturent dans [HT88] (p. 31) que, si z,y, z tendent
vers +oo de facon que ¢ soit fixe et z < 4/z, alors la limite

(17) F(¢) = limz ™ H(z,y,z)(logy)*

existe et est une fonction de répartition sur R. Ils fournissent dans [HT90] une
évaluation de H(z,y,z) a une constante multiplicative pres dans le domaine
¢ > —c(log,y)'/®. Cela implique, sous réserve d’existence de la limite F(¢),
que l'on a

1
1+ max(—¢,0)

(18) F() <

Il existe un lien étroit entre 1’étude des ensembles de multiples et la répar-
tition des diviseurs. Dans cette perspective, nous nous proposons de discuter
briévement certains résultats connus concernant la structure de la suite des
diviseurs d’un entier normal. Tous sont liés directement au sujet du présent
travail, soit parce que les énoncés sont précisément utilisés, soit parce que les

techniques de démonstration peuvent étre adaptées a notre contexte.
Répartition des facteurs premiers.

Soit n = H ;' p1 £... < pu, la décomposition d’un entier générique

Vi
P; lin
1<i<w

n en facteurs premiers. On sait [E46] que, pour un entier que n normal,



le j-éme facteur premier est “de ’ordre” de expexp j. Les détails de ce principe
célebre sont fournis dans [HT88]. On a pour € > 0 et {(n) — +oo

1 (n) —
(19) sup —O—g-g—l-).i@—)—f]- <l+4e pp
E(m)<j<w(n)! /27 logyj

Ici et dans la suite la notation p.p. signifie que la relation ainsi désignée a lieu
pour un ensemble d’entiers de densité unité.

Dans ce cadre, les résultats obtenus montrent une assez bonne répartition
des facteurs premiers dans des intervalles qui ne sont pas “trop courts”. Plus

précisément, on a le résultat optimal suivant di a Erdés en 1969.
Théoréeme E (Erdds [E69]). Soient y = y(n) et z = z(n) deux suites de

nombres réels telles que

v log ((log z)/log y)
im
n—-+oco 10g3 n

= 400

Alors, il existe une suite d’entiers A de densité naturelle 1 telle que

(20) o Hpiplny <p< 2|
n:e-i;(oo log ((log z)/log y)

Répartition des diviseurs.

Désignons par 1 < d; < ... < dr = n la suite ordonnée des diviseurs de n.
Une évaluation de la croissance normale des d; découle de ’estimation (19) des
facteurs premiers (voir [HT88], exercice 12, p. 25). On a pour toute fonction
§(n) = +oo

log j - - .
(21) logyd; = 127 +0(Viogi ogaf)  (Em)<i<7(m) o

En principe, toute 'information concernant les diviseurs d’un entier réside
dans ses facteurs premiers. Cependant, l'effet des irrégularités (relativement
modérées) de la distribution des facteurs premiers se traduit au niveau de celle
des diviseurs par des fluctuations locales tres importantes autour de la tendance
générale reflétée par (21). Nous illustrons ce phénomeéne par quelques énoncés
significatifs.

On désigne par D, la variable aléatoire qui prend les valeurs (log d)/logn,
d divisant n, avec probabilité uniforme 1/7(n).

Le théoreme suivant montre que la répartition des logarithmes des

diviseurs d’un entier n est en moyenne la loi de I’arc sinus.



Théoréme F (Deshouillers — Dress — Tenenbaum [DDT79]). Pour a € [0, 1],

on a

(22) lim =

z—+o0o T

> Prob(D, < a) = -?T-Arcsin Va.

n<z
Cependant, le résultat suivant montre qu’une telle loi de répartition n’est
surement pas valable pour l’ordre normal.

Théoréme G  (“Principe d’incertitude”, Tenenbaum [T80]). Soit u une
mesure de probabilité sur [0, 1] et soit A une suite d’entiers positifs telle que la
suite (Dy)nea ait p pour loi limite. Alors la densité naturelle de A est nulle.

Ainsi, le comportement normal des diviseurs présente nécessairement des

irrégularités. Les trois assertions suivantes mettent ce principe en perspective.
- Soit
gn):=1{t:1 <t < 1(n),di|ldit1}|

la fonction d’Erdés-Montgomery. On a [ET81] pour £(n) — 400

(23) g(n) > E% p.p.

- On a [T79] pour (n) — +o0

dit1 -1
) —— > NoR
(24) 1gr?<af§n)1°g( a ) 2¢(n)" logn  pp

— Notant
A(n) :=max|{d : d|n,e* < d < e*T'}]|

la fonction de concentration associée aux diviseurs, on a [MT84, MT85, HT8§]
pour £(n) — 400

(25) (logy n)” < A(n) < &(n)logy,n p-p.

pour toute constante v < log2/log{log3/(log3 — 1)} = 0,287... .

La minoration (23) permet d’exhiber un grand nombre de diviseurs

consécutifs qui ne sont pas proches. Par ailleurs, ’assertion (24) met en



évidence 'aspect occasionnellement trés lacunaire de la suite des diviseurs d’un
entier normal, alors que l’encadrement (25) dégage un phénomene de forte
condensation locale.

Signalons enfin, qu’on peut trouver une description complémentaire de
cette complexité du comportement des diviseurs dans un travail tres récent de
Mendés France et Tenenbaum [MFT91]. Les deux auteurs montrent que la
répartition des diviseurs présente une similitude interne, et mettent ainsi en
évidence l'aspect fractal de cet ensemble. Introduisant une notion naturelle
de Dimension Fractale, ils montrent que l’on peut assigner a l’ensemble des
diviseurs d’un entier normal la dimension log 2. Précisons cela.

Etant donnée une suite A d’entiers positifs, considérons la suite D(.A) des sous

ensembles finis de [0, 1]

D, = {;Z:: :dln} (n€ A).

On pose alors

1. log (7(n)* iy

_ logd 1 —q logd 1 —a
Hn = rnes{ H [logn B §T(n) "logn + §T(n) ] np, 1]} '

On a le théoréme suivant.

Théoréeme H (Mendes France — Tenenbaum [MFT91]). II existe une suite
d’entiers A de densité unité telle que l’on ait pour tout o > 0

(26) p(a, D(A)) = min(log 2,1/a).

Ainsi, au voisinage de 0 la fonction p(a, D(A)) vaut log 2 : c’est la
dimension fractale de D(A).
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Deux conjectures d’Erdés.

On appelle suite de Behrend toute suite 4 dont ’ensemble des multiples
B(A) est de densité 1.

Nous rappelons dans ce qui suit deux problemes d’Erdés récemment
résolus. Ils sont étroitement liés a la distribution des diviseurs et au sujet
de la présente these.

Considérons, pour chaque réel a positif la suite
Ag = {dd’ d<d < (1+ (logd)“')d}.

Vers la fin des années trente, Erdos a conjecturé que Ay est de Behrend.
Tenenbaum et Maier ont établi cette conjecture en 1983. Leur démonstration

fournit le résultat suivant.

Théoréme I (Maier — Tenenbaum [MT84, HT88]). On a

@) A, est de Behrend si a < log3 — 1,
Aq n’est pas de Behrend si a > log3 — 1.

En outre, on sait que I'ensemble — différence {log d—logt : d|n,t|n} possede
une structure beaucoup plus réguliere, malgré les turbulences locales de la
suite (logd)4jn que refletent les résultats précédents (voir [ET83] et [HT8S],
Theorem 53). Dans la méme optique, Tenenbaum a montré que ’ensemble
~ somme {logd + logt : d|n,t|n} est moins bien réparti que cet ensemble-
différence. Plus précisément, on a le théoréme suivant, qui est un cas trés

particulier du résultat principal de [T90a].

Théoréme J (Tenenbaum [T90a]). On a uniformément pour y > 3

(28) c2 < d{n : dﬁ"txllnllog(dt/y)l < 1} <1-c,

ou ¢, est une constante absolue positive.

Un second probleme d’Erdés consiste a chercher des suites de Behrend les
plus lacunaires possible. A cet égard, la famille des suites

gy = U]exij,Qexij] NN (A>1),
21
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composées de blocs disjoints dont les distances mutuelles tendent tres vite vers
I’infini, fournit un intéressant modeéle expérimental.

Datant des années 70, la conjecture B(A) d’Erdoés affirme ’existence d’une
valeur critique A\ > 1 telle que Gy soit de Behrend pour A < Ay et ne soit pas
de Behrend pour A > Ag. Ce probléme a été résolu ’année derniere dans un
travail commun de Hall et Tenenbaum, qui fournit également une réponse pour

la valeur critique A = A,.

Théoréme L (Hall - Tenenbaum [HT91)).

(29) Gx est de Behrend si et seulement si A <1/(1 —log2) =3,25... .

Enoncé du Probléme.

La motivation du présent travail est la résolution d’une conjecture d’Erdéds -
sur les ensembles de multiples.
On consideére, pour n entier positif, I’ensemble des multiples B(n) de la
suite
D(n) = U]d, 2d] NN.
din

Erdos a conjecturé que
(30) dB(r)=1+0o(1) pp.

L’argument heuristique suivant constitue la motivation initiale d’Erdés

concernant (30).

Lorsque n et m sont premiers entre eux (hypothése faite seulement pour

simplifier cette argumentation) on sait que le nombre des paires {d,t} telles
que d|n,t|m et t < 2n peut étre minoré par

U, = 2¢(mgeimm).

w(m,n) = Z 1.

plm
ps<n
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Le théoreme de Hardy et Ramanujan (1917) énonce que pour presque tout

entier n on a

w(n) ~ logym,

et I’on peut montrer similairement que, pour n fixé,
jw(m,n) — logy n| < (logy n)*/°

pour tous les entiers m sauf ceux d’une suite de densité tendant vers 0 lorsque
n — oo. Donc, pour tout entier n d’une suite convenable de densité unité,
on a

Un.m = (log n)'°8 4+o(1) pP-p.

En supposant une répartition uniforme des quantités |log(t/d)| ou tjm,t < 2n
et d|n, on s’attend donc & ce que lintervalle [0, (logn)~?] contienne une quote

- part de
(log n)l°8 4+°M(log n)~*(log 2n)~?

valeurs distinctes |log(t/d)|. La relation (30) signifie simplement que cette
quote—part est supérieure ou égale a 2 lorsque A = 0.
En fait, cet argument conduit & une version quantitative de la conjecture

initiale, que ’on peut énoncer sur 1'une des formes suivantes.
(1) on a pour A <log4 —1

(31) dB(U]d, (1 + (log n)"’\)d] N N) =1+0(1) pp.
djn

(ii) ol eziste pour chaque 0 < XA < log4 — 1 une suite A de densité 1 telle

que Uon ait pour tout n de A et presque tout m

(32)
{(d,): din, thm, w(dt)? = 1, |og(d/t)] < (logn)™*}| = (logn)los=1-X+e(
ot £(n) — 0 quand n — +oo.

Nous établissons (i) dans ce travail et, en fait, on pourrait montrer (ii) par
la méme méthode.
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Résultats obtenus.

Dans le chapitre 1 de ce travail, nous confirmons cette conjecture par un
résultat plus précis. Considérons pour n entier strictement positif et A réel

positif ou nul, ’ensemble des multiples By(n) de la suite

Dy(n) := U]d, (1+ (log n)”’\)d] NN,
din

et notons Q(a) := aloga —a +1 (a > 0). On a le résultat suivant.

Théoréme 1. Onapour0 <A < A*:=log4 -1
(33) 1 - e~orViogzn < dBj(n) <1 — (logn) QA+ p.p.

avec f§ = ((1 + A)/log 2) — 1 et o1 c) est une constante positive, dépendant
uniquement de A.

Le chapitre 2 est consacré a ’évaluation de la densité dBj(n) lorsque
A > A* := log4—1. Dans ce domaine, nous montrons que la densité en question
tend vers 0 presque partout (ce changement brutal de la probabilité rappelle la
loi du 0-1 de Kolmogorov) et qu'’il existe un seuil critique A** := log 8 —1 pour le
parametre A marquant un nouveau changement de comportement asymptotique

pour dBj(n). Plus précisément, on a le résultat suivant.

Théoréme 2. On a

ou 'on a posé

0 si0 <A< A =log4 -1,
F(A) = {Q(ﬂ) st A*< A< A =log8—~1 avec ﬂ:llog’;-l,
A—=log2 si A™ <A
Remarque. La fonction F est dérivable sur [0, +oof.
Dans le dernier chapitre, nous nous intéressons a la question des termes
d’erreurs. Il s’agit d’estimer le nombre des entiers n ezceptionnels, au sens ou
la densité dB,(n) n’est pas proche de 1.
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Théoréme 3. Soient 0 < A < A* =logd — 1,0 < € < 1/2 et ¢ > z¢(A,¢).
Posant

N(z,A€) = |{n <z:dBy(n)<1- e}l
on a
(35) 2(log )~ 9B+ < N(z, X ) < z e~rVios2 7
avec B = ((1+A)/log2) —1 et ot cx désigne une constante positive dépendant
de A.

Voici quelques interprétations de ces résultats.

1 —Interprétation géoméirique.
Une conséquence géométrique simple du théoreme est la proposition
sulvante.

Donnons nous au hasard un rectangle de longueur m et de largeur n

Alors, quitte a retrancher une bande, “relativement petite”, de 'une des ses
extrémités, la figure admet avec probabilité 1 un quadrillage régulier en carrés
d’aréete entiere > 2.

avec

A
(36) 0< -Sf < (logn)i7l84te  (:>0)  pp.
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En outre, ’affirmation tombe en défaut si on impose une réduction de l'erreur

. As
relative — en remplagant € par —e.
38

2 — Interprétation probabiliste des valeurs critiques \* et A**.
Considérons, pour z entier, ’espace probabilisé 2, = {1,2,...,z} muni

de la loi uniforme v, et la suite (£4)4>1 de variables aléatoires définies par

i o= {50

0 sinon .

Notant H(z,y,z) le nombre des entiers n < z ayant au moins un diviseur d

dans le sous-intervalle ]y, z] de ]0,z], on a

ZH(z,y2) =~ 3 max u(n)

<d<
n<zy i

= Prob ( 121512(2 €a=1).

Intuitivement, plus 'intervalle |y, z] est petit plus les {; se rapprochent de

I’indépendance. Cette derniére hypothese implique

Prob (,,133%{; €a=1)=1- Prob (yxgg,%cz €i=0)

~1- 1 (-20)

y<d<z
Il s’ensuit

A
~

PN —-H ~ y.
(6() (m Y,z ) y

Remarquons en outre que I'inégalité de Behrend montre qu’on a toujours

la majoration
(38) -l-H(:L' y,2) < (1+¢( ))i_-_-_g_/_ ( lim e(y)=0)
T I - y y y_‘+w y .

Posons z = y(l + (log y)"’\). Le théoreme D montre que ’approximation (37)
est effectivement valable si, et seulement si, A > log4 — 1, ce qui représente

donc le seuil d’indépendance pour ce probleme.
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Considérons maintenant

Da(n) = ] d, (1 + (log n)"\)d] AN,
d|n

et, pour z > zo(A,n) désignons par H(x,Dy(n)) le nombre des entiers m<z
ayant au moins un diviseur dans Dy(n). L’hypothése d’indépendance des
&, (t € Da(n)) implique

1
;—H(z,'D,\(n)) = PrOb(teI’Ill)?i(n) & = 1)

(39) - (log n)log 2—A+o(1) p-p-
car en utilisant la majoration

A(n) < (logyn)'*°®  pop.
déduite de (25), on montre facilement que

(40) Y 1/m=(logn)°s?= M pp
meDr(n)

Ainsi, la valeur A** =log8—1 de A du théoréme 2 peut étre interprétée comme
le seuil d’indépendance des &, (t € Da(n)).

De plus, en écrivant

max §; = max max €
tED(n) d|n d<t$(1+(log n)‘*)d
(41) - m(m f; &sons,
dijn

on voit que, pour A < A**, les {] ne sont plus indépendants, alors que, pour
chaque d|n, A\* représente, au vu du théoreme D, le seuil d’indépendance des
&, pour d < t < (1+ (logd)™*)d.

Nous proposons d’exposer dans cette derniere partie les méthodes et les
techniques essentielles utilisées pour les démonstrations de nos résultats. La
minoration de 1-dBx(n) donnée par le théoreme 1 est la plus difficile a montrer.
Elle est en fait obtenue par une série d’améliorations succesives, relatives a un
énoncé de base confirmant de maniére non effective la conjecture (30), et que

nous énoncgons maintenant.
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Proposition 0. Pour tout réel T > 0, il existe une suite 4 = A(T) C N et il
existe deux fonctions 1o et 7y tendant vers 0 lorsque T — +oo telles que

(i) dA(T) 2 1 - no(T)

(i) n € A(T) = dB(n) > 1 - (T).

On peut établir ce résultat par la technique de Maier et Tenenbaum [MT84]
et [HT88]. Explicitons les étapes essentielles.

Notons

B(n): (U]d ed] N N) ng = H p.

din pln
p<expe*

L’idée de base est de majorer la probabilité conditionnelle

Prob (mk+l € B(ng41) |mr & B(”k))

ou ! = {(T) est un parametre entier.

Cela nous méne a établir une relation de récurrence pour les fonctions de

compte
M(n, k) —I{m<X V(ng,mi(n),0 —O}I
ou
X > Xo(n) et V(u,v,z) := > pu(dt)?,
dlu,tlv

0<z—log(d/t)<1

mi(n) = H p.

plm,pln
p&expe

Introduisons alors 'ensemble £L(n,m) des z tels que V(n,m, z) > 0, et désignons

par A(n,m) sa mesure de Lebesgue. Posons

T (u,0) =Y u(d)*d.

diu

L’inégalité suivante, obtenue par une technique d’analyse de Fourier et valable

pour tous u,v tels que (u,v) = 1, permet de minorer A(ni, mi(n))

gelur) = ( / = V(u,v, z)dz)2 < AMu,v) /0 1 |7 (uv,8)|*d6.

—00
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Des techniques reposant sur 1’évaluation de moyennes pondérées de fonctions
multiplicatives positives ou nulles permettent pour chaque k d’obtenir

I’estimation quasi optimale

/

si n est fixé dans une suite convenable d’entiers de densité proche de 1 et pour

7* (nkmi(n), 0)|"d < 4emr )Tk

tout m < X sauf au plus ¢(T,n)X avec THT e(T,n) = 0. Cela fournit la
—_T 0

minoration
(42) Mngmr(n)) > T,

Cependant, on ne peut obtenir de relation de récurrence sur les cardinaux
M(n,k) que si (42) est réalisé simultanément a n et m fixés pour un grand
nombre de valeurs de k. Pour établir cette propriété, il faut étudier de fagon
assez approfondie la distribution locale des facteurs premiers des entiers

“normaux”, et en particulier montrer que 1’on a assez souvent,

Tréligkw(nk/nk_s) /s>a

pour tout a fixé dans 0, 1[. Il faut également montrer que des intervalles “tres
courts” contiennent au moins un facteur premier - cf. Lemme 1.2.5 - et
vérifier un certain nombre d’autres conditions que nous ne détaillons pas dans
cette introduction.

Ces difficultés techniques étant surmontées, on peut construire une sous
suite M(n, k;) satisfaisant a

(43) M(n, kj41) < (1 - (T)M(n, ;) +n(T)X.

avec 7(T) — 0 quand T — oo.

On parvient donc au résultat souhaité

1
M k) =o(1)  pp.

si le nombre J(n) de valeurs admissible de j tend vers +o00 avec n € A(T).
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La relation (43) est obtenue en construisant explicitement, grace a la

minoration (42) une suite d’entiers m comptés dans M(n,k;) mais pas dans
M(n,kj41).

Le résultat quantitatif
dB(n) > 1 -e Ve " pP-p-

découle d’une étude statistique de ’ensemble des k; satisfaisant (43) — cf.
Lemme 1.4.3 par exemple —.

Remarque. Soit A une suite finie d’entiers. Posons

r(m, A) = Z 1, I(A):= Z 1/a.

tlm a€A
teA
On a
. 1
(44) thiloo 5 ";X (m, A) = I(A).

Au vu de cette relation, on pourrait étre tenté de croire que la densité dB(A) est
fortement liée & la valeur {(A). Il n’en est rien, en réalité, et la considération des

ensembles Dy(n) fournit a cet égard une intéressante classe de contre-exemples.

On a
I(Da(n)) = (logn)~MlosZto) 5 p

et
(45) dBi(n) =1+0(1) p.p. (0< A <logd —1).
Cependant, si nous posons pour 0 < A < log2

A&l)(n) = ]2,exp {(log n)_’\+1°52}] NN,

A&”(n) = ]nexp { - (log n)_’\+l°g2}, n] NN

on a

[(AD(n)) = (logn)Hos2+e@)  (j =1 2 n — 400)
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alors que le théoreme D implique

(46) dB(A(n)) = 1+ O((logn)*'8?)

(47) dB (AP (n)) = (logn)~4(1+A-les Do)

Il faut encore souligner que la similarité de comportement de
dBy(n) et dB (A&l)(n)) pour 0 < X < log4 —1 ne provient pas de la présence de
“petits” entiers dans Dy(n). En fait, la méthode conduisant a (45) montrerait

également que 'on a pour tout € > 0

(48) dB( U ld2dn N) =1+0(1) pp.
din
d>exp(logn)t~*

La comparaison de (47) et (48) fournit donc un exemple de deux suites finies,
de mesures logarithmiques voisines, et dont les éléments ont des logarithmes
“proches” (c'est-a-dire de la forme (logn)!*°(})) mais dont les ensembles de

multiples ont des densités aussi éloignées que possible asymptotiquement.



Notations, Définitions et Conventions

Les lettres n,m,u,v,t¢,7,k,1, s et v désignent des entiers positifs.

z,X,y,z,a,B,0,\, 0,1 et € désignent des réels positifs, ¢, cg,c1,- - - sont des
constantes absolues positives.

P, q désignent exclusivement des nombres premiers.

On note la relative divise.

“l”

p’||n signifie j est la valuation p-adique de n et j # 0.

Une somme (resp. produit) portant sur l’ensemble vide est nulle (resp.
vaut 1).

Le plus grand diviseur commun de m et n est désigné : (m,n).
Le plus petit multiple commun de m et n est désigné : [m, n|.
w(n) est le nombre des facteurs premiers de n.

Q(n) est le nombre des facteurs premiers de n comptés avec leurs ordres
de multiplicité.

¢(n) est le nombre des entiers m < n, qui sont premiers avec n.

(=1)“™) i n est sans facteur carré,
p(n) =

0 sinon.
Le plus grand (resp. le plus petit) facteur premier de n est noté P*(n)
(resp. P™(n)) ; par convention : P*(1) =1, P~ (1) = +oo.
U(z,y) désigne le nombre des entiers n < z tels que P¥(n) < y.

®(z, z) désigne le nombre des entiers n < z tels que P~ (n) > .

O(z,y, z) désigne le nombre des entiers n < z tels que H P>z

plin
p<y

Si f et g sont deux fonctions arithmétiques réels (c’est-a-dire définies de

N dans R) alors,

Frg(n):=>_ f(d)g(n/d)

din
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Nous introduisons les notations et les définitions sulvantes :

nNg = H D,

pin
p<expe*

II »
plm,pln
w(n;y,z) = Z 1, w(n,z) =w(n;1,z),

Plin
y<p<z

S 4 Qnye) = Qns1,a),

Plin
y<p<z

3
3
~—
il

2
—~
=
&

&y
—

Il

7% (n,8) := > p(d)’d*

d|n

[7*(n, 0)

72’(7’1"9) = 2w(n)+wo(n)

avec wy(n) :=w(n,exp1/8),

p(n,k,y) :=min{p:pjn et p > exp(yek)} avec la convention min @ = +oo,
V(u’vvz,r/) = l{(d3t) : dluatlva 'u,(dt)2 = 130 <z-— log(d/t) < n}la

V(u,v,n) = V(u,v,O,n) = Z “(dt)2’
diu,tlv
0<1°i's(t/ld)Sn

Llu,v,m):= | log(d/t)+]0,n].

dlu,t|v
u(dt)*=1

Pour toute partie A de N, on note : A le complémentaire de A dans N et
14 la fonction indicatrice de A.

Toute dépendance en fonction d’un parametre A de R™ des constantes
impliquées par les symboles < de Vinogradov et O de Landau sera mentionnée
par <€ 4 ou Oy4.

[z] désigne la partie entiere de z.
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log; est la k -iéme itérée de la fonction logarithme, définie par :
log, z :=logz et log;,  :=loglog, z (kK >1).

Nous avons utilisé le signe [] pour visualiser la fin d’une démonstration
ou d’une remarque.



Chapitre 1

Estimation de dBj(n), 0< X < A*

§ 0. Enoncé des résultats.

Considérons pour n entier > 1 et A réel > 0, I’ensemble des multiples
By(n) de la suite

Di(n) := | J]d,dexp(logn)~*] AN.
din

Désignons par Q la fonction définie par
Qa):=aloga—a+1 (a > 0).

Nous nous proposons de démontrer le résultat suivant.

Théoréme 1. Onapour0 <A< A*:=log4 -1

1 — e \/ioszn < dB,\(n) <1- (logn)—Q(ﬂ)'FO(l) P.p.

ou B := ((1+ A)/log2) — 1, cy est une constante positive dépendant unique-
ment de A.

L’encadrement ci-dessus de dBj(n) sera en fait obtenu en établissant les
deux propositions suivantes, qui donnent respectivement la minoration et la

majoration.

Proposition 1. Pour tout 0 < A < log4 — 1, il existe cx > 0 tel que I'on ait
pour X > z > z4(A)

I{(Tl,m) € [1,7] x (1, X]: V(n,m,(logn)™*) = 0}' < z X e~3Viegs =
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Notons pour A > 0
6x(d) := 1+ (logd)™*,

“\(n) Densemble des multiples de U]d,d&,\(d)] NN
d|n

Nous obtenons le résultat suivant.

Proposition 2. On a pour 0 < A <log4 -1
dB\(n) < 1 — (logn)~ @A) +e() oD,

avec = ((1+ A)/log2)—1.

Nous commengons par présenter les lemmes nécessaires.

§ 1. Lemmes généraux concernant la répartition des nombres
premiers et les fonctions arithmétiques.

Lemme 1.1.1 (voir[T90]). On a pour z > 2

le théoréme des nombres premiers :

(1.1) Zl—/ et T O Vieg z)

rp<z

la formule de Mertens :

—(1+0(e” \/‘78_’))

(1.2) ITa- —) =

log =
p<=z &

Le résultat suivant est une conséquence du théoréme des nombres premiers.

Lemme 1.1.2. OnapourO0<e<let2<y<z,

1 1 elog z T _1
(1.3) Z < log ( ogz>+/0’ e " dz+0(z€logze_vi°gy)

l—e —
vl P logy

Démonstration. D’apres le théoreme des nombres premiers, nous avons
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(1.4) > L / o, / xll_e dO(ze~Vios2),

1—¢ 1—¢
T log z
y<p<z P v &

L’inégalité (1.3) découle immédiatement de I'égalité (1.4), en utilisant le change-

ment de variable : z’ = € logz dans la premiere intégrale et en intégrant par

parties la deuxieme. 0
On applique aussi le théoreme des nombres premiers pour obtenir I’évaluation

donnée par le lemme suivant.

Lemme 1.1.3 (voir{T90], p. 381). Soit f une fonction 2rw-périodique, a

variation bornée sur [0, 2x] et de valeur moyenne

1 2T

= 2 J, f(z)dz

Alors, pour tout triplet (6, w,z) de réels tels que § #0, 1 <w < z on a

15 Y flen)p=Tlog (D) + 0{(rtk) + ()

w<p<Lz

HL+ BV (f))eViesw}

ou I'on a posé

M(f)i=swp ()] e V()= [ |af(o).

Le lemme suivant di a Halberstam et Richert [HR79] et généralisant un
résultat de Hall, nous sera tres utile.

Lemme 1.1.4 (voir[T90]). Si f est une fonction multiplicative, positive et a
laquelle on peut associer un couple (M1, A2) de Rt x [0,2[ tel que pour tout

nombre premier p et pour tout entier 3 > 0 on ait

f@) < MM

alors, pour tout réel z > 2

(1.6) Zf(n)<67(1+9)\1+(2 A e [[a-p)> f¥)p™

n<z pLz j2>0
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Les deux lemmes qui suivent sont posés comme exercices dans [T90], p. 61.

Lemme 1.1.5. Soit f une fonction arithmétique, multiplicative, telle que
f*u>0. Onapourz>1

(1.7) Y fm<e[[a-27Y DY fep

n<z p<«z 0<v<log z/logp
Démonstration. Posons
1(n):=1 pour tout n € N*.

L’équivalence
g=frp=f=g*1

entraine

S f) =YY g(d)

n<z n<z d|n

= g(d) > 1

d<z md<z

=Y g(d)[z/d].

d<z

La positivité de g implique que la derniére somme en d est inférieure ou égale a

(2%

1<v<logz/logp

f#*) = St )
)> )

l<u<log z/logp

H 1+p7h) ). @ 0
1 |

0<v<log z/logp

I/\m u/\:j

Nous faisons appel au lemme précédent pour montrer le résultat suivant.

Lemme 1.1.6. Soienty >1,z>1. On a

(18) np(n) ™ < y

pour tous les entiers n < z sauf au pfus &L zexp(—eY).
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Démonstration. Posons pour chaque a > 1

fa(n) = (ng(n)™")",
ga:==f;*/L

0 siv> 2,

9a(p”) = fa(p") = fa(P*™') = { @
(p/(p-1))" =1 siv=1

Par application du lemme 1.1.5, il suit

Yo fmy <z [Ja-pH(+ ) p1-p7H)7)

n<z p<=z v2>1

<[] —p‘1)<1 + ;%i(——p—)“).

p<z p—1

Posons

de sorte que
Uas(p) =1+ Vu(p).
Puisque

a .
Vlp) < 3 sip>a

alors

exp Z Va(p) ¥ 1
p>a

et, puisque

) = (29" (2™ +2) < (G2
[I+ve) <[ G5
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Nous avons par conséquent uniformément en a,

Z fa(n) <z c2 log(a + 1))

n<z

Nous en déduisons

{n:n <z, np(n >y}|<y Zfa

n<z

Y —a
Z ( ~—ees .
(c2 log(a + 1))
Nous achevons cette démonstration en choisissant

1 si y < 3¢y,
=13 e — 1 avec c1=1/(ec2) si y> 3ca.

D’ou le lemme 1.1.6 0
Les estimations données par les deux lemmes suivants, sont des résultats

classiques de la théorie du crible.

Lemme 1.1.7 (voir [HT88], p. 11). On a pour z > 2z > 4,

T

(1.9) 2e,2) <

Lemme 1.1.8 (voir[T90], p. 437). Onapourz > 2>y > 2,

log =
(1.10) O(z,y,2) < zexp (— 210gy)°

§ 2. Lemmes concernant la répartition des facteurs premiers ou des

diviseurs.
On pose
w(ng(w)) = Z 1,
pinplu
p<expe*

Q(a) ==aloga —a+1 (a > 0).

Lemme 1.2.1. Soient a,é,u,k et z tels que
u>1l,0<a<l<é6L2etl1<k<log,z.Ona

(2.1) ak < w(ng(u)) < 6k
pour tous les entiers n < z sauf au plus

Lz (uap(u)"’le"Q(“)k + e’Q(‘s)k).
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Démonstration. Le nombre des entiers n < z ne vérifiant pas (2.1) ne dépasse
pas la quantité

Z aw(nk(u))—ak + 5w(nk)—6k‘
n<z

Or, d’aprés le lemme 1.1.4 on a

Yot <o { 3 (a-1/p + 31/}

nlz p<expe* plu

D’une part, on a

Y 1/p <) logl/(1—p7") = log (u/e(w)).

plu plu

D’autre part, la formule de Mertens entraine

exp { e 1)/p} < ela—Dk

plexpe*

Il vient

Z aw(nk(u))—ak < zup(u)le~ @k,
n<z

De méme on vérifie

Z §w(rk) =6k o 1 o —Q(O)k 0
n<z

Le lemme suivant s’inspire du Lemma 51.2 de [HTS88].

Lemme 1.2.2. Soient1 < T < k <log,z,u >1 et 0 < @ < 1. La minoration

(2.2) Tléljfslk w(n(u)) —Sw(nk-s(u)) o

est satisfaite pour tous les entiers n < z sauf au plus
L zup(u)1Q(a) e~ TR,
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Démonstration. Notons C(z) le nombre des entiers n < = ne vérifiant pas (2.2).
il est clair que

E(:E) < Z Z a‘”("k(“))—w(nk-.(u))—-as

n<z T<s<k
< e—asloga au(nk(u))—w(n,.-,(u)).

D’aprés le lemme 1.1.4, la somme intérieure est, & une constante multiplicative

pres, majorée par

:L'exp{ Z (a——l)/p}S:L'exp{ Z (a—1)/p +Zl/p}

P
k—s<plc{gu2pSk k—s<log, p<k Pl
< :L'uc,p(u)_le(a_l)’.
On obtient donc
C(z) < zup(u)™! Z e~ Qs
T<s<k
< zup(u)"1Q(a) e~ T,
D’ou le lemine 1.2.2. 0

Lemme 1.2.3. Soient ¢ une constante suffisamment grande, 0 < a < 1,
g > zo(a), To = ¢(1 — a)~%log(2/(1 — a)). Pour tout entiers h,
To £ h <log, z, et tout ensemble d’entier K C [h,log, z| satisfaisant a

() K| > c
. s
(i1) | k,I}cl'léllc ] k| >
k£k'
on a
(2.3) '{k € K: min w(nk(u)/nk (u)) /s> a}l > il,q
. T T.<s<h - 210

pour tous les entiers n < = sauf au plus zup(u)le~ Xl



-32-

Démonstration. Posons T := T,. Notons o1(n) le membre de gauche de
I'inégalité (2.3) et,

F1(n) = |K| = o1(n).

Il est clair que l'on a pour tout entier [ > 1

Hn:n<z,51(n) > 1}| < Z Z H Z w(ne(w)~w(ne-s(w)—as

n<z HCK k€M T<s<h
IHi=t

Intervertissant les signes sommes et produit on a

(2.4)

|{n :n < z,51(n) > l}‘ Z Z Z H a“’(nk(u))’W(nk—ak(u))—;ask

|H$’C (se)ren C{T,~,h} n<z k€M

avec (Sk)ken = (Sky, *y8k) st H = {k; <--- < ki}.

Fixons momentanément H C X, |H| = l et (sk)ren C {T,---,h}'. Puisque
les intervalles |k — h k], (k € H), sont deux a deux disjoints on obtient, en
appliquant le lemme 1.1.4

Z H aw(nk(u))—w(nk_gk (u)) < T exp ( Z Sk + S;c)

n<z k€M ke

ou l'on a posé

Se= Y (a=1)/p,

p
k—sr<log, p <k

Sie= >, (-a)fp, (keH)

plu
k—sr<log, p <k

Il est clair que

> Si < log(up(w)™)

keEM

et que pour tout k € H

exp Sk < exp ((a — 1)sk).
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L’inégalité (2.4) entraine par conséquent

!{n 'n S x,El(n) Z l}‘ S C:I;QJ u¢(u)‘1 Z Z H e—Q(a)Sk
i’;ﬁ_fl (s)een C{T, - ,h} k€EH

(2.5) <dz u¢(u)—lglxl{eTQ(a)(1 _ e—-Q(a))}—I’

cela achéve la démonstration puisque 'on a en particulier pour
T = ¢(1 — a)"?log (2/(1 — @)) avec ¢ convenable

eTQ(a)(l - e-—Q(a)) > ¢y el

de sorte que le dernier membre de (2.5) est majoré par la quantité
z up(u) e~ ®l pour I > [1K]/10]. [

Lemme 1.2.4. Il existe une constante absolue zy telle que l'on ait pour
r > o et tout ensemble d’entiers K C [3log; z,log, ] satisfaisant a
K| > 2o e¢ min |k —k'| > log|K|

kK e

k#k'

(2.6) [{k € K : log nx SSOek}l > %[Kjl

pour tout les entiers n < & sauf au plus z e~ ¥l

Démonstration. Soit | = |K|. Notons k; < --- < k; les éléments de K. Posons
pour i € {1,---,1}

e ki
Yyi =€,

- -

.= |1/20],
oa(n) := l{k € K :logng < 50ek}|,
Ga(n) 1= 1 —oa(n) = |{k € K : logni > 50e*}|.
Si 'entier k = k; avec ¢ > 2 de K est compté dans G2(n), on a soit
(a) log ng,_, > 4leki-1

soit

(b) logng,_, < 4leri-1 et log ny, > 50e*i
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de sorte que 'on peut écrire

(2.7) Fa(n) <7 (n) + 7y (n) + 1

ou 'a'ga)(n) (resp. b‘gb)(n)) désigne le nombre des indices ¢ de {2,---,1} tels que

(a) (resp. (b)) soit réalisé.

Par le lemme 1.1.8, on a

(2.8) < @(m,expek,exp(4lek)) <ze 'L,

Par ailleurs, si I'indice 7 est compté dans 'a'gb)(n), alors

log(ng, /nk,_,) > 50eFi — 4leki-1
> {50 — 4le~ki—ki-D}eki > 46ek:

car k; — ki—; > logl.

11 suit
)OEEED DD DI a | (LIS
n<z n<zr IC{2,--,l} i€l
7 ()20 =0

Fixons I C {2,---,1} avec |I| = I', et notons

f(n) = H(nk.‘ //nk.'-1)1'/yi'
ie]

Soit p un nombre premier. S’il existe ¢ € I tel que

expeti=t < p < expel?, alors f(p) = f(p) = p/¥ < 3;

sinon f(p”) = f(p) = 1. Comme en plus la fonction f est multiplicative alors,
par le lemme 1.1.4, on a

Sim<alen{ Y (sx-7))

n<z i€l ki—i<log,p<k; P ¥
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Or, d’apres le lemme 1.1.2, on a pour tout z € {2,---,{}

1.z _
1 <k,._k,-_1+/e Liaz+1
0

—tle —
Vi z

ki_1<log, p<k; P
<k;—k;_1+3.

D’ou

E f(n) K zett.

n<z
Il suit par conséquent
(2.9) z 1 <a2le ™ < getl,
n<z
7 ()20
En réunissant (2.7), (2.8) et (2.9) on obtient le lemme 1.2.4. [

Avant d’énoncer le lemme qui suit, rappelons la définition suivante :
p(n,k,y) = min {p tpjnetp> exp(yek)}.

Lemme 1.2.5. Soient z,y,h et K tels que h > x4 (zo étant une constante
absolue, suffisamment grande), 1 <y < e"2°~*logz, K une suite d’entiers de
[2,log,  — log(e°y)],|K| > 7o e¢ min |k —k'| >20. On a

kk'ex

2

k#£k'

9

(2.10) Hk €K :p(n,k,y) < exp(y ek+2°)}| > T

Xl

pour tous les entiers n < z sauf au plus z e X,

Démonstration. Posons

l:= [!IC]/lO],
o3(n) = l{k €K :p(n,k,y) < exp(yek+20)}],
73(n) := |K| — og3(n)

et pour chaque k € K

Cy =] exp(y eF), exp(y ek+2°)].
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Soit X la fonction multiplicative définie par

Xi(p”) = {1 sip#Ch

0 sinon.

Il est clair que

!{nﬁx:'c?g(n) > l}l < Z Z H Xi(n).

n<z HCK k€M
IM|=l

D’apres le lemme 1.1.4, on a pour chaque H C X

Y I 4m <Y 3 -1/

n<z k€M k€M p€eCy

car Cx NCp = O si (k, k') € K% et k # k'. On obtient donc pour h assez grand

{n <o T3(n) 2 1}] < w2¥le™!

< ze ¥l i

Dans cette derniere partie du présent paragraphe, nous allons établir des

lemmes essentiellement utiles dans la preuve de la proposition 2.

Le résultat combinatoire suivant est un outil important dans I’étude des

suites d’entiers m ayant une quantité fixe de facteurs premiers.

Lemme 1.2.6 (voir [HR66], p. 147). Soient n > 1, (21, --,z.) € (R4)™.
Posant pour chaque entier k de {1,--- ,n}

Sk = Z Ha:,-,

Ic{1,-,n} 1€l
Hl=k

on a

52 fi- (3) Bt
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Nous désirons maintenant réserver certaines notations. Solent n > 4,

B €]0,1] et U une fonction croissant vers l'infini avec
U(n) = exp(logn)*™ ol e(n) — 0.

Désignons par M(n, 3,U) la suite formée par les entiers m tels que

(i) P=(m) > U(n)
(ii) Q(m,n) < Blogy n.

Rappelons : Q(B) :=fBlogB —+ 1.
Lemme 1.2.7. Il existe un entier N(3) tel que pour tout n > N(f3)

(2.12)  dM(n,B,U) > B~ (logn)~ 9P (logn)Plosl=¢)(log, n)~1/2.

Démonstration. On voit que tout élément m de M(n, 8, U)\{1} peut s’écrire

sous la forme

m = st

tels que

e ious les facteurs premiers de s sont dans l'intervalle |U(n),n] et en
comptant leur ordre de multiplicité, leur nombre ne dépasse pas flog, n.

¢ t n’a pas de facteur premier inférieur a n.

D’ou, il ressort que pour X > 1

M, 8,0)0[0,X]| 2 > D ous)® > L

Choisissons l’entier N(f) aussi grand qu’on veut et considérons
n>N(B)et X >n".

La derniere somme portant sur ¢ est d’apres le lemme 1.1.7, minorée a une
constante multiplicative pres, par X/(slogn). Par suite, le lemme 1.2.6

entraine

ogn k
M 80> o= S o () + Ol }

1<k<Blog, n
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Ce qui fournit en particulier

1 1 log n 1 [81og, n

Or, la formule de Stirling montre que pour n > N(j)
[Blog, n|! <10 51/2 (log n)ﬂlog B-p (log, n)[ﬂlog, n]+1/2

Par suite, on a

1 Blog, n
dM(n, B,U) > B~/ (logn)= 2P (log, n)~1/2{ 1-e+0( b

)

et le lemme en découle d’une facon claire. 0

log, n. logU(n)

Lemme 1.2.8. Uniformément pour s > 0,0 < &1 < 1/2,0 < <1 et
X>n>4

logt
: ax - —= <
(2.13) o B {Q(m,t) flog (7 (n)} <s

pour tous les entiers m de M(n,B,U)N[0,X] sauf au plus

< X,B—IEI-Q(lOg n)'—Q(ﬂ)(IOg U(n))”ﬂ(l +El)—a{i_(_)_{sf’_gv_v_%}ﬂ(sl—log(l+e1)).

Démonstration. Soient 1 < z <3/2, 0 < a < 1. Posons

M = M(n,B,U),

. logn
K := [1Og(log U(n))] +1

ty :=exp (FlogU(n)), (0<k<K)

et

E:= Z {1 P max (Qm, tx) — Bk — 1)) > .s}.
meM - -
m<X

Nous avons

E<z? Z 2~ B(k=1) Z LR(m,t)

0<k<K meM
m<X
< z=8gPlogyn Z z—ﬂ(k—l) Z zﬂ(m,t,,)aﬂ(m,n)_
0<k<K m<X

P (m)>U(n)
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Cette derniere somme intérieure est d’apres le lemme 1.1.4

X
<<mexp{ Z azfp + Z (a—l)/P}

U(n)<p<te ty<p<n

X log t )az—l(logn )a—-l

< logU(n)(logU(n) log t

Donc

E < X(logn)*~17Alesx(1og U(n)) " 2~° Z okFL(e,B,2)
0<k<K

ou l'on a posé
L(a,pB,z) =az —a— fBlogz.
Le choix

a=fetz=1+¢
implique alors
L(a,B,z) = (&1 — log(1 +¢€1))8

et

Z ekL(a,ﬂ,z) <<ﬂ—1€i—2(1 105:1, )(61-—108(1+£1))ﬂ.
0<k<K ogU(n)

Soit maintenant t €]U(n),n]. Il existe k,(0 < k < K), tel que
ty <t < try1. Donc, si m n’est pas compté dans E alors

(m,t) < Q(m,tx41)

<pPk+s
logt
1
S8 Og(logU(n)) ts i
Notons M* = M*(n,8,U) la suite formée par les entiers m
satisfaisant aux conditions suivantes
(M7) P~ (m)>U(n)
Q t
(M3) max b g

U(n)<t<3n log,t

Par le lemme 1.2.8, nous obtenons le corollaire suivant.
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Corollaire 1.2.1. On a

(2.14) dM* > dM(3n,8,U(n)) — esB ey 2(logn) 2P (log U(n)) ~*
(logn)‘ﬂQ(H“).

Posons

Va(n,m) = I{(d,t) s dln, tjm, u(dt)? = 1,0 < (logd)* log (t/d) < 1}l

Lemme 1.2.9. Uniformément pour A 2> 0,0 <¢; <1/2,0< 8 <1,n > N(f)
et X >n

(215) Y Va(n,m) < X(logn)" %) (log U(n)) ™ (log n)?=: 82

memM*
m<X

(logU(n))—ﬂlog2 Z (logd)ﬂhgz“l’)‘.
din
d>l|f(n)

Démonstration. Posons 6(d) = exp(logd)™*, s = Be; logy n. Soient y = y(B) et
z = 2(f) deux parametres dans ]0,1]. On suppose en outre que Slog(1/z) < 1.
Il est clair que

Y Vamm) < Y Amem—Slonn § gy

meM® m<X din
m<X P~ (m)>U(n)
. logt
> e {(@m1) - flog (15 rs) — ) log v ult)
d<ttgl1g(d)d

< (logn)™P18%y= %" u(d)®

din
d>U(n)
logt w

Z exp {(w(t) - BlOg ig—[;g:z;l—)) lOg y}z ()
d<t<6(d)d g
P~ ()>U(n)

Z yQ(m,t)zQ(m,en)

m<X/t

P~ (m)>U(n)
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grace a une interversion de sommations.

Appliquant le lemme 1.1.4 & la derniere somme portant sur m, on obtient

> Va(n,m) < X(logn)?18 5715y~ (log U(n)) "

memM”
m<X

1 10gt t)
S ow@? > ( ) (y2)~!
din d<t<e(d)d 1ogU(n)
d>U(n) P~ (t)>U(n)

ou 'on a posé
a:=yz—z+ flogy.

Par le biais d’une intégration par parties ou le lemme 1.1.4 est

intervenu, la derniére somme en ¢ est

pt7
< / v dv
p

_ logd . 1
?"" 1ogU(n)’" "~ (logd)*log U(n)

ou ’on a posé

et b:=1+4+ 2~ 2yz+ Blogy.
Si b > 0 alors, la derniére intégrale ne dépasse pas

np~" = (logd)™*"* (log U(n))" ™"

Le choix y = % et z = f§ complete la preuve du lemme 1.2.9. [

Le résultat suivant se démontre de la méme maniére que Lemma 50.1 de

[HTSS].

Lemme 1.2.10. Uniformément pourz > T >2et0<e<1/20na

Q
(2.16) L L
T<z<z log, 2z

pour tous les entiers n moindres que = sauf au plus O(m e~ %(log T)'Q(”’e)).

Démonstration. Posons K := |log(logz/log T)] + 1 et introduisons des points
tests

Zg = exp(ek log T') (0<k <K).
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En majorant la fonction indicatrice de ’ensemble des entiers n tels que

Q
g(n):= max ——&’—EE-)— >1+4¢
0<k<K log, zk—1

par
(1 + €)Q(n,z:l.)-—(1+e)logz Tk -1

on a donc en vertu du lemme 1.1.4

Z {1:9(n)>1+e} < zQ(1+¢) " (log T)= QU+,

n<z

Si maintenant z est quelconque dans |T,z], alors il existe un indice k,
(0 < k < K), tel que 2x < z < 2x41. Donc, si g(n) < 1+ ¢ alors
Q(n,z) < Un, 2k41)
<(1+4¢)log, 2k
< (1 +¢)log,=. 0

Lemme 1.2.11. Soient a € Jlog2,1], ¢ > z¢(a), ¢ = e(z) — 0 et
T=T(z)—> 400 (z—+00). Ona

(217) S (logd)™u(d)? < (log T)'*s>=°+
R

pour tous les entiers n moindres que r sauf au plus

< ze*(log T)—’2/2.

Démonstration. D’ une part, d’apres le lemme 1.2.1 on a
w(n) < (1+¢)log, z

pour tous les entiers n < ¢ sauf au plus z(log .1:)"52/2.
Donc

Y (ogd)™*u(d)? < (log vZ)™ ) u(d)?
din din

>z d>\/T
< (log ﬁ)—azw(n) < (logx)—a+log2+e.



— 43 -

D’autre part, désignant par S(r) la quantité

S X MPegdy ey

n<z d|n
T<d<\/z

en intervertissant les sommations, on a

S@y <z S u(d)(logd) "+ D g~} log d)y~t,
T<d< V7

Une simple intégration par parties entraine ainsi
S(z) < zv  (logT)™"

oul'on aposé v:=1+a+(1+¢)logy— 2y qu'on suppose > 0.
Le choix y = 1/2 implique v = o — (1 + ¢)log2 > 0. Par ailleurs, le lemme
1.2.10 montre que

- <
Trg;a,é: {Q(n,d) — (1+¢)log,d} <0

pour tous les entiers n < z sauf au plus < e ?(logT)~90+9),
Donc la quantité

l{n =7 Z /’t(d) (log d)_ > (log T)1082 a+e}

d|n
da>T

est majorée par
Of{z e ?(logT) ™91+ } 4 (log T)* =182 5(x),
qui est O(z e %(log T)~01+9)) lorsque y = 1/2. 0

§ 3. Lemmes concernant les transformées de Fourier des fonctions
de répartition liées aux diviseurs.

Rappelons tout d’abord les définitions suivantes .
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Soient

™(n,60) := ) u(d)*d”,

d|n
wg(n) := Z 1,
pln
p<exp(1/8)
_ (.0
R(n,8) = otrrantm

On voit que

7*(n, 6) = 2% (Hp) o H cos ((6logp)/2),

pin pin

R(n, §) := 2w(M=weln) ]_—Icos2 ((flogp)/2).

pln
Lemme 1.3.1. Onapouru >1,k >0 et 6 réel >0,

(3.1) S R(m(w),8) < wup(u) ™ {log(2 + 6)}.

n<z

Démonstration. Si 0 < fe* < 1, alors pour tout entier n > 1, on a
wg(ng(u)) = w(ng(u)), dou 0 < R(ng(u),d) <1, ce qui entraine (3.1).

Supposons k > log(1/0). Comme conséquence du lemme 1.1.4, nous avons

> R(n(w),8) < zexp(Si + Sz + S3)

n<z

avec

~1 + cos?((6lo 2
S= Y ((61ogp)/2)
p<exp(1/6) P
plu

Z cos(6logp)

p

52:

ou =z:= rnin(:c,expek),
exp(1/8)<p<Lz

S = Zl/p.

plu

On voit clairement que S; < 0, que S5 < log(u/p(u)) et que, si 0 < 6 < 1
alors, en vertu du lemme 1.1.3, la somme 5; est O(1).
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Dans le cas ou § > 1, soit y = y(6) un parameétre dépendant de 6 tel que
3 < y < z. Scindons la somme S; en S;3; + S;32 portant respectivement sur les
p<yety<p<z Ilest clair que Sp; = log, y+ O(1) et que d’apres le lemme
1.1.3

— ____1 —4/108 Y
Saz = O(elogy +(3+8)e Vi )

Posons

yo := exp(log(2 + 6))2.
Si z > yo, alors il découle du choix y = yo 'inégalité
S = 2log,(2+6) + O(1).
Par ailleurs, si z < yg, alors en utilisant la formule de Mertens, on a
Sy < ) 1/p=2logy(2+6) +O(1).
P<y¥o

En conséquence, nous obtenons

S R(na(w), 6) < zup(u) ™ {log(2 + 6)}2. 0

n<z

Lemme 1.3.2. Soient z, h, 6, L, K tels que 0 < h <log,z—10,6 >1,L >0
et K une suite d’entiers de [h,log, z] avec |K| > 10.

Alors

! dé 1 () (ki 9
(3.2) [{ke/c:/EM R(ns,8)55 < L(§ — 1) 71610 h)}‘ > 2k

pour tous les entiers n < z, sauf au plus O(zL™?).

Démonstration . Posons £ := []IC|/10] , 05(n) le membre de gauche de I'inégalité
(3.2) et T5(n) := |K| — o5(n).

Il est clair que

{n<z:5s5(n) >0} <! 235(71)

n<z

- —syk-n) [ dé
< (-1 LTy O h)/eh_k ZR(”M‘”@?

kekX n<z
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Le lemme 1.3.2 découle donc du lemme 1.3.1. En effet, lorsque 6 €]0,1] on a

Z R(ne,0) < =

n<z
d’ou

1 dg
/ Y R(ns, O)gr <z(é— 1)le=(1-O)k=h), 0

h—k
n<z

Lemme 1.3.3. Soient L >0, H>1, k>0.0na

(3.3) /1 ! R(n,8)(log(2 + 6))°dd < LH(log(2 + H))*

pour tous les entiers n < «, sauf au plus O(zL™1).

Démonstration. Le nombre des entiers n < z ne vérifiant pas (3.3) est inférieur

ou égal a

L 'H Y(log(2 + H))™* / (log(2 + 8))* 3 R(n,0) df.

n<z

Grace au lemme 1.3.1, on voit que cette quantité est

H
< zL ' H ' (log(2 + H))™* / (log(2 + 6))* df < =L~ 1. 0
1

Lemme 1.3.4. Soient u>1, N > 1et z > 3.

Soient k; < --- < kny N— entiers positifs, (61,...,0n) € H ki emki- 1] avec
1=1
la convention kg := 0.
On a
N
(34) Y IRk (w), 6:) < zeg up(u)™

n<z i=1
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Démonstration . Pour chaque entier k et chaque nombre réel 8 > 0, on a

1+p 1+p7P
Renu(w),8)= [[ —— Il ;
pin(u) pin(v)
logp<1/6 1/6<log p<e*

IN

H (1 + cos(flogp)).

pln,pfu
1/8<log p<e*

Comme les intervalles ]1/6;,e*], (1 < i < N), sont deux a deux disjoints dans

les conditions de ’énoncé, on peut écrire

N
[I R(2e:(w),6) < f(m)

ou f est la fonction fortement multiplicative définie par

1+ cos(8;logp) (p [ u,1/6; <logp < eki)
fp):=

1 (dans tous les autres cas).

D’apres le lemme 1.1.4, on obtient

1 = cos(0; log p)
Zf(w)<<mexp{2;+z Z —_—2r

n<z plu =1 exp(1/6;)<p<expe®i P
p<z

Par le lemme 1.1.3, on voit que chaque somme intérieure est O(1). Il suit
> f(n) < ¢lup(u) e,
n<zr

d’otr (3.4). [

Lemme 1.3.5. Soient z, § et K tels que ¢ > z¢, |[K| > z¢ (zo étant une
constante absolue, suffisamment grande), K = {k; < k2 < ---} C [1,log, z],
6> 1.

Notons ¢7 = cse?® avec cg la constante apparaissant dans (3.4).
Alors
(3.5)
—ki_1
- - ) dé —1,(6=1)k; 9
{z:l<z§]l€| , R(ng,,0)—= < c7(6—1)""e '}IZ-———IICI
e"‘i ! 06 10

pour tous les entiers n < x, sauf au plus ze~*l.
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Démonstration. Posons £ := |K|, m := [€/10] — 1, g(n) le membre de gauche
de l'inégalité (3.5), Tg(n) := € — 1 — ag(n).

11 est clair que

ki1

e dé
Z 1< TZ; Z Hc;l(é' _ l)e(l—é)ki /;-,,i R(nk"e)zé—

n<z I1C{2,.....} i€l
'&'G(n)Zm lI':m

<GgmE-nm™ > [ AW

IC{2,...,e} i€l
Hl=m

ou l'on a posé

A(I) :=/ o {ZHR(nk;,Gi)}H-%?—i.
Je7* e ki-1]  n<ziel i€l 7t

el

Utilisant le lemme 1.3.4, on a

—k:
" e 46
A(I) L zcg l_‘[/d=~ 5

iel V¢
<zeg(6—-1)~™ He(a—l)k‘.
i€l
Il vient donc
Z 1< ze”20m9t < ze™t. 0
n<zr
Te(n)>m

§ 4. Lemmes sur les mesures d’ensembles d’accroissement.

Pour chaque couple d’entiers (u,v) et pour chaque réel positif n, nous

entendons par ensemble d’accroissement 1’ensemble

L(u,v,n):= | ] log(d/t)+]0,7]

dlu,t|v
u(dt)*=1

de mesure de Lebesgue A(u,v,n).
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Le résultat suivant constitue un passage crucial dans la démonstration de
la proposition 1. Nous faisons appel a une technique d’analyse de Fourier pour
I’établir.

Lemme 1.4.1. On a pour (u,v) =1etn >0,

1/n -1
(4.1) A(u, v, 7) > 4“0 (20/ ]T*(uv,9)|2d9) .
0
Démonstration. Nous commencons par majorer la norme-L? de la fonction
2= V(w,0,2,m) = [{(d,1) : dlu, to, u(dt)? = 1, 0 < = — log(d/t) <},

lorsque (u,v) = 1.

Désignons par W la fonction définie par

W(y) := (-S-m—y(-/yQ/—Qz)z

nous avons
+1 ‘
W(y) := (1 —|8))e'® do
-1

et

inf W = W(1) > 0,9.
jo,1]

Nous avons par conséquent pour tout réel z

V(u,v,2,m) < (10/9) Y W((z +logt — logd)n™")u(d)* u(t)?
d|u,t|v .
+i ) -1
< (10/9) 1 (1—16))e =™ r*(u, =~ ")r*(v, 6n7") d6

1/q .
<(10/9)n / (1= |8]n)e*®r*(u, —8)r*(v, §) d6.

La formule de Parseval entraine donc
+co 1/n
[ Vs s < @oostte [ 0= bl (s -6)7(0,0) 40

—oo —1/n

1/n
< 20772/ I7*(uv, 8)|* d6.
0
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D’une part, on a

+o0
[ veesnd=n Y w@ Yy

—o© dlu tjv

= nzw(uv)

et d’apres 'inégalité de Cauchy-Schwarz :
+oo
| vz mds < VAo IV )lee.
—0

On tire donc l'inégalité

1/n
4°(v) < 20X(u,v,7n) / |7*(uv, 8)|% . 0
0

Nous sommes maintenant en mesure d’estimer le membre de droite de
I'inégalité (4.1) lorsque u = ni, v = my(n) et n = (logn)~>. Pour cela, nous
commencons par fixer ’entier n dans une suite A de densité inférieure aussi

grande que possible. Nous établissons ensuite une majoration de l'intégrale

1/7
/0 |7*(nxmi(n), 8))* d8

en écartant un ensemble d’entiers m négligeable.
Nous gardons jusqu’a la fin de ce paragraphe § 4 les notations
suivantes .

logd—1—A
100

k1 :=[(1 — 3¢)log, ], h := [1/log, z], €y := [e4/log, 7]

0<A<logd—1,e=¢y:= >0, z 2 zo(A),

et
K:= {k] +]h] = 1,...,60}.

Désignons par A = A,(z;K) la suite des entiers n < z vérifiant les neuf
propriétés suivantes :

(A1) nfe(n) < v/logy @
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(A2) w(n) < 2log,
(As) IkIlel)Icl hrsnsuslkw(nk/nk_s)/.s >1-—2¢
(A4) I{k €K: min w(ng/ne-s)/s >1- 25}| > 9£0/10

ou T = T(g) = ce™3, ¢ étant une constante absolue suffisamment grande.

(As) [{k € K :logni < 50eF}| > 944/10

(As) {k € K : p(n, k,100) < exp(e*+3%)}| > 9¢,/10

: d¢ ek
(A7) l{kelC:/e_k’R(nkﬂ)—ég-S(&—-l) eF=DE=RD ) > 99 /10

[ P

avec 6 = (1 — 2¢)log 4.

(log z)*

(Asg) max R(n,8)(log(2 + 6))? df < (log z) 2
1<k<log, r J;

—k+h

dé
R(ne,8)55 < er(8 - 1)—1e<6*1>k}| > 9¢,/10

e

(Aq) '{kelC:/

e

ou § := (1 — 2¢)log4, c; étant la constante figurant dans (3.5).
D’apres les lemmes 1.1.6, 1.2.1, 1.2.2, 1.2.3, 1.2.4, 1.2.5, 1.3.2, 1.3.3 et 1.3.5

ou les propriétés (4;), (1 <1 < 9) ont été respectivement mises en évidence,

nous obtenons le résultat suivant .

Lemme 1.4.2. On a

(4.2) | A3 K)| > 2(1 — e~ VioBa 7).
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Posons pour n € Ax(z;K), K3 la suite formée par les [€g/2]
premiers entiers k& qui sont comptés dans (4;), (i = 4,...,7) et (Ag)
simultanément.

Lemme 1.4.3. Soient n € Ax(z;K), X > z. On a
A

(log )
(4.3) max gmw(meme(m) ok / |7*(ngmi(n),0)|?d < 1
n 1

pour tous les entiers m < X, sauf au plus X (log 1:)"‘2.

Démonstration. Posons a := 1 —2¢, H := (log z)*. Nous savons que

@ OF o (s, 0)P

R(w.0) = sotwterm 2 2 5uw

pour 6>1

car we(u) := Z 1<1.

plu
p<exp(1/9)

Notant C, (X) le nombre des entiers m < X ne vérifiant pas (4.3), on a donc

CiX)<4 Y e /R(""’a) 'wda

& 9lm) 9(mx(m)

+ Z l{m <X :w(mk(n)) < ak}[

k1 <k<log, z

ou I’apostrophe signifie que la somme est portée sur les entiers m < X tels que

min ____w(mk(n)) > o
k1<k<log, z k

D’une part, on a

! R(mk(n)99) —ak
Z, ey =2 Z R(m(n),0)
meX m<X

< Xnp(n) 127 (log(2 + 9))?

grace au lemme 1.3.1.



- 53—

D’autre part, en vertu du lemme 1.2.1, on a

Y {m <X :w(mi(n)) € ak}| < Xnp(n) ' Q(a) le™ ¥k,
k1 <k<log, z

Par conséquent, on a 'inégalité

H
Ci(X) <<Xngo(n)'l{Q(a)"le_Q(a)kl-}- > ekarek / R(nk, 8)(log(2+6))? de}

kEK?,
ou nous avons appliqué la minoration
. w(ng
min ( ) > a
keK: k

donnée par la propriété (Aj).

La propriété (Ag) implique donc

.C—I(X) < ano(n)—l{Q(a)——le—Q(a)h + (108 z)A-§-2e Z e(l-—alog4)k}

kEK?,
< Xngo(n)-l {Q(a)—le—'Q(o’)kl + (a 10g4 _ 1)—1(10g z)A+2ee(1——alog 4)k1}
& Xnp(n) 1Q(a) tem @@k (k) = [(1 - 3¢)log, z]).

On obtient donc le lemme 1.4.3 en utilisant les inégalités n/p(n) < log, z et
Q(1 — 2¢) > 22 0

Lemme 1.4.4. Soient n € Ax(z;K), X > z, a. = exp(coe™2) o1t ¢y désigne

une constante absolue, suffisamment grande.

Posant

1
a(m) = |{k ekt : /0 I7* (nkm(n), 8)]2 d6 < 4“’(""'""("))a,e"k}|

o1n a

(4.4) a(m) > (e/4) \/logy

. . —e2. flone 2
pour tous les entiers m moindres que X, sauf au plus Xe™® V'°827%,
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Démonstration . Notons 3(m) = [{y/2] — o(m).
- Posons pour chaque k € K,

Lk = [0,a./(3€")),
Iy i = [a/(3e"),e" "),

I = [eh“k, 1]

et pour chaque j € {1,2,3}

Z;k(u,v) = a;teFqgw(uv) / |7*(uv, §)|* 4.

I &

On a donc

F(m) = ]{k ek izj,k(nk,mk(n)) > 1}’

=1

Puisque pour tout k € K},
Il’k(nk, mk(n)) S 1/3
alors, en introduisant

7' (m) = ‘{k € K3, : Iz, k(nk, me(n)) > 1/3}|’
7'(m):=3 Z Is ik (nk, me(n)),

ke

(4.5) F(m) < 7 (m)+3"(m).

Commencons par majorer &' (m).

L’écriture

-1 k/ R(mx(n),0) R(nk, )

s k(nk, me(n)) = a; e 1y, 290mx (R —ws (M (7)) (mn) —ws (mx

montre que la qualité de la majoration de Z3 x(ng, mi(n)) sera d’autant meilleure
que ’on pourra estimer le dénominateur de l'intégrande. Pour cela, faisons
appel a la propriété suivante

0 i i Clmar)ma ()
k€K h<s<k; s
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ici et dans toute cette démonstration a :=1 — 2.
Nous constatons que si m vérifie (i), alors pour tout k£ € K}, et pour tout réel

0 € I3k, on a en posant si(6) := [log(6eF))

w(mg(n)) —we(mi(n)) 2 w(mi(n)) — w(me—s,(9)(n).
> asi(8)
> alog(6e*) — 1.

Dans ce cas, en notant

de
Ié,k(nk,mk(n)) = azlek41"ak/ R(mk(n),a)R(nk,a)““"—aalog4a
I3

on a

(4.6) Is,k(nk, mi(n)) < I3 1 (nk, mi(n))

puisqu’en plus, d’apres (A3), n vérifie (i).

Or, d’apres le lemme 1.2.2, le nombre des entiers m < X ne vérifiant pas (i)
est inférieur &

(4.7) X0 ngp(n) 1 Q(a) e < X (log, z)~le" Vios: T,

Par conséquent, (4.6) et (4.7) impliquent

{m < X :3"(m) > £, /20}] < X(log, 31:)_1e—€2\/i°52’-i-fSOEO_1 Z Z Z; x(nk, mr(n)).

kexr m<X
Appliquant le lemme 1.3.1, on a pour &k € X7,
T X -1_-1_(1—-a)k ! R 9 dé
> Tialneme(n) < Xng(m) ;e | Rini, 0)7007.

m<X

Nous obtenons donc en vertu des propriétés (A;) et (A7)

Z Iili,k(nka mk(n)) < X\/10g2 T a:l exp (l_ﬂéh)

2
m<X

1-al
< Xlog, z exp (——%—?-g—ll-\/log:, :c)
< X(log, ¢) "2~ Viega =,
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Il vient donc
(4.8) [{m < X :3"(m) > £/20}] < X(log, z) e Vioga =,

Il nous reste & majorer 5'(m) = '{k € K, : Iy k(ng, mp(n)) > 1/3} l Pour

cela, considérons

Gy = l{k € K, : Iy k(nk,me(n)) >1/3 et Tréliléh w(mk(n)/smk_,(n)) > a}.
avec T = [log(a./3)].

D’apres le lemme 1.2.3, on a pour tous les entiers m < X, sauf au plus
Xnp(n)~lexp —|K}|

5'(m) < 7 (m) + [K31/10

(4.9)
<G1(m) + £0/20.
Un raisonnement analogue a celui donnant (4.6) implique l'inégalité

suivante

#4(m) < |{k € K} : Ty 4 (n, ma(n)) > 1/3}]
ou 'on a posé

dé

T k(ng, mi(n)) := a:Iek4l—ak/ R(m(n), O)R(nkag)——9a1°g"4-
Lo

Par conséquent, notant £ = [ /20] on a

Hm<X:aim)>e < Y > ] 3Z5,k(nk, m(n))
m<X KCK; kek

|K|=¢

(4.10) = > Y]] 3% k(nk, mi(n)).

KCK:, m<X k€K
|K|=¢

Ecrivant H Z; k(nk, mi(n)) comme intégrale multiple, on a donc
kex

{m < X :3)(m) > €} <12%7t Y~ ] et '8V H(X;K)

KCK?, k€K
|K|=¢
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ou l'on a posé

H(X:K) :=/ > [ Rme(n), 08) [] R(nx,60) [] ;,5‘11;’;—4-

I, m<XkeK keX kek Uk

’

kek

Par le lemme 1.3.4, on a pour K C K}, et |[K|=¢

h—k
B € dé
H(X;K) < Xcknp(n)™? H/_k R(nk,G)W
kex Ve

< Xci(aloga —1)7* H elalog4—1)k
keK

ol nous avons utilisé les propriétés (A;) et (Ag) de n.

En reportant la derniére majoration dans (4.10), on obtient

{m < X :71(m) > £} < X(cQ/ae)l
(4.11) < Xe~ Vg2 =,

En conséquence, en regroupant (4.5), (4.8), (4.9) et (4.11) on a

F(m) <7 (m)+7"'(m)

< 3[6\/log2 :c]/20

pour tous les entiers m moindres que X, sauf au plus X VT 1
§ 5. Démonstration de la proposition 1.

Commencons par rappeler et par introduire des notations et des définitions
utiles.

Soient 0 < A < log4—1,¢ =¢(A) = (log4—1-1)/100 > 0, X > = > zo(N),
k1 :=[(1 — 3¢)log, 7], Lo := [clog, 7], h := [\/log, z] et
K:={ki+jh:5=1,...,4}

On fixe n dans la suite A = A,(z;X) du lemme 1.4.2 et on désigne par
ky < - < key, (€1 = [€0/2]), les éléments de K*.
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Soit 1 € {1,...,£;}. Posons

pi := min{p|n : p > exp(100e*:)}
M;:={m < X :V(n,mi,,n) =0} avec n:=(logz)™?*
V(uavv 77) = Z #(dt)z-

d|u,tjv
0<log(t/d)<n

Désignons par (a;), (b),), (c;) et (d;) les propriétés suivantes pour un entier m.

(a;) log my,; < 50e*:

(b)i) w(mki) < 2k;

(c:) Ak, Mg (n),m) 2 exe®

avec &1 = ¢&1(A) = exp{—ce™3}, ¢ étant une constante absolue

suffisamment grande.

(di) Il existe au moins un facteur premier ¢ de m tel que

log ¢ — log pi € L(nk;,mk;, 7).

Posons

P;:={m < X : m vérifie (a;), (b);)et(ci)}.

Notons pour chaque I C {1,...,¢1}

PO:=P\ U P
i€l 1<j<max ]
€l
MI(I) = P(I) N Mmax I
M'(I) = |M'(I)],
H(I) = {ﬁz 11l existe m € M'(I) tel que m = my_,, }7

I(0):={I:1C{1,...,0:},|I| = ¢}.
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Fixons momentanément £ € {1,...,[€o/5]}.
Soit I € I({) ; notons j := max .
Considérons

F(I):={m:m € M'(I) et m satisfait (d;)},

F(I) := |F(I)).
Remarquons que si m satisfait (d;), alors par définition de £(u,v), il existe un
diviseur d de ng; et un diviseur t de my; tels que 0 < log (gt/(p;d)) < n; d’ot

Pi <gqg< 3nk,.pj.
m;

Par suite, si m satisfait en outre (a;), alors en faisant appel aux propriétés (Aj)

et (Ag) de Ax(z;K), on a

(5.1) VP; < g < p?
et
g < exp(2eFit30) < exp eFit+1,

Il en découle

F(I) € MDD\ M

(5.2) CcMDH\M(Tu{j+1}).

En fait, nous avons

(5.3) FHcMO\ | M)
JET(+1)

En effet, supposons qu'il existe J € Z(€ + 1) tel que
FI)yNnM(I) £ @.

Comme F(I) C M'(I) C P(I) et M'(J) C P(J), on aurait donc
PI)NP(J) # @;

cela implique que I C J et I # J ; donc Muyaxj C Mj41.

Notre supposition entraine alors F(I) N M4, # @, ce qui contredit (5.2).
Par ailleurs, pour avoir une minoration satisfaisante de F'(I), on voit que F(I)
contient tous les entiers m < X, s’écrivant sous la forme

m = mtqb

avec
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m e M(I),

t|,

log g —logp; € L(nk;,m,n)
et

P~(b) 2 exp(e®i %) > p}.

Avec les notations
y := X/(mtq) et z := exp(2eri t39),

(5.4) FD=Y Y>> 1
m t q by

Utilisant X > z > (), les inégalités

mtq < m’q

3
< pj

< exp(efit50),

exp(ekf"'mo) < exp{(log :1:)1"5}

montrent alors que ’hypothese
y/22222

du lemme 1.1.7 est vérifiée. D’apres ce lemme, nous avons donc

F(I) > Xeki 21/512 1/t 1/q

m t|n~1 q

(5.6) > Xe™H D " 1/p() Y 1/g.

Nous sommes par conséquent amenés a minorer E 1/q. On sait que si m

q
est fixé, alors ¢ est confiné a

U ldpj/t,e"dp;/t]

(d,t)€E;



- 61 -

ou 'on a posé

& = {(d,?) : dlny, ,t|, (d,t) = 1}.

Remarquons que cette union peut se récrire comme une réunion U]y,, zs] d’au

$

2w(;)+w(nkj )

plus intervalles disjoints. Il est clair que

Z/ " dr/r = An, , (n), n).
9 Ya
Par ailleurs, d’apres (5.1)

D 1/a>1/(2logp;) ) loga/q.

q q

Le théoréme des nombres premiers permet d’évaluer la derniere somme en ¢ :

on a
> loga/q = A(nk;, M(n),n) + R;
q
avec
Rj:=% [1ogte‘\/‘°8‘] i / o(te—vl%*) d(—logt/t).
s Y. .
Utilisant
1 2
(log ys,log z,) € ]§ logpj,2logpj[
et
2‘-"(';)'*"-‘)(”1:]-) < 2W(;)+w(n)
< 2%,
1l vient

1
R; < 2% logp; exp { — (5 logp;)'/*}
1
< (logp;)" exp { — (5 logp;)'/?}

(5.7) < exp(-—%\/logpj).
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Par suite, nous obtenons

3 1/a3> (1/10gp;){M(mi, 7(n), 1) + O exp(~ 5 V0B 7))

q

(58)

> (logp;) 'ere
> e

ou nous avons fait recours a la propriété (c;) de m et a la propriété (A¢) de n.

Nous voyons que (5.6) devient ainsi

(5.9) F(I) > Xere™ > " 1/p(m).

~

m

Afin de minorer la derniere somme en m, considérons l'inégalité suivante :
M(I) < E E 1
~

ot I’étoile signifie que la somme est portée sur les entiers t < X/m, dont chaque
facteur premier ¢’ vérifie ¢'|m ol ¢’ > exp e*i.

D’apres le lemme 1.1.4, nous avons

Z "1 Xo(m) e R,
t
Il en découle

(5.10) > 1/p(m) > Fl(-ekf M'(I).

~

m

En conséquence, I'inégalité (5.9) devient
(511) F(I) > C10€1M,(I).
D’apres (5.3) et (5.11), nous avons évidemment

(5.12) U rhc Y Mo\ | M),

Ie€Z(e) I€I(¢) JeT(€+1)
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(5.13) coer Yy M'(I)< > F(I).
ITez(e) Iez(e)
Et puisque
U Mc |y M)
I€Z(e) JET(£+1)

et M'(I') = M'(I") pour toute paire I', I" de parties de {1,...,£¢;} telles que
[I'l = [I"], alors la relation (5.12) entraine clairement
(5.14) Y. FH< > M- Y M)

1€1(¢) 1ET(8) JET(£+1)

Il s’ensuit

Yo M'(J) < (1-cer)®/™ Y M(I)

(5.15) JEI(£+1) I€Z(1)
< (1 = croer) /PO M'(I).

Remarquons qu’en vertu des lemmes 1.2.1, 1.2.4, 1.4.1, 1.4.3 et 1.4.4, nous

avons en posant £ = [£;/10]

Yo M)z Y My 0P

JEI(¢) JEZ(£)

> M0 | PO
JeZ(¢L)

(5.16) > My, —2Xe * Vicg:z,
Il découle donc de (5.15) et (5.16)

]M-[1 < X(26_52‘/l°g2z +(1 _ cloel)lo/m)

< X exp(—¢2v/log, z)

avec
g2 = €2(A) = exp(—c116"3).
On obtient enfin en appliquant le lemme 1.4.2

Z Z {1:V(n,m,n) =0} < zXe——ez 0827 + Z M,

n<zm<X n€Aa(z;K)
< 2z X exp(—e24/log, ).

Cela achéve la démonstration de la proposition 1. [
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§ 6. Démonstration de la proposition 2.

Soit A € [0,log4 — 1] fixé. Notre objectif est de minorer 1 — dB(n) p.p.

Pour cela, considérons

e = e(n) = (log; n)~*,
U =U(n) := exp(logn)*™,

e1 = €1(n) := € + 22,

g = (1_:“_3_:_2_6_1)_6«21_

log 2
et
Myi={n>NA): ) (logd)™® < (log U) "+l 2+}
dln
d>lU

ou 'on a posé

a:=flog2-1- A
D’apres le lemme 1.2.11, on a
(6.1) LAV, = 1.

Soit M™* la suite formée par les entiers m satisfaisant aux conditions

suivantes :
(M) P~ (m) > U(n)
(M;) Q(m,t) < B

max
U(n)<t<3n 10g2 t

D’apres le lemme 1.2.7 et le corollaire 1.2.1, il est facile de voir que
(6.2) dM* > 712 (logn)~ 9P (log n)Plos(1=) (log, n)~1/2.
Par ailleurs, si

Va(n,m) := [{(d,t) : d|n, t|m, u(dt)* = 1,0 < (log d)* log(d/t) < 1},
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alors par le lemme 1.2.9, on a

1
lim sup — E Va(n,m) < (logn)" B (log U) P (logn)™"
X—too X meM*
m<X

oul'on a posé r =(A+1—log2 —¢)e — Be; log 2.

Il en résulte en particulier

1
6.3 lim sup — Va(n,m) = o(dM™).
(63) imspy 3 Va(nm) = odM)
m<X

En conséquence, 'inégalité
{m <X :meB\(n)}| < {m <X :m g M*}+][{m < X : m e M*nB(n)}|
entraine, grace a (6.1), (6.2) et (6.3)

1 —dB)(n) > (logn)~9B)+e) o5

avec f = ((14+ A)/log2) —1 0



Chapitre 2

Evaluation de dBx(n), A > A*

§ 0. Enoncé des résultats.

Considérons pour n entier > 1 et A réel > 0, ’ensemble des multiples
By(n) de la suite

Di(n) := U]d,dexp(logn)_'\] NN.

din
Désignons par Q) la fonction définie par

Q(a) :=aloga—a+1 (a > 0).

Le but de ce chapitre est de montrer le résultat suivant.

Théoréme 2. On a
dBi(n) = (logn)~FM)+e(V)

ot 'on a posé
0 si0<A<A =logd—1,
F(z\)={Q(ﬂ) Si A* <A< A =log8—1 avec ﬂ:lojgj—';—l,
A-log2 s A*™ <A
Remarque. La fonction F est dérivable sur {0, +oof. 0
Commencons par établir les lemmes utiles.

§ 1. Lemmes.

le résultat suivant di & Shiu [S80] nous sera utile. On considére la classe

F des fonctions multiplicatives vérifiant les deux propriétes suivantes
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(F1) il existe une constante A; > 0 telle que pour tout nombre premier p
et pour tout entier v > 0

0< f(p") < Ay

(F2) pour tout € > 0, il existe une constante A; = Az(¢) telle que pour

tout entier n positif

f(n) < Agn®.

Lemme 2.1.1.

Soient f € F,0< aa <1/2, 2% < y < z. Alors, on a uniformément pour y

et =,

(1.1) Y. f( <, ylogz)" exp(} f(p)/p).

r—y<n<z p<«z

Le lemme suivant est une conséquence du lemme 2.1.1.

Lemme 2.1.2. On a uniformément pour 0 < a« < 1,0 < y < z et
0<m<z—y,

o z—y Y \l-a z
(1.2) > — < (log ——)""" (log =)*~".
y/m<i<z/m y y

Démonstration. Distinguons deux cas: selon que y/m > (y/(z —y))*/? ou non.
Dans le premier cas nous avons (z — y)/m > (y/m)*/? et donc 'inégalité (1.2)

résulte du lemme 2.1.1. Dans le second cas, la majoration triviale

Y. t<log(z/y) +m/y

y/m<t<z/m
< (z2-y)/y

suffit. [
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Le lemme 2.1.2 sera appliqué pour démontrer le résultat suivant.

Lemme 2.1.3. Soient 0 < y < 1, A > 0. Pour n assez grand, posons

e = ¢(n) = logy n/+/logy n, T(n) = exp(logn)!~* et n = (logn)~>.
Alors il existe une fonction Xq(n) telle que I'on ait pour X > Xy(n)

(1.3) doou@? Yyttt N 1< X(logn)®  pp.

dln mSX tytllm
PH(d)>T(n) o<t t' <(149)d

ot l'on a posé E =4y —3 — 2A + log2 + 3e.

Démonstration. Notons S = S(X,n) la somme ci-dessus. Si ¢ et ¢ sont comptés
, P

dans la somme intérieure de S alors en posant

to - (t,t’)
t = Sto
t = S’to
on a
[t,t'] = toss,
d/tg < s <s' <(1+n)d/to
et

to < nd

puisque ¢ty < tp(s' —3) < (1 +7n)d —d = nd.
Donc

S < Z p(d)? Z ) Z y2()

din to<(1+9)d d/to<s<(1+n)d/to

P*(d)>T(n) Z yﬂ(s') Z y(m,3n)
d/to<s’<(14n)d/to m<X/(toss')

Utilisant les lemmes 1.1.4 et 2.1.2 on peut écrire pour Xy(n) > n?

Sy < (X (toss))(logn)*
m<X/(toss')
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S 49 /s < nllog(1/n)) " (log(d/ta))* 7,

d/ta<s<(1+7)d/to

d’ou

S < X(logn) ' " (Alogyn)>™ Y pu(d)?
d|n
P*(d)>T(n)

Z ( log(d/to))zymzto_1 yH(to)

to<nd

Désignons par S' la derniére somme en to, par intégration par parties nous

avons
nd
S' < (log(1/n)**(ogd)'™ + [ (og =147 (tog(a /) ™ "t
1

Vvid
< (log(1/n))?¥ %(log d)? ! + (log d)?¥ 2 logt)¥~'t~1dt
; g

nd 2y—2
+ (logdp [ (1og(a/e)™ "+ at

< (log d)y—1+(2y—1)+(10g2 n)z (n > no(y, A))-
On a donc
S <, X(logn)! 1P (log, n)*~% 3 pu(d)*(logd)**

dln
P+(d)>T(n)

La derniere somme en d est majorée par

(log n)3y—2+(2—-3y)+¢ ow(n) < (log n)3y-—2+log 2 fet(2—3y)*e pp.

On obtient ainsi
S < . /\X(logz n)4——2y(log n)4y—3—2A+]og 24e+(2-3y)te p.p.

et donc

S < X(].Og n)4y—?—2/\+1032+35 p.p. D
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Lemme 2.1.4. Onapour 033 < a <1

z

(1.4) inf [ ¢t %costdt>9.107%.
21 Ju

Démonstration. Notons pour 0 < a<let k €N

Fy(z) = A t~%cost dt,

my . Fo(z).

= min
(n/2) +2kn<z<(m/2) +(2k+2)=

my = Fo((/2) + (2k + 1)7)

et on a la relation de récurrence :

(m/2)+2(k—1)m+3m
mE = Mi_q +/ t"“cost dt
(n/2)+2(k—D)m+m

Tn/2
=mi_1 + / (t+2(k - l)w)‘a cost dt.
3m/2

Et puisque

(3n/2)+2n _ 5mw/2 _
/ (t +2(k - 1)m) “cost dt = —-/ (t+(2k - 1)) “cost dt,
(3x/2)+n 3n/2

on a donc

5m/2
mg = mg—1 + / ((t + 2(k — 1)) - (t+ (2k — 1)71')-0) cost dt,
37/2

d’ou

mE > Mg—1 (k<)

Comme F, est croissante sur [1,7/2], on peut écrire

;%fl Fo(z) = min (Fs(37/2), Fa(1)).
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En utilisant 1’estimation

cost > 1 — t2/2 + t*/4) — t8/6! + ¢3/8! — t1°/10! (t > 0),
on peut €écrire
Fy(37/2) > (37/2)' *h(a) ou l'on a posé
1 1 1 1
h — _ 9 2 - 4 _ _ - 6
(@ =13 ~ 3@ =Y~ Gt/
1 8 1 10
TR A T e s s A Sl A

En effectuant une vérification nuumérique il vient

h(0,33) = 0,0097... > 0.

Le lemme 2.1.4 sera donc prouvé si on montre que h est croissante sur [0.33, 1].

Posons
(@) =125 — gy 37/
ha(a) =5ia - 30(71— a)(37r/2)2
ha(a) = — o (37/2)?

9—a 90(11-a)

de sorte que
‘ 3
h(a) =) cihi(a)  (ci 2 0).
=1
On vérifie aisément que pour 1/4 < a < 1,
hi(a) >0, (i=1,23).

Cela montre que h est croissante sur [1/4, 1].



- 79—

Le lemme suivant est une conséquence immédiate du lemme 2.1.4.

Lemme 2.1.5. Pour0< p < 0.67 etu € Ron a,

1
(1.5) (14 u))~" < 100/ t]P~! et de.

-1

Démonstration. On a

1 1
/ t]P~" et dt = 2/ t#~! cos(ut) dt
0

-1

ol
= 2 |ul ”/ tP~! cost dt.
0
Distiguons le cas ot |u| < 1 et|u| > 1. Dans le premier cas nous avons

luf
2 [ul—p/ t?~cost dt > 2p~! cos 1
0
>1
2 (1+[u])™*

Dans le second cas, on a d’apres le lemme 2.1.4.
ol
2 Ju] p/ tP~ cost dt > 1072 |u|™” > 1073(1 + [u]) .
0

Nous avons besoin du lemme 2.1.5 pour établir le résultat suivant.

Lemme 2.1.6. Soient ¢ > 0 suffisamment petit, 0 < p < 0.67,
pllog2 < a<1,6>1et log(l/e) <k <log,z. Ona

(1.6) S (1 +|log(d'/d)]) ™" < pTlelel0lon s —o)k
d,d'|ny

pour tous les entiers n < z sauf

L« (Q(a)_IEQ(a) +e 9Ok 4 (qlog2 — p)Tlelos? —”) .
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Démonstration. D’apreés le lemme 1.1.5 on a

(1+ |1 )"? <100 * giflog(d' /) _SY dé
> (1+] og—l Z T

d,d’|nk - d d'!nk

1 dé
< 0
< 100/l IT ng, )[ |9|1 >

1
. 2 dé
5200/0 |7*(nk, 0)] e,

ot 7*(ng,8) = > p(d)*d*.
d]nk
D’une part, 'inégalité

1/(ee*)
/ |T*(nk,
0

entraine en utilisant le lemme 1.2.1

1/(ee*) 49
2
< 7(n) /; g1—»

— 4“"("k)p"l€—Pe_kP

1/(ee*) dé
/ IT‘(nk,9)|2 i < p—le(élog4—-p)k€—p
0
pour tous les entiers n moindres que z sauf
& ze @Ok,

D’autre part, par définition de R(m,8) — cf. Lemme 1.3.1 — on peut écrire

~1 1 . i
2 dé t R(n,0) dé
* 9 =4w(nk) ’ )
/1/(eek>‘7 (.0l =5 /1/(58~) 9w(ma)—we(ns) G1—p

Répartissons alors les entiers n < & pour lesquels cette quantité excéde 45¥e—rF

en trois classes C;,Cs,C3 définies par les conditions

(Cl) w(nk) > bk

o w(nk) —we(ni)
(€2) 1/(eer)<o<1  log(BeF)

<«

(C3) w(ng) < bk et min w(ne) — wolnk) > a.

1/(eek)<8<1 log(fe*) -
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D’apres les lemmes 1.2.1 et 1.2.2 J on a

IC1] < e @O*
et

IC2] < zQ(a) 19,

Par ailleurs,

i R(n,6) _dé
6k pk wing) ,
IC l <4 € ; 4 //( e*) ow(ne)—ws(ne) gl—p
nszr
R(ng,6) db
< pk :
) r;c//(Eek) (GCk)O‘IOg2 ol_p

Par le lemme 1.3.1, on a donc

1
IC3| < 2—akepk$ / 9p-—1——alog2 dé
1/(ee*)
< z(alog2 — p)~leloe2=r,

Cela achéve la démonstration du lemme 2.1.6. 0

Le lemme suivant nous sera utile

Lemme 2.1.7(voir [T90], Théoréme II. 6.4). Soit A > 0. II existe des
constantes positives ¢; = c1(A) et c; = c3(A) telles que I'on ait uniformément
pourz > 3,1 <k < Alog, z,

_ = (log, z)k1 k-1
(1.7) 72 l—logw k- 1)1 {A(10g2$)+ (klog z\2)}
w(n)=k

1.z
p)'

Le lemme suivant est un résultat classique du crible.

1
avec A(2) := —IT(—z-:_l-_l—) 1:;[ (1

Lemme 2.1.8 (voir [T90] p. 396). On a pourz >y > 2,

log z
(1.8) ¥(z,y) < zexp(— 21§gy)'
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Le résultat suivant fournit une condition suffisante sur A pour que les
intevalles ]d, (1 + (logn)™*)d], (d|n), soient deux & deux disjoints.

Lemme 2.1.9(voir Theorem 54 de [HT88]). Posant
E(n) :=min {log(d'/d) : d,d'|n,d < d'},
on a

(1.9) E(n) = (logn)!~1°8% exp {O(\/logy n.logz n) } p.p.

Nous regroupons dans le paragraphe suivant les notations et les

conventions que nous allons introduire dans la démonstration du théoreme 2.

§ 2. Notations et conventions.

Posons
110':;’;—-1 silogd—1< A<log8—1
B = pr:=
2 siA>log8—1,
Q(H) silogd—1<A<log8—1
F=F):=
A—log2 st A>log8—1,

K=K(n,p):= [—g log, n],
S=8X;n,p):= {m <X:Q(m,3n) < ﬂlog2n},

— e(n) e 1083
£ = 5(”) = \/]._(-)a,
T = T(n) := exp {(logn)! 5™},
7= (logn) ™,
Dri= U ld(+n)d
din,u(d)’=1
P+ (d)>T(n)
D, = U]d,(l + n)d]
din

r(m,A):i= > 1, (ACN),
tim,t€A

B(X;n,A) = |{m < X : 7(m,D) > 0}].
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§ 3. La minoration de dBj(n).

Soient n > 1, X > Xy(n) choisi comme dans I’énoncé du lemme 2.1.3,
0<yo, 1 £1

Considérons parmi les entiers m comptés dans &, ceux qui s’écrivent sous

la forme
m = ab
avec
a € D,,w(a) L K(n,pB),w(b,3n) < K(n,B) et b< X/a.
On a

Z T(m,D;) > Z Z 1.

mes a€D}, b<X/a
w(a)<K w(b3n)<K

Faisant appel aux lemmes 1.1.7 et 1.2.6, on peut écrire

)SRREID SRR S

b<X/a b b2<X/(aby)
w(b,3n)<K Pt(b1)<3n P~ (b2)>3n
w(b)=K

> X/(alogn) > p(b1)?/b

b1
Pt (b1)<3n
w(b)=K

> X/(alogn)(1/K!)(logy n + O(1))".

La formule de Stirling entraine alors

Z 12> (X/a)(log n)"Q(ﬂ/2)+o(1)'

b<X/a
w(b,3n)<K

Il en découle

Y 7(m,D}) > X(logn)~2W/B+e) {14
meES a€D*
w(a)<K
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Puisque A > log3 — 1, le lemme 2.1.9 montre que si n est dans une suite
convenable de densité 1 alors les intervalles |d,(1 + 5)d], (d|n), sont deux a

deux disjoints. Par conséquent

> 1(m,D*) 2 X(logn)~ /DM %" u@? N 1/a

meS djn d<a<(1+9)d
Pr(d)>T(n) w(a)<K

Appliquant le lemme 2.1.7 on a pour chaque d tel que d > T'(n)

K-1
S e 1 lomd*

— 1)
<o stiend logd (K —-1)!
w(a)=K
Il suit
Z r(m,D*) > X(logn)_Q(ﬂ/z)_’\'*"’(l)-——-—l—— Z _(.}25_2_@1(_—1”(03)2
’ - (K -1)! logd
mesS din
PH(d)>T(n)
> X(logn)~QB/D =2+ ((1 — ¢)log, n)* 7 (1/(K — 1)! > wd)
din
Pt(d)>T(n)

D’apres le lemme 2.1.8, on a P*(n) > T(n) p.p.

Cela implique que la somme en d est supérieure ou égale a
12¢(m) > (logn)(1=9)1°82 pp_ ou cette derniére inégalité provient du lemme
1.2.1. Par ailleurs, la formule de Stirling montre que

(1 - £)¥~ (log, n)¥ !
(K — 1)

> e_25K(log n)l_Q(ﬂ/z) p-p-

Il vient donc

Z 7(m,D*) 2 X(log ”)—(ZQ(ﬂ/2)+'\—l°g 2)+°(1) p-P-
mes

Pour A > log4 —1ona

2Q(8/2) + A — log2 = F(),
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d’ou

CEVR Zi)r}t;(n)(l/X) Y r(m,D;) 2 (logn)"FW+@  pp
meS(X;n;8)

Par ailleurs, pour minorer dB,(n) on utilise I'inégalité de Cauchy-Schwarz

(32)  dBa(n) 2 Lminf { Y 7(m, D))" /{X Y 7(m, D2)?}.

meS meES

On est donc conduit a majorer Z 7(m,D;)?. On a

mesS
(3.3)
PRLCAZ ST DEC D DENNTCO D DD DI
meS d|n d'|n,d'>d meS t,t'|m
P*(d)>T(n) PH(d')>T(n) d<t<(1+n)d

d'<t' <(1+n)d’

Sit et t' sont comptés dans cette derniere somme intérieure, alors en posant

r = (t,t')
s =t/r
s =t/r
on a
[t,t'] =rss,

dfr <s < (1+4n)d/r,
d[r<s<(1+n)d/r,
r<1l+nd sis# 1.
Nous allons en fait décomposer la somme en question selon les cas

!

! !
s=s =1ls=1lets >il,s>1lets >1

en remarquant que le cas s > 1 et 8/ = 1 est impossible. Montrons alors

So(X;n,d) == Z ( Z 1)2,

m<X tjm
Q(m,3n)<fBlog,n  d<t<(14n)d
~3lo Q(r Q(s’
$1(X;n,d,d") = (logn)~Fleswn Z yl( ) Z yl( )
d<r<(1+n)d d' [r<s'<(1+m)d' [r

> yp ™),

m<X/(rs')
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S2(X;n,d,d") = (log n)~Flog vz Z yg(r) Z yg(s)

r<(1+9)d/2 d/r<s<(1+n)d/r
Qs m,3n
Z yz( ) Z y;z( 3n)
d [r<s'<(1+q)d' [r m<X/(rss')
On a
(3.4) YDorm, DY < D w(d)Se(X;n,d)
mes din
PH(d)>T(n)
+2 Z ,u(d)2/1(d')2{Sl(X;n,d, d") + S2(X;n,d, d')}.
din,d'|n
P (d)>T(n),Pt(d')>T(n)
d'>d

D’apres les lemmes 1.1.4 et 2.1.2 on a

S3(X;n,d,d') < X(logn)yz—1—Flosy: Z yf(")/r
r<(149)d/2
Q(s')

A D D

d/rr<s<(149n)d/r d [r<s'<(1+n)d' /7

& X(log n)yz-—l—ﬂlog y2—22 ( log }_)2-—2112
n

3 (log(2d/r))" ™" (log (2d /r))** 43" 1.

r<d
Par sommation d’Abel, la derniére somme en r est

dr

d » .
<</1 (log(2d/r))y2 (log(2d'/7~))y2 (logr)y’_lT,

Décomposons la derniére intégrale en I + I ayant respectivement [1,/d] et

[\/c_l, d] pour domaines d’intégration. On a

I} < (logd)®2~(logd')v2~".
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Par ailleurs, si d' > d? alors I, < (logd')¥>"!(logd)?¥2~!. Dans le cas
d<d <d’ona

‘ V4
I, < (logd)**™! /1 (1og(2z))”’“‘(1og(2zd'/d))-"2‘1i.
d

< (log =~ { (logl2a /)™ + [

2y2.—2
d'/d(log(Zz)) y dz}.

Donc, si d < d' < d? et si y, < 1/2 alors
I < (logd)?*"!(log (2d'/d))2y2—1 log, n.

Or, cette majoration est > (log d)*¥2~!(log d)¥>~! log, n lorsque d' > d?. Par
conséquent, on a dans tous les cas

3 (log (2d/r))** ™" (log (2d'/r))"* ™y r < (logd)¥* ™ (log (2d' /d))*** " log, n.
r<d .

D’ou
' a 3 -1 ' 2y2—1
S2(X;n,d,d') < X (logn)**(log, n)*(log d)¥* ™! (log (2d' /d))

avec ap =y; — 1 — Blogy, — 2A
et puisque logd > log P*(d) > log T(n) = (logn)'~¢,

Sy(X;n,d,d') < X(logn)™+°® (log(d'/d))*** ™

avec 72 = 2yp — 2 — flogys — 2\
Par le lemme 2.1.6, si 1 — 2y, < 0,67, soit y, > 0,165, on en déduit

Y HAVS(Xin,d,d) < X(logn)*+e®  pp.
d,d'|n
Pt(d),PH(d’')>T(n)

avec
A=y +logd+2y, — 1
=4y, — 3 — Blogy, — 2X +log 4.
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On choisit y, = §/4 > 1/4, de sorte que la condition y; > 0,165 est bien
réalisée. On a alors pour log4 —1 < A <log8—1

A=p-3—Plogf+ Blogs—2(~1+(B+1)log2) +log4
= —Q(B)

et pour A > log8 — 1,

A=2-3-2log(1/2) — 2)A + log 4
= —2(A —log2) +log4 -1 < —(A —log2).

On a donc dans tous les cas

(3.5) > w(dd')2Sy(X;n,d,d') < X(logn) FX+e@® 44
d,d'|n
P*(d),Pt(d')>T(n)

Nous sommes maintenant en mesure de majorer

> w(d) u(d' )2 81 (X;n,d,d').
d,d'|n

PH(d),PH(d")y>T(n)
d'>d

Pour cela, en faisant appel aux lemmes 1.1.4 et 2.1.2 du présent chapitre on a
pour d' > d

$1(X;n,d,d') < X(logn)¥~1-Plosu: Z 20 /4
d<t<(1+n)d

Q ’
Z Y1 (8)/3’

d' [t<s' <(14n)d' [t

< X(logny~1=Plosni=2(1og(1/7)) ™" 3" 47Ont
d<t<(14n)d
(log((1 + m)d'/1)" ™
< X(logn)¥1~1=Flos =X\ log, n)!~¥1 (log(d' /d))** ™
Q(t)

< 3 A=

d<t<(14+n)d
(3.6) < X(log n)¥1=1 P18 1=\ (log, n)2~2: (log(d'/d))" ~* (log d)"* .
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Posant

oy =2y — 2 — Blogy; — 2
1l suit

S WdPu(d S (X;n,d,d') <X (logn)*ite
dd|n
d' >3d

Pt(d)>T(n)

x 3 (14 | log(d'/d)])" T p(d)*u(d)?.

d,d'|n
d'#d

Suivant la. meéme méthode donnant (3.5) on obtient

Y w(d)Pu(d)2Si(X;n,dd') < X(logn)TFWFM  pp

d,d'|n
d’'>3d
Pt(d)>T(n)

Par ailleurs, dans le cas d < d' < 3d I'inégalité (3.4) implique

Sl(¢¥; n, d7 d,) <K X(log n)yl_l*ﬁlog n Z y?(t)/t
d<t<(1+9)d

Par le lemme 2.1.2 on a donc
51(X;n,d,d") <« X(log n)2y1‘2‘510s y1=A
Il en découle

Z SI(X;nvda d,) <K X(logn)2y1—2—ﬁ10g y1—A 2w(n)

d,d'|n
d<d’'<3d
P+ (d)>T(n)

(3.7) < X(logn)™™+  p.p.

ou l'on a posé

7 = =2y; + 2+ Blogy; + A —log2.
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Le choix y; = §/2 implique v; = F(A).
Enfin, il reste a majorer Z p2(d)So(X;n,d). On a

din
PH(d)>T(n)

(3.8) So(X;n,d) = > oo

m<X tim
Q(m, 3n)<ﬂlog2 n d<t<(14n)d

+2 > > 1.

m<X t,t'[m
Q(m,3n)<Blog, n deict’ <(14+n)d

D’une part, on a pour 0 < yo < 1/2

) > 1S (logmy a3 42 S

m<X tim m<X tjm
Q(m, 3n)<ﬂlog2 n d<t<(1+7)d d<t<(1+n)d

La derniere somme en m est majorée par

> ow? Y w ™ < X(lognyt YT s

d<t<(14+n)d m<X/t d<t<(1+n)d
< X (logn)¥~1=*(log d)¥e 1

en utilisant le lemme 1.2.
Or,
Z (log d)yo—ly,(d)2 < (log n)(yo—l)(l—i)zw(n)

din
PY(d)>T(n)

< (logn)yo~itlos2+2e o

Ainsi, le choix yo = 8/2 < 1 implique

(3.9)
Yo wd)? > > 1< X(logn) FW+M pp,
dln m<X tlm
Pt (d)>T(n) Q(m,3n)<Plog, n d<t<(1+n)d

Par ailleurs, en majorant la fonction indicatrice de (m,3n) < Blog, n par
yQ(m,Bn)—ﬂlog2 n

(3.10)

> wd)y > Y 1< X(logn)~H*3 pp.

din m<X tt'|m
Pt(d)>T(n) Q(m,3n)<Blogy n d<i<t' <(1417)d

,0<y <1, ona dapres le lemme 2.1.3.
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ou 'on a posé

Hy, =—-4y+3+ 2 —log2+ flogy.

Le choix y = /4 implique

H, = Q(Bf)+1log2 silogd—1<A<log8—1
ATV 20 +1—log8 si A>log8—1.

Et puisque H) > F(A) on a alors en vertu de (3.8), (3.9) et (3.10)

(3.11) > w(d)?So(X;n,d) < X(logn)~FV+eM  pp,
din
Pt (d)>T(n)

En conséquence, il découle de (3.3), (3.4), (3.5), (3.7) et (3.11)

Z 7(m, D%)? < X (log n)~FN+o(D) p-p.
meS

Ainsi, par (3.1), (3.2) et (3.11) on obtient pour A > log4 — 1

dBx(n) > (logn)~FW+eM®  pp. 0

§ 4. La majoration de dBy(n).
Notre point de départ est la majoration

B(X;n,\) =|{m < X : 7(m,D,) > 0}

< Z 1+ Z yQ(m,3n)—ﬂlog2 "T(m,'Dn)

m<X m<X
Q(m,3n)>plog, n

ou X > Xy(n),0 <y <1let A>log4— 1. D'une part, d’apres le lemme 1.2.1
on a

Z 1 < X(logn)~ 9,
- m<X
Q(m,3n)<Blog, n
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d’autre part, en faisant appel aux lemmes 1.1.4 et 2.1.2 on a

Z yﬂ(m,3n)—ﬂlogz "r(m,D) < (log n)—ﬂIOgy Z Z yﬂ(t)

m<X din d<t<(1+7)d

Z y ™)

m<X/t

< X(log n)—,@log y+y—1 Z Z yQ(t) /t
dln d<t<(1+n)d

< X(logn)~Ples y+y—1—,\(log _71;)1_,,

> (logdy* ™.

din
d#1

Or, d’apres le lemme 1. 2.1 on a
Z (log d)¥~! < 2%(mlogn) < 1og.n p.p.

d|n,d#1
Pt(d)<logn

Par ailleurs on a

> (legdplx ) TR > 1

din legy n<k<log, n dln
Pt(d)>logn k—1<log, Pt(n)<k

< Z e(y—Dk 29(n,expek).
logz n<k<log, n

Utilisant I'inégalité suivante donnée par le lemme 1.1.2

Qn, exper)
log; n<k<log, n k 10g4 n

p.p.
nous obtenons pour 1 —log2 <y <1

Z (logd)¥~! < Z exp {(y — 1 +log2 + (log, n) ™)k} p-p-
d|n k<log, n

Pt(d)>logn
< (10g n)y—l+log 2+0(1) p.p.

Par conséquent, nous avons

B(X;n,\) < X(logn)~9®) 4+ X (logn )2y~ 2+og2-Flogy—Ato(1) p.p-
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Dans le cas

logd —1<A<3log2-1

nous obtenons donc en choisissant y = B/2 > log2 > 1 —log2
B(X;n,A) < X(log n) QA +o) p-p-
Par ailleurs, si A > 3log2—1ona

B(X;n,)<X> D 1/t

din d<t<(1+9)d
< X(logn)™* 29
< X(logn)log 2—~A+0(1) p-p-

En conséquence, on a pour A >log4 -1

B(X;n,A) < X(log n)’F(’\H"(l) p-p. (X > Xo(n)).



Chapitre 3

Estimation de la taille de I’ensemble exceptionnel

§ 0. Enoncé des résultats.

Désignons toujours par By(n) I’ensemble des multiples de la suite
Di(n) = U Jd, (1+ (logn)~*)d] NN
din

et par Q la fonction définie sur R} par
Q(a)=aloga—-a+1.
Notre but ici est de montrer le résultat suivant.

Théoréme 3. Soient 0 < A < A* =logd-1,0< €9 < 1/2 et z 2 zo(A, €0).
Posant

N(z;Meo):=|{n<z:dBy(n)<1- eo}l,
on a
z(logz)~ 9B+ < N(z; A, €0) < ze—rVioss =
a;rec B = ((1+ A)/log2) — 1, c» une constante positive dépendant de A.
Nous commengons par établir les lemmes utiles.
§1. Lemmes.
Soit €; une fonction positive telle que

3 - i a(z) _
111_1_‘1_10051(2) 0et zl{:f@(logz) +o00.

Posons
U = U(z) := exp(log z)1(%),
NMi(z;0,U) = {n <z : p(n)® = L,w(n) < alog, z, P~ (n) > U}
Ni(z;a,U) = lNl(z;a,U)I.
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Posons

U = U(z) := exp(log z)*(®,
M(z;a,U) = {n <z :p(n)® =1,w(n) < alogyz, P~ (n) > U}
Ni(z;0,U) = |N1(:r;a,U)|.

Lemme 3.1.1. Pour o €)0,1[ et £ > z¢(a), on a
(1.1) Ny(z;0,U) > 2z(log )~ (log U)~2~ 215 (log, £)R()=3/2,
Démonstration. Posons

W .= g!/1°8:2% K (1) := [alog, W].

On remarque que parmi les entiers n comptés dans Ny(z;a,U) figurent tous

les entiers n' qui peuvent s’écrire sous la forme n’ = ap avec les conditions

(1) ap <z

(i) w(a) = K, u(a) = 1

(iii) U<P (a) <P a) < W
(iv) p2W.

On voit que les relations (ii) et (iii) impliquent en particulier pour
z 2> zo(a)

z/a > W@ > gl-a > w2,

de sorte que la longueur de 'intervalle |W, z/a] est suffisamment grande pour

pouvoire estimer le nombre des nombres premiers p y appartenant. On a donc

NMi(z;0,U0)> Y pe)? > L

a
i~ K (2) W<p<z/a
gla=>U<g<W

Les estimations de Tchébychev monirent alors que pour = > z4(a)

z T
> 1> > :
Winss/a alog(z/a) © alogz
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D’olr

: z_ — p(a)
Ni(z;a,U) > Tog 2 Ea —.
Appliquant le lemme 1.2.6 on a

S L o)l T 1p)"

avec U<psW
)= EEZN S (3w
U<p<W U<p<W

L’hypothese log, U/log, * = o(1) implique ¢(K) < 1/U. 1l découle donc de la

formule de Mertens

a 2 lo K
S HE 2 g (tos () + Oligp)

Il suit

1 log W 1 K
Ni(wiaU) > o ogz K1 71 (o8 (1 gU)+O(logU))

D’une part, la formule de Stirling montre en particulier, pour = > z¢(a)
K! < 10[a log, W][O‘IOSz W]+ —alog, W

et d’autre part, on a

log W 1 K olo
(log(lggU)+0(logU)) 2(10g2W)[ 1‘32W]exp{——[alog2W]

! U | U
(o + 3 ()" )

> (log, W)l*1°82 Wl(log I7) 31,

Il vient donc
N (.’.l:; a, U) > i‘(‘)%‘;:an[al%z W]—l/z(log W)a(10g2 W)—1/2(log U)_.o,_%m:1 '

Cela achéve la démonstration du lemme. 0

Lemme 3.1.2. Soient 0 < e <1/2,0 < a <1. Pour z et U assez grands, on
a

w(n, t)

<(1+¢)a

pour tous les entiers n de Nl(a:; a,U) sauf au plus

Lale? z(log x)‘q(")(log U)_"(H")_“Q(H") .
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Démonstration. Posant

6:=(1+¢)
ko := [log, U],
K := [log, z] + 1,
i == expek, (ko <k LK),

. LU(TL,tk)
>t mee ST >0

neNl (l;O,U)

TH®
N

on a pour tout (y,z) €]0,1]x]1,3/2]

N < Z 5 —6(k=1) Z Lw(n,ty)

ko<k<K neN(z;a,U)
< (logx)—aIOgy Z z——&(k—l) Z zu("’t")yw("),
ko<k<K n<z
P~ (n)>U

Le lemme 1.1.4 permet de majorer la somme intérieure, il suit

w(n,ty), w(n) T ;logtk yz—1 log:t y-1
Z ¢ v <<logU logU) (logtk) ’

n<z

P~ (n)>U

et donc

N} < z(logU)~¥*(log z)~*lesyt+y—1 Z e—kL(6,,2)
ko<k<K

ou ’on a posé

L(b,y,z) :=—yz+y+ blogz.

Pour le choix y = a,z2=6/a=1+¢,0ona
L=aQ(l14+¢)>0
et, puisque aQ(1 + ¢) X ac?, on obtient

N < a1 2z(log 2) ™ (log U)~2(1+e)—aQ+e)
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De plus, étant donné U < t < z alors il existe un entier k, kg < k£ < K, tel que
tr <t <tgg1 ; donc w(n,t) < w(n,tiy) et k <log, t. Sin n’est pas compté
dans Ny il découle

w(n,t) < 6k < élog, t. 0

Soit Mp(z;a,U) la suite des entiers n n’excédant pas z et satisfaisant aux

conditions suivantes

(@) u(n)?* =1,0(n) < alogy , P~ (n) > U

. w(n,t) log, U
—_—s < = —=—).
(i) UIE?%{: log,t — o(l+en), (e log, = )

Notons Na(z;a,U) := |Ny(z;a,U)|.
Le lemme suivant est une conséquence immédiate des lemmes 3.1.1 et 3.1.2

précédents.

Lemme 3.1.3. Pour 0 < a < 1, z > z¢(a), e1(z) = (log, z)7/3log, =,
U = exp(log z)**(*), on a

(1.3) Ny(z;0,U) > z(log 2)~ 9 (log U)~*~**1(3) (log, £) () ~3/2,

§ 2. Démonstration du théoreme 3.

* Majoration de N(z; A, ¢g).

Soient 0 < A <log4—1,0< ¢ <1/2 et £ > x9(A,e0). La majoration
N(z; A g9) = I{n <z:dBy(n)<1- eo}l < ze~AVioga 2
est une conséquence immeédiate de la proposition 1 car

N(z;A€0) < Y (1 —dBa(n))/eo

n<e

=(1/20) Y Gim (1/X) > {1:V(n,m,(logn)™*) = 0}

n<z m<X
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* Minoration de N(z; A, ¢o).

Considérons I’ensemble des multiples B)(n) de la suite

Di(n):=J]d, (1 + (logd)™)d] NN
din

et

N'(z,),e0) 1= |{n <z:dB\(n)<1 ——50}] < N(z; A, &)-
Nous allons montrer que pour 0 < A <logd—1,0< ¢ <1/2, z > z9(A,€0)

N'(z,),e0) > z(log )~ A +o)

avec B = ((14X)/log2) — 1.

Nous gardons jusqu’a la fin de la démonstration les notations suivantes
e1 =e1(z) = (logy )3 log, z,U = exp(log z)°*, 8 = ((1+X)/log2)—1,a = —2¢;,
N*(z, A €)= |{n € Ny(z,a,U) : dBy\(n) > 1 — €o}l,

M(X;z)={m <X : max Ym, 2)
U<z<X log,z

S1+€1}.

Par le lemme 1.2.10, on a pour X > U
|M(X;x)l > X(1—¢)

ou
g2 X Q(1 + &) }(logU)~9U+e0),

Cela implique pour X > X(z)

N*(x;/\,eo)s|{n€N2(x;a,U): Z 12(1—50—-52)){}[.
meB, (n)NM(X,z)

On a donc

(2.1) N*(IL';/\,E()) S (% — &0 — 61)- Z Z Z 1

n€N2(z;0,U) meM(X;z) d|m,tjm
m impair d<t<gn(d)d

avec n(d) = (logd)~*.
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Nous allons majorer le terme de droite de (2.1) par des sommes arithméti-

ques pondérées. Pour cela, soient 0 < y1,¥2,¥3,¥1 < 1, a3 := (1 + &1)a,

S Z pu(n)? Z Z Z y:.'(n,d)-—al log, d

n<z m<X djn
P (n)>U 1<d</Z d<t<(l+n(d))d

xyg(mﬁd)—(l'*'el)logz 2daw(n)—alogz z,

Sy : Z u(n)? Z Z Z yo ()= logs d

n<z m<X din
P=(n)>U >z d<t<(1+n(d))d

Y

Q(m,2d)—(1+¢<;)log, 2d
XYy z

on a d’apres (2.1)
(2.2) N*(z; ), 60) < 2(1 — 260 — 2¢1) 7 (S! + S5).
D’une part, on a

S < (logz)™@l8= N~ y(d)*(logd)~*lesm=(+en)logye

d<VE
P ({d)>U

Q Q(m,2d s
(au)*@ 3 w0 Y @™ Y« )

d<t<(1+4n)d m<X/t m<X/d
P~ (n)>U

Il découle donc du lemme 1.1.4

S < = X(logU)™ ¥ (logz) %@ Y u(d)(logd)®(ay;)*? /d

<z
P~ (d)>U

oo oy

d<t<(1+n)d

ou l'on a posé

E:=—ajlogy; —(14+e1)logys +y2 — 1+ ay; — a.
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Comme 1'inégalité d(logd)~> > d'/3 est vérifiée pour tout d > U alors d’aprés
le lemme 2.1.1, on a

2()
> B < (g
d<t<(1+n)d

Il vient ainsi

S < z X(logU)™*¥ (log a:)'Q(") Z p(d)*(log d)E+v2=1 2 (ay, )W(d)/d

i<z
P (d)>U

+o0
< z X(log U)~22¥1 (log 7)) / JE+yztayi—2-2 4,
log U

<z X L YlogU) 2241~ L(jog 7))
2 2

ou l'on a posé
L:=aylogy +(1+e1)logys — 2y +2 — 2ay; + o + A

et supposé L > 0.
En choisissant y; = 1/2, y2 = (1 + €1)/2, on obtient

L=-a1log2+Q(1+¢1)—(14+e1+e1a)log2+1+ A
>461

et
(2.3) S! < z X(log U)~*=3¢1 (log 7)~ (),
D’autre part, on a

S5 S(loga:)""“b“’3 Z (10gd)—(1+51)103y4y;1(d)
VzI<d<z
DI RD DS DI
d<t<(1+n)d m<X/t n<z/d
< 7 X(logz)~1loBY: Z (log d)~(1+e1)log ya+ya—1
VzI<d<z
(d) Q(t)

x(log -zzl:f-)ys—l__.% Z Ya

d<t<(1+n)d
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Par le lemme 2.1.1 on a donc

S5 < z X(log ) *t1o8vs Z (log d)~(1ter)log ya+2ya—2-2

Vz<d<z
w(d)
2z ya—1Y3
X (log —
(log —)™ "=
Par intégration par parties, on obtient donc
log = -1

Sy < z X(logz)~11°8 -"3/ z*(log(2z) - z)y3 dz

s logz

ou 'on a posé
A:=2y; —3—(14+e1)logys +ys — A
Il vient donc

Sy <« zX(logz)?
Ys

avec B := A — ajlogys + y3.
Le choix y3 = a1/2, y4 = (1 +€1)/2 implique

B=-Q(ai)+ailogy—1+(1+e1)log2—Q(1+¢e1)— A
< —Q(a) — 3¢y,

et on obtient
(2.4) Sy < z X(logz)~@()=2e1,
Les relations (2.2), (2.3) et (2.4) entrainent en conséquence pour z > zg(\,&q)
(2.5) N*(z; M €0) < z(logz)~ % (log U)~@ 21,
Or, 'inégalité

N'(z, ), €0) 2 |No(z50,U)| = N*(z; A, €0)
montre en vertu du lemme 3.1.3 et (2.5)
(2.6) N'(z,),¢0) > z(log z) "% (logU) ~*G(x)

avec
G(z) = (log U) ™) (log, 2) ¥ ~%/% — (log U) %1,

Cela achéve la démonstration de la minoration de N'(z, A, £o) puisque G(z) >
pour = 2> zo(A,€p). ' 0
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Reésumeé. 3

Erdos a conjecturé que la densité de I’ensemble des multiples

de la suite Dy(n) U d,2d) NN tend vers 1 lorsque n tend vers
d|n
Pinfini en restant dans une suite convenable de densité unité.

Nous résolvons cette conjecture sous une forme quantitative
et plus générale en évaluant la densité de ’ensemble des multiples

de la suite

Dsln) = U]d: (1 + (logn)~*)d] (N, A2 0.
' d|n

Le résultat met en évidence des seuils critiques A* = log4 — 1
et A*™ = log8 — 1 pour ) correspondant a des sortes de change-

ments de phase .

Les démonstrations reposent sur la technique de Maier et
'"lf‘enenaaum; et sur des calculs de moyennes pondérées, étayées
par des raisonnements combinatoires. Certaines propriétés de
nature probabilistes sont établies par des méthodes d’analyse

harmonique.

Mots clés.
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